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ÓÙÖ×  Ò× Ø  Ø××Ù
ÖÒ¸ Ð× ×ÓÒØ ÚÖÑÒØ ×ÙÔÖ× Ø Ñ³ÓÒØ ÔÖÑ×
 Ñ³ÚÖ ÔÒÒØ 
ØØ Ø×¸ ÑÖ
 Ù××
ÔÓÙÖ Ð ×Ø  ËÒØ¹ÅÐÓ¸ Ð Ò× ×ÙÖ Ð ÔÐ

³×Ø ×ÝÑÔ Ù××
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð ØÖÚÐ ÕÙ ØÙ × ÔÓÙÖ Ð³ÍÊ
Ø ÑÖ
 ³ÚÓÖ ØÓÙÓÙÖ× Ð ×ÓÙÖÖ ÕÙÒ  Ø

ÖÓ×
��� ØÑÔ× ÕÙ ÑØ Ð ØÖÖ ÔÓÙÖ 
ØÙÖ ÙÒ
ÖÚÓÐÙØÓÒ ÙØÓÙÖ Ù ×ÓÐÐ
��� ×Ò× Ö×ØÖ
ØÓÒ ÓÙ ÐÑØ¸ 
ÓÒØÖÖ
ÖÐØ¸ ÔÙØ 
Ö
ØÖ×Ö Ð ØÑÔ×
��� ÒØÖÚÐÐ  ØÑÔ× Ó
ÖÓÒÓÐÓÕÙ
��� ÖÚØÓÒ ÙØÓÑÓÐ ÕÙ ÔÔÖØ Ò×
Ð ÒÓÑ  
ÖØÒ× ÑÓÐ×  ÚÓØÙÖ×
��� ÓÙØÐ  ØÖÚÐ ÕÙ ×Ö ÔÙØ¹ØÖ ÙÒ ÓÙÖ
ÕÙÒØÕÙ
��� ÐÕÙ
��� ×Ý×ØÑ ÒØ¹ÐÓ
 × ÖÓÙ×
���  Ð ÖÑÖ
 ÑÑ ×  Ò Ð³ Ô× 
Ó×
Ø ÑÖ
 Ò ÔÖØ
ÙÐÖ ÙÜ ÑÑÖ×  
ØØ
ÖÒÖ ÕÙ ×ÓÒØ ÔÖ×ÒØ× ÙÓÙÖ³Ù
���  Ð× ÖÑÖ
 
Ö ×Ò× ÙÜ Ð ÑØÖ
³Ò×ÒÒØ 
Ö
ÙÖ ÙÖØ ÑÓÒ× ³ÒØÖØ¸
³ ÓÖ ÚÓÙ× Ö Ì ´ÑÑ × 
 Ò³×Ø
ÔÙØ¹ØÖ Ô× Ö
ÔÖÓÕÙµ
��� ÔÙØ ×³

ÓÑÔÒÖ ³ÙÒ Ó
ÑÒØ
ØØ  ÙØ Ò ×
��� 
ÓÙØÙ ÙØÐ× ÔÖ Ð× ÒÙØ×
��� ÔÓ××ÓÒ ÕÙ ÔÙØ ØÖ  ÖÓ××× ÐÚÖ×¸
ÑÙ×Ù ÔÓÒØÙ ÓÙ Ò
ÓÖ  ØØ ÒÓÖ
��� ÓÒ Ð ÐÚ ÔÓÙÖ ×³Ò ÐÐÖ
��� ÔÙØ ØÖ ÕÙÐ ³ÑÓÙÖÙÜ ÓÙ  ÓÐØÖ
��� Ð× ×ÓÒØ  ÔÐÙÑ× Ò× Ð× 
ÖØ×
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð ÃÓÙÒ ÑÒÒ¸ ÑÖ
 ÔÓÙÖ
ØÓÙØ× 
× ÔÖØ×  
ÓÒ
 Ø Ò³ÓÙÐ Ô×
ÕÙ³Ð ÙØ ÕÙ³ÓÒ ×× ÒÓØÖ ÖØ
Ð ×ÙÖ Ð× ÑÓ×
ÔÖÓÔÖ× Ù ÄÔÐ
Ò Ò× Ð 
  ´×ÓÐ
Ò³ Ô× ÔÙ Ö××ØÖ  Ð ØÒØØÓÒ  ÑØØÖ
Ð ×ÙÖÒÓÑ ÕÙ  Ø³ ØÖÓÙÚ ÔÐÙØ�Ø ÕÙ ØÓÒ
ÔÖÒÓÑµ





ÀÓÖÞÓÒØÐ

�� Ñ
�� ÓÑÑ × Ò×
�� ÑÖ
 ³ÚÓÖ 

ÔØ  Ñ ÔÖÒÖ Ò
ÔÓ×Ø¹Ó
  Ä×ÓÒÒ Ø ÑÖ
  Ñ³Ö
ÒÓÖÑÑÒØ  ÔÖÔÖÖ ÑÓÒ ÖÖÚ
�� ÖÑ× ÓØ× ³ÙÒ Ö ÑÑÒ
 ×ÙÖ ÙÒ
ÑÔ
�� ÑÖ
 ³ÚÓÖ ÖÙ××  Ñ ×ÙÔÔÓÖØÖ 
ÓÑÑ

ÓÙÖÙ  ´ÓÙ Ò Ò Ø ÔÙØ¹ØÖ ÕÙ 
³×Ø Ð

ÓÒØÖÖ¸  ÜÔÐÕÙÖ ÔÓÙÖÕÙÓ  Ò Ø ÚÓ×
Ñ× ÔÐÙ×ÙÖ× ÓÙÖ×  ×ÙØµ
�� ÖÚ×
�� ÑÖ
 ÓÒÓÑÑ ÔÓÙÖ Ø ÓÒÒ ÙÑÙÖ

ÓÑÑÙÒ
ØÚ Ø  Ñ³ÚÓÖ ÒÙÙÐ

ÕÙ Ó× ÕÙ  Ò ÔÖÒ× Ô× Ù ØÖÓØ
ÑÙ×¹ØÓ Ò  ÆÒ
Ý
�� Ü Ù ÚÒØ ÓÙ ÜÓ
ØØ
�� ÒØÖÔÖ× ×ÒØ × ×ÔÖÐÐ× ÓÙ ÔÖÒÓÑ
 ÄÙÔÒ
�� ÑÔ�Ø× ×ÙÖ Ð× ×Ó
Ø× ÓÙ ÚÖ ØÖ 
ÓÒÙÙ
 Ð ØÖÓ×Ñ ÔÖ×ÓÒÒ Ù ×ÒÙÐÖ Ò ÒÐ×
�� ÔÖÓ× ÙØÐ ÔÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ × ØÓÖÑ×
�� ÑÖ
 ³ÚÓÖ Ù Ð³  Ð ×ÓÖØ  ×ÒÝ
Ð³ÒÒ ÖÒÖ¸ 
³ØØ ×ÙÔÖ Ø ×ÙÖØÓÙØ ÑÖ

ÔÓÙÖ Ø× 
Ö× ×ÙÖÙ× Ò× Ð× ØØÖ
ØÓÒ×
�� ÖÓÒ× 
ÓÑÑ × ÕÙÙ×  ÔÐÐ×
�� Ð Ò×× Ù ÀÒ Ò ×Ø ÙÒ
�� Ð ×Ø Ù 
ÒØÖ  Ñ Ú¸ 
³×Ø ÓÒ
 ÒÓÖÑÐ
ÕÙ³Ð Ó

ÙÔ ÙÒ ÔÐ
 
ÒØÖÐ Ò× 
 ÑÓØ

ÖÓ×¸ ÑÖ
  Ñ³ÚÓÖ ×ÓÙØÒÙ¸ ÑÖ


ÖÓÖ Ò Ñ× 
Ô
Ø×¸ ÑÖ
 ³ÚÓÖ ×Ù Ñ
Ö
ÓÒÓÖØÖ  
ÕÙ Ó× ÕÙ  ××ÔÖ
 
Ù× × 
ÙÐØ× ÖÒ
ÓÒØÖ× Ù 
ÓÙÖ×
 
ØØ Ø×¸ Ö  ÔÓÙÖÖ Ø ÖÑÖ
Ö
ÔÓÙÖ Ù
ÓÙÔ ³ÙØÖ× 
Ó×× Ñ×  Ö×ÕÙ
³ÐÐÓÒÖ ÒÓÖÑÑÒØ 
× ÖÑÖ
ÑÒØ×¸ ÓÒ

ÑÖ
 ÔÖ
 ÕÙ
�� ÔÖÒÓÑ ÑÒÒ ´³
ØÖ
 ÓÙ ³
ÓÐÓ×Øµ
ÓÙ  Ð³ÒÚÖ× ×ÐÙØ  ×Ö
�� ÓÙÐ 
³×Ø ÙÒ 
ÚÐ ÒÒØÒ ÓÙ ÓÙ ÖÙ××
�� ÒÐÚ
�� ÓÖ 
 ÓÙ  Ð³ÒÚÖ× ØÐ××ÑÒØ ×
ÓÐÖ
Ó ÔÙ  ÔÖÓ××ÙÖ× ×ÓÙØÒØ Ò×ÒÖ
�� ÑÖ
  ÑÓÒ 
ÓÐÐÙ  Ì ÕÙ 
 ×ÓØ Ò
Ð
Ò
 ½ ÓÙ Ò Ö ÔÓÙÖ ×ÓÒ ÑÔÐ
ØÓÒ Ò×

× ÖÒÖ×  Ñ× 
�Ø×
�� ××Ó
ØÓÒ ÑÖ
Ò ÕÙ Ñ Ù
ÓÙÔ
Ð× ÖÑ×
�� ÔÝ×
Ò ÑÖ
Ò ÕÙ  ÓÒÒ ×ÓÒ ÒÓÑ
ÙÒ Ñ×ÙÖ Ø  ÙÒ ÔÒÓÑÒ
�� ×ØØÓÒ  ÖÓ Ù 
ÒØÖ  Ð ÖØÒ
�� Ø Ð³ÓÖ
�� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ø ÒØÐÐ×× Ø ØÓÒ 

Ø
ÙØÓÙÖ × ÑÒ×ØØÓÒ× Ù ÀÄ

ÎÖØ
Ð

��� ×ÑÙØ
��� ÓÖÒ ÑØÑØÕÙ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ø ÒØÐÐ×× ÐÓÖ×  Ð ÖÐÙÖ
 ÑÓÒ ÑÒÙ×
ÖØ¸ ÐÓÖ× × ÔÖÓÐÑ×  ×ÐÐ×
 Ì ÓÙ ÐÓÖ×ÕÙ ³Ø× ØÙÒØ
��� ÙÒØ ÑÜØ  Ö
Ö

��� ØØ Ò× ÐÕÙÐ  Ó× ØÖ
��� ÖÓÙØ
��� ÚÖ ÕÙ ÔÖ
   ×Ò
ÚÖ× 
�Ø×
��� ÔØÙÖ ³ÙÒ 
Ò  ÑÓÒØÒ
ÖÒ×
��� ÔÖÓÒÓÑ ÔÖ×ÓÒÒÐ
��� ÒØÙÖ×  Ð³ÒÞÝÑ  
ÓÒÚÖ×ÓÒ
��� 
ÐÖ ØÖÕÙÒØ  ÖÓÙ  ÓÐÓÑ
��� 
³×Ø ÑÓÒ 
ÓÔÒ  
 ´Ø 
³×Ø ÐÑÒØ
Ð ×ÙÐ ÕÙ  ÔÒ×  Ñ ×ÓÙØÖ ÑÓÒ ÒÒÚ

ØØ ÒÒ µ¸ ÑÖ
 ÓÒ
 ÔÓÙÖ 
× ÔØØ× ´ÓÙ
Ô×µ ÔÙ×× Ò× Ð ÓÙÖÒ ÕÙ ×ÓÒØ ØÓÙÓÙÖ×
ÔÓÒ
ØÙ×  ×
Ù××ÓÒ× ÒØÖ××ÒØ×¸ ÑÖ

ÔÓÙÖ Ð× ÒÚØØÓÒ× 
Þ ØÓ Ø Ð 
ÓÙÚÖØ
ÙÜ Ø ×ÙÖØÓÙØ ÑÖ
  Ñ³ÚÓÖ ÑÑÒ ÚÓÖ
Ð× ÐÔÒ× ÒØ× Ù ÑÐ
��� ÑÖ
  ØÓÙ× ×× ÑÑÖ× Ø Ò ÔÖØ
ÙÐÖ
 
ÙÜ ÓÒØ ³ ÓÙÐ  
ØÖ  ÒÓÑ×¸ ³Ò
ÔÖÓØ ÔÓÙÖ ÖÑÖ
Ö Ð³ÕÙÔ ³ÒØÖØÒ ÕÙ
Ø ÙÒ ØÖÚÐ ÓÖÑÐ Ø ÑÖ
  ÂÒÒ

ÔÓÙÖ Ð³ÔÔÖÓÚ×ÓÒÒÑÒØ Ò Ø× Ø 
 ×
×ÑÒÖ× Ó
ØÓÖÒØ×
��� ÙÜ Ò 
Ö× ÖÓÑÒ×
��� Ô�Ø ÕÙ × ÓÖÑ Ù ÓÒ ³ÙÒ ÓÙØÐÐ
ÓÙ ØÝÔ  ÖÓÙÔ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ 
×  ÒÒ× Ø Ñ  Ò×
ÑÓÖÒ¸ Ø× 
ÓÖ ×ÓÒØ ÚÖÑÒØ ×ÙÔÖ×
��� ×ÝÒ
Ø
��� ÔÙØØ
��� ÖÖ Ú
 Ò××ØÒ
 ÓÙ Ö××
��� ÑÙÜ ÚÙØ ÙÜ Ó× ÕÙ³ÙÒ ÓÒ
 Ò
ÓÖ
ÑÖ
  Ñ³ÚÓÖ Ò
Ö ÔÒÒØ 
× ¿ ÒÒ×
Ø Ñ
��� Ö
Ð ÓØÒÙ Ò ÒÐÚÒØ Ð ÖÓÙÔÑÒØ
ÝÖÓÜÝÐ ³ÙÒ 
 
ÖÓÜÝÐÕÙ ´ÓÙ ³Ñ
Ò Ð 
Ñµ
��� ÑÖ
  Ò Ô× Ñ³ÚÓÖ ØÖÓÔ 
ÔÖÔÖÖ Ð ÔÓØ ³ÖÒÙ
��� 
³×Ø ÑÓÒ ÔØØ ÖÖ  Ø×¸  ÐÙ ×ÓÙØ
ÓÒ
 ÓÒ 
ÓÙÖ ÔÓÙÖ Ð ×ÙØ  × Ø×
��� 
ÓÒØÖÙØÓÒ ×Ó
Ð ÒÖÐ×
��� ÑÖ
  Ð ×
ÖØÖ  ÑÓÒ ÕÙÔ ÕÙ
³ ÒÓÖÑÑÒØ ×ÓÐÐ
Ø ÔÒÒØ Ñ Ø×
Ú
 ØÓÙ× Ñ× ÔÐ
ÑÒØ× Ø ÕÙ Ñ³ ØÓÙÓÙÖ×


ÙÐÐ Ò× ×ÓÒ ÙÖÙ Ú
 × ÑÓØ× ÒØÐ×
��� 
ÓÑÔÐØÑÒØ × ÓÒ ÓÙØ  ÚÒØ Ø
ÕÙ³ÓÒ ×ÔÖ Ð× ÙÜ ÐØØÖ× ÔÖ
��� 
ÒØÙÖ 
ÓÖ× ÝÒØ ÚÒÙ ÔÐÙ×  ¼¼
ÑÐÐÓÒ×  ×ÕÙ×
��� ÔÖØÖ×× ³ÀÖ ØÖÒ×ÓÖÑ Ò Ò××





ÀÓÖÞÓÒØÐ

�� ÚÒØ ������ ÔÓÙÖ ×ÒÖ ØÙÖ ÓÙ ÚÒØ
������� ÔÓÙÖ ×ÒÖ  ÚÓÐÓÒØ
�� ÔÒØÓÙ ÓÙ ××Ó
 Ù ÑÓØ ØØ ÔÖÑØ
ÕÙÐÖ ÕÙÐÕÙ³ÙÒ ³ÒØØ
�� ÑÖ
 ³ÚÓÖ ×××Ø  Ð³ÒÙÙÖØÓÒ
Ð³Ò
 Ä×Ù¸  Ñ ×Ù× ×ÒØ ÑÓÒ×
×ÙÐ
�� ÑÖ
  Ñ 
Ó¹ÓÖÒ×ØÖ
 Ù ×ÑÒÖ
ÄÒÙ 
Ö ÐÐ  ××ÙÖ¸ ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð× ÔÙ××
Ø× ØÓÙØ Ù ÐÓÒ  Ð ÓÙÖÒ¸ ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð×
×
Ù××ÓÒ× 
ÒÑ× Ø 
ÐÕÙØØ× Ø ÑÖ
 ÔÓÙÖ
Ð× ÓÒÒ× Ö
ØØ×  
Ù×Ò
�� ÒÓÑ ³ÙÒ ÓÙÖ×  Ø×
�� ÑÓ
ØØ ÓÙ ÑÒ¹³ÙÚÖ
�� ÒÓØ  Ð Ö
ØÓÒ
�� 
ÓÒØÖØ ³

ÓÑÔÒÑÒØ Ò× Ð³ÑÔÐÓ
��� ÑÖ
  Ñ³ÚÓÖ Ø Ú×ØÖ ÅÖ×ÐÐ¸ ÑÖ

ÔÓÙÖ Ð× 
ÓÒ
ÖØ× Ú
 Ð³ÓÖ
×ØÖ ÙÒÚÖ×ØÖ¸
ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð× ÒÓÑÖÙ×× ×ÓÖ× Ø ÑÖ
 ÔÓÙÖ
Ð× Ú
Ò
× Ò× Ð× ÈÝÖÒ×
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ø Ö
ØÚØ Ø Ø× 
ÓÑÔØÒ
×
Ò ÒÓÖÑØÕÙ ÐÓÖ×ÕÙ³ÓÒ ÚØ × ÔÖÓÐÑ×
Ú
 Ð ×Ø Ù ×ÑÒÖ ÄÒÙ
��� ÑÖ
 ³ØÖ ÙÒ ÓÙÙÖ ××Ù  Ð ÔÙ×
 Ñ¸ ÑÖ
  ×ÑÔÐÖ Ð ÚÐÓÒ Ò ÝÒØ
ØÓÙÓÙÖ× ÙÒ Ö�Ð  Ñ
ÒØ Ø ÑÖ
  Ñ³ÚÓÖ
Ø Ö
ÓÙÚÖÖ Ð 
ÓÑ ÑÙ×
Ð  Ð³Ò×
��� Ò
ØÖ ÕÙÐÕÙ³ÙÒ  × ×ÓÒÓÖÖ ÓÙ
ÖÕÙÒØÖ × Ò× ÓÙØÙÜ × ÓÒ Ð ÔÖ

³ÙÒ ×
��� 
³×Ø Ð³ÒÖÓØ Ó ÚÓÙ× Ø× 
ØÙÐÐÑÒØ
��� ÑÖ
  
 ÒÓÙÚÙ ÑÑÖ Ù 
ÐÙ Ù
 Ð ÔÙ×  Ñ 
Ö 
³×Ø ÕÙ×ÑÒØ Ð ×ÙÐ
Ú
 ÕÙ ³ÖÖÚ  ÒÖ  Ð 
ÓÒ

��� ØÓÐÐ × Ð× ÖÓÐÒ×  1 km2

��� ÑÖ
  
 ÔÖÓÐ×Ø  ÕÙ Ð ÖÖÚ
ØÓÙÓÙÖ× × 
Ó×× Ò
ÖÓÝÐ× Ø ÕÙ Ñ ÓÒØ
Ò ÖÖ
��� ÝÒØ Ð ÓØ ³ÙÒ ÔÐÒØ ÕÙ³ÓÒ ØÖÓÙÚ
Ò× ÙÒ Ð
ÓÓÐ ××Ó
 Ù ÒÓÑÖ 51

��� ØÒ Ð
��� ÔÖØ  Ð 
Ò
ÐÖ ÐÐÑÒ
��� ÓÑÑ ÔÙÜ
��� 
³×Ø Ô× Ú
 ÙÒ ×ÐÖ  ÔÖÓ ÕÙ³ÓÒ
Ö×ÕÙ  ÔÝÖ 
Ø ÑÔ�Ø
��� ÒÓÒ ÓÙ ÖÖÚ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ø ÒØÐÐ××¸ ØÓÒ 

Ø
ÑÒ×ØÖØÚ Ø ³ÚÓÖ ×Ù ÒÓÙ× ÜÔÐÕÙÖ Ø
ÒÓÙ× Ö  ÖÖ Ð× ÒÚØØÓÒ× Ù ×ÑÒÖ
ÄÒÙ
��� 
ÓÑÑ Ð× ÓØ×  Ð ÑÒ ÓÙ Ð× ÑÒÙØ×
Ä×Ù
��� ×Ö ØÐÚ× ÙÑÓÖ×ØÕÙ
��� ÓÙ ÒÐ× ÓÙ ÖÓÙÔ  ÖÓ
 ÒÐ×
��� 
ÖØ ÒØÖ××ÒØ  Ð ÐÓØ Ñ× Ù
ÓÙÔ
ÑÓÒ× Ù ØÖÓØ
��� ÒÚÓ ÓÙ ÔÙÐ

ÎÖØ
Ð

��� ÑÖ
  ØÓÙ× Ð× ÙÜ ³ÚÓÖ Ö ×
×ÓÙÚÒØ ÅÙ×¸ ÑÖ
  ÐÙ ÔÓÙÖ × ÑÓ×Ø¸
ÑÖ
  ÒÓÙ× ÚÓÖ ÒÚØ×  ÚÓØÖ ÑÖ

³ØØ ÚÖÑÒØ ÒÐ
��� ÖÓÑ ÔÖÓ× Ø  ÅÙÜ ÓÙ  ÅÐÙÒ
��� ÒØÑÓÒ
��� 
ÓÔÖÒ
ÙÑ
��� ÔÖÓÙØ ÖÚ  Ð ÚØÑÒ
��� ÔÖÓÒÓÑ ÒÒ ÒÙØÖ
��� 
ÙÚÖ ÓÙ 
ÓÑÑÙÒÙØ ÙÖÒ
��� ØÝÔ  ÖÓÙØ× ×ÓÙÚÒØ ××Þ ÖÒ×
��� ÓÒ Ð³ÓÙØ ÔÖÓ×  ÙÒ ÑÐ
��� ÑÖ
  Ñ³ÚÓÖ ÔÖÓÔÓ×  Ö Ð× Ì
³Ö Ò ÐÖ Ø ÓÑØÖ¸ ³ ØÖÓÙÚ 
Ø
Ò×ÒÑÒØ ØÖ× ÓÖÑØÙÖ¸ ÑÖ
 Ù×× ÔÓÙÖ
Ð× ÓÖÙÜ ÐÒ
× ÕÙ³ÓÒ  Ø Ò×ÑÐ
��� Ñ
Ò×Ñ ÒÓÖÑØÕÙ ÔÖÑØØÒØ
Ö 
ÓÑÑÙÒÕÙÖ ÙÒ Ö×Ù ÐÓ
Ð Ú
 ÒØÖÒØ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð ×ØÓÒ  Ð ÐÓØÕÙ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð ×ØÓÒ  Ð ÐÓØÕÙ
Ø ÔÓÙÖ Ð× ÑÐ× ÒØÖ××ÒØ× ×ÙÖ  Ð³ØÓÒ
×
ÒØÕÙ
��� ÒÚÖ×  ÓÛÒ
��� ××Ó
ØÓÒ ÔÓÙÖ Ð ØÓÙÖ×Ñ ÕÙØÐ Ø
×ÓÐÖ ´ÓÒ 
ÓÙÚÖ × 
Ó×× ÕÙÒ ÓÒ 
Ö
ÙÒ ÑÓØ 
ÖÓ×µ
��� 
³×Ø 
 ÕÙ ÒÓÙ× ×ØÒÙ Ð× ÙÒ× ×
ÙØÖ× Ò ÒÐ×
��� ÚÐÐ Ù ÄÑÓÙ×Ò
��� Ò
  ÖÒ×ÒÑÒØ× ÑÖ
Ò
��� ×ÔÓ×Ö × ÔÓ××ÓÒ× ×Ð× Ð× ÙÒ× Ù¹××Ù×
× ÙØÖ×
��� ÖÓ  Ð³ÝÔØ ÒØÕÙ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ ÒÓ× ÖÔ× Ù ÚÒÖ Ñ
ÕÙÒ ³Ø× Ò ×Ø  ÂÙ××Ù Ø Ò ×Ö
ÑÖ
 ÔÓÙÖ ØÓÙ× Ø× 
ÙÜ¸ ÒÓØÑÑÒØ Ð×
Ø×
��� ÓÒ
ØÓÒ ØÖÓÒÓÑØÖÕÙ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð 
ÓÙÚÖØ Ù ÈÖÙÓ Ø
ÑÖ
 ÔÓÙÖ ÒÓ× ÐÐ×  ÚÐÓ ×ÙÚ×
ÑÖ
× Ò 
ÒØÖ¹ÚÐÐ ÙÖÒØ ØÓÙØ Ð³ÒÒ
ÖÒÖ
��� 
ÓÒØÖ�Ð Ò 
Ð×× ÓÙ ÕÙÐ
Ø ³ÙÒ
ÒÒØÒÓ
��� ÔÖÒÓÑ ÖØÓÒ Ø ÕÙÖØÖ Ù ×Ù
ÊÒÒ×
��� ×ÓÖØ ³ÕÙÖÖ
��� ÔÖ
ÓÙÖÙ × ÝÙÜ ÓÙ ÑÖÕÙ  ×
ÙØ×
��� ÔØØ ÑÓÖ
Ù  ØÖÖ ÒØÓÙÖ  ÑÖ
��� ÑÖ
  Ñ³ÚÓÖ ÓÖ
  ÔÖÒÖ ×
Ú
Ò
× Ø ÑÖ
 ³ÚÓÖ Ø ÔÖØ  ÒÓØÖ
ÕÙÔ ÔÓÙÖ Ð³×
Ô ÖÓÓÑ 
Ö ×Ò× ØÓ¸  
ÖÓ×
ÕÙ³ÓÒ ÙÖØ ÙÒ ÔÙ ÔÐÙ× ÐÖ
���  Ð× ÖÑÖ
  Ñ³ÚÓÖ Ð×× 
Ó×Ö
Ñ× ØÙ× Ø  Ñ³ÚÓÖ ×ÓÙØÒÙ ÔÒÒØ 
×
ÖÒÖ×¸ ÑÖ
 ³ØÖ Ð ÙÓÙÖ³Ù Ø ÑÖ

ÔÓÙÖ ØÓÙØ 
 ÕÙ ÚÓÙ× ÚÞ Ø ÙÓÙÖ³Ù





ÀÓÖÞÓÒØÐ

��� ×Ò× ÐÙ ÓÒ ÔÖÖØ Ð ØØ
��� ÔÖÜ ÒÕÙÒØ Ð³ÓÖÒÐØ
��� ÙÒØ  Ð ÕÙÒØØ  ÑØÖ
��� 
ÓÑÔØ¹ÖÒÙ ÓÙ 
Ö  Ö
Ö

��� 
³×Ø Ð ÒÓÑ ³ÙÒ ÔÖ
 ÒØÙÖÐ  ÐÓÖÒ
��� ÑÖÕÙ Ð ÔÙ ³ÒØÓÙ××Ñ ÔÓÙÖ
ÕÙÐÕÙ¹
Ó×
��� Ð ×Ø ÔØØ  ËÒØ¹ÅÐÓ Ø ×Ø Ù  ÎÙÒ
��� ÑÖÕÙ ÙÒ Ü
ÐÑØÓÒ ÓÙ ÙÒØ  
Ö
Ð
ØÖÕÙ
��� ÑÖ
 ³ÚÓÖ ØÓÙÓÙÖ× Ø  Ð³
ÓÙØ ÐÓÖ×
Ñ× ÔÖÓÐÑ× ÒÓÖÑØÕÙ× Ø ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð
Ú×Ó 
ÓÒ
ÖÒÒØ Ð ×ÓÙØÒÒ

��� ØÖÚÐ  Ö  Ð Ñ×ÓÒ ÓÙ 0, 1 ÑØÖ
��� ÔÔÖ× ÓÙ 
ÓÒÒÙ
��� ÑÖ
  
 
ÓÐÐÙ  Ì  Ä½ Ú
 ÕÙ
 ÔÓÙÚ× ÔÖØÖ Ñ× ÜÔÖÒ
×¸ ÑÖ

ÔÓÙÖ Ð× ÓÙÐ× Ù ØÝ ÕÙ ×ÒØ ÒÖÖ

ÖØÒ× ÔÖ×ÓÒÒ×¸ 
³ØØ ÑÙ×ÒØ
��� ÙÒ × ÖÒ× × 
ÐÕÙØØ×
��� Ö
��� ÔÖØÕÙ Ò ØØÖ ÓÙ Ò Ò× ÕÙ
ÑÒ  Ð³ÒÚÒØÚØ
��� Ý³ Ù ×ÓÐÐ Ø × º º º ´ÓÙ  
ÓÑÑÒ

Ö Ñ× ÖÑÖ
ÑÒØ×  ÔÐÙ× Ò ÔÐÙ× ØÖ Ð
×ÓÖ¸  Ö×ÕÙ  Ò Ô× ×³ÖÖÒÖµ
��� ÔÖ×ÓÒÒ 
ÒØÖÐ  ÅØÖÜ
��� Ó××ÓÒ × ÖØÓÒ×
��� ÖÚØÓÒ ³ÙÒ ÓÖÒ×Ñ ÕÙ ÓÖÒ×
× ÖÙÒÓÒ× Ó Ð ÔÐÙÔÖØ × ÖØÓÒ× ´ÚÓÖ ×
ÖÒ×µ ÔÓÙÖÖÒØ × ÖÒÖ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð ØÖÚÐ ÕÙ ØÙ × ÔÓÙÖ
Ð³ÁÖÑÖ¸ ÑÖ
 ÔÓÙÖ ØÓÙ× Ð× ØÑÔÓÒ× ÕÙ  Ø³
Ø Ö ÔÓÙÖ Ñ× 
ÒØÙÖ× ³ØÖ Ø ÑÖ

 Ñ³ÚÓÖ ÜÔÐÕÙ ÕÙÐ ØØ ÑÓÒ ×ØØÙØ 
ØØ
ÒÒ
��� 
 ×ÓÒØ ×× ÑÑÖ× ÕÙ ×ÓÒØ ÒØÖÚÒÙ×
ÕÙÒ Ð ØÐÙ  ÑÓÒ ÙÖÙ ×Ø ØÓÑ
��� ÔÓÒÖÞ
��� ÔÖÒÓÑ ÖÑÒÕÙ ÓÙ ÔÓ××ÓÒ
��� 
ÓÙÔ Ò ÓÒÖÓ×
��� 
ÐÖ 
ÚÐÖ ´Ø ÒÓÒ Ê
Ö¸  Ò Ø
ÖÑÖ
 Ô× ÙÒ ÙÜÑ Ó×µ
��� 
Ó×Ø ÓÙ ÚÐÐ ³ÁÖÒ
��� ÖÚØÓÒ Ù ÒÓÑ Ù ÖÒÖ ÔÝ× Ó
×Ù× ÐÐ Ò 
ÓÒÖÒ

��� ØÝÔ  ÖÓ
��� Ö
Ö
��� Ö×ÓÒÒ
 ÔÖÑÒØÕÙ Ð
ØÖÕÙ ÓÙ
Ö×ÖÚ ÔÝ× ÑÖÒØ×
��� 
ÒÖ  ÔÙ ÓÙ  ÚÓÜ
��� ÚÓÐ
Ò Ð ÔÐÙ× ÙØ ³ÙÖÓÔ
��� × ØÒØ ÓÙØ

ÎÖØ
Ð

��� ×ÝÑÓÐ ³ÙÒ ÑØÐ ÔÖ
ÙÜ
��� Ú×  ØÖÑÔÖ Ð 
ÙÜ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð× ×ÓÖ×  Ð Ó× ÒØÐÐ
ØÙÐÐ×
Ø ÖÖÓ×× 
Þ ØÓ
��� ÑÖ
 ³ØÖ Ð ÙÓÙÖ³Ù ÔÓÙÖ Ñ
×ÓÙØÒÖ
��� ÔÖØÑÒØ ÖÒ×
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ø× ÑÐ× ×ÙÖ Ð³Ò×ÒÑÒØ Ø
Ð× ØÙÒØ×
��� 
 ÒØÖÐÓØÖ
ØÕÙ
��� ×ÑÐÝ ÕÙ ÖÓÐ
��� ÔÓØ ÒÐ×
��� ÙÚ Ù ÎØÒÑ
��� ÑÖ
  ÑÓÒ ÔÖØÒÖ  
ÓÐÐ
ØÔ××Ö Ó

×ÓÒÒÐ ÔÓÙÖ ×× ×ÓÖ×
��� ÑÖ
  Ñ ×ÙÖ ÔÓÙÖ ÒÓ× 
ÓÙÔ×
ØÐÔÓÒ  ÙÖ ÒØÖÑÒ ÐÓÖ×  ÒÓ×
ØÙ×
��� ÓÖÑÙÐ ÙØÐ× Ò ÔÖÓÐØ×
��� ÑÖ
  ÙÜ ³ØÖ ÚÒÙ ÒÓÙ× ÚÓÖ 
ØØ
ÒÒ Ø ÑÖ
  ÐÐ Ú
 ÕÙ ³ Ù
ÓÙÔ
Ñ ÔÖØÖ Ñ ×
ÓÐÖØ  Ð³Ò×
��� ÖÔÔÖ ÓÙ 
ÖÖ  Ð³ ³ÙÒ ÓÖÒØÙÖ
��� ÑÖÕÙ ³ÒØ¹ÚÓÐ  ÚÐÓ× ÓÙ ÜÖØÓÒ
��� ÑÖ
  Ñ³ÚÓÖ Ò Ø ÖÖ ÐÓÖ× ×
ÔÙ×× Ù Ñ Ó ØÙ Ø× Ð ´×ÓÐ  Ò³ Ô×
Ö××ØÖ  Ð ØÒØØÓÒ  ÑØØÖ ØÓÒ ×ÙÖÒÓÑµ
��� ÚÐÐ  ÒÐÒ
��� ÖÚØÓÒ ×ÒÒØ ÙÒ 
ØÙÖ ÕÙ ÔÙØ
ØÖ ÔÓ×Ø ÓÙ ÒØ
��� 
³×Ø ÑÓÒ ÐÔÒ¸ ÐÙ  Ð ÖÑÖ
 ³ØÖ
ØÖÓÔ ÑÒÓÒ  ´× ÚÓÙ× Ò ØÖÓÙÚÞ Ô× ×ÓÒ
ÔÖÒÓÑ¸ Ð Ý Ò ÙÒ ÕÙ  Ô×× ÙÒ ÔÖØ
ÐÐ  ÅÓÒØÖÐ  ÚÒÖµ
��� Ò
ØÓÒ  ÐÙ
��� ÔÖÓÒÓÑ ÔÖ×ÓÒÒÐ
���  ÖÑÖ
 
ØØ 
ÓÐ ÔÓÙÖ Ð×  ÒÒ×
³ØÙ× ÕÙ ³Ý  Ô×××¸ ³ ØÖÓÙÚ ÕÙ
Ð³ÑÒ
 ØØ ×ÙÔÖ Ø Ð× 
ÓÙÖ×  ÖÒ×
ÕÙÐØ×¸ ³Ò ÔÖÓØ ÔÓÙÖ ÖÑÖ
Ö ÒÓØ ÕÙ
Ñ³  
ÓÒ
ÖÒÒØ Ð ÔÖÓÐÑØÕÙ  Ð
ÑÒ  Ñ× Ò ×ÔÓ Ò  ÔÓÙÚÓÖ Ö
ÙÒ ÔÓ×Ø¹Ó
¸ ÑÖ
 ÐÑÒØ  ÒÑÒ Ú

ÕÙ ³ Ò×Ò Ò 
Ð
ÙÐ ×
ÒØÕÙ Ø ÕÙ ×Ø
ÙÒ ØÖ× ÓÒ 
ÓÐÐÙ¸ ÑÖ
 ÐÑÒØ  Å
ÔÓÙÖ Ð³Ò
ÖÑÒØ ÐÓÖ×  Ñ ×
ÓÐÖØ
��� ÑÖ
  
 ÚÒÒ Ò
Ò ØÙ  Ð
ÔÙ×  Ñ ÔÓÙÖ ×× ØÙÜ 
Ó
ÓÐØ»
ÖÑ
 ÑÖÖÓÒ Ø ÔÓÙÖ × ×
Ù××ÓÒ× ÒØÖ××ÒØ×

Ö ÓÒ Ò³ Ô× Ð× ÑÑ× Ú×
��� Ô×Ø 
ÒØÖÐ ³ÙÒ ÑÔØØÖ ÖÓÑÒ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ × ×
Ù××ÓÒ× ØÓÙÓÙÖ× ØÖ×
ÒØÖ××ÒØ× ´ÔÖÓ× ÔÖ ÑÐ× 
ÓÑÑ 
ØÙÐÐ¹
ÑÒØµ¸ ³ ÔÔÖ
 Ö ÔÖØ Ù 
ÓÒ×Ð
ÅØ×× ´ÑÑ ×  ÖÖØØ  Ò Ô× ÚÓÖ ÔÙ
Ö ÔÐÙ× 
ÓÒ
ÖÒÒØ ØÙ ×× ÕÙµ





ÀÓÖÞÓÒØÐ

��� ÒÓØ ÑÜÑÐ 

ÓÖ ÔÖ ÙÒ Ò

ÒÓØØÓÒ ÒÒ
Ö ÓÙ ØÝÔ  ÔÐ×
��� ÓÙÐ 
³ØØ ÑÓÒ ×ÙÖÒÓÑ ÕÙÒ ³Ø×
ÔØØ ´ÔÓÙÖ ØÖÓÙÚÖ 
 ÑÓØ Ð¸ Ð ÙÖ Ð³
 Ñ ÑÐÐµ
��� 
³×Ø Ñ 
ÓÔÒ ³ÒÐ× ´
Ö ÓÒ ØØ Ò×
Ð ÖÓÙÔ × ÒÙÐ× ØÓÙØ× Ð× ÙÜ  Ð³Ò×µ Ø
×Ù× 
ÓÒØÒØ  ÔÓÙÚÓÖ Ö ÕÙ ÑÒØÒÒØ

³×Ø ØÓÙØ ×ÑÔÐÑÒØ ÑÓÒ Ñ¸ ÑÖ
 ÔÓÙÖ
ØÓÒ 

ÒØ ÕÙ ÒÓÙ×  Ò ×ÓÙÚÒØ Ø ×ÓÙÖÖ
´
ÓÕÙÐ
ÓØ¸ 
Ò¸ ÖÓ× ºººµ¸ ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð
ÓÐÒ¸ ÑÖ
 ÔÓÙÖ ØÓÙØ× Ð× ×ÙÔÖ×
×ÓÖ× Ô××× 
Þ ØÓ Ø ØÓÙØ× Ð× ÓÒÒ×

Ó×× ÕÙ ØÙ ÒÓÙ× × ÔÖÔÖ× ÐÓÖ×  
×
ÖÒÖ×¸ ØÙ × Ð ÑÐÐÙÖ ÔØ××Ö ÕÙ

ÓÒÒ××
��� Ò
ÒÒ 
ÓÑÑÙÒ Ù ÒÓÖ  Ð ÖÒ

ÑÒØÒÒØ ××Ó
  ÎÐÐÒÙÚ
��� 
ÓÒÖØÓÒ × ×ÝÒ
Ø× ÒØÓÒÙÜ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ø ÒØÐÐ×× Ø Ø× 
ÓÑÔØÒ
×
Ù ×ÖÚ
 Ù ÀÄ¸ ÑÖ
 ÒÓØÑÑÒØ ÔÓÙÖ
Ð× ÔÖÔÖØÓÒ× × 
ÓÒ×Ð× ×
ÒØÕÙ× ÕÙ
Ñ³ÓÒØ Ù
ÓÙÔ × Ò× ÑÓÒ ØÖÚÐ
ÖÔÖ×ÒØÒØ
��� ÙÒØ  Ñ×ÙÖ ³ÙÒ ÖÒ ÓÖ

��� 
³×Ø ÙÒ ÑÓØ Ù ØØÖ Ñ× 
 ÔÝ×
Ò
×Ø ×ÙÖØÓÙØ 
ÓÒÒÙ ÔÓÙÖ ×ÓÒ ÑÓÐ  Ð³ØÓÑ
³ÝÖÓÒ
��� ÔÖØÑÒØ Ù ×Ù¹ÓÙ×Ø  Ð ÖÒ

��� ×ÐÓÒ Ð³ÒØÖ×Ø ÔÖÓØ×ØÒØ  ÒÓØÖ ÔÖÓÑÓ
 Ð³Ò×¸ 
³×Ø 
 ÕÙ Ø Ð³ÓÑÑ  Ð ÑÑ
Ò× Ð 
ÓÙÔÐ Ò ÔÐÙ×  ØÙ Ø Ø×
��� 
³×Ø Ð ×Ô
ÐØ ³ÀÐÒ Ò ÑØÑ¹
ØÕÙ×
��� ×ÙÖÚÐÐÒ
 Ñ
Ð ÖÒÓÖ

��� ×ØÐÐØ ³ÍÖÒÙ× ÓÙ ×ÖÒ
��� ÔÓØÙ
��� 
ÓÑÔÒ ÖÒ× ÖÕÙÒØ × Ð
ÓÔ¹
ØÖ×
��� 
ÓÑÑÒ ÄÒÙÜ ÔÖÑØØÒØ  ×ÙÔÔÖÑÖ
× 
Ö×
��� ÚÐÐ  ÖÓØ ÓÙ ÓÙÐ
��� ÐÑÒØ 
ÑÕÙ ÙØÐ× Ò× Ð× Ô×
Ò×
ÓÙ ÖÚØÓÒ ³ÙÒ ÓÙÖÒÐ Ù Ò ÓÒ  Ð
ÖÒØ
��� ÖÓÒ ÓÙ  Ð³ÒÚÖ× Ù ÝÔØÒ
��� ÒÓÑ × ÐÑÒØ× 
ÑÕÙ× 
ÓÑÔÓ××
³ÙÒ ÓÙÐ Ð×ÓÒ 
ÖÓÒ¹
ÖÓÒ Ø ³ÙÒ
ÖÓÙÔÑÒØ ÝÖÓÜÝÐ
��� ×ÓÖØ  
Ö

��� ÖÚØÓÒ ³ÙÒ ÔÖ×ÓÒÒ ÕÙ Ð× ÔÖÓ×
Ò³ÑÒØ Ô× ÕÙÒ Ð× Ð ÚÓÒØ
��� ××ÖÚ
��� ÚÐÐ  Ð ÒÐÙ ³Ç× Ù ÂÔÓÒ
��� ÓÒ Ð Ô×× ÔÓÙÖ ÙÒ ØÖÚ
��� Ð ×ÖØ  Ö × 
Ó
ØÐ×

ÎÖØ
Ð

��� Ü
ÐÑØÓÒ  ÓÙÐÙÖ
��� ÑÒÙ Ð ÔÓ×
��� Ö
ØÓÒ Ù ØÖÚÐ Ø  Ð³ÑÔÐÓ
��� ÔÖØ  ÙÔÓÒØ¹ÒÒ
��� 
ÓÙÖ× Ò ÑÔ
��� ÑÖ
  ÙÜ ³ÚÓÖ ÖÔÖ× Ð ×ÑÒÖ ÄÒ¹
Ù
��� ÚÐÐ  ÒÓÖ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð Ñ
Ò  
¸ ³ Ö
  ØÓ
Ö
ÓÙÚÖØ 
 ÕÙ 
³ØØ
��� ÖÙØ
��� Ñ ÔÖ× ³ØÒ×
��� ÖØ
Ð Ò 
ÓÒØÖ
Ø
��� ÑÐ ÓÒØ Ð ÒÓÑ Ö××ÑÐ  Ð ÚÐÐ
Ó Ø Ð× ÔÖÒØ×  ÐÒÒ ´ÕÙÒ ÐÐ
Ð ÔÖÓÒÓÒ
¸ 
³×Ø  ×³Ý ÑÔÖÒÖµ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð ×ØÓÒ ÔÖØÑÒØ ÑØÖ×
 Ð Ð
Ò
 Ù×× Ò ÕÙÒ ³Ø× ÐÚ¸ ÕÙ
ÕÙÒ  ×× × Ì×¸ 
Ð ×ÑÔÐ Ù
ÓÙÔ
 
Ó××
��� 
ÒÖ ÑÖØÙÖ
��� ÙÚ Ù ÒÓÖ  Ð³×ÔÒ
��� 
ÐÓÖÒÙÑ
��� ÒÓÙ× Ò ×ÓÒ× ÔÖØ
��� ÑÑÓÖ  Ð
ØÙÖ ×ÙÐ ÓÙ 
ÓÑÑÙÒ ×
ÙÜ¹ËÚÖ×
��� 
³×Ø ÙÒ ÙÖ  Ø××Ù ÖÒ ´ÔÖ ÜÑ¹
ÔÐµ ÕÙ ÑÔÖ××ÓÒÒ
��� 
³×Ø ÙÒ ÔÝ×
Ò ÕÙ × ØÖÓÙÚ Ò× Ð ØØÖ
 
ØØ Ø×
��� ØÖÑÒ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ × ×
Ù××ÓÒ× ÒØÖ××ÒØ× ×ÙÖ
Ð ÚÒ
��� ÔÝ× ÓÒØ Ð 
ÔØÐ ×Ø ÀÒÓ
��� ÒÓÐÙÑ
��� ÑÖ
  
 
ÓÙÔÐ ØÝÔÕÙ ÕÙ  ÚÓ×
ØÑÔ× Ò ØÑÔ× Ò 
ÓÒÖÒ
× Ø ÕÙ ÓÒØ ØÓÙ¹
ÓÙÖ× × ×ØÓÖ× Ò
ÖÓÝÐ×  Ñ Ö
ÓÒØÖ
��� ÖÚØÓÒ ×ÒÒØ ÙÒ ÖÓÙÔÑÒØ ³ÐÙ×
��� 
Ö××ÙÜ
��� ÑÐÐÙÖ ××ÓÒ  Ð³ÒÒ
��� ÖÒÓ
 ´× ÚÓÙ× Ò 
ÓÑÔÖÒÞ Ô× Ð ¹
ÒØÓÒ 
³×Ø ÒÓÖÑÐ¸ 
³×Ø Ù ÔØÓ× 
ÖÒØ×¸
Ð ÐÐØ Ò ÕÙ  ÖÖÚµ
��� ÑÖ
 ÔÓÙÖ Ð ×ØÓÒ  Ð ÐÓØÕÙ
��� ×Ô
ÐØ ÚØÒÑÒÒ
��� ØÝÔ  
ÓÑÔÓ×ØÓÒ  ÑØÖ
 ´ÙÒ ÖÚ¹
×ÓÒ ³Ö¸  Ò ÔÙØ Ô× Ö  ÑÐµ
��� ×ÐÒÙÑ ´
ÑÒØ × ÐÑÒØ× 
Ñ¹
ÕÙ×¸ Ð Ý Ò  ÔÐÒ×µ
��� ÓÙÐ¸ Ð ×Ø ×ÝÒÓÒÝÑ  ×ÐÙØ

½¼



ÀÓÖÞÓÒØÐ

��� 
ÓÑÑÙÒ Ù ÈÝ×¹×ÕÙ
���  Ð ÑÓ ÓÙ Ò× Ò ÒÐ×
��� ÛÖÓ  Ê�Ò ÐÔ×
��� Ñ× Ò ÐÐÑÒ ÓÙ ÖØØ
��� ÔÖ
Ö  ÑÖ Ð Ø
��� ØÝÔ ³ÜÖ

 ÕÙ ÔÓÙÚØ 
ÓÒÙÖ  ÙÒ
ÒÓØ ÒØÚ Ò Ä ÓÙ ÕÙ ×ÖØ  ÒÓØÖ Ð×
ØÙÒØ× Ò Ñ
Ò×
��� ÖÚÓÐÙØÓÒÒÖ 
ÓÑÑÙÒ×Ø
��� ÓÔØÓÒ ³ÖØ
��� ÑÖ
  ØÓÙ× Ð× ÑÑÖ×  
ØØ ÑÐÐ
ÕÙ Ñ³ÓÒØ ØÖ× Ò 

ÙÐÐ Ð Ý   ÔÐÙ×
 Ò×¸ ³Ñ ØÓÙÓÙÖ× ÙØÒØ Ô××Ö Ù ØÑÔ×
Ú
 

ÙÒ ³ÒØÖ ÙÜ Ø Ð× ÓÒØ ÔÖØ  Ñ
ÑÐÐ ÑÒØÒÒØ
��� ÖÝØÖÓÔÓØÒ
��� ÚÐÐ  Å×ÓÔÓØÑ
��� ÑÖ
  Ñ³ÚÓÖ  ÕÙÒ ³Ú× ×
ÔÖÓÐÑ× Ú
 Ð³

× Ù ×Ø Ù ×ÑÒÖ ÄÒ¹
Ù 
ØØ ÒÒ
��� ÑÖ
  Ñ³ÚÓÖ ÔÓÙ××  ÖÔÖÒÖ Ñ×
Ì ³ÐÖ Ø ÓÑØÖ Ò Ö ÐÓÖ× ÕÙ
Ò Ñ³Ò ×ÒØ× Ô× 
ÔÐ Ø ÑÖ
 ÓÒ

Ñ³ÚÓÖ Ø 
ÓÒÒ
 ÔÓÙÖ 
× ÖÒÖ×
��� 
³×Ø Ð ÒÓÑ  Ð³ÔÔÖÐ ÕÙ ÔÖÓÙØ Ð× ¹
Ø× 
ÖØ× Ò× ÙÒ 
Ò×ÓÒ  ÌÐÔÓÒ
��� ÚÐÐ × ÈÝ×¹× ÓÙ ÖÚØÓÒ ³ÙÒ
ÔÖØ ÔÓÐØÕÙ ÖÒ×
��� ÒÚÒØÓÒ  Ð³ÙØÖ
Ò ÂÓ×Ô ÀÖØÑÙØ
ÙØÐ× ØÓÙ× Ð× ÓÙÖ×
��� ØÑÔÓ ÖÐØÚÑÒØ ÐÒØ
���  Ð³ÒÖÓØ 
³×Ø Ð ÒÓÑ  ÑÓÒ ÕÙÔ Ò
ÒÐ×  Ð³ÒÚÖ× 
³×Ø ×ÓÒ ÒÓÑ Ò ÖÒ×¸
ÖÑÖ
 ØÓÙ× ×× ÑÑÖ×¸ ÕÙ ×ÓÒØ ÚÖÑÒØ
ØÖ× ÒØÐ× Ø Ú
 ÕÙ ³ ÔÔÖ
 ÑÒÖ
ØÑÔ× Ò ØÑÔ× ´× × 
³×Ø ÚÖµ

½½



½¾



ÌÐ × ÑØÖ×

ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ ½

Á½ ÓÒØÜØ ×ØÓÖÕÙ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½

Á½º½ Å
ÒÕÙ 
Ð××ÕÙ Ø Ñ
ÒÕÙ ÕÙÒØÕÙ º º º º º º º º º º º º º º ½

Á½º¾ ÒÐÝ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½

Á½º¿ ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ º º º º º º º º º º º ¾¼

Á½º ÇÔÖØÙÖ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ× º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾¿

Á½º ÇÔÖØÙÖ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾

Á¾ Ä× Ö×ÙÐØØ×  Ð Ø× º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾

Á¾º½ ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖ¹

ØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÙØÓ¹

ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾

Á¾º¾ ÉÙÒØ
ØÓÒ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ø  ÏÝÐ Ù ØÓÖ T
2 º º º º º º ¿¾

Á¿ ÈÐÒ Ù ÑÒÙ×
ÖØ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¿

Á ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖ¹

ØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ

ÙÒ ¿

½ ÍÒ ÔÖÑÖ ÜÑÔÐ ¿

½º½ ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ º º º º º º º º º º º º º º º ¿

½º¾ ËÑÙÐØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ× º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¿

¾ ÓÒØÓÒ×  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ Ð× ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ×

¾º½ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  R
2 Ø 
ÓÒØÓÒ×  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ º º º º º º º

¾º¾ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  R2¸ ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  S1×R Ø 
ÓÒØÓÒ×

 ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¿

¾º¾º½ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  S
1 × R Ø 
ÓÒØÓÒ×  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ¿

¾º¾º¾ ÌÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ 
ÓÑÔÐÜ¸ ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑ¹

ÔÐÜ Ø ÔÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

¾º¾º¿ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  R
2 Ø ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  S

1 × R º ¼

½¿



¿ ÔÔÐ
ØÓÒ×

¿º½ ÇÔÖØÙÖ× PT ¹×ÝÑØÖÕÙ× º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

¿º¾ ÇÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ º º º º º º º º º º º º º º º

 ËÑÙÐØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ× ½½

º½ ÇÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ××ÒØ ×ÙÖ L2(S1) º º º º º º º º º º º º º º ½½

º¾ ÇÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ××ÒØ ×ÙÖ L2(R) º º º º º º º º º º º º º º ½½

ÁÁ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ø ÕÙÒØ
ØÓÒ×  ÏÝÐ Ù

ØÓÖ T2 ½¾

 ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ ½¾

º½ Ö ÔÖÕÙÒØÒØ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½¾

º¾ Ë
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½¿¿

º¿ ×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½¿

º ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½

º ÜÑÔÐ× º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½

 ÉÙÒØ
ØÓÒ×  ÏÝÐ Ù ØÓÖ ½¿

º½ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
Ð××ÕÙ Ù ØÓÖ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½¿

º½º½ ×Ô
  ×ØÖÙØÓÒ× Lk º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½¿

º½º¾ ÇÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 Lk º º º º º º º º ½

º¾ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½

º¾º½ Ä ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½

º¾º¾ ÇÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk º º º º º º º ½½

 ÄÒ ÒØÖ Ð× ÖÒØ× ÕÙÒØ
ØÓÒ× Ù ØÓÖ ½¿

º½ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ø ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ½¿

º¾ ÉÙÒØ
ØÓÒ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ Ø Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ º º º º º º º ½

º¿ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ø ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ¾¼¾

 ÜÑÔÐ×  ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹

ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ø 
ÓÒ
ØÙÖ ¾¼

º½ ËÔ
ØÖ ÒÙÑÖÕÙ ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ×¾¼

º¾ ÓÒ
ØÙÖ º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾½¼

ÌÐ × ÙÖ× ¾½½

ÐÓÖÔ ¾½¿

½



ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

Ò× Ð× ØÖÚÙÜ ÔÖ×ÒØ× 
¸ ÓÒ ×³ÒØÖ××  Ð ØÓÖ ×Ô
ØÖÐ × ÓÔÖØÙÖ× ×Ñ¹


Ð××ÕÙ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÒ Ò ÖÐØÓÒ Ú
 Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ¹


ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐº ÇÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ 
× 
ÓÒØÓÒ×¸ ÒØÐÑÒØ ÚÐÓÔÔ× ÔÓÙÖ

× ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ×¸ ÓÒÒÒØ ÐÑÒØ ÙÒ ØÖ× ÓÒÒ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ Ù ×Ô
ØÖ

 
ÖØÒ× ÓÔÖØÙÖ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò× Ð ÐÑØ ×Ñ¹
Ð××ÕÙº Ò× ÙÒ ÔÖÑÖ

ØÑÔ×¸ ÓÒ ØÙ ÔÐÙ× ÔÖØ
ÙÐÖÑÒØ Ð× ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ×  ×ÝÑÓÐ× Ò¹

ÐÝØÕÙ× ×ÙÖ R
2º ÈÙ×¸ ÓÒ ×³ÒØÖ×× ÙÜ ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ Ø ÙÜ

ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ×  ×ÝÑÓÐ× ×ÙÖ Ð ØÓÖ Ø  ÐÙÖ× ÖÐØÓÒ×º ÈÓÙÖ ÒÖ¸ ÓÒ

ÔÖ×ÒØ × ×ÑÙÐØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ× ÑÓÒØÖÒØ Ð ×Ô
ØÖ ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ

Ù ØÓÖ ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò  ÑØØÖ Ò ÜÖÙ 
 ÕÙ ÔÓÙÖÖÒØ ØÖ × 
ÓÒØÓÒ×

 ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ 
ØØ 
Ð×× ³ÓÔÖØÙÖ×º

Á½ ÓÒØÜØ ×ØÓÖÕÙ

Á½º½ Å
ÒÕÙ 
Ð××ÕÙ Ø Ñ
ÒÕÙ ÕÙÒØÕÙ

Ä Ñ
ÒÕÙ 
Ð××ÕÙ¸ Ù×× ÔÔÐ Ñ
ÒÕÙ ÒÛØÓÒÒÒ¸ ×Ø × ÔÖÒ
ÔÐ¹

ÑÒØ ×ÙÖ × ØÖÚÙÜ ³Á×
 ÆÛØÓÒ ´½¿¹½¾µº ÇÒ ÔÙØ Ð Ú×Ö Ò ÔÐÙ×ÙÖ× ÔÖØ×

×ØÒ
Ø×

 Ð 
ÒÑØÕÙ¸ ÕÙ ØÙ Ð ÑÓÙÚÑÒØ × 
ÓÖÔ× ×Ò× × ×ÓÙ
Ö  
 ÕÙ Ð 
Ù×

 Ð ×ØØÕÙ¸ ÕÙ 
ÓÒ××Ø Ò Ð³ØÙ × 
ÓÖÔ× ÕÙ ×ÓÒØ Ù ÖÔÓ×

 Ð ÝÒÑÕÙ¸ ÕÙ ØÙ Ð ÑÓÙÚÑÒØ × 
ÓÖÔ× Ò ØÒÒØ 
ÓÑÔØ × 
Ù××


× ÑÓÙÚÑÒØ×º

ü Ð Ò Ù ÜÜ¹Ñ ×
Ð¸ Ð ÔÐÙÔÖØ × ÔÒÓÑÒ× ÔÝ×ÕÙ× 
ÓÒÒÙ× ×ÓÒØ ÜÔÐÕÙ×

ÔÖ Ð ÔÝ×ÕÙ 
Ð××ÕÙ Ù ØÖÚÖ× ÒÓØÑÑÒØ  Ð Ñ
ÒÕÙ ³Á×
 ÆÛØÓÒ Ø

Ð³Ð
ØÖÓÑÒØ×Ñ  ÂÑ× ÅÜÛÐÐ ´½¿½¹½µº × ÙÜ ØÓÖ× ÖÔÓ×ÒØ ×ÙÖ Ð×

ÝÔÓØ×× ×ÙÚÒØ×

 Ð ØÑÔ× Ø Ð³×Ô
 ×ÓÒØ ×ÓÐÙ×

 
ÓÒÒ××ÒØ Ð× 
ÓÒØÓÒ× ÒØÐ× Ø Ð³ÚÓÐÙØÓÒ ³ÙÒ ×Ý×ØÑ ÔÝ×ÕÙ¸ ÓÒ ÔÙØ


ÕÙ Ò×ØÒØ ÚÓÖ 

×  ØÓÙ× Ð× ÔÖÑØÖ× Ù ×Ý×ØÑ

 
× ÔÖÑØÖ× ÔÙÚÒØ ØÖ Ñ×ÙÖ× Ú
 ÙÒ ÔÖ
×ÓÒ ÒÒÑÒØ ÖÒº

½



ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

Ä× Ö×ÙÐØØ× ØÓÖÕÙ× ×³

ÓÖÒØ Ú
 Ð× ÜÔÖÒ
× ÐÓÖ×ÕÙ³ÓÒ ØÙ × ÔÒÓÑÒ×

Ñ
ÖÓ×
ÓÔÕÙ× ÝÒØ ÙÒ ÚØ×× Ð ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  Ð ÚØ××  Ð ÐÙÑÖ c = 3.108m.s−1º

ÔÒÒØ¸ Ù ÙØ Ù ÜÜ¹Ñ ×
Ð¸ 
× ÝÔÓØ×× ÓÒØ Ø ÖÑ×× Ò ÕÙ×ØÓÒº ÈÐÙ×

ÔÖ
×ÑÒØ Ð ØÓÖ  Ð ÖÐØÚØ ³ÐÖØ Ò×ØÒ ´½¹½µ Ò ½¼ Ò
××Ø Ð³¹

ÒÓÒ  Ð ÔÖÑÖ ÝÔÓØ× Ø Ð ØÓÖ ÕÙÒØÕÙ ÚÐÓÔÔ ÒÓØÑÑÒØ ÔÖ ÖÛÒ

Ë
ÖÒÖ ´½¹½½µ Ø ÏÖÒÖ À×ÒÖ ´½¼½¹½µ Ò ½¾ ÑÓ Ð ÙÜÑ

Ø Ð ØÖÓ×Ñ ÝÔÓØ×º  ÔÐÙ×¸  
ØØ ÔÓÕÙ¸ ÓÒ Ó×ÖÚ 
ÖØÒ× ÔÒÓÑÒ× ÕÙ Ð

Ñ
ÒÕÙ 
Ð××ÕÙ Ò³ÖÖÚ Ô×  ÜÔÐÕÙÖ¸ Ò ÚÓ
 × ÜÑÔÐ×º

 Ä ÖÝÓÒÒÑÒØ Ù 
ÓÖÔ× ÒÓÖ  ÙÒ 
ÓÖÔ× ÒÓÖ ×Ø ÙÒ 
ÚØ ÓÒØ Ð× ÔÖÓ× Ø

Ð³ÒØÖÙÖ ×ÓÒØ ÔÓÖØ×  ÙÒ ØÑÔÖØÙÖ T Üº Ä× ØÓÑ× 
ÓÒ×ØØÙÒØ Ð ÔÖÓ

×ÓÒØ ÐÓÖ× ×Ù×
ÔØÐ× ³ÑØØÖ ÓÙ ³×ÓÖÖ Ù ÖÝÓÒÒÑÒØ Ð
ØÖÓÑÒØÕÙº

ÄÓÖ×ÕÙ Ð³ÕÙÐÖ ØÖÑÓÝÒÑÕÙ ×Ø ØØÒØ¸ Ð ÔÖÓ ÑØ Ø ×ÓÖ Ð ÑÑ

ÔÙ××Ò
 ÔÓÙÖ 

ÙÒ × ÖÕÙÒ
× ν ÕÙ 
ÓÑÔÓ×ÒØ Ð ×Ô
ØÖ  
 ÖÝÓÒÒÑÒØº

Ä Ò×Ø ³ÒÖ Ð
ØÖÓÑÒØÕÙ ×Ø ÓÒ
 
ÓÒ×ØÒØ Ø ÓÒ ÔÙØ Ð Ñ×ÙÖÖ Ü¹

ÔÖÑÒØÐÑÒØº ³×Ø ÔÖ× 
ØØ ÜÔÖÒ
 ÕÙ ÅÜ ÈÐÒ
 ´½¹½µ ÔÖÓÔÓ×

ÕÙ Ð× ×ÙÐ× ÚÐÙÖ× ÔÓ××Ð×  Ð³ÒÖ 
Ò ×ÓÒØ ÓÒÒ× ÔÖ

E = nν Ó n ×Ø ÙÒ ÒØÖ.

ÅÜ ÈÐÒ
 ÒØÖÓÙ×Ø  
ØØ Ó

×ÓÒ Ð 
ÓÒ×ØÒØ  ÔÔÐ ÙÓÙÖ³Ù 
ÓÒ×ØÒØ

 ÈÐÒ
º

 Ä³Ø ÔÓØÓÐ
ØÖÕÙ  
³×Ø Ð Ø ÕÙ³ÙÒ ÖÝÓÒÒÑÒØ Ð
ØÖÓÑÒØÕÙ ÔÙØ Ö¹

Ö
Ö × Ð
ØÖÓÒ×  ÙÒ ÑØÐº ÐÖØ Ò×ØÒ ÜÔÐÕÙ 
Ø Ø Ò ÔÓ×ØÙÐÒØ ÕÙ

Ð ÖÝÓÒÒÑÒØ Ð
ØÖÓÑÒØÕÙ ×Ø 
ÓÒ×ØØÙ  ÔÓØÓÒ×¸ 

ÙÒ  ÙÒ ÒÖ ν

Ø ÙÒ ÚØ×× cº Ò× ÙÒ ÔÓØÓÒ ÔÙØ ØÖ ×ÓÖ ÔÖ ÙÒ Ð
ØÖÓÒ Ø 
³×Ø 
ØØ

ÒØÖ
ØÓÒ ÕÙ ÔÙØ Ð³ÖÖ
Ö Ù ÑØÐº

 Ä³Ø ÓÑÔØÓÒ  
³×Ø Ð Ù×ÓÒ  Ð ÐÙÑÖ ÔÖ Ð× Ð
ØÖÓÒ× Ù ÑÐÙ 
ÐÖº

 ÔÒÓÑÒ ÔÙØ ×³ÒØÖÔÖØÖ 
ÓÑÑ Ð Ù×ÓÒ Ð×ØÕÙ Ù ÔÓØÓÒ ³ÒÖ

E = ν Ú
 ÙÒ Ð
ØÖÓÒ ÐÖº

 Ä ×ØÐØ × ØÓÑ×  
³×Ø Ð ÑÓÐ  ÓÖ ÕÙ ÔÖÑØ ³ÜÔÐÕÙÖ Ð ×ØÖÙ
ØÙÖ

Ð
ØÖÓÒÕÙ × ØÓÑ× Ø ÐÙÖ× ×ØÐØ× Ò ÕÙÒØÒØ Ð× ÑÓÑÒØ× ÒÙÐÖ× ×

Ð
ØÖÓÒ× ´× ÔÖ
×ÓÒ× ×ÙÖ 
 ÑÓÐ × ØÖÓÙÚÒØ Ò× Ð ÔÖÖÔ Á½º¿ ×ÙÖ Ð×


ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐµº

Ò×¸ Ð Ñ
ÒÕÙ ÕÙÒØÕÙ 
ÓÒ×ØØÙ ÙÒ ØÓÖ ÕÙ ÔÖÑØ ³ÜÔÐÕÙÖ Ð× ÜÔÖÒ
×

Ù ÒÚÙ ØÓÑÕÙ ´ÚÓÖ ÄÄ℄µº ÈÓÙÖ ÔÐÙ×  ØÐ× ×ÙÖ Ð Ò××Ò
  Ð Ñ
ÒÕÙ

ÕÙÒØÕÙ¸ ÚÓÖ Ð ÐÚÖ +¼℄º Ù ÔÓÒØ  ÚÙ ÑØÑØÕÙ¸ Ð Ñ
ÒÕÙ ÕÙÒØÕÙ

× ÓÖÑÐ×  Ð³  ÕÙØÖ ÔÓ×ØÙÐØ× ´ÚÓÖ Ø¼℄µº

 ÈÓ×ØÙÐØ ½   ØÓÙØ ×Ý×ØÑ ÔÝ×ÕÙ ×ÓÐ¸ ÓÒ ××Ó
 ÙÒ ×Ô
  ÀÐÖØ H ÔÔÐ

×Ô
 ³ØØ× Ù ×Ý×ØÑº Ä ×Ý×ØÑ ×Ø ÐÓÖ× 
ÓÑÔÐØÑÒØ 
ÖØ ÔÖ ×ÓÒ Ú
ØÙÖ

³ØØ× ÕÙ ×Ø ÙÒ Ú
ØÙÖ ÙÒØÖ  Ð³×Ô
 ³ØØ×º

 ÈÓ×ØÙÐØ ¾  Ð³ÚÓÐÙØÓÒ ³ÙÒ ×Ý×ØÑ ÕÙÒØÕÙ ×Ø 
ÖØ ÔÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÙÒØÖº

½



Á½º ÇÆÌÌ ÀÁËÌÇÊÁÉÍ

 ÈÓ×ØÙÐØ ¿  Ò Ñ
ÒÕÙ ÕÙÒØÕÙ¸ ÓÒ Ñ×ÙÖ × Ó×ÖÚÐ× ´ÕÙ 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒØ

Ò ÑØÑØÕÙ×  × ÓÔÖØÙÖ× ÐÒÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ× ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô


ÀÐÖØ Hµ Ø Ð× ÚÐÙÖ× ÔÓ××Ð×  
× Ó×ÖÚÐ× 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒØ ÙÜ ÚÐÙÖ× ÔÖÓ¹

ÔÖ× × ÓÔÖØÙÖ×º

 ÈÓ×ØÙÐØ   Ð³×Ô
 × ØØ× ³ÙÒ ×Ý×ØÑ ÔÝ×ÕÙ 
ÓÑÔÓ×Ø ×Ø Ð ÔÖÓÙØ ØÒ×ÓÖÐ

× ×Ô
× ³ØØ× × 
ÓÑÔÓ×ÒØ× Ù ×Ý×ØÑ ÔÝ×ÕÙº

ÇÒ ×³ÒØÖ×× ÑÒØÒÒØ  ÙÒ ÜÑÔÐ  ×Ý×ØÑ ÔÝ×ÕÙ ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ 
ÖÖ ³ÙÒ ÔÓÒØ

 ÚÙ 
Ð××ÕÙ Ø ³ÙÒ ÔÓÒØ  ÚÙ ÕÙÒØÕÙ 
³×Ø Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙº

ÜÑÔÐ Á½º½ ´Ç×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ 
Ð××ÕÙµº ÇÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ Ñ×× ÔÓÒ
ØÙÐÐ m



ÖÓ
  ÙÒ Ö××ÓÖØ  
ÓÒ×ØÒØ  ÖÙÖ k¸ ÔÙ× ÓÒ 
ÖØ Ð ÔÓÒØ m  × ÔÓ×ØÓÒ

³ÕÙÐÖº

���
m

F = −kx

������ Á½  Ç×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙº

³ÔÖ× Ð ÔÖÒ
Ô ÓÒÑÒØÐ  Ð ÝÒÑÕÙ¸ Ð³ÕÙØÓÒ ÖÒØÐÐ ÕÙ ÖØ Ð ÑÓÙ¹

ÚÑÒØ  Ð Ñ×× m ×Ø

m
d2x(t)

dt2
= −kx(t).

ØØ ÕÙØÓÒ ÑØ ÔÓÙÖ ×ÓÐÙØÓÒ Ð ÓÒ
ØÓÒ ×ÙÚÒØ

x(t) = A cos




k

m
t+ φ



,

Ó A Ø φ ×ÓÒØ × 
ÓÒ×ØÒØ× ØÖÑÒ× ÔÖ Ð× 
ÓÒØÓÒ× ÒØÐ× Ù ×Ý×ØÑº ÇÒ ÔÙØ

ÖÓÖÑÙÐÖ 
 ÔÖÓÐÑ ×ÓÙ× ÓÖÑ ÑÐØÓÒÒÒ Ò ×³ÒØÖ××ÒØ ÙÜ ÚÖÐ× ÔÓ×ØÓÒ x

Ø ÑÓÑÒØ p = mv ´Ó v ×Ò Ð ÚØ××µ Ù ×Ý×ØÑº ÇÒ ×Ø ÕÙ Ð³ÒÖ E Ù ×Ý×ØÑ

×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð ×ÓÑÑ  Ð³ÒÖ 
ÒØÕÙ Ø  Ð³ÒÖ ÔÓØÒØÐÐ¸ ÙØÖÑÒØ Ø

E =
1

2
mv2 +

1

2
kx2 =

1

2



p2

m
+ kx2



.

Ë ÓÒ 
ØÙ Ð 
ÒÑÒØ  ÚÖÐ  x −→ x

(km)1/4
Ø ÕÙ³ÓÒ ÔÓ×  ξ =

p

(km)1/4
¸

Ð³ÒÖ E × Ö
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ

E =
1

2
ω(ξ2 + x2) =: H(x, ξ) Ó ω =



k

m
.

ÇÒ ÒØ Ò× Ð ÑÐØÓÒÒ Ù ×Ý×ØÑ H ×ÙÖ Ð³×Ô
 × Ô×× R2  ÔÖØÖ  Ð³Ò¹

½



ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

Öº Ä ÓØ ÑÐØÓÒÒ ××Ó
  H ÔÖ Ð× ÕÙØÓÒ×















dx(t)

dt
=
∂H(x(t), ξ(t))

∂ξ
,

dξ(t)

dt
= −∂H(x(t), ξ(t))

∂x
,

ÔÖÑØ  ÖØÖÓÙÚÖ Ð³ÕÙØÓÒ  ÆÛØÓÒº

ÜÑÔÐ Á½º¾ ´Ç×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ÕÙÒØÕÙµº Ä³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ÕÙÒØÕÙ

×Ø Ð ÕÙÒØ  ÏÝÐ  Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ 
Ð××ÕÙ ´ÓÒ ÖÚÒÖ ÔÐÙ× ØÖ ×ÙÖ Ð

ÒØÓÒ ÔÖ
×  
ØØ ÕÙÒØ
ØÓÒµº ÙØÖÑÒØ Ø 
³×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ ÖÒØÐ ÓØÒÙ

 ÔÖØÖ Ù ÑÐØÓÒÒ  Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ 
Ð××ÕÙ Ò ÖÑÔÐÒØ Ð ÚÖÐ ξ

ÔÖ −i∂x¸ 
³×Ø¹¹Ö
Ĥ =

1

2
ω



−
2 d

2

dx2
+ x2


.

Ø ÓÔÖØÙÖ Ø ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R) ÕÙ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ  Ð³×Ô
  ÀÐÖØ Ù ÈÓ×ØÙÐØ ½º

Ò Ñ
ÒÕÙ ÕÙÒØÕÙ¸ ÓÒ ÙØÐ× Ð× ÓÔÖØÙÖ× Ø×  
ÖØÓÒ Ø ³ÒÒÐØÓÒ ´ÕÙ

ÖÔÖ×ÒØÒØ Ð 
ÖØÓÒ Ø Ð ×ØÖÙ
ØÓÒ  ÔÖØ
ÙÐ× Ö×Ô
ØÚÑÒØµ ÔÓÙÖ ØÙÖ Ð×

ÓÔÖØÙÖ× ÖÒØÐ×º × ÖÒÖ× ×ÓÒØ Ò×  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ ×ÙÖ L2(R)

A+ =
1√
2



x−
d

dx



Ø A− =
1√
2



x+
d

dx



,

Ó A+ ×Ò Ð³ÓÔÖØÙÖ  
ÖØÓÒ Ø A− Ð³ÓÔÖØÙÖ ³ÒÒÐØÓÒº Ä³ÓÔÖØÙÖ Ĥ

Ò××ÒØ Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ÕÙÒØÕÙ × Ö
ÖØ ÐÓÖ×  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

Ĥ = 22(A+A−) + .

Ù ÔÓÒØ  ÚÙ ÕÙÒØÕÙ¸ ÓÒ ×³ÒØÖ×× Ù ×Ô
ØÖ ³ÙÒ ØÐ ÓÔÖØÙÖ ´Ð³ØÙ  
 ÖÒÖ

ÔÙØ ØÖ ×ÑÔÐ ÔÖ Ð³
ÖØÙÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Ò ØÖÑ × ÓÔÖØÙÖ× A+ Ø A−¸ ÚÓÖ Ð


ÔØÖ µº

ÇÒ ÔÙØ ØÖÓÙÚÖ ³ÙØÖ× ÜÑÔÐ× ÒØÖ××ÒØ×  ×Ý×ØÑ× ÔÝ×ÕÙ× 
ÖØ×  ÑÒÖ


Ð××ÕÙ Ø  ÑÒÖ ÕÙÒØÕÙ Ò× Ð ÐÚÖ  ËÒ Î£Ù ÆÓº
 ÎÆ¼℄º

Á½º¾ ÒÐÝ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ

Ä³ÒÐÝ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ ×Ø ÙÒ ØÓÖ ÑØÑØÕÙ ÕÙ ÔÖÑØ  Ö ÙÒ ÐÒ

ÒØÖ ³ÙÒ 
�Ø Ð Ñ
ÒÕÙ 
Ð××ÕÙ Ø  Ð³ÙØÖ Ð Ñ
ÒÕÙ ÕÙÒØÕÙº  ÐÒ × Ø

Ò× Ð ÖÑ Ó Ð 
ÓÒ×ØÒØ  ÈÐÒ
  ØÒ ÚÖ× ÞÖÓº ÓÑÑ ÓÒ Ð³ ÚÙ¸ Ò Ñ
ÒÕÙ

ÕÙÒØÕÙ¸ ÓÒ Ñ×ÙÖ × Ó×ÖÚÐ× Ø  
ÕÙ Ó×ÖÚÐ¸ ÓÒ ××Ó
 ÙÒ ÓÔÖØÙÖº ÈÙ×¸

Ð× ÚÐÙÖ× ÔÓ××Ð×  Ð³Ó×ÖÚÐ 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒØ Ù ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ¸ ³Ó Ð³ÒØÖØ

ÔÓÖØ  Ð³ØÙ Ù ×Ô
ØÖ ³ÓÔÖØÙÖ× Ò ÔÝ×ÕÙº  ÔÐÙ×¸ ³ÔÖ× Ð ÈÓ×ØÙÐØ ¾¸ Ð×

ÓÔÖØÙÖ× ØÙ× Ò Ñ
ÒÕÙ ÕÙÒØÕÙ ×ÓÒØ × ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ× ÔÙ×ÕÙ³Ð×

½



Á½º ÇÆÌÌ ÀÁËÌÇÊÁÉÍ

ÓÒØ ÙÒ ×Ô
ØÖ ÖÐ Ø 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒØ ÓÒ
  × Ó×ÖÚÐ× ÖÐÐ×º

Ò ÑØÑØÕÙ×¸ ÓÒ ÔÔÐÐ ÕÙÒØ
ØÓÒ Ð³ÓÔÖØÓÒ ÕÙ 
ÓÒ××Ø  ××Ó
Ö ÙÒ ×Ý×ØÑ

ÕÙÒØÕÙ  ÙÒ ×Ý×ØÑ 
Ð××ÕÙº ÈÖ ÜÑÔÐ¸ 
ÓÒ×ÖÓÒ× Ð³ÕÙØÓÒ ÓÒÑÒØÐ  Ð

Ñ
ÒÕÙ ÕÙÒØÕÙ¸ Ð³ÕÙØÓÒ  Ë
ÖÒÖ

i
∂ψ(t, x)

∂t
= −

2Δψ(t, x) + V (x)ψ(t, x) =: Ĥψ(t, x),

Ó

 ψ(t, x) ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÕÙ ÔÒ Ù ØÑÔ× t Ø  Ð³Ó×ÖÚÐ ÔÓ×ØÓÒ x

 V ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÖÙÐÖº

Ë ÓÒ ×³ÒØÖ×× ÙÜ ØØ× ×ØØÓÒÒÖ×¸ ÙØÖÑÒØ Ø ÙÜ ÓÒ
ØÓÒ× ψ ÕÙ ×³
ÖÚÒØ ×ÓÙ×

Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

ψ(t, x) = e−itE/φ(x),

Ó E ×Ø ÙÒ ÒÓÑÖ ÖÐ Ø φ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÖÙÐÖ  Ð³ÕÙØÓÒ  Ë
ÖÒÖ ÔÓÙÖ ÙÒ ØÐ

ØØ ×ØØÓÒÒÖ × Ö
ÖØ ×ÓÙ×  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

Ĥψ(t, x) = i
∂

∂t



e−itE/φ(x)


= Eψ(t, x).

ÇÒ ÔÔÐÐ  Ĥψ = Eψ¸ Ð³ÕÙØÓÒ ÙÜ ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× ××Ó
  Ð³ÕÙØÓÒ  Ë
ÖÒÖº

ÇÒ ×³ÒØÖ×× 
  Ð ×
ÖÔØÓÒ × ×ÓÐÙØÓÒ× ³ÙÒ ØÐÐ ÕÙØÓÒ ÐÓÖ×ÕÙ Ð ÔÖÑØÖ

×Ñ¹
Ð××ÕÙ  ØÒ ÚÖ× ÞÖÓº Ò ÔÖØ
ÙÐÖ¸ ÙÒ × ÙØ×  Ð³ÒÐÝ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ

×Ø  ÑØØÖ Ò ÚÒ
 Ð ÐÒ ÒØÖ Ð 
ÓÑÔÓÖØÑÒØ × ×ÓÐÙØÓÒ×  
ØØ ÕÙØÓÒ

ÕÙÒØÕÙ Ø Ð 
ÓÑÔÓÖØÑÒØ × ×ÓÐÙØÓÒ× 
Ð××ÕÙ× Ù ÑÐØÓÒÒ Ò ÔÖ

H(x, ξ) = ξ2 + V (x),

Ó (x, ξ) ×ÓÒØ Ð× 
ÓÓÖÓÒÒ× ÔÓ×ØÓÒ Ø ÑÓÑÒØ Ò× Ð³×Ô
 × Ô××º ÇÒ ÔÙØ ÓÒ


ÐÑÒØ ÚÓÖ Ð³ÒÐÝ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ 
ÓÑÑ Ð³ØÙ × ÕÙØÓÒ× ÙÜ ÖÚ× ÔÖØÐÐ×

ÔÒÒØ ³ÙÒ ÔØØ ÔÖÑØÖ  ÓÒ ×ÒÙÐÖº ÈÓÙÖ ÙÒ ÒØÖÓÙ
ØÓÒ ÔÐÙ× ØÐÐ

×ÙÖ Ð³ÒÐÝ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ¸ ÓÒ ÔÓÙÖÖ 
ÓÒ×ÙÐØÖ Ð 
ÓÙÖ× Ò ÐÒ  ÐÓØÐ ÖÑÒÒ

ÃÑÑÖÖ Ã½℄º

½



ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

Á½º¿ ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ

ÆÐ× ���� ÖÒÓÐ ����������

´½¹½½µ ´½¹½¾µ

ÆÐ× ÀÒÖ Ú ÓÖ ´½¹½¾µ ×Ø ÙÒ ÔÝ×
Ò ÒÓ× ÕÙ ×Ø ÒÓØÑÑÒØ 
ÓÒÒÙ

ÔÓÙÖ ÚÓÖ ÔÖØ
Ô  Ð³ÐÓÖØÓÒ  Ð Ñ
ÒÕÙ ÕÙÒØÕÙº Ò ½½¿¸ ÆÐ× ÓÖ ØÐØ

ÙÒ ØÓÖ¸ 
ÓÒÒÙ ÙÓÙÖ³Ù ×ÓÙ× Ð ÒÓÑ  ÑÓÐ  ÓÖº  ÑÓÐ ÔÖÑØ


ÓÑÔÖÒÖ Ð 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ  Ð³ØÓÑ Ø ×Ø × ×ÙÖ Ð ÑÓÐ ÔÐÒØÖ Ù ÔÝ×
Ò

Ø 
Ñ×Ø ÖÒ×Ø ÊÙØÖÓÖ ´½½¹½¿µº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÖÒ×Ø ÊÙØÖÓÖ ÔÖÓÔÓ×

ÙÒ ÒÐÓ ÒØÖ Ð ×
ÖÔØÓÒ  Ð³ØÓÑ Ø 
ÐÐ × ÔÐÒØ×º Ò Ñ
ÒÕÙ 
Ð××ÕÙ

Ð× 
ÓÖÔ× ×³ØØÖÒØ Ù×ÕÙ³ ÒØÖÖ Ò 
ÓÐÐ×ÓÒ× Ø 
³×Ø  ÔÖÓÖ ÒÓØÑÑÒØ Ð 
× ÔÓÙÖ Ð×

ÔÖØ
ÙÐ× 
Ö× ÒØÚÑÒØ Ø 
ÐÐ× 
Ö× ÔÓ×ØÚÑÒØº ÔÒÒØ¸ Ð× ÓÖØ× ×

ÔÐÒØ× ×ÓÒØ ×ØÐ×¸ ÓÒ
 ÖÒ×Ø ÊÙØÖÓÖ ×ÙÖ ÕÙ  Ð ÑÑ ÓÒ Ð× Ð
ØÖÓÒ×

ÖÚØÒØ ÙØÓÙÖ Ù ÒÓÝÙ  Ð³ØÓÑ ÔÐÙØ�Ø ÕÙ ³ÒØÖÖ Ò 
ÓÐÐ×ÓÒ Ú
 
 ÖÒÖº ÍÒ

ÒÓÙÚÙ ÔÖÓÐÑ × ÔÓ× ÐÓÖ× 
Ö  Ð³ÔÓÕÙ ÓÒ ×Ø ÕÙ³ÙÒ 
ÓÖÔ× 
Ö ÓØ ÖÝÓÒÒÖ¸


 ÕÙ ×Ò ÕÙ Ð× Ð
ØÖÓÒ× ÓÚÒØ ÖÝÓÒÒÖ Ø ÓÒ
 ÔÖÖ  Ð³ÒÖ¸ ÙØÖÑÒØ

Ø ÕÙ Ð ÖÝÓÒ  ÐÙÖ× ÓÖØ× ÑÒÙ Ø ÔÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ Ð× Ð
ØÖÓÒ× ÓÚÒØ ÒÖ ÔÖ

×³
Ö×Ö ×ÙÖ Ð ÒÓÝÙ  Ð³ØÓÑº Ò×¸ ÔÓÙÖ ÕÙ Ð× ØÓÑ× ×ÓÒØ ×ØÐ×¸ Ð ÙØ ÕÙ³Ð

Ò³Ý Ø Ô×  ÖÝÓÒÒÑÒØ × Ð
ØÖÓÒ× Ø 
³×Ø ÔÓÙÖ 
Ð ÕÙ ÆÐ× ÓÖ ÒØÖÓÙØ ×ÓÒ

ÑÓÐ Ò× ÐÕÙÐ Ð ×ÙÔÔÓ× ÕÙ³Ð Ü×Ø × ÓÖØ× ×ØÐ× ×ÙÖ Ð×ÕÙÐÐ× Ð× Ð
ØÖÓÒ× Ò

ÖÝÓÒÒÒØ Ô× ´
× ÖÒÖ× ÖÝÓÒÒÒØ ÙÒÕÙÑÒØ ÐÓÖ×ÕÙ³Ð× 
ÒÒØ ³ÓÖØ× Ò ÑØØÒØ

ÙÒ ÔÓØÓÒµº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÆÐ× ÓÖ ÒØÖÓÙØ ×ÓÒ ÑÓÐ ÔÓÙÖ Ð³ØÓÑ ³ÝÖÓÒ

Ò  ÔÓÙÚÓÖ ÜÔÐÕÙÖ Ð× ÜÔÖÒ
× ÔÝ×ÕÙ× ÑÒ× ×ÙÖ Ð ×Ô
ØÖ  
 ÖÒÖº ËÓÒ

ÑÓÐ ÔÓ×ØÙÐ ÕÙ Ð× Ð
ØÖÓÒ× Ò× Ð³ØÓÑ ³ÝÖÓÒ ÔÙÚÒØ Ü×ØÖ ÙÒÕÙÑÒØ ×ÙÖ


ÖØÒ× ÓÖØ× ×ØÐ×¸ ÕÙ ×ÓÒØ 
Ö
ÙÐÖ×¸ ×Ø××ÒØ Ð 
ÓÒØÓÒ ×ÙÚÒØ

1

2π



p.dq = n,

Ó n ×Ø ÙÒ ÒØÖ¸ Ó Ð 
ÓÙÔÐ (q, p) ×Ò Ð× 
ÓÓÖÓÒÒ× ÔÓ×ØÓÒ Ø ÑÓÑÒØ  Ð³Ð
¹

¾¼



Á½º ÇÆÌÌ ÀÁËÌÇÊÁÉÍ

ØÖÓÒ Ø Ó Ð³ÒØÖÐ ×Ø 
Ð
ÙÐ ×ÙÖ ÙÒ 
ÖØÒ ÓÖØ ÖÑ  Ð³×Ô
 × Ô××º

ØØ ÜÔÖ××ÓÒ × ØÖÙØ ÔÝ×ÕÙÑÒØ ÔÖ Ð Ø ÕÙ Ð ÑÓÑÒØ ÓÖØÐ  Ð³Ð
ØÖÓÒ

Ò ÔÙØ ÔÖÒÖ ÕÙ 
ÖØÒ× ÚÐÙÖ× ÕÙÒØ×º ÈÖ Ð ×ÙØ¸ ³ÙØÖ× ÜÔÖÒ
× ×ÙÖ

Ð³ØÓÑ ³ÝÖÓÒ ÚÒÖÓÒØ ÚÐÖ 
 ÑÓÐ¸ 
ÔÒÒØ Ð Ò ÔÖÑØ Ô× ³ÜÔÐÕÙÖ

Ò× Ð 
× ÒÖÐ Ð ×Ô
ØÖ × ÙØÖ× ØÓÑ×¸ 
ÓÑÑ ÔÖ ÜÑÔÐ 
ÐÙ  Ð³ØÓÑ

³ÐÙÑº  ÔÐÙ×¸ ÓÒ 
ÓÙÚÖ ÔÖ Ð ×ÙØ Ð³Ü×ØÒ
  Ð ×ØÖÙ
ØÙÖ Ò × Ö×

Ð³ØÓÑ ³ÝÖÓÒ Ø 
³×Ø ÔÓÙÖ ÔÖÒÖ Ò 
ÓÑÔØ 
× ÖÒÖ× ÕÙ Ð ÔÝ×
Ò ÐÐ¹

ÑÒ ÖÒÓÐ ËÓÑÑÖÐ ´½¹½½µ ØÒØ Ð ÑÓÐ  ÆÐ× ÓÖ Ò ×ÙÖÒØ ÕÙ

Ð× Ð
ØÖÓÒ× ÔÙÚÒØ ÐÑÒØ × ÔÐ
Ö Ð ÐÓÒ ³ÓÖØ× ÐÐÔØÕÙ×º ÇÒ ÔÖÐ ÐÓÖ× Ù

ÑÓÐ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐº  ÑÓÐ ×Ø 
ÓÒ×Ö 
ÓÑÑ Ð³ÙÒ × ÔÖÑÖ× Ö×ÙÐØØ×

×Ñ¹
Ð××ÕÙ× ÔÙ×ÕÙ³Ð ÔÖÑØ  
ÖÖ × ÓØ× 
Ð××ÕÙ× ÕÙ ×ÓÒØ Ð× ØÖ
ØÓÖ×

× Ð
ØÖÓÒ× Ø ÕÙ Ð Ö×ÙÐØØ Ò ÐÙ¹ÑÑ ×Ø ÕÙÒØÕÙ ÔÙ×ÕÙ³Ð 
ÓÒ××Ø Ò Ð ÕÙÒØ¹


ØÓÒ  ÒÚÙÜ ³ÒÖ ´Ø Ø ÒØÖÚÒÖ Ð 
ÓÒ×ØÒØ  ÈÐÒ
 µº

Ù ÔÓÒØ  ÚÙ ÑØÑØÕÙ¸ Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ

ÔÖÑØØÒØ  
ÖÖ Ð ×Ô
ØÖ ³ÙÒ 
ÖØÒ 
Ð×× ³ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò ÑÒ¹

×ÓÒ ÙÒº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÓÒ Ø ÕÙ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÙØÓ¹ÓÒØ P Ò

ÑÒ×ÓÒ ÙÒ ×Ø×Ø Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ × ×× ÚÐÙÖ×

ÔÖÓÔÖ× ×ÓÒØ Ð× ÒÓÑÖ× ÖÐ× E ØÐ× ÕÙ



γE

α0 +



γE

κ+
π

2
µ(γE) ∈ 2πZ+ O(2),

Ó

 γE ×Ø ÙÒ Ð
Ø Ò× Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ ΛE = p−1(E) ´Ó p ×Ò Ð ×ÝÑÓÐ

ÔÖÒ
ÔÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Pµ

 µ(γE) ×Ø Ð³Ò
  Å×ÐÓÚ Ù Ð
Ø γE

 α0 ×Ø Ð 1¹ÓÖÑ  ÄÓÙÚÐÐ ×ÙÖ Ð³×Ô
 × Ô××

 κ ×Ø Ð 1¹ÓÖÑ ×ÓÙ×¹ÔÖÒ
ÔÐ ×ÙÖ Ð³×Ô
 × Ô×× ´Ð ØÖÑ ×ÓÙ×¹ÔÖÒ
ÔÐ ×ÓÙÐ¹

ÒÒØ 
 Ð Ø ÕÙ³ÐÐ ÔÒ Ù ØÖÑ ×ÓÙ×¹ÔÖÒ
ÔÐ Ù ×ÝÑÓÐ p ××Ó
  Ð³ÓÔÖ¹

ØÙÖ Pµº

Ä× 
ÓÒØÓÒ×  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ Ò ÑØÑØÕÙ× ×ÓÒØ ÓÒ
 × 
ÓÒØÓÒ× ÑÔÐ
Ø×

×ÙÖ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× E  Ð³ÓÔÖØÙÖ Pº ÐÐ× ÔÙÚÒØ ÒÒÑÓÒ× × Ö
ÖÖ  ÑÒÖ

ÜÔÐ
Ø 
ÓÑÑ ×ÙØ  Ð Ü×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÖÙÐÖ g ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ

×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  ØÐÐ ÕÙ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× E

 Ð³ÓÔÖØÙÖ P ×³
ÖÚÒØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

E = g(k) Ó k ×Ø ÙÒ ÒØÖ ÖÐØ.

Ò  
ÓÑÔÖÒÖ ÙÒ ÔÙ ÑÙÜ 
× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× Ð× ÐÐÙ×ØÖÖ

 Ð³ ³ÙÒ ÜÑÔÐ¸ 
ÐÙ  Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙº

ÜÑÔÐ Á½º¿ ´Ç×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙµº ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ×ÙÚ¹

¾½



ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

ÒØ

P = −
2 d

2

dx2
+ x2.

³×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÙØÓ¹ÓÒØ ÒÓÒ¹ÓÖÒ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R) × ÓÒ
ØÓÒ×


ÖÖ ÒØÖÐ ×ÙÖ Ð³Ò×ÑÐ × ÖÐ× Rº Ö
  Ð ØÓÖ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ

ÏÝÐ¸ ÓÒ ÔÙØ ÐÙ ××Ó
Ö ÙÒ ×ÝÑÓÐ ÕÙ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ¸ ÒÓØ p¸ ³ÙÒ 
ÓÙÔÐ  ÖÐ×

(x, ξ) ∈ R
2  ÚÐÙÖ× ÖÐÐ× ´Ó 
 Ð³Ò×ÑÐ R

2 ÖÔÖ×ÒØ Ð³×Ô
 × Ô××µº ØØ

ÓÒ
ØÓÒ p ÔÙØ ØÖ ÓØÒÙ  ÔÖØÖ  Ð³ÜÔÖ××ÓÒ  Ð³ÓÔÖØÙÖ P Ø ÐÐ ×Ø ÓÒÒ¸

ÔÓÙÖ (x, ξ) ∈ R
2¸ ÔÖ

p(x, ξ) = ξ2 + x2,

´ÔÓÙÖ ØÖÑÒÖ 
ØØ ÓÒ
ØÓÒ p  ÔÖØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ P¸ Ð ×ÙØ  ÖÑÔÐ
Ö −i∂x
ÔÖ ξ Ò× Ð³ÜÔÖ××ÓÒ  Ð³ÓÔÖØÙÖµº

Ò ³ÜÔÐ
ØÖ Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ¸ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ×ÓÒ

 ØÖÑÒÖ Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ ΛE ××Ó
  ÙÒ ÚÐÙÖ ÔÖÓÔÖ ÖÐÐ Eº ËÓØ ÓÒ


E ∈ R¸ ÓÒ 

ΛE = p−1(E) =


(x, ξ) ∈ R
2;x2 + ξ2 = E



,


Ö p = p ÔÙ×ÕÙ Ð ×ÝÑÓÐ p Ò ÔÒ Ô× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ º Ò×

Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ ΛE ×Ø ÙÒ 
Ö
Ð  
ÒØÖ 0 Ø  ÖÝÓÒ
√
Eº ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× 
Ó×Ö

ÔÓÙÖ Ð Ð
Ø γE 
 
Ö
Ð ÓÖÒØ Ò× Ð ×Ò× ØÖÓÒÓÑØÖÕÙº Ä³Ò
  Å×ÐÓÚ  


�

γE

√
E

+1+1

������ Á¾  Ä
Ø γE Ø Ò
  Å×ÐÓÚº

Ð
Ø ÚÙØ 
 ¾¸ ÓÒ ÔÙØ Ð ØÖÑÒÖ  ÑÒÖ ÓÑØÖÕÙ Ò ØÖÒØ Ð× ØÒÒØ×

ÚÖØ
Ð×  Ð 
ÓÙÖ γE Ø Ò ÖÖÒØ Ð ÔÓ×ØÓÒ ÖÐØÚ  
× ØÒÒØ× ÔÖ ÖÔÔÓÖØ

 Ð 
ÓÙÖº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÔÖØÒØ ³ÙÒ Ò
 ÒÙÐ¸ ÐÓÖ×ÕÙ³ÓÒ × ÔÐ
 Ð ÐÓÒ  Ð


ÓÙÖ¸ × Ð ØÒÒØ ×Ø  ÒÓØÖ ÖÓØ ÓÒ ÓÙØ ½  Ð ÚÐÙÖ  Ð³Ò
 Ø × ÐÐ ×

ØÖÓÙÚ  Ù
¸ ÓÒ ÖØÖÒ
 ½ ´ÚÓÖ Ð ÙÖ Á¾µº

Ò×ÙØ¸ Ð³ÒÓÒ
 × 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ Ø ÒØÖÚÒÖ ÙÜ

1¹ÓÖÑ×º Ä ÔÖÑÖ ×Ø Ð 1¹ÓÖÑ  ÄÓÙÚÐÐ ×ÙÖ Ð³×Ô
 × Ô×× R2 ÕÙ ×Ø ÓÒÒ¸

Ò× Ð× 
ÓÓÖÓÒÒ× ×ÙÖ R2¸ ÔÖ

α0 = ξdx.

Ä ×
ÓÒ ×Ø Ð 1¹ÓÖÑ ×ÓÙ×¹ÔÖÒ
ÔÐ κ ÕÙ Ò× 
Ø ÜÑÔÐ ×Ø ÒÙÐÐ ÔÙ×ÕÙ³ÐÐ ÔÒ

Ù ×ÝÑÓÐ ×ÓÙ×¹ÔÖÒ
ÔÐ ´ºº Ù ØÖÑ ³ÓÖÖ  Ò× Ð³ÜÔÖ××ÓÒ Ù ×ÝÑÓÐ pµ ÕÙ ×Ø

¾¾



Á½º ÇÆÌÌ ÀÁËÌÇÊÁÉÍ

ÒÙÐº ÁÒ Ò¸ Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ×³
ÖÚÒØ  Ð ÓÒ

×ÙÚÒØ


γE

α0 +



γE

κ+
π

2
µ(γE) ∈ 2πZ + O(2) 
³×Ø¹¹Ö,



x2+ξ2=E
ξdx+

π

2
2 ∈ 2πZ + O(2) ÓÙ Ò
ÓÖ,



x2+ξ2≤E
dξ ∧ dx+ π ∈ 2πZ + O(2) ³ÔÖ× Ð ÓÖÑÙÐ  ËØÓ×  Ò×¸

πE + π ∈ 2πZ + O(2) ×ÓØ

E ∈ (2Z − 1) + O(2).

Ò×¸ ÓÒ ØÖÓÙÚ ÕÙ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
× 

× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ×Ø Ð ÔÖÓÙØ  Ð 
ÓÒ×ØÒØ  ÈÐÒ


ÔÖ ÙÒ ÒØÖ ÑÔÖº  ÔÐÙ×¸ ÓÒ ×Ø ÔÖ ÐÐÙÖ× ÕÙ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ

ÖÑÓÒÕÙ ×ÓÒØ Ü
ØÑÒØ Ð× ÒÓÑÖ× ÖÐ× ÕÙ ×³
ÖÚÒØ ×ÓÙ× 
ØØ ÓÖÑ¸ 
 ÕÙ Ñ¹

ÔÐÕÙ ÕÙ³Ð Ò³Ý  Ô×  ØÖÑ× ³ÓÖÖ× ×ÙÔÖÙÖ× Ò× Ð ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ ×

ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×º

Á½º ÇÔÖØÙÖ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ×

Ò× ÙÒ ÔÖÑÖ ØÑÔ×¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒÓÙ× ÒØÖ××Ö ÙÜ ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ×º

× ÓÔÖØÙÖ× 
ÓÒ×ØØÙÒØ ÙÒ × ÓÙØÐ× ÓÒÑÒØÙÜ  Ð³ÒÐÝ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ Ø ÐÙÖ

ÒØÖØ ÔÖÓÚÒØ ÒÓØÑÑÒØ Ù Ø ÕÙ³Ð× ÔÖÑØØÒØ ³ØÙÖ × ×Ý×ØÑ× ÔÝ×ÕÙ× Ò

ÔÖÒÒØ Ò 
ÓÑÔØ  Ð Ó× Ð ÚÖÐ  ÔÓ×ØÓÒ Ø Ð ÚÖÐ ³ÑÔÙÐ×ÓÒº Ä× ÓÔÖØÙÖ×

Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÓÒØ Ø ÒØÖÓÙØ× Ò× Ð ÑÐÙ × ÒÒ× ¼ ÔÖ ÒÖ ÍÒØÖÖÖ

Ø ÂÙÐÒ ÓÓÞ Í℄ Ø Ò ÔÖÐÐÐ ÔÖ ÂÓ×Ô ÃÓÒ Ø ÄÓÙ× ÆÖÒÖ ÃÆ℄º ÁÐ×

ÓÒØ ÒÓØÑÑÒØ Ø ØÙ× Ò× Ð× ÒÒ× ¼ ÔÖ ÄÖ× ÀÖÑÒÖ ÀÖ¸ ÀÖ¸ ÀÖ℄º

Ò× ÙÒ ×
ÓÒ ØÑÔ×¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒÓÙ× ØØÖÖ ×ÙÖ Ð× ÓÔÖØÙÖ× Ø× PT ¹×ÝÑØÖÕÙ×º

× ÓÔÖØÙÖ× ×ÓÒØ ØÙ× Ò Ñ
ÒÕÙ ÕÙÒØÕÙ 
ÓÑÑ ÙÒ ÐØÖÒØÚ ÙÜ ÓÔÖØÙÖ×

ÙØÓ¹ÓÒØ× 
Ö Ð× ×ÓÒØ 
ÓÒ×Ö× 
ÓÑÑ ÙÒ ÒÖÐ×ØÓÒ ÒØÙÖÐÐ × Ó×ÖÚÐ×

ÕÙÒØÕÙ× ´ÚÓÖ Ò¼℄µº × ÓÔÖØÙÖ× ÓÒØ ÐÑÒØ Ð ÔÖØ
ÙÐÖØ ³ÚÓÖ ×ÓÙ× 
Ö¹

ØÒ× 
ÓÒØÓÒ× ÙÒ ×Ô
ØÖ ÖÐ Ò ÕÙ³Ð× Ò ×ÓÒØ Ô× Ò
××ÖÑÒØ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³Ó

ÐÙÖ ÒØÖØ Ò ÑØÖ ³Ó×ÖÚÐ×º

ÒÒ¸ Ð× ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ×ÓÒØ ÐÑÒØ × ÓÔÖØÙÖ× ÙÜÕÙÐ× ÒÓÙ× Ð¹

ÐÓÒ× ÒÓÙ× ÒØÖ××Öº × ÓÔÖØÙÖ× ÓÒØ Ø ÒØÖÓÙØ× ÔÖ Ð× ÖÞÒ Ö℄ Ø ÓÒØ

Ø ØÙ× ÔÖ ÄÓÙ× ÓÙØØ  ÅÓÒÚÐ Ø ÔÖ Î
ØÓÖ ÙÐÐÑÒ Å½℄ 
ÓÑÑ ÙÒ

ÒÖÐ×ØÓÒ × ÑØÖ
×  ÌÓÔÐØÞº Ä³ØÙ × ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  Ø

ÑÓØÚ ÔÖ Ð Ø ÕÙ Ð ØÓÖ × ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× Ò ÔÖÒ Ò 
ÓÑÔØ

ÕÙ × ×Ô
× × Ô×× ÕÙ ×³
ÖÚÒØ 
ÓÑÑ × 
ÓØÒÒØ×  ÚÖØ× ÐÓÖ× ÕÙ³Ò

Ñ
ÒÕÙ 
Ð××ÕÙ¸ ÓÒ ÔÙØ ØÖ ÑÒ  
ÓÒ×ÖÖ ³ÙØÖ× ØÝÔ× ³×Ô
×º ÈÓÙÖ ÙÒ

ÒØÖÓÙ
ØÓÒ ÔÐÙ× ØÐÐ ×ÙÖ Ð× ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ¸ ÓÒ ÔÓÙÖÖ ÐÖ Ð³ÖØ
Ð

¾¿



ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

 Ú× ÓÐÒ  ÎÖÖ Î℄º

Á½º ÇÔÖØÙÖ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ×

ÓÑÑ ÒÓÙ× Ð³ÚÓÒ× ÚÙ¸ ÙÒ × ÓÙØÐ×  Ð Ñ
ÒÕÙ ÕÙÒØÕÙ ×ÓÒØ Ð× ÓÔÖØÙÖ× Ø

ÔÐÙ× ÔÖØ
ÙÐÖÑÒØ 
ÙÜ ÕÙ ×ÓÒØ ÙØÓ¹ÓÒØ×º ÔÒÒØ¸ Ò× 
ØØ Ø×¸ ÒÓÙ× ÒÓÙ×

ÒØÖ××ÓÒ×  × ÓÔÖØÙÖ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ×º × ÓÔÖØÙÖ× ×ÓÒØ ÐÑÒØ ³ÒØÖØ Ù

ÔÓÒØ  ÚÙ  Ð ÔÝ×ÕÙº ÈÖ ÜÑÔÐ¸ Ð³ÕÙØÓÒ × ÓÒ× ÑÓÖØ× ×Ø ÙÒ ×Ý×ØÑ

ÔÝ×ÕÙ ØÝÔÕÙÑÒØ ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ¸ ÐÐ ×Ø Ò  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

d2u

dt2
(t, x) − d2u

dx2
(t, x) = a

du

dt
(t, x),

Ó a ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ ÖÐÐ¸ t ×Ò Ð ØÑÔ× Ø x Ð ÔÓ×ØÓÒº ³ÙØÖ ÔÖØ¸ Ð× ÓÔÖØÙÖ×

ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ÔÔÖ××ÒØ Ù×× ÐÓÖ×ÕÙ³ÓÒ ØÙ × Ö×ÓÒÒ
× ´ÚÓÖ Ú¼¾℄µº Ä×

Ö×ÓÒÒ
× ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÙØÓ¹ÓÒØ 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒØ ÙÜ ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ

ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ ××Ó
 Ø ÓÒ ÔÙØ ÒØÖÔÖØÖ Ð ÔÖØ ÑÒÖ  
× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×


ÓÑÑ Ð ØÑÔ×  Ñ¹Ú × ØØ× ÕÙÒØÕÙ× ××Ù× × ×ÓÐÙØÓÒ×  Ð³ÕÙØÓÒ

Ë
ÖÒÖ ××Ó
  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÔÖØº Ò Ø¸ × ÓÒ ×³ÒØÖ×× Ù ÔÖÓÐÑ ×ÙÚÒØ













i

∂ψ

∂t
(t, x) = Aψ(t, x) Ó A = −

2 d
2

dx2
+ V (x) + iǫW (x),

ψ(t = 0, x) = ψ0(x),

Ó V Ø W ×ÓÒØ × ÓÒ
ØÓÒ× ÖÙÐÖ×¸ t ×Ò Ð ÚÖÐ  ØÑÔ× Ø x Ð³Ó×ÖÚÐ

ÔÓ×ØÓÒ  ÐÓÖ× Ð× ×ÓÐÙØÓÒ× ³ÙÒ ØÐÐ ÕÙØÓÒ ×³
ÖÚÒØ ÓÖÑÐÐÑÒØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ

×ÙÚÒØ

ψ(t, x) = eitA/ψ0(x).

Ø × ÓÒ ×³ÒØÖ×× Ù ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ A Ø ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ  Ð³ÙÒ

 ×× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× λ¸ ÐÓÖ× ÓÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ¸ × ψ0 ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÔÖÓÔÖ ××Ó


 × λ ∈ R¸ ÐÓÖ× |ψ(t)| = |ψ0|
 × λ = a + ib ∈ C¸ ÐÓÖ× |ψ(t)| = e−bt/|ψ0| Ø ÔÓÙÖ b > 0¸ ÓÒ  ÙÒ 
ÖÓ××Ò


ÜÔÓÒÒØÐÐ Ø Ð ÙÖ  Ú ³ÙÒ ØØ ÕÙÒØÕÙ ×Ø ÓÒÒ ÔÖ


b
º

Ä³ØÙ × ÓÔÖØÙÖ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò ÖÐØÓÒ Ú
 Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ

 ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÑÔÐÕÙ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× 
ÓÒ×ÖÖ × ×Ô
 × Ô×× 
ÓÑÔÐÜ×

Ø ÓÒ
 × ×ÝÑÓÐ× 
ÓÑÔÐÜ× ×ÙÖ 
× ×Ô
× ³Ó Ð Ò
××Ø  ×ÙÔÔÓ×Ö ÕÙ³Ð× ×ÓÒØ

ÓÐÓÑÓÖÔ×º ÍÒ × 
ÙÐØ× ÒÖÒØ  
ØØ 
ÓÑÔÐÜ
ØÓÒ Ö× Ò× Ð Ø ÕÙ³ÓÒ

Ò ÔÓÙÖÖ Ô× ÔÔÐÕÙÖ Ð ØÓÖ ÖÐÐ Ø ÕÙ³ÓÒ  ÓÒ
 ×ÓÒ ³ÙØÐ×Ö ÙÒ ØÓÖ ¹

Ó
º

 ÔÐÙ×¸ ÙÒ ×
ÓÒ ÔÖÓÐÑ × ÔÓ× ÐÓÖ×ÕÙ³ÓÒ ØÙ × ÓÔÖØÙÖ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ×

ÓÒ ×Ø ÕÙ ØÖÑÒÖ Ð ×Ô
ØÖ  ØÐ× ÓÔÖØÙÖ× Ò³×Ø  ÔÖÓÖ Ô× ÙÒ Ø
 × Ò

Ö×ÓÒ × Ø× Ô×ÙÓ¹×Ô
ØÖÙÜº ÇÒ ÒØÒ ÔÖ Ø× Ô×ÙÓ¹×Ô
ØÖÙÜ¸ Ð Ø ÕÙ × ÓÒ


ÓÒ×Ö ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ø ÕÙ³ÓÒ Ð ÔÖØÙÖ ÐÖÑÒØ¸ ÐÓÖ× Ð ×Ô
ØÖ ÔÙØ ØÖ ÑÓ

¾



Á¾º ÄË ÊËÍÄÌÌË  Ä ÌÀË

 ÓÒ ØÖ× ÑÔÓÖØÒØº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ Ð ÒÓØÓÒ  Ô×ÙÓ¹×Ô
ØÖ ×Ø Ò  Ð

ÓÒ ×ÙÚÒØº

ÒØÓÒ Á½º½ ´È×ÙÓ¹×Ô
ØÖµº ËÓØ H ÙÒ ×Ô
  ÀÐÖØº ËÓØ A : H −→ H ÙÒ

ÓÔÖØÙÖº ËÓØ ǫ > 0 ÖØÖÖº ÇÒ ÒØ Ð Ô×ÙÓ¹×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ A¸ ÒÓØ σǫ(A)¸

ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

σǫ(A) =



z ∈ C; (z −A)−1 > 1

ǫ



.

ÇÒ ÔÙØ 
Ö
ØÖ×Ö Ð Ô×ÙÓ¹×Ô
ØÖ Ò ØÖÑ  ×Ô
ØÖ× ³ÓÔÖØÙÖ× ÔÖØÙÖ× Ù

×Ò×  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ ×ÙØ ´ÚÓÖ ÔÖ ÜÑÔÐ Ì¼℄µº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ Á½º¾ ´Ö
ØÖ×ØÓÒ Ù Ô×ÙÓ¹×Ô
ØÖµº

ËÓØ H ÙÒ ×Ô
  ÀÐÖØº ËÓØ A : H −→ H ÙÒ ÓÔÖØÙÖº ËÓØ ǫ > 0 ÖØÖÖº ÐÓÖ×

σǫ(A) =


B∈B(H),B<ǫ
σ(A+B),

Ó B(H) ×Ò Ð³Ò×ÑÐ × ÓÔÖØÙÖ× ÓÖÒ× ××ÒØ ×ÙÖ Hº

Ò× 
ØØ 
Ö
ØÖ×ØÓÒ ÒÓÙ× Ø ÕÙ Ð Ô×ÙÓ¹×Ô
ØÖ ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ A 
ÓÖÖ×ÔÓÒ

 Ð ÖÙÒÓÒ × ×Ô
ØÖ× × ÔÖØÙÖØÓÒ×  Aº ÈÓÙÖ ÙÒ ÓÒÒ ÒØÖÓÙ
ØÓÒ ÙÜ Ø×

Ô×ÙÓ¹×Ô
ØÖÙÜ¸ ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ÙÐØÖ Ð ÐÚÖ  ÅÖ
 ÑÖ Ø ÄÐÓÝ ÌÖØÒ Ì¼℄º

ÙØÖÑÒØ Ø¸ ÔÙ×ÕÙ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒÓÙ× ÒØÖ××Ö  × ÔÖØÙÖØÓÒ× ³ÓÔÖØÙÖ×¸ ÒÓÙ×

Ò³ÚÓÒ×  ÔÖÓÖ Ù
ÙÒ ÖÒØ 
ÓÒ
ÖÒÒØ ÙÒ ÔÓØÒØÐÐ 
ÖØÙÖ Ù ×Ô
ØÖ ×ÓÙ× Ð

ÓÖÑ  
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐº ÔÒÒØ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÓÒØÖÖ

ÕÙ ×ÓÙ× × ÝÔÓØ×× ³ÒÐÝØ
Ø Ø ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ××Þ

Ð×¸ Ð Ò³Ý  Ô× ³Ø× Ô×ÙÓ¹×Ô
ØÖÙÜº Ä× 
ÓÒØÓÒ×  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÚÓÒØ

ÔÖÑØØÖ  
ÖÖ ÙÒ ×Ô
ØÖ ×ØÐ¸ ÐÓ
Ð× ×ÙÖ × 
ÓÙÖ× ÒÐÝØÕÙ× ÔÖÓ
×

Ð³Ü ÖÐº

Á¾ Ä× Ö×ÙÐØØ×  Ð Ø×

Á¾º½ ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖ¹

ØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÙØÓ¹

ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÒ

Ä× ÔÖÑÖ× ØÖÚÙÜ ÑØÑØÕÙ× ×ÙÖ Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹

ËÓÑÑÖÐ Ò× Ð 
Ö  Ð³ÒÐÝ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ ÓÒØ ÔÓÖØ ×ÙÖ Ð× ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹

ÖÒØÐ× ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÒ Ø ÓÒØ Ø ÑÒ× ÔÖ ÖÒÖ ÀÐÖ Ø Ö

ÊÓÖØ Ò× ÀÊ℄º Ò×ÙØ¸ ÒÒ¹ÅÖ ÖÓÒÒÐ ℄ Ø ÔÐÙ× ØÖ ËÒ Î£Ù ÆÓº


ÎÆ¼¼℄ × ×ÓÒØ ÒØÖ××× Ù 
×  Ð ÑÒ×ÓÒ ÔÐÙ× ÖÒ Ò 
ÓÒ×ÖÒØ × ×Ý×ØÑ×


ÓÑÔÐØÑÒØ ÒØÖÐ× ³ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ× ´
³×Ø¹¹Ö × ×Ý×ØÑ× ³ÓÔÖ¹

ØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ× ÕÙ 
ÓÑÑÙØÒØ ÙÜ  ÙÜµº ÔÒÒØ¸ 
 
 ×ÓÒØ Ð× 
ÓÒØÓÒ×

¾



ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÓÔÖØÙÖ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ×ÙÖ Ð×ÕÙÐÐ×

ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ØÖÚÐÐÖ Ø¸ 
ÓÑÑ ÒÓÙ× Ð³ÚÓÒ× ÚÓÕÙ¸ Ð³ØÙ  
 ØÝÔ ³ÓÔÖØÙÖ× Ø

ÔÔÖØÖ × ÔÖÓÐÑ× ³Ò×ØÐØ Ô×ÙÓ¹×Ô
ØÖÐº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ Ù
ÓÙÔ

ÑØÑØ
Ò× × ×ÓÒØ ÒØÖ×××  
× Ø× Ò 
ÓÒ×ÖÒØ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÐØÓÖ×

³ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÙØÓ¹ÓÒØ×¸ 
ÓÑÑ ÅÐÖ ÀÖ À¼℄¸ ÂÓÒÒ×

Ë×ØÖÒ ÀË¼℄¸ ÏÐÐÑ ÓÖÙÜ¹ÅÓÒØÖÙÜ Å½½℄ Ø ÅÖØÒ ÎÓÐ ÎÓ½℄ Ó Ò×


ØØ ×Ö ³ÖØ
Ð×¸ Ð× 
Ö
ÒØ  ×ØÑÖ Ð ÒÓÑÖ  ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× Ò× ÙÒ ÓÑÒ


ÓÑÔÐÜ ÓÒÒº Ò× 
× ÖÒØ× ØÖÚÙÜ¸ Ð× ÓØÒÒÒØ ÕÙ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× × Ö¹

ÔÖØ××ÒØ ÙÒÓÖÑÑÒØ Ò× ÙÒ ÓÑÒ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ 
 ÕÙ ×Ø  Ð³ÓÔÔÓ×  


ÕÙ³ÓÒ ÚÙØ ÑÓÒØÖÖ ÔÙ×ÕÙ³ÓÒ ×ÓÙØ 
ÖÖ × 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹

ËÓÑÑÖÐ Ø Ò× ÓØÒÖ ÕÙ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× × ÖÔÖØ××ÒØ Ð ÐÓÒ ³ÙÒ 
ÓÙÖ

ÑÒ×ÓÒ ÙÒº Ä 
× × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÐØÓÖ× ³ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÙØÓ¹

ÓÒØ× 
ÓÒ×ØØÙ Ò ÕÙÐÕÙ ×ÓÖØ ÙÒ 
× ÜØÖÑ ÔÓÙÖ ÐÕÙÐ ÓÒ Ò ÔÙØ Ô× ÚÓÖ


ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐº  ÔÐÙ×¸ ÙÒ ÙØÖ ÕÙ×ØÓÒ × ÔÓ× ÑÒ¹

ØÒÒØ  
ÓÑÑÒØ ÔÙØ¹ÓÒ ÒÖ × 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ Ò×

ÙÒ 
Ö ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ¸ ÔÙ×ÕÙ³ ÔÖÓÖ Ð ×Ô
ØÖ  
 ØÝÔ ³ÓÔÖØÙÖ× ×Ø Ò×ØÐº

ÍÒ ÖÔÓÒ×  
ØØ ÕÙ×ØÓÒ  Ø ÔÔÓÖØ ÔÖ Ð× ØÖÚÙÜ ³ÒÖ× ÅÐÒ Ø  ÂÓ¹

ÒÒ× Ë×ØÖÒ ÅË¼¿℄ Ò× ÙÒ ÔÖÑÖ ØÑÔ×¸ ÔÙ× ÔÖ 
ÙÜ  Å
Ð ÀØÖ Ø

ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ ÀË¼℄ Ø 
ÙÜ  Å
Ð ÀØÖ¸ ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ Ø ËÒ Î£Ù ÆÓº


ÀËÆ¼℄ Ò× ÙÒ ×
ÓÒ ØÑÔ×¸ Ò× Ð 
Ö  Ð ÑÒ×ÓÒ ÙÜ Ø ÔÓÙÖ ÙÒ 
ÖØÒ


Ð×× ³ÓÔÖØÙÖ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ´ÕÙ ÒÓÙ× ÔÖ
×ÖÓÒ× ÔÖ Ð ×ÙØµº Ä 
ÓÑÔÓÖØ¹

ÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ × ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× ´Ò ÖÐØÓÒ Ú
 Ð× 
ÓÒØÓÒ×

ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐµ  ÕÙÐÕÙ× ÜÑÔÐ× ³ÓÔÖØÙÖ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ×  ÐÑÒØ Ø

ØÙ Ò× Ð³ÖØ
Ð Ë½¿℄  ÒÒ ×Ò Ø ÒÖ ËÖÚ
¸ ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ Ð× 
ÓÒ¹

×ÖÒØ Ð³ÕÙØÓÒ  Ë
ÖÒÖ Ú
 ÙÒ ÔÓØÒØÐ ÑÒÖ Ø Ð³ÕÙØÓÒ ³ÒÙ
ØÓÒ

ÑÒØÕÙº Ò  ÔÓÙÚÓÖ ÒÓÒ
Ö ÕÙÐÕÙ× Ö×ÙÐØØ× ×ÙÖ Ð ×ÙØ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ

ÖÔÔÐÖ Ð ÒØÓÒ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐº

ÒØÓÒ Á¾º½ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  R
2µº ËÓØ p(x, ξ) ∈ S(R2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

 Ð³×Ô
  Ë
ÛÖØÞ ´ÕÙ³ÓÒ ×ÙÔÔÓ× Ò× ÙÒ ÓÒÒ 
Ð××  ×ÝÑÓÐ×µ Ò ×ÙÖ

Ð³×Ô
 
ÓØÒÒØ T ∗
R ≃ R

2 Ø ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ º ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ×ÝÑÓÐ p¸ ÒÓØ

Opw(p)(x, Dx) ´Ó Dx = −i∂xµ¸ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ÒØÖÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ u ∈ D(R)

Opw(p)(x, Dx)u(x) =
1

2π



R



R

e(i/)(x−y)ξp



x+ y

2
, ξ



u(y)dydξ.

Opw(p) ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐº ÇÒ ÔÔÐÐ Ð ÓÒ
ØÓÒ p(x, ξ) Ð ×ÝÑÓÐ

Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(p) Ø ÓÒ ÒÓØ p(x, ξ) ×ÓÒ ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ ´
³×Ø Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ò×

Ð ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×    pµº

Ò× ØÓÙØ Ð ×ÙØ¸ ÐÓÖ×ÕÙ³ÓÒ ÔÖÐÖ ³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ¸ ÓÒ Ö ÖÖÒ


 
ØØ ÒØÓÒ Ø ÓÒ ×ÙÔÔÓ×Ö ÕÙ Ð× ×ÝÑÓÐ× × ÓÔÖØÙÖ× ×ÓÒØ Ò× ÙÒ ÓÒÒ

¾



Á¾º ÄË ÊËÍÄÌÌË  Ä ÌÀË


Ð×× ÕÙ ÒÓÙ× ÜÔÐ
ØÖÓÒ× ÔÐÙ× ÐÓÒ ÐÓÖ×ÕÙ ÒÓÙ× Ò ÙÖÓÒ× ×ÓÒº

Ò× Ð³ÖØ
Ð ³ÒÖ× ÅÐÒ Ø  ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ¸ Ð× ÙØÙÖ× ÑÓÒØÖÒØ ÕÙ

ÔÓÙÖ ÙÒ 
Ð×× ³ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÜ¸ ×

Ð 
ÖÓ
Ø  ÈÓ××ÓÒ × ÔÖØ× ÖÐÐ× Ø ÑÒÖ× Ù ×ÝÑÓÐ ×Ø ××Þ ÔØØ¸ ÐÓÖ× ÓÒ

ÔÙØ ØÖÑÒÖ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  
× ÓÔÖØÙÖ× Ò× ÙÒ ÓÑÒ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ

Ø 
× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× ×ÓÒØ ÓÒÒ× ÔÖ × 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐº

ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ Ð× 
ÓÒ×ÖÒØ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ Opw(p)(x, Dx, z) ×¹

×ÒØ ×ÙÖ L2(R2)  ×ÝÑÓÐ ÒÐÝØÕÙ ÔÒÒØ  ÑÒÖ ÓÐÓÑÓÖÔ ³ÙÒ ÔÖÑØÖ

z ∈ Vois(0;C) ´ÙÒ ÚÓ×Ò  0 Ò× Cµ Ø ÑÓÒØÖÒØ Ð Ö×ÙÐØØ ×ÙÚÒØº

ÌÓÖÑ Á¾º¾ ´ÅÐÒ¹Ë×ØÖÒ ÅË¼¿℄µº ÁÐ Ü×Ø θ0 ∈


1

2
Z
2



Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

θ(z) ∼ θ0 + θ1(z)+ . . . ∈ C∞(Vois(0;C)),

ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  ¸ ØÐ× ÕÙ ÔÓÙÖ z ∈ Vois(0;C)

Ø ÔÓÙÖ  > 0 ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ¸ z ×Ø ÙÒ ÚÐÙÖ ÔÖÓÔÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(p) × Ø

×ÙÐÑÒØ ×
1

2π
I(z) = k − θ(z),

Ó k ∈ Z
2 Ø Ó I(z) = (I1(z), I2(z)) Ú
 ÔÓÙÖ i ∈ {1, 2}¸ Ii(z) × ÒØÖÐ× ³
ØÓÒ× ×ÙÖ

× 
Ý
Ð× ÓÒÑÒØÙÜ γi  Γ(z) ⊂ p−1(0, z) ´Ó Γ(z) ×Ø ÙÒ ØÓÖ  ÑÒ×ÓÒ ¾ Ø Ó

p ×Ò Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(p)µº

Ò×ÙØ¸ Ð³ÖØ
Ð  Å
Ð ÀØÖ Ø  ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ ØÖØ × 
ÓÒØÓÒ×

ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×

Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÜº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ Ð× 
ÓÒ×ÖÒØ ×

ÓÔÖØÙÖ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ÕÙ ×³
ÖÚÒØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Opw(f ǫ)(x, Dx) + iǫOpw(qǫ)(x, Dx),

Ó Opw(f ǫ

) Ø Opw(qǫ


) ×ÓÒØ × ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÙØÓ¹ÓÒØ× ÔÒÒØ

 ÑÒÖ ÖÙÐÖ ³ÙÒ ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ¸ 
³×Ø 
 ÕÙ³ÓÒ ÒØÒ ÔÖ ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ

ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò× Ð ×ÙØº ÄÙÖ Ö×ÙÐØØ

ÓÒÒ ÙÒ ×
ÖÔØÓÒ Ù ×Ô
ØÖ  
 ØÝÔ ³ÓÔÖØÙÖ× Ò× ÙÒ Ö
ØÒÐ ÔÒÒØ Ù

ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  Ø Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ  ÔÖØÙÖØÓÒ ǫº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÓÒ

ÔÙØ Ð³ÒÓÒ
Ö 
ÓÑÑ ×ÙØº

ÌÓÖÑ Á¾º¿ ´ÀØÖ¹Ë×ØÖÒ ÀË¼℄µº ËÓØ Opw(pǫ

) = Opw(f ǫ


) + iǫOpw(qǫ


) ÙÒ

ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ L2(R2)  ×ÝÑÓÐ ÒÐÝØÕÙ ×ÙÖ R
4 ØÐ ÕÙ Ð

ÓØ Ù ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ f ǫ ×Ø ÔÖÓÕÙº ËÓØ ǫ ÙÒ ÔØØ ÔÖÑØÖ ØÐ ÕÙ ǫ ≫  Ø

¾



ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

ǫ ≤ O(δ) ÔÓÙÖ 0 < δ < 1º ËÓØ

RC,ǫ =



z ∈ C, |ℜ(z)| < 1

C
, |ℑ(z)| < ǫ

C



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ.

ÐÓÖ×¸ Ð ×Ô
ØÖ  
Ø ÓÔÖØÙÖ¸ ÒÓØ σ(Opw(pǫ

))¸ Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ ×Ø ÓÒÒ ÔÓÙÖ

 ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ ÔÖ

σ(Opw(pǫ)) ∩RC,ǫ =



g



k, ǫ,


ǫ



+ O(∞); k ∈ Z
2



∩RC,ǫ,

Ó g



ξ, ǫ,


ǫ



×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ Ò ξ ∈ Vois(0;C2) ÖÙÐÖ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ


ǫ
Ø ǫ Ø ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  º

ÍÒ ÙØÖ Ö×ÙÐØØ  ÐÑÒØ Ø ÓØÒÙ ÔÖ Å
Ð ÀØÖ¸ ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ Ø

ËÒ Î£Ù ÆÓº
 Ò× Ð³ÖØ
Ð ÀËÆ¼℄ 
ÓÒ
ÖÒÒØ Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹

ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ×¸ 
³×Ø¹¹

Ö ÕÙ³Ð× 
ÓÒ×ÖÒØ × ÓÔÖØÙÖ×  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Opw(f ǫ)(x, Dx) + iǫOpw(qǫ)(x, Dx).

Ä ÖÒ
 Ú
 Ð ØÓÖÑ ÔÖ
ÒØ Ö× Ò× Ð Ø ÕÙ Ð 
ÓÒØÓÒ  ÔÖÓ
Ø

Ù ×ÝÑÓÐ f ǫ ×Ø ÖÑÔÐ
 ÔÖ ÙÒ ÝÔÓØ× ³Ü×ØÒ
  ÔÐÙ×ÙÖ× ØÓÖ× ÒÚÖÒØ×

ÓÔÒØÒ× ÔÓÙÖ 
 ×ÝÑÓÐº ÇÒ ÔÙØ ÒÓÒ
Ö ÐÙÖ Ö×ÙÐØØ  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØº

ÌÓÖÑ Á¾º ´ÀØÖ¹Ë×ØÖÒ¹Î£Ù ÆÓº
 ÀËÆ¼℄µº ËÓØ Opw(pǫ

) = Opw(f ǫ


)+iǫOpw(qǫ


)

ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ L2(R2)  ×ÝÑÓÐ ÒÐÝØÕÙ ×ÙÖ R4 ØÐ ÕÙ Ð

ÓØ Ù ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ f ǫ ÑØ ÔÐÙ×ÙÖ× ØÓÖ× ÒÚÖÒØ× ÓÔÒØÒ×º ËÓØ ǫ ÙÒ ÔØØ

ÔÖÑØÖ ØÐ ÕÙ ǫ ≥
K ´Ó K ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ ÖØÖÖµ Ø ǫ = O(δ) ÔÓÙÖ 0 < δ < 1º

ËÓØ

RC,ǫ =



z ∈ C, |ℜ(z)| <
δ

C
, |ℑ(z)| < ǫδ

C



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ.

ÐÓÖ×¸ Ð ×Ô
ØÖ  
Ø ÓÔÖØÙÖ¸ ÒÓØ σ(Opw(pǫ

))¸ Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ ×Ø ÓÒÒ ÔÓÙÖ

 ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ ÔÖ

σ(Opw(pǫ)) ∩RC,ǫ =


g (k, ǫ) + O(∞); k ∈ Z
2


∩RC,ǫ,

Ó g (ξ, ǫ) ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÖÙÐÖ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  ξ ∈ Vois(0;R2)¸ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  ǫ ∈ Vois(0;R)

Ø ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  º

Ä 
× × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÒ

Ò³ÚØ 
ÔÒÒØ Ô× Ø ØÖØ Ø 
³×Ø ÓÒ
  
 
×¹Ð ÕÙ ÒÓÙ× ÒÓÙ× ×ÓÑÑ× ÒØÖ×××

Ò× Ð ÔÖÑÖ ÔÖØ  
ØØ Ø×º ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÓÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹

¾



Á¾º ÄË ÊËÍÄÌÌË  Ä ÌÀË

ÖÒØÐ ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ Opw(pǫ

)¸  ×ÝÑÓÐ ÒÐÝØÕÙ¸  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Opw(pǫ)(x, Dx) = Opw(f ǫ)(x, Dx) + iǫOpw(qǫ)(x, Dx),

Ó Ð× ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× Opw(f ǫ

) Ø Opw(qǫ


) ×ÓÒØ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ø ÔÒÒØ

 ÑÒÖ ÖÙÐÖ Ù ÔÖÑØÖ ǫº ËÓÙ×  ÓÒÒ× ÝÔÓØ×× ×ÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

)¸

ÓÒ ÖÖÚ  ÑÓÒØÖÖ Ð Ö×ÙÐØØ ÕÙ ×ÙØº

ÌÓÖÑ º ËÓØ Opw(pǫ

) = Opw(f ǫ


) + iǫOpw(qǫ


) ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ

ÔÒÒØ  ÑÒÖ ÖÙÐÖ Ù ÔÖÑØÖ ǫ¸ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R) Ø ×ÓØ E0 ∈ R

ÙÒ ÖÐ Üº ÁÐ Ü×Ø ǫ0 > 0 ÙÒ ÔÖÑØÖ ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ ØÐ ÕÙ¸ ÔÓÙÖ

RC,ǫ0 =



z ∈ C; |ℜ(z) − E0| <
1

C
, |ℑ(z)| < ǫ0

C



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ,

Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ×ÓÒØ ×ÑÔÐ× Ø ÓÒÒ×¸

ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ < ǫ0 Ø ÔÓÙÖ  ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ¸ ÔÖ

σ(Opw(pǫ)) ∩RC,ǫ0 = {gǫ(k) + O(∞), k ∈ Z} ∩RC,ǫ0 ,

Ó gǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ¸ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

  Ø ÔÒÒØ  ÑÒÖ ÖÙÐÖ Ù ÔÖÑØÖ ǫº  ÔÐÙ×¸ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù

ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫ

×Ø Ð Ö
ÔÖÓÕÙ ³ÙÒ ÒØÖÐ ³
ØÓÒº

Ò× 
 Ö×ÙÐØØ ÒÓÙ× Ø ÕÙ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò× Ð Ö
ØÒ¹

Ð RC,ǫ0 × ØÖÓÙÚÒØ Ð ÐÓÒ ³ÙÒ 
ÓÙÖ¸ Ð ÖÔ  Ð ÓÒ
ØÓÒ g
ǫ

º  ÔÐÙ×¸ 
 Ö×ÙÐØØ

ÓÒÒ ÙÒ ×
ÖÔØÓÒ Ù ×Ô
ØÖ Ò× ÙÒ Ö
ØÒÐ ÕÙ Ò ÔÒ Ô× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹


Ð××ÕÙ  
 ÕÙ 
ÓÒ×ØØÙ ÙÒ ÖÒ
 Ú
 Ð Ö×ÙÐØØ  Å
Ð ÀØÖ Ø  ÂÓÒÒ×

Ë×ØÖÒ Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÜº

ü ÔÖØÖ  
 ÔÖÑÖ Ö×ÙÐØØ¸ ÓÒ ÔÙØ ÙÖ ÙÒ ×
ÓÒ ØÓÖÑ Ò× Ð 
× ÔÖØ¹


ÙÐÖ × ÓÔÖØÙÖ× PT ¹×ÝÑØÖÕÙ×º

ÒØÓÒ Á¾º ´ÇÔÖØÙÖ PT ¹×ÝÑØÖÕÙµº ÇÒ Ø ÕÙ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ

Opw(p) ×Ø PT ¹×ÝÑØÖÕÙ × [Opw(p),PT ] = Opw(p)PT − PT Opw(p) = 0 Ó

P : L2(R) −→ L2(R) T : L2(R) −→ L2(R)

u(x) −→ u(−x) u(x) −→ u(x).

ÇÒ ÔÔÐÐ P Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÔÖØ Ø T Ð³ÓÔÖØÙÖ ³ÒÚÖ×ÓÒ Ù ØÑÔ×º

Ò× Ð 
Ö × ÔÖØÙÖØÓÒ× ³ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ×¸ ÆÑ ÓÙ××Ò Ø

ÆÛÐ Å
ÖÓÙØ ÑÓÒØÖÒØ Ò× Å½¿℄ ÕÙ³ÙÒ ÔÖØÙÖØÓÒ PT ¹×ÝÑØÖÕÙ ³ÙÒ ÓÔÖ¹

ØÙÖ  Ë
ÖÒÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ Ú
 ÙÒ ÔÓØÒØÐ  ÙÒ ÔÙØ×  ÙÒ ×Ô
ØÖ ÖÐº

¾



ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

ÌÓÖÑ Á¾º ´ÓÙ××Ò¹Å
ÖÓÙØ Å½¿℄µº ËÓØ Opw(pǫ

)(x, Dx) = −

2 d
2

dx2
+Vǫ(x)

Ó

Vǫ(x) = V0(x) + iǫW (x),

Ú
 V0 ÙÒ ÔÓØÒØÐ  ÙÒ ÔÙØ×º ËÓØ E0 ∈ R Üº ËÓÙ× × ÝÔÓØ×× ³ÒÐÝØ
Ø ×ÙÖ Ð

×ÝÑÓÐ pǫ

¸ Ð Ü×Ø ǫ0 > 0 ØÐ ÕÙ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ


) Ò× D(E0, ǫ0) ´Ð

×ÕÙ  
ÒØÖ E0 Ø  ÖÝÓÒ ǫ0µ ×Ø Ò
ÐÙ× Ò× Rº

 ÔÐÙ×¸ Ð Ü×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ gǫ

(E) Ò ×ÙÖ Ð ×ÕÙ D(E0, ǫ0) ÓÐÓÑÓÖÔ Ò E¸

ÖÙÐÖ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  ǫ Ø ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
× 

ØÐÐ ÕÙ

½º gǫ

(E) ∈ R ÕÙÒ E, ǫ ∈ R

¾º ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ ≤ ǫ0¸ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò× Ð ×ÕÙ D(E0, ǫ0) ×Ø ÓÒÒ

ÔÖ

∃k ∈ Z; E = Ek; gǫ(Ek) = 2πk.

Ò×ÙØ¸ ÆÑ ÓÙ××Ò¸ ÆÛÐ Å
ÖÓÙØ¸ ÌÖÖÝ ÊÑÓÒ Ø ÂÓÒÒ× Ë×¹

ØÖÒ ÓÒØ ÑÓÒØÖ Ò× ÅÊË½℄ ÕÙ³ÙÒ ÔÖØÙÖØÓÒ PT ¹×ÝÑØÖÕÙ ÜÔÓÒÒØÐÐÑÒØ

ÔØØ ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  Ë
ÖÒÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ Ú
 ÙÒ ÔÓØÒØÐ  ÓÙÐ ÔÙØ× ÑØ

Ù×× ÙÒ ×Ô
ØÖ ÖÐº ÁÐ× ÓÒØ ÐÑÒØ ØÐ ÕÙ ÑÑ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÜÔÓÒÒ¹

ØÐÐÑÒØ ÔØØ×¸ Ð ×Ô
ØÖ ÔÙØ ÚÒÖ 
ÓÑÔÐÜº Ò ÒÓÙ× ÔÐÒØ Ò× Ð ÑÑ 
Ö

ÕÙ 
ÐÙ Ù ØÓÖÑ ¸ ÓÒ ÔÖÓÙÚ Ð Ö×ÙÐØØ ÕÙ ×ÙØº

ÌÓÖÑ º ËÓØ Opw(pǫ

) ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÔÒÒØ  ÑÒÖ ÖÙÐÖ

 ǫ¸ ××ÒØ ×ÙÖ L2(R) Ø ×ÓØ E0 ∈ R ÙÒ ÖÐ Üº ÇÒ ×ÙÔÔÓ×  ÔÐÙ× ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ

Opw(pǫ

) ×Ø PT ¹×ÝÑØÖÕÙº ÁÐ Ü×Ø ǫ0 > 0 ÙÒ ÔØØ ÔÖÑØÖ ´ÒÔÒÒØ  µ ØÐ ÕÙ¸

ÔÓÙÖ

RC,ǫ0 =



z ∈ C, |ℜ(z) − E0| <
1

C
, |ℑ(z)| < ǫ0

C



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ,

Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ×Ø ÖÐ ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ < ǫ0 Ø ÔÓÙÖ

×Ù×ÑÑÒØ ÔØØº

 ÔÐÙ× Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ×ÓÒØ ×ÑÔÐ× Ø

ÓÒÒ× ÔÖ Ð ØÓÖÑ ¸ ºº ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ < ǫ0 Ø ÔÓÙÖ  ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ¸ ÓÒ 

σ(Opw(pǫ)) ∩RC,ǫ0 = {gǫ(k) + O(∞), k ∈ Z} ∩RC,ǫ0 ,

Ó gǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ¸ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

  Ø ÔÒÒØ  ÑÒÖ ÖÙÐÖ  ǫº  ÔÐÙ×¸ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ

×ÝÑÔØÓØÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫ

×Ø Ð Ö
ÔÖÓÕÙ ³ÙÒ ÒØÖÐ ³
ØÓÒº

Ò×¸ 
 Ö×ÙÐØØ ÑÓÒØÖ ÕÙ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×

ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÒ ÕÙ ×ÓÒØ PT ¹×ÝÑØÖÕÙ×¸ Ð ×Ô
ØÖ Ò× ÙÒ Ö
ØÒÐ ×

¿¼



Á¾º ÄË ÊËÍÄÌÌË  Ä ÌÀË

ØÖÓÙÚ Ð ÐÓÒ  Ð³Ü ÖÐº ÇÒ ÔÙØ ÐÑÒØ ÖØÖÓÙÚÖ Ð Ö×ÙÐØØ  ÆÑ ÓÙ××Ò

Ø  ÆÛÐ Å
ÖÓÙØ  ÔÖØÖ  
 ØÓÖÑ ÔÓÙÖ Ð× ÒÓÑÖ× ÖÐ× E0 ÕÙ Ò ×ÓÒØ

Ô× × ÔÓÒØ× 
ÖØÕÙ× Ø  Ð³ ³ÙÒ Ö×ÙÐØØ  Å
Ð ÀØÖ ÀØ¼℄ ÔÓÙÖ Ð× ÔÓÒØ×


ÖØÕÙ× E0º

ÒÒ¸ ÓÒ ÔÙØ ÐÑÒØ ÙÖ Ù ØÓÖÑ  ÙÒ Ö×ÙÐØØ ×ÙÖ Ð× ÓÔÖØÙÖ×

ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ Cº ÈÓÙÖ ÒÖ 
× ÓÔÖØÙÖ×¸ ÓÒ ÒØÖÓÙØ Ð× ÒÓØ¹

ØÓÒ× ×ÙÚÒØ×º

ÆÓØØÓÒ× ×ÓØ Φ ÙÒ ÓÖÑ ÕÙÖØÕÙ ÖÐÐ ×ØÖ
ØÑÒØ ×ÓÙ×ÖÑÓÒÕÙ ´ºº ∂2z,zΦ > 0µ

×ÙÖ Cº ËÓØ k ≥ 1º ÇÒ ÒÓØ

 L(dz) Ð Ñ×ÙÖ  Ä×Ù ×ÙÖ C ÓÒÒ ÔÖ  L(dz) =
i

2
dz ∧ dz

 L2
k(C,Φ) := L2(C, e−2kΦ(z)L(dz)) Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ ×ÙÖ C ÔÖ

ÖÔÔÓÖØ  Ð Ñ×ÙÖ  ÔÓ× ÜÔÓÒÒØÐ e−2kΦ(z)L(dz)

 Hk(C,Φ) := Hol(C)∩L2
k(C,Φ) Ð³×Ô
 × ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ×ÙÖ C ÔÔÖØÒÒØ

 Ð³×Ô
 L2
k(C,Φ)

 ΠΦ,k : L2
k(C,Φ) −→ Hk(C,Φ) Ð ÔÖÓ
ØÓÒ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ×

L2
k(C,Φ) ´ÑÙÒ Ù ÔÖÓÙØ ×
ÐÖ L

2  ÔÓ×µ ×ÙÖ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ×

Hk(C,Φ)º

ÒØÓÒ Á¾º ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ Cµº ËÓØ k ≥ 1 ´


Ð³ÒØÖ k ÓÙ Ð Ö�Ð  1/µº ËÓØ qk ∈ L∞(C) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ

×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/kº ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  Ð

ÓÒ
ØÓÒ qk ÔÖ Ð ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ× Tqk = (Tk)k≥1¸ Ó ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tk ×Ø

Ò ÔÖ

Tk := ΠΦ,kMqkΠΦ,k,

Ó Mqk : L2
k(C,Φ) −→ L2

k(C,Φ) ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ ÔÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ qkº

ÇÒ ÔÔÐÐ Ð ÓÒ
ØÓÒ qk Ð ×ÝÑÓÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tqk º

ØÒØ ÓÒÒ ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ Ö ÙÒ ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ


ÓÑÔÐÜ C Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ ³ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ R
2¸ ÓÒ ÓØÒØ Ð Ö×ÙÐØØ ÕÙ

×ÙØº

ÌÓÖÑ º ËÓØ Tpǫ
k
ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ  Ð ÓÖÑ

×ÙÚÒØ

Tpǫ
k
= Tfǫ

k
+ iǫTqǫ

k
,

Ó Tfǫ
k
Ø Tqǫ

k
×ÓÒØ × ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ C

ÔÒÒØ  ÑÒÖ ÖÙÐÖ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫº ËÓØ E0 ∈ R ÙÒ ÖÐ Üº ÁÐ Ü×Ø

ǫ0 > 0 ÙÒ ÔØØ ÔÖÑØÖ ØÐ ÕÙ¸ ÔÓÙÖ

RC,ǫ0 =



z ∈ C; |ℜ(z) − E0| <
1

C
, |ℑ(z)| < ǫ0

C



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ,

¿½



ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tpǫ
k
:= (Tk)k≥1 Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0

×ÓÒØ ×ÑÔÐ× Ø ÓÒÒ× ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ ≤ ǫ0 Ø ÔÓÙÖ k ×Ù×ÑÑÒØ ÖÒ¸ ÔÖ

σ(Tk) ∩RC,ǫ0 = {gǫk


k−1j


+ O


k−∞ , j ∈ Z} ∩RC,ǫ0 ,

Ó gǫk ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ¸ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

 1/k Ø ÔÒÒØ  ÑÒÖ ÖÙÐÖ Ù ÔÖÑØÖ ǫº  ÔÐÙ×¸ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù

ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫk ×Ø Ð Ö
ÔÖÓÕÙ ³ÙÒ ÒØÖÐ ³
ØÓÒº

Á¾º¾ ÉÙÒØ
ØÓÒ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ø  ÏÝÐ Ù ØÓÖ T2

ÓÑÑ ÒÓÙ× ÚÒÓÒ×  Ð ÚÓÖ¸ ÓÒ ÔÙØ ÓØÒÖ × 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹

ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ

ÙØÓ¹ÓÒØ× Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ Cº ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ Ð ÕÙ×ØÓÒ ÒØÙÖÐÐ ÕÙ ×³Ò×ÙØ ×Ø

ÔÙØ¹ÓÒ ÓÒÒÖ × 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖ¹

ØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÙÒ ×ÙÖ



ÓÑÔ
Ø ÖØÖÖ  ÍÒ ÔÖÑÖ ØÔ ÔÓÙÖ ÖÔÓÒÖ  
ØØ ÕÙ×ØÓÒ ×Ø ³ØÙÖ

Ð 
× ÔÖØ
ÙÐÖ Ù ØÓÖº Ä× ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ ×ÓÒØ ÒØÖ××ÒØ×

ÔÙ×ÕÙ³Ð Ü×Ø  × Ö×ÙÐØØ×  ÄÙÖÒØ ÖÐ× ¼¿¸ ¼℄ Ø  ÓÒÒ Ä ÐÓ


Ä½¸ Ä½
℄ ÓÒÒÒØ × 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÐÓÖ×ÕÙ³Ð×

×ÓÒØ ÙØÓ¹ÓÒØ×º ÔÒÒØ¸ ÒÓÙ× ×ÓÑÑ× 
ÓÒÖÓÒØ× ÙÜ ÑÑ× 
ÙÐØ×  ÔÖÓÖ ÕÙ

Ò× Ð 
× × ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× × ÓÒ 
ÓÒ×Ö × ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹

ÌÓÔÐØÞ ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ×¸ 
³×Ø¹¹Ö ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ ÚÓÖ × ÔÖÓÐÑ× ³Ò×ØÐØ Ô×ÙÓ¹

×Ô
ØÖÐº × ÔÖÓÐÑ× ÓÒØ ÒÓØÑÑÒØ Ø ØÙ× Ò× Ð 
Ö × ÑØÖ
×  ÌÓÔÐØÞ

ÔÖ ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ Ø ÅÖØÒ ÎÓÐ Ò× ËÎ½℄¸ Ò× Ð 
Ö × ÓÔÖØÙÖ×

ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÔÖ Ú ÓÖØÛ
 Ø ÐÒÖÓ ÍÖ Ò× Í¼¿℄ Ø ÔÖ ÌÒÝ Ö×¹

ØÒ×Ò Ø Å
 ÛÓÖ× Ò× ½¼℄ Ò× Ð 
Ö × ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù

ØÓÖº ÆÓÙ× ÒØÖÓÙ×ÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÕÙÐÕÙ× ÒÓØØÓÒ× Ò  ÔÓÙÚÓÖ ÒÖ Ð× ÓÔÖ¹

ØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖº

ÆÓØØÓÒ× ×ÓØ k ≥ 1¸ ×ÓÒØ u Ø v × ÒÓÑÖ× 
ÓÑÔÐÜ×  ÑÓÙÐ 1

 × z ∈ C¸ ÓÒ ÒÓØ ÒÖÑÑÒØ z = (p, q) ∈ R
2 Ú Ð³ÒØ
ØÓÒ  C Ú
 R

2 ÓÙ

z = p+ iq

 Gk ×Ø Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ×ÙÖ C ÒÚÖÒØ× ÔÖ Ð³
ØÓÒ  À×ÒÖ Ù Ö×Ù

Z
2 Ø  
ÖÖ ÒØÖÐ ×ÙÖ [0, 2π] × [0, 1] ºº

Gk =



g : C −→ C; g ∈ L2([0, 2π] × [0, 1], e−kq
2
dpdq),

g(p + 2π, q) = ukg(p, q), g(p, q + 1) = vke−i(p+iq)k+k/2g(p, q)



.

 Hk ×Ø Ð³×Ô
 × ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ÔÔÖØÒÒØ  Ð³×Ô
 Gk¸ ºº

Hk =


g ∈ Hol(C); g(p + 2π, q) = ukg(p, q), g(p, q + 1) = vke−i(p+iq)k+k/2g(p, q)


.

¿¾



Á¾º ÄË ÊËÍÄÌÌË  Ä ÌÀË

 Πk ×Ø Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô
 Gk ´ÑÙÒ Ù ÔÖÓÙØ ×
ÐÖ L2  ÔÓ×

×ÙÖ [0, 2π] × [0, 1]µ ×ÙÖ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hkº

ÒØÓÒ Á¾º ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖµº ËÓØ fk ∈ C∞(R2) ÙÒ

ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k ÔÓÙÖ Ð ØÓÔÓÐÓ

C∞ Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2¸ ÓÒ 

fk(x+ 2π, y) = fk(x, y) = fk(x, y + 1).

ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  Ð ÓÒ
ØÓÒ fk ÔÖ Ð ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ×

Tfk := (Tk)k≥1 Ó ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tk ×Ø Ò ÔÖ

Tk = ΠkMfkΠk,

Ó Mfk : Gk −→ Gk ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ ÔÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ fkº
ÇÒ ÔÔÐÐ Ð ÓÒ
ØÓÒ fk Ð ×ÝÑÓÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tfk º

ØÒØ ÓÒÒ ÕÙ Ò× Ð 
× × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×

ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ¸ ÓÒ  ÙØÐ× Ð Ø ÕÙ³ÓÒ ÔÓÙÚØ Ö

ÙÒ ÐÒ ÒØÖ 
× ÓÔÖØÙÖ× Ø × ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ×¸ ÒÓÙ× ÚÓÒ× 



ÓÑÑÒ
Ö ÔÖ ÜÔÐ
ØÖ ÙÒ ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ Ø Ð

ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ØÓÖº Ä ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ØÓÖ  ÒÓØÑÑÒØ Ø ØÙ

ÔÖ ÅÓÒÕÙ ÓÑ×
ÙÖ Ø Ö ÊÓÖØ Ò× Ð ÐÚÖ Ê½¾℄ Ò× ÕÙ ÔÖ ËØÔÒ

ÆÓÒÒÒÑ
Ö Ò× × Ø× ÆÓÒ℄º

ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÒÓÙ× ×ÓÒ× ÙÒ ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ

Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ ÓÒØ ÒÓÙ× ÒØÖÓÙ×ÓÒ× Ð ÒØÓÒ Ò× 


ÑÒÙ×
ÖØº

ÒØÓÒ Á¾º ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖµº

ËÓØ ΛΦ1 = {(z,−ℑ(z)); z ∈ C} = {(z, (2/i)∂zΦ1(z)); z ∈ C}º ËÓØ ak ∈ C∞(ΛΦ1) ÙÒ

ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k ÔÓÙÖ Ð ØÓÔÓÐÓ

C∞ Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (z, w) ∈ ΛΦ1

ak(z + 2π,w) = ak(z, w) = ak(z + i, w − 1).

ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ×ÝÑÓÐ ak ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ u Ò×

ÙÒ ÓÒ ×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ´ÒÓÙ× ÚÖÖÓÒ× ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ ÐÕÙÐ Ò× Ð ÙÜÑ ÔÖØµ

Ø z ∈ C¸ ÔÖ

OpwΦ1,k(ak)u(z) =


(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/ke−n

2/2keinzu



z − 2πm

k
+
in

k



,

Ó Ð× 
Ó
ÒØ× (akm,n)(m,n)∈Z2 ∈ C ×ÓÒØ ÓÒÒ× ÔÖ Ð³
ÖØÙÖ ×ÙÚÒØ  Ð ÓÒ
ØÓÒ ak¸

¿¿



ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

ÔÓÙÖ (z, w) ∈ C
2

ak(z, w) =


(m,n)∈Z2

akm,ne
in(z+iw)e−2iπmw.

ÇÒ ÔÔÐÐ Ð ÓÒ
ØÓÒ ak Ð ×ÝÑÓÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ OpwΦ1,k(ak)º

ØØ ÒÓØÓÒ  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ ÒØ × ÓÔÖØÙÖ× ÓÒØ ÓÒ

ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ³Ð× ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hkº Ò×¸ ÓÒ ÓØÒØ

ÙÜ ÕÙÒØ
ØÓÒ× Ù ØÓÖ ÕÙ ÒÓÙ× ÓÒÒÒØ × ÓÔÖØÙÖ× ××ÒØ ×ÙÖ 
Ø ×Ô
 Ø ÓÒ

ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ Ð Ö×ÙÐØØ ÕÙ ×ÙØº

ÌÓÖÑ º ËÓØ fk ∈ C∞(R2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ

Ò ÔÙ××Ò
×  1/k Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2¸ ÓÒ 

fk(x+ 2π, y) = fk(x, y) = fk(x, y + 1).

ËÓØ Tfk = (Tk)k≥1 Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ  ×ÝÑÓÐ fkº ÐÓÖ× ÔÓÙÖ ØÓÙØ

k ≥ 1¸ ÓÒ 

Tk = OpwΦ1,k(ak) + O(k−∞) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk,

Ó ak ×Ø ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ ΛΦ1 ÓÒÒ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ ΛΦ1 ≃ C

ak(z) = exp



1

k
∂z∂z



(fk(z)).

Ò×¸ 
 Ö×ÙÐØØ ×Ø ÙÒ ÔÖÑÖ ØÔ  Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ ³ÙÒ ÔÓØÒØÐ Ö×ÙÐ¹

ØØ ×ÙÖ × 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ

ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ× ÔÙ×ÕÙ³Ð ÒÓÙ× Ø ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ

ÒØÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ T
2  ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ


ÓÑÔÐÜº Ò×ÙØ¸ Ò ³ÔÔÖÒÖ ÙÒ ÔÙ ÑÙÜ 
 ÕÙ ÔÓÙÖÖØ ØÖ ÙÒ Ö×ÙÐØØ ×ÙÖ

Ð ×Ô
ØÖ × ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ù ØÓÖ¸ ÒÓÙ× ÚÓÒ× 
¹

ØÙ × ×ÑÙÐØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ× ´ÚÓÖ ÙÖ Á¿µº × ×ÑÙÐØÓÒ× ÒÓÙ× ÔÓÙ××ÒØ  Ö Ð


ÓÒ
ØÙÖ ×ÙÚÒØº

ÓÒ
ØÙÖ º ËÓÒØ f ǫk, q
ǫ
k ∈ C∞(R2) ÙÜ ÓÒ
ØÓÒ× ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔ¹

ØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k¸ ÔÒÒØ  ÑÒÖ ÖÙÐÖ  ǫ Ø ØÐÐ× ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

(x, y) ∈ R
2¸ ÓÒ 



f ǫk(x+ 2π, y) = f ǫk(x, y) = f ǫk(x, y + 1),

qǫk(x+ 2π, y) = qǫk(x, y) = qǫk(x, y + 1).

ËÓØ Tpǫ
k
= Tfǫ

k
+ iǫTqǫ

k
ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ ØÐ ÕÙ Tfǫ

k
Ø Tqǫ

k
×ÓÒØ ×

ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ù ØÓÖº ËÓØ E0 ∈ Rº ÁÐ Ü×Ø ǫ0 > 0 ÙÒ ÔØØ

ÔÖÑØÖ ØÐ ÕÙ¸ ÔÓÙÖ

RC,ǫ0 =



z ∈ C, |ℜ(z) − E0| <
1

C
; |ℑ(z)| < ǫ0

C



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ,

¿



Á¾º ÄË ÊËÍÄÌÌË  Ä ÌÀË

Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tpǫ
k
= (Tk)k≥1 ×Ø ÓÒÒ¸ ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ ≤ ǫ0 Ø

ÔÓÙÖ k ××Þ ÖÒ¸ ÔÖ

σ(Tk) ∩RC,ǫ0 = {gǫk(k−1j) +O(k−∞), j ∈ Z} ∩RC,ǫ0 ,

Ó gǫk ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k Ø

ÔÒÒØ  ÑÒÖ ÖÙÐÖ Ù ÔÖÑØÖ ǫº  ÔÐÙ×¸ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ

×ÝÑÔØÓØÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫk ×Ø Ð Ö
ÔÖÓÕÙ ³ÙÒ ÒØÖÐ ³
ØÓÒº

������ Á¿  ËÔ
ØÖ ³ÙÒ ÔÖØÙÖØÓÒ ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ

ÙØÓ¹ÓÒØ Ù ØÓÖº

¿



ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ

Á¿ ÈÐÒ Ù ÑÒÙ×
ÖØ

ØØ Ø× × 
ÓÙÔ Ò ÙÜ ÖÒ× ÔÖØ×º Ò× Ð ÔÖÑÖ ÔÖØ¸ ÓÒ ÓÖ

Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹

ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÒ Ø ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ 
ØØ ÔÖØ ×Ø


ÓÙÔ Ò ÕÙØÖ 
ÔØÖ×

 Ð 
ÔØÖ ÙÒ ØÖØ ÙÒ ÜÑÔÐ  ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×

ÙØÓ¹ÓÒØ× ÔÓÙÖ ÐÕÙÐ Ð ØÖÑÒØÓÒ Ù ×Ô
ØÖ ×Ø ÐÑÒØÖ

 Ð 
ÔØÖ ÙÜ ÓÖ Ð ØÓÖÑ  Ø × ÑÓÒ×ØÖØÓÒ

 Ð 
ÔØÖ ØÖÓ× ÔÓÖØ ×ÙÖ Ð× ÔÔÐ
ØÓÒ× Ù ØÓÖÑ ¸ 
³×Ø¹¹Ö 
ÐÐ ×ÙÖ Ð×

ÓÔÖØÙÖ× PT ¹×ÝÑØÖÕÙ× ´ØÓÖÑ µ Ø 
ÐÐ ×ÙÖ Ð× ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹

ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ ´ØÓÖÑ µ

 Ð 
ÔØÖ ÕÙØÖ ÐÐÙ×ØÖ Ð ØÓÖÑ   Ð³  ×ÑÙÐØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ×º

ÈÙ× Ò× Ð ×
ÓÒ ÔÖØ¸ ÓÒ ×³ÒØÖ×× ÙÜ ÖÒØ× ÕÙÒØ
ØÓÒ× Ù ØÓÖº ØØ

ÔÖØ ×Ø 
ÓÙÔ 
ÓÑÑ ×ÙØ

 Ð 
ÔØÖ 
ÒÕ ÖÔÔÐÐ Ð 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù

ØÓÖ

 Ð 
ÔØÖ ×Ü ØÖØ  ÙÜ ÕÙÒØ
ØÓÒ×  ÏÝÐ Ù ØÓÖ¸ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ

ÏÝÐ 
Ð××ÕÙ Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ ´ÒØÓÒ Á¾ºµ

 Ð 
ÔØÖ ×ÔØ Ø Ð ÐÒ ÒØÖ Ð× 
ÔØÖ× 
ÒÕ Ø ×Ü ´ØÓÖÑ µ

 Ð 
ÔØÖ ÙØ ÑÓÒØÖ × ÜÑÔÐ× ÒÙÑÖÕÙ× ×ÙÖ Ð ×Ô
ØÖ  ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ

ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ø ÒÓÒ
 ÙÒ


ÓÒ
ØÙÖ ´
ÓÒ
ØÙÖ µº

¿



ÈÖÑÖ ÔÖØ

ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ

ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ ×

ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ×

³ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò

ÑÒ×ÓÒ ÙÒ

¿





ÔØÖ ½

ÍÒ ÔÖÑÖ ÜÑÔÐ

Ò× 
 ÔÖÑÖ 
ÔØÖ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ØÙÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÒÓÒ

ÙØÓ¹ÓÒØ ÔÓÙÖ ÐÕÙÐ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÔÓÙÚÓÖ ØÖÑÒÖ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ × 
ÓÒØÓÒ×

 ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ×Ò× ÙØÐ×Ö Ð ØÓÖ ÚÐÓÔÔ ÔÖ ÒÖ× ÅÐÒ

Ø ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ Ò× ÅË¼¿℄ Ø ÔÖ Å
Ð ÀØÖ Ø ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ Ò×

ÀË¼¸ ÀË½℄º  
ÔØÖ ÔÖÑØ ÓÒ
 ³ÓÖÖ Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹

ËÓÑÑÖÐ Ò× ÙÒ 
Ö ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ Ò× ÙÒ 
× ×ÑÔÐº

½º½ ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ

ËÓØ 0 <  ≤ 1 Ð ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙº ËÓØ ǫ ≥ 0 ÙÒ ÔØØ ÔÖÑØÖ ÕÙ Ú

ÖÔÖ×ÒØÖ Ð ÔÖØÙÖØÓÒº ËÓØ α ∈ R
∗º ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ

Opw(pǫ

) ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(S1) Ò ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ

Opw(pǫ)



θ,


i

∂

∂θ



= α


i

∂

∂θ
+ iǫq(θ),

Ó q ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÖÙÐÖ  Ð ÚÖÐ θ ∈ S
1º

ÇÒ × ÔÐ
 ×ÙÖ Ð³×Ô
 × Ô×× T ∗
S
1 = S

1 ×R ÑÙÒ  Ð ÓÖÑ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ dI ∧ dθº
ËÓØ pǫ


Ð ×ÝÑÓÐ ××Ó
  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ


)¸ ÙØÖÑÒØ Ø 
ØØ ÓÒ
ØÓÒ pǫ


×Ø Ò

ÔÓÙÖ (θ, I) ∈ S
1 × R ÔÖ

pǫ(θ, I) = αI + iǫq(θ),

´ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ÓØÒÖ Ð ×ÝÑÓÐ  ÔÖØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ¸ Ð ×ÙØ

 ÖÑÔÐ
Ö −i∂θ ÔÖ Iµº

ÊÑÖÕÙ ½º½º½º Ä ×ÝÑÓÐ pǫ

Ò ÔÒ Ô× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ ¸ ÔÖ 
ÓÒ¹

×ÕÙÒØ Ò× Ð ×ÙØ¸ ÓÒ Ð ÒÓØÖ ×ÑÔÐÑÒØ pǫº

ÇÒ ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  
Ø ÓÔÖØÙÖ ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ Ò ÑÒ×ÓÒ

ÙÒ ×ÓÒØ ×ÑÔÐ× Ø  ÔÐÙ×¸ ÓÒ ÔÙØ Ò ÓÒÒÖ ÙÒ ×
ÖÔØÓÒ ÜÔÐ
Ø ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ


ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐº ³×Ø 
 ÕÙ ÓÒÒ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ

×ÙØº

¿



ÀÈÁÌÊ ½º ÍÆ ÈÊÅÁÊ ÅÈÄ

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ½º½º¾º ËÓØ Opw(pǫ) Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ×ÝÑÓÐ pǫ Ò 
¹××ÓÙ×

ÕÙ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ×ÙÖ S1 ×Cº ÐÓÖ×¸ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ)¸ ÒÓØ

σ(Opw(pǫ))¸ ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð³ÐØ ×ÙÚÒØ

σ(Opw(pǫ)) = {αk + iǫq; k ∈ Z} ,

Ó

q := 1

2π

 2π

0
q(θ)dθ.

� � �� �� �� �

Z

� � � � � � ���

αZ

α

ǫq
� � � � � ��� �

αZ+ iǫq

������ ½º½  ÊÔÖ×ÒØØÓÒ ×
ÑØÕÙ × ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº Ä ÑÓÒ×ØÖØÓÒ × 
ÓÙÔ Ò ØÖÓ× ØÔ× ÕÙ ×ÓÒØ ÒØÖ××ÒØ× ÔÓÙÖ

Ð ×ÙØ ÔÙ×ÕÙ³ÓÒ ÖØÖÓÙÚÖ 
× ØÔ× Ò× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ Ù ØÓÖÑ º

ØÔ ½  
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ ³ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ 
ÓÑÔÐÜ Ø  ÒÓÙÚÐÐ× 
ÓÓÖ¹

ÓÒÒ×º ÇÒ ×ÓÙØ 
ÖÖ Ð ×ÝÑÓÐ pǫ(θ, I) ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ gǫ(Ĩ) Ú
 (θ̃, Ĩ)  ÒÓÙÚÐÐ×


ÓÓÖÓÒÒ×º ËÓØ

κ : S1 × C −→ S
1 × C,

(θ, I) −→ (θ̃, Ĩ) :=



θ, I +
iǫ

α
q(θ)− iǫ

α
q


.

ÇÒ ÚÖ ÕÙ κ ×Ø ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ ÐÓÐ Ò ÑÓÒØÖÒØ ÕÙ  dĨ∧dθ̃ = dI∧dθº
ÈÙ×¸ ÓÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ Ò× 
× ÒÓÙÚÐÐ× 
ÓÓÖÓÒÒ× Ð ×ÝÑÓÐ pǫ ×³
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ

×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ (θ̃, Ĩ) ∈ S
1 × C

pǫ ◦ κ−1(θ̃, Ĩ) = αĨ + iǫq =: gǫ(Ĩ).

ÇÒ ×ÓÙØ ÑÒØÒÒØ 
ÖÖ κ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ³ÙÒ ÓØ ÑÐØÓÒÒ ÔÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ


ÓÒ×Ö¸ ÔÓÙÖ (θ, I) ∈ S
1 × C Ð ÑÐØÓÒÒ H(θ, I) = − iǫ

α
Q(θ)¸ Ó Ð ÓÒ
ØÓÒ Q ×Ø

¼



½º½º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

Ò ÔÓÙÖ θ ∈ S
1 ÔÖ

Q′(θ) = q(θ)− 1

2π

 2π

0
q(θ)dθ = q(θ)− q.

ÇÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ Ð ÓÒ
ØÓÒ Q ×Ø 2π¹ÔÖÓÕÙ 
Ö Ð ÓÒ
ØÓÒ q Ð³×Øº Ä× ÕÙØÓÒ×

ÀÑÐØÓÒ ×³
ÖÚÒØ  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ







dθ

dt
dI

dt






=







∂H

∂I

−∂H
∂θ






=





0
iǫ

α
Q′(θ)



 =





0
iǫ

α
q(θ)− iǫ

α
q





Ä× ×ÓÐÙØÓÒ×  
 ×Ý×ØÑ ³ÕÙØÓÒ× ×ÓÒØ ÓÒÒ× ÔÓÙÖ (θ0, I0) ∈ S
1 × C Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ

t ∈ R ÔÖ






θ(t) = θ0;

I(t) = I0 + t
iǫ

α
(q(θ0) − q) .

ÓÒ
 Ð ÓØ ÑÐØÓÒÒ φt ×³
ÖØ 
ÓÑÑ ×ÙØ¸ ÔÓÙÖ (θ, I) ∈ S
1 × C

φt(θ, I) =



θ, I + t
iǫ

α
(q(θ)− q)



.

Ò× φ1 
ÓÖÖ×ÔÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κ¸ ÔÙ×ÕÙ

φ1(θ, I) =



θ, I +
iǫ

α
(q(θ)− q)



= κ(θ, I).

ØÔ ¾  ÕÙÒØ
ØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κº ÇÒ ×ÓÙØ ÑÒØÒÒØ ×¹

×Ó
Ö ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κº ÓÑÑ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ ×³
ÖØ


ÓÑÑ ÙÒ ÓØ ÑÐØÓÒÒ¸ ÐÓÖ× ÓÒ ×Ø 
ÐÑÒØ ØÖÓÙÚÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ ÕÙ ÐÙ ×Ø ××Ó
¸


³×Ø Ð ×ÙÚÒØ

U : L2(S1) −→ L2(S1),

ψ −→ exp



ǫQ(θ)

α



ψ.

ÇÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ 
Ø ÓÔÖØÙÖ Ò³×Ø Ô× ÙÒØÖ¸ 
 ÕÙ ÖØ Ð Ø ÕÙ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ¹

ØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κ ×Ø 
ÓÑÔÐÜ ´
ÔÒÒØ   Ü¸ 
³×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÓÖÒ ÒÚÖ×Ðµº

ØÖÑÒÓÒ× ÑÒØÒÒØ Ð 
ÓÒÙÙ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ) ÔÖ 
Ø ÓÔÖØÙÖ U º

U−1Opw(pǫ)U = U−1



α


i

∂

∂θ
+ iǫq(θ)



U,

= U−1



α


i

∂

∂θ



U + U−1 (iǫq(θ))U.

½



ÀÈÁÌÊ ½º ÍÆ ÈÊÅÁÊ ÅÈÄ

ÇÖ¸ ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ ψ ∈ L2(S1)

U−1



α


i

∂

∂θ



(Uψ) = U−1



α


i

∂

∂θ



exp



ǫQ(θ)

α



ψ



,

= U−1



α


i
exp



ǫQ(θ)

α



ǫ

α
Q′(θ)ψ +

∂ψ

∂θ



,

= U−1



exp



ǫQ(θ)

α



ǫ

i
Q′(θ)ψ + α



i

∂ψ

∂θ



,

= U−1U



ǫ

i
Q′(θ)ψ + α



i

∂ψ

∂θ



,

= α


i

∂ψ

∂θ
− iǫQ′(θ)ψ.

Ø ÓÒ  ÐÑÒØ

U−1 (iǫq(θ))U = iǫq(θ).

Ò× ÓÒ ÓØÒØ

U−1Opw(pǫ)U = U−1



α


i

∂

∂θ



U + U−1 (iǫq(θ))U = α


i

∂

∂θ
+ iǫq.

ÇÒ ÔÓ×

Opw(p̃ǫ) = U−1Opw(pǫ)U = α


i

∂

∂θ̃
+ iǫq,

ÐÓÖ× 
Ø ÓÔÖØÙÖ Opw(p̃ǫ)  ÔÓÙÖ ×ÝÑÓÐ

gǫ(Ĩ) = αĨ + iǫq.

ØÔ ¿  ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ)º ÓÑÑ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ


i

∂

∂θ
×Ø ×
ÖØ

Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð³Ò×ÑÐ Z × ÒØÖ× ÑÙÐØÔÐ× ÔÖ Ð ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ ¸ ÐÓÖ×

ÓÒ ÔÙØ Ò ÙÖ ÕÙ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(p̃ǫ) ×Ø ÓÒÒ ÔÖ

σ(Opw(p̃ǫ)) = gǫ(Z) = αZ + iǫq.

Ò×ÙØ¸ ÔÙ×ÕÙ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ) ×Ø Ð Ù ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ

Opw(p̃ǫ)¸ ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ) ×Ø ÓÒÒ ÔÖ

σ(Opw(pǫ)) = αZ+ iǫq.

ÊÑÖÕÙ ½º½º¿º Ä³ÓÔÖØÙÖ U ÕÙ ÔÔÖØ Ò× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ ÔÖ
ÒØ Ø ×Ø

¾



½º¾º ËÁÅÍÄÌÁÇÆË ÆÍÅÊÁÉÍË

Ò ÔÖ

U : L2(S1) −→ L2(S1),

ψ −→ exp



ǫQ(θ)

α



ψ,

ÚÖ Ð× ÔÖÓÔÖØ× ×ÙÚÒØ×

 
³×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÓÖÒ   Ü

 
³×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÙÒØÖ × ÓÒ Ð ÚÓØ 
ÓÑÑ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ×

L2(S1, e2ǫQ(θ)/(α)dθ)º

½º¾ ËÑÙÐØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ×

Ò× 
 ÔÖÖÔ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÐÐÙ×ØÖÖ  Ð³ Ù ÐÓ
Ð  
Ð
ÙÐ ×
ÒØÕÙ Ë
Ð

Ð Ö×ÙÐØØ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ½º½º¾ Ò 
Ó×××ÒØ ÖÒØ× ÓÒ
ØÓÒ× qº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸

ÓÒ ×³ÒØÖ××  ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ) ××ÒØ ×ÙÖ L2(S1) Ø  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Opw(pǫ)



θ,


i

∂

∂θ



= α


i

∂

∂θ
+ iǫq(θ),

Ó Ð ÓÒ
ØÓÒ q ×Ø ÙÒ ÔÓÐÝÒ�Ñ ØÖÓÒÓÑØÖÕÙ Ò θ  Ö D ∈ N
∗ ÓÒØ Ð× 
Ó¹


ÒØ× ×ÓÒØ 
Ó×× ÔÖ Ð ÔÖÓÖÑÑ  ÓÒ ÐØÓÖº ÆÓÙ× 
ÖÚÓÒ× 
¹××ÓÙ× Ð ÑØ¹

Ó ³ÑÔÐÑÒØØÓÒ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÙØÐ× ÔÓÙÖ ÒÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ

Opw(pǫ) Ò× Ë
Ðº

½º ÇÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ Ð ÑÐÐ (el)l∈Z =


eilθ


l∈Z ×Ø ÙÒ × ÓÖØÓÒÓÖÑ  Ð³×Ô


L2(S1) Ø ÓÒ ÒØ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ) ÔÖ ×ÓÒ 
ØÓÒ ×ÙÖ Ð× ÐÑÒØ×  Ð ×º

ÇÒ ÓØÒØ ÐÓÖ× ÙÒ ÑØÖ
 ÒÒ Pǫº

¾º Ò×ÙØ¸ ÓÒ 
Ó×Ø ÙÒ ÒØÖ N ≥ 1 Ø ÓÒ ØÖÓÒÕÙ Ð ÑØÖ
 Pǫ Ò ÙÒ ÑØÖ


Pǫ
2N+1  ØÐÐ (2N+1)×(2N+1) Ò 
Ó×××ÒØ  
ÓÒ×ÖÖ Ð³
ØÓÒ  Ð³ÓÔÖØÙÖ

Opw(pǫ) ÙÒÕÙÑÒØ ×ÙÖ Ð× Ú
ØÙÖ× (el)−N≤l≤N º

¿º ÒÒ¸ ÓÒ ØÖÑÒ Ð ×Ô
ØÖ  Ð ÑØÖ
 Pǫ
2N+1  Ð³  Ð ÓÒ
ØÓÒ ×Ô
º

ÊÑÖÕÙ ½º¾º½º ÇÒ ÔÙØ 
ÓÑÔÓ×Ö Ð ÓÒ
ØÓÒ q ∈ L2(S1) Ò× Ð × (el)l∈Z  Ð

ÓÒ ×ÙÚÒØ

q(θ) =


k∈Z
q, ekek.

Ø ÓÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ Ð 
Ó
ÒØ  ÓÙÖÖ ÔÓÙÖ k = 0 ×Ø

q, e0 =
1

2π

 2π

0
q(θ)dθ = q.

¿



ÀÈÁÌÊ ½º ÍÆ ÈÊÅÁÊ ÅÈÄ

Ò×¸ × ÓÒ Ø Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ) ×ÙÖ el Ú
 l ∈ Z Ü¸ ÓÒ 

Opw(pǫ)



θ,


i

∂

∂θ





eilθ


=



α


i

∂

∂θ
+ iǫq(θ)





eilθ


,

= αleilθ + iǫ


k∈Z
q, ekeikθeilθ,

= (αl + iǫq)eilθ + iǫ


k =0

q, ekei(k+l)θ.

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ Ð ÑØÖ
 Pǫ  × 
Ó
ÒØ× ÓÒÙÜ  Ð ÓÖÑ αl + iǫq ÔÓÙÖ
l ∈ Z¸ ÙØÖÑÒØ Ø Ð ÑØÖ
 Pǫ ×Ø  ÓÒÐ ÔÖÓÔÖº

ÆÓÙ× ÔÖ×ÒØÓÒ× ÑÒØÒÒØ Ð× ÖÔÕÙ× ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÓØÒÙ× Ú
 Ë
Ðº ÈÓÙÖ


× ×ÑÙÐØÓÒ×¸ ÒÓÙ× ÚÓÒ× 
Ó× Ð× ÔÖÑØÖ× 
¹××ÓÙ×

½º N = 66

¾º  = 10−2

¿º α = 1

º ǫ = 10−3º

ÇÒ ÓØÒØ Ð× ÖÔÕÙ× ×ÙÚÒØ×¸ ×ÐÓÒ Ð 
ÓÜ Ù Ö D Ù ÔÓÐÝÒ�Ñ qº

ÊÑÖÕÙ ½º¾º¾º

 ËÙÖ Ð× ÖÔÕÙ×¸ Ð× ÔÓÒØ× ÐÙ× ÖÔÖ×ÒØÒØ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× 
Ð
ÙÐ×  ÔÖØÖ

Ù Ö×ÙÐØØ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ½º½º¾ Ø Ð× ÔÓÒØ× ÖÓÙ× ÖÔÖ×ÒØÒØ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×

 Ð ÑØÖ
 Pǫ
2N+1 
Ð
ÙÐ× ÔÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ ×Ô
  Ë
Ðº

 Ä ÙÖ ½º¿ ×Ø ÙÒ ÞÓÓÑ  Ð ÙÖ ½º¾ ×ÙÖ ÐÕÙÐ ÓÒ Ó×ÖÚ ÕÙ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×

Ü
Ø× Ø Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× ÔÔÖÓ
× × ×ÙÔÖÔÓ×ÒØº Ë ÓÒ 
ØÙ ÙÒ ÞÓÓÑ ×

ÞÓÒ× Ó Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× ×ÑÐÒØ 
ÓÒÓÒÙ× ÔÓÙÖ Ð× ÙÖ× ½º Ø ½º¸ ÓÒ ÚÓØ

ÐÑÒØ 
ØØ ×ÙÔÖÔÓ×ØÓÒº

 ÇÒ Ó×ÖÚ ÙÒ 
ÖØ ÒØÖ Ð ×Ô
ØÖ ÔÔÖÓ
 
Ð
ÙÐ ÔÖ Ë
Ð ´ÔÓÒØ× ÖÓÙ×µ Ø

Ð ×Ô
ØÖ 
Ð
ÙÐ Ú
 Ð Ö×ÙÐØØ ´ÔÓÒØ× ÐÙ×µ ÙÜ ÓÖ× × ÖÒØ× ÙÖ×¸ 



×Ø Ù Ù Ø ÕÙ³ÓÒ  ØÖÓÒÕÙ Ð ÑØÖ
 Pǫº

 ÈÐÙ× ÓÒ ÙÑÒØ Ð Ö Ù ÔÓÐÝÒ�Ñ ØÖÓÒÓÑØÖÕÙ q Ø ÔÐÙ× Ð ×Ô
ØÖ ÒÙÑÖÕÙ

 Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ) ×³ÐÓÒ Ù ×Ô
ØÖ Ü
Øº

 ÈÐÙ× ÓÒ ÑÒÙ Ð ÔÖÑØÖ ǫ Ø ÔÐÙ× Ð ×Ô
ØÖ ÒÙÑÖÕÙ × ÖÔÔÖÓ
 Ù ×Ô
ØÖ

Ü
Øº

 Ë ÓÒ ÑÒÙ Ð ÔÖÑØÖ ¸ ÓÒ Ó×ÖÚ × Ø× Ô×ÙÓ¹×Ô
ØÖÙÜ ×ÙÖ Ð ×Ô
ØÖ

 Ð ÑØÖ
 Pǫ
2N+1¸ 

 ×Ø Ù ÙÜ ÐÑØØÓÒ×  Ë
Ð Ò ØÖÑ  
Ð
ÙÐ× Ù

×Ô
ØÖ ÔÓÙÖ × ÑØÖ
× ÑÐ 
ÓÒØÓÒÒ×º ÈÖ 
ÓÒØÖ¸ ÓÒ Ó×ÖÚ ÕÙ Ð ×Ô
ØÖ


Ð
ÙÐ  ÔÖØÖ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ½º½º¾ Ò × ÓÖÑ Ô×¸ 

 
ÓÙÐ Ù Ø ÕÙ

Ò× 
Ø ÜÑÔÐ Ð ×Ô
ØÖ ×Ø Ü
Øº

 Ë ÓÒ ÑÒÙ Ð ÔÖÑØÖ  ×Ò× ÙÑÒØÖ Ð ÔÖÑØÖ N ´ÕÙ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ Ù

ÔÖÑØÖ  ØÖÓÒ
ØÙÖ ÔÓÙÖ Ð ÑØÖ
 Pǫµ¸ ÐÓÖ× Ð³ÒØÖÚÐÐ ×ÙÖ ÐÕÙÐ Ð× ÚÐÙÖ×

ÔÖÓÔÖ× ÒÓÙ× ÒØÖ××ÒØ ÑÒÙ  ÔÐÙ× Ò ÔÐÙ×º





½º¾º ËÁÅÍÄÌÁÇÆË ÆÍÅÊÁÉÍË

ÊÑÖÕÙ ½º¾º¿º Ò× Ð 
× ÒÖÐ¸ Ð ×Ô
ØÖ Ò ×Ö Ô× ÓÒÒ  ÑÒÖ Ü
Ø¸


ÓÒØÖÖÑÒØ Ù 
× ÔÖØ
ÙÐÖ  Ð³ÜÑÔÐ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÒÓÒ×  ØÖØÖ Ò× 
 
ÔØÖ¸


³×Ø 
 ÕÙ ÒÓÙ× ÚÖÖÓÒ× Ò× Ð 
ÔØÖ ¾º ÍÒ × 
ÙÐØ× ÕÙ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÖÒ
ÓÒØÖ

Ò× Ð ×ÙØ Ö×Ö Ò× Ð Ø ÕÙ ÒÓÙ× ÙÖÓÒ× ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ ÙÒÕÙ¹

ÑÒØ ÐÓ
Ð¸ 
ÓÒØÖÖÑÒØ  
¸ 
 ÕÙ ÒÓÙ× ÔÓÙ××Ö  ÙØÐ×Ö Ð³ÒÐÝ× Ñ
ÖÓÐÓ
Ð Ø

ÑÔÓ×Ö × ÝÔÓØ×× ³ÒÐÝØ
Ø ×ÙÖ Ð ×ÝÑÓÐ Ò 
ÕÙ ÚÖÐº





ÀÈÁÌÊ ½º ÍÆ ÈÊÅÁÊ ÅÈÄ

������ ½º¾  D = 2º

������ ½º¿  D = 2º





½º¾º ËÁÅÍÄÌÁÇÆË ÆÍÅÊÁÉÍË

������ ½º  D = 5º

������ ½º  D =
N

2
º





ÀÈÁÌÊ ½º ÍÆ ÈÊÅÁÊ ÅÈÄ





ÔØÖ ¾

ÓÒØÓÒ×  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ

Ð× ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ×

Ò× 
 
ÔØÖ¸ ÒÓÙ× ÒÓÙ× ÒØÖ××ÓÒ× ÙÜ 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹

ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ×

ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÒ¸ ÔÙ×ÕÙ 
³×Ø ÔÓÙÖ 
 ØÝÔ ³ÓÔÖØÙÖ× ÕÙ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ×

ÔÓÙÚÓÖ ÓÒÒÖ ÙÒ Ö×ÙÐØØ ×Ô
ØÖÐ ÕÙ Ò³×Ø Ô× ×ÓÙÑ× ÙÜ ÔÖÓÐÑ× Ô×ÙÓ¹×Ô
ØÖÙÜº

Ä 
ÓÒØÒÙ  
 
ÔØÖ × ØÖÓÙÚ Ò× Ð³ÖØ
Ð ÊÓÙ½℄º Ò× 
 ÖÒÖ¸ ÓÒ ×³ÒØÖ××

 Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  Á Ø  Ð ØÓÖ ÚÐÓÔÔ ÔÖ ÒÖ× ÅÐÒ¸ Å
Ð ÀØÖ Ø

ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ ÙØÓÙÖ  
ØØ ØÖÒ×ÓÖÑ ´ÚÓÖ ÅË¼¿¸ ÀË¼¸ ÀË½¸ Ë¼¾℄µ  Ò×

ÕÙ³ Ð ØÓÖ × ÔÖÓÐÑ×  ÖÙ×Ò ´ÚÓÖ Ë¼℄µº

¾º½ ÉÙÒØ
ØÓÒ ÏÝÐ  R2 Ø 
ÓÒØÓÒ×  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ

Ò× 
 ÔÖÖÔ ÒÓÙ× ÓÒÒÓÒ× Ð× ÝÔÓØ×× ÓÒØ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ×ÓÒ ÔÓÙÖ ÑÓÒ¹

ØÖÖ Ð ØÓÖÑ ¸ ÔÙ× ÒÓÙ× ÒÓÒÓÒ× Ð ØÓÖÑ Ò ÕÙ×ØÓÒº ÓÑÑ ÓÒ Ð³ ÚÙ Ò×

Ð³ÒØÖÓÙ
ØÓÒ¸ ÔÙ×ÕÙ³ÓÒ ×³ÒØÖ××  × ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ×¸

ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÚÓÖ 
ÓÒ×ÖÖ × ×ÝÑÓÐ× Ò× ×ÙÖ ÙÒ ×Ô
 × Ô×× 
ÓÑÔÐÜ Ø

ÓÒ
 ÑÔÓ×Ö × ÝÔÓØ×× ³ÓÐÓÑÓÖÔ ×ÙÖ 
× ×ÝÑÓÐ×º ÙÔÖÚÒØ¸ ÒÓÙ× ÖÔÔÐÓÒ×

Ð ÒØÓÒ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ ÕÙ ×Ö ÙØÐ× Ò× ØÓÙØ Ð ×ÙØ ÐÓÖ×ÕÙ

ÒÓÙ× ÔÖÐÖÓÒ× ³ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ×º ÇÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ S(R2) ×Ò Ð³×Ô


 Ë
ÛÖØÞ ×ÙÖ R2 Ò  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

S(R2) =



φ ∈ C∞(R2); sup
x∈R2

|xα∂βφ(x)| < +∞,∀α, β ∈ N
2



.

ÒØÓÒ ¾º½º½ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  R
2µº ËÓØ p(x, ξ) ∈ S(R2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

ÔÔÖØÒÒØ  Ð³×Ô
  Ë
ÛÖØÞ ´ÓÒ ×ÙÔÔÓ× ÕÙ 
ØØ ÓÒ
ØÓÒ ×Ø Ò× ÙÒ ÓÒÒ 
Ð××

 ×ÝÑÓÐ× ÕÙ ÒÓÙ× ÒÖÓÒ× Ò× Ð ×ÙØµ Ò ×ÙÖ Ð³×Ô
 
ÓØÒÒØ T ∗
R ≃ R

2 Ø

ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ º ÇÒ
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ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ×ÝÑÓÐ p¸ ÒÓØ Opw(p)(x, Dx) ´Ó Dx = −i∂xµ¸
ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ÒØÖÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ u ∈ D(R)

Opw(p)(x, Dx)u(x) =
1

2π



R



R

e(i/)(x−y)ξp



x+ y

2
, ξ



u(y)dydξ.

Opw(p) ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐº ÇÒ ÔÔÐÐ Ð ÓÒ
ØÓÒ p(x, ξ) Ð ×ÝÑÓÐ

 Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(p) Ø p(x, ξ) ×ÓÒ ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ ´
³×Ø Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ò× Ð

ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×    pµº ØØ ÒØÓÒ ÔÙØ ØÖ ØÒÙ

 ³ÙØÖ× 
Ð×××  ×ÝÑÓÐ× 
ÓÑÑ Ò× Ð ÐÚÖ ÛÓ½¾℄º

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÒÓÒ
Ö Ð× ÝÔÓØ×× ÔÖÓÔÖ×  ÒÓØÖ Ö×ÙÐØØº × ÖÒÖ×

×ÓÒØ ÔÖÓ
×  
ÐÐ× 
ÓÒ×Ö× ÔÖ Å
Ð ÀØÖ Ø ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ Ò× Ð³ÖØ
Ð

ÀË¼℄ Ò× Ð 
Ö  Ð ÑÒ×ÓÒ ÙÜº

ËÓØ 0 <  ≤ 1 Ð ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙº ËÓØ ǫ > 0 ÙÒ ÔØØ ÔÖÑØÖ ÕÙ ÓÙÖ Ð

Ö�Ð  ÔÖÑØÖ ÔÖØÙÖØº ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  R2  Ð ÓÒ
ØÓÒ

pǫ

 Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ pǫ


= f ǫ


+ iǫqǫ


¸ ÕÙ ÔÒ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ Ø

ØÐÐ ÕÙ

´µ Ð× ×ÝÑÓÐ× f ǫ

Ø qǫ


×ÓÒØ × ÓÒ
ØÓÒ× ÒÐÝØÕÙ× ×ÙÖ R

2  ÚÐÙÖ× ÖÐÐ× ÕÙ

ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ

´µ pǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ×ÙÖ ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ  R × R ØÐÐ ÕÙ ×ÙÖ 


ÚÓ×Ò¸ ÓÒ 

∃C > 0, |pǫ(x, ξ)| ≤ Cm(ℜ(x, ξ)), ´¾º½µ

Ó m ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ ×ÙÖ R2¸ ºº

½º m ≥ 1

¾º Ð Ü×Ø × 
ÓÒ×ØÒØ× C0 ≥ 0 Ø N0 ≥ 0 ØÐÐ× ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙ× X, X̂ ∈ R
2¸ ÓÒ 

m(X) ≤ C0X − X̂N0m(X̂),

Ó Ð ÒÓØØÓÒ · ×Ø Ò ÔÓÙÖ X ∈ R
2 ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ  X = (1+ |X|2)1/2

´µ pǫ

ÑØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ

 Ò× Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ×Ø××ÒØ Ð ÓÖÒ ´¾º½µ  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

pǫ(x, ξ) ∼
∞


j=0

pǫj(x, ξ)
j ;

ÙØÖÑÒØ Ø¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ N ∈ N Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, ξ) Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ

R
2¸ Ð ÓÒ
ØÓÒ pǫ


−N

j=0 p
ǫ
j

j ×Ø ÓÐÓÑÓÖÔ Ø ×Ø×Ø Ð³ÒÐØ ×ÙÚÒØ

∃C > 0,













pǫ(x, ξ) −
N


j=0

pǫj(x, ξ)
j













≤ C
N+1m(ℜ(x, ξ));

¼



¾º½º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2 Ì ÇÆÁÌÁÇÆË

ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

´µ Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ¸ ÒÓØ pǫ

pǫ(x, ξ) = f ǫ(x, ξ) + iǫqǫ(x, ξ),

Ú
 (x, ξ) ∈ R
2¸ ×Ø ÐÐÔØÕÙ  Ð³ÒÒ¸ ºº ÔÓÙÖ (x, ξ) Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ

 R
2¸ Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ØÐÐ ÕÙ

|pǫ(x, ξ)| ≥ 1

C
m(ℜ(x, ξ)), ÔÓÙÖ |(x, ξ)| ≥ C.

ÇÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

)¸ ÚÒØÙÐÐÑÒØ ÒÓÒ ÓÖÒ¸ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô


× ÓÒ
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ L2(R) Ø ÕÙ ×³
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Opw(pǫ)(x, Dx) = Opw(f ǫ)(x, Dx) + iǫOpw(qǫ)(x, Dx),

Ó Opw(f ǫ

) Ø Opw(qǫ


) ×ÓÒØ × ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÙØÓ¹ÓÒØ× ÔÒÒØ

 ÑÒÖ C∞ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫº ³×Ø 
Ð ÕÙ³ÓÒ ÔÔÐÐ ÙÒ ÔÖØÙÖØÓÒ ÒÓÒ ÙØÓ¹

ÓÒØ ³ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ×º Ò  ÔÓÙÚÓÖ ÔÔÐÕÙÖ Ð ØÓÖÑ × 
ÓÓÖÓÒÒ×


ØÓÒ¹ÒÐ ´ÕÙ ÒÓÙ× ÖÚÖÖÓÒ× ÔÖ Ð ×ÙØµ¸ ÓÒ 
ÓÒ×Ö ÔÓÙÖ E0 ∈ R ÙÒ ÖÐ Ü

Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ ×ÙÚÒØ

ΛE0 = {(x, ξ) ∈ R
2; pǫ(x, ξ)|ǫ=0 = E0}.

Ø ÓÒ ÓÙØ Ð³ÝÔÓØ× ×ÙÚÒØ

´µ ΛE0 ×Ø ÙÒ Ò×ÑÐ 
ÓÑÔ
Ø¸ 
ÓÒÒÜ Ø ÖÙÐÖ¸ ºº d(pǫ|ǫ=0) = d(f ǫ|ǫ=0) = 0 ×ÙÖ

ΛE0 º

ÊÑÖÕÙ ¾º½º¾º Ä³ÝÔÓØ× ³ÐÐÔØ
Ø  Ð³ÒÒ ÑÔÐÕÙ ÕÙ Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ

ΛE0 ×Ø 
ÓÑÔ
Ø ÔÓÙÖ × ÖÐ× E0 ÔØØ×º

ÇÒ ÒØÖÓÙØ ÑÒØÒÒØ ÙÒ ÒÓØØÓÒ 
ÓÒ
ÖÒÒØ Ð× ÚÓ×Ò× ØÙÙÐÖ×º

ÆÓØØÓÒ VoisTub(R2) ×Ò ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ  R
2 Ò× Ð³×Ô
 C

2º

ÜÔÐ
ØÓÒ× ÑÒØÒÒØ Ð ÒÓØÓÒ ³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ ÕÙ ÔÔÖØ Ò× Ð³ÒÓÒ
 Ù

ØÓÖÑ º ËÓØ C > 0 ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ¸ ×ÓØ ǫ0 > 0 ÙÒ ÖÐ ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ Ø ×ÓØ

E ∈


z ∈ C; |ℜ(z) − E0| <
1

C
, |ℑ(z)| < ǫ0

C



.

ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ 
ÓÑÔÐÜ Λǫ
E ÓÒÒ ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ÕÙ ×ÙØ

Λǫ
E = {(x, ξ) ∈ VoisTub(R2); pǫ(x, ξ) = E}.

³ÔÖ× Ð³ÝÔÓØ× ´µ¸ 
Ø Ò×ÑÐ  ÒÚÙ 
ÓÑÔÐÜ ×Ø 
ÓÒÒÜ Ø df ǫ = 0 ×ÙÖ

Ð³Ò×ÑÐ Λǫ
E ÔÓÙÖ ǫ ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØº Ò× Ð ×ÙØ¸ ÓÒ Ú ÒÖ ÙÒ ÒØÖÐ ³
ØÓÒ

½
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I(E) ÔÖ

I(E) =
1

2π



γE

ξdx,

Ó γE ×Ø ÙÒ Ð
Ø ÔÖØ
ÙÐÖ Ò× Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ Λǫ
E º ÆÓÙ× ÚÖÖÓÒ× ÙÒ ÔÙ ÔÐÙ× ÐÓÒ


ÓÑÑÒØ ×Ø Ò Ü
ØÑÒØ 
 Ð
Ø Ø ÒÓÙ× ÑÓÒØÖÖÓÒ×¸ ÒØÖ ÙØÖ×¸ ÕÙ Ð ÓÒ
ØÓÒ

E −→ I(E) ×Ø ÒÚÖ×Ðº

ÊÑÖÕÙ ¾º½º¿º ËÓÙ× Ð× ÝÔÓØ×× ´µ  ´µ¸ Ð ×Ô
ØÖ  Ð ÖÑØÙÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ

Opw(pǫ

) ×Ø ×
ÖØ Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò Ù ÖÐ E0 ´ÚÓÖ ÀË¼℄µº

ÆÓÙ× ×ÓÑÑ× ×ÓÖÑ× Ò Ñ×ÙÖ ³ÒÓÒ
Ö ÙÒ × ÔÖÒ
ÔÙÜ Ö×ÙÐØØ×  
ØØ Ø×º

ÌÓÖÑ º ËÓØ Opw(pǫ

) ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù

ÔÖÑØÖ ǫ¸ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R) Ø ×ÓØ E0 ∈ R ÙÒ ÖÐ Ü ØÐ× ÕÙ Ð× ÝÔÓØ××

´µ  ´µ ×ÓÒØ ×Ø×Ø×º Ò ÔÖØ
ÙÐÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) ×Ø  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Opw(pǫ)(x, Dx) = Opw(f ǫ)(x, Dx) + iǫOpw(qǫ)(x, Dx),

Ó Opw(f ǫ

) Ø Opw(qǫ


) ×ÓÒØ × ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÙØÓ¹ÓÒØ×º ÁÐ Ü×Ø

ǫ0 > 0 ÙÒ ÔÖÑØÖ ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ ØÐ ÕÙ¸ ÔÓÙÖ

RC,ǫ0 =



z ∈ C; |ℜ(z) − E0| <
1

C
, |ℑ(z)| < ǫ0

C



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ,

Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ×ÓÒØ ×ÑÔÐ× Ø ÓÒÒ×¸

ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ < ǫ0 Ø ÔÓÙÖ  ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ¸ ÔÖ

σ(Opw(pǫ)) ∩RC,ǫ0 = {gǫ(k) + O(∞), k ∈ Z} ∩RC,ǫ0 ,

Ó gǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ ×ÙÖ ÙÒ ÚÓ×Ò  I(E0) Ò× C¸ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔ¹

ÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×   Ø ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔÖÑØÖ ǫº

ÔÐÙ×¸ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ  
ØØ ÓÒ
ØÓÒ gǫ

¸ ÒÓØ gǫ¸ ×Ø Ð

Ö
ÔÖÓÕÙ  Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ E −→ 1
2π



γE
ξdxº

ÊÑÖÕÙ ¾º½ºº  Ö×ÙÐØØ ÓÒÒ ÙÒ ×
ÖÔØÓÒ Ù ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

)

Ò× ÙÒ Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ÕÙ Ò ÔÒ Ô× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  
ÓÒØÖÖÑÒØ

Ù Ö×ÙÐØØ ÓØÒÙ ÔÖ Å
Ð ÀØÖ Ò ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ Ò× ÀË¼℄ Ò ÑÒ×ÓÒ

ÙÜº

ÊÑÖÕÙ ¾º½ºº ÇÒ  ×ÙÔÔÓ× ÕÙ Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ ΛE0 ØØ 
ÓÒÒÜºÔÒÒØ¸

Ð ÚÖØ ØÖ ÔÓ××Ð ³ÒÓÒ
Ö ÙÒ Ö×ÙÐØØ ×ÑÐÖ ×³Ð ÑØ ÔÐÙ×ÙÖ× 
ÓÑÔÓ×ÒØ×


ÓÒÒÜ×º Ò× 
 
×¸ ÓÒ ÚÖ ÐÓÖ× ÓÒÒÖ × 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹

ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ 
ÕÙ 
ÓÑÔÓ×ÒØ 
ÓÒÒÜ¸ ÔÙ× 
ÓÒ×ÖÖ Ð ÖÙÒÓÒ  ØÓÙØ× Ð×


ÓÑÔÓ×ÒØ×º

¾



¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

¾º¾ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  R2¸ ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ

S1×R Ø 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒÓÙ× Ó
Ð×Ö ×ÙÖ Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ Ù ØÓÖÑ º ØØ ÖÒÖ × Ú×

Ò ÙÜ ÔÖØ×

½º ÓÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ Opw(pǫ

) ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(S1)

 Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Opw(pǫ)(θ, Dθ) = Opw(f ǫ)(θ, Dθ) + iǫOpw(qǫ)(θ, Dθ),

Ó f ǫ

(θ, I) = f ǫ(I) + O() Ø ÓÒ ÑÓÒØÖ ÙÒ Ö×ÙÐØØ ´ÌÓÖÑ ³µ Ù ÑÑ ØÝÔ

ÕÙ Ð ØÓÖÑ  ÔÓÙÖ 
Ø ÓÔÖØÙÖ

¾º ÓÒ ØÒ Ð ØÓÖÑ ³ Ù 
× ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R)

Ø ×Ø××ÒØ Ð× ÝÔÓØ×× ´µ  ´µ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÓÒÒ×º

¾º¾º½ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  S1×R Ø 
ÓÒØÓÒ×  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ

Ò× 
 ÔÖÖÔ¸ ÒÓÙ× ÔÖ×ÒØÓÒ× ÙÒ ÒÐÓÙ Ù ØÓÖÑ  Ò× Ð 
Ö ³ÓÔÖ¹

ØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 × ÓÒ
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ L2(S1)º Ò

 ÔÓÙÚÓÖ ÒÓÒ
Ö ÙÒ ØÐ Ö×ÙÐØØ¸ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ×ÓÒ ³ÒØÖÓÙÖ  ÒÓÙÚÐÐ× ÒÓØØÓÒ×º

ÆÓØØÓÒ×

 S
1 ×Ø Ð ØÓÖ 1¹ÑÒ×ÓÒÒÐ ÖÐ R/2πZ

 S
1 + iR = {x+ iy;x ∈ S

1, y ∈ R} ⊂ C

 (T ∗
S
1)C ×Ø Ð³×Ô
 
ÓØÒÒØ 
ÓÑÔÐÜ  S

1¸ ºº (S1 + iR)× C

 L2(S1) ×Ø Ð³×Ô
  ÀÐÖØ × ÓÒ
ØÓÒ× f Ñ×ÙÖÐ× 2π¹ÔÖÓÕÙ× ØÐÐ× ÕÙ

1

2π

 2π

0
|f(θ)|2 dθ < ∞;

 VoisTub(S1 × R) ×Ø ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ  Ð³Ò×ÑÐ S
1 × R Ò× Ð³×Ô


(T ∗
S
1)C

 Vois(A;B) ×Ø ÙÒ ÚÓ×Ò  Ð³Ò×ÑÐ A Ò× Ð³×Ô
 Bº

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÔÓÙÚÓÖ ÒÓÙ× ÔÒ
Ö ×ÙÖ Ð× ÝÔÓØ×× ÓÒØ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÚÓÖ

×ÓÒº × ÖÒÖ× ×ÓÒØ ÒÐÓÙ× ÙÜ ÝÔÓØ×× ´µ  ´µ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÒÓÒ
×

Ò× Ð 
Ö ³ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R)º ÇÒ 
ÓÒ×Ö

Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ×ÝÑÓÐ

pǫ(θ, I) = f ǫ(θ, I) + iǫqǫ(θ, I),

ÕÙ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÔÖÓÕÙ Ò θ¸ ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞  ǫ Ø ×Ø××ÒØ Ð×

¿
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ÓÒØÓÒ× ×ÙÚÒØ×

´³µ Ð× ×ÝÑÓÐ× f ǫ

Ø qǫ


×ÓÒØ × ÓÒ
ØÓÒ× ÒÐÝØÕÙ× ×ÙÖ S1 × R  ÚÐÙÖ× ÖÐÐ× ÕÙ

ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ

´³µ pǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ×ÙÖ ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ  S1 ×R ØÐÐ ÕÙ ×ÙÖ 


ÚÓ×Ò¸ ÓÒ 

∃C > 0, |pǫ(θ, I)| ≤ Cm(ℜ(I)), ´¾º¾µ

Ó m ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ ×ÙÖ R

´³µ pǫ

ÑØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ

 Ò× Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ×Ø××ÒØ Ð ÓÖÒ ´¾º¾µ  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

pǫ(θ, I) ∼
∞


j=0

pǫj(θ, I)
j ,

ÙØÖÑÒØ Ø¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ N ∈ N Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ (θ, I) Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ

S
1 × R¸ Ð ÓÒ
ØÓÒ pǫ


−
N

j=0 p
ǫ
j

j ×Ø ÓÐÓÑÓÖÔ Ø ×Ø×Ø Ð³ÒÐØ ×ÙÚÒØ

∃C > 0,













pǫ(θ, I) −
N


j=0

pǫj(θ, I)
j













≤ C
N+1m(ℜ(I)),

´³µ Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ¸ ÒÓØ pǫ

pǫ(θ, I) = f ǫ(I) + iǫqǫ(θ, I),

Ú
 (θ, I) ∈ S
1×R¸ ×Ø ÐÐÔØÕÙ  Ð³ÒÒ¸ ºº ÔÓÙÖ (θ, I) Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ

 S
1 × R¸ Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ØÐÐ ÕÙ

|pǫ(θ, I)| ≥ 1

C
m(ℜ(I)), ÔÓÙÖ |(θ, I)| ≥ Cº

ËÓØ E0 ∈ R ÙÒ ÖÐ Ü¸ ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ ×ÙÚÒØ

ΛE0 = {(θ, I) ∈ S
1 × R; pǫ(θ, I)|ǫ=0 = E0}.

Ø ÓÒ ×ÙÔÔÓ× ÕÙ

´³µ ΛE0 ×Ø ÙÒ Ò×ÑÐ 
ÓÒÒÜ Ø ÖÙÐÖ¸ ºº d(pǫ|ǫ=0) = (f ǫ|ǫ=0)
′ = 0 ×ÙÖ ΛE0 º

ÊÑÖÕÙ ¾º¾º½º Ä³ÝÔÓØ× ´³µ ×ÙÖ Ð ×ÝÑÓÐ pǫ

ÑÔÐÕÙ ÕÙ Ð× ÖÚ×  


×ÝÑÓÐ ÚÓÒØ ØÖ ÓÖÒ× ÔÖ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ ´Ö
  Ð ÓÖÑÙÐ  Ù
Ýµ Ø ÓÒ


ÕÙ³Ð × ØÖÓÙÚ Ò× ÙÒ ÓÒÒ 
Ð××  ×ÝÑÓÐ×º

ËÓØ C > 0 ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ¸ ×ÓØ ǫ0 > 0 ÙÒ ÖÐ ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ Ø ×ÓØ

E ∈


z ∈ C; |ℜ(z) −E0| <
1

C
, |ℑ(z)| < ǫ0

C



.





¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ 
ÓÑÔÐÜ Λǫ
E ÓÒÒ ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ÕÙ ×ÙØ

Λǫ
E = {(θ, I) ∈ VoisTub(S1 × R); pǫ(θ, I) = E}.

³ÔÖ× Ð³ÝÔÓØ× ´³µ¸ 
Ø Ò×ÑÐ  ÒÚÙ 
ÓÑÔÐÜ ×Ø 
ÓÒÒÜ Ø (f ǫ)′ = 0 ×ÙÖ

Λǫ
E ÔÓÙÖ ǫ ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ ´f ǫ ×Ø ÙÒ ÓÑÓÖÔ×Ñ ÐÓ
Ð ×ÙÖ Λǫ

Eµº ËÓØ γE ÙÒ Ð
Ø

Ò× Ð³Ò×ÑÐ Λǫ
E ÕÙ ÒÒÖ π1(Λǫ

E) Ð ÖÓÙÔ ÓÒÑÒØÐ  Λǫ
E ¸ ÓÒ ÒØ ÙÒ

ÒØÖÐ ³
ØÓÒ Ĩ ´ÒÓÙ× ÜÔÐÕÙÖÓÒ× ÔÖ Ð ×ÙØ ÔÓÙÖÕÙÓ 
ØØ ÒØÖÐ ×Ø Ò Ò

Ø ÒÚÖ×Ðµ ÔÖ

Ĩ(E) =
1

2π



γE

Idθ.

ÆÓÙ× ×ÓÑÑ× ÑÒØÒÒØ Ò Ñ×ÙÖ ³ÒÓÒ
Ö ÙÒ ÒÐÓÙ Ù ØÓÖÑ  Ò× Ð


Ö ³ÓÔÖØÙÖ× ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(S1)º

ÌÓÖÑ ³º ËÓØ Opw(pǫ

) ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù

ÔÖÑØÖ ǫ¸ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(S1) Ø ×ÓØ E0 ∈ R ÙÒ ÖÐ Ü ØÐ× ÕÙ Ð× ÝÔÓØ××

´³µ  ´³µ ×ÓÒØ ×Ø×Ø×º Ò ÔÖØ
ÙÐÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) ×Ø  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Opw(pǫ)(θ, Dθ) = Opw(f ǫ)(θ, Dθ) + iǫOpw(qǫ)(θ, Dθ),

Ó Opw(f ǫ

)(θ, Dθ) = Opw(f ǫ)(Dθ) + O()º ÁÐ Ü×Ø ǫ0 > 0 ÙÒ ÔÖÑØÖ ×Ù×ÑÑÒØ

ÔØØ ØÐ ÕÙ¸ ÔÓÙÖ

RC,ǫ0 =



z ∈ C; |ℜ(z) − E0| <
1

C
, |ℑ(z)| < ǫ0

C



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ,

Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ×ÓÒØ ×ÑÔÐ× Ø ÓÒÒ×

ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ < ǫ0 Ø ÔÓÙÖ  ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ ÔÖ

σ(Opw(pǫ)) ∩RC,ǫ0 = {gǫ(k) + O(∞), k ∈ Z} ∩RC,ǫ0 ,

Ó gǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ ×ÙÖ ÙÒ ÚÓ×Ò  Ĩ(E) Ò× C¸ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔ¹

ÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×   Ø ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔÖÑØÖ ǫº

ÔÐÙ×¸ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫ

¸ ÒÓØ gǫ¸ ×Ø Ð

Ö
ÔÖÓÕÙ  Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ E −→ Ĩ(E)º

¾º¾º¾ ÌÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ 
ÓÑÔÐÜ¸ ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑ¹

ÔÐÜ Ø ÔÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò

Ò× 
 ÔÖÖÔ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÓÒØÖÖ Ð ØÓÖÑ ³ Ø ÔÓÙÖ 
 Ö¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ×

×ÙÚÖ Ð× ØÔ× 
¹××ÓÙ×º

 ØÔ ½  ÓÒ 
ÓÒ×ØÖÙØ ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ 
ÓÑÔÐÜ κ Ø × 
ÓÓÖÓÒÒ×





ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË


ØÓÒ¹ÒÐ 
ÓÑÔÐÜ× (θ̃, Ĩ) ØÐÐ× ÕÙ

κ : Vois(Λǫ
E , (T

∗
S
1)C) −→ Vois(Ĩ = cst, (T ∗

S
1)C),

(θ, I) −→ (θ̃, Ĩ),

 ×ÓÖØ ÕÙ ÔÓÙÖ (θ̃, Ĩ) ∈ (T ∗
S
1)C ÓÒ 

pǫ ◦ κ−1(θ̃, Ĩ) = gǫ(Ĩ),

Ó gǫ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔÖÑØÖ ǫº

 ØÔ ¾  ÓÒ ÕÙÒØ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κ Ò ×ÙÚÒØ Ð ÔÖÓ
ÙÖ 
¹


ÓÒØÖ

½º ÓÒ 
ÓÒÙÙ ÔÖ ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ ÙÒØÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) ××ÒØ ×ÙÖ

Ð³×Ô
 L2(S1) Ò ÙÒ ÓÔÖØÙÖOpwΦ1
(p̃ǫ


) ××ÒØ ×ÙÖ ÙÒ ×Ô
  ØÝÔ ÖÑÒÒ¸

Ò× ÐÙÖ× ×Ô
ØÖ× ×ÓÒØ ÙÜ

¾º ÓÒ 
ÓÒ×ØÖÙØ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ ÙÒØÖ Ũ0 ØÐ ÕÙ Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ

Ũ0OpwΦ1
(p̃ǫ) = Opw(gǫ)





i

∂

∂θ̃



Ũ0 +O();

ÔÙ×¸ ÔÖ ÙÒ ÔÖÓ
ÙÖ ØÖØÚ¸ ÓÒ 
ÓÒ×ØÖÙØ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ

ÙÒØÖ Ũ ØÐ ÕÙ Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ

ŨOpwΦ1
(p̃ǫ) = Opw(gǫ)





i

∂

∂θ̃



Ũ + O(∞).

 ØÔ ¿  ÓÒ ØÖÑÒ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò ÙØÐ×ÒØ ÙÜ ÔÖÓÐÑ×

 ÖÙ×Ò¸ ÙÒ ÔÓÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖOpwΦ1
(p̃ǫ


) Ø Ð³ÙØÖ ÔÓÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖOpw(gǫ


)





i

∂

∂θ̃



ÓØÒÙ Ò× Ð³ØÔ ¾º

¾º¾º¾º½ ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κ

Ä 
ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κ ÕÙ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÓÒÒÖ ×Ø ÒÐÓÙ

 
ÐÐ Ø ÔÖ Å
Ð ÀØÖ Ø ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ Ò× Ð³ÖØ
Ð ÀË¼℄º ÇÒ 
ÓÒ×Ö

Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ 
ÓÑÔÐÜ

Λǫ
E = {(θ, I) ∈ VoisTub(S1 × R); pǫ(θ, I) = E}.

ÇÒ ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ ÙÒ ÔÖÑÖ ÔÖÓÔÖØ ×ÙÖ 
Ø ×Ô
º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾ ´Ê
ÖØÙÖ  Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ Λǫ
Eµº Ä³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ Λǫ

E ×

Ö
ÖØ  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

Λǫ
E = {(θ, I) ∈ VoisTub(S1 × R); I = lǫ(θ,E)},
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S
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Ó lǫ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ÕÙ ÔÒ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔÖÑØÖ ǫº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÖ ÒØÓÒ¸ ÓÒ 

Λǫ
E = {(θ, I) ∈ VoisTub(S1 × R); pǫ(θ, I) = E}.

ÓÑÑ Ð ÓÒ
ØÓÒ pǫ − E ×Ø ÓÐÓÑÓÖÔ Ø ÕÙ³ÓÒ  Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

(θ, I) ∈ Λǫ
E

∂pǫ

∂I
(θ, I) =

df ǫ

dI
(I) + iǫ

∂qǫ

∂I
(θ, I) = 0,

ÔÓÙÖ ǫ ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ 
Ö (f ǫ)′ = 0 Ø ∂Iqǫ ×Ø ÓÖÒ ×ÙÖ Ð³Ò×ÑÐ Λǫ
E º ÐÓÖ×¸ ³ÔÖ×

Ð ØÓÖÑ × ÓÒ
ØÓÒ× ÑÔÐ
Ø×¸ Ð Ü×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ lǫ(θ,E) ØÐÐ ÕÙ

pǫ(θ, I) = E × Ø ×ÙÐÑÒØ × I = lǫ(θ,E).

³Ó Ð Ø ÕÙ³ÓÒ ÔÙ×× Ö
ÖÖ Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ Λǫ
E ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Λǫ
E = {(θ, I) ∈ VoisTub(S1 × R); I = lǫ(θ,E)}.

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÒÖ Ð 
ÓÓÖÓÒÒ ³
ØÓÒ Ĩ Ò ÒØÖÒØ Ð 1¹ÓÖÑ Idθº

ÓÑÑ Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ Λǫ
E ×Ø ÓÑÓØÓÔÕÙÑÒØ ÕÙÚÐÒØ  Ð³Ò×ÑÐ S

1¸ ÐÓÖ×

Ð Ü×Ø ÙÒ Ð
Ø γE Ò× Ð³Ò×ÑÐ Λǫ
E ÓÒØ Ð 
Ð×× ³ÓÑÓØÓÔ ÒÒÖ Ð ÖÓÙÔ

ÓÒÑÒØÐ π1(Λǫ
E)º ÇÒ ÒØ ÐÓÖ× Ð 
ÓÓÖÓÒÒ Ĩ ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

Ĩ(E) =
1

2π



γE

Idθ.

ÇÒ ÔÙØ ÒÖ Ð Ð
Ø γE ÔÖ Ð ÔÖÑØÖ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ t ∈ [0, 2π[



θ(t) = t;

I(t) = lǫ(θ(t), E).

Ò×¸ ÓÒ ÔÙØ Ö
ÖÖ Ð 
ÓÓÖÓÒÒ Ĩ(E) ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Ĩ(E) =
1

2π

 2π

0
lǫ(θ(t), E)dt.

ÅÒØÒÒØ ÕÙ 
ØØ 
ÓÓÖÓÒÒ  Ø Ò¸ ÓÒ ÔÙØ ØÐÖ ÙÜ ÔÖÓÔÖØ× ÒØÖ××ÒØ×

Ð 
ÓÒ
ÖÒÒØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¿ ´ÊÐØÓÒ ÒØÖ Ĩ(E) Ø γEµº Ä 
ÓÓÖÓÒÒ Ĩ(E) Ò ÔÒ ÕÙ  Ð


Ð×× ³ÓÑÓØÓÔ Ù Ð
Ø γE 
Ó× Ò× Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ ΛEº
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ÑÓÒ×ØÖØÓÒº Ä 1¹ÓÖÑ Idθ|Λǫ
E
×Ø ÖÑ¸ 
Ö

d


Idθ|Λǫ
E



= d(lǫ(θ,E)dθ) =
∂lǫ

∂θ
(θ,E)dθ ∧ dθ = 0,

ÔÙ×ÕÙ Ð ÓÒ
ØÓÒ lǫ ×Ø ÓÐÓÑÓÖÔº Ò× ³ÔÖ× Ð ØÓÖÑ  ËØÓ×¸ Ĩ(E) Ò ÔÒ

ÕÙ  Ð 
Ð×× ³ÓÑÓØÓÔ Ù Ð
Ø γE Ò× Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ Λǫ
E º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º ´Ĩ ×Ø ÙÒ ÓÑÓÖÔ×Ñ ÐÓ
Ðµº Ä ÓÒ
ØÓÒ RC,ǫ0 ∋ E −→ Ĩ(E) ×Ø

ÙÒ ÓÑÓÖÔ×Ñ ÐÓ
Ðº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÓÑÑ Ð ÓÒ
ØÓÒ f ǫ ×Ø ÙÒ ÓÑÓÖÔ×Ñ ÐÓ
Ð¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

dĨ

dE
(E) =

1

2π

 2π

0

∂lǫ

∂E
(θ(t), E)dt,

=
1

2π

 2π

0



d(f ǫ)−1

dE
(E) + O(ǫ)



dt,

=
d(f ǫ)−1

dE
(E) + O(ǫ) = 0.

Ò×¸ 
ÓÑÑ Ĩ(E) ×Ø ÓÐÓÑÓÖÔ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  E ´
Ö Ð ÓÒ
ØÓÒ lǫ Ð³×Øµ¸ ³ÔÖ× Ð

ØÓÖÑ ³ÒÚÖ×ÓÒ ÐÓ
Ð ÓÐÓÑÓÖÔ Ð³ÔÔÐ
ØÓÒ E −→ Ĩ(E) ×Ø ÙÒ ÓÑÓÖÔ×Ñ

ÐÓ
Ðº

ÆÓÙ× ×ÓÑÑ× ÑÒØÒÒØ Ò Ñ×ÙÖ  
ÓÒ×ØÖÙÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º ´ÓÒ×ØÖÙ
ØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κµº ÁÐ Ü×Ø ÙÒ ØÖÒ×¹

ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κ Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ gǫ ØÐÐ× ÕÙ

κ : Vois(Λǫ
E , (T

∗
S
1)C) −→ Vois(Ĩ = cst, (T ∗

S
1)C),

(θ, I) −→ (θ̃, Ĩ),

Ø

pǫ ◦ κ−1(θ̃, Ĩ) = gǫ(Ĩ).

Ä ÓÒ
ØÓÒ gǫ Ò Ò× ×Ø Ð Ö
ÔÖÓÕÙ  Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ Ĩº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÓÙÖ ǫ ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ Ø E ∈ RC,ǫ0 ¸ Ð Ü×Ø ÙÒ ÖÐ ÔÓ×Ø δ0 ØÐ ÕÙ

ÔÓÙÖ (θ, I) ∈ Λǫ
E¸ θ ∈ S

1 + i] − δ0, δ0[º ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κ

ÔÖ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÖØÖ
 h(θ, Ĩ)¸ ºº ÕÙ κ ×Ø×Ö Ð³ÐØ ×ÙÚÒØ

κ



θ,
∂h

∂θ



=



∂h

∂Ĩ
, Ĩ



.

ÇÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ Ð ÒÓÑÖ 
ÓÑÔÐÜ E ∈ RC,ǫ0 ×Ø Ü Ø ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð 1¹ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

ωE = Idθ|Λǫ
E
.
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ËÓØ

j : S1 + i] − δ0, δ0[ −→ Λǫ
E

θ −→ (θ, lǫ(θ,E)).

ÐÓÖ×¸ ÓÒ 

j∗ωE = lǫ(θ,E)dθ.

ÓÑÑ lǫ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ Ò θ¸ ÐÓÖ× dθ(j∗ωE) = 0º Ò×ÙØ¸ ÓÒ ÖÑÖÕÙ

ÕÙ

j∗ωE −


1

2π



S1

j∗ωE



dθ = j∗ωE −


1

2π



γE

ωE



dθ ×Ø ³ÒØÖÐ ÒÙÐÐ,

Ó γE ×Ø Ð Ð
Ø Ò ÔÖ
ÑÑÒØº ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ Ð Ü×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ hE(θ) Ò

×ÙÖ S1 + i] − δ0, δ0[ ØÐÐ ÕÙ

dθhE = j∗ωE −


1

2π



γE

ωE



dθ = j∗ωE − Ĩ(E)dθ,

ÔÖ ÒØÓÒ  Ð 
ÓÓÖÓÒÒ Ĩ(E)º ËÓØ ĥE(θ) Ð ÓÒ
ØÓÒ Ò ×ÙÖ S1+ i]−δ0, δ0[ ÔÖ

dθĥE(θ) = dθhE(θ) + Ĩ(E)dθ.

ÐÓÖ× ÐÐ ÚÖ Ð 
ÓÒØÓÒ ×ÙÚÒØ

pǫ



θ,
∂ĥE
∂θ

(θ)



= E.

³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¸ Ð³ÔÔÐ
ØÓÒ E −→ Ĩ(E) ×Ø ÙÒ ÓÑÓÖÔ×Ñ ÐÓ
Ð¸ ÓÒ


ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ÖÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ ĥE(Ĩ)(θ) 
ÓÑÑ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ × ÚÖÐ× θ Ø Ĩ Ó E(Ĩ)

×Ø Ð Ö
ÔÖÓÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ Ĩ(E)º ÒÐÑÒØ¸ ÓÒ ÔÓ×

κ(θ, I) =



∂ĥE(Ĩ)(θ)

∂Ĩ
, Ĩ



,

´
ØØ ÒØÓÒ  ÙÒ ×Ò× 
Ö Ĩ Ò ÔÒ ÕÙ  E¸ ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ ÚÓÖ 
ÓÑÑ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

 θ Ø  Iµº Ø ÓÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ

∂ĥE(Ĩ)(θ + 2π)

∂Ĩ
−
∂ĥE(Ĩ)(θ)

∂Ĩ
=

∂

∂Ĩ



ĥE(Ĩ)(θ + 2π) − ĥE(Ĩ)(θ)


=
∂

∂Ĩ





S1

∂ĥE(Ĩ)(θ)

∂θ
dθ



=
∂

∂Ĩ
(2πĨ) = 2π.
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Ò× Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ ×Ø Ò Ò Ø ×Ø ÐÓ
ÐÑÒØ ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ

ÓÐÓÑÓÖÔ 
Ö

dĨ ∧ dθ̃ =
∂2ĥE(Ĩ)(θ)

∂θ∂Ĩ
dĨ ∧ dθ = dI ∧ dθ,

Ø ÐÐ ÒÚÓ Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ Λǫ
E ×ÙÖ Ð³Ò×ÑÐ {Ĩ = cst} ´
Ö Ĩ Ò ÔÒ ÕÙ

Eµ¸ Ò ÓÙØÖ

pǫ ◦ κ−1(θ̃, Ĩ) = gǫ(Ĩ),


Ö
∂

∂θ̃
Ð 
ÑÔ  Ú
ØÙÖ× ØÒÒØ  {Ĩ = cst} ×Ø ÒÚÓÝ ÔÖ Ð³ÔÔÐ
ØÓÒ κ−1 ×ÙÖ Ð


ÑÔ  Ú
ØÙÖ× ØÒÒØ  Λǫ
E ¸ Ò ³ÙØÖ× ØÖÑ×

∂

∂θ̃
(pǫ ◦ κ−1(θ̃, Ĩ)) = 0 ⇒ pǫ ◦ κ−1(θ̃, Ĩ) = gǫ(Ĩ).

ÒÒ¸ ÓÒ ÙØ  
ØØ ÕÙØÓÒ ÕÙ Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫ ×Ø Ð Ö
ÔÖÓÕÙ  Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ

Ĩ 
Ö

gǫ(Ĩ(E)) = p ◦ κ−1(θ̃, Ĩ(E)) = E.

ÊÑÖÕÙ ¾º¾ºº ÇÒ ÔÖÐ  
ÓÓÖÓÒÒ× 
ØÓÒ¹ÒÐ 
ÓÑÔÐÜ× ÔÓÙÖ Ð 
ÓÙÔÐ (θ̃, Ĩ)


Ö Ð 
ÓÓÖÓÒÒ Ĩ ×Ø Ò ÔÖ ÙÒ ÒØÖÐ ³
ØÓÒ

Ĩ =
1

2π



γE

Idθ,

Ø Ð 
ÓÓÖÓÒÒ θ̃ ×Ø Ò  ÔÖØÖ  Ð ÓÒ
ØÓÒ ÒÖØÖ
  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒ¹

ÕÙ κ ÔÖ

θ̃ =
∂h

∂Ĩ
(θ, Ĩ).

ÊÑÖÕÙ ¾º¾ºº Ë ǫ = 0¸ ÐÓÖ× Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κ ×Ø Ð³ÒØØ ´ ÓÒ
ØÓÒ

ÒÖØÖ
 h(θ, Ĩ) = θĨµº ÇÒ ÔÓÙÚØ ×³Ý ØØÒÖ ÔÙ×ÕÙ Ò× 
 
×¸ Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ

pǫ ×³
ÖØ  ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ³ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ  Ð ÚÖÐ ³
ØÓÒº

¾º¾º¾º¾ ÉÙÒØ
ØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κ

ÇÒ ×ÓÙØ 
ÓÒ×ØÖÙÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ××Ó
  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κº Ä ÔÖÓ¹

ÐÑ Ö× Ò× Ð Ø ÕÙ³ÓÒ Ò ÔÙØ Ô× Ö
ØÑÒØ ÔÔÐÕÙÖ Ð ØÓÖÑ ³ÓÖÓÚ 
Ö

ÒÓÙ× Ò ×ÓÑÑ× Ô× Ò× Ð 
Ö ÖÐº ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÓÒ
 ÔÐÙØ�Ø 
ÖÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ


ÒÓÒÕÙ κ 
ÓÑÑ ÙÒ 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ  ÔÐÙ×ÙÖ× ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ× 
ÒÓÒÕÙ× ÕÙ ÐÐ×

×ÖÓÒØ ÔÐÙ× 
ÐÑÒØ ÕÙÒØÐ×º ÙÔÖÚÒØ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒÓÙ× ÒØÖ××Ö  Ð ØÓÖ

× ØÖÒ×ÓÖÑ×  Áº ÈÓÙÖ ÙÒ ÒØÖÓÙ
ØÓÒ  
ØØ ØÓÖ¸ ÓÒ ÔÓÙÖÖ 
ÓÒ×ÙÐØÖ Ð

ÐÚÖ  Å
 ÛÓÖ× ÛÓ½¾¸ ÔØÖ ½¿℄ ÓÙ Ò Ð 
ÓÙÖ× Ò ÐÒ  Å
Ð ÀØÖ Ø

 ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ ÀË½℄ ÓÙ Ò
ÓÖ 
ÐÙ  ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ Ë¼¾℄º ÓÑÑÒÓÒ×

¼



¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

ÔÖ ÒØÖÓÙÖ Ð× ÒÓØØÓÒ× ÓÒØ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÚÓÖ ×ÓÒº

ÆÓØØÓÒ× ×ÓØ Φ ÙÒ ÓÖÑ ÕÙÖØÕÙ ×ØÖ
ØÑÒØ ×ÓÙ×ÖÑÓÒÕÙ ×ÙÖ C Ø  ÚÐÙÖ×

ÖÐÐ×º ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð× ÒÓØØÓÒ× ×ÙÚÒØ×

 L(dz) ×Ø Ð Ñ×ÙÖ  Ä×Ù
i

2
dz ∧ dz

 L2

(C,Φ) = L2


(C, e−2Φ(z)/L(dz)) ×Ø Ð³Ò×ÑÐ × ÓÒ
ØÓÒ× Ñ×ÙÖÐ× f ØÐÐ×

ÕÙ


C

|f(z)|2e−2Φ(z)/L(dz) < +∞;

 L2

(C,Φ,m) = L2


(C,m2e−2Φ(z)/L(dz)) ×Ø Ð³Ò×ÑÐ × ÓÒ
ØÓÒ× Ñ×ÙÖÐ× f

ØÐÐ× ÕÙ


C

|f(z)|2m(z)2e−2Φ(z)/L(dz) < +∞,

Ó m ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ ´m ×ÒÖ Ò× Ð ×ÙØ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ ×ÙÖ

C ××Ó
  ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2

(C,Φ) Ò× ÙÒ ×Ò× ÕÙ ÒÓÙ×

ÔÖ
×ÖÓÒ× ÔÐÙ× ØÖµ

 H(C,Φ) = Hol(C)∩L2

(C,Φ) ×Ø Ð³×Ô
 × ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ÕÙ ÔÔÖØÒ¹

ÒÒØ  Ð³×Ô
 L2

(C,Φ)

 H(C,Φ,m) = Hol(C) ∩ L2

(C,Φ,m) ×Ø Ð³×Ô
 × ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ÕÙ Ô¹

ÔÖØÒÒÒØ  Ð³×Ô
 L2

(C,Φ,m)º

ÊÑÖÕÙ ¾º¾ºº ÓÑÑ ÔÖ ÒØÓÒ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ m ×Ø ×ÙÔÖÙÖ ÓÙ Ð

 1¸ ÐÓÖ× ÓÒ  Ð³Ò
ÐÙ×ÓÒ ×ÙÚÒØ

H(C,Φ,m) ⊂ H(C,Φ).

ÆÓÙ× ÖÔÔÐÓÒ× Ð ÒØÓÒ  ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ÕÙÖØÕÙ ÓÒØ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÚÓÖ

×ÓÒ Ò× Ð ×ÙØ ´ÚÓÖ ÔÖ ÜÑÔÐ ÛÓ½¾¸ ÔØÖ ½¿℄µº

ÒØÓÒ ¾º¾º ´ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ÕÙÖØÕÙµº ÍÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ÕÙÖ¹

ØÕÙ φ ×ÙÖ C×C ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÕÙ ×³
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (z, x) ∈ C×C

φ(z, x) =
1

2
az2 + bzx+

1

2
dx2,

Ó a, b, d ×ÓÒØ × ÒÓÑÖ× 
ÓÑÔÐÜ×º

ÆÓÙ× ÓÒÒÓÒ× ÑÒØÒÒØ Ð ÒØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  Á ´ÓÙÖÖ¹ÖÓ×¹ÁÓÒÐØÞÖµ

Ò× Ð 
Ö  Ð ÑÒ×ÓÒ ÙÒ ´ÚÓÖ ÔÖ ÜÑÔÐ ÛÓ½¾¸ ÔØÖ ½¿℄µº

ÒØÓÒ ¾º¾º½¼ ´ÌÖÒ×ÓÖÑ  Á Ø × ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙµº ËÓØ φ(z, x) ÙÒ

ÓÒ
ØÓÒ ÕÙÖØÕÙ ÓÐÓÑÓÖÔ ×ÙÖ C × C ØÐÐ ÕÙ

½º ℑ


∂2φ

∂x2



×Ø ÙÒ ÒÓÑÖ ÖÐ ÔÓ×Ø

¾º
∂2φ

∂x∂z
= 0º

½



ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

Ä ØÖÒ×ÓÖÑ  Á ××Ó
  Ð ÓÒ
ØÓÒ φ ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ Tφ Ò ×ÙÖ Ð³×Ô


Ë
ÛÖØÞ S(R) ÔÖ
Tφu(z) =

cφ

3/4



R

e(i/)φ(z,x)u(x)dx,

Ó

cφ =
1

21/2π3/4
|det ∂x∂zφ|

(detℑ(∂2xφ))
1/4

.

ÇÒ ÒØ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ ××Ó
  Ð³ÓÔÖØÙÖ Tφ ÔÖ Ð³ÔÔÐ
ØÓÒ ×ÙÚÒØ

κφ : C × C −→ C× C,

(x,−∂xφ(z, x)) −→ (z, ∂zφ(z, x)).

ÆÓÙ× ÖÔÔÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ Ð× ÔÖÓÔÖØ× ÑÔÓÖØÒØ×  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  Á ´ÚÓÖ

ÔÖ ÜÑÔÐ ÛÓ½¾¸ Ôº¿¼℄µº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½½ ´Ä ØÖÒ×ÓÖÑ  Á ÒÚÓ L2(R) ×ÙÖ H(C,Φ)µº ËÓØ¸ ÔÓÙÖ

z ∈ C

Φ(z) = sup
x∈R

(−ℑ(φ(z, x))) .

ØØ ÓÒ
ØÓÒ Φ ×Ø ÙÒ ÓÖÑ ÕÙÖØÕÙ ×ØÖ
ØÑÒØ ×ÓÙ×ÖÑÓÒÕÙ ×ÙÖ C Ø  ÚÐÙÖ×

ÖÐÐ×º ÐÓÖ× Tφ : L2(R) −→ H(C,Φ) ×Ø ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ ÙÒØÖº

 ÔÐÙ×¸ × T ∗
φ : L2


(C,Φ) −→ L2(R) ×Ø Ð³ÓÒØ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Tφ¸ ÐÓÖ× Ð ×Ø ÓÒÒ ÔÖ

Ð ÓÖÑÙÐ ÒØÖÐ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ L2

(C,Φ)

T ∗
φv(x) = cφ

−3/4



C

e(i/)φ(z,x)e−2Φ(z)/v(z)L(dz).

Ø ÓÒ 

½º TφT ∗
φ = id ×ÙÖ Ð³×Ô
 H(C,Φ)

¾º T ∗
φTφ = id ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÓÙÖ Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ¸ ÓÒ ÔÓÙÖÖ ÐÐÖ ÚÓÖ Ð ÐÚÖ

 Å
 ÛÓÖ× ÛÓ½¾¸ Ôº¿¼¹¿½½℄º

ÊÑÖÕÙ ¾º¾º½¾º Ä ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κφ ÒÚÓ Ð³×Ô
 R
2 ×ÙÖ Ð IR¹ÚÖØ

´I¹ÄÖÒÒÒ Ø R¹×ÝÑÔÐ
ØÕÙµ ΛΦ =



z,
2

i

∂Φ

∂z
(z)



; z ∈ C



Ó Φ ×Ø Ð ÓÖÑ

ÕÙÖØÕÙ ×ØÖ
ØÑÒØ ×ÓÙ×ÖÑÓÒÕÙ ××Ó
  Ð ÓÒ
ØÓÒ φ Ù ×Ò×  Ð ÔÖÓÔÓ×¹

ØÓÒ ¾º¾º½½º  ÔÐÙ×¸ ÓÒ ÒØ Ð ÚÖØ ΛΦ Ú
 C Ö
  Ð³ÔÔÐ
ØÓÒ ×ÙÚÒØ

C −→ ΛΦ

z −→


z,
2

i

∂Φ

∂z
(z)



.

¾



¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

ÜÑÔÐ ¾º¾º½º ËÓØ φ1 Ð ÓÒ
ØÓÒ Ò ÔÓÙÖ ØÓÙØ (z, x) ∈ C ×C ÔÖ

φ1(z, x) =
1

2
(z − x)2.

ÐÓÖ×¸ ÔÖ ÙÒ 
Ð
ÙÐ¸ ÓÒ ØÖÓÙÚ ÕÙ Ð ÓÖÑ ÕÙÖØÕÙ ×ØÖ
ØÑÒØ ×ÓÙ×ÖÑÓÒÕÙ Φ1

××Ó
  
ØØ ÓÒ
ØÓÒ φ1 ×Ø ÓÒÒ ÔÓÙÖ z ∈ C ÔÖ

Φ1(z) =
1

2
|ℑ(z)|2 .

Ä ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ ××Ó
 ×³
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

κφ1 : C2 −→ C
2

(x, ξ) −→ (x− iξ, ξ).

Ø ÐÐ ÒÚÓ Ð³×Ô
 R
2 ×ÙÖ Ð³Ò×ÑÐ

ΛΦ1 = {(z,−ℑ(z)), z ∈ C}.

ÆÓÙ× Ö
ÖÓ×ÖÓÒ× 
Ø ÜÑÔÐ¸ 
Ö Ð Ú ×³ÚÖÖ ÓÒÑÒØÐ ÔÓÙÖ Ð ×ÙØº ÆÓÙ× ÐÐÓÒ×

ÑÒØÒÒØ ÒÓÒ
Ö × Ö×ÙÐØØ× ÙØÐ×ÒØ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  Á Ø ÕÙ ÔÖÑØØÒØ  Ö

ÙÒ ÐÒ ÒØÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R) Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô


H(C,Φ)º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½¿ ´ÇÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 H(C,Φ)µº ËÓØ

Opw(pǫ

) ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R) Ø ×Ø××ÒØ Ð×

ÝÔÓØ×× ´µ  ´µº ËÓØ Φ0 ÙÒ ÓÖÑ ÕÙÖØÕÙ ×ÙÖ C ×ØÖ
ØÑÒØ ×ÓÙ×ÖÑÓÒÕÙ Ø

 ÚÐÙÖ× ÖÐÐ× ´ÓÒ ÔÙØ ××Ó
Ö  
ØØ ÓÒ
ØÓÒ Φ0 ÙÒ ÓÖÑ ÕÙÖØÕÙ ÓÐÓÑÓÖÔ

φ0 Ò× Ð ×Ò×  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½½µº ËÓØ OpwΦ0
(p̃ǫ


) := Tφ0 ◦Opw(pǫ


) ◦ T ∗

φ0
º ÐÓÖ×

½º OpwΦ0
(p̃ǫ


) : H(C,Φ0, m̃) −→ H(C,Φ0) ×Ø ÙÒÓÖÑÑÒØ ÓÖÒ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ Ù

ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  Ø Ù ÔÖÑØÖ ǫ ´ÔÓÙÖ  < 1 Ø ǫ < ǫ0 Ó ǫ0 ×Ø ÙÒ

ÖÐ ÔÓ×Ø Üµ Ø m̃ = m ◦ κ−1
φ0
×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ ×ÙÖ Ð³Ò×ÑÐ

ΛΦ0 =



(y, η) ∈ C
2; η =

2

i

∂Φ0

∂y
(y)



,

´ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ m ×Ø Ð ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ ××Ó
  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò× Ð³Ý¹

ÔÓØ× ´µµ

¾º OpwΦ0
(p̃ǫ


) ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð³ÒØÖÐ ×ÙÖ ÙÒ 
ÓÒØÓÙÖ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ u ∈ H(C,Φ0)

OpwΦ0
(p̃ǫ)u(x) =

1

2π



Γ(x)
e(i/)(x−y)η p̃ǫ



x+ y

2
, η



u(y)dydη,

Ó Γ(x) =



(y, η) ∈ C
2; η =

2

i

∂Φ0

∂x



x+ y

2



Ø Ó Ð ×ÝÑÓÐ p̃ǫ

×Ø ÓÒÒ ÔÖ

¿



ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

p̃ǫ

= pǫ


◦ κ−1

φ0
º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÆÓÙ× ÔÖ×ÒØÓÒ× 
 ÙÒÕÙÑÒØ ÙÒ Ö×ÙÑ × ØÔ×  Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ¸

ÔÓÙÖ ÔÐÙ×  ØÐ× ÚÓÖ ÔÖ ÜÑÔÐ Ð× 
ÓÙÖ× Ò ÐÒ Ë¼¾¸ Ôº½¿¹½¾℄ Ø ÀË½℄ ÓÙ Ò

Ð³ÖØ
Ð ÅË¼¿℄º

ØÔ ½  ÓÒ ÑÓÒØÖ Ð ÓÖÑÙÐ

(Tφ0 ◦ Opw(pǫ) ◦ T ∗
φ0
)u(x) =

1

2π



Γ(x)
e(i/)(x−y)η p̃ǫ



x+ y

2
, η



u(y)dydη,

Ò ÙØÐ×ÒØ Ð Ø ÕÙ Ð× ×ÝÑÓÐ× ÔÙÚÒØ × 
ÓÑÔÓ×Ö ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ  ×ÓÑÑ×

×ÝÑÓÐ× ÜÔÓÒÒØÐ× ÓÖÒ×º

ØÔ ¾  ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ OpwΦ0
(p̃ǫ


) : Hol(C) −→ Hol(C) Ò ÖÑÖÕÙÒØ ÕÙ OpwΦ0

(p̃ǫ

) ×

Ö
ÖØ  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

OpwΦ0
(p̃ǫ)u(x) =

C

2π



C

k(x, y)dydy,

Ó Ð ÓÒ
ØÓÒ k ×Ø ÓÒÒ ÔÓÙÖ (x, y) ∈ C
2 ÔÖ

k(x, y) = e(1/)(Φ0(x)−Φ0(y))e(i/)ℑ(i(x−y)(2/i)∂xΦ0(x+y/2))p̃ǫ



x+ y

2
,
2

i

∂Φ0

∂x



x+ y

2



,

Ø Ó C ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ ÒÔÒÒØ  º ÈÙ× ÓÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ k ÚÖ Ð³ÕÙØÓÒ

×ÙÚÒØ

∂xk = ∂yk,

Ò× Ò ÖÚÒØ ×ÓÙ× Ð ×Ò ÒØÖÐ Ø Ò ÙØÐ×ÒØ ÙÒ ÒØÖØÓÒ ÔÖ ÔÖØ×¸ ÓÒ ÓØÒØ

Ð³ÓÐÓÑÓÖÔ  OpwΦ0
(p̃ǫ


)u ÔÓÙÖ u ∈ Hol(C)º

ØÔ ¿  ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ OpwΦ0
(p̃ǫ


) = O(1) : L2


(C,Φ0, m̃) −→ L2


(C,Φ0) Ò ÙØÐ×ÒØ Ð

ÓÖÑÙÐ  ËØÓ× ÔÓÙÖ Ö
ÖÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ0
(p̃ǫ


)  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

OpwΦ0
(p̃ǫ)u(x) =

1

2π



Γ1(x)
e(i/)(x−y)η p̃ǫ



x+ y

2
, η



u(y)dydη

+
1

2π



G[0,1](x)
e(i/)(x−y)ηu(y)∂y,ηp̃

ǫ




x+ y

2
, η



∧ dydη,

=
1

2π



Γ1(x)
e(i/)(x−y)η p̃ǫ



x+ y

2
, η



u(y)dydη 
Ö p̃ǫ ×Ø ÓÐÓÑÓÖÔ,

Ó Ð 
ÓÒØÓÙÖ Γt(x) ×Ø Ò ÔÓÙÖ 0 ≤ t ≤ 1 Ø ÔÓÙÖ x ∈ C Ü ÔÖ

η =
2

i

∂Φ0

∂x



x+ y

2



+ it
x− y

x− y ,

Ø Ó Ð 
ÓÒØÓÙÖ G[0,1](x) ×Ø ÓØÒÙ Ò 
ÓÒ×ÖÒØ t 
ÓÑÑ ÙÒ ÚÖÐº ÈÙ× ÓÒ ÑÓÒØÖ
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S
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ÕÙ

OpwΦ0
(p̃ǫ)u(x) =

1

2π
eΦ0(x)/



C

e−Φ0(y)/f(x, y)m̃(y)u(y)O(1)dydy,

Ó f(x, y) = e−|x−y|2/(x−y)p̃ǫ




x+ y

2
,
2

i

∂Φ0

∂x



x+ y

2



+ i
x− y

x− y



1

m̃(y)
×Ø ÙÒ ÓÒ
¹

ØÓÒ ÓÖÒ ÔÖ x−yN0e−|x−y|2/(x−y) ×ÙÖ Γ1(x)º ü ÔÖØÖ  
ØØ ×ØÑØÓÒ¸ ÓÒ ÙØ

Ð 
Ö
ØÖ ÙÒÓÖÑÑÒØ ÓÖÒ  Ð³ÓÔÖØÙÖº

ü ÔÖØÖ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ¸ ÓÒ ÔÙØ ÖÔÔÐÖ Ð ÒØÓÒ  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ


ÓÑÔÐÜ  R
2 ´ÚÓÖ Ð ÐÚÖ ÛÓ½¾℄ ÓÙ Ð ÑÒ¹
ÓÙÖ× ÀË½℄µ Ò× ÐÕÙÐÐ ÓÒ Ò³ Ô×

×ÓÒ  ×ÙÔÔÓ×Ö ÕÙ Ð× ×ÝÑÓÐ× 
ÓÒ×Ö× ×ÓÒØ ÓÐÓÑÓÖÔ×º

ÒØÓÒ ¾º¾º½ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ  R
2µº ÇÒ ÒÓØ

S(ΛΦ0) = {p̃ ∈ C∞(ΛΦ0);∀α,∃Cα > 0, |∂αp̃| ≤ Cα} ≃ S(C).

ËÓØ p̃ǫ

∈ S(ΛΦ0) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ Ò× Ð 
Ð××  ×ÝÑÓÐ× S(ΛΦ0) ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔ¹

ÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×   Ø ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞  ǫº ÇÒ ÒØ Ð

ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ×ÝÑÓÐ p̃ǫ

ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ÒØÖÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ

u ∈ H(C,Φ0)

OpwΦ0
(p̃ǫ)u(x) =

1

2π



Γ(x)
e(i/)(x−y)η p̃ǫ



x+ y

2
, η



u(y)dydη,

Ó Γ(x) =



(y, η) ∈ C2; η =
2

i

∂Φ0

∂x



x+ y

2



º

ÓÑÑ Ð ×ÝÑÓÐ p̃ǫ

¸ Ò Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½¿¸ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ Ø

ÓÖÒ ÔÖ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ m̃ ×ÙÖ ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ  Ð³Ò×ÑÐ ΛΦ0 ¸ ÓÒ ÔÙØ


ÓÒ×ÖÖ × ÓÖÑØÓÒ× Ù 
ÓÒØÓÙÖ Γ(x) Ø ÓÒ
 ³ÙØÖ× ÓÒ
ØÓÒ× ÔÓ×º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½ ´ÇÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 H(C,Φ) Ú


Φ ÔÐÙ× ÒÖÐµº Ú
 Ð× ÒÓØØÓÒ×  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½¿¸ ×ÓØ Φ ∈ C1,1(C,R) ´Ð³×Ô


× ÓÒ
ØÓÒ×  
Ð×× C1  ÖÒØ ÐÔ×
ØÞÒµ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÔÖÓ
  Ð ÓÖÑ ÕÙÖ¹

ØÕÙ Φ0 Ò× Ð ×Ò× Ó Φ = Φ0 + f Ú
 f ∈ C1,1
0 (C,R) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ØÐÐ ÕÙ Ð× ÒÓÖÑ×

∇fL∞ Ø ∇2fL∞ ×ÓÒØ ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ×º ÐÓÖ× OpwΦ0
(p̃ǫ


) : H(C,Φ, m̃) −→ H(C,Φ)

×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÙÒÓÖÑÑÒØ ÓÖÒ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  Ø Ù

ÔÖÑØÖ ǫ ´ÔÓÙÖ  < 1 Ø ǫ < ǫ0 Ó ǫ0 ×Ø ÙÒ ÖÐ ÔÓ×Ø Üµº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÇÒ ÓÒÒ 
 Ù×× ÙÒ Ö×ÙÑ × ØÔ×  Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ ÔÓÙÖ ÔÐÙ×

 ØÐ× ÚÓÖ Ë¼¾¸ Ôº½¿¹½¾℄ ÓÙ ÀË½℄ ÓÙ ÅË¼¿℄º

ØÔ ½  ÓÒ ÑÓÒØÖ Ú Ð ÓÖÑÙÐ  ËØÓ× ÕÙ OpwΦ0
(p̃ǫ


) × Ö
ÖØ  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

OpwΦ0
(p̃ǫ)u(x) =

1

2π



ΓΦ(x,y)
e(i/)(x−y)η p̃ǫ



x+ y

2
, η



u(y)dydη,
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Ó Ð 
ÓÒØÓÙÖ ΓΦ(x, y) ×Ø Ò ÔÖ

η =
2

i

 1

0

∂Φ

∂x
(tx+ (1 − t)y)dt+

i

C

x− y

x− y .

ØÔ ¾  ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ0
(p̃ǫ


) ×Ø ÓÖÒ ×ÙÖ Ð³×Ô
 H(C,Φ, m̃) Ò

ÙØÐ×ÒØ Ð Ø ÕÙ Ð ÐÓÒ  ΓΦ(x, y)¸ ÓÒ 





e(1/)(i(x−y)η)−Φ(x)+Φ(y)




 ≤ e−C|x−y|2/x−y.

ÊÑÖÕÙ ¾º¾º½º ËÓØ Φ0 ÙÒ ÓÖÑ ÕÙÖØÕÙ ×ÙÖ C ×ØÖ
ØÑÒØ ×ÓÙ×ÖÑÓÒÕÙ Ø

 ÚÐÙÖ× ÖÐÐ×º ËÓØ Φ ∈ C1,1(C,R) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ØÐÐ ÕÙ Φ − Φ0 ×ÓØ ÓÖÒº ÐÓÖ× Ð×

×Ô
× H(C,Φ) Ø H(C,Φ0) 
ÓÒ
ÒØº

ÆÓØØÓÒ ×ÓØ Φ0 ÙÒ ÓÖÑ ÕÙÖØÕÙ ×ÙÖ C ×ØÖ
ØÑÒØ ×ÓÙ×ÖÑÓÒÕÙ Ø  ÚÐÙÖ×

ÖÐÐ×º ËÓØ Φ ∈ C1,1(C,R) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÔÖÓ
  Ð ÓÖÑ ÕÙÖØÕÙ Φ0 Ù ×Ò×

Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½º ËÓØ OpwΦ0
(p̃ǫ


) Ð³ÓÔÖØÙÖ Ò Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½¿º ³ÔÖ×

Ð× ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ× ¾º¾º½¿ Ø ¾º¾º½¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ 
Ø ÓÔÖØÙÖ Ø ×ÙÖ Ð³×Ô
 H(C,Φ0) Ø

×ÙÖ Ð³×Ô
 H(C,Φ)º ÇÒ ÒÓØ ×ÓÖÑ× OpwΦ0
(p̃ǫ


) ÐÓÖ×ÕÙ³ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ 
ÓÑÑ

××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 H(C,Φ0) Ø OpwΦ(p̃
ǫ

) ÐÓÖ×ÕÙ³ÓÒ Ð 
ÓÒ×Ö 
ÓÑÑ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×¹

Ô
 H(C,Φ)º

ØÒØ ÓÒÒ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÖÔÔÐ Ð× ÔÖÒ
ÔÐ× ÔÖÓÔÖØ×  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  Á

Ø Ð ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  R
2 Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ

R
2¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÒÓÙ× ÒØÖ××Ö Ù 
Ö  Ð³ÒÓÒ
 Ù ØÓÖÑ ³ Ø ÓÒ


ÙÜ ÕÙÒØ
ØÓÒ×  ÏÝÐ  S
1 × Rº ÇÒ × Ó
Ð× ÔÐÙ× ÔÖØ
ÙÐÖÑÒØ ×ÙÖ Ð ÓÖÑ

ÕÙÖØÕÙ ×ØÖ
ØÑÒØ ×ÓÙ×ÖÑÓÒÕÙ Φ1 ØÙ Ò× Ð³ÜÑÔÐ ¾º¾º½ Ø Ò  Ð

ÓÒ ×ÙÚÒØ

Φ1 : C −→ R

x −→ 1

2
|ℑ(x)|2

ÓÑÑ ÓÒ Ð³ ÚÙ¸ 
ØØ ÓÖÑ ÕÙÖØÕÙ ×Ø ××Ó
  ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ÕÙÖ¹

ØÕÙ φ1 Ò× Ð ×Ò×  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½½¸ Ò ÔÓÙÖ ØÓÙ× z, x ∈ C ÔÖ

φ1(z, x) =
i

2
(z − x)2.

Ä ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κφ1 ØÒØ ÓÒÒ ÔÖ

κφ1 : C × C −→ C × C,

(x, ξ) −→ (x− iξ, ξ).





¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

ÇÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ ÔÓÙÖ (x, ξ) ∈ C
2¸ ÓÒ 

κφ1(x+ 2π, ξ) = κφ1(x, ξ) + (2π, 0).

Ò×¸ Ð Ü×Ø ÙÒ ÔÔÐ
ØÓÒ κφ1 : (S1+iR)×C −→ (S1+iR)×C ØÐÐ ÕÙ π◦κφ1 = κφ1◦π
Ó π : (R+ iR) × C −→ (S1 + iR)× C ×Ø Ð ÔÖÓ
ØÓÒº

ÇÒ 
ÓÒ×Ö ÑÒØÒÒØ Ð× ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ× ×ÙÚÒØ×

½º κφ1 : (T ∗
S
1)C −→ (T ∗

S
1)C ÕÙ ÒÚÓ Ð³×Ô
 S

1 × R ×ÙÖ Ð³×Ô
 ΛΦ1 Ó

ΛΦ1 =



(x, ξ) ∈ (T ∗
S
1)C, ξ =

2

i

∂Φ1

∂x
(x) = −ℑ(x)



;

¾º κ̃−1 Ò ÔÖ

κ̃−1 = κφ1 ◦ κ−1 ◦ κ−1
φ1

: (T ∗
S
1)C −→ (T ∗

S
1)C,

ÕÙ Ò ÔÖ×ÖÚ Ô× Ð³Ò×ÑÐ ΛΦ1 ´
Ö κ Ò³×Ø Ô× ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ ÖÐÐµ Ñ×

Ð³ÒÚÓ ×ÙÖ ÙÒ ÙØÖ IR¹ÚÖØ¸ ÒÓØ ΛΦ2 ¸ Ó Φ2 ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÖÙÐÖ ÔÖÓ


 Φ1º

Ò Ö×ÙÑ¸ ÓÒ  Ð ÖÑÑ 
ÓÑÑÙØØ ×ÙÚÒØ Ù ÒÚÙ × ×Ô
× × Ô××

S
1 × R ⊂ (T ∗

S
1)C

(θ,I)

κ
��

κφ1
��

(T ∗
S
1)C ⊃ S

1

(θ̃,Ĩ)

× R

κφ1

��
ΛΦ1

⊂(T ∗S1)C

ΛΦ2 ⊂ (T ∗
S
1)C

(y,η)

(T ∗
S
1)C ⊃ ΛΦ1

(x,ξ)

κ̃−1
��

ÇÒ ×ÓÙØ ÑÒØÒÒØ ÕÙÒØÖ 
× ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ×º ³ÓÖ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÓÒØÖÖ 
ÓÑ¹

ÑÒØ ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ØÖÙÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÙÒØÖ ××Ó
  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̃¸ Ò ×ÙÚÒØ

Ð³ÖØ
Ð ÅË¼¿℄ ´ÕÙ ØÖØ Ð 
×  Ð ÑÒ×ÓÒ ÙÜµº ÈÖ ×ÓÙ
×  
ÓÑÔÐØÙ¸ ÒÓÙ×

ÐÐÓÒ× ÖÔÔÐÖ Ð ØÓÖ Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÒº ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ

κ̃−1 = κφ1 ◦ κ−1 ◦ κ−1
φ1

: (T ∗
S
1)C −→ (T ∗

S
1)C,

(x, ξ) −→ (y, η).

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× 
ÓÑÑÒ
Ö ÔÖ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ³Ð Ü×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ Φ2 ØÐÐ ÕÙ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ

κ̃−1 ÒÚÓ Ð IR¹ÚÖØ ΛΦ1 ×ÙÖ ΛΦ2 º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½ ´Ä ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̃−1 ÒÚÓ ΛΦ1 ×ÙÖ ΛΦ2µº ÁÐ Ü×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

ÖÙÐÖ Φ2 Ò ×ÙÖ ÙÒ ÓÑÒ  Ð³Ò×ÑÐ S
1 + iR 
ÓÒØÒÒØ Ð Ð
Ø κφ1(γE) Ø

ØÐÐ ÕÙ
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½º Φ2 ×Ø ÔÖÓ
  Φ1 Ò× Ð ×Ò×  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½

¾º κ̃−1(ΛΦ1) = ΛΦ2 =



(y, η) ∈ (T ∗
S
1)C; η =

2

i

∂Φ2

∂y
(y)



º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÓÑÑ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̃−1 ×Ø Ð 
ÓÑÔÓ×ØÓÒ  ØÖÓ× ØÖÒ×ÓÖÑ¹

ØÓÒ× ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ×¸ ÐÓÖ× κ̃−1(ΛΦ1) ×Ø ÙÒ IR¹ÚÖØº Ò×ÙØ¸ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð Ø ÕÙ Ð

ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ ×Ø ÔÖÓ
  Ð³ÒØØ ÐÓÖ×ÕÙ Ð ÔÖÑØÖ ǫ ×Ø ÔØØ¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ

κ̃−1(ΛΦ1) ÔÙØ ×³
ÖÖ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ΛΦ2 Ú
 Φ2 ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÖÙÐÖº  ÔÐÙ×¸ 
ÓÑÑ

Ð ÔÖÑØÖ ǫ ×Ø ÔØØ¸ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̃−1 ×Ø ÐÑÒØ ÔÖÓ
  Ð³ÒØØ¸ ÓÒ


ΛΦ2 ×Ø ÔÖÓ
  ΛΦ1 Ø ÓÒ ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ ΛΦ2 ×Ø Ò
ÐÙ× Ò× ΛΦ1 +W Ó W ×Ø

ÙÒ ÚÓ×Ò  (0, 0) Ò× (T ∗
S
1)Cº Ò×¸ ÓÒ ÔÙØ Ö
ÖÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ Φ2 
ÓÑÑ ×ÓÑÑ

 ÙÜ ÓÒ
ØÓÒ×¸ Ð ÓÒ
ØÓÒ Φ1 Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÖÙÐÖ f ØÐÐ ÕÙ Ð ÒÓÖÑ ∇fL∞

×ÓØ ÔØØº  ÔÐÙ×¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ Ð ÓÒ
ØÓÒ f ×Ø  ÖÒØ ÐÔ×
ØÞÒ Ø 
ÓÑÑ

∇fLip = ∇2fL∞ ¸ ÓÒ ÓØÒØ ÕÙ Ð ÒÓÖÑ ∇2fL∞ ×Ø ÔØØº

ËÓØ graph(κ̃) = {(x, ξ; y, η) ∈ ΛΦ1 ×ΛΦ2 ; (x, ξ) = κ̃(y, η)}º Ò ×ÙÚÒØ Ð³ÖØ
Ð ÅË¼¿℄¸

ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ØÖÙÖ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ψ(x, y)¸ Ò Ù ÚÓ×Ò  
ÕÙ ÔÓÒØ  Ð³Ò×ÑÐ

πx,y(graph(κ̃)) ´Ð ÔÖÓ
ØÓÒ  Ð³Ò×ÑÐ graph(κ̃)µ¸ ØÐÐ ÕÙ

½º ψ(x, y) ×Ø ÓÐÓÑÓÖÔ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  x Ø ÒØ¹ÓÐÓÑÓÖÔ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  y ×ÙÖ

Ð³Ò×ÑÐ π(x,y)(graph(κ̃))

¾º ∂xψ(x, y) =
2

i

∂Φ1

∂x
(x) Ø ∂yψ(x, y) =

2

i

∂Φ2

∂y
(y)¸ ∀(x, y) ∈ π(x,y)(graph(κ̃))

¿º Φ1(x) + Φ2(y) + ℑ(ψ(x, y)) ∼ dist((x, y), π(x,y)(graph(κ̃))
2º

ÊÑÖÕÙ ¾º¾º½º ÇÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ÖÖ Ð³Ò×ÑÐ πx,y(graph(κ̃)) 
Ö Ð× ×Ô
× ΛΦ1 Ø

ΛΦ2 ×ÓÒØ ÔÖÑØÖ× ÔÖ x Ø y Ö×Ô
ØÚÑÒØ¸ Ò× Ð ÔÖÓÙØ ΛΦ1 ×ΛΦ2 ×Ø ÔÖÑØÖ ÔÖ

Ð 
ÓÙÔÐ (x, y)º ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ πx,y(graph(κ̃)) ×Ø ÙÒ ×ÓÙ×¹ÚÖØ ÖÙÐÖ  πx,y(ΛΦ1×ΛΦ2)º

³ÔÖ× Ð× 
ÓÒØÓÒ× ½º Ø ¾º ÓÒ 

dψ =
2

i

∂Φ1

∂x
(x)dx +

2

i

∂Φ2

∂y
(y)dy ×ÙÖ π(x,y)(graph(κ̃)).

Ë ÓÒ Ö×ØÖÒØ Ð ÓÒ
ØÓÒ ψ  Ð³×Ô
 π(x,y)(graph(κ̃)) Ø ÕÙ³ÓÒ Ð³ÒØ  ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

×ÙÖ graph(κ̃)¸ ÓÒ ÓØÒØ

d


ψ|graph(κ̃)


= ξdx− ηdy ÔÓÙÖ (x, ξ; y, η) ∈ graph(κ̃).

ÇÒ ÚÙØ ØÙÖ Ð 
ÓÒØÒÙØ ÒÐÝØÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ ψ Ð ÐÓÒ ³ÙÒ Ð
Ø γ Ò× graph(κ̃)º





¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

³ÓÖ¸ ÓÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ

ℑ(ξdx)|ΛΦ1
= ℑ


2

i

∂Φ1

∂x
dx



,

=
1

2i



2

i

∂Φ1

∂x
dx− 2

i

∂Φ1

∂x
dx



,

= −


∂Φ1

∂x
dx+

∂Φ1

∂x
dx



,

= −dΦ1,

ÓÒ
 Ð ÓÖÑ ℑ(ξdx)|ΛΦ1
×Ø Ü
Øº  ÑÑ Ð ÓÖÑ ℑ(ηdy)|ΛΦ2

×Ø Ü
Øº ËÓØ

γ̂ = {(κ̃(ρ), ρ); ρ ∈ γ} Ó γ ×Ø ÙÒ Ð
Ø Ò× ΛΦ2 º ÇÒ 



γ̂
dψ =



(κ̃◦γ,γ)
(ξdx− ηdy) ,

=



κ̃◦γ
ξdx−



γ
ηdy,

=



κ̃◦γ
(ℜ(ξdx) + iℑ(ξdx)) −



γ
(ℜ(ηdy) + iℑ(ηdy)) ,

=



κ̃◦γ
ℜ(ξdx) −



γ
ℜ(ηdy),

=: −J(γ).

Ò× Ð ÐÓÒ ³ÙÒ Ð
Ø Ð ÓÒ
ØÓÒ ψ 
Ò ³ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ ÖÐÐ ÔÙ×ÕÙ 
³×Ø Ð ÖÒ


 ÙÜ ÒØÖÐ× ³
ØÓÒ× ÖÐÐ×º ÇÒ ÔÔÐÐ 
ØØ ÖÒ
 ÙÒ Ò
  ÐÓÕÙØ¸ 


ÒÓÑÖ ÔÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̃ Ø  Ð 
Ð×× ³ÓÑÓØÓÔ Ù Ð
Ø γº

ÁÒØÖÓÙ×ÓÒ× ÑÒØÒÒØ  ÒÓÙÚÐÐ× ÒÓØØÓÒ×º

ÆÓØØÓÒ×

 L2
J(S

1) ×Ø Ð³×Ô
 × ÓÒ
ØÓÒ× Ñ×ÙÖÐ× Ø ÐÓÕÙØ¹ÔÖÓÕÙ× f ØÐÐ× ÕÙ

1

2π

 2π

0
|f(x)|2dx < +∞,

Ó Ð 
ÓÒØÓÒ  ÐÓÕÙØ¹ÔÖÓ
Ø ×Ø Ð ×ÙÚÒØ

f(x+ 2π) = e−(i/)Jf(x);

 L2
J(S

1 + iR,Φ) ×Ø Ð³×Ô
 × ÓÒ
ØÓÒ× ÑÙÐØÚÐÙ× ÐÓÕÙØ¹ÔÖÓÕÙ× f ØÐÐ×

ÕÙ
 2π

0



R

|f(z)|2e−2Φ(z)/L(dz) < +∞,

Ó z = x+ iy ∈ S
1 + iR
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 HJ(S
1+iR,Φ) ×Ø Ð³×Ô
 × ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ÔÔÖØÒÒØ  Ð³×Ô
 L2

J(S
1+iR,Φ)º

ÆÓÙ× ÔÓÙÚÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÕÙÒØÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̃º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̃µº ËÓØ A Ð³ÓÔÖØÙÖ Ò ÔÖ

Ð³ÒØÖÐ ×ÙÚÒØ

Au(x) =
1





C

e(i/)ψ(x,y)a(x, y)χ(x, y)u(y)e−(2/)Φ2 (y)L(dy),

Ó a(x, y) ×Ø ÙÒ ×ÝÑÓÐ ØÐ ÕÙ

½º a(x, y) ∼ aj(x, y)
j Ò× Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× C∞(Vois(π(x,y)(graph(κ̃))))

¾º aj ∈ C∞

¿º ∂xaj = O((dist((x, y), π(x,y)graph(κ̃)))
∞ +

∞)

º ∂yaj = O((dist((x, y), π(x,y)graph(κ̃)))
∞ +

∞)

º a ×Ø ÐÐÔØÕÙ¸ ºº a0 Ò ×³ÒÒÙÐ Ô×

Ø Ó χ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ  ØÖÓÒ
ØÙÖ Ð  1 Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò  π(x,y)(graph(κ̃))º ËÓØ

U ⊂ ΛΦ2 Ø ×ÓØ V ⊂ ΛΦ1 ØÐ× ÕÙ κ̃(U) = V º ÐÓÖ×

½º A = L2

(π(U), e−2Φ2/L(dy)) −→ L2

J
(π(V ), e−2Φ1/L(dx)) ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÓÖÒ

¾º (∂ ◦ A)uL2
J
(Φ1) ≤ O(∞)uL2


(Φ2)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÆÓÙ× ÓÒÒÓÒ× 
¹××ÓÙ× ÙÒ Ö×ÙÑ × ÖÒ× ØÔ×  Ð ÑÓÒ×ØÖ¹

ØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ × ØÖÓÙÚ Ò× ÅË¼¿℄º

ØÔ ½  ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ ÔÓÙÖ u ∈ L2

(π(U), e−2Φ2/L(dy))¸ Au(x) ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

ÐÓÕÙØ¹ÔÖÓÕÙ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð Ø ÕÙ



γ̂
dψ = −J(γ).

ØÔ ¾  ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ × u ∈ L2

(π(U), e−2Φ2/L(dy))¸ ÐÓÖ×Au ∈ L2

J
(π(V ), e−2Φ1/L(dx))

Ò ÙØÐ×ÒØ Ð 
ÓÒØÓÒ ¿º ×ÙÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ ψ Ø Ð ÐÑÑ  Ð Ô× ×ØØÓÒÒÖº

ØÔ ¿  ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ (∂ ◦A)uL2
J

≤ O(∞)uL2


Ò ÜÔÖÑÒØ ∂ ◦A ÔÖ ÖÚØÓÒ

×ÓÙ× Ð ×Ò ÒØÖÐ ´ÕÙ ×Ø ÐÐ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð× ÝÔÓØ×× ¿º Ø º ×ÙÖ Ð ×ÝÑÓÐ a

Ø Ð³ÝÔÓØ× ½º ×ÙÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ ψµ¸ ÔÙ× Ò ×ØÑÒØ 
ØØ ÒØÖÐ Ú
 Ð ÐÑÑ  Ð

Ô× ×ØØÓÒÒÖ ´Ø Ð³ÝÔÓØ× ¿º ×ÙÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ ψµº

ÊÑÖÕÙ ¾º¾º¾¼º ËÓØ A∗ Ð³ÓÒØ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Aº ÐÓÖ×¸ 
Ø ÓÔÖØÙÖ A∗ ×Ø ××Ó


 Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̃−1 Ø ÓÒ ÔÙØ 
Ó×Ö Ð ×ÝÑÓÐ a  ØÐÐ ×ÓÖØ ÕÙ¸  ÙÒ O(∞)¹ÔÖ×

´Ú
 Ð× ÒÓØØÓÒ×  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½µ

 A∗A ×Ø Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ L2

(π(U), e−2Φ2/L(dy)) −→ H(π(U),Φ2)

 AA∗ ×Ø Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ L2
J
(π(V ), e−2Φ1/L(dx)) −→ HJ (π(V ),Φ1)º

¼



¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

Ò×¸ ÓÒ  
ÓÒ×ØÖÙØ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÙÒØÖ A¸ Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ Ò ×ÙÖ Ð× ×Ô
×

L2(Φ)¸ ××Ó
  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̃¸ ÕÙ ÒÚÓ Ð³Ò×ÑÐ × ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ×ÙÖ

ÐÙ¹ÑÑ  ÙÒ O(∞)¹ÔÖ×º ÆÓÙ× ÚÓÒ× ÐÑÒØ ÙÒ ØÓÖÑ ³ÓÖÓÚ Ò× 
 
Ö

ÓÒÒ ÔÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ ×ÙØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾½ ´ÌÓÖÑ ³ÓÖÓÚ ×ÙÖ Ð× ×Ô
× H(Φ)µº Ú
 Ð× ÒÓØØÓÒ×  Ð

ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½¸ Ð Ü×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ OpwΦ1
(p̂ǫ


) ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔÖÑØÖ

ǫ¸ Ò ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ÒØÖÐ ×ÙÚÒØ

OpwΦ1
(p̂ǫ)u(x) =

1

2π



Γ(x)
e(i/)(x−y)η(χp̂ǫ)



x+ y

2
, η



u(y)dydη,

Ó Γ(x) =



(y, η) ∈ (T ∗
S
1)C; η =

2

i

∂Φ1

∂x



x+ y

2



Ø Ó χ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ  ØÖÓÒ
ØÙÖ

ÔØ¸ ØÐ ÕÙ

½º Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ p̂ǫ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ1
(p̂ǫ


) ×Ø×Ø Ð³ÕÙØÓÒ p̂ǫ = p̃ǫ ◦ κ̃−1

¾º OpwΦ1
(p̂ǫ


)A = AOpwΦ2

(p̃ǫ

) Ø A∗OpwΦ1

(p̂ǫ

) = OpwΦ2

(p̃ǫ

)A∗  ÙÒ O(∞)¹ÔÖ× Ù ×Ò×

Ó

(OpwΦ1
(p̂ǫ)A−AOpwΦ2

(p̃ǫ))uL2
J
(Ṽ ,Φ1)

≤ O(∞)uH(U,Φ2),

(A∗OpwΦ1
(p̂ǫ) −OpwΦ2

(p̃ǫ)A
∗)uL2


(Ũ ,Φ2)

≤ O(∞)uHJ (V,Φ1),

Ó Ṽ ×Ø ÙÒ ×ÓÙ×¹Ò×ÑÐ 
ÓÑÔ
Ø  π(V ) Ø Ũ Ò ×Ø ÙÒ  π(U)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÆÓÙ× Ö×ÙÑÓÒ× Ð× ØÔ×  Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ³ÓÒ

ÔÓÙÖÖ 
ÓÒ×ÙÐØÖ Ò× Ð³ÖØ
Ð ÅË¼¿℄º

ØÔ ½  Ð³Ü×ØÒ
 ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ OpwΦ1
(p̂ǫ


)  ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ p̂ǫ = p̃ǫ ◦ κ̃−1 Ø ØÐ

ÕÙ  ÙÒ O(∞)¹ÔÖ×¸ Ð ×Ø×Ø Ð× ÖÐØÓÒ× ×ÙÚÒØ×

OpwΦ1
(p̂ǫ)A = AOpwΦ2

(p̃ǫ) Ø A∗OpwΦ1
(p̂ǫ) = OpwΦ2

(p̃ǫ)A,

×Ø ××ÙÖ ÔÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½º

ØÔ ¾  Ð ÓÖÑÙÐ ÒØÖÐ  
Ø ÓÔÖØÙÖ × ÙØ ³ÙÒ 
Ð
ÙÐº

ÈÖ
ÑÑÒØ¸ ÓÒ  Ò ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Tφ1 : L2(R) −→ H(C,Φ1) ××Ó
  Ð ØÖÒ×¹

ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κφ1 º ÇÒ ×ÓÙØ ÑÒØÒÒØ 
ÓÒ×ØÖÙÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ××ÒØ ×ÙÖ Ð×

×Ô
×  ÐÓÕÙØ Ø ××Ó
  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κφ1 ¸ ÙØÖÑÒØ Ø ÓÒ 
Ö


ÙÒ ÓÔÖØÙÖ B ØÐ ÕÙ

B : HJ (S
1 + iR,Φ1) −→ L2

J (S
1).

ÇÒ ÒØÖÓÙØ ÔÓÙÖ 
 Ö ÕÙÐÕÙ× ÒÓØØÓÒ×º

½



ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

ÆÓØØÓÒ ÓÒ ÒÓØ k Ð ÒÓÝÙ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  Á Tφ1 : L2(R) −→ H(C,Φ1)

××Ó
  Ð ÓÒ
ØÓÒ φ1¸ ºº ÔÓÙÖ ØÓÙØ u ∈ L2(R)

Tφ1u(z) = cφ1
−3/4



R

e−(1/2)(z−x)2u(x)dx =



R

k(z − x)u(x)dx,

Ú
 cφ1 ≥ 0 Ð 
ÓÒ×ØÒØ ÓÒÒ Ò× Ð ÒØÓÒ ¾º¾º½¼º

Ä³ÓÒØ 
ÓÑÔÐÜ T ∗
φ1

: L2

(C,Φ1) −→ L2(R) ÔÙØ ÐÑÒØ × Ö
ÖÖ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ

×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ L2

(C,Φ1)

T ∗
φ1
v(x) = cφ1

−3/4



C

e−(1/2)(z−x)2e−2Φ1(z)/v(z)L(dz),

=



C

k(z − x)e−2Φ1(z)/v(z)L(dz).

Ò× Ð ×ÙØ¸ ÓÒ ÒØ Ð× ÓÒ
ØÓÒ×  Ð³×Ô
 L2
J
(S1) Ú
 × ÓÒ
ØÓÒ× ÐÓ
ÐÑÒØ

 
ÖÖ ÒØÖÐ ×ÙÖ R Ø ÐÓÕÙØ¹ÔÖÓÕÙ× Ø ÓÒ Ø  ÑÑ ÔÓÙÖ Ð× ÓÒ
ØÓÒ×

Ð³×Ô
 HJ (S
1 + iR,Φ1)º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾¾ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κφ1µº

½º Ä ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ Tφ1 ÒÙØ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ B
∗ : L2

J
(S1) −→ HJ (S

1+iR,Φ1)

ÓÒÒ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ

B∗u(z) =


R

k(z − x)u(x)dx =



E



ν∈2πZ
k(z − x+ ν)e(i/2π)Jνu(x)dx,

Ó E ⊂ R ×Ø ÙÒ ÓÑÒ ÓÒÑÒØÐ ÔÓÙÖ Ð Ö×Ù 2πZº

¾º Ä³ÓÒØ 
ÓÑÔÐÜ  Ð³ÓÔÖØÙÖ B∗ ×Ø Ò ÕÙÒØ  ÐÙ ÔÖ

Bv(x) =



E+iR



ν∈2πZ
k(z − x+ ν)e(i/2π)Jνe−2Φ1(z)/v(z)L(dz),

=



C

k(z − x)e−2Φ1(z)/v(z)L(dz).

Ò× Ð ÒÓÝÙ  Ð³ÓÔÖØÙÖ B 
ÓÒ
 Ú
 Ð ÒÓÝÙ  T ∗
φ1
Ð³ÓÒØ  Ð ØÖÒ×¹

ÓÖÑ  Áº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÆÓÙ× ÓÒÒÓÒ× ÙÒ Ö×ÙÑ × ØÔ×  Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ¹

×ØÓÒ ÕÙ³ÓÒ ØÖÓÙÚ Ò× Ð³ÖØ
Ð ÅË¼¿℄º

ØÔ ½  ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ ÔÓÙÖ u ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÐÓÕÙØ¹ÔÖÓÕÙ¸ Ð ÓÒ
ØÓÒ B∗u ×Ø

Ù×× ÐÓÕÙØ¹ÔÖÓÕÙ ÔÖ ÙÒ 
ÒÑÒØ  ÚÖÐ Ò× Ð³ÒØÖÐº

ØÔ ¾  ÓÒ ÑÓÒØÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ

B∗u(z) =


E



ν∈2πZ
k(z − x+ ν)e(i/2π)Jνu(x)dx,

¾



¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

Ò ÙØÐ×ÒØ Ð³ÐØ B∗u(x + ν) = e−(i/h)JνB∗u(x) ÔÙ× Ò ÖÑÖÕÙÒØ ÕÙ³ÒØÖÖ ×ÙÖ R

ÖÚÒØ  ÒØÖÖ ×ÙÖ Ð ÓÑÒ E ÔÙ×  ØÖÒ×ÐØÖ Ð³ÒØÖÐ ÔÖ Ð Ö×Ùº

ØÔ ¿  ÓÒ ÜÔÐÓØ 
 ÕÙ³ÓÒ  Ø Ò× Ð× ØÔ× ÔÖ
ÒØ× ÔÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ Ð× ÓÖÑÙÐ×

×ÙÖ Ð³ÓÒØ Bº

ÓÑÑ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  Á Tφ1 ×Ø ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ ÙÒØÖ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ

¾º¾º½½¸ ÐÓÖ× ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ B∗ ×Ø ÐÑÒØ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÙÒØÖº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾¿ ´Ä ØÖÒ×ÓÖÑ B∗ ×Ø ÙÒØÖµº

½º BB∗ = id ×ÙÖ L2
J
(S1)

¾º B∗B = id ×ÙÖ HJ (S
1 + iR,Φ1)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÆÓÙ× Ö×ÙÑÓÒ× 
 Ð× ÖÒ× ØÔ×  Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ¹

×ØÓÒº ÍÒ ÑÓÒ×ØÖØÓÒ ÔÐÙ× ØÐÐ  
 Ö×ÙÐØØ × ØÖÓÙÚ Ò× Ð³ÖØ
Ð ÅË¼¿℄º

ØÔ ½  BB∗ = id ×ÙÖ L2
J
(S1) 
ÓÙÐ Ö
ØÑÒØ  Ð³ÐØ  T ∗

φ1
Tφ1 = id ×ÙÖ L2(R)º

ØÔ ¾  B∗B = id ×ÙÖ HJ (S
1 + iR,Φ1)º Ä ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÐØ ×Ø ÔÐÙ×


ÓÑÔÐÜ¸ ÔÓÙÖ 
ÓÑÑÒ
Ö ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ ÔÓÙÖ v ∈ L2

(C, e−2Φ1(w)/L(dw))¸ ÓÒ 

Tφ1T
∗
φ1
v(x) = C

−1



C

e(2/)ψ1(x,w)e−(2/)Φ1(w)v(w)L(dw),

Ó ψ1(x,w) = −1

8
(x− w)2 Ø Ó C ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ ÒÔÒÒØ  ¸ ÔÓÙÖ Ò ÙÖ

Ð³ÒÐØ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ v ∈ L2

(C, e−2Φ1(w)/L(dw))

Tφ1T
∗
φ1
v2H

≤ C2

−2v2L2





C



C

e−(1/2)|x−w|2L(dw)L(dx) < +∞.

ü ÔÖØÖ  Ð¸ ÓÒ 
ÓÒ×Ö u ∈ HJ(S
1 + iR,Φ1) ÒÓÖÑÐ× Ø ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ

ÔÔÖÓ
Ö Ð ÓÒ
ØÓÒ u ÔÖ ÙÒ ×ÙØ  ÓÒ
ØÓÒ× (uR)R≥1 ∈ H(C,Φ1) ØÐÐ ÕÙ

½º uRH(C,Φ1) = O(1)R

¾º u− uRL2

(B(0,R/4),Φ1) = O(1)e

−R2/C0 Ú
 C0 > 0 ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØº

Ä ÓÒ
ØÓÒ uR ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ x ∈ C

uR(x) =


g(x) ⋆ χ
 x

R



χ
 x

R



u(x),

Ú


 g(x) = e−(C/h)x2 Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ 
Ó×Ö 
ÓÑÑ 
Ð ÒÓÙ×

ÖÖÒ

 χ
 x

R



ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ  ØÖÓÒ
ØÙÖ ÕÙ ÚÙØ 1 ×ÙÖ Ð ÓÙÐ B



0,
R

2



Ø 0 Ò ÓÖ×

 Ð ÓÙÐ B(0, R)º

Ò×ÙØ¸ 
ÓÑÑ uR ∈ H(C,Φ1)¸ ÐÓÖ× Tφ1T
∗
φ1
uR = uR Ø ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ B∗Bu = uº

ÇÒ  ÐÑÒØ ÙÒ ØÓÖÑ ³ÓÖÓÚ Ò× Ð 
Ö × ×Ô
×  ÓÒ
ØÓÒ× ÐÓÕÙØ¹

ÔÖÓÕÙ× ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ ÙÖ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½¿º

¿



ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾ ´ÇÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ HJ(S
1 + iR,Φ1)µº ËÓØ

Opw(pǫ

) ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2

J
(S1) Ø ×Ø××ÒØ Ð×

ÝÔÓØ×× ´³µ  ´³µº ËÓØ OpwΦ1
(p̃ǫ


) = B∗ ◦ Opw(pǫ


) ◦Bº ÐÓÖ×

½º OpwΦ1
(p̃ǫ


) : HJ (S

1 + iR,Φ1, m̃) −→ HJ (S
1 + iR,Φ1) ×Ø ÙÒÓÖÑÑÒØ ÓÖÒ ÔÖ

ÖÔÔÓÖØ Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  Ø Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ ´ÔÓÙÖ  < 1 Ø ǫ < ǫ0

Ó ǫ0 ×Ø ÙÒ ÖÐ ÔÓ×Ø Üµ Ø m̃ = m◦κ−1
φ1
×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ ×ÙÖ Ð³Ò×ÑÐ

ΛΦ1 =



(y, η) ∈ (T ∗
S
1)C; η =

2

i

∂Φ1

∂y
(y) = −ℑ(y)



;

¾º OpwΦ1
(p̃ǫ


) ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ÒØÖÐ ×ÙÚÒØ

OpwΦ1
(p̃ǫ)u(x) =

1

2π



Γ(x)
e(i/)(x−y)η p̃ǫ



x+ y

2
, η



u(y)dydη,

Ó Γ(x) =



(y, η) ∈ (T ∗
S
1)C; η =

2

i

∂Φ1

∂x



x+ y

2



= −ℑ


x+ y

2



Ø Ó Ð ×ÝÑÓÐ

p̃ǫ

×Ø ÓÒÒ ÔÖ p̃ǫ


= pǫ


◦ κ−1

φ1
º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾ ´ÇÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ×ÙÖ Ð³×Ô
 HJ(S
1 + iR,Φ2)µº Ú


Ð× ÒÓØØÓÒ×  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾¸ ×ÓØ Φ2 ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ  
Ð×× C1,1(S1+iR;R) ÔÖÓ


 Φ1 Ò× Ð ×Ò× Ó Φ2 = Φ1 + f Ú
 f ∈ C1,1
0 (S1 + iR;R) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ØÐÐ ÕÙ Ð×

ÒÓÖÑ× ∇fL∞ Ø ∇2fL∞ ×ÓÒØ ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ×º

ÐÓÖ× OpwΦ1
(p̃ǫ


) : HJ(S

1 + iR,Φ2, m̃) −→ HJ(S
1 + iR,Φ2) ×Ø ÙÒÓÖÑÑÒØ ÓÖÒ ÔÖ

ÖÔÔÓÖØ Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  Ø Ù ÔÖÑØÖ ǫ ´ÔÓÙÖ  < 1 Ø ǫ < ǫ0 Ó ǫ0 ×Ø ÙÒ

ÖÐ ÔÓ×Ø Üµº

ÈÓÙÖ Ö×ÙÑÖ¸ ÓÒ  Ð ÖÑÑ ×ÙÚÒØ ´Ú
 Ð× ÒÓØØÓÒ× × ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ× ¾º¾º½ Ø

¾º¾º¾µ

L2(S1) ��

B∗

��

L2
J
(S1)

B∗

��
H(S

1+iR,Φ1)

H(S
1 + iR,Φ2) A

�� HJ (S
1 + iR,Φ1)

Ò ÔÔÐÕÙÒØ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) ××ÒØ ×ÙÖ L2(S1) ÓÒ ÓØÒØ

ÙÒ ÓÔÖØÙÖ

OpwΦ1
(p̃ǫ) = B∗Opw(pǫ)B : H(S

1 + iR,Φ2) −→ H(S
1 + iR,Φ2).

ÇÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ A ×Ø ××Ó
  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̃ : ΛΦ2 −→ ΛΦ1 Ø ÕÙ

Ð³ÓÔÖØÙÖ B ×Ø ××Ó
  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ−1
φ1

: ΛΦ1 −→ S
1 × Rº Ò× Ð ØÖÒ×ÓÖ¹

ÑØÓÒ κ−1
φ1

◦ κ̃ ÒÚÓ Ð³Ò×ÑÐ ΛΦ2 ×ÙÖ Ð³Ò×ÑÐ S
1 × Rº ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÓÒ ÓØÒØ

ÙÒ ØÓÖÑ ³ÓÖÓÚ 
Ö × ÓÒ ÔÓ× Ũ0 = BA¸ ÓÒ  ÙÒ ÕÙÚÐÒ
 ÒØÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ

Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 H(π(U),Φ2) Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ





¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ Ò Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò  Ĩ = cst Ò× S
1 × R Ø ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô


L2
J(S

1)º ÙØÖÑÒØ Ø¸ Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ ÓÒ 

Ũ0OpwΦ2
(p̃ǫ) = Opw(gǫ)





i

∂

∂θ̃



Ũ0 + O(),

Ó gǫ ×Ø Ð ÓÒ
ØÓÒ ÓÒÒ ÔÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º Ø Ó Opw(gǫ) ×Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ

ÏÝÐ Ù ×ÝÑÓÐ gǫ(Ĩ) ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2
J(S

1)º

ÇÒ ÔÙØ Ö×ÙÑÖ 
 ÕÙ³ÓÒ  Ø Ò× 
 ÔÖÖÔ ÔÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ ×ÙØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ−1
φ1

◦ κ̃µº ÁÐ Ü×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ
Ũ0 : H(S

1 + iR,Φ2) −→ L2
J
(S1) ØÐ ÕÙ

½º Ũ0 ×Ø ÙÒÓÖÑÑÒØ ÓÖÒ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ 

¾º Ũ0 ×Ø 
ÓÒ
ÒØÖ ×ÙÖ graph(κ
−1
φ1

◦ κ̃)
¿º Ũ0 ×Ø Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ ÙÒØÖ Ò× Ð ×Ò× ×ÙÚÒØ

´µ ÔÓÙÖ ØÓÙØ ÓÒ
ØÓÒ χ1 ∈ C∞
0 (Vois(Ĩ = cst;S1 × R)) ÒÔÒÒØ Ù ÔÖÑØÖ

¸ ÓÒ 



Ũ0Ũ
∗
0 − id



Opw(χ1) = O(∞) : L2
J(S

1) −→ L2
J(S

1);

´µ ÔÓÙÖ ØÓÙØ ÓÒ
ØÓÒ χ2 ∈ C∞
0 (Vois(π(U); ΛΦ2)) ÒÔÒÒØ Ù ÔÖÑØÖ ¸ ÓÒ




Ũ∗
0 Ũ0 − id



OpwΦ2
(χ2) : L

2
(S

1 + iR,Φ2) −→ L2
(S

1 + iR,Φ2);

Ó OpwΦ2
(χ2) ×Ò Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ 
ÓÑÔÐÜ Ù ×ÝÑÓÐ χ2 ÕÙ ×Ø Ò

ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ÒØÖÐ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾ Ò ÖÑÔÐÒØ Ð 
ÓÒØÓÙÖ ³Ò¹

ØÖØÓÒ ÔÖ 
ÐÙ ÕÙ ×ÙØ

Γ(x) =



(y, η) ∈ (T ∗
S
1)C; η =

2

i

∂Φ2

∂x



x+ y

2



+
i

C

x− y

x− y



.

º Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ¸ ÓÒ 

Ũ0OpwΦ2
(p̃ǫ) = Opw(gǫ)





i

∂

∂θ̃



Ũ0 + O(),

Ó gǫ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔÖÑØÖ ǫ Ø ÓÒØ

Ð Ö
ÔÖÓÕÙ ×Ø Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ E −→ Ĩ(E)º ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ 
Ð ×Ò







Opw(χ1)


Ũ0OpwΦ2
(p̃ǫ) −Opw(gǫ)Ũ0



= O(),


Ũ0OpwΦ2
(p̃ǫ) − Opw(gǫ)Ũ0



OpwΦ2
(χ2) = O();

Ó Ð× ×ÝÑÓÐ× χ1 Ø χ2 ×ÓÒØ 
Ó×× 
ÓÑÑ Ò× Ð³××ÖØÓÒ ¿º





ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

ÇÒ ÔÙØ ÑÐÓÖÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÔÖ
ÒØ Ò ÙØÐ×ÒØ ÙÒ ÑØÓ ØÖØÚ Ø Ò×

ÓØÒÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ ×ÙØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ−1
φ1

◦ κ̃µº ÁÐ Ü×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ
Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ ÙÒØÖ Ũ : H(S

1 + iR,Φ2) −→ L2
J
(S1) ØÐ ÕÙ Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ¸ ÓÒ 

ŨOpwΦ2
(p̃ǫ) = Opw(gǫ)





i

∂

∂θ̃



Ũ + O(∞),

Ó gǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ ¸ ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ Ø ÓÒØ Ð

ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ gǫ ×Ø Ð Ö
ÔÖÓÕÙ  Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ

E −→ Ĩ(E)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ËÓØ Ũ0 Ð³ÓÔÖØÙÖ Ò Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾¸ × ÓÒ ÒÓØ S0 := Opw(gǫ)¸

ÐÓÖ× ÓÒ 

Ũ0OpwΦ2
(p̃ǫ) = S0Ũ0 + O() =: (S0 + R1)Ũ0. ´¾º¿µ

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÓÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Ũ0 ÔÓÙÖ ÓØÒÖ Ð Ö×ÙÐØØº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÓÒ 
Ö


³ÓÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÙÒØÖ V ØÐ ÕÙ

V (Ũ0OpwΦ2
(p̃ǫ)) = (S0 + S1)V Ũ0 + O(2), ´¾ºµ

Ú
 S1 = Opw(gǫ1)





i

∂

∂θ̃



Ø Ó gǫ1 ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ  ØÖÑÒÖº ³ÔÖ× Ð× ÕÙØÓÒ×

´¾º¿µ Ø ´¾ºµ¸ ÓÒ ÚÙØ ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ V ×Ø××× Ð³ÕÙØÓÒ ×ÙÚÒØ

V (Ũ0OpwΦ2
(p̃ǫ)) = V (S0Ũ0 + R1Ũ0) = (S0 + S1)V Ũ0 + O(2).

ÇÒ ÔÙØ Ö
ÖÖ 
ØØ ÕÙØÓÒ 
ÓÑÑ 
¹××ÓÙ×

V S0Ũ0 + V R1Ũ0 = S0V Ũ0 + S1V Ũ0 + O(2),

V S0 − S0V = S1V − V R1 + O(2),

[V, S0] = S1V − V R1 + O(2).

Ò ØÖÑ  ×ÝÑÓÐ× ÔÖÒ
ÔÙÜ¸ 
Ð ×Ò

1

i
{v(θ̃, Ĩ), s0(θ̃, Ĩ)} = v(θ̃, Ĩ)(s1(θ̃, Ĩ) − r1(θ̃, Ĩ)) ÔÓÙÖ (θ̃, Ĩ) ∈ (T ∗

S
1)C.

ËÓØ v = eia¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

1

i
{v, s0} =

1

i



∂eia

∂θ̃

∂s0

∂Ĩ
− ∂eia

∂Ĩ

∂s0

∂θ̃



=
1

i
ieia


∂a

∂θ̃

∂s0

∂Ĩ
− ∂a

∂Ĩ

∂s0

∂θ̃



= eia{a, s0}.





¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

ÓÒ
 eia{a, s0} = eia(s1− r1)¸ ºº {a, s0} = s1− r1º  ÔÐÙ×¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ s0 = gǫ(Ĩ)¸ ÓÒ


s1 − r1 = {a, gǫ(Ĩ)} =
∂a

∂θ̃

dgǫ

dĨ
ºº

∂a

∂θ̃
=



dgǫ

dĨ

−1

(s1 − r1). ´¾ºµ

ÓÑÑ {a, s0} = s1 − r1¸ ÐÓÖ×

s1 =
1

2π



r1dθ̃. ´¾ºµ

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÓÒ ÔÙØ ØÖÑÒÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ s1 Ò ÙØÐ×ÒØ Ð³ÕÙØÓÒ ´¾ºµ Ø ∂θ̃a Ò

ÙØÐ×ÒØ Ð³ÕÙØÓÒ ´¾ºµº Ò×ÙØ¸ 
ÓÑÑ


∂θ̃adθ̃ = 0¸ ÓÒ ÔÙØ ÒÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ aº ÇÒ

ÓØÒØ Ò×

(V Ũ0)OpwΦ2
(p̃ǫ) =:



Opw(gǫ + gǫ1)





i

∂

∂θ̃



+
2R2



(V Ũ0).

ÇÒ ÖØÖ Ò×ÙØ 
 ÔÖÓ
××Ù× Ú
 Ð³ÓÔÖØÙÖ W = Id+V 
 ÕÙ ÓÒÒ Ð Ö×ÙÐØØº

¾º¾º¾º¿ ËÔ
ØÖ Ø ÔÖÓÐÑ×  ÖÙ×Ò

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ØÖÑÒÖ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

)  Ð³ Ù ×Ô
ØÖ

 Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

) Ø  
ÐÙ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2

(p̃ǫ

)º ÆÓÙ× 
ÓÑÑÒÓÒ× ÔÖ Ö

ÙÒ ÐÒ ÒØÖ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ø Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ1

(p̃ǫ

)º

ÊÑÖÕÙ ¾º¾º¾º ËÓÒØ H1 Ø H2 ÙÜ ×Ô
×  ÀÐÖØº ËÓÒØ P : H1 −→ H1 Ø

P̃ : H2 −→ H2 × ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ×º ËÓØ U : H1 −→ H2 ÙÒ ÓÔÖØÙÖ

ÙÒØÖ ØÐ ÕÙ P = U∗P̃U º ÐÓÖ× σ(P) = σ(P̃)º

ÇÒ ÔÙØ ÙÖ  Ð ÖÑÖÕÙ ¾º¾º¾ ÙÒ ÐÒ ÒØÖ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

)

Ø 
ÐÙ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ1
(p̃ǫ


)º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾ ´ËÔ
ØÖ  Opw(pǫ

) Ø ×Ô
ØÖ  OpwΦ1

(p̃ǫ

)µº ËÓÒØ Opw(pǫ


) Ø

OpwΦ1
(p̃ǫ


) Ð× ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× Ò× ÔÖ
ÑÑÒØº

ÐÓÖ× ÓÒ   σ(Opw(pǫ

)) = σ(OpwΦ1

(p̃ǫ

))º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÁÐ Ü×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÙÒØÖ B∗ : L2(S1) −→ H(S
1 + iR,Φ1) ØÐ ÕÙ

OpwΦ1
(p̃ǫ


) = B∗Opw(pǫ


)B¸ ÔÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ1

(p̃ǫ

) ×Ø Ð Ù

×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

)º

ÇÒ ×ÓÙØ ÑÒØÒÒØ 
ÖÖ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) Ò ÙØÐ×ÒØ Ð 
ÓÒ¹

Ò××Ò
 ÕÙ³ÓÒ  Ù ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

)º ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ ×ÙØ Ð× ÑØÓ×

ÙØÐ×× Ò× Ð× ÖØ
Ð× ÀË¼¸ ÅË¼¿℄ ×Ù ÕÙ Ò× ÒÓØÖ 
×¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

) ÓØÒÙ

ÔÖ 
ÓÒÙ×ÓÒ  ÔÖØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) ×Ø ÔÐÙ× 
Ð  ÑÒÔÙÐÖº ÈÐÙ× ÔÖ
×¹

ÑÒØ¸ ÓÒ ÚÙØ ØÖÑÒÖ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) Ò× Ð Ö
ØÒÐ ×ÙÚÒØ

RC,ǫ0 =



z ∈ C; |ℜ(z) − E0| <
1

C
, |ℑ(z)| < ǫ0

C



,





ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

ÔÓÙÖ E0 ∈ R¸ Ó ǫ0 > 0 ×Ø ÙÒ ÔÖÑØÖ Ü ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØº ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÓÒ
 ÙØÐ×Ö

 Ð³ÒÐÝ× Ñ
ÖÓ¹ÐÓ
Ð Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò  {p̃ǫ

= E} Ó E ∈ RC,ǫ0 º

ÆÓØØÓÒ×

 Λ̃ǫ
E = {(y, η) ∈ ΛΦ2 ; p̃

ǫ(y, η) = pǫ ◦ κ−1
φ1

(y, η) = E} ´Ó Ð ÓÒ
ØÓÒ Φ2 ×Ø ØÐÐ ÕÙ

Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ Λ̃ǫ
E 
ÓÒØÒØ κφ1(Λ

ǫ
E)µ

 ×ÓØ I0 ∈ R Ð 
ÓÒ×ØÒØ ØÐÐ ÕÙ (κ−1
φ1

◦ κ̃)(Λ̃E0) = {Ĩ = I0} Ó

Λ̃E0 = {(y, η) ∈ ΛΦ1 ; p̃
ǫ(y, η)|ǫ=0 = E0}.

ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð³Ò×ÑÐ × ÕÙ×¹ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× ÔÓÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

)¸ ºº

Σ(ǫ, ) =



gǫ



k − J

2π



, k ∈ Z



∩RC,ǫ0 .

ÌÓÙØ ³ÓÖ¸ ÓÒ ÔÙØ ×ØÑÖ Ð ×ØÒ
 ÒØÖ ÙÜ ÐÑÒØ×  Ð³Ò×ÑÐ Σ(ǫ, )º Ò

Ø¸ ×ÓØ z = gǫ




k − J

2π



Ø ×ÓØ z̃ = gǫ




l − J

2π



Ú
 k, l ∈ Z Ø k = lº ÇÒ ×ÙÔÔÓ×

ÕÙ z, z̃ ∈ Σ(ǫ, )º ÐÓÖ×

|z − z̃| ≥ |k − l|
O(1)

.

ËÓØ

δ =
1

4
inf
k =l

dist



gǫ



k − J

2π



, gǫ



l − J

2π



>


O(1)
;

Ø 
ÓÒ×ÖÓÒ× Ð ÑÐÐ  ×ÕÙ× ÓÙÚÖØ× ×ÙÚÒØ

Ωk() =



z ∈ RC,ǫ0 ;









z − gǫ



k − J

2π









< δ



.

ÊÑÖÕÙ ¾º¾º¿¼º Ä× Ò×ÑÐ× Ωk() ×ÓÒØ ×ÓÒØ× ´
Ö Ð ×ØÒ
 ÒØÖ ÙÜ ÐÑÒØ×

 Ð³Ò×ÑÐ Σ(ǫ, ) ×Ø ×ÙÔÖÙÖ  δµº

ÇÒ ×ÓÙØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ×Ø


ÓÒØÒÙ Ò× Ð³ÙÒÓÒ × ×ÕÙ× Ωk()º ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð³ÕÙØÓÒ ×ÙÚÒØ

ÔÓÙÖ z ∈ RC,ǫ0

(OpwΦ2
(p̃ǫ) − z)u = v Ú
 u, v ∈ H(S

1 + iR,Φ2). ´¾ºµ

ÇÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ Ð ÓÒ
ØÓÒ Φ2 ×Ø Ò ÐÓ
ÐÑÒØ Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò Ù Ð
Ø κφ1(γE)

Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½º ÇÒ ØÒ ÑÒØÒÒØ 
ØØ ÓÒ
ØÓÒ ×ÙÖ S1 + iR  ØÐÐ ×ÓÖØ

ÕÙ³ÐÐ Ö×Ø ÔÖÓ
  Ð ÓÒ
ØÓÒ Φ1 Ø Ð  Φ1 Ò ÓÖ× ³ÙÒ ÚÓ×Ò  κφ1(γE)º

ÇÒ ÔÙØ  ÑÓÒØÖÖ ÙÒ ÔÖÑÖ ÔÖÓÔÖØ ×ÙÖ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


)


ÓÒ
ÖÒÒØ Ð ÐÓ
Ð×ØÓÒ × ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×º





¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¿½ ´ÈÖÓÔÖØ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


)µº Ò ÓÖ× ³ÙÒ ÔØØ ÚÓ×Ò

 Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ Λ̃ǫ
E Ò× Ð³Ò×ÑÐ ΛΦ2¸ Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ØÐÐ ÕÙ

|ℜ(p̃ǫ(y, η) − E)| > 1

C
.

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÌÓÙØ ³ÓÖ¸ ÑÓÒØÖÓÒ× ÕÙ³Ò ÓÖ× ³ÙÒ ÔØØ ÚÓ×Ò  Ð³Ò×ÑÐ

 ÒÚÙ Λ̃ǫ
E Ò× Ð³Ò×ÑÐ ΛΦ2 ¸ Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ØÐÐ ÕÙ

|p̃ǫ(y, η) − E| > 1

C
.

ÈÖ ÒØÓÒ¸ ÓÒ 

Λ̃ǫ
E = {(y, η) ∈ ΛΦ2 ; p̃

ǫ(y, η) = E},
= {(y, η) ∈ ΛΦ2 ; |p̃ǫ(y, η) − E| = 0} .

ÓÒ
¸ ÔÓÙÖ (y, η) /∈ V ÙÒ ÔØØ ÚÓ×Ò  Λ̃ǫ
E Ò× ΛΦ2 ¸ Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ C1 > 0

ØÐÐ ÕÙ

|p̃ǫ(y, η) − E| > 1

C1
.

 ÔÐÙ×¸ ³ÔÖ× Ð³ÝÔÓØ× ´³µ¸ ÔÓÙÖ (y, η) ∈ ΛΦ2 ¸ ÓÒ 

|p̃ǫ(y, η)| ≥ 1

C
m̃(ℜ(η)), ÔÓÙÖ |y, η| ≥ C.

ËÓØ K = {(y, η) ∈ ΛΦ2 ; |(y, η)| ≤ C}º ÇÒ ×ÙÔÔÓ× ÕÙ Ð³Ò×ÑÐ K ×Ø ØÐ ÕÙ ÔÓÙÖ

(y, η) /∈ K¸ ÓÒ   |E| ≤ 1

2C
m̃(ℜ(η))º ÇÒ ×ØÒÙ ÙÜ 
×

 ×ÓØ (y, η) /∈ V Ø (y, η) ∈ K¸ ÐÓÖ× ÔÖ 
ÓÒØÒÙØ

|p̃ǫ(y, η) − E|
m̃(ℜ(η))

= 0,

ÓÒ
 Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ØÐÐ ÕÙ

|p̃ǫ(y, η) − E|
m̃(ℜ(η))

≥ 1

C
ºº |p̃ǫ(y, η) − E| ≥ 1

C
m̃(ℜ(η));

 ×ÓØ (y, η) /∈ V Ø (y, η) /∈ K¸ ÐÓÖ× ÔÖ ÐÐÔØ
Ø¸ ÓÒ 

|p̃ǫ(y, η)| ≥ 1

C
m̃(ℜ(η)),

ÓÒ


|p̃ǫ(y, η) − E| ≥ |p̃ǫ(y, η)| − |E| ≥ 1

C
m̃(ℜ(η)) − 1

2C
m̃(ℜ(η)) =

1

2C
m̃(ℜ(η)).





ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÔÓÙÖ (y, η) /∈ V ¸ Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ØÐÐ ÕÙ

|p̃ǫ(y, η) − E| ≥ 1

2C
m̃(ℜ(η)).

ÇÒ ÒÓØ r̃ǫ

Ð ÓÒ
ØÓÒ ØÐÐ ÕÙ p̃ǫ


(y, η) = p̃ǫ(y, η) + r̃ǫ


(y, η)º Ò×¸ ÔÓÙÖ (y, η) /∈ V ¸ ÓÒ



|p̃ǫ(y, η) − E| = |p̃ǫ(y, η) − p̃ǫ(y, η) + p̃ǫ(y, η) − E|,
≥ |p̃ǫ(y, η) − E| − |p̃ǫ(y, η) − p̃ǫ(y, η)|,

≥ 1

2C
m̃(ℜ(η)) − |rǫ(y, η)| ,

≥ 1

2C
m̃(ℜ(η)) − Cm̃(ℜ(η)) ³ÔÖ× Ð³ÝÔÓØ× ´³µ¸

=



1

2C
− C



m̃(ℜ(η)).

ÓÒ
¸ ÔÓÙÖ (y, η) /∈ V ¸ Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ØÐÐ ÕÙ

|p̃ǫ(y, η) −E| > 1

C
.

ËÓØ U =



z ∈ C; |z − E| < 1

C



ÙÒ ÚÓ×Ò ÓÙÚÖØ  E Ò× Cº ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð³Ò×ÑÐ

×ÙÚÒØ

(p̃ǫ)
−1(U) = {(y, η) ∈ ΛΦ2 ; p̃

ǫ
(y, η) ∈ U}.

ÓÑÑ p̃ǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ 
ÓÒØÒÙ ÐÓÖ× (p̃ǫ


)−1(U) ×Ø ÙÒ Ò×ÑÐ ÓÙÚÖØº  ÔÐÙ×¸

(p̃ǫ

)−1(U) 
ÓÒØÒØ Ð³Ò×ÑÐ Λ̃ǫ

E º ÓÒ
¸ (p̃
ǫ

)−1(U) ×Ø ÙÒ ÚÓ×Ò ÓÙÚÖØ  Λ̃ǫ

Eº ÇÒ

ÔÙØ 
Ó×Ö Ð ÚÓ×Ò U ØÐ ÕÙ × (y, η) /∈ (p̃ǫ

)−1(U)¸ ÐÓÖ× Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ C > 0

ØÐÐ ÕÙ

|ℜ(p̃ǫ(y, η) − E)| > 1

C
.

ÇÒ ÒØÖÓÙØ ÑÒØÒÒØ ÙÒ ÒÓØØÓÒ 
ÓÒ
ÖÒÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ

³ÙÒ ×ÝÑÓÐ ÖÙÐÖ ×ÙÖ ΛΦ2 º

ÆÓØØÓÒ ×ÓØ a ∈ C∞
b (ΛΦ2)º ÇÒ ÒÓØ OpwΦ2

(a) Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ Ù ×ÝÑÓÐ a Ò¸

ÔÓÙÖ u ∈ H(S
1 + iR,Φ2)¸ ÔÖ

OpwΦ2
(a)u(x) =

1

2π



Γ(x)
e(i/)(x−y)η ã



x+ y

2
, η



u(y)dydη,

Ó Γ(x) =



(y, η) ∈ (T ∗
S
1)C; η =

2

i

∂Φ2

∂x



x+ y

2



+
i

C

x− y

x− y



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ¹

×ØÒØ Ø Ó ã ×Ø ÙÒ ÜØÒ×ÓÒ ÔÖ×ÕÙ ÓÐÓÑÓÖÔ  aº

¼



¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

ÇÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ OpwΦ2
(a) : H(S

1 + iR,Φ2) −→ H(S
1 + iR,Φ2)  ÙÒ O(∞)¹ÔÖ×º

ËÓØ Xpǫ|ǫ=0
Ð 
ÑÔ  Ú
ØÙÖ× ÑÐØÓÒÒ ××Ó
  pǫ|ǫ=0º ËÓØ X p̃ǫ|ǫ=0

Ð³Ñ ÔÖ

Ð ÓÒ
ØÓÒ κφ1 Ù 
ÑÔ  Ú
ØÙÖ× ÖÐ Xpǫ|ǫ=0
º ÇÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ ÔÖØØÓÒ  Ð³ÙÒØ

×ÙÖ ΛΦ2

1 = χ+ ψ+
1 + ψ−

1 ,

Ú


½º χ ∈ C∞
0 (ΛΦ2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÖÙÐÖ ØÐÐ ÕÙ χ = 1 Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò  Λ̃ǫ

E Ø ØÐÐ

ÕÙ ×ÓÒ ×ÙÔÔÓÖØ ×Ø 
ÓÒØÒÙ Ò× ÙÒ ÔØØ ÚÓ×Ò  Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ Λ̃ǫ
E Ó

ŨOpwΦ2
(p̃ǫ)OpwΦ2

(χ) = Opw(gǫ)ŨOpwΦ2
(χ) + O(∞);

¾º ψ±
1 ∈ C∞

b (ΛΦ2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÖÙÐÖ  ×ÙÔÔÓÖØ Ò× Ð ÖÓÒ

±ℜ(p̃ǫ − E) >
1

C
.

ÈÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ Ð ÔÖØÒÒ
  
ØØ ÔÖØØÓÒ  Ð³ÙÒØ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒÓÙ× ÒØÖ××Ö

ÕÙÐÕÙ× ÔÖÓÔÖØ× Ò× Ð×ÕÙÐÐ× ÐÐ Ú ÒØÖÚÒÖº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¿¾ ´×ØÑØÓÒ ×ÙÖ Ð ÒÓÖÑ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(1 − χ)µº

ËÓÒØ u, v ∈ H(S
1 + iR,Φ2) ×Ø××ÒØ Ð³ÕÙØÓÒ ´¾ºµº ÐÓÖ×¸ ÓÒ  Ð³×ØÑØÓÒ ×ÙÚ¹

ÒØ

OpwΦ2
(1 − χ)u ≤ O (1) v + O(∞)u.

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÓÒÒÖ Ð× ÖÒ× ØÔ×  Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ¹

×ØÓÒº ØØ ÑÓÒ×ØÖØÓÒ ×Ø ÒÐÓÙ  
ÐÐ  Ð³ÖØ
Ð ÀË¼℄ ÕÙ ×Ø Ø Ò× Ð 
×

 Ð ÑÒ×ÓÒ ÙÜº

ÇÒ 
ÓÒ×Ö ÔÓÙÖ N ∈ N¸ ψ0 ≺ ψ1 ≺ . . . ≺ ψN Ú
 ψ0 = ψ+
1 × ÓÒ
ØÓÒ×  ØÖÓÒ
ØÙÖ

Ò× Ð³×Ô
 C∞
0 (ΛΦ2 ; [0, 1])  ×ÙÔÔÓÖØ Ò× ÙÒ ÖÓÒ Ó ℜ(p̃ǫ


− E) ∼ 1 Ø ÓÒ ÑÓÒØÖ

ÙÒ ×Ö ³×ØÑØÓÒ× ×ÙÖ 
× ÓÒ
ØÓÒ× ´ÓÒ ÒÓØ f ≺ g × Ð ×ÙÔÔÓÖØ  Ð ÓÒ
ØÓÒ f ×Ø

Ò
ÐÙ× Ò× Ð³Ò×ÑÐ Ó Ð ÓÒ
ØÓÒ g ×Ø Ð  1µº

ØÔ ½  ÓÒ ÑÓÒØÖ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð ×ÙÔÔÓÖØ  Ð ÓÒ
ØÓÒ ψj ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ 0 ≤ j ≤ N

[OpwΦ2
(p̃ǫ),OpwΦ2

(ψj)] = O().

ØÔ ¾  ÓÒ ÑÓÒØÖ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð ×ÙÔÔÓÖØ  Ð ÓÒ
ØÓÒ ψj Ø Ð Ø ÕÙ E ∈ RC,ǫ0 ÕÙ³Ð

Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ C > 0 ØÐÐ ÕÙ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ 0 ≤ j ≤ N

ℜ(OpwΦ2
(p̃ǫ)− z)OpwΦ2

(ψj)u|OpwΦ2
(ψj)u ≥ 1

C
OpwΦ2

(ψj)u2.

ØÔ ¿  ÓÒ ÑÓÒØÖ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð× ØÔ× ½ Ø ¾ Ø  Ð³  Ð³ÒÐØ  Ù
Ý¹

½



ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

Ë
ÛÖØÞ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ 0 ≤ j ≤ N



ℜ(OpwΦ2
(p̃ǫ)− z)OpwΦ2

(ψj)u|OpwΦ2
(ψj)u





≤ O(1)(OpwΦ2
(p̃ǫ) − z)uOpwΦ2

(ψj)u + O()OpwΦ2
(ψj+1)u2 + O(∞)u2.

ØÔ   ÓÒ ÑÓÒØÖ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð× ØÔ× ¾ Ø ¿ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ 0 ≤ j ≤ N ¸ ÓÒ 

1

C
OpwΦ2

(ψj)u2 ≤ O(1)(OpwΦ2
(p̃ǫ)−z)uOpwΦ2

(ψj)u+O()OpwΦ2
(ψj+1)u2+O(∞)u2.

ØÔ   ÓÒ ÑÓÒØÖ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð³ØÔ  Ø Ð³ÒÐØ  ÓÙÒ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ 0 ≤ j ≤ N ¸

ÓÒ 

1

C
OpwΦ2

(ψj)u2 ≤ 1

2C
OpwΦ2

(ψj)u2+O(1)(OpwΦ2
(p̃ǫ)−z)u2+O()OpwΦ2

(ψj+1)u2+O(∞)u2.

ØÔ   ÓÒ ÑÓÒØÖ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð³ØÔ  ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ 0 ≤ j ≤ N ¸ ÓÒ 

OpwΦ2
(ψj)u2 ≤ O(1)(OpwΦ2

(p̃ǫ) − z)u2 + O()OpwΦ2
(ψj+1)u2 + O(∞)u2.

ØÔ   ÓÒ ÑÓÒØÖ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð³ØÔ  Ø ÙÒ ÖÐØÓÒ  Ö
ÙÖÖÒ
 ×ÙÖ Ð× ÓÒ
ØÓÒ×

ψj ÕÙ × u, v ∈ H(S
1 + iR,Φ2) ÚÖÒØ Ð³ÕÙØÓÒ ¾º¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

OpwΦ2
(ψ+

1 )u ≤ O(1)v +O(∞)u.

Ò×ÙØ¸ ³ÔÖ× Ð³ÕÙØÓÒ ´¾ºµ¸ ÓÒ 

(OpwΦ2
(p̃ǫ) − z)OpwΦ2

(χ)u = OpwΦ2
(χ)v + w Ú
 w = [OpwΦ2

(p̃ǫ),OpwΦ2
(χ)]u. ´¾ºµ

ÓÑÑ w ×Ø Ñ
ÖÓÐÓ
Ð× Ò× Ð ×ÙÔÔÓÖØ  [OpwΦ2
(p̃ǫ


),OpwΦ2

(χ)]¸ ÕÙ ×Ø Ò ÓÖ× ³ÙÒ

ÚÓ×Ò  Λ̃ǫ
E¸ ÓÒ ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¿¾ ÕÙ

w ≤ O () v + O(∞)u. ´¾ºµ

Ò ÔÔÐÕÙÒØ Ð³ÓÔÖØÙÖ Ũ  Ð³ÕÙØÓÒ ´¾ºµ¸ ÓÒ ÓØÒØ

Ũ((OpwΦ2
(p̃ǫ)− z)OpwΦ2

(χ)u) = Ũ(OpwΦ2
(χ)v + w),

ŨOpwΦ2
(p̃ǫ)OpwΦ2

(χ)u− zŨOpwΦ2
(χ)u = ŨOpwΦ2

(χ)v + Ũw,

(Opw(gǫ)Ũ + O(∞))OpwΦ2
(χ)u− zŨOpwΦ2

(χ)u = ŨOpwΦ2
(χ)v + Ũw,


Ö ŨOpwΦ2
(p̃ǫ


)OpwΦ2

(χ) = Opw(gǫ

)ŨOpwΦ2

(χ) + O(∞) ÔÖ ÒØÓÒ  Ð ÔÖØØÓÒ

¾



¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

Ð³ÙÒØº Ò×¸ ÓÒ 

(Opw(gǫ)− z)ŨOpwΦ2
(χ)u = ŨOpwΦ2

(χ)v + Ũw + T∞u, ´¾º½¼µ

Ó T∞ = O(∞) : H(S
1 + iR,Φ2) −→ L2

J
(S1)º ÇÒ ÔÙØ ÐÓÖ× ÑÓÒØÖÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ

×ÙØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¿¿ ´ÁÒÚÖ×ÐØ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

)µº ËÓØ z ∈ RC,ǫ0\



Ωk()º ÐÓÖ×

Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

)− z : L2

J(S
1) −→ L2

J(S
1) ×Ø Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ ÒÚÖ×Ð Ò× Ð ÖÓÒ

Ó |Ĩ − I0| ≤
1

O(1)
´ÕÙ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ Ù ÓÑÒ Ó Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ


) ×Ø Ò Òµ Ø

³ÒÚÖ× Ñ
ÖÓÐÓ
Ð  ÒÓÖÑ O


1





º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÇÒ ÑÓÒØÖ 
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ Ò 
Ð
ÙÐÒØ  ÑÒÖ ÜÔÐ
Ø Ð³ÒÚÖ×

Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

) ÔÙ× Ò Ð³×ØÑÒØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¿ ´×ØÑØÓÒ ×ÙÖ Ð ÒÓÖÑ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(χ)µº

ËÓØ z ∈ RC,ǫ0 \ Ωk()º ËÓÒØ u, v ∈ H(S
1 + iR,Φ2) ×Ø××ÒØ Ð³ÕÙØÓÒ ´¾º½¼µº

ÐÓÖ×¸ ÓÒ  Ð³×ØÑØÓÒ ×ÙÚÒØ

OpwΦ2
(χ)u ≤ O(1)


v + O(∞)u.

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÇÒ ÑÙÐØÔÐ Ð³ÕÙØÓÒ ´¾º½¼µ ÔÖ Ũ−1(Opw(gǫ

)− z)−1 ´Ó Ũ−1 ×Ø Ð³Ò¹

ÚÖ× Ñ
ÖÓÐÓ
Ð  Ũ ÕÙ Ü×Ø Ò× Ð ÓÑÒ  Ð ÓÒ
ØÓÒ χµ¸ 
 ÕÙ ÓÒÒ

OpwΦ2
(χ)u = Ũ−1(Opw(gǫ) − z)−1Ũ



OpwΦ2
(χ)v + w + Ũ−1T∞u



.

ÈÙ× ÓÒ ÙØÐ× Ð³×ØÑØÓÒ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¿¿ ×ÙÖ Ð ÒÓÖÑ  Ð³ÓÔÖØÙÖ (Opw(gǫ

)−z)−1¸

Ð³×ØÑØÓÒ ×ÙÖ w Ø Ð ÒØÓÒ  T∞ ÔÓÙÖ Ò ÙÖ Ð³ÒÐØº

ÇÒ ÔÙØ ÑÒØÒÒØ ÙÖ × ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ× ¾º¾º¿¾ Ø ¾º¾º¿¸ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ ×ÙØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¿ ´ÁÒ
ØÚØ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) − zµº ËÓØ z ∈ RC,ǫ0 \Ωk()¸

ÐÓÖ× Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


)− z : H(S

1 + iR,Φ2) −→ H(S
1 + iR,Φ2) ×Ø Ò
Øº

 ÔÐÙ× Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) ÚÖ ÐÑÒØ ÙÒ ÙØÖ ÔÖÓÔÖØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¿ ´Ä³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) − z ×Ø  ÖÓÐÑµº

Ä³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) − z : H(S

1 + iR,Φ2, m̃) −→ H(S
1 + iR,Φ2) ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ

ÖÓÐÑ ³Ò
 0 ´ºº 
³×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÓÒØ Ð ÒÓÝÙ Ø Ð 
ÓÒÓÝÙ ×ÓÒØ  ÑÒ×ÓÒ×

Ò× Ø 
× ÑÒ×ÓÒ× ×ÓÒØ Ð×µº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº Ö
  Ð³ÐÐÔØ
Ø Ù ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ p̃ǫ¸ ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ØÖÙÖ ÙÒ ÒÚÖ×

 Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) − z + K Ó K ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ 
ÓÑÔ
Øº Ò×¸ ÓÒ ÓØÒØ ÕÙ

Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


)− z +K ×Ø  ÖÓÐÑ ³Ò
 0 Ø 
Ð ÑÓÒØÖ ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ

OpwΦ2
(p̃ǫ


)− z ×Ø ÐÑÒØ  ÖÓÐÑ ³Ò
 0º

¿



ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

ÇÒ ÙØ × ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ× ¾º¾º¿ Ø ¾º¾º¿¸ Ð 
Ö
ØÖ 
Ø  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


)−zº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¿ ´
ØÚØ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) − zµº ËÓØ z ∈ RC,ǫ0 \Ωk()¸

ÐÓÖ× OpwΦ2
(p̃ǫ


) − z : H(S

1 + iR,Φ2, m̃) −→ H(S
1 + iR,Φ2) ×Ø 
Øº

ÇÒ ÔÙØ Ö×ÙÑÖ 
 ÕÙ ÒÓÙ× ÚÒÓÒ×  Ö Ò ×ÒØ ÕÙ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×

Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ×ÓÒØ ÐÓ
Ð×× Ò× Ð× ×ÕÙ× ÓÙÚÖØ× Ωk()º

ÆÓÙ× 
ÓÒ
ÒØÖÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÒÓØÖ ØØÒØÓÒ ×ÙÖ Ð³ÙÒ  
× ×ÕÙ×¸ ÓÒ
 ÓÒ 
ÓÒ×Ö

Ð× 
ÓÙÔÐ× (, k) ØÐ ÕÙ z ∈ Ωk()º ÇÒ ×ÓÙØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× z

Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) Ò× Ωk() ×ÓÒØ  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

z = gǫ



k − J

2π



+ O(∞).

ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ØÙÖ ÙÜ ÔÖÓÐÑ×  ÖÙ×Ò¸ ÙÒ ÔÓÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖOpw(gǫ

)−z

Ø Ð³ÙØÖ ÔÓÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) − z  ÓÒ ÖÔÔÐÐ Ð ÒØÓÒ  
 ÔÖÓÐÑ ´ÔÓÙÖ

ÔÐÙ×  ØÐ× ×ÙÖ 
Ø ÓÙØÐ¸ ÓÒ ÔÓÙÖÖ ÐÐÖ 
ÓÒ×ÙÐØÖ Ð³ÖØ
Ð Ë¼℄µº

ÒØÓÒ ¾º¾º¿ ´ÈÖÓÐÑ  ÖÙ×Òµº ÍÒ ÔÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò ÔÓÙÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ

P : H1 −→ H2 ÒØÖ ÙÜ ×Ô
×  ÀÐÖØ ×Ø ÙÒ ×Ý×ØÑ



Pu+R−u− = v,

R+u = v+;

Ó R− : H− −→ H2¸ R+ : H1 −→ H+¸ Ú
 H−,H+ ÙÜ ×Ô
×  ÀÐÖØ Ø Ó

(u, u−) ∈ H1 × H−¸ (v, v+) ∈ H2 × H+º Ä ÑØÖ
 Ù ÔÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò ×Ø Ò

ÔÖ

P :=



P R−
R+ 0



: H1 × H− −→ H2 × H+.

ÌÓÙØ ³ÓÖ¸ ÓÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ ÔÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò ÔÓÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

)− zº

ÔÖÓÐÑ ×Ø ÐÓÐÑÒØ Ò × ÓÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ ÜØÒ×ÓÒ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫ

ØÐÐ ÕÙ

× ÔÖØ ÖÐÐ 
ÖÓØ ÓÙ 
ÖÓØ ÔÖØÓÙØ Ø ×Ø 
ÓÒ×ØÒØ Ù ÚÓ×Ò  Ð³ÒÒº  
ØØ

ÓÒ¸ ÓÒ Ò³ÓÙØ Ô×  ÒÓÙÚÐÐ× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 Ø Ð× ÚÐÙÖ×

ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

) ×ÓÒØ ×ÑÔÐ×º

ËÓØ (el)l∈Z ÙÒ ÑÐÐ  ÓÒ
ØÓÒ× Ó ÔÓÙÖ l ∈ Z Ø θ̃ ∈ [0, 2π] ÓÒ 

el(θ̃) = e(i/2π)(2πl−J)θ̃ = eilθ̃e−(i/2π)Jθ̃.

ØØ ÑÐÐ  ÓÒ
ØÓÒ× (el)l∈Z ÓÖÑ ÙÒ × ÓÖØÓÒÓÖÑ  Ð³×Ô
 L2
J
(S1)º ËÓÒØ

R̂+ Ø R̂− Ð× ÓÔÖØÙÖ× ×ÙÚÒØ×

R̂+ : L2
J (S

1) −→ C R̂− : C −→ L2
J (S

1),

u −→ u|ek ũ −→ ũek.





¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

ÇÒ ×³ÒØÖ×× Ù ÔÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ (u, ũ) Ø (v, ṽ) ∈ L2
J(S

1)× C



(Opw(gǫ)− z)u+ R̂−ũ = v,

R̂+u = ṽ.
´¾º½½µ

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¿ ´ÈÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò ÔÓÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

)− zµº ËÓØ

S =



Opw(gǫ

)− z R̂−

R̂+ 0



: L2
J (S

1)× C −→ L2
J (S

1) ×C.

ÐÓÖ× Ð³ÓÔÖØÙÖ S ÑØ ÙÒ ÒÚÖ× Ò ÔÖ

Ê =



Ê(z) Ê+

Ê− Ê−,+(z)



,

Ú


½º Ê+ = R̂−

¾º Ê− = R̂+

¿º Ê−,+(z) = z − gǫ




k − J

2π



º

 ÔÐÙ×¸ Ð× 
ÓÑÔÓ×ÒØ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ Ê ×Ø×ÓÒØ Ð× ×ØÑØÓÒ× ×ÙÚÒØ×

´µ Ê(z) =
O(1)


: L2

J
(S1) −→ L2

J
(S1)

´µ Ê+ = O(1) : C −→ L2
J
(S1)

´µ Ê− = O(1) : L2
J
(S1) −→ C

´Úµ Ê−,+(z) = O() : C −→ Cº

 ÔÐÙ×¸ ÔÓÙÖ ØÓÙ× (u, ũ), (v, ṽ) ∈ L2
J
(S1)×C ×Ø××ÒØ S(u, ũ) = (v, ṽ)¸ ÓÒ  Ð³×ØÑØÓÒ

ÕÙ ×ÙØ

uL2
J

+ |ũ| ≤ O(1)(vL2
J

+ |ṽ|). ´¾º½¾µ

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÇÒ ÒÚÖ× Ð ×Ý×ØÑ S(u, ũ) = (v, ṽ) Ú
 (u, ũ), (v, ṽ) ∈ L2
J
(S1) × C

Ò ÙØÐ×ÒØ Ð × ÓÖØÓÒÓÖÑ (el)l∈Z Ø Ð³ÜÔÖ××ÓÒ ÜÔÐ
Ø  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

)

ÔÓÙÖ ÓØÒÖ Ð³ÜÔÖ××ÓÒ  Ê º Ò×ÙØ¸ Ð× ×ØÑØÓÒ× ´µ¸ ´µ¸ ´µ Ø ´Úµ × Ù×ÒØ
Ö
ØÑÒØ  ½º¸ ¾º Ø ¿º ØÓÙÓÙÖ× Ò ÙØÐ×ÒØ Ð 
Ö
ØÖ ÓÖØÓÒÓÖÑ  Ð ÑÐÐ (el)l∈Zº

ÒÒ¸ Ð³×ØÑØÓÒ ´¾º½¾µ × ÙØ × ×ØÑØÓÒ× ´µ¸ ´µ¸ ´µ Ø ´Úµº

ÇÒ ×³ÒØÖ×× ÑÒØÒÒØ  ÙÒ ÔÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò ÔÓÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) − zº

ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð× ÓÔÖØÙÖ× ÕÙ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ 
ÓÙÔÐ (, k) ØÐ ÕÙ z ∈ Ωk()

R+ : H(S
1 + iR,Φ2) −→ C,

u −→ R̂+ŨOpwΦ2
(χ)u = ŨOpwΦ2

(χ)u|ek





ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

Ø

R− : C −→ H(S
1 + iR,Φ2),

ũ −→ Ũ−1R̂−ũ = ũŨ−1ek.

Ó Ũ ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ Ò Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾ ØÐ ÕÙ Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ

ŨOpwΦ2
(p̃ǫ)OpwΦ2

(χ) = Opw(gǫ)ŨOpwΦ2
(χ) + O(∞),

Ø Ó Ũ−1 ×Ò Ð³ÒÚÖ× Ñ
ÖÓÐÓ
Ð  Ð³ÓÔÖØÙÖ Ũ º

ÊÑÖÕÙ ¾º¾º¼º

 Ä³ÓÔÖØÙÖ R+ ×Ø Ò Ò 
Ö Ð ÓÒ
ØÓÒ χ ÐÓ
Ð× Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò Ó Ð³ÓÔÖ¹

ØÙÖ Ũ ×Ø Ò Òº

 Ä³ÓÔÖØÙÖ R− ×Ø Ò Ò 
Ö Ð ÓÒ
ØÓÒ ek ÐÓ
Ð× Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò Ó Ð³ÓÔÖ¹

ØÙÖ Ũ−1 ×Ø Ò Òº

³ÓÖ¸ 
ÓÑÑ Ò× Ð³ÖØ
Ð ÀË¼℄¸ ÓÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ³ÓÒ  Ð ÔÖÓÔÖØ ×ÙÚÒØ 
ÓÒ¹


ÖÒÒØ Ð³ÓÔÖØÙÖ R−

OpwΦ2
(χ)R− = R− +O(∞) : C −→ H(S

1 + iR,Φ2),

´
Ö Ð× ÓÒ
ØÓÒ× ek Ø χ ×ÓÒØ ÐÓ
Ð×× Ò× Ð ÑÑ ÚÓ×Òµº ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð ÔÖÓÐÑ

 ÖÙ×Ò ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ (u, ũ) Ø (v, ṽ) ∈ H(S
1 + iR,Φ2)× C



(OpwΦ2
(p̃ǫ)− z)u+R−ũ = v,

R+u = ṽ.
´¾º½¿µ

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½ ´ÈÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò ÔÓÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) − zµº

ÈÓÙÖ ØÓÙØ (v, ṽ) ∈ H(S
1 + iR,Φ2)×C¸ Ð ÔÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò ´¾º½¿µ ÑØ ÙÒ ÙÒÕÙ

×ÓÐÙØÓÒ (u, ũ) ∈ H(S
1 + iR,Φ2, m̃) ×C ×Ø××ÒØ Ð³×ØÑØÓÒ ×ÙÚÒØ

uH(Φ2) + |ũ| ≤ O(1)


vH(Φ2) + |ṽ|


. ´¾º½µ

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ 
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÖÑÒÖ Ð ÔÖÓÐÑ

ÖÙ×Ò ´¾º½¿µ Ù ÔÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò ´¾º½½µ¸ Ò× ÒÓÙ× ÔÓÙÖÖÓÒ× ÔÔÐÕÙÖ Ð ÔÖÓÔÓ¹

×ØÓÒ ¾º¾º¿º ÓÑÑÒÓÒ× ÔÖ ÔÔÐÕÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(χ)  Ð ÔÖÑÖ ÕÙØÓÒ Ù

ÔÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò ´¾º½¿µ



OpwΦ2
(χ)(OpwΦ2

(p̃ǫ)− z)u+OpwΦ2
(χ)R−ũ = OpwΦ2

(χ)v,

R+u = ṽ.





¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

ÓÑÑ OpwΦ2
(χ)R− = R− + O(∞) =: R− −R∞

− ¸ ÐÓÖ× ÓÒ 



OpwΦ2
(χ)(OpwΦ2

(p̃ǫ)− z)u+R−ũ = OpwΦ2
(χ)v +R∞

− ũ,

R+u = ṽ.

ÓÑÑ

OpwΦ2
(χ)(OpwΦ2

(p̃ǫ)− z)u = OpwΦ2
(χ)OpwΦ2

(p̃ǫ)u− zOpwΦ2
(χ)u,

= OpwΦ2
(p̃ǫ)OpwΦ2

(χ)u− [OpwΦ2
(p̃ǫ),OpwΦ2

(χ)]u− zOpwΦ2
(χ)u,

= (OpwΦ2
(p̃ǫ)− z)OpwΦ2

(χ)u− [OpwΦ2
(p̃ǫ),OpwΦ2

(χ)]u,

ÐÓÖ×¸ × w := [OpwΦ2
(p̃ǫ


),OpwΦ2

(χ)]u¸ ÓÒ 



(OpwΦ2
(p̃ǫ)− z)OpwΦ2

(χ)u+R−ũ = OpwΦ2
(χ)v + w +R∞

− ũ,

R+u = ṽ.

Ó w ×Ø×Ø Ð³×ØÑØÓÒ ×ÙÚÒØ

w ≤ O () v + O(h∞)(u + |ũ|).

ÇÒ ÔÔÐÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ Ũ  Ð ÔÖÑÖ ÕÙØÓÒ



Ũ(OpwΦ2
(p̃ǫ)− z)OpwΦ2

(χ)u+ ŨR−ũ = ŨOpwΦ2
(χ)v + Ũw + ŨR∞

− ũ,

R+u = ṽ.

 ÔÐÙ×¸ 
ÓÑÑ R− = Ũ−1R̂− Ø Ũ(OpwΦ2
(p̃ǫ


)−z)OpwΦ2

(χ) = (Opw(gǫ

)−z)ŨOpwΦ2

(χ)+O(∞)¸

Ð ×Ý×ØÑ ÚÒØ



(Opw(gǫ)− z)ŨOpwΦ2
(χ)u+ R̂−ũ = ŨOpwΦ2

(χ)v + Ũw + w̃,

R+u = ṽ.

Ó w̃ ×Ø×Ø Ð³×ØÑØÓÒ ×ÙÚÒØ  |w̃| ≤ O(∞)(u + |ũ|)º  ÔÐÙ×¸ ÔÖ ÒØÓÒ

R+ = R̂+ŨOpwΦ2
(χ)¸ Ò× Ð ×Ý×ØÑ × Ö
ÖØ  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ



(Opw(gǫ)− z)ŨOpwΦ2
(χ)u+ R̂−ũ = ŨOpwΦ2

(χ)v + Ũw + w̃,

R̂+ŨOpwΦ2
(χ)u = ṽ.

ÇÒ Ö
ÓÒÒØ Ð ÔÖÓÐÑ  ÖÙ×Ò ´¾º½½µ¸ ÓÒ Ò ÙØ ÓÒ
 Ð Ö×ÙÐØØº ÈÓÙÖ ÒÖ¸ Ð

ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  Ð³×ØÑØÓÒ ´¾º½µ ÙØÐ× Ð³×ØÑØÓÒ ´¾º½¾µ¸ Ð× ×ØÑØÓÒ× ×ÙÖ Ð×

ÒÓÖÑ× × ÓÒ
ØÓÒ× w Ø w̃ Ø Ð³×ØÑØÓÒ

OpwΦ2
(1 − χ)u ≤ O(1)v + O(∞) (u + |ũ|) .





ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

ËÓØ

P =



OpwΦ2
(p̃ǫ


)− z R−

R+ 0



: H(S
1 + iR,Φ2)× C −→ H(S

1 + iR,Φ2)× C.

ÐÓÖ×¸ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ P ×Ø Ò
Ø ÔÓÙÖ z ∈ Ωk() Ø 
ÓÑÑ


³×Ø ÙÒ ÔÖØÙÖØÓÒ  ÖÒ ÙÒ ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÓÐÑ ³Ò
 0¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ

Ð³ÓÔÖØÙÖ P ×Ø 
Ø ÔÓÙÖ z ∈ Ωk()º ÇÒ ÒÓØ Ð³ÒÚÖ×  P  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

E =



E(z) E+

E− E−,+(z)



,

Ø ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) Ò× Ωk() ×Ø Ð  Ð³Ò×ÑÐ

× ÒÓÑÖ× 
ÓÑÔÐÜ× z ∈ C ØÐ× ÕÙ E−,+(z) = 0º Ò×¸ ÓÒ ×ÓÙØ ØÖÑÒÖ Ð


ÓÑÔÓ×ÒØ E−,+(z)º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾ ´ÓÑÔÓ×ÒØ×  Eµº Ä× 
ÓÑÔÓ×ÒØ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ E ×ÓÒØ ÓÒÒ×
ÔÖ Ð× ÕÙØÓÒ× ×ÙÚÒØ×

½º E+ = Ũ−1Ê+ + O(∞)

¾º E−,+(z) = Ê−,+(z) + O(∞) = z − gǫ




k − J

2π



+ O(∞)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÓÑÑ PE = id¸ ÐÓÖ×



(OpwΦ2
(p̃ǫ)− z)E+ +R−E−,+(z) = 0,

R+E+ = 1.

ÇÒ ÚÙØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ³ ÙÒ O(∞)¹ÔÖ× ÓÒ 



(OpwΦ2
(p̃ǫ)− z)Ũ−1Ê+ +R−Ê−,+(z) ≡ 0,

R+Ũ
−1Ê+ ≡ 1.

ÇÖ¸ ÓÒ 

R+Ũ
−1Ê+

= R̂+ŨOpwΦ2
(χ)Ũ−1Ê+ ÔÖ ÒØÓÒ  R+,

≡ 1 ÔÖ ÒØÓÒ  χ Ø 
Ö SÊ = id ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¿.





¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

Ø¸ ÓÒ 

(OpwΦ2
(p̃ǫ)− z)Ũ−1Ê+ +R−Ê−,+(z)

= (OpwΦ2
(p̃ǫ)− z)Ũ−1Ê+ + Ũ−1R̂−Ê−,+(z) ÔÖ ÒØÓÒ  R−,

≡ Ũ−1(Opw(gǫ)− z)Ê+ + Ũ−1R̂−Ê−,+(z) 
Ö ŨOpwΦ2
(p̃ǫ) = Opw(gǫ)Ũ + O(∞),

≡ 0 
Ö SÊ = id.

ÊÑÖÕÙ ¾º¾º¿º ÇÒ  ÙÒÕÙÑÒØ ÓÒÒ × ÓÖÑÙÐ× ÔÓÙÖ Ð× 
ÓÑÔÓ×ÒØ× E+ Ø

E−,+(z)  Ð³ÓÔÖØÙÖ E 
Ö 
 ×ÓÒØ Ð× ÔÐÙ× ×ÑÔÐ×  ØÖÑÒÖ Ø ÐÑÒØ 
Ö ÓÒ

ÙÒÕÙÑÒØ ×ÓÒ  
ÓÒÒØÖ Ð 
ÓÑÔÓ×ÒØ E−,+(z) ÔÙ×ÕÙ 
³×Ø ³ÐÐ ÓÒØ ÔÒ

Ð ×Ô
ØÖº ÇÒ ÔÙØ 
ÔÒÒØ ØÖÑÒÖ Ð× ÙØÖ× 
ÓÑÔÓ×ÒØ× ÔÖ × 
Ð
ÙÐ× Ù ÑÑ

ØÝÔº

ÇÒ ÔÙØ Ö×ÙÑÖ 
 ÕÙ ÒÓÙ× ÚÒÓÒ×  Ö Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ ×ÙØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º ´ËÔ
ØÖ  OpwΦ2
(p̃ǫ


) Ø ×Ô
ØÖ  Opw(gǫ


)µº

ËÓØ OpwΦ2
(p̃ǫ


) : H(S

1 + iR,Φ2) −→ H(S
1 + iR,Φ2) Ð³ÓÔÖØÙÖ Ò ÔÖ
ÑÑÒØº ÁÐ

Ü×Ø ǫ0 > 0 ÙÒ ÔØØ ÔÖÑØÖ Ü ØÐ ÕÙ¸ ÔÓÙÖ

RC,ǫ0 =



z ∈ C; |ℜ(z) − E0| <
1

C
, |ℑ(z)| < ǫ0

C



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ,

Ú
 Ð× ÒÓØØÓÒ×  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾¸ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) ×ÓÒØ

×ÑÔÐ× Ø ÓÒÒ× ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ < ǫ0 Ø ÔÓÙÖ  ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ

σ(OpwΦ2
(p̃ǫ)) ∩RC,ǫ0 = σ(Opw(gǫ)) ∩RC,ǫ0 +O(∞),

=



gǫ



k − J

2π



+ O(∞), k ∈ Z



∩RC,ǫ0 ,

Ó gǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ ×ÙÖ ÙÒ ÔØØ ÚÓ×Ò  I0 Ò× C¸ ÑØØÒØ ÙÒ

ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×   Ø ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔÖÑØÖ

ǫº  ÔÐÙ×¸ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫ

¸ ÒÓØ gǫ¸ ×Ø

Ð Ö
ÔÖÓÕÙ  Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ E −→ Ĩ(E)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÖ ÒØÓÒ Ù ×Ô
ØÖ¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ z ∈ σ(OpwΦ2
(p̃ǫ


)) × Ø ×ÙÐÑÒØ ×

OpwΦ2
(p̃ǫ


) − z ×Ø ÒÓÒ¹ÒÚÖ×Ð¸ ºº E−,+(z) = 0¸ ºº z = gǫ





k − J

2π



+ O(∞) ´
Ö

Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2
(p̃ǫ


) − z ×Ø ÒÚÖ×Ð × Ø ×ÙÐÑÒØ × E−,+(z) ×Ø ÒÚÖ×Ð Ù××¸ ºº

× Ø ×ÙÐÑÒØ × E−,+(z) = 0µº

ÇÒ ÔÙØ ÑÒØÒÒØ 
ÓÒ
ÐÙÖ Ø ØÖÑÒÖ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò ÙØÐ¹

×ÒØ Ð× ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ× ¾º¾º Ø ¾º¾º¾¸ 
 ÕÙ ØÖÑÒ Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ Ù ØÓÖÑ ³º





ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

¾º¾º¿ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  R2 Ø ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ  S1 × R

ÈÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ Ð ØÓÖÑ ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× Ö ÔÔÐ  × ×ÝÑÓÐ× ×ÙÖ Ð³×Ô
 ×

Ô×× S1×R Ø Ò×ÙØ ÒÓÙ× ÔÔÐÕÙÖÓÒ× Ð× Ø
ÒÕÙ× ÚÐÓÔÔ× Ò× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ

Ù ØÓÖÑ ³º ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ Opw(pǫ

) ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô


L2(R)¸ ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ¸  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Opw(pǫ)(x, Dx) = Opw(f ǫ)(x, Dx) + iǫOpw(qǫ)(x, Dx),

Ø ×Ø××ÒØ Ð× ÝÔÓØ×× ´µ  ´µº ÇÒ ×ÓÙØ ÓØÒÖ × 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ

 ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ 
Ø ÓÔÖØÙÖº ÇÒ 
Ö
 ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ ÖÐÐ

 Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

κ̂ : Vois(f ǫ = cst,R2) −→ Vois(I = cst,S1 × R),

(x, ξ) −→ (θ, I),

Ø ØÐÐ ÕÙ

f ǫ ◦ κ̂−1(θ, I) = f̂ ǫ(I),

Ó f̂ ǫ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ ÕÙ ÔÒ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔÖÑØÖ ǫº ÈÓÙÖ 
ÓÒ×ØÖÙ¹

Ö ÙÒ ØÐÐ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κ̂¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÙØÐ×Ö Ð ØÓÖÑ × 
ÓÓÖÓÒÒ×


ØÓÒ¹ÒÐº ËÓØ E0 ∈ R¸ ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ

ΛE0 = {(x, ξ) ∈ R
2, f ǫ(x, ξ) = E0};

ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ 
Ø Ò×ÑÐ  ÒÚÙ ×Ø 
ÓÑÔ
Ø¸ 
ÓÒÒÜ Ø ÖÙÐÖº ËÓØ γ̂E0 ÙÒ Ð
Ø

ÕÙ ÒÒÖ Ð ÖÓÙÔ π1(ΛE0) Ø ×ÓØ

I(E0) =
1

2π



γ̂E0

ξdx.

ÐÓÖ×¸ Ò ÔÔÐÕÙÒØ Ð ØÓÖÑ × 
ÓÓÖÓÒÒ× 
ØÓÒ¹ÒÐ Ú
 Ð ÔÖÑØÖ ǫ¸ ÓÒ ×Ø

ÕÙ³Ð Ü×Ø ÙÒ ÓÑÓÖÔ×Ñ

κ̂ : Vois(f ǫ = E0,R
2) −→ Vois(I = cst,S1 ×R),

(x, ξ) −→ (θ, I),

ØÐ ÕÙ

f ǫ ◦ κ̂−1(θ, I) = f̂ ǫ(I).

Ä ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κ̂ ÒÚÓ Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ pǫ(x, ξ) ×ÙÖ ÙÒ ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ

 Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

pǫ ◦ κ̂−1(θ, I) = f̂ ǫ(I) + iǫq̂ǫ(θ, I) =: p̂ǫ(θ, I);

¼



¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

Ó q̂ǫ(θ, I) = qǫ ◦ κ̂−1(θ, I)º Ò×¸ ÓÒ  ØÖÒ×ÓÖÑ Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ pǫ(x, ξ) Ò ÙÒ

×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ p̂ǫ(θ, I) Ò ÐÓ
ÐÑÒØ Ø  Ð ÓÖÑ ÙØÐ× Ò× Ð ØÓÖÑ ³º

ÓÑÑ Ò× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ Ù ØÓÖÑ ³¸ ÓÒ  ×ÙÐÑÒØ ×ÓÒ  ØÖÚÐÐÖ Ú


× ×ÝÑÓÐ× ÔÖÒ
ÔÙÜ Ò× ×ÙÖ × ÔØØ× ÓÑÒ×  Ð³×Ô
 × Ô×× ÔÓÙÖ ÔÓÙ¹

ÚÓÖ 
ÓÒ×ØÖÙÖ × ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ× 
ÒÓÒÕÙ×¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÔÓÙÚÓÖ ÙØÐ×Ö 
 Ð× ÑÑ×

Ø
ÒÕÙ×º

 ÔÐÙ×¸ ÓÒ ÔÙØ 
Ó×Ö Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̂  ØÐÐ ×ÓÖØ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ Ð
Ø γ̂¸ ÓÒ 



γ̂
κ̂∗Idθ − ξdx = 0.

Ò Ø¸ ÔÙ×ÕÙ κ̂ ×Ø ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ¸ ÐÓÖ×

κ̂∗(dI ∧ dθ) = dξ ∧ dx.

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ Ð 1¹ÓÖÑ κ̂∗(Idθ) − ξdx ×Ø ÖÑ Ø ³ÔÖ× Ð ØÓÖÑ  ËØÓ×¸ ÓÒ

ÓØÒØ ÕÙ Ð³ÒØÖÐ ×ÙÚÒØ ×ÙÖ Ð Ð
Ø γ̂



γ̂
κ̂∗(Idθ) − ξdx,

Ò ÔÒ ÕÙ  Ð 
Ð×× ³ÓÑÓØÓÔ Ù Ð
Ø γ̂¸ Ò× Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ ÖÐÐ cγ̂(κ̂)

ØÐÐ ÕÙ


γ̂
κ̂∗(Idθ) − ξdx = cγ̂(κ̂),

Ø ÓÒ ÔÙØ 
Ó×Ö 
ØØ 
ÓÒ×ØÒØ Ð  ÞÖÓ ´ÕÙØØ  
ÒÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̂ × Ò
×¹

×Öµº  ÔÐÙ×¸ ÓÒ ÔÙØ ØÒÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ ÖÐÐ κ̂ Ò ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ


ÒÓÒÕÙ 
ÓÑÔÐÜ ØÐÐ ÕÙ

pǫ ◦ κ̂−1(θ, I) = f̂ ǫ(I) + iǫq̂ǫ(θ, I), ÔÓÙÖ (θ, I) × 
ÓÓÖÓÒÒ× 
ÓÑÔÐÜ×.

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÔÓÙÖ γ̂ ÙÒ Ð
Ø 
ÓÑÔÐÜ¸ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ ×Ø Ò
ÓÖ ÚÖ



γ̂
κ̂∗(Idθ)− ξdx = 0.

ËÓØ C > 0 ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ Ø ×ÓØ ǫ0 ÙÒ ÖÐ ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ Üº ËÓØ

E ∈


z ∈ C, |ℜ(z) − E0| <
1

C
, |ℑ(z)| < ǫ0

C



.

ÇÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ÖÖ ÙÒ Ð
Ø γE Ò× Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ

Λ̂ǫ
E = {(θ, I) ∈ VoisTub(S1 × R), p̂ǫ(θ, I) = pǫ ◦ κ̂−1(θ, I) = E}.

½



ÀÈÁÌÊ ¾º ÇÆÁÌÁÇÆË  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ ÈÇÍÊ ÄË ÇÈÊÌÍÊË
ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË

Ò× Ð Ð
Ø κ̂∗γE =: γ̂E ×Ø Ò
ÐÙ× Ò× Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ

Λǫ
E = {(x, ξ) ∈ VoisTub(R2), pǫ(x, ξ) = E}.

Ø Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ ×ÙÚÒØ ×Ø Ò Ò

1

2π



γ̂E

ξdx =
1

2π



γE

Idθ.


 ÜÔÐÕÙ ÔÓÙÖÕÙÓ ÓÒ ÔÙØ ÜÔÖÑÖ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ

× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

)  Ð³  Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ



ξdxº

ÇÒ ×ÓÙØ ÑÒØÒÒØ ÕÙÒØÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ 
ÓÑÔÐÜ κ̂ Ò ÔÖ

κ̂ : Vois(Λǫ
E ,VoisTub(R

2)) −→ Vois(Λ̂ǫ
E ,VoisTub(S

1 × R)),

(x, ξ) −→ (θ, I),

Ó (x, ξ) Ø (θ, I) ×ÒÒØ × 
ÓÓÖÓÒÒ× 
ÓÑÔÐÜ×º ÇÖ¸ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¸

ÓÒ ×Ø ÕÙ³Ð Ü×Ø ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ 
ÓÑÔÐÜ

κ : Vois(Λ̂ǫ
E ,VoisTub(S

1 × R)) −→ Vois(Ĩ = cst, (T ∗
S
1)C),

(θ, I) −→ (θ̃, Ĩ),

ØÐÐ ÕÙ

p̂ǫ ◦ κ−1(θ̃, Ĩ) = gǫ(Ĩ).

Ò×¸ ÔÐÙØ�Ø ÕÙ  ÕÙÒØÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ̂¸ ÓÒ Ú Ö
ØÑÒØ ÕÙÒØÖ Ð ØÖÒ×ÓÖ¹

ÑØÓÒ κ◦κ̂º ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ ×ÙØ Ð× ÑÑ× ØÔ× ÕÙ Ò× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ Ù ØÓÖÑ
³¸ Ò× ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð ÖÑÑ 
ÓÑÑÙØØ ×ÙÚÒØ ×ÙÖ Ð× ×Ô
× × Ô××

R
2 ⊂ C

2 κ◦κ̂
��

κφ1
��

(T ∗
S
1)C ⊃ S

1 × R

κφ1

��
ΛΦ1

⊂C2

ΛΦ2 ⊂ C
2 κ̃

�� (T ∗
S
1)C ⊃ ΛΦ1

ÇÒ ÕÙÒØ Ð× ÖÒØ× ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ× 
ÓÑÑ ÔÖ
ÑÑÒØ Ø ÓÒ ÓØÒØ Ð ¹

ÖÑÑ ×ÙÚÒØ ´Ú
 Ð× ÒÓØØÓÒ× × ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ× ¾º¾º½¸ ¾º¾º½ Ø ¾º¾º¾µ

L2(R) ��

Tφ1
��

L2
J
(S1)

B∗

��
H(C,Φ1)

H(C,Φ2) A
�� HJ (S

1 + iR,Φ1)

¾



¾º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ  R
2¸ ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ

S
1 × R Ì ÇÆÁÌÁÇÆË  ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÇÀÊ¹ËÇÅÅÊÄ

ÆÓØØÓÒ OpwΦ2
(p̃ǫ


) = Tφ1 ◦ Opw(pǫ


) ◦ T ∗

φ1
: H(C,Φ2) −→ H(C,Φ2)º

ÇÒ ÔÙØ Ö×ÙÑÖ 
 ÕÙ ÒÓÙ× ÚÒÓÒ×  Ö Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ ×ÙØº Ä ÑÓÒ¹

×ØÖØÓÒ  
ØØ ÖÒÖ ÙØÐ× Ð ÑÑ ÔÖÓ
ÙÖ ØÖØÚ ÕÙ Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  Ð

ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ−1
φ1

◦ κ̃µº ÁÐ Ü×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ
Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ ÙÒØÖ Ũ : H(C,Φ2) −→ L2

J
(S1) ØÐ ÕÙ Ñ
ÖÓÐÓ
ÐÑÒØ

ŨOpwΦ2
(p̃ǫ) = Opw(gǫ)





i

∂

∂θ̃



Ũ +O(∞),

Ó gǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ ×ÙÖ ÙÒ ÚÓ×Ò  I(E0) Ò× C¸ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔ¹

ÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ ¸ ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞

Ù ÔÖÑØÖ ǫ Ø ØÐÐ ÕÙ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ¸ ÒÓØ gǫ¸ ×Ø

Ð Ö
ÔÖÓÕÙ  Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ 1
2π



γ̂E
ξdxº

Ò  ØÖÑÒÖ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

)¸ ÓÒ ÙØÐ× Ð× ÑÑ× ÖÙÑÒØ×

ÕÙ Ò× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ Ù ØÓÖÑ ³º ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÓÒ 
ÓÒ×Ö ÙÜ ÔÖÓÐÑ×

 ÖÙ×Ò¸ ÙÒ ÔÓÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

) − z Ø Ð³ÙØÖ ÔÓÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ2

(p̃ǫ

) − z Ø

ÓÒ ÙØÐ× Ð Ø ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(gǫ

) ×Ø×Ø Ð× ÑÑ× ÝÔÓØ×× ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ

Opw(pǫ

)¸ Ò× ×× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× ×ÓÒØ ×ÑÔÐ× Ø  Ð ÓÖÑ gǫ


(k) ÔÓÙÖ k ∈ Z × ÓÒ


ÓÒ×Ö Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫ


ÓÑÑ ÐÓÐÑÒØ Òº 
 
ÐÓ× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ Ù ØÓÖÑ

º

¿
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ÔØÖ ¿

ÔÔÐ
ØÓÒ×

Ò× 
 
ÔØÖ¸ ÒÓÙ× ÓÒÒÓÒ× ÙÜ ÔÔÐ
ØÓÒ× Ù ØÓÖÑ ¸ Ð ÔÖÑÖ 
ÓÒ¹


ÖÒÒØ × ÔÖØÙÖØÓÒ× PT ¹×ÝÑØÖÕÙ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ×

Ø Ð ×
ÓÒ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹

ÓÒØ× Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜº

¿º½ ÇÔÖØÙÖ× PT ¹×ÝÑØÖÕÙ×

Ò× ÙÒ ÔÖÑÖ ØÑÔ×¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒÓÙ× ÒØÖ××Ö ÙÜ ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ×

PT ¹×ÝÑØÖÕÙ×º ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÓÒ
 ÓÒÒÖ Ð ÒØÓÒ  ØÐ× ÓÔÖØÙÖ× Ø ÔÓÙÖ 
Ð ÒÓÙ×

ÒØÖÓÙ×ÓÒ× ³ÓÖ Ð 
Ð××  ×ÝÑÓÐ× ÕÙ Ú ÒÓÙ× ÒØÖ××Öº

ÒØÓÒ ¿º½º½ ´Ð××  ×ÝÑÓÐ× ×ÙÖ R2µº ÇÒ ÒØ Ð 
Ð××  ×ÝÑÓÐ× S(R2) ÔÖ

Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

S(R2) =


p ∈ C∞(R2);∀α ∈ N
2, Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ Cα > 0 ØÐÐ ÕÙ  |∂αp| ≤ Cα



.

ËÓØ 0 ≤  < 1 Ð ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙº ËÓØ p ∈ S(R2) ÙÒ ×ÝÑÓÐ ÑØØÒØ ÙÒ

ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ º ËÓØ Opw(p) Ð

ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ×ÝÑÓÐ p ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R)º ÊÔÔÐÓÒ× Ð ÒØÓÒ

³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ PT ¹×ÝÑØÖÕÙº

ÒØÓÒ ¿º½º¾ ´ÇÔÖØÙÖ PT ¹×ÝÑØÖÕÙµº ÇÒ Ø ÕÙ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ

Opw(p) ×Ø PT ¹×ÝÑØÖÕÙ × [Opw(p),PT ] = 0¸ Ó

P : L2(R) −→ L2(R) T : L2(R) −→ L2(R),

u(x) −→ u(−x) u(x) −→ u(x).

ÇÒ ÔÔÐÐ P Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÔÖØ Ø T Ð³ÓÔÖØÙÖ ³ÒÚÖ×ÓÒ Ù ØÑÔ×º

ÇÒ ÔÙØ 
Ö
ØÖ×Ö Ð ×ÝÑÓÐ ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ PT ¹×ÝÑØÖÕÙ Ú

Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ×ÙÚÒØº





ÀÈÁÌÊ ¿º ÈÈÄÁÌÁÇÆË

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½º¿ ´ËÝÑÓÐ ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ PT ¹×ÝÑØÖÕÙµº ËÓØ Opw(p) ÙÒ ÓÔÖØÙÖ

Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ PT ¹×ÝÑØÖÕÙ ××ÒØ ×ÙÖ L2(R)º ÐÓÖ× Ð ×ÝÑÓÐ p  Ð³ÓÔÖØÙÖ

Opw(p) ÚÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, ξ) ∈ R
2

p(x, ξ) = p(−x, ξ).

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÖ ÒØÓÒ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ø × ÓÔÖØÙÖ× P Ø T ¸ ÓÒ

 ÔÓÙÖ u ∈ L2(R)

Opw(p)PT u(x) = 1

2π



R2

e(i/)(x−y)ξp



x+ y

2
, ξ



PT u(y)dydξ,

=
1

2π



R2

e(i/)(x−y)ξp



x+ y

2
, ξ



u(−y)dydξ.

Ø¸ ÓÒ  ÐÑÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ u ∈ L2(R)

PT Opw(p)u(x) = PT


1

2π



R2

e(i/)(x−y)ξp



x+ y

2
, ξ



u(y)dydξ



,

= P


1

2π



R2

e(−i/)(x−y)ξp



x+ y

2
, ξ



u(y)dydξ



,

=
1

2π



R2

e(−i/)(−x−y)ξp

−x+ y

2
, ξ



u(y)dydξ,

=
1

2π



R2

e(i/)(x+y)ξp

−x+ y

2
, ξ



u(y)dydξ,

=
1

2π



R2

e(i/)(x−y)ξp

−x− y

2
, ξ



u(−y)dydξ,

Ò 
ØÙÒØ Ð 
ÒÑÒØ  ÚÖÐ y −→ −yº Ò× Ð ÖÐØÓÒ [Opw(p),PT ] = 0 ×

Ö
ÖØ  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ u ∈ L2(R)

1

2π



R2

e(i/)(x−y)ξp

−x− y

2
, ξ



u(−y)dydξ

=
1

2π



R2

e(i/)(x−y)ξp



x+ y

2
, ξ



u(−y)dydξ.

ÙØÖÑÒØ Ø¸ Ù ÒÚÙ ×ÝÑÓÐÕÙ¸ ÓÒ ÓØÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, ξ) ∈ R
2 Ð ÖÐØÓÒ ÕÙ ×ÙØ

p(x, ξ) = p(−x, ξ).

ÇÒ ÔÙØ ÐÑÒØ ÙÖ Ù 
Ö
ØÖ PT ¹×ÝÑØÖÕÙ ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÙÒ ÔÖÓÔÖØ

 ×ÝÑØÖ Ù ×Ô
ØÖº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½º ´ËÝÑØÖ Ù ×Ô
ØÖ ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ PT ¹×ÝÑØÖÕÙµº ËÓØ Opw(p) ÙÒ





¿º½º ÇÈÊÌÍÊË PT ¹ËÅÌÊÁÉÍË

ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ PT ¹×ÝÑØÖÕÙ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R)º ÐÓÖ× Ð ×Ô
ØÖ

 Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(p) ×Ø ×ÝÑØÖÕÙ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  Ð³Ü × ÖÐ×º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ËÓØ λ ∈ σ(Opw(p))º ÅÓÒØÖÓÒ× ÕÙ λ ∈ σ(Opw(p))º

ËÓØ λ ∈ σ(Opw(p))¸ ÐÓÖ× ÔÖ ÒØÓÒ Ù ×Ô
ØÖ¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(p)−λ Ò³×Ø Ô× Ò¹

ÚÖ×Ð Ò× Ð³×Ô
 L2(R)º ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ PT (Opw(p)−λ) Ò³×Ø ÐÑÒØ
Ô× ÒÚÖ×Ð Ò× Ð³×Ô
 L2(R)º  ÔÐÙ×¸ ÔÓÙÖ u ∈ L2(R)¸ ÓÒ 

PT (Opw(p)− λ)u(x) = PT Opw(p)u(x) − PT λu(x),
= Opw(p)PT u(x) − λPT u(x) 
Ö Opw(p) ×Ø PT ¹×ÝÑØÖÕÙ,

= (Opw(p)− λ)PT u(x).

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ (Opw(p)−λ)PT Ò³×Ø Ô× ÒÚÖ×Ð Ò× Ð³×Ô
 L2(R)¸ ³Ó

Ð Ø ÕÙ Opw(p)−λ Ò ×ÓØ Ô× ÒÚÖ×Ð ÒÓÒ ÔÐÙ×¸ 
 ÕÙ ×Ò ÕÙ λ ∈ σ(Opw(p))º

ÇÒ ÔÙØ ÑÒØÒÒØ ÒÓÒ
Ö ÙÒ ÔÖÑÖ ÔÔÐ
ØÓÒ Ù ØÓÖÑ º

ÌÓÖÑ º ËÓØ Opw(pǫ

) ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞

 ǫ¸ ××ÒØ ×ÙÖ L2(R) Ø ×ÓØ E0 ∈ R ØÐ× ÕÙ Ð× ÝÔÓØ×× ´µ  ´µ ×ÓÒØ ×Ø×Ø×º

Ò ÔÖØ
ÙÐÖ¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) ×Ø  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Opw(pǫ)(x, Dx) = Opw(f ǫ)(x, Dx) + iǫOpw(qǫ)(x, Dx),

Ó Opw(f ǫ

) Ø Opw(qǫ


) ×ÓÒØ × ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÙØÓ¹ÓÒØ×º ÇÒ ×ÙÔÔÓ×

 ÔÐÙ× ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) ×Ø PT ¹×ÝÑØÖÕÙº ÁÐ Ü×Ø ǫ0 > 0 ÙÒ ÔØØ ÔÖÑØÖ

´ÒÔÒÒØ  µ ØÐ ÕÙ¸ ÔÓÙÖ

RC,ǫ0 =



z ∈ C, |ℜ(z) − E0| <
1

C
, |ℑ(z)| < ǫ0

C



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ,

Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ×Ø ÖÐ ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ < ǫ0 Ø ÔÓÙÖ

×Ù×ÑÑÒØ ÔØØº

 ÔÐÙ× Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ×ÓÒØ ×ÑÔÐ× Ø

ÓÒÒ× ÔÖ Ð ØÓÖÑ ¸ ºº ÔÓÙÖ ØÓÙØ 0 ≤ ǫ < ǫ0 Ø ÔÓÙÖ  ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ¸ ÓÒ 

σ(Opw(pǫ)) ∩RC,ǫ0 = {gǫ(k) + O(∞), k ∈ Z} ∩RC,ǫ0 ,

Ó gǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ Ò× ÙÒ ÚÓ×Ò  I(E0) Ò× C¸ ÑØØÒØ ÙÒ

ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×   Ø ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞  ǫº  ÔÐÙ×¸

Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ¸ ÒÓØ gǫ¸ ×Ø Ð Ö
ÔÖÓÕÙ  Ð³ÒØÖÐ

³
ØÓÒ E −→ 1
2π



γE
ξdxº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ³ÔÖ× Ð ØÓÖÑ ¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò×
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Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ×Ø ÓÒÒ ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ < ǫ0 Ø ÔÓÙÖ  ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ ÔÖ

σ(Opw(pǫ)) ∩RC,ǫ0 = {gǫ(k) + O(∞), k ∈ Z} ∩RC,ǫ0 ,

Ó gǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙº  ÕÙ ×Ò ÕÙ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× Ò× 
 Ö
ØÒÐ

× ØÖÓÙÚÒØ Ð ÐÓÒ ³ÙÒ 
ÓÙÖ  ÙÒ O(∞)¹ÔÖ×º  ÔÐÙ×¸ 
ÓÑÑ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

)

×Ø PT ¹×ÝÑØÖÕÙ¸ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º½º¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ Ð³Ò×ÑÐ σ(Opw(pǫ

)) ×Ø

×ÝÑØÖÕÙ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  Ð³Ü × ÖÐ×º Ò× × ÓÒ 
Ó×Ø ÙÒ ÚÐÙÖ ÔÖÓÔÖ Ò× Ð³Ò×Ñ¹

Ð σ(Opw(pǫ

))¸ ÐÓÖ× Ð 
ÓÒÙÙ  
ØØ ÚÐÙÖ ÔÖÓÔÖ ÓØ Ù×× ØÖ Ò× Ð³Ò×Ñ¹

Ð σ(Opw(pǫ

))º ÇÖ¸ Ð ×ØÒ
 ÒØÖ Ð× ÔÖØ× ÖÐÐ×  ÙÜ ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× ×Ø ³Ù

ÑÓÒ× /O(1)¸ ÓÒ
 
ÓÑÑ Ð 
ÓÒÙÙ ³ÙÒ ÚÐÙÖ ÔÖÓÔÖ  Ð ÑÑ ÔÖØ ÖÐÐ ÕÙ


ØØ ÚÐÙÖ ÔÖÓÔÖ¸ ÐÓÖ× Ð 
ÓÒÙÙ ³ÙÒ ÚÐÙÖ ÔÖÓÔÖ ×Ø Ð ÚÐÙÖ ÔÖÓÔÖ ÐÐ¹ÑÑº

ÙØÖÑÒØ Ø Ð ×Ô
ØÖ σ(Opw(pǫ

)) Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ×Ø ÖÐº

¿º¾ ÇÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ

Ò× 
ØØ ÔÖØ¸ ÓÒ ÒØÖÓÙØ ÙÒ ÒØÖ k ≥ 1 ÕÙ ÓÙÖ Ð Ö�Ð  1/º ÈÖ 
ÓÒ¹

ÚÒØÓÒ¸ Ð× ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ×³
ÖÚÒØ Ú
 Ð ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ

Ø Ð× ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ú
 Ð³ÒÚÖ×  
 ÔÖÑØÖ k  ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÓÒ


ÓÒÐÖ Ú
 
× ÙÜ ÔÖÑØÖ×º ÆÓÙ× ÖÔÔÐÓÒ× ³ÓÖ Ð ÒØÓÒ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ

 ÖÞÒ¹ÌÓÔØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ C ´ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ ÒÓØÑÑÒØ ØÖÓÙÚÖ Ò× Ð ÐÚÖ

Å
 ÛÓÖ× ÛÓ½¾¸ ÔØÖ ½¿℄µ ÔÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ ÒØÖÓÙØ Ð× ÒÓØØÓÒ× ÕÙ ×ÙÚÒØº

ÆÓØØÓÒ× ×ÓØ Φ ÙÒ ÓÖÑ ÕÙÖØÕÙ ÖÐÐ ×ØÖ
ØÑÒØ ×ÓÙ×ÖÑÓÒÕÙ ×ÙÖ Cº ËÓØ

k ≥ 1º ÇÒ ÒÓØ

 ΛΦ Ð³Ò×ÑÐ Ò ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

ΛΦ =



z,
2

i

∂Φ

∂z
(z)



, z ∈ C



;

 L(dz) Ð Ñ×ÙÖ  Ä×Ù ×ÙÖ C ÓÒÒ ÔÖ  L(dz) =
i

2
dz ∧ dz

 L2
k(C,Φ) := L2(C, e−2kΦ(z)L(dz)) = L2(C, e−2Φ(z)/L(dz)) =: L2


(C,Φ) Ð³×Ô
 ×

ÓÒ
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ ×ÙÖ C ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  Ð Ñ×ÙÖ  ÔÓ× ÜÔÓÒÒØÐ

e−2kΦ(z)L(dz)

 Hk(C,Φ) := Hol(C) ∩ L2
k(C,Φ) = Hol(C) ∩ L2


(C,Φ) =: H(C,Φ) Ð³×Ô
 × ÓÒ
¹

ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ×ÙÖ C ÔÔÖØÒÒØ  Ð³×Ô
 L2
k(C,Φ)

 ΠΦ,k = ΠΦ, : L2
k(C,Φ) −→ Hk(C,Φ) Ð ÔÖÓ
ØÓÒ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô
  ÓÒ
¹

ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ L2
k(C,Φ) ´ÑÙÒ Ù ÔÖÓÙØ ×
ÐÖ L2  ÔÓ×µ ×ÙÖ Ð³×Ô


 ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk(C,Φ)º

ÒØÓÒ ¿º¾º½ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ Cµº ËÓØ k ≥ 1º

ËÓØ qk ∈ L∞(C) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×





¿º¾º ÇÈÊÌÍÊË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÈÄÆ ÇÅÈÄ

1/kº ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  Ð ÓÒ
ØÓÒ qk ÔÖ Ð ×ÙØ ³ÓÔÖ¹

ØÙÖ Tqk := (Tk)k≥1¸ Ó ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tk ×Ø Ò ÔÖ

Tk := ΠΦ,kMqkΠΦ,k,

Ó Mqk : L2
k(C,Φ) −→ L2

k(C,Φ) ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ ÔÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ qkº

ÇÒ ÔÔÐÐ Ð ÓÒ
ØÓÒ qk Ð ×ÝÑÓÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tqk º

ÊÑÖÕÙ ¿º¾º¾º Á
¸ ÓÒ  
Ó×  
ÓÒ×ÖÖ ÙÒ ÒØÓÒ ÔÓÙÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ

ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ ÕÙ ÔÒ ³ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ Φº Ò ÒÖÐ¸ ÕÙÒ ÓÒ ÔÖÐ

 
ØØ ÕÙÒØ
ØÓÒ ÒÓØÑÑÒØ Ò× Ð× ÖØ
Ð×  ÓÒÒ Ä ÐÓ
 ´Ä½℄¸ Ä½
℄µ¸

ÓÒ Ð 
ÓÒ×Ö ÙÒÕÙÑÒØ ÔÓÙÖ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ Φ ÔÖØ
ÙÐÖ  Φ0(z) =
1

2
|z|2 ÔÓÙÖ z ∈ Cº

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÖÔÔÐÖ Ð ÒØÓÒ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ

 R
2 Ò ×ÙÚÒØ Ð ÐÚÖ  Å
 ÛÓÖ× ÛÓ½¾¸ ÔØÖ ½¿℄ ÓÙ Ð ÑÒ¹
ÓÙÖ× Ò ÐÒ

 Å
Ð ÀØÖ Ø  ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ ÀË½℄º ÙÔÖÚÒØ¸ ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ

ÒØÖ Ð³Ò×ÑÐ ΛΦ Ú
 C Ú Ð³ÔÔÐ
ØÓÒ ×ÙÚÒØ

C −→ ΛΦ

z −→


z,
2

i

∂Φ

∂z
(z)



.

Ò×¸ ÓÒ ÔÙØ ÒØÖ Ð× ×Ô
×  Ë
ÛÖØÞ S(C) Ø S(ΛΦ)¸ Ò× ÕÙ Ð× 
Ð×××

×ÝÑÓÐ× S(C) Ø S(ΛΦ) Ó ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ ´ÚÓÖ Ð ÒØÓÒ ¾º¾º½µ

S(ΛΦ) = {p ∈ C∞(ΛΦ);∀α,∃Cα > 0, |∂αp| ≤ Cα} ≃ S(C).

ÇÒ ÖÔÔÐÐ ÑÒØÒÒØ Ð ÒØÓÒ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ ³ÙÒ ×ÝÑÓÐ

×ÙÖ R2 ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÚÙ Ò× Ð 
ÔØÖ ¾ ´ÒØÓÒ ¾º¾º½µº

ÒØÓÒ ¿º¾º¿ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ  R2µº ËÓØ p ∈ S(ΛΦ) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  º ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ

 ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ  Ð ÓÒ
ØÓÒ p¸ ÒÓØ OpwΦ(p)¸ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ

OpwΦu(z) =
1

2π



Γ(z)
e(i/)(z−w)ζp



z + w

2



u(w)dw ∧ dζ,

Ó ÓÒ ÒØÖ ×ÙÖ Ð 
ÓÒØÓÙÖ Γ(z) Ò ÔÖ

Γ(z) =



(w, ζ); ζ =
2

i

∂Φ

∂z



z + w

2



.

ÇÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ 
ØØ ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ ÒØ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹

ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 H(C,Φ)º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾º ´ÇÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ×ÙÖ H(C,Φ)µº ËÓØ p ∈ S(ΛΦ)º ÐÓÖ×





ÀÈÁÌÊ ¿º ÈÈÄÁÌÁÇÆË

Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ(p) : H(C,Φ) −→ H(C,Φ) ×Ø ÙÒÓÖÑÑÒØ ÓÖÒ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ Ù

ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº Ä ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ   Ø ÓÖ Ú
 Ð ÔÖÓÔÓ¹

×ØÓÒ ¾º¾º½¿ ´ÚÓÖ Ù×× Ð ÐÚÖ  Å
 ÛÓÖ× ÛÓ½¾¸ ÔØÖ ½¿℄µº

ÇÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ³ÓÒ   ÚÙ Ð ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
Ð××ÕÙ  R2 Ø Ð

ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ  R
2¸ 
³×Ø Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½¿ ÕÙ ÒÓÙ× Ð ÓÒÒº ÇÒ

Ú ÑÒØÒÒØ ØÐÖ ÙÒ ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ

C Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ  R2¸ ÔÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ ÒØÖÓÙØ ÙÔÖÚÒØ ÙÒ

ÒÓØØÓÒº

ÆÓØØÓÒ ×ÓØ a ∈ S(ΛΦ) Ø ×ÓØ q ∈ S(C)¸ ÐÓÖ×ÕÙ³ÓÒ 
ÖØ Ð ÖÐØÓÒ ÕÙ ×ÙØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

z ∈ ΛΦ ≃ C

a(z) = exp



1

4k

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂z



(q(z)),


Ð ×Ò ÕÙ a(z) =: ã(1, z) ×Ø Ð ×ÓÐÙØÓÒ ÚÐÙ Ù ØÑÔ× 1  Ð³ÕÙØÓÒ ÖÒØÐÐ

×ÙÚÒØ










∂tã(t, z) =
1

4k

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂zã(t, z),

ã(0, z) = q(z).

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾º ´ÉÙÒØ
ØÓÒ 
ÓÑÔÐÜ Ø ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ


ÓÑÔÐÜ Cµº

½º ËÓØ qk ∈ S(C) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

 1/kº ËÓØ Tqk = (Tk)k≥1 Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  ×ÝÑÓÐ qkº ÐÓÖ× ÔÓÙÖ

ØÓÙØ k ≥ 1¸

Tk = OpwΦ(a) ×ÙÖ Hk(C,Φ),

Ó a ∈ S(ΛΦ) ×Ø ÙÒ ×ÝÑÓÐ ÓÒÒ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ ΛΦ ≃ C

a(z) = exp



1

4k

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂z



(qk(z)). ´¿º½µ

¾º ËÓØ a ∈ S(ΛΦ) ÙÒ ×ÝÑÓÐ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

 º ÐÓÖ× Ð Ü×Ø ÙÒ ×ÝÑÓÐ qk ∈ S(C) ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ

Ò ÔÙ××Ò
×  1/k ØÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1

OpwΦ(a) = Tk + O(k−∞) ×ÙÖ H(C,Φ),

Ó (Tk)k≥1 = Tqk ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  ×ÝÑÓÐ qk¸ Ó ÔÓÙÖ ØÓÙØ

½¼¼



¿º¾º ÇÈÊÌÍÊË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÈÄÆ ÇÅÈÄ

N ∈ N Ø ØÓÙØ z ∈ C¸ Ð ÓÒ
ØÓÒ qk ×Ø ÓÒÒ ÔÖ

qk(z) =

N


j=0


j

4jj!



1

(∂2z,zΦ)
DzDz

j

(a(z)) + O(N+1).

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº Ä ÑÓÒ×ØÖØÓÒ ØÐÐ  
 Ö×ÙÐØØ × ØÖÓÙÚ Ò× Ð ÐÚÖ  Å


ÛÓÖ× ÛÓ½¾¸ ÔØÖ ½¿℄ Ò× Ð 
× ÑÙÐØÑÒ×ÓÒÒÐº ÇÒ ÖÔÖÓÙØ 
 ÙÒ Ö×ÙÑ

× ÖÒØ× ØÔ×  
ØØ ÑÓÒ×ØÖØÓÒº

ØÔ ½  Ð ×
ÓÒ ××ÖØÓÒ 
ÓÙÐ  Ð ÔÖÑÖº ÇÒ ×ÙÔÔÓ× ÕÙ Ð ÔÖÑÖ ××ÖØÓÒ

×Ø ÚÖº ËÓØ a ∈ S(ΛΦ)º ÅÓÒØÖÓÒ× ÕÙ³Ð Ü×Ø qk ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ C ØÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

k ≥ 1

OpwΦ(a) = Tk +O(k−∞) ×ÙÖ Ð³×Ô
 H(C,Φ),

Ó Tqk = (Tk)k≥1 ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  ×ÝÑÓÐ qkº ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ


ÓÒ×Ö Ð ÓÒ
ØÓÒ qk Ò¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ N ∈ N Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ ÔÖ

qk(z) =

N


j=0





4

j 1

j!

1

(∂2z,zΦ)
j
(DzDz)

ja(z) +O(N+1). ´¿º¾µ

ÈÖ ÒØÓÒ¸ qk ∈ S(C) ÓÒ
 ³ÔÖ× Ð ÔÖÑÖ ××ÖØÓÒ ÓÒ ×Ø ÕÙ³Ð Ü×Ø ÙÒ ×ÝÑÓÐ

b ∈ S(ΛΦ) ØÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1

Tk = OpwΦ(b) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk(C,Φ),

Ø ÕÙ ×Ø ÓÒÒ¸ ÔÓÙÖ z ∈ ΛΦ¸ ÔÖ

b(z) = exp



1

4k

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂z



(qk(z)).

Ò ÖÔÐÒØ qk ÔÖ Ð³ÜÔÖ××ÓÒ ÓÒÒ Ò× Ð³ÕÙØÓÒ ´¿º¾µ¸ ÓÒ ØÖÓÙÚ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

z ∈ ΛΦ

b(z) = a(z) + O(∞).

Ò×¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ ÓÒ 

Tk = OpwΦ(a) + O(∞) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk(C,Φ).

Ò×¸ Ð ×
ÓÒ ××ÖØÓÒ ×Ø Ò ÚÖ Ø Ð ×ÙØ ÓÒ
 ÑÒØÒÒØ  ÑÓÒØÖÖ Ð

ÔÖÑÖº

ØÔ ¾  ×ÑÔÐ
ØÓÒ Ù ÔÖÓÐÑº ËÓØ qk ∈ S(C) Ø ×ÓØ Tqk = (Tk)k≥1 Ð³ÓÔÖØÙÖ

 ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  ×ÝÑÓÐ qkº ³ÓÖ¸ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º½¿¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ ×

a ∈ S(ΛΦ)¸ ÐÓÖ×

OpwΦ(a) = TφOpw(κ∗φa)(x, Dx)T
∗
φ ,

½¼½



ÀÈÁÌÊ ¿º ÈÈÄÁÌÁÇÆË

Ó Opw ×Ò Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
Ð××ÕÙ  R
2º ÇÒ ×ÓÙØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ ÔÓÙÖ

ØÓÙØ k ≥ 1

Tk = OpwΦ(a) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk(C,Φ).

ÓÒ
¸ Ð ×ÙØ  ÑÓÒØÖÖ ÕÙ

T ∗
φMqkTφ = T ∗

φΠΦ,kMqkΠΦ,kTφ = T ∗
φTkTφ = Opw(κ∗φa)(x, Dx) ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R).

Ò×ÙØ¸ ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ÖÖ qk ∈ C∞
0 (C) 
Ö ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ qk ∈ S(C) ÔÙØ ×³
ÖÖ 
ÓÑÑ

ÐÑØ ³ÙÒ ×ÙØ  ÓÒ
ØÓÒ× (qjk)j∈N ∈ C∞
0 (C) Ò× Ð³×Ô
 z2L∞(C)º Ø × ÓÒ 
ÓÒ×Ö

Ð ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ× T ∗
φMqj

k

Tφ¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ³ÐÐ 
ÓÒÚÖ¸ 
ÓÑÑ ÓÔÖØÙÖ  S(R) Ò×
S ′(R)¸ ÚÖ× Ð³ÓÔÖØÙÖ T ∗

φMqkTφº Ä ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ× Opw(κ∗φa
j

)(x, Dx) 
ÓÒÚÖ ÔÓÙÖ

Ð ÑÑ ØÓÔÓÐÓ ÚÖ× Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(κ∗φa)(x, Dx)º

ØÔ ¿  
Ð
ÙÐ ÓÖÑÐ Ù ×ÝÑÓÐº ËÓØ qk ∈ C∞
0 (C)º Ä ×ÝÑÓÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ T ∗

φMqkTφ

Ò× Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ ×ØÒÖ¸ ×Ø ÓÒÒ ÓÖÑÐÐÑÒØ¸ ÔÓÙÖ (x, η) ∈ R
2¸ ÔÖ

bqk(x, η) = e−(i/)xη(T ∗
φMqkTφ)



e(i/).η


(x).

Ò×¸ × bqk ∈ S(R)¸ ÓÒ 

T ∗
φMqkTφ = Op(bqk)(x, Dx),

Ó Op ×Ò Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ ×ØÒÖº ØÖÑÒÓÒ× ÙÒ ÜÔÖ××ÓÒ ÓÖÑÐÐ Ù ×ÝÑÓÐ

bqk º ÈÖ ÒØÓÒ¸ ÓÒ 















Tφu(z) = cφ
−3/4



R

e(i/)φ(z,x)u(x)dx,

T ∗
φv(x) = cφ

−3/4



C

e−(i/)φ(w,x)v(w)e−(2/)Φ(w)dL(w).

Ò×¸ ÓÒ 

T ∗
φMqkTφ



e(i/)xη


= T ∗
φMqk



cφ
−3/4



R

e(i/)φ(x,y)e(i/)yηdy



,

= T ∗
φ



cφ
−3/4



R

e(i/)φ(x,y)qk(x)e
(i/)yηdy



,

= cφ
−3/4



C

e−(i/)φ(w,x)



cφ
−3/4



R

e(i/)φ(w,y)qk(w)e
(i/)yηdy



e−(2/)Φ(w)dL(w),

= c2φ
−3/2



C



R

e(i/)(φ(w,y)−φ(w,x)+2iΦ(w))qk(w)e
(i/)yηdydL(w).

½¼¾



¿º¾º ÇÈÊÌÍÊË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÈÄÆ ÇÅÈÄ

ÓÒ
 ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, η) ∈ R
2¸ ÓÒ 

bqk(x, η) = e−(i/)xη(T ∗
φMqkTφ)



e(i/).η


(x),

= e−(i/)xηc2φ
−3/2



C



R

e(i/)(φ(w,y)−φ(w,x)+2iΦ(w))qk(w)e
(i/)yηdydL(w),

= c2φ
−3/2



C



R

e(i/)(φ(w,y)−φ(w,x)+2iΦ(w))qk(w)e
(i/)(y−x)ηdydL(w),

= c2φ
−3/2



C



R

e(i/)Θ(w,y;x,η)qk(w)dydL(w),

Ú
 Θ(w, y;x, η) = φ(w, y) − φ(w, x) + 2iΦ(w) + (y − x)η ÔÓÙÖ (w, y, x, η) ∈ C × R
3º Ò

ÙØÐ×ÒØ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ ÒØÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ φ Ø Ð ÓÒ
ØÓÒ Φ

Φ(w) = sup
x∈R

(−ℑ (φ(w, x))) ,

ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ Ð ÔÖØ ÑÒÖ  Ð ÓÒ
ØÓÒ Θ ×Ø ×ØÖ
ØÑÒØ ÔÓ×ØÚº Ä× ÔÓÒØ×


ÖØÕÙ×  Ð ÓÒ
ØÓÒ Θ ×ÓÒØ ÓÒÒ× ÔÖ Ð× ÕÙØÓÒ×















∂wΘ = 0,

∂wΘ = 0 ⇔ −∂wΘ = 0,

∂yΘ = 0,

ÕÙ × Ö
ÖÚÒØ  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ (w, y, x, η) ∈ C × R
3















∂wφ(w, y) + 2i∂wΦ(w) = 0,

∂wφ(w, x) + 2i∂wΦ(w) = 0,

∂yφ(w, y) + η = 0.

Ë ÓÒ ÒÓØ x(w) Ð³ÙÒÕÙ ÔÓÒØ ÖÐ Ó Ð ÓÒ
ØÓÒ −ℑφ(w, x) ØØÒØ ×ÓÒ ÑÜÑÙÑ¸ 
×

ÕÙØÓÒ× × Ö
ÖÚÒØ Ò
ÓÖ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ÕÙ ×ÙØ ÔÓÙÖ (w, y, x, η) ∈ C× R
3















∂wφ(w, y) − ∂wφ(w, x(w)) = 0,

∂wφ(w, x) − ∂wφ(w, x(w)) = 0,

∂yφ(w, y) + η = 0,


Ö ÔÖ ÒØÓÒ Φ(w) = −ℑφ(w, x(w)) = −φ(w, x(w)) − φ(w, x(w))

2i
º Ò×ÙØ¸ ÓÒ ÖÔ¹

ÔÐÐ ÕÙ ³ÔÖ× Ð ÒØÓÒ  Ð ÓÒ
ØÓÒ κφ¸ ÓÒ 

κφ(x,−∂xφ(w, x)) = (w, ∂wφ(w, x)),

Ø ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ

∂wφ(w, x(w)) =
2

i
∂wΦ(w),

½¼¿



ÀÈÁÌÊ ¿º ÈÈÄÁÌÁÇÆË

Ò×

κφ(x(w),−∂xφ(x(w), w)) = w Ú Ð³ÒØ
ØÓÒ  ΛΦ Ú
 C.

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ Ð× ÙÜ ÔÖÑÖ× ÕÙØÓÒ× Ò××ÒØ Ð ÔÓÒØ 
ÖØÕÙ ×ÓÒØ ÕÙÚÐÒØ×

 x = y = x(w)º Ø Ð³ÙÒÕÙ ÔÓÒØ 
ÖØÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ Θ ×Ø ÓÒÒ ÔÖ

w = κφ(x, η) Ø y = x.

ÇÒ ÑÓÒØÖ ÔÖ ÙÒ 
Ð
ÙÐ ÕÙ Ð ÚÐÙÖ  Ð ÓÒ
ØÓÒ Θ Ò 
 ÔÓÒØ 
ÖØÕÙ ×Ø ÒÙÐÐº

ÇÒ 
ØÙ Ò×ÙØ Ð 
ÒÑÒØ  ÚÖÐ ×ÙÚÒØ

w = κφ(x
′, η′) = −1

b
(dx′ + η′) Ú
 (x′, η′) ∈ R

2,

Ó ÔÓÙÖ (z, x) ∈ C × R¸ ÓÒ  ÔÓ×

φ(z, x) =
1

2
az2 + bzx+

1

2
dx2,

Ú
 a, b, d ∈ C ´ÚÓÖ Ð ÒØÓÒ ¾º¾ºµº Ä ÑØÖ
 
ÓÒÒ Ù 
ÒÑÒØ  ÚÖÐ

×³
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

M =



−ℜ(b−1d) −ℜ(b−1)

−ℑ(b−1d) −ℑ(b−1)



.

Ò× Ð ØÖÑÒÒØ  
ØØ ÑØÖ
 ÚÙØ

detM =
−c
|b|2 Ó c = ℑ(d).

³ÔÖ× Ð ÒØÓÒ ¾º¾º½¼¸ ÓÒ 

cφ =
1

21/2π3/4
|det ∂x∂zφ|

(detℑ∂2xφ)1/4
.

ÇÒ ÔÙØ ÜÔÖÑÖ c2φ Ò ÓÒ
ØÓÒ× × 
ÓÒ×ØÒØ× (b, c) ∈ C × R 
ÓÑÑ ×ÙØ

c2φ =
1

2π3/2
|b|2
c1/2

.

Ò×¸ ÓÒ ÔÙØ Ö
ÖÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ bqk  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ (x, η) ∈ R
2

bqk(x, η) = c2φ
−3/2



C



R

e(i/)Θ(w,y;x,η)qk(w)dydL(w),

=
1

2π3/2
|b|2
c1/2

c

|b|2
−3/2



R3

e(i/)Θ(κφ(x
′,η′),y;x,η)(κ∗φqk)(x

′, η′)dx′dη′dy,

=
1

2(π)3/2
c1/2


R3

e(i/)Θ̃(x′,η′,y;x,η)(κ∗φqk)(x
′, η′)dx′dη′dy,

½¼



¿º¾º ÇÈÊÌÍÊË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÈÄÆ ÇÅÈÄ

Ó Θ̃(x′, η′, y;x, η) = Θ(κφ(x
′, η′), y;x, η)º

ÈÖ Ð 
Ð
ÙÐ¸ ÓÒ ØÖÓÙÚ ÕÙ¸ ÔÓÙÖ (x′, η′, y, x, η) ∈ R
5¸ ÓÒ 

Θ̃(x′, η′, y;x, η) = (y − x)



d



1

2
(y + x) − x′



+ (η − η′)



+ ic(x′ − x)2.

Ò ÔÔÐÕÙÒØ ÙÒ Ö×ÙÐØØ Ù ØÝÔ ÑØÓ  Ð Ô× ×ØØÓÒÒÖ¸ ÓÒ ØÖÓÙÚ ÕÙ ÔÓÙÖ

(x, η) ∈ R
2

bqk(x, η) = e−(/4)(c−1D2
x+c

−1|d|2D2
η−2c−1dDηDx)(κ∗φqk)(x, η). ´¿º¿µ

ØÔ   ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ ×ØÒÖ Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐº ÈÓÙÖ qk ∈ C∞
0 (C)¸

ÓÒ  ÓØÒÙ ÙÒ ÜÔÖ××ÓÒ ÓÖÑÐÐ Ù ×ÝÑÓÐ bqk ×Ø××ÒØ Ð³ÐØ

T ∗
φMqkTφ = Op(bqk)(x, Dx),

Ú
 Op(bqk) Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ ×ØÒÖ Ù ×ÝÑÓÐ bqk º ÆÓÙ× ÚÓÒ× ÓÒ
 ÑÒØÒÒØ

Ö Ð ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ ×ØÒÖ Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ¸ ÔÙ×ÕÙ³ÓÒ ÚÙØ

ÙÒ Ö×ÙÐØØ  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

T ∗
φMqkTφ = Opw(aqk)(x, Dx).

ÇÖ 
 ÐÒ × Ø Ù ÒÚÙ ×ÝÑÓÐÕÙ Ú Ð ÓÖÑÙÐ ÕÙ ×ÙØ¸ ÔÓÙÖ (x, η) ∈ R
2

aqk(x, η) = exp



−i
2
DxDη



bqk(x, η),

= exp



−

4c
(Dx − dDη)



Dx − dDη





(κ∗φqk)(x, η) Ò ÙØÐ×ÒØ Ð³ÕÙØÓÒ ´¿º¿µ.

Ò ÜÔÐÓØÒØ Ð 
ÒÑÒØ  ÚÖÐ z = κφ(x, η) = −1

b
(dx+ η)¸ ÓÒ Ö
ÖØ Ð ×ÝÑÓÐ

aqk ÔÓÙÖ (x, η) ∈ R
2 ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

aqk(x, η) = exp



−

4

1

(∂2z,zΦ)
DzDzqk



(κφ(x, η)) = exp





4

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂zqk



(κφ(x, η)).

Ò×¸ aqk(x, η) = a(κφ(x, η))¸ ÓÒ
 Ù ÒÚÙ × ÓÔÖØÙÖ×¸ ÓÒ 

T ∗
φMqkTφ = Opw(aqk)(x, Dx) = Opw(κ∗φa)(x, Dx).

³Ó Ð Ö×ÙÐØØº

ÅÒØÒÒØ ÕÙ³ÓÒ  Ø ÙÒ ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ


ÓÑÔÐÜ C Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ  C¸ Ð Ò Ö×Ø ÔÐÙ× ÕÙ³ ØÖÙÖ

Ð× ÝÔÓØ×× Ù ØÓÖÑ  ÔÓÖØÒØ ×ÙÖ ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ R2 Ò × ÝÔÓØ×× ÔÓÖØÒØ

×ÙÖ Ð ×ÝÑÓÐ ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ Cº ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ

½¼



ÀÈÁÌÊ ¿º ÈÈÄÁÌÁÇÆË

ÔÖÓ
 Ò ÙÜ ØÔ×¸ Ð ÔÖÑÖ 
ÓÒ××Ø  ØÖÙÖ Ð× ÝÔÓØ×× ´µ  ´µ ÔÓÖØÒØ

×ÙÖ ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ R
2 Ò × ÝÔÓØ×× ×ÙÖ ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ ΛΦ¸ ÔÙ× ÓÒ ØÖÙÖ

Ð³  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾º Ð× ÝÔÓØ×× ×ÙÖ ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ ΛΦ Ò × ÝÔÓØ××

×ÙÖ ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ Cº ÊÔÔÐÓÒ×  
Ø Ø Ð× ÝÔÓØ×× Ù ØÓÖÑ º ÇÒ 
ÓÒ×Ö

Ð ÓÒ
ØÓÒ pǫ

:= f ǫ


+ iǫqǫ


Ò ×ÙÖ Ð³Ò×ÑÐ R

2 ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞  ǫ Ø

×Ø××ÒØ Ð× ÝÔÓØ×× ×ÙÚÒØ×

´µ Ð× ×ÝÑÓÐ× f ǫ

Ø qǫ


×ÓÒØ × ÓÒ
ØÓÒ× ÒÐÝØÕÙ× ×ÙÖ R2  ÚÐÙÖ× ÖÐÐ× ÔÒÒØ

 ÑÒÖ C∞ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ

´µ pǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ×ÙÖ ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ  R×R Ø ×ÙÖ 
 ÚÓ×Ò¸

ÓÒ 

∃C > 0, |pǫ(x, ξ)| ≤ Cm(ℜ(x, ξ)), ´¿ºµ

Ó m ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ ×ÙÖ R2

´µ pǫ

ÑØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ

 Ò× Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ×Ø××ÒØ Ð ÓÖÒ ´¿ºµ  Ð ÓÖÑ

×ÙÚÒØ

pǫ(x, ξ) ∼
∞


j=0

pǫj(x, ξ)
j ;

´µ Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ¸ ÒÓØ pǫ

pǫ(x, ξ) = f ǫ(x, ξ) + iǫqǫ(x, ξ),

ÔÓÙÖ (x, ξ) ∈ R
2¸ ×Ø ÐÐÔØÕÙ  Ð³ÒÒ¸ ºº ÔÓÙÖ (x, ξ) ∈ VoisTub(R2)¸ Ð Ü×Ø ÙÒ


ÓÒ×ØÒØ C > 0 ØÐÐ ÕÙ

|pǫ(x, ξ)| ≥ 1

C
m(ℜ(x, ξ)), ÔÓÙÖ |(x, ξ)| ≥ C;

´µ ×ÓØ E0 ∈ R ÙÒ ÖÐ Ü¸ ÐÓÖ× Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ

ΛE0 = {(x, ξ) ∈ R
2; pǫ(x, ξ)|ǫ=0 = E0},

×Ø 
ÓÑÔ
Ø¸ 
ÓÒÒÜ Ø ÖÙÐÖº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾º ´ÀÝÔÓØ×× ×ÙÖ ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ ΛΦµº ËÓØ aǫ := bǫ

+ iǫcǫ


ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

Ò ×ÙÖ ΛΦ ≃ C ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ Ø ×Ø××ÒØ Ð×

ÝÔÓØ×× ×ÙÚÒØ×

´³µ Ð× ×ÝÑÓÐ× bǫ

Ø cǫ


×ÓÒØ × ÓÒ
ØÓÒ× ÒÐÝØÕÙ× ×ÙÖ ΛΦ  ÚÐÙÖ× ÖÐÐ× ÔÒÒØ

 ÑÒÖ C∞ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ

´³µ aǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ×ÙÖ ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ  ΛΦ Ø ×ÙÖ 
 ÚÓ×Ò¸

ÓÒ 

∃C > 0, |a(z)| ≤ Cm̃(ℜ(z)), ´¿ºµ

½¼
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Ó m̃ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ ×ÙÖ ΛΦ Ø Ó 
 Ð ÒÓØØÓÒ ÔÖØ ÖÐÐ ℜ ×Ò

ÕÙ × z ∈ VoisTub(ΛΦ)¸ ÐÓÖ× ℜ(z) ∈ ΛΦ ´ÔÖ ÒÐÓ Ú
 Ð× ÓÒ
ØÓÒ× ³ÓÖÖ ×ÙÖ

R
2µ

´³µ aǫ

ÑØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×   Ò× Ð³×Ô
  ÓÒ
¹

ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ×Ø××ÒØ Ð ÓÖÒ ´¿ºµ  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

aǫ(z) ∼
∞


j=0

aǫj(z)
j ;

´³µ Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ¸ ÒÓØ aǫ

aǫ(z) = bǫ(z) + iǫcǫ(z),

ÔÓÙÖ z ∈ ΛΦ¸ ×Ø ÐÐÔØÕÙ  Ð³ÒÒ¸ ºº ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ VoisTub(ΛΦ)¸ Ð Ü×Ø ÙÒ


ÓÒ×ØÒØ C > 0 ØÐÐ ÕÙ

|aǫ(z)| ≥ 1

C
m̃(ℜ(z)) ÔÓÙÖ |z| ≥ C

´³µ ×ÓØ E0 ∈ R ÙÒ ÖÐ Ü¸ ÐÓÖ× Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ

Λ̃E0 = {z ∈ ΛΦ; a
ǫ(z)|ǫ=0 = E0},

×Ø 
ÓÑÔ
Ø¸ 
ÓÒÒÜ Ø ÖÙÐÖº

ËÓØ pǫ

ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ R2 Ò ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, ξ) ∈ R

2

pǫ(x, ξ) = aǫ ◦ κφ(x, ξ),

Ó ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ κφ ×Ø Ð ÓÒ
ØÓÒ Ò  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

κφ : C × C −→ C × C,

(x,−∂xφ(z, x)) −→ (z, ∂zφ(z, x)).

ÐÓÖ× Ð ×ÝÑÓÐ pǫ

×Ø×Ø Ð× ÝÔÓØ×× ´µ  ´µº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ËÓØ aǫ

ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ ΛΦ ×Ø××ÒØ Ð× ÝÔÓØ×× ´³µ  ´³µº ËÓØ

pǫ

= aǫ


◦ κφº ³ÓÖ¸ ÓÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ Ð ÓÒ
ØÓÒ pǫ


×Ø Ò Ò ×ÙÖ Ð³×Ô
 R

2 
Ö

Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κφ ÒÚÓ R2 ×ÙÖ ΛΦ ³ÔÖ× Ð ÖÑÖÕÙ ¾º¾º½¾º ÇÒ ÖÑÖÕÙ ÐÑÒØ

ÕÙ × ÓÒ ÔÓ×¸ ÔÓÙÖ a, b, d ∈ C Ø ÔÓÙÖ (z, x) ∈ C
2

φ(z, x) =
1

2
az2 + bzx+

1

2
dx2,

½¼
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´ÚÓÖ Ð ÒØÓÒ ¾º¾ºµ ÐÓÖ× Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κφ × Ö
ÖØ

κφ : (x,−(bz + dx)) −→ (z, az + bx).

ÅÓÒØÖÓÒ× ÕÙ Ð ×ÝÑÓÐ aǫ

×Ø×Ø Ð× ÝÔÓØ×× ´µ  ´µº

´µ ÈÖ ÒØÓÒ¸ ÓÒ   f ǫ

= bǫ


◦κφ Ø qǫ = cǫ


◦κφ ÓÒ
 ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ Ð× ÓÒ
ØÓÒ×

f ǫ

Ø qǫ


×ÓÒØ ÒÐÝØÕÙ× ×ÙÖ R

2  ÚÐÙÖ× ÖÐÐ× Ø ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù

ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫº

´µ ÈÖ ÒØÓÒ Ð ÓÒ
ØÓÒ κφ ÒÚÓ ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ  R
2 ×ÙÖ ÙÒ ÚÓ×Ò

ØÙÙÐÖ  ΛΦ¸ ÓÒ
 pǫ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ×ÙÖ VoisTub(R2) 
Ö aǫ

Ð³×Ø

×ÙÖ VoisTub(ΛΦ) Ø ×ÙÖ 
 ÚÓ×Ò¸ ÓÒ 

|pǫ(x, ξ)| = |aǫ ◦ κφ(x, ξ)| ,
= |aǫ(z)| Ó z = κφ(x, ξ) ∈ VoisTub(ΛΦ),

≤ Cm̃(ℜ(z)),

≤ Cm̃(κφ(ℜ(x, ξ)),

≤ Cm(ℜ(x, ξ)),

Ó ÓÒ  ÔÓ× m = m̃ ◦ κφ¸ 
 ÕÙ ÒØ Ò ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ ×ÙÖ R2º

´µ ÓÑÑ Ð ×ÝÑÓÐ aǫ

ÑØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
× 

Ø ÕÙ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κφ ×Ø ÒÔÒÒØ Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ¸ ÐÓÖ× Ð

×ÝÑÓÐ pǫ

ÑØ Ù×× ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  º

´µ ËÓØ pǫ Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ  Ð ÓÒ
ØÓÒ pǫ

¸ ×ÓØ (x, ξ) ∈ VoisTub(R2)¸ ÐÓÖ× ÓÒ



|pǫ(x, ξ)| = |aǫ(z)| ,

≥ 1

C
m̃(ℜ(z)) ÔÓÙÖ |z| ≥ C,

≥ 1

C
m(ℜ(x, ξ)) ÔÓÙÖ |(x, ξ)| ≥ C¸

³Ó Ð³ÐÐÔØ
Ø  Ð³ÒÒ Ù ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ pǫº

´µ ËÓØ E0 ∈ R¸ ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ ×ÙÚÒØ

ΛE0 = {(x, ξ) ∈ R
2; pǫ(x, ξ)|ǫ=0 = E0},

= {(x, ξ) ∈ R
2; aǫ ◦ κφ(x, ξ)|ǫ=0 = E0},

= {z ∈ ΛΦ; a
ǫ(z)|ǫ=0 = E0},

= Λ̃E0 ,

³Ó Ð Ø ÕÙ Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ ΛE0 ×ÓØ 
ÓÑÔ
Ø¸ 
ÓÒÒÜ Ø ÖÙÐÖº

½¼
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ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾º ´ÀÝÔÓØ× ×ÙÖ ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ Cµº ËÓØ pǫk := f ǫk + iǫqǫk ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

Ò ×ÙÖ C ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ Ø ×Ø××ÒØ Ð× ÝÔÓØ××

×ÙÚÒØ×

´µ Ð× ×ÝÑÓÐ× f ǫk Ø q
ǫ
k ×ÓÒØ × ÓÒ
ØÓÒ× ÒÐÝØÕÙ× ×ÙÖ C  ÚÐÙÖ× ÖÐÐ× ÔÒÒØ

 ÑÒÖ C∞ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ

´µ pǫk ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ×ÙÖ ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ  C Ø ×ÙÖ 
 ÚÓ×Ò¸

ÓÒ 

|pǫk(z)| ≤ Cm̂ (ℜ(z)) , ´¿ºµ

Ó m̂ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ³ÓÖÖ ×ÙÖ C Ø Ó 
 Ð ÔÖØ ÖÐÐ ×Ò ÕÙ × z ∈ VoisTub(C)¸

ÐÓÖ× ℜ(z) ∈ C ´ÔÖ ÒÐÓ Ú
 Ð× ÓÒ
ØÓÒ× ³ÓÖÖ ×ÙÖ ΛΦµ

´µ pǫk ÑØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k Ò× Ð³×Ô
  ÓÒ
¹

ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ×Ø××ÒØ Ð ÓÖÒ ´¿ºµ  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

pǫk(z) ∼
∞


j=0

pǫj(z)k
−j ;

´µ Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ¸ ÒÓØ pǫ

pǫ(z) = f ǫ(z) + iǫqǫ(z),

ÔÓÙÖ z ∈ C¸ ×Ø ÐÐÔØÕÙ  Ð³ÒÒ¸ ºº ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ VoisTub(C)¸ Ð Ü×Ø ÙÒ


ÓÒ×ØÒØ C > 0 ØÐÐ ÕÙ

|pǫ(z)| ≥ 1

C
m̂(ℜ(z)), ÔÓÙÖ |z| ≥ C.

´µ ×ÓØ E0 ∈ R ÙÒ ÖÐ Ü¸ ÐÓÖ× Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ

Λ̂E0 = {z ∈ C; pǫ(z)|ǫ=0 = E0},

×Ø 
ÓÑÔ
Ø¸ 
ÓÒÒÜ Ø ÖÙÐÖº

ËÓØ Tpǫ
k
= (Tk)k≥1 Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  ×ÝÑÓÐ pǫkº ÐÓÖ× Ð ×ÝÑÓÐ a

ǫ


ÓØÒÙ ÔÖ ÔÔÐ
ØÓÒ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾º Ò ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ ΛΦ ≃ C ÔÖ

aǫ(z) = exp



1

4k

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂z



(pǫk(z)),

×Ø×Ø Ð× ÝÔÓØ×× ´³µ  ´³µ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾ºº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ËÓØ pǫk ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×Ø××ÒØ Ð× ÝÔÓØ×× ´µ  ´µº ËÓØ Tpǫk = (Tk)k≥1

Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ  ×ÝÑÓÐ pǫkº ÐÓÖ× ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×¹

ØÓÒ ¿º¾º¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ³Ð Ü×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ aǫ

Ò ×ÙÖ ΛΦ ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1

Tk = OpwΦ(a
ǫ
) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk(C,Φ),

½¼



ÀÈÁÌÊ ¿º ÈÈÄÁÌÁÇÆË

Ø Ó Ð ×ÝÑÓÐ aǫ

×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ ΛΦ ≃ C

aǫ(z) = exp



1

4k

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂z



(pǫk(z)).

ÙØÖÑÒØ Ø Ð ÓÒ
ØÓÒ aǫ

×Ø Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ù ØÑÔ× 1  Ð³ÕÙØÓÒ ÖÒØÐÐ











∂ta
ǫ
(t, z) =



4

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂za

ǫ
(t, z),

aǫ(0, z) = pǫk(z)

ÅÓÒØÖÓÒ× ÕÙ Ð ×ÝÑÓÐ aǫ

×Ø×Ø Ð× ÝÔÓØ×× ´³µ  ´³µº

´³µ ËÓÒØ bǫ

Ø cǫ


× ÓÒ
ØÓÒ× ×ÙÖ ΛΦ Ò× ÔÖ Ð× ÖÐØÓÒ× ×ÙÚÒØ×¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

z ∈ ΛΦ






















bǫ(z) = exp



1

4k

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂z



(f ǫk(z)),

cǫ(z) = exp



1

4k

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂z



(qǫk(z)),


ÓÑÑ Ð× ÓÒ
ØÓÒ× f ǫk Ø qǫk ×ÓÒØ ÒÐÝØÕÙ× ×ÙÖ C¸ ÐÓÖ× Ð× ÓÒ
ØÓÒ× bǫ

Ø cǫ


Ð

×ÓÒØ ×ÙÖ ΛΦº  ÔÐÙ×¸ bǫ ×Ø Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ù ØÑÔ×  1  Ð³ÕÙØÓÒ ÖÒØÐÐ











∂tb
ǫ
(t, z) =



4

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂zb

ǫ
(t, z),

bǫ(0, z) = f ǫk(z)

ÕÙ ×Ø ÒÚÖÒØ ÔÖ 
ÓÒÙ×ÓÒ 
ÓÑÔÐÜ¸ ÓÒ
 bǫ

×Ø  ÚÐÙÖ× ÖÐÐ× ×ÙÖ ΛΦº ÁÐ

Ò ×Ø  ÑÑ ÔÓÙÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ cǫ

º

´³µ ÓÑÑ Ð ÓÒ
ØÓÒ pǫk ×Ø Ò ×ÙÖ ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ  C¸ ÐÓÖ× Ð ÓÒ
ØÓÒ

aǫ

×Ø Ò Ò ×ÙÖ ÙÒ ÚÓ×Ò ØÙÙÐÖ  ΛΦ Ø  ÔÐÙ× 
ÓÑÑ Ð ÓÒ
ØÓÒ pǫk

×Ø ÓÐÓÑÓÖÔ ×ÙÖ VoisTub(C)¸ ÐÓÖ× aǫ

×Ö ÓÐÓÑÓÖÔ ×ÙÖ VoisTub(ΛΦ)º Ë ÓÒ


ÓÒ×Ö Ð³ÕÙØÓÒ ÖÒØÐÐ 
¹××Ù× ÔÓÙÖ z ∈ VoisTub(C)¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

aǫ(z) = pǫk(z),

³Ó Ð ÑÓÖØÓÒ ´¿ºµº

´³µ ÓÑÑ Ð ÓÒ
ØÓÒ pǫk ÑØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

1/k  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

pǫk(z) ∼
∞


j=0

pǫj(z)k
−j ,

½½¼



¿º¾º ÇÈÊÌÍÊË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÈÄÆ ÇÅÈÄ

ÐÓÖ× ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ÖÖ ÔÓÙÖ ØÓÙØ j ∈ N¸ Ð× ÕÙØÓÒ× ÖÒØÐÐ× ×ÙÚÒØ×











∂ta
ǫ
j(t, z) =



4

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂za

ǫ
j(t, z),

aǫj(0, z) = pǫj(z).

Ë ÓÒ ÒÓØ aǫj(z) Ð ×ÓÐÙØÓÒ Ù ØÑÔ× 1  
ØØ ÕÙØÓÒ¸ ÐÓÖ× 
ØØ ×ÓÐÙØÓÒ ÑØ

ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×   Ø ÓÒ
 ÓÒ ÔÙØ Ò ÙÖ ÕÙ

Ð ×ÝÑÓÐ aǫ

ÑØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×    Ð ÓÖÑ

×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ VoisTub(ΛΦ)

aǫ(z) ∼
∞


j=0

aǫj(z)
j .

´³µ ËÓØ aǫ Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ  Ð ÓÒ
ØÓÒ aǫ

¸ ÐÓÖ× ÓÒ ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

z ∈ VoisTub(ΛΦ)¸ ÓÒ 

aǫ(z) = pǫ(z),

³Ó Ð³ÐÐÔØ
Ø  Ð³ÒÒ Ù ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ aǫº

´³µ ËÓØ E0 ∈ R ÙÒ ÖÐ Ü  ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ ×ÙÚÒØ

Λ̃E0 = {z ∈ ΛΦ; a
ǫ(z)|ǫ=0 = E0},

= {z ∈ ΛΦ; p
ǫ(z)|ǫ=0 = E0} ³ÔÖ× Ð³ÝÔÓØ× ´³µ,

= {z ∈ C; pǫ(z)|ǫ=0 = E0} ÔÖ ÒØ
ØÓÒ  ΛΦ Ø C,

= Λ̂E0 ,

³Ó Ð Ø ÕÙ 
Ø Ò×ÑÐ  ÒÚÙ ×ÓØ 
ÓÑÔ
Ø¸ 
ÓÒÒÜ Ø ÖÙÐÖº

ÇÒ ÔÙØ ÑÒØÒÒØ ÒÓÒ
Ö ÙÒ ÙÜÑ ÔÔÐ
ØÓÒ Ù ØÓÖÑ  ÕÙ ÔÓÖØ ×ÙÖ Ð

×Ô
ØÖ ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ×º

ÌÓÖÑ º ËÓØ Tpǫ
k
ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ ÔÒÒØ

 ÑÒÖ C∞ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ Ø ×ÓØ E0 ∈ R ØÐ× ÕÙ Ð× ÝÔÓØ×× ´µ  ´µ

×ÓÒØ ×Ø×Ø× ´ÚÓÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾ºµº Ò ÔÖØ
ÙÐÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tpǫ
k
×Ø  Ð ÓÖÑ

×ÙÚÒØ

Tpǫ
k
= Tfǫ

k
+ iǫTqǫ

k
,

Ó Tfǫ
k
Ø Tqǫ

k
×ÓÒØ × ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ C ÙØÓ¹ÓÒØ×º ÁÐ

Ü×Ø ǫ0 > 0 ÙÒ ÔØØ ÔÖÑØÖ ØÐ ÕÙ¸ ÔÓÙÖ

RC,ǫ0 =



z ∈ C; |ℜ(z) − E0| <
1

C
, |ℑ(z)| < ǫ0

C



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ,

Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tpǫ
k
:= (Tk)k≥1 Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0

½½½



ÀÈÁÌÊ ¿º ÈÈÄÁÌÁÇÆË

×ÓÒØ ×ÑÔÐ× Ø ÓÒÒ× ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ ≤ ǫ0 Ø ÔÓÙÖ k ×Ù×ÑÑÒØ ÖÒ¸ ÔÖ

σ(Tk) ∩RC,ǫ0 = {gǫk


k−1j


+ O


k−∞ , j ∈ Z} ∩RC,ǫ0 ,

Ó gǫk ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

 1/k Ø ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔÖÑØÖ ǫº  ÔÐÙ×¸ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔ¹

ÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫk ×Ø Ð Ö
ÔÖÓÕÙ  Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ

RC,ǫ0 ∋ E −→ 1

2π



γ̂E

wdz,

Ó γ̂E ×Ø ÙÒ Ð
Ø Ò× Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ 
ÓÑÔÐÜ

Λ̂ǫ
E = {(z, w) ∈ VoisTub(C); pǫ(z, w) = E}.

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÓÑÑ Ð ×ÝÑÓÐ pǫk ×Ø×Ø Ð× ÝÔÓØ×× ´µ  ´µ¸ ÐÓÖ× × ÓÒ

ÔÔÐÕÙ Ð× ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ× ¿º¾º Ø ¿º¾º¸ Ð ×ÝÑÓÐ aǫ

Ò ×ÙÖ Ð³Ò×ÑÐ ΛΦ ÔÖ

aǫ(z) = exp



1

4k

1

(∂2z,zΦ)
∂z∂z



(pǫk(z)),

×Ø×Ø Ð× ÝÔÓØ×× ´³µ  ´³µº Ë ÓÒ ÔÔÐÕÙ ÑÒØÒÒØ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾º¸ Ð

×ÝÑÓÐ pǫ

= aǫ


◦ κφ ×Ø×Ø Ð× ÝÔÓØ×× ´µ  ´µº ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÓÒ ×Ø Ò× Ð


Ö ³ÔÔÐ
ØÓÒ Ù ØÓÖÑ ¸ Ò× × ÓÒ ÒÓØ Opw(pǫ

) Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù

×ÝÑÓÐ pǫ

¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ³Ð Ü×Ø ÙÒ ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ0 ØÐ ÕÙ ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ ≤ ǫ0¸ Ð ×Ô
ØÖ

 Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ

) Ò× Ð Ö
ØÒÐ RC,ǫ0 ×Ø ÓÒÒ ÔÓÙÖ  ×Ù×ÑÑÒØ ÔØØ ÔÖ

σ(Opw(pǫ)) ∩RC,ǫ0 = {gǫ(j) + O(∞), j ∈ Z} ∩RC,ǫ0 ,

Ó gǫ

×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞  ǫ Ø ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔ¹

ÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  º Ò×ÙØ¸ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¾º¾º¾¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ

σ(Opw(pǫ)) = σ(OpwΦ(a
ǫ
)),

Ø ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾º¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ ÓÒ 

Tk = OpwΦ(a
ǫ
) ×ÙÖ Hk(C,Φ),

ÓÒ
 ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸

σ(Tk) = σ(OpwΦ(a
ǫ
)),

½½¾



¿º¾º ÇÈÊÌÍÊË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÈÄÆ ÇÅÈÄ

ÙØÖÑÒØ Ø ÔÓÙÖ k ×Ù×ÑÑÒØ ÖÒ Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ 0 ≤ ǫ ≤ ǫ0¸ ÓÒ 

σ(Tk) ∩RC,ǫ0 = {gǫk


k−1j


+ O


k−∞ , j ∈ Z} ∩RC,ǫ0 ,

Ó ÓÒ  ÖÑÔÐ
 Ð ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  ÔÖ 1/kº ÁÐ Ö×Ø ÑÒØÒÒØ  ØÖÑÒÖ

Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫkº ³ÔÖ× Ð ØÓÖÑ

¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ 
 ÔÖÑÖ ØÖÑ ×Ø Ð Ö
ÔÖÓÕÙ  Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ

E −→ 1

2π



γE

ξdx,

Ó γE ×Ø ÙÒ Ð
Ø Ò× Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙ 
ÓÑÔÐÜ

Λǫ
E = {(x, ξ) ∈ VoisTub(R2); pǫ(x, ξ) = E}.

ÓÑÑ κφ ×Ø ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ¸ ÐÓÖ× ÓÒ ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ

1

2π



γE

ξdx =
1

2π



γ̃E

ηdy,

Ó (y, η) ×ÓÒØ × 
ÓÓÖÓÒÒ× ×ÙÖ VoisTub(ΛΦ) Ø Ó γ̃E = κ∗φγE ×Ø ÙÒ Ð
Ø Ò× Ð³Ò×Ñ¹

Ð  ÒÚÙ

Λ̃ǫ
E = {(y, η) ∈ VoisTub(ΛΦ), a

ǫ(y, η) = E}.

ÈÖ ÒØ
ØÓÒ  ΛΦ Ú
 C Ø ³ÔÖ× Ð³ÕÙØÓÒ ´¿º½µ ÕÙ ÖÐ Ð ×ÝÑÓÐ aǫ

Ø Ð

×ÝÑÓÐ pǫk¸ 
Ø Ò×ÑÐ  ÒÚÙ × Ö
ÖØ

Λ̃ǫ
E = {(z, w) ∈ VoisTub(C); pǫ(z, w) = E} = Λ̂ǫ

E ,

Ø Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ ÚÖ

1

2π



γE

ξdx =
1

2π



γ̃E

ηdy =
1

2π



γ̂E

wdz,

Ó γ̂E = γ̃E º ³Ó Ð Ø ÕÙ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ×¹

×Ò
×  1/k  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫk ×ÓØ Ð Ö
ÔÖÓÕÙ  Ð³ÒØÖÐ ³
ØÓÒ

E −→


γ̂E

wdz.

½½¿



ÀÈÁÌÊ ¿º ÈÈÄÁÌÁÇÆË

½½



ÔØÖ

ËÑÙÐØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ×

Ò× 
 
ÔØÖ¸ ÒÓÙ× ÐÐÙ×ØÖÓÒ×  Ð³  ×ÑÙÐØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ× Ð× Ö×ÙÐØØ× ×

ØÓÖÑ×  Ø ³º ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÓÒ
 Ó×ÖÚÖ ÕÙ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹

ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÙØÓ¹ÓÒØ×¸ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× × ÖÔÖØ××ÒØ

Ð ÐÓÒ ³ÙÒ 
ÓÙÖº

º½ ÇÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ××ÒØ ×ÙÖ L2(S1)

ËÓØ 0 ≤  < 1 Ð ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙº ËÓØ ǫ > 0 ÙÒ ÔØØ ÔÖÑØÖº ËÓØ α ∈ R
∗º

ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ Opw(pǫ) ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(S1) Ø Ò

ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ

Opw(pǫ)(θ, Dθ) = αDθ + iǫOpw(q)(θ, Dθ),

Ó Ð ×ÝÑÓÐ q(θ, I)  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(q) ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ ×ÙÖ S1 × R ÕÙ Ò

ÔÒ Ô× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ º ÆÓÙ× 
ÖÚÓÒ× 
¹××ÓÙ× Ð ÑØÓ ³ÑÔÐ¹

ÑÒØØÓÒ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÙØÐ× ÔÓÙÖ ÒÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ Opw(pǫ) Ú


Ð ÐÓ
Ð  
Ð
ÙÐ ×
ÒØÕÙ Ë
Ð

½º ÓÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ Ð ÑÐÐ (el)l∈Z = (eilθ)l∈Z ×Ø ÙÒ × ÓÖØÓÒÓÖÑ  Ð³×Ô


L2(S1)¸ ÓÒ
 ÓÒ ÒØ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ) ÔÖ ×ÓÒ 
ØÓÒ ×ÙÖ Ð× ÐÑÒØ×  Ð

×  ÓÒ ÓØÒØ ÐÓÖ× ÙÒ ÑØÖ
 ÒÒ Pǫ

¾º ÓÒ 
Ó×Ø ÙÒ ÒØÖ N ≥ 1 Ø ÓÒ ØÖÓÒÕÙ Ð ÑØÖ
 Pǫ Ò ÙÒ ÑØÖ
 Pǫ
2N+1

ØÐÐ (2N+1)×(2N+1) Ò 
Ó×××ÒØ  
ÓÒ×ÖÖ Ð³
ØÓÒ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ)

ÙÒÕÙÑÒØ ×ÙÖ Ð× Ú
ØÙÖ× (el)−N≤l≤N

¿º ÓÒ ØÖÑÒ Ð ×Ô
ØÖ  Ð ÑØÖ
 Pǫ
2N+1  Ð³  Ð ÓÒ
ØÓÒ ×Ô
º

Ò×ÙØ¸ ÔÓÙÖ 
ÓÑÔÖÖ Ð ×Ô
ØÖ ÓØÒÙ ÔÖ Ë
Ð Ú
 
ÐÙ ÓØÒÙ Ò× Ð ØÓÖÑ

³¸ ÓÒ ØÖÑÒ ÙÒ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫ ´ÕÙ ÓÒÒ Ð ×Ô
ØÖ Ü
Øµ Ò


ÓÒ×ÖÒØ Ð ÑÓÝÒÒ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  Ð ÚÖÐ θ ∈ S
1 Ù ×ÝÑÓÐ pǫ(θ, I) = αI+iǫq(θ, I)

 Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ) ÔÓÙÖ (θ, I) ∈ S
1 ×Rº ÇÒ ÓØÒØ Ð× ÖÔÕÙ× 
¹××ÓÙ× Ú
 Ð×

ÔÖÑØÖ× ×ÙÚÒØ

½½



ÀÈÁÌÊ º ËÁÅÍÄÌÁÇÆË ÆÍÅÊÁÉÍË

½º N = 66

¾º  = 10−2

¿º α = 1

º ǫ = 10−1º

ÊÑÖÕÙ º½º½º

 Ò× Ð× ÙÖ×¸ Ð× ÔÓÒØ× ÐÙ× ×ÒÒØ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð ÑØÖ
 ØÖÓÒÕÙ

Pǫ
2N+1 
Ð
ÙÐ× Ú
 Ð ÓÒ
ØÓÒ ×Ô
  Ë
Ð Ø Ð× ÔÓÒØ× ÖÓÙ× ×ÒÒØ ÙÒ

ÔÔÖÓÜÑØÓÒ Ù ×Ô
ØÖ 
Ð
ÙÐ Ö
 Ù Ö×ÙÐØØ Ù ØÓÖÑ ³º

 Ä 
ÓÜ Ù ÔØØ ÔÖÑØÖ ǫ ÜÔÐÕÙ Ð³
ÖØ ÒØÖ Ð× ÔÓÒØ× ÐÙ× Ø Ð× ÔÓÒØ× ÖÓÙ×º

ÈÐÙ× ÓÒ 
Ó×Ø Ð ÔÖÑØÖ ǫ ÔØØ Ø ÔÐÙ× 
Ø 
ÖØ ÑÒÙº

 Ò× Ð× ÙÖ× º½ Ø º¿¸ ÓÒ Ó×ÖÚ ÙÒ ÜÔÐÓ×ÓÒ × ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× ÙÜ ÓÖ×¸


 ÔÒÓÑÒ ×Ø Ù Ù Ø ÕÙ³ÓÒ  ØÖÓÒÕÙ Ð ÑØÖ
 ÒÒ Pǫº

 Ä× ÙÖ× º¾ Ø º ×ÓÒØ × ÞÓÓÑ× × ÙÖ× º½ Ø º¿ Ö×Ô
ØÚÑÒØº

������ º½  pǫ(θ, I) = αI + iǫ(cos θ + I2)º

½½



º½º ÇÈÊÌÍÊË ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË ÁËËÆÌ ËÍÊ L2(S1)

������ º¾  pǫ(θ, I) = αI + iǫ(cos θ + I2)º

������ º¿  pǫ(θ, I) = αI + iǫ(cos θ + I3)º

½½
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������ º  pǫ(θ, I) = αI + iǫ(cos θ + I3)º

º¾ ÇÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ××ÒØ ×ÙÖ L2(R)

Ò× 
 ÔÖÖÔ¸ ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ Opw(pǫ) ××ÒØ ×ÙÖ

Ð³×Ô
 L2(R) Ø Ò ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ

Opw(pǫ)(x, Dx) = Opw(p0)(x, Dx) + iǫOpw(q)(x, Dx),

Ó Opw(p0)(x, Dx) = x2 + (Dx)
2 ×Ø Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ Ø Ó Ð ×ÝÑÓÐ q(x, ξ)

 Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(q) ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÔÓÐÝÒÓÑÐ Ò x Ø Ò ξ ÕÙ Ò ÔÒ Ô× Ù

ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ º ÈÓÙÖ ÑÔÐÑÒØÖ 
 ØÝÔ ³ÓÔÖØÙÖ× Ò× Ë
Ð¸ ÒÓÙ×

ÒØÖÓÙ×ÓÒ× ÙÒ ÒÓÙÚÐ ×Ô
 ´ÚÓÖ ÔÖ ÜÑÔÐ ÊË℄µº

ÒØÓÒ º¾º½ ´×Ô
  Ó
µº Ä³×Ô
  Ó
¸ ÒÓØ F ¸ ×Ø Ð³Ò×ÑÐ × ÓÒ
ØÓÒ×
ÓÐÓÑÓÖÔ× f(z) ×ÙÖ C ×Ø××ÒØ Ð 
ÓÒØÓÒ ³ÒØÖÐØ ×ÙÚÒØ

1

π



C

|f(z)|2e−|z|2/L(dz) < +∞.

ÍÒ ÔÖÑÖ ÔÖÓÔÖØ ÒØÖ××ÒØ  
Ø ×Ô
 ×Ø ÕÙ³Ð ÑØ ÙÒ × ÓÖØÓÒÓÖ¹

Ñ¸ ÔÓÙÖ Ð³ÒØÖÓÙÖ¸ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÙÔÖÚÒØ ×ÓÒ  Ð ÒÓØØÓÒ ÕÙ ×ÙØº

ÆÓØØÓÒ ·, · ×Ò Ð ÔÖÓÙØ ×
ÐÖ ×ÙÖ Ð³×Ô
  Ó
 F Ò ÔÓÙÖ u, v ∈ F
ÔÖ

u, v = 1

π



C

u(z)v(z)e−|z|2/L(dz).

½½



º¾º ÇÈÊÌÍÊË ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË ÁËËÆÌ ËÍÊ L2(R)

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾ ´× ÓÖØÓÒÓÖÑ  Fµº ËÓØ α ∈ Nº ËÓØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

ζα(z) =
zα√

α+1α!
.

ÐÓÖ× Ð ÑÐÐ (ζα)α∈N ×Ø ÙÒ × ÓÖØÓÒÓÖÑ  F º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÆÓÙ× ÖÔÔÐÓÒ× 
 ÙÒ ×ÕÙ××  Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒº

ËÓÒØ α, β ∈ Nº ÇÒ 

zα, zβ = 1

π



C

zαzβe−|z|2/dz,

=
1

π

 +∞

0

 2π

0
(reiθ)

α


reiθ
β
e−r

2/rdrdθ Ò ÔÓ×ÒØ z = reiθ,

=
1

π

 +∞

0
rα+β+1e−r

2/dr

 2π

0
ei(β−α)θdθ.

Ò× × α = β¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

zα, zβ = 0,

ÙØÖÑÒØ Ø Ð ÑÐÐ (ζα)α∈N ×Ø ÙÒ ÑÐÐ ÓÖØÓÓÒÐ  F º ÅÒØÒÒØ¸ × ÓÒ

×ÙÔÔÓ× ÕÙ α = β¸ ÐÓÖ×

zα, zα = 1

π

 +∞

0
r2α+1e−r

2/dr

 2π

0
dθ,

= 2

 +∞

0
r2α+1e−r

2/dr,

=

 +∞

0
rαe−r/dr,

= α!α+1 ÔÖ ÒØÖØÓÒ ÔÖ ÔÖØ×.

ÇÒ Ò ÙØ ÕÙ

zαF =
√
α!

√
α+1.

ÙØÖÑÒØ Ø¸ Ð ÑÐÐ (ζα)α∈N ×Ø ÙÒ ÑÐÐ ÓÖØÓÒÓÖÑ  F º

Ò  Ö Ð ÐÒ ÒØÖ Ð³×Ô
  Ó
 F Ø Ð³×Ô
 L2(R)¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÐÑÒØ

ÖÔÔÐÖ Ð ÒØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ¸ ØÙ ÔÖ ÎÐÒØÒ ÖÑÒÒ

Ò× Ö℄ Ò× ÙÒ 
Ö ÒÓÒ ×Ñ¹
Ð××ÕÙº

ÒØÓÒ º¾º¿ ´ÌÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ×Ñ¹
Ð××ÕÙµº ËÓØ u ∈ L2(R)¸ ÓÒ ÒØ

Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ u¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ ÔÖ

(Tu)(z) =



R

e−(z2−2
√
2xz+x2)/(2)u(x)dx.

ØØ ØÖÒ×ÓÖÑ ÒÚÓ Ð³×Ô
 L2(R) ×ÙÖ Ð³×Ô
  Ó
 F º

½½
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ÅÒØÒÒØ ÕÙ³ÓÒ  ÒØÖÓÙØ ÙÒ ÒÓÙÚÐ ×Ô
 ÑØØÒØ ÙÒ × ÓÖØÓÒÓÖÑ Ø

ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑ ÔÖÑØØÒØ  Ô××Ö  Ð³×Ô
 L2(R)  Ð³×Ô
  Ó
¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ×

ÑÒØÒÒØ ÜÔÐÕÙÖ ÔÓÙÖÕÙÓ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ) ÕÙ ÒÓÙ× 
ÓÒ×ÖÓÒ× ×³ÜÔÖÑ

ÑÒÖ ÔÐÙ× ×ÑÔÐ Ò× 
 ÒÓÙÚÐ ×Ô
º ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ ÒØÖÓÙØ Ð× ÓÔÖØÙÖ×


ÖØÓÒ Ø ³ÒÒÐØÓÒº

ÒØÓÒ º¾º ´ÇÔÖØÙÖ×  
ÖØÓÒ Ø ³ÒÒÐØÓÒ ×ÙÖ L2(R)µº ÇÒ ÔÓ×















A+ =
1√
2



x−
d

dx



,

A− =
1√
2



x+
d

dx



.

Ä³ÓÔÖØÙÖ A+ ×Ø ÔÔÐ ÓÔÖØÙÖ  
ÖØÓÒ Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ A− ÓÔÖØÙÖ ³ÒÒÐØÓÒº

× ÓÔÖØÙÖ× ××ÒØ ØÓÙ× Ð× ÙÜ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R)º

Ä³ÒØÖØ × ÓÔÖØÙÖ×  
ÖØÓÒ Ø ³ÒÒÐØÓÒ Ö×¸ ÒØÖ ÙØÖ×¸ Ò× Ð Ø

ÕÙ³Ð× ×³ÜÔÖÑÒØ  ÑÒÖ ×ÑÔÐ Ò× Ð³×Ô
  Ó
º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º ´ÇÔÖØÙÖ×  
ÖØÓÒ Ø ³ÒÒÐØÓÒ ×ÙÖ Fµº ËÓÒØ A+ Ø A− Ð×

ÓÔÖØÙÖ×  
ÖØÓÒ Ø ³ÒÒÐØÓÒº ÐÓÖ×











TA+T
−1 =

1


z,

TA−T
−1 =

d

dz
.

ÙØÖÑÒØ Ø¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ  
ÖØÓÒ Ò× Ð³×Ô
  Ó
 
ÓÖÖ×ÔÓÒ  Ð³ÓÔÖØÙÖ

ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ ÔÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ
1


z Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ ³ÒÒÐØÓÒ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ  Ð³ÓÔÖØÙÖ

ÖÚØÓÒ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  Ð ÚÖÐ zº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ × ÑÓÒØÖ ÔÖ ÙÒ 
Ð
ÙÐ ÜÔÐ
Øº

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÔÓÙÚÓÖ ÜÔÐ
ØÖ Ð³
ØÓÒ  Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ×ÙÖ Ð³×¹

Ô
  Ó
º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º ´Ç×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ Ò× Ð³×Ô
  Ó
 Fµº ËÓØ Opw(p0) = x2+(Dx)
2

Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 L2(R)º ÐÓÖ×¸ ÓÒ 

TOpw(p0)T
−1 = 2z

d

dz
+  : F −→ F .

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº Ä ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÖØ ×Ø ÐÑÒØÖ¸ ÓÒ Ð ÓÒÒ 
¹××ÓÙ×º

ÇÒ ÜÔÖÑ ³ÓÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(p0) Ò ÓÒ
ØÓÒ × ÓÔÖØÙÖ× A+ Ø A−º ËÓØ

½¾¼



º¾º ÇÈÊÌÍÊË ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË ÁËËÆÌ ËÍÊ L2(R)

u ∈ L2(R)¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

(A+A−)(u(x)) =
1√
2



x−
d

dx



1√
2



x+
d

dx



(u(x)),

=
1

22



x2u(x) + x
du

dx
(x) −

d

dx
(xu(x)) −

2d
2u

dx2
(x)



,

=
1

22



x2 − −
2 d

2

dx2



(u(x)).

Ò×

22(A+A−) +  = x2 −
2 d

2

dx2
= Opw(p0)(x, Dx).

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ

TOpw(p0)T
−1 = T



22(A+A−) +


T−1,

= 22TA+T
−1TA−T

−1 + ,

= 2z
d

dz
+ .

ÊÑÖÕÙ º¾ºº ÇÒ ÔÙØ ÖØÖÓÙÚÖ 
ÐÑÒØ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ

ÔÖØÖ  ×ÓÒ ÜÔÖ××ÓÒ Ò× Ð³×Ô
  Ó
 ÓÒÒ Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾ºº Ò Ø¸

ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ×Ø

σ(Opw(p0)) = {(2k + 1), k ∈ N}.

ÆÓÙ× ÜÔÐÕÙÓÒ× ÑÒØÒÒØ Ð ÑØÓ ³ÑÔÐÑÒØØÓÒ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÙØÐ× ÔÓÙÖ

ÒÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ)  ÑÒÖ ÒÙÑÖÕÙ

½º ÓÒ 
Ð
ÙÐ TOpw(pǫ)T−1 = TOpw(p0)T
−1+iǫTOpw(q)T−1 Ò ÙØÐ×ÒØ Ð× ÓÔÖØÙÖ×

 
ÖØÓÒ Ø ³ÒÒÐØÓÒ Ø ÓÒ ÒØ Ð³ÓÔÖØÙÖ TOpw(pǫ)T−1 ÔÖ ×ÓÒ 
ØÓÒ

×ÙÖ Ð × (ζα)α∈N¸ ÓÒ ÓØÒØ ÐÓÖ× ÙÒ ÑØÖ
 ÒÒ Pǫ

¾º ÓÒ 
Ó×Ø ÙÒ ÒØÖ N ≥ 1 Ø ÓÒ ØÖÓÒÕÙ Ð ÑØÖ
 Pǫ Ò ÙÒ ÑØÖ
 Pǫ
N+1  ØÐÐ

(N + 1)× (N + 1) Ò 
Ó×××ÒØ  
ÓÒ×ÖÖ Ð³
ØÓÒ  Ð³ÓÔÖØÙÖ TOpw(pǫ)T−1

ÙÒÕÙÑÒØ ×ÙÖ Ð× ÓÒ
ØÓÒ× (ζα)0≤α≤N

¿º ÓÒ ØÖÑÒ Ð ×Ô
ØÖ  Ð ÑØÖ
 Pǫ
N+1 Ú
 Ð ÓÒ
ØÓÒ ×Ô
  Ë
Ðº

Ò×ÙØ¸ ÔÓÙÖ 
ÓÑÔÖÖ Ð ×Ô
ØÖ ÓØÒÙ Ò ØÖÑÒÒØ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð ÑØÖ


Pǫ
N+1  Ð³  Ð ÓÒ
ØÓÒ ×Ô
  Ë
Ð Ø 
ÐÙ ÓØÒÙ Ò× Ð ØÓÖÑ ¸ ÓÒ

ØÖÑÒ ÙÒ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫ Ò ÜÔÐ
ØÒØ × 
ÓÓÖÓÒÒ× 
ØÓÒ¹ÒÐ

ÔÓÙÖ Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ Ø Ò 
Ð
ÙÐÒØ Ò×ÙØ ÙÒ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ  Ð³ÓÖÖ ǫ  Ð

ÓÒ
ØÓÒ gǫ ´Ò ÑÓÝÒÒÒØ qµº ÇÒ ÓØÒØ Ð× ÖÔÕÙ× 
¹××ÓÙ× Ú
 Ð× ÔÖÑØÖ×

×ÙÚÒØ×

½º N = 66

½¾½
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¾º  = 10−2

¿º ǫ = 10−1º

ÊÑÖÕÙ º¾ºº

 Ä× ÙÖ× º Ø º ÔÓÖØÒØ ×ÙÖ Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ÔÖØÙÖ ÔÖ iǫx2 ÕÙ ×Ø

ÙÒ 
× ÔÖØ
ÙÐÖ ÔÓÙÖ ÐÕÙÐ ÓÒ ×Ø ØÖÑÒÖ Ð ×Ô
ØÖ  ÑÒÖ Ü
Øº

 Ä ÙÖ º ×Ø ÙÒ 
ÓÑÔÖ×ÓÒ ÒØÖ Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ÔÖØÙÖ ÔÖ iǫx2 Ø

Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ÔÖØÙÖ ÔÖ iǫ(x2 + x3)¸ Ò  ÑØØÖ Ò ÜÖÙ ÕÙ³ÙÒ

ÔÖØÙÖØÓÒ Ò x  ÔÙ××Ò
 ÑÔÖ Ò³
Ø Ô× Ð ×Ô
ØÖº Ò× 
 ÖÔÕÙ¸ ÓÒ

Ó×ÖÚ ÙÒ ÜÔÐÓ×ÓÒ × ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× ÙÜ ÓÖ×  Ð ÙÖ  

 ×Ø Ù Ù Ø

ÕÙ³ÓÒ  ØÖÓÒÕÙ Ð ÑØÖ
 Pǫº

 Ä× ÙÖ× º Ø º ÔÓÖØÒØ ×ÙÖ Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ÔÖØÙÖ ÔÖ iǫx4º Ò×


× ÖÔÕÙ×¸ Ð× ÔÓÒØ× ÐÙ× ÖÔÖ×ÒØÒØ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð ÑØÖ
 ØÖÓÒÕÙ

Pǫ
N+1 
Ð
ÙÐ× Ú
 Ð ÓÒ
ØÓÒ ×Ô
¸ 
³×Ø ÔÓÙÖÕÙÓ ÓÒ Ó×ÖÚ ÙÒ ÜÔÐÓ×ÓÒ ×

ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× ÙÜ ÓÖ×  Ð ÙÖº

 Ò× Ð× ÖÒØ× ÖÔÕÙ×¸ Ð× ÔÓÒØ× ÖÓ×× ÖÔÖ×ÒØÒØ Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×

Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ Ø Ð× ÔÓÒØ× ÖÓÙ× ´×Ù ÔÓÙÖ Ð ÙÖ ºµ ÖÔÖ×ÒØÒØ

ÙÒ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ Ù ×Ô
ØÖ 
Ð
ÙÐ  ÔÖØÖ Ù Ö×ÙÐØØ Ù ØÓÖÑ º

 Ä× ÙÖ× º Ø º ×ÓÒØ × ÞÓÓÑ× × ÙÖ× º Ø º Ö×Ô
ØÚÑÒØ Ò× Ð

ÞÓÒ Ó Ð× ÔÓÒØ× Ù ×Ô
ØÖ ×ÑÐÒØ 
ÓÒÓÒÙ×º

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÜÔÐ
ØÖ Ð× 
Ð
ÙÐ× ÓÒØ ÒÓÙ× ÚÓÒ× Ù ×ÓÒ ÔÓÙÖ Ð³ÑÔÐ¹

ÑÒØØÓÒ Ò× Ë
Ð ×ÙÖ Ð³ÜÑÔÐ  Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ÔÖØÙÖ ÔÖ iǫx2º

ÜÑÔÐ º¾º½ ´Ç×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ ÔÖØÙÖ ÔÖ iǫx2µº ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ

Opw(pǫ) ÓÒÒ ÔÖ

Opw(pǫ) = x2 −
2 d

2

dx2
+ iǫx2.

Ä ÔÖÑÖ ØÔ  Ð³ÑÔÐÑÒØØÓÒ ÒÙÑÖÕÙ 
ÓÒ××Ø  
Ð
ÙÐÖ TOpw(pǫ)T−1º ÓÑÑ

ÒÓÙ× ÚÓÒ×  ØÖÑÒ Ð³ÓÔÖØÙÖ TOpw(p0)T
−1¸ Ð Ò Ö×Ø ÔÐÙ× ÕÙ³ ØÖÑÒÖ

Ð³ÓÔÖØÙÖ TOpw(x2)T−1º ÈÖ ÙÒ 
Ð
ÙÐ¸ ÓÒ ØÖÓÙÚ ÕÙ

TOpw(x2)T−1 =



1√
2



z +
d

dz

2

.

Ò×¸ ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ

TOpw(pǫ)T−1 = 2z
d

dz
+ +



1√
2



z +
d

dz

2

.

ÇÒ ÔÙØ ÐÓÖ× Ò ÙÖ Ð ÑØÖ
 ØÖÓÒÕÙ  Ð³ÓÖÖ N +1  
Ø ÓÔÖØÙÖ Ò× Ð ×
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(ζα)α∈N

Pǫ
N+1 =







































+
iǫ

2
0

iǫ

2

√
2 0 . . . . . . 0

0 3+
iǫ3

2
0

iǫ

2

√
6

º º º
ººº

iǫ

2

√
2 0 5+

iǫ5

2
0

º º º º º º
ººº

0
iǫ

2

√
6

º º º º º º º º º º º º 0

ººº
º º º º º º º º º º º º 0

iǫ

2



N(N − 1)

ººº
º º º º º º 0

º º º 0

0 . . . . . . 0
iǫ

2



N(N − 1) 0 (2N + 1)+
iǫ(2N + 1)

2







































ØØ ÑØÖ
 × ØÖÑÒ Ò 
Ð
ÙÐÒØ TOpw(pǫ)T−1(ζα) ÔÓÙÖ 0 ≤ α ≤ N + 1 ´ÔÓÙÖ Ð×

×ÑÙÐØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ× 
¹××Ù×¸ ÒÓÙ× Ò³ÚÓÒ× Ô× ÙØÐ× Ð ×Ô
ØÖ  
ØØ ÑØÖ
¸ ØÒØ

ÓÒÒ ÕÙ Ò× 
 
× ÔÖØ
ÙÐÖ¸ ÓÒ 
ÓÒÒØ Ð ×Ô
ØÖ  ÑÒÖ Ü
Øµº

ÁÐ Ö×Ø ÑÒØÒÒØ  ØÖÑÒÖ ÙÒ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫº ÇÒ ÖÑÖÕÙ  
ØØ

Ò ÕÙ × ÓÒ ÔÓ×


x = −
√
2I cos θ,

ξ =
√
2I sin θ.

ÐÓÖ× (θ, I) ×ÓÒØ Ð× 
ÓÓÖÓÒÒ× 
ØÓÒ¹ÒÐ ÔÓÙÖ Ð³Ó×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙ Ø ÓÒ ÚÖ

ÕÙ Ð³ÔÔÐ
ØÓÒ κ0 : (x, ξ) −→ (θ, I) ×Ø ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙº Ò× 
× ÒÓÙÚÐÐ×


ÓÓÖÓÒÒ×¸ Ð ×ÝÑÓÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ × Ö
ÖØ ÔÓÙÖ (θ, I) ∈ S
1 × R 
ÓÑÑ ×ÙØ

pǫ ◦ κ−1
0 (θ, I) = (−

√
2I cos θ)2 + (

√
2I sin θ)2 + iǫq(−

√
2I cos θ,

√
2I sin θ),

= 2I + iǫ2I cos2 θ.

Ò× 
ØØ ÔÖÑÖ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κ0 ÒÓÙ× ÔÖÑØ ³
ÖÖ Ð ÔÖØ ÖÐÐ Ù

×ÝÑÓÐ 
ÓÑÑ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ  Iº ÇÒ ×ÓÙØ ÑÒØÒÒØ 
ÖÖ Ð ØÖÑ ³ÓÖÖ ǫ 
ÓÑÑ

ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ  Ð ÚÖÐ I¸ ÔÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ κ1  Ð ÓÖÑ

×ÙÚÒØ

κ1 = exp(iǫχG) = id+ iǫχG + O(ǫ2),

Ó G ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÒÐÝØÕÙ Ø χG ×Ò Ð 
ÑÔ  Ú
ØÙÖ× ××Ó
  Gº Ò×

exp(iǫχG)(p0) = (id+ iǫχG + O(ǫ2))(p0),

= p0 + iǫχG(p0) + O(ǫ2),

= p0 − iǫχp0(G) + O(ǫ2).

ÈÓÙÖ ÕÙ Ð ØÖÑ ³ÓÖÖ ǫ Ò ÔÒ ÕÙ  I¸ ÓÒ 
Ó×Ø Ð ÓÒ
ØÓÒ G ×Ø××ÒØ Ð

½¾¿



ÀÈÁÌÊ º ËÁÅÍÄÌÁÇÆË ÆÍÅÊÁÉÍË

ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

χp0(G) = q − q = q − 1

2π

 2π

0
q(θ, I)dθ.

Ò×

exp(iǫχG)(p
ǫ) = p0 + iǫq + O(ǫ2).

ÙØÖÑÒØ Ø

pǫ ◦ κ−1
0 ◦ κ−1

1 (θ, I) = 2I + iǫ
1

2π

 2π

0
2I cos2 θdθ + O(ǫ2),

= 2I + iǫI + O(ǫ2).

³×Ø Ú
 
ØØ ÜÔÖ××ÓÒ ÕÙ³ÓÒ ØÖÑÒ ÙÒ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫ Ò× Ð×

ÐÐÙ×ØÖØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ×º

������ º  pǫ(x, ξ) = x2 + ξ2 + iǫx2º

½¾



º¾º ÇÈÊÌÍÊË ÈËÍÇ¹ÁÊÆÌÁÄË ÁËËÆÌ ËÍÊ L2(R)

������ º  pǫ(x, ξ) = x2 + ξ2 + iǫx2º

������ º  pǫ(x, ξ) = x2 + ξ2 + iǫ(x2 + x3)º

½¾



ÀÈÁÌÊ º ËÁÅÍÄÌÁÇÆË ÆÍÅÊÁÉÍË

������ º  pǫ(x, ξ) = x2 + ξ2 + iǫx4º

������ º  pǫ(x, ξ) = x2 + ξ2 + iǫx4º

½¾



ÙÜÑ ÔÖØ

ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ø

ÕÙÒØ
ØÓÒ×  ÏÝÐ Ù ØÓÖ T2

½¾





ÔØÖ

ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ

Ù ØÓÖ

Ò× 
 
ÔØÖ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÖÔÔÐÖ Ð ÒØÓÒ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹

ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ T
2º ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒØÖ Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ×

Ù Ö Ò ÖÓØ× 
ÓÑÔÐÜ× ØÖÚÐ ×ÙÖ Ð ØÓÖ T2 Ú
 ÙÒ ×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ×

ÕÙ ÒÓÙ× ÔÓÙÖÖÓÒ× ÔÐÙ× 
ÐÑÒØ ÑÒÔÙÐÖº ÈÓÙÖ 
ÓÒ×ØÖÙÖ 
Ø ×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ×

ÓÐÓÑÓÖÔ×¸ ÓÒ ×³Ò×ÔÖ  Ð³ÖØ
Ð  ÄÙÖÒØ ÖÐ× Ø  ÂÙÐÒ ÅÖ
 Å½℄º Ä

ÖÒ
 ÒØÖ Ð 
Ö  ÐÙÖ ÖØ
Ð Ø 
 ÕÙ ÒÓÙ× ÔÖ×ÒØÓÒ× 
 Ö× Ò× Ð 
ÓÜ

× ØÖÒ×ÐØÓÒ× ÒÚÖÒØ× ÕÙ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× 
ÓÒ×ÖÖ ÔÓÙÖ ÒÖ Ð ØÓÖº

º½ Ö ÔÖÕÙÒØÒØ

Ò× ÙÒ ÔÖÑÖ ØÑÔ×¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒÓÙ× ÒØÖ××Ö Ù C¹Ö ØÖÚÐ ×ÙÖ ÙÒ ×Ô


Ú
ØÓÖÐ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ E ÕÙÐ
ÓÒÕÙ ÚÒØ  Ô××Ö Ù 
× ÔÖØ
ÙÐÖ ÕÙ ÒÓÙ× ÒØÖ××¸


³×Ø¹¹Ö Ð ØÓÖº ÈÓÙÖ 
 Ö ÒÓÙ× ×ÓÒ× ÕÙÐÕÙ× ÖÔÔÐ×  ÓÑØÖ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙº

ÒØÓÒ º½º½ ´ÓÖÑ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ ×ÙÖ ÙÒ ×Ô
 Ú
ØÓÖÐµº ËÓØ E ÙÒ ×Ô
 Ú
ØÓÖÐº

ÍÒ ÓÖÑ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ ×ÙÖ  ×Ø ÙÒ ÓÖÑ ÐÒÖ ω : E × E −→ R ØÐÐ ÕÙ

½º ω ×Ø ÒØ¹×ÝÑØÖÕÙ¸ ºº ÔÓÙÖ ØÓÙ× x, y ∈ E¸ ω(x, y) = −ω(y, x) ´Ø ÓÒ
 ÐØÖÒµ

¾º ω ×Ø ÒÓÒ¹ÒÖ¸ ºº ÔÓÙÖ x ∈ E¸ × ω(x, y) = 0 ÔÓÙÖ ØÓÙØ y ∈ E¸ ÐÓÖ× x = 0º

ÒØÓÒ º½º¾ ´ÓÖÑ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ ×ÙÖ ÙÒ ÚÖØµº ËÙÖ ÙÒ ÚÖØ ÖÒØÐÐ C∞¸

ÙÒ ÓÖÑ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ ω ×Ø ÙÒ 2¹ÓÖÑ ÖÒØÐÐ ÒÓÒ¹ÒÖ Ø ÖÑ¸ ºº

½º Ò ØÓÙØ ÔÓÒØ x¸ Ð ÓÖÑ ÐÒÖ ÒØ¹×ÝÑØÖÕÙ ωx ×Ø ÒÓÒ¹ÒÖ

¾º Ð ÖÒØÐÐ ÜØÖÙÖ dω ×Ø ÒÙÐÐº

ÒØÓÒ º½º¿ ´ÎÖØ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙµº ÍÒ ÚÖØ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ ×Ø ÙÒ ÚÖØ ¹

ÖÒØÐÐ ÑÙÒ ³ÙÒ ÓÖÑ ÖÒØÐÐ  Ö ¾ ÖÑ Ø ÒÓÒ ÒÖ¸ ÔÔÐ

ÓÖÑ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙº

½¾



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÌÇÊ

ËÓØ (E,ω) ÙÒ ×Ô
 Ú
ØÓÖÐ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ  ÑÒ×ÓÒ ÙÜ ØÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ x ∈ E¸

ωx = ω ×Ø 
ÓÒ×ØÒØ¸ Ò× Ð ÓÖÑ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ ω ×Ø ÒÚÖÒØ ÔÖ ØÖÒ×ÐØÓÒº ËÓØ

LE = E×C Ð Ö Ò ÖÓØ× 
ÓÑÔÐÜ× ØÖÚÐ  × E ÑÙÒ ³ÙÒ ÑØÖÕÙ 
ÓÒ×ØÒØ

m Ø  Ð 
ÓÒÒÜÓÒ ∇ = d+
1

i
α Ó α ∈ Ω1(E,R) ×Ø ÙÒ 1¹ÓÖÑ ÖÐÐ ×ÙÖ E ÔÖÑØÚ

 ω ÓÒÒ ÔÖ¸ ÔÓÙÖ x, y ∈ E

αx(y) =
1

2
ω(x, y).

ÇÒ ÔÙØ ÓÒÒÖ ÙÒ ÔÖÑÖ ÜÑÔÐ  
 ØÝÔ ³×Ô
 ÕÙ ÒÓÙ× ÖÚÖÖÓÒ× ÔÖ Ð ×ÙØº

ÜÑÔÐ º½º½º R2 ×Ø ÙÒ ×Ô
 Ú
ØÓÖÐ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ ÑÙÒ  Ð ÑØÖÕÙ Ù
ÐÒÒ

Ø  Ð ¾¹ÓÖÑ ω = dp ∧ dq Ó (p, q) ∈ R
2 ×ÓÒØ × 
ÓÓÖÓÒÒ× ×ÙÖ R

2 Ø Ð ½¹ÓÖÑ

Ò××ÒØ Ð 
ÓÒÒÜÓÒ ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ

α =
1

2
(pdq − qdp).

ÇÒ ÒØÖÓÙØ ÑÒØÒÒØ ÙÜ ÒÓØØÓÒ× ÕÙ ÚÓÒØ ÒÓÙ× ØÖ ÙØÐ×º

ÆÓØØÓÒ×

 C∞(E,LE) ×Ø Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× C∞ Ù Ö LE

 Ω1(E,LE) ×Ø Ð³×Ô
 × 1¹ÓÖÑ×  ÚÐÙÖ× Ò× Ð Ö LE º

ÇÒ ×ÓÙØ ÖÐÚÖ × ØÖÒ×ÐØÓÒ× Ù Ö LEº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÔÓÙÖ x ∈ E¸ ÓÒ

ÚÙØ 
ÓÒ×ØÖÙÖ ÙÒ ÔÔÐ
ØÓÒ ψx : LE −→ LE ÕÙ ÖÐÚ Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ  Ú
ØÙÖ x Ø

ÕÙ ×ÓØ ÙÒ ÙØÓÑÓÖÔ×Ñ  (LE ,∇,m)º Ä ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ ×ÙØ ÖÔÓÒ  
ØØ ÕÙ×ØÓÒº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º ´ÊÐÚ ³ÙÒ ØÖÒ×ÐØÓÒ Ù Ö Ú
 
ÓÒÒÜÓÒµº ËÓØ u ∈ U(1)

´Ð³Ò×ÑÐ × ÒÓÑÖ× 
ÓÑÔÐÜ×  ÑÓÙÐ 1µº ÐÓÖ× Ð³ÙØÓÑÓÖÔ×Ñ

ψx : LE = E ×C −→ LE = E × C

(z, w) −→


z + x, uwe(i/2)ω(x,z)


,

ÖÐÚ Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ  Ú
ØÙÖ xº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÇÒ ÖÔÔÐÐ Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ ÒÓØÑÑÒØ

ØÖÓÙÚÖ Ò× Ð³ÖØ
Ð Å½℄º

ÇÒ ÚÙØ 
ÓÒ×ØÖÙÖ ÙÒ ÙØÓÑÓÖÔ×Ñ ψx ×ÙÖ Ð Ö LE = E×C Ø ÕÙ ÖÐÚ Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ

 Ú
ØÙÖ xº ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ ψx ×Ø  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ (z, w) ∈ LE

ψx(z, w) = (z + x, a(z)w),

Ú
 a(z) ∈ C
∗¸ 
Ö ψx ÓØ ØÖ ÐÒÖ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  wº ÓÑÑ ψx ÓØ ÔÖ×ÖÚÖ Ð

ÑØÖÕÙ¸ ÐÓÖ× ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ E¸ |a(z)| = 1º Ò×ÙØ¸ ψx ÓØ Ù×× ÔÖ×ÖÚÖ Ð 
ÓÒÒÜÓÒ

½¿¼



º½º ÁÊ ÈÊÉÍÆÌÁÁÆÌ

∇¸ 
 ÕÙ ×Ò ÕÙ Ð ÖÑÑ ×ÙÚÒØ ÓØ 
ÓÑÑÙØÖ

C∞(E,LE)
∇

��

ψ∗

x

��

Ω1(E,LE)

ψ∗

x

��

C∞(E,LE) ∇
�� Ω1(E,LE)

ÓÑÑ LE = E ×C¸ ÐÓÖ× ÓÒ ÔÙØ ÒØÖ Ð³×Ô
  ×
ØÓÒ× C∞(E,LE) Ú
 Ð³×Ô


 ÓÒ
ØÓÒ× C∞(E,C) Ø  ÑÑ ÓÒ ÒØ Ð³×Ô
  1¹ÓÖÑ× Ω1(E,LE) Ú
 Ð³×Ô


Ω1(E,C)º ËÓØ f ∈ C∞(E,C)¸ ÓÒ 

(ψ∗
xf)(z) =

1

a(z)
f(z + x) =

1

a(z)
t∗xf(z),

Ó t∗x ×Ø Ð ØÖ Ò ÖÖÖ  Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ ÔÖ xº ËÓØ β ∈ Ω1(E,C)¸ ÐÓÖ×  ÑÑ¸ ÓÒ 

(ψ∗
xβ) =

1

a
t∗xβ.

Ò×ÙØ¸ 
ÓÑÑ |a(z)| = 1 ÐÓÖ× Ð Ü×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ φ ∈ C∞(E,R) ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

z ∈ E

a(z) = eiφ(z).

Ò× ÔÓÙÖ ÕÙ Ð ÖÑÑ 
ÓÑÑÙØ¸ Ð ÙØ ÕÙ ÔÓÙÖ f ∈ C∞(E,C)¸ ÓÒ Ø

e−iφt∗x



df +
1

i
αf



=



d+
1

i
α



(e−iφt∗xf). ´º½µ

Ä ÙÜÑ ØÖÑ  
ØØ ÐØ × Ö
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ f ∈ C∞(E,C)



d+
1

i
α





e−iφt∗xf


= d


e−iφt∗xf


+
1

i
αe−iφt∗xf,

= e−iφ


1

i
dφ(t∗xf) + d(t∗xf) +

1

i
αt∗xf



.

Ø¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ f ∈ C∞(E,C)¸ ÓÒ  ÐÑÒØ

e−iφt∗x



df +
1

i
αf



= e−iφ


d(t∗xf) +
1

i
(t∗xα)(t

∗
xf)



.

Ò× Ð³ÕÙØÓÒ ´º½µ¸ ÒÓÙ× ÓÒÒ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ f ∈ C∞(E,C)

(t∗xα− dφ− α)(t∗xf) = 0.

ÓÒ
 Ð³ÕÙØÓÒ ´º½µ ×Ø ×Ø×Ø × Ø ×ÙÐÑÒØ × Ð ÓÒ
ØÓÒ φ ×Ø×Ø Ð ÖÐØÓÒ

×ÙÚÒØ

dφ = t∗xα− α.

½¿½
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ÇÖ ÔÖ ÒØÓÒ¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙ× y, z ∈ E¸ ÓÒ 

αy(z) =
1

2
ω(y, z).

ÓÒ
 ÔÓÙÖ ØÓÙ× y, z ∈ E¸ ÓÒ 

(t∗xα)y(z) = αy+x(z) =
1

2
ω(x+ y, z).

ÙØÖÑÒØ Ø¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ E¸ ÓÒ 

dyφ(z) =
1

2
ω(x+ y, z) − 1

2
ω(y, z) =

1

2
ω(x, z).

Ò× φ(z) =
1

2
ω(x, z)+c¸ Ó c ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ¸ 
Ö Ð ÖÒØÐÐ ÜØÖÙÖ ³ÙÒ ÓÖÑ

ÐÒÖ ×Ø Ð ÓÖÑ ÐÐ¹ÑÑº ÒÒ¸ × ÓÒ ÔÓ× u = eic ∈ U(1)¸ ÓÒ ÓØÒØ Ð Ö×ÙÐØØ

ÚÓÙÐÙº

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÜÔÐ
ØÖ ÙÒ 
ØÓÒ  ÖÓÙÔ ×ÙÖ Ð Ö LE º ÈÓÙÖ 
 Ö¸

ÓÒ ÒØÖÓÙØ ÙÒ ÒÓÙÚÐÐ ÒÓØØÓÒº

ÆÓØØÓÒ ÓÒ ÒÓØ ” · ” Ð³ÓÔÖØÓÒ ×ÙÖ E ×U(1) Ò¸ ÔÓÙÖ (x, u) Ø (z, w) ∈ E ×U(1)¸

ÔÖ

(x, u) · (z, w) =


z + x, uwe(i/2)ω(x,z)


.

ÊÑÖÕÙ º½ºº Ä³ÓÔÖØÓÒ ” ·” ÒØ ÙÒ ÐÓ  ÖÓÙÔ ×ÙÖ Ð³×Ô
 ÔÖÓÙØ E×U(1)º

Ø ×Ô
 E × U(1) ×³ÔÔÐÐ Ð ÖÓÙÔ  À×ÒÖº

ÈÙ×ÕÙ LE = E × C¸ ÓÒ ÓØÒØ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ ×ÙØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º ´
ØÓÒ Ù ÖÓÙÔ  À×ÒÖ ×ÙÖ Ð Ö LEµº Ä ÖÓÙÔ E×U(1)

Ø ×ÙÖ Ð Ö LE Ú Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

(x, u) · (z, w) =


z + x, uwe(i/2)ω(x,z)


,

ÔÓÙÖ (x, u) ∈ E × U(1) Ø (z, w) ∈ LEº

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÔÖ
×Ö ÕÙÐÐ× ØÖÒ×ÐØÓÒ× ÒÓÙ× ÒØÖ××ÒØº ËÓØ x ∈ E ÒÓÒ

ÒÙÐº Zx Ø ×ÝÑÔÐ
ØÕÙÑÒØ ×ÙÖ E ÔÖ ØÖÒ×ÐØÓÒ Ú  n.z = z + nxº ÇÒ ÔÙØ ÓÒ


ÑÙÒÖ E/Zx  Ð ×ØÖÙ
ØÙÖ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ ÕÙÓØÒØ Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ 
ÓÜ  u ∈ U(1)¸ ÓÒ

ÒØ ÙÒ Ö ÔÖÕÙÒØÒØ ×ÙÖ E/Zx 
ÓÑÑ ÕÙÓØÒØ  LE ÔÖ Z Ó 1 Ø Ú

1.(z, w) = (x, u) · (z, w).

ÇÒ ÔÔÐÐ Ð ÒÓÑÖ 
ÓÑÔÐÜ u ÙÒ Ò
  ÐÓÕÙØº

½¿¾



º¾º ËÌÁÇÆË ÀÇÄÇÅÇÊÈÀË

 Ð ÑÑ ÑÒÖ¸ ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ÖÖ ÙÒ 
ØÓÒ  Z
2 ×ÙÖ Eº ËÓÒØ x, y ∈ E ØÐ×

ÕÙ Ð 
ÓÙÔÐ (x, y) ÓÖÑ ÙÒ ×  Eº Ä ÖÓÙÔ Zx ⊕ Zy Ø ÔÖ ØÖÒ×ÐØÓÒ ×ÙÖ E

´Ó (x, 0) ×Ø Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ  Ú
ØÙÖ x Ø (0, y) 
ÐÐ  Ú
ØÙÖ yµº ÇÒ ÚÙØ ÖÐÚÖ 
×

ØÖÒ×ÐØÓÒ× Ù Ö LE Ø 
ÓÑÑ 
× ØÖÒ×ÐØÓÒ× 
ÓÑÑÙØÒØ ×ÙÖ Ð × E¸ ÓÒ 
Ö


Ð× 
ÓÙÔÐ× (x, u), (y, v) ∈ E × U(1) ØÐ× ÕÙ Ð× ØÖÒ×ÐØÓÒ× 
ÓÑÑÙØÒØ Ù ×Ò× ×ÙÚÒØ

(x, u) · (y, v) = (y, v) · (x, u),

ºº


y + x, uve(i/2)ω(x,y)


=


x+ y, vue(i/2)ω(y,x)


,

ºº eiω(x,y) = 1¸ ÙØÖÑÒØ Ø 
Ð ÑÔÓ× ÙÒ 
ÓÒØÓÒ ×ÙÖ Ð× ØÖÒ×ÐØÓÒ× x Ø y

ω(x, y) ∈ 2πZ.

Ä× ÒÓÑÖ× 
ÓÑÔÐÜ× u Ø v ×ÓÒØ Ù×× ÔÔÐ× Ò
×  ÐÓÕÙØº ÆÓÙ× ÖÚÖÖÓÒ× 
ØØ


ÓÒØÓÒ ÐÓÖ×ÕÙ ÒÓÙ× ØÙÖÓÒ× Ð ØÓÖ T2 ÔÙ×ÕÙ ÒÓÙ× ÚÖÓÒ× 
Ó×Ö ÙÜ ØÖÒ×ÐØÓÒ×º

º¾ Ë
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ×

Ò× 
ØØ ÔÖØ¸ ÒÓÙ× ÒÓÙ× ÒØÖ××ÓÒ× Ù 
× ÔÖØ
ÙÐÖ Ù ØÓÖ Ø ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ

 ×× ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ÔÙ×ÕÙ Ð ÒØÓÒ × ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ø

ÒØÖÚÒÖ 
Ø ×Ô
º

ÆÓØØÓÒ×

 × z ∈ C¸ ÓÒ ÒÓØ ÒÖÑÑÒØ z = (p, q) ÓÙ z = p + iq Ú Ð³ÒØ
ØÓÒ  C

Ú
 R
2

 L2(E,LE) = {f ∈ C∞(LE);


E |f |2ω < +∞} ×Ò Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ×  
ÖÖ

ÒØÖÐ Ù Ö LE

 H(E,LE) ×Ò Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Ù Ö LE º

×ÓÖÑ× E = R
2¸ 
Ø ×Ô
 ×Ø ÑÙÒ  Ð ÑØÖÕÙ Ù
ÐÒÒ¸  × ×ØÖÙ
ØÙÖ


ÓÑÔÐÜ ØÙÐÐ Ø  Ð ÓÖÑ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ ω = dp ∧ dqº ËÓØ LE = R
2 × C Ð Ö

ØÖÚÐ ÑÙÒ  Ð 
ÓÒÒÜÓÒ ∇ = d +
1

i
α = d +

1

2i
(pdq − qdp)º ÇÒ 
Ö
  
ÖÖ

ÑÒÖ ×ÑÔÐ Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× H(E,LE) Ù Ö LE¸ 
³×Ø¹¹Ö Ð×

×
ØÓÒ× f ×Ø××ÒØ Ð 
ÓÒØÓÒ  ∇zf = 0º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½ ´Ö
ØÖ×ØÓÒ × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Ù Ö LEµº

ËÓØ f ∈ H(E,LE)º ÐÓÖ× f ×Ø×Ø Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

∂

∂z
f +

1

4
zf = 0.

½¿¿
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ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÇÒ ÒØ Ð³×Ô
  ×
ØÓÒ× C∞(E,LE) Ú
 Ð³×Ô
 × ÓÒ
ØÓÒ×


Ð×× C∞(E,C)  Ò× ÔÖ ÒØÓÒ ÙÒ ×
ØÓÒ f ×Ø ÓÐÓÑÓÖÔ × ∇∂zf = 0¸ ºº ×

∂

∂z
f +

1

i
α



∂

∂z



f = 0.

ÓÑÑ ÓÒ  Ð× ÖÐØÓÒ× ×ÙÚÒØ×















dp



∂

∂p



= 1 Ø dp



∂

∂q



= 0,

dq



∂

∂p



= 0 Ø dq



∂

∂q



= 1,

ÐÓÖ×¸ ÓÒ 

α



∂

∂z



=



1

2
(pdq − qdp)



1

2



∂

∂p
+ i

∂

∂q



=
i

4
z.

³Ó Ð ÖÐØÓÒ ÚÓÙÐÙº

ÜÑÔÐ º¾º½ ´Ë
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ Ù Ö LEµº Ä ÓÒ
ØÓÒ f ∈ C∞(E,C) Ò ÔÓÙÖ

z ∈ C ÔÖ f(z) = e−(1/4)|z|2 
ÓÖÖ×ÔÓÒ  ÙÒ ×
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔº ÇÒ ÒÓØ s ∈ C∞(E,LE)


ØØ ×
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾ ´×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× H(E,LE)µº Ä ×ÓÙ×¹×Ô
 × ×
¹

ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ L2(E,LE) 
ÓÒ×ØØÙ × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ×¸ ÒÓØ H(E,LE)¸

×³ÒØ Ú
 Ð³×Ô
  ÖÑÒÒ ÓÒÒ ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

B =



g : C −→ C ÓÐÓÑÓÖÔ;


C

|g(z)|2e−(1/2)|z|2dzdz < +∞


.

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÓÑÑ ÓÒ  ØÖÑÒ ÙÒ ×
ØÓÒ s ∈ H(E,LE) Ò× Ð³ÜÑÔÐ º¾º½

Ø 
ÓÑÑ Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ×Ø  ÑÒ×ÓÒ ÙÒ¸ ÐÓÖ× ØÓÙØ× Ð× ×
ØÓÒ×

×ÓÒØ  Ð ÓÖÑ gs Ó g : C −→ C ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔº  ÔÐÙ×¸ ÓÒ ÖÑÖÕÙ

ÕÙ

|gs| = |g|e−(1/4)|z|2 .

³Ó Ð Ö×ÙÐØØ ÔÙ×ÕÙ³ÓÒ ×³ÒØÖ×× ÙÒÕÙÑÒØ ÙÜ ×
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐº

ÇÒ ×³ÒØÖ×× ÑÒØÒÒØ  Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Ù Ö LE/Zº ÈÓÙÖ

ØÖÑÒÖ ÙÒ ØÐ ×Ô
¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ³ÓÖ ÓÒÒÖ ÙÒ ÙØÖ ÜÑÔÐ  ×
ØÓÒ× ÓÐÓ¹

ÑÓÖÔ× Ù Ö LE º

ÜÑÔÐ º¾º¾ ´Ë
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ Ù Ö LEµº Ä ÓÒ
ØÓÒ f ∈ C∞(E,C) Ò ÔÓÙÖ

z = (p, q) ∈ R
2 ÔÖ

f(z) = exp



izq

2



= exp



iz

2

1

2i
(z − z)



= exp



1

4
(z2 − zz)



,

½¿



º¾º ËÌÁÇÆË ÀÇÄÇÅÇÊÈÀË

×Ø Ù×× ÙÒ ×
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ 
Ö ÐÐ ×Ø×Ø Ð³ÕÙØÓÒ

∂

∂z
f +

1

4
zf = 0.

ÇÒ ÒÓØ r ∈ C∞(E,LE) Ð ×
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ ××Ó
  f º ÇÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ

|f(z)| =





e(i/2)zq






= eℜ((i/2)zq) = e(1/2)ℜ((ip−q)q) = e−q

2/2 = e−(ℑz)2/2.

ÆÓÙ× ÒØÖÓÙ×ÓÒ× ÑÒØÒÒØ Ð ÔÖÑÖ ØÖÒ×ÐØÓÒ ÕÙ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× 
ÓÒ×ÖÖº ËÓØ

x = 2π
∂

∂p
¸ ÙØÖÑÒØ Ø × ÓÒ ÒÓØ tx Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ  Ú
ØÙÖ x¸ ÐÐ ×Ø Ò ÔÖ

tx : R2 −→ R
2

(p, q) −→ (p + 2π, q)

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¿ ´×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ×H(E/Z, LE/Z)µº ÈÓÙÖ ØÓÙØ u ∈ U(1)¸

Ð ×ÓÙ×¹×Ô
 × ×
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ L2(E/Z, LE/Z) 
ÓÒ×ØØÙ × ×
ØÓÒ× ÓÐÓ¹

ÑÓÖÔ×¸ ÒÓØ H(E/Z, LE/Z)¸ ×³ÒØ Ú
 Ð³×Ô
 ÓÒÒ ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ



g : C −→ C ÓÐÓÑÓÖÔ; g(p + 2π, q) = ug(p, q) Ø
 2π

0



R

|g(p, q)|2e−q2dpdq < +∞


.

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÓÙÖ ØÖÑÒÖ Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× H(E/Z, LE/Z) Ù ¹

Ö LE/Z¸ ÓÒ ×³ÒØÖ×× Ù ÖÐÚ  Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ  Ú
ØÙÖ x Ù Ö LEº ³ÔÖ× Ð

ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º¸ ÓÒ ÔÙØ 
Ó×Ö u ∈ U(1) Ø ÖÐÚÖ Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ tx Ù Ö LE Ú

Ð³ÔÔÐ
ØÓÒ

ψx : LE −→ LE

(z, w) −→ (x, u) · (z, w) =


z + x, uwe(i/2)ω(x,z)


.

ÇÖ ÙÒ ×
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ  Ð ÓÖÑ gr ´Ó g : C −→ C ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ Ø r ∈ C∞(E,LE)

×Ø Ð ×
ØÓÒ Ò Ò× Ð³ÜÑÔÐ º¾º¾µ ×
Ò Ò ÙÒ ×
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ Ù Ö LE/Z
 Ð³×Ô
 E/Z × ÐÐ ÚÖ Ð× ÙÜ 
ÓÒØÓÒ× ×ÙÚÒØ×

½º Ð ÓÒ
ØÓÒ g ×Ø ÓÐÓÑÓÖÔ ´ºº ∂zg(z) = 0µ

¾º ψ∗
x(gr) = grº

ÜÔÐ
ØÓÒ× ÑÒØÒÒØ 
 ÕÙ ×Ò Ð ÙÜÑ 
ÓÒØÓÒº ËÓØ z = p + iq ∈ C¸ ×ÓØ

f ∈ C∞(E,C) Ð ×
ØÓÒ Ò Ò× Ð³ÜÑÔÐ º¾º¾¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

(ψ∗
xf)(z) = u−1e−(i/2)ω(x,z)f(z + x).

ÇÖ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z = p+ iq ∈ C¸ ÓÒ 

f(z + x) = e(i/2)(p+2π+iq)q .

½¿
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Ò×ÙØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z = p+ iq ∈ C¸ ÓÒ  ÐÑÒØ

ω(x, z) = (dp ∧ dq)


2π
∂

∂p
, p

∂

∂p
+ q

∂

∂q
,



= 2πq.

ÓÒ
 ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ ÓÒ 

(ψ∗
xf)(z) = u−1e−(i/2)ω(x,z)f(z + x),

= u−1e−(i/2)2πqe(i/2)(p+2π+iq)q ,

= u−1f(z).

Ò×¸ Ð ×
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ r ∈ C∞(E,LE) ××Ó
  f ∈ C∞(E,C) Ø  ÒÓÖÑ

|r| = e−(1/2)(ℑz)2 ³ÔÖ× Ð³ÜÑÔÐ º¾º¾ ×Ø×Ø Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ  ψ∗
xr = u−1rº ÈÖ


ÓÒ×ÕÙÒØ¸ Ð ÖÐØÓÒ ψ∗
x(gr) = gr × Ö
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

g(z + x)u−1r(z) = g(z)r(z),

ÙØÖÑÒØ Ø¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (p, q) ∈ R
2¸ Ð ÓÒ
ØÓÒ g ÓØ ×Ø×Ö Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

g(p + 2π, q) = ug(p, q).

 ÔÐÙ×¸ 
ÓÑÑ ÓÒ ×³ÒØÖ×× Ù ×ÓÙ×¹×Ô
 × ×
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ¸ ÓÒ ÖÑÖÕÙ

ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ g



E/Z
|gr|2ω =

 2π

0



R

|g(p, q)|2e−q2dpdq < +∞.

³Ó Ð Ø ÕÙ³ÓÒ ÔÙ×× ÒØÖ Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× H(LE/Z, E/Z) Ú


Ð³×Ô




g : C −→ C ÓÐÓÑÓÖÔ; g(p + 2π, q) = ug(p, q),

 2π

0



R

|g(p, q)|2e−q2dpdq < +∞


.

ÈÓÙÖ ÒÖ¸ ÓÒ ×³ÒØÖ×× ÙÜ ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Ù ØÓÖ E/Z2º ÇÒ   
Ó× ÙÒ

Ú
ØÙÖ x = 2π
∂

∂p
ÔÓÙÖ ÒÖ Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ tx¸ ÓÒ 
Ó×Ø ÙÒ ÙÜÑ Ú
ØÙÖ y =

∂

∂q
ÕÙ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ  Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ ty ÓÒÒ ÔÖ

ty : R2 −→ R
2,

(p, q) −→ (p, q + 1).

ÊÑÖÕÙ º¾ºº Ä 
ÓÒØÓÒ ω(x, y) ∈ 2πZ ×Ø ×Ø×Øº

ÆÓÙ× ÚÓÒ× ØÖÑÒ Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× H(E/Z, LE/Z) Ù Ö LE/Z¸

½¿



º¾º ËÌÁÇÆË ÀÇÄÇÅÇÊÈÀË

 ÑÑ ÒÓÙ× ÔÓÙÚÓÒ× ØÖÑÒÖ Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× H(E/Z2, LE/Z2) Ù

Ö LE/Z2 º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º ´×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ×H(E/Z2, LE/Z2)µº ÈÓÙÖ ØÓÙ× u, v ∈ U(1)¸

Ð ×ÓÙ×¹×Ô
 × ×
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ L2(E/Z2, LE/Z2) 
ÓÒ×ØØÙ × ×
ØÓÒ× ÓÐÓ¹

ÑÓÖÔ×¸ ÒÓØ H(E/Z2, LE/Z2)¸ ×³ÒØ Ú
 Ð³×Ô
 ÓÒÒ ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ







g : C −→ C ÓÐÓÑÓÖÔ;







g(p + 2π, q) = ug(p, q)

g(p, q + 1) = ve−i(p+iq)+1/2g(p, q)







.

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÓÙÖ ÒØÖ Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× H(E/Z2, LE/Z2) Ù Ö

LE/Z2 ¸ ÓÒ ×³ÒØÖ×× Ù ÖÐÚ  Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ  Ú
ØÙÖ y Ù Ö LE º ³ÔÖ× Ð

ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º¸ ÓÒ ÔÙØ 
Ó×Ö v ∈ U(1) Ø ÖÐÚÖ Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ ty Ù Ö LE Ú

Ð³ÔÔÐ
ØÓÒ

ψy : LE −→ LE ,

(z, w) −→ (y, v) · (z, w) =


z + y, vwe(i/2)ω(y,z)


.

ÍÒ ×
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ  Ð ÓÖÑ gr ´Ó g : C −→ C ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ Ø r ∈ C∞(E,LE)

×Ø Ð ×
ØÓÒ Ò Ò× Ð³ÜÑÔÐ º¾º¾µ ×
Ò Ò ÙÒ ×
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ Ù Ö

LE/Z2  Ð³×Ô
 E/Z2 × Ø ×ÙÐÑÒØ × ÐÐ ÚÖ Ð× 
ÓÒØÓÒ× ×ÙÚÒØ×

½º Ð ÓÒ
ØÓÒ g ×Ø ÓÐÓÑÓÖÔ ´ºº ∂zg(z) = 0µ

¾º ψ∗
x(gr) = gr Ø ψ∗

y(gr) = grº

ÁÐ ÙØ ÓÒ
 ÕÙ³ÓÒ ÜÔÐ
Ø Ð ÖÐØÓÒ ψ∗
y(gr) = grº ÈÓÙÖ z = p + iq ∈ C Ø ÔÓÙÖ f Ð

×
ØÓÒ  Ð³ÜÑÔÐ º¾º¾¸ ÓÒ 

(ψ∗
yf)(z) = v−1e−(i/2)ω(y,z)f(z + y).

ÇÖ¸ ÔÓÙÖ z = p+ iq ∈ C¸ ÓÒ 

ω(y, z) = (dp ∧ dq)


∂

∂q
, p

∂

∂p
+ q

∂

∂q



= −p.

Ø ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ f Ð ×
ØÓÒ  Ð³ÜÑÔÐ º¾º¾ Ø ÔÓÙÖ z = p+ iq ∈ C

f(z + y) = e(i/2)(p+i(q+1))(q+1) = e(i/2)pe−(1/2)(2q+1)f(z).

ÓÒ
¸ ÔÓÙÖ z = p+ iq ∈ C¸ ÓÒ 

(ψ∗
yf)(z) = v−1e−(i/2)ω(y,z)f(z + y),

= v−1e(i/2)pe(i/2)pe−(1/2)(2q+1)f(z),

= v−1eiz−1/2f(z).
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Ò×¸ Ð ×
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔ r ∈ C∞(E,LE) ××Ó
  f ∈ C∞(E,C) Ø  ÒÓÖÑ

|r| = e−(1/2)(ℑz)2 ³ÔÖ× Ð³ÜÑÔÐ º¾º¾ ×Ø×Ø Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ  ψ∗
yr = v−1eiz−1/2rº

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ Ð ÖÐØÓÒ ψ∗
y(gr) = gr × Ö
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

ψ∗
y(gr)(z) = g(z + y)(ψ∗

yr)(z) = g(z + y)v−1eiz−1/2r(z) = g(z)r(z),

ÙØÖÑÒØ Ø¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (p, q) ∈ R
2¸ Ð ÓÒ
ØÓÒ g ÓØ ÚÖÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

g(p, q + 1) = ve−i(p+iq)+1/2g(p, q).

 ÔÐÙ×¸ 
ÓÑÑ ÓÒ ×³ÒØÖ×× ÙÜ ×
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ¸ ÓÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

ÓÒ
ØÓÒ g ÓÐÓÑÓÖÔ¸ ÓÒ 



E/Z2

|gr|2ω =

 2π

0

 1

0
|g(p, q)|2e−q2dpdq < +∞.

³Ó Ð Ø ÕÙ³ÓÒ ÔÙ×× ÒØÖ Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× H(LE/Z2 , E/Z2) Ú


Ð³×Ô








g : C −→ C ÓÐÓÑÓÖÔ;







g(p + 2π, q) = ug(p, q)

g(p, q + 1) = ve−i(p+iq)+1/2g(p, q)







.

ÊÑÖÕÙ º¾ºº ÇÒ  
ÓÒ×ØÖÙØ Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Ù Ö LE/Z2 º Ë ÓÒ


ÓÒ×Ö Ð Ö ØÒ×ÓÖÐ L⊗k
E/Z2 ÔÓÙÖ k ≥ 1 ÑÙÒ  Ð Ñ×ÙÖ ÔÖÓÙØ¸ ÓÒ ÔÙØ ÒØÖ

Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× H(E/Z2, L⊗k
E/Z2) Ú
 Ð³×Ô
 ÕÙ ×ÙØ¸ ÒÓØ Hk

Hk :=







g : C −→ C ÓÐÓÑÓÖÔ;







g(p + 2π, q) = ukg(p, q),

g(p, q + 1) = vke−i(p+iq)k+k/2g(p, q)







.

º¿ ×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk

ËÓØ k ≥ 1º Ò× 
ØØ ÔÖØ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ØÙÖ ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ Ð³×Ô
 Hk ÕÙ

×³ÒØ Ú
 Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Ù Ö L⊗k
E/Z2 Ø ×Ø Ò ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ

×ÙÚÒØ

Hk =







g : C −→ C ÓÐÓÑÓÖÔ;







g(p + 2π, q) = ukg(p, q),

g(p, q + 1) = vke−i(p+iq)k+k/2g(p, q)







.

ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ ÔÙØ  Ö
ÖÖ Ð× ÐÑÒØ×  
Ø ×Ô
 Ö
  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ 
¹

××ÓÙ×º
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º¿º ËÈ  ÇÆÌÁÇÆË ÀÇÄÇÅÇÊÈÀË HK

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¿º½ ´Ö
ØÖ×ØÓÒ × ÐÑÒØ×  Hkµº ËÓØ g ∈ Hkº

ÐÓÖ× g ∈ L2([0, 2π] × [0, 1]; e−kq
2
dpdq) Ø ×³
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

g(z) = ukz/(2π)


l∈Z
gle

ilz Ú
 ∀l ∈ Z¸ gl+k = v−ke−l−k/2uik/(2π)gl.

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ 
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ¸ ÓÒ ÔÖÓ
 ÔÖ ÒÐÝ×¹×ÝÒØ×º ËÓØ

g ∈ Hkº ÇÒ ×Ø ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (p, q) ∈ R
2¸ ÓÒ   g(p+ 2π, q) = ukg(p, q)¸ ÔÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸

ÓÒ ÔÙØ 
ÖÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ g ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (p, q) ∈ R
2

g(p, q) = ukp/(2π)


l∈Z
gl(q)e

ilp,


Ö Ð ÓÒ
ØÓÒ g̃(p, q) := u−kp/(2π)g(p, q) ×Ø 2π¹ÔÖÓÕÙ Ò p Ø Ð ÑÐÐ (eilp)p∈Z ×Ø

ÙÒ × ÐÖØÒÒ  Ð³×Ô
 L2(S1)º Ò×ÙØ¸ 
ÓÑÑ g ∈ Hk¸ ÐÓÖ× Ð ÓÒ
ØÓÒ g ×Ø

ÓÐÓÑÓÖÔ¸ ºº ∂zg(z) = 0¸ ÙØÖÑÒØ Ø ÔÓÙÖ (p, q) ∈ R
2¸ ÓÒ 

1

2



∂

∂p
+ i

∂

∂q



g(p, q) = 0.

ÇÖ¸ Ò ÔÓ×ÒØ u = eic Ú
 c ∈ R ´
Ö u ∈ U(1)µ¸ ÓÒ ÓØÒØ



























∂

∂p
g(p, q) =

∂

∂p



ukp/(2π)


l∈Z
gl(q)e

ilp



= ukp/(2π)


l∈Z
gl(q)



ikc

2π
+ il



eilp,

∂

∂q
g(p, q) =

∂

∂q



ukp/(2π)


l∈Z
gl(q)e

ilp



= ukp/(2π)


l∈Z
g′l(q)e

ilp,

ÓÒ
 Ð³ÓÐÓÑÓÖÔ  Ð ÓÒ
ØÓÒ g × Ö
ÖØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (p, q) ∈ R
2¸  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

ukp/(2π)


l∈Z
gl(q)



ikc

2π
+ il



eilp + iukp/(2π)


l∈Z
g′l(q)e

ilp = 0.

Ò× Ð ÓÒ
ØÓÒ gl ÚÖ Ð³ÕÙØÓÒ ÖÒØÐÐ ×ÙÚÒØ

g′l(q) +



kc

2π
+ l



gl(q) = 0.

Ø ÓÒ
¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ q ∈ R¸ ÓÒ 

gl(q) = gle
−(l+kc/(2π))q.

Ò× ÔÖ ÙÒ 
Ð
ÙÐ¸ ÓÒ ØÖÓÙÚ ÕÙ Ð ÓÒ
ØÓÒ g × Ö
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

z ∈ C

g(z) = ukz/(2π)


l∈Z
gle

ilz.
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ÒÒ Ð ÓÒ
ØÓÒ g ÚÖ Ù×× Ð 
ÓÒØÓÒ  ÔÖÓ
Ø ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

g(z + i) = vke−izk+k/2g(z)º ÇÖ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C ÓÒ 

g(z + i) = uk(z+i)/(2π)


l∈Z
gle

il(z+i),

= ukz/(2π)


l∈Z
glu

ik/(2π)e−leilz.

ÌÒ× ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ ÓÒ 

vke−izk+k/2g(z) = ukz/(2π)


l∈Z
glv

ke−izk+k/2eilz,

= ukz/(2π)


l∈Z
glv

kek/2ei(l−k)z ,

= ukz/(2π)


l∈Z
gl+kv

kek/2eilz ÔÖ 
ÒÑÒØ ³Ò
 l −→ l + k.

Ò× ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z¸ Ð 
ÓÒØÓÒ  ÔÖÓ
Ø Ò q ×Ø ÕÙÚÐÒØ 

gle
−luik/(2π) = vkek/2gl+k ºº gl+k = v−ke−l−k/2uik/(2π)gl.

³Ó Ð 
Ö
ØÖ×ØÓÒ × ÐÑÒØ×  Ð³Ò×ÑÐ Hk¸ ÔÙ×ÕÙ Ö
ÔÖÓÕÙÑÒØ × ÓÒ 
ÓÒ¹

×Ö ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ g ÕÙ ×³
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

g(z) = ukz/(2π)


l∈Z
gle

ilz Ú
 ∀l ∈ Z¸ gl+k = v−ke−l−k/2uik/(2π)gl,

ÐÓÖ× 
ØØ ÓÒ
ØÓÒ ÔÔÖØÒØ  Ð³×Ô
 Hkº

ÜÑÔÐ º¿º½º ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð ×ÙØ (gl)l∈Z Ò¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z¸ ÔÖ

gl = v−le−l
2/(2k)uil/(2π),

ÐÓÖ× 
ØØ ×ÙØ ÚÖ Ð 
ÓÒØÓÒ gl+k = v−ke−l−k/2uik/(2π)gl¸ 
Ö Ò Ø

gl+k = v−(l+k)e−(l+k)2/(2k)ui(l+k)/(2π),

= v−kv−le−(l2+k2+2lk)/(2k)uil/(2π)uik/(2π),

= v−ke−k
2/(2k)e−2lk/(2k)uik/(2π)v−le−l

2/(2k)uil/(2π),

= v−ke−k/2e−luik/(2π)gl.

Ò× Ð ÓÒ
ØÓÒ Ò ÔÓÙÖ z ∈ C ÔÖ Ð ×Ö ×ÓÐÙÑÒØ 
ÓÒÚÖÒØ

g(z) = ukz/(2π)


l∈Z
v−le−l

2/(2k)uil/(2π)eilz,

ÔÔÖØÒØ  Ð³×Ô
 Hkº

½¼
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Ö
  Ð 
Ö
ØÖ×ØÓÒ × ÐÑÒØ×  Ð³×Ô
 Hk¸ ÓÒ Ú ÔÓÙÚÓÖ ØÖÑÒÖ ÙÒ

× ÓÖØÓÓÒÐ  
Ø ×Ô
º ÍÒ ÔÖÑÖ Ô× Ò× 
ØØ Ö
ØÓÒ Ö× Ò× Ð ÔÖÓÔÓ¹

×ØÓÒ 
¹××ÓÙ× ÑØØÒØ Ò ÚÒ
 ÙÒ ÑÐÐ ÒÖØÖ
  
Ø ×Ô
º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¿º¾ ´ÑÐÐ ÒÖØÖ
  Hkµº ËÓØ l ∈ {0, . . . , k − 1}º ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð
ÓÒ
ØÓÒ el Ò ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ ÔÖ

el(z) = ukz/(2π)


j∈Z



v−ke−l−kj/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)z.

ÐÓÖ× Ð ÑÐÐ (el)l∈Z/kZ ×Ø ÙÒ ÑÐÐ ÒÖØÖ
  Ð³×Ô
 Hkº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº

ØÔ ½  ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ {0, . . . , k − 1}¸ el ∈ Hkº ËÓØ l ∈ {0, . . . , k − 1}º ÇÒ ÖÑÖÕÙ

ØÓÙØ ³ÓÖ ÕÙ Ð ÓÒ
ØÓÒ el(z) ×Ø ÓÐÓÑÓÖÔ Ò z¸ 
Ö 
³×Ø ÙÒ ×Ö  ÓÒ
ØÓÒ×

ÓÐÓÑÓÖÔ× ÕÙ 
ÓÒÚÖ ÙÒÓÖÑÑÒØ ×ÙÖ ØÓÙØ 
ÓÑÔ
Øº Ò×ÙØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ ÓÒ



el(z + 2π) = uk(z+2π)/(2π)


j∈Z



v−ke−l−kj/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)(z+2π),

= ukukz/(2π)


j∈Z



v−ke−l−kj/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)zei(l+jk)2π,

= ukel(z).

Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ ÓÒ  ÐÑÒØ

el(z + i) = uk(z+i)/(2π)


j∈Z



v−ke−l−kj/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)(z+i),

= uik/(2π)ukz/(2π)


j∈Z



v−ke−l−kj/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)ze−(l+jk),

= uik/(2π)e−lukz/(2π)


j∈Z



v−ke−l−k−kj/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)z,

= uik/(2π)e−lukz/(2π)


j∈Z



v−ke−l−k/2−kj/2uik/(2π)
j−1

ei(l+jk)ze−ikz Ú j −→ j − 1,

= e−ikzuik/(2π)e−lukz/(2π)


j∈Z



v−ke−l−k/2−kj/2uik/(2π)
j



v−ke−l−k/2−kj/2uik/(2π)
 ei(l+jk)z,

= vke−ikz+k/2ukz/(2π)


j∈Z



v−ke−l−kj/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)z,

= vke−ikz+k/2el(z).

ØÔ ¾  Ð ÑÐÐ (el)l∈Z/kZ ×Ø ÒÖØÖ
º ËÓØ g ∈ Hk¸ ÐÓÖ× ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ

½½
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º¿º½¸ Ð Ü×Ø ÙÒ ×ÙØ (gl)l∈Z ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

g(z) = ukz/(2π)


l∈Z
gle

ilz.

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ ÓÒ 

g(z) = ukz/(2π)


l∈Z
gle

ilz,

= ukz/(2π)



k−1


l=0

gle
ilz +

2k−1


l=k

gle
ilz + . . . +

−1


l=−k
gle

ilz + . . .



,

= ukz/(2π)



k−1


l=0

gle
ilz +

k−1


l=0

gl+ke
i(l+k)z + . . . +

k−1


l=0

gl−ke
i(l−k)z + . . .



,

= ukz/(2π)
k−1


l=0



j∈Z
gl+jke

i(l+jk)z.

ÜÔÖÑÓÒ× Ð× 
Ó
ÒØ× gl+jk Ò ÓÒ
ØÓÒ  glº ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¿º½¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ

Ð ×ÙØ (gl)l∈Z ÚÖ ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

gl+k = v−ke−l−k/2uik/(2π)gl.

ÈÓÙÖ ØÓÙØ j ∈ Z+ Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z¸ ÓÒ 

gl+jk = gl+(j−1)k+k,

= v−ke−l−k/2uik/(2π)e−(j−1)kgl+(j−1)k,

= v−ke−l−k/2uik/(2π)e−(j−1)kv−ke−l−k/2uik/(2π)e−(j−2)kgl+(j−2)k,

ººº

=


v−ke−l−k/2uik/(2π)
j
e−j

2k
j


n=1

enkgl,

=


v−ke−l−kj/2uik/(2π)
j
gl.

 ÑÑ¸ ÔÖ ÙÒ 
Ð
ÙÐ¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ j ∈ Z+ Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z¸ ÓÒ 

gl−jk =


v−ke−l+kj/2uik/(2π)
−j

gl.

ÙØÖÑÒØ Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ j ∈ Z Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z¸ ÓÒ 

gl+jk =


v−ke−l−kj/2uik/(2π)
j
gl.

ÇÒ Ò ÙØ ÕÙ ÔÓÙÖ l Ø k Ü×¸ Ð ×Ö


j gl+jke
i(l+jk)z ×Ø ×ÓÐÙÑÒØ 
ÓÒÚÖÒØº

½¾
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Ò× ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ g  Ð³×Ô
 Hk × Ö
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

g(z) = ukz/(2π)
k−1


l=0



j∈Z
gl+jke

i(l+jk)z,

= ukz/(2π)
k−1


l=0



j∈Z



v−ke−l−kj/2uik/(2π)
j
gle

i(l+jk)z,

=

k−1


l=0

glu
kz/(2π)



j∈Z



v−ke−l−kj/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)z,

=

k−1


l=0

glel(z).

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ Ð ÑÐÐ (el)l∈Z ×Ø ÙÒ ÑÐÐ ÒÖØÖ
  Ð³×Ô
 Hkº

ÊÑÖÕÙ º¿º¿º ³ÔÖ× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÔÖ
ÒØ¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ³ÙÒ

ÓÒ
ØÓÒ g ÔÔÖØÒÒØ  Ð³×Ô
 Hk ÔÙØ ×³
ÖÖ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ³ÙÒ ×ÓÑÑ  ×Ö


ÓÒÚÖÒØ¸ ÓÒ Ò ÙØ ÓÒ
 ÕÙ Ð ×Ö Ò××ÒØ Ð ÓÒ
ØÓÒ g Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ

º¿º½ ×Ø ÐÑÒØ 
ÓÒÚÖÒØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¿º ´× ÓÖØÓÓÒÐ  Hkµº Ä ÑÐÐ (el)l∈Z/kZ ×Ø ÙÒ × ÓÖØÓÓ¹

ÒÐ  Ð³×Ô
 Hkº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¿º¾¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ Ð ÑÐÐ (el)l∈Z/kZ ×Ø ÒÖ¹

ØÖ
¸ ÑÓÒØÖÓÒ× ÕÙ³ÐÐ ×Ø ÓÖØÓÓÒÐ ÔÓÙÖ Ð ÔÖÓÙØ ×
ÐÖ ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hkº ËÓÒØ

m, l ∈ {0, . . . , k − 1} ØÐ× ÕÙ l = m¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

el, em

=


j∈Z



v−ke−l−kj/2uik/(2π)
j

j′∈Z



v−ke−m−kj′/2uik/(2π)
j′

ukz/(2π)ei(l+jk)z, ukz/(2π)ei(m+j′k)z


.

ÁÐ ×ÙØ ÓÒ
  
Ð
ÙÐÖ Ð ÔÖÓÙØ ×
ÐÖ ×ÙÚÒØ



ukz/(2π)ei(l+jk)z, ukz/(2π)ei(m+j′k)z


.

ÈÖ ÒØÓÒ¸ ÓÒ ¸ Ú
 Ð ÒÓØØÓÒ z = p+ iq ∈ C Ø Ò ÔÓ×ÒØ u = eic Ú
 c ∈ R



ukz/(2π)ei(l+jk)z, ukz/(2π)ei(m+j′k)z


=

 2π

0

 1

0
ukz/(2π)ei(l+jk)zukz/(2π)ei(m+j′k)ze−kq

2
dpdq,

=

 2π

0

 1

0
ukz/(2π)e−i(l+jk)zukz/(2π)ei(m+j′k)ze−kq

2
dpdq,

=

 2π

0

 1

0
e−ckq/πe−i(l+jk)pe−(l+jk)qei(m+j′k)pe−(m+j′k)qe−kq

2
dpdq.

½¿
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ÁÐ ÙØ ÓÒ
 
Ð
ÙÐÖ Ð³ÒØÖÐ ×ÙÚÒØ

 2π

0
e−i(l+jk)pei(m+j′k)pdp =

 2π

0
eip(m−l+k(j′−j))dp.

ÇÖ 
ØØ ÒØÖÐ ×Ø ÒÓÒ ÒÙÐÐ × Ø ×ÙÐÑÒØ × m− l + k(j′ − j) = 0¸ ÙØÖÑÒØ Ø ×

l − m = k(j′ − j)¸ ÓÒ
 k ÓØ Ú×Ö l − mº ÇÖ l,m ∈ {0, . . . , k − 1}¸ ÓÒ
 ÔÓÙÖ ÕÙ k

Ú× l−m¸ Ð ÙØ ÕÙ l−m = 0 
 ÕÙ 
ÓÒØÖØ Ð³ÝÔÓØ× l = mº Ò× 
ØØ ÒØÖÐ

×Ø ØÓÙÓÙÖ× ÒÙÐÐº ÓÒ
 ÔÓÙÖ ØÓÙ× l,m ∈ {0, . . . , k − 1} Ø l = m

el, em = 0.

Ò× (el)l∈Z ×Ø ÙÒ ÑÐÐ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô
 Hk Ø ÓÒ ÙØ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¿º¾

ÕÙ 
³×Ø ÙÒ × ÓÖØÓÓÒÐ  
Ø ×Ô
º

ÊÑÖÕÙ º¿ºº ÇÒ ÙØ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÔÖ
ÒØ ÕÙ Ð ÑÒ×ÓÒ  Ð³×Ô
 Hk

×Ø kº

º ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÖÔÔÐÖ Ð ÒØÓÒ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ

Ù ØÓÖ¸ ÔÙ× ÒÓÙ× ÚÖÖÓÒ× 
ÓÑÑÒØ ÖÐÖ 
ØØ ÒØÓÒ  Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× Hk ÕÙ

ÒÓÙ× ÚÒÓÒ× ³ØÙÖº ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ ÒØÖÓÙØ ÕÙÐÕÙ× ÒÓØØÓÒ×º

ÆÓØØÓÒ× ×ÓØ k ≥ 1 ÒØÖ¸

 Πk ×Ø Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ L2(T2, L⊗k
T2 )

×ÙÖ Ð³×Ô
 ÖÑ × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× H(T2, L⊗k
T2 )

 Mf : L2(T2, L⊗k
T2 ) −→ L2(T2, L⊗k

T2 ) ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ ÔÓÙÖ ÙÒ ÓÒ
¹

ØÓÒ f ∈ C∞(T2)

 Gk ×Ø Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ×ÙÖ C ÒÚÖÒØ× ÔÖ Ð³
ØÓÒ  À×ÒÖ Ù Ö×Ù

Z
2 Ø  
ÖÖ ÒØÖÐ ×ÙÖ [0, 2π] × [0, 1]¸ ºº

Gk =



g : C −→ C; g ∈ L2([0, 2π] × [0, 1], e−kq
2
dpdq);

g(p + 2π, q) = ukg(p, q), g(p, q + 1) = vke−i(p+iq)k+k/2g(p, q)



.

 Π̃k ×Ø Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ Gk ´ÑÙÒ
Ù ÔÖÓÙØ ×
ÐÖ L2  ÔÓ× ×ÙÖ [0, 2π]×[0, 1]µ ×ÙÖ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ×

Hkº

ÒØÓÒ ºº½ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖµº ËÓØ fk ∈ C∞(T2) ÙÒ

ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k ÔÓÙÖ Ð ØÓÔÓÐÓ

C∞º ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  Ð ÓÒ
ØÓÒ fk ÔÖ Ð ×ÙØ ³ÓÔÖ¹

½
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ØÙÖ× Tfk := (Tk)k≥1 Ó ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tk ×Ø Ò ÔÖ

Tk = ΠkMfkΠk.

ÇÒ ÔÔÐÐ Ð ÓÒ
ØÓÒ fk Ð ×ÝÑÓÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tfk º

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÙØÐ×Ö Ð³ÒØ
ØÓÒ  Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ×

H(T2, L⊗k
T2 ) Ú
 Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× Hk Ò  ÔÓÙÚÓÖ ÓÒÒÖ ÙÒ ×
ÓÒ ÒØÓÒ

 Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ¸ ÕÙ ×³ÚÖÖ ÔÐÙ× ×ÑÔÐ  ÙØÐ×Ö ÔÖ Ð

×ÙØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºº¾ ´ÈÖÓÔÖØ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖµº ËÓØ

fk ∈ C∞(T2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

1/kº ËÓØ Tfk = (Tk)k≥1 Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  ×ÝÑÓÐ fkº ÐÓÖ× Ð Ü×Ø ÙÒ

ÓÒ
ØÓÒ f̃k ∈ C∞(R2) ØÐÐ ÕÙ

½º ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2¸ ÓÒ 

f̃k(x+ 2π, y) = f̃k(x, y) = f̃k(x, y + 1),

¾º Ð ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ× (T̃k)k≥1 Ò× ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ ÔÖ

T̃k = Π̃kMf̃k
Π̃k + O(k−∞),

´Ó Mf̃k
= Gk −→ Gk ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ ÔÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ f̃kµ ×³ÒØ

Ú
 Ð ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ× Tfk = (Tk)k≥1º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÓÑÑÒÓÒ× ÔÖ ÒØÖ Ð× ×Ô
×  ×
ØÓÒ×º ËÓØ ψ ∈ L2(T2, L⊗k
T2 )

ÙÒ ×
ØÓÒ  
ÖÖ ÒØÖÐ¸ ÐÓÖ× ÓÒ ÔÙØ ÐÙ ××Ó
Ö ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ g ∈ Gk ÒÚÖÒØ

ÔÖ Ð³
ØÓÒ  À×ÒÖ Ù Ö×Ù Z
2 Ú Ð³ÔÔÐ
ØÓÒ

L2(T2, L⊗k
T2 ) −→ Gk,
ψ −→ g(x̃),

Ó x̃ ∈ R
2 Ø x̃ = x0 + (n1, n2) Ú
 x0 ∈ [0, 2π] × [0, 1] Ø (n1, n2) ∈ Z

2 Ø Ó

(x̃, g(x̃)) = ((n1, n2), 1) · (x0, ψ(x0)).

ËÓØ fk ∈ C∞(T2)º ÈÖ ÒØÓÒ Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tfk = (Tk)k≥1 ×³
ÖØ ÔÓÙÖ

ØÓÙØ k ≥ 1 Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ ψ ∈ H(T2, L⊗k
T2 ) ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Tkψ = Πk(fkψ) + O(k−∞),

Ó Ð ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ fkψ ∈ L2(T2, L⊗k
T2 ) ×Ø Ò Òº ÇÒ  ×ÓÒ  ÓÒÒÖ ÙÒ ×Ò×

 Ð ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ  Ð ÓÒ
ØÓÒ fk ÔÖ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ g ∈ Hkº ØÖÑÒÓÒ× ÐÓÖ× Ð³Ñ

½
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 fkψ ´Ó fk ∈ C∞(T2) Ø ψ ∈ H(T2, L⊗k
T2 )µ ÔÖ Ð³×ÓÑÓÖÔ×Ñ ÕÙ ÔÖÑØ ³ÒØÖ

Ð³×Ô
  ×
ØÓÒ× L2(T2, L⊗k
T2 ) Ú
 Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× Gkº Ë ÓÒ ÒÓØ w(x̃) Ð³Ñ ÔÖ

Ð³×ÓÑÓÖÔ×Ñ¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

(x̃, w(x̃)) = ((n1, n2), 1) · (x0, fk(x0)ψ(x0)),
= (x̃, fk(x0)g(x̃)).

Ò×¸ Ð³Ñ  fkψ ÔÖ Ð³×ÓÑÓÖÔ×Ñ 
¹××Ù× ×Ø w(x̃) = fk(x0)g(x̃) = f̃k(x̃)g(x̃)

Ó f̃k ∈ C∞(R2) ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ 2π¹ÔÖÓÕÙ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  × ÔÖÑÖ ÚÖÐ¸ 1¹

ÔÖÓÕÙ ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  × ÙÜÑ Ø ÕÙ ×³ÒØ Ú
 Ð ÓÒ
ØÓÒ fkº ÙØÖÑÒØ Ø¸ ÓÒ

ÔÙØ ÒØÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tfk = (Tk)k≥1 Ú
 ÙÒ ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ×¸

ÒÓØ (T̃k)k≥1¸ Ò ÔÓÙÖ k ≥ 1 Ø g ∈ Hk¸ ÔÖ

T̃kg = Π̃k(f̃kg) + O(k−∞),

Ó Π̃k ×Ò Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× Gk ×ÙÖ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ×
ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk ÕÙ ×³ÒØ Ú
 Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ Πk  Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ×


ÖÖ ÒØÖÐ L2(T2, L⊗k
T2 ) ×ÙÖ Ð³×Ô
 × ×
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× H(T2, L⊗k

T2 )º

Ö
  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ¸ ÓÒ ÔÙØ ÒÖ ³ÙÒ ÙØÖ ÓÒ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹

ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ Ø 
³×Ø 
ØØ ÒØÓÒ ÕÙ³ÓÒ ÙØÐ×Ö Ò× ØÓÙØ Ð ×ÙØ ´ÓÒ ÒÓÒÒ

×ÓÖÑ× Ð ÒÓØØÓÒ ØÐµº

ÒØÓÒ ºº¿ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖµº ËÓØ fk ∈ C∞(R2) ÙÒ

ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k ÔÓÙÖ Ð ØÓÔÓÐÓ

C∞ Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2¸ ÓÒ 

fk(x+ 2π, y) = fk(x, y) = fk(x, y + 1).

ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  Ð ÓÒ
ØÓÒ fk ÔÖ Ð ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ×

Tfk := (Tk)k≥1 Ó ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tk ×Ø Ò ÔÖ

Tk = ΠkMfkΠk,

Ó Mfk : Gk −→ Gk ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ ÔÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ fkº ÇÒ ÔÔÐÐ Ð

ÓÒ
ØÓÒ fk Ð ×ÝÑÓÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tfk º

º ÜÑÔÐ×

Ò× 
ØØ ÔÖØ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÓÒÒÖ ÕÙÐÕÙ× ÜÑÔÐ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹

ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ T
2  Ð³ ³ÙÒ Ö×ÙÐØØ  Ð³ÖØ
Ð  ÄÙÖÒØ ÖÐ× Ø  ÂÙÐÒ

ÅÖ
 Å½℄ ÕÙ Ú ÒÓÙ× Ö  
ÓÒ×ØÖÙÖ  ØÐ× ÓÔÖØÙÖ×º ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ ÒØÖÓ¹

ÙØ Ð ÒÓØØÓÒ ÕÙ ×ÙØº

½



ºº ÅÈÄË

ÆÓØØÓÒ ×ÓØ x ∈ Eº ËÓØ u ∈ U(1) ÙÒ ÒÓÑÖ 
ÓÑÔÐÜ  ÑÓÙÐ 1º ÇÒ ÒÓØ ψkx
Ð³ÙØÓÑÓÖÔ×Ñ Ù Ö ØÒ×ÓÖÐ L⊗k

T2 ÓÒÒ ÔÖ

ψkx : L⊗k
T2 −→ L⊗k

T2 ,

(z, w) −→ (x, u) · (z, w) =


z + x, ukwe(ik/2)ω(x,z)


.

Ø ÓÒ ÒÓØ


ψkx
∗

Ð ØÖ Ò ÖÖÖ ÔÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ ψkxº ØØ ÔÔÐ
ØÓÒ ÖÔÖ×ÒØ Ð³
ØÓÒ

Ù ÖÓÙÔ  À×ÒÖ ×ÙÖ Ð Ö ØÒ×ÓÖÐ L⊗k
T2 º

ÆÓÙ× ÒØÖÓÙ×ÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÙÜ ÜÑÔÐ× ×ÑÔÐ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ

Ù ØÓÖ  ÔÖØÖ ×ÕÙÐ× ÓÒ Ú ÔÓÙÚÓÖ Ò 
ÓÒ×ØÖÙÖ ³ÙØÖ×º × ÜÑÔÐ× ÓÒØ ÒÓØÑÑÒØ

Ø ØÙ× Ò× Ð Ø×  ÓÒÒ Ä ÐÓ
 Ä½℄º Ò× 
ØØ ÔÖØ¸ ÒÓÙ× ×ÙÔÔÓ×ÓÒ×

×ÓÖÑ× ÕÙ Ð× Ò
×  ÐÓÕÙØ u Ø v ÔÔÖ××ÒØ Ò× Ð ÒØÓÒ  Ð³×Ô


ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk ÚÐÒØ 1º Ò× Ð × ÓÖØÓÓÒÐ  
Ø ×Ô
 ×Ø ÑÒØÒÒØ

ÓÒÒ ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z/kZ Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ ÔÖ

el(z) =


j∈Z



e−l−kj/2
j
ei(l+jk)z.

Ò× 
 
Ö¸ ÓÒ ÔÙØ 
ÐÑÒØ 
Ð
ÙÐÖ Ð ÒÓÖÑ × ÓÒ
ØÓÒ× el

elGk
= (2)1/2(π)3/4k−1/4el

2/(2k).

Ò×¸ ÓÒ Ò ÙØ ÙÒ × ÓÖØÓÒÓÖÑ  Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk¸ ÓÒÒ

ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z/kZ Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ ÔÖ

ẽl(z) =
el(z)

elGk

.

ØØ × ÓÖØÓÒÓÖÑ  Ð³×Ô
 Hk Ú ÒÓÙ× ÔÖÑØØÖ  ×ÑÔÐÖ Ð³
ÖØÙÖ ÑØÖ
ÐÐ

× ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞº ÚÒØ  ÓÒÒÖ × ÜÑÔÐ×¸ ÓÒ ÖÔÔÐÐ Ð Ö×ÙÐØØ

×ÙÚÒØ 
ÓÒ
ÖÒÒØ Ð× ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ ºº½ ´ÜÑÔÐ ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞµº ËÓØ ν ÙÒ ÐÑÒØ Ù

Ö×Ù Z
2º ËÓØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1

Tk =


ψkν/k

∗
.

ÐÓÖ× Ð ×ÙØ (Tk)k≥1 ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ  ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ

f0 ∈ C∞(R2) ÓÒÒ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (p, q) ∈ R
2 ÔÖ

f0(p, q) = exp



iω



p
∂

∂p
+ q

∂

∂q
, ν



,

½
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Ø  ×ÝÑÓÐ ×ÓÙ×¹ÔÖÒ
ÔÐ ÒÙÐº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº Ä ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ × ØÖÓÙÚ Ò× Ð³ÖØ
Ð Å½℄º

Ö
  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ¸ ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ØÖÙÖ ÙÒ ÑÐÐ ³ÜÑÔÐ× ³ÓÔÖØÙÖ×

ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖº

ÜÑÔÐ ºº½º ËÓØ k ≥ 1º ËÓØ x = 2π
∂

∂p
º ËÓØ Mk =



ψkx/k

∗
º ÐÓÖ× Ð ×ÙØ ³ÓÔÖ¹

ØÙÖ× (Mk)k≥1 ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ m0 ÓÒÒ ÔÓÙÖ

(p, q) ∈ R
2 ÔÖ

m0(p, q) = e−2iπq.

 ÔÐÙ× ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z/kZ¸ ÓÒ 

Mkẽl = e2iπl/kẽl.

Ò× Ð ÑØÖ
  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Mk Ò× Ð × ÓÖØÓÒÓÖÑ (ẽl)l∈Z/kZ¸

ÒÓØ Mk¸ ×Ø ÙÒ ÑØÖ
 ÓÒÐ  Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Mk =





















1 0 . . . . . . 0

0 e2iπ/k
º º º

ººº
ººº

º º º º º º º º º
ººº

ººº
º º º e2iπ(k−2)/k 0

0 . . . . . . 0 e2iπ(k−1)/k





















.

ÜÑÔÐ ºº¾º ËÓØ k ≥ 1º ËÓØ y =
∂

∂q
º ËÓØ Lk =



ψky/k

∗
º ÐÓÖ× Ð ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ×

(Lk)k≥1 ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ l0 ÓÒÒ ÔÓÙÖ (p, q) ∈ R
2

ÔÖ

l0(p, q) = eip.

 ÔÐÙ× ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z/kZ¸ ÓÒ 

Lkẽl = ẽl+1,

´ÔÓÙÖ ÓØÒÖ 
ØØ ÖÐØÓÒ¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ Lkel = e−1/(2k)e−l/kel+1µº Ò× Ð ÑØÖ


 
Ø ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ¸ ÒÓØ Lk¸ Ò× Ð × ÓÖØÓÒÓÖÑ (ẽl)l∈Z/kZ ×Ø Ð

×ÙÚÒØ

Lk =





















0 0 . . . 0 1

1 0
º º º 0

0
º º º º º º º º º

ººº
ººº
º º º º º º 0 0

0 . . . 0 1 0





















.

½



ºº ÅÈÄË

ü ÔÖØÖ  
× ÙÜ ÔÖÑÖ× ÜÑÔÐ×¸ ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ØÖÙÖ × ÜÑÔÐ× ³ÓÔÖØÙÖ×

 ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ù ØÓÖº

ÜÑÔÐ ºº¿º ËÓØ k ≥ 1¸ ×ÓØ Ak =Mk +M∗
k º ÐÓÖ× Ð ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ× (Ak)k≥1 ×Ø

ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ ÙØÓ¹ÓÒØ  ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ¸ ÒÓØ a0¸ ÓÒÒ

ÔÓÙÖ (p, q) ∈ R
2¸ ÔÖ

a0(p, q) = 2 cos(2πq).

 ÔÐÙ×¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z/kZ¸ ÓÒ 

Akẽl = 2cos



2πl

k



ẽl.

ÜÑÔÐ ººº ËÓØ k ≥ 1¸ ×ÓØ Bk =
1

2i
(Mk −M∗

k )º ÐÓÖ× Ð ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ× (Bk)k≥1

×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ ÙØÓ¹ÓÒØ  ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ¸ ÒÓØ b0¸

ÓÒÒ ÔÓÙÖ (p, q) ∈ R
2¸ ÔÖ

b0(p, q) = − sin(2πq).

 ÔÐÙ× ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z/kZ¸ ÓÒ 

Bkẽl = sin



2πl

k



ẽl.

ÜÑÔÐ ººº ËÓØ k ≥ 1¸ ×ÓØ Ck = Lk + L∗
kº ÐÓÖ× Ð ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ× (Ck)k≥1 ×Ø

ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ ÙØÓ¹ÓÒØ  ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ¸ ÒÓØ c0¸ ÓÒÒ

ÔÓÙÖ (p, q) ∈ R
2¸ ÔÖ

c0(p, q) = 2 cos(p).

 ÔÐÙ×¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z/kZ¸ ÓÒ 

Ckẽl = ẽl+1 + ẽl−1.

ÆÓÙ× ÒØÖÓÙ×ÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÙÜ ÜÑÔÐ× ÔÝ×ÕÙ× ÙÒ ÔÙ ÔÐÙ× 
ÓÑÔÐÜ× ³ÓÔÖ¹

ØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ ÙØÓ¹ÓÒØ×º

ÜÑÔÐ ºº ´ÀÑÐØÓÒÒ  ÀÖÔÖµº Ä³ÑÐØÓÒÒ  ÀÖÔÖ ´ÒÓØÑÑÒØ ØÙ ÔÖ

ÖÒÖ ÀÐÖ Ø ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ Ò× Ð³ÖØ
Ð ÀË¼℄µ ×Ø Ò ÔÓÙÖ (p, q) ∈ R
2

ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

h0(p, q) = 2 (cos(p) + cos(2πq)) .

³ÔÖ× Ð× ÜÑÔÐ× ºº¿ Ø ºº¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ (Hk)k≥1 ÓÒÒ

ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1 ÔÖ

Hk = Ak +Ck =Mk +M∗
k + Lk + L∗

k,

½
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×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ h0º Ä ÑØÖ
  
Ø ÓÔÖØÙÖ¸ ÒÓØ Hk¸ Ò× Ð

× ÓÖØÓÒÓÖÑ (ẽl)l∈Z ×Ø Ð ×ÙÚÒØ

Hk =

































2 1 0 . . . 0 1

1 2 cos



2π

k



1
º º º 0

0
º º º

º º º
º º º

º º º
ººº

ººº
º º º º º º º º º º º º 0

0
º º º 1 2 cos



2π(k − 2)

k



1

1 0 . . . 0 1 2 cos



2π(k − 1)

k



































.

ÍÒ ØÙ × ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  
Ø ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ Ò ÖÐØÓÒ

Ú
 Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÖÐÐ× × ØÖÓÙÚ Ò× Ð× ÖØ
Ð×

Ä½℄ Ø Ä½
℄  ÓÒÒ Ä ÐÓ
 Ø Ò× × Ø× Ä½¸ ÔØÖ ℄º

ÜÑÔÐ ºº ´ÓÒ
ØÓÒ ÙØÙÖ Ù ØÓÖµº ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð ØÓÖ T
2 ÓØÒÙ Ò× R3 ÔÖ

ÖÓØØÓÒ ³ÙÒ 
Ö
Ð  ÖÝÓÒ r ÙØÓÙÖ ³ÙÒ 
Ö
Ð  ÖÝÓÒ R 
ÓÒØÒÙ Ò× Ð ÔÐÒ (y, z)

Ó R > r ´ÚÓÖ Ð ÙÖ º½µº Ò× Ð ÖÔÖ ÓÖØÓÒÓÖÑ (x, y, z)¸ Ð× 
ÓÓÖÓÒÒ× Ù ØÓÖ

×ÓÒØ














x = r sin(p);

y = (R+ r cos(p)) cos(2πq);

z = (R+ r cos(p)) sin(2πq).

ÇÒ ×³ÒØÖ××  Ð ÓÒ
ØÓÒ ÙØÙÖ Ù ØÓÖ¸ ÙØÖÑÒØ Ø Ù ÑÐØÓÒÒ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ

(p, q) ∈ R
2

d0(p, q) = (R+ r cos(p)) sin(2πq).

�
Rr

y

z

x
�

������ º½  ÓÒ
ØÓÒ ÙØÙÖ Ù ØÓÖº

½¼



ºº ÅÈÄË

³ÔÖ× Ð³ÜÑÔÐ ºº¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ek ÓÒÒ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

k ≥ 1¸ ÔÖ

Ek = RΠk +
r

2
Ck,

ÑØ ÔÓÙÖ ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ ÔÓÙÖ (p, q) ∈ R
2

e0(p, q) = R+ r cos(p);

´ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ Πk ×Ø Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× Gk ×ÙÖ
Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hkµº Ø ³ÔÖ× Ð³ÜÑÔÐ ºº¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ

 ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ Fk ÓÒÒ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1 ÔÖ

Fk = −Bk

ÑØ ÔÓÙÖ ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ ÔÓÙÖ (p, q) ∈ R
2

f0(p, q) = sin(2πq).

Ò× Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ Dk ÓÒÒ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1 ÔÖ

Dk =
1

2
(EkFk + FkEk),

ÑØ ÔÓÙÖ ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ Ð ÓÒ
ØÓÒ d0 ÔÖ Ð 
Ð
ÙÐ ×ÝÑÓÐÕÙ ÔÓÙÖ Ð× ÓÔÖØÙÖ×

 ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ´ÚÓÖ ÔÖ ÜÑÔÐ ¼℄µº ÍÒ ØÙ Ù ×Ô
ØÖ  
Ø ÓÔÖØÙÖ

ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ Ù ØÓÖ Ò ÖÐØÓÒ Ú
 Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ

ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÖÐÐ× × ØÖÓÙÚ Ò× Ð³ÖØ
Ð Ä½
℄ Ø Ò× Ð Ø× Ä½¸ ÔØÖ

℄  ÓÒÒ Ä ÐÓ
º

× ÔÖÑÖ× ÜÑÔÐ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ T
2 ÚÓÒØ ÒÓÙ× ØÖ

ÙØÐ× Ò× Ð ×ÙØ Ø ÒÓØÑÑÒØ Ò× Ð 
ÔØÖ  Ó ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÓÙØÖ  
× ÓÔÖ¹

ØÙÖ× × ÔÖØÙÖØÓÒ× ´Ò× Ð³×ÔÖØ  
 ÕÙ  Ø Ø Ò× Ð 
ÔØÖ ¾µ Ø ØÙÖ Ð


ÓÑÔÓÖØÑÒØ  ÐÙÖ× ×Ô
ØÖ×  ÑÒÖ ÒÙÑÖÕÙº

½½
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½¾



ÔØÖ

ÉÙÒØ
ØÓÒ×  ÏÝÐ Ù ØÓÖ

Ò× 
 
ÔØÖ¸ ÓÒ ×³ÒØÖ××  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
Ð××ÕÙ Ù ØÓÖ T
2¸ ÕÙ

 ÒÓØÑÑÒØ Ø ØÙ ÔÖ ÅÓÒÕÙ ÓÑ×
ÙÖ Ø Ö ÊÓÖØ Ò× Ð ÐÚÖ Ê½¾¸

ÔØÖ ℄¸ Ø ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ  
 ÕÙ³ÐÐ ÚÒØ × ÓÒ Ð 
ÓÒÙÙ ÔÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ

 ÖÑÒÒº ³×Ø 
Ø ÓÙØÐ ÕÙ³ÓÒ ÔÔÐÐÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ

ÔÖ ÒÐÓ Ú
 Ð 
× Ù ÔÐÒ R
2 ÚÙ Ò× Ð× 
ÔØÖ× ¾ ´ÚÓÖ ÒØÓÒ ¾º¾º½µ Ø ¿

´ÚÓÖ ÒØÓÒ ¿º¾º¿µº

º½ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
Ð××ÕÙ Ù ØÓÖ

º½º½ ×Ô
  ×ØÖÙØÓÒ× Lk

Ò× 
 ÔÖÖÔ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒØÖÓÙÖ ÙÒ ×ÓÙ×¹×Ô
  Ð³×Ô
 × ×ØÖÙØÓÒ×

×ÙÖ R¸ ÕÙ ÒÓÙ× ÒÓØÖÓÒ× Lk¸ Ø ÕÙ ×Ö Ð³×Ô
 ÒØÙÖÐ ×ÙÖ ÐÕÙÐ ÚÓÒØ Ö Ð× ÓÔÖØÙÖ×

Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ×  ×ÝÑÓÐ× ×ÙÖ Ð ØÓÖ T
2º ÈÓÙÖ ÒØÖÓÙÖ 
Ø ×Ô
 ÒÓÙ× ÖÔÔÐÓÒ×

ÕÙÐÕÙ× ÒØÓÒ× ÓÒØ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÚÓÖ ×ÓÒ ´ÓÒ ÔÙØ Ð× ØÖÓÙÚÖ ÔÖ ÜÑÔÐ Ò×

Ð ÐÚÖ  Å
 ÛÓÖ× ÛÓ½¾¸ 
ÔØÖ ¿℄µº

ÒØÓÒ º½º½ ´×Ô
  Ë
ÛÖØÞµº Ä³×Ô
  Ë
ÛÖØÞ S(R) ×Ø ÙÒ ×Ô

ÓÒ
ØÓÒ× ÖÙÐÖ× ÕÙ ×Ø Ò  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

S(R) =


φ ∈ C∞(R); φα,β := sup
x∈R

|xα∂βφ(x)| < +∞,∀α, β ∈ N



.

ÒØÓÒ º½º¾ ´ÌÖÒ×ÓÖÑ  ÓÙÖÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ ×ÙÖ S(R)µº ËÓØ φ ∈ S(R)º ÇÒ
ÒØ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÓÙÖÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  φ¸ ÒÓØ Fφ¸ ÔÓÙÖ ξ ∈ R¸ ÔÖ

Fφ(ξ) =



R

e−(i/)xξφ(x)dx.

³×Ø ÙÒ ×ÓÑÓÖÔ×Ñ  S(R) Ò× ÐÙ¹ÑÑ Ø Ð³ÒÚÖ×  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÓÙÖÖ

½¿
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×Ñ¹
Ð××ÕÙ ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ x ∈ R

F−1

φ(x) =

1

2π



R

e(i/)xξφ(ξ)dξ.

ÒØÓÒ º½º¿ ´×ØÖÙØÓÒ× ØÑÔÖ×µº Ä³×Ô
 × ×ØÖÙØÓÒ× ØÑÔÖ× S ′(R)

×Ø Ð ÙÐ  Ð³×Ô
  Ë
ÛÖØÞ S(R)¸ ºº 
³×Ø Ð³×Ô
 × ÓÖÑ× ÐÒÖ× 
ÓÒØÒÙ×
×ÙÖ S(R)º

ÆÓØØÓÒ ·, ·S′,S ×Ò Ð 
ÖÓ
Ø  ÙÐØ ÒØÖ Ð× ×Ô
× S ′(R) Ø S(R)º

ÒØÓÒ º½º ´ÌÖÒ×ÓÖÑ  ÓÙÖÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ ×ÙÖ S ′(R)µº ËÓØ ψ ∈ S ′(R)º ÇÒ

ÒØ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÓÙÖÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  ψ¸ ÒÓØ Fψ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ φ ∈ S(R)¸ ÔÖ
Ð ÖÐØÓÒ ÕÙ ×ÙØ

Fψ, φS′,S = ψ,FφS′,S .

ÇÒ ×³ÒØÖ××  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ ³ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ Ð ØÓÖ¸ 
³×Ø ÓÒ
 ÙÒ ×ÝÑ¹

ÓÐ ÔÖÓÕÙ 
 ÕÙ Ú ÒÙÖ × 
ÓÒØÓÒ×  ÔÖÓ
Ø× ×ÙÖ Ð³×Ô
 ×ÙÖ ÐÕÙÐ Ú

Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐº ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÐÑÒØ ×ÓÒ ³ÒØÖÓ¹

ÙÖ Ð ÒÓØÓÒ  ÔÖÓ
Ø ÔÓÙÖ Ð× ×ØÖÙØÓÒ×º

ÆÓØØÓÒ ×ÓØ a ∈ R¸ ÓÒ ÒÓØ Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ  Ú
ØÙÖ a Ò× R  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

τa : R −→ R,

x −→ x+ a.

ÇÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ Ð ØÖÒ×ÐØÓÒ  Ú
ØÙÖ a ³ÙÒ ×ØÖÙØÓÒ ψ ∈ S ′(R) ×Ø Ò  Ð

ÓÒ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ φ ∈ S(R)

τaψ, φS′,S = ψ, τ−aφS′,S .

ÒØÓÒ º½º ´×ØÖÙØÓÒ× ÔÖÓÕÙ×µº ËÓØ ψ ∈ S ′(R)º ËÓØ a ∈ Rº Ä ×ØÖÙØÓÒ

ψ ×Ø Ø a¹ÔÖÓÕÙ × τaψ = ψº

ÊÑÖÕÙ º½ºº ÌÓÙØ ×ØÖÙØÓÒ ÔÖÓÕÙ ×Ø ØÑÔÖ ´ÚÓÖ ÔÖ ÜÑÔÐ ÓÒ½½℄µº

Ä× ×ØÖÙØÓÒ× ÔÖÓÕÙ× ÓÒØ Ð ÔÖØ
ÙÐÖØ  ×³
ÖÖ ×ÓÙ× ÓÖÑ  ×ÓÑÑ×º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º ´ÈÖÓÔÖØ × ×ØÖÙØÓÒ× ÔÖÓÕÙ×µº ËÓØ a ∈ Rº ËÓØ ψ ÙÒ

×ØÖÙØÓÒ a¹ÔÖÓÕÙº ÐÓÖ× ψ ×³
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ³ÙÒ ×Ö  ÓÙÖÖ 
ÓÒÚÖÒØ

Ò× D′(R)

ψ =


l∈Z
ψle

ilt2π/a,

Ó Ð ×ÙØ (ψl)l∈Z ×Ø  
ÖÓ××Ò
 ÐÒØ¸ ºº ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z¸ Ð Ü×Ø ÙÒ ÒØÖ N ≥ 0 ØÐ

ÕÙ

|ψl| ≤ C(1 + |l|)N .

½



º½º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÄËËÁÉÍ Í ÌÇÊ

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº Ä ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ × ØÖÓÙÚ ÔÖ ÜÑÔÐ Ò× Ð ÐÚÖ

 ÂÒ¹Å
Ð ÓÒÝ ÓÒ½½℄º

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÒÓÙ× ÒØÖ××Ö  ÙÒ ×ÓÙ×¹×Ô
 × ×ØÖÙØÓÒ× ØÑÔÖ×º

Ø ×Ô
  ÒÓØÑÑÒØ Ø ÒØÖÓÙØ ÔÖ ÅÓÒÕÙ ÓÑ×
ÙÖ Ø Ö ÊÓÖØ Ò× Ð

ÐÚÖ Ê½¾¸ ÔØÖ ℄º ËÓØ k ≥ 1º ËÓÒØ u, v ∈ U(1) × ÒÓÑÖ× 
ÓÑÔÐÜ×  ÑÓÙÐ

1º ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð³×Ô
 ×ÙÚÒØ

Lk =


ψ ∈ S ′(R); τ2πψ = ukψ, τ1F(ψ) = v−kF(ψ)


.

ÊÑÖÕÙ º½ºº Ä ÒØÓÒ  
Ø ×Ô
 Ø ÔÔÖØÖ ÙÜ ÒÓÑÖ× 
ÓÑÔÐÜ× u

Ø v¸ ÓÒ  
Ó×  Ð× ÒÓØÖ Ò× ÔÙ×ÕÙ ÐÓÖ×ÕÙ ÒÓÙ× ÖÓÒ× Ð ÐÒ ÒØÖ Ð× ÖÒØ×

ÕÙÒØ
ØÓÒ× Ù ØÓÖ¸ ÒÓÙ× ÚÖÖÓÒ× ÕÙ 
× ÒÓÑÖ× 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒØ ÙÜ Ò
×  ÐÓÕÙØ

ÕÙ ÓÒØ Ø ÒØÖÓÙØ× Ò× Ð ÒØÓÒ  Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk ´ÚÓÖ Ð

ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾¼µº

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ØÙÖ ÙÒ ÔÙ ÔÐÙ× Ò ØÐ× Ð³×Ô
  ×ØÖÙØÓÒ× Lk Ò×

Ð ÙØ ³Ò ØÖÑÒÖ ÙÒ ×º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º ´Ö
ØÖ×ØÓÒ × ÐÑÒØ×  Ð³×Ô
 Lkµº ËÓØ ψ ∈ Lkº ÐÓÖ×

ψ ∈ S ′(R) Ø ×³
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

ψ = ukt/(2π)


l∈Z
ψle

ilt Ú
 ∀l ∈ Z¸ ψl+k = v−kψl,

Ó Ð ×ÓÑÑ 
ÓÒÚÖ Ò× D′(R)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÓÑÑ ψ ∈ Lk¸ ÐÓÖ× ψ ÚÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

τ2πψ = ukψ.

Ò×¸ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º¸ ÓÒ ÔÙØ 
ÖÖ 
ØØ ×ØÖÙØÓÒ ψ ∈ Lk ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ

ψ = ukt/(2π)


l∈Z
ψle

ilt.

ÓÑÑ ψ ∈ Lk¸ ÐÓÖ× ÓÒ  ÐÑÒØ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

τ1F(ψ) = v−kF(ψ).

½
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ÇÖ¸ Ù ×Ò× × ×ØÖÙØÓÒ×¸ ÓÒ 

F(ψ) = F



ukt/(2π)


l∈Z
ψle

ilt



,

=


l∈Z
ψlF



ukt/(2π)eilt



Ö F ×Ø 
ÓÒØÒÙ ×ÙÖ S ′(R),

= 2π


l∈Z
ψlδck/(2π)+l Ó ÓÒ  ÔÓ× u = eic.

Ò×¸ ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ φ ∈ S(R)

τ1Fψ, φ = Fψ, τ−1φ,

=



2π


l∈Z
ψlδck/(2π)+l, τ−1φ



,

= 2π


l∈Z
ψlδck/(2π)+l, τ−1φ,

= 2π


l∈Z
ψlτ1δck/(2π)+l, φ,

= 2π


l∈Z
ψlδck/(2π)+l−1, φ.

Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ φ ∈ S(R)¸ ÓÒ  ÐÑÒØ

v−kFψ, φ = v−kFψ, φ,

= v−k


2π


l∈Z
ψlδck/(2π)+l, φ



,

= 2π


l∈Z
v−kψlδck/(2π)+l, φ.

ÓÒ
 Ù ×Ò× × ×ØÖÙØÓÒ×¸ ÓÒ 

2π


l∈Z
ψlδck/(2π)+l−1 = 2π



l∈Z
v−kψlδck/(2π)+l.

Ò×¸ ÔÓÙÖ ÕÙ Ð³×Ô
 Lk ×ÓØ ÒÓÒ Ú¸ Ð ÓØ Ü×ØÖ × ÒØÖ× l, l′ ∈ Z ØÐ× ÕÙ

l − 1 = l′¸ ÙØÖÑÒØ Ø l − l′ =
1


º ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ Ð ÓØ Ü×ØÖ ÙÒ ÒØÖ k′ ∈ Z ØÐ

ÕÙ k′ =
1


º Ø ÒØÖ k′ 
ÓÖÖ×ÔÓÒ Ò× Ð ÒÓØØÓÒ  Ð³×Ô
 Lk  Ð³Ò
 k¸ ÓÒ


ÓÒ ÒÓØ ×ÓÖÑ× k  Ð ÔÐ
  k′º ÇÒ Ò ÙØ ÐÑÒØ ÕÙ Ð ×ÙØ  
Ó
ÒØ×

(ψl)l∈Z ÓØ ÚÖÖ Ð 
ÓÒØÓÒ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ Z

ψl+k = v−kψl.

½
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Ò× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ ÔÖ
ÒØ¸ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÚÙ ÕÙ Ð ÒÓÑÖ k ≥ 1 ÓØ ØÖ Ð³ÒÚÖ×

Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ º ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÒÓÙ× ÓÒÐÖÓÒ× ÒØÖ 
× ÙÜ ÒÓØØÓÒ×

Ò× Ð ×ÙØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½¼ ´×  Ð³×Ô
 Lkµº ËÓØ l ∈ {0, . . . , k − 1}º ËÓØ

ǫl = ukt/(2π)


j∈Z



v−k
j
ei(l+jk)t ∈ S ′(R).

ÐÓÖ× Ð ÑÐÐ (ǫl)l∈Z/kZ ×Ø ÙÒ ×  Ð³×Ô
 Lkº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº

ØÔ ½  ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ {0, . . . , k − 1}¸ ǫl ∈ Lkº ËÓØ l ∈ {0, . . . , k}¸ ÐÓÖ× ǫl ×Ø Ò ÙÒ

×ØÖÙØÓÒ ØÑÔÖ ´
Ö


v−k




j
= 1µ Ø ÐÐ ÚÖ ÔÓÙÖ ØÓÙØ φ ∈ S(R)

τ2πǫl, φ = ǫl, τ−2πφ,

=



R

ukt/(2π)


j∈Z



v−k
j
ei(l+jk)tφ(t− 2π)dt,

=



R

uk(t+2π)/(2π)


j∈Z



v−k
j
ei(l+jk)(t+2π)φ(t)dt,

= ukǫl, φ.

ÇÒ  ÐÑÒØ Ù ×Ò× × ×ØÖÙØÓÒ×

F(ǫl) =


j∈Z



v−k
j

F



ukt/(2π)ei(l+jk)t


,

=
2π

k



j∈Z



v−k
j
δc/(2π)+l/k+j 
Ö  =

1

k
Ø Ó ÓÒ  ÔÓ× u = eic.

Ò×¸ ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ φ ∈ S(R)

τ1F(ǫl), φ = F(ǫl), τ−1φ,

=
2π

k



j∈Z



v−k
j

δc/(2π)+l/k+j , τ−1φ,

=
2π

k



j∈Z



v−k
j

δc/(2π)+l/k+j−1, φ,

= v−k
2π

k



j∈Z



v−k
j

δc/(2π)+l/k+j , φ ÔÖ 
ÒÑÒØ ³Ò
 j −→ j + 1,

= v−kF(ǫl), φ.

Ò× ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ {0, . . . , k − 1}¸ ÓÒ   ǫl ∈ Lkº

ØÔ ¾  Ð ÑÐÐ (ǫl)l∈Z/kZ ×Ø ÒÖØÖ
º ËÓØ ψ ∈ Lk¸ ÐÓÖ× ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ

½
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º½º¸ ÓÒ ¸ Ù ×Ò× × ×ØÖÙØÓÒ×

ψ = ukt/(2π)


l∈Z
ψle

ilt,

= ukt/(2π)



k−1


l=0

ψle
ilt +

2k−1


l=k

ψle
ilt + . . .+

−1


l=−k
ψle

ilt + . . .



,

= ukt/(2π)



k−1


l=0

ψle
ilt +

k−1


l=0

v−kψle
i(l+k)t + . . .+

k−1


l=0

vkψle
i(l−k)t + . . .



,

= ukt/(2π)
k−1


l=0

ψl


j∈Z



v−k
j
ei(l+jk)t,

=
k−1


l=0

ψlǫl.

Ò× Ð ÑÐÐ (ǫl)l∈Z/kZ ÒÒÖ Ð³×Ô
 Lkº

ØÔ ¿  Ð ÑÐÐ (ǫl)l∈Z/kZ ×Ø ÙÒ ×º ÓÑÑ Ð× ×ØÖÙØÓÒ× eilt ×ÓÒØ ÐÒÖÑÒØ

ÒÔÒÒØ× Ò× S ′(R)¸ ÐÓÖ× Ð ÑÐÐ (ǫl)l∈Z/kZ ×Ø Ò ÙÒ ×  Ð³×Ô
 Lkº ÇÒ

Ò ÙØ ÐÑÒØ ÕÙ Ð³×Ô
 Lk ×Ø  ÑÒ×ÓÒ kº

ÓÑÑ Lk ×Ø ÙÒ ×Ô
 ÐÒÖ 
ÓÑÔÐÜ  ÑÒ×ÓÒ Ò k ÑØØÒØ ÔÓÙÖ × Ð

ÑÐÐ (ǫl)l∈Z/kZ¸ ÐÓÖ× ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ÖÖ ×ÙÖ 
Ø ×Ô
¸ Ð ×ØÖÙ
ØÙÖ ³×Ô
  ÀÐÖØ

ØÐÐ ÕÙ Ð ÑÐÐ (ǫl)l∈Z/kZ ×ÓØ ÙÒ × ÓÖØÓÒÓÖÑ  Lkº

º½º¾ ÇÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 Lk

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÒÖ  ÙÜ ÑÒÖ× ÖÒØ× Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ

Ù ØÓÖ T
2º ÆÓÙ× 
ÓÑÑÒÓÒ× ÔÖ ÙÒ ÓÖÑÙÐØÓÒ ÒØÖÐ  
ØØ ÕÙÒØ
ØÓÒº ÆÓÙ×

ÖÔÔÐÓÒ× ÕÙ Ð ÒÓØØÓÒ S(R2) ÒØÖÓÙØ Ò× Ð ÒØÓÒ ¿º½º½ ×Ò Ð³Ò×ÑÐ

×ÙÚÒØ

S(R2) =


a ∈ C∞(R2);∀α ∈ N
2, Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ Cα > 0 ØÐÐ ÕÙ  |∂αa| ≤ Cα



.

ÊÑÖÕÙ º½º½½º ËÓØ a ∈ C∞(R2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔ¹

ØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2¸ ÓÒ



a(x+ 2π, y) = a(x, y) = a(x, y + 1).

ÐÓÖ× Ð ÓÒ
ØÓÒ a ÔÔÖØÒØ  Ð 
Ð××  ×ÝÑÓÐ× S(R2)º

ÒØÓÒ º½º½¾ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ØÓÖµº ËÓØ a ∈ C∞(R2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ØÐÐ

ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2

a(x+ 2π, y) = a(x, y) = a(x, y + 1).

½
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ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ×ÝÑÓÐ a¸ ÒÓØ Opw(a)(x, Dx)¸ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ

ÒØÖÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ u ∈ S(R)

Opw(a)(x, Dx)u(x) =
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/a



x+ y

2
, ξ



u(y)dydξ.

ÇÒ ÔÔÐÐ Ð ÓÒ
ØÓÒ a Ð ×ÝÑÓÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(a)(x, Dx)º

ÆÓÙ× ÖÔÔÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÕÙ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ Ø ×ÙÖ Ð³×Ô


Ë
ÛÖØÞ Ø ×ÙÖ Ð³×Ô
 × ×ØÖÙØÓÒ× ØÑÔÖ×º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½¿ ´
ØÓÒ ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ×ÙÖ S(R) Ø ×ÙÖ S ′(R)µº

ËÓØ a ∈ S(R2) ÙÒ ×ÝÑÓÐº ÐÓÖ×

½º Opw(a)(x, Dx) : S(R) −→ S(R)

¾º Opw(a)(x, Dx) : S ′(R) −→ S ′(R)

×ÓÒØ × ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ× ÐÒÖ× 
ÓÒØÒÙ×º  ÔÐÙ×¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(a) Ø ×ÙÖ Ð³×Ô


× ×ØÖÙØÓÒ×  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ψ ∈ S ′(R) Ø φ ∈ S(R)

Opw(a)ψ, φS′,S = ψ,Opw(ã)φS′,S ,

Ó ÔÓÙÖ (x, y) ∈ R
2¸ ã(x, y) = a(x,−y) ∈ S(R2)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÓÙÖ ÙÒ ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ¸ ÓÒ ÔÓÙÖÖ 
ÓÒ×ÙÐØÖ Ð ÐÚÖ

 Å
 ÛÓÖ× ÛÓ½¾¸ ÔØÖ ¿℄º

ÆÓÙ× ÔÓÙÚÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ  ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ

Ð ØÓÖ Ø ×ÙÖ Ð³×Ô
  ×ØÖÙØÓÒ× Lk ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÒØÖÓÙØ ÔÖ
ÑÑÒØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½ ´ÇÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 Lkµº ËÓØ a ∈ C∞(R2)

ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2¸ ÓÒ 

a(x+ 2π, y) = a(x, y) = a(x, y + 1).

ÐÓÖ× ×  =
1

k
ÔÓÙÖ k ≥ 1 ÒØÖ¸ ÓÒ 

Opw(a)(x, Dx) : Lk −→ Lk,

Ó ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ Lk =


ψ ∈ S ′(R); τ2πψ = ukψ, τ1F(ψ) = v−kF(ψ)


º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÇÒ ÓÒÒ 
¹××ÓÙ× Ð× ÔÖÒ
ÔÐ× ØÔ×  Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒº

ØÔ ½  Opw(a) : S ′(R) −→ S ′(R)º ³ÔÖ× Ð ÖÑÖÕÙ º½º½½ Ø Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½¿¸

ÓÒ ×Ø ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(a) Ø ×ÙÖ Ð³×Ô
 × ×ØÖÙØÓÒ× S ′(R)º

ØÔ ¾  τ2πOpw(a)ψ = ukOpw(a)ψ ÔÓÙÖ ψ ∈ Lkº ËÓÒØ ψ ∈ Lk Ø φ ∈ S(R)¸ ÐÓÖ×

½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ÓÒ 

τ2πOpw(a)ψ, φS′,S = Opw(a)ψ, τ−2πφS′,S ,

= ψ,Opw(ã)τ−2πφS′,S .

ÇÖ¸ ÔÓÙÖ φ ∈ S(R)¸ ÓÒ 

Opw(ã)(x, Dx)(τ−2πφ(x)) =
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/ã



x+ y

2
, ξ



τ−2πφ(y)dydξ,

=
1

2π



R



R

ei(x−y−2π)ξ/a



x+ y + 2π

2
,−ξ


φ(y)dydξ,

Ò 
ØÙÒØ Ð 
ÒÑÒØ  ÚÖÐ y −→ y+2πº Ò×¸ ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ ψ ∈ Lk Ø φ ∈ S(R)

ψ,Opw(ã)τ−2πφS′,S

=



R

ψ(x)Opw(ã)(x, Dx)(τ−2πφ)(x)dx,

=



R

ψ(x)
1

2π



R



R

ei(x−y−2π)ξ/a



x+ y + 2π

2
,−ξ


φ(y)dydξdx,

=



R

ψ(x+ 2π)
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/a



x+ y

2
+ 2π,−ξ



φ(y)dydξdx Ú x −→ x+ 2π,

=



R

ukψ(x)
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/a



x+ y

2
+ 2π,−ξ



φ(y)dydξdx 
Ö ψ ∈ Lk,

=



R

ukψ(x)
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/a



x+ y

2
,−ξ


φ(y)dydξdx 
Ö a(x+ 2π, ξ) = a(x, ξ),

=



R

ukψ(x)
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/ã



x+ y

2
, ξ



φ(y)dydξdx,

= ukψ,Opw(ã)φS′,S ,

= ukOpw(a)ψ, φS′,S .

Ò×¸ ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ ψ ∈ Lk  τ2πOpw(a)ψ = ukOpw(a)ψº

ØÔ ¿  τ1F(Opw(a)ψ) = v−kF(Opw(a)ψ) ÔÓÙÖ ψ ∈ Lkº ËÓÒØ ψ ∈ Lk Ø φ ∈ S(R)¸
ÓÒ 

τ1F(Opw(a)ψ), φS′,S = F(Opw(a)ψ), τ−1φS′,S ,

= Opw(a)ψ,F(τ−1φ)S′,S ,

= ψ,Opw(ã)F(τ−1φ)S′,S .

½¼



º½º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÄËËÁÉÍ Í ÌÇÊ

ÇÖ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ φ ∈ S(R) Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ ξ ∈ R¸ ÓÒ 

F(τ−1φ)(ξ) =



R

e−ixξ/τ−1φ(x)dx,

=



R

e−ixξ/e−iξ/φ(x)dx Ú x −→ x+ 1,

= e−iξ/F(φ)(ξ).

Ò× ÔÓÙÖ ØÓÙØ φ ∈ S(R)¸ ÓÒ 

Opw(ã)(x, Dx)F(τ−1φ)(x)

=
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/ã



x+ y

2
, ξ



F(τ−1φ)(y)dydξ,

=
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/ã



x+ y

2
, ξ



e−iy/F(φ)(y)dydξ,

= e−ix/
1

2π



R



R

ei(x−y)(ξ+1)/a



x+ y

2
,−ξ


F(φ)(y)dydξ,

= e−ix/
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/a



x+ y

2
,−ξ + 1



F(φ)(y)dydξ Ú ξ −→ ξ − 1,

= e−ix/
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/a



x+ y

2
,−ξ


F(φ)(y)dydξ 
Ö a(x, ξ + 1) = a(x, ξ),

= e−ix/Opw(ã)(x, Dx)(Fφ)(x).

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ ψ ∈ Lk Ø φ ∈ S(R)

ψ,Opw(ã)F(τ−1φ)S′,S = e−i./ψ,Opw(ã)(F(φ)S′,S ,

= Opw(a)(e
−i./ψ),F(φ)S′,S ,

= F(Opw(a)(e
−i./ψ)), φS′,S ,

= F(Opw(a)(F−1


Fe
−i./ψ)), φS′,S ,

= F(Opw(a)(F−1

τ1Fψ)), φS′,S ,

= F(Opw(a)(F−1

v−kFψ)), φS′,S 
Ö ψ ∈ Lk,

= v−kF(Opw(a)ψ), φS′,S .

Ò×¸ ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ ψ ∈ Lk  τ1F(Opw(a)ψ) = v−kF(Opw(a)ψ)º ³Ó Ð Ö×ÙÐØØº

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒÖ ³ÙÒ ÙØÖ ÓÒ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ØÓÖ T
2  Ð³

 Ð ÑØÓ ÙØÐ× Ò× Ð ÐÚÖ  ÅÓÒÕÙ ÓÑ×
ÙÖ Ø  Ö ÊÓÖØ Ê½¾¸

ÔØÖ ℄º ØØ ÒØÓÒ Ø ÒØÖÚÒÖ ÔÖ 
ÓÒÚÒØÓÒ Ð³ÒÚÖ×  Ð 
ÓÒ×ØÒØ

ÈÐÒ
¸ ÒÓØ kº ×ÓÖÑ×¸ ÐÓÖ×ÕÙ ÒÓÙ× ÒÓØÓÒ× Ð× ×ÝÑÓÐ× ak¸ 
Ð ×Ò ÕÙ³Ð× ÑØ¹

ØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/kº ÙÔÖÚÒØ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× 
ÖÖ

³ÙÒ ÒÓÙÚÐÐ ÓÒ ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ Ð ØÓÖº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½ ´Ê
ÖØÙÖ ³ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ Ð ØÓÖµº ËÓØ ak ∈ C∞(R2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

½½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

(x, y) ∈ R
2

ak(x+ 2π, y) = ak(x, y) = ak(x, y + 1).

ÐÓÖ×¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2¸ ÓÒ 

ak(x, y) =


(m,n)∈Z2

akm,ne
ixne−i2πym,

Ó


akm,n



(m,n)∈Z2 ×Ø ÙÒ ×ÙØ  
Ó
ÒØ× 
ÓÑÔÐÜ× ÔÒÒØ Ù ÔÖÑØÖ kº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº Ä³
ÖØÙÖ Ù ×ÝÑÓÐ ak ×ÓÙ× ÓÖÑ  ×ÓÑÑ× ×³ÓØÒØ Ò ×ÒØ ÙÒ

ÚÐÓÔÔÑÒØ Ò ×Ö  ÓÙÖÖº

ÆÓÙ× ÒØÖÓÙ×ÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÙÒ ×
ÓÒ ÒØÓÒ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù

ØÓÖ ÕÙ ×³
ÖØ ×ÓÙ× ÓÖÑ  ×ÓÑÑ× ´ÚÓÖ Ê½¾¸ ÔØÖ ℄µº

ÒØÓÒ º½º½ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ØÓÖµº ËÓØ ak ∈ C∞(R2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

(x, y) ∈ R
2

ak(x+ 2π, y) = ak(x, y) = ak(x, y + 1).

ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ×ÝÑÓÐ ak¸ ÒÓØ Opwk (ak)¸ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ

Opwk (ak) =


(m,n)∈Z2

akm,nT̂



2πm

k
,
n

k



,

Ó Ð ×ÙØ  
Ó
ÒØ×


akm,n



(m,n)∈Z2 ×Ø 
ÐÐ Ò Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½ Ø Ó

T̂ (p, q) ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ  ØÖÒ×ÐØÓÒ  ÏÝÐ¹À×ÒÖ ÔÖ ÙÒ Ú
ØÙÖ (p, q) ∈ R
2 Ò¸

ÔÓÙÖ φ ∈ S(R)¸ ÔÖ
T̂ (p, q)φ(x) = e−iqpk/2eixqkφ(x− p).

Ä³ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ Ò ÔÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ Ù ØÓÖ 
¹××Ù×

×Ø ÐÑÒØ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÕÙ Ú Ö ×ÙÖ Ð³×Ô
  ×ØÖÙØÓÒ× Lkº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½ ´ÇÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 Lkµº ËÓØ ak ∈ C∞(R2)

ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2

ak(x+ 2π, y) = ak(x, y) = ak(x, y + 1).

ÐÓÖ×

Opwk (ak) : Lk −→ Lk,

Ó ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ  Lk =


ψ ∈ S ′(R); τ2πψ = ukψ, τ1F(ψ) = v−kF(ψ)


º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÇÒ ÓÒÒ 
 Ð× ÖÒØ× ØÔ×  Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ

´ÚÓÖ ÐÑÒØ Ê½¾¸ ÔØÖ ℄µº

½¾



º½º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÄËËÁÉÍ Í ÌÇÊ

ØÔ ½  Opwk (ak) : S(R) −→ S(R)º ËÓØ φ ∈ S(R)º ËÓÒØ (α, β) ∈ N
2¸ ×ÓØ x ∈ R¸ ÓÒ 

xα∂βx (Opwk (ak)φ(x)) = xα∂βx







(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/keixnφ



x− 2πm

k





 ,

=


(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/kxα∂βx



eixnφ



x− 2πm

k



,

=


(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/kxα

β


j=0



β

j



∂jx


eixn


∂β−jx



φ



x− 2πm

k



.

Ò×¸ ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ x ∈ R Ø ØÓÙØ (α, β) ∈ N
2






xα∂βxOpwk (ak)φ(x)






=















(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/kxα

β


j=0



β

j



∂jx


eixn


∂β−jx



φ



x− 2πm

k















,

≤


(m,n)∈Z2





akm,n





 |xα|
β


j=0



β

j





∂jx


eixn












∂β−jx



φ



x− 2πm

k









,

≤


(m,n)∈Z2






akm,n






φα,β ,

≤ Cφα,β .

Ò×¸ ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ φ ∈ S(R)  Opwk (ak)φα,β ≤ Cφα,β º
ØÔ ¾  Opwk (ak) : S ′(R) −→ S ′(R)º ËÓÒØ ψ ∈ S(R) Ø φ ∈ S(R)¸ ÐÓÖ×¸ ÓÒ 

Opwk (ak)ψ, φS,S =



R



(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/keixnψ



x− 2πm

k



φ(x)dx,

=



R



(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/kein(x+2πm/k)ψ (x)φ



x+
2πm

k



dx,

=



R

ψ(x)


(m,n)∈Z2

akm,ne
iπmn/keinxφ



x+
2πm

k



dx,

=



R

ψ(x)


(m,n)∈Z2

ak−m,ne
−iπmn/keinxφ



x− 2πm

k



dx Ú m −→ −m,

=



R

ψ(x)


(m,n)∈Z2

ak−m,nT̂



2πm

k
,
n

k



φ(x)dx,

=: ψ,Opwk (ãk)φS,S ,

Ó ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2¸ ÓÒ  ÔÓ×  ãk(x, y) = ak(x,−y)º ÇÖ ³ÔÖ× Ð³ØÔ ½¸ ÓÒ ×Ø

ÕÙ Opwk (ãk)ψ ∈ S(R) ÔÓÙÖ ψ ∈ S(R)¸ Ò× Opwk (ak)ψ ×Ø Ò Ò ÔÓÙÖ ψ ∈ S ′(R)º

ÙØÖÑÒØ Ø

Opwk (ak) : S ′(R) −→ S ′(R).

½¿



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ØÔ ¿  Opwk (ak) : Lk −→ Lkº ËÓÒØ ψ ∈ Lk Ø φ ∈ S(R)¸ ÓÒ 

τ2πOpwk (ak)ψ, φS′,S = Opwk (ak)ψ, τ−2πφS′,S ,

= ψ,Opwk (ãk)τ−2πφS′,S .

ÇÖ¸ ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ φ ∈ S(R)

Opwk (ãk)τ−2πφ(x) =


(m,n)∈Z2

ak−m,ne
−iπmn/keixnφ



x− 2πm

k
− 2π



.

Ò×¸ ÔÓÙÖ ψ ∈ Lk Ø φ ∈ S(R) ÓÒ 

ψ,Opwk (ãk)τ−2πφS′,S

=



R

ψ(x)


(m,n)∈Z2

ak−m,ne
−iπmn/keixnφ



x− 2πm

k
− 2π



dx,

=



R

ψ(x+ 2π)


(m,n)∈Z2

ak−m,ne
−iπmn/kei(x+2π)nφ



x− 2πm

k



dx Ú x −→ x+ 2π,

=



R

ukψ(x)Opwk (ãk)φ(x)dx 
Ö ψ ∈ Lk,

= ukψ,Opwk (ãk)φS′,S ,

= ukOpwk (ak)ψ, φS′,S .

ÓÒ
 ÔÓÙÖ ψ ∈ Lk¸ ÓÒ   τ2πOpwk (ak)ψ = ukOpwk (ak)ψº Ò×ÙØ¸ ÓÒ  ÐÑÒØ ÔÓÙÖ

ψ ∈ Lk Ø φ ∈ S(R)

τ1F(Opwk (ak)ψ), φS′,S = F(Opwk (ak)ψ), τ−1φS′,S ,

= Opwk (ak)ψ,F(τ−1φ)S′,S ,

= ψ,Opwk (ãk)F(τ−1φ)S′,S .

ÇÖ¸ ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ φ ∈ S(R)¸ ÓÒ 

F(τ−1φ)(ξ) = e−iξ/F(φ)(ξ).

½



º½º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÄËËÁÉÍ Í ÌÇÊ

Ò× ÔÓÙÖ φ ∈ S(R)¸ ÓÒ 

Opwk (ãk)(Fτ−1φ)(x) =


(m,n)∈Z2

ak−m,ne
−iπmn/keixnτ−2πm/kF(τ−1φ)(x),

=


(m,n)∈Z2

ak−m,ne
−iπmn/keixnτ−2πm/k



e−ix/F(φ)(x)


,

=


(m,n)∈Z2

ak−m,ne
−iπmn/keixne−i(x−2πm/k)/F(φ)



x− 2πm

k



,

= e−ix/


(m,n)∈Z2

ak−m,ne
−iπmn/keixnei2πmF(φ)



x− 2πm

k




Ö k =
1


,

= e−ix/Opwk (ãk)(Fφ)(x).

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ ψ ∈ Lk Ø φ ∈ S(R)

ψ,Opwk (ãk)F(τ−1φ)S′,S = ψ, e−i./Opwk (ãk)(Fφ)S′,S ,

= Opwk (ak)(e
−i./ψ),FφS′,S ,

= FOpwk (ak)(F−1


F(e
−i./ψ)), φS′,S ,

= FOpwk (ak)(F−1

τ1F(ψ)), φS′,S ,

= FOpwk (ak)(F−1

v−kF(ψ)), φS′,S 
Ö ψ ∈ Lk,

= v−kFOpwk (ak)ψ, φS′,S .

ÓÒ
¸ ÔÓÙÖ ψ ∈ Lk¸ ÓÒ   τ1F(Opwk (ak)ψ) = v−kF(Opwk (ak)ψ)º ³Ó Ð Ö×ÙÐØØº

ÆÓÙ× ÑÓÒØÖÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÕÙ Ð× ÙÜ ÕÙÒØ
ØÓÒ× ³ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ Ð ØÓÖ ÕÙ

ÒÓÙ× ÚÒÓÒ×  ÒÖ¸ 
³×Ø¹¹Ö Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ ×ÓÙ× ÓÖÑ ÒØÖÐ Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ

×ÓÙ× ÓÖÑ  ×ÓÑÑ×¸ Ò××ÒØ × ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÕÙ 
ÓÒ
ÒØ ×ÙÖ

Ð³×Ô
  ×ØÖÙØÓÒ× Lkº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½ ´ÁÒØ
ØÓÒ × ÙÜ ÕÙÒØ
ØÓÒ×  ÏÝÐ Ù ØÓÖµº

ËÓØ a = ak ∈ C∞(R2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ×¹

×Ò
×   Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2

a(x+ 2π, y) = a(x, y) = a(x, y + 1).

ÐÓÖ×¸ ÓÒ 

Opw(a) = Opwk (ak) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Lkº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº

½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ØÔ ½  Opw(a) = Opwk (ak) ×ÙÖ Ð³×Ô
 S(R)º ËÓØ φ ∈ S(R)¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

Opw(a)(x, Dx)φ(x)

=
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/a



x+ y

2
, ξ



φ(y)dydξ,

=
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/


(m,n)∈Z2

am,ne
i(x+y)n/2e−2iπξmφ(y)dydξ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½,

=
1

2π



R



R



(m,n)∈Z2

ei(x−y−2πm)ξ/am,ne
i(x+y)n/2φ(y)dydξ,

=
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/


(m,n)∈Z2

am,ne
i(x−y)n/2eiyne−iπmnφ(y − 2πm)dydξ,

=
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/


(m,n)∈Z2

am,ne
−iπmneiynφ(y − 2πm)dydξ Ú ξ −→ ξ − n

2
,

=
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/


(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/keiynφ



y − 2πm

k



dydξ 
Ö k =
1


,

=
1

2π



R



R

ei(x−y)ξ/(Opwk (ak)φ)(y)dydξ,

= Opwk (ak)φ(x).

Ò× Ð× ÙÜ ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ×  ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ Ð ØÓÖ 
ÓÒ
ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô


 Ë
ÛÖØÞ S(R)º
ØÔ ¾  Opw(a) = Opwk (ak) ×ÙÖ Ð³×Ô
 S ′(R)º ËÓÒØ ψ ∈ S ′(R) Ø φ ∈ S(R)¸ ÐÓÖ× ÓÒ


Opw(a)ψ, φS′,S = ψ,Opw(ã)φS′,S Ó ÔÓÙÖ (x, y) ∈ R
2¸ ã(x, y) = a(x,−y),

= ψ,Opwk (ãk)φS′,S ³ÔÖ× Ð³ØÔ ½,

= Opwk (ak)ψ, φS′,S ³ÔÖ× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½.

Ò× 
× ÙÜ ÓÔÖØÙÖ× 
ÓÒ
ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 × ×ØÖÙØÓÒ× S ′(R)º

ØÔ ¿  Opw(a) = Opwk (ak) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Lkº ³ÔÖ× Ð³ØÔ ¾¸ Opw(a) = Opwk (ak)

×ÙÖ S ′(R) Ø 
ÓÑÑ Lk ⊂ S ′(R) ÐÓÖ× ÔÖ Ö×ØÖ
ØÓÒ  
× ÓÔÖØÙÖ×  
 ×ÓÙ×¹×Ô
¸

ÓÒ ÓØÒØ Ð Ö×ÙÐØØ ÚÓÙÐÙº

º¾ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ

Ò× 
 ÔÖÖÔ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒØÖÓÙÖ Ð ÒÓØÓÒ  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ

Ù ØÓÖ Ò× Ð ÑÑ ×ÔÖØ ÕÙ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ  R2  Ø ÒØÖÓÙØ

Ò× Ð 
ÔØÖ ¾ ´ÚÓÖ ÒØÓÒ ¾º¾º½µº ü ÒÓØÖ 
ÓÒÒ××Ò
¸ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ


ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ Ò³ÔÔÖØ Ô× Ò× Ð ÐØØÖØÙÖ Ü×ØÒØº Ò× Ð 
Ö Ù ÔÐÒ R
2¸

ÓÒ  ÚÙ ÕÙ Ð ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
Ð××ÕÙ Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ

½



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ


ÓÑÔÐÜ × Ø Ö
  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ¸ 
³×Ø ÔÓÙÖÕÙÓ Ò× ÙÒ ÔÖÑÖ

ØÑÔ×¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× Ó
Ð×Ö ÒÓØÖ ØØÒØÓÒ ×ÙÖ 
ØØ ØÖÒ×ÓÖÑº

º¾º½ Ä ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ

Ò× 
 ÔÖÖÔ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ØÙÖ  ÑÒÖ ÔÐÙ× ÔÔÖÓÓÒ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ

ÖÑÒÒ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ ÙØÐ× ÒÓØÑÑÒØ ÔÖ ÒÖ× ÅÐÒ¸ Å
Ð ÀØÖ Ø ÂÓÒÒ×

Ë×ØÖÒ Ò× Ð× ÖØ
Ð× ÅË¼¾¸ ÅË¼¿¸ ÀË¼℄ Ø ÔÖ Ð× ÙÜ ÖÒÖ× ÙØÙÖ× Ò× Ð

ÑÒ¹
ÓÙÖ× Ò ÐÒ ÀË½℄º ÇÒ ×³ÒØÖ×× ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ  Ð³
ØÓÒ  
ØØ ØÖÒ×ÓÖÑ

×ÙÖ Ð³×Ô
  Ë
ÛÖØÞ¸ ÔÙ× ×ÙÖ Ð³×Ô
 × ×ØÖÙØÓÒ× Ø ÒÒ ×ÙÖ Ð³×Ô
 Lkº ÇÒ

×³Ò×ÔÖ Ù ØÖÚÐ  ÎÐÒØÒ ÖÑÒÒ Ö℄ ×ÙÖ Ð ×ÙØ¸ Ð ÖÒ
 ÒØÖ 
 ØÖÚÐ

Ø 
 ÕÙ Ú ×ÙÚÖ ×Ø ÕÙ³ÓÒ × ÔÐ
 
 Ò× ÙÒ 
Ö ×Ñ¹
Ð××ÕÙº ³ÙØÖ ÔÖØ¸ Ò×

Ð³ÖØ
Ð Ö℄¸ Ð ÔÓ× ÜÔÓÒÒØÐ ÙØÐ× ÔÓÙÖ ÒÖ Ð³×Ô
  ÖÑÒÒ ×Ø ÖÒØº

º¾º½º½ ÊÔÔÐ× ×ÙÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ

ÓÑÑÒÓÒ× ÔÖ ÖÔÔÐÖ Ð ÒØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ¸ Ò× ÕÙ Ð×

ÔÖÑÖ× ÔÖÓÔÖØ× ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ×ÙÖ 
ØØ ØÖÒ×ÓÖÑ ´ÚÓÖ Ð ÐÚÖ  Å
 ÛÓÖ×

ÛÓ½¾¸ ÔØÖ ½¿℄µº

ÆÓØØÓÒ× ×ÓØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ Φ1(z) =
1

2
|ℑz|2. ÇÒ ÒÓØ

½º L(dz) =
i

2
dz ∧ dz Ð Ñ×ÙÖ  Ä×Ù ×ÙÖ C

¾º L2

(C,Φ1) := L2(C, e−2Φ1(z)/L(dz)) Ð³×Ô
 × ÓÒ
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ ×ÙÖ C

ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  Ð Ñ×ÙÖ  ÔÓ× ÜÔÓÒÒØÐ e−2Φ1(z)/L(dz)

¿º H(C,Φ1) := Hol(C) ∩ L2

(C,Φ1) Ð³×Ô
 × ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ×ÙÖ C ÔÔÖ¹

ØÒÒØ  Ð³×Ô
 L2

(C,Φ1)º

ÒØÓÒ º¾º½ ´ÌÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒµº ËÓØ φ1 Ð ÓÒ
ØÓÒ ÕÙÖØÕÙ ÓÐÓÑÓÖÔ

Ò ÔÓÙÖ (z, x) ∈ C × C ÔÖ

φ1(z, x) =
i

2
(z − x)2.

Ä ØÖÒ×ÓÖÑ  Á ××Ó
  Ð ÓÒ
ØÓÒ φ1 ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ Tφ1 Ò ×ÙÖ S(R) ÔÖ

Tφ1u(z) = cφ1
−3/4



R

e(i/)φ1(z,x)u(x)dx = cφ1
−3/4



R

e−(1/2)(z−x)2u(x)dx,

Ó

cφ1 =
1

21/2π3/4
|det ∂x∂zφ1|

(detℑ∂2xφ1)1/4
=

1

21/2π3/4
. ´º½µ

ÇÒ ÔÔÐÐ Tφ1 Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒº

½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ÊÔÔÐÓÒ× ÕÙÐÕÙ× ÔÖÓÔÖØ×  
ØØ ØÖÒ×ÓÖÑ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ×  ÖÒ
ÓÒØÖ×

Ò× Ð 
ÔØÖ ¾ Ñ× Ò× Ð 
× ³ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÔÓ× Φ ÖØÖÖ ´ÚÓÖ Ð× ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ×

¾º¾º½½ Ø ¾º¾º½¿µº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾ ´ÈÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ ×ÙÖ H(C,Φ1)µº ËÓØ ψ1 Ð³ÙÒÕÙ ÓÖÑ ÕÙÖ¹

ØÕÙ ÓÐÓÑÓÖÔ ×ÙÖ C × C ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

ψ1(z, z) = Φ1(z).

ÐÓÖ× Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ ΠΦ1 : L2

(C,Φ1) −→ H(C,Φ1) ×Ø ÓÒÒ ÔÖ

ΠΦ1u(z) =
2det ∂2z,wψ1

π



C

e2(ψ1(z,w)−Φ1(w))/u(w)dwdw.

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¿ ´Ä ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ×Ø ÙÒØÖµº

½º Tφ1 : L2(R) −→ H(C,Φ) ×Ø ÙÒ ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ ÙÒØÖº

¾º Ë T ∗
φ1

: L2

(C,Φ1) −→ L2(R) ×Ò Ð³ÓÒØ  Tφ1 ¸ ÐÓÖ× Ð ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð

ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ L2

(C,Φ1)

T ∗
φ1
v(x) = cφ1

−3/4



C

e−(1/2)(z−x)2e−2Φ1(z)/v(z)L(dz).

 ÔÐÙ×¸ ΠΦ1 = Tφ1T
∗
φ1
º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
Ð××ÕÙ Ø ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜµº

ËÓØ a ∈ S(R2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

º ËÓØ OpwΦ1
(b) := Tφ1Opw(a)T

∗
φ1
º ÐÓÖ×

½º OpwΦ1
(b) : H(C,Φ1) −→ H(C,Φ1) ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ÙÒÓÖÑÑÒØ ÓÖÒ Ò 

¾º OpwΦ1
(b) ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð³ÒØÖÐ ×ÙÖ ÙÒ 
ÓÒØÓÙÖ ×ÙÚÒØ

OpwΦ1
(b)u(z) =

1

2π



Γ(z)
e(i/)(z−w)ζb



z + w

2
, ζ



u(w)dwdζ,

Ó Γ(z) =



(w, ζ) ∈ C
2; ζ =

2

i

∂Φ1

∂z



z + w

2



= −ℑ


z + w

2



¸ Ó Ð ×ÝÑÓÐ b ×Ø

ÓÒÒ ÔÖ b = a ◦κ−1
φ1
Ø Ó Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κφ1 ×Ø Ò  Ð ÓÒ

×ÙÚÒØ

κφ1 : R2 −→ ΛΦ1 = {(z,−ℑ(z)); z ∈ C}
(x, ξ) −→ (x− iξ, ξ).

ÈÓÙÖ ÔÐÙ×  ØÐ× ×ÙÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ  R
2¸ ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ÙÐØÖ

Ð 
ÓÙÖ× Ò ÐÒ ÀË½℄º

½



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ

º¾º½º¾ ÌÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ Ø ×Ô
  Ë
ÛÖØÞ

ÁÒØÖÓÙ×ÓÒ× ÑÒØÒÒØ Ð× ×Ô
×  ÓÒ
ØÓÒ× ×ÙÖ Ð×ÕÙÐ× ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ØÖÚÐÐÖº

ÈÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ 
ÓÑÑÒØ Ø Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ×ÙÖ Ð³×Ô
  Ë
ÛÖØÞ¸ ÒÓÙ×

ÒØÖÓÙ×ÓÒ× ÙÒ ×
ÓÒ ÒØÓÒ  
Ø ×Ô
 ÕÙÚÐÒØ  
ÐÐ ÚÙ ÔÖ
ÑÑÒØ

Ñ× Ú
 ÐÕÙÐÐ ÓÒ ÔÓÙÖÖ ØÖÚÐÐÖ ÔÐÙ× 
ÐÑÒØ ´ÚÓÖ ÒØÓÒ º½º½µº

ÒØÓÒ º¾º ´×Ô
 Sj(R)µº ËÓØ j ∈ Nº ÇÒ ÒØ Ð³×Ô
¸ ÒÓØ Sj(R)¸ ÔÖ Ð

ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

Sj(R) =



φ ∈ Cj(R); φj := max
m≤j



sup
x∈R

|(1 + x2)(j−m)/2∂mx φ(x)|


< +∞


.

ÇÒ ÔÙØ Ò× ÓÒÒÖ ÙÒ ÒÓÙÚÐÐ ÒØÓÒ  Ð³×Ô
  Ë
ÛÖØÞº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º ´×Ô
  Ë
ÛÖØÞµº Ä³×Ô
  Ë
ÛÖØÞ¸ ÒÓØ S(R)¸ ÚÖ Ð
ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

S(R) =
∞


j=0

Sj(R) = {φ ∈ C∞(R);∀j ∈ N, φj < +∞} .

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÒÖ  ÒÓÙÚÙÜ ×Ô
×  ÓÒ
ØÓÒ× ÕÙ 
ÓÖÖ×ÔÓÒÖÓÒØ

ÙÜ Ñ× × ×Ô
× Sj(R) Ø S(R) Ö×Ô
ØÚÑÒØ ÔÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒº

ÒØÓÒ º¾º ´×Ô
 S
j(C)µº ËÓØ j ∈ Nº ÇÒ ÒØ Ð³×Ô
¸ ÒÓØ S

j(C)¸ ÔÖ Ð

ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

S
j(C) =



ψ ∈ Hol(C); |ψ|j := sup
z∈C





1 + |z|2
j/2

e−Φ1(z)/|ψ(z)|


< +∞


.

ÒØÓÒ º¾º ´×Ô
 S(C)µº ÇÒ ÒØ Ð³×Ô
¸ ÒÓØ S(C)¸ ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

S(C) =

∞


j=0

S
j(C) = {ψ ∈ Hol(C);∀j ∈ N, |ψ|j < +∞} .

ÆÓÙ× ÔÓÙÚÓÒ× ÑÒØÒÒØ ØÐÖ ÙÒ ÐÒ ÒØÖ Ð× ×Ô
× Sj(R) Ø Sj(C) ÔÓÙÖ j ∈ Nº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º ´ÌÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ Ø ×Ô
 Sj(R)µº ËÓØ j ∈ Nº ËÓØ φ ∈ Sj(R)¸

ÐÓÖ×

½º Tφ1φ ×Ø ÓÐÓÑÓÖÔ

¾º ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ |Tφ1φ(z)| ≤ aj


1 + |z|2
−j/2

eΦ1(z)/φj Ó aj ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ
ÔÒÒØ  j Ø Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÆÓÙ× ÓÒÒÓÒ× Ð× ÔÖÒ
ÔÐ× ØÔ×  
ØØ ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÓÙÖ ÔÐÙ×

ØÐ×¸ ÓÒ ÔÙØ 
ÓÒ×ÙÐØÖ Ð³ÖØ
Ð  ÎÐÒØÒ ÖÑÒÒ Ö℄ Ò ÕÙ Ò× 
 ÖÒÖ

Ð ÔÓ× ×Ø ÖÒØº

ØÔ ½  ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ Tφ1φ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÓÐÓÑÓÖÔº

½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ØÔ ¾  ÓÒ ÑÓÒØÖ Ð Ö×ÙÐØØ Ò× Ð 
× Ó j = 0 ´ÕÙ ×Ø ÙÒ 
× ×ÑÔÐµ¸ ºº ÓÒ

ÑÓÒØÖ¸ Ò ÙØÐ×ÒØ × ×ØÑØÓÒ× ÒØÖÐ× ×ÑÔÐ×¸ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ φ ∈ S0(R)¸ Ð Ü×Ø

ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ a0 ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

|Tφ1φ(z)| ≤ a0e
Φ1(z)/φ0.

ØÔ ¿  ÓÒ ÑÓÒØÖ Ð Ö×ÙÐØØ Ò× Ð 
× Ó j ≥ 1¸ ºº ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

φ ∈ Sj(R)¸ Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ aj ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

|Tφ1φ(z)| ≤ aj


1 + |z|2
−j/2

eΦ1(z)/φj .

ØØ ØÔ × 
ÓÑÔÓ× Ò ÔÐÙ×ÙÖ× ×ÓÙ×¹ØÔ× ÕÙ ×ÓÒØ Ð× ×ÙÚÒØ×º

 ØÔ ¿º½  ÓÒ ÑÓÒØÖ¸ Ò ÙØÐ×ÒØ × ×ØÑØÓÒ× ×ÑÔÐ×¸ Ð× ÒÐØ× ×ÙÚÒØ×

ÔÓÙÖ x ∈ R

´µ |∂mx φ(x)| ≤ φj ÔÓÙÖ m ≤ j

´µ |φ(x)| ≤ φj(1 + x2)−j/2º

 ØÔ ¿º¾  ÔÓÙÖ z ∈ C Ø τ ∈ R¸ ÓÒ ÔÓ× F (τ) = (Tφ1φ)(τz)¸ Ò× F (1) = (Tφ1φ)(z)

Ø ÓÒ ÙØÐ× 
ØØ ÒÓÙÚÐÐ ÓÒ
ØÓÒ F ÔÓÙÖ 
ÓÑÔÓ×Ö (Tφ1φ)(z) Ò ÙÜ ÓÒ
ØÓÒ×¸

ºº

F (1) = pj(z) + rj(z),

Ó






















pj(z) =

j−1


l=0

F (l)(0)

l!
,

rj(z) =

 1

0

(1 − τ)j−1

(j − 1)!
F (j)(τ)dτ.

ÈÙ× ÓÒ ×ØÑ 

ÙÒ  
× ÓÒ
ØÓÒ×  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ























|pj(z)| ≤
j−1


l=0

|z|lηl(0),

|rj(z)| ≤
 1

0

(1 − τ)j−1

(j − 1)!
|z|jηj(τz)dτ,

Ó ηl(z) ×Ø ÙÒ ÓÖÒ ÔÓÙÖ ∂l(Tφ1φ)(z)º

 ØÔ ¿º¿  ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ Ð ÓÒ
ØÓÒ ηl ×Ø×Ø Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ z ∈ C

ηl(z) = βeΦ1(z)/ ÔÓÙÖ l ≤ j,

Ó β = (π)−1/4φj Ò ÙØÐ×ÒØ Ð ØÓÖÑ  Ä×Ù Ø × ×ØÑØÓÒ× ÒØ¹

ÖÐ×º

½¼



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ

 ØÔ ¿º  ÓÒ ÙØ × ØÔ× ¿º¾ Ø ¿º¿ ÕÙ ÔÓÙÖ z ∈ C¸ ÓÒ 















|pj(z)| ≤ β

j−1


l=0

|z|l,

|rj(z)| ≤ β|z|j(2)je1/2(1 + ℑ(z)2)−jeΦ1(z)/.

 ØÔ ¿º  ÓÒ ÑÓÒØÖ¸ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð³ØÔ ¿º¸ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

|Tφ1φ(z)| ≤ ρ′φj(1 + |z|2)j/2(1 + ℑ(z)2)−jeΦ1(z)/ Ó ρ′ ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØº

 ØÔ ¿º  ÓÒ ÑÓÒØÖ¸ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð³ØÔ ¿º½ ´µ¸ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

|Tφ1φ(z)| ≤ ρ′′φj(1 + ℜ(z)2)−j/2eΦ1(z)/ Ó ρ′′ ×Ø ÙÒ ÙØÖ 
ÓÒ×ØÒØº

 ØÔ ¿º  ÓÒ 
ÓÑÔÖ Ð× ×ØÑØÓÒ× × ØÔ× ¿º Ø ¿º Ø ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ ÔÓÙÖ

ØÓÙØ z ∈ C¸ ÓÒ 

|Tφ1φ(z)| ≤ ρφj(1 + |z|2)−j/2eΦ1(z)/ Ó ρ = max(2jρ′, 2
j/2ρ′′)º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½¼ ´Ä ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ÒÚÓ S(R) ×ÙÖ S(C)µº

½º ËÓØ j ∈ N¸ ÐÓÖ× Tφ1Sj(R) ⊂ S
j(C)º

¾º Tφ1S(R) ⊂ S(C)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÓÙÖ Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ¸ ÓÒ ÔÙØ ÐÑÒØ 
ÓÒ×ÙÐØÖ

Ð³ÖØ
Ð Ö℄º

ØÔ ½  ÑÓÒØÖÓÒ× Ð ÔÖÑÖ ××ÖØÓÒº ËÓØ j ∈ N¸ ×ÓØ φ ∈ Sj(R)¸ ÐÓÖ× ³ÔÖ× Ð

ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ³Ð Ü×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ aj ÔÒÒØ  j Ø   ØÐÐ ÕÙ

ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

|Tφ1φ(z)| ≤ aj (1 + |z|2)−j/2eΦ1(z)/φj .

ÙØÖÑÒØ Ø¸ ÓÒ  ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

(1 + |z|2)j/2e−Φ1(z)/|Tφ1φ(z)| ≤ ajφj .

ÓÒ


sup
z∈C



(1 + |z|2)j/2e−Φ1(z)/|Tφ1φ(z)|


≤ ajφj .

ÈÖ ÒØÓÒ  Ð ÒÓÖÑ ×ÙÖ Ð³×Ô
 S
j(C)¸ ÓÒ  ÓÒ


|Tφ1φ|j ≤ ajφj < +∞.

ÓÒ
¸ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ Tφ1 ÒÚÓ Ð³×Ô
 Sj(R) ×ÙÖ Ð³×Ô
 S
j(C)º

½½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ØÔ ¾  Ð ×
ÓÒ ××ÖØÓÒ 
ÓÙÐ  Ð³ØÔ ½¸  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º Ø  Ð ÒØÓÒ

º¾ºº

ÇÒ ×³ÒØÖ×× ÑÒØÒÒØ  Ð³ÒÚÖ×  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ T ∗
φ1

Ø  ×ÓÒ 
ØÓÒ

×ÙÖ Ð³×Ô
 S(C)º

ÊÑÖÕÙ º¾º½½º ³ÔÖ× Ð× ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ× º¾º¿ Ø º¾º½¼¸ ÓÒ 

Tφ1 : L2(R) −→ H(C,Φ1) Ø Tφ1 : S(R) −→ S(C).

ÇÖ¸ 
ÓÑÑ S(R) ⊂ L2(R)¸ ÐÓÖ× S(C) ⊂ H(C,Φ1)º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½¾ ´ÁÒÚÖ×  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ Ø ×Ô
 S
µ(C)µº ËÓØ

µ = 1 + j + τ Ú
 j ∈ N Ø τ ∈ N
∗º ÐÓÖ× ÔÓÙÖ ØÓÙØ ψ ∈ S

µ(C)¸ ÓÒ 

T ∗
φ1
ψj ≤ aj,τ |ψ|µ,

Ó aj,τ ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ ÒÔÒÒØ  ψ¸ ÕÙ ÔÒ Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  Ø

× ÒØÖ× j Ø τ º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÆÓÙ× ÓÒÒÓÒ× 
 Ð× ÖÒ× ØÔ×  Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ¹

×ØÓÒ ´ÚÓÖ Ð³ÖØ
Ð  ÎÐÒØÒ ÖÑÒÒ Ö℄ ÔÓÙÖ ÔÐÙ×  ØÐ×µº

ØÔ ½  
ÓÑÑ ψ ∈ S
µ(C)¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ ÓÒ 

|ψ(z)| ≤ (1 + |z|2)−µ/2eΦ1(z)/|ψ|µ.

ØÔ ¾  ÓÒ ×ØÑ ∂mT ∗
φ1
ψ ÔÓÙÖ m ≤ j Ò ×ÙÚÒØ Ð× ØÔ× 
¹
ÓÒØÖº

 ØÔ ¾º½  ÓÒ ÑÓÒØÖ¸ Ò ÙØÐ×ÒØ Ð ØÓÖÑ  ÖÚØÓÒ ×ÓÙ× Ð ×Ò ÒØÖÐ¸

ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ x ∈ R



∂mx (T ∗
φ1
ψ(x))



 ≤ |cφ1 |−3/4



C

Bm(z, x)L(dz),

Ó ÔÓÙÖ (z, x) ∈ C × R

Bm(z, x) =




∂mx



e−(1/2)(z−x)2


e−2Φ1(z)/ψ(z)




 .

 ØÔ ¾º¾  ÓÒ ÑÓÒØÖ¸ Ò ÙØÐ×ÒØ × ×ØÑØÓÒ× ×ÙÖ Ð× ÔÓÐÝÒ�Ñ×  ÀÖÑØ¸

ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (z, x) ∈ C× R Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ m ≤ j¸ ÓÒ 

Bm(z, x) ≤ δj

2m


1 +
1

2
(ℜ(z) − x)2

m/2

e−(1/2)(ℜ(z)−x)2 (1 + |z|2)(m−µ)/2|ψ|µ,

Ó δj

×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ ÔÒÒØ  j Ø  º

½¾



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ

 ØÔ ¾º¿  ÓÒ ÙØ × ØÔ× ¾º½ Ø ¾º¾ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ x ∈ R

|∂mx (T ∗
φ1
ψ(x))| ≤ aj,τ (1 + x2)(m−j)/2|ψ|µ,

Ó aj,τ ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ ÔÒÒØ  j¸ τ Ø º

ØÔ ¿  ÓÒ ÙØ  Ð³ØÔ ¾ ÕÙ ÔÓÙÖ x ∈ R Ø µ = 1 + j + τ ¸ ÓÒ 

(1 + x2)(j−m)/2|∂mx (T ∗
φ1
ψ(x))| ≤ aj,τ |ψ|µ.

ÓÒ


sup
x∈R



(1 + x2)(j−m)/2|∂mx (T ∗
φ1
ψ(x))|



≤ aj,τ |ψ|µ.

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÓÒ 

T ∗
φ1
ψj = max

m≤j



sup
x∈R



(1 + x2)(j−m)/2|∂mx (T ∗
φ1
ψ(x))|





≤ aj,τ |ψ|µ.

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½¿ ´Ä³ÓÒØ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ÒÚÓ S(C) ×ÙÖ S(R)µº

½º ËÓØ µ = 1 + j + τ Ú
 j ∈ N Ø τ ∈ N
∗º ÐÓÖ× T ∗

φ1
S
µ(C) ⊂ Sj(R)º

¾º T ∗
φ1
S(C) ⊂ S(R)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÓÙÖ Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ¸ ÓÒ ÔÙØ ÐÑÒØ 
ÓÒ×ÙÐØÖ

Ð³ÖØ
Ð Ö℄º

ØÔ ½  ÑÓÒØÖÓÒ× Ð ÔÖÑÖ ××ÖØÓÒº ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½¾¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ³Ð Ü×Ø

ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ aj,τ ÔÒÒØ  j¸  τ Ø   ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ ψ ∈ S
µ(C)¸ ÓÒ 

T ∗
φ1
ψj ≤ aj,τ |ψ|µ < +∞.

ÇÒ Ò ÙØ ÓÒ
 ÕÙ T ∗
φ1
S
µ(C) ⊂ Sj(R)º

ØÔ ¾  Ð ×
ÓÒ ××ÖØÓÒ 
ÓÙÐ  Ð³ØÔ ½¸  Ð ÒØÓÒ º¾º Ø  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ

º¾ºº

º¾º½º¿ ÌÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ Ø ×Ô
 × ×ØÖÙØÓÒ×

Ò× 
 ÔÖÖÔ ÓÒ ×³ÒØÖ××  Ð³Ñ  Ð³×Ô
 × ×ØÖÙØÓÒ× ÔÖ Ð ØÖÒ×¹

ÓÖÑ  ÖÑÒÒ Tφ1 º ÇÒ 
ÓÑÑÒ
 ÓÒ
 ÔÖ ÒØÖÓÙÖ Ð³×Ô
 ÕÙ ×Ö 
ØØ Ñº

ÒØÓÒ º¾º½ ´×Ô
 S′(C)µº Ä³×Ô
 S′(C) ×Ø Ð ÙÐ  Ð³×Ô
 S(C)¸ ºº 
³×Ø

Ð³×Ô
 × ÓÖÑ× ÐÒÖ× 
ÓÒØÒÙ× ×ÙÖ S(C)º

ÆÓØØÓÒ ·, ·S′ ,S ×Ò Ð 
ÖÓ
Ø  ÙÐØ ÒØÖ Ð× ×Ô
× S′(C) Ø S(C)º

½¿



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ÇÒ ×ÓÙØ ÑÒØÒÒØ 
ÖÖ Ð× ÐÑÒØ× ³ÙÒ ØÐ ×Ô
 Ò  ÔÓÙÚÓÖ Ð³ØÙÖ

ÔÐÙ× 
ÐÑÒØº ÇÒ ÒØÖÓÙØ ÙÔÖÚÒØ ÙÒ ÒÓÙÚÐÐ ÒÓØØÓÒº

ÆÓØØÓÒ ×ÓÒØ f, g ∈ Hol(C)¸ ÓÒ ÒÓØ g, f Ð ÔÖÓÙØ ×ÙÚÒØ

g, f =


C

g(z)f(z)e−2Φ1(z)/L(dz),

ÐÓÖ×ÕÙ 
ØØ ÒØÖÐ 
ÓÒÚÖ ×ÓÐÙÑÒØº

ÊÑÖÕÙ º¾º½º

 Ä 
ÖÓ
Ø Ò 
¹××Ù× 
ÓÒ
 Ú
 Ð ÔÖÓÙØ ×
ÐÖ g, fL2

(C,Φ1) ÐÓÖ×ÕÙ

g, f ∈ H(C,Φ1)º

 Ë g ∈ S
ρ(C) Ø f ∈ S

σ(C) Ú
 ρ+ σ > 2¸ ÐÓÖ× Ð 
ÖÓ
Ø g, f ×Ø Ò Òº

ÇÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ ØÐ 
ÖÓ
Ø 
Ö ÓÒ Ú ÑÓÒØÖÖ ÕÙ Ð× ÓÖÑ× ÐÒÖ× 
ÓÒØÒÙ× ×ÙÖ

S(C) ÔÙÚÒØ ×³
ÖÖ  Ð³  
 ÖÒÖº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½ ´Ê
ÖØÙÖ × ÐÑÒØ×  S′(C)µº ÌÓÙØ ÓÖÑ ÐÒÖ 
ÓÒØÒÙ L

×ÙÖ S(C) ×³
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ f ∈ S(C)

L(f) = g, f =


C

g(z)f(z)e−2Φ1(z)/L(dz),

Ó g ×Ø ÙÒ ÐÑÒØ  Ð³×Ô
 S−l(C) ÔÓÙÖ l ∈ N Ø ×Ø ÙÒÕÙÑÒØ ØÖÑÒ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

a ∈ C¸ ÔÖ g(a) = L(ea) ´Ó ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C¸ ea(z) = e−1/(4)(a−z)2µº

ÁÒÚÖ×ÑÒØ¸ ØÓÙØ ÜÔÖ××ÓÒ  Ð ÓÖÑ L(f) = g, f Ú
 g ∈ S
−l(C) ÒØ ÙÒ ÓÖÑ

ÐÒÖ 
ÓÒØÒÙ ×ÙÖ S(C)º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÓÑÑ ÔÖ
ÑÑÒØ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÙÒÕÙÑÒØ ÓÒÒÖ Ð× ÖÒØ× ØÔ×

 Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ´ÔÓÙÖ ÔÐÙ×  ØÐ×¸ ÚÓÖ Ö℄µº

ØÔ ½  ÓÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ |L(f)| ≤ C|f |k ÔÓÙÖ L ∈ S
′(C) Ø f ∈ S(C)º

ØÔ ¾  ÔÓÙÖ a ∈ C¸ ÓÒ ÒØ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ g ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ g(a) = L(ea) Ó

Ð ÓÒ
ØÓÒ ea ×Ø Ò ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C Ø ÔÓÙÖ a ∈ C Ü ÔÖ

ea(z) = e−1/(4)(a−z)2 .

ÇÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ ea ∈ S(C) Ø g ∈ S
−l(C) ´ea ×Ø ÙÒ ÒÓÝÙ ÖÔÖÓÙ×ÒØ ÔÓÙÖ Ð× ×Ô
×

H(C,Φ1) Ø S(C)µº

ØÔ ¿  ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð ÓÖÑ ÐÒÖ 
ÓÒØÒÙ L1 Ò ÔÓÙÖ f ∈ S(C) ÔÖ L1(f) = g, f
Ó g ×Ø Ð ÓÒ
ØÓÒ Ò  Ð³ØÔ ¾º ÇÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ a ∈ C

L1(ea) = L(ea),

ÔÙ× ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ L = L1 Ò ÑÓÒØÖÒØ ÕÙ Ð³Ò×ÑÐ × 
ÓÑÒ×ÓÒ× ÐÒÖ× Ò×

³ÐÑÒØ×  Ð³Ò×ÑÐ B = {ea, a ∈ C} ×Ø Ò× Ò× S(C)º

½



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ

ÊÑÖÕÙ º¾º½º ÓÑÑ Ð³×Ô
 Hk ×Ø Ò
ÐÙ× Ò× Ð³×Ô
 S
0(C)¸ ÐÓÖ× ³ÔÖ× Ð

ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½¸ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk ×Ø Ò
ÐÙ× Ò× Ð³×Ô
 S
′(C)º

ÇÒ ÔÙØ ÑÒØÒÒØ ØÖÑÒÖ Ð³Ñ  Ð³×Ô
 × ×ØÖÙØÓÒ× ÔÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ

 ÖÑÒÒº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½ ´Ä ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ÒÚÓ S ′(R) ×ÙÖ S′(C)µº

½º Tφ1 : S ′(R) −→ S
′(C) ×Ø Ò¸ ÔÓÙÖ v ∈ S ′(R) Ø f ∈ S(C)¸ ÔÖ

Tφ1v, fS′,S = v, T ∗
φ1
fS′,S .

¾º T ∗
φ1

: S′(C) −→ S ′(R) ×Ø Ò¸ ÔÓÙÖ L ∈ S
′(C) Ø φ ∈ S(R)¸ ÔÖ

T ∗
φ1
L, φS′,S = L, Tφ1φS′,S.

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÓÙÖ Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ¸ ÓÒ ÔÙØ ÐÑÒØ 
ÓÒ×ÙÐØÖ

Ð³ÖØ
Ð Ö℄º

ËÓØ v ∈ S ′(R) ÙÒ ÓÖÑ ÐÒÖ 
ÓÒØÒÙ ×ÙÖ S(R)¸ ÓÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ³ÓÒ ÒÓØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

φ ∈ S(R) ´ÚÓÖ ÒØÓÒ º½º¿µ

v(φ) = v, φS′,S .

ÇÒ ÚÙØ ÒÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ  Ð ×ØÖÙØÓÒ vº ËÓØ L(f) Ð ÓÒ
ØÓÒ

Ò ÔÖ

L(f) = v, φS′,S ,

Ó f = Tφ1φ ∈ S(C) ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½¼º ÅÓÒØÖÓÒ× ÕÙ L(f) ×Ø ÙÒ ÓÖÑ

ÐÒÖ 
ÓÒØÒÙ ×ÙÖ S(C)º ËÓÒØ λ ∈ C Ø ×ÓÒØ f, g ∈ S(C)¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

L(λf + g) = v, φS′,S Ó λf + g = Tφ1φ,

= v, T ∗
φ1
(λf + g)S′,S ,

= v, λT ∗
φ1
(f) + T ∗

φ1
(g)S′,S ,

= λv, T ∗
φ1
fS′,S + v, T ∗

φ1
gS′,S 
Ö v ×Ø ÐÒÖ ×ÙÖ S(R),

= λL(f) + L(g).

ËÓØ f ∈ S(C)¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

|L(f)| = |v, φS′,S | Ó f = Tφ1φ,

≤ Cφk 
Ö v ×Ø 
ÓÒØÒÙ ×ÙÖ S(R) Ø Ó k ∈ N,

≤ CT ∗
φ1
fk,

≤ ak,τ |f |µ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½¾ Ø Ó µ = 1 + k + τ Ú
 τ > 0º

½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ L ∈ S
′(C) ´ÒÚÖ×ÑÒØ¸ × ÓÒ 
ÓÒ×Ö L ∈ S

′(C) Ø ÕÙ³ÓÒ ÔÓ×

v(φ) = v, φS′,S = L(f) Ó f = Tφ1φ,

ÐÓÖ× v ×Ø Ò ÙÒ ÓÖÑ ÐÒÖ 
ÓÒØÒÙ ×ÙÖ S(R)µº Ò× ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½¸

ÓÒ ×Ø ÕÙ³Ð Ü×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ g ∈ S
−l(C) ØÐÐ ÕÙ

L(f) = g, f.

ÙØÖÑÒØ Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ S ′(R) Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ φ ∈ S(R)¸ ÓÒ 

v, φS′,S = g, Tφ1φ.

ØØ ÐØ ÔÖÑØ ³ØÐÖ ÙÒ 
ØÓÒ ÐÒÖ ÒØÖ Ð× ×Ô
× S ′(R) Ø S′(C)º ÇÒ

ÔÓ×

g = Tφ1v Ø v = T ∗
φ1
g.

³Ó Ð Ö×ÙÐØØº

ÈÓÙÖ ÒÖ¸ ÒÓÙ× ØÐ××ÓÒ× ÙÒ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ ÔÖÑØ ³
ÖÖ  ÑÒÖ ÔÐÙ× ×ÑÔÐ

Ð³
ØÓÒ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Tφ1 ×ÙÖ Ð³×Ô
 × ×ØÖÙØÓÒ×º ØØ ÖÒÖ ÒÓÙ× ÔÖÑØØÖ

×ÑÔÐÖ ÙÒ ÔÙ Ð× ÑÓÒ×ØÖØÓÒ× ÕÙ ÚÓÒØ ×ÙÚÖº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½ ´Ê
ÖØÙÖ  Ð³
ØÓÒ  Tφ1 ×ÙÖ S ′(R)µº ËÓØ u ∈ S ′(R)º ÐÓÖ× ÓÒ

ÔÙØ 
ÖÖ Tφ1u ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ

Tφ1u(z) =


u, cφ1
−3/4e−(1/2)(z−.)2



S′,S
.

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÓÙÖ ÔÐÙ×  ØÐ× ×ÙÖ Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ¸ ÚÓÖ Ð


ÓÙÖ× Ò ÐÒ ÀË½℄º

ÓÑÑ Ð ÓÒ
ØÓÒ f(x) := e−(1/2)(z−x)2 ∈ S(R)¸ ÐÓÖ× ÔÓÙÖ ØÓÙØ u ∈ S ′(R) Ð 
ÖÓ
Ø



u, cφ1
−3/4e−(1/2)(z−.)2



S′,S
,

×Ø Ò Òº  ÔÐÙ×¸ × ÓÒ 
ÓÒ×Ö u ∈ S(R)¸ ÐÓÖ×


u, cφ1
−3/4e−(1/2)(z−.)2



S,S
= Tφ1u(z).

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ 
ÓÑÑ S(R) ⊂ S ′(R) Ø ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tφ1 ×Ø ØÒÙ  ÑÒÖ 
ÓÒØÒÙ

 Ð³×Ô
 × ×ØÖÙØÓÒ× S ′(R)¸ ÓÒ  Ò ÔÓÙÖ u ∈ S ′(R)

Tφ1u(z) =


u, cφ1
−3/4e−(1/2)(z−.)2



S′,S
.

½



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ

º¾º½º ×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk Ø ×Ô
  ×ØÖÙØÓÒ× Lk

Ò× 
 ÔÖÖÔ¸ ÓÒ ×³ÒØÖ××  Ð³Ñ  Ð³×Ô
  ×ØÖÙØÓÒ× Lk ÔÖ Ð

ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ Ø ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÓÒØÖÖ ÕÙ 
ØØ Ñ ×Ø Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ×

ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ØÙ Ò× Ð 
ÔØÖ º ÊÔÔÐÓÒ× Ð× ÒØÓÒ× ×

ÙÜ ×Ô
× ÙÜÕÙÐ× ÒÓÙ× ÒÓÙ× ÒØÖ××ÓÒ×º ËÓÒØ u, v ∈ U(1)

Lk =


ψ ∈ S ′(R); τ2πψ = ukψ, τ1F(ψ) = v−kF(ψ)


,

Hk =







g : C −→ C ÓÐÓÑÓÖÔ;







g(p + 2π, q) = ukg(p, q),

g(p, q + 1) = vke−i(p+iq)k+k/2g(p, q)







.

ÍÒ ÔÖÑÖ Ö×ÙÐØØ ÓÒÑÒØÐ ÔÓÙÖ Ð ×ÙØ ×Ø ÓÒÒ Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ ×ÙØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾¼ ´Ä ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ÒÚÓ Lk ×ÙÖ Hkµº ËÓØ k ≥ 1º ËÓØ

Tφ1 Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒº ÐÓÖ× Tφ1 : Lk −→ Hkº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº Ò ÕÙ 
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ Ò ×ÓØ Ô× 
Ð  ÑÓÒØÖÖ¸ ÒÓÙ× Ò ÓÒ¹

ÒÓÒ× ØÓÙØ  ÑÑ ÙÒ ÔÖÙÚ 
Ö 
³×Ø ÙÒ ÔÖÓÔÖØ ÕÙ Ò³ÚØ Ô× Ø ØÙ ÙÔÖÚÒØ

Ò× Ð ÐØØÖØÙÖ ×ÙÖ Ð ×ÙØ  ÒÓØÖ 
ÓÒÒ××Ò
º

³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ  Tφ1 : S ′(R) −→ S
′(C)º Ò×ÙØ¸ 
ÓÑÑ

Lk ⊂ S ′(R)¸ ÐÓÖ× Ð³ÓÔÖØÙÖ Tφ1 ×Ø Ò Ò ×ÙÖ 
Ø ×Ô
º  ÔÐÙ×¸ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×¹

ØÓÒ º½º½¼¸ Ð³×Ô
  ×ØÖÙØÓÒ× Lk ÑØ ÙÒ × (ǫl)l∈Z/kZ Ø ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ

º¿º¸ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk ÑØ ÐÑÒØ ÙÒ × (el)l∈Z/kZº ÅÓÒØÖÓÒ×

ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tφ1 ÒÚÓ Ð × (ǫl)l∈Z/kZ ×ÙÖ Ð × (el)l∈Z/kZº ËÓØ l ∈ {0, . . . , k − 1}º
ØÖÑÒÓÒ× Tφ1ǫl Ò ×ÒØ Ù×  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½ ÔÓÙÖ ×ÑÔÐÖ Ð× 
Ð
ÙÐ×º ËÓØ

c ∈ R ØÐ ÕÙ u = eicº ÐÓÖ×¸ ÓÒ 

Tφ1ǫl(z) =


ǫl, cφ1
−3/4e−(1/2)(z−.)2



S′,S
,

=



uk./(2π)


j∈Z



v−k
j
ei(l+jk)., cφ1

−3/4e−(1/2)(z−.)2


S′,S

,

= cφ1k
3/4


j∈Z



v−k
j

uk./(2π)ei(l+jk)., e−(k/2)(z−.)2


S′,S

Ö k =

1


,

= cφ1k
3/4ukz/(2π)



j∈Z



v−k
j
ei(l+jk)z



uk./(2π)ei(l+jk)., e−(k/2)(.)2


S′,S
,

= cφ1k
3/4ukz/(2π)



j∈Z



v−k
j
ei(l+jk)z



2π

k
exp



− 1

2k



ck

2π
+ l + jk

2


.

ÇÖ



ck

2π
+ l + jk

2

=



ck

2π
+ l

2

+ j2k2 +2jk



ck

2π
+ l



=



ck

2π
+ l

2

+ j2k2 +2jkl+
jck2

π
.

½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

Ò×
1

2k



ck

2π
+ l + jk

2

=
1

2k



ck

2π
+ l

2

+
j2k

2
+ jl +

jck

2π
.

ÓÒ
¸ ÓÒ 

Tφ1ǫl(z)

= cφ1k
3/4ukz/(2π)



j∈Z



v−k
j
ei(l+jk)z



2π

k
exp



− 1

2k



ck

2π
+ l + jk

2


,

= cφ1k
3/4



2π

k
ukz/(2π)



j∈Z



v−k
j
ei(l+jk)z exp



−


1

2k



ck

2π
+ l

2

+
j2k

2
+ jl +

jck

2π



,

= clku
kz/(2π)



j∈Z



v−k
j
ei(l+jk)ze−j

2k/2−lj−ckj/(2π),

= clku
kz/(2π)



j∈Z



v−k
j
ei(l+jk)z



e−jk/2−l−ck/(2π)
j
,

= clku
kz/(2π)



j∈Z



v−ke−jk/2−luik/(2π)
j
ei(l+jk)z,

= clkel(z),

Ó Ð 
Ó
ÒØ clk ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð³ÐØ ×ÙÚÒØ

clk = cφ1

√
2πk1/4 exp



− 1

2k



ck

2π
+ l

2


.

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tφ1 ÒÚÓ Ð × (ǫl)l∈Z/kZ  Ð³×Ô
  ×ØÖÙØÓÒ× Lk

×ÙÖ Ð × (el)l∈Z/kZ  Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hkº

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ Ð³ÓÒØ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ÒÚÓ

Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk ×ÙÖ Ð³×Ô
  ×ØÖÙØÓÒ× Lkº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾½ ´Ä³ÓÒØ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ÒÚÓ Hk ×ÙÖ Lkµº ËÓØ

k ≥ 1º ËÓØ T ∗
φ1
Ð³ÓÒØ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ Tφ1 º ÐÓÖ× T

∗
φ1

: Hk −→ Lkº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÆÓÙ× ÓÒÒÓÒ× ÐÑÒØ Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ 
Ö ÐÐ ×Ø

ÓÒÑÒØÐ ÔÓÙÖ Ð ×ÙØº

ÅÓÒØÖÓÒ× ÕÙ T ∗
φ1

ÒÚÓ Ð³×Ô
 Hk ×ÙÖ Ð³×Ô
 Lkº ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× 
Ð
ÙÐÖ

T ∗
φ1
el Ó (el)l∈Z/kZ ×Ø Ð ×  Ð³×Ô
 Hkº ÓÑÑ Hk ⊂ S

0(C) Ø 
ÓÑÑ Ð ÓÒ
ØÓÒ

z −→ e−(1/2)(z−x)2 ∈ S(C)¸ ÐÓÖ× ÔÓÙÖ v ∈ Hk¸ ÓÒ  ´³ÔÖ× Ð ÖÑÖÕÙ º¾º½µ



cφ1
−3/4e−(1/2)(.−x)2 , v



= cφ1
−3/4



C

e−1/(2)(z−x)2e−2Φ1(z)/el(z)L(dz) < +∞.

½
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ËÓØ l ∈ {0, 1, . . . , k − 1}¸ ×ÓØ c ∈ R ØÐ ÕÙ u = eic¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

T ∗
φ1
el(x)

= cφ1
−3/4



C

e−1/(2)(z−x)2e−2Φ1(z)/el(z)L(dz),

= cφ1k
3/4



C

e−(k/2)(z−x)2e−k(ℑz)
2
el(z)L(dz) 
Ö Φ1(z) =

1

2
(ℑz)2 Ø k =

1


,

= cφ1k
3/4



C

e−(k/2)(z−x)2e−k(ℑz)
2
ukz/(2π)



j∈Z



v−ke−l−jk/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)zL(dz),

= cφ1k
3/4


j∈Z



v−ke−l−jk/2uik/(2π)
j


C

e−(k/2)(z)2e−k(ℑ(z+x))2uk(z+x)/(2π)ei(l+jk)(z+x)L(dz),

= cφ1k
3/4ukx/(2π)



j∈Z



v−ke−l−jk/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)x



C

e−(k/2)(z)2e−k(ℑz)
2
ukz/(2π)ei(l+jk)zL(dz),

= cφ1k
3/4ukx/(2π)



j∈Z



v−ke−l−jk/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)x



C

e−(k/2)(z)2e−k(ℑz)
2
eiz(l+jk+ck/(2π))L(dz).

ÇÒ ÓØ ÓÒ
 
Ð
ÙÐÖ Ð³ÒØÖÐ ×ÙÚÒØ ´ÔÖ× Ð 
ÒÑÒØ  ÚÖÐ z = p+ iqµ



R



R

e−(k/2)(p−iq)2e−kq
2
ei(p+iq)(l+jk+ck/(2π))dp ∧ dq

=



R



R

e−(k/2)p2e−(k/2)q2eikpqeip(l+jk+ck/(2π))e−q(l+jk+ck/(2π))dp ∧ dq.

ÇÖ¸ ÓÒ 



R

e−(k/2)p2eikpqeip(l+jk+ck/(2π))dp

=



R

e−(k/2)p2eip(l+jk+ck/(2π)+kq)dp,

=



2π

k
exp



− 1

2k



l + jk +
ck

2π
+ kq

2


,

=



2π

k
exp



− 1

2k



l + jk +
ck

2π

2

− kq2

2
− q



l + jk +
ck

2π





.

½
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ÓÒ
¸ ÓÒ 



R



R

e−kp
2/2e−kq

2/2eikpqeip(l+jk+ck/(2π))e−q(l+jk+ck/(2π))dp ∧ dq,

=



2π

k
e−1/(2k)(l+jk+ck/(2π))2



R

e−kq
2/2e−q(l+jk+ck/(2π))e−kq

2/2e−q(l+jk+ck/(2π))dq,

=



2π

k
e−1/(2k)(l+jk+ck/(2π))2



R

e−kq
2
e−2q(l+jk+ck/(2π))dq,

=



2π

k
e−1/(2k)(l+jk+ck/(2π))2ek(l/k+j+c/(2π))

2



R

e−k(q+l/k+j+c/(2π))
2
dq,

=
√
2
π

k
e1/(2k)(l+jk+ck/(2π))

2
.

Ò×¸ ÓÒ 

T ∗
φ1
el(x)

= cφ1k
3/4

√
2
π

k
ukx/(2π)



j∈Z



v−ke−l−jk/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)xe1/(2k)(l+jk+ck/(2π))

2
,

= cφ1k
−1/4

√
2πe1/(2k)(l+ck/(2π))

2
ukx/(2π)



j∈Z



v−ke−l−jk/2uik/(2π)
j
ei(l+jk)xe1/(2k)(j

2k2+2jk(l+ck/(2π)),

= cφ1k
−1/4

√
2πe1/(2k)(l+ck/(2π))

2
ukx/(2π)



j∈Z



v−ke−l−jk/2uik/(2π)ejk/2eleck/(2π)
j
ei(l+jk)x,

= cφ1k
−1/4

√
2πe1/(2k)(l+ck/(2π))

2
ukx/(2π)



j∈Z



v−ke−ck/(2π)eck/(2π)
j
ei(l+jk)x,

= cφ1k
−1/4

√
2πe1/(2k)(l+ck/(2π))

2
ukx/(2π)



j∈Z



v−k
j
ei(l+jk)x,

= cφ1k
−1/4

√
2πe1/(2k)(l+ck/(2π))

2
ǫl(x),

= c̃lkǫl(x),

Ó c̃lk = cφ1k
−1/4

√
2πe1/(2k)(l+ck/(2π))

2
º

Ò× Ð³ÓÔÖØÙÖ T ∗
φ1

ÒÚÓ Ò Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk ×ÙÖ Ð³×Ô


×ØÖÙØÓÒ× Lkº

ÈÓÙÖ ÒÖ¸ ÓÒ ÔÙØ ÑÓÒØÖÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ×ÙÚÒØ 
ÓÒ
ÖÒÒØ Ð 
Ö
ØÖ ÙÒØÖ

Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ÒÚÓÝÒØ Ð³×Ô
  ×ØÖÙØÓÒ× Lk ×ÙÖ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ×

ÓÐÓÑÓÖÔ× Hkº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾¾ ´Ä ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ×Ø ÙÒØÖµº ËÓØ Tφ1 Ð ØÖÒ×ÓÖÑ

 ÖÑÒÒ Ø T ∗
φ1
×ÓÒ ÓÒØº ÐÓÖ×

½º T ∗
φ1
Tφ1 = id ×ÙÖ Lk

¾º Tφ1T
∗
φ1

= id ×ÙÖ Hkº

½¼



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ³ÔÖ× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾¼¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

l ∈ {0, . . . , k − 1}¸ ÓÒ 

Tφ1ǫl = clkel Ú
 clk = cφ1

√
2πk1/4e−1/(2k)(ck/(2π)+l)2 .

Ò×¸ ÓÒ ÔÙØ ÒÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tφ1 ÔÖ × ÑØÖ
 Ò× Ð × (el)l∈Z/kZ¸ × ÓÒ ÒÓØ C

ØØ ÑØÖ
¸ ÓÒ 

C =









c0k (0)
º º º

(0) ck−1
k









.

 ÑÑ ³ÔÖ× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾½¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ l ∈ {0, . . . , k−1}¸
ÓÒ 

T ∗
φ1
el = c̃lkǫl Ú
 c̃lk = cφ1k

−1/4
√
2πe1/(2k)(l+ck/(2π))

2
.

Ò×¸ ÓÒ ÔÙØ ÒÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ T ∗
φ1

ÔÖ × ÑØÖ
 Ò× Ð × (ǫl)l∈Z/kZ¸ × ÓÒ ÒÓØ C∗


ØØ ÑØÖ
¸ ÓÒ 

C∗ =









c̃0k (0)
º º º

(0) c̃k−1
k









.

×ÓÖÑ× ÔÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tφ1 ×Ø ÙÒØÖ¸ Ð ×ÙØ  ÑÓÒØÖÖ ÕÙ CC∗ = C∗C = Ikº

ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ  ×ÓÒ  ØÖÑÒÖ Ð ÔÖÓÙØ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ k ≥ 1 Ø l ∈ {0, 1, . . . , k−1}

clk c̃
l
k = cφ1

√
2πk1/4e−1/(2k)(ck/(2π)+l)2cφ1k

−1/4
√
2πe1/(2k)(l+ck/(2π))

2
,

= c2φ1
2π3/2.

ÇÖ ³ÔÖ× Ð ÒØÓÒ ¾º¾º½¼¸ ÓÒ 

cφ1 =
1√
2π3/4

.

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ k ≥ 1 Ø l ∈ {0, 1, . . . , k − 1}

clk c̃
l
k = c2φ1

2π3/2 =
1

2π3/2
2π3/2 = 1 = c̃lkc

l
k.

ÓÒ


CC∗ = C∗C = Ik.

³Ó Ð Ö×ÙÐØØº

º¾º¾ ÇÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÒÖ 
 ÕÙ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÔÔÐÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ


ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖº ÓÑÑ Ò× Ð 
×  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
Ð××ÕÙ Ù ØÓÖ¸

½½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ÒÓÙ× ÔÓÙÚÓÒ× ÓØÒÖ ÙÜ ÓÖÑÙÐØÓÒ× ÔÓÙÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ 
ÓÑÔÐÜ¸ ÙÒ ×ÓÙ× ÓÖÑ

ÒØÖÐ Ø Ð³ÙØÖ ×ÓÙ× ÓÖÑ  ×ÓÑÑ×º ÚÒØ ³ÒØÖÓÙÖ Ð ÒØÓÒ  ÕÙÒØ
ØÓÒ


ÓÑÔÐÜ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÓÒØÖÖ ÙÒ ÒÐÓÙ Ù ØÓÖÑ ³ÓÖÓÚ ÕÙ Ú ÑØØÖ Ò ÜÖÙ

Ð ÒÓØÓÒ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÙÐÓÒ× ÒÖº Å× ÙÔÖÚÒØ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÒÓÙ× ØØÖÖ ×ÙÖ Ð 
Ð××

 ×ÝÑÓÐ× ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÙÐÓÒ× ØÙÖ¸ Ð³ÒØÖÓÙ
ØÓÒ  
ØØ 
Ð×× ØÒØ ÑÓØÚ ÔÖ Ð

ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾¼º ÇÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ ΛΦ1 ×Ò Ð³Ò×ÑÐ ×ÙÚÒØ

ΛΦ1 =



z,
2

i

∂Φ1

∂z
(z)



, z ∈ C



= {(z,−ℑ(z)), z ∈ C} .

Ø¸ ÓÒ ÖÔÔÐÐ Ð ÒØÓÒ  Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κφ1 ´ÚÓÖ ÒØÓÒ ¾º¾º½¼µ

κφ1 : R2 −→ ΛΦ1 ,

(x, y) −→ (z, w) := (x− iy, y).

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾¿ ´ËÝÑÓÐ× ×ÙÖ ΛΦ1µº ËÓØ ak ∈ C∞(R2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ

ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2¸ ÓÒ 

ak(x+ 2π, y) = ak(x, y) = ak(x, y + 1).

ËÓØ bk Ð ÓÒ
ØÓÒ Ò ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (z, w) ∈ ΛΦ1

bk(z, w) := ak ◦ κ−1
φ1

(z, w).

ÐÓÖ× bk ∈ C∞(ΛΦ1) ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ×¹

×Ò
×  1/k Ø ÔÓÙÖ (z, w) ∈ ΛΦ1 ¸ ÓÒ 

bk(z + 2π,w) = bk(z, w) = bk(z + i, w − 1).

 ÔÐÙ×¸ Ò ÒØÒØ Ð³Ò×ÑÐ ΛΦ1 Ú
 Ð ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ C¸ ÓÒ ÔÙØ Ö
ÖÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ

bk ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ³ÙÒ ×Ö 
ÓÒÚÖÒØ ÔÓÙÖ z ∈ C ≃ ΛΦ1

bk(z) =


(m,n)∈Z2

bkm,ne
inℜ(z)e2iπmℑ(z),

Ó Ð ×ÙØ  
Ó
ÒØ×


bkm,n



(m,n)∈Z2 ×Ø Ò  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ

bkm,n = akm,n Ó ÔÓÙÖ (x, y) ∈ R
2¸ ak(x, y) =



(m,n)∈Z2

akm,ne
inxe−2iπmy .

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÇÒ ÖÔÔÐÐ ÕÙ κφ1(R
2) = ΛΦ1 = {(z,−ℑ(z)), z ∈ C}º Ò×¸ ÔÓÙÖ (z, w) ∈ ΛΦ1 ¸

ÓÒ 

bk(z, w) := ak ◦ κ−1
φ1

(z, w) = ak(z + iw,w) = ak(ℜ(z),−ℑ(z)).

½¾



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ

ÓÒ
 ÔÓÙÖ (z, w) ∈ ΛΦ1 ¸ ÓÒ 

bk(z + 2π,w) = ak(ℜ(z + 2π),−ℑ(z + 2π)),

= ak(ℜ(z) + 2π,−ℑ(z)),

= ak(ℜ(z),−ℑ(z)) 
Ö ak(x+ 2π, y) = ak(x, y) ,

= bk(z, w).

Ø ÔÓÙÖ (z, w) ∈ ΛΦ1 ¸ ÓÒ  ÐÑÒØ

bk(z + i, w − 1) = ak(ℜ(z + i),−ℑ(z + i)),

= ak(ℜ(z),−ℑ(z) − 1),

= ak(ℜ(z),−ℑ(z)) 
Ö ak(x, y + 1) = ak(x, y),

= bk(z, w).

Ò×¸ ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ bk ∈ C∞(ΛΦ1) Ø ÕÙ ÔÓÙÖ (z, w) ∈ ΛΦ1 ¸ bk ÚÖ Ð× 
ÓÒØÓÒ×

 ÔÖÓ
Ø× ÚÓÙÐÙ×º  ÔÐÙ×¸ 
ÓÒ×ÖÓÒ× Ð³
ÖØÙÖ ×ÓÙ× ÓÖÑ  ×Ö  ÓÙÖÖ  Ð

ÓÒ
ØÓÒ ak ÓÒÒ ÔÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½¸ ºº ÔÓÙÖ (x, y) ∈ R
2

ak(x, y) =


(m,n)∈Z2

akm,ne
ixne−2iπym.

ÐÓÖ×¸ ÔÓÙÖ (z, w) ∈ ΛΦ1 ¸ ÓÒ ¸ Ò 
ÓÑÔÓ×ÒØ ÔÖ Ð ØÖÒ×ÓÖÑØÓÒ 
ÒÓÒÕÙ κφ1

bk(z, w) = ak ◦ κ−1
φ1

(z, w),

=


(m,n)∈Z2

akm,ne
in(z+iw)e−2iπmw,

=


(m,n)∈Z2

akm,ne
in(z−iℑ(z))e2iπmℑ(z),

=


(m,n)∈Z2

akm,ne
inℜ(z)e2iπmℑ(z).

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÑÓÒØÖÖ ÙÒ ÒÐÓÙ Ù ØÓÖÑ ³ÓÖÓÚ Ò  Ö Ð

ÐÒ ÒØÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
  Ë
ÛÖØÞ S(R) Ø ÙÒ
ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 S(C)º  ÐÒ Ú × Ö  Ð³  Ð

ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ 
ÓÑÑ ÓÒ ÔÓÙÚØ ×³Ý ØØÒÖ ÔÖ× ÚÓÖ ÑÓÒØÖ Ð ÔÖÓÔÓ¹

×ØÓÒ º¾º½¼º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾ ´ÇÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ×ÙÖ S(R) Ø ×ÙÖ S(C)µº

ËÓØ ak ∈ C∞(R2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

½¿



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

 1/k Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2

ak(x+ 2π, y) = ak(x, y) = ak(x, y + 1).

ÐÓÖ×¸ ÓÒ 

Tφ1Opwk (ak) = OpwΦ1,k(ak ◦ κ−1
φ1

)Tφ1 ×ÙÖ Ð³×Ô
 S(R),

Ó Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ1,k
(ak ◦κ−1

φ1
) ×Ø Ò ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ u ∈ S(C) Ø z ∈ C

OpwΦ1,k(ak ◦ κ−1
φ1

)u(z) =


(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/ke−n

2/2keinzu



z − 2πm

k
+
in

k



,

Ó


akm,n



(m,n)∈Z2 ×Ø Ð ×ÙØ  
Ó
ÒØ× Ò Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½º

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÅÓÒØÖÓÒ× ÕÙ Tφ1Opwk (ak) = OpwΦ1,k
(ak ◦κ−1

φ1
)Tφ1 ×ÙÖ S(R)º ³ÔÖ× Ð ¹

ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ Opwk (ak) : S(R) −→ S(R)º ËÓØ φ ∈ S(R)¸
ÐÓÖ× ÓÒ 

Tφ1(Opwk (ak)φ)(z)

= cφ1
−3/4



R

e−(1/2)(z−x)2(Opwk (ak)φ)(x)dx,

= cφ1
−3/4



R

e−(1/2)(z−x)2

(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/keixnφ



x− 2πm

k



dx,

= cφ1
−3/4



R



(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/ke−(1/2)(z−x)2eixnφ



x− 2πm

k



dx,

= cφ1
−3/4



R



(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/keizne−(1/2)(z−x)2e−i(z−x)nφ



x− 2πm

k



dx,

= cφ1
−3/4



R



(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/keizne−(1/2)(z−x+in)2e−n

2/2φ



x− 2πm

k



dx,

= cφ1
−3/4



R



(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/keizne−(1/2)(z−x+in−2πm)2e−n

2/2φ (x) dx,

=


(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/ke−n

2/2eizncφ1
−3/4



R

e−(1/2)(z−x+in−2πm)2φ (x) dx,

=


(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/ke−n

2/2keizn(Tφ1φ)



z − 2πm

k
+
in

k




Ö  =
1

k
.

Ò×¸ ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ¸ ÔÓÙÖ u ∈ S(C)¸ ÓÒ ÔÙØ ÔÓ×Ö

OpwΦ1,k(ak ◦ κ−1
φ1

)u(z) =


(m,n)∈Z2

akm,ne
−iπmn/ke−n

2/2keiznu



z − 2πm

k
+
in

k



.

½



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ

ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÒÓÙ× ÔÓÙ×× ÓÒ
  ÒØÖÓÙÖ ÙÒ ÒÓÙÚÐÐ ÒØÓÒ¸ 
ÐÐ  ÕÙÒ¹

Ø
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ¸ ÕÙ ×Ø Ð³ÒÐÓÙ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑ¹

ÔÐÜ  R
2º ü ÒÓØÖ 
ÓÒÒ××Ò
¸ 
ØØ ÒØÓÒ 
ÓÒ×ØÙØ ÙÒ ÒÓÙÚÐÐ ÒÓØÓÒ  Ð

ÐØØÖØÙÖ ×ÙÖ Ð ×ÙØº

ÒØÓÒ º¾º¾ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖµº ËÓØ bk ∈ C∞(ΛΦ1) ÙÒ

ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ

ØÓÙØ (z, w) ∈ ΛΦ1

bk(z + 2π,w) = bk(z, w) = bk(z + i, w − 1).

ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ×ÝÑÓÐ bk¸ ÒÓØ OpwΦ1,k
(bk)¸ ÔÖ Ð

ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ u ∈ S(C) Ø z ∈ C

OpwΦ1,k(bk)u(z) =


(m,n)∈Z2

bkm,ne
−iπmn/ke−n

2/2keinzu



z − 2πm

k
+
in

k



,

Ó Ð ×ÙØ  
Ó
ÒØ×


bkm,n



(m,n)∈Z2 ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

(z, w) ∈ ΛΦ1

bk(z, w) =


(m,n)∈Z2

bkm,ne
in(z+iw)e−2iπmw.

 ÔÖÓÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ1,k
(bk)¸ Ò 
¹××Ù×¸ Ø ×ÙÖ Ð³×Ô
 S(C)º ÔÒÒØ

ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ ÓÒÒ

ÙÒ ÓÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk ´
ÓÑÑ ÓÒ ÔÙØ ×³Ý ØØÒÖ

ÔÙ×ÕÙ³ÓÒ   ÑÓÒØÖ ÕÙ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ ÒÚÓ Ð³×Ô
 Lk ×ÙÖ Ð³×Ô


Hk Ò× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾¼µº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾ ´ÇÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
Hkµº ËÓØ bk ∈ C∞(ΛΦ1)

ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k Ø ØÐÐ ÕÙ

ÔÓÙÖ ØÓÙØ (z, w) ∈ ΛΦ1¸ ÓÒ 

bk(z + 2π,w) = bk(z, w) = bk(z + i, w − 1).

ÐÓÖ× OpwΦ1,k
(bk) ×³ØÒ Ò ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  Hk Ò× Hkº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº

ØÔ ½  OpwΦ1,k
(bk) : S

′(C) −→ S
′(C)º ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ

OpwΦ1,k
(bk) : S(C) −→ S(C)º ÅÓÒØÖÓÒ× ØÓÙØ ³ÓÖ ÕÙ OpwΦ1,k

(bk) ÒØ ÒØÙÖÐÐÑÒØ

½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  S
′(C) Ò× S′(C)º ËÓÒØ u, v ∈ S(C)¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

OpwΦ1,k(bk)u, vS,S

=



C

OpwΦ1,k
(bk)u(z)v(z)e

−2Φ1(z)/L(dz),

=



C



(m,n)∈Z2

bkm,ne
iπmn/ke−n

2/2ke−inzu



z − 2πm

k
+
in

k



v(z)e−2Φ1(z)/L(dz),

=



C



(m,n)∈Z2

bkm,ne
iπmn/ke−n

2/2ke−in(z+2πm/k)u



z +
in

k



v



z +
2πm

k



e−2Φ1(z+2πm/k)/L(dz),

=



C



(m,n)∈Z2

bkm,ne
−iπmn/ke−n

2/2ke−inzu



z +
in

k



v



z +
2πm

k



e−2Φ1(z)/L(dz),

=



C



(m,n)∈Z2

bkm,ne
−iπmn/ke−n

2/2ke−in(z−in/k)u (z)v



z +
2πm

k
− in

k



e−2Φ1(z−in/k)/L(dz),

=



C



(m,n)∈Z2

bkm,ne
−iπmn/ke−n

2/2ke−inzen
2/ku (z)v



z +
2πm

k
− in

k



e−(ℑ(z−in/k))2/L(dz),

=



C



(m,n)∈Z2

bkm,ne
−iπmn/ken

2/2ke−inzu (z)v



z +
2πm

k
− in

k



e(−1/)(ℑ(z)−n/k)2L(dz),

=



C



(m,n)∈Z2

bkm,ne
−iπmn/ke−n

2/2ke−in(ℜ(z)−iℑ(z))e2nℑ(z)u (z)v



z +
2πm

k
− in

k



e−2Φ1(z)/L(dz),

=



C

u (z)


(m,n)∈Z2

bkm,ne
−iπmn/ke−n

2/2ke−inzv



z +
2πm

k
− in

k



e−2Φ1(z)/L(dz),

=



C

u (z)


(m,n)∈Z2

bk−m,ne
iπmn/ke−n

2/2ke−inzv



z − 2πm

k
− in

k



e−2Φ1(z)/L(dz) Ú m −→ −m,

=



C

u (z)


(m,n)∈Z2

bk−m,−ne
−iπmn/ke−n

2/2keinzv



z − 2πm

k
+
in

k



e−2Φ1(z)/L(dz) Ú n −→ −n,

=



C

u (z)OpwΦ1,k(b̃k)v(z)e
−2Φ1(z)/L(dz),

= u,OpwΦ1,k(b̃k)vS,S,

½



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ

Ó Ð ÓÒ
ØÓÒ b̃k ∈ C∞(ΛΦ1) ×Ø Ò ÔÓÙÖ (z, w) ∈ ΛΦ1 ¸ ÔÖ

b̃k(z, w) =


(m,n)∈Z2

bk−m,−ne
in(z+iw)e−2iπmw,

=


(m,n)∈Z2

bkm,−ne
in(z+iw)e2iπmw Ú m −→ −m,

=


(m,n)∈Z2

bkm,ne
−in(z+iw)e2iπmw Ú n −→ −n,

=


(m,n)∈Z2

bkm,ne
−in(z−iℑ(z))e−2iπmℑ(z) 
Ö (z, w) ∈ ΛΦ1 ¸ ÓÒ
 w = −ℑ(z),

=


(m,n)∈Z2

bkm,ne
−inℜ(z)e−2iπmℑ(z),

= bk(z, w).

ÓÑÑ v ∈ S(C) Ø b̃k ∈ S(ΛΦ1)¸ ÐÓÖ× OpwΦ1,k
(b̃k)v ∈ S(C) Ø Ò× ÓÒ ÔÙØ ÒÖ

Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ OpwΦ1,k
(bk) ×ÙÖ S

′(C) ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ

u ∈ S
′(C) Ø v ∈ S(C)

OpwΦ1,k(bk)u, vS′,S := u,OpwΦ1,k(b̃k)vS′,S.

ØÔ ¾  OpwΦ1,k
(bk) : Hk −→ Hkº ÓÑÑ Hk ⊂ S

′(C) ´³ÔÖ× Ð ÖÑÖÕÙ º¾º½µ¸

ÐÓÖ× ÔÓÙÖ ØÓÙØ u ∈ Hk¸ ÓÒ  Ò OpwΦ1,k
(bk)u ∈ Hol(C)º

ËÓÒØ u ∈ Hk Ø z ∈ C¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

OpwΦ1,k(bk)u(z + 2π)

=


(m,n)∈Z2

bkm,ne
−iπmn/ke−n

2/2kein(z+2π)u



z + 2π − 2πm

k
+
in

k



,

=


(m,n)∈Z2

bkm,ne
−iπmn/ke−n

2/2keinzein2πuku



z − 2πm

k
+
in

k




Ö u ∈ Hk,

= ukOpwΦ1,k(bk)u(z).

½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

Ø ÔÓÙÖ u ∈ Hk Ø z ∈ C¸ ÓÒ  Ù××

OpwΦ1,k(bk)u(z + i)

=


(m,n)∈Z2

bkm,ne
−iπmn/ke−n

2/2kein(z+i)u



z + i− 2πm

k
+
in

k



,

=


(m,n)∈Z2

bkm,ne
−iπmn/ke−n

2/2keinze−nvke−ik(z−2πm/k+in/k)+k/2u



z − 2πm

k
+
in

k




Ö u ∈ Hk,

=


(m,n)∈Z2

bkm,ne
−iπmn/ke−n

2/2keinze−nvke−ikz+k/2ei2πmenu



z − 2πm

k
+
in

k



,

= vke−ikz+k/2OpwΦ1,k(bk)u(z).

ÓÒ
 OpwΦ1,k(bk) : Hk −→ Hkº

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÒÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ ×ÓÙ× ÓÖÑ

ÒØÖÐº ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÓÒ ÖÔÔÐÐ ³ÓÖ Ð ÒØÓÒ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ


ÓÑÔÐÜ  R
2º ÓÑÑ ÐÓÖ×ÕÙ³ÓÒ  Ò  ÙÜ ÓÒ× ÖÒØ× Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ

ÏÝÐ 
Ð××ÕÙ Ù ØÓÖ¸ ÓÒ Ú ÓÒÐÖ ÒØÖ Ð ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ  Ø Ð³ÒÚÖ×  


ÔÖÑØÖ kº

ÒØÓÒ º¾º¾ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ  R2µº ËÓØ b ∈ S(ΛΦ1) ÙÒ ÓÒ
¹

ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  º ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒ¹

Ø
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ×ÝÑÓÐ b¸ ÒÓØ OpwΦ1
(b)¸ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ

u ∈ H(C,Φ1)

OpwΦ1
(b)u(z) =

1

2π



Γ(z)
e(i/)(z−w)ζb



z + w

2
, ζ



u(w)dwdζ,

Ó ÓÒ ÒØÖ ×ÙÖ Ð 
ÓÒØÓÙÖ

Γ(z) =



(w, ζ) ∈ C
2; ζ =

2

i

∂Φ1

∂z



z + w

2



= −ℑ


z + w

2



.

ÆÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ Ò
ÓÖ ÓÒÒÖ ÙÒ ×Ò×  
ØØ ÓÖÑÙÐØÓÒ

ÒØÖÐ ÐÓÖ×ÕÙ³ÓÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ ×ÝÑÓÐ b ÑØØÒØ × 
ÓÒØÓÒ×  ÔÖÓ
Ø× ×ÙÖ

Ð³Ò×ÑÐ ΛΦ1 º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾ ´ÇÔÖØÙÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
Hkµº ËÓØ b ∈ C∞(ΛΦ1)

ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×   Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ

(z, w) ∈ ΛΦ1 ¸ ÓÒ 

b(z + 2π,w) = b(z, w) = b(z + i, w − 1).

ÐÓÖ×¸ OpwΦ1
(b) ×³ØÒ Ò ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  Hk Ò× Hkº

½



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº

ØÔ ½  OpwΦ1
(b) : S(C) −→ S(C)º ËÓØ a = b ◦ κφ1 ¸ ÐÓÖ× a ∈ S(R2) Ø ³ÔÖ× Ð

ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½¿¸ Opw(a) : S(R) −→ S(R)º ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½¼¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ Ð

ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ Tφ1 ÒÚÓ Ð³×Ô
  Ë
ÛÖØÞ S(R) ×ÙÖ Ð³×Ô
 S(C) Ø Ú


Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¸ ÓÒ ÓØÒØ ÕÙ

OpwΦ1
(b) = Tφ1Opw(a)T

∗
φ1

: S(C) −→ S(C).

ØÔ ¾  OpwΦ1
(b) : S

′(C) −→ S
′(C)º ÈÓÙÖ 
ØØ ×
ÓÒ ØÔ¸ ÓÒ ÔÙØ ÔÖÓ
Ö  Ð

ÑÑ ÓÒ ÕÙ Ò× Ð³ØÔ ½¸ 
ÔÒÒØ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÔÖÖ Ö ÙÒ ÙØÖ ÑÓÒ×ØÖØÓÒº

ËÓÒØ u, v ∈ S(C)¸ ÐÓÖ× ÓÒ  ´Ð ÖÑÖÕÙ º¾º½ ××ÙÖ ÕÙ Ð× ÕÙÒØØ× 
¹××ÓÙ× ×ÓÒØ

Ò Ò×µ

OpwΦ1
(b)u, vS,S

=



C

(OpwΦ1
(b)u)(z)v(z)e

−2Φ1(z)/L(dz),

=



C

1

2π



Γ(z)
e(−i/)(z−w)ζb



z + w

2
, ζ



u(w)dwdζv(z)e−2Φ1(z)/L(dz),

=



C

C

2π



C

e(−i/)(z−w)(−ℑ(z+w/2))b



z + w

2
,−ℑ



z + w

2



u(w)L(dw)v(z)e−2Φ1(z)/L(dz),

Ó ÓÒ  ÙØÐ× Ð ÒØÓÒ Ù 
ÓÒØÓÙÖ Γ(z) ÔÓÙÖ ØÖÑÒÖ 
ØØ ÖÒÖ ÜÔÖ××ÓÒ Ø

Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØº ÜÔÖÑÓÒ× ÑÒØÒÒØ ³ÙÒ ÙØÖ ÓÒ Ð× ÖÒØ× ØÖÑ×

ÔÔÖ××ÒØ Ò× 
ØØ ÒØÖÐº ÈÓÙÖ z ∈ ΛΦ1 ≃ C¸ ÓÒ 

b(z,−ℑ(z)) =


(m,n)∈Z2

bm,ne
inℜ(z)e2iπmℑ(z) ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾¿.

ÓÒ
 ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ ΛΦ1 ¸ ÓÒ 

b(z,−ℑ(z)) =


(m,n)∈Z2

bm,ne
−inℜ(z)e−2iπmℑ(z) =: b̃(z,−ℑ(z)).

ÓÒ
 Ð³ÒØÖÐ × Ö
ÖØ ×ÓÙ× Ð ÓÖÑ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙ× u, v ∈ S(C)

OpwΦ1
(b)u, vS,S

=
C

2π



C



C

e(i/)(z−w)ℑ(z+w/2)b



z + w

2
,−ℑ



z + w

2



u(w)v(z)e−2Φ1(z)/L(dw)L(dz),

=
C

2π



C



C

e(i/)(z−w)ℑ(z+w/2)b̃



z + w

2
,−ℑ



z + w

2



u(w)v(z)e−2Φ1(z)/L(dw)L(dz).

½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ÈÖ ÙÒ 
Ð
ÙÐ¸ ÓÒ ÑÓÒØÖ ÕÙ

i


(z − w)ℑ



z +w

2



− 2


Φ1(z) =

i

h
(z − w)ℑ



z + w

2



− 2


Φ1(w).

Ò×¸ ÓÒ ÓØÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙ× u, v ∈ S(C)

OpwΦ1
(b)u, vS,S

=
C

2π



C



C

e(i/)(z−w)ℑ(z+w/2)b̃



z + w

2
,−ℑ



z + w

2



u(w)v(z)e−2Φ1(z)/L(dw)L(dz),

=
C

2π



C



C

e(i/)(z−w)ℑ(z+w/2)b̃



z + w

2
,−ℑ



z + w

2



u(w)v(z)e−2Φ1(w)/L(dw)L(dz),

=



C

u(w)
C

2π



C

e(i/)(w−z)(−ℑ(z+w/2))b̃



z + w

2
,−ℑ



z + w

2



v(z)L(dz)e−2Φ1(w)/L(dw),

=



C

u(w)
1

2π



Γ(w)
e(i/)(w−z)ζ b̃



z + w

2
, ζ



v(z)L(dz)e−2Φ1(w)/L(dw),

=



C

u(w)(OpwΦ1
(b̃)v)(w)e

−2Φ1(w)/L(dw),

= u,OpwΦ1
(b̃)vS,S,

Ó Γ(w) =



(z, ζ) ∈ C
2; ζ = −ℑ



z + w

2



º ÓÑÑ ÔÓÙÖ v ∈ S(C)¸ OpwΦ1
(b̃)v ∈ S(C)¸

ÐÓÖ× Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ ×Ø Ò Ò ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ

u ∈ S
′(C) Ø v ∈ S(C)

OpwΦ1
(b)u, vS′,S = u,OpwΦ1

(b̃)vS′,S.

ØÔ ¿ OpwΦ1
(b) : Hk −→ Hkº ³ÔÖ× Ð³ØÔ ¾¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ1

(b) ×Ø Ò Ò ×ÙÖ

Ð³×Ô
 Hk 
Ö Ð ×Ø Ò
ÐÙ× Ò× Ð³×Ô
 S′(C)º ÁÐ Ö×Ø ÓÒ
  ÚÖÖ ÕÙ OpwΦ1
(b)u ∈ Hk

ÔÓÙÖ u ∈ Hkº ÓÑÑ ÔÓÙÖ u ∈ Hk¸ OpwΦ1
(b)u ∈ S

′(C)¸ ÐÓÖ× ÓÒ   OpwΦ1
(b)u ∈ Hol(C)º

ËÓÒØ u ∈ Hk Ø z ∈ C¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

OpwΦ1
(b)u(z + 2π) =

1

2π



Γ(z+2π)
e(i/)(z+2π−w)ζb



z + 2π + w

2
, ζ



u(w)e−2Φ1(w)/L(dw),

=
1

2π



Γ(z)
e(i/)(z−w)ζb



z + w

2
+ 2π, ζ



u(w + 2π)e−2Φ1(w)/L(dw),

=
1

2π



Γ(z)
e(i/)(z−w)ζb



z + w

2
, ζ



uku(w)e−2Φ1(w)/L(dw),

= ukOpwΦ1
(b)u(z).

½¼



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ

Ø ÔÓÙÖ u ∈ Hk Ø z ∈ C¸ ÓÒ  Ù××

OpwΦ1
(b)u(z + i)

=
1

2π



Γ(z+i)
e(i/)(z+i−w)ζb



z + i+ w

2
, ζ



u(w)e−2Φ1(w)/L(dw),

=
1

2π



Γ(z)
e(i/)(z−w)(ζ−1)b



z +w

2
+ i, ζ − 1



u(w + i)e−2Φ1(w+i)/L(dw),

=
1

2π



Γ(z)
e(i/)(z−w)ζe−ik(z−w)b



z + w

2
, ζ



vke−iwk+k/2u(w)e−2Φ1(w+i)/L(dw),

= vke−izk+k/2OpwΦ1
(b)u(z).

ÓÒ
 OpwΦ1
(b) : Hk −→ Hkº

ÆÓÙ× ÚÓÒ× ÒØÖÓÙØ ÙÜ ÒØÓÒ×  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ Ø

ÓÒ ×³ÒØÖ×× ÑÒØÒÒØ Ù ÐÒ ÕÙ Ð× ÙÒØº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾ ´ÁÒØ
ØÓÒ × ÙÜ ÕÙÒØ
ØÓÒ×  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖµº

ËÓØ b = bk ∈ C∞(ΛΦ1) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ×¹

×Ò
×   Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (z, w) ∈ ΛΦ1

b(z + 2π,w) = b(z, w) = b(z + i, w − 1).

ÐÓÖ×¸ ÓÒ 

OpwΦ1
(b) = OpwΦ1,k(bk) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hkº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº Ä ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  
ØØ ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ×Ø ÒÐÓÙ  
ÐÐ ÓÒÒ Ò×

Ð 
Ö  Ð³ÒØ
ØÓÒ × ÙÜ ÕÙÒØ
ØÓÒ×  ÏÝÐ 
Ð××ÕÙ Ù ØÓÖ ´ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ

º½º½µº

ØÔ ½  OpwΦ1
(b) = OpwΦ1,k(bk) ×ÙÖ S(C)º ÓÑÑ b ×Ø×Ø Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÔÖÓ¹


Ø× ×ÙÚÒØ×¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (z, w) ∈ ΛΦ1

b(z + 2π,w) = b(z, w) = b(z + i, w − 1),

ÐÓÖ× ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾¿¸ ÓÒ ÔÙØ Ö
ÖÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ b¸ ÔÓÙÖ (z, w) ∈ ΛΦ1 ¸


ÓÑÑ ×ÙØ

b(z, w) =


(m,n)∈Z2

bm,ne
in(z+iw)e−2iπmw.

½½



ÀÈÁÌÊ º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÏÄ Í ÌÇÊ

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÓÒ ¸ ÔÓÙÖ u ∈ S(C)

OpwΦ1
(b)u(z)

=
1

2π



Γ(z)
e(i/)(z−w)ζb



z + w

2
, ζ



u(w)dwdζ,

=
1

2π



Γ(z)
e(i/)(z−w)ζ



(m,n)∈Z2

bm,ne
in((z+w)/2+iζ))e−2iπmζu(w)dwdζ,

=
1

2π



Γ(z)



(m,n)∈Z2

e(i/)(z−w+2πm/k)ζbm,ne
in((z+w−2πm/k)/2+iζ))e−2iπmζu



w − 2πm

k



dwdζ,

=
1

2π



Γ(z)



(m,n)∈Z2

e(i/)(z−w)ζbm,ne
in((z+w)/2+iζ)e−iπmn/ku



w − 2πm

k



dwdζ 
Ö k =
1


,

=
1

2π



Γ(z)



(m,n)∈Z2

e(i/)(z−w−in/k)(ζ−n/2k)bm,ne
in((z+w+in/k)/2+i(ζ−n/2k))

e−iπmn/ku



w +
in

k
− 2πm

k



dwdζ,

=
1

2π



Γ(z)
e(i/)(z−w)ζ



(m,n)∈Z2

bm,ne
−iπmn/ke−n

2/2ku



w +
in

k
− 2πm

k



dwdζ 
Ö k =
1


,

=
1

2π



Γ(z)
e(i/)(z−w)ζ(OpwΦ1,k(bk)u)(w)dwdζ,

= OpwΦ1,k(bk)u(z),

Ó ÓÒ  ÙØÐ× Ð 
ÒÑÒØ  ÚÖÐ×  Γ(z) ∋ (w, ζ) −→


w +
in

k
, ζ − n

2k



∈ Γ(z)º

Ò×¸ ÓÒ ÓØÒØ ÕÙ

OpwΦ1
(b) = OpwΦ1,k(bk) ×ÙÖ Ð³×Ô
 S(C).

ØÔ ¾  OpwΦ1
(b) = OpwΦ1,k(bk) ×ÙÖ S

′(C)º ËÓÒØ u ∈ S
′(C) Ø v ∈ S(C)¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

OpwΦ1
(b)u, vS′,S = u,OpwΦ1

(b̃)vS′,S,

= u,OpwΦ1,k(b̃k)vS′,S ³ÔÖ× Ð³ØÔ ½,

= OpwΦ1,k(bk)u, vS′,S.

ÓÒ
¸ ÓÒ 

OpwΦ1
(b) = OpwΦ1,k(bk) ×ÙÖ Ð³×Ô
 S

′(C).

ØÔ ¿  OpwΦ1
(b) = OpwΦ1,k

(bk) ×ÙÖ Hkº ³ÔÖ× Ð³ØÔ ¾¸ OpwΦ1
(b) = OpwΦ1,k

(bk) ×ÙÖ

Ð³×Ô
 S
′(C) Ø 
ÓÑÑ Hk ⊂ S

′(C) ÐÓÖ× ÔÖ Ö×ØÖ
ØÓÒ  
× ÓÔÖØÙÖ×  
 ×ÓÙ×¹

×Ô
¸ ÓÒ ÓØÒØ Ð Ö×ÙÐØØº

½¾



ÔØÖ

ÄÒ ÒØÖ Ð× ÖÒØ×

ÕÙÒØ
ØÓÒ× Ù ØÓÖ

Ò× 
 
ÔØÖ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× Ö Ð ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù

ØÓÖ T
2 Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ T

2º Ä ÐÒ ÒØÖ 
× ÙÜ ÕÙÒØ¹


ØÓÒ× 
ÓÒ×ØØÙ  ÒÓØÖ 
ÓÒÒ××Ò
 ÙÒ ÒÓÙÚÙ Ö×ÙÐØØ ×ÙÖ Ð ×ÙØº

º½ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ø ÕÙÒØ
ØÓÒ

ÏÝÐ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ

ÆÓÙ× 
ÓÑÑÒÓÒ× ÔÖ ÖÔÔÐÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ÕÙ ÔÖÑØ  Ö Ð ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒ¹

Ø
ØÓÒ  ÏÝÐ Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ C ÕÙ ÒÓÙ×

ÚÓÒ× ÚÙ Ò× Ð 
ÔØÖ ¿ Ò× Ð 
× ³ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÔÓ× Φ ÕÙÐ
ÓÒÕÙº ÈÓÙÖ 
 Ö

ÓÒ ÒØÖÓÙØ ÙÔÖÚÒØ Ð× ÒÓØØÓÒ× ÓÒØ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ×ÓÒº ÓÑÑ Ò× Ð 
ÔØÖ

ÔÖ
ÒØ¸ ÓÒ Ú ÓÒÐÖ ÒØÖ Ð ÒÓØØÓÒ  Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ Ø ×ÓÒ ÒÚÖ× kº

ÆÓØØÓÒ× ×ÓØ Φ1 Ð ÓÖÑ ÕÙÖØÕÙ ÖÐÐ ×ØÖ
ØÑÒØ ×ÓÙ×ÖÑÓÒÕÙ ×ÙÖ C Ò

ÔÓÙÖ z ∈ C¸ ÔÖ Φ1(z) =
1

2
ℑ(z)2º ËÓØ k ≥ 1 Ð³ÒÚÖ× Ù ÔÖÑØÖ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ º ÇÒ

ÒÓØ

 ΛΦ1 Ð³Ò×ÑÐ Ò ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ

ΛΦ1 =



z,
2

i

∂Φ1

∂z
(z)



, z ∈ C



= {(z,−ℑ(z)), z ∈ C};

 L(dz) Ð Ñ×ÙÖ  Ä×Ù ×ÙÖ C ÓÒÒ ÔÖ  L(dz) =
i

2
dz ∧ dz

 L2
k(C,Φ1) := L2(C, e−2kΦ1(z)L(dz)) = L2(C, e−2Φ1(z)/L(dz)) =: L2


(C,Φ1) Ð³×Ô


× ÓÒ
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ ×ÙÖ C ÔÖ ÖÔÔÓÖØ  Ð Ñ×ÙÖ  ÔÓ× ÜÔÓÒÒØÐ

e−2kΦ1(z)L(dz)

 Hk(C,Φ1) := Hol(C) ∩ L2
k(C,Φ1) = Hol(C) ∩ L2


(C,Φ1) =: H(C,Φ1) Ð³×Ô
 ×

ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× ×ÙÖ C ÔÔÖØÒÒØ  Ð³×Ô
 L2
k(C,Φ1)

½¿



ÀÈÁÌÊ º ÄÁÆ ÆÌÊ ÄË ÁÊÆÌË ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË Í ÌÇÊ

 ΠΦ1,k = ΠΦ1, : L2
k(C,Φ1) −→ Hk(C,Φ1) Ð ÔÖÓ
ØÓÒ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô


ÓÒ
ØÓÒ× L2
k(C,Φ1) ´ÑÙÒ Ù ÔÖÓÙØ ×
ÐÖ L2  ÔÓ×µ ×ÙÖ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ×

ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk(C,Φ1)

 S(C) ×Ø Ð³×Ô
 × ×ÝÑÓÐ× ×ÙÖ C ´ÚÓÖ Ð ÒØÓÒ ¿º½º½µº

ÇÒ ÖÔÔÐÐ ÑÒØÒÒØ Ð ÒØÓÒ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ


ÓÑÔÐÜ Ò× Ð 
× ÔÖØ
ÙÐÖ Ó Ð ÓÒ
ØÓÒ ÔÓ× Φ = Φ1 ´ÚÓÖ Ð ÒØÓÒ ¿º¾º½µº

ÒØÓÒ º½º½ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ Cµº ËÓØ k ≥ 1º

ËÓØ fk ∈ S(C) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

1/kº ÇÒ ÒØ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  Ð ÓÒ
ØÓÒ fk ÔÖ Ð ×ÙØ ³ÓÔÖ¹

ØÙÖ× Tfk := (Tk)k≥1¸ Ó ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tk ×Ø Ò ÔÖ

Tk := ΠΦ1,kMfkΠΦ1,k,

Ó Mfk : L2
k(C,Φ1) −→ L2

k(C,Φ1) ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÑÙÐØÔÐ
ØÓÒ ÔÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ fkº

ÇÒ ÔÔÐÐ Ð ÓÒ
ØÓÒ fk Ð ×ÝÑÓÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tfk º

Ä ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ×ÒØ Ð ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ø Ð ÕÙÒØ¹


ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ C × Ö
ÖØ  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ Ò× Ð 
×

ÔÖØ
ÙÐÖ Ó Φ = Φ1 ´ÚÓÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾ºµº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º¾ ´ÉÙÒØ
ØÓÒ 
ÓÑÔÐÜ Ø ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ


ÓÑÔÐÜ Cµº

½º ËÓØ fk ∈ S(C) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×

 1/kº ËÓØ Tfk = (Tk)k≥1 Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  ×ÝÑÓÐ fkº ÐÓÖ× ÔÓÙÖ

ØÓÙØ k ≥ 1¸

Tk = OpwΦ1
(b) ×ÙÖ Hk(C,Φ1),

Ó b ∈ S(ΛΦ1) ×Ø ÙÒ ×ÝÑÓÐ ÓÒÒ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ ΛΦ1 ≃ C

b(z) = exp



1

k
∂z∂z



(fk(z)).

¾º ËÓØ b ∈ S(ΛΦ1) ÙÒ ×ÝÑÓÐ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ×¹

×Ò
×  º ÐÓÖ× Ð Ü×Ø fk ∈ S(C) ÙÒ ×ÝÑÓÐ ×ÙÖ C ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ

×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k ØÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1

OpwΦ1
(b) = Tk + O(k−∞) ×ÙÖ H(C,Φ1),

Ó (Tk)k≥1 = Tfk ×Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  ×ÝÑÓÐ fk Ø Ó ÔÓÙÖ ØÓÙØ

N ∈ N Ø ØÓÙØ z ∈ C¸ Ð ÓÒ
ØÓÒ fk ×Ø ÓÒÒ ÔÖ

fk(z) =

N


j=0


j

j!
(DzDz)

j (b(z)) + O(N+1).

½



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÌÇÊ Ì Í ÈÄÆ
ÇÅÈÄ

ÊÑÖÕÙ º½º¿º ÇÒ Ò ×³ÒØÖ×× 
 ÕÙ³ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ 
¹××Ù× ÔÓÙÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ Φ1º


 ×Ø Ù Ù Ø ÕÙ 
³×Ø Ú
 
 ÔÓ× ÔÖØ
ÙÐÖ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ØÙ Ð× ÕÙÒØ
¹

ØÓÒ× Ù ØÓÖº

º¾ ÉÙÒØ
ØÓÒ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ Ø Ù ÔÐÒ


ÓÑÔÐÜ

ÆÓØÖ Ó
Ø Ò× 
 
ÔØÖ ×Ø  ÑÓÒØÖÖ ÙÒ ÒÐÓÙ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º¾ Ò×

Ð 
Ö × ÕÙÒØ
ØÓÒ× Ù ØÓÖº ÈÓÙÖ ÓÙØÖ  ÙÒ ØÐ Ö×ÙÐØØ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ØÐÖ ÙÒ

ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ

ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖº ÓÑÑÒÓÒ× ÐÓÖ× ÔÖ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹

ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ ÔÖÑØ  ÒÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ××ÒØ ×ÙÖ Ð× ×Ô
× S(C)

Ø S′(C) ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÖÒ
ÓÒØÖ× Ò× Ð 
ÔØÖ  ´ÚÓÖ Ð× ÒØÓÒ× º¾º Ø º¾º½µº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½ ´ÇÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ××ÒØ ×ÙÖ S(C) Ø ×ÙÖ S′(C)µº ËÓØ

fk ∈ S(C) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/kº

ËÓØ Tfk = (Tk)k≥1 Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ C  ×ÝÑÓÐ fkº ÐÓÖ×

ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1

½º Tk ×³ØÒ Ò ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  S(C) Ò× S(C) Ø ×Ø Ò ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ S(C) ÔÖ

Tkv = ΠΦ1,k(fkv),

Ó Ð³ÓÔÖØÙÖ ΠΦ1,k ×Ø 
 ÚÙ 
ÓÑÑ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  S(C) Ò× S(C)º

¾º Tk ×³ØÒ Ò ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  S
′(C) Ò× S

′(C) Ø ×Ø Ò ÔÓÙÖ u ∈ S
′(C) Ø

v ∈ S(C) ÔÖ

Tku, vS′,S = u, T̃kvS′,S,

Ó (T̃k)k≥1 =: Tf̃k ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  ×ÝÑÓÐ f̃k Ò ÔÓÙÖ

z ∈ C ÔÖ

f̃k(z) = fk(z).

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº

ØÔ ½  Tk : S(C) −→ S(C) Ø Tk : S′(C) −→ S
′(C)º ÓÑÑ Tfk = (Tk)k≥1 ×Ø ÙÒ

ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ C¸ ÐÓÖ× ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º¾¸ ÓÒ

×Ø ÕÙ³Ð Ü×Ø ÙÒ ×ÝÑÓÐ b ∈ S(ΛΦ1) ØÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1

Tk = OpwΦ1
(b) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk(C,Φ1).

 ÔÐÙ×¸ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º ÓÒ ×Ø ÕÙ

T ∗
φ1
OpwΦ1

(b)Tφ1 = Opw(b ◦ κφ1) : L
2(R) −→ L2(R).

½



ÀÈÁÌÊ º ÄÁÆ ÆÌÊ ÄË ÁÊÆÌË ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË Í ÌÇÊ

ÓÑÑ b ◦ κφ1 ∈ S(R2)¸ ÐÓÖ× ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º½¿¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ

Opw(b ◦ κφ1) : S(R) −→ S(R) Ø Opw(b ◦ κφ1) : S ′(R) −→ S ′(R).

 ÔÐÙ×¸ ³ÔÖ× Ð× ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ× º¾º½¼¸ º¾º½¿ Ø º¾º½¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ Ð ØÖÒ×ÓÖÑ

ÖÑÒÒ Ø ×ÓÒ ÒÚÖ× × 
ÓÑÔÓÖØÒØ  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ



Tφ1 : S(R) −→ S(C) Ø T ∗
φ1

: S(C) −→ S(R),
Tφ1 : S ′(R) −→ S

′(C) Ø T ∗
φ1

: S′(C) −→ S ′(R).

ÓÒ
 ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸

Tk : S(C) −→ S(C) Ø Tk : S′(C) −→ S
′(C).

ØÔ ¾  ÒØÓÒ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Tk ×ÙÖ S(C)º ÈÖ ÒØÓÒ¸ ΠΦ1,k = Tφ1T
∗
φ1
º ÇÖ¸ ÓÒ

ÚÙ ÕÙ Tφ1 ÒÚÓ Ð³×Ô
  Ë
ÛÖØÞ S(R) ×ÙÖ Ð³×Ô
 S(C) Ø ÕÙ ×ÓÒ ÓÒØ ÒÚÓ

Ð³×Ô
 S(C) ×ÙÖ S(R)¸ ÔÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ Ð³ÓÔÖØÙÖ ΠΦ1,k ×³ØÒ Ò ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  S(C)

Ò× ÐÙ¹ÑÑº  ÔÐÙ×¸ 
ÓÑÑ S(C) ⊂ H(C,Φ1) ´ÚÓÖ Ð ÖÑÖÕÙ º¾º½½µ¸ ÐÓÖ× ÔÓÙÖ

ØÓÙØ v ∈ S(C)¸ ÓÒ 

ΠΦ1,kv = v.

Ø ÔÓÙÖ fk ∈ S(C) Ø v ∈ S(C)¸ ÓÒ  ΠΦ1,k(fkv) ∈ S(C)º ³Ó Ð Ø ÕÙ ÔÓÙÖ v ∈ S(C)¸

Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tfk = (Tk)k≥1 ×Ø Ò  Ð ÓÒ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

k ≥ 1 Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ S(C)

Tkv = ΠΦ1,kMfkΠΦ1,kv = ΠΦ1,k(fkv).

ØÔ ¿  ÒØÓÒ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Tk ×ÙÖS′(C)º ÈÓÙÖ v = Tφ1ψ ∈ S
′(C) Ø u = Tφ1φ ∈ S(C)¸

ÓÒ 

Tkv, uS′,S = OpwΦ1
(b)v, uS′,S ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º¾,

= v,OpwΦ1
(b̃)uS′,S ³ÔÖ× Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ  Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾,

=: v, T̃kuS′,S.

Ó ÔÓÙÖ z ∈ ΛΦ1 ≃ C ÓÒ  ÔÓ×

b̃(z) = b(z).

ÇÒ ×ÓÙØ ÑÒØÒÒØ ØÖÑÒÖ Ð ×ÝÑÓÐ  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ (T̃k)k≥1º

³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º¾¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ ÔÓÙÖ z ∈ ΛΦ1 ≃ C¸ ÓÒ 

b(z) = exp



1

k
∂z∂z



(fk(z)).

½



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÌÇÊ Ì Í ÈÄÆ
ÇÅÈÄ

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ ÔÓÙÖ z ∈ ΛΦ1 ≃ C¸ ÓÒ 

b̃(z) = exp



1

k
∂z∂z



(fk(z)).

ÙØÖÑÒØ Ø¸ Ð ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ× (T̃k)k≥1 ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ  ×ÝÑ¹

ÓÐ f̃k Ò ÔÖ Ð ÖÐØÓÒ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

f̃k(z) = fk(z).

ÊÑÖÕÙ º¾º¾º ËÓØ fk ∈ S(C) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ

Ò ÔÙ××Ò
×  1/k Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

fk(z + 2π) = fk(z) = fk(z + i).

ËÓØ Tfk = (Tk)k≥1 Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ C  ×ÝÑÓÐ fkº ÐÓÖ×

ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tk ×Ø Ò Ò ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk¸ 
Ö ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ

º¾º½¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ Ð³ÓÔÖØÙÖ Tk ×Ø Ò Ò ×ÙÖ Ð³×Ô
 S
′(C) Ø 
Ö Hk ⊂ S

′(C)º

ÊÔÔÐÓÒ× ÑÒØÒÒØ Ð× ÒÓØØÓÒ× ÓÒØ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÚÓÖ ×ÓÒ 
ÓÒ
ÖÒÒØ Ð× ÓÔÖ¹

ØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖº

ÆÓØØÓÒ× ÔÓÙÖ k ≥ 1¸

 Gk ×Ø Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ×ÙÖ C ÒÚÖÒØ× ÔÖ Ð³
ØÓÒ  À×ÒÖ Ù Ö×Ù

Z
2 Ø  
ÖÖ ÒØÖÐ ×ÙÖ [0, 2π] × [0, 1] ºº

Gk =



g : C −→ C; g ∈ L2([0, 2π] × [0, 1], e−kq
2
dpdq);

g(p + 2π, q) = ukg(p, q), g(p, q + 1) = vke−i(p+iq)k+k/2g(p, q)



;

 Hk ×Ø Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Ø ÒÚÖÒØ× ÔÖ Ð³
ØÓÒ  À×ÒÖ

Ù Ö×Ù Z
2¸ ºº

Hk =







g : C −→ C ÓÐÓÑÓÖÔ;







g(p + 2π, q) = ukg(p, q),

g(p, q + 1) = vke−i(p+iq)k+k/2g(p, q)







;

 Πk ×Ø Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× Gk ´ÑÙÒ Ù ÔÖÓÙØ ×
ÐÖ

L2  ÔÓ× ×ÙÖ [0, 2π] × [0, 1]µ ×ÙÖ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hkº

ÇÒ ×ÓÙØ ÑÒØÒÒØ ØÖÑÒÖ 
ÓÑÑÒØ Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ

Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ  ×ÝÑÓÐ ÔÖÓÕÙ ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hkº ÈÓÙÖ 
 Ö¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÑÓÒ¹

ØÖÖ ÕÙ³ÓÒ ÔÙØ ÒØÖ Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ ΠΦ1,k ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk(C,Φ1) Ú
 Ð

ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ Πk ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hkº

½
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ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¿ ´ÄÒ ÒØÖ Ð× ÔÖÓ
ØÙÖ× ÓÖØÓÓÒÙÜ ΠΦ1,k Ø Πkµº

ËÓØ ΠΦ1,k Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ×  
ÖÖ ÒØÖÐ L
2
k(C,Φ1)

×ÙÖ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk(C,Φ1)º ÐÓÖ×

½º ΠΦ1,k ×³ØÒ Ò ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  Gk Ò× Hk

¾º ΠΦ1,k = id ×ÙÖ Hkº

ÙØÖÑÒØ Ø¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ ΠΦ1,k Ò× ØÒÙ 
ÓÒ
 Ú
 Ð³ÓÔÖØÙÖ Πkº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº

ØÔ ½  ΠΦ1,k ×Ø Ò Ò ×ÙÖ Gkº Ä 
ÙÐØ ÔÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ 
ØØ ØÔ Ö× Ò×
Ð Ø ÕÙ Ð³Ò×ÑÐ  ÓÒ
ØÓÒ× Gk Ò³×Ø Ô× Ò
ÐÙ× Ò× Ð³Ò×ÑÐ S

′(C)¸ ÓÒ
 ÓÒ Ò

ÔÙØ Ô× ×³ÔÔÙÝÖ ×ÙÖ Ð³ÒÐÝ×  ÎÐÒØÒ ÖÑÒÒ ×ÙÖ Ð× ×ØÖÙØÓÒ× ØÑÔÖ×º

ÈÖ ÒØÓÒ¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ ΠΦ1,k ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ÒØÖÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

u ∈ L2

(C,Φ1) ´ÚÓÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾µ

ΠΦ1,ku(z) =



C

e−(1/4)(z−w)2u(w)e−2Φ1(w)/L(dw).

Ê
ÖÚÓÒ× Ð³ÒØÖÐ 
¹××ÓÙ× ÔÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ ÕÙ³ÐÐ ×Ø Ò 
ÓÒÚÖÒØ ÔÓÙÖ u ∈ Gkº
ËÓØ u ∈ Gk¸ ÐÓÖ× ÓÒ 



C






e−(1/4)(z−w)2u(w)e−2Φ1(w)/






L(dw),

=


m∈Z



[0,2π]+iR





e−(1/4)(z−(w+2πm))2u(w + 2πm)e−2Φ1(w+2πm)/




L(dw),

=


m∈Z



[0,2π]+iR






e−(1/4)(z−w−2πm)2



uk
m

u(w)e−2Φ1(w)/





L(dw),

=


(m,n)∈Z2



[0,2π]+i[0,1]






e−(1/4)(z−(w+in)−2πm)2



uk
m

u(w + in)e−2Φ1(w+in)/





L(dw),

=


(m,n)∈Z2



[0,2π]+i[0,1]





e−(1/4)(z−w+in−2πm)2


uk
m

vke−iwk+kn/2
n
u(w)

e−2Φ1(w)/e−n
2/e−2nℑ(w)/





L(dw),

=


(m,n)∈Z2



[0,2π]+i[0,1]





e−(1/4)(z−w+in−2πm)2


uk
m

vk
n
e−kn

2/2e−inkwu(w)e−2Φ1(w)/




L(dw).

ÅÓÒØÖÓÒ× ÕÙ 
ØØ ×Ö ×Ø 
ÓÒÚÖÒØ¸ ÔÓÙÖ 
 Ö ØÖÑÒÓÒ× ÙÒ ×ØÑØÓÒ Ù

½



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÌÇÊ Ì Í ÈÄÆ
ÇÅÈÄ

ÑÓÙÐ  ×ÓÒ ØÖÑ ÒÖÐº ÇÒ  ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C



[0,2π]+i[0,1]





e−(1/4)(z−w+in−2πm)2


uk
m

vk
n

e−kn
2/2e−inkwu(w)e−2Φ1(w)/





L(dw)

≤ u2Gk



[0,2π]+i[0,1]





e−(1/4)(z−w+in−2πm)2


uk
m

vk
n
e−kn

2/2e−inkw






2
e−2Φ1(w)/L(dw),

≤ u2Gk



[0,2π]+i[0,1]





e−(1/4)(z−w+in−2πm)2e−inkw






2
e−kn

2
e−2Φ1(w)/L(dw),

≤ Cu2Gk
e−kℜ(z2)/2e−2kπ2m2

e−kn
2/2 max



e2πmkℜ(z), e2π(m+1)kℜ(z)


max


enkℑ(z), e(n+1)kℑ(z)


,

Ó C ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ ÒÔÒÒØ  kº ÇÒ Ö
ÓÒÒØ Ð ØÖÑ ÒÖÐ ³ÙÒ ×Ö 
ÓÒ¹

ÚÖÒØ Ò m Ø n¸ ÓÒ
 Ð ×Ö 
ÓÒÚÖ ³ÔÖ× Ð ØÓÖÑ  ÙÒ Ø Ò× Ð³ÒØÖÐ

Ò××ÒØ Ð³ÓÔÖØÙÖ ΠΦ1,k ×Ø ÐÑÒØ 
ÓÒÚÖÒØº ÙØÖÑÒØ Ø Ð³ÓÔÖØÙÖ ΠΦ1,k

×Ø Ò Ò ×ÙÖ Ð³×Ô
 Gk Ø ÓÒ  Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ u ∈ Gk

ΠΦ1,ku(z) =



C

e−(1/4)(z−w)2u(w)e−2Φ1(w)/L(dw),

=


(m,n)∈Z2



[0,2π]+i[0,1]
e−(1/4)(z−w+in−2πm)2



uk
m

vk
n
e−kn

2/2e−inkwu(w)e−2Φ1(w)/L(dw).

ØÔ ¾  ΠΦ1,k ÒÚÓ Ð³×Ô
 Gk ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hkº ËÓØ u ∈ Gkº ÐÓÖ×¸ ÓÒ  ÔÓÙÖ ØÓÙØ

z ∈ C

∂z (ΠΦ1,ku(z))

= ∂z



C

e−(1/4)(z−w)2u(w)e−2Φ1(w)/L(dw)



,

= ∂z







(m,n)∈Z2



[0,2π]+i[0,1]
e−(1/4)(z−w+in−2πm)2



uk
m

vk
n
e−kn

2/2e−inkwu(w)e−2Φ1(w)/L(dw)



 ,

=


(m,n)∈Z2



[0,2π]+i[0,1]
∂z



e−(1/4)(z−w+in−2πm)2


uk
m

vk
n
e−kn

2/2e−inkwu(w)e−2Φ1(w)/


L(dw),

= 0,

³ÔÖ× Ð ØÓÖÑ  ÖÚØÓÒ ×ÓÙ× Ð ×Ò ×ÓÑÑº ËÓØ u ∈ Gk Ø z ∈ C¸ ÐÓÖ× ÓÒ

ÐÑÒØ

ΠΦ1,ku(z + 2π) =



C

e−(1/4)(z+2π−w)2u(w)e−2Φ1(w)/L(dw),

=



C

e−(1/4)(z+2π−(w+2π))2u(w + 2π)e−2Φ1(w+2π)/L(dw) Ú w −→ w + 2π,

=



C

e−(1/4)(z−w)2uku(w)e−2Φ1(w)/L(dw) 
Ö u ∈ Gk,

= ukΠΦ1,ku(z).

½
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ËÓØ u ∈ Gk Ø z ∈ C¸ ÐÓÖ× ÓÒ 

ΠΦ1,ku(z + i)

=



C

e−(1/4)(z+i−w)2u(w)e−2Φ1(w)/L(dw),

=



C

e−(1/4)(z+i−(w+i))2u(w + i)e−2Φ1(w+i)/L(dw) Ú w −→ w + i,

= vkek/2


C

e−(1/4)(z−w+2i)2e−iwku(w)e−2Φ1(w+i)/L(dw) 
Ö u ∈ Gk,

= vkek/2


C

e−(1/4)((z−w)2−4+4i(z−w))e−iwku(w)e−(1/)(ℑ(w+i))2L(dw),

= vkek/2


C

e−(1/4)(z−w)2e1/e−(i/)(z−w)e−iwku(w)e−(1/)ℑ(w)2e−1/e−(2/)ℑ(w)L(dw),

= vkek/2


C

e−(1/4)(z−w)2e−(i/)ze(i/)we−iwku(w)e−2Φ1(w)/L(dw),

= vke−ikz+k/2


C

e−(1/4)(z−w)2u(w)e−2Φ1(w)/L(dw) 
Ö  =
1

k
,

= vke−ikz+k/2ΠΦ1,ku(z).

Ò×¸ ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ

ΠΦ1,k : Gk −→ Hk.

ØÔ ¿ ΠΦ1,k = id ×ÙÖHkº ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¾¾¸ ÓÒ ×Ø ÕÙΠΦ1,k = Tφ1T
∗
φ1

= id

×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk¸ ³Ó Ð Ö×ÙÐØØº

ÅÒØÒÒØ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÒØ Ð× ÔÖÓ
ØÙÖ× ÓÖØÓÓÒÙÜ ΠΦ1,k Ø Πk Ø ÕÙ

ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÚÙ ÕÙ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ  ×ÝÑÓÐ ÔÖÓÕÙ

×Ø Ò Ò ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk¸ ÒÓÙ× ×ÓÑÑ× Ò Ñ×ÙÖ  ÔÖ
×Ö Ð³
ØÓÒ  
Ø ÓÔÖØÙÖ

×ÙÖ 
Ø ×Ô
º

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º ´
ØÓÒ ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ C ×ÙÖ

Ð³×Ô
 Hkµº ËÓØ fk ∈ S(C) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò

ÔÙ××Ò
×  1/k Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

fk(z + 2π) = fk(z) = fk(z + i).

ËÓØ Tfk = (Tk)k≥1 Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ C  ×ÝÑÓÐ fkº ÐÓÖ×

ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1 Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ Hk¸ ÓÒ 

Tkv = ΠΦ1,k(fkv),

Ó ΠΦ1,k ×Ø 
 ÚÙ 
ÓÑÑ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ ××ÒØ ×ÙÖ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× Gk Ø  ÚÐÙÖ×
Ò× Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hkº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ËÓØ v ∈ Hk Ø ×ÓØ u ∈ S(C)¸ ÐÓÖ× ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

¾¼¼



º¾º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÌÇÊ Ì Í ÈÄÆ
ÇÅÈÄ

k ≥ 1¸ ÓÒ 

Tkv, uS′,S = v, T̃kuS′,S,

= g, T̃ku Ú
 g ∈ S
−l(C) ÔÓÙÖ l ∈ N ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½,

= g,ΠΦ1,kMf̃k
ΠΦ1,ku ÔÖ ÒØÓÒ  T̃k ×ÙÖ S(C),

= Π∗
Φ1,kg,Mf̃k

ΠΦ1,ku 
Ö ΠΦ1,k ×³ØÒ  S
′(C),

= M
f̃k
ΠΦ1,kg,ΠΦ1,ku 
Ö Π∗

Φ1,k = ΠΦ1,k,

= ΠΦ1,kMfkΠΦ1,kg, u,

Ó¸ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º½¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C ÓÒ 

f̃z(z) = fk(z).

Ò× ÔÓÙÖ v ∈ Hk Ø ÔÓÙÖ k ≥ 1¸ ÓÒ 

Tkv = ΠΦ1,kMfkΠΦ1,kv.

 ÔÐÙ×¸ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¿¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ ΠΦ1,kv = v ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ Hk¸ ÓÒ
 ÔÓÙÖ

ØÓÙØ k ≥ 1¸ ÓÒ 

Tkv = ΠΦ1,k(fkv).

ÆÓÙ× ×ÓÑÑ× ÑÒØÒÒØ Ò Ñ×ÙÖ ³ØÐÖ ÙÒ ÐÒ ÒØÖ ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹

ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖº

ÈÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º ´ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ Ø ÕÙÒØ
ØÓÒ

 ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖµº ËÓØ fk ∈ S(C) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ

×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ C

fk(z + 2π) = fk(z) = fk(z + i).

ËÓØ TC

fk
= (TC

k )k≥1 Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ C  ×ÝÑÓÐ fk Ø

×ÓØ TT2

fk
= (TT2

k )k≥1 Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ  ×ÝÑÓÐ fkº ÐÓÖ× ÔÓÙÖ ØÓÙØ

k ≥ 1

TC

k = TT2

k + O(k−∞) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk.

ÙØÖÑÒØ Ø¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ  ×ÝÑÓÐ ÔÖÓÕÙ 
ÓÒ¹


 Ú
 Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖº

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ³ÔÖ× Ð ÒØÓÒ ºº¿¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ TT2

fk
= (TT2

k )k≥1

×Ø ÓÒÒ ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ Hk Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1 ÔÖ

TT2

k v = Πk(fkv) + O(k−∞),

¾¼½
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Ó Πk ×Ø Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× Gk ×ÙÖ Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓ¹
ÑÓÖÔ× Hkº ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¸ Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ TC

fk
= (TC

k )k≥1

×Ø ÓÒÒ ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ Hk Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1 ÔÖ

TC

k v = ΠΦ1,k(fkv),

Ó 
 ΠΦ1,k ×Ø ÚÙ 
ÓÑÑ Ð ÔÖÓ
ØÙÖ ÓÖØÓÓÒÐ  Ð³×Ô
  ÓÒ
ØÓÒ× Gk ×ÙÖ Ð³×Ô

 ÓÒ
ØÓÒ× ÓÐÓÑÓÖÔ× Hk ´ÚÓÖ Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¿µº ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ v ∈ Hk

Ø ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ ÓÒ 

TC

k v = TT2

k v + O(k−∞).

º¿ ÉÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ø ÕÙÒØ
ØÓÒ

ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ

ÆÓÙ× ÔÓÙÚÓÒ× ÑÒØÒÒØ ÒÓÒ
Ö Ð Ö×ÙÐØØ ÔÖÒ
ÔÐ  
ØØ ×
ÓÒ ÔÖØ ÕÙ

ÔÖÑØ ³ØÐÖ ÙÒ ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ T
2 Ø Ð ÕÙÒ¹

Ø
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ T
2º

ÌÓÖÑ º ËÓØ fk ∈ C∞(R2) ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ

Ò ÔÙ××Ò
×  1/k Ø ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ (x, y) ∈ R
2¸ ÓÒ 

fk(x+ 2π, y) = fk(x, y) = fk(x, y + 1).

ËÓØ Tfk = (Tk)k≥1 Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ  ×ÝÑÓÐ fkº ÐÓÖ× ÔÓÙÖ ØÓÙØ

k ≥ 1¸ ÓÒ 

Tk = OpwΦ1
(b) + O(k−∞) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk,

Ó b ∈ S(ΛΦ1) ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ ΛΦ1 ≃ C

b(z) = exp



1

k
∂z∂z



(fk(z)), ´º½µ

 ÔÐÙ× Ð ×ÝÑÓÐ b ÚÖ Ð× 
ÓÒØÓÒ×  ÔÖÓ
Ø× ×ÙÚÒØ×¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ ΛΦ1 ≃ C

b(z + 2π) = b(z) = b(z + i).

ÑÓÒ×ØÖØÓÒº ÈÖ ÝÔÓØ×¸ ÓÒ ×Ø ÕÙ fk ∈ S(C)¸ Ò× × ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ

ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ  ×ÝÑÓÐ fk¸ ÒÓØ TC

fk
= (TC

k )k≥1¸ ÐÓÖ× ³ÔÖ× Ð

ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º½º¾¸ Ð Ü×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ b ∈ S(ΛΦ1) ØÐÐ ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ ÓÒ 

TC
k = OpwΦ1

(b) ×ÙÖ Ð³×Ô
 H(C,Φ1),

¾¼¾



º¿º ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Ì ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆ
ÏÄ ÇÅÈÄ Í ÌÇÊ

Ó Ð ×ÝÑÓÐ b ×Ø ÓÒÒ ÔÖ Ð ÓÖÑÙÐ ×ÙÚÒØ ÔÓÙÖ ØÓÙØ z ∈ ΛΦ1 ≃ C

b(z) = exp



1

k
∂z∂z



(fk(z)).

ÓÑÑ Ð³×Ô
 S(C) ×Ø Ò
ÐÙ× Ò× Ð³×Ô
 H(C,Φ1) ´ÚÓÖ Ð ÖÑÖÕÙ º¾º½½µ¸ ÐÓÖ×

ÔÖ Ö×ØÖ
ØÓÒ  
Ø ×Ô
¸ ÓÒ 

TC

k = OpwΦ1
(b) ×ÙÖ Ð³×Ô
 S(C).

ÈÖ ÙÐØ¸ ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ

TC
k = OpwΦ1

(b) ×ÙÖ Ð³×Ô
 S
′(C).

ÒÒ 
ÓÑÑ Hk ⊂ S
′(C) ´ÚÓÖ Ð ÖÑÖÕÙ º¾º½µ¸ ÓÒ Ò ÙØ ÕÙ

TC

k = OpwΦ1
(b) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk.

ÇÒ ÖÑÖÕÙ  ÔÐÙ× ÕÙ Ð ÔÖÓ
Ø  Ð ÓÒ
ØÓÒ fk Ø Ð³ÕÙØÓÒ ´º½µ ÓÒÒ Ð×


ÓÒØÓÒ×  ÔÖÓ
Ø× ÚÓÙÐÙ× ×ÙÖ Ð ×ÝÑÓÐ b¸ 
 ÕÙ ÔÖÑØ  Ù×ØÖ Ð Ø ÕÙ

Ð³ÓÔÖØÙÖ OpwΦ1
(b) ×Ø ÐÑÒØ Ò Ò ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hkº

ÒÒ¸ ³ÔÖ× Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ º¾º¸ × ÓÒ 
ÓÒ×Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ¸

ÒÓØ TT2

fk
= (TT2

k )k≥1¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1 ÓÒ 

TC

k = TT2

k + O(k−∞) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk.

ÈÖ 
ÓÒ×ÕÙÒØ¸ ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1¸ ÓÒ 

TT2

k = OpwΦ1
(b) + O(k−∞) ×ÙÖ Ð³×Ô
 Hk.

¾¼¿



ÀÈÁÌÊ º ÄÁÆ ÆÌÊ ÄË ÁÊÆÌË ÉÍÆÌÁÁÌÁÇÆË Í ÌÇÊ

¾¼



ÔØÖ

ÜÑÔÐ×  ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ

ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×

ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ

ÙØÓ¹ÓÒØ× Ø 
ÓÒ
ØÙÖ

Ò× 
 
ÔØÖ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ØÙÖ × ÜÑÔÐ×  ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ×

³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ù ØÓÖ T
2º ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ×

ØÖÑÒÖ  ÑÒÖ ÒÙÑÖÕÙ Ð ×Ô
ØÖ  ØÐ× ÓÔÖØÙÖ× Ò  ÑØØÖ Ò ÚÒ


Ð Ø ÕÙ ÐÙÖ× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ× × ØÖÓÙÚÒØ Ð ÐÓÒ ³ÙÒ 
ÓÙÖ 
ÓÑÑ Ò× Ð 
× ×

ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ù ÔÐÒ


ÓÑÔÐÜº  ÕÙ ÒÓÙ× 
ÓÒÙÖ  ÓÖÑÙÐÖ ÙÒ 
ÓÒ
ØÙÖ 
ÓÒ
ÖÒÒØ × 
ÓÒØÓÒ×

ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ Ð× ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×

 ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ù ØÓÖº

º½ ËÔ
ØÖ ÒÙÑÖÕÙ ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù

ØÓÖ ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ×

Ò× 
ØØ ÔÖØ ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× ÖÔÖÒÖ Ð× ÜÑÔÐ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ

ÙØÓ¹ÓÒØ× Ù ØÓÖ ÕÙ ÒÓÙ× ÚÓÒ× ÖÒ
ÓÒØÖ× Ò× Ð 
ÔØÖ  Ø ÒÓÙ× ÐÐÓÒ× Ð×

ÔÖØÙÖÖº ÌÓÙØ ³ÓÖ¸ 
ÓÒ×ÖÓÒ× Ð³ÜÑÔÐ Ù ÀÑÐØÓÒÒ  ÀÖÔÖ ´ÚÓÖ Ð³ÜÑÔÐ

ººµº

ÜÑÔÐ º½º½ ´ÀÑÐØÓÒÒ  ÀÖÔÖµº Ä ÑÐØÓÒÒ  ÀÖÔÖ ×Ø ÓÒÒ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

(p, q) ∈ R
2 ÔÖ

h0(p, q) = 2 (cos(p) + cos(2πq)) .

ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ Ò ÔÖ Ð ×ÙØ (Hk)k≥1 Ø  ×ÝÑ¹

¾¼



ÀÈÁÌÊ º ÅÈÄË  ÈÊÌÍÊÌÁÇÆË ÆÇÆ ÍÌÇ¹ÂÇÁÆÌË
³ÇÈÊÌÍÊË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÌÇÊ ÍÌÇ¹ÂÇÁÆÌË Ì

ÇÆÂÌÍÊ
ÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ h0º ØØ ×ÙØ ³ÓÔÖØÙÖ× ×Ø Ò ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1 ÔÖ

Hk = Ak + Ck =Mk +M∗
k + Lk + L∗

k,

Ó Ð× ÓÔÖØÙÖ× Mk Ø Lk ÓÒØ Ø Ò× Ò× Ð× ÜÑÔÐ× ºº½ Ø ºº¾º ÇÒ ÖÔÔÐÐ

ÐÑÒØ ÕÙ Ð ÑØÖ
  Ð³ÓÔÖØÙÖ Hk Ò× Ð × ÓÖØÓÒÓÖÑ (ẽl)l∈Z/kZ ´Ò

Ò× Ð 
ÔØÖ µ ×Ø Ð ×ÙÚÒØ

Hk =

































2 1 0 . . . 0 1

1 2 cos



2π

k



1
º º º 0

0
º º º º º º º º º º º º

ººº
ººº

º º º º º º º º º º º º 0

0
º º º 1 2 cos



2π(k − 2)

k



1

1 0 . . . 0 1 2 cos



2π(k − 1)

k



































.

ÇÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ ÔÖØÙÖØÓÒ ØÖÓÒÓÑØÖÕÙ Ù ÑÐØÓÒÒ  ÀÖÔÖ¸ ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸

ÓÒ ×³ÒØÖ××  Ð³ÓÔÖØÙÖ ×ÙÚÒØ

Hǫ
k = Hk + iǫIk,

Ó Ik ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ ÓÒØ Ð ×ÝÑÓÐ ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ

ØÖÓÒÓÑØÖÕÙ Ò Ð× ÚÖÐ× p Ø qº ÇÒ ÓØÒØ ÐÓÖ× Ð× ÖÔÕÙ× 
¹××ÓÙ× Ú
 Ð×

ÔÖÑØÖ× ×ÙÚÒØ×

 k = 50

 ǫ = 10−5º

ËÙÖ Ð× ÙÖ× º½¸ º¾¸ º¿¸ Ð× ÔÓÒØ× ÖÓ×× ÖÔÖ×ÒØÒØ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ ÙØÓ¹

ÓÒØ Hk¸ Ð× ÔÓÒØ× ÐÙ× ÖÔÖ×ÒØÒØ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Hǫ
k 
Ð
ÙÐ ÔÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ

×Ô
  Ë
Ð Ø Ð× ÔÓÒØ× ÖÓÙ× ÖÔÖ×ÒØÒØ ÙÒ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ Ù ×Ô
ØÖ ÙÕÙÐ ÓÒ

×³ØØÒ × ÓÒ  ÙÒ Ö×ÙÐØØ Ù ØÝÔ ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ 
× ÔÓÒØ× ÖÓÙ×

ÓÒØ Ø 
Ð
ÙÐ× ÒÙÑÖÕÙÑÒØ Ò ØÖÑÒÒØ ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ gǫ ³ÙÒ ÖÐ E  Ð ÓÖÑ

×ÙÚÒØ

gǫ(E) = g(E) + iǫr(E) + O(ǫ2),

Ó g ×Ø Ð ÓÒ
ØÓÒ 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒØ ÙÜ 
ÓÒØÓÒ×  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ Ð³ÓÔÖØÙÖ Hk

Ø r ×Ø Ð ÑÓÝÒÒ Ð ÐÓÒ Ù ÓØ Ù ÑÐØÓÒÒ  ÀÖÔÖ Ù ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ  Ð

ÔÖØÙÖØÓÒ Ik ´ÔÓÙÖ 
Ð
ÙÐÖ 
ØØ ÑÓÝÒÒ¸ ÓÒ  ÙØÐ× ÙÒ ×
Ñ ³ÙÐÖ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ

ÔÓÙÖ Ö×ÓÙÖ  ÑÒÖ ÒÙÑÖÕÙ Ð³ÕÙØÓÒ Ù ÑÐØÓÒÒ  ÀÖÔÖµº

¾¼



º½º ËÈÌÊ ÆÍÅÊÁÉÍ ³ÇÈÊÌÍÊË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÌÇÊ
ÆÇÆ ÍÌÇ¹ÂÇÁÆÌË

������ º½  Hǫ

k
= Hk + iǫAk¸

hǫ(p, q) = h0(p, q) + iǫ2 cos(2πq)º

ÆÓÙ× ÒÓÙ× ÒØÖ××ÓÒ× ÑÒØÒÒØ  ÙÒ ×
ÓÒ ÜÑÔÐ¸ 
ÐÙ  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹

ÌÓÔÐØÞ ÓÒØ Ð ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ ×Ø Ð ÓÒ
ØÓÒ ÙØÙÖ ³ÙÒ ØÓÖ ´ÚÓÖ Ð³ÜÑÔÐ ººµ

������ º¾  Hǫ

k
= Hk + iǫA2

k
¸

hǫ(p, q) = h0(p, q) + iǫ (2 cos(2πq))
2
º

¾¼



ÀÈÁÌÊ º ÅÈÄË  ÈÊÌÍÊÌÁÇÆË ÆÇÆ ÍÌÇ¹ÂÇÁÆÌË
³ÇÈÊÌÍÊË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÌÇÊ ÍÌÇ¹ÂÇÁÆÌË Ì

ÇÆÂÌÍÊ

������ º¿  Hǫ

k
= Hk + iǫC3

k
¸

hǫ(p, q) = h0(p, q) + iǫ (2 cos(p))3º

ÜÑÔÐ º½º¾ ´ÓÒ
ØÓÒ ÙØÙÖ Ù ØÓÖµº Ä ÓÒ
ØÓÒ ÙØÙÖ Ù ØÓÖ  Ð³ÜÑÔÐ

ºº ×Ø ÓÒÒ ÔÓÙÖ (p, q) ∈ R
2 ÔÖ

d0(p, q) = (R+ r cos(p)) sin(2πq),

Ó R Ø r ×ÓÒØ ÙÜ ÖÒÙÖ× 
Ö
ØÖ×ØÕÙ× Ù ØÓÖº ÇÒ 
ÓÒ×Ö Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹

ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ Ò ÔÖ Ð ×ÙØ (Dk)k≥1 Ø  ×ÝÑÓÐ ÔÖÒ
ÔÐ d0º ØØ ×ÙØ ³ÓÔÖ¹

ØÙÖ× ×Ø Ò ÔÓÙÖ ØÓÙØ k ≥ 1 ÔÖ

Dk =
1

2
(EkFk + FkEk),

Ó Ek = RΠk+
r

2
Ck = RΠk+

r

2
(Lk+L

∗
k) Ø Fk = −Bk =

1

2i
(M∗

k −Mk)º ÇÒ 
ÓÒ×Ö ÙÒ

ÔÖØÙÖØÓÒ ØÖÓÒÓÑØÖÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ ÙØÙÖ Ù ØÓÖ¸ ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ ÓÒ ×³ÒØÖ××

 Ð³ÓÔÖØÙÖ ×ÙÚÒØ

Dǫ
k = Dk + iǫIk,

Ó Ik ×Ø ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ ÓÒØ Ð ×ÝÑÓÐ ×Ø ÙÒ ÓÒ
¹

ØÓÒ ØÖÓÒÓÑØÖÕÙ Ò Ð× ÚÖÐ× p Ø qº ÇÒ ÓØÒØ Ð× ÖÔÕÙ× 
¹××ÓÙ× Ú


Ð× ÔÖÑØÖ× ×ÙÚÒØ×

 k = 50

 ǫ = 10−2

 R = 4

¾¼



º½º ËÈÌÊ ÆÍÅÊÁÉÍ ³ÇÈÊÌÍÊË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÌÇÊ
ÆÇÆ ÍÌÇ¹ÂÇÁÆÌË

 r = 1º

ËÙÖ Ð× ÙÖ× º¸ º¸ º¸ Ð× ÔÓÒØ× ÖÓ×× ÖÔÖ×ÒØÒØ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ ÙØÓ¹

ÓÒØ Dk¸ Ð× ÔÓÒØ× ÐÙ× ÖÔÖ×ÒØÒØ Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ Dǫ
k 
Ð
ÙÐ ÔÖ Ð ÓÒ
ØÓÒ

×Ô
  Ë
Ð Ø Ð× ÔÓÒØ× ÖÓÙ× ÖÔÖ×ÒØÒØ ÙÒ ÔÔÖÓÜÑØÓÒ Ù ×Ô
ØÖ ÙÕÙÐ ÓÒ

×³ØØÒ × ÓÒ  ÙÒ Ö×ÙÐØØ Ù ØÝÔ ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ 
× ÔÓÒØ× ÓÒØ Ø


Ð
ÙÐ×  Ð ÑÑ ÑÒÖ ÕÙ Ò× Ð³ÜÑÔÐ ÔÖ
ÒØº ÍÒ × ÔÖÒ
ÔÐ× ÖÒ
×

Ò× Ð³ÑÔÐÑÒØØÓÒ ÒÙÑÖÕÙ Ö× Ò× Ð Ø ÕÙ Ð ×
Ñ ³ÙÐÖ ×ÝÑÔÐ
ØÕÙ

Ò
××Ø Ð³ÙØÐ×ØÓÒ  Ð ÑØÓ  ÆÛØÓÒº ÇÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ ×ÙÖ Ð ÙÖ º¸ ÓÒ

Ó×ÖÚ ÙÜ 
ÓÙÖ× ×ÝÑØÖÕÙ× ÕÙ 
ÓÖÖ×ÔÓÒÒØ 

ÙÒ  ÙÒ 
ÓÑÔÓ×ÒØ 
ÓÒÒÜ

 Ð³Ò×ÑÐ  ÒÚÙº ÌÒ× ÕÙ ×ÙÖ Ð× ÙÖ× º Ø º¸ ÓÒ Ò³Ó×ÖÚ Ô× ÙÒ ØÐ

ÔÒÓÑÒ 
Ö Ð× ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  
ÕÙ 
ÓÑÔÓ×ÒØ 
ÓÒÒÜ × ×ÙÔÖÔÓ×ÒØº

������ º  Dǫ

k
= Dk + iǫAk¸

dǫ(p, q) = d0(p, q) + iǫ2 cos(2πq)º

¾¼



ÀÈÁÌÊ º ÅÈÄË  ÈÊÌÍÊÌÁÇÆË ÆÇÆ ÍÌÇ¹ÂÇÁÆÌË
³ÇÈÊÌÍÊË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÌÇÊ ÍÌÇ¹ÂÇÁÆÌË Ì

ÇÆÂÌÍÊ

������ º  Dǫ

k
= Dk + iǫBk¸

dǫ(p, q) = d0(p, q) − iǫ sin(2πq)º

º¾ ÓÒ
ØÙÖ

ËÙÖ Ð× ÙÜ ÜÑÔÐ× ÕÙ ÒÓÙ× ÚÒÓÒ×  
ÓÒ×ÖÖ¸ ÓÒ ÖÑÖÕÙ ÕÙ Ð× ÚÐÙÖ×

ÔÖÓÔÖ× × ÖÔÖØ××ÒØ Ð ÐÓÒ  
ÓÙÖ× Ø ×ÓÒØ ×Ô
×  ÑÒÖ ÖÙÐÖº × Ö×ÙÐØØ×

������ º  Dǫ

k
= Dk + iǫCk¸

dǫ(p, q) = d0(p, q) + iǫ2 cos(p)º

¾½¼



º¾º ÇÆÂÌÍÊ

ÒÙÑÖÕÙ× ÒÓÙ× ÔÓÙ××ÒØ ÓÒ
  ÓÖÑÙÐÖ Ð 
ÓÒ
ØÙÖ ×ÙÚÒØ ×ÙÖ Ð× ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ¹

ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ù ØÓÖº

ÓÒ
ØÙÖ º ËÓÒØ f ǫk, q
ǫ
k ∈ C∞(R2) ÙÜ ÓÒ
ØÓÒ× ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔ¹

ØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k¸ ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞  ǫ Ø ØÐÐ× ÕÙ ÔÓÙÖ ØÓÙØ

(x, y) ∈ R
2¸ ÓÒ 



f ǫk(x+ 2π, y) = f ǫk(x, y) = f ǫk(x, y + 1),

qǫk(x+ 2π, y) = qǫk(x, y) = qǫk(x, y + 1).

ËÓØ Tpǫ
k
= Tfǫ

k
+ iǫTqǫ

k
ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ ØÐ ÕÙ Tfǫ

k
Ø Tqǫ

k
×ÓÒØ ×

ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ× Ù ØÓÖº ËÓØ E0 ∈ Rº ÁÐ Ü×Ø ǫ0 > 0 ÙÒ ÔØØ

ÔÖÑØÖ ØÐ ÕÙ¸ ÔÓÙÖ

RC,ǫ0 =



z ∈ C, |ℜ(z) − E0| <
1

C
; |ℑ(z)| < ǫ0

C



Ó C > 0 ×Ø ÙÒ 
ÓÒ×ØÒØ,

Ð ×Ô
ØÖ  Ð³ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Tpǫ
k
:= (Tk)k≥1 ×Ø ÓÒÒ¸ ÔÓÙÖ 0 ≤ ǫ ≤ ǫ0 Ø

ÔÓÙÖ k ×Ù×ÑÑÒØ ÖÒ¸ ÔÖ

σ(Tk) ∩RC,ǫ0 = {gǫk(k−1j) +O(k−∞), j ∈ Z} ∩RC,ǫ0 ,

Ó gǫk ×Ø ÙÒ ÓÒ
ØÓÒ ÑØØÒØ ÙÒ ÚÐÓÔÔÑÒØ ×ÝÑÔØÓØÕÙ Ò ÔÙ××Ò
×  1/k Ø

ÔÒÒØ  ÑÒÖ C∞ Ù ÔÖÑØÖ ǫº  ÔÐÙ×¸ Ð ÔÖÑÖ ØÖÑ Ù ÚÐÓÔÔÑÒØ

×ÝÑÔØÓØÕÙ  Ð ÓÒ
ØÓÒ gǫk ×Ø Ð Ö
ÔÖÓÕÙ ³ÙÒ ÒØÖÐ ³
ØÓÒº

ÍÒ ÔÖÑÖ  ÔÓÙÖ ÑÓÒØÖÖ 
ØØ 
ÓÒ
ØÙÖ ×ÖØ ³ÔØÖ Ð ÑÓÒ×ØÖØÓÒ

× ØÓÖÑ×  Ø  Ù 
Ö Ù ØÓÖ T
2º ÍÒ ÔÖÑÖ Ô× Ò× 
ØØ Ö
ØÓÒ ×Ø ÓÒÒ

ÔÖ Ð ØÓÖÑ  
Ö 
 ØÓÖÑ ÔÖÑØ  Ö ÙÒ ÐÒ ÒØÖ Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹

ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ T
2 Ø Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖ T2¸ 
³×Ø Ð³ÕÙÚÐÒØ

Ð ÔÖÓÔÓ×ØÓÒ ¿º¾º ´Ò× Ð 
Ö Ù ÔÐÒ R
2µ ÕÙ ÒÓÙ×  ÔÖÑ×  ÑÓÒØÖÖ Ð ØÓÖÑ º

ØØ 
ÓÒ
ØÙÖ 
ÓÒ×ØØÙ ÙÒ Ó
Ø  
ÓÙÖ× ØÖÑ Ò× Ñ× Ö
Ö
× ÔÓ×Ø¹Ó
ØÓÖÐ×º

¾½½



ÀÈÁÌÊ º ÅÈÄË  ÈÊÌÍÊÌÁÇÆË ÆÇÆ ÍÌÇ¹ÂÇÁÆÌË
³ÇÈÊÌÍÊË  ÊÁÆ¹ÌÇÈÄÁÌ Í ÌÇÊ ÍÌÇ¹ÂÇÁÆÌË Ì

ÇÆÂÌÍÊ

¾½¾



ÌÐ × ÙÖ×

Á½ Ç×
ÐÐØÙÖ ÖÑÓÒÕÙº º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½

Á¾ Ä
Ø γE Ø Ò
  Å×ÐÓÚº º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾¾

Á¿ ËÔ
ØÖ ³ÙÒ ÔÖØÙÖØÓÒ ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ ³ÙÒ ÓÔÖØÙÖ  ÖÞÒ¹

ÌÓÔÐØÞ ÙØÓ¹ÓÒØ Ù ØÓÖº º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ¿

½º½ ÊÔÖ×ÒØØÓÒ ×
ÑØÕÙ × ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×  Ð³ÓÔÖØÙÖ Opw(pǫ)º º º ¼

½º¾ D = 2º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

½º¿ D = 2º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

½º D = 5º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

½º D =
N

2
º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º

º½ pǫ(θ, I) = αI + iǫ(cos θ + I2)º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½½

º¾ pǫ(θ, I) = αI + iǫ(cos θ + I2)º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½½

º¿ pǫ(θ, I) = αI + iǫ(cos θ + I3)º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½½

º pǫ(θ, I) = αI + iǫ(cos θ + I3)º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½½

º pǫ(x, ξ) = x2 + ξ2 + iǫx2º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½¾

º pǫ(x, ξ) = x2 + ξ2 + iǫx2º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½¾

º pǫ(x, ξ) = x2 + ξ2 + iǫ(x2 + x3)º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½¾

º pǫ(x, ξ) = x2 + ξ2 + iǫx4º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½¾

º pǫ(x, ξ) = x2 + ξ2 + iǫx4º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½¾

º½ ÓÒ
ØÓÒ ÙØÙÖ Ù ØÓÖº º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º º ½¼

º½ Hǫ
k = Hk + iǫAk¸ hǫ(p, q) = h0(p, q) + iǫ2 cos(2πq)º º º º º º º º º º º º º º º ¾¼

º¾ Hǫ
k = Hk + iǫA2

k¸ h
ǫ(p, q) = h0(p, q) + iǫ (2 cos(2πq))2º º º º º º º º º º º º º ¾¼

º¿ Hǫ
k = Hk + iǫC3

k ¸ h
ǫ(p, q) = h0(p, q) + iǫ (2 cos(p))3º º º º º º º º º º º º º º º ¾¼

º Dǫ
k = Dk + iǫAk¸ dǫ(p, q) = d0(p, q) + iǫ2 cos(2πq)º º º º º º º º º º º º º º º ¾¼

º Dǫ
k = Dk + iǫBk¸ dǫ(p, q) = d0(p, q) − iǫ sin(2πq)º º º º º º º º º º º º º º º º ¾½¼

º Dǫ
k = Dk + iǫCk¸ dǫ(p, q) = d0(p, q) + iǫ2 cos(p)º º º º º º º º º º º º º º º º º ¾½¼

¾½¿



ÌÄ Ë ÁÍÊË

¾½



ÐÓÖÔ

Ö℄ ÎÐÒØÒ ÖÑÒÒº ÇÒ  ÀÐÖØ ×Ô
 Ó ÒÐÝØ
 ÙÒ
ØÓÒ× Ò Ò ××Ó
Ø
ÒØÖÐ ØÖÒ×ÓÖÑº ÈÖØ ÁÁº  ÑÐÝ Ó ÖÐØ ÙÒ
ØÓÒ ×Ô
×º ÔÔÐ
ØÓÒ ØÓ
×ØÖÙØÓÒ ØÓÖÝº ÓÑÑº ÈÙÖ ÔÔÐº ÅØº¸ ¾¼ ½½¼½¸ ½º

+¼℄ Æ
ÓÐ× ÐÐÝ̧ ÂÒ ×Ó×¸ ÅÖ¹ÐÜ ÙÚÐ¸ ÅÝ Ð×¸ È×
Ð ÅÓÒ
Ù¸
Ù ÈÐ×Þ
ÞÝÒ×¸ Ò Å
Ð ÌÓÙÐÑÓÒº ÈË  Ë
Ò
× ÔÝ×ÕÙ×º
ÐÒ¸ ¾¼¼º

Å½℄ ÄÓÙ× ÓÙØØ  ÅÓÒÚÐº ÓÙÒÖÝ ÔÖÓÐÑ× ÓÖ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÓÔÖØÓÖ×º

Ø ÅØº¸ ½¾¸ ½½º

Å½℄ ÄÓÙ× ÓÙØØ  ÅÓÒÚÐ Ò Î
ØÓÖ ÙÐÐÑÒº Ì ×Ô
ØÖÐ ØÓÖÝ Ó ÌÓÔÐØÞ
ÓÔÖØÓÖ×¸ ÚÓÐÙÑ  Ó ÒÒÐ× Ó ÅØÑØ
× ËØÙ×º ÈÖÒ
ØÓÒ ÍÒÚÖ×ØÝ
ÈÖ××¸ ÈÖÒ
ØÓÒ¸ ÆÂ  ÍÒÚÖ×ØÝ Ó ÌÓÝÓ ÈÖ××¸ ÌÓÝÓ¸ ½½º

Ò¼℄ ÖÐ Åº ÒÖº ÁÒØÖÓÙ
ØÓÒ ØÓ ÈÌ¹×ÝÑÑØÖ
 ÕÙÒØÙÑ ØÓÖÝº ÓÒØÑÔÓÖÖÝ
ÈÝ×
×¸  ¾¾¾¸ ÂÙÐÝ ¾¼¼º

Ö℄ Ð× º ÖÞÒº ÒÖÐ 
ÓÒ
ÔØ Ó ÕÙÒØÞØÓÒº ÓÑÑº ÅØº ÈÝ×º¸
¼ ½¿½¸ ½º

Å½½℄ ÏÐÐÑ ÓÖÙÜ ÅÓÒØÖÙÜº ÄÓ  ÏÝÐ ÔÖ×ÕÙ ×Ö ÔÓÙÖ ÙÒ ×Ý×ØÑ ¹
ÖÒØÐ Ò ÑÒ×ÓÒ ½º ÒÒº ÀÒÖ ÈÓÒ
Ö¸ ½¾´½µ ½¿¾¼¸ ¾¼½½º

Å½¿℄ ÆÑ ÓÙ××Ò Ò ÆÛÐ Å
ÖÓÙØº ÈÌ¹×ÝÑÑØÖÝ Ò Ë
ÖÒÖ ÓÔ¹
ÖØÓÖ× ¹ Ì ×ÑÔÐ ÛÐÐ 
×º ÖÚ ¹ÔÖÒØ×¸ ¾¼½¿º

ÅÊË½℄ ÆÑ ÓÙ××Ò¸ ÆÛÐ Å
ÖÓÙØ¸ ÌÖÖÝ ÊÑÓÒ¸ Ò ÂÓÒÒ× Ë×¹
ØÖÒº ÈÌ¹×ÝÑÑØÖÝ Ò Ë
ÖÒÖ ÓÔÖØÓÖ× ¹ Ì ÓÙÐ ÛÐÐ 
×º ÖÚ
¹ÔÖÒØ×¸ ¾¼½º

ÓÒ½½℄ ÂÒ¹Å
Ð ÓÒÝº ÓÙÖ× ³ÒÐÝ×  ÌÓÖ × ×ØÖÙØÓÒ× Ø ÒÐÝ×
ÓÙÖÖº Ä× ØÓÒ×  Ð³
ÓÐ ÔÓÝØ
ÕÙ¸ ¾¼½½º

Í¼¿℄ Ú ÓÖØÛ
 Ò ÐÒÖÓ ÍÖº ÇÒ Ø Ô×ÙÓ×Ô
ØÖ Ó ÖÞÒ¹
ÌÓÔÐØÞ ÓÔÖØÓÖ×º ÅØÓ× ÔÔÐº ÒÐº¸ ½¼´½µ ¿½¸ ¾¼¼¿º

Î℄ Ú× ÓÐÒ  ÎÖÖº ÍÒ ÒØÖÓÙ
ØÓÒ ÙÜ ÓÔÖØÙÖ×  ÌÓÔÐØÞº ÁÒ ËÑ¹
ÒÖ  ÌÓÖ ËÔ
ØÖÐ Ø ÓÑØÖ¸ ÆÓº ½¿¸ ÒÒ ½½¸ ÚÓÐÙÑ ½¿
Ó ËÑÒº ÌÓÖº ËÔ
ØÖº ÓÑº ÍÒÚº ÖÒÓÐ Á¸ ËÒØ¹ÅÖØÒ¹³ÀÖ×¸ ½º

℄ ÒÒ¹ÅÖ ÖÓÒÒÐº ÓÑÔÓÖØÑÒØ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ Ù ×Ô
ØÖ 
ÓÒÓÒØ
³ÓÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓÖÒØÐ× ÕÙ 
ÓÑÑÙØÒØº ×ÝÑÔØÓØ
 ÒÐº¸ ½´¿µ ¾¾
¾½¸ ½º

¼¿℄ ÄÙÖÒØ ÖÐ×º ÉÙ×ÑÓ× Ò ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ 
ÓÒØÓÒ× ÓÖ Ø ÌÓÔÐØÞ
ÓÔÖØÓÖ×º ÓÑÑº ÈÖØÐ ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×¸ ¾´¹½¼µ ½¾½¸ ¾¼¼¿º

¼℄ ÄÙÖÒØ ÖÐ×º ËÝÑÓÐ
 
Ð
ÙÐÙ× ÓÖ ÌÓÔÐØÞ ÓÔÖØÓÖ× ÛØ Ð¹ÓÖÑº Âº
ËÝÑÔÐ
Ø
 ÓÑº¸ ´¾µ ½½½¸ ¾¼¼º

¾½



ÁÄÁÇÊÈÀÁ

Å½℄ ÄÙÖÒØ ÖÐ× Ò ÂÙÐÒ ÅÖ
º ÃÒÓØ ×ØØ ×ÝÑÔØÓØ
× Á  Â 
ÓÒ
ØÙÖ
Ò ÐÒ ÖÔÖ×ÒØØÓÒ×º ÈÙÐº ÅØº ÁÒ×Øº ÀÙØ× ØÙ× Ë
º¸ ½¾½ ¾
¿¾¾¸ ¾¼½º

ÓÖ℄ ÀÒÞ Çº ÓÖ×º ÐÐÔØ
 Ô×ÙÓÖÒØÐ ÓÔÖØÓÖ×Ò ×ØÖ
Ø ØÓÖÝ¸ ÚÓÐ¹
ÙÑ  Ó Ä
ØÙÖ ÆÓØ× Ò ÅØÑØ
×º ËÔÖÒÖ¸ ÖÐÒ¸ ½º

Ê½¾℄ ÅÓÒÕÙ ÓÑ×
ÙÖ Ò Ö ÊÓÖØº ÓÖÒØ ×ØØ× Ò ÔÔÐ
ØÓÒ× Ò
ÑØÑØ
Ð ÔÝ×
×º ÌÓÖØ
Ð Ò ÅØÑØ
Ð ÈÝ×
×º ËÔÖÒÖ¸ ÓÖ¹
Ö
Ø¸ ¾¼½¾º

½¼℄ ÌÒÝ Âº Ö×ØÒ×Ò Ò Å
 ÛÓÖ×º ÈÖÓÐ×Ø
 ÏÝÐ ÐÛ× ÓÖ ÕÙÒ¹
ØÞ ØÓÖº ÓÑÑº ÅØº ÈÝ×º¸ ¾´¾µ ¿¼¿¿¸ ¾¼½¼º

Ø¼℄ ÆÐÒÒ ØØº ÈÖÖÕÙ×Ø× ÓÖ ÕÙÒØÙÑ ÒÓÖÑØÓÒ ØÓÖÝº ÓÙÖ× Ø Ø
ÍÒÚÖ×ØÝ Ó ÑÖ¸ ¾¼¼º

Ú¼¾℄ ÛÖ º Ú×º ÆÓÒ¹×Ð¹ÓÒØ ÖÒØÐ ÓÔÖØÓÖ×º ÙÐÐº ÄÓÒÓÒ ÅØº
ËÓ
º¸ ¿´µ ½¿¿¾¸ ¾¼¼¾º

Ë½¿℄ ÒÒ Áº ×Ò Ò ÒÖ Áº ËÖÚ
º ÒÐÓ× Ó ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ¹Å×ÐÓÚ
ÕÙÒØÞØÓÒ 
ÓÒØÓÒ× ÓÒ ÊÑÒÒ ×ÙÖ
× Ò ×Ô
ØÖÐ ×Ö× Ó ÒÓÒ×Ð¹
ÓÒØ ÓÔÖØÓÖ×º ÊÙ××º Âº ÅØº ÈÝ×º¸ ¾¼´¾µ ½¾½½¸ ¾¼½¿º

Ã½℄ ÐÓØÐ ÖÑÒÒ ÃÑÑÖÖº ÇÔÖØÙÖ× Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ×º
ØØÔ »»ÛÛÛºÑØºÔÓÐÝØ
ÒÕÙºÖ»ÜÙÔ×»ÜÙÔ×½¹¼¾ºÔ¸ ¾¼½º

Ö¼℄ ÃÙÖØ Çº ÖÖ
×º È×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÓÔÖØÓÖ×º Ò ÒØÖÓÙ
ØÓÒº ÆÓØ× ÔÖ¹
ÔÖ ÛØ Ø ×××ØÒ
 Ó Êº ÎÐÐÒ
ÓÙÖØº ÊÚ× ØÓÒº ÓÙÖÒØ ÁÒ×ØØÙØ
Ó ÅØÑØ
Ð Ë
Ò
×¸ ÆÛ ÓÖ ÍÒÚÖ×ØÝ̧ ÆÛ ÓÖ¸ ½¼º

ÖÙ¼℄ ÎØÓÖ Îº ÖÙÒº È×ÙÓÖÒØÐ ÓÔÖØÓÖ× Ò Rn ÛØ ÓÙÒ ×ÝÑÓÐ×º
ÙÒ
ÓÒÐº ÒÐº  ÈÖÐÓöÒ¸ ¸ ½¼º

À¼℄ ÅÐÖ ÀÖº ÁÒ×ØÐØ ×Ô
ØÖÐ ×Ñ
Ð××ÕÙ ³ÓÔÖØÙÖ× ÒÓÒ¹
ÙØÓÓÒØ×º ÁÁº ÒÒº ÀÒÖ ÈÓÒ
Ö¸ ´µ ½¼¿½¼¸ ¾¼¼º

ÀØ¼℄ Å
Ð ÀØÖº ÓÙÒÖÝ ×Ô
ØÖÐ ÚÓÖ ÓÖ ×Ñ
Ð××
Ð ÓÔÖØÓÖ× Ò ¹
ÑÒ×ÓÒ ÓÒº ÁÒØº ÅØº Ê×º ÆÓØº¸ ´µ ¿½¿¿¸ ¾¼¼º

ÀÖ℄ ÄÖ× ÀÖÑÒÖº È×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÓÔÖØÓÖ×º ÓÑÑº ÈÙÖ ÔÔÐº ÅØº¸ ½¸
½º

ÀÖ℄ ÄÖ× ÀÖÑÒÖº È×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÓÔÖØÓÖ× Ò ÒÓÒ¹ÐÐÔØ
 ÓÙÒÖÝ ÔÖÓ¹
ÐÑ×º ÒÒº Ó ÅØº ´¾µ¸ ¿¸ ½º

ÀÖ℄ ÄÖ× ÀÖÑÒÖº È×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÓÔÖØÓÖ× Ò ÝÔÓÐÐÔØ
 ÕÙØÓÒ×º ÁÒ
ËÒÙÐÖ ÒØÖÐ× ´ÈÖÓ
º ËÝÑÔÓ×º ÈÙÖ ÅØº¸ ÎÓÐº ¸ 
Ó¸ ÁÐÐº¸ ½µ¸
Ô× ½¿½¿º ÑÖº ÅØº ËÓ
º¸ ÈÖÓÚÒ
¸ ÊºÁº¸ ½º

ÀÖ℄ ÄÖ× ÀÖÑÒÖº Ì ÏÝÐ 
Ð
ÙÐÙ× Ó Ô×ÙÓÖÒØÐ ÓÔÖØÓÖ×º ÓÑÑº
ÈÙÖ ÔÔÐº ÅØº¸ ¿¾´¿µ ¿¼¸ ½º

ÀÊ℄ ÖÒÖ ÀÐÖ Ò Ö ÊÓÖØº ÈÙØ×  ÔÓØÒØÐ ÒÖÐ×× Ø ×ÝÑÔ¹
ØÓØÕÙ ×Ñ¹
Ð××ÕÙº ÒÒº ÁÒ×Øº Àº ÈÓÒ
Ö ÈÝ×º ÌÓÖº¸ ½´¿µ ¾½¿¿½¸
½º

ÀË¼℄ ÖÒÖ ÀÐÖ Ò ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒº ÒÐÝ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ ÔÓÙÖ Ð³ÕÙØÓÒ
 ÀÖÔÖº ÁÁº ÓÑÔÓÖØÑÒØ ×Ñ¹
Ð××ÕÙ ÔÖ× ³ÙÒ ÖØÓÒÒÐº ÅÑº ËÓ
º
ÅØº ÖÒ
 ´ÆºËºµ¸ ´¼µ¸ ½¼º

ÀË¼℄ Å
Ð ÀØÖ Ò ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒº ÆÓÒ¹×ÐÓÒØ ÔÖØÙÖØÓÒ× Ó ×Ð¹
ÓÒØ ÓÔÖØÓÖ× Ò ¾ ÑÒ×ÓÒ×º Áº ÒÒº ÀÒÖ ÈÓÒ
Ö¸ ´½µ ½¿¸ ¾¼¼º

¾½



ÁÄÁÇÊÈÀÁ

ÀË¼℄ ÅÐÖ ÀÖ Ò ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒº ÒÚÐÙ ×ÝÑÔØÓØ
× ÓÖ ÖÒÓÑÐÝ
ÔÖØÙÖ ÒÓÒ¹×ÐÓÒØ ÓÔÖØÓÖ×º ÅØº ÒÒº¸ ¿¾´½µ ½¾¿¸ ¾¼¼º

ÀË½℄ Å
Ð ÀØÖ Ò ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒº ÌÛÓ ÑÒ
ÓÙÖ×× ÓÒ ÒÐÝØ
 Ñ
ÖÓÐÓ
Ð
ÒÐÝ××º ØØÔ »»ÖÜÚºÓÖ»Ô»½¼º¼¼Ú½ºÔ¸ ¾¼½º

ÀËÆ¼℄ Å
Ð ÀØÖ¸ ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ¸ Ò ËÒ Î£Ù ÆÓº
º ÓÔÒØÒ ØÓÖ Ò
×Ô
ØÖÐ ×ÝÑÔØÓØ
× ÓÖ ÒÓÒ×ÐÓÒØ ÓÔÖØÓÖ×º ÑÖº Âº ÅØº¸ ½¾´½µ ½¼
½¾¸ ¾¼¼º

ÃÆ℄ ÂÓ×Ô Âº ÃÓÒ Ò ÄÓÙ× ÆÖÒÖº Ò ÐÖ Ó Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÓÔÖ¹
ØÓÖ×º ÓÑÑº ÈÙÖ ÔÔÐº ÅØº¸ ½¸ ½º

Ä½℄ ÓÒÒ Ä ÐÓ
º ÁÒÚÖ× ×Ô
ØÖÐ ØÓÖÝ ÓÖ ½ ÌÓÔÐØÞ ÓÔÖØÓÖ×º Ì××¸
ÍÒÚÖ×Ø ÊÒÒ× ½¸ ¾¼½º

Ä½℄ ÓÒÒ Ä ÐÓ
º ËÒÙÐÖ ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ 
ÓÒØÓÒ× ÓÖ ½ ÌÓÔÐØÞ ÓÔ¹
ÖØÓÖ×  ÐÐÔØ
 
×º ÓÑÑº ÈÖØÐ ÖÒØÐ ÕÙØÓÒ×¸ ¿´¾µ ¾½¿¾¿¸
¾¼½º

Ä½
℄ ÓÒÒ Ä ÐÓ
º ËÒÙÐÖ ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ 
ÓÒØÓÒ× ÓÖ ½ ÌÓÔÐØÞ ÓÔÖ¹
ØÓÖ×  ÝÔÖÓÐ
 
×º ÒÐº È¸ ´µ ½½¿¸ ¾¼½º

ÄÄ℄ ÄÚ ÄÒÙ Ò ÚÙÒ Ä
ØÞº ÈÝ×ÕÙ ØÓÖÕÙº ÌÓÑ ÁÁÁ  Å
ÒÕÙ
ÕÙÒØÕÙº ÌÓÖ ÒÓÒ ÖÐØÚ×Øº ÌÖÙØ Ù ÊÙ×× ÔÖ ÓÙÖ ÐÓÙÒº
ØÓÒ× ÅÖ¸ ÅÓ×
ÓÛ¸ ½º

ÅË¼¾℄ ÒÖ× ÅÐÒ Ò ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒº ØÖÑÒÒØ× Ó Ô×ÙÓÖÒØÐ ÓÔÖ¹
ØÓÖ× Ò 
ÓÑÔÐÜ ÓÖÑØÓÒ× Ó Ô× ×Ô
º ÅØÓ× ÔÔÐº ÒÐº¸ ´¾µ ½
¾¿¸ ¾¼¼¾º

ÅË¼¿℄ ÒÖ× ÅÐÒ Ò ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒº ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÕÙÒØÞØÓÒ 
ÓÒ¹
ØÓÒ ÓÖ ÒÓÒ¹×ÐÓÒØ ÓÔÖØÓÖ× Ò ÑÒ×ÓÒ ¾º ×ØÖ×ÕÙ¸ ´¾µ ½½¾¸
¾¼¼¿º ÙØÓÙÖ  Ð³ÒÐÝ× Ñ
ÖÓÐÓ
Ðº

ÆÓÒ℄ ËØÔÒ ÆÓÒÒÒÑ
Öº ØØ× ÔÖÓÔÖ×  ×Ý×ØÑ× 
Ð××ÕÙÑÒØ 
ÓØÕÙ×
Ò× Ð³×Ô
 × Ô××º È Ø××¸ ÍÒÚÖ×Ø ÈÖ× ËÙ ¹ ÈÖ× Á¸ ½º

ÊÓÙ½℄ ÇÔÐ ÊÓÙÝº ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÕÙÒØÞØÓÒ 
ÓÒØÓÒ× ÓÖ ÒÓÒ¹×ÐÓÒØ
ÔÖØÙÖØÓÒ× Ó ×ÐÓÒØ ÓÔÖØÓÖ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÓÒº ÖÚ ¹ÔÖÒØ×¸ ¾¼½º

ÊË¾℄ Å
Ð Ê Ò ÖÖÝ ËÑÓÒº ÅØÓ× Ó ÑÓÖÒ ÑØÑØ
Ð ÔÝ×
×º Áº
ÙÒ
ØÓÒÐ ÒÐÝ××º 
Ñ
 ÈÖ××¸ ÆÛ ÓÖ¹ÄÓÒÓÒ¸ ½¾º

ÊË℄ Å
Ð Ê Ò ÖÖÝ ËÑÓÒº ÅØÓ× Ó ÑÓÖÒ ÑØÑØ
Ð ÔÝ×
×º ÁÁº
ÓÙÖÖ ÒÐÝ××¸ ×Ð¹ÓÒØÒ××º 
Ñ
 ÈÖ×× ÀÖ
ÓÙÖØ Ö
 ÂÓÚÒÓÚ
¸
ÈÙÐ×Ö×℄¸ ÆÛ ÓÖ¹ÄÓÒÓÒ¸ ½º

ËÙ¼½℄ ÅÐ º ËÙÒº È×ÙÓÖÒØÐ ÓÔÖØÓÖ× Ò ×Ô
ØÖÐ ØÓÖÝº ËÔÖÒÖ¹
ÎÖÐ¸ ÖÐÒ¸ ×
ÓÒ ØÓÒ¸ ¾¼¼½º ÌÖÒ×ÐØ ÖÓÑ Ø ½ ÊÙ××Ò ÓÖÒÐ
Ý ËØ Áº ÒÖ××ÓÒº

Ë¼¾℄ ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒº Ä
ØÙÖ× ÓÒ Ö×ÓÒÒ
×º ØØÔ »»×Ó×¹
ØÖÒºÔÖ×ÓºÑØº
ÒÖ×ºÖ»ÓÙÖ×ºÔ¸ ¾¼¼¼¹¾¼¼¾º

ËÎ½℄ ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ Ò ÅÖØÒ ÎÓÐº ÄÖ ¹ÓÒÐ ÑØÖ
× Ò ÖÒÓÑ
ÔÖØÙÖØÓÒ×º ÖÚ ¹ÔÖÒØ×¸ ¾¼½º

Ë¼℄ ÂÓÒÒ× Ë×ØÖÒ Ò Å
 ÛÓÖ×º ÐÑÒØÖÝ ÐÒÖ ÐÖ ÓÖ ¹
ÚÒ
 ×Ô
ØÖÐ ÔÖÓÐÑ×º ÒÒº ÁÒ×Øº ÓÙÖÖ ´ÖÒÓÐµ¸ ´µ ¾¼¾½½¸
¾¼¼º ×ØÚÐ Ú× ÓÐÒ  ÎÖÖº

¾½



ÁÄÁÇÊÈÀÁ

ÌÝ℄ Å
Ð ÌÝÐÓÖº È×ÙÓ ÖÒØÐ ÓÔÖØÓÖ×º Ä
ØÙÖ ÆÓØ× Ò ÅØÑØ
×¸
ÎÓÐº ½º ËÔÖÒÖ¹ÎÖÐ¸ ÖÐÒ¹ÆÛ ÓÖ¸ ½º

Ì¼℄ ÄÐÓÝ Æº ÌÖØÒ Ò ÅÖ ÑÖº ËÔ
ØÖ Ò Ô×ÙÓ×Ô
ØÖº ÈÖÒ
ØÓÒ
ÍÒÚÖ×ØÝ ÈÖ××¸ ÈÖÒ
ØÓÒ¸ ÆÂ¸ ¾¼¼º Ì ÚÓÖ Ó ÒÓÒÒÓÖÑÐ ÑØÖ
×
Ò ÓÔÖØÓÖ×º

Í℄ ÒÖ ÍÒØÖÖÖ Ò ÂÙÐÒ ÓÓÞº Ä× ÓÔÖØÙÖ×  ÐÖÓÒ¹ÝÑÙÒ
ÔÖ
××º º Êº 
º Ë
º ÈÖ×¸ ¾¸ ½º

ÎÆ¼¼℄ ËÒ Î£Ù ÆÓº
º ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ 
ÓÒØÓÒ× ÓÖ ÒØÖÐ ×Ý×ØÑ× ÛØ 
ÖØ
Ð
ÑÒÓÐ× Ó Ó
Ù×¹Ó
Ù× ØÝÔº ÓÑÑº ÈÙÖ ÔÔÐº ÅØº¸ ¿´¾µ ½¿¾½¸ ¾¼¼¼º

ÎÆ¼℄ ËÒ Î£Ù ÆÓº
º ËÝ×ØÑ× ÒØÖÐ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ×  Ù ÐÓ
Ð Ù ÐÓÐ¸ ÚÓÐ¹
ÙÑ ¾¾ Ó ÈÒÓÖÑ× Ø ËÝÒØ××º ËÓ
Ø ÅØÑØÕÙ  ÖÒ
¸ ÈÖ×¸
¾¼¼º

ÎÓ½℄ ÅÖØÒ ÎÓÐº Ì ÔÖ
× ×Ô Ó Ø ÒÚÐÙ ÒØÒ×ØÝ ÓÖ  
Ð×× Ó ÒÓÒ¹
×ÐÓÒØ ÓÔÖØÓÖ× ÙÒÖ ÖÒÓÑ ÔÖØÙÖØÓÒ×º ÖÚ ¹ÔÖÒØ×¸ ¾¼½º

ÛÓ½¾℄ Å
 ÛÓÖ×º ËÑ
Ð××
Ð ÒÐÝ××¸ ÚÓÐÙÑ ½¿ Ó ÖÙØ ËØÙ× Ò
ÅØÑØ
×º ÑÖ
Ò ÅØÑØ
Ð ËÓ
ØÝ̧ ÈÖÓÚÒ
¸ ÊÁ¸ ¾¼½¾º

¾½





Ê×ÙÑ

ÇÒ ×³ÒØÖ××  Ð ØÓÖ ×Ô
ØÖÐ ³ÓÔÖØÙÖ× ×Ñ¹
Ð××ÕÙ× ÒÓÒ ÙØÓ¹

ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÒ Ø ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ ÙÜ ÚÐÓÔÔÑÒØ× ×ÝÑÔØÓ¹

ØÕÙ× × ÚÐÙÖ× ÔÖÓÔÖ×º × ÖÒÖ× ÓÒØ ÒØÖÚÒÖ × ÓØ× ÓÑØÖÕÙ×

××Ù×  Ð Ñ
ÒÕÙ 
Ð××ÕÙ Ò× Ð³×Ô
 × Ô×× 
ÓÑÔÐÜ Ø 
ÓÖ¹

Ö×ÔÓÒÒØ  ÙÒ ÒÖÐ×ØÓÒ × 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹

ËÓÑÑÖÐ Ù 
Ö ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØº ÈÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ¸ Ò× ÙÒ ÔÖÑÖ

ØÑÔ×¸ ÓÒ ØÙ Ð ×Ô
ØÖ  ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×

Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ× ÙØÓ¹ÓÒØ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÙÒ  Ð³  Ø
ÒÕÙ× ³ÒÐ¹

Ý× Ñ
ÖÓÐÓ
Ð ÒÐÝØÕÙ Ø Ò 
ÓÖÓÐÐÖ¸ ÓÒ ØÐØ ÕÙ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖ¹

ØÓÒ× PT ¹×ÝÑØÖÕÙ× ³ÓÔÖØÙÖ× ÙØÓ¹ÓÒØ×¸ Ð ×Ô
ØÖ ×Ø ÖÐº Ò×ÙØ¸ ÓÒ

ÔÖ×ÒØ × 
ÓÒØÓÒ×  ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖ¹

ØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ× ³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ÔÐÒ 
ÓÑÔÐÜ

ÙØÓ¹ÓÒØ×º Ò× ÙÒ ×
ÓÒ ØÑÔ×¸ ÓÒ ×³ÒØÖ×× ÙÜ ÖÒØ× ÕÙÒØ¹


ØÓÒ× Ù ØÓÖ T
2 Ø ÔÐÙ× ÔÖ
×ÑÒØ  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ

Ù ØÓÖ¸  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÏÝÐ 
Ð××ÕÙ Ù ØÓÖ Ø  Ð ÕÙÒØ
ØÓÒ

ÏÝÐ 
ÓÑÔÐÜ Ù ØÓÖº ÇÒ ØÐØ × ÐÒ× ÒØÖ 
× ÖÒØ× ÕÙÒØ
¹

ØÓÒ× ÒÓØÑÑÒØ Ö
  Ð ØÖÒ×ÓÖÑ  ÖÑÒÒ¸ ÔÙ×  Ð³  ×ÑÙ¹

ÐØÓÒ× ÒÙÑÖÕÙ×¸ ÓÒ ÑØ Ò ÚÒ
 ÙÒ 
ÓÒ
ØÙÖ ×ÙÖ × 
ÓÒØÓÒ×

ÕÙÒØ
ØÓÒ  ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÔÓÙÖ × ÔÖØÙÖØÓÒ× ÒÓÒ ÙØÓ¹ÓÒØ×

³ÓÔÖØÙÖ×  ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ Ù ØÓÖ ÙØÓ¹ÓÒØ×º

×ØÖ
Ø

Ï ÒØÖ×Ø ÓÙÖ×ÐÚ× Ò Ø ×Ô
ØÖÐ ØÓÖÝ Ó ÒÓÒ ×Ð¹ÓÒØ ×Ñ¹
Ð××
Ð

ÓÔÖØÓÖ× Ò ÑÒ×ÓÒ ÓÒ Ò Ò ×ÝÑÔØÓØ
 ÜÔÒ×ÓÒ× Ó ÒÚÐÙ×º Ì×

ÜÔÒ×ÓÒ× Ö ÛÖØØÒ Ò ØÖÑ× Ó ÓÑØÖ
Ð Ó
Ø× Ò  
ÓÑÔÐÜ Ô× ×Ô



ÓÑÒ ÖÓÑ 
Ð××
Ð Ñ
Ò
× Ò 
ÓÖÖ×ÔÓÒ ØÓ  ÒÖÐÞØÓÒ Ó ÓÖ¹

ËÓÑÑÖÐ ÕÙÒØÞØÓÒ 
ÓÒØÓÒ× Ò Ø ÒÓÒ ×Ð¹ÓÒØ 
×º Ö×Ø¸ Û ×ØÙÝ

ÒÓÒ ×Ð¹ÓÒØ ÔÖØÙÖØÓÒ× Ó ×Ð¹ÓÒØ Ô×ÙÓ¹ÖÒØÐ ÓÔÖØÓÖ× Ò ¹

ÑÒ×ÓÒ ÓÒ Ý Ù×Ò Ø
ÒÕÙ× Ó ÒÐÝØ
 Ñ
ÖÓÐÓ
Ð ÒÐÝ××º ×  
ÓÖÓÐÐÖÝ̧

Û ×ØÐ× ÓÖ PT ¹×ÝÑÑØÖ
 ÔÖØÙÖØÓÒ× Ó ×Ð¹ÓÒØ ÓÔÖØÓÖ×¸ ØØ Ø

×Ô
ØÖÙÑ × ÖÐº ÌÒ Û ×ÓÛ ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÕÙÒØÞØÓÒ 
ÓÒØÓÒ× ÓÖ

ÒÓÒ ×Ð¹ÓÒØ ÔÖØÙÖØÓÒ× Ó ×Ð¹ÓÒØ ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÓÔÖØÓÖ× Ó Ø


ÓÑÔÐÜ ÔÐÒº ÁÒ Ø ×
ÓÒ ÔÖØ¸ Û ÐÓÓ ÒØÓ ÕÙÒØÞØÓÒ× Ó Ø ØÓÖÙ× T2¸

ÒÑÐÝ Ø ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ¸ Ø 
Ð××
Ð ÏÝÐ Ò Ø 
ÓÑÔÐÜ ÏÝÐ ÕÙÒ¹

ØÞØÓÒ× Ó Ø ØÓÖÙ×º Ï ×ØÐ× ÐÒ× ØÛÒ Ø× ÖÒØ ÕÙÒØÞØÓÒ×

Ù×Ò ÖÑÒÒ ØÖÒ×ÓÖÑº Ï ÔÖÓÔÓ×  
ÓÒ
ØÙÖ¸ ×ÙÔÔÓÖØ Ý ÒÙÑÖ
Ð

×ÑÙÐØÓÒ×¸ ÓÒ ÓÖ¹ËÓÑÑÖÐ ÕÙÒØÞØÓÒ 
ÓÒØÓÒ× ÓÖ ÒÓÒ ×Ð¹ÓÒØ

ÔÖØÙÖØÓÒ× Ó ×Ð¹ÓÒØ ÖÞÒ¹ÌÓÔÐØÞ ÓÔÖØÓÖ× Ó Ø ØÓÖÙ×º


