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rapporter ma thése. Thank you Michael for the accurate comments on my PhD manuscript
in your report and thank you very much for having supported my postdoctoral applications
this year, it is probably partly thanks to your recommandation letter that I obtained a
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sinon, merci également pour les nombreux commentaires trés intéressants sur cet article qui
m’ont permis une bien meilleure compréhension de la théorie mathématique sous-jacente.

Pour tous les autres (et vous étes nombreux), il faudra faire un petit effort pour savoir
si oui ou non, vous vous trouvez dans ces remerciements, mais d’un autre coté, il faut bien
que vous ayez quelque-chose & faire pendant cette soutenance qui doit étre désormais trés
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Horizontal

1 mot enfantin

2 langue du sud

3 poéme lyrique ou abréviation d’analyste
anglais

4 ancienne note ou & I’envers pronom personnel
5 orbital atomique

6 quand on rit, on le répéte trois fois

7 merci & lui pour sa passion de l'algébre et &
elle pour l'initiation au Perudo!

8 c’est le nom d’un mathématicien allemand et
c’est un mot important de la thése

9 illuminent une journée

10 hélicoide en indonésien

11 note de musique ou marque de déodorant

12 plante qu’on fait macérer dans 'eau de vie
pour faire un apéritif typique de Vendée

13 merci a cette nouvelle joueuse d’Hanabi et de
tarot du midi notamment pour ses chouquettes

14 qualificatif de quelqu’un qui a la classe ou &
I’envers négation

15 adjectif pouvant décrire le nouveau président
américain ou & faire sur la balance avant de
peser quelque-chose

16 station de radio vendéenne

17 heure d’affluence

18 un groupe peut ’étre mais S3 ne l'est pas
19 lettre grecque ou organisation basque
indépendantiste

20 cavités qui se forment lors du développement
embryonnaire

21 habitant de Bosc-Roger-sur-Buchy

22 ante meridiem ou suis en anglais

23 bruit de la pendule ou mouvement compul-
sif

24 fit Danimal
Charentes

25 merci & mon "petit" frére de partager une
passion commune avec moi des mathématiques,
au moins on se comprend !

26 nom d’'une transformée qu’on a détesté en
agreg

27 merci pour ta gentillesse, ton aide et ton
efficacité concernant les taches administratives
qui ont rendu notamment la gestion de la
publicité du séminaire Landau beaucoup plus
simple

28 le télescope est un exemple d’un tel systéme
29 nous le sommes tous un peu, surtout les
matheux

30 COCHs en anglais

31 grossit ou arnaque

32 mathématicien hongrois qui a laissé son nom
a une mesure

emblématique du Poitou-

Vertical

2 céréale utilisée principalement pour la prépa-
ration de la biére et du whisky

3 club de foot des encagneurs

5 c’est un des mots du titre mais en solo

6 abréviation pour 'hypertension en anglais

7 outil de dessin

20 utilisé & l'université pour évaluer les étudi-
ants au cours des semestres

24 mathématicien russe toujours collé & un
mathématicien allemand

25 merci pour tes cours de claquettes toujours
au top et motivant et ta bonne humeur commu-
nicative

30 fleuve du nord ou type de pile

32 héros aux douze travaux (indication : ce n’est
pas un doctorant)

34 merci pour ta bonne humeur, ton retard sys-
tématique pour aller manger, d’avoir essayé de
cacher le thé des séminaires et n’oublie pas la
page entiére de remerciements me concernant
dans ton manuscrit de thése

35 parti politique malgache

37 merci de m’avoir fait travailler mon anglais
en premiére année de thése, merci pour ton "pin-
pin", merci pour tes cookies au piment et merci
pour les biéres et les épices

43 merci pour ta cuisine du sud si délicieuse

49 danse des cabarets francais ou bavardage

55 matiére détestée par la plupart en classe
prépa

56 merci pour ta gentillesse et surtout merci
pour ton gateau au chocolat et a la soupe de
tomate

73 pas de base des claquettes constitué de deux
sons

74 monnaie du moyen-age

78 assurance ou nom d’'un chanteur de variété
francaise

82 bible des géomeétres

83 désolé en langage sms ou a l'envers drogue
chantée par les Beatles

89 on peut faire des constructions géométriques
en s’aidant de ces derniéres et de compas

93 manganeése

94 plat sénégalais

102 voir en latin

104 épuisé ou a ’envers sel en portugais

110 merci pour des discussions toujours trés in-
téressantes ou trés animées sur la politique lors
des manifestations et surtout un grand merci
pour le TD a ’Ensai!

117 merci a mon grand-frére de thése pour
toutes les informations qu’il m’a données notam-
ment sur 'aprés-thése et la recherche des post-
docs et encore bravo pour ton poste de Maitre
de conférences!



Horizontal

33 merci pour tes cours de claquettes en
débutant qui étaient supers et dynamiques, j’y
al appris entre autre la rigueur en claquettes
34 Notre-Dame-des-Champs ou National Drug
Code

35 instrument & cordes pincées ancétre du luth
36 fleuve du nord-ouest de I’Allemagne ou
société mathématique

37 article défini breton ou arabe

38 homme de foi

39 ville de l'est des Pays-Bas ou Elvis Presley
Enterprises

40 merci a tes tenues d’entretien d’embauche,
merci pour les fleurs, merci pour ta bonne
humeur et ton sourire, merci pour toutes ces
parties de carte qu’on a perdues ensemble, c’est
¢a une vraie amie!

41 il peut étre de symétrie ou de rotation

42 second membre de la loi d’Ohm ou exprime
son amusement

43 un des tice de plus en plus utilisé dans les
colleges et lycées

44 satellite de Jupiter

45 plus utilisable

46 merci pour tes mails

47 préposition anglaise

48 merci de m’avoir aidée & gérer mes premiers
déplacements et notamment celui au CIRM o1l
grace a ton contact sur place je n’ai pas eu a
avancer de frais

49 chaine de télévision américaine

50 arobase

51 résonance magnétique nucléaire

52 relatif au jour

53 Université Laval ou & envers marque de
biscuit

54 grognement ou relativité restreinte

55 statistique annuelle des établissements de
santé

56 s’effondra sous le poids

57 termine une démonstration

58 article défini ou largeur d’une étoffe

59 merci de nous avoir accueillis & plusieurs
reprises dans la campagne nantaise, merci a lui
pour ses mails incroyables, je me demande a
chaque fois oli tu peux bien trouver tout ¢a

60 sous-genre musical du punk-rock ou ville du
Japon

61 service de renseignements francais

62 university of western ontario

63 associé a pédieuse quand on parle d’orthése
relative & la cuisse

64 boisson chaude appréciée a 17 heures

65 féete de fin d’année

66 oui espagnol

Vertical

122 merci de m’avoir permis de faire des TD
pendant 3 ans avec toi, ¢a fait plaisir de voir un
prof de fac autant investi dans ce qu'il fait

123 merci a eux pour les soirées (notamment
déguisées), merci a lui de m’avoir aidée &
comprendre le cours de M2 de son directeur de
theése

124 merci pour ton survétement violet et vert
des années 80 (c’est un grand traumatisme)
129 enléve les courbures d’une votite

137 partenaire du tableau noir

141 c’est l'analyse qui permet de faire le lien
entre la mécanique classique et la mécanique
quantique (c’est pour voir si vous avez un peu
suivi la soutenance)

143 merci pour les cours de danse et de tissu
aérien, ils sont vraiment supers et m’ont permis
de m’évader pendant cette thése, merci aussi
pour le stage a Saint-Malo, la danse sur la plage
c’est sympa aussi

146 merci pour le travail que tu fais pour 'UFR,
et merci d’avoir toujours le sourire quand je te
croise

147 temps que met la terre pour effectuer une
révolution autour du soleil

156 sans restriction ou limite, contraire de
relatif, peut caractériser le temps

172 intervalle de temps géochronologique

187 abréviation automobile qui apparait dans
le nom de certains modéles de voitures

190 outil de travail qui sera peut-étre un jour
quantique

197 liquida

198 systéme anti-blocage des roues

199 je la remercie méme si je ne 1’ai pas choisie
et merci en particulier aux membres de cette
derniére qui sont présents aujourd’hui

200 je les remercie car sans eux le meétier
d’enseignant chercheur aurait moins d’intérét,
jal adoré vous faire TD (méme si ce n’est
peut-étre pas réciproque)

201 peut s’accompagner d’un hochement de
téte de haut en bas

202 couteau utilisé par les inuits

203 poisson qui peut étre a grosses lévres, &
museau pointu ou encore & téte noire

204 on la léve pour s’en aller

205 peut étre qualifié d’amoureux ou de folatre
206 ils sont & plumes dans les cabarets

207 merci pour le Kouign Amann, merci pour
toutes ces parties de coinche et n’oublie pas
qu’il faut qu’on fasse notre article sur les modes
propres du Laplacien dans le café! (désolé je
n'ai pas pu résister a la tentation de mettre
le surnom que je t’ai trouvé plutot que ton
prénom)
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67 abimai

68 homme des neiges

69 merci d’avoir accepté de me prendre en
post-doc & Lisbonne et merci de m’aider
énormément & préparer mon arrivée

70 armes dotées d'un fer emmanché sur une
hampe

71 merci d’avoir réussi & me supporter comme
cobureau! (ou bien en fait peut-étre que c’est le
contraire, ¢a expliquerai pourquoi je ne te vois
jamais plusieurs jours de suite)

72 révisé

73 merci bonhomme pour ta bonne humeur
communicative et de m’avoir engueulée &
chaque fois que je ne prenais pas au tarot;
amuse-toi bien a Nancy

74 axe du vent ou exaoctet

75 entreprise faisant des espadrilles ou prénom
de Lupin

76 impots sur les sociétés ou verbe étre conjugué
a la troisiéme personne du singulier en anglais
77 parfois utile pour démontrer des théorémes
78 merci d’avoir eu l'idée de la sortie & Disney
I’année derniére, c’était super et surtout merci
pour tes cris suraigués dans les attractions!

79 ronds comme des queues de pelles

80 la finesse au Hanabi en est une

81 il est au centre de ma vie, c’est donc normal
qu’il occupe une place centrale dans ce mot
croisé, merci de m’avoir soutenue, merci de
croire en mes capacités, merci d’avoir su me
réconforter & chaque fois que je désespérai
a cause des difficultés rencontrées au cours
de cette thése, bref je pourrai te remercier
pour beaucoup d’autres choses mais ¢a risque
d’allonger énormément ces remerciements, donc
merci parce que

82 prénom féminin (d’actrice ou d’écologiste)
ou a envers salut a César

83 doublé c’est un cheval enfantin ou oui russe
84 enlevé

85 for each ou a l’envers établissement scolaire
ol peu de professeurs souhaitent enseigner

86 merci & mon collégue de TD que ce soit en
licence 1 ou en agreg pour son implication dans
ces derniers a mes cotés

87 association américaine qui aime beaucoup
les armes

88 physicien américain qui a donné son nom &
une mesure et & un phénoméne

89 station de radio du centre de la Bretagne

90 fit I’orage

91 merci pour ta gentillesse et ton efficacité
autour des manifestations du CHL

Vertical

208 bismuth

209 borne mathématique

210 merci pour ta gentillesse lors de la reliure
de mon manuscrit, lors des problémes de salles
de TD ou lorsque j’étais étudiante

211 unité mixte de recherche

212 état dans lequel je dois étre

213 brouta

214 adverbe qui précédé de decd signifie de
divers cotés
215 paturage
francaise

216 pronom personnel

217 inhibiteurs de ’enzyme de conversion

218 célébre trafiquant de drogue de Colombie
219 c’est mon copain de café (et c’est également
le seul qui a pensé & me souhaiter mon anniv
cette année!), merci donc pour ces petites (ou
pas) pauses dans la journée qui sont toujours
ponctuées de discussions intéressantes, merci
pour les invitations chez toi et la découverte de
jeux et surtout merci de m’avoir emmenée voir
les lapins géants du mail!

220 merci & tous ses membres et en particulier
4 ceux dont j’ai oublié¢ de citer de noms, j'en
profite pour remercier ’équipe d’entretien qui
fait un travail formidable et merci & Jeannick
pour l'approvisionnement en thés et café des
séminaires doctorants

221 deux en chiffres romains

222 dépot qui se forme au fond d’une bouteille
ou type de groupe

223 merci pour ces 7 années et demi de danse
modern, tes choré sont vraiment supers

224 syndicat

225 kaputt

226 regarda avec insistance ou dressa

227 mieux vaut deux fois qu’une donc encore
merci de m’avoir encadrée pendant ces 3 années
et demi

228 radical obtenu en enlevant le groupement
hydroxyle d’un acide carboxylique (oui j’aime
bien la chimie)

229 merci de ne pas m’avoir trop aidée &
préparer le pot d’Arnaud

230 c’est mon petit frére de thése, je lui souhaite
donc bon courage pour la suite de sa thése!
231 contribution sociale généralisée

232 merci a la secrétaire de mon équipe que
j’ai énormément sollicité pendant ma thése
avec tous mes déplacements et qui m’a toujours
accueillie dans son bureau avec des mots gentils
233 complétement si on ajoute de avant et
qu’on sépare les deux lettres par a

234 chanteur corse ayant vendu plus de 500
millions de disques

235 prétresse d’Héra transformée en génisse

d’'une chaine de montagne



Horizontal

92 avant patres pour signifier tuer ou avant
libitum pour signifier & volonté

93 pantoufle ou associée au mot téte permet de
qualifier quelqu’un d’entété

94 merci d’avoir assisté a linauguration de
I’agence Lebesgue, je me suis sentie moins
seule!

95 merci & ma co-organisatrice du séminaire
Landau car elle a assuré, merci pour les pauses
thés tout au long de la journée, merci pour les
discussions cinémas et claquettes et merci pour
les bonnes recettes de cuisine

96 nom d’une bourse de thése

97 mégaoctet ou main-d’ceuvre

98 note de la rédaction

99 contrat d’accompagnement dans I’emploi
100 merci de m’avoir fait visiter Marseille, merci
pour les concerts avec l'orchestre universitaire,
merci pour les nombreuses soirées et merci pour
les vacances dans les Pyrénées

101 merci pour ta réactivité et tes compétences
en informatique lorsqu’on avait des problémes
avec le site du séminaire Landau

102 merci d’étre un joueur assidu de la pause
de midi, merci de simplifier le Avalon en ayant
toujours un role de méchant et merci de m’avoir
fait redécouvrir la comédie musicale de I'Ens
103 inciter quelqu’'un a se déshonorer ou
fréquenter des gens douteux si on le précéde
d'un s

104 c’est ’endroit oit vous étes actuellement
105 merci a ce nouveau membre du club jeu
de la pause de midi car c’est quasiment le seul
avec qui j’arrive a gagner a la coinche!

106 atoll des iles Carolines de 1 km?

107 merci & ce probabiliste a qui il arrive
toujours des choses incroyables et qui me font
bien rire

108 ayant le gotit d’une plante qu’on trouve
dans un alcool associé au nombre 51

109 flétan belge

110 parti de la chanceliére allemande

111 homme pieux

112 c’est pas avec un salaire de prof qu’on
risque de payer cet impot

113 néon ou arrivé

114 merci pour ta gentillesse, ton efficacité
administrative et d’avoir su nous expliquer et
nous aider & gérer les invitations du séminaire
Landau

115 comme les doigts de la main ou les minutes
Lebesgue

116 série télévisée humoristique

117 oui anglais ou groupe de rock anglais

118 carte intéressante a la belote mais beaucoup
moins au tarot

119 envoie ou publie

Vertical

236 merci & tous les deux d’avoir gardé si
souvent Mdbius, merci a lui pour sa modestie,
merci de nous avoir invités & votre mariage
c’était vraiment génial !

237 fromage parfois dit de Meaux ou de Melun
238 antimoine

239 copernicium

240 produit dérivé de la vitamine B9

241 pronom indéfini neutre

242 cuivre ou communauté urbaine

243 type de routes souvent assez grandes

244 on l'ajoute parfois & un mail

245 merci de m’avoir proposé de faire les TD
d’agreg en algébre et géométrie, j’ai trouvé cet
enseignement trés formateur, merci aussi pour
les oraux blancs qu’on a fait ensemble

246 mécanisme informatique permettant de
faire communiquer un réseau local avec internet
247 merci pour la gestion de la bibliothéque!
248 merci pour la gestion de la bibliothéque
et pour les mails intéressants sur de 1’édition
scientifique

249 inverse de down

250 association pour le tourisme équitable et
solidaire (on découvre des choses quand on crée
un mot croisé)

251 c’est ce qui nous distingue les uns des
autres en anglais

252 ville du Limousin

253 agence de renseignements américaine

254 disposer des poissons salés les uns au-dessus
des autres

255 roi de ’Egypte antique

256 merci pour nos repas du vendredi midi
quand j'étais en stage & Jussieu et bien sir
merci pour tous tes cadeaux, notamment les
thés

257 fonction trigonométrique

258 merci pour la découverte du Perudo et
merci pour nos ballades & vélo suivies de
marches en centre-ville durant toute ’année
derniére

259 controle en classe ou qualificatif d’une
nintendo

260 prénom breton et quartier du sud de
Rennes

261 sorte d’équerre

262 parcouru des yeux ou marque de biscuits
263 petit morceau de terre entouré de mer

264 merci de m’avoir forcée & prendre des
vacances et merci d’avoir fait partie de notre
équipe pour l'escape room car sans toi, je crois
qu’on aurait un peu plus galéré!

265 je les remercie de m’avoir laissée choisir
mes études et de m’avoir soutenue pendant ces
derniéres, merci d’étre 14 aujourd’hui et merci
pour tout ce que vous avez fait aujourd’hui



Horizontal

120 sans lui on perdrait la téte

121 préfixe indiquant l'originalité

122 unité de la quantité de matiére

123 compte-rendu ou chargé de recherche

124 c’est le nom d’un parc naturel de Californie
125 marque le peu d’enthousiasme pour
quelque-chose

126 il est petit & Saint-Malo et est du & Vauban
127 marque une exclamation ou unité de charge
électrique

128 merci d’avoir toujours été a ’écoute lors de
mes problémes informatiques et merci pour la
visio concernant la soutenance

129 travail & faire & la maison ou 0,1 métre
130 appris ou connu

131 merci & ce collégue de TD de L1 avec qui
je pouvais partager mes expériences, merci
pour les oublis au Fatday qui faisaient enrager
certaines personnes, c’était amusant

132 un des grands des claquettes

133 berge

134 pratique en théatre ou en danse qui
demande de l'inventivité

135 y’a du soleil et des ...(oui je commence &
faire mes remerciements de plus en plus tard le
soir, ¢a risque de ne pas s’arranger)

136 personnage central de Matrix

137 boisson des Bretons

138 abréviation d’un organisme qui organise
des réunions ou la plupart des Bretons (voir des
Francais) pourraient se rendre

139 merci pour le travail que tu fais pour
I'Irmar, merci pour tous les tampons que je t’ai
fait faire pour mes candidatures d’Ater et merci
de m’avoir expliqué quel était mon statut cette
année

140 ce sont ses membres qui sont intervenus
quand le tableau de mon bureau est tombé!
141 poignardiez

142 prénom germanique ou poisson

143 coup en hongrois

144 célebre chevalier (et non Richard, je ne te
remercie pas une deuxiéme fois)

145 choisit ou ville d’Iran

146 abréviation du nom du dernier pays ol je
suis allée en conférence

147 type de radio

148 défricher

149 résonance paramagnétique électrique ou
réserve pays émergents

150 changer de peau ou de voix

151 volcan le plus haut d’Europe

152 se tenait debout

Vertical

266 symbole d’un métal précieux

267 vase & détremper la chaux

268 merci pour les soirées a la fois intellectuelles
et arrosées chez toi!
269 merci d’étre
soutenir !

270 département frangais

271 merci pour tes mails sur ’enseignement et
les étudiants

272 acide nitrilotriacétique

273 smiley qui rigole

274 pote anglais

275 fleuve du Vietnam

276 merci & mon partenaire de décollage de
tapisserie occasionnel pour ses soirées

277 merci & ma soeur pour nos coups de
téléphone a durée indéterminée lors de nos
études!

278 formule utilisée en probabilités

279 merci & eux d’étre venu nous voir cette
année et merci & elle avec qui j’ai beaucoup
aimé partager ma scolarité a I’Ens

280 frapper ou écrire & I’aide d’un ordinateur
281 marque d’anti-vol de vélos ou exagération
282 merci de m’avoir bien fait rire lors des
pauses du midi ol tu étais 14 (désolé je n’ai pas
résister a la tentation de mettre ton surnom)
283 village de Finlande

284 abréviation désignant un facteur qui peut
étre positif ou négatif

285 c’est mon lapin, lui je le remercie d’étre
trop mignon! (si vous ne trouvez pas son
prénom, il y en un qui a passé une partie de
ballade & Montréal a deviner)

286 indication de lieu

287 pronom personnel

288 je remercie cette école pour les 4 années
d’études que j'y ai passées, j'ai trouvé que
Pambiance était super et les cours de grandes
qualités, j’en profite pour remercier Benoit qui
m’a aidé concernant la problématique de la
demande de mise en dispo afin de pouvoir faire
un post-doc, merci également a Benjamin avec
qui j’ai enseigné en calcul scientifique et qui est
un trés bon collégue, merci également & Mihai
pour ’encadrement lors de ma scolarité

289 merci & ce vendéen ancien habitué de la
pause de midi pour ses gateaux chocolat/créme
de marron et pour des discussions intéressantes
car on n’a pas les mémes avis

290 piste centrale d’'un amphithéatre romain
291 merci pour des discussions toujours tres
intéressantes (parfois par mails comme actuelle-
ment), j’ai apprécié faire partie du conseil de
Matisse (méme si je regrette de ne pas avoir pu
faire plus concernant tu sais qui)

la aujourd’hui pour me



Horizontal

153 note maximale accordée par une agence de
notation financiére ou type de piles

154 doublé c’était mon surnom quand j’étais
petite (pour trouver ce mot 13, il faudra laide
de ma famille)

155 c’est ma copine d’anglais (car on était dans
le groupe des nuls toutes les deux a I’Ens) et je
suis contente de pouvoir dire que maintenant
c’est tout simplement mon amie, merci pour
ton accent qui nous a bien souvent fait sourire
(coquelicot, chien, rose ...), merci pour le
"goelang", merci pour toutes les superbes
soirées passées chez toi et toutes les bonnes
choses que tu nous as préparées lors de ces
derniéres, tu es la meilleure péatissiére que je
connaisse !

156 ancienne commune du nord de la France
maintenant associée a Villeneuve

157 confédération des syndicats nationaux

158 merci pour ta gentillesse et tes compétences
au service du CHL, merci notamment pour
les préparations des conseils scientifiques qui
m’ont beaucoup aidées dans mon travail de
représentante

159 unité de mesure d’une grande force

160 c’est un mot du titre mais ce physicien
est surtout connu pour son modéle de "atome
d’hydrogéne

161 département du sud-ouest de la France

162 selon l'intégriste protestant de notre promo
de I’Ens, c’est ce que dit 'homme & la femme
dans le couple en plus de "tu te tais"

163 c’est la spécialité d’Héléne en mathéma-
tiques

164 surveillance médicale renforcée

165 satellite d’Uranus ou siréne

166 poteau

167 compagnie francaise fabriquant des hélicop-
téres

168 commande Linux permettant de supprimer
des fichiers

169 ville de Croatie ou oublié

170 élément chimique utilisé dans les piscines
ou abréviation d'un journal du fin fond de la
Charente

171 argon ou a l’envers dieu égyptien

172 nom des éléments chimiques composés
d’une double liaison carbone-carbone et d’un
groupement hydroxyle

173 sorte de crack

174 abréviation d’une personne que les profs
n’aiment pas quand ils le voient

175 desservi

176 ville de la banlieue d’Osaka au Japon

177 on la passe pour une tréve

178 il sert a faire des cocktails

10

Vertical

292 exclamation de douleur

293 diminua le poids

294 direction du travail et de I’emploi

295 parti de Dupont-Aignan

296 cours en amphi

297 merci a eux d’avoir repris le séminaire Lan-
dau!

298 ville de nord

299 merci pour la machine a café, j’ai grace a toi
redécouvert ce que c’était !

300 réfuta

301 déme prés d’Athénes

302 article défini contracté

303 maladie dont le nom ressemble a la ville
ou habite les parents de Blandine (quand elle
le prononce, c’est a s’y méprendre)

304 merci pour la gestion parfaitement maitrisée
de la licence aussi bien quand j’étais éléve, que
quand je faisais des TDs, cela simplifie beaucoup
de choses

305 canard migrateur

306 fleuve du nord de ’Espagne

307 californium

308 nous en faisons partie

309 mémoire & lecture seule ou commune des
Deux-Sévres

310 c’est une figure de tissu aérien (par exem-
ple) qui impressionne

311 c’est un physicien qui se trouve dans le titre
de cette thése

312 déterminé

313 merci pour des discussions intéressantes sur
le vin!

314 pays dont la capitale est Hanoi

315 nobélium

316 merci a ce couple atypique que je vois de
temps en temps en conférences et qui ont tou-
jours des histoires incroyables & me raconter !
317 abréviation désignant un groupement d’élus
318 crasseux

319 meilleure saison de I’année

320 rignoche (si vous ne comprenez pas la déf-
inition c’est normal, c’est du patois charentais,
il fallait bien que ¢a arrive)

321 merci pour la gestion de la bibliothéque!
322 spécialité vietnamienne

323 type de décomposition de matrice (une révi-
sion d’agreg, ¢a ne peut pas faire de mal)

324 sélénium (décidément des éléments chim-
iques, il y en a pleins)

325 doublé, il est synonyme de salut
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179 commune du Pays-Basque

180 a la mode ou dans en anglais

181 webradio de Rhone Alpes

182 jamais en allemand ou rejette

183 précéder de mer il et

184 type d’exercice qui pouvait conduire & une
note négative en ALGB ou qui sert a noter les
étudiants en médecines

185 révolutionnaire communiste

186 option d’agrégatif

187 merci a tous les membres de cette famille
qui m’ont trés bien accueillie il y a déja plus de
8 ans, j'aime toujours autant passer du temps
avec chacun d’entre eux et ils font partie de ma
famille maintenant !

188 érythropoiétine

189 ville de Mésopotamie

190 merci de m’avoir aidée quand j’avais des
problémes avec 'accés au site du séminaire Lan-
dau cette année

191 merci de m’avoir poussée a reprendre mes
TD d’algébre et géométrie en agreg alors que je
ne m’en sentais pas capable et merci donc de
m’avoir fait confiance pour ces derniers

192 c’est le nom de ’appareil qui produit les ef-
fets décrits dans une chanson de Téléphone

193 village des Pays-Bas ou abréviation d'un
parti politique francais

194 invention de 'autrichien Joseph Hardtmuth
utilisée tous les jours

195 tempo relativement lent

196 a ’endroit c’est le nom de mon équipe en
anglais a I’envers c’est son nom en francais, je
remercie tous ses membres, qui sont vraiment
trés gentils et avec qui j’ai apprécié manger de
temps en temps (si si c’est vrai)
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Introduction

Dans les travaux présentés ici, on s’intéresse a la théorie spectrale des opérateurs semi-
classiques non auto-adjoints en dimension un en relation avec les conditions de quantifi-
cation de Bohr-Sommerfeld. On montre que ces conditions, initialement développées pour
des opérateurs auto-adjoints, donnent également une trés bonne approximation du spectre
de certains opérateurs non auto-adjoints dans la limite semi-classique. Dans un premier
temps, on étudie plus particuliérement les opérateurs pseudo-différentiels & symboles an-
alytiques sur R?. Puis, on s’intéresse aux opérateurs de Berezin-Toeplitz du tore et aux
opérateurs pseudo-différentiels & symboles sur le tore et & leurs relations. Pour finir, on
présente des simulations numériques montrant le spectre d’opérateurs de Berezin-Toeplitz
du tore non auto-adjoints afin de mettre en exergue ce que pourraient étre des conditions

de quantification de Bohr-Sommerfeld pour cette classe d’opérateurs.

I1 Contexte historique

I1.1 Meécanique classique et mécanique quantique

La meécanique classique, aussi appelée mécanique newtonienne, est basée principale-
ment sur des travaux d’Isaac Newton (1643-1727). On peut la diviser en plusieurs parties
distinctes :

— la cinématique, qui étudie le mouvement des corps sans se soucier de ce qui le cause;

— la statique, qui consiste en ’étude des corps qui sont au repos;

— la dynamique, qui étudie le mouvement des corps en tenant compte des causes de

ces mouvements.
A la fin du xix-éme siécle, la plupart des phénoménes physiques connus sont expliqués
par la physique classique au travers notamment de la mécanique d’Isaac Newton et de
Pélectromagnétisme de James Maxwell (1831-1879). Ces deux théories reposent sur les
hypothéses suivantes :

— le temps et ’espace sont absolus;

— connaissant les conditions initiales et I’évolution d’un systéme physique, on peut a

chaque instant avoir accés & tous les parameétres du systéme;

— ces parameétres peuvent étre mesurés avec une précision infiniment grande.

15



INTRODUCTION

Les résultats théoriques s’accordent avec les expériences lorsqu’on étudie des phénoménes
macroscopiques ayant une vitesse faible par rapport a la vitesse de la lumiére ¢ = 3.108m.s~ 1.
Cependant, au début du xx-éme siécle, ces hypothéses ont été remises en question. Plus
précisément la théorie de la relativité d’Albert Einstein (1879-1955) en 1905 nécessite I'a-
bandon de la premiére hypothése et la théorie quantique développée notamment par Erwin
Schrodinger (1887-1961) et Werner Heisenberg (1901-1976) en 1925 modifie la deuxiéme
et la troisiéme hypothése. De plus, a cette époque, on observe certains phénoménes que la
mécanique classique n’arrive pas a expliquer, en voici des exemples.

— Le rayonnement du corps noir : un corps noir est une cavité dont les parois et
I'intérieur sont portés & une température T fixée. Les atomes constituant la paroi
sont alors susceptibles d’émettre ou d’absorber du rayonnement électromagnétique.
Lorsque I’équilibre thermodynamique est atteint, la paroi émet et absorbe la méme
puissance pour chacune des fréquences v qui composent le spectre de ce rayonnement.
La densité d’énergie électromagnétique est donc constante et on peut la mesurer ex-
périmentalement. C’est aprés cette expérience que Max Planck (1858-1947) proposa

que les seules valeurs possibles de ’énergie échangée sont données par :
E =nhv ol n est un entier.

Max Planck introduisit & cette occasion la constante h appelée aujourd’hui constante
de Planck.

— L’effet photoélectrique : c’est le fait qu'un rayonnement électromagnétique peut ar-
racher des électrons & un métal. Albert Einstein expliqua cet effet en postulant que
le rayonnement électromagnétique est constitué de photons, chacun a une énergie hv
et une vitesse c. Ainsi un photon peut étre absorbé par un électron et c’est cette
interaction qui peut ’arracher du métal.

— L’effet Compton : c’est la diffusion de la lumiére par les électrons du milieu éclairé.
Ce phénomene peut s’interpréter comme la diffusion élastique du photon d’énergie
FE = hv avec un électron libre.

— La stabilité des atomes : c’est le modéle de Bohr qui permet d’expliquer la structure
électronique des atomes et leurs stabilités en quantifiant les moments angulaires des
électrons (des précisions sur ce modeéle se trouvent dans le paragraphe I1.3 sur les
conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld).

Ainsi, la mécanique quantique constitue une théorie qui permet d’expliquer les expériences
au niveau atomique (voir |[LL66]). Pour plus de détails sur la naissance de la mécanique
quantique, voir le livre [BDD'08]. Du point de vue mathématique, la mécanique quantique
se formalise & l’aide de quatre postulats (voir [Dat09]).

— Postulat 1 : & tout systéme physique isolé, on associe un espace de Hilbert H appelé
espace d’états du systéme. Le systéme est alors complétement décrit par son vecteur
d’états qui est un vecteur unitaire de ’espace d’états.

— Postulat 2 : I’évolution d’un systéme quantique est décrit par un opérateur unitaire.
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I1. CONTEXTE HISTORIQUE

— Postulat 3 : en mécanique quantique, on mesure des observables (qui correspondent
en mathématiques a des opérateurs linéaires auto-adjoints agissant sur 1’espace de
Hilbert H) et les valeurs possibles de ces observables correspondent aux valeurs pro-
pres des opérateurs.

— Postulat 4 : 'espace des états d’un systéme physique composite est le produit tensoriel

des espaces d’états des composants du systéme physique.

On s’intéresse maintenant & un exemple de systéme physique qu’on peut décrire d’un point

de vue classique et d’un point de vue quantique c’est I'oscillateur harmonique.

Exemple I1.1 (Oscillateur harmonique classique). On considére une masse ponctuelle m
accrochée a un ressort de constante de raideur k, puis on écarte le point m de sa position

d’équilibre.

FIGURE I1 — Oscillateur harmonique.

D’aprés le principe fondamental de la dynamique, l'équation différentielle qui régit le mou-

vement de la masse m est :
d?x(t)

dt?

Cette équation admet pour solution la fonction suivante :

x(t) = Acos (\/%t + ¢> )

ot A et ¢ sont des constantes déterminées par les conditions initiales du systéme. On peut

= —kx(t).

m

reformuler ce probléme sous forme hamiltonienne en s’intéressant auz variables position x
et moment p = muv (ot v désigne la vitesse) du systéme. On sait que l’énergie E du systéme

est donnée par la somme de [’énergie cinétique et de [’énergie potentielle, autrement dit :

1 1 1 (p?
E= imUQ + 5/€Ji2 =3 <% —|—ka:2> .
Si on effectue le ch t de variable : ¢ — ——— et qu’ ¢ P
1 on effectue le changement de variable : x ——— et qu'on pose : £ = ———,
g (km)t/e © 1P (km)1/*
l’énergie E se réécrit sous la forme :
E 1w(§2 +2%) = H(z,£) ouw i
= — = 0 = —.
2 ’ m

On définit ainsi le hamiltonien du systéme H sur Uespace des phases R? & partir de 1’én-
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ergie. Le flot hamiltonien associé a H par les équations :

da(t) _ OH(x(t), (1))

dt ¢ ’
de(t) _ OH(x().£(1))
dt ox ’

permet de retrouver l’équation de Newton.

Exemple I1.2 (Oscillateur harmonique quantique). L’oscillateur harmonique quantique
est le quantifié de Weyl de l'oscillateur harmonique classique (on reviendra plus tard sur la
définition précise de cette quantification). Autrement dit ¢’est l'opérateur différentiel obtenu

a partir du hamiltonien de 'oscillateur harmonique classique en remplagant la variable £

. 1 2
H=—-w (—th— +:c2> .
2 T

par —ih0;, c’est-a-dire :

Cet opérateur agit sur lespace L*(R) qui correspond & Uespace de Hilbert du Postulat 1.
En mécanique quantique, on utilise les opérateurs dits de création et d’annihilation (qui
représentent la création et la destruction de particules respectivement) pour étudier les

opérateurs différentiels. Ces derniers sont définis de la fagcon suivante sur L*(R) :

1 d 1 d
= Va2h (”“" dx) ‘ o <x+ d:c) ’

ot Ay désigne l'opérateur de création et A_ lopérateur d’annihilation. L’opérateur H

définissant [’oscillateur harmonique quantique se réécrit alors de la fagon suivante :
H=2h*(A,A_) +h.

Du point de vue quantique, on s’intéresse au spectre d’un tel opérateur (I’étude de ce dernier
peut étre simplifiée par ’écriture de ['opérateur en terme des opérateurs Ay et A_, voir le
chapitre /).

On peut trouver d’autres exemples intéressants de systeémes physiques décrits de maniére

classique et de maniére quantique dans le livre de San Vi Ngoc [VNO6].

I1.2 Analyse semi-classique

L’analyse semi-classique est une théorie mathématique qui permet de faire un lien
entre d'un coté la mécanique classique et de l'autre la mécanique quantique. Ce lien se fait
dans le régime ou la constante de Planck A tend vers zero. Comme on I’a vu, en mécanique
quantique, on mesure des observables et & chaque observable, on associe un opérateur. Puis,
les valeurs possibles de ’observable correspondent au spectre de 'opérateur, d’ou l'intérét
porté a I’étude du spectre d’opérateurs en physique. De plus, d’aprés le Postulat 2, les

opérateurs étudiés en mécanique quantique sont des opérateurs auto-adjoints puisqu’ils
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I1. CONTEXTE HISTORIQUE

ont un spectre réel et correspondent donc & des observables réelles.

En mathématiques, on appelle quantification ’opération qui consiste a associer un systéme
quantique & un systéme classique. Par exemple, considérons I’équation fondamentale de la
mécanique quantique, ’équation de Schrodinger :

ihw = —R2AY(L, x) + V(2)9(t, ) = Hip(t, z),

ou :

— 1(t, x) est une fonction qui dépend du temps ¢ et de 'observable position x ;

— V est une fonction réguliére.

Si on s’intéresse aux états stationnaires, autrement dit aux fonctions ¥ qui s’écrivent sous

la forme suivante :

U(t,x) = e (),

ol E est un nombre réel et ¢ une fonction réguliére ; I’équation de Schrodinger pour un tel

état stationnaire se réécrit sous de la fagon suivante :

. o .
it 2) = i (75 (2)) = By(t,a).
On appelle : H 1 = Ev, I’équation aux valeurs propres associée a 1’équation de Schrodinger.
On s’intéresse ici a la description des solutions d’une telle équation lorsque le paramétre
semi-classique h tend vers zéro. En particulier, un des buts de l’analyse semi-classique
est de mettre en évidence le lien entre le comportement des solutions de cette équation

quantique et le comportement des solutions classiques du hamiltonien défini par :
H(z,8) =&+ V(x),

ou (x,&) sont les coordonnées position et moment dans 'espace des phases. On peut donc
également voir I’analyse semi-classique comme ’étude des équations aux dérivées partielles
dépendant d’un petit parameétre de facon singuliére. Pour une introduction plus détaillée
sur ’analyse semi-classique, on pourra consulter le cours en ligne de Clotilde Fermanian
Kammerer [FK14].
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I1.3 Conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld

Niels BOHR Arnold SOMMERFELD
(1868-1951) (1886-1962)

Niels Henrik David Bohr (1886-1962) est un physicien danois qui est notamment connu
pour avoir participé & 1’élaboration de la mécanique quantique. En 1913, Niels Bohr établit
une théorie, connue aujourd’hui sous le nom de modéle de Bohr. Ce modéle permet de
comprendre la composition de 'atome et est basé sur le modéle planétaire du physicien
et chimiste Ernest Rutherford (1871-1937). Plus précisément, Ernest Rutherford propose
une analogie entre la description de ’atome et celle des planétes. En mécanique classique
les corps s’attirent jusqu’a entrer en collisions et c’est a priori notamment le cas pour les
particules chargées négativement et celles chargées positivement. Cependant, les orbites des
planétes sont stables, donc Ernest Rutherford suggére que de la méme fagon les électrons
gravitent autour du noyau de ’atome plutot que d’entrer en collision avec ce dernier. Un
nouveau probléme se pose alors car a ’époque on sait qu’un corps chargé doit rayonner,
ce qui signifie que les électrons doivent rayonner et donc perdre de 1’énergie, autrement
dit que le rayon de leurs orbites diminue et par conséquent les électrons doivent finir par
s’écraser sur le noyau de ’atome. Ainsi, pour que les atomes soient stables, il faut qu’il
n’y ait pas de rayonnement des électrons et c’est pour cela que Niels Bohr introduit son
modéle dans lequel il suppose qu’il existe des orbites stables sur lesquelles les électrons ne
rayonnent pas (ces derniers rayonnent uniquement lorsqu’ils changent d’orbites en émettant
un photon). Plus précisément, Niels Bohr introduit son modeéle pour l’atome d’hydrogéne
afin de pouvoir expliquer les expériences physiques menées sur le spectre de ce dernier. Son
modeéle postule que les électrons dans ’atome d’hydrogéne peuvent exister uniquement sur

certaines orbites stables, qui sont circulaires, satisfaisant la condition suivante :

1
— .dq =nh
o b.ag =nn,

ou n est un entier, o le couple (g, p) désigne les coordonnées position et moment de I’élec-
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tron et ou l'intégrale est calculée sur une certaine orbite fermée de ’espace des phases.
Cette expression se traduit physiquement par le fait que le moment orbital de ’électron
ne peut prendre que certaines valeurs quantifiées. Par la suite, d’autres expériences sur
I’atome d’hydrogéne viendront valider ce modéle, cependant il ne permet pas d’expliquer
dans le cas général le spectre des autres atomes, comme par exemple celui de 'atome
d’hélium. De plus, on découvre par la suite I'existence de la structure fine des raies de
I’atome d’hydrogéne et c’est pour prendre en compte ces derniéres que le physicien alle-
mand Arnold Sommerfeld (1868-1951) étendit le modeéle de Niels Bohr en suggérant que
les électrons peuvent également se déplacer le long d’orbites elliptiques. On parle alors du
modeéle de Bohr-Sommerfeld. Ce modéle est considéré comme 'un des premiers résultats
semi-classiques puisqu’il permet de décrire des objets classiques que sont les trajectoires
des électrons et que le résultat en lui-méme est quantique puisqu’il consiste en la quantifi-

cation de niveaux d’énergie (et fait intervenir la constante de Planck h).

Du point de vue mathématique, les conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld
permettent de décrire le spectre d’une certaine classe d’opérateurs auto-adjoints en dimen-
sion un. Plus précisément, on dit qu'un opérateur pseudo-différentiel auto-adjoint Pj; en
dimension un satisfait les conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld si ses valeurs

propres sont les nombres réels E tels que :

/ ap + h/ K+ heu(vg) € 2nhZ + O(R?),
TE TE 2

ou :

— g est un lacet dans I’ensemble de niveau Agp = p~!(E) (ou p désigne le symbole
principal de Popérateur P) ;

~ u(yp) est indice de Maslov du lacet vg ;

— qg est la 1-forme de Liouville sur I’espace des phases;

— Kk est la 1-forme sous-principale sur ’espace des phases (le terme sous-principal soulig-
nant ici le fait qu’elle dépend du terme sous-principal du symbole p;; associé a ’opéra-
teur Py).

Les conditions de Bohr-Sommerfeld en mathématiques sont donc des conditions implicites
sur les valeurs propres E de 'opérateur Pj. Elles peuvent néanmoins se réécrire de maniére
explicite comme suit : il existe une fonction réguliére g5 admettant un développement
asymptotique en puissances du parameétre semi-classique A telle que les valeurs propres F

de opérateur P s’écrivent sous la forme suivante :
E = gp(hk) ou k est un entier relatif.

Afin de comprendre un peu mieux ces conditions de quantification, nous allons les illustrer

a I'aide d’un exemple, celui de 'oscillateur harmonique.

Exemple I1.3 (Oscillateur harmonique). On considére l'opérateur pseudo-différentiel suiv-
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ant : , P2 ;

Py = —h W —+ x°.
C'est un opérateur auto-adjoint non-borné agissant sur l'espace L*(R) des fonctions de
carré intégrable sur l’ensemble des réels R. Grice a la théorie de la quantification de
Weyl, on peut lui associer un symbole qui est une fonction, notée py, d’un couple de réels
(z,€) € R? & valeurs réelles (ot ici I'ensemble R? représente l’'espace des phases). Cette
fonction py, peut étre obtenue a partir de ’expression de l'opérateur Py et elle est donnée,
pour (x,€) € R?, par :

pﬁ(xaf) = 52 + 127

(pour déterminer cette fonction py a partir de Uopérateur Py, il suffit de remplacer —ihd,
par & dans ’expression de l'opérateur).
Afin d’expliciter les conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld, nous avons besoin
de déterminer l'ensemble de niveau Ag associé a une valeur propre réelle E. Soit donc
EFEeR,ona:

Ap=p Y(E) = {(2,§) e R* 2> + & = E},

car pp = p puisque le symbole py ne dépend pas du parametre semi-classique h. Ainsi
Uensemble de niveau Ap est un cercle de centre 0 et de rayon VE. Nous allons choisir

pour le lacet vg ce cercle orienté dans le sens trigonométrique. L’indice de Maslov de ce

FIGURE I2 — Lacet vg et indice de Maslov.

lacet vaut ici 2, on peut le déterminer de maniére géométrique en tracant les tangentes
verticales a la courbe vg et en regardant la position relative de ces tangentes par rapport
a la courbe. Plus précisément, partant d’un indice nul, lorsqu’on se déplace le long de la
courbe, si la tangente est a notre droite on ajoute 1 a la valeur de l'indice et si elle se
trouve & gauche, on retranche 1 (voir la figure 12).

Ensuite, 'énoncé des conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld fait intervenir deux
1-formes. La premiére est la 1-forme de Liouville sur ’espace des phases R? qui est donnée,

dans les coordonnées sur R?, par :

ap = &dx.

La seconde est la 1-forme sous-principale k qui dans cet exemple est nulle puisqu’elle dépend

du symbole sous-principal (i.e. du terme d’ordre h dans [’expression du symbole py) qui est
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nul. In fine, les conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld s’écrivent de la facon

sutvante :
/ oo + h/ K+ hz,u(vp;) € 2nhZ 4+ O(h?)  c’est-a-dire,
YE TE 2
/ &dx + h=2 € 2nhZ + O(h?*)  ou encore,
$2+£2:E 2

/ dé A dz + hr € 2nhZ + O(h?)  d’apres la formule de Stokes ; ainsi,
x24+£2<F

7E + hr € 2xhZ + O(h?)  soit :
E € h(2Z — 1) + O(1?).

Ainsi, on trouve que le premier terme du développement asymptotique en puissances de h
des valeurs propres de l’oscillateur harmonique est le produit de la constante de Planck h
par un entier impair. De plus, on sait par ailleurs que les valeurs propres de oscillateur
harmonique sont exactement les nombres réels qui s’écrivent sous cette forme, ce qui im-
plique qu’il n’y a pas de termes d’ordres supérieurs dans le développement asymptotique des

valeurs propres.

I1.4 Opérateurs semi-classiques

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser aux opérateurs pseudo-différentiels.
Ces opérateurs constituent un des outils fondamentaux de ’analyse semi-classique et leur
intérét provient notamment du fait qu’ils permettent d’étudier des systémes physiques en
prenant en compte & la fois la variable de position et la variable d’impulsion. Les opérateurs
pseudo-différentiels ont été introduits dans le milieu des années 60 par André Unterberger
et Juliane Bokobza [UB64| et en paralléle par Joseph Kohn et Louis Nirenberg [KN65]. IIs
ont notamment été étudiés dans les années 60 par Lars Hormander [Hor65, Hor66, Hor67).
Dans un second temps, nous allons nous attarder sur les opérateurs dits P7T -symétriques.
Ces opérateurs sont étudiés en mécanique quantique comme une alternative aux opérateurs
auto-adjoints car ils sont considérés comme une généralisation naturelle des observables
quantiques (voir [Ben05]). Ces opérateurs ont également la particularité d’avoir sous cer-
taines conditions un spectre réel bien qu’ils ne soient pas nécessairement auto-adjoints d’ou
leur intérét en matiere d’observables.

Enfin, les opérateurs de Berezin-Toeplitz sont également des opérateurs auxquels nous al-
lons nous intéresser. Ces opérateurs ont été introduits par Feliks Berezin [Ber75| et ont
été étudiés par Louis Boutet de Monvel et par Victor Guillemin [BAMG81| comme une
généralisation des matrices de Toeplitz. L’étude des opérateurs de Berezin-Toeplitz a été
motivée par le fait que la théorie des opérateurs pseudo-différentiels ne prend en compte
que des espaces des phases qui s’écrivent comme des cotangents de variétés alors qu’en
mécanique classique, on peut étre amené & considérer d’autres types d’espaces. Pour une

introduction plus détaillée sur les opérateurs de Berezin-Toeplitz, on pourra lire ’article
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de Yves Colin de Verdie¢re [CAV95].

I1.5 Opérateurs non auto-adjoints

Comme nous 'avons vu, un des outils de la mécanique quantique sont les opérateurs et
plus particuliérement ceux qui sont auto-adjoints. Cependant, dans cette thése, nous nous
intéressons & des opérateurs non auto-adjoints. Ces opérateurs sont également d’intérét du
point de vue de la physique. Par exemple, ’équation des ondes amorties est un systéme
physique typiquement non auto-adjoint, elle est définie de la fagon suivante :

d’u d’>u

W(t,x)— -

ol a est une constante réelle, ¢ désigne le temps et x la position. D’autre part, les opérateurs
non auto-adjoints apparaissent aussi lorsqu’on étudie des résonances (voir [Dav02]). Les
résonances d’un opérateur auto-adjoint correspondent aux valeurs propres d’un opérateur
non auto-adjoint associé et on peut interpréter la partie imaginaire de ces valeurs propres
comme le temps de demi-vie des états quantiques issus des solutions de I'’équation de
Schrodinger associée & I’opérateur de départ. En effet, si on s’intéresse au probléme suivant :

PO a) = Av(t.) o A= —HE V() 4 ieW (2),

dx?
P(t =0,z) = o(z),

ot V et W sont des fonctions réguliéres, ¢ désigne la variable de temps et x 1’observable
position ; alors les solutions d’une telle équation s’écrivent formellement sous la forme

suivante :

U(t,z) = eitA/hwo(x).

Et si on s’intéresse au spectre de 'opérateur non auto-adjoint A et plus précisément & I'une
de ses valeurs propres A, alors on remarque que, si ¥y est une fonction propre associée :

— st A € R, alors [(t)| = |¢ol;

~si A =a+ib € C, alors |1(t)] = e "/"|y)g| et pour b > 0, on a une décroissance

exponentielle et la durée de vie d’un état quantique est donnée par —.

L’étude des opérateurs non auto-adjoints en relation avec les conditions de quantification
de Bohr-Sommerfeld implique que nous devons considérer des espace des phases complexes
et donc des symboles complexes sur ces espaces d’ou la nécessité de supposer qu’ils sont
holomorphes. Une des difficultés inhérente a cette complexification réside dans le fait qu’on
ne pourra pas appliquer la théorie réelle et qu’on a donc besoin d’utiliser une théorie ad-
hoc.

De plus, un second probléme se pose lorsqu’on étudie des opérateurs non auto-adjoints :
on sait que déterminer le spectre de tels opérateurs n’est a priori pas une tache aisée en
raison des effets pseudo-spectraux. On entend par effets pseudo-spectraux, le fait que si on

considére un opérateur et qu’on le perturbe légérement, alors le spectre peut étre modifié
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de facon trés importante. Plus précisément, la notion de pseudo-spectre est définie de la

fagon suivante.

Définition I1.1 (Pseudo-spectre). Soit H un espace de Hilbert. Soit A : H — H un
opérateur. Soit € > 0 arbitraire. On définit le pseudo-spectre de 'opérateur A, noté o.(A),
par la relation suivante :
1 1
0 (A)=2%2€C|l(z—A) || > (-
On peut caractériser le pseudo-spectre en terme de spectres d’opérateurs perturbés au

sens de la proposition qui suit (voir par exemple [TE05]).

Proposition I1.2 (Caractérisation du pseudo-spectre).
Soit H un espace de Hilbert. Soit A : H — H un opérateur. Soit € > 0 arbitraire. Alors :

Ue(A) = U 0(A+B)7
BeB(H),||B|l<e

ot B(H) désigne l'ensemble des opérateurs bornés agissant sur H.

Ainsi cette caractérisation nous dit que le pseudo-spectre d’un opérateur A correspond
a la réunion des spectres des perturbations de A. Pour une bonne introduction aux effets
pseudo-spectraux, on peut consulter le livre de Marc Embree et Lloyd Trefethen [TEO05].
Autrement dit, puisque nous allons nous intéresser a des perturbations d’opérateurs, nous
n’avons a priori aucune garantie concernant une potentielle écriture du spectre sous la
forme de conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld. Cependant, nous allons montrer
que sous des hypothéses d’analyticité et pour des perturbations non auto-adjointes assez
faibles, il n’y a pas d’effets pseudo-spectraux. Les conditions de Bohr-Sommerfeld vont
permettre de décrire un spectre stable, localisé sur des courbes analytiques proches de

l’axe réel.

I2 Les résultats de la thése

I2.1 Conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld pour des pertur-
bations non auto-adjointes d’opérateurs pseudo-différentiels auto-
adjoints en dimension un

Les premiers travaux mathématiques sur les conditions de quantification de Bohr-
Sommerfeld dans le cadre de I'analyse semi-classique ont porté sur les opérateurs pseudo-
différentiels auto-adjoints en dimension un et ont été menés par Bernard Helffer et Didier
Robert dans [HR84|. Ensuite, Anne-Marie Charbonnel [Cha88| et plus tard San Vi Ngoc
[VNOO] se sont intéressés au cas de la dimension plus grande en considérant des systémes
complétement intégrables d’opérateurs auto-adjoints (c’est-a-dire des systémes d’opéra-

teurs auto-adjoints qui commutent deux & deux). Cependant, ici ce sont les conditions de
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quantification de Bohr-Sommerfeld pour des opérateurs non auto-adjoints sur lesquelles
nous allons travailler et, comme nous ’avons évoqué, ’étude de ce type d’opérateurs fait
apparaitre des problémes d’instabilité pseudo-spectrale. Plus précisément, beaucoup de
mathématiciens se sont intéressés a ces effets en considérant des perturbations aléatoires
d’opérateurs pseudo-différentiels auto-adjoints, comme Mildred Hager [Hag06], Johannes
Sjostrand [HS08], William Bordeaux-Montrieux [BM11] et Martin Vogel [Vogl4| ou dans
cette série d’articles, ils cherchent a estimer le nombre de valeurs propres dans un domaine
complexe donné. Dans ces différents travaux, ils obtiennent que les valeurs propres se ré-
partissent uniformément dans un domaine du plan complexe ce qui est & I'opposé de ce
qu’on veut démontrer puisqu’on souhaite écrire des conditions de quantification de Bohr-
Sommerfeld et ainsi obtenir que les valeurs propres se répartissent le long d’une courbe de
dimension un. Le cas des perturbations aléatoires d’opérateurs pseudo-différentiels auto-
adjoints constitue en quelque sorte un cas extréme pour lequel on ne peut pas avoir de
conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld. De plus, une autre question se pose main-
tenant : comment peut-on définir des conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld dans
un cadre non auto-adjoint, puisqu’a priori le spectre de ce type d’opérateurs est instable.
Une réponse a cette question a été apportée par les travaux d’Anders Melin et de Jo-
hannes Sjostrand [MS03] dans un premier temps, puis par ceux de Michael Hitrik et de
Johannes Sjostrand [HS04| et ceux de Michael Hitrik, Johannes Sjostrand et San Vi Ngoc
[HSNO7] dans un second temps, dans le cadre de la dimension deux et pour une certaine
classe d’opérateurs non auto-adjoints (que nous préciserons par la suite). Le comporte-
ment asymptotique semi-classique des valeurs propres (en relation avec les conditions de
Bohr-Sommerfeld) de quelques exemples d’opérateurs non auto-adjoints a également été
étudié dans l’article [ES13] de Anna Esina et Andrei Shafarevich, plus précisément ils con-
sidérent ’équation de Schrédinger avec un potentiel imaginaire et 1’équation d’induction
magnétique. Afin de pouvoir énoncer quelques résultats sur le sujet, nous allons maintenant

rappeler la définition de la quantification de Weyl.

Définition I12.1 (Quantification de Weyl de R?). Soit py(x,&) € S(R?) une fonction
de l’espace de Schwartz (qu’on suppose dans une bonne classe de symboles) définie sur
Uespace cotangent T*R ~ R? et admettant un développement asymptotique en puissances
du paramétre semi-classique h. On définit la quantification de Weyl du symbole py, notée

Op®(pn)(z, hDy) (ot Dy = —i0y), par la formule intégrale suivante, pour uw € D(R) :

Opw(ph)(l’,th)U(l’) — %/‘R\/Re(i/ﬁ)(l—y)ﬁph <33 ;‘ y’€> u(y)dyd{

Op"”(pn) est un opérateur pseudo-différentiel. On appelle la fonction py(x,§) le symbole de
Uopérateur Op®(pr) et on note p(x,&) son symbole principal (c’est le premier terme dans

le développement asymptotique en puissances de h de py,).

Dans toute la suite, lorsqu’on parlera d’opérateur pseudo-différentiel, on fera référence

a cette définition et on supposera que les symboles des opérateurs sont dans une bonne
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classe que nous expliciterons plus loin lorsque nous en aurons besoin.

Dans l'article d’Anders Melin et de Johannes Sjostrand, les auteurs démontrent que
pour une classe d’opérateurs pseudo-différentiels non auto-adjoints en dimension deux, si
le crochet de Poisson des parties réelles et imaginaires du symbole est assez petit, alors on
peut déterminer les valeurs propres de ces opérateurs dans un domaine du plan complexe
et ces valeurs propres sont données par des conditions de quantification Bohr-Sommerfeld.
Plus précisément, ils considérent un opérateur pseudo-différentiel Op® (pp)(z, hD,, z) agis-
sant sur L?(R?) & symbole analytique dépendant de maniére holomorphe d'un paramétre

z € Vois(0; C) (un voisinage de 0 dans C) et montrent le résultat suivant.

1
Théoréme 12.2 (Melin-Sjostrand [MS03|). Il eziste 6y € <§ZQ) et une fonction :

9,‘1(2) ~ 6y + 01 (Z)h +...€ COO(VOiS(O; C)),

admettant un développement asymptotique en puissances de h, tels que pour z € Vois(0; C)
et pour h > 0 suffisamment petit, z est une valeur propre de l'opérateur Op"”(pp) si et

seulement su :
1

27h
otk € Z? et o I(z) = (I1(2), I2(2)) avec pour i € {1,2}, I;(2) des intégrales d’actions sur

I(z) =k — 0x(2),

des cycles fondamentauz ~y; de T'(z) C p~1(0,2) (o T'(z) est un tore de dimension 2 et ot

p désigne le symbole principal de l'opérateur Op™(pp)).

Ensuite, 'article de Michael Hitrik et de Johannes Sjostrand traite des conditions de
quantification de Bohr-Sommerfeld pour des perturbations non auto-adjointes d’opérateurs
pseudo-différentiels auto-adjoints en dimension deux. Plus précisément, ils considérent des

opérateurs non auto-adjoints qui s’écrivent sous la forme suivante :
Op"(f5)(x, hD,) + i€0p*(qp)(x, hDy),

ot Op"(f5) et Op”(q5;) sont des opérateurs pseudo-différentiels auto-adjoints dépendant
de maniére réguliére d’un petit parameétre €, c’est ce qu’on entend par perturbations non
auto-adjointes d’opérateurs pseudo-différentiels auto-adjoints dans la suite. Leur résultat
donne une description du spectre de ce type d’opérateurs dans un rectangle dépendant du
paramétre semi-classique i et du petit paramétre de perturbation e. Plus précisément, on

peut ’énoncer comme suit.

Théoréme 12.3 (Hitrik-Sjostrand [HS04]). Soit Op“(p5,) = Op“(f5) + i€Op“(q}) un
opérateur pseudo-différentiel agissant sur L*(R?) a symbole analytique sur R* tel que le

flot du symbole principal f€ est périodique. Soit € un petit paramétre tel que € > h et
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e < O(R) pour 0 < § < 1. Soit :
1
Rce= {Z € C,|R(2)| < rok IS(2)] < é} ot C' > 0 est une constante.

Alors, le spectre de cet opérateur, noté o(Op”(p;)), dans le rectangle Rc . est donné pour

h suffisamment petit par :

h
(0 () " R = {on (W) + 00y ke 22| 0 e

h
ot gy | &, €, —) est une fonction holomorphe en ¢ € Vois(0; C?) réguliere par rapport ¢ —
€ €

et € et admettant un développement asymptotique en puissances de h.

Un autre résultat a également été obtenu par Michael Hitrik, Johannes Sjostrand et
San Vi Ngoc dans l'article [HSNO7] concernant les conditions de quantification de Bohr-
Sommerfeld pour des perturbations non auto-adjointes d’opérateurs auto-adjoints, c’est-a-

dire qu’ils considérent des opérateurs de la forme suivante :
Op"(f)(x, hDz) 4 i€0p* (g}, ) (x, hDy ).

La différence avec le théoréme précédent réside dans le fait que la condition de périodicité
du symbole f€ est remplacée par une hypothése d’existence de plusieurs tores invariants

diophantiens pour ce symbole. On peut énoncer leur résultat de la fagon suivante.

Théoréme 12.4 (Hitrik-Sjostrand-Vu Ngoc [HSNO7]). Soit Op”(p5) = Op™ (f5)+ieOp™(g5)
un opérateur pseudo-différentiel agissant sur L?>(R?) a symbole analytique sur R* tel que le

flot du symbole principal f¢ admet plusieurs tores invariants diophantiens. Soit € un petit

parametre tel que € > K% (ot K est une constante arbitraire) et € = O(h°) pour 0 < § < 1.

Soit :

ho eh? X
Rc.=42€C,|R(2)| < ek 13(2)| < Yl ot C > 0 est une constante.
Alors, le spectre de cet opérateur, noté o(Op™(p5)), dans le rectangle Rc . est donné pour

h suffisamment petit par :
o(Op®(p§)) N Reye = {gn (Ak,€) + O(h®); k € Z*} N R,

ot gn, (&, €) est une fonction réguli¢re par rapport a & € Vois(0; R?), par rapport a e € Vois(0; R)

et admettant un développement asymptotique en puissances de h.

Le cas des perturbations non auto-adjointes d’opérateurs auto-adjoints en dimension un
n’avait cependant pas été traité et c’est donc a ce cas-la que nous nous sommes intéressés

dans la premiére partie de cette thése. Plus précisément, on considére un opérateur pseudo-

28



I2. LES RESULTATS DE LA THESE

différentiel non auto-adjoint Op”(p5), & symbole analytique, de la forme suivante :
Op"(p;)(z, hDy) = Op"(f;)(x, hDy) + i€Op™(g;) (z, hDz),

oti les opérateurs pseudo-différentiels Op™(f5) et Op™(q;) sont auto-adjoints et dépendent
de maniére réguliére du paramétre e. Sous de bonnes hypothéses sur 'opérateur Op“(p5,),

on arrive a montrer le résultat qui suit.

Théoréme A. Soit Op“(pj,) = Op“(f5) + i€Op“(q;) un opérateur pseudo-différentiel
dépendant de manicre réguliere du paramétre €, agissant sur lespace L*(R) et soit Ey € R

un réel firé. Il existe eg > 0 un paramétre suffisamment petit tel que, pour :
1 €0 .
Rcey =972 €C;|R(2) — Eg| < rok 1S(2)] < el ou C > 0 est une constante,

les valeurs propres de Uopérateur Op” (p5) dans le rectangle Ro e, sont simples et données,

pour 0 < € < €y et pour h suffisamment petit, par :
a(Op“(p})) N Ree, = {g5,(hk) + O(R™),k € Z} N Re ey,

ot g5, est une fonction analytique, admettant un développement asymptotique en puissances
de h et dépendant de maniére réguliere du paramétre €. De plus, le premier terme du

développement asymptotique de la fonction gj est la réciproque d’une intégrale d’action.

Ainsi ce résultat nous dit que les valeurs propres de 'opérateur Op“(pj) dans le rectan-
gle Rc ¢, se trouvent le long d’une courbe, le graphe de la fonction g5. De plus, ce résultat
donne une description du spectre dans un rectangle qui ne dépend pas du parameétre semi-
classique A ce qui constitue une différence avec le résultat de Michael Hitrik et de Johannes

Sjostrand en dimension deux.

A partir de ce premier résultat, on peut déduire un second théoréme dans le cas parti-

culier des opérateurs P7T-symétriques.

Définition 12.5 (Opérateur PT-symétrique). On dit qu’un opérateur pseudo-différentiel
Op®(pn) est PT -symétrique si [Op®™(pr), PT| = Op"“(pn)PT — PTOp“(pr) =0 ot :

P:L*(R) — L3*(R) T : L?(R) — L3(R)

On appelle P opérateur de parité et T 'opérateur d’inversion du temps.

Dans le cadre des perturbations d’opérateurs auto-adjoints, Naima Boussekkine et
Nawal Mecherout montrent dans [BM13| qu’une perturbation P7-symétrique d’un opéra-

teur de Schrodinger semi-classique avec un potentiel & un puits a un spectre réel.
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2

d
Théoréme 12.6 (Boussekkine-Mecherout [BM13]). Soit Op™ (p)(x, hD,) = —h*—

dx? +Ve()

ol :

Ve(x) = Vo(x) + ieW (x),

avec Vi un potentiel & un puits. Soit By € R fizé. Sous des hypothéses d’analyticité sur le
symbole p;, il existe g > 0 tel que le spectre de l'opérateur Op“(p},) dans D(Ey,e€q) (le
disque de centre Egy et de rayon €y) est inclus dans R.

De plus, il existe une fonction g;(E) définie sur le disque D(Ey,€y) holomorphe en E,
réquliere par rapport & € et admettant un développement asymptotique en puissances de h

telle que :
1. g;(F) € R quand E,e € R ;

2. pour 0 < e < €, le spectre de lopérateur Op®™ (p5) dans le disque D(Ey, €) est donné
par :
dkeZ;, E=Ey g¢;i(Ex) =2nkh.

Ensuite, Naima Boussekkine, Nawal Mecherout, Thierry Ramond et Johannes Sjos-
trand ont montré dans [BMRS15] qu’une perturbation P7T-symétrique exponentiellement
petite d'un opérateur de Schrodinger semi-classique avec un potentiel & double puits admet
aussi un spectre réel. Ils ont également établi que méme pour des perturbations exponen-
tiellement petites, le spectre peut devenir complexe. En nous placant dans le méme cadre

que celui du théoréme A, on prouve le résultat qui suit.

Théoréme B. Soit Op™(p5) un opérateur pseudo-différentiel dépendant de maniére réguliére
de €, agissant sur L?(R) et soit Ey € R un réel firé. On suppose de plus que l'opérateur
Op®(p5,) est PT -symétrique. Il existe eg > 0 un petit parametre (indépendant de h) tel que,

pour :

1 €
Rce, = {z € C,|R(z) — Eo| < rok 13(2)| < 50} ot C' > 0 est une constante,
le spectre de Uopérateur Op™ (pf,) dans le rectangle Roe, est réel pour 0 < € < €q et pour h
suffisamment petit.
De plus les valeurs propres de Uopérateur Op”(p;) dans le rectangle Rc ¢, sont simples et

données par le théoreme A, i.e. pour 0 < € < €y et pour h suffisamment petit, on a :
a(Op"(p)) N Reyey = {94(hk) + O(R™), k € Z} N Re g,

ot gj, est une fonction analytique, admettant un développement asymptotique en puissances
de h et dépendant de maniére réguliere de €. De plus, le premier terme du développement

asymptotique de la fonction gi est la réciproque d’une intégrale d’action.

Ainsi, ce résultat montre que pour des perturbations non auto-adjointes d’opérateurs

auto-adjoints en dimension un qui sont P7T-symétriques, le spectre dans un rectangle se
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trouve le long de I'axe réel. On peut également retrouver le résultat de Naima Boussekkine
et de Nawal Mecherout a partir de ce théoréme pour les nombres réels Ey qui ne sont
pas des points critiques et a ’aide d’un résultat de Michael Hitrik [Hit04] pour les points
critiques Ej.

Enfin, on peut également déduire du théoréme A un résultat sur les opérateurs de
Berezin-Toeplitz du plan complexe C. Pour définir ces opérateurs, on introduit les nota-

tions suivantes.

Notations: soit ® une forme quadratique réelle strictement sousharmonique (i.e. 857;1) > 0)
sur C. Soit £ > 1. On note : .
— L(dz) la mesure de Lebesgue sur C donnée par : L(dz) = %dz NdzZ,
~ L3(C,®) := L*(C,e 2**()[(dz)) 'espace de fonctions de carré intégrable sur C par
rapport a la mesure a poids exponentiel e=2#®() L(dz)
— Hy(C,®) := Hol(C)NL3(C, @) espace des fonctions holomorphes sur C appartenant
a 'espace L (C,®);
— Oy : Li(C,®) — Hg(C,®) la projection orthogonale de l'espace de fonctions
L(C, ®) (muni du produit scalaire L? & poids) sur I’espace de fonctions holomorphes
Hi(C,®).

Définition 12.7 (Quantification de Berezin-Toeplitz du plan complexe C). Soit k > 1 (ici
Uentier k joue le role de 1/h). Soit q, € L*°(C) une fonction admettant un développement
asymptotique en puissances de 1/k. On définit la quantification de Berezin-Toeplitz de la
fonction qi, par la suite d’opérateurs Ty, = (T)k>1, ot pour tout k > 1, opérateur Ty, est
défini par :

T := Ho 1 Mg, 1o 1,

ott My, : L2(C,®) — Li(C, ®) est l'opérateur de multiplication par la fonction g.
On appelle la fonction g, le symbole de l'opérateur de Berezin-Toeplitz T, .

Etant donné qu’on peut faire un lien entre la quantification de Berezin-Toeplitz du plan
complexe C et la quantification de Weyl d’un symbole sur R2, on obtient le résultat qui

suit.

Théoréme C. Soit Tpe un opérateur de Berezin-Toeplitz du plan compleze de la forme
suivante :

Tpi = Tf}i + Z.Equec,

ot Tye et Ty sont des opérateurs de Berezin-Toeplitz auto-adjoints du plan compleze C
dépendant de maniére réguliere du petit paramétre €. Soit Eg € R un réel fixé. Il existe
€g > 0 un petit paramétre tel que, pour :

€0

1
Ree, = {z € C;|R(z) — Ep| < rok 13(2)| < 5} ot C' > 0 est une constante,
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les valeurs propres de 'opérateur de Berezin-Toeplitz Tpi = (Tk)k>1 dans le rectangle Rc ¢,

sont simples et données pour 0 < e < eg et pour k suffisamment grand, par :
o(Tik) N Roeg = {95 (k715) + O (k7%) ,j € Z} N Ree,

ou gy, est une fonction analytique, admettant un développement asymptotique en puissances
de 1/k et dépendant de maniére réguliére du paramétre €. De plus, le premier terme du

développement asymptotique de la fonction g;, est la réciproque d’une intégrale d’action.

I2.2 Quantifications de Berezin-Toeplitz et de Weyl du tore T?

Comme nous venons de le voir, on peut obtenir des conditions de quantification de Bohr-
Sommerfeld pour des perturbations non auto-adjointes d’opérateurs de Berezin-Toeplitz
auto-adjoints du plan complexe C. Par conséquent, la question naturelle qui s’ensuit est :
peut-on donner des conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld pour des pertur-
bations non auto-adjointes d’opérateurs de Berezin-Toeplitz auto-adjoints d’une surface
compacte arbitraire? Une premiére étape pour répondre & cette question est d’étudier
le cas particulier du tore. Les opérateurs de Berezin-Toeplitz du tore sont intéressants
puisqu'il existe déja des résultats de Laurent Charles [Cha03, Cha06] et de Yohann Le Floch
[LF14b, LF14c] donnant des conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld lorsqu’ils
sont auto-adjoints. Cependant, nous sommes confrontés aux mémes difficultés a priori que
dans le cas des opérateurs pseudo-différentiels si on considére des opérateurs de Berezin-
Toeplitz non auto-adjoints, c’est-a-dire qu’on peut avoir des problémes d’instabilité pseudo-
spectrale. Ces problémes ont notamment été étudiés dans le cadre des matrices de Toeplitz
par Johannes Sjostrand et Martin Vogel dans [SV15|, dans le cadre des opérateurs de
Berezin-Toeplitz par David Borthwick et Alejandro Uribe dans [BUO03] et par Tanya Chris-
tiansen et Maciej Zworski dans [CZ10] dans le cadre des opérateurs de Berezin-Toeplitz du
tore. Nous introduisons maintenant quelques notations afin de pouvoir définir les opéra-

teurs de Berezin-Toeplitz du tore.

Notations: soit £ > 1, soient u et v des nombres complexes de module 1 :
— si z € C, on note indifféeremment z = (p, ¢) € R? via l'identification de C avec R? ou
z=p+iq;
— G, est 'espace de fonctions sur C invariantes par 1’action de Heisenberg du réseau

Z? et de carré intégrable sur [0,27] x [0,1] i.e. :

g V@—W;mﬁmwxmwﬂww, }
g +2m,9) = ug(p,q), g(p,q+1) = vFe PTDRTR2g0, 4

— Hy est Iespace des fonctions holomorphes appartenant a l’espace G, i.e. :
Hi={g € HOl(C);  g(p+2m.q) = u’g(p,a), glp,q+1) = o5 PTDT2g0 )L
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— II, est le projecteur orthogonal de l'espace Gy (muni du produit scalaire L? a poids

sur [0,27] x [0, 1]) sur l'espace de fonctions holomorphes Hj.

Définition I2.8 (Quantification de Berezin-Toeplitz du tore). Soit f, € C®(R?) une
fonction admettant un développement asymptotique en puissances de 1/k pour la topologie

C> et telle que pour tout (z,y) € R?, on a :

fk(x + 27T,y) = fk(xvy) = fk(x7y+ 1)

On définit la quantification de Berezin-Toeplitz de la fonction fi par la suite d’opérateurs

Ty, = (Ti)k>1 0w pour tout k > 1, Uopérateur Ty, est défini par :
Ty = My, 11,

ot My, : Gy — Gy, est lopérateur de multiplication par la fonction f.
On appelle la fonction fi, le symbole de l'opérateur de Berezin-Toeplitz T}, .

Etant donné que dans le cas des perturbations non auto-adjointes d’opérateurs de
Berezin-Toeplitz auto-adjoints du plan complexe, on a utilisé le fait qu’on pouvait faire
un lien entre ces opérateurs et des opérateurs pseudo-différentiels, nous avons décidé de
commencer par expliciter un lien entre la quantification de Berezin-Toeplitz du tore et la
quantification de Weyl du tore. La quantification de Weyl du tore a notamment été étudiée
par Monique Combescure et Didier Robert dans le livre [CR12| ainsi que par Stéphane
Nonnenmacher dans sa thése [Non98|.

Plus précisément, nous faisons un lien entre la quantification de Berezin-Toeplitz du tore
et la quantification de Weyl complexe du tore dont nous introduisons la définition dans ce

manuscrit.

Définition I12.9 (Quantification de Weyl complexe du tore).
Soit Ao, = {(2,—3(2));2 € C} = {(2,(2/1)0,P1(2)); 2 € C}. Soit ar € C°(Ap,) une
fonction admettant un développement asymptotique en puissances de 1/k pour la topologie

C™ et telle que pour tout (z,w) € Ao, :
ak(z 4+ 2m,w) = ak(z,w) = ag(z + i,w — 1).

On définit la quantification de Weyl du symbole ay, par la formule suivante, pour u dans
un bon espace de fonctions (nous verrons plus précisément lequel dans la deuziéme partie)

et z € C, par :

—i 2 ; 2rmin
aﬁ%ne zrrmn/ke n /2kemzu <Z o + _> ’

Opi, 4 ar)u(2) = D
(

m,n)EZ>
ot les coefficients (a’fn’n)(m,n)ezz € C sont donnés par Uécriture suivante de la fonction ay,
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pour (z,w) € C% :
a (Z, ’U)) _ Z al;mnein(z«kiw)ef%ﬂmw.
(m,n)€Z?

On appelle la fonction ay le symbole de l'opérateur pseudo-différentiel Op&‘jhk(ak).

Cette notion de quantification de Weyl complexe du tore définit des opérateurs dont on
peut montrer qu’ils agissent sur ’espace de fonctions holomorphes Hj. Ainsi, on obtient
deux quantifications du tore qui nous donnent des opérateurs agissant sur cet espace et on

peut montrer le résultat qui suit.

Théoréme D. Soit fi. € C°(R?) une fonction admettant un développement asymptotique
en puissances de 1/k et telle que pour tout (x,y) € R?, on a :

fk(x+ 27T,y) = fk(x7y) = fk(x7y + 1)

Soit Ty, = (Ty)k>1 Uopérateur de Berezin-Toeplitz du tore de symbole f. Alors pour tout
k>1,o0na:
Ty = Opg, j(ar) +O(k™) sur lespace Hy,

ot ay est un symbole sur Ap, donné par la formule suivante, pour tout z € Ap, ~ C :

ai(z) = exp <%azai> (f&(2)).

Ainsi, ce résultat est une premiére étape de la démonstration d’un potentiel résul-
tat sur des conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld pour des perturbations non
auto-adjointes d’opérateurs de Berezin-Toeplitz auto-adjoints puisqu’il nous dit qu’on peut
identifier un opérateur de Berezin-Toeplitz du tore T? & un opérateur pseudo-différentiel
complexe. Ensuite, afin d’appréhender un peu mieux ce que pourrait étre un résultat sur
le spectre des opérateurs de Berezin-Toeplitz non auto-adjoints du tore, nous avons effec-
tué des simulations numeériques (voir figure I3). Ces simulations nous poussent a faire la

conjecture suivante.

Conjecture E. Soient f,q; € C* (R2) deus fonctions admettant un développement asymp-
totique en puissances de 1/k, dépendant de maniére réguliére de € et telles que pour tout
(z,y) €ER?, on a :

{ filz +2m,y) = fi(z,y) = filz,y +1),

G (x +2m,y) = qi(z,y) = g (2z,y + 1).
Sout Tpe = Tye +i€lye un opérateur de Berezin-Toeplitz du tore tel que Tye et Tye sont des
opérateurs de Berezin-Toeplitz auto-adjoints du tore. Soit Ey € R. Il existe g > 0 un petit
parameétre tel que, pour :
€0

1
Rce, = {z € C,|R(z) — Ep| < ol 13(2)| < 5} ou C > 0 est une constante,
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le spectre de lopérateur de Berezin-Toeplitz T = (Tk)k>1 est donné, pour 0 < e < €g et

pour k assez grand, par :

ou gy, est une fonction admettant un développement asymptotique en puissances de 1/k et

dépendant de maniére réguliére du parametre €. De plus, le premier terme du développement

o(Ti) N Reeo = {gk(k™7) + O(k™),j € Z} N Ree,

asymptotique de la fonction g;, est la réciproque d’une intégrale d’action.

8e-05
[> [» [* spectre de l'opérateur non perturbé
6e.05 — & © O spectre de I'opérateur de Toeplitz perturbé calculé par Scilab
+ + + approximation du spectre attendu
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4e-05 ] —?+
©
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FIGURE I3 — Spectre d’une perturbation non auto-adjointe d’un opérateur de Berezin-Toeplitz
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auto-adjoint du tore.
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I3 Plan du manuscrit

Cette thése se découpe en deux grandes parties. Dans la premiére partie, on aborde
les conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld pour des perturbations non auto-
adjointes d’opérateurs auto-adjoints en dimension un et plus précisément cette partie est
découpée en quatre chapitres :

— le chapitre un traite un exemple de perturbations non auto-adjointes d’opérateurs

auto-adjoints pour lequel la détermination du spectre est élémentaire;

— le chapitre deux aborde le théoréme A et sa démonstration ;

— le chapitre trois porte sur les applications du théoréme A, c’est-a-dire celle sur les
opérateurs PT-symétriques (théoréme B) et celle sur les opérateurs de Berezin-
Toeplitz du plan complexe (théoréme C);

— le chapitre quatre illustre le théoréme A & 'aide de simulations numériques.

Puis dans la seconde partie, on s’intéresse aux différentes quantifications du tore. Cette
partie est découpée comme suit :

— le chapitre cing rappelle la construction de la quantification de Berezin-Toeplitz du

tore;

le chapitre six traite de deux quantifications de Weyl du tore, la quantification de
Weyl classique et la quantification de Weyl complexe (définition 12.9);
— le chapitre sept fait le lien entre les chapitres cinqg et six (théoréme D);
— le chapitre huit montre des exemples numériques sur le spectre de perturbations non
auto-adjointes d’opérateurs de Berezin-Toeplitz du tore auto-adjoints et énonce une

conjecture (conjecture E).
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Premiére partie

Conditions de quantification de
Bohr-Sommerfeld pour des
perturbations non auto-adjointes
d’opérateurs auto-adjoints en

dimension un
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Chapitre 1
Un premier exemple

Dans ce premier chapitre, nous allons étudier un opérateur pseudo-différentiel non
auto-adjoint pour lequel nous allons pouvoir déterminer le spectre & l'aide des conditions
de quantification de Bohr-Sommerfeld sans utiliser la théorie développée par Anders Melin
et Johannes Sjostrand dans [MS03| et par Michael Hitrik et Johannes Sjostrand dans
[HS04, HS15]. Ce chapitre permet donc d’aborder les conditions de quantification de Bohr-

Sommerfeld dans un cadre non auto-adjoint dans un cas simple.

1.1 Conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld

Soit 0 < A < 1 le paramétre semi-classique. Soit € > 0 un petit paramétre qui va
représenter la perturbation. Soit @ € R*. On considére 'opérateur pseudo-différentiel
Op"(p5) agissant sur Pespace L*(S') défini par la formule suivante :

wre (L BON RO
Op*(p}) <9a;%> = 061. 20 + ieq(0),

otl ¢ est une fonction réguliére de la variable € S!.
On se place sur 'espace des phases 7*S! = S' x R muni de la forme symplectique dI A df.
Soit pf, le symbole associé a 'opérateur Op® (p5 ), autrement dit cette fonction pj, est définie
pour (0,1) € St x R par :

P(0,1) = al + ieq(0),

(on rappelle que pour obtenir le symbole a partir de 'opérateur pseudo-différentiel, il suffit

de remplacer —ihdy par I).

Remarque 1.1.1. Le symbole p; ne dépend pas du paramétre semi-classique h, par con-

séquent dans la suite, on le notera simplement p°.

On peut montrer que les valeurs propres de cet opérateur non auto-adjoint en dimension
un sont simples et de plus, on peut en donner une description explicite sous la forme de
conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld. C’est ce que donne la proposition qui

suit.
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Proposition 1.1.2. Soit Op"(p®) la quantification de Weyl du symbole p¢ défini ci-dessous
qui est une fonction holomorphe sur S' x C. Alors, le spectre de I’opérateur Op¥(p), noté

a(Op®(p)), est donné par ['égalité suivante :
a(Op¥(p)) = {ahk + ie(q); k € Z},

ol :

——0—0—0—9—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—0—>

hZ

FIGURE 1.1 — Représentation schématique des valeurs propres de l'opérateur Op™ (p©).

Démonstration. La démonstration se découpe en trois étapes qui sont intéressantes pour
la suite puisqu’on retrouvera ces étapes dans la démonstration du théoréme A.

Etape 1 : construction d’une transformation canonique complexe et de nouvelles coor-
données. On souhaite écrire le symbole p¢(6, I) sous la forme ¢¢(I) avec (6, I) de nouvelles

coordonnées. Soit :
k:S'xC— St xC,

0.1) —> (6,1) = (9,1 + %q(@) - "5@) .

On vérifie que & est une transformation canonique globale en montrant que : dIAdf = dIAd6.
Puis, on remarque que dans ces nouvelles coordonnées le symbole p¢ s’écrit sous la forme

suivante pour (6,1) € S' x C :

On souhaite maintenant écrire £ sous la forme d’un flot hamiltonien pour ce faire, on
: o i€ _
considére, pour (6,1) € S! x C le hamiltonien H(#,I) = ——Q(f), ou la fonction Q est
«
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définie pour # € S! par :

21
Q) = 4(0) 1/0 4(8)d6 = 4(6) — (g).

o

On remarque que la fonction @ est 2m-périodique car la fonction g 1’est. Les équations de

Hamilton s’écrivent de la facon suivante :

doy g 0H
di = ol = | e ’ = | e ! 1€
ﬂ _6_H EQ'(Q) EQ(Q) - E<Q>
dt 00

Les solutions de ce systéme d’équations sont données pour (fg, Iy) € S x C et pour tout

te R par:
G(t) = 90;

() = To + £ (4(60) ~ (0)).

Donc le flot hamiltonien ¢; s’écrit comme suit, pour (0,1) € S! x C :

50,0 = (0.14 4% (40) ~ ()

Ainsi ¢ correspond & la transformation canonique k, puisque :
1€
010.1) = (0.1+ % a(0) - (0))) = (0.

Etape 2 : quantification de la transformation canonique x. On souhaite maintenant as-
socier un opérateur a la transformation canonique x. Comme la transformation x s’écrit
comme un flot hamiltonien, alors on sait facilement trouver ’opérateur qui lui est associé,

c’est le suivant :

U: L*(SY) — L*(Sh),
P —> exp <%> .

On remarque que cet opérateur n’est pas unitaire, ce qui reflete le fait que la transforma-
tion canonique k est complexe (cependant & £ fixé, c’est un opérateur borné inversible).

Déterminons maintenant le conjugué de Uopérateur Op® (p) par cet opérateur U.

UtopY(p ) U =U""! <a7§% + ieq(9)> U,

_ ! <a§%> U+ U~ (ieq(6)) U.
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Or, on a, pour ¢ € L3(S!) :

o (o) 00 = (o (o0 (57 )))
~v (oo 5)( o+ 55))
- (o0 (50 (00 +ei5)),
—y (Q<>w+ haw)

90
h Oy

=z Sl i ().

Et on a également :
Ut (ieq(0)) U = ieq(8).

Ainsi on obtient :

h 0 h o
-1 w [, € _gr—1 Y —1 /- no
U 0Op”(p)U =U (ai89>U+U (ieq(0) U = « 8«9+Z€< q).

On pose :

- e ho
Op”(p*) = U1 Op® (p)U = s + ie(q),

alors cet opérateur Op"(p€) a pour symbole :

g5(I) = ol +ie(q).

. h 0 .
Etape 3 : spectre de U'opérateur Op”(p). Comme le spectre de 'opérateur 750 est discret
i

et donné par ’ensemble AZ des entiers multipliés par le paramétre semi-classique A, alors

on peut en déduire que le spectre de opérateur Op™ (p€) est donné par :

o(Op”(p°)) = ¢°(hZ) = ahZ + i€(q).

Ensuite, puisque le spectre de lopérateur Op®(p°) est égal au spectre de lopérateur

Op"(p), on en déduit que le spectre de l'opérateur Op™(p©) est donné par :

o(Op"(p%)) = ahZ + ie(q).

Remarque 1.1.3. L’opérateur U qui apparait dans la démonstration précédente et est
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défini par :

U:L*(S') — L*S"),

vren (L)

vérifie les propriétés suivantes :

— c’est un opérateur borné a h fixé;
— c’est un opérateur unitaire si on le voit comme agissant sur ’espace de fonctions

2 (Sl7 626@(9)/(04?1,) da)

1.2 Simulations numériques

Dans ce paragraphe, nous allons illustrer a I’aide du logiciel de calcul scientifique Scilab
le résultat de la proposition 1.1.2 en choisissant différentes fonctions g. Plus précisément,
on s’intéresse & un opérateur Op™ (p¢) agissant sur L?(S') et de la forme suivante :

v (010N _ 0
0p°) (0.5 5 ) = % g + i),

i 00
ou la fonction ¢ est un polynéme trigonométrique en 6 de degré D € N* dont les coeffi-
cients sont choisis par le programme de facon aléatoire. Nous décrivons ci-dessous la méth-
ode d’'implémentation que nous avons utilisée pour définir 'opérateur pseudo-différentiel
Op®(p°) dans Scilab.

1. On remarque que la famille (e;);cz = (eiw) est une base orthonormée de I’espace

leZ
L?(S') et on définit 'opérateur Op™(p€) par son action sur les éléments de la base.

On obtient alors une matrice infinie P¢.

2. Ensuite, on choisit un entier N > 1 et on tronque la matrice P en une matrice
P54 de taille (2N +1) x (2N +1) en choisissant de considérer I’action de 'opérateur

Op"(p¢) uniquement sur les vecteurs (e;)_n<i<n-

3. Enfin, on détermine le spectre de la matrice Py, ; a l'aide de la fonction spec.

Remarque 1.2.1. On peut décomposer la fonction ¢ € L*(S') dans la base (e))cz de la

fagon suivante :

9(0) = (g, ex)er-

kEZ

Et on remarque que le coefficient de Fourier pour k =0 est :

27
(q,e0) = %/ﬂ q(0)do = (q).
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CHAPITRE 1. UN PREMIER EXEMPLE

Ainsi, si on fait agir Uopérateur Op™ (p¢) sur e; avec | € 7 fixé, on a :

w(, € h 0 A h 0 . il0
Op™(p") <9’ @69) <6 ) - <O‘i a0 ““1(9)) (6 >
— ahleil@ +Z€Z<q7 6k>eik96il9’

keZ

= (ahl + ie(q))e™® + ie Z(q, ep,)elF+D0,
k0

Par conséquent la matrice P¢ a des coefficients diagonauz de la forme ahl + ie(q) pour
l € Z, autrement dit la matrice P est a diagonale propre.

Nous présentons maintenant les graphiques que nous avons obtenus avec Scilab. Pour

ces simulations, nous avons choisi les paramétres ci-dessous :

1. N =66;
2. h=10"2;
3. a=1;

4. e =1073.

On obtient les graphiques suivants, selon le choix du degré D du polynéme q.

Remarque 1.2.2.

— Sur les graphiques, les points bleus représentent les valeurs propres calculées a partir
du résultat de la proposition 1.1.2 et les points rouges représentent les valeurs propres
de la matrice P5y 1 calculées par la fonction spec de Scilab.

— La figure 1.8 est un zoom de la figure 1.2 sur lequel on observe que les valeurs propres
exactes et les valeurs propres approchées se superposent. Si on effectue un zoom des
zones ou les valeurs propres semblent confondues pour les figures 1.4 et 1.5, on voit
également cette superposition.

~ On observe un écart entre le spectre approché calculé par Scilab (points rouges) et
le spectre calculé avec le résultat (points bleus) aux bords des différentes figures, ceci
est du au fait qu’on a tronqué la matrice P€.

— Plus on augmente le degré du polynéme trigonométrique q et plus le spectre numérique
de lopérateur Op™(p©) s’éloigne du spectre ezact.

— Plus on diminue le parametre € et plus le spectre numérique se rapproche du spectre
ezact.

- Si on diminue le paramétre h, on observe des effets pseudo-spectrauxr sur le spectre
de la matrice Py, q, ceci est du auz limitations de Scilab en terme de calculs du
spectre pour des matrices mal conditionnées. Par contre, on observe que le spectre
calculé a partir de la proposition 1.1.2 ne se déforme pas, ceci découle du fait que
dans cet exemple le spectre est exact.

~ Si on diminue le parameétre h sans augmenter le paramétre N (qui correspond au
parameétre de troncature pour la matrice P€), alors Uintervalle sur lequel les valeurs

propres nous intéressent diminue de plus en plus.
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Remarque 1.2.3. Dans le cas général, le spectre ne sera pas donné de maniére exacte,
contrairement au cas particulier de l’exemple que nous venons de traiter dans ce chapitre,
c’est ce que nous verrons dans le chapitre 2. Une des difficultés que nous allons rencontrée
dans la suite résidera dans le fait que nous aurons une transformation canonique unique-
ment locale, contrairement & ici, ce qui nous poussera a utiliser [’analyse microlocale et a

imposer des hypotheéses d’analyticité sur le symbole en chaque variable.
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partie imaginaire des valeurs propres

partie imaginaire des valeurs propres

1.572e-04
- + & O O spectre exact calculé avec notre résultat
+ o+ + ¢ caleulé par Sci
1 R70e-08~ spectre approché calculé par Scilab
1.568e-04
1.566e-04 —
1.564e-04 —
1.562e-04
1.560e-04
1.558e-04 + +
1.556e-04 T T T T T T T d T T T T T
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6
partie réelle des valeurs propres
FIGURE 1.2 - D = 2.
& O O spectre exact calculé avec notre résultat
+ + + spectre approché calculé par Scilab
¢ & ¢© © © ¢ ¢ ¢ © ¢ ¢ ¢ ¢ © ¢ ¢ ¢
-0.06 -0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10

partie réelle des valeurs propres

FIGURE 1.3 - D = 2.
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partie imaginarre des valeurs propres

partie imaginaire des valeurs propres

6.175e-04
> ¢ O spectre exact calculé avec notre résultat
+ + + spectre approché calculé par Scilab
6.170e-04 t t
+ +
6.165e-04 — + +
6.160e-04 —
6.155e-04 —
6.150e-04 —
6.145e-04 — . T : T T . T T - T . s
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
partie réelle des valeurs propres
FIGURE 1.4 - D =5.
7.02e-04
+ +
7.01e-04 + +
g + +
+ +
7.00e-04
6.99e-04
6.98e-04 O O © spectre exact calculé avec notre résultat
" + + 1t spectre approché calculé par Scilab
s T s, T s T Ll T Ll T s, T s T -
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

partie réelle des valeurs propres

N
FIGURE 1.5 - D = 5
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Chapitre 2

Conditions de Bohr-Sommertfeld pour

les opérateurs pseudo-différentiels

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux conditions de quantification de Bohr-
Sommerfeld pour des perturbations non auto-adjointes d’opérateurs pseudo-différentiels
auto-adjoints en dimension un, puisque c’est pour ce type d’opérateurs que nous allons
pouvoir donner un résultat spectral qui n’est pas soumis aux problémes pseudo-spectraux.
Le contenu de ce chapitre se trouve dans l’article [Roul5|. Dans ce dernier, on s’intéresse
a la transformée de FBI et & la théorie développée par Anders Melin, Michael Hitrik et
Johannes Sjostrand autour de cette transformée (voir [MS03, HS04, HS15, Sj602|) ; ainsi
qu’a la théorie des problémes de Grushin (voir [SZ0T]).

2.1 Quantification de Weyl de R? et conditions de Bohr-Sommerfeld

Dans ce paragraphe nous donnons les hypothéses dont nous avons besoin pour démon-
trer le théoréme A, puis nous énongons le théoréme en question. Comme on I’a vu dans
I'introduction, puisqu’on s’intéresse & des opérateurs pseudo-différentiels non auto-adjoints,
nous allons devoir considérer des symboles définis sur un espace des phases complexe et
donc imposer des hypothéses d’holomorphie sur ces symboles. Auparavant, nous rappelons
la définition de la quantification de Weyl qui sera utilisée dans toute la suite lorsque
nous parlerons d’opérateurs pseudo-différentiels. On rappelle que S(R?) désigne 'espace

de Schwartz sur R? défini de la facon suivante :

S(E) = {0 € C*(R2): sup [°0%6(0)| < +o¢. 0, € N2
T€R2

Définition 2.1.1 (Quantification de Weyl de R?). Soit py(z,£¢) € S(R?) une fonction

appartenant o l’espace de Schwartz (on suppose que cette fonction est dans une bonne classe

de symboles que nous définirons dans la suite) définie sur U'espace cotangent T*R ~ R? et

admettant un développement asymptotique en puissances du paramétre semi-classique h. On
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définit la quantification de Weyl du symbole py, notée Op® (pp)(x,hD;) (o0 D, = —id,),

par la formule intégrale suivante, pour u € D(R) :

0 () nDu(w) = o [ ety (220 ¢) atyapa

Op®(pn) est un opérateur pseudo-différentiel. On appelle la fonction py(x,&) le symbole

de lopérateur Op"(pn) et p(x,&) son symbole principal (c’est le premier terme dans le
développement asymptotique en puissances de h de py). Cette définition peut étre étendue

a d’autres classes de symboles comme dans le livre [Zwo12].

Nous allons maintenant énoncer les hypothéses propres & notre résultat. Ces derniéres
sont proches de celles considérées par Michael Hitrik et Johannes Sjostrand dans l'article

[HS04] dans le cadre de la dimension deux.

Soit 0 < h < 1 le parameétre semi-classique. Soit € > 0 un petit paramétre qui jouera le
role de paramétre perturbatif. On considére la quantification de Weyl de R? de la fonction
pj, de la forme suivante pj, = ff + ieqj, qui dépend de maniére C*° du petit parameétre € et

telle que :

(A) les symboles f; et gj sont des fonctions analytiques sur R? & valeurs réelles qui

dépendent de maniére C*° du petit paramétre € ;

(B) pj, est une fonction holomorphe sur un voisinage tubulaire de R x R telle que sur ce
voisinage, on a :

3C >0, |py(, )] < Cm(R(z,£)), (E2.1)

ol m est une fonction d’ordre sur R?, i.e
1. m2>1;

2. il existe des constantes Cy > 0 et Ny > 0 telles que pour tous X, X e R?, ona:
m(X) < Co(X — X)Nom(X),

ot la notation (-) est définie pour X € R? par la relation : (X) = (1+|X|[?)!/2;
(C) pf, admet un développement asymptotique en puissances du parameétre semi-classique

h dans l'espace de fonctions satisfaisant la borne (E2.1) de la forme suivante :

2,6) ~ > p(x, N
j=0

autrement dit, pour tout N € N et pour tout (z,&) dans un voisinage tubulaire de

R2, la fonction D5 — Zj-V:O p;-hj est holomorphe et satisfait l'inégalité suivante :

N
3C >0, |pi(@,&) = > pi(x, O | < CAV m(R(x, €));
j=0
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(D) le symbole principal, noté p° :

p(x,8) = f(z,8) +ieq’(z,§),

avec (x,&) € R?, est elliptique & I'infini, i.e. pour (z,&) dans un voisinage tubulaire

de R?, il existe une constante C' > 0 telle que :

P (z,8)| = Zm(R(z,£)), pour [(z,8)] = C.

Q|+

On considére un opérateur Op®(p5,), éventuellement non borné, agissant sur l'espace

des fonctions de carré intégrable L?(R) et qui s’écrit sous la forme suivante :
Op“ (pj) (2, hDz) = Op® () (2, ADz) + 1€0p® () (2, ADz),

ot Op"(f5) et Op”(qf,) sont des opérateurs pseudo-différentiels auto-adjoints dépendant
de maniére C* du petit parameétre €. C’est cela qu’on appelle une perturbation non auto-
adjointe d’opérateurs auto-adjoints. Afin de pouvoir appliquer le théoréme des coordonnées
action-angle (que nous reverrons par la suite), on considére pour Fy € R un réel fixé

I’ensemble de niveau suivant :

AEO = {(I,f) € R2; pe(x7§)|e:0 = EO}

Et on ajoute I’hypothése suivante :

(E) Apg, est un ensemble compact, connexe et régulier, i.e. d(p®|._,) = d(f|._,) # 0 sur
Ag,.

Remarque 2.1.2. L’hypothése d’ellipticité a linfini implique que [’ensemble de miveau

Ag, est compact pour des réels Eqy petits.

On introduit maintenant une notation concernant les voisinages tubulaires.
Notation: VoisTub(R?) désigne un voisinage tubulaire de R? dans l’espace C2.

Explicitons maintenant la notion d’intégrale d’action qui apparait dans I’énoncé du

théoréme A. Soit C' > 0 une constante, soit €¢g > 0 un réel suffisamment petit et soit :

1
Ee {z € Ci[R(:) - Bol < 5.19(2)] < %0}

On considéere I’ensemble de niveau complexe A% donné par la relation qui suit :
A% = {(2,€) € VoisTub(R?); pf(z,€) = E}.

D’aprés 'hypothése (E), cet ensemble de niveau complexe est connexe et df¢ # 0 sur

I’ensemble A%, pour € suffisamment petit. Dans la suite, on va définir une intégrale d’action
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I(F) par :
1) = 5 | g,
B

ou yg est un lacet particulier dans I’ensemble de niveau A%,. Nous verrons un peu plus loin
comment est défini exactement ce lacet et nous montrerons, entre autres, que la fonction
E +—— I(E) est inversible.

Remarque 2.1.3. Sous les hypothéses (A) a (D), le spectre de la fermeture de l'opérateur
Op“(py,) est discret dans un voisinage du réel Eq (voir [HS04]).

Nous sommes désormais en mesure d’énoncer un des principaux résultats de cette thése.

Théoréme A. Soit Op"(pj,) un opérateur pseudo-différentiel dépendant de maniére C> du
paramétre ¢, agissant sur l'espace L*(R) et soit Ey € R un réel fizé tels que les hypothéses

€

(A) a (E) soient satisfaites. En particulier l'opérateur Op® (p§,) est de la forme suivante :
Op®(py)(z, WD) = Op®(f;) (2, hDz) + i€Op™ (¢3) (2, hDx),

o Op“(f5) et Op“(q5) sont des opérateurs pseudo-différentiels auto-adjoints. Il existe

€0 > 0 un parameétre suffisamment petit tel que, pour :

1
Rceo = {z € C;|R(z) — Eo| < rol 1S(2)] < %0} ou C' > 0 est une constante,
les valeurs propres de Uopérateur Op® (p5) dans le rectangle Rc ¢, sont simples et données,

pour 0 < € < €y et pour h suffisamment petit, par :
a(Op”(ph)) N Roye = {gh(hk) + O(h>), k € Z} N Re e,

o g5, est une fonction analytique sur un voisinage de I(Ey) dans C, admettant un développe-
ment asymptotique en puissances de h et dépendant de maniére C* du paramétre €. De
plus, le premier terme du développement asymptotique de cette fonction g;, noté g¢, est la

réciproque de l'intégrale d’action E —— % f'YE &dr.

Remarque 2.1.4. Ce résultat donne une description du spectre de 'opérateur Op™(pf)
dans un rectangle Rc e, qui ne dépend pas du parametre semi-classique h contrairement
au résultat obtenu par Michael Hitrik and Johannes Sjostrand dans [HS04] en dimension

deux.

Remarque 2.1.5. On a supposé que l’ensemble de niveau Ag, était connexe.Cependant,
il devrait étre possible d’énoncer un résultat similaire s’il admet plusieurs composantes
connexes. Dans ce cas, on devra alors donner des conditions de quantification de Bohr-
Sommerfeld pour chaque composante connexe, puis considérer la réunion de toutes les

composantes.
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2.2 Quantification de Weyl de R?, quantification de Weyl de

S!'xR et conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld

Nous allons nous focaliser sur la démonstration du théoréme A. Cette derniére se divise
en deux parties :

1. on considére un opérateur pseudo-différentiel Op™(p§) agissant sur Uespace L?(S')

de la forme suivante :
Op”(py,)(0,hDg) = Op" (f5)(8, hDg) + icOp™(q;,) (6, ADy),

ot fr(0,1) = f<(I) + O(h) et on montre un résultat (Théoréme A’) du méme type

que le théoréme A pour cet opérateur ;

2. on étend le théoréme A’ au cas d’un opérateur Op®(pf) agissant sur l'espace L*(R)

et satisfaisant les hypotheses (A) a (E) que nous avons données.

2.2.1 Quantification de Weyl de S! xR et conditions de Bohr-Sommerfeld

Dans ce paragraphe, nous présentons un analogue du théoréme A dans le cadre d’opéra-
teurs pseudo-différentiels agissant sur I'espace des fonctions de carré intégrable L?(S!). Afin

de pouvoir énoncer un tel résultat, nous avons besoin d’introduire de nouvelles notations.

Notations:
— St est le tore 1-dimensionnel réel R/277 ;
- St +iR = {z +iy;z € S,y e R} C C;
— (T*SY)¢ est 'espace cotangent complexe de S!, i.e. (S! 4+ iR) x C;
— L?(S') est 'espace de Hilbert des fonctions f mesurables 2m-périodiques telles que :

1 2

2 .
5 | 1fOF b < oo

~ VoisTub(S! x R) est un voisinage tubulaire de I’ensemble S! x R dans l'espace
(T*S")c;

— Vois(A; B) est un voisinage de ’ensemble A dans l’espace B.

Nous allons maintenant pouvoir nous pencher sur les hypothéses dont nous allons avoir
besoin. Ces derniéres sont analogues aux hypothéses (A) a (E) que nous avons énoncées
dans le cadre d’opérateurs pseudo-différentiels agissant sur I’espace L2(R). On considére

la quantification de Weyl du symbole :
pi(0,1) = f5(0, 1) + ieq;(0, 1),
qui est une fonction périodique en 6, dépendant de maniére C*° de € et satisfaisant les
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conditions suivantes :

(A’) les symboles ff et ¢f sont des fonctions analytiques sur S' x R a valeurs réelles qui

dépendent de maniére C*° du petit paramétre €;
(B’) p§ est une fonction holomorphe sur un voisinage tubulaire de S* x R telle que sur ce
voisinage, on a :
C >0, |p;(0,1)| < Cm(R(I)), (E2.2)
ou m est une fonction d’ordre sur R ;

(C’) pj admet un développement asymptotique en puissances du parameétre semi-classique

h dans espace de fonctions satisfaisant la borne (E2.2) de la forme suivante :
p5(0,1) Zp] 0,1k

autrement dit, pour tout N € N et pour tout (,]) dans un voisinage tubulaire de

S! x R, la fonction D5 — Z i=0D5 €h/ est holomorphe et satisfait I'inégalité suivante :

=

3C > 0, Z 0, | < CEN Im(R(I)),

(D’) le symbole principal, noté p° :
p(0, 1) = f(I) +ieq*(6, 1),

avec (0, 1) € S' xR, est elliptique & I'infini, i.e. pour (6, I) dans un voisinage tubulaire
de S' x R, il existe une constante C' > 0 telle que :

1
[P0, DI = Zm(R(1)), pour [(9,1)] = C.
Soit Fy € R un réel fixé, on considére ’ensemble de niveau suivant :
Ag, ={(0,1) € S" x R; p*(0,1)|._o = Eo}-

Et on suppose que :

(E’) Ag, est un ensemble connexe et régulier, i.e. d(p|._y) = (f]._g) # 0 sur Ag,.

Remarque 2.2.1. L’hypothése (B’) sur le symbole p§ implique que les dérivées de ce
symbole vont étre bornées par une fonction d’ordre (grace a la formule de Cauchy) et donc

qu il se trouve dans une bonne classe de symboles.

Soit C' > 0 une constante, soit €9 > 0 un réel suffisamment petit et soit :

1
E € {z € C;|R(2z) — Ep| < Yok 1¥(2)| < %0}
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On considére I’ensemble de niveau complexe A% donné par la relation qui suit :
AS = {(6,1) € VoisTub(S' x R); p*(6, 1) = E}.

D’aprés 'hypothése (E’), cet ensemble de niveau complexe est connexe et (f€)" # 0 sur
AS, pour e suffisamment petit (f€ est un difféeomorphisme local sur A%). Soit vg un lacet
dans ’ensemble A%, qui engendre m;(A%) le groupe fondamental de A%, on définit une

intégrale d’action I (nous expliquerons par la suite pourquoi cette intégrale est bien définie

f(E):i Ide.
27 S

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer un analogue du théoréme A dans le

et inversible) par :

cadre d’opérateurs agissant sur 'espace L?(S!).

Théoréme A’. Soit Op"(pf,) un opérateur pseudo-différentiel dépendant de maniére C> du

parameétre €, agissant sur lespace L*(S') et soit Ey € R un réel fivé tels que les hypothéses

(A’) a (E’) soient satisfaites. En particulier l'opérateur Op”(pj) est de la forme suivante :

Op"“(p,) (0, hDg) = Op™(f5)(0, hDy) + ieOp™(qp,) (0, hDy),

ot Op“(f5)(0,hDg) = Op“(f€)(hDg) + O(h). Il existe eg > 0 un parameétre suffisamment
petit tel que, pour :

1
Rceo = {z € C;|R(z) — Eo| < Yok 1$(2)| < %0} ot C > 0 est une constante,

les valeurs propres de l'opérateur Op™(p5) dans le rectangle Rc ¢, sont simples et données

pour 0 < € < €y et pour h suffisamment petit par :
a(Op”(ph)) N Roye = {gh(hk) + O(h™),k € Z} N Re e,

ou g5 est une fonction analytique sur un voisinage de f(E) dans C, admettant un développe-
ment asymptotique en puissances de h et dépendant de maniére C* du paramétre €. De
plus, le premier terme du développement asymptotique de la fonction gj, noté ¢, est la

réciproque de Uintégrale d’action E — I(E).

2.2.2 Transformation canonique complexe, quantification de Weyl com-
plexe et probléme de Grushin

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer le théoréme A’ et pour ce faire, nous allons

suivre les étapes ci-dessous.

— Etape 1 : on construit une transformation canonique complexe k et des coordonnées
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action-angle complexes (0, 1) telles que :

K : Vois(A%, (T*SY)¢) — Vois(I = est, (T*SY)e),
0,1) —s (0,1),

de sorte que pour (6,1) € (T*S')¢ on a :

pior H(0.1) = g°(I),

ou ¢¢ est une fonction analytique dépendant de maniére C>° du paramétre e.
— Etape 2 : on quantifie la transformation canonique s en suivant la procédure ci-

contre :

1. on conjugue par une transformation unitaire l'opérateur Op”(pj) agissant sur
'espace L2(S') en un opérateur Op% . (P5,) agissant sur un espace de type Bargmann,

ainsi leurs spectres sont égaux;

2. on construit un opérateur microlocalement unitaire Uy tel que microlocalement :

T ~€ w( € h 9 T
0200, 5) = 09" (4" (25 ) G-+ O

puis, par une procédure itérative, on construit un opérateur microlocalement

unitaire U tel que microlocalement :

g w (€ w( € h o g
UOpg, (P) = Op"(g5) <;£> U+ O(h™).

— Etape 3 : on détermine le spectre de opérateur Op¥ (p5,) en utilisant deux problémes

h o
de Grushin, un pour I'opérateur Opg, (p},) et 'autre pour I'opérateur Op*(g;) <—£>
’ 7\ i

obtenu dans l’étape 2.

2.2.2.1 Construction de la transformation canonique

La construction de la transformation canonique x que nous allons donner est analogue
a celle faite par Michael Hitrik et Johannes Sjostrand dans l'article [HS04|. On considére

I’ensemble de niveau complexe :
A = {(6,1) € VoisTub(S! x R); p*(6,1) = E}.
On peut montrer une premiére propriété sur cet espace.

Proposition 2.2.2 (Réécriture de I'ensemble de niveau A%). L’ensemble de niveau A%, se

réécrit de la fagon suivante :
AS = {(0,I) € VoisTub(S! x R); I = I°(8, E)},

o6



2.2. QUANTIFICATION DE WEYL DE R?, QUANTIFICATION DE WEYL DE
S! x R ET CONDITIONS DE QUANTIFICATION DE BOHR-SOMMERFELD

ot ¢ est une fonction holomorphe qui dépend de maniére C*° du paramétre .

Démonstration. Par définition, on a :
A = {(6,1) € VoisTub(S! x R); p(6,1) = E}.

Comme la fonction p¢ — E est holomorphe et qu’on a la relation suivante pour tout
(0,1) € A -
Op° df*
ol dl() 81'(0[)%0

pour e suffisamment petit car (f€)" # 0 et Jr¢° est borné sur ’ensemble AS,. Alors, d’aprées

(6,1) =

le théoreme des fonctions implicites, il existe une fonction holomorphe (6, E) telle que :
p(0,1) =FE siet seulement si [ =16, FE).
D’ou le fait qu’on puisse récrire 'ensemble de niveau A% sous la forme suivante :

A% = {(0,1) € VoisTub(S! x R); I = 1(0, E)}.

Nous allons maintenant définir la coordonnée d’action I en intégrant la 1-forme Id0.
Comme ’ensemble de niveau A% est homotopiquement équivalent & I’ensemble St alors
il existe un lacet vg dans I'ensemble A%, dont la classe d’homotopie engendre le groupe

fondamental 71 (AS,). On définit alors la coordonnée I par la relation suivante :

I(E) = L / Ide.
YE

21

On peut définir le lacet vz par le paramétrage suivant, pour ¢ € [0, 27] :

Ainsi, on peut réécrire la coordonnée I(FE) sous la forme suivante :

~ 1

2m
1(B) = 5 /0 1(0(1), E)dt.

Maintenant que cette coordonnée a été définie, on peut établir deux propriétés intéressantes

la concernant.

Proposition 2.2.3 (Relation entre I(E) et vz). La coordonnée I(E) ne dépend que de la

classe d’homotopie du lacet yg choisi dans ['ensemble de niveau Ap.
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Démonstration. La 1-forme Id«9|A;J est fermée, car :

d (1d9|A%> = d(I°(0, E)d0) = g—le(G,E)dG Adf =0,

puisque la fonction /¢ est holomorphe. Ainsi d’aprés le théoréme de Stokes, I(F) ne dépend

que de la classe d’homotopie du lacet 75 dans I’ensemble de niveau A%. ]

Proposition 2.2.4 (I est un diffecomorphisme local). La fonction Rc,, > E — I(E) est

un difféomorphisme local.

Démonstration. Comme la fonction f€ est un difféomorphisme local, alors on a :

dl 1 (%" 9l
Z(B)= — il E
dE( ) 21 Jo 8E(9(t)’ )dt,

LT (e

(E) + O(E)) dt,

~ 21 J, dE
_df)t
= =15 (E) + O(e) # 0.

Ainsi, comme I (E) est holomorphe par rapport & E (car la fonction [¢ l'est), d’apres le
théoreme d’inversion locale holomorphe Papplication E — I(E) est un difféeomorphisme
local. O

Nous sommes maintenant en mesure de construire la transformation canonique x.

Proposition 2.2.5 (Construction de la transformation canonique k). Il existe une trans-

formation canonique k et une fonction g¢ telles que :
K : Vois(AS, (T*SY)¢) — Vois(I = est, (T*SY)e),

0,1) — (0,1),

et -

peor (0,1) = g°(I).
La fonction ¢¢ définie ainsi est la réciproque de Uintégrale d’action I.

Démonstration. Pour e suffisamment petit et & € Rc ¢, il existe un réel positif dy tel que
pour (0,1) € AS,, 0 € S* +i] — 8y, dp[. Nous allons définir la transformation canonique &

par une fonction génératrice h(6,I), i.e. que r satisfera I’égalité suivante :
oh oh -
K 9, — | = —=, I]).
o6 o1
On rappelle que le nombre complexe F € Rc ¢, est fixé et on considere la 1-forme suivante :
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Soit :

j: St 4] = 8o, 60 — A%
00— (0,100, F)).
Alors, on a :
Jjrwg =150, E)db.

Comme [€ est une fonction holomorphe en 6, alors dy(j*wg) = 0. Ensuite, on remarque

que :

1 1
Jrwp — —/ Jfwp | d0 = j wp — —/ wg | df est d’intégrale nulle,
2m Js1 27 oy

ou g est le lacet défini précédemment. Par conséquent, il existe une fonction hg(0) définie
sur S! + i) — &g, 5[ telle que :

1

dohp = j*wp — <§/ wE) df = j*wp — I(E)d,
YE

par définition de la coordonnée I(E). Soit hx(0) la fonction définie sur S* +1i] — 8o, &o[ par :
dohg(0) = dehg(0) + I(E)d6.

Alors elle vérifie la condition suivante :

| Ohg B
D (H,W(9)> =FE.

D’aprés la proposition 2.2.4, I'application E — I(E) est un difféomorphisme local, donc
on peut considérer la fonction BE( i (6) comme une fonction des variables 6 et I ou E(I)

est la réciproque de la fonction I(E). Finalement, on pose :
Oy 1 (0) -
K(0,1) = &() 7|,
oI

(cette définition a un sens car I ne dépend que de F, qu’on peut voir comme une fonction

de 6 et de I). Et on remarque que :

Ohy (0 +21)  Ohypn(0) o /. .
) EWNONTT 5 _ s
i - Y (hE(I) (0 +27m) — hpyjy (9))
Oh 1y (0
_9 / Ohpny®) 4
ol st 00
= %(Zﬂ'j) = 27.

ot
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Ainsi la transformation x est bien définie et est localement une transformation symplectique

holomorphe car :

 3h(0) .
dmdezﬂdmcw:dmcw,
9001

et elle envoie 'ensemble de niveau A%, sur Pensemble {I = cst} (car I ne dépend que de
E), en outre :

pior H(0.1) = g°(I),

1

0 -
car — le champ de vecteurs tangent a {I = cst} est envoyé par 'application k™" sur le

champ de vecteurs tangent a A%, en d’autres termes :

) . . -
£(p6 ok N0, ) =0 = porYO,1)=g°().
Enfin, on déduit de cette équation que la fonction g€ est la réciproque de 'intégrale d’action
I car :
g‘(I(B)) =por " (0,1(E)) = E.

O

Remarque 2.2.6. On parle de coordonnées action-angle complezes pour le couple (é, f)

car la coordonnée I est définie par une intégrale d’action :

=Ll Ido,
2 YE

et la coordonnée 0 est définie a partir de la fonction génératrice de la transformation canon-

que K par :
~ oh ~
ol
Remarque 2.2.7. Sie =0, alors la transformation canonique k est l’identité (de fonction
génératrice h(6, f) = Qf) On pouvait s’y attendre puisque dans ce cas, le symbole principal

p¢ s’écrit déja sous la forme d’une fonction de la variable d’action.

2.2.2.2 Quantification de la transformation canonique «

On souhaite construire un opérateur associé a la transformation canonique k. Le prob-
léme réside dans le fait qu’on ne peut pas directement appliquer le théoréme d’Egorov car
nous ne sommes pas dans le cadre réel. Nous allons donc plutdt écrire la transformation
canonique k comme une composition de plusieurs transformations canoniques qui elles
seront plus facilement quantifiables. Auparavant, nous allons nous intéresser & la théorie
des transformées de FBI. Pour une introduction & cette théorie, on pourra consulter le
livre de Maciej Zworski [Zwo12, Chapter 13] ou bien le cours en ligne de Michael Hitrik et

de Johannes Sjostrand [HS15] ou encore celui de Johannes Sjostrand [Sjo02]. Commengons
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par introduire les notations dont nous allons avoir besoin.

Notations: soit ® une forme quadratique strictement sousharmonique sur C et & valeurs
réelles. On considére les notations suivantes :
— L(dz) est la mesure de Lebesgue %dz Ndz;
~ L3(C,®) = L}(C,e 2®)/ML(dz)) est I'ensemble des fonctions mesurables f telles
que :
[ 1R L) < 4os
C

~ L(C,®,m) = L(C,m?e 2®=)/"[(dz)) est I'ensemble des fonctions mesurables f

telles que :
/ F(2)Pm(2)2e 22O L(dz) < +oo,
C

ou m est une fonction d’ordre (m désignera dans la suite une fonction d’ordre sur
C associée a un opérateur agissant sur ’espace L%(C, ®) dans un sens que nous
préciserons plus tard) ;

— Hp(C,®) = Hol(C) N L}(C, @) est 'espace des fonctions holomorphes qui appartien-
nent a l'espace L?(C, ®);

— Hp(C,®,m) = Hol(C) N L?(C, ®,m) est espace des fonctions holomorphes qui ap-

partiennent a l'espace L2 (C, ®,m).
Remarque 2.2.8. Comme par définition une fonction d’ordre m est supérieure ou égale
a 1, alors on a linclusion suivante :
Hh((C, P, m) C Hh((C, (I>).
Nous rappelons la définition de fonction holomorphe quadratique dont nous allons avoir
besoin dans la suite (voir par exemple [Zwol2, Chapitre 13]).

Définition 2.2.9 (Fonction holomorphe quadratique). Une fonction holomorphe quadra-

tique ¢ sur CxC est une fonction qui s’écrit sous la forme suivante pour tout (z,x) € CxC :
L 5 L. 9
o(z,x) = 0% + bzr + §dx ,

ot a,b,d sont des nombres complexes.

Nous donnons maintenant la définition de la transformée de FBI (Fourier-Bros-Iagoniltzer)

dans le cadre de la dimension un (voir par exemple |Zwol2, Chapter 13|).

Définition 2.2.10 (Transformée de FBI et sa transformation canonique). Soit ¢(z,x) une

fonction quadratique holomorphe sur C x C telle que :

0z2
0%¢
" 0x0z

0% ) s
1. < est un nombre réel positif;

2

£ 0.
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La transformée de FBI associée a la fonction ¢ est lopérateur Ty défini sur ’espace de
Schwartz S(R) par :

Tyu(z) = %Ae(i/h)¢(z’z)u(x)dx,

o 1 |detd,0.9)
= Q1727371 (det 3(02¢)) /1

On définit la transformation canonique associée a l'opérateur Ty par lapplication suivante :

kg :CxC— CxC,
(x, =0 p(z,2)) —> (2,0,0(z,x)).

Nous rappelons maintenant les propriétés importantes de la transformée de FBI (voir

par exemple [Zwol2, p.309]).

Proposition 2.2.11 (La transformée de FBI envoie L?(R) sur Hp(C,®)). Soit, pour
2e€C:

®(z) = sup (=3(¢(2,2))) -

zeR
Cette fonction ® est une forme quadratique strictement sousharmonique sur C et ¢ valeurs
réelles. Alors Ty : L*(R) — Hy(C, ®) est une transformation unitaire.
De plus, si T} LZ(C,®) — L*(R) est ladjoint de Uopérateur Ty, alors il est donné par

la formule intégrale suivante pour tout v € L3(C,®) :
Tro(x) = esh™/ / /MG =22y () L (d2).
C

Etona :
1. TyTs =id sur lespace Hp(C, P);
2. T;Ty = id sur l'espace L3(R).

Démonstration. Pour la démonstration de cette proposition, on pourra aller voir le livre
de Maciej Zworski [Zwo12, p.309-311]. O

Remarque 2.2.12. La transformation canonique kg envoie l’espace R? sur la IR-variété

209
—8—(2')) 12 € (C} ou P est la forme
i 0z

quadratique strictement sousharmonique associée o la fonction ¢ au sens de la proposi-

(I-Lagrangienne et R-symplectique) Ap = {(z,

tion 2.2.11. De plus, on identifie la variété Ag avec C grice a lapplication suivante :
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Exemple 2.2.1. Soit ¢1 la fonction définie pour tout (z,x) € C x C par :

d1(z,x) = %(2 — x)g.

Alors, par un calcul, on trouve que la forme quadratique strictement sousharmonique ®q

associée a cette fonction ¢ est donnée pour z € C par :

(I)l (Z)

ROl

l\Jl'—‘

La transformation canonique associée s’écrit sous la forme suivante :

Ky Z(C2 — (CQ

(x,8) — (z — i€, §).

Et elle envoie l'espace R? sur l'ensemble :
Aq;.l = {(Z, —%(Z)),Z S C}

Nous recroiserons cet exemple, car il va s’avérer fondamental pour la suite. Nous allons
maintenant énoncer des résultats utilisant la transformée de FBI et qui permettent de faire

un lien entre un opérateur agissant sur I'espace L2(R) et un opérateur agissant sur I’espace
Hh((ca (b)

Proposition 2.2.13 (Opérateur pseudo-différentiel agissant sur 'espace Hy(C, ®)). Soit
Op"“(p§,) un opérateur pseudo-différentiel agissant sur Uespace L*(R) et satisfaisant les
hypothéses (A) a (D). Soit o une forme quadratique sur C strictement sousharmonique et
a valeurs réelles (on peut associer o cette fonction ®g une forme quadratique holomorphe
$o dans le sens de la proposition 2.2.11). Soit Opg, (p},) := Ty, o Op"(p},) © 13, Alors :
1. Opg, (p;) : Hi(C,®0,m) — Hy(C,®0) est uniformément borné par rapport au
parameétre semi-classique h et au paramétre € (pour h < 1 et € < €y ot € est un

réel positif fizé) et m = m o /<c¢ est une fonction d’ordre sur ’ensemble :

209

Ao, = {(.%77) e C%n= ;8—y( )}

(on rappelle que m est la fonction d’ordre associée & l'opérateur Op™(p;) dans Uhy-
pothése (B));

2. Opg, (p5) est donné par l'intégrale sur un contour suivante, pour u € Hp(C, ®q) :

2 €T "’E x+
v Giyu(e) = o [ e (St

2 9
N _ 2., __ 2
ou I'(z) = {(y,n)EC =

<x—;—y>} et ou le symbole pj est donné par
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~ -1
Dp = Dy 0 Ky, -

Démonstration. Nous présentons ici uniquement un résumé des étapes de la démonstration,
pour plus de détails voir par exemple les cours en ligne [Sjo02, p.139-142| et [HS15] ou bien
Particle [MS03].

Etape 1 : on montre la formule :

L)\ — *’6 x+y
(Tpo © OD™ (pf) © Ty )u 27rh//r() eli/M@=y)n ( 5 ,n> u(y)dydn,

en utilisant le fait que les symboles peuvent se décomposer sous la forme de sommes de

symboles exponentiels bornés.
Etape 2 : on montre que Opg, (p5) : Hol(C) — Hol(C) en remarquant que Opg, (pj,) se

I'(f(fCI'lt d(f la fa(;On Sulvant(f .
: p@ pf €)= n e Y y dydy7

ol la fonction kj est donnée pour (z,y) € C? par :

(s ) = e/D@0(0)— o) (/W (ila—1)(2/)0: Bo(a+u/2) e <“7 +y 25’;’0 <@“ +y ))
! > iox \ 2 ))

et ou C' est une constante indépendante de h. Puis on remarque que kj vérifie ’équation

suivante :

Ozkn = Ogkn

ainsi en dérivant sous le signe intégral et en utilisant une intégration par parties, on obtient
I’holomorphie de Opg, (p5,)u pour u € Hol(C).
Etape 3 : on montre que Opg, () = O(1) : L3 (C, ®9,m) — L} (C,®g) en utilisant la

formule de Stokes pour réécrire 'opérateur Opg, (p5,) de la fagon suivante :

1 xr— "’E x+
0w iu(a) = oy [ e (50t
1

1 i/h)(z— - [T+
+ onh @ e( Jh)( y)nu(y)&yﬁph <Ty’n> A dydn’
Gloy (=

=55 //1“1 (/M @=y)n 5e < —2Fy’77> u(y)dydn  car pj, est holomorphe,

ou le contour I'y(z) est défini pour 0 <t <1 et pour x € C fixé par :

_28<I>0 T+y Lt T —y
"= o 2 (x —y)’

et ot le contour G 1j(z) est obtenu en considérant ¢ comme une variable. Puis on montre

64



2.2. QUANTIFICATION DE WEYL DE R?, QUANTIFICATION DE WEYL DE
S! x R ET CONDITIONS DE QUANTIFICATION DE BOHR-SOMMERFELD

que :

1

Opg, (55 u(z) = 50" /C e W fi . )i (y)uly) O(1)dydy,

200 — 1
ou fr(x,y) = 67|zfy|2/(h<x7y>)ﬁ% a ;_ y7 7 8x0 (x ;_ y) —i—l(i — Z>> ) est une fonc-

tion bornée par (z —y)Noel#=v*/(z—v)) gur T (z). A partir de cette estimation, on déduit

le caractére uniformément borné de 'opérateur. ]

A partir de cette proposition, on peut rappeler la définition de quantification de Weyl
complexe de R? (voir le livre [Zwo12] ou le mini-cours [HS15]) dans laquelle on n’a pas

besoin de supposer que les symboles considérés soient holomorphes.

Définition 2.2.14 (Quantification de Weyl complexe de R?). On note :
S(A@O) ={pn € COO(A<1>D);V04, AC, > 0,]10%ps| < Cyu} ~ S(C).

Soit pj € S(Aa,) une fonction dans la classe de symboles S(As,) admettant un développe-
ment asymptotique en puissances de h et dépendant de maniére C*° de €. On définit la

quantification de Weyl complexe du symbole p; par la formule intégrale suivante, pour

u < Hh((C, (I)O) :

Opg, (Ph) = onh // M < in >U(2/)dydn,

N 2 09 T4y
— 2., - ~2

Comme le symbole pf, défini dans la proposition 2.2.13, est une fonction holomorphe et

bornée par une fonction d’ordre m sur un voisinage tubulaire de I’ensemble Ag,, on peut

considérer des déformations du contour I'(z) et donc d’autres fonctions poids.

Proposition 2.2.15 (Opérateur pseudo-différentiel agissant sur l'espace Hj(C,®) avec
® plus général). Avec les notations de la proposition 2.2.18, soit ® € CH1(C,R) (I’espace
des fonctions de classe C' & gradient lipschitzien) une fonction proche de la forme quadra-
tiqgue ®g dans le sens ot ® = ®g+ f avec f € C(l)’l((C,R) une fonction telle que les normes
IV fllzee et [|[V2f]|Le soient suffisamment petites. Alors Opg, (55) : Hy(C, ®,m) — Hy(C,®)
est un opérateur uniformément borné par rapport au parameétre semi-classique h et au

parametre € (pour h < 1 et € < eg ol €y est un réel positif fixé).

Démonstration. On donne ici aussi un résumé des étapes de la démonstration pour plus
de détails voir [Sj602, p.139-142| ou [HS15| ou [MS03].

Etape 1 : on montre via la formule de Stokes que Opg, (pj,) se réécrit de la fagon suivante :

z/h (z—y)n ~5
Op(I’O( :L‘ 27Th//l;q, :cy <
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ou le contour I'g(x,y) est défini par :

2 [1od T T—yY
= - —(t 1—t)y)dt+ — .
=3 5, (1T (1= 1)y) +C<x_y>

Etape 2 : on montre que I'opérateur Opg, (p5) est borné sur I'espace Hj(C,®,m) en
utilisant le fait que le long de I's(z,y), on a :

‘e(l/ﬁ)(i(w—y)n)—<1>(w)+<1>(y) < ¢—Clo—yl?/(a—y)

O

Remarque 2.2.16. Soit g une forme quadratique sur C strictement sousharmonique et
a valeurs réelles. Soit ® € CH1(C,R) une fonction telle que ® — ®q soit bornée. Alors les
espaces Hp(C, @) et Hy(C, ®¢) coincident.

Notation: soit @y une forme quadratique sur C strictement sousharmonique et & valeurs
réelles. Soit ® € C1'Y(C,R) une fonction proche de la forme quadratique ®¢ au sens de
la proposition 2.2.15. Soit Opg, (p},) I'opérateur défini dans la proposition 2.2.13. D’apreés
les propositions 2.2.13 et 2.2.15, on sait que cet opérateur agit sur l'espace Hj(C, ®q) et
sur 'espace Hp(C, ®). On note désormais Opg, (pj,) lorsqu’on considére 'opérateur comme
agissant sur I'espace H;(C, ®¢) et Opg(pf,) lorsqu’on le considére comme agissant sur I’es-
pace Hp(C, ®).

Etant donné que nous avons rappelé les principales propriétés de la transformée de FBI
et le lien entre la quantification de Weyl de R? et la quantification de Weyl complexe de
R?, nous allons maintenant nous intéresser au cadre de ’énoncé du théoréme A’ et donc
aux quantifications de Weyl de S! x R. On se focalise plus particuliérement sur la forme
quadratique strictement sousharmonique ®; étudiée dans 'exemple 2.2.1 et définie de la

fagon suivante :

(I)liC—)]R

1
72— I3

Comme on I’a vu, cette forme quadratique est associée & une fonction holomorphe quadra-

tique ¢1 dans le sens de la proposition 2.2.11, définie pour tous z,z € C par :

{
o1(z,x) = 5(2 — )2
La transformation canonique g, étant donnée par :

kg : Cx C— CxC,
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On remarque que pour (z,£) € C2, on a :
Fir (4 27,) = tigy (2, €) + (27, 0).

Ainsi, il existe une application Ky, : (S'+iR) x C — (S'+iR) x C telle que moky, = Ry, o
oit 7 : (R +iR) x C — (S! +iR) x C est la projection.

On considére maintenant les transformations suivantes :
1. By, + (T*SY)c — (T*SY)¢ qui envoie I'espace S! x R sur I'espace Ag, ot :

Ao, = {mf) e ('8he ¢ = 200 @) = —%(w)};

2. &~ ! deéfinie par :

R =R ok oRg L (T8Ye — (T78))e,
qui ne préserve pas ’ensemble Ag, (car k n’est pas une transformation réelle) mais

I’envoie sur une autre I R-variété, notée Ag,, oi @2 est une fonction réguliére proche
de (I)l.

En résumé, on a le diagramme commutatif suivant au niveau des espaces des phases :

S!xRC (T*Sl)(c K (T*Sl)%D S!' xR

.0) @,
J/E¢l

E¢1J
A CI8 e st (17SY)e o Ag

1
(@)

Aq>2 C (T*Sl)(c I
(y;m)

On souhaite maintenant quantifier ces transformations. D’abord, nous allons montrer com-
ment on peut construire un opérateur unitaire associé a la transformation &, en suivant
Particle [MS03| (qui traite le cas de la dimension deux). Par soucis de complétude, nous

allons rappeler la théorie en dimension un. On considére la transformation :

Fl =Ry ok oﬁgll (T*SYHe — (T*SY)e,

(z,8) — (y,n)-

Nous allons commencer par montrer qu’il existe une fonction ®5 telle que la transformation

%71 envoie la T R-variété Ag, sur Ag,.

Proposition 2.2.17 (La transformation &'

envoie Ag, sur Ag,). Il existe une fonction
régulicre ® définie sur un domaine de l’ensemble S' + iR contenant le lacet R (VE) et

telle que :
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1. @5 est proche de ®1 dans le sens de la proposition 2.2.15 ;

2. i (Aa,) = Ag, = {(y,n) € (1"S)cin = %aai;(y)}-

Démonstration. Comme la transformation #~' est la composition de trois transforma-
tions symplectiques, alors #~!(Ag,) est une I R-variété. Ensuite, en utilisant le fait que la
transformation x est proche de l'identité lorsque le paramétre € est petit, on montre que
% !'(As,) peut s’écrire sous la forme Ag, avec ®o une fonction réguliére. De plus, comme
le paramétre € est petit, la transformation #~! est également proche de I'identité, donc
A, est proche de Ag, et on peut montrer que Ag, est inclus dans Ag, + W o W est
un voisinage de (0,0) dans (T*S')c. Ainsi, on peut réécrire la fonction ®; comme somme
de deux fonctions, la fonction ®; et une fonction réguliére f telle que la norme ||V f|| e
soit petite. De plus, on montre que la fonction f est a gradient lipschitzien et comme
IV fllip = [IV?f|| Lo, on obtient que la norme ||V2f| L~ est petite. O

Soit graph(k) = {(z,&y,n) € Ao, X Aa,; (2,€) = R(y,n)}. En suivant I'article [MS03],
on peut construire une fonction 1 (z,y), définie au voisinage de chaque point de ’ensemble

Tz y(graph(k)) (la projection de I’ensemble graph(k)), telle que :

1. 9(z,y) est holomorphe par rapport & x et anti-holomorphe par rapport & y sur
Pensemble 7, y(graph(F)) ;

209, 200,

2. OY(z,y) = 2%(@ et Ogth(w,y) = ;a—y(y% V(z,y) € m(uy)(graph(i));

3. 1(2) + Pa(y) + S((@,y)) ~ dist((z,y), 7(z.y) (graph(F))*.

Remarque 2.2.18. On peut considérer l’ensemble m, ,(graph(k)) car les espaces Ay, et
Ao, sont paramétrés par x et y respectivement, ainsi le produit A, X Ag, est paramétré par

le couple (z,y). Par conséquent m, ,(graph(k)) est une sous-variété réguliére de mp (Ao, X Asp, ).

D’aprés les conditions 1. et 2. on a :

209,
i 0F

_ 20
i Oz

dip (x)dx +

(y)dy Sur 7z q) (graph(/?c))

Si on restreint la fonction v a espace 7, ,(graph(i)) et qu’on Iidentifie a une fonction

sur graph(k), on obtient :

4 (Wlyraphir) = Edw —Tidy - pour (,&y,1m) € graph(F).
On veut étudier la continuité analytique de la fonction v le long d’un lacet v dans graph(k).
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D’abord, on remarque que :

(ol = (350de)

donc la forme (€dz)|,, est exacte. De méme la forme J(Ndy)|,, est exacte. Soit
2

¥ ={(R(p),p);p €} ou’yest un lacet dans Ag,. On a :

/ dip = /(  (ede ),

[

- / (R(dz) + iS(Edx)) — / (R(7dg) + S (7))

oy
:/ R(&dx) — /3? ndy),

Ainsi le long d’un lacet la fonction i change d’une constante réelle puisque c’est la différence
de deux intégrales d’actions réelles. On appelle cette différence une indice de Floquet, ce

nombre dépend de la transformation k et de la classe d’homotopie du lacet ~.
Introduisons maintenant de nouvelles notations.

Notations:

- L%(Sl) est 'espace des fonctions mesurables et Floquet-périodiques f telles que :

1 2w

— |f(:r:)|2d;v < 400,
2T

ou la condition de Floquet-périodicité est la suivante :
fla+2m) = e UM f(a);

- L?,(Sl + iR, ®) est l'espace des fonctions multivaluées Floquet-périodiques f telles

que :

2
/ PP 2N L(dz) < too,
0
ol z = x +iy € S' +iR;
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~ Hj(S'+iR, ®) est I'espace des fonctions holomorphes appartenant & 'espace L% (S'+iR, ®).

Nous pouvons maintenant quantifier la transformation <.

Proposition 2.2.19 (Quantification de la transformation &). Soit A ['opérateur défini par

lintégrale swivante :

1

Aulz) = 5 [ DD 0o,y (e puty)e IO L)

ot a(x,y) est un symbole tel que :
1. a(x,y) ~ Y aj(z,y)l dans Uespace de fonctions C*°(Vois(m(, . (graph(i)))) ;
2. a; €C>;
3. Bsa; = O((dist((2, 1), Ty graph(R)) + 1) ;
4. 0y0; = O((dist((2, 1), Tny) graph(R)) + ) ;
5. a est elliptique, i.e. ag ne s’annule pas;

et oti x est une fonction de troncature égale a 1 dans un voisinage de m, ,\(graph(k)). Soit
U C Ag, et soit V C Ao, tels que R(U) = V. Alors :

1. A= L} r(U),e 22/ L(dy)) — L3(n(V),e ?®1/"L(dx)) est un opérateur borné ;
2. 1000 A)ull 20,y < OR)lull 12 a,)-

Démonstration. Nous donnons ci-dessous un résumé des grandes étapes de la démonstra-
tion de cette proposition qui se trouve dans [MS03].
Etape 1 : on montre que pour u € L3(m(U),e 2*2/"L(dy)), Au(x) est une fonction

Floquet-périodique en utilisant le fait que :

[ v =00

Etape 2 : on montre quesiu € L(7(U), e 2®2/" L (dy)), alors Au € L (n(V), e 2*/"L(dx))
en utilisant la condition 3. sur la fonction 1 et le lemme de la phase stationnaire.

Etape 3 : on montre que ||(0 o A)uHL% < (’)(hoo)HuHL% en exprimant 0 o A par dérivation
sous le signe intégral (qui est légale en utilisant les hypothéses 3. et 4. sur le symbole a
et 'hypothése 1. sur le fonction 1), puis en estimant cette intégrale avec le lemme de la

phase stationnaire (et ’hypothése 3. sur la fonction ). O

Remarque 2.2.20. Soit A* l'adjoint de l'opérateur A. Alors, cet opérateur A* est associé
a la transformation &' et on peut choisir le symbole a de telle sorte que, a un O(h™)-prés
(avec les notations de la proposition 2.2.19) :

— A*A est le projecteur orthogonal L3 (n(U),e~2*2/"L(dy)) — Hy(n(U), ®2) ;

— AA* est le projecteur orthogonal L% (w(V), e 2*/"L(dx)) — H;(7(V), ®1).
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Ainsi, on a construit un opérateur unitaire A, microlocalement défini sur les espaces
L?(®), associé a la transformation &, qui envoie I’ensemble des fonctions holomorphes sur
lui-méme & un O(h>)-prés. Nous avons également un théoreme d’Egorov dans ce cadre

donné par la proposition qui suit.

Proposition 2.2.21 (Théoréme d’Egorov sur les espaces Hy(®)). Avec les notations de la
proposition 2.2.19, il existe un opérateur Opg, (p5,) dépendant de maniére C* du paramétre

€, défini par la formule intégrale suivante :

owi () = 5o [ ey (7

. . 200, [z +
oit(@) = e (7 Sl>c;n=;8—;( Ly

adaptée, tel que :

777) u(y)dydn,

)} et o x est une fonction de troncature

1. le symbole principal p¢ de l'opérateur Opg (pj5) satisfait I’équation p© = p° o R

2. Opg, (p5)A = AOpg, (p;) et A*Opg, (p5,) = Opg, (B};)A* a un O(h™)-prés au sens

ol !

1(Opg, (Ph)A = AOpe, (D)) ull 12 (7 &,) < O |ul b, v,92);
I(A*Opg, (9}) — Opa, () A™)ull 12 7,0,y < O) [l (v.00),

ot V est un sous-ensemble compact de w(V') et U en est un de w(U).

Démonstration. Nous résumons les étapes de la démonstration de cette proposition qu’on
pourra consulter dans I’article [MS03].
Etape 1 : l'existence d’un opérateur Opg, (p;,) de symbole principal p¢ = p© o E1 et tel

que & un O(h*>)-prés, il satisfait les relations suivantes :

Opg, (93)A = AOpg, (5;) et A"Opg, (53) = Opa, (D) A,

est assurée par la proposition 2.2.19.

Etape 2 : la formule intégrale de cet opérateur se déduit d’un calcul. O

Précédemment, on a défini un opérateur Ty, : L2(R) — Hy(C, ®1) associé a la trans-
formation canonique kg,. On souhaite maintenant construire un opérateur agissant sur les
espaces de Floquet et associé a la transformation canonique %4, , autrement dit on cherche

un opérateur B tel que :
B: Hy(S' +iR, ®;) — L3(Sh).

On introduit pour ce faire quelques notations.
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Notation: on note ky le noyau de la transformée de FBI Ty, : L?*(R) — Hp(C,®y)

associée a la fonction ¢1, i.e. pour tout u € L3(R) :

Ty u(z) = c¢1h_3/4/ e—(l/zh)(z—m)Qu(x)dx - / kn(z — x)u(x)de,
R R

avec cg, > 0 la constante donnée dans la définition 2.2.10.
L’adjoint complexe T7 : L%(C,®1) — L*(R) peut également se réécrire sous la forme

suivante pour tout v € L}(C, ®1) :
5 v(z) = c¢1h_3/4/(ce_(l/Qh)(E_E)Qe_N)l(Z)/hv(z)L(dz),

= / kn(z — x)e 221 &y () L(dz).
C

Dans la suite, on identifie les fonctions de espace L%(S') avec des fonctions localement
de carré intégrable sur R et Floquet-périodiques et on fait de méme pour les fonctions de
l'espace Hy(S! + iR, ®1).

Proposition 2.2.22 (Quantification de la transformation %y, ).
1. La transformée de Bargmann Ty, induit un opérateur B* : L%(S') — H ;(S'+iR, @)

donné par la formule suivante :
B*u(z) = / kn(z — x)u(x)dx = / Z kn(z — @+ v)el/2 Iy (3 da,
R € ve2nz

ot £ C R est un domaine fondamental pour le réseau 2nZ..

2. L’adjoint compleze de l'opérateur B* est défini quant & lui par :

Bu(z) = / Z kn(z — &+ v)elt/2eh) Jv e =221/ Moy () 1 (dz),
E+iR ve2nz

= / kn(z — 2)e 221y () L(dz).
C

Ainsi le noyau de opérateur B coincide avec le noyau de T$1 Uadjoint de la trans-
formée de FBIL

Démonstration. Nous donnons un résumé des étapes de la démonstration de cette propo-
sition qu’on trouve dans l'article [MS03].

Etape 1 : on montre que pour u une fonction Floquet-périodique, la fonction B*u est
aussi Floquet-périodique par un changement de variable dans 'intégrale.

Etape 2 : on montre la formule suivante :

B*u(z) = / Z kn(z — x4 v)e W2 IV (1) da,
£

ve2nz
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en utilisant 'égalité B*u(z + v) = e~ (/MJ” B*y(z) puis en remarquant qu’intégrer sur R
revient & intégrer sur le domaine £ puis & translater I'intégrale par le réseau.

Etape 3 : on exploite ce qu’on a fait dans les étapes précédentes pour montrer les formules
sur ’adjoint B. O

Comme la transformée de FBI T}, est une transformation unitaire d’apreés la proposition

2.2.11, alors on en déduit que B* est également un opérateur unitaire.

Proposition 2.2.23 (La transformée B* est unitaire).

1. BB* =id sur L%(S!);

2. B*B =id sur H;(S' + iR, ®y).
Démonstration. Nous résumons ici les grandes étapes de la démonstration de cette propo-
sition. Une démonstration plus détaillée de ce résultat se trouve dans Particle [MS03].
Etape 1 : BB* =id sur L%(S!) découle directement de I'égalité : T3 Ty, = id sur L3(R).
Etape 2 : B*B = id sur Hj(S! + iR, ®;). La démonstration de cette égalité est plus

complexe, pour commencer on montre que pour v € L}(C, e 221 (W/h L (dw)), on a :

Ty T3 v(x) = Ch™! / 2/ (.0 =2/ ) () I, (dw),
C

1
ou Y1 (z,w) = —g(:c —w)? et ou C est une constante indépendante de A, pour en déduire

Dinégalité suivante pour v € L2(C, e~ 2®1()/ [ (dw)) -
7o T3, 0l < €220l [ [ e WP Ldu) Lide) < +cx.
cJC

A partir de 13, on considére u € H;(S' + iR, ®;) normalisé et on montre qu’on peut
approcher la fonction u par une suite de fonctions (ur)r>1 € Hi(C, ®1) telle que :

L. ||urlla,c.e.) = On(1)R;

2. ||lu = urllL2(B0,R/2).81) = On(1)eF*/Coh ayec Cy > 0 une constante.

La fonction up est donnée par la formule suivante pour = € C :

ur(@) = (9(@) «x (F)) x (F) u@).
-~ gla) = e
arrange;

2 ..
C/hz” on C' > 0 est une constante qu’on peut choisir comme cela nous

R
- X (%) une fonction de troncature qui vaut 1 sur la boule B <0, 5) et 0 en dehors

de la boule B(0, R).
Ensuite, comme ugr € Hy(C, ®1), alors Ty, T ur = ug et on en déduit que B*Bu =u. [

On a également un théoréme d’Egorov dans le cadre des espaces de fonctions Floquet-

périodiques qu’on peut déduire de la proposition 2.2.13.
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Proposition 2.2.24 (Opérateur pseudo-différentiel agissant sur H;(S! + iR, ®1)). Soit
Op®”(p§,) un opérateur pseudo-différentiel agissant sur [’espace L? (Sl) et satisfaisant les
hypotheses (A’) a (D’). Soit Opg, (p5) = B* o Op"(pj) o B. Alors :

1. Opg,(p5) « Hy(S' + iR, ®y,m) — H;(S' + iR, ®1) est uniformément borné par
rapport au parameétre semi-classique h et au petit paramétre € (pour h < 1 et € < €

ot €y est un réel positif fizé) et m = mof%5 est une fonction d’ordre sur [’ensemble :

209 RY
) = -30) |

2. Opg, (p};) est donné par la formule intégrale suivante :

Ont o) = g [ oty (242

200
ouI'(z) = {(yﬂ?) € (T*SY)esn = T—aa ! <:1: +y> =-9 <_x;—y>} et ot le symbole
i Or

Aoy, = {(y,n) € (T*SYesn =

) u(y)dydn,

2
pj, est donné par pj, = pf o E;ll.

Proposition 2.2.25 (Opérateur pseudo-différentiel sur I'espace H;(S! + iR, ®3)). Avec
les notations de la proposition 2.2.24, soit ®3 une fonction de classe CH'(S' +iR;R) proche
de ®1 dans le sens ot o = @1 + f avec f € Cé’l(Sl + iR;R) une fonction telle que les
normes |V f||p~ et |V2f| L~ soient suffisamment petites.

Alors Opg, () : Hy(S' + iR, ®9,m) — H;(S' + iR, ®3) est uniformément borné par
rapport au parameétre semi-classique h et au paramétre € (pour h < 1 et € < €y ot €y est un

réel positif fizé).

Pour résumer, on a le diagramme suivant (avec les notations des propositions 2.2.19 et
2.2.24) :
LA(S') ————— L3(8Y)

ol |-

Hﬁ(S +’L]R @1) 1
H}L(S +'LR @2)—>HJ(S +2R @1)

En appliquant la proposition 2.2.25 & l'opérateur Op™(p5) agissant sur L2(S!) on obtient

un opérateur :
Op, (75) = B*Op" (p) B : Hy(S' + iR, @3) — Hy(S' + iR, ®»).

On rappelle que l'opérateur A est associé a la transformation Kk Ap, — A, et que
Popérateur B est associé¢ & la transformation % ¢ : Ap, — S! x R. Ainsi la transfor-
mation & ¢11 o & envoie 'ensemble Ag, sur Pensemble S' x R. Par conséquent, on obtient
un théoréme d’Egorov car si on pose Uy = BA, on a une équivalence entre un opérateur

pseudo-différentiel agissant sur l'espace Hp(m(U), ®2) et un opérateur pseudo-différentiel
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microlocalement défini dans un voisinage de I = cst dans S! x R et agissant sur l'espace

L?I(Sl). Autrement dit, microlocalement on a :
7 w (€ wi € h o ~
UoOpag, (Py) = Op*(9°) 790 Up + O(h),

ou ¢¢ est la fonction donnée par la proposition 2.2.5 et o Op™(g°) est la quantification de
Weyl du symbole g¢(I) sur 'espace L3(S').

On peut résumer ce qu’on a fait dans ce paragraphe par la proposition qui suit.
Proposition 2.2.26 (Quantification de la transformation E;ll o k). Il existe un opérateur
Uo : Hy(S" + iR, ®g) — L3 (S') tel que :

1. Uy est uniformément borné par rapport au paramétre semi-classique b ;

2. Uy est concentré sur graph(ﬁ(;ll °0R);
3. Uo est microlocalement unitaire dans le sens suivant :

(a) pour toute fonction x1 € Cg°(Vois(I = cst;S! x R)) indépendante du paramétre

h, on a :
(0005 — i) Op"(x1) = O(1=) : I3(S") — L3(S");

(b) pour toute fonction x2 € C3°(Vois(m(U); Aw,)) indépendante du paramétre h, on
a:

(0500 — 1) OpY, (x2) : LA(S' + iR, ®2) — LR(S + iR, @)

ot Opg,(x2) désigne la quantification compleze du symbole x2 qui est définie
par la formule intégrale de la proposition 2.2.24 en remplacant le contour d’in-

tégration par celui qui suit :

4. macrolocalement, on a :

7 ~€ w( € h 9
0200, 5) = 09" (4" (2 ) G-+ O

ot g¢ est une fonction analytique dépendant de maniére C*° du paramétre € et dont

la réciproque est 'intégrale d’action E — f(E) Plus précisément, cela signifie :
Op"(x1) (UoOpi, (55) — Op"(g°)0o ) = O(h),
(T00p3, (55) — Op"(9)00 ) O, (x2) = OM);

ot les symboles x1 et x2 sont choisis comme dans l'assertion 3.
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On peut améliorer la proposition précédente en utilisant une méthode itérative et ainsi

obtenir la proposition qui suit.

Proposition 2.2.27 (Quantification de la transformation E;ll o k). Il existe un opérateur

microlocalement unitaire U : Hy(S' + iR, ®3) — L2 (S') tel que microlocalement, on a :
7 w (=€ w( € h 9 7 00
UOpag, (P4) = Op“(g5) 795)U T O(h*),

ot g; est une fonction analytique admettant un développement asymptotique en puissances
du paramétre semi-classique h, dépendant de maniére C* du petit parameétre € et dont le
premier terme du développement asymptotique g° est la réciproque de ['intégrale d’action
E v+ I(E).

Démonstration. Soit Uy I'opérateur défini dans la proposition 2.2.26, si on note Sy := Op™(g¢),
alors on a :

UoOps, (55) = SoUp + O(h) =: (So + liR1)Up. (E2.3)

Nous allons modifier Popérateur Uy pour obtenir le résultat. Plus précisément, on cherche

d’abord un opérateur unitaire V' tel que :

V(Uo0p8, (57)) = (So + hS1)V Uy + O(h?), (E2.4)

h o
avec S1 = Op*(g%) ;£> et ou gf est une fonction a déterminer. D’apreés les équations

(E2.3) et (E2.4), on veut que l'opérateur V satisfasse I’équation suivante :
V(Uo0pg, (B5)) = V(SoUo + hR1Up) = (So + hS1)VUy + O(h?).
On peut réécrire cette équation comme ci-dessous :

VSoUp 4+ KV R Uy = SoV Uy + hS1 VU, + O(h?),
V Sy — SoV = hS1V — hV R, + O(h?),
[V, So] = hS1V — AV Ry + O(1?).

En terme de symboles principaux, cela signifie :

Soit v = €, alors on a :
)

%{U,So} _! <

1 1

D sy De™ Dsg > _ L <8a dso  Oa 880) B
00 oI oI 06) 060 o ol 00 )
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Donc e'*{a, so} = €'*(s; —r1), i.e. {a,s0} = s; —r1. De plus, on sait que s9 = ¢g¢(I), donc :

~ Oadg . Oa dge\ !
s1—m =Ha,g°(I)} = i dgf i.e. i (;}) (s1 —71). (E2.5)

Comme {a, so} = s; — 1, alors :

1 ~
S1 = %/rldH (E26)

Par conséquent, on peut déterminer la fonction s; en utilisant 1’équation (E2.6) et Jza en
utilisant 'équation (E2.5). Ensuite, comme [ 85ad§ = 0, on peut définir la fonction a. On

obtient ainsi :

hi) hQRQ) (V).

i 90

(V)0 ) = (00"(a" + naf)
On réitére ensuite ce processus avec 'opérateur W = Id+ AV ce qui donne le résultat. O

2.2.2.3 Spectre et problémes de Grushin

Nous allons maintenant déterminer le spectre de 'opérateur Op*(pf,) a I’aide du spectre
de I'opérateur Op“(gj) et de celui de I'opérateur Opg, (p5). Nous commencons par faire

un lien entre le spectre de I'opérateur Op”(pj) et le spectre de I'opérateur Opg, (p5,)-

Remarque 2.2.28. Soient Hy et Ho deux espaces de Hilbert. Soient Py : H1 — H1 et
]Sh : Ho — Ho des opérateurs pseudo-différentiels. Soit U : Hy — Ho un opérateur
unitaire tel que P, = U*P,U. Alors o(Py) = o(By).

On peut déduire de la remarque 2.2.28 un lien entre le spectre de I'opérateur Op* (pj,)

et celui de I'opérateur Opg, (Pf,)-

Proposition 2.2.29 (Spectre de Op“(pj,) et spectre de Opg, (p})). Soient Op”(pj,) et
Opg, (p,) les opérateurs pseudo-différentiels définis précédemment.
Alors on a : o(Op“(p};)) = o(Opg, (55))-

Démonstration. 11 existe un opérateur unitaire B* : L?(S!) — Hp(S! + iR, ®1) tel que
Opg, (p5,) = B*Op“(pj,) B, par conséquent le spectre de I'opérateur Opg, (p5,) est égal au
spectre de 'opérateur Op® (p5). O

On souhaite maintenant décrire le spectre de I'opérateur Opg, (p5) en utilisant la con-
naissance qu’on a du spectre de I'opérateur Op*“(gj,). Pour ce faire, on suit les méthodes
utilisées dans les articles [HS04, MS03] sauf que dans notre cas, 'opérateur Op" (g5 ) obtenu
par conjugaison a partir de 'opérateur Opg, (p7) est plus facile & manipuler. Plus précisé-

ment, on veut déterminer le spectre de lopérateur Opg, (p5) dans le rectangle suivant :

1 €
Re = {2 € CIRG) - Bl < 2. 136) < 2.
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pour Ejy € R, o1 ¢g > 0 est un parameétre fixé suffisamment petit. Nous allons donc utiliser

de I'analyse micro-locale dans un voisinage de {p} = E} ou E € Rg,.

Notations:
~ A = {(y,n) € A¢2;]5j(y,77) =po E;ll (y,m) = E} (ou la fonction @4 est telle que
I'ensemble de niveau A%, contient Ky, (A%));

— soit I € R la constante telle que (E;ll 0&)(Ag,) = {I = Iy} ou :

Apy = {(y.1) € Aay; 5y 1)l _o = Eo}-

On considére I'ensemble des quasi-valeurs propres pour l'opérateur Op“(g;), i.e. :

J
Y(e,h) = {g,% <hk: - 2—) ke Z} NRC -
T

Tout d’abord, on peut estimer la distance entre deux éléments de ’ensemble Y (e, h). En
J J

effet, soit z = g} <hk — 2—) et soit Z = g}, (hl — 2—) avec k,l € Z et k # 1. On suppose
7r T

que z,Z € X(e, h). Alors :
hlk — 1

o)

1 J J h
— Zipfdi € Y € Y e
On 4 kg dist <gh <hk 27T> I <hl 27T>) ” o)’

et considérons la famille de disques ouverts suivante :

J
z—g%<hk—§>'<5ﬁ}.

Remarque 2.2.30. Les ensembles Qi (h) sont disjoints (car la distance entre deux éléments

|z — 2| >

Soit :

Qi (h) = {z € Reeos

de l’ensemble X(e, h) est supérieure a dp).

On souhaite montrer que le spectre de 'opérateur Opg, (p5) dans le rectangle Rc ¢, est
contenu dans 'union des disques 2 (h). Par conséquent, on considére 1’équation suivante

pour z € Ro, -
(Opg, (Py) — 2)u =v avec u,v € Hy(S' + iR, ®y). (E2.7)

On rappelle que la fonction ®9 est définie localement dans un voisinage du lacet %y, (Vr)
dans la proposition 2.2.17. On étend maintenant cette fonction sur S' 4 iR de telle sorte

qu’elle reste proche de la fonction ®; et égale a ®; en dehors d’un voisinage de Ry, (V£)-

On peut déja montrer une premiére propriété sur le spectre de Popérateur Opg, (%)

concernant la localisation des valeurs propres.
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Proposition 2.2.31 (Propriété de 'opérateur Opg, (p},)). En dehors d’un petit voisinage

de ’ensemble de niveau /~\€E dans l’ensemble Ao, , il existe une constante C > 0 telle que :

R ) — B > 5

Démonstration. Tout d’abord, montrons qu’en dehors d’un petit voisinage de 1’ensemble

de niveau /N\jE dans I'ensemble Ag,, il existe une constante C' > 0 telle que :

3 1
1Py (y,m) — E| > rok

Par définition, on a :

AEE = {(?Jﬂ?) € A<I>2;p~€(y777) = E}a
={(y,n) € Aa,;[p°(y,n) — E[ =0}.

Donc, pour (y,n) ¢ V un petit voisinage de ]\fE dans Ag,, il existe une constante C; > 0

telle que :

m(R(n)), pour |y, n| > C.

Soit K = {(y,n) € As,; |(y,m)| < C}. On suppose que l'ensemble K est tel que pour

(y,m) ¢ K,on a: —m(R(n)). On distingue deux cas :

E
IE] < 2C
— soit (y,m) ¢ V et (y,n) € K, alors par continuité :

P — Bl

“(y,n
AR

donc il existe une constante C' > 0 telle que :

PO E > & e () — Bl 2 (R
~ soit (y,1) ¢ V et (y,7) ¢ K, alors par ellipticité, on a :
50| = aR)),
donc :
() — B 2 157~ 1B 2 GmRO) = 5m(R0) = 5om(R0).
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Par conséquent, pour (y,n) ¢ V, il existe une constante C' > 0 telle que :

1p(y,m) — E| > %m(%(n)).

On note 7 la fonction telle que p5(y,n) = p(y,n) + A7} (y,n). Ainsi, pour (y,n) ¢ V, on

a

1p5(y,m) — E| = pr(y, ) — 0 (y,n) +p(y,m) — E,

> |p(y,m) — E = [pi(y,m) — P (y,m);
1 ’
2 5 m®(m) — |hri(y. ml,
> %m(%(n)) — KCm(R(n)) d’apres hypothese (C),

~ (5~ hC') iR,

Donc, pour (y,n) ¢ V, il existe une constante C' > 0 telle que :

_ 1
1Bi(y,m) = El > -
1
Soit U = {z eCilz—E| < 5} un voisinage ouvert de E dans C. On considére ’ensemble

suivant :

(7) " (U) = {(y:n) € Aas; Bi(y,m) € U},

Comme p est une fonction continue alors (55) ' (U) est un ensemble ouvert. De plus,

=€

(Ph
peut choisir le voisinage U tel que si (y,n) € (p5) 1 (U), alors il existe une constante C' > 0

)~1(U) contient 1’ensemble /NX% Donc, (ﬁ%)_l(U) est un voisinage ouvert de 1~\€E On

telle que :

R ) — B > 5

On introduit maintenant une notation concernant la quantification de Weyl complexe

d’un symbole régulier sur Ag,.

Notation: soit a € C;°(Ag,). On note Opg,(a) la quantification du symbole a définie,
pour u € Hp(S! + iR, ®5), par :

x +
Op<I>2( 27Th // l/h o < y7 > U(y)dydﬂ,

ou I'(z) = {(y,n) € (T"Sh)ein = 2% <%> éé—:;

stante et ol a est une extension presque holomorphe de a.

} ou C' > 0 est une con-
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On rappelle que Opg, (a) : Hy(S' + iR, ®3) —> Hy(S* + iR, @) & un O(h*)-pres.

SOlt Xpe ‘ € |
e=0 €=0

la fonction Ky, du champ de vecteurs réel X o On considére une partition de 1'unité

le champ de vecteurs hamiltonien associé a p®|,_,. Soit X I'image par
sur Ag, :
1=x+ +97,

avec :

1. x € C§°(As,) une fonction réguliere telle que x = 1 dans un voisinage de A% et telle

que son support est contenu dans un petit voisinage de I’ensemble de niveau A% ou :
UOpg, (54,)0pé, (x) = Op“ (9;)UODPE, (x) + O(h™);

2. wfc € C;°(As,) une fonction réguliére a support dans la région :

. 1
+R(p;, — E) > rok
Pour montrer la pertinence de cette partition de 'unité, nous allons nous intéresser a

quelques propriétés dans lesquelles elle va intervenir.

Proposition 2.2.32 (Estimation sur la norme de I'opérateur Opg, (1 — x)).
Soient u,v € Hy(S! + iR, ®o) satisfaisant I’équation (E2.7). Alors, on a l’estimation suiv-
ante :

10pg, (1 = x)ull <O (1) vl + OF)|[ull

Démonstration. Nous allons donner les grandes étapes de la démonstration de cette propo-
sition. Cette démonstration est analogue a celle de l'article [HS04| qui est faite dans le cas
de la dimension deux.

On considére pour N € N, 99 < 901 < ... < 9n avec ¢y = ¥} des fonctions de troncature
dans l'espace C3°(Aa,;[0,1]) & support dans une région ou R(p; — £) ~ 1 et on montre
une série d’estimations sur ces fonctions (on note f < ¢ si le support de la fonction f est
inclus dans ’ensemble ou la fonction g est égale a 1).

Etape 1 : on montre en utilisant le support de la fonction 1; que pour tout 0 < j < N :

[Opa, (Ph), Opa, (¥5)] = O(h).

Etape 2 : on montre en utilisant le support de la fonction j et le fait que ' € Ro e, qu'il
existe une constante C' > 0 telle que, pour tout 0 < j < N :

1
(R(Opag, (Ph) — 2)Opa, (v;)ulOpg, (V5)u) = ~|Opa, (W5)ull®.

Etape 3 : on montre en utilisant les étapes 1 et 2 et a l'aide de 'inégalité de Cauchy-
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Schwartz que pour tout 0 < j < N :

| (R(Op3, (B5) — 2)Op, ()ulOpg, (¥;)u) |
< O(W)||(0pg, (B) — 2)ull|OPE, (v;)ull + O(W)||OpG, (i1 )ull + OF)||ul*.

Etape 4 : on montre en utilisant les étapes 2 et 3 que pour tout 0 < j < N, on a :
1 -
¢ 10pe, (¥y)ul* < OM)[[(Opg, (55) —2)ull|OPE, (1;))ull+O(B)||Opg, (¥j+1)ul*+O () u|*.

Etape 5 : on montre en utilisant I’étape 4 et I’inégalité de Young que pour tout 0 < j < N,

on a :

1 1
51098, ()ull” < 5510p8, ())ull*+OM)||(0pE, (1) —2)ull*+O(R)[|Opg, (Y51 )ul*+O(R>) [ul*.

Etape 6 : on montre en utilisant I’étape 5 que pour tout 0 < j < N, on a :

10D, (¥))ull* < O)[|(Opi, (55) — 2)ull* + O(R)||Op&, (Wj+1)ull® + OF)||ul*.

Etape 7 : on montre en utilisant 1’étape 6 et une relation de récurrence sur les fonctions

Y que si u,v € Hp(S* + iR, ®5) vérifient I’équation E2.7, alors on a :

10pg, (v )ull < OW)[vll + O(R>)Jul.

Ensuite, d’apres I'équation (E2.7), on a :

(Opg, (B1) — 2)0ps, (X)u = Opg, (x)v +w  avec w = [Opg, (5}), Opg, (O]u.  (E2.8)

Comme w est microlocalisé dans le support de [Opg, (p5,), Opg, (x)], qui est en dehors d'un

voisinage de A<, on peut montrer en utilisant la proposition 2.2.32 que :
[wl| < O (h) [|v]] + OR)full. (E2.9)

En appliquant Vopérateur U a 'équation (E2.8), on obtient :

U((Opg,(pf) — 2)Opg, (x)u) = U(Opg, (x)v + w),
UOps, (55)0py, (x)u — zU0pY, (x)u = UOpE, (x)v + Uw,
(0p“(g5)U + O(h*))Opy, (X)u — 2UO0PY, (x)u = UOPY, (x)v + Uw,

car ﬁOp&‘;z (95,)O0pg, (x) = Opw(g,‘l;)ﬁOpg2 (x) + O(h*°) par définition de la partition de
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I'unité. Ainsi, on a :
(0p“(g5) — 2)UOPY, (x)u = UOPE, (x)v + Uw + Twu, (E2.10)

ot Too = O(h™®) : Hy(S' + iR, ®3) — L%(S!). On peut alors montrer la proposition qui

suit.

Proposition 2.2.33 (Inversibilité de 'opérateur Op“(g;)). Soit z € Rc e, \U Qi (h). Alors
Uopérateur Op™ (g5) — 2 + L%(S') — L2%(S!) est microlocalement inversible dans la région

o |IT — In| € —— (qui correspond au domaine ou l'opérateur Op™(g;) est bien défini) et

o(1)
1

d’inverse microlocal de norme O <%)

Démonstration. On montre cette proposition en calculant de maniére explicite 'inverse de

I'opérateur Op*(gj;,) puis en I'estimant. O

Proposition 2.2.34 (Estimation sur la norme de 'opérateur Opg, (x))-
Soit z € Roeo \ UQ(R). Soient u,v € Hp(S* + iR, ®9) satisfaisant [’équation (E2.10).

Alors, on a l'estimation suivante :

o)

10pg, (X)ull = ——=lv]l + OR%)]ul.

Démonstration. On multiple équation (E2.10) par U~1(Op®(gf) — 2) " (ou U~" est l'in-

verse microlocal de U qui existe dans le domaine de la fonction X), ce qui donne :
Op}, (x)u = U~ (0p" (g5) = )70 (O, (v +w+ U~ Tocur)

Puis on utilise I'estimation de la proposition 2.2.33 sur la norme de I'opérateur (Op*(g5,) —%)

I’estimation sur w et la définition de T, pour en déduire I'inégalité. O
On peut maintenant déduire des propositions 2.2.32 et 2.2.34, la proposition qui suit.

Proposition 2.2.35 (Injectivité de 'opérateur Opg, (p5) — 2). Soit 2 € Roe, \ U (R),
alors lopérateur Op}, (55) — z : Hy(S' + iR, ®2) — Hp(S' + iR, ®2) est injectif.

De plus l'opérateur Opg, (p},) vérifie également une autre propriété.

Proposition 2.2.36 (L’opérateur Opg, (p},) — 2 est de Fredholm).
L'opérateur Opy, (p5) — z + Hy(S* + iR, &g, m) — Hp(S" + iR, ®2) est un opérateur de
Fredholm d’indice O (i.e. ¢’est un opérateur dont le noyau et le conoyau sont de dimensions

finies et ces dimensions sont égales).

Démonstration. Grace a lellipticité du symbole principal p¢, on peut construire un inverse
a lopérateur Opg, (p;,) — z + K ot K est un opérateur compact. Ainsi, on obtient que
l'opérateur Opg, (p;) — z + K est de Fredholm d’indice 0 et cela démontre que I'opérateur
Opg, (p},) — 2 est également de Fredholm d’indice 0. O
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On déduit des propositions 2.2.35 et 2.2.36, le caracteére bijectif de 'opérateur Opg, (p},) —2.

Proposition 2.2.37 (Bijectivité de I'opérateur Opg, (p};) — 2). Soit z € Ro e, \ U Qi (R),
alors Opy, (p5) — z : Hp(S" + iR, @, m) — Hp(S" + iR, ®3) est bijectif.

On peut résumer ce que nous venons de faire en disant que les valeurs propres de
l'opérateur Opg, (p5) dans le rectangle Rc ¢, sont localisées dans les disques ouverts Q(h).
Nous concentrons maintenant notre attention sur ’un de ces disques, donc on considére
les couples (h, k) tel que z € Qg(h). On souhaite montrer que les valeurs propres z de

l'opérateur Opg, (p5) dans Q(h) sont de la forme suivante :

J
z =gy (hk — §> + O(h™).

Pour ce faire, nous allons étudier deux problémes de Grushin, un pour I'opérateur Op" (g5 )—2
et l'autre pour 'opérateur Opg, (p5) — z; on rappelle la définition de ce probleme (pour

plus de détails sur cet outil, on pourra aller consulter l'article [SZ07]).

Définition 2.2.38 (Probléme de Grushin). Un probléme de Grushin pour un opérateur
P :Hi — Ho entre deux espaces de Hilbert est un systéme :

{Pu—I—R_u_ =,

Ryu=wvy;

ot R_ : H_ — Ho, Ry : H1 — Hy, avec H_,Hy deuzr espaces de Hilbert et o
(u,u_) € H1 x H_, (v,vy) € Ho x Hy. La matrice du probleme de Grushin est définie

par :

P R_
P:Z( >:H1XH_—>H2XH+.
R, 0

Tout d’abord, on considére un probléme de Grushin pour 'opérateur Op*(gf) — z. Ce
probleme est globalement défini si on considére une extension de la fonction g; telle que
sa partie réelle croit ou décroit partout et est constante au voisinage de l'infini. De cette
facon, on n’ajoute pas de nouvelles valeurs propres dans le rectangle Rc ., et les valeurs
propres de 'opérateur Op“(gy5) sont simples.

Soit (e;);ez une famille de fonctions ou pour [ € Z et 6e [0,27] on a :

el(é) _ e(i/27rh,)(27rh,l—J)§ _ ez’lé e—(z‘/27rh)(]6'~'

Cette famille de fonctions (e;);ez forme une base orthonormée de I'espace L?%(S'). Soient

Ry et R_ les opérateurs suivants :

R, :L*SY) —C R_:C — L%(SY),

u+— (uleg) U —> Uey.
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On s’intéresse au probléme de Grushin suivant, pour (u, @) et (v,9) € L%(S') x C :

(E2.11)

(Op“(g5) — z)u + R 4= v,
R+u = 17

Proposition 2.2.39 (Probléme de Grushin pour 'opérateur Op”(g;) — 2). Soit :

s= (P2 B o sl x e
Ry 0

Alors lopérateur S admet un inverse défini par :

é_(EA(z) AE; >
E_ E_(2)

avec
1 E+ == R_ 5
2 E, - R+ 5

. J
. B =z—g5 | hk — — |.
% B =g (M- )

De plus, les composantes de ’opérateur & satisfont les estimations suivantes :

@) B = A 136 — 136,

(ii) By =0O(1):C — L%(SY);
(iii) E- = O(1) : L3(SY) — C;
(iv) E_ 4 (z) = O(h):C — C.

De plus, pour tous (u,@), (v,7) € L%(S") x C satisfaisant S(u,a) = (v,0), on a l'estimation
qui suit :
hllull 2 +[al < OQ)(|[vllz2 + Alo]). (E2.12)

Démonstration. On inverse le systéme S(u,@) = (v,?) avec (u, @), (v,9) € L3(S') x C
en utilisant la base orthonormée (e;);cz et l'expression explicite de l'opérateur Op“(gs)
pour obtenir I'expression de . Ensuite, les estimations (%), (i), (iii) et (iv) se déduisent
directement de 1., 2. et 3. toujours en utilisant le caractére orthonormé de la famille (e;);ez.
Enfin, estimation (E2.12) se déduit des estimations (i), (i), (i) et (iv). O

On s’intéresse maintenant & un probléme de Grushin pour l'opérateur Opg, (p},) — 2.

On consideére les opérateurs qui suivent, pour tout couple (h, k) tel que z € Qi (h) :

R+ : Hﬁ(Sl + ZR, (1)2) — (Cv
wr—s BT, (x)u = {TOPY, (x)uler)
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et :

R_:

Q
&
2

LR, @),

R_a=aU e

h

—
—

=g

oit U est Popérateur défini dans la proposition 2.2.27 tel que microlocalement :

UOps, (7,)0p§, (x) = Op" (95)UODE, (x) + O(h™),

et ou U~! désigne I'inverse microlocal de I'opérateur U.

Remarque 2.2.40.

— L’opérateur Ry est bien défini car la fonction x localise dans un voisinage ot l’opéra-
teur U est bien défini.

— L’opérateur R_ est bien défini car la fonction ey localise dans un voisinage ot [’opéra-
teur U™ est bien défini.

D’abord, comme dans ’article [HS04], on remarque qu’on a la propriété suivante con-

cernant "opérateur R_ :
Op,(X)R- = R_ + O(h™) : C — Hu(S' + iR, @,),

(car les fonctions ey, et x sont localisées dans le méme voisinage). On considére le probléme
de Grushin suivant, pour (u, ) et (v,9) € Hy(S' + iR, ®s) x C :

{ (Opg, (Py) — 2)u + R-1 = v, (E2.13)

R+U = 7.

Proposition 2.2.41 (Probleme de Grushin pour I'opérateur Opg, (p}) — 2)-
Pour tout (v,7) € Hy(S' +iR, ®3) x C, le probleme de Grushin (E2.13) admet une unique

solution (u,@) € Hp(S! + iR, ®9,m) x C satisfaisant l’estimation suivante :
hllull m, (@0) + @] < O) (0], (22) + BID]) - (E2.14)

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, nous allons ramener le probléme de
Grushin (E2.13) au probléeme de Grushin (E2.11), ainsi nous pourrons appliquer la propo-
sition 2.2.39. Commencons par appliquer l'opérateur Opg,(x) a la premiére équation du
probléme de Grushin (E2.13) :

{ Opg, (x)(Op4, (5;) — 2)u + Opg, (x)R—u = Opg, (x)v,

R+U = 7.
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Comme Opg, (x)R- = R_ + O(h*°) =: R_ — R, alors on a :

Opg, (x)(Ops, (03) — 2)u + R—u = Opg, (x)v + R4,
R+u = 7.

Comme :

Opg, (x)(Opg, (5;) — z)u = Opg, (x)Opg, (B),)u — 20pg, (X)u,
= Opg, (93,)Ops, (X)u — [Opg, (7,), Opg, (X)]u — 20pg, (X)u,
= (Opg, (P}) — 2)Opg, (x)u — [Opg, (7}), Opeg, (X)]u,

alors, si w := [Opg, (5},), Opg, (x)]u, on a :

{ (Opg, (74) — 2)Ops, (X)u + R-@ = Opg, (X)v + w + RZ4,

R+U = 7.
ou w satisfait I’estimation suivante :
[w] < O (h) ||v]| + O(>)([Jul| + |a]).
On applique 'opérateur Uala premiére équation :

{ U(Ops, (55) — 2)0p%, (\)u + UR_@ = UOpY, (x)v + Uw + UR™4,

R+U = 7.

De plus, comme R = U~ R_ et U(Op, (5;)—=2)Op4, (x) = (Op* (g5)—2)UOp, (x)+O(h>),

le systéme devient :

{ (Op“(g5) — 2)UOPE, (x)u+ R_@ = UOpY, (x)v + Uw + ,

R+U = 7.

ou W satisfait 'estimation suivante : |w| < O(A™)(||lu|| + |@|). De plus, par définition

Ry = RJFUOpg,’Q (x), ainsi le systéme se réécrit de la fagon suivante :

{ (Op“(g5) — 2)UODPY, (x)u+ R_ii = UOpY, (x)v + Uw + 1,
R.UODPY, (x)u = 0.

On reconnait le probléme de Grushin (E2.11), on en déduit donc le résultat. Pour finir, la
démonstration de 'estimation (E2.14) utilise 'estimation (E2.12), les estimations sur les

normes des fonctions w et w et I’estimation :

10pg, (1 —x)ull < OM)[[v]l + OR) ([lull + [al) -
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Soit :

D <Opq>2](%ph) —F EE)-) : Hy(S' 4R, ®3) x C — Hy(S' + iR, ®3) x C.
+

Alors, d’aprés la proposition 2.2.41, opérateur P est injectif pour z € Qg (h) et comme
c’est une perturbation de rang un d’un opérateur de Fredholm d’indice 0, on sait que

Popérateur P est bijectif pour z € Qx(h). On note U'inverse de P de la fagon suivante :

E. E_4(2))
et on rappelle que le spectre de l'opérateur Opg, (p5) dans Q(h) est égal a I'ensemble

des nombres complexes z € C tels que E_ ;(z) = 0. Ainsi, on souhaite déterminer la

composante E_ | (z).

Proposition 2.2.42 (Composantes de £). Les composantes de l'opérateur € sont données

par les équations suivantes :

9 B (2) = B_(2) + O(F) = = — g <nk - 2i> + O,

™

Démonstration. Comme PE = id, alors :

(Opg, (B}) — 2) By + R-E_ 4(2) =0,
R+E+ — 1

On veut montrer qu’a un O(A*)-prés on a :

(Ops,(55) — 2)U "By + R_E_ 4(2) =0,
R+ﬁ_1E+ = 1

Or, on a:

R.UE,
= R+(~]Op$2 (x)U'E, par définition de R,
=1 par définition de y et car S€ = id d’aprés la proposition 2.2.39.
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Et, on a :

(Op%, (%) —2)U "By + R_E_ . (2)

= (OpY, () — 2)U "By + UT'R_E_ 4 (2) par définition de R_,
=U""(0p“(g) —2)Ex + U 'R_E_ 1 (2) car UOp§,(5;) = Op“(g;)U + O(h*),
=0 car S€ =id.

O

Remarque 2.2.43. On a uniquement donné des formules pour les composantes E et
E_ . (z) de Uopérateur € car ce sont les plus simples a déterminer et également car on a
uniquement besoin de connaitre la composante E_ 1 (z) puisque c’est d’elle dont dépend

le spectre. On peut cependant déterminer les autres composantes par des calculs du méme

type.
On peut résumer ce que nous venons de faire dans la proposition qui suit.

Proposition 2.2.44 (Spectre de Opg, (p},) et spectre de Op“(g;,))-
Soit Opg, (B5) : Hp(S' + iR, ®3) — Hy(S' + iR, ®2) l'opérateur défini précédemment. Il

existe eg > 0 un petit parameétre fixé tel que, pour :

1
Rce, = {z € C;|R(z) — Eo| < Yok 13(2)| < %0} ou C > 0 est une constante,

avec les notations de la proposition 2.2.27, les valeurs propres de l’opérateur Opg, (p5,) sont

simples et données par la formule suivante pour 0 < € < €g et pour h suffisamment petit :

7(Opg, (Py)) N Ree = 0(Op®(g5)) N Roe + O(R%),

J

ot gy est une fonction analytique sur un petit voisinage de Iy dans C, admettant un
développement asymptotique en puissances de h et dépendant de maniére C*° du paramétre
€. De plus, le premier terme du développement asymptotique de la fonction g5, noté g¢, est

la réciproque de Uintégrale d’action E — I(E).

Démonstration. Par définition du spectre, on sait que z € o(Opg,(p};)) si et seulement si
_ : : : : J
Opg, (p5) — z est non-inversible, i.e. E_ (z) = 0, i.e. z = g}, <hk - %> + O(h*°) (car

lopérateur Opg, (pj,) — z est inversible si et seulement si £ | (2) est inversible aussi, i.e.
si et seulement si E_ 4 (z) # 0). O

On peut maintenant conclure et déterminer le spectre de I'opérateur Op* (p§) en util-

isant les propositions 2.2.44 et 2.2.29, ce qui termine la démonstration du théoréme A’.
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2.2.3 Quantification de Weyl de R? et quantification de Weyl de S' x R

Pour démontrer le théoréme A, nous allons faire appel & des symboles sur I’espace des
phases S' xR et ensuite nous appliquerons les techniques développées dans la démonstration
du théoréme A’. On considére 'opérateur pseudo-différentiel Op* (pf,) agissant sur ’espace

L?(R), dépendant de maniére C* du petit paramétre ¢, de la forme suivante :
Op"(pj)(z, hDy) = Op"(f;)(x, hDy) + i€Op™(q;) (z, hDy),

et satisfaisant les hypothéses (A) a (E). On souhaite obtenir des conditions de quantification
de Bohr-Sommerfeld pour cet opérateur. On cherche une transformation canonique réelle

de la forme suivante :

k@ Vois(f€ = cst,R?) — Vois(I = cst,S! x R),
(z,8) — (0,1),

et telle que :
foRTHOT) = fAD),

ou f€ est une fonction analytique qui dépend de maniére C*° du paramétre €. Pour constru-
ire une telle transformation canonique &, nous allons utiliser le théoréme des coordonnées

action-angle. Soit Fy € R, on considére ’ensemble de niveau :

Ay = {(2,6) € R?, f(2,€) = Eo};

on rappelle que cet ensemble de niveau est compact, connexe et régulier. Soit 4, un lacet

qui engendre le groupe m1(Ag,) et soit :
1
2 'AYEO

Alors, en appliquant le théoréme des coordonnées action-angle avec le paramétre €, on sait

qu’il existe un difféomorphisme :

ki : Vois(f€ = Ey, R?) — Vois(I = cst,S' x R),
(z,8) — (0,1),

tel que :
foRTHO,I) = f(D).

La transformation canonique & envoie le symbole principal p¢(x, £) sur un symbole principal

de la forme suivante :
pCoRTHO,1) = fI) +ieg (0, 1) =: p°(0,1);

90



2.2. QUANTIFICATION DE WEYL DE R?, QUANTIFICATION DE WEYL DE
S! x R ET CONDITIONS DE QUANTIFICATION DE BOHR-SOMMERFELD

ot ¢5(0,1) = q° o &~1(A,I). Ainsi, on a transformé le symbole principal p(x,¢) en un
symbole principal p€(6,I) défini localement et de la forme utilisée dans le théoréme A’.
Comme dans la démonstration du théoréme A’; on a seulement besoin de travailler avec
des symboles principaux définis sur des petits domaines de ’espace des phases pour pou-
voir construire des transformations canoniques, nous allons pouvoir utiliser ici les mémes
techniques.

De plus, on peut choisir la transformation & de telle sorte que pour tout lacet 4, on a :
//%*Id@ —&dx = 0.
,S/
En effet, puisque # est une transformation canonique, alors :
R*(dI N\ df) = d& N dex.

Par conséquent, la 1-forme #*(Idf) — &dz est fermée et d’aprés le théoréme de Stokes, on

obtient que l'intégrale suivante sur le lacet 4 :
/ #(1d0) — £da,
,‘Y

ne dépend que de la classe d’homotopie du lacet 4, ainsi il existe une constante réelle c5 (/)

telle que :
//%*(Id@) —&dx = c5(R),
,’7’/

et on peut choisir cette constante égale a zéro (quitte a changer la transformation & si néces-
saire). De plus, on peut étendre la transformation canonique réelle & en une transformation

canonique complexe telle que :
p o N0, 1) = f(I)+ieG (0,1), pour (6,1) des coordonnées complexes.
Par conséquent, pour 4 un lacet complexe, la relation suivante est encore vraie :
/ #(1d0) — Edz = 0.
’3/
Soit C' > 0 une constante et soit €y un réel suffisamment petit fixé. Soit :

1
Ec {z € C,R(=) - Bol < 5. I3(2)] < %0}

On peut considérer un lacet v dans 'ensemble de niveau :

AS, = {(0,1) € VoisTub(S! x R), p°(0, 1) = p° o A~1(0,1) = E}.
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Ainsi le lacet #*ygp =: 4g est inclus dans I'ensemble de niveau :
A = {(z,€) € VoisTub(R?), p(x, &) = E}.

Et lintégrale d’action suivante est bien définie :

1 1

— Edr = — / 1d6.
27T AE 27T E

Ceci explique pourquoi on peut exprimer le premier terme du développement asymptotique

des valeurs propres de 'opérateur Op™(pf,) a 'aide de I'intégrale d’action [ {du.

On souhaite maintenant quantifier la transformation canonique complexe 4 définie par :

% : Vois(AS, VoisTub(R?)) —s Vois(A%, VoisTub(S! x R)),
(2,8) — (0,1),

ou (z,€) et (6,1) désignent des coordonnées complexes. Or, d’aprés la proposition 2.2.5,

on sait qu’il existe une transformation canonique complexe :

k : Vois(AS;, VoisTub(S! x R)) —s Vois(I = est, (T*S")¢),
(0,1) — (0,1),

telle que :

peo k10, 1) = g°(I).

Alinsi, plutét que de quantifier la transformation &, on va directement quantifier la transfor-
mation kok. Pour ce faire, on suit les mémes étapes que dans la démonstration du théoréme

A’ ainsi on considére le diagramme commutatif suivant sur les espaces des phases :

R? c C2 —3%T*S)e O St x R

On quantifie les différentes transformations comme précédemment et on obtient le dia-

gramme suivant (avec les notations des propositions 2.2.15, 2.2.19 et 2.2.24) :

L2(R) ——— L3(8Y)

| B

Hp(C,21) 1
Hy(C, &) — 4 H;(S" + iR, ®q)
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Notation: Opg,(p}) = Ty, o Op"(p},) o Tj, : Hn(C, @2) — Hu(C, ®s).

On peut résumer ce que nous venons de faire dans la proposition qui suit. La démon-
stration de cette derniére utilise la méme procédure itérative que la démonstration de la

proposition 2.2.27.

Proposition 2.2.45 (Quantification de la transformation 5;11 o k). Il existe un opérateur

microlocalement unitaire U : Hy(C, ®3) — L%(S') tel que microlocalement :

~ N h O ~

GOp, 77) = 00 (25 ) T+ (),
ot g5 est une fonction analytique sur un voisinage de 1(Ey) dans C, admettant un développe-
ment asymptotique en puissances du parametre semi-classique h, dépendant de maniére C*
du parameétre € et telle que le premier terme du développement asymptotique, noté g¢, est

la réciproque de l'intégrale d’action % f%; Edr.

Afin de déterminer le spectre de I'opérateur Op™(pf,), on utilise les mémes arguments

que dans la démonstration du théoréme A’. Plus précisément, on considére deux problémes
de Grushin, un pour I'opérateur Op*(g;,) — 2 et I'autre pour l'opérateur Opg, (5;,) — z et
on utilise le fait que 'opérateur Op“(g;) satisfait les mémes hypothéses que Iopérateur
Op“(pj,), ainsi ses valeurs propres sont simples et de la forme g5 (hk) pour k € Z si on

considére la fonction gf comme globalement définie. Ceci clos la démonstration du théoréme
A.
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Chapitre 3
Applications

Dans ce chapitre, nous donnons deux applications du théoréme A, la premiére con-
cernant des perturbations P7T-symétriques non auto-adjointes d’opérateurs auto-adjoints
et la seconde des perturbations non auto-adjointes d’opérateurs de Berezin-Toeplitz auto-

adjoints du plan complexe.

3.1 Opérateurs P7T-symétriques

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser aux opérateurs pseudo-différentiels
PT-symétriques. Nous allons donc donner la définition de tels opérateurs et pour cela nous

introduisons d’abord la classe de symboles qui va nous intéresser.

Définition 3.1.1 (Classe de symboles sur R?). On définit la classe de symboles S(R?) par

la relation swivante :
S(R?) = {pr e C®(R?); Voo € N?, il existe une constante Cy > 0 telle que : |0%py| < Ca}.

Soit 0 < h < 1 le paramétre semi-classique. Soit p; € S(R?) un symbole admettant un
développement asymptotique en puissances du parameétre semi-classique h. Soit Op*”(py) la
quantification de Weyl du symbole py, agissant sur I'espace L?(R). Rappelons la définition
d’opérateur pseudo-différentiel PT-symétrique.

Définition 3.1.2 (Opérateur PT -symétrique). On dit qu’un opérateur pseudo-différentiel
Op®(pn) est PT -symétrique si [Op®”(ps), PT| =0, ot :

P: L*(R) — L*(R) T : L*(R) — L3(R),
On appelle P opérateur de parité et T 'opérateur d’inversion du temps.

On peut caractériser le symbole d’un opérateur pseudo-différentiel PT -symétrique via

la proposition suivante.
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Proposition 3.1.3 (Symbole d'un opérateur PT-symétrique). Soit Op"(pp) un opérateur
pseudo-différentiel PT -symétrique agissant sur L*(R). Alors le symbole py de l'opérateur
OpY(pp) vérifie la relation suivante, pour tout (x,£) € R? :

pi(,€) = pa(—2,€).

Démonstration. Par définition de la quantification de Weyl et des opérateurs P et T, on

a pour u € L2(R) :

Z/h (z—y)&
Op® (pn)PTu(z) = 5 — //R2 (
_ b (/1) (o—)€
2mh //]1&2 ‘ bn (

Et, on a également pour tout u € L(R) :

PO nu(e) = PT 5oz [ om0, (12,6 ) ity )

(%h//R2 e (m y7§>u—y)dyd§>,

,§> PTu(y)dydé,

,§> u(—y)dyd§.

= 2rh //RQ B ph( é)ﬁdydé,
= 2 / /R2 wme < >—)d de,
:%//RQ e(i/ﬁ)(w—y)fph< 7§> Codyde,

en effectuant le changement de variable y — —y. Ainsi la relation [Op"(pp), PT] = 0 se

rééerit de la fagon suivante, pour tout u € L?(R) :

// (z/f z—y)& —r -
27Th R2
// (i/h)(z—y)E
27Th R2

Autrement dit, au niveau symbolique, on obtient pour tout (z,¢) € R? la relation qui suit :

y,f)u —y)dydé

,§> a(=g)dyde.

pi(x,€) = pr(—2,8).

O

On peut également déduire du caractére PT-symétrique d’un opérateur une propriété

de symétrie du spectre.
Proposition 3.1.4 (Symétrie du spectre d'un opérateur PT -symétrique). Soit Op®™(py) un
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opérateur pseudo-différentiel PT -symétrique agissant sur lespace L2(R). Alors le spectre

de lopérateur Op" (pp) est symétrique par rapport a l'axe des réels.

Démonstration. Soit A € o(Op®(ps)). Montrons que A € a(Op™(pp))-

Soit A € o(Op™(pn)), alors par définition du spectre, opérateur Op”(pp) — A n’est pas in-
versible dans I'espace L?(R). Par conséquent, I'opérateur PT (Op¥(ps) —A) n’est également
pas inversible dans 1’espace L?(R). De plus, pour u € L?(R), on a :

PT(Op“(pn) — Mu(x) = PTOp" (pn)u(z) — PT Au(x),
= Op™(pp)PTu(x) — APTu(x) car Op¥(pp) est PT-symétrique,
= (Op"(pn) = N)PTu(z).

Par conséquent, I'opérateur (Op® (p;) —A)PT n’est pas inversible dans I’espace L%(R), d’ou
le fait que Op®(ps) — A ne soit pas inversible non plus, ce qui signifie que A € o(Op® (ps)).
O

On peut maintenant énoncer une premiére application du théoréme A.

Théoréme B. Soit Op”(pj) un opérateur pseudo-différentiel dépendant de maniére C>
de €, agissant sur L*>(R) et soit Ey € R tels que les hypothéses (A) a (E) soient satisfaites.

En particulier, lopérateur Op"(pj,) est de la forme suivante :
Op*(pj) (2, hDy) = Op"(f;)(x, hDy) + i€Op™(g;) (z, hDz),

ou Op“(ff) et Op“(q;) sont des opérateurs pseudo-différentiels auto-adjoints. On suppose
€

de plus que lopérateur Op"(p§,) est PT -symétrique. Il existe g > 0 un petit paramétre
(indépendant de h) tel que, pour :

€0

1
R = {2 € CIREG) - Bal < 5,180 < 3

} ot C' > 0 est une constante,

le spectre de lopérateur Op™(pj,) dans le rectangle Ro e, est réel pour 0 < € < €q et pour h
suffisamment petit.

De plus les valeurs propres de Uopérateur Op”(p;) dans le rectangle Rc ¢, sont simples et

données par le théoréeme A, i.e. pour tout 0 < e < €g et pour h suffisamment petit, on o :
a(Op"(p)) N Reey = {95(hk) + O(R™), k € Z} N Re g,

ou g; est une fonction analytique dans un voisinage de I(Ey) dans C, admettant un

développement asymptotique en puissances de h et dépendant de maniére C* de €. De plus,

le premier terme du développement asymptotique, noté g¢, est la réciproque de l'intégrale
: 1

d’action B — 5~ f,yE &dr.

Démonstration. D’apres le théoréeme A, on sait que le spectre de opérateur Op® (pf) dans
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le rectangle Rc ¢, est donné pour 0 < € < ¢y et pour h suffisamment petit par :
a(Op®(pp)) N Ry = {gn(hk) + O(h>), k € Z} N Ro e,

ou g5, est une fonction analytique. Ce qui signifie que les valeurs propres dans ce rectangle
se trouvent le long d’une courbe & un O(h>)-prés. De plus, comme l'opérateur Op™(pf,)
est PT-symétrique, d’aprés la proposition 3.1.4, on sait que ’ensemble o(Op“(pj)) est
symétrique par rapport & ’axe des réels. Ainsi si on choisit une valeur propre dans I’ensem-
ble o(Op“(py,)), alors le conjugué de cette valeur propre doit aussi étre dans l’ensem-
ble o(Op™(pf,)). Or, la distance entre les parties réelles de deux valeurs propres est d’au
moins i/O(1), donc comme le conjugué d’une valeur propre a la méme partie réelle que
cette valeur propre, alors le conjugué d’une valeur propre est la valeur propre elle-méme.

Autrement dit le spectre o(Op”(p5)) dans le rectangle R¢ ¢, est réel. O

3.2 Opérateurs de Berezin-Toeplitz du plan complexe

Dans cette partie, on introduit un entier £ > 1 qui jouera le role de 1/h. Par con-
vention, les opérateurs pseudo-différentiels s’écrivent avec le parameétre semi-classique h
et les opérateurs de Berezin-Toeplitz avec l'inverse de ce paramétre k; nous allons donc
jongler avec ces deux paramétres. Nous rappelons d’abord la définition de la quantification
de Berezin-Toepitz du plan complexe C (qu’'on peut notamment trouver dans le livre de

Maciej Zworski [Zwo12, Chapitre 13]) pour ce faire, on introduit les notations qui suivent.

Notations: soit ® une forme quadratique réelle strictement sousharmonique sur C. Soit
k > 1. On note :

— Ag 'ensemble défini par la relation suivante :

— L(dz) la mesure de Lebesgue sur C donnée par : L(dz) = %dz NdZ;

~ L3(C,®) := L*(C,e *#*CG) [(dz)) = L*(C,e 2*@/[(dz)) =: L}(C, ®) I'espace des
fonctions de carré intégrable sur C par rapport a la mesure a poids exponentiel
e—2k<1>(z)L(dz) :

— Hy(C,®) := Hol(C) N L2(C, ®) = Hol(C) N L2(C, ®) =: Hy(C, ®) l'espace des fonc-
tions holomorphes sur C appartenant a l'espace L (C, ®);

— Hey = U p: L3(C,®) — Hy(C,®) la projection orthogonale de 1’espace de fonc-
tions de carré intégrable L2 (C, ®) (muni du produit scalaire L? a poids) sur l'espace
de fonctions holomorphes Hy(C, ®).

Définition 3.2.1 (Quantification de Berezin-Toeplitz du plan complexe C). Soit k > 1.

Soit i, € L*°(C) une fonction admettant un développement asymptotique en puissances de
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1/k. On définit la quantification de Berezin-Toeplitz de la fonction qi par la suite d’opéra-
teur Ty, = (T)k>1, ot pour tout k > 1, lopérateur T}, est défini par :

Ty, = g . Mg, s 1,

ott My, : L2(C,®) — Li(C, ®) est l'opérateur de multiplication par la fonction q.
On appelle la fonction g, le symbole de l'opérateur de Berezin-Toeplitz T, .

Remarque 3.2.2. Ici, on a choisi de considérer une définition pour la quantification de
Berezin-Toeplitz du plan complexe qui dépend d’une fonction ®. En général, quand on parle

de cette quantification notamment dans les articles de Yohann Le Floch ([LF14b], [LF14c]),

on la considére uniquement pour une fonction ® particuliere : ®y(z) = §|z|2 pour z € C.

Nous allons maintenant rappeler la définition de la quantification de Weyl complexe
de R? en suivant le livre de Maciej Zworski [Zwo12, Chapitre 13] ou le mini-cours en ligne
de Michael Hitrik et de Johannes Sjostrand [HS15|. Auparavant, on rappelle qu’on peut

identifier ’ensemble Ag avec C via ’application suivante :

C— As
2 <z 28@@)).

"i 0z

Ainsi, on peut identifier les espaces de Schwartz S(C) et S(Ag), ainsi que les classes de

symboles S(C) et S(Ag) ou on rappelle que (voir la définition 2.2.14) :
S(As) = {pn € C*(As);Va,3C, > 0,[0%p| < Co} ~ S(C).

On rappelle maintenant la définition de la quantification de Weyl complexe d’un symbole

sur R? que nous avons vue dans le chapitre 2 (définition 2.2.14).

Définition 3.2.3 (Quantification de Weyl complexe de R?). Soit p; € S(As) une fonction
admettant un développement asymptotique en puissances de h. On définit la quantification

de Weyl complexe de la fonction pg, notée Opg(pr), par la formule suivante :

1 )

" 2rh

ot on integre sur le contour I'(z) défini par :

1) = {woic= 252 (234) ]

On rappelle que cette quantification de Weyl complexe définit un opérateur pseudo-

différentiel agissant sur 'espace Hp(C, ®).

Proposition 3.2.4 (Opérateur pseudo-différentiel sur Hy(C, ®)). Soit pr € S(Ae). Alors
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Vopérateur Opg(pr) : Hi(C,®) — Hy(C,®) est uniformément borné par rapport au

parameétre semi-classique h.

Démonstration. La démonstration de cette proposition a déja été abordée avec la propo-
sition 2.2.13 (voir aussi le livre de Maciej Zworski [Zwo12, Chapitre 13]). O

On rappelle qu’on a déja vu le lien entre la quantification de Weyl classique de R? et la
quantification de Weyl complexe de R?, c’est la proposition 2.2.13 qui nous le donne. On
va maintenant établir un lien entre la quantification de Berezin-Toeplitz du plan complexe
C et la quantification de Weyl complexe de R?, pour ce faire, on introduit auparavant une

notation.

Notation: soit a € S(Ag) et soit ¢ € S(C), lorsqu’on écrit la relation qui suit, pour tout
z€Ae ~C:
1

a(z) = exp <ﬁ@@(%> (q(2)),

cela signifie que a(z) =: a(1, z) est la solution évaluée au temps 1 de ’équation différentielle

suivante :

alt, ) = — 0.0=(t, 2),
a0, z) = q(2).

Proposition 3.2.5 (Quantification complexe et quantification de Berezin-Toeplitz du plan

complexe C).

1. Soit g, € S(C) une fonction admettant un développement asymptotique en puissances
de 1/k. Soit Ty, = (T} )k>1 Uopérateur de Berezin-Toeplitz de symbole qy,. Alors pour
tout k > 1,

Tr, = Opg(an) sur Hi(C,®),

ot ap, € S(Ag) est un symbole donné par la formule suivante, pour tout z € Ag ~ C :

a(z) = exp (ﬁwz—{{))a@ (0(2)) (E3.1)

2. Soit ap, € S(Ag) un symbole admettant un développement asymptotique en puissances
de h. Alors il existe un symbole g € S(C) admettant un développement asymptotique
en puissances de 1/k tel que pour tout k > 1 :

Opg(an) =T + O(k™>)  sur Hy(C, @),

ot (Ty)k>1 = Ty, est Uopérateur de Berezin-Toeplitz de symbole qi, ot pour tout
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N € N et tout z € C, la fonction qi est donnée par :

Nhj J
EZ;E;;< q»lulk> (an(2)) + OB ).

Démonstration. La démonstration détaillée de ce résultat se trouve dans le livre de Maciej
Zworski [Zwo12, Chapitre 13] dans le cas multidimensionnel. On reproduit ici un résumé
des différentes étapes de cette démonstration.
Etape 1 : la seconde assertion découle de la premiére. On suppose que la premiére assertion
est vraie. Soit a; € S(Ag). Montrons qu'il existe g un symbole sur C tel que pour tout
k>1:

Opg(an) =Tk + O(k™>°) sur espace H,(C, ®),

ou Ty, = (Tk)k>1 est I'opérateur de Berezin-Toeplitz de symbole g;. Pour ce faire, on

consideére la fonction g définie, pour tout N € N et pour tout z € C, par :
YRV 1 Nl
)= (5) 3 iy (DD an(2) + O, (£3.2)
j=0

Par définition, g € S(C) donc d’aprés la premiére assertion on sait qu'’il existe un symbole
bn € S(Ag) tel que pour tout k > 1 :

T, = Opg(bs) sur lespace Hy(C, D),

et qui est donné, pour z € Ag, par :

ba(2) = exp (;%yl)aa)< ()

En replacant g par l'expression donnée dans I'équation (E3.2), on trouve que pour tout
z€ Ao :
br(z) = an(z) + O(R>).

Ainsi, pour tout k> 1, on a :
T = Opg(an) + O(h™) sur lespace Hy(C, ®).

Ainsi, la seconde assertion est bien vérifiée et il suffit donc maintenant de montrer la
premiere.
Etape 2 : simplification du probléme. Soit g, € S(C) et soit T, = (Tj)k>1 l'opérateur
de Berezin-Toeplitz de symbole g;. D’abord, d’aprés la proposition 2.2.13, on sait que si
ap € S(Ag), alors :

Opg(an) = TyOp" (kyan)(z, hD.) Ty,
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oit Op¥ désigne la quantification de Weyl classique de R%. On souhaite montrer que pour
tout k> 1
T, = Opg(an) sur lespace Hy(C, ).

Donc, il suffit de montrer que :
TyMy, Ty = Tyl x My, Mo 1Ty = T3 T) T, = Op"(kgan)(z, hD;) sur espace L*(R).

Ensuite, on peut considérer ¢ € C3°(C) car une fonction ¢ € S(C) peut s’écrire comme

limite d’une suite de fonctions (Qi)jeN € C5°(C) dans I'espace (2)2L>°(C). Et si on considére

la suite d’opérateurs T(;‘qu T, on montre qu’elle converge, comme opérateur de S(R) dans
k

S'(R), vers Uopérateur T My, Ty. La suite d’opérateurs Op* (nd)ah)(:c hD,) converge pour

la méme topologie vers 'opérateur Opw(nzaﬁ)(:p, hD,).

Etape 3 : calcul formel du symbole. Soit g € C3°(C). Le symbole de I'opérateur T35 Mg, T

dans la quantification standard, est donné formellement, pour (x,7n) € R?, par :
b (w,m) = €N (TEM,, Ty) (707 (2).
Ainsi, si by, € S(R), on a :
T5 My, Ty = Op(bg, ) (, hDy),

ot Op désigne la quantification standard. Déterminons une expression formelle du symbole

by, - Par définition, on a :

Tyu(z) = c¢h_3/4/ WMD)y (1) da,
R

Tiu(a) = coh™* [ = OMRD(a)e D) gL ),
Alinsi, on a :
T Mg, Ty (e(i/h)m>
R
=T (%71_3/4 / elt/ hw(m’y)Qk(fI»‘)e(i/h)yndy) ’
R
—c¢h_3/4/ —(i/h)plw,z) <C A 3/4/ (i/h)¢ ,y)qk( Je (z’/h)yndy> e_(2/h)‘1’(“’)dL(w),

=c 2ph= 3/2// (i/ ) (p(w,y)—d(w,x) +2iB(w)) an(w )e(i/h)y”dydL(w).

102



3.2. OPERATEURS DE BEREZIN-TOEPLITZ DU PLAN COMPLEXE

Donc pour tout (z,7) € R?, on a

buyarm) = =T M, T,) (790 (),

o (i/h)an 2 h/s/zy/“j/ (3/1)(@(0.0) =90 D +2 () o) (1) D Gyl (),

_Chw//'wwy DLW 2)+202(w)) g, (1) M=) Gy T (),

:c¢h_3/2//e’/h’)@ w’y;x’”)qk(w)dydL(w),
CJR

avec O(w,y;z,1) = ¢(w,y) — p(w, ) + 2i®(w) + (y — )y pour (w,y,z,1) € C x R*. En

utilisant la relation suivante entre la fonction ¢ et la fonction ® :

éﬁw)::igﬁ(—43(¢(w,w)»,

on montre que la partie imaginaire de la fonction © est strictement positive. Les points

critiques de la fonction © sont donnés par les équations :

0O = 0,
9,0 =0,

qui se réécrivent de la facon suivante pour (w,y,z,n) € C x R3 :

Ow(
Ow(

,Y) + 2i0,®(w) =0,
, &) + 210, P(w) = 0,
dy¢(w,y) +n = 0.

w
w

Si on note z(w) 'unique point réel ou la fonction —J¢p(w,x) atteint son maximum, ces

équations se réécrivent encore sous la forme qui suit pour (w,y,z,n) € C x R3 :

Fuwd(w,y) — Owp(w, z(w)) =0
wd(w, ) — Ouwd(w, z(w)) =0,
Oydp(w,y) +n=0
car par définition ®(w) = —SP(w, z(w)) = _olw, z(w)) 2—i¢(w,x(w))- Ensuite, on rap-

pelle que d’aprés la définition de la fonction kg, on a :

K@(l‘, _am¢(wa SL‘)) = (w, aquS(ZU, ZL‘)),

et on rappelle que :

Oud(w, a(w)) = 20,8(w)
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ainsi :

ko(z(w), =0, ¢(x(w), w)) =w via l'identification de Ag avec C.

Par conséquent les deux premiéres équations définissant le point critique sont équivalentes

a x =y = z(w). Et 'unique point critique de la fonction © est donné par :
w = kKy(x,n) et y=u.

On montre par un calcul que la valeur de la fonction © en ce point critique est nulle.

On effectue ensuite le changement de variable suivant :
’o ! 1 ! ! o 2
w = kg(z', ) :—Z(dﬂs +1n') avec (z',n) € R?,
ou pour (z,x) € C x R, on a posé :
L 5 1, o
o(z,x) = 30% + bzx + id:c ,

avec a,b,d € C (voir la définition 2.2.9). La matrice jacobienne du changement de variable

s’écrit sous la forme suivante :

o <—8‘E(b1d) —§R(b1)> |

—%(b‘ld) —%(b‘l)
Ainsi le déterminant de cette matrice vaut :

det M = ou ¢ = ¥(d).

—c
[b]?
D’aprés la définition 2.2.10, on a :

1 |detd,0.9]
T 217273/4 (det 302¢) /4

On peut exprimer cé en fonctions des constantes (b, c) € C x R comme suit :

1 |pP
or3/2 (/2

2 _
C¢ =
Ainsi, on peut réécrire la fonction by, de la fagon suivante pour (z,7) € R? :

bqk(iUﬂ?) :céh‘3/2/c/R6(i/h)@(w’y;x’")Qk(w)dydL(w),

L > ¢ 5 (i/n)O (ko (@' 1 ) yszm) (% TN
= 2R A e /Rge AN (kG i) (2, 0 ) da'dn' dy,

_ # 1/2/ (i/h)é(xl7n/7y;x7n) N . L
2(mh)3/2 ¢ RS € (kpqr)(z',n')dz'dn dy,
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ou Oz, 1, y; x,m) = Okg (2, 1),y x, ).
Par le calcul, on trouve que, pour (z/,7',y,z,17) € R5 on a :

O, 0, y;x,m) = (y — x) (d (%(y +x) — w’) +(n - n’)) +ic(a’ - x)*.

En appliquant un résultat du type méthode de la phase stationnaire, on trouve que pour
(z,m) € R?:

bqk (337 77) — 67(/‘1/4)(c—1D92c+c—1|d|2D%72c—1anDgE)(K:I;qu)(x7 77) (E33)

Etape 4 : lien entre la quantification standard et la quantification de Weyl. Pour ¢;, € C3°(C),

on a obtenu une expression formelle du symbole b,, satisfaisant 1'égalité :
T;M%T(b = Op(bg, ) (z, hDy),

avec Op(bg,) la quantification standard du symbole b,, . Nous devons donc maintenant
faire le lien entre la quantification standard et la quantification de Weyl, puisqu’on veut

un résultat de la forme suivante :
T, My, Ty = Op“(ag,)(z,hD,).

Or ce lien se fait au niveau symbolique via la formule qui suit, pour (z,7n) € R? :

h
agq, (x,m) = exp <—z§DmDn> bg, (z,m),

= exp (—4—}1 (Dy — dDy,) (Dy — EDn)> (kgqr)(z,n) en utilisant I'équation (E3.3).

!

2 (dz +n), on réécrit le symbole

En exploitant le changement de variable z = x4 (z,n) =

ag, pour (z,n) € R? sous la forme suivante :

aqk(fUﬂ?) = exXp (_g@ﬁl)zl)zﬁc) (/%(%77)) = exp <%@a¢;&zq}c> (/%(33,77))-

Ainsi, ag, (z,1) = an(ke(x,7n)), donc au niveau des opérateurs, on a :
Ty Mgy, Ty = Op”(ag,)(z,hD;) = Op”(kgan)(w, hD,).
D’ou le résultat. U

Maintenant qu’on a fait un lien entre la quantification de Berezin-Toeplitz du plan
complexe C et la quantification de Weyl complexe de C, il ne reste plus qu’a traduire
les hypothéses du théoréme A portant sur un symbole sur R? en des hypothéses portant

sur le symbole d’un opérateur de Berezin-Toeplitz du plan complexe C. Pour ce faire, on
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procéde en deux étapes, la premiére consiste a traduire les hypothéses (A) a (E) portant
sur un symbole sur R? en des hypothéses sur un symbole sur Ag, puis on traduira &
I’aide de la proposition 3.2.5 les hypothéses sur un symbole sur Ag en des hypothéses
sur un symbole sur C. Rappelons & cet effet les hypothéses du théoréme A. On considére
la fonction p; = f; + ieq; définie sur 'ensemble R? dépendant de maniére C*® de € et

satisfaisant les hypothéses suivantes :

(A) les symboles ff et gf, sont des fonctions analytiques sur R? & valeurs réelles dépendant

de maniére C*° du petit paramétre ¢;

(B) pj, est une fonction holomorphe sur un voisinage tubulaire de R xR et sur ce voisinage,
on a :

C >0, |pp(z,§)] < Cm(R(z,E)), (E3.4)

ol m est une fonction d’ordre sur R?;

(C) pj, admet un développement asymptotique en puissances du parameétre semi-classique
h dans 'espace de fonctions holomorphes satisfaisant la borne (E3.4) de la forme

suivante :

o0
PR, ) ~ > P, I,
§=0
(D) le symbole principal, noté p° :

p(x,8) = f(2,§) +ieq*(z,§),

pour (z,£) € R?, est elliptique a l'infini, i.e. pour (x,£) € VoisTub(R?), il existe une
constante C' > 0 telle que :

1
Pz, )| = Zm(R(z,8)),  pour |(z,€)] = O
(E) soit Ep € R un réel fixé, alors ’ensemble de niveau :

AEO = {($7§) € R2; pe(‘r7§)‘e:0 = EO};

est compact, connexe et régulier.

Proposition 3.2.6 (Hypotheéses sur un symbole sur Ag). Soit af := bf, +iecj, une fonction
définie sur A ~ C dépendant de maniére C*° du petit paramétre € et satisfaisant les

hypothéses suivantes :

(A°) les symboles b, et c§, sont des fonctions analytiques sur Ao a valeurs réelles dépendant

de maniére C*° du petit paramétre € ;

(B’) aj, est une fonction holomorphe sur un voisinage tubulaire de Ag et sur ce voisinage,
on a:

3C >0, an(2)] < Ci(R(2)), (E3.5)
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ot m est une fonction d’ordre sur Ag et o ici la notation partie réelle R signifie
que si z € VoisTub(Ag), alors R(z) € Ag (par analogie avec les fonctions d’ordre sur
®);

(C’) a5, admet un développement asymptotique en puissances de h dans l’espace de fonc-

tions holomorphes satisfaisant la borne (E3.5) de la forme suivante :

ai(2) ~ D a5

7=0
(D’) le symbole principal, noté a° :
a(z) = b(z) + iect(2),

pour z € Ao, est elliptique a l'infini, i.e. pour tout z € VoisTub(Ag), il existe une
constante C > 0 telle que :

m(R(z)) pour |z| > C;

(E’) soit Ey € R un réel fixé, alors l'ensemble de niveau :
Ag, = {2 € Ag; a°(2)| o = Eo},
est compact, connexe et régulier.
Soit p§, un symbole sur R? défini par la relation suivante pour tout (x,&) € R? :

p%(m,f) = a’% © ’i¢(x7§)7
ot on rappelle que kg est la fonction définie de la fagon suivante :

kg : CxC— CxC,
(@, =0:¢(2, 7)) — (2,0:0(2, 2))-

Alors le symbole pj; satisfait les hypothéses (A) a (E).
Démonstration. Soit af, un symbole sur Ag satisfaisant les hypotheéses (A’) a (E’). Soit
pj, = a; o k. D’abord, on remarque que la fonction pj est bien définie sur I'espace R? car

le transformation k¢ envoie R? sur Ag d’aprés la remarque 2.2.12. On remarque également

que si on pose, pour a,b,d € C et pour (z,z) € C?:
L 5 L, o
o(z,z) = 50% + bzr + §da: ,
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(voir la définition 2.2.9) alors la transformation kg se réécrit :
ke (z,—(bz +dx)) — (2,az + bx).

Montrons que le symbole af satisfait les hypotheses (A) a (E).
(A) Par définition, on a: ff = bj ok et gf, = ¢}, 0 kg donc on en déduit que les fonctions
€ et ¢f sont analytiques sur R? & valeurs réelles et dépendent de maniére C* du
h R y
petit parameétre e.
B) Par définition la fonction kg4 envoie un voisinage tubulaire de R? sur un voisinage
¢ g g
tubulaire de Ag, donc p§ est une fonction holomorphe sur VoisTub(R?) car a$ 1’est
h h

sur VoisTub(Ag) et sur ce voisinage, on a :

Ph(, E)| = lag © Kg(z, 6],
=lap(2)] ot z = kg(x,&) € VoisTub(As),
< Cm(R(z)),
< Cr(rg(R(z,£)),
< Cm(R(z,¢)),

ol on a posé m = M o Ky, ce qui définit bien une fonction d’ordre sur R2.

(C) Comme le symbole af admet un développement asymptotique en puissances de h
et que la transformation kg4 est indépendante du parametre semi-classique, alors le
symbole p}, admet aussi un développement asymptotique en puissances de A.

(D) Soit p© le symbole principal de la fonction pf, soit (x,€) € VoisTub(R?), alors on
a:

(2, 6)| = la“(2)]
> %m(%(z)) pour |2| > C,
> Lm(R(r,€)) pour [(r,6)] > C,

d’ou Dellipticité & I'infini du symbole principal p©.

(E) Soit Ey € R, on considére l’ensemble de niveau suivant :

AEO = {(xaé) € R2; pﬁ(x7€)|e:0 = E0}7
={(z,¢) € R2: a0 /1(;5(1',5)\6:0 = Ey},
= {z € Ag; a*(2)].—o = Eo},

= AE07

d’ott le fait que ’ensemble de niveau Ag, soit compact, connexe et régulier.
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Proposition 3.2.7 (Hypothése sur un symbole sur C). Soit p, := f + ieqj, une fonction
définie sur C dépendant de maniére C* du petit paramétre € et satisfaisant les hypothéses

suivantes :

(A”) les symboles f et qj, sont des fonctions analytiques sur C a valeurs réelles dépendant

de maniére C*° du petit paramétre € ;

(B”) p;, est une fonction holomorphe sur un voisinage tubulaire de C et sur ce voisinage,

on a .

Pe(2)] < O (R(2)), (E3.6)

ot 1 est une fonction d’ordre sur C et ot ici la partie réelle signifie que si z € VoisTub(C),

alors R(z) € C (par analogie avec les fonctions d’ordre sur Ag) ;

(C”) pi, admet un développement asymptotique en puissances de 1/k dans l’espace de fonc-

tions holomorphes satisfaisant la borne (E3.6) de la forme suivante :
e .
pi(2) ~ Y pi(2)k
=0

(D”) le symbole principal, noté p© :

p(2) = [(2) + 1eq*(2),
pour z € C, est elliptique a linfini, i.e. pour tout z € VoisTub(C), il existe une

constante C' > 0 telle que :

lp°(2)[ = %m(%(Z)), pour |z| > C.

(E”) soit Eg € R un réel fizé, alors l’ensemble de niveau :
Ag, = {z € C; P(2)|.—o = Eo},

est compact, connexe et régulier.

Soit Tpe = (Ti)k>1 Uopérateur de Berezin-Toeplitz de symbole pj. Alors le symbole af,
obtenu par application de la proposition 3.2.5 défini pour tout z € Ag ~ C par :

ap(z) = exp <i@@8§> (i (2)),

satisfait les hypotheéses (A’) a (E’) de la proposition 3.2.6.

Démonstration. Soit pj, un symbole satisfaisant les hypotheses (A”) & (E”). Soit Tye = (T)x>1
lopérateur de Berezin-Toeplitz du plan complexe de symbole pj.. Alors d’apreés la proposi-

tion 3.2.5, on sait qu'il existe une fonction aj, définie sur Ag telle que pour tout & > 1 :
T = Opg(aj) sur l'espace Hi(C, ®),
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et oul le symbole aj, est donné par la formule suivante pour tout z € Ag ~ C :

aWbm%ﬁ@§@@@W»

Autrement dit la fonction aj, est la solution au temps 1 de I’équation différentielle :

€ h 1 €
6tah(t, Z) = Zﬁﬁzﬁgah(t, Z),
ay(0,2) = pi(2)

Montrons que le symbole af satisfait les hypothéses (A’) a (E’).

(A’) Soient bj et ¢ des fonctions sur Ag définies par les relations suivantes, pour tout
z€ Ao :
1

bj,(2) = exp (imaﬁ% (fr(2)),

é@zm«i@éﬁ&ymm,

comme les fonctions f; et g} sont analytiques sur C, alors les fonctions b} et cj le

sont sur Ag. De plus, bf est la solution au temps de 1 de I’équation différentielle :

h 1
4(02:9)

bi(0,2) = fi(2)

ob;(t, z) = 0,0zb5(1, 2),

qui est invariante par conjugaison complexe, donc b} est & valeurs réelles sur Ag. Il
en est de méme pour la fonction cj.

(B’) Comme la fonction pj, est définie sur un voisinage tubulaire de C, alors la fonction
a; est bien définie sur un voisinage tubulaire de Ag et de plus comme la fonction pj,
est holomorphe sur VoisTub(C), alors af sera holomorphe sur VoisTub(Ag). Si on

considére ’équation différentielle ci-dessus pour z € VoisTub(C), alors on a :

d’ou la majoration (E3.5).
(C’) Comme la fonction pf, admet un développement asymptotique en puissances de

1/k de la forme suivante pour tout z € C :
e .
pi(z) ~ Y Pk,

j=0
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alors on peut considérer pour tout j € N; les équations différentielles suivantes :

0.0za;(t, 2),

Si on note aj; (z) la solution au temps 1 de cette équation, alors cette solution admet
un développement asymptotique en puissances de A et donc on peut en déduire que
le symbole aj admet un développement asymptotique en puissances de & de la forme

suivante pour tout z € VoisTub(Ag) :
e .
ay(z) ~ Za?(z)h].
j=0

(D’) Soit a® le symbole principal de la fonction af, alors on peut montrer que pour tout
z € VoisTub(Ag), on a :

a‘(z) = p°(2),
d’ou Dellipticité a 'infini du symbole principal af.

(E’) Soit Ey € R un réel fixé; on considére I’ensemble de niveau suivant :

AEO = {Z S AcI), (IE(Z)‘E:O = EO};

d’ou le fait que cet ensemble de niveau soit compact, connexe et régulier.
O

On peut maintenant énoncer une deuxiéme application du théoréme A qui porte sur le

spectre d’opérateurs de Berezin-Toeplitz du plan complexe non auto-adjoints.

Théoréme C. Soit Tpe un opérateur de Berezin-Toeplitz du plan compleze dépendant
de maniére C*° du petit paramétre € et soit Ey € R tels que les hypothéses (A7) a (E7)
soient satisfaites (voir la proposition 3.2.7). En particulier ['opérateur Ty est de la forme

suvante :

Tpi = Tfﬁ + ieTqi’

ot Tye et Tye sont des opérateurs de Berezin-Toeplitz du plan complexe C auto-adjoints. Il

existe eg > 0 un petit paramétre tel que, pour :

1
Ree = {z € C;|R(z) — Ep| < rok 1$(2)| < %0} ot C' > 0 est une constante,

les valeurs propres de l'opérateur de Berezin-Toeplitz Tpe := (Tk)k>1 dans le rectangle Rc ¢,
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sont simples et données pour 0 < e < eg et pour k suffisamment grand, par :
o(Tx) N Reyey = {95 (k715) + O (k7°°) ,j € Z} N Reeys

ot g;, est une fonction analytique admettant un développement asymptotique en puissances
de 1/k et dépendant de maniére C*>° du paramétre €. De plus, le premier terme du développe-

ment asymptotique de la fonction gj, est la réciproque de l'intégrale d’action :

1
Reey > E— — wdz,
T Jig

ot Yg est un lacet dans l’ensemble de niveau complexe :

~

% = {(z,w) € VoisTub(C); p*(z,w) = E}.

Démonstration. Comme le symbole pj satisfait les hypotheses (A”) a (E”), alors si on

applique les propositions 3.2.5 et 3.2.7, le symbole aj défini sur I’ensemble Ag par :

ap(z) = exp (i@@@) (P (2)),

satisfait les hypothéses (A’) & (E’). Si on applique maintenant la proposition 3.2.6, le
symbole pj, = aj, o Ky satisfait les hypotheéses (A) a (E). Par conséquent, on est dans le
cadre d’application du théoréme A, ainsi si on note Op*”(pj§,) la quantification de Weyl du
symbole p;, on sait qu'il existe un petit parameétre €y tel que pour 0 < e < €, le spectre

de l'opérateur Op®(pf§;,) dans le rectangle Rc ¢, est donné pour A suffisamment petit par :
a(Op"(ph)) N Reyeo = {9 (Rj) + O(R™),j € Z} N Req,

ou g, est une fonction analytique dépendant de maniere C* de € et admettant un développe-

ment asymptotique en puissances de hA. Ensuite, d’apres la proposition 2.2.29, on sait que :
a(Op”(ph)) = o(Opg(aj)),
et d’aprés la proposition 3.2.5, on sait que pour tout £ > 1, on a :
T), = Opg(ap) sur Hy(C,®),
donc on en déduit que pour tout k > 1,

o(Tk) = o(Opg(ap)),
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autrement dit pour k suffisamment grand et pour tout 0 < e < ¢y, on a :
o(Tie) N Reey = {95 (k715) + O (k%) ,j € Z} N Ree,

ou on a remplacé le paramétre semi-classique i par 1/k. Il reste maintenant a déterminer
le premier terme du développement asymptotique de la fonction gj.. D’aprés le théoréme

A, on sait que ce premier terme est la réciproque de 'intégrale d’action :

1
Er— — &dr,
27 o

ol vg est un lacet dans ’ensemble de niveau complexe :
A = {(2,€) € VoisTub(R?); p*(x, £) = E}.

Comme k4 est une transformation canonique, alors on peut montrer que :

1

1
— §dr = — [ ndy,
2 YE 2m YE

olt (y,n) sont des coordonnées sur VoisTub(Ag) et ot g = £jvp est un lacet dans l'ensem-

ble de niveau :

A% = {(y,n) € VoisTub(As),a(y,n) = E}.

Par identification de Ag avec C et d’apres I'équation (E3.1) qui relie le symbole aj, et le

symbole pj, cet ensemble de niveau se réécrit :
A = {(z,w) € VoisTub(C); p*(z,w) = E} = A,
et 'intégrale d’action vérifie :

1 / 1 1
— §dx:—/ ndy:—/ wdz,
27 o 27 J5p 27 Jap

ou g = ¥g- D’ou le fait que le premier terme du développement asymptotique en puis-

sances de 1/k de la fonction g, soit la réciproque de I'intégrale d’action :

Er—)/ wdz.
,S/
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Chapitre 4
Simulations numeériques

Dans ce chapitre, nous illustrons & ’aide de simulations numeériques les résultats des
théorémes A et A’. Nous allons donc observer que pour des perturbations non auto-
adjointes d’opérateurs pseudo-différentiels auto-adjoints, les valeurs propres se répartissent

le long d’une courbe.

4.1 Opérateurs pseudo-différentiels agissant sur L?(S!)

Soit 0 < h < 1 le paramétre semi-classique. Soit € > 0 un petit parameétre. Soit o € R*.
On considére Popérateur pseudo-différentiel Op¥(p©) agissant sur I'espace L?(S') et défini

par la formule suivante :
Op”(p©)(0,hDy) = ahDy + ieOp“(q)(0, hDy),

ot le symbole ¢(6,I) de I'opérateur Op¥(q) est une fonction analytique sur S! x R qui ne
dépend pas du paramétre semi-classique A. Nous décrivons ci-dessous la méthode d’implé-
mentation que nous avons utilisée pour définir 'opérateur pseudo-différentiel Op® (p©) avec

le logiciel de calcul scientifique Scilab :

1. on remarque que la famille (¢;);ez = (€"%),cz est une base orthonormée de I'espace
L?(S'), donc on définit I'opérateur Op¥(p€) par son action sur les éléments de la
base; on obtient alors une matrice infinie P¢;

2. on choisit un entier N > 1 et on tronque la matrice P¢ en une matrice Py, de
taille (2N +1) x (2N +1) en choisissant de considérer I’action de opérateur Op* (p©)
uniquement sur les vecteurs (e;)_n<i<n;

3. on détermine le spectre de la matrice P5y | a l'aide de la fonction spec.

Ensuite, pour comparer le spectre obtenu par Scilab avec celui obtenu dans le théoréme
A’ on détermine une approximation de la fonction ¢¢ (qui donne le spectre exact) en
considérant la moyenne par rapport a la variable # € St du symbole p¢(0,I) = al +ieq(6, 1)
de Popérateur Op™(p¢) pour (0, 1) € S x R. On obtient les graphiques ci-dessous avec les

parametres suivant :
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1. N =66;
2. h=10"2;
3. a=1;

4. e=10""1

Remarque 4.1.1.

— Dans les figures, les points bleus désignent les valeurs propres de la matrice tronquée
P51 calculées avec la fonction spec de Scilab et les points rouges désignent une
approzimation du spectre calculée grdace au résultat du théoréme A’.

— Le choix du petit paramétre € explique [’écart entre les points bleus et les points rouges.
Plus on choisit le paramétre € petit et plus cet écart diminue.

— Dans les figures 4.1 et 4.3, on observe une explosion des valeurs propres aux bords,
ce phénomene est du au fait qu’on a tronqué la matrice infinie P€.

— Les figures 4.2 et 4.4 sont des zooms des figures 4.1 et 4.3 respectivement.

0.14
41¢ & O spectre approché calculé par Scilab
0124 |T 1 T approximation du spectre avec le résultat (o

§ 0.10 © <
3 ] © ©
; 0.08 o o
o i o <o
T 0.06-
w B o O
<
o 0.047 v, O -
2 T R S
£ it ¥
g 0.02- & o
v 1 N e <
£ 000 o G o
o - o o

-0.027 o o

-0.04 —_— S .

-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

partie réelle des valeurs propres

FIGURE 4.1 — p*(0,1) = al + ie(cos O + I?).
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partie imaginaire des valeurs propres

partie imaginaire des valeurs propres

& O spectre approché calculé par Scilab
o+

approximation du spectre avec le résultat

0.037

0.02

0.01

0.00

-0.01 7

-0.027

b
Dab 4
Dt g
S
Sy,
B g
- ¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢¢o¢
SEbo S bbb Y

-0.40

T T T T T T T T
-0.35 -0.30 -0.25 -0.20 -0.15 -0.10 -0.05 0.00
partie réelle des valeurs propres

FIGURE 4.2 — p¢(6, 1) = al + ie(cosf + I?).

0.15

& & O spectre approché calculé par Scilab
+ + + approximation du spectre avec le résultat

0.10

0.05

0.00

-0.05

-0.10

-0.15

-0.6 -0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
partie réelle des valeurs propres

FIGURE 4.3 — p*(0, 1) = al + ie(cosf + I3).
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1[& © O spectre approché calculé par Scilab

0.02 + + + approximation du spectre avec le résultat

0.01
0.00 @@@@@@9®®®®eee®
@@9@@@@@
. @@@‘94’\'@
o ¢
-0.01

-0.02

-0.03

partie imaginaire des valeurs propres

-0.04

T T T T T T T

-0.40 -0.35 -0.30 -0.25 -0.20 -0.15 -0.10
partie réelle des valeurs propres

FIGURE 4.4 — p*(0,1) = al + ie(cos O + I3).

4.2 Opérateurs pseudo-différentiels agissant sur L?(R)

Dans ce paragraphe, on considére 'opérateur pseudo-différentiel Op”(p) agissant sur

I'espace L?(R) et défini par la formule suivante :
Op”(p®)(z,hD,) = Op“(po)(x, hD,) + ieOp”(q)(x, hD,),

oit Op”(po)(z,hD;) = 22 + (hD,)? est oscillateur harmonique et ot le symbole g(z,¢)
de lopérateur Op"(q) est une fonction polynomiale en = et en & qui ne dépend pas du
parameétre semi-classique A. Pour implémenter ce type d’opérateurs dans Scilab, nous

introduisons un nouvel espace (voir par exemple [RS75]).

Définition 4.2.1 (Espace de Fock). L’espace de Fock, noté F, est l’ensemble des fonctions

holomorphes f(z) sur C satisfaisant la condition d’intégrabilité suivante :
1 2 —|22/h
— | 1f(2)|°e L(dz) < +o0.
™ Jc

Une premiére propriété intéressante de cet espace est qu’il admet une base orthonor-

mée, pour 'introduire, nous avons auparavant besoin de la notation qui suit.

Notation: (-,-) désigne le produit scalaire sur l'espace de Fock F défini pour u,v € F

par :

(u,v) = %/C@v(z)e_zz/hL(dz).
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Proposition 4.2.2 (Base orthonormée de F). Soit a € N. Soit pour tout z € C :

ZOC

Vhetlal’

Alors la famille (Co)aen est une base orthonormée de F.

Ca(z) =

Démonstration. Nous rappelons ici une esquisse de la démonstration de cette proposition.
Soient o, 8 € N. On a :

(2%, 2°) = E / zaPe 2Py,
TJc
1 +oo p27m A \B ) A
= —/ / (rei?)” (rew) e " Mrdrdd en posant z = re',
m™Jo Jo
1 [ree

2w
= —/ ro‘+ﬁ+16_r2/hdr/ P20 g
T Jo 0

Ainsi si  # 3, alors on a :
(z%,2P) =0,

autrement dit la famille ({,)qaen est une famille orthogonale de F. Maintenant, si on

suppose que « = 3, alors :

1 400 5 2m
(2%, 2%) = —/ pRatle=r /hdr/ e,

™ Jo 0
+oo 5
= 2/ pRotle=r*/hqy.
0

“+oc0o
= / r”e*r/hdr,
0

= olh®t par intégration par parties.
On en déduit que :
2%l 7 = ValVhotL,
Autrement dit, la famille ({4 )aen est une famille orthonormeée de F. O

Afin de faire le lien entre 1’espace de Fock F et I’espace L?(R), nous allons également
rappeler la définition de la transformée de Bargmann, étudiée par Valentine Bargmann

dans [Bar67]| dans un cadre non semi-classique.

Définition 4.2.3 (Transformée de Bargmann semi-classique). Soit u € L%(R), on définit

la transformée de Bargmann semi-classique de la fonction u, pour tout z € C, par :
(Tu)(z) = / e_(22_2\/§m+12)/(2h)u(a:)dac.
R

Cette transformée envoie lespace L*(R) sur 'espace de Fock F.
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Maintenant qu’on a introduit un nouvel espace admettant une base orthonormée et
une transformée permettant de passer de l'espace L?(R) & l’espace de Fock, nous allons
maintenant expliquer pourquoi l'opérateur Op”(p¢) que nous considérons s’exprime de
maniére plus simple dans ce nouvel espace. Pour ce faire, on introduit les opérateurs de

création et d’annihilation.

Définition 4.2.4 (Opérateurs de création et d’annihilation sur L2(R)). On pose :

1 d
A= ()

1 d
A= — 2.

NGT) (x—i—hdx)

Loopérateur A4 est appelé opérateur de création et l'opérateur A_ opérateur d’annihilation.

Ces opérateurs agissent tous les deuz sur l’espace L*(R).

L’intérét des opérateurs de création et d’annihilation réside, entre autres, dans le fait

qu’ils s’expriment de maniére simple dans I’espace de Fock.

Proposition 4.2.5 (Opérateurs de création et d’annihilation sur F). Soient Ay et A_ les

opérateurs de création et d’annihilation. Alors :

1

TA,. T = 2
d

TA T ' = —.
dz

Autrement dit, l'opérateur de création dans l'espace de Fock correspond a lopérateur de

1
multiplication par la fonction ﬁz et Uopérateur d’annihilation correspond a l'opérateur de

dérivation par rapport a la variable z.

Démonstration. Cette proposition se démontre par un calcul explicite. ]

Nous allons maintenant pouvoir expliciter ’action de l’oscillateur harmonique sur I’es-

pace de Fock.

Proposition 4.2.6 (Oscillateur harmonique dans 'espace de Fock F). Soit Op“(pg) = x*+(hD,)?

Voscillateur harmonique agissant sur lespace L?(R). Alors, on a :
w -1 d
TOp“(po)T ™" = 2hz£ +h: F— F.

Démonstration. La démonstration de cette propriété est élémentaire, on la donne ci-dessous.

On exprime d’abord l'opérateur Op“(pg) en fonction des opérateurs A4 et A_. Soit
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u € L*(R), alors on a :

Ainsi : p
2R3 (A4 A_) + h = 2* — h*— = Op“(po)(, hD).
x

Par conséquent, on en déduit que :

TOp“(po)T~' =T (2h*(ALA_) +h) T,
=W TA, T 'TA_T ! +h,
d

=2hz— + h.
zdz-i-

O

Remarque 4.2.7. On peut retrouwver facilement le spectre de 'oscillateur harmonique a
partir de son expression dans l’espace de Fock donnée dans la proposition 4.2.6. En effet,

on rappelle que le spectre de l'oscillateur harmonique est :
a(Op“(po)) = {h(2k + 1),k € N}.

Nous expliquons maintenant la méthode d’implémentation que nous avons utilisée pour
définir 'opérateur Op™(p¢) de maniére numérique :
1. on calcule TOp” (p)T~1 = TOp" (po) T~ +ieTOp®(¢)T ! en utilisant les opérateurs

de création et d’annihilation et on définit I'opérateur TOp® (p€)T~! par son action

sur la base ({4 )aen, on obtient alors une matrice infinie P¢;

2. on choisit un entier N > 1 et on tronque la matrice P en une matrice Pf,_ ; de taille
(N +1) x (N + 1) en choisissant de considérer I'action de 'opérateur TOp¥ (p€)T 1

uniquement sur les fonctions ((o)o<a<n ;
3. on détermine le spectre de la matrice Py, ; avec la fonction spec de Scilab.

Ensuite, pour comparer le spectre obtenu en déterminant les valeurs propres de la matrice
Pi41 a laide de la fonction spec de Scilab et celui obtenu dans le théoréme A, on
détermine une approximation de la fonction ¢g¢ en explicitant des coordonnées action-angle
pour l'oscillateur harmonique et en calculant ensuite une approximation a ’ordre € de la
fonction ¢¢ (en moyennant ¢). On obtient les graphiques ci-dessous avec les paramétres

suivants :

1. N=66;
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2. h=10"2;

3. e=10"1.

Remarque 4.2.8.

— Les figures 4.5 et 4.6 portent sur loscillateur harmonique perturbé par iex® qui est
un cas particulier pour lequel on sait déterminer le spectre de maniére exacte.

— La figure 4.7 est une comparaison entre Uoscillateur harmonique perturbé par iex? et
Uoscillateur harmonique perturbé par ie(z? + x3), afin de mettre en evergue qu’une
perturbation en x de puissance impaire n’affecte pas le spectre. Dans ce graphique, on
observe une explosion des valeurs propres aux bords de la figure ; ceci est du au fait
qu’on a tronqué la matrice P°€.

— Les figures 4.8 et 4.9 portent sur loscillateur harmonique perturbé par iex*. Dans
ces graphiques, les points bleus représentent les valeurs propres de la matrice tronquée
Pir41 calculées avec la fonction spec, c’est pourquoi on observe une explosion des
valeurs propres auz bords de la figure.

— Dans les différents graphiques, les points roses représentent les valeurs propres de
Doscillateur harmonique et les points rouges (sauf pour la figure 4.7) représentent
une approrimation du spectre calculée & partir du résultat du théoréeme A.

— Les figures 4.6 et 4.9 sont des zooms des figures 4.5 et 4.8 respectivement dans la

zone ot les points du spectre semblent confondus.

Nous allons maintenant expliciter les calculs dont nous avons eu besoin pour I'implé-

mentation dans Scilab sur I’exemple de l'oscillateur harmonique perturbé par iex?.

Exemple 4.2.1 (Oscillateur harmonique perturbé par iex?). On considére l'opérateur

Op"”(p) donné par :
d2
wioey 2§52 )
Op“(p)=2"—h ) + iex”.

La premiére étape de I’implémentation numérique consiste a calculer TOp™ (p©)T 1. Comme
nous avons déja déterminé Uopérateur TOPY (po)T 1, il ne reste plus qu’a déterminer

Vopérateur TOp” (x2)T~. Par un calcul, on trouve que :

ropiatr = (L (= 4n )’

Ainsi, on en déduit que :

d 1 d\\?
w(, € -1 _ _ —
TOp" (p*)T _thdz+h+<\/§<z+hdz>> .

On peut alors en déduire la matrice tronquée & l'ordre N + 1 de cet opérateur dans la base
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(ga)aeN N
h % 0 % 2 0 0
1e3h ieh
0 3h + - 0 —/6
ieh 1ebh
5 2 0 5h + > 0
€ ieh ) . ) )
PNni1= 0 % 6 . .. ‘. . 0
’ 0 ? N(N —-1)
0 0
0 0 MONNZT 0 @N+ps BN DR

2

Cette matrice se détermine en calculant TOp™ (p)T~1(¢,) pour 0 < a < N + 1 (pour les
simulations numériques ci-dessus, nous n’avons pas utilisé le spectre de cette matrice, étant
donné que dans ce cas particulier, on connait le spectre de maniére exacte).
1l reste maintenant a déterminer une approximation de la fonction g¢. On remarque a cette
fin que si on pose :
x = —/2I cos®,
{ ¢ = V/2Isind.

Alors (6,1) sont les coordonnées action-angle pour l'oscillateur harmonique et on vérifie
que Uapplication ko : (x,&) — (0, 1) est une transformation canonique. Dans ces nouvelles

coordonnées, le symbole de 'opérateur se réécrit pour (6,1) € S x R comme suit :

pSorg(0,1) = (—V2I cos 0)? + (V21 sin 0)? + ieq(—v/21 cos §, V21 sin 6),
= 21 + €21 cos? 6.

Ainsi cette premiére transformation canonique kg nous permet d’écrire la partie réelle du
symbole comme une fonction de I. On souvhaite maintenant écrire le terme d’ordre € comme
une fonction de la variable I, pour ce faire, on considére une transformation k1 de la forme
suivante :

K1 = expliexg) = id +iexg + O(e?),

ou G est une fonction analytique et x¢ désigne le champ de vecteurs associé a G. Ainsi :

exp(iexa)(po) = (id + iexa + O(€%))(po),
2

)

=po + iEXG(po) + O(E
= po — texp, (G) + 0(62

)
)

Pour que le terme d’ordre € ne dépende que de I, on choisit la fonction G satisfaisant la
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relation suivante : )
1 ™
Xpo(G) =q—(q) =q— 2—/ q(0,1)de.
T Jo
Ainsi :
exp(iexc)(p°) = po + ie(q) + O(€2).
Autrement dit :
1 2
prokglory(0,1)=2I+ e / 21 cos? 0df + O(e?),
™ Jo

=21 +iel + O(e).

C’est avec cette expression qu’on détermine une approximation de la fonction g dans les

tllustrations numériques.

] [> [» [* spectre de l'oscillateur harmonique
& O O spectre de l'oscillateur harmonique perturbé
+ + +

approximation du spectre avec le résultat @ﬂp

partie imaginaire des valeurs propres
o
o
o
L 1

partie réelle des valeurs propres

FIGURE 4.5 — pf(x, &) = 2% + €2 + iex?.
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partie imaginaire des valeurs propres

partie imaginaire des valeurs propres

1[& © < spectre de I'oscillateur harmonique perturbé
0.024 |+ + + approximation du spectre avec le résultat
0.022 -
’ i &
0.020 ¢
' i &
0.018 i
' l &
0.016 ®
’ i &
0.014 ®
’ i &
&
0.012 &
0.010 "
' | ®
0.008 T T T T T T
0.20 0.25 0.30 0.35 0.40 0.45
partie réelle des valeurs propres
FIGURE 4.6 — p¢(x, &) = 2% + &2 + iex?.
0.25
1| [ [* spectre de l'oscillateur harmonique
1@ € O spectre de l'oscillateur harmonique perturbé par x*2
4|t 1+ 1 spectre de I'oscillsteur harmonique perturbé par x~2+x"~3 +
0.20
0.15 +
0.10 +

partie réelle des valeurs propres

FIGURE 4.7 — p(z,€) = 2% + €2 +ie(x? + 23).
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0.12
[» [ [* spectre de l'oscillateur harmonique
11¢ © < spectre de l'oscillateur harmonique perturbé <
0.10 1 + + t approximation du spectre avec le résultat ©
w -
g
g
o
S 0.08
2
a -
S A
§ 006 +
o
£ - bbb &
£ -
T 0.04 650
£ &0‘5
g gH
£
T
a

0.5 1.0
partie réelle des valeurs propres
FIGURE 4.8 — p°(x, &) = 2% + €2 + iex?.
0.0301|¢ ¢ <O spectre de l'oscillateur harmonique perturbé
+ + + approximation du spectre avec le résultat

0.025
w
g
a2 ©
g ©
v 0.020 ©
@ ©
g e 7
b ©
T 0.015 L
g 7]
‘T 7]
£ ®
4 ©
£ ®
£ 0.010 &
K @
& o °
o X ©

0.005 —

T T T T T T T
0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75

partie réelle des valeurs propres

FIGURE 4.9 — p¢(z,€) = 2% + €2 +iext.
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Deuxiéme partie

Quantification de Berezin-Toeplitz et

quantifications de Weyl du tore T2
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Chapitre 5

Quantification de Berezin-Toeplitz

du tore

Dans ce chapitre, nous allons rappeler la définition de la quantification de Berezin-
Toeplitz du tore T?. Pour ce faire, nous allons identifier I’espace des sections holomorphes
du fibré en droites complexes trivial sur le tore T? avec un espace de fonctions holomorphes
que nous pourrons plus facilement manipuler. Pour construire cet espace de fonctions
holomorphes, on s’inspire de 'article de Laurent Charles et de Julien Marché [CM15]. La
différence entre le cadre de leur article et ce que nous présentons ici réside dans le choix

des translations invariantes que nous allons considérer pour définir le tore.

5.1 Fibré préquantifiant

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser au C-fibré trivial sur un espace
vectoriel symplectique E quelconque avant de passer au cas particulier qui nous intéresse,

c’est-a-dire le tore. Pour ce faire nous faisons quelques rappels de géométrie symplectique.
Définition 5.1.1 (Forme symplectique sur un espace vectoriel). Soit E un espace vectoriel.
Une forme symplectique sur E est une forme bilinéaire w : E X E — R telle que :

1. w est anti-symétrique, i.e. pour tous v,y € E, w(x,y) = —w(y, ) (et donc alternée) ;

2. w est non-dégénérée, i.e. pour x € E, si w(x,y) =0 pour tout y € E, alors x = 0.
Définition 5.1.2 (Forme symplectique sur une variété). Sur une variété différentielle C*,
une forme symplectique w est une 2-forme différentielle non-dégénérée et fermée, i.e. :

1. en tout point x, la forme bilinéaire anti-symétrique w, est non-dégénérée ;

2. la différentielle extérieur dw est nulle.
Définition 5.1.3 (Variété symplectique). Une variété symplectique est une variété dif-

férentielle munie d’une forme différentielle de degré 2 fermée et non dégénérée, appelée

forme symplectique.
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Soit (E,w) un espace vectoriel symplectique de dimension deux tel que pour tout z € E,
w; = w est constante, ainsi la forme symplectique w est invariante par translation. Soit
Lp = E x C le fibré en droites complexes trivial de base £ muni d’une métrique constante
m et de la connexion V =d + %a oit a € NY(E,R) est une 1-forme réelle sur E primitive

de w donnée par, pour z,y € F :

1
az(y) = §W(:c,y).
On peut donner un premier exemple de ce type d’espace que nous reverrons par la suite.

Exemple 5.1.1. R? est un espace vectoriel symplectique muni de la métrique euclidienne
et de la 2-forme w = dp A dq ot (p,q) € R? sont des coordonnées sur R? et la 1-forme

définissant la connexion est donnée par la formule suivante :

1
a= §(pdq — qdp).

On introduit maintenant deux notations qui vont nous étre utiles.

Notations:
—~ C*(E, Lg) est 'espace des sections C* du fibré Lg;
~ QYE, Lg) est 'espace des 1-formes & valeurs dans le fibré L.

On souhaite relever des translations au fibré Lg. Plus précisément, pour x € E, on
veut construire une application ¢, : Lr — Lg qui reléve la translation de vecteur x et

qui soit un automorphisme de (Lg, V,m). La proposition qui suit répond a cette question.

Proposition 5.1.4 (Relevé d’une translation au fibré avec connexion). Soit u € U(1)

(’ensemble des nombres complexes de module 1). Alors I’automorphisme :

¢x:LE:E><(C—>LE:E><(C
(z,w) —> <z + x,uwe(i/2)“’(x’z)) ,
reléeve la translation de vecteur x.

Démonstration. On rappelle la démonstration de cette proposition qu’on peut notamment
trouver dans l'article [CM15].
On veut construire un automorphisme 1, sur le fibré Ly = E xC et qui reléve la translation

de vecteur z. Par conséquent 1, est de la forme suivante, pour (z,w) € Lg :
Ve (z,w) = (2 + z,a(z)w),

avec a(z) € C*, car 9, doit étre linéaire par rapport a w. Comme 1, doit préserver la

meétrique, alors pour tout z € F, |a(z)| = 1. Ensuite, 1, doit aussi préserver la connexion
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V, ce qui signifie que le diagramme suivant doit commuter :

C®(E,Lg) —— QY(E, Lg)

s s

C*(E, Lp) —— Q\(E, L)

Comme Lr = E x C, alors on peut identifier 'espace de sections C*°(F, Lg) avec 'espace
de fonctions C*°(E, C) et de méme on identifie 'espace de 1-formes Q! (E, L) avec I'espace
QYE,C). Soit f € C*(E,C), on a :

(WEF)(2) = —— f(2 + 1) = ——15£(2),

a(z) a(z) *
ot t% est le tiré en arriére de la translation par x. Soit 3 € Q(E,C), alors de méme, on a :
* 1 *

Ensuite, comme |a(z)| = 1 alors il existe une fonction ¢ € C*°(E,R) telle que pour tout
ze b
a(z) = e,

Ainsi pour que le diagramme commute, il faut que pour f € C*(E,C), on ait :
—ip 1 1 —ip %
e "t df—I—gaf =|d+ o (e7*trf). (E5.1)

Le deuxiéme terme de cette égalité se réécrit sous la forme suivante pour tout f € C*°(E,C) :

1 , , 1 .

(d + —_a) (eil‘z’t;f) =d (eﬂ‘z’t;f) + —ae "t f,
) )
=e ;dgb(txf) +d(tyf)+ ;atxf :

Et, pour tout f € C*°(F,C), on a également :

oo (df i %f) _ i (d(t;';f) N 1<t;;a><t;;f>> |

i
Ainsi I'équation (E5.1), nous donne, pour tout f € C*(F,C) :
(tia — do — a)(tLf) = 0.

Donc I'équation (E5.1) est satisfaite si et seulement si la fonction ¢ satisfait la relation
suivante :
dp =tha — a.
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Or par définition, on sait que pour tous y,z € E, on a :

(%) = 59(0:2).

Donc pour tous y,z € F, on a :

(50)y(2) = oy 1a(z) = g(a +,2).

Autrement dit, pour tout z € E, on a :

dyo(z) = 5ol +9,2) — 5wly, 2) = 50(r, 2).

1
Ainsi ¢(z) = iw(x, z)+c¢, ol ¢ est une constante, car la différentielle extérieure d’une forme
linéaire est la forme elle-méme. Enfin, si on pose u = € € U(1), on obtient le résultat

voulu. O

Nous allons maintenant expliciter une action de groupe sur le fibré Lg. Pour ce faire,

on introduit une nouvelle notation.

Notation: on note ” -” 'opération sur E' x U(1) définie, pour (z,u) et (z,w) € E x U(1),
par :
(z,u) - (z,w) = (z + :L‘,uwe(i/Z)”(x’Z)) ,

Remarque 5.1.5. L’opération” -” définit une loi de groupe sur l’espace produit E x U(1).

Cet espace E x U(1) s’appelle le groupe de Heisenbery.
Puisque Ly = F x C, on obtient la proposition qui suit.

Proposition 5.1.6 (Action du groupe de Heisenberg sur le fibré Lg). Le groupe E x U(1)

agit sur le fibré Lg via la relation suivante :
(z,u) - (2,0) = <z + x,uwe(i/Q)"J(xvz)) ,

pour (z,u) € E x U(1) et (z,w) € Lg.

Nous allons maintenant préciser quelles translations nous intéressent. Soit x € E non
nul. Zx agit symplectiquement sur E par translation via : n.z = z 4+ nz. On peut donc
munir E/Zx de la structure symplectique quotient et pour tout choix de v € U(1), on

définit un fibré préquantifiant sur £/Zx comme quotient de Ly par Z ou 1 agit via :
1.(z,w) = (z,u) - (z,w).

On appelle le nombre complexe v un indice de Floquet.
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De la méme maniére, on peut considérer une action de Z? sur E. Soient z,y € F tels
que le couple (z,y) forme une base de E. Le groupe Zz @ Zy agit par translation sur F
(ou (x,0) est la translation de vecteur x et (0,y) celle de vecteur y). On veut relever ces
translations au fibré Lg et comme ces translations commutent sur la base E, on cherche

les couples (z,u), (y,v) € E' x U(1) tels que les translations commutent au sens suivant :

(x’u) ) (yvv) = (yav) : (x,u),

i.e. : (y ta uve(i/2)w(x,y)> = (x + vy, Uue(i/Q)w(y,ac)> )

i.e. ¢@@¥) = 1 autrement dit cela impose une condition sur les translations z et y :
w(z,y) € 2nZ.

Les nombres complexes u et v sont aussi appelés indices de Floquet. Nous reverrons cette

condition lorsque nous étudierons le tore T? puisque nous devrons choisir deux translations.

5.2 Sections holomorphes

Dans cette partie, nous nous intéressons au cas particulier du tore et plus précisément
A ses sections holomorphes puisque la définition des opérateurs de Berezin-Toeplitz fait

intervenir cet espace.

Notations:
— si z € C, on note indifféremment z = (p,q) ou z = p + iq via l'identification de C
avec R?;
— L*(E,Lg) = {f € C®(Lg); [5|f|*w < 400} désigne I'espace des sections de carré
intégrable du fibré Lg ;
— H(E, Lg) désigne l'espace des sections holomorphes du fibré Lg.

Désormais F = R?, cet espace est muni de la métrique euclidienne, de sa structure
complexe habituelle et de la forme symplectique w = dp A dq. Soit Lg = R? x C le fibré
trivial muni de la connexion V = d + %oz =d+ %(pdq — qdp). On cherche a décrire de
maniére simple Pespace des sections holomorphes H(F, Lg) du fibré Lg, c’est-a-dire les

sections f satisfaisant la condition : Vzf = 0.

Proposition 5.2.1 (Caractérisation des sections holomorphes du fibré Lg).
Soit f € H(E, Lg). Alors [ satisfait la relation suivante :

0 1
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Démonstration. On identifie 'espace de sections C*°(E, Lg) avec l'espace des fonctions de

classe C>°(E, C) ; ainsi par définition une section f est holomorphe si Va_f =0, i.e. si :

0 1 0

Comme on a les relations suivantes :

0 0
dp(a—p>:1 “ df’(a—c) =0

alors, on a :

() (o) (G 13)-

D’ou la relation voulue. O

Exemple 5.2.1 (Section holomorphe du fibré Lg). La fonction f € C*°(E,C) définie pour
2 € C par f(z) = e W correspond o une section holomorphe. On note s € C*°(E, L)

cette section holomorphe.

Proposition 5.2.2 (Espace des sections holomorphes H(E, Lg)). Le sous-espace des sec-
tions de carré intégrable L?(E, Lg) constitué des sections holomorphes, noté H(E, L),

s’identifie avec l’espace de Bargmann donné par la relation suivante :
B = {g :C — C  holomorphe; / |g(z)\267(1/2)|z|2dzd2 < —l—oo} .
C

Démonstration. Comme on a déterminé une section s € H(E, L) dans I’exemple 5.2.1
et comme ’espace des sections holomorphes est de dimension un, alors toutes les sections
sont de la forme gs ot g : C — C est une fonction holomorphe. De plus, on remarque
que :

lgs| = lgle” /DT

D’ou le résultat puisqu’on s’intéresse uniquement aux sections de carré intégrable. ]
On s’intéresse maintenant a l'espace des sections holomorphes du fibré Lg,z. Pour

déterminer un tel espace, nous allons d’abord donner un autre exemple de sections holo-

morphes du fibré Lg.

Exemple 5.2.2 (Section holomorphe du fibré Lg). La fonction f € C*°(E,C) définie pour
z=(p,q) € R? par :

£(2) = exp <%> — exp <%Z%(z —z)) — exp G(z? _ zz)> ,
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est aussi une section holomorphe car elle satisfait l’équation :
0 1
— —zf =0.
azf + 4 /
On note r € C*°(E, Lg) la section holomorphe associée a f. On remarque que :

1F(2)| = ’e(i/2)zq — R(/2)zq) _ J(A/2R((p—)a) — o—a*/2 — —(32)*/2

Nous introduisons maintenant la premiére translation que nous allons considérer. Soit

x = 27ra—, autrement dit si on note ¢, la translation de vecteur z, elle est définie par :
p

ty : R? — R?
(p,q) — (p+2m,q)
Proposition 5.2.3 (Espace des sections holomorphes H(E/Z, Lg/z)). Pour toutu € U(1),

le sous-espace des sections de carré intégrable L2(E/Z,LE/Z) constitué des sections holo-

morphes, noté H(E/Z, LE/Z), s’identifie avec l’espace donné par la relation suivante :

27
{g :C — C holomorphe; g(p+ 2m,q) =ug(p,q) et / lg(p, q)\Qe_qupdq < —|—OO} .
o JR

Démonstration. Pour déterminer l'espace des sections holomorphes H(E/Z, Lg/z) du fi-
bré Lg/z, on s’intéresse au relevé de la translation de vecteur z au fibré Lg. D’apres la
proposition 5.1.4, on peut choisir v € U(1) et relever la translation ¢, au fibré Lp via

I’application :

¢x : LE — LE
(z,w) — (x,u) - (z,w) = (z + x7uw€(i/2)w(xyz)> ]
Or une section holomorphe de la forme gr (ot g : C — C est une fonction et r € C*°(E, L)

est la section définie dans I'exemple 5.2.2) descend en une section holomorphe du fibré Lg /7

de l'espace E/Z si elle vérifie les deux conditions suivantes :

1. la fonction g est holomorphe (i.e. dzg(z) = 0);

2. Yi(gr) = gr.
Explicitons maintenant ce que signifie la deuxiéme condition. Soit z = p 4 iq € C, soit
f € C>®(E,C) la section définie dans I'exemple 5.2.2, alors on a :

(W5 f)(z) = u e R f (2 4 ),
Or, pour tout z=p+iqg € C, on a :
f(z + z) = /2 PH2rtia)g,
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Ensuite, pour tout z = p + iq € C, on a également :

o 0 0
=(dpNdq)|2r—=—,p— —, | = 2mnq.
w(z,z) = (dp q)<ﬂ8p’p8p+q8q7> Tq
Donc pour tout z € C, on a :

Wi f)(z) = ute /D@D £z 4 g),

— u—le—(i/2)27fqe(i/2)(p+27r+iq)q7
=u "t f(2).

Ainsi, la section holomorphe r € C>*(E,Lg) associee a f € C*(E,C) et de norme
Ir| = e~ (1/2)($2)? d’aprés I'exemple 5.2.2 satisfait la relation suivante : ¢%r = u~!lr. Par

conséquent, la relation ¢} (gr) = gr se réécrit sous la forme suivante, pour tout z € C :
9(z +x)u”tr(2) = g(2)r(2),
autrement dit, pour tout (p,q) € R?, la fonction g doit satisfaire la relation suivante :

g(p + 27, q) = ug(p, q).

De plus, comme on s’intéresse au sous-espace des sections de carré intégrable, on remarque

que pour toute fonction holomorphe g :

2
2
/ ol = / [ loto.)Pe " dpdg < .
E 0

D’ou le fait qu’on puisse identifier I'espace des sections holomorphes H(Lg /2o B /Z) avec

I’espace :

27
{9 :C — C holomorphe; g(p + 2m,q) = ug(p, q), / 19(p, q)[?e~ 7 dpdg < +OO} :
0 R
O

Pour finir, on s’intéresse aux sections holomorphes du tore £/Z2. On a déja choisi un

0
vecteur z = 27T8— pour définir la translation t,, on choisit un deuxiéme vecteur y = P
p q

qui correspond a la translation ¢, donnée par :

ty : R? — R?,

(P, q) — (pg+1).
Remarque 5.2.4. La condition w(z,y) € 2nZ est satisfaite.

Nous avons déterminé 'espace des sections holomorphes H(E/Z, Lg,z) du fibré Ly,
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de méme nous pouvons déterminer I’espace des sections holomorphes H(E/Z?, Ly /z2) du
fibré LE/ZQ.

Proposition 5.2.5 (Espace des sections holomorphes H(E/Z2, Lgz2)). Pour tous u,v € U(1),
le sous-espace des sections de carré intégrable L*(E /72, LE/Z2) constitué des sections holo-

morphes, noté H(E /72, LE/Zz), s’identifie avec l'espace donné par la relation suivante :

g(p+2m,q) = ug(p,q)

g:C— C holomorphe; o
9(p.q +1) = ve PHIT2g(p, q)

Démonstration. Pour identifier 'espace des sections holomorphes H(E/Z?, L /z2) du fibré
Lg/z2, on s'intéresse au relevé de la translation de vecteur y au fibré Lg. D’apres la
proposition 5.1.4, on peut choisir v € U(1) et relever la translation ¢, au fibré Lg via
I’application :
¢y : LE — LE,
(2,0) — () - (2, 0) = (= + y, vwe@D02))
Une section holomorphe de la forme gr (oi g : C — C est une fonction et r € C*°(E, L)

est la section définie dans 'exemple 5.2.2) descend en une section holomorphe du fibré

Lz de l'espace E/ 72 si et seulement si elle vérifie les conditions suivantes :
1. la fonction g est holomorphe (i.e. 9zg(z) = 0);
2. Yy(gr) = gr et Yy (gr) = gr.
Il faut donc qu’on explicite la relation ¢y (gr) = gr. Pour 2 = p +iq € C et pour f la

section de I’exemple 5.2.2, on a :

W f)(z) = v e WD) £z 4 y).

Or,pour z=p+iqeC,ona:

o 0 0

Et on a, pour f la section de ’exemple 5.2.2 et pour z =p+1q € C :

f(z+y) = W/DPHilarD)atl) — ((1/2)po=(1/2)2a+1) £ ()

Donc, pour z=p+ige C,on a:

(W5 1)(z) = vt e WA f (2 4 y),
= v 1el/2P(t/2p o =(1/2)2a+1) £ ()

_ U—leiz—1/2f(z).
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Ainsi, la section holomorphe r € C>*(E,Lg) associee a f € C*(E,C) et de norme
Ir| = e~ (/2(32)* Papres Vexemple 5.2.2 satisfait la relation suivante Yyr = v itz =2y,

Par conséquent, la relation ¢y (gr) = gr se réécrit sous la forme suivante, pour tout z € C :
Ui(gr)(2) = 9(z + )W) (2) = g(z + y)o~ eV Pr(2) = g(2)r(2),
autrement dit, pour tout (p,q) € R?, la fonction g doit vérifier la relation suivante :
9(p,q +1) = ve " PHOT2g(p, g).

De plus, comme on s’intéresse aux sections de carré intégrable, on remarque que pour toute

fonction g holomorphe, on a :
) 2m p1 ) 9
[ et =[] ot Pedpq < +x.
E/72 0o Jo

D’ou le fait qu’on puisse identifier 'espace des sections holomorphes H(Lp 122, B /Z2) avec

I’espace :

g(p+2m,q) = ug(p, q)

g: C— C holomorphe; o
9(p,q +1) = ve PHDT2g(p g)

O

Remarque 5.2.6. On a construit l’espace des sections holomorphes du fibré L z2. Si on

%};ZQ pour k > 1 muni de la mesure produit, on peut identifier
Rk

l’espace des sections holomorphes H(E/ZQ,LE/ZQ) avec l’espace qui suit, noté Hy :

considere le fibré tensoriel L

g(p+2m,q) = uFg(p,q),

Hi =4 9:C— C holomorphe; L
9(p,q+1) = vhe PHOREg(p, )

5.3 Espace de fonctions holomorphes H;,

Soit £ > 1. Dans cette partie, nous allons étudier plus précisément l’espace H; qui
s’'identifie avec 'espace des sections holomorphes du fibré L%I;ZQ et est défini par la relation

suivante :

g(p +2m,q) = uFg(p,q),

Hir =< g:C— C holomorphe; o
9(p,q + 1) = vFe PHORER2g(p )

Pour ce faire, on peut déja réécrire les éléments de cet espace grace a la proposition ci-

dessous.
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Proposition 5.3.1 (Caractérisation des éléments de Hy). Soit g € Hy.
Alors g € L2(]0,2x] x [0,1];e7 %4 dpdq) et s’écrit sous la forme suivante pour tout z € C :

g(2) = k7 (2m) Zgleilz avec Y1 € Z, grip = ,U—ke—l—k:/Quz‘k/(Qw)gl.
ez

Démonstration. Pour démontrer cette proposition, on procéde par analyse-synthése. Soit
g € Hy. On sait que pour tout (p,q) € R?, on a : g(p + 27, q) = u¥g(p, q), par conséquent,

on peut écrire la fonction g sous la forme suivante, pour tout (p,q) € R? :

9(p,q) = uC N " gi(g)e’™,
<A

car la fonction §(p,q) := u=*/™ g(p, q) est 2r-périodique en p et la famille (eP) ez, est
une base hilbertienne de 'espace L?(S'). Ensuite, comme g € Hy, alors la fonction g est

holomorphe, i.e. 9zg(z) = 0, autrement dit pour (p,q) € R? on a :

1/0 .0 B
B <8—p ‘Ha—q) 9(p,q) = 0.

Or, en posant u = €' avec ¢ € R (car u € U(1)), on obtient :
) p

9 _ O | k) itp\ _ kp/(2m) ike |\ ap
a—pg(p,q)—a—p<u > alg)e™ ) =u > ailq) 5 i) e,

leZ leZ
9 0 kp/(2m) ilp kp/(2m) / ilp
5090 0) = 5 | u > (@) | =u > ailq)e™,
q q lez leZ

Donc ’holomorphie de la fonction g se réécrit, pour tout (p,q) € R?, de la facon suivante :

S i) (% N il> & 4 /D S g ()6t =
leZ leZ

Ainsi la fonction g; vérifie ’équation différentielle suivante :

91(q) + (5—; + l> a(q) =0.

Et donc, pour tout ¢ € R, on a :

a(q) = gre~hke/@m)a,

Ainsi par un calcul, on trouve que la fonction g se réécrit sous la forme suivante pour tout
zeC:

g(z) — uk:z/(27r) Zgleilz'
lez
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Enfin la fonction ¢ vérifie aussi la condition de périodicité suivante pour tout z € C :
g(z + i) = vFe ¥ E/2g(2). Or pour tout z € C on a :

g(Z + Z) = uk(z"'i)/(zﬂ) Zgleil(z-i-i)’
leZ

_ ukz/(27r) Z gluik/(%r)e—leilz'
leZ

Tandis que pour tout z € C, on a :

vke_i2k+k/2g(z) _ ukz/(?w) Z glvke—izk-l—k/?eilz’
leZ
_ ukz/(27r) Z glvkek/Qei(l—k)27
leZ

= yF2/(2m) Z gl+kvkek/26ilz par changement d’indice | — [ + k.
leZ

Ainsi pour tout [ € Z, la condition de périodicité en ¢ est équivalente & :

1 ik/(2m) _ ok k/2

: kK2, ik/(2
gie”u =" g de. g = v R TR 2N g,

D’ou la caractérisation des éléments de I’ensemble Hy, puisque réciproquement si on con-

sidére une fonction g qui s’écrit sous la forme suivante pour tout z € C :

g(2) = k7 (2m) Zgleilz avec VI € Z, grap = U—kze—l—k/Quik/(%)gl’
I€Z

alors cette fonction appartient & 'espace Hy. O

Exemple 5.3.1. On considére la suite (g;)1ez définie, pour tout | € Z, par :

g = ,Uflele/(%)uil/(Qﬂ)’

alors cette suite vérifie la condition gj1 = v ke IR/ 21K/ CT) g car en effet :

Gk = U—(H—k)e—(l+k)2/(Qk)ui(l+k)/(27r)’

_ U—kv—le—(12+k2+2lk)/(2k)uil/(27r)uik/(27r),

_ U—ke—kQ/(%)e—2lk/(2k)uz‘k/(27r),U—le—l2/(2k)uz’l/(27r)’

v kek/2gly ik (2m) g

Ainsi la fonction définie pour z € C par la série absolument convergente :

Q(Z) — ukz/(Qﬂ') Z ,U—le—lz/(2k:)uil/(27r)eilz’
l€Z

appartient a l'espace Hy,.
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Grace a la caractérisation des éléments de ’espace Hj, on va pouvoir déterminer une
base orthogonale de cet espace. Un premier pas dans cette direction réside dans la propo-

sition ci-dessous mettant en évidence une famille génératrice de cet espace.

Proposition 5.3.2 (Famille génératrice de Hy). Soit I € {0,...,k —1}. On considére la
fonction e; définie pour tout z € C, par :

e1(z) = uk=/2m) Z (v—ke—l—kj/Quik/(Qw)>j pillHik)z

JEZ.

Alors la famille (e1)icz/kz est une famille génératrice de l'espace Hy.

Démonstration.

Etape 1 : pour tout [ € {0,...,k — 1}, ¢, € Hy. Soit I € {0,...,k — 1}. On remarque
tout d’abord que la fonction e;(z) est holomorphe en z, car c’est une série de fonctions
holomorphes qui converge uniformément sur tout compact. Ensuite pour tout z € C, on

a
erz + 27) = R (E+2m)/(2m) Z (v—ke—l—kj/2uik/(27r))j (i) (e2m).
JEZ
— ukyke/ ) Z (,U—ke—l—kj/Zuik/(%r))] (ill+ik)z ji(l+jk)2m
JEZ
= uFey(2).

Et pour tout z € C, on a également :

(s + 1) = uEH/ @) 3 (Ufkeflfkj/Quik/(%r))j (iR )

JEZ
o2y, kz/(27r (U—k —l—kj/2 zk/(27r))jei(l-i—jk)ze—(l—i-jk)’
JEZL
— R/ (2m) =L k= (2m) Z( —ke—l—k—kj/zuik/(%))jei(l+jk)z7
JEZ
— ik @m) gl 2/ (2m) Z ( —ke—l—k/2—kj/2uik/(27r))]_1 iRz —ikz o j— i1,
JEZ
—k —l—k/2—kj /2, ik/(2m))]
_e—ikzuik/(%r)e—lukz/(%r)Z (v"e [2 kil ik )) oil+ik)z
- (v—Fe—T=H/2=kj 2k /(2m)) )
J
— ok e—ikztk/2, kz/(2m) Z (,U—ke—l—kj/2uik/(27r)>j ei+ik)z
JEZ

_ ,Uke—ikz—l-k/Zel (Z)

Etape 2 : la famille (el)lez/kz est génératrice. Soit g € Hy, alors d’aprés la proposition
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5.3.1, il existe une suite (g;);ez telle que pour tout z € C :

g(z) _ ukz/(27r) Zgleilz

leZ
Par conséquent, pour tout z € C, on a :
g(z) _ ukz/(271') Zgleilz7
leZ
2k—1 -1
kz/(27r (Zglezlz + Z glezlz 4+ Z glezlz + > ’
I=—k

uk=/(2m) (29161l2+29l+k6 (b+k)= +Zgl pe'(k)= ~>,
_ ukz/(27r) Z Zgl+jk6i(l+jk)z-

1=0 j€Z

Exprimons les coefficients g4 jx en fonction de g;. D’aprés la proposition 5.3.1, on sait que
la suite (g;);ez vérifie pour tout [ € Z la relation suivante :

—k g—l—k/2,ik/(27)

Ji+k = qi-

Pour tout 5 € Z4 et pour tout l € Z, on a :

Gi+jk = GI+(G—1Dk+ks

_ U_ke_z_k/zuik/(%)e_(j_1)kgl+(j71)k’

_ v—ke—l—k/Zuik/(%r)e—(j—l)k;v—ke—l—k;/2uz‘k/(2n)e—(j—2)k:gl+(j_2)k’

:( —k g—l—k/2,ik/( 271') —ﬂkne a,

_ (U—ke—l—kj/Zuik/(%r)) g

De méme, par un calcul, on montre que pour tout j € Z, et pour tout [ € Z, on a :

e —j
Gijh = (v—ke—l+kj/2uzk/(27r)) a.
Autrement dit pour tout j € Z et pour tout [ € Z, on a :
G = (v k —l—kj/2 zk/(27r)) g

On en déduit que pour [ et k fixés, la série Zj glﬂ-kei(lﬂk)z est absolument convergente.
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Ainsi une fonction g de 'espace Hy se réécrit sous la forme suivante, pour tout z € C :

k—1
g(z) _ ukz/(271') Z Zgl—l—jkei(lJrjk)zv

1=0 jEZ

k—1 ,
— k=) 2) ZZ (v—ke—l—kj/Zuik/(Zw))] gei+ihz,
1=0 jEZ.

=12 Z (vfkeflfkj/Quik/(Qﬂ))j gillik)z.
jez

N
—_

I
7T
L&

giei(z2).

N
I
o

Par conséquent la famille (e;);cz est une famille génératrice de 'espace Hy. O

Remarque 5.3.3. D’aprés la démonstration de la proposition précédente, on sait qu’une
fonction g appartenant o l’espace Hy peut s’écrire sous la forme d’une somme de série
convergente, on en déduit donc que la série définissant la fonction g dans la proposition

5.3.1 est également convergente.

Proposition 5.3.4 (Base orthogonale de Hy). La famille (e;)icz/kz est une base orthogo-
nale de l'espace Hy..

Démonstration. D’aprés la proposition 5.3.2, on sait que la famille (el)lez/kz est généra-
trice, montrons qu’elle est orthogonale pour le produit scalaire sur l'espace Hj. Soient

m,l €{0,...,k— 1} tels que [ # m, alors on a :

(er,em)

_ Z (U—ke—l—kj/Zuik/(Zw))j Z (U—ke—m—kj’/2uik/(27r))j/ <ukz/(27r)ei(l+jk)z7ukz/(27r)€i(m+j’k)z> '
jez ez

Il suffit donc de calculer le produit scalaire suivant :

< uk#/2m) gilltik)z =/ (2m) ei(m+j’l<:)z> .

Par définition, on a, avec la notation z = p 4 iq € C et en posant u = €’“ avec ¢ € R :

<ul~:z/(2ﬁ)ei(l+jkz)z’ uk:z/(27r)ei(m+j’k)z>

27 r1
_ / / ukz/(?ﬂ) el(l_;’_]k)zukz/(Qﬂ') ei(m-‘t‘j/k)ze—k’qupdq’
0 Jo
2r p1_
_ / / ukz/(Qw)e_i(l+jkz)2ukz/(27r)ei(m-i-j/k;)ze—qudpdq’
0 Jo

27 1
_ / / ¢—cka/m o =i(+RID = (H4R)a i+ K)p = (1 K)a =k g g
0 0

143



CHAPITRE 5. QUANTIFICATION DE BEREZIN-TOEPLITZ DU TORE

Il faut donc calculer I'intégrale suivante :

2 2

/ e~ i i(m+1 Dp g, — / (Pm=14+k("=)) g,
0 0

Or cette intégrale est non nulle si et seulement si m — [ + k(5 — j) = 0, autrement dit si

Il —m = k(j — j), donc k doit diviser Il — m. Or I,m € {0,...,k — 1}, donc pour que k

divise [ —m, il faut que I —m = 0 ce qui contredit 'hypothése | # m. Ainsi cette intégrale

est toujours nulle. Donc pour tous I,m € {0,...,k —1} et [ #m :
(e, em) = 0.

Ainsi (e;);ez est une famille orthogonale de 'espace Hy et on déduit de la proposition 5.3.2

que c’est une base orthogonale de cet espace. ]

Remarque 5.3.5. On déduit de la proposition précédente que la dimension de l’espace Hy,
est k.

5.4 Quantification de Berezin-Toeplitz du tore

Nous allons maintenant rappeler la définition de la quantification de Berezin-Toeplitz
du tore, puis nous verrons comment relier cette définition & ’espace de fonctions Hj que

nous venons d’étudier. Pour ce faire, on introduit quelques notations.

Notations: soit £k > 1 entier,
— T, est le projecteur orthogonal de ’espace des sections de carré intégrable L?(T?, L%k)
sur I’espace fermé des sections holomorphes H (T2, L%?Qk )3
— My L*(T?, L%k) — L*(T?, L%k) est 'opérateur de multiplication pour une fonc-
tion f € C*°(T?);
— G, est 'espace de fonctions sur C invariantes par 1’action de Heisenberg du réseau

Z? et de carré intégrable sur [0, 27] x [0, 1], d.e. :
g _[9:C—C g€ L2([0, 2] x [0,1], e~ dpdg);
k= L .
9(p+2m,q) = uFg(p,q), g(p,q+1) = e WHORRg(p g)
— I, est le projecteur orthogonal de I'espace de fonctions de carré intégrable Gy, (muni

du produit scalaire L? a poids sur [0, 27] x [0, 1]) sur I’espace de fonctions holomorphes
Hi.

Définition 5.4.1 (Quantification de Berezin-Toeplitz du tore). Soit fi, € C*(T?) une
fonction admettant un développement asymptotique en puissances de 1/k pour la topologie

C*®. On définit la quantification de Berezin-Toeplitz de la fonction fi. par la suite d’opéra-

144



5.4. QUANTIFICATION DE BEREZIN-TOEPLITZ DU TORE

teurs Ty, := (T)k>1 ot pour tout k > 1, opérateur Ty, est défini par :
Ty, = 1 My, 11,.

On appelle la fonction fi, le symbole de l'opérateur de Berezin-Toeplitz T, .

Nous allons maintenant utiliser 'identification de l’espace des sections holomorphes
H(T?, L%k) avec l'espace de fonctions Hj, afin de pouvoir donner une seconde définition
de la quantification de Berezin-Toeplitz du tore, qui s’avérera plus simple & utiliser par la

suite.

Proposition 5.4.2 (Propriété de la quantification de Berezin-Toeplitz du tore). Soit
fr € C®(T?) une fonction admettant un développement asymptotique en puissances de
1/k. Soit Ty, = (Ti)k>1 Vopérateur de Berezin-Toeplitz de symbole fi,. Alors il existe une
fonction fi, € C*°(R?) telle que :

1. pour tout (z,y) € R?, on a :

Sr(x +2m,y) = fule,y) = fu(z,y + 1),
2. la suite d’opérateurs (Tk)kzl définis pour tout k > 1, par :
Tk = ﬂkakﬁk + O(k™),

(o0 Mfk = Gr — Gy, est opérateur de multiplication par la fonction fk) s’identifie

avec la suite d’opérateurs Ty, = (T))p>1.

Démonstration. Commencons par identifier les espaces de sections. Soit 1 € L?(T?, L%)f)
une section de carré intégrable, alors on peut lui associer une fonction g € G invariante

par I'action de Heisenberg du réseau Z? via 'application :

LQ(T27L%2]€) — gk7
Y — g(2),

oil ¥ € R% et & = xg + (n1,n2) avec g € [0,27] x [0,1] et (n1,n2) € Z2 et ot :
(#,9(2)) = ((n1,n2),1) - (20, P(0)).

Soit f € C>°(T?). Par définition I'opérateur de Berezin-Toeplitz Ty, = (Tk)k>1 8'écrit pour
tout k > 1 et pour tout v € H(T?, L%k) sous la forme suivante :

T = I (fetp) + O(k™),

ou la multiplication frpy € LQ(']I'Q,L%]“) est bien définie. On a besoin de donner un sens

a la multiplication de la fonction f; par une fonction g € Hy. Déterminons alors 'image
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de frp (ont fr € C®(T?) et ¢ € H(']I‘Z,L%k)) par l'isomorphisme qui permet d’identifier
'espace de sections L?(T?, L%’Qk) avec ’espace de fonctions Gi. Si on note w(Z) 'image par

I'isomorphisme, alors on a :

(Z,w(Z)) = ((n1,n2),1) - (o, fr(z0)¥(70)),
= (Z, fr(70)g(%)).

Ainsi, Vimage de fi par lisomorphisme ci-dessus est w(i) = fi(20)g(&) = fu(Z)g(Z)
ou fi, € C>(R?) est une fonction 27-périodique par rapport & sa premiére variable, 1-
périodique par rapport a sa deuxiéme et qui s’identifie avec la fonction fr. Autrement dit, on
peut identifier 'opérateur de Berezin-Toeplitz T, = (T})r>1 avec une suite d’opérateurs,

notée (Tk)k21, définie pour k > 1 et g € Hy, par :
Treg = i (frg) + O(k=),

ou Iy, désigne le projecteur orthogonal de I'espace de fonctions Gy, sur ’espace de fonctions
holomorphes Hj qui s’identifie avec le projecteur orthogonal II; de ’espace des sections de

carré intégrable L2(T?, L%?Qk ) sur I’espace des sections holomorphes H (T2, L%?Qk ). [l

Gréace a cette proposition, on peut définir d’une autre fagon la quantification de Berezin-
Toeplitz du tore et c’est cette définition qu’on utilisera dans toute la suite (on abandonne

désormais la notation "tilde").

Définition 5.4.3 (Quantification de Berezin-Toeplitz du tore). Soit fr, € C>®(R?) une
fonction admettant un développement asymptotique en puissances de 1/k pour la topologie

C> et telle que pour tout (z,y) € R?, on a :

On définit la quantification de Berezin-Toeplitz de la fonction fi par la suite d’opérateurs

Ty, = (Tk)k>1 0w pour tout k > 1, Uopérateur Ty, est défini par :

T, = Hkaka,
ou My, : G, — Gy est Uopérateur de multiplication par la fonction f. On appelle la
fonction fi le symbole de l'opérateur de Berezin-Toeplitz T}, .

5.5 Exemples

Dans cette partie, nous allons donner quelques exemples d’opérateurs de Berezin-
Toeplitz du tore T? a I’aide d'un résultat de I’article de Laurent Charles et de Julien
Marché [CM15] qui va nous aider & construire de tels opérateurs. Pour ce faire, on intro-

duit la notation qui suit.
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Notation: soit x € FE. Soit u € U(1) un nombre complexe de module 1. On note ¥
I'automorphisme du fibré tensoriel L%?Qk donné par :
Uy L5 — LY,

(Z,’U)) — (SU,’LL) . (Z”U)) = <Z + x’ukwe(ik/2)w(x7z)> X

et on note (1/1’;)* le tiré en arriére par la fonction . Cette application représente I'action

du groupe de Heisenberg sur le fibré tensoriel L%’f.

Nous introduisons maintenant deux exemples simples d’opérateurs de Berezin-Toeplitz
du tore a partir desquels on va pouvoir en construire d’autres. Ces exemples ont notamment
été étudiés dans la thése de Yohann Le Floch [LF14a]. Dans cette partie, nous supposons
désormais que les indices de Floquet u et v apparaissant dans la définition de ’espace de
fonctions holomorphes H; valent 1. Ainsi la base orthogonale de cet espace est maintenant

donnée pour tout | € Z/kZ et pour tout z € C, par :

ez =% (e—l—kj/2)j Gill+ik)z

JEZ
Dans ce cadre, on peut facilement calculer la norme des fonctions e; :

_ 2
ledllg, = (2)V/2(m)3/ 414l (2R),

Ainsi, on en déduit une base orthonormée de ’espace de fonctions holomorphes Hj, donnée
pour tout | € Z/kZ et pour tout z € C, par :

_oy_ alz)
45 = ol

Cette base orthonormée de ’espace Hj, va nous permettre de simplifier I’écriture matricielle
des opérateurs de Berezin-Toeplitz. Avant de donner des exemples, on rappelle le résultat

suivant concernant les opérateurs de Berezin-Toeplitz.

Proposition 5.5.1 (Exemple d’opérateurs de Berezin-Toeplitz). Soit v un élément du

réseau Z2. Soit, pour tout k > 1 :

Tk = (¢£/k> ’

Alors la suite (T)g>1 est un opérateur de Berezin-Toeplitz du tore de symbole principal
fo € C®(R?) donné pour tout (p,q) € R? par :

fo(p,q) = exp | iw 24— gy
o\P,q) = €xXp pap q@q) ;
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et de symbole sous-principal nul.

Démonstration. La démonstration de cette proposition se trouve dans l'article [CM15]. [

Grace a cette proposition, on peut construire une famille d’exemples d’opérateurs de

Berezin-Toeplitz du tore.

0 *

Exemple 5.5.1. Soit k > 1. Soit x = 2778—. Soit My, = <1/)’;/k) . Alors la suite d’opéra-
p

teurs (My)g>1 est un opérateur de Berezin-Toeplitz de symbole principal mqo donné pour

(p,q) € R? par :

mo(p,q) = e~ ™.

De plus pour tout | € Z/kZ, on a :
Mkél = €2i7rl/k€~l.

Ainsi la matrice de l'opérateur de Berezin-Toeplitz M), dans la base orthonormée (&)icz/kz,

notée My, est une matrice diagonale de la forme suivante :

1 0 .. .. 0
0 e2it/k
My, =
: o2im(k—2)/k 0
0 ... .. 0 e2im(k=1)/k

0 *
Exemple 5.5.2. Soit k> 1. Soit y = B Soit Ly, = (qp’y“/k) . Alors la suite d’opérateurs
q

(Li)k>1 est un opérateur de Berezin-Toeplitz de symbole principal ly donné pour (p,q) € R?

par :
ZO(pa Q) = eip'
De plus pour tout | € Z/kZ, on a :

Lie; = ey,

(pour obtenir cette relation, on montre que Lrpe; = e_l/(%)e_l/kelﬂ). Ainst la matrice

de cet opérateur de Berezin-Toeplitz, notée Ly, dans la base orthonormée (€,)cz/kz, est la

sutvante :
o o0 ... 0 1
1 0 . 0
,Ck: 0
0 O
0 0 1 0
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A partir de ces deux premiers exemples, on peut construire des exemples d’opérateurs

de Berezin-Toeplitz auto-adjoints du tore.

Exemple 5.5.3. Soit k > 1, soit Ay, = My, + M. Alors la suite d’opérateurs (Ay)p>1 est
un opérateur de Berezin-Toeplitz du tore auto-adjoint de symbole principal, noté ag, donné
pour (p,q) € R2, par :

ao(p; q) = 2cos(2mq).

De plus, pour tout | € Z/kZ, on a :

2ml
Akél = 2cos (%) él.

1
Exemple 5.5.4. Soit k > 1, soit B, = 2—(Mk — M). Alors la suite d’opérateurs (By)g>1
; >

est un opérateur de Berezin-Toeplitz du tore auto-adjoint de symbole principal, noté by,

donné pour (p,q) € R?, par :
bo(p, q) = —sin(2mq).

De plus pour tout | € Z/kZ, on a :

ol
Bié, = sin <%> é.

Exemple 5.5.5. Soit k > 1, soit C, = Ly, + Lj.. Alors la suite d’opérateurs (Cy)p>1 est
un opérateur de Berezin-Toeplitz du tore auto-adjoint de symbole principal, noté cy, donné
pour (p,q) € R, par :

co(p, q) = 2cos(p).

De plus, pour tout | € Z/kZ, on a :
Cré; = €141+ €—1.

Nous introduisons maintenant deux exemples physiques un peu plus complexes d’opéra-

teurs de Berezin-Toeplitz du tore auto-adjoints.

Exemple 5.5.6 (Hamiltonien de Harper). L’hamiltonien de Harper (notamment étudié par
Bernard Helffer et Johannes Sjostrand dans Uarticle [HS90]) est défini pour (p,q) € R?

par la relation suivante :

ho(p, q) = 2 (cos(p) + cos(2mq)) .

D’apres les exemples 5.5.3 et 5.5.5, Uopérateur de Berezin-Toeplitz du tore (Hy)i>1 donné
pour tout k > 1 par :

Hy = A +Cy = My + M + Ly + L,
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est un opérateur de symbole principal hgy. La matrice de cet opérateur, notée Hy, dans la

base orthonormée (€;);cz, est la suivante :

2 1 0 0 1
1 2 2Ty 0
COS —_
k
. . .
H, = .

C (D)

k
1 0 ... 0 1 2 cos (@)

Une étude des valeurs propres de cet opérateur de Berezin-Toeplitz auto-adjoint en relation
avec les conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld réelles se trouve dans les articles

[LF14b] et [LF1jc] de Yohann Le Floch et dans sa thése [LF14a, Chapitre 5].

Exemple 5.5.7 (Fonction hauteur du tore). On considére le tore T? obtenu dans R? par
rotation d’un cercle de rayon v autour d’un cercle de rayon R contenu dans le plan (y, z)
ot R > r (voir la figure 5.1). Dans le repére orthonormé (x,vy,z), les coordonnées du tore

sont :
x = rsin(p);

y = (R + rcos(p)) cos(2mq);
z = (R + rcos(p)) sin(27q).

On s’intéresse a la fonction hauteur du tore, autrement dit au hamiltonien suivant, pour

(p,q) €R? :
do(p,q) = (R + rcos(p)) sin(2mq).

FIGURE 5.1 — Fonction hauteur du tore.
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D’aprés Uezemple 5.5.5, on sait que Uopérateur de Berezin-Toeplitz Ej, donné pour tout
k>1, par :
r
Ey = RII; + §Ck,

admet pour symbole principal pour (p,q) € R? :
eo(p,q) = R+ rcos(p);

(on rappelle que Uopérateur 11y, est le projecteur orthogonal de 'espace de fonctions Gy sur
lespace de fonctions holomorphes Hy). Et d’aprés 'exemple 5.5.4, on sait que ['opérateur

de Berezin-Toeplitz du tore Fy donné pour tout k > 1 par :
F, = —-By
admet pour symbole principal pour (p,q) € R? :

fo(p,q) = sin(2mq).

Ainsi Uopérateur de Berezin-Toeplitz auto-adjoint Dy, donné pour tout k > 1 par :
1
Dy, = §(Eka + Fy Ey),

admet pour symbole principal la fonction dy par le calcul symbolique pour les opérateurs
de Berezin-Toeplitz (voir par exemple [Cha06]). Une étude du spectre de cet opérateur de
Berezin-Toeplitz auto-adjoint du tore en relation avec les conditions de quantification de
Bohr-Sommerfeld réelles se trouve dans article [LF1jc| et dans la thése [LF14a, Chapitre
5] de Yohann Le Floch.

Ces premiers exemples d’opérateurs de Berezin-Toeplitz du tore T? vont nous étre
utiles dans la suite et notamment dans le chapitre 8 oil nous allons ajouter & ces opéra-
teurs des perturbations (dans ’esprit de ce qui a été fait dans le chapitre 2) et étudier le

comportement de leurs spectres de maniére numérique.
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Chapitre 6
Quantifications de Weyl du tore

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la quantification de Weyl classique du tore T2, qui
a notamment été étudiée par Monique Combescure et Didier Robert dans le livre [CR12,
Chapitre 6], et plus précisément & ce qu’elle devient si on la conjugue par la transformée
de Bargmann. C’est cet outil qu’on appellera la quantification de Weyl complexe du tore
par analogie avec le cas du plan R? vu dans les chapitres 2 (voir définition 2.2.14) et 3
(voir définition 3.2.3).

6.1 Quantification de Weyl classique du tore

6.1.1 Espace de distributions L

Dans ce paragraphe, nous allons introduire un sous-espace de 1’espace des distributions
sur R, que nous noterons Ly, et qui sera l’espace naturel sur lequel vont agir les opérateurs
pseudo-différentiels & symboles sur le tore T?. Pour introduire cet espace nous rappelons
quelques définitions dont nous allons avoir besoin (on peut les trouver par exemple dans

le livre de Macej Zworski [Zwol2, chapitre 3]).

Définition 6.1.1 (Espace de Schwartz). L’espace de Schwartz S(R) est un espace de

fonctions régulieres qui est défini de la fagon suivante :
S®) = {0 € C*(R): 95 = sup[a°0%6(0)| < +oc.,va, € N
Te

Définition 6.1.2 (Transformée de Fourier semi-classique sur S(R)). Soit ¢ € S(R). On

définit la transformée de Fourier semi-classique de ¢, notée Frop, pour € € R, par :
L GE RO
R

C’est un isomorphisme de S(R) dans lui-méme et linverse de la transformée de Fourier
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semi-classique est donmé par la formule suivante, pour tout x € R :

Frlow) = 5o [ M6y,

Définition 6.1.3 (Distributions tempérées). L’espace des distributions tempérées S'(R)

est le dual de Uespace de Schwartz S(R), i.e. c¢’est lespace des formes linéaires continues
sur S(R).

Notation: (-,-)s/s désigne le crochet de dualité entre les espaces S'(R) et S(R).

Définition 6.1.4 (Transformée de Fourier semi-classique sur S'(R)). Soit ¢ € S'(R). On
définit la transformée de Fourier semi-classique de 1, notée Fp1, pour tout ¢ € S(R), par

la relation qui suit :

(Fuh, d)sr.s = (U, Frd)s s-

On s’intéresse a la quantification de Weyl d’un symbole sur le tore, c’est donc un sym-
bole périodique ce qui va induire des conditions de périodicités sur ’espace sur lequel va
agir 'opérateur pseudo-différentiel. Par conséquent, nous avons également besoin d’intro-

duire la notion de périodicité pour les distributions.

Notation: soit a € R, on note la translation de vecteur a dans R de la facon suivante :

To : R — R,

T +— T+ a.

On rappelle que la translation de vecteur a d'une distribution ¢ € §'(R) est définie de la
fagon suivante, pour tout ¢ € S(R) :

(Ta¥, d)s1.5 = (Y, T_a@) s 5

Définition 6.1.5 (Distributions périodiques). Soit ¢ € S’'(R). Soit a € R. La distribution
Y est dite a-périodique Si T, = 1.

Remarque 6.1.6. Toute distribution périodique est tempérée (voir par exemple [Bonll1]).
Les distributions périodiques ont la particularité de s’écrire sous forme de sommes.

Proposition 6.1.7 (Propriété des distributions périodiques). Soit a € R. Soit ¢ une
distribution a-périodique. Alors 1 s’écrit sous la forme d’une série de Fourier convergente
dans D'(R) :

= Z wleilt%r/a’

lEZ

ot la suite (1;)1ez est a croissance lente, i.e. pour tout | € Z, il existe un entier N > 0 tel
que :

[ < C(L+ 1N,
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Démonstration. La démonstration de cette proposition se trouve par exemple dans le livre
de Jean-Michel Bony [Bonll]. O

Nous allons maintenant nous intéresser & un sous-espace des distributions tempérées.
Cet espace a notamment été introduit par Monique Combescure et Didier Robert dans le
livre [CR12, Chapitre 6]. Soit k£ > 1. Soient u,v € U(1) des nombres complexes de module

1. On considére I'espace suivant :
Lr={v e SRy mev=uy, nFiw) =v FB)}.

Remarque 6.1.8. La définition de cet espace fait apparaitre deux mombres complexes u
et v, on a choisi de les noter ainsi puisque lorsque nous ferons le lien entre les différentes
quantifications du tore, nous verrons que ces nombres correspondent aux indices de Floquet
qui ont été introduits dans la définition de l’espace de fonctions holomorphes Hy, (voir la

proposition 6.2.20).

Nous allons maintenant étudier un peu plus en détails I’espace de distributions £; dans

le but d’en déterminer une base.

Proposition 6.1.9 (Caractérisation des éléments de espace L). Soit ¢ € L. Alors

P € S'(R) et s’écrit sous la forme suivante :

W = ukt/ () Zlblem avec V1 € Z, P = v "y,
=

ot la somme converge dans D'(R).

Démonstration. Comme ¢ € Ly, alors v vérifie la relation suivante :

Tort) = Uk1/1

Ainsi, d’aprés la proposition 6.1.7, on peut écrire cette distribution 1 € Ly sous la forme :

1/} — uk’t/(Qﬂ') Z wleilt.

leZ

Comme v € Ly, alors on a également la relation suivante :

T () = v Fu(th).
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Or, au sens des distributions, on a :

Fn() = Fn <ukt/ (2m) Z¢l€ilt> ,

leZ

_ Z¢l-7:h (ukt/(%) eilt> car JFy, est continue sur S'(R),
leZ

C

= QWHZ YiOnek)(2m)+n OU ON a posé u = e*“.
lez

Ainsi, on a, pour tout ¢ € S(R) :
<7—1‘Fﬁ1/}7 ¢)> = <‘Fﬁ¢a7—fl¢>a

= <27Th Z ViOhek /(2m)+hl» T—1¢> )

leZ

=210 > P{Onet ) (2m)+ht> T-10);
ez

=210 > " YT 0hek/ 20 D)
=

=27 ) ik 2m)+hi—1, B)-

leZ

Et pour tout ¢ € S(R), on a également :
<vikfﬁw> (b) = vik <~/_..ﬁw7 ¢>>

=vF <27T7”iz V1Ohek / (2m)+ i ¢> ;

leZ

= 2mh Z v Ry (Onek /(2m)+hs B)-
I€Z,

Donc au sens des distributions, on a :

2mh Z UiOhek ) (2m)+hi—1 = 2Th Z O R0k (2m) -
ez lez

Ainsi, pour que l'espace L soit non vide, il doit exister des entiers [,I’ € Z tels que :

1
hl — 1 = hl’, autrement dit [ — ' = 7 Par conséquent, il doit exister un entier k' € Z tel

1
que k' = 7 Cet entier k' correspond dans la notation de l'espace £ a l'indice k, donc
on note désormais k & la place de k’. On en déduit également que la suite de coefficients

(¢1)1ez doit vérifier la condition suivante, pour tout [ € Z :

Vi = v M.
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Dans la démonstration précédente, nous avons vu que le nombre k > 1 doit étre 'inverse
du paramétre semi-classique h. Par conséquent, nous jonglerons entre ces deux notations

dans la suite.
Proposition 6.1.10 (Base de l'espace Ly). Soitl € {0,...,k—1}. Soit :

—e Z <v7k>j (iHIRE ¢ S/(R).

JEZ.

Alors la famille (€1)icz/kz est une base de l'espace Ly.

Démonstration.
Etape 1 : pour tout [ € {0,...,k — 1}, ¢ € Ly,. Soit I € {0,...,k}, alors ¢ est bien une
distribution tempérée (car ‘v_k’] = 1) et elle vérifie pour tout ¢ € S(R) :

<7-27r€l7 d)) = <€la7—72ﬂ'¢>’
_ [ ke ST (kY s o,
/R > (o) (t—2m)

jez
_ / L R(E2m) /(2m) Z <U7k>j (IR I27) 1) gt
R -
JEZL

= (u"e, ¢).

On a également au sens des distributions :

_ A | (wt/ @) iRt
Fr(er) jzé;(v ).7-"; (u e\ )

2 j 1 |
= % (U—k> Oc/(@m)+1/k+j car h= z et ol on a posé u = e'°.

JEZ.

Ainsi, on a, pour tout ¢ € S(R) :

(11 Fu(er), 8) = (Fuler), 7-19),
2 AV
== (v k) (Oc/@m)+1/ktjs T-10),
jEz
27 AV
=0 (v k) (Oc/(2m)+1/ktj—15 D)
jEz
= U—k’Q_ﬂ (U—k>J (0c/(2m)+1/k+j> ®) par changement d’indice j — j + 1,

k 4
JEZ
= (v *Fuler), ¢).

Ainsi pour tout 1 € {0,...,k—1}, on a: ¢ € L.
Etape 2 : la famille (€1)icz/kz est génératrice. Soit ¢ € Ly, alors d’aprés la proposition

157



CHAPITRE 6. QUANTIFICATIONS DE WEYL DU TORE

6.1.9, on a, au sens des distributions :

1!} — ukt/(Qﬂ') Z wle’ilt’

leZ
k-1 A 2k—1 A —1 )
_ ukt/(?w) (Zwledt + Z zmezlt +..+ Z wledt + ) 7
1=0 1=k ==k

k—1 k—1 k—1
— ukt/(Qﬂ') (Z ,l!}leilt + Z ,Ufk‘,l!)lel'(l+k)t + o + Z ,Uk‘,llz)lei(lfk)t + » ) ’
=0 =0 =0

_ /2 kz_:lwl Z (v—k>j (iRt
1=0

=0 jez
k-1
= E e
1=0

Ainsi la famille (€);cz/xz engendre l'espace L.
Etape 3 : la famille (¢);cz /kz est une base. Comme les distributions e sont linéairement
indépendantes dans S'(R), alors la famille (€;);cz/k7 est bien une base de I'espace L;. On

en déduit également que ’espace Ly est de dimension k. L

Comme L}, est un espace linéaire complexe de dimension finie k admettant pour base la
famille (€);cz /kz, alors on peut considérer sur cet espace, la structure d’espace de Hilbert

telle que la famille (¢;);ez,/r7 soit une base orthonormée de L.

6.1.2 Opérateurs pseudo-différentiels agissant sur ’espace L,

Nous allons maintenant définir de deux maniéres différentes la quantification de Weyl
du tore T?. Nous commencons par une formulation intégrale de cette quantification. Nous
rappelons que la notation S(R?) introduite dans la définition 3.1.1 désigne I’ensemble

suivant :
S(R?) = {an € C™(R?); Vo € N? il existe une constante C,, > 0 telle que : |0%y| < Cat.

Remarque 6.1.11. Soit a; € C°(R?) une fonction admettant un développement asymp-
totique en puissances du paramétre semi-classique h et telle que pour tout (x,y) € R2, on
a:

ap(z +2m,y) = ap(z,y) = ap(z,y + 1).

Alors la fonction ay, appartient a la classe de symboles S(R?).

Définition 6.1.12 (Quantification de Weyl du tore). Soit ap € C*°(R?) une fonction telle
que pour tout (z,y) € R? :

ap(x 4 2m,y) = ap(z,y) = ap(xz,y + 1).
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On définit la quantification de Weyl du symbole ay,, notée Op*(ap)(x, hD,), par la formule

intégrale suivante, pour u € S(R) :

Op“(ar)(z, D) m// iw=)é/hg,, (“y 5) u(y)dyde.

On appelle la fonction ay, le symbole de 'opérateur Op® (ap)(x, hDy).

Nous rappelons maintenant qu'un opérateur pseudo-différentiel agit sur ’espace de

Schwartz et sur 'espace des distributions tempérées.

Proposition 6.1.13 (Action d’un opérateur pseudo-différentiel sur S(R) et sur S’'(R)).
Soit a, € S(R?) un symbole. Alors :

1. Op®(an)(z,hDz) : S(R) — S(R) ;
2. Op“(ap)(z,hD,) : S'(R) — S'(R) ;

sont des transformations linéaires continues. De plus, 'opérateur Op®”(ay) agit sur ’espace

des distributions de la fagon suivante pour ¢ € S'(R) et ¢ € S(R) -
(Op“(an)¥, $)s'.s = (¢, 0p™(an)d)s' s,
ot pour (z,y) € R?, an(w,y) = ap(z, —y) € S(R?).

Démonstration. Pour une démonstration de cette proposition, on pourra consulter le livre
de Maciej Zworski [Zwol2, Chapitre 3]. O

Nous pouvons maintenant montrer qu’un opérateur pseudo-différentiel a symbole sur

le tore agit sur ’espace de distributions £; que nous avons introduit précédemment.

Proposition 6.1.14 (Opérateur pseudo-différentiel agissant sur I'espace Ly). Soit a; € C°(R?)

une fonction telle que pour tout (x,y) € R?, on a :
ah(x + 27T7y) = aﬁ(xay) = aﬁ(xay + 1)
. 1 .
Alors si b = 7 pour k > 1 entier, on a :
Op“(ap)(xz,hDy) : L, — Lk,

ot on rappelle que L) = {1/1 €S'(R); 7ot =uFy, TFu(¥) = kj:h(¢)}

Démonstration. On donne ci-dessous les principales étapes de la démonstration.

Etape 1 : Op“(a;) : 8'(R) — S’(R). D’aprés la remarque 6.1.11 et la proposition 6.1.13,
on sait que U'opérateur Op®(ap) agit sur lespace des distributions S'(R).

Etape 2 : 75,0p%(an)v = v*Op¥(az)y pour ¥ € L. Soient ¢ € Ly et ¢ € S(R), alors
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on a :

(T2:Op" (@), d)s1.s = (Op” (an)¥, T-2:P) 5",
= (¥, 0p"(ap)T_27P)s',s-

Or, pour ¢ € S(R), on a :

Op"(an) (@, hDz ) (T-2x (%)) = 5— / / emnthay, (‘“ s) T2x(y)dyds,

2
27rh// i(r—y—2m)¢/h (w _5) o (y)dyde,

en effectuant le changement de variable y — y+2m. Ainsi, on a, pour ¢ € L et ¢ € S(R) :

(¥, Op”(an)T—20) 5,5
z/w(x)Opw(ELh)(ﬂzthx)(T2,rqb)(x)d:c

_/ 27Th// i(x—y—2m) £/h <w _5) ¢(y)dyd§d:1:,

/¢x+27r2h// Uz=y)é/hg, <x_+2 —§>¢(y)dyd£d:c via £ — x + 27,

/ kw 27Th// e/t ( +27T _§> o(y)dydédx  car ¢ € Ly,
:/ kl/l (x)=— // i(e—y)/h, <x : ,—§> o(y)dydédx  car ap(z + 2w, &) = ap(x, §),

g | Lo

< kl/},op (ah) S8
= <uk0p (ah)7/’a¢>5’,5

y,£> $(y)dydéde,

Ainsi, on a, pour ¥ € Ly : 7:0p%(ap)y = uFOp¥ (ap)v.
Etape 3 : 71 F5(0Op“(ap)y) = v *F(Op“(ap)y) pour ¢ € Ly. Soient ¢ € Ly et ¢ € S(R),

on a :

(T Fn(Op™ (an)¥), ¢)s.s = (Fr(Op“(an)¥), T-1d)s.s,
= (Op"(an), Fu(r-19))s.s,
= (¥, 0p®(an) Fu(T-10))s.s
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Or, pour tout ¢ € S(R) et pour tout £ € R, on a :
Filra0)) = | e so(a)da
= /R e~ wE/he /Mgy (1) da  via x— x4 1,
= e /M F(9)(€).
Ainsi pour tout ¢ € S(R), on a :
Op*(an)(z, hDqg) Fi(T-19)(x)
sl
'
+

Fn(m-10)(y)dyd,

“’”;y )fﬁ<¢><y>dyds,

_ fm/h 1h//ei x—y)(E+1)/
2

_ —w/h // i(z— yﬁ/h L
27h 2

— zz/h2ih// i(@—=y)é/hy, <x;y )Fh(¢)(y)dyd§ car ap(z, & + 1) = ap(z, £),
= e #/POp™ (ap)(z, hDy ) (Frd) ()

Y

, =&+ 1) Fu(@)(y)dydE  via & —r & —1,

Par conséquent, on a, pour ¢ € L et ¢ € S(R) :

(1, Op"(an) Fn(T-19))s'.s = e_i'/h’w, Opw(@h)(fh(¢)> 'S
(9)s.s,
)( ), d)st.s
(F{lfhe_i'/ﬁl/}))a ?)s.s
(

(

RF), d)s s car P € Ly,

Ainsi, on a, pour ¢ € Ly : 71 Fr(0Op¥(ap)y) = v *Fr(Op“(ay)y). Dot le résultat. O

Nous allons définir d’une autre facon la quantification de Weyl du tore T? a ’aide
de la méthode utilisée dans le livre de Monique Combescure et de Didier Robert [CR12,
Chapitre 6]. Cette définition fait intervenir par convention l'inverse de la constante de
Planck, notée k. Désormais, lorsque nous notons les symboles ay, cela signifie qu’ils admet-
tent un développement asymptotique en puissances de 1/k. Auparavant, nous allons écrire

d’une nouvelle fagon un symbole sur le tore.

Proposition 6.1.15 (Réécriture d'un symbole sur le tore). Soit aj, € C*°(R?) une fonction
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admettant un développement asymptotique en puissances de 1/k et telle que pour tout
(z,y) € R? :
ar(z + 2m,y) = ap(z,y) = ax(z,y +1).

Alors, pour tout (z,y) € R?, on a :

ak(x’ y) — Z al:nmeixne—i%rym7
(m,n)€Z?
ot (amvn)(m,n)€Z2 est une suite de coefficients complexes dépendant du paramétre k.

Démonstration. L’écriture du symbole a sous forme de sommes s’obtient en faisant un

développement en série de Fourier. ]

Nous introduisons maintenant une seconde définition de la quantification de Weyl du

tore qui s’écrit sous forme de sommes (voir [CR12, Chapitre 6]).

Définition 6.1.16 (Quantification de Weyl du tore). Soit a € C*®(R?) une fonction
admettant un développement asymptotique en puissances de 1/k et telle que pour tout
(z,y) € R? :

ar(z + 2m,y) = ap(z,y) = ax(z,y +1).

On définit la quantification de Weyl du symbole ay, notée Opy (ay), par la formule suivante :

w - (2mm n
Opy; (ax) = Z a’fn,nT (Taz>,

(m,n)€Z?

k

ot la suite de coefficients (am’n)(m n)

ez €St celle définie dans la proposition 6.1.15 et ot

T(p,q) est Uopérateur de translation de Weyl-Heisenberg par un vecteur (p,q) € R? défini,
pour ¢ € S(R), par :
T(p, q)p(x) = e P2 p(a — p).

L’opérateur pseudo-différentiel défini par la quantification de Weyl du tore ci-dessus

est également un opérateur qui va agir sur ’espace de distributions L.

Proposition 6.1.17 (Opérateur pseudo-différentiel agissant sur 'espace £,). Soit aj, € C>®(R?)

une fonction telle que pour tout (x,y) € R? :
ar(z + 2m,y) = ap(x,y) = ax(z,y +1).

Alors :
Op}f(ak) : ﬁk — ,Ck,
ot on rappelle que : L}, = {@ZJ €S'(R); Tontp =ufy, TFu(¥) = U_kfh(lb)}-

Démonstration. On donne ici les différentes étapes de la démonstration de la proposition
(voir également [CR12, Chapitre 6]).
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Etape 1 : OpY(ay) : S(R) — S(R). Soit ¢ € S(R). Soient (a, ) € N2, soit z € R, on a :

—iTmn xn 2mm
9] (Op} (ax)¢(x)) x“aﬁ( D ap e e ¢<xk>)

(m,n)€Z2

afnmefiﬂmn/kxaaf (ezxn¢ (.’L‘ - 27:71)) ’
(m,n)eZ?
CL

n)e
E e (o)
n)€zZ? j=0

(m7

Mm

Ainsi, on a, pour tout = € R et tout (o, ) € N? :

2°070pf (ay) ()| =

k —irmn/k . o 5 8j ixn 85,]' 2mm
Z A n€ T Z() z(e ) - (gb(x—T)) ,

(m,n)eZ? j=0 J
. 2mm
B—3j 20
7 (o(=-5))

<y !mn\ixawz()w

(m,n)€Z?

< Z ’am,n‘ H¢||a,,5a

(m,n)€Z?

< Cl¢lla,p-

Ainsi, on en déduit que pour tout ¢ € S(R) : ||Op}/(ar)@|las < Cll@|la,s-
Etape 2 : Op}(ay) : S'(R) — S'(R). Soient ¥ € S(R) et ¢ € S(R), alors, on a :

; 2
(Opic(ar)y, é)s / D e Ty (:c - —T) b(x)da,
(m,n)eZ?
Ix. <—>
(m,n)€Z?
2
/w Z zrmn/k znm¢ <.7)—|— 7;m> dz.,
(m,n)eZ?
/ w Z —mn —Mrmn/k Zn:t¢ < — %Tm> dxr viamr— —m,
(m,n)€Z2
n)€Z2

=: W),Opk (ak)P)s.s

ot pour tout (z,y) € R, on a posé : ay(z,y) = ap(x, —y). Or d’aprés Pétape 1, on sait
que Op}(ax)y € S(R) pour ¢ € S(R), ainsi Op}’(ag)y est bien défini pour ¢ € S'(R).
Autrement dit :

Opy (ag) : S'(R) — S'(R).
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Etape 3 : Op(ax) : L, —> Ly, Soient ¥ € L, et ¢ € S(R), on a :

(T2 OpY (ar)Y, @) s1,.s = (Opg(ar)V, T—2r ) s 5,
= (¥, Opy, (ak)T—2xP) s .S

Or, on a, pour ¢ € S(R) :

~ —iTmn rn 2
Opy(ag)T—2-0(z) = Z a’imme [keizn g (x — % — 27r> .

(m,n)€Z?

Ainsi, pour ¢ € Ly et ¢ € S(R) on a :

(v, Opi (ak)T—2r9) 57,8

/ U(x aﬁm’ne_i”m"/keimgb (x — —27;m — 27r> dz,
(m,n) €Z2
‘ . 9
_ / b(x + 2m) Z alimmefmmn/kez(wr%r)n(ﬁ <:L' _ %) dr via x —> x + 2,
R (m,n)eZ?

_ /R WFip(2)OpY (@) (z)dz  car ¥ € Ly,

= <Uk¢a Opqé}(ak)¢>$',37
= (u"Op} (ar)v, d)s'.s

Donc pour ¥ € Ly, on a : 72,0pY (ar) = u*Op}{(ax)y. Ensuite, on a également pour
Y eLpetpeSMR):

(11 Fn(Opy (ar)¥), ¢)sr.s = (Fr(Opy (ar)¥), T-1)s'.s,
= (Opg (ar)¥, Fr(T-19))s".5)
= (¥, Op}, (ag) Fr(T-10))s".5-

Or, on rappelle que pour tout ¢ € S(R), on a :

Fil(r-10) (&) = e /" Fu(9)(€).
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Ainsi pour ¢ € S(R), on a :

Op}t (ar) (Far10) (@) = Y a

(m,n)€Z?

= > a

(m,n)€Z?

:Z“

(m,n)€Z?

k

k

k

—m,n

fm,neimmn/keian—me/kFﬁ (7—*1 gb) (:C) )

E i (7 (9) () )

e—iﬂ'mn/keixne—i(m—?ﬂm/k)/ﬁfh(¢) <.%' _ 27r_m> ,

. . B 2 1
efm/h Z alimmefmmn/kemnel2ﬂmfh(¢) (.%' _ 7Tm> car b — ﬁ7

(m,n)€Z?

= e @/MOpP (ag) (Fro)(z).

Par conséquent, on a, pour ¢ € L et ¢ € S(R) :

(¥, Opg (k) Fr(T-19))s.s

= (¢, "/"Op}! (ax) (Fio))ss,

= (Op} (a)(e™"/"p), Fud)sr s,

FnOpy (ar) (F, " Fale™ /")), dss

= (FrOp} (ar) (F; ' Fn(¥)), d)sr.s,

anPk (ar)(Fy, 0 Fa(@)), @)t s car ¢ € Ly,
v " FrOp (ak)Y, d)s' s

Donc, pour ¥ € Ly, on a : 71.F,(0Opy (ax)y) = v~ *F,(Opl (ax)). Dot le résultat. O

Nous montrons maintenant que les deux quantifications d’un symbole sur le tore que

nous venons de définir, ¢’est-a-dire la quantification sous forme intégrale et la quantification

sous forme de sommes, définissent des opérateurs pseudo-différentiels qui coincident sur

I'espace de distributions L.

Proposition 6.1.18 (Identification des deux quantifications de Weyl du tore).

Soit ap, = aj, € C®(R?) une fonction admettant un développement asymptotique en puis-

sances de h et telle que pour tout (z,y) € R? :

ap(x +2m,y) = ap(z,y) = ap(xz,y + 1).

Alors, on a :

Op“(a

Démonstration.

h) =

Op{(ar) sur Uespace L.
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Etape 1 : Op“(a;) = Opy (a,) sur 'espace S(R). Soit ¢ € S(R), alors on a :

Op*(an)(z, Dy )¢(x)

= 2m// ity (2326 oly)dyas.

= 5T // i(x—y)§/h az,nei(ery)n/Ze*2iﬂ£m¢(y)dyd§ daprés la proposition 6.1.15,
m (m, n)EZ2

_ / / eile—y=2mmh)e/hgh iz tun/2 g () gy de
2rh o |

n)eZ?

_ 5 h // i(x—y)&/h aiin,nei(xfy)n/2eiynefiﬂmnh(b(y - 27rmh)dyd§,
T (m, n)EZ2

_ / / iCe—y)e/n aly e TGS mmB)dyde via € € —
orh .

(m, n)EZ2

) ) 2 1
= 5T / / i(x—y)§/h aﬁ%nefmmn/kelyn¢ (y _ %) dyd¢ car k= i

(m, n)EZQ

= m/ / eV Opy (ar)6) (y)dyde,

= Opy (ak)p().

Ainsi les deux opérateurs pseudo-différentiels & symbole sur le tore coincident sur ’espace
de Schwartz S(R).
Etape 2 : Op“(ay) = Op} (ay) sur I'espace S’(R). Soient ¢ € S'(R) et ¢ € S(R), alors on

a

(Op®(an)y, d)sr.s = (¢, 0p”(an))s.s oi pour (z,y) € R?, an(x,y) = an(z, —y),
= (¢, 0p}, (ar)9)s'.s d’apres I'étape 1,
= (Op}, (ar)Y, ¢)s's d’apres la démonstration de la proposition 6.1.17.

Ainsi ces deux opérateurs coincident sur l’espace des distributions S’(R).
Etape 3 : Op“(a;) = Op¥(a) sur lespace Lj. D’aprés I'étape 2, Op“(ap) = Op¥(ax)
sur S'(R) et comme L C S'(R) alors par restriction de ces opérateurs a ce sous-espace,

on obtient le résultat voulu. O

6.2 Quantification de Weyl complexe du tore

Dans ce paragraphe, nous allons introduire la notion de quantification de Weyl complexe
du tore dans le méme esprit que la quantification de Weyl complexe de R? a été introduite
dans le chapitre 2 (voir définition 2.2.14). A notre connaissance, la quantification de Weyl
complexe du tore n’apparait pas dans la littérature existante. Dans le cadre du plan R2,

on a vu que le lien entre la quantification de Weyl classique et la quantification de Weyl
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complexe se fait grace a la transformée de Bargmann, c’est pourquoi dans un premier

temps, nous allons focaliser notre attention sur cette transformée.

6.2.1 La transformée de Bargmann

Dans ce paragraphe, nous allons étudier de maniére plus approfondie la transformée de
Bargmann semi-classique utilisée notamment par Anders Melin, Michael Hitrik et Johannes
Sjostrand dans les articles [MS02, MS03, HS04| et par les deux derniers auteurs dans le
mini-cours en ligne [HS15]. On s’intéresse plus précisément a l'action de cette transformée
sur ’espace de Schwartz, puis sur ’espace des distributions et enfin sur ’espace Li. On
s’inspire du travail de Valentine Bargmann [Bar67] sur le sujet, la différence entre ce travail
et ce qui va suivre est qu’on se place ici dans un cadre semi-classique. D’autre part, dans

article [Bar67], le poids exponentiel utilisé pour définir ’espace de Bargmann est différent.

6.2.1.1 Rappels sur la transformée de Bargmann

Commencons par rappeler la définition de la transformée de Bargmann, ainsi que les
premiéres propriétés que nous avons sur cette transformée (voir le livre de Maciej Zworski
[Zwo12, Chapitre 13]).

1
Notations: soit pour tout z € C, ®1(2) = §|%z\2 On note :

1. L(dz) = %dz A dZ la mesure de Lebesgue sur C;

2. L(C,®) := L?*(C,e 2®1:)/"(dz)) V’espace des fonctions de carré intégrable sur C

par rapport & la mesure & poids exponentiel e*2¢1(z)/hL(dz) ;

3. Hp(C,®,) := Hol(C) N L2(C, ®;) l'espace des fonctions holomorphes sur C appar-
tenant a l'espace L?(C, ®1).

Définition 6.2.1 (Transformeée de Bargmann). Soit ¢ la fonction quadratique holomorphe

définie pour (z,x) € C x C par :

d1(z,x) = %(z — a;)2.

La transformée de FBI associée a la fonction ¢1 est lopérateur Ty, défini sur S(R) par :
Ty u(z) = c¢1h_3/4/ /M=)y () dx = c¢1h_3/4/ e_(l/Qh)(z_x)Qu(x)da;,
R R

ou :
017 912374 (det S02¢1)1/4 — 21/273/4° (E6.1)

On appelle Ty, la transformée de Bargmann.
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CHAPITRE 6. QUANTIFICATIONS DE WEYL DU TORE

Rappelons quelques propriétés de cette transformée que nous avons déja rencontrées
dans le chapitre 2 mais dans le cas d’une fonction poids ® arbitraire (voir les propositions
2.2.11 et 2.2.13).

Proposition 6.2.2 (Projecteur orthogonal sur H;(C, ®1)). Soit 11 l'unique forme quadra-
tique holomorphe sur C x C telle que pour tout z € C :

¢1(Z,E) = (131(2’).
Alors le projecteur orthogonal g, : L(C,®1) — Hy(C,®1) est donné par :

2det 83711}1/)1

H p—
P, U(R s

/ 201 0) =21 @)/ () duy i,
C

Proposition 6.2.3 (La transformée de Bargmann est unitaire).
1. Ty, : L*(R) — Hy(C, ®) est une transformation unitaire.
2. 5Ty - LZ(C,®1) — L*(R) désigne ladjoint de Ty,, alors il est donné par la

formule suivante pour tout v € L3(C, ®) :

T} v(x) = cg 31 / e~ (/M E=2) =201/ My (1) [(dz).
C

De plus, 11, = T¢1T$1.

Proposition 6.2.4 (Quantification de Weyl classique et quantification de Weyl complexe).
Soit ap, € S(R?) une fonction admettant un développement asymptotique en puissances de

h. Soit Opg, (b) := Ty, Op*(an)Ty, . Alors :
1. Opg, (by) : Hp(C,®1) — Hp(C, ®1) est un opérateur uniformément borné en h;

2. Opg, (by) est donné par lintégrale sur un contour suivante :

Opg, (b)u(:) = 5 [ / ey, (24

209
ouI'(z) = {(w () eC?%(¢ = 0% <z—|—w> = - (z—;—w)}) ou le symbole by, est

) ulwpdud.

i 0z 2
donné par by, = aﬁoli¢ et ot la transformation canonique kg, est définie de la fagon

suivante :

Lt R2 — Ag, = {(2,-(2));z € C}
<x,f> — (2~ i€,€).

Pour plus de détails sur la quantification de Weyl complexe de R?, on peut consulter

le cours en ligne [HS15|.
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6.2.1.2 Transformée de Bargmann et espace de Schwartz

Introduisons maintenant les espaces de fonctions sur lesquels nous allons travailler.
Pour démontrer comment agit la transformée de Bargmann sur ’espace de Schwartz, nous
introduisons une seconde définition de cet espace équivalente a celle vue précédemment

mais avec laquelle on pourra travailler plus facilement (voir définition 6.1.1).
Définition 6.2.5 (Espace S/(R)). Soit j € N. On définit ’espace, noté S/(R), par la
relation suivante :

SI(R) = {<b € CI(RY; |6]; = max (sup (14 x2><f‘—m>/28m<x>|) < +oo} |
m<j \zeR

On peut ainsi donner une nouvelle définition de I’espace de Schwartz.

Proposition 6.2.6 (Espace de Schwartz). L’espace de Schwartz, noté S(R), vérifie la

relation suivante :
SR) =[S/ (R) = {¢ € C*(R);Vj €N, [|¢]l; < +00} .
=0

Nous allons maintenant définir de nouveaux espaces de fonctions qui correspondront

aux images des espaces S7(R) et S(R) respectivement par la transformée de Bargmann.

Définition 6.2.7 (Espace &7(C)). Soit j € N. On définit lespace, noté &7(C), par la

relation suivante :
Gj((C) — {w c HOI((C); |¢‘j ;= sup ((1 + |z‘2)j/2 €_<I>1(z)/h|w(z)‘) < +Oo} )
zeC

Définition 6.2.8 (Espace G(C)). On définit l’espace, noté S(C), par la relation suivante :

&(C) = () &/(C) = {¢ € Hol(C);Vj € N, [¢h]; < +o0}.
7=0

Nous pouvons maintenant établir un lien entre les espaces S/(R) et &7(C) pour j € N.

Proposition 6.2.9 (Transformée de Bargmann et espace S’(R)). Soit j € N. Soit ¢ € S/(R),

alors :
1. Ty, ¢ est holomorphe ;

2. pour tout z € C, [Ty, ¢(2)| < a?’ (1+ \z|2)_j/2 e®1G)/0|| g5 on a?’ est une constante

dépendant de j et du parameétre semi-classique h.

Démonstration. Nous donnons les principales étapes de cette démonstration. Pour plus de
détails, on peut consulter I'article de Valentine Bargmann [Bar67| bien que dans ce dernier
le poids est différent.

Etape 1 : on montre que la transformée de Bargmann T, ¢ est une fonction holomorphe.
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Etape 2 : on montre le résultat dans le cas oit j = 0 (qui est un cas simple), i.e. on
montre, en utilisant des estimations intégrales simples, que pour tout ¢ € SO(R), il existe

une constante ag telle que pour tout z € C :
I T5,6(2)] < age™ DM |g]o-

Etape 3 : on montre le résultat dans le cas on j > 1, i.e. on montre que pour tout

¢ € ST(R), il existe une constante a? telle que pour tout z € C :
Tou(2)] < af (1+[22) 772 @M g)) .

Cette étape se décompose en plusieurs sous-étapes qui sont les suivantes.
— Etape 3.1 : on montre, en utilisant des estimations simples, les inégalités suivantes
pour z € R :
(a) 07" ¢(2)| < |95 pour m < j;
(b) lp(x)| < [loll(1 +a?)=72.
— Etape 3.2 : pour z € Cet 7 € R, on pose F(7) = (T, ¢)(72), ainsi F(1) = (T, ¢)(2)

et on utilise cette nouvelle fonction F' pour décomposer (T, ¢)(z) en deux fonctions,

F(1) = p;j(2) +75(2),
ou : -
P2 =3 L l'(O)’

1=
_ oyt
ri(z) = /0 —(1(] — )1)' F(j)(T)dT.

Puis on estime chacune de ces fonctions de la facon suivante :
j—1
pi(2)] <> |2l'm(0),
1=0
YA =7yt
ri(z §/ ————|z[n;(rz)dr,
el < | S ee)

ott m;(z) est une borne pour 8'(Ty, ¢)(2).

— Etape 3.3 : on montre que la fonction 7; satisfait la relation suivante pour z € C :
m(z) = B @M pour 1 < j,

ou B = (7h)~/4||¢|; en utilisant le théoreme de Lebesgue et des estimations inté-

grales.
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— Etape 3.4 : on déduit des étapes 3.2 et 3.3 que pour z € C, on a :

j—1
l
i) < B L2l
1=0
Irj(2)] < Bl (20) /2 (1 4+ S(2)%) TP G/,
— Etape 3.5 : on montre, en utilisant 1’étape 3.4, que pour tout z € C :
Ty, 0(2)| < phlldlls (1 + |212)72(1 + S(2)?) e/ on p), est une constante.
— Etape 3.6 : on montre, en utilisant 1’étape 3.1 (b), que pour tout z € C :
Ty, 0(2)| < pLlloll; (1 +R(2)%) 7221/ ou pfl est une autre constante.

— Etape 3.7 : on compare les estimations des étapes 3.5 et 3.6 et on montre que pour

tout z € C, on a :

T, 0(2)] < prll]l; (1 + |23 72 @M on py = max(27 pf,, 2772 p])).

Proposition 6.2.10 (La transformée de Bargmann envoie S(R) sur &(C)).

1. Soit j € N, alors Ty, S’ (R) C &7(C).

2. Ty, S(R) € 6(C).
Démonstration. Pour la démonstration de cette proposition, on peut également consulter
Particle [Bar67].
Etape 1 : montrons la premiére assertion. Soit j € N, soit ¢ € S/(R), alors d’aprés la
proposition 6.2.9, on sait qu’il existe une constante a? dépendant de j et de h telle que

pour tout z € C :
Ts0(2)] < af(1+ |21?) /2™ Mg 5.

Autrement dit, on a pour tout z € C :
(14 [2[)2em @M Ty 6(2)] < al|léll;-
Donc :

sup ((1+ 222~ M Ty, 6(2)]) < alllol);.
zeC

Par définition de la norme sur 'espace &7(C), on a donc :
h
Ts, 015 < ajlloll; < +oo.

Donc, la transformée de Bargmann T}, envoie I'espace S/(R) sur espace &7(C).
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Etape 2 : la seconde assertion découle de I’étape 1, de la proposition 6.2.6 et de la définition
6.2.8. ]

On s’intéresse maintenant a 'inverse de la transformée de Bargmann T;l et & son action

sur l'espace &(C).
Remarque 6.2.11. D’apreés les propositions 6.2.3 et 6.2.10, on a :

Ty, : L*(R) — Hu(C,®1) et Ty, : S(R) — &(C).
Or, comme S(R) C L?(R), alors &(C) C Hy(C, ).

Proposition 6.2.12 (Inverse de la transformée de Bargmann et espace &#(C)). Soit
p=1+7j+7 avec j € N et 7 € N*. Alors pour tout » € G*(C), on a :

T35, 45 < af |9,

.n ., .o \ . .
ot aj . est une constante dépendante de 1, qui dépend du parametre semi-classique h et

des entiers j et T.

Démonstration. Nous donnons ici les grandes étapes de la démonstration de cette propo-
sition (voir larticle de Valentine Bargmann [Bar67]| pour plus de détails).

Etape 1 : comme ) € G*(C), on montre que pour tout z € C, on a :
[$(2)] < (14 [22)#2eP B Py,

Etape 2 : on estime 0™7T $1¢ pour m < j en suivant les étapes ci-contre.
— Etape 2.1 : on montre, en utilisant le théoréme de dérivation sous le signe intégral,

que pour tout z € R :
|05 (15,9 (@))| < ‘C¢1|h_3/4/cBm(z,x)L(dz),
ou pour (z,z) e Cx R :
Bu(z) = | (e 0/0CP) cm2m (o)),

— Etape 2.2 : on montre, en utilisant des estimations sur les polynémes de Hermite,

que pour tout (z,z) € C x R et pour tout m < j, on a :

) m/2
Bne) < 6127 (14 g2 () —a)? ) e B (14 2y,

ou 5% est une constante dépendant de j et de A.
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— Etape 2.3 : on déduit des étapes 2.1 et 2.2 que pour tout z € R :

07 (T5, ()] < af (1 +2*) "D,

N . .
ou aj . est une constante dépendant de j, T et h.

Etape 3 : on déduit de I’étape 2 que pour € Ret u=1+j+7,0n a:
(14 2) U200 (T5 ()| < af |¢lu-

Donec :

sup ((1+22)0/207(T5 ()] ) < al |l
z€R

Par conséquent, on a :

175, 1l; = max (s,g% ((1 - xz)(jm)/2\8;”(T$1¢(x))|>> <l ¢l
O

Proposition 6.2.13 (L’adjoint de la transformée de Bargmann envoie &(C) sur S(R)).
1. Soit p=1+j+7 avec j €N et 7 € N*. Alors T} &"(C) C SI(R).
2. T; 6(C) C S(R).
Démonstration. Pour la démonstration de cette proposition, on peut également consulter
Particle [Bar67].

Etape 1 : montrons la premiére assertion. D’aprés la proposition 6.2.12, on sait qu’il existe

hooaz : i
une constante aj . dépendant de j, de 7 et de h telle que pour tout ¢ € SH*(C), on a :

h
175, %ll; < aj7|9lu < 400

On en déduit donc que 77 &#(C) C SI(R).
Etape 2 : la seconde assertion découle de I’étape 1, de la définition 6.2.8 et de la proposition
6.2.6. 0

6.2.1.3 Transformée de Bargmann et espace des distributions

Dans ce paragraphe on s’intéresse a 'image de ’espace des distributions par la trans-

formée de Bargmann 75, . On commence donc par introduire I'espace qui sera cette image.

Définition 6.2.14 (Espace &'(C)). L’espace &'(C) est le dual de l’espace S(C), i.e. c’est

lespace des formes linéaires continues sur &(C).

Notation: (-,-)g/ e désigne le crochet de dualité entre les espaces &'(C) et S(C).
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On souhaite maintenant décrire les éléments d’un tel espace afin de pouvoir ’étudier

plus facilement. On introduit auparavant une nouvelle notation.

Notation: soient f,g € Hol(C), on note (g, f) le produit suivant :

(9. ) = /C 9 F ()e 2O (),

lorsque cette intégrale converge absolument.

Remarque 6.2.15.
— Le crochet défini ci-dessus coincide avec le produit scalaire (g, f>L§((C7¢1) lorsque
g9, f € Hp(C, ®q).
- Sige &P(C) et f €S9 (C) avec p+ o > 2, alors le crochet (g, f) est bien défini.

On considére un tel crochet car on va montrer que les formes linéaires continues sur

S(C) peuvent s’écrire a 'aide de ce dernier.

Proposition 6.2.16 (Réécriture des éléments de &'(C)). Toute forme linéaire continue L

sur &(C) s’écrit sous la forme suivante, pour tout f € S(C) :
L) = 0.0 =[G (e O (as),

ot g est un élément de espace S~ (C) pour | € N et est uniquement déterminé, pour tout
a € C, par g(a) = L(eq) (ot pour tout z € C, eq(z) = e~ 1/(4#M@=2)7?),
Inversement, toute expression de la forme L(f) = (g, f) avec g € &7Y(C) définit une forme

linéaire continue sur S(C).

Démonstration. Comme précédemment, nous allons uniquement donner les différentes étapes
de la démonstration de cette proposition (pour plus de détails, voir [Bar67]).
Etape 1 : on remarque que |L(f)| < C|f|x pour L € &(C) et f € &(C).

Etape 2 : pour a € C, on définit une fonction g par la relation suivante g(a) = L(e,) ou

la fonction e, est définie pour tout z € C et pour a € C fixé par :

ea(z) _ e—l/(zm)(ﬁ—z)2 ]

On montre que e, € &(C) et g € &(C) (e, est un noyau reproduisant pour les espaces
Hp(C,®q) et &(C)).
Etape 3 : on considére la forme linéaire continue Ly définie pour f € &(C) par L1(f) = (g, f)

ol g est la fonction définie & I’étape 2. On montre que pour tout a € C :
Li(eq) = L(ea),

puis on en déduit que L = Ly en montrant que I’ensemble des combinaisons linéaires finies
d’éléments de ensemble B = {e,, a € C} est dense dans S(C). O
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Remarque 6.2.17. Comme l'espace Hy, est inclus dans Uespace G°(C), alors d’aprés la

proposition 6.2.16, l'espace de fonctions holomorphes Hy, est inclus dans l’espace &'(C).

On peut maintenant déterminer I'image de I’espace des distributions par la transformée

de Bargmann.

Proposition 6.2.18 (La transformée de Bargmann envoie §'(R) sur &'(C)).

1. Ty, : S'(R) — &'(C) est définie, pour v € S'(R) et f € &(C), par :
Ty, fers = (0, T, fls s

2. T : &(C) — S'(R) est définie, pour L € &'(C) et ¢ € S(R), par :
(T3, L, b)s'.s = (L, Ty, d)e' -

Démonstration. Pour la démonstration de cette proposition, on peut également consulter
larticle [Bar67].

Soit v € S'(R) une forme linéaire continue sur S(R), on rappelle qu’on note pour tout
¢ € S(R) (voir définition 6.1.3) :

v(d) = (v, P)st.s-

On veut définir la transformée de Bargmann de la distribution v. Soit L(f) la fonction
définie par :

L(f) = (v, P)s.s,

ou f = Ty, ¢ € &(C) d’apres la proposition 6.2.10. Montrons que L(f) est une forme
linéaire continue sur &(C). Soient A € C et soient f,g € &(C), alors on a :

LAf+9)=(v,d)s,s ouf+g=Ty0,

0,15, (Af +9))s.s;

= (0, \T5, (F) + 15, (9))s s

= MNv, T3, fls's + (v, T3, 9)s',s  car v est linéaire sur S(R),

= AL(f) + L(g)-

=
=

Soit f € &(C), alors on a :

LI = v, d)si,s| ot f =Ty ¢,
< C||é||x car v est continue sur S(R) et ou k € N,
< CITg, fllk:
< aZjT|f|# d’apres la proposition 6.2.12 et ot p =1+ k + 7 avec 7 > 0.
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Par conséquent L € &'(C) (inversement, si on considére L € &'(C) et qu’on pose :

v(¢) = (v, d)s'.s = L(f) on f =T,

alors v est bien une forme linéaire continue sur S(R)). Ainsi d’aprés la proposition 6.2.16,

on sait qu’il existe une fonction g € &7(C) telle que :

L(f) = (g, f)-

Autrement dit pour tout v € §’'(R) et pour tout ¢ € S(R), on a :

<’U, ¢>S',S = <g7 T¢1 ¢>

Cette égalité permet d’établir une bijection linéaire entre les espaces S'(R) et &'(C). On
pose :

g=Tyv et v=T,g.
D’ou le résultat. O
Pour finir, nous établissons une proposition qui permet d’écrire de maniére plus simple

Iaction de 'opérateur T, sur I'espace des distributions. Cette dernieére nous permettra de

simplifier un peu les démonstrations qui vont suivre.

Proposition 6.2.19 (Réécriture de 'action de Ty, sur S'(R)). Soit u € S'(R). Alors on

peut écrire Ty, u sous la forme suivante :

_3/4 )2
Ty u(z) = <u,c¢1h 3/4¢=(1/2h)(z=) >$/S'

Démonstration. Pour plus de détails sur la démonstration de cette proposition, voir le
cours en ligne [HS15].
Comme la fonction f(z) := e~ (1/2M(E=2)* ¢ S(R), alors pour tout u € &'(R) le crochet :

—3/4 _—(1/2h)(2—.)?
<u, cy e >S/7S ,

est bien défini. De plus, si on considére u € S(R), alors :

- — z—.)?
<u,c¢1h 3/4e=(1/20) (=) >SS =Ty, u(z).

Par conséquent, comme S(R) C S'(R) et que 'opérateur Ty, est étendu de maniére continu

a l'espace des distributions S’(R), on a bien pour u € §'(R) :

_3/4 — 2—)?
Ty u(z) = <u,c¢1h 8/4e=(1/20) (=) >S,S.
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6.2.1.4 Espace de fonctions holomorphes H; et espace de distributions £,

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a4 I'image de l'espace de distributions £ par la
transformée de Bargmann et nous allons montrer que cette image est ’espace de fonctions
holomorphes H; que nous avons étudié dans le chapitre 5. Rappelons les définitions des

deux espaces auxquels nous nous intéressons. Soient u,v € U(1) :

Lo={v e SR mxty=uhe, nFAW) =0 FW)],

g(p +2m,q) = uFg(p,q),

Hi =< g:C— C holomorphe; Lo
9(p,a + 1) = vhe WHINERg(p, g)

Un premier résultat fondamental pour la suite est donné dans la proposition qui suit.

Proposition 6.2.20 (La transformée de Bargmann envoie Ly sur Hy). Soit k > 1. Soit
Ty, la transformée de Bargmann. Alors Ty, : Ly, — Hy,.

Démonstration. Bien que cette proposition ne soit pas difficile & démontrer, nous en don-
nons tout de méme une preuve car c’est une propriété qui n’avait pas été étudiée auparavant
dans la littérature sur le sujet & notre connaissance.

D’apres la proposition 6.2.18, on sait que : Ty, : S'(R) — &/(C). Ensuite, comme
Ly, C S'(R), alors Popérateur Ty, est bien défini sur cet espace. De plus, d’apres la proposi-
tion 6.1.10, 'espace de distributions £ admet une base (€;);cz/xz et d’aprés la proposition
5.3.4, I'espace de fonctions holomorphes Hj, admet également une base (e;);cz /kz- Montrons
que l'opérateur Ty, envoie la base (€);cz/kz sur la base (e;);ez/kz- Soit 1 € {0,..., k —1}.
Déterminons Ty, € en faisant usage de la proposition 6.2.19 pour simplifier les calculs. Soit

c € R tel que u = €. Alors, on a :

Ty, e(z) = <61,c¢1 h_3/46—(1/2h)(z—‘)2> 7

5.5
_ <uk./(27r) 3 (U—k)j ei(l-l—jk).’c¢1h—3/4€—(1/2h,)(z—.)2> ’
jez 5.5
3/ )7 (ol @) i(U47R). = (e/2) ()2 _1
=cp, k Z( ) < >S,7S car k = 7
JEL
_ 3/4, kz/(2m) i(l+ik)z [, k./(2 l+]k) (k/2)(.)2
Cor k™ Z ( ) <u >3/,S’
JEL
3/4, kz/(2m) i(l+jk)z . |2 ck ?
= cp, k7 %(v J ? ( +l+]k:>
J

Or :
2

ck N\ [k SR k: ck 2 jck
oo Tk ) = (1) PR 2k o) = (o) R 2k
27 2 27 T
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- Lk Y o (kR ek
2% \ 27 ) =9k \on o T o
Donc, on a :
T¢1€l<z)
. 2
_ 3/4, kz/(2m) K\ iRy, [ 2T <_i (% i
=c4, k°"u Z v e exp + 14 jk ,
jeZ( ) k 2k \ 27
2w J i 1 [ck 2 2k ick
— 3/4 [ 2 kz/(2m) —k i(l+jk)z I N e JK . Jck
Cork ™ ;(” )6 eXp( <2k:(27r+l> 5 ﬂ”%))’
— ke 2m) Z (U—k>jei(l-i-jk)ze—ij/Q—lj—ckj/(Zw)’
JEZ.
_ ciukz/(%r) Z (v—k>j oill+ik)z (e—jk/2—l—ck/(27r))J ’
JEZ.
_ C;fukz/(%) Z (v—ke—jk/Q—luik/(Qw))j ez‘(l+jk)z’
JEZ.

= 0261(2),

ou le coefficient cfc est donné par 1’égalité suivante :

1 2
b= c4 V2rk/ 4 exp <_ﬁ (% + l> > .

Par conséquent, 'opérateur Ty, envoie la base (Q)leZ/kz de l'espace de distributions Ly

sur la base (e;);cz/xz de I'espace de fonctions holomorphes Hjy. O

Nous allons maintenant montrer que 1’adjoint de la transformée de Bargmann envoie

I’espace de fonctions holomorphes Hjy, sur ’espace de distributions L.

Proposition 6.2.21 (L’adjoint de la transformée de Bargmann envoie Hj, sur Ly). Soit

k>1. Soit T(’;l ladjoint de la transformée de Bargmann Ty, . Alors T;l Hy — L.

Démonstration. Nous donnons également la démonstration de cette proposition car elle est
fondamentale pour la suite.

Montrons que Tq’gl envoie l'espace Hj sur l'espace Li. Pour ce faire, nous allons calculer
T e ou (er)iezykz est la base de l'espace Hy. Comme Hy, C G&Y(C) et comme la fonction
21— e~ (1/20)(z=2)* ¢ S(C), alors pour v € Hy, on a (d’aprés la remarque 6.2.15) :

<c¢1h_3/4e_(1/2h)('_$)2,v> = c¢1h_3/4/ e_l/(Qh)(z_x)Qe‘ml(z)/hel(z)L(dz) < 400.
C
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Soit I € {0,1,...,k — 1}, soit ¢ € R tel que u = €', alors on a :

15 ei(x)

:C¢1h—3/4/(C6—1/(2h)(z—a:)26—2<I>1(z)/h6l(Z)L(dZ%

h

_ c¢1k3/4/ o (k/2)(F-2)% —~k(32)? k= (2m) 3 (v—ke—l—jk/Quik/(Qw))jei(l—l—jk)zL(dz)’
C :
JEZL

_ o 1 1
= c¢1k3/4/ e*(k/2)(zfx)ze*k(‘yz)zel(z)L(dz) car ®1(z) = 5(%,2)2 et k=—,
C

— e WY (v—ke—l—jk/Quik/(Qw)>j / ¢~ (K/2)(2)? =k (+2))?  b(-+2)/(2m) LK) (42 [ (1)
JET C
3/4, ke (2) Z (v—ke—l—jk/2uik/(27r))j Gk

JEZ.

= ¢4, e—(k/?)(E)2e—k(%z)Qukz/(%r) ei(l+jk)ZL(dZ),

o~

_ C¢1k3/4ukac/(27r) Z (U—ke—l—jk/Quik/(%r))j ei(l—i—jk)m/ 6—(14:/2)(2)2e—k(%z)g6iz(l+jk+ck:/(27r))L(dz)‘

JEZ C

On doit donc calculer I'intégrale suivante (aprés le changement de variable z = p 4 iq) :
/ / e~ (/D(p=i0)? = gilp+ia) (5k-+ck/(2m) gy A g
R JR

_ / / ¢~ (6/2082 ~ (K/2)a? ikpa gipi-+ 3+ (2m)) g =a(+3K+ek/(27)) g\ o
R JR
Or, on a:
/ ¢~ (k/200° gikpa ip(I-ik-+ck) (2m)) g,
R

:/e(k/?)p2eip(l+jk+ck/(27r)+kq)dp’
R

5 2
\/%exp l—i—jk—i—ﬁ—i-kq)),
T

(- (e
(-

2 1 ck\? kq? ck
=4/— — j — | —— —q(l+jk+— .
\/kexp o l+]k+2ﬂ> 5 q<+j +27r>>
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Donc, on a :
/ / ¢—P/2—ke? 12 gikpa gin(i+ik-rek/ (2m) =a(+ik+ek/ () g o

_, /%e—lmzkxlﬂmck/@w))? / ¢~ R (2= al+k+ok/ (2m) o~k 2 —a(l+7k-+ek/(2m) g
R

_ /2%6—1/(2k)(l+jk+ck/(27r))2/e—kq2€—2q(l+jk+ck/(27r))dq
R

_ /2%6—1/(2k)(l+jk+ck/(27r))26k(l/k+j+c/(27r))2/e—k(Q+l/k+j+c/(27r))2dq’
R

_ \/iﬁel/@k)(l-ﬁ-jk—l—ck/(?w))?.
k
Ainsi, on a :

15 ()
_ C¢1k3/4\/§7f kz/(2m) Z (U—ke—l—jk/Quik/(Qw)>] ei(l-i-jk)xel/(2k)(l+jk:+ck/(27r))2’
Jez
= o k™ /4, /o el/ (2F)(ck/(2m)? | K/ (2m) Z (,U—k —l—jk/2 zk:/(27r))jei(l—i—jkz)xel/(%)(j2k2+2jk(l+ck/(27r))7
JEZ
= g kY4 2t/ (2R (hek/ (2m)?  ha (2m) Z(
JEZ

ok gimik/2, ik/(2) jk:/Qeleck:/(Qn)>jei(l-‘rjk):v’

=g k™ 1/4\/_7r61/(2k (I+ck/(2m))? wke/ (2m) Z
JEZ

v e —ck/(2m) ck/(Zﬂ))je’i(lJrjk)x’

= ey k™ /4 fo et/ (2K)(+ek/(2m))?  ka/ (2m) Z o ) il+jk),
JEZ
_ C¢1k71/4\/§7T61/(2k)(l+ck/(27r)) 61(.7}),

= 6261(1‘),
ot & = ey, k1/4y/Drel/(2K)(Hek/ (2m)?,

Ainsi 'opérateur T$1 envoie bien l’espace de fonctions holomorphes Hj; sur ’espace de
distributions L. O

Pour finir, on peut montrer la proposition suivante concernant le caractére unitaire de
la transformée de Bargmann envoyant ’espace de distributions £y sur ’espace de fonctions

holomorphes Hy.

Proposition 6.2.22 (La transformée de Bargmann est unitaire). Soit Ty, la transformée
de Bargmann et Tj son adjoint. Alors :
1. T3 Ty, =id sur Ly ;

2. Ty, T3, = id sur Hy.
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Démonstration. D’aprés la démonstration de la proposition 6.2.20, on sait que pour tout
le{0,....,k—1},ona:

Ty e = chey avec ¢, = c¢1\/27r/<:1/4e_l/(gk)(Ck/(2”)+l)2.

Ainsi, on peut définir 'opérateur T}, par sa matrice dans la base (el)lez/kz, si on note C

cette matrice, on a :

h (0)
C p—
(0) it
De méme d’apres la démonstration de la proposition 6.2.21, on sait que pour tout ! € {0,...,k—1},

on a:
T e = de avec & = c¢1k71/4\/iwel/(%)(l“k/(z’r)y.

Ainsi, on peut définir 'opérateur T par sa matrice dans la base (€1)iez/kz, 81 on note C*

cette matrice, on a :
ot (0)
C* — .
~k—1
(0) Ck
Désormais pour montrer que 'opérateur T, est unitaire, il suffit de montrer que CC* = C*C = I},.

Pour ce faire, on a besoin de déterminer le produit suivant pour k > letl € {0,1,...,k—1}:

A =, mk1/4671/(21@)@1@/(2#)“)2%k71/4\/§ml/(2k)(z+ck/(27r))2’

= 03)127r3/2.

Or d’apres la définition 2.2.10, on a :

1
C¢1 - \/57_(_3/4'

Par conséquent, on a, pour k > 1let ! € {0,1,...,k—1}:

. 1 .
ch = 5, 2m%% = szm =1=2ad.
Donc :
CC*=C"C=1,.
D’oil le résultat. ([

6.2.2 Opérateurs pseudo-différentiels agissant sur ’espace H,;

Nous allons maintenant définir ce que nous allons appeler la quantification de Weyl

complexe du tore. Comme dans le cas de la quantification de Weyl classique du tore,
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nous pouvons obtenir deux formulations pour la quantification complexe, une sous forme
intégrale et 'autre sous forme de sommes. Avant d’introduire la définition de quantification
complexe, nous allons montrer un analogue du théoréme d’Egorov qui va mettre en exergue
la notion que nous voulons définir. Mais auparavant, nous allons nous attarder sur la classe
de symboles que nous voulons étudier, I'introduction de cette classe étant motivée par la

proposition 6.2.20. On rappelle que Ap, désigne ’ensemble suivant :

Ao, = {(z %%@)) e @} — {(2,-3(2)),z € C} .

Et, on rappelle la définition de la transformation canonique k4, (voir définition 2.2.10) :
Ry - RQ — A@l,
(z,y) — (z,w) := (z — iy, y).

Proposition 6.2.23 (Symboles sur Ag,). Soit ar € C®°(R?) une fonction admettant un
développement asymptotique en puissances de 1/k et telle que pour tout (z,y) € R%, on a :
ar(z 4 2m,y) = ap(z,y) = ar(z,y +1).

Soit by, la fonction définie par la relation suivante pour tout (z,w) € Ag, -
br(z,w) :=ay o R;ll (z,w).

Alors by, € C*°(Ag,) est une fonction admettant un développement asymptotique en puis-

sances de 1/k et pour (z,w) € Ag,, on a :
bi(z + 2m,w) = bi(z,w) = br(z + i, w — 1).

De plus, en identifiant l’ensemble Ag, avec le plan complexe C, on peut réécrire la fonction

bi sous la forme d’une série convergente pour z € C ~ Ag, :

bk(Z) _ Z bl;nmeanR(z) e2i7rm%(z)’

(m,n)€Z?
. . . k oo - . .
ot la suite de coefficients (bmm)(m’n)eZQ est définie de la fagon suivante :
bfmn = afmn ot pour (x,y) € ]R2, ap(x,y) = Z aﬁ%neime_%”my.
(m,n)€Z?

Démonstration. On rappelle que kg, (R?) = Ag, = {(2,—S(2)), z € C}. Ainsi, pour (z,w) € Ag,,
on a:

bp(z,w) := ay o /id_)ll(z,w) = a(z +iw, w) = ap(R(z), —(2)).
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Donc pour (z,w) € Ag,, on a:

bi(z + 2m,w) = ap(R(z + 27), —=(z + 27)),
0

z) + 2w, —(2)),

I
&
e
~—~~ o~
=
~—~ o~

2),—(2)) car ag(x 4 2m,y) = ag(z,y) ,

(R(
— ap(R(2), ~S(2) - ),
(R( ) car ag(ey + 1) = axlz,y).

Ainsi, on en déduit que by € C*°(Ag,) et que pour (z,w) € Ag,, by vérifie les conditions
de périodicités voulues. De plus, considérons I’écriture sous forme de série de Fourier de la

fonction ay donnée par la proposition 6.1.15, i.e. pour (z,y) € R? :

o) = Y db et
(m,n)€Z?

Alors, pour (z,w) € Ag,, on a, en composant par la transformation canonique £y, :

— Z ak ein(z-i-iw) e~ 2immuw

)

i .
_ § : alrcmnezn(z z\r(z))€227rm\s(z)’

ak inR(z) e2i7rm%(z) )

Nous allons maintenant montrer un analogue du théoréme d’Egorov afin de faire le
lien entre un opérateur pseudo-différentiel agissant sur l'espace de Schwartz S(R) et un
opérateur pseudo-différentiel agissant sur 'espace G(C). Ce lien va se faire a ’aide de la
transformée de Bargmann comme on pouvait s’y attendre aprés avoir démontré la propo-
sition 6.2.10.

Proposition 6.2.24 (Opérateurs pseudo-différentiels sur S(R) et sur &(C)).

Soit aj, € C*°(R?) une fonction admettant un développement asymptotique en puissances
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de 1/k et telle que pour tout (z,y) € R? :
ap(x + 2m,y) = ag(z,y) = ap(z,y + 1).
Alors, on a :
T, Opy (ar) = Opg, j(ak © K, )T¢>1 sur l’espace S(R),

ot l'opérateur Opg, k(akon(b ) est défini par la formule suivante, pour u € &(C) et z € C :
A A 2 ;
Op§, y(ar o ry ! u(z) = > alfn,ne_”m"/ke_”Q/leWu (z — —Zm + %) ,
(m,n)eZ?

ez €St la suite de coefficients définie dans la proposition 6.1.15.

m7n)

Démonstration. Montrons que Ty, Opy/(ax) = Opg, x(ak o;@;ll)ﬂz)1 sur S(R). D’apres la dé-
monstration de la proposition 6.1.17, on sait que Op{(ax) : S(R) — S(R). Soit ¢ € S(R),
alors on a :
Ty, (Opj; (ar)9)(2)
- - LIZ—T 2 w
— o3 [ I Op a4)0) ),

= Cg, h*3/4 /]R e*(l/Qh)(fo)? Z alrcmnefurmn/kezanb <x . zm) d$7

(m,n)eZ?
et 3 o

(m,n)eZ?

—mmn/k —(1/2h)(z z) mnqb( 27rm> dz,

. ) 9
—onh 3/4/ S b e T (/2R ile-aing <z - —T) dz,
(m,n)€z?
. ) 9
= C¢1 3/4/ Z —mmn/kezzne—(l/Qﬁ)(2_33_1_mh)2 €_n2h/2¢ <a3 B 7;m> iz,
(m,n)ez?
= C¢1 3/4 / Z —Mrmn/keizne—(1/2h)(z_x+mh_2ﬂmh)2e_nzh/ng (x) e
(m,n)€z?
= Z aﬁ’ne—inmn/ke—n%ﬂeiznc¢1 h_3/4/ e—(1/2h)(z—m+mh_27rmh)2¢ () da,
(m,n)€Z? R
k —irmn/k —n?/2k izn 2Tm mn 1
= Z Q€ e e Ty ¢) | 2 — —— + — car h = —.
’ ko k A
n)€ez?

(m7
Ainsi, on en déduit que, pour u € &(C), on peut poser :
2rm  in

Opgl,k(ak o /i;ll)u(z) = Z af’nme—iwmn/ke—n?/%eiznu <Z - 4 ?> '
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Cette proposition nous pousse donc a introduire une nouvelle définition, celle de quan-
tification de Weyl complexe du tore, qui est I’analogue de la quantification de Weyl com-
plexe de R2. A notre connaissance, cette définition consitute une nouvelle notion de la

littérature sur le sujet.

Définition 6.2.25 (Quantification de Weyl complexe du tore). Soit by € C*°(Ag,) une
fonction admettant un développement asymptotique en puissances de 1/k et telle que pour
tout (z,w) € Ag, :

br(z + 2m,w) = bi(z,w) = bi(z + i, w — 1).

On définit la quantification de Weyl complexe du symbole by, notée Opglyk(bk), par la
formule suivante, pour u € &(C) et z € C :

. 9 ;
Opg, (bk)u Z b _”m”/ke_”Q/lemzu <z — _7;m + %) )
(m,n)€Z?

ot la suite de coefficients (bﬁz,n)(m n)ez? est donnée par la relation suivante pour tout

(z,w) € Ag, :
Z b ein (z+iw) e~ 2immuw

(m,n)€Z?

A priori lopérateur Opg, ,(bx), défini ci-dessus, agit sur I'espace &(C). Cependant
nous allons maintenant montrer que la quantification de Weyl complexe du tore donne
un opérateur pseudo-différentiel agissant sur l’espace Hj (comme on peut s’y attendre
puisqu’on a déja montré que la transformée de Bargmann envoie ’espace L sur ’espace

‘Hy. dans la proposition 6.2.20).

Proposition 6.2.26 (Opérateur pseudo-différentiel agissant sur ’espace Hy). Soit by, € C*°(Ag,)
une fonction admettant un développement asymptotique en puissances de 1/k et telle que

pour tout (z,w) € Ag,, on a :

bi(z + 2m,w) = bi(z,w) = bg(z +i,w — 1).
Alors Opgl,k(bk) s’étend en un opérateur de Hy, dans Hy.
Démonstration.

Etape 1 : Opg, (bx) : &'(C) — &'(C). D’aprés la proposition 6.2.24, on sait que
Opg, x(bk) : 6(C) — &(C). Montrons tout d’abord que Opg, (bx) définit naturellement
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un opérateur de &'(C) dans &'(C). Soient u,v € &(C), alors on a :

(Opg, k(br)u,v)e.6
/ 0% (ryu(2)v(2)e 21 /M L(dz),

(m,n)eZ?

/ Z bk zwmn/ke—n2/2ke—in(z+27rm/k)u (Z + %)’U (z + 27;m> e—2<1>1(z—i—27rm/k)/fLL(dz)7

(m,n)€eZ?
(m n)€z?
_ / S P mimmn/k g =n? /2 —in(=in/K)y Y <Z o 2mm T) e 201/ (),
¢ (m,n)€Z? g :
_ / Z %Qefiﬂmn/kean/Qkefin26n2/kwv (Z + 27T_m _ ﬂ) ef(g('z*'m/k))z/h[/(dz)’
C (m,n)€Z? ’ ’ i

—_ o 2 ] S
_ /(C Z bﬁ%ne—mmn/kenQ/le—mzu (z)v (z + WTm _ %) e(—l/h)(\r(z)—n/k)QL(dZ)’

= / Z bfn ne*iﬂmn/kean/Qke*in(%(z)7i<\‘f(z))eZnE‘r(z)m

z 4+ Zmm_ —) e 221/ (dz),
c, k&

m,n)EZ>

u( Z bk,

(m,n)€Z?

—zﬂ'mn/ke—n2/2ke—i vl z+ 2mm _ —2<I>1(z)/hL(dZ)
k k
) e 221/ L(dz)  via m —s —m,

u § : b Mrmn/kean/lefinz,U (Z o 2mm _

(m,n)eZ?

- . 9 ;
u(z) Z bk e immn/kg=n®[2kginz,, <z — % + %) e 221/ (dz)  via n—s —n,
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o la fonction by € C®°(Ag,) est définie pour (z,w) € Ag,, par :

2 : in(z+iw) ,—2irmuw
b—m ne )6 )
(m,n)€Z?

Z bm nezn(z+zw)e2z7rmw via m —m,
(m,n)€Z?
Z b fm(z+iw)e2i7rmw via n —n,
(m,n)€Z?
— 7<% —_94 S
Z bmme (z=i%(2) = 2mmS() - car (z,w) € Ag,, donc w = —S(z),
(m,n)€Z?
Z b fm§R 72i7rm%(z)
)
n)€Z?

= bk(z,w).

Comme v € &(C) et by € S(Ag,), alors Op%hk(i)k)v € 6(C) et ainsi on peut définir
la quantification de Weyl complexe Opg, ,(bx) sur &’(C) par la formule suivante pour
ue&(C)etved(C):

(0P, 1(br)u, V) & = (u, OpY, 1(bi)v)er s

Etape 2 : Opg, x(bk) : Hi, — Hy. Comme H; C &'(C) (d’aprés la remarque 6.2.17),
alors pour tout u € Hy, on a bien Opg, ,(bx)u € Hol(C).
Soient u € Hy et z € C, alors on a :

Op, 4 (be)u(z + 2)

S e ey (5 g 2T,

k k
(m,n)€Z?
Z bfn, —z7rmn/k: —n2/2k inz zn27ruku <Z o 277]:”’ + %) car u € Hy,
(m,n)€Z?

= ukOpgl’k(bk)u(z).
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Et pour u € Hy et z € C, on a aussi :

Opg, 1 (br)u(z + 1)

Z b —zwmn/ke—nQ/lein(z-‘ri)u <Z +i— 27r_m + @)

k k

(m,n)€Z?

Z bfn,ne_i”m”/ke_"Q/%einze_"vke_ik(z_%m/k”"/k)*'kﬂu <Z N 27Tkm + %) car u € Hy,
(m,n)eZ?

Z bfn, —immn/k 7n2/2k eIz oMy, k fzkz+k/2 ei2mmn,, <Z - 27;m + %) ’
(m,n)eZ?
vke_iszrk/QOp%hk(bk)u(z).

Donc Opfgl,k(bk) s Hy — Hy. O

Nous allons maintenant définir la quantification de Weyl complexe du tore sous forme
intégrale. Pour ce faire, on rappelle d’abord la définition de la quantification de Weyl
complexe de R?. Comme lorsqu’on a défini de deux facons différentes la quantification de
Weyl classique du tore, on va jongler entre le paramétre semi-classique & et 'inverse de ce

parameétre k.

Définition 6.2.27 (Quantification de Weyl complexe de R?). Soit b, € S(Ag,) une fonc-
tion admettant un développement asymptotique en puissances de h. On définit la quan-

tification de Weyl complexze du symbole by, notée Opg, (bn), par la formule suivante, pour
u € Hh((C, @1) ;

0w, () = 5o [ (5w

ot on inteégre sur le contour :

re) = {wg eche= 200 (212) - g (222)].

Nous allons maintenant montrer qu’on peut encore donner un sens & cette formulation

intégrale lorsqu’on considére un symbole b, admettant des conditions de périodicités sur

Iensemble Ag, .

Proposition 6.2.28 (Opérateur pseudo-différentiel agissant sur ’espace Hy,). Soit by, € C*°(As,)
une fonction admettant un développement asymptotique en puissances de h et telle que pour

(z,w) € Agp,, on a :
bh(z + 2m, w) = bh('z> w) = bh(z +i,w— 1)
Alors, Opg, (br) s’étend en un opérateur de Hj, dans Hy,.
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Démonstration.

Etape 1 : Op§ (bs) : 6(C) — &(C). Soit ap = by o kg, , alors aj € S(R?) et d’apres la
proposition 6.1.13, Op“(ap) : S(R) — S(R). D’apreés la proposition 6.2.10, on sait que la
transformée de Bargmann T, envoie I’espace de Schwartz S(R) sur 'espace &(C) et avec

la proposition 6.2.4, on obtient que :
Opg, (br) = T¢1Opw(ah)T;1 :6(C) — 6(0C).

Etape 2 : Op¥ (by) : &'(C) — &'(C). Pour cette seconde étape, on peut procéder de la
méme facon que dans I’étape 1, cependant nous avons préféré faire une autre démonstration.
Soient u,v € &(C), alors on a (la remarque 6.2.15 assure que les quantités ci-dessous sont

bien définies) :

(Opg, (bn)u, v)s,s
/(OP<1>1(bh) )(2)v(z)e 221 /ML (dz),

L [ ()

_ /(C %/(C6(—i/h)(z—w)(—%(z+w/2))bh (Z J; wy -3 <Z J; w)>mL(dw)v(z)e‘Qq’l(Z)/h’L(dz),

ou on a utilisé la définition du contour I'(z) pour déterminer cette derniére expression et

w)dwdCv(z)e 2P/ L (dz),

ou C' > 0 est une constante. Exprimons maintenant d’une autre fagon les différents termes

apparaissant dans cette intégrale. Pour z € Ag, ~ C, on a :

bi(z, Z b m%(z e?™mS(2)  Papres la proposition 6.2.23.
(m,n)€Z?

Donc pour tout z € Ag,, on a :

bi(z,=SG)) = Y bh e METHTISE) <y (2, ~S(2)).

Donc l'intégrale se réécrit sous la forme suivante, pour tous u,v € &(C) :

(Opg, (bp)u, v)s.

- h// (i/m)(z=)S (zw/2)p, <Z+w %<z—gw>>u w)o(2)e 21O (dw) L(dz),
T
== / / (i/M) (F-D)S(Aw/2)f, <Z w g(”zw)) (w)v(z)e 221 /ML (dw) L(dz).
m

I
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Par un calcul, on montre que :

b fFTw) 2 :1‘ o fEtw) 2
N Z-w)¥ < 5 ) hfﬁl(z) h(z W) 5 hfbl(w).
Ainsi, on obtient, pour tous u,v € &(C) :

<OP<1>1 (br)u, v)s,&

= / / (i/h)(z—w \s(z+w/2)b z + w -3 Z+
27rh 2

_ // (i/h)(z— w\serw/Q)bILZ Z+w Ztw
orh 2

_/u / (i/h)(w—2) (=S (z+w/2)) <Z+w - z+ >) ( ) (dZ) 72<I’1(w)/hL(dw)
C

2 2
/ QL / / /M=), ( 7<>U L(dz)e= 2 /1L (dw).

u(w)(Opg, (by)v) (w)e **1 ML (dw),

w

2)e 2N (dw)L(dz),

2)e 221 /P 1w L(dz),

a

,Opg, (br)v)e,s,

=

S

zZ+w

ou I'w) = {(z,() €C%¢=-9 . Comme pour v € &(C), Opgl(gh)v € 6(0C),

alors la quantification de Weyl complexe est bien définie par la formule suivante pour
ue & (C)etve ) :

(Opy, (bn)u, v)e,s = (u, OPY, (bn)v)sr s

Etape 3 : Opg, (br) : Hr — Hy. D’apres 'étape 2, 'opérateur Opg, (by) est bien défini sur
I'espace Hy, car il est inclus dans 'espace &'(C). Il reste donc a vérifier que Opg, (bp)u € Hy
pour u € Hy. Comme pour u € Hy, Opg, (bp)u € &'(C), alors on a : Opg, (bp)u € Hol(C).
Soient u € Hy et z € C, alors on a :

w T z mT—w z + 27T + w — w
Opq>1 (bh)u(z + 27‘() 27Th //F( ) /ﬁ)( +2 )Cb < 5 ’C> ( ) 20 ( )/ﬁL(dw),
z+ 7r

// im0y, (210 o ww o 2m)e 2 @ (du),
27Th F(z

2

// /M=)y, Z+w ¢ ) uku(w)e 21/ L (o),
27Th F(z ’
= uFOpY, (bp)u(z).
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Et pour u € Hy et z € C, on a aussi :

Oplﬁ1 (bp)u(z + 1)
= /M (zti—w)Cy, <z+2+w <> —221(wW)/P [ ( duw
o / e u(w)e (dw)
_ 1 / / /M1y, (2 + Wi ¢ = 1) wlw + i)e 2P /L (),
27Th F(z
_ 27rh //F( (z/f) z— w)( —ik(z— w)b <Z+—w C> ,Uke—iwk-l-k/?u(w)e—?q)l(w‘f'i)/ﬁL(dw)’

— oFe~ ZZlH_k/QOpq)l (bh)u(z)

Donc Opg, (b) : Hr — Hx. O

Nous avons introduit deux définitions de la quantification de Weyl complexe du tore et

on s’intéresse maintenant au lien qui les unit.

Proposition 6.2.29 (Identification des deux quantifications de Weyl complexe du tore).
Soit by, = b, € C*°(Ag,) une fonction admettant un développement asymptotique en puis-

sances de h et telle que pour tout (z,w) € Ag, -
br(z + 2m,w) = bp(z,w) = bp(z + i, w — 1).

Alors, on a :

Opg, (br) = Opg, x(bx) sur Uespace Hy.

Démonstration. La démonstration de cette proposition est analogue a celle donnée dans
le cadre de 'identification des deux quantifications de Weyl classique du tore (proposition
6.1.18).

Etape 1 : Op¥ (by) = Opg, x(br) sur &(C). Comme by, satisfait les conditions de périod-

icités suivantes, pour tout (z,w) € Ag, :
bi(z + 2m,w) = by(z,w) = bp(z + i, w — 1),

alors d’aprés la proposition 6.2.23, on peut réécrire la fonction by, pour (z,w) € Ag,,
comme suit :
bi(z,w) = Z b%nem(zﬂw)e_%“mw_
(mn)ez?
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Par conséquent, on a, pour u € &(C) :

Op<1>1 bh

_ i/ (e—w)y, (2T W
—m//m b < ,<> u(w)dwdC,

_ (z/h (z—w)¢ h in((z4w)/2+1iC)) ,—2imm(
=57 //F(z Z b e u(w)dwd(,

(m,n)eZ?
27Th //F(z (m,n)€Z?

(i/h)(z—w—i—?wm/k)(bh ein((z+w—27rm/k)/2+i<))e—2i7rm(u (w N 2m > dwd(
m,n k ’

2mm 1

_ (z/h z—w)Ch zn((z+w)/2+@() fmmn/k _ -
oh // E by, < 2 ) dwd( car k 3

(m,n)eZ?
_ / / /W) (z—w—in/K)(C=n/2K0ph  in((z+u-tin/k)/2+i(C—n/20))
27Th F(z (m,n) €Z2
. ) 2
eimmn/ky, <w + % — —zm> dwd(,
) 2mm 1
o1/ (z—w) i gmimmn/k n?[2k,, <w Lm _> dwd¢ car k= —,
27Th // (’rn’n,ZGZ2 K K h

~ 2mh // M (O, 4 (br ) (w)duwd,
= Opg, x(bk)u(2),

ou on a utilisé le changement de variables : I'(z) 3 (w,() — <w + %,C - %) e I'(z).

Ainsi, on obtient que :
Opg, (br) = Opg, 1 (bx) sur I'espace &(C).
Etape 2 : Opg, (bs) = Op§, ;. (bi) sur &'(C). Soient u € &'(C) et v € &(C), alors on a :

(Op%, (bp)u,v)er6 = (u, OpY, (bp)v)er s,
= (u, Op&‘)’l,k(l;k)v)@/ﬁ d’apres l'étape 1,
= <Op$1’k(bk)u, v>6’76'

Donc, on a :
Opg, (bn) = Opg, x(bx)  sur Pespace &'(C).

Etape 3 : Opg (bs) = Opg, x(bx) sur Hg. D’apres 'étape 2, Opg, (br) = Opg, x(bx) sur
I'espace &'(C) et comme Hj C &'(C) alors par restriction de ces opérateurs a ce sous-

espace, on obtient le résultat. ]
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Chapitre 7

Lien entre les différentes

quantifications du tore

Dans ce chapitre, nous allons faire le lien entre la quantification de Berezin-Toeplitz du
tore T? et la quantification de Weyl complexe du tore T?. Le lien entre ces deux quantifi-

cations constitue & notre connaissance un nouveau résultat sur le sujet.

7.1 Quantification de Berezin-Toeplitz et quantification de

Weyl du plan complexe

Nous commencons par rappeler la proposition qui permet de faire le lien entre la quan-
tification de Weyl et la quantification de Berezin-Toeplitz du plan complexe C que nous
avons vue dans le chapitre 3 dans le cas d’une fonction poids ® quelconque. Pour ce faire
on introduit auparavant les notations dont nous avons besoin. Comme dans le chapitre

précédent, on va jongler entre la notation A du parameétre semi-classique et son inverse k.

Notations: soit ®; la forme quadratique réelle strictement sousharmonique sur C définie
pour z € C, par ®1(z) = 5%(2)2 Soit k£ > 1 l'inverse du paramétre semi-classique A. On
note :

— Ao, 'ensemble défini par la relation suivante :

Ao, = {(z, %%(z)) ,Z € (C} ={(z,-3(2)),z € C};

L(dz) la mesure de Lebesgue sur C donnée par : L(dz) = %dz NdzZ,

~ L(C,®y) := L*(C,e 2*"1G)[(d2)) = L*(C,e 2" )/ [ (dz)) =: L}(C, ®;) l'espace
des fonctions de carré intégrable sur C par rapport & la mesure & poids exponentiel
e‘2k¢’1(Z)L(dz) ;

Hy(C,®;) := Hol(C) N L2(C, ®;) = Hol(C) N L3(C, ®,) =: Hp(C,P;) l'espace des

fonctions holomorphes sur C appartenant a 1’espace Li((@, Dp);
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~ e, x = He, 5 : LE(C,®1) — H(C,®) la projection orthogonale de I'espace de
fonctions LF(C, ®1) (muni du produit scalaire L? & poids) sur espace de fonctions
holomorphes Hy(C, ®1);

— S(C) est lespace des symboles sur C (voir la définition 3.1.1).

On rappelle maintenant la définition de la quantification de Berezin-Toeplitz du plan

complexe dans le cas particulier ou la fonction poids ® = ®; (voir la définition 3.2.1).

Définition 7.1.1 (Quantification de Berezin-Toeplitz du plan complexe C). Soit k > 1.
Soit fr. € S(C) une fonction admettant un développement asymptotique en puissances de
1/k. On définit la quantification de Berezin-Toeplitz de la fonction fi par la suite d’opéra-
teurs Ty, := (T)k>1, ou pour tout k > 1, lopérateur T, est défini par :

Ty = g, x My e, ,

ot My, : L2(C,®1) — L2(C,®4) est lopérateur de multiplication par la fonction f.
On appelle la fonction fy le symbole de l'opérateur de Berezin-Toeplitz T}, .

La proposition faisant le lien entre la quantification de Berezin-Toeplitz et la quantifi-
cation de Weyl complexe du plan complexe C se réécrit de la fagon suivante dans le cas

particulier ou ® = ®; (voir la proposition 3.2.5).
Proposition 7.1.2 (Quantification complexe et quantification de Berezin-Toeplitz du plan
complexe C).

1. Soit fi, € S(C) une fonction admettant un développement asymptotique en puissances
de 1/k. Soit Ty, = (Ty)r>1 l'opérateur de Berezin-Toeplitz de symbole fi,. Alors pour
tout k > 1,

Ty = Opg, (bn)  sur Hy(C, @1),

ot by, € S(Ag,) est un symbole donné par la formule suivante, pour tout z € Ag, ~ C :
1
bn(z) = exp (10.05) (i)

2. Soit b, € S(Ag,) un symbole admettant un développement asymptotique en puis-
sances de h. Alors il existe fi, € S(C) un symbole sur C admettant un développement

asymptotique en puissances de 1/k tel que pour tout k > 1 :
Opg, (br) = T + O(k™>°)  sur Hy(C, 1),

ot (Ty)k>1 = Ty, est Uopérateur de Berezin-Toeplitz de symbole fi, et o pour tout
N € N et tout z € C, la fonction fi est donnée par :

N g .
fuz) = 3 5 (D2D2Y (n(2) + O

i=0
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COMPLEXE

Remarque 7.1.3. On ne s’intéresse ici qu’a la proposition ci-dessus pour la fonction ®@q.
Ceci est du au fait que c’est avec ce poids particulier que nous avons étudié les quantifica-

tions du tore.

7.2 Quantifications de Berezin-Toeplitz du tore et du plan

complexe

Notre objectif dans ce chapitre est de montrer un analogue de la proposition 7.1.2 dans
le cadre des quantifications du tore. Pour aboutir & un tel résultat, nous allons établir un
lien entre la quantification de Berezin-Toeplitz du plan complexe et la quantification de
Berezin-Toeplitz du tore. Commencons alors par montrer que la quantification de Berezin-
Toeplitz du plan complexe permet de définir un opérateur agissant sur les espaces &(C)

et &'(C) que nous avons rencontrés dans le chapitre 6 (voir les définitions 6.2.8 et 6.2.14).

Proposition 7.2.1 (Opérateurs de Berezin-Toeplitz agissant sur S(C) et sur &'(C)). Soit
fr € S(C) une fonction admettant un développement asymptotique en puissances de 1/k.
Soit Ty, = (Tx)k>1 Uopérateur de Berezin-Toeplitz du plan compleze C de symbole fi,. Alors
pour tout k > 1 :

1. T}, s’étend en un opérateur de &(C) dans S(C) et est défini pour tout v € &(C) par :

Txv = 1o, k(frv),

ou lopérateur Ilg, i est ici vu comme un opérateur de &(C) dans &(C).
2. Ty s’étend en un opérateur de &'(C) dans &'(C) et est défini pour u € &'(C) et
v e &(C) par :
(Tru,v)er 6 = (u, Tiv)e &,

ot (Tk)kzl =: Tfk est un opérateur de Berezin-Toeplitz de symbole fk défini pour
z € C par :

Démonstration.
Etape 1 : T}, : 6(C) — &(C) et Ty, : &/(C) — &'(C). Comme T}, = (Tj)k>1 est un
opérateur de Berezin-Toeplitz du plan complexe C, alors d’aprés la proposition 7.1.2, on

sait qu'il existe un symbole by € S(As,) tel que pour tout k > 1 :
T}, = Opg, (by) sur espace Hy(C, ®y).
De plus, d’aprés la proposition 6.2.4 on sait que :
T, 0pg, (by) T, = Op“(bn o kg, ) : L*(R) — L*(R).
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Comme by, 0 k4, € S(R?), alors d’apreés la proposition 6.1.13, on sait que :
Op”(bp o kg, ) : S(R) — S(R) et Op“(bp o kg, ) : S'(R) — S'(R).

De plus, d’aprés les propositions 6.2.10, 6.2.13 et 6.2.18, on sait que la transformée de

Bargmann et son inverse se comportent de la facon suivante :

{T¢1 :S(R) — S(C) et T7 : 6(C) — S(R),
Ty, : S'(R) — &'(C) et Ty :6&'(C) — S'(R).

Donc on en déduit que pour tout k£ > 1,
Ty : 6(C) — &(C) et Tp:6'(C) — &'(C).

Etape 2 : définition de 'opérateur T}, sur &(C). Par définition, e, =Ty, T}, . Or, on a
vu que Ty, envoie I'espace de Schwartz S(R) sur 'espace &(C) et que son adjoint envoie
I'espace &(C) sur S(R), par conséquent I'opérateur Ilg,  s’étend en un opérateur de &(C)
dans lui-méme. De plus, comme &(C) C Hp(C, ®q) (voir la remarque 6.2.11), alors pour
tout v € §(C), on a :

I, v =v.

Et pour f; € S(C) et v € &(C), on a Iy, (frv) € &(C). D'ou le fait que pour v € &(C),
l'opérateur de Berezin-Toeplitz Ty, = (Tj)r>1 est défini de la facon suivante pour tout
k > 1 et pour tout v € &(C) :

Tiv = g, kMg g, kv = o, k(frv).

Etape 3 : définition de l'opérateur T}, sur &' (C). Pour v = Ty, 1) € &'(C) et u = Ty, ¢ € &(C),

on a :

(Tyv,u)s',s = (Opg, (bn)v, u)er, ¢ d’apreés la proposition 7.1.2,
= (v, Opg, (l;h,)u>6/7e d’aprés la démonstration de la proposition 6.2.28,

=: <U, Tku>6/76.

ot pour z € Ap, >~ C on a posé :

br(2) = bi(2).

On souhaite maintenant déterminer le symbole de I'opérateur de Berezin-Toeplitz (T}) E>1-

D’apres la proposition 7.1.2, on sait que pour z € Ag, ~C, on a :

bu(z) = exp <%323%> (fr(2))-
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Par conséquent pour z € Ap, ~C, on a:
. 1 -
in(z) = exp (0,05 ) (i)

Autrement dit, la suite d’opérateurs (Tk)kZI est un opérateur de Berezin-Toeplitz de sym-

bole fk défini par la relation suivante pour tout z € C :

O

Remarque 7.2.2. Soit fi, € S(C) une fonction admettant un développement asymptotique

en puissances de 1/k et telle que pour tout z € C :

fe(z+2m) = fi(2) = fulz +1).

Soit Ty, = (Ty)k>1 Uopérateur de Berezin-Toeplitz du plan compleze C de symbole fi,. Alors
pour tout k > 1, lopérateur Ty, est bien défini sur ’espace Hy, car d’aprés la proposition
7.2.1, on sait que Uopérateur Ty, est bien défini sur lespace &'(C) et car Hy C &'(C).

Rappelons maintenant les notations dont nous allons avoir besoin concernant les opéra-

teurs de Berezin-Toeplitz du tore.

Notations: pour k > 1,
— Gy, est 'espace de fonctions sur C invariantes par 1’action de Heisenberg du réseau

72 et de carré intégrable sur [0, 27] x [0,1] i.e. :

G {9 :C—C; g e L*([0,27] x [0,1], 7" dpdy); } .
k = . . )
g(p+2m,q) = uFg(p,q), g(p,q+1) = vFe CHDETE25(, g)

— Hp est U'espace de fonctions holomorphes et invariantes par 'action de Heisenberg

du réseau Z2, i.e. :

+ 27'(', = uk , ,
Hi =< g:C — C holomorphe; 9(p 7) 9(p,9) ;

9(p, q + 1) = vhemiPHOk+R2g(p g)

— Il est le projecteur orthogonal de l’espace de fonctions Gy (muni du produit scalaire

L? a poids sur [0,27] x [0,1]) sur 'espace de fonctions holomorphes Hy.

On souhaite maintenant déterminer comment agit un opérateur de Berezin-Toeplitz
du plan complexe a symbole périodique sur ’espace Hy. Pour ce faire, nous allons mon-
trer qu’on peut identifier le projecteur orthogonal Ilg, j sur I'espace Hj(C,P;) avec le

projecteur orthogonal I sur 'espace Hy.
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Proposition 7.2.3 (Lien entre les projecteurs orthogonaux Ilg, j et IIj).
Soit Ilg, 1 le projecteur orthogonal de l’espace de fonctions de carré intégrable L%((C,@l)
sur l'espace de fonctions holomorphes Hp(C, ®1). Alors :

1. Ilp, . s’étend en un opérateur de Gy, dans Hy, ;

2. g, 1, = id sur Hy.

Autrement dit, 'opérateur Ilg, j, ainsi étendu coincide avec l'opérateur 11y,

Démonstration.

Etape 1: IIg, 1 est bien défini sur Gy. La difficulté pour démontrer cette étape réside dans
le fait que I'ensemble de fonctions Gy n’est pas inclus dans ’ensemble &'(C), donc on ne
peut pas s’appuyer sur l’analyse de Valentine Bargmann sur les distributions tempérées.
Par définition, l'opérateur Ilg, , est donné par la formule intégrale suivante, pour tout
u € L3(C,®;) (voir la proposition 6.2.2) :

e, ru(z) :/e_(1/4h)(z_ﬁ)2u(w)e_2q>l(w)/hL(dw).
C

Réécrivons l'intégrale ci-dessous pour montrer qu’elle est bien convergente pour u € Gy.
Soit u € Gy, alors on a :

/ ‘e—<1/4ﬁ><z—@>2u(w)e—2@lWW‘ L(dw),
C

_ Z/ ‘e—(l/4h)(z—(m»2u(w+27Tm)6—2<1>1(w+27rm)/h‘L(dw)7
ey, [0,27]+iR

S [ e () o g,
[0,27]+iR

MmEZL

- 2 / ‘6_(1/4h1)(2_(m)_2”m)2 (u’f)mU(w+z’n)e—2<1>1(w+m)/ﬁ‘L(dw),
(m,n)ez2 ¥ 10,271 +i[0,1]

— (m%:em /[0,27T}+i[o,1] ‘6_(1/4ﬁ/)(z—ﬁ+in—2wm)2 (uk)m <vke—iwk+kn/z)”u(w)

=281 (w)/hg=n?/he=mS(W)/R| [( ),

: Z / ‘6_(1/4@(2_@“”_2””1)2 (uk)m <Uk)ne‘k”2/2e—inkﬁu(w)e—2<1>1(w)/ﬁ L(dw).
(myn)ez2 ¥ 10,271 +i[0,1]

Montrons que cette série est convergente, pour ce faire déterminons une estimation du
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module de son terme général. On a pour tout z € C :

/ ‘6_(1/4h)(z—w+in—27rm)2 (uk)m (vk)n e_lm2/2e—inkwu(w)e—2<1>1(w)/h‘ L(dw)
[0,27]44[0,1]
- Huuék / ‘6_(1/4h)(z—ﬁ+in—27rm)2 (uk>m <vk>n e_kn2/2€—inkm‘2 e_2<1>1(w)/hL(dw)’
[0,27]+4[0,1]
g N e R o)
[0,27]+-4[0, 1]

< CHuHékefk%(ZQ)/2672k7r2m2efkn2/2 max (627rmk§R(z)’ 6277(m+1)k8?(z)) max (enkg(z)’ e(nJrl)kS(z)) ’

ot C' est une constante indépendante de k. On reconnait le terme général d’une série con-
vergente en m et n, donc la série converge d’apreés le théoréme de Fubini et ainsi 'intégrale
définissant 'opérateur Ilp, . est également convergente. Autrement dit l'opérateur Ilg, 1

est bien défini sur ’espace G et on a la formule suivante, pour u € G, :
g, u(z) = / e~ (WAEy (1)~ /N L (o),
C

_ Z / 67(1/4h)(zfﬁ+in727rm)2 (uk>m <Uk>n efkn2/2€7inkwu(w)672@1(w)/hL(dw)'
(m-meze /0.2 4i[0.1]

Etape 2 : Ilg, 1 envoie l'espace Gy sur I'espace Hy. Soit u € Gi. Alors, on a pour tout
zeC:

& Hcpl ku

< —(1/4h)(= )QU(w)62€D1(w)/hL(dw)> ’
o~ (1/4h) (z—W+in—2mm)? (uk)m (w)” efkn2/2€7inkﬁu(w)672<1>1(w)/hL(dw) 7
(m n)€ZQ 0 [0,27]+4[0,1]

/[O,Qﬂﬂ[o,l] o= (e_(l/4fz)(z—@+in727rm)2 (uk)m (Uk)” efkn2/2€finkﬁu(w)€72<b1(w)/ﬁ> L(dw),

(m,n)€Z?

=0,

d’apres le théoréme de dérivation sous le signe somme. Soit u € G et z € C, alors on a
également :

e, pu(z +27) = / e_(1/4h)(z+2”_ﬁ)2u(w)e_m’l(“’)/hL(dw),
C

— / e—(1/4ﬁ)(z+27r—(w+27r))2u(w + 27T)e—2<1>1(w+27r)/hL(dw) via w — w + 27,
C

= / e_(l/M)(Z_E)Quku(w)e_ml(“’)/h’L(dw) car u € Gy,
C

= ukH(pl,ku(z).
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Soit u € G et z € C, alors on a :
e, pu(z + 1)
_ / e (A=) (1) =201 /AT ()
C
= / e*(l/4h)(z+"*m)2u(w +i)e 221N/ (dw)  via w — w + 1,
C
_ vkek/Q/ o~ (/AR (T4 20)2 =itk () =201 /AL (o) car u € Gy,
C
_ vkek/Q/ = (/A ()P —A+4i(z=) =itk ()= (/B S@+D® [ ().
C
ek / ¢~ (LA =) 1/ (6 1)) =ik )~ (L/DSw)? =1/~ 2 (W) [ ().
C
_ vkek/Q/ e—(1/4h)(z—w)2e—(i/h)ze(i/h)we—iwku(w)e—2d>1(w)/hL(dw)’
C

_ vke—ikz+k/2/ e~ (ARG ) = 201 /AL (d)  car = %7
C
_ vkefikz+k/2ﬂq)1’ku(z)‘
Alinsi, on en déduit que :
H<I>1,k : gk — Hk

Etape 3: I, ) = id sur Hy. D’apreés la proposition 6.2.22, on sait que Ilg, j = T¢>1T;1 =id

sur I’espace Hy, d’oit le résultat. ]

Maintenant que nous avons identifié les projecteurs orthogonaux Ilg, ;. et 1Ij et que
nous avons vu qu’un opérateur de Berezin-Toeplitz du plan complexe & symbole périodique
est bien défini sur I’espace Hj, nous sommes en mesure de préciser l'action de cet opérateur

sur cet espace.

Proposition 7.2.4 (Action d’un opérateur de Berezin-Toeplitz du plan complexe C sur
Pespace Hy). Soit fr. € S(C) une fonction admettant un développement asymptotique en
puissances de 1/k et telle que pour tout z € C :

fe(z +2m) = fr(2) = fr(z +1).

Soit Ty, = (Ty)k>1 Uopérateur de Berezin-Toeplitz du plan compleze C de symbole fi,. Alors
pour tout k > 1 et pour tout v € Hy, on a :

Typv = o, x(frv),

ot Ilp, . est ici vu comme un opérateur agissant sur l’espace de fonctions Gy et a valeurs

dans ’espace de fonctions holomorphes Hy,.
Démonstration. Soit v € Hy, et soit u € &(C), alors d’apres la proposition 7.2.1 pour tout
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k>1,ona:

(Tyv, w)er 6 = (v, Thu)s' s,
g, Tru) avec g € 6 Y(C) pour I € N d’apres la proposition 6.2.16,
g, H¢17kM e, pu) par définition de T}, sur S(C),

car Ilg, i, s’étend & &'(C),

(

=

=

= (IT3 k9 Mg o pu
= Tk

(

)
M-"1lg, 19, 1le, gu) car Hg, 4 = e,
u)

9

Ainsi pour v € Hy et pour k> 1, on a :
TkU = H‘I>1,kakH‘I>1,kU'

De plus, d’aprés la proposition 7.2.3, on sait que Ilg, v = v pour tout v € Hj, donc pour
tout £ > 1, on a :

Tiv = g, k(frv).
J

Nous sommes maintenant en mesure d’établir un lien entre un opérateur de Berezin-

Toeplitz du plan complexe et un opérateur de Berezin-Toeplitz du tore.

Proposition 7.2.5 (Quantification de Berezin-Toeplitz du plan complexe et quantification
de Berezin-Toeplitz du tore). Soit fr € S(C) une fonction admettant un développement

asymptotique en puissances de 1/k et telle que pour tout z € C :

fu(z +2m) = fr(2) = fi(z + 7).

Soit Tﬁ = (T,;c)kzl Vopérateur de Berezin-Toeplitz du plan complexe C de symbole fy, et
soit T}ﬂ: = (TEQ)kzl lopérateur de Berezin-Toeplitz du tore de symbole fi. Alors pour tout
k>1:

T = TQ +O(k™°)  sur Uespace Hy.

Autrement dit, l'opérateur de Berezin-Toeplitz du plan compleze a symbole périodique coin-

cide avec l'opérateur de Berezin-Toeplitz du tore.

Démonstration. D’apreés la définition 5.4.3, 'opérateur de Berezin-Toeplitz du tore TT (TTz)k>1
est donné pour tout v € Hy, et pour tout k > 1 par :

Ty = My (frv) + O(k~),
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ou I, est le projecteur orthogonal de I’espace de fonctions Gy, sur ’espace de fonctions holo-
morphes Hj. D’apreés la proposition 7.2.4, Popérateur de Berezin-Toeplitz T}i = (T/ic)kzl
est donné pour tout v € Hj et pour tout k > 1 par :

TEv =T, 1 (frv),

ou ici Ilg, » est vu comme le projecteur orthogonal de I'espace de fonctions Gy sur 'espace
de fonctions holomorphes Hy, (voir la proposition 7.2.3). Par conséquent, pour tout v € Hy
et pour tout k> 1, on a :

TEv = T v + O(k™).

7.3 Quantification de Berezin-Toeplitz et quantification de

Weyl complexe du tore

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat principal de cette seconde partie qui
permet d’établir un lien entre la quantification de Berezin-Toeplitz du tore T? et la quan-

tification de Weyl complexe du tore T?.

Théoréme D. Soit fi, € C*°(R?) une fonction admettant un développement asymptotique

en puissances de 1/k et telle que pour tout (xz,y) € R?, on a :

fe(x +2m,y) = fulw,y) = fe(z,y +1).

Soit Ty, = (T)k>1 Vopérateur de Berezin-Toeplitz du tore de symbole fi,. Alors pour tout
k>1,ona:
Ty, = Opg, (br) + O(k™)  sur l'espace Hy,

ot by, € S(Ae,) est donné par la formule suivante, pour tout z € Ag, ~ C :
b(z) = exp (10.05) (), (B7.1)
de plus le symbole by, vérifie les conditions de périodicités suivantes, pour tout z € Ay, ~ C :
bi(z + 2m) = bp(z) = br(z + 7).

Démonstration. Par hypotheése, on sait que fr € S(C), ainsi si on considére 'opérateur de
Berezin-Toeplitz du plan complexe de symbole fi, noté T }Ck = (T,;C)kzl, alors d’aprés la
proposition 7.1.2, il existe une fonction by € S(Ag,) telle que pour tout k£ > 1, on a :

TS = Opg, (bp) sur 'espace Hy(C, 1),
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ot le symbole by est donné par la formule suivante pour tout z € Ag, ~ C :

bp(z) = exp <%3z3§> (f&(2)).

Comme 'espace &(C) est inclus dans 'espace Hj(C, ®1) (voir la remarque 6.2.11), alors

par restriction & cet espace, on a :
Ty = OpY, (by) sur lespace &(C).
Par dualité, on en déduit que :
Ty = Opy, (bp) sur lespace &'(C).
Enfin comme H; C &'(C) (voir la remarque 6.2.17), on en déduit que :
TS = Opg, (br) sur l'espace Hy.

On remarque de plus que la périodicité de la fonction fi et ’équation (E7.1) donne les
conditions de périodicités voulues sur le symbole by, ce qui permet de justifier le fait que
l'opérateur Opg, (bp) est également bien défini sur I'espace Hy.

Enfin, d’apreés la proposition 7.2.5, si on considére I'opérateur de Berezin-Toeplitz du tore,

noté T}l;f = (T,}Q)kzl, pour tout k> 1 on a :
TS = T,gT2 + O(k™>°) sur espace Hy.
Par conséquent, pour tout £ > 1, on a :

TEQ = Opg, (by) + O(k™>°) sur l'espace Hy.
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Chapitre 8

Exemples de perturbations non
auto-adjointes d’opérateurs de
Berezin-Toeplitz du tore

auto-adjoints et conjecture

Dans ce chapitre, nous allons étudier des exemples de perturbations non auto-adjointes
d’opérateurs de Berezin-Toeplitz auto-adjoints du tore T?2. Plus précisément, nous allons
déterminer de maniére numérique le spectre de tels opérateurs afin de mettre en évidence
le fait que leurs valeurs propres se trouvent le long d’une courbe comme dans le cas des
perturbations non auto-adjointes d’opérateurs de Berezin-Toeplitz auto-adjoints du plan
complexe. Ce qui nous conduira & formuler une conjecture concernant des conditions de
quantification de Bohr-Sommerfeld pour les perturbations non auto-adjointes d’opérateurs

de Berezin-Toeplitz auto-adjoints du tore.

8.1 Spectre numérique d’opérateurs de Berezin-Toeplitz du

tore non auto-adjoints

Dans cette partie nous allons reprendre les exemples d’opérateurs de Berezin-Toeplitz
auto-adjoints du tore que nous avons rencontrés dans le chapitre 5 et nous allons les
perturber. Tout d’abord, considérons I’exemple du Hamiltonien de Harper (voir I'exemple
5.5.6).

Exemple 8.1.1 (Hamiltonien de Harper). Le hamiltonien de Harper est donné pour tout

(p,q) € R? par :
ho(p, q) = 2 (cos(p) + cos(2mq)) .

On considére lopérateur de Berezin-Toeplitz du tore défini par la suite (Hy)p>1 et de sym-
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bole principal hg. Cette suite d’opérateurs est définie pour tout k > 1 par :

Hk:Ak+Ck:Mk+M:+Lk+LZ,

ot les opérateurs My, et Ly ont été définis dans les exemples 5.5.1 et 5.5.2. On rappelle
également que la matrice de l'opérateur Hy dans la base orthonormée (él)leZ/kZ (définie

dans le chapitre 5) est la suivante :

2 1 0o ... 0 1
1 2cos 2_7r 1 0
p )
0 . ) ) . .
0 IR | 2008(@ 1
1 0 ... 0 1 2008(%)

On consideére une perturbation trigonométrique du hamiltonien de Harper, plus précisément,

on s’intéresse a l'opérateur suivant :
Hp = Hy + iel},

ot I, est un opérateur de Berezin-Toeplitz auto-adjoint dont le symbole est une fonction
trigonométrique en les variables p et q. On obtient alors les graphiques ci-dessous avec les
parametres suivants :

- k=50,

- e=107°.
Sur les figures 8.1, 8.2, 8.3, les points roses représentent le spectre de l'opérateur auto-
adjoint Hy, les points bleus représentent le spectre de l’opérateur Hy, calculé par la fonction
spec de Scilab et les points rouges représentent une approrimation du spectre auquel on
s’attend si on a un résultat du type Bohr-Sommerfeld. Plus précisément, ces points rouges
ont été calculés numériquement en déterminant une fonction g¢ d’un réel E de la forme

sutvante :
9 (B) = g(E) + ier(E) + O(e*),

ol g est la fonction correspondant aux conditions de Bohr-Sommerfeld pour l'opérateur Hy
et v est la moyenne le long du flot du hamiltonien de Harper du symbole principal de la
perturbation Iy, (pour calculer cette moyenne, on a utilisé un schéma d’Euler symplectique

pour résoudre de maniére numérique ['équation du hamiltonien de Harper).
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0.020
[ [» [* spectre de I'opérateur non perturbé
| & ¢ O spectre de I'opérateur de Toeplitz perturbé calculé par Scilab
0.015 + + + approximation du spectre attendu

0.010

0.005

0.000

-0.005

-0.010

partie imaginaire des valeurs propres

-0.015 7

-0‘ 020 N T . T v T T T T T T
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

partie réelle des valeurs propres

FIGURE 8.1 - Hf = Hy, + i€Ay,
he(p, q) = ho(p, q) + i€2 cos(27q).

Nous nous intéressons maintenant & un second exemple, celui de 'opérateur de Berezin-

Toeplitz dont le symbole principal est la fonction hauteur d’un tore (voir 'exemple 5.5.7)

4.0e-05
O [ [» [* spectre de l'opérateur non perturbé
35005 T & © O spectre de I'opérateur de Toeplitz perturbé calculé par Scilab
08 o + + + approximation du spectre attendu
T
@ 30e05 Ty . ot
& t +
o <&
£ 25e-057 + k3
+o e O ot

3 + o +
n 2.0e-057 4 & b 0
3 £ s % &
o <
= O Q- + OF
- " ¢ g of
£ .5e-05 2 -ppgg QQQ‘Q— 2
: Pep oleld
£ 10e-05-
T
o

5.0e-06 7

0.0e400 O O O N e N

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
partie réelle des valeurs propres

FIGURE 8.2 — Hf = Hy, + ieA},
he(p,q) = ho(p,q) + i€ (2 cos(27rq))2.
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8e-05
[ [ [* spectre de l'opérateur non perturbé
.05 & ©  © spectre de l'opérateur de Toeplitz perturbé calculé par Scilab
= + + + approximation du spectre attendu
G'.F
4e-051 o
©

- o wﬂ-

2e-05 : M

] e

oet00{[> [> [> 1> [ [ [ [ BB BEBBEEE bbb BB BB [ [ [ [ B [ [ [
J &

o

partie imaginaire des valeurs propres

-2e-05
) wo?

i %

-4e-05 "E)J
K

-6e-05-1

4+

<&

-8e-05 T T v T T T T T T T T T

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

partie réelle des valeurs propres

FIGURE 8.3 — Hf = Hy, + ieC},
he(p,q) = ho(p, q) + i€ (2 cos(p))”.

Exemple 8.1.2 (Fonction hauteur du tore). La fonction hauteur du tore de l’exemple

5.5.7 est donnée pour (p,q) € R? par :

do(p, q) = (R + rcos(p)) sin(27g),

ot R et r sont deur grandeurs caractéristiques du tore. On considére l'opérateur de Berezin-
Toeplitz du tore défini par la suite (Dy)g>1 et de symbole principal dy. Cette suite d’opéra-
teurs est définie pour tout k > 1 par :

1

1
ot Bj, = RHH—ng - RHk+g(Lk+LZ) et F = =By = 5

— (M} — My,). On considére une
i

perturbation trigonométrique de la fonction hauteur du tore, plus précisément, on s’intéresse
a lopérateur suivant :

DS = Dy, + iely,

ou I, est un opérateur de Berezin-Toeplitz auto-adjoint dont le symbole est une fonc-
tion trigonométrique en les variables p et q. On obtient les graphiques ci-dessous avec

les parameétres suivants :

- k=50;
—e=10"2%;
- R=4;
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-r=1.
Sur les figures 8.4, 8.5, 8.6, les points roses représentent le spectre de l'opérateur auto-
adjoint Dy, les points bleus représentent le spectre de l'opérateur Dj, calculé par la fonction
spec de Scilab et les points rouges représentent une approrimation du spectre auquel on
s’attend si on a un résultat du type Bohr-Sommerfeld. Plus précisément, ces points ont été
calculés de la méme maniére que dans 'exemple précédent. Une des principales différences
dans 'implémentation numérique réside dans le fait que le schéma d’Euler symplectique
nécessite ['utilisation de la méthode de Newton. On remarque que sur la figure 8.4, on
observe deux courbes symétriques qui correspondent chacune 4 une composante connexe
de l’ensemble de niveau. Tandis que sur les figures 8.5 et 8.6, on n’observe pas un tel

phénomeéne car les valeurs propres de chaque composante connezxe se superposent.
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& .i[::' [ [> spectre de I'opérateur non perturbé
— ¢ <& O O spectre de I'opérateur de Toeplitz perturbé
’ Pl + + + approximation du spectre attendu
T

- +
0.010
0.005 < <&

0.000 (P OCBFIBEREI- L 0 L B B B R Pk kPR EEROEROOD

partie imaginaire des valeurs propres

-0.005 ] < o
-0.010 + +
5 &
-0.015 '(*S 6
& 5 - &
-0.020 v T T T T T T <|3_ * ™ j'; -fz? T T T T T T T
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

partie réelle des valeurs propres

FIGURE 8.4 — D§ = Dy, + ieAg,
d*(p,q) = do(p, q) + i€2 cos(27q).
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CONJECTURE
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FIGURE 8.5 — D = Dy, + ieBy,
de(pa q) = d()(p, Q) - i€ Sin(27rq).

Sur les deux exemples que nous venons de considérer, on remarque que les valeurs

propres se répartissent le long de courbes et sont espacées de maniére réguliére. Ces résultats

partie imaginaire des valeurs propres
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FIGURE 8.6 — D§ = Dy, + ieCy,
d*(p,q) = do(p, q) + i€2 cos(p).
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8.2. CONJECTURE

numeériques nous poussent donc & formuler la conjecture suivante sur les perturbations non-

auto-adjointes d’opérateurs de Berezin-Toeplitz auto-adjoints du tore.

Conjecture E. Soient f;,q;. € C>®(R?) deus fonctions admettant un développement asymp-
totique en puissances de 1/k, dépendant de maniére C> de € et telles que pour tout
(z,y) €R?, on a :
{ fila +2m,y) = filz.y) = file,y +1),
@i (x +2m,y) = qi.(z,y) = g (z,y +1).
Soit Ty = Tfé + i€lye un opérateur de Berezin-Toeplitz du tore tel que Tfé et Tye sont des
opérateurs de Berezin-Toeplitz auto-adjoints du tore. Soit Ey € R. Il existe ¢g > 0 un petit

parameétre tel que, pour :

1
Rce = {z € C,|R(z) — Eo| < rok I3(2)| < %0} ot C > 0 est une constante,
le spectre de Uopérateur de Berezin-Toeplitz Tpe := (T )k>1 est donné, pour 0 < € < ¢ et

pour k suffisamment grand, par :
o(Ty) N Reyey = {95 (k715) + O(k™>°),j € Z} N Reyeq,

ou gy, est une fonction admettant un développement asymptotique en puissances de 1/k et
dépendant de maniére C* du paramétre €. De plus, le premier terme du développement

asymptotique de la fonction g;, est la réciproque d’une intégrale d’action.

Une premiére idée pour démontrer cette conjecture serait d’adapter la démonstration
des théorémes A et C au cadre du tore T2. Un premier pas dans cette direction est donné
par le théoréme D car ce théoréme permet de faire un lien entre la quantification de Berezin-
Toeplitz du tore T? et la quantification de Weyl complexe du tore T2, c’est ’équivalent de
la proposition 3.2.5 (dans le cadre du plan R?) qui nous a permis de montrer le théoréme C.

Cette conjecture constitue un objectif a cours terme dans mes recherches post-doctorales.
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Résumé

On s’intéresse a la théorie spectrale d’opérateurs semi-classiques non auto-
adjoints en dimension un et plus précisément aux développements asympto-
tiques des valeurs propres. Ces derniers font intervenir des objets géométriques
issus de la mécanique classique dans I’espace des phases complexifié et cor-
respondent a une généralisation des conditions de quantification de Bohr-
Sommerfeld au cadre non auto-adjoint. Plus précisément, dans un premier
temps, on étudie le spectre de perturbations non auto-adjointes d’opérateurs
pseudo-différentiels auto-adjoints en dimension un & 'aide de techniques d’anal-
yse microlocale analytique et en corollaire, on établit que pour des perturba-
tions PT -symétriques d’opérateurs auto-adjoints, le spectre est réel. Ensuite, on
présente des conditions de quantification de Bohr-Sommerfeld pour des pertur-
bations non auto-adjointes d’opérateurs de Berezin-Toeplitz du plan complexe
auto-adjoints. Dans un second temps, on s’intéresse aux différentes quantifi-
cations du tore T? et plus précisément a la quantification de Berezin-Toeplitz
du tore, a la quantification de Weyl classique du tore et a la quantification de
Weyl complexe du tore. On établit des liens entre ces différentes quantifica-
tions notamment grace & la transformée de Bargmann, puis a laide de simu-
lations numériques, on met en évidence une conjecture sur des conditions de
quantification de Bohr-Sommerfeld pour des perturbations non auto-adjointes
d’opérateurs de Berezin-Toeplitz du tore auto-adjoints.

ABSTRACT

We interest ourselves in the spectral theory of non self-adjoint semi-classical
operators in dimension one and in asymptotic expansions of eigenvalues. These
expansions are written in terms of geometrical objects in a complex phase space
coming from classical mechanics and correspond to a generalization of Bohr-
Sommerfeld quantization conditions in the non self-adjoint case. First, we study
non self-adjoint perturbations of self-adjoint pseudo-differential operators in di-
mension one by using techniques of analytic microlocal analysis. As a corollary,
we establish for PT -symmetric perturbations of self-adjoint operators, that the
spectrum is real. Then we show Bohr-Sommerfeld quantization conditions for
non self-adjoint perturbations of self-adjoint Berezin-Toeplitz operators of the
complex plane. In the second part, we look into quantizations of the torus T?,
namely the Berezin-Toeplitz, the classical Weyl and the complex Weyl quan-
tizations of the torus. We establish links between these different quantizations
using Bargmann transform. We propose a conjecture, supported by numerical
simulations, on Bohr-Sommerfeld quantization conditions for non self-adjoint

perturbations of self-adjoint Berezin-Toeplitz operators of the torus.



