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Contenu
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Ce chapitre a pour but principal de présenter rapidement le contexte scientifique de ce
travail de thèse ainsi que les objectifs à atteindre.

Chaque notion présentée rapidement dans ce premier chapitre le sera à nouveau dans
les chapitres qui suivent. Ces derniers seront bien plus détaillés et les références ap-
propriées aux travaux connexes seront données.

1.1 Introduction

Le problème inverse consiste à déterminer les causes à partir d’observations ex-
périmentales [1, 2]. De tels problèmes se rencontrent dans des domaines scientifiques
variés comme la géologie, l’imagerie médicale, la cosmologie, le génie électrique et la méca-
nique des fluides par exemple. A partir de mesures, les paramètres caractérisant les causes
(les sources) sont recherchés. Malheureusement, ces derniers sont bien souvent plus nom-
breux que les mesures et y sont reliés de manière complexe.

Par exemple, un problème inverse linéaire peut se mettre sous la forme :

s = Oy (1.1)

où
— s ∈ RnS représente les observations expérimentales, connues, nS ∈ N∗,
— y ∈ Rnx représente l’état du système (les causes), inconnu, nx ∈ N∗,
— O ∈ RnS×nx représente l’opérateur d’observation, connu

L’objectif est d’obtenir y à partir des observations s.

Pour tenter de résoudre ce problème, il est nécessaire d’avoir un a priori sur le système
étudié (représenté par la matrice O dans l’exemple précédent). Il faut le plus souvent un
modèle du système concerné qui permet de faire le lien entre les grandeurs recherchées
et les mesures. De ce fait, une approche purement physique est menée, dans un premier
temps, afin de relier les paramètres caractérisant le système aux données mesurées.
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De nombreux systèmes nécessitent, lors de leur première description, un très grand
nombre de variables d’état pour permettre une modélisation satisfaisante pour l’utilisa-
teur. De ce fait, à partir de très peu d’information mesurée, il faut récupérer de nombreux
paramètres (composantes du vecteur d’état par exemple) du système étudié. En général,
sans modification, reformulation préalable, un tel problème est mal posé : il y a beaucoup
plus d’inconnues que de mesures. Ceci se traduit en pratique par une infinité de solutions
possibles permettant d’aboutir aux données mesurées. Une démarche plus complexe doit
être alors menée pour réduire le champ des vecteurs d’état possibles tout en augmentant
les chances de choisir une solution convenable.

Cette thèse est consacrée à un problème inverse particulier. Tout d’abord, l’objet source
à déterminer est de dimension bien plus grande que celles des mesures. Par exemple, 3015
inconnues doivent être obtenues à partir de 3 mesures seulement. Ensuite, aucun modèle
physique n’est disponible pour élaborer les solutions de ce problème inverse. Seules des
images du champ d’intérêt (à être reconstruit) et du champ des mesures (observé) sont
disponibles. Ce choix est fait pour assurer la généralité des méthodes proposées et leur
facilité d’utilisation.

Heureusement, de nombreux travaux ont été effectués sur une telle problématique,
comme le montrera le chapitre 2 [3, 4, 5].

1.2 Estimation et Apprentissage

Les deux grands domaines auxquels est rattaché ce travail de thèse sont : l’estimation
et l’apprentissage.

L’estimation est une branche du domaine des statistiques qui consiste à estimer la
valeur des paramètres recherchés à partir de données mesurées entachées de composantes
aléatoires [6, 7]. Ces dernières peuvent représenter le bruit de mesures ou bien des phéno-
mènes plus abstraits tels que les erreurs de modélisations.

Dans ce manuscrit, l’objectif principal va être d’obtenir un estimateur de la quantité
d’intérêt. Bien que des approches linéaires (chapitre 2) permettent d’obtenir de bons résul-
tats, l’estimateur retenu sera une application non-linéaire (chapitre 3) afin de pouvoir se
détacher facilement des contraintes classiques de ce type de problème (wellposedness). Les
approches d’estimation à base de parcimonie, sparsity, sont considérées [8, 9, 10, 11].
Les articles [12, 13] ont été le point de départ des travaux de cette thèse.

Cependant, la prise en compte de données statistiques ne sera pas faite de manière
conventionnelle (approche probabiliste). L’idée principale étant de produire l’approche la
plus générale possible, ne nécessitant aucune intégration complexe d’informations de na-
ture probabiliste sur le bruit pour fonctionner. Après une étude du cas non-bruité, le bruit
sera intégré grâce aux capacités d’apprentissage de l’algorithme recherché (section 3.4).

En effet, la nature même des données disponibles, des images de la grandeur d’intérêt
(un champ de pression par exemple), donne à ce problème des affinités fortes avec le do-
maine de l’apprentissage. Dans le contexte présent (traitement de données numériques), ce
domaine est plus connu sous le nom de Machine Learning puisque l’apprentissage sera
fait de manière algorithmique, par des machines [14, 15]. Ces approches ont pour objectif
de traiter, de manière supervisée ou non, des jeux de données afin d’extraire différentes
caractéristiques connues ou non. Ce domaine est ainsi très large de par sa nature et re-
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groupe de nombreux problèmes (tout comme les problèmes inverses). Plus d’information
sur ce vaste domaine se trouve dans le chapitre 4.

Pour conclure, l’estimateur recherché devra être produit uniquement à partir des
jeux de données initiaux. Il doit aussi être capable, de par sa nature, d’inclure des
informations sur le bruit de mesure. Sa simplicité d’utilisation doit lui permettre
d’être applicable sur de nombreux problèmes sans modifications majeures.

1.3 Position du problème

Recherche d’un estimateur

De nombreux domaines tels que la mécanique des fluides, l’étude des machines élec-
triques (branche du génie électrique) et l’étude des déformations de structures massives
(branche du génie civil) peuvent voir leurs grandeurs d’intérêts prédites avec grande préci-
sion. En effet, la puissance de calcul des ordinateurs de bureau actuels fait qu’il est possible
d’exploiter pleinement les équations différentielles de la physique (équations de Maxwell,
de Navier-Stokes, ...) à l’aide d’algorithmes exploitant leurs formes discrétisées (spatiale-
ment et temporellement). Ces simulations (types éléments finis) produisent ainsi des jeux
de données très proches des données observées. Cependant, de telles simulations sont très
lourdes et ne peuvent pas être utilisées en temps réel pour obtenir des informations sur
le système (en vue d’une commande par exemple).

C’est à cette échelle que l’approche recherchée intervient. L’estimateur est produit à
partir de ces jeux de données simulés et peut ensuite être utilisé en temps réel (en d’autres
termes, l’estimation doit être simple à évaluer numériquement). Cet estimateur exploite
les données mesurées (faible dimension) afin d’obtenir une estimée des données sources,
des données d’intérêt (grande dimension).

Suivant la nature des données simulées, différents estimateurs seront proposés. Ces
derniers seront de plus en plus complexes à synthétiser mais pourront être appliqués à des
problèmes plus complexes.

Les estimateurs recherchés doivent être capables de répondre aux contraintes suivantes :
— ils sont produits uniquement à partir des jeux de données initiaux sous format

matriciel
— ils n’exploitent aucun a priori physique, aucun modèle d’évolution dynamique
— ils peuvent inclure des données statistiques sur le bruit de mesure
— ils peuvent être utilisés en temps réel
— ils présentent de meilleures performances que les méthodes actuelles.

Choix des mesures

Vu la nature du problème considéré, la position des capteurs joue un rôle primordial.
Les capteurs sont ici des sous-systèmes qui permettent d’obtenir une information sur le
système principal étudié.

Dans un premier temps, les capteurs donneront une information locale sur la grandeur
à estimer. Le jeu de données mesuré sera une restriction du jeu de données à estimer.
Ceci correspond tout simplement au cas où les mesures sont une restriction du champ à
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reconstruire.

Ensuite, un cas plus général où les mesures sont faites sur un objet de nature diffé-
rente, mais tout de même reliées à la grandeur principale à estimer, est considéré (voir les
chapitres 3 et 4). Cette différence peut prendre pour origine le fait que les mesures sont
bruitées ou qu’elles sont modifiées par la caractéristique entrée-sortie des capteurs utilisés.

Étant donné qu’un nombre limité de mesures est disponible, la question “qu’est-ce
qui doit être mesuré ?” doit être traitée avec soin. De ce fait, le second objectif de cette
thèse est de produire un algorithme permettant d’effectuer un placement des capteurs
adapté à l’estimateur recherché (voir le chapitre 5). Outre la production d’un placement
adapté à l’estimation effectuée, cet algorithme devra être capable de prendre en compte
efficacement des contraintes de placement. Ceci traduit le fait que les capteurs ne peuvent
pas être placés librement à cause de leur extension spatiale non-nulle et/ou des contraintes
de fixation des capteurs. Enfin, des informations statistiques sur le bruit de mesure devront
aussi être exploitées pour produire des positions robustes.

1.4 Avant-propos

Satisfaisant à toutes ces restrictions, une méthode capable de s’adapter à n’importe
quel domaine produisant des données numériques discrétisées sera élaborée. Cette méthode
sera générale et ne sera pas restreinte à l’application (de nature fluide) utilisée tout au
long de ce manuscrit. Elle inclura une approche de placement des capteurs ainsi que
la génération d’estimateurs simples à utiliser.

Afin de synthétiser le contenu des différents chapitres et ainsi permettre une lecture
plus ciblée, un résumé de chaque chapitre de ce manuscrit est disponible ci-dessous.

Le chapitre 2 a pour objectif d’illustrer le problème retenu. Ce dernier y sera clai-
rement formalisé. Le contexte, les méthodes existantes, le système servant de benchmark,
les notations et les diverses hypothèses formulées sont tous disponibles dans ce chapitre.

Le chapitre 3 expose comment la notion de parcimonie a été exploitée pour pro-
duire un premier estimateur. Ces pages contiennent toutes les informations qui ont permis
de concevoir cet estimateur. Ce dernier est facilement reproductible à l’aide des divers
Pseudo-Codes présents et des notes techniques permettant de surmonter quelques pro-
blèmes mineurs de convergence ou des cas particuliers. Cet estimateur est ensuite généra-
lisé pour pouvoir être applicable sur plus de problèmes.

Le chapitre 4 exploite la notion de classification (sans oublier la parcimonie) afin
d’améliorer l’estimateur général proposé dans le chapitre précédent. Ce chapitre n’est
qu’une ébauche de ce qu’il est possible de faire en combinant la parcimonie et la classi-
fication. De nombreuses améliorations peuvent être faites sur chacune des étapes proposées.

Le chapitre 5 est dédié à la résolution d’un problème de placement de capteurs. La
nécessité de produire un algorithme dédié est démontrée. Un algorithme flexible capable
de s’adapter au contexte de l’étude a été proposé. Ce dernier présente de nombreux avan-
tages qui sont détaillés dans les pages de ce chapitre.

Le chapitre 6 est un recueil d’applications variées. De nouveaux problèmes sont
soulevés puis résolus sans difficulté par les algorithmes produits lors de ce travail de thèse.
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Ce chapitre a pour objectif d’illustrer le potentiel des méthodes produites. Pour donner
un avant goût de ce chapitre, dans un système fluide classique, une mémorisation des com-
mandes appliquées et des mesures a été effectuée pour estimer avec grande précision le
champ de pression et la traînée. De plus l’estimation du champ des vitesses a été réalisée
à partir de mesures de pressions en surface de l’obstacle seulement.

Le chapitre 7 est la conclusion générale de ce travail. Il contient quelques proposi-
tions de travaux de développement, permettant d’améliorer les résultats obtenus.
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Ce chapitre a pour objectif de formaliser le problème étudié.

Les problématiques explicitées au chapitre précédent sont tout d’abord mises en équa-
tion. Ceci permet d’inscrire ce travail de thèse dans un cadre scientifique rigoureux. Les
hypothèses faites sont illustrées et justifiées.

Afin de pouvoir comparer les différentes solutions retenues, un exemple pratique est
utilisé : l’écoulement d’un fluide autour d’un obstacle. L’objectif principal est l’esti-
mation de l’état du fluide à partir d’un petit nombre de mesures de pression ponctuelles
effectuées en surface de l’obstacle. Une motivation supplémentaire est de réduire (dans
une certaine mesure) la traînée subie par l’obstacle en agissant sur l’écoulement par le
biais d’actionneurs. La physique du problème et la méthode de résolution numérique sont
présentées.

Ensuite, l’approche Proper Orthogonal Decomposition (POD, [1]) sera exposée puis-
qu’elle est très couramment rencontrée pour effectuer une telle estimation. Les perfor-
mances de cette méthode linéaire sur le système test constitueront une référence pour
illustrer l’intérêt des nouvelles approches conçues. Les limitations associées à cette mé-
thode sont clairement illustrées et des pistes de résolution seront proposées puis suivies
dans le chapitre 3.
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Chapitre 2 2.1. MISE EN ÉQUATION

2.1 Mise en équation

Soit
f(xi, t) ∈ RM ,M ∈ N∗ (2.1)

le champ étudié, avec xi ∈ RMx ,Mx ∈ N∗, et t ∈ R les coordonnées spatiales et temporelle
respectivement. xi repère un point de l’espace indexé par i. Les coordonnées spatiales
présententMx = 2 pour une étude classique plane etMx = 3 pour une étude dans l’espace
à 3 dimensions. La formulation du problème peut faire apparaître plus de coordonnées
que la dimension intrinsèque de l’espace et il n’est pas interdit d’avoir Mx > 3 selon la
paramétrisation choisie. Cette formalisation permet d’englober de nombreux domaines de
la physique tels que :

— la thermodynamique avec le champ scalaire de température (f = T , M = 1),
— l’électromagnétisme avec le champ vectoriel électrique (f = E, M = 3) et magné-

tique ( f = B, M = 3),
— la mécanique des fluides avec le champ scalaire de pression (f = P , M = 1) et le

champ vectoriel des vitesses (f = v, M = 3) et
— la mécanique quantique avec la fonction d’onde (f = ψ, M = 1).

Cette formulation ne limite pas l’utilisateur qu’au seul domaine de la physique fondamen-
tale. Une image numérisée peut être représentée de cette manière si f renvoie le code RVB
du pixel repéré par xi. Ainsi, les problèmes de classification et d’extraction de formes,
très prisées en traitement des images, peuvent aussi être décrits avec cette formulation.
Sauf mention du contraire, seuls des champs scalaires (M = 1) seront considérés dans la
suite du manuscrit. Cette restriction est faite pour alléger les notations uniquement. Un
remaniement de la formulation (section 6.3.3) permettra d’utiliser les méthodes proposées
sur des champs de dimension finies quelconques.

La restriction majeure imposée lors de cette étude est le fait que l’estimation re-
cherchée doit être faite en temps réel. Ainsi, il est très délicat d’exploiter directement
un modèle décrivant l’évolution dynamique de f en fonction du temps et des sources ex-
térieures afin de résoudre les problèmes posés. Par exemple, il est déconseillé de résoudre
directement les équations de Maxwell pour un problème d’électrodynamique ou l’équation
de Fourier pour un problème de diffusion de la chaleur si une solution doit être obtenue
rapidement à partir des mesures. En d’autres termes, les algorithmes recherchés ne doivent
pas exploiter directement de tels modèles ou relations. Par contre, ces modèles pourraient
être utilisés pour générer des données qui seront utilisées pour élaborer ces algorithmes.

Une autre raison qui motive le choix de ne pas exploiter directement un modèle est le
fait que les méthodes obtenues seront générales. Elles pourront être appliquées à des do-
maines variés. Bien qu’exploiter un tel modèle permettra, a priori, d’obtenir de meilleures
performances d’estimation, l’algorithme devra être modifié pour chaque nouvelle situation.
Ceci n’est pas souhaité et la flexibilité des algorithmes conçus est une priorité. Ensuite, un
modèle dynamique n’est pas toujours accessible ni facilement exploitable pour répondre
au problème posé. Si le champ f représente une collection d’images distinctes, un modèle
dynamique reliant ces champs n’aura pas forcément de sens. Enfin, certains phénomènes
physiques sont difficilement modélisables (écoulements turbulents en mécanique des fluides
par exemple). Par contre, une série de mesures sur un système réel peut permettre d’ex-
traire des informations difficiles à obtenir en simulation.

Heureusement, des informations sur f sont disponibles : une collection de f(xi, t) pour
un nombre fini de points de l’espace et un nombre fini d’instants. Cet ensemble de valeurs,
à un instant donné, est qualifié de snapshot : une photo capturant l’état du champ dans
l’espace. La nature discrète d’une telle collection résulte plus communément des méthodes
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numériques de type éléments finis ou volumes finis afin de déterminer l’état physique (f)
du système et son évolution en fonction des conditions initiales et des perturbations appli-
quées. De nombreuses équations régissant l’évolution des systèmes physiques se trouvent
sous forme d’équations différentielles et ceci incite à utiliser ces méthodes de résolution.
De plus, la puissance de calcul des ordinateurs actuels et les possibilités de parallélisation
ont largement contribué à la démocratisation de ces approches numériques.

L’espace est discrétisé selon un maillage approprié contenant nx ∈ N∗ points. L’en-
semble des points constituant le maillage est

T = {x1, · · · ,xnx} . (2.2)

Les index repérant chaque point du maillage sont récupérés dans un seul vecteur x ∈
Rnx . Le fait que nx puisse être important, confère à ce problème le qualificatif de grande
dimension. Le champ étudié, après discrétisation spatiale, est représenté par

yTt = (f(x1, t) · · · f(xnx , t)) ∈ Rnx . (2.3)

Ce dernier vecteur correspond à l’état du champ. Par abus, vu la définition du champ f ,
la notation suivante est aussi utilisée :

yt = f(x, t). (2.4)

Seuls certains instants du temps sont retenus. Soient

t =
{
t1, · · · , tnsnap

}
(2.5)

les nsnap ∈ N∗ instants considérés .
Les données peuvent être regroupées dans une unique matrice, la matrice des snap-

shots. Cette matrice est notée Y et correspond à

Y =
(
yt1 . . .ytnsnap

)
∈ Rnx×nsnap . (2.6)

Elle est aussi appelée la séquence d’apprentissage puisque qu’elle est à la base des
différentes méthodes développées.

Les performances des méthodes traitant de ce problème dépendent principalement
du contenu de la séquence d’apprentissage. Comment doivent être choisis ces différents
snapshots de f et combien doivent être retenus ? Ces points doivent être traités au cas par
cas suivant l’application et l’objectif fixés. Ceci est l’inconvénient principal des approches
basées sur des séquences d’entraînement. La flexibilité obtenue en basant les algorithmes
sur Y se fait au détriment de la possibilité de garantir des performances d’estimation
absolue. Cependant, une telle limitation serait apparue en utilisant des modèles si ces
derniers étaient exploités hors de leur domaine de validité.

Des informations concernant le choix de la séquence d’apprentissage sont données dans
la suite de ce manuscrit (voir 2.4.2). Ce choix est en effet crucial en tant que pièce maî-
tresse des méthodes développées. Afin de se fixer les idées, pour un problème d’estimation,
les snapshots pourront contenir les états du champ les plus probables d’être rencontrés.
Ainsi, si le système réel se trouve proche d’un tel état, la méthode développée devra a
priori donner de bons résultats.

Le problème principal traité dans ce manuscrit, présenté dans le chapitre précédent,
va maintenant être mis en équation.

15



Chapitre 2 2.1. MISE EN ÉQUATION

Problème pincipal : Pb.Estimation

Dans ce premier problème, nommé Pb.Estimation, l’objectif est de concevoir un es-
timateur statique sans mémoire du champ f discrétisé, soit yti , qui n’utilisera qu’un
nombre très limité de mesures effectuées sur le même champ, à l’instant ti. Les données
requises pour poser le problème sont :

— la position des capteurs,
— la structure de l’estimateur utilisé,
— un critère pour quantifier les performances de l’estimation.

Les mesures sont obtenues à partir de capteurs qui sont supposés renvoyer la valeur
du champ discrétisé en un point du maillage. Dans un premier temps, les capteurs ont
une extension spatiale nulle. Ceci les autorise à être placés sur n’importe quel nœud du
maillage. Le cas plus général où un capteur occupe plusieurs points de maillage est traité
dans le chapitre 5. Soit nS ∈ N∗ le nombre de capteurs utilisés avec nS � nx. Ces derniers
sont localisés sur les points du maillage

{s1, · · · , snS} ⊂ {x1, · · · ,xnx} . (2.7)

A l’instant ti, ils délivrent l’information

sTti = (f(s1, ti) · · · f(snS , ti)) ∈ RnS . (2.8)

Afin de relier les mesures sti au champ discrétisé yti , une matrice C ∈ RnS×nx est
utilisée. Elle contient un seul 1 par ligne et les termes restants sont nuls. C est qualifiée
de matrice creuse car elle possède très peu de termes non nuls. Toutes les matrices creuses
satisfaisant à cette contrainte forment l’espace matriciel MC . La position des 1 indique
la position des capteurs sur la grille du maillage (contenant nx éléments). La relation
suivante est obtenue :

sti = C yti . (2.9)

La matrice S ∈ RnS×nsnap est obtenue en concaténant les mesures associées aux différents
snapshots, ainsi

S =
(
st1 . . . stnsnap

)
. (2.10)

Tout d’abord, l’estimateur utilisera uniquement les mesures à un instant donné, ti,
pour obtenir ŷti , une estimée de yti . Dans la suite (6.1), une collection de mesures passées
sera utilisée (mise en mémoire), réalisant ainsi ce qui est plus communément appelé du
filtrage. De la prédiction, un cas d’estimation où un état futur est estimé à partir de
mesures passées, sera aussi présentée (6.3.1). En notant Ψ (.) l’application de RnS → Rnx

représentant l’estimateur, la relation suivante permet de définir ŷti , ∀ti ∈ t :

ŷti = Ψ (sti) . (2.11)

Dans le contexte de cette étude, l’estimateur doit être conçu à partir de la séquence d’ap-
prentissage Y et de la position des capteurs C . L’application Ψ (.) n’est pas nécessairement
linéaire. En regroupant les vecteurs estimés associés aux différents snapshots, la matrice
Ŷ ∈ Rnx×nsnap est formée selon

Ŷ =
(
ŷt1 . . . ŷtnsnap

)
=
(
Ψ (sti) . . .Ψ

(
stnsnap

))
. (2.12)

Deux normes sont utilisées pour quantifier les performances de l’estimation, la norme
`2 et la norme de Frobenius. La norme `2 d’un vecteur, définie sur un espace euclidien muni
d’un repère orthonormal, consiste à prendre la racine carrée de la somme des composantes
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du vecteur en question, elles-mêmes mises au carré. Soient yj,ti la jème composante du
vecteur yti , avec 1 ≤ j ≤ nx. La norme `2 de yti est

||yti ||2 =

√√√√ nx∑
j=1

y2
j,ti
. (2.13)

La norme de Frobenius est une norme matricielle qui peut être vue comme une extension de
la norme `2. Soient yj,i les composantes de la matrice Y , avec 1 ≤ j ≤ nx et 1 ≤ i ≤ nsnap.
j correspond ici à l’indice de la ligne et i à celle de la colonne de Y . La norme de Frobenius
de Y est

||Y ||F =

√√√√nsnap∑
i=1

nx∑
j=1

y2
j,i =

√√√√nsnap∑
i=1
||yti ||

2
2. (2.14)

Pour un instant donné ti, la qualité de l’estimation est obtenue via la norme 2 de
l’erreur de reconstruction εti , soit

εti = ||yti − ŷti ||2 = ||yti −Ψ (sti) ||2. (2.15)

L’erreur relative associée est définie par :

εrti = ||yti − ŷti ||2/||yti ||2. (2.16)

Afin de concevoir un estimateur performant sur l’ensemble de la séquence d’entraînement,
l’erreur moyenne sur chaque snapshot est calculée via ε

ε = ||Y − Ŷ ||F . (2.17)

Avec cette norme matricielle, chaque instant possède la même importance ainsi que chaque
point possible du maillage. Une pondération des différents termes est possible afin de tra-
duire l’importance de certaines zones du maillage et/ou de certains instants.

L’erreur relative effectuée sur la totalité de la séquence est aussi définie via

εr = ||Y − Ŷ ||F /||Y ||F . (2.18)

Le problème Pb.Estimation est énoncé ci-dessous :
Données : Y , C

Objectif : Trouver une application Ψ (.) définie sur RnS → Rnx qui minimise
εr = ||Y − Ŷ ||F /||Y ||F

où Ŷ =
(
Ψ (st1) . . .Ψ

(
stnsnap

))
et S = CY .

Cette formulation est directe et simple. La version vectorielle associée à cette dernière
est utilisée dans de nombreux travaux de recherche (par exemple [2, 3, 4, 5, 6]). Le reproche
principal qui peut être fait à la formulation ici retenue est la non-prise en compte de
données statistiques sur le bruit de mesure. De telles informations sur le bruit seront
intégrées dans le chapitre suivant (voir la partie 3.4).
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2.2 Système Test

Cette section a pour objectif de décrire un système pratique qui servira de référence tout
au long du manuscrit. Un tel système permettra principalement d’illustrer la flexibilité de
la formulation précédente et la méthode couramment utilisée pour résoudre ce problème.
L’expérience retenue est l’écoulement d’un fluide autour d’un obstacle solide, un cylindre.
Avant d’expliciter chaque paramètre, un rappel des concepts de base de la mécanique des
fluides est donné.

2.2.1 Mécanique des Fluides

La mécanique des fluides traite de l’étude du comportement des fluides et des forces
internes associées. On appelle plus communément fluide les liquides et les gaz. Un écoule-
ment de fluide peut être décrit par la connaissance du mouvement de chacune des entités
élémentaires le constituant, en général des atomes et/ou des molécules. Cependant, une
telle approche fait intervenir un bien trop grand nombre de particules. Par exemple, un
volume de 1m3 d’eau liquide contient environ 3.1030 molécules d’eau. Une approche ex-
ploitant directement les lois de la mécanique du point sur un système à plusieurs corps est
alors déconseillée à cause du nombre d’inconnues (position et vitesse de chaque molécule,
d’un point de vue classique). Une description plus macroscopique du fluide est nécessaire
pour contourner cet obstacle dû à la dimension. Les paragraphes qui suivent ont pour
but de présenter succinctement les notions essentielles de la mécanique des fluides afin de
mieux cerner les spécificités du système test.

Particule Fluide

Le concept de particule fluide est indispensable dans les études de ce domaine. Au
lieu de considérer chacune des entités élémentaires, un groupement de ces dernières est
réalisé afin de former une particule fluide. L’intérêt d’une telle description est de pouvoir
y associer des grandeurs macroscopiques, facilitant grandement la description du fluide.
Chaque particule fluide possède par construction une masse élémentaire constante lors de
l’écoulement. La vitesse d’une particule fluide est la vitesse d’ensemble (vitesse barycen-
trique) des molécules qu’elle contient. La pression et la température d’un tel objet peuvent
aussi être définies.

La validité de cette description dépend de la taille de la particule fluide. Cette taille
doit être petite au niveau macroscopique, où les grandeurs d’intérêts sont continues, afin de
décrire précisément l’écoulement. Elle doit aussi être grande au niveau microscopique afin
de pouvoir négliger les fluctuations associées principalement à l’agitation thermique (par
exemple, la température d’une particule élémentaire n’a pas de sens). L’échelle d’étude est
qualifiée de mésoscopique.

Pour se faire une idée plus concrète, un écoulement d’eau liquide dans un conduit
de 10cm de diamètre est considéré. La longueur caractéristique de cet écoulement est
L = 0.1m. La distance moyenne entre deux molécules d’eau est de l’ordre de grandeur
du diamètre de cette molécule, soit l = 3.10−10m. La particule fluide est modélisée par
un cube d’arête de longueur a. Afin de travailler à l’échelle mésoscopique, a doit vérifier :
l � a � L. Dans ce cas, avec a = 10−6m = 1µm, la particule fluide a une masse
dm = 10−15kg, occupe un volume dτ = 10−18m3 et contient environ 3.1010 particules.
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Description Eulérienne et Lagrangienne d’un fluide

Deux descriptions sont couramment utilisées pour décrire le comportement d’un fluide,
la description Lagrangienne et Eulérienne.

Dans la description Lagrangienne d’un fluide, les caractéristiques du fluide sont ob-
tenues en suivant chaque particule fluide lors de son mouvement. Ce dernier est
décrit par la connaissance des trajectoires Ri (t) = OMi(t), où, O est l’origine du repère
euclidien utilisée et Mi(t) repère la ième particule fluide à la date t. La vitesse de ces par-
ticules est donnée par V i (t) = dRi(t)

dt . Cette description correspond à celle communément
utilisée en mécanique du point.

Dans le cadre d’une approche Eulérienne, les caractéristiques du fluide sont déterminées
en chaque point fixe de l’espace. Le mouvement du fluide est donné par la connaissance
des vitesses des particules fluides passant par tout point M donné de l’espace d’étude à
la date t : v (M, t). Ce dernier est un champ vectoriel. Au lieu de suivre une particule
fluide dans son mouvement, un seul point M de l’espace est étudié. Il y a ainsi plusieurs
particules fluides qui “passent” par M , définissant ainsi la vitesse à l’instant étudié. Ces
deux approches sont reliées par : V i (t) = v (Ri (t) , t). Cette description est particulière-
ment adaptée pour décrire un espace discrétisé où la valeur des champs en chaque point
du maillage est étudiée.

Dans la suite, le champ vectoriel des vitesses et le champ scalaire de pression sont
principalement utilisés. Dans le cadre Eulérien, la valeur de ces champs au point M à
l’instant t est noté v (M, t) et P (M, t).

Lignes de courants

Le pendant de la notion de trajectoire en description Lagrangienne correspond à la
notion de ligne de courant en description Eulérienne. Pour un instant donné, une ligne
de courant est une courbe telle que le vecteur vitesse d’une particule fluide se situant sur
cette dernière y est tangent. La méthode d’obtention de telles courbes est similaires à celle
utilisée pour déterminer des lignes de champ électrique ou magnétique. Soit dM (M, t) un
élément vectoriel tangent au pointM d’une ligne de courant tracé à l’instant t. Cet élément
est colinéaire au vecteur vitesse v (M, t). Ceci ce traduit par la relation :

dM (M, t) ∧ v (M, t) = 0, (2.19)

où 0 est le vecteur nul, de dimension appropriée.

Dérivée particulaire

Bien que la description Eulérienne soit très élégante pour décrire le comportement d’un
fluide, certaines relations ne peuvent être obtenues qu’en suivant une particule fluide lors
de son mouvement. La dérivée particulaire d’une grandeur scalaire ou vectorielle associée
à une particule fluide correspond à la variation de cette quantité dans le temps lorsque
la particule en question est suivie dans son mouvement. La dérivée particulaire
manipule des champs en description Eulérienne et elle est utilisée pour obtenir des relations
locales décrivant la dynamique du fluide. Elle est aussi connue sous le nom de dérivée
totale ou de dérivée Lagrangienne. En prenant l’exemple de la pression P (M, t), sa dérivée
particulaire en M à la date t est définie par :

DP
Dt (M, t) = lim

dt→0

P (M + v (M, t) dt, t+ dt)− P (M, t)
dt . (2.20)
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L’opérateur dérivée particulaire, agissant sur une grandeur scalaire ou vectoriel associée à
une particule fluide située en M à la date t, est définie par :

D
Dt =

(
∂

∂t
+ v (M, t) .∇

)
, (2.21)

où ∇ est l’opérateur nabla.

En analyse vectorielle, ∇ permet à lui seul de manipuler les opérateurs gradient, di-
vergence et rotationnel sans avoir besoin de définir un système de coordonnées. Dans la
suite, la notation (M, t) est omise afin de faciliter la lecture. Ces opérateurs sont ainsi
illustrés par :

— ∇P , le gradient de P ,
— ∇ · v, la divergence de v et
— ∇ ∧ v, le rotationnel de v.

La dérivée particulaire peut être décomposée en deux termes avec :
— ∂.

∂t , la dérivée locale qui représente un comportement non permanent de la gran-
deur étudiée et

— v ·∇ (.), la dérivée convective (aussi appelé opérateur d’advection) qui traduit
le caractère non uniforme de la grandeur étudiée.

Incompressibilité

Par construction, une particule fluide possède une masse fixe. Cependant, ce n’est pas
le cas pour le volume occupé par cette dernière. Ceci conduit à une masse volumique po-
tentiellement variable. Soit ρ la masse volumique de la particule fluide (située en M à la
date t). Un fluide est qualifié d’incompressible si son volume est constant quelles que
soient les conditions extérieures. En réalité, chaque fluide est compressible. Cependant, un
liquide est bien moins compressible qu’un gaz. Pour cette raison et par abus de langage,
un liquide est qualifié de fluide incompressible et un gaz est qualifié de fluide compressible.

Ensuite, un écoulement est dit incompressible si la masse volumique de chaque particule
fluide est constante lors de son évolution. Un tel écoulement vérifie

Dρ
Dt = 0,∀ (M, t) . (2.22)

Un écoulement peut ainsi être incompressible même si le fluide utilisée ne l’est pas. Pour
caractériser cet écoulement, un bilan local de conservation de la masse dans un milieu sans
sources est effectué (pas d’apport/retrait de fluide). L’équation suivante est obtenue :

∂ρ

∂t
+ ∇ · (ρv) = 0. (2.23)

En faisant intervenir la dérivée particulaire, cette dernière équation peut s’écrire sous la
forme :

Dρ
Dt + ρ∇ · v = 0. (2.24)

Ainsi, selon 2.22, un écoulement incompressible vérifie la relation

∇ · v = 0, (2.25)

En pratique, si la vitesse du fluide est largement inférieure à la vitesse du son dans le
fluide en question, l’écoulement est qualifié d’incompressible. Plus précisément, il faut que
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le nombre de Mach Ma ∈ R∗+ vérifie : Ma < 0.3.

Dans le cadre d’un écoulement incompressible, la fonction découlement ψ (M, t) peut
être définie. Ce champ vectoriel vérifie la relation :

v = ∇ ∧ψ. (2.26)

D’après l’analyse vectorielle, un champ de divergence nulle peut être exprimé en fonction
du rotationnel d’un autre champ. ψ est connue sous le nom de fonction de courant et
permet de simplifier la résolution de certains problèmes fluide en réduisant le nombre
d’inconnues.

Vorticité

Un outil communément utilisé pour décrire un écoulement est la vorticité. Elle permet
de représenter le caractère tourbillonnaire local de l’écoulement. La vorticité en un point
M à la date t est noté ω (M, t). Elle est définie via le vecteur vitesse par :

ω = 1
2∇ ∧ v. (2.27)

Le champ de vorticité est donc un champ scalaire et permet une visualisation simplifiée
de l’écoulement par rapport au champ des vitesses. Son signe permet de déterminer dans
quel sens le fluide tourne localement.

Pression et Viscosité

Un élément de surface situé à l’intérieur du fluide va subir une force provenant des
molécules voisines. Cette force se décompose en une composante normale, nommée force de
pression, et en une composante tangentielle, nommée force de viscosité (ou de cisaillement).
La force de viscosité tend à homogénéiser la vitesse à l’intérieur d’un fluide. Par exemple,
en considérant une veine de fluide lente au contact d’une veine de fluide plus rapide, la
veine lente sera accélérée et la veine rapide sera ralentie. Cette force est la principale
responsable pour expliquer que le miel ne s’écoule pas de la même manière que l’eau. Dans
un écoulement incompressible d’un fluide homogène, les forces de cisaillement au point M
à la date t sont équivalentes à une force volumique dont l’expression est

f cis (M, t) = η∇2v (M, t) = η∆v (M, t) , (2.28)

où ∆ est l’opérateur Laplacien et η est le coefficient de viscosité dynamique. L’unité dans
le système international de ce dernier est le poiseuille (Pl), tel que 1Pl = 1Pa.s.

Traînée

La traînée est la résultante des forces exercées sur un solide immergé dans un fluide,
projeté sur la direction de l’écoulement incident (l’écoulement à l’infini, non perturbé par
l’obstacle). Cette dernière est notée γ ∈ R. Elle ne prend pas en compte les effets de la
pesanteur mais seulement du fluide. Dans l’air, elle est qualifiée de force de traînée aéro-
dynamique tandis que dans l’eau elle devient la force de traînée hydrodynamique. Elle est
parallèle à la direction de l’écoulement du fluide. De plus, cette force s’oppose à ce que
l’objet remonte l’écoulement.
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Afin de travailler avec un objet adimensionné, le coefficient de traînée est utilisé. Ce
dernier est défini par :

C = γ
1
2ρSV

2 (2.29)

où ρ est la masse volumique du fluide, V est la vitesse du fluide par rapport à l’obstacle
et S est la surface de référence de l’obstacle.

Équation de Navier-Stokes

Les outils précédents permettent de décrire l’équation locale de la dynamique, incon-
tournable en mécanique des fluides. Connue sous le nom d’équation de Navier-Stokes,
elle s’exprime dans le cas d’un écoulement incompressible d’un fluide homogène (∀ (M, t),
ρ (M, t) = ρ, une constante) par

∂v

∂t
+ (v ·∇)v = 1

ρ
(−∇P ) + ν∆v, (2.30)

où ν est la viscosité cinématique, définie par ν = η
ρ et se mesure en m2.s−1.

Nombre de Reynolds

Le Nombre de Reynolds est un nombre sans dimension caractérisant un écoulement de
fluide homogène de vitesse moyenne vmoy, autour d’un obstacle (ou dans un conduit) de
dimension caractéristique L. Ce nombre permet de déterminer l’importance du transfert
de quantité de mouvement par convection par rapport à celui par diffusion. Le terme de
convection est représenté par (v ·∇)v dans l’équation de Navier-Stokes et celui de diffusion
est représenté par ν∆v. En utilisant les grandeurs caractéristiques, l’ordre de grandeur du
terme de convection est donné par v2

moy
L . Le terme de diffusion possède l’ordre de grandeur

ν
vmoy
L2 . Le nombre de Reynolds est ensuite défini par :

Re = “convection”
“diffusion” =

v2
moy
L

L2

νvmoy
⇒ Re = ρLvmoy

η
(2.31)

La valeur du nombre de Reynolds renseigne sur la nature de l’écoulement. Par exemple, si
Re < 1, l’écoulement est dit rampant. Une caractéristique de ce type d’écoulement est que
les lignes de courant glissent les unes sur les autres en restant parallèles. Un écoulement
rampant nécessite généralement une vitesse faible. Plus de cas seront illustrés dans la
section suivante.

Suivant le nombre de Reynolds, différentes expressions de la traînée peuvent être éta-
blies. Pour un nombre de Reynolds petit devant 1, la formule de Stokes peut être utilisée.
La traînée γ est approximée par γ = 6πηLvmoy. Pour des nombres de Reynolds plus élevés,
vérifiant 102 < Re < 105, la relation suivante peut être obtenue γ = kρv2

moyL
2, où k est

une constante à déterminer. Dans le cas présent, la traînée sera proportionnelle au carré
de la vitesse.

2.2.2 Description du système

Un écoulement d’air unidirectionnel, de vitesse vmoy, est considéré. Un cylindre rigide
à base circulaire, de diamètre Diam, est inséré dans cet écoulement telle que la direction
caractéristique du cylindre soit orthogonale à celle de l’écoulement. Le rayon du cylindre
est défini par R. Le nombre de Reynolds caractéristique de l’écoulement est ρDiamvmoy

η . Une
coupe plane de l’écoulement est ensuite étudiée. La géométrie du problème est illustrée
dans la figure 2.1.
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vmoy
Diam

Figure 2.1 – Schéma du plan d’étude

L’écoulement autour d’un cylindre est un cas bien documenté de par sa nature acadé-
mique. Un schéma des lignes de courant pour différentes valeurs du nombre de Reynolds,
pour un instant donné, est représenté sur la figure 2.2. Comme la géométrie de l’obstacle et
la nature du fluide ne changent pas, augmenter le nombre de Reynolds revient à augmen-
ter la vitesse incidente du fluide vmoy. Des phénomènes complexes, difficiles à modéliser,
apparaissent lorsque le nombre de Reynolds caractéristique de l’écoulement augmente. Sur
la figure 2.2, les commentaires suivants peuvent être faits :

— (a) écoulement rampant (lignes de courants stationnaires et symétriques par rap-
port au cylindre) pour Re < 1

— (b) apparition d’une zone de recirculation en aval du cylindre pour Re ≈ 10. Les
dimensions des tourbillons augmentent avec Re. Dans le sillage du cylindre, le
champ de vitesse subit d’importantes fluctuations spatiales et temporelles.

— (c) détachement alternatif des tourbillons (dit de Bénard - Von Karman) pour
Re > 49. Cette transition est une bifurcation de Hopf décrite par l’équation de
Stuart-Landau [7]. L’écoulement est périodique et les lignes de courant sont encore
identifiables. L’écoulement n’est plus stationnaire.

— (d) pour des nombres de Reynolds de plus en plus élevés, le décollement de la couche
limite se fait de plus en plus à l’amont du cylindre et les tourbillons deviennent
turbulents. Dans ces zones turbulentes, le champ de vitesse devient très difficile à
prédire. Avec les modélisations actuelles, une très faible variation des conditions
initiales peut engendrer des écoulements notablement différents.

— (e) pour Re > 5.106, l’écoulement devient encore plus complexe et les zones turbu-
lentes s’élargissent.

Ces phénomènes apparaissent de manière continue et les bornes données sur les nombres
de Reynolds sont approximatives.

Dans le cas présent, l’écoulement est supposé incompressible (vmoy faible devant la
vitesse du son dans l’air, soit environ 340m.s−1 à température ambiante). La vitesse du
fluide incident et le diamètre du cylindre sont choisis de telle sorte que le nombre de
Reynolds caractéristique de l’écoulement soit égal à 200. Ceci correspond au cas (c) de la
figure 2.2. Ce type d’écoulement présente de nombreuses caractéristiques complexes tels
que le décollement de couches limites, les reflux et une zone instable en aval du cylindre.
Tout ceci, sans introduire de zones turbulentes.

Pour illustrer cette configuration, un champ de pression et de vorticité sont représen-
tés sur la figure 2.3. Les données nécessaires pour réaliser ces figures ont été obtenues à
partir du code de simulation présenté dans la suite. Les tourbillons de Von Kàrmàn sont
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Figure 2.2 – Lignes de courant pour différents Re [8]

clairement visibles tout comme les zones de basse pression.

Outre la résolution du problème d’estimation présenté au début de ce chapitre, un
autre objectif plus pratique est considéré : la réduction de la traînée subie par le cylindre
par le biais d’une commande active exploitant un très faible nombre de mesures de pression
en surface du cylindre. Ces objectifs sont liés puisque l’obtention d’une telle commande
nécessitera une estimation de la traînée via une estimation du champ de pression to-
tal. Ceci permet de donner une finalité pratique au travail effectué. En utilisant l’exemple
de l’aile d’avion, les raisons motivant cet objectif sont la réduction :

— de la consommation de carburant,
— de l’émission de CO2,
— des vibrations induites par les vortex et
— de l’intensité du son émis par les moteurs.

Pour un nombre de Reynolds très faible devant 1, l’écoulement serait laminaire et les forces
de pression sur la majorité de la surface du cylindre se compenserait. Ceci n’est plus le
cas lors d’un écoulement à Re = 200 où les tourbillons formés en aval déstabilisent la
répartition des forces de pression.

La traînée γ est due aux forces de pression et de viscosité. Soient γP la traînée provenant
des forces de pression et γν celle provenant des forces de viscosité. Ces deux termes vérifient
la relation

γ = γP + γν . (2.32)

Le nombre de Reynolds de l’écoulement étudié est de 200. De ce fait, γP est dominante
devant γν .

Le même raisonnement peut être fait sur les coefficients de traînées associées CP et Cν .
La figure 2.4 illustre l’évolution du coefficient de traînée lorsque aucune commande n’est
appliquée, une fois le régime permanent atteint. Les coefficients de traînée due à la pression
et à la viscosité sont aussi représentés. L’élément remarquable est la nature périodique de
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Figure 2.3 – Illustration de l’écoulement - vorticité (haut) , pression relative (bas)
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Figure 2.4 – Évolution du coefficient de traînée - commande nulle appliquée

leur évolution. Le spectre d’un tel signal présente une raie dominante. En effet, pour un
nombre de Reynolds de 200, l’écoulement contient des tourbillons de Von Kármán. Ces
dernières se décrochent de manière périodique à la fréquence dite de Von Kármán. La traî-
née présente une période deux fois plus faible que celle de Von Kármán. Ceci provient de
la nature symétrique de l’obstacle qui fait que les tourbillons du haut et du bas agissent de
manière identique sur la traînée. La valeur moyenne de Cν est bien inférieure à celle de CP .

Avant de pouvoir agir sur l’écoulement, il faut obtenir des informations sur l’état de ce
dernier. Comme seules des mesures de pression sont disponibles, il semblerait que la com-
posante accessible de la traînée soit uniquement celle due à la pression. Dans un premier
temps, ces mesures ne seront utilisées que pour estimer le champ de pression et la traînée
associée. Les chapitres 3 et 4 proposeront des algorithmes permettant d’estimer la traînée
totale. Un nouveau problème, plus général, sera en effet présenté en (3.3.1).

A partir des informations recueillies, il faut pouvoir agir sur l’écoulement afin de réduire
la traînée. Cette action peut être de nature passive ou active suivant les contraintes.
L’approche passive peut être réalisée par une modification de la géométrie du cylindre
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Figure 2.5 – Position des actionneurs et leur zone d’effet

en ajoutant des rainures ou en modifiant le revêtement de sa surface. Dans cette étude,
une commande active est considérée puisqu’elle permet de s’adapter à plus de situations
qu’une méthode passive et qu’elle présente aussi de meilleurs résultats, au prix d’une plus
grande complexité de conception.

Parmi la pléthore de méthodes possibles [9, 10, 11, 12], tels que le chauffage du cylindre
ou sa mise en rotation instationnaire autour de sa génératrice, la méthode retenue ici fait
intervenir des actionneurs plasma. Seules deux pastilles sont utilisées afin de perturber
l’écoulement le moins possible. Elles sont placées en aval du cylindre, de part et d’autre
de l’axe x2 = 0. La figure 2.5 permet d’illustrer leur placement, représenté par des carrés,
ainsi que leur zone d’action, délimitée par des pointillés.

L’air au niveau des pastilles est ionisé par l’application d’une forte tension. Ce gaz
ionisé est plus connu sous le nom de plasma. La tension appliquée est une représentation
du champ électrique au niveau de la pastille qui va ensuite mettre en mouvement le fluide
ionisé. En d’autres termes, un vent ionique dont la direction est parallèle à la surface du
cylindre est créé. La zone d’action de chaque actionneur s’étend sur environ 5% de la
circonférence [13]. Les contraintes de conception font que le fluide ne peut qu’être accéléré
en surface, vers l’aval de l’écoulement. Ceci correspond bien à l’effet souhaité car il faut
repousser le décollement de la couche limite. Un exemple de commande de ces actionneurs
est une commande intermittente. Seul un actionneur est utilisé à la fois et va faciliter le
décrochement du tourbillon correspondant en le poussant.

La commande recherchée est représentée par le vecteur

uT = (u1 u2) ∈ R2
+. (2.33)

ui est considérée sans dimension et représente la tension appliquée sur la pastille. Par
construction ui ≤ 1. Une contrainte supplémentaire est d’utiliser une loi de commande la
moins énergétique possible.

Afin de visualiser l’effet de tels actionneurs, deux cas extrêmes sont représentés sur
la figure 2.6. La figure de gauche est associée à une commande u = (1, 0)T . L’actionneur
du haut est ainsi activé et accélère localement le fluide vers l’aval du cylindre. La figure
de droite est associée à une commande u = (0, 1)T . Cette fois-ci, l’actionneur du bas est
activé et accélère aussi localement le fluide vers l’aval du cylindre.
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Figure 2.6 – Exemples de champ de pression - différentes commandes appliquées

2.2.3 Détermination de l’état du système

Mise en équation

Afin d’obtenir les données nécessaires à l’étude, une résolution numérique des inconnues
de l’écoulement doit être faite. A partir des équations classiques de la mécanique des fluides
rappelées dans les pages précédentes, les équations aux dérivées partielles utilisées pour
décrire l’écoulement vont être élaborées.

L’étude est supposée plane afin de réduire la complexité des calculs. Ceci ne modi-
fie pas la généralité des approches conçues. Cependant, certains phénomènes physiques
secondaires sont négligés [14] .

Les inconnues naturelles de l’écoulement sont la pression P et la vitesse v (plane), soit
3 inconnues. Dans la suite, la pression relative sera manipulée. Elle est définie par rapport
à la pression en amont de l’écoulement, avant la perturbation causée par l’obstacle. Ces
inconnues vont être exprimées en fonction de la vorticité ω et de la fonction de courant ψ
afin de manipuler deux inconnues scalaires, simplifiant ainsi la résolution.

Un système de coordonnées cartésiennes est retenu pour obtenir les équations régissant
la dynamique de l’écoulement. Le repère cartésien choisi est (O,x,y, z). (x,y, z) forment
une base orthonormale de l’espace. Le vecteur vitesse s’exprime dans cette base sous la
forme :

v = vxx+ vyy + vzz. (2.34)

Un bon choix des axes peut faire en sorte que vz = 0. De plus, une telle étude plane impose
l’invariance par translation de v selon z. La vorticité associée à ce champ des vitesses est

ω = ∇∧v =
(
∂vz
∂y
− ∂vx

∂z

)
x+
(
∂vx
∂z
− ∂vz
∂x

)
y+
(
∂vy
∂x
− ∂vx

∂y

)
z =

(
∂vy
∂x
− ∂vx

∂y

)
z = ωzz.

(2.35)
La vorticité est uniquement portée par z et elle permet d’obtenir la première relation liant
le champ vectoriel des vitesses à un scalaire ω = ωz :

ωzz = ∇ ∧ v. (2.36)
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La fonction de courant est maintenant utilisée puisque l’écoulement est considéré in-
compressible. Cette dernière est définie par

ψ = ψxx+ ψyy + ψzz. (2.37)

Ensuite,

v = ∇ ∧ψ =
(
∂ψz
∂y
− ∂ψx

∂z

)
x+

(
∂ψx
∂z
− ∂ψz

∂x

)
y +

(
∂ψy
∂x
− ∂ψx

∂y

)
z. (2.38)

L’étude plane impose aussi l’invariance par translation de ψ selon z. L’expression précé-
dente devient :

v =
(
∂ψz
∂y

)
x+

(
−∂ψz
∂x

)
y +

(
∂ψy
∂x

+ ∂ψx
∂y

)
z. (2.39)

Puisque le champ des vitesses n’est porté que selon x et y, la fonction de courant peut
être choisie égale à

ψ = ψzz. (2.40)
La vorticité est maintenant reliée à la fonction de courant par :

ω = ∇ ∧ v = ∇ ∧ (∇ ∧ψ) = ∇ (∇ ·ψ)−∆ψ = ∇ (∇ · (ψzz))−∆ψzz. (2.41)

Comme ψz ne dépend pas de z, ∇·(ψzz) = 0. Après projection sur z, la relation précédente
devient :

ωz = −∆ψz . (2.42)

L’objectif est maintenant de remanier l’équation de Navier-Stokes pour qu’elle ne fasse
intervenir que la vorticité et la fonction de courant. Dans le cadre présent, celle-ci s’écrit
sous la forme :

∂v

∂t
+ (v ·∇)v = 1

ρ
(−∇P ) + ν∇∆v. (2.43)

Le rotationnel de cette relation permet d’écrire :
∂ωz
∂t
z + ∇ ∧ (v ·∇)v = −1

ρ
∇ ∧ (∇P ) + ν∇ ∧ (∆v) . (2.44)

Tout d’abord, ∇ ∧ (∇P ) = 0. Ensuite, l’analyse vectorielle permet d’écrire (v ·∇)v =
∇
(
v·v
2
)

+ (∇ ∧ v) ∧ v. En remarquant que ∇
(
∇
(
v·v
2
))

= 0, le terme recherché s’écrit :

∇ ∧ (v ·∇)v = ∇ ∧ ((∇ ∧ v) ∧ v) . (2.45)

Après simplification, cette relation devient :

∇ ∧ (v ·∇)v = (v ·∇) ∇ ∧ v − (∇ ∧ v ·∇)v. (2.46)

Le calcul se simplifie ensuite en remarquant que ∇ · v = 0 et ∇ · (∇ ∧ v) = 0. Enfin,
en introduisant la vorticité puis en projetant l’équation 2.44 sur z (en remarquant que
((ω ·∇)v) · z = 0), la relation suivante est obtenue :

∂ωz
∂t

+ v ·∇ωz = ν∆ωz. (2.47)

En exprimant la vitesse avec la fonction d’écoulement, la relation recherchée est :

∂ωz
∂t

+ ∇ ∧ (ψzz) ·∇ωz = η∆ωz . (2.48)

Voici enfin le système d’équations à résoudre :
∂ωz
∂t

+ ∇ ∧ (ψzz) ·∇ωz = η∆ωz (a)
ωz = −∆ψz (b)

(2.49)
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Résolution numérique

Pour obtenir les valeurs de P et de v en tout point de l’écoulement, il est nécessaire
de résoudre les équations 2.49 (dont les inconnues sont ψz et ωz). Vu leur complexité, une
résolution directe est inconcevable. Comme ces relations sont des équations aux dérivées
partielles, la méthode des éléments finis est particulièrement adaptée pour effectuer cette
résolution. Les méthodes volumes finies et différences finies sont aussi concernées. Par
contre, les écoulements fluides présentent la particularité d’avoir des variations spatiales
et temporelles brutales, résultant en un espace discrétisé de grande dimension afin d’effec-
tuer une description de qualité.

Vu la nature de l’obstacle, un maillage cylindrique est particulièrement adapté au pro-
blème. En utilisant un tel maillage contenant 201 cercles concentriques composés de 201
points identiquement espacés chacun, le nombre de nœuds est de 40 401. La variation du
rayon de ces cercles n’est pas linéaire afin de mailler plus précisément les zones complexes
de création des vortex et de décollement de couches limites. Il y a ainsi une concentra-
tion de cercles dans le voisinage du cylindre. L’espacement entre deux cercles consécutifs
suit une loi géométrique de raison 1.0172. La limite du domaine d’étude est un cercle de
diamètre 30Diam, centré sur la génératrice du cylindre. La figure 2.7 illustre le principe
du maillage retenu, avec bien moins de points de maillage afin que la figure soit exploitable.
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Figure 2.7 – Schéma simplifié du maillage

Une telle simulation nécessite aussi une discrétisation temporelle. Elle doit être assez
fine afin de pouvoir correctement simuler le comportement du fluide. Par contre, ceci se
fait au prix d’un plus grand temps de calcul pour une même durée simulée. Un compromis
est ainsi recherché. Vu qu’un nombre de Reynolds de 200 est utilisé, un pas de discréti-
sation temporelle de δt = 0.1s est satisfaisant. Ensuite, la détermination des paramètres
de l’écoulement n’a pas besoin d’être obtenue avec une grande finesse. Ces derniers sont
donc calculés tous les tsimu = 4δt = 0.4s dans les cas ici traités.

Afin de contourner les obstacles calculatoires dus au grand nombre d’inconnues, une
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approche consiste à réduire la dimension du problème. Le programme retenu utilise la
méthode Proper Orthogonal Decomposition (POD) détaillée dans [9]. Cette méthode de
réduction de la dimension est essentielle à la suite de l’étude et sera décrite dans la section
suivante. Le code permet de récupérer le champ de pression, le champ de vitesse, le champ
de vorticité et la fonction courant à chaque instant. Des compléments techniques peuvent
être trouvés dans [15]

L’effet des actionneurs est modélisé par l’ajout d’une source de quantité de mouvement
dans l’écoulement du fluide. Dans une certaine zone d’action, située au voisinage de chaque
actionneur, la quantité de mouvement des particules fluides est imposée. Une modélisation
plus complexe d’un tel actionneur plasma (débutant à partir de la tension de commande
réellement appliquée) en vue d’être intégré dans un processus de commande est encore un
problème d’actualité [16].

Les caractéristiques physiques et géométriques des capteurs ne sont pas intégrées dans
la simulation. Cela implique que leur effet sur l’écoulement n’est pas pris en compte. Les
mesures sont formées artificiellement en récupérant les valeurs du champ de pression aux
points correspondant aux positions souhaitées des capteurs. Pour simuler l’effet des cap-
teurs sur l’écoulement, leur géométrie devrait être incorporée à celle du cylindre.

La connaissance de l’écoulement dans sa totalité n’est pas nécessaire pour déterminer
le coefficient de traînée de pression CP . La seule connaissance de la pression à la surface
du cylindre suffit pour la calculer. Cependant, comme l’un des intérêts de cet exemple
pratique est d’illustrer une méthode d’estimation, le champ de pression dans un voisinage
immédiat est étudié. Dans les deux cas (étude de surface (nx = 201) ou étude de voisinage
(nx = 3015)), la condition nx � nS est vérifiée afin d’obtenir une qualité d’estimation
suffisante sur CP . Le nombre de capteurs retenus ne dépassera pas nS = 10.

Le domaine C dont la pression est à estimer est une couronne centrée sur le cylindre.
Le rayon intérieur est celui du cylindre, englobant ainsi sa surface, et le rayon extérieur
est choisi égal à R + R/4. L’espace est normalisé par rapport au rayon du cylindre. Ce
rayon normalisé est alors de 1 (sans dimension). Le domaine est ainsi caractérisé par
C = {x ∈ Ω, ‖x‖2 ≤ 1.25} ⊂ Ω . Ce choix a été fait afin d’inclure les zones d’effet des
actionneurs plasma dans le domaine d’étude. Le champ de pression étudié est ainsi défini
par

y = {P (xi) ,xi ∈ C} ∈ Rnx , (2.50)

avec nx = 3015.

Le code de simulation est ensuite utilisé pour générer la matrice des snapshots Y .
Cette matrice doit contenir des informations sur les états du système susceptibles d’être
rencontrés en pratique. Cette collection de snapshots sert à décrire l’espace dans lequel le
champ de pression évolue. Sachant que y ∈ Rnx , sans information supplémentaire, y évolue
dans un espace de dimension nx. Par contre, en pratique, de nombreuses configurations de
y sont inaccessibles pour des raisons physiques. Il est impossible d’obtenir un champ de
pression comportant uniquement des valeurs négatives par exemple. De même, certaines
évolutions temporelles sont impossibles telles que des discontinuités du champ de pression.
Il est probable qu’un espace de dimension plus faible que celui de l’espace canonique puisse
contenir les différentes réalisations de y. En utilisant l’exemple de la réduction de la traînée,
les snapshots retenus doivent contenir les champs les plus susceptibles d’être rencontrés
lors de l’application d’une commande performante.
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Figure 2.8 – Positions Cu4
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Figure 2.9 – Approche naïve - Interpolation constante de la pression

2.3 Approche classique

Cette section a pour objectif de présenter les manières les plus courantes pour résoudre
le problème Pb.Estimation. La première partie concerne une approche qualifiée de naïve
et illustre clairement la difficulté du problème. La second partie concerne la méthode POD
et sa mise en pratique pour résoudre le problème.

2.3.1 Approche naïve

Ces prochaines lignes ont pour objectif de justifier l’utilisation d’une approche plus
complexe exploitant la totalité de la séquence d’entraînement. A première vue, une in-
terpolation à partir des mesures de pression, pour rappel s, permet d’estimer la traînée
provenant de la pression γP . Dans la suite, sans mention du contraire, la traînée fera ré-
férence à celle de pression, et non de viscosité. La séquence test est ici associée à une
commande nulle. Seulement 4 capteurs sont considérés et ils sont ici disposés uniformé-
ment le long de la surface. La figure 2.8 illustre ce placement. Les capteurs sont représentés
par des cercles et les actionneurs par des carrés.

La première interpolation utilisée est une interpolation dite constante. La pression au
voisinage d’un capteur est supposée identique à celle donnée par la mesure. La figure 2.9
permet d’illustrer cette interpolation dans le cas de 4 capteurs uniformément répartis le
long de la surface du cylindre, pour un snapshot donné.

La seconde interpolation considérée est une interpolation linéaire. La pression entre
deux capteurs consécutifs (lorsqu’on se déplace continuement le long de la surface du cy-
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Figure 2.10 – Approche naïve - Interpolation linéaire de la pression
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Figure 2.11 – Approche naïve - Estimation du coefficient de traînée

lindre) est supposée varier linéairement. Les résultats obtenus pour la même disposition
des capteurs et pour le même snapshot sont représentés sur la figure 2.10.

L’axe des abscisses (pour les figures 2.9 et 2.10) est associé à l’index des points du
maillage sur la surface du cylindre.

Pour cette même disposition des capteurs, ces deux méthodes d’interpolations sont
utilisées pour estimer le coefficient de traînée de pression CP . Soient ĈP cste et ĈP lin les
traînées de pression estimées. Au vu des courbes représentant ĈP dans la figure 2.11, ces
méthodes ne sont pas fiables. Elles sont ici incapables d’estimer correctement la traînée.
Ceci est encore plus visible lorsque peu de capteurs sont utilisés ou lorsque ces derniers
sont mal placés. Pour les écoulements considérés ici, plus il y a de capteurs en aval du
cylindre, plus ces approches seront exploitables.

Étant donné que l’une des contraintes imposées lors de cette étude est l’utilisation
d’un faible nombre de capteurs, ces approches à base d’interpolation naïve sont à éviter.
Bien évidemment, un meilleur placement que celui utilisé ici peut être retenu, mais même
avec cette modification, une telle approche naïve ne pourra jamais donner d’aussi bons
résultats que les méthodes présentées dans la suite.

En exploitant la totalité de la séquence d’entraînement, une collection de champs
permettant de décomposer la pression va être calculée. Ainsi, l’interpolation de la pres-
sion sera effectuée à partir de ces vecteurs, ces modes, permettant une bien meilleure
estimation qu’une interpolation linéaire classique.

2.3.2 Approche POD

Une approche très répandue pour résoudre le problème Pb.Estimation est de trouver
une base de faible dimension permettant d’approximer l’espace dans lequel évolue y. Ceci
est une approche classique qui consiste à réduire la taille du problème. Soit Ψ ∈ Rnx×nD
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la base en question où nD est le nombre de vecteurs composant cette base, appelés encore
modes. En notant ψi ∈ Rnx le ième mode, la matrice Ψ s’écrit :

Ψ =
(
ψ1 . . .ψnD

)
. (2.51)

Il faut remarquer qu’une telle collection de vecteurs n’est pas une base de Rnx à proprement
parler. Cette dernière forme une famille libre mais n’est pas génératrice de Rnx . Cependant,
cette collection de vecteurs est, par abus, appelée une base. Chaque vecteur y est décrit
en fonction de sa décomposition sur Ψ, noté a ∈ RnD . Ce vecteur a est choisi comme celui
qui minimise la norme suivante

||y −Ψa||2. (2.52)

La matrice
A =

(
a1 . . .ansnap

)
(2.53)

contient ces décompositions. a est aussi appelée une représentation réduite.

Pour un instant donné, à partir des nS mesures, il faudra estimer les nD termes contenus
dans a pour obtenir une estimée de y. Une représentation réduite a est ainsi plus accessible
que y à partir des seules mesures s. En effet, moins de termes doivent être estimés (nD au
lieu de nx) à partir des nS mesures. Soit â l’estimée de a obtenue à partir des nS mesures.
Ensuite, ŷ, l’estimée de y, est définie par

ŷ = Ψâ. (2.54)

Ces vecteurs sont regroupés dans la matrice

Â =
(
â1 . . . ânsnap

)
. (2.55)

La relation matricielle suivante est enfin obtenue : Ŷ = ΨÂ.

Les inconnues du problème d’estimation sont maintenant la base Ψ et une procédure
pour obtenir une estimée de la représentation réduite Â.

La méthode la plus utilisée [7, 17, 18, 19] pour déterminer Ψ est la méthode Proper Or-
thogonal Decomposition (POD). Les spécificités de cette dernière sont décrites ci-dessous
et plus de compléments peuvent être trouvés dans [1, 20]. La POD est une technique ef-
ficace d’analyse de données. C’est une procédure linéaire qui consiste à déterminer une
famille de modes propres orthogonaux représentatifs d’une collection de données. Cette
méthode est aussi appelée Principal Component Analysis (PCA) et possède de nombreux
points communs avec l’approximation de Karhunen-Loéve.

En considérant le champ f(xi, t) présenté au début de ce chapitre, l’approche POD
consiste à déterminer une série de fonctions permettant de l’approximer. Soient {φi}i∈[1,nD]
les nD modes spatiaux et {ai}i∈[1,nD] les coefficients temporels. Ces fonctions sont à valeurs
réelles. L’approximation est décrite de la manière suivante :

f(x, t) ≈
nD∑
i=1

φi(x)ai(t) (2.56)

Les {φi}i∈[1,nD] sont aussi appelées modes POD et ont la propriété de former une famille
orthogonale (après avoir défini un produit scalaire sur l’espace des fonctions de carré inté-
grable L2). Cette propriété permet l’obtention de a à partir de y à l’aide d’une projection
orthogonale.
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La détermination de telles fonctions de manière exacte est délicate et requiert la
connaissance parfaite de f(x, t). Elle fait aussi intervenir la résolution de problèmes vec-
teurs propres / valeurs propres de grandes tailles. La méthode des snapshots, proposée par
Sirovich [21], est couramment utilisée en pratique. Elle est parfaitement adaptée au cadre
actuel où seul Y est disponible. Elle permet d’obtenir directement une matrice Ψ, sans
avoir besoin de chercher une famille de fonctions. Soit UΣV T la décomposition en valeurs
singulières (SVD pour Singular Value Decomposition) de la matrice Y . Plus d’informa-
tions sur la SVD peuvent se trouver dans le livre [22]. U ∈ Rnx×nx contient les vecteurs
singuliers à gauche, V ∈ Rnsnap×nx contient les vecteurs singuliers à droite et Σ est une
matrice diagonale contenant les valeurs singulières. Puisque les valeurs singulières sont
classées dans un ordre décroissant par construction, en ne retenant que les nD premiers
modes, une décomposition de Y est donnée par

YnD = UnDΣnDV
T
nD
, (2.57)

où UnD (respectivement VnD) est la restriction de U (respectivement V ) au nD premières
colonnes et ΣnD est la restriction de Σ aux nD premières lignes et nD premières colonnes.
Plus nD est grand, meilleure sera l’approximation de Y au prix d’une base Ψ plus grande.
Selon de théorème d’Eckart-Young [22], la matrice YnD est la meilleure matrice de rang nD
qui minimise l’erreur ||Y − YnD ||F . Cette réduction étant une étape essentielle, une SVD
réduite de Y peut être calculée pour réduire les calculs nécessaires. La matrice contenant
les représentations réduites est obtenue en effectuant la projection orthogonale de chaque
snapshot sur les vecteurs de Ψ. Elle est aussi donnée par la SVD de Y via AnD = ΣnDV

T
nD

.
La méthode des snapshots permet donc, via une SVD, d’obtenir la matrice Ψ.

Il ne manque plus que la méthode d’obtention de a à partir des mesures. En effet, y
ne sera pas disponible en pratique, seul s sera disponible. En supposant que a soit connu,
il est possible de le relier aux mesures s. En effet, y ≈ Ψa (l’approximation venant du fait
qu’un nombre limité de modes est utilisé). Ensuite, en utilisant la matrice des capteurs C,
la relation suivante peut être écrite :

s ≈ CΨa. (2.58)

En s’inspirant de cette relation, la procédure la plus communément utilisée pour obtenir
une estimée de a à partir de s consiste à résoudre le problème suivant :

â = arg min
ã∈RnD

||s− CΨã||2. (2.59)

Ceci correspond à la minimisation d’un critère moindre carré. Pour garantir un problème
bien posé, il faut qu’il y ait autant d’inconnues que d’équations. Ceci impose la contrainte
suivante :

nS ≥ nD. (2.60)
Les hypothèses de départ font que le nombre de capteurs utilisés sera faible. Ainsi, pour
exploiter le plus d’information possible, il semble intéressant d’utiliser une base ayant
nD = nS . Ce point sera illustré dans la suite. Un élément essentiel de ce problème concerne
les propriétés de la matrice CΨ. Si la condition nD = nS est vérifiée, la matrice CΨ est
une matrice carrée et il n’y a qu’une seule solution â = (CΨ)−1s. Le choix des capteurs
est fait de manière à assurer l’inversibilité de CΨ. Dans le cas où nD 6= nS , une estimée â
peut quand même être choisie en utilisant la pseudo-inverse de Moore-Penrose [22], aussi
connue sous le nom d’inverse généralisée. Elle sera nommée pseudo-inverse dans la suite.

Soit A ∈ Rn×m un matrice réelle quelconque où n ∈ N∗ correspond au nombre de
lignes et m ∈ N∗ correspond au nombre de colonnes. La pseudo-inverse de A est l’unique
matrice X ∈ Rm×n telle que les 4 conditions suivantes soient satisfaites :
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— AXA = A,
— XAX = X,
— (AX)T = AX et
— (XA)T = XA.

La matrice X est aussi notée A+ pour indiquer son lien avec A. Dans le cas où A est
une matrice carrée, sous réserve d’existence de son inverse A−1, la pseudo-inverse vérifie
A+ = A−1. L’article [23] propose de nombreuses méthodes de calcul de la pseudo-inverse.

Un autre point important est le rôle de la pseudo-inverse dans la résolution de systèmes
linéaires mal-posés. Soient A ∈ Rn×m, b ∈ Rm et x ∈ Rn. A et b sont connus et n > m.
Le vecteur x est obtenu à travers le problème :

x = arg min
x̃∈Rn

||Ax̃− b||2 (2.61)

Vu que n > m, il y a plus d’inconnues (composantes de x) que d’équations (m). Il n’existe
alors pas de solution unique à ce problème mais une infinité. Cependant, parmi ces so-
lutions, l’unique vecteur x de norme 2 minimale est donné par A+b. Ainsi, lors de la
résolution de ce type de problème, la solution de norme 2 minimale est très souvent utili-
sée. Outre sa facilité d’obtention, via la pseudo-inverse, elle minimise l’énergie du résidu
||Ax− b||2 régularisant ainsi la solution.

A l’aide de cette opération, la relation générale suivante est obtenue

â = (CΨ)+s. (2.62)

Cette expression permet aussi de définir l’opérateur Ψ (.) du problème Pb.Estimation par

Ψ (s) = â = (CΨ)+s, ∀s ∈ RnS . (2.63)

Cet opérateur est linéaire et peut être représenté par la seule matrice (CΨ)+. La position
des capteurs, via la matrice C, joue ainsi un rôle primordial sur la qualité de l’estimation.
Ceci sera aussi illustré dans la section suivante.

Enfin, la procédure complète est maintenant formalisable.
— (Offline) Déterminer Ψ en effectuant une SVD réduite de Y d’ordre nS
— (Online) Déterminer ŷ à partir de s selon : ŷ = Ψ(CΨ)+s

La première étape est réalisée hors-ligne. Elle est calculatoire et est réalisée une fois pour
toute à partir de la séquence d’entraînement. Ensuite, la seconde étape est utilisée en
temps réel à partir des mesures réellement effectuées sur le système. Elle ne fait interve-
nir que des opérations rapides. Ceci est donc la méthode la plus utilisée pour estimer un
vecteur de grande dimension à partir de peu de mesures, avec seulement une séquence
d’apprentissage comme donnée.

La section suivante va illustrer les performances de cette approche. L’effet des différents
paramètres sera aussi étudié.

2.4 Caractérisation des performances
Les performances de la méthode POD sur le système test sont illustrées ci-dessous.

2.4.1 Données

Les sous-sections suivantes vont définir les données qui seront utilisées dans la majorité
des expériences réalisées lors de ce travail de thèse. Ces données concernent :
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Figure 2.12 – Positions Cu - 6 ≤ nS ≤ 10

— la position des capteurs,
— la séquence d’apprentissage,
— et la mesure des performances.

Positions retenues des capteurs : Copt, Cf et Cu

Dans un premier temps, 3 types de configurations différentes sont retenues. Les fi-
gures 2.12, 2.13 et 2.14 permettent d’illustrer ces différentes positions. Les capteurs sont
représentés par des cercles et les actionneurs par des carrés.

La première configuration correspond à un placement uniforme des capteurs le long
de la surface. Ces positions seront dénotées dans la suite par Cu ou CunS si le nombre de
capteurs utilisés est spécifié.
L’écart angulaire entre deux capteurs successifs est identique. 5 dispositions correspondant
aux cas 6 ≤ nS ≤ 10 sont représentées sur la figure 2.12. Un grand nombre de capteurs est
ici utilisé.

La seconde configuration, présentée dans la figure 2.13, correspond à un placement
sans connaissance particulière sur le système. Ces positions sont nommées fixes et seront
dénotées par Cf ou CfnS si le nombre de capteurs utilisés est spécifié.
Ce placement est sous-optimal et non-adapté pour l’estimation du champ de pression.
Chaque capteur placé n’est jamais retiré. Un faible nombre de capteurs est disponible et
1 ≤ nS ≤ 5.

La dernière configuration correspond à un placement plus a posteriori des capteurs,
représentés sur la figure 2.14. Ces positions sont nommées, par abus, positions optimales,
et seront dénotées par Copt ou CoptnS si le nombre de capteurs utilisés est spécifié.
Une fois encore, au plus 5 capteurs peuvent être utilisés. Les capteurs sont ici concentrés
dans les zones informatives pour la tâche retenue. Ces positions ont été obtenues avec
l’algorithme SensorSpace qui sera présenté dans le chapitre 5.

Séquences d’apprentissage : Sl et Sc

Plusieurs commandes génériques ont été appliquées et la configuration du champ de
pression a été enregistrée une fois toutes les 0.4 unités de temps. Parmi ces dernières, une
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Figure 2.13 – Positions Cf - 1 ≤ nS ≤ 5
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Figure 2.14 – Positions Copt - 1 ≤ nS ≤ 5
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commande nulle et des commandes constantes ont été appliquées. Les phases transitoires
et permanentes sont capturées afin de récupérer le plus d’information possible. Ensuite,
une commande de nature similaire à celle de la commande performante attendue est appli-
quée. Comme la traînée subie par le cylindre est principalement due au décrochement des
vortex, une commande présentant la même périodicité que cette dernière (période de von
Kàrmàn) semble très prometteuse. Les actionneurs sont activés l’un après l’autre et leur
commande est d’allure sinusoïdale. Ceci permet de maintenir un écoulement symétrique et
de faciliter le décrochement du tourbillon responsable de l’augmentation de la traînée. Plus
de configurations peuvent être ajoutées dans la matrice Y . Par exemple, des dynamiques
plus complexes peuvent être excitées grâce à des séquences binaires pseudo-aléatoires, des
chirps et des multi-sinusoïdes.

Ici, deux séquences d’entraînement ont été générées. Une séquence dite courte notée
Sc ( 2.15 ) et une autre dite longue notée Sl ( 2.16 ). Pour chaque type de séquence, la
commande appliquée ainsi que la traînée totale γ associée seront représentées.

La séquence courte Sc correspond à une durée faible d’application des commandes
sinusoïdales où les dynamiques mises en œuvre n’ont pas eu le temps de pleinement s’ex-
primer. nsnap = 1309 snapshots ont été retenus. Les données relatives à cette séquence se
trouvent dans la figure 2.15.
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Figure 2.15 – Séquence d’apprentissage Sc - commande (haut) , coefficient de traînée
(bas)

La séquence longue Sl est associée à un temps long d’application des commandes sinu-
soïdales. nsnap = 1875 snapshots ont été retenus. La figure 2.16 contient les informations
relatives à cette séquence.

Critères de performances : εr, εCp
Les performances de reconstruction sont mesurées sur le coefficient de traînée due à

la pression et sur la fidélité du champ dans le voisinage étudié. Suivant l’objectif, il peut
être intéressant d’estimer le coefficient de traînée avec précision au détriment du champ
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é)

0 100 200 300 400 500 600 700

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

1.8

Figure 2.16 – Séquence d’apprentissage Sl - commande (haut) , coefficient de traînée
(bas)

de pression total.

Le coefficient de traînée estimée γ̂P est obtenu via une interpolation constante à partir
de ŷ. Cette interpolation naïve est maintenant largement suffisante puisque 201 points
sont disponibles. Cela revient en effet à utiliser 201 capteurs, comparé à l’approche vue en
2.3.1. Le coefficient de traînée γP de référence due à la pression est obtenu par la même
interpolation mais avec y, donnée par le simulateur. Pour un instant donnée i, l’erreur
relative faite sur le coefficient de traînée due à la pression est

εCp i = |ĈP i/CP i| × 100. (2.64)

L’erreur moyenne εCp effectuée sur la totalité de la séquence d’entraînement est ensuite
donnée par :

εCp = mean
{
εCp i

}
, (2.65)

où mean {.} correspond à l’opérateur moyenne, effectuée pour toutes les valeurs possibles
de i, c’est-à-dire i = 1 . . . nsnap.

Ce second critère est plus général et concerne la totalité des champs de pression de
la séquence d’entraînement. L’erreur relative εr sur toute la séquence d’entraînement est
calculée (voir 2.18 ). Elle est définie par

εr = ||Y − Ŷ ||F /||Y ||F × 100. (2.66)

2.4.2 Résultats

Les performances de la méthode POD dépendent des paramètres suivants :
— le nombre de capteurs et leur position : C,
— la séquence d’entraînement : Y , et
— le nombre de modes POD retenus : nD
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Effet des capteurs

Dans cette sous-partie, le nombre de modes POD retenus est égal au nombre de cap-
teurs : nD = nS . La séquence d’entraînement est la séquence longue.

Les erreurs relatives moyennes εCp et εr sont déterminées pour différentes positions des
capteurs. Les résultats sont donnés dans les tableaux 2.1 et 2.2.

nS Copt − εr Copt − εCp Cf − εr Cf − εCp
1 64.0% 36.3% 72.1% 10.7%
2 46.6% 60.4% 137% 15.8%
3 20.6% 2.89% 110% 12.8%
4 12.3% 5.86% 103% 12.9%
5 3.68% 1.42% 219% 30.1%

Table 2.1 – POD - Performances Copt et Cf

nS Cu − εr Cu − εCp
6 193% 11.9%
7 2.00% 0.173%
8 0.851% 0.252%
9 22.0% 0.310%
10 4.66% 0.350%

Table 2.2 – POD - Performances Cu

Tout d’abord, l’impact des capteurs sur les performances de l’estimation est très im-
portant, comme prévu. L’estimation du champ total ou du coefficient de traînée dépend
du nombre et du positionnement des capteurs. Augmenter le nombre de capteurs utilisés
ne garantit pas une meilleure estimation, comme le montre le cas des positions Cf. Il faut
les disposer correctement.

Ensuite, il n’y a pas de corrélation simple entre les performances εr et εCp . Une esti-
mation convenable du champ total ne garantit pas une estimation convenable du champ
de pression au voisinage du cylindre. Ceci permet d’insister sur le fait que les capteurs
seront placés différemment selon l’utilisation qui sera faite des mesures.

Les cases colorées illustrent un comportement notable : celui d’avoir une erreur εr
qui diminue avec le nombre de capteurs. Ceci est en fait une conséquence attendue des
positions Copt, données par SensorSpace (en particulier, le critère utilisé 5.16). Elles ont
été choisies pour faire le moins d’erreur possible selon εr et non selon εCp .

Enfin, l’utilisation de capteurs placés uniformément ne garantit pas non plus une erreur
convenable. Cependant, plus le nombre de capteurs augmente, moins leur positionnement
est critique. Ceci n’est pas absolu, comme le montre le cas nS = 9. Une rotation de la
disposition des capteurs peut cependant aider pour ce cas.

Effet de la séquence d’entraînement

Les positions Copt des capteurs sont utilisées. Le nombre de modes POD est encore
choisi tel que nD = nS .

Le champ de pression associé aux séquences Sl ou Sc sont estimés à partir des bases
POD longues Ψl ou courtes Ψc. Les résultats se trouvent dans le tableau 2.3. De ce fait,
la case Ψc → Sl signifie que la base POD associée à la séquence courte Ψc est utilisée
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afin d’estimer le champ de pression associée à la séquence longue Sl (à partir des mesures
faites sur la séquence longue Sl).

nS Ψl → Sl Ψc → Sl Ψl → Sc Ψc → Sc
1 64.0% 67.6% 56.6% 56.7%
2 46.6% 44.0% 42.6% 35.11%
3 20.6% 20.8% 18.0% 17.9%
4 12.3% 12.5% 11.4% 11.1%
5 3.68% 3.92% 3.84% 3.60%

Table 2.3 – POD - Performances Copt- Effet de la séquence d’entraînement

Il est remarquable que les deux bases POD peuvent être utilisées pour effectuer des
estimations convenables sur les deux séquences.

Cependant, quelques remarques fondamentales peuvent être faites à partir de cette
petite expérience. Les cases bleues (foncées) montrent que la base POD de la séquence à
estimer n’est pas forcément celle qui permet le meilleur εr ! La case verte (claire) montre
que la base POD Ψl peut causer une grande erreur sur εr, bien plus que celle effectuée
pour les autres nS (comparaison des deux dernières colonnes).

Ceci provient encore du fait que l’information disponible sur le système est réduite et
dépend fortement de la position des capteurs. Pour ressentir ceci, le cas où l’information
totale est disponible est utilisée. Ceci revient à utiliser 201 capteurs. nD correspond au
nombre de modes POD retenu.

nD Ψl → Sl Ψc → Sl Ψl → Sc Ψc → Sc
1 54.2% 55.5% 48.3% 46.5%
2 38.9% 40.5% 35.2% 32.4%
3 20.4% 20.5% 17.8% 17.7%
4 9.52% 9.68% 8.81% 8.62%
5 3.63% 3.87% 3.80% 3.56%

Table 2.4 – POD - Performances 201 capteurs - Effet de la séquence d’entraînement

Le tableau 2.4 contient les résultats de cette expérience. Cette fois-ci, la base Ψl est
bien la plus adaptée à estimer les données Sl. La même remarque peut être faite pour les
données Sc à partir de la base Ψc. Les deux bases sont capables d’être utilisées sur les
deux jeux de données.

Contre l’intuition initiale, la base Ψc s’avère relativement plus performante que la base
Ψl pour effectuer l’estimation sur les deux séquences. Une étude approfondie sur le choix
de la séquence d’apprentissage n’a pas été réalisée lors de ce travail de thèse.

Une séquence de longue durée permet d’obtenir une base POD riche au détriment d’un
temps de calcul plus long. Elle est qualifiée d’informative puisqu’elle contient a priori plus
d’états possibles différents du champ étudié. Elle n’est pas garantie d’être optimale selon
les données mesurées rencontrées en pratique.

Cette sous-section illustre le fait qu’il faut du recul dans la conception de la séquence
d’entraînement. Ceci sera vu plus en détail dans 3.5.

Effet du nombre de modes POD retenus

La séquence d’entraînement retenue est Sl. Les capteurs utilisés sont disposés sur leurs
positions Copt. Cette partie à pour objectif d’illustrer l’importance du bon choix du nombre
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de modes POD. Le nombre et la position des capteurs sont fixés. Utiliser plus de modes
POD que de capteurs semble voué à l’échec puisqu’il y aura plus d’inconnues que d’équa-
tions. Le tableau 2.5 permet d’illustrer ce point.

L’erreur d’estimation relative εr est calculée avec l’approche POD pour différentes
valeurs du nombre de modes POD nD utilisé. Par exemple, le cas nS = 4 et nD = 7
signifie qu’à partir de 4 mesures de pression, il faut estimer les 7 inconnues du vecteur a.

nS nD = 1 nD = 2 nD = 3 nD = 4 nD = 5 nD = 6 nD = 7
1 64.0% 64.8% 66.4% 66.4% 94.8% 94.8% 99.9%
2 58.1% 46.6% 56.9% 57.6% 59.8% 60.2% 60.3%
3 58.1% 45.7% 20.6% 20.8% 29.9% 30.0% 30.6%
4 58.5% 46.3% 20.7% 12.3% 16.1% 26.3% 26.4%
5 57.8% 50.0% 20.6% 9.84% 3.68% 3.74% 5.18%

Table 2.5 – POD - Performances Copt - Effet de nD

La valeur de nD qui permet d’effectuer la meilleure estimation est bien nD = nS ,
comme prévue par la théorie.

La position des capteurs joue un rôle clé dans cette série d’expérience. Si les positions
Cf sont utilisées, la reconstruction est désastreuse peu importe le nombre de modes nD
retenus.

La totalité des résultats obtenus pour les positions Cf se trouve dans le tableau 2.6. Les
cases colorées indiquent l’erreur d’estimation la plus faible pour une position donnée des
capteurs. Lorsque les capteurs sont mal placés, le choix du nombre de modes nD devient
plus délicat. Dès l’ajout d’un deuxième mode POD, l’erreur d’estimation augmente. Il est
ici très difficile d’estimer un â performant. Bien qu’utiliser nD = nS présente le plus de
potentiel, ce dernier n’est jamais atteint à cause de l’estimation désastreuse de â.

nS nD = 1 nD = 2 nD = 3 nD = 4 nD = 5 nD = 6 nD = 7
1 72.1% 74.6% 82.9% 82.9% 84.3% 84.3% 84.5%
2 72.2% 138% 97.2% 80.7% 82.6% 83.2% 83.5%
3 72.3% 97.1% 110% 91.9% 80.7% 82.0% 82.5%
4 73.0% 99.2% 112% 103% 91.3% 80.8% 81.4%
5 73.6% 101% 112% 102% 219% 212% 88.8%

Table 2.6 – POD - Performances Cf - Effet de nD

2.4.3 Limitations

Sensibilité à la position des capteurs

Comme vu dans les paragraphes précédents, cette approche est extrêmement sensible
au positionnement des capteurs. Lorsque peu de capteurs sont disponibles, leur placement
devient de plus en plus critique. Une très faible erreur (norme `2) effectuée sur les données
mesurées peut causer une grande erreur sur l’estimation de la représentation réduite.
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Positions interdites

Certaines positions de l’espace ne sont pas accessibles, rendant alors le placement de
capteurs dans ces zones impossible. L’approche classique de placement de capteurs (voir
le chapitre 5) peut proposer des positions non accessibles. Dans ce cadre, la méthode clas-
sique peut présenter des performances dégradées et aucune modification a posteriori de la
base POD est considérée.

Nombre limité de modes

L’approche POD est limitée de part sa méthode d’obtention de la représentation ré-
duite. Elle utilise autant de modes que le nombre de capteurs retenus. Le cas non
bruité est ici considéré.

L’approche POD considère implicitement que le nombre de modes utilisés sera suffisant
et que le positionnement des capteurs est de qualité. Si ces conditions ne sont pas vérifiés,
un grand défaut peut être rencontré. La base POD contient nD modes et est alors noté
ΨnD . Soit y le champ à estimer. Ce dernier peut s’écrire :

y = ΨnDa+ δy (2.67)

où a est la représentation réduite de taille nD de y et δy est l’erreur de description faite
sur y due au nombre limité de modes utilisés.

La mesure s vérifie s = Cy. Cette dernière peut encore s’écrire :

s = C (ΨnDa+ δy) = CΨnDa+ Cδy (2.68)

En introduisant le terme δs = Cδy, l’égalité suivante peut être écrite :

s = CΨnDa+ δs (2.69)

L’approche POD considère que la mesure disponible est CΨnDa et non s, celle réelle-
ment effectuée. Ceci est négligeable dans le cas où ||δs||2 � ||CΨnDa||2, ce qui a souvent
lieu lorsqu’un grand nombre de modes POD est utilisé. Dans le cas présent, le faible
nombre de capteurs utilisés fait que le nombre de modes POD sera possiblement trop
faible et l’approche d’estimation sera perturbée par le terme δs.

L’estimée â est donnée par
â = (CΨnD)+ s (2.70)

Comme nD = nS , la matrice CΨnD est carrée. Si cette dernière est inversible, ce qui
est souvent le cas avec un placement correct des capteurs, la relation suivante peut être
obtenue :

â = a+ (CΨnD)+ δs (2.71)

La matrice (CΨnD)+ peut amplifier l’erreur causée par δs sur â et ensuite sur ŷ =
ΨnD â. Le choix de la position des capteurs C est alors essentiel.

Nécessité d’une nouvelle approche

Dans ce contexte faible nombre de capteurs, la limitation due au nombre de modes et
au positionnement des capteurs sur l’estimation de la représentation réduite fait que les
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performances d’estimations globales peuvent être très décevantes.

Une spécificité de la méthode recherchée sera d’exploiter une position donnée des cap-
teurs. Ceci dans le but de s’adapter à cette position. Ainsi, une base réduite permettant
d’obtenir une représentation réduite la plus accessible possible va être déterminée à par-
tir de cette configuration particulière. Pour une position donnée des capteurs, l’approche
conçue se veut être plus performante que l’approche POD, justifiant ainsi son utilité. La
base ne sera pas optimale d’un point de vue descriptif comme la POD mais elle permettra
une meilleure estimation pratique. En d’autres termes, il peut être intéressant d’utiliser
un grand nombre de modes sous-optimaux qu’un faible nombre de modes optimaux dans
une situation non réalisable en pratique. Ceci peut se faire au prix d’une étape off-line
plus coûteuse. L’étape on-line ne doit pas voir son temps de calcul être trop modifié afin
d’autoriser un fonctionnement temps réel. Enfin, la méthode devra aussi permettre de
placer les capteurs en vue d’une estimation performante.

2.5 Conclusion
Ce chapitre a permis de fixer le cadre technique de ce travail de thèse. Bien que d’autres

problèmes seront soulevés dans la suite, le socle de base a été présenté. Les outils prin-
cipaux de mécanique des fluides ont permis d’appréhender le système de référence qui
sera utilisé tout au long de ce travail. Les hypothèses faites sur les données disponibles et
les contraintes d’estimation ont été exposées. La méthode la plus communément utilisée
faisant intervenir la POD a été détaillée.

Les positions de capteurs Copt et Cf seront principalement utilisées dans la suite du
manuscrit. Ceci permettra de comparer les méthodes conçues dans une situation optimale
pour la POD et une situation qui l’est bien moins.

La séquence Sl sera utilisée afin d’illustrer le bon fonctionnement des méthodes lorsque
de nombreux snapshots sont disponibles.

Le chapitre suivant va permettre de présenter la contribution principale de ce manus-
crit : une méthode d’estimation de type machine learning exploitant les outils liés à la
parcimonie. Cette dernière va tenter de surmonter les limitations de l’approche POD au
prix d’une plus grande complexité de conception.
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Ce chapitre a pour but de présenter la contribution principale de ce travail de thèse :
une méthode exploitant la parcimonie et la position des capteurs afin d’estimer les valeurs
d’un champ de grande dimension à partir d’un faible nombre de mesures effectuées sur ce
dernier.

Tout d’abord, la notion de représentation creuse va être illustrée. Ceci sera fait en
présentant le Compressed Sensing qui exploite principalement de telles représentations.

Ensuite, à partir des outils exposés, une première stratégie d’estimation sera proposée.
La compatibilité de cette approche avec les bases réduites usuelles (dont la POD) sera
étudiée. Les limitations (2.4.3) d’une telle démarche seront surmontées grâce à l’introduc-
tion de la position des capteurs dans une méthode de création de dictionnaire spécifique,
issue de la communauté Compressed Sensing. Les performances d’une telle méthode seront
explicitées.

Ce chapitre se termine sur une généralisation de la méthode aux cas où les mesures ne
sont plus une restriction du champ à estimer.
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3.1 Les représentations creuses

Comme cela a été vu dans le chapitre précédent, le problème principal à résoudre dans
le cadre de l’approche POD est le suivant :

â = arg min
ã∈RnD

||s− CΨã||2, (3.1)

où Ψ est la base POD d’ordre nD. Il y a nS équations (une par capteur) et nD inconnues (le
nombre d’éléments dans â). Pour garantir un problème bien posé et permettre la meilleure
estimation possible, il faut au plus choisir autant de vecteurs de bases que de nombre de
capteurs.

L’idée principale pour obtenir des meilleurs résultats que l’approche POD est d’utiliser
un plus grand nombre de modes. Cela revient à vérifier la condition nD > nS . Ainsi, il
va exister des â permettant d’obtenir de meilleurs résultats que le cas nD = nS . L’obstacle
qui doit maintenant être franchi consiste à obtenir un tel â. Le problème classique devient
mal posé puisque le nombre de capteurs n’a pas augmenté. Il n’y a plus une solution â
unique. Ensuite, le problème de sensibilité présentée au chapitre précédent (voir la partie
2.4.3) est encore d’actualité. Une telle approche peut paraître extrêmement optimiste mais
elle est utilisée avec succès dans le domaine du Compressed Sensing à travers les représen-
tations creuses.

Le Compressed Sensing (CS) est un domaine émergent en traitement du signal qui a
gagné en popularité de par ses applications en acquisition de données. L’échantillonnage
d’un signal d’intérêt, ici représenté par un vecteur, dans le but de le stocker sous une forme
compacte est considéré. La théorie de Shannon [1] montre qu’un échantillonnage uniforme
à la fréquence de Nyquist, définie comme étant le double de la plus grande fréquence utile
présente dans le signal d’intérêt, permet une reconstruction future du même signal sans
perte d’information. Ainsi, un signal de grande dimension peut être conservé sous la forme
d’une collection d’échantillons de taille plus faible (directement comprimée). Par contre,
de nombreuses applications font face à des contraintes d’acquisition et de stockage puisque
la fréquence de Nyquist est trop élevée. L’idée principale du CS est de combiner les étapes
d’échantillonnage et de compression. La méthode vise ainsi directement l’acquisition sous
une forme comprimée. Elle repose sur le fait que de nombreux signaux peuvent s’expri-
mer de manière très concise dans des bases adaptées. Un tel type de représentation est
la représentation creuse où le vecteur d’intérêt est décrit pas un très faible nombre de
termes non-nuls. Le CS ne se limite pas qu’à cet aspect et traite aussi de l’échantillonnage
non uniforme, des algorithmes de conception de telles bases et de la mesure de leurs per-
formances. Pour une introduction complète à la théorie du CS, les lectures suivantes sont
conseillées [2, 3, 4, 5].

Soit y ∈ Rnx le vecteur d’intérêt. Ce dernier possède la représentation a ∈ RnD
dans la base Φ ∈ Rnx×nD , aussi qualifiée de dictionnaire par la communauté, et vérifie
y = Φa. Dire que y ∈ Rnx possède une représentation creuse signifie qu’il existe un
vecteur a vérifiant l’égalité ci-dessus et dont certaines composantes sont nulles. Le nombre
d’éléments non-nuls est K ∈ N∗,K ≤ nD, et correspond au degré de parcimonie de la
représentation. Enfin, pour introduire le vocabulaire communément utilisé, un tel vecteur
est dit K-sparse. Par abus de langage, un vecteur possédant des composantes de valeur
absolue négligeable devant d’autres composantes, dites dominantes, peuvent aussi être
qualifiés de sparse. Enfin, y est aussi qualifié de compressible dans la base Φ si l’inégalité
||y−Φa||2 ≤ ε est vérifiée avec a sparse et ε petit suivant l’application (par exemple, ε =
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10−2||y||2). Cela signifie qu’un vecteur creux est capable de représenter convenablement
le vecteur d’intérêt y.

Ainsi, le vecteur y est associé à a qui ne possède que K termes non-nuls. y est effecti-
vement décrit par K vecteurs de base au lieu de nD. En choisissant nD > nS et K = nS ,
le problème est presque redevenu bien posé. En effet, il y a plus que K inconnues puisqu’il
faut aussi déterminer la position des termes non nuls de a. La véritable force d’une telle
description est apparente lorsqu’une séquence de vecteurs est étudiée. Chaque yi n’utilisera
que K vecteurs de base, mais ces vecteurs peuvent être différents à chaque instant i. Ainsi,
un dictionnaire adapté à une telle utilisation devra posséder une certaine redondance. Il
peut être intéressant d’y stocker différents modes proches afin que le meilleur soit utilisé
dans la bonne situation. Voici la raison pour laquelle utiliser une représentation creuse ne
revient pas à seulement tronquer le dictionnaire.

Il faut maintenant être capable d’obtenir une telle représentation creuse. Ceci se fait
à l’aide d’une base Φ qui autorise de telles représentations et à l’aide d’algorithmes spéci-
fiques. Un système d’équations linéaires mal-posé est devenu bien-posé à l’aide de l’ajout
d’une contrainte de nature non-linéaire sur la forme de la solution.

Les paragraphes suivants vont présenter les outils les plus communément utilisés pour
obtenir des représentations creuses et pour quantifier la capacité d’une base quant à la
promotion de ces dernières.

3.1.1 Outils

Cette sous-section a pour but de présenter les outils principaux utilisés en CS. Ces
derniers sont utilisés tout au long du manuscrit et sont nécessaires pour décrire et quantifier
le fonctionnement des algorithmes conçus.

“Norme 0”

L’outil le plus commode utilisé dans le domaine du Compressed Sensing est la “norme
0”, noté `0. La “norme 0” d’un vecteur a K-sparse est ||a||0 = K. Elle renvoie le nombre
d’éléments non-nul. Il faut ajouter que cette norme n’en est pas une au sens strict du
terme. Elle ne vérifie pas la propriété d’homogénéité, c’est-à-dire :

∀(λ,a) ∈ R× RnD , ||λa|| = |λ|.||a||, (3.2)

où ||.|| est une norme quelconque définie sur un espace euclidien. Cela dit, par abus, cet
opérateur ||.||0 est quand même appelée la norme `0.

Une autre manière de définir cette norme est via la notion de support et de cardinal.
L’opérateur support, supp (.), renvoie l’ensemble des index des composantes non-nulles
d’un vecteur. Par exemple, en introduisant le vecteur w = (0 3 0 9 6)T , son support est
T = supp (w) = {2 4 5}. L’opérateur cardinal, card (.), renvoie le nombre d’éléments dans
un ensemble. En reprenant le vecteur exemple ci-dessus, card (T ) = card (supp (w)) = 3.
On a bien

||w||0 = card (supp (w)) = 3 (3.3)

Avec cet outil, l’obtention d’une représentation creuse se formalise selon :

â = arg min
ã∈RnD ,||ã||0≤K

||y − Φã||2, (3.4)

où la base Φ reste à déterminer.
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Cependant, comme seule l’information du champ de pression au niveau des capteurs
est disponible, le problème peut maintenant s’écrire :

â = arg min
ã∈RnD ,||ã||0≤K

||s− CΦã||2, (3.5)

où, tout comme au chapitre précédent, C indique la position des capteurs et s = Cy.
Une autre formulation très répandue de ce problème est :

â ∈ arg min
ã∈RnD

‖s− C Φ ã‖2 tel que ‖â‖0 ≤ K. (3.6)

Le pendant de cette formulation est le suivant :

â ∈ arg min
ã∈RnD

‖ã‖0 tel que ‖s− C Φ â‖2 ≤ ε, (3.7)

où ε > 0 est l’erreur maximale autorisée sur la reconstruction des mesures. La résolution de
ce problème dépend principalement de la matrice CΦ. Dans le cadre considéré, la matrice
Φ peut être créée de toute pièce. Il faut donc trouver une matrice Φ qui permette à la fois
d’obtenir une représentation creuse a et d’estimer correctement y.

Restrictive Isometry Property

Afin de ne pas alourdir les notations, le problème 3.4 est retenu. Un critère permettant
de garantir l’existence d’une solution creuse au problème est donné par la Restrictive
Isometry Property, appelée plus souvent RIP.

Soit T un sous-ensemble de {1, . . . , nD}. La restriction de Φ aux colonnes indexées par
T est notée ΦT .

La constante K-RIP, notée δK , est définie comme le plus petit scalaire tel que la
relation ci-dessous soit vérifiée, pour tout sous-ensemble T (tel que card (T ) ≤ K) et pour
tout vecteur w ∈ Rcard(T ) :

(1− δK) ||w||22 ≤ ||ΦTw||22 ≤ (1 + δK) ||w||22. (3.8)

Une telle constante δK permet de mesurer la capacité d’une restriction ΦT à se com-
porter comme une base orthonormale.

Si δK < 0.307, alors la solution â K-sparse obtenue à partir de y et Φ (3.4) vérifie
[6, 7] :

‖a− â‖2 ≤
1

0.307− δK

(
ε+
‖a− amaxK‖1√

K

)
, (3.9)

où
— a est la solution recherchée (mais inconnue)
— ε vérifie : ||y − Φa||2 ≤ ε et permet de modéliser un niveau de bruit de mesure

maximal
— amaxK correspond au vecteur a où seuls les K plus grands éléments (en valeur

absolue) sont retenus (les autres composantes sont mises à zéro).
Plus précisément, la relation vérifiée par cette erreur est :

‖a− â‖2 ≤
2
√

2
√

1 + δK
1− C0 δK

(
ε+
‖a− amaxK‖1√

K

)
, (3.10)

avec C0 = 1 + 23
2
√

26 .

Ce résultat montre que l’erreur effectuée sur la représentation creuse recherchée est
proportionnelle à ε et au résidu ‖a− amaxK‖1.
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Cohérence

Un autre critère plus facile à mettre en œuvre est présenté ci-dessous. La capacité de
la base Φ à autoriser une représentation creuse peut être mesurée à l’aide de la notion de
cohérence d’une matrice. La cohérence d’une matrice Φ est le scalaire correspondant au
plus grand terme de la matrice de Gram ΦTΦ, non situé sur la diagonale, associée à la
matrice Φ rendue unitaire [8]. Soit µ (Φ) la cohérence, elle est définie par

µ (Φ) = max
1≤i 6=j≤nD

∣∣∣φTi φj∣∣∣
‖φi‖2

∥∥∥φj∥∥∥2

, (3.11)

où φi correspond à la iième colonne de Φ.
La cohérence d’une matrice est en fait une mesure de son orthogonalité. Plus une base

est orthogonale, plus sa cohérence est proche de 0. Plus d’informations sur la cohérence
d’une matrice peuvent être trouvées dans [9] et un développement plus complet se situe
dans [10].

Si un système linéaire y = Φã possède une solution a K-sparse qui vérifie la condition
ci-dessous, alors cette dernière est une solution la plus sparse possible [9] :

K ≤ 1 + µ (Φ)
2µ (Φ) . (3.12)

La cohérence n’est pas directement exploitable pour le problème considéré.
En prenant comme exemple l’approche POD, la matrice qui serait exploitée pour ob-

tenir une représentation creuse est CΦ où Φ est la base POD d’ordre nS , le nombre de
capteurs présents dans C. Avec 3 capteurs placés avec SensorSpace (voir le chapitre 5, la
cohérence de la matrice est : µ (CΦ) = 0.713.

Selon le critère précédent, K ≤ 1+µ(Φ)
2µ(Φ) = 1.2. S’il existe une solution a 1-sparse au

problème
s = CΦã,

cette dernière sera la plus sparse possible.
Ces solutions très sparse, si elles existent, ne sont pas forcément celles qui permettront

une estimation de qualité du vecteur y. Pour l’exemple considéré, des solutions 3-sparse
seront recherchées. De ce fait, la cohérence ne sera pas extensivement utilisée dans
le suite du manuscrit.

3.1.2 Résolution

L’objectif est ici de résoudre une équation de la forme :

a ∈ arg min
ã∈RnD

||y − Φ ã||2 tel que ||ã||0 ≤ K, (3.13)

où Φ est un dictionnaire quelconque. Φ et y sont connus et il faut obtenir une représenta-
tion creuse a K-sparse qui permet de minimiser la norme 2 ci-dessus 3.13.

La contrainte de parcimonie sur a via la norme `0 impose que la résolution ne puisse pas
se faire par des méthodes linéaires classiques [8]. Le problème est de nature combinatoire
de par le choix du support de la solution. Ce dernier est qualifié de NP-hard et une
solution exacte est souvent hors de portée à cause de la grande taille de l’espace solution.
Cependant, une fois un support pour a choisi, la valeur des composantes de ce vecteur
peut être déterminée par des méthodes plus classiques puisque le critère à minimiser est
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du type ||y − Ax||2 avec x le vecteur inconnu. Ce critère devient en effet convexe et une
solution globale peut être obtenue. Les paragraphes suivants ont pour objectif de présenter
différentes approches pour résoudre ce problème 3.13.

Comme il peut être vu dans [11], il existe 3 grandes catégories de méthodes pour
résoudre ce problème :

— les algorithmes de nature combinatoire,
— les algorithmes de minimisation de normes `1,
— les algorithmes greedy.

Les algorithmes de nature combinatoire cherchent à effectuer le moins de tests pos-
sibles pour trouver le support du vecteur creux ainsi que la valeur de ces composantes.
Les algorithmes Count-Min Sketch et Count-Median Sketch font partie de cette famille.
Cependant, ces algorithmes nécessitent souvent un contrôle total sur la matrice Φ. Ceci
n’est pas le cas ici. De ce fait, ce type d’algorithme ne sera pas utilisé dans la suite.

L’origine de la complexité de ce problème d’estimation réside dans la pseudo-norme
`0. Le problème d’optimisation peut être simplifié à l’aide d’une relaxation sur cette “nor-
me”. En la remplaçant par la norme `1, le problème perd sa nature combinatoire et
des méthodes classiques peuvent être appliquées. Le problème peut être vu comme la
minimisation d’une quantité convexe soumise à une contrainte conique. Cependant, une
modification supplémentaire consistant à intégrer la contrainte dans le terme principal
est très souvent réalisée. Une telle approche fait intervenir un Lagrangien et le problème
devient :

â = arg minã∈RnD ‖y − Φ ã‖2 + τ ‖ã‖1 , (3.14)

avec τ > 0 un coefficient permettant de régler le compromis qui est fait entre promouvoir
la parcimonie de â et faire le moins d’erreur possible sur la description de y. Modifier
la valeur de τ permet d’explorer le front de Pareto de la solution. L’algorithme LASSO
[12] fait partie des plus connus de cette catégorie. Il faut remarquer que ces algorithmes
ne produisent pas une solution creuse sans étape de troncature supplémentaire. Malheu-
reusement, suivant les cas (matrice Φ, vecteur y), la troncature effectuée sur â (en ne
conservant que les K plus grand termes en valeur absolue) peut avoir des conséquences
néfastes sur l’approximation de y. Ce type d’algorithme ne sera donc pas utilisé dans la
suite.

Les greedy algorithms sont des algorithmes qui vont sacrifier l’exactitude de la solu-
tion afin de gagner en rapidité, satisfaisant ainsi au besoin de pouvoir fonctionner en temps
réel. La majorité utilise une succession d’approximations locales agissant sur le support
de la solution. A chaque étape de l’algorithme, la meilleure décision locale est prise. Un
tel algorithme est ainsi qualifié de greedy, puisqu’il en est attendu une solution de nature
globale malgré la nature locale des étapes. Certains greedy algorithms sont capables de
justifier de garanties similaires à celles des algorithmes de type `1.

Parmi les algorithmes de type greedy, deux algorithmes seront examinés : Iterative
Hard Thresholding (IHT) [13] et Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [9].

L’algorithme IHT consiste en une modification de l’algorithme classique de descente à
l’aide du gradient. La solution courante est tronquée à la fin de chaque itération afin de
ne garder que les K plus grands termes lorsqu’une solution K-sparse est recherchée.

L’algorithme OMP cherche le meilleur support possible via une approche greedy. Ce
dernier ajoute un élément au support à chaque itération. Le paragraphe suivant contient
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plus d’informations sur cette approche puisqu’elle est grandement utilisée dans la suite.
Ces deux algorithmes manipulent naturellement des solutions sparse contrairement aux
approches `1.

OMP

OMP est l’algorithme principal retenu pour résoudre le problème 3.4. Pour illustrer
plus facilement OMP, le problème d’obtenir une représentation K-sparse nommée a de y
à travers le dictionnaire Φ (de nD éléments) est considéré.

Les choix motivant l’utilisation d’OMP sont les suivants. Tout d’abord, ce dernier ma-
nipule une solution a creuse sans nécessiter de troncature, permettant ainsi de ne pas
introduire une erreur supplémentaire sur l’approximation Φa du vecteur y (contrairement
à l’algorithme IHT). Le problème de sensibilité (2.4.3) est encore prépondérant et il vaut
mieux essayer de s’en prémunir le plus possible en manipulant une solution réellement
K-sparse. Ensuite, OMP utilise un nombre constant d’itérations et permet ainsi d’avoir
un temps de calcul contrôlé. Il est parfaitement adapté à une utilisation en temps réel.

Soit TOMP l’ensemble qui contient les indices du support de a. La restriction de a aux
éléments indexés par TOMP est notée aTOMP et la restriction de Φ aux colonnes indexées
par TOMP est notée ΦTOMP . L’état courant de aTOMP est le vecteur qui minimise la norme
||y−ΦTOMPaTOMP ||2. Lors de chaque itération de l’algorithme, un élément supplémentaire
est ajouté au support TOMP jusqu’à ce que ce dernier contienne K éléments. L’index d’un
tel élément est choisi comme étant celui de la colonne de Φ la plus corrélée avec le résidu
r ∈ RnD . Ce dernier est l’erreur effectuée sur la description de y et est défini par r = y−Φa
où a est l’état actuel du vecteur creux recherché. L’initialisation se fait avec a = 0 et le
résidu initial est ainsi r = y.

Le pseudo-code de l’algorithme OMP se trouve dans l’algorithme 1.

Algorithm 1 OMP Pseudo-Code
Require: Φ, y, K

1: Initialisation :
2: nD ← nombre de modes de Φ
3: TOMP ← ensemble vide qui va contenir les index du support de la représentation creuse
4: a← 0
5: r ← y
6:
7: for j ∈ [1 . . .K] do
8: Choix d’un élément du support :
9: for i ∈ [1 . . . nD] do

10: Trouver le mode l qui maximise φl·r
φl·φl

11: TOMP ← {TOMP, l}
12: Mise à jour :
13: aTOMP ← (ΦTOMP)+ y
14: r ← y − Φa
15:
16: Sortie : a
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Figure 3.1 – POD - Répartition de l’énergie modale

3.1.3 Compatibilité des bases usuelles

Le problème qu’il faut ensuite résoudre est l’obtention d’un dictionnaire (d’une “ba-
se”) Φ. La stratégie adoptée a été de tester quelques bases usuelles afin de savoir si elles
pouvaient convenir, allégeant ainsi le développement de la méthode. Certaines bases clas-
siques permettent d’effectuer une estimation très satisfaisante de a mais pas forcément en
autorisant des solutions a creuses. S’il s’avère que ces bases ne sont pas satisfaisantes, un
dictionnaire devra être créé pour cette application spécifique.

Il ne faut pas oublier l’objectif d’améliorer les performances d’estimation en augmen-
tant le nombre de modes (vecteurs de base) disponibles tout en maintenant un problème
soluble à partir du nombre très limité de mesures.

Les bases qui vont être étudiées sont les bases POD, DMD et BPOD. Chaque base
va être quantifiée par l’énergie que peut capter chacun de ses modes ainsi que par des
exemples de représentations creuses associées dans le cas où le champ total est disponible.
Par souci de clarté, les capteurs ne sont pas introduits à ce stade. Cela signifie que la
totalité du champ de pression est disponible. Les représentations creuses sont obtenues à
partir de l’algorithme OMP.

Base POD

La base POD est utilisée par de nombreuses communautés [14, 15, 16]. Sa propriété
d’orthogonalité permet d’obtenir des représentations par simple projection orthogonale
du vecteur à réduire sur cette même base. Elle présente aussi des modes efficaces dits
d’énergies décroissantes. Cette dernière est liée à la valeur singulière du mode associé de
Y . Cette propriété est utilisée en pratique afin de savoir combien de modes doivent être
retenus afin que l’erreur de troncature soit acceptable.

En considérant la séquence d’apprentissage Sl, l’énergie qui peut être capturée par
chaque mode POD est représentée sur la figure 3.1. Cette dernière est obtenue à partir des
valeurs singulières de Y : σi ∈ R+ où i indique le numéro du mode POD. Ainsi, le mode i

contient σ2
i /

nsnap∑
i=1

σ2
i × 100 % de l’énergie de Y .

Pour atteindre ce genre de performance en pratique, il faudrait pouvoir accéder au
champ total (et non seulement au champ de pression dans le voisinage du cylindre).

Chaque mode ajouté permet de réduire l’erreur de description mais le fait avec un effet
de plus en plus estompé. Ce point nous indique qu’il va être très difficile d’obtenir une
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nS = 1 nS = 2 nS = 3 nS = 4 nS = 5
cas 1 64.0% 46.6% 20.6% 12.3% 3.68%
cas 2 64.0% 76.3% 299% 14.6% 3.03 103 %
cas 3 64.0% 106% 367% 186% 2.94 103 %

Table 3.1 – OMP - Performances Copt - utilisation de la base POD

représentation creuse satisfaisante.

Pour ressentir ceci, une base POD de taille 5 est utilisée et nS = 5 mesures de pression
sont disponibles. Il est ici supposé naïvement que les nS termes des représentations ré-
duites peuvent être estimés parfaitement. Pour augmenter les performances d’estimation
avec une approche creuse, il faut d’abord augmenter la dimension de l’espace réduit
nD ∈ N∗. La base POD contient ainsi nD > 5 modes. Cependant, seulement nS = 5 modes
peuvent être utilisés à la fois afin de maintenir un problème soluble (solution 5-sparse).
Vu la décroissance des valeurs singulières, les nS = 5 modes les plus efficaces sont les 5
premiers modes de la base POD. Ainsi, les représentations seront creuses mais seuls les
5 premiers termes seront non nuls, rendant ainsi inutile l’utilisation d’une solution
sparse.

En pratique, l’estimation de la représentation réduite n’est pas parfaite. L’erreur ainsi
produite peut faire que l’utilisation d’autres modes que les 5 premiers devienne une solu-
tion acceptable. Cependant, vu la décroissance notable de l’énergie des modes POD dans
le cas parfait, les 3 premiers modes (par exemple) seront toujours utilisés et l’approche
parcimonieuse utilisera 2 modes POD parmi les modes 4 à 7 par exemple.

Afin de tester expérimentalement la compatibilité de la base POD, l’algorithme OMP
est utilisé afin de déterminer une représentation creuse. Les erreurs de reconstruction
relatives εr sont situées dans le tableau 3.1. Les positions de capteurs Copt sont utilisées.
Pour chaque position considérée, 3 cas sont traités :

— cas 1 : la représentation recherchée est pleine et la matrice utilisée pour l’obtenir
est CΨnS , où ΨnS est la base POD d’ordre nS

— cas 2 : la représentation creuse recherchée est nS-sparse de taille nS+1 et la matrice
utilisée pour l’obtenir est CΨnS+1

— cas 3 : la représentation creuse recherchée est nS-sparse de taille nS+2 et la matrice
utilisée pour l’obtenir est CΨnS+2

Par exemple, pour le cas 2, le problème suivant est résolu pour chaque snapshot s :

a ∈ arg min
ã∈RnS+1

||s− CΨnS+1 ã||2 tel que ||ã||0 ≤ K (3.15)

La reconstruction est désastreuse dès que nD > nS . D’autres algorithmes de recons-
truction creuse ont été testés (IHT et des algorithmes `1) mais les performances ne sont
pas améliorées.

La base POD ne peut pas être directement utilisée pour obtenir des repré-
sentations creuses performantes à l’aide d’OMP.

Base DMD

L’approche Dynamic Mode Decomposition (DMD) [17, 18] est très répandue dans la
communauté de la mécanique des fluides. Elle suppose que les snapshots sont générés par
un processus linéaire, stationnaire, discret représenté par la matrice Z ∈ Rnx×nx . Ainsi, le
snapshot yi+1 est supposé vérifier yi+1 = Zyi.
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L’objectif de l’approche DMD est d’obtenir les vecteurs propres et valeurs propres de
Z sans avoir besoin de déterminer cette matrice. Ces vecteurs propres formeront ensuite
la base de décomposition DMD recherchée.

Les deux matrices suivantes sont maintenant définies :

Y2 =
[
y2,y3, . . . ,ynsnap

]
Y1 =

[
y1,y2, . . . ,ynsnap−1

] (3.16)

La matrice Z doit ensuite vérifier : Y2 = ZY1. L’algorithme DMD permet d’obtenir la
meilleure représentation F de Z dans la base POD associée à Y1. Soit U la base POD de
Y1 (obtenue à partir d’une SVD réduite de Y1 = UΣV T ), la matrice F vérifie :

Z = UFUT (3.17)

La matrice F est ensuite approximée par

F = UTY2V Σ−1 (3.18)

La base DMD peut ensuite être définie comme DDMD = UΦF où ΦF contient les vec-
teurs propres de F .

Malheureusement, l’utilisation d’une telle base (non orthogonale contrairement à la
base POD) ne s’est pas avérée compatible avec une approche représentation creuse. L’al-
gorithme OMP n’a pas pu fournir des représentations creuses satisfaisantes à partir de la
matrice CDDMD et des mesures.

Base BPOD (ERA)

BPOD est l’acronyme de Balanced Proper Orthogonal Decomposition. Elle consiste en
l’obtention de modes à la fois commandables et observables, deux propriétés très recher-
chées dans l’objectif d’effectuer de l’estimation/de la commande. Si une telle base permet
une représentation creuse, elle peut être à l’origine d’une estimation performante et même,
d’une commande performante.

Plus de détails peuvent être obtenus dans [19] et les principales étapes sont listées ci-
dessous. Pour obtenir une telle base, il faut exciter le système avec des entrées particulières.
Il faut en effet obtenir des informations sur l’observabilité et la commandabilité.

La nature des entrées appliquées doit être impulsionnelle. La forme de l’impulsion est
aussi importante puisqu’il est impossible de générer l’entrée théorique nécessaire : l’im-
pulsion de dirac. Une impulsion lissée a été utilisée. 3 séquences d’impulsions ont été
appliquées pour capturer le plus de dynamique. La première consiste à appliquer l’impul-
sion sur u1, la deuxième consiste à appliquer l’impulsion sur u2 et la troisième consiste
à appliquer les deux impulsions en même temps. Chaque séquence est appliquée une fois
le régime permanent atteint. Une partie seulement des snapshots recueillis est agglomé-
rée dans des matrices. Cette restriction est faite pour s’assurer que les snapshots retenus
contiennent le plus d’information possible sur les dynamiques du système étudié. La mé-
thode présentée dans l’article [20] a été utilisée.

Malgré un soin tout particulier apporté aux réglages des différents paramètres, une
telle base ne s’est pas révélée compatible avec les représentations creuses recherchées.

Conclusion

Ces trois bases (POD, DMD, BPOD) s’avèrent inefficaces, vu l’utilisation recherchée.
Finalement, leur défaut est d’être trop efficaces d’un point de vue de l’énergie modale.
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Elles ne font pas apparaître la redondance nécessaire pour rendre les représentations
creuses intéressantes. Afin de pouvoir utiliser plus de modes que le nombre de capteurs, il
faut utiliser une base qui présente des modes qui se ressemblent (corrélés). Suivant les
mesures effectuées, la reconstruction ne se fera pas toujours à l’aide des mêmes modes. Il est
donc nécessaire de créer une base spécialement dans l’objectif d’obtenir une représentation
creuse.

3.2 Création d’une base adaptée au problème
Il faut créer une base, un dictionnaire, Φ qui permet d’obtenir une représentation

creuse. Ce dictionnaire doit donc présenter de la redondance.
L’algorithme le plus mentionné permettant de répondre à ce problème est l’algorithme

K-SVD. Ce dernier complète l’algorithme K-means très utilisé en classification. Une fois
l’algorithme K-SVD présenté, il sera intégré dans la méthode d’estimation proposée.

3.2.1 Application directe de la K-SVD

L’algorithme K-SVD [21] fait partie des algorithmes les plus utilisés pour créer des
dictionnaires redondants promouvant des représentations creuses. Il existe bien
sûr d’autres approches telles que la MOD (Method of Directions) [9] qui est très proche de
la K-SVD sur le fond. Il convient aussi de mentionner la fameuse décomposition en onde-
lettes [22], une méthode consistant a créer un dictionnaire composé d’une union de bases
orthonormales [23] ainsi qu’une méthode créant un dictionnaire qui cette fois-ci promeut
une parcimonie globale [24].

La K-SVD peut être vue comme une généralisation de l’algorithme K-means [25]
très utilisé en classification. Cet algorithme est détaillé dans le chapitre 4. Dans le cadre
K-means, une représentation 1-sparse contrainte (car la valeur non nulle dans la repré-
sentation réduite doit être de 1) était recherchée, alors que dans le cadre de la K-SVD,
une représentation K-sparse est recherchée. Ainsi, une combinaison linéaire d’un nombre
restreint de vecteurs de bases est utilisée pour décrire chaque élément de la séquence d’ap-
prentissage.

K ∈ N∗ est la parcimonie recherchée sur les représentations réduites et K ≥ 1 (les
représentations sont donc T-sparse). Le nombre de modes K-SVD recherché est nD ∈ N∗.
La matrice contenant les représentations réduites est A, définie de la même manière qu’au
chapitre précédent (voir la partie 2.53). Dans la suite, une matrice Y réelle est utilisée.

Formulation

Comme il a été vu à travers les équations 3.6 et 3.7, il existe deux manières de formuler
le problème.

La première cherche à minimiser l’erreur ||Y − Ŷ ||F en ajoutant une contrainte sur la
norme `0 des représentations. Celle-ci est connue sous le nom de error-based K-SVD et se
trouve ci-dessous :

{A,Φ} ∈ arg min
Ã∈RnD×nsnap

Φ̃∈Rnx×nD ,||φ̃i||2=1 ∀i

||ãl||0 ∀l tel que||Y − Φ̃ Ã||F ≤ εK-SVD, (3.19)

où εK-SVD ∈ R∗+ est la plus grande erreur autorisée sur la reconstruction de Y .
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La seconde cherche à minimiser la norme `0 des représentations tout en satisfaisant une
contrainte sur l’erreur ||Y − Ŷ ||F . Cette formulation est connue sous le nom de sparsity-
based K-SVD et se trouve ci-dessous :

{A,Φ} ∈ arg min
Ã∈RnD×nsnap

Φ̃∈Rnx×nD ,||φ̃i||2=1 ∀i

||Y − Φ̃ Ã||F tel que ||ãl||0 ≤ K ∀l, (3.20)

où K est le plus grand nombre de termes non-nuls possibles.

La formulation retenue est celle dite sparsity-based K-SVD (3.20) puisque l’objectif
est d’obtenir la plus petite erreur de reconstruction possible sur Y en utilisant la plus
grande parcimonie possible, c’est-à-dire K = nS . Le choix de la valeur de K sera étudié
dans la sous-section suivante.

K-SVD

Outre la phase d’initialisation et le critère d’arrêt, l’algorithme K-SVD permettant de
résoudre le problème 3.20 peut se décomposer en 2 grandes étapes (nommées selon [21]) :

— Sparse Coding (SC) et
— Codebook Update (CU).

Ceci permet de découpler la recherche de A et de Φ.

L’étape SC consiste à déterminer une représentation creuse à partir de Y et de l’état
courant du dictionnaire Φ. Le problème à résoudre est :

ASC ∈ arg min
ÃSC∈RnD×nsnap

||Y − Φ ÃSC||F tel que ||ASC,l||0 ≤ K ∀l, (3.21)

où ASC :=
(
ASC,1 . . . ASC,nsnap

)
contient les représentations creuses recherchées. ASC,l est

la lième colonne de ASC. Le dictionnaire est fixé, ainsi ce problème est résolu pour chaque
y à l’aide d’un algorithme d’obtention de représentation creuse. Comme détaillé précé-
demment, l’algorithme OMP est utilisé ici.

L’étape CU, comme son nom l’indique, consiste à mettre à jour le dictionnaire Φ. Il est
par contre impossible de mettre à jour Φ tout en gardant les représentations déterminées à
l’étape précédente, soit ASC. Changer un élément du dictionnaire fait que la représentation
creuse associée sera différente. Un comportement greedy est ainsi introduit à cette étape.
Chaque colonne de Φ, c’est-à-dire chaque mode du dictionnaire, va être mis à jour avec la
ligne associée de ASC. Ceci est fait avec la contrainte supplémentaire de ne pas modifier
le support de ASC. Une telle contrainte permet de rester dans un contexte creux tout en
rendant ce sous problème soluble par des méthodes linéaires. Au fur et à mesure que les
modes sont mis à jour, la représentation creuse s’éloigne de celle qui a été obtenue à l’étape
précédente. Le problème à résoudre dans l’étape CU est :

{A,Φ} ∈ arg min
Ã,Φ̃

||Y − Φ̃ Ã||F

tel que supp (A) = supp (ASC) , ‖φk‖2 = 1 ∀k. (3.22)

La méthode de mise à jour est maintenant détaillée. Des nouvelles notations relatives
aux manipulations des matrices sont introduites :

— (·)l, qui indique la lième ligne d’une matrice,
— (·)\l, qui indique la matrice privée de sa lième ligne et
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— (·)\l, qui indique la matrice privée de sa lième colonne.
Cette notation peut aussi être étendue aux cas où l est un ensemble d’indices. Dans ce
cas, un groupement de lignes ou de colonnes peut être manipulé.

Chaque paire (φl, AlSC) est mise à jour à l’aide du calcul d’une SVD. C’est d’ailleurs
cette étape qui explique le terme SVD inclus dans le nom de l’algorithme K-SVD. Cette
mise à jour est faite dans un ordre aléatoire afin de balayer un plus grand espace des solu-
tions. La mise à jour commence par le recensement des snapshots qui utilise effectivement
φl. Ces indices sont contenus dans l’ensemble ωl qui est défini par

ωl =
{
i | 1 ≤ i ≤ nsnap, A

l
SC(i) 6= 0

}
, (3.23)

où AlSC(i) correspond au ième élément de AlSC.
La matrice erreur est ensuite formée par :

E = Y − Φ\lA
\l
SC. (3.24)

La restriction de E aux colonnes indexées par ωl est nommée Er. Enfin, la SVD de Er est
calculée et permet d’obtenir les matrices U , Σ et V telles que Er = UΣV T . U et V sont
des matrices orthogonales et Σ est une matrice contenant les valeurs singulières de Er sur
sa diagonale et des 0 ailleurs. Ceci permet d’effectuer la mise à jour de la paire considérée
selon

AlSC,r = Σ1,1 V
1, φl = U1, (3.25)

où AlSC,r est la restriction de AlSC aux éléments indexés par ωl.

Ces deux étapes sont répétées jusqu’à l’obtention d’une solution satisfaisante. Le
pseudo-code se trouve dans l’algorithme 2. Plus d’informations sur l’algorithme K-SVD
peut-etre trouvé dans l’article fondateur [21]. Ensuite, des détails sur l’implémentation
peuvent être trouvés dans [26] où, entre autre, le calcul de la SVD est approché pour
réduire le temps de calcul pris par l’étape CU.

Un autre point essentiel est la mise à jour de chaque élément du dictionnaire lors
de l’étape CU. Comme il a été vu précédemment, plus le nombre de modes mis à jour
augmente, plus la représentation associée est éloignée de celle obtenue par l’étape SC.
Une autre approche de mise à jour testée consiste à ne modifier que le dictionnaire sans
modifier la représentation réduite. Ceci permet une variation de l’erreur moins brutale mais
amplifie le phénomène d’être piégé dans un minimum local. A cause de ce phénomène, cette
modification n’a pas été retenue.

Implémentation et remarques techniques

L’algorithme K-SVD est maintenant utilisé pour répondre à Pb.Estimation. Les pa-
ragraphes suivants contiennent les informations pratiques nécessaires pour utiliser l’al-
gorithme sur le système test. Ensuite, les performances obtenues avec la K-SVD sont
illustrées et comparées avec l’approche POD.

Les paramètres nécessaires pour utiliser l’algorithme sont :
— la séquence d’apprentissage Y ,
— le critère d’arrêt,
— la taille du dictionnaire nD,
— la parcimonie des vecteurs recherchée K,
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Algorithm 2 K-SVD Pseudo-Code
Require: Y , nD, K, Dini, nit

1: Initialisation :
2: Φ← Dini
3:
4: for j ∈ [1 . . . nit] do
5: Sparse Coding :
6: A← arg min

ÃSC∈RnD×nsnap
||Y − Φ ÃSC||F tel que ||A, l||0 ≤ K ∀l,

7:
8: Codebook Update :
9: for l ∈ [1 . . . nD] do

10: ωl ←
{
i | 1 ≤ i ≤ nsnap, A

l(i) 6= 0
}

11: E ← Y − Φ\lA\l
12: Er ← Eωl
13: UΣV T ← décomposition SVD de Er
14: Alr = Σ1,1V

1

15: φl ← U1

16:
17: Sortie : Φ, A

— l’initialisation .

Le critère d’arrêt retenu est ici le nombre d’itérations effectuées nit. Une itération
correspond à un cycle SC - CU. Bien que des critères sur la valeur de l’erreur effectuée
ou sur la variation de cette erreur soient plus adaptés à un usage courant, le nombre
d’itérations a été retenu afin d’être sûr d’atteindre l’arrêt de l’algorithme lors de chaque
test.

De plus, il est courant d’avoir des variations brutales de l’erreur lors de l’utilisation de
cet algorithme. La cause principale des variations brutales du critère à minimiser est le
remplacement de vecteur de base. Ceci a lieu dans deux cas :

— un vecteur de base n’est utilisé par aucune représentation réduite,
— un vecteur de base est trop proche, d’un point de vue angulaire, d’un autre mode

du dictionnaire.
Une collection de vecteurs non utilisés est créée lors de l’initialisation. Lorsqu’un vecteur
de base vérifie l’une des deux conditions ci-dessus, il est remplacé par un vecteur de cette
collection qui est ensuite mise à jour. Ceci permet de s’assurer qu’un élément n’est pas
utilisé plus d’une fois. En choisissant un grand nombre d’itérations, on autorise des varia-
tions lentes de l’erreur qui peuvent créer des situations où un vecteur de base doit être
remplacé. Plus de situations sont ainsi balayées.

Le critère de parcimonie est choisi tel que K = nS . Il est ici attendu de pouvoir
récupérer nS termes non-nuls de la représentation réduite à partir de nS mesures. Ceci
est optimiste et sera étudié dans la suite (cas K < nS). Il faut aussi se souvenir que
l’algorithme OMP ne peut fournir qu’un vecteur au plus nS-sparse à partir d’un vecteur
d’entrée de nS éléments. Un autre algorithme est ainsi plus adapté si une parcimonie plus
faible (plus de termes non nuls) est recherchée.

La taille du dictionnaire nD doit ensuite être fixée. Afin de pouvoir obtenir une
meilleure estimation par rapport à la POD, il faut au moins utiliser plus de nS modes. En
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effet, l’approche POD est limitée à utiliser autant de modes que le nombre de capteur afin
de garantir un système bien posé pour l’obtention des représentations réduites. Ensuite,
plus le dictionnaire contient de modes, plus il va tirer parti des avantages des représen-
tations creuses pour décrire convenablement Y . Il faut ainsi nD > K, ce qui est le cas
puisque K = nS . Cependant, outre les temps de calcul des algorithmes creux légèrement
rallongés, il va être de plus en plus délicat d’obtenir une représentation creuse exploitable à
partir des mesures seulement. Un compromis doit donc être trouvé entre les performances
rendues possibles par un grand dictionnaire et le fait de pouvoir en pratique obtenir une
telle représentation.

Vu l’importance de la parcimonie K sur le choix de la taille du dictionnaire, un outil
plus adapté est utilisé : le degré de parcimonie d’un vecteur. Ce dernier, appelé encore
multiplicateur nmul ∈ R∗+, est défini comme le rapport entre la taille du dictionnaire et
la parcimonie de la représentation réduite, soit

nmul = nD
K
. (3.26)

Parmi les valeurs testées, nmul = 3 semble bien répondre au compromis recherché. D’autres
valeurs sont aussi illustrées dans la suite telles que nmul = 10 qui au prix d’un temps de
calcul plus long permet d’obtenir de bien meilleures performances (dans le cas non-bruité).
De plus il est maintenant plus aisé de comparer des bases de tailles différentes mais de
même multiplicateur.

Un dernier point sur la taille du dictionnaire concerne le phénomène dit d’overfitting.
Il ne faut pas oublier que la méthode développée doit aussi être exploitable sur des champs
non contenus dans la séquence d’entraînement. Augmenter de manière trop importante la
taille du dictionnaire fait que ce dernier va être de plus en plus adapté à la séquence
d’entraînement. Un cas extrême serait un dictionnaire contenant autant de modes que de
snapshots. Dans ce cas, utiliser l’algorithme K-SVD en recherchant une solution 1-sparse
ferait que chaque mode du dictionnaire soit en fait un snapshot. Afin de pouvoir être
flexible, il ne faut pas utiliser un dictionnaire trop grand. Une modification de la K-SVD
pour répondre à ce problème a été proposée dans [27] avec la Double Sparse K-SVD. Cette
méthode est facile à mettre en pratique une fois qu’un algorithme K-SVD classique est
disponible. La recherche du dictionnaire se fait maintenant sous contrainte. Un premier
dictionnaire D1 sert de base pour le second dictionnaire D2 qui doit être déterminé. Le
dictionnaire total sera Φ = D1D2, où D1 et D2 ont les dimensions appropriées. Le diction-
naire D1 permet de guider la recherche de Φ et conduit, d’après l’auteur, à la réduction
de ce phénomène d’overfitting. Bien sur, le choix de D1 devient crucial au bon fonction-
nement de la méthode et nécessite aussi un peu de pratique avant de pouvoir en choisir
une performante.

Enfin, la nature aléatoire de l’algorithme fait qu’il est essentiel de le lancer plusieurs
fois pour un jeu de paramètre donné. Le balayage aléatoire des éléments du dictionnaire
lors de l’étape de Codebook Update permet de balayer un large spectre de dictionnaire mais
peut conduire à des solutions locales, non-optimales. La méthode retenue à été d’initiali-
ser différemment l’algorithme et d’effectuer plus de 30 lancers par simulation. Le meilleur
dictionnaire est ensuite retenu.

Il ne reste plus qu’à régler le problème de l’initialisation. Plusieurs techniques ont
été utilisées. Ces dernières sont :

— Dini1 : initialisation avec nombres aléatoires pris selon une distribution uni-
forme centrée puis normalisation des colonnes,
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Figure 3.2 – K-SVD - Illustration du comportement aléatoire

Figure 3.3 – K-SVD - 3 premiers modes

— Dini2 : initialisation avec des nombres aléatoires pris selon une distribution gaus-
sienne centrée puis normalisation des colonnes,

— Dini3 initialisation avec une combinaison aléatoire de snapshots de Y ,
— Dini4 initialisation avec un mélange de modes POD et une combinaison aléatoire

de snapshots de Y .
En pratique, Dini1 et Dini4 se sont avérés très satisfaisants. Dini1 permet de balayer un

espace de solutions “plus large” (lorsque plusieurs lancers sont considérés) que Dini4 mais
au prix d’une convergence plus lente.

Performances - données complètes

Les performances de l’approche K-SVD sont maintenant illustrées à partir des don-
nées générées par le système test. L’information totale Y est disponible. Les capteurs
ne sont pas utilisés. Ceci permet de se faire une idée plus concrète des possibilités de
la K-SVD et de ses limites. La majorité des courbes traite de l’erreur de reconstruction
relative εr = ||Y − Ŷ ||F /||Y ||F . Par contre Ŷ est obtenue de différentes manières.

La figure 3.2 illustre la variation de εr en fonction du nombre d’itérations effectuées
pour 10 lancers de l’algorithme K-SVD avec les mêmes conditions initiales. Le type Dini3
est ici utilisé. Cette matrice est stockée afin d’être utilisée plusieurs fois par l’algorithme
K-SVD. A la fin de chaque cycle SC-CU, l’erreur relative εr est calculée avec Ŷ = ΦkASCk,
où Φk correspond au dictionnaire obtenu à la fin du cycle k et ASCk contient les représen-
tations creuses associées à ce dictionnaire. Les 50 premières itérations sont retenues. La
courbe illustre ainsi le comportement aléatoire de l’algorithme K-SVD.

La figure 3.3 illustre 3 modes K-SVD. Le dictionnaire K-SVD utilisé ici est associé
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Figure 3.4 – K-SVD - εr obtenue à la fin du SC (carré) et du CU (croix)

au cas K = 3 et nmul = 3. De gauche à droite, les modes représentés sont : 3,5 et 8.

La figure 3.4 permet d’illustrer comment l’algorithme K-SVD réduit l’erreur εr (ob-
tenue en fin de SC). Seules quelques itérations d’un lancer sont représentées. Au lieu de
ne considérer que l’erreur obtenue en fin de SC (marqueur carré), l’erreur obtenue en fin
d’étape CU (marqueur croix) est aussi affichée. Cette dernière est calculée lorsque chaque
paire (φl, AlSC) a été mise à jour. La matrice ASC utilisée lors de cette étape a ainsi été ob-
tenue par SVD successives dépendantes (et non par l’algorithme OMP seulement). L’étape
CU permet toujours de réduire l’erreur de description faite sur la séquence d’entraînement.

Si l’objectif était d’obtenir la meilleure représentation creuse de Y , il suffirait de sélec-
tionner le dictionnaire et la représentation associée à la fin de l’étape CU. Cela dit, c’est
la représentation creuse obtenue à l’étape SC qui sera exploitable en pratique.

Ce paragraphe a pour fonction d’illustrer les performances de l’approche K-SVD dans
le cas où la totalité du champ est connue. Cela revient à utiliser C = Inx avec la formulation
considérée, où Inx est la matrice identité d’ordre nx. Bien que cette situation soit idyllique,
elle permet de comparer les performances descriptives des méthodes K-SVD et POD. Elle
sert aussi de limite théorique illustrant le cas où aucune erreur n’est effectuée sur la
représentation réduite (creuse ou non).

Pour la méthode POD, l’erreur relative εr est calculée en retenant un certain nombre
de modes K. Les capacités descriptives de la POD sont ainsi étudiées, comme cela a été vu
dans le chapitre précédent. La configuration K-SVD la plus comparable consiste à utiliser
une parcimonie de K. Ainsi, pour chaque dictionnaire K-SVD testé, seulement K modes
peuvent être utilisés à la fois, comme l’approche POD. Plusieurs tailles de dictionnaires
sont utilisées et sont caractérisées par leur degré de parcimonie nmul = 1, 3 et 10. nmul = 1
est un cas limite où les représentations creuses ne le sont plus, elles sont en fait pleines.
Les autres nmul correspondent à des situations de parcimonie classique. La représenta-
tion réduite pour la POD est obtenue par projection orthogonale du snapshot considéré.
Pour obtenir celle correspondant à l’approche K-SVD, OMP est utilisé afin de trouver
une représentation creuse K-sparse. Ainsi, le même nombre de modes est effectivement
utilisé, malgré les différentes tailles de dictionnaires/bases. Pour chaque paire (nmul,K),
le meilleur dictionnaire K-SVD est retenu (selon les critères vu précédemment).

Les résultats sont regroupés sur la figure 3.5 et dans le tableau 3.2.

Plus le nombre de modes effectifs utilisé K est grand, plus l’erreur relative faite sur
la description de la totalité de la séquence d’entraînement diminue. Avec une parcimonie
K = 5 et un dictionnaire de taille nD = 10K = 50, l’erreur relative effectuée est inférieure
à 1%. Cette erreur diminue très vite lorsque K augmente. Ceci est une conséquence de la
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Figure 3.5 – K-SVD - Performances y disponible

K POD K-SVD K-SVD K-SVD
nD = K nD = K nD = 3K nD = 10K

1 54.2% 54.2% 34.6% 17.7%
2 38.9% 38.9% 14.2% 5.48%
3 20.4% 20.4% 6.65% 1.92%
4 9.50% 9.53% 3.11% 1.12%
5 3.60% 3.63% 1.50% 0.596%

Table 3.2 – K-SVD - Performances y disponible

nature de la séquence d’apprentissage utilisée qui s’avère compressible (peut être décrit
convenablement avec peu de modes). Pour un autre système test présentant des phéno-
mènes plus complexes, il faudrait plus de modes pour obtenir des erreurs aussi faibles.

Le premier comportement notable concerne la courbe nmul = 1, c’est-à-dire nD = K.
Les performances de K-SVD avec nD = K sont si similaires à celles obtenues avec l’ap-
proche POD que les deux courbes se superposent.

Du point de vue de l’erreur εr, la base K-SVD trouvée se comporte comme la base
POD. Cependant, sauf pour le cas nmul = 1, les dictionnaires K-SVD D et les bases POD
Ψ sont différents. Cette base POD est d’ailleurs optimale dans ce cas (nmul = 1) selon le
théorème d’Eckart-Young [28]. L’algorithme K-SVD permet donc de trouver un diction-
naire tout aussi performant dans le cas plein.

Ensuite, lorsque nD > K, la base K-SVD permet de meilleures performances que
la base POD. Ceci est l’effet recherché à travers l’utilisation de représentations creuses.
Lorsque 3 modes effectifs sont utilisés, l’erreur est de 20% avec une représentation dense
et diminue jusqu’à moins de 2% avec une représentation creuse (nmul = 10).

Performances - données limitées

Il ne reste plus qu’à vérifier si cette approche fonctionne lorsque la seule information
disponible est celle donnée par les capteurs. Les dictionnaires obtenus dans le cadre de
la figure 3.5 sont utilisés. Les représentations réduites sont maintenant obtenues en résol-
vant l’équation 2.62 pour l’approche POD et l’équation 3.21 pour l’approche K-SVD. Les
positions de capteurs Copt sont utilisées (voir le chapitre 2).

Les résultats associés se trouvent dans le tableau 3.3 et doivent être comparés au ta-
bleau 3.2.
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K POD K-SVD K-SVD K-SVD
nD = K nD = K nD = 3K nD = 10K

1 64.0% 64.0% 72.2% 74.9%
2 46.6% 46.6% 92.4% 152%
3 20.6% 20.6% 38.7% 32.2%
4 12.3% 12.3% 101% 13.7%
5 3.68% 3.68% 76.1% 7.43%

Table 3.3 – K-SVD - Performances Copt

Les performances ne sont pas du tout compatibles avec ce qui est attendu.
Les représentations creuses obtenues permettent bien de réduire l’erreur au niveau des
capteurs, mais ces derniers ne sont pas du tout adaptés pour réduire l’erreur sur le champ
total à estimer. Les mêmes essais ont été effectués avec d’autres réalisations de diction-
naire K-SVD et les résultats sont encore catastrophiques. Certaines peuvent donner de
meilleurs résultats mais rien n’est garanti. Pour un plus grand nombre de capteurs (10 par
exemple), cet effet semble s’estomper. Étant donné que la méthode doit être fonctionnelle
dans un contexte de faible nombre de capteurs, il faut modifier l’approche retenue.

Cette perte de performances peut être vue à travers la variété des supports des
représentations réduites (voir 3.1.1). Le dictionnaire K-SVD, noté D, obtenu dans le
cas K = 3 et nD = 9 est considéré. Les capteurs retenus pour ce test sont associés aux
positions Copt3. La matrice A contient des vecteurs 3-sparse obtenus à l’aide de l’algorithme
OMP appliqué sur la paire (Y,D). AC est obtenue de la même manière mais avec la paire
(S,CD).

Les supports distincts présents dans A (courbe du haut) et AC (courbe du bas) sont
représentés sur la figure 3.6. Les croix indiquent la présence d’un élément non nul parmi
les composantes du vecteur.

Le nombre de supports maximal possible est
(9
3
)

= 84. Lorsque l’information totale y
est disponible (paire (Y,D)), il y a 46 supports distincts qui sont utilisés dans la matrice
A. Cependant, lorsque seulement les mesures s sont disponibles (paire (S,CD)), il n’y a
que 9 supports distincts utilisés dans AC .

Les supports obtenus à partir de l’information complète sur le champ y sont bien
plus divers que ceux obtenus à partir des mesures s. Cependant, sans augmenter le
nombre de supports distincts, il doit être possible d’augmenter les performances
d’estimation à partir des données s. La figure 3.5 augure de très bonnes performances
avec des représentations creuses si ces dernières deviennent accessibles à partir des
mesures s.

3.2.2 Intégration de la position des capteurs - SOBAL

L’algorithme K-SVD doit êtremodifié afin d’incorporer la position des capteurs.
Il semble nécessaire d’y introduire le fait que les représentations creuses ne peuvent être
obtenues qu’à partir de s et non de y. Cela ne sert à rien d’autoriser l’existence de repré-
sentations creuses efficaces s’il est impossible d’y accéder.

L’algorithme K-SVD est très flexible et a déjà été modifié pour convenir à différents
besoins. Cet algorithme est le point de départ des algorithmes :
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Figure 3.6 – K-SVD - Supports distincts des représentations creuses obtenues à partir
des données complètes (haut) et des mesures (bas)

— Single-Pass K-SVD [29], qui traite conjointement l’étape Sparse Coding et Codebook
Update pour être plus efficace d’un point de vue stockage mémoire,

— Label Consistant-KSVD (LC-KSVD) [30] qui permet d’obtenir, en plus du diction-
naire, un classificateur linéaire,

— MTL-KSVD [31] qui permet de faire de l’apprentissage en ligne de multiples tâches
consécutives,

— Discriminative-KSVD (D-KSVD) [32] qui se focalise sur la discrimination de diffé-
rentes classes.

Afin de répondre au problème, l’étape Sparse Coding est modifiée. Le reste de
l’algorithme est laissé à l’identique. Cette étape est cruciale puisqu’elle définit les supports
qui seront ensuite utilisés par l’étape Codebook Update. Ainsi, en sacrifiant la variété des
supports lors de la conception afin de se limiter à des supports réellement accessibles
à partir des mesures, l’étape CU va améliorer les performances pratiques. Une
partie du potentiel descriptif (erreur faite sur l’estimation de Y ) est sacrifiée mais le gain
effectué sur l’accessibilité de représentations creuses performantes permet d’atteindre les
résultats recherchés.

Au lieu d’utiliser la paire (Y,Φ) pour obtenir la représentation creuse, la paire (S,CΦ)
est utilisée. C’est cette paire qui est exploitée en pratique. L’étape SC est remplacée par
l’étape Sensor Oriented Sparse Coding :

ASC ∈ arg min
ÃSC∈RnD×nsnap

||S − C Φ ÃSC||F tel que ||ASC,l||0 ≤ K ∀l, (3.27)

L’algorithme obtenu est nommé par la suite SOBAL qui est l’acronyme de SensorOriented
BAsis Learning algorithm.

Le pseudo-code de l’algorithme proposé se trouve dans l’algorithme 3.
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Algorithm 3 SOBAL Pseudo-Code
Require: Y , nD, K, Dini, nit

1: Initialisation :
2: Φ← Dini
3:
4: for j ∈ [1 . . . nit] do
5: Sensor Oriented Sparse Coding :
6: A← arg min

ÃSC∈RnD×nsnap
||CY − CΦ ÃSC||F tel que ||A, l||0 ≤ K ∀l,

7:
8: Codebook Update :
9: for l ∈ [1 . . . nD] do

10: ωl ←
{
i | 1 ≤ i ≤ nsnap, A

l(i) 6= 0
}

11: E ← Y − Φ\lA\l
12: Er ← Eωl
13: UΣV T ← décomposition SVD de Er
14: Alr = Σ1,1V

1

15: φl ← U1

16:
17: Sortie : Φ, A

La stratégie adoptée pour répondre au problème Pb.Estimation est la suivante :

Etape 1 : Création de la base SOBAL (hors-ligne)
1. Créer la séquence de snapshots Y à partir d’états utiles pour l’application considé-

rée.
2. Utiliser l’algorithme SOBAL afin d’obtenir un dictionnaire Φ adapté à la configu-

ration C des capteurs.
Etape 2 : Estimation (en-ligne)
1. Utiliser OMP (où un autre algorithme de reconstruction creuse à condition qu’il ait

aussi été utilisé dans l’algorithme SOBAL) à partir des mesures s et du dictionnaire
Φ afin d’obtenir la représentation creuse associée â.

2. Estimer le champ à partir de la relation ŷ = Ψ â.

3.2.3 Résultats

Les performances de cet algorithme sont maintenant illustrées et comparées à l’ap-
proche POD pour 2 configurations des capteurs. Une fois de plus, l’erreur relative εr
définie dans le chapitre 2 est utilisée.

La figure 3.7 contient l’évolution de l’erreur obtenue à la fin de chaque cycle de l’al-
gorithme pour une position donnée des capteurs (Copt3 - nmul = 10). Tout comme la
figure 3.4, elle permet de se faire une idée du comportement de l’algorithme.

Positions Cf

Les positions Cf présentées au chapitre précédent sont tout d’abord utilisées. Elles
correspondent à un placement sans connaissance préalable du système. Les approches
POD et SOBAL utilisent autant de modes effectifs K que le nombre de capteurs nS .

La figure 3.8 et le tableau 3.4 contiennent les différentes erreurs obtenues. Comme il a
déjà été vu au chapitre précédent, l’approche POD est incapable de fournir des résultats sa-
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Figure 3.7 – SOBAL - Évolution de εr

nS

E
rr
eu

r
ǫ
r
(e
n
%
)

 

 

1 2 3 4 5

40

45

50

55

60

65

SOBAL (nD = nS)

SOBAL (nD = 3nS)

SOBAL (nD = 10nS)

Figure 3.8 – SOBAL - Performances Cf

tisfaisants. Avec nS = 1, l’erreur faite est d’environ 70% et avec nS = 5, l’erreur est encore
plus grande et vaut 220%. L’approche K-SVD classique est aussi insatisfaisante comme
cela peut être vu à travers les résultats donnés dans le tableau 3.4. Par contre, l’approche
SOBAL permet de garantir de bonnes performances d’estimation avec 66% d’erreur re-
lative lorsque un capteur est utilisé et 40% lorsque cinq capteurs sont utilisés. Certes, ces
performances ne sont pas exceptionnelles mais au moins, chaque nouveau capteur ajouté
permet de réduire l’erreur. Le comportement notable est une fois de plus l’amélioration des
performances lorsque la taille du dictionnaire SOBAL augmente. Augmenter nmul permet
de réduire considérablement l’erreur. Par exemple, lorsque 5 capteurs sont utilisés, εr qui
valait 53% avec nmul = 1 (cas plein) ne vaut plus que 38% avec nmul = 10. L’approche SO-
BAL présente de meilleurs résultats que l’approche POD dans le cas plein. Ceci provient
tout simplement de la difficulté de remonter jusqu’à la représentation lorsque si peu de
capteurs (qui plus est, mal placés) sont utilisés. Un autre point d’intérêt est que certaines
positions des capteurs font qu’il est plus facile d’obtenir un gain notable de performance
en augmentant la taille du dictionnaire.

Nombre de POD K-SVD K-SVD K-SVD SOBAL SOBAL SOBAL
capteurs nS nD = nS nD = 1nS nD = 3nS nD = 10nS nD = nS nD = 3nS nD = 10nS

1 72.0 % 72.0 % 107 % 105 % 66.1 % 66.1 % 66.1 %
2 138 % 138 % 161 % 94.0 % 61.8 % 59.3 % 58.2 %
3 109 % 109 % 83.4 % 77.4 % 56.1 % 50.8 % 42.9 %
4 103 % 103 % 76.9 % 64.7 % 53.6 % 48.5 % 38.7 %
5 219 % 219 % 84.2 % 66.8 % 52.6 % 46.5 % 37.5 %

Table 3.4 – SOBAL - Performances Cf

70



Chapitre 3 3.2. CRÉATION D’UNE BASE ADAPTÉE AU PROBLÈME

Figure 3.9 – Champ de pression relatif : exact (gauche), estimé à partir des modes POD
(centre) et estimé avec la SOBAL (droite) - nS = 5
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Figure 3.10 – SOBAL - Performances Copt

Pour illustrer ces performances, un snapshot précis est utilisé comme exemple dans la
figure 3.9. Le champ de gauche correspond au snapshot de la séquence d’apprentissage. Le
champ du milieu correspond à celui estimé par l’approche POD. L’erreur relative effectuée
sur ce snapshot est de 275% (norme 2). Enfin, le champ de droite est associé à l’estimation
K-SVD et l’erreur relative effectuée est de 7.0% seulement.

Positions Copt

Les positions Copt des capteurs sont ici utilisées. La méthode employée pour sélectionner
ces capteurs sera détaillée au chapitre 5. Les placements obtenus ne sont pas optimaux
pour l’approche SOBAL mais permettent quand même de très bons résultats d’estimation.
Il est en effet très difficile de trouver des capteurs qui vont pouvoir tirer parti de la nature
creuse des représentations réduites recherchées (bien que ces positions existent 6.3.2).

Les résultats sont représentés sur la figure 3.10 et le tableau 3.5. Tout d’abord, l’ap-
proche POD s’avère bien plus performante que dans les configurations précédentes des
capteurs. Pour chaque ajout de capteur, la configuration disponible permet de réduire l’er-
reur relative d’estimation. L’approche SOBAL permet d’atteindre de meilleurs résultats
que l’approche POD, ce qui était l’effet recherché. Augmenter la taille de la base permet
encore de réduire l’erreur effectuée sur les mêmes positions des capteurs. Par exemple,
lorsque 4 capteurs sont utilisés, l’approche POD permet d’effectuer une erreur relative de
εr = 12.3% alors que l’approche SOBAL permet d’atteindre 6.70% avec nmul = 10.

L’algorithme SOBAL, une simple modification de la K-SVD, peut ainsi être utilisée
pour obtenir des dictionnaires performants en vue d’une estimation à partir de très peu
de capteurs.
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Nombre de POD K-SVD K-SVD K-SVD SOBAL SOBAL SOBAL
capteurs nS nD = nS nD = nS nD = 3nS nD = 10nS nD = nS nD = 3nS nD = 10nS

1 64.0% 64.0% 72.2% 74.9% 62.6% 62.6% 62.6%
2 46.6% 46.6% 92.4% 152% 43.8% 35.9% 29.3%
3 20.6% 20.6% 38.7% 32.2% 20.6% 17.6% 12.1%
4 12.3% 12.3% 101% 13.8% 11.5% 9.96% 6.70%
5 3.68% 3.68% 76.1% 7.43% 3.68% 3.13% 2.65%

Table 3.5 – SOBAL - Performances Copt

3.3 Généralisation

3.3.1 Goal-Oriented - SOBAL généralisé

L’algorithme SOBAL vu jusqu’à présent a permis d’estimer un vecteur de grande di-
mension y à partir d’une restriction de ce dernier, les mesures s = Cy. En utilisant ce
dernier, la totalité des snapshots de Y ont été estimés à partir de S = CY .

Le nouvel objectif est maintenant d’étendre le champ d’application de l’approche
SOBAL. Au lieu de voir cette approche comme manipulant uniquement la séquence Y ,
cette section considère les 2 séquences Y et S. Afin de ne pas introduire de confusions,
une nouvelle notation est introduite :

H =
(
ht1 . . .htnsnap

)
∈ Rnh×nsnap , (3.28)

où nh ∈ N∗ est la dimension d’un snapshot de ce champ h. Pour alléger les notations, hti
est aussi noté hi. Le couple suivant de séquences d’entraînement est maintenant considéré :

— H, contenant les éléments du champ à estimer, de grande dimension et
— S, contenant les éléments du champ mesuré, de faible dimension.

Ces deux séquences doivent impérativement comporter le même nombre de snapshots et
leur disposition dans la matrice d’entraînement est primordiale. En effet, à partir de l’élé-
ment sti , il faut obtenir une estimée de hti .

Ce nouveau problème, nommé Pb.GoalOriented, est énoncé ci-dessous :
Données : H, S

Objectif : Trouver une application Ψ (.) définie sur RnS → Rnh qui minimise
εr = ||H − Ĥ||F /||H||F

où Ĥ =
(
Ψ (st1) . . .Ψ

(
stnsnap

))
.

Le champ d’application de ce problème est bien plus vaste que Pb.Estimation. Ce
dernier en est même un cas particulier avec H = Y et S = CY .

Les natures de H et S font que le problème va être plus ou moins délicat à résoudre.
Une fois résolu, il permettra d’obtenir des estimateurs adaptés à des situations originales.

Par exemple, si S correspond aux mesures de pression et H contient le coefficient de
traînée totale (un scalaire associé à chaque snapshot), l’estimateur obtenu incorporera une
information délicate à obtenir sur la traînée due à la viscosité.

Un autre exemple consiste à insérer le champ des vitesses dans H afin de pouvoir
estimer ce dernier à partir du champ de pression uniquement. Il est essentiel de noter que
ceci est remarquable dans le cas actuel puisqu’il est impossible d’utiliser des capteurs de
vitesse à la surface du cylindre (puisque la vitesse du fluide y est nulle).

Les motivations pour résoudre un tel problème sont nombreuses et l’objectif est ici
d’adapter l’approche retenue avec SOBAL afin d’obtenir un algorithme aussi performant
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dans ce nouveau contexte.

Lorsque le problème Pb.Estimation est vu à travers le cadre de Pb.GoalOriented, un
couplage apparaît entre H et S. En effet, les deux matrices d’entraînements sont reliées
selon :

S = CH. (3.29)

L’idée résultante est alors d’appliquer l’algorithme SOBAL pour répondre au pro-
blème Pb.GoalOriented lorsqu’il existe une matrice J ∈ RnS×nh telle que S = JH ou
||S − JH||F est faible. Ce problème n’est pas traité ici dans sa totalité, seule cette res-
triction particulière est pour l’instant retenue. Si un lien linéaire matriciel existe entre
H et S, l’algorithme SOBAL peut alors être utilisé sans modification majeure pour une
nouvelle catégorie de problèmes.

Soit Φ le dictionnaire produit par cet algorithme. L’étape de SC manipule ainsi les
normes ||s − JΦa||2. L’étape de CU manipule la norme ||H − ΦA||F . Le pseudo-code de
l’algorithme SOBAL généralisé se trouve dans l’algorithme 4.

Algorithm 4 SOBAL Généralisé Pseudo-Code
Require: S, H, J , nD, K, Dini, nit

1: Initialisation :
2: Φ← Dini
3:
4: for j ∈ [1 . . . nit] do
5: Sensor Oriented Sparse Coding :
6: A← arg min

ÃSC∈RnD×nsnap
||S − JΦ ÃSC||F tel que ||A, l||0 ≤ K ∀l,

7:
8: Codebook Update :
9: for l ∈ [1 . . . nD] do

10: ωl ←
{
i | 1 ≤ i ≤ nsnap, A

l(i) 6= 0
}

11: E ← H − Φ\lA\l
12: Er ← Eωl
13: UΣV T ← décomposition SVD de Er
14: Alr = Σ1,1V

1

15: φl ← U1

16:
17: Sortie : Φ, A

Un exemple d’utilisation pratique de cette approche est donné dans le chapitre 6 où
une mémorisation des mesures passées est exploitée afin d’améliorer l’erreur d’estimation
sur le champ de pression. Des méthodes d’obtention de J seront aussi illustrées.

Pour aller plus loin dans la résolution de Pb.GoalOriented, il est nécessaire de considérer
des séquences H et S quelconques. Ceci va se faire en découplant les dictionnaires de
l’algorithme SOBAL : Φ et CΦ (ou JΦ avec l’approche généralisée).

3.3.2 Tentative de découplage

L’objectif est une fois de plus d’étendre l’algorithme SOBAL afin de répondre au
problème Pb.GoalOriented. Une telle extension de l’algorithme SOBAL permet de capi-
taliser sur l’utilisation de la parcimonie et le fait qu’en pratique, seule S est disponible. En
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d’autres termes, la parcimonie permet de se défaire de la limitation sur le nombre de modes
utilisés dans un schéma classique, et l’utilisation d’une étape Sensor Oriented Sparse Co-
ding permet de garantir un bon fonctionnement pratique. Pb.GoalOriented est considéré
dans le cadre général où une relation matricielle simple entre les deux séquences S et H est
inconnue ou, tout simplement, impossible à obtenir vu la nature des séquences en question.

L’approche retenue est d’utiliser deux dictionnaires D1 ∈ RnS×nD et D2 ∈ Rnh×nD :
— D1 manipule directement s et permet d’obtenir une représentation creuse a,
— D2 agit directement sur a et permet d’estimer h.

Ainsi, l’espace réduit (nommé de cette manière puisque les vecteurs de cet espace ne sont
que de taille nD), où “vit” a, permet de faire le lien entre les séquences S et H. De par
les nouveaux degrés de libertés disponibles (deux dictionnaires au lieu d’un unique), une
telle approche peut possiblement faire mieux que SOBAL pour répondre à Pb.Estimation.

Dans ce cadre, l’algorithme SOBAL est vu comme manipulant deux dictionnaires cou-
plés. En effet, la résolution du problème Pb.Estimation fait intervenir D1 et D2 tels que
D1 = JD2. C’est pour cela que cette nouvelle approche est qualifiée de découplée, par
opposition à la vision dictionnaires couplés de l’algorithme SOBAL.

Soit GOBAL, le nouvel algorithme basé sur SOBAL, présenté pour résoudre ce pro-
blème. L’approche la plus directe consiste à exploiter les deux étapes clefs de l’algorithme
K-SVD : le SC exploitant D1 et le CU exploitant D2. Cependant, il apparaît maintenant
nécessaire d’introduire une troisième étape afin de mettre à jour D1 (cette mise à jour
n’étant plus faite implicitement via D2). Ci-dessous, une première ébauche d’un cycle de
GOBAL est proposée.

La première étape, Sensor-Oriented Sparse Coding, permet de répondre au pro-
blème :

a ∈ arg min
ã

||s−D1ã||2 tel que ||a||0 = K, (3.30)

pour tout snapshot. La matrice A est ainsi formée par la concaténation des a.

La seconde étape, mettant à jour D2, est renommée Estimation Codebook Update
puisque l’objectif de D2 est de reconstruire H. La mise à jour de D2 cherche à répondre
au problème suivant :

{D2, A} ∈ arg min
D̃2,Ã

||H − D̃2Ã||F . (3.31)

La résolution de ce problème peut être faite par l’approche Codebook Update classique.
Chaque paire

(
d2l, A

l
)

est traitée dans un ordre aléatoire. La matrice erreur EH est
formée selon :

EH = H −D2\lA
\l. (3.32)

A est initialisée avec la valeur donnée par l’étape Sensor-Oriented Sparse Coding. Si un
mode de D1 n’est pas utilisé, la ligne associée de A sera nulle et, de ce fait, le mode associé
de D2 sera aussi non utilisé. Le système de remplacement de mode non utilisé doit agir sur
D1 et non sur D2. La méthode la plus directe consiste à trouver le snapshot de H le moins
bien estimé avec les dictionnaires actuels puis d’injecter le snapshot de S correspondant à
la place du mode non exploité de D1.

La troisième et dernière étape agissant surD1 est nommée Feature Codebook Update
puisque l’objectif de D1 est aussi d’extraire les caractéristiques importantes des mesures
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S. La mise à jour de D1 cherche à répondre au problème suivant :

D1 ∈ arg min
D̃1

||S − D̃1A||F , (3.33)

où A est obtenue par l’étape précédente, l’Estimation Codebook Update. Une étape CU
classique ne peut pas être utilisée car il ne faut pas mettre à jour A, obtenue à l’étape
précédente. La résolution de ce problème peut se faire d’une manière itérative exploitant
aussi la nature creuse de A. Tout comme la méthode Codebook Update, une matrice erreur
ES est formée pour chaque couple

(
d1l, A

l
)
avec 1 ≤ l ≤ nD. Cette dernière est définie

par
ES = S −D1\lA

\l. (3.34)

Afin de minimiser l’erreur ||S −D1A||F , il faut minimiser ||ES − d1lA
l||F . Les indices des

snapshots qui utilisent le mode d1l sont contenus dans ωl, définie selon :

ωl ←
{
i | 1 ≤ i ≤ nsnap, A

l(i) 6= 0
}
. (3.35)

Si ωl est vide, Al correspond au vecteur nul et dans ce cas, agir sur d1l n’a aucune consé-
quence sur la norme à minimiser. La matrice ES,r est ensuite définie comme la restriction
de ES aux colonnes (snapshots) indexées par ωl. Au lieu de chercher la meilleure matrice
de rang 1 décrivant ES,r, le meilleur vecteur d1l est recherché sachant que Al est imposé.
La solution de ce problème est, une fois de plus, donnée par la pseudo-inverse. La restric-
tion de Al aux snapshots indexés par ωl est notée Alr. La pseudo-inverse de Alr est donnée
par

Alr
+ = Alr

T
(
AlrA

l
r
T
)
. (3.36)

La mise à jour de cet élément de D1 peut se faire par :

d1l = ES,rA
l
r
+
. (3.37)

Afin d’obtenir le meilleur dictionnaire D1, il faut effectuer de nombreuses mises à jour
successives de ces colonnes.

Pour résumer, l’étape de SC donne la meilleure représentation creuse de S via le dic-
tionnaire D1. L’étape suivante a pour objectif de modifier cette représentation creuse en
maintenant son support afin de décrire au mieux H. Chaque mode de D2 n’est traité
qu’une fois. Pendant cette étape, D2 et A sont mis à jour. Ensuite, la troisième et der-
nière étape consiste à modifier D1 afin de promouvoir l’obtention du dernier A lors de la
prochaine étape de SC.

Malheureusement, ce problème est bien plus greedy que SOBAL et fait qu’une telle
approche présente fréquemment des problèmes de convergence suivant les séquences S
et H retenues. En pratique, un tel algorithme ne converge que très difficilement sur des
séquences S et H quelconques et “fonctionne” pour répondre au problème Pb.Estimation.
La seconde étape réduit bien l’erreur faite sur H mais la modification faite sur A n’est pas
forcement atteignable en modifiant D1. Ceci engendre un nouveau A moins performant
que l’ancien et l’étape Estimation Codebook Update peut une fois de plus proposer un A
inexploitable par le Feature Codebook Update.

Ce problème de convergence n’a pas pu être résolu par :
— une modification d’un nombre limité de modes par cycle,
— des lancers successifs de l’étape Codebook Update.

Bien que ces modifications réduisent les variations brutales de l’erreur εr, elles se sont
avérées insuffisantes.
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3.3.3 GOBAL

Un nouveau GOBAL va donc être proposé. Ce dernier maintient la même philosophie
que celle présentée ci-dessus : Sparse Coding, mise à jour de D2 puis mise à jour de D1.
Cependant, 3 grandes modifications vont être faites afin de rendre l’algorithme moins
greedy :

— la modification de D1 devient le cœur de l’algorithme et la mise à jour de D2 est
traitée d’une manière optimale ne laissant plus place au hasard,

— un système de conditions initiales incrémentales est mis en place afin de supprimer
toute forme de divergence du critère ||H −D2A||F ,

— une méthode de mise à jour progressive des modes de D1 exploitant à chaque étape
D2 est utilisée.

Une dernière modification moins majeure concerne la mise à jour des modes non-utilisés.

Les paragraphes qui suivent détaillent ce nouvel algorithme GOBAL. Le pseudo-code
de ce dernier se trouve dans l’algorithme 5.

Sensor Oriented Sparse Coding

L’étape Sensor Oriented Sparse Coding est laissée telle quelle. Elle permet, à elle-
seule, d’introduire la notion de parcimonie dans l’algorithme. Ainsi, à partir de l’état
actuel de D1, une représentation creuse de S est calculée et mise sous la forme A. Cette
représentation réduite, accessible en pratique, doit permettre d’estimer convenablement
H.

Estimation Codebook Update

Au lieu de modifier D2 et A à partir d’une étape Codebook Update classique, seul D2
va ici être traité. A n’est plus modifié et ceci va imposer l’introduction d’une nouvelle
méthode de mise à jour de D1. D2 doit permettre de minimiser ||H −D2A||F où A et H
sont fixes.

La solution de ce problème est une fois de plus donnée par la pseudo-inverse de Moore-
Penrose avec

D2 = H (A)+ . (3.38)

Jusqu’à maintenant, l’algorithme pinv de MATLAB a été utilisé pour calculer les
pseudo-inverses. L’algorithme qrginv est plus rapide que pinv et est adapté aux cas des
matrices creuses. Proposé par Katsikis, Pappas et Petralias en 2011 [33], qrginv se base
sur une décomposition QR pour calculer cette pseudo-inverse. La pseudo-inverse classique
d’une troncature adaptée de la matrice “R” (résultante de cette décomposition QR) est
ensuite calculée.

Une telle approche pourrait être utilisée dans l’algorithme MOD [21]. Cependant, il
ne faut pas oublier que l’étape Codebook Update de la K-SVD (et de SOBAL) permet un
brassage des solutions, et ainsi l’obtention d’un meilleur minimum local.

L’algorithme qrginv [33] est utilisé pour effectuer l’Estimation Codebook Update.

Sauvegarde d’une solution acceptable

Il faut modifier D1 afin que l’étape de SC génère un A qui à son tour engendre un
meilleur D2 (minimisant encore plus, par rapport au cycle précédent, ||H −D2A||F ). Ce
n’est plus un D2 non-optimal qui va être à la source de la mise à jour de D1 vu l’ap-
proche utilisée ci-dessus (pseudo-inverse ou une succession de Codebook Update de type
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Algorithm 5 GOBAL Pseudo-Code
Require: S, H, nD, K, Dini1, nit

1: Initialisation :
2: D1 ← Dini, nup ← nD, εbest ← 1e50
3:
4: for j ∈ [1 . . . nit] do
5:
6: Sensor Oriented Sparse Coding :
7: A← arg min

ÃSC∈RnD×nsnap
||S −D1 ÃSC||F tel que ||A, l||0 ≤ K ∀l,

8:
9: Estimation Codebook Update :

10: D2 ← H (A)+ (utilisation de qrginv [33])
11:
12: Sauvegarde :
13: ε← ||H −D2A||F
14: if ε < εbest then
15: εbest ← ε
16: D1best ← D1, D2best ← D2, Abest ← A
17: else
18: D1 ← D1best, D2 ← D2best, A← Abest

19: Procédure de mise à jour de nup
20:
21: Feature Codebook Update :
22: for l ∈

[
1 . . . nup

]
do

23: ωl ←
{
i | 1 ≤ i ≤ nsnap, A

l(i) 6= 0
}

24: if ωl est vide then
25: Procédure de remplacement
26: else
27: EH ← H −D2\lA

\l

28: UΣV T ← décomposition SVD de EHr
29: Alr = Σ1,1V

1

30:
31: ES ← S −D1\lA

\l

32: dtl ← ESr
(
Alr

)+

33: D1 ← les vecteurs temporaires dt précédents
34:
35: Sortie : D1, D2, A
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K-SVD). Bien que cette précaution facilite grandement la convergence, il faut ajouter
une étape de sauvegarde avant d’effectuer cette mise à jour pour se prémunir d’une
mauvaise modification de D1.

Des modifications successives de D1 peuvent malheureusement conduire à une erreur
sur H de plus en plus grande, ou qui ne diminue pas suffisamment. Ceci provient de la
difficulté de proposer une bonne modification des colonnes de D1. La totalité des colonnes
de D1 participe à l’élaboration de A et sans calcul du D2 optimal associé, il est délicat de
prévoir l’impact d’un tel A sur une estimation convenable de H.

Étape 1 - Modification des conditions initiales
Une fois le dictionnaire D2 optimal calculé, la performance pratique de l’état actuel de
la solution (D1, D2) est donnée par ||H − D2A||F . Si cette erreur est plus faible que la
meilleure erreur εbest obtenue jusqu’à présent, l’état actuel de D1, D2 et A est sauvegardé
dans les matrices D1best, D2best et Abest. Ces dernières constituent les nouvelles conditions
initiales de l’algorithme. Si d’un cycle à l’autre l’erreur augmente, l’état actuel des diction-
naires et de la matrice de représentations réduites est réinitialisé à partir de la meilleure
solution obtenue jusqu’à présent.

Une telle étape n’était pas nécessaire avec SOBAL. Au contraire, elle pourrait nuire
à la diversité des solutions proposées et à la capacité de se défaire d’un minimum local du
critère considéré. Pour GOBAL, elle permet de faciliter l’obtention de la bonne solution
vu la difficulté d’obtenir un D1 satisfaisant.

Étape 2 - Procédure de mise à jour de nup
Il faut prêter une attention particulière au nombre de modes de D1 mis à jour lors
d’un cycle. Modifier la totalité des modes lors d’un cycle est utile au début de la “vie”
de l’algorithme. Ceci permet de faire des grandes modifications et de réduire de manière
importante le critère.

Cependant, pour diminuer le critère davantage, il est maintenant nécessaire d’agir que
sur un nombre limité de modes. Ce nombre est réduit lorsqu’une minimisation du
meilleur critère obtenu n’a pas eu lieu au bout d’un certain nombre de cycles.

Ceci provient du fait qu’il est difficile de prévoir l’effet de la modification d’un mode
de D1 sur A et ainsi, sur le critère. Lorsque peu de modes sont mis à jour, la possibilité
qu’un de ces nouveaux modes perturbe les autres devient plus faible (d’après les diffé-
rentes expériences réalisées). Cependant, modifier peu de modes fait que le critère ne peut
pas grandement diminuer d’un cycle à l’autre. Le système de mise à jour des conditions
initiales vu ci-dessus permet d’exploiter au mieux ce comportement. Étant donné que le
point de départ d’un cycle est toujours la meilleure solution obtenue lors du déroulement
de l’algorithme, il n’y a aucun risque de diminuer le nombre de modes lorsque le critère
possède une erreur trop grande. Ensuite, si un certain nombre de cycles sont complétés
sans diminution du critère, le nombre de modes de D1 mis à jour est diminué. En d’autre
termes, une approche de plus en plus fine est utilisée. Les modes mis à jour sont
choisis aléatoirement.

Mise à jour de D1

Il ne reste plus qu’à détailler la méthode de calcul des modes de D1. Elle est très proche
des deux Codebook Update précédents. Le triplet

(
d1l,d2l, A

l
)
relatif au mode 1 ≤ l ≤ nD
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est étudié. Pour diminuer l’erreur ||H −D2A||F en agissant sur le mode l, il faut trouver
un meilleur couple

(
d2l, A

l
)
.

Ceci est réalisé comme une étape Estimation Codebook Update avec le calcul d’une SVD
réduite, permettant de trouver la meilleure matrice de rang 1 approchant la matrice erreur
Er relative au mode l et à H. Cette dernière porte l’indice r puisque seuls les snapshots
qui utilisent réellement le mode l sont retenus. Cette matrice de rang 1 est exprimée sous
la forme uσvT . A est ensuite mise à jour selon :

Alr ← σvT . (3.39)

où Alr est la restriction de Al aux snapshots qui utilisent réellement le mode l.

Il peut paraître sous-optimal de mettre à jour Al de cette manière puisque cela revient
à considérer un dictionnaire D2 différent de celui calculé à l’étape précédente (puisqu’une
nouvelle SVD est effectuée). Si Alr est mise à jour selon Alr ← (D2l)+Er, il s’avère que
l’algorithme converge trop rapidement vers un minimum local. La difficulté avec les algo-
rithmes greedy est de réussir à trouver un minimum local qui va être proche de la solution
globale recherchée. Plusieurs méthodes peuvent être utilisées pour ajouter de la variabilité
dans l’algorithme GOBAL, évitant ainsi une convergence trop rapide et définitive vers
un minimum local non désiré. Cette méthode rustique donne de bons résultats en pratique.

Ensuite, d1l doit être modifié afin d’espérer rendre la nouvelle valeur de Al plus acces-
sible par l’étape SC. Ceci est fait par l’approche Feature Codebook Update présentée dans
l’approche initiale (3.3.2). Soit ES la matrice erreur relative au mode l et à la matrice S
définie par :

ES = S −D1\lA
\l. (3.40)

La restriction de cette dernière aux colonnes indexées par ωl est encore notée ES,r. La
restriction de Al aux lignes correspondantes est A\lr . Le vecteur d1l désiré est donné par :

d1l ← ES,r
(
A\lr

)+
. (3.41)

En pratique, on constate qu’il est plus intéressant de ne pas mettre à jour D1 en
cours de cycle. Un vecteur temporaire dtl est utilisé pour stocker la valeur désirée de d1l.
Une fois le cycle terminé (les modes sélectionnés ont été mis à jour), les colonnes associées
de D1 sont mises à jour à partir des vecteurs temporaires. Cette précaution permet d’évi-
ter que la mise à jour d’un mode agisse négativement sur les autres via la matrice ES qui
sera recalculée pour le mode suivant.

Cependant, le gain alors effectué est très faible. D1 peut être mis à jour à volonté sans
que cela pose de problème majeur (selon les essais effectués).

Procédure de remplacement

Avant d’illustrer les performances de cet algorithme, une nouvelle méthode de mise à
jour de modes non-utilisés est décrite. Elle est utilisée conjointement avec la méthode
de mise à jour de D1.

Lors de la mise à jour des modes, la méthode de remplacement est appliquée à la place
de la méthode de mise à jour classique si le mode en question est non-utilisé. Ceci a
principalement lieu lors des premiers cycles de l’algorithme où certains modes ne sont pas

79



Chapitre 3 3.3. GÉNÉRALISATION

utilisés.

En pratique, il s’est confirmé que si plusieurs modes ne sont pas utilisés (ce qui est
un cas courant lorsque nmul est grand devant K), il faut les traiter conjointement. Une
mise à jour des modes non-utilisés un par un peut ne jamais résoudre le problème. Un
mode est remplacé et au cycle précédent, un autre se retrouve non utilisé. Ce phénomène
peut ensuite se répéter tout au long du déroulement de l’algorithme et ainsi produire des
dictionnaires qui ne seront pas utilisés dans leur totalité. Pour éviter ce genre de boucle,
une part d’aléatoire est aussi rajoutée.

Soit l l’index du mode couramment étudié. L’ensemble ωl =
{
i | 1 ≤ i ≤ nsnap, A

l(i) 6= 0
}

est ensuite calculé. Si ce dernier est vide, la procédure de remplacement est appliquée, si-
non, la méthode de mise à jour du mode d1l est appliquée.

Description de la procédure :
La première étape est de calculer les ensembles ωl pour 1 ≤ l ≤ nD. Les index des en-
sembles ωl vides sont ensuite regroupés pour former l’ensemble T∅. Cet ensemble contient
n∅ ∈ N∗ éléments.

Dans ce cas :
— AT∅, la matrice contenant les lignes de A indexées par T∅, est une matrice nulle de

dimensions n∅ × nD,
— D1T∅ , la matrice contenant les colonnes de D1 indexées par T∅, est une matrice

nulle de dimensions nS × n∅,
— D2T∅ , définie à partir de D2 comme la matrice D1T∅ , est une matrice nulle de

dimensions nx × n∅.
Il faut proposer une matrice D1T∅ qui fera en sorte que les modes T∅ soient utilisés au
cycle suivant (ou, au moins, que le nombre de modes non utilisés diminue).

L’approche de remplacement retenue est très similaire à l’approche de mise à jour de
D1. La différence majeure est que la parcimonie du nouveau AT∅ n’est plus imposée, afin
de faciliter le brassage des solutions. Vu qu’un ou plusieurs modes ne sont pas utilisés,
imposer une modification plus agressive de D1 semble nécessaire.

La matrice erreur EH associée à H et aux modes T∅ est calculée. Cette dernière est
donnée par :

EH = H −D2\T∅A
\T∅ = H −

∑
i 6∈T∅

d2iA
i. (3.42)

Ensuite, bien qu’effectuer une restriction de EH ne soit pas obligatoire, elle permet
de réduire le temps de calcul et d’ajouter de l’aléatoire dans la méthode de remplace-
ment. Ce faisant, d’un cycle à l’autre, des propositions de D1T∅ peuvent être différentes,
débloquant ainsi une situation délicate. Seules certaines colonnes de EH sont considérées.
Ces dernières sont indexées par l’ensemble Tε et correspondent aux index des nε ∈ N∗
snapshots de H les plus mal représentés. L’erreur associée à un snapshots l ∈ N∗ est
donnée par ||hl − D2Al||2. D’un cycle à l’autre, nε est choisi de manière aléatoire. Soit
EH,r la restriction de EH aux colonnes indexées par Tε.

Une décomposition SVD réduite de EH,r permet ensuite d’obtenir la meilleure ma-
trice de rang n∅ décrivant EH,r. Cette décomposition est notée UΣV T où U ∈ Rnx×n∅ ,
Σ ∈ Rn∅×n∅ et V ∈ Rnε×n∅ . Il devient clair qu’une nouvelle limitation apparaît de par
le rang de EH,r. Pour que cette mission puisse marcher, il faut que le rang de EH,r soit
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supérieur ou égal à n∅. Si ce n’est pas le cas, seule une partie (de taille égale au rang de
EH,r) des modes non utilisés peut être mise à jour.

ΣV T contient la représentation (pleine) des snapshots Tε associés aux modes T∅. Elle
est à l’origine de la modification des colonnes de D1 recherchée. Pour effectuer cette der-
nière, la matrice erreur ES associée à S et aux mode T∅ est calculée selon :

ES = S −D1\T∅A
\T∅ = S −

∑
i 6∈T∅

d1iA
i. (3.43)

Ensuite, la restriction de cette dernière aux colonnes indexées par Tε est notée ES,r. L’ob-
jectif est ensuite de trouver la matrice D̃1T∅ minimisant la norme ||ES,r − D̃1T∅ΣV T ||F .
Cette dernière est donnée par :

D̃1T∅ = ES,r
(
ΣV T

)+
, (3.44)

Les modes de D1 non utilisés sont enfin mis à jour selon :

D1T∅ ← ES,r
(
ΣV T

)+
. (3.45)

A partir de ce nouveau D1, la représentation A est calculée à partir de l’étape Sparse
Coding. D2 est ensuite mis à jour à partir de A, comme lors de la première phase. L’erreur
||H−D2A||F est ensuite calculée. Si cette dernière est plus faible que εbest, les états actuels
de D1, D2 et A sont stockés dans D1best, D2best et Abest respectivement.

En pratique, lorsque cette procédure est utilisée, la totalité des modes sont correcte-
ment remplacés et permettent d’exploiter pleinement le potentiel des dictionnaires
D1 et D2.

3.3.4 Résultats

Pour conclure sur GOBAL, quelques résultats illustrant cette approche vont être étu-
diés. Les réglages effectués sur l’algorithme GOBAL vont aussi être explicités afin de
faciliter au mieux l’utilisation pratique de ce dernier. Pour pouvoir comparer cet algo-
rithme avec SOBAL, les positions Cf et Copt vues dans le chapitre 2 sont utilisées. Une
fois de plus, les configurations relatives de nS = 1 à nS = 5 capteurs sont utilisées. La par-
cimonie de la représentation réduite est K = nS . A chaque instant, autant de modes que
de capteurs sont utilisés pour décrire ces mesures. Ensuite, un multiplicateur nmul ∈ N∗
permet de définir le nombre de modes nD des deux dictionnaires D1 et D2. Trois multi-
plicateurs sont ici considérés : 1 (représentation pleine), 3 et 10. Ces situations font que
les performances de GOBAL sont directement comparables à celles de SOBAL.

Vu que le problème Pb.Estimation est étudié, les matrices d’entraînement sont H = Y
et S = CY .

Soit nup ∈ N∗ le nombre de modes mis à jour lors d’un cycle. La méthode de réduction
du nombre de nup est définie selon un seuil.

Si nup > K, une diminution rapide de nup est retenue selon :

nup ←
⌈3

4nup
⌉
, (3.46)

où dwe, w ∈ R, correspond au plus petit entier supérieur à w.
Ensuite, lorsque nup ≤ K, une diminution lente est retenue à travers l’opération

nup ← nup − 1. (3.47)
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Figure 3.11 – GOBAL - Évolution de εr

Enfin, l’initialisation des paramètres de l’algorithme est faite de la manière suivante.
Afin d’agir sur la totalité des modes au départ de l’algorithme, nup = nD. Ensuite, la
seule initialisation nécessaire concerne le dictionnaire D1. D2 étant en permanence calculé
de manière directe. D1 est initialisé à partir du dictionnaire Dini. Ce dernier est formé
aléatoirement selon une distribution gaussienne réduite (centrée et de variance unité) puis
normalisée selon les colonnes. Elle s’est manifestée efficace en pratique. De même, une
initialisation à partir de snapshots de S est aussi possible.

Sur la figure 3.11, l’évolution du critère en fonction de l’index du cycle lors d’un
lancer de l’algorithme est représentée. Ce lancer type est associé aux positions Copt4 avec
nmul = 10. Le nuage de point représente l’erreur obtenue en début de cycle, juste après
le calcul du meilleur D2. La courbe en trait plein représente l’évolution de la meilleure
solution obtenue jusqu’à cette itération. Enfin, les traits verticaux indiquent une réduction
du nombre de modes mis à jour nup.

Cette figure permet de se faire une idée plus claire du déroulement de l’algorithme.
Cet algorithme converge par construction vers un minimum local.

L’erreur diminue fortement au démarrage de l’algorithme. Pendant ces premières ité-
rations, il est très probable que certains modes ne sont pas utilisés. C’est principalement
à ce stade qu’interviennent les méthodes de remplacement de modes.

Au fur et à mesure que nup est réduit, le nuage de points devient moins épais, illustrant
une variabilité plus faible de l’erreur de reconstruction.

La figure 3.12 présente les résultats de GOBAL dans le cas des capteurs Cf, sous-
optimalement placés. Pour chaque position des capteurs, plusieurs tailles de dictionnaires
nD sont considérées (voir la légende). Bien que cela surcharge un peu la figure, les résultats
correspondant à SOBAL sont aussi représentés.

Tout d’abord, dans une configuration donnée des capteurs avec nS > 1 et nmul > 1,
GOBAL fait toujours mieux que SOBAL pour une taille de dictionnaire et une parcimonie
identiques. Tout comme SOBAL, GOBAL est capable de s’adapter à des capteurs mal
placés. Découpler les dictionnaires, et ainsi rajouter plus de degrés de libertés, a permis
de réduire l’erreur d’estimation. Bien qu’étant le résultat attendu, ceci n’était pas une
garantie. SOBAL aurait très bien pu être optimal pour répondre à Pb.Estimation. Il
convient de ne pas oublier qu’un grand intérêt de GOBAL est de pouvoir répondre à
Pb.GoalOriented dans sa totalité.

Comme pour SOBAL, lorsqu’un seul capteur est utilisé, l’outil parcimonie (réglé via
nmul) est inefficace. Ceci provient encore de l’étape Sensor Oriented Sparse Coding qui
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Figure 3.12 – GOBAL - Performances Cf

Nombres de POD SOBAL SOBAL SOBAL GOBAL GOBAL GOBAL
capteurs nS nD = nS nD = 3nS nD = 10nS nD = nS nD = 3nS nD = 10nS

1 72.1% 66.1% 66.1% 66.1% 66.1% 66.1% 66.1%
2 137% 61.8% 59.3% 58.2% 61.8% 59.1% 57.9%
3 110% 56.1% 50.8% 42.9% 56.1% 47.2% 40.1%
4 103% 53.6% 48.5% 38.7% 53.6% 44.3% 34.1%
5 219% 52.6% 46.5% 37.5% 52.6% 38.9% 29.8%

Table 3.6 – GOBAL - Performances Cf

utilise OMP. Le dictionnaire D1 ne possède que des modes composés par un scalaire (D1
est un vecteur ligne). Vu le fonctionnement d’OMP, le mode ayant la norme la plus élevée
(en valeur absolue) sera toujours retenu pour décrire les snapshots.

Enfin, il convient de remarquer l’amélioration notable de l’erreur d’estimation lorsque
5 capteurs sont utilisés. La parcimonie est bien mieux exploitée avec 2 dictionnaires pour
cette configuration. Avec nmul = 10, SOBAL présente une erreur relative de 37.5% tandis
que GOBAL présente une erreur relative de 29.8%.

La figure 3.13 présente le comportement de GOBAL dans le cas des capteurs placés de
manière “optimale” (Configuration 3). Elle est analogue à la courbe précédente. La taille
des dictionnaires est modifiée de la même manière.

La même remarque que pour le placement précédent peut être faite : lorsque plus d’un
capteur est utilisé, GOBAL fait toujours mieux que SOBAL pour les positions étudiées.
Ceci est encore le cas lorsque 5 capteurs ou plus sont utilisés. Pour illustrer ce point, le
tableau 3.7 peut être examiné. Vu les essais réalisés, un lancer de l’algorithme GOBAL
permet le plus souvent d’obtenir de meilleures performances que la meilleure performance
SOBAL obtenue jusqu’à présent.

Ensuite, les courbes relatives à SOBAL et GOBAL lorsque le dictionnaire est plein
(nmul = 1) sont confondues. Lorsque le dictionnaire est plein, ces deux approches four-
nissent des dictionnaires aux performances identiques (sur au moins 4 chiffres significatifs).

Un dernier point notable est le comportement de GOBAL lorsque 3 capteurs sont
utilisés. Le gain obtenu en augmentant le multiplicateur (de 1 à 3) est relativement plus
grand que toutes les autres positions. Cela veut peut-être dire qu’avec encore plus de lan-
cers, des dictionnaires encore plus performants dans les autres configurations de capteurs
pourraient être trouvés.

Enfin, afin de ne pas surcharger ce chapitre avec plus d’exemples d’applications de
GOBAL, le lecteur est invité à se référer au chapitre 6. Plusieurs problèmes de type
Pb.GoalOriented y sont traités. En particulier, un cas d’application synthétique est consi-
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Figure 3.13 – GOBAL - Performances Copt

Nombres de POD SOBAL SOBAL SOBAL GOBAL GOBAL GOBAL
capteurs nS nD = nS nD = 3nS nD = 10nS nD = nS nD = 3nS nD = 10nS

1 64.0% 62.6% 62.6% 62.6% 62.6% 62.6% 62.6%
2 46.6% 43.8% 35.9% 29.3% 43.8% 34.2% 25.5%
3 20.6% 20.6% 17.6% 12.1% 20.6% 12.0% 9.06%
4 12.3% 11.5% 9.56% 6.70% 11.5% 8.31% 5.56%
5 3.68% 3.68% 3.13% 2.65% 3.68% 2.67% 2.02%

Table 3.7 – GOBAL - Performances Copt

déré où, à partir des mesures S = CY , le champ H = Y � Y , où � représente le produit
matriciel de Hadamard (encore appelé produit de Schur). En d’autres termes, ce dernier
effectue le produit, terme à terme, de matrices de mêmes dimensions. Dans le cas considéré
H = Y �Y correspond au champ Y où chaque élément est mis au carré. Bien évidemment,
l’algorithme ne dispose pas de cette information sur la nature de H et doit élaborer D1 et
D2 à partir des séquences d’entraînements seules.

3.4 Robustesse au bruit de mesure
Une question fondamentale qu’il reste à répondre est : comment ces méthodes se com-

portent face à des mesures bruitées ?

En pratique, la nature réelle des actionneurs fait qu’il y aura toujours du bruit de
mesure : les mesures effectuées ne peuvent pas donner l’image exacte du champ de pression.
Cependant, un problème plus profond réside dans le fait que toute la modélisation effectuée
repose sur un modèle imparfait. Ce faisant, il y a toujours une différence entre ce qui est
mesuré et ce qui est prévu par la théorie.

3.4.1 Modélisation

Le bruit de mesure va maintenant être modélisé.
Soit B ∈ R une variable aléatoire scalaire et réelle. Une réalisation de cette variable

aléatoire est notée b ∈ R. Ainsi, en notant s ∈ R la mesure idéale, non bruitée, produite
par un capteur, la mesure réelle est représentée par la variable aléatoire Sb ∈ R :

Sb = s+B (3.48)

Une réalisation de cette variable aléatoire Sb est notée sb et vérifie :

sb = s+ b (3.49)
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Une grande partie des articles s’attaquant au problème de reconstruction soulevé dans
ce manuscrit considère un bruit de mesure particulier. Le bruit B est de plus supposé
continu et suivant une loi gaussienne, dite encore loi normale, de moyenne m ∈ R et
d’écart type σ ∈ R∗+. Cette hypothèse est notée :

B ∼ N (m,σ) (3.50)

La densité de probabilité de cette variable aléatoire B est notée fB(.) et vérifie :

R −→R+

b 7−→fB (b) = 1√
2πσ2

e−
1
2

(b−m)2

σ2
(3.51)

Il convient maintenant de considérer la séquence des mesures effectuées sur la totalité
des nS capteurs.

Soient B1, . . . , BnS des variables aléatoires, scalaires, continues et suivant chacune la
loi normale N (m,σ) présentée ci-dessus. Ces variables aléatoires sont supposées indé-
pendantes dans leur ensemble. En d’autres termes, la connaissance de la réalisation
du bruit sur un capteur ne donne aucune information sur les réalisations des bruits sur les
autres capteurs. Le bruit sur chaque capteur de dépend pas des autres.

Comme il a été vu jusqu’à présent, le vecteur de mesure à un instant donné est noté
s ∈ RnS . Ce dernier correspond au cas non-bruité. Une réalisation du vecteur de mesure
bruité est notée sb ∈ RnS et vérifie :

sb = s+ b, (3.52)

où b ∈ RnS est une réalisation du vecteur aléatoire Bs =
(
BT

1 . . . B
T
nS

)T
.

Ce vecteur aléatoire suit une loi gaussienne multivariée. La densité de probabilité
associée est :

RnS −→R+

ξ 7−→fBs (b) = 1(√
2πσ2

)nS e− 1
2

∑nS
i=1(bi−m)2

σ2 (3.53)

où bi sont les nS composantes de b.

Dans le cas étudié sont considérés uniquement des mesures effectuées aux instants des
snapshots. Cette condition avait permis de créer S, la matrice contenant toutes les mesures
non bruitées effectuées sur la séquence d’entraînement Y .

La dernière hypothèse concernant le bruit est le fait que la connaissance de la réalisation
du bruit de mesure pour l’instant i (index d’un snapshot) ne donne aucune information
sur les possibles réalisations du bruits à d’autres instants. Pour définir cette propriété sans
ambiguïtés, il est nécessaire de définir le signal aléatoire vectoriel suivant :[

Bs1 , . . . , Bsnsnap

]
(3.54)

où Bsi est un vecteur aléatoire ayant les mêmes propriétés statistiques que Bs présenté
ci-dessus, 1 ≤ i ≤ nsnap. L’hypothèse précédente consiste à dire que ce signal aléatoire est
blanc. Ceci impose que la fonction d’autocorrélation de ce signal aléatoire soit représentée
par une distribution de Dirac centrée en 0. Cette hypothèse de blancheur impose aussi que
le signal soit stationnaire au sens strict. Les propriétés statistiques d’ordre 1 et 2 du signal
SB ne dépendent pas de l’origine des temps.
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Maintenant que toutes les hypothèses ont été énoncées, il convient de faciliter la mani-
pulation de ces mesures bruitées. La matrice des mesures bruitées est assimilable au signal
aléatoire vectoriel précédent. Cette matrice s’écrit :

SB = S + Ξ (3.55)

où
Ξ =

[
Bs1 , . . . , Bsnsnap

]
(3.56)

Ξ est une matrice aléatoire dont chaque entrée est une variable aléatoire suivant une
loi gaussienne de moyenne m et d’écart type σ.
Une réalisation de Ξ est notée ξ. Une réalisation de SB est noté Sb.

3.4.2 Dictionnaires robustes

L’objectif est maintenant de proposer une approche pour rendre les dictionnaires pro-
duits par les méthodes SOBAL et GOBAL robustes à des mesures bruités. Le cas suivant
est considéré :

— Y est la matrice à estimer
— Sb = S + ξ = CY + ξ est la matrice mesure
— ξ est une réalisation de la matrice bruit de mesure
Cependant, en pratique, la réalisation du bruit n’est pas connue (cela reviendrait à

connaître la valeur de la mesure non-bruitée avant d’avoir effectué la mesure). Les diction-
naires doivent donc permettre une estimation minimisant l’espérance de l’erreur d’estima-
tion :

E
[
Y − Ŷ

]
(3.57)

où E [.] est l’opérateur espérance (sur toutes les variables aléatoires présentes dans l’ex-
pression entre crochet).

Il existe maintenant une approche qui permet, sans modification des algorithmes,
de produire des dictionnaires robustes au bruit. En se rappelant que l’algorithme SOBAL
généralisé et GOBAL permettent d’estimer H à partir de mesures faites sur Y , il suffit
de considérer que :

— H contient le champ non-bruité à estimer, soit H ← Y
— S contient les mesures bruitées, soit S ← CY + ξ
— où ξ est créée artificiellement
— tout en rajoutant de la redondance dans la séquence Y
Pour illustrer ce point, considérons un seul snapshot y et la mesure non bruitée s. En

pratique, les mesures accessibles sont de la forme s + b, où b est une réalisation du vec-
teur aléatoire Bs. Soient 3 réalisations différentes de Bs notés b1, b2 et b3. Ces dernières
sont créées de toute pièce à partir des informations a priori sur le bruit qui sera mesuré.
L’objectif est que les dictionnaires produits permettent d’obtenir une estimée ŷ proche de
y à partir de b1, b2 et b3.

Afin d’alléger les notations, les deux outils suivants sont introduits :
— le produit de Kronecker ⊗,
— le vecteur ligne de taille n ∈ N∗ contenant uniquement des termes 1, noté Jn.

Par exemple, le vecteur J4 correspond au vecteur [1 1 1 1].

En créant la séquence H = J3 ⊗ y et S = J3 ⊗ s+ [b1 b2 b3], les estimateurs associés
aux dictionnaires de type K-SVD sont rendus naturellement robustes au bruit.
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Suivant la densité de probabilité utilisée pour générer les ξ, les estimateurs peuvent
être rendus robustes à des bruits de mesures suivant des lois de probabilités quelconques.

L’approche retenue est maintenant formalisée puis illustrée à l’aide d’expériences nu-
mériques. En utilisant l’approche SOBAL généralisé et GOBAL, il est possible de rendre
les dictionnaires robustes au bruit de mesure. Pour cela, il faut ajouter de la redondance
dans la séquence d’entraînement Y . Il faut dupliquer les snapshots qui doivent être rendus
robustes. Ensuite, les mesures associées sont aussi dupliquées puis artificiellement bruitées
selon la loi de probabilité susceptible de décrire le bruit agissant sur les capteurs.

Ainsi, en considérant une redondance nr ∈ N∗ :
— H = Jnr ⊗ Y (Y est répétée nr fois)
— S = CH + ξ
— où ξ est la réalisation d’une matrice aléatoire de taille nS × nsnapnr dont chaque

composante suit une même loi de probabilité f (.)
Il convient de noter que l’hypothèse de bruit gaussien n’est pas nécessaire ici, contrai-

rement à beaucoup d’approches.
Enfin, toute cette approche revient à minimiser a posteriori l’espérance de l’erreur

d’estimation ||Y − Ŷ ||F . L’estimateur obtenu correspond aussi à un estimateur de Bayes
dont le risque est de nature quadratique.

3.4.3 Illustration numérique

L’exemple de l’écoulement autour du cylindre est une nouvelle fois utilisé. La dispo-
sition Copt3 obtenue avec SensorSpace (voir le chapitre 5) est utilisée. Y est associée à la
séquence d’entraînement Sl. GOBAL utilise ici un multiplicateur de nmul = 3.

En pratique, la redondance est augmentée jusqu’à obtenir des résultats satisfaisants.
Il s’est avéré qu’une redondance de 3 est adaptée pour la séquence retenue.

Le bruit de mesure pour chaque capteur est considéré gaussien de moyenne nulle
(bruit centré) et d’écart type σb ∈ R+.

Le bruit simulé, pour la création des dictionnaires, suit une loi gaussienne de moyenne
nulle et d’écart type σn ∈ R+.

Des écarts-types différents sont considérés. Différents dictionnaires sont produits sui-
vant la valeur de σn. Ensuite, 100 essais d’estimations sont réalisés sur la totalité des
snapshots avec différentes réalisations de σb. La moyenne des erreurs d’estimation obte-
nues sur la séquence totale permet d’approximer numériquement l’espérance E

[
H − Ĥ

]
.

Les résultats se trouvent dans le tableau 3.8.

σ2
n σ2

b = 0 σ2
b = 0.01 σ2

b = 0.02 σ2
b = 0.05 σ2

b = 0.1 σ2
b = 0.5

GOBAL 12.0% 12.3% 12.5% 13.6% 20.6% 94.3%
GOBAL (0.1) 13.4% 13.4% 13.5% 14.00% 15.5% 39.3%
GOBAL (0.5) 23.0% 23.0% 23.0% 23.0% 23.2% 29.4%

Table 3.8 – GOBAL - Performances dans le cas bruité

La première ligne correspond à l’algorithme GOBAL utilisé sur les données non brui-
tés. Les deux lignes suivantes correspondent aux résultats fournis par l’algorithme GOBAL
entraîné sur des mesures bruités.

Il faut remarquer la robustesse inhérente à GOBAL. Sans aucune modification, les
dictionnaires produits sont capables de fournir de très bon résultats dans un environne-
ment bruité. Cependant, si la variance du bruit attendue est σ2

b = 0.1, les dictionnaires
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appropriés (deuxième ligne) sont capables d’effectuer une erreur d’estimation plus faible
dans ce contexte (case verte). Le même comportement est remarqué pour σ2

b = 0.5 et les
dictionnaires GOBAL associés.

GOBAL peut donc être utilisé dans un contexte bruité et, si besoin, peut incorporer
des informations sur le bruit de mesure afin de produire des dictionnaires plus adaptés.

3.5 Comportement face à une séquence originale

Avant de pouvoir conclure ce chapitre, il reste à discuter du comportement de ces
algorithmes lorsqu’ils sont appliqués à des snapshots qui ne sont pas inclus dans la séquence
d’entraînement.

C’est ici une grande limitation des approches se basant sur des données d’entraîne-
ments seulement. Les performances de tels algorithmes ne sont aussi bonnes que ce que la
séquence d’entraînement leur permet d’atteindre.

La nouvelle séquence test St utilisée ici est très courte (50 snapshots pris toutes les
0.4s). Elle est obtenue à partir de l’utilisation de commandes sinusoïdales alternées seule-
ment. Contrairement aux anciennes séquences tests (Sl et Sc), les commandes constantes
ne sont plus appliquées. De plus, la fréquence de la sinusoïde utilisée pour créer la com-
mande n’est plus égale à la fréquence de détachement de tourbillons. La figure 3.14 contient
les commandes appliquées et l’évolution du coefficient de traînée associé.

L’estimation du champ de pression associé à St va être effectuée à partir des diction-
naires POD et GOBAL obtenues à partir de la séquence Sl. Les positions Copt des capteurs
sont utilisées.
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Figure 3.14 – Séquence Test - commande (haut), coeff. de traînée (bas)

Le tableau 3.9 contient les résultats de cette étude. Les cases en rouge indiquent que
l’approche GOBAL a donné de moins bons résultats que l’approche POD.
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Nombres de POD GOBAL GOBAL GOBAL
capteurs nS nD = nS nD = 3nS nD = 10nS

1 76.6% 75.5% 72.5% 72.5%
2 51.5% 49.6% 47.0% 71.4%
3 33.2% 33.8% 25.6% 22.2%
4 18.5% 17.5% 20.1% 19.2%
5 5.27% 5.27% 6.29% 6.01%

Table 3.9 – GOBAL - Peformance Copt - séquence test St

Lorsque nmul = 3 et nmul = 4, l’approche GOBAL est moins performante que l’ap-
proche POD si plus de 3 capteurs sont utilisés. L’approche POD présente une plus grande
robustesse. Plus le nombres de modes utilisés par GOBAL est grand, plus cette approche
risque de ne pas donner de résultats corrects sur une séquence originale.

Un nombre de modes nD plus faible (vérifiant nS ≤ nD < 3nS par exemple) pourrait
encore permettre à GOBAL de faire mieux que l’approche POD. Ceci est visible lorsque
nD = nS et lorsque nS = 1 ou nS = 2. L’approche GOBAL est capable de donner
de meilleurs résultats que l’approche POD surtout lorsque la parcimonie utilisée est
faible.

Cependant, dans le cas 3 capteurs, même un multiplicateur nmul = 10 est exploitable.
Certaines positions des capteurs sont aussi plus adaptées à la séquence St que d’autres.

Cette dernière expérience permet d’insister sur l’importance de la séquence d’entraî-
nement choisie. Bien qu’ici St ressemble aux séquence précédentes Sl, Sc, elle contient des
informations qui n’ont pas pu être décrites correctement par les dictionnaires extraits de
Sl.

3.6 Conclusion
Ce chapitre a permis de présenter une nouvelle méthode pour répondre au problème

Pb.Estimation. L’approche SOBAL conçue permet de créer une base adaptée à une posi-
tion donnée des capteurs et qui est capable de fonctionner en pratique à partir d’un très
faible nombre de mesures.

Dans des situations où les capteurs sont déjà fixés, une telle approche, bien que plus
coûteuse que l’approche POD dans la phase hors-ligne, permet d’améliorer les perfor-
mances d’estimation. Il ne faut pas oublier qu’il n’est pas toujours possible de placer les
capteurs dans les zones les plus informatives. Dans ces cas, une telle approche adaptative
peut améliorer les performances d’estimation.

L’approche conçue est particulièrement adaptée lorsque très peu de capteurs sont dis-
ponibles. Ceci provient du fait que le problème est considéré dans sa totalité au lieu de
ne se concentrer que sur l’obtention d’une représentation réduite qui peut être inacces-
sible en pratique ou limitée de par le nombre de modes retenus (pour l’approche POD). Il
est aussi remarquable que l’erreur d’estimation effectuée diminue très rapidement lorsque
de nouveaux capteurs sont ajoutés (moyennant un placement intelligent de ces derniers).
Dans ces cas, il est envisageable d’utiliser l’approche classique POD puisque elle est bien
plus rapide à mettre en œuvre.

Ensuite, l’algorithme SOBAL a pu être généralisé pour agir sur un nouveau problème
Pb.GoalOriented. Un cas simple de ce problème où une relation de nature matricielle li-
néaire lie S et H a été considéré et est solvable par cet algorithme SOBAL généralisé.
Enfin, le problème Pb.GoalOriented a été considéré dans le cas général et l’algorithme
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GOBAL a été proposé pour le résoudre. Les performances de ce dernier dépendent très
fortement de la nature de S et H. Il est notable qu’un tel algorithme manipulant deux
dictionnaires permet d’obtenir de meilleurs résultats que SOBAL dans le cadre du pro-
blème Pb.Estimation.

Le chapitre suivant va introduire une nouvelle dimension à la résolution de ce problème
et va permettre d’améliorer de manière notable la résolution de Pb.Estimation et surtout
de Pb.GoalOriented qui en est la généralisation. Ceci va se faire à travers la notion de
classification. En d’autres termes, le problème Pb.GoalOriented va être découpé en sous-
problèmes où une approche du type GOBAL, qui produit une estimation linéaire, est bien
plus adaptée à le résoudre. Cette approche est similaire à la linéarisation par morceau en
analyse.
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Ce chapitre a pour objectif de proposer une méthode encore plus performante que
GOBAL pour répondre au problème Pb.GoalOriented. GOBAL repose sur SOBAL qui
est lui-même basé sur la K-SVD. L’utilisation de représentations réduites creuses et de
l’intégration explicite des mesures disponibles en pratique sont les sources de ces bonnes
performances.

Afin d’aller plus loin dans la résolution de ce problème, la notion de classes va être
exploitée. L’idée principale est de regrouper les snapshots d’une manière efficace afin
d’engendrer des dictionnaires plus adaptés. Le gain ne doit pas provenir d’une augmen-
tation du nombre de modes mais d’une meilleure gestion de ces derniers.

La première partie de ce chapitre permet d’illustrer la classification. Les outils prin-
cipaux vont être présentés ainsi que leurs possibles interactions et intérêts pour répondre
au problème Pb.GoalOriented.

Ensuite, la seconde section est dédiée à un nouvel algorithme permettant d’effectuer
une classification adaptée à l’utilisation future de GOBAL. Différentes variantes de cet
algorithme seront proposées.

Enfin, la méthode centrale de ce chapitre va être décrite. Elle allie la nouvelle mé-
thode de classification et l’algorithme GOBAL. Cette combinaison n’est pas triviale et
de nouveaux problèmes de structure sont soulevés. Une seule approche pour déterminer
la structure sera utilisée malgré le fait qu’elle ne soit pas optimale. Cette dernière est
rapidement applicable quel que soit le problème considéré.
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4.1 La classification

4.1.1 Motivations

La classification est une action possiblement complexe. Elle peut être effectuée in-
tuitivement par certains être vivants principalement grâce à leurs expériences (culture,
connaissance, abstraction, ...). Elle consiste à regrouper des éléments qui possèdent cer-
tains points communs. Une telle opération est souvent subjective et est aussi le fruit d’une
certaine expérience personnelle.

La classification peut être extrêmement simple ou complexe à traduire sous une forme
algorithmique. Classer un ensemble de nombre en deux groupes, nombres strictement po-
sitifs ou non, est une action triviale. Cependant, séparer des chiens et des chats, action
qui semble être une évidence pour un être humain de quelques années seulement, est une
tâche très compliquée à traduire pour une machine. Derrière cette opération se cache une
mise en situation et un apprentissage. Ce conditionnement fait qu’il est parfois délicats
de traduire exactement le raisonnement logique qui permet de classer des objets. Certains
critères sont prioritaires devant d’autres et peuvent être de nature subjective et ainsi très
délicat à traduire sous forme algorithmique.

La classification cherche à grouper des éléments (de nature possiblement très variée)
selon un critère. Étant donné l’importance de l’apprentissage pour l’opération de classifi-
cation effectuée par l’être humain, il est naturel que le domaine du Machine Learning est
un des plus friands de tels problèmes. La difficulté de produire un algorithme performant
en classification est déviée vers la difficulté d’obtenir un algorithme capable d’apprendre
un tel schéma. Suivant les éléments à classer, en particulier en traitement de l’image,
des étapes supplémentaires doivent être effectuées comme la détection de contours ou de
formes. Ces informations sont ensuite mises sous une forme exploitable par un tel algo-
rithme d’apprentissage.

Dans le cadre de cette thèse, une approche Machine Learning de la classification est
retenue. Une des contraintes est de ne plus introduire d’a priori physique (provenant de
l’utilisateur) une fois l’obtention des séquence d’entraînement. De ce fait, les classes et leur
nombre ne sont pas connus à l’avance. Avec cette contrainte supplémentaire, l’action
de classification est connue sous le nom de classification non-supervisée ou encore de
clustering. L’objectif d’un tel algorithme de classification sera de grouper les snapshots
qui se ressemblent mais de faire en sorte que chaque classe est la plus différentes des autres
afin d’améliorer les performances d’estimation globale. Les notions de ressemblances et de
différences sont le plus souvent traitées à l’aide d’une métrique sur l’espace des éléments
à classer. Au lieu de n’utiliser que les séquence (H,S) (voir 3.3) pour obtenir les éléments
définissant les estimateurs (dictionnaires), ces séquences sont découpées afin de permettre
l’obtention de plusieurs estimateurs adaptés.

Afin de permettre une comparaison propre avec les approches SOBAL et GOBAL
précédentes, le nombre de “modes” exploités par cette nouvelle approche devra être simi-
laire aux anciennes. Cette nouvelle approche de classification se base uniquement sur les
mêmes informations (H,S) que les algorithmes précédents.

Le problème de classification non-supervisée associé à la résolution de Pb.GoalOriented
est maintenant formalisé.

Soit nK ∈ N∗ le nombre de classes distinctes utilisées. nK est impérativement supérieur
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à 1 afin que la classification puisse possiblement conduire à une synthèse d’estimateurs
plus performants. Afin de simplifier le problème, le nombre de classes est imposé par l’uti-
lisateur. Dans la suite, des conseils pour effectuer ce choix seront donnés.

Soit K (.) l’application de RnS → N∗ qui permet d’effectuer la classification. Elle agit
ainsi sur un élément de S, possédant nS composantes, et y associe un entier k ∈ N∗ in-
diquant l’index de classe. Une fois une telle application connue, les snapshots de S et de
H associés à la classe k peuvent être regroupés pour former Sk et Hk respectivement. Les
index de ces snapshots sont contenus dans l’ensemble Tclassk.

K (.) agit uniquement sur un élément de S afin de trouver l’index de la classe du snap-
shot étudié. Ceci est une contrainte nécessaire afin qu’un tel outil puisse être utilisé en
temps réel. S et H sont utilisées conjointement, et dans leur totalité, afin de produire le
classificateur K (.). Cependant, ce dernier ne peut plus avoir accès à ces séquences lors du
fonctionnement en temps réel.

Chaque classe k est associée à un estimateur Ψk (.) défini sur RnS → Rnh . Si si appar-
tient à la classe k, alors ĥi est donnée par :

ĥi = Ψk (si) . (4.1)

Cet estimateur agit sur les snapshots de Sk afin de produire une estimée Ĥk de Hk. La
matrice Ĥ ∈ Rnh×nsnap est donnée par :

Ĥ =
[
ĥ1, . . . , ĥnsnap

]
(4.2)

Si les snapshots de H sont ré-ordonnés afin d’être regroupés par classes, la matrice
Hord résultante est obtenue selon :

Hord = [H1 . . . HnK ] (4.3)

L’estimée de la séquence totale Hord est définie selon :

Ĥord =
[
Ĥ1 . . . ĤnK

]
, (4.4)

où Ĥk est formée par la concaténation des images des vecteurs de Sk par l’application
Ψk (.).

Il ne reste plus qu’à formuler l’objectif des classes. En d’autres termes, il faut définir
le point commun des éléments d’une même classe afin de pouvoir espérer les former. Les
classes doivent générer des estimateurs Ψk (.) qui permettent conjointement de former une
matrice Ĥ qui minimise l’erreur relative εr ∈ R+ où

εr = ||Hord − Ĥord||F /||Hord||F . (4.5)

Vu la norme utilisée, cette erreur peut s’exprimer de manière équivalente avec :

εr = ||H − Ĥ||F /||H||F . (4.6)

Ceci est aussi l’occasion de définir l’erreur relative par classe notée εrk ∈ R+. Cette dernière
vérifie

εrk = ||Hk − Ĥk||F /||Hk||F . (4.7)

Ces classes sont ainsi dépendantes des applications utilisées pour effectuer l’estimation.
Cependant, le problème est rendu d’autant plus délicat que les estimateurs sont eux aussi
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dépendants des classes créées. En effet, ces estimateurs doivent être adaptés à la séquence
associée afin de pouvoir réduire efficacement l’erreur relative εr.

Le problème de classification/estimation, nommé Pb.Class, est résumé ci-dessous
Données : H, S

Objectif : Trouver les applications K (.) et Ψk (.), 1 ≤ k ≤ nK .
K (.) doit séparer les séquences d’apprentissages en nK classes distinctes

représentées par (Hk, Sk) avec 1 ≤ k ≤ nK .
Ces classes doivent permettre la création de nK estimateurs représentés par les
applications Ψk (.) qui elles-mêmes engendrent les Ĥk qui doivent permettre de

minimiser εr.

Vu les performances de GOBAL exhibées dans le chapitre précédent, ce dernier semble
être un candidat parfait pour remplir le rôle de Ψk (.). Cependant, vu le couplage exis-
tant entre Ψk (.) et K (.), un algorithme aussi complexe que GOBAL est susceptible de
rendre l’obtention de K (.) très délicate (et surtout, très lente à converger). Le choix est
fait d’utiliser un estimateur Ψk (.) plus simple que GOBAL lors de la recherche de K (.).
Une fois K (.) obtenue, l’algorithme GOBAL pourra être utilisé par classe afin d’obtenir
le couple de dictionnaire représentant Ψk (.).

L’attention se porte ainsi vers l’obtention de K (.). Avant de présenter l’approche rete-
nue, il est nécessaire de parcourir les approches les plus répandues en classification, puisque
l’une d’entre elles sera activement utilisée par la suite.

4.1.2 Approches usuelles

Le clustering est utilisé dans de nombreux domaines comme par exemple le Data
Mining [1]. Ce dernier regroupe l’ensemble des problèmes d’extraction de caractéristiques
(inconnues) d’un grand jeu de données.

Dans [2], des structures musicales de divers titres sont extraites. Ceci est un exemple
d’extraction de forme (Pattern/Shape Extraction).

Dans [3], des pixels sont regroupés afin d’extraire les caractéristiques fondamentales
d’images fixes et mobiles (vidéo). Ceci est un exemple de segmentation.

De très nombreuses méthodes existent pour répondre aux problèmes de clustering ([4]).
Sans être exhaustif, il convient de citer les algorithmes suivants, actuellement très utilisés :

— SOM : Self Organising Map [5], qui permet la création d’un réseau de neurones
artificiel

— ELM : Extreme Learning Machine [6, 7], qui permet la création d’un réseau de
neurones à couche dont une est inconnue

— LVQ : Learning Vector Quantization [8], qui consiste à regrouper des vecteurs
possédant certaines caractéristiques

— K-Means [9], qui consiste à regrouper des vecteurs à l’aide de l’utilisation d’une
norme euclidienne

— KNN : K-Nearest Neighbours [10], une modification de l’Update Step de K-means
(voir 4.1.2)

— FCM : Fuzzy C-means, une modification de K-means où les classes sont plus souples
— FOCM : Fuzzy Ordered C-means [11], une modification de FCM pour la rendre

plus robuste au bruit
Enfin, plusieurs de ces méthodes de clustering peuvent être utilisées conjointement, comme
le montre [12].

Parmi cette myriade de méthodes, l’approche K-means est retenue. La raison princi-
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pale est que cette dernière est très simple à mettre en œuvre tout en étant efficace. Cette
particularité la rend ainsi facilement modifiable pour les besoins de ce travail de thèse.
Son principal inconvénient est le choix du nombre de classes, mais de nombreux travaux
de recherche existent sur ce point (voir par exemple [13]). Les paragraphes suivants vont
détailler le fonctionnement de K-means.

Enfin, il convient de noter que la contribution majeure de ce chapitre réside dans l’uti-
lisation et l’agencement des différentes approches. Chaque brique composant la méthode
peut ainsi être améliorée si besoin. Une meilleure approche pour la classification peut alors
être utilisée.

K-means

K-means est un algorithme utilisé pour faire de la classification de données. Bien
qu’ayant été proposé en 1967 par JB Macqueen [14], cet algorithme est encore d’actualité
grâce à son rapport efficacité/simplicité exemplaire. A partir d’une séquence d’entraî-
nement Y , l’algorithme K-means va créer nK ∈ N∗ classes, chacune caractérisée par un
vecteur appelé le représentant de la classe di ∈ Rnx , 1 ≤ i ≤ nK . Soit K ∈ Rnx×nK la
matrice contenant les différents représentants di. Chaque élément de Y est ainsi associé
à un représentant. Ces derniers sont choisis de façon à approximer le mieux possible (au
sens de la norme 2) les vecteurs de Y .

L’algorithme K-means se décompose en 2 étapes : l’affectation (Assignement Step)
et la mise à jour des représentants (Update Step). A partir des représentants contenus
dansK, la distance (norme 2) entre chaque snapshot et chaque di est calculée. Un snapshot
est dit appartenir à la classe du représentant le plus proche de ce dernier. Ceci constitue
la première étape.

Ensuite, chaque vecteur de K est mis à jour en tant que moyenne des snapshots
appartenant à la classe traitée. Cette étape très simple constitue l’Update Step.

Le processus est ensuite répété jusqu’à ce qu’un nombre d’itérations particulier nit ∈ N∗
soit atteint ou que l’erreur de classification effectuée (calculée à partir des distances entre
chaque snapshot et son représentant) soit suffisamment faible.

Pour un nK donné, le paramètre ayant le plus d’impact sur les performances de la
classification trouvée est le dictionnaire initial Kini. Le choix initial des représentants
est de la plus haute importance lors de l’utilisation de l’algorithme K-means. L’al-
gorithme converge naturellement vers un minimum local. Bien évidemment, il existe des
techniques pour faciliter la mise à jour des représentants et ainsi balayer plus de configu-
rations possibles. Tout comme l’algorithme SOBAL et GOBAL, l’algorithme K-means
est à appliquer plusieurs fois, pour différentes conditions initiales, afin d’augmenter les
chances d’obtenir une solution satisfaisante. Le choix du nombre de classes est aussi
un obstacle en pratique. Le pseudo-code de l’algorithme se trouve dans l’algorithme 6.

4.2 GOC : Goal-Oriented Classifier

Cette section va permettre d’illustrer l’une des contributions de ce chapitre : un algo-
rithme permettant d’obtenir une application K (.) pour répondre à Pb.Class. Ce dernier
est nommé Goal-Oriented Classifier (GOC) mais n’est pas aussi général que son nom
l’indique. GOC se base sur l’algorithme K-means présenté précédemment. L’application
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Algorithm 6 K-means Pseudo-Code
Require: Y , Kini, nK , nit

1: Initialisation :
2: K ← Kini
3: Tclass ← vecteur nul de taille nsnap
4:
5: for j ∈ [1 . . . nit] do
6: Classification :
7: for i ∈ [1 . . . nsnap] do
8: Tclassi ← arg mink ||yi − dk||2, 1 ≤ k ≤ nK
9: Mise à jour :

10: for k ∈ [1 . . . nK ] do
11: id← index des snapshots de la classe k
12: Yk ← restriction de Y aux colonnes indexées par id
13: dk ← moyenne des colonnes de Yk
14:
15: Sortie : K

K (.) est ainsi choisie non-linéaire et repose sur l’utilisation de représentants dk ∈ RnS ,
avec 1 ≤ k ≤ nK . L’appartenance à une classe est obtenue par un test de proximité. Le
représentant le plus proche d’un snapshot, selon la norme 2, associe son indice de classe à
ce snapshot. La procédure de classification est ainsi très simple et se base sur une norme
bien connue, tout comme K-means. Cette dernière peut être remplacée par une autre
norme selon les besoins de l’utilisateur, par exemple la norme 1 ou une norme vectorielle
pondérée. L’application non-linéaire K (.) est représentée par la matrice K ∈ RnS×nK .
L’affectation (ou l’Assignement Step) de K-means est inchangée.

Cependant, afin de pouvoir remplir l’objectif demandé, il est impératif de modifier
l’Update Step de K-means. Ce dernier doit exploiter Ψ (.) ainsi que l’objectif final de
devoir minimiser εr. La nature couplée de Pb.Class rend cette exploitation délicate. De
plus, étant donné que GOBAL est choisi pour remplir le rôle Ψ (.), l’évaluation récursive
d’un tel algorithme est à prohiber.

Il devient crucial d’introduire un estimateur simplifié afin d’éviter la manipulation
de l’algorithme GOBAL lors de la recherche de K. Il faut qu’un tel estimateur simplifié
indique si le regroupement actuel des snapshots engendrera des estimateurs performants
de type GOBAL une fois que la totalité de la séquence est traitée. La méthode de mise
à jour des représentants va être modifiée en exploitant cette information.

4.2.1 Estimateur simplifié

L’Update Step doit permettre de modifier les représentants des classes pour remplir
l’objectif recherché. Bien que l’algorithme GOBAL sera utilisé sur chaque classe obtenue,
utiliser un tel algorithme lors de la recherche des classes est trop complexe.

Un nouvel estimateur Ψ (.) va alors être proposé. Ce dernier doit être plus léger que
GOBAL et doit permetre de s’approcher de ses propriétés d’estimation.

On peut se poser la question en considérant le problème Pb.Estimation : pourquoi la
K-SVD a pu fournir de si bons résultats ? Pourtant cette méthode, comme l’approche
POD, fait le lien entre les mesures s et le champ h à être reconstruit de manière linéaire.
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Il a été vu qu’une spécificité de la K-SVD est que le support de la représentation réduite
associée à la mesure s est creux.

Soit Ts le support de la représentation réduite associé à s. Ce dernier est obtenu grâce
à l’algorithme OMP qui exploite la corrélation entre les colonnes du dictionnaire CD
et les mesures s (plus particulièrement, les résidus successif, voir le pseudo-code 1). La
représentation réduite est alors donnée par :

a = (CDTs)+s, (4.8)

où DTs est la restriction de D aux colonnes indexées par Ts. Le champ recherché est ensuite
estimé par :

ĥ = DTs(CDTs)+s. (4.9)
Cela revient alors à utiliser l’opérateur :

Ψ (s) = DTs(CDTs)+s = RTss, (4.10)

avec RTs = DTs(CDTs)+ .

Cette relation peut aussi être obtenue dans le cas de l’utilisation de la paire (D1, D2)
dans le cas de GOBAL. En nommant ce support de la même manière que dans le déve-
loppement ci-dessus, l’estimateur obtenu est :

RTs = D1Ts(CD2Ts)+ . (4.11)

Ainsi, les différentes approches basées sur la K-SVD peuvent être vues comme l’uti-
lisation de plusieurs estimateurs linéaires dépendant du choix du support de la re-
présentation réduite. Comme il a été vu dans le chapitre 3, plus de 50 supports distincts
peuvent être générés lors d’une utilisation de tels algorithmes. Cela revient alors à utiliser
de nombreux estimateurs linéaires différents, définis à partir de la mesure effectuée. Ces
estimateurs sont aussi couplés puisque un même mode peut intervenir dans de nombreux
supports différents. Une telle richesse est aussi, comme vu dans le chapitre précédent, à la
source de la difficulté majeure d’obtenir des dictionnaires D1 et D2 performants.

L’idée retenue pour proposer un estimateur simplifié est ainsi de limiter le nombre de
supports possibles, autrement dit, le nombre d’estimateurs possibles et, en contrepartie,
de se défaire de la contrainte de structure sur l’estimateur (exploitant les modes de D1 et
D2).

Le choix du support n’est plus effectué par un algorithme à contrainte-`0 type OMP.
C’est l’Assignement Step de K-means (de GOC) qui est utilisé. Cela revient à utiliser
un estimateur linéaire par classe.

Les représentants des classes se situent dans la matrice K ∈ RnS×nK . À partir de ces
derniers, chaque snapshot peut être associé à une classe k à l’aide d’un test de proximité.

Les snapshots de H et S associés à chaque classe sont regroupés dans la paire (Hk, Sk).
Enfin, l’estimateur linéaire adapté à cette classe doit permettre de minimiser la norme

||Hk −RkSk||F (4.12)

Un tel estimateur peut être défini par

Rk = Hk (Sk)+ (4.13)

Ainsi, l’estimateur Ψ (.) utilisé par GOC est choisi tel que :

Ψ (s) = Rks où k est la classe de s (4.14)
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4.2.2 Algorithme

Avant de présenter l’algorithme GOC, il convient de présenter le cas simple où aucune
mise à jour complexe des classes n’est effectuée. Ceci est intéressant pour avoir un meilleur
ressenti de l’intérêt de GOC.

Utilisation directe - GOC simplifié

Cette approche revient à utiliser K-means de manière directe sur S afin d’obtenir les
nK classes. Les classes ont donc été choisies afin de minimiser l’erreur (en norme 2) entre
les snapshots de la classe et le représentant associé. Si les mesures se ressemblent, il devient
naturel de vouloir les exploiter de la même manière, c’est-à-dire d’utiliser un même estima-
teur pour une classe. Chaque classe ainsi créée est affectée à un estimateur Rk = Hk (Sk)+.

Cependant, une faible erreur de classification sur S n’implique pas une très faible erreur
sur l’estimation de H. Étant donné que le meilleur estimateur linéaire est utilisé par classe,
la faute vient de la classification.

Par exemple,
— une erreur de classification relative de 17% sur S peut être liée à une erreur d’esti-

mation relative de 3% sur H et
— une erreur de classification relative de 7% sur S peut être liée à une erreur d’esti-

mation relative de 6% sur H
Cependant, suivant l’initialisation de K-means et les mises à jour effectuées des repré-
sentants, il est possible de trouver de bonnes classifications pour l’estimation de H. De
nombreuses relances de l’algorithme K-means sont nécessaires.

Enfin, plus les champs H et S sont de natures différentes, moins cette approche est
valide.

Le pseudo-code de cette approche se trouve dans l’algorithme 7.

Algorithm 7 GOC Simplifié Pseudo-Code
Require: S, H, Kini, nK , nit

1: Classification :
2: Appliquer nit itérations K-means à S
3: (ce dernier est initialisé avec Kini)
4: Le dictionnaire K est ainsi obtenu
5: Estimation :
6: for j ∈ [1 . . . nK ] do
7: id← index des snapshots de la classe j
8: Sj ← restriction de S aux colonnes indexées par id
9: Hj ← restriction de H aux colonnes indexées par id

10: Rj ← Hj (Sj)+

11:
12: Sortie : K et les Rj ,1 ≤ j ≤ nK

Approche GOC

L’approche GOC a pour objectif d’améliorer la probabilité d’obtenir une meilleure
classification dans l’objectif d’estimer H avec le moins d’erreur possible. De plus, il faut
que GOC puisse fonctionner dans le cas général du problème Pb.GoalOriented.
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Il faut donc regrouper les éléments de S afin que l’erreur sur H soit la plus faible
possible. Ceci est fait à l’aide d’un schéma cyclique. Une nouvelle classification est
réalisée au début de chaque cycle.

Un cycle basique est maintenant décrit. Ce dernier commence par classer les élé-
ments de S en nK classes à partir de K. Ceci est fait comme le Assignement Step de
K-means.

Au lieu de directement raffiner les représentants avec la Update Step, les estimateurs
Rj de chaque classe sont calculés selon Rj = Hj (Sj)+, pour 1 ≤ j ≤ nK .

Chaque paire (h, s) va ensuite être traitée. Le snapshot s est appliqué à chaque estima-
teur Rj afin d’obtenir une estimée ĥj = Rjs. La classe permettant de minimiser la norme
||h− ĥj ||2 devient la nouvelle classe de s. Ainsi, lors de chaque cycle, un remaniement
des classes est effectué autre que dans l’Assignement Step.

Une telle modification de la classe a lieu lorsqu’une classe disposant d’un estimateur
plus adapté pour estimer correctement h est disponible malgré la proximité de s avec le
représentant de la classe initiale.

Enfin, il faut maintenantmettre à jour les représentants des classes afin d’espérer
que cette nouvelle classification soit faite à partir de S seule. Ceci est fait comme l’étape
Update Step, c’est à dire, par classe, le nouveau représentant est donné par la moyenne
des éléments de S appartenant à la classe.

La distance moyenne entre les représentants de K et les snapshots de S de la classe
correspondante augmente. En contrepartie, l’erreur d’estimation faite sur H diminue. Ceci
est l’effet recherché.

Tout comme les algorithmes basés sur la K-SVD, le nombre de représentants des classes
modifié est directement lié avec la faculté de l’algorithme à se défaire des minima locaux
au détriment d’une convergence plus chaotique (due à un remaniement brutal des repré-
sentants). Enfin, la matrice K permettant l’erreur sur H la plus faible est retenu à la fin
des nit ∈ N∗ cycles effectués par l’algorithme.

Un critère d’arrêt plus raffiné peut être choisi comme le fait d’effectuer une erreur
satisfaisante sur l’estimation de H ou le fait de remarquer que l’erreur ne diminue plus
suffisamment rapidement. Comme la majorité des algorithmes conçus lors de cette étude,
la nature greedy de ce dernier fait qu’il n’est pas garanti que l’erreur diminue à chaque
cycle (en particulier quand l’erreur est déjà faible).

Le pseudo-code de l’algorithme GOC se trouve dans l’algorithme 8.

Remarques techniques

Tout comme l’algorithme K-SVD, SOBAL et GOBAL, il faut considérer le cas qui
survient lorsqu’une classe (un mode) n’est pas utilisée. Il suffit juste de vérifier, après
chaque étape Affectation Goal-Oriented que chaque classe est bien utilisée. Si ce n’est pas
le cas, le représentant de la classe en question est remplacé par une colonne de S, choisie
aléatoirement afin de permettre à l’algorithme de continuer normalement.

Pour permettre un meilleur brassage des solutions, il a été choisi de ne mettre à jour
que 75% des représentants lors d’un cycle.

Pour éviter le phénomène d’overfitting, il convient de ne pas utiliser trop d’estimateurs,
soit trop de classes nK . Un problème majeur auquel sont confrontés les utilisateurs de
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Algorithm 8 GOC Pseudo-Code
Require: S, H, Kini, nK , nit

1: Initialisation :
2: dk ← la kème colonne de Kini
3: Tclass et Tgo sont des ensembles de nsnap éléments
4:
5: for i ∈ [1 . . . nit] do
6: Classification :
7: for j ∈ [1 . . . nsnap] do
8: Calculer la norme ||sj − dk||2 pour chaque classe k
9: Tclass {j} ← numéro de la classe qui minimise la norme précédente

10: Estimation :
11: for j ∈ [1 . . . nK ] do
12: id← indices des snapshots de la classe j (obtenue par Tclass)
13: Sj ← restriction de S aux colonnes indexées par id
14: Hj ← restriction de H aux colonnes indexées par id
15: Rj ← Hj (Sj)+

16: Sauvegarde :
17: Sauvegarder K et les Rj si l’erreur totale sur l’estimation de H diminue
18: Affectation Goal Oriented :
19: for j ∈ [1 . . . nsnap] do
20: Calculer la norme ||hj − ĥ

k

j ||2 pour chaque classe k, où ĥkj = Rksj
21: Tgo {j} ← numéro de la classe qui minimise la norme précédente
22: Mise à jour des représentants :
23: for j ∈ [1 . . . nK ] do
24: id← indices des snapshots de la classe j (obtenue par Tgo)
25: Sj ← restriction de S aux colonnes indexées par id
26: dj ← la moyenne des éléments de Sj
27:
28: Sortie : K et les Rj ,1 ≤ j ≤ nK
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l’algorithme K-means est le choix du nombre de classes. On cherche à utiliser le nombre
minimal de classes possibles (afin de ne pas faire d’overfitting) qui permet cependant
de faire une erreur satisfaisante sur la séquence d’entraînement Vu que cette étape de
conception se fait off-line, le nombre optimal de classe peut être obtenu par tests successifs
aux prix d’une phase de conception plus longue.

Extensions

Avant de présenter les résultats d’estimation reliée à GOC, quelques améliorations
peuvent être faites.

Tout d’abord, plusieurs méthodes peuvent être considérées pour la mise à jour des
classes. Pour chaque snapshot s, le choix de tester la compatibilité de ce dernier avec
chaque classe a été fait. Cette approche est non-optimale et peut être accélérée en ne
testant la reconstruction qu’avec les estimateurs des classes voisines. Si le snapshot s est
trop loin du représentant avec l’estimateur optimal, ce snapshot n’y sera jamais affecté à
cause de la norme utilisée pour effectuer l’Assignement Step.

De ce fait, il existe sûrement des normes bien plus adaptées pour effectuer cette
étape d’affectation. Ceci constitue une piste d’amélioration notable de GOC. Enfin, un
point qui sera discuté plus en détail dans la conclusion de ce manuscrit est l’utilisation
d’une approche type Kernel pour effectuer l’affectation (7.2).

Ensuite, au prix d’une augmentation de la taille des matrices, il est possible d’utiliser
des estimateurs plus performants. Utiliser un estimateur affine par classe donne ainsi des
résultats bien plus impressionnants, surtout dans le contexte peu de capteurs. Pour chaque
classe, en plus de Rj , une certaine composante continue Bj ∈ Rnh va être déterminée.

L’estimateur utilisé pour la classe j est alors de la forme :

Ψ (s) = Rjs+Bj (4.15)

La recherche de l’estimateur se fait ainsi en ajoutant une ligne de 1, notée 1, à chaque
matrice Sj , 1 ≤ j ≤ nK . La matrice STjext =

[
STj 1

]
est ainsi définie. L’estimateur de la

classe j obtenu Hj (Sjext)
+ peut ensuite être découpé pour obtenir la partie linéaire et la

partie constante. En d’autres termes :

[RjBj ] = Hj (Sjext)
+ (4.16)

Les nS premières colonnes de Hj (Sjext)
+ forment la matrice Rj et les colonnes restantes

forment Bj .

Dans la même optique, un estimateur polynomial peut aussi être obtenu d’une ma-
nière aussi aisée. Il suffit de modifier à chaque fois les matrices Sk pour inclure les nouvelles
informations disponibles, telle que les mesures mis au carrés. Bien que cette modification
réduit naturellement l’erreur faite sur H, l’erreur faite sur une séquence non contenue dans
la séquence d’entraînement devient, dans les cas étudiés, non négligeable. La phénomène
d’overfitting se fait ainsi grandement ressentir. Cette approche polynomiale ne sera utilisée
qu’une seule fois dans le chapitre 6.

4.2.3 Résultats

Cette section permet d’illustrer les performances de GOC. Pour éviter d’alourdir le
manuscrit, seule la configuration des capteurs Copt est ici retenue. Le placement Cf sera à
nouveau étudié dans la suite de ce chapitre lorsque l’algorithme principal sera présenté.
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Figure 4.1 – GOC - Évolution de εr

Les représentants initiaux des classes sont choisis aléatoirement parmi les éléments
de S. Chaque solution, composée des représentants K et des estimateurs Rj , 1 ≤ j ≤
nK , est celle donnant les meilleures performances d’estimation sur H après 50 lancers de
l’algorithme. Chaque lancer est composé de 100 itérations (nit = 100).

Tout d’abord, un exemple d’évolution de l’erreur lors d’un lancer de nit = 150 itéra-
tions est illustré sur la figure 4.1. L’évolution chaotique est due à la mise de jour de 75%
des représentants des classes par itération. Ceci permet un balayage efficace de l’espace
des solutions. Plus de stabilité peut être obtenue en mettant à jour un représentant à la
fois, mais le risque de passer à côté d’une solution satisfaisante est grand. Sur cette figure,
nS = 3 capteurs sont utilisés. L’approche estimateur affine permet bien évidemment de
faire moins d’erreur que l’approche linéaire.

GOC est comparé à l’approche POD et à l’approche SOBAL. Quelques précautions
sont nécessaires afin de pouvoir comparer ces trois approches dans des situations effecti-
vement comparables.

Concernant la méthode POD, il faut utiliser autant de modes POD que de capteurs
soit nD = nS .

Comme il a été vu dans le chapitre précédent, il faut utiliser une parcimonie SO-
BAL égale au nombre de capteurs afin d’être dans une situation comparable avec l’ap-
proche POD. Ceci impose K = nS pour SOBAL. Les performances de cette approches
peuvent être améliorées en augmentant la valeur du multiplieur nmul, définissant la taille
finale du dictionnaire via nmulK = nmulnS . Le dictionnaire SOBAL est donc de taille
(nx × nmulnS).

Maintenant, afin de pouvoir comparer GOC à SOBAL, le choix a été fait d’avoir
la concaténation des matrices d’estimateurs de taille identique au dictionnaire SOBAL.
Étant donné que GOC utilise nK estimateurs de taille nx × nS , la matrice résultant de
cette concaténation d’estimateurs est de taille nx × nKnS .

Le nombre de classes doit vérifier : (nx × nKnS) = (nx × nmulnS) d’où

nK = nmul (4.17)

Cependant, il convient de noter que ce cadre favorise l’algorithme GOC. Il faut
prendre en compte le nombre de modes utilisés pour effectuer la classification. Par exemple,
dans le cas nS = 1, l’approche GOBAL utilise un dictionnaire D2 contenant 20 modes.
L’approche GOC avec nK = 10 présente un estimateur contenant 20 colonnes, mais né-
cessite en plus une matrice de classification comportant 10 éléments. Ces derniers sont
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Nombres de POD GOBAL GOBAL GOBAL GOC GOC GOC
capteurs nS nD = nS nD = 3nS nD = 10nS nK = 1 nK = 3 nK = 10

1 64.0% 62.6% 62.6% 62.6% 62.5 % 56.9% 55.2%
2 46.6% 43.8% 34.2% 25.5% 43.8% 31.6% 20.87%
3 20.6% 20.6% 12.0% 9.06% 20.6 % 13.4% 9.60%
4 12.3% 11.5% 8.31% 5.56% 11.5% 8.69% 5.00%
5 3.68% 3.68% 2.67% 2.02% 3.68% 2.75% 1.23%

Table 4.1 – GOC - Performances Copt

certes de tailles plus faibles mais jouent en faveur de GOC.

Le tableau 4.1 permet de comparer l’erreur d’estimation relative εr obtenue avec les
approches POD, GOBAL et GOC (estimateur linéaire). Les cases bleues indiquent que
l’approche GOC a permis d’effectuer une erreur inférieure à l’approche GOBAL corres-
pondante (nmul = nK). Dans tous les cas considérés, l’approche GOC permet d’obtenir
une erreur d’estimation proche de l’approche GOBAL avec un algorithme bien plus simple
à mettre en œuvre. Cela dit, l’utilisation de trop nombreuses classes (nK = 10) peut causer
des problèmes d’overfitting et ainsi réduire les performances sur des séquences originales.

La figure 4.2 contient 3 graphes permettant de comparer les approches POD, SOBAL
et GOC (estimateur linéaire et affine). Chaque graphe correspond à un nombre donné
de classes utilisées. L’erreur représentée par εr est l’erreur de reconstruction relative, en
norme de Frobenius, sur la totalité de la séquence d’entraînement :

εr = ||H − Ĥ||F /||H||F × 100. (4.18)

La taille des estimateurs affines est plus grande que celle des estimateurs linéaires.
Il faudrait ainsi réduire le nombre de classes lorsque cette approche est utilisée. Cette
courbe est affichée pour information seulement. Elle permet de ressentir que GOC permet
d’effectuer ici une meilleure estimation que SOBAL. Utiliser plusieurs estimateurs linéaires
est ainsi une approche valide et justifie l’utilisation des classes.

Un comportement particulièrement notable est présent dans le cas nK = 1 / nmul = 1.
Les approches SOBAL et GOC linéaire produisent des résultats extrêmement similaires
(identiques sur 5 chiffres significatifs). Ensuite, plus le nombre de classes utilisées est grand,
meilleurs sont les résultats. Ceci est attendu vu les performances obtenues avec SOBAL
lors de l’augmentation de nmul.

L’utilisation d’un estimateur affine est plus efficace qu’un estimateur linéaire.

La figure 4.3 compare ces 3 approches pour une même configuration donnée des cap-
teurs et lorsque le nombre de classes augmente. La position des 3 capteurs n’est pas
modifiée. Ce graphique illustre clairement l’avantage d’utiliser plus de classes ainsi qu’un
estimateur affine.

Compte tenu des performances de GOC et GOBAL, il semble très prometteur de
fusionner les deux approches.

4.3 Classed Based GOBAL - CB.GOBAL
La contribution principale de ce chapitre est maintenant présentée. Cette der-

nière correspond à l’algorithme Classed Based GOBAL (ou encore, GOBAL Structuré),
nommé ci-après CB.GOBAL. Cette méthode se trouve dans la même catégorie que GO-
BAL et permet de répondre au même problème Pb.GoalOriented.
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L’approche GOBAL bénéficie fortement d’un multiplieur nmul élevé. Cependant, bien
qu’augmenter nmul permet d’effectuer une erreur d’estimation sur H de plus en plus faible,
cette erreur ne diminue pas suffisamment rapidement.

Au lieu de créer des représentations de plus en plus creuses exploitant les mêmes modes,
il semble intéressant de créer des représentations moins creuses mais plus variées
sur leur utilisation modale (via les classes).

Ces idées sont à l’origine de l’algorithme CB.GOBAL. Ce dernier utilisera l’algorithme
GOC pour obtenir les classes et GOBAL pour obtenir les estimateurs pour chaque
classe.

4.3.1 Choix de la structure

Le problème Pb.GoalOriented est considéré. Les séquences S et H sont disponibles.

Une fois le nombre de classes nK choisi, l’algorithme GOC est utilisé afin d’obtenir la
matrice de sélection de classes K. Les séquences (S,H) peuvent ensuite être réorganisées
par classes pour former les nK paires (Sk, Hk).

L’objectif est maintenant d’appliquer GOBAL pour chaque couple (Sk, Hk). Chaque
classe k se trouve associée à une paire de dictionnaires GOBAL contenant nDk ∈ N∗
modes :

— D1k ∈ RnS×nDk
— D2k ∈ Rnh×nDk

où K est la parcimonie de chaque représentation creuse. Cette dernière est choisie égale à
K = nS pour chaque classe, afin d’exploiter le plus d’information possible.

Il est maintenant possible de définir un nombre total de modes GOBAL. Ce dernier
est noté nT =

nK∑
i=1

nDk. Enfin le choix a été fait d’ajouter le nombre de classes (le nombre

de représentants dans K) à nT , bien que ces modes dk soient de nature différentes, afin
de former le nombre de modes équivalents utilisé par CB.GOBAL. Ce dernier est noté
nT.st et vaut nT.st = nT + nK =

nK∑
i=1

nDk + nK .

La difficulté principale à surmonter est le choix de nDk, le nombre de modes utilisés
par la classe k. L’ensemble St =

(
nD1, nD2, . . . , nDnK

)
forme la structure qui sera utilisée

par l’estimateur CB.GOBAL.
En effet, certaines classes sont plus aptes à profiter de la parcimonie que

d’autres. Il est donc essentiel d’exploiter cette information pour pouvoir obtenir de
meilleures propriétés d’estimation. Ensuite, dans l’optique de pouvoir comparer cette ap-
proche avec l’approche GOBAL, il faut aussi que Knmul = nT.st, où nmul est le multiplica-
teur utilisée par GOBAL. Ainsi, pour un nmul donné, il faut que la structure CB.GOBAL
vérifie :

nK∑
i=1

nDk + nK = Knmul (4.19)

Un critère approché de l’aptitude à la parcimonie d’un couple (Sk, Hk) n’a pas pu être
obtenu lors de ce travail de thèse. L’objectif à atteindre était de trouver quelles classes
étaient plus aptes à tirer profit d’un grand nDk.

Finalement, une approche plus lourde d’un point de vue calculatoire a été retenue. La
structure St est obtenue de manière itérative. Cette dernière possède nK éléments.
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Soit St0 la structure initiale. Cette dernière est définie par St0 = (K,K, . . . ,K). Ceci si-
gnifie qu’à l’état initial, les snapshots de chaque classe sont décrits par des représentations
pleines. Soit ninc ∈ N∗ l’incrément. L’itération i est associée à la structure Sti.

Pour obtenir la structure à l’itération i+1, l’algorithme GOBAL est appliqué à chaque
classe avec pour nombre de modes nDk+ninc, où nDk provient de Sti. Ensuite, pour chaque
classe, l’erreur d’estimation totale est calculée lorsque l’estimateur d’une seule classe est
mis à jour. Le nombre de modes de la classe qui a permis de réduire le plus possible
l’erreur d’estimation totale est retenu. Soit j ∈ N∗ cette classe. La structure retenue pour
l’itération i+ 1 est Sti+1 =

(
nD1, . . . , nDj + ninc, . . . , nDnK

)
.

Cette démarche s’arrête lorsque
nK∑
i=1

nDi atteint la valeur max définie par l’utilisateur.
Dans le cas présent, étant donné que CB.GOBAL va être comparé à GOBAL avec un
multiplieur nmul, le critère d’arrêt est :

nK∑
i=1

nDi + nK = Knmul.

Exemple d’obtention d’une structure

Cette approche est maintenant illustrée par un exemple. CB.GOBAL va être com-
paré à GOBAL avec un multiplieur nmul = 10. Le nombre de capteurs disponibles est
de 2 et ces derniers ont déjà été placés. Le nombre de classes est choisi égal à nK = 4.
L’incrément est choisi égal à ninc = 1.

La structure initiale est St0 = (2, 2, 2, 2).
Ensuite, GOBAL est appliqué sur chaque classe avec un nombre de modes de 2+ninc =

3. La classe 2 est celle qui permet de minimiser l’erreur d’estimation globale. De ce fait,
la structure devient St1 = (2, 3, 2, 2).

Les classes 1, 3 et 4 ont déjà été testées avec un nombre de modes de 2 + ninc = 3. De
ce fait, seule la classe 2 doit être testée avec nD2 = 3 + ninc = 4. Maintenant, c’est le fait
d’utiliser la classe 4 avec un nD4 = 3 qui permet de diminuer l’erreur d’estimation totale.
La structure est St2 = (2, 3, 2, 3).

Cette démarche est répétée jusqu’à ce que
nK∑
i=1

nDi = Knmul − nK = 2 ∗ 10 − 4 = 16.

Dans le cas présent, une structure finale possible est Stfin = (3, 4, 6, 3).

Remarques Techniques

Utiliser un incrément de 1 n’est pas toujours conseillé. Il est très utile d’utiliser un
incrément ninc > 1 au début de la recherche de la structure puis de diminuer ce dernier
lorsque l’on se rapproche du critère d’arrêt. Ceci est encore plus vrai lorsque peu de classes
sont utilisées.

Le choix du nombre de classes est encore un problème à résoudre. Ce dernier dé-
pend des séquences considérées et des capteurs. Pour certaines configurations, une erreur
d’estimation totale plus faible peut être obtenue avec de nombreuses classes et peu de
parcimonie.

4.3.2 Algorithme

L’algorithme CB.GOBAL peut maintenant être formalisé. Contrairement aux autres
algorithmes présentés jusqu’ici, toutes les briques de bases ont été présentées. Il ne reste
plus qu’à les assembler.
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Sans plus de précisions, le pseudo-code se trouve dans l’algorithme 9.

Algorithm 9 CB.GOBAL Pseudo-Code
Require: S, H, nK , ninc, K , nT.st, nit

1: Goal Oriented Classification
2: Kini ← nK snapshots distincts aléatoires de S
3: K ← GOC (S,H,Kini, nK , nit)
4: (étape répétée jusqu’à ce que l’erreur effectuée par la classification GOC soit satisfai-

sante pour l’utilisateur)
5:
6: Initialisation :
7: St ←

(
nD1, . . . , nDnK

)
= (K, . . . ,K)

8: for k ∈ [1 . . . nK ] do
9: (Sk, Hk)← restriction de (S,H) aux snapshots de la classe k

10: Dinik ← nDk snapshots distincts aléatoires de H
11: (D1k, D2k)← GOBAL (Sk, Hk, nDk,K,Dinik, nit)
12:
13: Recherche de la structure :
14: while

nK∑
i=1

nDi < nT.st − nK do
15:
16: for l ∈ [1 . . . nK ] do
17: Sttemp,l ← St, Sttemp,l [l]← Sttemp [l] + ninc
18: Dini ← Sttemp [l] snapshots distincts aléatoires de H
19:

(
D1temp,l, D2temp,l

)
← GOBAL

(
Sl, Hl, Sttemp [l] ,K,Dini, nit

)
(si nD =

Sttemp [l] n’a jamais été testé)
20: εl ← ||H − Ĥ||F où Ĥ est obtenue à l’aide des dictionnaires (D1k, D2k) pour

1 ≤ k ≤ nK , k 6= l et
(
D1temp,l, D2temp,l

)
pour la classe l

21:
22: le l minimisant εl est retenu
23: St ← Sttemp,l
24: (D1l, D2l)←

(
D1temp,l, D2temp,l

)
25: Mise à jour des nDi à partir des éléments de St
26:
27: Sortie : K, St, (D1k, D2k),1 ≤ k ≤ nK

4.3.3 Résultats

Les résultats obtenus à l’aide de CB.GOBAL sont maintenant illustrés. Les positions
Cf et Copt des capteurs sont utilisées pour caractériser les performances de CB.GOBAL.

Dans un premier temps, les meilleurs résultats obtenus au fil des expériences sont
affichés. Ceci permet de comparer simplement CB.GOBAL à GOBAL. Le nombre de
classes nK utilisées par GOC est ainsi adapté à chaque position des capteurs. Lors des
tests, nK a été choisi entre 3 et 6. Vu le nombre de tests requis, provenant du choix
du nombre de classes et des possibilités de structures distinctes, seul le cas nmul = 10
est étudié. CB.GOBAL utilise ainsi nT.st = nSnmul modes équivalents (incluant les nK
modes permettant la classification) et est ainsi comparé à GOBAL avec nmul = 10.

Les tableaux illustrant les performances de CB.GOBAL contiennent aussi :
— le nombre de classes retenues nK ,
— l’erreur d’estimation obtenue avec l’approche GOC,
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Nombres de POD GOBAL nK GOC CB.GOBAL Structure
capteurs nS nD = 10nS

1 72.1% 66.1% 5 58.6% 58.6% -
2 137% 57.9% 4 53.1% 48.8% (5, 4, 4, 3)
3 110% 40.1% 5 47.3% 38.7% (4, 6, 6, 4, 5)
4 103% 34.1% 5 34.4% 26.1% (8, 4, 6, 9, 8)
5 219% 29.8% 5 30.4% 20.8% (7, 9, 9, 9, 11)

Table 4.2 – CB.GOBAL - Performances Cf

Nombres de POD GOBAL nK GOC CB.GOBAL Structure
capteurs nS nD = 10nS

1 64.0% 62.6% 5 55.9% 55.9% -
2 46.6% 25.5% 5 27.3% 21.6% (2, 3, 3, 4, 3)
3 20.6% 9.06% 4 13.4% 7.68% (8, 8, 6, 4)
4 12.3% 5.56% 4 7.28% 3.63% (6, 7, 13, 10)
5 3.68% 2.02% 5 2.25% 1.51% (14, 5, 5, 7, 14)

Table 4.3 – CB.GOBAL - Performances Copt

— la structure finale utilisée
Dans une dernière sous-section, des compléments sur les structures obtenues seront

donnés. L’objectif premier est de montrer que les structures produites par cette approche
sont satisfaisantes.

Positions Cf

Le tableau 4.2 contient les meilleurs résultats obtenus avec l’approche CB.GOBAL sur
les positions Cf. La structure n’importe pas lorsque la représentation utilisée est 1-sparse.
Le gain ne provient que de la classification et pas de la parcimonie.

Cette fois-ci, GOBAL est correctement comparé à une approche à base de classifi-
cation. Le nombre total de modes de CB.GOBAL est réduit pour inclure les modes de
classification. Les performances de reconstruction sont remarquables malgré l’utilisation
de capteurs mal placés.

Positions Copt

Le tableau 4.3 contient les meilleurs résultats obtenus avec l’approche CB.GOBAL
sur la configuation des capteurs “Optimaux”.

Une fois de plus, les performances obtenues avec CB.GOBAL sont très impression-
nantes. La structure n’importe pas lorsque nS = 1 puisque chaque représentation est
1-sparse. Contrairement à l’approche GOC, de très bonnes performances sont obtenues
avec l’utilisation de moins de modes. Un compromis doit être trouvé entre la parcimonie
utilisée dans chaque classe et le nombre de classes. Il est ici remarquable que l’utilisation
de 4 ou 5 classes permet de réduire l’erreur d’estimation sans augmenter le nombre de
modes utilisés.

Compléments sur les structures

Avant de conclure sur ce chapitre, il convient de noter que de nombreuses structures
différentes ont été trouvées pour une même configuration. Les structures données dans
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les parties précédentes ne l’ont été que pour illustrer l’approche CB.GOBAL. Elles dé-
pendent entièrement de la classification retenue ainsi que des résultats des estimations
GOBAL réalisées dans CB.GOBAL.

Par exemple, pour Copt4, de nombreuses solutions acceptables ont été obtenues. GO-
BAL nmul = 10 permettait de faire 5.56% d’erreur sur ce cas. GOC nK = 4 permet
d’effectuer 7.28% d’erreur et GOC nK = 5 permet d’en effectuer 6.98%. Ces deux erreurs
sont plus grandes que celles effectuées par GOBAL. Ceci est attendu vu le nombre de
“modes” mis en jeu (plus de modes GOBAL que GOC). Cependant, nK = 4 permettra
d’avoir plus de “modes libres" que nK = 5 et ainsi laisse une plus grande marge de ma-
nœuvre à CB.GOBAL.

Avec nK = 4, les structures suivantes ont été obtenues (à partir du même dictionnaire
de classification) :

— (8, 8, 8, 12) associée à l’erreur ε = 3.93%
— (6, 10, 11, 9) associée à l’erreur ε = 3.64%
— (7, 7, 13, 10) associée à l’erreur ε = 3.63%

Chaque classe est ici propice à la parcimonie, avec une préférence pour les classes 2, 3 et
4.

Avec nK = 5, les structures suivantes ont été obtenues (à partir du même dictionnaire
de classification) :

— (7, 10, 7, 7, 4) associée à l’erreur ε = 3.98%
— (7, 7, 10, 7, 4) associée à l’erreur ε = 3.64%
— (7, 7, 10, 7, 4) associée à l’erreur ε = 3.75%

Les classes 2 et 3 sont ici plus propices à la parcimonie que les autres.

Ces structures font apparaître que certaines classes sont plus aptes à être décrites par
une représentation creuse que d’autres. Ceci est très difficile à prévoir à partir des classes
(Hi, Si) seules.

4.4 Conclusion
Ce chapitre a permis de présenter de manière succincte une approche permettant d’as-

socier l’algorithme GOBAL et la classification, essentielle en Machine Learning. L’algo-
rithme GOC, basé sur K-means, permet d’obtenir des représentants pour effectuer une
classification simple, via un test de proximité. Ce dernier diffère cependant de K-means
dans le fait que les classes sont créées en vue de faire la plus faible erreur d’estimation
possible sur une séquence différente de celle utilisée pour créer les mesures. Ce potentiel,
non illustré dans ce chapitre, le sera dans le chapitre 6.

Ces classes ont ensuite été exploitées par l’algorithme GOBAL, couplé à une approche
permettant de choisir la taille des dictionnaires associés à ces classes. Ces tailles de dic-
tionnaires forment ce qui a été nommé une structure. Cette dernière est ainsi adaptée aux
classes obtenues et de ce fait, au positionnement retenu des capteurs.

Cette approche générale a été regroupée sous un seul algorithme nommé CB.GOBAL.
De nombreuses améliorations peuvent être faites vu la modularité de cet algorithme.

Enfin, ce chapitre clot définitivement la production des algorithmes orientés pour la
création de dictionnaires exploitables en temps réel. Le chapitre suivant va permettre
d’éclaircir l’origine des capteurs dit “Optimaux” utilisés tout au long de ce manuscrit.
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L’objectif de ce chapitre est de déterminer un positionnement optimal des capteurs.
Jusqu’à maintenant, le problème du choix des capteurs a toujours été mis de côté. Dif-
férentes positions ont été retenues afin d’illustrer l’importance d’avoir des capteurs bien
placés, en particulier sur la qualité de l’estimation de la quantité d’intérêt. C’est via ces
derniers que toute forme d’information est obtenue sur le système lors du fonctionnement
en temps réel.

La première partie de ce chapitre va définir le cadre du problème ainsi que l’approche
la plus connue pour le résoudre. Les limites de telles approches seront explicitées et per-
mettront ainsi de justifier la proposition d’une nouvelle méthode.

Ensuite, les performances de cette dernière seront étudiées. Les dernières sections ser-
viront à présenter des extensions de la méthode proposée afin de l’adapter aux problèmes
du type Pb.GoalOriented.

5.1 Cadre
Le problème principal à résoudre est le suivant, nommé Pb.Capteur , :

Données : Y , nS
Objectif : Trouver une application Ψ (.) définie sur RnS → Rnx ainsi qu’une

matrice C ∈MC qui minimise εr = ||Y − Ŷ ||F /||Y ||F
où Ŷ =

(
Ψ (st1) . . .Ψ

(
stnsnap

))
et S = CY .

où nS est le nombre de capteurs à placer, Y est la séquence d’entraînement etMC est
la structure particulière que doit vérifier C (voir le chapitre 2 paragraphe 2.1).
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Toutes les informations concernant les notations peuvent être trouvées dans le cha-
pitre 2. Les mêmes hypothèses de travail sont utilisées. Entre autres, le nombre de cap-
teurs utilisé est faible. La différence principale avec le problème Pb.Estimation est qu’il
faut maintenant trouver le positionnement des nS capteurs en plus de la méthode d’esti-
mation. Pour un nombre donné nS de capteurs, le meilleur positionnement est recherché.
Le couplage entre la position des capteurs et la méthode d’estimation rend le problème très
délicat à résoudre. Comme indiqué dans les chapitres 3 et 4, les problèmes Pb.Estimation
et Pb.GoalOriented sont déjà complexes. Rajouter une inconnue supplémentaire influant
sur la création des dictionnaires va grandement changer l’approche de résolution.

Les problèmes de placement de capteurs sont présents dans de nombreux domaines
comme le contrôle, l’estimation, la détection d’erreurs [1] et la classification [2]. De nou-
velles méthodes sont constamment proposées à cause de la complexité de ce problème.
Cette difficulté provient du grand nombre de configurations possibles puisque ce problème
est de nature combinatoire. La grande diversité des algorithmes actuels de placement de
capteurs provient de la manière de parcourir l’espace des solutions ainsi que le critère
utilisé pour déterminer la validité d’un positionnement donné.

Dans le domaine du génie civil, l’importance du suivi de l’intégrité des structures est
une source de nouveaux algorithmes de placement de capteurs. Peuvent être cités, parmi
les plus connus, Effective Independence, Optimal Driving Point, Sensor Set Expansion, Ki-
netic Energy Method et Variance Method [3, 4]. Une grande majorité de ces algorithmes
se base sur la matrice d’information de Fisher, plus connue sous le nom de Fisher Informa-
tion Matrix (FIM), ainsi que sur une base de dimension réduite pour décrire le champ de
grande dimension mesuré [5]. Le critère peut-être la maximisation de la plus petite valeur
singulière de la FIM par exemple [6]. D’autres critères utilisés sont le Modal Assurance
Criteria [7] et le conditionnement de la matrice modale [8]. Un autre algorithme notable
est le très récent FrameSense (FS) [9]. Ce dernier exploite de nombreux résultats de la
théorie des Frame (une généralisation de la notion de base) et permet de garantir de très
bonnes propriétés d’estimation.

Des méthodes plus spécifiques sont aussi d’un grand intérêt suivant la nature des
informations a priori disponibles sur le système. Des informations de nature physique
sur une configuration d’écoulement fluide peuvent conduire à un placement plus adapté à
déterminer l’état de ce dernier [10]. Un modèle spécifique peut contribuer à un placement
optimisé pour la localisation d’une source de nature isotrope [11]. Enfin, l’utilisation de
splines permet un placement donnant une meilleure reconstruction de réponse de nature
sismique [12].

Les méthodes citées précédemment sont toutes issues d’un formalisme traitement du
signal. D’autre techniques issues de la théorie du contrôle, l’automatique, sont aussi cités.
Parmi ces dernières se trouvent celles se basant sur le grammien d’observabilité [13] et les
valeurs singulières de la matrice de Hankel [14].

Cela dit, un point très intéressant est que ces méthodes peuvent être adaptées à de
nombreux problèmes à l’aide de modifications mineures.

Les critères ci-dessus sont ensuite couplés à une méthode de balayage de l’espace des
solutions. La majorité de ces méthodes utilise une approche greedy (voir le chapitre 3).
Les approches heuristiques telles que les algorithmes génétiques [15] et le recuit simulé
(Simulated Annealing) [16] sont aussi utilisées.
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5.1.1 Approches Usuelles

EI - Effective Independence

Parmi la myriade d’approches possibles, les travaux de Kammer [17] réalisés sur Ef-
fective Independence (EI) doivent être présentés. Cette méthode est extrêmement utilisée
de par sa facilité de mise en œuvre et ses performances. Le nom de cette méthode in-
dique déjà l’approche qu’elle utilise. EI fait en sorte que chaque mesure effectuée est la
plus possible indépendante possible des autres afin qu’elle puisse contribuer efficacement
à l’objectif d’estimation.

Dans le cadre actuel, cette approche se fonde sur l’utilisation de la base POD (voir le
chapitre 2). L’idée principale est l’utilisation d’un espace de dimension plus faible pour
décrire le champ y. Soit ΨnD la base POD d’ordre nD ∈ N∗ obtenue à partir de Y . Il
est rappelé que dans cette base POD, chaque élément y de Y est décrit par le vecteur
a comportant nD � nx éléments. Le vecteur de mesure s = Cy est utilisé pour obtenir
une estimée â de a qui a son tour permet d’obtenir une estimée ŷ = ΨnD â de y. â est
la valeur de a minimisant la norme ||s − CΨnDa||2. EI, dans le cadre où les mesures ne
sont pas bruitées, se base sur ce contexte. Il faut maintenant trouver où placer ces nS
capteurs. Tout d’abord, pour garantir une solution unique au problème d’estimation, et
ainsi assurer sa nature bien posée, le nombre de modes POD est choisi tel que nD ≤ nS .
En pratique, le choix nD = nS est fait afin d’exploiter le plus de modes possibles et ainsi
autoriser une plus faible erreur d’estimation.

La représentation réduite de référence est définie par a = ΨT
nD
y. Elle est obtenue par

projection de y sur la base POD d’ordre nD. Cela revient au cas où toute l’information est
disponible (nx capteurs). Elle est aussi obtenue lors de la décomposition SVD aboutissant
à la base POD. Ensuite, la représentation estimée est donnée par â = (CΨnD)+s.

L’objectif de la majorité des méthodes de placement de capteurs est de placer ces
derniers (d’agir sur la matrice C) afin de réduire l’erreur ||a − â||2. Le vecteur estimé â
peut encore être exprimé en fonction de a par :

â = (CΨnD)+s = (CΨnD)+Cy = (CΨnD)+CΨnDa. (5.1)

Une relation similaire est obtenue entre s et le vecteur de mesure effectivement associé à
â, nommé ŝ. Soit

ŝ = CΨnD(CΨnD)+s. (5.2)

La matrice de projection P permettant d’affecter la mesure effectuée s à la mesure
estimée est :

P = CΨnD(CΨnD)+ = CΨnD

(
(CΨnD)T (CΨnD)

)−1
(CΨnD)T (5.3)

La dernière expression est obtenue à partir du développement de la pseudo-inverse rendu
possible par le fait que CΨnD est de rang égal au nombre de colonnes (nD ≤ nS).

Des mesures bruitées sont maintenant étudiées. Le bruit sur chaque capteur est consi-
déré blanc (le signal aléatoire mis en jeu est une ligne de la matrice Y ), identique et
indépendamment distribué (dans leur ensemble) selon une loi gaussienne centrée. La ma-
trice de covariance du bruit est Ψ2

0InS , Ψ2
0 ∈ R+.

â est obtenu à partir du meilleur estimateur linéaire non biaisé. La matrice de cova-
riance de l’erreur d’estimation (au niveau de la représentation réduite) est dans ce cas
donnée par [17] :

E
[
(a− â) (a− â)T

]
=
[ 1

Ψ2
0

(CΨnD)T (CΨnD)
]−1

(5.4)
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Cette matrice de covariance peut encore être vue comme F−1 où

F = 1
Ψ2

0
(CΨnD)T (CΨnD) (5.5)

est la matrice d’information de Fisher.

Cette matrice est à la base de l’algorithme EI et de nombreuses méthodes de place-
ment de capteurs. L’objectif de EI est de minimiser une norme particulière de la matrice
de covariance. Cela revient à maximiser une norme particulière de la matrice d’informa-
tion de Fisher. Vu l’expression de cette dernière et des hypothèses faites sur le bruit, Ψ0
n’interviendra pas dans le critère de minimisation. Après plusieurs manipulations, le cri-
tère retenu par EI fait intervenir la diagonale de la matrice P (même en présence de bruit).

Afin de faciliter la description de l’algorithme, deux ensembles sont introduits :
— posP contenant les index des positions possibles que peuvent prendre les capteurs,
— posS contenant les index des positions actuelles des capteurs.

Les ensembles ne sont pas ordonnés puisque tous les capteurs sont considérés comme étant
identiques. Ces derniers vérifient :

posP ⊂ {x1, x2, . . . , xnx}
posS ⊂ {x1, x2, . . . , xnx}
posS ⊂ posP

card (posS) = nS

card (posP) = nP

(5.6)

posP permet aussi de prendre en compte les emplacement interdits. Suivant les contraintes
que doivent respecter les capteurs, certains emplacements ne peuvent pas être utilisés. Dans
la modélisation effectuée, ceci se traduit par des points du maillage qui ne peuvent pas
être considérés comme points de mesures. Par exemple, certaines zones peuvent être à des
températures trop élevées pour autoriser le bon fonctionnement des capteurs. D’autres
zones peuvent aussi être soumises à des pressions trop fortes pour certains capteurs.

Dans le cas présent, les capteurs ne peuvent être posés qu’à la surface du cylindre et
pas dans le sillage de l’écoulement. Ils doivent être fixés sur une surface solide. D’autres
contraintes seront considérées dans la suite, comme l’impossibilité de placer des capteurs
dans le voisinage immédiat des actionneurs ainsi que l’impossibilité de placer des capteurs
trop proches les uns des autres.

L’approche utilisée par EI peut maintenant être décrite. Un capteur est posé sur chaque
position possible. Cette étape d’initialisation fait que posS = posP. Ensuite, un par un,
les capteurs de posS sont retirés afin d’arriver au nombre requis de nS capteurs. Chaque
capteur est associé à un élément de la diagonale de la matrice P . Cette matrice permet
de relier les mesures réelles aux mesures qui seront reconstruites, via la représentation
réduite. Le capteur dont l’élément diagonal de P est le plus petit est retiré. La matrice P
est ensuite recalculée de par la modification de la matrice C. Vu la structure de C, cela
revient à retirer une ligne de ΨnD pour chaque itération effectuée.

Cette approche est en effet greedy puisqu’une solution globale est espérée à partir de
modifications locales (retrait d’un capteur à chaque itération).

Cette approche est aussi qualifiée de Worst One Out. Plus de nS capteurs sont ini-
tialement placés puis, un par un, les capteurs sont retirés. Une autre approche qui doit
être mentionnée est son opposée, le Best One In. Comme son nom l’indique, les capteurs
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sont placés un par un à partir d’une configuration sans capteurs. Le meilleur capteur selon
un critère donné est retenu puis placé de manière définitive. L’approche Best One In est
moins performante que l’approche Worst One Out dans une grande partie des cas.

Une implémentation numérique efficace de ce code peut être trouvée dans [18]. Le temps
de calcul nécessaire est alors réduit par rapport au temps de calcul de l’implémentation
de base.

Le pseudo-code de l’algorithme EI se situe dans l’algorithme 10.

Algorithm 10 Effective Independence Pseudo-Code
Require: Y , nS , posP

1: Initialisation :
2: nD ← nS
3: ΨnD ← base POD de Y d’ordre nD
4: posS ← posP (un capteur est placé sur chaque position admissible)
5:
6: while card (posS) 6= nS do
7: Boucle principale :
8: C ← les positions indexées par posS
9: P ← CΨnD

(
(CΨnD)T (CΨnD)

)−1
(CΨnD)T

10: p← Diag (P )
11: retirer le capteur de posS (la ligne de C) associé à l’index de la plus petite valeur

de p
12:
13: Sortie : C ← les positions indexées par posS

FS - FrameSense

Une autre méthode récente et affichant de très bonnes propriétés d’estimation est
FrameSense [9]. Cet algorithme de type Worst One Out trouve ses origines dans la théorie
des Frame.

La matrice Φ ∈ Rnx×nD est une frame de R s’il existe (a, b) ∈ R∗+2 tel que :

a||x||22 ≤ ||Φx||22 ≤ b||x||22 ,∀x ∈ R (5.7)

Le vecteur à estimer vérifie :
y = Φa (5.8)

où a ∈ RnD est la représentation réduite de y.
La mesure associée à y vérifie :

s = CΦa (5.9)

où C vérifie les contraintes définies précédemment.

L’objectif de FrameSense est de trouver la matrice ΦC = CΦ qui permet d’effectuer le
moins d’erreur d’estimation sur a à partir de s. Tout ceci en ne modifiant que C, c’est-
à-dire en choisissant une bonne restriction de Φ. Il s’avère que cette erreur d’estimation
peut s’exprimer en fonction du Frame Potential définie comme :

FP (ΦC) = Trace
(
(ΦC)+ ΦC

)
=

nD∑
k=1
|λk|2 (5.10)
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où les λk sont les valeurs propres de (ΦC)+ ΦC .

Enfin, l’algorithme FrameSense trouve la matrice ΦC en retirant une ligne de Φ lors de
chaque cycle. La ligne qui, une fois retirée de Φ, permet de maximiser le Frame Potential
de cette restriction de Φ, est effectivement retirée. Chaque ligne est ainsi testée.

FrameSense manipule la trace de la matrice ((CΨnD)T (CΨnD))T (CΨnD)T (CΨnD) qui
présente quelques similarités avec la matrice principale manipulée par EI. Le pseudo-code
de FS et bien plus d’explications sur ce dernier peuvent être trouvés dans [9].

5.1.2 Limitations

Mesures réelles

Malgré la popularité et les avantages de EI, cette méthode s’avère limitée dans le cas
où très peu de capteurs sont utilisés.

Pour illustrer ce problème, un champ y est considéré ainsi que son approximation sur
la base POD d’ordre nD noté ynD . Pour rappel, avec ΨnD cette base POD (associée à la
séquence Y ), ynD est obtenue par :

ynD = ΨnDΨT
nD
y. (5.11)

Le champ y peut ensuite s’écrire selon :

y = ynD + δy (5.12)

où δy correspond à la partie du champ qui ne peut pas être décrite par la base POD. Cela
dit, par rapport à d’autres bases de décomposition, la base POD garantit un terme ||δy||2
minimal.

La mesure effectuée pour un placement des capteurs représenté par C est

s = Cy = snD + δs (5.13)

où
— snD = CynD
— δs = Cδy
EI considère que la mesure effectuée sera snD au lieu de s, puisque cette méthode se

base sur a. Le placement des capteurs résultants ne peut donc pas prendre en compte
un δs non nul. Vu que ||δs||2 ≤ ||C||2||δy||2, plus le nombre de modes POD utilisés est
grand, plus ||δy||2 est faible et de ce fait, plus ||δs||2 est faible. Cependant, dans le cas
peu de capteurs, δy n’est pas garanti d’être suffisamment faible et le δs résultant peut
grandement nuire à l’estimation. Il devient alors intéressant de porter plus d’intérêt aux
mesures réellement faites s au lieu de snD . Le placement des capteurs découlant de ce
choix sera a priori différent de l’approche EI.

Un ressenti similaire peut être obtenu à travers l’estimateur issu du placement EI. Le
champ estimé s’écrit ŷ = ΨnD(CΨnD)+s. L’estimateur utilisé par EI est représenté par la
matrice ΨnD(CΨnD)+. Modifier la structure de l’estimateur pour tenter de relier s à y est
une approche valide dans le cas peu de capteurs où δs n’est pas à négliger. Utiliser une
autre matrice que la base POD d’ordre nD peut être une solution.

Pour récapituler, deux sources d’erreur sont à considérer lors de l’estimation de y avec
l’approche EI. La première provient du fait que la base POD d’ordre nD ne peut pas
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parfaitement décrire y à cause du nombre fini de modes retenus. La seconde découle des
mesures effectuées sur s qui ne peuvent pas permettre d’obtenir la représentation réduite
associée à ynD . Ainsi, à partir de s, une erreur est faite sur l’obtention de a et elle est
ensuite amplifiée sur l’estimée ŷ. La base POD permet la meilleure description de y sur
un nombre fini de modes mais, lorsque la chaîne complète est considérée, il peut être
intéressant d’en utiliser une autre (pour l’estimation et le placement des capteurs).

Contraintes de placement

Une autre limitation d’EI et des méthodes générales de placement de capteurs est leur
prise en compte des contraintes de placement. Une fois la base POD déterminée, ces mé-
thodes la restreignent pour indiquer quels sont les emplacements possibles des capteurs.
Bien que ceci soit une approche rapide pour prendre en compte des contraintes de pla-
cement, elle rend la base de décomposition choisie non optimale. Soient Y la séquence
d’entraînement retenue et ΨnD la base POD associée. La restriction de ΨnD aux lignes
associées à des positions mesurables, notée ΨnDr n’est plus la base POD de la restriction
de Y à ces mêmes lignes. Étant donné que la méthode EI est basée sur l’utilisation de
ΨnDr , une autre approche prenant en compte des contraintes de placement avant le calcul
de la base POD présente serait plus performante.

Enfin, l’introduction de contraintes liées à la géométrie des capteurs est difficilement
prise en compte avec des approches type EI. Ceci provient du fait que le placement d’un
capteur influe sur la position possible des autres capteurs. Comme EI est une approche
Worst One Out, une fois qu’il ne reste plus que les nS désirés capteurs, ces derniers peuvent
être trop proches les uns des autres et ainsi interdire une mise en place réelle. Une solution
consiste à appliquer EI plusieurs fois en modifiant successivement l’espace posP de départ
pour prendre en compte la géométrie des capteurs. En effet, après un premier lancer, EI
fournit une liste de positions retenues des capteurs. Si deux capteurs sont trop proches,
un seul de ces dernier est retenu et figé. Son voisinage immédiat est ensuite retiré de l’en-
semble posP initial et l’algorithme EI est lancé avec la recherche de nS−1 capteurs. Cette
approche est répétée jusqu’à ce que les placements obtenus soient satisfaisants. Il est clair
que cette modification de l’algorithme EI l’a rendu non déterministe suivant quel capteur
est retenu. Il est ainsi souhaitable de lancer cette modification de EI plusieurs fois pour
augmenter les chances de trouver une bonne solution.

Ces limitations incitent à proposer une nouvelle approche de placement de capteurs.
Cette méthode doit être adaptée à l’utilisation d’un très faible nombre de capteurs et à la
prise en compte de contraintes (de placement et de géométrie). Étant donné l’utilisation
future de ces positions de capteurs avec les algorithmes de type SOBAL, la motivation
de se détacher d’une approche POD est grande.

5.2 SensorSpace

Avant de développer la méthode retenue, il convient de noter que des modifications
des algorithmes SOBAL et GOBAL (voir le chapitre 3) pour prendre en compte une
matrice C variable ont été tentées. Le couplage fort entre C et les dictionnaires issus de
ces algorithmes impose l’introduction de limites sur les variations de C (d’un cycle SC-CU
à l’autre) afin de permettre aux algorithmes précédents de converger. Cependant, même
avec de telles modifications, les résultats obtenus sont décevants. Il faudrait ainsi repenser
la structure de ces algorithmes pour intégrer C variable.
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Le choix qui résulte de ces premiers échecs est, tout comme Effective Independence,
d’utiliser un estimateur bien plus simple afin de se focaliser sur le choix des capteurs.
L’estimateur devra cependant avoir certains points communs avec les approches conçues
jusqu’à présent. Ceci permettra ensuite d’appliquer avec succès un des estimateurs com-
plexes proposés. Il résulte de cette contrainte qu’un estimateur POD classique ne peut pas
être utilisé. L’accent va être mis sur la séquence d’apprentissage Y et sur les mesures.

Cet algorithme a été nommé SensorSpace pour insister sur le fait qu’il va directement
manipuler ces mesures, exprimée par CY pour un placement des capteurs décrit par C.

5.2.1 Algorithme

Le cas non bruité est tout d’abord considéré afin de présenter plus clairement le fonc-
tionnement de l’algorithme. Ce dernier doit répondre au problème Pb.Capteur et surmon-
ter les limitations d’EI.

Le critère ||Y − Ŷ ||F est utilisé par l’algorithme directement. Trouver une estimée Ŷ
qui minimise la norme ci-dessus revient à minimiser εr = ||Y − Ŷ ||F /||Y ||F , l’erreur de
reconstruction relative sur la séquence d’entraînement, un des critères d’intérêt présenté
dans le chapitre 2. Aucune information physique supplémentaire sur le système n’est prise
en compte. Ce faisant, cet algorithme peut déjà être qualifié de Machine Learning puisqu’il
se base seulement sur la séquence d’entraînement totale. Y n’est pas remplacé par une base
POD d’ordre réduit. Ceci va bien évidemment engendrer une plus grande complexité de
calcul.

Un estimateur linéaire est aussi retenu afin de pouvoir facilement prendre en compte
des modifications de l’emplacement des capteurs C. Soit R ∈ Rnx×nS l’estimateur linéaire
utilisé. Il doit agir sur une mesure s et produire une estimée ŷ proche de y en norme 2.

Le critère devient alors :

C = arg min
C̃∈MC

||Y −RC̃Y ||F , (5.14)

oùMC est l’ensemble des matrices C décrivant une disposition des capteurs (voir 2.1).

Pour un emplacement des capteurs C, la norme ci-dessus peut être minimisée par un
choix convenable d’estimateur linéaire. Une fois de plus, l’expression d’un tel estimateur
est donnée par la pseudo-inverse de Moore-Penrose selon :

Ropt = Y (CY )+ (5.15)

Il convient de remarquer que cet estimateur n’est pas unique. Dans la suite, Ropt sera noté
R pour ne par alourdir les notations.

Le critère prend presque sa forme définitive :

C = arg min
C̃∈MC

||Y − Y
(
C̃Y

)+
C̃Y ||F (5.16)

La seule inconnue est bien le positionnement des capteurs représenté par C. Les mesures
réelles (non bruitées), représentées par CY , sont utilisées directement. Il n’y a plus la
contrainte concernant le nombre de modes POD retenus puisqu’il n’y a plus de base POD
à calculer.
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Comparaison Initiale

Avant de proposer une manière de s’approcher d’un tel C minimisant le critère vu en
5.16, il est déjà intéressant de comparer de manière quantitative cette approche avec EI.

Tout comme EI, cette approche permet d’obtenir un placement des capteurs C et
un estimateur. Cet estimateur joue un rôle prédominant dans la détermination de C vu
les critères retenus. Soit C associée à une position possible des capteurs. L’estimateur
utilisé par EI s’écrit encore RPOD = ΨnD (CΨnD)+. L’erreur faite sur la séquence totale
d’entraînement ε = ||Y − Ŷ ||F devient ε = ||Y −RPODCY ||F .

Pour toute matrice L ∈ Rnx×nS , la relation suivante est obtenue d’après les propriétés
de la pseudo-inverse de Moore-Penrose :

||Y − LCY ||F ≥ ||Y − Y (CY )+CY ||F (5.17)

L’estimateur R utilisé par SensorSpace verifie alors :

||Y −RPODCY ||F ≥ ||Y − Y (CY )+CY ||F = ||Y −RCY ||F (5.18)

Ainsi, quelle que soit la position retenue des capteurs, l’estimateur utilisé par EI déli-
vrera toujours une estimée de moins bonne qualité (du point de vue εr) que l’estimateur
SensorSpace. Ceci est vrai même pour une position des capteurs donnée par EI. Il suffi-
rait d’utiliser EI puis de modifier l’estimateur utilisé pour obtenir un gain en performance
d’estimation.

Comme SensorSpace utilise un estimateur exploitant la totalité de la séquence d’en-
traînement sous sa forme brute, les positions obtenues des capteurs sont espérées être
plus performantes. Cette utilisation directe des matrices Y et S = CY est similaire aux
approches de types SOBAL, GOBAL et CB.GOBAL. L’estimateur R utilisé par Sen-
sorSpace ressemble aux estimateurs Ri ∈ Rnx×nS (où i représente le support retenu du
dictionnaire) manipulés par ces approches sparse. Les positions SensorSpace sont ainsi
espérées être compatibles avec ces approches performantes.

Cependant, chaque approche sparse utilise plusieurs dictionnaires de type Ri. Ces der-
niers sont tous couplés via le (les) dictionnaire(s) produit(s). Les performances d’estimation
de ces méthodes peuvent alors être encore meilleures que SensorSpace.

Minimisation du critère

Maintenant que le critère a été défini et que cette méthode semble très propice à dé-
livrer des positions de capteurs performantes, il faut décrire la manière de trouver une
solution C. Le problème de placement des capteurs est toujours de type combinatoire et,
de ce fait, de complexité dite NP-hard. Une approche greedy est une fois de plus retenue
(tout comme EI, FrameSense et de nombreux autres méthodes de placement de capteurs).

Des approches greedy de type Worst One Out comme EI et Best One In ne sont pas
adaptées pour prendre en compte des contraintes de placement. Dans ce cadre, elles sont
moins performantes que des mises à jour successives des capteurs. Les ensembles posP et
posS sont une fois de plus utilisés (voir 5.6). L’ensemble des positions possibles posP est
modifié en permanence afin d’incorporer les contraintes de placement.

Le déroulement de l’algorithme est maintenant explicité. Tout d’abord, posP est ini-
tialisé pour contenir l’index des positions possibles, sans prise en compte des contraintes
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géométriques. Ensuite, nS index distincts de posP sont choisis pour former posS. A cette
étape, les index dans posS sont modifiés afin de vérifier les contraintes géométriques.

Ces contraintes consistent à prendre en compte l’extension spatiale des capteurs. Sui-
vant les séquences d’entraînement, certaines méthodes ont tendance à placer des capteurs
très proches les uns des autres. Un tel placement peut s’avérer impossible à réaliser en
pratique. Pour éviter ce genre de situation, un voisinage est défini autour de chaque cap-
teur. Dans un tel voisinage, il y a interdiction de placer un autre capteur. Dans le cas de
l’initialisation de posS, si des capteurs sont trop proches les uns des autres, ces derniers
sont retirés puis replacés aléatoirement selon la liste posP.

La boucle principale, nommée cycle, consiste en la mise à jour de chaque capteur
de posS, dans un ordre aléatoire. Si la totalité des nS capteurs n’est pas déplacée lors
d’un cycle, un minimum local a été trouvé et l’algorithme est interrompu. Tout comme
les algorithmes K-SVD, GOBAL et CB.GOBAL, un autre critère d’arrêt peut bien
évidemment être retenu, comme la variation de l’erreur d’estimation totale.

La mise à jour d’un capteur consiste à retirer celui-ci de posS. Ensuite, posP est mo-
difié pour inclure la nouvelle liste des positions possibles. En particulier, les voisinages de
chaque capteur sont interdits, donc retirés de la liste posP. Le capteur retiré est ensuite
placé sur chaque position de posP et l’erreur d’estimation sur la séquence d’entraînement
totale ε est calculée. Cette dernière évaluation nécessite alors le calcul de l’estimateur R
pour chaque position testée des capteurs. Enfin, le capteur est placé dans la position
qui minimise l’erreur ε. Un autre capteur est choisi aléatoirement puis un nouveau cycle
recommence avec le retrait de ce capteur. La phase de mise à jour est ainsi répétée jusqu’à
ce que les positions trouvées ne puissent plus être améliorées.

La figure 5.1 illustre cette procédure de mise à jour de nS = 3 capteurs SensorSpace.
Cette procédure est :

— (a) : Placement de nS = 3 capteurs de manière aléatoire sur les positions possibles
— (b) : Choix aléatoire d’un capteur (rouge) et retrait de ce dernier
— (c) : Définition de la nouvelle zone possible (vert) pour le repositionnement de ce

capteur
— (d) : Placement du capteur retiré (bleu) dans la position permettant de minimiser

l’erreur d’estimation ε
— (e) : Choix aléatoire d’un capteur (rouge) n’ayant pas été modifié ce cycle puis

retrait de ce dernier
Avant de présenter le pseudo-code de l’algorithme SensorSpace, il est nécessaire de

de modifier la phase d’évaluation de l’erreur ε. En effet, cette dernière est répétée de très
nombreuses fois et constitue l’opération coûteuse de l’algorithme.

Évaluation efficace du critère

Pour une position donnée C des capteurs, caractérisée par l’état posS, le critère à
évaluer est :

ε = ||Y − Y (CY )+CY ||F (5.19)
La première modification permet une réduction considérable du temps de calcul. Cette

dernière consiste à utiliser la décomposition en valeur singulière (SVD) de Y (i.e., la
base POD obtenue avec la méthode des snapshots). Il convient d’insister ici que cette
modification ne revient pas à utiliser l’approche POD exploitée par EI. En effet, le nombre
de modes POD n’est plus contraint d’être égal à nS . Soit n0 ∈ N∗ le nombre de modes
POD de Y retenus pour cette simplification du critère . La décomposition SVD réduite
d’ordre nsnap de Y s’écrit : Y ≈ UΣV T où :
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(a) (b) (c)

(d) (e)

Figure 5.1 – SensorSpace - Illustration de la procédure de mise à jour des capteurs

— U est une matrice orthonormale de dimension nx×nsnap contenant les modes POD
— Σ est une matrice carrée diagonale de dimension nsnap×nsnap contenant les valeurs

singulières
— V est une matrice orthonormale de dimension nx × nsnap

ΣV T contient les décompositions réduites de Y sur la base POD U . n0 est choisi afin
de vérifier n0 > nS , différenciant ainsi l’approche SensorSpace de l’approche EI. La
limitation d’utiliser autant de modes POD que de capteurs n’est pas applicable à cette
nouvelle approche. n0 doit en fait permettre d’approximer convenablement Y en minimi-
sant ||Y −Yn0 ||F , où Yn0 est l’approximation de Y utilisant n0 modes POD. Sans considérer
les contraintes de placement, le gain de l’approche SensorSpace provient du fait que Yn0

est utilisée au lieu de YnS .

La décomposition d’ordre n0 de Y s’écrit Un0Σn0V
T
n0 où :

— Un0 est la restriction de U aux n0 premières colonnes
— Σn0 est la restriction de Σ aux n0 premières lignes et colonnes
— Vn0 est la restriction de V n0 premières colonnes
Le critère est approximé selon :

||Y − Y (CY )+CY ||F ≈ ||Un0Σn0V
T
n0 − Un0Σn0V

T
n0 (CY )+CUn0Σn0V

T
n0 ||F (5.20)

n0 doit permettre une très bonne approximation de ce critère pour rendre l’approche
SensorSpace intéressante. Ensuite, la propriété d’invariance de la norme de Frobénius
d’une matrice face à une multiplication par une matrice orthonormale est utilisée. En
factorisant à droite par Vn0 et à gauche par Un0 , le critère devient :

||Y − Y (CY )+CY ||F ≈ ||Un0Σn0V
T
n0 − Un0Σn0V

T
n0 (CY )+CUn0Σn0V

T
n0 ||F

= ||Un0

(
Σn0 − Σn0V

T
n0 (CY )+CUn0Σn0

)
V T
n0 ||F

= ||Σn0 − Σn0V
T
n0 (CY )+CUn0Σn0 ||F

(5.21)
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Cette première simplification permet de réduire les dimensions des matrices mises en jeu
de manière considérable. Les matrices Σn0 et Σn0V

T
n0 (CY )+CUn0Σn0 sont de dimensions

plus faibles que Y et Y (CY )+CY respectivement. Les dimensions nsnap et nx n’inter-
viennent plus.

Les modifications qui suivent ont pour but de réduire la redondance des évaluations
successives du critère. En effet, il est intéressant de pré-calculer certains produits matri-
ciels qui interviennent lors de l’évaluation de ε. Au détriment d’une évaluation lourde au
début de l’algorithme, les nombreuses évaluations successives de ε (provenant de la mo-
dification permanente de posS) sont optimisées d’un point de vue temps de calcul. Ceci
rendra l’algorithme SensorSpace bien plus rapide.

Tout d’abord, la matrice (CY )+ peut être développé en remarquant que CY est de
rang plein selon la dimension des lignes. Le cadre considéré impose que nS � nsnap, le
rang de CY est ainsi obligatoirement inférieur ou égal à nS . Dans le cas rare où le rang en
question est strictement inférieur à nS , le coupable principal est le fait que deux capteurs
se trouvent superposés. Il suffit alors de légèrement déplacer un des capteurs en question.

La pseudo-inverse de CY peut maintenant s’écrire :

(CY )+ = (CY )T
(
(CY ) (CY )T

)−1
(5.22)

En développant les produits matriciels, la forme suivante est obtenue :

(CY )+ = Y TCT
(
CY Y TCT

)−1
(5.23)

La forme développée de la pseudo-inverse de CY fait ainsi intervenir le terme Y Y T . Vu
le faible nombre de lignes de C, il est intéressant de pré-calculer le terme Y Y T . En effet,
le terme CY Y TCT est une matrice carrée de taille nS issue de la restriction de Y Y T

aux lignes et colonnes indexées par C. La forme particulière de C permet de remplacer
deux multiplications matricielles par des restrictions (élimination de termes). Pour chaque
position testée des capteurs, au lieu de calculer la pseudo-inverse de CY , l’inverse de
la restriction de Y Y T est calculée. Le produit Y Y T n’est calculé qu’une seule fois. Ceci
permet d’alléger considérablement l’algorithme SensorSpace.

Le critère prend maintenant la forme suivante :

||Y − Y (CY )+CY ||F ≈ ||Σn0 − Σn0V
T
n0

(
Un0Σn0V

T
n0

)T
CT

(
CY Y TCT

)−1
CUn0Σn0 ||F

≈ ||Σn0 − Σn0ΣT
n0U

T
n0C

T
(
CY Y TCT

)−1
CUn0Σn0 ||F

(5.24)
puisque V T

n0Vn0 = In0 , où In0 est la matrice identité d’ordre n0.

Les matrices suivantes sont maintenant introduites :
— A1 = Σn0

— A2 = Σn0ΣT
n0U

T
n0

— A3 = Y Y T

— A4 = Un0Σn0

Ainsi, l’algorithme SensorSpace débute par le calcul de la SVD réduite de Y et la
réduction de cette dernière aux n0 premiers modes POD. Les matrices Un0 , Σn0 et Vn0 sont
ainsi connues. Ensuite, les matrices A1, A2, A3 et A4 sont calculées et stockées en mémoire.

Pour une position donnée des capteurs, représentée par posS, les matrices A2,r, A3,r et
A4,r sont déterminées selon :
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— A2,r = A2C
T la restriction de A2 aux colonnes indexées par posS

— A3,r = CA3C
T la restriction de A3 aux lignes et aux colonnes indexées par posS

— A4,r = CA4 la restriction de A4 aux lignes indexées par posS
Le critère approché est enfin donné par :

||A1 −A2,r (A3,r)−1A4,r||F (5.25)

Le pseudo-code de l’algorithme se situe dans l’algorithme 11

Algorithm 11 SensorSpace Pseudo-Code
Require: Y , nS , posP, n0

1: Initialisation :
2: UΣV T ← décomposition SVD of Y
3: A1 ← Σn0Σn0 , A2 ← Vn0ΣT

n0U
T
n0 , A3 ← Y Y T , A4 ← Un0Σn0

4: posP ← positions possibles initiales
5: posS ← nS valeurs aléatoires de posP satisfaisant aux contraintes
6: ε← ||A1 −A2,r (A3,r)−1A4,r||F
7: Répéter jusqu’à ce que le critère d’arrêt soit vérifié
8: Boucle Principale :
9: Retirer aléatoirement un capteur de posS

10: Mise à jour des éléments de posP pour tenir en compte des contraintes (contient np
éléments) :

11: for j ∈ [1 . . . np] do
12: C ← {posS,posP(j)}
13: εj ← ||A1 −A2,r (A3,r)−1A4,r||F
14: Retenir la position posS associée à la plus petite valeur de εj
15: Sortie : C ← posS

5.2.2 Résultats

L’approche SensorSpace dans le cas non bruité va maintenant être appliquée sur
la configuration test, l’écoulement autour d’un cylindre. Le cas bruité sera traité dans la
section suivante de ce chapitre. L’algorithme doit être modifié pour le rendre robuste au
bruit de mesure.

Cadre

Deux configurations sont retenues : le cas contraint et le cas non-contraint.

Le cas non-contraint ne prend en compte que les contraintes de géométrie des cap-
teurs. Ainsi, les capteurs peuvent être placés sur la totalité du périmètre du cylindre à
condition de ne pas être trop proches les uns des autres. Ici, chaque capteur placé occupe
3 points de maillage supplémentaire sur sa droite et sa gauche.

Le cas contraint est une restriction du cas non-contraint. Ainsi, en plus de cette
contrainte de géométrie des capteurs, ces derniers ne peuvent pas être placés dans le voi-
sinage des actionneurs. 5 points de maillage à droite et à gauche de chaque actionneur
sont ainsi interdits pour le placement des capteurs. Ceci est pris en compte par une simple
modification du posP initial. Ces zones interdites sont ici très informatives et des perfor-
mances détériorées par rapport au cas précédent sont attendues.
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Figure 5.2 – SensorSpace - Performances - Cas non-contraint

SensorSpace est comparé à deux approches : Effective Independence (EI, [17],) et
FrameSense (FS,[9]). EI et FS peuvent facilement prendre en compte l’interdiction de
placer des capteurs dans le voisinage des actionneurs puisque cela revient à modifier l’en-
semble posP initial. Par contre, il se peut que les capteurs placés soient trop proches les
uns des autres. Si cela est le cas, un des capteurs compatibles est retenu pour la configu-
ration finale. L’algorithme est ensuite relancé avec une modification sur posP pour retirer
le voisinage du capteur retenu. L’approche Worst One Out est ensuite appliquée jusqu’à
ce qu’il ne reste que nS − 1 capteurs. Si cela ne suffit pas, la même démarche est répétée
jusqu’à ce que les capteurs vérifient les contraintes.

Pour la totalité des résultats obtenus, les algorithmes ont été lancés 50 fois afin d’aug-
menter les chances d’obtenir un minimum local convenable.

Performances

La première expérience consiste à comparer EI, FS et SensorSpace dans le cas non-
contraint. L’erreur d’estimation relative εr est affichée. Jusqu’à 5 capteurs sont ici placés.
Pour chaque nombre retenu de capteurs, les algorithmes produisent un placement et une
erreur d’estimation ε. L’estimateur type POD est utilisé pour EI et FS contrairement à
SensorSpace.

Nombre de Effective Independence FrameSense SensorSpace
capteurs nS

1 66.7% 77.5% 62.6%
2 46.7% 46.8% 43.8%
3 21.5% 20.6% 20.6%
4 13.0% 12.7% 11.5%
5 3.92% 3.80% 3.68%

Table 5.1 – SensorSpace - Performances - Cas non contraint

Comme visible sur la figure 5.2 et le tableau 5.1, les trois approches présentent de très
bons résultats. L’erreur d’estimation décroît lorsque des capteurs sont ajoutés, ce qui est
caractéristique du couplage entre l’estimateur utilisé et le positionnement des capteurs.
Ceci n’était pas le cas avec l’approche K-SVD classique. C’est d’ailleurs cette limitation
qui avait poussé la création de l’algorithme SOBAL.

L’approche SensorSpace présente de meilleurs résultats dans le cas nS = 1 et nS = 2.
Ce gain provient du fait qu’une base POD d’ordre nS n’est pas utilisée. Cependant, comme
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Figure 5.3 – SensorSpace - Performances - Cas contraint

prévu, ce gain s’estompe lorsque nS augmente. L’écart entre les 3 approches est de plus en
plus faible quand nS > 5 et, avec l’échelle utilisée pour le graphe précédent, les 3 courbes
se retrouvent superposées. Dans le cas non contraint, l’approche SensorSpace n’est in-
téressant que dans le cas peu de capteurs.

La deuxième expérience considère le cas contraint. L’approche FS s’est ici avérée in-
capable de produire des positions acceptables. Le retrait des meilleures positions (dans
le voisinage des actionneurs) a empêché FS de fonctionner convenablement et il faudrait
modifier légèrement ce dernier. Le choix a donc été fait de ne comparer que EI et Sen-
sorSpace. Les résultats sont disponibles sur la figure 5.3 et dans le tableau 5.2.

Nombre de Effective Independence SensorSpace
capteurs nS

1 72.1% 62.6%
2 75.2% 55.4%
3 64.6% 41.1%
4 56.3% 26.4%
5 17.4% 7.96%

Table 5.2 – SensorSpace - Performances - Cas contraint

L’approche SensorSpace est clairement plus performante que l’approche EI. Dans
ce cadre contraint, SensorSpace est une approche valide même lorsque plus de capteurs
peuvent être utilisés. SensorSpace est capable de s’adapter au fait que les positions POD
optimales ne sont plus disponibles.

5.3 Extensions

5.3.1 Robustesse au bruit de mesure

Cette sous-section a pour objectif de présenter une approche permettant à l’algorithme
SensorSpace de naturellement prendre en compte le bruit de mesure au niveau des cap-
teurs. L’approche considérée s’appuie sur celle utilisée pour rendre les algorithmes SOBAL
généralisé, GOBAL et CB.GOBAL robustes au bruit de mesure (voir la partie 3.4).

Il suffit une fois de plus d’ajouter de la redondance au niveau de la séquence d’en-
traînement et d’ajouter artificiellement du bruit ayant des propriétés statistiques proches
du bruit attendu en pratique.
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Le bruit de mesure affectant le résultat produit par un capteur est supposé être réel
et scalaire. Ces bruits sont indépendants dans leur ensemble et le signal vectoriel aléatoire
formé par ces bruits est blanc (sur la durée de prise de snapshot).

Tout comme dans la partie 3.4, deux types de bruits sont considérés :
— le bruit de mesure, Ξb (défini plus bas), utilisé pour obtenir les performances d’es-

timation
— le bruit d’entraînement, Ξn (défini plus bas), utilisé pour créer S
Soient Ξn et Ξb les matrices de variables aléatoires permettant de générer ces bruits. Ξb

est une matrice de taille nS ×nsnap dont chaque élément est une variable aléatoire suivant
une loi gaussienne centrée et d’écart type σb ∈ R∗+ (N

(
0, σ2

b

)
). Une réalisation de Ξb est

notée ξb.
Une fois de plus, la redondance est choisie égale à nr = 3. De ce fait, la matrice Ξn est

de taille nS × nrnsnap dont chaque élément est une variable aléatoire de loi N
(
0, σ2

n

)
avec

σn ∈ R∗+. Une réalisation de Ξn est notée ξn.

La matrice à estimer prend la forme Yext = [Y, Y, Y ]. Cette dernière doit être obtenue
à partir des mesures Sext = CYext +ξn, où ξn est une réalisation de Ξn. Ainsi, pour chaque
snapshot y, nr = 3 mesures bruitées y sont associées. Augmenter la redondance permet
de réduire l’effet de la réalisation de Ξn au détriment du temps de calcul.

Le critère à minimiser s’écrit :
||Yext −RnSext||F = ||Yext −Rn (CYext + ξn) ||F (5.26)

où l’estimateur Rn est encore défini comme Rn = Yext (CYext + ξn)+. Cet estimateur
est qualifié de robuste. Il convient de remarquer que la matrice Sext est de dimension
nS × nrnsnap. Ce faisant, l’extension n’augmente que raisonnablement le temps de calcul
associé à la pseudo-inverse.

En effet, d’après [19], la complexité (nombre d’opérations élémentaires nécessaires) du
calcul de la pseudo inverse de la matrice (CYext + ξn) est de

3
2nS

2 (nrnsnap) + 1
3nS

3 (5.27)

à l’ordre le plus élevé (ici 3). La complexité dépend linéairement de nr ce qui rend
exploitable cette approche d’extension.

Cette procédure d’extension de la matrice ne modifie pas son nombre de lignes et le fait
qu’elle est de rang plein selon la dimension des lignes. Sans l’extension, cette complexité
était de 3

2nS
2nsnap + 1

3nS
3.

Avant de détailler les critères possibles pour cette approche, il est possible de simplifier
le calcul de Rn. Au lieu de définir une matrice de variable aléatoire Ξn de taille nS×nrnsnap,
une matrice Ξ̃n de taille nx × nrnsnap est créée. Tout comme Ξn, les entrées de Ξ̃n sont
toutes des variables aléatoires suivant une loi de probabilité identique. Dans ce cas, avec
ξ̃n une réalisation de Ξ̃n, l’estimateur Rn peut s’écrire :

Rn = Yext
(
C
(
Yext + ξ̃n

))+
(5.28)

Une fois de plus, C
(
Yext + ξ̃n

)
est presque toujours de rang plein selon la dimension des

lignes. Rn prend donc la forme :

Rn = Yext
(
C
(
Yext + ξ̃n

))T ((
C
(
Yext + ξ̃n

)) (
C
(
Yext + ξ̃n

))T)−1

= Yext
(
Yext + ξ̃n

)T
CT

(
C
(
Yext + ξ̃n

) (
Yext + ξ̃n

)T
CT
)−1 (5.29)
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Algorithme

Deux types de critères pour SensorSpace peuvent maintenant être définis.

Le premier considère les matrices Yext et Sext bruitées :

ε = ||Yext −Rn (CYext + ξn) ||F , (5.30)

où Rn = Yext (CYext + ξn)+. L’approche utilisée pour minimiser ce critère est développée
dans la sous-section suivante 5.3.2.

Le second considère que l’obtention de l’estimateur robuste est suffisante et que l’ap-
proche SensorSpace classique non bruitée peut être utilisée. Cela revient à minimiser le
critère suivant :

ε = ||Y −RnCY ||F , (5.31)

où Rn = Yext (CYext + ξn)+. En d’autres termes, les positions des capteurs sont choisies
afin d’être optimaux dans le cas non-bruité. Ceci est le choix fait pour la suite de ce
chapitre.

La simplification du critère s’effectue à l’aide du décomposition SVD de Y , comme
l’approche SensorSpace classique. Avec Un0Σn0V

T
no la décomposition SVD d’ordre n0 ∈

N∗ de Y , le critère approchée devient :

ε ≈ ||Un0Σn0 −RnCUn0Σn0 ||F (5.32)

Vu que Rn = Yext
(
Yext + ξ̃n

)T
CT

(
C
(
Yext + ξ̃n

) (
Yext + ξ̃n

)T
CT
)−1

, en posant :
— A1 = Un0Σn0

— A2 = Yext
(
Yext + ξ̃n

)T
et A2,r = A2C

T

— A3 =
(
Yext + ξ̃n

) (
Yext + ξ̃n

)T
et A3,r = CA3C

T

— A4 = Un0Σn0 et A4,r = CA4
Enfin, pour une réalisation ξ̃n, l’approche SensorSpace robuste au bruit peut être

utilisée en minimisant le critère :

ε ≈ ||A1 −A2,r (A3,r)−1A4,r||F (5.33)

Le pseudo-code de l’algorithme SensorSpace rendu robuste au bruit ξ̃n se situe dans
l’algorithme 12

Résultats

Cette approche va maintenant être illustrée avec des données numériques.
La cas contraint est considéré. Pour rappel, cela veut dire que les capteurs ne peuvent

pas être placés trop proches les uns des autres (3 points de maillage de chaque côté) et
que les capteurs ne peuvent pas être placés dans le voisinage des actionneurs (10 points
de maillage de part et d’autre).

Ensuite, étant donné que l’objectif est d’illustrer les capacités de robustesse au bruit
de SensorSpace, seulement le cas nS = 4 est considéré.

Le bruit d’entraînement, qualifié avec l’indice n, suit une loi gaussienne centrée et de
variance σn ∈ R∗+. Plusieurs valeurs de σn vont être utilisées afin de générer différents esti-
mateurs et positions associées de capteurs. Pour chaque valeur de σn, 10 réalisations de ξ̃n
sont générées. SensorSpace bruité est ensuite appliqué (5 fois) sur chaque réalisation et
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Algorithm 12 SensorSpace (Noise Robust) Pseudo-Code

Require: Y , ξ̃n, nS , posP, n0, nr
1: Initialisation :
2: UΣV T ← décomposition SVD of Y
3: Yext ← [Y, . . . , Y ] (nr fois)
4: A1 ← Un0Σn0 , A2 ← Yext

(
Yext + ξ̃n

)T
et A2,r = A2C

T

5: A3 ←
(
Yext + ξ̃n

) (
Yext + ξ̃n

)T
, A3,r ← CA3C

T , A4 ← Un0Σn0 , A4,r =← CA4
6: posP ← positions possibles initiales
7: posS ← nS valeurs aléatoires de posP satisfaisant aux contraintes
8: ε← ||A1 −A2,r (A3,r)−1A4,r||F
9: Répéter jusqu’à ce que le critère d’arrêt soit vérifié

10: Boucle Principale :
11: Retirer aléatoirement un capteur de posS
12: Mise à jour des éléments de posP pour tenir en compte des contraintes (contient np

éléments) :
13: for j ∈ [1 . . . np] do
14: C ← {posS, posP(j)}
15: A2,r = A2C

T , A3,r ← CA3C
T , A4,r =← CA4

16: εj ← ||A1 −A2,r (A3,r)−1A4,r||F
17: Retenir la position posS associée à la plus petite valeur de εj
18: Sortie : C ← posS

le meilleur estimateur (minimisant le critère ε) ainsi que les positions associées sont retenus.

Ensuite, les performances de ces paires estimateurs/positions sont testées sur des me-
sures bruitées par un bruit suivant une loi gaussienne centrée et de variance σb ∈ R∗+.
Une fois de plus, plusieurs valeurs de σb vont être considérées afin de tester la paire esti-
mateur/positions dans des conditions plus ou moins bruitées. Pour chaque valeur de σb,
100 réalisations de ξb sont générées. Chaque réalisation permet de déterminer une valeur
de l’erreur d’estimation relative globale. Enfin, en effectuant la moyenne de ces dernières
valeurs, une estimée de l’espérance de l’erreur d’estimation relative sur la séquence totale
est obtenue.

Ces résultats se trouvent sur la figure 5.4 où cette espérance est tracée pour diffé-
rentes valeurs de σb. Le tableau 5.3 contient les données numériques associées. Chaque
courbe correspond à une valeur différente de σn, et ainsi, à une configuration spécifique
des capteurs. Les performances d’Effective Independence dans le même contexte sont aussi
représentées.

σ2
n σ2

b = 0 σ2
b = 0.01 σ2

b = 0.02 σ2
b = 0.05 σ2

b = 0.1 σ2
b = 0.2 σ2

b = 0.5 σ2
b = 1

EI 56.3% 56.5% 57.2% 61.8% 76.3% 117% 262% 517%
SS (0.01) 26.4% 27.8% 31.5% 50.4% 89.8% 174% 429% 858%
SS (0.05) 28.9% 29.2% 30.3% 37.2% 55.0% 98.0% 235% 469%
SS (0.5) 59.8% 59.9% 60.0% 60.0% 60.2% 61.3% 68.5% 89.7%
SS (1) 66.7% 66.7% 66.7% 66.8% 66.8% 67.1% 68.6% 74.0%

Table 5.3 – SensorSpace - Performances Cas non-contraint, bruité

Pour un bruit d’entraînement de variance faible, σ2
n = 0.01, SensorSpace présente de
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Figure 5.4 – SensorSpace - Performances nS = 5 - Cas contraint bruité

très bonnes performances lorsqu’il y a peu de bruit de mesure. SensorSpace est ici plus
performant que EI. Cependant, lorsque σb augmente, les performances de SensorSpace
sont de plus en plus mauvaises et, pour σ2

b = 0.1, elles se retrouvent inférieures à EI.
Heureusement, en utilisant σ2

n = 0.05, SensorSpace présente un comportement bruité
comparable à Effective Independence (pour les valeurs de σb testés). Pour chaque valeur
de σb, SensorSpace présente une espérance de l’erreur d’estimation plus faible qu’EI.
Il est aussi remarquable que la performance non-bruitée de SensorSpace réglée avec
σ2
n = 0.05 est légèrement inférieure (espérance de l’erreur d’estimation plus grande) que

lorsque SensorSpace était réglé avec σ2
n = 0.01. Ceci est encore plus visible dans le cas

σ2
n = 0.5. Finalement, un compromis est réalisé entre la robustesse au bruit et les per-

formances dans le cas non-bruité. Ceci était le comportement désiré de l’approche retenue.

SensorSpace est capable de produire des résultats robustes au bruit de mesure
à condition d’avoir été entraîné/réglé sur un bruit de propriétés statistiques adéquat.

5.3.2 Cas Goal-Oriented

Afin de pouvoir traiter les problèmes de type Pb.GoalOriented à l’aide des algorithmes
GOBAL et CB.GOBAL, il est nécessaire d’utiliser des positions adaptées de capteurs.
Les mesures sont effectuées sur le champ Y mais, cette fois-ci, ce n’est plus Y qui doit
être estimée à partir de ces mesures mais H. Ainsi, il est très probable que des placements
optimisés de capteurs pour estimer Y vont différer de ceux optimisés pour estimer H.

Avant de considérer le cas général, il convient de noter le cas particulier où H est reliée
de manière linéaire à Y . Dans ce cas, il existe une matrice G ∈ Rnh×nx telle que :

H = GY (5.34)

La norme à minimiser, selon la variable C, s’écrit :

||H −RCY ||F , (5.35)

où R est donné par H (CY )+.
Dans le cas particulier considéré, cette norme se ré-écrit :

||H −RCY ||F = ||GY −GY (CY )+CY ||F
= ||G

(
Y − Y (CY )+CY

)
||F

(5.36)

Le nouveau critère à minimiser s’exprime en fonction du critère vu dans la section précé-
dente. Si G est orthonormale, le critère dans le cas Goal-Oriented est le même que dans
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le cas classique et, de ce fait, les positions des capteurs restent inchangées. Cependant,
dans le cas général où G n’est pas orthonormale, le critère est modifié et de même pour
les résultats qui en découlent.

Ce qu’il faut retenir de ce cas particulier est que, même dans le cas où une relation
linéaire existe entre H et Y , il est intéressant de minimiser le critère 5.36 pour obtenir
de nouvelles positions pour les capteurs. Utiliser SensorSpace avec le critère classique
pour estimer Y puis multiplier cette matrice estimée par G sera une approche moins
performante qu’obtenir de nouvelles positions à partir du critère Goal-Oriented.

Ceci peut être ressenti avec l’exemple de l’estimation de la traînée de pression. Cette
traînée est obtenue en intégrant la pression disponible à la surface du cylindre pondérée
par une fonction cosinus. De ce fait, appliquer SensorSpace dans le cas Goal-Oriented
permettra une meilleure estimation du champ de pression à la surface du cylindre, et en
particulier, des points qui sont proches de l’axe principal de l’écoulement (où la fonction
cosinus est max, en valeur absolue). Bien évidemment, ceci ce fait au détriment d’une
bonne estimation du champ de pression éloigné de la surface du cylindre.

Pour minimiser ce critère, les mêmes simplifications peuvent être effectuées directement
sur le critère sauf la factorisation à gauche par une matrice orthonormale. Une décompo-
sition SVD de G permet d’effectuer cette factorisation.

Le cas général est maintenant considéré. Aucune relation a priori n’est connue entre
H et Y . Le critère 5.35 s’écrit avant toute simplification : ||H −H (CY )+CY ||F .

Cette fois-ci, deux décompositions SVD sont nécessaires.
La décomposition SVD d’ordre n0 ∈ N∗ de Y produit :
— UYn0

∈ Rnx×n0 , orthogonale
— ΣYn0

∈ Rn0×n0 , diagonale
— VYn0

∈ Rn0×nsnap , orthogonale
tel que ||Y − UYn0

ΣYn0
V T
Yn0
||F soit minimale.

La décomposition SVD d’ordre nL ∈ N∗ de H produit :
— UHnL ∈ Rnx×nL , orthogonale
— ΣHnL

∈ RnL×nL , diagonale
— VHnL ∈ RnL×nsnap , orthogonale

tel que ||H − UHnLΣHnL
V T
HnL
||F soit minimale.

Le choix de n0 et nL se fait pour que les erreurs relatives ||Y −UYn0
ΣYn0

V T
Yn0
||F /||Y ||F

et ||H − UHnLΣHnL
V T
HnL
||F /||H||F soient suffisamment faibles selon les besoins de l’utili-

sateur.

En d’autres termes, en définissant la matrice erreur générale Ag = H−H (CY )+CY et
la matrice erreur approximée :Aa = UHnLΣHnL

V T
HnL
−UHnLΣHnL

V T
HnL

(CY )+CUYn0
ΣYn0

V T
Yn0

,
le choix de n0 et nL doit être tel que l’erreur relative ||Ag−Aa||F /||Ag||F soit de quelques
ordres de grandeur plus faible que l’erreur d’estimation désirée ||H − Ĥ||F /||H||F .

Une fois ces décompositions SVD effectuées, les mêmes approches de simplification
d’évaluation du critère que celles utilisées pour SensorSpace classique sont effectuées.
Une seule factorisation par une matrice orthogonale peut être effectuée cette fois-ci, ren-
dant le critère plus complexe à évaluer (d’un point de vue temps de calcul) que le critère
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classique. En factorisant à gauche par UHnL ∈ Rnx×nL , le critère approché devient :

||H −H (CY )+CY ||F ≈ ||ΣHnL
V T
HnL
− ΣHnL

V T
HnL

(CY )+CUYn0
ΣYn0

V T
Yn0
||F (5.37)

En développant une fois de plus la pseudo-inverse (CY )+ dans le cas où CY est de rang
plein selon la dimension des lignes (nS) et en introduisant les matrices :

— A1 = ΣHnL
V T
HnL

— A2 = ΣHnL
V T
HnL

VYn0
ΣYn0

UTYn0
et A2,r = A2C

T

— A3 = Y Y T et A3,r = CA3C
T

— A4 = UYn0
ΣYn0

V T
Yn0

et A4,r = CA4
le critère approché devient :

ε ≈ ||A1 −A2,r (A3,r)−1A4,r||F (5.38)

Le pseudo-code de l’algorithme SensorSpace généralisé pour le cas Goal-Oriented est
donné dans l’algorithme 13

Algorithm 13 SensorSpace (Goal-Oriented) Pseudo-Code
Require: Y , H, nS , posP, n0, nL

1: Initialisation :
2: UY ΣY V

T
Y ← décomposition SVD of Y

3: UHΣHV
T
H ← décomposition SVD of H

4: A1 ← ΣHnL
V T
HnL

, A2 ← ΣHnL
V T
HnL

VYn0
ΣYn0

UTYn0
, A3 ← Y Y T , A4 ← UYn0

ΣYn0
V T
Yn0

5: posP ← positions possibles initiales
6: posS ← nS valeurs aléatoires de posP satisfaisant aux contraintes
7: ε← ||A1 −A2,r (A3,r)−1A4,r||F
8: Répéter jusqu’à ce que le critère d’arrêt soit vérifié
9: Boucle Principale :

10: Retirer aléatoirement un capteur de posS
11: Mise à jour des éléments de posP pour tenir en compte des contraintes (contient np

éléments) :
12: for j ∈ [1 . . . np] do
13: C ← {posS,posP(j)}
14: A2,r = A2C

T , A3,r ← CA3C
T , A4,r =← CA4

15: εj ← ||A1 −A2,r (A3,r)−1A4,r||F
16: Retenir la position posS associée à la plus petite valeur de εj
17: Sortie : C ← posS

Afin de ne pas surcharger ce chapitre, des exemples d’applications de SensorSpace
Goal-Oriented seront présentés dans le chapitre suivant. En effet, de nouveaux problèmes
de type Pb.GoalOriented doivent être présentés pour utiliser un tel algorithme. Enfin, dans
la suite, il n’y aura pas de distinction entre les algorithmes SensorSpace et SensorSpace
Goal-Oriented afin de ne pas surcharger les notations. L’algorithme adapté sera utilisé
suivant le contexte.

5.3.3 Capteurs pour la classification

Avant de conclure, une approche pour trouver un placement de capteurs adapté à l’ap-
proche GOC va être proposée. Cette approche est encore dans un stade embryonnaire.
Elle n’a pas été optimisée ni été testée en détail.
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L’idée principale consiste à modifier l’estimateur utilisé par SensorSpace. Au lieu
d’utiliser un seul estimateur linéaire, un ensemble d’estimateurs linéaires est considéré.
Vu l’implémentation de GOC, l’approche SensorSpace peut être utilisée sans grande
modification. Pour chaque nouvelle configuration testée des capteurs, GOC est appliqué
pour classer les snapshots et calculer les estimateurs.

Le pseudo-code brut se trouve dans l’algorithme 14.
Dans cet état, l’algorithme est très lent à converger. Avec la séquence d’entraînement

Sl, dans le cas non contraint, il a fallu attendre 4 heures pour obtenir un seul résultat avec
nS = 3. SensorSpace classique ne nécessite que 8.8s par comparaison (8.2s pour calculer
les matrices redondantes et 0.6s pour effectuer la recherche des capteurs).

Algorithm 14 SensorSpace (Classification) Pseudo-Code
Require: Y , H, nS , nK , posP

1: Initialisation :
2: posP ← positions possibles initiales
3: posS ← nS valeurs aléatoires de posP satisfaisant aux contraintes
4: Répéter jusqu’à ce que le critère d’arrêt soit vérifié
5: Boucle Principale :
6: Retirer aléatoirement un capteur de posS
7: Mise à jour des éléments de posP pour tenir en compte des contraintes (contient np

éléments) :
8: for j ∈ [1 . . . np] do
9: C ← {posS, posP(j)}

10: εj ← l’erreur d’estimation relative effectuée par GOC (nK)
11: Retenir la position posS associée à la plus petite valeur de εj
12: Sortie : C ← posS

Aucun résultat numérique ne sera donné ici mais les tests préliminaires effectués per-
mettent d’obtenir des positions de capteurs qui produisent des erreurs GOC plus faibles
que l’approche SensorSpace classique.

5.4 Conclusion
Un nouvel algorithme, SensorSpace, ayant pour fonction d’effectuer du placement

de capteurs, a été présenté dans ce chapitre. Ce dernier était nécessaire afin de permettre
aux algorithmes de type SOBAL de pleinement exprimer leur potentiel. A partir d’une
séquence d’entraînement, d’une indication sur les emplacements possibles et du nombre
de capteurs pouvant être placés, l’algorithme produit un ensemble indiquant les posi-
tions retenues des capteurs ainsi qu’un estimateur linéaire. Contrairement à l’approche
POD (utilisée par Effective Independence), cet estimateur linéaire est soumis à moins de
contraintes de structure. Ceci est a l’origine de la bonne interaction entre les positions
SensorSpace et les algorithmes de types SOBAL.

L’algorithme SensorSpace a tout d’abord été présenté afin de répondre aux limita-
tions de Effective Independence dans le cas considéré. Cependant, l’utilisation de Sen-
sorSpace ne se limite pas qu’à un rôle de support pour l’algorithme SOBAL vu dans
le chapitre 3. SensorSpace permet aussi de répondre plus efficacement que l’approche
Effective Independence au prix d’un plus grand temps de calcul. Un tel résultat est suf-
fisant pour ajouter SensorSpace à la longue liste des méthodes de placement de capteurs.
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Les particularités de SensorSpace sont de pouvoir délivrer de très bons résultats
dans le cas peu de capteurs (c’est à dire nS ≤ nD où nD est le nombre de modes POD
requis pour garantir l’erreur d’estimation désirée avec l’approche EI) ainsi que de pouvoir
incorporer efficacement des contraintes sur le placement des capteurs. Ces caractéristiques
sont rendues possibles d’une part, en manipulant Y dans le critère à minimiser au lieu de
n’utiliser que la base POD associée, d’autre part en s’éloignant d’une approche Worst One
Out permettant de modifier posP à chaque modification d’un capteur. Afin de pouvoir ri-
valiser pleinement avec Effective Independence, une approche pour rendre les positions et
l’estimateur utilisé robuste au bruit de mesure a été présentée. Cette approche se base sur
l’ajout de redondance dans la séquence d’apprentissage et la nature de l’estimateur linéaire
obtenu est rendue directement robuste. Des bruits de natures différentes de celles des bruits
gaussiens peuvent être considérés. La seule contrainte étant pour l’instant l’utilisation de
capteurs identiques, soumis à des bruits de mesures de mêmes paramètres statistiques.

Enfin, SensorSpace a pu être facilement modifié pour être applicable au problème
Pb.GoalOriented. Ce faisant, des positions de capteurs exploitables par les algorithmes
GOBAL et CB.GOBAL peuvent être créées. Cette modification ouvre la porte vers la
résolution de problèmes bien plus variés que l’estimation du champ de pression à partir
de mesures de pression en surface du cylindre. L’objectif du chapitre suivant est ainsi
d’illustrer le potentiel des approches conçues lors de ce travail de thèse.
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L’objectif de ce chapitre est d’illustrer la flexibilité et les performances des algorithmes
proposés. Jusqu’à maintenant, le problème Pb.Estimation a constitué le cadre de compa-
raison des études menées. Cependant, chaque algorithme a été modifié afin de pouvoir agir
sur un problème plus large : Pb.GoalOriented. Ce chapitre considère ainsi de nouveaux
problèmes, plus complexes, afin de pouvoir illustrer expérimentalement le bon fonctionne-
ment des algorithmes.

Ces derniers sont :
— SOBAL (généralisé), permettant de répondre à Pb.Estimation et à une restriction

de Pb.GoalOriented,
— GOBAL, permettant de répondre à Pb.GoalOriented en reprenant les avantages

de SOBAL,
— GOC, permettant de répondre à Pb.GoalOriented via l’utilisation de classes et

d’estimateurs linéaires,
— CB.GOBAL, une fusion de GOC et GOBAL permettant de répondre à Pb.GoalOriented

de manière efficace (réduction de la parcimonie et utilisation de classes),
— SensorSpace permettant de placer des capteurs pour répondre à Pb.Estimation

et Pb.GoalOriented.

Trois thèmes sont ici abordés :
— le cas Dynamique, où les mesures passées peuvent être utilisées,
— le cas extension des mesures, où les commandes appliquées peuvent être utilisées,
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— le découplage pur, où la nature du champ à estimer est différente du champ sur
lequel les mesures sont effectuées.

Sans précisions supplémentaires, les notations non-introduites dans ce chapitre sont
détaillées dans les chapitres précédents.

Enfin, étant donné que la totalité des algorithmes utilisés présentent une part d’aléa-
toire provenant des conditions initiales et de l’ordre de mise à jour des modes, chaque
algorithme est utilisé un grand nombre de fois (plus de 15) afin d’avoir plus de chances
d’obtenir une solution satisfaisante. En pratique, seuls quelques lancers (4 − 5) sont né-
cessaires pour obtenir une solution performante.

Enfin, une étude détaillée et comparative des différents algorithmes sur chaque pro-
blème proposé ne sera pas effectuée. Les avantages et inconvénients de ces derniers ont déjà
été présentés. Ce chapitre permet cependant au lecteur de se faire une idée plus concrète
des réglages à effectuer pour exploiter pleinement ces algorithmes selon les problèmes
étudiés.

6.1 Exploitation des mesures passées

Cette section a pour objectif de proposer des estimateurs qui peuvent exploiter les me-
sures passées. De telles informations sont en effet facilement disponibles et elles devraient
pouvoir améliorer la qualité des estimations faites. La première partie de ce chapitre va
formaliser le problème à l’aide de l’introduction de nouvelles notations. Les approches
conçues doivent toujours être applicables en pratique. De ce fait, la limitation de ne pas
avoir accès à un modèle d’évolution est encore d’actualité.

Il convient de remarquer que la méthode incontournable du filtrage de Kalman n’est
pas utilisée dans le cas présent puisqu’un tel modèle d’évolution n’est pas disponible (par
choix). L’objectif est d’exploiter au mieux les algorithmes présentés dans les chapitres
précédents.

6.1.1 Extension des mesures

Le cadre de ce problème est maintenant posé. En reprenant une fois de plus les no-
tations vues dans le chapitre 2, le problème considéré, nommé Pb.Dynamique, est défini
par :

Données : Y , C
Objectif : Trouver une application Ψ (., .) définie sur (RnS × RnS )→ Rnx qui

minimise εr = ||Y − Ŷ ||F /||Y ||F
où Ŷ =

(
Ψ (st2 , st1) . . .Ψ

(
stnsnap , stnsnap−1

))
et S = CY .

La nouveauté principale par rapport au problème Pb.Estimation est le fait que l’estima-
teur retenu peut maintenant exploiter l’information passée. Ψ (.) est ainsi plus complexe.
Le problème ci-dessus est qualifié de si/si−1 pour indiquer que les mesures du snapshot
présent i et du snapshot immédiatement passé i − 1 sont utilisées pour estimer l’état
du champ à l’instant présent i. Pour éclaircir cette notation, le problème qualifié par
si/si−1/si−2 consiste à estimer l’état présent i à partir de la mesure présente i et des
mesures passées i− 1 et i− 2.

Soit k ∈ N∗ l’écart considéré entre les deux instants de mesures. Le choix de k va
dépendre entièrement des dynamiques contenues dans la séquence Y et de la période
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d’échantillonnage des snapshots. Dans un premier temps, l’approche si/si−k est considé-
rée (bien que sous optimale par rapport à une approche exploitant plus de mesures). Les
méthodes sont développées pour être flexibles sur l’intégration de plusieurs instants passés.

Le choix effectué pour traiter ce problème est une extension de la notion de mesure.
Le cas où seule une mesure passée est gardée en mémoire est étudié dans un premier temps.
Cette mesure passée est disponible à l’instant présent et peut donc être considérée comme
un relevé supplémentaire.

Soit Sext ∈ R2nS×nsnap la matrice contenant les mesures dites étendues. Cette dernière
est définie par :

Sext
T =

(
STi S

T
i−k

)
, (6.1)

où
— S = CY ,
— Si est la restriction de S aux snapshots indexés de 1 + k à nsnap,
— Si−k est la restriction de S aux snapshots indexés de 1 à (nsnap − k).

Le premier snapshot de Sext est alors formé de la concaténation (selon la dimension
des colonnes) des vecteurs s1+k et s1. Dans le cas où k = 1 et nsnap = 4, les matrices
précédentes deviennent :

— Si = [s2 s3 s4],
— Si−1 = [s1 s2 s3],

— Sext =
[

Si
Si−1

]
=
[
s2 s3 s4
s1 s2 s3

]
La séquence à estimer est H = Yi définie comme la restriction de Y aux snapshots

indexés de 1 + k à nsnap.
De par cette formulation, l’estimateur recherché agit sur une seule quantité vectorielle

de dimension 2nS . Ces 2nS composantes correspondent au nombre de mesures effectives
noté nSext = 2nS ∈ N∗.

Plus k est grand, plus la séquence initiale Y est raccourcie. Il faut ainsi s’assurer d’avoir
suffisamment de snapshots. Dans le cas contraire, une pondération peut être utilisée afin
de comparer de manière plus juste les résultats obtenus avec des valeurs de k différentes.

6.1.2 Placement des capteurs et retard

Placement des capteurs

Le choix du retard k semble être l’étape prioritaire après avoir choisi d’effectuer l’ex-
tension de mesure. Cependant, le placement des capteurs va être traité en premier et va
ensuite être utilisé pour choisir k.

Il semble en effet intéressant de placer des capteurs qui vont exploiter le fait que 2 snap-
shots du champ y peuvent être mesurés. L’objectif des paragraphes suivants va être de
modifier l’algorithme SensorSpace afin de satisfaire à la formulation présentée ci-dessus.
L’application directe de cet algorithme n’est pas possible à cause de la forme retenue de
la matrice S. En effet SensorSpace est basé sur l’utilisation d’une matrice de mesure de
la forme S = CY où C ∈ MC et Y représente le champ sur lequel les mesures peuvent
être faite.
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Cependant, avec S = Sext =
(

Si
Si−k

)
=
(

CYi
CYi−k

)
, une modification de SensorS-

pace est envisageable.

Tout comme SensorSpace, cet nouvel algorithme repose sur deux points essentiels :
— une mise à jour successive de la position des capteurs, en agissant sur un capteur

à la fois,
— une évaluation rapide d’un critère adapté à l’objectif recherché.

Seul le deuxième point doit être ici traité. Pour une position donnée C ∈MC , le critère ε
utilisé est

ε = ||H −RSext||F , (6.2)

où R ∈ Rnx×(2nS) est la meilleure matrice permettant de minimiser la norme ci-dessus.
Ce dernier correspond encore à un estimateur linéaire. Pour chaque positionnement des
capteurs, la matrice R doit être calculée afin d’évaluer le critère.

Il ne reste plus qu’à développer ce dernier afin d’exploiter pleinement la forme de Sext,
comme cela a été fait dans le chapitre précédent. La matrice R optimale est donnée par

R = H (Sext)+ , (6.3)

où Sext est presque toujours bien conditionnée. Il est donc nécessaire d’évaluer le condi-
tionnement de Sext pour la position retenue des capteurs afin de savoir s’il est possible de
déterminer R. Si ceci est impossible, la position suivante des capteurs est testée.

Dans le cas où cette matrice est bien conditionnée, le rang de Sext correspond au
nombre de lignes 2nS . Ceci est quasiment assuré si deux capteurs ne sont pas superposés
(ce qui est pris en compte dans l’algorithme de balayage des capteurs) et si nsnap � 2nS ,
ce qui est le cas ici. Dans le cas où il y a très peu de snapshots, un calcul direct est
recommandé et il n’y a pas besoin d’effectuer cet effort pour accélérer l’algorithme. La
pseudo-inverse peut ainsi s’écrire selon :

Sext
+ = Sext

T
(
SextSext

T
)−1

. (6.4)

En utilisant l’expression de Sext faisant intervenir C, cette pseudo-inverse devient :

Sext
+ =

(
CYi
CYi−k

)T ( CYi
CYi−k

)(
CYi
CYi−k

)T−1

. (6.5)

Il ne reste plus qu’à développer les termes :

Sext
+ =

(
Y T
i C

T Y T
i−kC

T
)( CYiY

T
i C

T CYiY
T
i−kC

T

CYi−kY
T
i C

T CYi−kY
T
i−kC

T

)−1

. (6.6)

Le calcul de la pseudo-inverse de Sext de taille 2nS×nsnap fait ainsi intervenir l’inversion
d’une matrice de taille 2nS × 2nS . La matrices F1 =

(
YiY

T
i

)
, F2 =

(
YiY

T
i−k

)
et F3 =(

Yi−kY
T
i−k

)
peuvent être calculées une fois pour toute. Ensuite, la matrice CFjCT (pour

1 ≤ j ≤ 3) est obtenue en effectuant une restriction de Fj . Seules les lignes et les colonnes
indexées par C sont retenues au vu de la structure particulière de C (un seul 1 par ligne).
En notant Fj,r la restriction associée à Fj , la pseudo-inverse recherchée devient :

Sext
+ =

(
Y T
i C

T Y T
i−kC

T
)( F1,r F2,r

F T2,r F3,r

)−1

. (6.7)
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Ensuite, le reste de l’algorithme SensorSpace peut être utilisé. En particulier, il ne
faut pas oublier d’effectuer une décomposition POD de H afin de réduire la dimension du
problème (en retenant cependant un grand nombre de modes par rapport au nombre de
capteurs utilisés). Les positions obtenues avec cet algorithme sont qualifiées de SensorS-
pace Dynamique. Il convient aussi de noter que la démarche effectuée peut être appliquée
dans le cas où plus de 2 mesures sont gardées en mémoire.

Sur la figure 6.1, les positions obtenues avec cette méthode sont représentées dans
le cas où k = 1. Les positions obtenues avec SensorSpace sont presque toutes aussi
performantes que les positions SensorSpace Dynamique lorsqu’un estimateur linéaire
exploitant ces mesures étendues est utilisé (R = H (Sext)+). Le tableau 6.1 illustre ces
performances. Seule la disposition trouvée pour 4 capteurs permet de faire sensiblement
mieux que la position SensorSpace classique Copt sur ce problème Pb.Dynamique.
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Figure 6.1 – Positions SensorSpace Dynamique k = 1 - 1 ≤ nS ≤ 5

Nombre de Positions Positions
capteurs nS Copt Dynamique k=1

1 61.1% 61.1%
2 42.3% 42.3%
3 17.5% 17.4%
4 10.1% 7.79%
5 1.15% 1.01%

Table 6.1 – Estimateur linéaire - Performances Copt et Dynamique k = 1

Choix de k

Il faut maintenant choisir k, en espérant qu’il existe une meilleure valeur que 1. Étant
donné que l’objectif est ensuite d’utiliser des estimateurs “adaptatifs”, exploitant la posi-
tion des capteurs, il est intéressant d’utiliser l’erreur d’estimation donnée par l’estimateur
linéaire R précédent. De plus, comme il a été vu dans le chapitre 5, cet estimateur est
associé au meilleur estimateur SOBAL généralisé ou GOBAL dans le cas plein.
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Ainsi, pour un nombre donné de capteurs, SensorSpace Dynamique est appliqué pour
différentes valeurs de k. Le meilleur positionnement et l’erreur d’estimation associé sont
retenus. La plus petite valeur de k qui permet de minimiser l’erreur d’estimateur parmi
les valeurs considérées est surlignée. Le tableau 6.2 permet d’illustrer les erreurs obtenues.
Les cases surlignées correspondent à l’erreur minimale obtenue pour un nombre donné de
capteur.

Retard k nS = 1 nS = 2 nS = 3 nS = 4 nS = 5
1 61.1% 42.3% 17.4% 7.79% 1.01%
2 59.8% 42.1% 17.0% 7.35% 1.05%
3 58.3% 41.7% 16.3% 6.51% 0.979%
4 57.2% 40.4% 15.7% 4.73% 0.825%
5 56.8% 38.8% 15.2% 2.84% 1.06%
6 57.0% 36.6% 14.9% 2.01% 1.15%
7 55.9% 33.8% 14.8% 3.38% 1.11%
8 53.4% 30.4% 14.5% 3.24% 1.02%
9 50.9% 26.5% 13.6% 2.93% 0.997%
10 48.6% 22.7% 12.1% 2.67% 1.01%
11 47.2% 20.6% 11.1% 1.83% 0.939%
12 47.6% 22.5% 12.7% 2.65% 1.05%
13 49.3% 26.6% 14.9% 3.25% 1.03%
14 51.6% 30.7% 16.0% 3.45% 1.11%

Table 6.2 – Réglage Dynamique - Performances SensorSpace Dynamique - Estimateur
linéaire

La valeur de k qui permet de minimiser le plus d’erreurs de reconstruction est retenue.
Cette dernière est ici de k = 11 . k = 4 est optimale pour l’utilisation de 4 capteurs
mais k = 11 permet quand même d’obtenir un résultat satisfaisant. Cependant, la valeur
k = 11 correspond à un retard entre les snapshots mesurés de δdyn = 4.4s. Ceci est une
valeur remarquable puisque elle est très proche de la moitié de la période du décrochage
des tourbillons dans le cas où une commande nulle est appliquée. Le fluide est ainsi dans
l’état symétrique, c’est à dire dans un état fortement différent de l’état présent. Il est
ainsi concevable que cette nouvelle mesure contienne plus d’informations exploitables. Les
méthodes usuelles pour obtenir un tel k font intervenir le calcul de matrices de corrélation.

Les positions obtenues avec k = 11 sont représentées sur la figure 6.2. Ces dernières
sont bien différentes des positions SensorSpace statique (figure 2.14) et des positions
SensorSpace Dynamique k = 1 (figure 6.1).

6.1.3 Cas si/si−k

L’extension de mesure fait que le problème Pb.Dynamique est formalisable selon Pb.GoalOriented.
Trois méthodes vont être utilisées pour répondre à ce problème :

— SOBAL généralisé,
— GOBAL,
— GOC

Le choix a été fait de ne pas tester en détail CB.GOBAL mais ce dernier est bien évi-
demment utilisable et donnera de bons résultats. Seul SOBAL généralisé sera traité en
détail (étude complète des trois multiplicateurs).
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Figure 6.2 – Positions SensorSpace Dynamique k = 11 - 1 ≤ nS ≤ 5

Utilisation de SOBAL généralisé

La première approche considérée va exploiter l’algorithme SOBAL dans le cas gé-
néralisé. Cette approche est moins optimale que GOBAL mais elle est plus rapide. De
plus, SOBAL généralisé n’a jamais été illustré jusqu’à présent. Comme présenté dans
le chapitre 4, l’algorithme SOBAL peut être vu comme un algorithme manipulant deux
dictionnaires D1 et D2 couplés. Afin de pouvoir appliquer cet algorithme au problème
Pb.Dynamique sans modifications supplémentaires, il faut :

— trouver une formulation appropriée de S, la matrice des données mesurées,
— trouver une formulation appropriée de H, la matrice des données à estimer,
— et surtout, trouver un lien matriciel linéaire J entre les deux.

Deux manières d’adapter ce problème à la formulation requise sont considérées. La
première s’efforce de trouver une telle matrice J adaptée aux séquences H et S naturelles.
La seconde modifie le champ à estimer H afin de rendre trivial le choix de J .

Première approche - recherche de J
Pour cette approche, S = Sext et H = Yi. Il faut trouver la matrice J ∈ R2nS×nx qui
permette de minimiser au mieux la quantité

||Sext − JYi||F . (6.8)

Comme la relation Si = CYi est disponible, il ne reste plus qu’à trouver une relation
entre Si−k et Yi. Aucune information a priori permettant de relier Yi−k à Yi n’est dispo-
nible. L’approche retenue ici est de trouver la matrice C̃ ∈ RnS×nx minimisant la norme
||Si−k−C̃Yi||F . La meilleure matrice est donnée par C̃ = Si−k(Yi)+. Étant donné la grande
différence en dimension, traduite par nS � nx, une telle matrice est prévue d’exposer de
bonnes performances. L’erreur relative effectuée, définie par ||Si−k−C̃Yi||F /||Si−k||F , n’est
que de 0.02%. La pseudo-inverse à déterminer peut être rédhibitoire selon les dimensions
du problème considéré. Dans ce cas, la deuxième approche sera plus appropriée.
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La matrice réalisant le lien recherchée est

JT =
(
CT C̃T

)
. (6.9)

Une matrice J réalisant directement le lien entre H et S peut être calculée selon
J = H (S)+. Ce calcul est par contre plus lourd que le précédent. En pratique, ces deux
manières de définir J fournissent les mêmes résultats. Cette méthode est utilisée pour
obtenir les résultats associées à SOBAL généralisé.

Deuxième approche - modification de H
Une manière d’éviter d’avoir besoin de calculer une pseudo-inverse est de modifier l’ex-
pression de Hext. En remarquant que Si = CYi et que Si−k = CYi−k, il devient évident
qu’en posant

Hext
T =

(
Y T
i Y

T
i−1

)
, (6.10)

le matrice qui relie ce Hext à Sext est tout simplement

J =
(
C 0
0 C

)
, (6.11)

où 0 est la matrice nulle de dimension nS×nsnap. La simplicité de cette formulation se fait
au prix d’une augmentation de la dimension du problème. Le champ d’intérêt n’est encore
que Yi mais c’est Yi et Yi+1 (contenues dansHext) qui vont être utilisées par l’algorithme.
Cependant, une fois le dictionnaire SOBAL calculé, les temps de calculs en ligne sont
quasiment inchangés.

Par contre, le problème qui est maintenant rencontré est le fait que l’estimateur cherche
à minimiser l’erreur faite sur Yi et Yi−1 de manière équivalente. En pratique, ceci im-
pacte les résultats de manière négligeable. Une pondération pourrait être effectuée pour
accorder plus d’importance à la reconstruction de Yi mais, vu les contraintes d’utilisation
de SOBAL généralisé, ceci n’aura pas d’impact (puisqu’il faut aussi pondérer les me-
sures). Il faudrait alors utiliser GOBAL sans modifier Sext et en pondérant la partie utile
de Hext. Bien évidemment, une telle approche ne sera jamais considérée puisque GOBAL
peut tout simplement utiliser H = Yi.

Autres réglages
Aucune modification de l’algorithme SOBAL n’est nécessaire vu le travail effectué sur la
définition des matrices Sext, J et Hext. Cependant, il reste quelques paramètres de réglage
à définir et dont l’effet reste à étudier.

Le plus important est maintenant le choix de la parcimonie K des représentations
creuses. Pour répondre au problème Pb.Estimation, le plus grand nombre de modes pou-
vant être utilisés à un instant donné était K = nS . Ici, afin d’utiliser le plus grand nombre
de modes selon l’algorithme OMP, le choix a été fait d’utiliser K = 2nS pour le problème
si/si−1. K correspond au nombre de capteurs étendus.

Trois multiplicateurs sont utilisés. Il convient de remarquer que l’algorithme SOBAL
généralisé converge très lentement lorsque le dictionnaire recherché est plein (nmul = 1).
Aucun comportement de ce type n’a été observé pour des multiplicateurs supérieurs. La
meilleure modification à effectuer consiste à remplacer le Codebook Update utilisant une
SVD par l’étape correspondante de l’algorithme MOD. Ainsi, le dictionnaire est mis à jour
(après un remplacement possible des modes non-utilisés) selon

Φ = HA+ (6.12)
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Figure 6.3 – Comparaison - Performances Dynamique k = 1

La spécificité de l’étape Codebook Update est que A est modifiée en même temps que Φ.
Ceci est nécessaire dans les cas nmul > 1 afin d’éviter d’être “enfermé” dans un minimum
local. Dans le cas plein, cela revient à ajouter un handicap supplémentaire et ralentir ainsi
la convergence.

Utilisation de GOBAL

Afin de diminuer l’erreur d’estimation relative, il est possible de rajouter des degrés de
liberté (via le découplage des dictionnaires) au détriment d’un temps de calcul plus long.
Ceci est fait via l’algorithme GOBAL.

Ce dernier ne nécessite que quelques réglages supplémentaires. Tout comme l’algo-
rithme SOBAL, la parcimonie est choisie telle que K = nSext, le nombre de mesures
effectives avec nSext = 2nS . La vitesse de décroissance du nombre de modes utilisés est
modifiée par rapport aux informations du chapitre 3. Un plus petit nombre de modes est
mis à jour lors de chaque cycle.

Un seul multiplicateur est ici utilisé afin de ne pas rallonger la durée de l’étude. Le
choix est fait de considérer nmul = 10 afin de comparer avec la meilleure performance
SOBAL généralisé obtenue.

Utilisation de GOC

Tout comme GOBAL, l’algorithme GOC peut être appliqué directement avec les
séquences S = Sext et H = Yi. L’estimateur linéaire est utilisé. Seul le nombre de classes
doit être choisi. Le nombre retenu de classes est de nK = 5.

Un tel nombre permettrait l’application future de l’algorithme CB.GOBAL afin d’ef-
fectuer une comparaison avec le cas GOBAL nmul = 10.

Résultats

Les cas k = 1 et k = 11 sont examinés ci-dessous. Ceci est fait pour illustrer l’intérêt
d’utiliser une mémorisation des mesures passées dans un cas sous-optimal et optimal. Les
positions SensorSpace Dynamique k = 1 et k = 11 sont utilisées respectivement. Dans
le cas k = 1, elles correspondent quasiment aux positions SensorSpace Copt (statique).
Seule la configuration 4 capteurs proposée avec SensorSpace Dynamique est réellement
différente de celle proposée par SensorSpace.

La figure 6.3 permet de comparer ces différentes approches dans le cas k = 1.
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Figure 6.4 – Comparaison - Performances Dynamique k = 11

Les mesures supplémentaires ont permis d’obtenir une réduction de l’erreur d’estima-
tion sachant que l’information ajoutée est bien moindre que si le nombre de capteurs avait
été doublé dans le cas statique. Les mesures sont ici très corrélées.

Toutes ces méthodes ont su exploiter les mesures supplémentaires et ainsi faire mieux
que leur contrepartie classique Copt (voir le tableau 3.5). Le tableau 6.3 liste la totalité des
résultats obtenus et permet de faire des comparaisons rapides avec les résultats présentés
dans les chapitres précédents.

Nombre de SOBAL SOBAL SOBAL GOBAL GOC
capteurs nS nD = nS nD = 3nS nD = 10nS nD = 10nS nK = 5

1 61.1% 58.5% 57.5% 57.2% 52.8%
2 42.3% 33.5% 28.5% 21.3% 24.27%
3 17.4% 14.5% 9.89% 7.73% 11.5%
4 8.71% 7.45% 5.40% 3.88% 2.82%
5 0.998% 0.870% 0.679% 0.606% 0.576%

Table 6.3 – Comparaison - Performances Dynamique k = 1

GOBAL permet d’obtenir des résultats plus performants sachant que les dictionnaires
sont de taille identique à ceux utilisés par SOBAL généralisé nmul = 1.

Pour SOBAL et GOBAL, lorsqu’un seul capteur est utilisé, il est notable de remarquer
que l’erreur de reconstruction relative diminue lorsque le multiplicateur augmente. Ceci
provient simplement du fait que le dictionnaire intervenant dans le Sparse Coding possède
autant de lignes que le nombre effectif de capteurs, soit 2 dans ce cas. Le calcul du mode
le plus corrélé avec les mesures ne sera pas toujours le même.

Le gain obtenu avec GOC est intéressant dans le cas nS ≥ 4 par rapport aux deux der-
nières approches utilisées. Ceci annonce en effet de très bonnes performances CB.GOBAL
à partir du dictionnaire de classification GOC. Au lieu d’augmenter de plus en plus nmul
avec l’approche GOBAL, il est intéressant de définir des classes qui utilisent des repré-
sentations moins creuses.

Bien que non exploité ici, l’approche GOC avec l’estimateur affine permet de réduire
grandement l’erreur d’estimation par rapport à GOC utilisant l’estimateur linéaire.

La figure 6.4 concerne l’approche optimale associée à k = 11. Les mêmes remarques
peuvent être effectuées concernant le comportement relatif des différentes méthodes. Le
gain est ici bien plus important que dans le cas k = 1. Les mesures mémorisées sont moins
corrélées avec les mesures présentes et, de ce fait, sont plus informatives. Les performances
de SOBAL sont aussi remarquables et permettent de justifier l’utilisation de ces méthodes
simples avec seulement 3 capteurs. Cependant, afin de tirer pleinement parti des mesures

156



Chapitre 6 6.1. EXPLOITATION DES MESURES PASSÉES

effectuées, pour un nombre de modes identiques, l’approche GOBAL doit être utilisée.

Nombre de SOBAL SOBAL SOBAL GOBAL GOC
capteurs nS nD = nS nD = 3nS nD = 10nS nD = 10nS nK = 5

1 47.2 % 40.5% 33.9% 31.5% 31.1%
2 20.6% 18.3% 17.0% 15.6% 17.0%
3 11.1% 8.46% 3.02% 2.59% 4.07%
4 1.83% 1.65% 1.40% 1.12% 1.16%
5 0.930% 0.854% 0.735% 0.602% 0.570%

Table 6.4 – Comparaison - Performances Dynamique k = 11

6.1.4 Cas si/si−k1/si−k2

Le problème Pb.Dynamique a ainsi pu être traité à l’aide d’une extension des mesures
suivi d’une application des algorithmes proposés. Pour conclure cette application, le cas
si/si−k1/si−k2 est considéré. SensorSpace est à nouveau modifié afin de pouvoir traiter
le cas où trois instants sont mis en mémoire. En utilisant le même système de notation, S
est maintenant définie par :

S = Sext =

 Si
Si−k1

Si−k2

 =

 CYi
CYi−k1

CYi−k2

 (6.13)

La même démarche que celle présentée ci-dessus permet d’obtenir l’expression de Sext+
selon

Sext
+ =

(
Y T
i C

T Y T
i−k1C

T Y T
i−k2C

T
) F1 F2 F3

F T2 F4 F5
F T3 F T5 F6


−1

, (6.14)

où F1 = CYiY
T
i C

T , F2 = CYiY
T
i−k1

CT , F3 = CYiY
T
i−k2

CT , F4 = CYi−k1Y
T
i−k1

CT , F5 =
CYi−k1Y

T
i−k2

CT et F6 = CYi−k2Y
T
i−k2

CT .

Seul le cas 3 capteurs est considéré ici. Il faut maintenant choisir les retards k1 ∈ N∗ et
k2 ∈ N∗. L’approche retenue va être une mise à jour alternée de k1 et de k2. Tout d’abord,
en reprenant l’étude précédente, k2 est imposé avec k2 = 11. Ensuite, les meilleures po-
sitions SensorSpace Dynamique et l’erreur associée sont déterminées pour différentes
valeurs de k1. Lorsqu’un minimum est trouvé, k1 est fixé et une modification de k2 est
considérée. Ces étapes sont répétées jusqu’à ce qu’un minimum local soit obtenu.

Étant donné que 2 retards sont considérés, la formation des restrictions de Y est dé-
taillée. En effet, pour former la matrice Sext, il faut d’abord former les matrices Yi, Yi−k1

et Yi−k2 . Ces dernières doivent toutes avoir le même nombre de snapshots. Y contient nsnap
snapshots du champ à mesurer. Si k1 < k2, afin que Yi contiennent le plus de snapshots
possibles, ce dernier doit retenir nsnap − k2 snapshots indexés de 1 + k2 jusqu’à nsnap.
Ensuite, Yi−k2 doit contenir les snapshots indexés de 1 jusqu’à nsnap − k2. Enfin, Yi−k1

doit contenir les snapshots indexés de 1 + (k2 − k1) jusqu’à nsnap − k1. Si k1 > k2, il suffit
d’échanger ces deux grandeurs dans les expressions ci-dessus.

La figure 6.5 représente l’évolution de l’erreur relative d’estimation dans le cas de
l’estimateur linéaire SensorSpace Dynamique pour différentes valeurs de k1. La barre
verticale indique la valeur de k2 qui est fixée. 2 minimums locaux sont trouvés : k1 = 6
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Figure 6.5 – Réglage Dynamique - εr pour k1 variable et k2 = 11

qui permet d’effectuer 6.14% d’erreur relative et k1 = 17 qui permet d’en effectuer 5.65%.
Ces deux valeurs vont maintenant être considérées.
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k2

E
rr
eu

r
ǫ
r
(e
n
%
)

 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25

6

8

10

12

14
ǫr

k1 fixé

Figure 6.6 – Réglage Dynamique - εr pour k2 variable et k1 = 6 (haut) et k1 = 17 (bas)

La figure 6.6 représente l’évolution de l’erreur relative selon k2 pour deux valeurs de k1.
Aucun couple {k1, k2} permet de faire moins d’erreur que le cas k1 = 17 et k2 = 11. Ces
deux valeurs sont échangées afin de vérifier k2 > k1. Ceci rend la notation si/si−11/si−17
du problème finalement retenu plus compréhensible.

Sur ces graphes, plus les mesures effectuées sont rapprochées (c’est à dire proches de
l’abscisse 0 associée au présent ou proches de la barre verticale associée à une mesure
figée), plus l’erreur relative associée est élevée. Ceci est cohérent avec le fait que de telles
mesures sont fortement corrélées. Il faut aussi remarquer que lorsque k1 = 17, choisir une
valeur k2 > k1 ne permet pas de réduire notablement l’erreur sur la plage considérée. Ces
mesures sont donc trop anciennes pour être exploitées par l’approche retenue.
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Cette démarche a permis de sélectionner k1 = 11 et k2 = 17 pour le cas 3 capteurs.
Une erreur relative de 5.65% est ainsi obtenue dans le cas plein (estimateur linéaire). Le
cas k1 = 6 et k2 = 11 aurait aussi pu être retenu vu que l’erreur relative associée est de
6.14%. Il ne faut pas oublier que la solution obtenue correspond sûrement à un minimum
local. Cependant, bien qu’un calcul exhaustif puisse être utilisé ici, en imposant une li-
mite telle que k1 < k2 < 30, le choix d’utiliser une méthode greedy est fait puisqu’elle est
directement utilisable dans des situations plus complexes comme le stockage des données
de plusieurs instants passés.
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Figure 6.7 – Positions SensorSpace Dynamique k1 = 11 et k2 = 17 - 1 ≤ nS ≤ 5

Nombre de Statique Dynamique Dynamique
capteurs nS si si/si−11 si/si−11/si−17

1 62.6 % 47.2% 45.6%
2 43.8% 20.6% 18.3%
3 20.6% 11.1% 5.65%
4 11.5% 1.83% 1.25%
5 3.68% 0.930 % 0.557%

Table 6.5 – Performances Statique et Dynamique - Estimateur linéaire

Les positions obtenues sont représentées sur la figure 6.7. Éxcepté le cas 2 capteurs,
ces positions sont très similaires à celles du problème si/si−11. Les erreurs relatives ob-
tenues avec les estimateurs linéaires R des approches SensorSpace se trouvent dans le
tableau 6.5. Le problème si correspond au problème classique ou statique. Les positions
des capteurs utilisés correspondent à celles retenues pour répondre au problème associé.
Le choix k1 = 11 et k2 = 17 donne le meilleur résultat pour nS = 3, mais ce n’est pas
forcément le cas pour les autres configurations de capteurs. Pour insister sur ce point,
les configurations non-optimales pour les problèmes Dynamique sont surlignées dans le
tableau 6.5.

Toutes ces erreurs correspondent aux minima obtenus en utilisant SOBAL ou GOBAL
dans le cas plein. L’utilisation d’un multiplicateur nmul > 1 garantit ensuite de meilleures
performances pour chaque configuration retenue. Une étude détaillée de GOBAL n’est
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pas effectuée ici.
La parcimonie de GOBAL est choisie égale au nombre de mesures étendues, c’est-à-

dire K = nSext = 3nS . Dans le cas nS = 3 et nmul = 3 , GOBAL permet d’atteindre
3.53% d’erreur. Ceci est remarquable compte tenu de la faible taille des dictionnaires mis
en jeu. En effet, le nombre de modes n’est ici que de 27 comparé aux 60 modes utilisés
dans le cas SOBAL nmul = 10 qui permettaient d’obtenir 3.02%.

Les algorithmes GOC et CB.GOBAL sont enfin utilisés sur cette configuration pour
clore cette section sur l’exploitation des mesures passées. En utilisant 2 classes, GOC
(estimateur linéaire) permet de faire une erreur relative de 3.81% . Le dictionnaire de
classement obtenu est ensuite exploité par CB.GOBAL. Ce dernier a pour contrainte de
ne produire que 25 modes (27 modes effectif en incluant les modes de classification) afin
d’être comparable à l’approche GOKSVD. Dans ce cas, CB.GOBAL permet d’obtenir
3.12% d’erreur. Comme prévu, cette approche permet d’atteindre une erreur plus faible
que GOBAL avec le même nombre de modes utilisés.

6.2 Exploitation des commandes
Cette section traite maintenant du cas où les commandes appliquées sont exploitables

lors de la phase de synthèse des estimateurs. Le problème général considéré est nommé
Pb.Etendu et se formalise selon :

Données : Y , U , C
Objectif : Trouver une application Ψ (., .) définie sur (RnS × Rnu)→ Rnx qui

minimise εr = ||Y − Ŷ ||F /||Y ||F
où Ŷ =

(
Ψ (st1 ,u1) . . .Ψ

(
stnsnap ,utnsnap

))
et S = CY .

La matrice U ∈ Rnu×nsnap contient les snapshots des commandes appliquées. Pour un
instant donné ti, la commande appliquée est uti ∈ Rnu . Afin d’alléger la notation, ce der-
nier est noté ui.

Tout comme pour le problème Pb.Dynamique, le choix d’étendre le vecteur de mesure
est effectué. Une mesure étendue correspond ici à

sexti =
(
si
ui

)
. (6.15)

L’estimateur recherché n’agit plus que sur une seule quantité : sexti. Ceci permet de pla-
cer Pb.Etendu dans le contexte de Pb.Estimation et Pb.GoalOriented. Les méthodes de
résolutions associées peuvent être appliquées.

Afin d’exploiter la notation introduite dans le chapitre précédent, ce problème est aussi
qualifié de si/ui. Cette notation indique que pour reconstruire le snapshot d’intérêt à la
date i, les mesures ainsi que les commandes appliquées à l’instant i sont disponibles.

6.2.1 Placement des capteurs

Tout comme le cas précédent traitant du cas Dynamique, il semble intéressant de
proposer des positions adaptées de capteurs. Les positions SensorSpace Copt sont bien
évidemment utilisables, mais elles sont sans doute sous-optimales puisque les informations
liées aux commandes n’ont jamais été utilisées jusqu’à présent.
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Une fois de plus, SensorSpace n’est pas directement applicable. Cependant, tout
comme le problème précédent, cet algorithme est facilement modifiable pour traiter ce
problème. La même démarche que celle développée dans la section précédente (voir 6.1.4)
est utilisée pour réduire le plus possible le temps de calcul.

La matrice S ∈ R(nS+nu)×nsnap est ici définie par :

S = Sext =
(
CY
U

)
. (6.16)

Le choix des capteurs n’agit que sur une partie de la matrice Sext. Ce type de formu-
lation est aussi adapté aux cas où des capteurs sont déjà placés et de nouveaux capteurs
doivent être ajoutés (sans modifier les anciens). Dans cet exemple, U correspondrait aux
mesures des capteurs Cf et CY correspondrait aux mesures des capteurs ajoutés.

Le critère à minimiser est :

ε = ||H −RSext||F , (6.17)

où R ∈ Rnx×(nS+nu) est donné par R = H (Sext)+ pour une position donnée des capteurs,
représentée par C.

Une fois de plus, il est bien probable que le rang de Sext soit égal à son nombre de
lignes nS + nu qui est bien inférieure au nombre de snapshots nsnap. Ceci ne sera pas le
cas si une commande appliquée est constamment nulle sur la totalité de la séquence de
snapshots. Dans ce cas, il ne faut pas ajouter une ligne de zéros dans U .

Le développement suivant peut ensuite être fait si le conditionnement de Sext le permet
(pour cette configuration possible des capteurs C) :

(Sext)+ =
(
CY
U

)T ( CY
U

)(
CY
U

)T−1

=
(
Y TCT UT

)( CY Y TCT CY UT

UY TCT UUT

)−1 . (6.18)

Il suffit de calculer une seule fois les matrices F1 = Y Y T , F2 = Y UT et F3 = UUT . La
structure de C est ensuite exploitée. Soient :

— F1,r la restriction de F1 aux lignes et aux colonnes indexées par C,
— F2,r la restriction de F2 aux lignes indexées par C.

La pseudo-inverse de Sext devient enfin :

(Sext)+ =
(
Y TCT UT

)( F1,r F2,r
F T2,r F3

)−1

. (6.19)

De plus Y TCT est la transposée de la restriction de Y aux lignes indexées par C. Pour
chaque position étudiée, une matrice carrée de dimension nS +nu doit être inversée. L’ob-
tention de cette dernière est immédiate à travers les restrictions de F1 et F2. Le reste de
l’algorithme SensorSpace est inchangé.

La figure 6.8 contient les positions obtenues avec cette approche. Ces positions sont
très différentes des placements SensorSpace Copt (voir figure 2.14). Les erreurs d’estima-
tions relatives sur Y (lorsqu’un estimateur linéaire est utilisé) sont représentées dans le
tableau 6.6.
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Dans la colonne de droite, les positions SensorSpace Étendu sont utilisées et le

meilleur estimateur linéaire pour estimer Y à partir de
(
CY
U

)
est retenu.

La colonne centrale correspond aux positions SensorSpace Copt et le meilleur estima-
teur linéaire pour estimer Y à partir des mesures étendues est utilisé.

La colonne de gauche correspond aux positions SensorSpace Copt et l’estimateur uti-
lisé cherche à estimer Y à partir de CY seulement.

Il est clairement visible que l’intégration des commandes aux mesures effectuées permet
une diminution de l’erreur d’estimation, même si les positions sous-optimales SensorS-
pace Copt sont utilisées (comparaison de la colonne centrale avec la colonne de gauche).
Cependant, sauf pour le cas 1 capteur, ces commandes supplémentaires ne permettent
qu’une diminution minime de l’erreur.

La colonne de droite contient des erreurs bien plus faibles (pour les cas 1 à 4 capteurs).
Ceci illustre clairement l’intérêt d’avoir effectué un positionnement des capteurs qui prend
en compte une information de nature différente (tension de commande au lieu d’une pres-
sion). Par rapport au cas Dynamique sous-optimal i/i− 1 (voir Tab.6.3), les informations
données par les commandes sont plus utiles que celles données par une mémorisation
d’une mesure passée pour les cas 1 ≤ nS ≤ 3. Enfin, par rapport au cas Dynamique opti-
mal i/i− 11/i− 17 (voir Tab.6.5), seuls les cas étendus 1 ≤ nS ≤ 2 sont plus efficaces que
la mémorisation de deux mesures passées. Ceci est une performance remarquable pour le
cas Étendu.
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Figure 6.8 – Positions SensorSpace Étendu - 1 ≤ nS ≤ 5

Nombre de Positions Positions Positions
capteurs nS Copt (avec CS) Copt (avec Sext) Étendu (avec Sext)

1 62.6% 35.9% 23.1%
2 43.8% 41.2% 15.4%
3 20.6% 20.5% 11.0%
4 11.5% 11.3% 7.84%
5 3.68% 3.43% 3.35%

Table 6.6 – Performances Copt - Données CS et Sext - Estimateur linéaire
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Ces résultats (avec un estimateur linéaire) sont très prometteurs. L’utilisation des
algorithmes à base de parcimonie et/ou de classes conduisent à des erreurs plus faibles.

6.2.2 Cas si/ui
Les algorithmes retenus pour résoudre ce problème sont :
— GOBAL,
— CB.GOBAL.

Ce choix est arbitraire puisque SOBAL généralisé peut aussi être utilisé sans problème.

Concernant SOBAL généralisé, il faut trouver une matrice J̃ ∈ Rnu×nx qui permet de

minimiser suffisamment la norme ||Sext− J̃Y ||F . En utilisant la matrice J =
(
CY
U

)
Y +,

l’erreur relative obtenue sur la description de Sext est inférieure à 10−3% dans le cas 3
capteurs (placement Étendu). Une telle matrice peut être aussi calculée pour les autres
positions retenues.

Afin de ne pas rallonger la durée de l’étude, seul GOBAL est considéré pour représenter
le cas utilisation de la parcimonie. Le choix d’utiliser CB.GOBAL au lieu de GOC pour
représenter l’intérêt de la classification/structure est fait pour varier les approches par
rapport à l’application précédente.

Utilisation de GOBAL

La parcimonie utilisée pour GOBAL est K = nS+nu, le nombre de mesures étendues.
Les multiplicateurs 1, 3 et 10 sont utilisés pour déterminer la taille des dictionnaires.
Aucune modification de GOBAL n’est nécessaire.

Utilisation de CB.GOBAL

La parcimonie utilisée pour chaque sous-dictionnaire est aussi de K = nS + nu afin
d’exploiter toute l’information possible. Le nombre retenu de classes est de nK = 5 afin
de pouvoir comparer les résultats obtenus avec GOBAL nmul = 10. Le nombre de modes
utilisés par CB.GOBAL est tel que nT.st = nmul (nS + nu). De ce fait, le nombre de modes
utilisés par les dictionnaires type GOBAL est de nmul (nS + nu)− nK = 10 (nS + 2)− 5.

Résultats

Le tableau 6.7 permet d’illustrer les erreurs relatives εr obtenues.

Nombre de GOBAL GOBAL GOBAL GOC CB.GOBAL Structure
capteurs nS nmul = 1 nmul = 3 nmul = 10 nK = 5 nT.st = 10 (nS + 2)

1 23.1 % 22.4% 21.5% 20.7% 20.0% (5, 5, 7, 3, 5)
2 15.4% 12.8% 10.7% 10.4% 8.92% (7, 4, 6, 8, 10)
3 11.0% 9.20% 8.18% 8.84% 6.58% (13, 9, 7, 9, 7)
4 7.84% 6.05% 5.09% 5.43% 3.45% (12, 10, 13, 10, 10)
5 3.35% 2.50% 1.77% 1.42% 0.738% (17, 13, 13, 13, 9)

Table 6.7 – Comparaison - Performances Étendu

Pour chaque cas considéré, les performances sont meilleures que celles obtenues via
l’utilisation des mesures de pression seules. Ceci illustre le fait que les algorithmes conçus
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peuvent exploiter des sources d’informations de natures différentes (mesures de pres-
sion, tensions de commande). Ensuite, pour une configuration donnée, les performances
s’améliorent lorsque nmul augmente (GOBAL) et lorsque des classes sont introduites
(CB.GOBAL).

6.2.3 Cas si/si−ks/ui/ui−ku
Le problème Pb.Etendu a ainsi pu être traité de la même manière que Pb.Dynamique,

à travers une extension de la notion de mesure. La suite directe de ce problème consiste à
y intégrer les approches étudiées dans la partie Dynamique, c’est à dire une exploitation
des mesures passées ainsi que des commandes passées.

Afin de ne pas rallonger l’étude, une seule mesure et une seule commande sont mé-
morisées. La matrice S résultant de l’extension de mesure est donnée par Sext selon :

S = Sext =


CYi

CYi−ks
Ui

Ui−ku

 , (6.20)

où (ks, ku) ∈ N∗2 sont les retards de mémorisation associés aux mesures et aux commandes
respectivement.

Seul le cas 3 capteurs est considéré pour le choix de ks et ku. La modification de
SensorSpace pour répondre à ce problème est identique à celle utilisée dans les cas
précédents. La matrice SextSextT est développée et les sous matrices redondantes sont cal-
culées une seule fois afin d’exploiter la structure de C.

Le choix de {ks, ku} est fait selon la même méthode que le problème i/i− k1/i− k2 vu
dans la section précédente. Suivant que ku ≥ ks ou que ku < ks, il faut faire bien attention
à tronquer correctement les matrices Y et U pour former Sext. Compte tenu des natures
différentes de U et Y (la matrice C n’agit que sur Y ), il ne faut pas échanger directement
les indices ku et ks, comme dans le cas précédent.

Pour information, si ku ≥ ks, Yi−ks contient les éléments de Y indexés de 1 + (ku− ks)
jusqu’à nsnap− ks. Ui−ku contient les éléments de U indexés de 1 à nsnap− ku. Ensuite, Ui
et Yi contiennent respectivement les éléments de U et Y indexés de 1 + ku à nsnap.

Si ku < ks, Ui et Yi s’obtiennent en échangeant ku et ks par rapport au cas précédent.
Ui−ku contient les éléments de U indexés de 1 + (ks − ku) à nsnap − ku. Yi−ks contient les
éléments de Y indexés de 1 à nsnap − ks.

Les courbes suivantes illustrent le procédé de détermination de ks et ku. Les erreurs
relatives obtenues avec l’estimateur linéaire HSext+ pour différentes valeurs de ku et ks y
sont représentées.

Le choix est fait d’agir sur ks en premier. Bien qu’il soit tentant d’initialiser ce der-
nier à partir des informations obtenues dans la section précédente, on impose ks = 1 au
lieu de ks = 11. La mémorisation des commandes peut possiblement modifier le meilleur
ks possible. La figure 6.9 illustre cette première étape. Les variations sont très régulières
et 2 minima locaux sont identifiés. La valeur de ku retenue est ainsi ku = 2 et l’erreur
associée y est déjà très faible (par rapport aux cas Dynamique si/si−k1/si−k2) avec 2.61%.

La figure 6.10 considère maintenant que ku = 2 et que ks est variable. La périodicité
obtenue dans le cas Dynamique est retrouvée. Ceci se traduit par des minima locaux espa-
cés de 6 snapshots environ. Cependant, l’évolution de l’erreur est plus rapide en ajoutant
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Figure 6.9 – Réglage Étendu-Dynamique - εr pour ku variable et ks = 1
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Figure 6.10 – Réglage Étendu-Dynamique - εr pour ks variable et ku = 2

des informations provenant des commandes. Le retard ks = 11 est retenu puisqu’il permet
d’atteindre une erreur de 2.57%. Ce retard est le même que celui constaté dans le problème
si/si−k précédent et confirme l’intuition initiale.
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Figure 6.11 – Réglage Étendu-Dynamique - εr pour ku variable et ks = 11

En imposant ks = 11, la figure 6.11 illustre le choix ku = 3, retenu pour la suite de
l’étude. Ce couple permet d’obtenir 2.56% d’erreur. Le couple {ku = 3, ks = 1} permet de
faire une erreur légèrement plus faible que les couples {ku = 2, ks = 11}, {ku = 2, ks = 11}
et {ku = 3, ks = 1}. Ces derniers peuvent aussi être considérés selon les contraintes d’im-
plémentation.

Enfin, la figure 6.12 permet de s’assurer qu’un minimum local a bien été trouvé. Ainsi,
par alternances successives, le meilleur couple obtenu est {ku = 3, ks = 11} .
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Figure 6.12 – Réglage Étendu-Dynamique - εr pour ks variable et ku = 3
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Figure 6.13 – Positions SensorSpace Étendu-Dynamique - 1 ≤ nS ≤ 5

La figure 6.13 illustre le positionnement des capteurs. Ces positions sont nommées
Étendu-Dynamique. Elles sont remarquablement similaires aux positions Dynamique si/si−11/si−17.

Le tableau 6.8 contient l’erreur relative d’estimation sur la séquence d’entraînement
pour 2 méthodes différentes : l’utilisation de l’estimateur linéaire R retenu lors de la phase
de placement et GOBAL. La parcimonie de ce dernier est égale au nombre de mesures
effectives, c’est-à-direK = nSext = 2nS+2nu. Seul le multiplicateur nmul = 3 est considéré.

Nombre de Estimateur GOBAL
capteurs nS Linéaire R nmul = 3

1 13.9% 10.6%
2 8.14% 5.41%
3 2.56% 1.75%
4 1.74% 1.33%
5 0.868% 0.702 %

Table 6.8 – GOBAL - Performances Étendu-Dynamique

Les performances sont assez spectaculaires. Une fois de plus, il ne faut pas oublier que
le choix de ku et ks a été fait pour le cas 3 capteurs seulement. Avec 3 capteurs seulement,
moins de 2% d’erreur relative peut être obtenue sur la séquence d’entraînement à l’aide
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de GOBAL. Les dictionnaires utilisés ne comportent que 30 modes.
Cependant, les performances obtenues dans les cas 4 et 5 capteurs sont moins bonnes

que les cas Dynamique si/si−k1/si−k2 correspondants. Mémoriser 2 mesures passées de
pression est plus efficace que mémoriser une mesure de pression et une commande passées.
Les mesures de pression contiennent plus d’informations pour l’objectif considéré que les
commandes. Dans le cas 5 capteurs, l’approche si/si−k1/si−k2 utilise 3× 5 = 15 mesures
alors que l’approche si/si−ks/ui/ui−ku n’en utilise que 2× 5 + 2× 2 = 14. Les 5 mesures
de pressions sont donc plus utiles.

6.3 Estimation d’un champ de nature différente
Cette dernière section concerne des problèmes qui vont modifier la nature du champ

estimé H. Jusqu’à présent, ce champ a toujours été le champ de pression Y . Les mesures
ont toujours incorporé une restriction de ce dernier via CY . Les problèmes ci-dessous vont
graduellement modifier la nature du champ à estimer.

6.3.1 Manipulation de la traînée

Tout d’abord, le coefficient de traînée C est considéré au lieu du champ de pression y.
Bien que ce dernier soit un simple scalaire, il est intéressant de ce concentrer uniquement
sur son obtention à l’aide des méthodes proposées. Ceci évite le calcul du champ de pres-
sion complet lors de la détermination des dictionnaires. De plus, le coefficient de traînée
total est considéré. Elle contient donc des informations supplémentaires reliées aux forces
de viscosités non contenues dans le champ de pression. Ce simple scalaire n’est donc pas
si trivial à obtenir.

Ces informations, non disponibles jusqu’à maintenant, vont être extraites de la nouvelle
séquence d’entraînement Γ ∈ R1×nsnap définie selon :

Γ =
[
C1 . . . Cnsnap

]
, (6.21)

où Ci est le coefficient de traînée subie par le cylindre à la date ti pour 1 ≤ i ≤ nsnap.

Estimation du coefficient de traînée

Le premier exemple concerne l’estimation du coefficient de traînée totale à partir des
mesures de pression effectuées en surface et des commandes appliquées. Un schéma si/ui
est retenu afin d’estimer la traînée. Les séquences d’apprentissage choisies sont alors :

H = Γ et S = Sext =
(
CYi
Ui

)
. (6.22)

Une mémorisation des mesures et des commandes peut en effet être effectuée si besoin.
Les positions SensorSpace Drag sont obtenues à partir de ces séquences d’entraînement.
La parcimonie de GOBAL est K = nSext = 2(nS + nu).

Le tableau 6.9 contient les erreurs relatives obtenues dans le cas de l’estimateur linéaire
R et l’estimateur GOBAL.

Enfin, puisque la grandeur à reconstruire est un scalaire, il convient de représenter son
évolution dans le temps.

La figure 6.14 représente l’évolution temporelle du coefficient de traînée totale C (ob-
tenu par le simulateur) et l’estimé Ĉ à partir des dictionnaires GOBAL pour le cas nS = 5,
nmul = 10. Il est remarquable que ces deux courbes soient quasiment confondues. Le coef-
ficient de traînée totale (pression, viscosité) est estimé avec une très bonne précision.
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Nombre de SensorSpace GOBAL GOBAL GOBAL
capteurs nS Drag (estim) nmul = 1 nmul = 3 nmul = 10

1 3.61% 3.61% 2.84% 2.55%
2 1.89% 1.89% 1.50% 1.23%
3 0.858% 0.858% 0.611% 0.540%
4 0.652% 0.652% 0.444% 0.377%
5 0.561% 0.561% 0.422% 0.327%

Table 6.9 – Comparaison - Estimation du coefficient de traînée
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Figure 6.14 – Estimation du coefficient de traînée (nS = 5)

Pour ressentir ceci, la figure 6.15 représente un zoom sur un changement de commande.
Même lors d’une phase de transition de régime, l’algorithme fonctionne cor-
rectement et donne une estimation très satisfaisante du coefficient de traînée.

Prédiction du coefficient de traînée

La seconde proposition concerne la prédiction du coefficient de traînée. A partir des
mesures présentes et passées, un état futur du coefficient de traînée est estimé.

Le schéma si/ui est retenu afin de prédire la traînée. De bien meilleurs résultats
peuvent être obtenus si des mesures/commandes passées sont exploitées. Les séquences
d’apprentissages retenues sont alors :

H = Γi+1 et S = Sext =
(
CYi
Ui

)
. (6.23)

Les tailles des matrices sont ajustées pour être compatibles avec cette formulation. A partir
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Figure 6.15 – Estimation du coefficient de traînée (nS = 5) (zoom)
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des informations à la date i, le coefficient de traînée à la date i+1 doit être estimé (prédit).
Avec les données utilisées, cela revient à prédire le coefficient de traînée dans 0.4s à partir
des données présentes.

Les résultants sont disponibles dans le tableau 6.10.

Nombre de SensorSpace GOBAL GOBAL GOBAL
capteurs nS Drag (pred) nmul = 1 nmul = 3 nmul = 10

1 4.68% 4.68% 4.14% 3.83%
2 2.63% 2.63% 2.34% 2.13%
3 1.68% 1.68% 1.19% 0.980%
4 0.598% 0.598% 0.447% 0.395%
5 0.500% 0.500% 0.386% 0.316%

Table 6.10 – Comparaison - Prédiction du coefficient de traînée

Une telle approche est ainsi valide. Les erreurs relatives obtenues peuvent être in-
férieures à 1% dès l’utilisation de 3 capteurs. Il est aussi remarquable qu’à partir de 4
capteurs, le problème de prédiction est plus performant que le problème d’estimation pré-
cédent.

De la prédiction en temps réel peut être faite et, ensuite, être intégrée dans un schéma
de commande plus classique.

6.3.2 Cas synthétique

Á titre d’exercice, cet avant-dernier exemple va traiter du problème Pb.GoalOriented
dans un cas synthétique. L’objectif est ici d’estimer Y �Y à partir des mesures de pression.
� représente le produit matriciel de Hadamard (encore appelé produit de Schur). A partir
de mesures sur le champ de pression, l’estimateur conçu doit reconstruire ce dernier mis
au carré (élément par élément). Bien évidemment, l’algorithme ne peut pas exploiter cette
information a priori.

Les séquences d’apprentissages retenues sont :

H = Y � Y et S = CY. (6.24)

Placement des capteurs

SensorSpace peut être utilisé directement pour répondre à ce problème. Le nombre
r de modes retenus pour décrire correctement H est choisi égal à 50. Dans ce cas, l’erreur
relative de description faite sur cette séquence n’est que de 1.2 10−3%. La figure 6.16
illustre les positions obtenues des capteurs pour répondre à cet objectif. Sur les graphes 4
capteurs et 5 capteurs, un capteur se trouve confondu avec l’actionneur supérieur.

Résultats

Tous les algorithmes présentés jusqu’à maintenant peuvent être utilisés pour répondre
à ce problème, même SOBAL généralisé. En effet la matrice J minimisant ||S − JH||F
lorsque 3 capteurs sont utilisés permet d’atteindre une erreur relative sur S de seulement
1.2 10−3%. Tant que le nombre de mesures est très faible devant la dimension du champ
à reconstruire, une telle approche est exploitable.
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Figure 6.16 – Positions SensorSpace Square - 1 ≤ nS ≤ 5

Cette application est l’occasion d’illustrer les capacités des algorithmes à base de par-
cimonie pour répondre à un problème non-linéaire.

Approche POD
Afin de comparer les résultats avec ceux d’une approche classique, le cas POD est utilisé. La
base POD de Y est calculée. Ensuite, aucun capteur n’est utilisé et la représentation réduite
associée à chaque snapshot de Y est supposée connue. Ainsi, le cas où nS modes sont utilisés
revient à considérer que nS capteurs sont parfaitement placés et que la représentation
associée est parfaitement accessible (cas idéal). Soit nS le nombre de modes retenus. Dans
ce cas, la matrice des représentations réduites associées à Y est AY (matrice pleine).
Ensuite, le meilleur estimateur linéaire R est retenu. Ce dernier minimise la norme ||H −
RAY ||F .

La figure 6.17 illustre l’évolution de l’erreur relative faite sur H suivant le nombre de
modes nS retenus (sachant que le meilleur estimateur R précédent est calculé à chaque
fois). En utilisant des estimateurs linéaires classiques, ce problème nécessite l’utilisation de
21 modes (en pratique, au moins 21 capteurs) afin de pouvoir faire moins de 5% d’erreur
relative sur H.
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Figure 6.17 – POD - Performances Square selon nD

Approches GOBAL et GOC
Les méthodes à base de parcimonie et de classes sont maintenant utilisées. Ces dernières
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doivent (normalement) exhiber des performances nettement supérieures. Le fait qu’une
restriction des modes est utilisée selon les mesures effectuées semble très prometteur. Cela
revient à effectuer un découpage du problème et ainsi de proposer des modes adaptés pour
chaque sous-problème.

Concernant GOBAL, la parcimonie de la représentation creuse est une fois de plus
choisie égale au nombre de capteurs utilisés. Les multiplicateurs retenus sont 1, 3 et 10.

GOC est mis en œvre ici afin d’illustrer l’intérêt de pouvoir changer facilement d’esti-
mateur. Un estimateur linéaire ainsi qu’un estimateur polynomial d’ordre 2 sont utilisés.
Un tel estimateur polynomial devrait présenter de très bons résultats vu la transformation
qui relie les mesures au champ à estimer.

En utilisant les notations du chapitre 4, l’estimateur utilisé pour la classe k est de la
forme :

Ψ (s) = Cks� s+Rks+Bj (6.25)

où Ck est une matrice de taille Rnh×nS .
Le nombre retenu de classes est nK = 5.

Le tableau 6.11 contient les erreurs d’estimations relatives εr obtenues.

Nombre de GOBAL GOBAL GOBAL GOC lin GOC poly
capteurs nS nmul = 1 nmul = 3 nmul = 10 nK = 5 nK = 5

1 54.6% 54.6% 54.6% 46.2% 39.5%
2 23.5% 17.3% 13.7% 9.24% 3.35%
3 19.4% 7.20% 4.35% 4.21% 1.14%
4 17.0% 8.68% 6.25% 4.86% 0.861%
5 12.7% 6.50% 5.01% 3.52% 0.738%

Table 6.11 – Comparaison - Performances Synthétique

Ces approches sont clairement supérieures à l’approche POD. En utilisant 3 capteurs,
moins de 5% d’erreur relative peut être faite sur la séquence d’apprentissage si un multipli-
cateur de 10 est choisi. Le cas plein (nmul = 1) est aussi remarquable puisqu’il permet de
faire moins de 13% d’erreur relative avec 5 capteurs. Dans cette configuration, l’approche
POD ferait au mieux 20% d’erreur relative.

L’augmentation du multiplicateur permet d’améliorer les performances GOBAL pour
un emplacement donné des capteurs.

GOC donne ici de très bons résultats avec nK = 5. Ceci illustre l’intérêt de la clas-
sification pour une telle séquence. Les estimateurs linéaire et polynomial (d’ordre 2) sont
ici utilisés. Bien évidemment, l’estimateur polynomial est bien plus performant que toutes
les méthodes considérées jusqu’ici. Ceci provient du fait qu’il est parfaitement compatible
avec l’objet à reconstruire. Cet estimateur est capable de mettre au carré les mesures.

Existence de positions adaptées à la parcimonie
Le point le plus remarquable de cette expérience est le fait que l’augmentation du nombre
de capteur avec nmul = 3 et nmul = 10 ne garantit pas une diminution de l’erreur d’estima-
tion (voir les cases rouges dans le tableau 6.11). De ce fait, utiliser 4 capteurs ne permet
pas de faire mieux que l’utilisation de 3 capteurs (avec les positions retenues ici).

De nombreuses simulations ont été faites afin d’être certain de valider ce résultat. La
cause la plus probable est l’existence de positions de capteurs qui permettent à GOBAL
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d’exhiber de meilleures performances si les représentations réduites associées
sont plus creuses.

Bien que ce résultat fût pressenti pendant tout ce travail de thèse et que de nombreux
efforts fûrent fournis pour tenter d’obtenir un algorithme donnant un tel placement, ces
positions n’ont jamais été obtenues.

Afin de prouver l’existence de telles positions, un capteur supplémentaire est ajouté à
la configuration 3 capteurs issue de SensorSpace. La figure 6.18 représente cette nou-
velle configuration, nommée 4-sparse. Elle contient aussi (à droite) l’ancienne configura-
tion 4 capteurs. L’objectif va être de comparer cette position 4-sparse avec la position
4-SensorSpace.
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Figure 6.18 – Positions 4-sparse (gauche) et 4-SensorSpace (droite)

La position 4-sparse permet d’atteindre 18.6% d’erreur relative avec nmul = 1 (cas
plein). Cette erreur est plus grande que les 17.0% obtenu avec à la configuration 4-
SensorSpace. SensorSpace permet d’obtenir la meilleure position des capteurs pour
que GOBAL fasse le moins d’erreur dans le cas nmul = 1 (le cas plein).

Cependant, avec nmul = 3, GOBAL permet maintenant d’afficher 6.08% d’erreur re-
lative avec 4-sparse. Cette erreur est bien inférieure aux 8.56% obtenus avec les positions
4-SensorSpace.

La position 4-sparse est moins intéressante que d’autres positions de capteurs pour
l’approche GOBAL dans le cas plein. Par contre, elle permet d’afficher de meilleures
performances que les positions 4-SensorSpace lorsque la parcimonie est effectivement
utilisée (nmul > 1). Ainsi, l’existence de positions adaptées à la parcimonie est
prouvée.

Ceci montre aussi que SensorSpace ne produit pas de positions optimales pour GO-
BAL lorsque nmul > 1. Cela dit, ce SensorSpace permet le meilleur placement avec
nmul = 1 et ensuite, pour une position fixe, l’augmentation de nmul réduit de plus en plus
l’erreur relative.

6.3.3 Estimation du champ des vitesses

Le cas de l’estimation du champ des vitesses à partir de mesures de pression effectuées
en surface du cylindre est considéré. Soient Vx ∈ Rnx×nsnap et Vy ∈ Rnx×nsnap les matrices
contenant les valeurs de la composante selon les axes x et y respectivement du champ des
vitesses en chaque point du maillage.

Il est important de remarquer que des mesures de vitesse en surface du cylindre sont
inexploitables puisque le champ des vitesses y est nul. En pratique, le positionnement réel
des capteurs fait que des vitesses très faibles et peu informatives seront mesurées et ceci
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rendra l’estimation du champ des vitesses dans sa totalité très délicate. En d’autres termes,
le voisinage du cylindre n’est pas adapté à la mesure de la vitesse du fluide. Le couplage
entre le champ des vitesses et celui de pression (comme les équations de la dynamique le
montrent (voir l’équation 2.30)) doit être exploité. Une fois de plus, l’algorithme ne peut
pas exploiter cette information physique (équations de Navier-Stokes) et doit calculer les
estimateurs à partir des seules séquences H et S.

Bien que non-obligatoire, la séquence des commandes appliquées va aussi être utilisée.
Ceci afin de manipuler 3 grandeurs de nature fondamentalement différentes : pression,
vitesse, tension de commande.

Les séquences d’apprentissages retenues sont :

H =
(
Vx
Vy

)
et S = Sext =

(
CY
U

)
, (6.26)

où Y est la matrice des snapshots de pression associée à Vx et Vy et U contient les
commandes appliquées.

La séquence Vx est bien plus riche que Vy dans le cas considéré. Pour illustrer ce point,
il faut retenir plus de modes POD pour décrire Vx que Vy afin que l’erreur de description
sur ces deux séquences soit proche. Ceci provient du fait que l’écoulement incident est
orienté selon x.

Les positions SensorSpace Copt pourraient être utilisées mais elles semblent vouées
à être non-optimales vu le changement de nature physique de la quantité d’intérêt. Les
positions des capteurs C pour répondre à ce problème vont être déterminées. L’algorithme
SensorSpace Étendu est utilisé sans modification supplémentaire.

Afin d’utiliser SensorSpace, il ne reste qu’à fournir le nombre de modes nécessaire
pour décrire correctement H. En utilisant une décomposition SVD de cette séquence, il
s’avère qu’utiliser 50 modes POD permet d’obenir une erreur relative inférieure à 0.02%.
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Figure 6.19 – Positions SensorSpace Fluide (Cxy) - 1 ≤ nS ≤ 5

La figure 6.19 contient les différentes positions des capteurs pour estimer les deux com-
posantes du champ des vitesses. Le tableau 6.12 contient les erreurs relatives d’estimation
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faites sur les différentes séquences d’entraînement considérées. Un estimateur linéaire op-
timal R est utilisé pour chaque configuration. Les positions utilisées sont indiquées entre
parenthèses, en dessous de la séquence à estimer. Ces positions sont identifiées par les
sigles :

— Cxy, indiquant les positions SensorSpace Étendu pour estimer Vx et Vy,
— Cx, indiquant les positions SensorSpace Étendu pour estimer Vx seul,
— Cy, indiquant les positions SensorSpace Étendu pour estimer Vy seul.

Nombre de Vx et Vy Vx Vx Vy Vy
capteurs nS (Cxy) (Cx) (Cxy) (Cy) (Cxy)

1 24.7% 36.4% 36.4% 24.3% 24.3%
2 11.6% 19.8% 19.8% 11.2% 11.2%
3 7.16% 14.6% 15.8% 6.72% 6.72%
4 3.91% 10.3% 11.9% 3.35% 3.38%
5 2.22% 6.22 % 6.23% 1.97% 1.97%

Table 6.12 – Réglage Fluide - εr pour différentes positions des capteurs

Si les positions Cxy sont utilisées pour estimer seulement Vx ou Vy (colonnes surlignées),
les erreurs relatives obtenues ne sont que légèrement supérieures à celles obtenues avec les
positions Cx ou Cy. Au prix d’un sacrifice sur les performances d’estimation de Vx pour
3 et 4 capteurs, les positions Cxy permettent d’obtenir une estimée des deux composantes
du champ des vitesses.

Ce tableau illustre bien qu’il est plus difficile d’estimer correctement Vx que Vy pour
un même nombre de capteurs.

Suivant les besoins de l’utilisateur, une pondération peut être appliquée afin d’accor-
der plus d’importance à l’estimation de Vx ou Vy. En fait, il s’avère que l’utilisation de

H =
(
Vx
Vy

)
revient à accorder intrinsèquement plus d’importance à Vy qu’à Vx. Les

algorithmes présentés jusqu’à maintenant manipulent la norme de Frobenius des matrices
d’entraînement. Ainsi, vu que ||Vy||F = 6.38 103 et ||Vx||F = 1.12 103, Vy est environ 6
fois plus important que Vx.

La séquence à estimer est maintenant créée à l’aide d’une pondération. Soit W ∈
R2nx×2nx une matrice diagonale définie semi-positive.

La matrice à estimer est :

H = Hp = W 1/2
(
Vx
Vy

)
. (6.27)

Le cas 3 capteurs a été utilisé pour étudier l’effet de W . La diagonale de la matrice
W contient 2nx coefficients α ∈ R∗+ suivi de 2nx coefficients nuls. Si α < 35, les positions
Cxy pondérées obtenues permettent d’atteindre 15.8% d’erreur relative sur Vx et 6.72%
d’erreur relative sur Vy. Si α > 50, les positions obtenues permettent de réduire l’erreur
faite sur Vx jusqu’à 14.6% mais augmente celle faite sur Vy jusqu’à 9.52%. Ceci est le
comportement attendu.

La figure 6.20 représente 4 positionnements différents des 3 capteurs de pression. Les
deux positions centrales sont associées à Cxy pour deux différents coefficients α. Suivant
la valeur choisie, ces dernières ressemblent très fortement au cas Cx (à droite) ou Cy (à
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Figure 6.20 – Positions SensorSpace Fluide - Cy, Cxy (α < 35), Cxy (α > 50) et Cx
(de gauche à droite)

gauche).

L’utilisation de méthodes à base de parcimonie/classes va maintenant permettre de
réduire ces erreurs relatives. Les positions Cxy avec α = 1 (sans pondération) sont utilisées
dans la suite.

Utilisation de GOBAL

La parcimonie est choisie afin d’exploiter la totalité des informations disponibles. De
ce fait, cette dernière est K = nS + nu, comme dans le cas Étendu statique. Seul un
multiplicateur nmul = 4 est considéré ici afin de ne pas alourdir l’étude.

Utilisation de CB.GOBAL

Afin de varier par rapport au cas précédent, l’algorithme CB.GOBAL est utilisé. Une
étude détaillée des différentes combinaisons possibles du nombre de classes et de la taille
des sous-dictionnaires n’est pas effectuée. Comme la méthode précédente, la parcimonie
de chaque représentation creuse est choisie égale à K = nS + nu. Le nombre de classe est
choisi égal à nK = 2.

Résultats

Les résultats sont concentrés dans le tableau 6.13.

Nombre de GOBAL GOC CB.GOBAL
capteurs nS nmul = 4 nK = 2

1 23.5% 23.3% 22.8%
2 10.1% 8.31% 7.87%
3 6.48% 6.25% 5.64%
4 2.41% 2.12% 1.62%
5 1.72% 1.65% 1.36%

Table 6.13 – Comparaison - Performances Fluide

Avec seulement 5 mesures de pression en surface, un champ contenant 6030 éléments
a pu être estimé avec une précision remarquable. En effet, l’erreur moyenne obtenue avec
l’approche CB.GOBAL n’est que de 1.36% dans ce cas. Ces résultats peuvent être gran-
dement améliorés en augmentant nmul pour GOBAL et nK pour CB.GOBAL.

CB.GOBAL permet de faire une erreur plus faible que GOBAL à nombre identique
de modes. Le fait que GOC permet d’obtenir une erreur plus faible que GOBAL nmul = 4
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indique qu’ici la classification est plus bénéfique que la parcimonie. Ce comportement peut
changer lorsque le nombre de classes devient trop grand.

6.4 Conclusion
Lors des chapitres précédents, un effort important a été effectué afin de réduire le plus

possible l’erreur d’estimation dans le cadre de Pb.Estimation. L’utilisation de la parcimo-
nie est l’étape clef pour se défaire de la limitation nD = nS . L’intégration de la position
des capteurs dans l’algorithme K-SVD afin de proposer l’algorithme SOBAL correspond
à la volonté d’exploiter au mieux possible l’information réellement disponible lors d’une
utilisation pratique. L’utilisation de classes a permis de découper les séquences d’entraîne-
ment en sous-séquences afin d’y associer des estimateurs finement adaptés. Contrairement
aux approches classiques, le cas “faible nombre de capteurs” est constamment considéré.
L’intégration d’informations supplémentaires permet de réduire considérablement l’erreur
effectuée quel que soit le nombre de capteurs utilisés.

Cette section a été l’occasion d’illustrer la flexibilité des algorithmes proposés face
à l’intégration d’informations supplémentaires. Toujours dans un contexte de Machine
Learning, d’apprentissage à partir de séquences d’entraînement, plusieurs problèmes ont
pu être abordés.

Comme prévu, l’exploitation de mesures passées permet de réduire nettement l’er-
reur d’estimation. Une méthode greedy à base de l’algorithme SensorSpace a permis
d’apprendre quelles mesures passées devaient être utilisées. Chaque méthode à base de
parcimonie a pu s’adapter au problème et présenter des performances de plus en plus
impressionnantes par rapport à la configuration pleine. L’utilisation de classes permet
d’effectuer un constat similaire.

Ensuite, l’intégration d’une information de nature différente a été effectuée. Les mé-
thodes présentées n’ont eu aucun problème à extraire les informations de commandes et
de les utiliser conjointement avec les mesures de pression. De même, une mémorisation
des mesures et commandes passés a affiché des performances remarquables compte tenu
des tailles des dictionnaires utilisés.

Enfin, l’estimation d’une grandeur de nature fondamentalement différente des mesures
a été étudiée. Jusqu’alors, les informations disponibles au niveau de l’utilisateur ont tou-
jours incorporées une restriction du champ complet à estimer. La section correspondante
de ce chapitre (6.3) a clairement illustré l’avantage d’utiliser des méthodes d’apprentis-
sages pour répondre à des problèmes complexes.

Bien que ces approches subissent la limitation majeure d’être dépendantes des infor-
mations contenues dans les séquences d’apprentissages, elles permettent dans ce contexte
de proposer des solutions à des problèmes variés d’estimation sans nécessiter un a priori
physique. Cet a priori est nécessaire pour choisir la séquence d’entraînement par rapport à
l’utilisation réelle attendue. Cependant, il ne l’est pas lors du positionnement des capteurs
ou de la création des dictionnaires.

Des problèmes de prédiction peuvent être aussi considérés sans modifications majeures,
tout comme des problèmes d’interpolation. Un remaniement des données d’apprentissage
est la seule étape nécessaire pour placer les capteurs et produire les dictionnaires corres-
pondants.
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7.1 Conclusion Générale

Il est maintenant opportun de conclure sur la totalité des travaux effectués. Pour ob-
server ce travail de thèse sous une autre perspective, une description chronologique est
maintenant donnée.

L’objectif premier était d’exploiter la parcimonie et ses propriétés, remarquables et
souvent mentionnées dans ce manuscrit, afin d’effectuer une estimation performante des
composantes d’un champ de pression. Au vu des contraintes de l’étude (aucun modèle
dynamique, aucune hypothèse de nature statistique sur les données, peu de capteurs dis-
ponibles, estimation possible en temps réel) l’utilisation de la parcimonie était une voie
qui semblait prometteuse. En effet, cela revenait à se détacher de la contrainte de de-
voir utiliser un système d’équations bien posé et ainsi, utiliser des représentations creuses
plus grandes que les approches classiques. Tout ceci est possible à partir des snapshots
du champ d’intérêt à disposition. Plusieurs obstacles ont été rencontrés et la décision de
créer un dictionnaire adapté aux données a été prise. L’algorithme principal produit par
ce travail de thèse est SOBAL, un algorithme très proche de K-SVD. Ce dernier a permis
de répondre au problème fondateur du sujet de thèse et a pu afficher des performances de
reconstruction bien supérieures à l’approche POD. Toute la complexité de cette approche
est redirigée vers la phase de conception des dictionnaires. L’estimation est encore possible
en temps réel, vu l’efficacité des algorithmes d’estimation creux type OMP.

L’importance de la position des capteurs était un facteur bien connu dès le début
de ce travail. L’algorithme SOBAL peut s’adapter aux données fournies par les capteurs
même si ces derniers sont mal placés. Cependant, il s’est avéré nécessaire de proposer
une approche de placement capteurs capable de prendre en compte des contraintes géo-
métriques de placement et d’exploiter pleinement les possibilités ouvertes par SOBAL.
Les principales approches de placement de capteurs sont en effet limitées par la même
contrainte principale que l’approche POD : l’utilisation d’autant de modes POD que de
capteurs. De ce fait, l’algorithme SensorSpace a été proposé. Ce dernier permet d’effec-
tuer un placement de capteurs pleinement compatible avec SOBAL. La contrainte peu de
capteurs est ainsi parfaitement respectée et surmontée, dans le cadre de ce travail.
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La suite de ce travail a été consacré à l’amélioration des algorithmes conçus.

Tout d’abord, l’algorithme SensorSpace a été largement optimisé d’un point de vue
temps de calcul. Ceci a été fait en exploitant la redondance inhérente à la démarche
SensorSpace proposée. L’algorithme a aussi été modifié pour produire des positions ro-
bustes au bruit de mesure.

Ensuite, l’algorithme SOBAL a été modifié afin de pouvoir agir sur une nouvelle classe
de problèmes bien plus générale : les mesures ne sont pas effectuées sur le champ
à reconstruire. Ceci peut en effet prendre en compte le bruit de mesure et les caracté-
ristiques non linéaires des capteurs. L’algorithme SOBAL généralisé a ainsi été produit.

C’est à ce moment que l’algorithme SOBAL s’est révélé être un cas particulier d’un
problème plus large. SOBAL a été vu comme un algorithme utilisant deux dictionnaires
couplés. En découplant ces deux dictionnaires, l’algorithme GOBAL a été proposé.
Ce dernier est bien plus complexe que SOBAL et nécessite diverses précautions de concep-
tion et d’utilisation. De par ces performances, GOBAL est devenu l’algorithme phare de ce
travail de thèse. Couplé à SensorSpace qui a aussi été modifié pour agir sur le problème
généralisé précédent, il permet d’atteindre des performances remarquables d’estimation.
Cet algorithme peut facilement incorporer la démarche de SensorSpace pour être rendu
robuste au bruit.

Enfin, il a été noté que l’augmentation continuelle de la parcimonie (via nmul) n’était
pas efficace. Afin de répondre à ce problème, l’utilisation de la classification a été retenue.
Ainsi, à partir des données initiales, un dictionnaire de classification est formé à l’aide de
l’algorithme GOC. Devant être compatible avec le problème généralisé, un tel algorithme
a dû être proposé. Ce dernier permet de former des classes adaptées à un objectif donné.
L’utilisation conjointe de la classification et de la parcimonie a abouti à la création de
CB.GOBAL. Ce dernier est encore améliorable mais affiche déjà de très bonnes perfor-
mances d’estimation.

Après cette série d’améliorations, l’objectif était d’illustrer les performances de ces
algorithmes sur des nouveaux problèmes. Le cas dynamique a été traité afin de se rappro-
cher de la pratique commune du filtrage. Des données passées sont mises en mémoire et
ensuite utilisées par les dictionnaires conçus. Comme prévu, ceci a grandement amélioré
les performances d’estimation.

Ensuite, le cas étendu a été traité afin d’illustrer la possibilité d’exploiter des données
de natures différentes : mesures de pression, commandes appliquées. Le gain obtenu est
moindre que le cas dynamique mais est néanmoins très apprécié.

L’estimation de la traînée a ensuite été traité directement, sans passer par la recons-
truction du champ de pression. De ce fait, le coefficient de traînée totale (incluant donc la
traînée due aux forces tangentielles à la surface du cylindre) a pu être estimé de manière
très convenable.

Les derniers exemples traités ont fait intervenir des champs de natures fondamentale-
ment différentes du champ de pression. Le premier cas traité était purement synthétique
et consistait à reconstruire le champ de pression mis au carré. Le second cas étudié était
la reconstruction du champ des vitesses à partir de mesures de pressions effectuées à la
surface du cylindre. Cette approche a été traitée avec GOC, GOBAL et CB.GOBAL
avec un très grand succès, illustrant une dernière fois le potentiel de telles méthodes.
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L’utilisation de la parcimonie s’est révélée être un outil puissant permettant d’obtenir
de très bonnes performances d’estimation par rapport à une approche linéaire classique.
La classification a ici permis de découper des problèmes complexes en sous-problèmes plus
simples. Pour chaque classe, un estimateur linéaire ou plus complexe (tel que GOBAL)
pouvait être utilisé.

Pour conclure, tout ce travail peut être vu comme une contribution à l’association
non supervisée. A partir de deux séquences de données Y et H quelconques, un lien
entre ces dernier est déterminé sous la forme de dictionnaires. SensorSpace permet de
placer des capteurs pour mesurer Y en vue de reconstruire H. Via l’utilisation de la
parcimonie et/ou de la classification, un estimateur de H utilisant uniquement S = CY
est produit. Ces algorithmes tentent de minimiser au mieux ||Ĥ −H||F . Ils ne nécessitent
aucun a priori physique ou statistique pour fonctionner correctement.

7.2 Poursuite du travail

Un travail de thèse nécessite de faire des choix. Certaines pistes n’ont pas pu être ap-
profondies dans le temps imparti au détriment des directions proposant les plus grandes
chances de réussite. Cette dernière section a pour objectif de présenter de telles pistes.

Tout d’abord, SensorSpace peut encore être facilement amélioré. A partir d’une
approche rapide Worst One Out, l’espace intial des positions possibles pourrait être nette-
ment réduit. De cet espace, une version de SensorSpace manipulant 2 capteurs à la
fois permettrait d’obtenir de bien meilleures solutions. Une réduction de l’espace possible
est nécessaire à cause de la complexité associée à la manipulation conjointe de nS ≥ 2
capteurs.

Des positions de capteurs encore plus robustes au bruit doivent pouvoir être obtenues
à l’aide de SensorSpace. Comme mentionné dans la partie 5.3.1, il est possible d’utiliser
un estimateur robuste dans le critère qui agit sur les mesures bruitées (et non sur les
mesures non-bruitées). La minimisation d’un tel critère nécessite l’utilisation de SensorS-
pace Goal-Oriented. Les essais dans le cas bruité avaient été réalisés avant l’évolution de
l’algorithme SensorSpace. Avec plus de temps, cette approche aurait été refaite avec ces
nouvelles positions.

Le placement de capteurs permettant d’exploiter la parcimonie des approches conçues
est encore un problème ouvert. L’existence de telles positions de capteurs a été prouvé
au chapitre 6 (lors de l’exemple synthétique). Diverses techniques ont été tentées dont de
nombreuses s’appuyant sur les travaux de [1]. Malheureusement, aucun algorithme valable
pour modifier SensorSpace n’a été produit. Une piste prometteuse était l’utilisation in-
verse de OMP qui utilise le dictionnaire CΦ et y pour obtenir une représentation creuse
a. La méthode recherchée consistait à utiliser y, le support de a et Φ pour obtenir C.
L’idée était de placer les capteurs afin d’imposer les supports des représentations creuses,
compatibles avec des solutions SOBAL. Outre la difficulté due au couplage entre les posi-
tions des capteurs et SOBAL, la tâche s’est révélée trop délicate à gérer sur l’ensemble de
la séquence. Placer les capteurs pour imposer le support d’un seul snapshot est possible.
Cependant, placer les capteurs pour satisfaire au mieux à un ensemble de snapshots est
beaucoup plus délicat.

Comme indiqué dans le chapitre 4, l’obtention d’un critère simplifié permettant d’ob-
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tenir une information sur la structure améliorerait grandement le temps de calcul de
CB.GOBAL. Une idée consistait à appliquer GOBAL à chaque classe et ensuite à étu-
dier les couples de dictionnaires obtenus. Aucun résultat convainquant n’a été trouvé en
calculant directement la cohérence des dictionnaires ainsi que des critères dérivés de celle-
ci. Une piste qui semblait prometteuse consistait à compter le nombre de supports distincts
des représentations creuses par classe. À partir de ce nombre, la capacité qu’a cette classe
de profitier d’une augmentation de nmul a tenté d’être quantifiée.

Concernant GOBAL, une amélioration possible consisterait à incorporer les idées pro-
venant de la Double Sparsity [2]. Une telle approche pourrait grandement améliorer GO-
BAL puisqu’elle a permis d’améliorer la K-SVD en imposant l’utilisation de dictionnaires
creux. La Double Sparsity introduit une forme de classification via cette structure creuse
[3]. Elle permet aussi de réduire les effets de l’overfitting, rendant ainsi les dictionnaires
plus robustes face à des données non contenues dans les séquences d’entraînement. GO-
BAL pourrait ainsi bénéficier de bonnes performances provenant de la classification et de
la parcimonie.

L’utilisation de méthodes à noyaux [4] pourrait être très bénéfique à l’algorithme
GOC et de ce fait CB.GOBAL. Une telle approche consiste à affecter les vecteurs de
mesures à des vecteurs de dimensions plus élevées. Cependant, il n’y a jamais besoin
d’évaluer ces vecteurs de grandes dimensions. Seuls des produits scalaires, évalués à l’aide
de fonctions nommées Kernel, sont réalisés dans cet espace.

Dans cet espace de plus grande dimension, une classification type K-Means serait bien
plus efficace. Des classes plus performantes pourraient alors être obtenues.

Un exemple parlant concerne la classification de points disposés de manière co-centrique
autour d’un même centre (étude plane). Seuls 2 cercles de points sont considérés. Chaque
cercle doit être associé à une seule classe. En utilisant une approche de classification li-
néaire, il est nécessaire d’introduire un très grand nombre de classes pour séparer les deux
cercles. Cependant, en affectant à chaque point une troisième coordonnée qui représente
leur distance par rapport au centre du cercle, il devient possible de séparer les deux jeux
de points à l’aide d’un seul plan dans l’espace de dimension plus élevée.

L’utilisation de méthodes à noyaux dans le Sparse Coding et le Codebook Update de
GOBAL pourraient aussi constituer une piste d’amélioration.

Enfin, il ne faut pas oublier que tout ce travail peut être appliqué au contrôle d’écou-
lement. Une continuation du travail effectué serait l’élaboration d’une commande en
boucle fermée, exploitant les estimateurs développés, permettant de réduire la traî-
née subie par le cylindre à l’aide des actionneurs plasmas. Ces estimateurs sont en effet
adaptés à une application en temps réel (une fois les dictionnaires calculés) et ne né-
cessitent qu’un très faible nombre de capteurs (3 ou 4) placés de manière réaliste en
surface du cylindre, loin des actionneurs, pour estimer convenablement le coefficient
de traînée totale.
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Résumé : Cette thèse traite de techniques promou-
vant la parcimonie pour déterminer des estimateurs per-
formants n’utilisant les mesures que d’un très faible
nombre de capteurs. La position de ces capteurs est
cruciale pour de bonnes performances et doit être dé-
terminée avec soin. Les méthodes proposées dans ce tra-
vail reposent sur l’utilisation d’une base d’apprentissage
du champ d’intérêt considéré et ne nécessitent pas de
modèle dynamique du système physique. Les éléments
de cette base d’apprentissage sont obtenus à l’aide de
mesures effectuées sur le système réel ou par simula-
tion numérique. Se basant uniquement sur ces éléments
d’apprentissage, et non sur des modèles dynamiques, les
approches proposées sont générales et applicables à des
systèmes issus de domaines variés.
Les approches proposées sont illustrées sur le cas d’un
écoulement fluide 2-D autour d’un obstacle cylindrique.
Le champ de pression dans un voisinage du cylindre

doit être estimé à partir de quelques mesures de pres-
sion effectuées en paroi. En utilisant des positions préa-
lablement fixées des capteurs, des estimateurs adaptés
à ces positions sont proposés. Ces estimateurs tirent
pleinement parti du très faible nombre de mesures en
manipulant des représentations creuses et en exploitant
la notion de classes. Des situations où les mesures ne
portent pas sur le champ d’intérêt à estimer peuvent
également être traitées. Un algorithme de placement de
capteurs est proposé et permet une amélioration signi-
ficative des performances des estimateurs par rapport à
des capteurs placés a priori.
Plusieurs extensions sont discutées : utilisation de me-
sures passées, utilisation de commandes passées, esti-
mation du champ d’une quantité d’intérêt reliée de fa-
çon non linéaire aux mesures, estimation d’un champ à
valeurs vectorielles, etc.
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Abstract : This thesis deals with sparsity promoting
techniques in order to produce efficient estimators re-
lying only on a small amount of measurements given by
sensors. These sensor locations are crucial to the estima-
tors and have to be chosen meticulously. The proposed
methods do not require dynamical models and are ins-
tead based on a collection of snapshots of the field of in-
terest. This learning sequence can be acquired through
measurements on the real system or through numeri-
cal simulation. By relying only on a learning sequence,
and not on dynamical models, the proposed methods
become general and applicable to a variety of systems.
These techniques are illustrated on the 2-D fluid flow
around a cylindrical body. The pressure field in the

neighbourhood of the cylinder has to be estimated from
a limited amount of surface pressure measurements. For
a given arrangement of the sensors, efficient estimators
suited to these locations are proposed. These estima-
tors fully harness the information given by the limited
amount of sensors by manipulating sparse representa-
tions and classes. Cases where the measurements are
no longer made on the field to be estimated can also be
considered. A sensor placement algorithm is proposed
in order to improve the performances of the estimators.
Multiple extensions are discussed : incorporating past
measurements, past control inputs, recovering a field
non-linearly related to the measurements, estimating a
vectorial field, etc..
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