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Résumé

Dans cette theése, nous étudions les liens étroits entre la logique
lindaire et la programmation concurrente par contraintes, sous I’angle
de la sémantique, et plus précisément de la vérification de programmes.

Nous raffinons les observables caractérisables grace & la logique
linéaire et étendons des résultats antérieurs, afin d’obtenir une séman-
tique plus précise et plus générale. Ces résultats sont obtenus par une
traduction plus fidele des agents en formules logiques et un enrichis-
sement de la théorie.

Nous présentons aussi une méthode originale de preuves de pro-
grammes, basée sur la sémantique de la prouvabilité de la logique
lindaire: la sémantique des phases. Celle-ci nous donne un outil de
vérification avec de nombreuses bonnes propriétés: la possibilité de
montrer une propriété universelle du programme simplement par un
contre-exemple; une facilité d’abstraction; enfin la simplicité des
preuves obtenues.

Nous construisons donc une méthode systématique de preuve et,
apres l'avoir testée avec succes sur des exemples classiques, nous
étudions son automatisation. Cette étude aboutit & I'implémentation
d’un prototype de prouveur qui accompagne un interpréteur pour les
langages linéaires concurrents avec contraintes.

il

Abstract

In this thesis, we study the close links between linear logic and
concurrent constraint programming, from the angle of semantics and
more precisely of program verification.

We refine the observables that can be characterized in linear logic
and extend existing results to obtain a more precise and more general
semantics. These results are only based on a more faithful translation
from agents into logic formulae and on an enrichment of the theory.

We also present an original method to get program proofs, based
on the provability semantics of linear logic: phase semantics. This
gives us a tool for verification, enjoying lots of good properties, like
the ability to prove a universal property of the program simply with
a counter-example; an easy abstraction from the program; and the
simplicity of the proofs obtained.

We thus construct a systematic method of proof generation and af-
ter applying it to classical examples, we study its automatization. This
research leads to the implementation of a prototype-prover which can
live side by side with our interpreter for linear concurrent constraint
languages.
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Chapitre 1

Introduction

“Understanding is a kind of ecstasy.”
— Carl Sagan

Langages concurrents avec contraintes

La Programmation Logique avec Contraintes (CLP), introduite par Jaffar
et Lassez en 1987 [16] est une extension de la programmation logique basée
sur la combinaison avec les clauses de Horn définissant les relations, d’un lan-
gage de premier ordre — les contraintes — décidable, sur une structure donnée
X représentant le domaine du discours. Ce paradigme tres général a été, de-
puis lors, utilisé avec succes dans de nombreuses applications de modélisation
et d’optimisation [17]. De plus, la sémantique logique des programmes lo-
giques s’étend naturellement aux langages CLP(X) pour caractériser les
succes et les échecs finis, il suffit en effet de considérer les conséquences en
logique classique, non seulement du programme, mais aussi de la théorie de
la structure X.

Les langages Concurrents avec Contraintes (CC(X)), introduits la méme
année par Maher [24] puis Saraswat [33], peuvent étre vus comme une ex-
tension de la classe CLP(X') par un mécanisme de synchronisation basé sur
I'implication de contraintes. e modele obtenu permet a des agents de com-
muniquer au travers d’une sorte de “tableau noir”, le store, qui est en fait
une contrainte exprimant une accumulation d’information partielle sur les
variables du calcul. Les opérations de base des agents sont donc d’appor-
ter l'information ¢ au store par I'opérateur tell(c) ou d’attendre que le store
implique une information donnée par I'opérateur ask(c). En ajoutant le non-
déterminisme, on obtient des langages assez expressifs pour permettre, entre
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autres, une reconstruction de certains processus utilisés en pratique dans
les implémentations de CLP mais “cachés” jusqu’alors, comme par exemple
le prédicat freeze de Prolog [9, 6], la propagation de contraintes dans les
domaines finis [15], etc. ..

Sémantique

[’évolution monotone du store au cours d’un calcul CC a permis de doter
les langages CC(X) d’une sémantique dénotationnelle simple, basée sur une
représentation des agents par des opérateurs de fermeture [35, 18]. Cepen-
dant, méme si la grande idée Ezécution = Recherche de preuve de la program-
mation logique est moins présente dans les langages CC(X), I'équation Pro-
gramme + Domaine = Théorie reste valable et a donné lieu a une sémantique
logique des CC complémentaire de la sémantique dénotationnelle.

Or, de la grande variété des applications de CC vient naturellement
une volonté de pouvoir démontrer certaines propriétés des programmes, par
exemple des propriétés de sureté ou de terminaison. Mais si ce domaine a été
tres étudié dans le cadre des langages purement concurrents (model-checking,
temporal logic, ...), peu de choses ont été faites pour les CC. Certains tra-
vaux ont essayé de tirer parti de la sémantique dénotationnelle [10], nous
suivons ici une voie différente qui se fonde sur l'idée qu’en utilisant la Lo-
gique Linéaire (LL) introduite par Girard [14] en 1987 (un bon millésime
visiblement) on peut tirer un meilleur parti de I'équation Programme + Do-
maine = Théorie.

Cette idée a permis, non seulement d’affiner les résultats de complétude de
la sémantique logique pour CC [30], ce qui est important pour les preuves de
propriétés de vivacité (voir chapitre 3), mais a aussi conduit a enrichissement
du langage lui-méme: on est en effet naturellement amené a considérer des
domaines de contraintes linéaires et a supposer que les opérations d’ajout et
d’implication de contrainte (ask et tell) correspondent aux conjonctions et im-
plications de LL. Le store peut alors éventuellement évoluer de maniere non-
monotone par “consommation” d’une contrainte. L’expressivité de cette nou-
velle classe de langages Linéaires Concurrents avec Contraintes (LCC(X)) [12],
tres proche des ccpge; de Best et al. [4], nous permet enfin d’écrire de facon
déclarative les protocoles concurrents que CC mettait a notre portée mais
gérait maladroitement (par exemple par des streams, ... ).



Plan de la these

Dans le chapitre 2 nous établissons les notations qui seront utilisées dans
cette these et rappelons les définitions classiques pour CC et LCC, nous les
agrémentons d’exemples et discutons le probleme de la séquentialité dans
CC, puis le chapitre 3 donne les résultats de base concernant la sémantique
logique des langages concurrents avec contraintes. L’accent est mis sur les
théoremes de complétude et leur limitations, ainsi que sur une comparaison
avec les résultats obtenus par 'approche sémantique dénotationnelle.

Nous montrons ensuite dans le chapitre 4 comment ces résultats ont pu
étre poussés plus loin a l'aide d’une sémantique logique plus “fine”, abou-
tissant ainsi a une sémantique précise de type input-output, comme seule la
sémantique dénotationnelle le permettait jusqu’alors, mais en s’affranchis-
sant des limitations sur le langage, comme la monotonie du store, et sur le
systeme de contraintes, comme ’hypothese de treillis, qui lui sont propres.

Dans une deuxieme partie de la these, nous utilisons les propriétés
sémantiques des langages concurrents avec contraintes pour prouver dans
le chapitre 5 des propriétés de programmes grace a la sémantique des phases
de la logique linéaire (telle qu’elle est décrite par exemple dans [26]). Cette
traduction permet de ramener la démonstration de propriétés de stureté, donc
de non-existence de certaines dérivations, a celle, plus simple, de problemes
d’existence, au niveau sémantique; on verra sur des exemples classiques que
cette méthode de preuve donne des résultats tres satisfaisants. Ensuite nous
étudions dans le chapitre 6 comment automatiser, au moins partiellement
la méthode exposée précédemment, en tirant partie au mieux de la techno-
logie des contraintes. On aboutit a une premiere description de cette nou-
velle technique de phase model-checking. Ce chapitre a donné lieu a une
implémentation en GNU-Prolog du systeme décrit, dont le code est donné en
annexe D.

Enfin pour conclure nous exposons brievement les perspectives qu’ont
ouvert ces travaux, les difficultés qui restent a franchir et les solutions qui
nous semblent envisageables.
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Chapitre 2

Langages CC

“To err is human, but to really foul things up
requires a computer.”
— Almanach des fermiers américains, 1978

2.1 Introduction

La programmation concurrente par contraintes, introduite par Saras-
wat [33] en 1987, est un modele de calcul concurrent, ou les processus (ap-
pelés agents) communiquent par 'intermédiaire d’'un tableau noir (appelé
store) commun, c¢’est-a-dire un ensemble de contraintes, donc une informa-
tion partielle, sur les valeurs des variables.

Nous rappelons ici les définitions classiques des langages CC et fixons
les définitions qui nous seront utiles par la suite. Nous insisterons sur les
questions d’expressivité de CC et en particulier la séquentialité qui s’exprime
avec les opérateurs classiques (ask, tell, || et +). Nous présenterons aussi le
paradigme des CC linéaires, ou LCC, qui étend naturellement celui des CC
en se basant sur une logique plus riche: la logique linéaire de Girard [14].
Enfin nous donnons des exemples de programmes et discutons du probléeme
de la vérification de propriétés de ces programmes.

2.2 Définitions et syntaxe

Dans la suite nous noterons X, Y,..., un ensemble de variables et & une
suite finie de variables. [’ensemble des variables libres apparaissant dans la
formule A sera noté fuv(A).
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Pour un ensemble S, S* dénote I’ensemble des suites finies d’éléments de
S. Pour une relation de transition —, —* dénote sa fermeture réflexive et
transitive.

Définition 2.1 (Systéme de contraintes) Un systeme de contraintes est
une paire (C,F¢), telle que:

~ C est un ensemble de formules (les contraintes) construites a partir
d’un ensemble V de variables, d’un ensemble 3 de symboles de fonc-
tions et de relations et des opérateurs logiques suivants: 1 (“vrai”), la
conjonction A et le quantificateur existentiel A; C sera supposé clos par
renommage, conjonction et quantification existentielle.

— k¢ est un sous-ensemble de C x C, qui définit les axiomes non-logiques
du systéme de contraintes. A la place de (c,d) €lbe, nous noterons
clke d.

— ¢ est le plus petit sous-ensemble de C* x C contenant k¢ et clos par
les régles de la Logique Intuitionniste (IL) pour 1, A et 3:

I''ekd TFre I'ke
ek ’ 1
ere TFd T.1Fc
I'Fey T'key I'en e e e
I'Eep Acey ['erANes e et ANesFe
I,d,d+ 'k 'k IekHd
Sl - : =g fo(l,d)

I'dFec I'dFec 'F3dzec [z ckHd

Dans la suite, ¢,d, e... dénoterons des contraintes.

Remarque.

Le cadre choisi ici, celui de la logique intuitionniste plutot que classique,

n’est pas essentiel mais simplement suffisant compte tenu de la structure des

contraintes qui ne sont construites qu’avec des conjonctions et des implica-

tions. Pour les mémes raisons, et afin de préserver la possibilité d’avoir des

contraintes comme freeze dans un systeme de contraintes, nous considérons
I'c

que la régle d’inférence 757 avec x ¢ fu(T') n’est pas indispensable.

Définition 2.2 (Agents) La syntaze desagents CC' est donnée par la gram-
maire sutvante:

An=p(@) |tell(c) | (A || A) | A+ A | TzA | VT (ask(c) — A)

Les opérations possibles pour ces agents sont:
— Uappel de procédure p(Z) (voir la remarque ci-dessous),



2.2. DEFINITIONS ET SYNTAXE 7

— Dajout d’une contrainte ¢ dans le store (agent tell(c) aussi noté plus
simplement c), raffinant ainsi U'information partielle sur les variables
libres,

— la suspension sur une certaine contrainte c: si A est un agent, ['agent
VZ(ask(c) — A) (ou plus simplement Vi(c — A)) attend, pour exécuter
A, que le store contienne suffisamment d’information pour impliquer
c[t/i], et lie les variables correspondantes,

— la mise en paralléle de deuz agents A et B par lopérateur ||,

— le choix non-déterministe entre deux agents A et B par l'opérateur + |

— la localisation d’une variable par ’opérateur 3

Remarque.
Les agents atomiques p(¥) ... seront appelés noms de procédure, nous sup-
poseront que les arguments dans la suite ¥ sont des variables distinctes.

La communication entre agents se déroule par l'intermédiaire du store
sous forme d’ajout de contraintes (tell) et de suspension sur ces contraintes
(ask).

[’émission d’information par un tell n’est pas bloquante, on a donc a faire
a une communication asynchrone (voir par exemple [5]).

Les CC étendent la programmation logique par contraintes [17, 24] par leur
mécanisme de suspension. Ils ont la méme sémantique opérationnelle, sauf
pour ¢ — A qui attend que le store implique la contrainte ¢ pour devenir A.

Il n’y a pas, a priori, d’'opérateur de séquentialité “;”, cependant on verra
dans la section 2.4 qu’il peut étre encodé a 1’aide des opérateurs existants.

L’opérateur ask est noté avec un V afin de clarifier 'opération de lien des
variables de la garde qui est généralement implicite dans CC, on peut donc
écrire ainsi dans CC(H) le programme (directionnel) de concaténation de
deux listes, L1 et L2 dans L3:

concat (L1,L2,L3)=
(L1=[] — tell(L2=L3)) +
V E,L (L1=[EIL] — 3R (tell(L3=[EIR]) || concat(L,L2,R)))

On peut cependant noter que, dans un systéme de contraintes qui n’admet
qu’une solution unique a chaque contrainte (comme c’est le cas par exemple
sur le domaine de Herbrand), il serait possible de se passer du lien des va-
riables dans la garde en répétant la contrainte gardée dans le corps de la
garde. On remplacerait ainsi VZ(c — A) par (37 ¢) — (37 tell(c) || A), mais
cette solution, en plus de dissimuler la véritable action du ask ne pourrait
pas étre étendue a LCC (voir section 2.5).
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La récursion est obtenue grace aux déclarations:

Définition 2.3 (Déclarations) La syntaze des déclarations est donnée par
la grammaire suivante:

D:=¢|p(¥)=A|D,D

Définition 2.4 (Programmes) Un programme est une paire D.A ou D
est une déclaration, close par renommage des variables, et A un agent.

L’agent A sera appelé agent initial.

Les programmes CC sont paramétrés par un systeme de contraintes, mais
en général nous le garderons implicite dans notre présentation, aussi bien
dans la relation de transition que dans celle d’'implication de contraintes. De
meéme, la déclaration D restera implicite.

Nous ferons I’hypotheése naturelle que dans une déclaration p(¥) = A,
toutes les variables de fv(A) apparaissent dans #. Cela correspond d’ailleurs
avec l'interprétation habituelle des clauses de Horn en programmation lo-
gique: les variables libres dans le corps d’une clause et n’apparaissant pas
dans la téte de celle-ci sont considérées (implicitement dans la syntaxe et
explicitement dans la sémantique) comme quantifiées existentiellement.

2.3 Sémantique opérationnelle

2.3.1 Systeme de transition

La sémantique opérationnelle des programmes CC est définie sur des
configurations ot le store est distingué des agents:

Définition 2.5 (Configurations) Une configuration est un triplet (X;c; A),
ot ¢ est une contrainte appelée store, A un agent ou () s’il est vide, et X un
ensemble de variables, appelées variables cachées de ¢ et A.

La sémantique opérationnelle est définie par un systeme de transitions qui
ne prend en compte aucune stratégie d’évaluation particuliere. Ce systeme
est donné dans le style de la CHAM [3] (voir aussi [29]). Nous distinguerons
donc une relation de congruence de la relation de transition.

Définition 2.6 (Congruence) La congruence structurelle = est la plus pe-
tite congruence satisfaisant les régles de la table 2.1.
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z & fu(4)
dyA =32A[z/y]

a-Conversion

Composition parallele A||B=B| A
All(Blley=@AlB)IC

TaB. 2.1 — Congruence structurelle

Les axiomes d’associativité et de commutativité de la composition pa-
rallele donnent aux agents une structure de multi-ensemble. Désormais nous
identifierons donc, par un léger abus de notation, ’agent d’une configuration
et le multi-ensemble de ses sous-agents en composition parallele. Nous note-
rons [, A, ... ces multi-ensembles. La congruence s’étend alors de fagon cano-
nique aux multi-ensembles: T =T" ssi I' = {Ay,..., A}, IV = {A],... A}
et Vi=1,...,n, A; = Al

Deux configurations seront dites congrues, (X;¢;T) = (X';5¢5T),
quand les ensembles X et X' sont égaux et les multi-ensembles d’agents
[ et I congrus.

Définition 2.7 (Transitions) La relation de transition — est la plus pe-
tite relation sur les configurations satisfaisant les regles de la
table 2.2.

Dans cette présentation de la relation de transition, il est clair que 1’en-
semble des variables cachées ne peut que grossir le long d’une dérivation:

Proposition 2.8 Si (X;¢;T) —* (V;d; A) alors X C Y.

Preuve.

Il suffit de raisonner par induction sur la dérivation, puis remarquer que 1’en-
semble des variables cachées n’est modifié que dans la localisation et qu’alors
il grossit. 0]

Les agents et déclarations ne contenant pas + sont appelés déterministes.
Ce nom se justifie par la proposition suivante:

Proposition 2.9 (Confluence [35]) Soit une configuration déterministe k
avec des déclarations déterministes, si k —> k1 et Kk — ko, alors il existe
une configuration déterministe k' telle que k1 —* k' et kKo —* K.
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(Xl = (X551 — (V5 d5A") = (Vid A)

Equival
quivalence Kool —r T )
Tell (X5 ¢;tell(d), T) — (X;¢ A d;T)
Ask c ¢ d[t/7] _
(X;6VE(d — A),T) — (X;¢; A[t/7],T)
Localisation y € XU fu(c,T)

(X;6;3yAT) — (X U{yh 6 AT)

(p(y) =A) e D
(X;6p(),T) (X;¢,A,T)

Appel de procédure

Choix aveugle (X;¢A+ B, T) — (X;¢A,T)
(X;¢; A+ B, T) — (X;¢;B,T)

TAB. 2.2 — Relation de transition de CC

Une autre propriété des programmes CC est que leur exécution est exten-
sive (les contraintes ne font que s’accumuler dans le store durant I’exécution)
et monotone:

Proposition 2.10 (Extensivité [35])
Si (X;¢T) —*(V;d;A) alors Y d ke X c.

Proposition 2.11 (Monotonie)

Si (X;¢;,T) —* (XUY;d; A), alors pour tout ensemble de variables 7, tout
multi-ensemble d’agents ¥ et toute contrainte e, il existe un renommage Y’
de Y tel que, (X UZ;che; T, E) —* (XUY'UZ Y /Y] Ae; AlY' /Y], X).

Preuve.
On procede par induction sur la longueur de la dérivation. On constate que
toutes les regles sauf équivalence, ask et localisation peuvent étre reproduites
dans (X U Z;c A e;T, %) car leurs conditions d’applications ne portent pas
sur les variables cachées ni sur le store.

Pour ask, il suffit alors de constater que si ¢ k¢ d alors ¢[Y'/Y] Ae k¢
dlY'/Y].

Pour la localisation, il suffit d’utiliser ’a-conversion de maniere a obtenir
un y qui ne soit pas dans fv(e,¥) U Z.
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Pour [’équivalence il suffit de remarquer que si d; = dy alors d,[Y'/Y] =
do[Y'/Y] et la méme chose pour A;. O

2.3.2 Observables

La sémantique opérationnelle précise dépend comme d’habitude du choix
des observables. Voici celles que nous considéreront:

Définition 2.12 (Observables) Le store d’une configuration (X;c;T) est
la contrainte X c. Nous dirons que 34X d est un store accessible de [’agent A
avec store initial c, s’il existe un multi-ensemble d’agents T tel que
(0;¢; A) —* (X;d;T).

Un store succes (resp. un succes) pour un agent A et un store initial ¢ est
une contrainte X d (resp. une configuration (X; d;0)) telle que (0;¢c; A) —*
(X;d;0).

Une configuration terminale pour A et le store initial ¢ est une configura-
tion (X;d; Vi (dy — Ar),... Vi, (d, = Ay)) telle que n > 0, (0;¢; A) —*
(X d; V2 (dy = Ay, .. YZ,(dy — Ay)) et Vi, t, d e di[t) 7). Sila configu-
ration n’est pas un succés (i.e.n > 0), le store 3Xd est appelé une suspension.

Il est facile de vérifier, grace aux propriétés 2.10 et 2.11, que le compor-
tement opérationnel des programmes CC est completement caractérisé, sous
ces observables, par leur comportement a partir d’un store initial vide:

Proposition 2.13 Soit A un agent et ¢ une contrainte.

Les stores accessibles de A avec un store initial ¢ sont les conjonctions de
c et des stores accessibles de A || tell(¢) avec un store initial vide.

Ses succes et ses configurations terminales sont ceuzr de A || tell(c) dans
le store initial vide.

Preuve.
On raisonne par induction sur la derivation en utilisant la monotonie (prop. 2.11)
jusqu’a ce que l’agent tell(c) ajoute vraiment sa contrainte au store. 0]

La sémantique opérationnelle peut donc étre définie avec le store initial
vide (i.e. la contrainte “vrai” notée 1):

Définition 2.14 (Sémantique opérationnelle)
Ostore(C,D.A) ={3Xd e C |3, (0;1;4) —* (X;d;T)}
Oterm-(C.D.A) = {3Xd e C |Ar, (0;1; A) —* (X;d;T) /—}
Osueets(C. D.A) ={3IXd € C | (0;1; A) —* (X;d;0)}

ou Kk /— dénote l’absence de dérivation partant de k.
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Remarque.

Dans le systeme de transition, nous avons choisi la regle de choix aveugle:
I’agent non-déterministe A + B peut se comporter comme A ou comme B.
Si I’on remplace ce choix “interne” par le choix gardé:

(X;6AT) — (3d4) (X5 B,T) — (V;d; A)
(X56A+ B T) — (Y;d; A) (X56A+ B T) — (Y;d; A)

les suspensions d’'un programme changent bien évidement. Par exemple
si k = (0;¢;(c — tell(1)) + (d — tell(1))) avec ¢ e d, alors pour le
choix aveugle, k a deux dérivations possibles: k — (0;¢; ¢ — tell(1)) —
(0; ¢;tell(1)) — (0;¢;0) et &k — (D;¢;d — tell(1)) +—, alors que la
deuxieme dérivation n’est pas possible avec le choix gardé. Il est cependant
intéressant de noter que les succes et stores accessibles restent inchangés dans
les deux interprétations. Les résultats de cette these qui ne concernent que
ces deux types d’observables restent donc valides pour le choix gardé.

43 ; store succes 5 ; A ;
Proposition 2.15 Soient Oy 7¢ et Opits® la sémantique opérationnelle

définie comme ci-dessus mais avec les regles du choix gardé. Pour tout agent
CC, A, on a:
Ostore(C, DA) — store(c) DA) et Osuccés (C, DA) — succés(c) DA)

gardé gardé

Preuve.

La preuve se fait par une simple induction: si I'on note —g4q¢ la relation
de transition avec les regles du choix gardé, considérons une dérivation pour
—, elle ne diverges d’une dérivation pour —4,,4¢ que quand elle s’arréte
apres une transition utilisant une regle de choix aveugle, mais alors: (1) le
store n’a pas changé, donc les stores accessibles ne changent pas et (2) la
nouvelle configuration terminale n’est pas un succes, et la configuration a
I’étape du choix, qui aurait pu étre terminale, n’en était pas un non plus. [l

2.4 Séquentialité
Bien que les langages CC ne possedent pas d’opérateur de séquentialité, il
s’avere que cet opérateur peut étre codé dans CC sans aucune modification:

Proposition 2.16 Soit D.A un programme de CCs.,(C), c’est a dire CC
étendu de 'opérateur o défini par les régles suivantes:

(X564) — (Vid; B)
(X;¢;AeCT) — (Y;d; Be C,T)

(X 0eA) — (X;c;A)
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Il existe un systéme de contraintes C* et un programme D*.A* de CC(C®)

dont les observables permettent de caractériser entierement celles de D.A
dans CCse4(C).

Preuve.

Soit ok un nouwveau symbole de relation d’arité un. C*® est le systeme de
contraintes C auquel on a ajouté ok sans aucun axiome non-logique. Le pro-
gramme D*®.A® est défini par la traduction suivante:

tell(c)y = tell(c A ok(x))
p( _))o.c = p'(:r,gj)
(Al B); = 3Fy,2(A; || B || (ok(y) A ok(z)) — ok(x))
(A+B);, = A+ B
(Vi(c — A)): = VZ(c[Z/7] — AlZ/7];) avec x & Z
(FyA); = FzA[z/y|; avec z # x
(AeB); = Fy(Ay ||l ok(y) = B;)
() =A)" = p*(z,)) = A;
A* = dzA]

Il est immédiat de vérifier (par une induction sur la dérivation) qu’une
contrainte ok(z) est ajoutée au store si et seulement si I’agent correspondant
A3 a atteint un succes.

Or les arbres de dérivation de D.A et de D*.A® ne different que par des
chaines ajoutées a certaines feuilles. En effet les seuls agents ajoutés par la
traduction sont de la forme ok(y) A ok(z) — ok(x) et par la proposition de
monotonie 2.11 (qui reste valable avec 'ajout de o) les éventuelles regles Ask
peuvent étre considérées comme ayant lieu a la fin.

De plus, les stores au cours de la dérivation de D*®.A* ne different que
tres peu de leur store correspondant dans la dérivation de D.A; en effet ils
ne comportent en plus que des contraintes de la forme ok(x) introduites par
un tell.

Comme les prolongements de dérivation ne font qu’ajouter d’autres
contraintes ok(x) au store courant, on a donc:

Ost(C, D.A) = 1c0st(C’', D*.A®)

ol ¢ est opération qui consiste a projeter sur C une contrainte de C’ en
lui enlevant tous ses composants de la forme ok(z).



14 CHAPITRE 2. LANGAGES CC

Or si on obtient un succes pour une dérivation de D.A nous avons vu que
la contrainte ok correspondante était ajoutée au store, et réciproquement,
par conséquent on a:

Osuc(C, D.A) = mcOsuc(C', D*. A®)

De méme, si D.A suspend, alors D*. A® suspend sur le méme ask, et comme
il n’y a jamais de suspension sur le ask ajouté en fin de branche sans qu’il
y en ait une avant (expliquant ainsi la non-production d’un ok) on a donc
aussi les mémes suspensions et donc:

Ostt(C, D.A) = mcOstt(C', D*. A®)

2.5 CC Linéaires

Il y a en fait plusieurs raisons qui ont mené a l’utilisation de la logique
linéaire comme base du systéeme de contraintes, et donc a la naissance des
CC linéaires:

— tout d’abord, malgré I'expressivité importante de CC, qui par exemple
permet de coder la séquentialité comme nous ’avons vu dans la section
précédente, on peut vouloir encore augmenter le pouvoir d’expression
de ces langages, en particulier pour permettre un meilleur controle de
la concurrence (voir par exemple [36]). Une option est de permettre la
consommation de certaines contraintes, ce que Saraswat et Lincoln ont
compris des 1992 [34] et qui fut ensuite poussé plus loin dans [4, 37].
Les contraintes y sont alors naturellement des formules de la logique
linéaire.

— Un autre motif qui pousse a se diriger vers LCC nous est donné par
la sémantique, en effet nous verrons dans le chapitre 3 que la logique
linéaire s’impose comme un outil tres puissant pour étudier CC, en
permettant de caractériser des observables plus fines que la logique
intuitionniste.

Nous présentons donc ici les CC linéaires comme cette suite naturelle
des CC; nous en donnons des exemples et chercherons dans les chapitres qui
suivent a prouver des propriétés de tels programmes.
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2.5.1 Syntaxe

Comme dans les cas des CC nous allons définir le systeme de contraintes,
les agents et configurations, et le systeme de transition. La différence essen-
tielle sera la nature linéaire des contraintes et donc la consommation d’infor-
mation par l'opérateur ask.

Définition 2.17 (Systéme de contraintes Linéaire) Un systeme de
contraintes linéaire est une paire (C,t¢), telle que:

— C est un ensemble de formules (les contraintes linéaires) construites d
partir d’un ensemble V' de variables, d’un ensemble > de symboles de
fonction et de relation et des opérateurs logiques suivants: 1 (i.e. “vrai”),
la conjonction ®, I’exponentiel ! et le quantificateur existentiel 3; C sera
supposé clos par renommage, ®, ! et 3.

— ke est un sous-ensemble de C x C, qui définit les axiomes non-logiques
du systeme de contraintes.

— ¢ est le plus petit sous-ensemble de C* x C contenant k¢ et clos par
les régles de la Logique Linéaire Intuitionniste (ILL) pour 1, ®, ! et 3
(voir aussi l'annexe A):

Ibekd Abe ke
che T,AFd SRS
'tFer Abces I e,eobc I'Fe IekHd v ¢ fol.d)
[LAF e ® ey [Ler®eybe '3z ¢ [z cekd
Id,'dEe ke I,eHd THd

ldEe ldEe OleHd T Fld

Remarque.

Les systemes de contraintes (classiques) de la section précédente sont un cas
particulier que l'on peut retrouver en utilisant la traduction classique de 1L
dans TILL qui consiste & tout mettre sous un ! [14]. L'utilisation du ! est limitée
aux contraintes et non pas aux agents, il est donc a différentier de I'opérateur
de réplication des calculs de processus (comme par exemple le m-calcul [25])
qui permettrait la duplication d’un agent (remplacée dans LCC par I’appel
de procédure), mais pas I'effacement.

On peut définir une classe de contraintes particulieres, appelées contraintes
de synchronisation [32] et représentant les contraintes atomiques qui n’ap-
paraissent dans aucun axiome non-logique. Nous verrons plus loin et dans le
chapitre 3 que ces contraintes bénéficient de nombreuses bonnes propriétés
sémantiques que nous étendrons aux autres contraintes dans le chapitre 4.
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La définition des agents, déclarations et configurations est la méme que
pour CC (section 2.2).

Définition 2.18 (Systéme de transition) La congruence structurelle =
reste identique a celle de CC (section 2.3) et la relation de transition est
définie par les mémes regles, excepté pour LinearTell et LinearAsk qui
remplacent Tell et Ask:

LinearTell (X;c;tell(d),T) —rcc (X;e®d;T)

che d® e[t)y]
(X;¢V(e — A),T) — 1o (X;d; Alt/7],T)

LinearAsk

TAB. 2.3 — Relation de transition de LCC

Le calcul est intrinsequement non-déterministe, méme en 1’absence de +
puisque plusieurs contraintes peuvent satisfaire la garde d’un ask et donc
mener a des résidus différents. Pour les contraintes de synchronisation par
contre, ask (sans V) et tell deviennent des opérateurs de manipulation élé-
mentaire de multi-ensemble et sont donc déterministes. Des exemples d’uti-
lisation de ces contraintes sont donnés dans la section 2.5.3.

La nature linéaire des contraintes nous oblige a reformuler la définition
des configurations terminales.

Définition 2.19 (Observables) Lessucces et stores accessibles sont définis
comme pour CC.

Une configuration terminale pour A et le store initial ¢ est une configu-
ration (X;d;VZ(dy — Ay),...,VZ,(d, — A,) telle que n > 0, (0;¢; A) —*
(X5 d; VT (dy = Ay), .. VT, (d, — Ay)) et Vi, td e dift/ 7] @ T.

On a seulement introduit la constante T pour refléter le changement de
condition dans la régle Linear Ask: la garde se débloque s’il existe e tel que
c ke d® e on aurait alors c ¢ d ® T d’apres la regle pour T.

Ce qui rend LCC beaucoup plus expressif que CC est la perte d’ extensivité,
donc la possibilité d’exprimer des évolutions non-monotones du store. Il est
cependant important de noter que la monotonie des transitions est conservée.

Proposition 2.20 (Monotonie) Si (X;¢; ') —5 .0 (X UY;d; A), alors
pour tout ensemble de variables 7, tout multi-ensemble d’agents > et toute

contrainte e, il existe un renommageY' de'Y tel que (XUZ;c®e;T,Y) —7 o0
(XUY'UZdY']Y]|®e; AlY']Y], 5).
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Preuve.

La preuve suit la méme induction que pour la proposition 2.11 concernant
la monotonie de CC, puisque les deux seules regles qui ont changé ne mo-
difient pas I’ensemble des variables cachées et n’en dépendent pas pour leur
exécution. O

Comme dans la section précédente les observables a partir d’un store ini-
tial vide suffisent donc a retrouver celles provenant d’un calcul avec un store
initial arbitraire. L’argument ne change que pour ’observation des stores
accessibles:

Proposition 2.21 Soit C un systeme de contraintes, et C' le systéme de
contraintes obtenu en ajoutant a C un nouveau symbole de contraintes d.
L’ensemble des stores accessibles de (0;¢; A) dans C est {fe € C | e®d €
Ogtore(C’, D.(tell(c®d) || (d — A)))}.

Preuve.
Comme d est nouveau, les seules transitions possibles sont:
@; Ltelllc®@d®d) || (d = A) —rce De®d®d;d - A) —rece
(@,C@d,A) —LCC * .

Les stores accessibles de (();c; A) sont donc les e € C (i.e. ne contenant
pas d) tels que e ® d est accessible de (0;1;tell(c®@d®d) || (d — A))L. O

Définition 2.22 (Sémantique opérationnelle)
O;¢e(C,D.A)={IXd e C [TL, (I;1;4) —jce (X;d5T)}

O[t/%ng’l:(cap'A) ={3IXdeC [AT, (0;1;4) —cc (X;d;T) A=roct
Opee”(C,D.A) = {3Xd e C | (0 1;4) —ec (X;d0)

2.5.2 Traduction de CC dans LCC

Le paradigme LCC est une extension des CC, dans lequel on peut traduire
simplement et fidelement les CC monotones en respectant 1’observation des
stores et des succes [12]:

Définition 2.23 Soit (C,IF¢) un systéme de contraintes. Sa traduction est le
systéme de contraintes linéaire (C°,IF2), défini comme suit avec la traduction

1. On peut noter que remplacer dans le codage ¢ ® d par ¢ ® d ® d ne permet pas de
décider si 1 est accessible ou pas.
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des agents:

c® =le, si ¢ est une contrainte atomique

(cAd)° =c@d° (Fze)® = Foc®
tell(c)® = tell(c°) p(Z)° = p(T)
(A]| B)°=A°|| B° (A+ B)° = A°+ B°
(Vi(c = A))° = VZ(c® — A°) (FzrA)° = JzA°

C°={c" | ceC}.
lFeo est définie par ¢ ke d ssi ¢ IFeo d°
Cette traduction s’étend naturellement aux configurations.

Pour les contraintes, cette traduction est une traduction bien connue de
IL dans ILL [14, p.81], d’ou:

Proposition 2.24 Soient ¢ et d des contraintes de C: ctcd ssi ¢® Feo d°.

On peut alors vérifier que le comportement des configurations traduites
est bien celui qui est attendu:

des configurations CC:

o -

Proposition 2.25 Soient (X;¢;T) et (Y;d; A)

(i) (X;¢,T)=(Y;d;A) ssi (X;¢°5T°) =° (Y;d°; A°);

(ii) si (X;¢T) — (YV;d;A) alors (X c;T°) —ree (Vi d° A°);

(1ii) si (X;¢%T°) — oo (Y;d°; A°) alors (X;¢,T) — (Y;e;A), avec
€ l_c d.
Preuve.

(i) est évident.

Pour (ii), procédons par induction sur —, seul le cas de la régle Ask est
intéressant: supposons

(X;6VE(d — A),T) — (X; 6 A[t/7],T)

utilisant la relation ¢ ¢ d[f/Z]. On a donc ¢ F¢ ¢ A d[t/], et d’apres la

proposition 2.24, ¢® Feo (¢ A d[t/])° = ¢ ® d[t/Z]°. D’onl
(X% VE(d® — A°)),T°) — o (X% Alt/Z]°,1°)
cqfd.
Pour (iii), procédons par induction sur —c¢, et & nouveau, le seul cas

intéressant est celui de la regle Linear Ask: supposons

(X; ¢ VE(d® — A%)),T°) — oo (X;e°; A[t/]°,T°)
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utilisant la relation ¢® Feo d[t/7]° ® e© = (d[t/Z] A e)°. D’apres 2.24,
¢ b d[t/T] A e e d[t/ 7], donc

—

(X;¢;VE(d — A),T) — (X;c; A[F/7],T)
et chce. O

(i) et (ii) prouvent que la traduction ci-dessus est correcte vis a vis de
I’observation des stores et des succes d'un calcul CC.

2.5.3 Exemple de programme LCC

Un test classique de I'expressivité des langages concurrents est le probleme
du diner des philosophes: N philosophes sont assis autour d’une table ronde,
entre chaque paire est posée une fourchette. Les philosophes alternent des
périodes de pensée profonde avec des périodes de faim, et dans ce dernier
cas ils ont besoin des deux fourchettes qui les entourent pour manger (des
baguettes seraient certes plus vraisemblables).

Comme suggéré dans [4], ce probleme a une solution simple et élégante
en LCC.

Les contraintes atomiques sont: fork(I), eat(I,N) pour I,N € N, et
N=M, N#M pour N,M € N. Le systeme de contraintes linéaires est une combi-
naison de la traduction de la théorie de I’égalité pour (N, +), et des contraintes
linéaires fork et eat avec pour seuls axiomes non logiques le schéma corres-
pondant & Paxiome d’égalité: ¢(Z)@!(¥ = ¢) Ik ¢(¢) pour toute contrainte
c.

philosophe(I,N) =
fork(I) ® fork(I+1 mod N) —
(tell(eat (I,N)) ||
eat(I,N) —
(tell(fork(I) ® fork(I+1 mod N)) ||
philosophe(I,N))).

recphilo(M,P) =
M # P — (philosophe(M,P) | tell(fork(M)) ||
recphilo(M+1,P)) ||
M = P — (philosophe(M,P) || tell(fork(M))).

init(N) = recphilo(1,N).
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Une exécution avec ’agent initial init(5), par exemple, va mettre en
place les philosophes et les fourchettes, puis la séquence (infinie) des stores
le long d’une dérivation montrera les périodes ou les philosophes mangent,
compte tenu du scheduling (ordonnancement d’exécution) des agents en com-
position parallele.

Contrairement a un programme CC classique, les structures de données
impératives sont ici directement codées par des contraintes linéaires au lieu
de streams [33]. On peut aussi noter que par rapport a des langages comme
Linda, il est ici inutile d’avoir des “tickets” 7] puisque I'opérateur ask permet
de consommer atomiquement le tenseur de deux fourchettes.

Ce programme vérifie certaines propriétés de vivacité et de stureté, nous
verrons une méthode de preuve de ces propriétés utilisant la sémantique des
phases de la Logique Linéaire dans le chapitre 5.

Un autre exemple illustrant le gain d’expressivité qu’apporte LCC est
donné dans 'annexe B (il est un peu long pour figurer ici). Il s’agit de la
reconstruction d’un solveur sur les domaines finis 4 la maniere CLP(FD) et
sans les indezicauz de [15]. Ce programme, ainsi que tous les exemples donnés
dans cette these ont été testés grace a une implémentation prototype de LCC
que nous avons réalisé au dessus de GNU-Prolog.

D’autres exemples enfin peuvent étre trouvés dans la these de Vincent
Schéchter [36], comme par exemple un solveur basé sur le simplexe.
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Chapitre 3

Sémantiques

“It might look like I'm doing nothing,
but at the cellular level I’'m really quite busy.”
— Dilbert (Scott Adams)

3.1 Introduction

Les langages CC étant issus de la programmation logique, il est naturel
de chercher a connecter leurs aspects opérationnels avec une sémantique for-
melle permettant de raisonner sur les programmes a différents niveaux d’abs-
traction. L’évolution monotone du store pendant un calcul CC a permis de
donner une sémantique dénotationnelle simple et élégante aux programmes
CC, sous la forme d’opérateurs de fermeture sur les contraintes [35, 18]. Cette
sémantique a été utilisée, par exemple dans [10] pour obtenir un systéme de
preuve de certaines propriétés de programmes. Nous verrons dans la sec-
tion 3.5 quelles sont les résultats les plus précis obtenus avec cette approche.

Cependant, meéme si I'ajout du ask a brisé la sémantique logique simple
de la programmation logique, nous rappelons ici comment en logique intui-
tionniste puis dans la logique linéaire de Girard [14], il est possible de faire
a nouveau le lien CC-logique. Une partie des résultats présentés ici appa-
raissaient déja dans [22, 34], mais n’ont été formalisés completement que
dans [30] et [12]. cette approche couvre une plus grande variété d’observables
et s’adapte naturellement au cadre LCC, mais comporte des limites que nous
exposerons au fur et a mesure.
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3.2 Caractérisation des stores CC en logique
intuitionniste

Soient (C,IF¢) un systéme de contraintes et D des déclarations,

Définition 3.1 On peut traduire les agents CC déterministes en formules
de la logique intuitionniste (IL) de la maniére suivante:

tell(c)t = ¢
p(@) = p(a) EINE
(VZ(c = A)) =VZF(c= AT) (A|| B)I = ATA BT
Cette traduction s’étend auzr multi-ensembles d’agents: Si T est le multi-
ensemble {A; ... A}, alors définissons TV = AT A A Al Bt TT =1 si
r=0.
La traduction d’une configuration (X;c;T)' est la formule 3X (¢ ATT).

notons IL(C,D) le systeme de déduction obtenu en ajoutant a IL les
axiomes non-logiques suivants:

— ¢t d pour tout ¢ k¢ d de IFg,
— p(%) F AT pour toute déclaration p(¥) = A de D.

—- dénote 1’équivalence logique.

Théoréme 3.2 (Correction [12]) Soient (X;¢;T) et (Y;d; A) deux confi-
gurations CC' déterministes.

Si (X;¢T) = (Y;d; A) alors (X;6,0) A-rpemy (Yid; AT

Si (X;¢,T) —* (Vi d; A) alors (X;¢,T) Frpepy (Vid A)L

La réciproque est vraie pour 1’observation des stores:

Théoréme 3.3 (Observation des stores pour CC déterministe [12])

Soit S un ensemble de contraintes,et A un agent CC déterministe, notons
1 S={ceC|3de S dtcc} et L5, D.A)={ceC|A Firep) c}, on

Q.
,CStore(C,D.A) — ~L OStore(C,D.A)

Le cas non-déterministe n’est pas évident dans IL, en effet traduire + par
la disjonction V ne convient pas pour la correction (A V B I/ A) et traduire
par la conjonction A, ne permet pas de garder la complétude sur I'observation
des stores (¢ A d n’est pas dans | Q% (tell(c) + tell(d))).
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3.3 Caractérisation des stores et succes en lo-
gique linéaire intuitionniste

Bien que I'observation des stores soit importante, elle ne représente qu’un
des aspects du comportement opérationnel des programmes CC. Par exemple,
si I’on considere les trois programmes suivants:

plr)=z>1

p(z) =z > 1| p(z)
p(x) =z > 1] (false = A).

Ils ont les mémes stores (x > 1) et sont donc équivalents vis a vis de
cette observable, cependant I'un termine avec un succes, l'autre boucle et le
troisieme suspend.

Or, comme le montrent les contre-exemples suivants, IL. ne permet de
caractériser ni les succes, ni les suspensions:

— —: 11 est en général faux que A 4 B (o B est un succeés ou une sus-
pension) implique (0;1; A) —7cc (0;1; B). Par exemple ¢ — d 4 d
mais ¢ — d suspend dans le store initial vide. Pour le cas ou B est une
suspension, par exemple d || (¢ — d) avec d n’impliquant pas ¢, on a
d 4 d A (¢ — d) mais tell(d) ne se réduit pas vers cette suspension.

— F: On rencontre des problémes similaires avec . On a dA (¢ = A) +d
mais d || (¢ — A) suspend si d I/ ¢. De plus d A (d = €) - d = e, mais
d || (d — e) a un succes (d A e) et pas de suspensions.

— —: L’équivalence 4 pose les mémes problemes, par exemple on re-
marque que d A (¢ = d) 4+ d, mais on ne peut rien en déduire sur
le comportement opérationnel des agents tell(d) et d || (¢ — d) en
supposant que d n’implique pas c.

[’obstacle principal est en fait la regle (structurelle) d’affaiblissement:

T'-B
T,AlF B

La Logique Linéaire (LL) de Girard [14] raffinant la logique classique, en
particulier au niveau des regles structurelles d’affaiblissement et de contrac-
tion, il est naturel d’interpréter les programmes CC dans cette logique plus
fine. C’est d’ailleurs cette démarche qui a conduit a la création des langages
LCC qu’on peut bien sur interpréter par la méme occasion.
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Fixons un systéeme de contraintes linéaire (C,IF¢) et des déclarations D.

Définition 3.4 On traduit les agents LCC en formules de la logique linéaire
(intuitionniste) de la maniére suivante:

tell(c)t = ¢ p(7)! = p(7)
Vijle = A =Vij (c — AY) (A || B) = At @ B?
(A+ B)t = At & B} (FrA)t = Jz Al

Si T est le multi-ensemble (A ... A,), on définit TH= At @ ... @ AL,
[ =0 alors Tt = 1.
La traduction (X;c;T)t d’une configuration, est la formule 3X (c @ T'Y).

ILL(C, D) dénote le systeme de déduction obtenu en ajoutant a ILL les
axiomes non-logiques:

— ¢k d pour tout c k¢ d de ¢,
— p(%) F A* pour toute déclaration p(¥) = A de D.

—I- dénotera 'équivalence logique.

Théoréme 3.5 (Correction [12]) Soient (X;¢;T) et (Y;d; A) deuz confi-
gurations LCC.

Si (X;¢T) = (Y;d; A) alors (X;¢,0) A-rppem) (YVid; A)E

Si (X, C; F) —>EC’C (Y, d, A) alors (X, C; F)i l_ILL(C,D) (Y, d, A)I

Réciproquement, on peut caractériser I’observation des succes, méme en
présence de 'opérateur de choix +:

Théoréme 3.6 (Observation des succes [12]) Soit A un agent LCC et
c une contrainte linéaire. Définissons LL 5% (C,D.A) = {c € C|A} Frone,p)
c}. On a

LL™(C,D.A) =] O (C,D.A).

Soit S un ensemble de contraintes linéaires, notons || S ={ce C |3d €
S,dFc® T}

Théoréme 3.7 (Observation des stores [12]) Soit A un agent LCC et ¢
une contrainte linéaire. Définissons LL""(C,D.A) = {c € C|A* FrLi(e,p)
c®T}. Ona

LLe(C,D.A) =l OFtere(C, D.A).

Grace a la traduction de CC dans LCC (section 2.5.2), cette caractérisation
des stores et des succes en logique linéaire est aussi valable pour CC.
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3.4 Caractérisation des suspensions en logique
non-commutative

Meéme en logique linéaire, on n’arrive toujours pas a caractériser les sus-
pensions, I'un des obstacles étant I’adjonction entre ® et —o qui peut générer
de fausses suspensions comme par exemple dans le cas ¢ ® (¢ —o d) - ¢ —o
(¢ ® d). Pour supprimer cette adjonction, on peut utiliser la Logique Non-
commutative (NL) de Ruet et Abrusci [31] introduite a cet effet dans [30]
(voir aussi ’annexe C).

La traduction des agents LCC dans le fragment intuitionniste de NL ne
differe de la précédente que par la traduction du ask:

(c—= A0 =c—(o® A)

ol ¢ est une nouvelle formule atomique, introduite pour éviter la compo-
sition des suspensions (d® (¢ = d)® (d — A) - d® (¢ — A)). On ne considere
dans ce cadre que les agents LCC sans V, mais nous avons vu dans la sec-
tion 2.2 que cela contient déja tout CC.

Théoréme 3.8 (Correction [30]) Soient (X;c;T) et (Y;d; A) deux confi-
gurations LCC.

Si (X;¢0) = (Vi d; A) alors (X;6,1)° Abrnre,n (Yid; A)°.

Si (X;6T) — 00 (YVid; A) alors (X;6,0)° Frvpepy (Vid; A)C.

Réciproquement, on peut toujours caractériser I'observation des succes:

Théoréme 3.9 (Observation des succes [30]) Soit A un agent LCC et ¢
une contrainte linéaire. Définissons N'L*%®(C,D.A) = {c € C|A® Finne,p)
I®c}. On a

N L0 (C,D.A) =] OF4(C, D.A).

Théoréme 3.10 (Observation des suspensions [30]) Soient A, Ay,..., A,
des agents LCC, ¢ une contrainte linéaire, dy, . ..,d, des contraintes de syn-
chronisation telles que Vi,c t/ d; ® T. Si A FiNnep) S®c® (dy — Ap) ®
. ® (dy, — Ay}, alors (0;1; A) suspend avec le store ¢ sur les contraintes
diy... dy.

Remarque.

Il est important de noter ici que ce résultat s’appuyant sur les résultats de la
section précédente, c’est a dire sur des caractérisations modulo cloture vers
le bas, il ne s’applique qu’au cas de contraintes de synchronisation, c’est a
dire de contraintes sans aucun axiome non-logique.
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Une caractérisation plus précise, évitant la cloture, permettrait donc, en
plus de ses apports propres pour mieux caractériser stores et succes, de
généraliser le résultat de caractérisation des suspensions a des contraintes
quelconques. C’est ce que nous montrerons dans le chapitre 4.

3.5 Sémantique dénotationnelle

Jusqu’a présent nous avons rappelé les différents résultats obtenus par
I’approche sémantique logique de CC qui permet donc de caractériser les
stores, succes et suspensions des agents CC (et méme LCC) sous réserve de
restrictions sur la structure des agents dans le cas des suspensions, et a une
cloture pres (| ou |) dans les autres cas.

Intéressons-nous désormais aux résultats obtenus par 1’autre approche
principale dans ce domaine, la sémantique dénotationnelle. Un agent CC
déterministe y est vu comme une fonction des contraintes dans les contraintes,
associant au store initial le store apres exécution de ’agent. Cela aboutit a
une sémantique dénotationnelle tres simple définie par des opérateurs de
cloture. En effet un agent CC ne peut qu’ajouter une contrainte au store
(extensivité), exécuter une deuxieme fois un méme agent ne changera pas le
store (idempotence), enfin plus le store initial contient d’information, plus
le store final en contiendra (monotonie). En représentant un opérateur de
cloture par 'ensemble de ses points fixes on obtient [35]:

[D.tell(c)](e) =tc¢ L
[D.c — A](e) = (ten[D.A](e))Utc
[D.A| Bl(e) =1[D-Af(e) n[D.B(e)

[3xA](e) = 3,[D.A](e)
[Dp(@)](e) = p¥ o U(f) = [D\{p}-Al(e{f/p})sip=AeD
[Dp(@)](e)  =elp)sipg D

TAB. 3.1 — Sémantique dénotationnelle de CC déterministe

Pour traiter 'opérateur de non-déterminisme, on ajoute naturellement
I'équation [D.A+ B](e) = [D.A](e) U[D.B](e). La dénotation ainsi obtenue
reflete bien ’ensemble des stores terminaux d’un agent (voir par exemple [10]),
mais on perd cependant la relation précise d’entrée-sortie: en effet [tell(c) +
tell(1)] = [tell(1)] = C, alors que dans le store initial vide ils ont respecti-
vement comme ensemble de stores terminaux {c, 1} et {1}. Il est cependant
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important de noter que ’on peut retrouver cette précision grace a une nou-
velle sémantique dénotationnelle [23] qui considére des ensembles d’ensembles
de contraintes correspondant intuitivement aux branches de la dérivation:

[D.tell(c)](e) ={Tc} o
[D.c— Al(e) ={(tenX)UTec|X € [D.A](e)}
[D.A||Bl(e) ={XNY|X e[D.A](e),Y € [D.B](e)}

[SzA](e) = 3,[D-A](e)

[D.A+B](e) = [D.A](e)U[D.B](e)

[Dp(@)](e) = p¥ on W(f) =[D\{p}.Al(e{f/p})sip=A€D
[Dp(@)](e) =elp)sipgD

TAB. 3.2 — Sémantique dénotationnelle de CC

Oterm (¢, D.A) = {d € C | AX € [D.A],d = min(X)}

Le résultat obtenu est d’une nature assez différente de ceux apportés par la
sémantique logique: en effet il est ici possible d’avoir une relation entrée-sortie
précise associant a chaque configuration initiale, ’ensemble des observables
lui correspondant, sans avoir de cloture, ni vers le haut (comme c’est le cas
avec des sémantiques dénotationnelles plus simples), ni vers le bas (comme
nous 'avons vu dans les sections précédentes pour la sémantique logique).
Ce résultat est d’ailleurs extensible a une version de CC avec choix gardé
“mutuellement exclusif” (voir [23]).

Cette précision des résultats a cependant un prix puisque le fait de s’ap-
puyer sur une sémantique de type dénotationnelle implique I’existence d’un
treillis, en général complet, de contraintes, et impose que les agents soient
interprétables comme des opérateurs de cloture sur un certain domaine. Ces
deux conditions vont completement a I’encontre d’une possible extension
de la sémantique aux agents LCC qui ne sont ni idempotents ni mono-
tones. Quant au systeme de contraintes, on voudra souvent éviter d’avoir
une borne inférieure pour deux contraintes, comme par exemple dans le cas
des contraintes de synchronisation.

Enfin, il faut signaler que ce résultat ne porte que sur les stores terminaux
et que méme si en utilisant le codage de la section 2.4 on peut caractériser
aussi les succes (stores terminaux de A3 contenant ok(x)), on n’a pas autant
d’information qu’a la section précédente concernant les suspensions puisqu’on
ne connait pas les agents sur lesquels on suspend, de plus si une contrainte
est a la fois un succes et un store terminal, il est impossible de dire si elle est
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une suspension stricte ou pas. D’autre part, il semble difficile de généraliser
ce type de résultat a des observables comme les stores accessibles qui sont
eux caractérisables par la sémantique logique.

3.6 Conclusion

La volonté de pouvoir vérifier des propriétés de programmes a donc,
comme nous 'avons vu, motivé de nombreux travaux sur la sémantique des
langages CC et LCC. Cependant il semble que malgré les récentes avancées,
aussi bien du coté logique que du coté dénotationnel, aucune sémantique
ne puisse nous apporter a la fois une caractérisation précise et une grande
variété d’observables, voire de langages.

Or si 'on se contente d’observables closes vers le haut, quand un agent
se réduit vers une configuration de store ¢ dont on veut dire qu’elle n’est
pas dangereuse (ne contient pas la contrainte danger), on ne pourra pas dire
grand chose de '’examen de 1 ¢ qui contient ¢ A danger.

De méeme pour des propriétés de type liveness et une sémantique close
vers le bas. Sans parler dans ce dernier cas des problemes entrainés par les
échecs qui “impliquent tout”.

Il y a donc une nécessité de poursuivre notre recherche dans le domaine
de la sémantique des langages CC, ce que nous allons faire dans le chapitre
suivant. Nous pourrons alors dans les chapitres 5 et 6 utiliser les propriétés
sémantiques des langages CC et LCC pour passer concretement a la preuve
de propriétés de programmes.



29

Chapitre 4

Une nouvelle sémantique
logique pour CC

“Your theory is crazy,
but it’s not crazy enough to be true.”
— Niels Bohr (1885-1962) to a young physicist

4.1 Introduction

Comme nous I'avons vu, la sémantique logique permet de caractériser de
nombreuses propriétés observables mais seulement a une cloture pres, quant a
la sémantique dénotationnelle, elle a I’avantage de donner une caractérisation
précise, mais seulement pour certaines observables, les stores terminaux, et
via un codage, les succes, de plus il n’y a pas d’espoir de pouvoir étendre
cette méthode aux LCC.

Il semble donc naturel de vouloir utiliser la sémantique logique, afin de
garder la diversité des observables que ’on peut caractériser, comme les stores
accessibles par exemple, et d’espérer rester compatible avec LCC, mais de
chercher a affiner cette sémantique pour obtenir ’exactitude, au moins a
équivalence logique pres, entre sémantique et observables.

Si 'on regarde les problemes qui entrainent la cloture citée ci-dessus, on
peut les regrouper en deux catégories:

— la confusion entre les axiomes non-logiques ¢, utilisés pour vérifier
I'implication ou non de la garde d'un ask, et la relation d’implication
de la logique choisie (ILL par exemple) qui reflete plus fidelement les
transitions,
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— certaines regles logiques permettant 1’affaiblissement non-controlé du
store (3,1, etc.).

Pour résoudre la premiere catégorie de problemes, I'idée de base de notre
travail fut d’essayer de distinguer, au sein méme de la théorie, les deux com-
posantes de I LL¢ p. Une modalité serait une solution, mais en fait il s’avere
qu’il n’est aucunement nécessaire de modifier la logique sur laquelle on s’ap-
puie, la logique linéaire, mais seulement d’enrichir la théorie pour limiter
I’action des axiomes non-logiques aux contraintes qui vont étre consommées
par un ask.

La deuxieme catégorie de problemes est un peu différente et il est méme
difficile d’établir précisément ce que ’on veut que 3 fasse et ce que I'on veut
éviter. Nous verrons dans la section suivante comment I'introduction de nou-
velles contraintes va résoudre ce probléeme en permettant de distinguer les
3 introduits par un agent ou une contrainte et ceux découlant de I’affai-
blissement d’une contrainte c¢(t) en Jx ¢(x). Pour 'exponentiel !, il semble
difficile de le traiter correctement, aussi nous verrons comment il est possible

de s’en passer et donc de simplifier la logique sur laquelle on s’appuie de ILL
a IMALL.

4.2 Sémantique pour CC

4.2.1 Définitions

Soient (C,lF¢) un systéme de contraintes et D des déclarations.
Définissons C' comme le plus petit ensemble tel que:

— pour toute formule atomique a de C, on a a € C', et il existe une formule
a' dans C'\ C,
— pour toute variable z de C, il existe une formule loc(x) dans C"\ C.

On a donc, intuitivement, dans C’, a la fois C, une copie de C et des
formules loc(z).
Soit * la traduction de C dans C" définie par:

eNf)=e @ f* (z(e)) =Iz(loc(x) @ e*) ¢ = sicest atomique
(enf) A

Définissons une relation d’implication ¢ sur C" afin d’en faire un systeme
de contraintes: pour tout ckcdon a c¢* o ¢ ®d

On obtient un nouveau systeme de contraintes, une nouvelle théorie, et on
va en tirer parti par une traduction des agents CC en formules, plus raffinée
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que celle de la section 3.3.

Définition 4.1 Les agents CC sont traduits en formules IMALL (logique
linéaire intuitionniste sans les exponentiels) de la maniére suivante:

tell(c)” = ¢* (A+ B)Y = AP & BY
()Y = p(%) (FrA)Y = Jz(loc(x) @ AY)
(VZ(c — A))Y = VF(c — A") (A ]| B)Y = A" @ BY

Cette traduction s’étend comme d’habitude aux multi-ensembles d’agents
et auz configurations:

Si T est le multi-ensemble (Ay ... A,), on définit TE = AP® ... @ AD. Si
I =0 alors T = 1.

La traduction (X;c;T)Y d’une configuration (X;c;T) est la formule
X (R, x loc(z) ® ¢ @ TH).

On notera IMALL(C’, D) le systeme de déduction obtenu en ajoutant a
IMALL les axiomes non-logiques suivants:

— ¢k d pour chaque ct¢ d de Fer,
— p(%) = AY pour chaque déclaration p(F) = A de D.

Théoréme 4.2 (Correction) Soient (X;¢;T) et (Y;d;A) deux configura-
tions CC.

Si (X;¢;,T) = (Vi d; A) alors (X;¢;,0)2 Ak rvarnerpy (Vi d; A)F.

Si (X;6T) —* (Yid; A) alors (X;¢;,0)2 Fraparrepy (Yid; A)F.

Preuve.
Par induction sur = et —.

— Pour les composition paralléle, a-conversion, tell, équivalence, appels de
procédure et le choix aveugle ¢’est immédiat.

— Pour la localisation, A®3x(B®loc(x)) Frvarre vy Fx(loc(z) @ A® B)
siz & fu(A).

— Pour ask, il suffit de remarquer que ¢* @ VZ(d — A) Frayranner,py ¢ @
d[t)7] @ Vi(d — A) Frvarne p) ¢ @ A[t)7] si ¢ e d[t/#], cqfd.
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4.2.2 Complétude

Bien que ces propriétés de correction soient importantes (voir par exemple
les chapitres 5 et 6), elles ne sont pas nouvelles, intéressons nous donc plutot
a la réciproque.

Il s’avere que nous obtenons un résultat de complétude pour 'observation
exacte des succes.

Notons — la relation obtenue en ajoutant dans une dérivation —* la
possibilité de débloquer un ask suspendu sur c.

Soient (X;¢;T') une configuration CC, d une contrainte de C, Z un en-
semble de variables et ¢ une contrainte de C' ou un nom de procédure. notons
(X;¢;1),d, Z = ¢ pour:

L. si ¢ est de la forme @,y loc(y)@e* alors (X;¢;T),d, Z = ¢siY C Z
et (X;¢T),d, Z\Y = e*.

2. sinon, si fu(¢) N Z #0, alors (X;¢;T),d, 7 = ¢ est toujours “vrai”.

3. sinon:

(a) si ¢ est un nom de procédure: (X;¢;T),d, Z = ¢ s'il existe une
configuration (Y7 e; ¢), telle que fv(¢)NY = 0,3V (&), cy loc(y) @
e*)d-let (XUZ;T) —5 (Ve 9).

(b) si ¢ est une contrainte de la forme e* alors (X;¢;T'),d, Z = ¢ §'il
existe une configuration succes (Ye;0), telle que (V;e;0)2 - ¢
et (XUZ;¢;T) —% (Ve 0).

(c) si ¢ est une contrainte de C alors (X;¢;),d, 7 = ¢ sid = ¢ et
(X;¢;T) et Z sont vides quand ¢ # 1 ou (X;¢;T),d et Z vides si
6=1.

(d) si ¢ est une autre sorte de contrainte alors (X;¢;I),d, 7 = ¢
est toujours “vrai”.

On notera que si Kk —* X et \,d,Z = ¢ alors k,d, Z = ¢ puisque
— est définie par cas sur ¢ en fonction de —*.

Lemme 4.3 Soient r et A deux configurations CC telles que k5 = A\, d une
contrainte de C, X un ensemble de variables et ¢ une contrainte ou un nom
de procédure.

kyd, X = ¢ ssi \,d, X = ¢.

Preuve.
Prouvons le lemme par cas sur la formule s~ = \".

— Si kY = A" est atomique, le résultat est évident.
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— Si kY = A7 = VF(c — A"), avec ¢ une contrainte et A un agent, alors
k et A sont nécessairement toutes deux de la forme (0; 1;VZ(c — A)).

— Si k9 =AY = 3z (loc(r) ® AP), alors les deux seules possibilités pour &
et Asont ({z}UY;¢; ) et (Yy;1;3x3Y5(tell(c) | T)), avec YIUY, =Y.
Comme la deuxieme configuration se réduit sur la premiere et que =
est défini a l'aide de —* une des implications est triviale. Pour la
réciproque il suffit de remarquer que les seules dérivations possibles
pour la seconde configuration menent a ({x}UY"; 1;tell(c) || T'). On peut
alors utiliser la propriété de monotonie 2.11 pour obtenir le résultat.

~ Si kY = X7 = A9® B, alors les possibilités pour & et A sont: (0;1; A ||
B), (0;¢; B) (si A® = ¢*, une contrainte, i.e. A = tell(c)), (0;c; A) (si
BY = ¢*) et (0;c® f;0) (si AY = ¢* et BY = f* des contraintes).
On obtient a nouveau le résultat par dérivation de I'une a l'autre et
monotonie.

- Si kY = AF = AP & BY, alors la seule configuration possible est
(0;1; A+ B), donc k = A, cqfd.

Lemme 4.4 Soit k = (X;¢;T") une configuration CC, d une contrainte de
C, Y un ensemble de variables et ¢ une contrainte ou un nom de procédure.

Si k9, d, ®er loc(y) Frmarre oy ¢, alors k,d,Y = ¢.
Preuve.

Procédons par induction sur la preuve. Cette induction a un sens puisque
I’on peut supposer, sans perte de généralité, que les coupures n’apparaissent
qu’au niveau des axiomes non-logiques, et qu’elles sont donc d’une des formes
suivantes:

Id-p pEo IdFe* erFer® f
IdE ¢ Idrer® f

pby TpFo erFeef Terdfho
T,pk¢ T e* ¢

[’application (de bas en haut) d’une de ces regles introduit des séquents
dont la formule a droite reste une contrainte ou un nom de procédure.
Il en est de méme pour l'introduction a gauche de —o.
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Les formules a gauche du séquent restent quant a elles des sous-formules
de traduction d’agents et de contraintes, et sont donc des traductions d’agents
et des contraintes.

— Si m est un axiome: on peut utiliser la réflexivité de —* dans le cas
d’un axiome logique, ou la regle déclarations pour un axiome p - ¢; le
cas d'un axiome ¢* F ¢* ® d est trivial.

— m finit par une coupure: nous avons vu que les cas possibles sont
ceux énumérés ci-dessus. Considérons donc quelques cas en détail, par
exemple:

Fa C, ®xeX lOC(l‘) l_ p Pp l_ d)
Fa C, ®x€X lOC(l‘) l_ d)

Par hypothése d’induction, (§; 1;T)", ¢, X = p, i.e. il existe une confi-
guration (Y;d;p) telle que fo(p) NY = 0 donc fo(d) NY = O (hy-
pothese sur la formation des déclarations), (X;1;T) —% (Y;d;p) et
(R, ey locly) @ d) - 1.

Si ¢ est un nom de procédure, on a (X; 1;T") —% (V;d; ¢) par appel de
procédure et fo(p)NY =0, cqfd. Si ¢ = e*, alors 'axiome vient d’une
déclaration p = tell(e) donc (X;1;T) — (V;d; ¢) —* (V;d ® ¢; )
et Y (Q),cy loc(y) @ d@e) A= e (on a fu(e) NY = fo(p)NY =0),
cqfd.

Le seul autre cas intéressant est:

cher@d T,er®@d Qe loc(x) F ¢
[, e, Q,ex loc(z) - ¢

Par hypothese d’induction ((; 1; T, tell(c)),d, X = ¢, or par définition
de = cela signifie que I'on peut utiliser une fois d pour débloquer un
ask. Mais comme ¢ F¢ d, ¢ pourrait débloquer ce ask donc
0;¢;,1),1, X = ¢, cqfd.

Les deux autres cas se traitent par la réduction d’une configuration a
une autre ou par la définition méme de =, cas 3.d.

— 7 finis par une introduction & gauche de 1: on a (0; 1; T, tell(1)) —*
(0;1;T). Par hypothese d’induction, (0;1;T),¢, X = ¢ donc
(0; 1; T, tell(1)), ¢, X = ¢, cqfd.

— 7 finit par:

'Y A BF ¢
' A B+ ¢
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Il peut y avoir une ambiguité quand A” et BV sont des contraintes,
cependant grace au lemme 4.3 on sait que la nature exacte des confi-
gurations n’est pas importante.

— 7 finit par:

I e, @,y loc(z) F¢ AR d, ®y€Y loc(y) F
FD) AD) ¢, d? ®z€XUY lOC(Z) - ¢ ® ¢
Si fo(p)NX #0ou fo(v) NY # 0 alors fo(p@¢Y)N(XUY) # 0.
Si ¢ ou 9 contient un loc(z) alors d’apres 'hypothese d’induction on
sait que la variable apparait dans ensemble correspondant (X ou Y')
et donc dans leur union, par conséquent on peut considérer que ¢ et
sont des contraintes.
Sig=-¢eetp = f* ona(X;1;T) — (XUX,;d;0) avec (X U
X' s 0)F - e* et de méme pour (Y;1; A). On obtient alors par mono-
tonie (XUY; 1;T,A) —* (XUX"UY; " A) et (XUX"; " 0)F - e*
puisque nous n’avons fait que des renommages de X' & X" pour obtenir
X"N(YUfu(d,A)) = 0. On a d’ailleurs toujours fv(c") = fv(¢). Parle
méme mécanisme on obtient (XUY; 1;T, A) —7 ; (XUYUX"UY"; A
d";0) et Y'N(XUX"Ufv(c")) = 0. Dot (XUYUX"UY"; " Ad"; D) =
YIXIX"IYV"(d" @ ") et comme Y" N fu(d") = O cela revient a
YIXIX"(IY"d" @ ). Or les variables libres de 3Y"d" viennent de
celles de d et A et 'on sait que X" N fo(d,A) = () donc on obtient
AY3IX(FY"d" @ AX""). Par conséquent, si fu(p) NY # () (respective-
ment ¢ et V) on a fu(¢®@¢)NX UY # (et on a donc terminé (par
définition de =); sinon on a fv(c") NY = 0 puisque fo(c") = fo(¢p)
et donc FYAY"d" @ AXIX" " qui est équivalent & ¢ ® 1, cqfd.
Le cas ou ¢ et 1 sont toutes les deux dans C découle directement de la
définition de =, cas 3.c.
— 7 finit par:

I A% e, @,y loc(z) F ¢
', AP & BY, ¢, @,cx loc(x) - ¢
Par hypothese d’induction, (0;1; A,T),¢, X = ¢, or (0;1; A+ B,T)
—* (0;1; A,T), et X ne change pas, donc (0;1; A+ B,T),¢, X = ¢.
— 7 finit par une introduction a droite de 3. Le seul cas non-trivial est
quand ¢ est une contrainte e* = Jx(loc(x) ® ¢*) (sinon on peut utiliser
le cas 3.d. de la définition de =).

'Y, d, ey loc(y) = loc(t) @ et/ x]
' d, @, ey loc(y) F Fz(loc(z) @ c*)
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Par hypothese d’induction on doit avoir t € Y et ((; 1;T),d, Y\ {t} =
c*[t/x], i.e. il existe un succes (Z;e;0) tel que (Y \ {t};1;T) —
(Z;e;0) et (Z;e;0)2 - ¢*[t/z]. Si on ajoute t & Y \ {t} on ne fait
que bloquer une dérivation ou apparaitrait un agent 3tA, mais on
sait que l'on peut renommer ¢ par a-conversion et obtenir une nou-
velle dérivation avec un résultat équivalent. Donc (Y;1;T) —% (Z' U
{t};e;0) et on a (Z'U{t};e;0)2 A Ft(loc(t) @ c*[t/z]) - Iz (loc(r) @
c*), cqfd.

7 finit par:

FD) &) ® cYy lOC(y), AD &® lOC(ZL’) F ¢
e ®yei loc(y), (A0 @ locay) F o * F /o)UY

Par hypotheése d’induction, (0;1; A,T),¢,Y U {z} = ¢. Comme x ¢
fv(4) on sait que ¢ n’est pas de la forme loc(z) @ 1, de plus si fo(¢p)N
(Y U {z}) # 0 alors fo(¢) NY # () et on a déja terminé, sinon on a
(YU {z};1; A,T) —* k pour un « (avec les propriétés de =>). Mais
comme x & fo([,e, o)UY, (V;1;32A,T) — (Y U{z};1; A, T), donc
(YV;1;32A,T) —% K, cqfd.

7 finit par:

'Y A9 d-¢ AP elc

'Y AU c— AP d, et ¢
Par hypothese d’induction, (§;1; A),e = ¢, i.e. e = c et A est vide. Or
(0;1;¢ — A, T) —* (0;1; A,T) par définition de —.. D’our (0; 1;¢ —
A AT, dje = ¢.
7 finit par:

Y APt /z], d F ¢
IO VeAH d = ¢
Cette situation ne se présente bien sur qu’avec un ask pour A, on vérifie
alors aisément que si un c¢(t) — B(t) permet une dérivation ou ce
ask disparait (puisqu’il ne peut apparaitre dans ¢), Vz(c(z) — B(x))
permet la méme.

OJ

Notons =4 I’égalité modulo 4. On peut désormais énoncer le théoreme

de complétude qui étend et précise celui du chapitre 3.

Théoréme 4.5 (Observation exacte des succeés) Soit A un agent CC.
Définissons LL % (C, D.A) = {c € C|A" Fivarne,py ¢} On a
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LL3MeS(C,D.A) = O (C, D.A).

Preuve.

11 suffit d’appliquer le lemme précédent & la configuration (0; 1; A) et & ¢ = ¢*
puis de se référer a la définition de = (cas 3.b.). O
Remarque.

On doit tout de méme se contenter de =, c’est a dire de I’équivalence logique
entre les contraintes observées et celles de la sémantique logique, car on ne
peut pas faire disparaitre les quantificateurs existentiels, méme inutiles, dans
la sémantique opérationnelle, alors que cela peut se produire dans certains
cas pour des contraintes (par exemple (0; 1; 3z p(y)) — ({z};1;p(y)) dont
le store est bien équivalent & 1, mais on ne peut pas se débarrasser du z).

4.3 LCC

Le cas des langages LCC n’est pas beaucoup plus compliqué a traiter, en
effet nous nous sommes déja appuyés sur une sémantique en logique linéaire,
il est donc assez naturel d’y traduire les agents LCC. Il faudra cependant
prendre garde a la définition de notre nouvelle théorie (F¢/) afin de gérer
correctement la consommation de contraintes. De plus nous devons éviter
la présence de I'exponentiel ! qui permet d’affaiblir le store sans controle.
On doit donc se restreindre a un fragment de LCC ou toutes les contraintes
apparaissent sous une forme purement linéaire, cependant comme la section
précédente 1’a montré, cela n’enleve pas tant de pouvoir expressif que cela
puisque les contraintes “classiques” peuvent étre codées en les répétant a
droite du symbole f-.

4.3.1 Définitions

Soient (C,lF¢) un systeme de contraintes linéaire (sans “I”) et D des
déclarations. C' est défini comme dans la section 4.2.1.
Soit *x la traduction de C dans C' définie par:

(e@f)* =e*@f* (Fz(e))™ = Fzx(loc(z)@e™) ™ = si ¢ est atomique

Définissons une relation d’implication ¢ sur C' afin d’en faire un systeme
de contraintes: pour tout ¢ k¢ @),.;di et tout J C I,.J # () posons ¢** ke

®iEI\J di ® ®jEJ d?*-
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On obtient a nouveau une nouvelle théorie, que ’on va utiliser pour tra-
duire les agents LCC exactement comme dans la section 4.2.1, sauf pour
tell(c) ou I'on utilise bien sur désormais ¢**. On notera aussi cette traduction
[] par abus de notation.

IMALL(C', D) est défini comme précédemment.

Théoréme 4.6 (Correction) Soient (X;c;T) et (Y;d;A) deux configura-
tions LCC.

Si (X;¢T) = (Y;d; A) alors (X;¢,0)7 A ryarre.p (Yidy A)-.

Si (X;6T) — oo (YVidi A) alors (X5, 0) Frvarre,py (Yid; A)5.

Preuve.

Par induction sur = et — ¢, la preuve est la méme que pour CC sauf pour
le ask ot 'on vérifie que I'on a bien ¢* @V (d — A) Frarariep) e*Qd[t/7]®
Vf(d —0 A) I_IMALL(C’,D) 6**®d[F/f] ® (d —0 A)[F/f] l_IMALL(C’,D) 6**®A[F/f]
si ¢ ke d[t/] ® e. Comme on peut toujours prendre d ou e égal & 1 donc les
restrictions J # I et J # () de la définition de k¢ ne posent pas de probleéme.
O

4.3.2 Complétude

Pour LCC aussi nous obtenons un résultat de complétude pour ’observa-
tion ezacte des succes, et ceci en changeant tres peu la preuve de la section
précédente.

— est définie de fagon identique, si ce n’est que l'on remplacera
(X;¢T) —% (V;e;A) par (X1 tell(d)) —50c (Yie;A) qui a intui-
tivement la méme signification.

Le lemme 4.3 reste valable.

Lemme 4.7 Soit k = (X;¢;T') une configuration LCC, d une contrainte de
C, Y un ensemble de variables et ¢ une contrainte ou un nom de procédure.

Si k9, d, ®y€Y loc(y) Frmarre vy ¢, alors k,d,Y = ¢.

Preuve.
La preuve suivant exactement la meéme structure que dans la section pré-
cédente, nous ne nous intéresserons qu’aux cas qui ont changé:

— 7 finit par une coupure sur un axiome non logique:

crEd*®e I'd*®e Qe loc(z) - ¢
L, e, Qe loc(z) = ¢
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Par hypothese d’induction (0;d;T),e, X = ¢, et on a ¢ F¢ d ® e.
D’apres la définition de =, si on n’est pas dans un cas trivial on a
donc (X;d;T,tell(e)) —% o Kk avec certaines propriétés pour k, Il
suffit donc d’utiliser la propriété de monotonie (toujours valable dans
LCC) pour obtenir (X;¢;T) —% o0 £ et donc (0;¢1),1, X = ¢,
cqfd.

— 7 finit par:

A9 d-¢ AP elc

IO AD c—oAD dek ¢
Par hypothese d’induction, (§;1; A),e = ¢, i.e. e = cet A est vide. Or
(0;1;¢ — A, T tell(c)) — (0;1; A,T). Dou (0;1;¢ — A, A1), d, e =
&,

OJ

Le théoreme de complétude précise a nouveau celui du chapitre 3.

Théoréme 4.8 (Observation exacte des succes) Soit A un agent LCC.
On a

LLE (C D.A) = OFEES(C, D.A).

Preuve.

Il suffit d’appliquer le lemme précédent & la configuration ((; 1; A) et & ¢ = **
puis de se référer a la définition de = (cas 3.b.). O
4.4 Stores

On sait depuis longtemps caractériser les stores des agents CC en utilisant
la logique intuitionniste (voir chapitre 3), on pourrait donc penser que cette
observable est facile d’acces et que la méthode des sections précédentes va
permettre directement de gagner ici aussi en précision, que ce soit pour CC
ou LCC.

Cependant il faut noter que lorsque ’on se contente des conséquences des
stores accessibles on dissimule une difficulté qui consiste a différencier une
contrainte dans le store et I’agent qui va I’y mettre. Ainsi on a jusqu’a présent
toujours interprété de la méme fagon (0; 1;tell(c),tell(d)), (0; c; tell(d)) et
(0; c®d; D). Cela nous & entrainé a confondre les agents tell(c®d) et tell(c) ||
tell(d) qui si ils ont bien les mémes succes, suspensions et conséquences de
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stores accessibles n’ont pourtant pas les mémes stores: le deuxieme agent
pouvant bien sur atteindre les stores ¢ et d qui sont inaccessibles pour le
premier.

On va donc a nouveau avoir a raffiner notre sémantique en modifiant
quelque peu la théorie et la traduction des agents en formules. Nous traiterons
ici directement le cas de LCC, celui de CC en étant un cas particulier.

4.4.1 Définitions

Soient (C,lF¢) un systéme de contraintes et D des déclarations.

Définissons C” comme le plus petit ensemble tel que:

— pour toute formule ¢ de C' (défini comme auparavant), ¢ € C”,

— pour toute contrainte ¢ (éventuellement non-atomique) de C, il existe

une contrainte ¢’ € C" \ C'.

On a donc, intuitivement, dans C”, a la fois C’ et une copie de toutes les
contraintes de C.

La traduction * de C dans C” est définie comme précédemment.

Définissons une relation d’implication F¢r sur C” afin d’en faire un systeme
de contraintes linéaire: pour tout ¢ ¢ @), d; et tout J C I,.J # () posons
comme dans la section précédente c* ¢ ®Z.GI\J di ® ®j€J dy. De plus on a
pour toute contrainte ¢ de C, ¢ Fen ¢*.

Définition 4.9 Les agents LCC sont traduits en formules IMALL de la
maniere suivante:

tell(c)? = ¢” (A+ B)Y = AP & BY
p(2)F = p(2) (FrA)” = Tz(loc(x) @ AP)
(VZ(c — A))E = VF(c — AD) (Al B)F = A @ BY

Cette traduction s’étend comme d’habitude aux multi-ensembles d’agents.
La traduction (X;c;T)Y d’une configuration (X;c;T') est la formule
X (Qe x loc(z) ® ¢ @ TH).

Remarque.

On a donc gardé une traduction tres similaire a celle des sections précédentes

si ce n’est que tell(c)” = ¢’ implique désormais strictement (); c; 0)F = c*.
IMALL(C", D) reste défini comme précédemment.

Théoréme 4.10 (Correction) Soient (X;c;T') et (V;d;A) deux configu-
rations LCC.

Si (X;¢T) = (Y;d; A) alors (X;¢,0)F A-raparrer oy (Yid; A)F.

Si (X;6T) — oo (YVidi A) alors (X;5¢,T) Frararrerpy (Vid; A)F.
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Preuve.
Par induction sur = et — ¢, la preuve est la méme que pour LCC sauf
pour le tell ou I'on vérifie que 'on a bien ¢ F ¢* cqfd. O

4.4.2 Complétude

On obtient ’analogue du théoreme 4.8 pour 1’observation des stores:

Théoréme 4.11 (Observation exacte des stores) Soit A un agent LCC.
Définissons LLE™(C,D.A) = {IXc € C|]AT, A" Frvacrer oy (X6 DRSS
On a

LLre(C,D.A) =y Ofre(C, D.A).

Preuve.

Concernant I'inclusion correspondant a la complétude, on remarque que si
AP Frvarcer oy (X6 )" alors la preuve commence (de bas en haut)
nécessairement par des éliminations a gauche, correspondant exactement
aux réductions de A, puis une élimination des 3 des deux cotés, enfin une
séparation du membre gauche en deux sous-configurations, x et &’ telles que
k F c* et k' F TH. On peut alors appliquer le théoreme 4.8 & s puis remar-
quer que le store de ' est nécessairement vide puisque sinon une contrainte
de la forme d* apparaitrait dans le membre de droite (puisque on a imposé
J # () dans les axiomes non-logiques et que la coupure est la seule regle
qui permettrait de faire “disparaitre” d*). s’ est donc juste un agent et par
monotonie, I’ajouter a x permettra les mémes dérivations, pour obtenir une
configuration dont le store est précisément 3.Xc. O

4.5 Suspensions

Dans [30], Ruet montre qu’il est possible de caractériser les suspensions
des agents LCC en utilisant la logique non-commutative (NL, voir I’appen-
dice C), sous réserve de n’utiliser qu'un systéme de contraintes “trivial”. En
effet le fait de confondre un store et ses conséquences crée de fausses suspen-
sions. Comme nous pouvons désormais éviter ces affaiblissements incontrolés
du store, il est naturel d’essayer de généraliser le théoreme de complétude a
I’observation des suspensions.

Nous définissons C' et ¢ comme auparavant (section 4.3) mais en y
ajoutant une nouvelle contrainte ¢ (comme dans [30]) et un nouveau symbole
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de relation test, d’arité un, destiné a éviter les suspensions dues au fait que
Vr(c(r) —o A(x)) b e(t) — A(t); ce cas ne se présentait pas auparavant
puisque ¢ ne pouvait jamais étre une suspension. On aura de plus pour tout
z, 1 ke test(z).

La traduction des agents LCC en formules reste identique, sauf pour le
ask qui utilise une variante de la traduction de Ruet: (Va(c — A))Y =
Vz((c @ test(z)) — (¢ ® AY)) On ajoutera au besoin un Vz (inutile) aux
agents qui n’en ont pas.

La correction reste évidente, aux < résidus pres, puisque les axiomes non-
logiques de test ont été ajoutés expres.

Théoréme 4.12 (Observation exacte des suspensions) Soit A  un
agent LCC et ¢ une contrainte linéaire. Si A Frvanpe ) SQ @V ((di ®
test(x1)) = (0@ A1) ®- - @V, ((d, ®test(xy,)) — (¢® Ay)), avec pour aucun
d;,c e di[t/x;] ® e;, alors A suspend avec le store ¢ sur les contraintes d;.

Preuve.

La preuve est une adaptation de celle du théoreme 4.8: a la définition de
=—> on ajoute le cas ol ¢ est une suspension qui est du meme type que
quand ¢ est un ¢* (cas 3.b.). Ensuite, on procede a la méme induction avec
simplement a considérer en plus la possibilité qu'une preuve se termine par
la regle — a droite, mais on peut alors utiliser le méme raisonnement que
Ruet pour remarquer que vu la structure des séquents NL, cette regle est
nécessairement suivie d’'une regle — a gauche et d’un axiome, on peut donc
les regrouper en

AFB
c—-AFc—B

et I’étape d’induction est alors évidente.

Il faut aussi noter que le cas de la regle du V a gauche change un petit
peu: en effet c[t/z]®test(t) — ©@A[t/x] n’est pas la traduction correcte d’un
agent; mais on peut remarquer aisément que la seule maniere dont cette for-
mule peut impliquer une traduction correcte d’agent est si le ask est débloqué,
on aurait alors effectivement pu atteindre la méme configuration a partir de
Vr(c @ test(c) — o @A). O

4.6 Conclusion

Nous avons donc obtenu une sémantique précise pour toutes les obser-
vables que nous considérions, et ce sans compliquer la logique sous-jacente,
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mais seulement en enrichissant la théorie. La seule restriction a été la dispa-
rition du !, mais comme nous ’avons vu il peut la plupart du temps étre rem-
placé par une bonne utilisation du systeme de contraintes. De plus cette dis-
parition nous a méme permis de nous restreindre a IMALL (ou IMANL pour
le cas non-commutatif) ce qui simplifie un peu l'utilisation de la sémantique
obtenue.

Les résultats obtenus sont donc des raffinements de résultats antérieurs
ol 'on a enfin réussi a combiner les avantages des sémantiques logiques et
dénotationnelles définies dans le chapitre précédent.

Nous allons désormais voir comment utiliser la sémantique logique de
CC et LCC pour prouver des propriétés de programmes, nous constaterons
d’ailleurs a cette occasion, qu’il est bien agréable de pouvoir se passer des
exponentiels.
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Chapitre 5

Sémantique des phases

“LOGIC, n. The art of thinking and reasoning in strict
accordance with the limitations and incapacities

of the human misunderstanding ...”
— Ambrose Bierce (1842-1914), " The Devil’s Dictionary”, 1911

5.1 Introduction

L’outil que nous allons utiliser ici est la sémantique des phases de la lo-
gique linéaire. C’est la sémantique naturelle de la prouvabilité pour LL [14]
et comme nous avons vus que nos résultats de sémantique logique établissent
un lien entre existence d’'une dérivation CC ou LCC et prouvabilité, c’est un
outil suffisant pour ce qui nous intéresse. Avec une sémantique des preuves
on pourrait sans doute établir des propriétés plus fines sur le déroulement
méme d’une dérivation (et non pas son existence), mais cela dépasse large-
ment le cadre de notre étude.

La sémantique des phases est correcte et complete vis a vis de LL, mais
nous verrons que sa structure rend la complétude peu utile: on sait qu’il existe
un modele quand il existe une preuve, mais ce modele peut parfaitement
étre le modele syntaxique (voir [14]) et ne rien nous dire d’autre que “la
formule est prouvable dans LL”. Par contre, la correction, bien que considérée
souvent comme élémentaire, va nous fournir la possibilité de choisir un modele
ou nous allons nous abstraire autant que 'on veut des formules (et donc
du programme) tout en assurant que ce modele reflétera les dérivations des
programmes LCC. Nous en tirerons parti, principalement, pour prouver des
propriétés de sureté, dans la section 5.3.
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5.2 Sémantique des phases pour ILL

Bien que nous n’ayons besoin que d’un fragment réduit d’TLL, il est plus
simple de rappeler la définition de la sémantique des phases pour tout ILL
(le calcul des séquents complet est donné dans I'appendice A), en suivant la
présentation d’Okada [26], et de ’étendre aux constantes (1, 0, T).

Définition 5.1 Un espace de phases P = (P,-,1,F) est une structure telle
que (P,-,1) est un monoide commutatif, et F, appelé ensemble des faits, est
un sous-ensemble des parties de P vérifiant:

— F est clos par intersection arbitraire,
— pour tout A C P, pour tout F € F, A—o F={x € P:Va€ Aa-x€
F} est un fait.

Ces faits correspondent intuitivement (et en fait, nous le verrons dans la
section 5.3, plus que cela) aux formules ILL et donc aux agents CC.

On peut remarquer que les faits sont clos par implication linéaire —o. Voici
quelques faits: le plus grand T = P, le plus petit 0, et 1=({F € F:1 € F}.

Un fait paramétriqgue A est une fonction totale de V' dans F, assignant
a toute variable z un fait A(x). Tout fait peut ainsi étre vu comme un fait
paramétrique constant, et toute opération définie sur les faits s’étend natu-
rellement aux faits paramétriques: (A x B)(z) = A(x) x B(x).

Soient A et B deux faits (paramétriques), on définit les faits suivants:

A&B = ANB,
A®@B = (\{FeF:A-BcCF},

A®B = ((FeF:AUBCF},
IwA = (((FerF:(|JAw)cF},

zeV

VzA = ([{FeF:([)Aw)cF}

zeV

Définition 5.2 Un espace de phase enrichi est un espace de phase (P, -, 1, F)
avec un sous-ensemble O de F, dont les éléments sont appelés faits ouverts,
tel que:

— O est clos par & arbitraire (en particulier il existe un plus grand fait
ouvert),
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— 1 est le plus grand fait ouvert,
— O est clos par ® fini,
- ® est idempotent sur O (si A € O alors AQ A= A).

A est alors défini comme le plus grand fait ouvert inclus dans A.

Ayant donné aux faits des opérateurs correspondants a ceux de ILL, nous
pouvons traduire les formules en faits:

Définition 5.3 Une valuation n est une fonction des formules atomiques
dans les faits, telle que n(T) =T, 1 =n(1) et que 1 € 1, n(0) = 0.

On définit inductivement l'interprétation n(A) (resp. n(I')) d’une formule
A (resp. d’un antécédent T') comme suit:

n(14) In(A),
n(A®B) = n(A)®@n(B),
(A — B) = n(A) —n(B),
n(A& B) = n(A)&n(B),
n(Ae B) = n(A)on(B),

n(VzA) = Van(A),

n(3zA) = Fan(A),

n((T,4)) = n(T)@n(A),
n(T) 1 si T est vide.

Les séquents peuvent alors etre interprétés ainsi:
n(L-A) = () —n(4)

Ceci nous amene a définir une notion de validité:
Définition 5.4 (Validité) On définit:

P,nETFA) ssilenTE A), soit n(T') C n(A),

P = (T A) ssi pour toute valuation n: P, n E (T A),

E (T F A) ssi pour tout espace de phases P: P = (T A).

Cette sémantique des formules ILL jouit de certaines propriétés:
Théoréme 5.5 (Correction [14, 26])

I'Frop A impliqgue = (T F A).
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Théoréme 5.6 (Complétude [14, 26])
E (TF A) implique T g, A.

Cette derniere propriété ne nous servira pas directement a prouver des
propriétés de programmes, mais plutot a se convaincre de l'existence d’une
preuve sémantique de ces propriétés comme décrit dans la section 5.5.

5.3 Preuves sémantiques

Nous allons maintenant exposer la méthode de preuve qui découle de la
juxtaposition des résultats précédents. Basée sur les théoremes de correction
de la sémantique des phases et de la traduction LCC-ILL, cette méthode
nécessite soit de traduire les programmes CC en LCC comme indiqué en fin

de section 2.5.2, soit de coder directement les algorithmes et protocoles en
LCC.

Cette deuxieme alternative se révélera en fait tres puissante, comme le
montrent les exemples de la section 5.4. On y verra aussi que le lien entre
logique linéaire et CC linéaires est bien plus fort que celui entre logique in-
tuitionniste et CC, puisque, bien qu’on dispose aussi dans ce dernier cas de
résultats de correction pour les traductions, il se révele impossible de faire la
plupart des preuves. De fait ce sont les résultats de complétude partielle de la
premiere traduction qui nous assurent de I’existence de preuves sémantiques
comme expliqué dans la section 5.5.

Notre méthode de preuves sémantiques découle directement de la proposi-
tion suivante, corollaire des deux théoremes de correction vus précédemment:

Proposition 5.7 (Preuves sémantiques) Pour prouver une propriété de
sireté de la forme: (Z;¢;T) + (7, d; A), il suffit de montrer:
3 un espace de phases P, une valuation 1 , et un élément a € n((T;c;T)1)

tels que a & n((if; d; A)Y).

Preuve.

Le théoreme 5.5 de correction de la sémantique des phases vis a vis de
ILL s’énonce comme suit:

I' i A implique VP, n,P,n = (T A).
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Ceci peut aisément étre étendu a I LL¢ p en imposant a toute valuation n
de satisfaire les inclusions qui proviennent des axiomes non-logiques (I’axiome
¢ b d imposant n(c) C n(d)).

La contraposée de cette extension nous donne:

3P, n, tels que P,n = (T' = A) implique T t/;zr, , A.
C’est a dire:
3P, n, tels que n(T') ¢ n(A) implique I’ Vrore» A

Or la contraposée du théoreme 3.5 de correction de la traduction de LCC
dans I LL¢ p nous donne:

(%6 T) irre » (7 d; AT implique (F;¢;T) + (7; d; A)

La juxtaposition de ces deux théoremes nous donne la proposition. 0

Ce corollaire permet de réduire la preuve de propriétés de sureté d’un
programme CC, un probleme de non-existence de dérivation, a un probleme
d’existence, celle d’'une structure de phases, d'une interprétation et d’un
contre-exemple pour l'inclusion ci-dessus.

On aboutit donc a une méthode en quatre points:

1. Formuler la propriété de sureté sous la forme: (7;¢;T) + (7;d; A),
2. Exhiber une structure de phases,

3. Exhiber une valuation,

4. Prouver l'existence d’un contre-exemple.

Remarque.

On pourrait se contenter de preuves d’existence pour les points 2 et 3 ci-
dessus, cependant on perdrait alors un des bénéfices de cette méthode: la
possibilité de travailler dans le cadre simple, d’espaces de phases bien choisis
et bien connus. Le dernier point serait aussi rendu plus difficile. On verra
dans le chapitre 6 que cette méthode peut en partie s’automatiser.

5.4 Exemples

Voici quelques exemples d’application de cette méthode a des protocoles
et des algorithmes standards, pour montrer des propriétés de stireté classiques
comme "absence de deadlock par exemple.
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5.4.1 Exemple 1 - Le diner des philosophes

Nous avons vu dans la section 2.5.3 que le probleme classique du diner
des philosophes pouvait facilement étre codé dans LCC, essayons maintenant
de prouver des propriétés sur ce programme.

La premiere propriété qu’on peut vouloir prouver quand on vient d’enco-
der en LCC un algorithme est sa fidélité vis a vis de ’algorithme d’origine.
En I'occurrence on va tenter de démontrer que ce codage est sir dans le sens
ou une fourchette ne peut étre utilisée que par un philosophe a la fois, c¢’est
a dire que deux philosophes voisins ne peuvent pas manger en méme temps,
quelque soit le nombre de philosophes.

1. Reformulons la propriété.
Nous devons tout d’abord exprimer notre propriété sous la forme de la non-
existence d’une dérivation, soit:

Vi, Ve, YA, (0;1;init(N)) +—roc (0;eat(I,N),eat(I + 1 mod N,N), ¢; A)
D’apres le corollaire 5.7 il suffit donc de montrer:
Vi, VB, 3P, 3n, Iz € n(init(N)), = & n(eat(I,N) ® eat(I + 1 mod N,N) ® B)

C’est a dire, en utilisant la constante T dont le sens est intuitivement
“quelque chose”:

Vi, 3P, 3In, Iz € n(init(N)),z & n(eat(I,N) ® eat(I + 1 mod N,N) ® T)

2. Espace de phases.
Considérons la structure P suivante:

— N (avec son produit et son élément neutre habituels) est le monoide,
- F=P(N),
- 0={0,{1}}.
C’est clairement une structure de phases. En effet F est clos par intersection
et implication et O clos par @ et ®, ce dernier étant bien idempotent sur O.

3. Valuation.

Nous devons maintenant définir une valuation n sur N=M, N=#M, fork(I),
eat(I,N), philosophe(I,N), recphilo(M,P) et init(N). Il ne faut pas
oublier de vérifier que les conditions provenant des déclarations (axiomes non-
logiques qui se traduisent par des inclusions obligatoires) de philosophe (I,N),
recphilo(M,P) et init (N) sont satisfaites.
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Définissons 7 ainsi:

n(fork(I)) {fi}

n(eat(LN)) = {ein}

n(philosophe(I,N)) = {p;}
n(recphilo(M,P)) = {ZTmp: Ymp}
)

n(init(N)) = {xi,-vin}

o {1} sin=m,
U(N_M)_{ 0 sinon.

n(N%M):{ {1} sin#m,

0 sinon.

Ot les indices (i, m, n, p) sont les interprétations canoniques des variables
entieres correspondantes, les f; et les p; sont des entiers premiers distincts,
€iny Tmp €t Ymp sont définis comme suit:

€ n:fi'fiJrlmodn'pi

_J1 sim = p,
Lmp = o : i
Pm m * Tm+1,p * Ym+1,p SINOIL.

Pm - fm sim = D,
Ymp =1 1 sinon.

Les conditions venant des déclarations sont:
—Vi,{p;} C Ey; = n(définition de philosophe(I,N))
~Vm, D, {Tmyp * Ymp} C Finp ot F,,, = n(définition de recphilo(M,P)),
~Vn,{x1n - Y1n} C n(définition de init(N)).

On notera que la troisieme condition est une conséquence de la deuxieme,
puisqu’un agent de la forme ¢ — d — e — A est interprété comme {z €
N | Yy € n(c),Vz € n(d),Vt € nle),Iu € n(A),x -y -z -t = u}, donc
Ein= {!L‘ eN | Jy € Gi,nafi-i—l mod n*fi*T = ei,n'y} ol Gi,n = {y eN | €in'Yy =
fi+fis1 mod n-Pi}- (y représente un élément de linterprétation de eat (I,N) —
(tell(fork(I) ® fork(I+1 mod N)) || philosophe(I,N)) du I®"® phi-
losophe.)

De plus, la premiere condition Vi, {p;} C E;, revient a montrer que G,
n’est pas vide, ce qui est vrai du fait que 1 € G, ,.
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La seconde condition (sur F,,) se vérifie par une simple induction sur
Tmp €6 Ymp qui ont été définis expres. La valuation est donc correcte.

4. Contre-exemple.
Comme n(init) = {z1, - Y1, } il nous faut prouver:
Tip Y1 & n(eat(I,N) ® eat(I+1 mod N,N) @ T) ={r € N:Ja € Nz =
€in * €i+1modn,n * (Z}.

Montrons d’abord par induction que: 1, - Y1, = f1-...  fo D1 ... D,
puis procédons par I’absurde:

Si Tin ' Yi,;n = €in'Cit+1 mod n,n' @ alors fi+1 modn " T1,n ' Yi,n = €in'€i+1 mod n,n”

a'fi-l—l modn = fi-.- -'fi—l'fi+3'- oS pre < Pi—1°Pi+2°- - -*Pn* €i,n*€i+1 mod n,n-
En simplifiant on obtient a - fiy1modn = f1 - -+ fii1 - fizs - oo+ fur
PLce.. Di1-Pita- ... Pp ce qui est impossible (décomposition en facteurs

premiers: f;11mod v apparait a gauche du signe = mais pas dans la partie
droite, un produit de nombres premiers), cqfd.

Remarque.

On voit bien, sur cet exemple, le role de la logique linéaire. En effet si on avait
utilisé la logique intuitionniste a la place de ILL et la traduction naturelle
des agents CC en séquents, bien qu’on ait les mémes résultats de correction,
le manque au niveau de la complétude n’aurait pas permis d’appliquer cette
méthode. En effet, il n’aurait pas été possible de faire la preuve ci-dessus car:

de philosophe(I) A fork(I) A fork(I + 1) - eat(I,N)
et
philosophe(I + 1) A fork(I + 1) A fork(I +2) - eat(I + 1,N)

on peut déduire
philosophe(I) A philosophe(I + 1) A fork(I) A fork(I + 1) A fork(I + 2)
- eat(I,N) Aeat(I+ 1,N).

L’espace de phase peut sembler assez complexe et donc peu naturel, ce-
pendant on peut le voir comme le monoide libre engendré par les contraintes
atomiques du programme LCC, interprétées comme des singletons, et satisfai-
sant les contraintes provenant des axiomes non-logiques: des inclusions entre
singletons, donc un systeme d’équations. Cependant un tel espace, basé sur
des singletons, ne convient malheureusement pas toujours. Si ’on considere
le programme suivant, par exemple: P = tell(d), Q = ¢ — P, une struc-
ture de phase basée sur des singletons ne pourra pas prouver que P n’atteint
jamais un store contenant c, i.e. Pt/ ¢ ® T, car on aura n(P) = n(c) - n(Q)
pour rester correct vis a vis de la deuxieme déclaration.
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5.4.2 Exemple 2 - Producteur/Consommateur

Le protocole producteur/consommateur avec m producteurs et k consom-
mateurs qui communiquent via un buffer de taille n peut étre codé en LCC
comme suit:

P = dem — (pro || P)
C = pro — (dem || C)
init = dem” || P™ || CF

Rappelons que les producteurs peuvent générer, une par une, des unités
de produit quand le buffer n’est pas plein et que les consommateurs peuvent,
les consommer, une par une, quand le buffer n’est pas vide.

On peut, une fois encore, constater la simplicité du codage réalisé en LCC.

Nous allons prouver deux propriétés importantes sur ce codage d’un pro-
tocole classique: d’une part I'absence de deadlock (étreinte fatale), d’autre
part la stureté dans le sens ot il ne peut jamais y avoir plus d'unités consom-
mées que d’unités qui ont été produites.

Absence de deadlock

Procédons selon la méme méthode:

1.
Il faut d’abord exprimer cette propriété sous la forme: (X;¢;T') +—rco
(Y;d; Q).

On peut voir facilement qu’il ne peut y avoir de deadlock que s’il n’y a
plus de P, ou plus de C, ou plus de contraintes consommables (dem et pro).

Il nous faut donc prouver init +—pcc dem™ || P™ || C¥' || pro”, avec soit
n' =1"= 0 soit m’ = 0 soit k' = 0.

2.

Considérons la structure P = Z, F = P(Z), O = {0,{1}}, c’est bien
évidemment une structure de phases, qui est d’ailleurs presque identique
a celle de I'exemple précédent.

3.
Définissons alors la valuation suivante:

n(dem) = {5} n(pro) = {-5} n(P) = {-2,2} 7n(C) ={-3,3}
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n(init) = {—2™.3F.5" 2m.3k. 5"}

Il nous faut vérifier que 7 est correcte:
Vp1 € n(P), dpa € n(P),dem - p; = pro - py, d’ott n(P) C n(définition de P).
De méme pour C, et n(init) = n(définition de init).

4.
Au lieu d’exhiber un contre-exemple, nous allons & nouveau prouver par ’ab-
surde que I’ inclusion n(init) C n(dem™ || P™ || C*' || pro’) est impossible.
Supposons que n(init) C {=5% -2 .3F.5" 57".2m".3%" .5} En comparant
les puissances de 5, 3 et 2 dans ces éléments et dans ceux d’init, on constate
que toute autre situation que: n'+1' = n, m' = m et k' = k est impossible, et
donc qu’il en est de méme pour un deadlock (n'+1' =0 # n,oum’ =0 # m,
ou k' = 0 # k). n(init) n’est donc inclus dans linterprétation d’aucun
deadlock, et donc init ne peut se réduire sur une telle configuration, cqfd.

Stireté

Pour vérifier qu’il n’y a jamais plus d'unités consommées que d’unités
produites, nous devons modifier légerement le programme, afin de rendre
cette information directement observable:

P = dem — (pro || P || np=X — np=X+1)
C = pro — (dem || C || nc=X — nc=X+1)
init = dem” || P™ || C* || np=0 || nc=0

Ce type de modification qui consiste a ajouter un oracle a un programme
afin de pouvoir observer une propriété ou un comportement d’intérét est tres
commun dans les techniques de vérification. On voit ainsi souvent 'ajout
d’un automate-oracle pour faire du model-checking.

1.
Il nous faut prouver:

init + 00 dem” || pro’ || P™ || ¢* || np = np, || nc = nc,
avec ncg > np;.

2.
Nous utilisons une fois encore une structure assez simple, P = Q, F = P(Q),

0 = {0, {1}}.
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3.
Et la valuation suivante:

n(dem) = {6} n(pro) = {3} n(P) =5 n(C) =7

n(ap = X) = {2} n(nc =X) = {277}
n(init) = {2".3".5™. 7%}

Cette valuation est correcte: 3d = 2 tel que dem -p = pro-p-d et
27 - d = 2"t d’olt n(P) C n(définition de P).

4.
1l suffit alors de remarquer que ncy > np, et n(init) C {6 - 3" - 5™ . 7F.
2mpo . 270} impliquerait I’ < 0, ce qui est impossible, cqfd.

Remarque.

Une fois encore IL ne pourrait remplacer ILL car si le systeme peut se réduire
sur un nombre d’unités consommeées non nul et peut se réduire sur un nombre
d’unités produites nul, alors init - nc = ncy Anp = np, A A avec ncy # 0 et
np, = 0.

5.4.3 Autres exemples - exclusion mutuelle

On a vu dans la section 2.4 qu’il n’y a pas, a priori, d’opérateur de
séquentialité (o) dans la syntaxe de CC ni de LCC, mais que 1'on peut 1'y
ajouter. Le codage correspondant dépend bien sur de l'agent se trouvant
avant le e, et on peut vouloir prouver des propriétés indépendantes de cet
agent, on peut alors s’appuyer sur la propriété que dans A2, ok(x) est ajouté
au store si et seulement si A} a terminé son exécution. L’exemple suivant
d’exclusion mutuelle par sémaphores illustre I'utilisation de cette méthode
pour prouver des propriétés de sireté pour un programme LCCl,:

P, = sem — A e (sem || P;)
init = sem || Py ||--- || Pwn

On rappelle que A e B est défini comme Jz (A% || ok(z) — B).

Les sémaphores sont gérés tres simplement en LCC, nous avons donc un
parfait exemple de programme LCC,,, dont on voudrait prouver la sireté,
c’est a dire que ’exclusion mutuelle fonctionne correctement.

1.
Nous voulons donc prouver que deux sections critiques ok(x) ne peuvent avoir
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lieu en méme temps: VZ, ¢, T, (0; 1;init) +rcc {z,9} U Z;c ® ok(z) ®
ok(y); ).

2, 3, 4.
C’est tres simple avec la structure P = N et la valuation suivante:

n(sem) = n(ok(x)) = n(init) = {2} and n(a) = n(P;) = {1}

La correction de cette valuation et la preuve d’existence d’un contre-
exemple (encore une fois par I'absurde) sont laissés comme exercice au lec-
teur.

5.5 Complétude

Comme souligné dans les exemples précédents, ILL semble étre assez lié
aux LCC pour étre utilisable dans les preuves. Il existe en fait une raison
théorique a cela: les résultats de complétude partielle des traductions.

Pour la partie sémantique des phases, la complétude est totale comme le
montre le théoreme 5.6. Ainsi il y a équivalence entre I'implication linéaire
et I'inclusion des faits correspondants. Nous avons déja utilisé la correction
pour dire que s’il y a un contre-exemple alors il n’y a pas implication, mais
réciproquement, on peut noter que s’il n’y a pas implication, alors il doit
exister un contre-exemple (structure de phases, valuation, et contre-exemple
pour 'inclusion).

Pour la partie LCC-ILL, rappelons le théoreme 3.5 et son corollaire:

La correction est totale, donc s’il n’y a pas implication, il n’y a pas de
dérivation.

En revanche on n’a la réciproque que dans le cas d’une contrainte linéaire
succes, c¢’est a dire que A F ¢ implique A — d avec d - ¢, donc si une confi-
guration ne se réduit sur aucune contrainte impliquant ¢ alors sa traduction
n’implique pas c.

La mise bout a bout de ces deux résultats nous assure que dans les cas
ou 'on veut prouver qu'une configuration ne se réduit pas sur un succes c
et que cette propriété est vraie, ainsi que le fait que la configuration ne se
réduit pas non plus sur une contrainte impliquant ¢, alors il existe un contre-
exemple (structure de phases, valuation, non-implication), donc une preuve
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sémantique du type exposé ici.

Ce résultat ne permet cependant pas de traiter toutes les propriétés de
stireté, en particulier le cas des deadlocks, qui sont des suspensions et non
pas des succes.

On peut alors utiliser une logique permettant de caractériser des obser-
vations encore plus fines: la logique non-commutative. Elle est décrite en
annexe C et possede une sémantique des phases. Les résultats de la sec-
tion 3.4 nous permettent alors d’étendre la propriété précédente au cas des
suspensions:

Si une configuration n’a pas de suspension (deadlock) alors sa traduc-
tion n’implique aucune traduction de suspension, et il y a donc une preuve
sémantique de cette propriété.

Par contre, cette logique qui peut nous conforter dans 'idée de chercher
une preuve a telle ou telle propriété, ne nous a, jusqu’a présent rien apporté
au niveau des preuves: nous n’avons pas encore d’exemple de propriétés pour
lesquelles il existe une preuve non-commutative et pas de preuve commuta-
tive. Comme les structures en jeu sont beaucoup plus complexes, nous avons
donc préféré ne montrer ici que la version commutative de notre méthode de
preuves sémantiques.

5.6 Conclusion

Nous avons donc obtenu, au travers d’'une sémantique de la prouvabi-
lité de la logique linéaire, un outil de preuve de propriétés de programmes
LCC. Cette méthode semble spécifiquement adaptée aux cas ou 'on peut
construire facilement un contre exemple et ainsi démontrer une propriété
universelle, comme c’est le cas des propriétés de streté. Cependant, méme
lorsque la complétude s’applique, rien ne garantit ’existence d’un contre-
exemple simple, aussi cette méthode semble-t-elle réservée aux cas ou l'on
peut facilement s’abstraire du systeme de contraintes, ce qui est le cas des
protocoles de communication décrits dans les exemples de ce chapitre. Afin de
généraliser cette méthode a d’autres exemples et méme dans le cas d’exemples
aussi simples que ceux exposés ici, il serait souhaitable de pouvoir automati-
ser, au moins partiellement, la recherche de contre-exemples. C’est cette voie
que nous décrirons dans le chapitre suivant.

On peut noter que tous les exemples de ce chapitre n’ont pas nécessité
les raffinements de la sémantique logique développés au chapitre 4. Cela est
bien sur du au fait que nous avons choisi des exemples simples, mais il est
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important de réaliser que si nous rajoutons, avec un choix, une branche qui
aboutit a un échec, mais que nous voulons prouver des propriétés sur les
autres branches, il devient nécessaire de pouvoir différentier 1’échec de ses
conséquences. Une autre situation ou les résultats du chapitre 4 sont indis-
pensables se produit si ’on essaye de prouver que dans aucun succes ou store
accessible a partir d'un agent A il n’y a qu’une seule fois la contrainte c.
En effet ¢ fait partie des conséquences de ¢ ® ¢ au sens de 3.3! Suivant les
situations on devra donc choisir une sémantique (ou méme, dans le cas des
suspensions, une logique) adaptée au type de propriété que 'on souhaite
prouver.
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Chapitre 6

Phase model-checking

“I don’t want to achieve immortality through my work.
I want to achieve it through not dying.”
— Woody Allen

6.1 Introduction

Ayant obtenu une méthode originale pour prouver des propriétés de pro-
grammes, il est naturel de chercher a ’automatiser, du moins en partie. Nous
allons donc voir une possibilité d’automatisation de la recherche d’espaces de
phase et de contre-exemples basée sur les outils efficaces que nous apporte la
programmation avec contraintes.

Cette approche est basée sur un certain nombre de remarques:

— Nous voulons une méthode de recherche statique, nous ne pouvons donc
pas utiliser les techniques d’Okada et Terui [27], qui géneérent un espace
de phase simple, ce qui est indispensable pour pouvoir raisonner dessus,
mais a partir d’une recherche de preuve. On mimerait ainsi en partie
la dérivation ce qui n’est bien évidemment pas le but recherché.

— Nous allons donc devoir énumérer des espaces de phases, mais nous ne
pouvons bien sur pas tous les essayer, il nous faut donc nous restreindre
a une certaine classe d’espaces ou il sera possible de raisonner facilement
(afin de prouver la non-inclusion).

— Dans [38] Yilma a abordé ce type d’approche, mais en essayant de
maniere systématique toutes les possibilités, dans des structures de
taille tres réduites (et cycliques).
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— Il s’avere que tous les exemples du chapitre 5 ont des solutions dans
des structures de phases du méme type, ou tous les ensembles sont des
faits et ou la valuation associe des singletons aux formules.

Ces remarques, et en particulier la derniere, qui remplace inclusion par
égalité, nous poussent a essayer de tirer parti des technologies de résolution
de contraintes pour obtenir une structure de phases satisfaisante.

6.2 Implémentation

Comme nous ’avons vu avec les exemples du chapitre précédent, N peut
souvent servir comme monoide de base pour la structure de phase: en effet,
nous recherchons en quelque sorte un monoide libre engendré par la valuation
et N remplira sans probleme ce role si ’on utilise a bon escient les entiers
premiers.

D’autre part nous avons pu constater que dans de nombreux cas une struc-
ture finie était suffisante, on peut donc imaginer rechercher des structures de
phases dont le monoide serait fini. On sait d’ailleurs que cette restriction n’en
est pas une dans le cas clos, puisque Okada et Terui ont montré récemment,
que IMALL avait la propriété des modeles finis [28].

On se restreindra aussi aux structures de phases ou tout les ensembles
sont des faits, en effet en plus de nous avoir suffi jusqu’ici, ce type de struc-
tures naives selon la terminologie d’Okada, est complet pour un fragment de
LL (®,®, A —o «) qui n’est certes pas le notre, mais est suffisant pour coder
MALL [27].

Pour établir une propriété de streté on va alors chercher une valuation
correcte, c’est a dire un ensemble de parties de ce monoide correspondant
a chaque contrainte atomique et vérifiant les inclusions correspondants aux
axiomes non-logiques.

Si l'on s’intéresse au cas ol ces parties sont des singletons, cas dont nous
avons certes expliqué qu’il n’était pas complet dans la section 5.4.1, mais qui a
permis, comme nous I’avons vu, de résoudre un certain nombre de problemes,
les inclusions mentionnées ci-dessus deviennent des égalités. La recherche
d’une valuation consiste alors en une attribution a certaines variables de
valeurs dans un domaine fini, de maniere a satisfaire certaines contraintes
d’égalité.

Il devient naturel de vouloir réaliser cette recherche en utilisant les outils
que CC, et méme la programmation avec contraintes en général, met a notre
disposition: des solveurs sur les domaines finis [8]. Nous avons donc réalisé une
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implémentation en GNU-Prolog (voir annexe D) qui extrait les contraintes
du programme, les génere et les ajoute au store.

Il nous faut alors trouver notre contre-exemple, c’est a dire satisfaire une
nouvelle contrainte, cette fois-ci de non-inclusion donc de non-égalité, corres-
pondant a la propriété de siireté a démontrer. Si le solveur de contraintes sur
les domaines finis y arrive, il peut produire la valuation et le contre exemple
nécessaire a la validation du programme.

6.3 Exemples

6.3.1 Diner des philosophes

Prenons comme exemple une version non-récursive du diner des philo-
sophes:

goal :-
phill,phil2,phil3,phil4,phil5,
forkl,fork2,fork3,fork4,fork5.

phill :-
forkl,fork2 -> eatl, (eatl -> forkl,fork2,phill).

phil2 :-
fork2,fork3 -> eat2, (eat2 -> fork2,fork3,phil?2).

phil3 :-
fork3,fork4d -> eat3, (eat3 -> fork3,fork4,phil3).

phild :-
fork4,fork5 -> eat4, (eat4d -> fork4,fork5,phild).

phil5 :-
fork5,forkl -> eath, (eats -> forkb5,forkl,phil5).

ce programme ayant été écrit pour étre utilisé avec le solveur donné en
annexe D n’utilise que des caracteres ASCII, on a donc utilisé ’,’ pour ® et
||, suivant la position, et >=>’ pour —.
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On obtient alors ’exécution suivante:
| ?- find_phase(’philo_5’,[goall, [eatl,eat2],top).
/home/beaune/contraintes/soliman/pl/philo_5.1lcc
eatb=1
eat4=1
eat3=1
eat2=2
eat1=2
forkb=1
fork4=1
fork3=1
fork2=2
forkil=1
phil5=1
phild=1
phil3d=1
phil2=1
phill=1
goal=2

true ?

(1600 ms) yes
| 7-

En fait I’'exécution se déroule ainsi:

— le fichier est lu et parsé,

— 16 variables correspondant aux contraintes atomiques (cing pour chaque

phil, fork et eat plus une pour goal) sont déclarées,

— 10 autres variables correspondant aux ask sont déclarées,

— 16 contraintes d’égalité sont ajoutées au solveur: une pour chaque ask

et une pour chaque déclaration,

— enfin une contrainte de non-égalité est ajoutée pour la propriété.

On aurait donc pour n philosophes, 5n + 1 variables, 3n + 1 contraintes
d’égalité et 1 contrainte de non-égalité. Des résultats pour des instances plus
grandes de ce probleme sont résumés dans le tableau 6.3.5.

Remarque.

A priori une simple contrainte A #\= B ne permet que de vérifier des pro-
priétés du type A I/ B, or on voudrait assez souvent montrer A ¥ B ® T.
C’est ici que 'arithmétique sur les entiers nous aide, en effet si m,n et p
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sont des entiers Vp, m # n - p équivaut a m modulo n # 0 or le solveur de
contraintes de GNU-Prolog supporte trés bien ces contraintes A rem B #\=
0.

Si I’on remplace les variables par les contraintes atomiques auquelles elles
correspondent, voici le probleme de satisfaction de contraintes que le solveur
a a résoudre:

goal #= phill * phil2 * phil3 * phil4d * phil5 *
forkl * fork2 * fork3 * fork4 * fork5

phill #= forkl x _11
_11 * fork2 #= eatl * _12
_12 * eatl #= forkl * fork2 * phill

phil2 #= fork2 x _21
_21 x fork3 #= eat2 x _22

_22 * eat2 #= fork2 * fork3 * phil2
phil3 #= fork3 * _31

_31 x fork4 #= eat3 * _32

_32 x eat3 #= fork3 * fork4 * phil3
phild #= fork4 x _41

_41 x forkb5 #= eatd * _42

_42 x eat4 #= fork4 * forkd * phil4d

phild #= forkb * _b1
_51 x forkl #= eatb * _b2
_52 * eatb #= forkb * forkl * philb

goal rem (eatl x eat2) #\=0

6.3.2 Producteur/Consommateur

Un autre exemple simple est une instance du probléme producteur/consom-
mateur de la section 5.4.2:

p :—- dem -> pro,p.
¢ :- pro -> dem,c.
init :- dem,dem,dem,p,p,pP,P,P,C,C-
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On peut voir ce programme comme cinqg producteurs (p) et deux consom-
mateurs (c), tout le monde communiquant au travers d’un buffer de taille
trois, initialement vide (trois cases '"demandes’ dem).

Il est alors facile de prouver que, par exemple, le buffer ne va jamais
déborder: avec
find phase(’prod_cons’, [i], [([pro,pro,pro,prol,top)])
i=8, c=1, pro=2, dem=2, p=1
ou que de nouveaux consommateurs ne peuvent jamais apparaitre:
find_phase (’prod_cons’, [i], [([c,c,c],top)])
i=4, c=2, pro=1, dem=1, p=1.

De méme pour toutes sortes de propriétés de ce type.
Les deux CSP ont en commun les contraintes venant du programme:

p #= _1 _1 % dem #= pro * p
c #= _2 _2 * pro #= dem * c

init #= dem * dem * dem * p * p * p * p * p * C * C
Les deux contraintes correspondant aux propriétés ci-dessus sont:

i rem (pro * pro * pro * pro) #\= 0
irem (c *x ¢c ¥ c) #\= 0

6.3.3 Algorithme de Peterson

La méthode présentée ici n’est cependant pas complete pour différentes
raisons:

La premiere est que nous avons choisi de nous restreindre a des modeles
finis, et que nous sommes donc incapables de traiter convenablement des pro-
grammes dont les parametres sont non bornés. Dans certains cas un nombre
infini de valeurs peut étre interprété par un seul entier, mais par exemple,
pour le diner des philosophes avec N inconnu, il est tres difficile de trouver
automatiquement un espace de phase comme celui donné dans [11], puisqu’il
s’appuie sur une infinité de nombres premiers.

Le choix de ne considérer que des singletons est une autre limitation. En
particulier cela engendre des confusions comme pour le programme suivant:
P = tell(d), Q = ¢ — P. Une structure de phases basée sur des singletons
ne permet pas de prouver que ¢ n’est pas accessible de P, ie. P/ c® T,
puisqu’on peut déduire [P] = [c] - [Q] de la seconde déclaration.

Enfin, il faut noter que l'inversibilité des entiers peut aussi poser des
problemes: en effet puisque m - p = n - p implique m = n, on ne peut pas
capturer I'idée que la présence de p est nécessaire pour aller de m a n. Il y
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a donc des difficultés a faire des preuves sur des programmes comme 1’algo-
rithme d’exclusion mutuelle de Peterson, qui vérifie la valeur d’une variable,
sans changer sa valeur, pour permettre a un de ses processus de passer de
off a on.

pl :— offl,turnl -> onl,turn2,waitl.
pl :- offl,turn2 -> onl,turn2,waitl.

waitl :- off2 -> off2,cs1, (csl,onl -> offl,pl).
waitl :- turnl -> turnil,csl,(csl,onl -> offl,pl).

p2 :- off2,turnl -> on2,turnl,wait2.
p2 :- off2,turn2 -> on2,turnl,wait2.

wait2 :- offl -> off1l,cs2,(cs2,0n2 -> off2,p2).
wait2 :- turn2 -> turn2,cs2,(cs2,on2 -> off2,p2).

init :- offl,0ff2,turnl,pl,p2.

Il est cependant important de noter que ces difficultés ne sont pas in-
surmontables et que 'on peut montrer des propriétés importantes pour de
tels programmes, simplement en exprimant plus précisément ce que 1’on
veut démontrer. Ainsi, si 'on considere a nouveau ’exemple précédent, il
est montré dans [38] que s’il n’est pas possible de prouver directement que
init /=" cs1®cs2® T, on peut remarquer qu’il n’est possible d’atteindre
un tel état, qu’en passant par un état d’'une des quatre formes suivantes:
onl ®on2®turnl ® turn2® T,onl ® on2 ® turnl ® off1 ® T,onl ® on2 ®
off2®turn2® T et onl ® on2 ® of f1 ® of f2® T puis utiliser la sémantique
des phases pour prouver cela.

Nous pouvons donc a notre tour utiliser le phase model-checker et obtenir:

| ?- find_phase(’peterson’, [init], [([onl,0n2,turnl,turn2],top),
| ?- ([onl,on2,turnl,offl],top),
| ?- ([Lonl,on2,0ff2,turn2],top),
| ?- ([onl,on2,0ffl,0ff2],top)]).
init=8

cs2=1

wait2=1

on2=2

p2=1

csl=1

off2=2
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waitl=1
turn2=2
onl=2
off1=2
turnl=2
pl=1

true ?

(1420 ms) yes

Ce qui prouve la propriété d’exclusion mutuelle.

6.3.4 Doubletons

On a vu que pratiquement toutes les limitations initiales de notre modele
sont surmontables, cependant il est des cas ou se limiter a des singletons est
vraiment rédhibitoire, par exemple si ’on considere I’exemple simple du pro-
tocole producteur/consommateur donné précédemment et que 1'on souhaite
prouver qu’'un producteur ne peut pas consommer, i.e. p || pro /— dem || T.

Le phase model-checker ne donne aucun résultat:

find_phase(’prod_cons’, [p,pro], [([dem],top)]) .
/home/beaune/contraintes/soliman/pl/prod_cons.lcc

(950 ms) no

En effet avec des singletons on obtient I'équation p-pro = p-dem a partir
de la déclaration de p.

Nous avons déja mentionné le fait que des solveurs sur les ensembles
permettraient de résoudre ce probleme, mais il est important de noter qu’en
modifiant quelque peu notre implémentation de maniere a lui faire attribuer
des doubletons aux contraintes atomiques a 'aide du constructeur de listes
de GNU-Prolog, nous avons déja a notre disposition un solveur plus général.

Ainsi on a:

| ?- find_dbl(’prod_cons’, [p,prol, [([dem],top)]).
/home/beaune/contraintes/soliman/pl/prod_cons.lcc
p=[1,1]

pro=[2,1]
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dem=[2,2]
c=[0,0]

true 7
(3850 ms) yes

On notera qu’il est aisé de faire ainsi opérer notre solveur sur des listes de
taille bornée supérieure a deux, mais il devient alors assez lent et le manque
d’un solveur spécialisé se fait réellement sentir.

6.3.5 Temps d’exécution

Le tableau suivant résume nos premiers résultats expérimentaux. La taille
de I'exemple indique le nombre d’agents initiaux; les nombres de variables et
de contraintes indiquent la taille du probleme de satisfaction de contraintes
généré par le phase model-checker.

nombre de | nombre de | temps pour

protocole taille | variables | contraintes prouver
la stireté

producteur/consommateur 7 7 5 10 ms
idem avec doubletons 2 12 D 3850 ms
diner des philosophes 5) 26 16 480 ms
diner des philosophes 10 51 31 3470 ms
diner des philosophes 20 101 61 44730 ms
algorithme de Peterson 2 25 25 1420 ms

6.4 Conclusion

Ce chapitre ne prétend pas montrer un systeme achevé de vérification de
propriétés de programmes, mais il illustre la possibilité réelle de mettre en
oeuvre l'automatisation des techniques du chapitre 5.

L’implémentation assez naive du vérificateur, dont le code source est dis-
ponible dans ’annexe D, a suffi a résoudre un certain nombre de problemes,
mais il faudrait bien sur travailler plus longuement a son élaboration. Par
exemple en utilisant d’autres contraintes et d’autres solveurs pour traiter
des propriétés différentes, ce serait le cas avec les contraintes universellement,
quantifiées sur les réels [2].
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En effet, il faut souligner que si nous avons fait le choix de nous res-
treindre, le plus souvent, a des singletons pour les interprétations des contraintes,
cela n’est pas suffisant dans le cas général, il serait donc sans doute nécessaire
de travailler avec un solveur sur les parties finies de domaines finis pour trai-
ter les cas problématiques.

Une autre des limitations vient de ’aspect non-heuristique de I’énuméra-
tion, effectuée a la fin de la propagation de contraintes, des stratégies de
recherche permettraient sans doute un gain de temps et donc d’efficacité.

Enfin se pose le cas des programmes récursifs avec parametres que nous
n’avons pour l'instant pas réussis a traiter de maniere satisfaisante avec cette
approche. Des techniques plus fines de calcul formel semblent nécessaire, mais
peut-étre y perdrait-on le gain apporté par la programmation par contraintes.
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Chapitre 7

Conclusion et perspectives

“If you can’t convince them, confuse them.”
— Harry S. Truman

Notre travail a porté principalement sur deux axes que nous considérons
comme tres importants de la liaison entre langages CC et logique linéaire:
I’élaboration d’une sémantique plus fine, et 'utilisation de la sémantique pour
la vérification de programmes.

Plus précisément, nous avons montré, apres avoir rappelé I'état de ’art
du domaine, comment une traduction plus fine des agents en formules de la
logique linéaire était rendue possible par I’enrichissement de la théorie sur
laquelle on travaille. Nous avons ainsi aboutit a des résultats aussi larges
que ceux du chapitre 3 en ce qui concerne les observables concernées, succes,
stores et suspensions, mais plus précis ou plus généraux. La différence est
particulierement remarquable dans le cas de I’observation des suspensions qui
se trouve grandement facilitée puisqu’elle n’est plus limitée aux contraintes
de synchronisation.

Dans une seconde partie de la these, nous avons montré comment la
sémantique basée sur la logique linéaire que nous avions décrite dans les cha-
pitres 3 et 4 pouvait déboucher sur des applications directes dans le domaine
de la vérification de propriétés de programmes. La méthode en question,
basée sur la sémantique des phases de la logique linéaire, a été testée sur des
exemples classiques et son automatisation, dans un cadre restreint, a donné
lieu a une implémentation décrite au chapitre 6 de la technique de phase
model-checking.

Ces travaux ont ainsi répondu a certaines questions mais en ont aussi
posé un grand nombre.
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D’une part du point de vue du langage lui-méme, si nous avions déja de
fortes intuitions quant a l'utilisation de LCC et ses apports, en particulier
depuis [30, 36], nous avons confirmé les liens entre CC et logique linéaire et
donc renforcé I'envie d’utiliser LCC, et si une premiere implémentation a été
réalisée durant cette these, il n’en reste pas moins que nous n’en sommes qu’a
commencer a comprendre ce que LCC peut nous apporter. Des travaux ont
déja débuté afin de déterminer les gains en terme de complexité (sur les do-
maines finis) ou d’expressivité (en comparaison avec des paradigmes comme
CHR [13] par exemple, en particulier vis a vis de la sémantique opérationnelle
décrite dans [1]), mais aucun résultat concluant n’a encore pu étre dégagé.
Il semble donc qu’il faille en passer par une plus grande utilisation de LCC
dans la pratique pour réaliser pleinement comment la combinaison unique de
programmation impérative et déclarative qui est a la base de ce paradigme
peut étre exploitée au mieux.

L’aspect sémantique souléve aussi de nombreuses interrogations; on peut
noter en particulier que les preuves des théoremes de complétude du cha-
pitre 4 ne sont ni tres simples, ni tres élégantes. Il serait bon de mieux com-
prendre la liaison méme CC-LL afin de peut-étre aboutir a des preuves plus
simples, ou tout au moins, mieux comprises. On peut aussi se demander si
nous avons atteint la limite de ce que ’on pouvait caractériser, ou si d’autres
observables d’intérét nous échappent encore.

Au niveau de la logique, nos recherches nous ont principalement posé
deux questions: 1'une sur les problemes liés aux exponentiels, 'autre sur ceux
liés aux quantificateurs. En effet nous avons, dans le premier cas, du évacuer
completement les exponentiels de nos sémantiques, ce qui peut certes étre
percu comme un gain, mais qui nous interpelle sur les bénéfices exacts qu’ap-
porterait leur réintroduction. Cela nous demanderait une meilleure compré-
hension des systemes de contrainte linéaires et viendra sans doute avec le
temps. Quant aux quantificateurs, il nous a semblé que le premier ordre,
§'il est naturel pour la programmation (logique), I’est beaucoup moins pour
la logique qui se comporte de maniere beaucoup plus naturelle & 'ordre
supérieur. Les quantificateurs du premier ordre font intervenir un domaine
extérieur dans le calcul, et il semble bien difficile de conserver les propriétés
intrinseques de la logique dans ce cadre. Les “affaiblissements” liés aux quan-
tificateurs nous ont amené a des codages artificiels, au niveau sémantique, et
I’on pourrait souhaiter avoir une logique qui nous évite ce genre de problemes.

La sémantique des phases nous a aussi ouvert diverses voies de recherche.
Premierement parce qu’elle a été tres peu utilisée, alors qu’elle s’est révélée
tres pratique pour nous. Il est d’ailleurs a noter que son autre utilisation
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principale est 'oeuvre d’Yves Lafont [19, 21, 20] qui utilise lui aussi essentiel-
lement la correction (et pas la complétude) et profite que ce soit seulement
une sémantique de la prouvabilité pour s’abstraire de détails inutiles. On
pourrait donc envisager, ou du moins espérer, une généralisation de ce type
d’utilisation de la sémantique des phases dans d’autres domaines ou cette
capacité d’abstraction semble nécessaire.

Enfin, nous nous sommes intéressés a une automatisation de la recherche
de certains espaces de phases bien particuliers: ceux basés sur les entiers na-
turels, et essentiellement sur des structures de phases a base de singletons. Il
n’est pas clair, a ’heure actuelle, que cette restriction soit celle qui convient,
ni au niveau des possibilités apportées par les solveurs de contraintes, puis-
qu’on trouve maintenant des solveurs efficaces sur les réels, y compris avec
contraintes universellement quantifiées, ni au niveau de 'expressivité de ce
type d’espaces de phases, dont nous n’avons pu prouver la complétude sur
aucun fragment intéressant de LCC mais qui semble néanmoins utilisable en
pratique. Il y a donc encore beaucoup d’expérimentations a faire pour que
cette méthode de phase model-checking puisse vraiment porter ses fruits, ou
au moins montrer ses limites.

Toutes ces voies de recherche ne pourront sans doute pas étre explorées
par moi, mais j’espere qu’elles susciteront un intérét, qui sait, peut-étre chez
VOus ...
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Annexe A

Logique Linéaire Intuitionniste

Définition A.1 (Formules intuitionnistes) Les formules intuitionnistes
sont construites a partir des atomes p, q, ... avec:

— les connecteurs multiplicatifs: ® (tenseur) et —o (implication),
— les connecteurs additifs: & (avec) et @ (plus),
— le connecteur exponentiel ! (bien sur ou bang),
— les constantes: 1, T et 0,
— les quantificateurs: universel ¥ et existentiel 3.
Définition A.2 (Séquents intuitionnistes) Lesséquents sont de la forme
I'FAoulF, ou A est une formule et I un multi-ensemble de formules.
Le calcul des séquents est donné par les regles suivantes:

Axiome - Coupure

TFA AAFB

A4 ATHB
Multiplicatifs
[A,BEC '-A ABEC
A B-C AT, A—o BEFC
'-A ArRB I'NAEB
MAFA®B '-A-—-B
Additifs

r-A I'-B
'-A® B '-A®e B



74

Constantes

Bang

Quantificateurs

ANNEXE A. LOGIQUE LINEAIRE INTUITIONNISTE

LAFC T,BFC D, AFC
T,A®BFC T,A&BFC
I,B+C A B
TLA&BFC TFA&B

T A
fir4 Pl TET Tora
IAFB  IIFA
TJAFB ITHA
TIAAF B T+ B
[,JAF B T,JAF B
T, Alt/z] - B TH A
T.VzAF B Tvea ° 7 fo0)
T, A+ B [+ Aft/a]
Faarg 0B g
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Annexe B

Exemple de programme LCC

Voici un exemple plus conséquent de programme LCC: la reconstruction
d’un solveur sur les domaines finis, sans indezricauz.

Ce programme a été testé sur la premiere implémentation que nous ayons
faite d’'un interpréteur LCC, il a donc une syntaxe un peu lourde avec des
listes comme arguments de lintell et linask, représentant les tenseur de
contraintes ou les agents en parallele.

% reconstructing cc(FD) over lcc(H) WITHOUT indexicals
fd(X) :-
current_prolog_flag(min_integer,M1),
current_prolog_flag(max_integer,M2),

lintell ([min(X,M1) ,max(X,M2)]).

get_min(X,M) :-
linask ([Y], [min(X,Y)], [M=Y,lintell([min(X,Y)]1)]1).

get_max (X,M) :-
linask([Y], [max(X,Y)], [M=Y,lintell([max(X,Y)1)1).

set_min(X,M) :-
linask ([Y], [min(X,Y)],[lintell([min(X,M)1)]).

set_max(X,M) :-
linask([Y], [max(X,Y)], [lintell([max(X,M)1)]).

%X >Y+C
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geq_const(X,Y,C) :-
linask ([MinX,MinY], [min(X,MinX) ,min(Y,MinY) ,low(MinX,MinY+C)],
[lintell ([min(X,MinY+C) ,min(Y,MinY)]),geq_const(X,Y,C)]).

hX<=Y+C

leq_const(X,Y,C) :-
linask ([MaxX,MaxY], [max (X,MaxX) ,max(Y,MaxY) ,grt (MaxX,MaxY+C)],
[lintell([max(X,MaxY+C) ,max(Y,MaxY)]),leq_const(X,Y,C)]).

hX>Y+ 12

geq_var_pos(X,Y,Z) :-
linask ([MinX,MinY,MinZ], [min(X,MinX) ,min(Y,MinY) ,min(Z,MinZ),
low(MinX,MinY+MinZ)],
[1intell([min(X,MinY+MinZ) ,min(Y,MinY) ,min(Z,MinZ)]),
geq_var_pos(X,Y,Z)]).

hX<=Y+1Z

leq_var_pos(X,Y,Z) :-
linask([MaxX,MaxY,MaxZ], [max(X,MaxX) ,max(Y,MaxY) ,max(Z,MaxZ),
grt (MaxX,MaxY+MaxZ)],
[1intell ([max (X,MaxY+MaxZ) ,max (Y,MaxY) ,max(Z,MaxZ)]),
leq_var_pos(X,Y,Z)]1).

hX>Y-1Z

geq_var_neg(X,Y,Z) :-
linask([MinX,MinY,MaxZ], [min(X,MinX) ,min(Y,MinY) ,max(Z,MaxZ),
low(MinX,MinY-MaxZ)],
[1intell([min(X,MinY-MaxZ) ,min(Y,MinY) ,max(Z,MaxZ)]),
geq_var_neg(X,Y,Z)]).

YX<=Y-12

leq_var_neg(X,Y,Z) :-
linask([MaxX,MaxY,MinZ], [max (X,MaxX) ,max(Y,MaxY) ,max(Z,MinZ),
grt (MaxX,MaxY-M-2)1],
[1intell([max (X,MaxY-MinZ) ,max (Y,MaxY) ,min(Z,MinZ)]),



leq_var_neg(X,Y,2)]).
% Basic User Constraints ’a la’ clp(FD)

'x=y+c’ (X,Y,C) :-
geq_const(X,Y,C),leq_const(X,Y,C),
geq_const(Y,X,-C),leq_const(Y,X,-C).

‘xt+y=z’ (X,Y,Z) :-
geq_var_neg(X,Z,Y),leq_var_neg(X,Z,Y),
geq_var_neg(Y,Z,X),leq_var_neg(Y,Z,X),
geq_var_pos(Z,X,Y) ,leq_var_pos(Z,X,Y).

x>=y’ (X,Y) :-
geq_const(X,Y,0),
leq_const(Y,X,0).

domain(VarList,Lower,Upper) :-

VarList=[];
(VarList=[V|L],
fd(v),

set_min(V,Lower),
set_max (V,Upper),
domain(L,Lower,Upper)) .

% SEND MORE MONEY

send_more_money([S,E,N,D,M,0,R,Y]) :-
domain([S,E,N,D,M,0,R,Y,R1,R2,R3,R4],0,9),
domain([I1,12,13,14],0,18),
'x=y+c’ (M,R4,0) ,
’x+y=z’(D,E,I1),
‘x+y=z’(Y,R1,I1),
’x+y=z’ (N,R,I2),
*x+y=z’ (E,R2,12),
*x+y=z’(E,0,13),
’x+y=z’ (N,R3,I3),
‘x+y=z’(S,M,I4),
’x+y=z’(0,R4,I4).

% ask (X>Y) -> A : cc(fd)
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ask_sup(X,Y,G) ->
linask ([MinX,MaxY], [min(X,MinX) ,max(Y,MaxY),grt(MinX,MaxY)], [G]).
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Annexe C

Logique Non-commutative

Cette version de la logique linéaire a été développée récemment (voir par
exemple [32, 30, 31]). Nous en rappelons ici rapidement le calcul des séquents
intuitionniste.

Axiome - Coupure

LA A[A]FB

AR A
A[T]F B

Entropie

Connecteurs
['[A,B|FC 'rA ARB

MA®B|FC T,AFA®B

I'HA A[B]FC AT+ B
A[JA—=B/FC TFA—=B

T[A] - C T[B]+C T'-A THB
T[A&B]FC T[A&B|FC TFA&B

Constantes
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Quantificateur
['[Al+ B ['F Alt/x]
a5 0B g
Bang
['[A]+ B THA INA'Al+ B
A+ B T HA A+ B
['AlFB I'A]F B A IS - B

TIAIA[F B T[IA;AJF B T[IA;IS] - B
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Annexe D

Phase model-checking en
GNU-Prolog

o
s

/YA
oo
oo
YA
YA
YA
YA
YA
YA
YA

phase.pl : Phase Spaces generation tool for LCC
Sylvain Soliman - September 2000

find_phase: loads a file and tries to prove property Agents -/-> State * Top

find_phase(’mutex’, [p1,p2,t1], [([t1,t2],top)]).

find_phase(’prod_cons’, [dem,dem,dem,p,p,p,p,P,C,Cl,

[([pro,pro,pro,prol,top)])

find_phase(’philo_20’, [goall, [([eatl,eat2],top)]).

find_phase(’peterson’, [init], [([cs1,cs2],top)]). NO

find_phase(’peterson’, [init], [([onl,on2,turnl,turn2],top),
(Lonl,0n2,turnl,off1],top),
(Lonl,on2,0ff2,turn2],top),
([onl,on2,0ff1,0ff2],top)]). YES

find_phase(Infile,Agents,States) :-

fd_set_vector_max(20),

myload(Infile,Names,ITime,sgl), % sgl for singleton based interpretation
add_props (Agents,States,Names,Names2,sgl),
get_var_list(Names2,Vars,sgl),

fd_labeling(Vars, [variable_method(smallest)]),

show_eq_list(Names2),

cpu_time (ETime),

Time is ETime - ITime,

format ("time : “w ms™n",[Timel).
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%/ find_dbl: same as before but with doubleton-based interpretation.

find_dbl(Infile,Agents,States) :-
fd_set_vector_max(20),
myload(Infile,Names,ITime,dbl),
add_props (Agents,States,Names,Names2,dbl),
get_var_list(Names2,Vars,dbl),
fd_labeling(Vars, [variable_method(smallest)]),
show_eq_list (Names2),
cpu_time (ETime),
Time is ETime - ITime,
format("time : “w ms™n",[Time]).

%/ myload: reads file Infile and tries to make clauses from it
%% then add constraints corresponding to these clauses

myload(Infile,Names,ITime,Interp) :-
decompose_file_name (Infile,_,_,Suffix),
(Suffix = ’? ->
(atom_concat (Infile,’.lcc’,Filel),
absolute_file_name(Filel,File));
absolute_file_name(Infile,File)),
format ("~w~n", [File]l),
open(File,read,Sin),
make_term_list(Sin,L),
close(Sin),
cpu_time (ITime),
enforce(L, []1,EqList, [],Names,Interp), %generates Equation List from claus
b show_eq_list (Names),
yA show_eq_list(EqList),
fd_solve(EqList). % adds constraints to FD store

%% make_term_list: guess what...

make_term_list(Sin,L) :-
read(Sin,Term),
(Term = end_of_file ->
L=[1;
L=[Term|L1],
make_term_list(Sin,L1)).



83

%% enforce: adds equations for each term of the list

enforce([],Eq,Eq,N,N,_).

enforce([H|T],Eql,EqList,N1,Names,Interp) :-
enforce_clause(H,Eql,Eq2,N1,N2,Interp),

enforce(T,Eq2,EqList,N2,Names, Interp) .

%% adds an equation for clause H :- B

enforce_clause(Term,Eql,Eq2,N1,N2,sg1)
Term =.. [’:-’|[H,B]],
make_goal_list(B,L),
fd_vector_max(Max),

fd_domain(Var,0,Max), % generates new Name for H
add_binding(Nl,H = Var,N3),
make_eq_list(L,N,Eql,Eq3,N3,N2), % generates Eqs qnd names for Body

member (H = V,N2),
Eq2 = [V #=# N |Eq3].

%% adds an inclusion for clause H :- B

enforce_clause(Term,Eql,Eq2,N1,N2,dbl)
Term =.. [’:-’|[H,B]],
make_goal_list(B,L),
fd_vector_max(Max),
fd_domain(Varil,0,Max), % generates new Names for H
fd_domain(Var2,0,Max),
add_binding(N1,H = [Varl,Var2],N3),
make_eq_list_dbl(L,N,Eql,Eq3,N3,N2), % generates Eqs qnd names for Body
member (H = [V1,V2],N2),
Eq2 = [fd_my_element (V1,N),fd_my_element (V2,N)|Eq3].

%% make a list from goal A

make_goal_list(A,L) :-

var(A) —>
L = [A];
(A =.. [Head|Args],

Head = (°,’) —>
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(Args = [H,T],

L = [HITL],
make_goal_list(T,TL));
L = [AD]).

%% returns name N and eq. list Eq2 from list of parallel agents [B] and
%% eq. list Eql

make_eq_list([B],N,Eql,Eq2,N1,N2) :-
make_eq(B,N,Eql,Eq2,N1,N2) .

make_eq_list([B|[HIT]],N,Eql,Eq2,N1,N2) :-
make_eq(B,NB,Eql,Eq3,N1,N3),
make_eq_list ([H|T],NT,Eq3,Eq2,N3,N2),
N = NB * NT. % product of all the names of the list

make_eq(B,N,Eql,Eq2,N1,N2) :-
atomic(B) ->
(Eq2 = Eqi,
fd_vector_max(Max) ,
fd_domain(Var,0,Max),
add_binding(Nl,B = Var,N2),

member (B = N,N2)); % constraint or procedure name
(B =.. [->|[BH,BT]], % ask
N =4,

fd_vector_max(Max),
fd_domain(A,0,Max),
make_goal_list (BH,HL), % list of ’asked’ constraints
add_binding_list (HL,V,N1,N3), %» add bindings and return the product
make_goal_list(BT,BL),
make_eq_list (BL,BN,Eq1,Eq3,N3,N2),
% member (BH = V,N2),
Eq2 = [A * V #= BN|Eq3]).

%% same for doubletons

make_eq_list_dbl([B],N,Eql,Eq2,N1,N2) :-
make_eq_dbl(B,N,Eql,Eq2,N1,N2) .

make_eq_list_dbl([B|[H|T]],N,Eql,Eq2,N1,N2) :-
make_eq_dbl (B,NB,Eq1,Eq3,N1,N3),
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make_eq_list_dbl([H|T],NT,Eq3,Eq2,N3,N2),
prod_list (NB,NT,N). % product of all the names of the list

make_eq_dbl(B,N,Eql,Eq2,N1,N2) :-
atomic(B) ->
(Eq2 = Eql,
fd_vector_max (Max),
fd_domain(Varl,0,Max),
fd_domain(Var2,0,Max),
add_binding(Nl ,B = [Vari,Var2],N2),

member (B = N,N2)); % constraint or procedure name
(B =.. [->|[BH,BTI], % ask
N = [A1,A2],

fd_vector_max(Max) ,
fd_domain(A1l,0,Max),
fd_domain(A2,0,Max),
make_goal_list(BH,HL), % list of ’asked’ constraints
add_binding_list_dbl(HL,[V1,V2],N1,N3), % add bindings, return the product
make_goal_list(BT,BL),
make_eq_list_dbl(BL,BN,Eql,Eq3,N3,N2),

% member (BH = V,N2),
Eq2 = [fd_my_element(Al x V1,BN),fd_my_element(Al * V2,BN),
fd_my_element (A2 * V1,BN),fd_my_element (A2 * V2,BN)|Eq3]).

prod_list([1,_,[]).
prod_list([H|T],L,P) :-
prod_list(T,L,P1),
prod_list_one(H,L,P1,P).
prod_list_one(_,[],P,P).
prod_list_one(A, [H|T],P1,P2) :-
prod_list_one(A,T,P1,P),
P2 = [A * H|P].
%% pretty print of a list of equations

show_eq_list([]).

show_eq_list([HIT]) :-
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format ("~w n", [H]),
show_eq_list(T).

%% add_binding: merge in L the variable binding v=N, returns M

add_binding(L,V = N,M) :-
member (V = N2,L) ->
(N =N2, M =1L);
M= [V =N|L].

%% add_binding_list:

add_binding_list([B],V,N1,N2) :-
fd_vector_max(Max) ,
fd_domain(Var,0,Max),
add_binding(Nl,B = Var,N2),
member (B = V,N2).

add_binding_list([B|[HIT]],V,N1,N2) :-
add_binding_list([HI|T],V1,N1,N3),
fd_vector_max (Max),
fd_domain(Var,0,Max),
add_binding(N3,B = Var,N2),
member (B = V2,N2),
V = V2%xV1.

add_binding_list_dbl([B],V,N1,N2) -
fd_vector_max(Max) ,
fd_domain(Varl,0,Max),
fd_domain(Var2,0,Max),
add_binding(Nl,B = [Varl,Var2],N2),
member (B = V,N2).

add_binding_list_dbl([B|[HIT]],V,N1,N2) :-
add_binding_list_dbl([H|T],V1,N1,N3),
fd_vector_max (Max),
fd_domain(Varl,0,Max),
fd_domain(Var2,0,Max),
add_binding(N3,B = [Varl,Var2],N2),
member (B = V2,N2),
prod_list(V1,V2,V).
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%k get_var_list: extract the list of variables Vars from the list of bindings
get_var_list([1,[1,.).

get_var_list([_ = V|Names], [V|Vars],sgl) :-
get_var_list (Names,Vars,sgl).

get_var_list([_ = [V1,V2]|Names], [V1,V2|Vars],dbl) :-
get_var_list (Names,Vars,dbl).

%% fd_solve: gives the constraints to the FD solver.
fd_solve([1).

fd_solve([H|T]) :-

% format ("--"w"n", [H]),
call(H),

% format ("++~w™n", [H]),
fd_solve(T).

%% add_prop: adds constraint Agents -/-> State * Top
%k i.e. Agents mod State =\= 0 if Top=top, Agents =\= State otherwise

add_prop(AgentProd,State,top,Names,sgl) :-
% make_prod (Agents,P1,Names),
% format ("*x* “w™n", [P1]),
make_prod(State,P2,Names,sgl),
% format ("*x* “w™n", [P2]),
AgentProd rem P2 #\= 0. % #\=# might be necessary if AgentProd is big

add_prop(AgentProd,State,notop,Names,sgl) :-
% make_prod (Agents,P1,Names),
% format ("*x* “w™n", [P1]),
make_prod(State,P2,Names,sgl),
% format ("*x* “w™n", [P2]),
AgentProd #\= P2.

%% same for doubletons

add_prop(AgentProd,State,top,Names,dbl) :-
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make_prod(State,P2,Names,dbl),
member (X, AgentProd) ,
rem_list(X,P2).

add_prop (AgentProd,State,notop,Names,dbl) :-
make_prod(State,P2,Names,dbl),
member (X, AgentProd) ,
(member (X,P2) -> fail;true).

rem_list(_,[]).

rem_list(X,[H|T]) :-
X rem H #\= 0,
rem_list(X,T).

%% add_props: adds a list of props of the above type.

add_props (Agents,States,N1,N2,Interp) :-
make_prod (Agents,P1,N1,Interp),
add_props_prod(P1,States,N1,N3,Interp),
put_ahead (Agents,N3,N2) .

add_props_prod(_, [1,N,N,_).

add_props_prod(P1, [(S,Top) IT],N1,N2,Interp) :-
add_prop(P1,S,Top,N1,Interp),
put_ahead(S,N1,N3),
add_props_prod(P1,T,N3,N2,Interp) .

%% make_prod: P is the product ’*’ of the Names corresponding to the elements
%h of list given as first argument.

make_prod([A],P,Names,_) :-
member (A = P,Names).

make_prod([A|[H|T]],P,Names,sgl) :-
member (A = V,Names),
make_prod ([H|T],P2,Names,sgl),
P =V x P2.

make_prod([A| [H|T]],P,Names,dbl) :-
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member (A = V,Names),
make_prod ([H|T] ,P2,Names,dbl),
prod_list(V,P2,P).

%% put_ahead: reorder the second argument so as to have the elements of the
%h first list first.

put_ahead([],L,L).

put_ahead ([H|T],L1,L2) :-
select(H = V,L1,L3),
delete(T,H,T2),
put_ahead(T2,L3,L4),
L2 = [H = V|L4].

%% fd_my_element: forces the first argument to equal one of the elements of the
%% list that constitutes the second argument

fd_my_element (_,[]) :- fail.
fd_my_element (X, [H|IT]) :-

X #= H;
fd_my_element (X,T).
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