
HAL Id: tel-01431238
https://theses.hal.science/tel-01431238v1

Submitted on 10 Jan 2017

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Concurrent constraint programming and linear logic
Sylvain Soliman

To cite this version:
Sylvain Soliman. Concurrent constraint programming and linear logic. Langage de programmation
[cs.PL]. Université Paris Diderot - Paris 7, 2001. Français. �NNT : �. �tel-01431238�

https://theses.hal.science/tel-01431238v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


UNIVERSITE PARIS 7 - DENIS DIDEROT

UFR INFORMATIQUE

Ann�ee 2000-2001 N

Æ

attribu�e par la biblioth�eque

THESE

pour l'obtention du Diplôme de
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R�esum�e

Dans ette th�ese, nous �etudions les liens �etroits entre la logique

lin�eaire et la programmation onurrente par ontraintes, sous l'angle

de la s�emantique, et plus pr�eis�ement de la v�eri�ation de programmes.

Nous raÆnons les observables arat�erisables grâe �a la logique

lin�eaire et �etendons des r�esultats ant�erieurs, a�n d'obtenir une s�eman-

tique plus pr�eise et plus g�en�erale. Ces r�esultats sont obtenus par une

tradution plus �d�ele des agents en formules logiques et un enrihis-

sement de la th�eorie.

Nous pr�esentons aussi une m�ethode originale de preuves de pro-

grammes, bas�ee sur la s�emantique de la prouvabilit�e de la logique

lin�eaire: la s�emantique des phases. Celle-i nous donne un outil de

v�eri�ation ave de nombreuses bonnes propri�et�es: la possibilit�e de

montrer une propri�et�e universelle du programme simplement par un

ontre-exemple; une failit�e d'abstration; en�n la simpliit�e des

preuves obtenues.

Nous onstruisons don une m�ethode syst�ematique de preuve et,

apr�es l'avoir test�ee ave su�es sur des exemples lassiques, nous

�etudions son automatisation. Cette �etude aboutit �a l'impl�ementation

d'un prototype de prouveur qui aompagne un interpr�eteur pour les

langages lin�eaires onurrents ave ontraintes.

Abstrat

In this thesis, we study the lose links between linear logi and

onurrent onstraint programming, from the angle of semantis and

more preisely of program veri�ation.

We re�ne the observables that an be haraterized in linear logi

and extend existing results to obtain a more preise and more general

semantis. These results are only based on a more faithful translation

from agents into logi formulae and on an enrihment of the theory.

We also present an original method to get program proofs, based

on the provability semantis of linear logi: phase semantis. This

gives us a tool for veri�ation, enjoying lots of good properties, like

the ability to prove a universal property of the program simply with

a ounter-example; an easy abstration from the program; and the

simpliity of the proofs obtained.

We thus onstrut a systemati method of proof generation and af-

ter applying it to lassial examples, we study its automatization. This

researh leads to the implementation of a prototype-prover whih an

live side by side with our interpreter for linear onurrent onstraint

languages.
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Chapitre 1

Introdution

\Understanding is a kind of estasy."

{ Carl Sagan

Langages onurrents ave ontraintes

La Programmation Logique ave Contraintes (CLP), introduite par Ja�ar

et Lassez en 1987 [16℄ est une extension de la programmation logique bas�ee

sur la ombinaison ave les lauses de Horn d�e�nissant les relations, d'un lan-

gage de premier ordre { les ontraintes { d�eidable, sur une struture donn�ee

X repr�esentant le domaine du disours. Ce paradigme tr�es g�en�eral a �et�e, de-

puis lors, utilis�e ave su�es dans de nombreuses appliations de mod�elisation

et d'optimisation [17℄. De plus, la s�emantique logique des programmes lo-

giques s'�etend naturellement aux langages CLP(X ) pour arat�eriser les

su�es et les �ehes �nis, il suÆt en e�et de onsid�erer les ons�equenes en

logique lassique, non seulement du programme, mais aussi de la th�eorie de

la struture X .

Les langages Conurrents ave Contraintes (CC(X )), introduits la même

ann�ee par Maher [24℄ puis Saraswat [33℄, peuvent être vus omme une ex-

tension de la lasse CLP(X ) par un m�eanisme de synhronisation bas�e sur

l'impliation de ontraintes. Le mod�ele obtenu permet �a des agents de om-

muniquer au travers d'une sorte de \tableau noir", le store, qui est en fait

une ontrainte exprimant une aumulation d'information partielle sur les

variables du alul. Les op�erations de base des agents sont don d'appor-

ter l'information  au store par l'op�erateur tell() ou d'attendre que le store

implique une information donn�ee par l'op�erateur ask(). En ajoutant le non-

d�eterminisme, on obtient des langages assez expressifs pour permettre, entre



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

autres, une reonstrution de ertains proessus utilis�es en pratique dans

les impl�ementations de CLP mais \ah�es" jusqu'alors, omme par exemple

le pr�ediat freeze de Prolog [9, 6℄, la propagation de ontraintes dans les

domaines �nis [15℄, et. . .

S�emantique

L'�evolution monotone du store au ours d'un alul CC a permis de doter

les langages CC(X ) d'une s�emantique d�enotationnelle simple, bas�ee sur une

repr�esentation des agents par des op�erateurs de fermeture [35, 18℄. Cepen-

dant, même si la grande id�ee Ex�eution = Reherhe de preuve de la program-

mation logique est moins pr�esente dans les langages CC(X ), l'�equation Pro-

gramme + Domaine = Th�eorie reste valable et a donn�e lieu �a une s�emantique

logique des CC ompl�ementaire de la s�emantique d�enotationnelle.

Or, de la grande vari�et�e des appliations de CC vient naturellement

une volont�e de pouvoir d�emontrer ertaines propri�et�es des programmes, par

exemple des propri�et�es de sûret�e ou de terminaison. Mais si e domaine a �et�e

tr�es �etudi�e dans le adre des langages purement onurrents (model-heking,

temporal logi, . . . ), peu de hoses ont �et�e faites pour les CC. Certains tra-

vaux ont essay�e de tirer parti de la s�emantique d�enotationnelle [10℄, nous

suivons ii une voie di��erente qui se fonde sur l'id�ee qu'en utilisant la Lo-

gique Lin�eaire (LL) introduite par Girard [14℄ en 1987 (un bon mill�esime

visiblement) on peut tirer un meilleur parti de l'�equation Programme + Do-

maine = Th�eorie.

Cette id�ee a permis, non seulement d'aÆner les r�esultats de ompl�etude de

la s�emantique logique pour CC [30℄, e qui est important pour les preuves de

propri�et�es de vivait�e (voir hapitre 3), mais a aussi onduit �a l'enrihissement

du langage lui-même: on est en e�et naturellement amen�e �a onsid�erer des

domaines de ontraintes lin�eaires et �a supposer que les op�erations d'ajout et

d'impliation de ontrainte (ask et tell) orrespondent aux onjontions et im-

pliations de LL. Le store peut alors �eventuellement �evoluer de mani�ere non-

monotone par \onsommation" d'une ontrainte. L'expressivit�e de ette nou-

velle lasse de langages Lin�eaires Conurrents ave Contraintes (LCC(X )) [12℄,

tr�es prohe des p

get

de Best et al. [4℄, nous permet en�n d'�erire de fa�on

d�elarative les protooles onurrents que CC mettait �a notre port�ee mais

g�erait maladroitement (par exemple par des streams, . . . ).
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Plan de la th�ese

Dans le hapitre 2 nous �etablissons les notations qui seront utilis�ees dans

ette th�ese et rappelons les d�e�nitions lassiques pour CC et LCC, nous les

agr�ementons d'exemples et disutons le probl�eme de la s�equentialit�e dans

CC, puis le hapitre 3 donne les r�esultats de base onernant la s�emantique

logique des langages onurrents ave ontraintes. L'aent est mis sur les

th�eor�emes de ompl�etude et leur limitations, ainsi que sur une omparaison

ave les r�esultats obtenus par l'approhe s�emantique d�enotationnelle.

Nous montrons ensuite dans le hapitre 4 omment es r�esultats ont pu

être pouss�es plus loin �a l'aide d'une s�emantique logique plus \�ne", abou-

tissant ainsi a une s�emantique pr�eise de type input-output, omme seule la

s�emantique d�enotationnelle le permettait jusqu'alors, mais en s'a�ranhis-

sant des limitations sur le langage, omme la monotonie du store, et sur le

syst�eme de ontraintes, omme l'hypoth�ese de treillis, qui lui sont propres.

Dans une deuxi�eme partie de la th�ese, nous utilisons les propri�et�es

s�emantiques des langages onurrents ave ontraintes pour prouver dans

le hapitre 5 des propri�et�es de programmes grâe �a la s�emantique des phases

de la logique lin�eaire (telle qu'elle est d�erite par exemple dans [26℄). Cette

tradution permet de ramener la d�emonstration de propri�et�es de sûret�e, don

de non-existene de ertaines d�erivations, �a elle, plus simple, de probl�emes

d'existene, au niveau s�emantique; on verra sur des exemples lassiques que

ette m�ethode de preuve donne des r�esultats tr�es satisfaisants. Ensuite nous

�etudions dans le hapitre 6 omment automatiser, au moins partiellement

la m�ethode expos�ee pr�e�edemment, en tirant partie au mieux de la tehno-

logie des ontraintes. On aboutit �a une premi�ere desription de ette nou-

velle tehnique de phase model-heking. Ce hapitre a donn�e lieu �a une

impl�ementation en GNU-Prolog du syst�eme d�erit, dont le ode est donn�e en

annexe D.

En�n pour onlure nous exposons bri�evement les perspetives qu'ont

ouvert es travaux, les diÆult�es qui restent �a franhir et les solutions qui

nous semblent envisageables.
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Chapitre 2

Langages CC

\To err is human, but to really foul things up

requires a omputer."

{ Almanah des fermiers am�eriains, 1978

2.1 Introdution

La programmation onurrente par ontraintes, introduite par Saras-

wat [33℄ en 1987, est un mod�ele de alul onurrent, o�u les proessus (ap-

pel�es agents) ommuniquent par l'interm�ediaire d'un tableau noir (appel�e

store) ommun, 'est-�a-dire un ensemble de ontraintes, don une informa-

tion partielle, sur les valeurs des variables.

Nous rappelons ii les d�e�nitions lassiques des langages CC et �xons

les d�e�nitions qui nous seront utiles par la suite. Nous insisterons sur les

questions d'expressivit�e de CC et en partiulier la s�equentialit�e qui s'exprime

ave les op�erateurs lassiques (ask, tell, k et +). Nous pr�esenterons aussi le

paradigme des CC lin�eaires, ou LCC, qui �etend naturellement elui des CC

en se basant sur une logique plus rihe: la logique lin�eaire de Girard [14℄.

En�n nous donnons des exemples de programmes et disutons du probl�eme

de la v�eri�ation de propri�et�es de es programmes.

2.2 D�e�nitions et syntaxe

Dans la suite nous noterons X, Y ,..., un ensemble de variables et ~x une

suite �nie de variables. L'ensemble des variables libres apparaissant dans la

formule A sera not�e fv(A).
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Pour un ensemble S, S

�

d�enote l'ensemble des suites �nies d'�el�ements de

S. Pour une relation de transition !, !

�

d�enote sa fermeture r�eexive et

transitive.

D�e�nition 2.1 (Syst�eme de ontraintes) Un syst�eme de ontraintes est

une paire (C;`

C

), telle que:

{ C est un ensemble de formules (les ontraintes) onstruites �a partir

d'un ensemble V de variables, d'un ensemble � de symboles de fon-

tions et de relations et des op�erateurs logiques suivants: 1 (\vrai"), la

onjontion ^ et le quanti�ateur existentiel 9; C sera suppos�e los par

renommage, onjontion et quanti�ation existentielle.

{ 

C

est un sous-ensemble de C � C, qui d�e�nit les axiomes non-logiques

du syst�eme de ontraintes. A la plae de (; d) 2

C

, nous noterons

 

C

d.

{ `

C

est le plus petit sous-ensemble de C

�

� C ontenant 

C

et los par

les r�egles de la Logique Intuitionniste (IL) pour 1, ^ et 9:

�;  ` 

�;  ` d � ` 

� ` d

` 1

� ` 

�; 1 ` 

� ` 

1

� ` 

2

� ` 

1

^ 

2

�; 

1

` 

�; 

1

^ 

2

` 

�; 

2

` 

�; 

1

^ 

2

` 

�; d; d ` 

�; d ` 

� ` 

�; d ` 

� ` 

� ` 9x 

�;  ` d

�; 9x  ` d

x 62 fv(�; d)

Dans la suite, ; d; e : : : d�enoterons des ontraintes.

Remarque.

Le adre hoisi ii, elui de la logique intuitionniste plutôt que lassique,

n'est pas essentiel mais simplement suÆsant ompte tenu de la struture des

ontraintes qui ne sont onstruites qu'ave des onjontions et des implia-

tions. Pour les mêmes raisons, et a�n de pr�eserver la possibilit�e d'avoir des

ontraintes omme freeze dans un syst�eme de ontraintes, nous onsid�erons

que la r�egle d'inf�erene

�`

�`[t=x℄

ave x 62 fv(�) n'est pas indispensable.

D�e�nition 2.2 (Agents) La syntaxe des agents CC est donn�ee par la gram-

maire suivante:

A ::= p(~x) j tell() j (A k A) j A+ A j 9xA j 8~x(ask()! A)

Les op�erations possibles pour es agents sont:

{ l'appel de pro�edure p(~x) (voir la remarque i-dessous),
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{ l'ajout d'une ontrainte  dans le store (agent tell() aussi not�e plus

simplement ), raÆnant ainsi l'information partielle sur les variables

libres,

{ la suspension sur une ertaine ontrainte : si A est un agent, l'agent

8~x(ask()! A) (ou plus simplement 8~x(! A)) attend, pour ex�euter

A, que le store ontienne suÆsamment d'information pour impliquer

[

~

t=~x℄, et lie les variables orrespondantes,

{ la mise en parall�ele de deux agents A et B par l'op�erateur k,

{ le hoix non-d�eterministe entre deux agents A et B par l'op�erateur + ,

{ la loalisation d'une variable par l'op�erateur 9

Remarque.

Les agents atomiques p(~x) : : : seront appel�es noms de pro�edure, nous sup-

poseront que les arguments dans la suite ~x sont des variables distintes.

La ommuniation entre agents se d�eroule par l'interm�ediaire du store

sous forme d'ajout de ontraintes (tell) et de suspension sur es ontraintes

(ask).

L'�emission d'information par un tell n'est pas bloquante, on a don �a faire

�a une ommuniation asynhrone (voir par exemple [5℄).

Les CC �etendent la programmation logique par ontraintes [17, 24℄ par leur

m�eanisme de suspension. Ils ont la même s�emantique op�erationnelle, sauf

pour ! A qui attend que le store implique la ontrainte  pour devenir A.

Il n'y a pas, a priori, d'op�erateur de s�equentialit�e \;", ependant on verra

dans la setion 2.4 qu'il peut être enod�e �a l'aide des op�erateurs existants.

L'op�erateur ask est not�e ave un 8 a�n de lari�er l'op�eration de lien des

variables de la garde qui est g�en�eralement impliite dans CC, on peut don

�erire ainsi dans CC(H) le programme (diretionnel) de onat�enation de

deux listes, L1 et L2 dans L3:

onat(L1,L2,L3)=

(L1=[℄ ! tell(L2=L3)) +

8 E,L (L1=[E|L℄ ! 9R (tell(L3=[E|R℄) k onat(L,L2,R)))

On peut ependant noter que, dans un syst�eme de ontraintes qui n'admet

qu'une solution unique �a haque ontrainte (omme 'est le as par exemple

sur le domaine de Herbrand), il serait possible de se passer du lien des va-

riables dans la garde en r�ep�etant la ontrainte gard�ee dans le orps de la

garde. On remplaerait ainsi 8~x(! A) par (9~x )! (9~x tell() k A), mais

ette solution, en plus de dissimuler la v�eritable ation du ask ne pourrait

pas être �etendue �a LCC (voir setion 2.5).
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La r�eursion est obtenue grâe aux d�elarations:

D�e�nition 2.3 (D�elarations) La syntaxe des d�elarations est donn�ee par

la grammaire suivante:

D ::= � j p(~x) = A j D;D

D�e�nition 2.4 (Programmes) Un programme est une paire D:A o�u D

est une d�elaration, lose par renommage des variables, et A un agent.

L'agent A sera appel�e agent initial.

Les programmes CC sont param�etr�es par un syst�eme de ontraintes, mais

en g�en�eral nous le garderons impliite dans notre pr�esentation, aussi bien

dans la relation de transition que dans elle d'impliation de ontraintes. De

même, la d�elaration D restera impliite.

Nous ferons l'hypoth�ese naturelle que dans une d�elaration p(~x) = A,

toutes les variables de fv(A) apparaissent dans ~x. Cela orrespond d'ailleurs

ave l'interpr�etation habituelle des lauses de Horn en programmation lo-

gique: les variables libres dans le orps d'une lause et n'apparaissant pas

dans la tête de elle-i sont onsid�er�ees (impliitement dans la syntaxe et

expliitement dans la s�emantique) omme quanti��ees existentiellement.

2.3 S�emantique op�erationnelle

2.3.1 Syst�eme de transition

La s�emantique op�erationnelle des programmes CC est d�e�nie sur des

on�gurations o�u le store est distingu�e des agents:

D�e�nition 2.5 (Con�gurations) Une on�guration est un triplet (X; ;A),

o�u  est une ontrainte appel�ee store, A un agent ou ; s'il est vide, et X un

ensemble de variables, appel�ees variables ah�ees de  et A.

La s�emantique op�erationnelle est d�e�nie par un syst�eme de transitions qui

ne prend en ompte auune strat�egie d'�evaluation partiuli�ere. Ce syst�eme

est donn�e dans le style de la CHAM [3℄ (voir aussi [29℄). Nous distinguerons

don une relation de ongruene de la relation de transition.

D�e�nition 2.6 (Congruene) La ongruene struturelle � est la plus pe-

tite ongruene satisfaisant les r�egles de la table 2.1.
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�-Conversion

z 62 fv(A)

9yA � 9zA[z=y℄

Composition parall�ele A k B � B k A

A k (B k C) � (A k B) k C

Tab. 2.1 { Congruene struturelle

Les axiomes d'assoiativit�e et de ommutativit�e de la omposition pa-

rall�ele donnent aux agents une struture de multi-ensemble. D�esormais nous

identi�erons don, par un l�eger abus de notation, l'agent d'une on�guration

et le multi-ensemble de ses sous-agents en omposition parall�ele. Nous note-

rons �;�; ::: es multi-ensembles. La ongruene s'�etend alors de fa�on ano-

nique aux multi-ensembles: � � �

0

ssi � = fA

1

; : : : ; A

n

g, �

0

= fA

0

1

; : : : ; A

0

n

g

et 8i = 1; : : : ; n, A

i

� A

0

i

.

Deux on�gurations seront dites ongrues, (X; ; �) � (X

0

; 

0

; �

0

),

quand les ensembles X et X

0

sont �egaux et les multi-ensembles d'agents

� et �

0

ongrus.

D�e�nition 2.7 (Transitions) La relation de transition �! est la plus pe-

tite relation sur les on�gurations satisfaisant les r�egles de la

table 2.2.

Dans ette pr�esentation de la relation de transition, il est lair que l'en-

semble des variables ah�ees ne peut que grossir le long d'une d�erivation:

Proposition 2.8 Si (X; ; �) �!

�

(Y ; d; �) alors X � Y .

Preuve.

Il suÆt de raisonner par indution sur la d�erivation, puis remarquer que l'en-

semble des variables ah�ees n'est modi��e que dans la loalisation et qu'alors

il grossit. �

Les agents et d�elarations ne ontenant pas + sont appel�es d�eterministes.

Ce nom se justi�e par la proposition suivante:

Proposition 2.9 (Conuene [35℄) Soit une on�guration d�eterministe �

ave des d�elarations d�eterministes, si � �! �

1

et � �! �

2

, alors il existe

une on�guration d�eterministe �

0

telle que �

1

�!

�

�

0

et �

2

�!

�

�

0

.



10 CHAPITRE 2. LANGAGES CC

�

Equivalene

(X; ; �) � (X

0

; 

0

; �

0

) �! (Y

0

; d

0

; �

0

) � (Y ; d; �)

(X; ; �) �! (Y ; d; �)

Tell (X; ; tell(d);�) �! (X;  ^ d; �)

Ask

 `

C

d[

~

t=~x℄

(X; ; 8~x(d! A);�) �! (X; ;A[

~

t=~x℄;�)

Loalisation

y 62 X [ fv(;�)

(X; ; 9yA;�) �! (X [ fyg; ;A;�)

Appel de pro�edure

(p(~y) = A) 2 D

(X; ; p(~y);�) �! (X; ;A;�)

Choix aveugle (X; ;A+B;�) �! (X; ;A;�)

(X; ;A+B;�) �! (X; ;B;�)

Tab. 2.2 { Relation de transition de CC

Une autre propri�et�e des programmes CC est que leur ex�eution est exten-

sive (les ontraintes ne font que s'aumuler dans le store durant l'ex�eution)

et monotone:

Proposition 2.10 (Extensivit�e [35℄)

Si (X; ; �) �!

�

(Y ; d; �) alors 9Y d `

C

9X.

Proposition 2.11 (Monotonie)

Si (X; ; �) �!

�

(X [Y ; d; �), alors pour tout ensemble de variables Z, tout

multi-ensemble d'agents � et toute ontrainte e, il existe un renommage Y

0

de Y tel que, (X [Z; ^ e; �;�) �!

�

(X [Y

0

[Z; d[Y

0

=Y ℄^ e; �[Y

0

=Y ℄;�).

Preuve.

On pro�ede par indution sur la longueur de la d�erivation. On onstate que

toutes les r�egles sauf �equivalene, ask et loalisation peuvent être reproduites

dans (X [ Z;  ^ e; �;�) ar leurs onditions d'appliations ne portent pas

sur les variables ah�ees ni sur le store.

Pour ask, il suÆt alors de onstater que si  `

C

d alors [Y

0

=Y ℄ ^ e `

C

d[Y

0

=Y ℄.

Pour la loalisation, il suÆt d'utiliser l'�-onversion de mani�ere �a obtenir

un y qui ne soit pas dans fv(e;�) [ Z.
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Pour l'�equivalene il suÆt de remarquer que si d

1

� d

2

alors d

1

[Y

0

=Y ℄ �

d

2

[Y

0

=Y ℄ et la même hose pour �

1

. �

2.3.2 Observables

La s�emantique op�erationnelle pr�eise d�epend omme d'habitude du hoix

des observables. Voii elles que nous onsid�ereront:

D�e�nition 2.12 (Observables) Le store d'une on�guration (X; ; �) est

la ontrainte 9X. Nous dirons que 9Xd est un store aessible de l'agent A

ave store initial , s'il existe un multi-ensemble d'agents � tel que

(;; ;A) �!

�

(X; d; �).

Un store su�es (resp. un su�es) pour un agent A et un store initial  est

une ontrainte 9Xd (resp. une on�guration (X; d; ;)) telle que (;; ;A) �!

�

(X; d; ;).

Une on�guration terminale pour A et le store initial  est une on�gura-

tion (X; d; 8~x

1

(d

1

! A

1

); : : : ; 8~x

n

(d

n

! A

n

)) telle que n � 0, (;; ;A) �!

�

(X; d; 8~x

1

(d

1

! A

1

); : : : ; 8~x

n

(d

n

! A

n

)) et 8i;

~

t, d 6`

C

d

i

[

~

t=~x

i

℄. Si la on�gu-

ration n'est pas un su�es (i.e.n > 0), le store 9Xd est appel�e une suspension.

Il est faile de v�eri�er, grâe aux propri�et�es 2.10 et 2.11, que le ompor-

tement op�erationnel des programmes CC est ompl�etement arat�eris�e, sous

es observables, par leur omportement �a partir d'un store initial vide:

Proposition 2.13 Soit A un agent et  une ontrainte.

Les stores aessibles de A ave un store initial  sont les onjontions de

 et des stores aessibles de A k tell() ave un store initial vide.

Ses su�es et ses on�gurations terminales sont eux de A k tell() dans

le store initial vide.

Preuve.

On raisonne par indution sur la derivation en utilisant la monotonie (prop. 2.11)

jusqu'�a e que l'agent tell() ajoute vraiment sa ontrainte au store. �

La s�emantique op�erationnelle peut don être d�e�nie ave le store initial

vide (i.e. la ontrainte \vrai" not�ee 1):

D�e�nition 2.14 (S�emantique op�erationnelle)

O

store

(C;D:A) = f9Xd 2 C j9�; (;; 1;A) �!

�

(X; d; �)g

O

term:

(C;D:A) = f9Xd 2 C j9�; (;; 1;A) �!

�

(X; d; �) 6�!g

O

su�es

(C;D:A) = f9Xd 2 C j (;; 1;A) �!

�

(X; d; ;)g

o�u � 6�! d�enote l'absene de d�erivation partant de �.
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Remarque.

Dans le syst�eme de transition, nous avons hoisi la r�egle de hoix aveugle:

l'agent non-d�eterministe A + B peut se omporter omme A ou omme B.

Si l'on remplae e hoix \interne" par le hoix gard�e:

(X; ;A;�) �! (Y ; d; �)

(X; ;A+B;�) �! (Y ; d; �)

et

(X; ;B;�) �! (Y ; d; �)

(X; ;A+B;�) �! (Y ; d; �)

les suspensions d'un programme hangent bien �evidement. Par exemple

si � = (;; ; ( ! tell(1)) + (d ! tell(1))) ave  6`

C

d, alors pour le

hoix aveugle, � a deux d�erivations possibles: � �! (;; ;  ! tell(1)) �!

(;; ; tell(1)) �! (;; ; ;) et � �! (;; ; d ! tell(1)) 6�!, alors que la

deuxi�eme d�erivation n'est pas possible ave le hoix gard�e. Il est ependant

int�eressant de noter que les su�es et stores aessibles restent inhang�es dans

les deux interpr�etations. Les r�esultats de ette th�ese qui ne onernent que

es deux types d'observables restent don valides pour le hoix gard�e.

Proposition 2.15 Soient O

store

gard�e

et O

su�es

gard�e

la s�emantique op�erationnelle

d�e�nie omme i-dessus mais ave les r�egles du hoix gard�e. Pour tout agent

CC, A, on a:

O

store

(C;D:A) = O

store

gard�e

(C;D:A) et O

su�es

(C;D:A) = O

su�es

gard�e

(C;D:A)

Preuve.

La preuve se fait par une simple indution: si l'on note �!

gard�e

la relation

de transition ave les r�egles du hoix gard�e, onsid�erons une d�erivation pour

�!, elle ne diverges d'une d�erivation pour �!

gard�e

que quand elle s'arrête

apr�es une transition utilisant une r�egle de hoix aveugle, mais alors: (1) le

store n'a pas hang�e, don les stores aessibles ne hangent pas et (2) la

nouvelle on�guration terminale n'est pas un su�es, et la on�guration �a

l'�etape du hoix, qui aurait pu être terminale, n'en �etait pas un non plus. �

2.4 S�equentialit�e

Bien que les langages CC ne poss�edent pas d'op�erateur de s�equentialit�e, il

s'av�ere que et op�erateur peut être od�e dans CC sans auune modi�ation:

Proposition 2.16 Soit D:A un programme de CC

seq

(C), 'est �a dire CC

�etendu de l'op�erateur � d�e�ni par les r�egles suivantes:

(X; ;A) �! (Y ; d;B)

(X; ;A � C;�) �! (Y ; d;B � C;�)

(X; ; ; � A) �! (X; ;A)
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Il existe un syst�eme de ontraintes C

�

et un programme D

�

:A

�

de CC(C

�

)

dont les observables permettent de arat�eriser enti�erement elles de D:A

dans CC

seq

(C).

Preuve.

Soit ok un nouveau symbole de relation d'arit�e un. C

�

est le syst�eme de

ontraintes C auquel on a ajout�e ok sans auun axiome non-logique. Le pro-

gramme D

�

:A

�

est d�e�ni par la tradution suivante:

tell()

�

x

= tell( ^ ok(x))

p(~y)

�

x

= p

�

(x; ~y)

(A k B)

�

x

= 9y; z(A

�

y

k B

�

z

k (ok(y) ^ ok(z))! ok(x))

(A+B)

�

x

= A

�

x

+B

�

x

(8~y(! A))

�

x

= 8~z([~z=~y℄! A[~z=~y℄

�

x

) ave x 62 ~z

(9yA)

�

x

= 9zA[z=y℄

�

x

ave z 6= x

(A �B)

�

x

= 9y(A

�

y

k ok(y)! B

�

x

)

(p(~y) = A)

�

= p

�

(x; ~y) = A

�

x

A

�

= 9xA

�

x

Il est imm�ediat de v�eri�er (par une indution sur la d�erivation) qu'une

ontrainte ok(x) est ajout�ee au store si et seulement si l'agent orrespondant

A

�

x

a atteint un su�es.

Or les arbres de d�erivation de D:A et de D

�

:A

�

ne di��erent que par des

hâ�nes ajout�ees �a ertaines feuilles. En e�et les seuls agents ajout�es par la

tradution sont de la forme ok(y) ^ ok(z) ! ok(x) et par la proposition de

monotonie 2.11 (qui reste valable ave l'ajout de �) les �eventuelles r�egles Ask

peuvent être onsid�er�ees omme ayant lieu �a la �n.

De plus, les stores au ours de la d�erivation de D

�

:A

�

ne di��erent que

tr�es peu de leur store orrespondant dans la d�erivation de D:A; en e�et ils

ne omportent en plus que des ontraintes de la forme ok(x) introduites par

un tell.

Comme les prolongements de d�erivation ne font qu'ajouter d'autres

ontraintes ok(x) au store ourant, on a don:

Ost(C; D:A) = �

C

Ost(C

0

; D

�

:A

�

)

o�u �

C

est l'op�eration qui onsiste �a projeter sur C une ontrainte de C

0

en

lui enlevant tous ses omposants de la forme ok(x).
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Or si on obtient un su�es pour une d�erivation de D:A nous avons vu que

la ontrainte ok orrespondante �etait ajout�ee au store, et r�eiproquement,

par ons�equent on a:

Osu(C; D:A) = �

C

Osu(C

0

; D

�

:A

�

)

De même, siD:A suspend, alorsD

�

:A

�

suspend sur le même ask, et omme

il n'y a jamais de suspension sur le ask ajout�e en �n de branhe sans qu'il

y en ait une avant (expliquant ainsi la non-prodution d'un ok) on a don

aussi les mêmes suspensions et don:

Ostt(C; D:A) = �

C

Ostt(C

0

; D

�

:A

�

)

�

2.5 CC Lin�eaires

Il y a en fait plusieurs raisons qui ont men�e �a l'utilisation de la logique

lin�eaire omme base du syst�eme de ontraintes, et don �a la naissane des

CC lin�eaires:

{ tout d'abord, malgr�e l'expressivit�e importante de CC, qui par exemple

permet de oder la s�equentialit�e omme nous l'avons vu dans la setion

pr�e�edente, on peut vouloir enore augmenter le pouvoir d'expression

de es langages, en partiulier pour permettre un meilleur ontrôle de

la onurrene (voir par exemple [36℄). Une option est de permettre la

onsommation de ertaines ontraintes, e que Saraswat et Linoln ont

ompris d�es 1992 [34℄ et qui fut ensuite pouss�e plus loin dans [4, 37℄.

Les ontraintes y sont alors naturellement des formules de la logique

lin�eaire.

{ Un autre motif qui pousse �a se diriger vers LCC nous est donn�e par

la s�emantique, en e�et nous verrons dans le hapitre 3 que la logique

lin�eaire s'impose omme un outil tr�es puissant pour �etudier CC, en

permettant de arat�eriser des observables plus �nes que la logique

intuitionniste.

Nous pr�esentons don ii les CC lin�eaires omme ette suite naturelle

des CC; nous en donnons des exemples et herherons dans les hapitres qui

suivent �a prouver des propri�et�es de tels programmes.
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2.5.1 Syntaxe

Comme dans les as des CC nous allons d�e�nir le syst�eme de ontraintes,

les agents et on�gurations, et le syst�eme de transition. La di��erene essen-

tielle sera la nature lin�eaire des ontraintes et don la onsommation d'infor-

mation par l'op�erateur ask.

D�e�nition 2.17 (Syst�eme de ontraintes Lin�eaire) Un syst�eme de

ontraintes lin�eaire est une paire (C;`

C

), telle que:

{ C est un ensemble de formules (les ontraintes lin�eaires) onstruites �a

partir d'un ensemble V de variables, d'un ensemble � de symboles de

fontion et de relation et des op�erateurs logiques suivants: 1 (i.e. \vrai"),

la onjontion 
, l'exponentiel ! et le quanti�ateur existentiel 9; C sera

suppos�e los par renommage, 
, ! et 9.

{ 

C

est un sous-ensemble de C � C, qui d�e�nit les axiomes non-logiques

du syst�eme de ontraintes.

{ `

C

est le plus petit sous-ensemble de C

�

� C ontenant 

C

et los par

les r�egles de la Logique Lin�eaire Intuitionniste (ILL) pour 1, 
, ! et 9

(voir aussi l'annexe A):

 ` 

�;  ` d � ` 

�;� ` d

` 1

� ` 

�; 1 ` 

� ` 

1

� ` 

2

�;� ` 

1


 

2

�; 

1

; 

2

` 

�; 

1


 

2

` 

� ` 

� ` 9x 

�;  ` d

�; 9x  ` d

x 62 fv(�; d)

�; !d; !d ` 

�; !d ` 

� ` 

�; !d ` 

�;  ` d

�; ! ` d

!� ` d

!� `!d

Remarque.

Les syst�emes de ontraintes (lassiques) de la setion pr�e�edente sont un as

partiulier que l'on peut retrouver en utilisant la tradution lassique de IL

dans ILL qui onsiste �a tout mettre sous un ! [14℄. L'utilisation du ! est limit�ee

aux ontraintes et non pas aux agents, il est don �a di��erentier de l'op�erateur

de r�epliation des aluls de proessus (omme par exemple le �-alul [25℄)

qui permettrait la dupliation d'un agent (rempla�ee dans LCC par l'appel

de pro�edure), mais pas l'e�aement.

On peut d�e�nir une lasse de ontraintes partiuli�eres, appel�ees ontraintes

de synhronisation [32℄ et repr�esentant les ontraintes atomiques qui n'ap-

paraissent dans auun axiome non-logique. Nous verrons plus loin et dans le

hapitre 3 que es ontraintes b�en�e�ient de nombreuses bonnes propri�et�es

s�emantiques que nous �etendrons aux autres ontraintes dans le hapitre 4.
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La d�e�nition des agents, d�elarations et on�gurations est la même que

pour CC (setion 2.2).

D�e�nition 2.18 (Syst�eme de transition) La ongruene struturelle �

reste identique �a elle de CC (setion 2.3) et la relation de transition est

d�e�nie par les mêmes r�egles, exept�e pour LinearTell et LinearAsk qui

remplaent Tell et Ask:

LinearTell (X; ; tell(d);�) �!

LCC

(X; 
 d; �)

LinearAsk

 `

C

d
 e[

~

t=~y℄

(X; ; 8~y(e! A);�) �!

LCC

(X; d;A[

~

t=~y℄;�)

Tab. 2.3 { Relation de transition de LCC

Le alul est intrins�equement non-d�eterministe, même en l'absene de +

puisque plusieurs ontraintes peuvent satisfaire la garde d'un ask et don

mener �a des r�esidus di��erents. Pour les ontraintes de synhronisation par

ontre, ask (sans 8) et tell deviennent des op�erateurs de manipulation �el�e-

mentaire de multi-ensemble et sont don d�eterministes. Des exemples d'uti-

lisation de es ontraintes sont donn�es dans la setion 2.5.3.

La nature lin�eaire des ontraintes nous oblige �a reformuler la d�e�nition

des on�gurations terminales.

D�e�nition 2.19 (Observables) Les su�es et stores aessibles sont d�e�nis

omme pour CC.

Une on�guration terminale pour A et le store initial  est une on�gu-

ration (X; d; 8~x

1

(d

1

! A

1

); : : : ; 8~x

n

(d

n

! A

n

) telle que n � 0, (;; ;A) �!

�

(X; d; 8~x

1

(d

1

! A

1

); : : : ; 8~x

n

(d

n

! A

n

)) et 8i;

~

t,d 6`

C

d

i

[

~

t=~x

i

℄
>.

On a seulement introduit la onstante > pour re�eter le hangement de

ondition dans la r�egle LinearAsk: la garde se d�ebloque s'il existe e tel que

 `

C

d
 e on aurait alors  `

C

d
> d'apr�es la r�egle pour >.

Ce qui rend LCC beauoup plus expressif que CC est la perte d'extensivit�e,

don la possibilit�e d'exprimer des �evolutions non-monotones du store. Il est

ependant important de noter que lamonotonie des transitions est onserv�ee.

Proposition 2.20 (Monotonie) Si (X; ; �) �!

�

LCC

(X [ Y ; d; �), alors

pour tout ensemble de variables Z, tout multi-ensemble d'agents � et toute

ontrainte e, il existe un renommage Y

0

de Y tel que (X[Z; 
e; �;�) �!

�

LCC

(X [ Y

0

[ Z; d[Y

0

=Y ℄
 e; �[Y

0

=Y ℄;�).
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Preuve.

La preuve suit la même indution que pour la proposition 2.11 onernant

la monotonie de CC, puisque les deux seules r�egles qui ont hang�e ne mo-

di�ent pas l'ensemble des variables ah�ees et n'en d�ependent pas pour leur

ex�eution. �

Comme dans la setion pr�e�edente les observables �a partir d'un store ini-

tial vide suÆsent don �a retrouver elles provenant d'un alul ave un store

initial arbitraire. L'argument ne hange que pour l'observation des stores

aessibles:

Proposition 2.21 Soit C un syst�eme de ontraintes, et C

0

le syst�eme de

ontraintes obtenu en ajoutant �a C un nouveau symbole de ontraintes d.

L'ensemble des stores aessibles de (;; ;A) dans C est fe 2 C j e 
 d 2

O

store

LCC

(C

0

;D:(tell(
 d) k (d! A)))g.

Preuve.

Comme d est nouveau, les seules transitions possibles sont:

(;; 1; tell( 
 d 
 d) k (d ! A)) �!

LCC

(;;  
 d 
 d; d ! A) �!

LCC

(;; 
 d;A) �!

LCC

� � �.

Les stores aessibles de (;; ;A) sont don les e 2 C (i.e. ne ontenant

pas d) tels que e
 d est aessible de (;; 1; tell(
 d
 d) k (d! A))

1

. �

D�e�nition 2.22 (S�emantique op�erationnelle)

O

store

LCC

(C;D:A) = f9Xd 2 C j9�; (;; 1;A) �!

�

LCC

(X; d; �)g

O

term:

LCC

(C;D:A) = f9Xd 2 C j9�; (;; 1;A) �!

�

LCC

(X; d; �) 6�!

LCC

g

O

su�es

LCC

(C;D:A) = f9Xd 2 C j (;; 1;A) �!

�

LCC

(X; d; ;)g

2.5.2 Tradution de CC dans LCC

Le paradigme LCC est une extension des CC, dans lequel on peut traduire

simplement et �d�element les CC monotones en respetant l'observation des

stores et des su�es [12℄:

D�e�nition 2.23 Soit (C;

C

) un syst�eme de ontraintes. Sa tradution est le

syst�eme de ontraintes lin�eaire (C

Æ

;

Æ

C

), d�e�ni omme suit ave la tradution

1. On peut noter que remplaer dans le odage  
 d par  
 d 
 d ne permet pas de

d�eider si 1 est aessible ou pas.
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des agents:



Æ

=!, si  est une ontrainte atomique

( ^ d)

Æ

= 

Æ


 d

Æ

(9x)

Æ

= 9x

Æ

tell()

Æ

= tell(

Æ

) p(~x)

Æ

= p(~x)

(A k B)

Æ

= A

Æ

k B

Æ

(A+B)

Æ

= A

Æ

+B

Æ

(8~x(! A))

Æ

= 8~x(

Æ

! A

Æ

) (9xA)

Æ

= 9xA

Æ

C

Æ

= f

Æ

j  2 Cg.



C

Æ

est d�e�nie par  

C

d ssi 

Æ



C

Æ

d

Æ

Cette tradution s'�etend naturellement aux on�gurations.

Pour les ontraintes, ette tradution est une tradution bien onnue de

IL dans ILL [14, p.81℄, d'o�u:

Proposition 2.24 Soient  et d des ontraintes de C: `

C

d ssi 

Æ

`

C

Æ

d

Æ

.

On peut alors v�eri�er que le omportement des on�gurations traduites

est bien elui qui est attendu:

Proposition 2.25 Soient (X; ; �) et (Y ; d; �) des on�gurations CC:

(i) (X; ; �) � (Y ; d; �) ssi (X; 

Æ

; �

Æ

) �

Æ

(Y ; d

Æ

; �

Æ

);

(ii) si (X; ; �) �! (Y ; d; �) alors (X; 

Æ

; �

Æ

) �!

LCC

(Y ; d

Æ

; �

Æ

);

(iii) si (X; 

Æ

; �

Æ

) �!

LCC

(Y ; d

Æ

; �

Æ

) alors (X; ; �) �! (Y ; e; �), ave

e `

C

d.

Preuve.

(i) est �evident.

Pour (ii), pro�edons par indution sur �!, seul le as de la r�egle Ask est

int�eressant: supposons

(X; ; 8~x(d! A);�) �! (X; ;A[

~

t=~x℄;�)

utilisant la relation  `

C

d[

~

t=~x℄. On a don  `

C

 ^ d[

~

t=~x℄, et d'apr�es la

proposition 2.24, 

Æ

`

C

Æ

( ^ d[

~

t=~x℄)

Æ

= 

Æ


 d[

~

t=~x℄

Æ

. D'o�u

(X; 

Æ

; 8~x(d

Æ

! A

Æ

));�

Æ

) �!

LCC

(X; 

Æ

;A[

~

t=~x℄

Æ

;�

Æ

)

qfd.

Pour (iii), pro�edons par indution sur �!

LCC

, et �a nouveau, le seul as

int�eressant est elui de la r�egle LinearAsk: supposons

(X; 

Æ

; 8~x(d

Æ

! A

Æ

));�

Æ

) �!

LCC

(X; e

Æ

;A[

~

t=~x℄

Æ

;�

Æ

)
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utilisant la relation 

Æ

`

C

Æ

d[

~

t=~x℄

Æ


 e

Æ

= (d[

~

t=~x℄ ^ e)

Æ

. D'apr�es 2.24,

 `

C

d[

~

t=~x℄ ^ e `

C

d[

~

t=~x℄, don

(X; ; 8~x(d! A);�) �! (X; ;A[

~

t=~x℄;�)

et  `

C

e. �

(i) et (ii) prouvent que la tradution i-dessus est orrete vis �a vis de

l'observation des stores et des su�es d'un alul CC.

2.5.3 Exemple de programme LCC

Un test lassique de l'expressivit�e des langages onurrents est le probl�eme

du d̂�ner des philosophes: N philosophes sont assis autour d'une table ronde,

entre haque paire est pos�ee une fourhette. Les philosophes alternent des

p�eriodes de pens�ee profonde ave des p�eriodes de faim, et dans e dernier

as ils ont besoin des deux fourhettes qui les entourent pour manger (des

baguettes seraient ertes plus vraisemblables).

Comme sugg�er�e dans [4℄, e probl�eme a une solution simple et �el�egante

en LCC.

Les ontraintes atomiques sont: fork(I), eat(I,N) pour I,N 2 N , et

N=M, N6=M pour N,M 2 N . Le syst�eme de ontraintes lin�eaires est une ombi-

naison de la tradution de la th�eorie de l'�egalit�e pour (N ;+), et des ontraintes

lin�eaires fork et eat ave pour seuls axiomes non logiques le sh�ema orres-

pondant �a l'axiome d'�egalit�e: (~x)
!(~x = ~y)  (~y) pour toute ontrainte

.

philosophe(I,N) =

fork(I) 
 fork(I+1 mod N) !

(tell(eat(I,N)) k

eat(I,N) !

(tell(fork(I) 
 fork(I+1 mod N)) k

philosophe(I,N))).

rephilo(M,P) =

M 6= P ! (philosophe(M,P) k tell(fork(M)) k

rephilo(M+1,P)) k

M = P ! (philosophe(M,P) k tell(fork(M))).

init(N) = rephilo(1,N).
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Une ex�eution ave l'agent initial init(5), par exemple, va mettre en

plae les philosophes et les fourhettes, puis la s�equene (in�nie) des stores

le long d'une d�erivation montrera les p�eriodes o�u les philosophes mangent,

ompte tenu du sheduling (ordonnanement d'ex�eution) des agents en om-

position parall�ele.

Contrairement �a un programme CC lassique, les strutures de donn�ees

imp�eratives sont ii diretement od�ees par des ontraintes lin�eaires au lieu

de streams [33℄. On peut aussi noter que par rapport �a des langages omme

Linda, il est ii inutile d'avoir des \tikets"[7℄ puisque l'op�erateur ask permet

de onsommer atomiquement le tenseur de deux fourhettes.

Ce programme v�eri�e ertaines propri�et�es de vivait�e et de sûret�e, nous

verrons une m�ethode de preuve de es propri�et�es utilisant la s�emantique des

phases de la Logique Lin�eaire dans le hapitre 5.

Un autre exemple illustrant le gain d'expressivit�e qu'apporte LCC est

donn�e dans l'annexe B (il est un peu long pour �gurer ii). Il s'agit de la

reonstrution d'un solveur sur les domaines �nis �a la mani�ere CLP(FD) et

sans les indexiaux de [15℄. Ce programme, ainsi que tous les exemples donn�es

dans ette th�ese ont �et�e test�es grâe �a une impl�ementation prototype de LCC

que nous avons r�ealis�e au dessus de GNU-Prolog.

D'autres exemples en�n peuvent être trouv�es dans la th�ese de Vinent

Sh�ahter [36℄, omme par exemple un solveur bas�e sur le simplexe.
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Chapitre 3

S�emantiques

\It might look like I'm doing nothing,

but at the ellular level I'm really quite busy."

{ Dilbert (Sott Adams)

3.1 Introdution

Les langages CC �etant issus de la programmation logique, il est naturel

de herher �a onneter leurs aspets op�erationnels ave une s�emantique for-

melle permettant de raisonner sur les programmes �a di��erents niveaux d'abs-

tration. L'�evolution monotone du store pendant un alul CC a permis de

donner une s�emantique d�enotationnelle simple et �el�egante aux programmes

CC, sous la forme d'op�erateurs de fermeture sur les ontraintes [35, 18℄. Cette

s�emantique a �et�e utilis�ee, par exemple dans [10℄ pour obtenir un syst�eme de

preuve de ertaines propri�et�es de programmes. Nous verrons dans la se-

tion 3.5 quelles sont les r�esultats les plus pr�eis obtenus ave ette approhe.

Cependant, même si l'ajout du ask a bris�e la s�emantique logique simple

de la programmation logique, nous rappelons ii omment en logique intui-

tionniste puis dans la logique lin�eaire de Girard [14℄, il est possible de faire

�a nouveau le lien CC-logique. Une partie des r�esultats pr�esent�es ii appa-

raissaient d�ej�a dans [22, 34℄, mais n'ont �et�e formalis�es ompl�etement que

dans [30℄ et [12℄. ette approhe ouvre une plus grande vari�et�e d'observables

et s'adapte naturellement au adre LCC, mais omporte des limites que nous

exposerons au fur et �a mesure.
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3.2 Carat�erisation des stores CC en logique

intuitionniste

Soient (C;

C

) un syst�eme de ontraintes et D des d�elarations,

D�e�nition 3.1 On peut traduire les agents CC d�eterministes en formules

de la logique intuitionniste (IL) de la mani�ere suivante:

tell()

y

= 

p(~x)

y

= p(~x) (9xA)

y

= 9xA

y

(8~x(! A))

y

= 8~x() A

y

) (A k B)

y

= A

y

^ B

y

Cette tradution s'�etend aux multi-ensembles d'agents: Si � est le multi-

ensemble fA

1

: : : A

n

g, alors d�e�nissons �

y

= A

y

1

^ � � � ^ A

y

n

. Et �

y

= 1 si

� = ;.

La tradution d'une on�guration (X; ; �)

y

est la formule 9X( ^ �

y

).

notons IL(C;D) le syst�eme de d�edution obtenu en ajoutant �a IL les

axiomes non-logiques suivants:

{  ` d pour tout  

C

d de 

C

,

{ p(~x) ` A

y

pour toute d�elaration p(~x) = A de D.

a` d�enote l'�equivalene logique.

Th�eor�eme 3.2 (Corretion [12℄) Soient (X; ; �) et (Y ; d; �) deux on�-

gurations CC d�eterministes.

Si (X; ; �) � (Y ; d; �) alors (X; ; �)

y

a`

IL(C;D)

(Y ; d; �)

y

.

Si (X; ; �) �!

�

(Y ; d; �) alors (X; ; �)

y

`

IL(C;D)

(Y ; d; �)

y

.

La r�eiproque est vraie pour l'observation des stores:

Th�eor�eme 3.3 (Observation des stores pour CC d�eterministe [12℄)

Soit S un ensemble de ontraintes,et A un agent CC d�eterministe, notons

# S = f 2 C j 9d 2 S; d `

C

g et L

store

(C;D:A) = f 2 C j A

y

`

IL(C;D)

g, on

a:

L

store

(C;D:A) = # O

store

(C;D:A)

Le as non-d�eterministe n'est pas �evident dans IL, en e�et traduire + par

la disjontion _ ne onvient pas pour la orretion (A _ B 6` A) et traduire

par la onjontion ^, ne permet pas de garder la ompl�etude sur l'observation

des stores ( ^ d n'est pas dans # O

store

(tell() + tell(d))).
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3.3 Carat�erisation des stores et su�es en lo-

gique lin�eaire intuitionniste

Bien que l'observation des stores soit importante, elle ne repr�esente qu'un

des aspets du omportement op�erationnel des programmes CC. Par exemple,

si l'on onsid�ere les trois programmes suivants:

p(x) = x � 1

p(x) = x � 1 k p(x)

p(x) = x � 1 k (false! A):

Ils ont les mêmes stores (x � 1) et sont don �equivalents vis �a vis de

ette observable, ependant l'un termine ave un su�es, l'autre boule et le

troisi�eme suspend.

Or, omme le montrent les ontre-exemples suivants, IL ne permet de

arat�eriser ni les su�es, ni les suspensions:

{ a: Il est en g�en�eral faux que A a B (o�u B est un su�es ou une sus-

pension) implique (;; 1;A) �!

LCC

(;; 1;B). Par exemple  ! d a d

mais ! d suspend dans le store initial vide. Pour le as o�u B est une

suspension, par exemple d k ( ! d) ave d n'impliquant pas , on a

d a d ^ (! d) mais tell(d) ne se r�eduit pas vers ette suspension.

{ `: On renontre des probl�emes similaires ave `. On a d^ () A) ` d

mais d k (! A) suspend si d 6` . De plus d ^ (d) e) ` d) e, mais

d k (d! e) a un su�es (d ^ e) et pas de suspensions.

{ a`: L'�equivalene a` pose les mêmes probl�emes, par exemple on re-

marque que d ^ ( ) d) a` d, mais on ne peut rien en d�eduire sur

le omportement op�erationnel des agents tell(d) et d k ( ! d) en

supposant que d n'implique pas .

L'obstale prinipal est en fait la r�egle (struturelle) d'a�aiblissement:

� ` B

�; A ` B

La Logique Lin�eaire (LL) de Girard [14℄ raÆnant la logique lassique, en

partiulier au niveau des r�egles struturelles d'a�aiblissement et de ontra-

tion, il est naturel d'interpr�eter les programmes CC dans ette logique plus

�ne. C'est d'ailleurs ette d�emarhe qui a onduit �a la r�eation des langages

LCC qu'on peut bien sur interpr�eter par la même oasion.
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Fixons un syst�eme de ontraintes lin�eaire (C;

C

) et des d�elarations D.

D�e�nition 3.4 On traduit les agents LCC en formules de la logique lin�eaire

(intuitionniste) de la mani�ere suivante:

tell()

z

=  p(~x)

z

= p(~x)

8~y(! A)

z

= 8~y (( A

z

) (A k B)

z

= A

z


 B

z

(A+B)

z

= A

z

&B

z

(9xA)

z

= 9xA

z

Si � est le multi-ensemble (A

1

: : : A

n

), on d�e�nit �

z

= A

z

1


 � � � 
 A

z

n

. Si

� = ; alors �

z

= 1.

La tradution (X; ; �)

z

d'une on�guration, est la formule 9X(
 �

z

).

ILL(C;D) d�enote le syst�eme de d�edution obtenu en ajoutant �a ILL les

axiomes non-logiques:

{  ` d pour tout  

C

d de 

C

,

{ p(~x) ` A

z

pour toute d�elaration p(~x) = A de D.

a` d�enotera l'�equivalene logique.

Th�eor�eme 3.5 (Corretion [12℄) Soient (X; ; �) et (Y ; d; �) deux on�-

gurations LCC.

Si (X; ; �) � (Y ; d; �) alors (X; ; �)

z

a`

ILL(C;D)

(Y ; d; �)

z

.

Si (X; ; �) �!

�

LCC

(Y ; d; �) alors (X; ; �)

z

`

ILL(C;D)

(Y ; d; �)

z

.

R�eiproquement, on peut arat�eriser l'observation des su�es, même en

pr�esene de l'op�erateur de hoix +:

Th�eor�eme 3.6 (Observation des su�es [12℄) Soit A un agent LCC et

 une ontrainte lin�eaire. D�e�nissons LL

su�es

(C;D:A) = f 2 CjA

z

`

ILL(C;D)

g. On a

LL

su�es

(C;D:A) =# O

su�es

LCC

(C;D:A):

Soit S un ensemble de ontraintes lin�eaires, notons + S = f 2 C j 9d 2

S; d ` 
>g.

Th�eor�eme 3.7 (Observation des stores [12℄) Soit A un agent LCC et 

une ontrainte lin�eaire. D�e�nissons LL

store

(C;D:A) = f 2 CjA

z

`

ILL(C;D)


>g. On a

LL

store

(C;D:A) =+ O

store

LCC

(C;D:A):

Grâe �a la tradution de CC dans LCC (setion 2.5.2), ette arat�erisation

des stores et des su�es en logique lin�eaire est aussi valable pour CC.
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3.4 Carat�erisation des suspensions en logique

non-ommutative

Même en logique lin�eaire, on n'arrive toujours pas �a arat�eriser les sus-

pensions, l'un des obstales �etant l'adjontion entre 
 et( qui peut g�en�erer

de fausses suspensions omme par exemple dans le as  
 ( ( d) `  (

( 
 d). Pour supprimer ette adjontion, on peut utiliser la Logique Non-

ommutative (NL) de Ruet et Abrusi [31℄ introduite �a et e�et dans [30℄

(voir aussi l'annexe C).

La tradution des agents LCC dans le fragment intuitionniste de NL ne

di��ere de la pr�e�edente que par la tradution du ask:

(! A)

}

= �

�

(� 
 A)

o�u � est une nouvelle formule atomique, introduite pour �eviter la ompo-

sition des suspensions (d
 (�

�

d)
 (d�

�

A) ` d
 (�

�

A)). On ne onsid�ere

dans e adre que les agents LCC sans 8, mais nous avons vu dans la se-

tion 2.2 que ela ontient d�ej�a tout CC.

Th�eor�eme 3.8 (Corretion [30℄) Soient (X; ; �) et (Y ; d; �) deux on�-

gurations LCC.

Si (X; ; �) � (Y ; d; �) alors (X; ; �)

}

a`

INL(C;D)

(Y ; d; �)

}

.

Si (X; ; �) �!

�

LCC

(Y ; d; �) alors (X; ; �)

}

`

INL(C;D)

(Y ; d; �)

}

.

R�eiproquement, on peut toujours arat�eriser l'observation des su�es:

Th�eor�eme 3.9 (Observation des su�es [30℄) Soit A un agent LCC et 

une ontrainte lin�eaire. D�e�nissons NL

su�es

(C;D:A) = f 2 CjA

}

`

INL(C;D)

~
� 
 g. On a

NL

su�es

(C;D:A) =# O

su�es

LCC

(C;D:A):

Th�eor�eme 3.10 (Observation des suspensions [30℄) Soient A;A

1

; : : : ; A

n

des agents LCC,  une ontrainte lin�eaire, d

1

; : : : ; d

n

des ontraintes de syn-

hronisation telles que 8i;  6` d

i


 >. Si A

}

`

INL(C;D)

~
� 
  
 (d

1

�

�

A

1

) 


: : : 
 (d

n

�

�

A

n

)g, alors (;; 1;A) suspend ave le store  sur les ontraintes

d

1

; : : : ; d

n

.

Remarque.

Il est important de noter ii que e r�esultat s'appuyant sur les r�esultats de la

setion pr�e�edente, 'est �a dire sur des arat�erisations modulo lôture vers

le bas, il ne s'applique qu'au as de ontraintes de synhronisation, 'est �a

dire de ontraintes sans auun axiome non-logique.
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Une arat�erisation plus pr�eise, �evitant la lôture, permettrait don, en

plus de ses apports propres pour mieux arat�eriser stores et su�es, de

g�en�eraliser le r�esultat de arat�erisation des suspensions �a des ontraintes

quelonques. C'est e que nous montrerons dans le hapitre 4.

3.5 S�emantique d�enotationnelle

Jusqu'�a pr�esent nous avons rappel�e les di��erents r�esultats obtenus par

l'approhe s�emantique logique de CC qui permet don de arat�eriser les

stores, su�es et suspensions des agents CC (et même LCC) sous r�eserve de

restritions sur la struture des agents dans le as des suspensions, et �a une

lôture pr�es (# ou +) dans les autres as.

Int�eressons-nous d�esormais aux r�esultats obtenus par l'autre approhe

prinipale dans e domaine, la s�emantique d�enotationnelle. Un agent CC

d�eterministe y est vu omme une fontion des ontraintes dans les ontraintes,

assoiant au store initial le store apr�es ex�eution de l'agent. Cela aboutit �a

une s�emantique d�enotationnelle tr�es simple d�e�nie par des op�erateurs de

lôture. En e�et un agent CC ne peut qu'ajouter une ontrainte au store

(extensivit�e), ex�euter une deuxi�eme fois un même agent ne hangera pas le

store (idempotene), en�n plus le store initial ontient d'information, plus

le store �nal en ontiendra (monotonie). En repr�esentant un op�erateur de

lôture par l'ensemble de ses points �xes on obtient [35℄:

JD:tell()K(e) =" 

JD:! AK(e) = ("  \ JD:AK(e)) [ " 

JD:A k BK(e) = JD:AK(e) \ JD:BK(e)

J9xAK(e) = 9

x

JD:AK(e)

JD:p(~x)K(e) = �	 o�u 	(f) = JD n fpg:AK(eff=pg) si p = A 2 D

JD:p(~x)K(e) = e(p) si p 62 D

Tab. 3.1 { S�emantique d�enotationnelle de CC d�eterministe

Pour traiter l'op�erateur de non-d�eterminisme, on ajoute naturellement

l'�equation JD:A+BK(e) = JD:AK(e)[JD:BK(e). La d�enotation ainsi obtenue

re�ete bien l'ensemble des stores terminaux d'un agent (voir par exemple [10℄),

mais on perd ependant la relation pr�eise d'entr�ee-sortie: en e�et Jtell() +

tell(1)K = Jtell(1)K = C, alors que dans le store initial vide ils ont respeti-

vement omme ensemble de stores terminaux f; 1g et f1g. Il est ependant
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important de noter que l'on peut retrouver ette pr�eision grâe �a une nou-

velle s�emantique d�enotationnelle [23℄ qui onsid�ere des ensembles d'ensembles

de ontraintes orrespondant intuitivement aux branhes de la d�erivation:

JD:tell()K(e) = f" g

JD:! AK(e) = f("  \X) [ "  j X 2 JD:AK(e)g

JD:A k BK(e) = fX \ Y j X 2 JD:AK(e); Y 2 JD:BK(e)g

J9xAK(e) = 9

x

JD:AK(e)

JD:A+BK(e) = JD:AK(e) [ JD:BK(e)

JD:p(~x)K(e) = �	 o�u 	(f) = JD n fpg:AK(eff=pg) si p = A 2 D

JD:p(~x)K(e) = e(p) si p 62 D

Tab. 3.2 { S�emantique d�enotationnelle de CC

O

term:

(C;D:A) = fd 2 C j 9X 2 JD:AK; d = min(X)g

Le r�esultat obtenu est d'une nature assez di��erente de eux apport�es par la

s�emantique logique: en e�et il est ii possible d'avoir une relation entr�ee-sortie

pr�eise assoiant �a haque on�guration initiale, l'ensemble des observables

lui orrespondant, sans avoir de lôture, ni vers le haut (omme 'est le as

ave des s�emantiques d�enotationnelles plus simples), ni vers le bas (omme

nous l'avons vu dans les setions pr�e�edentes pour la s�emantique logique).

Ce r�esultat est d'ailleurs extensible �a une version de CC ave hoix gard�e

\mutuellement exlusif" (voir [23℄).

Cette pr�eision des r�esultats a ependant un prix puisque le fait de s'ap-

puyer sur une s�emantique de type d�enotationnelle implique l'existene d'un

treillis, en g�en�eral omplet, de ontraintes, et impose que les agents soient

interpr�etables omme des op�erateurs de lôture sur un ertain domaine. Ces

deux onditions vont ompl�etement �a l'enontre d'une possible extension

de la s�emantique aux agents LCC qui ne sont ni idempotents ni mono-

tones. Quant au syst�eme de ontraintes, on voudra souvent �eviter d'avoir

une borne inf�erieure pour deux ontraintes, omme par exemple dans le as

des ontraintes de synhronisation.

En�n, il faut signaler que e r�esultat ne porte que sur les stores terminaux

et que même si en utilisant le odage de la setion 2.4 on peut arat�eriser

aussi les su�es (stores terminaux de A

�

x

ontenant ok(x)), on n'a pas autant

d'information qu'�a la setion pr�e�edente onernant les suspensions puisqu'on

ne onnâ�t pas les agents sur lesquels on suspend, de plus si une ontrainte

est �a la fois un su�es et un store terminal, il est impossible de dire si elle est
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une suspension strite ou pas. D'autre part, il semble diÆile de g�en�eraliser

e type de r�esultat �a des observables omme les stores aessibles qui sont

eux arat�erisables par la s�emantique logique.

3.6 Conlusion

La volont�e de pouvoir v�eri�er des propri�et�es de programmes a don,

omme nous l'avons vu, motiv�e de nombreux travaux sur la s�emantique des

langages CC et LCC. Cependant il semble que malgr�e les r�eentes avan�ees,

aussi bien du ôt�e logique que du ôt�e d�enotationnel, auune s�emantique

ne puisse nous apporter �a la fois une arat�erisation pr�eise et une grande

vari�et�e d'observables, voire de langages.

Or si l'on se ontente d'observables loses vers le haut, quand un agent

se r�eduit vers une on�guration de store  dont on veut dire qu'elle n'est

pas dangereuse (ne ontient pas la ontrainte danger), on ne pourra pas dire

grand hose de l'examen de "  qui ontient  ^ danger.

De même pour des propri�et�es de type liveness et une s�emantique lose

vers le bas. Sans parler dans e dernier as des probl�emes entrâ�n�es par les

�ehes qui \impliquent tout".

Il y a don une n�eessit�e de poursuivre notre reherhe dans le domaine

de la s�emantique des langages CC, e que nous allons faire dans le hapitre

suivant. Nous pourrons alors dans les hapitres 5 et 6 utiliser les propri�et�es

s�emantiques des langages CC et LCC pour passer onr�etement �a la preuve

de propri�et�es de programmes.
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Chapitre 4

Une nouvelle s�emantique

logique pour CC

\Your theory is razy,

but it's not razy enough to be true."

{ Niels Bohr (1885-1962) to a young physiist

4.1 Introdution

Comme nous l'avons vu, la s�emantique logique permet de arat�eriser de

nombreuses propri�et�es observables mais seulement �a une lôture pr�es, quant �a

la s�emantique d�enotationnelle, elle a l'avantage de donner une arat�erisation

pr�eise, mais seulement pour ertaines observables, les stores terminaux, et

via un odage, les su�es, de plus il n'y a pas d'espoir de pouvoir �etendre

ette m�ethode aux LCC.

Il semble don naturel de vouloir utiliser la s�emantique logique, a�n de

garder la diversit�e des observables que l'on peut arat�eriser, omme les stores

aessibles par exemple, et d'esp�erer rester ompatible ave LCC, mais de

herher �a aÆner ette s�emantique pour obtenir l'exatitude, au moins �a

�equivalene logique pr�es, entre s�emantique et observables.

Si l'on regarde les probl�emes qui entrâ�nent la lôture it�ee i-dessus, on

peut les regrouper en deux at�egories:

{ la onfusion entre les axiomes non-logiques `

C

, utilis�es pour v�eri�er

l'impliation ou non de la garde d'un ask, et la relation d'impliation

de la logique hoisie (ILL par exemple) qui re�ete plus �d�element les

transitions,
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{ ertaines r�egles logiques permettant l'a�aiblissement non-ontrôl�e du

store (9; !, et.).

Pour r�esoudre la premi�ere at�egorie de probl�emes, l'id�ee de base de notre

travail fut d'essayer de distinguer, au sein même de la th�eorie, les deux om-

posantes de ILL

C;D

. Une modalit�e serait une solution, mais en fait il s'av�ere

qu'il n'est auunement n�eessaire de modi�er la logique sur laquelle on s'ap-

puie, la logique lin�eaire, mais seulement d'enrihir la th�eorie pour limiter

l'ation des axiomes non-logiques aux ontraintes qui vont être onsomm�ees

par un ask.

La deuxi�eme at�egorie de probl�emes est un peu di��erente et il est même

diÆile d'�etablir pr�eis�ement e que l'on veut que 9 fasse et e que l'on veut

�eviter. Nous verrons dans la setion suivante omment l'introdution de nou-

velles ontraintes va r�esoudre e probl�eme en permettant de distinguer les

9 introduits par un agent ou une ontrainte et eux d�eoulant de l'a�ai-

blissement d'une ontrainte (t) en 9x (x). Pour l'exponentiel !, il semble

diÆile de le traiter orretement, aussi nous verrons omment il est possible

de s'en passer et don de simpli�er la logique sur laquelle on s'appuie de ILL

a IMALL.

4.2 S�emantique pour CC

4.2.1 D�e�nitions

Soient (C;

C

) un syst�eme de ontraintes et D des d�elarations.

D�e�nissons C

0

omme le plus petit ensemble tel que:

{ pour toute formule atomique a de C, on a a 2 C

0

, et il existe une formule

a

0

dans C

0

n C,

{ pour toute variable x de C, il existe une formule lo(x) dans C

0

n C.

On a don, intuitivement, dans C

0

, �a la fois C, une opie de C et des

formules lo(x).

Soit ? la tradution de C dans C

0

d�e�nie par:

(e ^ f)

?

= e

?


 f

?

(9x(e))

?

= 9x(lo(x) 
 e

?

) 

?

= 

0

si  est atomique

D�e�nissons une relation d'impliation `

C

0

sur C

0

a�n d'en faire un syst�eme

de ontraintes: pour tout  `

C

d on a 

?

`

C

0



?


 d

On obtient un nouveau syst�eme de ontraintes, une nouvelle th�eorie, et on

va en tirer parti par une tradution des agents CC en formules, plus raÆn�ee
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que elle de la setion 3.3.

D�e�nition 4.1 Les agents CC sont traduits en formules IMALL (logique

lin�eaire intuitionniste sans les exponentiels) de la mani�ere suivante:

tell()

�

= 

?

(A+B)

�

= A

�

&B

�

p(~x)

�

= p(~x) (9xA)

�

= 9x(lo(x)
 A

�

)

(8~x(! A))

�

= 8~x(( A

�

) (A k B)

�

= A

�


B

�

Cette tradution s'�etend omme d'habitude aux multi-ensembles d'agents

et aux on�gurations:

Si � est le multi-ensemble (A

1

: : : A

n

), on d�e�nit �

�

= A

�

1


 � � �
A

�

n

. Si

� = ; alors �

�

= 1.

La tradution (X; ; �)

�

d'une on�guration (X; ; �) est la formule

9X(

N

x2X

lo(x)
 

?


 �

�

).

On notera IMALL(C

0

;D) le syst�eme de d�edution obtenu en ajoutant �a

IMALL les axiomes non-logiques suivants:

{  ` d pour haque  `

C

0

d de `

C

0

,

{ p(~x) ` A

�

pour haque d�elaration p(~x) = A de D.

Th�eor�eme 4.2 (Corretion) Soient (X; ; �) et (Y ; d; �) deux on�gura-

tions CC.

Si (X; ; �) � (Y ; d; �) alors (X; ; �)

�

a`

IMALL(C

0

;D)

(Y ; d; �)

�

.

Si (X; ; �) �!

�

(Y ; d; �) alors (X; ; �)

�

`

IMALL(C

0

;D)

(Y ; d; �)

�

.

Preuve.

Par indution sur � et �!.

{ Pour les omposition parall�ele, �-onversion, tell, �equivalene, appels de

pro�edure et le hoix aveugle 'est imm�ediat.

{ Pour la loalisation, A
9x(B
 lo(x)) `

IMALL(C

0

;D)

9x(lo(x)
A
B)

si x 62 fv(A).

{ Pour ask, il suÆt de remarquer que 

?


 8~x(d( A) `

IMALL(C

0

;D)



?




d[

~

t=~x℄
 8~x(d( A) `

IMALL(C

0

;D)



?


 A[

~

t=~x℄ si  `

C

d[

~

t=~x℄, qfd.

�
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4.2.2 Compl�etude

Bien que es propri�et�es de orretion soient importantes (voir par exemple

les hapitres 5 et 6), elles ne sont pas nouvelles, int�eressons nous don plutôt

�a la r�eiproque.

Il s'av�ere que nous obtenons un r�esultat de ompl�etude pour l'observation

exate des su�es.

Notons �!

�



la relation obtenue en ajoutant dans une d�erivation �!

�

la

possibilit�e de d�ebloquer un ask suspendu sur .

Soient (X; ; �) une on�guration CC, d une ontrainte de C, Z un en-

semble de variables et � une ontrainte de C

0

ou un nom de pro�edure. notons

(X; ; �); d; Z =) � pour:

1. si � est de la forme

N

y2Y

lo(y)
e

?

alors (X; ; �); d; Z =) � si Y � Z

et (X; ; �); d; Z n Y =) e

?

.

2. sinon, si fv(�) \ Z 6= ;, alors (X; ; �); d; Z =) � est toujours \vrai".

3. sinon:

(a) si � est un nom de pro�edure: (X; ; �); d; Z =) � s'il existe une

on�guration (Y ; e;�), telle que fv(�)\Y = ;; 9Y (

N

y2Y

lo(y)


e

?

) a` 1 et (X [ Z; ; �) �!

�

d

(Y ; e;�).

(b) si � est une ontrainte de la forme e

?

alors (X; ; �); d; Z =) � s'il

existe une on�guration su�es (Y ; e; ;), telle que (Y ; e; ;)

�

a` �

et (X [ Z; ; �) �!

�

d

(Y ; e; ;).

() si � est une ontrainte de C alors (X; ; �); d; Z =) � si d = � et

(X; ; �) et Z sont vides quand � 6= 1 ou (X; ; �); d et Z vides si

� = 1.

(d) si � est une autre sorte de ontrainte alors (X; ; �); d; Z =) �

est toujours \vrai".

On notera que si � �!

�

� et �; d; Z =) � alors �; d; Z =) � puisque

=) est d�e�nie par as sur � en fontion de �!

�

.

Lemme 4.3 Soient � et � deux on�gurations CC telles que �

�

= �

�

, d une

ontrainte de C, X un ensemble de variables et � une ontrainte ou un nom

de pro�edure.

�; d;X =) � ssi �; d;X =) �.

Preuve.

Prouvons le lemme par as sur la formule �

�

= �

�

.

{ Si �

�

= �

�

est atomique, le r�esultat est �evident.
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{ Si �

�

= �

�

= 8~x(( A

�

), ave  une ontrainte et A un agent, alors

� et � sont n�eessairement toutes deux de la forme (;; 1; 8~x(! A)).

{ Si �

�

= �

�

= 9x(lo(x)
A

�

), alors les deux seules possibilit�es pour �

et � sont (fxg[Y ; ; �) et (Y

1

; 1; 9x9Y

2

(tell() k �)), ave Y

1

[Y

2

= Y .

Comme la deuxi�eme on�guration se r�eduit sur la premi�ere et que =)

est d�e�ni �a l'aide de �!

�

une des impliations est triviale. Pour la

r�eiproque il suÆt de remarquer que les seules d�erivations possibles

pour la seonde on�guration m�enent �a (fxg[Y ; 1; tell() k �). On peut

alors utiliser la propri�et�e de monotonie 2.11 pour obtenir le r�esultat.

{ Si �

�

= �

�

= A

�


B

�

, alors les possibilit�es pour � et � sont: (;; 1;A k

B), (;; ;B) (si A

�

= 

?

, une ontrainte, i.e. A = tell()), (;; ;A) (si

B

�

= 

?

) et (;;  
 f ; ;) (si A

�

= 

?

et B

�

= f

?

, des ontraintes).

On obtient �a nouveau le r�esultat par d�erivation de l'une �a l'autre et

monotonie.

{ Si �

�

= �

�

= A

�

&B

�

, alors la seule on�guration possible est

(;; 1;A+B), don � = �, qfd.

�

Lemme 4.4 Soit � = (X; ; �) une on�guration CC, d une ontrainte de

C, Y un ensemble de variables et � une ontrainte ou un nom de pro�edure.

Si �

�

; d;

N

y2Y

lo(y) `

IMALL(C

0

;D)

�, alors �; d; Y =) �.

Preuve.

Pro�edons par indution sur la preuve. Cette indution a un sens puisque

l'on peut supposer, sans perte de g�en�eralit�e, que les oupures n'apparaissent

qu'au niveau des axiomes non-logiques, et qu'elles sont don d'une des formes

suivantes:

�; d ` p p ` �

�; d ` �

�; d ` e

?

e

?

` e

?


 f

�; d ` e

?


 f

p `  �;  ` �

�; p ` �

e

?

` e

?


 f �; e

?


 f ` �

�; e

?

` �

L'appliation (de bas en haut) d'une de es r�egles introduit des s�equents

dont la formule �a droite reste une ontrainte ou un nom de pro�edure.

Il en est de même pour l'introdution �a gauhe de(.
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Les formules �a gauhe du s�equent restent quant �a elles des sous-formules

de tradution d'agents et de ontraintes, et sont don des tradutions d'agents

et des ontraintes.

{ Si � est un axiome: on peut utiliser la r�eexivit�e de �!

�

dans le as

d'un axiome logique, ou la r�egle d�elarations pour un axiome p ` q; le

as d'un axiome 

?

` 

?


 d est trivial.

{ � �nit par une oupure: nous avons vu que les as possibles sont

eux �enum�er�es i-dessus. Consid�erons don quelques as en d�etail, par

exemple:

�; ;

N

x2X

lo(x) ` p p ` �

�; ;

N

x2X

lo(x) ` �

Par hypoth�ese d'indution, (;; 1; �)

�

; ; X =) p, i.e. il existe une on�-

guration (Y ; d; p) telle que fv(p) \ Y = ; don fv(�) \ Y = ; (hy-

poth�ese sur la formation des d�elarations), (X; 1; �) �!

�



(Y ; d; p) et

9Y (

N

y2Y

lo(y)
 d) a` 1.

Si � est un nom de pro�edure, on a (X; 1; �) �!

�



(Y ; d;�) par appel de

pro�edure et fv(�)\ Y = ;, qfd. Si � = e

?

, alors l'axiome vient d'une

d�elaration p = tell(e) don (X; 1; �) �!

�



(Y ; d;�) �!

�

(Y ; d 
 e; ;)

et 9Y (

N

y2Y

lo(y) 
 d 
 e) a` e (on a fv(e) \ Y = fv(�) \ Y = ;),

qfd.

Le seul autre as int�eressant est:



?

` 

?


 d �; 

?


 d;

N

x2X

lo(x) ` �

�; 

?

;

N

x2X

lo(x) ` �

Par hypoth�ese d'indution (;; 1; �; tell()); d;X =) �, or par d�e�nition

de =) ela signi�e que l'on peut utiliser une fois d pour d�ebloquer un

ask. Mais omme  `

C

d,  pourrait d�ebloquer e ask don

(;; ; �); 1; X =) �, qfd.

Les deux autres as se traitent par la r�edution d'une on�guration �a

une autre ou par la d�e�nition même de =), as 3.d.

{ � �nis par une introdution �a gauhe de 1: on a (;; 1; �; tell(1)) �!

�

(;; 1; �). Par hypoth�ese d'indution, (;; 1; �); ; X =) � don

(;; 1; �; tell(1)); ; X =) �, qfd.

{ � �nit par:

�

�

; A; B ` �

�

�

; A
B ` �
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Il peut y avoir une ambigu��t�e quand A

�

et B

�

sont des ontraintes,

ependant grâe au lemme 4.3 on sait que la nature exate des on�-

gurations n'est pas importante.

{ � �nit par:

�

�

; ;

N

x2X

lo(x) ` � �

�

; d;

N

y2Y

lo(y) `  

�

�

;�

�

; ; d;

N

z2X[Y

lo(z) ` �
  

Si fv(�) \ X 6= ; ou fv( ) \ Y 6= ; alors fv(� 
  ) \ (X [ Y ) 6= ;.

Si � ou  ontient un lo(z) alors d'apr�es l'hypoth�ese d'indution on

sait que la variable apparâ�t dans l'ensemble orrespondant (X ou Y )

et don dans leur union, par ons�equent on peut onsid�erer que � et  

sont des ontraintes.

Si � = e

?

et  = f

?

, on a (X; 1; �) �!

�



(X [ X

0

; 

0

; ;) ave (X [

X

0

; 

0

; ;)

�

a` e

?

et de même pour (Y ; 1;�). On obtient alors par mono-

tonie (X[Y ; 1; �;�) �!

�



(X[X

00

[Y ; 

00

; �) et (X[X

00

; 

00

; ;)

�

a` e

?

puisque nous n'avons fait que des renommages de X

0

�a X

00

pour obtenir

X

00

\(Y [fv(d;�)) = ;. On a d'ailleurs toujours fv(

00

) = fv(�). Par le

même m�eanisme on obtient (X[Y ; 1; �;�) �!

�

;d

(X[Y [X

00

[Y

00

; 

00

^

d

00

; ;) et Y

00

\(X[X

00

[fv(

00

)) = ;. D'o�u (X[Y [X

00

[Y

00

; 

00

^d

00

; ;)

�

=

9Y 9X9X

00

9Y

00

(d

00


 

00

) et omme Y

00

\ fv(

00

) = ; ela revient �a

9Y 9X9X

00

(9Y

00

d

00


 

00

). Or les variables libres de 9Y

00

d

00

viennent de

elles de d et � et l'on sait que X

00

\ fv(d;�) = ; don on obtient

9Y 9X(9Y

00

d

00


9X

00



00

). Par ons�equent, si fv(�)\ Y 6= ; (respetive-

ment  et Y ) on a fv(�
  ) \X [ Y 6= ; et on a don termin�e (par

d�e�nition de =)); sinon on a fv(

00

) \ Y = ; puisque fv(

00

) = fv(�)

et don 9Y 9Y

00

d

00


 9X9X

00



00

qui est �equivalent �a �
  , qfd.

Le as o�u � et  sont toutes les deux dans C d�eoule diretement de la

d�e�nition de =), as 3..

{ � �nit par:

�

�

; A

�

; ;

N

x2X

lo(x) ` �

�

�

; A

�

&B

�

; ;

N

x2X

lo(x) ` �

Par hypoth�ese d'indution, (;; 1;A;�); ; X =) �, or (;; 1;A + B;�)

�!

�

(;; 1;A;�), et X ne hange pas, don (;; 1;A+B;�); ; X =) �.

{ � �nit par une introdution �a droite de 9. Le seul as non-trivial est

quand � est une ontrainte e

?

= 9x(lo(x)
 

?

) (sinon on peut utiliser

le as 3.d. de la d�e�nition de =)).

�

�

; d;

N

y2Y

lo(y) ` lo(t)
 

?

[t=x℄

�

�

; d;

N

y2Y

lo(y) ` 9x(lo(x)
 

?

)
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Par hypoth�ese d'indution on doit avoir t 2 Y et (;; 1; �); d; Y nftg =)



?

[t=x℄, i.e. il existe un su�es (Z; e; ;) tel que (Y n ftg; 1; �) �!

�

d

(Z; e; ;) et (Z; e; ;)

�

a` 

?

[t=x℄. Si on ajoute t �a Y n ftg on ne fait

que bloquer une d�erivation o�u apparâ�trait un agent 9tA, mais on

sait que l'on peut renommer t par �-onversion et obtenir une nou-

velle d�erivation ave un r�esultat �equivalent. Don (Y ; 1; �) �!

�

d

(Z

0

[

ftg; e

0

; ;) et on a (Z

0

[ftg; e

0

; ;)

�

a` 9t(lo(t)


?

[t=x℄) a` 9x(lo(x)




?

), qfd.

{ � �nit par:

�

�

; ;

N

y2Y

lo(y); A

�


 lo(x) ` �

�

�

; ;

N

y2Y

lo(y); 9x(A

�


 lo(x)) ` �

x 62 fv(�; ; �) [ Y

Par hypoth�ese d'indution, (;; 1;A;�); ; Y [ fxg =) �. Comme x 62

fv(�) on sait que � n'est pas de la forme lo(x)
 , de plus si fv(�)\

(Y [ fxg) 6= ; alors fv(�) \ Y 6= ; et on a d�ej�a termin�e, sinon on a

(Y [ fxg; 1;A;�) �!

�



� pour un � (ave les propri�et�es de =)). Mais

omme x 62 fv(�; ; �) [ Y , (Y ; 1; 9xA;�) �! (Y [ fxg; 1;A;�), don

(Y ; 1; 9xA;�) �!

�



�, qfd.

{ � �nit par:

�

�

; A

�

; d ` � �

�

; e ` 

�

�

;�

�

; ( A

�

; d; e ` �

Par hypoth�ese d'indution, (;; 1;�); e =) , i.e. e =  et � est vide. Or

(;; 1; ! A;�) �!

�



(;; 1;A;�) par d�e�nition de �!



. D'o�u (;; 1; !

A;�;�); d; e =) �.

{ � �nit par:

�

�

; A

�

[t=x℄; d ` �

�

�

; 8xA

�

; d ` �

Cette situation ne se pr�esente bien sur qu'ave un ask pour A, on v�eri�e

alors ais�ement que si un (t) ! B(t) permet une d�erivation o�u e

ask disparâ�t (puisqu'il ne peut apparâ�tre dans �), 8x((x) ! B(x))

permet la même.

�

Notons =

a`

l'�egalit�e modulo a`. On peut d�esormais �enoner le th�eor�eme

de ompl�etude qui �etend et pr�eise elui du hapitre 3.

Th�eor�eme 4.5 (Observation exate des su�es) Soit A un agent CC.

D�e�nissons LL

su�es

�

(C;D:A) = f 2 CjA

�

`

IMALL(C

0

;D)



?

g. On a
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LL

su�es

�

(C;D:A) =

a`

O

su�es

(C;D:A):

Preuve.

Il suÆt d'appliquer le lemme pr�e�edent �a la on�guration (;; 1;A) et �a � = 

?

puis de se r�ef�erer �a la d�e�nition de =) (as 3.b.). �

Remarque.

On doit tout de même se ontenter de =

a`

, 'est �a dire de l'�equivalene logique

entre les ontraintes observ�ees et elles de la s�emantique logique, ar on ne

peut pas faire disparâ�tre les quanti�ateurs existentiels, même inutiles, dans

la s�emantique op�erationnelle, alors que ela peut se produire dans ertains

as pour des ontraintes (par exemple (;; 1; 9x p(y)) �! (fxg; 1; p(y)) dont

le store est bien �equivalent �a 1, mais on ne peut pas se d�ebarrasser du x).

4.3 LCC

Le as des langages LCC n'est pas beauoup plus ompliqu�e �a traiter, en

e�et nous nous sommes d�ej�a appuy�es sur une s�emantique en logique lin�eaire,

il est don assez naturel d'y traduire les agents LCC. Il faudra ependant

prendre garde �a la d�e�nition de notre nouvelle th�eorie (`

C

0

) a�n de g�erer

orretement la onsommation de ontraintes. De plus nous devons �eviter

la pr�esene de l'exponentiel ! qui permet d'a�aiblir le store sans ontrôle.

On doit don se restreindre �a un fragment de LCC o�u toutes les ontraintes

apparâ�ssent sous une forme purement lin�eaire, ependant omme la setion

pr�e�edente l'a montr�e, ela n'enl�eve pas tant de pouvoir expressif que ela

puisque les ontraintes \lassiques" peuvent être od�ees en les r�ep�etant �a

droite du symbole `.

4.3.1 D�e�nitions

Soient (C;

C

) un syst�eme de ontraintes lin�eaire (sans \!") et D des

d�elarations. C

0

est d�e�ni omme dans la setion 4.2.1.

Soit ?? la tradution de C dans C

0

d�e�nie par:

(e
f)

??

= e

??


f

??

(9x(e))

??

= 9x(lo(x)
e

??

) 

??

= 

0

si  est atomique

D�e�nissons une relation d'impliation `

C

0

sur C

0

a�n d'en faire un syst�eme

de ontraintes: pour tout  `

C

N

i2I

d

i

et tout J ( I; J 6= ; posons 

??

`

C

0

N

i2InJ

d

i




N

j2J

d

??

i

.
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On obtient �a nouveau une nouvelle th�eorie, que l'on va utiliser pour tra-

duire les agents LCC exatement omme dans la setion 4.2.1, sauf pour

tell() o�u l'on utilise bien sur d�esormais 

??

. On notera aussi ette tradution

� par abus de notation.

IMALL(C

0

;D) est d�e�ni omme pr�e�edemment.

Th�eor�eme 4.6 (Corretion) Soient (X; ; �) et (Y ; d; �) deux on�gura-

tions LCC.

Si (X; ; �) � (Y ; d; �) alors (X; ; �)

�

a`

IMALL(C

0

;D)

(Y ; d; �)

�

.

Si (X; ; �) �!

�

LCC

(Y ; d; �) alors (X; ; �)

�

`

IMALL(C

0

;D)

(Y ; d; �)

�

.

Preuve.

Par indution sur � et �!

LCC

, la preuve est la même que pour CC sauf pour

le ask o�u l'on v�eri�e que l'on a bien 

??


8~x(d( A) `

IMALL(C

0

;D)

e

??


d[

~

t=~x℄


8~x(d( A) `

IMALL(C

0

;D)

e

??


d[

~

t=~x℄
 (d( A)[

~

t=~x℄ `

IMALL(C

0

;D)

e

??


A[

~

t=~x℄

si  `

C

d[

~

t=~x℄
 e. Comme on peut toujours prendre d ou e �egal �a 1 don les

restritions J 6= I et J 6= ; de la d�e�nition de `

C

0

ne posent pas de probl�eme.

�

4.3.2 Compl�etude

Pour LCC aussi nous obtenons un r�esultat de ompl�etude pour l'observa-

tion exate des su�es, et ei en hangeant tr�es peu la preuve de la setion

pr�e�edente.

=) est d�e�nie de fa�on identique, si e n'est que l'on remplaera

(X; ; �) �!

�

d

(Y ; e; �) par (X; ; �; tell(d)) �!

�

LCC

(Y ; e; �) qui a intui-

tivement la même signi�ation.

Le lemme 4.3 reste valable.

Lemme 4.7 Soit � = (X; ; �) une on�guration LCC, d une ontrainte de

C, Y un ensemble de variables et � une ontrainte ou un nom de pro�edure.

Si �

�

; d;

N

y2Y

lo(y) `

IMALL(C

0

;D)

�, alors �; d; Y =) �.

Preuve.

La preuve suivant exatement la même struture que dans la setion pr�e-

�edente, nous ne nous int�eresserons qu'aux as qui ont hang�e:

{ � �nit par une oupure sur un axiome non logique:



??

` d

??


 e �; d

??


 e;

N

x2X

lo(x) ` �

�; 

??

;

N

x2X

lo(x) ` �
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Par hypoth�ese d'indution (;; d; �); e; X =) �, et on a  `

C

d 
 e.

D'apr�es la d�e�nition de =), si on n'est pas dans un as trivial on a

don (X; d; �; tell(e)) �!

�

LCC

� ave ertaines propri�et�es pour �, Il

suÆt don d'utiliser la propri�et�e de monotonie (toujours valable dans

LCC) pour obtenir (X; ; �) �!

�

LCC

� et don (;; ; �); 1; X =) �,

qfd.

{ � �nit par:

�

�

; A

�

; d ` � �

�

; e ` 

�

�

;�

�

; ( A

�

; d; e ` �

Par hypoth�ese d'indution, (;; 1;�); e =) , i.e. e =  et � est vide. Or

(;; 1; ! A;�; tell()) �! (;; 1;A;�). D'o�u (;; 1; ! A;�;�); d; e =)

�.

�

Le th�eor�eme de ompl�etude pr�eise �a nouveau elui du hapitre 3.

Th�eor�eme 4.8 (Observation exate des su�es) Soit A un agent LCC.

On a

LL

su�es

�

(C;D:A) =

a`

O

su�es

LCC

(C;D:A):

Preuve.

Il suÆt d'appliquer le lemme pr�e�edent �a la on�guration (;; 1;A) et �a � = 

??

puis de se r�ef�erer �a la d�e�nition de =) (as 3.b.). �

4.4 Stores

On sait depuis longtemps arat�eriser les stores des agents CC en utilisant

la logique intuitionniste (voir hapitre 3), on pourrait don penser que ette

observable est faile d'a�es et que la m�ethode des setions pr�e�edentes va

permettre diretement de gagner ii aussi en pr�eision, que e soit pour CC

ou LCC.

Cependant il faut noter que lorsque l'on se ontente des ons�equenes des

stores aessibles on dissimule une diÆult�e qui onsiste �a di��erenier une

ontrainte dans le store et l'agent qui va l'y mettre. Ainsi on a jusqu'�a pr�esent

toujours interpr�et�e de la même fa�on (;; 1; tell(); tell(d)); (;; ; tell(d)) et

(;; 
d; ;). Cela nous �a entrâ�n�e �a onfondre les agents tell(
d) et tell() k

tell(d) qui si ils ont bien les mêmes su�es, suspensions et ons�equenes de
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stores aessibles n'ont pourtant pas les mêmes stores: le deuxi�eme agent

pouvant bien sur atteindre les stores  et d qui sont inaessibles pour le

premier.

On va don �a nouveau avoir �a raÆner notre s�emantique en modi�ant

quelque peu la th�eorie et la tradution des agents en formules. Nous traiterons

ii diretement le as de LCC, elui de CC en �etant un as partiulier.

4.4.1 D�e�nitions

Soient (C;

C

) un syst�eme de ontraintes et D des d�elarations.

D�e�nissons C

00

omme le plus petit ensemble tel que:

{ pour toute formule  de C

0

(d�e�ni omme auparavant),  2 C

00

,

{ pour toute ontrainte  (�eventuellement non-atomique) de C, il existe

une ontrainte 

00

2 C

00

n C

0

.

On a don, intuitivement, dans C

00

, �a la fois C

0

et une opie de toutes les

ontraintes de C.

La tradution ? de C dans C

00

est d�e�nie omme pr�e�edemment.

D�e�nissons une relation d'impliation `

C

00

sur C

00

a�n d'en faire un syst�eme

de ontraintes lin�eaire: pour tout  `

C

N

i2I

d

i

et tout J ( I; J 6= ; posons

omme dans la setion pr�e�edente 

?

`

C

0

N

i2InJ

d

i




N

j2J

d

?

i

. De plus on a

pour toute ontrainte  de C, 

00

`

C

00



?

.

D�e�nition 4.9 Les agents LCC sont traduits en formules IMALL de la

mani�ere suivante:

tell()

�

= 

00

(A +B)

�

= A

�

&B

�

p(~x)

�

= p(~x) (9xA)

�

= 9x(lo(x) 
 A

�

)

(8~x(! A))

�

= 8~x(( A

�

) (A k B)

�

= A

�


B

�

Cette tradution s'�etend omme d'habitude aux multi-ensembles d'agents.

La tradution (X; ; �)

�

d'une on�guration (X; ; �) est la formule

9X(

N

x2X

lo(x)
 

?


 �

�

).

Remarque.

On a don gard�e une tradution tr�es similaire �a elle des setions pr�e�edentes

si e n'est que tell()

�

= 

00

implique d�esormais stritement (;; ; ;)

�

= 

?

.

IMALL(C

00

;D) reste d�e�ni omme pr�e�edemment.

Th�eor�eme 4.10 (Corretion) Soient (X; ; �) et (Y ; d; �) deux on�gu-

rations LCC.

Si (X; ; �) � (Y ; d; �) alors (X; ; �)

�

a`

IMALL(C

00

;D)

(Y ; d; �)

�

.

Si (X; ; �) �!

�

LCC

(Y ; d; �) alors (X; ; �)

�

`

IMALL(C

00

;D)

(Y ; d; �)

�

.
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Preuve.

Par indution sur � et �!

LCC

, la preuve est la même que pour LCC sauf

pour le tell o�u l'on v�eri�e que l'on a bien 

00

` 

?

qfd. �

4.4.2 Compl�etude

On obtient l'analogue du th�eor�eme 4.8 pour l'observation des stores:

Th�eor�eme 4.11 (Observation exate des stores) Soit A un agent LCC.

D�e�nissons LL

store

�

(C;D:A) = f9X 2 Cj9�; A

�

`

IMALL(C

00

;D)

(X; ; �)

�

g.

On a

LL

store

�

(C;D:A) =

a`

O

store

LCC

(C;D:A):

Preuve.

Conernant l'inlusion orrespondant �a la ompl�etude, on remarque que si

A

�

`

IMALL(C

00

;D)

(X; ; �)

�

alors la preuve ommene (de bas en haut)

n�eessairement par des �eliminations �a gauhe, orrespondant exatement

aux r�edutions de A, puis une �elimination des 9 des deux ôt�es, en�n une

s�eparation du membre gauhe en deux sous-on�gurations, � et �

0

telles que

� ` 

?

et �

0

` �

�

. On peut alors appliquer le th�eor�eme 4.8 �a � puis remar-

quer que le store de �

0

est n�eessairement vide puisque sinon une ontrainte

de la forme d

?

apparâ�trait dans le membre de droite (puisque on a impos�e

J 6= ; dans les axiomes non-logiques et que la oupure est la seule r�egle

qui permettrait de faire \disparâ�tre" d

?

). �

0

est don juste un agent et par

monotonie, l'ajouter �a � permettra les mêmes d�erivations, pour obtenir une

on�guration dont le store est pr�eis�ement 9X. �

4.5 Suspensions

Dans [30℄, Ruet montre qu'il est possible de arat�eriser les suspensions

des agents LCC en utilisant la logique non-ommutative (NL, voir l'appen-

die C), sous r�eserve de n'utiliser qu'un syst�eme de ontraintes \trivial". En

e�et le fait de onfondre un store et ses ons�equenes r�ee de fausses suspen-

sions. Comme nous pouvons d�esormais �eviter es a�aiblissements inontrôl�es

du store, il est naturel d'essayer de g�en�eraliser le th�eor�eme de ompl�etude �a

l'observation des suspensions.

Nous d�e�nissons C

0

et `

C

0

omme auparavant (setion 4.3) mais en y

ajoutant une nouvelle ontrainte � (omme dans [30℄) et un nouveau symbole
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de relation test, d'arit�e un, destin�e �a �eviter les suspensions dues au fait que

8x((x) ( A(x)) ` (t) ( A(t); e as ne se pr�esentait pas auparavant

puisque � ne pouvait jamais être une suspension. On aura de plus pour tout

x, 1 `

C

0

test(x).

La tradution des agents LCC en formules reste identique, sauf pour le

ask qui utilise une variante de la tradution de Ruet: (8x( ! A))

�

=

8x(( 
 test(x))�

�

(� 
 A

�

)) On ajoutera au besoin un 8x (inutile) aux

agents qui n'en ont pas.

La orretion reste �evidente, aux
~
� r�esidus pr�es, puisque les axiomes non-

logiques de test ont �et�e ajout�es expr�es.

Th�eor�eme 4.12 (Observation exate des suspensions) Soit A un

agent LCC et  une ontrainte lin�eaire. Si A

�

`

IMANL(C

0

;D)

~
�


?


8x

1

((d

1




test(x

1

))�

�

(�
A

1

))
� � �
8x

n

((d

n


test(x

n

))�

�

(�
A

n

)), ave pour auun

d

i

;  `

C

d

i

[t=x

i

℄
 e

i

, alors A suspend ave le store  sur les ontraintes d

i

.

Preuve.

La preuve est une adaptation de elle du th�eor�eme 4.8: �a la d�e�nition de

=) on ajoute le as o�u � est une suspension qui est du même type que

quand � est un 

?

(as 3.b.). Ensuite, on pro�ede �a la même indution ave

simplement �a onsid�erer en plus la possibilit�e qu'une preuve se termine par

la r�egle �

�

�a droite, mais on peut alors utiliser le même raisonnement que

Ruet pour remarquer que vu la struture des s�equents NL, ette r�egle est

n�eessairement suivie d'une r�egle �

�

�a gauhe et d'un axiome, on peut don

les regrouper en

A ` B

�

�

A ` �

�

B

et l'�etape d'indution est alors �evidente.

Il faut aussi noter que le as de la r�egle du 8 �a gauhe hange un petit

peu: en e�et [t=x℄
test(t)�

�

�
A[t=x℄ n'est pas la tradution orrete d'un

agent; mais on peut remarquer ais�ement que la seule mani�ere dont ette for-

mule peut impliquer une tradution orrete d'agent est si le ask est d�ebloqu�e,

on aurait alors e�etivement pu atteindre la même on�guration �a partir de

8x(
 test()�

�

� 
A). �

4.6 Conlusion

Nous avons don obtenu une s�emantique pr�eise pour toutes les obser-

vables que nous onsid�erions, et e sans ompliquer la logique sous-jaente,
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mais seulement en enrihissant la th�eorie. La seule restrition a �et�e la dispa-

rition du !, mais omme nous l'avons vu il peut la plupart du temps être rem-

pla�e par une bonne utilisation du syst�eme de ontraintes. De plus ette dis-

parition nous a même permis de nous restreindre a IMALL (ou IMANL pour

le as non-ommutatif) e qui simpli�e un peu l'utilisation de la s�emantique

obtenue.

Les r�esultats obtenus sont don des raÆnements de r�esultats ant�erieurs

o�u l'on a en�n r�eussi �a ombiner les avantages des s�emantiques logiques et

d�enotationnelles d�e�nies dans le hapitre pr�e�edent.

Nous allons d�esormais voir omment utiliser la s�emantique logique de

CC et LCC pour prouver des propri�et�es de programmes, nous onstaterons

d'ailleurs �a ette oasion, qu'il est bien agr�eable de pouvoir se passer des

exponentiels.
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Chapitre 5

S�emantique des phases

\LOGIC, n. The art of thinking and reasoning in strit

aordane with the limitations and inapaities

of the human misunderstanding . . . "

{ Ambrose Biere (1842-1914), "The Devil's Ditionary", 1911

5.1 Introdution

L'outil que nous allons utiliser ii est la s�emantique des phases de la lo-

gique lin�eaire. C'est la s�emantique naturelle de la prouvabilit�e pour LL [14℄

et omme nous avons vus que nos r�esultats de s�emantique logique �etablissent

un lien entre existene d'une d�erivation CC ou LCC et prouvabilit�e, 'est un

outil suÆsant pour e qui nous int�eresse. Ave une s�emantique des preuves

on pourrait sans doute �etablir des propri�et�es plus �nes sur le d�eroulement

même d'une d�erivation (et non pas son existene), mais ela d�epasse large-

ment le adre de notre �etude.

La s�emantique des phases est orrete et ompl�ete vis �a vis de LL, mais

nous verrons que sa struture rend la ompl�etude peu utile: on sait qu'il existe

un mod�ele quand il existe une preuve, mais e mod�ele peut parfaitement

être le mod�ele syntaxique (voir [14℄) et ne rien nous dire d'autre que \la

formule est prouvable dans LL". Par ontre, la orretion, bien que onsid�er�ee

souvent omme �el�ementaire, va nous fournir la possibilit�e de hoisir un mod�ele

o�u nous allons nous abstraire autant que l'on veut des formules (et don

du programme) tout en assurant que e mod�ele re�etera les d�erivations des

programmes LCC. Nous en tirerons parti, prinipalement, pour prouver des

propri�et�es de sûret�e, dans la setion 5.3.
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5.2 S�emantique des phases pour ILL

Bien que nous n'ayons besoin que d'un fragment r�eduit d'ILL, il est plus

simple de rappeler la d�e�nition de la s�emantique des phases pour tout ILL

(le alul des s�equents omplet est donn�e dans l'appendie A), en suivant la

pr�esentation d'Okada [26℄, et de l'�etendre aux onstantes (1, 0, >).

D�e�nition 5.1 Un espae de phases P = (P; �; 1;F) est une struture telle

que (P; �; 1) est un mono��de ommutatif, et F , appel�e ensemble des faits, est

un sous-ensemble des parties de P v�eri�ant:

{ F est los par intersetion arbitraire,

{ pour tout A � P , pour tout F 2 F , A( F = fx 2 P : 8a 2 A; a � x 2

Fg est un fait.

Ces faits orrespondent intuitivement (et en fait, nous le verrons dans la

setion 5.3, plus que ela) aux formules ILL et don aux agents CC.

On peut remarquer que les faits sont los par impliation lin�eaire(. Voii

quelques faits: le plus grand > = P , le plus petit 0, et 1=

T

fF 2 F : 1 2 Fg.

Un fait param�etrique A est une fontion totale de V dans F , assignant

�a toute variable x un fait A(x). Tout fait peut ainsi être vu omme un fait

param�etrique onstant, et toute op�eration d�e�nie sur les faits s'�etend natu-

rellement aux faits param�etriques: (A ? B)(x) = A(x) ? B(x).

Soient A et B deux faits (param�etriques), on d�e�nit les faits suivants:

A&B = A \B;

A
B =

\

fF 2 F : A �B � Fg;

A�B =

\

fF 2 F : A [B � Fg;

9xA =

\

fF 2 F : (

[

x2V

A(x)) � Fg;

8xA =

\

fF 2 F : (

\

x2V

A(x)) � Fg:

D�e�nition 5.2 Un espae de phase enrihi est un espae de phase (P; �; 1;F)

ave un sous-ensemble O de F , dont les �el�ements sont appel�es faits ouverts,

tel que:

{ O est los par � arbitraire (en partiulier il existe un plus grand fait

ouvert),
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{ 1 est le plus grand fait ouvert,

{ O est los par 
 �ni,

{ 
 est idempotent sur O (si A 2 O alors A
 A = A).

!A est alors d�e�ni omme le plus grand fait ouvert inlus dans A.

Ayant donn�e aux faits des op�erateurs orrespondants �a eux de ILL, nous

pouvons traduire les formules en faits:

D�e�nition 5.3 Une valuation � est une fontion des formules atomiques

dans les faits, telle que �(>) = >, 1 = �(1) et que 1 2 1, �(0) = 0.

On d�e�nit indutivement l'interpr�etation �(A) (resp. �(�)) d'une formule

A (resp. d'un ant�e�edent �) omme suit:

�(!A) = !�(A);

�(A
 B) = �(A)
 �(B);

�(A( B) = �(A)( �(B);

�(A&B) = �(A) & �(B);

�(A� B) = �(A)� �(B);

�(8xA) = 8x�(A);

�(9xA) = 9x�(A);

�((�;�)) = �(�)
 �(�);

�(�) = 1 si � est vide:

Les s�equents peuvent alors être interpr�et�es ainsi:

�(� ` A) = �(�)( �(A)

Cei nous am�ene �a d�e�nir une notion de validit�e:

D�e�nition 5.4 (Validit�e) On d�e�nit:

P, � j= (� ` A) ssi 1 2 �(� ` A), soit �(�) � �(A),

P j= (� ` A) ssi pour toute valuation �: P, � j= (� ` A),

j= (� ` A) ssi pour tout espae de phases P: P j= (� ` A).

Cette s�emantique des formules ILL jouit de ertaines propri�et�es:

Th�eor�eme 5.5 (Corretion [14, 26℄)

� `

ILL

A implique j= (� ` A):
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Th�eor�eme 5.6 (Compl�etude [14, 26℄)

j= (� ` A) implique � `

ILL

A:

Cette derni�ere propri�et�e ne nous servira pas diretement �a prouver des

propri�et�es de programmes, mais plutôt �a se onvainre de l'existene d'une

preuve s�emantique de es propri�et�es omme d�erit dans la setion 5.5.

5.3 Preuves s�emantiques

Nous allons maintenant exposer la m�ethode de preuve qui d�eoule de la

juxtaposition des r�esultats pr�e�edents. Bas�ee sur les th�eor�emes de orretion

de la s�emantique des phases et de la tradution LCC-ILL, ette m�ethode

n�eessite soit de traduire les programmes CC en LCC omme indiqu�e en �n

de setion 2.5.2, soit de oder diretement les algorithmes et protooles en

LCC.

Cette deuxi�eme alternative se r�ev�elera en fait tr�es puissante, omme le

montrent les exemples de la setion 5.4. On y verra aussi que le lien entre

logique lin�eaire et CC lin�eaires est bien plus fort que elui entre logique in-

tuitionniste et CC, puisque, bien qu'on dispose aussi dans e dernier as de

r�esultats de orretion pour les tradutions, il se r�ev�ele impossible de faire la

plupart des preuves. De fait e sont les r�esultats de ompl�etude partielle de la

premi�ere tradution qui nous assurent de l'existene de preuves s�emantiques

omme expliqu�e dans la setion 5.5.

Notre m�ethode de preuves s�emantiques d�eoule diretement de la proposi-

tion suivante, orollaire des deux th�eor�emes de orretion vus pr�e�edemment:

Proposition 5.7 (Preuves s�emantiques) Pour prouver une propri�et�e de

sûret�e de la forme: (~x; ; �) Y�! (~y; d; �), il suÆt de montrer:

9 un espae de phases P, une valuation � , et un �el�ement a 2 �((~x; ; �)

y

)

tels que a 62 �((~y; d; �)

y

):

Preuve.

Le th�eor�eme 5.5 de orretion de la s�emantique des phases vis �a vis de

ILL s'�enone omme suit:

� `

ILL

A implique 8P; �;P; � j= (� ` A):
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Cei peut ais�ement être �etendu �a ILL

C;D

en imposant �a toute valuation �

de satisfaire les inlusions qui proviennent des axiomes non-logiques (l'axiome

 ` d imposant �() � �(d)).

La ontrapos�ee de ette extension nous donne:

9P; �; tels que P; � 6j= (� ` A) implique � 6`

ILL

C;D

A:

C'est �a dire:

9P; �; tels que �(�) 6� �(A) implique � 6`

ILL

C;D

A:

Or la ontrapos�ee du th�eor�eme 3.5 de orretion de la tradution de LCC

dans ILL

C;D

nous donne:

(~x; ; �)

y

6`

ILL

C;D

(~y; d; �)

y

implique (~x; ; �) Y�! (~y; d; �)

La juxtaposition de es deux th�eor�emes nous donne la proposition. �

Ce orollaire permet de r�eduire la preuve de propri�et�es de sûret�e d'un

programme CC, un probl�eme de non-existene de d�erivation, �a un probl�eme

d'existene, elle d'une struture de phases, d'une interpr�etation et d'un

ontre-exemple pour l'inlusion i-dessus.

On aboutit don �a une m�ethode en quatre points:

1. Formuler la propri�et�e de sûret�e sous la forme: (~x; ; �) Y�! (~y; d; �),

2. Exhiber une struture de phases,

3. Exhiber une valuation,

4. Prouver l'existene d'un ontre-exemple.

Remarque.

On pourrait se ontenter de preuves d'existene pour les points 2 et 3 i-

dessus, ependant on perdrait alors un des b�en�e�es de ette m�ethode: la

possibilit�e de travailler dans le adre simple, d'espaes de phases bien hoisis

et bien onnus. Le dernier point serait aussi rendu plus diÆile. On verra

dans le hapitre 6 que ette m�ethode peut en partie s'automatiser.

5.4 Exemples

Voii quelques exemples d'appliation de ette m�ethode �a des protooles

et des algorithmes standards, pour montrer des propri�et�es de sûret�e lassiques

omme l'absene de deadlok par exemple.
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5.4.1 Exemple 1 - Le d̂�ner des philosophes

Nous avons vu dans la setion 2.5.3 que le probl�eme lassique du d̂�ner

des philosophes pouvait failement être od�e dans LCC, essayons maintenant

de prouver des propri�et�es sur e programme.

La premi�ere propri�et�e qu'on peut vouloir prouver quand on vient d'eno-

der en LCC un algorithme est sa �d�elit�e vis �a vis de l'algorithme d'origine.

En l'ourrene on va tenter de d�emontrer que e odage est sûr dans le sens

o�u une fourhette ne peut être utilis�ee que par un philosophe �a la fois, 'est

�a dire que deux philosophes voisins ne peuvent pas manger en même temps,

quelque soit le nombre de philosophes.

1. Reformulons la propri�et�e.

Nous devons tout d'abord exprimer notre propri�et�e sous la forme de la non-

existene d'une d�erivation, soit:

8i; 8; 8A; (;; 1; init(N)) Y�!

LCC

(;; eat(I; N); eat(I + 1 mod N; N); ;A)

D'apr�es le orollaire 5.7 il suÆt don de montrer:

8i; 8B; 9P; 9�; 9x 2 �(init(N)); x 62 �(eat(I; N)
 eat(I + 1 mod N; N)
B)

C'est �a dire, en utilisant la onstante > dont le sens est intuitivement

\quelque hose":

8i; 9P; 9�; 9x 2 �(init(N)); x 62 �(eat(I; N)
 eat(I + 1 mod N; N)
>)

2. Espae de phases.

Consid�erons la struture P suivante:

{ N (ave son produit et son �el�ement neutre habituels) est le mono��de,

{ F = P(N),

{ O = f;; f1gg.

C'est lairement une struture de phases. En e�et F est los par intersetion

et impliation et O los par � et 
, e dernier �etant bien idempotent sur O.

3. Valuation.

Nous devons maintenant d�e�nir une valuation � sur N=M, N6=M, fork(I),

eat(I,N), philosophe(I,N), rephilo(M,P) et init(N). Il ne faut pas

oublier de v�eri�er que les onditions provenant des d�elarations (axiomes non-

logiques qui se traduisent par des inlusions obligatoires) de philosophe(I,N),

rephilo(M,P) et init(N) sont satisfaites.
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D�e�nissons � ainsi:

�(fork(I)) = ff

i

g

�(eat(I; N)) = fe

i;n

g

�(philosophe(I; N)) = fp

i

g

�(rephilo(M; P)) = fx

m;p

� y

m;p

g

�(init(N)) = fx

1;n

� y

1;n

g

�(N = M) =

�

f1g si n = m;

; sinon:

�(N 6= M) =

�

f1g si n 6= m;

; sinon:

O�u les indies (i;m; n; p) sont les interpr�etations anoniques des variables

enti�eres orrespondantes, les f

i

et les p

i

sont des entiers premiers distints,

e

i;n

, x

m;p

et y

m;p

sont d�e�nis omme suit:

e

i;n

= f

i

� f

i+1 mod n

� p

i

x

m;p

=

�

1 si m = p;

p

m

� f

m

� x

m+1;p

� y

m+1;p

sinon.

y

m;p

=

�

p

m

� f

m

si m = p;

1 sinon.

Les onditions venant des d�elarations sont:

{ 8i; fp

i

g � E

1i

= �(d�e�nition de philosophe(I; N))

{ 8m; 8p; fx

m;p

� y

m;p

g � F

m;p

o�u F

m;p

= �(d�e�nition de rephilo(M; P)),

{ 8n; fx

1;n

� y

1;n

g � �(d�e�nition de init(N)).

On notera que la troisi�eme ondition est une ons�equene de la deuxi�eme,

puisqu'un agent de la forme  ! d ! e ! A est interpr�et�e omme fx 2

N j 8y 2 �(); 8z 2 �(d); 8t 2 �(e); 9u 2 �(A); x � y � z � t = ug, don

E

i;n

= fx 2 N j 9y 2 G

i;n

; f

i+1 mod n

�f

i

�x = e

i;n

�yg o�uG

i;n

= fy 2 N j e

i;n

�y =

f

i

�f

i+1 mod n

�p

i

g. (y repr�esente un �el�ement de l'interpr�etation de eat(I,N) !

(tell(fork(I) 
 fork(I+1 mod N)) k philosophe(I,N)) du I

�eme

phi-

losophe.)

De plus, la premi�ere ondition 8i; fp

i

g � E

i;n

revient �a montrer que G

i;n

n'est pas vide, e qui est vrai du fait que 1 2 G

i;n

.
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La seonde ondition (sur F

m;p

) se v�eri�e par une simple indution sur

x

m;p

et y

m;p

qui ont �et�e d�e�nis expr�es. La valuation est don orrete.

4. Contre-exemple.

Comme �(init) = fx

1;n

� y

1;n

g il nous faut prouver:

x

1;n

� y

1;n

62 �(eat(I,N) 
 eat(I+1 mod N,N) 
 >) = fx 2 N : 9a 2 N ; x =

e

i;n

� e

i+1 mod n;n

� ag.

Montrons d'abord par indution que: x

1;n

� y

1;n

= f

1

� : : : � f

n

� p

1

� : : : � p

n

,

puis pro�edons par l'absurde:

Si x

1;n

�y

1;n

= e

i;n

�e

i+1 mod n;n

�a alors f

i+1 mod n

�x

1;n

�y

1;n

= e

i;n

�e

i+1 mod n;n

�

a�f

i+1 mod n

= f

1

�: : :�f

i�1

�f

i+3

�: : :�f

n

� p

1

�: : :�p

i�1

�p

i+2

�: : :�p

n

� e

i;n

�e

i+1 mod n;n

.

En simpli�ant on obtient a � f

i+1 mod n

= f

1

� : : : � f

i�1

� f

i+3

� : : : � f

n

�

p

1

� : : : � p

i�1

� p

i+2

� : : : � p

n

e qui est impossible (d�eomposition en fateurs

premiers: f

i+1 mod N

apparâ�t �a gauhe du signe = mais pas dans la partie

droite, un produit de nombres premiers), qfd.

Remarque.

On voit bien, sur et exemple, le rôle de la logique lin�eaire. En e�et si on avait

utilis�e la logique intuitionniste �a la plae de ILL et la tradution naturelle

des agents CC en s�equents, bien qu'on ait les mêmes r�esultats de orretion,

le manque au niveau de la ompl�etude n'aurait pas permis d'appliquer ette

m�ethode. En e�et, il n'aurait pas �et�e possible de faire la preuve i-dessus ar:

de philosophe(I) ^ fork(I) ^ fork(I + 1) ` eat(I; N)

et

philosophe(I + 1) ^ fork(I + 1) ^ fork(I + 2) ` eat(I + 1; N)

on peut d�eduire

philosophe(I) ^ philosophe(I + 1) ^ fork(I) ^ fork(I + 1) ^ fork(I + 2)

` eat(I; N) ^ eat(I + 1; N).

L'espae de phase peut sembler assez omplexe et don peu naturel, e-

pendant on peut le voir omme le mono��de libre engendr�e par les ontraintes

atomiques du programme LCC, interpr�et�ees omme des singletons, et satisfai-

sant les ontraintes provenant des axiomes non-logiques: des inlusions entre

singletons, don un syst�eme d'�equations. Cependant un tel espae, bas�e sur

des singletons, ne onvient malheureusement pas toujours. Si l'on onsid�ere

le programme suivant, par exemple: P = tell(d), Q =  ! P, une stru-

ture de phase bas�ee sur des singletons ne pourra pas prouver que P n'atteint

jamais un store ontenant , i.e. P 6`  
 >, ar on aura �(P) = �() � �(Q)

pour rester orret vis �a vis de la deuxi�eme d�elaration.



5.4. EXEMPLES 53

5.4.2 Exemple 2 - Produteur/Consommateur

Le protoole produteur/onsommateur ave m produteurs et k onsom-

mateurs qui ommuniquent via un bu�er de taille n peut être od�e en LCC

omme suit:

P = dem ! (pro k P)

C = pro ! (dem k C)

init = dem

n

k P

m

k C

k

Rappelons que les produteurs peuvent g�en�erer, une par une, des unit�es

de produit quand le bu�er n'est pas plein et que les onsommateurs peuvent

les onsommer, une par une, quand le bu�er n'est pas vide.

On peut, une fois enore, onstater la simpliit�e du odage r�ealis�e en LCC.

Nous allons prouver deux propri�et�es importantes sur e odage d'un pro-

toole lassique: d'une part l'absene de deadlok (�etreinte fatale), d'autre

part la sûret�e dans le sens o�u il ne peut jamais y avoir plus d'unit�es onsom-

m�ees que d'unit�es qui ont �et�e produites.

Absene de deadlok

Pro�edons selon la même m�ethode:

1.

Il faut d'abord exprimer ette propri�et�e sous la forme: (X; ; �) Y�!

LCC

(Y ; d; �).

On peut voir failement qu'il ne peut y avoir de deadlok que s'il n'y a

plus de P, ou plus de C, ou plus de ontraintes onsommables (dem et pro).

Il nous faut don prouver init Y�!

LCC

dem

n

0

k P

m

0

k C

k

0

k pro

l

0

, ave soit

n

0

= l

0

= 0 soit m

0

= 0 soit k

0

= 0.

2.

Consid�erons la struture P = Z, F = P(Z), O = f;; f1gg, 'est bien

�evidemment une struture de phases, qui est d'ailleurs presque identique

�a elle de l'exemple pr�e�edent.

3.

D�e�nissons alors la valuation suivante:

�(dem) = f5g �(pro) = f�5g �(P) = f�2; 2g �(C) = f�3; 3g
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�(init) = f�2

m

� 3

k

� 5

n

; 2

m

� 3

k

� 5

n

g

Il nous faut v�eri�er que � est orrete:

8p

1

2 �(P); 9p

2

2 �(P); dem � p

1

= pro � p

2

, d'o�u �(P) � �(d�e�nition de P).

De même pour C, et �(init) = �(d�e�nition de init).

4.

Au lieu d'exhiber un ontre-exemple, nous allons �a nouveau prouver par l'ab-

surde que l' inlusion �(init) � �(dem

n

0

k P

m

0

k C

k

0

k pro

l

0

) est impossible.

Supposons que �(init) � f�5

n

0

�2

m

0

�3

k

0

�5

l

0

; 5

n

0

�2

m

0

�3

k

0

�5

l

0

g En omparant

les puissanes de 5, 3 et 2 dans es �el�ements et dans eux d'init, on onstate

que toute autre situation que: n

0

+ l

0

= n, m

0

= m et k

0

= k est impossible, et

don qu'il en est de même pour un deadlok (n

0

+ l

0

= 0 6= n, ou m

0

= 0 6= m,

ou k

0

= 0 6= k). �(init) n'est don inlus dans l'interpr�etation d'auun

deadlok, et don init ne peut se r�eduire sur une telle on�guration, qfd.

Sûret�e

Pour v�eri�er qu'il n'y a jamais plus d'unit�es onsomm�ees que d'unit�es

produites, nous devons modi�er l�eg�erement le programme, a�n de rendre

ette information diretement observable:

P = dem ! (pro k P k np=X ! np=X+1)

C = pro ! (dem k C k n=X ! n=X+1)

init = dem

n

k P

m

k C

k

k np=0 k n=0

Ce type de modi�ation qui onsiste �a ajouter un orale �a un programme

a�n de pouvoir observer une propri�et�e ou un omportement d'int�erêt est tr�es

ommun dans les tehniques de v�eri�ation. On voit ainsi souvent l'ajout

d'un automate-orale pour faire du model-heking.

1.

Il nous faut prouver:

init Y�!

LCC

dem

n

0

k pro

l

0

k P

m

k C

k

k np = np

0

k n = n

0

ave n

0

> np

0

.

2.

Nous utilisons une fois enore une struture assez simple, P = Q , F = P(Q ),

O = f;; f1gg.
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3.

Et la valuation suivante:

�(dem) = f6g �(pro) = f3g �(P) = 5 �(C) = 7

�(np = X) = f2

x

g �(n = X) = f2

�x

g

�(init) = f2

n

� 3

n

� 5

m

� 7

k

g

Cette valuation est orrete: 9d = 2 tel que dem � p = pro � p � d et

2

x

� d = 2

x+1

d'o�u �(P) � �(d�e�nition de P).

4.

Il suÆt alors de remarquer que n

0

> np

0

et �(init) � f6

n

0

� 3

l

0

� 5

m

� 7

k

�

2

np

0

� 2

�n

0

g impliquerait l

0

< 0, e qui est impossible, qfd.

Remarque.

Une fois enore IL ne pourrait remplaer ILL ar si le syst�eme peut se r�eduire

sur un nombre d'unit�es onsomm�ees non nul et peut se r�eduire sur un nombre

d'unit�es produites nul, alors init ` n = n

0

^ np = np

0

^A ave n

0

6= 0 et

np

0

= 0.

5.4.3 Autres exemples - exlusion mutuelle

On a vu dans la setion 2.4 qu'il n'y a pas, �a priori, d'op�erateur de

s�equentialit�e (�) dans la syntaxe de CC ni de LCC, mais que l'on peut l'y

ajouter. Le odage orrespondant d�epend bien sur de l'agent se trouvant

avant le �, et on peut vouloir prouver des propri�et�es ind�ependantes de et

agent, on peut alors s'appuyer sur la propri�et�e que dans A

�

x

, ok(x) est ajout�e

au store si et seulement si A

�

x

a termin�e son ex�eution. L'exemple suivant

d'exlusion mutuelle par s�emaphores illustre l'utilisation de ette m�ethode

pour prouver des propri�et�es de sûret�e pour un programme LCC

seq

:

P

i

= sem ! A � (sem k P

i

)

init = sem k P

1

k � � � k P

N

On rappelle que A � B est d�e�ni omme 9x(A

�

x

k ok(x)! B).

Les s�emaphores sont g�er�es tr�es simplement en LCC, nous avons don un

parfait exemple de programme LCC

seq

dont on voudrait prouver la sûret�e,

'est �a dire que l'exlusion mutuelle fontionne orretement.

1.

Nous voulons don prouver que deux setions ritiques ok(x) ne peuvent avoir
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lieu en même temps: 8Z; ;�; (;; 1; init) Y�!

LCC

(fx; yg [ Z;  
 ok(x) 


ok(y); �).

2, 3, 4.

C'est tr�es simple ave la struture P = N et la valuation suivante:

�(sem) = �(ok(x)) = �(init) = f2g and �(A

�

x

) = �(P

i

) = f1g

La orretion de ette valuation et la preuve d'existene d'un ontre-

exemple (enore une fois par l'absurde) sont laiss�es omme exerie au le-

teur.

5.5 Compl�etude

Comme soulign�e dans les exemples pr�e�edents, ILL semble être assez li�e

aux LCC pour être utilisable dans les preuves. Il existe en fait une raison

th�eorique �a ela: les r�esultats de ompl�etude partielle des tradutions.

Pour la partie s�emantique des phases, la ompl�etude est totale omme le

montre le th�eor�eme 5.6. Ainsi il y a �equivalene entre l'impliation lin�eaire

et l'inlusion des faits orrespondants. Nous avons d�ej�a utilis�e la orretion

pour dire que s'il y a un ontre-exemple alors il n'y a pas impliation, mais

r�eiproquement on peut noter que s'il n'y a pas impliation, alors il doit

exister un ontre-exemple (struture de phases, valuation, et ontre-exemple

pour l'inlusion).

Pour la partie LCC-ILL, rappelons le th�eor�eme 3.5 et son orollaire:

La orretion est totale, don s'il n'y a pas impliation, il n'y a pas de

d�erivation.

En revanhe on n'a la r�eiproque que dans le as d'une ontrainte lin�eaire

su�es, 'est �a dire que A `  implique A �! d ave d ` , don si une on�-

guration ne se r�eduit sur auune ontrainte impliquant  alors sa tradution

n'implique pas .

La mise bout �a bout de es deux r�esultats nous assure que dans les as

o�u l'on veut prouver qu'une on�guration ne se r�eduit pas sur un su�es 

et que ette propri�et�e est vraie, ainsi que le fait que la on�guration ne se

r�eduit pas non plus sur une ontrainte impliquant , alors il existe un ontre-

exemple (struture de phases, valuation, non-impliation), don une preuve
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s�emantique du type expos�e ii.

Ce r�esultat ne permet ependant pas de traiter toutes les propri�et�es de

sûret�e, en partiulier le as des deadloks, qui sont des suspensions et non

pas des su�es.

On peut alors utiliser une logique permettant de arat�eriser des obser-

vations enore plus �nes: la logique non-ommutative. Elle est d�erite en

annexe C et poss�ede une s�emantique des phases. Les r�esultats de la se-

tion 3.4 nous permettent alors d'�etendre la propri�et�e pr�e�edente au as des

suspensions:

Si une on�guration n'a pas de suspension (deadlok) alors sa tradu-

tion n'implique auune tradution de suspension, et il y a don une preuve

s�emantique de ette propri�et�e.

Par ontre, ette logique qui peut nous onforter dans l'id�ee de herher

une preuve �a telle ou telle propri�et�e, ne nous a, jusqu'�a pr�esent rien apport�e

au niveau des preuves: nous n'avons pas enore d'exemple de propri�et�es pour

lesquelles il existe une preuve non-ommutative et pas de preuve ommuta-

tive. Comme les strutures en jeu sont beauoup plus omplexes, nous avons

don pr�ef�er�e ne montrer ii que la version ommutative de notre m�ethode de

preuves s�emantiques.

5.6 Conlusion

Nous avons don obtenu, au travers d'une s�emantique de la prouvabi-

lit�e de la logique lin�eaire, un outil de preuve de propri�et�es de programmes

LCC. Cette m�ethode semble sp�ei�quement adapt�ee aux as o�u l'on peut

onstruire failement un ontre exemple et ainsi d�emontrer une propri�et�e

universelle, omme 'est le as des propri�et�es de sûret�e. Cependant, même

lorsque la ompl�etude s'applique, rien ne garantit l'existene d'un ontre-

exemple simple, aussi ette m�ethode semble-t-elle r�eserv�ee aux as o�u l'on

peut failement s'abstraire du syst�eme de ontraintes, e qui est le as des

protooles de ommuniation d�erits dans les exemples de e hapitre. A�n de

g�en�eraliser ette m�ethode �a d'autres exemples et même dans le as d'exemples

aussi simples que eux expos�es ii, il serait souhaitable de pouvoir automati-

ser, au moins partiellement, la reherhe de ontre-exemples. C'est ette voie

que nous d�erirons dans le hapitre suivant.

On peut noter que tous les exemples de e hapitre n'ont pas n�eessit�e

les raÆnements de la s�emantique logique d�evelopp�es au hapitre 4. Cela est

bien sur du au fait que nous avons hoisi des exemples simples, mais il est
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important de r�ealiser que si nous rajoutons, ave un hoix, une branhe qui

aboutit �a un �ehe, mais que nous voulons prouver des propri�et�es sur les

autres branhes, il devient n�eessaire de pouvoir di��erentier l'�ehe de ses

ons�equenes. Une autre situation o�u les r�esultats du hapitre 4 sont indis-

pensables se produit si l'on essaye de prouver que dans auun su�es ou store

aessible �a partir d'un agent A il n'y a qu'une seule fois la ontrainte .

En e�et  fait partie des ons�equenes de  
  au sens de 3.3! Suivant les

situations on devra don hoisir une s�emantique (ou même, dans le as des

suspensions, une logique) adapt�ee au type de propri�et�e que l'on souhaite

prouver.
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Chapitre 6

Phase model-heking

\I don't want to ahieve immortality through my work.

I want to ahieve it through not dying."

{ Woody Allen

6.1 Introdution

Ayant obtenu une m�ethode originale pour prouver des propri�et�es de pro-

grammes, il est naturel de herher �a l'automatiser, du moins en partie. Nous

allons don voir une possibilit�e d'automatisation de la reherhe d'espaes de

phase et de ontre-exemples bas�ee sur les outils eÆaes que nous apporte la

programmation ave ontraintes.

Cette approhe est bas�ee sur un ertain nombre de remarques:

{ Nous voulons une m�ethode de reherhe statique, nous ne pouvons don

pas utiliser les tehniques d'Okada et Terui [27℄, qui g�en�erent un espae

de phase simple, e qui est indispensable pour pouvoir raisonner dessus,

mais �a partir d'une reherhe de preuve. On mimerait ainsi en partie

la d�erivation e qui n'est bien �evidemment pas le but reherh�e.

{ Nous allons don devoir �enum�erer des espaes de phases, mais nous ne

pouvons bien sur pas tous les essayer, il nous faut don nous restreindre

a une ertaine lasse d'espaes o�u il sera possible de raisonner failement

(a�n de prouver la non-inlusion).

{ Dans [38℄ Yilma a abord�e e type d'approhe, mais en essayant de

mani�ere syst�ematique toutes les possibilit�es, dans des strutures de

taille tr�es r�eduites (et yliques).
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{ Il s'av�ere que tous les exemples du hapitre 5 ont des solutions dans

des strutures de phases du même type, o�u tous les ensembles sont des

faits et o�u la valuation assoie des singletons aux formules.

Ces remarques, et en partiulier la derni�ere, qui remplae inlusion par

�egalit�e, nous poussent �a essayer de tirer parti des tehnologies de r�esolution

de ontraintes pour obtenir une struture de phases satisfaisante.

6.2 Impl�ementation

Comme nous l'avons vu ave les exemples du hapitre pr�e�edent, N peut

souvent servir omme mono��de de base pour la struture de phase: en e�et,

nous reherhons en quelque sorte un mono��de libre engendr�e par la valuation

et N remplira sans probl�eme e rôle si l'on utilise a bon esient les entiers

premiers.

D'autre part nous avons pu onstater que dans de nombreux as une stru-

ture �nie �etait suÆsante, on peut don imaginer reherher des strutures de

phases dont le mono��de serait �ni. On sait d'ailleurs que ette restrition n'en

est pas une dans le as los, puisque Okada et Terui ont montr�e r�eemment

que IMALL avait la propri�et�e des mod�eles �nis [28℄.

On se restreindra aussi aux strutures de phases o�u tout les ensembles

sont des faits, en e�et en plus de nous avoir suÆ jusqu'ii, e type de stru-

tures na��ves selon la terminologie d'Okada, est omplet pour un fragment de

LL (
;�; A( �) qui n'est ertes pas le notre, mais est suÆsant pour oder

MALL [27℄.

Pour �etablir une propri�et�e de sûret�e on va alors herher une valuation

orrete, 'est �a dire un ensemble de parties de e mono��de orrespondant

�a haque ontrainte atomique et v�eri�ant les inlusions orrespondants aux

axiomes non-logiques.

Si l'on s'int�eresse au as o�u es parties sont des singletons, as dont nous

avons ertes expliqu�e qu'il n'�etait pas omplet dans la setion 5.4.1, mais qui a

permis, omme nous l'avons vu, de r�esoudre un ertain nombre de probl�emes,

les inlusions mentionn�ees i-dessus deviennent des �egalit�es. La reherhe

d'une valuation onsiste alors en une attribution a ertaines variables de

valeurs dans un domaine �ni, de mani�ere �a satisfaire ertaines ontraintes

d'�egalit�e.

Il devient naturel de vouloir r�ealiser ette reherhe en utilisant les outils

que CC, et même la programmation ave ontraintes en g�en�eral, met �a notre

disposition: des solveurs sur les domaines �nis [8℄. Nous avons don r�ealis�e une
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impl�ementation en GNU-Prolog (voir annexe D) qui extrait les ontraintes

du programme, les g�en�ere et les ajoute au store.

Il nous faut alors trouver notre ontre-exemple, 'est �a dire satisfaire une

nouvelle ontrainte, ette fois-i de non-inlusion don de non-�egalit�e, orres-

pondant �a la propri�et�e de sûret�e �a d�emontrer. Si le solveur de ontraintes sur

les domaines �nis y arrive, il peut produire la valuation et le ontre exemple

n�eessaire �a la validation du programme.

6.3 Exemples

6.3.1 D�̂ner des philosophes

Prenons omme exemple une version non-r�eursive du d̂�ner des philo-

sophes:

goal :-

phil1,phil2,phil3,phil4,phil5,

fork1,fork2,fork3,fork4,fork5.

phil1 :-

fork1,fork2 -> eat1,(eat1 -> fork1,fork2,phil1).

phil2 :-

fork2,fork3 -> eat2,(eat2 -> fork2,fork3,phil2).

phil3 :-

fork3,fork4 -> eat3,(eat3 -> fork3,fork4,phil3).

phil4 :-

fork4,fork5 -> eat4,(eat4 -> fork4,fork5,phil4).

phil5 :-

fork5,fork1 -> eat5,(eat5 -> fork5,fork1,phil5).

e programme ayant �et�e �erit pour être utilis�e ave le solveur donn�e en

annexe D n'utilise que des arat�eres ASCII, on a don utilis�e ',' pour 
 et

k, suivant la position, et '->' pour !.
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On obtient alors l'ex�eution suivante:

| ?- find_phase('philo_5',[goal℄,[eat1,eat2℄,top).

/home/beaune/ontraintes/soliman/pl/philo_5.l

eat5=1

eat4=1

eat3=1

eat2=2

eat1=2

fork5=1

fork4=1

fork3=1

fork2=2

fork1=1

phil5=1

phil4=1

phil3=1

phil2=1

phil1=1

goal=2

true ?

(1600 ms) yes

| ?-

En fait l'ex�eution se d�eroule ainsi:

{ le �hier est lu et pars�e,

{ 16 variables orrespondant aux ontraintes atomiques (inq pour haque

phil, fork et eat plus une pour goal) sont d�elar�ees,

{ 10 autres variables orrespondant aux ask sont d�elar�ees,

{ 16 ontraintes d'�egalit�e sont ajout�ees au solveur: une pour haque ask

et une pour haque d�elaration,

{ en�n une ontrainte de non-�egalit�e est ajout�ee pour la propri�et�e.

On aurait don pour n philosophes, 5n + 1 variables, 3n + 1 ontraintes

d'�egalit�e et 1 ontrainte de non-�egalit�e. Des r�esultats pour des instanes plus

grandes de e probl�eme sont r�esum�es dans le tableau 6.3.5.

Remarque.

A priori une simple ontrainte A #\= B ne permet que de v�eri�er des pro-

pri�et�es du type A 6` B, or on voudrait assez souvent montrer A 6` B 
 >.

C'est ii que l'arithm�etique sur les entiers nous aide, en e�et si m;n et p



6.3. EXEMPLES 63

sont des entiers 8p;m 6= n � p �equivaut �a m modulo n 6= 0 or le solveur de

ontraintes de GNU-Prolog supporte tr�es bien es ontraintes A rem B #\=

0.

Si l'on remplae les variables par les ontraintes atomiques auquelles elles

orrespondent, voii le probl�eme de satisfation de ontraintes que le solveur

a �a r�esoudre:

goal #= phil1 * phil2 * phil3 * phil4 * phil5 *

fork1 * fork2 * fork3 * fork4 * fork5

phil1 #= fork1 * _11

_11 * fork2 #= eat1 * _12

_12 * eat1 #= fork1 * fork2 * phil1

phil2 #= fork2 * _21

_21 * fork3 #= eat2 * _22

_22 * eat2 #= fork2 * fork3 * phil2

phil3 #= fork3 * _31

_31 * fork4 #= eat3 * _32

_32 * eat3 #= fork3 * fork4 * phil3

phil4 #= fork4 * _41

_41 * fork5 #= eat4 * _42

_42 * eat4 #= fork4 * fork5 * phil4

phil5 #= fork5 * _51

_51 * fork1 #= eat5 * _52

_52 * eat5 #= fork5 * fork1 * phil5

goal rem (eat1 * eat2) #\=0

6.3.2 Produteur/Consommateur

Un autre exemple simple est une instane du probl�eme produteur/onsom-

mateur de la setion 5.4.2:

p :- dem -> pro,p.

 :- pro -> dem,.

init :- dem,dem,dem,p,p,p,p,p,,.
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On peut voir e programme omme inq produteurs (p) et deux onsom-

mateurs (), tout le monde ommuniquant au travers d'un bu�er de taille

trois, initialement vide (trois ases 'demandes' dem).

Il est alors faile de prouver que, par exemple, le bu�er ne va jamais

d�eborder: ave

find phase('prod ons',[i℄,[([pro,pro,pro,pro℄,top)℄)

i=8, =1, pro=2, dem=2, p=1

ou que de nouveaux onsommateurs ne peuvent jamais apparâ�tre:

find phase('prod ons',[i℄,[([,,℄,top)℄)

i=4, =2, pro=1, dem=1, p=1.

De même pour toutes sortes de propri�et�es de e type.

Les deux CSP ont en ommun les ontraintes venant du programme:

p #= _1 _1 * dem #= pro * p

 #= _2 _2 * pro #= dem * 

init #= dem * dem * dem * p * p * p * p * p *  * 

Les deux ontraintes orrespondant aux propri�et�es i-dessus sont:

i rem (pro * pro * pro * pro) #\= 0

i rem ( *  * ) #\= 0

6.3.3 Algorithme de Peterson

La m�ethode pr�esent�ee ii n'est ependant pas ompl�ete pour di��erentes

raisons:

La premi�ere est que nous avons hoisi de nous restreindre �a des mod�eles

�nis, et que nous sommes don inapables de traiter onvenablement des pro-

grammes dont les param�etres sont non born�es. Dans ertains as un nombre

in�ni de valeurs peut être interpr�et�e par un seul entier, mais par exemple,

pour le d̂�ner des philosophes ave N inonnu, il est tr�es diÆile de trouver

automatiquement un espae de phase omme elui donn�e dans [11℄, puisqu'il

s'appuie sur une in�nit�e de nombres premiers.

Le hoix de ne onsid�erer que des singletons est une autre limitation. En

partiulier ela engendre des onfusions omme pour le programme suivant:

P = tell(d), Q =  ! P. Une struture de phases bas�ee sur des singletons

ne permet pas de prouver que  n'est pas aessible de P, i.e. P 6`  
 >,

puisqu'on peut d�eduire JPK = JK � JQK de la seonde d�elaration.

En�n, il faut noter que l'inversibilit�e des entiers peut aussi poser des

probl�emes: en e�et puisque m � p = n � p implique m = n, on ne peut pas

apturer l'id�ee que la pr�esene de p est n�eessaire pour aller de m �a n. Il y
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a don des diÆult�es �a faire des preuves sur des programmes omme l'algo-

rithme d'exlusion mutuelle de Peterson, qui v�eri�e la valeur d'une variable,

sans hanger sa valeur, pour permettre �a un de ses proessus de passer de

off �a on.

p1 :- off1,turn1 -> on1,turn2,wait1.

p1 :- off1,turn2 -> on1,turn2,wait1.

wait1 :- off2 -> off2,s1,(s1,on1 -> off1,p1).

wait1 :- turn1 -> turn1,s1,(s1,on1 -> off1,p1).

p2 :- off2,turn1 -> on2,turn1,wait2.

p2 :- off2,turn2 -> on2,turn1,wait2.

wait2 :- off1 -> off1,s2,(s2,on2 -> off2,p2).

wait2 :- turn2 -> turn2,s2,(s2,on2 -> off2,p2).

init :- off1,off2,turn1,p1,p2.

Il est ependant important de noter que es diÆult�es ne sont pas in-

surmontables et que l'on peut montrer des propri�et�es importantes pour de

tels programmes, simplement en exprimant plus pr�eis�ement e que l'on

veut d�emontrer. Ainsi, si l'on onsid�ere �a nouveau l'exemple pr�e�edent, il

est montr�e dans [38℄ que s'il n'est pas possible de prouver diretement que

init 6�!

�

s1
 s2
>, on peut remarquer qu'il n'est possible d'atteindre

un tel �etat, qu'en passant par un �etat d'une des quatre formes suivantes:

on1
 on2
 turn1
 turn2
>; on1
 on2
 turn1
 off1
>; on1
 on2


off2
turn2
> et on1
on2
off1
off2
> puis utiliser la s�emantique

des phases pour prouver ela.

Nous pouvons don �a notre tour utiliser le phase model-heker et obtenir:

| ?- find_phase('peterson',[init℄,[([on1,on2,turn1,turn2℄,top),

| ?- ([on1,on2,turn1,off1℄,top),

| ?- ([on1,on2,off2,turn2℄,top),

| ?- ([on1,on2,off1,off2℄,top)℄).

init=8

s2=1

wait2=1

on2=2

p2=1

s1=1

off2=2
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wait1=1

turn2=2

on1=2

off1=2

turn1=2

p1=1

true ?

(1420 ms) yes

Ce qui prouve la propri�et�e d'exlusion mutuelle.

6.3.4 Doubletons

On a vu que pratiquement toutes les limitations initiales de notre mod�ele

sont surmontables, ependant il est des as o�u se limiter �a des singletons est

vraiment r�edhibitoire, par exemple si l'on onsid�ere l'exemple simple du pro-

toole produteur/onsommateur donn�e pr�e�edemment et que l'on souhaite

prouver qu'un produteur ne peut pas onsommer, i.e. p k pro 6�! dem k �.

Le phase model-heker ne donne auun r�esultat:

find_phase('prod_ons',[p,pro℄,[([dem℄,top)℄).

/home/beaune/ontraintes/soliman/pl/prod_ons.l

(950 ms) no

En e�et ave des singletons on obtient l'�equation p �pro = p �dem �a partir

de la d�elaration de p.

Nous avons d�ej�a mentionn�e le fait que des solveurs sur les ensembles

permettraient de r�esoudre e probl�eme, mais il est important de noter qu'en

modi�ant quelque peu notre impl�ementation de mani�ere �a lui faire attribuer

des doubletons aux ontraintes atomiques �a l'aide du onstruteur de listes

de GNU-Prolog, nous avons d�ej�a �a notre disposition un solveur plus g�en�eral.

Ainsi on a:

| ?- find_dbl('prod_ons',[p,pro℄,[([dem℄,top)℄).

/home/beaune/ontraintes/soliman/pl/prod_ons.l

p=[1,1℄

pro=[2,1℄
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dem=[2,2℄

=[0,0℄

true ?

(3850 ms) yes

On notera qu'il est ais�e de faire ainsi op�erer notre solveur sur des listes de

taille born�ee sup�erieure �a deux, mais il devient alors assez lent et le manque

d'un solveur sp�eialis�e se fait r�eellement sentir.

6.3.5 Temps d'ex�eution

Le tableau suivant r�esume nos premiers r�esultats exp�erimentaux. La taille

de l'exemple indique le nombre d'agents initiaux; les nombres de variables et

de ontraintes indiquent la taille du probl�eme de satisfation de ontraintes

g�en�er�e par le phase model-heker.

nombre de nombre de temps pour

protoole taille variables ontraintes prouver

la sûret�e

produteur/onsommateur 7 7 5 10 ms

idem ave doubletons 2 12 5 3850 ms

d̂�ner des philosophes 5 26 16 480 ms

d̂�ner des philosophes 10 51 31 3470 ms

d̂�ner des philosophes 20 101 61 44730 ms

algorithme de Peterson 2 25 25 1420 ms

6.4 Conlusion

Ce hapitre ne pr�etend pas montrer un syst�eme ahev�e de v�eri�ation de

propri�et�es de programmes, mais il illustre la possibilit�e r�eelle de mettre en

oeuvre l'automatisation des tehniques du hapitre 5.

L'impl�ementation assez na��ve du v�eri�ateur, dont le ode soure est dis-

ponible dans l'annexe D, a suÆ �a r�esoudre un ertain nombre de probl�emes,

mais il faudrait bien sur travailler plus longuement �a son �elaboration. Par

exemple en utilisant d'autres ontraintes et d'autres solveurs pour traiter

des propri�et�es di��erentes, e serait le as ave les ontraintes universellement

quanti��ees sur les r�eels [2℄.



68 CHAPITRE 6. PHASE MODEL-CHECKING

En e�et, il faut souligner que si nous avons fait le hoix de nous res-

treindre, le plus souvent, �a des singletons pour les interpr�etations des ontraintes,

ela n'est pas suÆsant dans le as g�en�eral, il serait don sans doute n�eessaire

de travailler ave un solveur sur les parties �nies de domaines �nis pour trai-

ter les as probl�ematiques.

Une autre des limitations vient de l'aspet non-heuristique de l'�enum�era-

tion, e�etu�ee �a la �n de la propagation de ontraintes, des strat�egies de

reherhe permettraient sans doute un gain de temps et don d'eÆait�e.

En�n se pose le as des programmes r�eursifs ave param�etres que nous

n'avons pour l'instant pas r�eussis �a traiter de mani�ere satisfaisante ave ette

approhe. Des tehniques plus �nes de alul formel semblent n�eessaire, mais

peut-être y perdrait-on le gain apport�e par la programmation par ontraintes.
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Chapitre 7

Conlusion et perspetives

\If you an't onvine them, onfuse them."

{ Harry S. Truman

Notre travail a port�e prinipalement sur deux axes que nous onsid�erons

omme tr�es importants de la liaison entre langages CC et logique lin�eaire:

l'�elaboration d'une s�emantique plus �ne, et l'utilisation de la s�emantique pour

la v�eri�ation de programmes.

Plus pr�eis�ement, nous avons montr�e, apr�es avoir rappel�e l'�etat de l'art

du domaine, omment une tradution plus �ne des agents en formules de la

logique lin�eaire �etait rendue possible par l'enrihissement de la th�eorie sur

laquelle on travaille. Nous avons ainsi aboutit �a des r�esultats aussi larges

que eux du hapitre 3 en e qui onerne les observables onern�ees, su�es,

stores et suspensions, mais plus pr�eis ou plus g�en�eraux. La di��erene est

partiuli�erement remarquable dans le as de l'observation des suspensions qui

se trouve grandement failit�ee puisqu'elle n'est plus limit�ee aux ontraintes

de synhronisation.

Dans une seonde partie de la th�ese, nous avons montr�e omment la

s�emantique bas�ee sur la logique lin�eaire que nous avions d�erite dans les ha-

pitres 3 et 4 pouvait d�ebouher sur des appliations diretes dans le domaine

de la v�eri�ation de propri�et�es de programmes. La m�ethode en question,

bas�ee sur la s�emantique des phases de la logique lin�eaire, a �et�e test�ee sur des

exemples lassiques et son automatisation, dans un adre restreint, a donn�e

lieu �a une impl�ementation d�erite au hapitre 6 de la tehnique de phase

model-heking.

Ces travaux ont ainsi r�epondu �a ertaines questions mais en ont aussi

pos�e un grand nombre.
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D'une part du point de vue du langage lui-même, si nous avions d�ej�a de

fortes intuitions quant �a l'utilisation de LCC et ses apports, en partiulier

depuis [30, 36℄, nous avons on�rm�e les liens entre CC et logique lin�eaire et

don renfor�e l'envie d'utiliser LCC, et si une premi�ere impl�ementation a �et�e

r�ealis�ee durant ette th�ese, il n'en reste pas moins que nous n'en sommes qu'�a

ommener �a omprendre e que LCC peut nous apporter. Des travaux ont

d�ej�a d�ebut�e a�n de d�eterminer les gains en terme de omplexit�e (sur les do-

maines �nis) ou d'expressivit�e (en omparaison ave des paradigmes omme

CHR [13℄ par exemple, en partiulier vis �a vis de la s�emantique op�erationnelle

d�erite dans [1℄), mais auun r�esultat onluant n'a enore pu être d�egag�e.

Il semble don qu'il faille en passer par une plus grande utilisation de LCC

dans la pratique pour r�ealiser pleinement omment la ombinaison unique de

programmation imp�erative et d�elarative qui est �a la base de e paradigme

peut être exploit�ee au mieux.

L'aspet s�emantique soul�eve aussi de nombreuses interrogations; on peut

noter en partiulier que les preuves des th�eor�emes de ompl�etude du ha-

pitre 4 ne sont ni tr�es simples, ni tr�es �el�egantes. Il serait bon de mieux om-

prendre la liaison même CC-LL a�n de peut-être aboutir �a des preuves plus

simples, ou tout au moins, mieux omprises. On peut aussi se demander si

nous avons atteint la limite de e que l'on pouvait arat�eriser, ou si d'autres

observables d'int�erêt nous �ehappent enore.

Au niveau de la logique, nos reherhes nous ont prinipalement pos�e

deux questions: l'une sur les probl�emes li�es aux exponentiels, l'autre sur eux

li�es aux quanti�ateurs. En e�et nous avons, dans le premier as, du �evauer

ompl�etement les exponentiels de nos s�emantiques, e qui peut ertes être

per�u omme un gain, mais qui nous interpelle sur les b�en�e�es exats qu'ap-

porterait leur r�eintrodution. Cela nous demanderait une meilleure ompr�e-

hension des syst�emes de ontrainte lin�eaires et viendra sans doute ave le

temps. Quant aux quanti�ateurs, il nous a sembl�e que le premier ordre,

s'il est naturel pour la programmation (logique), l'est beauoup moins pour

la logique qui se omporte de mani�ere beauoup plus naturelle �a l'ordre

sup�erieur. Les quanti�ateurs du premier ordre font intervenir un domaine

ext�erieur dans le alul, et il semble bien diÆile de onserver les propri�et�es

intrins�eques de la logique dans e adre. Les \a�aiblissements" li�es aux quan-

ti�ateurs nous ont amen�e �a des odages arti�iels, au niveau s�emantique, et

l'on pourrait souhaiter avoir une logique qui nous �evite e genre de probl�emes.

La s�emantique des phases nous a aussi ouvert diverses voies de reherhe.

Premi�erement pare qu'elle a �et�e tr�es peu utilis�ee, alors qu'elle s'est r�ev�el�ee

tr�es pratique pour nous. Il est d'ailleurs �a noter que son autre utilisation
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prinipale est l'oeuvre d'Yves Lafont [19, 21, 20℄ qui utilise lui aussi essentiel-

lement la orretion (et pas la ompl�etude) et pro�te que e soit seulement

une s�emantique de la prouvabilit�e pour s'abstraire de d�etails inutiles. On

pourrait don envisager, ou du moins esp�erer, une g�en�eralisation de e type

d'utilisation de la s�emantique des phases dans d'autres domaines o�u ette

apait�e d'abstration semble n�eessaire.

En�n, nous nous sommes int�eress�es �a une automatisation de la reherhe

de ertains espaes de phases bien partiuliers: eux bas�es sur les entiers na-

turels, et essentiellement sur des strutures de phases �a base de singletons. Il

n'est pas lair, �a l'heure atuelle, que ette restrition soit elle qui onvient,

ni au niveau des possibilit�es apport�ees par les solveurs de ontraintes, puis-

qu'on trouve maintenant des solveurs eÆaes sur les r�eels, y ompris ave

ontraintes universellement quanti��ees, ni au niveau de l'expressivit�e de e

type d'espaes de phases, dont nous n'avons pu prouver la ompl�etude sur

auun fragment int�eressant de LCC mais qui semble n�eanmoins utilisable en

pratique. Il y a don enore beauoup d'exp�erimentations �a faire pour que

ette m�ethode de phase model-heking puisse vraiment porter ses fruits, ou

au moins montrer ses limites.

Toutes es voies de reherhe ne pourront sans doute pas être explor�ees

par moi, mais j'esp�ere qu'elles susiteront un int�erêt, qui sait, peut-être hez

vous . . .
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Annexe A

Logique Lin�eaire Intuitionniste

D�e�nition A.1 (Formules intuitionnistes) Les formules intuitionnistes

sont onstruites �a partir des atomes p, q, : : : ave:

{ les onneteurs multipliatifs: 
 (tenseur) et ( (impliation),

{ les onneteurs additifs: & (ave) et � (plus),

{ le onneteur exponentiel ! (bien sur ou bang),

{ les onstantes: 1, > et 0,

{ les quanti�ateurs: universel 8 et existentiel 9.

D�e�nition A.2 (S�equents intuitionnistes) Les s�equents sont de la forme

� ` A ou � `, o�u A est une formule et � un multi-ensemble de formules.

Le alul des s�equents est donn�e par les r�egles suivantes:

Axiome - Coupure

A ` A

� ` A �; A ` B

�;� ` B

Multipliatifs

�; A; B ` C

�; A
B ` C

� ` A �; B ` C

�;�; A( B ` C

� ` A � ` B

�;� ` A
 B

�; A ` B

� ` A( B

Additifs

� ` A

� ` A�B

� ` B

� ` A� B
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�

EAIRE INTUITIONNISTE

�; A ` C �; B ` C

�; A� B ` C

�; A ` C

�; A&B ` C

�; B ` C

�; A&B ` C

� ` A � ` B

� ` A&B

Constantes

� ` A

�; 1 ` A

` 1 � ` > �; 0 ` A

Bang

�; A ` B

�; !A ` B

!� ` A

!� `!A

�; !A; !A ` B

�; !A ` B

� ` B

�; !A ` B

Quanti�ateurs

�; A[t=x℄ ` B

�; 8xA ` B

� ` A

� ` 8xA

x 62 fv(�)

�; A ` B

�; 9xA ` B

x 62 fv(�; B)

� ` A[t=x℄

� ` 9xA



75

Annexe B

Exemple de programme LCC

Voii un exemple plus ons�equent de programme LCC: la reonstrution

d'un solveur sur les domaines �nis, sans indexiaux.

Ce programme a �et�e test�e sur la premi�ere impl�ementation que nous ayons

faite d'un interpr�eteur LCC, il a don une syntaxe un peu lourde ave des

listes omme arguments de lintell et linask, repr�esentant les tenseur de

ontraintes ou les agents en parall�ele.

% reonstruting (FD) over l(H) WITHOUT indexials

fd(X) :-

urrent_prolog_flag(min_integer,M1),

urrent_prolog_flag(max_integer,M2),

lintell([min(X,M1),max(X,M2)℄).

get_min(X,M) :-

linask([Y℄,[min(X,Y)℄,[M=Y,lintell([min(X,Y)℄)℄).

get_max(X,M) :-

linask([Y℄,[max(X,Y)℄,[M=Y,lintell([max(X,Y)℄)℄).

set_min(X,M) :-

linask([Y℄,[min(X,Y)℄,[lintell([min(X,M)℄)℄).

set_max(X,M) :-

linask([Y℄,[max(X,Y)℄,[lintell([max(X,M)℄)℄).

% X >= Y + C
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geq_onst(X,Y,C) :-

linask([MinX,MinY℄,[min(X,MinX),min(Y,MinY),low(MinX,MinY+C)℄,

[lintell([min(X,MinY+C),min(Y,MinY)℄),geq_onst(X,Y,C)℄).

% X <= Y + C

leq_onst(X,Y,C) :-

linask([MaxX,MaxY℄,[max(X,MaxX),max(Y,MaxY),grt(MaxX,MaxY+C)℄,

[lintell([max(X,MaxY+C),max(Y,MaxY)℄),leq_onst(X,Y,C)℄).

% X >= Y + Z

geq_var_pos(X,Y,Z) :-

linask([MinX,MinY,MinZ℄,[min(X,MinX),min(Y,MinY),min(Z,MinZ),

low(MinX,MinY+MinZ)℄,

[lintell([min(X,MinY+MinZ),min(Y,MinY),min(Z,MinZ)℄),

geq_var_pos(X,Y,Z)℄).

% X <= Y + Z

leq_var_pos(X,Y,Z) :-

linask([MaxX,MaxY,MaxZ℄,[max(X,MaxX),max(Y,MaxY),max(Z,MaxZ),

grt(MaxX,MaxY+MaxZ)℄,

[lintell([max(X,MaxY+MaxZ),max(Y,MaxY),max(Z,MaxZ)℄),

leq_var_pos(X,Y,Z)℄).

% X >= Y - Z

geq_var_neg(X,Y,Z) :-

linask([MinX,MinY,MaxZ℄,[min(X,MinX),min(Y,MinY),max(Z,MaxZ),

low(MinX,MinY-MaxZ)℄,

[lintell([min(X,MinY-MaxZ),min(Y,MinY),max(Z,MaxZ)℄),

geq_var_neg(X,Y,Z)℄).

% X <= Y - Z

leq_var_neg(X,Y,Z) :-

linask([MaxX,MaxY,MinZ℄,[max(X,MaxX),max(Y,MaxY),max(Z,MinZ),

grt(MaxX,MaxY-M-Z)℄,

[lintell([max(X,MaxY-MinZ),max(Y,MaxY),min(Z,MinZ)℄),
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leq_var_neg(X,Y,Z)℄).

% Basi User Constraints 'a la' lp(FD)

'x=y+'(X,Y,C) :-

geq_onst(X,Y,C),leq_onst(X,Y,C),

geq_onst(Y,X,-C),leq_onst(Y,X,-C).

'x+y=z'(X,Y,Z) :-

geq_var_neg(X,Z,Y),leq_var_neg(X,Z,Y),

geq_var_neg(Y,Z,X),leq_var_neg(Y,Z,X),

geq_var_pos(Z,X,Y),leq_var_pos(Z,X,Y).

'x>=y'(X,Y) :-

geq_onst(X,Y,0),

leq_onst(Y,X,0).

domain(VarList,Lower,Upper) :-

VarList=[℄;

(VarList=[V|L℄,

fd(V),

set_min(V,Lower),

set_max(V,Upper),

domain(L,Lower,Upper)).

% SEND MORE MONEY

send_more_money([S,E,N,D,M,O,R,Y℄) :-

domain([S,E,N,D,M,O,R,Y,R1,R2,R3,R4℄,0,9),

domain([I1,I2,I3,I4℄,0,18),

'x=y+'(M,R4,0),

'x+y=z'(D,E,I1),

'x+y=z'(Y,R1,I1),

'x+y=z'(N,R,I2),

'x+y=z'(E,R2,I2),

'x+y=z'(E,O,I3),

'x+y=z'(N,R3,I3),

'x+y=z'(S,M,I4),

'x+y=z'(O,R4,I4).

% ask (X>Y) -> A : (fd)
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ask_sup(X,Y,G) ->

linask([MinX,MaxY℄,[min(X,MinX),max(Y,MaxY),grt(MinX,MaxY)℄,[G℄).
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Annexe C

Logique Non-ommutative

Cette version de la logique lin�eaire a �et�e d�evelopp�ee r�eemment (voir par

exemple [32, 30, 31℄). Nous en rappelons ii rapidement le alul des s�equents

intuitionniste.

Axiome - Coupure

A ` A

� ` A �[A℄ ` B

�[�℄ ` B

Entropie

�[�;�℄ ` A

�[�;�℄ ` A

Conneteurs

�[A;B℄ ` C

�[A
 B℄ ` C

� ` A � ` B

�;� ` A
 B

� ` A �[B℄ ` C

�[�;A�

�

B℄ ` C

A; � ` B

� ` A�

�

B

�[A℄ ` C

�[A&B℄ ` C

�[B℄ ` C

�[A&B℄ ` C

� ` A � ` B

� ` A&B

Constantes

�[�℄ ` A

�[�; 1℄ ` A

�[�℄ ` A

�[1; �℄ ` A

` 1
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Quanti�ateur

�[A℄ ` B

�[9xA℄ ` B

x 62 fv(�; B)

� ` A[t=x℄

� ` 9xA

Bang

�[A℄ ` B

�[!A℄ ` B

!� ` A

!� `!A

�[!A; !A℄ ` B

�[!A℄ ` B

�[�℄ ` B

�[�; !A℄ ` B

�[�℄ ` B

�[!A; �℄ ` B

�[!�; !�℄ ` B

�[!�; !�℄ ` B



81

Annexe D

Phase model-heking en

GNU-Prolog

%% phase.pl : Phase Spaes generation tool for LCC

%% Sylvain Soliman - September 2000

%% find_phase: loads a file and tries to prove property Agents -/-> State * Top

%% find_phase('mutex',[p1,p2,t1℄,[([t1,t2℄,top)℄).

%% find_phase('prod_ons',[dem,dem,dem,p,p,p,p,p,,℄,

%% [([pro,pro,pro,pro℄,top)℄)

%% find_phase('philo_20',[goal℄,[([eat1,eat2℄,top)℄).

%% find_phase('peterson',[init℄,[([s1,s2℄,top)℄). NO

%% find_phase('peterson',[init℄,[([on1,on2,turn1,turn2℄,top),

%% ([on1,on2,turn1,off1℄,top),

%% ([on1,on2,off2,turn2℄,top),

%% ([on1,on2,off1,off2℄,top)℄). YES

find_phase(Infile,Agents,States) :-

fd_set_vetor_max(20),

myload(Infile,Names,ITime,sgl), % sgl for singleton based interpretation

add_props(Agents,States,Names,Names2,sgl),

get_var_list(Names2,Vars,sgl),

fd_labeling(Vars,[variable_method(smallest)℄),

show_eq_list(Names2),

pu_time(ETime),

Time is ETime - ITime,

format("time : ~w ms~n",[Time℄).
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%% find_dbl: same as before but with doubleton-based interpretation.

find_dbl(Infile,Agents,States) :-

fd_set_vetor_max(20),

myload(Infile,Names,ITime,dbl),

add_props(Agents,States,Names,Names2,dbl),

get_var_list(Names2,Vars,dbl),

fd_labeling(Vars,[variable_method(smallest)℄),

show_eq_list(Names2),

pu_time(ETime),

Time is ETime - ITime,

format("time : ~w ms~n",[Time℄).

%% myload: reads file Infile and tries to make lauses from it

%% then add onstraints orresponding to these lauses

myload(Infile,Names,ITime,Interp) :-

deompose_file_name(Infile,_,_,Suffix),

(Suffix = '' ->

(atom_onat(Infile,'.l',File1),

absolute_file_name(File1,File));

absolute_file_name(Infile,File)),

format("~w~n",[File℄),

open(File,read,Sin),

make_term_list(Sin,L),

lose(Sin),

pu_time(ITime),

enfore(L,[℄,EqList,[℄,Names,Interp), %generates Equation List from lauses

% show_eq_list(Names),

% show_eq_list(EqList),

fd_solve(EqList). % adds onstraints to FD store

%% make_term_list: guess what...

make_term_list(Sin,L) :-

read(Sin,Term),

(Term = end_of_file ->

L=[℄;

L=[Term|L1℄,

make_term_list(Sin,L1)).
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%% enfore: adds equations for eah term of the list

enfore([℄,Eq,Eq,N,N,_).

enfore([H|T℄,Eq1,EqList,N1,Names,Interp) :-

enfore_lause(H,Eq1,Eq2,N1,N2,Interp),

enfore(T,Eq2,EqList,N2,Names,Interp).

%% adds an equation for lause H :- B

enfore_lause(Term,Eq1,Eq2,N1,N2,sgl) :-

Term =.. [':-'|[H,B℄℄,

make_goal_list(B,L),

fd_vetor_max(Max),

fd_domain(Var,0,Max), % generates new Name for H

add_binding(N1,H = Var,N3),

make_eq_list(L,N,Eq1,Eq3,N3,N2), % generates Eqs qnd names for Body

member(H = V,N2),

Eq2 = [V #=# N |Eq3℄.

%% adds an inlusion for lause H :- B

enfore_lause(Term,Eq1,Eq2,N1,N2,dbl) :-

Term =.. [':-'|[H,B℄℄,

make_goal_list(B,L),

fd_vetor_max(Max),

fd_domain(Var1,0,Max), % generates new Names for H

fd_domain(Var2,0,Max),

add_binding(N1,H = [Var1,Var2℄,N3),

make_eq_list_dbl(L,N,Eq1,Eq3,N3,N2), % generates Eqs qnd names for Body

member(H = [V1,V2℄,N2),

Eq2 = [fd_my_element(V1,N),fd_my_element(V2,N)|Eq3℄.

%% make a list from goal A

make_goal_list(A,L) :-

var(A) ->

L = [A℄;

(A =.. [Head|Args℄,

Head = (',') ->
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(Args = [H,T℄,

L = [H|TL℄,

make_goal_list(T,TL));

L = [A℄).

%% returns name N and eq. list Eq2 from list of parallel agents [B℄ and

%% eq. list Eq1

make_eq_list([B℄,N,Eq1,Eq2,N1,N2) :-

make_eq(B,N,Eq1,Eq2,N1,N2).

make_eq_list([B|[H|T℄℄,N,Eq1,Eq2,N1,N2) :-

make_eq(B,NB,Eq1,Eq3,N1,N3),

make_eq_list([H|T℄,NT,Eq3,Eq2,N3,N2),

N = NB * NT. % produt of all the names of the list

make_eq(B,N,Eq1,Eq2,N1,N2) :-

atomi(B) ->

(Eq2 = Eq1,

fd_vetor_max(Max),

fd_domain(Var,0,Max),

add_binding(N1,B = Var,N2),

member(B = N,N2)); % onstraint or proedure name

(B =.. [->|[BH,BT℄℄, % ask

N = A,

fd_vetor_max(Max),

fd_domain(A,0,Max),

make_goal_list(BH,HL), % list of 'asked' onstraints

add_binding_list(HL,V,N1,N3), % add bindings and return the produt

make_goal_list(BT,BL),

make_eq_list(BL,BN,Eq1,Eq3,N3,N2),

% member(BH = V,N2),

Eq2 = [A * V #= BN|Eq3℄).

%% same for doubletons

make_eq_list_dbl([B℄,N,Eq1,Eq2,N1,N2) :-

make_eq_dbl(B,N,Eq1,Eq2,N1,N2).

make_eq_list_dbl([B|[H|T℄℄,N,Eq1,Eq2,N1,N2) :-

make_eq_dbl(B,NB,Eq1,Eq3,N1,N3),
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make_eq_list_dbl([H|T℄,NT,Eq3,Eq2,N3,N2),

prod_list(NB,NT,N). % produt of all the names of the list

make_eq_dbl(B,N,Eq1,Eq2,N1,N2) :-

atomi(B) ->

(Eq2 = Eq1,

fd_vetor_max(Max),

fd_domain(Var1,0,Max),

fd_domain(Var2,0,Max),

add_binding(N1,B = [Var1,Var2℄,N2),

member(B = N,N2)); % onstraint or proedure name

(B =.. [->|[BH,BT℄℄, % ask

N = [A1,A2℄,

fd_vetor_max(Max),

fd_domain(A1,0,Max),

fd_domain(A2,0,Max),

make_goal_list(BH,HL), % list of 'asked' onstraints

add_binding_list_dbl(HL,[V1,V2℄,N1,N3), % add bindings, return the produt

make_goal_list(BT,BL),

make_eq_list_dbl(BL,BN,Eq1,Eq3,N3,N2),

% member(BH = V,N2),

Eq2 = [fd_my_element(A1 * V1,BN),fd_my_element(A1 * V2,BN),

fd_my_element(A2 * V1,BN),fd_my_element(A2 * V2,BN)|Eq3℄).

prod_list([℄,_,[℄).

prod_list([H|T℄,L,P) :-

prod_list(T,L,P1),

prod_list_one(H,L,P1,P).

prod_list_one(_,[℄,P,P).

prod_list_one(A,[H|T℄,P1,P2) :-

prod_list_one(A,T,P1,P),

P2 = [A * H|P℄.

%% pretty print of a list of equations

show_eq_list([℄).

show_eq_list([H|T℄) :-
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format("~w~n",[H℄),

show_eq_list(T).

%% add_binding: merge in L the variable binding v=N, returns M

add_binding(L,V = N,M) :-

member(V = N2,L) ->

(N = N2, M = L);

M = [V = N|L℄.

%% add_binding_list:

add_binding_list([B℄,V,N1,N2) :-

fd_vetor_max(Max),

fd_domain(Var,0,Max),

add_binding(N1,B = Var,N2),

member(B = V,N2).

add_binding_list([B|[H|T℄℄,V,N1,N2) :-

add_binding_list([H|T℄,V1,N1,N3),

fd_vetor_max(Max),

fd_domain(Var,0,Max),

add_binding(N3,B = Var,N2),

member(B = V2,N2),

V = V2*V1.

add_binding_list_dbl([B℄,V,N1,N2) :-

fd_vetor_max(Max),

fd_domain(Var1,0,Max),

fd_domain(Var2,0,Max),

add_binding(N1,B = [Var1,Var2℄,N2),

member(B = V,N2).

add_binding_list_dbl([B|[H|T℄℄,V,N1,N2) :-

add_binding_list_dbl([H|T℄,V1,N1,N3),

fd_vetor_max(Max),

fd_domain(Var1,0,Max),

fd_domain(Var2,0,Max),

add_binding(N3,B = [Var1,Var2℄,N2),

member(B = V2,N2),

prod_list(V1,V2,V).
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%%% get_var_list: extrat the list of variables Vars from the list of bindings

get_var_list([℄,[℄,_).

get_var_list([_ = V|Names℄,[V|Vars℄,sgl) :-

get_var_list(Names,Vars,sgl).

get_var_list([_ = [V1,V2℄|Names℄,[V1,V2|Vars℄,dbl) :-

get_var_list(Names,Vars,dbl).

%% fd_solve: gives the onstraints to the FD solver.

fd_solve([℄).

fd_solve([H|T℄) :-

% format("--~w~n",[H℄),

all(H),

% format("++~w~n",[H℄),

fd_solve(T).

%% add_prop: adds onstraint Agents -/-> State * Top

%% i.e. Agents mod State =\= 0 if Top=top, Agents =\= State otherwise

add_prop(AgentProd,State,top,Names,sgl) :-

% make_prod(Agents,P1,Names),

% format("** ~w~n",[P1℄),

make_prod(State,P2,Names,sgl),

% format("** ~w~n",[P2℄),

AgentProd rem P2 #\= 0. % #\=# might be neessary if AgentProd is big

add_prop(AgentProd,State,notop,Names,sgl) :-

% make_prod(Agents,P1,Names),

% format("** ~w~n",[P1℄),

make_prod(State,P2,Names,sgl),

% format("** ~w~n",[P2℄),

AgentProd #\= P2.

%% same for doubletons

add_prop(AgentProd,State,top,Names,dbl) :-
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make_prod(State,P2,Names,dbl),

member(X,AgentProd),

rem_list(X,P2).

add_prop(AgentProd,State,notop,Names,dbl) :-

make_prod(State,P2,Names,dbl),

member(X,AgentProd),

(member(X,P2) -> fail;true).

rem_list(_,[℄).

rem_list(X,[H|T℄) :-

X rem H #\= 0,

rem_list(X,T).

%% add_props: adds a list of props of the above type.

add_props(Agents,States,N1,N2,Interp) :-

make_prod(Agents,P1,N1,Interp),

add_props_prod(P1,States,N1,N3,Interp),

put_ahead(Agents,N3,N2).

add_props_prod(_,[℄,N,N,_).

add_props_prod(P1,[(S,Top)|T℄,N1,N2,Interp) :-

add_prop(P1,S,Top,N1,Interp),

put_ahead(S,N1,N3),

add_props_prod(P1,T,N3,N2,Interp).

%% make_prod: P is the produt '*' of the Names orresponding to the elements

%% of list given as first argument.

make_prod([A℄,P,Names,_) :-

member(A = P,Names).

make_prod([A|[H|T℄℄,P,Names,sgl) :-

member(A = V,Names),

make_prod([H|T℄,P2,Names,sgl),

P = V * P2.

make_prod([A|[H|T℄℄,P,Names,dbl) :-
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member(A = V,Names),

make_prod([H|T℄,P2,Names,dbl),

prod_list(V,P2,P).

%% put_ahead: reorder the seond argument so as to have the elements of the

%% first list first.

put_ahead([℄,L,L).

put_ahead([H|T℄,L1,L2) :-

selet(H = V,L1,L3),

delete(T,H,T2),

put_ahead(T2,L3,L4),

L2 = [H = V|L4℄.

%% fd_my_element: fores the first argument to equal one of the elements of the

%% list that onstitutes the seond argument

fd_my_element(_,[℄) :- fail.

fd_my_element(X,[H|T℄) :-

X #= H;

fd_my_element(X,T).
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