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Introduction

L’intérêt actuel pour les gaz d’atomes froids tire principalement sa source dans le
développement de la physique quantique du début du XX

e siècle. En 1924, le jeune
physicien indien Satyendra Nath Bose comprend que si l’on traite le rayonnement élec-
tromagnétique comme un gaz de particules identiques sans masse (appelées aujourd’hui
« photons »), il est possible de retrouver la formule, considérée comme étant génitrice
de la physique quantique, écrite par Max Planck en 1900 sur le spectre d’émission des
corps noirs [1]. Quelques mois plus tard, Albert Einstein, généralise ce résultat aux par-
ticules massives et suggère l’existence d’un nouveau et étrange phénomène [2, 3, 4]. Un
système de particules, sans interaction et obéissant à la statistique de Bose, pourrait
subir une transition de phase du second ordre 1. Au-dessous de la température critique,
la longueur d’onde de de Broglie commence à être du même ordre de grandeur que
la distance moyenne entre les particules, et ces dernières s’accumulent dans un même
état quantique, celui de plus basse énergie. C’est ce que l’on appelle la « condensation
de Bose-Einstein ». Cette nouvelle structure possible de la matière, a longtemps été
considérée comme un phénomène voué à rester pure spéculation théorique. En effet,
pour des températures de l’ordre de celle prédite à la transition, les corps ne pouvaient
a priori être que dans un état liquide ou solide.

Mais, en 1938, Fritz London émet l’hypothèse que la superfluidité de l’hélium 4
liquide est justement due à la condensation de Bose-Einstein. Cependant les fortes
interactions entre les particules empêchent d’établir un lien clair entre ces deux phé-
nomènes. Il a fallu attendre 1956 pour que Lars Onsager et Roger Pensore réussissent
à donner un sens précis à la condensation de Bose-Einstein dans un système réel (avec
des interactions entre les particules) et à établir un lien avec la superfluidité [5].

Puis, 70 ans après la proposition d’Albert Einstein, de nombreux progrès ayant
été réalisés dans le refroidissement des atomes avec des lasers [6] et par évaporation,
ainsi que dans le contrôle de leur déplacement (par des pièges optiques et magnétiques)
[7], il a été possible d’observer le phénomène de condensation de Bose-Einstein dans
des gaz dilués d’atomes alcalins bosoniques [8, 9, 10]. La très faible densité de ces
systèmes permet aux collisions à trois corps d’être très rares, et donc à l’état gazeux
métastable d’être préservé sur une durée suffisamment longue pour les expériences. Les
températures atteintes pour observer la condensation de Bose-Einstein sont égales à
quelques fractions de µK 2.

1Les particules doivent être indiscernables et, comme pour toute transition du second ordre, il faut
prendre la limite thermodynamique pour pouvoir observer le « caractère second ordre ».

2Remarquons que plus la densité d’un système est faible, plus la température pour observer un
« comportement » quantique est faible également.
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2 Introduction

Pour les fermions, le refroidissement par évaporation est plus délicat, car les colli-
sions entre deux atomes identiques (qui sont nécessaires pour que les atomes les plus
énergétiques sortent du piège) sont interdites à basse énergie à cause du principe de
Pauli. Mais grâce à un mélange de fermions d’états internes différents ou par contact
avec un gaz de bosons, le régime de dégénérescence quantique a pu être atteint à partir
de 1999 [11, 12, 13]. Et la condensation de molécules constituées de paires de fermions
(les molécules ont alors un caractère bosonique) a ainsi été observée [14, 15, 16].

Ces avancées expérimentales ont nettement transformé les perspectives de recherche
en physique atomique, les rapprochant des problèmes d’optique quantique. Les phéno-
mènes à une particule, généralement trop faibles pour être observés, sont ici amplifiés
par une assemblée de particules qui « se comportent comme une seule ». De plus il est
possible d’accéder, par des moyens optiques, à la structure de sa fonction d’onde. Ces
systèmes ont donc naturellement servi à affiner notre compréhension de la physique
quantique, en particulier les questions de cohérence spatiale et temporelle. On peut
citer à titre d’exemples des expériences d’interférence entre deux condensats [17] et de
cohérence de phase à longue portée [18]. L’observation de vortex quantifiés a pu mettre
en évidence l’existence de la superfluidité dans ces systèmes [19, 20, 21].

Outre la forte isolation de ces systèmes par rapport aux perturbations extérieures,
un des intérêts majeurs des gaz d’atomes froids est la simplicité avec laquelle ils peuvent
être décrits. Plus précisément, les hamiltoniens décrivant ces systèmes ne dépendent
que d’un tout petit nombre de paramètres. En particulier, pour prendre en compte les
interactions entre atomes, il est possible, en exploitant le fait que la densité est très
faible dans ces systèmes, de ne faire appel qu’à une seule grandeur supplémentaire : la
longueur de diffusion a dans l’onde s. Cette grandeur caractérise entièrement l’inter-
action à basse densité, et peut être déterminée expérimentalement [22]. Les quantités
physiques ne dépendent que de a et non du détail du potentiel d’interaction réel [23]
(qui est généralement de type van der Waals à longue portée et cœur dur à courte
portée).

Ainsi les gaz d’atomes froids peuvent être décrits de façon très précise par des
hamiltoniens extrêmement simples. Ces derniers peuvent, au moins en théorie, prédire
l’ensemble des caractéristiques de ces gaz, y compris celles concernant des quantités
non-universelles. De plus, l’interaction y est généralement faible, donc les théories
de champ moyen (l’équation de Gross-Pitaevskii [24, 25]) ou gaussienne (théorie de
Bogoliubov) font la plupart du temps de bonnes prédictions [26, 27].

La physique des atomes froids a ainsi pu faire émerger de véritables échanges entre
la théorie et l’expérience. Depuis une quinzaine d’années, un mouvement qui participe
de cette dynamique a fait se rapprocher ce domaine de celui de la matière condensée 3.
Nous allons voir que cela a été permis grâce à la possibilité de contrôler les interactions
et de mettre les atomes dans des réseaux optiques.

En matière condensée, l’interaction joue évidemment un rôle crucial. L’énergie as-
sociée est généralement du même ordre de grandeur voire beaucoup plus grande que
l’énergie cinétique. Autre chose notable, les corrélations entre les particules sont très
fortes. C’est en reproduisant ce régime que les gaz d’atomes froids ont pu commencer

3Le domaine des atomes froids s’est également rapproché de celui de la métrologie [28], de l’informa-
tion quantique [29] ou encore de la physique hors-équilibre. Nous détaillerons dans la suite uniquement
les liens avec la matière condensée.
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à ressembler aux systèmes de matière condensée, et même simuler certains modèles
utilisés dans ce domaine [30].

Dans cette optique, l’utilisation du phénomène de résonance de Feshbach a consti-
tué une étape très importante. En exploitant le couplage entre un état lié et un état
libre dans l’onde s de deux atomes en interaction [31], l’application d’un champ ma-
gnétique extérieur modifie l’interaction effective entre les atomes. Cette dernière peut
même changer de signe. Des gaz de fermions avec une faible interaction attractive ont
pu alors être réalisés et ont permis d’observer la transition prédite par la théorie BCS
[32] (qui décrit de nombreux matériaux supraconducteurs) entre un gaz normal et un
superfluide composé de paires de fermions (la taille des paires y est beaucoup plus
grande que la distance moyenne entre les atomes). En utilisant ce contrôle précis de
l’interaction entre les fermions, il a également été possible d’entrer dans un régime
de fortes corrélations situé entre le superfluide BCS et le condensat de Bose-Einstein
(BEC) de molécules de deux fermions [33, 34]. C’est ce que l’on appelle le « croosover
BCS-BEC » 4.

Une autre façon d’observer de fortes corrélations dans ces systèmes a été de faire di-
minuer la dimensionnalité au moyen de pièges magnéto-optiques confinants. À deux di-
mensions, il a ainsi été possible d’observer la transition Berezinskii-Kosterlitz-Thouless
[36] pour laquelle les corrélations décroissent algébriquement plutôt qu’en loi de puis-
sance. Et à une dimension, un gaz de Tonks-Girardeau a été réalisé [37], qui est un cas
particulier de liquide de Luttinger [38].

L’interférence de lasers contra-propageants peut créer un potentiel périodique pour
les gaz d’atomes froids. Cela permet de simuler l’effet du réseau ressenti par les électrons
dans un solide et d’accéder également à une physique des corrélations fortes [39]. Citons
en particulier la réalisation expérimentale de la transition de phase quantique entre un
superfluide et un isolant de Mott bosonique [40] et fermionique [41, 42]. Un isolant de
Mott correspond à un état de la matière pour lequel les fortes interactions répulsives
entre les particules empêchent leur passage par effet tunnel d’un site à l’autre, et donc
les localisent sur les différents sites du réseau.

Ces dernières expériences engendrent de grands espoirs sur la possibilité de pouvoir
simuler un jour le modèle de Hubbard fermionique [43], qui est une sorte de modèle
minimal permettant d’étudier les interactions fortes dans les solides. Un gaz de fer-
mions à deux composantes dans un réseau optique pourrait réaliser ce modèle de façon
parfaite (sans défauts et avec une grande cohérence spatiale), alors qu’il n’était qu’un
modèle effectif en matière condensée. Des travaux expérimentaux prometteurs ont pu
observer les phases métalliques et isolantes [42] et sont à la recherche de la phase anti-
ferromagnétique. Cela pourrait ouvrir la voie à une observation de la supraconductivité
« à haute température critique » dans les gaz d’atomes froids et peut-être permettre
de mieux la comprendre [44].

Les fortes corrélations ont donc indéniablement rapproché le domaine des atomes
froids de celui de la matière condensée. Un deuxième rapprochement notable entre
ces deux domaines concerne l’étude du désordre. Ce dernier peut être réalisé par un

4Nous avons au cours de cette thèse travaillé sur le phénomène de crossover BCS-BEC. Plus pré-
cisément nous avons calculé la taille de la région critique dans les phases haute et basse température
au travers du crossover. Ce mémoire de thèse ne portera pas sur ces résultats. Néanmoins, le lecteur
intéressé pourra lire notre article [35] que nous reproduisons en annexe A.
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champ de tavelures laser entièrement contrôlable. La localisation d’Anderson [45], qui
est une des manifestations quantiques du désordre les plus spectaculaires, a alors pu
être observée dans un gaz à une dimension [46]. Cela ouvre des perspectives de recherche
sur la compétition entre le désordre et les interactions, et en particulier la phase de
verre de Bose. Cet axe de recherche pourrait aussi résoudre une controverse de longue
date sur la nature de l’ordre présent dans les verres de spin [29].

Le dernier point de rencontre entre les atomes froids et la matière condensée que
nous mentionnerons dans cette introduction concerne l’étude du magnétisme 5. Le
travail que nous présenterons par la suite s’inscrit justement dans cette dynamique.

D’une façon très générale, les degrés de liberté internes (les spins) font réguliè-
rement émerger, dans les systèmes en interaction, de l’ordre à longue distance, et
cela sous différentes formes (ferromagnétisme, antiferromagnétisme, magnétisme frus-
tré...). Lorsque les systèmes considérés sont quantiques, le magnétisme peut mener par
exemple aux phénomènes de supraconductivité en onde p et d, ou de liquides de spins.
Le nombre d’états possibles de la matière est alors démultiplié. C’est pourquoi l’étude
du magnétisme avec les gaz d’atomes froids est un champ de recherche en expansion.

Du ferromagnétisme itinérant dans un gaz de fermions avec une forte interaction ré-
pulsive a par exemple été récemment observé [48]. Autre exemple de systèmes d’atomes
froids magnétiques sur lequel nous allons nous concentrer par la suite : les gaz de bo-
sons ayant un degré de liberté interne de spin, appelés gaz de bosons « spinoriels » 6.
Les pièges magnétiques utilisés dans les premières expériences de condensation gelaient
les degrés de liberté de spin, autrement dit sélectionnaient un des états magnétiques
internes. Les atomes se comportaient alors comme s’ils n’avaient plus de spin. Cepen-
dant, en 1998, grâce à un piège purement optique, des bosons de spin 1 (23Na plus
précisément) ont pu être condensés pour la première fois [49]. Une expérience de type
Stern et Gerlach a alors mis en évidence que les trois états internes de spin étaient
condensés 7. Le spin provoquant une dégénérescence de l’état quantique de plus basse
énergie de chaque atome, il est légitime de se demander quel est le mécanisme exact
de la condensation étant donné qu’il consiste normalement en une accumulation de
bosons dans l’état de plus basse énergie. Nous répondrons précisément à cette ques-
tion dans le chapitre I. La condensation de bosons de spin 1 a ouvert un nouveau et
fructueux champ de recherche qui s’intéresse à la condensation pour des objets ayant
des symétries de plus en plus complexes, et qui étudie le lien et la compétition entre
la superfluidité et le magnétisme 8. Nous conseillons aux lecteurs intéressés par ce
domaine les revues [50, 51].

5Nous aurions pu parler aussi des récents développements théoriques qui proposent de faire des
champs de jauge artificiels dans les gaz d’atomes froids. De telles expériences rendraient possible
l’observation de phénomènes topologiques, habituellement étudiés en matière condensée, comme l’effet
Hall quantique entier et fractionnaire [47].

6Cela vient du fait que l’état d’un atome interne de spin F est décrit mathématiquement par un
tenseur sphérique de rang 2F .

7La trajectoire des atomes se divise en trois quand on les passe dans une zone avec un champ
magnétique non-uniforme.

8Remarquons qu’un gaz de bosons de spin 1 est clairement différent d’un mélange de trois espèces
de bosons, car le nombre de bosons dans chacun des sous-états magnétiques n’est pas conservé. En
effet, un boson avec m = 1 et un autre avec m = −1 peuvent interagir, échanger leur moment cinétique,
et devenir deux bosons avec m = 0.
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Un des objets de cette thèse est de montrer que les gaz de bosons de spin 1 peuvent,
dans une certaine mesure, permettre d’étudier un certain type de magnétisme présent
dans de nombreux matériaux : le « magnétisme frustré classique ». La notion de frustra-
tion intéresse les physiciens depuis de nombreuses années, et elle est considérée comme
un élément important pour comprendre certains phénomènes collectifs (en particulier
dans les verres de spin [52]). C’est un champ de recherche actif, particulièrement sur
les modèles de liquides de spin [53], de glaces de spin [54, 55] et même sur des systèmes
complexes généraux (comme les réseaux sociaux ou neuronaux [56]). Nous étudierons
un exemple paradigmatique de la frustration dite géométrique : les antiferroaimants
sur réseau triangulaire.

Notons qu’il existe déjà plusieurs propositions pour étudier le magnétisme frustré
avec des gaz d’atomes froids. Par exemple des suggestions théoriques pour simuler un
certain type de magnétisme frustré quantique avec des gaz de bosons dans des réseaux
optiques triangulaires ou Kagomé ont été faites [57, 58]. Par ailleurs, récemment, des
bosons de spin 0 sur un réseau optique triangulaire ont réussi à simuler le magnétisme
frustré classique et plus particulièrement les antiferroaimants sur réseau triangulaire
[59, 60]. La proposition que nous ferons est très différente de celle-ci car elle utilisera
des bosons de spin 1 et pas de réseau.

Le plan de ce mémoire est le suivant. Nous présenterons tout d’abord dans le
chapitre I l’analogie que nous avons établie entre les antiferroaimants sur réseau trian-
gulaire qui sont décrits par le modèle O(N)×O(2), et les gaz de bosons de spin 1. Nous
verrons également que, malgré les nombreuses études théoriques et expérimentales réa-
lisées sur ce type de magnétisme frustré, il reste une controverse sur la nature de la
transition de phase dans ces systèmes : premier ou second ordre. Nous proposerons un
moyen de résoudre cette controverse avec les gaz de bosons de spin 1.

Le chapitre II sera l’occasion de présenter la théorie du groupe de renormalisation
et plus particulièrement une version non-perturbative (due à Christof Wetterich) qui
sera utilisée par la suite. Cette méthode, qui est capable de prendre en compte toutes
les échelles d’énergie, permet d’étudier de nombreux problèmes de physique statistique,
et de calculer, de façon relativement précise, les quantités physiques, universelles ou
non. Nous montrerons comment mettre en place cette approche pour le modèle O(N),
les gaz dilués de bosons de spin 0 et, au travers d’un travail original sur le modèle ϕ6,
les transitions de phase du premier ordre.

Le chapitre III sera dédié à nos résultats. Nous verrons que notre méthode prédit
une transition de phase du premier ordre mais avec néanmoins des comportements
« pseudo-critiques ». Cela nous permettra de définir des exposants qui pourraient être
mesurés expérimentalement dans les gaz de bosons de spin 1. L’étude du modèle O(N)×
O(2) nous aidera alors à comprendre l’origine de ces comportements en loi de puissance.
Et enfin, nous pourrons préciser nos résultats en prenant en compte de façon plus
précise les fluctuations quantiques.

Une partie des résultats de ce mémoire sont également présentés dans l’article [61].
Dans tout le manuscrit, nous utilisons des unités telles que ~ = kB = 1.
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Chapitre I

Deux systèmes physiques différents
décrits par la même théorie

Ce premier chapitre sera l’occasion de montrer un premier résultat important de cette
thèse et qui fournira une base de travail pour la suite. Ce résultat consiste en la dé-
monstration d’une analogie entre deux systèmes qui n’avaient a priori rien à voir. Plus
précisément, nous avons prouvé qu’ils pouvaient dans une certaine mesure être décrits
par la même théorie. Le premier système sera l’antiferroaimant sur réseau triangulaire,
un exemple de magnétisme frustré classique. Le deuxième sera un gaz de bosons de
spin 1 en interaction. Dans les deux cas, nous présenterons les résultats expérimentaux
et les différentes approches théoriques.

I.1 Antiferroaimant sur réseau triangulaire

I.1.1 Un exemple de magnétisme frustré

Le système considéré dans cette partie est constitué de réseaux bidimensionnels trian-
gulaires qui sont empilés dans une troisième direction. Chaque site est occupé par un
spin classique 1, c’est-à-dire par un simple vecteur S avec un certain nombre de com-
posantes, que nous noterons N , et de norme unité. Nous considèrerons que les spins
interagissent uniquement entre plus proches voisins, c’est-à-dire que nous négligeons
les interactions à plus longue portée. L’hamiltonien décrivant un tel système s’écrit

Hlat =
∑

〈i,j〉

Ji,jSi · Sj (I.1.1)

où la somme se fait sur les paires de spins plus proches voisins. Ji,j est égal à J‖

quand les deux spins appartiennent au même plan, et à J⊥ quand ils sont dans des
plans différents. Cet hamiltonien est invariant sous les transformations du groupe O(N)
agissant sur les spins.

Si J‖ < 0, l’interaction est ferromagnétique au sein de chaque plan. Le système subit
alors une transition de phase à une certaine température, et dans la phase ordonnée

1Cela est justifié car nous étudierons ce système à température finie. En effet, assez proche de
la transition, les spins, intrinsèquement quantiques, ont alors un comportement classique à grande
distance.

7
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I.1.2 Modèle O(N) × O(2) effectif

La physique à grande distance du modèle STA (dont les spins Si sont de norme fixe)
peut être décrite par des champs ϕ dont la norme peut fluctuer et un hamiltonien
possédant une symétrie O(N) × O(2) dans un espace continu. Mark Yosefin et Eytan
Domany [63] sont les premiers à l’avoir remarqué et à en proposer une démonstration,
celle-ci est basée sur une transformation d’Hubbard-Stratonovitch puis un dévelop-
pement autour des deux minima de l’interaction dans l’espace de Fourier (« points
d’instabilité »), cette démonstration est détaillée dans la thèse [64]. Nous n’entrerons
pas ici dans ce détail et présenterons une façon de le montrer (il y en a plusieurs) plus
rapide basée sur des considérations de symétrie [65].

Dans la phase ordonnée, la valeur moyenne des spins peut s’écrire

〈Si〉 = a cos(Q · ri + θ) + b sin(Q · ri + θ) (I.1.2)

où a et b sont deux vecteurs orthogonaux de même norme (égale à la norme des spins
dans l’état fondamental) et Q = (4π/3, 0, 0) est le vecteur d’onde de la densité de spin.
Nous avons pris la distance entre spins plus proches voisins comme longueur unité. La
physique à grande distance peut donc être décrite par deux champs ϕ1 et ϕ2 possédant
chacun N composantes tels que 〈ϕ1〉 = a et 〈ϕ2〉 = b.

L’invariance O(N) de l’hamiltonien Hlat I.1.1 se reflète nécessairement sur ϕ1 et
ϕ2. Donc l’hamiltonien H de basse énergie que nous cherchons doit être invariant sous
les transformations {

ϕ′
1 = Rϕ1

ϕ′
2 = Rϕ2

(I.1.3)

où R est une matrice appartenant à O(N). De plus, le choix de θ et les signes devant a
et b dans (I.1.2) sont arbitraires. Donc H doit également être invariant sous les trans-
formations θ → θ ± α et b → −b dans (I.1.2). Cela est équivalent à la transformation

{
ϕ′

1 = cosαϕ1 − sinαϕ2

ϕ′
2 = ± (sinαϕ1 + cosαϕ2)

(I.1.4)

qui est une transformation du groupe O(2). Cela revient à dire que ϕ1 et ϕ2 jouent un
rôle symétrique. Le groupe de symétrie G de l’hamiltonien H est donc O(N) × O(2).

À partir de ϕ1 et ϕ2, nous ne pouvons former que deux invariants O(N) × O(2)
indépendants (comme prouvé dans l’annexe B de l’article [66]) :





ρ =
1
2

(ϕ2
1 +ϕ2

2)

τ =
1
4

(ϕ2
1 −ϕ2

2)2 + (ϕ1 ·ϕ2)2.
(I.1.5)

L’hamiltonien, décrivant la physique de basse énergie du modèle STA est donc, à l’ordre
le plus bas en dérivées et quartique en champs 3,

H =
∫
d3x

{
1
2

[
(∇ϕ1)2 + (∇ϕ2)2

]
+ rρ+

λ1

2
ρ2 +

λ2

2
τ

}
. (I.1.6)

3Les termes qu’on ne prend pas en compte sont non-pertinents au sens du groupe de renormalisation
(voir chapitre II).
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La norme de l’impulsion p des champs ϕ1 et ϕ2 est limitée par une coupure ultra-
violette Λ 4. L’existence d’un état fondamental pour cet hamiltonien nécessite λ1 > 0
et λ1 + λ2 > 0 (cela revient à une condition de stabilité). La procédure de Hubbard-
Stratonovitch permet de montrer que λ2 est nécessairement strictement positif [64]5.
Cela implique ϕ1 et ϕ2 orthogonaux et de même norme dans la phase ordonnée (c’est-à-
dire τ = 0), c’est bien ce que l’on veut pour pouvoir décrire l’ordre à basse température
dans le modèle STA. La phase ordonnée est donc décrite par ρ = ρ0 6= 0 et τ = 0, et la
phase désordonnée par ρ = τ = 0 6. Si λ2 était négatif, ϕ1 et ϕ2 seraient colinéaires et
les spins pointeraient dans le même direction. Quand λ2 = 0, on retrouve l’hamiltonien
du modèle O(2N). Notons que la dimension critique supérieure 7 de cet hamiltonien
est 4, et la dimension critique inférieure est 2 8.

Le réseau triangulaire possède un groupe de symétrie discret9, noté C3v. Cette sy-
métrie consiste à faire une rotation des sites au sein d’un plaquette sans changer l’orien-
tation des spins. La méthode basée sur la transformation d’Hubbard-Stratonovitch per-
met de se rendre compte que la symétrie O(2) provient en fait de cette symétrie C3v

qui est élargie quand on ne prend pas en compte les termes d’ordre supérieur à quatre
en puissances des champs dans l’hamiltonien (I.1.6) 10. Pour la plupart des systèmes,
les symétries du réseau ne sont en général pas évoquées, car elles n’interviennent pas
dans le schéma de brisure de symétrie, autrement dit l’état fondamental est invariant
sous ces symétries. Ici, c’est différent, comme nous allons le voir.

I.1.3 Schéma de brisure

Il est utile de rassembler les champs ϕ1 et ϕ2 dans une matrice rectangulaire N × 2

Φ = (ϕ1,ϕ2) . (I.1.7)

L’hamiltonien (I.1.6) se réécrit alors

H =
∫
d3x

{
1
2

Tr
(
∇

tΦ∇Φ
)

+ rTr
(

tΦΦ
)

+
λ1

2
Tr
(

tΦΦ
)2

+
λ2

4
Tr
(

tΦΦ − Tr
(

tΦΦ
)
✶/2

)2
}
.

(I.1.8)

4Celle-ci provient du réseau sous-jacent à la dérivation de cet hamiltonien. En effet, les variations
les plus rapides de ϕ1 et ϕ2 s’opèrent à l’échelle de la distance entre deux spins, donc Λ est de l’ordre
de l’inverse de cette distance.

5À partir de maintenant, nous ferons référence à cet hamiltonien par l’expression « modèle O(N) ×
O(2) », et nous supposerons implicitement que λ1 > 0 et λ2 > 0.

6ρ et τ sont définis ici à partir de l’équation (I.1.5) dans laquelle on a remplacé ϕ1 et ϕ2 par 〈ϕ1〉
et 〈ϕ2〉.

7Dimension au-dessus de laquelle le champ moyen donne des résultats exacts pour les exposants
critiques.

8Dimension au-dessous de laquelle la transition de phase n’existe plus.
9Certaines opérations de translation sont aussi des symétries de ce réseau, mais elles ne sont a

priori pas pertinentes car on élargit à toutes les translations de l’espace quand on passe au modèle
continu (I.1.6).

10Ces termes sont non-pertinents au sens du groupe de renormalisation autour du point fixe gaussien
(voir chapitre II).



I.1. Antiferroaimant sur réseau triangulaire 11

Nous pouvons montrer que cet hamiltonien est invariant sous la transformation

Φ′ = RΦ où R ∈ O(N) (I.1.9)

ainsi que sous la transformation

Φ′ = ΦU où U ∈ O(2). (I.1.10)

Nous retrouvons donc bien la symétrie O(N) × O(2) que nous venons de voir.
Pour trouver le schéma de brisure, il faut maintenant déterminer quelles opérations de
symétrie O(N) × O(2) laissent inchangé l’état fondamental. Ce dernier est défini par
ϕ1 et ϕ2 uniformes, orthogonaux et de même norme. Nous choisissons une certaine
configuration uniforme des champs satisfaisant à cette contrainte :

Φ0 =




ϕ0 0
0 ϕ0

0 0
...

...
0 0




(I.1.11)

où ϕ0 ∈ R. Nous remarquons que



0 0
0 0

0 . . . 0
0 . . . 0

0 0
...

...
0 0

S




Φ0 = Φ0 où S ∈ O(N − 2) (I.1.12)

ainsi que 


V
−1 0 . . . 0

0 . . . 0
0 0
...

...
0 0

1 0
. . .

0 1




Φ0V = Φ0 où V ∈ O(2). (I.1.13)

Cette dernière symétrie appartient au groupe nommé O(2)diag.. Donc l’état fondamen-
tal est invariant sous les transformations du groupe O(N − 2) × O(2)diag.. Ainsi le
schéma de brisure des antiferroaimants sur réseau triangulaire est O(N) × O(2) →
O(N − 2) × O(2)diag.. Donc, en soustrayant le nombre de générateurs de O(N − 2) ×
O(2)diag. du nombre de générateurs de O(N) × O(2), nous pouvons savoir qu’il y a
2N − 3 modes de Goldstone dans la phase ordonnée. Par ailleurs l’espace du para-
mètre d’ordre est

O(N) × O(2)
O(N − 2) × O(2)diag.

(I.1.14)

qui est isomorphe à SO(3) pour N = 3 et SO(2) × Z2 pour N = 2.
Quand N = 3, et comme O(1) s’assimile à Z2

11, on remarque que la symétrie de
rotation dans l’espace des spins SO(3) est entièrement brisée dans l’état fondamental

11O(0) s’assimile lui au groupe trivial ✶.
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(tout comme la symétrie O(2)). Cela est différent du modèle O(3) dans lequel la sy-
métrie SO(3) est simplement brisée jusqu’à une symétrie SO(2) (l’état fondamental de
spins colinéaires est invariant sous les transformations de ce groupe).

I.1.4 Résultats expérimentaux et numériques

Nous résumons dans cette partie les observations expérimentales et numériques concer-
nant le modèle STA. Commençons par les réalisations expérimentales. L’enjeu principal
est évidemment d’obtenir des matériaux qui puissent être décrits par le modèle STA et
les plus purs possible, autrement dit avec le moins de désordre. On en est maintenant
capable depuis quelques années. Autre difficulté, dans beaucoup de ces matériaux, une
différence entre l’interaction entre plus proches voisins au sein d’un plan et celle entre
différents plans engendre une anisotropie de l’espace. Mais, à assez basse température,
l’isotropie est généralement restaurée.

Il existe aussi une anisotropie de l’orientation des spins provenant d’un couplage
entre les spins et le cristal. Celle-ci tend à confiner les spins dans les plans (matériaux
de type XY) ou bien perpendiculairement aux plans (type Ising). Les matériaux de
type XY (CsMnBr3, CsCuCl3, CsNiCl3 et CsMnI3 en sont des exemples) peuvent être
décrits par un modèle STA avec des spins à deux composantes.

On ne connait pas de matériaux qui, pour toute température, peuvent être décrits
par le modèle STA avec N = 3. Néanmoins pour certains de type Ising (comme VCl2
et VBr2) l’anisotropie dans l’espace des spins devient non-pertinente dans une certaine
plage de températures. Pour d’autres de type Ising (comme CsNiCl3 et CsMnI3) placés
dans un champ magnétique, il est possible d’annuler l’effet de l’anisotropie en ajustant
le champ magnétique pour la compenser exactement. Enfin, il est également possible
de faire des alliages très précis en trouvant la bonne proportion d’atomes favorisant
les anisotropies de type Ising et de type XY afin qu’elles s’annulent l’une l’autre pour
avoir un système isotrope. C’est le cas de CsMn(Br0.19I0.81)3.

La question principale qui se pose sur ces matériaux est reliée à la nature de la
transition de phase (premier ou second ordre). En effet, toutes les expériences qui ont
été réalisées ont trouvé des comportements en loi de puissance caractéristiques d’une
transition du second ordre. Les exposants critiques mesurés ne sont pas les mêmes que
ceux du modèle O(N). Cela pourrait signifier que la transition de phase du modèle
STA est (pour certaines valeurs des paramètres) du second ordre et appartient à une
autre classe d’universalité que celle du modèle O(N).

Cependant, certaines observations sur des matériaux décrits par le modèle STA
avec N = 2 ou 3 (voir [67, 66] pour des revues sur ce thème en particulier) contre-
disent ce scénario. En effet, si on suppose que la transition est du second ordre, on peut
alors utiliser les lois d’échelle reliant les exposants critiques. En particulier η = 2β/ν−1
permet d’obtenir η. Pour beaucoup de matériaux, la dimension anormale est négative,
ce qui est impossible pour une théorie des champs unitaire [66, 68]. Enfin, pour cer-
tains matériaux, la loi d’échelle γ+ 2β−νd = 0 n’est pas vérifiée. La quasi-totalité des
matériaux étudiés, et supposés être décrits par le modèle STA avec N = 2 ou 3, ne res-
pectent pas soit η > 0, soit une loi d’échelle. De plus, chose qui s’avère très importante
dans le cadre de cette thèse, les exposants critiques mesurés varient d’un matériau à
l’autre. Ainsi, bien que les comportements en loi de puissance fassent penser à une
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transition du second ordre, on n’observe pas d’universalité, caractéristique pourtant
essentielle de ce type de transition.

Ces observations pourraient signifier que la transition est faiblement du premier
ordre, c’est-à-dire avec une longueur de corrélation à la transition finie mais très grande
devant la maille du réseau. Le fait que la finitude de la longueur de corrélation à la
transition ne soit pas observée viendrait du manque de résolution expérimentale. Les
exposants mesurés seraient ce que l’on appelle des « exposants pseudo-critiques ».

Certains matériaux présentent à basse température une structure magnétique hé-
licoïdale, on les appelle les « hélimagnétiques ». Ils sont également décrits par l’hamil-
tonien (I.1.6) avec N = 2 (cet hamiltonien avec N = 3 ne peut pas décrire ce type
de matériaux). Des observations similaires à celles que nous venons de décrire ont été
faites [69]. Notons aussi que la transition entre les phase normale et superfluide A1 de
l’hélium 3 est aussi décrite par cet hamiltonien. Malheureusement la région critique est
trop étroite pour que l’on puisse obtenir expérimentalement des exposants critiques et
donc également conclure sur la nature de la transition.

De nombreuses simulations numériques Monte Carlo sur le modèle STA et sur le
modèle O(N) × O(2) (sur réseau) pour N = 2 et 3 ont été effectuées. Les résultats
les plus récents [70, 71, 72, 73, 74, 75] montrent que, pour différentes gammes de
paramètres des hamiltoniens, la transition est objectivement faiblement du premier
ordre. De plus elle est plus faiblement du premier ordre (plus grande longueur de
corrélation à la transition) pour N = 3 que pour N = 2. Seule une simulation sur le
modèle O(2) × O(2) a permis de mettre en évidence des valeurs des paramètres (avec
λ2/λ1 assez petit) pour lesquelles la transition semble être du second ordre [76] (nous
parlerons de nouveau de cette simulation dans la partie III.3). Notons que ce genre
d’études souffre d’un problème lié à la taille finie du système simulé. En effet cette
taille est plus petite que la longueur de corrélation à la transition, on peut conclure à
tord que la transition est du second ordre.

La question essentielle que l’on se pose ici est celle de l’ordre de la transition pour
les modèles STA et O(N)×O(2). On se demande s’il existe des valeurs des paramètres
pour lesquelles la transition est du second ordre12. Ce n’est pas parce qu’elle est du
premier ordre (ou du second) pour certaines valeurs de paramètres qu’elle l’est pour
toutes 13. Au vu de la quantité de simulations numériques réalisées sur le modèle STA,
il est assez improbable qu’une transition du second ordre existe pour ce modèle. En
revanche, pour le modèle O(N) × O(2), la question reste ouverte (notamment à cause
des résultats de l’article [76]).

I.1.5 Résultats théoriques

Ces quarante dernières années ont vu de nombreux travaux théoriques sur le modèle
O(N)×O(2). Les toutes premières études [77, 78] ont été réalisées en 1976 et 1977 dans
le cadre de l’étude des transitions de phase dans l’hélium 3. En effet, les auteurs ont

12Cela est équivalent à se poser la question de l’existence d’un point fixe stable dans les équations
de flot de renormalisation (voir chapitre II).

13Nous verrons dans la partie II.3.3 un modèle, ayant une symétrie Z2 en dimension 3, dont la
transition peut être du premier ordre (pour certaines valeurs des paramètres). Le système n’est alors
pas dans le bassin d’attraction du point fixe Wilson-Fisher du modèle ϕ4.
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montré qu’elles peuvent être étudiées par le modèle O(3) × O(2). Puis plusieurs études
[79, 80, 81] ont montré que les hélimagnétiques peuvent être décrits par le modèle
O(2) × O(2).

L’ensemble de ces travaux a montré que le champ moyen appliqué à l’hamiltonien
(I.1.6) prédit une transition de phase du second ordre quelque soit λ1 et λ2 positifs. En
effet, ρ0 calculé par le champ moyen ne subit pas de discontinuité à la transition. La
théorie à grand N [77] prédit également une transition du second ordre. Puis, ils ont
montré que lorsqu’on ajoute les fluctuations au-delà du champ moyen, il restait une
transition du second ordre uniquement pour N > Nc(d), où Nc(d) est une fonction de
d, la dimension de l’espace. Au-dessous de Nc(d), la transition est du premier ordre
à cause des fluctuations. Le groupe de renormalisation à l’ordre d’une boucle prédit,
pour d . 4,

Nc(d) ∼ 21.8 − 23.4ǫ+O(ǫ2) (I.1.15)

où ǫ = 4 − d. On remarque que la correction à la dimension 4 est grande pour ǫ = 1,
donc il ne parait pas réaliste d’obtenir un résultat correct pour d = 3 (la dimension
physique, celle qui nous intéresse) sans calculer les contributions des ordres suivants
du groupe de renormalisation.

En 1985, Mark Yosefin et Eytan Domany ont montré [63], comme nous l’avons
fait précédemment, que le modèle STA avec N = 2 peut être décrit par le modèle
O(2) × O(2). Ce résultat a été étendu par la suite à tout N [82, 83, 84, 65]. Ces études
ont également fait un état des lieux du sujet en faisant le lien avec les hélimagnétiques
et en réutilisant le groupe de renormalisation perturbatif à une boucle et la théorie à
grand N .

L’approximation LPA de la version Wilson-Polchinski du groupe de renormalisation
non-perturbatif 14 a été appliquée au modèle O(N) × O(2) dès 1993 par Gil Zumbach
[85, 86, 87]. La principale conclusion est que Nc(d = 3) ∼ 4.7. Dans les cas intéressants
(N = 2 ou 3), la transition est donc du premier ordre. La transition peut être faiblement
du premier ordre pour N = 3. En revanche, pour N = 2, la transition est prédite être
simplement du premier ordre et sans comportement en loi de puissance.

Les travaux de Gil Zumbach ont été améliorés par Matthieu Tissier, Bertrand
Delamotte et Dominique Mouhanna [88, 89, 69, 90] dans les années 2000. Nous verrons
que leur approche est très similaire à la notre, elle est basée sur une version du groupe
de renormalisation non-perturbative due à Christof Wetterich. Ces études ont tout
d’abord fourni un cadre général qui a permis de retrouver les résultats à grand N et
ceux proches de la dimension 4. De plus, les auteurs ont obtenu Nc(d = 3) ≃ 5.4 et une
transition faiblement du premier ordre aussi bien pour N = 3 que pour N = 2 (ce qui
semble plus proche des expériences que les résultats obtenus par Gil Zumbach). Enfin,
les exposants pseudo-critiques sont compatibles avec ceux trouvés expérimentalement
et numériquement (pour les modèles STA et O(N) × O(2)). Mais étant donné que le
modèle O(N) × O(2) ne décrit les matériaux que de façon effective, il est difficile de
le relier à la réalité microscopique et donc de comparer quantitativement ces résultats
avec les expériences.

De nombreuses études du modèle O(N)×O(2) utilisant le groupe de renormalisation
perturbatif se sont penchées sur la question de l’ordre de la transition. Les résultats sont

14Cette version est proche de celle présentée par l’équation (II.1.5).



I.1. Antiferroaimant sur réseau triangulaire 15

contradictoires. Tout d’abord, le groupe de renormalisation avec un développement à
5 boucles en ǫ [91] (à partir du schéma de soustraction minimale) donne Nc(d =
3) = 6.1(6). De même le groupe de renormalisation avec un pseudo-développement à
6 boucles en ǫ [91, 92] (à partir du schéma massif à impulsion nulle) prédit Nc(d =
3) = 6.22(12) et Nc(d = 3) = 6.23(21). Ces résultats sont proches de ceux trouvés par
le groupe de renormalisation non-perturbatif.

En revanche, le groupe de renormalisation sans développement en ǫ, c’est-à-dire
directement en dimension 3, ne donne pas du tout le même genre de résultats [93, 94,
95, 96, 76]. En effet, le schéma massif à impulsion nulle à 6 boucles [96] trouve une
transition du second ordre pour N au-dessus de 6.4(4) et au-dessous de 5.7(3). Entre
ces deux valeurs, la transition est du premier ordre. En ce qui concerne le schéma
de soustraction minimale à 5 boucles [76], celui-ci trouve une transition du second
ordre pour toute valeur de N (supérieure ou égale à 2). Ces deux approches sans
développement en ǫ prévoient donc une transition du second ordre pour N = 2 et 3,
et fournissent une courbe Nc(d) non-monotone. Elles prédisent des valeurs pour les
exposants critiques (par exemple ν = 0.57(3) pour N = 2 et ν = 0.55(3) pour N =
3 [94]). Notons que ces valeurs ne sont pas toutes en accord avec celles mesurées
expérimentalement sur des matériaux décrits par le modèle STA [66].

Ces derniers résultats ont été réexaminés et critiqués [97, 98, 99] en particulier
à cause de la procédure de resommation utilisée. Les résultats dépendent en effet de
certains paramètres de resommation qui ne devraient pas les influencer, et le dévelop-
pement en boucles ne permet pas d’obtenir des quantités critiques convergées.

Pour finir, mentionnons également de récentes études basées sur une approche
non-perturbative : le « bootstrap » conforme. Le modèle d’Ising à 3 dimensions a par
exemple été récemment étudié par cette approche et les meilleures estimations des ex-
posants critiques, connues à ce jour, ont été obtenues [100, 101]. Cette méthode n’est
basée sur aucun développement quelconque et donc ne souffre pas a priori de problèmes
de convergence ou de resommation. Yu Nakayama et Tomoki Ohtsuki affirment alors
trouver une transition du second ordre pour le modèle O(N) × O(2) avec N = 2 et 3
[102, 103]. Et les exposants trouvés coïncident très bien avec ceux du groupe de re-
normalisation en dimension fixée. Néanmoins cette approche trouve un seul point fixe
des équations du groupe de renormalisation pour λ1 et λ2 positifs alors que toutes les
approches dont nous venons de parler en trouvent deux (nous le verrons dans la partie
III.3). De plus, cette méthode semble supposer l’invariance d’échelle, c’est-à-dire l’exis-
tence même d’une transition du second ordre, ce qui est justement l’objet de désaccord
avec les autres approches théoriques. Il faudrait s’assurer qu’il n’y a pas là une forme
de prophétie auto-réalisatrice [90].

Cette partie a donc mis en lumière une controverse sur l’existence d’une transition
du second ordre dans le modèle O(N) × O(2) pour N = 2 et 3. Nous allons voir que
cette controverse pourrait être résolue par une simulation du modèle O(N) × O(2) par
des gaz d’atomes froids.
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I.2 Gaz de bosons spinoriels

Nous consacrerons cette partie aux gaz de bosons spinoriels, plus particulièrement aux
gaz de bosons de spin 1. Nous dériverons l’hamiltonien qui permet, sous certaines
conditions (dont nous discuterons de la faisabilité expérimentale), d’étudier la transi-
tion superfluide à température finie dans ces systèmes. Nous verrons qu’il est identique
à celui du modèle classique O(N)×O(2) avec N = 3. Ceci constitue le premier résultat
important de cette thèse.

I.2.1 Dérivation de l’hamiltonien

Ainsi considérons à partir de maintenant un gaz de bosons de spin f = 1, de masse
M , dans un espace continu, sans potentiel extérieur et sans champ magnétique. L’ha-
miltonien d’un tel système a été dérivé pour la première fois en 1998 [104, 105]. Ce
système est décrit par un opérateur champ ψ̂m(x) qui correspond à l’annihilation d’un
boson au point x dans l’état de spin |f,m〉. m correspond à la projection du spin sur
l’axe z, c’est un nombre entier compris entre −f et f .

Les opérateurs ψ̂m(x) vérifient les relations de commutation bosoniques





[
ψ̂m(x), ψ̂†

m′(x′)
]

= δm,m′δ(x − x′)
[
ψ̂m(x), ψ̂m′(x′)

]
=
[
ψ̂†

m(x), ψ̂†
m′(x′)

]
= 0.

(I.2.1)

La partie cinétique de l’hamiltonien du système est alors

Ĥ0 =
∫
d3x

f∑

m=−f

ψ̂†
m

(
− ∇

2

2M
− µ

)
ψ̂m (I.2.2)

où µ est le potentiel chimique.
Dans la suite, nous négligerons le couplage spin-orbite, ce qui a pour effet que le

spin total F d’une paire atomes est conservé durant une collision (de même pour le
moment cinétique orbital). Puis, nous supposerons que la densité du gaz est faible (nous
parlerons de « gaz dilué »), donc nous pourrons considérer des interactions uniquement
à deux corps. De plus, à basse énergie, les interactions ne se font que dans l’onde s
[51].

Pour des raisons de symétrie, l’interaction entre deux atomes ne peut pas se faire
avec un spin total F = 1. En effet, la fonction d’onde de deux bosons de spin 1 en
interaction est symétrique sous l’échange des deux bosons. Puisque l’interaction se fait
nécessairement dans l’onde s, la partie spatiale de la fonction d’onde est symétrique
également, donc la partie de spin doit l’être aussi, ce qui n’est pas le cas pour F = 1.
Autrement dit, les interactions dans l’onde s ne sont possibles que avec F = 0 ou 2.

En utilisant la conservation du spin total des paires durant les collisions, la partie
de l’hamiltonien due aux interactions peut s’écrire

Ĥint =
1
2

∫
d3x d3x′

[
v(0)(x,x′)P̂0(x,x′) + v(2)(x,x′)P̂2(x,x′)

]
(I.2.3)
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avec P̂F (x,x′) l’opérateur qui projette une paire d’atomes dans le sous-espace de spin
total égal à F et les localise en x et x′. P̂F peut s’écrire

P̂F (x,x′) =
F∑

M=−F

Â†
F,M(x,x′)ÂF,M(x,x′) (I.2.4)

où

ÂF,M(x,x′) =
1∑

m,m′=−1

〈F,M|1,m; 1,m′〉ψ̂m(x)ψ̂m′(x′) (I.2.5)

est l’opérateur qui annihile une paire de bosons dans l’état de spin |F,M〉 (de spin
total F et dont la projection sur l’axe z vaut M) localisée en x et x′. Nous avons noté
|1,m; 1,m′〉 l’état de spin de deux bosons dont les projections des spins sur l’axe z
vaut m et m′ 15. Notons que 〈F,M|1,m; 1,m′〉 est tout simplement un coefficient de
Clebsch-Gordan.

Le régime de basse énergie est défini par Ma2
FT,Ma2

Fµ ≪ 1 (pour F = 0 ou 2),
où aF est la longueur de diffusion dans le canal de spin total F et dans l’onde s.
La physique dans ce régime est dite « universelle », car les quantités physiques (par
exemple les grandeurs thermodynamiques, les amplitudes de diffusion ou encore la
longueur de corrélation) sont indépendantes du détail du potentiel d’interaction et ne
dépendent que de trois caractéristiques du gaz : la masse M des bosons et les longueurs
de diffusion a0 et a2 (qui peuvent être mesurées expérimentalement [51]). Nous pouvons
alors considérer un hamiltonien modèle dans lequel le potentiel d’interaction v(F )(x,x′)
est remplacé par un potentiel de contact

v(F )(x,x′) = gF δ(x − x′) (I.2.6)

où gF est une constante quantifiant la force de l’interaction dans le canal de spin
total F . Il est alors nécessaire d’introduire une coupure ultra-violette Λ de l’ordre de
l’inverse de avdW, la portée du potentiel d’interaction réel. Cette longueur est appelée
« longueur de van der Waals » et est de l’ordre de quelques nanomètres. Dans le cadre
de ce modèle d’interactions locales, les longueurs de diffusion aF sont des fonctions de
gF et de Λ. Les quantités physiques, exprimées en fonction de aF , ne dépendent ni de
gF ni de Λ explicitement.

Il est ensuite judicieux de changer de base. Au lieu d’utiliser la base {|1,m〉}, nous
allons utiliser la base cartésienne définie par





|1, x〉 = − 1√
2

(|1, 1〉 − |1,−1〉)

|1, y〉 =
i√
2

(|1, 1〉 + |1,−1〉)

|1, z〉 = |1, 0〉.

(I.2.7)

Nous remarquons alors que Fα|1, α〉 = 0 pour α = x, y, z, de plus cela permet au
vecteur ψ̂ = t(ψ̂x, ψ̂y, ψ̂z) de se transformer comme un vecteur sous les rotations dans
l’espace des spins 16.

15C’est l’état propre des opérateurs F̂2
1,F̂2

2,F̂1,z et F̂2,z.
16Pour une rotation d’angle θ autour de l’axe u, ψ̂′ = R̂(θ,u)ψ̂R̂(θ,u)† où R̂(θ,u) = exp(−iθF̂ · u).

Le choix de la base cartésienne permet d’avoir ψ̂′
α =

∑
β

R(θ,u)α,βψ̂β où R ∈ SO(3) la matrice de
rotation d’angle θ autour de l’axe u.
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Nous calculons alors les coefficients de Clebsch-Gordan et obtenons




Â†
0,0Â0,0 =

1
3

(ψ̂† · ψ̂†)(ψ̂ · ψ̂)

2∑

M=−2

Â†
2,MÂ2,M = : (ψ̂† · ψ̂)2 : −1

3
(ψ̂† · ψ̂†)(ψ̂ · ψ̂)

(I.2.8)

où nous avons omis les dépendances en coordonnées spatiales : ÂF,M = ÂF,M(x,x) et
ψ̂ = ψ̂(x). Ce qui est entre « : » est pris dans l’ordre normal (les champs avec † avant
ceux sans). Ainsi l’hamiltonien décrivant ce système est

Ĥ =
∫
d3x

[
ψ̂† ·

(
− ∇

2

2M
− µ

)
ψ̂ +

g2

2
: (ψ̂† · ψ̂)2 :

+
g0 − g2

6
(ψ̂† · ψ̂†)(ψ̂ · ψ̂)

] (I.2.9)

où la coupure ultra-violette est de l’ordre de a−1
vdW.

Nous pouvons mentionner aussi le fait que dans la base {|1,m〉}, cet hamiltonien
s’écrit

Ĥ =
∫
d3r

[
∑

m

ψ̂†
m

(
− ∇

2

2M
− µ

)
ψ̂m

+
c0

2
:

(
∑

m

ψ̂†
mψ̂m

)2

: +
c2

2
:



∑

m,m′

ψ̂†
mF̂m,m′ψ̂m′




2

:




(I.2.10)

où F̂ = t(F̂x, F̂y, F̂z) sont les matrices de spin 1, c0 = (g0 + 2g2)/3 et c2 = (g2 − g0)/3.
Cela permet de se rendre compte qu’il y a une interaction type densité-densité, et une
de type spin-spin.

Cet hamiltonien est invariant sous les transformations




ψ̂′ = Rψ̂ où R ∈ O(3)

ψ̂′ = eiθψ̂ où θ ∈ R

ψ̂′ = ψ̂†

(I.2.11)

où R et θ sont indépendants de x et τ . La première symétrie correspond à la rotation
et à l’inversion dans l’espace des spins O(3), la deuxième à la transformation globale
de jauge U(1), et la troisième au renversement du temps Θ (qui peut s’écrire aussi
ψ̂′

m = (−1)mψ̂†
−m) [106]. Ainsi le groupe de symétrie de l’hamiltonien (I.2.9) est O(3)×

U(1) × Θ (qui, si on écrit ψ = ϕ1 + iϕ2 où ϕ1 et ϕ2 sont des opérateurs réels, est
équivalent au groupe O(3) × O(2)). Si g0 = g2, la symétrie s’élargit à U(3).

Il est possible d’exprimer la fonction de partition du système Z comme une intégrale
fonctionnelle sur un champ classique ψ (ce n’est plus un opérateur) qui dépend toujours
de x mais aussi d’un temps imaginaire τ :

Z =
∫

ψ(†)(x,β)=ψ(†)(x,0)
Dψ†Dψe−S[ψ†,ψ] (I.2.12)
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où l’action S est définie par

S[ψ†,ψ] =
∫ β

0
dτ

∫
d3x

[
ψ† ·

(
∂τ − µ− ∇

2

2M

)
ψ

+
g2

2

(
ψ† ·ψ

)2
+
g0 − g2

6
|ψ ·ψ|2

]
.

(I.2.13)

I.2.2 Champ moyen

Dans l’approximation du champ moyen [104, 105], on considère que le champ ψ est
uniforme en espace et en temps imaginaire (ce qui revient à négliger les fluctuations).
On pose ψ =

√
n0χ où χ† · χ = 1 (n0 est la densité du condensat). Ainsi l’action

devient

S[ψ†,ψ] = βV

[
−µn0 +

g2

2
n2

0 +
g0 − g2

6
n2

0|χ · χ|2
]

(I.2.14)

où V est la taille du système. Deux cas se présentent à nous en fonction du signe de
g0 − g2.

Le premier cas, que nous ne traiterons pas dans cette thèse (car l’analogie avec les
antiferroaimants sur réseau triangulaire n’y existe pas), est celui pour lequel g2 > g0.
Dans ce cas la minimisation de (I.2.14) mène à |χ ·χ| = 1. L’état fondamental le plus
général est

ψ =
√
n0e

iθR




0
0
1


 où θ ∈ [0, 2π[ et R ∈ SO(3). (I.2.15)

Dans ce cas 〈ψ̂〉 = ψ = t(0, 0, 1)
√
n0, et 〈∑m,m′ ψ̂∗

mF̂m,m′ψ̂m′〉 = 0. On parle de « phase
polaire » 17.

Le deuxième cas est celui que nous étudierons par la suite, il correspond à g0 > g2.
La minimisation de (I.2.14) mène à |χ · χ| = 0. L’état fondamental le plus général est

ψ =
√
n0

2
R




1
i
0


 où R ∈ SO(3). (I.2.16)

On peut aussi multiplier t(1, i, 0) par eiθ, mais cela est équivalent à une rotation d’angle
−θ autour de l’axe z. Nous retrouvons la symétrie SO(3) du paramètre d’ordre dans
le modèle O(3) × O(2) que nous avons vu dans la partie I.1.3. Dans ce cas 〈ψ̂〉 = ψ,
et 〈∑m,m′ ψ̂∗

mF̂m,m′ψ̂m′〉 = n0R
t(0, 0, 1). On parle de « phase ferromagnétique », que

nous appellerons de façon plus claire « phase ferromagnétique condensée » 18.
Dans les deux phases ordonnées, les symétries U(1) et SO(3) sont toutes les deux

brisées. Les bosons sont donc condensés et avec un ordre magnétique.

17Dans l’état ψ = t(0, 0, 1)
√
n0, les bosons sont tous condensés dans l’état de spin |1, 0〉. Ils peuvent

également être tous condensés équitablement dans les états |1, 1〉 et |1,−1〉 sans qu’il n’y en ait dans
l’état |1, 0〉. De façon générale dans la phase polaire, le nombre de bosons condensés dans |1, 1〉 est égal
à celui dans l’état |1,−1〉.

18Dans l’état ψ = t(1, i, 0)
√
n0, les bosons sont tous condensés dans l’état de spin |1,−1〉.



20 Chapitre I. Deux systèmes physiques différents décrits par la même théorie

I.2.3 Théorie classique équivalente

Il est possible de se ramener à une théorie classique [107, 108] qui permet d’étudier
(dans une certaine mesure que nous allons discuter) la transition entre la phase normale
et la phase ferromagnétique condensée. Cela peut être fait en intégrant les fluctuations
ayant des impulsions plus grandes que l’inverse de la longueur d’onde thermique de de
Broglie λdB = (2π/MT )1/2 (plus précisément entre a−1

vdW et λ−1
dB). Pour les impulsions

plus grandes que λ−1
dB, ce sont les fluctuations quantiques qui dominent la physique. En

revanche, en dessous de λ−1
dB, le comportement du système est entièrement classique.

Cela peut se comprendre par le fait que le nombre de bosons avec une impulsion p telle
que |p| ≪ λ−1

dB, donné par la distribution de Bose-Einstein, est beaucoup plus grand
que 1. Nous schématisons la procédure d’intégration sur le figure I.2.

a−1
VdW0 pµ λ−1

T a−1
F

|p|

Fig. I.2 : Intégration des fluctuations ayant des impulsions plus grandes que λ−1
dB. La

partie hachurée est celle que nous avons intégrée, cela correspond aux degrés de liberté
intrinsèquement quantiques. Ceux de la partie non-hachurée ont un comportement
classique. pµ =

√
2Mµ correspond à l’échelle d’impulsion associée au potentiel chi-

mique.

Lorsque l’on intègre les fluctuations ayant des impulsions comprises entre a−1
vdW

et λ−1
dB, et à condition que l’on se situe dans le régime de basse énergie, c’est-à-dire

Ma2
Fµ,Ma2

FT ≪ 1, la constante d’interaction gF évolue et tend vers 4πaF /M . Nous
verrons ultérieurement (partie II.3.2) comment le groupe de renormalisation permet
de faire explicitement cette intégration.

On obtient ainsi un hamiltonien classique

H[ψ†,ψ] = β

∫
d3x

[
1

2M
|∇ψ|2 − µ′|ψ|2 +

4π
M

(
a2

2
|ψ|4 +

a0 − a2

6
|ψ ·ψ|2

)]
(I.2.17)

où µ′ est un potentiel chimique renormalisé par les fluctuations quantiques. L’expres-
sion précise de µ′ n’est pas importante pour la suite. Cette procédure d’intégration fait
également apparaître de nouveaux termes d’ordre plus élevé (par exemple |ψ|6) dans
l’hamiltonien (I.2.17). Mais ces termes font intervenir des puissances de an1/3 (où n
est la densité du gaz), nous pouvons donc les négliger à basse densité.

Cet hamiltonien classique possède une nouvelle coupure ultra-violette Λ qui est
de l’ordre de λ−1

dB. Ce n’est pas une égalité stricte car le changement de régime quan-
tique/classique que nous venons de décrire est en réalité un passage doux. Ainsi en
prenant gF strictement égal à 4πaF /M dans l’hamiltonien classique, nous ne connais-
sons pas précisément la valeur de Λ. Nous verrons que nos résultats dépendront peu
du choix de cette valeur, et proposerons une approche, directement à partir de l’ac-
tion quantique (I.2.13), qui permettra d’éliminer presque totalement la dépendance
des résultats en Λ.

L’hamiltonien (I.2.17) peut être utilisé pour calculer les quantités physiques qui ne
dépendent pas des degrés de liberté d’impulsions plus grandes que λ−1

dB, en particulier
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la différence entre la température de transition réelle Tc et celle de condensation de
Bose-Einstein d’un gaz sans interaction T 0

c [109]

T 0
c =

2π
M

(
n

3ζ(3/2)

)2/3

(I.2.18)

qui s’écrit aussi selon la théorie Hartree-Fock

T 0
c =

2π
M

(
3Mµ

8πζ(3/2)(a0 + 5a2)

)2/3

. (I.2.19)

Nous détaillerons cette différence de température pour les bosons de spin 0 dans la
partie II.3.2. Pour la justification sur l’utilisation d’un tel hamiltonien classique à
basse énergie, nous conseillons les notes de conférence [110].

I.2.4 Possibilité d’une transition ferromagnétique sans condensation

De nombreux travaux ont étudié la possibilité que le schéma de brisure des symétries
ne soit pas celui prédit par le champ moyen. En effet, l’interaction dépendant des spins
dans (I.2.10) pourrait favoriser la présence d’une phase purement ferromagnétique (sans
condensation) au-dessus de la phase ferromagnétique condensée [111, 112, 113, 114] à
partir du moment où c2 < 0 (c’est-à-dire g0 > g2, ce qui est vérifié dans la phase
ferromagnétique condensée). Mais une étude plus récente [115] montre que les effets
d’interactions d’échange défavorisent le ferromagnétisme. Par un calcul réalisé dans
l’approximation de la phase aléatoire, les auteurs trouvent que T 0

c est effectivement
plus basse que la température de transition ferromagnétique (sans condensation) Tf , à
condition seulement que c2/c0 < −1/3, c’est-à-dire à a0/a2 > 5/2. Le gaz d’atomes de
7Li respecte cette contrainte, donc il devrait y avoir une phase ferromagnétique avant
la condensation.

Plus précisément, l’approximation de la phase aléatoire prédit, à condition que la
transition entre la phase normale et la phase purement ferromagnétique soit du second
ordre, que Tf vérifie (dans la limite où aFn

1/3 ≪ 1)

Tf − T 0
c

T 0
c

= −α
(

1
3

+
a2 − a0

a0 + 2a2

)
(a0 + 2a2)n1/3 (I.2.20)

où
α =

8π
[3ζ(3/2)]4/3

≃ 1.61. (I.2.21)

Notons que pour obtenir ce résultat, nous avons fait le même calcul que celui de l’article
[115], mais n’avons pas obtenu exactement la même expression pour Tf − T 0

c /T
0
c (α est

divisé par 3 par rapport à celui de l’article, et a0 +2a2 remplace a0). Nous pensons qu’il
y a peut-être une erreur dans cet article (mais qui n’a pas d’influence sur la condition
c2/c0 < −1/3 que nous venons d’évoquer).

Nous ajoutons à ce résultat le fait que les interactions ont tendance à légèrement
augmenter la température de condensation Tc [107]. Pour quantifier cela, nous allons
nous inspirer du résultat pour les bosons de spin 0 (voir partie II.3.2). Nous supposons
donc que la transition entre la phase normale et la phase ferromagnétique condensée
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est du second ordre. Nous remplaçons la longueur de diffusion a des bosons de spin
0 par la combinaison (a0 + 5a2)/3 19 et la densité n par n/3 20. On a alors, à basse
densité,

(Tc − T 0
c )/T 0

c = β
a0 + 5a2

3

(
n

3

)1/3

. (I.2.22)

où β ≃ 1.32 [116].
Finalement, on trouve que Tf > Tc quand

α

(
1
3

+
a2 − a0

a0 + 2a2

)
(a0 + 2a2) +

β

34/3
(a0 + 5a2) < 0 (I.2.23)

qui est équivalent à
a0 > 5.48a2. (I.2.24)

Les gaz de 7Li (dont nous parlerons dans la prochaine partie) ne respectent pas cette
condition, donc Tf n’est pas plus grande que Tc

21. Néanmoins nous allons montrer
que la transition entre la phase normale et la phase ferromagnétique condensée est du
premier ordre22, ce qui invalide ces raisonnements (en particulier l’équation (I.2.22)).

Cette question a été étudiée expérimentalement [117]. Le ferromagnétisme est ob-
servé grâce à de l’imagerie in situ et la condensation par une analyse du temps de vol
des atomes. Malheureusement, la sensibilité des mesures et le contrôle de la tempé-
rature ne sont pas assez précis pour dire si les deux apparaissent en même temps ou
l’un après l’autre. La possibilité d’une transition ferromagnétique sans condensation
reste donc une question ouverte. Pour la suite, nous allons supposer que le schéma de
brisure est bien celui prédit par le champ moyen (c’est-à-dire d’une phase normale à
une phase ferromagnétique condensée).

I.2.5 Des réalisations physiques

Les atomes alcalins sont de bons candidats pour étudier les bosons de spin 1. En effet,
à faible champ magnétique, l’interaction hyperfine entre le moment cinétique total de
l’électron célibataire et le spin du noyau domine et engendre un état fondamental de
spin 1 23. En fonction de l’espèce chimique considérée, les propriétés de collision entre
les différents états hyperfins ne sont pas toujours favorables aux expériences utilisant
ces gaz. Les collisions peuvent par exemple engendrer un réchauffement du gaz et donc
des pertes atomiques, ou encore une compressibilité négative et donc un effondrement
du gaz. Cela conduit à un temps de vie du gaz trop court pour que l’on puisse étudier
le condensat.

19Car l’expression de T 0
c en fonction de µ pour les bosons de spin 0 est identique à celle pour les

bosons de spin 1 (I.2.19) à condition que a soit remplacé par (a0 + 5a2)/3.
20Car l’expression de T 0

c en fonction de n pour les bosons de spin 0 est identique à celle pour les
bosons de spin 1 (I.2.18) à condition que n soit remplacé par n/3.

21De plus, si on tenait compte des fluctuations au-delà de l’approximation de la phase aléatoire, elle
auraient a priori tendance à baisser Tf (voir la partie sur le magnétisme II.3.1).

22Il n’est pas non plus certain que la transition entre la phase normale et la phase purement ferro-
magnétique soit du second ordre. Cela est pourtant supposé dans le calcul de Tf dans l’approximation
de la phase aléatoire (I.2.20).

23Le numéro atomique étant impair pour les alcalins, le nombre de masse doit être impair pour que
l’alcalin considéré soit un boson.
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Néanmoins, certains atomes (avec a0 > a2) ont un temps de vie suffisant. 87Rb en
est un exemple, il a déjà été condensé [118, 119]. 41K et 7Li sont également de bons
candidats. Les longueurs de diffusion dans ces gaz ont été mesurées expérimentalement
([120] pour 87Rb, [121] pour 41K et [51] pour 7Li), nous reportons les valeurs dans le
tableau I.1.

Nous n’avons pas mis de potentiel extérieur dans l’hamiltonien décrivant le système.
En effet, nous ne pourrions pas faire les calculs présentés dans la suite. Or en réalité,
les atomes subissent les effets du piège optique 24. Cela entraîne une variation spatiale
de la densité du gaz sur une longueur caractéristique qui dépend du piège (de l’ordre
du µm).

La prise en compte théorique du piège se fait généralement au travers de l’ap-
proximation de la densité locale. Celle-ci revient à considérer que le gaz est localement
uniforme et que la présence du piège se traduit uniquement par une dépendance spa-
tiale de µ. Cela permet de faire certaines prédictions (en particulier pour l’équation
d’état) quand le système n’est pas proche de la transition. En revanche, pour les quan-
tités définies proches de la transition, cela s’avère beaucoup plus compliqué par le fait
que la longueur de corrélation devient plus grande que la longueur caractéristique sur
laquelle varie la densité. À titre d’exemple, l’observation du comportement en loi de
puissance de la longueur de corrélation en fonction de la température n’est pas aisée
[123, 124].

Néanmoins, de récents travaux, en particulier celui réalisé par Alexander L. Gaunt
et al. [125], montrent que le piège peut être quasi-uniforme. Lorsque les atomes ne sont
pas tout près des bords, ils ne sont pas donc influencés par le piège. Cela ouvre la
voie à l’étude expérimentale de façon précise des propriétés critiques prédites par des
travaux théoriques qui ne peuvent pas prendre en compte l’effet du piège.

Dans la suite, nous choisissons une densité à la transition

n = 11 × 1012 cm−3, (I.2.25)

en accord avec l’expérience de Alexander L. Gaunt et al. [125]. Cette densité est faible,
ce qui est nécessaire dans toute l’étude qui précède. Plus précisément aFn

1/3 est beau-
coup plus petit que 1 pour les différents gaz que nous considèrerons (voir tableau I.1).

Table I.1 : a0/aB, a2/aB, a0n
1/3 et a2n

1/3 pour les différents gaz considérés, où aB est
le rayon de Bohr et n = 11 × 1012 cm−3 la densité du gaz.

87Rb 41K 7Li
a0/aB 101.8 ± 0.2 68.5 ± 0.7 23.9
a2/aB 100.4 ± 0.1 63.5 ± 0.6 6.8
a0n

1/3 1.2 × 10−2 8.1 × 10−3 2.8 × 10−3

a2n
1/3 1.2 × 10−2 7.5 × 10−3 8.0 × 10−4

24Certaines études réussissent à prendre en compte l’effet du piège de façon perturbative, par exemple
pour le calcul de la température de transition [122].
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Dans notre travail, nous avons négligé les interaction dipolaires magnétiques. Cela
est justifié si le rapport ǫ1 entre l’énergie par atome associée aux interactions dipo-
laires25 Edip. = (1/3)µ0µ

2n et l’énergie par atome associée à l’interaction densité-
densité Edens. = 4π~2(a0 + 2a2)n/(3M) est petit par rapport à 1. De même pour le
rapport ǫ2 entre Edip. et l’énergie par atome associée à l’interaction spin-spin Espin =
4π~2(a2 − a0)n/(3M). Nous trouvons que ǫ2 est plus grand que ǫ1 et vaut environ 0.4
pour 87Rb, 0.05 pour 41K et 0.002 pour 7Li. Donc, sauf pour le 87Rb, il est raisonnable
de négliger les interactions dipolaires magnétiques.

Nous avons également négligé l’effet du champ magnétique externe. L’énergie as-
sociée à l’effet Zeeman linéaire devient plus grande que celle associée aux interactions
entre bosons à partir du moment où le champ magnétique est de l’ordre du µG [51].
L’aimantation du système devient alors non-nulle (seul le niveau |1〉 ou |−1〉 est peuplé
si le champ est selon l’axe z) et l’invariance par rotation dans l’espace des spins SO(3)
est brisée. Mais, expérimentalement, il est possible de contraindre l’aimantation à être
égale à une valeur précise, en particulier à 0 pour pouvoir faire condenser les trois
états de spin en même temps [126]. D’un point de vue théorique, cela revient à mettre
un multiplicateur de Lagrange pour conserver l’aimantation [127]. Si cette dernière est
fixée à 0, le multiplicateur compense alors l’effet Zeeman linéaire. Et la symétrie SO(3)
est préservée.

Mais l’effet Zeeman n’est pas strictement linéaire. Il y a aussi une contribution qua-
dratique en champ magnétique qui brise également la symétrie SO(3). Pour un champ
magnétique B = Bzuz orienté selon l’axe z, cet effet intervient dans l’hamiltonien sous
la forme cB2

z F̂
2
z (où c est une constante dépendant du type d’atomes utilisé). Pour

savoir si ce terme est négligeable, il faut le comparer aux énergies d’interactions. Nous
trouvons que Edens. et Espin valent respectivement h×86 Hz et h×0.40 Hz pour 87Rb,
h× 118 Hz et h× 3.0 Hz pour 41K, h× 132 Hz et h× 60 Hz pour 7Li. Ainsi, d’après la
référence [117] et la figure 1 de la référence [51], le champ magnétique extérieur doit
être au plus de l’ordre de quelques mG pour que son effet soit négligeable, un bouclier
magnétique est donc a priori nécessaire.

I.2.6 Analogie avec les antiferroaimants sur réseau triangulaire

Les hamiltoniens (I.1.6) (avec N = 3) et (I.2.17) sont identiques. Pour le voir, on
identifie

ψ =

√
M

β
(ϕ1 + iϕ2), (I.2.26)

puis 



r = − 2Mµ′

λ1 =
16πM
β

a2

λ2 =
16πM

3β
(a0 − a2)

(I.2.27)

25Dans cette expression, µ0 désigne la perméabilité du vide et µ le moment magnétique d’un atome.
Pour les gaz considérés, µ ≃ µBF/(I + 1/2) [51] où µB est le magnéton de Bohr et I le spin nucléaire
d’un atome égal ici à 3/2.
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et enfin la coupure ultra-violette de l’hamiltonien (I.1.6) Λ = λ−1
dB. Cela prouve que

la transition superfluide du gaz de bosons de spin 1 peut être étudiée par le modèle
O(3) × O(2), et donc l’analogie entre ce système et les antiferroaimants sur réseau
triangulaire avec N = 3. Dans la suite, nous travaillerons à température fixe. En
revanche, le paramètre r sera considéré comme libre afin de mettre le système à la
transition (cela revient, en fait, à faire varier le potentiel chimique).

Si la transition est du premier ordre, ρ0 subit un saut à la transition ∆ρ0 qui est
relié à un saut ∆n0 de la densité du condensat par

∆n0 = 4π∆ρ0. (I.2.28)

En pratique, pour étudier cet hamiltonien, il est préférable d’exprimer toutes les
longueurs en terme de λdB. Cela nous permet d’avoir Λ = 1. Et on obtient

λ1 = 32π2 a2

λdB
,

λ2 = 32π2a0 − a2

3λdB
.

(I.2.29)

M intervient uniquement via λdB = (2π/MT )1/2. Pour évaluer λdB, nous remplacerons
la température par l’expression de T 0

c (I.2.18) (ce qui est généralement raisonnable
quand la densité est faible (I.2.22)). On obtient

λdB =
(

3ζ(3/2)
n

)1/3

(I.2.30)

qui devient alors indépendant de M (n’intervenant donc plus dans notre modèle). Pour
les systèmes considérés (avec les longueurs de diffusion de la table I.1 avec la densité
choisie (I.2.25)), cela donne

87Rb : λ1 = 1.878, λ2 = 0.004365,
41K : λ1 = 1.188, λ2 = 0.01559,
7Li : λ1 = 0.1272, λ2 = 0.05331.

(I.2.31)

Mentionnons qu’une analogie similaire a été trouvée [128, 129] indépendamment
de notre travail. Plus précisément, les auteurs ont montré que la transition superfluide
d’un gaz de bosons à 2 composantes peut être décrite par le modèle O(2) × O(2), et
ils ont fait le lien avec les antiferroaimants sur réseau triangulaire avec N = 2.
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Chapitre II

Groupe de renormalisation

Les prochains résultats de cette thèse reposeront en grande partie sur une méthode
non-perturbative du groupe de renormalisation qui est essentiellement due à Christof
Wetterich. Dans ce chapitre, nous présentons tout d’abord la base de cette méthode :
le groupe de renormalisation de Kenneth Geddes Wilson qui s’appuie sur le concept de
bloc de spins. Puis nous entrerons dans le cœur de cette approche en présentant la no-
tion d’« action effective dépendant de l’échelle » et en dérivant une équation d’évolution
exacte pour celle-ci. Nous présenterons enfin les différentes approximations possibles,
leurs intérêts respectifs et quelques applications sur lesquelles nous avons travaillé. Les
lecteurs désirant une présentation plus détaillée du groupe de renormalisation et de la
méthode non-perturbative que nous utiliserons pourront lire [130] ou [131].

II.1 Les idées générales

II.1.1 L’idée initiale de Leo Kadanoff

Il est difficile de calculer les fonctions de corrélation et les grandeurs thermodynamiques
d’un hamiltonien (microscopique) donné, en particulier quand la longueur de corréla-
tion devient grande devant les autres échelles de longueur du système. Les théories
du champ moyen et de la perturbation, en traitant sur un pied d’égalité les différents
degrés de liberté et les différentes échelles d’énergie du problème, échouent à décrire le
comportement des différentes grandeurs près d’une transition de phase [132].

L’idée introduite en 1966 par Leo Kadanoff est d’intégrer progressivement les de-
grés de liberté microscopiques du système afin d’obtenir une théorie effective de longue
distance [133]. Il l’a appliquée à un système de spins sur un réseau. Plus précisément,
cela consiste à regrouper les spins en plaquettes élémentaires (ou blocs) et à attribuer
à chaque plaquette un nouveau spin décrivant l’orientation majoritaire des spins de
la plaquette. On réduit ainsi le nombre de degrés de liberté du système initial et on
obtient un nouveau système de spins sur un réseau dont le pas est plus grand que celui
du réseau initial. La physique (les quantités thermodynamiques) de ces deux systèmes
est identique à longue distance. En itérant cette transformation (« transformation du
groupe de renormalisation »), on génère une suite de systèmes ayant le même compor-
tement à grande distance (« flot de renormalisation »).

27
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Le principal problème de cette méthode vient du fait que si les spins du modèle
initial interagissent entre plus proches voisins uniquement, la transformation génère
des interactions à plus longue portée qui n’étaient pas présentes initialement. On est
obligé de faire des approximations, mais ce n’est pas évident de savoir lesquelles sont
judicieuses. C’est la raison pour laquelle elle n’est pas utilisée en pratique et a été
adaptée par Kenneth Geddes Wilson [134] dans le but de pouvoir y implémenter des
approximations plus facilement.

II.1.2 Le perfectionnement de Kenneth Geddes Wilson

Afin de décrire cette procédure, nous choisissons un système dont la physique puisse
être décrite par un champ microscopique fluctuant ϕ(x) (choisi scalaire par simplicité)
à valeur dans un espace continu. Nous savons que le comportement d’un tel système
est décrit par un hamiltonien H[ϕ] et que les différentes quantités thermodynamiques
ainsi que les fonctions de corrélation peuvent être obtenues à partir de la fonction de
partition Z définie par :

Z =
∫

D[ϕ]e−H[ϕ]. (II.1.1)

Nous avons absorbé la température apparaissant généralement devant l’hamiltonien
dans une redéfinition de ce dernier. Nous supposerons qu’il y a une coupure ultra-
violette Λ, de l’ordre de l’inverse de la maille du réseau du système physique étudié.
H est donc un hamiltonien effectif dans lequel les fluctuations de ϕ sur des distances
plus petites que Λ−1 ont déjà été intégrées.

On intègre alors tout d’abord les champs ϕ(p) pour lesquels |p| est compris entre
Λ et Λ − dk (cela correspond au regroupement des spins par plaquette). On itère ce
processus par pas successifs dk. Lorsque qu’une couche de largeur finie a été intégrée,
nous définissons k comme étant l’échelle d’impulsion au-dessus de laquelle les degrés de
liberté ont été intégrés. Nous séparons alors les degrés de liberté en deux catégories :

ϕ(p) = ϕ>(p) + ϕ<(p), (II.1.2)

avec

ϕ≶(p) =

{
ϕ(p) si |p| ≶ k,

0 sinon.
(II.1.3)

Nous représentons cela sur la figure II.1. Les degrés de liberté qui ont été intégrés
ϕ> représentent, du point de vue des blocs de spin, les fluctuations intra-plaquettes,
et ceux qu’il reste à intégrer ϕ< les fluctuations inter-plaquettes.

Λ0 k
|p|

ϕ<(p) ϕ>(p)

Fig. II.1 : Schéma explicatif du groupe de renormalisation « wilsonien ». Les degrés de
liberté de grande impulsion sont progressivement intégrés (zone hachurée) par tranches
successives de largeur dk.
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Nous pouvons alors définir une suite d’hamiltoniens indicés par l’échelle k :

e−Hk[ϕ<] =
∫

D[ϕ>]e−H[ϕ>+ϕ<], (II.1.4)

où Hk décrit la physique des degrés de liberté qu’il reste à intégrer et possède une
nouvelle coupure ultra-violette k. Nous pouvons alors ré-exprimer Hk par rapport
à l’échelle d’impulsion naturelle k (on parle d’« adimensionnement »). L’ensemble de
cette procédure permet d’obtenir un hamiltonien effectif décrivant la physique de basse
énergie. Kenneth Geddes Wilson a commencé par appliquer ces idées au modèle d’Ising
[135] puis à l’effet Kondo [136].

Si la température est égale à celle d’une transition de phase du second ordre, il y
a invariance d’échelle [132]. L’hamiltonien est donc invariant sous la transformation
de groupe de renormalisation. On parle alors de « point fixe ». Les paramètres de
l’hamiltonien adimensionné (excepté la température) au point fixe ne dépendent pas
de l’hamiltonien initial (celui à k = Λ), ce qui explique l’universalité observée dans
les transitions de phase du second ordre. De plus Kenneth Geddes Wilson a prouvé
que l’invariance d’échelle engendre les comportements en loi de puissance de certaines
quantités, et que les exposants critiques peuvent être calculés en linéarisant le flot au
voisinage du point fixe.

Si un paramètre de l’hamiltonien s’annule quand on effectue cette série de trans-
formation, il est qualifié de non-pertinent (par rapport au point fixe gaussien). S’il ne
varie pas, on dit qu’il est marginal. Enfin si il diverge, il est dit pertinent, cela signifie
que le paramètre en question est important pour décrire la physique de basse énergie
du système.

Comme on l’a vu précédemment, l’intégration des degrés de liberté ϕ> génère de
nouveaux termes dans l’hamiltonien. Des approximations sont généralement nécessaires
pour traiter les nouveaux termes d’interaction qui apparaissent1. Michael Ellis Fisher
et Kenneth Geddes Wilson ont montré qu’on pouvait les traiter perturbativement en
faisant un développement en ǫ = 4 − d [137].

L’évolution de Hk avec k peut aussi être décrite par une équation différentielle
exacte. Il y a différentes façons de l’écrire, nous présentons la version due à Joseph
Polchinski [138] :

∂kHk[ϕ<] =
1
2

∫
ddp

(2π)d
∂kKk(p)

(
δ2Hk

δϕ<(p)δϕ>(−p)
− δHk

δϕ<(p)
δHk

δϕ>(−p)

)
, (II.1.5)

où Kk(p) décrit la séparation des degrés de liberté à l’échelle k (on l’appelle « régula-
teur »), et d est la dimension de l’espace. Cette équation est régulièrement utilisée pour
des preuves formelles de certaines propriétés du groupe de renormalisation, mais très
rarement pour des applications. Cela vient du fait, qu’en présence d’approximations,
les résultats obtenus par cette méthode (par exemple pour les exposants critiques)
dépendent fortement du régulateur utilisé [139].

1C’est extrêmement rare que le groupe de renormalisation permette de résoudre exactement un
problème qui ne soit résoluble par une autre méthode plus simple [130].
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II.1.3 La formulation de Christof Wetterich

Dans le but de remédier aux difficultés dont nous venons de parler, l’idée d’écrire une
équation exacte, non pas pour le flot de l’hamiltonien mais pour des quantités conte-
nant plus directement les propriétés physiques du système, a émergé principalement
dans les travaux de Christof Wetterich [140, 141, 142, 143], mais aussi dans ceux de
Ulrich Ellwanger [144], Tim Morris [139, 145, 146]. Il s’agit d’une version du groupe
de renormalisation assez simple à mettre en œuvre, et dans laquelle il est relativement
aisé d’y implémenter différents types d’approximations. Notons que des idées très si-
milaires, appliquées à la physique des liquides, étaient déjà présentes dans les travaux
antérieurs d’Alberto Parola et de Luciano Reatto[147, 148, 149, 150]. La dénomina-
tion « groupe de renormalisation non-perturbatif » (ou NPRG pour « nonperturbative
renormalization-group ») sera utilisée pour cette formulation du groupe de renormali-
sation.

Nous allons donc considérer l’évolution d’un objet que nous appellerons « action
effective dépendant de l’échelle » et noterons Γk, incluant les fluctuations ayant des
impulsions comprises entre Λ et k. Initialement, quand k = Λ, nous souhaitons que
ΓΛ soit égal à H, c’est-à-dire décrive les interactions des degrés de liberté à l’échelle
microscopique. Puis nous diminuerons k jusqu’à ce qu’il s’annule, et nous voulons que
Γ0 soit alors l’énergie libre de Gibbs, ou autrement dit la génératrice des diagrammes
à une particule irréductible.

Pour cela, nous ajoutons un terme à l’hamiltonien initial qui permet de réduire,
dans le calcul de la fonction de partition, la contribution des degrés de liberté ayant
une petite impulsion (dont le module est inférieur à k) sans affecter les autres :

∆Hk[ϕ] =
1
2

∑

p

ϕ(p)Rk(p)ϕ(−p) (II.1.6)

où Rk est une fonction de p que nous appelons « régulateur ». Si celle-ci respecte les
symétries du modèle, alors ces dernières seront préservées au cours du flot. Afin que
ce terme remplisse son rôle, le régulateur doit respecter certaines conditions :

{
Rk(p) ≃ k2 si |p| ≪ k

Rk(p) → 0 si |p| ≫ k.
(II.1.7)

Dans le langage de la théorie des champs, le régulateur agit comme une masse quand
|p| ≪ k, c’est-à-dire qu’il gèle la propagation de ces degrés de liberté. Pour |p| ≫ k
nous imposons qu’il décroisse rapidement (plus rapidement qu’une loi de puissance)
vers 0, afin que les degrés de liberté de haute énergie soient le moins affectés possible.
Différentes formes sont alors possibles pour le régulateur, plus ou moins régulières.

Dans le travail qui fait l’objet de cette thèse, nous utiliserons deux régulateurs diffé-
rents. Le premier est couramment utilisé, nous l’appellerons « régulateur exponentiel »
[151] :

Re
k(p) = α

p2

ep2/k2 − 1
(II.1.8)

où α est un paramètre libre dont nous reparlerons. Le second, appelé « régulateur
thêta », est assez pratique, nous le verrons, pour réduire le temps de calcul numérique
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[152] :
RΘ

k (p) = (k2 − p2)Θ(k2 − p2). (II.1.9)

Nous présentons ces régulateurs sur la figure II.2.

k

k2

Re
k(p)

|p| k

k2

RΘ
k (p)

|p|
Fig. II.2 : Régulateur exponentiel (II.1.8) à gauche (pour α = 1) et régulateur thêta
(II.1.9) à droite.

La nouvelle fonction de partition (en présence d’une source qui permet de générer
les fonctions de corrélation du système) s’écrit donc :

Zk[J ] =
∫

D[ϕ] exp

(
−H[ϕ] − ∆Hk[ϕ] +

∑

p

J(p)ϕ(−p)

)
. (II.1.10)

On définit maintenant l’action effective dépendant de l’échelle Γk comme la transformée
de Legendre de lnZk[J ] au terme ∆Hk près :

Γk[φ] = − lnZk[J ] +
∑

p

J(p)φ(−p) − ∆Hk[φ] (II.1.11)

où J est obtenu en inversant φ(x) = 〈ϕ(x)〉J = δ lnZk[J ]/δJ(x) 2. Γk est une fonc-
tionnelle du champ φ(x).

Pour k = Λ, nous pouvons utiliser la méthode du col dans le calcul de la fonction
de partition (II.1.10), ce qui est justifié à condition que RΛ = ∞ (ou que Λ soit très
grand devant les autres échelles d’impulsion du système [153, 154]). Nous vérifions que
ΓΛ ≃ H [64] (le terme ∆Hk que nous avons ajouté dans la définition de Γk (II.1.11),
est important pour avoir cette propriété). Puis, pour k → 0, puisque que Rk(p) tend
vers 0, Γk=0 est bien égal à la transformée de Legendre habituelle de lnZ, c’est-à-dire
l’énergie libre de Gibbs. On a donc bien ce que l’on souhaitait avoir.

Remarquons que l’énergie libre de Gibbs Γk=0 contient toute la physique du mo-
dèle étudié. Pour des configurations uniformes (indépendantes de x) du champ, nous
pouvons définir un potentiel effectif Uk=0(φ) = 1

V Γk[φuniforme] qui permet de calculer
les quantités thermodynamiques. Nous verrons aussi que la position de son minimum
nous renseigne sur la phase dans laquelle se trouve le système. Les dérivées de Γk=0

2J est en réalité une fonctionnelle de φ et dépend de k, nous omettons ces dépendances.
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par rapport au champ, évaluées pour des configurations uniformes du champ,

Γ(n)
k=0 ({xi} ;φ) =

δnΓk=0[φ]
δφ(x1) . . . δφ(xn)

∣∣∣∣
φuniforme

, (II.1.12)

sont les vertex à une particule irréductible, et donnent accès aux fonctions de corré-
lation. Par exemple, Γ(2)

k=0 = G−1, où G est le propagateur connecté, c’est-à-dire la
fonction de corrélation à deux points définie par G(x,y) = 〈ϕ(x)ϕ(y)〉−〈ϕ(x)〉〈ϕ(y)〉.

Γk vérifie l’équation de flot exacte [141]

∂kΓk[φ] =
1
2

Tr {(∂kRk)Gk [φ]} (II.1.13)

où
Gk [φ] =

(
Γ(2)

k [φ] +Rk

)−1
(II.1.14)

et
Tr {O} =

∫
ddxO(x,x) =

∑

p

O(p,−p). (II.1.15)

Nous avons noté Γ(2)
k [φ] la dérivée fonctionnelle seconde de Γk[φ] par rapport au champ

φ. La condition initiale de l’équation (II.1.13) dépend du modèle étudié via ΓΛ[φ] =
H[φ].

Cette équation possède une structure à une boucle. Pour préciser ce que nous
entendons par là, écrivons Γk à l’ordre d’une boucle

Γk[φ] = H[φ] +
1
2

ln Tr
(
H(2)[φ] +Rk

)
. (II.1.16)

Si on prend la dérivée de cette expression par rapport à k, on obtient

∂kΓk[φ] =
1
2

Tr
{

(∂kRk)
(
H(2)[φ] +Rk

)−1
}

(II.1.17)

qui ressemble beaucoup à (II.1.13). Cette ressemblance implique que les quantités
calculées par cette méthode sont exprimées par une intégrale portant sur une seule
impulsion (contrairement aux approches avec développement en boucles d’ordre au
moins égal à deux).

Nous ne savons pas la résoudre exactement l’équation (II.1.13) dans les cas pra-
tiques (elle est intégro-différentielle aux dérivées partielles fonctionnelles). Néanmoins
la richesse de cette approche est de pouvoir facilement mettre en place, comme nous
allons le voir maintenant, des approximations intéressantes, en particulier pour leur
caractère non-perturbatif par rapport aux constantes de couplage.

II.2 Les différentes approximations possibles

L’essentiel des approximations possibles consiste à résoudre l’équation dans un espace
fonctionnel restreint. Les résultats dépendront nécessairement du choix de l’espace,
mais si celui-ci est fait de façon judicieuse, on peut espérer être proche du résultat
exact. En pratique, on propose généralement une forme (qui respecte les symétries du
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modèle) pour Γk. Nous obtenons alors un système d’équations différentielles pour les
différents paramètres de cette troncation que nous pouvons résoudre numériquement.
Ces équations sont qualifiées de non-perturbatives car on ne développe pas en puissance
d’un paramètre.

La difficulté dans le choix de l’approximation est de trouver une forme assez simple
pour ne pas que cela soit trop compliqué de résoudre numériquement le problème, mais
néanmoins suffisamment riche pour qu’elle puisse décrire convenablement la physique
du système considéré. La comparaison des différents schémas d’approximation et leur
optimisation ont fait l’objet de nombreux travaux [155, 156, 157, 158].

II.2.1 Développement en dérivées

En physique statistique, et en particulier dans l’étude des transitions de phase, on est
généralement intéressé par les comportements des systèmes à grande distance (ce qui
est le cas de la thermodynamique). Il parait alors naturel de surtout chercher à bien
décrire les propriétés à petite impulsion (|p| ≪ Λ), quitte à négliger les propriétés à
grande impulsion. C’est la raison pour laquelle une approximation très courante est
de développer Γk en puissance des dérivées spatiales et de ne garder que les premiers
termes de ce développement [145, 146, 151].

Cela est justifié car la présence du régulateur dans la théorie permet aux vertex
Γ(n)

k [p1, ...,pn;φ] (les dérivées fonctionnelles de Γk) d’être des fonctions douces des
impulsions et donc de pouvoir être développés en puissances de p2

i /k
2 quand |pi| ≪ k.

De plus, le terme ∂kRk dans l’équation (II.1.13) implique que les intégrales sur p sont
dominées par |p| . k. Cela permet d’utiliser le développement en dérivées de Γk dans
le membre de droite de cette équation. Et ainsi le développement en dérivées donne
accès aux quantités correspondantes à des échelles de longueur plus grandes que k−1 ou
que la longueur de corrélation du système. Ces dernières restrictions ne posent pas de
problème pour calculer les quantités thermodynamiques, mais peuvent en poser pour
les fonctions de corrélation à impulsions non-nulles quand k → 0 [64]. Nous n’aurons
pas pas de problème ce type-là dans la suite.

II.2.1.1 Approximation du potentiel local

L’approximation la plus simple est dite « approximation du potentiel local » (LPA),
c’est l’ordre zéro du développement. L’action effective dépendant de l’échelle prend la
forme

ΓLPA
k [φ] =

∫
ddx

{
1
2

(∇φ(x))2 + Uk (φ(x))
}
. (II.2.1)

Pour une configuration uniforme du champ φ, on a Uk(φ) = 1
V Γk[φuniforme] (où V est

le volume du système). Si on traduit l’équation (II.1.13) pour Uk (qui s’identifie au
potentiel effectif quand k → 0 à un facteur de température près), nous obtenons :

∂kUk(φ) =
1
2

∫
ddp

(2π)d

∂kRk(p)
p2 +Rk(p) + U ′′

k (φ)
(II.2.2)

qui permet d’étudier certaines propriétés qualitatives du flot, excepté en basse dimen-
sion (autour de la dimension deux pour le modèle O(N)), et déjà d’obtenir des résultats
quantitatifs intéressants [158].
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II.2.1.2 Approximation du potentiel local améliorée

Le fait que l’approximation du potentiel local ne donne pas de bons résultats en dimen-
sion deux s’explique en partie car cette approximation impose à la dimension anormale
d’être nulle. Soit φ0,k la position du minimum3 du potentiel Uk. Nous noterons φ0 la
limite de φ0,k quand k tend vers 0, il s’agit de la valeur physique (supposée uniforme)
du champ φ en l’absence de sources extérieures. C’est là où sont calculées les dif-
férentes quantités thermodynamiques. De plus, au point critique, Γ(2)

k=0(p,−p;φ0) =
G−1(p,−p;φ0) ∝ |p|2−η [132]. Une approximation meilleure que la précédente (nous
l’appelons « LPA’ ») est obtenue en multipliant la partie cinétique de Γk par un facteur
de renormalisation Zk (dépendant de l’échelle k mais pas du champ) :

ΓLPA’
k [φ] =

∫
ddx

{
Zk

2
(∇φ(x))2 + Uk (φ(x))

}
(II.2.3)

avec

Zk = lim
p→0

∂

∂p2
Γ(2)

k (p,−p;φ0,k). (II.2.4)

Zk doit alors aussi être mis en facteur dans les membres de droite des équations (II.1.7),
(II.1.8) et (II.1.9) dans le but de décrire correctement la physique à la criticalité. Nous
pouvons alors définir ηk = −k∂k lnZk qui tend au point critique vers la dimension anor-
male η quand k tend vers 0 [159]. Cette approximation permet une bonne description
qualitative de nombreux systèmes, même à basse dimension.

II.2.1.3 Développement en dérivées d’ordre deux et plus

Le développement en dérivées d’ordre deux consiste à considérer que Zk dans (II.2.3)
est une fonction de φ. On a alors la même équation que (II.2.4) où on remplace φ0,k

par φ. Le groupe de renormalisation nous donne alors deux équations différentielles
couplées pour les fonctions Uk(φ) et Zk(φ).

Nous pouvons de même résoudre numériquement les équations du développement
en dérivée d’ordre quatre [157] 4. Les résultats pour les exposants semblent converger
quand on augmente l’ordre du développement et ils sont très proches des estimations
fournies par d’autres méthodes (Monte Carlo, bootstrap conforme, etc.) pour la plupart
des modèles qui ont été considérés.

II.2.2 Développement en champs

Une approximation supplémentaire est régulièrement utilisée afin d’alléger les calculs
numériques. C’est le cas lorsque le nombre de fonctions intervenant dans la forme consi-
dérée de l’action effective dépendant de l’échelle est grand, et parfois aussi lorsque le
champ φ possède des indices internes [151]. Cette approximation consiste à développer
les fonctions en puissance du champ φ autour de φ0,k (car nous cherchons à décrire le

3Afin de ne pas alourdir les explications par la suite, nous utiliserons le terme « minimum » à la
place de « position du minimum ».

4Dans ce cas, nous ne pouvons pas utiliser le régulateur thêta car il ne régularise pas au-delà de
l’ordre deux. Autrement dit, il y a des divergences dans les quantités que l’on cherche à calculer.
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plus fidèlement le voisinage de φ0,k). Pour une fonction générique Xk,

Xk(φ) =
p∑

i=0

Xi,k(φ− φ0,k)i, (II.2.5)

où p est l’ordre du développement. Cela transforme les équations aux dérivées par-
tielles pour Xk(φ) en simples équations différentielles pour les Xi,k. Il s’avère que ce
développement converge en général assez rapidement, donc p n’a pas besoin d’être très
grand pour avoir des résultats précis. Cela diminue donc nettement la durée du calcul
numérique dans la plupart des cas.

II.2.3 Approximation Blaizot–Méndez-Galain–Wschebor (BMW)

Les approximations précédentes permettent de calculer de façon assez précise les expo-
sants critiques du modèle et d’obtenir les propriétés thermodynamiques. En revanche,
elles ne sont justifiées que pour de grandes distances, donc de petites impulsions. Plus
précisément, le développement en dérivées n’est valable que pour |p| . k. Donc nous
ne pouvons pas obtenir toute la dépendance en p des fonctions de corrélation.

Notons néanmoins qu’une autre approximation (dont l’idée initiale de Jean-Paul
Blaizot, Ramon Méndez-Galain et Nicolas Wschebor vient de fêter ses dix ans [159,
160]) s’est développée. Elle ne ressemble pas sur le principe aux approximations dont
nous venons de discuter. Les lecteurs intéressés peuvent consulter les références [161,
162].

II.3 Quelques applications

Le champ d’application du NPRG est très large [163], allant de l’étude des fermions
en interaction [164, 165] à celle des systèmes désordonnés [166, 167] et hors-équilibres
[168, 169] en passant par la physique des membranes [170], de l’hélium 3 [171], et
même de la gravité quantique [172]. Nous allons dans cette partie aborder quelques
applications qui nous seront utiles pour la suite.

II.3.1 Magnétisme

Tout d’abord, nous allons montrer comment le NPRG (et plus particulièrement l’ap-
proximation LPA’) peut s’appliquer au modèle le plus étudié de la physique statis-
tique : le modèle O(N). Cela nous permettra de voir quelques points importants pour
comprendre comment utiliser le NPRG en pratique.

II.3.1.1 Modèle O(N)

Ce modèle est décrit par l’hamiltonien symétrique sous l’opération des éléments du
groupe O(N) [173] :

H[ϕ] =
∫
ddx

{
1
2

(∇ϕ(x))2 +
r0

2
ϕ2 +

u0

4!

(
ϕ2
)2
}

(II.3.1)
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où ϕ est un vecteur à N composantes. Nous supposons qu’il y a une coupure ultra-
violette Λ et que u0 > 0 pour que le potentiel possède un minimum. Pour une certaine
valeur r0,c de r0, ce modèle subit une transition de phase du second ordre. Dans
la phase ordonnée (r0 < r0,c), φ0 est non-nul, dégénéré, et le groupe de symétrie
résiduel est O(N − 1) (et il y a N − 1 modes de Goldstone). Cette transition permet
de décrire de nombreuses transitions de systèmes réels, en particulier la transition
ferromagnétique-paramagnétique de la plupart des matériaux magnétiques. Lorsque le
matériau considéré ne présente pas d’anisotropie de l’orientation des spins (ou que celle-
ci est négligeable), nous pouvons le modéliser par l’hamiltonien (II.3.1) avec N = 3
(nous considèrerons que c’est le cas dans les résultats de cette partie). Nous supposons
que r0 = r̄0(T−T0) varie linéairement en T−T0 (où T0 est la température de transition
prédite par le champ moyen) et que u0 est indépendant de T . Ainsi du point de vue
du champ moyen, r0,c = 0, mais nous allons voir que le NPRG abaisse cette valeur, ce
qui l’amène à être négatif.

Notons que le NPRG permet de faire le lien entre différentes approches car il permet
de retrouver les résultats exacts qui sont connus dans certaines limites : en dimension
4 qui est la dimension critique supérieure, en dimension 2 qui est la dimension critique
inférieure, et en N = ∞. Nous nous concentrerons sur la dimension 3 pour les résultats
que nous présenterons dans cette partie.

II.3.1.2 Équations de flot

Nous présentons dans cette partie les équations de flot obtenues par l’approximation
LPA’ sur le modèle O(N). Cette approximation revient à considérer que Γk s’écrit

Γk[φ] =
∫
d3x

{
Zk

2
(∇φ(x))2 + Uk (ρ)

}
(II.3.2)

où ρ = φ2/2 est l’invariant de la symétrie O(N). On peut écrire Uk comme une fonction
de ρ (c’est ce que nous ferons dans la suite de cette partie sauf si on mentionne le
contraire) car Γk possède les symétries de l’hamiltonien.

Le terme que l’on ajoute à l’hamiltonien s’écrit

∆Hk[ϕ] =
1
2

∑

p

Rk(p)
N∑

i=1

ϕi(p)ϕi(−p), (II.3.3)

et la source est maintenant un vecteur J à N composantes qui se couple linéairement
à ϕ. De plus, Gk [p1,p2;φ] étant maintenant une matrice de taille N × N , la trace
de l’équation (II.1.13), en plus des impulsions, porte aussi sur les indices du groupe
O(N).

Γ(2)
k peut être séparé en deux parties (transverse et longitudinale)

Γ(2)
k;i,j (p,−p;φ) =

φiφj

2ρ
Γ(2)

k,L (p; ρ) +
(
δi,j − φiφj

2ρ

)
Γ(2)

k,T (p; ρ) (II.3.4)

où
Γ(2)

k,L (p; ρ) = Zkp2 + U ′
k(ρ) + 2ρU ′′

k (ρ),

Γ(2)
k,T (p; ρ) = Zkp2 + U ′

k(ρ)
(II.3.5)
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Nous pouvons faire de même pour le propagateur

Gk,L (p; ρ) =
[
Γ(2)

k,L (p,−p; ρ) +Rk(p)
]−1

,

Gk,T (p; ρ) =
[
Γ(2)

k,T (p,−p; ρ) +Rk(p)
]−1

.
(II.3.6)

Pour expliciter l’équation de flot (II.1.13) pour Uk, nous devons inverser la matrice

Mi,j =
[
Γ(2)

k (p,−p;φ) +Rk(p)
]

i,j
(II.3.7)

qui est de taille N × N . Pour simplifier cette inversion, nous choisissons une confi-
guration uniforme particulière du champ φ qui est accessible à partir de n’importe
quelle configuration uniforme en appliquant les transformations du groupe O(N) :
φuniforme = φuniforme ~e1 (où ~e1 est le premier vecteur de la base). Dans la suite de cette
partie, nous considèrerons que le champ est dans cette configuration, ainsi ρ = φ2/2 où
φ peut être positif ou négatif. La matrice est alors diagonale dans l’espace des indices
et trivialement inversible. On trouve l’équation suivante vérifiée par le potentiel effectif

∂kUk(ρ) =
k

2

∫
ddp

(2π)d
(∂kRk(p)) (Gk,L (p; ρ) + (N − 1)Gk,T (p; ρ))

=
k

2

∫
ddp

(2π)d
(∂kRk(p))

(
1

Zkp2 +Rk(p) + U ′
k(ρ) + 2ρU ′′

k (ρ)

+
N − 1

Zkp2 +Rk(p) + U ′
k(ρ)

)
.

(II.3.8)

Le deuxième terme du membre de droite provient des N − 1 modes de Goldstone.
En ce qui concerne Zk, sa définition pour le modèle O(N) est

Zk = lim
p→0

∂

∂p2
Γ(2)

k;2,2(p,−p;φ0,k) (II.3.9)

où les indices 2, 2 de Γ(2)
k font référence aux indices internes de φ. L’ordre deux du

développement en dérivées comporte deux termes : Zk(ρ)
2 (∇φ(x))2, qui est inclus dans

la LPA’ (avec Zk(ρ) = Zk), et Yk(ρ)
4 (∇ρ)2. Il en résulte que la dépendance en p de

Γ(2)
k;i,j (p,−p;φ) est donnée par Zk(ρ)p2 si i = j 6= 1 et Zk(ρ)p2 +Yk(ρ)ρp2 si i = j = 1.

Pour obtenir l’équation ∂kZk, il faut donc considérer Γ(2)
k;2,2. L’équation (II.3.9) donne

[163] :

∂kZk =
4k
d
ρ0,kU

′′
k (ρ0,k)2

∫
ddp

(2π)d
p2
[
(∂kRk(p))

∂

∂Rk(p)
+ (∂kQk(p))

∂

∂Qk(p)

]

× (Zk +Qk(p))2

(Zkp2 +Rk(p) + 2ρ0,kU
′′
k (ρ0,k))2(Zkp2 +Rk(p))2

(II.3.10)
où Qk(p) = ∂p2Rk(p).
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II.3.1.3 Évolution du potentiel dans les deux phases

Les équations précédentes (II.3.8) et (II.3.10) sont valables dans les deux phases : ferro-
magnétique (ordonnée) et paramagnétique (désordonnée). Si le minimum du potentiel
ρ0 = lim

k→0
ρ0,k (φ0 =

√
2ρ0 correspond à l’aimantation du système) est non-nul, le sys-

tème est dans la phase ordonnée, sinon il est dans la phase haute-température. Il n’y
a que à k = 0 que nous sommes capables de dire dans quelle phase le système est
réellement.

r0 dans l’hamiltonien (II.3.1) dépend généralement de la température du système
microscopique dont il est dérivé 5. Donc en faisant varier le paramètre r0, nous pouvons
passer d’une phase à l’autre. Lorsque r0 est négatif, le minimum du potentiel initial (à
k = Λ) est non-nul (ρ0,Λ = −3r0/u0). Plus la température est basse, plus le minimum
se trouve loin de l’origine.

Au cours du flot, le minimum va se rapprocher de l’origine (l’ajout des fluctuations
au-delà du champ moyen par le groupe de renormalisation « désordonne le système »)
jusqu’à atteindre une valeur nulle à un certain k = ks (qui est de l’ordre de l’inverse
de la longueur de corrélation) dans le cas de la phase désordonnée. Finalement, le
potentiel finit par ne plus évoluer et converge vers une fonction présentant un minimum
à l’origine (ainsi l’aimantation du système est nulle). Nous montrons l’évolution du
potentiel Uk en fonction φ (nous comprendrons dans le paragraphe suivant pourquoi
il est intéressant de le représenter en fonction de φ et non de ρ) sur la figure II.3 dans
ce cas-là. Pour obtenir cela, nous avons résolu numériquement les équations (II.3.8) et
(II.3.10) 6.

0

0U
k
(φ
)
−
U
k
(0
)

φ

Fig. II.3 : Uk en fonction de φ dans la phase désordonnée pour différentes valeurs de k
(pour N = 3 et α = 3). Au cours du flot, les minima se rapprochent de l’origine, puis
se confondent avec cette dernière, pour finalement donner à k = 0 un potentiel ayant
l’origine comme minimum.

5
via une transformation de Hubbard-Stratonovich par exemple.

6Par la méthode Runge-Kutta d’ordre 4, en discrétisant la variable ρ, en prenant des dérivées sur
5 points et en calculant les intégrales par la méthode de Simpson.



II.3. Quelques applications 39

Dans l’autre cas, quand la température est suffisamment basse, au lieu d’atteindre
l’origine, le minimum du potentiel converge vers une valeur non-nulle ρ0 (voir figure
II.4). Une fois que le minimum a quasiment atteint sa valeur asymptotique, seule la
partie du potentiel compris entre 0 et le minimum continue à évoluer. En effet, celle-ci
a tendance à s’aplatir, jusqu’à devenir constante pour k = 0. Cela apparait normal
car Uk=0 doit être une fonction convexe de φ [174]. Cela s’explique par le fait que à
k = 0, on a ∂2 lnZk=0[J ]/∂J2 = 〈φ2〉J − 〈φ〉2

J > 0 (où J est la première composante de
J = J ~e1 pris uniforme) car φ est réel, ainsi ∂2Γk=0[φ]/∂φ2 > 0 (où φ est pris uniforme
également) 7. Malheureusement, nous rencontrons des difficultés numériques pour aller
véritablement à k = 0, les dénominateurs dans (II.3.8) et (II.3.10) s’approchant trop
près de 0 pour ρ = 0, et les équations deviennent instables. Nous arrêtons donc le flot
juste avant cette instabilité.

0

0

U
k
(φ
)
−
U
k
(0
)

φ

Fig. II.4 : Uk en fonction de φ dans la phase ordonnée pour différentes valeurs de k
(pour N = 3 et α = 3). Au cours du flot, les minima se rapprochent tout d’abord de
l’origine, puis tendent vers une valeur absolue non-nulle. Le potentiel tend également
à s’aplatir entre −φ0,k et φ0,k, au fur et à mesure que k tend vers 0, pour s’approcher
asymptotiquement d’une fonction convexe.

II.3.1.4 Point fixe

Lorsque r0 est égal à une certaine valeur r0,c, le système est critique. ρ0,k tend alors
vers 0 en ne s’annulant que à k = 0 strictement. Il s’agit du point de transition de
phase. L’étude de l’évolution du potentiel dans ce cas-ci montre qu’après un régime de
transition, la position de ρ0,k évolue comme Z−1

k kd−2. De même, Uk(0) évolue comme
kd. Il est donc intéressant d’étudier le flot des variables adimensionnées suivantes :

{
ρ = Z−1

k kd−2ρ̃

Uk(ρ) = kdŨk(ρ̃).
(II.3.11)

7À k fini, comme Γk n’est pas défini comme une vraie transformée de Legendre de lnZk (il y a un
terme ∆Hk supplémentaire), ce n’est pas Uk(φ) qui doit être convexe mais Uk(φ) + φ2Rk(0)/2.
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Ce changement de variable correspond à un changement d’échelle à la fois de l’es-
pace et des champs. À la température critique, Ũk tend vers un potentiel de point
fixe Ũ∗ quand k tend vers 0. Cela signifie que la criticalité représente un point fixe
de la transformation du groupe de renormalisation avec ces nouvelles variables, et tra-
duit l’invariance d’échelle du système. Ce point fixe est entièrement stable8. Pour le
modèle O(N), le point fixe à trois dimensions est généralement appelé « point fixe de
Wilson-Fisher ».

On définit le « temps de groupe de renormalisation » par

t = ln
k

Λ
(II.3.12)

qui vaut 0 initialement, devient négatif par la suite, et tend vers −∞ quand k tend
vers 0.

À partir de l’équation (II.3.8), nous pouvons trouver une expression pour ∂tŨk(ρ̃)
qui s’exprime en fonction de ρ̃, Ũk(ρ̃), ses dérivées, la dimension de l’espace d et ηk :

∂tŨk(ρ̃) = −dŨk(ρ̃) + (d− 2 + ηk)ρ̃Ũ ′
k(ρ̃) + k−d∂tUk(ρ). (II.3.13)

Par ailleurs ηk = −k∂k lnZk. Trouver la valeur du potentiel au point fixe Ũ∗ et de
la dimension anormale η revient alors à résoudre l’équation de point fixe ∂tŨk(ρ̃) = 0
(il n’y a qu’une seule solution régulière autre que celle de la théorie sans interaction
[175]). Cette résolution se fait numériquement en discrétisant la variable ρ̃.

Une deuxième méthode pour trouver le point fixe consiste à résoudre numérique-
ment les équations de flot ∂kŨk(ρ̃) et ∂kZk, et à faire une dichotomie sur r0 pour
trouver la criticalité. Nous présentons les résultats sur les figures II.5 pour ηk et ρ̃0,k

en fonction de ln Λ
k .

Lorsqu’on est strictement à la criticalité, ηk et Ũk(ρ̃) tendent vers des valeurs finies
quand k tend vers 0. Cela se traduit par des plateaux dans les figures II.5. La dichotomie
permet, en ajustant petit à petit r0, de s’approcher de la criticalité 9. Les plateaux se
forment à mesure que l’on s’en approche. Cela permet d’avoir une estimation de plus
en plus précise de η et Ũ∗(ρ̃).

II.3.1.5 Calcul des exposants critiques

Les deux méthodes pour trouver le point fixe dont nous venons de parler permettent
aussi de calculer les exposants critiques du modèle. La première, qui consiste à résoudre
l’équation de point fixe, nous donne directement la valeur pour η. En étudiant la stabi-
lité de l’équation de point fixe, nous pouvons alors accéder à ν. On définit l’opérateur
L par

L[ρ̃, ρ̃′] =
δ∂tŨk(ρ̃)

δŨk(ρ̃′)

∣∣∣∣∣
Ũ∗

. (II.3.14)

Cet opérateur a une seule valeur propre négative (car t est négatif), cela correspond à
la direction pertinente (qui est la température). On peut alors montrer que l’exposant

8Lorsque nous discuterons, au cours de ce manuscrit, de la stabilité des points fixes, nous considérons
que le système est à la transition. On omet donc la direction instable liée à la température.

9Pour être strictement à la criticalité, il faut que r0 = r0,c. Numériquement, le système n’est donc
jamais exactement à la criticalité.
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Fig. II.5 : ηk et ρ̃0,k en fonction de ln Λ
k (pour α = 3) pour différents r0. Après

avoir passé un certain temps près du plateau, le comportement de ces quantités est
clairement différent d’une phase à l’autre.

critique ν est donné par l’inverse de la valeur absolue de cette valeur propre [64]. En
effet, très proche du point fixe

Ũk(ρ̃) = Ũ∗(ρ̃) + e− t
ν u(ρ̃). (II.3.15)

La deuxième méthode, qui consiste à intégrer le flot, permet également de trouver
la valeur de η. Puis, grâce à l’équation (II.3.15), nous savons que le comportement du
potentiel quand il passe tout près du point fixe et qu’il s’en échappe (comme sur les
figures II.5) permet d’obtenir ν. Nous pouvons par exemple déduire ν du flot de ρ0,k.

Une troisième méthode pour calculer ν consiste à directement utiliser que ξ ∼
(T − Tc)−ν près de la transition. Ce qui se traduit aussi par ξ ∼ (r0 − r0,c)−ν , ainsi la
dépendance de ξ en r0 donne également accès à ν.

Les exposants que l’on trouve avec ces trois méthodes dépendent du régulateur
choisi. Si nous résolvions exactement l’équation (II.1.13), les résultats n’en dépen-
draient évidemment pas car ils seraient exacts. Mais comme nous avons fait une ap-
proximation pour la résoudre (en l’occurrence l’approximation LPA’), ils en dépendent
légèrement. Cette dépendance peut être utilisée pour tester la solidité de l’approxima-
tion. Meilleure est l’approximation, plus faible est la dépendance.

Si on choisit par exemple le régulateur exponentiel (II.1.8), les exposants critiques
dépendent de α. Une procédure pour trouver la meilleure valeur des exposants consiste
à choisir l’endroit où ils varient le moins avec α. C’est ce que l’on appelle le « principe
de sensibilité minimale » (PMS). En pratique, ce principe s’avère être judicieux, en
effet les valeurs des exposants sont en ce point-là les plus proches des valeurs connues
par d’autres méthodes théoriques et/ou numériques. Nous montrons sur la figure II.6,
η en fonction de α.

Nous avons appliqué les deux premières méthodes (qui fournissent évidemment les
mêmes résultats) pour trouver ν et η. Nous obtenons ν = 0.73 (que ce soit avec les
régulateurs thêta ou exponentiel), η = 0.041 avec le régulateur thêta et η = 0.037 avec
le régulateur exponentiel (comme on peut le voir sur la figure II.6). Ces valeurs sont
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Fig. II.6 : η pour différentes valeurs de α du régulateur exponentiel (point rouges).
Une interpolation polynomiale (ligne noire) permet de déterminer la valeur optimale
de η.

en relativement bon accord avec les estimations Monte Carlo [176] : ν = 0.7112 et
η = 0.0375 10.

II.3.2 Gaz dilué de bosons

Le NPRG a été utilisé sur les gaz dilués de bosons de spin 0 dans de nombreuses études
[178, 179, 180, 181, 182, 183, 184]. Il a en particulier été possible d’étudier en détail la
phase superfluide [185, 186]. Ce travail fournit un cadre clair qui permet de retrouver
deux limites connues : la théorie de Bogoliubov [187] et la théorie hydrodynamique de
Popov [188].

Notons également qu’a été développée une version du NPRG pour d’étudier les
modèles sur réseau [153]. Cette approche a permis de décrire la physique de bosons en
interaction sur un réseau optique : le modèle de Bose-Hubbard [189]. En particulier,
ce travail (présenté dans la thèse [190]) permet de calculer des quantités universelles
(comme les exposants critiques de la transition) et non-universelles (comme le dia-
gramme de phase) [191, 192], et de décrire la thermodynamique à proximité de la
transition entre un superfluide et un isolant de Mott [193].

Nous allons nous concentrer ici sur le cas d’un gaz de bosons de spin 0 sans réseau, et
montrer comment le NPRG permet de justifier l’utilisation d’un hamiltonien classique
pour étudier la physique proche de la transition à température finie entre la phase
normale et la phase superfluide. Nous apporterons ainsi un éclairage supplémentaire
sur l’intégration des fluctuations quantiques dans le cas des gaz de bosons de spin 1

10Le fait que l’exposant η que l’on trouve soit en très bon accord avec les résultats du Monte Carlo
est un heureux hasard car le développement en dérivées n’est pas encore convergé pour cette quantité-
là (contrairement à ν pour laquelle ça l’est quasiment). Par exemple, l’ordre deux du développement
[177] donne ν = 0.704 et η = 0.049
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dans la partie I.2.3 (il n’y a pas de différence fondamentale entre les bosons de spin 0
et ceux de spin 1 en ce qui concerne cette intégration). L’action décrivant des bosons
de spin 0 en interaction s’écrit [194]

S[ψ∗, ψ] =
∫ β

0
dτ

∫
ddx

[
ψ∗

(
∂τ − µ− ∇

2

2m

)
ψ +

g

2
(ψ∗ψ)2

]
(II.3.16)

où ψ est un champ complexe qui dépend de x et d’un temps imaginaire τ , et qui
satisfait des conditions aux limites périodiques sur τ : ψ(x, τ) = ψ(x, τ + β). m est la
masse d’un boson, µ le potentiel chimique, β l’inverse de la température. L’interaction
g entre les bosons est supposée répulsive (donc g > 0) et locale. Les intégrales sur
les impulsions sont coupées par une coupure ultra-violette Λ. Nous considérons le cas
d = 3.

II.3.2.1 À température nulle

À température nulle, un tel système de bosons est vide si le potentiel chimique est
négatif et superfluide s’il est positif. Le système subit une transition de phase du
second ordre à µ = 0. Le point T = µ = 0 est donc un point quantique critique 11.
Pour µ ≤ 0, le propagateur n’est pas renormalisé et vaut

G(p, iω)−1 = iω − p2

2m
+ µ, (II.3.17)

où ω est la fréquence, variable conjuguée à τ par transformée de Fourier. En effet,
pour un système invariant galiléen, si on ajoute une particule dans le vide elle ne peut
interagir avec aucune autre.

Cette transition peut être étudiée par l’approximation LPA du NPRG. Comme le
propagateur n’est pas renormalisé, elle est exacte à champ nul (or justement 〈ψ〉 = 0
dans le vide). L’équation de flot (avec le régulateur thêta (II.1.9)) pour la constante
de couplage adimensionnée λ̃k = kd−2λk (où λΛ = g) est

∂tλ̃k = (d− 2)λ̃k +
M

3π2
λ̃2

k. (II.3.18)

Si d ≥ 2, nous remarquons que λ̃k s’annule quand k tend vers 0. La constante d’interac-
tion est donc non-pertinente au sens du groupe de renormalisation. Les autres termes
du développement en champs tendent encore plus vite vers 0. Par exemple, pour la
constante de couplage devant le terme en ψ4, le facteur d− 2 du membre de droite de
l’équation (II.3.18) devient 3d− 2. Ainsi la dimension critique supérieure de ce modèle
vaut 2, et le point fixe gaussien (théorie sans interaction) gouverne la physique pour
d ≥ 2. En conséquence l’exposant ν vaut 1/2, l’exposant dynamique z vaut 2 (les ex-
citations critiques ω ∼ p2 sont quadratiques en p) et la dimension anormale vaut 0 (le
propagateur n’est pas renormalisé dans le vide et donc au point critique T = µ = 0).

11Lorsque la température est nulle, l’action (II.3.16) devient un hamiltonien classique en dimension
d + 1 (car la « longueur » temporelle qui est β devient infinie). Cet hamiltonien est alors similaire
au modèle O(2) en dimension d + 1 (les parties réelle et imaginaire du champ ψ deviennent les deux
composantes du champ ϕ). La seule différence vient du fait que la dérivée temporelle ∂τ n’est pas au
carré, mais cette nuance est justement cruciale pour l’étude de la transition vide/superfluide.
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En intégrant l’équation (II.3.18) en dimension 3, nous obtenons

1
λk

=
1
g

+
M

3π2
(Λ − k) . (II.3.19)

Or, la constante de couplage renormalisée λk=0 doit être égale dans le vide à 4πa/m
(qui est la valeur de la matrice T dans le vide) où a est la longueur de diffusion dans
l’onde s à 3 dimensions. Ainsi, nous obtenons le lien nécessaire entre g et Λ pour
reproduire la physique du vide

g =
4πa
m

1
1 − 4

3πaΛ
. (II.3.20)

Réexprimer la variation de λk en terme de a,

λk =
4πa
m

1
1 − 4

3πak
, (II.3.21)

permet de comprendre que lorsque k ≪ a−1, le flot de renormalisation est complète-
ment gouverné par le point fixe gaussien du vide. La physique est donc entièrement
déterminée par m et a pour les échelles d’impulsion inférieures à a−1.

II.3.2.2 À température non-nulle

Il y a deux perturbations pertinentes par rapport au point fixe gaussien T = µ = λ̃ = 0 :
le potentiel chimique µ et la température T . Cela introduit deux échelles d’impulsion
supplémentaires que sont λ−1

dB ∼
√

2mT et pµ =
√

2m|µ|. Si elles sont plus petites que
a−1, ce qui est équivalent à avoir ma2T,ma2|µ| ≪ 1, toute la physique s’exprime à
partir de m, a, µ et T [193]. La pression s’écrit par exemple

P (µ, T ) = T 5/2
(
m

2π

)3/2

F
(
µ

T
, 8π

√
2ma2T

)
(II.3.22)

où F(x, y) est une fonction d’échelle universelle (ne dépend ni du type d’atomes ni
du détail du potentiel d’interaction) 12. F peut être calculée par le NPRG (voir la
référence [193] en dimension 2).

A température non-nulle et µ > 0, le gaz de bosons subit une transition de phase
du second ordre entre un gaz normal et un superfluide. Proche de cette transition, le
régime de basse énergie ma2T,ma2|µ| ≪ 1 est équivalent à un régime de basse densité
an1/3 ≪ 1, et ce régime implique pµ ≪ λ−1

dB
13. Supposons que l’on applique le NPRG

sur l’action (II.3.16) pour k variant de Λ à λ−1
dB avec µ > 0 et T non-nul et que le

système se situe dans le régime de basse énergie. Quand k > λ−1
dB, le flot est alors

contrôlé par le point fixe gaussien (tout se passe comme si le système était dans le
vide), car k n’a pas encore frappé les échelles d’impulsion dues à la température et
au potentiel chimique. Une fois que k atteint λ−1

dB, comme λ−1
dB ≪ a−1, la constante de

12La constante de couplage g est non-pertinente au sens du groupe de renormalisation mais puisque
F(x, y) peut avoir un comportement singulier quand y tend vers 0, on ne peut pas la mettre à 0. g est
dite « dangereusement non-pertinente » [195].

13Cela vient du fait qu’à la transition ma2µ ∼ (ma2T )3/2.
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couplage a convergé à 4πa/m (voir l’équation (II.3.21)). Or pour des impulsions plus
petites que λ−1

dB, les modes quantiques ne contribuent plus au flot. Donc le voisinage
de la transition peut être étudié par l’hamiltonien classique

H[ψ∗, ψ] = β

∫
ddx

[
ψ∗

(
−µ− ∇

2

2m

)
ψ +

2πa
m

(ψ∗ψ)2

]
(II.3.23)

ayant une coupure ultra-violette Λ de l’ordre de λ−1
dB. On n’inclut pas les termes d’ordre

supérieur en puissances de ψ, car nous avons vu qu’ils sont non-pertinents au sens du
groupe de renormalisation.

II.3.2.3 Température critique

L’hamiltonien (II.3.23) est identique à celui du modèle O(2) classique en dimension
d, et permet de calculer des quantités physiques qui ne dépendent pas des degrés de
liberté d’impulsions plus grandes que λ−1

dB. C’est le cas par exemple pour la valeur de
la température critique Tc, qui vérifie (dans la limite an1/3 ≪ 1) [196, 107]

Tc − T 0
c

T 0
c

= c(an1/3) (II.3.24)

avec T 0
c la température de condensation de Bose-Einstein du gaz sans interaction, et c

un nombre universel. Ce nombre est estimé à 1.37 par l’approximation BMW du NPRG
[161, 162], en utilisant l’hamiltonien (II.3.23). Il est à comparer à 1.32(2) obtenu par
simulation Monte Carlo sur l’hamiltonien (II.3.23) [116].

II.3.3 Transitions du premier ordre

La référence [197] (sur la transition de Coleman-Weinberg) est, à notre connaissance, le
premier article montrant que le NPRG permet aussi d’étudier les transitions du premier
ordre. De nombreux travaux analytiques [198] et numériques [199] (en particulier pour
le calcul de taux de nucléation) ont suivi. Les auteurs de l’article [200] ont étudié
la validité du développement en champs (avec l’approximation LPA) utilisé dans ces
travaux antérieurs.

L’essentiel des transitions de phase étudiées dans la suite de la thèse est faiblement
du premier ordre (la longueur de corrélation à la transition étant beaucoup plus grande
que Λ−1). Le premier article à avoir utilisé le NPRG pour cette classe de transition est
[201].

II.3.3.1 Le modèle ϕ6

Dans le prochain chapitre, nous appliquerons le NPRG à une transition du premier
ordre. Dans un premier temps, nous souhaitons discuter un cas plus simple et com-
prendre certains aspects qui n’étaient, à notre connaissance, pas abordées dans la lit-
térature, en particulier la façon dont le potentiel effectif devient convexe et comment
calculer la longueur de corrélation à la transition. Ce modèle plus simple est le modèle
O(N) (II.3.1) auquel on ajoute un terme en ϕ6. Nous nous limiterons au cas simple où
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N = 1, c’est-à-dire que le champ ϕ est scalaire. L’hamiltonien que l’on considère (qui
est invariant sous les éléments du groupe O(1) qui est assimilable à Z2) est alors

H[ϕ] =
∫
ddx

{
1
2

(∇ϕ(x))2 +
r0

2
ϕ2 +

u0

4!
ϕ4 +

v0

6!
ϕ6
}

(II.3.25)

avec nécessairement v0 > 0 pour que le système soit stable. Pour un certain r0,c, ce
modèle subit une transition de phase. Si u0 > 0, cette transition est du second ordre.

II.3.3.2 Champ moyen

Si en revanche, u0 < 0, du point de vue de la théorie de Landau [202], la transition
est du premier ordre [203]. La transition avec u0 = 0 correspond à un point tricritique
du diagramme de phase. Le cas où u0 < 0 a été utilisé pour décrire les transitions
de phase du premier ordre dans différents contextes (par exemple, pour les matériaux
ferroélectriques [204] ou pour les cristaux liquides [205]).
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Fig. II.7 : UΛ(φ) pour différentes valeurs de r0, avec u0 < 0. Les numéros des courbes
augmentent avec r0.

Le champ moyen consiste à chercher les minima de H[ϕ]. Comme la partie cinétique
est minimisée pour des configurations uniformes du champ, cela revient à chercher les
minima du potentiel UΛ(φ) = r0

2 ϕ
2 + u0

4! ϕ
4 + v0

6!ϕ
6 (voir figure II.7). Le minimum global

de UΛ subit une discontinuité lorsque r0 varie, ce qui est le signe d’une transition du
premier ordre [206]. Nous observons sur les courbes numérotées 1, 2 et 3 des situations
où le champ moyen prédit que le système est dans la phase ordonnée, il y a deux
minima globaux non-nuls. La courbe 2 correspond à r0 = 0 (ce qui correspond à la
dérivée seconde à l’origine). Nous observons que l’origine est un minimum local pour la
courbe 3. La transition est représentée par la courbe 4 qui a 3 minima dégénérés (pour
laquelle r0,c = 5u2

0/8v0). Les courbes 5, 6 et 7 correspondent à la phase désordonnée, le
minimum global étant situé à l’origine. Le moment où les minima non-nuls disparaissent
est représenté par la courbe 5.
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II.3.3.3 Au-delà du champ moyen

On utilise l’approximation LPA’ avec le régulateur thêta. En incluant les fluctuations
au-delà du champ moyen, u0 devient strictement négatif au point tricritique au lieu
d’être nul au niveau champ moyen. C’est-à-dire que si u0 n’est pas assez négatif, les
équations de flot nous amènent vers un point fixe (non-gaussien) 14, la transition de
phase est alors du second ordre. En revanche, si u0 est suffisamment négatif, la transi-
tion reste du premier ordre même en incluant les fluctuations, le flot n’est plus attiré
par le point fixe.
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k
(0
)

φ
0

φ

Fig. II.8 : Uk(φ) dans la phase ordonnée pour différentes valeurs de k. Le début du flot
est représenté par la figure de gauche, la suite par la figure de droite.

Nous avons intégré numériquement les équations de flot lorsque u0 < 0. Nous
présentons sur la figure II.8 l’évolution de Uk(φ) lorsque le système est dans la phase
ordonnée. Initialement, UΛ présente 2 minima globaux opposés l’un de l’autre et un
minimum local à l’origine. Le flot « désordonne » le système, les minima globaux se
rapprochent de l’origine et convergent vers des valeurs de point fixe non-nulles. Dans
le même temps, le minimum local à l’origine devient un maximum, et le potentiel tend
à s’aplatir, entre les deux minima, au fur et à mesure que k diminue, pour s’approcher
asymptotiquement d’une fonction convexe. Nous ne pouvons pas continuer le flot car
nous rencontrons le même problème numérique que celui de la partie II.3.1. Mais la
valeur de ρ0,k (le minimum global de Uk(ρ)) ne varie quasiment plus sur les dernières
valeurs de k que l’on a. On peut alors extrapoler ρ0,k par une loi du type A+ Bk−C ,
ce qui augmente la précision sur la valeur de ρ0 = lim

k→0
ρ0,k.

L’évolution de Uk(φ) dans la phase désordonnée est présentée sur la figure II.9. Le
début du flot est identique à ce qui précède, sauf que pour une certaine valeur de k, les
minima globaux se confondent avec l’origine pour finalement donner un potentiel ayant
uniquement l’origine comme minimum. Comme Γ(2)

k [p,−p;φ0 = 0] = G−1
k [p,−p;φ0 =

0] = Zkp2 + U ′′
k (φ0 = 0), et en utilisant la définition de la longueur de corrélation

(G(x,x′, φ0 =0) ∼ e−|x−x
′|/ξ), on peut définir une longueur de corrélation à l’échelle k

14Il s’agit du point fixe du modèle ϕ4, ce qui correspond au modèle O(N) avec N = 1
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Fig. II.9 : Uk(φ) dans la phase désordonnée pour différentes valeurs de k.

par

ξk =

√
Zk

U ′′
k (φ=0)

(II.3.26)

qui, quand le système est dans la phase désordonnée, tend vers la véritable longueur de
corrélation ξ lorsque k tend vers 0. Nous avons parfois, même dans la phase désordon-
née, des problèmes numériques similaires à ceux de la phase ordonnée. Zkk

2 + U ′′(φ),
qui est le dénominateur de l’équation de flot pour Uk, s’approche trop près de 0, cette
fois-ci pour φ proche du maximum de Uk

15. La procédure d’extrapolation que nous
venons de décrire pour obtenir ρ0 dans la phase ordonnée fonctionne aussi pour avoir
ξ dans la phase désordonnée. La courbure du potentiel à l’origine converge avant que
la convexité du potentiel soit établie.

Enfin, l’évolution de Uk(φ), quand le système est exactement à la transition, est
présentée sur la figure II.10. Les deux minima globaux s’approchent de l’origine puis
tendent une valeur absolue non-nulle. La valeur de U en ces minima tend à devenir
égale à celle en φ = 0, si bien que U(φ) possède trois minima globaux dégénérés. Une
fois que les minima et les valeurs du potentiel en ces minima ont presque atteint leurs
valeurs limites, la partie du potentiel entre les minima tend finalement à s’aplatir en
accord avec la convexité de Uk=0(φ).

Nous avons le même genre de problème numérique que nous venons de mentionner
pour la phase désordonnée. La procédure que nous venons de décrire permet néanmoins
d’obtenir ξ et ρ0 à la transition (ρ0 désigne alors le minimum non-nul de U0(ρ), et égal
à ∆ρ0 le saut du minimum) de façon satisfaisante. Nous montrons sur les figures II.11
les dernières valeurs obtenues pour ξk et ρ0,k en fonction de k à la transition dans un
cas où celle-ci est du premier ordre. Notons que ξ et ρ0 à la transition dépendent des
conditions initiales (u0, v0 et Λ), ce sont des quantités non-universelles. Pour ce qui

15Des instabilités similaires ont été trouvées dans les études précédentes des transitions du premier
ordre par le NPRG.
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Fig. II.10 : Uk(φ) à la transition pour différentes valeurs de k.

est des quantités adimensionnées, elles divergent à la transition, il n’y a pas de point
fixe. C’est la marque d’une transition du premier ordre.
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Fig. II.11 : ξk et ρ0,k en fonction de ln Λ
k pour une transition du premier ordre.

Notons également que la convexité du potentiel à la transition impose à ce dernier
d’être constant entre −φ0 et φ0 car on doit avoir Uk=0(φ0) = Uk=0(−φ0) = Uk=0(0).
Cela signifie que, en utilisant l’équation (II.3.26), on obtient ξ0 = 0. Mais la limite
limk→0ξk est elle non-nulle et nous donne une valeur pour ξ à laquelle nous croyons
d’après ce qui précède. La taille de la région autour de φ = 0 dans laquelle la courbure
de Uk(φ) est non-nulle semble devenir de plus en plus petite quand k diminue jusqu’à
disparaitre à k = 0.
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Chapitre III

Transition de phase dans le modèle
O(3) × O(2)

Nous avons utilisé le NPRG pour étudier le modèle O(3)×O(2) et faire des prédictions
quantitatives pour les gaz de bosons de spin 1. Dans un premier temps, nous présen-
terons nos approches théorique et numérique, puis exposerons nos résultats pour le
modèle O(3) × O(2) et nos prédictions pour des expériences d’atomes froids. Dans un
second temps, nous montrerons comment l’étude du modèle plus général O(N) × O(2)
peut apporter un éclaircissement aux résultats précédents. Et enfin nous expliquerons
comment ces derniers peuvent être améliorés en traitant les fluctuations quantiques de
façon plus rigoureuse.

III.1 Notre approche du problème

III.1.1 Approximations considérées

Nous allons détailler et justifier l’approche que nous allons utiliser pour étudier l’ha-
miltonien (I.1.6)

H[ϕ] =
∫
d3x

{
1
2

[
(∇ϕ1)2 + (∇ϕ2)2

]
+ rρ+

λ1

2
ρ2 +

λ2

2
τ

}
(III.1.1)

avec une coupure ultra-violette Λ et où




ρ =
1
2

(ϕ2
1 +ϕ2

2)

τ =
1
4

(ϕ2
1 −ϕ2

2)2 + (ϕ1 ·ϕ2)2.
(III.1.2)

Les travaux antérieurs de Matthieu Tissier et al. [88, 89, 69] ont montré que l’approxi-
mation LPA’ (dont nous avons parlé dans la partie II.2.1), appliquée à ce modèle en
dimension 3, donne des résultats très proches du développement en dérivées d’ordre 2
complet (celui-ci fait intervenir des termes de courant, en plus du terme cinétique ha-
bituel). Ainsi nous utilisons l’approximation LPA’, et considérons que l’action effective
dépendant de l’échelle s’écrit

Γk[φ] =
∫
d3x

{
Zk

2

[
(∇φ1(x))2 + (∇φ2(x))2

]
+ Uk (ρ, τ)

}
(III.1.3)
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où ρ et τ sont maintenant définis par l’équation (III.1.2) dans laquelle on remplace les
champs ϕi par φi = 〈ϕi〉 (où i = 1, 2). Uk peut s’écrire comme une fonction de ρ et τ
car ce sont les deux seuls invariants indépendants sous les transformations du groupe
O(N) × O(2) (qui est le groupe de symétrie de l’hamiltonien (III.1.1)) et car l’action
effective possède les symétries de l’hamiltonien.

Le terme impliquant le régulateur Rk que l’on ajoute à l’hamiltonien s’écrit

∆Hk[ϕ] =
1
2

∑

p

Rk(p)
∑

i=1,2

ϕi(p) ·ϕi(−p), (III.1.4)

et les sources extérieures sont constituées de deux vecteurs à N composantes J1 et J2

qui se couplent linéairement aux champs. La trace dans l’équation (II.1.13), en plus des
impulsions, porte aussi sur les indices du groupe O(N)×O(2) (i = 1, 2 et j = 1, . . . , N).

À partir de l’équation (II.1.13), nous pouvons obtenir les équations de flot pour
Uk(ρ, τ) et pour Zk (nous les présentons dans l’annexe B). Par la suite nous utiliserons
le régulateur thêta (II.1.9) sauf si on mentionne le contraire (en particulier pour tester
la dépendance des résultats dans le choix du régulateur). La condition initiale (k = Λ)
de ces équations de flot est donnée par





ZΛ = 1

UΛ = rρ+
λ1

2
ρ2 +

λ2

2
τ.

(III.1.5)

Afin de simplifier la résolution numérique, nous ne résoudrons pas l’équation de
Uk(ρ, τ) en toute généralité. Nous utilisons le fait que τ = 0 dans les deux phases
(ordonnée et désordonnée) pour développer en champs autour de τ = 0 de donner
de bons résultats. Un tel « semi-développement » du potentiel effectif, fonction de
deux invariants, a été utilisé pour un modèle de matrices de symétrie U(N) × U(N)
[207, 208, 200]. Nous travaillerons ainsi avec les fonctions U (0)

k (ρ), U (1)
k (ρ) et U (2)

k (ρ)
définies par

Uk(ρ, τ) = U
(0)
k (ρ) + τU

(1)
k (ρ) +

τ2

2
U

(2)
k (ρ). (III.1.6)

Cela nous permet d’aller plus loin que les travaux de Matthieu Tissier et al. [88, 89, 69]
qui ont fait un développement complet de Uk autour de ρ = ρ0,k et τ = 0. Nous
pouvons ainsi être plus précis dans nos résultats et retrouver la phénoménologie des
transitions du premier ordre, c’est-à-dire un potentiel (U (0)

k en l’occurrence) où deux
minima peuvent coexister. Nous verrons que ce semi-développement nous permettra
d’obtenir des résultats quantitatifs pour la longueur de corrélation.

En parallèle avec nos travaux, les auteurs de l’article [90] ont étudié le même modèle
avec la même approximation (à savoir LPA’ avec un semi-développement en champs).
Ils ont montré que l’ordre 2 du semi-développement (III.1.6) (comme celui que nous
utilisons) était suffisant pour calculer la plupart des quantités. En effet, lorsque le
semi-développement est réalisé jusqu’à l’ordre 4, la valeur critique 1 Nc(d), au-dessous
de laquelle la transition devient du premier ordre, est modifiée de 2% par rapport à
celle avec le semi-développement à l’ordre 2. De même l’exposant ν quand la transition
est du second ordre (c’est-à-dire pour N > Nc(d)) est modifié de moins de 1%.

1Cette valeur coïncide avec celle obtenue par une approche sans aucun développement du potentiel
effectif [209].
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III.1.2 Résolution numérique des équations

Tout comme dans la partie II.3.1, nous allons utiliser deux méthodes différentes pour
résoudre numériquement les équations.

La première consiste à résoudre les équations de point fixe




∂tŨ
(0)
k (ρ̃) = 0

∂tŨ
(1)
k (ρ̃) = 0

∂tŨ
(2)
k (ρ̃) = 0

(III.1.7)

qui sont des équations différentielles couplées non-linéaires pour Ũ (0)
k (ρ̃), Ũ (1)

k (ρ̃) et

Ũ
(2)
k (ρ̃). Nous choisissons une grille en ρ̃ qui varie de 0 à ρ̃max, valeur choisie assez

grande pour que les résultats n’en dépendent pas. En pratique, ρ̃max de l’ordre de
quelque fois ρ̃0 (le minimum de Ũ (0)(ρ̃), solution des équations de point fixe) suffit.
Les dérivées par rapport à ρ̃ sont calculées sur cinq points. Le système d’équations
différentielles couplées devient alors un système d’équations algébriques couplées pour
Ũ

(0)
k , Ũ (1)

k et Ũ (2)
k aux différents points de la grille en ρ̃. Une méthode de type Newton-

Raphson à l’aide du logiciel Mathematica nous permet alors de les résoudre 2.
Cette première méthode permet d’accéder au potentiel effectif de point fixe, mais

aussi aux exposants critiques (en diagonalisant le flot autour du point fixe), comme
nous l’avons vu dans la partie II.3.1. De plus elle est assez rapide à mettre en place. On
évite aussi les problèmes d’instabilité numérique dont nous avons parlé, et on permet
facilement aux solutions d’avoir des valeurs complexes (nous comprendrons l’intérêt
par la suite). Néanmoins, cette méthode ne donne accès qu’au potentiel de point fixe
et aux exposants critiques (et non par exemple aux grandeurs définies dans une des
deux phases ou bien à la transition si elle est du premier ordre).

La deuxième méthode consiste à résoudre numériquement les équations de flot
∂tŨ

(0)
k (ρ̃), ∂tŨ

(1)
k (ρ̃), ∂tŨ

(2)
k (ρ̃) et ∂tZk. Comme précédemment, nous discrétisons la

variable ρ̃ de 0 à ρ̃max (de l’ordre de quelque fois ρ̃0,Λ) 3 et nous calculons les dérivées
sur 5 points. Nous pouvons faire les intégrales sur p analytiquement dans le cas où nous
utilisons le régulateur thêta (comme dans l’annexe B), ce qui permet de réduire le temps
de calcul. Avec le régulateur exponentiel, nous calculons les intégrales par la méthode de
Simpson. Finalement, la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4 nous permet d’intégrer le
flot en t (temps de groupe de renormalisation (II.3.12)) que l’on a également discrétisé.
Le pas t doit être assez petit par rapport au pas en ρ pour que la méthode de Runge-
Kutta soit stable. Ce travail numérique a été réalisé avec le langage C.

L’avantage principale de cette deuxième méthode est de nous donner accès tout
aussi bien aux quantités universelles qu’aux quantités non-universelles. Mais elle souffre

2En pratique, cette méthode a besoin d’une condition initiale assez proche de la solution pour
pouvoir trouver le point fixe (sinon, les solutions trouvées ne sont pas continues en ρ̃, ou correspondent
à des points fixes instables). Pour cela, nous utilisons les résultats issus de la deuxième méthode
dans un cas où nous l’avons utilisée auparavant. Puis, nous faisons varier légèrement un paramètre
(par exemple N ou d) et réutilisons la solution précédente comme condition initiale pour trouver la
nouvelle solution. Et ainsi de suite jusqu’à aboutir aux valeurs de paramètres qui nous intéressent.

3Quand ρ̃0,k devient trop proche de ρ̃max au cours de flot (pour un certain ka), cela signifie que l’on
s’éloigne du point fixe. À ce moment-là, nous changeons la grille (fixe en ρ̃) définie entre 0 et ρ̃max en
une grille (fixe en ρ) entre 0 et ρ̃maxk

d−2
a /Zka .
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de problèmes d’instabilités dont nous avons déjà parlé dans la partie II.3.1 et qui seront
également présents dans l’étude de ce modèle.

En pratique, nous utiliserons l’équation sur U (0)′ plutôt que sur U (0) car les équa-
tions de flot ne font intervenir U (0)(ρ) que par ses dérivées et la partie indépendante
du champ n’a pas de point fixe (autrement dit, Ũ (0)

k (0) diverge à la criticalité). On
intègre alors U (0)′ pour obtenir U (0)(ρ) − U (0)(0).

III.2 Résultats pour le modèle O(3) × O(2)

Nous détaillerons ici les résultats pour l’hamiltonien (III.1.1) avec N = 3. Nous avons
montré dans la partie I.2.6 qu’il était équivalent à celui d’un gaz de bosons de spin 1
à la transition.

III.2.1 Absence de point fixe

Nous effectuons tout d’abord une recherche de point fixe stable par la première méthode
que nous avons décrite dans la partie précédente III.1.2. Nous ne trouvons aucun point
fixe avec λ2 > 0. Il y a évidemment le point fixe gaussien, qui est instable, et le point
fixe Wilson-Fisher O(6), lui aussi instable mais avec une seule direction (selon λ2)
d’instabilité4. Nous discuterons des différents points fixes en fonction de N dans la
partie III.3.1.

Ce résultat est en accord avec les précédents travaux utilisant le NPRG de Matthieu
Tissier et al. [88, 89, 69, 90]. Cette absence de point fixe avec λ2 > 0 nous laisse penser
que la transition sera du premier ordre, plus précisément « du premier ordre induite
par les fluctuations » car le champ moyen prédit une transition du second ordre. Nous
verrons que ce scénario sera confirmé dans les parties suivantes.

III.2.2 Longueur de corrélation à la transition

L’évolution du potentiel en fonction de k peut être suivie grâce à la deuxième méthode
que nous avons décrite dans la partie III.1.2. Nous faisons varier r (cela revient à faire
varier µ′) pour se déplacer d’une phase à l’autre. Le minimum absolu ρ0,k de U (0)

k dans
la limite où k tend vers 0 nous renseigne sur la phase dans laquelle le système se trouve.
Les autres potentiels U (1)

k , U (2)
k n’importent pas pour la détermination de la phase car

τ = 0 dans (III.1.6), et ce quelque soit la phase. Si ρ0 = 0, alors le système se trouve
dans la phase désordonnée (µ′ < µ′

c), sinon il est dans la phase ordonnée (µ′ > µ′
c).

Les résultats sont alors tout à fait similaires à ceux obtenus pour le modèle ϕ6

avec u0 < 0 de la partie II.3.3. La seule différence vient du fait que le champ moyen
prédit ici une transition du second ordre (donc le potentiel U (0)

Λ ne présente qu’un seul
minimum) alors que pour le modèle ϕ6 elle est déjà du premier ordre au niveau champ
moyen (UΛ présente deux minima).

Nous présentons sur la figure III.1 U (0)
k (ρ) pour différentes valeurs de k, lorsque le

système considéré est le gaz de 87Rb (les valeurs de λ1 et λ2 sont données par (I.2.31))
à la transition (µ′ = µ′

c). Le potentiel initial U (0)
Λ (ρ) = rρ+ (λ1/2)ρ2 présente un seul

4Ce point fixe n’est donc accessible qu’avec λ2 = 0.
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minimum qui est non-nul (ρ0,Λ = −r/λ1). Donc le système est ordonné du point de vue
du champ moyen. L’ajout des fluctuations (lorsqu’on fait diminuer k) « désordonne »
le système, l’ordre à longue portée est supprimé petit à petit, et ρ0,k diminue. Dans le
même temps, pour un certain k, un second minimum apparait en ρ = 0. Le potentiel
commence à avoir une forme typique des transitions du premier ordre (avec deux
minima). Dans la limite où k tend vers 0, les deux minima sont alors dégénérés lorsque
µ′ = µ′

c. Si µ′ est très légèrement supérieur à µ′
c, le minimum absolu aura une valeur

non-nulle, si µ′ est très légèrement inférieur à µ′
c, il sera nul. Nous comprenons que

le minimum absolu subit donc un saut à la transition, ce qui est caractéristique des
transitions du premier ordre.
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Fig. III.1 : U (0)
k (ρ) à la transition pour différentes valeurs de k (pour 87Rb). L’encart

montre le début du flot.

L’évolution de U (1)
k (ρ), U (2)

k (ρ) à la transition en fonction de k est présentée sur

la figure III.2. Initialement, on a U (1)
Λ (ρ) = λ2/2, U (2)

k (ρ) = 0. L’unité de ρ sur cette

figure, bien qu’étant arbitraire est la même que celle de la figure III.1. U (1)
k (ρ) et U (2)

k (ρ)
acquièrent une certaine structure (une dépendance en ρ importante) pour ρ inférieur
ou égal à l’ordre de grandeur du minimum non-nul de U (0)

k (ρ).

Comme dans la partie II.3.3, nous rencontrons des difficultés numériques au-dessous
d’un certain k non-nul. En effet nous ne pouvons pas prolonger le flot pour des k aussi
petits possible car les équations de flot deviennent instables. Cela provient du fait que
Zkk

2 +U
(0)
k

′ + 2ρU (0)
k

′′ (qui est au dénominateur des équations de flot, voir annexe B)
tend vers 0 pour ρ au voisinage du maximum de U (0)(ρ). Nous arrêtons donc le flot
juste avant l’instabilité.

Il est néanmoins possible de trouver la longueur de corrélation ξ à la transition.
Nous remarquons pour cela, dans l’annexe B, que Γ(2)

a1,i1;a2,i2
(p,−p) est diagonal et

que ces éléments sont tous égaux à Zkp2 +U (0)′. Nous définissons alors la longueur de
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Fig. III.2 : U (1)
k (ρ) et U (2)

k (ρ) à la transition pour différentes valeurs de k (pour 87Rb).
Les encarts montrent le début du flot.

corrélation à l’échelle k par 5

ξk =

√√√√ Zk

U
(0)
k

′(ρ=0)
(III.2.1)

qui tend vers la longueur de corrélation du système quand k tend vers 0. Pour les plus
petites valeurs de k que l’on a, ξk ne varie quasiment plus. On peut alors extrapoler
ξk par une loi du type A+Bk−C , ce qui donne accès à ξ = limk→0ξk.

De la même manière, nous pouvons calculer ξ dans la phase désordonnée ainsi
que ρ0 (qui est la limite de ρ0,k quand k tend vers 0) dans la phase ordonnée et à la
transition. Pour cette dernière, il y a deux minima, ρ0 est alors défini par le minimum
non-trivial, et est égal au saut du minimum ∆ρ0. La figure III.3 montre ξk et ρ0,k pour
les dernières valeurs de k que l’on a (avant l’instabilité).

Les quantités ayant un intérêt physique (ξ et ∆ρ0) ont presque convergé quand
on arrête le flot. Le reste du flot, que nous ne pouvons pas obtenir, concerne essen-
tiellement, comme dans le cas du modèle ϕ6 de la partie II.3.3, l’établissement de la
convexité du potentiel. Néanmoins sur la figure III.2, U (1)

k évolue encore quand on

arrête le flot. Et pour U (2)
k , l’effet est encore plus prononcé. Cet effet semble géné-

rique lorsqu’on utilise le NPRG avec des développements en champs 6, mais comme
les quantités ayant un intérêt physique ne sont pas affectées, cela ne constitue pas un
problème véritable.

La table III.1 présente les valeurs obtenues pour ξ à la transition et ∆n0 pour les
différents gaz de bosons de spin 1. Dans la mesure où ξ à la transition est beaucoup plus

5Il s’agit de la même définition (II.3.26) que celle de la partie II.3.3, car U ′′
k (φ=0) = U ′

k(ρ=0).
6Nous l’avons vérifié, par exemple, pour le modèle ϕ4 (modèle O(N) avec N = 1) sur lequel nous

avons utilisé l’approximation LPA développée en champs. En effet, les coefficients du développement
en champs d’ordre élevé convergent pour des plus petites valeurs de k que les coefficients d’ordre plus
bas.
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Fig. III.3 : ξk et ρ0,k en fonction de ln Λ
k pour 87Rb à la transition.

grand que λdB et ∆n0 beaucoup plus petit que n, nous pouvons qualifier la transition
de faiblement du premier ordre.

Table III.1 : Longueur de corrélation à la transition ξ et saut de la densité du condensat
∆n0 pour 87Rb, 41K et 7Li. Ces valeurs seront réexaminées dans la partie III.4.

87Rb 41K 7Li
a0/aB 101.8 ± 0.2 68.5 ± 0.7 23.9
a2/aB 100.4 ± 0.1 63.5 ± 0.6 6.8
ξ/λdB 1.8 × 109 3.0 × 107 9.1 × 103

∆n0λ
3
dB 2.7 × 10−9 1.9 × 10−7 9.3 × 10−4

λ2
dBξ∆n0 4.9 5.7 8.5

La figure III.4 présente la dépendance de ξ à la transition en fonction des longueurs
de corrélation a0 et a2. Nous observons que ξ est toujours plus élevé que λdB

7 et varie
beaucoup en fonction des longueurs de diffusion.

Nous observons également que la longueur de corrélation à la transition dépend
essentiellement de (a0 − a2)/a2, c’est-à-dire de λ2/λ1

8. Plus précisément, plus (a0 −
a2)/a2 est petit, plus ξ est grand. Rappelons que si (a0 − a2)/a2 = 0, nous avons un
modèle O(6), la transition est donc du second ordre, et ξ = ∞.

Ce « rapprochement » vers une transition du second ordre se traduit aussi par le
fait que λ2

dBξ∆ρ0 a une limite universelle (de l’ordre de 0.4) quand (a0 − a2)/a2 tend
vers 0. Un résultat similaire a été trouvé sur le modèle U(N)×U(N) [207]. Cette limite
est universelle dans le sens où elle ne dépend pas des paramètres du hamiltonien (de
µ, M , a0 ou a2). On en déduit

λ3
dB∆n0 ≃ 4.9

ξ

λdB
(III.2.2)

7La théorie Hartree-Fock appliquée à un gaz de bosons de spin 1 non-condensé permet aussi de
montrer que ξ est au moins de l’ordre de λdB.

8ξ à la transition dépend peu de λ1 (et de λ2) quand λ2/λ1 est fixe. À titre d’exemple, si λ2/λ1 ∼ 1,
alors ξ ∼ 103λdB, presque indépendamment de la valeur de λ1 (et de λ2).



58 Chapitre III. Transition de phase dans le modèle O(3) × O(2)

2

4

6

8

0

100

200

300

40 80 120 160

2

4

6

8

a2/aB

(a
0
−

a
2
)/
a
B

log
10 (ξ/λ

d
B
)

Fig. III.4 : Longueur de corrélation à la transition ξ pour différentes valeurs des lon-
gueurs de diffusion a0 et a2 (voir l’équation (I.2.29) pour faire le lien avec λ1 et λ2).
Les symboles �, N et H correspondent respectivement aux 87Rb, 41K et 7Li.

(voir table III.1). Or nλ3
dB ∼ 1 à la transition, donc on obtient

∆n0

n
≃ 0.6

λdB

ξ
(III.2.3)

pour a0 ≃ a2.

III.2.3 Exposants pseudo-critiques

Il est a priori difficilement envisageable que ce que nous venons de présenter puisse
être observé expérimentalement. En effet, la taille des systèmes dans les expériences
d’atomes froids est de l’ordre de quelques dizaines de fois λdB. Par exemple, pour l’ex-
périence utilisant un piège quasi-uniforme [125] dont nous avons parlé dans la partie
I.2.5, la taille du gaz est de l’ordre de 40 λdB. Les valeurs pour ξ à la transition pré-
sentées dans la table III.1 nous indiquent que les expériences ne pourront pas observer
directement le caractère premier ordre de la transition. En effet, ce sera impossible
d’observer la finitude de la longueur de corrélation à la transition ou bien le saut de la
densité du condensat.

Cependant la dépendance de ξ en fonction de µ′ dans la phase désordonnée va nous
permettre de faire des prédictions réalistes pour les expériences. Nous présentons les
résultats pour les différents gaz de bosons de spin 1 que l’on a considérés sur la figure
III.5.

Dans la phase désordonnée, ξ augmente fortement lorsqu’on s’approche de la tran-
sition. Plus précisément, l’augmentation de ln(ξ/λdB) se fait de façon quasi-linéaire
en ln[(µ′

c − µ′)/µ′
c] sur plusieurs décades. La pente ne varie que très légèrement (de

5% pour 87Rb, 4% pour 41K et 2% pour 7Li). Quand le système est très proche de la
transition, la longueur de corrélation sature à une valeur finie, qui est la marque d’une
transition du premier ordre.
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Fig. III.5 : Longueur de corrélation en fonction du potentiel chimique renormalisé µ′

pour 87Rb, 41K et 7Li. Les axes sont en échelle logarithmique. La ligne horizontale de
points représente la taille typique L ∼ 40λdB du système dans une expérience.

Ce comportement en loi de puissance de ξ ∼ (µ′
c − µ′)−ν en fonction de (µ′

c − µ′)
permet de définir un exposant pseudo-critique ν. Nous présentons les exposants pseudo-
critiques sur la table III.2. Ils ont été obtenus en calculant

ν =
d ln ξ
d lnµ′

∣∣∣∣
ξ∼L

(III.2.4)

où L est la taille typique du système (ligne horizontale de points sur la figure III.5).

Table III.2 : Exposant pseudo-critique ν pour 87Rb, 41K et 7Li. Ces valeurs seront
réexaminées dans la partie III.4.

87Rb 41K 7Li
a0/aB 101.8 ± 0.2 68.5 ± 0.7 23.9
a2/aB 100.4 ± 0.1 63.5 ± 0.6 6.8
ν 0.81 0.79 0.60

Notons que le même exposant caractérise la variation de ξ en température. En effet,
ici, nous travaillons à température fixée en faisant varier le potentiel chimique. Si en
revanche la température varie à potentiel chimique fixe, ξ ∼ (T − Tc)−ν .

Les exposants que nous présentons dans la table III.2 sont des quantités non-
universelles qui varient fortement d’un gaz à l’autre. Cela est en accord qualitatif avec
ce qui est observé expérimentalement et numériquement sur le modèle STA et sur le
modèle O(N) × O(2). En effet, nous avons mentionné dans la partie I.1.4 qu’un com-
portement en loi de puissance était systématiquement observé mais que les exposants
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étaient différents les uns des autres.
Le comportement en loi de puissance s’observe dès que ξ est plus grand que quelques

fois λdB (voir figure III.5), ce qui signifie que la longueur de Ginzburg 9 ξG est de l’ordre
de λdB. Le critère de Ginzburg 10 pour un gaz de bosons de spin 0 donne

ξG

λdB
=

α√
Ma2T

(III.2.5)

où α ∼ 10−2 est une constante 11. La valeur de α donnée ici par le critère de Ginzburg
est un simple ordre de grandeur. Dans le cas des bosons de spin 1, MaFT varie entre
10−4 et 10−6 pour les trois systèmes que l’on a considérés compte tenu de la densité
choisie 12. Donc si on suppose que (III.2.5) est valable pour les bosons de spin 1, α doit
être de l’ordre de 10−2–10−3 pour que ξG soit de l’ordre de λdB, ce qui est compatible
avec la valeur de α prédite par le critère de Ginzburg pour les bosons de spin 0.

III.2.4 Comportements pseudo-critiques

Pour mieux comprendre l’origine des grandes longueurs de corrélation observées, nous
nous intéressons au flot du potentiel effectif adimensionné Ũ (0)

k (ρ̃). Si la transition était

du second ordre, il y aurait un point fixe, donc à la transition Ũ (0)
k (ρ̃) serait constant en

fonction de k pour k ≫ ξ−1
G . Cela se traduirait par des plateaux (comme sur la figure

II.5) pour les différentes quantités issues de Ũ (0)
k (ρ̃). La figure III.6 montre l’évolution

de Ũ (0)
k

′(0) en fonction de k pour différents µ′ (pour 87Rb et 7Li). La courbe enveloppe
des différentes trajectoires correspond à µ′ = µ′

c, elle sépare le plan en deux portions
(qui correspondent aux deux phases).

Pour 87Rb à la transition, après un régime transitoire, Ũ (0)
k

′(0) atteint un quasi-
plateau sur lequel il n’y a presque plus de dépendance en t = ln k

Λ (pour 5 . −t . 12),
puis sort de ce quasi-plateau (de façon approximativement exponentielle). Le compor-
tement du flot est donc très similaire à celui d’une transition du second ordre mis à
part le fait que la taille du plateau est ici finie (cette finitude est justement le signe de
l’absence de point fixe). Plus précisément, lorsqu’on fait une dichotomie sur µ′ pour
trouver la transition, tant que l’on n’est pas très proche de µ′

c (de l’ordre de 10−12 de
différence relative), on ne peut pas savoir que la transition est du premier ordre. En
effet, on observe alors un plateau pour Ũ (0)

k
′(0) (qui implique un comportement en loi

de puissance pour ξ sur la figure III.5). Pour 41K, nous obtenons qualitativement la
même chose.

Pour 7Li, la situation est un peu différente, car il n’y a presque pas de quasi-plateau.
C’est pourquoi la longueur de corrélation à la transition est beaucoup plus petite que

9Quand la longueur de corrélation du système devient plus grande qu’une certaine longueur ξG,
appelée longueur de Ginzburg, l’approximation du champ moyen n’est plus valable et on commence
à observer un comportement en loi de puissance pour ξ avec un exposant ν différent de 1/2 (valeur
prédite par le champ moyen). La région où l’on observe ce comportement est appelée « région critique ».

10Ce critère revient à dire que l’approximation du champ moyen n’est plus valide quand l’amplitude
des fluctuations du champ devient du même ordre de grandeur que la valeur moyenne du champ.

11En effet, la taille de la région critique est donnée par µ−µc ∼ M3g2T 2 d’après [210]. En utilisant
g ∼ 4πa/M , λdB =

√
2π/MT , nous trouvons ξG/λdB ∼ 1/(8π3/2

√
Ma2T ).

12 Ma2
0T,Ma2

2T ∼ 2 × 10−4 pour 87Rb, Ma2
0T ∼ 1 × 10−4 et Ma2

2T ∼ 9 × 10−5 pour 41K, Ma2
0T ∼

1 × 10−5 et Ma2
2T ∼ 1 × 10−6 pour 7Li.
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Fig. III.6 : Ũ (0)
k

′(0) en fonction de −t pour différents µ′ proche de µ′
c. La figure de

gauche correspond à 87Rb, celle de droite à 7Li.

pour les autres gaz. Néanmoins, elle reste grande devant la longueur d’onde thermique
de de Broglie. Cela peut se comprendre en observant que Ũ (0)

k
′(0) met tout de même

un certain temps avant de diverger exponentiellement. En effet, l’échelle k à partir
de laquelle le potentiel adimensionné commence à diverger exponentiellement est de
l’ordre de ξ−1.

La figure III.7 fournit une façon de comprendre l’origine des ces quasi-plateaux.
Nous y présentons le flot de renormalisation à la transition dans le plan (λ̃1,k,λ̃2,k), où
λ̃1,k et λ̃2,k sont les constantes de couplage adimensionnées

λ̃i,k =
λi,k

Z2
kk
, (III.2.6)

avec 


λ1,k = U

(0)
k

′′(0)

λ2,k = 2U (1)
k (0).

(III.2.7)

Pour des conditions initiales correspondant à 87Rb et 41K, les flots de renorma-
lisation sont fortement attirés par le point fixe Wilson-Fisher du modèle O(6) à 3
dimensions. Mais comme ce point fixe a une direction instable (celle de λ2,k), il n’est
pas accessible quand λ2,Λ > 0 (ce qui est le cas pour les trois gaz que l’on consi-
dère). Le temps très long que passent ces flots près du point fixe O(6) correspond aux
quasi-plateaux dont nous avons parlé, et permet d’expliquer les grandes longueurs de
corrélation que nous avons obtenues.

Le fait que les trajectoires (pour µ′ = µ′
c) ne finissent pas sur un point fixe est le

signe qu’elles sont du premier ordre. Mais, quand k−1 atteint la taille du système, les
trajectoires ne sont pas encore sorties de l’attraction du point fixe O(6). Les exposants
ν que l’on a mesurés pour 87Rb et 41K sont donc dus qu’à un phénomène de crossover.
C’est pourquoi leurs valeurs ne sont pas très éloignées de celle obtenue pour le modèle
O(6) : νO(6) ≃ 0.83. Ces valeurs ne sont donc pas sensibles au fait qu’il y ait ou pas un
point fixe stable dans la suite du flot.

Le cas du 7Li est différent des deux autres. En effet, la trajectoire du flot n’est
clairement pas influencée par le point fixe O(6). La valeur ν ≃ 0.60 mesurée pour 7Li
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Fig. III.7 : Flot de renormalisation dans le plan (λ̃1,k,λ̃2,k) pour 87Rb, 41K et 7Li à la
transition. Les symboles le long d’une trajectoire de flot sont régulièrement espacés en
t. Les symboles pleins montrent les conditions initiales du flot : (λ̃1,Λ,λ̃2,Λ). Le point
noir montre l’emplacement du point fixe Wilson-Fisher du modèle O(6) à 3 dimensions.

(voir table III.2) n’est donc en rien reliée à l’existence d’un point fixe. Elle est non-
universelle et ne dépend que des longueurs de diffusion a0 et a2 et de λdB. Or λdB

dépend à la fois de Tc et de M mais cette double dépendance se réduit en une simple
dépendance en n (voir l’équation (I.2.30)) quand on utilise l’expression T 0

c (n) (I.2.18).
Nous détaillerons la question de la dépendance de nos résultats en M , Tc et n dans
la partie III.4.2. Nous proposerons, dans la partie III.3, une explication au fait que la
longueur de corrélation à la transition pour le 7Li soit grande.

Nous avons trouvé que la longueur de corrélation à la transition ξ se comporte
également en loi de puissance en λ2 quand ce dernier est assez petit (voir la figure
III.8) : ξ ∼ λ−ν′

2 . Ce comportement a déjà été décrit pour des transitions faiblement
du premier d’ordre dans un modèle de matrices U(N) × U(N) [207]. Des déviations à
ce comportement sont observées quand λ2 est au moins de l’ordre de λ1. Chose remar-
quable, la valeur de la puissance ν ′ est universelle, elle est en particulier indépendante
de λ1, et vaut environ 2.72.

Cette loi de puissance quand λ2 ≪ λ1 s’explique par le fait que les flots de re-
normalisation passent alors un temps assez long près du point fixe O(6), et donc sont
influencés par ce dernier. La valeur ν ′ que nous trouvons est en fait l’inverse de la
valeur propre associée à la direction instable (selon λ2), elle est égale à 0.37 ≃ 1/2.72
(voir la note de bas de page 21).

III.2.5 Vérification de la validité des différentes approximations

Nous allons tester la robustesse de nos résultats et l’incertitude sur les valeurs des
exposants ν (voir table III.2). Nous nous concentrons pour simplifier sur la valeur
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ν ≃ 0.60 pour 7Li.
Vérifions tout d’abord que l’approximation LPA’ est raisonnable dans notre cas.

Avec l’approximation LPA (qui est moins précise que l’approximation LPA’), nous
trouvons une valeur pour ν différente de moins de 1%. Cela est une indication que,
même à l’ordre le plus bas, le développement en dérivées a presque convergé (voir
références [88, 89, 69]).

À l’ordre O(τ) du semi-développement (III.1.6) (c’est-à-dire en négligeant U (2)
k ),

on trouve un exposant ν très légèrement différent (différence relative de 0.02%) par
rapport à l’ordre O(τ2). Le semi-développement en champs a donc essentiellement
convergé à l’ordre 2 (comme montré dans l’article [90]).

Afin de tester la dépendance dans le choix du régulateur, nous avons calculé ν
avec un régulateur exponentiel (II.1.8), et avons cherché à appliquer le principe de
sensibilité minimale (comme dans la figure II.6). Nous n’avons pas trouvé de point où
ν ne dépend pas du préfacteur α (voir figure III.9). ν semble tendre vers une valeur
asymptotique à grand α. C’est là que ν dépend le moins de α, donc il est raisonnable
de prendre cette valeur13, c’est-à-dire ν ≃ 0.59. La différence relative est de 2% environ
par rapport au résultat avec le régulateur thêta 14.

L’incertitude globale sur ν est donc de 2% environ (elle est essentiellement due à
l’influence du choix du régulateur). Mais c’est sans compter une autre source d’erreur :
la valeur exacte de la coupure ultra-violette Λ ∼ λ−1

dB. Pour estimer cette erreur, nous
avons fait varier Λ entre 0.25λ−1

dB et 4λ−1
dB. Nous trouvons 0.60 ≤ ν ≤ 0.62 (ce qui ajoute

13Cette impossibilité d’appliquer strictement le principe de sensibilité minimale se rencontre dans
d’autres situations [156, 90].

14De plus on observe, sur la figure III.9, que ν varie assez faiblement (moins de 3%) en fonction de α
(si on prend des valeurs de α comprises entre 0.3 et 9). Cela permet de justifier de nouveau l’utilisation
de l’approximation LPA’ dans ce cas-ci.
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Fig. III.9 : ν pour différentes valeurs de α (le préfacteur du régulateur exponentiel).
La ligne noire montre une interpolation polynomiale.

une incertitude de 3% à la valeur de ν). Une façon de remédier à cette incertitude est
d’appliquer le NPRG sur l’action quantique (I.2.13), comme nous le verrons dans la
partie III.4. Nous pourrons, dans une assez grande mesure, échapper à la dépendance
des résultats en la coupure ultra-violette du hamiltonien classique (III.1.1).

Tester la dépendance de nos résultats en n, la densité du gaz de bosons, revient à
modifier la valeur de λdB = [3ζ(3/2)/n]1/3, c’est-à-dire la valeur de la coupure ultra-
violette, mais pas seulement. En effet, λdB intervient également dans les expressions de
λ1 et λ2 (voir équations (I.2.27)), cela vient du fait que l’on a exprimé la température
intervenant dans l’hamiltonien (I.2.17) en fonction de λdB. En multipliant la densité par
5 et par 0.2 (c’est-à-dire qu’elle vaut respectivement 55×1012 cm−3 et 2.2×1011 cm−3),
l’exposant ν est faiblement modifié et égal respectivement à 0.61 et 0.59 15.

III.2.6 Que pourrait-on observer ? Et comment ?

Dans la partie I.2, nous avons montré que les gaz de bosons de spin 1 sont décrits,
proche de la transition superfluide, par le modèle O(3)×O(2) et discuté leur réalisation
expérimentale. La longueur de corrélation ξ peut alors être déduite de la fonction de
corrélation du premier ordre (fonction de Green à une particule) que l’on peut mesurer
par interférométrie d’onde de matière [211, 124].

Il semble donc envisageable de mesurer les exposants pseudo-critiques de la table
III.2, ce qui permettrait de vérifier nos prédictions. Si elles concordaient avec les expé-
riences, cela donnerait du poids à notre méthode basée sur le NPRG. Or cette méthode
prédit que le modèle O(3)×O(2) n’a pas de point fixe stable. Cela serait donc un signal
fort dans cette direction.

Notons qu’une simple mesure d’exposants différents pour 87Rb, 41K et 7Li n’est

15 Nous avons ici considéré que l’expression L ≃ 40λdB est inchangée. Cela revient à ajuster L pour
que le nombre de bosons dans le système soit constant quand on fait varier la densité.
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pas suffisante pour conclure sur la nature des transitions de phase pour ces systèmes.
En effet, la différence entre les exposants pour 87Rb et 41K provient essentiellement
d’un phénomène de crossover dû au point fixe O(6). L’observation de cette différence
n’exclurait donc pas que la transition soit du second ordre. Si c’était le cas, l’exposant
mesuré pour 87Rb ou 41K serait alors différent du vrai exposant dû à la physique à
très grande distance où le point fixe O(6) ne se fait plus sentir.

Seul 7Li permet donc de tester nos prédictions. Cependant, l’exposant trouvé dans
le cas du 7Li, ν ≃ 0.60, est très proche de la valeur obtenue par les théories prédisant
une transition du second ordre pour le modèle O(3)×O(2) (groupe de renormalisation
perturbatif avec développement en ǫ [76] et théorie du bootstrap conforme [103]) :
ν ≃ 0.63. Cette proximité des valeurs n’est que fortuite selon notre approche 16, mais
elle empêcherait la mesure de ν du 7Li de pouvoir discriminer entre les deux scenario
(premier ou second ordre). Il faudrait donc trouver un autre gaz qui, comme le 7Li,
n’est pas influencé par le point fixe O(6), et trouver un exposant clairement différent17

de 0.60.
Une autre piste pour pouvoir conclure sur la nature de la transition serait d’obser-

ver directement la finitude de la longueur de corrélation à la transition. Pour cela, il
faudrait trouver un gaz de bosons de spin 1 avec des longueurs de diffusion qui per-
mettraient d’avoir ξ à la transition plus petite que la taille du gaz (voir figure III.4).
Nous pourrions également modifier les longueurs de diffusion grâce à des résonances de
Feshbach. Par exemple pour 7Li, pour avoir ξ . L, il faudrait multiplier a0 par 4 (avec
a2 fixe). Le principal problème vient du fait qu’il faut utiliser un fort champ magné-
tique extérieur qui, par l’effet Zeeman quadratique [51], supprimerait l’invariance par
rotation dans l’espace des spins SO(3) (voir la partie I.2.5). Une manière de contour-
ner cette difficulté serait d’utiliser des résonances de Feshbach induites par un champ
micro-ondes de faible amplitude [212]. Mais cette technique n’a pas encore été réalisée
expérimentalement.

III.3 Résultats pour le modèle O(N) × O(2)

Nous allons étudier dans cette partie le modèle plus général O(N) × O(2) dans le but
de mieux comprendre les observations que l’on vient de faire (en particulier le grande
longueur de corrélation à la transition pour 7Li).

III.3.1 Points fixes non-physiques

Appliquons tout d’abord la première méthode numérique décrite dans la partie III.1.2
qui consiste à résoudre les équations de point fixe. Nous schématisons les résultats sur
la figure III.10. Ils sont en accord avec ceux prédits par le groupe de renormalisation
perturbatif avec développement en ǫ = 4 − d [91, 92, 77, 78] et les précédents travaux
utilisant le NPRG [88, 89, 69, 90].

16Nous pouvons trouver de nombreuses autres valeurs d’exposants. Par exemple, pour un gaz dont
les longueurs de diffusion valent a0 = 190aB et a2 = 30aB , nous trouvons ν ≃ 0.45.

17Cette observation permettrait de s’assurer que la transition est du premier ordre pour au moins
l’un des deux systèmes. En effet, elle ne serait pas compatible avec l’universalité que l’on devrait
observer si la transition était du second ordre pour les deux systèmes.
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Fig. III.10 : Points fixes dans le plan (λ1,λ2). G désigne le point fixe gaussien, V le
point fixe Wilson-Fisher du modèle O(2N), C+ le point fixe chiral, C− le point fixe
anti-chiral.

En accord avec les précédentes études utilisant le NPRG, nous trouvons Nc(d =
3) ≃ 5.3.

Lorsque N est plus grand qu’une certaine valeur Nc(d), qui dépend de la dimension
de l’espace, il y a quatre points fixes : le point fixe gaussien, le point fixe Wilson-Fisher
du modèle O(2N), le point fixe dit « chiral » et celui dit « anti-chiral » (ces deux
derniers sont situés dans la partie du plan où λ1 et λ2 sont positifs). Le point fixe
gaussien est entièrement instable, les points fixes O(2N) et anti-chiral sont instables
chacun selon une direction. Seul le point fixe chiral est complètement stable. Ce dernier
gouverne donc des transitions du second ordre.

QuandN = Nc(d), les points fixes chiral et anti-chiral fusionnent, puis disparaissent
quand N < Nc(d). Il ne reste que les points fixes gaussien et O(2N) 18. Il n’y a alors
plus de point fixe entièrement stable, et le point fixe O(2N) est accessible uniquement
quand λ2 = 0.

Lorsque N < Nc(d), les équations de point fixe n’ont alors pas de solution réelle
avec λ2 > 0. Mais si on autorise des solutions complexes, on trouve deux points
fixes supplémentaires conjugués l’un de l’autre. Les points fixes chiral et anti-chiral
ont, en fait, simplement acquis une partie imaginaire. On parle de « points fixes non-
physiques ». Cela a déjà été observé par Gil Zumbach [85] et Matthieu Tissier et al.
[66]. Par exemple, pour N = 3, on trouve deux points fixes avec (λ̃1, λ̃2) = (0.689788−
2.11946i, 3.10959+1.80943i) et (λ̃1, λ̃2) = (0.689788+2.11946i, 3.10959−1.80943i) 19.

18Pour N encore plus petit, il est prédit que de nouveaux points fixes apparaissent [64], mais il n’y
en a pas de stable dans la région λ2 > 0, donc cela n’influence pas nos résultats.

19Notons que les points fixes (physiques ou non-physiques) sont caractérisés par l’ensemble Ũ (0)(ρ̃)
et non uniquement par λ̃1 et λ̃2.
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III.3.2 Comportements pseudo-critiques

Nous avons ensuite appliqué la deuxième méthode numérique de la partie III.1.2 au
modèle O(N)×O(2) pour différentes valeurs de N . Les figures III.11 et III.12 montrent
ce que nous obtenons à la transition pour le flot de λ̃1,k et λ̃2,k à 3 dimensions pour
différents N .
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Fig. III.11 : Flot de renormalisation dans le plan (λ̃1,k,λ̃2,k) à la transition. Les conven-
tions sont les mêmes que celles de la figure III.7. Outre les flots correspondant aux
conditions initiales de 87Rb, 41K et 7Li, nous montrons trois trajectoires avec des
conditions initiales différentes. La figure de gauche correspond à N = 6, celle de droite
à N = 5. Sur la figure avec N = 6, la croix noire représente le point fixe C+ (elle n’est
pas très visible, ses coordonnées sont (0.6,1.6)). Sur la figure avec N = 5, la croix noire
représente la projection dans le plan (λ̃1,k,λ̃2,k) des deux points fixes non-physiques.

Pour N = 6, les différents flots à la transition (avec λ2,Λ > 0) terminent tous sur le
point fixe chiral. Les différentes conditions initiales mènent donc à des transitions du
second ordre gouvernées par ce point fixe.

Le point fixe chiral n’existe plus pourN = 5 < Nc(d = 3). Il n’y a donc plus de point
fixe stable et les transitions sont du premier ordre. Néanmoins, nous observons que
toutes les trajectoires sont fortement attirées par une petite région du plan (λ̃1,k,λ̃2,k),
y sont ralenties, puis finissent pas s’en échapper. Cette région est centrée autour de
la projection dans le plan des 2 points fixes non-physiques. Bien qu’ils ne soient plus
réels, ces points fixes exercent donc une certaine influence 20.

Pour N = 4 et N = 3, on n’observe plus de ralentissement du flot près de la
projection des points fixes non-physiques. Leur influence s’affaiblit à mesure que N
diminue 21. Cela s’explique par le fait que leurs parties imaginaires deviennent de plus

20On observe pour 87Rb et 41K deux ralentissements qui se succèdent (donc deux quasi-plateaux).
Le premier est dû à l’influence du point fixe O(10), le second à celle des points fixes non-physiques.

21 Pour quantifier cela, nous avons calculé l’opérateur L de l’équation (II.3.14) et mesuré la valeur
propre de la direction instable du point fixe O(2N). Nous avons trouvé qu’elle varie de 0.63 à 0.37
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Fig. III.12 : Identique à la figure III.11 pour N = 4 à gauche et N = 3 à droite.

en plus grandes. Certaines trajectoires (comme celle la plus à gauche sur la figure
III.12) passent même assez loin des points fixes non-physiques et sont très rapides.
Néanmoins, les trajectoires de 87Rb, 41K et 7Li passent tout de même relativement
proche de ceux-ci et restent assez lentes bien qu’elles ne ralentissent pas.

L’existence des points fixes non-physiques apporte un éclaircissement pour le cas
du 7Li. En effet, leur influence permet d’expliquer que le potentiel adimensionné ne
diverge pas dès le début du flot (voir figure III.6), et donc le fait que nous observions
une grande longueur de corrélation.

III.3.3 Ordre de la transition pour le modèle O(2) × O(2)

Profitons de cette partie pour présenter certains résultats sur le modèle O(2) × O(2).
Comme mentionné dans la partie I.1.4, les résultats numériques les plus récents [70, 71,
72, 73, 74, 75] montrent que la transition de phase dans les modèles STA et O(N)×O(2)
(sur réseau) avec N = 2 ou 3 est du premier ordre pour les gammes de paramètres
testées. Seule une simulation Monte Carlo sur le modèle O(2) × O(2) [76] conclut à
l’existence d’une transition du second ordre pour certaines valeurs des paramètres.
Nous venons de voir que notre méthode prédit qu’il n’y a pas de transition du second
ordre pour ce modèle, néanmoins nous allons voir que nos résultats sont en très bon
accord avec ceux de cette simulation. Cela permettra de questionner la conclusion de
l’article [76].

quand N passe de 6 à 3. Cela montre que les flots qui passent du temps près du point fixe O(2N) s’en
échappent de moins en moins rapidement quand N diminue, et donc que l’influence des points fixes
non-physiques est de plus en plus faible.



III.3. Résultats pour le modèle O(N) × O(2) 69

Plus précisément l’hamiltonien étudié dans cet article est

H = − β
∑

x,µ

(ϕx ·ϕx+µ +ψx ·ψx+µ)

+
∑

x

{
ϕ2

x
+ψ2

x
+A4

[(
ϕ2

x
− 1

)2
+
(
ψ2

x
− 1

)2
]

+ 2A22ϕ
2
x
ψ2

x

}
,

(III.3.1)

où ϕ et ψ sont deux champs réels à deux composantes, x prend ses valeurs dans un
réseau cubique de L3 sites (le pas du réseau est choisi comme l’unité de longueur), µ est
un vecteur unité égal à ux, uy ou uz et A22 > A4. En utilisant l’équivalence entre cet
hamiltonien et celui des équations (3.6) et (3.7) de l’article [76], nous pouvons montrer
que (III.3.1) est également équivalent dans la limite continue au modèle O(2) × O(2)
où 




r = − 6 +
2 − 4A4

β

λ1 =
8
β2
A4

λ2 =
4
β2

(A22 −A4).

(III.3.2)

Les auteurs de [76] ont réalisé une simulation Monte Carlo sur l’hamiltonien (III.3.1)
avec une taille de réseau L = 120 et A4 = 1. Ils trouvent, pour une certaine valeur
βc de β une transition de phase qui est du premier ordre quand A22 > A∗

22 = 1.52(6),
et du second ordre quand A22 ≤ A∗

22
22. A4 = 1 et A22 = A∗

22 serait donc un point
tricritique (voir partie II.3.3). L’article [76] présente plus particulièrement les résultats
pour le cas A4 = 1 et A22 = 7/5 < A∗

22 (cas où la transition est du second ordre selon
les auteurs), nous nous limiterons à ces valeurs-là.

Pour que notre modèle continu puisse correspondre au modèle sur réseau, nous
introduisons une impulsion maximale pmax. Plus précisément, au lieu d’intégrer dans
tout l’espace des impulsions p dans les équations de groupe de renormalisation (voir
annexe B), nous intégrons sur les impulsions dont la norme est inférieure à pmax

23.
Dans le modèle sur réseau, les impulsions devraient appartenir à la première zone de
Brillouin24 ] −π, π]3. Si on voulait garder le même nombre de degrés de liberté en pas-
sant au modèle continu, on aurait 4

3πp
3
max = (2π)3 donc pmax = (6π2)1/3. En pratique,

nous avons ajusté pmax de façon à reproduire la valeur de βc de la simulation Monte
Carlo (à 0.1% près), nous trouvons pmax ≃ 1.23(6π2)1/3. Il est possible d’appliquer le
NPRG à un modèle sur réseau de façon plus précise [153, 154], mais la formulation est
assez différente et aurait demandé un travail beaucoup plus conséquent.

La coupure ultra-violette Λ est choisie de façon à ce que le champ moyen soit
presque exact pour k = Λ. C’est-à-dire qu’elle doit être, comme expliqué dans la
partie II.1.3, beaucoup plus grande que les autres échelles d’impulsion du problème, en
particulier pmax. Lorsqu’on augmente Λ de 100 à 200, βc ne varie que de 0.01%, donc
Λ = 100 semble être une valeur suffisante. Par ailleurs, nous avons utilisé le régulateur

22Remarquons que lorsque A22 = A4, nous retrouvons un modèle O(4) et donc une transition du
second ordre contrôlée par le point fixe Wilson-Fisher (voir partie II.3.1).

23Cette méthode a été appliquée récemment avec succès pour étudier la thermodynamique du modèle
XY à deux dimensions en prenant pmax = π [213].

24Nous rappelons que nous avons pris le pas du réseau comme l’unité de longueur.
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exponentiel (II.1.8). Afin de déterminer la valeur de α, le préfacteur du régulateur, nous
avons appliqué le principe de sensibilité minimale sur la valeur de βc (comme expliqué
dans la partie II.3.1). La figure III.13 montre que βc varie très peu en fonction de α
(moins de 0.1% avec α ∈ [1, 4]), et qu’il existe un point de sensibilité minimale pour
α ≃ 2.5. Nous avons donc choisi cette valeur.

1 2 3 4

0.7648

0.765

0.7652

0.7654

βc

α

Fig. III.13 : βc en fonction de α, paramètre du régulateur exponentiel. Les points
rouges représentent les résultats de notre méthode, et la ligne noire une interpolation
polynomiale.

Nous trouvons une longueur de corrélation à la transition finie mais beaucoup plus
grande que la maille du réseau

ξ ≃ 3 × 103, (III.3.3)

ainsi la transition est faiblement du premier ordre selon notre méthode. Notons que
cette valeur est beaucoup plus grande que L = 120 utilisée dans la simulation. La
figure III.14 montre ξ en fonction de (βc − β)/βc en échelle logarithme pour β proche
de βc. La pente pour ξ ∼ L permet de définir un exposant pseudo-critique ν. Nous
trouvons ν ≃ 0.64, ce qui est très proche de la valeur prédite par la simulation Monte
Carlo ν = 0.63(7). Il est plus difficile d’estimer l’exposant pseudo-critique η car ηk =
−k∂k lnZk n’atteint pas de quasi-plateau pendant le flot. Néanmoins, nous trouvons
ηk=1/L ≃ 0.065 avec L = 120, ce qui n’est pas très éloigné de η = 0.045(10) selon la
simulation (compte tenu de l’incertitude) [76].

La valeur de ν obtenue est assez différente de celle du modèle O(4) : ν ≃ 0.77. C’est
en accord avec le fait que le flot ne passe pas dans le voisinage immédiat du point fixe
Wilson-Fisher O(4) (voir figure III.15). Les auteurs de la simulation disent qu’un effet
de crossover avec le point fixe O(4) les empêchent d’avoir une grande précision sur
les exposants. Nous pensons que les marques de la transition du second ordre qu’ils
observent sont en fait dues à cet effet de crossover. En effet, nos résultats sont en bon
accord avec les leurs (du moins pour A4 = 1 et A22 = 7/5), mais nous ne prédisons pas
de transition du second ordre. Le caractère faiblement du premier ordre, caractérisé
par une grande longueur de corrélation à la transition ξ ≃ 3 × 103, ne peut pas être
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Fig. III.14 : Longueur de corrélation ξ en fonction de (βc − β)/βc. Les axes sont en
échelle logarithmique. La ligne horizontale de points représente la taille du système
simulé dans [76] L = 120. La ligne hachurée rouge représente la pente lorsque ξ ∼ L.

déduit d’une simulation sur un système dont la taille L ∼ ξ/25 est nettement inférieure
à cette longueur de corrélation.

III.4 À partir de l’action quantique des bosons de spin 1

Nous présentons dans cette partie une approche différente de celle que nous venons
d’utiliser. Ce travail nous permet de traiter les fluctuations quantiques de façon plus
précise, et ainsi remédier en partie à l’incertitude due au choix de la coupure ultra-
violette de l’hamiltonien classique.

III.4.1 Approche théorique

Nous avons vu dans la partie I.2.1 que les gaz de bosons de spin 1 à trois dimensions
sont décrits par l’action S

S[ψ†,ψ] =
∫ β

0
dτ

∫
d3x

[
ψ† ·

(
∂τ − µ− ∇

2

2M

)
ψ

+
g2

2

(
ψ† ·ψ

)2
+
g0 − g2

6
|ψ ·ψ|2

]
.

(III.4.1)
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Fig. III.15 : Flot de renormalisation dans le plan (λ̃1,k,λ̃2,k) à la transition. Les conven-
tions sont les mêmes que celles de la figure III.7. Le point noir montre l’emplacement
du point fixe Wilson-Fisher du modèle O(4) à 3 dimensions.

où ψ est un champ classique complexe à 3 composantes. Nous pouvons réécrire cette
action25

S[ϕ] =
∫ β

0
dτ

∫
d3x


1

2

∑

i,j=1,2

ϕi ·
(
iǫij∂τ − µ− δij

∇
2

2M

)
ϕj

+
g2

2
ρ2 +

g0 − g2

6
τ

] (III.4.2)

où
ψ =

ϕ1 + iϕ2√
2

(III.4.3)

et ρ et τ sont définis par (I.1.5). Nous avons vu également dans la partie I.2.1 que
les quantités physiques peuvent être exprimées en fonction des longueurs de diffusion
aF (où F = 0 ou 2), elles-mêmes fonctions de gF et ΛQ, la coupure ultra-violette de
l’action quantique (III.4.2).

Le groupe de symétrie de l’action (III.4.2) est le même que celui décrit dans la partie
I.1.2, c’est-à-dire O(3) × O(2) 26. Nous n’allons pas faire d’analyse des points fixes car
ce sont nécessairement les mêmes que ceux du modèle O(3) × O(2) classique. En effet,
les transitions de phase des modèles quantiques à température finie sont contrôlées par
les fluctuations classiques (comme nous l’avons vu dans la partie II.3.2).

Nous avons montré également que les quantités qui dépendent essentiellement des
degrés de liberté d’impulsions plus petites que λ−1

dB peuvent être calculées à partir

25τ représente à la fois le temps imaginaire et la combinaison des champs définie par l’équation (I.1.5).
Mais comme il n’y a pas d’ambiguïté au niveau du sens, cette notation ne porte pas à conséquence.

26Dans le cas où λ2 = 0 (c’est-à-dire g0 = g2), ce groupe de symétrie est élargi non pas à O(6)
comme dans le modèle classique mais à U(3) (à cause de la dérivée temporelle) [106].
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de l’hamiltonien classique (I.2.17). Cependant, le fait que la coupure ultra-violette de
cet hamiltonien n’a pas de valeur précise introduit une incertitude sur les quantités
que nous avons calculées (voir partie III.2.5). C’est la raison pour laquelle nous allons
appliquer la méthode du NPRG directement sur l’action (III.4.2). Ce traitement sera
très similaire à celui présenté dans la partie II.3.2.

Pour cela nous ajoutons un terme ∆Sk[ϕ] à l’action. Ce terme fera intervenir,
comme précédemment, un régulateur agissant uniquement sur les impulsions

∆Sk[ϕ] =
1

4M

∑

p,ωn

Rk(p)
∑

i=1,2

ϕi(p, ωn) ·ϕi(−p,−ωn). (III.4.4)

La trace de l’équation de renormalisation (II.1.13), en plus des impulsions et des indices
du groupe O(3) × O(2) (i = 1, 2 et j = 1, 2, 3), porte aussi sur les fréquences de
Matsubara discrètes bosoniques ωn = n2πT

Tr =
∑

p,ωn

∑

i=1,2

∑

j=1,2,3

. (III.4.5)

Les sources extérieures sont constituées de deux vecteurs à N composantes J1 et J2

qui se couplent linéairement aux champs. Comme mentionné dans la partie II.3.2, une
telle méthode a déjà permis d’étudier les gaz de bosons de spin 0 [178, 179, 180, 181,
182, 183, 184].

Nous appliquerons cette approche à partir de l’action quantique pour k variant de
ΛQ à λ−1

dB (partie que nous qualifierons de « quantique »). Puis, à partir de k ∼ λ−1
dB,

nous utiliserons la méthode que nous avons décrite précédemment à partir de l’ha-
miltonien classique (nous qualifierons cette partie de « classique »). Dans la première
partie, toutes les fluctuations, classiques et quantiques, sont prises en compte. Dans la
deuxième uniquement les fluctuations classiques interviennent.

La première partie permet d’affiner la condition initiale de la second partie (c’est-
à-dire les valeurs des paramètres de l’hamiltonien classique) par rapport à celle que
nous avons utilisée dans les parties précédentes. En effet, cette condition initiale sera
légèrement différente car l’échelle λ−1

dB ne représente pas une frontière rigide entre les
régimes quantique et classique, mais plutôt une échelle de crossover. Ainsi quand k =
λ−1

dB, les constantes de couplages gF,k ne seront pas strictement égales à 4πaF /M , cette
valeur n’étant atteinte que pour k = 0 et T = µ = 0. De plus, les effets thermiques ont
une petite influence sur le flot de renormalisation quand k & λ−1

dB.
Détaillons l’approximation utilisée pour la partie quantique. Nous utiliserons le ré-

gulateur thêta (II.1.9) pour simplifier les calculs numériques (car nous pouvons alors
calculer les intégrales sur les impulsions de façon analytique). De plus, nous dévelop-
perons en champ à l’ordre 4 en φ autour de zéro. Un tel développement autour de
zéro est a priori justifié car lors de la première partie du flot (qui est contrôlé par le
point fixe quantique critique à T = µ = 0), seul Uk(φ) pour φ autour de 0 renorma-
lise (c’est-à-dire évolue en fonction k). Nous utiliserons enfin l’approximation LPA 27.

27L’approximation LPA’, avec Z défini en ρ = τ = 0, revient à l’approximation LPA car alors Z ne
renormalise pas.
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L’action effective dépendant de l’échelle que l’on considère s’écrit donc 28

Γk[φ] =
∫ β

0
dτ

∫
d3x


1

2

∑

i,j=1,2

φi ·
(
iǫij∂τ − δij

∇
2

2M

)
φj

+ u0,k + u1,kρ+
u2,k

2
ρ2 + v0,kτ

] (III.4.6)

où initialement 



u0,ΛQ
= 0

u1,ΛQ
= − µ

u2,ΛQ
= g2

v0,ΛQ
=
g0 − g2

6
.

(III.4.7)

Les équations de renormalisation pour les différentes quantités sont présentées dans
l’annexe C. Nous ne connaissons pas a priori g0 et g2 (qui sont liés à ΛQ par les expres-
sions des longueurs de diffusion aF (gF ,ΛQ)). Pour pouvoir les déterminer, nous allons
faire en sorte que notre méthode reproduise les valeurs expérimentales des longueurs
de diffusion. Nous définissons alors des constantes d’interactions effectives dans chacun
des deux canaux de spin total F = 0 et 2 par g0,k = 6v0,k + u2,k et g2,k = u2,k. Nous
avons vu (dans la partie II.3.2) que dans le vide (pour T = µ = 0) les constantes
d’interaction renormalisent, et atteignent 4πaF /M lorsque k = 0. Les équations de
renormalisation dans le vide (voir annexe C) sont les mêmes pour les deux constantes
d’interaction

∂tgF,k =
M

3π2
kg2

F,k. (III.4.8)

Ces équations ont pour solutions

1
gF,k

=
1
gF

+
M

3π2
(ΛQ − k) . (III.4.9)

Ce résultat peut être retrouvé directement à partir de l’action modifiée S + ∆Sk sans
résoudre les équations de groupe de renormalisation. Pour ce faire, il suffit de sommer
les diagrammes en échelle qui sont les seuls à contribuer dans le vide 29. En faisant cela,
nous pouvons remarquer que les deux canaux d’interaction F = 0 et 2 ne se couplent
pas, ce qui est bien le cas dans les équations de renormalisation (III.4.8).

En identifiant gF,0 à 4πaF /M , on trouve





u2,ΛQ
=

4πa2

M

1
1 − 4

3πa2ΛQ

v0,ΛQ
=

2π
3M

(
a0

1 − 4
3πa0ΛQ

− a2

1 − 4
3πa2ΛQ

)
.

(III.4.10)

28ρ et τ sont définis ici à partir de l’équation (I.1.5) dans laquelle on a remplacé ϕ1 et ϕ2 par φ1 et
φ2.

29On obtient la même expression pour gF,k à condition que RΛQ
(p) = ∞. Mais si cette condition

n’est pas satisfaite, la différence que cela introduit ne joue aucun rôle pour la physique à basse énergie.
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Nous avons vu que la coupure ultra-violette d’une théorie doit être au moins de
l’ordre de sa plus grande échelle d’impulsion. Mais nous remarquons ici (avec les
équations (III.4.10)) que ΛQ ne peut pas être choisi arbitrairement grand, sinon les
constantes d’interaction sont négatives et le système de bosons décrit par l’action
(III.4.2) est instable (le système n’a pas d’état fondamental). En pratique nous pre-
nons ΛQ = a−1

0 .
Comme à la transition, 2MTa2

F ≪ 1 étant donné le choix de n (voir la note de
bas de page 12), l’échelle k ∼ λ−1

dB pour laquelle on change de méthode, est très petite
par rapport à a−1

F . Les constantes d’interaction gFk
ont donc quasiment convergé, vers

leurs valeurs finales dans le vide 4πaF /M , au moment où l’on passe à la deuxième
partie du traitement.

III.4.2 Résultats et estimations des incertitudes

Nous allons maintenant présenter les résultats obtenus avec la procédure en deux par-
ties. Nous résolvons les équations de flot par la méthode de Runge-Kutta d’ordre 4.
Par un changement de variable, nous pouvons montrer que les paramètres de notre
modélisation se réduisent à 2MT , 2Mµ, a0 et a2. Nous fixons 2MT par l’expression
de la température de condensation du gaz sans interaction (I.2.18), c’est-à-dire

2MT = 4π
(

n

3ζ(3/2)

)2/3

(III.4.11)

où n = 11×1012 cm−3 comme auparavant (I.2.25). 2Mµ est ensuite ajusté pour que le
système soit à la transition. La valeur de M n’est donc pas nécessaire. Nous trouvons
la valeur de 2Mµ prédite par la théorie Hartree-Fock, c’est-à-dire l’équation (I.2.19), à
5% près environ. Cela est cohérent avec le fait que la température critique est très bien
calculée par la théorie Hartree-Fock à basse densité (comme pour les gaz de bosons de
spin 0, voir partie II.3.2).

Les résultats obtenus sont qualitativement identiques à ceux issus de la méthode
entièrement classique. Seuls les résultats quantitatifs sont légèrement modifiés, ils sont
présentés sur la table III.3. ν est défini ici comme la pente de ln ξ par rapport à
ln[(µc −µ)/µc] (au lieu de ln[(µ′

c −µ′)/µ′
c] auparavant) pour30 ln ξ ∼ lnL = ln(40λdB).

Nous n’avons pas testé l’influence du choix du régulateur sur ces résultats mais
il est raisonnable de penser que l’erreur induite est, comme dans la partie III.2.5, de
l’ordre de 2%. Cela constitue la principale source d’incertitude de la partie classique,
mais aussi de la partie quantique. En effet, nous allons voir que les autres erreurs
dues aux approximations dans la partie quantique sont négligeables. Nous avons tout
d’abord fait les mêmes calculs avec un développement en champ d’ordre plus élevé. Pus
précisément lorsque nous développons à l’ordre 10 en φ (plutôt qu’à l’ordre 4), ξ/λdB

et ∆n0λ
3
dB sont modifiés de 0.02% et ν de 0.005% environ. Les termes d’ordre supérieur

à 4 en puissance de φ dans l’action classique (I.2.17) sont donc bien négligeables. Cela
se comprend, car comme expliqué dans la partie I.2.3, ces termes ont des puissances
de na3

F en facteur.

30Sur le domaine où ln ξ évolue quasi-linéairement en ln[(µc − µ)/µc], la pente ne varie que très
légèrement (comme avec la méthode purement classique) : de 5% pour 87Rb, 5% pour 41K et 2% pour
7Li.
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Table III.3 : Longueur de corrélation à la transition ξ, saut de la densité du condensat
∆n0 et exposant pseudo-critique ν pour 87Rb, 41K et 7Li.

87Rb 41K 7Li
a0/aB 101.8 ± 0.2 68.5 ± 0.7 23.9
a2/aB 100.4 ± 0.1 63.5 ± 0.6 6.8
ξ/λdB 2.4 × 109 3.6 × 107 8.7 × 103

∆n0λ
3
dB 2.1 × 10−9 1.6 × 10−7 1.0 × 10−3

ν 0.78 0.77 0.60

Nous avons également fait varier l’échelle où l’on passe d’un traitement quantique
à un traitement classique. Plus précisément, nous l’avons fait varier entre 0.25λ−1

dB et
4λ−1

dB. ξ/λdB et ∆n0λ
3
dB sont alors modifiés de 0.5% et ν de 0.3% environ (au lieu de

3% dans la partie III.2.5). La précision de nos résultats est donc nettement améliorée.
Cette échelle k ne peut pas être trop petite par rapport à λ−1

dB, car le développement
en champ autour de φ = 0 de la partie quantique n’est plus justifié. En effet il ne
capture alors pas l’évolution de ρ0,k qui commence à être importante, et ne permet
pas de décrire le potentiel à deux minima qui commence à émerger. De même, cette
échelle ne peut pas être trop grande non plus, car le passage au traitement classique
est justifié seulement quand les fréquences non-nulles n’influencent plus31 le flot de
renormalisation.

Modifier la densité du gaz de bosons revient à faire varier la température de la
transition (via l’expression de 2MT (III.4.11)). La faire varier nous donne des résultats
très similaires à ceux présentés dans la partie III.2.5. Par exemple, l’exposant ν pour
7Li, vaut 0.61 et 0.59 quand la densité est respectivement multipliée par 5 et 0.2 (à
nombre de bosons fixe, voir la note de bas de page 15).

En conclusion, nous avons réussi, grâce à cette approche à partir de l’action quan-
tique, à réduire nettement l’incertitude sur nos résultats. Mais aussi et surtout, en
proposant un traitement plus précis des fluctuations quantiques, cette méthode per-
met de justifier le traitement entièrement classique que nous avons détaillé dans les
parties précédentes, et de confirmer les résultats.

31Quand k = λ−1
dB , la contribution de ω1 dans le membre de droite des équations de renormalisation

(voir annexe C) est de l’ordre de 0.02% de celle de ω0.



Conclusion

Le travail présenté dans ce manuscrit concerne l’étude de la transition de phase (contrô-
lée par la température) dans le modèle tridimensionnel O(N) × O(2) (avec λ2 positif).
Cette transition permet de décrire l’émergence du magnétisme frustré classique dans
de nombreux matériaux, en particulier les antiferroaimants sur réseau triangulaire.

La nature exacte de cette transition, à savoir du premier ou du second ordre, est
l’objet d’une controverse depuis une quarantaine d’années. Les études expérimentales
démontrent l’existence de comportements en loi de puissance, mais les exposants cri-
tiques mesurés ne sont pas les mêmes d’un matériau à l’autre. Du côté des simulations
numériques, la transition est du premier ordre pour de nombreuses gammes de pa-
ramètres testées. Une seule étude [76] affirme trouver une transition du second ordre
pour certaines valeurs des paramètres, mais nous avons, au cours de cette thèse, mis
en doute cette affirmation. Enfin les travaux théoriques sont en désaccord. Le groupe
de renormalisation perturbatif avec développement en ǫ = 4 − d, ainsi qu’une version
non-perturbative, prédisent une transition du premier ordre pour N = 2 et 3. En re-
vanche, le groupe de renormalisation perturbatif à dimension fixée à 3 et la théorie du
bootstrap conforme trouvent une transition du second ordre.

Cette thèse propose une nouvelle voie expérimentale pour explorer le modèle O(3)×
O(2) : les gaz ultra-froids de bosons de spin 1. Ces systèmes sont généralement utilisés
pour étudier l’influence et la compétition pouvant exister entre le magnétisme et la
condensation de Bose-Einstein. Nous avons montré que le comportement d’un tel gaz,
avec interaction ferromagnétique et près de la transition de phase à température finie,
peut être décrit par le modèle O(3) × O(2) classique.

Nous avons étudié le modèle O(N) × O(2) par le groupe de renormalisation non-
perturbatif. Ce dernier prédit une transition de phase du second ordre pour N plus
grand qu’une certaine valeur critique Nc ≃ 5.3. En revanche, si N < Nc, la transition
est du premier ordre. De plus, avec N = 2 ou 3, la transition est génériquement
faiblement du premier ordre, c’est-à-dire que la longueur de corrélation à la transition
ξ est grande par rapport à la coupure ultra-violette du modèle, de l’ordre de λ−1

dB pour
les gaz de bosons de spin 1. Pour ces derniers, ξ est même bien plus grand que la taille
du système. Néanmoins, le comportement pseudo-critique que nous avons observé nous
a permis de définir un exposant pseudo-critique et d’en donner la valeur pour différents
gaz de bosons de spin 1 : 87Rb, 41K et 7Li. La précision sur ces valeurs est nettement
améliorée en appliquant le groupe de renormalisation non-perturbatif directement sur
l’action quantique, procédure qui nous permet aussi de justifier l’approche à partir du
modèle classique.

Une confirmation expérimentale des valeurs de ν prédites par le groupe de renor-
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malisation non-perturbatif, en particulier dans le cas du 7Li (qui n’est pas influencé
par le point fixe O(6)), serait un argument fort en faveur de notre théorie et donc
du caractère premier ordre de la transition. Pour prouver de manière indéniable la
non-universalité de l’exposant pseudo-critique ν, il faudrait pouvoir faire varier les
longueurs de diffusion du 7Li (par exemple par une technique de type résonance de
Feshbach) ou trouver un autre gaz avec des longueurs de diffusion différentes. Cela per-
mettrait en outre de distinguer nos prédictions de celles du groupe de renormalisation
perturbatif en dimension fixe et de la théorie du bootstrap conforme qui obtiennent
une valeur très proche de ν pour le 7Li. Une preuve expérimentale directe du caractère
premier ordre de la transition demanderait d’avoir un gaz pour lequel la longueur de
corrélation à la transition est plus petite que la taille du système.

L’intérêt des atomes froids par rapport aux systèmes traditionnels de matière
condensée (par exemple les solides présentant un ordre magnétique) provient de la sim-
plicité et de la précision de la modélisation. Par exemple, le modèle O(3) × O(2) décrit
les antiferroaimants sur réseau triangulaire seulement de façon effective. Il faudrait
en effet ajouter de nombreux autres termes à l’hamiltonien pour que celui-ci décrive
le système réel. Mais aussi et surtout, il est très difficile de connaître les valeurs des
paramètres. En revanche, les atomes froids sont extrêmement bien décrits avec des
hamiltoniens à petit nombre de paramètres et leurs valeurs peuvent être mesurées avec
une grande précision. Les résultats de cette thèse sont basés sur le fait qu’un gaz dilué
de bosons de spin 1 est complètement paramétrisé, à basse énergie, par T , µ, a0, a2

et M . Cela nous a permis de faire des prédictions pour des quantités non-universelles,
comme la longueur de corrélation à la transition ou l’exposant pseudo-critique, qui
dépendent de ces paramètres.

Notre travail ouvre plusieurs directions de recherche possibles. D’une part, se pose
la question d’une phase ferromagnétique sans condensation dans les gaz de bosons de
spin 1 avec interaction ferromagnétique. En effet, la possibilité d’une transition entre
la phase normale et une phase ferromagnétique à une température plus élevée que
celle de la condensation reste un problème ouvert. Le groupe de renormalisation non-
perturbatif pourrait apporter des éléments de réponse. Pour cela il faudrait calculer la
susceptibilité de spin, ce qui peut être fait en introduisant un champ vectoriel extérieur
se couplant à l’opérateur de spin

∑
m,m′ ψ̂†

mF̂m,m′ψ̂m′ . Les ordres supraconducteur ou
magnétique des systèmes fermioniques sont généralement étudiés de cette façon dans
les approches basées sur le groupe de renormalisation [164]. Une méthode similaire
a été utilisée récemment pour analyser le mode d’amplitude de Higgs dans les gaz
d’atomes froids [214]).

D’autre part, la transition dans le modèle O(N) × O(2) avec λ2 < 0 pourrait être
étudiée par le groupe de renormalisation non-perturbatif. Dans les gaz de bosons de
spin 1 avec interaction antiferromagnétique (comme les gaz de 23Na [215]), la transi-
tion entre la phase normale et la phase polaire est décrite par ce modèle avec N = 3.
Celui-ci permet aussi d’étudier la transition dans certains matériaux présentant une
onde de densité de spin sinusoïdale [65], et la transition entre la phase normale et la
phase planaire de l’hélium 3 [77]. Le schéma de brisure de la symétrie est dans ce
cas : O(N) × O(2) → O(N − 1) × Z2,diag.. Le groupe de renormalisation avec dévelop-
pement en ǫ prédit que la transition peut être du second ordre seulement quand N
est inférieur à 1.968(1) [91]. Mais le groupe de renormalisation en dimension fixée à 3
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[216, 217] et la théorie de bootstrap conforme [103] trouvent une transition du second
ordre pour N = 3. Il semble donc y avoir également un désaccord. Comme pour la
transition qui nous a intéressés dans ce manuscrit, il serait intéressant de connaître les
prédictions du groupe de renormalisation non-perturbatif et d’étudier comment les gaz
de bosons de spin 1 pourraient éclaircir la nature de la transition.
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We determine the size of the critical region of the superfluid transition in the BCS-BEC crossover
of a three-dimensional fermion gas, using a renormalization-group approach to a bosonic theory of
pairing fluctuations. For the unitary Fermi gas, we find a sizable critical region [T−

G , T+

G ], of order
Tc, around the transition temperature Tc with a pronounced asymmetry: |T+

G − Tc|/|T−

G − Tc| ∼ 8.
The critical region is strongly suppressed on the BCS side of the crossover but remains important
on the BEC side.
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I. INTRODUCTION

Superfluidity has been well understood for a long
time in two different limiting cases. The first one
is the Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS) superfluidity of
fermions [1], the second one is the Bose-Einstein con-
densation (BEC) of bosons [2]. In the BCS limit, a
weak attractive interaction in a highly degenerate sys-
tem of fermions induces a pairing instability. Pairs form
and condensate at the same temperature Tc that is or-
ders of magnitude smaller than the Fermi energy EF . In
the BEC limit, superfluidity arises from condensation of
bosonic atoms into a single quantum state. The inter-
nal structure of the bosonic atoms (made up of an even
number of fermionic constituents) is irrelevant at tem-
peratures of the order of the BEC temperature.

While most of the superfluids discovered in the 20th
century are firmly in one or the other limit, recently
discovered materials such as high-Tc superconductors re-
quire one to understand superfluidity beyond the stan-
dard paradigms. From an experimental point of view,
this has become possible in cold atomic gases where Fes-
hbach resonances allow us to tune the attractive inter-
action between atoms and span the entire BCS-BEC
crossover [3]. Deep on the BCS side of the resonance,
where the s-wave scattering length a between fermionic
atoms in two different hyperfine states is negative and
satisfies 1/kF |a| ≫ 1 (with n = k3F /3π

2 the density of
particles), superfluidity is well described by BCS theory.
Deep on the BEC side, where a > 0 and 1/kFa ≫ 1,
superfluidity arises from BEC of tightly bound fermion
pairs of size a. The fermion gas close to unitarity
(|a| → ∞) is a paradigmatic example of strongly corre-
lated systems that exhibits several remarkable properties
(for reviews, see Refs. [3–7]). In particular, it shows the
highest ratio Tc/EF ≃ 0.15 ever observed in a fermionic
superfluid (with EF = k2F /2m = (3π2n)2/3/2m) [8]. (We
set ~ = kB = 1 throughout the paper.)

An unsolved issue relates to the behavior of the unitary
Fermi gas in the normal (nonsuperfluid) phase. In the
BCS limit, above the transition temperature the Fermi
gas is a Fermi liquid. On the BEC side, the normal phase
is a Bose gas of fermion-fermion dimers which dissociate

only at the pairing temperature T ∗; when Tc ≤ T ≪ T ∗

the fermionic spectral function exhibits a pseudogap at
low energies and Fermi-liquid behavior is suppressed.
The importance of pairing fluctuations and “preformed”
(metastable) pairs at unitarity as well as the fate of pseu-
dogap [9, 10] and Fermi-liquid behavior is still unset-
tled [11, 12]. On the experimental side, the situation
is unclear. Radiofrequency spectroscopy has been inter-
preted as evidence for a pseudogap state [13] and the
small shear viscosity suggests the absence of quasipar-
ticles above Tc [14]. On the other hand, Fermi-liquid
behavior was observed in thermodynamics [15, 16] and
spin transport properties [17] in contradiction with the
existence of a pseudogap.

In this paper, we study pairing fluctuations in the
BCS-BEC crossover and determine the size of the crit-
ical region about the superfluid transition where ther-
modynamic quantities show critical behavior with criti-
cal exponents corresponding to the Wilson-Fisher fixed
point of the three-dimensional classical O(2) model. In
weak coupling superconductors, due to their large T = 0
coherence length, the critical region is too small to be
observed experimentally; its size scales with (Tc/EF )

4.
For high-Tc superconductors, it can reach 10−2. It has
previously been pointed out that the size of the criti-
cal region in the unitary Fermi gas should be of order
unity according to the Ginzburg criterion [18]. However,
a precise determination of the critical region requires a
good description of critical pairing fluctuations and is
therefore beyond the reach of standard theoretical ap-
proaches such as Nozières–Schmitt-Rink (NSR) theory
or T -matrix approximation [4, 19, 20]. The superfluid
transition temperature of the unitary Fermi gas has been
determined accurately by a diagrammatic determinant
Monte Carlo method [21] but the size of the critical re-
gion has not been estimated. We have used the non-
perturbative renormalization group (NPRG) to obtain
an estimate of the critical region of the unitary Fermi
gas [22]. Our approach differs from previous NPRG stud-
ies (for reviews, see Refs. [23, 24]) insofar as we integrate
out the fermions using a complex Hubbard-Stratonovich
field and deal with a bosonic theory of pairing fluctua-
tions (for a perturbative RG approach along the same
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lines, see [25]).
We compute the Ginzburg temperatures T+

G and T−
G

of the unitary Fermi gas and find a sizable critical region
[T−

G , T
+
G ] around the transition temperature Tc, of the or-

der of Tc, with a pronounced asymmetry: |T+
G−Tc|/|T−

G−
Tc| ∼ 8. The critical region in the BCS-BEC crossover is
estimated from a Ginzburg criterion with the additional
constraint that the NPRG results should be reproduced
in the unitary limit. We find that the critical region is
strongly suppressed on the BCS side of the crossover but
remains important on the BEC side.

II. NPRG APPROACH

We consider a system of neutral fermions with two pos-
sible hyperfine states and dispersion ǫq = q

2/2m, and
Hamiltonian

Ĥ =

ˆ

d3r

{ ∑

σ=↑,↓

ψ̂†
σ

(
−∇

2

2m
− µ

)
ψ̂σ − gψ̂†

↑ψ̂
†
↓ψ̂↓ψ̂↑

}

(1)
where the chemical potential µ controls the density of
particles. We take g > 0 so that the interaction between
fermions is attractive. The s-wave scattering length is
then defined by

m

4πa
= −1

g
+

ˆ

|q|≤ΛF

d3q

(2π)3
1

2ǫq
, (2)

where the ultraviolet momentum ΛF on the fermion dis-
persion is introduced to regularize the zero-range interac-
tion potential gδ(r− r

′). We set ~ = kB = 1 throughout
the paper.

The partition function Z = Tr e−βĤ can be written
as a functional integral over anticommuting Grassmann
fields with (Euclidean) action

S =

ˆ β

0

dτ

{
ˆ

d3r
∑

σ

ψ∗
σ∂τψσ +H[ψ∗, ψ]

}
. (3)

Decoupling the interaction term in the particle-particle
channel using a complex Hubbard-Stratonovich field ϕ
and integrating out the fermion field ψ, we obtain the
action

S[ϕ∗, ϕ] =
1

g

ˆ β

0

dτ

ˆ

d3r|ϕ(x)|2 − Tr ln(G−1
0 + ϕ̂), (4)

where β = 1/T and x = (r, τ).

G−1
0 (q, iωn) =

(
iωn − ǫq + µ 0

0 iωn + ǫq − µ

)
(5)

and

ϕ̂(x, x′) = δ(x− x′)

(
0 ϕ(x)

ϕ(x)∗ 0

)
(6)

are 2 × 2 matrices in the Nambu space defined by the
two-component spinor Ψ = (ψ↑, ψ↓)

T . Here G0(q, iωn)
denotes the Fourier transform of G0(x, x

′) with ωn =
(2n+1)πT (n integer) a fermionic Matsubara frequency.

The action S[ϕ∗, ϕ] contains all information about
pairing fluctuations and criticality. A saddle-
point computation of the partition function Z =
´

D[ϕ∗, ϕ]e−S[ϕ∗,ϕ] reproduces the BCS mean-field the-
ory. Including Gaussian fluctuations about the saddle-
point solution yields the NSR approach [19]. To take into
account fluctuations beyond the perturbative approach,
we use the NPRG [26–28]. We add to the action the
infrared regulator term

Sreg
k [ϕ∗, ϕ] =

∑

p,ωm

ϕ∗(p, iωm)Rk(p, iωm)ϕ(p, iωm) (7)

(ωm = 2mπT is a bosonic Matsubara frequency) in-
dexed by a momentum scale k such that fluctuations are
smoothly taken into account as k is lowered from a mi-
croscopic scale Λ down to zero.

The central quantity in the NPRG approach is the
scale-dependent effective action (or Gibbs free energy)

Γk[∆
∗,∆] = − lnZk[J

∗, J ] +

ˆ β

0

dτ

ˆ

d3r(J∗∆+∆∗J)

− Sreg
k [∆∗,∆] (8)

defined as a (slightly modified) Legendre transform of the
(scale-dependent) free energy − lnZk[J

∗, J ] that includes
the subtraction of Sreg

k [∆∗,∆]. Here J is a complex ex-
ternal source that couples linearly to the pairing field ϕ
and ∆(x) = 〈ϕ(x)〉 is the order parameter. The cut-
off function RΛ(p) at the microscopic scale Λ is chosen
very large so that it suppresses all fluctuations and the
mean-field theory becomes exact: ΓΛ[∆

∗,∆] = S[∆∗,∆].
For a generic value of k, Rk(p) suppresses fluctuations
with |p|, |ωm|/c . k but leaves unaffected those with
|p|, |ωm|/c & k where c is the velocity of low-energy ex-
citations. The effective action of the original model (4)
is given by Γk=0 provided that Rk=0 vanishes. The vari-
ation of the effective action with k is governed by Wet-
terich’s equation [29],

∂kΓk[∆
∗,∆] =

1

2
Tr

{
∂Rk

∂k

(
Γ
(2)
k [∆∗,∆] +Rk

)−1
}
, (9)

where Γ
(2)
k denotes the second-order functional derivative

of Γk. Thus the NPRG approach aims at finding Γk=0

using Eq. (9) starting from the initial condition ΓΛ.
At momentum scale Λ, all physical quantities of in-

terest can be obtained from ΓΛ[∆
∗,∆] = S[∆∗,∆]. In

particular, the state of the system (normal or super-
fluid) is determined by the constant (i.e., uniform and
time-independent) minimum ∆Λ of ΓΛ. At unitarity, ∆Λ

becomes nonzero below the mean-field transition tem-
perature TMF

c ≃ 0.5EF . In the following, we want to
study the vicinity of the (true) transition temperature
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Tc ≃ 0.15EF which is much smaller than TMF
c [21].

This implies that ∆Λ is a large energy scale of the or-
der of ∆Λ(T = 0) ≃ 0.69EF [30]. Restricting ourselves
to fluctuations satisfying |p|, |ω|/cΛ . ∆Λ (with cΛ the
Bogoliubov-Anderson mode velocity at mean-field level),
we can expand the effective action ΓΛ to second order in
derivatives. Assuming a similar derivative expansion for
all values of k smaller than Λ, this leads us to the ansatz

Γk[∆
∗,∆] =

ˆ β

0

dτ

ˆ

d3r
{
∆∗(ZC,k∂τ − VA,k∂

2
τ

− ZA,k∇
2)∆ + Uk(ρ)

}
(10)

for the scale-dependent effective action, where the ef-
fective potential Uk is a function of the U(1) invariant
ρ = |∆|2. We further expand Uk to quartic order in the
field about the equilibrium state ρ = ρ0,k defined by the
minimum of Uk,

Uk(ρ) = Uk(ρ0,k) + δk(ρ− ρ0,k) +
λk
2
(ρ− ρ0,k)

2, (11)

where δk = U ′
k(ρ0,k) vanishes if ρ0,k > 0.

Since the derivative expansion (10) is appropriate
only for low-energy fluctuations satisfying |p|, |ωm|/cΛ .
∆Λ/cΛ, the initial momentum cutoff Λ must be of the
order of ∆Λ/cΛ. We thus assume that high-energy fluc-
tuations do not significantly alter the transition tempera-
ture and the size of the critical region. The precise value
of the cutoff Λ is fixed so as to reproduce the known
transition temperature Tc ≃ 0.15EF of the unitary Fermi
gas [21], and internal consistency of our approach requires
Λ ∼ ∆Λ/cΛ.
The initial values δΛ and λΛ are obtained from

δΛ =
∂UΛ(ρ)

∂ρ

∣∣∣∣
ρ=ρ0,Λ

, λΛ =
∂2UΛ(ρ)

∂ρ2

∣∣∣∣
ρ=ρ0,Λ

, (12)

whereas

ZC,Λ = lim
p→0

∂

∂ωm
Γ
(2)
Λ,12(p),

VA,Λ = lim
p→0

∂

∂ω2
m

Γ
(2)
Λ,22(p),

ZA,Λ = lim
p→0

∂

∂p2
Γ
(2)
Λ,22(p).

(13)

UΛ is the mean-field effective potential and

Γ
(2)
Λ,ij(p) =

δ2ΓΛ[∆
∗,∆]

δ∆i(−p)δ∆j(p)

∣∣∣∣
∆(x)=∆Λ

=
δi,j
g

+
(−1)i+j

2

ˆ

q

tr[GΛ(q)τ
iGΛ(q + p)τ j ]

(14)

the mean-field two-point vertex in a uniform and time-
independent field ∆ (see appendix). We use the no-
tation p = (p, iωm) and q = (q, iωn) with ωm (ωn)

a bosonic (fermionic) Matsubara frequency. G−1
Λ (q) =

G−1
0 (q)+∆Λτ

1 is the mean-field fermion propagator and
(τ1, τ2, τ3) stands for the Pauli matrices. ∆1 and ∆2 re-
fer to the real and imaginary parts of the pairing field
∆ = (∆1 + i∆2)/

√
2. With no loss of generality, we have

assumed ∆Λ = ρ
1/2
0,Λ to be real.

The bosonic effective action (10) has been studied in
the context of superfluidity in Bose gases and we refer to
previous publications for details about the solution of the
flow equation (9) [31–34]. We have used an exponential
cutoff function,

Rk(p) = ZA,kY r(Y ), r(Y ) = (eY − 1)−1,

Y =
p
2

k2
+

ω2
m

k2c2Λ
,

(15)

acting both on momenta and frequencies [33].

III. CRITICAL REGION OF THE UNITARY

FERMI GAS

To study the unitary limit, we compute both the ef-

fective potential UΛ and the two-point vertex Γ
(2)
Λ in

the limit ΛF → ∞ and g → 0 in such a way that
1/a = 0 (see appendix). We then fix the chemical po-
tential µ to an arbitrary value and determine the su-
perfluid transition temperature Tc from the vanishing
of ρ0,k for k → 0. Finally we fine tune the value of
the ultraviolet cutoff Λ so as to obtain Tc = 0.15EF

where n = −dUk=0(ρ0,k=0)/dµ is the fermion density and

EF = k2F /2m = (3π2n)2/3/2m. We find Λ ≃ 0.97kF
to be of the order of ∆Λ(T = 0)/cΛ = 0.77kF [30].
When we compute physical quantities (e.g., the corre-
lation length) away from the transition temperature, we
adjust the value of the chemical potential so as to main-
tain the fermion density n constant.

Figure 1 shows the superfluid correlation length

ξ =

(
ZA,k=0

δk=0

)1/2

(16)

in the normal phase. Near Tc, ξ ∼ (T − Tc)
−ν diverges

with the critical exponent ν ≃ 0.62, which is the known
result for the three-dimensional classical O(2) model with
the approximations used here to solve the RG equa-
tion (9). Defining the Ginzburg temperature T+

G by the
criterion

ln(ξkF )− ln(ξckF )

ln(ξckF )
= 0.02, (17)

where ξc ∼ t−ν corresponds to the asymptotic behavior of
the correlation length for t→ 0, we find that the critical
region [Tc, T

+
G ] extends up to the Ginzburg temperature

T+
G ≃ 1.75Tc ≃ 0.26EF . The Ginzburg temperature is

of course sensitive to the precise criterion that we use.
For example, one finds T+

G ≃ 1.66Tc (and T−
G ≃ 0.94Tc)
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FIG. 1. (Color online) Superfluid correlation length ξ vs t =
(T−Tc)/Tc in the normal phase (T > Tc). The (green) dashed
line shows the critical behavior ξ ∼ t−ν when t → 0+. (Inset)
Ratio between the correlation length ξ and the fermion de
Broglie thermal wavelength ξth = vF /πT .
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√
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√
ρ0,c/EF ∼ (−t)β

FIG. 2. (Color online) Order parameter
√
ρ0 vs t = (T −

Tc)/Tc in the superfluid phase (T < Tc). The (green) dashed
line shows the critical behavior

√
ρ0 ∼ (−t)β when t → 0−.

with 0.01 instead of 0.02 in (17), and T+
G ≃ 1.97Tc (and

T−
G ≃ 0.79Tc) with 0.05.
Figure 1 (inset) also shows the ratio between the corre-

lation length ξ and the fermion de Broglie thermal length
ξth = vF /πT (vF = kF /m). ξ/ξth is of order one for
T & T+

G but rapidly increases for temperatures below

T+
G .
We show in Fig. 2 the order parameter

√
ρ0 ≡ √

ρ0,k=0

in the superfluid phase. Near Tc,
√
ρ0 ∼ (Tc − T )β van-

ishes with the exponent β ≃ 0.33. The critical behavior
extends from the transition temperature Tc = 0.15EF

down to the Ginzburg temperature T−
G ≃ 0.90Tc ≃

0.14EF . The latter is obtained from the criterion (17)
with ξkF replaced by

√
ρ0/EF and

√
ρ0,c ∼ (−t)β .

We conclude that the critical region [T−
G , T

+
G ] is sizable

and strongly asymmetric: (T+
G − Tc)/(Tc − T−

G ) ∼ 8.
This asymmetry is partially explained by the fact that we
vary the temperature at fixed density while the chemical
potential µ strongly varies with T in the normal phase.
At fixed chemical potential we find a smaller asymmetry:

(T+
G − Tc)/(Tc − T−

G ) ≃ 3.
To clarify the origin of this asymmetry we have studied

the classical O(2) model (ϕ4 theory for a two-component
field) using the NPRG. We have found that the asymme-
try is small when the interaction is weak but can be large
when the interaction is strong. This shows that the criti-
cal regime is generically asymmetric when the interaction
is of order one, which is the case in the unitary Fermi gas.
However, in the O(2) model the critical regime is larger in
the low-temperature phase, i.e., T−

G > T+
G , while the re-

verse is true in the unitary Fermi gas. A crucial difference
between the O(2) model and our theory of the unitary
Fermi gas is that in the latter case, the initial condi-
tion of the RG approach is given by the mean-field BCS
theory and is temperature dependent. By contrast, the
only temperature dependence in the O(2) model comes
from the coefficient of the quadratic (ϕ2) term. This, we
believe, might explain the difference between the O(2)
model and the unitary Fermi gas but we have not been
able to find a simple physical explanation.

IV. CRITICAL REGION IN THE BCS-BEC

CROSSOVER

A priori it should be possible to follow a similar proce-
dure to compute the size of the critical regime in the
whole BCS-BEC crossover. While this is indeed the
case on the BCS side (see below), in the BEC limit we
encounter the following difficulty. When 1/kFa ≫ 1,
superfluidity is due to the BEC of pointlike composite
bosons. The initial effective action then corresponds to a
bosonic action with a local interaction. To leading order
in n1/3a, the transition temperature is given by the BEC
temperature of bosons with mass mB = 2m and density
nB = n/2. As is well known in the theory of the dilute
Bose gas, the BEC temperature is not correctly com-
puted if one imposes a cutoff on frequencies. Technically
this is due to the propagator of the bosonic field (i.e.,
∆) vanishing as 1/iωm in the large frequency limit. The
calculation of the particle density then requires one to
sum over all Matsubara frequencies (with an appropriate
convergence factor). We expect that a cutoff acting only
on momenta would allow us to explore the BEC limit but
one would then have to go beyond the derivative expan-
sion (for the frequency dependence), a very difficult task
in practice.
To estimate the critical regime in the BCS-BEC

crossover and in particular in the BEC limit, it is pos-
sible to use the Ginzburg criterion, with the additional
constraint that the NPRG results should be reproduced
in the unitary limit. Let us consider the classical limit

Γcl[∆
∗,∆] = β

ˆ

d3r
{
ZA|∇∆|2 + U(ρ)

}
(18)

of the effective action Γk=Λ obtained by considering
only fluctuation modes with vanishing Matsubara fre-
quencies [35]. We can then define two characteristic
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FIG. 3. (Color online) Critical region of the superfluid transi-
tion in the BCS-BEC crossover. The transition temperature
Tc is obtained from a Luttinger-Ward approach [41]. The
Ginzburg temperatures T+

G and T−

G (dashed and dot-dashed
lines) are deduced from (19). The black crosses on the BCS
side show the results obtained directly from the NPRG ap-
proach (as in the unitary limit).

lengths. The first one is the T = 0 healing length
ξh = (ZA/λρ0)

1/2 ; the second one is the Ginzburg length
ξG = Z2

A/λTc [36]. The size of the critical region is de-
termined by the Ginzburg criterion

|T±
G − Tc|
Tc

= t±G = α±
ξ2h
ξ2G
, (19)

where α± is a constant. Here we distinguish between
the critical region in the normal (t+G) and superfluid (t−G)
phases. ξh and ξG are computed vs 1/kFa using mean-
field theory (see appendix) and we fix the constants α±

by requiring that for 1/a = 0 we reproduce the NPRG
results obtained for the unitary gas in Sec. III: α+ ≃
4.0× 10−3 and α− ≃ 5.2× 10−4. The asymmetry of the
critical region is then independent of 1/kFa and equal
to α+/α−. We therefore do not expect the Ginzburg
criterion (19) to be quantitatively valid beyond the BCS-
BEC crossover region 1/kF |a| . 1.
Using the results of the appendix, in the BCS limit we

find that t±G ∼ (Tc/EF )
4 is exponentially small, since

Tc ∼ EF e
−π/kF |a|, so that the critical region is too

small to be observed experimentally. In the BEC limit,
t±G ∼ kFa(Tc/EF )

2 ∼ kFa [18, 37] is also small although
not as strongly suppressed as in the BCS limit. For
1/kFa ≫ 1, using Tc ≃ 0.218EF (and the results of the
appendix) [38], we obtain t+G ≃ 7n1/3a≪ 1 in agreement
with known results of the dilute Bose gas [39, 40]. By
contrast, t±G is of order unity at unitarity. Note that the

maximum of T+
G is on the BEC side of the resonance

(1/kFa ≃ 1), not far away from the maximum of Tc.
The critical region in the BCS-BEC crossover is shown

in Fig. 3, where we have used the transition tempera-
ture Tc computed in Ref. [41] within a Luttinger-Ward
approach. On the BCS side 1/kFa < 0, we also show the
critical region obtained from the NPRG approach follow-

ing the procedure used in the unitary limit (the cutoff Λ
is fixed in order to reproduce the transition temperature
computed in Ref. [41]). There is a good agreement with
the results obtained from the Ginzburg criterion. By
contrast, on the BEC side 1/kFa > 0, the NPRG ap-
proach yields a much narrower critical region than what
is predicted by the Ginzburg criterion. We ascribe this
disagreement to the failure of our NPRG approach (with
a frequency cutoff) to determine correctly the particle
density when there are composite bosons (bound pairs
of fermions); see the discussion at the beginning of this
section.

The overall picture of the critical region is in qualita-
tive agreement with the results of Ref. [18]. Evidence for
a large critical region close to unitarity was also found
in Ref. [42], where a diagrammatic analysis showed that
diagrams that are subleading for T ≫ Tc exceed leading
ones in a wide region, of order Tc, above the transition
temperature.

V. CONCLUSION

In summary, we have determined the width of the
critical region in a Fermi gas through the BCS-BEC
crossover. To circumvent the breakdown of perturba-
tion theory in the critical region, we have used a NPRG
approach. Close to unitarity, we find that the critical
region is very wide (of the order of the transition tem-
perature Tc) and asymmetric, being larger in the normal
phase than in the superfluid phase. The critical region is
also more pronounced on the BEC side than on the BCS
side where it becomes unobservable. An interesting and
open issue relates to the interplay between critical fluc-
tuations, Fermi-liquid behavior, and the (much debated)
possible existence of a pseudogap [43].
In Ref. [18], it was pointed out that the critical region

is strongly suppressed in trapped gases due to their inho-
mogeneity, although critical behavior could be observed
in the compressibility by measuring the density profile.
Nonetheless, the possibility to load gases in the three-
dimensional quasiuniform potential of an optical box trap
opens up new prospects to observe criticality in trapped
gases [44].
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APPENDIX: EFFECTIVE POTENTIAL AND

TWO-POINT VERTEX IN THE MEAN-FIELD

APPROXIMATION

At the initial stage of the RG procedure, the effec-
tive action is given by mean-field theory: ΓΛ[∆

∗,∆] =
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S[∆∗,∆], where S is given by (4). An elementary calcu-
lation then gives

UΛ(ρ, µ) =
1

g
+

ˆ

q

{ξq − 2T ln[2 cosh(βEq/2)]} (20)

and

Γ
(2)
Λ,11(p; ρ) =

1

g
+

1

2

ˆ

q

{2F (q)F (p+ q)

−G(q)[G(p− q) +G(−p− q)]},

Γ
(2)
Λ,22(p; ρ) =

1

g
− 1

2

ˆ

q

{2F (q)F (p+ q) (21)

+G(q)[G(p− q) +G(−p− q)]},

Γ
(2)
Λ,12(p; ρ) = − i

2

ˆ

q

G(q)[G(p− q)−G(−p− q)],

in a constant field ∆ =
√
ρ (i.e., ∆1 =

√
2ρ and ∆2 = 0),

with

G(q) = − iωn + ξq
ω2
n + E2

q

, F (q) =

√
ρ

ω2
n + E2

q

,

Eq =
√
ξ2
q
+ ρ, ξq = ǫq − µ. (22)

We use the notation

ˆ

q

≡ T
∑

ωn

ˆ

q

≡ T
∑

ωn

ˆ

d3q

(2π)3
. (23)

The fermionic Matsubara sums in (21) can be done an-
alytically. The interaction constant g can be eliminated
using (2). We then take the limit ΛF → ∞ in the mo-
mentum integrals with a fixed.

Derivative expansion

Equations (20) and (21) yield

λΛ =
1

4

ˆ

q

[
1

E3
q

tanh(βEq/2)−
β

2E2
q

cosh−2(βEq/2)

]
,

ZA,Λ =
1

8m

ˆ

q

(
ξq +

2q2

dm

)[
1

E3
q

tanh(βEq/2)−
β

2E2
q

cosh−2(βEq/2)

]

− 1

8m2d

ˆ

q

q
2ξ2

q

[
3

E5
q

tanh(βEq/2)−
3β

2E4
q

cosh−2(βEq/2)−
β2

2E3
q

tanh(βEq/2)

cosh2(βEq/2)

]
,

ZC,Λ =
1

4

ˆ

q

ξq

[
1

E3
q

tanh(βEq/2)−
β

2E2
q

cosh−2(βEq/2)

]
,

VA,Λ =
1

8

ˆ

q

[
1

E3
q

tanh(βEq/2)−
β

2E2
q

cosh−2(βEq/2)−
β2

2Eq

tanh(βEq/2)

cosh2(βEq/2)

]
,

(24)

where d = 3 and the right-hand side is evaluated at the
minimum of the effective potential defined by U ′

Λ(ρ0,Λ) =
0.
In the T = 0 BCS limit, we obtain

UΛ(ρ) ≃ −Θ(µ)
2

15π2
(2m)3/2µ5/2, (25)

and

√
ρ0,Λ = 8e−2ǫF e

−π/2kF |a|, λΛ =
mkF

4π2ρ0,Λ
,

ZA,Λ =
n̄

8mρ0,Λ
, ZC,Λ ≃ 0, VA,Λ =

mkF
8π2ρ0,Λ

,

(26)

where n̄ = −dUΛ/dµ = k3F /3π
2, kF =

√
2mǫF , and ǫF =

µ.

In the T = 0 BEC limit, we find

UΛ(ρ) = −mρ

4πa
+
ρ(2m)3/2|µ|1/2

8π
+
ρ2(2m)3/2|µ|−3/2

256π
(27)

and

ρ0,Λ =
4πn̄

m2a
=

4

ma2
δµ, λΛ =

m3a3

16π
,

ZA,Λ =
ma

32π
, ZC,Λ =

m2a

8π
, VA,Λ =

m3a3

32π
,

(28)

where µ = −1/2ma2 + δµ (0 ≤ δµ≪ 1/2ma2).
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Annexe B

Équations de renormalisation pour le
modèle O(N) × O(2)

Afin de dériver les équation pour Uk et Zk à partir de l’équation (II.1.13), nous choi-
sissons la configuration uniforme des champs suivante

φ1 =




φα

0
0
...




et φ2 =




0
φβ

0
...




(B.0.1)

car elle est accessible à partir de n’importe quelle autre configuration uniforme en
appliquant les transformations du groupe O(N) × O(2).

On a alors 1

Γ(2)
a1,i1;a2,i2

(p,−p;φ) =




A 0 0 C
0 E D 0
0 D F 0
C 0 0 B

0

0

G
H

G
H

. . .




(B.0.2)

où aj = 1 . . . N et ij = 1, 2. La première ligne de correspond aux éléments de matrices

1Pour simplifier l’écriture, nous allons omettre les dépendances en k.
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(1, 1; 1, 1), (1, 1; 1, 2), (1, 1; 2, 1) . . . (1, 1;N, 2). Nous avons défini

A = Zp2 + U (0)′ + 2
√
τU (1) + φ2

α

(
U (0)′′ + 4

√
τU (1)′ + 4τU (2) + 2U (1)

)
,

B = Zp2 + U (0)′ − 2
√
τU (1) + φ2

β

(
U (0)′′ − 4

√
τU (1)′ + 4τU (2) + 2U (1)

)
,

C = φαφβ

(
U (0)′′ − 4τU (2) − 2U (1)

)
,

D = 2φαφβU
(1),

E = Zp2 + U (0)′ − 2
√
τU (1) + 2φ2

αU
(1),

F = Zp2 + U (0)′ + 2
√
τU (1) + 2φ2

βU
(1),

G = Zp2 + U (0)′ + 2
√
τU (1),

H = Zp2 + U (0)′ − 2
√
τU (1)

(B.0.3)

où les primes désignent des dérivées par rapport à ρ.

Pour obtenir les équation de flot de U et Z, on utilise

∂tU(ρ, τ) =
1
V
∂tΓ[φuniforme],

∂tZ = lim
p→0

∂

∂p2
Γ(2)

3,1;3,1(p,−p;φ)
(B.0.4)

où la configuration uniforme du champ est définie par (B.0.1) et (I.1.7) et ∂tZ doit
être évalué au minimum du potentiel effectif, c’est-à-dire pour ρ = ρ0 et τ = 0. Cela
nous donne

∂tU = 4vdk

∫ ∞

0
dppd−1 (∂kR(p))

{
(N − 2)

1
D1

[
Zp2 +R(p) + U (0)′

]

+
1
D2

[
Zp2 +R(p) + U (0)′ + 2U (1)ρ

]

+
1
D3

[
Zp2 +R(p) + U (0)′ + 2ρU (1) + ρU (0)′′ + 4τ(U (1)′ + ρU (2))

]}
,

∂tZ =
16kvd

d
ρ

∫ ∞

0
dppd+1

[
(∂kR(p))

∂

∂R(p)
+ (∂kQ(p))

∂

∂Q(p)

]

×
{

(Z +Q(p))2

D4

[(
8U (1)2

+ U (0)′′2
) (
Zq2 +R(p) + U (0)′

)2

+ 8ρU (1)U (0)′′
(
4U (1) + U (0)′′

) (
Zq2 +R(p) + U (0)′

)

+ 48ρ2U (1)2
U (0)′′2

]}∣∣∣∣∣
ρ=ρ0,τ=0

(B.0.5)
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où Q(p) = ∂p2R(p),

D1 =
(
Zp2 +R(p) + U (0)′

)2
− 4U (1)2

τ,

D2 =
(
Zp2 +R(p) + U (0)′

) (
Zp2 +R(p) + U (0)′ + 4ρU (1)

)
+ 4U (1)2

τ,

D3 =
(
Zp2 +R(p) + U (0)′ + 4ρU (1)

) (
Zp2 +R(p) + U (0)′ + 2ρU (0)′′

)

+ 4τ
(
2
(
Zp2 +R(p)

) (
U (1)′ + ρU (2)

)
+ 2U (0)′

(
U (1)′ + ρU (2)

)

−3U (1)
(
U (0)′′ + U (1)

)
− 4ρU (1)′

(
U (1) + ρU (1)′

)
+ 4ρ2U (0)′′U (2)

]

− 16τ2
[
U (2)

(
U (1) + U (0)′′

)
− U (1)′2

]
,

D4 = D1D
3
3,

(B.0.6)

et v−1
d = 2d+1πd/2Γ(d/2), d = 3.
Avec le régulateur thêta (II.1.9), les intégrales sur p peuvent être faites analytique-

ment. On obtient alors

∂tU =
8vd

d(2 + d)
Zk2+d(2 + d− η)

{
(N − 2)

1
D1

[
Zk2 + U (0)′

]

+
1
D2

[
Zk2 + U (0)′ + 2ρU (1)

]

+
1
D3

[
Zk2 + U (0)′ + 2ρU (1) + ρU (0)′′ + 4τ(U (1)′ + ρU (2))

]}
,

∂tZ = − 16vd

d
Z2k2+dρ

1
D4

[
U (0)′′2

(
Zk2 + U (0)′

) (
Zk2 + U (0)′ + 8ρU (1)

)

+ 8U (1)2 (
Zk2 + U (0)′ + 2ρU (0)′′

)2
+ 16ρ2U (0)′′2U (1)2

]∣∣∣∣
ρ=ρ0,τ=0

(B.0.7)

où

D1 =
(
Zk2 + U (0)′

)2
− 4τU (1)2

,

D2 =
(
Zk2 + U (0)′

) (
Zk2 + U (0)′ + 4ρU (1)

)
+ 4τU (1)2

,

D3 =
(
Zk2 + U (0)′ + 2ρU (0)′′

) (
Zk2 + U (0)′ + 4ρU (1)

)

+ 4τ
[
2Zk2

(
U (1)′ + ρU (2)

)
+ 2U (0)′

(
U (1)′ + ρU (2)

)

−3U (1)
(
U (0)′′ + U (1)

)
− 4ρU (1)′

(
U (1) + ρU (1)′

)
+ 4ρ2U (0)′′U (2)

]

− 16τ2
[
U (2)

(
U (1) + U (0)′′

)
− U (1)′2

]
,

D4 = D1D
2
3.

(B.0.8)

Pour la résolution numérique des équations de flot, il est préférable d’utiliser les
équations de flot pour les quantités adimensionnées définies par





Ũ(ρ̃, τ̃) = k−dU(ρ, τ)

ρ̃ = Zk2−dρ

τ̃ = Z2k4−2dτ.

(B.0.9)
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Annexe C

Équations de renormalisation pour le
modèle quantique

Nous choisissons la même configuration uniforme des champs que celle de l’annexe B

φ1 =



φα

0
0


 et φ2 =




0
φβ

0


 (C.0.1)

car elle est accessible à partir de n’importe quelle autre configuration uniforme en
appliquant les transformations du groupe O(3) × O(2).

On a alors 1

Γ(2)
a1,i1;a2,i2

(p̃,−p̃;φ) =




A I 0 C
−I E D 0
0 D F I
C 0 −I B

0

0 G I
−I H




(C.0.2)

où p̃ = (p, ωn), aj = 1, 2, 3 et ij = 1, 2. La première ligne de correspond aux éléments
de matrices (1, 1; 1, 1), (1, 1; 1, 2), (1, 1; 2, 1) . . . (1, 1; 3, 2). Nous avons défini

A =
p2

2M
+ U (0)′ + 2

√
τU (1) + φ2

α

(
U (0)′′ + 4

√
τU (1)′ + 4τU (2) + 2U (1)

)
,

B =
p2

2M
+ U (0)′ − 2

√
τU (1) + φ2

β

(
U (0)′′ − 4

√
τU (1)′ + 4τU (2) + 2U (1)

)
,

C = φαφβ

(
U (0)′′ − 4τU (2) − 2U (1)

)
,

D = 2φαφβU
(1),

E =
p2

2M
+ U (0)′ − 2

√
τU (1) + 2φ2

αU
(1),

F =
p2

2M
+ U (0)′ + 2

√
τU (1) + 2φ2

βU
(1),

(C.0.3)

1Pour simplifier l’écriture, nous allons omettre les dépendances en k.
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G =
p2

2M
+ U (0)′ + 2

√
τU (1),

H =
p2

2M
+ U (0)′ − 2

√
τU (1),

I = ωn

(C.0.4)

où les primes désignent des dérivées par rapport à ρ.
Pour obtenir l’équation de flot de U , on utilise

U(ρ, τ) = u0 + u1ρ+
u2

2
ρ2 + v0τ (C.0.5)

et

∂tU(ρ, τ) =
1
βV

∂tΓ[φuniforme] (C.0.6)

où la configuration uniforme du champ est définie par (C.0.1) et (I.1.7).
Avec le régulateur thêta (II.1.9), on obtient alors

∂tu0 =
24vd

d

k2+d

2M
T
∑

ωn

k2

2M + u1
(

k2

2M + u1

)2
+ ωn

2
,

∂tu1 = − 8vd

d

k2+d

2M
(u2 + 3u2 + 4v0)T

∑

ωn

(
k2

2M + u1

)2
− ωn

2

[(
k2

2M + u1

)2
+ ωn

2

]2 ,

∂tu2 =
16vd

d

k2+d

2M

(
k2

2M
+ u1

)

×





(
k2

2M
+ u1

)2 [
7u2

2 + 8u2v0 + 16v2
0

]
T
∑

ωn

1
[(

k2

2M + u1

)2
+ ωn

2

]3

−
[
17u2

2 + 24u2v0 + 48v2
0

]
T
∑

ωn

ωn
2

[(
k2

2M + u1

)2
+ ωn

2

]3




,

∂tv0 =
32vd

d

k2+d

2M

(
k2

2M
+ u1

)
v0

×





3

(
k2

2M
+ u1

)2

(u2 + v0)T
∑

ωn

1
[(

k2

2M + u1

)2
+ ωn

2

]3

+(−5u2 + 3v0)T
∑

ωn

ωn
2

[(
k2

2M + u1

)2
+ ωn

2

]3




,

(C.0.7)
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v−1
d = 2d+1πd/2Γ(d/2) et d = 3. On peut calculer explicitement les sommes sur les

fréquences

∂tu0 =
12vd

d

k2+d

2M
coth

(
k2

2M + u1

2T

)
,

∂tu1 = − 8vd

d

k2+d

2M
u2 + v0

T
csch2

(
k2

2M + u1

2T

)
,

∂tu2 =
2vd

d

k2+d

2M
csch2

(
k2

2M + u1

2T

){
2
(
3u2

2 + 4u2v0 + 8v0
2
)

T 2
coth

(
k2

2M + u1

2T

)

+
u2

2

T
(

k2

2M + u1

)
[
1 +

T
k2

2M + u1

sinh

(
k2

2M + u1

T

)]
 ,

∂tv0 =
4vd

d

k2+d

2M
v0

T
csch2

(
k2

2M + u1

2T

){
2u2

T
coth

(
k2

2M + u1

2T

)

+
u2 + 3v0

k2

2M + u1

[
1 +

T
k2

2M + u1

sinh

(
k2

2M + u1

T

)]}
.

(C.0.8)
Lorsque la température est nulle, les équations de flot deviennent

∂tu0 =
12vd

d

k2+d

2M
,

∂tu1 = 0,

∂tu2 =
4vd

d

k2+d

2M
u2

2(
k2

2M + u1

)2 ,

∂tv0 =
8vd

d

k2+d

2M
v0(u2 + 3v0)
(

k2

2M + u1

)2 .

(C.0.9)
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Sujet : Transitions de phase dans les gaz de bosons de spin 1 et les
systèmes magnétiques frustrés

Résumé : Cette thèse porte sur l’étude des gaz tridimensionnels de bosons de spin 1 avec
interaction ferromagnétique. Nous montrons que la transition superfluide à température
finie peut être étudiée par une théorie des champs classique de symétrie O(3) × O(2). Ce
type de modèle est utilisé pour décrire le magnétisme frustré dans de nombreux maté-
riaux, en particulier les antiferroaimants sur réseau triangulaire. La nature de la transition
de phase dans le modèle O(3) × O(2) (premier ou second ordre) fait l’objet d’une contro-
verse d’ordre à la fois expérimental, numérique et théorique. Notre approche théorique est
basée sur le groupe de renormalisation non-perturbatif et prédit une transition faiblement
du premier ordre avec un comportement « pseudo-critique ». Nous relions ce dernier au
comportement critique observé dans le modèle O(N) × O(2) lorsque N > Nc ≃ 5.3. Dans
les gaz de bosons de spin 1 (87Rb, 41K et 7Li), la longueur de corrélation à la transition
est grande devant la taille typique des gaz dans les expériences actuelles. Néanmoins les
comportements en loi de puissance observés près de la transition permettent de définir des
exposants « pseudo-critiques » non-universels. La valeur de ces exposants varie d’un gaz
à l’autre. Nous discutons dans quelle mesure la détermination expérimentale de ces expo-
sants permettrait d’apporter des éléments concrets en faveur d’une transition du premier
ordre dans le modèle O(3) × O(2).

Mots clés : transitions de phase, bosons de spin 1, atomes froids, superfluidité, magnétisme
frustré, groupe de renormalisation non-perturbatif

Subject : Phase transitions in spin-1 Bose gases and frustrated
magnetic systems

Abstract: We study tridimensional spin-1 Bose gases with ferromagnetic interaction. The
superfluid transition at finite temperature can be studied by a classical field theory with
O(3)×O(2) symmetry. This kind of model has been used to describe frustrated magnetism
in several materials, in particular antiferromagnets on a triangular lattice. The nature of
the phase transition in the O(3) × O(2) model (first or second-order) has been the subject
of experimental, numerical and theoretical controversy. Our theoretical approach is based
on the nonperturbative renormalization group and predicts a weakly first-order transition
with “pseudo-critical” behavior. We relate the latter to the critical behavior observed in
the O(N)×O(2) model when N > Nc ≃ 5.3. In spin-1 Bose gases (87Rb, 41K and 7Li), the
correlation length at the transition is larger than the typical size of the system in current
experiments. However the power-law behavior observed near the transition allows one to
define nonuniversal “pseudo-critical” exponents. The value of these exponents varies from
one gas to the other. We discuss to what extent the experimental determination of these
exponents could support the claim of a first order transition in the O(3) × O(2) model.

Keywords : phase transitions, spin-1 bosons, cold atoms, superfluidity, frustrated magne-
tism, nonperturbative renormalization group
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