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Introduction

De maniére trés générale, 'objet de ce manuscrit est la théorie géométrique des
groupes. C’est un domaine des mathématiques qui consiste a étudier les propriétés
algébriques d’un groupe G en passant par un espace X associé a G. Pour ce faire,
il y a deux possibilités : étudier les propriétés topologiques et géométriques de
I'espace X ou étudier les propriétés de l'action de GG sur son espace associé X.

Groupes de Baumslag-Solitar (généralisés)

Un groupe G agissant sur un arbre 7" avec des stabilisateurs d’arétes et de som-
mets cycliques infinis est appelé groupe de Baumslag-Solitar généralisé, souvent
abrégé groupe GBS. L’arbre est appelé arbre GBS. C’est une généralisation des
groupes de Baumslag-Solitar.

De maniére plus précise, 'objet de notre étude concerne les groupes de Baumslag-
Solitar. Pour tous p et ¢ entiers non nuls, il y a un groupe de Baumslag-Solitar
correspondant dont la présentation est la suivante :

BS(p,q) = (a,c | ca’c™' = a?).

Les groupes de Baumslag-Solitar ont été introduits dans [BS62] en 1962 par
Gilbert Baumslag et Donald Solitar afin de fournir des exemples de groupes fini-
ment engendrés avec une relation et non hopfien (un groupe hopfien est un groupe
pour lequel tout morphisme surjectif est un automorphisme).

Donald J. Collins et Frank Levin ont démontré dans [CL83| que BS(p, q) est
hopfien si et seulement si [p| = 1 ou |¢| = 1 ou p et ¢ ont les mémes diviseurs
premiers.

Exemple. BS(2,4) est hopfien tandis que BS(2,3) est non hopfien.
En effet, le morphisme

p:BS(2,3) — BS(2,3)
a — a
b — b2

~J
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est un morphisme surjectif qui n’est pas un automorphisme. En effet, ¢(a) = a,
e(b~taba™) = b et 'élément b~'aba 1o~ taba~'b~! est un élément non trivial du
noyau de ce morphisme.

Automorphismes des groupes de Baumslag-Solitar

On s’intéressera plus particuliérement aux automorphismes extérieurs des groupes
de Baumslag-Solitar (généralisés). Pour un groupe G, le groupe des automor-
phismes extérieurs de G est noté Out(G) et est défini comme suit :

Out(G) = AUt(G)/Inn(G)

ot Aut(G) désigne le groupe des automorphismes de G et Inn(G) le sous-groupe
distingué de Aut(G) constitué des automorphismes intérieurs de G.

On peut se référer a [Lev(07] pour des résultats plus généraux concernant les
automorphismes de groupes GBS. Notamment le Théoréme 1.6 qui affirme que
Out(G) contient un groupe libre non abélien ou est virtuellement nilpotent de
classe inférieure ou égale a 2.

De nombreux résultats existent concernant les automorphismes des groupes
de Baumslag-Solitar.

D’aprés [Lev07], un groupe GBS est dit élémentaire si ’arbre GBS associé est un
point ou une droite et les seules possibilités pour le groupe sont Z, Z? ou le groupe
de la bouteille de Klein BS(1, —1) dont les groupes d’automorphismes sont respec-
tivement Out(Z) = Z/y7, Out(Z?) = Gly(Z) et Out(BS(1,-1)) = ZJoy, x Z/97.
De plus, les groupes BS(1,n) avec |n| # 1, sont non élémentaires mais leurs groupes
d’automorphismes extérieurs sont virtuellement Z"~! ot r désigne le nombre de
diviseurs premiers de n. Pour ce qui suit on pourra donc supposer que |g| > p > 1.

Sous certaines conditions de divisibilité entre p et ¢, on peut exhiber une présen-
tation finie pour BS(p, q). En effet, en 1978, Donald J. Collins a donné dans [Col7§]
une présentation finie de Aut(BS(p, q)) lorsque p et ¢ sont premiers entre eux puis
en 2000 dans [GHMRO0|, Nick D. Gilbert, James Howie, Vasileios Metaftsis et
Evagelos Raptis ont exhibé une présentation finie également pour Aut(BS(p,q))
avec p et ¢ ne sont pas multiples 'un de l'autre. Dans ce cas, Gilbert Levitt a
démontré en 2005 dans [Lev05| que Out(BS(p, q)) est virtuellement abélien.

Entre temps en 1983 dans [CL83|, Donald J. Collins et Frank Levin (Matt
Clay I'a également démontré plus tard en 2009 dans [Cla09]) ont démontré que
Aut(BS(p,pn)) (ou |n| # 1) n’est pas de type fini.

Par la suite nous nous intéresserons donc plus particuliérement au cas plus
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complexe ol ¢ est un multiplie de p. Comme expliqué précédemment les autres
cas sont compris et la complexité de cette situation réside, entre autre, dans le fait
que le groupe des automorphismes n’est pas de type fini, il contient F5, et 'espace
de déformation qui lui est associé n’est pas cocompact et est de dimension infinie.

Espaces de déformation (JSJ)

Les espaces de déformation ont été introduits par Max Forester en 2002 dans
[For02]. Tls ont également été traités en détails dans [Cla05] ainsi que dans [GLOT].
On se place dans le cadre d’un groupe G finiment engendré. Un G-arbre (métrique)
T est un arbre simplicial (métrique) sur lequel G agit par automorphismes sim-
pliciaux (qui sont des isométries dans le cas d’un G-arbre métrique) qui seront
toujours supposés sans inversion d’arétes. On supposera également que les actions
sont minimales i.e. sans sous-arbre invariant.

L’espace de déformation associé a T est constitué de toutes les classes d’isomé-
tries G-équivariantes de tous les G-arbres métriques minimaux ayant les mémes
sous-groupes elliptiques. Un sous-groupe de G est dit elliptique dans 7" s’il fixe un
point de T Tl existe différentes caractérisations pour deux arbres T" et 1" dans un
méme espace de déformation : il existe deux applications G-équivariantes T — 1"
et T" — T ou il existe une déformation élémentaire (voir Définition reliant
T et T

Pour en revenir a notre situation, un groupe de Baumslag-Solitar BS(p, q)
est une extension HNN associé au graphe suivant

Z
Xp/ \xq
Z

La théorie de Bass-Serre nous permet de faire le lien entre ce graphe ainsi que
l'action de BS(p, q) sur 'arbre suivant, appelé arbre de définition,
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Etant donné un arbre GBS (défini page 5) associé & un groupe GBS non élémen-
taire, ses sous-groupes elliptiques sont caractérisés algébriquement ([For03]) (les
éléments elliptiques sont ceux dont le commensurateur est le groupe tout entier)
et donc deux tels arbres GBS pour le méme groupe GBS G se trouvent dans le
méme espace de déformation et l'espace de déformation est Out(G)-invariant.

Il est possible de munir tout espace de déformation de trois topologies : la
topologie de Gromov-Hausdorff équivariante, la topologie des axes et la topologie
faible. Ces topologies sont étudiées en détails par Vincent Guirardel et Gilbert
Levitt dans |[GLOT].

On peut également introduire la notion d’espace de déformations JSJ (voir
[GL10]). Pour ce faire, on considére A une famille de sous-groupes de G stable par
conjugaison et lorsque 1’on prend un sous-groupe. Un A-arbre T (on dit parfois que
T est au-dessus de A) est un arbre dont les stabilisateurs d’arétes sont contenus
dans A.

Ay désigne 'ensemble des groupes de A qui sont elliptiques dans tout A-arbre.

Définition. Un espace de déformation D;g; de A.-arbres maximal pour la do-
mination (7" domine 7" s'il existe une application équivariante de T vers T”) est,
appelé l'espace de déformation JSJ de G au dessus de A.

Afin de faire le lien entre cette notion et D7 , on peut remarquer que D7 est
I'espace de déformation JSJ de BS(p, ¢) au dessus de Z. De plus, Dﬁq est invariant
par automorphismes de BS(p, q) ([Lev05]).

En considérant 'action de BS(p, q) sur un arbre de Dﬁ > On obtient un graphe
quotient (voir Définition qui peut étre muni (voir [Bas93| ou [Ser77]) d’une
structure de graphe de groupes (définie ci-aprés) marqué (un marquage est une
identification de G avec le groupe fondamental, Définition du graphe de
groupes).

Définition (Définition [L.4). Un graphe de groupes (G,T') se compose :
— d’un graphe connexe (voir début du Chapitre 1) T,
— d’un groupe G,, pour tout sommet v de I', appelé groupe de sommet,
— d’un groupe G, pour toute aréte orientée e de I', appelé groupe d’aréte,
muni d’un morphisme injectif G. < Gy donné par a — a“.
On exige de plus que G, = G ol e désigne I'aréte ayant 'orientation inverse de
celle de e (voir Définition [L.1]).

Dans notre cas, les groupes d’arétes et de sommets étant tous isomorphes a
Z la donnée du morphisme injectif correspond a la donnée de la multiplication
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par un entier non nul que 'on appellera étiquette de ’aréte et que 'on indiquera
sur le graphe quotient prés de l'origine de l'orbite d’aréte contenant e. De cette
fagon on obtient un graphe étiqueté par des entiers (Définition . Lors de la
construction d’un graphe étiqueté, un choix de générateurs pour les groupes de
sommets et d’arétes est nécessaire et modifier ces générateurs modifie également
le signe des étiquettes du graphe étiqueté. Par conséquent, les graphes étiquetés
seront considérés & changements de signe acceptables prés (pour plus de détails
voir la sous-section dédiée dans le Chapitre 1).

Par conséquent, en considérant ce qui précéde, on peut dire que Dﬁq est I'espace
de déformation du G-arbre dont le graphe étiqueté est le suivant

Un graphe étiqueté est dit réduit s’il n’admet pas de mouvement d’écrasement
(voir Définition [1.10)).

Dans la suite, nous considérerons l’espace de déformation réduit D), C Dﬁq.
C’est 'espace déformation formé des BS(p, g)-arbres dont tous les stabilisateurs
d’arétes fixent une aréte dans I'arbre de définition de D? "

Maintenant que ces notions ont été introduites, on peut illustrer la difficulté
du cas ou ¢ est un multiple de p avec 'exemple suivant.

Exemple. Aut(BS(2,3)) est engendré par des automorphismes intérieurs ainsi
que l'involution envoyant a sur a~! (JCol78|) tandis que Aut(BS(2,4)) n’est pas
de type fini. Par conséquent BS(2,3) a peu d’automorphismes tandis que BS(2,4)
en a un nombre trés important.

Cette différence réside dans le fait 2 divise 4 mais pas 3.
En effet, D, 3 contient un unique graphe étiqueté réduit qui est le suivant



12 INTRODUCTION

Par conséquent, il est préservé par tout automorphisme de BS(2,3) et de cette
remarque on peut déduire la structure de Out(BS(2,3)) ([Lev05]) qui est fini et
engendré par I'involution envoyant a sur a™*.

Tandis que dans le cas de BS(2,4), a partir de la présentation standard décrite
ci-avant, on peut introduire, pour chaque k£ € N, un nouveau générateur b =
c*a?cF et ainsi BS(2,4) admet une infinité de présentation

(a,b,c | cbe ' =%, 0" =a®), k € N*

et Dy 4 contient le graphe étiqueté réduit standard décrit ci-avant

ainsi qu'un une infinité d’autres graphes étiquetés réduits qui sont les suivants

®
2

Cet exemple nous permet également d’illustrer le fait que 1'espace de déformation
associé & Out(BS(2,4)) n’est pas cocompact comme évoqué auparavant.
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Outre-espace

L’outre-espace de Culler-Vogtmann constitue un sujet important en théorie
géométrique des groupes ainsi qu’un exemple fondamental d’espace de déforma-
tion a l’origine de nombreux résultats concernant le groupe Out(F;,) des automor-
phismes extérieurs de F), ou F;, désigne le groupe libre de rang n > 2.

C’est dans le but d’étudier Out(F,,) que l'outre-espace a été introduit. La
construction de l'outre-espace imite celle de ’espace de Teichmiiller d’une sur-
face S et 'action de Out(F},) sur l'outre-espace imite celle du groupe modulaire
Mod(S) sur l'espace de Teichmiiller d’une surface S.

L’outre-espace (voir [Vog08| et surtout [CV86| pour une étude détaillée) est
donc l'espace des classes d’isométries Fj,-équivariantes des Fj,-arbres métriques
minimaux libres de covolume 1. En considérant ’'action de F,, sur 'un des élé-
ments de 'outre-espace et en la précomposant par un automorphisme de F;,, on
obtient une action de Out(F;,) sur I'outre-espace.

L’outre-espace (comme D, ,) est un espace de déformation JSJ. C’est donc
D, , qui jouera le role de I'outre-espace par la suite.

Résultats obtenus

Comme indiqué précédemment, on se place dans le cadre o ¢ est un multiple
de p et on considére donc BS(p,pn) ou |n| > 1.

Le Théoréme principal de cette thése est le théoréme suivant

Théoréme (Théoréme 5.15). Tout automorphisme ® € Out(BS(p,pn)) est soit a
croissance exponentielle soil a croissance polynomiale.

Démontrer ce Théoréme nécessite d’établir plusieurs résultats intermédiaires.
Afin d’établir le premier résultat de cette thése, il faut introduire le concept d’au-
tomorphisme réductible.

Définition (Définition [2.10). Soit D un espace de déformation Out(G)-invariant.
® € Out(QG) est réductible dans D §'il existe un G-arbre T' € D et une application
G-équivariante f : T —— T - ® qui laisse invariante une sous-forét essentielle (voir
Définition [2.8)), propre et G-invariante de 7.

Si ® n’est pas réductible dans D alors ® est irréductible dans D.

La notion d’automorphisme réductible posséde également une définition algé-
brique (Lemmes et [2.12) analogue a la définition d’automorphisme réductible
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dans le cas de 'outre-espace : si un arbre de 'outre-espace a une sous-forét inva-
riante essentielle alors on obtient un systéme de facteurs libres invariant et c’est
ce qu’on appelle étre réductible pour un automorphisme du groupe libre.

Dans [BH92|, Mladen Bestvina et Michael Handel, inspirés par le travail de
Willian P. Thurston ([Thu88|) sur les homéomorphismes de surface, ont introduit
un nouvel outil pour les automorphismes du groupe libre. Ce nouvel outil est la
notion d’application train track (Définition qui va leur permettre de démon-
trer de nombreux résultats concernant le groupe des automorphismes du groupe
libre. Ils vont notamment introduire les automorphismes irréductibles du groupe
libre et démontrer que tout automorphisme irréductible du groupe libre est repré-
senté par une application train track. Nous allons adopter une démarche analogue
a celle-ci en remplacant I'outre-espace par un espace de déformation noté Dy et
construit ci-aprés a partir de D, ,,. En effet, il n’est pas possible de raisonner
de fagon analogue avec notre espace de déformation D, ,, car d’apreés le résultat
suivant, celui-ci ne contient aucun automorphisme irréductible.

Théoréme (Théoréme 2.14). Tout automorphisme ® € Out(BS(p,pn)) est ré-
ductible dans Dy py,.

Soit & € Out(BS(p,pn)), pour démontrer ce résultat 'idée est d’exhiber un
sous-groupe
H = {a,c 'aPc) € BS(p,pn)

tel que
O([H]) = [H]

ou [H] désigne la classe de conjugaison de H.

On considére maintenant un autre arbre de D, ,, dont le graphe de groupes
quotient marqué est le suivant

(c7taPc)

ol la double barre correspond au choix d’un relevé du domaine fondamental.
La sous-forét Y,,, associée a ey correspond a l'orbite de la forét en gras ci-dessus.
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Elle est BS(p, pn)-invariante, essentielle, propre et invariante par une application

que l'on construira dans la démonstration. Par conséquent ® est réductible dans
D

p,pn-

Ce Théoréme va nous amener a construire un nouvel espace de déformation
que l'on notera D% et qui sera l'espace de déformation du BS(p, pn)-arbre ob-
tenu en écrasant (voir Définition |1.10) la sous-forét Y., dont le graphe de groupes
quotient marqué est le suivant

Cet espace de déformation est invariant par tout automorphisme ® € Out(BS(p,pn))
puisque d’aprés ce qui précede, ®([H|) = [H].

Par la suite, on considérera 'espace de déformation réduit (Définition [2.3))
Dy C D%. Clest lespace de déformation réduit formé des BS(p, pn)-arbres dont
tous les stabilisateurs d’arétes fixent une aréte dans tout arbre de D%.

Dans [Meil5|, Sebastien Meinert a établi plusieurs résultats concernant 1’étude
des espaces de déformation de G-arbres métriques d’un point de vue géométrique.
Ses résultats concernent la géométrie des espaces de déformations de G-arbres
métriques et sont la généralisation de résultats établis dans le cas particulier de
I’Outre-espace par Stefano Francaviglia et Armando Martino dans [FM11], article
dans lequel ils ont construit un analogue pour ’Outre-espace de la métrique de
Thurston asymétrique sur I'espace de Teichmiiller d’une surface (voir [Thu98]) puis
au cas de ’Outre-espace d’un produit libre dans [FM15].

La métrique de Lipschitz asymétrique est définie sur Dy qui est 'ensemble
des arbres de Dy qui sont de covolume 1 (ot le covolume désigne la somme des
longueurs d’arétes du graphe quotient d’un arbre T').
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Pour T, T" € Dy, on définit la métrique de Lipschitz comme suit :

drip(T,T") = log(inf Lip(f))
f

ol f parcourt I’ensemble des applications G-équivariantes lipschitziennes de T" vers
T" et Lip(f) désigne la constante de Lipschitz de f.

En général, dp;,(T,T") # dpi,(T',T) et dpi,(T,T") = 0 n’impliquent pas que T’
et T" sont isométriques de maniére G-équivariante (voir Exemple 4.4 de [Meil5)]
ainsi que différents exemples dans [AKB12| dans le cas de 1'outre-espace).

Par la suite, on considére la fonction de déplacement définie comme suit

5¢,I DH,l — Rt
T v+ dpp(T,T- D)

A la maniére de Mladen Bestvina dans [Besll] et de Sebastian Meinert dans
[Meil5], on va distinguer trois catégories d’automorphismes de G. @ est dit

— elliptique si inf d¢ vaut 0 et est réalisé,

— hyperbolique si inf dg est non nul et est réalisé et,

— parabolique si inf d¢ n’est pas réalisé.

Afin de poursuivre le paralléle entre notre situation et I’outre-espace, on peut
citer deux résultats : le premier, issu de [Besll], qui nous donne le fait que tout
automorphisme de Out(F,) parabolique est réductible et le second qui est la gé-
néralisation du premier & un espace de déformation sous certaines conditions, le
Corollaire 5.10 de [Meil5] qui nous permet d’affirmer que tout automorphisme pa-
rabolique est réductible dans le cas ot Out(G) agit sur D; avec un nombre fini de
simplexes, ce qui n’est pas le cas dans notre situation. On peut d’ailleurs remar-
quer que, méme s’il s’appliquait sur D, ,, 1, cet énoncé serait vide puisque tout
automorphisme de BS(p,pn) est réductible comme expliqué précédemment.

On se place maintenant dans notre situation a savoir Dy sur lequel 'action de
Out(BS(p,pn)) est non cocompacte et dans lequel le résultat de Sebastian Meinert
ne peut pas s’appliquer directement et qu’on va donc étendre. Pour ce faire, nous
distinguerons deux parties : une premiére traitant le cas des suites minimisantes
(Definition de G-arbres ayant un nombre borné d’orbites d’arétes et la seconde
traitant le cas plus complexe des suites minimisantes ayant un nombre non borné
d’orbites d’arétes.

Les résultats obtenus dans ces deux situations nous permettront de démon-
trer le résultat suivant.
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Théoréme (Théoréme[3.3). Tout automorphisme ® € Out(BS(p,pn)) parabolique
dans Dy est réductible dans Dy.

Par la suite, nous nous intéresserons aux automorphismes de BS(p,pn) a tra-
vers la croissance de ceux-ci. Pour ce faire, il sera nécessaire d’introduire la notion
de longueur d'un élément g € G et de sa classe de conjugaison.

lgls = min{n | g s’écrit comme produit de n éléments de S}

et
g = min hgh ! .
H HS hGlG | |S

Définition (Définition [£.3). Soit ® € Out(G), S un systéme générateur de G et
S*=S5uUS L
On dit que ® est & croissance polynomiale de degré d si

Vg € G,3C, >0, Vk > 1, ||®*(g)||s < C, k"

Définition (Définition 4.14)). Soit ® € Out(G), S un systéme générateur de G et
St =85uUSL
On dit que ® est & croissance exponentielle s’il existe A > 1 tel que

Jg € G,3C, > 0,[|P*(g)||s > C,\F.

Si on se place dans le cadre d’'un groupe de Baumslag-Solitar quelconque
BS(p,q) avec p et g non multiples 'un de V'autre alors Out(BS(p,q)) est fini
(d’aprés [GHMROQ]) et en particulier, tout automorphisme est & croissance poly-
nomiale.

On s’intéressera dans un premier temps aux automorphismes réductibles de
BS(p,pn) et nous démontrerons plusieurs résultats (notamment les Lemmes m
et permettant de faire le lien entre notre espace de déformations initial D, ,,
et I’espace de déformation Dy construit précédemment et ce afin de démontrer le
Théoréme suivant.

Théoréme (Théoréme [4.16)). Soit ® € Out(BS(p,pn)) réductible dans Dy alors
® est a croissance polynomaiale.

Nous venons donc de traiter le cas de la croissance des automorphismes pa-
raboliques. Nous allons maintenant nous intéresser aux cas des automorphismes
irréductibles et donc non paraboliques par le résultat établi précédemment.

Dans le cas de automorphismes non paraboliques alors 'infimum de la fonction



18 INTRODUCTION

de déplacement de ® € Out(G) est atteint. Dans ce cas, nous citerons un résultat
s’appliquant au cas général d'un espace de déformation de G-arbres permettant
d’expliquer quelles sont les situations dans lesquelles d;,(T,7") = 0 implique que
T et T sont isométriques de maniére G-équivariante puis un résultat plus spéci-
fique & notre situation dans le cas ol cet infimum est nul alors on montrera qu’il
est possible d’exhiber un point fixe.

Pour poursuivre nous avons besoin de nous référer a la définition d'une ap-
plication optimale (voir Définition [1.20)) et d’introduire la définition suivante

Définition (Définition [5.4). Soit T' € D et ® € Out(G).
Une application optimale f : T" — T - ® est une application train track si elle
vérifie :

(i) le facteur d’étirement de toute aréte de T' est Lip(f) et,

(i) Vk e N, Ve € E(T), f"z est injective.

On dit que ® € Out(G) est représenté par une application train track optimale
s’il existe un G-arbre T' € D et une application optimale f : T — T - ® qui est
une application train track.

Dans son article [Meil5], Sebastien Meinert généralise a certains espaces de
déformations de G-arbres un résultat de Mladen Bestvina et Michael Handel dé-
montré dans [BH92| et affirmant que tout automorphisme du groupe libre irréduc-
tible est représenté par une application train track sous I’hypothése que Out(QG)
agisse avec un nombre fini de simplexes. De la méme facon, nous démontrerons le
Théoréme suivant.

Théoréme (Corollaire p.12). Tout automorphisme ® € Out(BS(p,pn)) irréduc-
tible dans Dy est représenté par une application train track T — T - ® envoyant
sommet sur sommet ot T € Dy est un BS(p,pn)-arbre dont le graphe quotient
est un cercle.

A Taide des résultats obtenus précédemment décrits, nous pourrons obtenir
plusieurs résultats concernant la croissance des automorphismes. En particulier,
nous avons les résultats suivants.

Théoréme (Théoréme [5.13). Soit ® € Out(BS(p,pn)) et n = ng ---ng’ désigne
la décomposition en nombres premiers de n.

Soit ® est a croissance polynomiale de degré 1 soit il existe A entier algébrique et
T € Dy dont le graphe éliqueté est un cercle tel que

Vg € BS(p,pn), lr(®*(g)) < Xir(g)
Jg € BS(p,pn), lr(®*(g)) = Nir(g).
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De plus, le degré de lentier algébrique X < m ot m désigne le nombre d’orbites
d’arétes de T' avec m < 1o+ -+ 1.

Théoréme (Théoréme [5.14). Soit & € Out(BS(p,pn)).

St @ n’est pas a croissance polynomiale alors pour tout T' € Dy,

Vg € BS(p,pn), 3C, > 0, I1(®"(g)) < C A\
g € BS(p,pn), 3C; > 0, CA* < 17(®*(g))

otu lT(Q) = inf er dT(xa 91‘)-

Nous démontrerons également un Théoréme permettant de décrire la croissance
de tout automorphisme.

La différence entre ce Théoréme et le suivant réside dans le fait que dans le
Théoréme ci-avant, on mesure les longueurs dans 7' € Dy (au lieu de les mesurer
dans le graphe de Cayley), et ainsi on gagne une estimation précise de la croissance
des éléments avec un unique A au lieu de X et X' dans le Théoréme ci-aprés.

Théoréme (Théoréme [5.15). Soit S systeme de générateurs de BS(p,pn) et ® €
Out(BS(p,pn)) n'étant pas a croissance polynomiale alors il existe A, X' > 0 tels
que

Vg € BS(p,pn), ||2*(g)[|s < \*
dg € BS(p,pn), 309 > 0, Og)‘k < H@k(Q»HS

En particulier, ® est a croissance exponentielle.

Structure de cette thése

Cette thése comporte cing chapitres. Le premier chapitre rassemble les géné-
ralités et préliminaires techniques nécessaires a la compréhension des chapitres
suivants. Le deuxiéme chapitre, quant a lui, traitera le cas des automorphismes de
BS(p,pn) qui sont tous réductibles. C’est également dans ce deuxiéme chapitre
que nous viendrons introduire I’espace de déformation Dy précédemment évoqué.
Le troisiéme chapitre traitera du cas des automorphismes paraboliques dont la
croissance sera étudiée dans le quatriéme chapitre. Enfin le cinquiéme et dernier
chapitre traitera le cas des automorphismes irréductibles et donc non paraboliques.
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Chapitre 1

(Généralités et premiers résultats

1.1 Premiéres définitions

1.1.1 Arbres et théorie de Bass-Serre

Nous allons commencer par introduire les faits basiques concernant les arbres
ainsi que certains éléments de la théorie de Bass-Serre.

Pour plus de détails concernant la théorie de Bass-Serre, on peut se référer a
[Ser77]| ou [Bas93].

Définition 1.1 (graphe). Un graphe T est donné par (V(T'), E(T"),0,t,”) ou :
— V/(I') est I’'ensemble des sommets.
— E(T') est 'ensemble des arétes (orientées).
— o,t: E(I') — V(I') sont deux applications telles que o (resp. t) associe a
une aréte son sommet initial (resp. son sommet terminal).
— = E(I") = E(I') est une involution sans point fixe qui inverse l'orientation
des arétes (t(e) = o(e)).

Une boucle est une aréte e de I' telle que o(e) = t(e). Une aréte géométrique
est une paire de la forme {e,e} on e € E(I'). Un chemin d’arétes v = (eg, ..., €,)
est une suite d’arétes de T telle que t(e;) = o(e;41) pour tout i € {0,...,n—1}. Un
circuit est un chemin d’arétes tel que t(e,) = o(ep).

Un graphe est dit conneze si deux sommets quelconques sont les extrémités
d’au moins un chemin d’arétes. Sinon les sous-graphes maximaux (pour l'inclu-
sion) connexes sont appelées les composantes connezxes du graphe. On dit que ~
contient un aller retour s’il existe i € {0,...,n — 1} tel que e;;; = €. Un chemin
d’arétes est dit émmergé s’il ne contient aucun aller retour. Un arbre est un graphe
connexe, non vide, sans circuit immergeé.

21
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Un sous-graphe I'" C T' = (V(T'), E(I"), 0,t,”) est donnée par (V(I"), E(I"),0,t,”)
ou V(I") c V(') et E(I") C E(I') est 'ensemble des arétes de I" dont les sommets
sont dans V(I'). Une forét est un graphe non vide sans circuit. Les composantes
connexes d’une sous-forét sont des arbres. Deux points distincts a et b d’un arbre
T borne un unique segment [a, b]. Un sous-arbre fini de T est ’enveloppe convexe
d’un ensemble fini de points de T'.

Définition 1.2 (G-arbre). Soit G un groupe.

On dit que G agit sur T sans inversion si g -e # e pour g € G, e € E(T).

Un G-arbre est un arbre simplicial 7" muni d’une action de G par automorphismes
simpliciaux, sans inversion.

Soit T' = (V(T), E(T),o,t,” ) et T = (V(T"), E(T"),0,t,” ) deux arbres. Une
application f : T — T" est la donnée d’une application fy : V(T) — V(T")
et d’une application fz qui a chaque aréte e € E(T) associe un chemin d’arétes
joignant fu (o(€)) a fy (t(e)) et telle que fu(@) = fu(e).

Les applications entre deux G-arbres seront toujours G-équivariantes.

Une application f : T — T’ entre deux arbres est un morphisme si et seule-
ment si on peut subdiviser 1" de sorte que f envoie chaque aréte de T" sur une aréte
de T"; de maniére équivalente, aucune aréte n’est écrasée sur un point. De plus,
tout stabilisateur d’arétes de T" est contenu dans le stabilisateur d’une aréte de T".

Une application d’écrasement f : T — T’ est une application obtenue en
écrasant certaines arétes sur des points suivi d’un isomorphisme (par équivariance,
’ensemble des arétes écrasées est G-invariant). De maniére équivalente, f préserve
l'alignement : ¢ € [a, b] implique f(c) € [f(a), f(b)]. Une autre caractérisation est
que I'image réciproque d’un sous-arbre de T” est un sous-arbre de T' ce qui équi-
vaut, en termes de graphes de groupes, a dire que le graphe quotient de T est
obtenu en écrasant certains arétes du graphe de 7.

Un automorphisme simplicial est une application f: T — T qui est une bijec-
tion de ’ensemble des arétes et des sommets et qui vérifie f(o(e)) = o(f(e)) et
f(&) = f(e) pour tout e € E(T).

Deux G-arbres sont équivalents s’il existe un isomorphisme simplicial G-équivariant
entre eux.

Pour I' un sous-graphe d’un G-arbre T, on notera Yr la forét suivante

Yr = U g-e
ee E(I)
ge G

et Tt la composante connexe de Yr contenant I.
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Définition 1.3 (graphe quotient). Soit 7" un G-arbre.

On note T'/G I'ensemble des orbites de 'action de G sur 7.

Cet espace est naturellement muni d’une structure de graphe de la maniére sui-
vante : V(T'/G) = V(T)/G, E(T/G) = E(T)/G, o((e)) = (o(e)), t({e)) = (t(e)),
(e) = (&) ou (e) (resp. (v)) désigne la classe de e € E(T) (resp. v € V(T)).

On a une projection (morphisme de graphes)

. T — T/G
e — (e
v o= (V)

Un G-arbre est dit cocompact si le graphe quotient T'/G est fini.

Définition 1.4. Un graphe de groupes (G,T") se compose :
— d’un graphe connexe T,
— d’un groupe G, pour tout v € V(I'), appelé groupe de sommet,
— d’un groupe G., pour tout e € E(I'), appelé groupe d’aréte, muni d’un
morphisme injectif i. : G. — Gy donné par a — a®.
On exige de plus que G, = G&.

Il existe plusieurs maniéres de définir le groupe fondamental d’un graphe de
groupes, en voici une, ci-apres.

Définition 1.5. Si ' est un graphe non vide. I.’ensemble des sous-graphes de T’
qui sont des arbres, ordonné par inclusion, est inductif et posséde donc un élément
maximal.
Un tel élément noté I',,,, s’appelle arbre mazimal de I'.
Le groupe fondamental () du graphe de groupes (G, I') peut se définir comme suit
par générateurs et relations :

— () est engendré par les groupes de sommet et un générateur par aréte soumis

aux relations suivantes :

— &= ¢! pour toute aréte e € E(T).

— exte !l =a° poure € E(T) et x € G..

— Toute aréte de I',,4, est égale au neutre.
On peut démontrer que cette définition ne dépend pas, a isomorphisme prés, du
choix de 'arbre maximal I',,,..

A chaque graphe de groupes (G, I') est associé son arbre de Bass-Serre (ou revé-
tement universel) X = X(G,T', I'42), ¢’est un arbre sur lequel IT =TI, (G, T, T'ypaz)
agit tel que X /7 = (G,T).

Soit T un G-arbre alors le graphe quotient 7'/G, décrit précédemment, est muni
d’une structure de graphe de groupes marqué (un marquage est une identification
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de G avec le groupe fondamental du graphe de groupes i.e. G = m(G,T/G =
F, Fmax))-

En effet, G agit sur T sans inversion et on peut prendre I' le graphe quotient de
T.

Pour v € V(I') (resp. e € E(I')), on note G, (resp. G.) le stabilisateur d'un repré-
sentant de la préimage de v (resp. e) par la projection T — T.

On remarque que, pour ¢ € G, 0 € V(T) et ¢ € E(T), Gy = gGzd ™! et
Gg~é = gGég_l'

De plus, comme G agit sans inversion, on a

G = Go(e) N G(t(e) = Ge
et i, est donné par I'inclusion Gy C Ge.

Un G-arbre est dit minimal s’il ne contient aucun sous-arbre propre G-invariant
et une application G-équivariante entre deux G-arbres minimaux est toujours sur-
jective.

Par la suite, sauf mention contraire, les G-arbres considérés seront tous mi-
nimaux.

Un G-arbre peut étre vu comme un objet simplicial ou comme un espace mé-
trique avec une action de G par isométries. Pour ce faire, il suffit d’attribuer
a chaque orbite d’aréte (on a un nombre fini d’orbites d’arétes puisque 1’action
est supposée minimale) une longueur positive. Modifier les longueurs attribuées a
chaque orbite d’arétes donne un G-arbre métrique différent mais ayant le méme
arbre simplicial sous jacent. Il sera parfois utile de distinguer le G-arbre métrique
et son arbre simplicial sous jacent.

Pour T et T' deux G-arbres métriques, une application f : T — T" est appelé
un morphisme si chaque segment de 7" pour étre écrit comme une union finie de
sous-segments chacun d’entre eux étant envoyé isométriquement dans 7’ par f.
Un morphisme injectif est une isométrie sur son image.

Un pliage est Papplication p : T'— T out T” est le quotient de T" par la plus
petite relation d’équivalence G-équivariante identifiant 2 arétes adjacentes e et €’
avec e ¢ G - ¢ (ainsi I'action de G sur T” est encore sans inversion). Pour plus de
détails concernant les pliages on peut consulter [BF91] et [Sta83].

Une application entre deux G-arbres métriques est linéaire sur les arétes si elle
est constante ou si ¢’est une immersion avec pente constante.

On considére les G-arbres métriques & isométries équivariantes pres.
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Définition 1.6. Soit (7, d) un G-arbre métrique et g € G.
La longueur de translation de g dans T, notée lr(g), est

lr(g) = inf dr(x,g-x).
zeT

On peut également définir I’ensemble caractéristique de g dans T, notée Cr(g).

0# Cr(g) ={xeT|dr(z,g-x)=lr(g9)}

g est elliptique si et seulement [r(g) = 0 et I'ensemble caractérisque Cr(g)
est 'ensemble des points fixes de g. Sinon ¢ est dit hyperbolique si et seulement
si lr(g) > 0 et I'ensemble caractéristique Cr(g) est alors isométrique a R. C’est
I'unique ligne g-invariante dans T que nous appellerons I’ axe hyperbolique et g agit
sur cet axe Cr(g) par translations de longueur I7(g).

Pour plus de détails sur les longueurs de translation, on pourra se référer a [CM87|
ou [Pau89).

D’aprés la Proposition 3.1 de [CM87], tout G-arbre n’ayant pas de point fixe global
contient un sous-arbre minimal G-invariant. Ce sous-arbre est la réunion de tous
les axes hyperboliques.

Définition 1.7. Un G-arbre minimal non trivial est dit irréductible s’il existe deux
éléments hyperboliques dont les axes sont disjoints. Dans ce cas 1, G contient un
groupe libre de rang 2 agissant librement sur 7.

Par la suite, sauf mention contraire, les G-arbres considérés seront irréductibles.
La proposition 7.9 de [Bas93| nous permet d’affirmer que tout G-arbre minimal
est cocompact ce qui nous permet d’introduire le covolume d’un G-arbre minimal.

Définition 1.8. Le covolume d’un G-arbre métrique minimal, noté covol(T), est
le volume de I'arbre quotient fini i.e. la somme de toutes les longueurs des orbites
d’arétes.

1.1.2 Mouvements d’écrasement, d’éclatement et espace de
déformation

Définition 1.9. Deux G-arbres T et 1" sont dans le méme espace de déformation
lorsqu’ils ont les mémes sous-groupes elliptiques.

On va décrire deux mouvements que 'on peut effectuer sur T sans changer
les sous-groupes elliptiques et donc sans changer d’espace de déformation, appelés
mouvements d’éclatement et d’écrasement.
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Définition 1.10. Soit 7" un G-arbre.

Une aréte e est dite écrasable si G, = G et si ses extrémités ne sont pas dans
la méme orbite sous 'action de G.

Un écrasement élémentaire s’effectue en écrasant {e, €} ainsi que tous ses translatés
g-e, g € G. Le G-arbre résultat de cette opération est dit obtenu par un mouvement
d’écrasement.

L’inverse de ce mouvement est appelé mouvement d’éclatement.

Un G-arbre est dit réduit s’il n’admet aucun mouvement d’écrasement ou s’il n’a
aucune aréte écrasable.

Les mouvements d’éclatement et d’écrasement transforment un arbre en un autre
arbre dans le méme espace de déformation.

Définition 1.11. Une déformation élémentaire est une suite finie de mouvements
d’écrasement et d’éclatement.

Le Théoréme suivant nous permet de décrire un espace de déformation a I’aide
des déformations élémentaires.

Théoréme 1.12 ([For02]). Soit G et un groupe et T et T deux G-arbres cocom-
pacts.

T et T" ont les mémes sous-groupes elliptiques si et seulement si ils sont reliés par
une déformation élémentaire.

Par conséquent, pour T un G-arbre, ’espace de déformation de T est constitué
de tous les G-arbres reliés & T par une déformation élémentaire. Cet espace est
noté D.

De plus, si D contient un G-arbre irréductible alors tous les arbres de D sont
irréductibles et dans ce cas, on dit que D est irréductible.

1.1.3 L’espace de déformation est un espace topologique

D est généralement vu comme un ensemble mais on peut également le voir
comme un espace topologique. Pour ce faire, on peut munir D de trois topologies
différentes (JGLOT]).

On considére 7 D’ensemble des G-arbres métriques minimaux non triviaux &
isométries équivariantes preés.

La topologie de Gromov-Hausdorff équivariante sur T est définie comme suit.
Un systéme fondamental de voisinages pour 7' € T est donné par les ensembles
Vr(X, A e) avec X C T, A C G des ensembles finis et ¢ > 0. Par définition, 7" est
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dans Vi (X, A, €) si et seulement si il existe une application x — Z de X vers T"
telle que

|d(x,g9-y) —d(T,g-9)| <e

pour tous x,y € X et g € A.

La topologie des azes est la topologie la plus grossiére rendant chaque fonction
longueur de translation T'— Il7(g) continue (elle est plus grossiére que la topolo-
gie de Gromov-Hausdorff équivariante car chaque fonction longueur de translation
est continue dans la topologie de Gromov-Hausdorff).

La derniére topologie possible est la topologie faible Cette topologie décrit T
comme une union de cénes ouverts.

L’ensemble des G-arbres métriques obtenus en faisant varier la longueur d’un
G-arbre T sera appelé un cone ouvert, noté C(T'), il est de dimension p ou p désigne
le nombre d’orbites d’arétes. Si on autorise le fait que certaines longueurs d’arétes
soit nulles alors on obtient le cone fermé C(T') constitué des G-arbres métriques
obtenus de T" en écrasant des arétes. C’est I'union d’un nombre fini de cénes ou-
verts.

La topologie faible sur T est définie en déclarant un ensemble fermé quand son
intersection avec tout cone fermé est fermée.

La topologie faible et la topologie de Gromov-Hausdorff équivariante coincident
sur toute union finie de cones ouverts (JGLOT]).

On peut maintenant restreindre notre définition de ces trois topologies 4 un
espace de déformation donné D.

Dans notre cas tous les G-arbres sont supposés irréductibles et donc par consé-
quent, les restrictions de la topologie de Gromov-Hausdorff équivariante et de la
topologie des axes sont les mémes ([Pau89|). La topologie induite sera appelée to-
pologie de Gromov sur D.

Dans le cas de la topologie faible, il y a une subtilité car si D est pensé comme
une union de cones ouverts, il n’est pas nécessairement une union de cones fermés
puisque le cone fermé C d'un arbre 7' € D n’est pas entiérement contenu dans D
puisque certains écrasements peuvent conduire a un G-arbre n’appartenant pas a
D.

L’intersection de C avec D sera appelée un cone fermé de D. Un sous-ensemble
de D est fermé dans D si et seulement si son intersection avec tout cone fermé de
D est fermé (dans ce cone).
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1.1.4 Action du groupe d’automorphismes

Le groupe des automorphismes de G, noté Aut(G), agit sur 7" en précomposant
I’action de GG sur T' par un automorphisme de GG. On peut préciser cette idée comme
suit.

Définition 1.13. Soit 7" € D muni d’une action de G par isométries p : G —
Isom(T) et ® € Aut(G).

On définit T - ® € D comme le G-arbre métrique ayant pour arbre métrique
simpliciale 7" et muni de l'action isométrique po & : G — Isom(T')

Le sous-groupe des automorphismes intérieurs de G, noté Inn(G), est distingué
dans Aut(G) et agit trivialement sur D. En effet, en considérant i, € Inn(G)
l"automorphisme intérieur défini comme suit (cette notation sera conservée par la
suite)

ig: G — G
r +— gxg_1

alors T et T' - i, sont G-équivariamment isométriques par 'application

T — T-i
r — g-x

Par conséquent, l'action de Aut(G) induit une action de
Oul(G) = Aut(C)/un(c)
sur D.

1.1.5 Meétrique de Lipschitz
Pour plus de détails concernant cette section, on pourra consulter [Meil5).

Définition 1.14. Le groupe multiplicatif des réels positifs agit sur D en modifiant
les longueurs d’arétes des G-arbres métriques. L’espace de déformation projectivisé,
noté PD, est le quotient de D par cette action

PD = D/p++
On considére les G-arbres a homothétie G-équivariante preés.
Définition 1.15. Soit 7,7’ € D.
Lip(T, T") = i?f Lip(f)

ol
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— f parcourt I’ensemble des applications G-équivariantes lipschitziennes de T'
vers T" et,
— Lip(f) désigne la constante de Lipschitz de f.

A partir de cette définition, on peut introduire la métrique de Lipschitz.

Définition 1.16. La fonction

dpp: DxD —» R
(T,T') +— log(“2al Lip(T,T"))

est une pseudométrique asymétrique i.e.
(i) dyiy(T.T") > 0,
(ii) si T" et T" sont G-équivariamment isométriques alors dp;,(T,7") = 0 et,
(i) dpip(T,T") < dpip(T,T") 4+ dpip(T", T7).

drip est appelé métrique de Lipschitz.

Remarque 1.17. Cette application dy;, passe au quotient et nous permet de définir
la distance entre 1" et T” deux G-arbres de PD.

Deux arbres homothétiques sont a distance 0 I'un de 'autre.

La métrique de Lipschitz, en restriction a 'ensemble D; C D des G-arbres de
covolume 1, s’écrit

dLip: D, xD; — R
(T, 7" +~— log(Lip(T,T")).

1.1.6 Application optimale

Définition 1.18. Soit D un espace de déformation de G-arbres et T € D.

On définit une direction au point x de T' comme le germe d’un plongement isomé-
trique v : [0,€) — T, € > 0 et ¥(0) = .

On note 'ensemble des directions au point x par D,T.

On considére T,7" € D et f : T — T’ une application G-équivariante, lipschit-
zienne et linéaire sur les arétes.

On dit que f a deuz portails au sommet v de T §’il existe deux directions 01,09 €
D,T telles que f(d1) # f(d2).

Un chemin d’aréte v dans T' est dit f-légal s’il est immergé par f i.e. fj, est
injective.

Définition 1.19. Soit D un espace de déformation de G-arbres, T, T" € D et f :
T — T’ une application linéaire sur les arétes, G-équivariante et lipschitzienne.
Le graphe de tension de f, noté A(f), désigne

A(f) = {e € E(T),1(f(e)) = Lip(f)i(e)} C T.

De plus, A(f) est une sous-forét G-invariante.
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Définition 1.20. Une application f : T — T’ lipschitzienne, G-équivariante et
linéaire sur les arétes est une application optimale si elle vérifie les deux conditions
suivantes :
1. Lip(f) = Lip(T,T") et,
2. A(f) est minimal pour l'inclusion parmi les applications satisfaisant la
condition 1.

Une conséquence directe du Théoréme 4.6 et de la Proposition 4.12 de [Meil5] nous
donne l'existence d’'une application optimale pour deux G-arbres dans un espace
de déformations irréductible.

Proposition 1.21. Soit D un espace de déformation de G-arbres irréductibles.
Pour tous T, T' € D, il existe une application optimale f : T — T".

Une autre conséquence directe du Théoréme 4.6 et de la Proposition 4.12 de [Meil5)]
est le Lemme suivant.

Lemme 1.22. Toute application optimale f : T — T -® a deux portails a chaque
sommet de son graphe de tension.

Définition 1.23. Soit 7" un G-arbre irréductible.

Un élément hyperbolique g € G est appelé candidat de T lorsque tout domaine
fondamental pour I'action de g sur son axe hyperbolique C, rencontre chaque G-
orbite d’arétes de T" au plus deux fois.

On note Candg(T') 'ensemble des candidats de T Tl est indépendant de la métrique
sur T'.

D’aprés le Théoréme 4.14 de [Meil5], on a la proposition suivante

Proposition 1.24. Soit D un espace de déformation irréductible de G-arbres.
Pour tout T, T" € D, il existe un élément hyperbolique & € Candg(T) tel que

lr(®(6) _ 1 (®(9))

L T) == =5 7y

ot g parcourt l’ensemble des éléments hyperboliques de G.

Lemme 1.25. Soit [ : T — T" G-équivariante et isométrique sur les arétes telle
que
(i) f=f"of ouf :T — T surjective et " : T" — T" sont également
1someétriques sur les arétes et,
(i) f a deux portails & chaque sommet de T
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alors " a deuz portails a chaque sommet de T".
En particulier, T" n’a pas de sommet de valence 1.
Si, de plus, on considére ® € Out(G) et T" =T - ® alors

drip(T', T" - @) < dp;, (T, T - D).

Remarque 1.26. En particulier, ce Lemme est vrai lorsque ’on considére f optimale
avec A(f) =T.

Démonstration. f est isométrique sur les arétes et donc Lip(f) =1 et A(f) =1T.
Supposons qu’il existe un sommet v € V(T") auquel f” a unique portail alors pour
toutes arétes e, ¢/ de T” telles que o(e) = o(e') = v alors f"(e) = f"(€).

f est surjective par hypothése et donc il existe un sommet v dans T telles que
f'(v) = v'. Soit e; et ey deux arétes de T telles que o(e;) = o(ez) = v. Puisque
f” n’a qu’un unique portail au sommet v" alors f” o f'(e;) = f” o f'(e3) et donc
f(e1) = f(ez) ainsi f n’a qu’un unique portail au sommet v de T' ce qui est une
contradiction a I’hypothése sur f indiquant que f a deux portails & chaque sommet
de T

On démontre maintenant la deuxiéme partie du Lemme.

La distance de Lipschitz vérifie 'inégalité triangulaire et donc

dLip<T7 T”) S dLip (T, T/) + dLip(T/a T”)-
Montrons qu’il y a égalité dans 'inégalité triangulaire ci-dessus. Par définition,

covol (T")

(T T) = Loe( o oiry

Lip(T, T")).

De plus, Lip(f’) =1 et donc Lip(T,T") < 1 ainsi

covol(T")

drip(T,T') < log(m

)

et, de la méme facon,

covol (T")

drip,(T', T") < log(———=
sz( ) )— Og( COUOZ(T’)

).
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Par conséquent,

dLiP (T7 TH) < sz’p(T7 T + dLip<T/, T”)
covol(T")
covol (T")

covol(T") covol(T”))

) + log(

)

Lip(T, T") < Lip(f) = 1.
De plus, par la Proposition [1.24] on a

it 1) 0

oll g parcourt 'ensemble des éléments hyperboliques de G.
f a deux portails a chacun des sommets de T et donc par conséquent toute aréte
e de T peut étre prolongé en un chemin d’arétes f-légal. Par conséquent, il existe

un élément hyperbolique g € G tel que % =1 et ainsi

Lip(T, T") = sgp % > 1.

On peut donc en déduire que
Lip(T, T") =1

et donc
covol (T")

dpip(T, T") = log covol(T)

).
Par conséquent,
dpip(T,T") < dpip(T,T') + dpip(T", T") < dpip(T,T")

et nous sommes dans la situation d’égalité de I'inégalité triangulaire.
Pour 7" =T - ®, on a donc

dLip(Tla T (I)) < dLip<T/, T- (I)) -+ dLip(T . (I), T (I))
= dLiP(T/v T- (I)) + dLip(Ta T/) = dLip(T, T- (b)
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1.2 Généralités sur les groupes de Baumslag-Solitar
(généralisés)

On suppose maintenant que G n’est plus un groupe quelconque mais un groupe
de Baumslag-Solitar généralisé.

Définition 1.27. Un groupe G agissant sur un arbre 7' avec des stabilisateurs
d’arétes cycliques infinis est appelé groupe de Baumslag-Solitar généralisé, souvent
abrégé groupes GBS. L’arbre est appelé arbre GBS.

On rappelle que le groupe de Baumslag-Solitar BS(p,q), p € N\ {0} et ¢ €
Z \ {0}, a la présentation suivante :

BS(p,q) = (a,b | abPa™ = b%).

BS(p,q) est un groupe GBS. En effet, on a vu lors de I'introduction (page 7)
que BS(p, q) agissait sur I'arbre de définition avec des stabilisateurs d’arétes et de
sommets cycliques infinis.

1.2.1 Graphe étiqueté

On a vu précédemment qu’un graphe quotient d’'un G-arbre a une structure
de graphe de groupes. Dans le cas des groupes de Baumslag-Solitar (généralisé),
chaque groupe de sommet et d’aréte est donc isomorphe a Z et chaque inclusion
Ge = Goe) est donnée par la multiplication par un entier non nul.

Ces données peuvent étre représentées dans un graphe étiqueté.

Définition 1.28. Un graphe étiqueté est une paire (I', \) ou :

— T est un graphe connexe fini.

— Xt E(I') = Z \ {0} est une fonction appelée étiquetage.
Pour définir A, on procéde de la maniére suivante. On choisit simultanément des
générateurs pour les groupes d’arétes G. et les groupes de sommets G, 'appli-
cation G, — G est la multiplication par A(e). Remplacer un générateur d’un
groupe d’aréte GG, par son inverse change les signes de A(e) et A(€) et remplacer
un générateur d’un groupe de sommet G, par son inverse change les signes de A(e)
pour toutes les arétes e ayant pour origine v.
Ces opérations sont appelées changements de signe acceptables. C’est la seule am-
biguité concernant les étiquettes d’un graphe étiqueté. Les graphes étiquetés seront
considérés a changements de signe acceptables prés.
Parfois, pour faire référence au graphe étiqueté (I'; \), on écrira simplement I

Définition 1.29. Soit 7' un G-arbre et v un sommet du graphe quotient de 7.
v est dit redondant si :
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— v est de valence 2 et,
— G, = G, = G ou les deux arétes incidentes sur v sont notées e et €.

1.2.2 Groupe élémentaire

Définition 1.30. On dit que G est élémentaire si on peut choisir un G-arbre T
qui soit un point ou une ligne. Autrement il est dit non élémentaire.

Par [For03], un arbre GBS est ¢lémentaire si et seulement si le groupe GBS est
isomorphe & Z, Z x Z ou au groupe de la bouteille de Klein (BS(1,—1) = {a,b |
bab = a~'}) avec Out(G) respectivement égal & Z /o7, GL(2,7Z) et ZJog X Z /o7,
Par la suite, on considére uniquement des G-arbres non élémentaires.

Dans un groupe GBS non élémentaire, les sous-groupes elliptiques sont carac-
térisées algébriquement. Deux éléments v, 0 € G sont commensurables s’il existe
des entiers non nuls m et n tels que v = §". Le commensurateur de -, noté
Comm(y), est

Comm(7y) = {6 € G|y et §y6~* sont commensurables}.

Lemme 1.31 ([For03|). Soit G un groupe GBS et T un G-arbre GBS non élé-
mentaire.
v € G est elliptique si et seulement si Comm(~y) = G.

Ainsi deux tels G-arbres GBS non élémentaires se trouvent dans le méme es-
pace de déformation et l'espace de déformation est Out(G)-invariant. En parti-
culier, deux graphes étiquetés représentant le méme groupe non élémentaire sont
reliés par une déformation élémentaire.

On remarque également que les éléments hyperboliques commensurables ont
les mémes axes.

Lorsque I'on parle d’'un espace de déformation pour un groupe GBS non élé-
mentaire, nous ferons toujours référence a cet espace de déformation canonique

que 'on notera DJ  lorsque G = BS(p, q).

Dﬁq est I'espace de déformation du BS(p, ¢)-arbre dont le graphe étiqueté est

Tous les G-arbres de Dﬁq sont localement finis et Dﬁ , est irréductible sauf si p =1
et ¢ # £1.
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1.2.3 Mouvements entre arbres GBS

Maintenant nous allons décrire en terme de graphe étiqueté différents mouve-
ments entre G-arbres oli G est un groupe de Baumslag-Solitar généralisé, lesquels
sont tous des déformations élémentaires. Ces différents mouvement sont discutés
de maniére plus générale dans [CF08], [CF09], [For02|, [For06].

Dans les diagrammes ci-dessous et pour tout ce qui suit, nous suivrons la
convention suivante :

chaque étiquette A(e) est placée prés de I'extrémité o(e).

Définition 1.32. Les mouvements d’écrasement et d’éclatement prennent la forme
suivante :

écrasement nc
i
PE—

éclatement L \nd

Un arbre GBS est réduit si et seulement si son graphe étiqueté ne contient pas
d’aréte ayant des extrémités distinctes et une étiquette +1.

Définition 1.33. Un mouvement de glissement (ou glissement) entre arbres GBS
prend 1'une de ces deux formes :

pm glissement pn
m n m n
glissement
pm pn

Ce mouvement peut étre factorisé par un éclatement suivi d’'un écrasement comme
décrit ci-dessous pour le premier cas (le deuxiéme cas se décompose de la méme
maniére) :

pm m n éclatement E p écrasement m n pn
m 1 1 n
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Le deuxiéme mouvement que ’on peut décrire est le mouvement d’induction.
Définition 1.34. Un mouvement d’induction prend la forme suivante :

induction
a pa

pb

Dans un sens comme dans 'autre, le mouvement est appelé mouvement d’induc-
tion.
Ce mouvement se décompose en déformation élémentaire de facon suivante :

éclatement écrasement
a — -, P a - pa
b 1 b pb

Pour terminer, nous pouvons parler des /*!'-mouvements.

Définition 1.35. Un &/ '-mouvement est une induction suivie d’un écrasement.
Pour pouvoir effectuer ce mouvement, il faut que k, [ # +1 et qu’aucune autre
aréte ne soit incidente au sommet de gauche.

%—1

o

Dans un premier temps, le mouvement d’induction change I'étiquette p en 1 et
dans un deuxiéme temps, ’aréte est écrasée.

Remarque 1.36. Sur les 3 mouvements que 'on vient de décrire, seuls les o7 *!-
mouvements préservent la propriété d’étre réduit.

Les deux théorémes suivants sont issus de [CF09| et nous permettent de faire
le lien entre les espaces de déformations et les mouvements décrits ci-avant.

Théoréme 1.37. Soit D un espace de déformation de G-arbres cocompacts.
Deuzx arbres réduits de D sont reliés par une suite finie de glissements, de mouve-
ments d’induction et de o/ *'-mouvements avec les arbres intermédiaires réduits.
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1.2.4 Groupe algébriquement rigide

Pour plus de détails concernant la rigidité, on peut se référer a [Lev05| et
[Eor02].
Définition 1.38. Un BS(p,q)-arbre T € ng est dit rigide s’il est réduit et si
c’est le seul BS(p, ¢)-arbre réduit dans son espace de déformation (& isomorphisme
BS(p, q)-équivariant prés).
Dans ce cas, on dit que G est algébriquement rigide.

Le graphe de groupes I' de T est alors 'unique graphe étiqueté réduit représen-
tant G et tout G-arbre T" € ng peut étre envoyé sur 7' via une suite d’écrasements.
En particulier, I' n’a qu’une aréte.

Il est possible de donner plus de détails concernant le groupe d’automorphismes
d’un groupe algébriquement rigide.
En effet, lorsqu'un BS(p, q)-arbre T est rigide alors

Out(G) = Out™ (G)

ot Out™(G) C Out(G) désigne le stabilisateur de T dans Out(G).

Dans ce qui suit, on va décrire Out? (G) de la méme maniére que Gilbert Levitt
dans [Lev07].

On note I' le graphe de groupes de T'. Il y a un morphisme naturel

Out™ (G) — S(I)

ou S(I') désigne le groupe des automorphismes de I" ou I" est vu comme graphe
(sans structure additionnelle).

Le noyau de ce morphisme est noté Outl (G) et est d’indice fini dans Out? (G) =
Out(G).

Il y a un morphisme

p:Outy (G) — ] Out(G,)

veV(T)

dont le noyau est engendré par des automorphismes appelés bitwists.
On utilise par la suite la présentation du graphe de groupes de la Définition [I.4]

Définition 1.39 (Bitwist). Soit G = A x¢ B une décomposition en produit amal-
gamé et z € A (resp. 2/ € B) normalisant I'image de C' dans A (resp. dans B) tels
que

Vg e C, ad,(g) = ad(g).
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L’automorphisme D, ,» défini par
D..(ga) = 29427, Vga € A,

et
D..(g98) = Z'gp?"~",Vgp € B

est appelé bitwist associé & la décomposition en produit amalgamé.
Soit G = Axc une extension HNN. Il y a deux plongements de C' dans A notés i
et ig.
Soit C} = i1(C), Cy = i3(C), z € A normalisant C; et z’ € A normalisant Cy tels
que

Vg € 07 adz(“(g)) = adz’(i2<g))'

L’automorphisme D, ., défini par

D, .(94) = ga,Vga € A

et
D, .(t) = ztZ
ol t désigne la lettre stable, est appelé bitwist associé a 'extension HNN.
Un bitwist d’une décomposition de G en graphe de groupes I" est un bitwist associé
a 'une des décompositions de G en produit amalgamé ou extension HNN associée

a 'une des arétes de I'. Le groupe des bitwists de I' est le groupe engendre par ces
bitwists.

Définition 1.40 (Twist de Dehn). Soit G = A*¢ B une décomposition en produit
amalgamé et z € A centralisant C'. L’automorphisme J, défini par

0:(ga) = 294z~ '\ Vga € A

et
6.(98) = 9B,Vgp € B
est appelé twist de Dehn associé a la décomposition en produit amalgamé.
Soit G = Axc une extension HNN. Il y a deux plongements de C' dans A notes i
et 1o.
Soit C1 = i1(C), Cy = i3(C) et z € A centralisant C;.
L’automorphisme 4, défini par

0.(9a) = ga,Vga € A

et
5.(t) = =t
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ou t désigne la lettre stable, est appelé twit de Dehn associé a I'extension HNN.
Le groupe des twists est noté T (7T') et c’est le groupe engendré par les twists de
Dehn.

Un twist de Dehn d’une décomposition de G en graphe de groupes I' est un twist de
Dehn associé a I'une des décompositions de G en produit amalgamé ou extension
HNN associée a 'une des arétes de I'. Le groupe des twists de I' est le groupe
engendre par ces twists de Dehn.

Remarque 1.41. Un twist de Dehn est un bitwist avec 2/ = 1.

Proposition 1.42. Si BS(p, q) est un groupe de Baumslag-Solitar algébriquement
rigide alors

VY ® € Out(BS(p,q)),3 k € N*, ®F ¢ T(T).

Démonstration. Si BS(p,q) est algébriquement rigide on peut donc considérer T'
l’arbre de définition de BS(p, q) dont le graphe étiqueté est le suivant

Les groupes d’arétes et de sommets sont isomorphes a Z et donc tout bitwist est
un twist.
Par conséquent, on obtient

Ker(p) = T(T) — Outl(G) - Out(G,) = Out(7Z).

Puisque Out(Z) est fini et Outl(G) est d’indice fini dans Out” (G) = Out(G), on
en déduit qu’il existe k € N* tel que ®* € T(T). O

On peut également introduire le concept plus faible d’arbre strongly-slide-free.

Définition 1.43. Un G-arbre est strongly-slide-free si il vérifie la condition sui-
vante : si deux arétes e; et e ayant un sommet commun v sont telles que G, C G,
alors e; et ey sont dans la méme orbite sous 'action de G,,.

Les G-arbres strongly-slide-free sont rigides (|[For02]).



40

CHAPITRE 1. GENERALITES ET PREMIERS RESULTATS



Chapitre 2

Tout automorphisme de BS(p,pn)
est réductible

Dans tout ce qui suit, sauf mention contraire, on se place dans le cadre cor-
respondant a notre étude i.e. G = BS(p,pn) ot |n| > 1 muni de la présentation
suivante

BS(p,pn) = {a,c | caPc™ = a™).

Définition 2.1. [["(n) € Z\ {0} désigne le monoide multiplicatif engendré par
—1 et I'ensemble des diviseurs premiers de n (en particulier 1 € []*(n)).

On rappelle ci-aprés le Lemme 3.1 de [Cla09].

Lemme 2.2. Soit T € D2 un arbre réduit.

Le graphe étiqueté de T est, a changement de signe acceptable pres, de ['une des
deuz formes suivantes,

€c €

ol x, est l'image dans le graphe quotient de Uunique point de T fixé par (a).

Pour poursuivre il est nécessaire d’introduire le concept d’espace de déforma-
tions réduit.

41
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Définition 2.3. Soit D un espace de déformation de BS(p, pn)-arbres.
L’espace de déformation réduit D, est formé des BS(p,pn)-arbres dont tous les
stabilisateurs d’arétes fixent une aréte dans tout arbre de D.

Par |GLOT| et |[GL16], on obtient la Proposition suivante.

Proposition 2.4. Soit D un espace de déformation de BS(p,pn)-arbres et D,
lespace de déformation réduit qui lui est associé.
— D, est stable par écrasement i.e. si T € D est obtenu par un écrasement
d’un BS(p,pn)-arbre de D, alors T € D,,
— siT € D est un BS(p,,pn)-arbre réduit alors T € D, et,
— siT et T" sont deux BS(p,pn)-arbres de D, et f : T — T" une application
n’écrasant aucune aréte et s’il existe T" € D, f': T — T" et f" . T" —
T’ telles que f = "o f" alors T" € D,.

On considérera 'espace de déformation réduit Dy, C D2 . Par définition, les
stabilisateurs d’arétes de tout arbre de D, ,, fixent une aréte dans tout arbre de
D7 . et donc en particulier dans I'arbre, appelé arbre de définition, de D2 dont

le graphe quotient marqué, appelé graphe de définition, est

()

Lemme 2.5. Soit T' € Dy .
A subdivisions pres, le graphe étiqueté (Déﬁm'tion de T est de l'une des deux
formes suivantes.
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qo," " qKx € L*
qoq1 4K’ =4 =pn
Qi #F EL

p | o

ol x, est limage dans le graphe quotient de l'unique sommet fizé par (a).

Remarque 2.6. Dans la figure ci-dessus et dans les suivantes, la présence d’un
triangle dans un graphe étiqueté comme ci-dessus, permettra de représenter de
facon visuelle la relation d’inclusion des groupes de sommets d’'une méme aréte
e = uv telle que

G, =G C G,.

Définition 2.7. L’unique cycle du graphe quotient d’'un BS(p,pn)-arbre T est
appelé le cercle et les arétes du complémentaire constituent le baton. Le baton
contient au moins une aréte dans le cas de la forme 1.

Démonstration du Lemme[2.5. Les deux formes du Lemme sont dans D, ,,, et
de la forme 1 avec K =1 =0 ou de la forme 2 avec K’ = 0.

Tout arbre T' € D,, ,,,, s’écrase sur un arbre réduit. Il suffit donc de montrer que si
on procéde & un éclatement sur un arbre de la forme 1 ou 2 (tout en restant dans
D, »n) alors on obtient un arbre de la forme 1 ou 2.

On rappelle ci-aprés la définition d’un éclatement en considérant les graphes éti-

quetés.

écrasement a& /e
_——
-+
éclatement b nd

Sur les formes 1 et 2, on distingue 3 types de sommets : un sommet de valence
1, un sommet de valence 2 et un sommet de valence 3. Nous allons commencer
par détailler les différents éclatements possibles a chacun de ces types de sommets
dans DZ

p,pn’

Dans Dfpn, un éclatement & un sommet de valence 1 prend la forme suivante avec
/I

pp =Dp-
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Dans D% . un éclatement & un sommet de valence 2 peut prendre I'une des 3

p,pn?
formes suivantes avec n'n” =n et m'm” =m :

mn 1n"
s S S
mn m’' 1 m' n
o mn o o
m//:n//
1
m' n'

Dans Dﬁpn, quitte & échanger les roles des différentes étiquettes, on peut supposer
que si I'éclatement implique une étiquette (resp. deux étiquettes) au sommet de
valence 3 il s’agit de m (resp. m et n). Par conséquent, un éclatement au sommet

de valence 3 peut prendre 'une des 3 formes suivantes avec n'n” = n, m'm” = et

" =1:
w1
—_— l —_—— -

mn |

l
m//:n//

1
_ o

On va identifier parmi ces différents éclatements lesquels aménent a des arbres
n’appartenant pas a I’espace de déformation réduit D,, ,,. On va également montrer
que les autres éclatements aménent & des arbres de la forme 1 ou 2.
— Dans la forme 1 :
— Le sommet de valence 1 est x, et donc un éclatement a ce sommet crée
une aréte ayant un sommet fixé par (a), de nouveau noté x,, et I'étiquette
a ce sommet est un diviseur de p noté p’. Dans ce nouvel arbre a? fixe
une aréte et donc si p’ # p alors 'arbre obtenu n’appartient pas & D, ,,
car a” ne fixe aucune aréte dans le graphe de définition.
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Par conséquent un tel éclatement conduit de nouveau & un arbre de la
forme 1.

— De méme, a chaque sommet de valence 2, la derniére des situations ne
peut pas se produire car I'une des étiquettes est 1 et donc m” =n" =1
lors de I'éclatement et ainsi un tel éclatement crée une aréte ayant ses
deux étiquettes égales a 1.

Pour ce qui est des autres situations, on a une des étiquettes égale a 1.
On peut donc supposer que m = 1 alors m’ = m” = 1 et ainsi 'arbre
obtenu aprés un tel éclatement est de nouveau de la forme 1.

— Il y a un unique sommet de valence 3 et parmi les situations décrites
précédemment la derniére ne peut pas se produire. En effet, au sommet
de valence 3, 'une des étiquettes est 1 et donc I = m”" =n" =1 et
ainsi la derniére situation crée une aréte ayant ses deux étiquettes égales
al.

Pour ce qui est des autres situations, on a une des étiquettes égale a 1.
On peut donc supposer que m = 1 alors m’ = m” = 1 et ainsi 'arbre
obtenu aprés un tel écrasement est de nouveau de la forme 1.

— Dans la forme 2, I'un des sommets de valence 2 est x, et donc un éclate-
ment crée une aréte ayant un sommet fixé par (a), de nouveau noté x,,
et I'étiquette a ce sommet est un diviseur de p ou de ¢g noté p’. Comme
précédemment, par définition de 'espace de déformation réduit Dy, p,, on a
p’ = p et donc Parbre obtenu est de la forme 1.

Aux autres sommets de valence 2, la derniére des situations ne peut pas se

produire car 1'une des étiquettes est 1 et donc k = 1 lors de I'éclatement et

ainsi on crée une aréte ayant ses extrémités égale a 1.

Pour ce qui est des autres situations alors I'une des étiquettes est égale a 1

et on peut supposer que m = 1 et donc m’ = m” = 1 et ainsi I’arbre obtenu

est encore de la forme 2.

On peut donc en déduire que tout éclatement d’un arbre de D, ,, de la forme 1
ou 2 donne lieu & un arbre de D, ,, de la forme 1 ou 2.
De plus, par construction, (a) fixe un unique point dans chacune des formes. [

Définition 2.8. Soit 7" un G-arbre.

Une sous-forét Y de T est dite propre si Y C T

Une sous-forét G-invariante sans sommet isolé est dite essentielle (resp. principale)
si chacun de ses composantes connexes contient ’axe d’un élément hyperbolique
(resp. si elle est non vide et ne contient pas de sommet de valence 1).

Toute sous-forét principale est essentielle.

Les G-arbres métriques considérés ont tous, par définition, un arbre simplicial
sous-jacent. Soit Y un sous-espace de 'espace métrique T'. Si, quitte a subdiviser
la structure simpliciale de T', 'espace sous-jacent & Y est une sous-forét essentielle
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de I'arbre simplicial T" alors on dit que Y est une sous-forét essentielle du G-arbre
métrique 7.

Toute sous-forét G-invariante Y C T’ contient une unique sous-forét maximale
principale G-invariante core(Y) C Y C T obtenue en enlevant successivement
toutes les G-orbites d’arétes dont le sommet initial ou terminal est de valence 1.
La cocompacité de T assure que ce procédé n’est répété qu’un nombre fini de fois.
Pour chaque composante Y; de Y, i € {1,--- ,m} on considére GYy; son stabilisateur
et Y/ le sous-arbre minimal de Gy, ainsi

core(Y) = UYzl
i=1

On va construire une application p : T — T telle que p(Y') = core(Y).

On commence par décrire les images des sommets.

Sive V(T)\Y alors on pose p(v) = v.

Siv e Y alors il existe i € {1,---,m} tel que v € Y; et on définit p(v) comme le
projeté de v sur Y/

Par la suite, on étend p par linéarité sur les arétes et ains on obtient une application
G-équivariante telle que p(Y') = core(Y') ce qui démontre le Lemme suivant.

Lemme 2.9. Soit T' un G-arbre et Y C T une sous-forét essentielle de T.
1l existe une application p : T — T telle que

p(Y) = core(Y).

Définition 2.10. ® € Out(G) est réductible dans D s'il existe un G-arbre T' € PD
(vu comme arbre métrique) et une application G-équivariante lipschitzienne f :
T —— T - ® qui laisse invariante une sous-forét essentielle, propre et G-invariante
de T.

Si ® n’est pas réductible dans D alors on dit que ® est irréductible dans D.

Par la suite, [H] désignera la classe de conjugaison d’un sous-groupe H de G
et on introduit la notation
[H] < [K]
lorsque H est contenu dans un conjugué d’un sous-groupe K de G.

Lemme 2.11. Soit ® € Out(G), T un G-arbre et f : T — T - ® une application
laissant invariante une sous-forét Y C T, propre, essentielle et G-invariante.

On suppose, de plus, que Y a m orbites de composantes connexes pour lesquelles
on peut considérer m représentants notés Yy, -+, Yy, et K; = Stab(Y;) i.e.
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Sous ces hypothéses, Vi € {1,-,m}, 3j € {1,-,m},
O([Ky]) < [K;].

Démonstration. On considére « un représentant de ¢ dans Aut(G).

Soit i € {1,--- ,m}.

Par hypothése, f(Y) C Y et donc il existe j € {1,--- ,m} tel qu’il existe gy € G
tel que

f(Y;) Cgo-Yj.

Soit o/ = ig4, 0 @, 0l1 iy, désigne 'automorphisme intérieur par go et f' = go - f qui
est o’-équivariante alors

f'(Yi) Cy;.

Montrons que o/(K;) C K. Pour ce faire, on considére g € K.
Puisque K; = Stab(Y;),
d’ou
Par conséquent,
et donc
0#d(g)f' (Vi) Cd(9)Y;NY;.
Y; est I'unique composante connexe de Y contenant n’importe quel point de Y;
ainsi
D’aprés ce qui précéde,
d’ou

et

[]

Lemme 2.12. Soit & € Out(G), T € D un espace de déformation Out(G)-
mvariant. .
Soit Y C T une sous-forét propre, essentielle et G-invariante ayant m orbites de
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composantes connexes pour lesquelles on peut considérer m représentants notés
Yi,-- Y, et K; = Stab(Y;) i.e.

Sivie{l,--- ,m}, 35 €{1,---,m} tel que ®([K;]) < [K;] alors © est réductible
dans D.

Démonstration. Afin de prouver que ® est réductible, il faut montrer qu’il existe
une application f : T — T - ® qui laisse core(Y) invariante. On va construire
cette application f.

On considére a € Aut(G) un représentant de ® pour lequel Vi € {1,--- ,m}, 3j; €
{1,---,m} et g; € G tel que a(K;) C g:K;,9; "
Pour i € {1,--- ,m}, on note Tk, le sous-arbre minimal de K; (qui est une com-

posante connexe de core(Y)) de sorte que
n
core(Y) = H G- Tk,.
i=1

En particulier, pour g € G, si g - Tk, N Tk, # () alors g € K.

Pour définir f, on considére vy, - - - , v, des représentants des G-orbites de sommets
de T.

Soit k € {1,--- ,n}.

S’il existe i € {1,--- ,m} tel que vy € G - Tk, alors en changeant de représentant

on peut supposer que v; € Tk, .
Si v, € Tk, alors G, C K; car pour tout g € G, on a v € g- Tk, et donc
9Tk, NTy, 0 d'on g € K.
On a donc a(G,,) C ¢:K;,9; " et donc a(G,,) fixe un point wy € 9Tk, puisque
a(Gy,) est elliptique dans T (T - ® € D car D est Out(G)-invariant).
On choisit f(vr) = wy puis on étend aux autre sommets de 'orbite de v, par
a-équivariance.
On remarque que si v = g - vy € Tk, alors f(v') € g Tk, . En effet, dans ce cas,
v' € g-Txk,NTk, et donc I'intersection est non vide ainsi g € K; et a(g) € g:Kj,9; "
Par conséquent,

f(') = a(g)f(vr) = alg) - wy, € 9Tk, -

Si vy, n’est pas dans 'orbite d’une composante connexe de core(Y') on prend wy, fixé
par a(G,, ) de maniére arbitraire (un tel sommet existe car a(G,,) est elliptique)
puis on étend a tous les sommets de 1'orbite de v, par a-équivariance.

Par la suite, on étend aux arétes par linéarité, f est a-équivariante et f(Tk,) C
9iTk;, , pour tout i € {1,---,m} car on a démontré précédemment que c’est vrai
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pour les sommets de Tk, et donc également sur les arétes
Finalement f(core(Y))) C core(Y') et donc ® est réductible dans D. O

Lemme 2.13. Soit ® € Out(BS(p,pn)) et H = (a,c *aPc) alors

Plus précisément, il existe un représentant o € Aut(BS(p,pn)) de ® tel que oyy
a — a!

soit 'identité ou linvolution 1

¢ laPc —— c a Pc.

Démonstration. Afin de démontrer ce Lemme, on rappelle la présentation pour
BS(p,pn)
BS(p,pn) = {a,c | calc™ = a™).

D’aprés [Cla09|, Aut(BS(p,pn)) est engendré par les automorphismes i,,i., ¥, j
et &, k>1ou

U: g — a j: a— a !t & ar— a

c — ac c— ¢ c— ¢ Fgpchtl

et 1, et 1. désignent respectivement les automorphismes intérieurs par a et par c.
On constate que

U(a) =a
et
U(c taPc) = ¢ tare
d’ou
V([H]) = [H]
De méme pour @, on a
Qy(a) =a

et

dp(ctaPe) = c*ta Pk aPc R ab Y
L _ k
= ¢ hlg PP gP A
L k
—c k 1apn Ck—i—l

1

=c dPc
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d’ou

De plus, j, i, et i. préservent également [H].
Par conséquent
O([H]) = [H].

La deuxiéme assertion se déduit immédiatement de ce que I’on vient de démontrer.

]

Théoréme 2.14. Tout automorphisme ® € Out(BS(p,pn)) est réductible dans
Dy .-

Démonstration. Soit ® € Out(BS(p,pn)) et To le BS(p,pn)-arbre de D, ,, dont
le graphe étiqueté (a gauche) et le graphe de groupes quotient marqué (a droite)
sont

(¢ taPc)

Remarque 2.15. La double barre présente sur ’aréte de droite du graphe étiqueté
correspond au choix d’un relevé du domaine fondamental

Comme précédemment, on note H le groupe H = (a,c 'aPc) et Y., la sous-
forét principale associée a ey (en gras sur la figure ci-avant) pour laquelle les
stabilisateurs de ses composantes connexes sont des conjugués de H.

Y., correspond a l'orbite de la forét en gras ci-dessus. C’est une sous-forét propre,
essentielle et G-invariante.

D’aprés le Lemme [2.13

®([H]) = [H]
et on peut appliquer le Lemme ainsi @ est réductible dans D, ,. O

On sait que D, ,, est I'espace de déformation du G-arbre, noté T, 0, dont le graphe
de groupes quotient marqué est comme ci-dessus dans la démonstration.

Soit Tj le G-arbre obtenu en écrasant Y., dans Ty dont le graphe de groupes
quotient marqué est le suivant
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H = {(a,c taPc)

T, (@ (¢ are)

On considére maintenant 'espace de déformation de Ty noté D%. Cet espace de
déformation est invariant par tout automorphisme ® € Out(BS(p,pn)) puisque
d’aprés ce qui précede, ([H]) = [H].

Définition 2.16. Dy désigne I'espace de déformation réduit inclus dans D%.

Lemme 2.17. Soit T € Dy. Il existe T € D, pn et un écrasement T 25T tel que,
en notant 'Y la sous-forét constituée des arétes écrasées par w, chaque composante
conneze de Y est un translaté du sous-arbre minimal de H dans T noté miny(T)
i.e.

Y = U g -ming(T)

geG
et ming(T) ~ ming(Ty) a le graphe de groupes quotient marqué suivant

(@)

p

(c7LlaPc)

Démonstration. On considére T € Dy, ming(Ty) le sous-arbre minimal de H dans
Ty dont le graphe de groupes quotient marqué est le suivant

(@)

p

n

(c7LaPc)

On démontre ce Lemme de la méme facon que le Lemme 3.2 de [GL10].

H est elliptique dans T', on note vy le sommet fixé par H (il est unique car les
groupes d’arétes sont tous cycliques) et F, . l’ensemble des arétes orientées de T
incidentes sur vy.

Le point clé de cette démonstration est le suivant : pour toute aréte e de de T
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(et donc en particulier de E,,, ), G. fixe une aréte dans tout arbre de Dy et donc
en particulier dans T et par suite dans To € D, ainsi G, est elliptique dans
ming (Ty) C T.
A chaque sommet v € V(T tel qu'il existe g € G, v = g - vy on associe le sous-
arbre T, = g - ming (T}).
Pour chaque aréte orientée e = vyw € E,,,, on choisit un sommet p, € minH(TO)
fixé par G, (c’est possible d’aprés le point clé précédemment indiqué) puis on étend
ces choix par équivariance.
On définit T, = {v} siv ¢ G - vy.
On peut maintenant définir 7' comme étant la réunion disjointe

(JTE@)IICIT )

veV(T)

ot on attache les arétes de T en utilisant les points p, précédemment définis.
Par construction, 7' € D, ,, et il existe un écrasement 7' — T tel que

Y = U g - ming (Ty).

geG

A Paide du Lemme [2.5| et du résultat précédent, on déduit ce qui suit.

Lemme 2.18. Soit T € Dy pn obtenu par le Lemme ou'l" € Dy.

A subdivisions pres, le graphe quotient marqué de T est de la forme 1" ou 2'.
De plus, T s’obtient en écrasant 'aréte €.

\
> oL,

Ey ¥
ng, -+ ,n; € L* m ey €11 (n)
077 o my,--,mg 1 # 1
nony - Mg =n
ny, - anl#il
Zq
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ol x, est limage dans le graphe quotient de l'unique sommet fixé par (a) dans T.

Remarque 2.19. La différence entre la forme 1 et la forme 1’ est I'étiquette mg de
€ qui est égale n dans le cas de la forme 1.

Démonstration. On considére done T € D, pn obtenu par le Lemme a partir
de T e DH
T e D, et ainsi par le Lemme |2 5, T est de la forme 1 ou 2.
Le Lemme [2.17] n 1mpose une contramte supplementalre au niveau des ethuettes du
graphe étiqueté de T. En effet, par construction de T, le graphe étiqueté de T doit
contenir une aréte étiqueté p et n contenant le sommet z,.
On a donc
— si T est de la forme 1 alors la seule possibilité pour cette aréte est 'aréte ¢
avec mgy = n et,
— si T est de la forme 2 alors la seule possibilité pour cette aréte est 'aréte €
qui doit contenir x, ainsi gx» = n et donc go = pcarp | qo et qo - - - g = pn.
O

Corollaire 2.20. Soit T € Dy.
A subdivisions pres, le graphe de groupes quotient marqué de T est de la forme 1”
ou 2".

Ny, aHZEZ*
ny--ngn
ny, - ,n #+1

ot G, et Gy, sont des sous-groupes mazimauz cycliques dans H.
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Remarque 2.21. Si le graphe quotient d’'un BS(p,pn)-arbre de Dy est un cercle
alors le nombre m d’orbites d’arétes vérifie m < 7o+ -+ +71, ot n. = ng’ - - ng? est
la décomposition en nombres premiers de n.

Démonstration. 1l s’agit ici d’un corollaire immédiat du Lemme [2.18]

En effet, si on considére un G-arbre T' € Dy alors par le Lemme [2.17] il existe
T € D, ,n dont le graphe étiqueté est de la forme 1’ ou 2’ par le Lemme @l

Par conséquent, en écrasant le sous-arbre minimal de H dans le graphe étiqueté
de T on obtient le graphe quotient de 7.

Ainsi, en écrasant l'orbite du sous-arbre minimal de H dans chacune des formes
possibles pour le graphe étiqueté de 7', on obtient les formes 1” ou 2.

On remarque qu'’il est possible d’obtenir la forme 2” soit par un écrasement de la
forme 2" et dans ce cas la forme 2” ne contient qu’une unique orbite d’arétes soit
par un écrasement de la forme 1’ lorsque le baton n’est formé que de 'aréte € et
dans ce cas la forme 2" peut posséder plusieurs orbites d’arétes. H




Chapitre 3

Automorphismes paraboliques

3.1 Fonction déplacement

A partir de la définition de la métrique de Lipschitz dp,, il est possible de
définir une fonction déplacement

Définition 3.1. Soit D un espace de déformations Out(G)-invariant et & €
Out(QG).

La fonction définie comme suit

§p: PD — R*
T s dp,(T,T-®)

est appelée fonction déplacement.

Définition 3.2. Soit D un espace de déformation quelconque et ® € Out(G). On
distinguera les 3 cas suivants :

— @ est elliptique dans D si inf dg est réalisé et inf dg = 0,

— @ est hyperbolique dans D si inf 04 est réalisé et est non nul et,

— & est parabolique dans D si inf 0 n’est pas réalisé dans D.

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant

Théoréme 3.3. Tout automorphisme ® € Out(G) parabolique dans Dy est ré-

ductible dans Dy (Définition [2.10).

Pour ce faire, il est nécessaire d’introduire la notion de suite minimisante.

Définition 3.4. Soit & € Out(G) parabolique. Une suite de G-arbres de PD (T} )ken
est dite minimisante si

lim dLip<Tk7Tk : (I)) = inf (Scp.
k—o0

%)
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Par la suite, on distinguera deux situations : la premiére dans laquelle on consideé-
rera un suite minimisante ayant un nombre borné d’orbites d’arétes et la seconde
oll on considérera une suite minimisante ayant un nombre non borné d’orbites
d’arétes et on démontrera plusieurs résultats permettant d’étudier ces deux cas.

3.2 Nombre borné d’orbites d’arétes
Par la suite on considérera 'ensemble suivant
Dy1=A{T € Dy | covol(T) =1} C Dy.

Définition 3.5. Soit 0 > 0, Dy 1(0) est le sous-espace de Dy Out(BS(p,pn))-
invariant constitué¢ des G-arbres T' € Dy, tels que lp(g) > 6 pour tout élément
hyperbolique g € G.

On l'appelle la partie 0-épaisse.

I est possible de caractériser plus précisément les G-arbres de la partie épaisse.

Lemme 3.6. Soit T € Dy, de la forme 1" ou 2" (voir page sans sommet
redondant. L’image de l'aze d’un élément hyperbolique de BS(p, pn) dans le graphe
quotient de T" contient soit F' soit 7.
En particulier,

T e DHJ(H) < 2Lp >0 ou Lfy >0

ot L désigne la longueur de ['unique aréte du graphe quotient ayant deuz symboles
# a chacune des extrémités et L., la somme des longueurs des arétes du cercle du
graphe quotient de T'.

Remarque 3.7. Tout BS(p,pn)-arbre de Dy est de la forme 1” ou 2”.

Tout BS(p,pn)-arbre de Dy sans sommet redondant de la forme 1”7 posséde une
unique aréte ayant deux symboles # a chacune de ses extrémités dans son graphe
quotient, on note cette aréte F', de longueur notée L, et il s’agit de & dans le cas
de la forme 1”7 et de E; dans le cas de la forme 2”.

Démonstration. Soit Cy I'axe d'un élément hyperbolique g et p : T — I' =
T/BS(p,pn) la projection de T sur son graphe quotient.

Soit e une aréte du cercle 7.

Si p(Cy) N F =0 et p(Cy) Ne = B alors on considere le segment IV = T'\ {F, e}.
On peut identifier ce segment avec [0, 1| de sorte que chaque aréte de I'' a un indice
1 & son sommet minimum (pour 'ordre de [0, 1]).

Soit v € I" le sommet correspond & la valeur minimale de p(Cy) et vy € C, un
antécédent.

Cy es 'axe d’un élément hyperbolique et donc il y a deux arétes incidentes sur
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chaque sommet de C,. On note ey, ey deux arétes de C, incidentes sur vg. €; et ey
sont dans la méme orbite mais leur image commune par p a un indice 1 en v ce qui
implique e; = e5 et ainsi on obtient une contradiction. Par conséquent, I'image de
C, contient soit F' soit 7.
Par la suite, on suppose T € Dy 1(0) i.e. tout élément hyperbolique a une longueur
de translation I7(g) > 6.
On considére I un relevé de F dans T, hy € BS(p,pn) (resp. hy € BS(p,pn))
élément du stabilisateur de l'origine (resp. du sommet terminal) de F n’apparte-
nant pas au stabilisateur de F, ces choix sont possibles en raison des symboles
# présents a chaque extrémité de F. L’axe de 1’élément hyperbolique g = hohy a
pour domaine fondamental F' U hyoF et donc on a 2Lp = lr(hohy) > 6.
On consideére également ’axe d’un élément hyperbolique dont un domaine fonda-
mental a pour image dans le graphe quotient le cercle. On a donc L., = Ir(g) > 6.
On démontre maintenant 'implication réciproque.
Par ce qui précede, I'image dans le graphe quotient de 'axe C, de I’élément hy-
perbolique ¢ contient soit F' soit 4. S’il contient F' alors notons £ un relevé de F
dans C,. A chaque sommet de F, il y a deux arétes dans I’axe hyperbolique de g
(car celui-ci est isométrique a R). Cependant toutes les arétes incidentes sur 1'un
des deux sommets de F' sont dans l'orbite de F et donc tout domaine fondamen-
tal de C, contient deux arétes dans 'orbite de F' (chacune ayant une orientation
différente) et ainsi

Ir(g) > 2Lr >0

ou

O

La Proposition 5.9 de [Meil5] ne peut pas s’appliquer directement ici car
Out(BS(p,pn)) n’agit pas sur Dy, avec un nombre fini d’orbites de simplexes.
Par conséquent, nous redémontrons cette Proposition de maniére adaptée a notre
situation.

Proposition 3.8. Soit ® € Out(BS(p,pn)) parabolique et (Ty)ren une suite de
BS(p,pn)-arbres dans Dy 1 minimisante dont chaque BS(p, pn)-arbre a un nombre
borné d’orbites d’arétes alors pour tout 0 > 0,{k € N, T, € Dy 1(0)} est fini.

Démonstration. On considére ® € Out(BS(p,pn)) parabolique et une suite mini-
misante (1) )reny de BS(p, pn)-arbres dans Dy ayant un nombre borné d’orbites
d’arétes.
On raisonne par 'absurde. Ainsi, quitte & passer a une sous-suite on peut supposer
que

30 > O,V ke N,Tk S DH,l(G)
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On note X, le simplexe de Dy ; obtenu en faisant varier la longueur des arétes de
Ty (que Pon peut supposer ne contenant aucun sommet redondant).
On considére

Eﬁ,k = Zk N DH’l(Q)

ainsi qu'une suite (7})ren de BS(p, pn)-arbres dans Dy définie comme suit

Lip(T|. T} - @) = ot Lip(T, T ®)
o\1Ek

(T} )ken existe car Xy est compact et la fonction 7" — Lip(T,T - @) est continue
(Lemme 31 de [Meil5]) pour la topologie des axes de translation qui coincide, en
restriction au simplexe Y, avec les deux autres topologies dont on peut munir
I'espace de déformation Dy ;.

On peut supposer ces G-arbres sans sommet redondant comme précédemment.
On remarque également que

Lip(Ty, Ty, - @) > Lip(Ty, Ty, - @)

ainsi la suite (7})ren est une suite minimisante.

Les BS(p, pn)-arbres de ¥y x ont, par hypothése, un nombre borné d’orbites d’arétes
que 'on peut supposer constant, il sera noté [. On choisit maintenant de numéroter
les [ orbites d’arétes non orientées fi,--- , f;.

On considére I'application suivante

Numk : E;,k C R! — Egyk C DH,l

- —

L= (Ll,"' ,Ll) — Tk(L)

ou Z;,k désigne le sous-ensemble de R! dont les [-uplets correspondant & des lon-

—

gueurs d’orbites d’arétes d’éléments de Xy, et ainsi Tj (L) désigne I'élément de Xg
tel que, pour tout 7 € {1,--- 1}, la longueur des arétes de 'orbite f; est Lj.

On rappelle que F est 'unique aréte du graphe quotient de tout élément de la
forme 1” ou 2" de ¥y, Lr la longueur correspondante, ayant deux sommets ayant
des étiquettes # et v est le cercle du graphe quotient de tout élément de g, L,
la longueur correspondante. D’aprés le Lemme |3.6

l
Sop={L=(Ly, -, L) €R | Y Li=1,L;>0Vie{l, -1},

=1

Lp>

N D

ou L, > 6}.
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En particulier, quitte a extraire, E;,k est indépendant de k.
En utilisant la Proposition [1.24] on obtient les égalités suivantes

Ir i) o9
Lip(T,, T, - ®) = _inf sup ?(L‘I’()
LeXgr geCand(Ty) ‘Ty(L) (9)
L 7 (P(g
= inf sup () (2(9))

LeYor g€ Cand(Ty) lTk(E) (9>

Pour g € Cand(7}), on considére un chemin d’arétes domaine fondamental pour
I'axe hyperbolique C, de g dans T}, dont I'image dans le graphe quotient de T}, est
notée 7,. On notera, pour ¢ € {0,--- 1}, by, le nombre d’occurrences de f; dans
Vg ainsi

Ly y(9) = brgLn + -+ -+ biygLa.

De la méme fagon pour ®(g), on considére un chemin d’arétes domaine fondamental
pour I’axe hyperbolique Cg (4 de ®(g) dans T}, dont I'image dans le graphe quotient
de T}, est notée (4. On notera, pour ¢ € {0,--- , 1}, ay; 4 le nombre d’occurrences
de f; dans vyp(,) ainsi

lTk(I_:)((I)(g)) = ak7179L1 + -+ ak%ng.

On a donc

’ ; ag,gly + -+ agg gL
LZp( 127 Tlé : (I)> = _ ll’lf~ sup bk’Lng bk,l,ng.
LeSor geCand(Ty) Oklgla o+ Opjgly

La suite du raisonnement va consister a démontrer que
1C >0, Vi € {1, s ,l}, VkeN, Vge C’andg(Tk), Qi g <C, bk,i,g <C

et ce malgré le fait que 'ensemble des candidats peut étre infini.
D’aprés la Définition d’un candidat (Définition [1.23), pour tout i € {1, ,l} et
tout g € Cand(Ty),

0 S bk,i,g S 2.

On considére maintenant ax;, et f; I'orbite d’arétes correspondante ainsi qu’un
domaine fondamental pour I'axe de ®(g) que 'on subdivise en [*h2] < Zhbs 4]
intervalles.

Le nombre d’arétes dans 'orbite de f; qui chevauchent un des points de subdivision
est majoré par [“54] — 1. Si aucun de ces intervalles ne contient 3 arétes dans



60 CHAPITRE 3. AUTOMORPHISMES PARABOLIQUES

Iorbite de f; alors le nombre d’arétes dans 'orbite de f; qui ne chevauchent aucun
point de subdivision est majoré par 2[ %27,
Dans ce cas, on obtient la majoration suivante du nombre d’arétes dans 1'orbite
de f; dans le domaine fondamental de ®(g).

Ak,i ks Ak psi
et donc
ak,i,g§5-

On peut donc supposer maintenant qu’il existe un intervalle contenant 3 arétes
dans l'orbite de f; et donc en particulier 2 occurrences d’arétes dans ’orbite de f;
orientées dans la méme direction notées f et f' € G - f. Par conséquent, il existe
h € G élément hyperbolique envoyant f et sur f' et puisque 7) appartient a la
partie f-épaisse, on a

lT,; (h) > 4.

On a subdivisé un domaine fondamental de ®(g) en [*:22] intervalles ainsi
Qi kg < Qi kg

ks o [Uika

et donc 5120 (B(g)
ZETIN S y (h) > 6
Q. ig

Le. 51 (0(g))

Pour conclure, il reste a voir que Iz ((®(g)) est bornée indépendamment de k car
il existe Ly, -+, Lix € [0,1] tel que

T, =Tyu(Lig, -+, Lig)
et ainsi,

Vg € Gl (®(9)) < Lip(Ty, T}, - ®)l1y ()
< Lip(T}, T} - @) (bpygLog + -+ + bragLik)
< 2Lip(T}, T}, - @) (Lyg + -+ + Lig).

T, est de covolume 1 et donc Ly + -+ L;; = 1 ainsi

Iy (9(9)) < 2Lip(T}, T - )
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De plus, Lip(T}, T} - ®) est bornée indépendamment de k car (7})ren est une suite
minimisante.

On vient donc de démontrer qu’il existe C' > 0 tel que ag,;, < C et by, < C,
pour tout i € {1,--- .1}, tout k € N et tout g € Candg(T%).

Pour tout k£ € N et tout g € Cand(T}), on introduit la fonction H, qui est une

fraction rationnelle en les variables zq, - - - , x;,
Ak 1,91 + -+ + Qg gT
Hg,k(zla"' 7':El): g g g'
bk717g.1'1 + -+ bk717gl’l
On a donc
Lip(T{,T},- ®) = _inf sup  H, (L)

LeSer ge Cand(Ty)

On note H=¢ Iensemble fini de toutes les homographies en [ variables & coefficients
entiers < C et on considére Hy = {H,; | g € Candg(T},)} C H=C.

H=¢ n’a qu'un nombre fini de sous-ensembles et donc, quitte & extraire, on peut
supposer que H; ne dépend pas de k et est un de ces sous-ensembles, noté H,.

Lip(Ty,, T, - ®) = inf sup H(L).
LeXygr HeHy

De plus, comme démontré précédemment, E;Jf est indépendant de k.

Par conséquent, Lip(T},T] - ®) est indépendant de k et donc inf ¢ est atteint ce
qui est une contradiction car (7})gen est une suite minimisante alors que & est
parabolique. O

Corollaire 3.9. Sous les mémes hypothéses que la Proposition|3.8, il existe k € N
tel que fr : Ty, — Ty - P préserve une sous-forét de Ty principale G-invariante
essentielle propre.

En particulier, ® est réductible dans Dy.

Démonstration. La démonstration est similaire a celle de de |[Meil5].

Pour T' € Dy et € > 0, on note Y C T' la réunion de tous les sous-ensembles de
la forme U,y 9" [z, gz], ot g est hyperbolique et = € T tel que d(z, gz) < e.

Y€ est BS(p,pn)-invariant car BS(p,pn) agit sur T' par isométries et donc pour
h € BS(p,pn),

h(U g" [z, gz]) = U(hgh_l)k [hax, hgx] C Y°.

Puisque les hypothéses de ce Corollaire sont les méme que celles de la Proposi-
tion le nombre de BS(p,pn)-orbites d’arétes est majoré par K et ainsi dans
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tout BS(p,pn)-arbre de Dy 1, il existe une orbite d’arétes dont les arétes sont de
longueur > % et donc pour € < %,
YeCT.
De plus, K constitue également une borne sur la longueur d’une chaine de sous-
foréts sans sommet de valence 1, BS(p, pn)-invariantes et propres de tout BS(p, pn)-
arbre de Dy ;.
OHpOSQD:iIlf(qu,€<%,@:6K(++1)et(5i:ei(lj;+l).
Par la Proposition [3.8] il existe k, T; ¢ Dp,1(©) et donc il existe un élément hyper-
bolique g € BS(p,pn) tel que I (9) < © et A, C YIfK C Yk‘si. Par conséquent, pour
tout i € {0,---, K}, Y est essentielle (et donc non vide) et donc la sous-forét
core(Y,fi) est également essentielle. On obtient ainsi une chaine de sous-foréts non
vides
) 0K — o o € 1)

Ycy ey Ccyr Y =Y,

et la chaine de sous-foréts principales (sans sommet de valence 1) associée
core(YK) C core(Y,fK_l) C -+ C core(Y?) C core(Y) C Y =Y.
Par ce qui précede, il existe donc 7 € {0,--- K} tel que
core(Ykéi“) = core(Y)).

De plus, en notant fj : T), — T} - ® une application optimale, puisque D = inf dg
alors Lip(f) < eP*l et donc

fulcore(YH)) C fu(Y™) C v
En effet, si x € Y;i“ alors, pour g hyperbolique,
d([L‘,gCI)) < 5i+1

et donc

. € €
d(fr(x), gfr(x)) < Lip(fi)d(z, gz) < ePH5;4 = ePH D)D) — Gi(D+)

ainsi

fk<£li'> € Ykéi .

D’aprés le Lemme il existe une application BS(p, pn)-équivariante
Pr - Tk — Tk

envoyant Y sur Core(Y).

Par conséquent, I'application f; = fi o py laisse invariante la sous-forét propre
BS(p, pn)-invariante essentielle core(Yy") = core(Y;i“) invariante et donc on ob-
tient la conclusion du Corollaire ainsi que ® réductible par définition d’une appli-
cation réductible. O
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3.3 Nombre non borné d’orbites d’arétes

On traite maintenant le cas des suites minimisantes ayant un nombre non borné
d’orbites d’arétes et on va montrer que soit ¢ est réductible soit ® est irréductible
et toute application T' € Dy — T - ® factorise par un arbre dans le graphe quo-
tient est un cercle.

On rappelle ici qu'un BS(p, pn)-arbre de Dy est de la forme 1” si son graphe
de groupes quotient marqué est de la forme suivante

&2 §1 zy

H

f 1//
orme my 1 My 7&

T de la forme 1”7 et on rappelle que I'unique cycle du graphe quotient de T est
appelé cercle et que les arétes du complémentaire forment le baton.

On démontrera la Proposition suivante :

Proposition 3.10. Si on considére f : T — T - ® une application optimale et
T € Dy alors soit © est réductible dans Dy soit il existe T' € Dy dont le graphe
quotient est un cercle (i.e. de la forme 2") et vérifie

Lip(T',T"- ®) < Lip(T,T - ®).
Cette Proposition permet de démontrer le Théoréme [3.3

Démonstration du Théoremel3. 3 ® est parabolique et donc on peut considérer
une suite (T )ken de BS(p, pn)-arbres dans PDy telle que

lim )\k = lim dLip(Tk7Tk . (I)) = inf (5@.

k—o00 k—o00
D’aprés la Proposition [3.10] on peut supposer que le graphe quotient de T} est un
cercle et donc a un nombre borné d’orbites d’arétes et ainsi on peut conclure par

le Corollaire [3.91
Par conséquent, ® est réductible dans Dy. O

Afin de pouvoir démontrer la Proposition il faut démontrer un Lemme
intermédiaire.
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Lemme 3.11. Soit T € Dy, ® € Out(BS(p,pn)) et f : T — T-® une application
optimale alors soit ® réductible dans Dy soit il existe T' € Dy tel que

Lip(T' — T’ - ®) < Lip(T — T - ®)
et /T — T & optimale telle que A(f") =T".

Démonstration. On note A(f) le graphe de tension de f et ¥ le simplexe de Dy
obtenu en faisant varier les longueurs de T'.
On considere la fonction
5@72 : EPIDH — RT
Ts — 5@72<T2) = dLip(TE — T - (I))

a) On suppose qu'il existe une suite (7),),en d’arbres de ¥ N Dy convergeant
vers To, ¢ Dy (pour la topologie de Gromov-Hausdorff équivariante qui
coincide avec la topologie faible sur X) et d¢ »(7},) est bornée indépendam-
ment, de n € N.

Par conséquent, on peut considérer une application G-équivariante et M-
lipschitzienne f, : T,, — T,, - ® pour tout n € N.

Ainsi, par [Horl6], il existe f : Too, — Tn - ® G-équivariante et M-
lipschitzienne.

T, € X et donc on l'obtient on modifiant les longueurs des arétes de 7.
Certaines de ces nouvelles longueurs d’arétes pourront s’annuler. On note
alors Y C T' la sous-forét constituée des arétes de 1" de longueur nulle dans
T.

On considére maintenant Y, la sous-forét essentielle qui lui est associée
i.e. Y, est formée de la réunion des composantes connexes de Y conte-
nant I'axe d’un élément hyperbolique. Yz est non vide car T, ¢ Dy et
donc il existe une composante connexe de Y contenant 'axe d’un élément
hyperbolique.

n
}/;ss:U}/;ss7i CYCTL}TOO

i=1
ou, pour tout ¢ € {1,--- ,n}, Yes,; est une composante connexe de Y., dont
le stabilisateur est noté kK.
Soit 7 € {1,--+ ,n}, K; fixe un point dans T,, et donc ®(K;) fixe également
un point dans T, on le note w; € Ti..
71 (w;) est une composante connexe de Y qui est ®(K;)-invariante. De plus,
®(K;)) contient un élément hyperbolique dans 7" dont I’axe est contenu dans
7 (w;).
On en déduit que 7 (w;) C Yeu et donc il existe j; € {1,--- ,n} tel que

(K < (K.
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Par le Lemme [2.12] ® est donc réductible.

b) Sinon d¢ 5 est propre et atteint son minimum min sur ¥ N Dy. Parmi les
couples (Tx, f) tel que dp x(Tx) = o(f) = min, on choisit un couple pour
lequel le graphe de tension A est minimal alors on a

dox(Tx) < dox(T)

et
f(A) C A.

En effet, si f(A) ¢ A alors il existe une aréte e de A dont I'image par
f n’est pas contenue dans le graphe de tension. On modifie légérement les
longueurs des arétes de Ty en diminuant la longueur des arétes de Ty \
A et en augmentant la longueur des arétes de A de sorte & maintenir le
covolume égal a 1. Cette démarche n’augmente pas la constante de Lipschitz
et produit un nouveau graphe de tension A’ strictement contenu dans le
graphe de tension initial A ce qui est impossible car le graphe de tension
est supposé minimal.
On a donc f(A) C A et donc soit A = Ty, soit ¢ est réductible. En effet,
A est essentielle car f a deux portails a chaque sommet de son graphe de
tension et donc pour toute aréte e de A, f a deux portails & chaque sommet
et peut donc étre prolongée en un chemin f-légal contenant nécessairement
une aréte dans l'orbite de e (le nombre d’orbites d’arétes est fini) noté g - e
ou g € GG ainsi A contient 'axe de ’élément hyperbolique g.

m

Définition 3.12. Soit T' € Dy de la forme 1”.
On définit C(T') a laide des étiquettes des arétes en adoptant la convention sui-
vante : Soit e € E(baton) tel que G,y # Z alors on pose A(e) = 1.

o= 1] Mel

e€E(baton)
On peut passer maintenant a la démonstration de la Proposition [3.10]

Démonstration de la Proposition[3.10. On considére donc f : T — T'-® optimale
et T € Dy de la forme 1”.

Par le Lemme [3.11] soit ® est réductible soit on peut supposer que A(f) = T.
Afin de poursuivre, on peut donc supposer que A(f) = T ainsi toutes les images
des arétes de T sont multipliées par le méme facteur. Notons Ty = T' - ®. En
rééchelonnant la métrique sur 7' (mais pas sur 7f) on peut supposer que f est
isométrique sur les arétes et ainsi le Lemme [1.25]s’applique.
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On subdivise les arétes de Ty = T - @ (mais pas de T') de sorte que
f T — Tf

envoie sommet sur sommet et on subdivise également les arétes de T' (mais pas de
Ty) de sorte que
f T — Tf

envoie aréte sur aréte.

Par la suite, on conversera les notations de T" et T'- ® pour les arbres obtenus aprés
subdivision.

f peut donc s’écrire comme une composition de pliages que 1’on construira ci-apreés
en plusieurs étapes.

T est de la forme 1”7 et donc le graphe quotient de T posséde un unique cycle
appelé le cercle tandis que les arétes du complémentaire formeront le baton.
Le Lemme suivant va nous permettre de démontrer la Proposition.

Lemme 3.13. Si @ est irréductible dans Dy alors il existe (Lemme I
T — T - ® optimale telle que A(f) =T qui factorise par un arbre dont le graphe
étiqueté est un cercle.

Si @ est irréductible dans Dy, alors f est la composition d’une suite de pliages
(comme expliqué avant I’énoncé de ce Lemme) et donc isométriques sur les arétes.
Par conséquent, en notant T ’arbre dont le graphe étiqueté est un cercle, d’aprés
le Lemme [L.25] on a

drip(Te, Te - @) < dp;,(T,T - D)

et ainsi on obtient le résultat de la Proposition. O

Démonstration du Lemme[3.13. f: T — T - ® est optimale telle que A(f) = T.
D’aprés ce qui précéde f s’écrit comme la composition d’une suite de pliages que
I’on va construire en plusieurs étapes.

Par la suite on va distinguer deux cas : le cas A ou le baton est une forét essentielle
et le cas B ou le baton est une forét non essentielle.

Cas A

On commencera par traiter le cas A i.e. le baton est une forét essentielle. On
colorie les arétes du baton en jaune et on laisse les autres sans coloriage ainsi T’
est muni d’un coloriage.

On note Yeoueuw (1) la sous-foréet de T' (ou Yeouewr S'il 0’y a pas d’ambiguité)
constituée des arétes d’une certaine couleur de 7.
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Lorsqu’on effectue un pliage entre deux arétes d’une méme couleur, I’arbre quotient
obtenu hérite du coloriage induit.

Etape 1

Lemme 3.14. [l existe T" € Dy, P;,Q;:T — T et f': T —> T - O tels que :

— T" est obtenu de T par une succession de pliages impliquant uniquement des
arétes jaunes. L’application associée est notée Py et T' hérite du coloriage
induit,

— Yiaune(T") = baton(1"),

— () = C(n),

— Qi (Yjaune(T)) est principale et Q ;(Yiaune(T)) = core(Pi(Yiaune(T))),

— [=foPjet,

— [’ est injective en restriction & chaque composante jaune.

Démonstration. Si f est injective en restriction a4 chaque composante jaune alors
le Lemme est évident avec (Q; = P; 'application identité et f' = f.
Sinon f n’étant pas injective en restriction a chaque composante d’arétes jaunes
alors f identifie deux arétes jaunes adjacentes.
On note T I'arbre obtenu en identifiant ces 2 arétes que 1'on munit du coloriage
induit et p° le pliage T = T° — T".
De plus, on vérifie que Ygune(Th) = baton(Th) et C(T") = C(T°) = C(T).
On peut répéter cette construction. Cette démarche s’arréte. En effet, le nombre
d’orbites d’arétes de T est majoré par le nombre d’orbites de T et si on répéte
cette démarche une infinité de fois alors il existe e C T et une infinité d’indices ¢
pour lesquels f; identifie I'image e; de e € T; avec une sous-aréte de son orbite et
ainsi, pour tout ¢,

Stab(e;) & Stab(e;;1).

On obtient donc une chaine infinie de sous-groupes de type fini or pour toute aréte
e de tout arbre de Dy, tout sous-groupe H C G, est de type fini ainsi

|JStab(e;)

est de type fini et donc la chaine est stationnaire et la démarche s’arréte.

Ainsi de proche en proche, on peut écrire f = fopho---0pJ ou les applications
py TP — T 4 € {0, ,k} sont des pliages qui impliquent des sous-arétes
jaunes, ' : TF! = T" — T - ® est injective en restriction & chaque composante
jaune, C(T") = C(T) et Yjqune(T") = baton(T").

On note Py la composition de tous ces pliages jaunes f = fopko-..0p) = fo Pj.
Il reste maintenant a construire ().

Si Py(Yjaune(T)) est principale alors on peut choisir Q; = P.
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Sinon on vérifie que Pj(Yjaune(T')) est essentielle. En effet, Yqune(T) = baton(T)
est essentielle (par hypothése, on est dans le cas A). On peut considérer g €
BS(p,pn) un élément hyperbolique dont 1'axe v est contenu dans Yjaune(T). T et
T’ sont dans le méme espace de déformation et donc g est un élément hyperbolique
dans 7" dont axe est Pj(7) C Pj(Yjaune(T')). Par conséquent, Py(Y aune(T')) est
essentielle.

On peut donc considérer Papplication p : 7" — T” (voir Lemme qui envoie
P1(Yjaune(T)) sur Core(Py(Y aune(T))) et on définit Q; = p o Py ainsi

QJ(YJaune(T)) = COTB(PJ(YJaune(T»)
et Q7(Yjaune(T)) est principale. O

Remarque 3.15. Contrairement & Pj, (); n’envoie pas forcément aréte sur aréte.

Etape 2

Par la suite on va modifier le coloriage précédemment défini et on colorie en
orange la sous-forét Q (Y aune(T)) de T" et en bleu les arétes qui n’ont pas été
coloriées en orange. Ainsi le graphe de groupes quotient marqué de 7" est muni
d’un coloriage bleu et orange et est de la forme suivante

On appellera étiquette de jonction I'étiquette de l'aréte orange adjacente & une
aréte bleue. Le sommet commun aux deux arétes sera appelé sommet de jonction.
Dans notre cas, le sommet de jonction est z; et 'étiquette de jonction M est dif-
férente de 1.

La complexité orange Corange(1’) est le produit des étiquettes du sous-segment
orange (de la méme fagon que dans la définition [3.12).

Pour le moment Cpyange(T) = C(T') mais dans la suite du raisonnement on considé-
rera des arbres pour lesquels la complexité sera différente de la complexité orange.

Lemme 3.16. I/ existe T" € Dy, P :T' —T", f": T" — T - ® et d € 11" (n)
tels que
— T" est obtenu de T par une succession de pliages impliquant uniquement
des arétes bleues. L’application associée est notée Ppg,

— T hérite donc d’un coloriage orange et bleu,
— Yorange(T") C baton(T"),
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— Uétiquette de jonction dans T" est Md et Corange(T") = dCorange(1") et,
- f/ _ f// o Pg.

Démonstration. Si f’ est injective en restriction & chaque composante bleue alors
le Lemme est évident avec Pg désignant I'application identité et f/ = f”.
Sinon, comme précédemment on réalise des pliages entre arétes bleues tant que ces
pliages sont possibles et ainsi en obtient f' = f” o Pg ou

— Pp: T" — T" désigne la composition des pliages bleus effectués.

PB =Pm—-1°---0Do

ou p; : T; — T}, est un pliage impliquant uniquement des arétes bleues
avec i € {0,--- ,m—1}, Ty =T et T =T" et,

— " T" — T - ® est injective en restriction a chaque composante bleue.
Par récurrence sur le nombre de pliages, nous allons démontrer que 7" est éga-
lement de la forme 1” et est muni d’un coloriage orange et bleu pour lequel
'étiquette de jonction est Md ou d € IIT(n), Corange(T”) = dCorange(T") et
Yorange(T") C baton(T").

De plus, si on note z le point de jonction dans T', Staby (z) = (b) et Stabp» (pp(xp)) =
(h) alors h*4 = b.

Si ce résultat est vrai pour un pliage alors on pourra conclure par récurrence sur

le nombre de pliages.

On note Stabr,(pi—1 0 -+ o po(xp)) = (h;) pour tout i € {1,--- ,m}.

Si le pliage implique deux arétes non adjacentes a une aréte orange alors le résultat
est évident et d = 1.

Il n’y a que 2 configurations différentes qui donnent lieu & des arétes bleues adja-
centes a des arétes oranges et ce sont les suivantes :

— Configuration 1 : Le baton dans T}, i € {0,--- ,m — 1}, contient au moins
une aréte bleue. Le pliage a lieu entre une aréte bleu du baton et une aréte
bleue du cercle ou entre deux arétes bleues du baton de la méme orbite (car
le Lemme s’applique ici et plier deux arétes de deux orbites différentes
dans le baton conduirait & un arbre non minimal). Par conséquent, 1’éti-
quette de jonction est multipliée par D, h2, = h; ou D € II*(n) et dans
ce cas 'étiquette de jonction est de la forme MdD avec dD € IIT(n).
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— Configuration 2 : Le baton dans T;, i € {0,--- ,m — 1}, ne contient aucune
aréte bleue et le pliage a lieu entre deux arétes bleues au sommet de valence
3. Si les arétes sont dans la méme orbite alors, comme précédemment, 1’éti-
quette de jonction est multipliée par D, h2, = h; ou D € II*(n) et dans
ce cas étiquette de jonction est de la forme MdD avec dD € 11T (n).
Si les arétes ne sont pas dans la méme orbite alors d =1 et h; 1 = h;.
De plus, Yorange(17,1) C baton(Ti41).
On peut donc conclure par récurrence sur le nombre de piiages. O

Etape 3

Lemme 3.17. Il existe T" € Dy, Po :T" — T" et " : T" — T - ® tels que

— T" est obtenu de T" par une succession de pliages impliquant uniquement
des arétes oranges. L’application associée est notée Pp,

— T" hérite d’un coloriage orange et bleu,

— Yorange(T"") C baton(T"),

— Détiquette de jonction dans T" est Md oo d=d'd" et M Nd" =1,

_ COT‘ange(T/N> _ COrange (T”) et

— "= "o Py et f" est injective en restriction & chaque composante bleue
et a chaque composante orange.

Remarque 3.18. f’ est injective en restriction a chaque composante jaune (et donc
a chaque composante orange) mais cette condition n’est pas forcément vérifiée par
f"”. En effet, deux composantes d’arétes oranges disjointes dans 7" peuvent étre
amenées a se rencontrer lors d’un pliage entre deux arétes bleues et ainsi créer une
possibilité de pliages entre deux arétes oranges.

Démonstration. Si f” n’identifie aucune paire d’arétes oranges alors le Lemme est
clair en prenant l'identité comme application Pp.

Sinon f n’est pas injective en restriction a chaque composante d’arétes oranges et
on va montrer qu’on peut avoir un premier pliage entre arétes oranges adjacentes
au sommet de jonction puis que les suivants impliquent des arétes non adjacentes
au sommet de jonction.

On note x; un représentant du sommet de jonction dans 7" et e” une aréte orange
adjacente a x7.

On consideére également

(h") = Stabrn(z3) N Stabr.o(f"(e")).

T} est I'arbre obtenu en identifiant e” et h”-€”, Pp le pliage correspondant et f’ :
17 — T - @ telle que f” = f{ o Po;. Par construction, Yo,ange(17") C baton(17')
et f’ n’identifie aucune aréte orange adjacente a I'image du sommet z, dans 77'.
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Si f{’ est injective en restriction aux composantes oranges alors on peut passer a la
suite du raisonnement. Sinon, comme précédemment, on réalise des pliages entre
arétes oranges tant que ces pliages sont possibles et ainsi en obtient un arbre 7" et
= f"0oPosou Ppy: T — T™ désigne I'application associée pliages oranges
effectués et par construction, f” : T" — T-® est injective en restriction a chaque
composante orange, Yo,ange(1") C baton(T") et Corange(T") = Corange(T").
FPoa = poamo - 0opoa1 ot pour i € {1,--- ,m}, poo; : T1; — T';, désigne
un pliage entre deux arétes oranges avec 17, =17 et Ty, =1T".
Montrons que parmi tous les pliages ayant lieu entre des arétes oranges seul le
pliage Pp 1 peut modifier I’étiquette de jonction. En effet, les pliages qui consti-
tuent Pp o ont tous lieu entre des arétes oranges de méme orbite (car sinon on crée
un sommet de valence 1 ce qui est impossible par le Lemme [1.25)). Plier de telles
arétes non adjacentes a I’étiquette de jonction ne modifie par 'arbre au voisinage
du sommet de jonction et en particulier ’étiquette de jonction n’est pas modifiée.
Il reste donc & détailler le cas ou les arétes pliées sont oranges et adjacentes au
sommet de jonction. On considére ppo; (1 € {1,--- ,m}) un tel pliage et note e; et
es deux telles arétes et v leur sommet commun, on a donc e; = gey avec g € G,,.
v ne peut étre le sommet de jonction car, par construction de Py 1, chacun des
pliages poo, est injectif en restriction aux composantes oranges au voisinage de
'image de x, dans le graphe quotient de T)’;,. On a v # zp car sinon il n’y a qu’une
orbite d’arétes oranges et aucun pliage ne peut avoir lieu sans changer d’espace
de déformation. De plus, dans le graphe quotient de T}, I'étiquette de I'image du
sommet v est 1 et ainsi G., = G, et es = ge; = e;. Par conséquent, aucun pliage
n’a lieu, ’étiquette de jonction n’est pas modifiée et deux composantes bleues dis-
jointes ne peuvent se rencontrer lors d’un tel pliage.
Par conséquent, le seul pliage entre des arétes oranges pouvant modifier le voisi-
nage du sommet de jonction (et donc 'étiquette de jonction) est Po ;.

On va maintenant démontrer que k = Md' avec d'd" = d et M Nd' = 1 en
utilisant que f’ : T — T - ® est injective en restriction a chaque composante
jaune (et donc orange).

On rappelle qu’au sommet z}, dans 7" pour lequel Stabr (x}) = (b), on a M arétes
oranges avec M # 1 dont le stabilisateur est (b™).

Au sommet image de z;, noté xj, dans T” pour lequel Stabr.(x}) = (h) avec
h® = b, on a Md arétes oranges dont le stabilisateur est (h9). Lors du pliage
Po 1, il existe k € Z avec k|Md tel que I'identification suivante soit effectuée

e ~ (hF)"e, pour tout n € Z.

En effet, en notant zy; le sommet image de z) dans T7" alors Stabry (zy,) = (h) et
ainsi en notant (h’) le stabilisateur de I'image de e dans 77 alors il existe k € Z
tel que b’ = h*. De plus, (hM9) = Stabr.(e) et donc (hWM?) C (h') et donc k|Md.
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On remarque que k est la nouvelle étiquette de jonction et on va montrer que
k= Md avec dd" =det M Nd" = 1.

pMd=1 o1

Dans T’ Dans T"”

On note Ey(z}) (resp. Ey(zy)) I'ensemble des arétes de 17 (resp, T") ayant pour
sommet initial z; (resp. z}) ainsi

Eo(zy,) = (b) - €' et Eg(xy) = (h) -€".

[’ est injective sur (b) - e car [’ est injective en restriction & chaque composante
orange et donc f” est injective sur pg(Eo(x})) = (b) - €”.
I1 faut donc vérifier que lors du pliage Fo 1

(K*)e" N (b) - " =€
i.e. dans (h)/(hMd),

(R*) N (b) = (1).
L’ordre de la classe de b est M et I'ordre de la classe de h* est % et donc, en
Md

notant d” = =%, on a

Md

Comme M A %1 =1, k est un multiple de M et ainsi il existe d’ € N tel que
k=Mdetd=dd".

Finalement, le graphe de groupes quotient marqué de 7" aprés les pliages oranges
est de la forme suivante, & subdivisions prés,

> [ ]
1 ma 1 1 1 1
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ol
- COrange(Tm) = COTange (T//>7
— dd"=det,
— d"NM = 1.

et Yorange(T") reste principale.

Il reste a démontrer que f” est injective en restriction a chaque composante bleue.
Par le point précédent, f” est injective en restriction a chaque composante bleue
mais lors des pliages oranges, deux composantes bleues Y; et Y, précédemment
disjointes ont pu se rencontrer et on va chercher a comprendre lors de quel pliage
cette éventuelle identification aurait pu étre faite. Ce pliage implique deux arétes
oranges, notées e; et ey. Ces deux arétes sont adjacentes a une aréte bleue et dans
la méme orbite (sinon on crée un sommet de valence 1 ce qui est impossible par le
Lemme ainsi es = go - €1, go € BS(p, pn).

C’est donc lors du pliage Fy; qu’'une telle identification pourrait avoir lieu.

On doit maintenant montrer que si x et y sont 2 points distincts dans 2 compo-
santes distinctes de la forét bleue alors ils ne sont pas identifies.

C’est clair si e; et eg ne sont pas adjacentes a la forét bleue (en effet deux points
distincts identifiés sont dans l'orbite de 'extrémité d’une extrémité de e; ou de
es).

On va démontrer ci-dessous l'affirmation suivante : si deux sommets = et y sont
distincts et ont la méme image par le pliage Fp;, alors ils sont a distance 2.En
particulier z et y ne sont pas dans la forét bleue.

Ainsi deux composantes bleues disjointes le restent apres le pliage FPoq et f” est
injective en restriction a chaque composante orange et a chaque composante bleue.
Démontrons maintenant ’affirmation.

Fy1 est un pliage défini a partir des 2 arétes e; = uv; et ey = gpe; = uvy avec g
fixant le sommet commun u.

Par définition, ce pliage est le quotient par ~, qui est la plus petite relation d’équi-
valence équivariante telle que e; ~ es.

Pour les sommets cela signifie que ~ est la cloture transitive de la relation ~j
définie par x ~g y si et seulement si il existe g et € = +1 tel que x = g - vy et
Y =995 - v1.

Par conséquent, x ~ y si et seulement si il existe une chaine

T =g~ L1~ T "~y Ty =Y.

Si x # y alors = est dans l'orbite de v; ainsi on peut supposer que x = v;.
On va montrer, par récurrence, que

e1+-tei1
Ti = g Ty
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C’est vrai pour ¢ = 0 car xy = v;.

On suppose maintenant que c’est pour i € {0,--- ,n— 1} et montrons que ¢a reste
vral pour 1.
On a donc x; = g5 "' . wy et 2; ~¢ xi41. Par conséquent, il existe g € G tel
que

zi=go T v =g vy et @ = ggi o
d’otu

gaeig—lxi_l_l = = g—lg(€)1+"'+€i71 vy

De plus, g5' "¢y et g- ey sont toutes deux adjacentes a gg' T vy = g0y,
Cependant G, = G,, et donc il y a une unique aréte dans l'orbite de g - e;
adjacente a g - vy et il ’agit de g - v elle-méme. On a donc gf' ™" ey =g - e
et u=g Tl u =g wuainsi g € G, et donc g et gy commutent.

On en déduit que

-1 _—¢ —€; —1 —1 €e1++e€-1
9 Gy 'Tit1 =9y ' Tir1=V1=¢g Yy e
et donc
€1t-+ei—1+€r
Tiy1 = G 7 F U1

Alinsi, par récurrence, on obtient le résultat souhaité. Ceci démontre I'affirmation
et conclut la démonstration du Lemme O

Avant de passer au dernier résultat & démontrer pour conclure la preuve de la
Proposition [3.10 on récapitule les différentes applications obtenues ci-dessous.

P P P, "
T Ly 2By ZO i L@
~_ "

Q,

ot " est injective en restriction a chaque composante bleue et a chaque compo-
sante orange.

Etape 4

Lemme 3.19. Il y a deux possibilités : la premiére est que T" =T - ® et donc
dans ce cas O est réductible et la seconde c’est que toutes les arétes du bdaton de
T" sont oranges et f" (et donc f) factorise par un arbre dont le graphe étiqueté
est un cercle.

Démonstration. Dans ce qui suit, on note baton(T") afin d’indiquer qu’il s’agit du
baton dans 'arbre T'.
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Si f" est injective alors 7" =T - ¢ et donc f"”(baton(T™)) = baton(T - ®).
De plus, d’aprés ’étape 1,

Q,(baton(T')) C Yorange(T")

et par construction
PB<YOrange (T/>> - YOrange(T”)

et
PO(YOrzmge (T”) C Yomnge(Tm) C baton(T"')

d’ou
f(baton(T)) = f" o Popo PgoQ (baton(T)) C Yorange(T") C baton(T - ®).
g

Nous sommes dans le cas A i.e. baton(T') est une forét essentielle et donc ® est
réductible.

Sinon f" identifie deux arétes et puisque f” est injective en restriction a chaque
composante orange et a chaque composante bleue, ce premier pliage a lieu entre
une aréte orange et une aréte bleue.

Si le baton contient au moins une aréte bleue alors un pliage entre une aréte
bleue et une aréte orange crée un sommet de valence 1 ce qui est impossible par

le Lemme [[.25]

Par conséquent le baton ne contient aucune aréte bleue et seul le cercle du graphe
de groupes quotient marqué de T" est bleu et donc est de la forme suivante, a
subdivisions prés,

ou
— C(T") = Corange(T") = C(T)d,
— d'd" =d et,
— d'ANM=1.

Aucun pliage ne peut avoir lieu entre une aréte bleue et une aréte orange si
Md # m (ou m désigne I'étiquette différente de 1 de l'aréte bleue adjacente a
une aréte orange, voir figure ci-dessus) car un tel pliage entrainerait un pliage
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entre deux arétes bleues ou deux arétes oranges de 7" ce qui est impossible.

Nous sommes donc dans la situation suivante : Md = m et le baton ne contient
aucune aréte bleue donc C(1") = Corange(1") = dC(T).

Dans la suite de la démonstration, nous allons donc effectuer un pliage entre une
aréte bleue et une aréte orange entrainant ainsi 'apparition d’arétes bicolores et
une éventuelle confusion dans le raisonnement c’est pourquoi nous allons oublier
les coloriages sur les arbres et considérer les batons et les cercles dans les différents
arbres.

On va donc montrer que [ factorise par un arbre dont le graphe étiqueté est un
cercle.

f"" est injective en restriction & chaque composante de la forét correspondant au
baton de T" et & chaque composante de la forét correspondante au cercle dans
T". Par conséquent, la seule possibilité pour effectuer un pliage est de le réaliser
entre une aréte du cercle et une aréte du baton. L’arbre obtenu en effectuant ce
pliage est noté 77".

Si la graphe quotient de 7]” est un cercle et on obtient le résultat voulu.

Sinon on va montrer que 'application induite f{” : 177" — T - ® est encore in-
jective en restriction a chaque composante de la préimage du baton et a chaque
composante de la préimage du cercle.

On note Yo(T') (resp. Yu(T')) la sous-forét de T' correspond au cercle de T (resp.
au baton de T).

Lemme 3.20. Soit f : S — T une application entre deur BS(p,pn)-arbres
S, T € Dy dont les graphes étiquetés sont de la forme 1”.

On suppose de plus que f est injective en restriction & chaque composante de Y (S)
et & chaque composante de Yg(S) et que f = f'op oup:S — 5 est un pliage
entre une aréte de Yp(S) et une aréte de Yo(S) et f': 5" — T.

Si S" est de la forme 17 alors [ est injective en restriction a chaque composante
de Yo(5') et a chaque composante de Yg(S').

Démonstration. S est de la forme 1” et donc baton(S’) contient au moins 1 aréte
et baton(S) en contient au moins 2.

On considére e; € Ygp(S) et ex € Yo (5) les deux arétes identifiées par le pliage p.
Comme a la fin de I'étape 3, p est un pliage défini & partir des 2 arétes e; = uv,
et e = uvsy.

On notera que G., = G,, et G., = G, mais qu’ici les arétes e; et e ne sont pas
dans la méme orbite.

Par définition, ce pliage est le quotient par ~, qui est la plus petite relation d’équi-
valence équivariante telle que e; ~ es.

Pour les sommets cela signifie que ~ est la cloture transitive de la relation ~j
définie par x ~q y si et seulement si il existe g tel que x = g-v; et y = g - vy, notée
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alors x ~1 y, ou il existe ¢’ tel que x = ¢’ - vy et y = ¢’ - v, notée alors x ~s y.
Par conséquent, et puisque v; et vy ne sont pas dans la méme orbite, x ~ ¥y si et
seulement si il existe une chaine

T =g ~1 X1 ~2T2 Y1 T3 VM Tp =Y

oll ~,=nrv1 Si n est impair et ~,=~5 si n est pair.

Si x # y alors z est dans l'orbite de v; ainsi on peut supposer que x = xg = v;.
On va montrer, par récurrence, que les seules paires de points identifiés sont les
translatés de (vy, va).

T = xg= v ~1 T ~9 To et donc il existe g1, go € G tel que

To=7V1 =01 V1, g1 V2 =1 = (gg V2, Tg = ga - V1.

g1+ v; =y ainsi g1 € G, = G, (les étiquettes aux arétes e; et ey sont égales).
On en déduit que go-vy = g1-v9 = vy ainsi g2 € Gy, = G, et donc z9 = go-v1 = V1.
De proche en proche, on obtient le résultat souhaité i.e. les seuls paires de points
identifiés par p sont les translatés de (v, € Yg(S), v2 € Yo (9)).

Finalement, on en déduit que deux composantes de Y5(5) (resp. Yo (S)) ne sont pas
identifiées lors du pliage et donc f’ est injective en restriction & chaque composante
de Yp(9') et a chaque composante de Yo (S"). O

Si 17" est de la forme 2" alors le résultat est démontré.
Sinon 77 est encore de la forme 1”7 et alors I'invariant est
CT)_ €T, o
Md' M

car d" AN M = 1. Ainsi 77" # T - ® et donc il faut effectuer un pliage entre une
aréte de Yp(77") et une aréte de Yo (77") puisque f;” est injective en restriction a
chaque composante de Yg(T]") et a chaque composante de Yo (7]") par le Lemme
5.20)

En répétant ce raisonnement on obtient une suite d’arbres (77");eny ot 1)}, est

c(h") =

7

obtenu par un pliage entre une aréte de Yp(7}") et une aréte de Yo (T!") (T3 = T")
car fI" : T/ — T - ® est injective en restriction a chaque composante de Y (7}")
et a chaque composante de Y(7}”) par le Lemme [3.20]

De plus, lors du pliage dans T!” on divise la complexité par d;|n (dy = Md') et
donc en notant D; =dy---d;_1, on a

C(Tyd _ (1)

C@):AM@i MD,

(2

4 C(T)

car d" AN M = 1.

Le nombre d’arétes de baton(T!") est fini et aprés le pliage le nombre d’arétes de
baton(T}",) a strictement diminué. Par conséquent, il existe i € N tel que T} est
un cercle. ]
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Cas B

On traite maintenant le cas B i.e. baton(T) n’est pas une forét essentielle. On peut
donc supposer que baton(T') est constitué d’une unique orbite d’arétes ayant pour
sommet d’une part zy et d’autre part un sommet ayant pour étiquette 1 ainsi
C(T) = 1. Par conséquent aucun pliage n’est possible dans le baton sans changer
d’espace de déformation car G¢, est maximal cyclique dans H. On colorie les arétes
du baton en orange et les autres arétes en bleu.

De la méme fagon que dans I'étape 2, il existe 7" € Dy, Pg : T — T', f' :
T — T - P tels que
— T est obtenu de T par une succession de pliages impliquant uniquement
des arétes bleues. L’application associée est notée Ppg,
— T hérite donc d’un coloriage orange et bleu et,

— f=1["oPs.

Par construction, f’ est injective en restriction aux composantes bleues et puisque
G, est maximal cyclique dans H alors f’ est également injective en restriction a
chaque composante orange.

Dans ce qui suit, nous allons adapter la démonstration du Lemme de 1’étape 4
a notre situation et on note cercle(T') afin d’indiquer qu’il s’agit du cercle dans
Iarbre T

Si f’ est injective alors 7" = T - ¢, on note Ypjeu(T) (resp. Ypieu(T - @)) la forét
bleue dans T (resp. T - ®).

On montre que core(Ype,(T")) = cercle(T").

En effet, cercle(T') C Ypeu(T") et il existe une orientation G-équivariante des
arétes bleues de baton(T") pour laquelle les arétes bleues ont toutes une étiquette
égale & 1 a leurs sommets terminaux. Par conséquent, Y., (7”) n’est pas princi-
pale et on peut successivement enlever toutes les arétes bleues de baton(7”) afin
d’obtenir core(Ypien(1")) = cercle(T").

En considérant p I'application construite dans le Lemme [2.9 on a

p(Yiew) = cercle(T - ®)
et
po f(cercle(T)) =po f' o Pe(Ypieu(T)) C p(Yriew(T - @)) C cercle(T - )

et donc ® est réductible.

Sinon f’ identifie deux arétes et puisque f’ est injective en restriction a chaque
composante orange et a chaque composante bleue, ce premier pliage a lieu entre
une aréte orange et une aréte bleue.

De la méme fagon que dans la démonstration de 1’étape 4, le baton ne contient
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aucune aréte bleue et seul le cercle du graphe de groupes quotient marqué de 7"
est bleu. De plus, aucun pliage ne peut avoir lieu entre une aréte bleue et une
aréte orange si les étiquettes de ces arétes ne coincident pas car un tel pliage
entrainerait un pliage entre deux arétes bleues ou deux arétes oranges de T ce qui
est impossible.

Par conséquent, pour qu’un tel pliage puisse avoir lieu, il faut que le graphe quotient
marqué de 7" soit le suivant (ot d € [[7(n))

H

€y

A

Dans la suite de la démonstration, nous allons donc effectuer un pliage entre une
aréte bleue et une aréte orange entrainant ainsi I’apparition d’arétes bicolores et
une éventuelle confusion dans le raisonnement c’est pourquoi nous allons oublier
les coloriages sur les arbres et considérer les batons et les cercles dans les différents
arbres.

Pour T un G-arbre de Dy, on notera (comme dans le cas A) Yg(T') (resp. Yo (1))
la sous-forét de T" correspondant & baton(T) (resp. cercle(T')).

/' est injective en restriction a chaque composante de Yo (7") et & chaque compo-
sante de Y (T"). Par conséquent, la seule possibilité pour effectuer un pliage est
de le réaliser entre une aréte du cercle de 7" et une aréte du baton de 7". L’arbre
obtenu en effectuant ce pliage est noté 77.

Par conséquent,

— soit 77 est de la forme 2 et on obtient le résultat voulu,

— soit T] =T - ® et comme précédemment P est réductible puisque cercle(T”)
est envoyé dans cercle(T]) par le pliage,

— soit on obtient une application f] : 7] — T - ® encore injective en restric-
tion & chaque composante de Yo (77) et a chaque composante de Yz (T7]) par
le Lemme donc il faut effectuer un pliage entre une aréte de Yz(17) et
une aréte de Yo (77).

En répétant cette démarche, on obtient une suite d’arbres (77);en ot T}
est obtenu par un pliage entre une aréte de Yg(77) et une aréte de Yo (77)
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(Ty = T") car, par le Lemme [3.20] f/ : T/ — T - ® est injective en restric-
tion a chaque composante de Yo (77) et a chaque composante de Yz(77).
Le nombre d’arétes de baton(T) est fini et aprés le pliage le nombre d’arétes
de baton (T}, ) est strictement inférieur.

On en déduit qu'il existe i € N tel que soit le graphe quotient de 7] est un

cercle soit T! =T - ® et ainsi ¢ est réductible.
O



Chapitre 4

Automorphismes réductibles

4.1 Notions de croissance
Définition 4.1. Soit G un groupe quelconque et S un systéme générateur de G,
ST =S5uUSL

La longueur de g est notée |g|s et est définie comme suit.
lg|ls = min{n | g s’écrit comme produit de n éléments de S}.
On peut également introduire ||g||s, la longueur de la classe de conjugaison de g,
que 'on définit de la maniére suivante
= min |hgh™'|s.
lglls = min |hgh™"|s
Remarque 4.2. Pour faire le lien entre ces deux notions, on peut remarquer que

glls < |gls-

4.1.1 Croissance polynomiale

Définition 4.3. Soit ® € Out(G), S un systéme générateur de G et S* = SUS~L.
On dit que ® est a croissance polynomiale de degré d si

Vg € G,3C, >0, Yk > 1, ||®*(g)||s < C, k.
Remarque 4.4. ®(g) est un abus de notation car ® est un automorphisme exté-

rieur. Cependant ||®(g)||s est bien défini puisque ||®(g)||s signifie ||a(g)||s pour
n’importe quel représentant a de P.

81
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Lemme 4.5. Soit ® € Out(G) et | > 1.
® est a croissance polynomiale de degré d si et seulement si ®' est & croissance
polynomiale de degré d.

Démonstration. Soit & € Out(G) a croissance polynomiale de degré d et [ > 1.
On a
Vg € G,3C, >0, Yk > 1,]|®*(g)||s < C,k*

et donc
12%(g)l]s < |a™(g)]s < Cy(kD)%.

et donc ®' est & croissance polynomiale de degré d.
On démontre maintenant I'implication réciproque. On suppose donc que ®! est &
croissance polynomiale de degré d i.e

Vg € G,3C, >0, Yk > 1,]|®"%(g)||s < C,k".

Soit g € G et k' > 1. On effectue la division euclidienne de k' par [ i.e. k¥’ = lq+7r
oll r < [ ainsi

12 (9)|]s = ||@"F"(9)||s = ||@"(®"(9))]|s
< Cpr(g)q"

< max Cgi( k'
T ir *'(9)

Par conséquent,
Vg € G,3C, >0, VE' > 1,[|2" (g)[|s < CLK"
ainsi ® est a croissance polynomiale de degré d. O

Définition 4.6. Soit a € Aut(G), S un systéme générateur de G et S* = SUS™L.
On dit que « est & croissance polynomiale de degré d au sens fort si

Vg€ G, 3C, >0, Vk > 1, |a"(g)|s < O k"

Dans la suite, grace au Lemme suivant, lorsqu’il sera question de démontrer que
¢ € Out(G) est a croissance polynomiale de degré d alors nous pourrons démontrer
qu'un représentant o € Aut(G) est a croissance polynomiale de degré d au sens
fort.

Lemme 4.7. Soit ® € Out(G) et o € Aut(G) un représentant de P.
Si « est a croissance polynomiale de degré d au sens fort alors ® est a croissance
polynomiale de degré d.



4.1. NOTIONS DE CROISSANCE 83

Démonstration. Si ® a un représentant a a croissance polynomiale de degré d alors
pour k> 1et g€ GG, on a

19*(9)[ls < |a*(g)]s < Cok?
et donc @ est a croissance polynomiale de degré d. O

Remarque 4.8. Soit o € Aut(G) et go € G.

On peut montrer que « est a croissance polynomiale au sens fort si et seulement
si i4, 0 v st & croissance polynomiale au sens fort ot 7,4, désigne 'automorphisme
intérieur par go.

Lemme 4.9. Soit o € Aut(G), S un systéme générateur de G.
Si il existe d € N tel que

Vs S, 3C, >0, Vk > 1, |a”(s)|s < C.k*
alors «v est a croissance polynomiale de degré d au sens fort.
Démonstration. Soit k> 1let g=go---gm € Goug; € S, Vi € {0,--- ,m}.

a"(g) = oF(go- gm) = &*(g0) - - " (gm)

ainsi
[2¥(g)]s = |a"(go) - - " (gm) s
< |a®(go)ls + -+ + " (gm)ls
S Cgokd + te + Cgmkd
< Cyk?
et donc « est a croissance polynomiale de degré d. O

On va illustrer cette définition a 'aide des résultats suivants qui seront des exemples
d’automorphismes a croissance polynomiale.

Lemme 4.10. Un bitwist est a croissance polynomiale de degré 1.

Remarque 4.11. De ce Lemme, on peut déduire que tout twist de Dehn est a
croissance polynomiale de degré 1 puisque un twist de Dehn est un bitwist.

Démonstration. D’aprés la définition [1.39] on a
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— Si G = A*¢ B alors on considére z € A (resp. 2/ € B) normalisant I'image
de C dans A (resp. dans B) tels que

Vg e C, ad.(g9) = ad.(g).

Le bitwist D, est défini par D, ./(ga) = zga2~*,Vga € A, et D, .(g5) =
Z'ggz'~1,Vgp € B ainsi, pour tout k € N,

D% (94)ls = 27942755 < 2k|2|s + [gals < max(2|z]s. [gals)k, Vg € A
et
D% (98)|s = [z 982" ""|s < 2k|2'|s+|gBls < max(2]2'|s, |gsls)k, Vgp € B.
— Si G = Ax¢ alors il y a deux plongements de C' dans A notés iy et is.

Soit C7 = i1(C), Cy = i5(C), z € A normalisant C; et 2’ € A normalisant
Y tels que

vg € Ca adz(zl(g)) = adz’(iQ(g))'

Le bitwist D, ./ est défini par D, ,/(ga) = ga,Vga € Aet D, /(1) = ztZ, ou
t désigne la lettre stable, ainsi, pour tout k£ € N,

D% (9a)| = |gals,Vga € Ga
et
D% (t)]s = |2"t"*|s < k|z|s + |t]s + k|2'|s < max(|2]s, |t]s, [2]s)k-

On peut donc en déduire, dans les deux cas, en utilisant le Lemme [4.9, que le
bitwist D, est a croissance polynomiale de degré 1 (linéaire). O

Lemme 4.12. Soit BS(p,q) algébriquement rigide.
Tout automorphisme ® € Out(BS(p,q)) est a croissance polynomiale de degré 1.

Remarque 4.13. BS(p, q) est algébriquement rigide si p et g ne se divisent pas I'un
Iautre.

Démonstration. Soit ® € Out(BS(p,q)), d’aprés la Proposition [1.42] il existe k €
N* tel que ®* soit un twist de Dehn et donc ®* est & croissance polynomiale d’aprés
le résultat précédent (Lemme et donc ¢ est a croissance polynomiale par le
Lemme m
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4.1.2 Croissance exponentielle

Définition 4.14. Soit ® € Out(G), S un systéme générateur de G et S* = SUS™L.
On dit que ® est & croissance exponentielle s’il existe A > 1 tel que

Jg € G,3C, > 0,]|"(g)||s > CyA".

Remarque 4.15. La croissance exponentielle de ® (et en particulier A) est indépen-
dante du systéme de générateurs de G.
En effet, pour S’ un autre systéme de générateurs de G,

3C 20, C[[2*(9)lls = [|2*(9)lls = CyA*

et ainsi o
_ k k

4.2 Tout automorphisme réductible est a croissance
polynomiale

On rappelle ici que H = (a, ¢ aPc) est le sous-groupe introduit dans le Chapitre 2
dont la classe de conjugaison est préservée par tout automorphisme de BS(p, pn).

Théoréme 4.16. Soit & € Out(BS(p,pn)) réductible dans Dy alors ® est a
croissance polynomiale de degré 1.

On rappelle, ci-aprés, quels sont les graphes étiquetés des formes 1’ et 2’ des G-

arbres obtenus par les Lemmes et

\
> oL,

Lq,

forme 2/ € E
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Les résultats suivants nous permettront de passer de I’étude de ces 2 formes géné-
rales & I’étude de 3 formes simplifiées. Pour ce faire, on commence par introduire
une nouvelle notion, la notion de forét H-essentielle.

Définition 4.17. Soit T' € PD,,,,. Une sous-forét BS(p, pn)-invariante Y est
dite H-essentielle si chacune de ses composantes connexes contient I'axe C, d'un
élément hyperbolique g n’appartenant pas a un conjugué de H.

Afin de poursuivre, on doit démontrer plusieurs résultats intermédiaires permet-
tant de décrire plus précisément les relations qui existent entre D), ,,, et Dy.

Lemme 4.18. Soit & € Out(BS(p,pn)) réductible dans Dy alors il existe un
BS(p,pn)-arbre T dans D, ,, obtenu par le Lemme une application f : T —
T-® ainsi que Y C T une sous-forét propre, BS(p, pn)-invariante et H-essentielle
telle que f(Y) C Y.

De plus, T est de la forme 1" ou 2', par le Lemme [2.18

Démonstration. ® € Out(BS(p,pn)) réductible dans Dy et donc il existe T' € Dy,
un représentant a € Aut(G) de ® et f: T — T - « laissant invariante une sous-
forét Y essentielle, propre et G-invariante de T'.
Par le Lemme@ il existe T' € Dypm et e T — T une application d’écrasement.
On va montrer qu’il existe [/ : T — T-« et f T — T« vérifiant les conditions
suivantes :

— fiY)ycy

— Sy = fiva et

— f" monotone sur les arétes. En particulier pour toute aréte e = uv de T

alors

f'le) € 1f'(u), f'(v)].
T 71: © .f - f/ o,
— fEI(Y)) ca (YY) et
— 7 YY) est propre, BS(p, pn)-invariante et H-essentielle.
ce qui démontrera le Lemme.

On va relever I'application f : T — T - « en une application
f:T—T-a.

On a vu lors de la démonstration du Lemme que, pour obtenir T, on éclate
vy en un arbre Ty = minH(Tg) et on attache, de maniére bien choisie, chaque
aréte incidente sur vy sur un point de T}.

On considére T - o et on définit f de la maniére suivante :
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— Pour z € V(T), on consideére 7~ ( for(z)) qui est un sous-arbre G,-invariant
(7 est un écrasement et donc préserve lalignement). G, est elliptique dans
T-acar T et T -« sont dans le méme espace de déformation donc on peut
choisir f(:c) comme un point de 77!(f o w(x)) fixé par G, puis on étend f
a tous les sommets par G-équivariance.

— Pour e € E(T), on définit 'image de cette aréte comme le chemin d’arétes
dans T - « reliant f(o(e)) a f(t(e)).

On considére ' : T — T - « telle que f|/V(T) = fiv(r) et telle que pour toute aréte
e € B(T) alors f'(e) = o fo (m¢)"'(e) ot & désigne une aréte de T telle que
m(€é) = e. On peut utiliser la notation (me) " car la restriction d’un écrasement a
une aréte non écrasée est un isomorphisme.

Par construction, 7 o f = f"om, f’ est monotone sur les arétes.

Puisque f‘/V(T) = fiv(r) et f’ monotone sur les arétes alors f'(Y) C Y.

On sait que 7o f = f’om. Par conséquent, 7 1Y) est une sous-forét G-invariante,
propre et laissée invariante par f .

Il reste & vérifier que cette sous-forét est H-essentielle.

Y étant essentielle, il existe g un élément hyperbolique dont I'axe C, est contenu
dans Y. On considére C C T I’axe de I'élément hyperbolique g dans T alors
7(C,) = C, car 7 préserve I'alignement.

Par conséquent,

C, c mY(C,) C XY

d’ot 77H(Y) est essentielle.

De plus, g n’appartient & aucun conjugué de H car H fixe un point dans T alors
que g est hyperbolique dans T" ainsi 771(Y") est H-essentielle. O

Il est également nécessaire d’introduire le concept d’arétes Y -écrasables.

Définition 4.19. ® € Out(BS(p,pn)).

On considére une aréte écrasable e de T' € Dy, et f : T — T - O telle que
f(Y)CY ouY désigne une sous-forét de 7.

e est dite Y-écrasable si e C'Y ou si 2 composantes connexes de Y disjointes dans
T restent disjointes dans I’arbre obtenu aprés avoir écrasé ’aréte e.

Lemme 4.20. Soit T' € D, ,,, Y une sous-forét propre, H-essentielle, invariante
par BS(p,pn) et par f: T — T - ® et e une aréte Y -écrasable.
Si Ge # Goey et t(e) €Y alorse C Y.

Démonstration. On suppose que e ¢ Y et on note T, la composante connexe de Y’
contenant t(e) (t(e) € Y par hypothése) et on considére g € Gy \ G (ensemble
non vide car G, C Gy et G. # Gy par hypothése). Alors, puisque e ¢ Y,
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g-T, # T, et ainsi en écrasant e ces 2 composantes auront un point commun ce
qui est impossible car e est Y-écrasable.
Par conséquent, e C Y. ]

Lemme 4.21. Soit T' € D,y et F': T — T - ® laissant invariante Y une sous-
forét H-essentielle de T' alors il existe T" € Dy, un écrasé de T' et une application
F' T — T - ® telle que

— Y =p(Y) est une sous-forét de T' H-essentielle, propre et G-invariante,

— F'(Y) CY' e,

— T' ne contient aucune aréte Y'-écrasable.

Démonstration. On raisonne par récurrence sur le nombre d’orbites d’arétes et on
considére donc F : T — T - ® telle que F(Y) C Y.

Si T ne contient aucune aréte Y-écrasable alors le résultat est trivial.

Sinon il existe e une aréte Y-écrasable. On note 77 I’arbre obtenu en écrasant e (de
maniére G-équivariante) et p; : T' — Tj I'application d’écrasement, w = p;(e) €
T;.

On va définir maintenant une application ¢; : Ty — T. On va définir cette
application sur les sommets et les milieux d’arétes puis éteindre par linéarité sur
les demi-arétes.

e = uv étant écrasable, on a G, = G, ou G, = G, ainsi quitte a échanger les roles
de u et v alors on peut supposer que G, = G..

On définit ¢ sur les représentants des orbites de sommets,

q1() est 'unique sommet de p; ' (2) si z ¢ G - w,
q(w)=vsi G, =G, =G, et Y Ne={v},
¢1(w) = u sinon

puis on étend cette définition par G-équivariance a tous les sommets de 77. Pour
ce faire, dans le cas ot le sommet est dans 'orbite de w, on vérifie que G,, = G,.
Si m désigne le milieu d’une aréte quelconque f de T alors m ¢ G - w et ¢;(m)
est 'unique sommet de p;*(m).
Pour une demi-aréte f; = [o(f1), m1] de T} alors my; ¢ G - w et on définit ¢;(f;)
comme le chemin d’arétes entre ¢1(o(f1)) et q1(mq).
On note Y; = p1(Y) et on considére une demi-aréte f; = [o(f1), my] C Y7, il existe
une unique demi-aréte f = [o(f), m] C Y telle que pi(o(f)) = o(f1) et p1(m) = m;.
On distingue maintenant les cas suivants :
— si f n’est adjacente a aucune aréte de 'orbite de e alors ¢;(f1) = f C Y,
— si e (ou un translaté de e) et f sont adjacentes alors quitte a remplacer e
par ge (g € BS(p,pn)), on peut supposer que e et f sont adjacentes (e et
f ne peuvent étre égales car pi(f) est une aréte de T} et non uniquement
un sommet) et on peut donc supposer que o(f;) = w.
On a donc les possibilités suivantes :
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1. Siqi(w) =valors fNne={v}carsi fNe={u}alors Y Ne={u,v}
ce qui est une contradiction a ’hypothése Y Ne = {v} de la définition
de ¢;. De plus, on sait que ¢;(m;) = m d’ou

01 (f1) = [@(o(f1)), a1 (ma)] = g1 (w), m] = [vo,m] = f CY.

2. Sinon ¢;(w) = u et, comme précédemment, ¢;(my) = m et donc :
a) Si fNne=walors ¢1(f1) = f CY ou,
b) Si fNe=walors ¢;(f1) = f Ue. D’aprés le Lemme eCYet
donc ¢;(f1) = fUeCY.

On peut donc définir F} = pyoFoq : Ty — T1 - o d’ou

FiYi)=piofoquYi)Cpiof(Y)Cp(Y)=Y1.

On suppose maintenant que Y est H-essentielle et donc il existe un élément hy-
perbolique g € BS(p, pn) n’appartenant pas a un conjugué de H dont l'axe C, est
contenu dans Y.

g agit par translation sur son axe et p;(Cy) n’est pas réduit & un point sinon on crée
un nouvel élément elliptique ainsi 'axe de g dans T s’envoie sur 'axe de g dans
T1 qui est donc contenu dans Y; et donc Y est essentielle. De plus, g n’appartient
pas a un conjugué de H et donc Y; est H-essentielle.

De plus, le nombre d’orbites d’arétes dans T} est strictement inférieur au nombre
d’orbites d’arétes dans 1" ce qui nous permet de conclure par récurrence sur le
nombre d’orbites d’arétes. O]

On peut maintenant passer a la démonstration de la Proposition qui permet de
ramener ’étude de nos 2 formes générales a I’étude de 3 formes simplifiées.

Proposition 4.22. Soit & € Out(BS(p,pn)) réductible dans Dy alors il existe
T" € Dy py et une application f: T" — T - @ laissant invariante une sous-forét
propre, BS(p, pn)-invariante et essentielle telle que le graphe de groupes quotient
marqué de T', associé a la sous-forél invariante représentée en gras ci-apres, est
de l'une des formes suivantes
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Lo @ <a> Tg @ <(1>
p p
€J €J
() xa‘,<a>
D p m m
(b) & (b) ¢
€J ) 1 1
e e
(b) gm (b) Im / /
1 n 1 n 1 n
ec ec ec ec
ol n|m ot n|m et |n| # |m| ot n|m et |m| # |n|
forme A forme B forme C

Remarque 4.23. Deux graphes étiquetés sont rassemblés sous 'appellation forme
B car les deux cas de ces graphes étiquetés seront traités simultanément.

Démonstration. ® € Out(BS(p,pn)) est réductible dans Dy donc par le Lemme
[1.18] il existe un BS(p,pn)-arbre T dans D, obtenu par le Lemme une
application f : T — T - ® ainsi que Y C T une sous-forét propre, BS(p,pn)-
invariante et H-essentielle telle que f(Y) C Y.

Par conséquent, d’apres le Lemme le graphe étiqueté de T est de la forme 1/
ou 2'.

forme 1/ o,

p
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Lq,

forme 2/ € E

On commence par remarquer 1" ne peut étre de la forme 2'. En effet, un tel arbre
ne contient pas de sous-forét H-essentielle propre.

On peut donc supposer que T est de la forme 1’.

D’aprés le Lemme [4.21] il existe une application F' : 7" — T" - ® telle que

— T" € D, ,, est un écrasé de T' de la forme 1’,

— Y" = p(Y) est une sous-forét de 7" H-essentielle, propre et G-invariante,

— F'(Y') CY' et,

— T’ ne contient aucune aréte Y'-écrasable.
On va identifier quelles sont les couples (7”,Y”) ne contenant aucune aréte Y'-
écrasable.
Par le Lemme |3.6, chaque composante de I'image de Y dans le graphe quotient de
T contient soit le cercle soit e.
Si, de plus, elle contient une aréte ayant 1 pour étiquette et n’étant pas une boucle
alors cette aréte est Y-écrasable (c’est une aréte écrasable de V).
Par conséquent, I'image de Y’ dans le graphe quotient de 7" est formée soit du cercle
(cas 1) constitué alors d’'une unique aréte soit de €', image de e par 'application
d’écrasement (cas 2) soit des deux (cas 3).
Dans les cas 2 et 3, 'image de Y dans le graphe quotient de 7' contient également
au moins une orbite d’arétes adjacente & € car sinon Y n’est pas H-essentielle.
Cette orbite d’arétes est, d’aprés ce qui précéde, Y-écrasable. Par conséquent,
aprés écrasement, 'étiquette de € est noté m et vérifie n|m avec |n| # |m|.
On considére maintenant les arétes de 7'\ Y et on remarque que 7"\ Y’ ne contient
aucune aréte écrasable non adjacente & Y’'. En effet, écraser une telle aréte e dans T’
n’ameéne pas deux composantes disjointes a se rencontrer et e est donc Y-écrasable.
Par conséquent, on obtient les 4 formes décrites dans I’énoncé ainsi que les 3 formes
supplémentaires ci-dessous
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Dans les trois cas, écraser e n’ameéne pas deux composantes de la forét (représentée
en gras sur le dessin) a se rencontrer ainsi e est Y -écrasable.
Finalement, on obtient les formes A, B et C. O]

Pour démontrer le Théoréme on considére ® € Out(BS(p,pn)) réductible
dans Dy alors par les Lemmes [4.18]et [£.22] il existe une application f : T — T-®
laissant invariante une sous-forét propre BS(p, pn)-invariante et essentielle notée
Y CTeD,,,ou (T,Y) est de la forme A, B ou C.

On va donc traiter séparément les cas ou (7,Y") est de la forme A, B ou C.

4.2.1 Cas (T,Y) de la forme A

Zq <a>
p

€J

ec

ou njm

forme A
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On considére ec un relevé de e dans T' et €; un relevé de e; dans T tel que

o(ec) = o(€ey).
b désignera le générateur du groupe du sommet initial de ec noté .

Proposition 4.24. Soit ® € Out(BS(p,pn)) et
FiT—T-¢

une application laissant invariante une sous-forét Y propre, BS(p, pn)-invariante
et essentielle.

On suppose de plus que (T,Y") est de la forme A et donc que la sous-forét Y est
Yee.

Sous ces hypothéses, ® est a croissance polynomiale de degré 1.

Démonstration. On considere T, la composante connexe de Y, contenant ec.
On notera K le stabilisateur de T;;, et on remarquera que l'action de K sur T,
est minimale (pas de sous-arbre invariant).

Le graphe quotient étiqueté Ty, /f est le suivant

€c

Lemme 4.25.

Démonstration. On considére « un représentant de &.
D’aprés le Lemme [2.11] il existe gy € G tel que, en posant o = iy o a, ol iy,
désigne 'automorphisme intérieur par gg, on a

d(K)C K
donc

K c o N (K).

On note T,,-1(f le sous-arbre principal de o ' (K) dans T.
Afin de prouver que o/(K) = K, on va utiliser 'action de o/~ (K) sur Ty
Le graphe quotient étiqueté Ty, /f est le suivant
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A ()

ec

K est résoluble et donc o/~ (K) aussi.
Puisque K C o/ "'(K), on a inclusion des sous-arbres

TE~C C Taffl(K).

Comme T, n’est pas une droite (n # 1) alors T,,,-1 gy non plus.
Par conséquent, o/~!(K) fixe un bout et Taxfl(K)/O/_l(K) est de la forme suivante :

mais les deux extrémités de ec sont dans la méme K-orbite donc dans la méme
—1 . .. . ~ N
o'~ (K)-orbite et ainsi T,,-1x) n’a qu'une seule orbite d’aréte e d’oit

et donc
Ta’*l(K) C Teb-

En notant & I’élément hyperbolique tel que t(ec) = k-x3 alors o/ 7} (K) est engendré
par k et Staby—1(k)(xy) = Stabk (x3) et donc

Finalement, on obtient

]

On écrase Y, dans T" et on note S 'arbre obtenu. Son graphe de groupes quotient
marqué est le suivant
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(b,¢) = K ~ BS(1,n) ® ) L )

Soit v un représentant de ® tel que o(K) = K.

Sachant que a(K) = K, I'espace de déformation de S est invariant.

S est strongly-slide-free (Définition car au quotient il n’y a qu’une unique
orbite d’arétes (ayant deux orbites de sommet distinctes) et ¢’est donc Punique
réduit dans son espace de déformation. Par conséquent, il est fixé par ® et donc il
existe un isomorphisme équivariant f : S — S - a.

Soit kg € K tel que

f(e) = koe.
Ainsi, en remplagant « par iy, o = o, on a
flle)=¢

ol ' =ky- f est o’-équivariante et ainsi
0

a/((b™)) = (0™)
Quitte a remplacer o/ par o/ (ce qui ne modifie pas le résultat sur la croissance
polynomiale au sens de la Définition [£.6)), on a

o'(a) = a,
a/(bm) — bm

De plus, par ce qui précéde,
d(K)=K

ainsi o/ en restriction a K est un automorphisme de BS(1,n). On rappelle la
Proposition A de [Col7§].

Proposition 4.26. Soit BS(1,n) = (b, c|cbc™ = b") ot |n| # 1 et n = dpi* - - -p;f
ot 6 = %1 et p1,---,py sont des premiers distincts alors Aut(BS(1,n)) est en-
gendré par

C7Q17"' 7Qf7T

soumis auz relations
Q:CQ; = C",Q:Q; = Q;Q;
T =1,7TQ;, = Q,T, T'CT =C~!
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o i,j €{1,---, f} et les automorphismes sont définis comme suit
Q; b —— bPi
c —» ¢, 1=1,---,f
C b — b
c — ble
T b — bt
c — ¢

On cherche a déterminer quels sont les automorphismes de BS(1,n) qui fixent b™0.
On note 3 la restriction de o/ a K.
Au vu des relations auxquelles sont soumises les générateurs, I’automorphisme [
de BS(1,n) s’écrit

7;1@?1‘52016 Tl"‘Q;nfTﬁ

ote=0ouletkéeZ, n;, m; €Zpourtoutic {1,---, f}. Cependant, on sait
que
B(b™) = ™.
Ainsi y
i Q}lfﬁ(bmo) =k - QTfTE(me) — D mopy oy

et donc . .

bmolffl'“Pff — b(—l)fmopi”--mff
d’ou

mopy* -+ py’ = (=1 mepi™ - py”
et donc, pour tout ¢ € {1,---, f},
n; = my;
et
e=0

d’ou

nEN—1 ~k n
B:( 71AL1"'fo) ¢ ( 7111"'@#)
et donc 3 est conjugué a C* qui est & croissance polynomiale de degré 1 et ainsi 3
est a croissance polynomiale de degré 1.
Par conséquent, et puisque o/(a) = a et /(b)) = b™°, on en déduit que o est
a croissance polynomiale de degré 1 au sens de la Définition et donc @ est a

croissance polynomiale de degré 1 par le Lemme [4.7]
m
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4.2.2 Cas (T,Y) de la forme B

()
p
€y
Tq g (@)
p m
() ¢
A €J 1
e
(0) Im '
1 n 1 n
ec €c

ou n|m et |n| # |m|

forme B

On considére e un relevé de ec dans T, € un reléve de e dans T' et €; un relevé
de e; dans T tels que dans le premier cas o(ec) = o(€;) et dans le second cas,
o(ec) = o(é) ainsi que t(é) = o(€y).

On définit a et b comme suit, en notant 7, = o(€y) et @, = t(€y) :

Gz, = (a)

et
Gz = (D).

Proposition 4.27. Soit ® € Out(BS(p,pn)) et
f:T—T-¢

une application laissant invariante une sous-forét Y propre, BS(p, pn)-invariante
et essentielle.

On suppose de plus que (T,Y") est de la forme B et donc la sous-forét Y est Ye,.
Sous ces hypothéses, ® est a croissance polynomiale de degré 1.
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Remarque 4.28. Afin de démontrer cette Proposition, on va prouver que dans le cas
ou (T,Y) est de la forme B il est toujours possible de se ramener au cas de la forme
A et ainsi on pourra conclure en utilisant les résultats démontrés précédemment.

La sous-forét invariante est Y., et T, la composante connexe de Y, contenant €.
On notera K le stabilisateur de T, et on remarque que 'action de K sur 7T, est
minimale (aucun sous-arbre invariant).

Le graphe de groupes quotient marqué 7., /¢ est donc le suivant

()" m ey p {a)

Remarque 4.29. On rappelle pour les besoins des démonstrations & venir que m # n
et n|m.

De plus, on remarque que si m = n alors Y = Yy et donc I'hypothése de la
Proposition est vide.

Lemme 4.30.

Démonstration. On considére o un représentant de .
D’aprés le Lemme il existe gy € G tel que, en posant o' = iy o «, ol i,
désigne 'automorphisme intérieur par go, on a

J(K)C K
et donc

K c o7Y(K).

On note T,-1(x) le sous-arbre minimal de o/~!(K).
Afin de prouver que o/(K) = K, on va utiliser I'action de o 1 (K) sur Tp-1(x).
Le graphe de groupes quotient marqué de Ty, /¢ est le suivant :

(0" m ey p {a)

T, est strongly-slide-free (voir Définition car il y a une unique orbite d’arétes
ayant deux extrémités disjointes donc c’est 'unique réduit dans son espace de
déformation. Par conséquent, tout arbre dans son espace de déformation est obtenu
en effectuant des éclatements (voir Définition dans T, et donc le graphe
étiquete de Ta/—l(K)/O/*l(K) est le suivant :

o o - --—0 0 --——--

—o—o—o
my 1Mi—11 mo Ps 1 1 P11 Po
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oupg---ps=mpetmyg--my=m.
On sait que

(a) = Stabg (z,) C Staby-1(x)(z,) C Stabg(z,) = (a)
d’ou
StabK(xa) = Staba/—l(K)(ZEa)

On peut effectuer le méme raisonnement pour x, et pour e; ainsi
StabK(a:b) = Staba/_l(K) (xb)

et
StabK(eJ) = Staba/_1(K)(eJ).

De plus, T C Ya’—l(K) et donc e; € Ya’—l(K)/o/_l(K)-

On en déduit donc qu'’il existe i € {0,--- ,s} et j € {0,--- ,t}, p; =m et m; =m.
Par minimalité de T,,-1(x), To-1(x) n’est constitué que d’une seule orbite d’aréte
d’ott Ty—1p) = o N(K) - €5 et donc

Ta/—l(K) C Te~J .

o7 (K) est donc engendré par Staby 1 (i) () = Stabg (1p) et Staby—(x)(Ta) =
Stabg (z,). Par conséquent,
o 1K) CK.

Finalement, on obtient

o(K) =K.

Lemme 4.31. f‘Te.] est injective.
De plus, quitte a remplacer o par ig, o o, on peut supposer que

— a((a)) = {a) et a((b)) = (b) e,

— f|Te~J envoie sommet sur sommet et aréte sur aréte.

Démonstration. On peut supposer que f est linéaire sur les arétes.
D’aprés ce qui précéde, o([K]) = [K] or Yk est strongly-slide-free et donc c’est
I'unique réduit dans son espace de déformation d’ou, quitte & remplacer o par

ih, © @ pour hg € K,
a({a)) = (a) et a((b)) = (b)

ou, uniquement dans le cas m = p,
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Ce dernier cas ne peut pas se produire. En effet, a et b ne sont pas conjugués car
a fixe un unique point z, alors que b fixe un point hors de 'orbite de z,. De plus,
dans la démonstration du Lemme nous avons donné la liste des générateurs
de BS(p,pn) qui préservent tous, a conjugaison prés, le groupe (a).
Par conséquent, on a, quitte a remplacer a par i, o a pour hy € K,

a((a)) = (a) et a((b)) = (b).

f(za) € Ty, est fixé par a(a) = a et I'unique point de T, fixé par a est x, et donc

f(za) = Tq.

On peut effectuer un raisonnement similaire pour f(x;) et on a donc

{a(<a>):<a> et a((h)) = ()

flzy) =20 et f(zp) = xp.

Par conséquent, f(e;) est un chemin d’arétes reliant x, a xp, ne contenant aucun
aller-retour par linéarité sur les arétes de f et donc f(ey) = ey.

Afin de terminer la démonstration, il reste & prouver que f ne plie aucune paire
d’arétes issues de z, ou xp.

Au sommet x;, a(b) = b alors f(ey) = f(bes) = a(b))f(es) = bFe; (i €
{1,--+ ,m—1}) alors f(ey) est fixée par (b*) ce qui est une contradiction puisque

Gf(eJ) =G, = <bm>
De méme pour le sommet z,. ]

Lemme 4.32. f|ye~] est injective.

Démonstration. On raisonne par ’absurde et on suppose que f‘ye.(] n’est pas in-
jective. On sait que f|Te.J envoie aréte sur aréte et sommet sur sommet d’aprés le
Lemme [£.37]
Ainsi il existe u et v deux sommets de Y-, tels que f(u) = f(v). Puisque d’apreés le
lemme précédent fm;] est injective alors u et v appartiennent a deux composantes
connexes de Y., disjointes.
Siu € BS(p,pn) -z, et v € G- xp alors f(u) et f(v) ne sont pas dans la méme
orbite ce qui est une contradiction a f(u) = f(v).
On a donc deux possibilités : u,v € G - x, ou u,v € G - xy.

— On se place dans le premier cas et on peut supposer que u = x, et v = hx,.

Par conséquent,

f(xa) = f(haa) <= a(h)f(za) = f(xa) <= a(h) € Stab(f(z.))
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or, d’aprés le lemme précédent,

f(xa> = Zq

ainsi

a(h) € Stab(z,) = (a).

En utilisant de nouveau, le lemme précédent, on a

d’ou

h € {(a).
Finalement, v = hx, = x, = u ce qui est une contradiction a I’hypothése
de départ.

— On se place dans le second cas et on peut supposer que u = x;, et v =
hxy alors par un raisonnement similaire au précédent on obtient la méme
contradiction u = v.

]

On munit 7" du coloriage initial suivant : e; est jaune et ec ainsi que e (si le graphe
étiqueté posséde une aréte e) sont bleues.

Lorsqu’on effectue un pliage entre deux arétes d’'une méme couleur, I’arbre quotient
obtenu hérite d'un coloriage. Dans ce qui suit, les raisonnements ne feront appel
qu’a des pliages entre arétes de méme couleur sauf a la fin de certains raisonnements
lorsque des pliages seront effectués entre une aréte bleue et une aréte jaune.

Démonstration de la Proposition[{.27 On considére donc ® € Out(BS(p,pn)),
a € Aut(BS(p,pn)) un représentant de ®, (T,Y) est de la forme B et f: T —
T-.

On rappelle que T est muni du coloriage initial suivant : e; est jaune et ec ainsi
que e (si le graphe étiqueté posséde une aréte e) sont bleues. L’étiquette de jonction
pour ce coloriage est alors m.

T et T - ® sont dans le méme espace de déformation et sachant que (7,Y) est
de la forme B alors si f écrase une aréte, il s’agit de I'aréte e dans le second cas
de la forme B. On obtient ainsi une application d’écrasement 7 : T — T avec
(T",)Y" = 7(Y)) dans le premier cas de la forme B. De plus, f passe au quotient
ainsi on obtient f : 7" — T" - & avec (T”,Y”) dans le premier cas de la forme B
et donc on se raméne a ’étude du premier cas de la forme B.

On peut donc supposer que f n’écrase aucune aréte.

On subdivise indépendamment les arétes de T' et de T - ® de sorte que

f:T—T- -9
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envoie sommet sur sommet puis aréte sur aréte ainsi on peut ainsi écrire f comme
la composition d’une suite de pliages.

On réalise des pliages entre arétes bleues tant que ces pliages sont possibles (cette
démarche s’arréte de la méme facon que dans I'étape 1 de la Démonstration du
Lemme et ainsi en obtient f = f' o Py ol

— Pp T — T’ désigne la composition des pliages bleus effectués.

PB =Pr-1°---0Dg

ou p; : T; — T;11 est un pliage impliquant uniquement des arétes bleues
avec i € {0,---,r =1}, To =T et T, =T’ et,
— [T — T - ® est injective en restriction a chaque composante bleue.
Dans ce qui va suivre, on va montrer que le graphe étiqueté du sous-arbre minimal
de T" est de la forme suivante

La démonstration va suivre ce qui a été fait a I’étape 2 du chapitre 3. La différence
réside dans le fait que f n’est pas optimale ainsi le Lemme [1.25| ne peut pas
s’appliquer et les arbres intermédiaires peuvent ne pas étre minimaux.

On va montrer par récurrence que, pour tout i € {0,...,m — 1}, le sous-arbre
minimal de T}, noté S;, est de la forme 1" et que m|M; ou M; désigne I'étiquette
de jonction de S; (My = m car Sy = T et m est 'étiquette de jonction de T').

On suppose donc S; vérifie ces 2 conditions et on va montrer que S;y; vérifie
également ces 2 conditions.

Si le pliage p; implique deux arétes non adjacentes & une aréte jaune alors T,
est encore de la forme 1’ sauf si le pliage a lieu en un sommet de valence 2 entre
deux arétes de deux orbites différentes. Dans un tel cas, S;;; est de la forme 1’ et
I’étiquette de jonction n’a pas été modifiée et donc m|M,; 1 = M;.

On se concentre maintenant sur le cas ou p; implique deux arétes adjacentes a une
aréte jaune. Il n’y a que 2 configurations différentes qui peuvent donner lieu a un
tel pliage et ce sont les suivantes :
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— Configuration 1 : Le baton dans T;, i € {0,--- ,m — 1}, contient au moins
une aréte bleue.

Le pliage a lieu soit entre deux arétes du baton (dans la méme orbite ou
non) ou alors entre une aréte du baton et et une aréte du cercle.

Dans ces deux cas, S;y1 reste de la forme 1’. La seule modification est au
niveau de I'étiquette de jonction qui peut étre multipliée par un entier non
nul et ainsi on a toujours m|M;, .

— Configuration 2 : Le baton dans T}, i € {0,--- ,m — 1}, ne contient aucune
aréte bleue et le pliage p; a lieu entre deux arétes bleues au sommet de
valence 3. Dans un tel cas, S;;1 reste de la forme 1’. La seule modification
est au niveau de I’étiquette de jonction qui peut étre multipliée par un entier
non nul et ainsi on a toujours m|M;,;.

Par suite le sous-arbre minimal de 7", noté S’ est également de la forme 1’ et
I’étiquette de jonction, notée M', vérifie m|M’.

On considére g; la projection de T; sur son sous-arbre minimal S; (g; est I'identité
si T; est minimal i.e. T; = 5;).

Sachant que T; est obtenu par un pliage bleu alors la projection ¢; envoie toujours
une composante bleue de T; dans une composante bleue de S;. Par conséquent,
¢; o p; envoie une composante bleue de 7T;_; dans une composante bleue de S;.
On note gp 'application suivante

4B = (m-1°Pm_10--0qopoqopy:T — 5

et on note f/ . la restriction de f"a S ie. f/ . S — T .

min min
Pour récapituler nous avons le diagramme suivant

qB B / ! n

avec
— f=fopg=fli.0aB et,
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— ¢p envoie la forét bleue dans la forét bleue ainsi que la forét jaune dans la
forét jaune.
On notera que ce diagramme n’est pas commutatif sauf si on ne prend pas en
considération ¢p.
D’aprés ce qui précede, le graphe étiqueté de S’ est, a subdivisions preés,

En’—l

On rappelle que Y, (7) est la forét jaune de T'. De plus, on a f est injective sur la
forét jaune de T (Lemme [4.32)) et donc f’ est injective sur pp(Ye,) = Ye, (T7) et

donc f] .. est injective sur la forét jaune de S’
On a également f] . injective en restriction & chaque composante de la forét bleue
de .

Par conséquent, soit S’ = T - ® (et nous verrons ci aprés qu’il est alors possible de
se ramener a la forme A déja étudiée) soit le pliage suivant a lieu entre une aréte
bleue et une aréte jaune.

Si le baton de S’ contient au moins une aréte bleue alors le baton n’est pas en-
tierement jaune et un pliage entre une aréte bleue et une aréte jaune entraine un
pliage entre des arétes jaunes (car m > 1 et donc M’ > 1) ce qui est impossible
car f; . est injective en restriction a la forét jaune de S’

Par conséquent, toutes les arétes du baton de S’ sont jaunes.

Ty M

A

’ ) \
, (]

On a M = n} car sinon un pliage entre une aréte bleue et une aréte jaune impli-
querait un pliage entre des arétes bleues ou des arétes jaunes ce qui est impossible
car, d’aprés ce qui précede, f’ injective et f/ . injective en restriction au
sous-arbre bleu de 5.

Cependant cette situation ne peut se produire car |m| # |n| et n} | n | m d’ou
S"=1T-® et donc f],, est un isomorphisme.

Par conséquent, puisque S” = T - &, le graphe quotient de (T,Y") est a la fois

min,\YEt]



4.2. TOUT AUTOMORPHISME REDUCTIBLE EST A CROISSANCE POLYNOMIALE105

comme décrit ci-dessus et de la forme B. On peut donc distinguer deux cas.

Si (T,Y) est dans le cas 1 de la forme B alors, d’aprés ce qui précéde, le baton est
constitué d’une seule aréte jaune et le cycle bleu contient une unique aréte.

Dans un tel cas, f envoie alors le cercle de T dans le bleu de S’. Le cercle est donc
une forét invariante et on se rameéne au cas de la forme A précédemment étudiée
et ainsi ® est a croissance polynomiale de degré 1.

Si (T,Y) est dans le cas 2 de la forme B alors on sait que le baton a 2 arétes et que
la forét jaune n’en a qu’une, donc la forét bleue de S’ est la forét Z’ C S’ définie
comme la préimage du cercle et de la premiére aréte du baton.

Puisque S = T - ®, on peut voir Z' comme une sous-forét Z de T, qui coincide
avec la sous-forét bleue dans le coloriage initial de 7.

De plus, f envoie le bleu dans le bleu, cette forét est donc invariante par f.

e est donc une aréte Z-écrasable et en appliquant le Lemme onal” €Dy
obtenu en écrasant e ainsi qu’'une application F': 17" — T" - ® telle que

F(Ye) C Y.

Par conséquent, on se raméne de nouveau a la forme A et on peut utiliser la
Proposition [4.24] et ainsi conclure que ® est & croissance polynomiale de degré
1. [l

Il reste & démontrer ce théoréme dans le cas de la derniére forme.

4.2.3 Cas (7,Y) de la forme C

o )
p

€J

N

€c

ou nlm et |n| # |m|
forme C'
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On considére eg un relevé de ec dans 7', € un reléve de e dans T et €; un relevé
de ey dans T tels que o(eg) = o(€) et t(é) = o(€y).

Proposition 4.33. Soit ® € Out(BS(p,pn)) et
f:T—T-0¢

une application laissant invariante une sous-forét Y propre, BS(p, pn)-invariante
et essentielle.

On suppose de plus que (T,Y) est de la forme C et donc la sous-forét Y est
Yo, [ Y-

Sous ces hypothéses, ® est a croissance polynomiale.
Démonstration. Soit ® € Out(BS(p,pn)) et
f:r—1T-0¢

une application laissant invariante une sous-forét Y propre, G-invariante et essen-
tielle.

On suppose de plus que (7,Y) est de la forme C et donc la sous-forét Y est
Yo, [T Yer-

Ye, et Y., sont deux sous-foréts ayant chacune une unique orbite d’arétes. Par
conséquent, sachant que f(Yy, [[Yer) C Yo, [ [ Yer, on a donc

f(}/e”> C }/e?
ou

f(YVETJ) - vafc

et
fYe) C Yg
ou
fYe,) C Yo

Si f(Ye,) C Yo, alors on se trouve dans le cas ou (7,Y) est de la forme A et ainsi
® est & croissance polynomiale. De méme, si f(Y,,) C Y, alors on se trouve dans
le cas ou (T,Y) est de la forme B et ainsi ® est a croissance polynomiale.

Il reste donc a traiter le cas ol
f(Ys) C Y,
et
fYe) C Yo,

Ce dernier cas ne peut pas se produire. En effet, dans la démonstration du Lemme
on a exhibé une liste de générateurs de Aut(BS(p,pn)) et on peut constater
que chacun de ses générateurs préserve (a).

Par conséquent, ® est a croissance polynomiale. O



Chapitre 5

Automorphismes irréductibles

D’aprés le Théoréme [3.3] tout automorphisme ® € Out(BS(p, pn)) irréductible
est non parabolique i.e. inf d¢ est réalisé ol dg désigne la fonction déplacement (voir

Définition .

5.1 Automorphismes non paraboliques

Les automorphismes irréductibles sont donc soit elliptiques si inf dg = 0 soit
hyperboliques si inf ¢ > 0.

5.1.1 Automorphismes elliptiques

On peut commencer par donner quelques précisions au sujet des automor-
phismes elliptiques avant de traiter la croissance dans le cas plus général des au-
tomorphismes non paraboliques.

En se placant dans le cadre plus général d’un espace de déformation quelconque,
d’aprés le chapitre 1 section 2, on sait que pour 7" et 7" dans PD alors dp;,(T,17") =
0 n’implique pas, en général, que 7" et 7" sont BS(p, pn)-équivariamment isomé-
triques (voir Exemple 4.4 de |Meil5|) sauf dans le cas particulier d’un espace de
déformation sans module entier non trivial (|[Meil5|, Proposition 5.1).

Définition 5.1. Soit D est un espace de déformation de G-arbres localement finis
et tous les stabilisateurs d’arétes et de sommets de tous les G-arbres de D sont
commensurables en tant que sous-groupes de G.

On peut définir le morphisme modulaire

p=pD): G — (Qso, %) 1
_ [H:(HngHg~")]
g = plg) = [gHgflz(Hgﬂg%fgfl)]

107
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ou H désigne un sous-groupe de G commensurable avec un stabilisateur d’aréte
ou de sommet, d'un G-arbre 7' € D. u ne dépend pas du choix de H.
D est sans module entier non trivial si im(u) NZ = {1}.

Ce résultat ne s’applique pas dans notre cas car im(p) NZ # {1} mais on a le
résultat suivant.

Proposition 5.2. Soit ® € Out(BS(p,pn)) elliptique.
1l existe T' € Dy tel que T =T - P.
En particulier, ® est a croissance polynomiale de degré 1.

Démonstration. Si ® € Out(BS(p,pn)) est elliptique alors par définition, il existe
un BS(p, pn)-arbre métrique T' € PDy tel que dp;,(T,T-®) = 0i.e. Lip(T,T-P) =
1 avec T et T'- ® de covolume 1.

D’apreés la Proposition [3.10] il existe 77 € Dy tel que

drip(T', T"- @) =0

et le graphe de groupes quotient marqué est un cercle et donc de la forme 2”.

On considére donc une application optimale de 7" vers 1" - ®.

Quitte a subdiviser indépendamment les arétes de 7" et T"-® alors on peut supposer
que f envoie aréte sur aréte et sommet sur sommet.

Lip(f) = 1 et donc on peut écrire f comme la composition d’une application
d’écrasement et de pliages

f=for
ot 7 : T" — T" désigne 'application d’écrasement et f': 7" — T' - ® I'applica-
tion correspondant a la suite de pliages.

m ne peut écraser d’aréte adjacente au sommet fixé par H car sinon le covolume
diminuerait.Le graphe étiqueté de T” est donc de la forme 2”

forme 2

Les pliages ont lieu entre des arétes de la méme orbite car sinon le covolume dimi-
nue (7" et 7" - ® sont de covolume 1).



5.2. REPRESENTANT TRAIN TRACK 109

Par la suite, on va supposer que f’ n’est pas injective et aboutir & une contradic-
tion.

On considére le plus petit i € {0,--- , K — 1} tel qu’il a un pliage entre F; et une
aréte de son orbite.

On note 77, Parbre ainsi obtenu (7} = T") et p; : T" — T}, le pliage corres-
pondant et f/, : T}, — T - ® telle que f}, op; = f".

T/ # T - ® puisque I'étiquette de E;i; est multipliée par un entier strictement
supérieur & 1. f/ | n’est pas injective au voisinage de l'origine de I'aréte E;;; et
donc on peut répéter la méme démarche avec fi\, et E; 4.

Ainsi de proche en proche, pour j € {4,---, K — 1}, on a un arbre T}, obtenu a
partir de T} par le pliage d’arétes dans l'orbite de Fj.

On obtient également f7, : T7; — T - ® injective en restriction aux orbites
d’arétes Ejp,---, E;. On remarque que T]”Jrl # T - ® car I'étiquette de E;;; est
multipliée par un entier strictement supérieur a 1.

Finalement, Tj; # T - ® et f}. est injective en restriction aux orbites d’arétes
Ey, -+, E,_ ainsi le seul pliage possible est entre deux arétes de 'orbite de Fi.
Cependant un tel pliage ne peut avoir lieu car il entrainerait un changement d’es-
pace de déformation ainsi on aboutit a une contradiction et donc f’ est injective.
Par conséquent T'="T" - ®.

Quitte & remplacer ® par une puissance de ®, ® agit comme 'identité sur le graphe
quotient. Par conséquent, tout écrasé de T est P-invariant et en écrasant toutes les
arétes écrasables, on obtient 7" dans le méme espace de déformation, ®-invariant
et dont le graphe quotient n’a qu’une aréte.

On considére le morphisme p décrit a la page
p: Out} (G) — Out(H)

dont le noyau est engendré par les bitwists.

Afin de prouver que ® est un bitwist, on va montrer que son image dans Out(H)
est triviale.

Par la précision du Lemme p est d’image finie (de cardinal au plus 2).

Par conséquent, quitte a remplacer ® par ®2, alors ® est dans le noyau de p i.e. @
est un bitwist.

On en déduit par le Lemme [£.10] que ® est a croissance polynomiale. O

5.2 Représentant train track

Définition 5.3. Soit ® € Out(G), D désigne un espace de déformation de G-
arbres, T' € D et f : T — T - ® une application linéaire sur les arétes, G-
équivariante et lipschitzienne.

On notera que I'application G-équivariante f : T — T - & peut étre vue comme
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une application ®-équivariante f: T — T.
Un segment I C T est f*-légal si pour tout k& > 1, la restriction de f* a I est
injective.

Définition 5.4 (Application optimale train track). Soit T € D, pn, ® € Out(BS(p,pn))
et f:T — T -® une application optimale.
f est une application train track si elle vérifie les deux conditions suivantes :

() A(f) =T et,

(ii) les arétes de T sont f*-légales.
Remarque 5.5. Par définition de la structure légale associée a f, si f envoie un
sommet v € V(T) sur un sommet f(v) € V(T - ®) alors il envoie des tournants
f-légaux au sommet v sur des tournants légaux au sommet f(v).

On dit que ® € Out(G) est représenté par une application train track optimale s’il
existe un G-arbre T" € D et une application optimale f : T — T - ® qui est une
application train track.

Théoréme 5.6. Tout automorphisme ® € Out(BS(p,pn)) irréductible dans Dy
est représenté par une application train track optimale dans Dy.

Plus précisément, toute application optimale f : T — T - ®, ou T € Dy vérifie
drip(T,T - ®) = inf dg, est train track.

Démonstration. ® est irréductible et donc, par le Théoréme [3.3] ® est non para-
bolique et donc inf ¢ est réalisé.

A partir de ce point, la démonstration est identique a celle du Théoréme 5.13 de
[Meil5].

On peut donc considérer T' € Dy tel que dp;,(T,T - @) =infdg et f: T — T - D
optimale.

Par le Lemme qui suit, f vérifie le point (i) de la définition.

Lemme 5.7. Soit f : T — T - ® une application optimale, ou T € Dy avec
drip(T,T - ®) = inf 0, alors
A(f)=T.

Démonstration. On suppose que f(A(f)) ¢ A(f) et on considére e € A(f) telle
que f(e) ¢ A(f). On peut augmenter la métrique sur A(f) et la diminuer sur
T\A(f). On note T" I'arbre métrique ainsi obtenu et f] Papplication f vue comme
application de 7" dans 7" - ®.

On considére maintenant f': 7" — T" - ® 'application optimale telle que

A(f) € A(f) € A

Le facteur d’étirement sur e est donc diminué et on obtient un nouveau graphe de
tension A(f’) tel que

A(f) € A(f).
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Puisque dp;,(T,T - ®) = inf dg, toutes les arétes de A(f) n’ont pas été enlevées et
on peut répéter cette démarche avec A(f’) jusqu’a ce que

FA) € A

Par conséquent, A(f) = T car sinon on obtient une contradiction a lirréductibilité
de . O

Par le Lemme qui suit, f vérifie le point (ii) de la Définition.

Lemme 5.8. Toute application optimale f : T — T - ®, ou T € Dy avec
drip(T,T - ®) = inf dp, envoie les arétes sur des chemins f-légau.

Démonstration. On considére A = Lip(f). Par le résultat qui précéde toutes les
arétes de T sont dilatées par le facteur .

On raisonne par I’absurde et on suppose que f ne vérifie pas le point (i7) de la
définition alors il existe e une aréte de 7" envoyé sur un chemin contenant un
tournant non f*-légal au sommet v noté {0;,,} C T.

Par conséquent, on note kg le plus petit indice k € N

Dy(f*(61)) = Du(f*(82)).

Notons que pour k < ky. ces tournants sont tous dans des orbites différentes.
Soit € > 0, dans T, pour tout ¢ € {1,--- ,k — 1}, on plie sur la longueur  le
tournant non f*-légal { f*(61), f(d2)} de maniére P-équivariante et ainsi on obtient
un G-arbre noté T”, une application m : T — T" et l'application f passe au
quotient (puisque chacun des tournants est envoyé sur un tournant précédemment,
identifié et en particulier T € Dy) i.e. il existe f : T' — T - ® telle que f = fonx
qui induit une application f' : T — T’ $-équivariante que ’on peut rendre
linéaire sur les arétes et vérifiant

dLip (Tla T/) S dLip<T7 T)

et ainsi
dLip(Tla T/) = inf (5q>.

Pour cette application le facteur d’étirement de I'image induite de e a strictement
diminué et donc e n’est plus dans le graphe de tension ainsi

A(f) T

On obtient donc une contradiction au Lemme précédent. O
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]

Corollaire 5.9. Soit & € Out(BS(p,pn)) irréductible dans Dy et représenté par
une application train track optimale f : T — T - ® ou T € Dy.

1l existe T" appartenant au simplexe de T ainsi que f' : T — T - O application
train track optimale telle que

Yo e V(T), f(v)e V(T ®).

Démonstration. Soit ® € Out(BS(p,pn)) représenté par une application train
track optimale f : T — T - ®, avec T' € Dy, une application train track optimale.
On considére un choix d’orientation G-équivariante des arétes de T et F : T —
T - ® qui déplace chaque sommet f(v) qui n’est pas un sommet vers le sommet
terminal de 'aréte le contenant. L’application F' est donc définie comme suit

FT — T-9
fv) si f(v) € V(T) et
v = F)= { t(e) si f(v) est intérieur a e.
e — [F(o(e)); F(t(e))]

Soit v un axe f-légal (pour la structure légale définie par f sur A(f) = T'), par
définition de F' et par légalité, F'(v) C f(v). De plus, F(v) est invariant par ®(g)
et donc ne peut pas étre une sous-droite d’ott F'(y) = f(7).

F peut étre constante sur certaines orbites d’arétes. On considére G - e une de ces
orbites d’arétes que ’on écrase et on note 7' I'arbre obtenu ainsi 7" domine 7" (on
note 7' 'application d’écrasement).

On note F I'application 7' — T - ® telle que F = For!. Il existe une application
G:T-® —Ttelque GoF :T' — T ainsi T" domine T et donc T" € Dy. On
considére I'application f!:T' — T' - ¢ définie par f! = m o F et ainsi on peut
répéter cette démarche avec f!. Cette démarche se termine par cocompacité de T
et on obtient 17" € Dy, une application d’écrasement 7 : T' — T" et 'application
induite f/: 7" — T - ®.

On note M la matrice d’incidence de f’ définie de la fagon suivante : le coefficient
M;; de M est le nombre de fois ot la f’-image de la j-éme aréte croise la i-éme
aréte indépendamment de I'orientation.

Lemme 5.10. [l existe T" € Dy, une application d’écrasement ©' : T" — T" et
f" T —T" - ® dont la matrice d’incidence est irréductible.

Démonstration. Si M n’est pas irréductible, il existe une partition de {1,--- ,n}
en 2 parties non vides I et J telles que
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Par conséquent, il existe un ensemble E tel que f'(E) C E et donc on obtient une
sous-forét de T” notée Yz telle que

f/(YE) C YE

Yr est donc une sous-forét propre G-invariante et invariante par f qui n’est pas
essentielle puisque ® est irréductible. Ainsi on peut écraser Yz tout en restant dans
Dy et obtenir 7] € Dy, m : T" — T} et 'application induite f] : T — 17 - .

Si la matrice d’incidence de f] est irréductible alors on obtient le résultat voulu
et sinon on peut réitérer la démarche (qui se termine par cocompacité de 7") et
obtenir T” € Dy, une application d’écrasement 7’ : 77 — T" et f" : T" — T"-®
donc la matrice d’incidence est irréductible. O]

Le Lemme ainsi démontré nous permet de supposer que M est irréductible et de
conserver ’hypotheése affirmant que f’ n’écrase aucune aréte.

D’aprés le Lemme 4.15 de [Meil5], il existe un élément hyperbolique dont 'axe est
f*-1égal par rapport a la structure légale dynamique.

Soit v un tel axe dans T et

v =7(7).

7 est soit réduit & un point soit une droite. 7(7y) ne peut étre réduit & un point
car sinon on crée un nouvel elliptique ce qui est impossible car 17" € Dg. De plus,
I'ordre des sommets est conservé lors des écrasements et des déplacements d’images
de sommets et donc 7/ est I'axe f"*-1égal d'un élément hyperbolique dans 7" (pour
la structure légale définie par f’ sur A(f") =1").

On démontre maintenant que les arétes sont envoyées sur des chemins f"*-légaux.
En effet, pour toute aréte e € F(I), il existe un axe f*-légal v contenant e car

Y ={e € E(T')| 3 v telle que e C v}

est une sous-forét G-invariante, invariante par f et essentielle. De plus, Y # ()
car, comme précédemment, d’aprés le Lemme 4.15 de [Meil5], il existe un élément
hyperbolique dont I'axe est f*-légal et ainsi Y = T” car ® est irréductible.
Montrons que Lip(T',T" - ) = Lip(f') = inf §. D’aprés le résultat qui précede,
quitter & écraser certaines arétes de T tout en restant dans Dy, on peut supposer
que M est irréductible.

Afin de munir 7" d’une métrique on utilise le Théoréme de Perron-Frobenius.

Théoréme 5.11 (Perron-Frobenius). Soit M une matrice d’entiers positifs irré-
ductible et X son rayon spectral.

Alors A > 0, X est une valeur propre simple de M et il existe un unique vecteur
propre w de norme 1 strictement positif pour M de valeur propre associée \.
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On considére donc le vecteur propre i (et la valeur propre associée \) donné par le
théoréme de Perron-Frobenius et on munit chaque aréte e; de la longueur w; > 0.
On commence par montrer que

Lip(T', T" - %) = \F.

Par le Lemme 4.15 de [Meil5], il existe un élément hyperbolique ¢ € G dont
I'axe C¢ est contenu dans le graphe de tension A(f) et est f-légal par rapport
a la structure légale dynamique. Puisque f est une application train track, pour
tout k € N, f*(C¢) C T - ®* est une ligne &-invariante et donc f*(C) est 'axe
hyperbolique de £ dans T - ®* et donc en particulier est contenu dans A(f) et est
f*-légal. On a donc

. ok s rer(©)  lre(€)  lrer(§)
BT 2 5 = 0© )
= Lip(T, T - ®)"

Par conséquent, pour tout Ty € Dy, on a

kdp(T', T+ ®) < dpg(T", T - ")
< dpip(T', Tp) + drip(To, To - ©F) + dpip(Ty - ©F, T - ©F)

< dpip(T', Ty) + kdpip(To, To - ®) + drip(To, T")

d’on
1 1
drip(T", T"- @) < EdLip<T/a 1o) + drip(To, To - @) + EdLip(T()v 1)

ainsi, en faisant tendre k vers I'infini, on obtient
dpip(T', T - @) < dpip(To, T - @)

et donc
Lip(T',T" - ®) = Lip(f") = inf dg.

On en déduit que f’ est une application train track optimale envoyant sommet sur
sommet. O

Corollaire 5.12. Tout automorphisme ® € Out(BS(p,pn)) irréductible dans Dy
est représenté par une application train track optimale f: T — T - ® telle que

— le graphe étiqueté de T' est un cercle et,
— Yo e V(T), f(v) € V(T).



5.2. REPRESENTANT TRAIN TRACK 115

Démonstration. Ce résultat est issu du Corollaire [5.9] et de la Proposition [3.10]

Le graphe étiqueté de T est de la forme 1”7 ou 2”. Si le graphe étiqueté de T est de la
forme 1”7, ® étant irréductible, alors par la Proposition [3.10} il existe 7" € Dy dont
le graphe étiqueté est un cercle et tel que Lip(T",T" - ®) < Lip(T,T - ®). Ainsi,
par le Corollaire 5.9, ® est représenté par une application train track optimale
f:T" — T"-® o le graphe étiqueté de T” est de la forme 2” et est un écrasé
de T" et pour tout v € V(T), f(v) € V(T). O

On peut terminer ce chapitre par plusieurs résultats concernant la croissance
de tout automorphisme.

Théoréme 5.13. Soit ® € Out(BS(p,pn)) et n =ny’ - --ny* désigne la décompo-
sitton en nombres premiers de n.

Soit @ est a croissance polynomiale de degré 1 soit il existe \ entier algébrique et
T € Dy dont le graphe étiqueté est un cercle tel que

Yg € BS(p,pn), lr(®*(g)) < Nir(g)
39 € BS(p,pn), lr(9F(g9)) = Mir(g).

De plus, le degré de l'entier algébrique A < m ou m désigne le nombre d’orbites
d’arétes de T' avec m < 1o+ --- 414

Démonstration. Soit ® € Out(BS(p,pn)).

D’aprés le Théoréme 4.16] si @ est réductible alors ® est a croissance polynomiale
de degré 1.

Si @ est irréductible alors, comme précédemment, ® est non parabolique et est
représenté par une application train track optimale par le Corollaire On peut
donc considérer T un G-arbre de Dy dont le graphe étiqueté est un cercle (de la
forme 2”) et f : T — T - ® une application optimale qui est une application train
track.

® étant irréductible, on peut supposer que A(f) =T.

Si @ est elliptique alors par le Lemme [5.2] la croissance de ® est polynomiale de
degré 1.

On se place maintenant dans le cas ou ® est hyperbolique et on note

A= Lip(T,T - ®) = Lip(f).
Par conséquent, pour tout ¢’ € BS(p, pn),

lr.or(g") < Nip(g).

Par le Lemme 4.15 de [Meil5], 1l existe un élément hyperbolique g € BS(p,pn)
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dont I'axe v est contenu dans le graphe de tension de f et est f-légal par rapport
a la structure légale définie par f ainsi

lr.s(9)
lT(Q) .

de plus, pour tout k € N, f"fy est injective car vy est f-légal et donc f*(v) est une

A= Lip(T, T -P) =

ligne g-invariante et donc est égale a ’axe hyperbolique de g dans T - ®*. Tl est en
particulier f-légal d’oul

lT(‘I)k@)) = lr.or(g) = )\le(g).

Soit M = (M; ;)i jefo, x} la matrice d’indice de f. D’aprés ce qui précede, on peut
considérer le vecteur propre [ (et la valeur propre associée \) donné par le théoréme
de Perron-Frobenius et on munit chaque aréte e; de la longueur [;.

A est valeur propre de la matrice M et donc racine du polynéme caractéristique
de M qui est unitaire & coefficients dans Z et ainsi A est un entier algébrique.

De plus, M est une matrice carré d’ordre m (ot m désigne le nombre d’orbites
d’arétes) de T et ainsi \ est un entier algébrique de dégré m <rq+---+r,. O

On énonce maintenant un Théoréme qui s’applique pour tout arbre de Dy.

Théoréme 5.14. Soit & € Out(BS(p,pn)).
S1 @ n’est pas a croissance polynomiale alors pour tout T € Dy,

Vg € BS(p,pn), 3C, > 0, lT(d)k(g)) < Cg)\k
39 € BS(p,pn), 3C, > 0, CoA" < Ir(®*(9))

Démonstration. Si ® n’est pas & croissance polynomiale alors, par le Théoréme
® est irréductible dans Dy. Soit T" € Dy dont le graphe étiqueté est un
cercle et A donnés par le Théoréme [5.13] On a donc

Cilr(g) < lr(g) < Colri(g)

ou Cy = Lip(T,T") et Cy = Lip(T",T).
Par conséquent, pour tout g € G,

Cilr:(D*(g)) < 1 (9*(g)) < Calr (9¥(g))
et donc, d’aprés le Théoréme précédent,

Ir(*(9)) < CoMlr(g).



5.2. REPRESENTANT TRAIN TRACK 117

De plus, le Théoréme précédent nous donne également l'existence d’un g € G tel
que
I (2*(9)) = Nir(9)
et ainsi, pour un tel g, on a
i\l (g) < 1r(D*(9))-
m
Théoréme 5.15. Soit S systéme de générateurs de BS(p,pn) et & € Out(BS(p,pn))
n’étant pas & croissance polynomiale alors il existe A, X' > 0 tels que
Vg € BS(p,pn), [|®*(g)|ls < X*
3g € BS(p,pn), 3C, > 0, CA* < |@%(g))[|s

En particulier, ® est a croissance exponentielle.

Démonstration. Soit ® € Out(BS(p,pn)) et a € Aut(BS(p,pn)) un représentant
de ®. En posant,

[ .
A= max|a(s)ls,

on obtient
Vg € BS(p,pn), ||®"(g)||s < N*.

Soit T' € Dy dont le graphe étiqueté est un cercle et * un point base dans 7. On
considére

C= max dr(*, ;).

On a alors, pour tout g € G,
dr(*, g%) < Clgls.
On choisit maintenant ¢’ € G conjugué a g tel que |¢'|s = ||g||s alors
Ir(g) = lr(g") < dr(x g'*) < Clg'|ls = Cllglls.
Finalement pour tout ¢ € GG, on a
Ir(g) < Cllglls

et donc
Ir(9*(g)) < Cl|®"(9)]]s
De plus, d’apres le Théoréme précédent, il existe g € G, il existe C; > 0 tels que
Ir(P*(g)) = CyA*
d’ou o
—IN\k < || D* .
< [[0¥(g) s

On en déduit donc que ® est a croissance exponentielle. O]
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5.3 Un exemple d’application train track

On considére le groupe
BS(2,4) = (a,c | ca’c™' = a*)

ainsi que les automorphismes suivants (figurant dans [Cla09] parmi des générateurs
du groupe des automorphismes de BS(2,4))

U : BS(2,4) — BS(2,4)

— a
c —  ca
et, pour tout k € N*,
¢, : BS(2,4) — BS(2,4)
— a
c — ¢ RHLg2ck,

On note ¢ I'automorphisme suivant

o= 020, 0 : BS(2,4) — BS(2,4)
a — a
c —  a2cta e aPeatcatea®.

On associe a cet automorphisme 'application F' entre les arbres T € Doy et T'- &
dont le graphe de groupes étiqueté est le suivant (les graphes de groupes pour T
et T - ® sont les mémes)

(@)

e

Pour toute aréte e, E représente ’aréte ayant 'orientation inverse de e.

T — T -®
e — a2cY(E-a ¢ (E-a*(e- ca'(e- ca’e)))))

On plie le tournant illégal entre E et a®- E et pour ce faire on subdivise e en deux
arétes eg et e; de sorte que o(eg) = o(e) et t(e;) = t(e) et on identifie £ avec a®- E)
ainsi on obtient un arbre noté 7" € D, 4 dont le graphe étiqueté est le suivant
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(@)

€1 €0

On modifie F" en fonction de cette identification et ainsi on obtient une application

F:. 17 — 17 -9
o — a2 By - Ey-a ¢ (Ey - a*(ey - cat(eq - €1 - cep))))

er — a2cta*c Yalcatcate;.

On liste maintenant quelles sont les différentes orbites de tournants aux deux points
de branchement afin d’identifier quels sont les éventuels tournants illégaux.
— Au sommet o(eg), il a y 4 arétes eg, aeg, ¢ 'E; et ac”'E; qui forment 6
tournants qui sont dans 4 orbites de tournants :
— {eo,aep} dont 'image par F” est le tournant {a 2c™'FE},a ¢ E} qui
est dans l'orbite de {¢c"'Ey,ac™ ' E, }.
— {c ' Ey,ac™!-E,} dont 'image par F’ est le tournant {a 3¢ 'Ey,a 2c ' E,}
qui est dans Porbite de {¢'F},ac™'E}.
— {eo,c"'E}} dont I'image par F’ est le tournant {a 2c™'E;,a3c™1E}
qui est dans Porbite de {¢c"'Fy,ac™ E;}.
— {aep,c 1 E,} dont 'image par F' est le tournant {a ‘¢ 'E,a 3¢ E}
qui est donc illégal mais ni F’(ep) ni F’(e1) ne traverse ce tournant.
— Au sommet t(eg), il a 'y 3 arétes Fy, e; et a’e; qui forment 3 tournants qui
sont dans 2 orbites de tournants :
— {FEo, e;} dont I'image par F” est le tournant

{a2cra *c ta’ca’cEy,a *c ta ¢ taPcatcate }

qui est dans Porbite de {Ey, e;}.
— {ey1,a*e;} dont 'image par F’ est le tournant

{a %c'a ¢ a’ca’cater, cra ctaPcatcater )

qui est dans lorbite de {e;, ga?g'e; } et donc dans orbite de {e1, a®e; }.
Par conséquent, on vérifie immédiatement que F’ est train track.
On peut maintenant passer a notre espace de déformation Dy dans lequel e; est
écrasée ainsi on obtient T € Dy dont le graphe étiqueté est le suivant
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H

€0
On modifie F’ en fonction de cet écrasement et ainsi on obtient une application
F" définie comme suit
F .1 — 1T 0

eo — a 2cY(Ey-atctatca (e - cep))

De la méme facon que dans la démonstration du Corollaire F" est une appli-
cation train track.
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RESUME

Un groupe de Baumslag-Solitar est un groupe dont la présentation est,
pour p et q entiers non nuls, BS(p, q) = {a,b | ab’a™! = b9). A chaque
groupe de Baumslag-Solitar est associé un espace de déformation D, ,
d’actions sur des arbres analogue a l'outre espace. Aut(BS(p,q)) agit
sur cet espace ce qui induit une action du groupe des automorphismes
extérieurs Out(BS(p,q)). Nous nous intéresserons au cas plus com-
plexe ot q est un multiple de p et dans un premier temps, nous dé-
montrerons que tout automorphisme de BS(p, pn) est réductible ce qui
signifie qu’il existe un BS(p, pn)-arbre T' et une application T — T-®
laissant invariante un certain type de forét. Ce résultat nous aménera
a introduire un nouvel espace de déformation et une classification des
automorphismes de BS(p, pn) en trois catégories : elliptique, parabo-
lique ou hyperbolique. A l'aide de cette classification, nous démontre-
rons que tout automorphisme est & croissance soit polynomiale soit
exponentielle,

ABSTRACT

A Baumslag-Solitar group is a group given by the group presenta-
tion, for p and ¢ non-zero integers, BS(p,q) = {(a,b | abPa™! = b?).
For each Baumslag-Solitar group we consider a deformation space D, ,
which is analogue of Culler-Vogtmann’s Outer Space. The action of
Aut(BS(p,q)) on D,, induces an action of the outer automorphism
group Out(BS(pq)). We will focus on the case where p divides g.
Firstly, we will show that every automorphism of BS(p,pn) is redu-
cible which means that we can find a BS(p,pn)-tree T' and a map
T — T - ® that leaves a certain type of subforest invariant. This re-
sult leads us to introduce a new deformation space and a classification
of the automorphisms of BS(p, pn) in three types : elliptic, parabolic
or hyperbolic. Using this classification, we will show that the growth
of every automorphism of BS(p,pn) is exponential or polynomial.
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