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Résumé

Cette thése propose une nouvelle théorie de leffet Blazhko. Elle apporte également une justification
théorique & certaines observations encore inexpliquées : la décroissance des harmoniques de la courbe de
lumiére ; ’asymétrie des enveloppes et des lobes ainsi que la variation des temps de montée et de descente
dans le cas de V'effet Blazhko ; la synchronisation des couches et I'existence des trois types d’étoiles RR
Lyrae : RRab, RRc et RRd. La premiére partie présente une étude extensive d’une étoile RR Lyrae,
observée par le photométre PAIX, présentant 'effet Blazhko : S Arae. Nous débutons par une définition
rigoureuse de l'analyse harmonique des courbes de lumiére. Cette démarche, encore jamais entreprise
en astéroséismologie, permet une meilleure interprétation des habituels résultats des études photomé-
triques. Nous poursuivons avec une présentation du programme d’analyse fréquentielle que nous avons
développé : PDM13. Nous établissons ensuite le spectre fréquentiel de la courbe de lumiére de S Arae et,
a la présentation des résultats de cette étude, nous apportons une démonstration mathématique a deux
observations communément effectuées : la décroissance des harmoniques et I'asymétrie de modulation.
Dans la deuxiéme partie, aprés un rappel des mécanismes d’oscillation, nous présentons une nouvelle
modélisation discréte, et non linéaire, des équations de pulsations. Celle-ci nous permettra d’expliquer les
phénomeénes de synchronisation, mais surtout, conduira a une nouvelle théorie du phénoméne Blazhko fon-
dée sur I'existence de solitons, que nous étayerons par des premiers résultats, obtenus grace a 'utilisation
de la transformée en ondelettes.

Mots-clés : RR Lyrae, Etoiles pulsantes, Effet Blazhko, Solitons, Courbe de lumiére, Synchronisation.

Abstract

In this thesis, we present a new theory of the Blazhko effect. We also provide a theoretical de-
monstration of : the light curve harmonics decrease; the asymmetry of envelopes and sidelobes; the
synchronization of layers and the mode selection. The first part of this thesis is dedicated to the extensive
study of a RR Lyrae star, presenting the Blazhko effect, observed with the photometer PAIX : S Arae.
Firstly, a rigorous definition of harmonic analysis, applied to light curves, is given. This work, which has
never been undertaken, up to now, in the asteroseismology field, allows a better reading of photometric
studies. We carry on with the presentation of PDM13, a software that we have developed, dedicated to
frequency analysis. Then, we analyze the frequency spectrum of S Arae light curve, and provide two ri-
gorous demonstrations of commonly observed facts : the harmonics decrease and the asymmetry induced
by modulation. We complete it with a study of the parameters which vary during a Blazhko cycle, which
will help us, later on, to understand this modulation effect. The second part begins with a reminder of the
basic perturbed and linearized equations of stellar pulsation, together with the oscillation mechanisms.
Then, we present, for those equations, a non linear and discrete formalism that we have developed. This
formalism will allow us to underline the importance of synchronization in those stars, but, most of all,
will lead us to a new theory of the Blazhko effect, based on solitons, which will be supported by new
results obtained with the wavelet transform method.

Keywords : RR Lyrae stars, Pulsating stars, Blazhko effect, Solitons, Light curve, Synchronization.
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Introduction

Muses héliconiennes, ce
commencement soit le votre!

Hésiode, La Théogonie.

C’est un decennium mirabilis qu’a vécu le monde de I’astronomie observationnelle, tout particuliére-
ment, celui de l'astéroseismologie. Le succés des missions CoRoT et Kepler, deux satellites d’observations
lancés respectivement fin 2006 et début 2009, a fourni pour la premiére fois aux chercheurs des données
photométriques ininterrompues sur plusieurs mois. Les campagnes d’observations terrestres n’ont pas été
en reste, avec des projets tel que PAIX — Photometer AntarctIca eXtinction — [16] dont nous présen-
tons ici certains résultats. Installé au Dome C en Antarctique, ce photométre bénéficie de conditions
d’observations exceptionnelles qui lui permettent également d’acquérir des données de facon quasi conti-
nue pendant une longue période. L’absence d’interruption est essentielle quand il s’agit d’observer des
étoiles pulsantes, en particulier les RR Lyrae. Si les théories actuelles sont capables de reproduire leurs
variations intrinséques périodiques, aux approximations prés, il reste des cas particuliers qui échappent
encore & toute explication. C’est le cas de celles présentant 1’effet Blazhko : une modulation d’amplitude
et de fréquence des oscillations de luminosité. Observé pour la premiére fois en 1907 par I’astronome
Sergey Nikolaevich Blazhko [6], on pense actuellement qu’il pourrait se manifester chez 20% a 50% des
étoiles RR Lyrae existantes. Malgré une telle proportion, aucune théorie n’est parvenue & expliquer de
fagon satisfaisante ce fait. Les données issues des derniéres campagnes d’observations nous permettent,
pour la premiére fois, de suivre de fagon continue les modifications subies par I’étoile durant un cycle de
modulation, éveillant ’espoir de trouver un indice & I'interprétation de ce phénoméne.

C’est dans ce cadre que s’inscrit cette thése. Nous proposons dans ce mémoire, plusieurs démonstra-
tions et modélisations dont nous considérons I'impact comme majeur. Parmi celles-14 nous trouvons :

— une explication théorique de 'effet Blazhko, accompagnée de premiers résultats ;

— une explication théorique de la synchronisation des couches;

— une explication théorique des différents modes de pulsation.

Ces découvertes notables sont accompagnées d’autres résultats, non moins significatifs :

— une interprétation argumentée et mathématique de 'asymétrie des lobes dans le spectre de fré-

quence des courbes de lumiére d’étoiles RR Lyrae présentant I'effet Blazhko ;

— une interprétation argumentée et mathématique de I’asymeétrie des enveloppes dans les courbes de

lumiére d’étoiles RR Lyrae présentant ’effet Blazhko

— une explication mathématique de la décroissance des harmoniques dans le spectre de fréquence

des courbes de lumiére d’étoiles RR Lyrae présentant l'effet Blazhko.

A partir des données photométriques recueillies récemment, notamment par PAIX, nous avons mené
nos travaux sur les RR Lyrae en embrassant ’ensemble des domaines de recherches intervenant dans
I’étude de ces étoiles. L’évolution stellaire fut notre point de départ. En confrontant nos résultats, a
ceux des campagnes d’observations, nous avons établi un état de I’art des principales caractéristiques des
étoiles de type RR Lyrae, dont nous rendons compte dans le premier chapitre de ce mémoire. Nous nous
attardons tout particuliérement sur le phénomeéne des ondes de choc et sur I'effet Blazhko, deux sujets
d’études lacuneux actuellement. Nous terminons ce premier chapitre par une synthése statistique portant
sur les caractéristiques observationnelles et physiques exposées.

Le second chapitre porte sur I’étude fréquentielle des courbes de lumiére. Les méthodes paramétriques
et non paramétriques d’analyse de séries temporelles, comme la transformée de Fourier, sont omniprésentes
en astéroseismologie. Un tel choix est motivé, entre autre, par le caractére périodique des variations de
magnitude apparente des étoiles pulsantes. Cependant, le socle mathématique justifiant 1'utilisation de
telles méthodes y est mal établi. Dans un premier temps, nous définissons de fagon rigoureuses les outils
mathématiques utilisés communément et justifions leur utilisation. Nous présentons ensuite le programme



d’analyse fréquentielle que nous avons développé : PDM13. Construit autour d’un algorithme existant,
Phase Dispersion Minimization (PDM)[88], nous ’avons enrichi de routines complémentaires afin d’en
améliorer les performances et d’éviter les écueils habituellement rencontrés par ce type de logiciel.

A Taune des chapitres précédents, nous abordons, au chapitre trois, I’analyse des données photo-
métriques issues de PAIX pour une étoile de type RR Lyrae : S Arae. Cette étoile a la particularité
d’étre une étoile présentant l’effet Blazhko. Nous présentons, dans un premier temps, les résultats de
I’analyse harmonique. Nous décrivons ensuite, la méthode que nous avons élaborée afin d’obtenir les
caractéristiques physiques des étoiles de type Blazhko & partir des résultats de I'analyse fréquentielle.
Nous concluons I’étude des données photométriques par une discussion portant sur la morphologie de
la courbe de lumiére des étoiles de type RR Lyrae présentant une modulation, en particulier les bumps,
témoins des ondes de chocs présents dans ces étoiles. Nous montrons que ce phénoméne est associé a
leffet Blazhko et pourrait étre un indice clé dans son interprétation. Nous revenons ensuite sur deux ob-
servations communément effectuées lors de I'analyse de fréquence des étoiles RR Lyrae de type Blazhko :
I’asymeétrie des lobes secondaires dans la représentation fréquentielle et la décroissance des harmoniques.
Pour la premiére, nous proposons une démonstration claire et concise, dont la rigueur, contrairement aux
quelques travaux existants sur le sujet, nous permettra de mieux définir I’effet Blazhko. Pour la seconde,
nous exploitons le formalisme proposé au chapitre 2 pour expliquer mathématiquement son existence.

La seconde partie de ce mémoire porte sur la modélisation des pulsations des étoiles de type RR Lyrae.
Notre quatriéme chapitre fait office de rappel et débute par une présentation des équations générales
régissant les caractéristiques du plasma stellaire. Celles-ci sont ensuite perturbées et linéarisées. Nous
aboutissons alors aux équations simplifiées qui ont permis de comprendre et d’analyser les mécanismes
de pulsations de ces étoiles [20]]23].

Enfin, c’est au dernier chapitre que nous présentons notre nouvelle théorie de l'effet Blazhko. En
partant d’une formulation discréte et non linéaire des équations régissant la physique de 1’étoile, nous
aboutissons & une modélisation qui nous permet d’expliquer nombre des observations effectuées au cha-
pitre 3 : oscillations et chute libre, asymétrie des lobes secondaires, dynamique du bump, asymétrie des
enveloppes. Nous verrons qu’au-dela de ces démonstrations, la force de cette modélisation est de fournir
une analogie avec les systéme non linéaires de Fermi-Pasta-Ulam et de Todda, nous permettant d’expli-
quer leffet Blazhko a partir de ’existence de solitons. Une fois notre théorie exposée, nous détaillerons les
nouveaux outils que nous avons utilisés dans I’analyse harmonique des courbes de lumiére afin d’étayer
celle-ci. Pour conclure, 'approche non linéaire nous permettra également d’expliquer la synchronisation
des couches telle qu’elle fut décrite qualitativement par Cox [23] et l'existence des trois types d’étoiles
RR Lyrae que sont les RRab, les RRc et les RRd. Pour cela nous considérerons le couplage entre un
systéme d’oscillateurs couplés et un oscillateur a relaxation, correspondant respectivement aux couches
adiabatiques et & la zone d’ionisation.
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Chapitre 1

Caractéristiques physiques et

observationnelles des étoiles de type
RR Lyrae

Quand Zarathoustra eut atteint
I’age de trente ans, il quitta son
pays natal et le lac de son pays et
alla dans les montagnes. La, il se
délecta de son esprit et de sa
solitude et ne s’en fatigua pas, dix
ans durant. Mais enfin son cceur
se transforma et un matin il se
leva aux premiéres lueurs du
soleil, se présenta devant lui et lui
parla ainsi : « Grand astre, que
serait ton bonheur si tu n’avais
pas ceux que tu éclaires 7 »

Nietzsche, Ainsi parlait
Zarathoustra.

Les premiéres observations d’étoiles variables remontent & la moitié du XVIe siecle. Trois siécles plus
tard, on distinguait les étoiles du type RR Lyrae comme une classe & part entiére. Ces étoiles sont des
étoiles pulsantes dont I’étude a été, jusqu’a maintenant, primordiale pour la compréhension de notre
univers. Elles ont apporté des éléments essentiels dans la compréhension de 1’évolution stellaire, des
mécanismes de pulsations et dans la composition chimique des populations stellaires les plus agées, dites
population II. Elles ont également joué un réle important dans la mesure des distances grace a la faible
dispersion, dans leur population, de leur magnitude absolue. Cependant, contrairement a ce que laisse
croire cet apergu exhaustif, une part non négligeable des RR Lyrae présente des phénoménes singuliers
encore inexpliqués.

Nous allons dans ce chapitre dresser un état de I’art des recherches portant sur les RR Lyrae, que nous
complétons par des résultats obtenus au cours de cette thése. Dans un premier temps, nous définirons le
contexte général de I’étude, les étoiles variables et I'intersection entre la branche horizontale et la bande
d’instabilité dans le diagramme d’Hertzsprung-Russell (HR). Nous présenterons ensuite, les principales
caractéristiques observationnelles, et physiques, des étoiles RR Lyrae. Ces astres étant le siége de phéno-
ménes singuliers, nous brosserons un apergu, que nous compléterons par la suite, de ces dits phénoménes.
Pour conclure ce chapitre, nous recenserons ’ensemble des étoiles RR Lyrae observées jusqu’a ce jour
et déterminerons les distributions de période, magnitude, mode d’oscillation, métallicité et phénoménes
singuliers.
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Type Période Amplitude
6 Cephei 0,5 a 250 jours 0,04 & 2,4
Céphéides de type 11 1 a 70 jours 0,05 a 1,7
RR Lyrae 0,12 a 1,35 jour 0,05 & 3
6 Scuti 0,04 4 0,4 jour 0,005 & 0,9
SX Phoenicis 1 & 2 heures ~ 0,7
Rapidly oscillating Ap quelques minutes ~ 102
Variables & longue période 2 & 2000 jours 0,01 46
Mira 80 & 1000 jours 2,6all
Semi-réguliéres 20 a 2000 jours 1a2
Variables irréguliéres lentes - -
B Cephei 0,07 & 0,3 jour 0,04 &4 0,7
Slowly pulsating B-type stars 0,5 & 5 jours 0,1a1
PV Telescopii 0,1 &1 jour ~ 0,1
a Cygni 0,4 a 42 jours 0,03 4 0,2
v Doradus 1 jour ~ 0,1
Naines blanches pulsantes 102 & 103 secondes | 0,0001 a 0,2
Solar-like oscillations Environ 5 minutes

TABLE 1.1 — Périodes et amplitudes des différents types d’étoiles pulsantes.

1.1 Généralités sur les étoiles pulsantes

1.1.1 Deéfinition

On désigne par étoiles variables, I’ensemble des étoiles présentant une variation d’éclat se déroulant
sur une échelle de temps considérablement plus courte que le temps caractéristique d’évolution. On les
classe en deux catégories :

— les variables extrinséques ou les variations de luminosité sont dues a des conditions externes (pul-
sars, étoiles doubles a éclipses),

— les variables intrinséques pour lesquelles les changements d’éclats sont causés par des modifications
physiques de I’étoile.

Parmi les variables intrinséques on distingue les pulsantes, qui présentent une périodicité dans leurs varia-
tions de magnitude, des éruptives — novee et supernovae — qui ont des sursauts irréguliers et imprévisibles.

Les étoiles pulsantes sont des étoiles dont la structure d’équilibre est instable. Le développement de ces
instabilités se manifeste par une variabilité qui modifie la magnitude apparente. Le temps caractéristique
de ces instabilités et la forme sous laquelle elles se manifestent sont ’objet de la présente étude appliquée
au cas particulier des étoiles de type RR Lyrae.

1.1.2 Zoologie des étoiles pulsantes

Chaque étoile pulsante est caractérisée par sa courbe de lumiére qui représente la variation de la ma-
gnitude en fonction du temps. Ce classement qualitatif est complété par une caractérisation quantitative
fondée sur 'amplitude des variations de luminosité et la période qui leur est associée (Tableau 1.1), ainsi
que sur son type spectrale et sa luminosité moyenne (Figure 1.1).

1.2 Courbes de lumiére et classification des étoiles de type RR
Lyrae

Historiquement [4], les étoiles de type RR Lyrae furent classées en trois catégories selon la morphologie
de leur courbe de lumiére (Figure 1.2).

— Les RRa présentaient les variations les plus asymétriques sur une période, avec une augmentation
rapide de la luminosité jusqu’a leur maximum, suivie d’'une diminution rapide mais moins marquée.
Les amplitudes observées étaient supérieures a I'unité (magnitude visuelle).



1.3 Courbes de lumiére et classification des étoiles de type RR Lyrae 5

6 T T T T T
\
4 -
3 2
ik}
~
d L
o)l
2 L
ok
—o| il
, DA\% ]
I \|\|\|\“'\ I

5.0 4.5 4.0 3.5
log T

FIGURE 1.1 — Localisation des différents types d’étoiles pulsantes dans le diagramme HR [19].

— Les RRDb se situaient a mi-chemin entre les RRa et les RRc avec des variations asymétriques
similaires aux RRa mais avec des amplitudes plus faibles.

— Les RRc, dont la courbe de lumiére était quasiment sinusoidale avec des amplitudes de 'ordre de
0.5mag.

Cette approche semi-qualitative a laissé place a une classification fondée sur les modes de pulsations .
Aujourd’hui, nous distinguons les étoiles de types RR Lyrae suivant trois catégories :

— Les RRab dont le mode de pulsation dominant est le mode radial de sa fréquence fondamentale.
— Les RRc dont le mode de pulsation dominant est le mode radial de la premiére harmonique.
— Les RRd qui oscillent simultanément suivant les deux modes précédents.

Les RRab se différencient également des RRc et des RRd par leurs périodes (respectivement comprises
entre 0.3 et 1 jour et entre 0.2 et 0.5 jour) et par 'amplitude de leurs magnitudes visuelles (0.9-1.3 pour
les premiéres, environ 0.5 pour les RRc et RRd) (voir Section 1.5).

En 1973, Van Albada & Baker [104] suggérérent que le mode de pulsation dominant d’une étoile de type
RR Lyrae était déterminé par son évolution le long de la branche horizontale. Ainsi toute étoile évoluant
selon une température effective croissante dans la bande d’instabilité commencerait a osciller suivant
son mode radial fondamental (RRab) pour ensuite passer a des oscillations suivant la lére harmonique
(RRc). De méme, dans le cas d’une étoile évoluant de la frontiére bleue de la bande instabilité a la
frontiére rouge, l’étoile de type RRc deviendrait, & un moment donné de son parcours, une étoile de type
RRab. L’existence d’'une zone dans le diagramme HR ou RRab et RRc co-existent est due a un cycle
d’hystérésis dans la sélection du mode de pulsation dominant. Toute étoile entrant cette zone conserve
son mode d’oscillation dominant jusqu’a la quitter. Szabd, Kollath & Buchler [98] ont complété cette
description en y incluant les RRd et une seconde zone d’hystérésis entre RRab et RRd (voir Figure 1.3).

1. Voir 2¢ partie.
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FIGURE 1.2 — Classification des étoiles RR Lyrae suivant la morphologie de leur courbe de lumiére, telle
qu’elle fut établie par Bailey [4].
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FIGURE 1.3 — Evolution d’une étoile dans le diagramme HR, en fonction de sa masse, pour une métal-
licité de Z = 0.0001, superposée au diagramme représentant les modes de pulsation dominants [98]. La
température est exprimée en kelvins. L’axe des ordonnées correspond a log (L/Lg) et non log L comme
indiqué dans le document original.

1.3 Paramétres physiques fondamentaux des étoiles de type RR
Lyrae

1.3.1 Température, magnitude absolue, masse, rayon, gravité

Les paramétres physiques des étoiles pulsantes varient a fortior: dans le temps. Nous considérons ici
leurs valeurs moyennes [69].

1.3.1.1 Température effective

Les RR Lyrae ont une température moyenne de surface comprise entre 6100 et 7400 K. Elles occupent
ainsi une zone limitée dans le diagramme HR (Figure 1.1 et Figure 1.16) appelée la bande d’instabilité
(voir 1.3.2.3). Ces valeurs ont été obtenues par spectrométrie ou en confrontant des modeles théoriques
aux données photométriques multi-couleurs. Des relations empiriques obtenues par régression permettent
également d’évaluer la température de surface a partir de ’analyse harmonique des pulsations (voir Cha-
pitre 3). Il existe un biais non négligeable pour chacune de ces méthodes (voir Section 1.3.2) provoquant
des écarts allant jusqu’a 300 K [84].

1.3.1.2 Magnitude absolue

La magnitude absolue des RR Lyrae est primordiale dans la détermination des distances. Il est en
effet communément admis que la dispersion de la magnitude absolue est faible : 0.75 + 0.25 mag. En
confrontant la magnitude absolue et la magnitude visuelle on est alors capable d’estimer 1’éloignement.
A Timage de la température effective, la magnitude absolue de ces étoiles a été évaluée par différentes
méthodes, incluant, entre autre, l'utilisation de modéles théoriques issus de code d’évolution stellaire ou
encore des relations empiriques (voir Chapitre 3). Des missions spécifiques tels que Hipparcos ont permis
de calibrer au mieux ces derniéres afin d’obtenir les résultats mentionnés précédemment. La mission GAIA
lancée récemment permettra de confirmer et d’affiner ces valeurs.
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(M) 0.75 £ 0.25 mag
(T.;s) 6100 - 7400 K

[Fe/H] 0.0 --2.5
Masse 0.5-0.8 Mg
Rayon 4-6 Ry

(log g) 2.5 -3 cm.s?

TABLE 1.2 — Paramétres physiques fondamentaux des étoiles de type RR Lyrae

1.3.1.3 Meétallicité

On note une dispersion importante des abondances en éléments lourds? (voir Tableau 1.2 et Figure
1.21). Ces valeurs ont été obtenues par spectroscopie ou par analyse harmonique des courbes de lumiéres
(voir Chapitre 3) et correspondent aux valeurs des abondances, non pas au coeur, mais en surface de
I’étoile. Ainsi, elles nous permettent de retracer la composition du gaz interstellaire dans lequel elles se
sont formées. L’écart important de métallicité relevé entre différentes RR Lyrae s’explique alors par leur
localisation. Nous verrons dans la section 1.5.4 que les étoiles appartenant au bulbe galactique ont une
métallicité équivalente a celle du Soleil, alors que celles observées dans le halo galactique peuvent avoir
une abondance de fer normalisée & celle de 'hydrogéne 300 fois inférieur a celle du Soleil.

1.3.1.4 Masse, rayon et gravité

A partir de I'analyse harmonique des courbes de lumiére, on peut évaluer la masse, le rayon et la
gravité a la surface des étoiles de type RR Lyrae. L’ensemble des formules empiriques existantes seront
passées en revue au chapitre 3. Le tableau 1.2 regroupe les valeurs moyennes observées jusqu’a maintenant

pour ces différentes caractéristiques 2.

1.3.2 Structure interne et évolution stellaire

Nous verrons dans la partie suivante que les mécanismes de pulsation dans une étoile de type RR
Lyrae sont conditionnés par la présence d’une zone d’ionisation de ’hélium sous certaines contraintes.
Ces conditions sont réunies a 'intersection de la branche horizontale et de la bande d’instabilité, deux
zones remarquables du diagramme HR.

1.3.2.1 Modéles et hypothéses

La présentation qui suit repose sur les résultats obtenus a l’aide du code d’évolution stellaire
MESA [63] couplé a GYRE [103] pour l'étude des pulsations. Nous avons calculé une quarantaine
de modeéles pour les données initiales suivantes : M € {0.5; 0.55; 0.6 ; 0.65; 0.7; 0.75; 0.8} et
Z € {0.0001 ; 0.001 ; 0.002 ; 0.004 ; 0.01}. Les phénoménes liés a la rotation, au champ magnétique
et a la perte de masse ont été négligés. La convection a été traitée en suivant le modéle de longueur de
mélange de Henyey et al. [42] avec un paramétre v = 1.5 et un critére de stabilité de Schwarzschild. Les
phénomeénes de diffusion, de semi-convection et d’overshoot® ont été négligés. Par conséquent, nous nous
limiterons & une étude qualitative qui se montrera suffisante pour la suite de cette thése. Nous redirigeons
le lecteur vers les publications de Michaud et al. [56] et de Constantino et al. [21] pour une discussion
de I'impact des phénoménes sus-cités sur la masse, ’age, les abondances et les zones de convection des
modéles d’étoiles situées sur la branche horizontale.

1.3.2.2 La branche horizontale (HB)

La branche horizontale est précédée des flashs d’hélium qui lévent la dégénérescence du coeur dans le
cas des étoiles de faible masse (M < 2Mg) (Figure 1.4). Les calculs montrent que les réactions de fusion

2. Nous adopterons dans ce chapitre deux définitions pour la métallicité : la proportion d’éléments plus lourds que ’hélium
— représentée par la lettre Z — ou la proportion de fer, que nous noterons [Fe/H]|. La premiére sera utilisée principalement
pour les simulations d’évolution stellaire, et la seconde pour les résultats issus des observations.

3. Nous avons établi ce tableau en partant de celui de Smith [84], que nous avons ensuite corrigé en compilant I’ensemble
des résultats publiés depuis.

4. Le phénomeéne d’overshoot désigne la pénétration des mouvements convectifs, par inertie, dans des couches stratifiées
stables.
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I'hydrogéne (L) et luminosité issue de la fusion de 'hélium (Lg.) — durant la phase des flashs d’hélium,
pour une étoile de masse M = 0.7Mg et de métallicité Z = 0.0001.
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FIGURE 1.5 — Réactions de fusion au sein d’une étoile de masse M = 0.7M, et de métallicité Z = 0.0001
durant la phase des flashs d’hélium. m/M correspond au rapport entre la masse comprise entre le point
considéré et le centre de I'étoile, et la masse totale de ’étoile. €, correspond & la production d’énergie
par réaction nucléaire.

de ’hélium, via le processus 3a (1.1), ont lieu dans une couche située a une distance contenant 0.3M
(Figure 1.5). Le déclenchement excentré de la fusion de I’hélium provient des mécanismes d’interaction
faible provoqués par la forte densité et température au coeur de 1’étoile [49] qui conduisent & une inversion
du gradient de température.

He 4 4He 4 0,092 MeV — $Be —2 XY, 9 4He

6,7-10717 s (1.1)
iBe + jHe — '2C + 7,367 MeV

L’évolution de 1’étoile sur la branche horizontale débute lorsque la réaction 3« atteint le centre de
létoile (Figure 1.6). Le coeur n’est alors plus dégénéré et a atteint un équilibre thermodynamique avec,
en son centre, une fusion de I’hélium, et, dans une couche supérieure, une fusion de I’hydrogéne — via, par
ordre d’importance, le cycle carbone-azote-oxygéne® (1.2) et, la chaine proton-proton (1.3) (Figure 1.8).
Par rapport au premier flash d’hélium, la luminosité et la température ont diminué de plus d’un ordre de
grandeur (Figure 1.7); le rayon du ceeur de I'étoile s’est agrandi tandis que Penveloppe s’est contractée.

5. Nous présentons ici la principale séquence CNO. Les alternatives reposent sur une production d’oxygéne a la place de
I’hélium a la derniére étape — la probabilité d’un tel événement étant de 0.04%.
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FicURE 1.7 — Exemple d’évolution stellaire dans le diagramme HR pour une étoile de M = 0.7Mg),
Z = 0.0001. De A a B : Pré-séquence principale (ligne d’évolution d’Hayashi), B : Séquence principale,
de B a C : Branche des géantes rouges, C : 1°* flash d’hélium, D : ZAHB, de D a E : Branche horizontale.

12,C+ 1H — '3,N+ v+ 1.95 MeV
13N = 13,C+et +v, +1.20 MeV
'3,C+ {H — "4,N + v+ 7.54 MeV

. . ) (1.2)
46N + H — 15,0 +~ 4 7.35 MeV
150 — 5. N+ et +v_+ 1.73 MeV
'5,N + |H — '2,C + jHe + 4.96 MeV
"H4+1H — 2He +
1 1 2 v (1.3)

sHe -7 H+e' + v, +0,42 MeV

Dans le cas des étoiles de masse faible (M < 2My), les étoiles au début de la branche horizontale
ont un coeur d’hélium non dégénéré d’une masse M. ~ 0.45M¢ entouré d’une enveloppe d’hydrogéne de
masse M — M,.. La luminosité totale est issue de trois contributions : la fusion de I’hélium dans le coeur via
le processus 3, la fusion de I’hydrogéne, via la réaction CNO ¢, dans une couche supérieure (Figure 1.8)
et la conversion de I’énergie gravitationnelle. Durant son évolution le long de la branche horizontale, la
zone de fusion de '’hydrogéne va diminuer alors que celle de 'hélium va s’étendre jusqu’a ce que I’hélium
en son centre soit épuisé (Figure 1.8). On aura alors atteint le début de la branche asymptotique des
géantes rouges (asymptotic giant branch, AGB) (Figure 1.6).

Le temps passé sur la branche horizontale est de I'ordre de 0.6 & 0.9 milliard d’années ” (Tableau 1.3).
L’évolution d’une étoile durant cette période dépend de sa masse ainsi que de sa métallicité (Figure 1.9).

6. La chaine pp étant négligeable comparée a celle-ci.
7. Cette valeur est sensible aux modéles de convection et ne vaut que pour ordre de grandeur.
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FIGURE 1.9 — Morphologie de la branche horizontale et du red clump pour différentes masses et métalli-
cités. M1 = 0.5, M2 = 0.557 Mg = 0.6, M4 = 0.65, M5 = 0.7, M(; = 0.757 M7 = 0.8.

Les étoiles les plus massives se situent du coté rouge de la branche horizontale et ont une température
effective qui ne varie que trés peu comparée a leur luminosité. En fonction de la métallicité, on voit
qu’il existe une masse critique & partir de laquelle les étoiles suivent a peu prés le méme chemin dans le
diagramme HR. Plus la métallicité est importante, moins la branche horizontale est étendue; on parle
alors de red clump. Pour les étoiles moins massives, leur température initiale est plus importante et varie
de fagon non négligeable durant leur cycle sur la branche horizontale.

Dans I’ensemble des modéles étudiés, I’évolution de la température au centre de I’étoile est identique
(voir Figure 1.10). Elle augmente et accélére progressivement, pour ensuite chuter brutalement avant
de croitre & nouveau. Mis & part pour les étoiles les moins massives, ’enveloppe va se dilater durant
la période ou la température augmente, tandis que le cceur lui va se contracter. En effet, la figure 1.11
montre, d’une part, une augmentation du rayon de 1’étoile et, d’autre part, une augmentation de la
température au centre alors que ’abondance d’hélium diminue, argumentant en faveur d’une contraction
du coeur. La figure 1.12 appuie cette analyse, puisque I'on y voit une baisse accélérée de la contribution
du processus triple alpha & la luminosité totale, s’expliquant par une diminution des quantités d’hélium
et une dilatation de 1’étoile favorisant la contribution du cycle CNO. Pour les étoile les moins massives,
la contraction de ’étoile débute avant le maximum de température au centre (voir Figure 1.12). En effet,
leur zone de fusion de ’hydrogéne est plus mince et contribue moins que le processus triple alpha a la
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FI1GURE 1.11 — Evolution des contributions & la luminosité totale pour chaque réaction nucléaire. Gauche :
M =0.8Mg et Z =0.01. Droite : M =0.7TMg et Z = 0.002.

luminosité totale. Toute expansion de 1’étoile va diminuer la température dans cette zone de fagon non
négligeable entrainant une contraction de ’enveloppe. Ceci explique la morphologie différente des chemins
d’évolution suivis dans le diagramme HR comparée aux étoiles plus massives.

La température au centre chute brutalement lorsque la concentration en hélium devient trop faible.
Pour les étoiles les plus massives, s’en suit une contraction de 1’étoile et une dilatation du cceur qui se
traduit, pour certaines d’entre elles, par une boucle dans le diagramme HR (voir Figure 1.9). Le rayon
globale de I’étoile recommencera a augmenter lorsque la fusion de I’hélium au centre touchera a sa fin et
causera la contraction de la région centrale de 1’étoile. Cette expansion entrainera une diminution de la
température dans la zone de fusion de ’hydrogéne et donc de sa contribution & la luminosité totale. Les
étoiles d’environ 0.5M¢ ont débuté ce processus d’expansion lorsque la température en leur centre avait
atteint son maximum.

La figure 1.13 montre ’évolution du profil convectif dans 1’étoile pour différentes masses et métallicités.
En début de branche horizontale, le coeur est convectif et s’étend jusqu’a ¢ =~ 0.28. Plus la masse de
I’étoile est faible, plus cette zone est étendue, la métallicité n’influencant que peu ce résultat. Cette partie

8. L’étendue de cette zone peut étre plus importante si la semi-convection et 1’overshoot sont pris en compte.
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convective perdure durant les trois-quarts de la vie de 1’étoile sur la branche horizontale, pour ensuite
disparaitre subitement. Le tableau 1.3, montre que cette valeur de ~ 0.75 s’applique a toutes les étoiles
étudiées, quels que soient leurs ages, masse ou métallicité. On note également la présence d’une seconde
zone convective qui est d’autant plus importante que la masse et la métallicité de 1’étoile le sont, cette
derniére ayant une influence plus marquée.

La disparition de la zone de convection est enclenchée au moment oil la concentration d’hélium devient
négligeable et lorsque la température au centre chute brutalement. Dans les modéles prenant en compte la
semi-convection et 1’overshoot, la limite de la zone de convection au centre est instable jusqu’a présenter, en
fin de branche horizontale, des pulsations [96] (voir Figure 1.14). Cependant, ’existence de ces oscillations
reste encore spéculative puisque aucune observation n’est venu la confirmer [8] [9].

Lorsque la fusion de I’hélium au coeur de I'étoile est achevée (Figure 1.6), I'étoile quitte la branche

horizontale (terminal age horizontal branch, TAHB) et entre dans la branche asymptotique des géantes

rouges.
Les zones d’ionisation de I’hélium sont représentées a la figure 1.15. Leurs situations évoluent en

fonction de ’évolution de ’étoile sur la branche horizontale et influent directement sur 1’opacité® au
sein de celle-ci. Nous verrons dans la seconde partie de ce mémoire que leurs localisations joue un role

primordial dans les mécanismes de pulsation.

9. Coefficient caractérisant le transport de la lumiére a travers un milieu.
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7 — 0.0001
05Ms  0.55Mg  0.6My  0.65M,  0.7Mg,  0.75Mg  0.8M,
tre —tzany 64967067 55840654 52548752 49021893 49003495 47930939 48892443

the 88218908 73707447 68226903 63999358 64126355 62657085 62932435
Rapport 0,74 0,76 0,77 0,77 0,76 0,76 0,78
Z = 0.001

05My,  055Mg,  0.6Ms,  0.65Ms,  0.7My  0.715My  0.8M,
te — toany 65148331 59163518 54291566 53799051 52005397 52889275 51709797

tho 88951214 77648495 71514554 70358888 68689926 69399803 68010614
Rapport 0,73 0,76 0,76 0,76 0,76 0,76 0,76
7 — 0.002

05Mg,  055Mg,  0.6Ms,  0.65Ms,  0.7My  0.75My  0.8M,
te — toany 66710225 59663436 56427820 54079197 53503919 53999160 53226256

tho 90633681 78500928 73959810 71822722 71033642 71350773 70387203
Rapport 0,74 0,76 0,76 0,75 0,75 0,76 0,76
7 — 0.004

05My  055Mg  0.6Ms,  0.65Ms,  0.7My  0.75My  0.8M,
tre — t-ano 67678881 59876234 56884010 55647295 55135485 54976455 55426278

tho 91710829 79316563 75434144 74189475 73653219 73192695 73472095
Rapport 0,74 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75 0,75
7 = 0.01

05M,  0556Mg,  0.6Ms  0.65Mg,  0.7M,  0.756M,  0.8M,
tre — tzanp 68559170 62929154 61679604 60160210 59399335 58636246 59521052
th 93455050 84110311 81509347 80014644 79520621 78456777 79166363
Rapport 0,73 0,75 0,76 0,75 0,75 0,75 0,75

TABLE 1.3 — Rapport entre le temps d’existence de la zone convective (¢ 7. —t.qny) €t le temps d’évolution
sur la branche horizontale (¢5,,) pour différentes masses et métallicités.

1.3.2.3 La bande d’instabilité

En 1940, Schwarzschild [79] établit clairement que les RR Lyrae sont confinées d’un point de vue
spectral & magnitude quasi constante. Qui plus est, il affirma que toute étoile qui appartenait & cette
zone était une étoile pulsante. L’existence de cette bande d’instabilité fut ensuite étendue a d’autres
étoiles variables.

La délimitation précise de cette zone reste encore en suspens. Les modéles théoriques arrivent & appro-
cher de facon satisfaisante les résultats observationnels pour la limite bleue de cette région. Pour ce qui
est de la limite rouge, des divergences existent. En partant des modéles que nous avons obtenus par évo-
lution stellaire en utilisant MESA, nous avons sondé cette bande d’instabilité en cherchant, pour chacun
d’entre eux, les modes d’oscillations instables qui témoigneraient de ’existence de variation périodique au
sein de ’étoile. La figure 1.16 montre tout d’abord que la limite bleue de cette zone est peuplée d’étoiles
de type RRc. En suivant le parcours de 1’étoile le long de la branche horizontale, on voit apparaitre le
mode fondamental, qu’il coexiste, ou non, avec la premiére harmonique. Les résultats obtenus ne nous
permettent pas de définir de limite rouge a notre bande d’instabilité. Si les périodes obtenues ne cor-
respondent plus a celles attendues pour les RR Lyrae, les calculs montrent que ces étoiles sont le siége
d’oscillations instables en contradiction avec les données observationnelles.

En 1977, Deupree [25] suggéra que les effets dynamiques et thermodynamiques de la convection
ne pouvaient étre négligés et qu’ils étaient & l'origine de la disparition des oscillations & la seconde
extrémité de la bande d’instabilité. Le couplage non linéaire entre convection et pulsation fut implémenté
par Stellingwerf [89] et confirma ’hypothése de Deupree. Ainsi, la difficulté a définir précisément la
bande d’instabilité provient de la complexité a reproduire correctement la convection. Les interactions —
couplage, viscosité, etc. — et les phénoménes tels que la turbulence ou la dynamique supersonique induisent
une modélisation hautement non linéaire impossible & traiter avec les moyens de calculs actuels.
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FIGURE 1.15 — Zone d’ionisation pour une étoile M = 0.7M¢ et Z = 0.001. En haut & gauche : Opacité (en
bleu) et charge moyenne de 'atome d’hélium (en orange) normalisées, en début de branche horizontale.
En bas a gauche : Opacité (en bleu) et charge moyenne de I’atome d’hélium (en orange) normalisés, dans
la bande d’instabilité. En haut & droite : Opacité (en bleu) et charge moyenne de atome d’hélium (en
orange) normalisées, en fin de branche horizontale. En bas & droite : Représentation des charges moyennes
de latome d’hélium en fonction du rayon de 1'étoile normalisé, en début de branche horizontale (bleu),
dans la bande d’instabilité (orange), en fin de branche horizontale (jaune). r/R* correspond a la distance
normalisée par le rayon de 1’étoile.

Si la convection a peu d’effet sur les pulsations, sa capacité d’amortissement de ces derniéres est
importante. Ainsi, les modéles purement radiatifs décrivent bien I'extrémité bleue de la bande d’instabilité,
car a ces températures l'effet d’amortissement de la convection est négligeable. Il en est autrement a
Pextrémité rouge ou 'amortissement dii a la convection est bien moins négligeable.

A ce jour, GYRE n’implémente pas ce couplage, mais nous pouvons cependant voir & la figure 1.16
que la limite bleue, et en extrapolant, la limite rouge également, ne sont pas absolues mais dépendent de
la métallicité. Ce constat fut celui de Sandage (voir Chapitre 3 et [75]) qui établit une formule empirique
pour la pente de chacune de ces extrémités en fonction de la métallicité.

1.4 Phénoménes singuliers observés dans les étoiles de type RR
Lyrae et ondes de choc

1.4.1 L’effet Blazhko

Les courbes de lumiére de certaines étoiles de type RR Lyrae présentent des phénoménes de modu-
lation. L’astronome Sergey Nikolaevich Blazhko fut le premier a observer un tel phénoméne en 1907 [6].
Aujourd’hui, plus de 20% des étoiles RRab connues présentent un effet Blazhko avec des ratio pouvant
aller jusqu’a 50% pour certaines populations (voir Section 1.5.5). L’effet Blazhko a aussi été observé chez
les RRc et récemment chez les RRd. Initialement limité a une modulation d’amplitude, il peut également
se manifester par une modulation de fréquence et/ou de phase. On compte plus d’une douzaine de théories
tentant d’expliquer ce phénoméne. Parmi elles, trois sont considérées comme les plus pertinentes, mais
échouent a résoudre certaines problématiques :

— Le modéle magnétique de Shibahashi [82] : il s’inspire du modéle que Kurtz avait appliqué aux
étoiles roAp pour expliquer les variations d’amplitude des modes non radiaux [52]. Leur raison-
nement suppose un champ magnétique qui transformerait tous les modes en modes non-radiaux.
Ainsi, la fonction propre associée & un mode radial, pourrait, dans un certain cas précis, étre dé-
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FIGURE 1.16 — Bande d’instabilité dans le diagramme HR. La limite bleue est représentée par la ligne
hachurée dans les diagrammes du centre et du bas. Les étoiles ne présentant pas d’oscillations sont
représentées en rouge; celles ne pulsant que suivant la premiére harmonique sont représentées en bleu;
celles présentant une instabilité pour le mode fondamental (avec ou sans premiére harmonique) sont
représentées en orange. Haut : Ensemble des modeéles étudiés. Milieu : Modéles de métallicité Z = 0.0001.

Bas : Modéles de métallicité Z = 0.001.
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FIGURE 1.17 — Illustration des différentes « bosses » observées sur la courbe de lumiére d’une étoile RRab :
S Arae [17].

formée par une harmonique sphérique de degré 1 = 2 engendrant alors une structure en quintuplet
autour de la fréquence radiale dans 'analyse harmonique (voir Chapitre 3) et la rotation engen-
drerait la modulation observée. Cependant, ce modéle se heurte a deux problémes : un champ
magnétique de Pordre de 1 kG qui est d’un ordre plus important que celui observé [18]; la né-
cessité d’une structure harmonique symétrique, tant en fréquence qu’en amplitude, autour de la
fréquence radiale et qui n’est pas observé dans la pratique.

— La résonance non linéaire de Nowakowski et Dziembowski [62] : comme son nom lindique, ce
modele suppose une résonance 1:1 entre le mode radial principal (fondamental ou harmonique) et
un des modes non-radiaux peu fortement amorti. Les étoiles & un stade avancé d’évolution sont
caractérisées par un grand nombre de ces modes non-radiaux qui sont des modes de gravité d’ordre
élevés trés similaires & des modes de pression présents dans les couches supérieures, ce qui favorise
leur couplage '°. Le principal écueil rencontré par ce modéle est, de nouveau, la symétrie induite,
dans l'analyse harmonique, des lobes autour de la fréquence principale et de ses harmoniques.

— Le modéle convectif de Stothers [93] : il repose sur I'idée d’un cycle des turbulences dans la couche
convective supérieure de ’étoile (voir 1.3.2.2) corrélé avec l'intensité du champ magnétique (va-
riable a fortiori). Comme nous avons pu le voir, lors de la partie sur la bande d’instabilité, la
convection joue une role primordial lorsqu’il s’agit de définir la limite rouge de cette zone. Cepen-
dant, Stothers n’étaye que pauvrement son hypothése. Le modéle théorique employé par Molnar
[67] montre que le mécanisme ne marcherait que pour les périodes de modulations importantes
(supérieures a 100 jours) da aux temps de réponses trés longs des mécanismes de pulsations par
rapport aux modifications de I’enveloppe stellaire.

1.4.2 Ondes de choc

Pour un milieu donné, on désigne par onde de choc, une onde dont la vitesse de propagation est
supérieure a la vitesse du son dans ce milieu. Elle correspond & une modification abrupte, quasi discon-
tinue, de la pression, de la température et de la densité. L’investigation des ondes de choc, au sein des
RR Lyrae, peut suivre différentes pistes : I’analyse photométrique wvia les courbes de lumiéres, ’analyse
spectroscopique et les modéles théoriques.

1.4.2.1 Analyse photométrique

Les courbes de lumiéres sont ponctuées de « bosses ». Dans la nomenclature qu’il propose en 1966,
Christy en retient deux : le hump présent sur la branche ascendante de la courbe de lumiére vers ¢ ~ 0.92,
juste avant le maximum de luminosité, et le bump précédent son minimum ¢ ~ 0.7 [20]. En 2013, Chadid
et Preston complétent cette description avec le lump [15] situé a ¢ = 0.35 puis, récemment, par le jump
et le rump [17]. L’ensemble de ces « bosses » est visible a la figure 1.17.

10. On désigne par modes de gravité, les oscillations dont la force de rappel est la poussée d’Archiméde, et par modes de
pressions, les oscillations dont la force de rappel est la pression du plasma.
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Les Céphéides classiques présentent elles aussi un bump. La localisation de celui-ci dans le diagramme
de phase ! dépend de la période de I’étoile [43]. Dans le cas des RR Lyrae cependant, une telle corrélation
ne peut étre obtenue, car certaines présentent un bump dont le moment d’apparition varie d’une période
a lautre (voir Chapitre 3 et [108]).

Chacune de ces « bosses » sont les manifestations d’ondes de choc. Le lien entre ce fait observationnel
et ce phénoméne physique est complexe, et c’est en partie grace aux modéles théoriques qu’il a pu étre
établi.

1.4.2.2 Modéles théoriques

Les simulations conduites par Hill [44] montrent 1’existence de deux ondes de chocs par période de
pulsation. La collision entre la photosphére en expansion et les résidus en chute libre, laissés par la
précédente pulsation, forment le premier choc correspondant au bump. Le second choc correspondant au
hump est issu des mécanismes v et k a l'origine des pulsations (voir 2¢ partie).

Le modéle de Fokin étaye cette description [36] avec la présence de non plus deux, mais cinq ondes de
chocs. Leurs évolutions sont représentées a la figure 1.18. Le premier choc & apparaitre, en prenant comme
origine le maximum d’expansion, est nommé s4. Il est créé par 'accumulation d’ondes de compression
faibles au début de la contraction de 'atmosphére de ’étoile. Suit le choc s3 correspondant & I'arrét du
front de recombinaison de I’hydrogéne. Le bump ne peut-étre produit par s4 ou s3 qui sont trop faibles.
Par contre, lorsque ceux-ci se rejoignent, on obtient un choc d’une intensité suffisante pour produire celui-
ci. Un troisiéme choc, s3’ semblerait étre généré par la perturbation du mode fondamental par la premiére
harmonique. Cette explication, tout comme la présence exclusive de s3’ chez les étoiles de type Blazhko,
restent encore une hypothése. s4, s3 et s3’ sont toutes dirigées vers l'intérieur de I’étoile, contrairement
a sl et s2 qui sont dirigées vers I'extérieur. Ces deux chocs sont les plus importants. Ils sont produit
respectivement dans les zones d’ionisations de ’hydrogéne et de I’hélium, par les mécanismes k et v a
Porigine des pulsations de I'astre. La fusion de ’ensemble de ces chocs (excepté s3’ dans le cas des étoiles
non-Blazhko) correspond au hump.

Le choc s3 émerge en méme temps qu’une onde w3 qui va entrer dans les couches subphotosphériques
en produisant une augmentation locale de la température qui, a son tour, va libérer une partie du flux
radiatif confinée a cause la valeur élevée de I'opacité. Ceci conduit & ’observation d’une nouvelle « bosse »
vers ¢ = 0.5 qui, d’apreés Gillet, serait associé au lump, alors que ce dernier est observé a ¢ = 0.35 [15].

Les résultats obtenus par Fokin ne font pas 'unanimité. S’ils sont cités & de nombreuses reprises
(voir par exemple [71]) et ce encore aujourd’hui, certains pointent les faiblesses du modéle numérique,
notamment au niveau de sa résolution spatiale [13]. D’autres programmes ont ainsi été développés afin
de palier aux carences de celui de Fokin. Nous citerons ainsi les travaux de Feuchtinger et Dorfi [34]
ainsi que ceux de Stellingwerf [91]. Les premiers ont développé un algorithme incluant une résolution
spatiale adaptative, de sorte que celle-ci soit plus fine dans les zones les plus importantes, comme les zones
d’ionisation. Le second utilise la méthode Smooth Particle Hydrodynamics qui s’affranchit des contraintes
de maillage de ses prédécesseurs et qui est tout particuliérement indiquée pour les oscillations impliquant
des grandes amplitudes et incluant des phénoménes brusques type ondes de choc. Malheureusement, la
littérature existante sur ces modéles se réduit a leur description et a des résultats préliminaires. Bien
qu’encourageant, ces derniers n’expliquent pas, pour le moment, ’ensemble des « bosses » observées sur
les courbes de lumiére des étoiles de type RR Lyrae.

1.4.2.3 Spectroscopie

Il est communément admis que les raies d’émission sont une manifestation des ondes de choc. S’ajoute
également le doublement de raies d’absorption tel que décrit par Schwarzschild [80] dans son modéle
d’atmosphére a trois couches.

Les premiére raies d’émission Ha furent découvertes par Struve & Blaauw [94] '2. Leurs intensités
élevées expliquent qu’elles aient été les premiéres observées. Leur décalage vers le bleu correspond a un
mouvement s’éloignant du centre de I'étoile. Du fait de leur apparition vers ¢ =~ 0.92, on les associe
au hump sur la courbe de lumiére. Gillet & Crowe ont observé sur X Ari une seconde raie d’émission
décalée vers le rouge [40] conformément aux observations faites sur les étoiles de type Mira, W Virginis
ou RV Tauri et confirmé plus tard, par certains modéles théoriques [31]. Cependant, dans ses publications

11. Le diagramme de phase correspond au graphique représentant la magnitude en fonction du temps modulo la période
d’oscillation.
12. Et complétées par les illustrations graphiques de Sanford [77].
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FIGURE 1.18 — Evolution des ondes de chocs et de compression tels qu’obtenus par Fokin pour I'un de
ses modeéles. Haut : repére de masse. Bas : repére de longueur [37].

ultérieures, la mention d’un tel phénoméne est éludé. Struve & Blaauw observent également un dédou-
blement des raies d’absorption d’hydrogéne peu aprés les raies d’émission. Schwarzschild [80] explique ce
phénomeéne par une inversion du déplacement des couches atmosphériques lorsqu’elles rencontrent le front
d’onde. Partant du maximum d’expansion de ’étoile, ’ensemble des couches atmosphériques entament
une chute vers le centre de ’étoile. La premiére couche a rencontrer le front d’onde montant est la couche
la plus basse de 'atmosphére. Elle entame alors une phase d’expansion, correspondant au décalage vers
le bleu, alors que les autres continuent leur mouvement de contraction associé au décalage vers le rouge.
L’existence d’un phénomeéne de dédoublement pour les raies d’absorption métalliques [12| prouve, comme
le montrait le modéle théorique de Fokin, que les ondes associées a cette « premiére apparition » ne sont
pas restreintes & la haute atmosphére, mais se propagent depuis des zones subphotosphériques. Ainsi, il
est possible d’associer ces premiéres raies d’émission d’hydrogéne au choc principal issu des mécanismes
de pulsation. Cette émission est produite sous la photosphére, au moment ou le rayon de 1’étoile est a
son minimum, dans la mince zone se situant derriére le choc, ol a lieu la recombinaison de ’hydrogéne.
Cette zone va, durant sa propagation vers I’atmospheére, s’agrandir, pour devenir relativement large a son
arrivée dans la haute atmosphére. L’observation récente par Preston de raies d’émission d’hélium Hel et
Hell 13[70], conforte 'hypothése des mécanismes de pulsation comme origine de ces raies d’émission et
appuie les résultats de Fokin ol sl et s2 intervenaient de fagon prépondérante dans le choc observé a
proximité du maximum de luminosité.

Des raies d’émission Ha, moins intenses et décalées vers le bleu, apparaissent une seconde fois, vers
¢ = 0.72 avant le minimum de luminosité [40|. Contrairement aux premiéres, elles ne sont pas suivies
de dédoublement des lignes d’absorption. On associe ces raies au bump correspondant au early shock de
Hill [44] et aux chocs s3 + s4 décrits plus haut.

Récemment, Preston [71] a détecté des raies d’émission d’hydrogéne décalées vers le rouge au début
de la phase de compression. Chadid et Preston [15] les associent au lump apparaissant sur la courbe de
lumiére, mais d’aprés Gillet, ils semblent apparaitre plus tard que la troisiéme émission d’hydrogéne [41].

13. Ces derniéres n’étant observées que pour les étoiles Blazhko.
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RRab RRc RRd
Galaxies du champ [67] [97] [60] 1505 (66,24%) 765 (4,54%) 2 (0,01%)
Bulbe galactique [85] 11756 (69,83%) 4989 (29,63%) 91 (0,54%)
LMC [87] 17693 (74,85%) 4958 (20,98%) 986 (4,17%)
SMC [86] 1933 (81,7%) 175 (T,4%) 258 (10,9%)

TABLE 1.4 — Recensement suivant la classification de Bailey des étoiles de type RR Lyrae dans les galaxies
du champ, le bulbe galactique, le grand nuage de Magellan (LMC) et le petit nuage de Magellan (SMC).

Leurs deux points de vue s’opposent aussi sur les causes de I’émission. Gillet I’associerait a ’arrét du
front de recombinaison de ’hydrogéne, lorsque I’étoile commence a se contracter, & cause de la densité
croissante. A ce moment 14, la discontinuité de vitesse se transforme en deux ondes de sens opposés. Celle se
dirigeant vers le centre réchauffe la surface photosphérique ce qui induirait une hausse de luminosité. Pour
Chadid et Preston, cette émission serait causée par une onde de choc qu’ils nomment Shpys ' qui serait
une superposition de 'onde de compression due a la recombinaison de ’hydrogéne et de ’accumulation
de faibles ondes de compression.

1.5 Recensement des étoiles RR Lyrae et distribution des para-
métres physiques et observationnels

Nous fermons ce chapitre par une étude statistique ayant pour population I’ensemble des étoiles
RR Lyrae recensées & ce jour, et pour caractéres les paramétres physiques et observationnels abordés
aux paragraphes précédents. Nous nous intéresserons tout d’abord a la répartition des étoiles RR Lyrae
suivant les catégories de Bailey telles qu’elles existent aujourd’hui : RRab, RRc et RRd (voir Section 1.2).
Nous poursuivrons ensuite par I’étude des distributions de période, de magnitude et de métallicité. Nous
conclurons ensuite cette étude statistique par 'occurrence de l'effet Blazhko parmi les étoiles recensées.

1.5.1 RRab, RRc et RRd

Un recensement exhaustif 1> des étoiles de type RR Lyrae est donné au tableau 1.4. Que ce soit dans
les nuages de Magellan, le champ et le bulbe galactique, on note une large prédominance des étoiles de
type RRab (de l'ordre de 75 % des RR Lyrae observées). Cependant, cette proportion s’explique en partie
par les limitations observationnelles, étant donné que I’amplitude des RRc est bien moins importante que
celle des RRab, les rendant par conséquent moins faciles a détecter. Enfin, la présence des RRd, bien que
faible, est non négligeable, comme leur occurrence le montre dans les nuages de Magellan. Nonobstant
les limites techniques mentionnées ci-dessus, ces résultats sont en accord, en premiére estimation, avec la
discussion de la section 1.2 ot 'on peut voir que les zones correspondant aux étoiles de RRab couvre une
large étendue dans le diagramme HR.

1.5.2 Période

La figure 1.19 montre la distribution des périodes pour chaque catégorie de RR Lyrae. Chaque figure
est complétée par une distribution normale fondée sur la moyenne et ’écart-type de chaque échantillon.
Les RRab ont une période et une dispersion de période plus importante que les RRc et RRd. Le tableau
1.5 regroupe la période moyenne et ’écart-type correspondant pour chacune des catégories étudiées.

1.5.3 Magnitude apparente

La figure 1.20 montre la distribution de magnitude apparente pour chaque catégorie de RR Lyrae.
Tout comme pour les périodes, chaque figure est complétée par une distribution normale fondée sur la
moyenne et I’écart-type de chaque échantillon. Le tableau 1.5 regroupe la magnitude apparente moyenne
et I’écart-type correspondant pour chacune des catégories étudiées.

14. L’acronyme PM voulant dire Post Mazimum shock.
15. Jusqu’a une magnitude apparente de 23 mag.
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FIGURE 1.19 — Distribution des périodes des RR Lyrae. De haut en bas : pour le bulbe galactique [85], le
Grand Nuage de Magellan [87], le Petit Nuage de Magellan [86] et pour les galaxies du champ. De gauche
G droite : pour les RRab, RRc, RRd.
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Distribution des magnitudes des RRab dans le bulbe galactique
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FIGURE 1.20 — Distribution des magnitudes des RR Lyrae. De haut en bas : pour le bulbe galactique [85],
le Grand Nuage de Magellan [87], le Petit Nuage de Magellan [86] et pour les galaxies du champ [67] [97]
[60]. De gauche a droite : pour les RRab, RRe, RRd.
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<P> op <Mag>  oapay  <|Fe/H|>  o[pe/m]

Bulbe Galactique RRab 0,56 0,088 18,04 1,231 -0,98 0,333
RRec 0,31 0,045 17,90 1,176 -0,60 0,384
RRd 0,34 0,047 18,12 1,320 ° °
LMC RRab 0,58 0,073 19,41 0,412 -1,23 0,300
RRec 0,34 0,034 19,38 0,379 -1,56 0,383
RRd 0,36 0,016 19,36 0.335 ° .
SMC RRab 0,60 0,059 19,66 0,449 -1,41 0,327
RRec 0,37 0,026 19,65 0,337 -2,01 0,378
RRd 0,38 0,020 19,62 0,452 . )
Galaxies du champ RRab 0,56 0,110 12,62 0,881 -1,44 0,606
RRe 031 0074 12,22 1,053 . .

TABLE 1.5 — Période, magnitude et métallicité moyenne, ainsi que les écarts-types correspondant, pour
chacun des types d’étoile RR Lyrae dans le champ galactique [67] [97] [60], le Grand Nuage de Magellan
[87], le Petit Nuage de Magellan [86] et pour le bulbe galactique [85].

Galaxies du champ [67] [97] [60] 6%

Bulbe galactique|85] 29%
LMC [87] 18%
SMC [86] 22%

TABLE 1.6 — Recensement des étoiles de type RRab présentant 1’effet Blazhko dans les galaxies du champ,
le bulbe galactique, le grand nuage de Magellan (LMC) et le petit nuage de Magellan (SMC).

1.5.4 Meétallicité

L’étude de la métallicité des étoiles RR Lyrae peut se faire par voie directe via la spectroscopie ou de
maniére indirecte via les données photométriques. Cette derniére souffre de 'approximation inhérente aux
régressions qui ont permis d’établir un lien entre les parameétres de Fourier, extraits de I’étude fréquentielle
des courbes de lumiére, et I’abondance en éléments lourds 6. Qui plus est, elle se limite aux étoiles de
type RRab et RRc. Cependant, elle nous permet d’accéder & plus d’étoiles. Voila pourquoi nous avons,
dans une approche statistique, opté pour cette méthode.

La figure 1.21 montre la distribution de métallicité complétée par une distribution normale fondée
sur la moyenne et ’écart-type de chaque échantillon. Le tableau 1.5 regroupe la métallicité moyenne et
I’écart-type correspondant pour chacune des catégories étudiées.

1.5.5 Effet Blazhko

Nous reprenons ici les résultats Kovacs [50] dans le tableau 1.6. En pondérant par le nombre de RRab
découvertes dans chacun de ces systémes, on obtient un taux d’incidence de 21%. Ce taux peut monter
jusqu’a 50% dans le cas de M3 [47].

La figure 1.22 montre la distribution des périodes de Blazhko pour les étoiles de types RRab et RRc
dans les galaxies du champ, complétées par une distribution normale ayant pour paramétre la moyenne
et Iécart-type de I’échantillon concerné. L’absence de données significatives pour les nuages de Magellan
et le bulbe galactique nous empéche d’élargir notre étude a ces cas.

Enfin, nous avons essayé d’établir une corrélation entre période de Blazhko et période d’oscillation,
sans succes.

1.6 Conclusion

Aprés cet état de I’art, nous sommes en mesure d’identifier les principales problématiques auxquelles
nous allons étre confrontés. Afin de les traiter, nous disposerons de données photométriques, qui dans
certains cas seront parcellaires. Il est donc nécessaire de définir précisément les outils nous permettant

16. Nous reviendrons au chapitre 3 sur ’ensemble de ces équations pour les étoiles de type RRab. Pour les RRc nous
avons utilisé les équations de Kapakos et al. [48].
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Distribution des métallicités des RRab dans le Bulbe Galactique

Distribution des métallicités des RRab dans le Champ Galactique
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FIGURE 1.21 — Distribution des métallicités des RR Lyrae. En bleu : pour les RRab ; en rouge : RRe. Par
ordre d’apparition : pour le bulbe galactique [85], les galaxies du champ [67] [97] [60], le Grand Nuage de
Magellan [87] et pour le Petit Nuage de Magellan [86].
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Distribution des périodes de Blazhko des RRab dans les Galaxies du Champ Distribution des périodes de Blazhko des RRc dans les Galaxies du Champ
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FIGURE 1.22 — Distribution de la période de Blazhko des RRab (& gauche) et RRc (& droite) pour les
galaxies du champ [83].

de traiter ces données et, pour cela, d’établir un formalisme mathématique clair afin, avant tout, de
prévenir toute aberration dans les résultats obtenus, et aussi, de mieux expliquer ces derniers (chapitres 2
et 3). La qualité des courbes de lumiére, notamment leur résolution temporelle, sera primordiale afin d’en
tirer les indices et contraintes nécessaires pour mieux comprendre 'effet Blazhko. Une analyse de cette
courbe et de ses modifications durant un cycle de modulation nous permettrait de définir un ensemble
de pistes a suivre pour sa compréhension (chapitre 3). Cette étude observationnelle devra étre complétée
par une approche théorique. La complexité des phénoménes physiques en jeu nous empéche de trouver
une solution analytique au probléme des pulsations. Une premiére formulation simplifiée de ce probléme
devra étre élaborée afin de comprendre au moins les mécanismes a ’origine des oscillations observées. Une
modélisation des petites perturbations par des équations linéarisées serait une premiére étape (chapitre
4). Cependant, celle-ci sera insuffisante dans la mesure ou la présence d’ondes de choc témoignent de
Pexistence de non-linéarités qui devront étre incluses dans notre systéme d’équations (chapitre 5). Il nous
sera alors peut-étre nécessaire d’adopter un nouveau formalisme, différent de celui existant, afin d’aboutir
& des solutions interprétables. Enfin, il sera nécessaire de revenir sur les données observationnelles, et
de les confronter aux confirmations et assertions de ce nouveau modéle théorique. Ceci nous conduira
éventuellement & élaborer une nouvelle méthodologie ainsi que de nouveaux outils, pour ’examen de ces
données.
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Chapitre 2

Analyse harmonique des courbes de
lumiére

La richesse des sociétés dans
lesquelles régne le mode de
production capitaliste s’annonce
comme une « immense
accumulation de marchandises ».
L’analyse de la marchandise,
forme élémentaire de cette
richesse, sera par conséquent le
point de départ de nos recherches.

Marx, Le Capital (livre I).

L’étude des étoiles variables repose sur deux types d’observations : celles acquises par photométrie
et celles issues de la spectrométrie. La décomposition harmonique est la méthode d’analyse quantitative
la plus répandue pour les premiéres données. Le caractére périodique des courbes de lumiére! justifie
I’utilisation d’une telle méthode. Qui plus est, nous verrons dans la seconde partie de ce mémoire, que la
résolution des équations linéarisées régissant les oscillations observées repose également sur une projection
harmonique. L’existence d’un possible lien entre les modes de pulsation et le spectre des courbes de lumiére
plaide donc également pour une analyse de ces derniéres fondée sur la transformée de Fourier.

Cette méthode de projection, telle qu’elle fut proposée par Joseph Fourier en 1807, repose maintenant
sur un socle mathématique rigoureux légitimant son application & de nombreux domaines, notamment
celui de ’étude des signaux aléatoires discrets.

Cependant, deux problématiques s’opposent a l'utilisation systématique d’une telle méthode. La pre-
miére est la présence de gaps dans les données récoltées. Ceux-ci correspondent & une interruption d’ac-
quisition de données, pendant une période bien supérieure a la période d’échantillonnage, qui entrainent la
détection d’alias, ou fréquences fantémes, biaisant les résultats de ’analyse fréquentielle. La deuxiéme est
qu’une telle approche réduit 'analyse phénoménologique des variations de magnitude & une superposition
d’oscillations et aux interférences qu’elle provoque.

Ce chapitre débute par une définition rigoureuse de la transformée de Fourier dans le cadre de ’étude
des courbes de lumiére. Suit une présentation du programme que nous avons développé, PDM13, et
de l'algorithme non paramétrique phase dispersion minimization (PDM) [88], a partir duquel il a été
construit. Comme nous le verrons, les méthodes d’analyse fréquentielle de ce type, nous permettent,
entre autre, de nous affranchir de la deuxiéme problématique présentée au paragraphe précédent. Enfin
nous présenterons les deux routines que nous avons élaborées afin de réduire les problémes liés aux alias
et nous conclurons avec deux études de cas montrant I'efficacité de PDM13.

1. Nous parlons ici de caractére périodique dans la mesure ou le signal étudié n’est pas rigoureusement périodique au
sens mathématique du terme.
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2.1 Définition et existence de I’analyse harmonique dans le cas
des signaux traités en astéroseismologie

L’expression « méthodes paramétriques » désigne les techniques d’analyse spectrale fondées sur un
modéle défini a priori. Habituellement utilisée pour désigner les modeéles autorégressifs (AR), & moyenne
mobile (MA) ou ARMA, nous y avons inclus les méthodes issues de la transformée de Fourier. En effet,
comme nous allons le voir dans le prochain paragraphe, I’analyse de Fourier consiste en une approximation
du signal étudié par une somme de fonctions trigonométriques, d’oii 'idée de modéle a priori. Nous ne nous
intéresserons qu’a la définition de la transformée de Fourier dans le domaine discret et sa généralisation
aux signaux aléatoires. Dans un souci de rigueur, nous débuterons par une définition de la transformation
de Fourier dans le cas d’un groupe abélien que nous étendrons ensuite aux espaces ({2, A, P) avec le
périodogramme. Les définitions de la transformée de Fourier dans le cas des signaux déterministes non
échantillonnés ainsi que pour les distributions ne seront pas abordées dans ce mémoire.

2.1.1 Algeébre discréte de la transformée de Fourier

2.1.1.1 Définition de la transformée de Fourier pour les groupes abélien fini

Nous allons formaliser de maniére algébrique la transformée de Fourier en utilisant la structure de
groupe de I’ensemble de départ. Une telle approche nous permet de nous affranchir de la régularité des
fonctions étudiées et de la convergence des séries manipulées.

Définition 1 Soit G un groupe fini. Un caractére de G est un homomorphisme x : G — C*.
Propriété 2 L’ensemble G des caractéres de G est un groupe pour la multiplication. C’est le dual de G.

Définition 3 Soit G un groupe fini de cardinal |G| = n. Les éléments de G sont les morphismes de G
dans le groupe des racines nme de 'unité,

9
U, = {exp( Z:ﬁ)\0<k<n}

Notation 4 On note C[G] l’ensemble des fonctions f : G — C.

Propriété 5 Les caractéres de G constituent une base de C[G].
Définition 6 Vfl, f2 S (C[G]

< 1. f2 >=‘T1;|Zf1($)m (2.1)

zeG
définit un produit hermitien sur C[G].

Propriétée 7 {Xk}ke[[o,n—l]] forme une base orthogonale dans le cas ot G est un groupe abélien associé
au produit hermitien défini ci-dessus.

Nous pouvons alors définir la transformée de Fourier dans le cadre d’un groupe abélien fini en exploi-
tant la propriété de base orthogonale que nous venons de démontrer.

Définition 8 Pour f € C[G], on définit, pour x € @, le coefficient de Fourier cy(x) par :

vX€évcf(X):<f7X> (22)

Avant de donner la décomposition de f € C[G] sur la base des caractéres, on définit la transformée de
Fourier comme une notation alternative a celle des coefficients de Fourier :

Définition 9 On appelle transformée de Fourier de f, notée f, lélément de C[G] définie par :
el fo) = Y fla)x@) (2.3)

zeG
L’application « transformée de Fourier » notée & est définie par :

5. ] CGa - Cd
J.{ (A (2.4)
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Proposition 10 Pour f € C[G], on a la formule d’inversion

=Y erl)x= ‘71” > Foox! (2.5)
x€@G xe@

-~

Proposition 11 ¢ et F sont des isomorphismes d’espaces vectoriels de C[G] dans C[G].

Remarque 12 Si on définit une structure d’algébre via le produit de convolution, alors & est un iso-

morphisme d’algébre de (C[G], *) dans ((C[@], ).

Remarque 13 La formule de Plancherel existe aussi pour la transformée de Fourier sur un groupe
abélien fini :

S )90 = 161 S er (0 () = ﬁ S f)30) (2.6)

seG €@ €@

2.1.1.2 Construction de la transformée de Fourier discréte

Dans ce paragraphe, nous allons traduire les propriétés algébriques de la transformée de Fourier dans
le langage de la théorie des signaux discrets. Nous considérerons les variations de la magnitude apparente
comme des signaux temporels a valeurs complexes. Soit f tteR — f (t) € C une telle fonction. Le
signal étudié sera une version échantillonnée de f. Notons f = {f [n]}f:[;()l le vecteur correspondant a
Péchantillon de taille N du signal f ou f[n] = f(t,). On supposera que les t,, sont espacés réguliérement
dans un intervalle [a; b], i.e. t, = a + 25%n.

Définition 14 On définit la transformée de Fourier discréte (TFD) de f = {f[n]}nj\zo1 comme étant le
(e~ YN-1
vecteur f = {f[k]} € CY avec

N—-1
FIK =7 fllwy™ (2.7)

n=0
pour k=0,...,N —1, ot wy = e*N une racine N#me primitive de l'unité. De fagon identique a la

transformée de Fourier sur un groupe abélien fini, on notera F(f) = f définissant 'application
cVN - ¥
F { > ~ (2.8)
o= T =7

On retrouve alors la définition de la transformée de Fourier en considérant la fonction fr : Z/NZ — C
définie a partir du vecteur f € CV. En effet, les caractéres (Xk),iv;ol sur le groupe cyclique Z/NZ étant
définis par

Vs € Z/NZ, xi(s) = wy™ (2.9)
on a alors,
f1k] = fr(xx)- (2.10)
Proposition 15 La transformée de Fourier inverse est donnée par
| V-1
— _ N nk
¥n=0,....,N -1, fln] = + ;f[k]w (2.11)

Remarque 16 L’isomorphisme d’espace vectoriel par F et la formule de Plancherel sont toujours va-

lables dans le cas de la TFD.

La transformée de Fourier discréte est particuliérement adaptée a 'analyse de grands échantillons dont
les données sont équi-espacées. En effet, ’algorithme de transformation rapide Fast Fourier Transform
(FFT) permet de réduire le cotit du calcul de N coefficients de Fourier de O(N?), pour une approche
simpliste, & O(Nlog(N)). Cependant, I’hypothése d’équidistance temporelle n’est pas vérifiée dans le
cas des données photométriques, en particulier lorsqu’il s’agit de captures issues de bases terrestres o
I’acquisition ne peut avoir lieu que pendant la nuit. Nous verrons, dans la prochaine section, comment
Iestimation de la densité spectrale de puissance nous permet de répondre & cette problématique. Avant,
nous allons examiner au paragraphe suivant le lien entre la transformée de Fourier telle qu’elle a été
formulée dans le cas discret et sa définition sur R.
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2.1.1.3 Lien avec la transformée de Fourier sur R

Dans ce paragraphe nous allons expliciter le lien entre les transformées de Fourier discréte et continue
en terme de calculs approchés. Cependant, il est nécessaire de souligner que la force de la TFD tient plus
a sa définition algébrique et en la transposition des propriétés de la transformée continue dans le cas des
groupes cycliques, qu’en sa capacité a approcher précisément cette derniére.

Définition 17 On définit la transformée de Fourier sur R, pour toute fonction f € L*(R), par :

wer fio = [ rwea (2.12)
— 00
Propriété 18 Soit f une fonction définie sur [0, NA] et nulle ou & décroissance rapide en dehors de
cette intervalle. En utilisant la méthode des rectangles a gauche, une approximation de la transformée de
Fourier continue f de f est donnée par

N—-1
VEER, f(&) =AY flnle (2.13)
n=0
Conséquence 19 Pour & = 12\,’%, on obtient I’écriture suivante
N-1
~ 2imp,
F&) =AD" flnfem ¥F (2.14)
n=0

On suppose que notre échantillon est constitué de N valeurs — afin de simplifier notre démonstration,
nous supposerons que N est pair. 1l est logique de ne calculer la transformée de Fourier définie ci-dessus
que pour N valeurs & pour k € {—=N/2+1,...,N/2}.

On obtient alors

Vk€O,...,N =1, fl&] = Af[k] (2.15)

ot f[k] est la k*™e entrée de la transformée de Fourier discréte.

L’égalité précédente nous dit que la TFD représente une approximation de la transformée de Fourier
continue & un facteur A prés pour les & définis ci-dessus.

2.1.2 Périodogramme de Lomb et Scargle

Afin de nous affranchir des difficultés présentées dans la précédente partie, nous allons aborder le
probléme de I’analyse harmonique d’un point de vue probabiliste. Les N données photométriques consti-
tueront alors un échantillon statistique que nous traiterons via des estimateurs.

Définition 20 On consideére :
— un espace probabilisé (12, o/, P),
— un ensemble d’indices T appelé espace temps,
— un espace mesurable (E,&) appelé espace d’états.
— une fonction aléatoire X = (Xy)ie 7 de (2 dans E, telle que pour tout t € T, X, soit une application
mesurable de (§2, o7) dans (E,&).
On suppose que les variables aléatoires sont centrées G valeurs complexes. Nous nous placerons dans

Uespace de Hilbert L?($2,.o7, &) muni du produit scalaire < X,Y >=E[XY™*] et de la norme correspon-
dante.

Définition 21 On définit la moyenne du processus X par
mx(t) = E[X,] = / 2P, (dz) (2.16)
R

ot Px, est la mesure de probabilité de X,.
Définition 22 La fonction de covariance de X est donnée par

Rx (t1,t2) = E[(X(t1) — ma (1)) (X (t2) — ma(t2))"] (2.17)
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Définition 23 Un processus est dit stationnaire au sens strict si Vn € N, Viq,...

vecteur Xy = (Xtq4y, ..., Xeqt, ) ne dépend pas de t.

stn € T, la loi du

Un processus est dit stationnaire au sens large (SSL) ou stationnaire au second ordre si les fonctions

de moyenne et de covariance de X ne dépendent pas de

Vi,reT, mx(t+7)=mx(t)
Vit to, 7T, Rx(t1 +T,t2—|—7‘) = Rx(tl,tg)

t:
(2.18)
(2.19)

Définition 24 Un processus stationnaire au sens large X = (X, )nez est ergodique au second ordre si

N
. 1 _
Jim oyt X X = E[Xa)
(2.20)
N
et A}E)nooﬁ XJ:VXn+n1Xn+n2 - IE[XTMXTLQ]

Propriété 25 D’apres le théoréeme de Wiener-Khintchine, la densité spectrale de puissance (DSP) d’un

processus aléatoire stationnaire au sens large est égale a

la transformée de Fourier de la fonction d’auto-

covariance correspondante. Dans le cas discret on obtient ’égalité suivante

N/2
I 1 —2minf | _ —2minf
Sx(f) = Jim B |5 > z(n)e = > Rx(n)e (2.21)
n=—N/2 NEZ
si la suite de covariance est sommable?.
Définition 26 Le périodogramme est ’estimateur de la DSP défini par
1| ’
§ " — = —2mik f )
xn(f) =~ 1D Xye (2.22)
k=1
Propriété 27 Le périodogramme est un estimateur biaisé mais sans biais asymptotiquement.
Propriété 28 La variance du périodogramme est donnée par
= sin(27 fN) \*
Sxalf)| = 53 Y (i G AP 2.23
var [Sxa(f)] = &) [ + (e (223)

Outre sa variance importante, le périodogramme reste une technique d’analyse spectrale définie pour

des données uniformément espacées dans le temps.

Définition 29 Le périodogramme de Lomb et Scargle est défini par

N 2 N 2
_ 1 (Z Xy cos (2mf(t; — T>>) (Z Xy sin (27 f(t; - T>>)
Sxn(f) = 3 k:i\, + k:;] (2.24)
> cos? (2nf(t; — 7)) S sin? (27 f(t; — 7))
k=1 k=1
ou T est défini par
N

) 21 sin (47 ft;)
7= —— arctan | L (2.25)

dnf é\f: cos (4w ft;)

—

<.

Propriété 30 Le périodogramme de Lomb et Scargle est équivalent & l’approzimation par la méthode des

moindres carrés de fonctions sinusoidales.

Ainsi, si le périodogramme de Lomb et Scargle est

adapté a analyse harmonique des courbes de

lumiére, il reste fondé sur un modeéle défini a priori. Nous allons voir dans la partie suivante comment
I’algorithme phase dispersion minimisation s’affranchit de cette formalisation a priori tout en ayant des

performances équivalentes au périodogramme LS.

2. Le processus étant supposé stationnaire au second ordre, on a Rx (t1,t2) = Rx (t1 — t2,0). On a donc substitué la

notation Rx (t1,t2) par Rz (t1 — t2).
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2.2 Analyse des courbes de lumiére avec PDM13

Le programme PDM13 a été développé afin de répondre aux problématiques posées dans l'introduc-
tion de ce chapitre : présence d’alias et projection sur une base harmonique. Nous synthétisons ici les
résultats que nous avons publiés dans : « PDM13 : a new graphical interfaced program for frequency ana-
lysis » (voir annexe B). Nous allons présenter I’algorithme d’analyse spectrale non paramétrique phase
dispersion minimization [88] qui est au coeur de ce programme (voir Section 2.1 de la publication en
annexe B). Nous verrons ensuite comment nous avons réduit le nombre d’alias en développant un algo-
rithme complémentaire de détection de gaps dans les données photométriques. Enfin nous présenterons
deux études de cas illustrant les capacités de PDM13.

2.2.1 Phase dispersion minimization (PDM)

Le principe général de PDM, tel que développé par R. F. Stellingwerf, est similaire & celui de ’ap-
proximation par la méthode des moindres carrés de Lomb. La différence tient dans la fonction approchée
qui n’est plus une sinusoide, mais le signal moyenné.

Algorithme 31

Pour chaque fréquence test f; :
— Générer le diagramme de phase pour une fréquence f;.
— Regrouper les données en B intervalles.
— Calculer le signal moyen.
— Calculer :

Mw
=
|
=
bCI::
N———
~
<
i
=
|
vy
N———

Oppar =~ (2.26)
(Ze-m2) /v
N;
. ;(%‘j - T;)?
o s; = ﬁ (2.27)

avec B le nombre d’intervalles, N; le nombre de données dans lintervalle j, x;; la donnée x(t;)
située dans l’intervalle j, T; la moyenne des données dans l'intervalle j, N et T le nombre total
de données et la moyenne correspondante.

La fonction ©ppjs est une mesure de la dispersion des données autour de la courbe moyenne définie &
partir de ces mémes données (voir Figure 2.1). Si la fréquence testée n’est pas pertinente, nous obtiendrons
une valeur de 1 pour ©ppys. Une fréquence caractéristique des oscillations de ’étoile sera repérée par un
minimum de la fonction en question (voir Figure 2.2). Si dans certains cas ce minimum sera bien inférieur
a 1, dans d’autres cas, le degré de signification de cette valeur devra étre évalué via un test statistique
(voir infra).

2.2.2 Détection des gaps

Afin d’améliorer lefficacité de I'algorithme, PDM détecte les longues interruptions d’acquisitions du
signal photométrique afin de traiter chaque segment de données séparément. Dans le programme initial,
la détection se faisait manuellement. Nous avons inclus dans PDM13 deux algorithmes pouvant repérer
ces gaps. Considérons un échantillon de N points n;(¢; ; m;) ol t; et m; représentent respectivement le
temps et la magnitude. Nous allons nous intéresser a la durée séparant chacun de ces points, c’est-a-dire
At = t;41 — t;. Nous présentons ici une synthése de la Section 2.2 de la publication en annexe B.

2.2.2.1 L’algorithme de Lee & Heghinian

Cet algorithme permet de détecter une discontinuité dans une série de données, en 'occurrence ici
{Atk},iv:l. C’est un test bayésien dont 'hypothése nulle est I'absence de discontinuité. On considére le
modéle suivant :
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-9.83

-11.13

Phase

FIGURE 2.1 — Exemple d’une courbe de lumiére représentée sur un diagramme de phase pour sa fréquence
principale (en rouge) et la courbe moyenne correspondante (en vert) 4.

Segment Départ Nombre de points Tqepart AT

1 0 251 0 2.5
2 251 501 ) )
3 752 864 16.27  8.63
4 1616 1480 29.04 14.79
5 3096 1135 52.54 11.34

TABLE 2.1 — Résultat de I’auto-segmentation des données présentées a la figure 2.3.

€ 7=12,...,71
X; = (2.28)
p+o+e j=17+1,....n
ot les €; sont des variables aléatoires, indépendantes et suivant une loi normale de moyenne nulle et

de variance constante, les inconnus étant 7, le temps pour lequel il y une a discontinuité, ainsi que les
paramétres p et . La distribution de probabilité de 7 a posteriori est alors donnée par :

Plrfa) o LT (2.29)

R(r)"—2
(=T 3 (=T’
ot R(r) = =2 ( ”“)2 (2.30)

o

ol

i=1

n—rT

1 <« 1 -
avec T, = - E T; et Typ_r = g T (2.31)
i=1 i=r+1

A partir de cette distribution, nous pouvons déterminer la probabilité qu'une discontinuité ait eu lieu
au temps 7 (voir Figure 2.3 et Tableau 2.1). Nous avons diminué la complexité de cet algorithme a O(n)
grace & une méthode récursive. Cependant les temps de traitement restent long lorsque le nombre de
données est important.

4. La courbe de lumiére présentée, est celle de I’étoile RR Lyrae S Arae. Nous présenterons ces données, ainsi qu’une
étude de cette étoile, au chapitre 3.
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Fréquence (j)

FIGURE 2.2 — Fonction @ ppjs obtenue pour la méme courbe de lumiére étudiée a la figure 2.1. Le minimum
est atteint pour une fréquence de 2.21 jour~! correspondant & la fréquence principale de pulsation de
I’étoile considérée.

2T

Magnitude

FIGURE 2.3 — Signal quelconque présentant des gaps afin de tester lefficacité de I’algorithme de Lee et
Heghinian.

2.2.2.2 Calcul de I’écart-type

Afin d’accélérer la détection des gaps, PDM13 propose un second algorithme. Aprés avoir calculé la
moyenne At et I'écart-type o correspondant & 1’échantillon {Atk}fj:l, toute valeur 4A; n’appartenant pas
a lintervalle [At — io; At + io] sera considéré comme un gap. L’intervalle défini ci-dessus correspond &
l'intervalle de confiance & 68% ou 95%, pour respectivement i = 1 et ¢ = 2. Cette méthode est bien plus
rapide que la précédente et est particuliérement efficace & partir du moment ol le nombre de données
récoltées est supérieur au nombre de gaps (soit la majorité des cas).

2.2.3 Degré de signification

PDM13 inclus deux tests statistiques capables de donner le degré de signification, c’est-a-dire la
pertinence, des minima de la fonction @ pp ;. Le premier repose sur une méthode Monte-Carlo développée
par Nemec et Nemec [55]. L’algorithme désordonne les données de fagon aléatoire et calcule la fonction
Oppy correspondante. Le processus est répété un certain nombre de fois afin de déterminer le minimum
atteint pour un signal bruité.

On peut aussi déterminer une distribution des valeurs prises par la fonction ©ppjs par une fonction
[ incompléte normalisée définie par :
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_ B(z;a,b)
avec :
B(x; a,b) = /I (1 -t at (2.33)
0
1
B(x,y) :/ 1 -yt de (2.34)
0
On calcule alors [78] :
N-M_ N-M M-1
B(N_lé; 5 ' g ) (2.35)

ol les N données ont été découpées en M intervalles. Cette distribution doit ensuite étre réévaluée [68] :

Bo=1—-(1-p)" (2.36)

ol m est le nombre de fréquences pour lesquelles la fonction O ppys a été calculée.

2.2.4 Autres améliorations de PDM13

Outre 'amélioration de la détection des gaps, les deux autres principales additions au programme
original PDM sont l'interface graphique et le module LS (pour Least-Square fit, approximation par la
méthode des moindres carrés).

2.2.4.1 Coefficients de Fourier

Comme nous avons pu le souligner, Period04 et PDM sont deux programmes d’analyse fréquentielle
aux approches fondamentalement différentes. La ot Period04 cherche a décomposer® un signal en une
somme de fonctions trigonométriques, PDM travaille sur un signal moyenné périodique 6. En conséquence,
PDM n’inclut pas de calcul des coefficients de Fourier — amplitude et phase de la fonction trigonométrique
a la fréquence extraite — ni de calcul du signal résiduelle correspondant a « U'extraction » de la fréquence
trouvée du signal original.

Nous avons rajouté cette option, au cas ou l'utilisateur souhaiterait comparer les résultats obtenus
avec Period04 ou étudier la courbe moyenne du signal résiduel. Les coefficients de Fourier sont obtenus par
Palgorithme de Gauss-Newton. Considérons f(¢) une somme de fonction trigonométrique dépendant du
temps. Notons A; et ¢;, les amplitudes et phases de chacune de ces fonctions, et § = (Ay, ¢1, Aa, ¢a,...).
On peut réécrire f sous la forme f (¢, 8). L’algorithme cherche alors & trouver la somme des carrés :

S(B) =Y _ri(B) (2.37)

i=1
avec 1;(8) = y; — f(t;, B) et ou les (t;,y;) correspondent aux coordonnées des données recueillies. Partant

d'un vecteur initial 3(®) = (A, ¢ . ), on proceéde par itération de sorte que :

Bt = gls=1) _ gls) _ (T J,)=18( (2.38)

ot J, = %Z;(B(S)) est la matrice jacobienne de r.

Une fois les coefficients de Fourier obtenus, le signal résiduel est calculé en utilisant la méthode de
Stobie [92].

5. projeter.
6. Avec, éventuellement, un changement de période.
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FIGURE 2.4 — En haut : Spectre obtenu avec Period04 (a gauche) ; Fonction © de PDM13 sans segmen-
tation (a droite). En bas : Fonction © de PDM13 avec une segmentation manuelle (¢ gauche) ; Fonction
© de PDM13 avec les algorithmes de segmentation implantés (4 droite).

2.2.4.2 Interface graphique

L’interface graphique de PDM13 est proche de celle de Period04 [53]. Trois modules, identifiables par
leurs onglets, permettent :

— d’importer des données et de les manipuler;
— de calculer la fonction @ppys et de procéder aux tests statistiques de degré de signification ;
— d’obtenir les coefficients de Fourier pour la fréquence extraite.

Chaque liste de données (courbe de lumiére, fonction @pp s, distributions, spectres) peut étre visualisée,
sous forme de tableau ou de graphique, et sauvegardée. Les options, comme la méthode d’interpolation
pour la courbe moyenne ou le découpage de la courbe de lumiére, peuvent étre modifiées via le menu
correspondant.

2.2.5 Tests et premiers résultats

Nous verrons dans le chapitre suivant, les résultats obtenus par PDM13 pour S Arae, une étoile RR
Lyrae présentant I'effet Blazhko. Nous présentons ici deux études de cas notables. La premiére porte sur
des données artificielles (voir Figure 2.3) connues pour conduire a des résultats erronés si une méthode
du type Lomb-Scargle est utilisée. Nous voyons & la figure 2.4 que non seulement Period04 donne une
résultat faux de 1 jour~!, mais que la méthode de segmentation utilisée par PDM échoue également. Seul
la non segmentation et les algorithmes de segmentation implantés dans PDM13 permettent d’obtenir des
résultats corrects (la seconde méthode étant plus performante en terme de temps de calcul).

Le second cas montre que PDM13 permet également d’analyser d’autres types de phénoménes pé-
riodiques. 000202-6653.3 est un systéme stellaire binaire dont la courbe de lumiére est représentée
a la figure 2.5 [67]. En utilisant la segmentation manuelle nous obtenons une fréquence erronée de
3.56205 jour—! & 2.5 x 10~ alors que nos algorithmes de segmentation automatique nous donnent une
fréquence exacte de 3.06208 jour—! 4+ 2.5 x 10~ (voir Figure 2.6).

2.3 Conclusion

L’analyse des données photométriques issues d’étoiles pulsantes, comme les RR Lyrae, comprend sys-
tématiquement une étude harmonique. Nous avons défini dans ce chapitre les principes théoriques sur
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lesquels se fonde cette analyse. Cette étape est nécessaire car, comme nous le verrons au prochain cha-
pitre, certains résultats communément observés s’expliquent par la méthode utilisée pour les obtenir.
Ainsi, nous verrons, par exemple, que la décroissance des harmoniques, telle qu’elle a été & des maintes
reprises rapportée (voir par exemple [11]) n’est quune conséquence de la régularité ” de la variation de la
luminosité/magnitude de I’étoile. Nous avons également jugé nécessaire d’analyser la courbe de lumiére
via une méthode non paramétrique, c’est-a-dire évitant 1’écueil d’un modéle défini a priori. Nous propo-
sons, ainsi, une alternative a I’étude de la courbe de lumiére fondée sur I'analyse des fréquences. Cette
alternative sera exploitée au chapitre suivant, lors de ’étude de S Arae, une étoile de type RR Lyrae
présentant ’effet Blazhko. La méthode non paramétrique utilisée se nomme phase dispersion minimiza-
tion et a été développée par R. F. Stellingwerf. Nous avons construit un logiciel incluant une version
ameéliorée de cet algorithme, notamment au niveau de la gestion des gaps. Ces interruptions d’acquisition
de données sont systématiques pour les campagnes d’observations terrestres. Les améliorations que nous
avons apportées, permettent de diminuer de fagon automatisée et optimisée, les effets négatifs de ces gaps
— comme ’apparition de fausses fréquences ou alias. Au chapitre suivant, nous verrons que les campagnes
d’observations de PAIX, dont nous présenterons les données, bénéficient de conditions d’observations
permettant déja de réduire grandement le nombre de ces discontinuités.

7. Nous définirons ce terme de fagon plus précise au prochain chapitre.
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Chapitre 3

Etude de la courbe de lumiére d’une
étoile de type RR Lyrae présentant
I’effet Blazhko : S Arae

In noua fert animus mutatas
dicere formas
Corpora

Ovide, Les Métamorphoses.

Comme nous 'avons déja mentionné, 'analyse fréquentielle des données photométriques est systé-
matique dans les études portant sur les courbes de lumiére de RR Lyrae. Certains résultats, comme la
décroissance des harmoniques, ou 'asymétrie des lobes et des enveloppes dans le cas d’un signal modulé,
sont communément observés mais aucune explication concréte et théoriquement entiérement valable n’a
été donnée. Or 'enjeu est de taille car ces observations sont celles qui infirment les modéles théoriques
proposant d’expliquer le phénoméne Blazhko. L’obtention des caractéristiques physiques des étoiles de
type RR Lyrae pose également probléme lorsque la courbe de lumiére est modulée. Si les paramétres
de Fourier issus de I’analyse harmonique permettent d’obtenir ces caractéristiques grace a des formules
empiriques !, celles-ci se restreignent aux étoiles ne présentant pas d’effet Blazhko.

Nous présentons dans ce chapitre ’étude de la courbe de lumiére de S Arae, une étoile de type RR
Lyrae présentant I'effet Blazhko. Nous débutons ce chapitre en détaillant le protocole d’acquisition et de
gestion des données photométriques. Nous procéderons ensuite & I’analyse des fréquences de la courbe
de lumiére de S Arae en utilisant les outils développés au chapitre précédent. Nous serons ainsi capable
d’expliquer certains des résultats fréquemment observés et nous pourrons construire un ensemble de
pistes nécessaires & la compréhension du phénoméne Blazhko. Ensuite, nous présenterons la méthode que
nous avons élaborée afin d’obtenir les paramétres physiques fondamentaux — métallicité, température,
masse, luminosité, etc. — de S Arae. Nous conclurons ce chapitre en recensant I’ensemble des paramétres
observationnels variant durant un cycle de Blazhko. Nous nous intéresserons dans un premier temps
aux caractéristiques de la courbe de lumiére, comme le bump secondaire, les temps de montée et de
descente et I'asymétrie des enveloppes. Enfin, nous compléterons ces données par celles issues de la
spectrométrie. Nous serons ainsi capable de mieux comprendre le comportement de 1’étoile durant un
cycle de modulation.

3.1 Analyse harmonique de la courbe de lumiére de S Arae

Nous synthétisons ici la section 3 de la publication figurant en annexe C : Antarctica photometry of
the Blazhko RR Lyrae star S Arae. Nous détaillerons dans un premier temps le protocole expérimental,
regroupant la collecte des données photométriques et leur traitement. Nous présenterons ensuite les
principaux résultats issus de ’analyse harmonique de la courbe de lumiére de S Arae et les problématiques
soulevées par ces observations. Nous discuterons également de I'existence des modes non-radiaux et nous
expliquerons la décroissance des harmoniques par une approche théorique. Nous terminerons avec les

1. Un résumé exhaustif de ces équations est disponible dans [61].
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V- ] b E(B-V) Ay B-V)o d

(mag) () () (mag)  (mag) [46]  [51]  (kpc)
10.70  343.3792 -12.4479 0.5 (0.003) 046 0.310 0.304 1.2

TABLE 3.1 — Caractéristiques observationnelles de S Arae

valeurs des principales caractéristiques physiques de S Arae en détaillant la méthode que nous avons
élaborée afin de les obtenir.

3.1.1 Protocole d’acquisition et d’analyse des données photométriques
3.1.1.1 PAIX

Les données présentées ont été recueillies par PAIX — Photometer AntarctIca eXtinction — un photo-
métre localisée sur le plateau Antarctique, plus précisément au Dome C situé a une altitude de 3300m
[106]. Le site bénéficie de conditions d’observations exceptionnelles : Patmosphére y est stable, séche,
transparente et le fond de ciel émet peu de rayonnement infrarouge [2]. Mais surtout, relativement aux
autres campagnes d’observations terrestres, la nuit polaire permet d’optimiser la durée et la continuité
de Pacquisition des données. PAIX est attaché & un télescope Ritchey-Chrétien 400 mm, avec un rapport
focale sur diamétre f/d de 10. Il utilise une caméra SBIG ST10-XME ayant une matrice de 728 x 490
pixels, avec un binning 3 X 3 et un champ de vision de 12.4’ x 8.3’. Le photomeétre dispose également d’un
module de refroidissement Peltier. L’efficacité quantique est de 60%, 85%, 80% et 55% & des longueurs
d’ondes respectives de 400, 550, 700 et 800 nm.

Les données présentées ont été recueillies pendant 150 nuits, entre le 18 avril et le 20 septembre 2009,
couvrant ainsi quasiment trois cycles de Blazhko. La magnitude visuelle de S Arae varia entre 9.79 et
11.14 mag durant cette campagne d’observation. L’ensemble des caractéristiques observationnelles de S
Arae sont rassemblées dans le tableau 3.1.

3.1.1.2 PDM13 et Period04

L’analyse de la courbe de lumiére consista en une étude harmonique a 1’aide de Period04 et PDM13.
En utilisant ces deux logiciels, présentés au chapitre précédent, nous avons réussi a extraire du signal
observé 85 fréquences?. Pour cela, les fréquences obtenues avec Period04 ont été confrontées a celles
obtenues avec PDM13. Pour chacune, le degré de signification a également été calculé (voir Chapitre 2).
Seuls les résultats communs aux deux logiciels ont été gardés. Nous avons ainsi obtenu une fréquence
principale de variation de la magnitude apparente de 2.21302 j ! associée & une fréquence de modulation
de 0.0211 5~ '. Nous détaillons les résultats de cette analyse dans la suite de ce chapitre. Les spectres,
aux différentes étapes d’extraction, sont représentés a la figure 3.1. Les raies secondaires, caractéristiques
d’un signal modulé, ont été détectées jusqu’a l'ordre 6 pour certaines harmoniques. Comme nous allons
le voir, le plus souvent, seul un des deux lobes attendus était détecté (voir Figure 3.2).

3.1.2 Asymétrie des lobes

Les étoiles RR Lyrae de type RRab ne présentant pas une variation sinusoidale de leur luminosité,
I’analyse de Fourier conduit & un signal présentant des harmoniques, et, dans le cas d’un signal modulé, a
la présence de raies supplémentaires autour de ces harmoniques. Cependant, que ce soit pour la fréquence
principale, ou les harmoniques, les lobes secondaires sont sujets & une asymétrie d’amplitude (voir Figures
3.2 et 3.3), qui invalident les modeles théoriques fondés sur l'interférence de modes. Ainsi, toute théorie
tentant d’expliquer le phénoméne Blazhko doit pouvoir reproduire cette asymétrie. Dans la suite de
ce chapitre nous proposerons une interprétation a ce phénoméne. Au chapitre 5, nous confirmerons les
assertions effectuées en traitant les termes non linéaires des équations régissant les pulsations.

3.1.3 Asymétrie de ’enveloppe

La variation des maxima & chaque période de la courbe de lumiére est plus marquée durant un cycle
de Blazhko que celle des minima (voir Figure 3.10). L’étude de ces enveloppes montre qu’elles suivent

2. Dans le cas des courbes de lumiére, plus le nombre de fréquences extraites est important, plus le signal reconstruit a
partir de ces fréquences reproduira fidélement le signal original.
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FIGURE 3.1 — Spectre de fréquences de S Arae pour différentes étapes de 'analyse harmonique. De haut
en bas : spectre initial ; spectre aprés extraction de la fréquence fondamentale ; spectre aprés extraction
de la fréquence fondamentale ainsi que ses multiples ; spectre aprés extraction des 85 fréquences.
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F1GURE 3.3 — Spectre de fréquence de S Arae. L’encart montre les lobes secondaires associés a la fréquence
principale.

une variation quasi sinusoidale : I’analyse harmonique de ’enveloppe supérieure donne deux fréquences
fi = 0.019657! et fo = 0.0437j' avec des amplitudes respectives de 0.11 et 0.02mag; une seule
fréquence a pu étre extraite pour l'enveloppe inférieure : f; = 0.0207 7! associée & une amplitude de
0.03mag?3. Qui plus est, il y a un déphasage entre ces eux enveloppes qui est non négligeable.

Nous verrons, plus loin dans ce chapitre, que cette asymétrie peut-étre utile pour déterminer un point
d’équilibre pour ’étude d’une étoile présentant 'effet Blazhko.

3.1.4 Décroissance des harmoniques
3.1.4.1 Observations

Nous avons également étudié la décroissance du rapport d’amplitude entre les harmoniques de la fré-
quence fondamentale et celle-ci. On utilise le plus souvent une exponentielle comme approximation de
cette relation [5]. Nous avons, pour notre part, préféré une approche hyperbolique. En effet, si la régres-
sion exponentielle donne de bons résultats pour les premiéres harmoniques, celle-ci échoue & approcher
convenablement celles d’ordre plus élevés (voir Figure 3.5). La fonction utilisée est donnée par :

a_ a_
Af)=ar x f+ag+ — + — (3.1)
o r
avec a; = 0.7mmag.j, ag = —0.059mag, a_1 = 1.16 mag.j ! and a_s = —0.54mag.j 2. Nous obtenons

ainsi une meilleure approximation avec un écart-type de oy = 0.003.

3. La différence observée par rapport a la fréquence de modulation de 0.0211 j~! peut provenir du caractére non sinusoidal
du signal modulant, ou plus simplement de I'incertitude de mesure dans ’analyse de fréquence.
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FIGURE 3.4 — Haut : Spectre de ’enveloppe supérieure. Bas : Spectre de ’enveloppe inférieure.

3.1.4.2 Explication théorique

Nous avons vu que 'extraction de fréquence telle qu’elle est appliquée pour ’étude de la courbe de
lumiére des étoiles pulsantes, correspond & une projection sur une base trigonométrique que nous avons
définie grace a la transformation de Fourier. Or une de ses propriétés fondamentales est d’échanger la
régularité® et la décroissance a 'infini, c’est-a-dire que plus une fonction est réguliére, plus ses coefficients
de Fourier décroissent rapidement vers zéro.

Nous travaillerons ici avec une courbe de lumiére non discrétisée et la définition de la transformée de
Fourier sur R (voir Définition 17 au chapitre 2).

Propriété 32 Soit f € L' (R). Alors la transformée de Fourier de f sur R, notée f, est une fonction
continue, bornée sur R et telle que lim f(£) =0.
€] —+o0

Propriété 33 Si f € C*(R), avec 0”f € L*(R) pour |a| < k, alors :

o) = ile e (3:2)
Nous renvoyons le lecteur vers [73] pour les démonstrations de ces deux propriétés.

Ainsi, si f € C*(R), et 0 f € L*(R) pour |a| < k, alors :

~

Vin| <k, lim [¢"F(€) =0 (3.3)
[€]—=+o0

En particulier, si f est indéfiniment dérivable, f € C*°(R), on a :

o~

vneN, lm € fle) =0 (3.4)

ce qui est équivalent & une décroissance exponentielle.

En conclusion, la décroissance des harmoniques est liée a la régularité de la courbe au sens topologique.

4. Soit f € C*(R), c’est-a-dire, une fonction k fois dérivable et 8 f est continue. f est d’autant plus réguliére que k est
importante.
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sion exponentielle représentée sur une échelle logarithmique pour ’axe des ordonnés ; régression par une
fonction du type a% ; régression par une fonction du type a—;l + % ; régression par une fonction du type

a1 x f+ao + 5+ + 5
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A® Ay [Fe/Hla,., és1  [Fe/Hl,, RT  [Fe/Hlgr <[Fe/H|>

00-01 1,31 “1,30 412 223 013  -043 1,32
01-02 1,22 1,16 2,74 417 0,16  -045 1,93
0.2-0.3 1,07 0,95 1,58 581 0,17  -0,37 2,38
0.3-0.4 0,98 0,81 077 696 017  -0,35 2,71
0.4-0.5 0,93 0,74 370 28 017  -0,37 1,31
0.5-0.6 1,02 0,87 364  -2,91 0,16  -043 -1,40
0.6 0.7 1,07 0,94 485  -1,21 0,14  -0,55 -0,90
0.7-08 1,21 1,15 2,82 406 012  -0,69 1,97
0.8-09 1,31 -1,30 512 08 011  -0,76 -0,96
09-1.0 1,33 1,32 5,88 0,26 011  -0,76 -0,61

TABLE 3.2 — Comparaison des meétallicités obtenues pour différentes phases de Blazhko et différentes
formules. [Fe/H]a,,,, [Fe/H|y,, €t [Fe/H]rr correspondent & la métallicité calculée a l'aide, respective-
ment, de Pamplitude de la magnitude visuelle, Ay, du coeflicient de Fourier ¢3; et du temps de monté
RT.

3.1.5 Modes non-radiaux

Nous verrons dans la seconde partie de ce mémoire que les pulsations des étoiles variables peuvent étre
décomposées en modes radiaux et non-radiaux. La question de I'existence de ces derniers dans les étoiles
de type RR Lyrae reste en suspens (voir 4.2.3.4). L’analyse fréquentielle révele des fréquences semblables
4 des harmoniques de la fréquence radiale principale. Pour étayer notre observation, nous confrontons nos
résultats & des modeéles théoriques. Pour obtenir des fréquences d’oscillations équivalentes, les modéles
doivent présenter une métallicité bien supérieure & celle obtenue pour S Arae. Il se pourrait donc que
ces fréquences additionnelles ne correspondent pas & des harmoniques de la fréquence radiale principale,
mais & des modes non-radiaux.

3.1.6 Caractéristiques physiques de S Arae obtenues via les paramétres de
Fourier

A défaut de données spectroscopiques, il est possible d’accéder aux paramétres physiques fondamen-
taux de I'étoile a partir des acquisitions photométriques et des paramétres de Fourier issus de ’analyse
harmoniques de celles-ci (voir par exemple [46]). Ces équations souffrent des approximations inhérentes
a la régression dont elles sont issues, mais nous permettent d’obtenir des résultats tout & fait acceptables
dans la grande majorité des cas (voir par exemple [48]). Cependant, ces équations ne fonctionnent pas
pour les étoiles présentant ’effet Blazhko.

Nous proposons une nouvelle approche se fondant sur les équations existantes. Différentes formules
permettent de trouver la métallicité d’une étoile de type RR Lyrae. Elles reposent soit sur la période de
I’étoile, soit sur son amplitude, soit sur le temps de montée; et elles sont censées donner des résultats
similaires. Ceci n’est pas le cas pour les étoiles RR Lyrae présentant une modulation de leur courbe de
lumiére. Or, nous avons remarqué que ’écart entre les résultats obtenus pour ces différentes formules
variait en fonction du moment ou elles étaient évaluées durant un cycle de modulation. Nous en sommes
arrivés a la conclusion que les formules étaient valides a la condition de sélectionner les bonnes données,
c’est-a-dire, celles comprises dans un certain intervalle de modulation. Pour repérer cette phase, nous
avons découpé chaque cycle de modulation en dix intervalles, et nous avons calculé la métallicité a partir
des trois formules a notre disposition, pour chacun de ces intervalles. Celui présentant les résultats les plus
proches et les plus cohérents était considéré comme l'intervalle d’étude auquel serait appliqué ’ensemble
des formules empiriques permettant d’obtenir les caractéristiques physiques de I'étoile (voir Tableaux
3.2 et 3.3). Dans le cas de S Arae, c’est Uintervalle ¢ € [0,6; 0,7] qui a été utilisé. L’analyse nous a
permis d’obtenir une valeur de métallicité cohérente, que nous avons ensuite utilisée pour obtenir les
caractéristiques physiques de S Arae (voir Tableaux 3.4 et 3.5).

3.1.7 Ondes de chocs et dynamique du bump

Nous avons vu au chapitre 1, que la courbe de lumiére de S Arae présente des « bosses » associées
aux ondes de chocs (voir Figure 1.17). La courbe de lumiére résiduelle, obtenue aprés extraction de
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AP Aa—psy  Aa-rRr  ART—¢5  OlFe/H]

00-0.1 087 1,81 0,74 0,94
01-02 0,71 3,73 1,62 3,02
02-03 058 5,45 2,44 4,87
03-04 046 6,61 3,01 6,14
04-05 037 2,46 1,08 2,09
05-06 045 2,48 1,08 2,04
0.6-0.7 0,39 0,66 0,27 0,27
0.7-08 046 3,37 1,49 2,91
0.8-09 054 0,06 0,24 0,24
09-10 0,56 1,02 0,66 1,59

TABLE 3.3 — Suite du tableau 3.2, contenant, pour chaque phase, les écarts entre les métallicités obtenues
par chacune des méthodes, et en derniére colonne ’écart-type globale. On voit que la phase 0.6 — 0.7
semble la plus cohérente.

(B—=V)o My Teps log g
[46]  [51] [46] [33] [7] [10] [51]  [46]  [51]
0.310 0.304 091 0.93 0.81 0.78 6743 2.896 2.872

TABLE 3.4 — Caractéristiques physiques de S Arae. Pour chacune des caractéristiques, différentes équations
existent. En haut de chacune d’entre elle figure la référence correspondante.

Pensemble des 85 fréquences, confirme Iexistence d’un tel phénomeéne autour de ¢ = 0.9 (voir Figure 3.6)
— correspondant au hump ou choc Sy e

L’analyse du signal moyenné sur plusieurs périodes d’oscillations, montre ’existence d’un bump se-
condaire dont la position varie pendant une période de modulation (voir Figure 3.7). Nous reviendrons
sur cette observation & la fin de ce chapitre, lorsque nous examinerons les caractéristiques de la courbe
de lumiére qui varient durant un cycle Blazhko.

3.2 Retour sur Pasymétrie des enveloppes et des lobes secon-
daires

Nous présentons ici, et dans la section suivante, des résultats complémentaires a ceux figurant dans
la publication présentée en annexe C. Nous avons vu qu'il existait une asymétrie d’amplitude des lobes
secondaires dans le spectre des étoiles RR Lyrae présentant 1’effet Blazhko. Cette asymétrie est commu-
nément observée chez ce type d’étoile (voir par exemple [1]). Szeidl et Jurcsik ont proposé un modéle
permettant de reproduire cette asymétrie [100]. Cependant, bien qu’exacte, leur démonstration fait appel
a de lourds artifices mathématiques et élude la justification de certains aspects de leur formalisme. Nous

Résidus (mag)

000 0.20 040 0.50 0.80 .00
Phase

FIGURE 3.6 — Courbe de lumiére de S Arae, aprés extraction de la fréquence fondamentale, des harmo-
niques et des lobes secondaires.
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L(puls) L(evol) M(puls) M(evol)
[46]  [46]  [76]  [76]  [76]  [46] [46] [76] [7]
34.3 3295 3735 3872 43.35 051 0.52 0.60 0.62
TABLE 3.5 — Suite du tableau 3.4.
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
S O A S I S I S I
10 104 104 104 104
10.2: 10.2: 10.2: 10.2: 10.2:
1 0.0-0.1 1 0.1-0.2 1 02-03 1 03-04 1 04-05
10.44 10.44 10.4+ 10.4+ 10.4+
10.64 10.64 10.6 4 10.64 10.6
10.84 10.84 10.8+ 10.8+ 10.8+
114 114 114 114 11
11.2 11.2 11.2 11.2 112
0 02 04 06 08 0 02 04 06 08 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
S I I S I I S I I B I e I I L
104 104 104 104 104
10.24 10.24 10.2+ 10.2+ 10.2+
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FIGURE 3.7 — Evolution du bump secondaire durant un cycle de Blazhko (les intervalles indiqués dans
chaque fenétre correspondent aux phases d’un cycle de modulation ; en abscisse figure le temps normalisé
a une période de pulsation; en ordonnée figure la magnitude visuelle).

allons, dans cette section, proposer une démonstration simplifiée et mettre ’emphase sur les fréquences
de modulation, paramétres essentiels a I'obtention de ’asymétrie des lobes. Nous en tirerons ensuite les
contraintes nécessaires pour la modélisation de l'effet Blazhko.

3.2.1 Asymétrie des lobes secondaires dans le cas de ’effet Blazhko

3.2.1.1 Spectre d’un signal modulé en amplitude et d’un signal modulé en fréquence

La courbe de lumiére de S Arae présente une modulation d’amplitude et de fréquence. Avant d’étu-
dier les signaux présentant ces deux types de modulation simultanément, il est nécessaire, pour notre
démonstration, de revenir sur le spectre de chacune de ces modulations prises séparément.

3.2.1.1.1 La modulation d’amplitude (AM) L’archétype du signal modulé en amplitude est
donné par la fonction (3.5).

y (t) = Ap cos(wpt). (1 4+ A, cos (wnt)) (3.5)

On désigne par l'indice p les grandeurs associées a la porteuse — qui correspond dans notre cas a
la courbe de lumiére non modulée — et par 'indice m les grandeurs associées au signal modulant — ce
que nous nommions jusqu’a maintenant I’enveloppe. Son spectre est constitué de trois composantes : la
fréquence de la porteuse d’amplitude A, ainsi que deux raies secondaires f, £ f,, (voir Figure 3.8). En
effet, & partir des formules trigonométriques, on obtient :

y (t) = Apcos(wpt) + Ap Ay, cos(wpt) cos (wmt)
ApAm

Ap Am

= A, cos(wpt) + cos ((wp + wm) t) + cos ((wp — wi) t)
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FIGURE 3.8 — Gauche : Spectre d’'un signal modulé en amplitude. Droite : Spectre d’un signal modulé en
fréquence.

3.2.1.1.2 La modulation de fréquence (FM) De facon équivalente, nous pouvons définir un signal
modulé en fréquence par (3.8).

y (t) = Acos (wpt + Bsin (wmt)) (3.8)

ou [ est appelé 'indice de modulation et permet de varier 'intensité de celle-ci. Le calcul du spectre
de Fourier conduit & des fonctions intégrales, appelées fonctions de Bessel, de sorte que le signal modulé
en fréquence puisse étre écrit sous la forme :

+oo
y(t)=A > Ju(B)cos((wp + nwm)t) (3.9)
Jn(B) = (=1)"Jn(B) (3.10)

Ainsi, son spectre, représenté a la figure 3.8, montre une raie principale, entouré de raies secondaires
symétriques en fréquence et amplitude. Cependant, comme ce spectre est représenté en module, il élude
I’amplitude négative des raies secondaires gauches d’ordre impair.

3.2.1.2 Conséquences du couplage entre la modulation de fréquence et la modulation d’am-
plitude

3.2.1.2.1 Le couplage entre la modulation d’amplitude et la modulation de fréquence A
partir des propriétés vues a la section précédente, on peut déduire qu’il y aura une asymétrie des raies
secondaires & partir du moment ou celles-ci interféreraient. La condition nécessaire pour obtenir une telle
interférence est que la fréquence de modulation en amplitude soit égale a la fréquence de modulation
en fréquence. En théorie, si cette condition est vérifiée, les raies secondaires situées & gauche auront une
amplitude moins importante que celles de droite. Les observations corroborent a une trés grande majorité
cette approche théorique [108]|. Un déphasage entre les deux modulations pourrait cependant conduire a
une plus grande amplitude pour les raies secondaires situées a droite.

De plus, la plus grande amplitude pour les raies secondaires situées a droite s’expliquerait aussi,
éventuellement, par les alias issus du fenétrage dans le traitement de la transformée de Fourier discréte.
En effet, notre signal étant limité dans le temps, il est traité comme le produit de la fonction étudié par
une fonction de fenétrage, comme la fonction rectangulaire définie par (3.11)° :

ht) {1 si t € [Ty, Ty (311)

0 sinon.

Le produit de deux fonctions dans le domaine temporel correspondant au produit de convolution de
leurs transformées de Fourier respectives dans le domaine fréquentiel, cette derniére sera modifiée par
le fenétrage. En effet, l’allure spectrale de ces fenétres présente une succession de lobes, avec un lobe
principal qui doit étre le plus étroit possible, et des lobes secondaires que ’on doit réduire au maximum
(voir Figure 3.9). Ces derniers pourront donc également interférer avec ceux de la fonction étudiée et
conduire & une asymétrie.

5. Nous renvoyons le lecteur, qui souhaiterait avoir plus de détails sur les fonctions de fenétrage et leurs conséquences
sur le spectre de la fonction étudiée, a I’excellent ouvrage de Peyré [64].



3.3 Retour sur ’asymeétrie des enveloppes et des lobes secondaires 47

0.8

Amplitude

0.2

t(s) f(Hz)

FIGURE 3.9 — A gauche : Fonction rectangulaire. A droite : Module de la transformée de Fourier d’une
fenétre rectangulaire. Les unités pour 'amplitude sont arbitraires.

-9.5
9 4940 4960 4980 5000 5020 5040 5060 5080 5100
-9.7

-9.9

Amplitude (mag)

Temps (j)

FIGURE 3.10 — Enveloppe supérieure (en haut), inférieure (en bas) et moyenne (au milieu) de la courbe
de lumiére de S Arae [108].

3.2.1.2.2 Conséquence sur l'interprétation de ’effet Blazhko Comme nous avons pu le souli-
gner, une telle asymétrie dans le spectre de la courbe de lumiére, ne peut exister que si la modulation
de fréquence et d’amplitude possédent la méme fréquence. Cela contraint tout modéle théorique du phé-
nomeéne a une corrélation parfaite entre ces deux types de modulation, voire mieux, & ce qu’elles aient la
méme cause.

3.2.2 Asymétrie des enveloppes dans le cas de ’effet Blazhko

Comme nous avons pu le voir au début de ce chapitre, I’enveloppe de la courbe de lumiére est asy-
métrique. La variation, au cours du temps, des maxima, pour chaque période, a une amplitude plus
importante que la variation des minima (voir Figure 3.10). Cette caractéristique de I’enveloppe s’étend a
Iensemble des étoiles RR Lyrae de type Blazhko (voir par exemple [14]).

Dans le cas de 'archétype de la modulation d’amplitude présenté précédemment, les enveloppes su-
périeures et inférieures avaient la méme amplitude (voir Figure 3.11). Pour obtenir 'asymeétrie voulue, il
faut que la porteuse ait une valeur minimale négative plus petite en valeur absolue que la valeur maximale
qui, elle, doit étre positive (voir Figure 3.12).

Nous pouvons utiliser cette propriété pour déterminer le « niveau zéro » ou « niveau d’équilibre » du
signal étudié. En effet, ce niveau sera le seul qui ne sera pas influencé par la modulation. Il suffit donc, pour
exploiter cette propriété, de représenter la courbe de lumiére, ou la vitesse radiale, dans un diagramme de
phase pour la période de la porteuse (voir figure 3.13). Le point d’intersection des courbes correspondra
au niveau en question. Cependant, la modulation FM biaise ce résultat, comme nous pouvons le voir sur
la figure 3.13. Il est toutefois possible de négliger cette contribution si I'indice de modulation est faible.
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FIGURE 3.11 — Porteuse sinusoidale (a gauche), et signal modulé en amplitude par une fonction sinusoidale
correspondant (& droite). Aze des abscisses : temps. Axe des ordonnés : amplitude du signal. Les unités
pour 'amplitude sont arbitraires.
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FIGURE 3.12 — Porteuse sinusoidale translatée verticalement de sorte que sa valeur minimale soit négative
et plus petite en valeur absolue que la valeur maximale positive (a gauche), et signal modulé en amplitude
par une fonction sinusoidale correspondant (& droite). Aze des abscisses : temps. Aze des ordonnés :
amplitude du signal. Les unités pour 'amplitude sont arbitraires.

3.3 Variation des caractéristiques observationnelles durant un
cycle de Blazhko

Nous concluons ce chapitre en listant ’ensemble des caractéristiques observationnelles présentant une
variation durant un cycle de modulation. Nous analyserons dans un premier temps les données photomé-
triques pour ensuite les confronter & celles issues de la spectrométrie 8. Ainsi, nous nous intéresserons aux
temps de montée et de descente de la luminosité et de la vitesse radiale, aux variations de ’accélération
radiale et & ’apparition des « bosses » présentées au chapitre 1. Nous présenterons et étayerons ’hypo-
these selon laquelle Veffet Blazhko est un phénomeéne mécanique et nous verrons qu’a chaque période
d’oscillation est associée deux temps : un temps de quasi-chute libre et un temps d’oscillation.

3.3.1 Analyse des données photométriques

3.3.1.1 Enveloppe

Comme nous avons pu le voir, la modulation d’amplitude implique une variation des maxima et
minima de la courbe de lumiére. Cependant, les enveloppes supérieures et inférieures du signal modulé
ne sont pas identiques, la premiére ayant une amplitude plus importante. D’un point de vue théorique,
cela signifie que les variations de magnitude sont asymétriques. Concrétement, la position d’équilibre
n’est pas & mi-hauteur entre le maximum et le minimum de la courbe de lumiére. Comme expliqué dans
la section précédente, pour trouver la position d’équilibre, il suffit de représenter la courbe de lumiére
dans un diagramme de phase. Le point d’intersection des courbes donnera la valeur de la magnitude a

6. Nous utiliserons pour cela d’autres publications que celle portant sur S Arae.
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FIGURE 3.14 — Temps caractéristiques de la courbe de lumiére de S Arae [108].

I’équilibre. Au chapitre 5, nous présenterons une modélisation du comportement de la zone d’ionisation
He'*/He" durant un cycle de pulsation qui reproduira et expliquera cette asymétrie.

3.3.1.2 Temps caractéristiques
Nous pouvons définir trois temps caractéristiques dans la courbe de lumiére :
— Le temps de montée entre le minimum et le maximum de luminosité. On le notera t.

— Le temps de descente entre le maximum et le minimum de luminosité. On le notera 7.
— La période de pulsation que ’on notera T

Nous venons de voir qu’une étoile présentant l'effet Blazhko était modulée en fréquence. On a donc
une variation de la période de pulsation durant un cycle de Blazhko, de sorte que (voir Figure 3.14) :

TmawBlazhko > TminBlazhko (312)

Or, nous avons pour le temps de montée :

tmawBlazhko < tminBlazhko (313)

Et, a fortiori :

TmazBlazhko = TminBlazhko (314)

Il est donc nécessaire, afin de comprendre le phénoméne Blazhko, de distinguer deux temps différents
durant une période d’oscillation. Nous allons définir ces deux moments, en étudiant les temps d’apparition
des ondes de chocs et les variations de la vitesse et de 1'accélération radiale.
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FIGURE 3.15 — Courbes de lumiére de S Arae au maximum (en rouge) et au minimum (en bleu) du
cycle Blazhko [108]. Les courbes ont été modifiées afin de pouvoir les comparer sur une échelle de temps
identique (la modulation de fréquence a été supprimée).

3.3.1.3 Ondes de chocs

Un des résultats importants présenté dans notre publication sur S Arae est la dynamique du bump
secondaire. Cette « bosse » présente un peu avant le minimum de la courbe de lumiére, a été décrite aux
chapitre 1 comme la conséquence de I'onde de choc issue de la rencontre entre une couche supérieure, dans
un mouvement de chute, et une couche inférieure en expansion. Nous avons montré que sa localisation sur
la courbe de lumiére variait durant un cycle de Blazhko. Depuis cette étude, les données photométriques
issues d’autres étoiles ont confirmé cette observation et nous ont méme permis de ’enrichir. Nous savons
maintenant que le bump se produit d’autant plus tard que amplitude des oscillations est élevée (voir
Figure 3.15 ou le biais induit par la modulation de fréquence a été supprimé).

On en déduit que la collision entre la couche supérieure descendante et la couche inférieure ascendante
se produit plus tard durant la phase de contraction, lorsque le cycle de Blazhko s’approche de son
maximum. La modulation des variations de luminosité est donc aussi une modulation des variations du
rayon de I’étoile. D’ot1 notre hypothése, selon laquelle le phénoméne Blazhko est un phénoméne mécanique.

3.3.2 Analyse des données spectrométriques

L’étude spectroscopique est plus riche en renseignements que son homologue photométrique. Cepen-
dant, rares sont les campagnes d’observations embrassant un cycle Blazhko [72]. Nous utiliserons ici les
données récoltées par For et al. [38] afin d’appuyer notre argumentaire.

3.3.2.1 Accélération radiale

L’analyse de 'accélération radiale est possible en étudiant la pente de la courbe de la vitesse radiale
(voir Figure 3.16). Deux temps peuvent de nouveau étre définis durant une période de pulsation : le
premier ol la vitesse radiale suit une variation sinusoidale, qui peut donc étre associé & un mouvement
d’oscillateur harmonique ; le second, ot I’accélération radiale est quasiment constante, est similaire & un
mouvement de chute libre. Au final, les variations de vitesses radiales sont analogues a celles d’'une masse
rebondissant sur un ressort. Tout comme pour ’asymétrie des enveloppes, nous verrons au chapitre 5,
comment la zone d’ionisation He™+/He*t explique ce comportement.

3.3.2.2 Vitesse radiale

Nous voyons clairement, a la figure 3.16, que la vitesse radiale est elle aussi modulée pendant un cycle
de Blazhko. Ainsi la vitesse d’expansion maximale, au maximum du cycle Blazhko, est plus importante
qu’au minimum de ce méme cycle. Il est en de méme pour la vitesse de contraction maximale. Cette
derniére s’explique par un temps de chute plus important. A accélération constante, on a donc une
vitesse finale plus importante. Par contre, en 1’état, les données a notre disposition ne nous permettent
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FIGURE 3.16 — Vitesse radiale et courbe de lumiére de As Vir présentant un effet Blazhko [38] (la phase
représentée sur ’axe des abscisses, est la phase de Blazhko).

pas d’expliquer la variation du maximum de la vitesse d’expansion. La théorie que nous présenterons au
chapitre 5, nous permettra d’apporter une interprétation a ce phénoméne.

Tout comme pour la courbe de lumiére, les maxima et minima n’évoluent pas symétriquement. La
variation des minima est plus importante que celle des maxima. Cela est en accord avec les résultats vus
précédemment, puisque le minimum de la vitesse radiale correspond au maximum de luminosité. Cette
propriété nous est utile, puisqu’elle nous permet de définir le niveau correspondant a une vitesse radiale
nulle : en ramenant I’ensemble des courbes sur une échelle de temps modulo la période de pulsation, ces
derniéres se croisent en deux points qui correspondent au niveau en question.

3.4 Conclusion

Apres avoir posé, au chapitre précédent, les fondements théoriques nécessaires a ’analyse harmonique
des courbes de lumiére, nous avons mis ceux-ci en pratique afin d’étudier le comportement oscillatoire de
S Arae, une étoile de type RR Lyrae présentant Ueffet Blazhko. Les données de PAIX, par leur qualité,
nous ont permis de scruter le comportement de I’étoile durant trois cycles de modulation. Le caractére
quasi continu des données a été primordiale, en particulier pour cerner les changements de morphologie
de la courbe de lumiére durant une période de Blazhko 7. Le premier paramétre variant durant ce temps
est le moment d’apparition du bump secondaire. Comme nous ’avons vu au chapitre 1, cette « bosse »
située avant le minimum de la courbe de lumiére, correspondrait & un choc. Ainsi, celui-ci se produirait
d’autant plus tard que 'amplitude de la magnitude apparente serait importante. Nous avons interprété
cette observation comme une preuve de 'augmentation du rayon de I’étoile, liant ainsi I’effet Blazhko et la
modulation de la luminosité & un phénoméne purement mécanique. L’étude des temps caractéristiques de
montée et de descente des courbes de vitesse radiale et de lumiére a démontré I'existence de deux temps
durant une pulsation. L’analyse de ’accélération radiale nous a permis de définir un temps correspondant
4 un mouvement de quasi-chute libre et un autre 1ié & un mouvement d’oscillation harmonique. Nous avons
ensuite confirmé cette modélisation grace aux variations de la vitesse de contraction maximale durant un
cycle de modulation.

L’inspection des vitesses radiales pour différentes couches de I’atmosphére d’une étoile de type RR

7. période de modulation
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FIGURE 3.17 — Vitesse radiale de Z Mic (gauche) et RV Oct (droite), deux étoiles de type RRab. Les
points noirs, bleus, verts et rouges représentent respectivement les vitesses radiales des métaux, de H~,
Hp et Ha [71].

Lyrae corrobore un peu plus notre hypothése. En effet, nous pouvons voir sur la figure 3.17, que 1’évolution
de la morphologie en fonction de la hauteur de la couche considérée est similaire a celle durant un cycle
de Blazhko, confirmant que le phénoméne de modulation est avant tout mécanique.

Nous avons expliqué, dans ce chapitre, plusieurs observations communément effectuées lors des études
fréquentielles des courbes de lumiére d’autre étoiles, comme par exemple, la décroissance exponentielle
des harmoniques de la fréquence fondamentale, I’asymétrie des enveloppes ou I’asymétrie des lobes. Pour
ces deux derniéres, nous avons proposé une interprétation qui trouvera son explication au chapitre 5,
lorsque nous aborderons la modélisation discréte et non linéaire des pulsations d’une étoile de type RR
Lyrae. Mais avant cela, nous allons rappeler les équations de bases nécessaires & la modélisation de ces
oscillations ainsi que les mécanismes a 1’origine de celles-ci.
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Deuxiéme partie

Théories des mécanismes de pulsation
et de l'effet Blazhko
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Chapitre 4

Développement linéaire des équations
régissant les pulsations des étoiles RR
Lyrae et mécanismes de pulsation

En entreprenant de raconter les
récents et si étranges événements
survenus dans notre ville qui
jusqu’alors ne s’était distinguée
en rien, je suis obligé, faute de
savoir-faire, de remonter un peu
en arriére, c’est-a-dire de
commencer par quelques détails
biographiques sur le talentueux et
trés honoré Stepan Trofimovitch
Verkhovenski. Que ces détails
servent seulement d’introduction
a la présente chronique ; I'histoire
proprement dire que j’ai
I’intention de raconter ici est
encore a venir.

Dostoievski, Les Possédés.

Dans le premier chapitre de cette seconde partie, portant sur la modélisation théorique des pulsations
d’une étoile de type RR Lyrae, nous allons rappeler les mécanismes & ’origine des variations de lumi-
nosité. Pour cela nous partirons des équations de base : continuité, mouvement, énergie et état. Nous
adopterons une méthode perturbative et ne considérerons que la partie linéaire de celles-ci. Celle-ci est
largement suffisante pour comprendre les mécanismes d’excitation ou d’amortissement qui ont lieu au
sein de I’étoile. Nous ne manquerons pas d’explorer dans le second chapitre de cette partie les effets non
linéaires, dans la mesure ot nous proposerons notamment, griace a ceux-ci, une explication a « ’accro-
chage » entre modulation de fréquence et modulation d’amplitude pour le phénoméne Blazhko. Nous
limiterons cependant notre étude au cas des oscillations radiales. Comme nous avons pu le voir dans la
premiére partie de ce mémoire, ’existence des modes non-radiaux au sein des RR Lyrae reste spéculative.
Qui plus est, nous ne nous y référerons pas dans les différentes problématiques auxquelles nous nous
confronterons. Nous renvoyons donc le lecteur vers 'ouvrage de Christensen-Dalsgaard [19] pour plus de
détails sur les modes non-radiaux.

Apreés avoir posé les équations de bases et avoir linéarisé les formules perturbées, nous définirons les
modes dynamiquement stables et instables & partir du cas adiabatique. Nous verrons que dans ce cas,
la modélisation des pulsations peut étre ramenée & un probléme aux valeurs propres et utiliserons le
caractére hermitien de 'opérateur étudié pour définir ces deux modes. Une fois que nous aurons limité
notre étude au cas des oscillations dynamiquement stables, nous verrons que le cas général des oscillations
radiales nous permet de procéder & une séparation des variables spatiales et temporelle nous conduisant &
un probléme de Sturm-Liouville pour la premiére dans le cas adiabatique. Nous poursuivrons ensuite par
une étude de la stabilité en considérant le cas quasi adiabatique et conclurons en inspectant les conditions
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nécessaires pour que l'instabilité conduise aux oscillations observées.

4.1 Equations générales

4.1.1 Description lagrangienne et eulérienne

Les équations régissant la physique des étoiles pulsantes peuvent étre exprimées en suivant deux for-
malismes différents : le formalisme lagrangien et le formalisme eulérien. Dans la description lagrangienne,
chaque particule est suivie durant son mouvement. Dans la description eulérienne, on n’individualise plus
les particules de fluide ; on s’intéresse aux grandeurs caractéristiques du fluide en chaque point repéré par
le vecteur 7.

Si, dans le cas général, la méthode eulérienne est celle qui conduit a la modélisation la plus simple,
nous verrons que l’approche lagrangienne, dans le cas des oscillations radiales, sera la plus appropriée.
Nous justifierons I’hypothése des oscillations radiales & la section 4.2.3.4 et nous n’aborderons pas le cas
des modes non-radiaux.

Par la suite, §/5t désignera la dérivée temporelle en suivant le mouvement dans le formalisme lagran-
gien tandis que dans le formalisme eulérien, ce symbole désignera la dérivée temporelle en un point. On
aura donc :

o7
e o dans le formalisme de Lagrange,
(Z =0 dans le formalisme d’Euler.

On appelle dérivée de Stokes, I'opérateur différentiel noté % défini par :

dX  6X

7 5 + 7 .grad X (4.1)

On a alors :

or _de
ot Lagrange a dt

0 0 0
Ainsi, on notera % pour l'opérateur <> et — pour <> .
ot Lagrange ot ot Euler

Les formalismes lagrangien et eulérien étant décrits, nous allons maintenant passer en revue ’ensemble
des équations qui nous permettrons de modéliser les oscillations des étoiles pulsantes. Nous exprimerons
chacune de ces formules dans les deux formalismes que nous venons de décrire.

4.1.2 Equation de continuité
La premiére équation correspond & la conservation de la masse et se traduit par ’équation de continuité

suivante :

P 4 aiv (o) =0 (4.2)

ou p est la densité. Dans le formalisme lagrangien, cette équation devient :

dp .
pri pdiv (V) =0 (4.3)

4.1.3 Equation de mouvement

Nous considérons ensuite I’équation de mouvement. Dans le cas des étoiles pulsantes, elle prend la
forme :
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— E— 1—
@ + <7 . grad ) 7 = —grad b — fgrad P (44)
ot p
— 1
ou @ = —grad ¢ — —grad P (4.5)
dt P

Nous notons P la pression, définie par I'état thermodynamique de I’élément considéré, et @ le poten-
tiel gravitationnel que nous définirons juste apreés, a l'aide de I’équation de Poisson. Nous limiterons les
forces volumiques aux simples effets de la gravité. Nous considérerons le fluide comme parfait et néglige-
rons, ainsi, les forces de viscosité et de conductivité thermique. De fagon similaire, nous n’inclurons pas
I’influence de la convection via des termes supplémentaires de pression et de viscosité ad hoc. En effet,
bien que non négligeables, nous ne disposons pas encore de théorie satisfaisante permettant de traiter la
convection non stationnaire. Ainsi, nous nous limiterons uniquement au cas radiatif.

4.1.4 Equation de Poisson

Comme mentionné ci-dessus, la force gravitationnel s’exprime a ’aide du potentiel gravitationnel @
qui obéit a la loi de Poisson :

AP = 4wGp (4.6)

4.1.5 Equation de conservation de 1’énergie

L’équation de conservation de ’énergie s’écrit :

T(%‘thr?-gTés) :e—%div? (4.7)

1
ou Tﬁ —e— —divF (4.8)
dt p

ol S est 'entropie par unité de masse, € le taux de génération d’énergie par unité de masse® et ? la
densité de flux d’énergie. Ce dernier est donné par le flux radiatif.
4.1.6 Equation de transfert

Le flux radiatif, intervenant dans I’équation d’énergie, peut étre approximé, de facon satisfaisante, par
I’équation de diffusion :

4acT?
3Kp

= —
Fr=—-)Xgrad T avec A= (4.9)
ol K représente l'opacité?, ¢ la vitesse la lumiére dans le vide et a la constante de radiation. Le flux
convectif est plus difficile & modéliser et a traiter conduisant & des approximations du type théorie de
la longueur de mélange. Comme nous avons pu le mentionner précédemment, nous n’inclurons donc pas
I'influence de la convection dans le transport d’énergie.

4.1.7 Equations d’état

Afin de clore notre systéme d’équations, il est nécessaire d’y inclure les équations d’état au sens large :
les équations d’état proprement dites, 'opacité et la génération d’énergie nucléaire. En prenant p et T
comme variables thermodynamiques indépendantes, les propriétés de la matiére sont alors décrites par
des relations de la forme :

P=P(p,T,x), U=Up,T,x), k= r(p, T,x), €= e(p, T, x) (4.10)

ol x désigne la composition chimique, U I’énergie interne, € le taux de génération d’énergie nucléaire
et x 'opacité.

1. Qu’il corresponde & un taux de génération nucléaire, gravitationnel ou qu’il prenne en compte la contribution des
neutrinos.
2. Prise au sens d’opacité moyenne de Rosseland.
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4.1.8 Conditions aux limites

Enfin, il sera nécessaire d’imposer des conditions limites cohérentes a la surface de I’étoile. Ainsi, on
peut, dans une approche grossiére, annuler la pression et la température a la surface de 1’étoile. Nous
préférerons imposer des conditions de raccord, pour ces mémes paramétres, entre I'intérieur de 1’étoile et
son atmosphére. On fixera la frontiére entre ces deux milieux au niveau de la photosphére.

4.2 Perturbation au premier ordre des équations générales

4.2.1 Meéthode des perturbations

Afin de simplifier les équations générales vues précédemment, dont la résolution n’est pas envisageable
en l’état, nous allons appliquer la méthode des petites perturbations. Elle consiste & approximer les
variables décrivant le mouvement X en la somme de la valeur qu’elles prennent dans la configuration
d’équilibre — que I'on supposera stationnaire — X et d’'une perturbation §.X :

X = Xo+0X (4.11)

Tout comme pour la dérivée temporelle, il sera nécessaire de définir deux types de perturbations, selon
que 'on adopte une approche lagrangienne ou eulérienne.

X=Xy+6X dans le formalisme lagrangien (4.12)
X =Xo+ X' dans le formalisme eulérien (4.13)

On aura la relation suivante entre les deux types de perturbations pour une méme grandeur X :

- —
60X = X'+ or - grad Xo (4.14)

Par la suite, nous omettrons 'indice 0 pour désigner 1’état non perturbé.

4.2.2 Modes dynamiquement stables et dynamiquement instables

Nous allons, dans un premier temps, nous restreindre au cas adiabatique, c’est-a-dire au cas ot aucun
transfert thermique n’intervient entre le systéme étudié et le milieu extérieur. In fine, cette étude nous
ménera a discriminer deux types de modes : les modes dynamiquement instables et les modes dynami-
quement stables. L’approximation adiabatique convient particuliérement & ’étude des couches internes
de I'étoile, 1a ou le temps caractéristique des transferts d’énergie est beaucoup plus long que le temps
caractéristique dynamique. Cette condition est équivalente & I'approximation suivante : AS = 0. Ceci
conduit a3 :

0P op
- = Fl? (4.15)

On peut écrire ’ensemble des équations précédentes — & ’exception de I'équation de transfert qui
devient inutile — en fonction de ér :

p = —div(pﬁ) ou Jp=—p div 5 (4.16)
§P=_IP div ot ou P =—I\P div o1 — o1 - grad P (4.17)

L’équation de Poisson A®' = 47Gp’ devient :

dv, div(pdr) adV,
#'(B) = — /pI%AlAG/(’l)&Z‘A (4.18)
Nous obtenons alors ’équation de mouvement :
4257 — = 1—
= —grad &' + p—2grad P— ;grad P (4.19)

3. Voir (4.44).
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qui peut s’écrire sous la forme :

%
d?ér -
ou L est 'opérateur linéaire défini par :
= — div( 5—>) av, 1 =\ —
Lor = — Ggradp (/ WITBZ;'lA) - div (p5r> grad P (4.21)

1— — l— = —
+ —grad (F1P div ((57")) + —grad ( or - grad P)
P P
Nous admettrons que £ est un opérateur symétrique pour le produit scalaire :

(7,7):/;@7&/:( ) (4.22)
\4

En incluant des conditions aux limites linéaires, homogénes et indépendantes du temps, le probléme
admet des solutions de la forme & (7) e**. On obtient alors ’équation suivante pour les & (7) appelés modes
NOrMaUT

LE = s%¢ (4.23)

Le caractére hermitien de £ implique que les valeurs propres s? sont réelles. On aura alors deux cas
de figures :

— 52> 0 : le mode sera dynamiquement instable, les oscillations augmentent en amplitude, du fait
de 'exponentielle & exposant réel positif.
— 52 <0 : le mode sera dynamiquement stable.

Une configuration stellaire sera stable si tous ses modes normaux sont stables, et instable si au moins
un mode est instable. Dans le cas oil s2 = 0 pour certains modes, alors que les autres sont stables, I’analyse
linéaire sera insuffisante pour déterminer la nature vibrationnelle du modéle. Nous nous limiterons, par la
suite, & I’étude des configurations dynamiquement stables, et poseront dans un premier temps s = —io.

4.2.3 Oscillations radiales

Nous allons examiner le cas des oscillations radiales, en commencant par le cas général, que nous
simplifierons ensuite avec 'approximation adiabatique. Nous élargirons ensuite les hypothéses en consi-
dérant le cas quasi adiabatique, afin d’étudier la stabilité des pulsations. On pourra alors déterminer dans
quelle zone le mode considéré est éventuellement excité ou amorti. Nous obtiendrons des formulations
intégrales, des équations posées précédemment, qui nous permettront d’établir les mécanismes a l'origine
des pulsations des étoiles RR Lyrae.

4.2.3.1 Cas général

Alors que l'approche eulérienne permet généralement de simplifier efficacement la modélisation des
pulsations, le formalisme lagrangien convient particuliérement bien au traitement des oscillations radiales,
notamment en utilisant m, la masse, plutot que r» comme coordonnée, 'opérateur 9/0m commutant avec
lopérateur de perturbation lagrangienne. Nous allons simplifier notre systéme d’équations aux dérivées
partielles en exploitant la symétrie sphérique et en la réécrivant également dans le nouveau systéme de
coordonnées. Nous reprenons ici, dans les grandes lignes, le développement proposé par Cox [22]. Notons
tout d’abord que 9/9m et 9/0r sont reliés par la relation :

g 1 0

om  4nr2p Or

On peut ainsi réécrire les équation de continuité, de mouvement, de conservation de I’énergie et de
transfert radiatif :

(4.24)
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ldp 10 , Lldp 7]
- = — 4 = 4.2
odt T 8r(r v) ou o + ﬂpam(r v) =0 (4.25)
dv Gm 10P dv Gm 5 OP
T -z — = = 4pre=== 4.2
dt r2  por ou dt r? mr? om (4.26)
ds 1 0 ds oL
T— =¢— ——(r’F T— =€e— — 4.2
dt g ") ou it~ < om (4.27)
4acT® OT 64m2rtacT® OT
F=_ el ) P —— 4.28
3kp Or ot 3K om (4.28)
L’équation de Poisson donne :
0P Gm

En substituant (4.11) dans les équations précédentes, et en négligeant les termes d’ordre supérieur a
un en les perturbations, on obtient un systéme d’équations linéaires :

%’) + 47rp%(1"257’) =0 (4.30)
%:2?—?%—8 gi%—zw“‘% (4.31)
T% = Je — % (4.32)
5L=—647r2;:“T3{g:l (4?+35TT—T>+?$} (4.33)
On peut ensuite revenir a l'opérateur 9/9r afin d’obtenir :
() - 2
) - (- ()
b ()< (i ig oo

On peut séparer les variables temporelle et spatiale dans les solutions, puisque les coefficients des
équations linéaires sont indépendants du temps. Ces solutions peuvent alors s’écrire sous la forme :

X (r, t) = b (r)e” (4.38)

ou s est la fréquence d’oscillation de 57)(.

En injectant (4.38) dans les équations précédentes, on obtient :

d (or or  dp
Sy (i P o 4.
i (7)== 05+%) (39
d (6P 1dP (6P or
d(P) = ‘pm{p*(“ Gm) } (4.40)
d (0L 1dL (0L e dnr2e,pT 68
s (0) = e (-5 -l (441

d (6T 1dT or 0T 0L ik
dr< > = Tdr<4r+4TLm) (442)
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En ce qui concerne les équations d’état, nous admettrons que les relations P = P(p,T) et k = k(p,T)
définies dans le cas stationnaire, restent valides au cours de la pulsation. Nous aurons alors :

oP (I3 —1)2%¢c,pT ) 6p (I3 — 1)e,pT 6T
Rl AR I Sl S eC st tinll 4.43
P [ ! P P P T (4.43)
ou I, I, I's sont les coefficients adiabatiques définis par :
Oln P In—-1 olnT OolnT
I, = = I3 —-1= 4.44
' <3lnp>s’ I (311113)5’ ’ (81np>s (4

Pour ce qui est de la perturbation du taux de génération d’énergie nucléaire, le temps de vie des
réactifs n’étant pas négligeable, comparé au temps caractéristique de pulsation, nous aurons :

o€ op oT

ou les termes p et v seront des fonctions de la fréquence de pulsation.

Enfin, nous devons définir les conditions limites afin de clore notre systéme. Tout d’abord, nous
imposerons & nos solutions d’étre réguliéres au centre, ce qui se traduit par les conditions suivantes :

0L e

Pour ce qui est des conditions en surface, deux approches sont possibles. La premiére consiste a
considérer une pression nulle en surface, ce qui se traduit par les conditions aux limites suivantes :

0P R3s2\ or

— 4 — — = 4.4
P + ( GM> T 0 (4.48)
or 0T 6L Ik

47+4?777?70 (4.49)

Si le modéle est raccordé & une atmosphére, on gardera la condition mécanique inchangée, mais on
améliorera la condition radiative en utilisant I’approximation d’Eddington pour la structure thermique
de 'atmosphére :

3 2 3L 2
T(r) = =T} )R —— - 4.5
ot T, ¢¢ correspond & la température effective, o la constante de Boltzmann et 7 a ’épaisseur optique :
e kAM
T= /T kpdr =~ ey (4.51)
oT or 6L T 0K or

4= 42 =2 (29T ) =0 4.52
T + r L 7+42/3 < K r ) ( )

4.2.3.2 Cas adiabatique

Nous avons déja pu voir que dans les couches internes de 'étoile, la période des modes dynamiques
d’ordre peu élevés, sont beaucoup plus courtes que le temps caractéristique dit de Kevin-Helmholtz,
correspondant au temps de transfert thermique . Dans ces régions, ’approximation adiabatique est donc
justifiée et donne des résultats relativement précis. Les équations vues précédemment, ainsi que leurs
conditions limites, se réduisent alors & :

d (or\ 1 3(5T+ 1P (4.53)
dr\r )  r r Iy P '
4. Le temps caractéristique de Kevin-Helmholtz correspond au temps mis par 1’étoile pour rayonner ’ensemble de son

énergie jusqu’a épuisement, dans le cas ou elle serait subitement privée de sa source d’énergie nucléaire. C’est ainsi, un

temps caractéristique des phénoménes thermiques dans 1’étoile. Une bonne approximation de sa valeur est donnée par

_ GM?
TKH = “Lg




62

Chapitre 4. Equations et mécanismes de pulsation

A (8P\ _ _LdP (6P (s o
dr \ P ~ Pdr | P

- Gm

4.54
- (4.54)
or 1 6P
oP R3s%\ or
i 4 — — = = 4.
P+< GM)T 0 en r=2R (4.56)
On introduit alors les variables sans dimension suivantes :
T m or 0P GM
e [ — — = —— == — ] = 4.
x 7 q U £ ot 7 Iz et s ic avec o 7B w (4.57)
Nous pouvons alors réécrire les formules précédentes :
d€ 1 n
—=—13 — 4.58
dz x < &+ Fl) (4.58)
dn dln P z3w?
— = — 4 4.59
o = {n + ( )¢ (4.59)
et leurs conditions limites :
no_ _
3+—=—=0 en =0 (4.60)
I
77+(4+w2)§:O en r=1 (4.61)
En éliminant 7, on obtient I’équation :
d d¢ d
— (nPrt= 53 —4)P Zortte=0 4.62
& (npr )+ {r g ten - Pl ot e (4.62)
et les conditions aux limites :

%20 en r=0 (4.63)

de R302
- —4— = = 4.64
FleT—i—(iS['l GM)§ 0 en =R (4.64)

On obtient une équation différentielle scalaire, d’ordre deux, du type Sturm-Liouville. Les solutions
de ce probléme sont les valeurs propres et vecteurs propres de 'opérateur autoadjoint :

1 d L€ 1d
§= g (FlPr dT) o= (31, — 4)P| ¢

(4.65)
défini pour le produit scalaire :

(u,v) = /pr%ﬁdr

(4.66)
Nous retrouvons alors I’équation :

LE = o%¢ (4.67)

Nous savons alors qu’il existe une base hilbertienne de vecteurs propres, que l'on a appelés modes
normaux, associés & des valeurs propres formant une suite strictement croissante : 08 < 0% <..< U,% <...
avec lim o} = 4oc.

k—o0
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4.2.3.3 Etude de la stabilité

Comme nous avons pu le voir précédemment, I’approximation adiabatique ne convient pas a la des-
cription des couches externes de 1’étoile. Qui plus est, elle ne nous permet pas de savoir si un mode
est excité ou amorti par les phénomeénes thermiques. Il est donc utile de prendre en compte les termes
non conservatifs. Pour cela, on considérera ces derniers comme de petites perturbations au probléme
adiabatique.

Posons cette fois-ci s = 6’ — i, ou nous appellerons 6’ le coefficient d’amplification. Nous allons
montrer que :

1O (e ) dm

!l dm

o =
20 [ |67 dm

(4.68)

Pour cela nous allons établir les expressions intégrales des équations perturbées. Ecrivons, & nouveau,
ces derniéres sous la forme suivante :

dir (r?or) = 77’25;) (4.69)
doP 4dP
05 doL
T = e — —= 4.71
SCy . de - (4.71)

En multipliant ’équation de mouvement par 477267 et en intégrant sur le rayon de 1’étoile, on obtient :

— (déP  4dP
52/47rr2p\(5r|2dr+/47rr25r — 4+ ——6r)dr=0 (4.72)
dr r dr
En utilisant ’équation de continuité et en intégrant par parties, on peut mettre cette équation sous
la forme :
§P8p  4rdP |or|?
52/|5r|2dm+/{p+ Sl b }dsz (4.73)
pp pdri|r

En prenant la partie imaginaire de la relation précédente, nous obtenons :
3P 8p
_Im Ik o Ldm
S |6r|2dm

En portant dans le second membre, les solutions adiabatiques, on obtient 1’égalité voulue en utilisant :

o 5PSp . 1 [6T 5L

2 ResIms = (4.74)

ot W est la puissance moyenne développée par toute I’étoile (correspondant au travail effectué pendant
un cycle divisé par la durée de ce cycle). Ainsi, a partir de cette expression intégrale, nous pouvons, non
seulement déterminer la contribution de chaque couche de I’étoile, mais aussi préciser les mécanismes
excitateurs ou inhibiteurs.

L’approximation quasi adiabatique nous permet d’obtenir d’excellentes approximations des fonctions
et valeurs propres de notre systéme, lorsque le phénoméne d’excitation réside a 'intérieur de I’étoile. Dans
le cas contraire, on intégrera de préférence les équations présentées dans le cas général.

4.2.3.4 Existence des modes non radiaux au sein des RR Lyrae

Nous limitons notre étude au cas particulier des oscillations radiales étant donné que l'influence des
modes non radiaux au sein des étoiles de type RR Lyrae reste encore spéculative [58]. Nous renvoyons le
lecteur vers 'ouvrage de Christensen-Dalsgaard [19], ou le probléme des pulsations est modélisé, toujours
a partir des équations perturbées au premier degré, dans le cas général des oscillations quelconques. La
solution présentée ici correspond aux harmoniques sphériques présentées dans ’ouvrage cité, pour [ = 0.
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4.3 Meécanismes de pulsation

4.3.1 Apercu historique

La compréhension des mécanismes de pulsation des étoiles débute en 1914 avec Shapley [81] et les pre-
miers travaux d’Eddington en 1918 [26]. Le premier attribue les variations de luminosité & des variations
de volume de I’étoile. Le second pose les fondements mathématiques a la théorie des pulsations que nous
avons présentés au début de ce chapitre. L’étude de la stabilité de ces oscillations, c’est-a-dire la possibilité
que celles-ci se maintiennent dans le temps, sera traitée par Eddington en 1926 [27]. Il décrit la nécessité
d’un mécanisme similaire a celui d’'une machine thermique, capable d’emmagasiner de I’énergie durant
la compression et de libérer celle-ci & ’expansion. Il propose, au début des années quarante [28][29], un
mécanisme de pulsation reposant sur le couplage entre ’énergie nucléaire produit au sein de 1’étoile et
la zone d’ionisation de I’hydrogéne. Les travaux menés ultérieurement par Epstein [30] ont montré que
toute source d’instabilité ne pouvait exister en dessous de 0.85 fois le rayon de I’étoile. Zhevakin fut le
premier & proposer un mécanisme similaire & celui de la machine thermique d’Eddington, mais fondé sur
l'interaction entre les pulsations et la zone d’ionisation Het*/He* [109] [110] [111]. Enfin, Cox définit en
1980, une zone de transition, limite entre la zone adiabatique et la zone non-adiabatique, et démontre
que l'efficacité des mécanismes d’excitation des pulsations repose sur la position relative de cette zone
par rapport a la zone d’ionisation.

Dans la suite de ce chapitre, nous allons voir comment nous pouvons retrouver les résultats de Zhevakin
et Cox a partir de la formule du coefficient d’amplification (4.68).

4.3.2 Influence de I’excitation nucléaire et des termes de transport
4.3.2.1 Le mécanisme ¢

La contribution de la génération d’énergie nucléaire dans le numérateur du coefficient d’amplification
(4.68) est toujours positive. Par conséquent, c’est un mécanisme d’excitation des oscillations. On nomme
cet effet « mécanisme € ». Comme nous pouvons le voir a la figure 1.8, les zones de fusion se situent
dans intervalle de masse [0 ; 0.9], qui correspond a une distance de moins de 0.2R ou R est le rayon de
I’étoile. Dans ces régions ou les fonctions propres sont petites, comme le montre les travaux d’Epstein,
son influence est limitée, notamment par 'effet inhibiteur des termes de transfert. Il est donc nécessaire
de considérer la seconde variable comprise dans le numérateur du coefficient d’amplification.

4.3.2.2 Les mécanismes x et v

On peut écrire la contribution du terme de transfert au coefficient d’amplification sous la forme :

0T déL 0T déL
- [ == [ F G (4.76)

On voit que cette contribution sera positive si L décroit lorsque 0T > 0, c’est-a-dire si la matiére
absorbe de la chaleur a haute température et la restitue a basse température. Dans le cas ou ’approxi-
mation adiabatique est valable, nous pouvons estimer la contribution des termes de transfert. A partir
des équations d’état et de transfert, et en ne considérant que les modes d’ordre peu élevés, pour lesquels
la dérivée de 9T/T et le terme en dr/r sont négligeables, on peut écrire :

5L
L

ou K, = (%)T et Kk = (%)p.

(4 = rr)(I5 = 1) — Ky %p (4.77)

En utilisant les approximations suivantes® : Iy ~ 5/3, kp ~ 1, kT = —3.5, on obtient :

[(4 — KT)(Fg — 1) — ij] ~4>0 (478)

Par conséquent, pour que le terme de transfert ait une contribution positive, il faut que I'une des
conditions suivantes soit satisfaite :

5. Ces approximations correspondent au cas d’un gaz monoatomique oui la pression de radiation est négligeable et dont
I'opacité suit assez fidélement la loi d’opacité de Kramer.



4.3 Mécanismes de pulsation 65

2.5

15

== avg_charge_H
avg_charge_He

0.5

0.7

0.6

0.5

0.4

r-1

0.3

0.2

0.1

0
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

x=r/R

FIGURE 4.1 — Etoile de masse M = 0.7M et de métallicité Z = 0.0001 dans la bande d’instabilité. En
haut : charge moyenne des atomes d’hydrogéne et d’hélium en fonction du rayon normalisé. En bas :
évolution du coefficient adiabatique I's — 1 en fonction du rayon normalisé.

— Qu’un élément assez abondant soit partiellement ionisé. Cela aurait pour conséquence d’abaisser
I3 — 1 de maniére significative.
— Que Kk soit positif

Les mécanismes associés & chacune de ces conditions sont appelés, respectivement, mécanismes y et
mécanisme k. Chacune des conditions présentées est vérifiée dans la zone d’ionisation Het*/He™, comme
cela fut suggéré par Zhevakin (voir Figure 1.15 et 4.1). Nous retrouvons ses conclusions a partir de
Papproximation quasi adiabatique et du coefficient d’amplification (4.68).

Il reste, cependant, encore a expliquer 'existence de frontiéres pour la bande d’instabilité — les résultats
présentés jusqu’a maintenant induisent I'existence d’oscillations pour ’ensemble des étoiles ayant une zone
d’ionisation située & une distance supérieure & 0.85R du centre. Pour cela nous allons nous intéresser a
la position relative de la zone de transition par rapport a la zone d’ionisation He™*/He*.

4.3.3 Efficacité des mécanismes de pulsation
4.3.3.1 Zones adiabatique, non adiabatique et de transition

La zone de transition se situe entre la zone adiabatique et la zone non adiabatique. On la définit
comme la zone vérifiant la relation :

coTAM =~ Lt (4.79)

ou 7 est la période de pulsation pour le mode considéré et Am la masse située au-dessus du niveau
considéré. ¢, T/Am correspond a l'ordre de grandeur de I’énergie interne des couches surmontant le niveau
considéré. Lt est I’énergie rayonnée sur une période. Ainsi, le temps mis par une onde acoustique pour
atteindre cette zone est équivalent au temps caractéristique de Kevin-Helmholtz.

On peut alors distinguer les trois régions mentionnées de la fagon suivante :
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FIGURE 4.3 — Evolution de 6L/ L au sein de ’étoile : zone d’ionisation dans la zone non adiabatique [22].

— La zone adiabatique ou ¢, TAm >> Lt
— La zone de transition
— La zone non adiabatique ou ¢, TAm << LT

Dans cette derniére zone, la variation de 0L/L est donnée par :

0L sc,TAM IS
N—==-—""- (4.80)
L L Cy
Le second membre étant trés petit, on en déduit que la luminosité y est quasi constante. Etant
donné sa faible capacité calorifique, cette zone n’a que peu d’influence sur ’excitation ou I’inhibition des
oscillations.

4.3.3.2 Position relative des zones d’ionisation et de transition : conséquence sur ’efficacité
des mécanismes k/7y

L’explication de l'efficacité des mécanismes /v dans la bande d’instabilité est due a Cox|[22]. Lorsque
la zone d’ionisation se situe dans la zone adiabatique, son effet déstabilisant est compensé dans sa partie
externe (voir Figure 4.2). Lorsqu’elle se situe dans la zone non adiabatique, 6L y étant constant, son
influence est limitée (voir Figure 4.3). Il faut donc, pour que l'instabilité vibrationnelle se développe,
que la zone d’ionisation se situe au niveau de la zone de transition (voir Figure 4.4). Ainsi, la bande
d’instabilité observée dans le diagramme HR correspond a la coincidence de ces deux zones. A sa gauche,
les températures effectives étant plus importantes, la zone d’ionisation se trouve dans la région non
adiabatique; a sa droite, les températures plus basses favorisent les phénoménes de convection, qui a
terme inhibent les mécanismes k/7 .
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FIGURE 4.4 — Evolution de §L/L au sein de ’étoile : zone d’ionisation dans la zone de transition [22].

4.3.3.3 Illustration des mécanismes de pulsation a partir des modéles obtenus par MESA

Afin d’illustrer les mécanismes que nous avons détaillés, nous avons repris les modéles obtenus par
MESA que nous avions présentés au premier chapitre. Nous avons repéré les zones d’ionisation grace aux
charges moyennes des atomes d’hélium et d’hydrogéne. Toute modification dans celles-ci correspondait a
une zone d’ionisation. De méme, nous avons déduit la position de la zone de transition en utilisant les
temps caractéristiques (voir Figures 4.5 et 4.6). Dans le cas ol ces courbes s’intersecteraient, leur point
d’intersection donnerait une approximation de la position de la zone de transition. Le travail par cycle,
a partir du centre de ’étoile, ainsi que sa dérivée spatiale sont représentés pour chacun de ces cas.

4.4 Conclusion

Apres avoir exposé les principales caractéristiques observationnelles des étoiles pulsantes de type RR
Lyrae, dans la premiére partie de ce mémoire, nous consacrons la seconde partie a ’étude théorique
des mécanismes de pulsations. L’objectif était pour nous de démontrer I'existence d’oscillations, d’étudier
leurs évolutions dans le temps en analysant les termes d’amortissement et d’excitation, et enfin, de pousser
plus loin I’étude de la stabilité de ces pulsations en établissant I'existence d’un cycle limite, de variation
de la fréquence, d’échange d’énergie entre les différents modes de pulsations. Dans ce premier chapitre,
nous avons appliqué la méthode des perturbations aux équations régissant la physique de 1’étoile, et nous
n’avons gardé que les termes du premier degré. Nous avons vu que ces équations, sous leur forme la plus
simple, conduisaient & ’existence d’oscillations. Le cas adiabatique nous a permis de distinguer deux cas
de figures : les configurations dynamiquement stables et dynamiquement instables. En ne considérant que
les premiéres, nous avons restreint notre champ d’étude aux cas des oscillations radiales adiabatiques,
et nous avons montré que, dans ce cas, le probléme se ramenait & un probléme de Sturm-Liouville. Les
valeurs propres de l'opérateur correspondant nous donne les fréquences d’oscillations, et les fonctions
propres sont associées aux variations spatiales des variables considérées — rayon, température, luminosité,
etc. Si cette approche nous permet de justifier Pexistence théorique d’oscillations, elle ne permet pas
d’analyser leur stabilité. Il a alors été nécessaire d’appliquer aux équations établies une nouvelle pertur-
bation correspondant au cas quasi adiabatique. Nous avons alors établi une expression du travail durant
un cycle donnant les conditions nécessaires a ’excitation des oscillations. Trois mécanismes ressortent :
le mécanisme € correspondant & l’excitation nucléaire, le mécanisme ~ qui favorise les oscillations dans
les zones ot le coefficient adiabatique I's — 1 est significativement bas, et le mécanisme x correspondant a
une variation positive de ’opacité avec la température. Dans le cas des étoiles de type RR Lyrae, le pre-
mier est négligé. Nous avons montré, que les deux suivants sont liés & 1’existence d’une zone d’ionisation
He*™*/He* et ne peuvent étre efficace que si celle-ci est située au niveau de la zone de transition entre les
zones adiabatique et non adiabatique.

Ainsi, 'origine des pulsations provient de I'inertie de la force gravitationnelle par rapport aux forces de
pression. Le retard de ces derniéres pour contrebalancer la premiére explique les oscillations observées. Ce
retard est di a la présence d’une zone d’ionisation au niveau de la zone de transition. L’augmentation de
I’énergie gravitationnelle sert & ioniser les éléments présents dans cette zone. La diminution de pression
résultante, lorsque 1’étoile se contracte, ne contrebalance alors plus la force de gravitation. De fagon



68 Chapitre 4. Equations et mécanismes de pulsation

140000
120000
100000

80000

60000
—— acoustic_depth
kh_timescale

40000

20000

0\

0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

25
15

0.5

avg_charge_H
0 avg_charge_He

01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

—200

-4t —400

1Q/MQ

—600

—800

—10p —1000

-12 w w . ! ~1200
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

x=r/R

FIGURE 4.5 — Etoile de masse M = 0.7M et de métallicité Z = 0.0001, au début de la branche horizontale
et hors de la bande d’instabilité. En haut : Temps caractéristiques (en secondes). L’intersection entre les
courbes correspond a la zone de transition. Au milieu : Evolution de la charge moyenne des atomes
d’hélium et d’hydrogéne. Toute variation significative correspond & une zone d’ionisation. En bas : travail
total par cycle a partir du centre de I’étoile (bleu) et dérivée spatiale du travail par cycle (rouge) en
fonction de la position (rayon normalisé). Les valeurs des puissances et leur variation sont données a titre
indicatif.
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similaire, lors de la contraction, I'ionisation entraine une augmentation de I’opacité qui empéche les forces
de pression de contrer la force responsable de la contraction ®. Les deux phénomeénes sont intimement liés,
c’est pour cela, qu’on les regroupe usuellement sous le terme de mécanisme x/.

Bien que la modélisation exposée contienne de nombreuses hypothéses simplificatrices (oscillations
radiales, quasi adiabatique, développement linéaire), elle nous a permis d’établir les mécanismes de pul-
sation et les conditions nécessaires a leur observation. Cependant certaines problématiques posées au
début et durant ce chapitre restent encore en suspens. L’existence d’un cycle limite n’a pas été démontré.
Par conséquent, cela veut dire que le coefficient d’amplification conduirait & une dynamique instable, ce
que 'on a rejeté. Les modulations d’amplitude et de fréquence elles aussi n’ont pas pu étre expliquées
par Papproche linéaire. Il est donc nécessaire de pousser plus loin I'analyse des équations exposées, en
incluant des termes d’ordre supérieurs & un. Or, ceci va nous conduire & une formulation plus complexe
que ’on ne pourra résoudre sans simplification. Nous verrons ainsi, dans le chapitre suivant, comment, en
discrétisant spatialement les équations perturbées d’ordre supérieur & deux, nous avons réussi a ramener
le probléme des oscillations & un systéme analysable et connu. Nous répondrons grace a cette nouvelle
modélisation, aux problématiques laissées en suspens.

6. On retrouve le temps de quasi chute libre défini au chapitre 3. Lorsque l'effet du mécanisme k/7v s’estompe, le
comportement d’oscillateur harmonique réapparait, comme nous le verrons au chapitre suivant.
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Chapitre 5

Discrétisation spatiale des équations
régissant les pulsations des étoiles RR
Lyrae : analogie avec un systéme

d’oscillateurs couplés, synchronisation
et effet Blazhko

« Tout ce qui est extérieur est
aussi intérieur », pourrait-on dire
avec Goethe.

Jung, L’ame et la vie.

L’approximation linéaire nous a permis d’expliquer ’existence des oscillations au sein des étoiles RR
Lyrae. L’approche quasi adiabatique quant a elle, nous a conduit plus loin en établissant un critére de
stabilité expliquant les mécanismes a l'origine des pulsations. Cependant, en négligeant les termes non
linéaires, nous nous gardons de toutes solutions aux problémes les plus complexes que sont ’existence
d’un cycle limite, Uorigine de effet Blazhko et les phénoménes de synchronisation (entre les couches
d’une part, et entre la modulation de phase et la modulation d’amplitude d’autre part). Un nouveau
formalisme qui incorporerait ces termes, tout en restant exploitable, est donc nécessaire. Nous proposons
dans ce dernier chapitre une telle modélisation. Nous procédons pour cela & une discrétisation spatiale ! du
probléme non linéaire. L’analogie avec un systéme d’oscillateurs couplés est alors établie, nous permettant
d’exploiter les résultats existants dans ce domaine. Nous proposerons ainsi un nouvelle théorie pour I'effet
Blazhko, que nous étayerons par des premiers résultats. Ces derniers seront obtenus par une analyse par
transformée en ondelettes [39], outil dont nous préconiserons 'utilisation systématique pour 'étude des
courbes de lumiére. Nous serons également en mesure d’expliquer 1’accrochage de fréquence entre la
modulation d’amplitude et de phase présentée au chapitre 3. Enfin, nous démontrerons I'existence d’une
synchronisation des couches, telle qu’elle fut proposée par Cox [23], en considérant Panalogie entre un
oscillateur & relaxation et le comportement de la couche d’ionisation.

5.1 Discrétisation spatiale des équations régissant les pulsations
des étoiles RR Lyrae

5.1.1 Discrétisation spatiale des équations de mouvement et d’énergie

Discrétisons le volume de I'étoile, supposé sphérique, en J zone sphériques et concentriques, de telle
sorte que chacune de ces zones ait une masse constante dans le temps. Nous obtenons un ensemble,

1. La modélisation discréte de la physique stellaire n’est pas nouvelle. Elle est commune dans le traitement numérique
de ce type de probléme, par exemple dans les codes d’évolution stellaire [103]. On retrouve cette approche également dans
les travaux de Takahashi et Morikawa [101].
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FIGURE 5.1 — Discrétisation spatiale de '¢toile : P;_y /9, Vi_1/2, M;_1/2, Tj_1/2 représentent respecti-
vement la pression, le volume spécifique, la masse et la température au centre de la zone et r;, L;,
respectivement, la distance au centre et la luminosité émanant de l'intérieur.

représenté a la figure 5.1, de J + 1 interfaces, caractérisées par les variables extrinséques r; et L; (respec-
tivement la distance au centre et la luminosité émanant de l'intérieur) et J zones, caractérisées par les
variables intrinseques P;_1 /2, Vi_1/2, M;_1 /2, T;_1 /2 (respectivement la pression, le volume spécifique, la
masse et la température au centre de la zone).

En ne considérant que le cas adiabatique, nous pouvons alors écrire ’équation de mouvement pour
chaque interface, en supposant qu’elles sont soumises & leur propre poids et aux pressions extérieures :

d27;¢ _ Gyzni N 4r? (Pi+1/2 - Pi—1/2) (5.1)

K2

ot m; = M,.; est la masse contenu dans la sphére de rayon r, et ot :

1
IM; = 3 (Mi—12 + Miy1)2) (5.2)

En incluant les perturbations au premier degré, nous obtenons :

d2 i 61 G i ([)0‘|'(5f)Z _(PQ“V_(SP,L-?
(r 70;— ;) _ m i (rig +5ri)2 ) +1/2 ) 1/2
dt (ri0 + 07) DM,
0P; 4 OP;_y
Omi (1 P )2 Piappo (L4 522) ~ Povyeo (14 7522)
- 2 1,0 . )
2, (1 + ‘5—7"0) "0 M
(5.3)
Nous pouvons alors développer cette équation sous la forme :
d?(rio+0r;)  Gm;  2Gmgor; Al or; 0P 11/2
: = — — (14+2— |4 P; 1+ —"=
12 7,1270 7"%9’,0 + I, + o it1/2,0 | 1+ Prvij20
0P; 12
—P;_ 1+ —"= 5.4
1/2,0 ( + P10 (5.4)

Dans le cas adiabatique, nous avons également 1’équation perturbée au premier ordre :

5P> 5p
— =I1_1/2 <) (5.5)
< P i—1/2 / P Jiz1/2

En injectant (5.5) dans (5.4), nous obtenons I’équation suivante :
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d> (’I“i,() + 57%) _ Gm, 2G'm;or; 4777'1‘270 (1 P or; ) «

dt? 7"1‘2,0 - 7'?,0 D M; 74,0
0pit1/2 0pi—1/2
{Pi+1/2,0 <1 + I i41/2,0 =y > —Pi_1/20 <1 + 111720 / > } (5.6)
Pi+1/2,0 Pi—1/2,0

Nous devons alors exprimer la perturbation de densité en fonction de la perturbation radiale. Pour
cela, en rappelant que la masse reste fixe entre r;_; et r;, nous écrivons dans un premier temps :

M;_ 1720
e R ey
0pi—i/2 M;_4 2,0
Pi—1/2,0 (1 + . / = / V1
Pi—1/2,0 Vici/2.0 (1 + Tz‘/o>
5[%;1/2 ) Mifl/Z 0 ( 5‘/271/2 )
i — 1 + - : 1 - 57
Piz1/20 ( Pi—1/2,0 Vici/2,0 Vici/2,0 (5.7)
Il est facilement démontrable que :
OVi1jo =4m (raoéri — rfﬁl’oéri,l) (5.8)

En injectant 'équation précédente dans (5.7) et en utilisant I’égalité statique, nous obtenons :

Spi_ M;_
Pi—1/2 _ 1/570 A (T?o(sri — 7‘?_1 057“1'_1)
Pi—1/2,0 Pz‘—l/z,OVi_1/2,o ’ 7
Pi—1/2,0 2 2
= ———An (r;o0ri —ri_1 00Ti—1 5.9
M;_12,0 (o b ) )

En reprenant I’équation (5.6), et en enlevant les termes correspondant a ’égalité statique, nous arrivons
alors a :

dzdri - 72sz(57'1 8’/TT‘Z"057’Z'

2 7"-3() - DM; (Pi—H/z’OiPi_l/Q’O) *

47r7“l-2_’0
DM;

Opit1/2 dpi—1/2
{Pi+1/2,0F1,i+1/2,0 2 i—1/2,0L1,i—1/2,0 /
Pi+1/2,0 Pi—1/2,0

2Gm15r1 871")”1"05’!’1‘ 1671'27’2»2’0
= - T?,O + I, (P¢+1/2,0 - Pi—1/2,0) - TMX

P I P I
(O 1’0p0> (rZi1.00rip1 — 17 06m3) — (O 1’0'00) (r?o0ri — 171 001i—1) (5.10)
Mo i+1/2 ' ' Mo i—1/2 ' '

En posant comme conditions initiales éro = 0, nous n’avons plus que J inconnues : les r; € [1; J]. On
suppose également la pression nulle a 'extérieur de la derni¢re interface : Pj /o = 0. En abandonnant
les indices O pour les valeurs & 1’équilibre, nous pouvons réécrire I’équation de mouvement sous la forme :

d?or; 2G'm; 8mr;0r; 167272 InPp
- =— “0r; —— (Piy1)2 — Pic1y2) — - 10T — rior
72 T? T + DM, ( +1/2 1/2) I, {( Vi >i+1/2>< [TZ“ Tiy1 — 7T r]
P
_ < Ewp> ) X [7‘?57} —7“12157”1-1}} (511)
1—1/2
ki_1/2 i kiy1/2
- 9M/i Ori1 = g, O @+M/i Ority
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FIGURE 5.2 — Evolution des coefficients k;_; /5 et A; en fonction de la distance au centre de 1'étoile r/R.
Les coefficients sont donnés en unités CGS.
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FIGURE 5.3 — Approximation du coefficient k;_; /o par une exponentielle décroissante. La fonction cor-
respondante est 3.83 - 1027¢7 152", Son coefficient de détermination est de : R?> = 0.99. L’échelle est
logarithmique en ordonnée.

avec, pour i € [1; J] :

kz 1/2 — 1671— (Tzrz 1 < (512)

M >z 1/2

A\ = - 87r; (P12 — Piz1)2) — 1671} ( )i—1/2 + (V)iﬂ/j (5.13)
et
kyi1/2=0 (5.14)
2Gm; P9 M; npr
Ay = 7m3 + 811 Py jo — 167775 e (5.15)
Y M )5

L’évolution des coefficients k;_1 /5 et A; en fonction de la distance au centre de I'étoile est représentée
a la figure 5.2. A partir d’une distance de 0.1R du centre et jusqu’au début de la photosphére, I’évolution
des coefficients suit une décroissance exponentielle comme montrée a la figure 5.3. L’interpolation donnée
conduit & un résultat pour lequel le coefficient de détermination est trés proche de 1 — correspondant a
une trés bonne estimation.

Nous pouvons réécrire (5.11) sous la forme matricielle suivante :
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ED'S
= —AX (5.16)
avec .
A1 k3/2 0
@m1 le
k3/2 Ao ks/z 0
Dmo Dmo Dma
0 ks/2 A3 k7 /2 0
57’ @mg @mg @mg
1
57«2 ) . . . T .
X = ; A = O ki71/2 A ki+1/2 O (517)
('S' . Dm; Dm; Dm;
Ty .
0 kyj_1/2 Ag
Dm y Dm y

A est une matrice tridiagonale. Nous pouvons transformer celle-ci en matrice tridiagonale symétrique
A’ en effectuant le changement de variable suivant :

X; = (9m) oy ie[1;J] (5.18)

On obtient alors le systéme suivant :

>XxX’
avec :
X1
X
X =" (5.20)
X
A1 k32 0
PDma vV Dm1Dmo
__Fsp Ao P2 0
VDo Dmy Pma VDmsPDms
0 k5/2 A3 k7/2 0
VDmsDma Pm3 VDmsDmy
r_ ki_ . k;
A = 0 1/2 i +1/2 0

N Dmi; Dmi_q 2 \/ Dm; Dy

0 kyj_1/2 AJ
\/@MJ@T)’LJ,1 Dm g
(5.21)

A’ étant une matrice symétrique réelle, elle est diagonalisable; nous pouvons ainsi trouver les fré-
quences propres de notre systéme. Nous ne nous attarderons pas sur la résolution de ce probléme et nous
renvoyons vers des ouvrages tels que [74] pour plus de détails.

5.1.2 Analogie avec un systéme d’oscillateurs couplés

Le probléme discrétisé des pulsations au sein d’une étoile est équivalent & celui d’oscillateurs couplés,
pour lesquels une force supplémentaire, équivalente a la gravité, aurait était ajoutée 2. Nous pouvons ainsi

2. L’annexe D détaille la modélisation et les principaux résultats de ce type de systéme.
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FIGURE 5.4 — Phénoménes de battements observés pour les déplacements x; et x5 des masses mi et my
avec des conditions initiales quelconques — ne correspondant pas a celles associées aux fréquences propres.
Les unités sont arbitraires.

appliquer, dans une approche naive, les résultats connus pour un systéme de J oscillateurs couplés, aux
étoiles pulsantes. Cependant, si cette analogie est riche en enseignements, elle repose sur une approxima-
tion linéaire et adiabatique. Ainsi, par exemple, I'influence de la zone d’ionisation n’est pas modélisée.
Dans un premier temps, nous montrerons en quoi cette analogie nous permet de mieux comprendre les
pulsations des RR Lyrae, que cela soit vis-a-vis du mode de pulsation principal ou de I'effet Blazhko, et,
également, de mieux sonder I'intérieur de ce type d’étoile. Ensuite, nous confronterons les résultats théo-
riques aux observations, afin de comprendre les limitations de notre modéle. Ceci fait, nous améliorons
en conséquence notre modélisation dans la section suivante.

5.1.2.1 Ce que ’analogie explique : mode de pulsation, effet Blazhko, synchronisation et
dédoublement de période

Nous avons vu que la matrice A posée précédemment est diagonalisable. Nous pouvons alors obtenir
J pulsations propres qui correspondent aux valeurs propres de la matrice 3, associées & J vecteurs propres
qui correspondent aux conditions initiales nécessaires pour que chacune des masses oscillent & la méme
fréquence propre.

Dans le cas ou J = 2, le systéme admet deux valeurs propres liées & deux vecteurs propres. A chacun
de ces vecteurs correspond un mouvement symétrique ou anti-symétrique des deux masses. Ainsi, si les
masses sont dans une configuration initiale donnée par un vecteur propre, elles oscilleront & la méme
fréquence, en phase, ou en opposition de phase, suivant le vecteur propre associé. Dans les autres cas, la
solution du systéme d’équations différentielles est une combinaison linéaire des modes propres :

21 =uy cos (w1t + Gu, ) + v1 €08 (Wat + Py, )

(5.22)

X =ug €08 (W1t + Gu,) + V2 €os (Wat + Py, )
ol U;, Vi, Gu,, P, sont définis par les conditions initiales. En fonction des valeurs de w; et wq, deux
types de comportement peuvent étre observés. Si wy & wa, on observe un phénomeéne de battements (voir
Figure 5.4). Cela se produit en présence d’un couplage faible, c’est-a-dire que lorsqu’il existe un coefficient
ko et un coefficient k tel que kg << k. Dans le cas contraire, on a un un signal anharmonique.

Nous pouvons déja faire le lien avec deux phénomenes observés chez les RR Lyrae : la classification
de Bailey et le phénomeéne Blazhko (voir Tableau 5.1). Pour ce dernier, l'interprétation issue du systéme
d’oscillateurs couplés est, comme nous le verrons par la suite, intéressante : la modulation des oscillations
est une conséquence d’un transfert d’énergie périodique.

Bien que présentant des premiers résultats satisfaisants, cette analogie entre un systéme de deux os-
cillateurs couplés et la pulsation des RR Lyrae présente trois principaux défauts* :

— un phénomeéne Blazhko uniquement présent chez les RRc : les mouvements des deux masses seront
forcément en opposition de phase dans notre modélisation ;

3. Plus précisément les valeurs propres sont associées au carré des pulsations propres.
4. Nous verrons juste aprés que cette analogie présente plus que trois défauts, mais nous nous concentrons ici sur ceux
spécifiques & un systéme a deux oscillateurs couplés.
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Oscillateurs couplés RR Lyrae
Mode symétrique RRab
Mode antisymétrique RRc
Mode quelconque + pas de couplage faible RRd
Mode quelconque + couplage faible Blazhko

TABLE 5.1 — Analogie entre un systéme d’oscillateurs couplés et les modes de pulsation d’une étoile de
type RR Lyrae.

20 40 60 80 100

FIGURE 5.5 — Hlustration du phénomeéne de period doubling dans le cas de trois masses égales a 'unité,
associées a des ressorts de raideurs 1 N - m~! aux extrémités et 0.25 N - m~1 au centre. Les unités sont
arbitraires.

— la probabilité de tomber sur une étoile RR Lyrae présentant le phénoméne Blazhko ou sur une RRd
semble plus importante que celle de tomber sur une RRab ou une RRc : les conditions initiales
pour obtenir ces derniéres sont assez restrictives comparées a celles demandées pour obtenir les
premieres ;

— la faible résolution spatiale induite par une discrétisation & deux masses et par conséquent une
simplification trop importante pouvant conduire & des erreurs d’interprétation.

Toujours est-il que ces premiers résultats montrent que le systéme d’oscillateurs couplés semble pouvoir
expliquer de fagon satisfaisante les principaux phénomeénes de pulsation. La simplification induite est a
double tranchant, puisque, si elle nous permet de mieux comprendre la physique des oscillations au sein
d’une étoile de type RR Lyrae, elle élude a fortiori certains détails primordiaux.

Afin de palier & ces défauts, nous allons complexifier progressivement notre modélisation. Pour cela
nous allons tout d’abord augmenter le nombre d’oscillateurs couplés. Ensuite, nous verrons quelles sont
les limites intrinséques & cette analogie afin de s’en affranchir avec une nouvelle modélisation.

Continuons donc, en nous intéressant au cas ou .JJ = 3. Nous aurons trois fréquences propres, associées
& trois vecteurs propres. Le premier mode correspond au mode symétrique ot chacun des déplacements
des masses sont en phase; le second mode correspond au mode antisymétrique pour les masses aux
extrémités, celle au centre restant immobile ; le troisiéme correspond & un mode ot les masses adjacentes
sont en opposition de phase (les masses aux extrémités sont donc en phase). On retrouve les mémes
résultats concernant le phénoméne de battements, & deux différences prés. La premiére est ’existence
du phénoméne Blazhko pour les étoiles du type RRd. En effet, il suffit que deux fréquences soient assez
éloignées pour obtenir un oscillateur anharmonique, sous les bonnes conditions initiales, et que la troisiéme
fréquence propre soit proche de I'une des deux autres, pour observer le phénomeéne de battements. Le
phénomene de period doubling [99] représenté a la figure 5.5, constitue le cas intermédiaire entre les
étoiles du type RRd présentant ’effet Blazhko et les étoiles RRc ou RRab présentant ce méme effet. Ce
phénomeéne correspond & une monotonie aléatoire des maxima durant une phase de modulation : par
exemple, durant la phase croissante de ’effet Blazhko, les maxima devraient croitre, or on remarque une
alternance entre croissance et décroissance. La seconde est que ’on peut observer une modulation dans
le cas ol les masses aux extrémités sont en phase, c’est-a-dire similaire aux pulsations des RRab.
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5.1.2.2 Limites de I’analogie

Si ’analogie avec le systéme d’oscillateurs couplés nous permet de mieux comprendre les pulsations des
RR Lyrae, il échoue a reproduire certains phénoménes observés. Nous avons vu au chapitre 3 que la courbe
de vitesse radiale pouvait étre découpée en deux parties : une partie correspondant & un mouvement de
type chute libre, et une autre correspondant a celui d’un oscillateur harmonique. Or, notre modélisation
ne reproduit de fagon satisfaisante que le mouvement harmonique. Nous verrons que pour corriger ce
point, il est nécessaire de prendre en compte le comportement de la zone d’ionisation He™*/He™.

Qui plus est, nous avons également vu au chapitre 3 que durant un cycle de modulation, les temps
caractéristiques et les pentes des courbes variaient, que ce soit pour la vitesse radiale ou la courbe de
lumiére. Or ce n’est pas le cas pour notre systéme de J oscillateurs couplés. Dans le cas ot les conditions
initiales permettent d’observer des battements, la fréquence d’oscillation reste la méme. Nous verrons
que la linéarisation des équations perturbées est responsable de ce défaut, défaut que nous corrigerons en
prenant en compte les termes non linéaires d’ordre supérieurs a un.

Enfin, la modélisation proposée ne permet pas de répondre & une derniére problématique qui est la
synchronisation des couches. Cox souleva ce point dans [23]. Il explique que le mouvement de chacune des
couches est synchronisé, c’est-a-dire qu’elles oscillent a la méme fréquence. Nous avons vu que cela était
le cas si elles suivaient un mode propre. Dans le cas du systéme linéaire considéré, cela implique que le
mouvement oscillant débute avec les conditions initiales précises que sont celles des modes propres. Si ce
n’est pas le cas, nous verrons apparaitre au mieux un signal modulé, au pire des pulsations chaotiques.
Ainsi, d’aprés notre modélisation, nous avons plus de chance de tomber sur ce type de comportement
que sur un mode propre. Ceci est contraire aux observations et pointe une nouvelle limite de notre
analogie. Cox donne une explication qualitative reposant sur la dissipation de ’énergie dans le cas de
mouvement chaotique qui, in fine, conduirait & un mouvement synchronisé des couches. Pour notre part,
nous proposerons une modélisation non linéaire des oscillations de la zone d’ionisation et des couches
inférieures, qui nous permettra d’étudier les conditions nécessaires & 'apparition de ce phénomeéne.

Mais surtout, cette modélisation non linéaire nous ménera & une explication précise et quantitative
de leffet Blazhko.

5.2 Modélisation discréte non linéaire : analogie avec le modéle
de Fermi-Pasta-Ulam et explication de 1’effet Blazhko

Nous allons reprendre les équations posées au début de ce chapitre et les développer jusqu’au troisiéme
ordre. Nous obtiendrons ainsi une formulation non linéaire qui va nous permettre d’obtenir de plus amples
détails sur les oscillations au sein des étoiles RR Lyrae. Nous exploiterons 1’analogie de notre formalisme
avec le modéle de Fermi-Pasta-Ulam et la chaine de Todda pour expliquer ’accrochage de fréquence entre
la modulation d’amplitude et la modulation de fréquence (voir Chapitre 3). Mais surtout, ceci nous ménera
4 un ensemble d’hypothéses, encore jamais formulées, vis-a-vis de 'effet Blazhko. Nous proposerons enfin
une premiére vérification de ces hypothéses en procédant & une analyse temps-fréquence des courbes de
lumiéres d’étoiles de type RR Lyrae.

5.2.1 Deéveloppement non linéaire a ’ordre trois des équations discrétisées

Nous souhaitons donner un développement de I’équation (5.4) a lordre 3. Pour cela, nous devons
reconsidérer 1’expression de r;. En incluant des termes d’ordre supérieur & un, il faut prendre en compte
ceux-ci dans l'expression du rayon de la 7™ masse. Ainsi, nous écrirons :

T =10+ €0rio + 62(57“1-,1 + 63(57“1',2 +o0 (63) (5.23)

Nous réécrivons 1’expression précédente sous la forme :

ri =Ti0 + € (070 + €6ri1 + €052 + 0 (€7))
=70 -+ 657'1' (524)

avec 8r; = 10 + €071 + €20r;0 + 0 (€2).
Apreés calcul, en éliminant les termes correspondant au cas statique, et en divisant par € chacun des
membres de I’équation 5.4 développée & ’ordre 3, nous obtenons :
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Les coefficients \; et k;_;/o sont les mémes que ceux du développement linéaire. En notant r, =

Tit1/241/2 €6 T— = 1ri11/2_1/2, les autres coefficients sont donnés par :
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5.2.2 Le modéle de Fermi-Pasta-Ulam : analogie et conséquences
5.2.2.1 Le modéle de Fermi-Pasta-Ulam : description et principaux résultats

Nous supposons dans un premier temps que I’ensemble des coefficients de couplage sont égaux dans
notre modélisation discréte, ce qui revient a dire, dans notre analogie avec les oscillateurs couplés masse-
ressort, que I'on a des masses identiques et des ressorts de méme raideur®. On suppose que : Vi, m; =
1, k; = 1. On peut alors réécrire notre systéme sous la forme suivante :

dQ(S’I"i

Vi, 72

= ((5Tj+1 — 257“]' + (57”]'_1) + « [((57“j+1 — (57“]')2 — ((57“]' — (57“]'_1)2]
+ B[ (Orj = br)" = (675 — br,1)°| (5.33)

ou les paramétres « et 8 sont des paramétres de controle des effets non linéaires, respectivement
quadratiques et cubiques.

Les termes non linéaires vont introduire un couplage entre les modes de vibrations générant des modes
a des fréquences plus élevés. Le postulat fondamental de la physique statistique nous dit que chacun des
modes propres du systéme sera excité a égale mesure 5.

Ce systéme fut 'objet de la premiére simulation numérique, menée par Fermi, Pasta et Ulam [32], en
1953 7. Ils considérérent le systéme non linéaire présenté précédemment, avec des extrémités fixes et en

traitant séparément les termes quadratiques (modéle «) et cubiques (modéle ) :

d?ér;
Modéle « : Tg‘ = ((5’/“j+1 - 257“]' + 57“]'_1) + « [(57‘j+1 — 57“]')2 — (57“]‘ — 57“j_1)2:| (534)
N d?or; 3 3
Modeleﬂ : dt2 = ((57’j+1 — 25Tj + 571]’*1) + ﬁ |:(57"j+1 - 57"j) - ((57"]' - 57"]',1) ] (535)

La figure 5.6 reproduit les résultats publiés a I’époque, ot le systéme, dans sa configuration «, oscille
initialement dans le mode fondamental. Si, dans un premier temps, I’hypothése ergodique de Boltzmann
semble vérifiée, dans la mesure o on note bien un flux du mode fondamental vers les premiéres et secondes
harmoniques, le mécanisme se renverse, jusqu’a obtenir un niveau d’énergie pour le mode fondamental
proche, & 2%, de celui initial. Ce schéma se reproduit alors pour les cycles suivants. Les auteurs remarquent
que la période de ce phénoméne est d’autant plus courte que le coefficient de non-linéarité est important.
Une approximation de la période de récurrence fut donnée par Todda [102] :

N5/ 2
Tr ~ 0.76 o (5.36)

ou N est le nombre de masses considérées, a I’amplitude du signal initial et « le coefficient de non-
linéarité.

Plus tard, une seconde périodicité fut découverte pour laquelle le mode fondamental retrouvait son
énergie initiale.

Nous observons le méme phénoméne dans le cas ou la premiére harmonique constituerait le mode
initial. Dans ce cas, un transfert vers la seconde harmonique est observé (voir Figure 5.7).

De plus, en diminuant la valeur du coefficient de non-linéarité et I’amplitude du signal initial, on
observe un échange d’énergie moins marqué, de sorte que le mode fondamental reste toujours prépondérant

5. Nous reviendrons sur I’hypothése d’homogénéité a la fin de ce chapitre.
6. Aprés un régime transitoire.
7. Une étude analytique de ce cas particulier d’oscillateurs couplés, dans le cas linéaire, est donnée a I’annexe D.
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FIGURE 5.6 — Evolution de I’énergie (cinétique et potentielle) des différents modes pour le systéme FPU «,
avec J = 32 et a = 0.25. Le mode initial est le mode fondamental avec une amplitude égale & I'unité. En
bleu : mode fondamental ; en rouge : premiére harmonique; en violet : seconde harmonique ; en orange :
troisiéme harmonique. L’unité de I’énergie est arbitraire. L’évolution temporelle est donnée en nombre de
cycles.

FIGURE 5.7 — Evolution de I’énergie (cinétique et potentielle) des différents modes pour le systéme FPU «,
avec J = 32 et = 0.25. Le mode initial est la premiére harmonique avec une amplitude égale a 'unité.
En rouge : premiére harmonique; en wviolet : seconde harmonique; en orange : troisiéme harmonique.
L’unité de I’énergie est arbitraire. L’évolution temporelle est donnée en nombre de cycles.

(voir Figure 5.8). Les différentes études montrent (voir par exemple [24]) que pour un coefficient de non-
linéarité et/ou une énergie initiale faible, le phénomeéne de modulation est négligeable. Dans I’autre sens, a
partir d’une certaine valeur pour ce coefficient de non-linéarité et pour I’énergie du signal initial, on atteint
léqui-répartition attendue (dans le cas ou le nombre d’oscillateur J serait grand, une approximation de
I'amplitude critique est donnée par : a. = 5 + O (%))

Enfin, si on augmente la résolution temporelle, on s’apercoit que les courbes d’énergie subissent des
variations minimes constantes® (voir Figures 5.8 et 5.9).

5.2.2.2 Explication du paradoxe de Fermi-Pasta-Ulam

Zabusky et Kruskal [107] ont montré que, par passage a la limite, le cas continu du systéme FPU,
aprés quelques approximations, correspond & ’équation de Korteweg-de Vries :

ou ou 52 >u

ou u, 7 et & correspondent, respectivement, & la dérivée spatiale du champ de déplacement dr;, au
temps, et & la coordonnée spatiale rééchelonnés.

Cette équation, aux dérivées partielles non linéaires, admet des solutions analytiques dont font partie
les solitons. Ces derniers sont des ondes solitaires qui se propagent sans se déformer et & vitesse constante
dans un milieu (voir Figure 5.10).

8. Ce phénomeéne n’avait pas été observé lors de la premiére expérience en 1953 ot un pas temporel trop important avait
été utilisé du fait de la puissance limitée de ordinateurs.
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FIGURE 5.8 — Méme figure que 5.6 avec a = 0.025.
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FIGURE 5.9 — Méme figure que 5.6 avec un pas plus précis.

Zabusky et Kruskal reliérent ’existence de la périodicité aux solitons. Ainsi, si ’amplitude du signal
initiale était assez importante, le signal sinusoidal développerait un front similaire a celui d’une onde de
choc, jusqu’a se morceler en plusieurs solitons (voir Figure 5.11). La périodicité sera obtenue a partir du
moment ol ces solitons regagneraient leurs positions initiales. Ces structures solitaires, se propageant a
vitesse constante, sont clairement visibles dans la représentation spatiale des mouvements de la chaine
d’oscillateurs, sous la forme de diagonales zébrant la figure (voir Figure 5.12 & 5.15).

5.2.2.3 Lien avec l’effet Blazhko

A partir de la discrétisation spatiale des équations régissant les pulsations des étoiles, nous avons
obtenu un systéme similaire & celui décrit par Fermi, Pasta et Ulam. L’existence, dans ce type de systéme,
d’une périodicité pour I'énergie du mode initial, dii & un transfert vers les autres modes, nous conduit
a supposer 'existence d’un tel phénoméne chez les étoiles de type RR Lyrae. Comme nous avons pu le
voir aux figures 5.6 et 5.7, ce phénoméne s’applique au cas des RRab et des RRe, et peut, par extension,
s’appliquer également & celui des RRd.

Cette théorie semble confortée par le comportement de la « bosse » secondaire observée sur la courbe
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FIGURE 5.10 — Exemple de propagation d’'un soliton. Les unités sont arbitraires.
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FIGURE 5.12 — Représentation spatiale des déplacements pour une chaine de 32 oscillateurs non linéaires,
= 0.25. Le mode fondamental est le mode initial, avec une amplitude égale & 1'unité. L’évolution
temporelle est donnée en nombre de cycles. Les unités de déplacement sont arbitraires.
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FIGURE 5.13 — Représentation spatiale des vitesses de déplacement pour une chaine de 32 oscillateurs
non linéaires, & = 0.25. Le mode fondamental est le mode initial, avec une amplitude égale a l'unité.
L’évolution temporelle est donnée en nombre de cycles. Les unités de vitesse sont arbitraires.
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FIGURE 5.14 — Représentation spatiale des déplacements pour une chaine de 32 oscillateurs non linéaires,
a = 0.25. La premiére harmonique est le mode initial, avec une amplitude égale a 'unité. L’évolution
temporelle est donnée en nombre de cycles. Les unités de déplacement sont arbitraires.
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FIGURE 5.15 — Représentation spatiale des vitesses de déplacement pour une chaine de 32 oscillateurs
non linéaires, o = 0.25. La premiére harmonique est le mode initial, avec une amplitude égale a I'unité.
L’évolution temporelle est donnée en nombre de cycles. Les unités de vitesse sont arbitraires.
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de lumiére de S Arae (voir Chapitre 3, « Dynamique du bump »), en cela qu’elle présente une dynamique
singuliére, similaire & celle d’une onde solitaire (stabilité, vitesse, synchronisation entre sa disparition et
le maximum de Blazhko). Cependant une étude plus minutieuse est nécessaire et nous nous garderons
d’associer chacune des « bosses » observées sur la courbe de lumiére & une onde solitaire.

Qui plus est, le passage d’'un mode & un autre, durant le cycle de Blazhko, compléterait notre démons-
tration du lien entre modulation d’amplitude et de fréquence. Le minimum de Blazhko correspondant a
un transfert d’énergie vers les modes de fréquences supérieures, nous devrions noter une augmentation
de la fréquence de 'oscillateur considéré, ce qui est effectivement observé dans la réalité. La modulation
d’amplitude est parfaitement liée au changement de fréquence, comme nous ’avions conjecturé au cha-
pitre 3, en analysant I’asymétrie des lobes secondaires dans le spectre fréquentiel de la courbe de lumiére
de S Arae. La variation des temps caractéristiques, que nous avions défini au troisiéme chapitre, est éga-
lement expliquée par ’analogie avec 'expérience FPU. Lorsque 'on s’approche du minimum du cycle de
Blazhko, la transition vers un mode de pulsation caractéristique des RRc implique une morphologie de
la courbe de lumiére plus proche de la sinusoide. On a alors une pente associée au temps de montée qui
sera moins marquée que dans le cas des RRab. A fortiori, le temps de descente sera plus long, et ce pour
deux raisons : arithmétique tout d’abord, puisque la période des RRc est moins importante que celle des
RRab alors que leur temps de montée est, toute proportion gardée, plus important ; phénoménologique
ensuite, au maximum de Blazhko, I’énergie transmise a la fin du temps d’oscillation harmonique est plus
importante, ce qui implique un temps de chute plus important.

Enfin, 'analogie avec le systéme FPU répond également aux questions soulevées par le phénoméne de
period doubling. Nous avons vu, a la figure 5.9, que la variation d’énergie du mode fondamental subissait
des fluctuations minimes et constantes. Dans le cas des étoiles RR Lyrae, ces fluctuations correspondraient
au phénomeéne de period doubling [99].

5.2.2.4 Chaine de Todda

La chaine de Todda est également un systéme d’oscillateurs couplés non linéaires [102]. La différence
avec le systéme FPU est que cette non-linéarité est exprimée sous forme d’une exponentielle. En fait, la
modélisation FPU est un développement a ’ordre 2 ou 3 de la chaine de Todda :

d2
dt?

Une des particularités de la chaine de Todda est qu’elle ne présente aucun cas d’équi-répartition de
I’énergie, contrairement au systéme FPU. De plus, contrairement a celle-ci, c’est un systéme complétement
intégrable, dont les solutions sont les solitons.

On remarquera que le comportement spatial des coefficients linéaires k;1;/o suit une décroissance
similaire & celle induite par la modélisation de Todda. De plus, la modélisation de la zone d’ionisation,
telle que nous la proposerons a la suite de cette section, est équivalente a celle de la chaine de Todda.
Ainsi, la derniére piste que nous souhaiterions exploiter consisterait & assimiler I’étoile pulsante & une
chaine de Todda de deux ou trois masses correspondant aux frontiéres des zones d’ionisation. Cependant,
faute de temps, nous ne pouvons que reporter & plus tard cette étude.

5r; = e~ Ori=ori—1) _ o=(6rip1—ors) (5.38)

5.2.3 Analyse temps-fréquence des courbes de lumiére : une nouvelle ap-
proche permettant de vérifier les hypothéses issues du modéle FPU

L’analyse de la courbe de lumiére de S Arae, telle qu’elle a été présentée au chapitre 3, ne nous permet
pas de vérifier les résultats issus de l'analogie avec le systéme FPU. Il est donc nécessaire de proposer un
nouvel outil permettant d’observer I’évolution du spectre fréquentiel en fonction du temps. Nous allons,
tout d’abord, présenter deux techniques d’analyse temps-fréquence. Nous les exploiterons ensuite afin
d’apporter de nouveaux résultats a I'analyse de la courbe de lumiére de S Arae.

5.2.3.1 L’analyse temps-fréquence

Les méthodes d’analyse fréquentielle, telles qu’elles ont été décrites au chapitre 2 de ce mémoire,
permettent de passer d’une représentation temporelle du signal — c’est-a-dire représenté dans un repére
temps-amplitude — & une représentation fréquentielle — c¢’est-a-dire représenté dans un repére fréquence-
amplitude. Ainsi, ces méthodes ont pour principale limitation de considérer le signal dans sa globalité. Par
conséquent, elles ne peuvent pas donner 1’évolution temporelle du spectre fréquentiel. Or, I’analogie de
leffet Blazhko avec le systéme FPU, afin d’étre vérifiée, nous oblige a une telle représentation du signal.
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L’analyse des courbes de lumiére, telle qu’elle a été présentée au chapitre 3, doit donc étre complétée par
une nouvelle méthode. Nous en proposons deux : ’analyse de Fourier & fenétre glissante et I’analyse par
ondelettes [39]. Afin de simplifier la présentation, nous ne reviendrons pas sur les détails considérés au
chapitre 2 et nous supposerons a chaque fois que le signal est intégrable sur R °.

5.2.3.1.1 L’analyse de Fourier a fenétre glissante IL’analyse de Fourier a fenétre glissante est la
plus intuitive : elle consiste a découper le signal étudié en plusieurs morceaux et & calculer la transformée
de Fourier pour chacun d’entre eux. On multiplie ainsi le signal f(¢) par une fenétre glissante réelle h(¢t—b)
ol b détermine sa position sur 'axe temporel. On obtient ainsi ’expression suivante pour la transformée
de Fourier a fenétre glissante :

—+oo
veeR f.0) = [ f@n(e-pee (539)
—0o0

Le principal défaut de cette analyse est le compromis entre résolution temporelle et résolution fréquen-
tielle 12, En effet, si on considére le cas de la fenétre rectangulaire, une réduction de la taille de la fenétre
glissante afin d’avoir une meilleure résolution temporelle, notamment pour repérer les phénoménes tran-
sitoires brefs, conduirait & la création de lobes secondaires dans l’espace fréquentiel, comme nous avons
pu le montrer au chapitre 3 (voir Figure 3.9) ', Ainsi, si la méthode des fenétres glissantes constitue une
premiére approche a I'analyse temps-fréquence, elle n’est pas adaptée a I’étude de phénomeénes de trés
courte durée.

5.2.3.1.2 La transformation en ondelettes L’analyse en ondelettes a pour avantage d’avoir une
fenétre dont la taille varie avec la fréquence. Elle pallie ainsi le principal défaut de ’analyse de Fourier a
fenétre glissante. Elle est par conséquent la méthode d’analyse temps-fréquence que nous utiliserons par
la suite.

On définit la transformée en ondelettes, pour une fonction f € L? (R), par :

ss.m) = [ T et )t (5.40)

ou les fonctions analysantes 1, -, ou ondelettes, sont définies & partir d’une ondelette meére ¥ € L? (R)
12
par ‘< :

1 t—T1
Vi € R, s, (t) = \/gkp( . ) (5.41)
ou (s,7) € RT™* x R.
Les dérivées de la gaussienne ¥, (x) = jgﬂ—’;e_”? avec n > 1 sont un exemple d’ondelette, tout comme
londelette de Morlet définie par : ¥(z) = g=ma" glline

Les figures 5.16 et 5.17 donnent deux exemples de signaux et de leur transformée en ondelettes &
partir de 'ondelette de Morlet. Pour cette derniére, I’évolution temporelle est représentée sur I'axe des
abscisses, la fréquence sur I'axe des ordonnées, et ’amplitude de ces fréquences est donnée par le code
couleur.

Nous laissons de c6té I’étude de la reconstruction du signal temporel & partir de la transformée en
ondelette inverse'?, pour nous intéresser & l’application de I’étude temps-fréquence, via l’analyse en
ondelettes, aux courbes de lumiére d’étoiles RR Lyrae présentant 1’effet Blazhko.

5.2.3.2 Application a I’étude des courbes de lumiére et conséquences

La figure 5.18 correspond & la transformée en ondelettes de la courbe de lumiére de S Arae. Le signal
brut présentant un échantillonnage irrégulier, nous avons utilisé le signal reconstruit a partir de 'analyse
de fréquence présentée au chapitre 3. Nous pouvons voir qu’au maximum de la modulation, la fréquence
fondamentale ainsi que ses harmoniques sont présentes, la premiére étant la plus intense. Ensuite, plus

9. Nous renvoyons le lecteur vers [35] pour plus de détails concernant la transformée discréte en ondelettes.
10. On retrouve ici le principe d’Heisenberg.
11. 1l est bien évidemment possible d’utiliser d’autres types de fenétres, comme dans le cas de la transformée de Gabor
ol la fenétre est gaussienne, mais les mémes défauts de résolution seront observables.
12. On définit alors une famille d’ondelette par une ondelette mére et I’ensemble de ses images par les éléments d’'un
sous-groupe A du groupe des transformations affines de R™.
13. Nous renvoyons ici aussi le lecteur intéressé vers 'ouvrage précédemment cité.



5.3 Zone d’ionisation, synchronisation et modes de pulsation 87

/ /
L A | \ | \/ L | N/ |

| \ / | \/ |
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

-

Analyse par ondelette du signal

—_

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09
t(s)

FIGURE 5.16 — Signal sinusoidal (en haut) et sa transformée en ondelettes (en bas).
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FIGURE 5.17 — Signal sinusoidal modulé en fréquence (en haut) et sa transformée en ondelettes (en bas).

I’amplitude des oscillations diminue, plus les harmoniques et la fondamentale s’affaiblissent & I’exception
de la premiére harmonique. Celle-ci reste quasiment constante, alors méme que 1’ensemble du signal est
plus faible. On retrouve bien l'oscillation entre modes que nous avons identifié avec ’expérience FPU.

5.3 Modélisation de la zone d’ionisation : synchronisation, modes
de pulsation et conséquences sur 1’analogie avec le systéme
FPU

Au chapitre précédent nous avons vu que I'approche adiabatique était incapable d’expliquer les mé-
canismes a 'origine des oscillations. Cela nous a amené a considérer le cas quasi adiabatique qui a révélé
I'importance de la zone d’ionisation. Il nous semble donc nécessaire de compléter notre analogie avec
Poscillateur de Fermi-Pasta-Ulam en incluant 'influence de cette zone. Nous verrons que les résultats
présentés précédemment restent valables, mais surtout que nous sommes capable d’expliquer certaines
des problématiques restées en suspens a la suite de notre modélisation discréte linéaire : la synchronisa-
tion des couches et la distribution des étoiles RR Lyrae suivant leur mode de pulsation. Dans un premier
temps, nous présenterons une modélisation de la zone d’ionisation en tant qu’oscillateur a relaxation.
Ensuite, nous étudierons la synchronisation mutuelle entre cette zone et ses couches inférieures. Enfin,
nous nous référerons aux études existantes sur le systéme FPU dans le cas d’un régime forcé afin de
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E

FIGURE 5.18 — Transformée en ondelettes de la courbe de lumiére de S Arae.

démontrer que ’explication du phénoméne Blazhko, tel qu’elle a été présentée dans la section précédente,
reste toujours valable.

5.3.1 La zone d’ionisation comme oscillateur a relaxation

Au chapitre 3, nous avons distingué deux moments durant chaque cycle de pulsation : celui de quasi-
chute libre et celui d’oscillation harmonique. Nous avons ensuite expliqué, au chapitre 4, le role de la zone
d’ionisation dans chacun de ces temps. En reprenant ’analogie d’Eddington avec la machine thermique,
I’évolution des caractéristiques thermodynamiques de 1’étoile est équivalente a celle donnée par le cycle
de Carnot (voir Figure 5.19).

Ainsi, le comportement de la zone d’ionisation est similaire & celui d’un oscillateur & relaxation.
Ces oscillateurs sont des oscillateurs non linéaires — comme par exemple l'oscillateur de van der Pol.
Cependant, il doit présenter une double asymétrie dans I’espace des phases'. En effet, au troisiéme
chapitre, nous avons vu que ’asymétrie des enveloppes impliquait une asymeétrie des vitesses radiales et
des positions aux extremums. Concrétement, la vitesse d’expansion maximale est plus importante, en
valeur absolue, que la vitesse de contraction maximale . De méme, le rayon & ’équilibre n’est pas a
mi-chemin entre le rayon maximal et minimal.

Afin de modéliser ce comportement, dans un premier temps, nous avons considéré la raideur associée a
la zone d’ionisation comme non constante dans ’espace. En utilisant I'interpolation présentée a la figure
5.3 qui nous donnait I’expression suivante pour le coefficient de raideur en fonction de la distance au
centre :

k(r) = 3.83-10%Te" 152" (5.42)

nous avons établi une expression du type exponentielle décroissante pour le coefficient de raideur de
la zone d’ionisation (voir Figure 5.20).

dx(t)

—ar v

dy(t) — Pt (5:43)
dt

ou « et (B sont deux parameétres & fixer, x le déplacement de la zone par rapport a sa position
d’équilibre et y sa vitesse. Dans le cas de 'oscillateur avec une seule masse 6, les résultats obtenus pour
la vitesse radiale montrent bien le phénoméne de relaxation (voir Figure 5.2117). On observe bien les
deux temps dans ’évolution de la vitesse, celui correspondant & la chute et celui associé a 'oscillation.

14. Espace dont les coordonnées sont les variables dynamiques du systéme étudié, ici la position et la vitesse.

15. Dans la terminologie de la physique des plasmas, on parle de phénoméne superélastique.

16. Nous reviendrons par la suite au cas des oscillateurs couplés comprenant la modélisation de la zone d’ionisation.
17. Aveca=1let =1
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V

FIGURE 5.19 — Représentation schématique d’un cycle de Carnot. De A vers B : compression adiabatique ;
De B vers C' : détente isotherme ; De C vers D : détente adiabatique ; De D vers A : compression isotherme.
Le temps de quasi-chute libre correspond au chemin C — A ; le temps d’oscillation harmonique est donné
par le chemin A — C.

05

FIGURE 5.20 — Evolution de la force subie par la masse en fonction de sa position dans le cas de I'oscillateur
a relaxation proposé (voir Equation (5.43)). Les valeurs données sont a titre indicatif.

On voit également, dans I’espace des phases, I’asymétrie des positions par rapport & 1’équilibre, et ce pour
différentes conditions initiales (voir Figure 5.22). Cependant, ’asymétrie des vitesses n’est pas reproduite
par notre modélisation.

Afin d’améliorer notre modélisation de la zone d’ionisation, il est nécessaire que ’asymeétrie selon
I’axe des ordonnées dans ’espace des phases, soit reproduite pour 'axe des abscisses. Nous incluons a
léquation (5.43) un terme similaire au terme non linéaire de Van der Pol :

dz(t) — ult
ddft) o (5.44)
25171% = ae P _ ez (t)y(t)

La figure 5.23 montre la solution dans I’espace des phases. Outre la présence des asymétries suivant
les deux axes, on note la présence d’un cycle limite. L’existence de ce dernier provient du terme de Van
der Pol. Le développement linéaire du chapitre précédent, dans le cas quasi adiabatique, méne a une
solution oscillante amplifiée (voir entre autre I'équation (4.68)). Stellingwerf a montré que la convection
était responsable de lexistence d’un cycle limite [90]. Or, ici, nous voyons que la nécessité de reproduire
I’asymeétrie observée pour les vitesses radiales nous méne également a l’existence d’un tel cycle. Méme si
I’hypotheése de Stellingwerf reste pour nous la plus plausible, une étude plus poussée de notre modéle —

notamment une quantification de ses différents paramétres accompagnée d’une caractérisation du temps
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FIGURE 5.21 — Evolution de la vitesse en fonction du temps dans le cas de 'oscillateur a relaxation
proposé (voir Equation (5.43)). Les valeurs données sont 4 titre indicatif.

FIGURE 5.22 — Evolution du systéme dans ’espace des phases pour différentes conditions initiales dans le
cas de l'oscillateur a relaxation proposé (voir Equation (5.43)). Les valeurs données sont a titre indicatif.

d’ionisation — pourrait confirmer le fait que la zone d’ionisation soit le facteur limitant dans ’amplification
des oscillations. Cette hypothése est renforcée par le fait que cette zone pourrait aussi expliquer la limite
rouge de la bande d’instabilité comme nous allons le voir dans le prochain paragraphe.

5.3.2 Synchronisation avec la zone d’ionisation

Ainsi présenté, en ne considérant que la zone adiabatique et la zone d’ionisation, nous sommes en
présence de deux oscillateurs : un systéme d’oscillateurs couplés et un oscillateur a relaxation. Nous
allons voir comment, en considérant I'influence réciproque de chacun de ces oscillateurs, nous parvenons
4 un phénomeéne de synchronisation mais aussi, dans certains cas, a I’annihilation des pulsations.

5.3.2.1 Le concept de synchronisation et sa modélisation
5.3.2.1.1 Oscillateur non linéaire en régime forcé Considérons l'oscillateur non linéaire en ré-
gime forcé :

&+ wie = f(i,2) + ep(t) (5.45)

ol wyp est la fréquence naturel de loscillateur, f(&, ) la partie non linéaire, p(t) le terme correspondant
a lexcitation paramétrée par € et de fréquence w. On considére que la contribution de la partie non linéaire
est petite, tout comme €. Nous allons chercher des solutions de la forme :
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FIGURE 5.23 — Evolution du systéme dans 1’espace des phases pour g = 10, yg =0, a = =1et e =0.1

dans le cas de loscillateur a relaxation modifié (voir Equation (5.44)). Les valeurs données sont & titre
indicatif.
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FIGURE 5.24 — Evolution de la vitesse en fonction du temps dans le cas de 'oscillateur a relaxation modifié
en régime permanent (voir Equation (5.44)). Les valeurs données sont a titre indicatif.
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z(t) = = (A(t)e™" + c.c.) (5.46)

ot A(t) est 'amplitude complexe et ou c.c. désigne le terme complexe conjugué. On peut réécrire
I'équation (5.45) sous la forme :

i+ w’r = (W —wi)z+ f(E,2) + ep(t) (5.47)

Nous pouvons mettre I’équation précédente sous forme d’un systéme :

&=y
{ § = —wr + (w2 - wg) x+ f(Z,x) + ep(t) (5.48)

On peut alors exprimer y(t) sous la forme :

y(t) = % (iwA(t)e™" + c.c.) (5.49)

On obtient alors ’équation suivante pour ’amplitude complexe :

efzwt

A= o [(w? —wf) 2+ f(&,2) + ep(t)] (5.50)

Dans le cas ou la fréquence de forgage est proche de la fréquence naturelle, le membre de droite dans
I’équation précédente est petit. On en déduit que les variations de ’amplitude complexe seront soit lentes
(si elles sont importantes) soit faibles (si elles sont rapides). Nous nous limiterons au cas des variations
importantes et lentes. Nous négligerons ainsi les termes en puissances de e“!. Ceci peut-étre fait en
moyennant le signal sur une période de T = 27/w. Cette méthode, connue sous le nom de method of
averaging, ou méthode des moyennes, fut développée par Nayfeh et Mook [59] et permet d’obtenir une
équation donnant une solution analytique. En 'appliquant, 1’équation précédente devient :

. w? —w?
A= —iTA—I—,uA— (v +ir) |A|PA — ieE (5.51)
w
ou p, qui est un réel, et v correspondent aux termes linéaire et non linéaire de croissance ou de
décroissance des oscillations. La variable x correspond au lien d’origine non linéaire entre la fréquence et
—iwt

I’amplitude. Enfin la moyenne eiijp(t), correspond 4 la premiére harmonique du signal périodique p(t),

qui est non nulle en général, et qui donne le terme complexe constant —ieF.

En effectuant certains changements de variables, nous pouvons réduire le nombre de paramétres dans

I’équation précédente :
t
A= t=2 (5.52)
Y H

On obtient alors :

a = —iva+a— |a]*a —ialal?a —ie (5.53)
ou :
w? — wd

_ ~ (o 5.54
v = o) (5.54)

K
a=— 5.55
5 (5.55)
e = eBry/?, 32 (5.56)

Nous allons alors considérer les deux cas de figures suivants :

— « = 0 correspondant au cas isochrone, c¢’est-a-dire ou amplitude et fréquence sont indépendantes ;
— «a # 0 correspondant au cas non isochrone.
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FIGURE 5.25 — Diagramme de bifurcation pour le cas isochrone de 'oscillateur en régime forcé représenté
pour les paramétres v et e, correspondant respectivement & la différence de fréquence entre I’excitation
et la fréquence naturel de loscillateur et & amplitude du signal excitant [65].

Dans le cas isochrone, I’équation (5.53) devient :

a = —iva+a — |al*a — ie (5.57)

Avant de considérer les détails de ’analyse de cette équation, il est nécessaire de donner une inter-
prétation des solutions pour les variables d’origine x o< Re(a(t)e™?) et y oc Im(a(t)e’?). Sl existe une
solution stationnaire pour a (c’est-a-dire un point fixe), alors les variables x et y seront synchronisées
a la fréquence d’excitation w. On parle alors d’accrochage de phase. S’il existe une solution périodique
pour a, les variables d’origines suivront un mouvement oscillant quasi périodique composé de deux fré-
quences indépendantes correspondant & celui d’un oscillateur anharmonique. La premiére période sera
celle d’excitation, la seconde sera celle de la solution périodique.

Une étude exhaustive de ’équation (5.57) est disponible dans [45]. Nous en exposons ici les principales
lignes.

La recherche des points fixes, nous conduit & I’équation :

R*(1 — R*)? 4 1*R? = ¢? (5.58)

qui posséde trois racines, du moment que :

27¢?
92 +1—(1—32)32 < Te <O+ 1+ (1—302)%2 (5.59)

et une racine dans le cas contraire. Par conséquent, ’équation (5.57) a un ou trois points fixes. La
zone avec trois points fixes est repérée par un A a la figure 5.25. Dans les régions B, C et D il n’y a qu'un
seul point fixe. Pour étudier la stabilité de ces points, il est nécessaire de linéariser 1’équation (5.57). On
obtient I'équation caractéristique suivante pour le carré de 'amplitude |a|? = R? :

M4 (4R — 2N+ (1 -3R>)(1-R*) +1*>=0 (5.60)

Le comportement des solutions au voisinage d’un point fixe sera donc déterminé par les valeurs prises
par R, elles-mémes dépendantes des paramétres v et e. Le diagramme de bifurcation de I’équation (5.57)
est représenté a la figure 5.25. Dans les zones A et B, la seule solution stable est un puit (ou nceud
asymptotiquement stable). Elle correspond a la parfaite synchronisation de l'oscillateur et de 1’excitation.
Dans les région C et D, l'attracteur est un cycle limite correspondant au cas quasi périodique. Nous
laissons de coté I’étude des bifurcations et redirigeons le lecteur vers [66] pour plus de détails.

Le traitement du cas asynchrone est plus complexe. Une étude exhaustif a été effectuée par Levina et
Nepomnyaschiy [54]. D’aprés leurs résultats, le diagramme de bifurcation reste qualitativement le méme
que celui du cas isochrone pour de faibles valeurs de « : a® < 1/3. Dans le cas contraire, de nouvelles
bifurcations apparaissent.
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5.3.2.1.2 Oscillateurs couplés non linéaires FEn suivant la méme approche que celle que nous ve-
nons d’exposer, nous pouvons démontrer 1’existence de la synchronisation dans le cas de deux oscillateurs
couplés.

Considérons I’équation générale :

7 +wivy =f1 (@1, 21) + Dy (29 — 1) + By (22 — 21) (5.61)
.fg—‘rwg‘rg :fg(.’ﬁ27$2)+D2($1 —$2)+B2(1:1 —fg) '

ol les wy 2 sont les fréquences naturelles des oscillateurs. Nous ne considérons que les termes de
couplage linéaire en x; et ;.
Tout comme pour le cas de l'oscillateur forcé, nous recherchons des solutions de la forme :

(iwA 2(t)e™" + c.c.) (5.62)

[N

1 2( ) (Al ( ) iwt + C.C.) R y1,2(t) =

On obtient alors le systeme d’équations suivant :
Ay = — A1 AL+ Ay — (1 +ian)[ALP A+ (By +i01) (A2 — Ay)
Ay = — g Ay + p2As — (72 +ics)|As|* A + (B2 +i02) (A1 — As)

ot A; o = wy 2—w. Les termes de couplage 3 et J sont proportionnels & B et D. En écrivant 'amplitude
complexe sous la forme : A; 5 = R17261¢1*22, nous obtenons un systéme de quatre équations réelles :

(5.63)

Ry =Ry (1= 71 R}) + B (Racos (¢a — ¢1) — Ry) — 61 Ry sin (¢ — ¢1)
¢1 =— Ay — alR} + 6 %COS(% —¢1) — 1) + 51%8111 (2 — b1)
Ry =pa Ry (1 —72R5) + B2 (Ry cos (g1 — ¢2) — Ra) — 62 Ry sin (61 — ¢a)

ho = — Ay — 1202R3 + 55 (Z cos (¢1 — ¢2) — 1) + 52% sin (¢1 — ¢2)

(5.64)

Dans la mesure ou les termes de couplage ne dépendent que de la différence de phase, nous pouvons
réduire le nombre d’équations & trois en posant ¥ = ¢ — @3 :
Ry =Ry (1 - ’le%) + B1 (Racosy) — Ry) — 61 Rosinep
Ry =p2Ry (1 —2R3) + B2 (Ry costp — Rz) + 2Ry sing

12) =—v+ ulalR% — [LQOQR% + < 51 + 52R ) cosy + 01 — 02 (565)
2
Ry R\ .
- (ﬂlRl +ﬂ2R2> sin ¢

ol i = we — w1. Le cas général présenté peut étre simplifié en supposant que leur comportement est
identique excepté pour leur fréquence naturelle, c’est-a-dire que p1 = ps = p ete. Nous pouvons également
effectuer les mémes changements de variables que dans le cas du régime forcé, pour 'amplitude et le temps.
Enfin, en divisant les coefficients de couplage par u et en divisant a par p/7, mais en gardant les mémes
notations, on obtient :

Ry = Ri(1— R?) + B(Rycosv) — Ry) — ORy sin ) (5.66)
Ry = Ry(1 — R%) + B(Ry cost) — Ry) + 6Ry sin) (5.67)
¢:_V+Q(R%_R§)+6<_]]§j+}ﬂi) cos ) — 5<2+£;> sin ¢ (5.68)

Une étude détaillée de ces équations a été effectuée par Aronson et al. [3]. Nous nous concentrerons
ici sur ses principaux résultats.

Tout d’abord, pour une constante de couplage (3 et de différence de fréquence naturelle v assez impor-
tante, 'origine Ry = Ry = 0 devient un noeud asymptotiquement stable entrainant une annihilation des
oscillations. La démonstration de I'existence de ce phénoméne, qui n’a pas d’équivalent dans le cas de 1’os-
cillateur libre ou en régime forcé, peut s’effectuer de la fagon suivante. Supposons que tous les paramétres
soient égaux et que = 0. En choisissant la fréquence w = (w1 + w2)/2 on peut fixer Ay = —Ay = A et
on obtient :
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Al =(A+ p)A; + B(A2 — Ay)
Ay =(—iA+ p)As + B(A; — A)

L’étude de la stabilité nous donne les valeurs propres :

A=pu— BB A2 (5.70)

Létat A} = Ay = 0 est donc stable si : p < 8 < (u? + A?)/2p.
Ensuite, Aronson et al. montrent que le systéme étudié présente deux points fixes stables pour la
différence de phase, ) = 0 ou ¢ = 7, & partir des équations (5.66)—(5.68).

(5.69)

5.3.2.2 Conséquences pour la sélection du mode de pulsation et pour ’analogie avec le
systéme FPU

La premiére question que nous sommes en droit de nous poser est : « la modulation observée dans
le cas du systéme FPU est-elle encore valide en prenant compte de la zone d’ionisation comme force
d’excitation ? ». La réponse donnée par Dauxois et al. est oui [24]. En examinant le modeéle 8 de Fermi,
Pasta et Ulam, ils montrent que sous certaines conditions d’amplitude et de fréquence n’entrainant pas
léqui-répartition d’énergie (voir plus haut) on observe toujours le phénoméne de modulation.

Ainsi, l'inclusion de la zone d’ionisation dans notre modélisation, non seulement, nous permet d’ex-
pliquer de fagon plus rigoureuse l’existence de la modulation, mais surtout, nous fournit une explication
au phénomeéne de synchronisation et de sélection du mode de pulsation qui n’avaient jusqu’a maintenant
qu’une explication qualitative (voir par exemple [23]). Le cas de deux oscillateurs non linéaires couplés,
nous a montré que sous certaines conditions, nous pouvions avoir une synchronisation de fréquence entre
les oscillations de la zone d’ionisation et les couches inférieures adiabatiques. Qui plus est, cette syn-
chronisation disposait de deux points fixes pour le déphasage entre les deux systémes : 0 et 7. Si la
configuration des oscillateurs ne permettait pas d’obtenir une synchronisation, alors une pulsation de
type quasi périodique, a deux fréquences, était visible. Au-dela de I'explication de la synchronisation des
couches, cette étude nous a donc permis d’expliquer 'existence et la sélection des modes de pulsation
au sein des étoiles de type RR Lyrae. Dans le cas synchronisé, les points fixes 0 et 7 pour le déphasage
correspondent, respectivement, aux RRab et RRc. La non-synchronisation quant a elle est associée & deux
fréquences de pulsation, ce qui est le cas des RRd.

5.4 Conclusion

Ce chapitre, qui conclue notre mémoire, nous a permis de montrer I'importance des termes non li-
néaires dans les oscillations des étoiles de type RR Lyrae. Comme nous avons pu le voir au chapitre
précédent, la complexité des équations régissant les pulsations, nous oblige & une simplification qui nous
a conduit & un systéme différentiel linéaire décrivant les petites pulsations. La prise en compte des termes
non linéaires complique & nouveau ’ensemble des équations, et nous oblige & imposer de nouvelles hypo-
théses simplificatrices, ou a considérer une nouvelle approche. La discrétisation spatiale que nous avons
proposée suit la seconde alternative. Nous avons ainsi vu que notre probléme, dans le cas adiabatique,
était semblable & un ensemble d’oscillateurs couplés. Son traitement non linéaire nous a permis d’éta-
blir une analogie avec l’expérience de Fermi, Pasta et Ulam et ainsi proposer une nouvelle théorie de
Blazhko fondée sur I’échange d’énergie périodique entre les différents modes. Cette théorie nous a permis
d’expliquer la modulation de la courbe de lumiére, observée chez certaines étoiles de type RR Lyrae, et
aussi l'accrochage de fréquence entre la modulation d’amplitude et de phase que nous avions présenté au
chapitre 2. Dans le but de confirmer ces premiers résultats par les données observationnelles, nous avons
di utiliser de nouveaux outils afin d’observer 1’évolution du spectre fréquentiel des courbes de lumiére
au cours du temps. Nous avons alors choisi d’analyser ces courbes grace a la transformée en ondelettes,
ce qui nous a fourni des premiers résultats encourageants. Enfin, toujours a partir du formalisme non
linéaire, nous avons réussi a expliquer le phénoméne de synchronisation des couches, ainsi que ’existence
des trois types de RR Lyrae, nommément les RRab, RRc et RRd.

Il reste cependant un important travail a effectuer afin de confirmer cette théorie, et ce dans de nom-
breux domaines. Tout d’abord, il va étre nécessaire de proposer systématiquement une analyse temps-
fréquence des courbes de lumiére d’étoile RR Lyrae présentant 1’effet Blazhko. Les résultats des campagnes
d’observations de Kepler et de CoRoT, par leur résolution temporelle exceptionnelle, sont tout particu-
lierement indiqués pour ce genre d’étude. L’analogie entre la physique des étoiles et le systéme FPU
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devra étre affinée. En effet, nous avons utilisé les hypothéses simplificatrices utilisées initialement par
Fermi, Pasta et Ulam. Or, comme nous avons pu le voir, nous avons une hétérogénéité des coefficients
dans le cas des étoiles pulsantes qui ne correspond pas au modéle o et 5%, De méme, le phénomeéne
de synchronisation a été exposé dans ses grandes lignes. Faute de temps, nous n’avons pu mener une
étude minutieuse de I'influence des coefficients sur le mode de pulsation. Cependant, au vue des résultats
existants dans ce domaine, et du développement détaillé des termes non linéaires, celle-ci pourrait étre
rapidement effectuée et confirmer nos résultats.

18. Verhulst et al. ont proposé récemment une étude portant sur le cas d’un systéme FPU hétérogéne [105].
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Conclusion

Tout d’abord, il ne faut pas
penser que la connaissance des
réalités célestes, qu’on les
examine en relation a autre chose,
ou pour elles-mémes, ait une
autre fin que 'ataraxie et la
certitude ferme, ainsi qu’il en est
pour tout le reste.

Epicure, Lettre & Pythoclés.

Le principal objectif de cette thése était d’illustrer les améliorations induites par les campagnes d’ob-
servations du photométre PAIX en Antarctique. Notre but était de démontrer les qualités des données
acquises par I'analyse de la courbe de lumiére d’une étoile de type RR Lyrae présentant Ieffet Blazhko.
Les résultats présentés vont bien au-dela de cet objectif. Rappelons les plus importants :

1.

Une définition rigoureuse de I’analyse harmonique : Nous avons tout d’abord fourni les
outils mathématiques nécessaires justifiant I'utilisation de I'analyse fréquentielle pour ’étude des
courbes de lumiéres des étoiles RR Lyrae. En partant d’une construction de la transformée de Fou-
rier sur un groupe abélien, nous avons abouti & une définition de celle-ci pour les signaux discrets.
Nous avons ensuite étendu cette définition au cas des signaux aléatoires avec le périodogramme
de Lomb et Scargle.

. Un nouvel outil d’analyse fréquentiel, PDM13 : Nous avons poursuivi notre présentation par

I’étude d’un cas particulier de méthode d’analyse fréquentielle non paramétrique : phase dispersion
minimization. Celle-ci constitue le cceur du programme que nous avons développé : PDM13. Nous
I’avons enrichi d’un algorithme capable de détecter les gaps, des absences de données sur un temps
non négligeable, défaut caractéristique des missions d’observations terrestre.

Des nouvelles contraintes et de nouveaux indices pour comprendre 1’effet Blazhko :
Fort d’un formalisme clair et rigoureux, nous avons alors étudié la courbe de lumiére de S Arae, une
étoile de type RR Lyrae présentant ’effet Blazhko, en suivant le protocole généralement admis.
Nous avons complété notre analyse par une étude des caractéristiques de la courbe de lumiére
pouvant varier durant un cycle de Blazhko : les temps de montée et de descente, et la position
du bump secondaire. Les premiers nous ont permis de définir deux moments durant la période
d’oscillation de I’étoile : le temps d’oscillation et le temps de quasi-chute libre. Le second sera une
des découvertes majeures de cette analyse, mais n’a pris tout son sens qu’a la fin de ce mémoire,
lorsque nous avons établi une nouvelle théorie du phénomeéne Blazhko.

L’explication de deux résultats communément observés, les asymeétries issues de la
modulation et la décroissance des harmoniques : Nous avons apporté une explication ma-
thématique & deux phénomeénes communément présentés dans les analyses d’étoiles de type RR
Lyrae. La premiére porte sur la décroissance des harmoniques. Le formalisme détaillé au chapitre
2 nous a permis d’expliciter la fonction associée a cette décroissance a partir des propriétés de
la transformée de Fourier. La seconde explique I’asymétrie des lobes secondaires dans le spectre
fréquentiel de la courbe de lumiére. Cette démonstration explique cette observation par une syn-
chronisation de la modulation d’amplitude et de fréquence. Cependant, si elle nous éclaire un peu
plus sur le mécanisme de modulation, elle souléve une nouvelle question : quelle est 'origine de
cette synchronisation ?

Un formalisme non linéaire discret nous permettant de comprendre la synchronisation
entre modulation d’amplitude et de fréquence : Le développement linéaire des équations
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de pulsation est trop restrictif, et ne nous permet uniquement de comprendre l'existence des
oscillations et leurs mécanismes. Nous avons considéré l'influence des termes non linéaires et les
avons inclus dans une modélisation discréte afin de simplifier le probléme. Les premiers résultats
obtenus nous ont permis d’établir le lien que nous avions démontré entre modulation de fréquence
et modulation d’amplitude.

. Une nouvelle théorie de ’effet Blazhko : Mais surtout, nous avons établi une analogie avec

le systéme de Fermi, Pasta et Ulam puis avec celui de Todda. Ces systémes expliquent ’existence
d’une modulation du mode fondamental par le transfert d’énergie périodique entre les différents
modes, expliquant ainsi le phénoméne Blazhko. Une étude plus détaillée nous montre que cette
théorie reproduit également le phénomeéne de period doubling et explique le caractére singulier du
bump secondaire que nous assimilons & un soliton.

. La préconisation de I’utilisation systématique de la transformée en ondelettes pour

Panalyse des courbes de lumiére : La nécessité de confirmer cette théorie nous a poussé a
redéfinir le protocole d’analyse des courbes de lumiére des étoiles présentant I'effet Blazhko, en y
incluant une analyse par transformée en ondelettes. En nous permettant de suivre 1’évolution du
spectre fréquentiel de la courbe de lumiére de S Arae, nous avons été en mesure de confirmer notre
théorie fondée sur un transfert d’énergie entre les différents modes via les solitons.

. La synchronisation, en tant que concept majeur des étoiles pulsantes : nous avons étudié

I'influence réciproque des couches adiabatiques, assimilées & un systéme d’oscillateurs couplés, et
de la couche d’ionisation He™*/He™, assimilée & un oscillateur a relaxation. Cette étude repose
sur un concept fondamental de la dynamique non linéaire : la synchronisation. Nous avons pu
expliquer alors la conjecture de Cox concernant le mouvement synchronisé des couches de I'étoile,
ainsi que l'existence des différents types d’étoiles RR Lyrae existantes, nommément les RRab, RRc
et RRd.

Ce travail aussi complet qu'il ait été, reste inachevé. Toute nouvelle hypothése nécessite d’étre étayée

et développée. Nous proposons plusieurs pistes, certaines évidentes, d’autres moins, afin de compléter au
mieux les résultats présentés dans ce mémoire :

le nouveau paradigme proposé pour 'analyse des courbes de lumiéres des RR Lyrae présentant
I'effet Blazhko, doit étre mis en place et appliqué au plus grand nombre d’étoiles possible présentant
ce phénomeéne.

L’analogie entre les systémes FPU / Todda et les étoiles pulsantes doit étre affinée afin de quantifier
I'influence des différents facteurs dans notre développement non linéaire.

Le modéle d’oscillateur & relaxation proposé gagnerait a étre explorer de fagon plus quantitative.
Enfin, il sera nécessaire de développer un programme d’oscillations stellaires incluant I'influence
des termes non linéaires, dans la mesure o, & ce jour, les codes existants se limitent au cas linéaire.

Outre la théorie de Blazhko présentée dans ce mémoire, d’autres points n’ont été qu’effleurés et gagne-
raient & étre développés.

Nous espérions, & un moment, expliquer nombre de phénoménes gréice a la convection. Comme
nous avons pu le mentionner dans ce mémoire, sa modélisation est complexe, et la premiére étape
consisterait & mieux comprendre et intégrer cet effet dans les simulations numériques et les équa-
tions.

Si notre analogie avec les oscillateurs couplés nous a permis de nombreuses avancées conséquentes,
nous n’avons pu établir les distributions quantitatives de RRab, RRc, RRd et d’étoiles présentant
leffet Blazhko.

Nous le disions au tout début de ce mémoire : I’étude des étoiles pulsantes est complexe car & I'intersection
de nombreux domaines d’études physiques. De la physique du plasma, & la thermodynamique, en passant
par le magnétisme ou la dynamique des fluides, nous avons montré que ’analyse de ces phénoménes nous
oblige & élargir notre champ d’étude afin d’aboutir & un formalisme rigoureux, permettant d’expliquer les
nombreux mécanismes en jeu. Aussi difficile soit-il, un tel travail n’en reste pas moins passionnant.

Nous sommes heureux de voir que le travail que nous avons accompli nous a permis de dépasser les

objectifs que nous nous étions fixés. Mais nous sommes encore plus heureux de voir que celui-ci ouvre de
nombreuses pistes de recherches.
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Troisiéme partie

Annexes
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Annexe A

(Glossaire mathématique

A.1 Notions de groupes

A.1.1 Groupe

Définition 34 Soit G un ensemble non-vide. On appelle loi de composition interne dans G toute appli-
cation x: G x G — G.

Définition 35 On appelle groupe tout ensemble non-vide G muni d’une loi de composition interne *,
vérifiant les 3 propriétés suivantes :

— la loi * est associative dans G, c’est-a-dire xx(yxz) = (xxy)*z pour tous z,y,z € G,

— la loi x admet un élément neutre dans G, c’est-a-dire qu’il existe e € G tel que xxe = exx = x
pour tout © € G,

— tout élément de G admet un symétrique dans G pour la loi x, c’est-a-dire que, pour tout x € G, il
eriste xg € G tel que xxro = To*T = €.

Définition 36 On appelle groupe commutatif, ou groupe abélien, tout groupe G dont la loi x vérifie de
plus la condition supplémentaire de commutativité : xxy = yxx pour tous x,y € G.

A.1.2 Homomorphismes

Définition 37 Un morphisme est une application f : (G,*) — (G', %), entre deux groupes (G,x*) et

(G, %), qui vérifie :

V(g,h) € G*, f(g=h) = f(g)xf(h).

A.2 Notion d’espace vectoriel

A.2.1 Espace vectoriel

Définition 38 Soit K un corps. Un espace vectoriel sur K, ou K-espace vectoriel, est un ensemble E,
dont les éléments sont appelés vecteurs, muni de deux lois :

— une loi de composition interne + : E?> — E, appelée addition,
— une loi de composition a gauche o : K x E — E, appelée multiplication par un scalaire,

telles que les propriétés suivantes soient vérifiées.
1. (E,+) est un groupe abélien.

2. La loi « e » vérifie les propriétés suivantes :

— elle est distributive & gauche par rapport a la loi « + » de E et a droite par rapport & l’addition
du corps K,

— elle vérifie une associativité mizte (par rapport a la multiplication dans K),

— [’élément neutre multiplicatif du corps K, noté 1, est neutre a gauche pour e.
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A.2.2 Base

Définition 39 Une famille (v;);cr de vecteurs de E est dite libre (sur K) si la seule combinaison linéaire
des v; égale au vecteur nul est celle dont tous les coefficients sont nuls.

Définition 40 Le sous-espace vectoriel engendré par une famille (v;)ier de vecteurs, noté Vect((v;)icr),
est le plus petit sous-espace (au sens de linclusion) contenant tous les vecteurs de cette famille. De
maniére équivalente, c’est l’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs v;. La famille engendre E,
ou encore est génératrice, si le sous-espace qu’elle engendre est E tout entier.

Définition 41 Une famille B de vecteurs de E est une base de E si elle est libre et génératrice ou, ce
qui est équivalent, si tout vecteur de E s’exprime de maniére unique comme combinaison linéaire des
éléments de B.

A.2.3 Produit scalaire
Définition 42 Soit E un espace vectoriel réel. On dit qu’une application
¢: EXE — R
(z,y) = (zly)

est un produit scalaire si elle est :

— bilinéaire : ¢ est linéaire relativement & chaque argument ('autre étant fixé).
— symétrique : ¥(z,y) € E* (y|lr) = (x]y)
— positive : YNz € E (z|x) 20
— définie : (zlx) =0= 2 =0.
A.2.4 Base orthogonale

Définition 43 Soit (v;)ie; une base de l’espace vectoriel E, muni du produit scalaire ¢. La base est dite
orthogonale si : V(i,j) € I?,i # j,¢(vi,vj) = 0.

A.3 Espace probabilisé
A.3.1 Espace probabilisable

Définition 44 Un espace probabilisable est un couple (2, B) constitué d’un ensemble (2 et d’une tribu ou
0-algebre B sur (2. L’ensemble {2 est appelé l'univers lié a l'expérience et les éléments de B sont appelés
les événements liés a l’expérience.

A.3.2 Mesure de probabilité

Définition 45 Soit un espace probabilisable (£2,8). Une mesure de probabilité P est une application qui a
un événement B quelconque associe un nombre réel (noté P(B)). Une mesure de probabilité doit satisfaire
les axiomes de Kolmogorov :

— Pour tout événement B : 0 <P(B) < 1.
— §2 désignant 'univers associé a l’expérience aléatoire considérée, P(§2) = 1.
— Toute famille dénombrable d’événements deux & deux disjoints, By, Ba, ... satisfait :

+oo
P(BiUB,U---) =Y P(B;).
i=1

A.3.3 Espace probabilisé

Définition 46 Un espace probabilisé (£2,B8,P) est un un espace probabilisable (£2,18) complété par une
mesure de probabilité P
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Ann