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✼✳✸✳✶ ●❛✉❣❡ '(❛♥*❢♦(♠❛'✐♦♥ ❞✉❡ '♦ ❉✭✲✶✮✲❉✶ ✐♥*'❛♥'♦♥* ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✺

✼✳✸✳✷ ❉✺✲✐♥*'❛♥'♦♥* ❛❢'❡( ❣❛✉❣❡ '(❛♥*❢♦(♠❛'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✻

✼✳✸✳✸ ❲❛❧❧❝(♦**✐♥❣ ❛♥❞ ❣❛✉❣❡ '(❛♥*❢♦(♠❛'✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✽✼
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'❡❝5❡❞ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ .♣❛❝❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✶

✼✳✹✳✶ ❚❤❡ ❝❤❛'❛❝5❡' ε(g) ❛♥❞ ❉❡❞❡❦✐♥❞ .✉♠ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✷
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✼✳✹✳✸ ■♥✈❛'✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡' ❍❡✐.❡♥❜❡'❣ 5'❛♥.❢♦'♠❛5✐♦♥ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✾✺
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❘❡❝❡♥% ②❡❛() ❤❛✈❡ ✇✐%♥❡))❡❞ ❛♥ ✐♥❝(❡❛)✐♥❣ (♦❧❡ ♦❢ ♥♦♥✲♣❡(%✉(❜❛%✐✈❡ ❡✛❡❝%) ✐♥

♠♦❞❡(♥ ❞❛② %❤❡♦(❡%✐❝❛❧ ♣❤②)✐❝)✳ ❋♦( ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ %❤❡ ❝♦♥%❡①% ♦❢ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ ❣❛✉❣❡

%❤❡♦(✐❡) ✇❤✐❝❤ ❞❡)❝(✐❜❡ ❡❧❡♠❡♥%❛(② ♣❛(%✐❝❧❡ ♣❤②)✐❝) ✐♥ ❛ ✇✐❞❡ ❡♥❡(❣② )❝❛❧❡✱ %❤❡

♣❡(%✉(❜❛%✐✈❡ ❡①♣❛♥)✐♦♥ ✐) )✉✣❝✐❡♥% ❢♦( ❤✐❣❤ ❡♥❡(❣② )❝❛❧❡)✱ ❜✉% ❢♦( %❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡(❣②

❧✐♠✐% ✇❤❡(❡ %❤❡ ❣❛✉❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣) ❣(♦✇ )%(♦♥❣ ❛♥❞ ♥♦♥✲❛❜❡❧✐❛♥ )②♠♠❡%(✐❡) ❛(❡ ✉♥✲

❜(♦❦❡♥ %❤❡ ♥♦♥✲♣❡(%✉(❜❛%✐✈❡ ❡✛❡❝%) ❜❡❝♦♠❡ ❡①%(❡♠❡❧② ✐♠♣♦(%❛♥%✱ ✐♥ ♣❛(%✐❝✉❧❛( %♦

❡①♣❧❛✐♥ %❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦♥ ♦❢ ❝♦♥✜♥❡♠❡♥%✳ ◆♦♥✲♣❡(%✉(❜❛%✐✈❡ ❡✛❡❝%) ❛(❡ ✐♠♣♦(%❛♥%

✐♥ %❤❡ ❝♦♥%❡①% ♦❢ )%(✐♥❣ %❤❡♦(✐❡) ❛) ✇❡❧❧✳ ❋♦( ✐♥)%❛♥❝❡✱ ❛❢%❡( %❤❡ ❝♦♠♣❛❝%✐✜❝❛%✐♦♥

)%(✐♥❣ %❤❡♦(✐❡) (❡❝❡✐✈❡ %✇♦ ❦✐♥❞) ♦❢ ❝♦((❡❝%✐♦♥) ✿ α′
✲❝♦((❡❝%✐♦♥) ❛♥❞ ❝♦((❡❝%✐♦♥)

❢(♦♠ )%(✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥)%❛♥% ✭gs✮✳ ❇♦%❤ ♦❢ %❤❡)❡ ❝♦((❡❝%✐♦♥) ❝❛♥ ❜❡ ♣❡(%✉(❜❛%✐✈❡

❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡(%✉(❜❛%✐✈❡✳ ❚❤❡)❡ ♥♦♥✲♣❡(%✉(❜❛%✐✈❡ ❝♦♥%(✐❜✉%✐♦♥) ❛(❡ ♥❡❝❡))❛(② ✐♥❣(❡✲

❞✐❡♥%) ❢♦( ❝♦♥)✐)%❡♥❝② ✇✐%❤ ❜❡❛✉%✐❢✉❧ ❛) ✇❡❧❧ ❛) ♠❛%❤❡♠❛%✐❝❛❧❧② ✐♥%(✐❣✉✐♥❣ ❞✉❛❧✐%✐❡)

❜❡%✇❡❡♥ ❞✐✛❡(❡♥% %❤❡♦(✐❡)✳ ■♥ %❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ )✉♣❡()%(✐♥❣ %❤❡♦(✐❡) %❤❡② ❤❛✈❡ ❛ ♥✐❝❡

✐♥%❡(♣(❡%❛%✐♦♥ ✐♥ %❡(♠) ♦❢ ❜(❛♥❡) ✇(❛♣♣✐♥❣ ❞✐✛❡(❡♥% )✉♣❡()②♠♠❡%(✐❝ ❝②❝❧❡) ✐♥ %❤❡

❝♦♠♣❛❝%✐✜❝❛%✐♦♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡ ❝♦♥%❡♥% ♣❡(%❛✐♥✐♥❣ %♦ %❤❡ %❤❡)✐) ✐) ♣(✐♠❛(✐❧② %♦

✉♥❞❡()%❛♥❞ %❤❡ ❞②♥❛♠✐❝) ♦❢ )✉❝❤ ♥♦♥✲♣❡(%✉(❜❛%✐✈❡ ♦❜❥❡❝%)✳

■♥ %❤❡ ❝♦✉()❡ ♦❢ ♣✉()✉✐♥❣ %❤❡ G❤✳❉✳✱ ■ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ✇♦(❦✐♥❣ ♦♥ )✉❝❤ ♥♦♥✲♣❡(%✉(❜❛%✐✈❡

❡✛❡❝%) ✐♥ %❤❡ ❝❛)❡ ♦❢ %❡♥ ❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ %②♣❡ ■■ ❆✴❇ )%(✐♥❣ %❤❡♦(✐❡) ❝♦♠♣❛❝%✐✜❡❞ ♦♥

❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ %❤(❡❡❢♦❧❞)✱ ✇✐%❤ ❙❡(❣❡✐ ❆❧❡①❛♥❞(♦✈✳ ❆❢%❡( %❤❡ ❝♦♠♣❛❝%✐✜❝❛%✐♦♥✱ ❛♣❛(%

❢(♦♠ %❤❡ ❣(❛✈✐%❛%✐♦♥❛❧ ♠✉❧%✐♣❧❡%✱ %❤❡(❡ ❛(❡ %✇♦ ❦✐♥❞) ♦❢ ♠❛%%❡( ♠✉❧%✐♣❧❡%) ❝❛❧❧❡❞

✈❡❝%♦( ♠✉❧%✐♣❧❡%) ✭❱▼✮ ❛♥❞ ❤②♣❡(♠✉❧%✐♣❧❡%) ✭❍▼✮✳ ❚❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡(❣② ❡✛❡❝%✐✈❡ ❛❝%✐♦♥

✐) ❝♦♠♣❧❡%❡❧② ❞❡%❡(♠✐♥❡❞ ❜② %❤❡ ❣❡♦♠❡%(② ♦❢ %❤❡ ♠♦❞✉❧✐ )♣❛❝❡) ♦❢ ❱▼ ❛♥❞ ❍▼✳

❙✐♥❝❡ %❤❡ ✈❡❝%♦( ♠✉❧%✐♣❧❡%) ❛(❡ ✇❡❧❧✲✉♥❞❡()%♦♦❞ ❜② ♥♦✇✱ %❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ♦❢ ♦✉( ✇♦(❦

❤❛) ❜❡❡♥ %♦ ✜♥❞ %❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ )♣❛❝❡ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ✐♥)%❛♥%♦♥ ❝♦((❡❝%✐♦♥)✳ ❋♦(

❛❝❤✐❡✈✐♥❣ %❤✐) ♦♥❡ ♥❡❡❞) %♦ ✐♥✈♦❦❡ ✈❛(✐♦✉) ❞✉❛❧✐%✐❡) ❛♥❞ (❡Q✉✐(❡ ❝♦♥)✐)%❡♥❝② ✇✐%❤

%❤❡ )②♠♠❡%(✐❡) ♦❢ %②♣❡ ■■❆✴❇ )%(✐♥❣ %❤❡♦(✐❡)✳

❇✉% ♣❡(❢♦(♠✐♥❣ %❤✐) %❛)❦ ✐) ❞✐✣❝✉❧% ❝♦♠♣❛(❡❞ %♦ %❤❡ ✈❡❝%♦( ♠✉❧%✐♣❧❡% ❝❛)❡ ❞✉❡

%♦ ♦♥❡ ❝(✉❝✐❛❧ ❢❡❛%✉(❡ ♦❢ %❤❡ ❤②♣❡(♠✉❧%✐♣❧❡%)✳ ❲❤❡(❡❛) %❤❡ )✉♣❡()②♠♠❡%(② (❡Q✉✐(❡)

%❤❡ ✈❡❝%♦( ♠✉❧%✐♣❧❡% ♠♦❞✉❧✐ )♣❛❝❡ %♦ ❜❡ ❛ )♣❡❝✐❛❧ ❑T❤❧❡( ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ %❤❡ ❤②♣❡(♠✉❧%✐✲

♣❧❡% ♠♦❞✉❧✐ )♣❛❝❡ ✐) ❛ ◗✉❛%❡(♥✐♦♥✲❑T❤❧❡( ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇❤✐❝❤ ✐) ❛ ❞✐✣❝✉❧% ❣❡♦♠❡%(✐❝❛❧

♦❜❥❡❝% %♦ )%✉❞②✳ ❚❤❡ ♠♦)% ❝♦♥✈❡♥✐❡♥% ✇❛② %♦ ✇♦(❦ ✇✐%❤ )✉❝❤ ♠❛♥✐❢♦❧❞) ✐) %♦ ♣❛))

%♦ %❤❡✐( %✇✐)%♦( )♣❛❝❡) ✇❤✐❝❤ ❛(❡ CP 1
❜✉♥❞❧❡) ♦♥ %❤❡♠✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥%❛❣❡ ✐) %❤❛%

♦♥ %❤❡ %✇✐)%♦( )♣❛❝❡ %❤❡(❡ ❛(❡ ❝❡(%❛✐♥ )♦✲❝❛❧❧❡❞ ❤♦❧♦♠♦(♣❤✐❝ %(❛♥)✐%✐♦♥ ❢✉♥❝%✐♦♥)

%❤❛% ❡♥❝♦❞❡ %❤❡ ❡♥%✐(❡ ❣❡♦♠❡%(② ♦❢ %❤❡ ❜❛)❡ )♣❛❝❡ ✐♥ ♥✐❝❡ ❢❛)❤✐♦♥✳ ❚❤❡(❡❢♦(❡✱ %❤❡

♣(♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❝♦(♣♦(❛%✐♥❣ ✐♥)%❛♥%♦♥ ❝♦((❡❝%✐♦♥) %♦ %❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ )♣❛❝❡ (❡❞✉❝❡)

%♦ %❤❡ ♣(♦❜❧❡♠ ♦❢ ♦❜%❛✐♥✐♥❣ %(❛♥)✐%✐♦♥ ❢✉♥❝%✐♦♥) %❤❛% ❣❡♥❡(❛%❡ %❤❡)❡ ❝♦((❡❝%✐♦♥)✳

❉✉❡ %♦ %❤✐) ✐% ✐) ✐♠♣♦(%❛♥% %♦ ✉♥❞❡()%❛♥❞ ❤♦✇ ❞✐✛❡(❡♥% )②♠♠❡%(✐❡) ♦❢ %❤❡ ❍▼

♠♦❞✉❧✐ )♣❛❝❡ ❛(❡ (❡❛❧✐③❡❞ ❛% %❤❡✐( %✇✐)%♦( )♣❛❝❡)✳ ■% ✐) ❦♥♦✇♥ %❤❛% ❛❧❧ ♦❢ %❤❡♠ ❝❛♥

❜❡ ❧✐❢%❡❞ %♦ ❤♦❧♦♠♦(♣❤✐❝ ✐)♦♠❡%(✐❡) ❛% %❤❡ %✇✐)%♦( )♣❛❝❡✱ ❤♦✇❡✈❡( ♦♥❡ )%✐❧❧ ♥❡❡❞) %♦

✜♥❞ %❤❡✐( ❡①♣❧✐❝✐% ❛❝%✐♦♥ ❛% %❤❛% ❧❡✈❡❧✳
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❝❤❛♣#❡/ ✻ /❡♥❞❡/ MHM ✐♥✈❛/✐❛♥# ✐♥ ♣/❡.❡♥❝❡ ♦❢ ◆❙✺✲✐♥.#❛♥#♦♥.✳

❼ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ .✉♠♠❛/✐③❡ ❛❧❧ #❤❡ /❡.✉❧#. ❛♥❞ .♦♠❡ ♦❢ #❤❡ ♣❡/.✐.#✐♥❣ ♣/♦❜❧❡♠.✳

❚❤✐. #❤❡.✐. ✐. ♣/✐♠❛/✐❧② ❜❛.❡❞ ♦♥ #❤❡ ✇♦/❦ ♦❢ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣❛♣❡/. ✭✐♥ ❝❤/♦♥♦✲

❧♦❣✐❝❛❧ ♦/❞❡/✮✱ ✇❤✐❝❤ ❛/❡ ❛##❛❝❤❡❞ ✐♥ #❤❡ ❡♥❞✳

❼ ❙✳ ❆❧❡①❛♥❞/♦✈ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛♥❡/❥❡❡✱ ✏▼♦❞✉❧❛/✐#②✱ ◗✉❛#❡/♥✐♦♥✲❑❛❤❧❡/ .♣❛❝❡. ❛♥❞

▼✐//♦/ ❙②♠♠❡#/②✱✑ ❏✳ ▼❛#❤✳ +❤②%✳ ✺✹✱ ✶✵✷✸✵✶ ✭✷✵✶✸✮✳

❼ ❙✳ ❆❧❡①❛♥❞/♦✈ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛♥❡/❥❡❡✱ ✏❋✐✈❡❜/❛♥❡ ✐♥.#❛♥#♦♥. ✐♥ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ❝♦♠✲

♣❛❝#✐✜❝❛#✐♦♥.✱✑ +❤②%✳❘❡✈✳ ❉✾✵ ✭✷✵✶✹✮ ✵✹✶✾✵✷✳

❼ ❙✳ ❆❧❡①❛♥❞/♦✈ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛♥❡/❥❡❡✱ ✏❉✉❛❧✐#✐❡. ❛♥❞ ✜✈❡❜/❛♥❡ ✐♥.#❛♥#♦♥.✱✑ ❏❍❊+

✶✹✶✶ ✭✷✵✶✹✮ ✵✹✵✳

❼ ❙✳ ❆❧❡①❛♥❞/♦✈ ❛♥❞ ❙✳ ❇❛♥❡/❥❡❡ ✏❍②♣❡/♠✉❧#✐♣❧❡# ♠❡#/✐❝ ❛♥❞ ❉✲✐♥.#❛♥#♦♥.✧✱

❏❍❊+✱ ✶✺✵✷✱ ✭✷✵✶✺✮ ✶✼✻✳

✈✐✐



✵✳ ❈♦♥#❡♥#%

❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥+,

❚❤✐$ ✇♦'❦ ✇❛$ ❞♦♥❡ ✐♥ -❤❡ ▲❛❜♦'❛-♦✐'❡ ❈❤❛'❧❡$ ❈♦✉❧♦♠❜✱ ✐♥ -❤❡ ❯♥✐✈❡'$✐-7

▼♦♥-♣❡❧❧✐❡'✱ ❋'❛♥❝❡✳ ■ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ -♦ -❛❦❡ -❤✐$ ♦♣♣♦'-✉♥✐-② -♦ ❡①♣'❡$$ ♠② ❣'❛-✐✲

-✉❞❡ -♦ -❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ♦❢ -❤❡ ❧❛❜♦'❛-♦'② ❢♦' ♣'♦✈✐❞✐♥❣ ♠❡ -❤❡ ❢❛❝✐❧✐-✐❡$✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡'❡

✐♥$-'✉♠❡♥-❛❧ -♦ ❛❝❝♦♠♣❧✐$❤ ♠② ✇♦'❦✳ ■ ❛❧$♦ ❡①♣'❡$$ ♠② $✐♥❝❡'❡$- ❣'❛-✐-✉❞❡ -♦

-❤❡ ✉♥✐✈❡'$✐-② ❢♦' ✜♥❛♥❝✐❛❧❧② $✉♣♣♦'-✐♥❣ ♠❡ ❢♦' -❤❡ ❡♥-✐'❡ ❞✉'❛-✐♦♥ ♦❢ ♠② C❤✳❉✳

■ ❛♠ ❣'❛-❡❢✉❧ -♦ ❛❧❧ -❤❡ ♣❡♦♣❧❡ ✐♥ -❤❡ ❞❡♣❛'-♠❡♥- ❢♦' ❛ $-✐♠✉❧❛-✐♥❣ ❛♥❞ ✈✐❜'❛♥-

❛-♠♦$♣❤❡'❡ $✉✐-❛❜❧❡ ❢♦' ✇♦'❦✳

❚❤❡ ❜✐❣❣❡$- ♣❛'- ♦❢ ♠② ❣'❛-✐-✉❞❡ ❣♦❡$ -♦ ♠② $✉♣❡'✈✐$♦' ❙❡'❣❡✐ ❆❧❡①❛♥❞'♦✈

✇❤♦$❡ ❝♦♥-✐♥✉♦✉$ ❣✉✐❞❛♥❝❡ ♣❛✈❡❞ -❤❡ ✇❛② -♦ $✉❝❝❡$$❢✉❧ ❝♦♠♣❧❡-✐♦♥ ♦❢ ♠② C❤✳❉✳

-❤❡$✐$✳ ❍✐$ ❝'❡❛-✐✈✐-② ❛♥❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇❡'❡ ✐♥❞✐$♣❡♥$❛❜❧❡ ❢♦' ❛❧❧ -❤❡ ✇♦'❦$ ✇❡ ❤❛✈❡

❞♦♥❡ -♦❣❡-❤❡'✳ ▼② ✐♥-❡'❛❝-✐♦♥ ✇✐-❤ ❤✐♠ ❞✐❞ ♥♦- '❡♠❛✐♥ ❝♦♥✜♥❡❞ ✇✐-❤✐♥ ❛❝❛❞❡♠✐❝$

♦♥❧②✳ ■♥ ❧✐❢❡ ❛♥❞ ♦-❤❡' ♠❛--❡'$ ❤✐$ ❤❡❧♣$ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ $♦♠❡-❤✐♥❣ ❢♦' ✇❤✐❝❤ ■ ❛♠

✐♠♠❡♥$❡❧② ❣'❛-❡❢✉❧ -♦ ❤✐♠✳ ■❢ ■ ✇❡'❡ -♦ ❧✐$- ❛❧❧ -❤❡ '❡❛$♦♥$ ❢♦' ✐-✱ ■ ✇♦✉❧❞ ♣'♦❜❛❜❧②

❤❛✈❡ -♦ ✇'✐-❡ ❛♥♦-❤❡' -❤❡$✐$ ♦♥ ✐-✳

■ ❛♠ ✐♥❞❡❜-❡❞ -♦ ❛❧❧ ✇❤♦ $❤❛'❡❞ -❤❡✐' $❝✐❡♥-✐✜❝ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛♥❞ ✐❞❡❛$ ✇✐-❤ ♠❡✳ ■

✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ ❡①♣'❡$$ ♠② $✐♥❝❡'❡$- ❣'❛-✐-✉❞❡ -♦ ❆♥❞'❡❛ ❇'✐♥✐✱ ▼✐❝❤❡❧❡ ❈✐'❛✜❝✐✱ ❱✐❝❡♥-❡

❈♦'-❡$✱ ❙❛♠✉❡❧ ●'✉$❤❡✈$❦②✱ ❏❡✛ ❍❛'✈❡②✱ ❏❛♥ ▲♦✉✐$✱ ❏❛♥ ▼❛♥$❝❤♦-✱ ❚❤♦♠❛$ ▼♦✲

❤❛✉♣-✱ ●'❡❣ ▼♦♦'❡✱ ❆♥❞② ◆❡✐-③❦❡✱ ❉❛♥✐❡❧ C❡'$$♦♥✱ ❇♦'✐$ C✐♦❧✐♥❡✱ ❙♦♦✲❏♦♥❣ ❘❡②✱

C❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦❝❤❡✱ ❇❡'♥❞ ❙❡✐❜❡'-✱ ❏P'❣ ❚❡$❝❤♥❡'✱ ❙-❡❢❛♥ ❱❛♥❞♦'❡♥✱ ❖✇❡♥ ❱❛✉❣❤♥✱

❊'✐❦ ❱❡'❧✐♥❞❡✱ ❆❧❡①❛♥❞❡' ❲❡$-♣❤❛❧✱ ▼✐❝❤❡❧❡ ❉❡❧ ❩♦--♦✳ ■♥ ❞✐✛❡'❡♥- $❝❤♦♦❧$ ❛♥❞

❝♦♥❢❡'❡♥❝❡$ ■ ❤❛✈❡ ❤❛❞ -❤❡ ♦♣♣♦'-✉♥✐-② -♦ ♠❡❡- U✉✐-❡ ❛ ❢❡✇ ♦-❤❡' C❤✳❉✳ $-✉❞❡♥-$

✇✐-❤ ✇❤♦♠ ■ ❞✐❞ $♣❡♥❞ U✉✐-❡ ❡♥❥♦②❛❜❧❡ -✐♠❡$ ❜♦-❤ ❛❝❛❞❡♠✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♦-❤❡'✇✐$❡✳

❆♠♦♥❣ -❤❡♠✱ ❛ $♣❡❝✐❛❧ -❤❛♥❦$ ❣♦ -♦ ◆❛✈❛ ●❛❞❞❛♠✱ ■'❢❛♥ ■❧❣✐♥✱ ❉✉ C❡✐✱ ❍❡♥✲

'✐❦ ●✉$-❛❢$$♦♥✱ C✐-'♦ ▲♦♥❣❤✐✱ ❈❛♥❡' ◆❛③❛'♦❣❧✉✱ ▼❛①✐♠✐❧✐❛♥ ❑❡❧♠✱ ▼❛❧-❡ ❉②❝❦✲

♠❛♥♥$ ❛♥❞ ▲✉❝✐❧✐❛ ❩❛'❛-❡✳ ■♥ ♦✉' ❞❡♣❛'-♠❡♥-✱ ■ ❤❛❞ ❛ ❣'❡❛- -✐♠❡ ✇❤✐❧❡ ❞✐$❝✉$$✐♥❣

❛❜♦✉- $❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❧✐❢❡ ✇✐-❤ C'♦♥♦❜ ▼✐--❡'✳ ❆ ❝♦'❞✐❛❧ -❤❛♥❦$ ✐$ ❞✉❡ ❢♦' ❤✐♠✳ ■

❛❧$♦ ❤❛❞ ❛ ✈❡'② ❡♥❥♦②❛❜❧❡ '❡❧❛-✐♦♥$❤✐♣ ✇✐-❤ ❆♥❞'7 ◆❡✈❡✉✱ C❤✐❧✐♣♣❡ ❘♦❝❤❡✱ ◆✐❝♦✲

❧❛$ ❈'❛♠♣7✱ ●✐❧❜❡'- ▼♦✉❧-❛❦❛✱ ❱❧❛❞✐♠✐' ▲♦'♠❛♥✱ ❱❧❛❞✐♠✐' ❋❛-❡❡✈✱ ▼❛①✐♠ ❈❧✉$❡❧

✭✇❤♦$❡ ♣'❡♠❛-✉'❡ ❞❡♠✐$❡ ✐♥ ❖❝-♦❜❡'✱ ✷✵✶✺ ✇❛$ ❛ $❤♦❝❦ -♦ ♠❡ ❢'♦♠ ✇❤✐❝❤ ■ ❛♠ ②❡-

-♦ ❝♦♠♣❧❡-❡❧② '❡❝♦✈❡'✮✱ ▼✐❝❤❡❧❡ ❋'✐❣❛'✐♦✱ ❏❡'♦♠7 ❉♦'✐❣♥❛❝✱ ▲✉❝❛ ❈✐❛♥❞'✐♥✐✱ ❆♥❞'❡❛

C❛'♠❛❣✐❛♥♥✐ ❛♥❞ ❡$♣❡❝✐❛❧❧② ❉♦♠✐♥✐U✉❡ ❈❛'♦♥ ♦❢ ♦✉' ❞❡♣❛'-♠❡♥-✳ ❲✐-❤ $♦♠❡ ♦❢

-❤❡♠ ✐- ❤❛$ ❜❡❡♥ ♠♦'❡ ❛❜♦✉- $❝✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ✇✐-❤ ♦-❤❡'$ ♠♦$-❧② ✐- ✇❛$ ❛❜♦✉- ❤❛✈✐♥❣ ❛

$-✐♠✉❧❛-✐♥❣ ❝♦♥✈❡'$❛-✐♦♥✳ ❆ $♣❡❝✐❛❧ ✏-❤❛♥❦ ②♦✉✧ ❣♦❡$ -♦ ❉♦♠✐♥✐U✉❡✱ ✇❤♦ ♥♦- ♦♥❧②

✜①❡❞ ♠② ❝♦♠♣✉-❡' ❛ ❧♦- ♦❢ -✐♠❡$✱ ❜✉- ❛❧$♦ ❡♥❣❛❣❡❞ ✐♥ ♦❝❝❛$✐♦♥❛❧ ❢'✐❡♥❞❧② ❜❛♥-❡'

✇❤✐❝❤ ■ ✇✐❧❧ ❞❡✜♥✐-❡❧② ♠✐$$ ✇❤❡♥ ■ ❣♦ ❛✇❛②✳ ■♥ ♠② ♦✣❝❡✱ ❛ ♣❧❡❛$❛♥- ❛-♠♦$♣❤❡'❡ ✇❛$

❝'❡❛-❡❞ ❜② C❛❜❧♦ ▼♦♥-❛❧✈♦✱ ◆✐❝♦❧❛$ ❇✐③♦-✱ ❙-❡❢❛♥♦ ▼❛❣♥✐ ❛♥❞ ❛❝'♦$$ -❤❡ ❝♦''✐❞♦'

■ ❤❛❞ -❤❡ ♣❧❡❛$✉'❡ -♦ ❤❛✈❡ -❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ♦❢ ❘❡♥❛-❛ ●❛'❝❡$✱ ❏❡❛♥ ❈❤❛'❧❡$ ❲❛❧-❡'✱

❙❛♠✉❡❧ ❇❡❧❧✐❛'❞ ❛♥❞ -❤❡ '❡❧❛-✐✈❡❧② ♥❡✇❝♦♠❡'$✱ ❨❛$❤ ❈❤♦♣'❛ ❛♥❞ ●❛✉'❛✈ ❉❤❛'✳ ■

✇✐❧❧ ♠✐$$ -❤❡ ❝♦♠♣❛♥② ♦❢ ❙-❡❢❛♥♦ ❡$♣❡❝✐❛❧❧② ✇❤❡♥ ♠② C❤✳❉✳ ✜♥✐$❤❡$✳ ■ ✇✐❧❧ ♠✐$$

-❤❡ ❣♦♦❞ ❞✐♥♥❡'$✱ $♦♠❡-✐♠❡$ ❤❡❛-❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ♦-❤❡' -✐♠❡$ ❢✉♥ ❞✐$❝✉$$✐♦♥$ -❤❛- ✇❡

✈✐✐✐
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❤❛❞ $♦❣❡$❤❡(✳ ■ ✇✐❧❧ $(② $♦ (❡♠❡♠❜❡( $❤❡ ✏❛❞✈✐❝❡3✧ ♦♥ ❧✐❢❡ $❤❛$ ❤❡ ❣❛✈❡ ♠❡ ❢(♦♠
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❚❤❛♥❦3 ❛(❡ ❛❧3♦ ❞✉❡ ❢♦( ♠② ❡①✲❝♦♠♣❛$(✐♦$3 ✇✐$❤ ✇❤♦♠ ■ (❡❣✉❧❛(❧② ❦❡❡♣ ✐♥
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✐♥*❡)❛❝*✐♦♥ )❡E✉✐)❡❞ *♦ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳ ❋♦) *❤✐- ❱❡♥❡③✐❛♥♦ -*❛)*❡❞ ❝♦♥-✐❞❡)✐♥❣ *❤❡ -♦

❝❛❧❧❡❞ ❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧-✳ ❍❡ )❡E✉✐)❡❞ *❤❡ -❝❛**❡)✐♥❣ ❛♠♣❧✐*✉❞❡- ✐♥ *❤❡ s ❛♥❞ t✲❝❤❛♥♥❡❧-

-❤♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳

❚❤✐- )❡E✉✐)❡♠❡♥* ❛❧♦♥❣ ✇✐*❤ ✉♥✐*❛)✐*② ❛♥❞ ❧♦❝❛❧✐*② ✇❡)❡ -*)♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ *♦ ✜①

*❤❡ ❛♠♣❧✐*✉❞❡-✳ ❚❤✉- ✐* ✇❛- ♣♦--✐❜❧❡ *♦ ✜♥❞ *❤❡♠ ❝♦♠♣❧❡*❡❧② ✐♥ -♦♠❡ -✐♠♣❧❡ ❝❛-❡-

❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡)❛❧ ❝❛-❡- *❤❡✐) ❛-②♠♣*♦*✐❝ ❢♦)♠- ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡)✐✈❡❞✳ ■♥ ♣❛)*✐❝✉❧❛)✱ ✐*

✇❛- -❤♦✇♥ *❤❛* *❤❡② ❛)❡ ♠✉❝❤ -♦❢*❡) ❝♦♠♣❛)❡❞ *♦ *❤❡ ✜❡❧❞ *❤❡♦)❡*✐❝ ❛♠♣❧✐*✉❞❡-✳

▼♦)❡♦✈❡)✱ *❤❡ ❛♠♣❧✐*✉❞❡- ❝♦✐♥❝✐❞❡❞ *♦ *❤❛* ♦❢ *❤❡ -*)✐♥❣- ❛♥❞ *❤❡ ❞✉❛❧✐*② s ❛♥❞

t✲❝❤❛♥♥❡❧ ❛♠♣❧✐*✉❞❡- ❜❡❝♦♠❡ ❡✈✐❞❡♥* ✲ *❤❡② ❛)❡ *✇♦ ❞❡❣❡♥❡)❛*❡ ❧✐♠✐*- ♦❢ *❤❡ -❛♠❡

-*)✐♥❣ ❝♦♥✜❣✉)❛*✐♦♥✳ ❆❧-♦ *❤❡ ❛❜-❡♥❝❡ ♦❢ ✉❧*)❛✈✐♦❧❡* ❞✐✈❡)❣❡♥❝❡- ❣♦* ❛ ♥❛*✉)❛❧

✐♥*❡)♣)❡*❛*✐♦♥✳ ■♥ ✜❡❧❞ *❤❡♦)② *❤❡② ❛♣♣❡❛) ❞✉❡ *♦ *❤❡ ❧♦❝❛❧ ♥❛*✉)❡ ♦❢ *❤❡ ✐♥*❡)❛❝*✐♦♥

)❡❧❛*❡❞ *♦ *❤❡ ❢❛❝* *❤❛* ✐♥*❡)❛❝*✐♥❣ ♦❜❥❡❝*- ❛)❡ *❤♦✉❣❤* *♦ ❜❡ ♣♦✐♥*❧✐❦❡✳ ❲❤❡♥ -✉❝❤

♣♦✐♥*❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝*- ✭♣❛)*✐❝❧❡-✮ ❛)❡ )❡♣❧❛❝❡❞ ❜② -*)✐♥❣- *❤❡ -✐♥❣✉❧❛)✐*② ❣❡*- -♠♦♦*❤❡♥❡❞

♦✉* ♦✈❡) *❤❡ -*)✐♥❣ ✇♦)❧❞-❤❡❡*✳

❚❤❛* ✇❛- *❤❡ ✜)-* *✐♠❡ ✇❤❡♥ ❛♥② *❤❡♦)② ✇❤✐❝❤ ❤❛- -♦♠❡ )❡-❡♠❜❧❛♥❝❡ *♦ *❤❡

-*)✐♥❣ *❤❡♦)✐❡- ♦❢ *❤❡ ♣)❡-❡♥* ❞❛② ✇❛- ❝♦♥-✐❞❡)❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ *❤❡ ❛❞✈❡♥* ♦❢ ◗❈❉

❛♥❞ ✐♥*❡)♣)❡*❛*✐♦♥ ♦❢ ♣❛)*✐❝❧❡- *❤❛* ♣❛)*✐❝✐♣❛*❡ ✐♥ -*)♦♥❣ ✐♥*❡)❛❝*✐♦♥ *❤)♦✉❣❤ *❤❡✐)

❝♦♥-*✐*✉❡♥* E✉❛)❦- ❧❡❞ *♦ *❤❡ -❡❡♠✐♥❣ ❞❡♠✐-❡ ♦❢ *❤❡ ✐♥*❡)❡-* ✐♥ -*)✐♥❣- ♠♦♠❡♥*❛)✲

✐❧②✳ ❋✉)*❤❡)♠♦)❡✱ *❤❡ ❛♠♣❧✐*✉❞❡- ❝♦♠♣✉*❡❞ ❢)♦♠ ❞✉❛❧ ♠♦❞❡❧- ❞✐❞ -✉✛❡) ❢)♦♠ *❤❡

❡①♣♦♥❡♥*✐❛❧ ❢❛❧❧ ♦✛ ❛- ✇❡❧❧✳ ❚♦❣❡*❤❡) ✐* ♠❡❛♥* ❢♦) )❡✈✐✈❛❧ -*)✐♥❣- ❤❛❞ *♦ ❛✇❛✐* ❢♦)

-♦♠❡ ♦*❤❡) -♦✉)❝❡ ♦❢ ✐♥*❡)❡-*✳

▲✉❝❦✐❧②✱ *❤❡ ✇❛✐* ✇❛- ♥♦* ❢♦) ❧♦♥❣✳ ■* ✇❛- -♦♦♥ )❡❛❧✐③❡❞ *❤❛* ❡❛❝❤ -*)✐♥❣ ♣♦-✲

-❡--❡- ❛ -♣❡❝*)✉♠ ♦❢ ❡①❝✐*❛*✐♦♥-✳ ❈♦♥-✐❞❡)✐♥❣ ❝❧♦-❡❞ -*)✐♥❣-✱ ❛ ♠❛--❧❡-- ♠♦❞❡ ✇✐*❤

-♣✐♥ ✷ ✇❛- ❞✐-❝♦✈❡)❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡- ❤❛✈❡ *❤❡ -❛♠❡ ❝❤❛)❛❝*❡)✐-*✐❝- ❛- ❣)❛✈✐*♦♥✱ *❤❡

♣❛)*✐❝❧❡ )❡-♣♦♥-✐❜❧❡ ❢♦) ❣)❛✈✐*❛*✐♦♥❛❧ ✐♥*❡)❛❝*✐♦♥✳ ▼♦)❡♦✈❡)✱ *❤❡ ♦♣❡♥ -*)✐♥❣ -♣❡❝✲

*)✉♠ ❝♦♥*❛✐♥- ❛ ♠❛--❧❡-- ✈❡❝*♦) ❜♦-♦♥ -♦ *❤❛* *❤❡② ❝❛♥ ❞❡-❝)✐❜❡ ❣❛✉❣❡ *❤❡♦)✐❡-✱

❧❡❛❞✐♥❣ *♦ *❤❡ ✉♥✐✜❝❛*✐♦♥✳ ❚❤❡-❡ ❢❛❝*- ♣)♦✈✐❞❡❞ ②❡* ❛♥♦*❤❡) ✐♠♣❡*✉- *♦✇❛)❞- *❤❡

✐♥✈❡-*✐❣❛*✐♦♥ ♦❢ -*)✐♥❣- ✇❤✐❝❤ *❤❡♥ -*❛)*❡❞ *♦ ❜❡ ❝♦♥-✐❞❡)❡❞ ❛- *❤❡♦)✐❡- )❡❧❡✈❛♥* ❢♦)

E✉❛♥*✉♠ ❣)❛✈✐*②✳

✷



❇♦"♦♥✐❝ "&'✐♥❣" ❛♥❞ +♦❧②❛❦♦✈ ❛❝&✐♦♥✳ ✶✳✷

❚❤✐$ ❝♦♠♣❧❡+❡❧② ❝❤❛♥❣❡❞ +❤❡ ♣❡1$♣❡❝+✐✈❡$ ❢1♦♠ ✇❤✐❝❤ $+1✐♥❣ +❤❡♦1② ✇❛$ ❧♦♦❦❡❞

❛+✳ ❙✐♥❝❡ +❤❡♥ $+1✐♥❣ +❤❡♦1② ❤❛$ ❜❡❡♥ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛$ ❛ +❤❡♦1② +❤❛+ ❛++❡♠♣+$ +♦ ✉♥✐❢②

❛❧❧ +❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥+❛❧ ❢♦1❝❡$ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❣1❛✈✐+②✳ ▲❡+ ✉$ ❤❛✈❡ ❛ ❧♦♦❦ ❛+ +❤✐$ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥+

✐♥ +❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✐♥ ❛ ❜✐+ ♠♦1❡ $②$+❡♠❛+✐❝ ❢❛$❤✐♦♥✳

✶✳✷ ❇♦%♦♥✐❝ %)*✐♥❣% ❛♥❞ .♦❧②❛❦♦✈ ❛❝)✐♦♥

❚❤❡ ❝♦♥+❡♥+ ❤❡1❡ ❝❧♦$❡❧② ❢♦❧❧♦✇$ +❤❛+ ♦❢ :♦❧❝❤✐♥$❦✐ ✐♥ ❬✶✱ ✷❪✳ ❚♦ $+❛1+✱ ❧❡+ ✉$ ✜1$+

1❡❝❛♣✐+✉❧❛+❡ +❤❡ ◆❛♠❜✉✲●♦+♦ ❛❝+✐♦♥ ❢♦1 ❛ $+1✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✐$ ❣✐✈❡♥ ❜② +❤❡ ❛1❡❛ ♦❢ ✇♦1❧❞

$❤❡❡+✱ $♦ +❤❛+ ❝❧❛$$✐❝❛❧ +1❛❥❡❝+♦1✐❡$ ❢♦1 $+1✐♥❣$ ❛1❡ ✐+$ ✇♦1❧❞ $❤❡❡+$ ✇✐+❤ ♠✐♥✐♠❛❧

❛1❡❛

S
◆●

[X] = − 1

2πα′

∫

Σ

dσdτ
√

−h(X), dethab = h, ✭✶✳✶✮

✇❤❡1❡ α′
✐$ ❛ ❝♦♥$+❛♥+ ♦❢ ❞✐♠❡♥$✐♦♥ ❧❡♥❣+❤ $G✉❛1❡❞✱ +❤❡ ♠❡+1✐❝ ✐♥❞✉❝❡❞ ♦♥ +❤❡

✇♦1❧❞ $❤❡❡+ ✐$

hab = Gµν∂aX
µ∂bX

ν , ✭✶✳✷✮

✇❤❡1❡ Xµ(τ, σ) ❞❡$❝1✐❜❡ +❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ ♦❢ +❤❡ ✇♦1❧❞$❤❡❡+ ✐♥+♦ +❤❡ +❛1❣❡+ $♣❛❝❡ ❛♥❞

Gµν ✐$ +❤❡ +❛1❣❡+ $♣❛❝❡ ♠❡+1✐❝✳

❚❤✐$ ❝♦♠♣❧✐❝❛+❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛1 ❛❝+✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝❧❛$$✐❝❛❧❧② 1❡✇1✐++❡♥ ❛$ +❤❡ $♦ ❝❛❧❧❡❞

:♦❧②❛❦♦✈ ❛❝+✐♦♥

SP [h,X] = − 1

4πα′

∫

Σ

dσdτ
√
−hGµνh

ab∂aX
µ∂bX

ν , ✭✶✳✸✮

✇❤❡1❡ +❤❡ ✇♦1❧❞$❤❡❡+ ♠❡+1✐❝ hab ✐$ ♥♦✇ ❝♦♥$✐❞❡1❡❞ ❛$ ❞②♥❛♠✐❝❛❧ ✈❛1✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ✭✶✳✷✮

❛♣♣❡❛1$ ❛$ ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ❡G✉❛+✐♦♥$ ♦❢ ♠♦+✐♦♥✳ ❚❤✐$ ❝❛♥ ❜❡ ❢✉1+❤❡1 ❡①+❡♥❞❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣

+❤❡ $+❛♥❞❛1❞ ❊✐♥$+❡✐♥ +❡1♠ ✇❤✐❝❤ ✐$ ❛ +♦+❛❧ ❞❡1✐✈❛+✐✈❡ ✐♥ +✇♦ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$✱

1

4π

∫

Σ

dσdτ
√
−hR = χ, ✭✶✳✹✮

✇❤✐❝❤ ✐$ ❛ +♦+❛❧ ❞❡1✐✈❛+✐✈❡ ✐♥ +✇♦ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ❣✐✈❡♥ ❜② +❤❡ ❊✉❧❡1 ❝❤❛1❛❝+❡1✐$+✐❝ ♦❢

+❤❡ $✉1❢❛❝❡✳ ❋♦1 ❛ ❘✐❡♠❛♥♥ $✉1❢❛❝❡ ✇✐+❤ g ❤❛♥❞❧❡$ ❛♥❞ b ❜♦✉♥❞❛1✐❡$ ✐+ ✐$ ❣✐✈❡♥ ❜②✱

χ = 2− 2g − b. ✭✶✳✺✮

❚❛❦✐♥❣ ✐♥+♦ ❛❝❝♦✉♥+ +❤✐$ ❝♦♥+1✐❜✉+✐♦♥✱ +❤❡ :♦❧②❛❦♦✈ ❛❝+✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡$✱

SP = − 1

4πα′

∫

Σ

dσdτ
√
−h

[

Gµνh
ab∂aX

µ∂bX
ν + α′νR

]

. ✭✶✳✻✮

❋♦1 ❝♦♠♣❧❡+❡♥❡$$✱ ♦♥❡ ❤❛$ +♦ ❛❧$♦ ♣✉+ $♦♠❡ ❜♦✉♥❞❛1② ❝♦♥❞✐+✐♦♥$ ✐♥ +❤❡ ❝❛$❡

♦❢ ♦♣❡♥ $+1✐♥❣$✱ ❢♦1 ✇❤✐❝❤ ◆❡✉♠❛♥♥ ❝♦♥❞✐+✐♦♥ ✐$ ✐♠♣♦$❡❞ ♦♥ +❤❡ ❜♦✉♥❞❛1② ♦❢

+❤❡ ✇♦1❧❞✲$❤❡❡+ ∂Σ✳ ▼♦1❡♦✈❡1✱ ♦♥❡ ✐❞❡♥+✐✜❡$ ❝❧♦$❡❞ $+1✐♥❣$ ❛$ ❤❛✈✐♥❣ ♣❡1✐♦❞✐❝

❜♦✉♥❞❛1② ❝♦♥❞✐+✐♦♥$ ♦♥ +❤❡ ✇♦1❧❞✲$❤❡❡+✳

✸



✶✳ ❙♦♠❡ ❜❛&✐❝ ❢❛❝*& ❛❜♦✉* &*,✐♥❣ *❤❡♦,②

✶✳✷✳✶ ❲♦%❧❞ (❤❡❡+ ♣♦✐♥+ ♦❢ ✈✐❡✇
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✜❡❧❞( Xµ
✳ ❲❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ +♦ <✉❛♥+✐③❡ +❤❡ ✇♦*❧❞✲(❤❡❡+ +❤❡♦*② +❤❛+ ✇❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ +❤❡

♣*❡✈✐♦✉( (❡❝+✐♦♥✳

❲❡ ✇✐❧❧ ❞♦ +❤✐( ✉(✐♥❣ +❤❡ ❢*❛♠❡✇♦*❦ ♦❢ ♣❛+❤ ✐♥+❡❣*❛❧ <✉❛♥+✐③❛+✐♦♥✳ ❚♦ ❞❡✜♥❡

+❤❡ ♣❛+❤ ✐♥+❡❣*❛❧✱ ✇❡ ♣❡*❢♦*♠ +❤❡ ❲✐❝❦ *♦+❛+✐♦♥ +♦ +❤❡ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ (✐❣♥❛+✉*❡ ♦♥ +❤❡

✇♦*❧❞(❤❡❡+

Z =
∑

 ✉"❢❛❝❡ Σ

∫

DXµe
−SP (X,Σ). ✭✶✳✼✮

❚❤❡ (✉♠ ♦✈❡* +❤❡ (✉*❢❛❝❡( (❤♦✉❧❞ ❜❡ ✉♥❞❡*(+♦♦❞ ❛( ❛ (✉♠ ♦✈❡* ❛❧❧ ♣♦((✐❜❧❡ +♦♣♦❧♦✲

❣✐❡( ✇❤✐❝❤ ✐( ❡<✉✐✈❛❧❡♥+ +♦ +❤❡ (✉♠ ♦✈❡* +❤❡ ❣❡♥✉( ♦❢ +❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ (✉*❢❛❝❡✱ (✉♣♣❧❡✲

♠❡♥+❡❞ ❜② +❤❡ ✐♥+❡❣*❛❧ ♦✈❡* ❞✐✛❡♦♠♦*♣❤✐(♠ ✐♥✈❛*✐❛♥+ ❝❧❛((❡( ♦❢ +❤❡ ♠❡+*✐❝✱

∑

 ✉"❢❛❝❡ Σ

7→
∑

g

∫

Dρ(hab). ✭✶✳✽✮

◆♦✇ +♦ ♣❡*❢♦*♠ +❤❡ ✐♥+❡❣*❛❧ ♦♥❡ ✉(❡( +❤❡ (+❛♥❞❛*❞ +*✐❝❦ ♦❢ ❋❛❞❞❡❡✈✲4♦♣♦✈ ❣❛✉❣❡

✜①✐♥❣ ✇❤❡*❡ +❤❡ (②♠♠❡+*② ✐( +❤❡ ✇♦*❧❞ (❤❡❡+ ❞✐✛❡♦♠♦*♣❤✐(♠(✳ ❍♦✇❡✈❡*✱ +❤❡*❡ ✐(

❛♥♦+❤❡* (②♠♠❡+*② +❤❛+ ♦♥❡ ♥❡❡❞( +♦ ❝♦♥(✐❞❡*✱ +❤❡ ❲❡②❧ ✐♥✈❛*✐❛♥❝❡✳

✶✳✷✳✷ ❲❡②❧ ✐♥✈❛%✐❛♥❝❡

❆♣❛*+ ❢*♦♠ 4♦✐♥❝❛*❡ ❛♥❞ ❞✐✛❡♦♠♦*♣❤✐(♠ (②♠♠❡+*✐❡(✱ +❤❡ 4♦❧②❛❦♦✈ ❛❝+✐♦♥ ❞♦❡(

♣♦((❡(( ❛♥♦+❤❡* (②♠♠❡+*② ❛+ +❤❡ ❝❧❛((✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ +❤❡ *❡(❝❛❧✐♥❣ (②♠♠❡+*② ♦❢ +❤❡

✇♦*❧❞ (❤❡❡+ ♠❡+*✐❝ ♦* +❤❡ ❲❡②❧ ✐♥✈❛*✐❛♥❝❡✱

hab 7→ eφhab. ✭✶✳✾✮
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+❤❡ 4♦❧②❛❦♦✈ ❛♥❞ ◆❛♠❜✉✲●♦+♦ ❛❝+✐♦♥(✳

❍♦✇❡✈❡*✱ ❛+ +❤❡ <✉❛♥+✉♠ ❧❡✈❡❧ +❤❡ ❛❜♦✈❡ (②♠♠❡+*② ✭❲❡②❧ ✐♥✈❛*✐❛♥❝❡✮ ❝❛♥ ❜❡

❜*♦❦❡♥✱ ❛( +❤❡ ✐♥+❡❣*❛+✐♦♥ ♠❡❛(✉*❡ ♦❢ +❤❡ ♣❛+❤ ✐♥+❡❣*❛❧ ♦✈❡* +❤❡ ♠❡+*✐❝( ❤❛( +♦

❜❡ *❡❣✉❧❛*✐③❡❞ ❛♥❞ ✐♥ ❣❡♥❡*❛❧ +❤❡*❡ ✐( ♥♦ *❡❣✉❧❛*✐③❛+✐♦♥ (❝❤❡♠❡ +❤❛+ ❦❡❡♣( ❛❧❧ +❤❡

(②♠♠❡+*✐❡( ✐♥+❛❝+✳

❚❤✐( ❛♥♦♠❛❧② ❝❛♥ ❜❡ ❜❡(+ ❡①♣*❡((❡❞ ✐♥ +❡*♠( ♦❢ +❤❡ (+*❡((✲❡♥❡*❣② +❡♥(♦* ✇❤✐❝❤

✐(

T ab = − 2π√
−h

δSP

δhab
= − 2

α′

(

∂aXµ∂
bXµ − 1

2
hab∂cXµ∂

cXµ

)

. ✭✶✳✶✵✮

❚❤❡ ✐♥✈❛*✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡* ✐♥✜♥✐+❡(✐♠❛❧ ❲❡②❧ +*❛♥(❢♦*♠❛+✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡( +❤❛+ ❝❧❛((✐❝❛❧❧②

hab
δSP

δhab
= 0 =⇒ T a

a = 0. ✭✶✳✶✶✮
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a

❜❡❝♦♠❡6 ♥♦♥✲✈❛♥✐6❤✐♥❣ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ 6❤♦✇♥ #♦ ❜❡ ♣'♦♣♦'#✐♦♥❛❧ #♦ #❤❡ ❝✉'✈❛#✉'❡ ♦❢

#❤❡ #❛'❣❡# 6♣❛❝❡ ♠❡#'✐❝✱

〈T a
a 〉 = − c

12
R. ✭✶✳✶✷✮

❚♦ ✉♥❞❡'6#❛♥❞ #❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ #❤❡ ♣'♦♣♦'#✐♦♥❛❧✐#② ❝♦❡✣❝✐❡♥# c✱ ❧❡# ✉6 ❝♦♥6✐❞❡' #❤❡
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SP = νχ+
1

4πα′

∫

Σ

dσdτδab∂aXµ∂bX
µ. ✭✶✳✶✸✮
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6#'✐♥❣ ❧♦♦♣ ❡①♣❛♥6✐♦♥✱ ❜❡❝❛✉6❡ ❛❞❞✐♥❣ ❛ ❤❛♥❞❧❡ ♦' ❛ 6#'✐♣ ❢♦' ❛ ❝❧♦6❡❞ ♦' ❛♥ ♦♣❡♥

6#'✐♥❣ ❝❛6❡6 '❡6♣❡❝#✐✈❡❧②✱ ❝❛♥ ❜❡ ✐♥#❡'♣'❡#❡❞ ❛6 ❡♠✐66✐♦♥ ❛♥❞ '❡❛❜6♦'♣#✐♦♥ ♦❢ ✈✐'#✉❛❧

6#'✐♥❣✳

❯6✐♥❣ #❤❡ ❡①♣'❡66✐♦♥ ❢♦' ❣❛✉❣❡✲✜①❡❞ A♦❧②❛❦♦✈ ❛❝#✐♦♥ ✭✶✳✶✸✮✱ ✇❡ 6❡❡ #❤❛# #❤❡

♣❛'#✐#✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥ ✭✶✳✼✮ ❝♦♥#❛✐♥6 #❡'♠6 ❡❛❝❤ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✐6 ✇❡✐❣❤#❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝#♦' e−νχ

❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥❧② ♦♥ #❤❡ #♦♣♦❧♦❣②✳ ❉✉❡ #♦ #❤✐6 ♦♥❡ ♥❡❡❞6 #♦ ❛66♦❝✐❛#❡ ❛ ❢❛❝#♦' ♦❢ e2ν

❢♦' ❛##❛❝❤✐♥❣ ❛ ❤❛♥❞❧❡ #♦ ❛ ❝❧♦6❡❞ 6#'✐♥❣ ❛♥❞ eν ❢♦' ❛##❛❝❤✐♥❣ ❛ 6#'✐♣ #♦ #❤❡ ♦♣❡♥

6#'✐♥❣✳ ❖♥ #❤❡ ♦#❤❡' ❤❛♥❞ ❡❛❝❤ ✐♥#❡'❛❝#✐♦♥ ✐6 ❞❡#❡'♠✐♥❡❞ ❜② #❤❡ ❝♦''❡6♣♦♥❞✐♥❣

❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥6#❛♥#6✳ ❚❤✉6✱ ♦♥❡ ❛''✐✈❡6 ❛# #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ '❡❧❛#✐♦♥

gclosed ∼ eν , gopen ∼ eν/2. ✭✶✳✶✹✮

✺



✶✳ ❙♦♠❡ ❜❛&✐❝ ❢❛❝*& ❛❜♦✉* &*,✐♥❣ *❤❡♦,②

✶✳✸ ▲♦✇ ❡♥❡(❣② ❧✐♠✐./ ♣(✐♠❡(

■♥ #❤✐& &❡❝#✐♦♥ ✇❡ ❛,❡ ❣♦✐♥❣ #♦ ❞❡❛❧ ✇✐#❤ &#,✐♥❣ #❤❡♦,✐❡& ✐♥ ❝✉,✈❡❞ &♣❛❝❡#✐♠❡✳ ■♥

#❤❡ ♥❡①# &❡❝#✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝♦,♣♦,❛#❡ #❤❡ ❢❡,♠✐♦♥& ❛& ✇❡❧❧✱ ❛& #❤❡② ❣✐✈❡ ,✐&❡ #♦

&#,✐♥❣ #❤❡♦,✐❡& ✇❤✐❝❤ ❛,❡ ❝♦♠♣❛,❛#✐✈❡❧② ♠♦,❡ ✇❡❧❧✲❜❡❤❛✈❡❞ #❤❛♥ &#,✐♥❣ #❤❡♦,✐❡&

✇❤✐❝❤ ❝♦♥#❛✐♥ ♦♥❧② ❜♦&♦♥&✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ✜①✐♥❣ ♦✉, ❛##❡♥#✐♦♥ ❥✉&# #♦ #❤❡ ❜♦&♦♥✐❝ ♣❛,#

&✉✣❝❡& ❤❡,❡ ❛& ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧✇❛②& ,❡❝♦✈❡, #❤❡ ❢❡,♠✐♦♥✐❝ #❡,♠& ✉&✐♥❣ &✉♣❡,&②♠♠❡#,✐❝

#,❛♥&❢♦,♠❛#✐♦♥&✳

■♥ ❢❛❝#✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧,❡❛❞② ❞✐&❝✉&&❡❞ ❛♥ ❛❝#✐♦♥ ❢♦, &#,✐♥❣& ♠♦✈✐♥❣ ✐♥ ❣❡♥❡,❛❧

&♣❛❝❡#✐♠❡✳ ■# ✐& ❣✐✈❡♥ ❜② #❤❡ σ✲♠♦❞❡❧ ✭✶✳✻✮ ✇✐#❤ ❛,❜✐#,❛,② Gµν(X)✳ ❆❝#✉❛❧❧②

♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥&✐❞❡, #❤❡ ❣❡♥❡,❛❧ &♣❛❝❡#✐♠❡ ♠❡#,✐❝ ❛& ❛ ❝♦❤❡,❡♥# &#❛#❡ ♦❢ ❣,❛✈✐#♦♥&

❛♣♣❡❛,✐♥❣ ✐♥ #❤❡ ❝❧♦&❡❞ &#,✐♥❣ &♣❡❝#,✉♠✳ ❍❡♥❝❡✱ ❛♥② ❣❡♥❡,✐❝ Gµν ,♦✉❣❤❧② ❝❛♥ ❜❡

✐♥#❡,♣,❡#❡❞ ❛& &✉♠♠✐♥❣ ♦❢ ❡①❝✐#❛#✐♦♥& ♦❢ #❤✐& ♠♦❞❡✳

❆♣❛,# ❢,♦♠ ❣,❛✈✐#♦♥& #❤❡,❡ ❛,❡ ♦#❤❡, #✇♦ ♠❛&&❧❡&& ♠♦❞❡& ✐♥ #❤❡ &#,✐♥❣ &♣❡❝#,✉♠✱

#❤❡ ❛♥#✐&②♠♠❡#,✐❝ #❡♥&♦, Bµν ❛♥❞ #❤❡ ❞✐❧❛#♦♥ φ✳ ❚❤✉& ❛ ♥❛#✉,❛❧ ❣❡♥❡,❛❧✐③❛#✐♦♥ ♦❢

✭✶✳✻✮ ✐& ❣✐✈❡♥ ❜② #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

Sσ =
1

4πα′

∫

Σ

d2σ
√
h
[(

habGµν(X) + iǫabBµν(X)
)

∂aX
µ∂bX

ν + α′Rφ(X)
]

.✭✶✳✶✺✮

◆♦#✐❝❡ #❤❛# #❤❡ ❞✐❧❛#♦♥ ✐& ❛❝#✉❛❧❧② ❛ ❣❡♥❡,❛❧✐③❛#✐♦♥ ♦❢ ν✳ ❋,♦♠ #❤❡ ✐❞❡♥#✐✜❝❛#✐♦♥

✭✶✳✶✹✮✱ #❤❡ &#,✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥&#❛♥# ❝❛♥ ✈❛,② ✐♥ &♣❛❝❡#✐♠❡✱ ❜❡✐♥❣ ❡①♣♦♥❡♥#✐❛❧ ♦❢

#❤❡ ❞✐❧❛#♦♥✱

gclosed ∼ eφ. ✭✶✳✶✻✮

■♥ ❝♦♥#,❛&# #♦ #❤❡ I♦❧②❛❦♦✈ ❛❝#✐♦♥ ✐♥ ✢❛# &♣❛❝❡#✐♠❡ #❤❡ ❛❝#✐♦♥ ✭✶✳✶✺✮ ✐& ♥♦♥✲❧✐♥❡❛,

❛♥❞ ,❡♣,❡&❡♥#& ❛♥ ✐♥#❡,❛❝#✐♥❣ #❤❡♦,②✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣& ♦❢ #❤✐& #❤❡♦,② ❛,❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥#&

♦❢ Gµν ✱ Bµν ❛♥❞ Φ ♦❢ #❤❡✐, ❡①♣❛♥&✐♦♥& ✐♥ Xµ
✳

❚❤❡ ❡✛❡❝#✐✈❡ #❤❡♦,②✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❡❛,& ✐♥ #❤❡ ❧♦✇✲❡♥❡,❣② ❧✐♠✐#✱ &❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ #❤❡♦,②

♦❢ ✜❡❧❞& ✐♥ #❤❡ #❛,❣❡# &♣❛❝❡✳ ❖♥ #❤❡ ♦#❤❡, ❤❛♥❞✱ ❢,♦♠ #❤❡ ✇♦,❧❞ &❤❡❡# ♣♦✐♥# ♦❢ ✈✐❡✇✱

#❤❡&❡ ✜❡❧❞& ,❡♣,❡&❡♥# ❛♥ ✐♥✜♥✐#❡ &❡# ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣& ♦❢ ❛ #✇♦✲❞✐♠❡♥&✐♦♥❛❧ N✉❛♥#✉♠ ✜❡❧❞

#❤❡♦,②✳ ❚❤❡,❡❢♦,❡✱ ❡N✉❛#✐♦♥& ♦❢ #❤❡ ❡✛❡❝#✐✈❡ #❤❡♦,② &❤♦✉❧❞ ❜❡ &♦♠❡ ❝♦♥&#,❛✐♥#& ♦♥

#❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣&✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ❝♦♥&#,❛✐♥# ✇❤✐❝❤ ✐& ♥♦# ♣✉# ❜② ❤❛♥❞ ✐& #❤❛# #❤❡ ✭✶✳✶✺✮

&❤♦✉❧❞ ❞❡✜♥❡ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛, σ✲♠♦❞❡❧✳ ■# ♠❡❛♥& #❤❛# #❤❡ ,❡&✉❧#✐♥❣ N✉❛♥#✉♠ ✜❡❧❞

#❤❡♦,② ♠✉&# ,❡#❛✐♥ ❲❡②❧ ✐♥✈❛,✐❛♥❝❡✳ ■# ✐& #❤✐& ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡& ♥❡❝❡&&❛,②

❡N✉❛#✐♦♥& ♦♥ #❤❡ #❛,❣❡# &♣❛❝❡ ✜❡❧❞&✳

❚❤❡ β✲❢✉♥❝#✐♦♥& ❢♦, ❛❧❧ #❤❡ #❛,❣❡# &♣❛❝❡ ✜❡❧❞& ✇❤✐❝❤ ♣❧❛② #❤❡ ,♦❧❡& ♦❢ ❝♦✉♣❧✐♥❣&

✐♥ #❤❡ #❤❡♦,② ♦♥ #❤❡ ✇♦,❧❞&❤❡❡# &❤♦✉❧❞ ✈❛♥✐&❤✳ ❆ ✈❡,② ♥♦♥✲#,✐✈✐❛❧ ❢❛❝# ✇❤✐❝❤✱ ♦♥

#❤❡ ♦#❤❡, ❤❛♥❞✱ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥&✐❞❡,❡❞ ❛& ❛ &✐❣♥ ♦❢ ❝♦♥&✐&#❡♥❝② ♦❢ #❤❡ ❛♣♣,♦❛❝❤✱ ✐& #❤❛#

#❤❡ ❡N✉❛#✐♦♥& ❢♦, β✲❢✉♥❝#✐♦♥& ❝❛♥ ❜❡ ❞❡,✐✈❡❞ ❢,♦♠ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &♣❛❝❡#✐♠❡ ❛❝#✐♦♥✱

Seff =
1

2

∫

dDx
√
−Ge−2φ

[

−D − 26

3α′
+R+ 4(∇φ)2 − 1

12
HµνλH

µνλ

]

, ✭✶✳✶✼✮

✻



❙✉♣❡$%&$✐♥❣ &❤❡♦$✐❡%✳ ✶✳✹

✇❤❡$❡ H ✐& '❤❡ ✜❡❧❞ &'$❡♥❣'❤ ❢♦$ '❤❡ '✇♦ ❢♦$♠ ✜❡❧❞ B✳ ❆❧❧ '❡$♠& ✐♥ '❤❡ ❛❝'✐♦♥ ❛$❡

✈❡$② ♥❛'✉$❛❧ $❡♣$❡&❡♥'✐♥❣ '❤❡ &✐♠♣❧❡&' ▲❛❣$❛♥❣✐❛♥ ❢♦$ ❛ &❝❛❧❛$✱ ❛♥'✐&②♠♠❡'$✐❝ &♣✐♥✲

✷ ✜❡❧❞&✳ ❆❧'❤♦✉❣❤ '❤❡ ✜$&' '❡$♠ ✐& ✈❡$② ❧❛$❣❡ ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ '❤❡ α′
✐♥ '❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛'♦$✱

✐' ❡①❛❝'❧② ✈❛♥✐&❤❡& ❢♦$ D = 26✳ ❚❤❡ ❢❛❝'♦$ ♦❢ e−2φ
✐♥❞✐❝❛'❡& '❤❛' '❤❡ ❛❝'✐♦♥ ✐&

✇$✐''❡♥ ✐♥ '❤❡ &'$✐♥❣ ❢$❛♠❡✳ ❘❡&❝❛❧✐♥❣ '❤❡ ♠❡'$✐❝ ❛♣♣$♦♣$✐❛'❡❧②✱ ♦♥❡ ❝❛♥ $❡❝♦✈❡$

'❤❡ &'❛♥❞❛$❞ ❊✐♥&'❡✐♥ '❡$♠✳ ❚❤✉& ✐' ✐& ❝❧❡❛$ '❤❛' ❛' '❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡$❣② ❛♣♣$♦①✐♠❛'✐♦♥✱

♦♥❡ ❣❡'& ❜❛❝❦ '❤❡ ✉&✉❛❧ ❊✐♥&'❡✐♥ ❣$❛✈✐'②✳

✶✳✹ ❙✉♣❡'()'✐♥❣ )❤❡♦'✐❡(

■♥ &❡❝'✐♦♥ ✶✳✷ ✇❡ ❞✐&❝✉&&❡❞ ❤♦✇ '♦ ❞❡✜♥❡ ❛ ❝♦♥&✐&'❡♥' &'$✐♥❣ '❤❡♦$② ✐♥ 26 ❞✐♠❡♥✲

&✐♦♥&✳ ■' ✐& ♦❜✈✐♦✉& '❤❛' ✐♥ ♦$❞❡$ '♦ ❝♦♥♥❡❝' '♦ $❡❛❧ ✇♦$❧❞ ♦♥❡ ❤❛& '♦ ❝♦♠♣❛❝'✐❢②

✶

&✉❝❤ '❤❡♦$✐❡& ♦♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞& ♦❢ ❞✐♠❡♥&✐♦♥ 22✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ '❤❡♦$② &❤♦✉❧❞ ♦❢ ❝♦✉$&❡

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ '❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝❤♦&❡♥ ❢♦$ ❝♦♥♣❛❝'✐✜❝❛'✐♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ &✐♥❝❡ '❤❡$❡ ✐& ♥♦

❣❡♥❡$❛❧ ♣$✐♥❝✐♣❧❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡'❡$♠✐♥❡& '❤✐& ♠❛♥✐❢♦❧❞ '♦ ❝♦♠♣❛❝'✐❢② ♦♥✱ ✐' ✐& ✐♠♣♦&&✐❜❧❡

'♦ ✜♥❞ '❤❡ $✐❣❤& ❝♦♠♣❛❝'✐✜❝❛'✐♦♥✳ ❚❤❡ &✐'✉❛'✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡& ❡✈❡♥ ✇♦$&❡ ♦♥❝❡ ✐' ✐&

$❡❛❧✐③❡❞ '❤❛' '❤❡$❡ ❛❝'✉❛❧❧② ❡①✐&' &'$✐♥❣ ♠♦❞❡& ❢♦$ ✇❤✐❝❤ ♠❛&& &E✉❛$❡❞ ✐& ♥❡❣❛'✐✈❡

✐♥ '❤✐& ❝❛&❡✱ ❝❛❧❧❡❞ ✏'❛❝❤②♦♥&✧ ✈✐♦❧❛'✐♥❣ ✉♥✐'❛$✐'② ♦❢ '❤❡ '❤❡♦$②✳ ❚❤✐& ♣❛'❤♦❧♦❣② ✐&

'❤❡ ♠❛✐♥ ❝✉❧♣$✐' ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡& ✐' ❛ ❜❛❞ '❤❡♦$② '♦ ❝♦♥&✐❞❡$✳
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$❡&♣❡❝' '♦ '❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ▲♦$❡♥'③ &②♠♠❡'$② ♦❢ '❤❡ '❛$❣❡' &♣❛❝❡ ✭❜✉' &❝❛❧❛$& ✐♥ '❤❡
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♠❡♥&✐♦♥& ♦❢ '❤❡ '❤❡♦$② ❝❛♥ ♥♦' ❜❡ ❛$❜✐'$❛$②✳ ■' ❝❛♥ ❜❡ ❡✐'❤❡$ D = 3, 4, 6 ♦$ 10✳
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❢❡$♠✐♦♥& ψµ
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)❤❡ !❛♠❡ ❛! )❤❡ )❛(❣❡) !♣❛❝❡ )❤❡♦(② ♦❢ ●(❡❡♥✲❙❝❤✇❛(③✳ ❚❤❡!❡ )❛❝❤②♦♥! ♠❡♥)✐♦♥❡❞

❛❜♦✈❡ ❝♦✉❧❞ ♣♦)❡♥)✐❛❧❧② !♣♦✐❧ )❤❡ ❝♦♥!)(✉❝)✐♦♥✳ ❋♦()✉♥❛)❡❧②✱ )❤❡(❡ ❡①✐!)! ❛ ♠❡❝❤❛✲

♥✐!♠ ❣♦✐♥❣ ❜② )❤❡ ♥❛♠❡ ♦❢ ●❙❖ ✭●❧✐♦③③✐✲❙❝❤❡(❦✲❖❧✐✈❡✮ ♣(♦❥❡❝)✐♦♥ ✇❤✐❝❤ (❡♠♦✈❡!

)❛❝❤②♦♥! ❛♥❞ !❡✈❡(❛❧ ♦)❤❡( ♠♦❞❡! ♦✉) ♦❢ )❤❡ !♣❡❝)(✉♠✱ (❡♥❞❡(✐♥❣ )❤❡ ✜♥❛❧ )❤❡✲

♦(② )♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✐) ❤❛! ❛❧!♦ ❜❡❡♥ ♣(♦✈❡♥ ❜② ❡①♣❧♦✐)✐♥❣ ✐♥)(✐❝❛)❡

(❡❧❛)✐♦♥! ❛♠♦♥❣ !②♠♠❡)(✐❡! ♦❢ !✉♣❡(!)(✐♥❣ )❤❡♦(✐❡! ✐♥ 10 ❞✐♠❡♥!✐♦♥! )❤❛) ❜♦)❤

●(❡❡♥✲❙❝❤✇❛(③ ❛♥❞ ❘❛♠♦♥❞✲◆❡✈❡✉✲❙❝❤✇❛(③ ❢♦(♠❛❧✐!♠! ❛(❡ ❡E✉✐✈❛❧❡♥) ♣(♦✈✐❞✐♥❣

)❤❡ ✜♥❛❧ ♣✐❡❝❡ ♦❢ ❝♦♥!)(✉❝)✐♦♥✳

◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥!✉✐!)❡♥) ❢♦(♠❛❧✐!♠ ❢♦( )❤❡ !✉♣❡(!)(✐♥❣ )❤❡♦(②✳ ❇✉) ♦♥❡ E✉❡!✲

)✐♦♥ ❛(✐!❡! ✿ ❤♦✇ ♠❛♥② !✉♣❡(!)(✐♥❣ )❤❡♦(✐❡! ❡①✐!) ❄ ■! ✐) ✉♥✐E✉❡ ❄ ❆) )❤❡ ❝❧❛!!✐❝❛❧

❧❡✈❡❧✱ ✐) ✐! ❝❡()❛✐♥❧② ♥♦) ✉♥✐E✉❡✳ ❚❤❡(❡ ❛(❡ !❡✈❡(❛❧ ♣♦!!✐❜✐❧✐)✐❡! ✿ ♦♣❡♥✴❝❧♦!❡❞✱ ♦(✐✲

❡♥)❡❞✴✉♥♦(✐❡♥)❡❞✱ N = 1/N = 2 !)(✐♥❣ )❤❡♦(✐❡!✳ ❇❡!✐❞❡!✱ ❢♦( ♦♣❡♥ !)(✐♥❣!✱ ♦♥❡ ❝❛♥

✐♥)(♦❞✉❝❡ ❨❛♥❣✲▼✐❧❧! ❣❛✉❣❡ !②♠♠❡)(✐❡! ❛❞❞✐♥❣ ❝❤❛(❣❡! )♦ )❤❡ ❡♥❞! ♦❢ )❤❡ !)(✐♥❣!✳

❆❧!♦✱ ❝♦♥!✐❞❡(✐♥❣ N = 1 ❝❧♦!❡❞ !)(✐♥❣!✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥!)(✉❝) )❤❡ !♦ ❝❛❧❧❡❞ ❤❡)❡(♦)✐❝

!)(✐♥❣ )❤❡♦(✐❡! ✇❤❡(❡ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧!♦ ✐♥)(♦❞✉❝❡ ❣❛✉❣❡ ❣(♦✉♣!✳
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❙✉♣❡$%&$✐♥❣ &❤❡♦$✐❡%✳ ✶✳✹

●❡♥❡$❛❧❧② (✉❛♥*✉♠ *❤❡♦$✐❡/ /✉✛❡$ ❢$♦♠ ❛♥♦♠❛❧✐❡/ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♥❡❡❞ *♦ ❝❛♥❝❡❧✳

❚❤✐/ ❢❛❝* $❡/*$✐❝*/ *❤❡ ❣❛✉❣❡ ❣$♦✉♣ ♦❢ ♦♣❡♥ /*$✐♥❣/ *♦ SO(32) ❛♥❞ ❣❛✉❣❡ ❣$♦✉♣/

❢♦$ ❤❡*❡$♦*✐❝ /*$✐♥❣/ *♦ SO(32) ♦$ E8 × E8✳ ❊✈❡♥*✉❛❧❧②✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ✜✈❡ ❝♦♥/✐/*❡♥*

/✉♣❡$/*$✐♥❣ *❤❡♦$✐❡/ ✿

❼ ❚②♣❡ ■■❆ ✿ N = 2 ♥♦♥✲❝❤✐$❛❧ ❝❧♦/❡❞ /*$✐♥❣/✱

❼ ❚②♣❡ ■■❇ ✿ N = 2 ❝❤✐$❛❧ ❝❧♦/❡❞ /*$✐♥❣/✱

❼ ❚②♣❡ ■ ✿ N = 1 ✉♦$✐❡♥*❡❞ ♦♣❡♥ /*$✐♥❣/ ✇✐*❤ ❣❛✉❣❡ ❣$♦✉♣ SO(32) ❛♥❞ ✉♥♦$✐✲

❡♥*❡❞ ❝❧♦/❡❞ /*$✐♥❣/✱

❼ ❤❡*❡$♦*✐❝ /*$✐♥❣/ ✇✐*❤ ❣❛✉❣❡ ❣$♦✉♣ SO(32)✱

❼ ❤❡*❡$♦*✐❝ /*$✐♥❣/ ✇✐*❤ ❣❛✉❣❡ ❣$♦✉♣ E8 × E8✳

✶✳✹✳✶ ▼✲%❤❡♦)② ❛♥❞ ❞✉❛❧✐%✐❡1

❙✐♥❝❡ *❤❡$❡ ❛$❡ ✜✈❡ ❝♦♥/✐/*❡♥* /✉♣❡$/*$✐♥❣ *❤❡♦$✐❡/✱ *❤❡ /✐*✉❛*✐♦♥ ✐/ ♥♦* ❝♦♠♣❧❡*❡❧②

/❛*✐/❢❛❝*♦$②✳ ■* ✐/ ♥❛*✉$❛❧ *♦ ❧♦♦❦ ❢♦$ ❢✉$*❤❡$ ✉♥✐✜❝❛*✐♦♥✳ ■♥ ❬✸❪✱ ❲✐**❡♥ /❤♦✇❡❞

*❤❛* ❛❧❧ ♦❢ *❤❡ /*$✐♥❣ *❤❡♦$✐❡/ ❝❛♥ ❛❝*✉❛❧❧② ❜❡ $❡❛❧✐③❡❞ ❛/ ❞✐✛❡$❡♥* ❧✐♠✐*/ ♦❢ ❛ /✐♥❣❧❡

*❤❡♦$②✱ ✇❤✐❝❤ ✐/ ♦♥❡ ❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧ ❤✐❣❤❡$✱ *❤❡ /♦ ❝❛❧❧❡❞ ▼✲*❤❡♦$② ❛♥❞ ❛❧❧ ♦❢ *❤❡ /*$✐♥❣

*❤❡♦$✐❡/ ❝❛♥ ❜❡ $❡❧❛*❡❞ ❜② ✈❛$✐♦✉/ ❞✉❛❧✐*✐❡/ *♦ ❡❛❝❤ ♦*❤❡$✳

❚❤❡ ♣✐❝*✉$❡ *❤❛* ✇❛/ ❢♦✉♥❞ ❢♦$ ▼✲*❤❡♦$②✱ *❡❧❧/ *❤❛* ❞✐✛❡$❡♥* /✉♣❡$/*$✐♥❣ *❤❡♦$✐❡/

❛$❡ ♠❛♥✐❢❡/*❛*✐♦♥/ ♦❢ ❞✐✛❡$❡♥* ✈❛❝✉❛ ♦❢ *❤❡ ▼✲*❤❡♦$②✳ ❆ ❣❡♥❡$✐❝ ♣♦✐♥* ✐♥ *❤❡

♠♦❞✉❧✐ /♣❛❝❡ ❝♦$$❡/♣♦♥❞/ *♦ ❛♥ ✶✶✲❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧ ✈❛❝✉✉♠✱ ❛/ *❤❡ ▼✲*❤❡♦$② ✐/ ✐*/❡❧❢

✶✶✲❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧✳ ❋✉$*❤❡$♠♦$❡✱ ✐* ❤❛/ ❣♦* ❛ /♣❡❝✐❛❧ ✶✶✲❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧ ▲♦$❡♥*③ ✐♥✈❛$✐❛♥*

✈❛❝✉✉♠ ✇❤✐❝❤ ✐/ ❞❡/❝$✐❜❡❞ ❜② *❤❡ ✢❛* /♣❛❝❡*✐♠❡✳

❚♦ ✉♥❞❡$/*❛♥❞ ❤♦✇ ❞✐✛❡$❡♥* /✉♣❡$/*$✐♥❣ *❤❡♦$✐❡/ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✐♥*♦ ▼✲

*❤❡♦$②✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞/ *♦ ❝♦♠♣❛❝*✐❢② *❤✐/ ✈❡$② /♣❡❝✐❛❧ ✈❛❝✉✉♠ ✐♥ ❞✐✛❡$❡♥* ❢❛/❤✐♦♥/✳ ■❢

♦♥❡ ❝♦♠♣❛❝*✐✜❡/ ✐* ♦♥ ❛ *♦$✉/✱ N = 2 *❤❡♦$✐❡/ ❛$❡ ♦❜*❛✐♥❡❞✱ ✇❤❡$❡❛/ ❝♦♠♣❛❝*✐✜✲

❝❛*✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝②❧✐♥❞❡$ ❧❡❛❞/ *♦ N = 1 *❤❡♦$✐❡/✳ ❚❤❡ ❦♥♦✇♥ /✉♣❡$/*$✐♥❣ *❤❡♦$✐❡/ ❛$❡

*❤❡♥ ♣$♦❞✉❝❡❞ ❛/ ❞❡❣❡♥❡$❛*❡ ❧✐♠✐*/ ♦❢ *❤❡ *♦$✉/ ♦$ *❤❡ ❝②❧✐♥❞❡$✳ ❋♦$ ❡①❛♠♣❧❡✱ *♦

❣❡* *❤❡ *②♣❡ ■■❆ ♦♥❡ ❝♦♥/✐❞❡$/ ❛ *♦$✉/ ✇✐*❤ ♦♥❡ ♦❢ *❤❡ $❛❞✐✐ ✐/ ♠✉❝❤ ❜✐❣❣❡$ *❤❛♥

*❤❡ ♦*❤❡$✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❡✛❡❝*✐✈❡❧② ♣❡$❢♦$♠/ *❤❡ ❝♦♠♣❛❝*✐✜❝❛*✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝✐$❝❧❡ ❛♥❞ *❤❡

/*$✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥/*❛♥* ✐♥ *❤✐/ ❝❛/❡ ✐/ ❞❡*❡$♠✐♥❡❞ ❜② *❤❡ /♠❛❧❧❡$ $❛❞✐✉/✳ ❋♦$ *❤❡

*②♣❡ ■■❇ ♦♥❡ ❛❝*✉❛❧❧② ❝♦♥/✐❞❡$/ *❤❡ /✐*✉❛*✐♦♥ ✇❤❡♥ ❜♦*❤ ♦❢ *❤❡ $❛❞✐✐ ♦❢ *❤❡ *♦$✉/

✈❛♥✐/❤ ❜✉* *❤❡ $❛*✐♦ ✐/ ✜♥✐*❡ ✇❤✐❝❤ ✐/ $❡❧❛*❡❞ *♦ *❤❡ /*$✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ *❤✐/ ❝❛/❡✳ ❋♦$

❤❡*❡$♦*✐❝ ♦$ *②♣❡ ■ /*$✐♥❣ *❤❡♦$✐❡/ ♦♥❡ ❤❛/ *♦ ❝♦♥/✐❞❡$ ❞✐✛❡$❡♥* $❛❞✐✐ ♦$ ❧❡♥❣*❤/ ♦❢

*❤❡ ❝②❧✐♥❞❡$/ *♦ $❡❛❧✐③❡ *❤❡♠ ❛/ ❞✐✛❡$❡♥* ❧✐♠✐*/ ♦❢ *❤❡ ▼✲*❤❡♦$②✳ ❆❧❧ *❤❡/❡ *❤❡♦$✐❡/

❛$❡ $❡❧❛*❡❞ *❤$♦✉❣❤ ❚ ♦$ ❙✲❞✉❛❧✐*②✳ ❚❤✐/ ❚✲❞✉❛❧✐*② ✐/ *❤❡ /②♠♠❡*$② $❡❧❛*✐♥❣ *✇♦

*❤❡♦$✐❡/ ❜② ✐♥✈❡$/❡ ❝♦♠♣❛❝*✐✜❝❛*✐♦♥ $❛❞✐✐✱ ❝♦$$❡/♣♦♥❞✐♥❣❧② ✐♥✈❡$*✐♥❣ *❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❛♥❞ *❤❡$❡❢♦$❡✱ ✐♥*❡$❝❤❛♥❣✐♥❣ *❤❡ ♠♦♠❡♥*✉♠ ❛♥❞ ✇✐♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡/

✷

✳ ❙✲❞✉❛❧✐*② ♦♥

✷

❚✲❞✉❛❧✐'② ♦♥ '❤❡ ✇♦.❧❞✲/❤❡❡' ❝❤❛♥❣❡/ '❤❡ /✐❣♥ ♦❢ '❤❡ .✐❣❤' ♠♦✈❡./✳
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❚❤❡%❡ ✇❛+ ❛ ♣%♦❜❧❡♠ ❜❡❢♦%❡✱ ♥❛♠❡❧② !❤❡%❡ ✇❛+ ♥♦ ✇❛② !❤%♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ♦♥❡

❝♦✉❧❞ ❛++✐❣♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦% ν ✐♥ ✭✶✳✶✹✮✳ ■♥ ❧✐❣❤! ♦❢ !❤❡ ▼✲!❤❡♦%②✱ !❤✐+ ✐♥❛❞❡A✉❛❝②

✐+ ❛❧+♦ %❡+♦❧✈❡❞✳ ◆♦✇ !❤❡ +!%✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥+!❛♥! ❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ !❤❡ ❜❛❝❦❣%♦✉♥❞

♦♥ ✇❤✐❝❤ !❤❡ !❤❡♦%② ✐+ ❝♦♥+✐❞❡%❡❞✳ ❚❤✉+✱ ✐! ❝❛♥ ❜❡ ❛ ♠♦❞✉❧✐ ♦❢ !❤❡ ✉♥❞❡%❧②✐♥❣

▼✲!❤❡♦%② +♦ !❤❛! ✐! ✐+ ♥♦! ❛ ❢%❡❡ ♣❛%❛♠❡!❡% ❛♥② ❧♦♥❣❡%✳

❚❤❡ !✇♦ ♠❛✐♥ ✐♥❣%❡❞✐❡♥!+ !❤❛! ♣%♦♣❡❧❧❡❞ +❡❝♦♥❞ +✉♣❡%+!%✐♥❣ %❡✈♦❧✉!✐♦♥ ❛%❡ !❤❡

❞✐+❝♦✈❡%② ♦❢ !❤❡ ✇❡❜ ♦❢ ❞✉❛❧✐!✐❡+ %❡❧❛!✐♥❣ ✈❛%✐♦✉+ +✉♣❡%+!%✐♥❣ !❤❡♦%✐❡+ ❛♥❞ !❤❡ ♣♦+✲

+✐❜✐❧✐!② !♦ %❡❛❧✐③❡ !❤❡♠ ❛+ ✈❛%✐♦✉+ ❧✐♠✐!+ ♦❢ ▼✲!❤❡♦%②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉+! ❞❡+❝%✐❜❡❞✱

❛+ ✇❡❧❧ ❛+ !❤❡ ❞✐+❝♦✈❡%② ♦❢ ❉✲❜%❛♥❡+ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛② ❛ ❝%✉❝✐❛❧ %♦❧❡ ✐♥ ❡+!❛❜❧✐+❤✐♥❣ !❤❡

❞✉❛❧✐!✐❡+✳ ❚❤❡+❡ ❉✲❜%❛♥❡+ ❤❛✈❡ ❞✉❛❧ ✐♥!❡%♣%❡!❛!✐♦♥+✳ ❖♥ ♦♥❡ ❤❛♥❞ !❤❡② ❛%❡ +♦❧✐✲

!♦♥✐❝ +♦❧✉!✐♦♥+ !♦ +✉♣❡%❣%❛✈✐!② ❡A✉❛!✐♦♥+ ❛♥❞ ♦♥ !❤❡ ♦!❤❡% !❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥!❡%♣%❡!❡❞

❛+ ♦❜❥❡❝!+ ♦♥ ✇❤✐❝❤ ♦♣❡♥ +!%✐♥❣+ ❡♥❞✳ ❋♦% ♦♣❡♥ +!%✐♥❣+ ❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❉✲❜%❛♥❡+✱ ❉✐%✐❝❤✲

❧❡! ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥❞✐!✐♦♥+ ❛%❡ ✐♠♣♦+❡❞ ♦♥ ✜❡❧❞+ ♠♦✈✐♥❣ ♦♥ ♦♣❡♥ +!%✐♥❣ ✇♦%❧❞✲+❤❡❡!✳

❋%♦♠ !❤❡ ♣♦✐♥! ♦❢ ✈✐❡✇ ♦❢ ❚✲❞✉❛❧✐!②✱ !❤❡ ♣%❡+❡♥❝❡ ♦❢ ❉✲❜%❛♥❡+ ✐+ ♥❡❝❡++❛%② ❜❡❝❛✉+❡

❚✲❞✉❛❧✐!② ✐♥!❡%❝❤❛♥❣❡+ ◆❡✉♠❛♥♥ ❛♥❞ ❉✐%✐❝❤❧❡! ❜♦✉♥❞❛%② ❝♦♥❞✐!✐♦♥+✳ ❆♣❛%! ❢%♦♠

❉✲❜%❛♥❡+✱ ♦♥❡ +❤♦✉❧❞ ❛❧+♦ ❝♦♥+✐❞❡% ❛♥♦!❤❡% ❦✐♥❞ ♦❢ ♥♦♥✲♣❡%!✉%❜❛!✐✈❡ ♦❜❥❡❝!✱ !❤❡ +♦

❝❛❧❧❡❞ ◆❡✈❡✉✲❙❝❤✇❛%③ ✭◆❙✮ ✜✈❡✲❜%❛♥❡+ ✇❤✐❝❤ ❛%❡ ❞✉❛❧ !♦ !❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥!❛❧ +!%✐♥❣+

❝❛%%②✐♥❣ !❤❡ B✲✜❡❧❞ ❝❤❛%❣❡+✳

✶✳✺ ❙$%✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝$✐✜❝❛$✐♦♥/

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧%❡❛❞② +❡❡♥ !❤❛! ✐♥ ♦%❞❡% !♦ ❜❡ ❛❜❧❡ !♦ ❝♦♥♥❡❝! !♦ !❤❡ ❢♦✉% ❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧

%❡❛❧ ✇♦%❧❞✱ ✐! ✐+ ♥❡❝❡++❛%② !♦ ❝♦♠♣❛❝!✐❢② ❤✐❣❤❡% ❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ +!%✐♥❣ !❤❡♦%✐❡+ ♦♥ +♦♠❡

❝♦♠♣❛❝! ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡ ❡①!%❛ ❞✐♠❡♥+✐♦♥+ ❛%❡ ❝♦♠♣❛❝! ❛♥❞ +♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ ❢♦% ❜❡✐♥❣

✐♥✈✐+✐❜❧❡ ❛! !❤❡ ✉+✉❛❧ +❝❛❧❡+✳ ❆❝❝♦%❞✐♥❣ !♦ ♦✉% ♣%❡✈✐♦✉+ ❞✐+❝✉++✐♦♥✱ ❜♦+♦♥✐❝ +!%✐♥❣

!❤❡♦%② ✐+ ♥♦! +✉✐!❛❜❧❡ !♦ +!✉❞② ❜❡❝❛✉+❡ !❤❡%❡ ✐+ ♥♦ ❝%✐!❡%✐♦♥ !❤❛! ❞✐❝!❛!❡+ ✇❤❛!

❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞+ ♦♥❡ +❤♦✉❧❞ ❝❤♦♦+❡ !♦ ♣❡%❢♦%♠ !❤❡ ❝♦♠♣❛❝!✐✜❝❛!✐♦♥✱ ❛+ !❤❡%❡ ✐+ ♥♦

♣❛%!✐❝✉❧❛% ♣%❡❢❡%❡♥❝❡ ❛ ♣,✐♦,✐✳ ❙✐♥❝❡ !❤❡ !❤❡♦%② ♦❜!❛✐♥❡❞ ✜♥❛❧❧② ❝%✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞+

♦♥ !❤❡ ❦✐♥❞ ♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝❤♦+❡♥✱ !❤❡ ✐♥❛❜✐❧✐!② !♦ ♥❛%%♦✇ ❞♦✇♥ !❤❡ ♣♦++✐❜✐❧✐!✐❡+✱

♠❛❦❡+ ✐! ❛♥ ✐♥✈✐❛❜❧❡ !❤❡♦%② !♦ ❝♦♥+✐❞❡%✳

❚❤%♦✉❣❤♦✉! !❤✐+ !❤❡+✐+✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉+ ♦♥ !❤❡ ❝♦♠♣❛❝!✐✜❝❛!✐♦♥ ♦❢ !②♣❡ ■■ +✉♣❡%✲

+!%✐♥❣ !❤❡♦%✐❡+ ♦♥ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ !❤%❡❡❢♦❧❞+✳ ❆❧!❤♦✉❣❤✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐+❝✉++ +✉❝❤ !❤❡♦%✐❡+

✐♥ ❞❡!❛✐❧+ ✐♥ !❤❡ ♥❡①! ❝❤❛♣!❡%✱ ❤❡%❡ ✇❡ ✇❛♥! !♦ ♠❛❦❡ +♦♠❡ ❝✉%+♦%② %❡♠❛%❦+ ❛❜♦✉!

!❤❡♠✱ +♦ !❤❛! ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♥♥❡❝! !♦ !❤❡ ♥❡①! ❝❤❛♣!❡% +❡❛♠❧❡++❧②✳ ❯♣♦♥ ❝❤♦♦+✐♥❣ !❤❡

❝♦♠♣❛❝!✐✜❝❛!✐♦♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ !♦ ❜❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉✱ ♦♥❡ ✜♥❞+ !❤❛! ✐! ✐+ ♣♦++✐❜❧❡ !♦ %❡!❛✐♥

N = 2 +✉♣❡%+②♠♠❡!%② ✐♥ !❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡%❣② ❡✛❡❝!✐✈❡ ❛❝!✐♦♥✱ ✇❤❡%❡ !②♣✐❝❛❧❧② ♦♥❡ ✜♥❞+

❛ +✉♣❡❣%❛✈✐!② !❤❡♦%② ❝♦✉♣❧❡❞ !♦ ♠❛!!❡% ✜❡❧❞+✳ ❲❡ ✇♦%❦ ✇✐!❤ N = 2 +✉♣❡%+②♠✲

♠❡!%② ❜❡❝❛✉+❡✱ ✐! ✐+ ❢❛% ❧❡++ %✐❣✐❞ !❤❛♥ ❛ !❤❡♦%② ✇✐!❤ N = 4 +✉♣❡%+②♠♠❡!%②✱ ❛♥❞

♦♥ !❤❡ ♦!❤❡% ❤❛♥❞ ✐! ✐+ +!✐❧❧ ❛♠❡♥❛❜❧❡ !♦ ❛♥❛❧②!✐❝❛❧ !♦♦❧+ ✐♥ ❝♦♥!%❛+! !♦ N = 1
!❤❡♦%✐❡+✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧!❤♦✉❣❤ ❛%❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧❧② ♠♦%❡ %❡❧❡✈❛♥!✱ ♦❢!❡♥ ♣♦+❡ %❛!❤❡%

✶✵



❙!"✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝!✐✜❝❛!✐♦♥,✳ ✶✳✺

 ❡❝❤♥✐❝❛❧❧② ❡① *❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧ /✐ ✉❛ ✐♦♥/✱ ✐❢ ♥♦ ✐♥ *❛❝ ❛❜❧❡✳

❆♥ ✐♠♣❧✐❝❛ ✐♦♥ ♦❢ N = 2 /✉♣❡*/②♠♠❡ *② ✐/  ❤❛  ❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡*❣②  ❤❡♦*② ✐/ ❝♦♠✲

♣❧❡ ❡❧② ❞❡ ❡*♠✐♥❡❞ ❜②  ❤❡ ♠❡ *✐❝ ♦♥  ❤❡ ♠♦❞✉❧✐ /♣❛❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛*❛♠❡ *✐③❡❞

❜②  ❤❡ ✈❛❝✉✉♠ ❡①♣❡❝ ❛ ✐♦♥ ✈❛❧✉❡/ ♦❢  ❤❡ ❢♦✉* ❞✐♠❡♥/✐♦♥❛❧ /❝❛❧❛*/✳ ▼♦*❡♦✈❡*✱  ❤❡

♠♦❞✉❧✐ /♣❛❝❡ ❣❡ / ❢❛❝ ♦*✐③❡❞ ✐♥ ♦  ✇♦ ❞✐/❝♦♥♥❡❝ ❡❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ /✱ ❦♥♦✇♥ ❛/  ❤❡ ✈❡❝✲

 ♦* ♠✉❧ ✐♣❧❡ ✭❱▼✮ /❡❝ ♦* ❛♥❞  ❤❡ ❤②♣❡*♠✉❧ ✐♣❧❡ /❡❝ ♦* ✭❍▼✮✳ ❆ ♠♦*❡  ❤♦*♦✉❣❤

❡①♣♦/✐ ✐♦♥  ♦  ❤❡♠ ✐/ ❞❡❧❡❣❛ ❡❞ ✐♥  ❤❡ ♥❡① ❝❤❛♣ ❡*✳

❲❡ /❤❛❧❧ ✜♥❞  ❤❛  ❤❡ ✈❡❝ ♦* ♠✉❧ ✐♣❧❡ / ❛*❡ ❝❧❛//✐❝❛❧❧② ❡①❛❝ ❛♥❞ ✇❡❧❧ ✉♥❞❡*✲

/ ♦♦❞✱ ✇❤❡*❡❛/ ✉♥❞❡*/ ❛♥❞✐♥❣  ❤❡ ❤②♣❡*♠✉❧ ✐♣❧❡ /❡❝ ♦* ✐/ ♠♦*❡ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❉✉*✲

✐♥❣  ❤❡ ❝♦✉*/❡ ♦❢  ❤❡  ❤❡/✐/✱ ♦✉* ❡♠♣❤❛/✐/ ✇✐❧❧ ♣*✐♠❛*✐❧② ❧✐❡ ✉♣♦♥ ✜♥❞✐♥❣ ❛ E✉❛♥ ✉♠

❝♦**❡❝ ❡❞ ❞❡/❝*✐♣ ✐♦♥ ♦❢  ❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ /♣❛❝❡✳ ❲✐ ❤  ❤❡ ✐♥♣✉ ❞❛ ❛ ❜❡✐♥❣ /♦♠❡

 ♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛*❛❝ ❡*✐/ ✐❝/ ♦❢  ❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉  ❤*❡❡❢♦❧❞/✱ ♦✉* ♠❛✐♥ ♣✉*♣♦/❡ ✇✐❧❧ ❜❡

 ♦ ❣♦  ♦  ❤❡ ❞❡❡♣ E✉❛♥ ✉♠ ♦* ♥♦♥✲♣❡* ✉*❜❛ ✐✈❡ *❡❣✐♠❡✳ ❊✈❡♥  ❤♦✉❣❤  ❤❡ ✜♥❛❧

♦❜❥❡❝ ✐✈❡ ❤❛/ ♥♦ ❜❡❡♥ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ②❡ ✱ /♦♠❡ *❡❝❡♥ ♣*♦❣*❡//❡/✱ ❛/ ✇❡ ❛*❡ ❣♦✐♥❣  ♦

✜♥❞ ✐♥  ❤❡  ❤❡/✐/✱ ❝❡* ❛✐♥❧② ❣✐✈❡ ✉/ ❡♥❝♦✉*❛❣❡♠❡♥ /  ❤❛ ✇❡ ❛*❡ ❛❝ ✉❛❧❧② ♥♦ ✈❡*②

❢❛* ❛✇❛②✳

✶✶



❈❍❆#❚❊❘ ✷

❈♦♠♣❛❝,✐✜❝❛,✐♦♥ ♦❢ ,②♣❡ ■■ 4,5✐♥❣ ,❤❡♦5✐❡4 ♦♥ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉

,❤5❡❡❢♦❧❞4 ❛♥❞ ,❤❡✐5 ♠♦❞✉❧✐ 4♣❛❝❡4

❆! ♠❡♥%✐♦♥❡❞ ✐♥ %❤❡ ♣+❡✈✐♦✉! ❝❤❛♣%❡+✱ ❛❧❧ ♦❢ %❤❡ ✜✈❡ ❝♦♥!✐!%❡♥% !✉♣❡+!%+✐♥❣ %❤❡✲

♦+✐❡! ❛+❡ ❢♦+♠✉❧❛%❡❞ ✐♥ %❡♥ ❞✐♠❡♥!✐♦♥!✳ ❚♦ ❝♦♥♥❡❝% %❤❡♠ %♦ %❤❡ +❡❛❧♠ ♦❢ ✈✐❛❜❧❡

❡①♣❡+✐♠❡♥%! ❢♦+ ♠❛❦✐♥❣ ❢❛❧!✐✜❛❜❧❡ ♣+❡❞✐❝%✐♦♥!✱ ♦♥❡ ❤❛! %♦ ❝♦♠♣❛❝%✐❢② %❤❡♠ ♦♥ !✐①

❞✐♠❡♥!✐♦♥❛❧ ♠❛♥✐❢♦❧❞!✱ !♦ %❤❛% ✐♥ %❤❡ ❡♥❞ ✇❡ ♦❜%❛✐♥ %❤❡♦+✐❡! ✐♥ ❢♦✉+ ❞✐♠❡♥!✐♦♥!✳

❆% %❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡+❣✐❡! %❤✐! ♣+♦❝❡❞✉+❡ %②♣✐❝❛❧❧② ❣✐✈❡! +✐!❡ %♦ !✉♣❡+❣+❛✈✐%② ❝♦✉♣❧❡❞ %♦

♠❛%%❡+!✳ ❋♦+ %❤❡!❡ ❡✛❡❝%✐✈❡ %❤❡♦+✐❡!✱ ✇❡ ✇✐❧❧ +❡!%+✐❝% ♦✉+!❡❧✈❡! %♦ %❤❡ ❧♦✇❡!% ♦+❞❡+

♦❢ α′
✲❝♦++❡❝%✐♦♥!✱ ♥❡❝❡!!❛+✐❧② ❧❡❛❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡+❣② ❡✛❡❝%✐✈❡ ❛❝%✐♦♥

✭▲❊❊❆✮ ✐! +❡!%+✐❝%❡❞ %♦ %❤❡ %✇♦ ❞❡+✐✈❛%✐✈❡ %❡+♠! ♦♥❧②✳

❖❢ ❝♦✉+!❡ %❤❡ ♣+❡❝✐!❡ ❢♦+♠ ♦❢ %❤❡!❡ ❡✛❡❝%✐✈❡ ❛❝%✐♦♥! ❞❡♣❡♥❞! ♦♥ ✇❤❛% ❦✐♥❞

♦❢ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐! ❝❤♦!❡♥ ❢♦+ ❝♦♠♣❛❝%✐✜❝❛%✐♦♥✳ ■% %✉+♥! ♦✉% %❤❛% ❢♦+ +❡%❛✐♥✐♥❣ ❡✐❣❤%

✉♥❜+♦❦❡♥ !✉♣❡+❝❤❛+❣❡!✱ ♦♥❡ ❤❛! %♦ ❝❤♦♦!❡ %❤❡ ❝♦♠♣❛❝%✐✜❝❛%✐♦♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞! %♦ ❜❡

❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ %❤+❡❡❢♦❧❞! ✭✇❤❡+❡ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝% %❤❡ ♣♦!!✐❜✐❧✐%② ♦❢ ♣+❡!❡♥❝❡ ♦❢ ✢✉①❡! ❛♥❞

❝♦♥!✐❞❡+ ♦♥❧② %♦+!✐♦♥❧❡!! ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉✮✳ ■♥ %❤✐! %❤❡!✐!✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠❛✐♥❧② ❢♦❝✉! ♦♥

❢♦✉+ ❞✐♠❡♥!✐♦♥❛❧ %❤❡♦+✐❡! ♣+❡!❡+✈✐♥❣ N = 2 !✉♣❡+!②♠♠❡%+②✳ ■♥ %❤❡ +❡!% ♦❢ %❤✐!
❝❤❛♣%❡+✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡!❝+✐❜❡ %❤❡ ❣❡♥❡+❛❧ !%+✉❝%✉+❡! ♦❢ %❤❡ ♠♦❞✉❧✐ !♣❛❝❡! ♦❜%❛✐♥❡❞ ❛❢%❡+

♣❡+❢♦+♠✐♥❣ !✉❝❤ ❝♦♠♣❛❝%✐✜❝❛%✐♦♥! ♦❢ %②♣❡ ■■ ❆✴❇ !%+✐♥❣ %❤❡♦+✐❡!✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥❝❧✉❞❡

❜② ♠❡♥%✐♦♥✐♥❣✱ ✇❤❛% ❢❡❛%✉+❡! ♦❢ ❝❧❛!!✐❝❛❧ ❧♦✇ ❡♥❡+❣② ❡✛❡❝%✐✈❡ ❛❝%✐♦♥! ❛+❡ ❡①♣❡❝%❡❞

%♦ ❜❡ +❡%❛✐♥❡❞ ✇❤❡♥ K✉❛♥%✉♠ ❝♦++❡❝%✐♦♥!✱ ❜♦%❤ ♣❡+%✉+❜❛%✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡+%✉+❜❛%✐✈❡

❛+❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ❛♥❞ ❥✉!%✐❢② %❤❡ +❡❛!♦♥! ❢♦+ !✉❝❤ ❡①♣❡❝%❛%✐♦♥!✳

✷✳✶ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ♠❛♥✐❢♦❧❞0 ❛♥❞ 1❤❡✐4 ♠♦❞✉❧✐ 0♣❛❝❡0

❆ ❝♦♠♣❛❝% ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ %❤+❡❡❢♦❧❞ ✭Y✮ ✐! ❛ ❘✐❝❝✐✲✢❛% ❑O❤❧❡+ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ♥❡❝✲

❡!!❛+✐❧② ♠❡❛♥! %❤❡ ✜+!% ❈❤❡+♥ ❝❧❛!! ❢♦+ %❤❡♠ ✈❛♥✐!❤❡!✳ ❚❤❡② ❛+❡ ❝❤❛+❛❝%❡+✐③❡❞ ❜②

✶✷



❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ♠❛♥✐❢♦❧❞- ❛♥❞ .❤❡✐1 ♠♦❞✉❧✐ -♣❛❝❡-✳ ✷✳✶

!❤❡ ❡①✐&!❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✉♥✐-✉❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❝♦✈❛7✐❛♥!❧② ❝♦♥&!❛♥! ❤♦❧♦♠♦7♣❤✐❝

(3, 0) ❢♦7♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝❛❧❧ ❜② Ω ❛♥❞ ❛ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡① &!7✉❝!✉7❡✳

❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ !❤7❡❡❢♦❧❞& ❞♦ ♥♦! ❛❞♠✐! ❛♥② ♥♦♥✲!7✐✈✐❛❧ ✶ ❛♥❞ ✺✲❝②❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐&

✐♠♣❧✐❡❞ ❜② !❤❡ ❝♦♥❞✐!✐♦♥ h0,1(Y) = h1,0(Y) = 0✳ ▼♦7❡♦✈❡7 ✉♥✐-✉❡♥❡&& ♦❢ !❤❡

♥♦♥✲❞❡❣❡♥❡7❛!❡ ❢♦7♠ Ω ✐& ❡①♣7❡&&❡❞ ❜② !❤❡ ❝♦♥❞✐!✐♦♥ h3,0(Y) = 1✳

❚❤❡ &♣❛❝❡ ♦❢ ❞❡❢♦7♠❛!✐♦♥& ♦❢ ❛ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❝♦♠♣7✐&❡& ♦❢ !✇♦ &❡❝!♦7& ✿

!❤❡ ❝♦♠♣❧❡① &!7✉❝!✉7❡ ❞❡❢♦7♠❛!✐♦♥& ❛♥❞ !❤❡ ❑B❤❧❡7 ❝❧❛&& ❞❡❢♦7♠❛!✐♦♥&✳ ❈❧❡❛7❧②✱ Ω
❞❡!❡7♠✐♥❡& !❤❡ ❝♦♠♣❧❡① &!7✉❝!✉7❡ ✉♥✐-✉❡❧② ♦♥ Y✳ ❖♥ !❤❡ ♦!❤❡7 ❤❛♥❞ !❤❡ ✐♥❢♦7♠❛✲

!✐♦♥ ❛❜♦✉! !❤❡ ❑B❤❧❡7 &!7✉❝!✉7❡ ✐& ❝♦♥!❛✐♥❡❞ ✐♥ !❤❡ (1, 1) ❑B❤❧❡7 ❢♦7♠ J ✳ ▲♦❝❛❧❧②

!❤❡ ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① &!7✉❝!✉7❡ ❞❡❢♦7♠❛!✐♦♥ ✐& !❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜② H2,1(Y,C) ❛♥❞

!❤❡ ❑B❤❧❡7 ❝❧❛&& ❞❡❢♦7♠❛!✐♦♥ ❧♦❝❛❧❧② ❝♦✐♥❝✐❞❡& ✇✐!❤ H1,1(Y,R)✳ ■♥ ❢❛❝!✱ ♦♥❡ &❤♦✉❧❞

❝♦♥&✐❞❡7 !❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❝❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❑B❤❧❡7 ❢♦7♠ J ❛& ✐! ❛❧✇❛②& ❛♣♣❡❛7& ✇✐!❤ !❤❡

!✇♦ ❢♦7♠ B✲✜❡❧❞ ❛& B + iJ ✳ ❚❤❡♥ !❤❡ ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡ !❤❛! ✇❡ ♥❡❡❞ !♦ ❛♥❛❧②③❡ ✐& !❤❡

♣7♦❞✉❝! ♦❢ !❤❡ ❛❜♦✈❡ !✇♦ ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡&

MY = MC(Y)×MK(Y). ✭✷✳✶✮

❲✐!❤♦✉! ❣♦✐♥❣ ✐♥!♦ !❤❡ ❞❡!❛✐❧& ♦❢ ✐♥!7✐♥&✐❝ ❞❡✜♥✐!✐♦♥✱ ❧❡! ✉& 7❡♠✐♥❞ !❤❡ 7❡❛❞❡7

!❤❛! ❛ &♣❡❝✐❛❧ ❑B❤❧❡7 ❣❡♦♠❡!7② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛& ❛ ❑B❤❧❡7 ❣❡♦♠❡!7② ✇✐!❤ !❤❡

&♣❡❝✐❛❧ &!7✉❝!✉7❡✱ !❤❛! ❛❧❧ ❣❡♦♠❡!7✐❝ -✉❛♥!✐!✐❡& ❝❛♥ ❜❡ ❞❡!❡7♠✐♥❡❞ ✐♥ !❡7♠& ♦❢ ❛

&✐♥❣❧❡ ❤♦❧♦♠♦7♣❤✐❝ ❢✉♥❝!✐♦♥ ❝❛❧❧❡❞ !❤❡ ♣7❡♣♦!❡♥!✐❛❧✳ ❇♦!❤ !❤❡ ❛❜♦✈❡ &❡❝!♦7& ❛7❡

❡-✉✐♣♣❡❞ ✇✐!❤ &✉❝❤ ❣❡♦♠❡!7✐❡&✱ ♠♦7❡ ♣7❡❝✐&❡❧②✱ ❧♦❝❛❧ &♣❡❝✐❛❧ ❑B❤❧❡7 ❣❡♦♠❡!7✐❡&✳

❋♦7 !❤✐& ❝❛&❡✱ !❤❡ &♣❡❝✐❛❧ ❑B❤❧❡7 ♠❛♥✐❢♦❧❞& ❛7❡ ❝♦♠♣❧❡!❡❧② ❞❡!❡7♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❞❡❣7❡❡

!✇♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉& ❢✉♥❝!✐♦♥ F (X)✱ ✇❤❡7❡ XΛ
❛7❡ !❤❡ ❝♦♦7❞✐♥❛!❡& ✇✐!❤ ✐♥❞✐❝❡& Λ =

0, ..., n ❛♥❞ n ✐& !❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❞✐♠❡♥&✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡♥ !❤❡ ❑B❤❧❡7 ♣♦!❡♥!✐❛❧

✐& ❣✐✈❡♥ ❜②

K = − log
[

i(XΛF̄Λ(X)− X̄ΛFΛ(X))
]

. ✭✷✳✷✮

❯&✐♥❣ !❤❡ ♣7♦❥❡❝!✐✈❡ ❝♦♦7✐♥❛!❡& XΛ/X0 = (1, za) ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ !❤❡ ♠❡!7✐❝ ❢7♦♠ !❤❡

❑B❤❧❡7 ♣♦!❡♥!✐❛❧ ❜②

gab̄ = ∂a∂̄b̄ K(z, z̄). ✭✷✳✸✮

❚❤❡ ❤♦❧♦♠♦7♣❤✐❝ !❤7❡❡ ❢♦7♠ Ω ❛♥❞ !❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡❞ ❑B❤❧❡7 (1, 1)✲❢♦7♠ ♣7♦✈✐❞❡

♥❛!✉7❛❧ ❝❛♥❞✐❞❛!❡& ❢♦7 !❤❡ ♠❡!7✐❝✱ !❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞❡✜♥❡❞ ❝♦♦7❞✐♥❛!❡& ❛♥❞ !❤❡ ♣7❡♣♦✲

!❡♥!✐❛❧✳ ❲❡ ❞✐&❝✉&& !❤❡&❡ ❛❜♦✈❡ !✇♦ ❝❛&❡& &❡♣❛7❛!❡❧② ❛♥❞ ✐♥!7♦❞✉❝❡ ❛ ❢❡✇ ❢♦7♠✉❧❛&

♦♥ !❤❡ ✇❛②✳

✷✳✶✳✶ ❈♦♠♣❧❡① *+,✉❝+✉,❡ ♠♦❞✉❧✐

❚❤❡ ❤♦❧♦♠♦7♣❤✐❝ !❤7❡❡ ❢♦7♠ Ω ❣✐✈❡& 7✐&❡ !♦ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❑B❤❧❡7 ♣♦!❡♥!✐❛❧ ♦♥

MC(Y) ❣✐✈❡♥ ❜②✱

K = − log i

∫

Y

Ω ∧ Ω̄. ✭✷✳✹✮

✶✸



✷✳ ❈♦♠♣❛❝&✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ &②♣❡ ■■ .&/✐♥❣ &❤❡♦/✐❡. ♦♥ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ &❤/❡❡❢♦❧❞. ❛♥❞ &❤❡✐/

♠♦❞✉❧✐ .♣❛❝❡.

❲❡ ♥♦✇ ✇❛♥' '♦ ✐♥')♦❞✉❝❡ ❤♦❧♦♠♦)♣❤✐❝ ❉❛)❜♦✉① ❝♦♦)❞✐♥❛'❡4 ♦♥ MC(Y)✳ ❋♦)

❞♦✐♥❣ 4♦✱ ❧❡' ✉4 ❝♦♥4✐❞❡) '❤❡ ❢✉❧❧ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣)♦✉♣

H3 = H3,0 ⊕H2,1 ⊕H1,2 ⊕H0,3. ✭✷✳✺✮

❚❤✐4 ✐4 ❞✉❛❧ '♦ H3(Y) ✇❤❡)❡ ✇❡ ❛ ❝❤♦♦4❡ ❛ 4②♠♣❧❡❝'✐❝ ♠❛)❦✐♥❣ AΛ,BΛ 4✉❝❤ '❤❛'

AΛ#BΣ = δΛΣ✳ ●✐✈❡♥ 4✉❝❤ ❛ ❜❛4✐4✱ ❧❡' ✉4 ❞❡✜♥❡

XΛ =

∫

AΛ

Ω, FΛ =

∫

BΛ

Ω. ✭✷✳✻✮

❈❧❡❛)❧② '❤✐4 ✐4 ❛ ❤✐❣❤❧② )❡❞✉♥❞❛♥' ❝♦♦)❞✐♥❛'❡ 4②4'❡♠ ✭= 2(h2,1 + 1✮✮✱ ❛4 '❤❡ 4♣❛❝❡

♦❢ ❝♦♠♣❧❡① 4')✉❝'✉)❡ ❞❡❢♦)♠❛'✐♦♥4 ✐4 ♦♥❧② h2,1 ❞✐♠❡♥4✐♦♥❛❧✳ ❆4 ❛ )❡4✉❧'✱ ♦♥❡ ❝❛♥

❛❧✇❛②4 ❝❤♦♦4❡ ❛ ❜❛4✐4 ♦❢ ❝②❝❧❡4 ❢♦) ✇❤✐❝❤ FΛ ❜❡❝♦♠❡4 '❤❡ ❞❡)✐✈❛'✐✈❡ ♦❢ F (X) ✇✐'❤

)❡4♣❡❝' '♦ XΛ
✳ ▲❡' ✉4 4❤♦✇ ✐' ❡①♣❧✐❝✐'❧②✳ ❋♦) '❤❛' ✇❡ ♥❡❡❞ '♦ ✉4❡ '❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥

❜✐❧✐♥❡❛) ✐❞❡♥'✐'②✱

∫

Y

ψ ∧ χ =
∑

Λ

(∫

AΛ

ψ

∫

BΛ

χ−
∫

AΛ

χ

∫

BΛ

ψ

)

✭✷✳✼✮

❙✐♥❝❡ '❤❡ ❞❡❢♦)♠❛'✐♦♥ ♦❢ Ω ❝❛♥ ❜❡ ❛' ♠♦4' ❛ (2, 1)✲❢♦)♠

0 =

∫

Y

Ω ∧ ∂ΛΩ

=

∫

Y

(

XΣBΣ + FΣAΣ
)

∧
(

BΛ + ∂ΛFΣAΣ
)

.

✭✷✳✽✮

❚❤❡♥ ✉4✐♥❣ '❤❡ ❜✐❧✐♥❡❛) ✐❞❡♥'✐'② ♦♥❡ ✐♠♠❡❞✐❛'❡❧② ✜♥❞4

0 = FΛ −XΣ∂ΛFΣ = 2

[

FΛ − 1

2
∂Λ

(

XΣFΣ

)

]

. ✭✷✳✾✮

■♥'❡❣)❛'✐♥❣✱ ✇❡ ✜♥❞ '❤❛' ♣)❡♣♦'❡♥'✐❛❧ ✐4 ❛ 4❡❝♦♥❞ ❞❡❣)❡❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉4 ❢✉♥❝'✐♦♥

❛4 F = 1
2
XΛFΛ✳ ❚❤✐4 ❞❡✜♥❡4 '❤❡ ♣)❡♣♦'❡♥'✐❛❧ ❢♦) '❤❡ ❝♦♠♣❧❡① 4')✉❝'✉)❡ ♠♦❞✉❧✐

❛♥❞ ✐♥ ♣❛)'✐❝✉❧❛)✱ '❤❡ ❑O❤❧❡) ♣♦'❡♥'✐❛❧ ✭✷✳✹✮ ❝♦✐♥❝✐❞❡4 ✇✐'❤ '❤❡ ♦♥❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢)♦♠

✭✷✳✷✮✳

✷✳✶✳✷ ❑$❤❧❡( ♠♦❞✉❧✐

■♥ '❤✐4 ❝❛4❡✱ ♦♥❡ 4❤♦✉❧❞ ❝♦♥4✐❞❡) ✐♥4'❡❛❞ '❤❡ ❡✈❡♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ❣)♦✉♣✳

Heven = H0 ⊕H2 ⊕H4 ⊕H6. ✭✷✳✶✵✮

▲❡' ✉4 ❝❤♦♦4❡ ❛ ❜❛4✐4 ✐♥ '❤✐4 4♣❛❝❡ ♣❛)❛♠❡')✐③❡❞ ❜② ωI = (1, ωi) ❛♥❞ ωI = (ωY, ω
i)✱

✇❤❡)❡ ωY ✐4 '❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦)♠✱ 4✉❝❤ '❤❛'

ωi ∧ ωj = δjiωY, ωi ∧ ωj = κijkω
k

✭✷✳✶✶✮

✶✹



❋✐❡❧❞ ❝♦♥(❡♥( ♦❢ (②♣❡ ■■ -✉♣❡/❣/❛✈✐(✐❡- ✐♥ ❢♦✉/ ❞✐♠❡♥-✐♦♥- ✳ ✷✳✷

❛♥❞ $❤❡ ✐♥❞✐❝❡) I = (0, i) = 0, 1, ..., h1,1(Y)✳ ❚❤❡ )❡❝♦♥❞ ❡,✉❛$✐♦♥ ❞❡✜♥❡) $❤❡ $/✐♣❧❡

✐♥$❡/)❡❝$✐♦♥ ♥✉♠❜❡/)✳ ❈❤♦♦)✐♥❣ $❤❡ ❞✉❛❧ ❜❛)✐) ♦❢ $✇♦ ❝②❝❧❡) γi ❛♥❞ ❛ ❜❛)✐) ♦❢ ❢♦✉/

❝②❝❧❡) γi✱ $❤❡ $/✐♣❧❡ ✐♥$❡/)❡❝$✐♦♥ ♥✉♠❜❡/ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛)

κijk =

∫

Y

ωi ∧ ωj ∧ ωk = 〈γi, γj, γk〉. ✭✷✳✶✷✮

❚❤❡♥ $❤❡ ♥❛$✉/❛❧ ♠❡$/✐❝ ♦♥ MK(Y) ✐) ❣✐✈❡♥ ❜②

gij̄ =
1

4V

∫

Y

ωi ∧ ∗ωj = ∂i∂j̄(− log 8V), ✭✷✳✶✸✮

✇❤❡/❡ V = 1
6

∫

Y
J ∧ J ∧ J ✐) $❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ✈♦❧✉♠❡✳

❚❤❡♥ $❤❡ ❤♦❧♦♠♦/♣❤✐❝ ❝♦♦/❞✐♥❛$❡) ♦♥ MK(Y) ❛/❡

vi = bi + iti =

∫

Y

(B + iJ). ✭✷✳✶✹✮

▲❡$ ✉) ✐♥$/♦❞✉❝❡ $❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉) ❝♦♦/❞✐♥❛$❡) XI = (1, vi)✳ ■♥ $❡/♠) ♦❢ XI
$❤❡

♣/❡♣♦$❡♥$✐❛❧ ❢♦/ $❤❡ ♠♦❞✉❧✐ )♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡❞ ❑G❤❧❡/ ❝❧❛)) ❞❡❢♦/♠❛$✐♦♥) $❛❦❡)

$❤❡ ❢♦/♠✱

F (X) = −1

6
κijk

X iXjXk

X0
, ✭✷✳✶✺✮

✇❤❡/❡ ✭✷✳✷✮ ✐♥❞❡❡❞ ❧❡❛❞) $♦ $❤❡ ❑G❤❧❡/ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❢/♦♠ ✭✷✳✶✸✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ )❡❡ ✐♥ $❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ $❤❛$ $❤✐) ❝✉❜✐❝ ♣/❡♣♦$❡♥$✐❛❧ ✐) ♦♥❧② ❛♥ ❛♣♣/♦①✐♠❛$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ ❧❛/❣❡ ✈♦❧✉♠❡

❧✐♠✐$ ti → ∞ ♦❢ $❤❡ ♣/❡♣♦$❡♥$✐❛❧ $❤❛$ ❛♣♣❡❛/) ✐♥ )$/✐♥❣ ❝♦♠♣❛❝$✐✜❝❛$✐♦♥✳

✷✳✷ ❋✐❡❧❞ ❝♦♥*❡♥* ♦❢ *②♣❡ ■■ /✉♣❡1❣1❛✈✐*✐❡/ ✐♥ ❢♦✉1

❞✐♠❡♥/✐♦♥/

■♥ ♦/❞❡/ $♦ ♦❜$❛✐♥ $❤❡ ❧♦✇ ❡♥❡/❣② ❡✛❡❝$✐✈❡ ❛❝$✐♦♥ ✐♥ ❢♦✉/ ❞✐♠❡♥)✐♦♥)✱ ♦♥❡ )$❛/$)

❢/♦♠ $❡♥ ❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ )✉♣❡/❣/❛✈✐$② $❤❡♦/✐❡)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉) ♣❛/$✐❝✉❧❛/❧② ♦♥ $②♣❡ ■■❆

❛♥❞ $②♣❡ ■■❇ )✉♣❡/❣/❛✈✐$② $❤❡♦/✐❡)✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥$❡/❡)$❡❞ ✐♥ $❤❡ ❜♦)♦♥✐❝ )❡❝$♦/)

♦♥❧②✱ ❜❡❝❛✉)❡ $❤❡ ❢❡/♠✐♦♥✐❝ )❡❝$♦/) ❝❛♥ ✐♥ ♣/✐♥❝✐♣❧❡ ❜❡ /❡)$♦/❡❞ ❜② )✉♣❡/)②♠♠❡$✐❝

$/❛♥)❢♦/♠❛$✐♦♥)✳

❚❤❡ ❜♦)♦♥✐❝ )❡❝$♦/) ✐♥ ✶✵ ❞✐♠❡♥)✐♦♥) ❛/❡ )✉❜❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥$♦ $✇♦ ♣❛/$)✱ $❤❡ ◆❙

❛♥❞ $❤❡ ❘❘ )❡❝$♦/)✳ ❚❤❡ ❢♦/♠❡/ ❝♦♠♣/✐)❡) $❤❡ $❡♥✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ♠❡$/✐❝ ĝXY ✱ $❤❡

$✇♦ ❢♦/♠ ✜❡❧❞ B̂2 ❛♥❞ $❤❡ $❡♥ ❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ❞✐❧❛$♦♥ φ̂✱ ✇❤❡/❡❛) $❤❡ ❧❛$$❡/ )❡❝$♦/

❝♦♥$❛✐♥) ♣✲❢♦/♠ ♣♦$❡♥$✐❛❧) Âp✳ ❋♦/ $❤❡ $②♣❡ ■■❆ $❤❡♦/② p = 1, 3 ❛♥❞ ❢♦/ $②♣❡ ■■❇✱

p = 0, 2, 4✱ ✇✐$❤ ❛♥ ❛❞❞✐$✐♦♥❛❧ ❝♦♥)$/❛✐♥$ ♦♥ Â4✱ )✉❝❤ $❤❛$ ✐$) ✜❡❧❞ )$/❡♥❣$❤ ✐)

)❡❧❢✲❞✉❛❧✱ F5 = ∗F5✳

❚♦ ♣❡/❢♦/♠ $❤❡ ❝♦♠♣❛❝$✐✜❝❛$✐♦♥ $❤❡)❡ ❞✐✛❡/❡♥$✐❛❧ ❢♦/♠) )❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①♣❛♥❞❡❞

✐♥ $❤❡ ❜❛)✐) ♦❢ ❤❛/♠♦♥✐❝ ❢♦/♠)✳ ❋♦/ $②♣❡ ■■❇ )✐❞❡ )✉❝❤ ❢♦/♠) ❤❛✈❡ ❛❧/❡❛❞② ❜❡❡♥

✶✺



✷✳ ❈♦♠♣❛❝&✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ &②♣❡ ■■ .&/✐♥❣ &❤❡♦/✐❡. ♦♥ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ &❤/❡❡❢♦❧❞. ❛♥❞ &❤❡✐/

♠♦❞✉❧✐ .♣❛❝❡.

✐♥#$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ #❤❡ ♣$❡✈✐♦✉- -✉❜-❡❝#✐♦♥✳ ❋♦$ #②♣❡ ■■❆ ♦♥❡ ❤❛- #♦ $❡♠❡♠❜❡$ #❤❛#

#❤❡$❡ ✐- ♥♦ ♥♦♥#$✐✈✐❛❧ ✶ ♦$ ✺✲❝②❝❧❡- -♦ #❤❛# ♦♥❡ ❤❛- #♦ ❝♦♥-✐❞❡$ ♦♥❧② ✸✲❢♦$♠-✳ ❖♥❡

❝❛♥ ❝❤♦♦-❡ ❞✉❛❧ ❢♦$♠- #♦ AΛ
❛♥❞ BΛ ❝②❝❧❡- ✐♥#$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ -❡❝#✐♦♥ ✷✳✶✳✶ #♦ ❜❡ αΛ

❛♥❞ βΛ
$❡-♣❡❝#✐✈❡❧②✱ -✉❝❤ #❤❛#

∫

AΛ

αΣ = δΣΛ ,

∫

AΛ

βΣ = 0,

∫

BΛ

αΣ = 0,

∫

BΛ

βΣ = −δΛΣ. ✭✷✳✶✻✮

❚❤❡ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ♦❢ ❝♦♠♣❛❝#✐✜❝❛#✐♦♥ #♦ ❢♦✉$ ❞✐♠❡♥-✐♦♥- ♦♥ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ✐- ❞❡-❝$✐❜❡❞

✐♥ ❞❡#❛✐❧- ✐♥ ❬✷❪ ❛♥❞ ❛ $❡❧❡✈❛♥# $❡✈✐❡✇ ✐- ♣$❡-❡♥# ✐♥ ❬✹❪✳ ■♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧②

❞✐-❝✉-- #❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥#❡♥#- ✐♥ #❤❡ #✇♦ ❝❛-❡- ♦❢ ✐♥ ❢♦✉$ ❞✐♠❡♥-✐♦♥-✳

✷✳✷✳✶ ❚②♣❡ ■■❆

❚❤❡ ❜♦-♦♥✐❝ -❡❝#♦$ ♦❢ #②♣❡ ■■❆ -✉♣❡$❣$❛✈✐#② ✐♥ 10✲❞✐♠❡♥-✐♦♥- ✐- ❞❡-❝$✐❜❡❞ ❜② #❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝#✐♦♥ ❬✷❪ ✿

SIIA =
1

2

∫ [

e−2φ̂

(

R̂ ∗ 1 + 4dφ̂ ∧ ∗φ̂− 1

2
Ĥ3 ∧ ∗Ĥ3

)

−
(

F̂2 ∧ ∗F̂2 + F̂4 ∧ ∗F̂4

)

−B̂2 ∧ dÂ3 ∧ dÂ3

]

,

✭✷✳✶✼✮

✇❤❡$❡ ❤❛#- -#❛♥❞ ❢♦$ ✜❡❧❞- ✐♥ 10✲❞✐♠❡♥-✐♦♥- ❛♥❞

Ĥ3 = dB̂2, F̂2 = dÂ1, F̂4 = dÂ3 − Â1 ∧ Ĥ3. ✭✷✳✶✽✮

▲❡# ✉- ♥♦✇ ❛♥❛❧②③❡ ✇❤❛# ❤❛♣♣❡♥- ❞✉❡ #♦ ❝♦♠♣❛❝#✐✜❝❛#✐♦♥✳

❼ ❋✐$-# ❧❡# ✉- #$② #♦ ✉♥❞❡$-#❛♥❞ #❤❡ ◆❙✲◆❙ -❡❝#♦$ #♦ ✇❤✐❝❤ ĝXY , B̂2, φ̂ ❜❡❧♦♥❣✳

❚❤❡♥

(ĝXY )10d 7→
(

gµν , t
i, za

)

4d
7→

(

gµν , t
i, za

)

4d−dual
,

(B̂2)10d 7→
(

B2 + biωi

)

4d
7→

(

σ, bi
)

4d−dual
,

φ̂10d 7→ φ4d 7→ φ4d−dual,

✭✷✳✶✾✮

✇❤❡$❡ #❤❡ ✜$-# ❛$$♦✇ ✐♥❞✐❝❛#❡- ❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ $❡❞✉❝#✐♦♥ ❢$♦♠ ✶✵ #♦ ✹ ❞✐♠❡♥-✐♦♥-

❛♥❞ #❤❡ -❡❝♦♥❞ ❛$$♦✇ ✐♥❞✐❝❛#❡- ❞✉❛❧✐③❛#✐♦♥ ✐♥ ✹ ❞✐♠❡♥-✐♦♥-✳

❼ ❚❤❡♥ ❢♦$ #❤❡ ❘❘ -❡❝#♦$✱

(Â1)10d 7→ (A0
1)4d 7→ (A0

1)4d−dual,

(Â3)10d 7→
(

A3 + Ai
1ωi + ζΛαΛ + ζ̃Λβ

Λ
)

4d
7→

(

constant, Ai
1, ζ

Λ, ζ̃Λ

)

4d−dual
.

✭✷✳✷✵✮

❚❤✉-✱ ✐♥ ❢♦✉$ ❞✐♠❡♥-✐♦♥- #❤❡ ✜❡❧❞- ♦$❣❛♥✐③❡ ✐♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♠✉❧#✐♣❧❡#- ✿

✶✻



❋✐❡❧❞ ❝♦♥(❡♥( ♦❢ (②♣❡ ■■ -✉♣❡/❣/❛✈✐(✐❡- ✐♥ ❢♦✉/ ❞✐♠❡♥-✐♦♥- ✳ ✷✳✷

❼ ❣"❛✈✐&❛&✐♦♥❛❧ ♠✉❧&✐♣❧❡& (gµν , A
0
1)✱

❼ &❡♥/♦" ♠✉❧&✐♣❧❡& (B2, φ, ζ
0, ζ̃0)✳✱

❼ h2,1 ❤②♣❡"♠✉❧&✐♣❧❡&/ (za, ζa, ζ̃a) ✱

❼ h1,1 ✈❡❝&♦" ♠✉❧&✐♣❧❡&/ (Ai
1, v

i = bi + iti)✳

A3 ✐/ ♥♦& ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❜❡❝❛✉/❡ ✐♥ ❢♦✉" ❞✐♠❡♥/✐♦♥/ ✐& ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❛❧✐③❡❞ &♦ ❛ ❝♦♥/&❛♥&

✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣✉& &♦ ③❡"♦ ❛/ ✐& ❞♦❡/ ♥♦& ❝❛""② ❛♥② ❞❡❣"❡❡ ♦❢ ❢"❡❡❞♦♠✳ ❍♦✇❡✈❡" ✐♥ ❬✺❪

✐& ✇❛/ /❤♦✇♥ &❤❛& ✐& ❝❛♥ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦"&❛♥& "♦❧❡ ❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❣❛✉❣❡ ❝❤❛"❣❡ ❢♦"

&❤❡ ◆❙✲❛①✐♦♥ σ✱ ✇❤❡"❡ σ ❛♣♣❡❛"/ ❞✉❡ &♦ ❞✉❛❧✐③❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✜❡❧❞ B2✳ ❆❢&❡" &❤✐/

❞✉❛❧✐③❛&✐♦♥ &❤❡ &❡♥/♦" ♠✉❧&✐♣❧❡& ❣❡&/ ❝♦♥✈❡"&❡❞ ✐♥&♦ ❛♥♦&❤❡" ❤②♣❡"♠✉❧&✐♣❧❡& ❛♥❞

&❤❡"❡ ❛"❡ ♥♦✇ h2,1 + 1 ❤②♣❡"♠✉❧&✐♣❧❡&/ ✐♥ &♦&❛❧✳ ❚❤❡ ❤②♣❡"♠✉❧&✐♣❧❡& &❤❛& ❝♦♠❡/

❢"♦♠ &❤❡ ❞✉❛❧✐③❛&✐♦♥ ♦❢ &❡♥/♦" ♠✉❧&✐♣❧❡& ✐/ ❛❧✇❛②/ ♣"❡/❡♥& ❛♥❞ ✐/ ❝❛❧❧❡❞ &❤❡ ✉♥✐✈❡"/❛❧

❤②♣❡"♠✉❧&✐♣❧❡&✳ ❲❤❡♥ &❤❡ ❝♦♠♣❛❝&✐✜❝❛&✐♦♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐/ ❝❤♦/❡♥ &♦ ❜❡ ❛ /✐❣✐❞ ❈❛❧❛❜✐✲

❨❛✉ &❤"❡❡❢♦❧❞✱ ❜② ✇❤✐❝❤ ♦♥❡ ♠❡❛♥/ &❤❛& &❤❡"❡ ✐/ ♥♦ ❝♦♠♣❧❡① /&"✉❝&✉"❡ ♠♦❞✉❧✐ ✐✳❡✳

h2,1 = 0✱ &❤✐/ ✐/ &❤❡ ♦♥❧② ❤②♣❡"♠✉❧&✐♣❧❡& &❤❛& "❡♠❛✐♥/ ✐♥ &❤❡ /♣❡❝&"✉♠✳

✷✳✷✳✷ ❚②♣❡ ■■❇

❚❤❡ ❜♦/♦♥✐❝ /❡❝&♦" ♦❢ &②♣❡ ■■❇ /✉♣❡"❣"❛✈✐&② ✐♥ 10✲❞✐♠❡♥/✐♦♥/ ✐/ ❞❡/❝"✐❜❡❞ ❜② &❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝&✐♦♥ ❬✷❪ ✿

SIIA =
1

2

∫ [

e−2φ̂

(

R̂ ∗ 1 + 4dφ̂ ∧ ∗φ̂− 1

2
Ĥ3 ∧ ∗Ĥ3

)

−
(

F̂1 ∧ ∗F̂1 + F̂3 ∧ ∗F̂3 +
1

2
F̂3 ∧ ∗F̂3

)

− Â4 ∧ dĤ3 ∧ dÂ2

]

,

✭✷✳✷✶✮

❛♥❞

Ĥ3 = dB̂2, F̂1 = dÂ0,

F̂3 = dÂ2 − Â0 ∧ Ĥ3 F̂5 = dÂ4 −
1

2
Â2 ∧ Ĥ3 +

1

2
B̂2 ∧ dÂ2.

✭✷✳✷✷✮

▲❡& ✉/ ✜♥❞ ♦✉& &❤❡ /✐&✉❛&✐♦♥ ❛❢&❡" ❝♦♠♣❛❝&✐✜❝❛&✐♦♥✳

❼ ■♥ &❤❡ ◆❙✲◆❙ /❡❝&♦"

(ĝXY )10d 7→
(

gµν , t
i, za

)

4d
7→

(

gµν , t
i, za

)

4d−dual
,

(B̂2)10d 7→
(

B2 + biωi

)

4d
7→

(

ψ, bi
)

4d−dual
,

φ̂10d 7→ φ4d 7→ φ4d−dual.

✭✷✳✷✸✮

❼ ❚❤❡♥ ❢♦" &❤❡ ❘❘ /❡❝&♦"✱

(Â0)10d 7→ (c0)4d 7→ (c0)4d−dual,

(Â2)10d 7→
(

A2 + ciωi

)

4d
7→

(

c0, c
i
)

4d−dual

(Â4)10d 7→
(

Di
2ωi + D̃iω

i + Aλ
1αΛ + Ã1,Λβ

Λ
)

4d
7→

(

ci, A
0
1, A

a
1

)

4d−dual

✭✷✳✷✹✮

✶✼



✷✳ ❈♦♠♣❛❝&✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ &②♣❡ ■■ .&/✐♥❣ &❤❡♦/✐❡. ♦♥ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ &❤/❡❡❢♦❧❞. ❛♥❞ &❤❡✐/

♠♦❞✉❧✐ .♣❛❝❡.

❉✉❡ $♦ $❤❡ '❡❧❢✲❞✉❛❧✐$② ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ♦♥ F5✱ $❤❡ '❝❛❧❛2' D̃i ❛♥❞ ✈❡❝$♦2' Ã1,Λ ❛2❡ ❞✉❛❧

$♦ $❤❡ $✇♦ ❢♦2♠' Di
2 ❛♥❞ $❤❡ ✈❡❝$♦2' AΛ

a ✳ ❚❤✉' $❤❡② ❛2❡ 2❡❞✉♥❞❛♥$ ✜❡❧❞' ♥♦$

❝♦♥$2✐❜✉$✐♥❣ $♦ $❤❡ '♣❡❝$2✉♠✳ ❚❤❡ ✜❡❧❞' ❛22❛♥❣❡ ❛' ✐♥ ♠✉❧$✐♣❧❡$' ❜❡❧♦✇ ✿

❼ ❣2❛✈✐$❛$✐♦♥❛❧ ♠✉❧$✐♣❧❡$ (gµν , A
0
1)✱

❼ ❞♦✉❜❧❡ $❡♥'♦2 ♠✉❧$✐♣❧❡$ (B2, A2, φ, c
0)✱

❼ h1,1 ❤②♣❡2♠✉❧$✐♣❧❡$' (ti, bi, ci, Di
2) ✱

❼ h2,1 ✈❡❝$♦2 ♠✉❧$✐♣❧❡$' (Aa
1, z

a)✳

❆' ❛❜♦✈❡✱ $❤❡ ❞♦✉❜❧❡ $❡♥'♦2 ♠✉❧$✐♣❧❡$ ❛♥❞ h1,1 $❡♥'♦2 ♠✉❧$✐♣❧❡$' ❝❛♥ ❜❡ ❞✉❛❧✐③❡❞

$♦ h1,1 + 1 ❤②♣❡2♠✉❧$✐♣❧❡$' ❛♥❞ ✇❡ ❤❛✈❡ $❤❡ ✜♥❛❧ ❢♦2♠ ♦❢ $❤❡ '♣❡❝$2✉♠✳

❍❡2❡✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ $♦ ❡♠♣❤❛'✐③❡ $❤❛$ $❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥' ♦♥ $❤❡ ♥✉♠❜❡2

♦❢ ✈❡❝$♦2 ♠✉❧$✐♣❧❡$' ✭❱▼✮ ❛♥❞ ❤②♣❡2♠✉❧$✐♣❧❡$' ✭❍▼✮ ✐♥ $②♣❡ ■■❆ ❛♥❞ $②♣❡ ■■❇

$❤❡♦2✐❡' ❛2❡ ✐♥ $❤❡ ♣❡2❢❡❝$ ❛❣2❡❡♠❡♥$ ✇✐$❤ $❤❡ '$❛$❡♠❡♥$ ♦❢ ♠✐22♦2 '②♠♠❡$2②✱

❡①$❡♥'✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ✇❤❡♥ G✉❛♥$✉♠ ❝♦22❡❝$✐♦♥' ❛2❡ ♣2❡'❡♥$ ✐' ♦♥❡ ♦❢ $❤❡ ♣2✐♥❝✐♣❛❧

❢♦❝✉' ♦❢ $❤❡ ❡♥$✐2❡ ✇♦2❦✳ ●✐✈❡♥ ❛ ♠✐22♦2 ♣❛✐2 ♦❢ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ $❤2❡❡❢♦❧❞' (Y, Ŷ) $❤❡

❍♦❞❣❡ ♥✉♠❜❡2' ❛2❡ 2❡❧❛$❡❞ ❛' $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

h1,1(Y) = h2,1(Ŷ), h2,1(Y) = h1,1(Ŷ). ✭✷✳✷✺✮

❚❤✐' ♠❡❛♥' $❤❛$ ✉♥❞❡2 ♠✐22♦2 '②♠♠❡$2② $❤❡ ♥✉♠❜❡2' ♦❢ $❤❡ ✈❡❝$♦2 ♠✉❧$✐♣❧❡$' ❛♥❞

$❤❡ ❤②♣❡2♠✉❧$✐♣❧❡$' ♦❢ $②♣❡ ■■❆ ❛♥❞ $②♣❡ ■■❇ $❤❡♦2✐❡' ❛2❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ $♦ ❡❛❝❤ ♦$❤❡2

✐❢ $❤❡ ❝♦♠♣❛❝$✐✜❝❛$✐♦♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞' ❛2❡ ❝❤♦'❡♥ $♦ ❜❡ ♠✐22♦2 ♦❢ ♦♥❡ ❛♥♦$❤❡2✳

✷✳✸ ▲♦✇ ❡♥❡(❣② ❡✛❡❝-✐✈❡ ❛❝-✐♦♥1

❲❤❡♥ ♦♥❡ 2❡'$2✐❝$' $♦ $❤❡ ❧♦✇❡'$ ♦2❞❡2 ♦❢ α′
✲❝♦22❡❝$✐♦♥'✱ $❤❡ 2❡❧❡✈❛♥$ $❡2♠' ✐♥ $❤❡

▲❊❊❆ '❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥'✐❞❡2❡❞ ✉♣$♦ $✇♦ ❞❡2✐✈❛$✐✈❡' $❡2♠' ♦♥❧②✳ ■♥ $❤✐' ❛♣♣2♦①✐♠❛$✐♦♥

$❤❡ ❱▼ ❛♥❞ ❍▼ '$❛② ❞❡❝♦✉♣❧❡❞ ❢2♦♠ ❡❛❝❤ ♦$❤❡2 ❛♥❞ '✉♣❡2'②♠♠❡$2② ♣✉$' '❡✈❡2❡

2❡'$2✐❝$✐♦♥' ♦♥ $❤❡ ❢♦2♠ ♦❢ $❤❡ ❛❝$✐♦♥✳ ■$ ❜❡❝♦♠❡'

S =
1

2

∫

R ∗ 1 + S
❱▼

+ S
❍▼

. ✭✷✳✷✻✮

❚❤❡ ❢♦2♠ ♦❢ S
❱▼

✐' ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥✱ '❡❡ ❢♦2 ❡①❛♠♣❧❡ ❬✻❪✳ ■$ ✐' ❛' $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

S
❱▼

=

∫ [

−1

2
ImNIJF

I ∧ ∗F J +
1

2
ReNIJF

I ∧ F J +Kij̄(v, v̄)dv
i ∧ dv̄j̄

]

.✭✷✳✷✼✮

❚❤❡ ❣2❛✈✐♣❤♦$♦♥ ✜❡❧❞ '$2❡♥❣$❤ F 0
❤❛' ❜❡❡♥ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐$❤ $❤❡ ♦$❤❡2 ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞

'$2❡♥❣$❤' $♦ F I
✬'✳ N = 2 '✉♣❡2'②♠♠❡$2② ❞✐❝$❛$❡' $❤❡ ❢♦2♠' ♦❢ $❤❡ ♠❛$2✐❝❡' Kij̄

❛♥❞ NIJ ✳ ❇♦$❤ ♦❢ $❤❡♠ ❛2❡ ❞❡$❡2♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❤♦❧♦♠♦2♣❤✐❝ ♣2❡♣♦$❡♥$✐❛❧ ♦♥ $❤❡

'♣❡❝✐❛❧ ❑V❤❧❡2 ♠❛♥✐❢♦❧❞ '♣❛♥♥❡❞ ❜② $❤❡ ♠♦❞✉❧✐ vi✳ ❚❤❡ ❢♦2♠❡2 ✐' ❥✉'$ $❤❡ ♠❡$2✐❝

✶✽



▲♦✇ ❡♥❡%❣② ❡✛❡❝*✐✈❡ ❛❝*✐♦♥.✳ ✷✳✸

♦♥ #❤✐& &♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐& ❣✐✈❡♥ ❜② #❤❡ ❞❡0✐✈❛#✐✈❡& ♦❢ #❤❡ ❑3❤❧❡0 ♣♦#❡♥#✐❛❧✳ ❚❤❡ ❧❛##❡0 ✐&

❞❡✜♥❡❞ ❛&

NIJ(v, v̄) = F̄IJ − i
NIKNJLv

KvL

NXY vXvY
, ✭✷✳✷✽✮

✇❤❡0❡ NIJ = i(FIJ − F̄IJ), v
I = (1, vi)✳ ❚❤❡ ♠❛#0✐① NIJ ❤❛& ❛ ♣❤②&✐❝❛❧ ✐♥#❡0♣0❡#❛✲

#✐♦♥ ❛& ❛ ♠❛#0✐① ♦❢ ❣❛✉❣❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣&✳ ▼♦0❡♦✈❡0 ✉♥❧✐❦❡ NIJ ✱ ✇❤✐❝❤ ❤❛& ❛ ▲♦0❡♥#③✐❛♥

&✐❣♥❛#✉0❡✱ #❤❡ ♠❛#0✐① NIJ ✐& ♥❡❣❛#✐✈❡ ❞❡✜♥✐#❡ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ #❤❡ ❦✐♥❡#✐❝ #❡0♠ ✐& ♣♦&✐#✐✈❡

❞❡✜♥✐#❡✱ ❛& ✐# ♠✉&# ❜❡✳

◆❡①# ✇❡ #✉0♥ #♦ #❤❡ ❍▼ ♣❛0# ♦❢ #❤❡ ❛❝#✐♦♥✳ ■# #❛❦❡& #❤❡ ❢♦0♠ ♦❢ ❛ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛0

σ✲♠♦❞❡❧✱

S
❍▼

=

∫

d4xgαβ(q)∂µq
α∂µqβ. ✭✷✳✷✾✮

❍❡0❡ α = 1, ..., 4nH ✱ ✇❤❡0❡ nH ✐& #❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ ❍▼✬& ❛♥❞ qα ❞❡♥♦#❡& ❛❧❧ ♦❢ #❤❡

&❝❛❧❛0&✳ ❆❣❛✐♥ gαβ(q) ❝❛♥ ♥♦# ❜❡ ❛0❜✐#0❛0②✱ N = 2 &✉♣❡0&②♠♠❡#0② 0❡&#0✐❝#& ✐# #♦

❜❡ K✉❛#❡0♥✐♦♥ ❑3❤❧❡0 ✭◗❑✮ ❬✼❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞✐&❝✉&& ❛❜♦✉# #❤❡&❡ #②♣❡& ♦❢ ❣❡♦♠❡#0✐❡& ✐♥

#❤❡ ♥❡①# ❝❤❛♣#❡0✳

❚❤✐& &❤♦✇& #❤❛# #❤❡ ▲❊❊❆ ♦❢ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ❝♦♠♣❛❝#✐✜❝❛#✐♦♥& ♦❢ #②♣❡ ■■ &#0✐♥❣

#❤❡♦0✐❡& ✐& ❝♦♠♣❧❡#❡❧② ❞❡#❡0♠✐♥❡❞ ❜② #❤❡ ❣❡♦♠❡#0② ♦❢ #❤❡ ❱▼ ❛♥❞ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐

&♣❛❝❡&✳ ▼♦0❡♦✈❡0 ❛# #❤❡ #✇♦ ❞❡0✐✈❛#✐✈❡ ❧❡✈❡❧ #❤❡ ❢✉❧❧ ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡ ❢❛❝#♦0✐③❡& ✱

M4❞ = M
❱▼

×M
❍▼

, ✭✷✳✸✵✮

✇❤❡0❡ MVM ❛♥❞ MHM ❛0❡ ✈❡❝#♦0 ♠✉❧#✐♣❧❡# ❛♥❞ ❤②♣❡0♠✉❧#✐♣❧❡# ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡&✱

0❡&♣❡❝#✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ #❤❡ ❛❜♦✈❡ &#❛#❡♠❡♥#& ❛0❡ ❝♦♥&❡K✉❡♥❝❡& ♦❢ N = 2 &✉♣❡0&②♠♠❡✲

#0②✱ #❤❡② &❤♦✉❧❞ ❝♦♥#✐♥✉❡ #♦ ❤♦❧❞ ❡✈❡♥ ✐♥ ♣0❡&❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ K✉❛♥#✉♠ ❝♦00❡❝#✐♦♥&✳ ❆&

♠❡♥#✐♦♥❡❞ ❡❛0❧✐❡0✱ #❤❡ ❢♦0♠❡0 ✐& ❛ &♣❡❝✐❛❧ ❑3❤❧❡0 ✭❙❑✮ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞ #❤❡ ❧❛##❡0 ✐& ❛

◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳

❚❤❡ ❤♦❧♦♠♦0♣❤✐❝ ♣0❡♣♦#❡♥#✐❛❧ ❞❡&❝0✐❜✐♥❣ #❤❡ ✈❡❝#♦0 ♠✉❧#✐♣❧❡# ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡ ✐&

#0❡❡✲❧❡✈❡❧ ❡①❛❝#✱ ♠♦0❡ ♣0❡❝✐&❡❧②✱ ✐# ❞♦❡& ♥♦# 0❡❝❡✐✈❡ ❛♥② ❝♦00❡❝#✐♦♥ ✐♥ gs ❛♥❞ ❝❛♥

❜❡ ❡①♣❧✐❝✐#❧② ❝♦♠♣✉#❡❞✳ ■♥ ♣❛0#✐❝✉❧❛0✱ ❢♦0 #❤❡ #②♣❡ ■■❇ #❤❡♦0②✱ ✇❤❡0❡ #❤❡ ✈❡❝#♦0

♠✉❧#✐♣❧❡# ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡& ✇✐#❤ #❤❡ &♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① &#0✉❝#✉0❡ ❞❡❢♦0♠❛✲

#✐♦♥& MVM = MC(Ŷ)✱ #❤❡ ♣0❡♣♦#❡♥#✐❛❧ ✐& ❛❧&♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥# ♦❢ #❤❡ α′
✲❝♦00❡❝#✐♦♥&✳

❚❤❡0❡❢♦0❡ ✐♥ #❤✐& ❝❛&❡ #❤❡ ❱▼✬& ♦❜#❛✐♥❡❞ ❜② ❑❛❧✉③❛✲❑❧❡✐♥ 0❡❞✉❝#✐♦♥ ✐& ❡①❛❝# ❛♥❞

❤❡♥❝❡ ✐& ❞❡#❡0♠✐♥❡❞ ❜② ✭✷✳✹✮✳

❖♥ #❤❡ ♦#❤❡0 ❤❛♥❞✱ #❤❡ MVM ✐♥ #❤❡ #②♣❡ ■■❆ &✐❞❡ ❝♦✐♥❝✐❞❡& ✇✐#❤ #❤❡ ♠♦❞✉❧✐

&♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡❞ ❑3❤❧❡0 ❝❧❛&& ❞❡❢♦0♠❛#✐♦♥& MVM = MK(Y)✳ ❍♦✇❡✈❡0✱ #❤❡

♣0❡♣♦#❡♥#✐❛❧ ✭✷✳✶✺✮ ✐& ♦♥❧② #❤❡ ❧❛0❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♣♣0♦①✐♠❛#✐♦♥✳ ■#& #❤❡ ❝♦00❡❝# ❢♦0♠ ❝❛♥

❜❡ ❞❡0✐✈❡❞ ❜② ❡①♣❧♦✐#✐♥❣ ♠✐00♦0 &②♠♠❡#0②✳ ■♥ ♣❛0#✐❝✉❧❛0✱ &✐♥❝❡ #❤❡ ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡&

♦❢ #②♣❡ ■■❆ ❛♥❞ #②♣❡ ■■❇ #❤❡♦0✐❡& &❤♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ♣0♦✈✐❞❡❞ #❤❡② ❛0❡ ❝♦♠♣❛❝#✐✜❡❞

♦♥ ❛ ♠✐00♦0 ♣❛✐0 ♦❢ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉&✱ ✇❡ ❤❛✈❡

MA/B
❱▼

(Y) = MB/A
❱▼

(Ŷ), MA/B
❍▼

(Y) = MB/A
❍▼

(Ŷ). ✭✷✳✸✶✮

✶✾



✷✳ ❈♦♠♣❛❝&✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ &②♣❡ ■■ .&/✐♥❣ &❤❡♦/✐❡. ♦♥ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ &❤/❡❡❢♦❧❞. ❛♥❞ &❤❡✐/

♠♦❞✉❧✐ .♣❛❝❡.

❚❤❡$❡❢♦$❡✱ (❤❡ ♣$❡♣♦(❡♥(✐❛❧ ♦♥ (❤❡ (②♣❡ ■■❆ 1✐❞❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉(❡❞ ❢$♦♠ (❤❡ ❡①❛❝(

♣$❡♣♦(❡♥(✐❛❧ ♦♥ (❤❡ (②♣❡ ■■❇ 1✐❞❡✳ ❚❤❡ $❡1✉❧( ♦❢ 1✉❝❤ ❝♦♠♣✉(❛(✐♦♥ (✉$♥1 ♦✉( (♦ ❜❡

F (X) = −κijk
X iXjXk

6X0
+ AIJX

IXJ + χY

ζ(3)(X0)2

2(2πi)3

− (X0)2

(2πi)3

∑

kiγi∈H+
2 (Y)

n
(0)
ki
Li3(e

2πikiX
i/X0

).
✭✷✳✸✷✮

❚❤❡ ❧❛1( (✇♦ (❡$♠1 ❛$✐1❡ ❞✉❡ (♦ α′
✲❝♦$$❡❝(✐♦♥1 ❛♥❞ ❝❛♥ ♥♦( ❜❡ ❞❡$✐✈❡❞ ❜② ❑❛❧✉③❛✲

❑❧❡✐♥ $❡❞✉❝(✐♦♥1✳ ❚❤❡ (❡$♠ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ ζ(3) ❝♦♠❡1 ❢$♦♠ ♣❡$(✉$❜❛(✐✈❡ ❝♦$$❡❝(✐♦♥1

❞✉❡ (♦ α′
❛♥❞ (❤❡ ❧❛1( (❡$♠ ❝♦♠❡1 ❢$♦♠ ❝♦$$❡❝(✐♦♥1 ❞✉❡ (♦ ✇♦$❧❞1❤❡❡( ✐♥1(❛♥(♦♥1✳

❚❤❡ Li3 ❛$✐1❡1 ❞✉❡ (♦ ♠✉❧(✐❝♦✈❡$✐♥❣ ❡✛❡❝(1 ❛♥❞ n
(0)
ki

❛$❡ ❣❡♥✉1 ③❡$♦ ●♦♣❛❦✉♠❛$✲❱❛❢❛

✭●❱✮ ✐♥✈❛$✐❛♥(1✳ ❚❤❡ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ✐1 ❞❡1❝$✐❜❡❞ ✐♥ ❬✽✱ ✾❪✳ ❚❤❡ 1❡❝♦♥❞ (❡$♠ ✇❤✐❝❤ ✐1 ❛

K✉❛❞$❛(✐❝ ♦♥❡ ✇✐(❤ $❡❛❧ 1②♠♠❡($✐❝ ♠❛($✐① AIJ ✱ ✐1 ✉1✉❛❧❧② ♦♠✐((❡❞ ✐♥ (❤❡ ❧✐(❡$❛(✉$❡1

❜❡❝❛✉1❡ ✐( ❞♦❡1 ♥♦( ❛✛❡❝( (❤❡ ❑L❤❧❡$ ♣♦(❡♥(✐❛❧✳ ❍♦✇❡✈❡$ ✐♥ ❧❛(❡$ 1(❛❣❡1 ✐( ✇✐❧❧ ❜❡

❝$✉❝✐❛❧ ❢♦$ ♦✉$ ❞✐1❝✉11✐♦♥ ❛♥❞ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ✐( ❢$♦♠ (❤❡ ✈❡$② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳

❚❤❡ ✈❡❝(♦$ ♠✉❧(✐♣❧❡( 1✐❞❡ ✐1 ❝♦♠♣❧❡(❡❧② ✉♥❞❡$ ❝♦♥($♦❧ ♦♥❝❡ (❤❡ ♣$❡♣♦(❡♥(✐❛❧ ✐1

❞❡(❡$♠✐♥❡❞✱ ❜❡❝❛✉1❡ (❤❡ ♠♦❞✉❧✐ 1♣❛❝❡ ✐1 ❛ 1♣❡❝✐❛❧ ❑N❤❧❡$ ♠❛♥✐❢♦❧❞1✱ ❛1 ❤❛❞ ❜❡❡♥

♠❡♥(✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦$❡✳ ❖♥ (❤❡ ♦(❤❡$ ❤❛♥❞✱ (❤❡ 1✐(✉❛(✐♦♥ ❢♦$ (❤❡ ❤②♣❡$♠✉❧(✐♣❧❡(1 ✐1 ♥♦(

❛1 1✐♠♣❧❡✳ MHM ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❝♦$$❡❝(✐♦♥1 ✐♥ gs ❬✶✵❪ ❛♥❞ ❢✉$(❤❡$♠♦$❡✱ (❤❡ ◗❑ ❣❡♦♠❡($②

✐1 ♠✉❝❤ ♠♦$❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛(❡❞✳ ■♥ ❝❤❛♣(❡$ ✸✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❞❞$❡11 (❤✐1 ✐11✉❡ ✉1✐♥❣ (✇✐1(♦$

(❡❝❤♥✐K✉❡1✳

✷✳✹ ❍②♣❡'♠✉❧+✐♣❧❡+ ♠♦❞✉❧✐ /♣❛❝❡

❚❤✐1 1❡❝(✐♦♥ ✐1 ❞❡✈♦(❡❞ (♦ ❞❡1❝$✐♣(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❝❧❛11✐❝❛❧ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ 1♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐(1 1②♠✲

♠❡($✐❡1✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧1♦ ❞❡1❝$✐❜❡ ❤♦✇ (❤❡ K✉❛♥(✉♠ ❝♦$$❡❝(✐♦♥1 ❜$❡❛❦ (❤❡ ❝♦♥(✐♥✉♦✉1

1②♠♠❡($✐❡1 (♦ ❞✐1❝$❡(❡ ♦♥❡1✳

✷✳✹✳✶ ❈❧❛''✐❝❛❧ ❤②♣❡.♠✉❧1✐♣❧❡1 ♠❡1.✐❝

MHM ❛❧✇❛②1 ❝♦♥(❛✐♥1 ✜❡❧❞ ♣❛$❛♠❡($✐③✐♥❣ ❡✐(❤❡$ MC ♦$ MK ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ✇❤❡(❤❡$

✇❡ ❛$❡ ♦♥ (②♣❡ ■■❆ ♦$ (②♣❡ ■■❇ 1✐❞❡ $❡1♣❡❝(✐✈❡❧②✳ ❆1 ❛ ❝♦♥1❡K✉❡♥❝❡ ♦❢ ❝❧❛11✐❝❛❧ ♠✐$✲

$♦$ 1②♠♠❡($② (❤❡ ♠❡($✐❝1 ♦❢ ❜♦(❤ 1✐❞❡1 1❤♦✉❧❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ■( ✐1 ❛❝(✉❛❧❧② ❦♥♦✇♥ (❤❛(

(♦ ❡✈❡$② ♣$♦❥❡❝(✐✈❡ ✭❧♦❝❛❧✮ 1♣❡❝✐❛❧ ❑L❤❧❡$ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛11♦❝✐❛(❡ ❛ K✉❛(❡$♥✐♦♥

❑L❤❧❡$ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❬✻✱ ✶✷❪✱ 1♦ (❤❛( (❤❡ ❧❛((❡$ ❛$❡ 1(✐❧❧ ❞❡1❝$✐❜❡❞ ♦♥❧② ❜② ♣$❡♣♦(❡♥(✐❛❧✳

❚❤✐1 ❝♦♥1($✉❝(✐♦♥ $❡❛❧✐③❡1 (❤❡ ❝❧❛11✐❝❛❧ ♠❡($✐❝ ♦♥ MHM✳ ❚❤❡ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ✐1 ❦♥♦✇♥

❛1 ❝✲♠❛♣ ❛♥❞ ❝♦$$❡1♣♦♥❞✐♥❣❧② (❤❡ ♠❡($✐❝ ✭✷✳✸✺✮ ✐1 1❛✐❞ (♦ ❜❡ ✐♥ (❤❡ ✐♠❛❣❡ ♦❢ ✐(✳

❲❡ ♥♦✇ (✉$♥ (♦ ✉♥❞❡$1(❛♥❞✐♥❣ (❤❡ ♣❤②1✐❝❛❧ ♦$✐❣✐♥ ♦❢ (❤✐1 ❝✲♠❛♣✳ ▲❡( ✉1 ❝♦♥1✐❞❡$

(②♣❡ ■■❆ ❛♥❞ (②♣❡ ■■❇ (❤❡♦$✐❡1 ❝♦♠♣❛❝(✐✜❡❞ ♦♥ (❤❡ 1❛♠❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ (❤$❡❡❢♦❧❞

(✐♠❡1 ❛ ❝✐$❝❧❡✳ ❚✲❞✉❛❧✐(② ❛❧♦♥❣ (❤❡ ❝✐$❝❧❡ ✐♠♣❧✐❡1 (❤❛(

IIA/(Y× S1
R)

∼= IIB/(Y× S1
1/R). ✭✷✳✸✸✮

✷✵
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❖♥ #❤❡ ♦#❤❡' ❤❛♥❞✱ #❤❡✐' ❧♦✇ ❡♥❡'❣② ❞❡0❝'✐♣#✐♦♥0 ❝❛♥ ❜❡ ♦❜#❛✐♥❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♠♣❛❝#✲

✐✜❡0 #❤❡ ❢♦✉' ❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ #❤❡♦'② ❢'♦♠ #❤❡ ♣'❡✈✐♦✉0 0✉❜0❡❝#✐♦♥ ♦♥ ❛ ❝✐'❝❧❡✳ ❚❤✐0

❧❡❛❞0 #♦ #✇♦ ♠❛00❧❡00 0❝❛❧❛'0 ❝♦''❡0♣♦♥❞✐♥❣ #♦ ❡❛❝❤ ♦❢ #❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞0✳ ❖♥❡ ♦❢ #❤❡♠

❝♦♠❡0 ❢'♦♠ #❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥# ♦❢ #❤❡ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ ❛❧♦♥❣ #❤❡ ❝✐'❝❧❡ ❛♥❞ #❤❡ ♦#❤❡' ❛♣♣❡❛'0
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#❤❡♦'✐❡0 #❤❡ ❢✉❧❧ #❤'❡❡ ❞✐♠❡♥0✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧✐ 0♣❛❝❡ ✐0 ❣✐✈❡♥ ❜②✱

M3d = QC(Y)×QK(Y), ✭✷✳✸✹✮

✇❤✐❝❤ ❛'❡ ❡①#❡♥0✐♦♥0 ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① 0#'✉❝#✉'❡ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡❞ ❑I❤❧❡' ❝❧❛00 ♠♦❞✉❧✐

0♣❛❝❡0 ♦❢ #❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉✱ '❡0♣❡❝#✐✈❡❧②✳ ❖♥❡ ♦❢ #❤❡ ❢❛❝#♦' ❝♦♠❡ ❢'♦♠ #❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐

0♣❛❝❡ MHM ❛♥❞ #❤❡ ♦#❤❡' ❝♦♠❡0 ❢'♦♠ ✈❡❝#♦' ❛♥❞ ❣'❛✈✐#❛#✐♦♥❛❧ ♠✉❧#✐♣❧❡# ✐♥ #❤❡

✇❛② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❤❛✈❡ ❥✉0# ❞❡0❝'✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❚❤❡♥ ✭✷✳✸✸✮ 0✐♠♣❧② ❡①❝❤❛♥❣❡0 #❤❡ #✇♦

❢❛❝#♦'0✳

❆# #❤❡ ❝❧❛00✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ✇❤❡'❡ ♦♥❡ ✐❣♥♦'❡0 ✐♥0#❛♥#♦♥ ❝♦''❡❝#✐♦♥0 ❝♦♠✐♥❣ ❢'♦♠

#❤❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ♠♦❞❡0 ♦❢ #❤❡ ❝✐'❝❧❡✱ #❤❡ ❑❛❧✉③❛✲❑❧❡✐♥ '❡❞✉❝#✐♦♥ ✐0 0✉✣❝✐❡♥#✳ ❚❤❡♥

✐# ✐0 ♣♦00✐❜❧❡ #♦ ✜♥❞ #❤❡ ♠❡#'✐❝ ♦♥ MA/B
HM ❢'♦♠ #❤❡ ♠❡#'✐❝ ♦♥ MB/A

VM ✱ ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣

✇❤② #❤❡ ❤②♣❡'♠✉❧#✐♣❧❡# ♠♦❞✉❧✐ 0♣❛❝❡0 ❛'❡ 0#✐❧❧ ❣✐✈❡♥ ❜② #❤❡ 0❛♠❡ ❤♦❧♦♠♦'♣❤✐❝

♣'❡♣♦#❡♥#✐❛❧0✳

■♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ♣'❡0❡♥# #❤❡ ❝✲♠❛♣ ♠❡#'✐❝ ✉0✐♥❣ #❤❡ ✜❡❧❞0 ❛❞❛♣#❡❞ #♦ #❤❡

#②♣❡ ■■❆ 0✐❞❡ ♦♥❧②✳ ❚♦ ✜♥❞ #❤❡ ♠❡#'✐❝ ♦♥ #❤❡ #②♣❡ ■■❇ 0✐❞❡✱ ✇❤❛# ♦♥❡ ♥❡❡❞0 ✐0 ❛

0✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛#✐♦♥ ♦❢ ❝❧❛00✐❝❛❧ ♠✐''♦' 0②♠♠❡#'② ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❡①♣❧❛✐♥ ❡❧❛❜♦'❛#❡❧②

✐♥ ❝❤❛♣#❡' ✺✳ ❚❤❡ '❡0✉❧# ♦♥ #❤❡ #②♣❡ ■■❆ 0✐❞❡ '❡❛❞0 ❛0 ❢♦❧❧♦✇0✱

ds2 =
dr2

r2
− 1

2r
( ImN )ΛΣ

(

dζ̃Λ −NΛΛ′dζΛ
′
)(

dζ̃Σ −NΣΣ′dζΣ
′
)

+
1

16r2

(

dσ + ζ̃Λdζ
Λ − ζΛdζ̃Λ

)2

+ 4Kab̄dz
adz̄b̄,

✭✷✳✸✺✮

✇❤❡'❡ r = eφ ∝ 1/g2(4) ❛♥❞ #❤❡ ❑Q❤❧❡' ♣♦#❡♥#✐❛❧ ✐0 ❣✐✈❡♥ ✐♥ #❡'♠0 ♦❢ ✭✷✳✹✮✳

▲❡# ✉0 ♣'❡0❡♥# #❤❡ #♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ 0#'✉❝#✉'❡ ♦❢ #❤❡ 0♣❛❝❡ ❞❡0❝'✐❜❡❞ ❜② #❤❡ ❝❧❛00✐❝❛❧

♠❡#'✐❝ ♣'❡0❡♥#❡❞ ❛❜♦✈❡✳ ❖♥ #♦♣ ♦❢ #❤❡ ❝♦♠♣❧❡① 0#'✉❝#✉'❡ ♠♦❞✉❧✐ 0♣❛❝❡MC(Y)
♣❛'❛♠❡#'✐③❡❞ ❜② za✱ #❤❡'❡ ✐0 ❛ #♦'✉0 ❜✉♥❞❧❡ ♦♥ #❤❡ ✐♥#❡'♠❡❞✐❛#❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱ JC(Y)
✇✐#❤ #❤❡ ✜❜❡' ♣❛'❛♠❡#'✐③❡❞ ❜② #❤❡ ❘❘ 0❝❛❧❛'0✱ ❛0 Tζ,ζ̃ = H3(Y,R)/H3(Y,Z)✳
❖♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦0❡ ●'✐✣#❤0 ♦' ❲❡✐❧ ❝♦♠♣❧❡① 0#'✉❝#✉'❡ ♦♥ #❤❡ ✐♥#❡'♠❡❞✐❛#❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥✱

✇❤❡'❡ #❤❡ ♣❡'✐♦❞0 ❛'❡ '❡❧❛#❡❞ ❜② ✭✷✳✷✽✮✳ ❖♥ #♦♣ ♦❢ ✐#✱ #❤❡'❡ ✐0 0#✐❧❧ ❛ ❝✐'❝❧❡ ❜✉♥❞❧❡

♣❛'❛♠❡#'✐③❡❞ ❜② #❤❡ ◆❙✲❛①✐♦♥ σ ❛♥❞ #❤❡ ❞✐❧❛#♦♥ ❛♣♣❡❛'0 ❛0 ❛♥ ♦✈❡'❛❧❧ ❢❛❝#♦'✳ ❚❤❡

✷✶
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R
+
r ×













S1
σ −→ C(r)

↓
Tζ,ζ̃ −→ Jc(Y)

↓
MC(Y)













. ✭✷✳✸✻✮
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❇❡❢♦#❡ ✇❡ ❡♠❜❛#❦ ♦♥ "♦ "❤❡ !"✉❞② ♦❢ "❤❡ =✉❛♥"✉♠ ❝♦##❡❝"✐♦♥! "♦ "❤❡ ❤②♣❡#♠✉❧"✐♣❧❡"

♠♦❞✉❧✐ !♣❛❝❡✱ ✐" ✐! ✐♠♣♦#"❛♥" "♦ ♣♦♥❞❡# ♦✈❡# "❤❡ !②♠♠❡"#✐❡! ❛" "❤❡ ❝❧❛!!✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳

■♥ "❤❡ ❛❜!❡♥❝❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐" ♠✐❝#♦!❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣✉"❛"✐♦♥!✱ "❤❡!❡ !②♠♠❡"#✐❡! ❛#❡ "❤❡ ♦♥❧②

"♦♦❧! "❤❛" ❛❧❧♦✇ ✉! "♦ ❛❝❝❡!! "❤❡ =✉❛♥"✉♠ ❝♦##❡❝"❡❞ ♠❡"#✐❝✳ ❆" "❤✐! !"❛❣❡✱ ❧❡" ✉!

#❡♠✐♥❞ "❤❡ #❡❛❞❡# ❢♦# ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡ "❤❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥"❡♥" ✐♥ "❤❡ ❤②♣❡#♠✉❧"✐♣❧❡" !❡❝"♦#!

♦❢ "❤❡ ❝❛!❡! ❢♦# "②♣❡ ■■❆ ❛♥❞ "②♣❡ ■■❇ "❤❡♦#✐❡!✳

Type IIA : za, φ, σ and ζΛ, ζ̃Λ.

Type IIB : vi ≡ bi + iti, φ, ψ and c0, ci, ci, c0.
✭✷✳✸✼✮

❼ ❙②♠♣❧❡❝"✐❝ ✐♥✈❛#✐❛♥❝❡

❚②♣❡ ■■❆ ❝♦♥!"#✉❝"✐♦♥ ❤❛! ♠❛♥✐❢❡!" !②♠♣❧❡❝"✐❝ ✐♥✈❛#✐❛♥❝❡ ❜❡❝❛✉!❡ ❛❧❧ "❤❡

❢♦✉# ❞✐♠❡♥!✐♦♥❛❧ ✜❡❧❞! ❛#❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇✐"❤ #❡!♣❡❝" "♦ ❛ !②♠♣❧❡❝"✐❝ ❜❛!✐! ♦❢ ✸✲

❝②❝❧❡! (AΛ,BΛ)✳ ❆❧"❤♦✉❣❤ ✭✷✳✸✺✮ ✐! ✇#✐""❡♥ ❞♦✇♥ ✇❤❡♥ ❛ ♣❛#"✐❝✉❧❛# ❝❤♦✐❝❡ ♦❢

!✉❝❤ ❝②❝❧❡! ✐! ♠❛❞❡✱ "❤❡#❡ ✐! ♥♦ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✇❛② ♦❢ ❞♦✐♥❣ ✐"✳ ■" ✐! ❛❧✇❛②! ♣♦!✲

!✐❜❧❡ "♦ ♣❡#❢♦#♠ ❛ !②♠♣❧❡❝"✐❝ #♦"❛"✐♦♥ ❜② ❛ ♠❛"#✐① O ∈ Sp(2h2,1 + 2,Z) ❛♥❞

❛! "❤❡ ♣❤②!✐❝❛❧ #❡!✉❧"! ♠✉!" ♥♦" ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥" ♦♥ "❤❡ !②♠♣❧❡❝"✐❝ ♠❛#❦✐♥❣✱ ✐♥

♣❛#"✐❝✉❧❛# "❤❡ ♠❡"#✐❝✱ "❤❡② !❤♦✉❧❞ ❜❡ ♠❛♥✐❢❡!"❧② ✐♥✈❛#✐❛♥" ✉♥❞❡# !✉❝❤ "#❛♥!✲

❢♦#♠❛"✐♦♥!✳ ❚❤❡ !②♠♣❧❡❝"✐❝ #♦"❛"✐♦♥ ❛❝"! ❛! "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♦♥ ❛❧❧ !②♠♣❧❡❝"✐❝

✈❡❝"♦#!✱

O :

(

AΛ

BΛ

)

7→
(

a b

c d

) (

AΛ

BΛ

)

, ✭✷✳✸✽✮

✇❤❡#❡ a,b, c,d ❛#❡ (h2,1 + 1)× (h2,1 + 1) ♠❛"#✐❝❡! ♦❜❡②✐♥❣

aTc− cTa = 0 = bTd− dTb, aTd− cTb = 1. ✭✷✳✸✾✮

❚❤❡ !❝❛❧❛#! r ❛♥❞ σ ❛#❡ ✐♥✈❛#✐❛♥" ✉♥❞❡# !②♠♣❧❡❝"✐❝ "#❛♥!❢♦#♠❛"✐♦♥✳ ❚♦ !❡❡

"❤❛" "❤❡ ♠❡"#✐❝ ✐! !②♠♣❧❡❝"✐❝❛❧❧② ✐♥✈❛#✐❛♥"✱ ❧❡" ✉! !"❛#" ❜② ❝♦♥!✐❞❡#✐♥❣ "❤❡

!❡❝♦♥❞ "❡#♠✳ ◆♦✇ ♥♦"✐❝✐♥❣ ❬✶✸❪✱

N 7→ (c+ dN )(a+ bN )−1,

ImN 7→ (a+ bN )−T ImN (a+ bN̄ )−1,
✭✷✳✹✵✮

✷✷



❍②♣❡$♠✉❧(✐♣❧❡( ♠♦❞✉❧✐ ,♣❛❝❡✳ ✷✳✹

✇❡ ✜♥❞ &❤❛& &❤✐* &❡+♠ ✐* ✐♥❞❡❡❞ ✐♥✈❛+✐❛♥&✳

❚❤❡ &+❛♥*❢♦+♠❛&✐♦♥ ♦❢ za ✐* ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② *②♠♣❧❡❝&✐❝ &+❛♥*❢♦+♠❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ✈❡❝✲

&♦+ (XΛ, FΛ)✱ ❜✉✐❧& ❢+♦♠ &❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉* ❝♦♦+❞✐♥❛&❡ ❛♥❞ &❤❡ ♣+❡♣♦&❡♥&✐❛❧✳

❚❤✐* ❢❛❝& ❛❧❧♦✇* ♦♥❡ ✈❡+✐❢② ❡①♣❧✐❝✐&❧② &❤❛& &❤❡ ❧❛*& &❡+♠ ✐♥ ✭✷✳✸✺✮ ✐* ✐♥✈❛+✐❛♥&

✉♥❞❡+ *②♠♣❧❡❝&✐❝ &+❛♥*❢♦+♠❛&✐♦♥*✳ ❆❧&♦❣❡&❤❡+✱ &❤❡*❡ ❡♥*✉+❡ &❤❛& &❤❡ ♠❡&+✐❝

✐* *②♠♣❧❡❝&✐❝❛❧❧② ✐♥✈❛+✐❛♥&✳

❼ ❙✲❞✉❛❧✐&②

▼♦+❡♦✈❡+ &❤❡ &②♣❡ ■■❇ *&+✐♥❣ &❤❡♦+② ✐* ✐♥✈❛+✐❛♥& ✉♥❞❡+ ❙✲❞✉❛❧✐&② ❬✶✹❪✳ ■♥

❛❜*❡♥❝❡ ♦❢ α′
♦+ gs✲❝♦++❡❝&✐♦♥* ❛& ❧❛+❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ *♠❛❧❧ *&+✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❧✐♠✐&✱ &❤✐* *②♠♠❡&+② ✐* +❡❛❧✐③❡❞ ❜② ❝♦♥&✐♥✉♦✉* ❛❝&✐♦♥ ♦❢ SL(2,R) ❣+♦✉♣✳

■&* ❛❝&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ❝♦♦+❞✐♥❛&❡* ❛❞❛♣&❡❞ &♦ &❤❡ &②♣❡ ■■❇ *✐❞❡ ✭❢♦+ ♠❛♥✐❢❡*&

✐♥✈❛+✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡+ SL(2,R)✮ ✐*✱

SL(2,R) ∋ g :
τ 7→ aτ + b

cτ + d
, ta 7→ ta|cτ + d| , ca 7→ ca ,

(

ca

ba

)

7→
(

a b
c d

)(

ca

ba

)

,

(

c0
ψ

)

7→
(

d −c
−b a

)(

c0
ψ

)

,

✭✷✳✹✶✮

✇✐&❤ ad − bc = 1✱ ✇❤❡+❡ &❤❡ +❡❧❛&✐♦♥* ❜❡&✇❡❡♥ ✜❡❧❞* ✐♥ &②♣❡ ■■❆ ❛♥❞ &②♣❡

■■❇ ❛+❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

✶

✱

za = ba + ita , ζ0 = τ1 , ζa = −(ca − τ1b
a) ,

ζ̃a = ca +
1

2
κabc b

b(cc − τ1b
c) , ζ̃0 = c0 −

1

6
κabc b

abb(cc − τ1b
c) ,

σ = −2(ψ +
1

2
τ1c0) + ca(c

a − τ1b
a)− 1

6
κabc b

acb(cc − τ1b
c) ,

✭✷✳✹✷✮

❍♦✇❡✈❡+✱ ❛❢&❡+ ✐♥❝♦+♣♦+❛&✐♦♥ ♦❢ K✉❛♥&✉♠ ❝♦++❡❝&✐♦♥* ♦♥❡ ❡①♣❡❝&* ✐& &♦ ❜❡

❜+♦❦❡♥ ❞♦✇♥ &♦ ❛ ❞✐*❝+❡&❡ *✉❜❣+♦✉♣ ♦❢ ❙▲✭✷✱R✮✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❣❡& ❜❛❝❦ &♦ ✐&*

❞✐*❝✉**✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛♣&❡+ ✺✱ ❛♥❞ ✐& ✇✐❧❧ ❜❡ ♦✉+ ❣✉✐❞✐♥❣ ♣+✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦+ ❞❡+✐✈✐♥❣

+❡*✉❧&* ❢♦+ &❤❡ ✏✜✈❡❜+❛♥❡ ✐♥*&❛♥&♦♥*✧✳

❼ ❍❡✐*❡♥❜❡+❣ *②♠♠❡&+②

❚❤❡ ❘❘ *❝❛❧❛+* ❛♥❞ &❤❡ ◆❙ *❝❛❧❛+ ✐♥ &❤❡ ♠❡&+✐❝ ✭✷✳✸✺✮ ❛+❡ ❛❝&✉❛❧❧② ♦❜&❛✐♥❡❞ ❛*

❡✐&❤❡+ ♣❡+✐♦❞* ♦+ ❞✉❛❧* &♦ ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞* ♣+❡*❡♥& ✐♥ &❡♥ ❞✐♠❡♥*✐♦♥❛❧ *✉♣❡+*&+✐♥❣

&❤❡♦+✐❡*✳ ❚❤✐* ✐* &❤❡ ♦+✐❣✐♥ ♦❢ &❤❡ ❍❡✐*❡♥❜❡+❣ *②♠♠❡&+②✱ ❛* ✐& ✐* ❛ ❝♦♥*❡K✉❡♥❝❡

♦❢ &❤❡ ❣❛✉❣❡ *②♠♠❡&+✐❡*✳ ❬✶✺❪ ❞✐*❝✉**❡* &❤✐* *✐&✉❛&✐♦♥ ❛♥❞ &❤❡② ❛+❡ ❡①❛♠♣❧❡*

♦❢ &❤❡ *♦ ❝❛❧❧❡❞ S❡❝❝❡✐✲◗✉✐♥♥ *②♠♠❡&+✐❡*✳ ■&* ❛❝&✐♦♥ ✐* ♠♦*& ❝♦♥✈❡♥✐❡♥&❧②

+❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ &❡+♠* ♦❢ &②♣❡ ■■❆ ✜❡❧❞* ✿

TH,κ : (ζΛ, ζ̃Λ, σ) 7→ (ζΛ + ηΛ, ζ̃Λ + η̃Λ, σ + 2κ− η̃Λζ
Λ + ηΛζ̃Λ). ✭✷✳✹✸✮

✶

❲❤❡♥ ✇❡ ✉&❡ a '♦ ❧❛❜❡❧ '❤❡ ✐♥❞✐❝❡& ♦❢ '②♣❡ ■■❇ ✜❡❧❞&✱ ✇❡ '❛❝✐'❧② ❛&&✉♠❡ '❤❛' ✇❡ ❛7❡ ✇♦7❦✐♥❣
♦♥ '❤❡ ♠✐77♦7 ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉✱ &♦ '❤❛' h1,1(Ŷ) = h2,1(Y)✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐& ♥♦' ❛ ❝♦♥'7❛❞✐❝'♦7② ♥♦'❛'✐♦♥✳

✷✸



✷✳ ❈♦♠♣❛❝&✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ &②♣❡ ■■ .&/✐♥❣ &❤❡♦/✐❡. ♦♥ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ &❤/❡❡❢♦❧❞. ❛♥❞ &❤❡✐/

♠♦❞✉❧✐ .♣❛❝❡.

❋✉#$❤❡#♠♦#❡✱ $❤❡ ❝♦♠♣♦,✐$✐♦♥ ♦❢ $✇♦ ,✉❝❤ $#❛♥,❢♦#♠❛$✐♦♥, ✐, ❣✐✈❡♥ ❜②

TH1,κ1 · TH2,κ2 = TH1+H2,κ1+κ2+
1
2
〈H1,H2〉

. ✭✷✳✹✹✮

❍❡#❡ H = (ηΛ, η̃Λ) ✐, ❛ ,②♠♣❧❡❝$✐❝ ✈❡❝$♦# ❛♥❞ $❤❡ ,②♠♣❧❡❝$✐❝ ✐♥✈❛#✐❛♥$ ✐♥♥❡#

♣#♦❞✉❝$ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜② 〈H,H ′〉 = η̃Λη
′Λ − ηΛη̃′Λ. ❆$ $❤✐, ,$❛❣❡ H ∈ R

b3
❛♥❞ κ ∈

R✳ ■♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ,❡❝$✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐,❝✉,, ❤♦✇ ♥♦♥✲♣❡#$✉#❜❛$✐✈❡ @✉❛♥$✉♠

❝♦##❡❝$✐♦♥, ❞✉❡ $♦ ✐♥,$❛♥$♦♥, ❜#❡❛❦ $❤❡♠ ❞♦✇♥ $♦ ✐♥$❡❣❡#,✳

❼ ❙②♠♠❡$#② ❛#♦✉♥❞ $❤❡ ❧❛#❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦✐♥$

❚❤❡#❡ ✐, ❛♥♦$❤❡# ❦✐♥❞ ♦❢ D❡❝❝❡✐✲◗✉✐♥♥ ,②♠♠❡$#② ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛,✐❧② ✉♥❞❡#✲

,$♦♦❞ ❢#♦♠ $❤❡ $②♣❡ ■■❇ ,✐❞❡✳ ❲❤❡♥ $❤❡ ,❝❛❧❛#, ba ❞✉❛❧ $♦ $❤❡ $✇♦ ❢♦#♠ ✜❡❧❞

B2 ✐, ✐♥ $❤❡ ❤②♣❡#♠✉❧$✐♣❧❡# ,❡❝$♦#✱ $❤✐, ,②♠♠❡$#② ✐, ✐♥❤❡#✐$❡❞ ❢#♦♠ $❤❡ ❣❛✉❣❡

,②♠♠❡$#② ♦❢ $❤❡ ❧❛$$❡#✳ ■♥ $❤❡ ♣#❡♣♦$❡♥$✐❛❧ ✭✷✳✸✷✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❝$✉❛❧❧② ❞#♦♣ $❤❡

❧❛,$ $✇♦ $❡#♠, ✐♥ $❤❡ ❧❛#❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐$✱ ✇❤❡#❡ α′
✲❝♦##❡❝$✐♦♥, ❛#❡ ❛❜,❡♥$✳ ■♥

$❤❛$ ❝❛,❡ ✐$ ✐, ❛ ❝♦♥$✐♥✉♦✉, ,②♠♠❡$#②✱ ✇❤❡#❡❛, ✐♥ ♣#❡,❡♥❝❡ ♦❢ α′
✲❝♦##❡❝$✐♦♥,

✐$ ❜❡❝♦♠❡, ❞✐,❝#❡$❡✳ ❋✉#$❤❡#♠♦#❡ ,✉❝❤ ,❤✐❢$ ,❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② $#❛♥,✲

❢♦#♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❘❘ ,❝❛❧❛#, ❛, $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

Mǫa :
ba 7→ ba + ǫa , ζa 7→ ζa + ǫaζ0 , ζ̃a 7→ ζ̃a − κabcζ

bǫc − 1

2
κabcǫ

bǫcζ0 ,

ζ̃0 7→ ζ̃0 − ζ̃aǫ
a +

1

2
κabcζ

aǫbǫc +
1

6
κabcǫ

aǫbǫcζ0 .

✭✷✳✹✺✮

❼ ▼✐##♦# ,②♠♠❡$#②

❆, ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧#❡❛❞② ,❡❡♥✱ $❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ,♣❛❝❡, ♦❢ $②♣❡ ■■❆ ❛♥❞ $②♣❡ ■■❇ ,✐❞❡, ❛#❡

✐❞❡♥$✐❝❛❧✱ ♣#♦✈✐❞❡❞ $❤❡② ❛#❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛❝$✜❝❛$✐♦♥ ♦♥ ♠✐##♦# ❈❛❧❛❜✐✲

❨❛✉ $❤#❡❡❢♦❧❞,✳ ❚❤❡,❡ ❞✐✛❡#❡♥$ ❢❛❝❡$, ♦❢ $❤❡ ,❛♠❡ $❤❡♦#② ❛#❡ ✉,❡❢✉❧ $♦ ❞❡❛❧

✇✐$❤ ✈❛#✐♦✉, $②♣❡, ♦❢ ,②♠♠❡$#✐❡, ✇❤✐❝❤ ❛#❡ ♠♦,$ ♥❛$✉#❛❧❧② #❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ ♦♥❡

♦# $❤❡ ♦$❤❡#✳ ❋♦# ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❤❡#❡❛, ❙✲❞✉❛❧✐$② ✐, ❛ ♠❛♥✐❢❡,$ ,②♠♠❡$#② ✐♥ $❤❡

$②♣❡ ■■❇ ,✐❞❡✱ $②♣❡ ■■❆ ❢♦#♠✉❧❛$✐♦♥ ✐, ✐❞❡❛❧❧② ,✉✐$❡❞ ❢♦# ,②♠♣❧❡❝$✐❝ ✐♥✈❛#✐❛♥❝❡✳

❚❤❡ ❛❞✈❛♥$❛❣❡ ♦❢ ♠✐##♦# ,②♠♠❡$#② ✐, $❤❛$ ✐$ ❛❧❧♦✇, $♦ ♣❛,, ❢#♦♠ ♦♥❡ $♦ $❤❡

♦$❤❡#✳

✷✳✺ ◗✉❛❧✐(❛(✐✈❡ ♥❛(✉,❡ ♦❢ /✉❛♥(✉♠ ❝♦,,❡❝(✐♦♥

■♥ ,$#✐♥❣ $❤❡♦#② $❤❡#❡ ❛#❡ $✇♦ ,♦✉#❝❡, ♦❢ @✉❛♥$✉♠ ❝♦##❡❝$✐♦♥, $♦ $❤❡ #❡,✉❧$, ♦❜✲

$❛✐♥❡❞ ❜② ❑❛❧✉③❛✲❑❧❡✐♥ #❡❞✉❝$✐♦♥ ✿ $❤❡② ❝❛♥ ❝♦♠❡ ❢#♦♠ $✇♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥,$❛♥$,✱ α′

❛♥❞ gs✱ ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❜♦$❤ ♣❡#$✉#❜❛$✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡#$✉#❜❛$✐✈❡✳ ❚❤❡ α′
✲❝♦##❡❝$✐♦♥, ❝❛♥

❛♣♣❡❛# ♦♥❧② ✇❤❡#❡ $❤❡ ❑T❤❧❡# ♠♦❞✉❧✐ ♣#❡,❡♥$✱ ❢♦# ❡①❛♠♣❧❡ $❤✐, ✐, $❤❡ #❡❛,♦♥ ✇❤②

$②♣❡ ■■❆ ✈❡❝$♦# ♠✉❧$✐♣❧❡$, #❡❝❡✐✈❡ ,✉❝❤ ❝♦##❡❝$✐♦♥,✳ ❉✉❡ $♦ $❤❡ ❝✲♠❛♣ $❤❡ ,✐$✉❛$✐♦♥

✐, #❡✈❡#,❡❞ ❢♦# $❤❡ ❤②♣❡#♠✉❧$✐♣❧❡$ ,❡❝$♦#✳ ❲❤❡#❡❛, MHM ✐, α′
✲❡①❛❝$✱ ✐$ #❡❝❡✐✈❡,

❝♦##❡❝$✐♦♥, ❢#♦♠ $❤❡♠ ♦♥ $❤❡ $②♣❡ ■■❇ ,✐❞❡✳ ❍♦✇❡✈❡#✱ ❢♦# ❜♦$❤ ♦❢ $❤❡,❡ ❝❛,❡, ✐♥

✷✹



◗✉❛❧✐%❛%✐✈❡ ♥❛%✉)❡ ♦❢ ,✉❛♥%✉♠ ❝♦))❡❝%✐♦♥✳ ✷✳✺

!❤❡ ❧♦✇❡'! ♦(❞❡( ✐♥ gs !❤❡ ♠❡!(✐❝ ✐' ❞❡!❡(♠✐♥❡❞ ❝♦♠♣❧❡!❡❧② ❜② !❤❡ ♣(❡♣♦!❡♥!✐❛❧ ❜②

✭✷✳✸✺✮✳

❚❤❡ gs ❝♦((❡❝!✐♦♥' ❛♣♣❡❛( ✐♥ ❜♦!❤ MA
HM ❛♥❞ MB

HM ❛' !❤❡ ❞✐❧❛!♦♥ ✐' ❛ ♣❛(! ♦❢

❤②♣❡(♠✉❧!✐♣❧❡! ✐♥ ❜♦!❤ !②♣❡ ■■❆ ❛♥❞ !②♣❡ ■■❇ !❤❡♦(✐❡'✳ ❖♥ !❤❡ ♦!❤❡( ❤❛♥❞ ❢♦( !❤❡

✈❡❝!♦( ♠✉❧!✐♣❧❡!' !❤❡ ♠❡!(✐❝ ✐' !(❡❡ ❧❡✈❡❧ ❡①❛❝! ✐♥ gs✳ ❇❡❧♦✇✱ ✇❡ ❞✐'❝✉'' A✉❛❧✐!❛!✐✈❡

❡✛❡❝!' ♦❢ !❤❡ gs ❝♦((❡❝!✐♦♥' !♦ !❤❡ ❣❡♦♠❡!(② ♦❢ MHM ❜♦!❤ ♣❡(!✉(❜❛!✐✈❡❧② ❛♥❞

♥♦♥✲♣❡(!✉(❜❛!✐✈❡❧② ❢♦( !❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ❤②♣❡(♠✉❧!✐♣❧❡!'✳

❼ #❡%&✉%❜❛&✐✈❡ ❝♦%%❡❝&✐♦♥/

E❡(!✉(❜❛!✐✈❡ ❝♦((❡❝!✐♦♥' '❤♦✉❧❞ ❜❡ ♦❜!❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣❛♥❞✐♥❣ ✐♥ ♣♦✇❡(' ♦❢ ❞✐❧❛✲

!♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐' !❤❡ ❝♦✉♥!✐♥❣ ♣❛(❛♠❡!❡( ❢♦( !❤❡ '!(✐♥❣ ❧♦♦♣ ❡①♣❛♥'✐♦♥✳ ■! ✐'

✐♠♣♦(!❛♥! !❤❛! ✐♥ !❤❡ ♣❡(!✉(❜❛!✐✈❡ ❛♣♣(♦①✐♠❛!✐♦♥ !❤❡ ♠❡!(✐❝ ♠✉'! (❡!❛✐♥

!❤❡ ❝♦♥!✐♥✉♦✉' ❍❡✐'❡♥❜❡(❣ '②♠♠❡!(② ✭✷✳✹✸✮ ❬✶✻✱✶✼❪✳✳

❼ ◆♦♥✲♣❡%&✉%❜❛&✐✈❡ ❝♦%%❡❝&✐♦♥/

◆♦♥✲♣❡(!✉(❜❛!✐✈❡ ❝♦((❡❝!✐♦♥' ❡♠❛♥❛!❡ ❢(♦♠ ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ❜(❛♥❡' ✇(❛♣♣✐♥❣ ❞✐❢✲

❢❡(❡♥! ♥♦♥✲❝♦♥!(❛❝!✐❜❧❡ ❝②❝❧❡' ♦❢ !❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲②❛✉ !❤(❡❡❢♦❧❞ ❬✶✵❪✳ ❙✉❝❤ ❝♦((❡❝✲

!✐♦♥' ❛(❡ ❝❛❧❧❡❞ ✐♥'!❛♥!♦♥' ❜❡❝❛✉'❡ !❤❡'❡ ♦❜❥❡❝!' '❡❡♠ !♦ ❜❡ ♣♦✐♥!✲❧✐❦❡ ♦❜❥❡❝!'

❢(♦♠ !❤❡ ❢♦✉( ❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ ♣❡('♣❡❝!✐✈❡✳ ■♥ !❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ ♦❢ '!(✐♥❣ !❤❡♦(② !✇♦ ♦❢

'✉❝❤ ♦❜❥❡❝!' ❣❡♥❡(❛!❡ ✐♥'!❛♥!♦♥ ❝♦♥!(✐❜✉!✐♦♥'✱

✕ ❚❤❡ ✜('! ♦❢ !❤❡♠ ❛(❡ '♦ ❝❛❧❧❡❞ ❉✲✐♥'!❛♥!♦♥ ❡✛❡❝!' ❝♦♠✐♥❣ ❢(♦♠ ❉✲❜(❛♥❡'✳

E❤②'✐❝❛❧❧② !❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ✐♥!❡(♣(❡!❡❞ ❛' ❛(✐'✐♥❣ ❢(♦♠ ❉p✲❜(❛♥❡' ✇✐!❤ (p+
1)✲❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ ✇♦(❧❞✈♦❧✉♠❡✱ ✇(❛♣♣✐♥❣ ❛♣♣(♦♣(✐❛!❡ ❝②❝❧❡' ✐♥ !❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲

❨❛✉✳ ❋♦( !②♣❡ ■■❆✱ p ✐' ❡✈❡♥✱ ✇❤❡(❡❛' ❢♦( !②♣❡ ■■❇ p ✐' ♦❞❞✳

❙✐♥❝❡ ❛ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ !❤(❡❡❢♦❧❞ ❞♦❡' ♥♦! ❛❞♠✐! ❛♥② ♥♦♥✲!(✐✈✐❛❧ ♦♥❡ ♦( ✜✈❡

❝②❝❧❡✱ !❤❡(❡ ❛(❡ ♦♥❧② ❉✷✲✐♥'!❛♥!♦♥' ✐♥ !❤❡ !②♣❡ ■■❆ '✐❞❡ ✇(❛♣♣✐♥❣ ✸✲

❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ ❝②❝❧❡' ✐♥ Y✳ ❚❤❡② ❛(❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② !❤❡ ❝❤❛(❣❡ ✈❡❝!♦( γ =
(pΛ, qΛ)✱ (❡♣(❡'❡♥!✐♥❣ !❤❡ ❝②❝❧❡ ✇(❛♣♣❡❞✱ qΛAΛ + pΛBΛ ∈ H3(Y)✳

■♥ !❤❡ ❝❛'❡ ♦❢ !②♣❡ ■■❇ '✐❞❡ ❛❧❧ ✐♥'!❛♥!♦♥' ✇(❛♣♣✐♥❣ ❞✐✛❡(❡♥! ❡✈❡♥✲

❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ ❝②❝❧❡' ❛(❡ ♣(❡'❡♥!✳ ❚❤❡ ♦♥❡' !❤❛! ❝♦♠❡ ❢(♦♠ ✇(❛♣♣✐♥❣ 0
❛♥❞ 2−❞✐♠❡♥'✐♦♥❛❧ ❝②❝❧❡' ❛(❡ ❝❛❧❧❡❞ ❉✭✲✶✮ ❛♥❞ ❉✶ ✐♥'!❛♥!♦♥'✳ ❚❤(♦✉❣❤

♠✐((♦( '②♠♠❡!(② !❤❡② ❛(❡ (❡❧❛!❡❞ !♦ !❤❡ ❆✲❉✷ ✐♥'!❛♥!♦♥' ✭qΛ 6= 0, pΛ =
0 ❝♦♠✐♥❣ ❢(♦♠ ❉✲❜(❛♥❡' ✇(❛♣♣✐♥❣ A✲❝②❝❧❡' ✐♥ !②♣❡ ■■❆ '✐❞❡✮✳ ❚❤❡ ♦!❤❡(

!✇♦ ❉✸ ❛♥❞ ❉✺ ✐♥'!❛♥!♦♥' ❛(❡ ♠❛♣♣❡❞ !♦ !❤❡ ❇✲❉✷ ✐♥'!❛♥!♦♥' ✭❝♦♠✐♥❣

❢(♦♠ ❉✲❜(❛♥❡' ✇(❛♣♣✐♥❣ B✲❝②❝❧❡' ✐♥ !②♣❡ ■■❆✮ ✇✐!❤ ♥♦♥✲✈❛♥✐'❤✐♥❣ pa

❛♥❞ p0 (❡'♣❡❝!✐✈❡❧②✳

❙❝❤❡♠❛!✐❝❛❧❧② !❤❡ ❉✲✐♥'!❛♥!♦♥ ❝♦((❡❝!✐♦♥' !❛❦❡ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦(♠' ❬✶✵❪✱

δds2|
❉✲✐♥$%

∼ Ω(γ; z) e−2π|Zγ |/gs−2πi(qΛζ
Λ−pΛζ̃Λ), ✭✷✳✹✻✮

✇❤❡(❡ ✐! ❞❡♣❡♥❞' ♦♥ '♦♠❡ ♠♦❞✉❧✐ ❞❡♣❡♥❞❡♥! ❢✉♥❝!✐♦♥' ❣✐✈✐♥❣ '!(❡♥❣!❤'

!♦ !❤❡ ✐♥'!❛♥!♦♥'✱ ❦♥♦✇♥ ❛' ❝❡♥!(❛❧ ❝❤❛(❣❡' Zγ ❛♥❞ ❛(❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

Zγ = qΛz
Λ − pΛFΛ. ✭✷✳✹✼✮

✷✺



✷✳ ❈♦♠♣❛❝&✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ &②♣❡ ■■ .&/✐♥❣ &❤❡♦/✐❡. ♦♥ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ &❤/❡❡❢♦❧❞. ❛♥❞ &❤❡✐/

♠♦❞✉❧✐ .♣❛❝❡.

❚❤❡ ❇%❙ ✐♥❞✐❝❡+ Ω(γ; z) ❛-❡ +♦♠❡ ♠♦❞✉❧✐ ❛♥❞ ❝❤❛-❣❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥4 ❝♦❡❢✲

✜❝✐❡♥4+✳ ❚❤❡② ❣✐✈❡ -✐+❡ 4♦ 4❤❡ ✐♥+4❛♥4♦♥ ♠❡❛+✉-❡+ ❛♥❞ ✐4 ✐+ ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥

4❤❛4 4❤❡② ❛-❡ -❡❧❛4❡❞ 4♦ 4❤❡ ❝♦✉♥4✐♥❣ +4❛4❡+ ❢♦- 4❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡+✳

❚❤❡② ❛-❡ ♣✐❡❝❡✇✐+❡ ❝♦♥+4❛♥4 ❢✉♥❝4✐♦♥ ♦♥ 4❤❡ ♠♦❞✉❧✐ za✱ ✇❤❡-❡ 4❤❡ ❥✉♠♣+

♦❝❝✉- ❛❝-♦++ ❝♦❞✐♠❡♥+✐♦♥ ♦♥❡ +✉-❢❛❝❡+✱ 4❤❡ +♦ ❝❛❧❧❡❞ ✇❛❧❧+ ♦❢ ♠❛-❣✐♥❛❧

+4❛❜✐❧✐4② ❛❜♦✉4 ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐+❝✉++ ✐♥ ❝❤❛♣4❡- ✹✳

■4 ✐+ ❝❧❡❛- 4❤❛4 4❤❡ ❘❘✲✜❡❧❞+ ✭ζΛ, ζ̃Λ✮ ✱ ✐♥ 4❤❡ ❉✲✐♥+4❛♥4♦♥ ❛❝4✐♦♥ ❜-❡❛❦

4❤❡ ❝♦♥4✐♥✉♦✉+ ❍❡✐+❡♥❜❡-❣ +②♠♠❡4-✐❡+ ✭✷✳✹✸✮ 4♦ ❞✐+❝-❡4❡ ♦♥❡+✳ ❆❢4❡-

✐♥❝♦-♣♦-❛4✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ +♦-4+ ♦❢ ❉✲✐♥+4❛♥4♦♥+ ❛❧❧ +❤✐❢4 +②♠♠❡4-✐❡+ ❛❧♦♥❣ 4❤❡

❘❘✲✜❡❧❞+ ❜❡❝♦♠❡ ❞✐+❝-❡4❡✳ ❋♦- 4❤❡ 4②♣❡ ■■❇ +✐❞❡✱ 4❤❡ ❡✛❡❝4 ✐+ +✐♠✐❧❛-✱

4❤❡ 4❤❡4❛✲❛♥❣❧❡+ ❛-❡ ♥♦✇ 4❤❡ ✜❡❧❞+ c0, ci, c0, ci✳

✕ ❚❤❡-❡ ✐+ ❛♥♦4❤❡- ♥♦♥✲♣❡-4✉-❜❛4✐✈❡ ♦❜❡❥❛❝4 ❝❛❧❧❡❞ ◆❙✺✲❜-❛♥❡+✱ 4❤❛4 ❛-❡

♠❛❣♥❡4✐❝ ❞✉❛❧ 4♦ ❢✉♥❞❛♠❡♥4❛❧ +4-✐♥❣+✳ ❙✐♥❝❡ 4❤❡② ❤❛✈❡ +✐① ❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧

✇♦-❧❞✈♦❧✉♠❡ 4❤❡② ❝❛♥ ✇-❛♣ 4❤❡ ❡♥4✐-❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❚❤❡② ❛-❡

-❡+♣♦♥+✐❜❧❡ ❢♦- 4❤❡ ❜-❡❛❦✐♥❣ ❞♦✇♥ ♦❢ 4❤❡ ✜♥❛❧ ❝♦♥4✐♥✉♦✉+ +②♠♠❡4-②

✇❤✐❝❤ ✐+ ❝♦♥4✐♥✉♦✉+ 4-❛♥+❧❛4✐♦♥ ❛❧♦♥❣ ◆❙ ❛①✐♦♥ σ✳ ❙❝❤❡♠❛4✐❝❛❧❧②✱ 4❤❡✐-

❛❝4✐♦♥ ✐+ ❣✐✈❡♥ ❜②✱

δds2|
◆❙✺

∼ e−2π|k|V/g2s−πikσ. ✭✷✳✹✽✮

❚❛❦✐♥❣ ❛❧❧ ♥♦♥✲♣❡-4✉-❜❛4✐✈❡ ❡✛❡❝4+ ✐♥4♦ ❛❝❝♦✉♥4✱ ❧❡❛❞+ 4♦ 4❤❡ ❤②♣❡-♠✉❧✲

4✐♣❧❡4 ♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡ ❞❡✈♦✐❞ ♦❢ ❛❧❧ ❝♦♥4✐♥✉♦✉+ ✐+♦♠❡4-✐❡+✱ ✇❤✐❧❡ ♦♥❧② ❛

❞✐+❝-❡4❡ +✉❜❣-♦✉♣ ♦❢ 4❤❡♠ ✐+ -❡4❛✐♥❡❞✳

✷✳✻ #$❡&❡♥( &(❛(✉&

❘❡❝❡♥4 ②❡❛-+ ❤❛✈❡ ♠❛-❦❡❞ ❛ ❧♦4 ♦❢ ♣-♦❣-❡++ ✐♥ 4❤❡ ✉♥❞❡-+4❛♥❞✐♥❣ 4❤❡ ❤②♣❡-♠✉❧4✐♣❧❡4

♠❡4-✐❝ ❢♦- 4❤❡ 4②♣❡ ■■ +4-✐♥❣ 4❤❡♦-✐❡+✳ ❲❡ ♣-❡+❡♥4❧② ❤❛✈❡ ❛ ♥❡❛4❡- ❞❡+❝-✐♣4✐♦♥ ♦❢

◗❑ ❣❡♦♠❡4-✐❡+ ✉+✐♥❣ 4✇✐+4♦- 4❡❝❤♥✐T✉❡+✱ ✉♥❞❡-+4❛♥❞✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇✐❧❧ ❜❡ 4❤❡ ♠❛✐♥

❢♦❝✉+ ♦❢ 4❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝❤❛♣4❡-✳ ❚❤❡ ✐♥❝❧✉+✐♦♥ ♦❢ ❉✲✐♥+4❛♥4♦♥+ ♦♥ 4②♣❡ ■■❆ +✐❞❡

❝♦♥+✐+4❡♥4❧② ✇✐4❤ 4❤❡ +②♠♣❧❡❝4✐❝ ✐♥✈❛-✐❛♥❝❡ ❤❛❞ ❜❡❡♥ ❛❧-❡❛❞② ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❬✶✽✱ ✶✾❪✳

❚❤❡ ❉✭✲✶✮ ❛♥❞ ❉✶ ✐♥+4❛♥4♦♥+ ♦♥ 4❤❡ 4②♣❡ ■■❇ +✐❞❡ ❤❛❞ ❛❧+♦ ❜❡❡♥ ❛❝❝♦✉♥4❡❞ ❢♦-

✐♥ ❬✷✵❪✳ ❋✉-4❤❡-♠♦-❡ ✐♥✐4✐❛❧ +4❡♣+ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ◆❙✺ ✐♥+4❛♥4♦♥+ ❤❛✈❡ ❛❧+♦ ❜❡❡♥ 4❛❦❡♥

✐♥ ❬✷✶❪✱ ✇❤❡-❡ ❛❧+♦ +❡✈❡-❛❧ ✐♥4❡-❡+4✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝4❡❞ ♣-♦❜❧❡♠+ ❛-❡ ❛❞❞-❡++❡❞✱ ❢♦-

❡①❛♠♣❧❡ +♦♠❡ -❡❧❛4✐♦♥ 4♦ 4♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ +4-✐♥❣+✳ ❚❤❡ T✉❡+4✐♦♥ ♦❢ ❉✸✲✐♥+4❛♥4♦♥+ ♦♥

4②♣❡ ■■❇ ❤❛+ ❛❧+♦ ❜❡❡♥ ❛44❡♠♣4❡❞ ✐♥ ❬✷✷❪ ❛❧4❤♦✉❣❤ ✐4+ ✉♥❞❡-+4❛♥❞✐♥❣ +4✐❧❧ -❡♠❛✐♥+

✐♥❝♦♠♣❧❡4❡ ❛+ 4❤❡ ❛♥❛❧②+✐+ ❤❛+ ❜❡❡♥ ❞♦♥❡ ✐♥ 4❤❡ ❧❛-❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐4 ❛♥❞ ♦♥❧② ✉♣4♦

✜-+4 ♦-❞❡- ✐♥ ✐♥+4❛♥4♦♥+✳ ❍❡-❡ ✇❡ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ 4❤❡+❡ -❡+✉❧4+✳ ■♥ ♣❛-4✐❝✉❧❛-✱ ♥♦✇

✇❡ ❤❛✈❡ ✉♥❞❡-+4♦♦❞ 4❤❡ ◆❙✺ ✐♥+4❛♥4♦♥+ ♦♥ 4❤❡ 4②♣❡ ■■❇ +✐❞❡ ♠♦+4❧②✱ ❜❛--✐♥❣ ❛

❢❡✇ +✉❜4❧❡4✐❡+✱ ❬✷✸✱✷✹❪✳ ❋✉-4❤❡-♠♦-❡ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐4 ❡①♣-❡++✐♦♥ ❢♦- 4❤❡ ♠❡4-✐❝ ❤❛+ ❜❡❡♥

❝❛❧❝✉❧❛4❡❞ ✐♥ ❬✶✶❪ ✐♥ ♣-❡+❡♥❝❡ ♦❢ ❆✲❉✷ ✐♥+4❛♥4♦♥+ ♦♥ 4❤❡ 4②♣❡ ■■❆ +✐❞❡✳ ❲❡ -❡✐4❡-❛4❡

4❤❛4 ❛❧❧ ♦❢ 4❤❡+❡ ✇❡-❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② ✐♥✈♦❦✐♥❣ ❞✐✛❡-❡♥4 +②♠♠❡4-✐❡+ ♦❢ 4❤❡ 4②♣❡ ■■❆

✷✻



 !❡#❡♥% #%❛%✉# ✳ ✷✳✻

❛♥❞ ■■❇ ❢♦(♠✉❧❛,✐♦♥.✳ ❇❡❢♦(❡ ❝♦♠✐♥❣ ,♦ ,❤❡.❡ ♣♦✐♥,. ✐♥ ❧❛,❡( ❝❤❛♣,❡(.✱ ✇❡ ♥❡❡❞ ,♦

✜(., (❡✈✐❡✇ ,❤❡ ,✇✐.,♦( ,❡❝❤♥✐8✉❡. ❢♦( ,❤❡ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞.✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛(❡ ❣♦✐♥❣ ,♦ ❞♦

♥❡①,✳

✷✼



❈❍❆#❚❊❘ ✸

❚✇✐#$♦&✐❛❧ ❞❡#❝&✐♣$✐♦♥ ♦❢ ◗✉❛$❡&♥✐♦♥ ❑2❤❧❡& ♠❛♥✐❢♦❧❞#

■♥ "❤❡ ♣&❡❝❡❞✐♥❣ ❝❤❛♣"❡& ✇❡ ❢♦✉♥❞ "❤❛" ❝♦♠♣❛❝"✐✜❝❛"✐♦♥2 ♦❢ "②♣❡ ■■ 2"&✐♥❣ "❤❡✲

♦&✐❡2 ♦♥ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ "❤&❡❡❢♦❧❞2 ❧❡❛❞ ✉2 "♦ 2"✉❞② ❤②♣❡&♠✉❧"✐♣❧❡" ♠♦❞✉❧✐ 2♣❛❝❡2 ♦❢

❢♦✉& ❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧ N = 2 2✉♣❡&❣&❛✈✐"✐❡2✳ ▼♦&❡♦✈❡&✱ ✇❡ ❛❧2♦ 2❛✇ "❤❛" "❤❡2❡ ❤②♣❡&✲

♠✉❧"✐♣❧❡" ♠♦❞✉❧✐ 2♣❛❝❡2 ❛&❡ =✉❛"❡&♥✐♦♥✲❑?❤❧❡& ♠❛♥✐❢♦❧❞2✳ ❚❤❡ ♣❤②2✐❝❛❧ ♣&♦❜❧❡♠

"❤❛" ✇❡ ✇❛♥" "♦ ❛❞❞&❡22 ✐2 ❞❡2❝&✐❜✐♥❣ "❤❡2❡ ❤②♣❡&♠✉❧"✐♣❧❡" ♠♦❞✉❧✐ 2♣❛❝❡2 ✇❤❡♥ ❛❧❧

♣♦22✐❜❧❡ =✉❛♥"✉♠ ❝♦&&❡❝"✐♦♥2 ❛&❡ ♣&❡2❡♥"✳ ❇✉" ✐" ✐2 ♥♦" ❡❛2② "♦ ❞❡❛❧ ✇✐"❤ ❣❡♥❡&❛❧

◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞2✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧"② ♦❢ ❤❛♥❞❧✐♥❣ "❤❡♠ 2"❡♠2 ❢&♦♠ "❤❡ ❢❛❝" "❤❛" "❤❡② ❛&❡

&❛"❤❡& ❝♦♠♣❧✐❝❛"❡❞ ❣❡♦♠❡"&✐❝ ♦❜❥❡❝"2✳ ❚❤✐2 ❢❛❝" &❡♥❞❡&2 "❤❡ ♣&♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✲

✐♥❣ ✐♥2"❛♥"♦♥ ❝♦&&❡❝"✐♦♥2 ❞✐&❡❝"❧② ❛" "❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ ♠❡"&✐❝ "♦ ❜❡ ❡①"&❡♠❡❧② ❞✐✣❝✉❧"✳

❋♦&"✉♥❛"❡❧② "❤❡&❡ ✐2 ❛ ✇❛② "♦ ❝✐&❝✉♠✈❡♥" "❤✐2 ♣&♦❜❧❡♠ ✳

▲❡" ✉2 &❡❝❛❧❧ ✇❤② 2♣❡❝✐❛❧ ❑?❤❧❡& ♠❛♥✐❢♦❧❞2 ❛&❡ ❝♦♠♣❛&❛"✐✈❡❧② ❡❛2✐❡& ❣❡♦♠❡"&✐❝

♦❜❥❡❝"2✳ ❚❤❡ &❡❛2♦♥ ✐2 "❤❛" "❤❡&❡ ❡①✐2"2 ❛ ❤♦❧♦♠♦&♣❤✐❝ ♣&❡♣♦"❡♥"✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♠✲

♣❧❡"❡❧② ❡♥❝♦❞❡2 "❤❡✐& ❣❡♦♠❡"&②✳ ■♥ "❤❡ ❝❛2❡ ♦❢ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞2 ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❛❧2♦ ❧✐❦❡

"♦ ❤❛✈❡ 2✉❝❤ ❛ ♥✐❝❡✱ ❡❧❡❣❛♥" ❛♥❞ 2✉❜2"❛♥"✐❛❧❧② ♠♦&❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥" ❞❡2❝&✐♣"✐♦♥✳ ❚❤❡

"✇✐2"♦& ❝♦♥2"&✉❝"✐♦♥ "❤❛" ✇❡ ❛&❡ ❣♦✐♥❣ "♦ ♣&❡2❡♥" ✐♥ "❤✐2 ❝❤❛♣"❡& ❛❝"✉❛❧❧② ❞♦❡2 "❤❡

❥♦❜✳ ■" "✉&♥2 ♦✉" "❤❛" 2✉❝❤ ❝♦♥2"&✉❝"✐♦♥ ❧❡❛❞2 "♦ 2✐♠✐❧❛& ♦❜❥❡❝"2 "❤&♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ "❤❡

❣❡♦♠❡"&② ♦❢ ◗❑ 2♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣❧❡"❡❧② ❡♥❝♦❞❡❞✳ ■♥ "❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❛&❡ ❣♦✐♥❣

"♦ &❡❝❛♣✐"✉❧❛"❡ "❤❡ ❡22❡♥❝❡ ♦❢ "❤❡2❡ "❡❝❤♥✐=✉❡2 ❛♥❞ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ♦✉" ❤♦✇ ❝❡&"❛✐♥

❤♦❧♦♠♦&♣❤✐❝ "&❛♥2✐"✐♦♥ ❢✉♥❝"✐♦♥2 ♦♥ "❤❡ "✇✐2"♦& 2♣❛❝❡ ✇✐❧❧ 2❡&✈❡ ♦✉& ♣✉&♣♦2❡✳

✸✳✶ ◗✉❛&❡(♥✐♦♥ ❑-❤❧❡( ♠❛♥✐❢♦❧❞3 ❛♥❞ &❤❡✐( &✇✐3&♦(

3♣❛❝❡3

❖✉& ❞✐2❝✉22✐♦♥ ❝❧♦2❡❧② ❢♦❧❧♦✇2 ❬✷✺❪ ❛♥❞ "❤❡ &❡✈✐❡✇ ❬✹❪✳ ❆ ◗❑ 2♣❛❝❡ M ✐2 ❛ 4n &❡❛❧

❞✐♠❡♥2✐♦♥❛❧ ❘✐❡♠❛♥♥✐❛♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❤♦❧♦♥♦♠② ❣&♦✉♣ ❝♦♥"❛✐♥❡❞ ✐♥ USp(n)×

✷✽



◗✉❛#❡%♥✐♦♥ ❑*❤❧❡% ♠❛♥✐❢♦❧❞0 ❛♥❞ #❤❡✐% #✇✐0#♦% 0♣❛❝❡0✳ ✸✳✶

SU(2) ❬✷✻❪✳ ❚❤❡ n = 1 ❝❛*❡ ✐* ,❤❡ *✐♠♣❧❡*, ❛♥❞ *♣❡❝✐❛❧ ✐♥ ,❤❡ *❡♥*❡ ,❤❛, ,❤❡ ◗❑

♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐* ,❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛* ❛ *❡❧❢✲❞✉❛❧ ❊✐♥*,❡✐♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳

❚❤❡ ◗❑ *♣❛❝❡ ❝❛::✐❡* ❛ ,:✐♣❧❡, ♦❢ ♥♦♥✲✐♥,❡❣:❛❜❧❡ ❛❧♠♦*, ❝♦♠♣❧❡① *,:✉❝,✉:❡* J i

*❛,✐*❢②✐♥❣ ,❤❡ ?✉❛,❡:♥✐♦♥✐❝ ❛❧❣❡❜:❛✳ ❚❤❡② ❞❡✜♥❡ ,❤❡ ?✉❛,❡:♥✐♦♥✐❝ ,✇♦✲❢♦:♠* ❜②

ωi(X, Y ) = g(J iX, Y )✳ ❚❤❡*❡ ,✇♦ ❢♦:♠* ❛:❡ ❝♦✈❛:✐❛♥,❧② ❝❧♦*❡❞ ✇✐,❤ :❡*♣❡❝, ,♦ ,❤❡

SU(2) ♣❛:, ~p ♦❢ ,❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐,❛ ❝♦♥♥❡❝,✐♦♥ ❛♥❞ ❛:❡ ♣:♦♣♦:,✐♦♥❛❧ ,♦ ,❤❡ ❝✉:✈❛,✉:❡

♦❢ ~p✱

d~ω + ~p× ~ω = 0, d~p+
1

2
~p× ~p =

ν

2
~ω, ✭✸✳✶✮

✇❤❡:❡ ν ✐* :❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ❘✐❝❝✐ ❝✉:✈❛,✉:❡ ν = R
4n(n+2)

✳ ❚❤❡ ♠❛❥♦: ♣:♦❜❧❡♠ ✇✐,❤ *✉❝❤

*♣❛❝❡* ✐* ,❤❛, ,❤❡② ❛:❡ ♥♦, ❡✈❡♥ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛♥✐❢♦❧❞*✳ ❍♦✇❡✈❡:✱ ✐, ✐* *,✐❧❧ ♣♦**✐❜❧❡ ,♦

❞❡*❝:✐❜❡ ,❤❡ ❣❡♦♠❡,:② ♦❢ ◗❑ *♣❛❝❡* ❛♥❛❧②,✐❝❛❧❧② ❜② ♣❛**✐♥❣ ,♦ ✐,* ,✇✐*,♦: *♣❛❝❡✳

❚❤❡ ,✇✐*,♦: *♣❛❝❡ Z ♦❢ ,❤❡ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞ M ✐* ,❤❡ ,♦,❛❧ *♣❛❝❡ ♦❢ ❛ CP 1
❜✉♥❞❧❡

♦♥ M✳ ❚❤✐* CP 1
✐* ,❤❡ *♣❤❡:❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② ,❤❡ ,:✐♣❧❡, ♦❢ ❛❧♠♦*, ❝♦♠♣❧❡① *,:✉❝,✉:❡*✳

■♥ ❝♦♥,:❛*, ,♦ ,❤❡ ◗❑ *♣❛❝❡✱ ,❤✐* ,✇✐*,♦: *♣❛❝❡ ✐* ❛ ❝♦♠♣❧❡① ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❋✉:,❤❡:♠♦:❡

✐, ❝❛::✐❡* ❛♥ ✐♥,❡❣:❛❜❧❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥,❛❝, *,:✉❝,✉:❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ,❤❡ ❦❡:♥❡❧ ♦❢

,❤❡ O(2)✲,✇✐*,❡❞ ✭✶✱✵✮✲❢♦:♠

Dt = dt+ p+ − ip3t+ p−t
2, ✭✸✳✷✮

✇❤❡:❡ p± = −1
2
(p1 ∓ ip2) ❛♥❞ t ✐* ,❤❡ *,❡:❡♦❣:❛♣❤✐❝ ❝♦♦:❞✐♥❛,❡ ♦❢ CP 1

✳

❚❤❡:❡ ✐* ❛ ♠♦:❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥, ✇❛② ,♦ ❞❡*❝:✐❜❡ ,❤✐* ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥,❛❝, *,:✉❝,✉:❡ ✈✐❛

❛ ❤♦❧♦♠♦:♣❤✐❝ ♦♥❡✲❢♦:♠ X ✱ ❦♥♦✇♥ ❛* ❝♦♥,❛❝, ♦♥❡✲❢♦:♠✳ ▲♦❝❛❧❧② ,❤❡:❡ ❡①✐*,* ❛

❢✉♥❝,✐♦♥✱ ,❤❡ *♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥,❛❝, ♣♦,❡♥,✐❛❧ Φ[i]
✱ ,❤❛, ❛❧❧♦✇* ✉* ,♦ ❝♦♥*,:✉❝, ✐, ❢:♦♠

,❤❡ (1, 0)✲❢♦:♠ Dt✱

X [i] =
4

it
eΦ

[i]

Dt, ✭✸✳✸✮

✇❤❡:❡ ,❤❡ ✐♥❞❡① ✐♥❞✐❝❛,❡* ,❤❡ ❢❛❝, ,❤❛, ✇❡ ❛:❡ ✇♦:❦✐♥❣ ♦♥❧② ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ ❛ ♣❛,❝❤

Ui ⊂ Z✳ ❚❤✐* ❝♦♥,❛❝, ♣♦,❡♥,✐❛❧ ✐* ❛ ?✉❛♥,✐,② ,❤❛, ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛ ✈❡:② ✐♠♣♦:,❛♥, :♦❧❡

✐♥ ❢✉,✉:❡✳ ❋♦: ✐♥*,❛♥❝❡ ✐, ❞❡,❡:♠✐♥❡* ,❤❡ ❑P❤❧❡: ♣♦,❡♥,✐❛❧ ♦♥ Z ❜②

K[i]
Z = log

1 + tt̄

|t| + ReΦ[i]. ✭✸✳✹✮

❚❤❡ ❛❞✈❛♥,❛❣❡ ♦❢ ,❤❡ ❝♦♥,❛❝, ♦♥❡✲❢♦:♠ X [i]
❜❡❝♦♠❡* ♠❛♥✐❢❡*, ✇❤❡♥ ♦♥❡ ✐♥,:♦✲

❞✉❝❡* ❤♦❧♦♠♦:♣❤✐❝ ❉❛:❜♦✉① ❝♦♦:❞✐♥❛,❡*✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✐, ✐* ❛❧✇❛②* ♣♦**✐❜❧❡ ,♦ ❝❤♦♦*❡

❝♦♠♣❧❡① ❝♦♦:❞✐♥❛,❡* (ξΛ[i], ξ̃
[i]
Λ , α

[i]) ♦♥ ❛ ♣❛,❝❤ Ui ♦♥ ,❤❡ ,✇✐*,♦: *♣❛❝❡ *✉❝❤ ,❤❛, X [i]

❝❛♥ ❜❡ ❧♦❝❛❧❧② ,:✐✈✐❛❧✐③❡❞ ❛* ❬✷✺✱ ✷✼❪

X [i] = dα[i] + ξΛ[i] dξ̃
[i]
Λ . ✭✸✳✺✮

❚❤❡ ❝♦♥,❛❝, *,:✉❝,✉:❡ ✐* ❝♦♠♣❧❡,❡❧② ❞❡,❡:♠✐♥❡❞ ❜② ,❤❡ ,:❛♥*❢♦:♠❛,✐♦♥* :❡❧❛,✐♥❣

,❤❡ ❉❛:❜♦✉① ❝♦♦:❞✐♥❛,❡* ✐♥ ,❤❡ ✐♥,❡:*❡❝,✐♦♥ ♦❢ ,✇♦ ❞✐✛❡:❡♥, ♣❛,❝❤❡* Ui∩Uj✳ ❚❤❡*❡

✷✾



✸✳ ❚✇✐#$♦&✐❛❧ ❞❡#❝&✐♣$✐♦♥ ♦❢ ◗✉❛$❡&♥✐♦♥ ❑2❤❧❡& ♠❛♥✐❢♦❧❞#

✏❝♦♥%❛❝%♦♠♦(♣❤✐,♠,✧ ,❤♦✉❧❞ ♣(❡,❡(✈❡ %❤❡ ❝♦♥%❛❝% ♦♥❡✲❢♦(♠ ✉♣ %♦ ❛ ❤♦❧♦♠♦(♣❤✐❝

❢❛❝%♦(✱

X [j] = f̂ 2
[ij]X [i]. ✭✸✳✻✮

❚❤❡ ❝♦♥%❛❝%♦♠♦(♣❤✐,♠, ❞❡✜♥❡❞ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣❛(❛♠❡%(✐③❡❞ ❜② %❤❡ %(❛♥,✐%✐♦♥

❢✉♥❝%✐♦♥, H [ij] ∈ H1(Z,O(2))✱ ✇❤✐❝❤ ❛(❡ ❤♦❧♦♠♦(♣❤✐❝ ❢✉♥❝%✐♦♥, ♦❢ ❉❛(❜♦✉① ❝♦✲

♦(❞✐♥❛%❡, ξΛ[i] ♦♥ ♦♥❡ ♣❛%❝❤ ❛♥❞ ξ̃
[j]
Λ , α

[j]
♦♥ %❤❡ ♦%❤❡(✳ ❚❤❡ ❣❧✉✐♥❣ ❝♦♥❞✐%✐♦♥, %❤❛%

(❡❧❛%❡ ❉❛(❜♦✉① ❝♦♦(❞✐♥❛%❡, ♦♥ %✇♦ ❞✐✛❡(❡♥% ♣❛%❝❤❡, %✉(♥ ♦✉% %♦ ❜❡

ξΛ[j] = ξΛ[i] − ∂
ξ̃
[j]
Λ
H [ij] + ξΛ[j]∂α[j]H [ij],

ξ̃
[j]
Λ = ξ̃

[i]
Λ + ∂ξΛ

[i]
H [ij],

α[j] = α[i] +H [ij] − ξΛ[i]∂ξΛ[i]H
[ij],

✭✸✳✼✮

✉,✐♥❣ ✇❤✐❝❤ %❤❡ ❤♦❧♦♠♦(♣❤✐❝ (❡,❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝%♦(, ✐♥ ✭✸✳✻✮ ❜❡❝♦♠❡,

f̂ 2
[ij] = 1− ∂α[j]H [ij], ✭✸✳✽✮

❛♥❞ ✐, ❝♦♠♣❧❡%❡❧② ❞❡%❡(♠✐♥❡❞ ❜② H [ij]
✳

❚❤❡,❡ ❣❧✉✐♥❣ ❝♦♥❞✐%✐♦♥, ❛♣♣❡♥❞❡❞ ✇✐%❤ ❛♣♣(♦♣(✐❛%❡ (❡❣✉❧❛(✐%② ❝♦♥❞✐%✐♦♥, ❝❛♥

❜❡ (❡✇(✐%%❡♥ ❛, ❛ ,❡% ♦❢ ✐♥%❡❣(❛❧ ❡F✉❛%✐♦♥, ❢♦( %❤❡ ❉❛(❜♦✉① ❝♦♦(❞✐♥❛%❡, ❬✷✺❪✳ ❚❤❡

❉❛(❜♦✉① ❝♦♦(❞✐♥❛%❡, ❤❡(❡ ❛(❡ ❢✉♥❝%✐♦♥, ♦❢ %❤❡ ◗❑ ❝♦♦(❞✐♥❛%❡, (xµ) ❛, ✇❡❧❧ ❛, %❤❡

CP 1
✲✜❜❡( ❝♦♦(❞✐♥❛%❡ t✳ ❲❡ (❡F✉✐(❡ %❤❛% %❤❡ ❝♦♦(❞✐♥❛%❡ ξΛ[i] ❤❛, ♦♥❧② ,✐♠♣❧❡ ♣♦❧❡,

❛% t = 0,∞✱ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇ ❢♦( %❤❡ ❝♦♦(❞✐♥❛%❡ α[i]
%♦ ❤❛✈❡ ❧♦❣❛(✐%❤♠✐❝ ,✐♥❣✉❧❛(✐%✐❡, ❛%

t = 0,∞ ✳

✶

ξΛ[i](x
µ, t) = AΛ + t−1Y Λ − tȲ Λ − 1

2

∑

j

∮

Cj

dt′

2πit′
t′ + t

t′ − t

(

∂
ξ̃
[j]
Λ
H [ij] − ξΛ[j]∂α[j]H [ij]

)

,

ξ̃
[i]
Λ (xµ, t) = BΛ +

1

2

∑

j

∮

Cj

dt′

2πit′
t′ + t

t′ − t
∂ξΛ

[i]
H [ij],

α[i](xµ, t) = Bα − 2icα log t+
1

2

∑

j

∮

Cj

dt′

2πit′
t′ + t

t′ − t

(

H [ij] − ξΛ[i]∂ξΛ[i]H
[ij]

)

.

✭✸✳✾✮

❍❡(❡ t ∈ Û [i]
✱ ✇❤❡(❡ Û [i]

✐, %❤❡ ♣(♦❥❡❝%✐♦♥ ♦❢ U [i]
♦♥ %❤❡ CP 1

❛♥❞ Ci✬, ❛(❡

❝♦♥%♦✉(, %❤❛% ,✉((♦✉♥❞ Û [i]
✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✈❛(✐❛❜❧❡, Y Λ

❛♥❞ %❤❡ (❡❛❧ ✈❛(✐❛❜❧❡,

AΛ, BΛ, Bα ♣❧❛② %❤❡ (♦❧❡, ♦♥ ❝♦♦(❞✐♥❛%❡, ♦❢ %❤❡ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ❈♦✉♥%✐♥❣ %❤❡ ♥✉♠✲

❜❡( ♦❢ ♣❛(❛♠❡%❡(, ✇❡ ✜♥❞ 4n + 1✱ ✇❤❡(❡ n ✐, %❤❡ F✉❛%❡(♥✐♦♥✐❝ ❞✐♠❡♥,✐♦♥ ♦❢ M✳

❚❤❡② ❝♦♥%❛✐♥ ♦♥❡ ♣❛(❛♠❡%❡( ❡①%(❛ ❜❡❝❛✉,❡ %❤❡ ♦✈❡(❛❧❧ ♣❤❛,❡ (♦%❛%✐♦♥ ♦❢ Y Λ
❝❛♥ ❜❡

✶

❆❝"✉❛❧❧② ♦♥❡ ❝❛♥ ❛❧❧♦✇ ❢♦, ❧♦❣❛,✐"❤♠✐❝ 1✐♥❣✉❧❛,✐"✐❡1 ❢♦, ❜♦"❤ ξ̃
[i]
Λ ❛♥❞ α[i]

✳ ❚❤❡② ❣✐✈❡ ,✐1❡ "♦

"❤❡ 1♦ ❝❛❧❧❡❞ ✏❛♥♦♠❛❧♦✉1 ❞✐♠❡♥1✐♦♥1✧ cΛ ❛♥❞ cα ❬✷✺❪✳ ■♥ ✇❤❛" ❢♦❧❧♦✇1✱ cΛ✬1 ❛,❡ ♥♦" ,❡❧❡✈❛♥" ❢♦,
♦✉, ❝♦♥1✐❞❡,❛"✐♦♥1✳ ❇✉" cα ✐1✱ ❜❡❝❛✉1❡ ✐" ❡♥❝♦❞❡1 "❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ❝♦,,❡❝"✐♦♥ ✐♥ gs✳

✸✵



❈♦♥#❛❝# ❜'❛❝❦❡# ❢♦'♠❛❧✐.♠✳ ✸✳✷

❛❜#♦%❜❡❞ ❜② %❡❞❡✜♥✐♥❣ -❤❡ CP 1
❝♦♦%❞✐♥❛-❡ t✳ ■♥ ♠❛-❤❡♠❛-✐❝❛❧ ♣❛%❧❛♥❝❡ -❤❡ ♣%♦✲

❝❡❞✉%❡ ♦❢ #♦❧✈✐♥❣ -❤❡#❡ ✐♥-❡❣%❛❧ ❡8✉❛-✐♦♥# ✐# ❦♥♦✇♥ ❛# ✏♣❛%❛♠❡-%✐③✐♥❣ -❤❡ -✇✐#-♦%

❧✐♥❡#✧✳ ❚❤❡%❡ ✐# ❛♥ ✐♠♣♦%-❛♥- -❤✐♥❣ -♦ ♥♦-✐❝❡ ✐♥ -❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐♥-❡❣%❛❧ ❡8✉❛-✐♦♥# ✿ -❤❡

✐♥❞❡① i ✐♥#✐❞❡ -❤❡ ✐♥-❡❣%❛❧ ❝❛♥ ❜❡ %❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐-❤ ❛♥② ♦-❤❡% ✐♥❞❡① ❢♦% ❛♥② ♦-❤❡% ♣❛-❝❤

✐♥ -❤❡ -✇✐#-♦% #♣❛❝❡ ❛# -❤❡ -%❛♥#✐-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥# #❛-✐#❢② ❝❡%-❛✐♥ ❝♦❝②❝❧❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥#✳

❚❤✐# ❢❛❝- ✐# ✐♠♣♦%-❛♥- ✐♥ ❝♦♠♣✉-❛-✐♦♥# ♣%❡#❡♥-❡❞ ❧❛-❡%✳

❋✐♥❛❧❧② ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ -❤❡ ❣❧✉✐♥❣ ❝♦♥❞✐-✐♦♥# ❢♦% -❤❡ ❝♦♥-❛❝- ♣♦-❡♥-✐❛❧✱

Φ[i] − Φ[j] = log(1− ∂α[j]H [ij]). ✭✸✳✶✵✮

❚❤✐# ❝❛♥ ❜❡ #♦❧✈❡❞ -♦ ✜♥❞ ❬✷✺❪

Φ[i] = φ− 1

2

∑

j

∮

Cj

dt′

2πit′
log(1− ∂α[j]H [ij]), ✭✸✳✶✶✮

✇❤❡%❡ -❤❡ ❝♦♥#-❛♥- ♣❛%- ✐#

eφ = eRe [Φ[+](t=0)] =

1
8π

∑

j

∮

Cj

dt
t

(

t−1Y Λ − tȲ Λ
)

∂ξΛ
[i]
H [ij] + cα

2 cos
[

1
4π

∑

j

∮

Cj

dt
t
log(1− ∂α[j]H [ij])

] , ✭✸✳✶✷✮

❛♥❞ -❤❡ ✐♥❞❡① [+] ❞❡♥♦-❡# -❤❡ ♣❛-❝❤ #✉%%♦✉♥❞✐♥❣ -❤❡ ♥♦%-❤ ♣♦❧❡ ✭t = 0✮ ♦♥ CP 1
✳

❖♥❡ ♠♦%❡ ✐♠♣♦%-❛♥- ❢❛❝- -♦ ♥♦-❡ -❤❛- ❛❧❧ -❤❡ 8✉❛♥-✐-✐❡# #✉❝❤ ❛# ❝♦♥-❛❝- ♦♥❡✲

❢♦%♠✱ ❉❛%❜♦✉① ❝♦♦%❞✐♥❛-❡#✱ -%❛♥#✐-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥# ❛♥❞ ❝♦♥-❛❝- ♣♦-❡♥-✐❛❧ #❛-✐#❢② %❡❛❧✲

✐-② ❝♦♥❞✐-✐♦♥# ✉♥❞❡% -❤❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❝-✐♦♥ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❥✉❣❛-✐♦♥ ❛♥❞ -❤❡ ❛♥-✐♣♦❞❛❧

♠❛♣✱ ς[t] = −1/t̄✱ ♣%♦✈✐❞❡❞ -❤❛- -❤❡ ❝♦✈❡%✐♥❣ ♦❢ Z ❜② ♣❛-❝❤❡# {Ui} %❡♠❛✐♥# ✐♥✲

✈❛%✐❛♥-✱ ✐✳❡✳ Ui ✐# ♠❛♣♣❡❞ -♦ Uī ❛♥❞ ❜❛❝❦✳ ■♥ ♣❛%-✐❝✉❧❛%✱ -❤❡ -%❛♥#✐-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥#

#❛-✐#❢②

ς[H [ij]] = H [̄ij̄]. ✭✸✳✶✸✮

✸✳✷ ❈♦♥&❛❝& ❜*❛❝❦❡& ❢♦*♠❛❧✐1♠

❚❤❡%❡ ✐# ❛ ❢✉%-❤❡% #✐♠♣❧✐✜❝❛-✐♦♥ ✐❢ ♦♥❡ ✐♥-%♦❞✉❝❡# ❝❡%-❛✐♥ ♦❜❥❡❝-# ❝❛❧❧❡❞ ✏❝♦♥-❛❝-

❤❛♠✐❧-♦♥✐❛♥#✧✳ ❚❤❡② ✇❡%❡ ✐♥-%♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷✸✱ ✷✹❪✳ ❚❤❡ ❞✐✣❝✉❧-② ♦❢ ♣❛%❛♠❡-%✐③✐♥❣

-❤❡ ❝♦♥-❛❝- -%❛♥#❢♦%♠❛-✐♦♥# ✇✐-❤ ✉#✉❛❧ -%❛♥#✐-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥# ❛%✐#❡# ❢%♦♠ -❤❡ ❢❛❝-

-❤❛- H [ij]
❛%❡ ❢✉♥❝-✐♦♥# ♦❢ ❉❛%❜♦✉① ❝♦♦%❞✐♥❛-❡# ✐♥ -✇♦ ❞✐✛❡%❡♥- ♣❛-❝❤❡#✳ ❉✉❡ -♦

-❤✐# -❤❡ ❛♣♣❛%❡♥-❧② #✐♠♣❧❡ ❣❧✉✐♥❣ ❝♦♥❞✐-✐♦♥# ♠❛② ❜❡ ❣❡♥❡%❛-❡❞ ❜② ❝♦♠♣❧✐❝❛-❡❞

-%❛♥#✐-✐♦♥ ❢✉♥❝-✐♦♥#✳ ■♥ ♣❛%-✐❝✉❧❛% ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❞✐#❝✉##❡# #②♠♠❡-%✐❡# -❤✐# ❝%❡❛-❡# ❛

❜✐❣ ♦❜#-❛❝❧❡✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② #✉❝❤ #②♠♠❡-%✐❡# ❞❡✜♥❡ #♦♠❡ ❛❝-✐♦♥ ❧♦❝❛❧❧② ❛- ❡❛❝❤ ♣❛-❝❤

Ui ♦♥ -❤❡ -✇✐#-♦% #♣❛❝❡ ❜② -❤❡✐% ❛❝-✐♦♥ ♦♥ -❤❡ ❉❛%❜♦✉① ❝♦♦%❞✐♥❛-❡#✳ ❚❤❡#❡ ❛❝-✐♦♥#

❝❛♥ -❛❦❡ ❛ ❤✐❣❤❧② ♥♦♥❧✐♥❡❛% ❢♦%♠ ✐❢ ♦♥❡ -%✐❡# -♦ %❡❛❧✐③❡ #✉❝❤ #②♠♠❡-%✐❡# ✐♥ -❡%♠#

♦❢ H [ij]
✳ ❲❡ ✇✐❧❧ #❡❡ ❡①❛♠♣❧❡# ♦❢ #✉❝❤ #✐-✉❛-✐♦♥# ❧❛-❡%✳

✸✶



✸✳ ❚✇✐#$♦&✐❛❧ ❞❡#❝&✐♣$✐♦♥ ♦❢ ◗✉❛$❡&♥✐♦♥ ❑2❤❧❡& ♠❛♥✐❢♦❧❞#

❇❡❢♦%❡✱ ✇❡ ✐♥*%♦❞✉❝❡ *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❤❛♠✐❧*♦♥✐❛♥✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ *♦ %❡❝❛♣✐*✉❧❛*❡

❝❡%*❛✐♥ ❢❛❝*4 ❛❜♦✉* ❝♦♥*❛❝* ❣❡♦♠❡*%②✱ *❤❡ %❡❧❡✈❛♥* ❣❡♦♠❡*%② ❢♦% *❤❡ *✇✐4*♦% 4♣❛❝❡4✳

▲❡* ✉4 ❝♦♥4✐❞❡% ❛ ❝♦♥*❛❝* ✈❡❝*♦% ✜❡❧❞ Xh ❛44♦❝✐❛*❡❞ ✇✐*❤ ❛ ❢✉♥❝*✐♦♥ h✳ ■* ✐4

❞❡*❡%♠✐♥❡❞ ❜②

ιXh
dX = −dh+R(h)X , ιXh

X = h. ✭✸✳✶✹✮

❍❡%❡ ιX ❞❡♥♦*❡4 *❤❡ ❝♦♥*%❛❝*✐♦♥ ✇✐*❤ ❛ ✈❡❝*♦% ✜❡❧❞ ❛♥❞ R ✐4 *❤❡ 4♦ ❝❛❧❧❡❞ ❘❡❡❜

✈❡❝*♦% ❞❡*❡%♠✐♥❡❞ ❛4 *❤❡ ✉♥✐C✉❡ ❡❧❡♠❡♥* ♦❢ *❤❡ ❦❡%♥❡❧ ♦❢ dX 4❛*✐4❢②✐♥❣ X (R) = 1✳

❋✉%*❤❡%♠♦%❡✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❜%❛❝❦❡* ✇❤✐❝❤ ✐4 ❛♥ ❡①*❡♥4✐♦♥ ♦❢ F♦✐44♦♥

❜%❛❝❦❡* ✐♥ *❤❡ %❡❛❧♠ ♦❢ ❝♦♥*❛❝* ❣❡♦♠❡*%②✳ ■*4 ❞❡✜♥✐*✐♦♥ ❢♦% *✇♦ ♦❜❥❡❝*4 µ1 ∈ O(2m)
❛♥❞ µ2 ∈ O(2n) ✐4 ❛4 ❛ ♠❛♣ *♦ O(2(m+ n− 1)) ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✶✽❪✱

{µ1, µ2}m,n = ∂ξΛµ1∂ξ̃Λµ2 +
(

mµ1 − ξΛ∂ξΛµ1

)

∂αµ2

− ∂ξΛµ2∂ξ̃Λµ1 −
(

nµ2 − ξΛ∂ξΛµ2

)

∂αµ1.
✭✸✳✶✺✮

❋%♦♠ *❤❡ ❞❡✜♥✐*✐♦♥ *❤❡ 4❦❡✇✲4②♠♠❡*%② ✐4 ♦❜✈✐♦✉4✱ ✐♥ ♣❛%*✐❝✉❧❛%

{µ, µ}m,n = (m− n)µ∂αµ. ✭✸✳✶✻✮

✭✸✳✶✺✮ ❛❧4♦ 4❛*✐4✜❡4 *❤❡ ▲❡✐❜♥✐*③ %✉❧❡ ❛♥❞ *❤❡ ❏❛❝♦❜✐ ✐❞❡♥*✐*②✳ ❋♦% 4♦♠❡ 4❡❝*✐♦♥

µ3 ∈ O(2k) *❤❡ ▲❡✐❜♥✐*③ %✉❧❡ ❜❡❝♦♠❡4

{µ1µ2, µ3}m+n,k = µ1{µ2, µ3}n,k + µ2{µ1, µ3}m,k. ✭✸✳✶✼✮

❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐ ✐❞❡♥*✐*② *✉%♥4 ♦✉* *♦ ❜❡ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❡❧❛*✐♦♥✱

{µ1, {µ2, µ3}n,k}m,n+k−1 − {µ2, {µ1, µ3}m,k}n,m+k−1

− {{µ1, µ2}m,n, µ3}m+n−1,k = 0.
✭✸✳✶✽✮

❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇✐❧❧ ♠♦4*❧② ♥❡❡❞ *❤❡ ❝❛4❡ ♦❢ {, }1,0 ❜❡❧♦✇✱ *♦ %❡❞✉❝❡ *❤❡ ❝✉♠❜❡%4♦♠❡✲

♥❡44 ♦❢ *❤❡ ♥♦*❛*✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞%♦♣ *❤❡ ✐♥❞✐❝❡4 ✐❢ ♥♦ ❝♦♥❢✉4✐♦♥ ❛%✐4❡4✳ ■* ♣%♦✈✐❞❡4

*❤❡ ❛❝*✐♦♥ ♦❢ ❛ ✈❡❝*♦% ✜❡❧❞ Xµ1 ✇✐*❤ *❤❡ ✭❣❡♥❡%❛❧✐③❡❞✮ ♠♦♠❡♥* ♠❛♣ µ1 ♦♥ ❛ ❧♦❝❛❧

❝♦♠♣❧❡① ❢✉♥❝*✐♦♥ µ2 ❬✷✽❪✳ ■♥ ♣❛%*✐❝✉❧❛% ❣✐✈❡♥ 4✉❝❤ µ1 ❛♥❞ µ2✱ *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❜%❛❝❦❡*

✐4 ❞❡✜♥❡❞ ❜② *❤❡ ❛❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ✈❡❝*♦% ✜❡❧❞ ❛44♦❝✐❛*❡❞ *♦ µ1 ❛4

{µ1, µ2} = Xµ1µ2. ✭✸✳✶✾✮

❙❡**✐♥❣ µ1 = h ❛♥❞ µ2 *♦ ❜❡ ♦♥❡ ♦❢ *❤❡ ❉❛%❜♦✉① ❝♦♦%❞✐♥❛*❡4✱ ♦♥❡ ❡①♣❧✐❝✐*❧② ✜♥❞4

{h, ξΛ} = − ∂ξ̃Λh+ ξΛ∂αh, {h, ξ̃Λ} = ∂ξΛh,

{h, α} = h− ξΛ∂ξΛh.
✭✸✳✷✵✮

■❢ *❤❡ 4❛♠❡ ❢✉♥❝*✐♦♥ h ✐4 ✉4❡❞ *♦ %❡♣%❡4❡♥* 4❡❝*✐♦♥4 ♦❢ *✇♦ ❞✐✛❡%❡♥* ❜✉♥❞❧❡4

O(2) ❛♥❞ O(0)✱ ♦♥❡ ✜♥❞4 *❤❛* *❤❡ ❜%❛❝❦❡* ✐4 ♥♦* ❛♥*✐4②♠♠❡*%✐❝✱ *❤❡ ❢❛❝* ✇❤✐❝❤

❢♦❧❧♦✇4 ❢%♦♠ ✭✸✳✶✻✮✳ ■♥4*❡❛❞ ✐* 4❛*✐4✜❡4✱

{h, h} = h∂αh = hR(h), ✭✸✳✷✶✮

✸✷



●❛✉❣❡ %&❛♥(❢♦&♠❛%✐♦♥✳ ✸✳✸

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜*❛✐♥❡❞ ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ ιXh
♦♥ *❤❡ ✜12* ❡3✉❛*✐♦♥ ♦❢ ✭✸✳✶✹✮ ❛♥❞ ♦❢ ❝♦✉12❡✱

✇✐*❤♦✉* ❧♦♦2✐♥❣ ❣❡♥❡1❛❧✐*② ✇❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦2❡ *❤❡ ❘❡❡❜ ✈❡❝*♦1 ✜❡❧❞ R(h) = ∂αh✳

❆ ❝1✉❝✐❛❧ ♣1♦♣❡1*② ♦❢ *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❜1❛❝❦❡* ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢1♦♠ ✐*2 ❞❡✜♥✐*✐♦♥ ✐2 *❤❛*

✐* ❣❡♥❡1❛*❡2 ✐♥✜♥✐*❡2✐♠❛❧ ❝♦♥*❛❝* *1❛♥2❢♦1♠❛*✐♦♥✳ ❚❤✐2 ♠❡❛♥2

LXh
X = dιXh

X + ιXh
dX = R(h)X . ✭✸✳✷✷✮

❚❤✉2 ❡①♣♦♥❡♥*✐❛*✐♥❣ *❤❡ ❛❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❜1❛❝❦❡* ♦♥❡ ❣❡♥❡1❛*❡2 ❛ ✜♥✐*❡ ❝♦♥*❛❝*

*1❛♥2❢♦1♠❛*✐♦♥✳ ❚❤✐2 ✐♠♣❧✐❡2 *❤❛* *❤❡ ❣❧✉✐♥❣ ❝♦♥❞✐*✐♦♥2 ❝❛♥ ❜❡ 1❡✇1✐**❡♥ ❛2✱

Ξ[j] = e{h
[ij],·}Ξ[i], ✭✸✳✷✸✮

❢♦1 2♦♠❡ ❢✉♥❝*✐♦♥ h[ij]✳
❚❤❡ ❛❝*✐♦♥ ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ *❤❡ ❉❛1❜♦✉① ❝♦♦1❞✐♥❛*❡2 ✐2 ❣✐✈❡♥ ❜②

ξΛ[j] = e{h
[ij], · } ξΛ[i] = ξΛ[i] − ∂

ξ̃
[j]
Λ
H [ij] + ξΛ[j] ∂α[j]H [ij],

ξ̃
[j]
Λ = e{h

[ij], · } ξ̃
[i]
Λ = ξ̃

[i]
Λ + ∂ξΛ

[i]
H [ij],

α[j] = e{h
[ij], · } α[i] = α[i] +H [ij] − ξΛ[i]∂ξΛ[i]H

[ij].

✭✸✳✷✹✮

❋1♦♠ *❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇❡ ❝❛♥ ❛❧2♦ ✜♥❞ ❛♥ ❡①♣1❡22✐♦♥ ❢♦1 *❤❡ ✉2✉❛❧ *1❛♥2✐*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥

H [ij]
✐♥ *❡1♠2 ♦❢ h[ij] ❛2

H [ij] =
(

e{h
[ij], · } − 1

)

α[i] + ξΛ[i]

(

e{h
[ij], · } − 1

)

ξ̃
[i]
Λ . ✭✸✳✷✺✮

❚❤❡ ✐♠♣♦1*❛♥* ♣♦✐♥* ❤❡1❡ ✐2 *❤❛* 1❡✇1✐*✐♥❣ *❤❡ ❣❧✉✐♥❣ ❝♦♥❞✐*✐♦♥2 ❜② ✭✸✳✷✹✮

❛✈♦✐❞2 *❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛*✐♦♥ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ *♦ ❝♦♠♣✉*❡ ❞❡1✐✈❛*✐✈❡2 ♦♥❧② ❛❢*❡1 *1❛♥2❢❡11✐♥❣ *♦

*❤❡ ♣❛*❝❤❡2 Uj ❢♦1 *❤❡ ❉❛1❜♦✉① ❝♦♦1❞✐♥❛*❡2 ξ̃
[j]
Λ ❛♥❞ α[j]

✱ ✇❤✐❝❤ ❛1❡ ❛1❣✉♠❡♥*2 ♦❢

H [ij]
✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐❢ ♦♥❡ ✉2❡2 *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❤❛♠✐❧*♦♥✐❛♥2✱ *❤❡ ❞❡1✐✈❛*✐✈❡2 *❤❛* ❡♥*❡1 *❤❡

❣❧✉✐♥❣ ❝♦♥❞✐*✐♦♥2 ❝❛♥ ❜❡ *❛❦❡♥ *1❡❛*✐♥❣ *❤❡ ❉❛1❜♦✉① ❝♦♦1❞✐♥❛*❡2 ♦♥ *❤❡ 2❛♠❡ ♣❛*❝❤

❛2 ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥* ✈❛1✐❛❜❧❡2✳ ❚❤✐2 2✐♠♣❧✐✜❝❛*✐♦♥ ✇✐❧❧ ♣❧❛② ❛♥ ✐♠♣♦1*❛♥* 1♦❧❡ ✇❤❡♥ ✇❡

✇✐❧❧ ❞✐2❝✉22 ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞2 ✇✐*❤ 2②♠♠❡*1✐❡2 ❛♥❞ *❤❡✐1 *✇✐2*♦1 2♣❛❝❡2✳ ❆❧2♦ ✐* ✐2

✉2❡❢✉❧ *♦ ♥♦*❡ *❤❛* ✐♥ *❤❡ ❝❛2❡ ✇❤❡1❡ H [ij]
✐2 ❞❡♣❡♥❞❡♥* ♦♥ ξΛ[i] ♦♥❧② *❤❡ ❝♦♥*❛❝*

❤❛♠✐❧*♦♥✐❛♥ h[ij] ❝♦✐♥❝✐❞❡2 ✇✐*❤ *❤❡ *1❛♥2✐*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥✱ H [ij](ξΛ[i]) = h[ij](ξΛ[i])✳

✸✳✸ ●❛✉❣❡ '(❛♥*❢♦(♠❛'✐♦♥

❚❤❡ *1❛♥2✐*✐♦♥ ❢✉♥❝*✐♦♥2 ❛1❡ ❛❝*✉❛❧❧② ♥♦* ✉♥✐3✉❡❧② ❞❡*❡1♠✐♥❡❞✳ ■* ✐2 2*✐❧❧ ♣♦22✐❜❧❡ *♦

♣❡1❢♦1♠ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥*❛❝* *1❛♥2❢♦1♠❛*✐♦♥2 ♦♥ ❡❛❝❤ ♦❢ *❤❡ ♣❛*❝❤❡2 ♦❢ *❤❡ *✇✐2*♦1 2♣❛❝❡

Ui ∈ Z ❬✷✺❪✳ ❙✐♥❝❡ *❤❡2❡ ❣❛✉❣❡ *1❛♥2❢♦1♠❛*✐♦♥2 ❛1❡ ❝♦♥*❛❝* *1❛♥2❢♦1♠❛*✐♦♥2 ❛❢*❡1

❛❧❧✱ *❤❡ ❢♦1♠❛❧✐2♠ ♦❢ *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❜1❛❝❦❡*2 ❝❛♥ ❜❡ ✉*✐❧✐③❡❞ ✐♥ *❤✐2 ❝❛2❡ ❛2 ✇❡❧❧ ❬✷✹❪✳ ❲❡

✇✐❧❧ ❝❛❧❧ *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❤❛♠✐❧*♦♥✐❛♥2 *❤❛* ❣❡♥❡1❛*❡ *❤❡2❡ ❧♦❝❛❧ ❝♦♥*❛❝* *1❛♥2❢♦1♠❛*✐♦♥2

❛2 ✏❣❛✉❣❡ *1❛♥2❢♦1♠❛*✐♦♥ ❝♦♥*❛❝* ❤❛♠✐❧*♦♥✐❛♥2✧✳ ❆ ❝1✉❝✐❛❧ ❞✐✛❡1❡♥❝❡ ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡

✸✸



✸✳ ❚✇✐#$♦&✐❛❧ ❞❡#❝&✐♣$✐♦♥ ♦❢ ◗✉❛$❡&♥✐♦♥ ❑2❤❧❡& ♠❛♥✐❢♦❧❞#

!"❛♥%✐!✐♦♥ ❢✉♥❝!✐♦♥% !❤❛! ❣❡♥❡"❛!❡ ❝♦♥!❛❝! !"❛♥%❢♦"♠❛!✐♦♥% ❜❡!✇❡❡♥ !✇♦ ❞✐✛❡"❡♥!

♣❛!❝❤❡% ❛♥❞ !❤❡ ❣❡♥❡"❛!♦"% ♦❢ ❣❛✉❣❡ !"❛♥%❢♦"♠❛!✐♦♥% ✐% !❤❛! !❤❡ ❧❛!!❡" ❤❛% !♦ ❜❡

"❡❣✉❧❛" ✐♥ !❤❡ ♣❛!❝❤❡% ♦♥ ✇❤✐❝❤ !❤❡② ❛❝! ❡♥%✉"✐♥❣ !❤❛! !❤❡ "❡❣✉❧❛"✐!② ♦❢ ❉❛"❜♦✉①

❝♦♦"❞✐♥❛!❡% ♦♥ !❤❡✐" ♣❛!❝❤❡% ♦❢ ❞❡✜♥✐!✐♦♥ ✐% ♥♦! %♣♦✐❧❡❞✳ ■♥ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡♥♦!❡

!❤❡ ❣❛✉❣❡ !"❛♥%❢♦"♠❛!✐♦♥ ❜② g[i] ❛♥❞ ❛% ❡①♣❧❛✐♥❡❞ !❤❡② ❛"❡ "❡❣✉❧❛" ✐♥ Ui✳

❚❤❡ ❡✛❡❝! ♦❢ ❛ ❣❡♥❡"❛❧ ❣❛✉❣❡ !"❛♥%❢♦"♠❛!✐♦♥ ✐% ❝❛♣!✉"❡❞ ❜② !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦"✲

♠✉❧❛✱

exp
(

X
h
[ij]
g

)

= e
−X

g[i] exp
(

Xh[ij]

)

e
X

g[j] , ✭✸✳✷✻✮

❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉!❡❞ ✐♥ ♣"✐♥❝✐♣❧❡ ❜② ✉%✐♥❣ !❤❡ ❇❛❦❡"✲❈❛♠♣❜❡❧❧✲❍❛✉%❞♦"✛ ❢♦"♠✉❧❛✳

▲❛!❡" ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ !❤❛! !❤❡ "❡❧❡✈❛♥! ❣❛✉❣❡ !"❛♥%❢♦"♠❛!✐♦♥ ❝♦♥!❛❝! ❤❛♠✐❧!♦♥✐❛♥%

!❛❦❡ !❤❡ %❛♠❡ ❢✉♥❝!✐♦♥❛❧ ❢♦"♠ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ !❤❡ ♣❛!❝❤❡% ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♦♥❧② !❤❡

❉❛"❜♦✉① ❝♦♦"❞✐♥❛!❡% ξΛ[i]✱ ✐✳❡✳ g[i] = g(ξ[i])✳ ❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐ ✐❞❡♥!✐!② ✭✸✳✶✽✮ ✐♥ !❤✐% ❝❛%❡

✐♠♣❧✐❡%

[Xg, Xh] = X{g,h}1,1
. ✭✸✳✷✼✮

❯%✐♥❣ !❤✐% ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❡①♣❧✐❝✐!❧② ❤♦✇ !❤❡ ❝♦♥!❛❝! ❤❛♠✐❧!♦♥✐❛♥ h[ij] ❝❤❛♥❣❡% !♦ h
[ij]
g

❞✉❡ !❤❡ ❣❛✉❣❡ !"❛♥❢♦"♠❛!✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② g[i] ❛%

h[ij]g = e−{g, · }1,1 · h[ij], ✭✸✳✷✽✮

❚❤❡♥ !❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡♥!❛✐❧% ✐♥!♦ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %✐♠♣❧❡ "❡❧❛!✐♦♥✱

h[ij]g = h[ij]
(

ξΛ , ξ̃Λ − ∂ξΛg , α− g + ξΛ∂ξΛg
)

, ✭✸✳✷✾✮

❛✛❡❝!✐♥❣ !❤❡ ❝♦♥!❛❝! ❤❛♠✐❧!♦♥✐❛♥ h[ij] ❜② ♦♥❧② ❧✐♥❡❛" %❤✐❢!% ✐♥ !❤❡ ❛"❣✉♠❡♥!%✳

✸✳✹ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐.❤ 0②♠♠❡.3✐❡0

■♥ !❤✐% %❡❝!✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐%❝✉%% !❤❡ ❣❡♥❡"❛❧ ♣"♦❝❡❞✉"❡ ❢♦" ❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐!❤ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞%

✇✐!❤ %②♠♠❡!"✐❡%✳ ❆% ✇❛% ♠❡♥!✐♦♥❡❞ ✐♥ !❤❡ ♣"❡✈✐♦✉% ❝❤❛♣!❡"✱ ✐! ✐% ♥♦! ♣♦%%✐❜❧❡ !♦

♣❡"❢♦"♠ ❞❡!❛✐❧❡❞ ♠✐❝"♦%❝♦♣✐❝ ❝♦♠♣✉!❛!✐♦♥% ❡①♣❧✐❝✐!❧② ✐♥ ♠❛♥② ♦❝❝❛%✐♦♥%✳ ■♥ %✉❝❤

%✐!✉❛!✐♦♥% !❤❡ ♦♥❧② ❣✉✐❞✐♥❣ ♣"✐♥❝✐♣❧❡% ❛"❡ !❤❡ %②♠♠❡!"✐❡% ♦❢ !❤❡ ♠❡!"✐❝ ♦♥ !❤❡

♠♦❞✉❧✐ %♣❛❝❡✳ ❘❡♠❛"❦❛❜❧②✱ !❤❡ %②♠♠❡!"✐❡% !✉"♥ ♦✉! !♦ ❜❡ %✉✣❝✐❡♥! !♦ ❞❡!❡"♠✐♥❡

!❤❡ ♥♦♥✲♣❡"!✉"❜❛!✐✈❡ %!"✉❝!✉"❡ ♦❢ MHM ❡♥!✐"❡❧②✳ ▼♦"❡ ♣"❡❝✐%❡❧②✱ ✐♥ !❡"♠% ♦❢ %♦♠❡

❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ❞❛!❛ %✉❝❤ ❛% ❉♦♥❛❧❞%♦♥✲❚❤♦♠❛% ✐♥✈❛"✐❛♥!%✱ ✐♥!❡"%❡❝!✐♦♥ ♥✉♠❜❡"% ❡!❝✳

!❤❡ %②♠♠❡!"✐❡% ✐♠♣♦%❡ %!"♦♥❣ ❡♥♦✉❣❤ "❡U✉✐"❡♠❡♥!% ❢"♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐♥ ♣"✐♥❝✐♣❧❡ !❤❡

♠❡!"✐❝ ✐% ❝♦♠♣✉!❛❜❧❡✳

❋♦" ❤❛✈✐♥❣ ❜❡!!❡" ✉♥❞❡"%!❛♥❞✐♥❣ ♦❢ %✉❝❤ %②♠♠❡!"✐❡% ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❣❛✐♥ ✉%❡ !❤❡

!✇✐%!♦" ❢♦"♠✉❧❛!✐♦♥✳ ■! ✐% ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ !❤❛! ❛❧❧ %②♠♠❡!"✐❡% ♦❢ ◗❑ %♣❛❝❡% ❝❛♥ ❜❡

❧✐❢!❡❞ !♦ !❤❡✐" !✇✐%!♦" %♣❛❝❡% ❬✷✻❪✳ ❆♣❛"! ❢"♦♠ !❤❡ %②♠♠❡!"✐❡% !❤❡"❡ ✐% ♥♦✇ ❛♥

❡①!"❛ ❛❞✈❛♥!❛❣❡ ♦❢ ❤♦❧♦♠♦"♣❤✐❝✐!② ✇❤♦%❡ ✈✐"!✉❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ❡①!❡♥%✐✈❡❧② ✉%❡❞ ❧❛!❡"✳

❚❤❡ ❧✐❢! ♦❢ !❤❡ %②♠♠❡!"✐❡% !♦ !❤❡ !✇✐%!♦" %♣❛❝❡ Z ✐% ❞❡✜♥❡❞ ❜② !❤❡ ❛❝!✐♦♥ ♦♥

!❤❡ ❉❛"❜♦✉① ❝♦♦"❞✐♥❛!❡%✳ ◆❛!✉"❛❧❧②✱ %✐♥❝❡ !❤❡ !"❛♥%✐!✐♦♥ ❢✉♥❝!✐♦♥% ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ !❤❡
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◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐+❤ -②♠♠❡+0✐❡- ✳ ✸✳✹

❉❛#❜♦✉① ❝♦♦#❞✐♥❛,❡.✱ ,❤❡② ❝❛♥ ♥♦, ❜❡ ❛#❜✐,#❛#② ✐♥ ♣#❡.❡♥❝❡ ♦❢ .✉❝❤ .②♠♠❡,#✐❡.✳

■♥.,❡❛❞ ,❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛❝,✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ ❉❛#❜♦✉① ❝♦♦#❞✐♥❛,❡. ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ #✐.❡ ,♦ ❝❡#,❛✐♥

❝♦♥.,#❛✐♥,. ♦♥ ,❤❡ ,#❛♥.✐,✐♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥.✳ ❋✉#,❤❡#♠♦#❡ ❢♦# ❛ ♣#♦♣❡# ❧✐❢,✱ ,❤❡ ♠❡,#✐❝

♦♥ ,❤❡ ,✇✐.,♦# .♣❛❝❡ .❤♦✉❧❞ ❛❧.♦ #❡♠❛✐♥ ✐♥✈❛#✐❛♥, ✉♥❞❡# ,❤❡ .②♠♠❡,#②✳ ❚❤✐. ♠❡❛♥.

,❤❛, ,❤❡ .,❡#❡♦❣#❛♣❤✐❝ ❝♦♦#❞✐♥❛,❡ t ♠✉., ❛❧.♦ ,#❛♥.❢♦#♠ ✐♥ ❛ .♣❡❝✐✜❝ ✇❛②✳ ■♥❞❡❡❞✱

,❤✐. ✐. ,❤❡ ❝❛.❡ ❜❡❝❛✉.❡ ✐❢ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛, ,❤❡ ✐♥,❡❣#❛❧ ❡>✉❛,✐♦♥. ❢♦# ,❤❡ ❉❛#❜♦✉① ❝♦♦#✲

❞✐♥❛,❡.✱ ✇❡ ✜♥❞ ,❤❛, ,❤❡#❡ ❛#❡ ❡①♣❧✐❝✐, ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡. ♦♥ t✳ ■❢ ,❤❡ ❧✐❢, ✐. ❝♦♥.✐.,❡♥,✱

♦♥❡ .❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛❜❧❡ ,♦ #❡❞❡#✐✈❡ ,❤❡ ,#❛♥.❢♦#♠❛,✐♦♥ ♣#♦♣❡#,✐❡. ♦❢ ,❤❡ ❉❛#❜♦✉① ❝♦✲

♦#❞✐♥❛,❡.✱ ♣#♦✈✐❞❡❞ ,❤❡ ,#❛♥.❢♦#♠❛,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ✜❜❡# ❝♦♦#❞✐♥❛,❡✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ .✐♥❝❡ ,❤❡

,#❛♥.✐,✐♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥. ❛#❡ ❛..♦❝✐❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ♣❛,❝❤❡. ❝♦✈❡#✐♥❣ ,❤❡ ,✇✐.,♦# .♣❛❝❡✱ ❝♦♥✲

.,#❛✐♥,. ♦♥ ,❤❡ ,#❛♥.✐,✐♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥. ❛❧.♦ ✜① ❤♦✇ ,❤❡ ♣❛,❝❤❡. .❤♦✉❧❞ #❡.❤✉✤❡✳ ▼♦#❡

♣#❡❝✐.❡❧②✱ ✉♥❞❡# ,❤❡ ❛❝,✐♦♥ ♦❢ .②♠♠❡,#✐❡.✱ ,❤❡ ,#❛♥.✐,✐♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥. ❛♥❞ ,❤❡ ♣❛,❝❤❡.

,♦ ✇❤✐❝❤ ,❤❡② ❛#❡ ❛..♦❝✐❛,❡❞ ✇✐,❤✱ ,#❛♥.❢♦#♠ ✐♥ .✉❝❤ ❛ ✇❛② ,❤❛, ,❤❡ ❝♦✈❡#✐♥❣ ♦❢ Z
#❡♠❛✐♥. ✐♥✈❛#✐❛♥,✳ ❆, ,❤✐. .,❛❣❡✱ ✐, ✐. ❛❧.♦ ✐♠♣♦#,❛♥, ,♦ ♥♦,❡ ,❤❛, ,❤❡ .②♠♠❡,#✐❡.

#❡♥❞❡# ,❤❡ ❝♦♥,❛❝, .,#✉❝,✉#❡ ♦♥ Z ✐♥✈❛#✐❛♥,✳ ■♥ ♣❛#,✐❝✉❧❛#✱ ,❤❡ ❝♦♥,❛❝, ♦♥❡✲❢♦#♠

❣❡,. ♦♥❧② #❡.❝❛❧❡❞ ❜② ❛ ❤♦❧♦♠♦#♣❤✐❝ ❢❛❝,♦# ✉♥❞❡# ,❤❡ ❛❝,✐♦♥ ♦❢ .②♠♠❡,#✐❡.✳ ▲❡, ✉.

✐♥✈❡.,✐❣❛,❡ ,❤❡ ❡✛❡❝, ♦❢ ,❤✐. ❛ ❜✐, ❡❧❛❜♦#❛,❡❧②✳

❉❡,❛✐❧❡❞ ❞✐.❝✉..✐♦♥. ♦❢ ,❤❡.❡ ❧✐❢,✐♥❣ ♣#♦❜❧❡♠. ❛❧#❡❛❞② ❡①✐., ✐♥ ,❤❡ ❧✐,❡#❛,✉#❡.

❬✶✽✱ ✷✶✱ ✷✷✱ ✷✽✕✸✵❪✳ ❆. ✇❛. #❡♠❛#❦❡❞ ❜❡❢♦#❡ ,❤❛, ❝#✉❝✐❛❧ .✐♠♣❧✐✜❝❛,✐♦♥. ❝❛♥ ❜❡

❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ❢♦#♠✉❧❛,❡. ❝♦♥.,#✉❝,✐♦♥ ❡①♣❧♦✐,✐♥❣ ,❤❡ ❝♦♥,❛❝, ❜#❛❝❦❡, ❢♦#♠✉❧❛,✐♦♥✱

✇❡ ✇✐❧❧ ❢♦❝✉. ♦♥ ,❤✐. ♦♥❧② ❤❡#❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✷✸✱✷✹❪✳ ❲❡ ✇❛♥, ,♦ ✜♥❞ ❤♦✇ ,❤❡ ❝♦♥,❛❝,

❜#❛❝❦❡,✱ ✭✸✳✷✵✮ ❜❡❤❛✈❡. ✉♥❞❡# ❝♦♥,❛❝, ,#❛♥.❢♦#♠❛,✐♦♥ ̺ : X 7→ λX ✱ ✇❤❡#❡ λ ✐. ❛

❤♦❧♦♠♦#♣❤✐❝ ❢❛❝,♦#✳ ❋♦# ,❤✐. ✇❡ ✇✐❧❧ ♣#♦✈❡ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

̺ ·Xh = Xλ−1̺·h. ✭✸✳✸✵✮

▲❡, ✉. ❞❡♥♦,❡ ,❤❡ ,#❛♥.❢♦#♠❡❞ >✉❛♥,✐,✐❡. ❜② ♣#✐♠❡.✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ✭✸✳✶✹✮ ❛, ♦✉# ❞✐.♣♦.❛❧✳

■♥.,❡❛❞ ♦❢ ♣#♦✈✐♥❣ ✭✸✳✸✵✮✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣#♦✈❡ ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

ιX
λ−1h′

d (λX ) = −dh′ +R′(h′)λX , ιX
λ−1h′

(λX ) = h′. ✭✸✳✸✶✮

❚♦ .❤♦✇ ✭✸✳✸✵✮ ✐, ✐. ❡♥♦✉❣❤ ,♦ ♣#♦✈❡✱

λR(λ−1h′)X = λιX
λ−1h′

dX + λd(λ−1h′)

= λιX
λ−1h′

dX + dh′ − (ιX
λ−1h′

X )dλ,
✭✸✳✸✷✮

❢#♦♠ ✭✸✳✶✹✮✳ ❚❤❡ .❡❝♦♥❞ ❡>✉❛,✐♦♥ ✐♥ ✭✸✳✸✶✮ ✐. .❛,✐.✜❡❞ ,#✐✈✐❛❧❧②✳ ❚❤❡ ✜#., ♦♥❡ ❝❛♥

❜❡ #❡✇#✐,,❡♥ ✉.✐♥❣ ,❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛. ,❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

(

ιX
λ−1h′

dλ
)

X −
(

ιX
λ−1h′

X
)

dλ+ λ ιXfλ−1h′dX + dh′ − λR′(h′)X
= λ

(

ιX
λ−1h′

d log λ+R(λ−1h′)−R′(h′)
)

X = 0.
✭✸✳✸✸✮

❆♣♣❧②✐♥❣ ,❤❡ ♠❛♣ ̺ ,♦ ✭✸✳✶✹✮ ✇❡ ♦❜,❛✐♥

X (R′) = λ−1, ιR′d (λX ) = (ιR′dλ)X − d log λ+ λ ιR′dX = 0. ✭✸✳✸✹✮
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✸✳ ❚✇✐#$♦&✐❛❧ ❞❡#❝&✐♣$✐♦♥ ♦❢ ◗✉❛$❡&♥✐♦♥ ❑2❤❧❡& ♠❛♥✐❢♦❧❞#

❈♦♥$%❛❝$✐♥❣ $❤❡ ,❡❝♦♥❞ ❡.✉❛$✐♦♥ ✇✐$❤ Xλ−1h′
✇❡ ❣❡$

λ−1h′R′(λ)− ιX
λ−1h′

d log λ− λ ιR′ιX
λ−1h′

dX
= R′(h′)− ιX

λ−1h′
d log λ−R(λ−1h′) = 0,

✭✸✳✸✺✮

❝♦♠♣❧❡$✐♥❣ $❤❡ ♣%♦♦❢ ♦❢ ✭✸✳✸✸✮✳

❚❤✉, ✇❡ ❦♥♦✇ ❤♦✇ ρ ❛❝$, ♦♥ $❤❡ ❝♦♥$❛❝$ ❜%❛❝❦❡$, ❢%♦♠ ✭✸✳✸✵✮✳ ■$ ✐, ❣✐✈❡♥ ❜②

̺ · {h, f} = {λ−1̺ · h, ̺ · f}. ✭✸✳✸✻✮

❚❤✐, ♣%♦♣❡%$② ❣❡♥❡%❛❧✐③❡, $❤❡ ❢❛♠✐❧✐❛% ✐♥✈❛%✐❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ B♦✐,,♦♥ ❜%❛❝❦❡$ ✉♥❞❡%

❝❛♥♦♥✐❝❛❧ $%❛♥,❢♦%♠❛$✐♦♥, $♦ $❤❡ %❡❛❧♠ ♦❢ ❝♦♥$❛❝$ ❣❡♦♠❡$%②✳ ❚❤❡ ✉,❡❢✉❧♥❡,, ♦❢ ♦❢

$❤❡ ♣%♦♣❡%$② ✐♥ ✭✸✳✸✻✮ ✇✐❧❧ ❜❡ %❡✈❡❛❧❡❞ ✐♥ ❞✉❡ ❝♦✉%,❡ ♦❢ $❤❡ $❤❡,✐,✱ ✐♥ ♣❛%$✐❝✉❧❛%✱

✇❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ $♦ ❞❡❛❧ ✇✐$❤ ❙✲❞✉❛❧✐$② ,②♠♠❡$%② ♦♥ $❤❡ $②♣❡ ■■❇ ,✐❞❡✳

✸✳✺ ❊✈❛❧✉❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♠❡(0✐❝ ♦♥ (❤❡ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞5

❚❤✐, ,❡❝$✐♦♥ ✐, ❞❡✈♦$❡❞ $♦✇❛%❞, ❡①♣❧❛✐♥✐♥❣ $❤❡ ♣%♦❝❡❞✉%❡ ♦❢ ❝♦♠♣✉$✐♥❣ $❤❡ ♠❡$%✐❝

♦♥ ◗❑ ,♣❛❝❡ ,$❛%$✐♥❣ ❢%♦♠ $❤❡ ❞❛$❛ ♦♥ ✐$, $✇✐,$♦% ,♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❞✐,❝✉,,✐♦♥ ✐, ❛❧♦♥❣

$❤❡ ❧✐♥❡, ♦❢ ❬✶✶✱✷✺❪✳ ■♥ $❤❡ ♥❡①$ ❝❤❛♣$❡% ✇❡ ♣%❡,❡♥$ $❤❡ ❝♦♠♣✉$❛$✐♦♥ ♦❢ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐$

❡①♣%❡,,✐♦♥ ❢♦% $❤❡ ♠❡$%✐❝ $♦ ❛❧❧ ♦%❞❡%, ✐♥ ✐♥,$❛♥$♦♥ ❡①♣❛♥,✐♦♥ ❢♦% ❛ ,♣❡❝✐❛❧ ❝❛,❡✳

❙✐♥❝❡ ❧❛$❡% ✇❡ ✇✐❧❧ ❞❡%✐✈❡ $❤❡ ♠❡$%✐❝ ✐♥ $❤❡ ❝❛,❡ ✇❤❡%❡ $❤❡ $%❛♥,✐$✐♦♥ ❢✉♥❝$✐♦♥,

H [ij]
❛%❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥$ ♦❢ $❤❡ ❝♦♦%❞✐♥❛$❡ α✱ ✐♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦%♠✉❧❛, ✇❡ ❞%♦♣ $❤✐,

❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢%♦♠ $❤❡ ✈❡%② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❋♦% $❤✐, ❝❛,❡ ♠♦%❡♦✈❡% $❤❡ ❝♦♥$❛❝$ ♣♦$❡♥$✐❛❧

❜❡❝♦♠❡, ❣❧♦❜❛❧❧② ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✳ ❖✉% ✐♥$❡%❡,$ ❧✐❡, ✐♥ $❤❡ ❝❛,❡ ✇❤❡♥ $❤❡ ❝✉%✈❛$✉%❡ ν
✐, ♥❡❣❛$✐✈❡✳ ❍❡♥❝❡ ✇❡ ,❡$ ν = −1✱ ❛, ✐$ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❥✉,$❡❞ ❜② ❝❤❛♥❣✐♥❣ $❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢

$❤❡ ❝♦,♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥,$❛♥$ ❛✛❡❝$✐♥❣ $❤❡ ♠❡$%✐❝ ❜② ❛♥ ♦✈❡%❛❧❧ ❢❛❝$♦% ♦♥❧②✳

❋✐%,$ ♦♥❡ ♥❡❡❞, $♦ ❡①♣❛♥❞ $❤❡ ❉❛%❜♦✉① ❝♦♦%❞✐♥❛$❡, ❛%♦✉♥❞ $❤❡ ♥♦%$❤ ♣♦❧❡ ✐♥

$❤❡ CP 1
✱

ξΛ[+] = ξΛ,−1
[+] t−1 + ξΛ,0[+] +O(t),

ξ̃
[+]
Λ = ξ̃

[+]
Λ,0 +O(t),

α[+] = − 2icα log t+ α
[+]
0 +O(t),

✭✸✳✸✼✮

❋%♦♠ ✭✸✳✸✮ ✇❡ ❝❛♥ ❝♦♠♣✉$❡ $❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐$❛ ♣❛%$ ♦❢ $❤❡ SU(2) ❝♦♥♥❡❝$✐♦♥✱

p+ =
i

4
e−φ ξΛ,−1

[+] dξ̃
[+]
Λ,0,

p3 = −1

4
e−φ

(

dα
[+]
0 + ξΛ,0[+] dξ̃

[+]
Λ,0 + ξΛ,−1

[+] dξ̃
[+]
Λ,1

)

,
✭✸✳✸✽✮

❢%♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡$❡%♠✐♥❡ $❤❡ ✷✲❢♦%♠ ω3
❜② $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

ω3 = −2dp3 + 4ip+ ∧ p−. ✭✸✳✸✾✮
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❊✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ♠❡%-✐❝ ♦♥ %❤❡ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞2✳ ✸✳✺

❚❤❡ ♥❡①& ❛✐♠ ✐* &♦ ,❡❡①♣,❡** &❤✐* ω3
✐♥ &❡,♠* ♦❢ ❛ ❜❛*✐* ♦❢ (1, 0)✲❢♦,♠*✳ ❙✉❝❤ ❛

❜❛*✐* ✇❛* ♣,♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❬✶✶✱✷✺❪ ❛♥❞ ,❡❛❞* ❛*

πa = d
(

ξa,−1
[+] /ξ

0,−1
[+]

)

, π̃Λ = dξ̃
[+]
Λ,0, π̃α =

1

2i
dα

[+]
0 + 2c d log ξ0,−1

[+] . ✭✸✳✹✵✮

❚❤✐* ❜❛*✐* *♣❡❝✐✜❡* &❤❡ ❛❧♠♦*& ❝♦♠♣❧❡① *&,✉❝&✉,❡ J3
✳ ❋✐♥❛❧❧② &❤❡ ♠❡&,✐❝ ❝❛♥ ❜❡

❝♦♠♣✉&❡❞ ❢,♦♠ g(X, Y ) = ω3(X, J3Y )✳ ❚♦ ❞♦ &❤✐* ✐♥ ♣,❛❝&✐❝❡✱ ♦♥❡ *❤♦✉❧❞ ,❡✇,✐&❡

ω3
✱ ❝♦♠♣✉&❡❞ ❜② ✭✸✳✸✾✮ ✐♥ &❡,♠* ♦❢ ❞✐✛❡,❡♥&✐❛❧* ♦❢ ✭❣❡♥❡,✐❝❛❧❧② ,❡❛❧✮ ❝♦♦,❞✐♥❛&❡* ♦♥

M✳ ❚❤❡♥ ✐♥ &❡,♠* ♦❢ &❤❡ ❜❛*✐* πX = (πa, π̃Λ, π̃α) ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✸✳✹✵✮✳ ❚❤❡ ✜♥❛❧ ,❡*✉❧&

*❤♦✉❧❞ ❧♦♦❦ ❧✐❦❡

ω3 = igXȲ π
X ∧ π̄Y , ✭✸✳✹✶✮

✇❤✐❝❤ ✐* ❡①♣❧✐❝✐&❧② ♦❢ ✭✶✱✶✮ ❉♦❧❜❡❛✉❧& &②♣❡✳ ❋,♦♠ ✭✸✳✹✶✮ &❤❡ ♠❡&,✐❝ ,❡❛❞✐❧② ❢♦❧❧♦✇*

❛* ds2 = 2gXȲ π
X ⊗ π̄Y

✳ ■♥ &❤❡ ♥❡①& ❝❤❛♣&❡, ✇❡ ✇✐❧❧ ❞✐*❝✉** ✐♠♣❧❡♠❡♥&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤✐*

♣,♦❝❡❞✉,❡ ❡①♣❧✐❝✐&❧② ✐♥ *♦♠❡ *♣❡❝✐❛❧ ❝❛*❡*✳

✸✼
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◗✉❛♥+✉♠ ❝♦//❡❝+✐♦♥2 +♦ +❤❡ ❤②♣❡/♠✉❧+✐♣❧❡+ ♠♦❞✉❧✐ 2♣❛❝❡ ❛♥❞

❉✲✐♥2+❛♥+♦♥2

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡* ✇❡ ✐♥✐"✐❛"❡ "❤❡ ❛♥❛❧②%✐% ♦❢ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ 3✉❛♥"✉♠ ❝♦**❡❝"✐♦♥% "♦ "❤❡

❤②♣❡*♠✉❧"✐♣❧❡" ♠♦❞✉❧✐ %♣❛❝❡ MHM✳ ❆% ✇❛% ♠❡♥"✐♦♥❡❞✱ "❤❡%❡ 3✉❛♥"✉♠ ❝♦**❡❝"✐♦♥%

❝❛♥ ❜❡ ♦❢ "✇♦ "②♣❡%✱ ♣❡*"✉*❜❛"✐✈❡ ❛♥❞ ♥♦♥✲♣❡*"✉*❜❛"✐✈❡✳ ❋✐*%"✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ ♦✉"

❤♦✇ MHM ❣❡"% ❞❡❢♦*♠❡❞ ❜② ✐♥❝❧✉%✐♦♥ ♦❢ ♣❡*"✉*❜❛"✐✈❡ ❝♦**❡❝"✐♦♥% ✐♥ %"*✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣

❝♦♥%"❛♥" gs✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣*♦❝❡❡❞ ♦♥ "♦ ✜♥❞✐♥❣ ✐"% ❞❡%❝*✐♣"✐♦♥ ✇❤❡♥ ❉✲✐♥%"❛♥"♦♥%

❛*❡ ♣*❡%❡♥" *❡%"*✐❝"✐♥❣ "♦ "❤❡ "②♣❡ ■■❆ ❢♦*♠✉❧❛"✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❞♦ "❤✐% ❜② ❡①♣❧♦✐"✐♥❣ "❤❡

"✇✐%"♦* ❢♦*♠❛❧✐%♠ "❤❛" ❤❛% ❜❡❡♥ ❞✐%❝✉%%❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣"❡* ✸✳ ❆❢"❡* "❤❛" ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♠♣✉"❡

❛♥ ❡①♣❧✐❝✐" ❡①♣*❡%%✐♦♥ ❢♦* "❤❡ ♠❡"*✐❝ ✇❤❡♥ ❛ ♣❛*"✐❝✉❧❛* %✉❜%❡" ♦❢ "❤❡ ❉✲✐♥%"❛♥"♦♥%

✐% ♣*❡%❡♥" ❬✶✶❪✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ❛❧%♦ ❝♦♥%✐❞❡* ✐♥ ❞❡"❛✐❧ "❤❡ ❢♦✉* ❞✐♠❡♥%✐♦♥❛❧ ♠♦❞✉❧✐ %♣❛❝❡

*❡%✉❧"✐♥❣ ❢*♦♠ "❤❡ ❝♦♠♣❛❝"✐✜❝❛"✐♦♥ ♣❡*❢♦*♠❡❞ ♦♥ ❛ *✐❣✐❞ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ❛♥❞

✐"% *❡❧❛"✐♦♥ ✇✐"❤ ❚♦❞❛ ❡3✉❛"✐♦♥✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✜♥✐%❤ "❤✐% ❝❤❛♣"❡* ❜② ❞✐%❝✉%%✐♥❣ ✇❤❛"

❤❛♣♣❡♥% "♦ "❤❡ ❝✉*✈❛"✉*❡ %✐♥❣✉❧❛*✐"② ❛♣♣❡❛*✐♥❣ ✐♥ "❤❡ ♣❡*"✉*❜❛"✐✈❡ ♠❡"*✐❝ ✭✹✳✶✮✱

✐♥ "❤❡ ♣*❡%❡♥❝❡ ♦❢ ❉✲✐♥%"❛♥"♦♥%✳

✹✳✶ ❖♥❡ ❧♦♦♣ ❝♦**❡❝+❡❞ ♠❡+*✐❝

❆" "❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❧❡✈❡❧ "❤❡ ♠❡"*✐❝ ♦♥ MHM ✐% ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ ❬✶✻✱✶✼✱✸✶✕✸✸❪✳ ■" ❤❛% ❛❧%♦

❜❡❡♥ *❡♣*♦❞✉❝❡❞ ✉%✐♥❣ "✇✐%"♦*✐❛❧ ❛♥❛❧②%✐% ✐♥ ❬✷✺❪✳ ❚❤❡ *❡%✉❧" ✐%✱

ds2 =
r + 2c

r2(r + c)
dr2 − 1

r

(

NΛΣ − 2(r + c)

rK
zΛz̄Σ

)

(

dζ̃Λ − FΛΛ′dζΛ
′
)(

dζ̃Σ − F̄ΣΣ′dζΣ
′
)

+
r + c

16r2(r + 2c)

(

dσ + ζ̃Λdζ
Λ − ζΛdζ̃Λ + 8cAK

)2

+
4(r + c)

r
Kab̄dz

adz̄b,

✭✹✳✶✮
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❖♥❡ ❧♦♦♣ ❝♦''❡❝(❡❞ ♠❡('✐❝✳ ✹✳✶

✇❤❡$❡ ❛& ✇❛& ✐♥)$♦❞✉❝❡❞ ❜❡❢♦$❡✱ NΛΣ = −2 ImFΛΣ ✐& ❛♥ ✐♥✈❡$)✐❜❧❡ ♠❛)$✐① ✇✐)❤ ✐♥✲

❞❡✜♥✐)❡ &✐❣♥❛)✉$❡ ✭NΛΣ
❜❡✐♥❣ )❤❡ ✐♥✈❡$&❡✮ ♦♥ )❤❡ &♣❡❝✐❛❧ ❑<❤❧❡$ ❜❛&❡ ♣❛$❛♠❡)$✐③❡❞

❜② za✱ AK ✐& )❤❡ ❑<❤❧❡$ ❝♦♥♥❡❝)✐♦♥ AK = i
2
(Kadz

a −Kādz̄
ā)✳ ❚❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❝♦$✲

$❡❝)✐♦♥ ✐& ♣❛$❛♠❡)$✐③❡❞ ❜② c ✇❤✐❝❤ ✐& c = − χY

192π
✱ ✇❤❡$❡ χY = 2 (h1,1(Y)− h2,1(Y))

✐& )❤❡ ❊✉❧❡$ ❝❧❛&& ❢♦$ )❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ )❤$❡❡❢♦❧❞ Y✳ ❚♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② )❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❞❡✲

❢♦$♠❡❞ ♠❡)$✐❝ &)✐❧❧ ❤❛& )❤❡ &)$✉❝)✉$❡ ♦❢ ✭✷✳✸✻✮✳

■) ✐& ✇❡❧❧ ❦♥♦✇♥ )❤❛) )❤❡ ♣❡$)✉$❜❛)✐✈❡ ♠❡)$✐❝ ❞♦❡& ♥♦) ❛❧❧♦✇ ❝♦$$❡❝)✐♦♥& ❤✐❣❤❡$

)❤❛♥ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ✐♥ gs ✳ ❚❤❡ ❡✈✐❞❡♥❝❡ ❢♦$ ✐) ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡$&)♦♦❞ ❜② ❛♥❛❧②&✐& ♦❢ )❤❡

&)$✉❝)✉$❡ ♦❢ ✭✹✳✶✮✳ ❲❡ ♦❜&❡$✈❡ )❤❛) )❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ♣❛$❛♠❡)❡$ c ❝♦$$❡❝)& ✈❛$✐♦✉& )❡$♠&

✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ )❤❡ ❞✐❧❛)♦♥ r ❛& ✇❡❧❧ ❛& )❤❡ ❝♦♥♥❡❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ σ ❝✐$❝❧❡ ❜✉♥❞❧❡ ❜②

✐♥)$♦❞✉❝✐♥❣ ❛ )❡$♠ ♣$♦♣♦$)✐♦♥❛❧ )♦ )❤❡ ❑<❤❧❡$ ❝♦♥♥❡❝)✐♦♥ AK ✱

Dσ = dσ + ζ̃Λdζ
Λ − ζΛdζ̃Λ + 8cAK . ✭✹✳✷✮

❚❤❡ ❝✉$✈❛)✉$❡ ♦❢ )❤❡ ❝✐$❝❧❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ )❤❡ ❛①✐♦♥ σ ✐♥ ✭✷✳✸✻✮ )❛❦❡& )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦$♠

d(
1

2
Dσ) = ωT − χY

48π
dAK , ✭✹✳✸✮

✇❤❡$❡ ωT = dζ̃Λ∧dζΛ ✐& )❤❡ ❝✉$✈❛)✉$❡ ❢♦$♠ ♦❢ )❤❡ )♦$✉& Tζ,ζ̃ = H3(Y,R)/H3(Y,Z)
♣❛$❛♠❡)$✐③✐♥❣ )❤❡ ✜❜❡$ ♦❢ )❤❡ ✐♥)❡$♠❡❞✐❛)❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ Jc(Y)✳ L❡$)✉$❜❛)✐✈❡ ❝♦$$❡❝✲

)✐♦♥& ❜❡②♦♥❞ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ✇✐❧❧ ♣$❡&✉♠❛❜❧② ❧❡❛❞ )♦ ♣$❡&❡♥❝❡ ♦❢ ♣♦&✐)✐✈❡ ♣♦✇❡$ )❡$♠& ✐♥

r ✐♥ )❤❡ ❝♦♥♥❡❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ σ ❝✐$❝❧❡ ❜✉♥❞❧❡ ❝♦♥✢✐❝)✐♥❣ ✇✐)❤ )❤❡ N✉❛♥)✐③❛)✐♦♥ ❝♦♥❞✐✲

)✐♦♥ ♦♥ )❤❡ ✜$&) ❈❤❡$♥ ❝❧❛&& ❬✷✶❪✳ ■♥ ♣❛$)✐❝✉❧❛$✱ )❤✐& ❛$❣✉♠❡♥) ✐♥❞✐❝❛)❡& ✇❤② ❤✐❣❤❡$

❧♦♦♣ ❝♦$$❡❝)✐♦♥& )❤❛♥ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❛$❡ ❢♦$❜✐❞❞❡♥✳

✹✳✶✳✶ ❚✇✐&'♦) ❞❡&❝)✐♣'✐♦♥ ♦❢ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❝♦))❡❝'❡❞ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐

&♣❛❝❡

▲❡) ✉& ♥♦✇ ❣✐✈❡ )❤❡ )✇✐&)♦$✐❛❧ ❝♦♥&)$✉❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❝♦$$❡❝)❡❞ ❤②♣❡$♠✉❧)✐♣❧❡)

♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡ ❞❡&❝$✐❜❡❞ ❜② )❤❡ ♠❡)$✐❝ ✭✹✳✶✮✳ ❆& ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧$❡❛❞② ❧❡❛$♥❡❞ ✐♥ )❤❡

♣$❡✈✐♦✉& ❝❤❛♣)❡$✱ ✐) ✐& &✉✣❝✐❡♥) )♦ ♣$♦✈✐❞❡ ❛ ❝♦✈❡$✐♥❣ ❛♥❞ )❤❡ &❡) ♦❢ )$❛♥&✐)✐♦♥

❢✉♥❝)✐♦♥& ❛&&♦❝✐❛)❡❞ )♦ ✐)✳ ■♥ ♣$❛❝)✐❝❡✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ✇♦$❦ ❧♦❝❛❧❧② ✐♥ )❤❡ ♠♦❞✉❧✐

&♣❛❝❡✳ ❚❤✐& ♠❡❛♥& )❤❛) ✇❡ &❤♦✉❧❞ ♦♥❧② ❝♦♥&✐❞❡$ )❤❡ ❝♦✈❡$✐♥❣ ♦❢ )❤❡ CP 1
✜❜❡$ ❛♥❞

)❤❡ ❉❛$❜♦✉① ❝♦♦$❞✐♥❛)❡& ❝❛♥ ❞❡✈❡❧♦♣ &✐♥❣✉❧❛$✐)✐❡& ♦♥❧② ✐♥ t✳
❚❤✉& ✇❡ ❤❛✈❡ )♦ ❝♦♥&✐❞❡$ )❤❡ ❘✐❡♠❛♥♥ &♣❤❡$❡ ♦❢ )❤❡ CP 1

✳ ▲❡) ✉& ❝♦✈❡$ ✐)

)❤$❡❡ ♣❛)❝❤❡& U+,U− ❛♥❞ U0✱ ✇❤❡$❡ )❤❡ ✜$&) )✇♦ ❝♦✈❡$ )❤❡ ♥♦$)❤ ♣♦❧❡ ❛♥❞ )❤❡

&♦✉)❤ ♣♦❧❡ $❡&♣❡❝)✐✈❡❧② ❛♥❞ U0 ❝♦✈❡$& )❤❡ ❡N✉❛)♦$✐❛❧ $❡❣✐♦♥✳ ❈❧❡❛$❧② ♦♥❡ $❡N✉✐$❡&

)✇♦ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥) )$❛♥&✐)✐♦♥ ❢✉♥❝)✐♦♥& ❢♦$ )❤❡ ❝♦$$❡&♣♦♥❞✐♥❣ ✐♥)❡$&❡❝)✐♦♥& ♦❢ U0 ✇✐)❤

U±✳ ■) )✉$♥& ♦✉) )❤❛) ✐❢ ✇❡ ❝❤♦♦&❡ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )$❛♥&✐)✐♦♥ ❢✉♥❝)✐♦♥&✱

H [+0] = F (ξ), H [0−] = F̄ (ξ), ✭✹✳✹✮

♦♥❡ $❡❝♦✈❡$& )❤❡ ❡①♣$❡&&✐♦♥ ❢♦$ )❤❡ ❝❧❛&&✐❝❛❧ ♠❡)$✐❝ ✭✷✳✸✺✮✳ ❚♦ ✐♥❝♦$♣♦$❛)❡ ♦♥❡✲

❧♦♦♣ ❝♦$$❡❝)✐♦♥✱ ♦♥❡ &❤♦✉❧❞ ❛❞❞ )❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉& ❞✐♠❡♥&✐♦♥& cα = −2c✳ ❚❤❡♥ ✐) ✐&

&)$❛✐❣❤)❢♦$✇❛$❞ )♦ $❡❝♦✈❡$ ✭✹✳✶✮ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ )❤❡ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ♣$❡&❡♥)❡❞ ✐♥ ✸✳✺✳

✸✾



✹✳ ◗✉❛♥$✉♠ ❝♦((❡❝$✐♦♥+ $♦ $❤❡ ❤②♣❡(♠✉❧$✐♣❧❡$ ♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡ ❛♥❞ ❉✲✐♥+$❛♥$♦♥+

❚❤✐$ ✐$ ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ .♦/✐❝ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✭.❤❛. ❤❛$ n+1 ❝♦♠♠✉.✐♥❣ ✐$♦♠❡./✐❡$✮

❢♦/ ✇❤✐❝❤ .❤❡ ❉❛/❜♦✉① ❝♦♦/❞✐♥❛.❡ ξΛ ✐$ ❣❧♦❜❛❧❧② ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ❋♦/ .❤✐$ /❡❛$♦♥ ✇❡

❛❜$.❛✐♥ ❢/♦♠ ✇/✐.✐♥❣ .❤❡ ♣❛.❝❤ ✐♥❞❡① ❢♦/ .❤❡♠ ✐♥ .❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡@✉❛.✐♦♥✳

❲❡ ❛❧$♦ ✇/✐.❡ ❞♦✇♥ .❤❡ ❉❛/❜♦✉① ❝♦♦/❞✐♥❛.❡$ ♦♥ .❤❡ ♣❛.❝❤ U0✱

ξΛ[0] = ζΛ +R(t−1zΛ − tz̄Λ),

ξ̃
[0]
Λ = ζ̃Λ +R(t−1FΛ(z)− tF̄Λ(z̄)),

α̃[0] = σ +R(t−1W (z)− tW̄ (z̄))− 8ic log t,

✭✹✳✺✮

✇❤❡/❡ α̃[0] = −2α[0]− ξΛ[0]ξ̃
[0]
Λ ✐$ ❛ $②♠♣❧❡❝.✐❝ ✐♥✈❛/✐❛♥. ♦❜❥❡❝. ❝♦♥$./✉❝.❡❞ ❢/♦♠ α[0]

✱

❛♥❞

W (z) = FΛ(z)ζ
Λ − zΛζ̃Λ. ✭✹✳✻✮

❋✉/.❤❡/♠♦/❡ R ✐$ /❡❧❛.❡❞ .♦ .❤❡ ❞✐❧❛.♦♥✳ ▼♦/❡ ♣/❡❝✐$❡❧②✱ .❤❡ ❞✐❧❛.♦♥ ✐$ ✐❞❡♥.✐✜❡❞

✇✐.❤ .❤❡ ❝♦♥.❛❝. ♣♦.❡♥.✐❛❧ ✇❤✐❝❤ ❢♦/ .❤✐$ ❝❛$❡ ✐$ ❣❧♦❜❛❧❧② ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛$ ✇❡ ❛/❡

✇♦/❦✐♥❣ ✇✐.❤ ❛ .♦/✐❝ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱

eΦ = eφ =
R2

4
K(z, z̄)− c. ✭✹✳✼✮

✹✳✷ ❉✲✐♥'(❛♥(♦♥' ✐♥ (✇✐'(♦, '♣❛❝❡

❚❤❡ ♠❡./✐❝ ✭✹✳✶✮ ❣✐✈❡♥ ✐♥ .❤❡ ♣/❡✈✐♦✉$ $❡❝.✐♦♥ ♣/♦✈✐❞❡$ .❤❡ ❝♦♠♣❧❡.❡ ❞❡$❝/✐♣.✐♦♥ ♦❢

♣❡/.✉/❜❛.✐✈❡❧② ❝♦//❡❝.❡❞ ❤②♣❡/♠✉❧.✐♣❧❡. ♠♦❞✉❧✐ $♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ♥❡①. $.❡♣ ✐$ .♦ ✐♥❝❧✉❞❡

✐♥$.❛♥.♦♥$✳ ❲❡ ❦♥♦✇ ❛❧/❡❛❞② ❢/♦♠ ❝❤❛♣.❡/ ✷ .❤❛. .❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ♦❢ .❤❡ .✇♦ .②♣❡$ ✿ ❉✲

✐♥$.❛♥.♦♥$ ❛♥❞ ◆❙✺✲✐♥$.❛♥.♦♥$✳ ❚❤❡ ❧❛..❡/ ❛/❡ ❡①♣♦♥❡♥.✐❛❧❧② $✉♣♣/❡$$❡❞ ❝♦♠♣❛/❡❞

.♦ .❤❡ ❢♦/♠❡/ ✭✇❡ ❛$$✉♠❡ .❤❛. ✇❡ ❛/❡ ✇♦/❦✐♥❣ ✐♥ .❤❡ /❡❣✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ♠♦❞✉❧✐ $♣❛❝❡

✇❤❡/❡ .❤❡ $./✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐$ $♠❛❧❧✮ ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✐❣♥♦/❡❞ ✐♥ .❤✐$ ❝❤❛♣.❡/✳ ❇❡$✐❞❡$✱ ✐♥

.❤✐$ $❡❝.✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❜❡ ✇♦/❦✐♥❣ ✐♥ .❤❡ .②♣❡ ■■❆ $✐❞❡✳

❚❤❡ ❝♦♥$./✉❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ .✇✐$.♦/ $♣❛❝❡ ✐♥ ♣/❡$❡♥❝❡ ♦❢ ❉✲✐♥$.❛♥.♦♥$ ❤❛❞ ❜❡❡♥

❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✽✱✶✾❪✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛/❡ ✇♦/❦✐♥❣ ♦♥ .❤❡ .②♣❡ ■■❆ $✐❞❡✱ .❤❡ ❉✲✐♥$.❛♥.♦♥$ ❝❛♥

♣♦$$✐❜❧② ✇/❛♣ ♦♥❧② ♥♦♥✲❝♦♥./❛❝.✐❜❧❡ .❤/❡❡ ❝②❝❧❡$✳ ■. $❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ $♣❡❝✐❛❧ ▲❛❣/❛♥❣✐❛♥

$✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ ✐♥ .❤❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❝❧❛$$ qΛγ
Λ − pΛγΛ ∈ H3(Y,Z)✱ ✇❤❡/❡ .❤❡ ✈❡❝.♦/$

γ = (pΛ, qΛ) ❛/❡ .❤❡ ❝❤❛/❣❡$ ♦❢ .❤❡ ❉✲❜/❛♥❡$ ❛$$♦❝✐❛.❡❞ ✇✐.❤ .❤❡♠✳ ❖✉/ ❣♦❛❧

❤❡/❡ ✐$ .♦ ❞❡$❝/✐❜❡ ❝♦//❡❝.✐♦♥$ .❤❛. ❛♣♣❡❛/ .♦ MHM ♦✇✐♥❣ .♦ .❤❡ ♣/❡$❡♥❝❡ ♦❢ $✉❝❤

❇X❙ ♦❜❥❡❝.$✳ ❖✉/ ❝♦♥$./✉❝.✐♦♥ ❝/✉❝✐❛❧❧② ❤✐♥❣❡$ ♦♥ .❤❡ .❡❝❤♥✐@✉❡$ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ .❤❡

♣/❡✈✐♦✉$ ❝❤❛♣.❡/✳ ■♥./♦❞✉❝.✐♦♥ ♦❢ .❤❡ ❉✲✐♥$.❛♥.♦♥$ ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛$ ❛ /❡✜♥❡♠❡♥.

♦❢ .❤❡ ❝♦✈❡/✐♥❣ ♦❢ .❤❡ .✇✐$.♦/ $♣❛❝❡ ❝♦♠♣❛/❡❞ .♦ .❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❝♦//❡❝.❡❞ ❝❛$❡✳ ❖♥❝❡

.❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡$❝/✐♣.✐♦♥ ✐$ ♦❜.❛✐♥❡❞✱ ✐. ✐$ ✐♥ ♣/✐♥❝✐♣❧❡ ♣♦$$✐❜❧❡ .♦ ❝♦♠♣✉.❡ .❤❡ ♠❡./✐❝

♦♥ .❤❡ ❉✲✐♥$.❛♥.♦♥ ❝♦//❡❝.❡❞ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ $♣❛❝❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .❤❡ ♣/♦❝❡❞✉/❡ ✐♥ ✸✳✺✳

❙♦ .❤❡ ✜/$. .❛$❦ ✐$ .♦ ❞❡$❝/✐❜❡ .❤✐$ ♥❡✇ ❝♦✈❡/✐♥❣✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥ ❧❡. ✉$ ✜① ♣❛/.✐❝✉❧❛/

✈❛❧✉❡ ❢♦/ .❤❡ ❝♦♠♣❧❡① $./✉❝.✉/❡ ♠♦❞✉❧✐ za✳ ❚❤❡♥ .❤❡ ♣❤❛$❡ ♦❢ .❤❡ ❝❡♥./❛❧ ❝❤❛/❣❡

✹✵



❉✲✐♥$%❛♥%♦♥$ ✐♥ %✇✐$%♦) $♣❛❝❡✳ ✹✳✷

❢✉♥❝%✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ✉+❡❞ %♦ ❞❡%❡-♠✐♥❡ %❤❡ ❞✐-❡❝%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ +♦ ❝❛❧❧❡❞ ❇2❙ -❛②+ ℓγ ✇❤✐❝❤

❛-❡ ❧✐♥❡+ ♦♥ %❤❡ CP 1
%❤❛% -✉♥ ❢-♦♠ %❤❡ +♦✉%❤ %♦ %❤❡ ♥♦-%❤ ♣♦❧❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜②✱

ℓγ = {t : Zγ/it ∈ iR−}. ✭✹✳✽✮

❋♦- ❡❛❝❤ ℓγ %❤❡-❡ ✐+ ❛♥ ❛♥%✐✲❜-❛♥❡ ❇2❙ -❛② ❝♦--❡+♣♦♥❞✐♥❣ %♦ %❤❡ ❝❤❛-❣❡ −γ✳ ℓ−γ

❝❛♥ ❜❡ ♦❜%❛✐♥❡❞ ❜② %❛❦✐♥❣ ❛♥%✐♣♦❞❛❧ ✐♠❛❣❡ ♦❢ %❤❡ ❢♦-♠❡-✳ ❚♦❣❡%❤❡- %❤❡② ❢♦-♠ ❛

❝✐-❝❧❡ ✇❤✐❝❤ ❞✐✈✐❞❡+ %❤❡ ❡C✉❛%♦-✐❛❧ ♣❛%❝❤ U0 ✐♥%♦ %✇♦ ♣❛-%+✳ ■♥%-♦❞✉❝%✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧

♣♦++✐❜❧❡ ❉✲✐♥+%❛♥%♦♥+ %❤❡♥ ❛♠♦✉♥%+ %♦ +✉❜❞✐✈✐❞✐♥❣ U0 ❜② ✐♥%-♦❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦✉♥%❛❜❧②

✐♥✜♥✐%❡ ♥✉♠❜❡- ♦❢ +✉❝❤ ❇2❙ -❛②+ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② %❤❡✐- ❛++♦❝✐❛%❡❞ ❝❤❛-❣❡+✳

❆❢%❡- %❤✐+ ♦♥❡ ♥❡❡❞+ %♦ ❣✐✈❡ %❤❡ %-❛♥+✐%✐♦♥ ❢✉♥❝%✐♦♥+ ❢♦- %❤❡+❡ -❛②+✳ ❚❤❡② ❛-❡

❣✐✈❡♥ ❜②

H [ij] = Hγ(Ξ
[i]
γ )−

1

2
qΛp

Λ(H ′
γ(Ξ

[i]
γ ))

2, ✭✹✳✾✮

✇❤❡-❡

Hγ (Ξγ) =
Ω(γ)

4π2
Li2

(

σD(γ) e
−2πiΞγ

)

, ✭✹✳✶✵✮

❛♥❞ Ξ
[i]
γ = qΛξ

Λ
[i] − pΛξ̃

[i]
Λ ✱ σD(γ) ❛♥❞ Ω(γ) ❛-❡ %❤❡ +♦ ❝❛❧❧❡❞ C✉❛❞-❛%✐❝ -❡✜♥❡♠❡♥%+

❛♥❞ %❤❡ ❉♦♥❛❧❞+♦♥✲❚❤♦♠❛+ ✐♥✈❛-✐❛♥% -❡+♣❡❝%✐✈❡❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡

C✉❛❞-❛%✐❝ -❡✜♥❡♠❡♥% ✐+ ❛ ♣❤❛+❡ ❛++✐❣♥♠❡♥% %♦ %❤❡ ❝❤❛-❣❡ ❧❛%%✐❝❡ Γ -❡C✉✐-❡❞ ❢♦- %❤❡

❝♦♥+✐+%❡♥❝② ✇✐%❤ %❤❡ ✇❛❧❧✲❝-♦++✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ✇❡ +❤❛❧❧ ❞✐+❝✉++ +❤♦-%❧②✳ ■% +❤♦✉❧❞ +❛%✐+❢②

%❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -❡❧❛%✐♦♥✱

σD(γ + γ′) = (−1)〈γ,γ
′〉σD(γ)σD(γ

′), ✭✹✳✶✶✮

✇❤❡-❡ 〈, 〉 ❞❡♥♦%❡+ %❤❡ +%❛♥❞❛-❞ +②♠♣❧❡❝%✐❝ ♣❛✐-✐♥❣✳ ❚❤❡ ♠♦+% ❣❡♥❡-❛❧ +♦❧✉%✐♦♥ %♦

%❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐%✐♦♥ -❡❛❞+ ❛+

σD(γ) = exp

[

2πi

(

−1

2
qΛp

Λ + qΛθ
Λ
D − pΛφD

Λ

)]

, ✭✹✳✶✷✮

✇❤❡-❡ (θΛD, φ
D
Λ ) ❛-❡ %❤❡ +♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝❤❛-❛❝%❡-✐+%✐❝+✳ ■❢ %❤❡② ❛-❡ ❤❛❧❢ ✐♥%❡❣❡-+✱ %❤❡

C✉❛❞-❛%✐❝ -❡✜♥❡♠❡♥% ❜❡❝♦♠❡+ ❥✉+% ❛ +✐❣♥ ❢❛❝%♦-✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡-✐❝❛❧ ❢❛❝%♦-+ Ω(γ)✬+
❛-❡ +♦♠❡ %♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ✐♥✈❛-✐❛♥%+ ❛++♦❝✐❛%❡❞ %♦ %❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ♠❛♥✐❢♦❧❞+✳ ❲❤❡♥

%❤❡ ♠❛❣♥❡%✐❝ ❝❤❛-❣❡+ ❛-❡ ❛❜+❡♥%✱ ✐✳❡✳ pΛ = 0✱ %❤❡② -❡❞✉❝❡ %♦ %❤❡ ❣❡♥✉+ ③❡-♦

●♦♣❛❦✉♠❛-✲❱❛❢❛ ✐♥✈❛-✐❛♥%+ %❤❛% ❛-❡ ♣-❡+❡♥% ✐♥ %❤❡ ✐♥ %❤❡ ✐♥+%❛♥%♦♥ ♣❛-% ♦❢ %❤❡

❤♦❧♦♠♦-♣❤✐❝ ♣-❡♣♦%❡♥%✐❛❧ ✐♥ ✭✷✳✸✷✮✱

Ω(0, qΛ) = n(0)
qa , Ω(0, 0, q0) = χY. ✭✹✳✶✸✮

❖♥❡ +❤♦✉❧❞ ❛❧+♦ ✇♦--② ❛❜♦✉% %❤❡ %-❛♥+✐%✐♦♥ ❢✉♥❝%✐♦♥+ ❛++♦❝✐❛%❡❞ %♦ %❤❡ ♣❛%❝❤❡+

%❤❛% +✉--♦✉♥❞ %❤❡ ♥♦-%❤ ❛♥❞ +♦✉%❤ ♣♦❧❡+ U±✱

H [0+] = F (ξ[+]) +Gγ, H [0−] = F̄ (ξ[−])−Gγ. ✭✹✳✶✹✮

✹✶



✹✳ ◗✉❛♥$✉♠ ❝♦((❡❝$✐♦♥+ $♦ $❤❡ ❤②♣❡(♠✉❧$✐♣❧❡$ ♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡ ❛♥❞ ❉✲✐♥+$❛♥$♦♥+

❚❤❡ ❡①♣❧✐❝✐) ❡①♣*❡++✐♦♥ ♦❢ Gγ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✶✾❪✳ ❍❡*❡ ✇❡ ❥✉+) ✇❛♥) )♦ ♠❡♥)✐♦♥

)❤❛) Gγ ❤❛+ )✇♦ ❜*❛♥❝❤ ❝✉)+ ❢*♦♠ t = 0 ❛♥❞ t = ∞ )♦ )❤❡ )✇♦ *♦♦)+ ♦❢ Ξ
[i]
γ (t) = 0✱

+✉❝❤ )❤❛) )❤❡ ❥✉♠♣+ ✐♥ )❤❡ ❉❛*❜♦✉① ❝♦♦*❞✐♥❛)❡+ ❣❡) ❝❛♥❝❡❧❧❡❞ ❜② )❤❡ ♦♥❡+ ✐♥ H [0+]

❛♥❞ H [−0]
❧❡❛❞✐♥❣ )♦ *❡❣✉❧❛* ❉❛*❜♦✉① ❝♦♦*❞✐♥❛)❡+ ✐♥ [±] ♣❛)❝❤❡+✳

❆) )❤✐+ +)❛❣❡ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ )♦ +❤♦✇ ❛♥ ✐♥+)❛♥❝❡ ♦❢ )❤❡ ✈✐*)✉❡ ♦❢ )❤❡ ❝♦♥)❛❝)

❜*❛❝❦❡) ❢♦*♠✉❧❛)✐♦♥ )❤❛) ✇❛+ ❞❡+❝*✐❜❡❞ ✐♥ )❤❡ ♣*❡✈✐♦✉+ ❝❤❛♣)❡*✳ ❚❤❡ ❉✲✐♥+)❛♥)♦♥

)*❛♥+✐)✐♦♥ ❢✉♥❝)✐♦♥ ✐♥ ✭✹✳✾✮ ❝❛♥ ❜❡ *❡♣*♦❞✉❝❡❞ ✉+✐♥❣ ✭✸✳✷✺✮ ✐❢ ♦♥❡ ❝❤♦♦+❡+ )❤❡

❝♦♥)❛❝) ❤❛♠✐❧)♦♥✐❛♥+ )♦ ❜❡

h[γ](ξ, ξ̃) = Hγ(Ξγ). ✭✹✳✶✺✮

◆♦)✐❝❡ )❤❛) ❛❧*❡❛❞② ❢♦* )❤✐+ *❡❧❛)✐✈❡❧② +✐♠♣❧❡* ❝❛+❡ ✇❡ +❡❡ )❤❛) ✇❡ ❝❛♥ ❣❡) *✐❞ ♦❢

)❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛* )❡*♠ ✐♥ ✭✹✳✾✮ ✉+✐♥❣ ♦✉* ♥❡✇ ❢♦*♠❛❧✐+♠ ♦❢ ❝♦♥)❛❝) ❜*❛❝❦❡)+✳

❲❡ ❛❧+♦ ✇*✐)❡ ❞♦✇♥ )❤❡ ❡①♣*❡++✐♦♥ ❢♦* )❤❡ ❉❛*❜♦✉① ❝♦♦*❞✐♥❛)❡+ ❤❡*❡ ❛+ )❤❡②

✇✐❧❧ ❜❡ *❡K✉✐*❡❞ ❢♦* ❝♦♠♣✉)❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♠❡)*✐❝ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣*❡+❡♥) ❧❛)❡*✱

ξΛ[γ] = ζΛ +R
(

t−1zΛ − t z̄Λ
)

+
1

8π2

∑

γ′

Ω(γ′)p′ΛJ (1)
γ′ (t),

ξ̃
[γ]
Λ = ζ̃Λ +R

(

t−1FΛ − t F̄Λ

)

+
1

8π2

∑

γ′

Ω(γ′)q′ΛJ (1)
γ′ (t),

α[γ] =4ic log t− 1

2
σ − R

2

(

t−1W − tW̄
)

+
R

16π2

∑

γ′

Ω(γ′)
(

t−1Zγ′ + tZ̄γ′

)

J (1)
γ′ (0)

− i

16π3

∑

γ′

Ω(γ′)

∫

ℓγ′

dt′

t′
t+ t′

t− t′
LσD(γ′)

(

e−2πiΞγ(t′)
)

− 1

2
ξΛ[γ](t) ξ̃

[γ]
Λ (t),

✭✹✳✶✻✮

✇❤❡*❡

W (z) ≡ FΛ(z)ζ
Λ − zΛζ̃Λ ✭✹✳✶✼✮

❛♥❞ ✇❡ ✐♥)*♦❞✉❝❡❞ )✇♦ ❢✉♥❝)✐♦♥+

✶

Lǫ(z) =Li2(ǫz) +
1

2
log z log(1− ǫz),

J (1)
γ (t) =

∫

ℓγ

dt′

t′
t+ t′

t− t′
log

(

1− σD(γ)e
−2πiΞγ(t′)

)

.
✭✹✳✶✽✮

✹✳✷✳✶ ❘❡❧❛(✐♦♥, (♦ ✇❛❧❧✲❝0♦,,✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛

❚✐❧❧ )❤✐+ ♣♦✐♥) ✇❡ ❝♦♥✜♥❡❞ ♦✉* ❛))❡♥)✐♦♥ )♦ ❛ ✜①❡❞ ✈❛❧✉❡ ♦❢ )❤❡ ❝♦♠♣❧❡① +)*✉❝)✉*❡

♠♦❞✉❧✐✳ ▲❡) ✉+ ♥♦✇ ✈❛*② ✐) +❧♦✇❧② ❛❝*♦++ )❤❡ ♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡✳ ❆+ ❛ *❡+✉❧)✱ )❤❡

❝❡♥)*❛❧ ❝❤❛*❣❡+ Zγ(z) ❝♦**❡+♣♦♥❞✐♥❣ )♦ )❤❡ ❝❤❛*❣❡+ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ ❝♦♥+❡K✉❡♥)❧② ❛)

✶

❚❤❡ ✜$%& ❢✉♥❝&✐♦♥ ✐% ❛ ✈❛$✐❛♥& ♦❢ &❤❡ ❘♦❣❡$ ❞✐❧♦❣❛$✐&❤♠ ✇❤✐❝❤ %❛&✐%✜❡% &❤❡ ❢❛♠♦✉% ♣❡♥#❛❣♦♥

✐❞❡♥#✐#② ❛♥❞ ♣❧❛②% ❛♥ ✐♠♣♦$&❛♥& $♦❧❡ ✐♥ ✐♥&❡❣$❛❜✐❧✐&② ❬✸✹❪✳

✹✷



❉✲✐♥$%❛♥%♦♥$ ✐♥ %✇✐$%♦) $♣❛❝❡✳ ✹✳✷

!♦♠❡ ♣♦✐♥( ❢♦* (✇♦ ❞✐✛❡*❡♥( ❝❤❛*❣❡! (❤❡② ❛❧✐❣♥ ✭✐✳❡✳ (❤❡✐* ♣❤❛!❡! ❜❡❝♦♠❡ (❤❡ !❛♠❡✮

❛❢(❡* ✇❤✐❝❤ (❤❡② ❡①❝❤❛♥❣❡ (❤❡✐* *❡❧❛(✐✈❡ ♣♦!✐(✐♦♥!✳ ❇✉( (❤❡ ❝♦♥(❛❝(♦♠♦*♣❤✐!♠!

❛❝*♦!! !✉❝❤ ❇;❙ *❛②! ❞♦ ♥♦( ❝♦♠♠✉(❡ ♣*♦✈✐❞❡❞ (❤❡ ❝❤❛*❣❡! ❛*❡ ♠✉(✉❛❧❧② ♥♦♥✲

❧♦❝❛❧✱ 〈γ, γ′〉 6= 0✳ ❚❤✉! ✐( ♠❡❛♥! (❤❛( (✇♦ ❞✐✛❡*❡♥( ♦*❞❡*! ♦❢ ❇;❙ *❛②! ❧❡❛❞ (♦ (✇♦

❞✐✛❡*❡♥( !♦❧✉(✐♦♥! ❢♦* (❤❡ ❉❛*❜♦✉① ❝♦♦*❞✐♥❛(❡! ❧❡❛❞✐♥❣ (♦ (✇♦ ❞✐✛❡*❡♥( ♠❡(*✐❝!

❢♦* (❤❡♠✳ ❚❤✐! ✐! ❛♥ ❛♣♣❛*❡♥( ❝♦♥(*❛❞✐❝(✐♦♥ ❛! (❤❡ ♠❡(*✐❝ ♦♥ (❤❡ ♠♦❞✉❧✐ !♣❛❝❡ ✐!

!✉♣♣♦!❡❞ (♦ ❜❡ !♠♦♦(❤ ❡✈❡*②✇❤❡*❡ ❢*♦♠ ♣❤②!✐❝❛❧ ❡①♣❡❝(❛(✐♦♥!✳

❚♦ *❡❝♦♥❝✐❧❡ ✇✐(❤ (❤❡ ❝♦♥(✐♥✉✐(② ♦❢ (❤❡ ♠❡(*✐❝✱ ♦♥❡ ♠✉!( (❛❦❡ ✐♥(♦ ❝♦♥!✐❞❡*❛(✐♦♥

(❤❡ ✇❛❧❧✲❝*♦!!✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ■♥❞❡❡❞✱ ✐♥ (❤❡ ❝♦♥(❡①( ♦❢ ❣❛✉❣❡ (❤❡♦*✐❡! ❛♥❞ !✉♣❡*✲

❣*❛✈✐(② ✐( ✐! ✇❡❧❧✲❦♥♦✇♥ (❤❛( (❤❡*❡ ❡①✐!( ❝♦❞✐♠❡♥!✐♦♥ ✶ ❧✐♥❡! ♦❢ ♠❛*❣✐♥❛❧ !(❛❜✐❧✐(②

✭▲▼❙✮ ✐♥ (❤❡ ♠♦❞✉❧✐ !♣❛❝❡ ❬✸✺✱ ✸✻❪✳ ❆❝*♦!! (❤❡ ▲▼❙ (❤❡ !♣❡❝(*✉♠ ♦❢ ❇;❙ !(❛(❡!

❥✉♠♣! ❞✐!❝♦♥(✐♥✉♦✉!❧②✳ ❚❤✐! ♠❡❛♥! (❤❛( ❝*♦!!✐♥❣ (❤❡ ✇❛❧❧ ❡✐(❤❡* (❤❡ ❇;❙ !(❛(❡!

❞❡❝❛② ♦* *❡❝♦♠❜✐♥❡ (♦ ❢♦*♠ ❛ ❜♦✉♥❞ !(❛(❡✳ ❋♦* ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐( ✐! ❦♥♦✇♥ (❤❛( (❤❡

❞✐!(❛♥❝❡ ❜❡(✇❡❡♥ (❤❡ ❝❡♥(❡*! ♦❢ ❛ (✇♦✲❝❡♥(❡*❞ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡ ✐! ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✸✻❪

r12 =
1

2

〈γ1, γ2〉 |Zγ1 + Zγ2 |
Im (Zγ1Z̄γ2)

. ✭✹✳✶✾✮

❚❤❡ ♣*❡!❡♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ❞❡♥♦♠✐♥❛(♦* ✐♠♣❧✐❡! (❤❛( (❤❡ ♠♦❞✉❧✐ !♣❛❝❡ ✐! !♣❧✐( ✐♥(♦ (✇♦

❝❤❛♠❜❡*! ❜② (❤❡ ❝♦❞✐♠❡♥!✐♦♥ ✶ ▲▼❙ ❢♦* ✇❤✐❝❤ ❝❡♥(*❛❧ ❝❤❛*❣❡! ♦❢ γ1 ❛♥❞ γ2 ❛❧✐❣♥✳

❚❤❡!❡ (✇♦ *❡❣✐♦♥! ❝♦**❡!♣♦♥❞ (♦ (❤❡ ❝❛!❡! r12 > 0 ❛♥❞ r12 < 0✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ♥❡❣❛(✐✈❡

❞✐!(❛♥❝❡ ✐! ♠❡❛♥✐♥❣❧❡!! ♣❤②!✐❝❛❧❧②✱ ✐( ✐♥❞✐❝❛(❡! (❤❛( (❤❡ (✇♦✲❝❡♥(❡*❡❞ !♦❧✉(✐♦♥ ✐!

✉♥!(❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐( ❞❡❝❛②!✳

❚❤✉! ✇❡ !❡❡ (❤❛( ▲▼❙ ❛♣♣❡❛*! ✇❤❡♥ (❤❡ ❝❡♥(*❛❧ ❝❤❛*❣❡! ❛❧✐❣♥✳ ■♥ (❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡

♦❢ (✇✐!(♦* ❝♦♥!(*✉❝(✐♦♥ (❤✐! ♠❡❛♥! (❤❛( (❤❡ ❇;❙ *❛②! ℓγ✬! ❛❧✐❣♥✳ ❋✉*(❤❡*♠♦*❡✱ (❤❡

✐♥❢♦*♠❛(✐♦♥ ❛❜♦✉( (❤❡ !✐♥❣❧❡ ♣❛*(✐❝❧❡ !♣❡❝(*✉♠ ✐! ❝♦♥(❛✐♥❡❞ ✐♥ (❤❡ ❇;❙ ✐♥❞✐❝❡!

Ω(γ) ❛♥❞ (❤❡② ❛♣♣❡❛* ❡①♣❧✐❝✐(❧② ✐♥ (❤❡ (*❛♥!✐(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥!✳ ❚❤❡② ❛❧!♦ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥

(❤❡ ♠♦❞✉❧✐ zI ✱ ❜✉( !✐♥❝❡ (❤❡② ❛*❡ ♣✐❡❝❡✇✐!❡ ❝♦♥!(❛♥( ✇❡ ❞*♦♣ (❤✐! ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐❢ ♥♦

❝♦♥❢✉!✐♦♥ ❛*✐!❡!✳ ■( (✉*♥! ♦✉( (❤❛( (♦ (❛❦❡ ❥✉♠♣! ♦❢ (❤❡ ❇;❙ ✐♥❞✐❝❡! ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥(

✐! ✐♠♣♦*(❛♥(✳ ❇❡❝❛✉!❡ (❤✐! (❤❡ ♦♥❧② ♣♦!!✐❜✐❧✐(② (❤*♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛♥ ❝❛♥❝❡❧ (❤❡

❞✐!❝♦♥(✐♥✉✐(② ❛*✐!✐♥❣ ❢*♦♠ *❡♦*❞❡*✐♥❣ ♦❢ (❤❡ ❇;❙ *❛②!✳ ❚❤❛( (❤✐! ✐! ✐♥❞❡❡❞ (❤❡ ❝❛!❡

❤❛! ❜❡❡♥ ❡!(❛❜❧✐!❤❡❞ ✐♥ ❬✸✼❪✳

◆♦(❡ (❤❛( (❤❡ ♦♣❡*❛(♦*! eXh[γ] = e{h
[γ],·}

❣❡♥❡*❛(✐♥❣ (❤❡ ❝♦♥(❛❝( (*❛♥!❢♦*♠❛✲

(✐♦♥! ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② ✭✹✳✶✺✮ ❛*❡ ♥♦(❤✐♥❣ ❡❧!❡ ❜✉( ❛ ❧✐❢( (♦ (❤❡ ❝♦♥(❛❝( ❣❡♦♠❡(*② ♦❢

(❤❡ ❑♦♥(!❡✈✐❝❤✲❙♦✐❜❡❧♠❛♥ ✭❑❙✮ ♦♣❡*❛(♦*! U
Ω(γ)
γ !❛(✐!❢②✐♥❣ (❤❡ ✇❛❧❧ ❝*♦!!✐♥❣ ❢♦*✲

♠✉❧❛ ❬✸✽❪✳ ■( ❞✐❝(❛(❡! ❤♦✇ (❤❡ ❉❚ ✐♥✈❛*✐❛♥(! ❝❤❛♥❣❡ ❛❢(❡* ❝*♦!!✐♥❣ ❛ ✇❛❧❧ ♦❢

♠❛*❣✐♥❛❧ !(❛❜✐❧✐(② ✐♥ (❤❡ ♠♦❞✉❧✐ !♣❛❝❡ ♦❢ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡① !(*✉❝(✉*❡ ❞❡❢♦*♠❛(✐♦♥!

♣❛*❛♠❡(*✐③❡❞ ❜② za ❛♥❞ ❡♥!✉*❡! (❤❡ !♠♦♦(❤♥❡!! ♦❢ (❤❡ ♠♦❞✉❧✐ !♣❛❝❡ ♠❡(*✐❝ ❛❝*♦!!

(❤❡ ✇❛❧❧! ❬✸✼❪✳ ;*♦✈✐❞❡❞ Γ(z) ✐! ❛ !❡( ♦❢ ❝❤❛*❣❡! ❢♦* ✇❤✐❝❤ Zγ(z) ❜❡❝♦♠❡ ❛❧✐❣♥❡❞

❛( ♣♦✐♥( za ❛♥❞ Ω±(γ) ❛*❡ (❤❡ ❉❚ ✐♥✈❛*✐❛♥(! ♦♥ (❤❡ (✇♦ !✐❞❡! ♦❢ (❤❡ ✇❛❧❧✱ (❤❡ ❑❙

❢♦*♠✉❧❛ !(❛(❡! (❤❛(

x
∏

γ∈Γ(z)

UΩ−(γ)
γ =

y
∏

γ∈Γ(z)

UΩ+(γ)
γ , ✭✹✳✷✵✮

✹✸



✹✳ ◗✉❛♥$✉♠ ❝♦((❡❝$✐♦♥+ $♦ $❤❡ ❤②♣❡(♠✉❧$✐♣❧❡$ ♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡ ❛♥❞ ❉✲✐♥+$❛♥$♦♥+

✇❤❡$❡ %❤❡ %✇♦ ♣$♦❞✉❝%+ ❛$❡ %❛❦❡♥ ✐♥ %❤❡ ♦♣♣♦+✐%❡ ♦$❞❡$✳ ✭■♥ ❜♦%❤ ❝❛+❡+ %❤❡ ♦$❞❡$

❝♦$$❡+♣♦♥❞+ %♦ ❞❡❝$❡❛+✐♥❣ %❤❡ ♣❤❛+❡ ♦❢ Zγ ❛% ❛ ❣✐✈❡♥ ♣♦✐♥% ✐♥ %❤❡ ♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡✳✮

❚❤❡ ♦♣❡$❛%♦$+ Uγ ❛$❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛+

Uγ = exp

(

∞
∑

n=1

enγ
n2

)

, ✭✹✳✷✶✮

❛♥❞ eγ +❛%✐+✜❡+ %❤❡ ❛❧❣❡❜$❛ ♦❢ %❤❡ ❝♦♠♣❧❡① %♦$✉+

[eγ, eγ′ ] = (−1)〈γ,γ
′〉〈γ, γ′〉eγ+γ′ . ✭✹✳✷✷✮

■❞❡♥%✐❢②✐♥❣ eγ = σD(γ)e
−2πIΞγ

✱ ♦♥❡ $❡❝♦❣♥✐③❡+ ✐♥ %❤❡ ♦♣❡$❛%♦$+ U
Ω(γ)
γ ❛+ %❤❡ ❡①✲

♣♦♥❡♥%✐❛%❡❞ %$❛♥+✐%✐♦♥ ❢✉♥❝%✐♦♥+ Hγ ❛♥❞ %❤❡ ❛❞❥♦✐♥% ❛❝%✐♦♥ ♦♥ eγ′
❣❡♥❡$❛%❡+ %❤❡

+②♠♣❧❡❝%♦♠♦$♣❤✐+♠+✳ ❆❝%✉❛❧❧② ❢♦$ %❤✐+ ❝❤❛♣%❡$ %❤❡ ❛❜♦✈❡ ❞✐+❝✉++✐♦♥ +✉✣❝❡+ ❛+

%❤❡ ❉✲✐♥+%❛♥%♦♥+ ✐♥❞✉❝❡ +②♠♣❧❡❝%♦♠♦$♣❤✐+♠ ✐♥ %❤❡ (ξ, ξ̃) +✉❜+♣❛❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡$✱ ❢♦$

%❤❡ ♠♦+% ❣❡♥❡$❛❧ ❝❛+❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞+ %♦ +%✐❧❧ ❡①%❡♥❞ %❤❡ ❑❙ ❢♦$♠✉❧❛ %♦ %❤❡ $❡❛❧♠ ♦❢

❝♦♥%❛❝% ❣❡♦♠❡%$② ✇❤✐❝❤ ✇❛+ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✐♥ ❬✸✾❪ ❛♥❞ ✇❛+ ❞♦♥❡ %❤$♦✉❣❤ ✉+❡ ♦❢ ❝❡$%❛✐♥

❞✐❧♦❣❛$✐%❤♠ ✐❞❡♥%✐%✐❡+✳

❚❤✐+ ❜$✐♥❣+ ♦✉% %❤❡ ❢❛❝% %❤❛% %❤❡ +♠♦♦%❤♥❡++ ♦❢ %❤❡ ♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡ MHM ❝$✉✲

❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞+ ♦♥ %❤❡ ❡①✐+%❡♥❝❡ ♦❢ %❤❡ ❧✐♥❡+ ♦❢ ♠❛$❣✐♥❛❧ +%❛❜✐❧✐%②✳ ❆❝$♦++ %❤❡♠

%❤❡ +♣❡❝%$✉♠ ♦❢ ❇O❙ ♣❛$%✐❝❧❡+ ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ %❤❡ ✇❛② ✐% ❞♦❡+ ✐+ ❞✐❝%❛%❡❞ ❜② %❤❡ ❑❙

✇❛❧❧✲❝$♦++✐♥❣ ❢♦$♠✉❧❛ ✭✹✳✷✵✮✳ ❚❤❡ $❡❛❧✐③❛%✐♦♥ ♦❢ %❤✐+ ✐♥ %❤❡ %✇✐+%♦$✐❛❧ ❧❛♥❣✉❛❣❡

%❤❡♥ ❤❛+ %❤❡ +✐♠♣❧❡ ✐♥%❡$♣$❡%❛%✐♦♥ %❤❛% ❝$♦++✐♥❣ %❤❡ ✇❛❧❧ ❧❡❛❞+ %♦ $❡+❤✉✤✐♥❣ ♦❢ %❤❡

❝♦♥%♦✉$+ ♦♥ %❤❡ CP 1
✐♥ +✉❝❤ ❛ ✇❛② %❤❛% ❞✐+❝♦♥%✐♥✉✐%② ♦❢ %❤❡ ❉❛$❜♦✉① ❝♦♦$❞✐♥❛%❡+

❛♥❞ %❤❡ ❥✉♠♣+ ♦❢ %❤❡ ❇O❙ ✐♥❞✐❝❡+ ♣$❡❝✐+❡❧② ❝❛♥❝❡❧ ❡❛❝❤ ♦%❤❡$✳ ❚❤✐+ ✐+ ❛❝%✉❛❧❧② ❛

$❡+%❛%❡♠❡♥% ♦❢ %❤❡ ❑❙ ❢♦$♠✉❧❛ ✐♥ ♦✉$ ❝♦♥%❡①%✳

✹✳✸ ❊①♣❧✐❝✐) ❡①♣+❡,,✐♦♥ ❢♦+ )❤❡ ♠❡)+✐❝ ✐♥ )❤❡ ♠✉)✉✲

❛❧❧② ❧♦❝❛❧ ❝❛,❡

■♥ %❤✐+ +❡❝%✐♦♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ❝♦♥+%$✉❝% ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐% ❡①♣$❡++✐♦♥ ❢♦$ %❤❡ ♠❡%$✐❝ ❢♦$ %❤❡ ❝❛+❡ ♦❢

♠✉%✉❛❧❧② ❧♦❝❛❧ ❝❤❛$❣❡+ 〈γ, γ′〉✳ ■♥ %❤❡ ♠♦+% ❣❡♥❡$❛❧ ❝❛+❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥%✐♥❣ %❤❡ ♣$♦❝❡❞✉$❡

♦❢ +❡❝%✐♦♥ ✸✳✺ ❛♠♦✉♥%+ %♦ +♦❧✈✐♥❣ %❤❡ ✐♥%❡❣$❛❧ ❡S✉❛%✐♦♥+ ❢♦$ %❤❡ ❉❛$❜♦✉① ❝♦♦$❞✐♥❛%❡+

❡①♣❧✐❝✐%❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛%%❛✐♥❡❞ ♦$❞❡$ ❜② ♦$❞❡$ ♦♥❧②✳ ❋♦$ %❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ ❉✲✐♥+%❛♥%♦♥

❝♦$$❡❝%❡❞ ♠❡%$✐❝ ♥♦♥ ♠✉%✉❛❧❧② ❧♦❝❛❧ ❝❤❛$❣❡+ ✜♥❞✐♥❣ ❛♥ ❡①♣$❡++✐♦♥ %❤❛% ✐+ ✈❛❧✐❞ ❢♦$

❛❧❧ ♦$❞❡$+ ✐♥ %❤❡ ✐♥+%❛♥%♦♥ ❡①♣❛♥+✐♦♥ ✐+ ✐♠♣♦++✐❜❧❡ ❛+ %❤❡ ❡S✉❛%✐♦♥+ %❛❦❡ %❤❡ ❢♦$♠

♦❢ ❛ +❡% ♦❢ ❚❇❆ ❡S✉❛%✐♦♥+ ❬✹✵❪✱ ✇❤✐❝❤ ❛$❡ ❦♥♦✇♥ %♦ ❜❡ ✐♠♣♦++✐❜❧❡ %♦ +♦❧✈❡ ❡①❛❝%❧②✳

❉✉❡ %♦ %❤✐+ $❡❛+♦♥✱ ✇❡ $❡+%$✐❝% %♦ %❤❡ ❝❛+❡ ✇❤❡$❡ %❤❡ ❉✲✐♥+%❛♥%♦♥ ❝❤❛$❣❡+ +❛%✐+❢②

〈γ, γ′〉 = 0✳

❚❤❡ ✜$+% +%❡♣ ✐+ %♦ ❡①%$❛❝% %❤❡ $❡❧❡✈❛♥% ▲❛✉$❡♥% ❝♦❡✣❝✐❡♥%+ ❢♦$ %❤❡ ❉❛$❜♦✉①

✹✹



❊①♣❧✐❝✐& ❡①♣(❡))✐♦♥ ❢♦( &❤❡ ♠❡&(✐❝ ✐♥ &❤❡ ♠✉&✉❛❧❧② ❧♦❝❛❧ ❝❛)❡ ✳ ✹✳✸

❝♦♦#❞✐♥❛(❡*✱

ξΛ,−1
[+] = RzΛ, ✭✹✳✷✸✮

ξΛ,0[+] = ζΛ − 1

8π2

∑

γ

Ω(γ)pΛJ (1)
γ , ✭✹✳✷✹✮

ξ̃
[+]
Λ,0 = ζ̃Λ − FΛΣζ

Σ − 1

8π2

∑

γ

Ω(γ)VγΛJ (1)
γ , ✭✹✳✷✺✮

ξ̃
[+]
Λ,1 = −iRz̄ΣNΛΣ − 1

2R FΛΣΘζ
ΣζΘ − 1

4π2

∑

γ

Ω(γ)

[

VγΛJ (1,+)
γ

− 1

2R FΛΣΘp
ΣζΘJ (1)

γ +
1

32π2R FΛΣΘp
Σ
∑

γ′

Ω(γ′)p′ΘJ (1)
γ J (1)

γ′

]

,✭✹✳✷✻✮

α
[+]
0 = −1

2

(

σ + ζΛζ̃Λ − FΛΣζ
ΛζΣ

)

+ 2i (r + c) ✭✹✳✷✼✮

− 1

8π2

∑

γ

Ω(γ)

[

1

2πi

∫

ℓγ

dt′

t′
Li2

(

σD(γ)e
−2πiΞγ(t′)

)

−VγΛζΛJ (1)
γ −RZγJ (1,+)

γ +
1

16π2
pΛJ (1)

γ

∑

γ′

Ω(γ′)Vγ′ΛJ (1)
γ′

]

,✭✹✳✷✽✮

✇❤❡#❡ ✇❡ ✉*❡❞ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❜❜#❡✈✐❛(✐♦♥* ❢♦# (❤❡ ✐♥(❡❣#❛❧*

J (1)
γ =

∫

ℓγ

dt

t
log

(

1− σD(γ)e
−2πiΞγ(t)

)

, ✭✹✳✷✾✮

J (2)
γ =

∫

ℓγ

dt

t

1

σD(γ)e2πiΞγ(t) − 1
, ✭✹✳✸✵✮

J (1,±)
γ = ±

∫

ℓγ

dt

t1±1
log

(

1− σD(γ)e
−2πiΞγ(t)

)

, ✭✹✳✸✶✮

J (2,±)
γ = ±

∫

ℓγ

dt

t1±1

1

σD(γ)e2πiΞγ(t) − 1
. ✭✹✳✸✷✮

❲❡ ❛❧*♦ ✐♥(#♦❞✉❝❡❞ (✇♦ ✉*❡❢✉❧ ♥♦(❛(✐♦♥* Ξγ(t) = qΛζ
Λ − pΛζ̃Λ +R(t−1Zγ − tZ̄γ) ≡

Θγ +R(t−1Zγ − tZ̄γ) ❛♥❞ VγΛ = qΛ − FΛΣp
Σ

✳

▲❛*(❧② (❤❡ ❝♦♥(❛❝( ♣♦(❡♥(✐❛❧ ❜❡❝♦♠❡*

r =
R2

4
K(z, z̄)−c− iR

32π2

∑

γ

Ω(γ)

∫

ℓγ

dt

t

(

t−1Zγ − tZ̄γ

)

log
(

1− σD(γ)e
−2πiΞγ(t)

)

.

✭✹✳✸✸✮

◆♦✇ ❧❡( ✉* ❝♦♥*(#✉❝( (❤❡ ❜❛*✐* ♦❢ ♦♥❡✲❢♦#♠* ✉*✐♥❣ ✭✸✳✹✵✮✳ ❚❤✐* ❜❛*✐* ❝❛♥ ❝❡#✲
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!❛✐♥❧② ❜❡ ❢✉+!❤❡+ -✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♥❞ ❛+❡ ❣✐✈❡♥ ❜②✱

dza,

YΛ =dζ̃Λ − FΛΣdζ
Σ − 1

8π2

∑

γ

Ω(γ)
(

qΛ − pΣFΛΣ

)

dJ (1)
γ ,

Σ =dr + 2c d logR− i

16π2

∑

γ

Ω(γ)
(

RZγdJ (1,+)
γ − J (1,−)

γ d
(

RZ̄γ

))

+
i

4

(

dσ + ζ̃Λdζ
Λ − ζΛdζ̃Λ

)

.

✭✹✳✸✹✮

❆- ✇❛- ♠❡♥!✐♦♥❡❞ !❤❡ ❣♦❛❧ ✐- !♦ +❡✇+✐!❡ !❤❡ <✉❛!❡+♥✐♦♥✐❝ ✷✲❢♦+♠ ω3
❛- ✭✸✳✹✶✮

✉-✐♥❣ !❤❡ (1, 0)✲❢♦+♠- ✐♥ ✭✹✳✸✹✮✳ ❋♦+ !❤✐- ✇❡ ❝♦♠♣✉!❡ !❤❡ SU(2) ♣❛+!- ♦❢ !❤❡ ▲❡✈✐✲

❈✐✈✐!❛ ❝♦♥♥❡❝!✐♦♥ ✜+-!✳ ❯-✐♥❣ ✭✸✳✸✽✮ ✐! ✐- ❢♦✉♥❞ !♦ ❜❡

p+ =
i

4r

[

RzΛ
(

dζ̃Λ − FΛΣdζ
Σ
)

− R
8π2

∑

γ

Ω(γ)ZγdJ (1)
γ

]

,

p3 =
1

8r

[

dσ + ζ̃Λdζ
Λ − ζΛdζ̃Λ + 2R2KAK − R

4π2

∑

γ

Ω(γ)
(

J (1,+)
γ dZγ − J (1,−)

γ dZ̄γ

)

]

.

✭✹✳✸✺✮

❚❤❡♥ ω3
❜❡❝♦♠❡-

ω3 =
1

4r2
dr ∧

[

dσ + ζ̃Λdζ
Λ − ζΛdζ̃Λ − R

4π2

∑

γ

Ω(γ)
(

J (1,+)
γ dZγ − J (1,−)

γ dZ̄γ

)

]

+
R2K

2r
d log

r

R2
∧ AK +

1

2r

(

dζΛ ∧ dζ̃Λ − iR2NΛΣdz
Λ ∧ dz̄Σ +

iR2

2r
zΛz̄ΣYΛ ∧ ȲΣ

)

+
1

16π2r

∑

γ

Ω(γ)
(

dJ (1,+)
γ ∧ d (RZγ)− dJ (1,−)

γ ∧ d
(

RZ̄γ

)

)

. ✭✹✳✸✻✮

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦! +❡♣+♦❞✉❝❡ !❤❡ ❢✉❧❧ ❝❛❧❝✉❧❛!✐♦♥ ❤❡+❡✳ ❲❡ +❡❢❡+ !❤❡ +❡❛❞❡+ !♦ ❛♣♣❡♥❞✐①

❇ ♦❢ ❬✶✶❪ ❢♦+ !❤✐-✳ ❲❡ ♦♥❧② ❣✐✈❡ !❤❡ ✜♥❛❧ ❡①♣+❡--✐♦♥ ❢♦+ ω3
❤❡+❡ ✇+✐!!❡♥ ✐♥ !❤❡ ❢♦+♠

♦❢ ✭✸✳✹✶✮

✹✻



❊①♣❧✐❝✐& ❡①♣(❡))✐♦♥ ❢♦( &❤❡ ♠❡&(✐❝ ✐♥ &❤❡ ♠✉&✉❛❧❧② ❧♦❝❛❧ ❝❛)❡ ✳ ✹✳✸

ω3 =
i Σ̂ ∧ ¯̂

Σ

4r2
(

1− 2r
R2U

) +
iR2

4r2
zΛz̄ΣYΛ ∧ ȲΣ

− i

2r
MΛΣ

(

YΛ +
iR
2π

∑

γ

Ω(γ)VγΛJ (2,+)
γ

(

dZγ −U−1Zγ∂K
)

)

∧
(

ȲΣ − iR
2π

∑

γ′

Ω(γ′)V̄γ′ΣJ (2,−)
γ′

(

dZ̄γ′ −U−1Z̄γ′ ∂̄K
)

)

+
i

2rU

(

YΛM
ΛΣv̄Σ − iR

2π

∑

γ

Ω(γ)WγdZγ

)

∧
(

vΛ′MΛ′Σ′ȲΣ′ +
iR
2π

∑

γ′

Ω(γ′)W̄γ′dZ̄γ′

)

+
iR2K

2r

{

Kabdz
a ∧ dz̄b − 1

K2U2

(

1

2π

∑

γ

Ω(γ)|Zγ|2J (2)
γ − vΛM

ΛΣv̄Σ

)2

∂K ∧ ∂̄K

+
1

2πK

∑

γ

Ω(γ)J (2)
γ

(

dZγ −U−1Zγ∂K
)

∧
(

dZ̄γ −U−1Z̄γ ∂̄K
)

}

. ✭✹✳✸✼✮

❋'♦♠ *❤✐- *❤❡ ♠❡*'✐❝ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛-✐❧② '❡❛❞ ♦✛ *❤'♦✉❣❤ ω3(X, Y ) = g(X, J3Y )✳ ❚❤❡

♦♥❡✲❢♦'♠ YΛ ✐♥*'♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✹✮ ✐- '❡✇'✐**❡♥ ❛-

YΛ =dζ̃Λ − FΛΣdζ
Σ − i

4π

∑

γ

Ω(γ)VγΛ

[

J (2)
γ dΘγ +R

(

J (2,+)
γ dZγ + J (2,−)

γ dZ̄γ

)

+
2πR
U

vγ

(

4 dr

R2
− dK −

∑

γ′

Ω(γ′)

(

vγ′

R dΘγ′ −
J (2)

γ′

2π

(

Z̄γ′dZγ′ + Zγ′dZ̄γ′

)

))]

.

✭✹✳✸✽✮

❆♥ ✐♠♣♦'*❛♥* ❢❡❛*✉'❡ ♦❢ *❤✐- '❡-✉❧* ✐- *❤❛* ✐* -❤♦✇- *❤❛* ✐♥ *❤❡ ♣'❡-❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥-*❛♥✲

*♦♥- YΛ ❤❛- ❛ ♥♦♥✲✈❛♥✐-❤✐♥❣ ♣'♦❥❡❝*✐♦♥ ❛❧♦♥❣ dr✳
❚❤❡ ♦*❤❡' ♦♥❡✲❢♦'♠ Σ̂ ❜❡❝♦♠❡-

Σ̂ = 2

(

1− 2r

R2U

)

dr +
i

4

(

dσ + ζ̃Λdζ
Λ − ζΛdζ̃Λ + V

)

, ✭✹✳✸✾✮

❚♦ ❜❡ ❝♦♥❝✐-❡ ✇❡ ✐♥*'♦❞✉❝❡❞ -❡✈❡'❛❧ ♥♦*❛*✐♦♥- ♦♥❝❡ ❛❣❛✐♥✿

❼ ❚❤❡ ✜'-* ♦♥❡ ✐- ❛♥ ✐♥✈❡'*✐❜❧❡ ♠❛*'✐① MΛΣ ✇❤✐❝❤ ✐- ❛♥ ✐♥-*❛♥*♦♥ ❝♦''❡❝*❡❞

✈❡'-✐♦♥ ♦❢ NΛΣ✳ ■* ✐- ❣✐✈❡♥ ❜②

MΛΣ = NΛΣ − 1

2π

∑

γ

Ω(γ)J (2)
γ V̄γΛVγΣ. ✭✹✳✹✵✮

✹✼
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❼ ❲❡ ❛❧%♦ ✉%❡❞ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ %❡) ♦❢ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥) ♥♦)❛)✐♦♥% ✿

vγ =
1

4π

(

ZγJ (2,+)
γ + Z̄γJ (2,−)

γ

)

,

vΛ =
∑

γ

Ω(γ)vγVγΛ.
✭✹✳✹✶✮

❼ ❆ ♣♦)❡♥)✐❛❧ U ✇❤✐❝❤ ✐%

U = K − 1

2π

∑

γ

Ω(γ)|Zγ|2J (2)
γ + vΛM

ΛΣv̄Σ, ✭✹✳✹✷✮

❛♥❞ ❛♥♦)❤❡: ♣♦)❡♥)✐❛❧ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❝❤❛:❣❡% ✐% ❣✐✈❡♥ ❜②

Wγ = Z̄γJ (2)
γ − J (2,+)

γ vΛM
ΛΣV̄γΣ. ✭✹✳✹✸✮

❼ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧:❡❛❞② %❡❡♥ )❤❛) )❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❝♦::❡❝)✐♦♥ ✐♥):♦❞✉❝❡% ❛ )❡:♠ ♣:♦✲

♣♦:)✐♦♥❛❧ )♦ )❤❡ ❑A❤❧❡: ❝♦♥♥❡❝)✐♦♥ )♦ )❤❡ σ ❝✐:❝❧❡ ❜✉♥❞❧❡✳ ■♥ ♣:❡%❡♥❝❡ ♦❢

✐♥%)❛♥)♦♥ ❝♦::❡❝)✐♦♥%✱ )❤✐% )❡:♠ ✐% ♣:♦♠♦)❡❞ )♦

V = 2R2K

(

1− 4r

R2U

)

AK +
8r

RU

∑

γ

Ω(γ)

(

vγ +
1

2π
J (2)

γ VγΛM
ΛΣv̄Σ

)

Cγ

+
2r

πiU

∑

γ

Ω(γ)

[(

Wγ +
RU

8πir
J (1,+)

γ

)

dZγ ✭✹✳✹✹✮

−
(

W̄γ +
RU

8πir
J (1,−)

γ

)

dZ̄γ

]

,

✇❤❡:❡ ✇❡ ✐♥):♦❞✉❝❡❞ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐♥❡❛: ❝♦♠❜✐♥❛)✐♦♥ ♦❢ ❞✐✛❡:❡♥)✐❛❧% ♦❢ )❤❡

❘❘✲✜❡❧❞%

Cγ = NΛΣ
(

qΛ − ReFΛΞp
Ξ
)

(

dζ̃Σ − ReFΣΘdζ
Θ
)

+
1

4
NΛΣ p

Λ dζΣ. ✭✹✳✹✺✮
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❊①♣❧✐❝✐& ❡①♣(❡))✐♦♥ ❢♦( &❤❡ ♠❡&(✐❝ ✐♥ &❤❡ ♠✉&✉❛❧❧② ❧♦❝❛❧ ❝❛)❡ ✳ ✹✳✹

❋✐♥❛❧❧② ❧❡( ✉* ✇,✐(❡ ❞♦✇♥ (❤❡ ❡①♣,❡**✐♦♥ ❢♦, (❤❡ ♠❡(,✐❝ ✐♥ (❤✐* ❝❛*❡✱

ds2 =
2

r2

(

1− 2r

R2U

)

(dr)2 +
1

32r2
(

1− 2r
R2U

)

(

dσ + ζ̃Λdζ
Λ − ζΛdζ̃Λ + V

)2

+
R2

2r2
|zΛYΛ|2 +

1

rU

∣

∣

∣

∣

∣

YΛM
ΛΣv̄Σ − iR

2π

∑

γ

Ω(γ)WγdZγ

∣

∣

∣

∣

∣

2

−1

r
MΛΣ

(

YΛ +
iR
2π

∑

γ

Ω(γ)VγΛJ (2,+)
γ

(

dZγ −U−1Zγ∂K
)

)

×
(

ȲΣ − iR
2π

∑

γ′

Ω(γ′)V̄γ′ΣJ (2,−)
γ′

(

dZ̄γ′ −U−1Z̄γ′ ∂̄K
)

)

+
R2K

r

(

Kab̄dz
adz̄b − 1

(2πKU)2

∣

∣

∣

∣

∣

∑

γ

Ω(γ)ZγWγ

∣

∣

∣

∣

∣

2

|∂K|2

+
1

2πK

∑

γ

Ω(γ)J (2)
γ

∣

∣dZγ −U−1Zγ∂K
∣

∣

2

)

. ✭✹✳✹✻✮

❆❝(✉❛❧❧②✱ (❤❡ ,❡*✉❧( ✐♥ ✭✹✳✹✻✮ ✐* ✈❛❧✐❞ ❢♦, (✇♦ ❝❛*❡*✳ ❖♥❡ ♦❢ (❤❡♠ ✐* (❤❡ ❝❛*❡ ✇❤❡♥

✇❡ ,❡*(,✐❝( (♦ (❤❡ *❡( ♦❢ ♠✉(✉❛❧❧② ❧♦❝❛❧ ❝❤❛,❣❡*✱ ❢♦, ✇❤✐❝❤ ✐( ✐* ❡①❛❝(✳ ❚❤❡ ♦(❤❡,

❝♦,,❡*♣♦♥❞* (♦ (❤❡ ✐♥❝❧✉*✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ ❉✲✐♥*(❛♥(♦♥ ❝❤❛,❣❡* ✭✹✳✹✻✮✱ ❜✉( ,❡*(,✐❝(❡❞ (♦

(❤❡ ♦♥❡✲✐♥*(❛♥(♦♥ ❛♣♣,♦①✐♠❛(✐♦♥✳ ❚❤✐* ❡✛❡❝(✐✈❡❧② ♠❡❛♥* (♦ (,✉♥❝❛(❡ (❤❡ ✐♥*(❛♥(♦♥

*❡,✐❡* ❡①♣❛♥*✐♦♥ ❛( (❤❡ ❧✐♥❡❛, ♦,❞❡, ✐♥ ❉♦♥❛❧❞*♦♥✲❚❤♦♠❛* ✭❉❚✮ ✐♥✈❛,✐❛♥(* Ω(γ)✳
❋✉,(❤❡, *✐♠♣❧✐✜❝❛(♦♥* ♦❝❝✉, ✐♥ (❤❡ ❧❛((❡, ❝❛*❡✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❧✐❝✐(❧② ❝♦♥*(,✉❝( (❤❡

✐♥✈❡,*❡ ♦❢ (❤❡ ♠❛(,✐① MΛΣ ❢,♦♠ ✭✹✳✹✵✮ ❛♥❞ ♦♥❡ ❝❛♥ *♦❧✈❡ ❢♦, R ✐♥ (❡,♠* ♦❢ ♦(❤❡,

❝♦♦,❞✐♥❛(❡* (❤,♦✉❣❤ (❤❡ ❡①♣,❡**✐♦♥ ❢♦, (❤❡ ❝♦♥(❛❝( ♣♦(❡♥(✐❛❧ ✭✹✳✸✸✮✳

❖♥❡ ♠♦,❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛(✐♦♥ ❛,✐*❡* ❞✉❡ (♦ (❤❡ ♣,❡*❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥*(❛♥(♦♥ ❝♦,,❡❝(✐♦♥*✳

❚❤❡ ♥✐❝❡ (✇♦✲*(❛❣❡❞ ✜❜,❛(✐♦♥ *(,✉❝(✉,❡ ♦❢ (❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❝♦,,❡❝(❡❞ *♣❛❝❡ ✭✷✳✸✻✮ ✐*

♥♦✇ ❜,♦❦❡♥ ❞♦✇♥✳ ❋✐,*(❧②✱ (❤❡ ❞✐❧❛(♦♥ ✐* ♥♦( ❢❛❝(♦,✐③❡❞ ♥♦✇✳ ■♥*(❡❛❞ ✐( ❡♥(❡,*

♥♦♥✲(,✐✈✐❛❧❧② ❛❧♦♥❣ ✇✐(❤ za ❛♥❞ (ζΛ, ζ̃Λ) ✐♥ (❤❡ ❡①♣,❡**✐♦♥ ❢♦, YΛ ❞✉❡ (♦ ♣,❡*❡♥❝❡

♦❢ (❡,♠* ♣,♦♣♦,(✐♦♥❛❧ (♦ dr✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ (❤❡ ♠❡(,✐❝ ♦♥ (❤❡ *✉❜*♣❛❝❡ ♣❛,❛♠❡(,✐③❡❞

❜② (❤❡ ❝♦♠♣❧❡① *(,✉❝(✉,❡ ♠♦❞✉❧✐ ❛❝K✉✐,❡* ❛ ❝♦♠♣❧✐❝❛(❡❞ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ (❤❡ ♦(❤❡,

❝♦♦,❞✐♥❛(❡*✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✜❜,❛(✐♦♥ (❤❛( *✉,✈✐✈❡* ✐* (❤❡ ❝✐,❝❧❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ (❤❡ ◆❙✲❛①✐♦♥

σ *♦ (❤❛( (❤❡ (♦(❛❧ *♣❛❝❡ ❤❛* (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ (♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜*(,✉❝(✐♦♥

S1
σ −→ M

❍▼

↓
Binst
r,z,ζ,ζ̃

.
✭✹✳✹✼✮

❚❤❡ ❝♦♥♥❡❝(✐♦♥ ♦♥ (❤✐* ❝✐,❝❧❡ ❜✉♥❞❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❡❛*✐❧② ,❡❛❞ ♦✛ ❢,♦♠ ✭✹✳✹✻✮ ❛♥❞ ✐* ❣✐✈❡♥

❜②✱ ζ̃Λdζ
Λ − ζΛdζ̃Λ + V ✱ ✇❤❡,❡ V ✐* ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✹✳✹✺✮✳

❋✐♥❛❧❧②✱ *✐♥❝❡ ✇❡ ✇♦,❦✐♥❣ ✐♥ (②♣❡ ■■❆ ❢,❛♠❡✇♦,❦ (❤❡ ♠❡(,✐❝ ♠✉*( ❜❡ *②♠♣❧❡❝(✐❝

✐♥✈❛,✐❛♥(✳ ❍♦✇❡✈❡,✱ ✐( ✐* ❤❛,❞ (♦ *❡❡ ✐( ✐♥ (❤❡ ❡①♣,❡**✐♦♥ ✭✹✳✹✻✮✳ ❚❤❛( ✐( ✐* ✐♥❞❡❡❞

♣,❡*❡♥( ❤❛* ❜❡❡♥ ✈❡,✐✜❡❞ ❡①♣❧✐❝✐(❧② ✐♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ❇✳✹ ✐♥ ❬✶✶❪✳
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✹✳ ◗✉❛♥$✉♠ ❝♦((❡❝$✐♦♥+ $♦ $❤❡ ❤②♣❡(♠✉❧$✐♣❧❡$ ♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡ ❛♥❞ ❉✲✐♥+$❛♥$♦♥+

✹✳✹ ❯♥✐✈❡'(❛❧ ❤②♣❡'♠✉❧0✐♣❧❡0 ❛♥❞ ❚♦❞❛ ♣♦0❡♥0✐❛❧

❖♥❡ ✈❡%② ✐♥(❡%❡)(✐♥❣ ❝❛)❡ ✐♥ ♦✉% ❝♦♥(❡①( ❛%✐)❡) ✇❤❡♥ (❤❡ ❝♦♠♣❛❝(✐✜❝❛(✐♦♥ ✐) ❞♦♥❡ ♦♥

❛ ✏%✐❣✐❞ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉✧ (❤%❡❡❢♦❧❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡) ♥♦( ❤❛✈❡ ❛♥② ❝♦♠♣❧❡① )(%✉❝(✉%❡ ♠♦❞✉❧✐

❛) ❢♦% (❤❡♠ h2,1(Y) = 0✳ ❚❤❡ ✈❛♥✐)❤✐♥❣ ♦❢ (❤❡ ❍♦❞❣❡ ♥✉♠❜❡% ❢♦% (②♣❡ ■■❆ )(%✐♥❣

(❤❡♦%② ❝♦♠♣❛❝(✐✜❡❞ ♦♥ Y (❤❡%❡❢♦%❡ ✐♠♣❧✐❡) (❤❛( (❤❡%❡ ✐) ♦♥❧② ♦♥❡ ❤②♣❡%♠✉❧(✐♣❧❡(

✇❤✐❝❤ ✐♥ ❧✐(❡%❛(✉%❡) ✐) ❦♥♦✇♥ ❛) ✉♥✐✈❡%)❛❧ ❤②♣❡%♠✉❧(✐♣❧❡( ❬✹✶❪✳ ❚❤❡ ❤②♣❡%♠✉❧(✐♣❧❡(

♠♦❞✉❧✐ )♣❛❝❡ ✐♥ (❤✐) )✐(✉❛(✐♦♥ ✐) (❤❡♥ ❛ ❢♦✉% ❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞✳ ■♥ (❤✐)

)♣❡❝✐❛❧ ❝❛)❡ (❤❡ ◗❑ ❣❡♦♠❡(%② ❛❧❧♦✇) ❢♦% ❛ ♠♦%❡ ❡①♣❧✐❝✐( ❞❡)❝%✐♣(✐♦♥ ❛) ✐( ✐) ❞❡✜♥❡❞

❛) ❛♥ ❊✐♥)(❡✐♥ ♠❛♥✐❢♦❧❞ ✇✐(❤ ♥♦♥✲✈❛♥✐)❤✐♥❣ ❝♦)♠♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝♦♥)(❛♥( ❛♥❞ )❡❧❢✲❞✉❛❧

❲❡②❧ ❝✉%✈❛(✉%❡✳

■❣♥♦%✐♥❣ ◆❙✺✲❜%❛♥❡ ✐♥)(❛♥(♦♥)✱ ❛) ✇❡ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❞♦✐♥❣ (❤%♦✉❣❤♦✉( (❤✐) ❝❤❛♣(❡%✱

✐♠♣❧✐❡) (❤❛( (❤❡%❡ ✐) ❛( ❧❡❛)( ♦♥❡ ❝♦♥(✐♥✉♦✉) ✐)♦♠❡(%② ♣%❡)❡%✈❡❞✱ (❤❡ (%❛♥)❧❛(✐♦♥

❛❧♦♥❣ (❤❡ ◆❙✲❛①✐♦♥ σ ❢♦% (❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ )♣❛❝❡✳ ❲✐(❤ ❛ ♣%♦♣❡% ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❝♦♦%❞✐♥❛(❡

♠❡(%✐❝ ♦♥ )✉❝❤ ❢♦✉%✲❞✐♠❡♥)✐♦♥❛❧ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞) ❝❛♥ ❜❡ ✇%✐((❡♥ ✐♥ (❤❡ ❢♦%♠ ♦❢ ❚♦❞

❛♥)❛(③ ❬✹✷❪ ♣❛%❛♠❡(%✐③❡❞ ❜② ♦♥❡ %❡❛❧ ❢✉♥❝(✐♦♥✱

ds2 = − 3

Λ

[

P

ρ2
(

dρ2 + 4eTdzdz̄
)

+
1

Pρ2
(dθ +Θ)2

]

, ✭✹✳✹✽✮

✇❤❡%❡ T ✐) ❛ ❢✉♥❝(✐♦♥ ♦❢ (ρ, z, z̄) ❛♥❞ ✐) ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( ♦❢ θ ♣❛%❛♠❡(%✐③✐♥❣ (❤❡ ❞✐%❡❝(✐♦♥

♦❢ (❤❡ ✐)♦♠❡(%②✳ ❋✉%(❤❡%♠♦%❡✱

P = 1− 1

2
ρ∂ρT, ✭✹✳✹✾✮

dΘ = i (∂zPdz − ∂z̄Pdz̄) ∧ dρ− 2i∂ρ(Pe
T )dz ∧ dz̄, ✭✹✳✺✵✮

✇❤❡%❡❛) (❤❡ ❊✐♥)(❡✐♥ )❡❧❢✲❞✉❛❧✐(② ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♠❡(%✐❝ ✐) ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥ (❤❡ ❚♦❞❛

❞✐✛❡%❡♥(✐❛❧ ❡Y✉❛(✐♦♥ (♦ ❜❡ )❛(✐)✜❡❞ ❜② (❤❡ ❢✉♥❝(✐♦♥ T ✱

∂z∂z̄T + ∂2ρe
T = 0. ✭✹✳✺✶✮

❚❤✐) ❞❡)❝%✐♣(✐♦♥ ✐) ♠♦%❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥( ❜❡❝❛✉)❡ ❛❧❧ ✐♥)(❛♥(♦♥ ❝♦%%❡❝(✐♦♥) ❛%❡ ❡♥✲

❝♦❞❡❞ ✐♥ ❥✉)( ♦♥❡ ❢✉♥❝(✐♦♥✱ (❤❡ ❚♦❞❛ ♣♦(❡♥(✐❛❧ T ✇❤✐❝❤ ✐) ❝♦♥)(%❛✐♥❡❞ ❜② (❤❡

❚♦❞❛ ❡Y✉❛(✐♦♥ ✭✹✳✺✶✮✳ ❍❡♥❝❡ (♦ ❡①(%❛❝( (❤❡♠ ✐( )✉✣❝❡) (♦ ✜♥❞ ❛♣♣%♦♣%✐❛(❡ )♦❧✉✲

(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❚♦❞❛ ❡Y✉❛(✐♦♥✳ ❚❤✐) )(%❛(❡❣② ✇❛) ✈❡%② )✉❝❝❡))❢✉❧ ❛( (❤❡ ♦♥❡✲✐♥)(❛♥(♦♥

❧❡✈❡❧ ❬✹✸✕✹✼❪

✷

✳ ❍♦✇❡✈❡%✱ (❤❡ %❡)✉❧() ❜❡②♦♥❞ (❤✐) ❛♣♣%♦①✐♠❛(✐♦♥ ❛%❡ ♦❢(❡♥ ♥♦( %❡❧✐✲

❛❜❧❡ ❜❡❝❛✉)❡✱ (♦ ✜① (❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐(✐❡) ♦❢ ✐♥(❡❣%❛(✐♦♥ (②♣✐❝❛❧❧② )♦♠❡ ❛♥)❛(③ ❢♦% T ✐)

♠❛❞❡✳ ❉✉❡ (♦ )✉❝❤ ✉♥❥✉)(✐✜❡❞ )✐♠♣❧✐✜❝❛(✐♦♥) (❤♦)❡ %❡)✉❧() ❝❛♥ ♥♦( ❜❡ (%✉)(❡❞ ✐♥

❢✉❧❧ ❣❡♥❡%❛❧✐(②✳

❇✉( ♥♦✇ (❤❛( ✇❡ ❤❛✈❡ (❤❡ (✇✐)(♦% ❝♦♥)(%✉❝(✐♦♥✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦( ♥❡❡❞ (♦ ✜♥❞ (❤❡ ❚♦❞❛

♣♦(❡♥(✐❛❧ ❢%♦♠ (❤❡ ❞✐✛❡%❡♥(✐❛❧ ❡Y✉❛(✐♦♥✳ ■♥)(❡❛❞ ✐( )❡%✈❡) ❥✉)( ❛) ❛ ❝♦♥)✐)(❡♥❝②

✷

❆ !✐♠✐❧❛& !'&❛'❡❣② ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ '♦ ❞❡&✐✈❡ ◆❙✺✲❜&❛♥❡ ✐♥!'❛♥'♦♥! ❛! ✇❡❧❧ ❬✹✽❪✱ ❜❡❝❛✉!❡ ❣❡♥❡&✐❝

✹❞ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞! ❝❛♥ ❜❡ ♣❛&❛♠❡'&✐③❡❞ ❜② !♦❧✉'✐♦♥! ♦❢ ❛♥♦'❤❡&✱ ♠♦&❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛'❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛&

❞✐✛❡&❡♥'✐❛❧ ❡C✉❛'✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ &❡♣❧❛❝❡! '❤❡ ❚♦❞❛ ❡C✉❛'✐♦♥ ✐♥ '❤❡ ❛❜!❡♥❝❡ ♦❢ '❤❡ ✐!♦♠❡'&② ❬✹✾❪✳

✺✵



❈✉"✈❛%✉"❡ '✐♥❣✉❧❛"✐%② ✐♥ ♣"❡'❡♥❝❡ ♦❢ ❉✲✐♥'%❛♥%♦♥'✳ ✹✳✺

❝❤❡❝❦✱ &❤❛& ✐) ♦♥❝❡ ❛ ♣-♦♣❡- ✐❞❡♥&✐✜❝❛&✐♦♥ ♦❢ ❝♦♦-❞✐♥❛&❡) ❛♥❞ &❤❡ ❚♦❞❛ ♣♦&❡♥&✐❛❧

✐) ♠❛❞❡ ♦♥❡ ❤❛) &♦ ✈❡-✐❢② ✐❢ &❤❡ ❚♦❞❛ ❡6✉❛&✐♦♥ )❤♦✉❧❞ ❜❡ )❛&✐)✜❡❞ ❛✉&♦♠❛&✐❝❛❧❧②✳

■♥❞❡❡❞✱ &❤✐) ✐) &❤❡ ❝❛)❡ ✐❢ ♦♥❡ ✐❞❡♥&✐✜❡) ❬✺✵❪✱

ρ = eφ, z =
i

2
ξ̃
[+]
0 , θ = −1

8
σ, T = 2 log(R/2). ✭✹✳✺✷✮

❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇ ❛❝&✉❛❧❧② ❝♦♠♣✉&❡ &❤❡ ♠❡&-✐❝ MHM ❜② -❡)&-✐❝&✐♥❣ ✭✹✳✹✻✮ &♦ ❢♦✉- ❞✐✲

♠❡♥)✐♦♥)✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧)♦ ❡①♣❧✐❝✐&❧② ✈❡-✐❢② &❤❛& T )❛&✐)✜❡) ❚♦❞❛ ❡6✉❛&✐♦♥✳ ❋♦- ❞❡&❛✐❧)

♦❢ &❤❡)❡ ❝❤❡❝❦) ❛♥❞ -❡)✉❧& ❢♦- &❤❡ ♠❡&-✐❝ ✇❡ -❡❢❡- &❤❡ -❡❛❞❡- &♦ ❬✶✶❪✳

❙✐♥❝❡ &❤❡-❡ ✐) ♥♦ ❝♦♠♣❧❡① )&-✉❝&✉-❡ ♠♦❞✉❧✐ ✐♥ &❤✐) ❝❛)❡ &❤❡ ♦♥❧② ♣♦))✐❜❧❡ ✈❛❧✉❡

&❤❡ ✐♥❞✐❝❡) Λ,Σ ❝❛♥ &❛❦❡ ❤❡-❡ ✐) 0✳ ❲❡ &❤❡-❡❢♦-❡ ❞-♦♣ &❤❡ ✐♥❞❡① ❛❧&♦❣❡&❤❡-✳ ▼♦-❡✲

♦✈❡- &❤❡ ♣-❡♣♦&❡♥&✐❛❧ ❢♦- &❤❡ -✐❣✐❞ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉) ✐) ♥❡❝❡))❛-✐❧② 6✉❛❞-❛&✐❝ ❛) ✐& ✐) ❛

❞❡❣-❡❡ &✇♦ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉) ❢✉♥❝&✐♦♥ ♦❢ ♦♥❧② ♦♥❡ ❛-❣✉♠❡♥& ❬✺✼❪✱

F (X) =
λ

2
X2, λ ≡ λ1 − iλ2 =

∫

B
Ω

∫

A
Ω
, ✭✹✳✺✸✮

✇❤❡-❡ λ ✐) ❛ ✜①❡❞ ❝♦♠♣❧❡① ♥✉♠❜❡-✱ ❣✐✈❡♥ ❜② &❤❡ -❛&✐♦ ♦❢ ♣❡-✐♦❞) ♦❢ &❤❡ ❤♦❧♦♠♦-✲

♣❤✐❝ ✸✲❢♦-♠ Ω ∈ H3,0(Y) ♦✈❡- ❛♥ ✐♥&❡❣-❛❧ )②♠♣❧❡❝&✐❝ ❜❛)✐) (A,B) ♦❢ H3(Y,Z)✱ ✇✐&❤

λ2 > 0✳ ❈❤♦♦)✐♥❣ ❡❧❡❝&-✐❝ ❢-❛♠❡ ❢♦- &❤❡ ♠✉&✉❛❧ ❧♦❝❛❧ ❝❤❛-❣❡) ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧✐❝✐&❧② ❝♦♥✲

)&-✉❝& &❤❡ )♦❧✉&✐♦♥) ❢♦- &❤❡ ❚♦❞❛ ❝♦♦-❞✐♥❛&❡) ❬✶✶❪ ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ )❡& ♦❢ &-❛♥)❝❡♥❞❡♥&❛❧

❡6✉❛&✐♦♥)✱

eT =
1

2λ2
(ρ+ c)− eT/2

4π2λ2

∑

q>0

Ω̄((0, q))q cos
(

2πqζ
)

K1

(

8πqeT/2
)

,

z =
i

2
(ζ̃ − λζ)− 1

4π2

∑

q>0

Ω̄((0, q))q sin
(

2πqζ
)

K0

(

8πqeT/2
)

,

✭✹✳✺✹✮

✇❤❡-❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✐♥&-♦❞✉❝❡❞ &❤❡ -❛&✐♦♥❛❧ ❉❚ ✐♥✈❛-✐❛♥&) ❞❡✜♥❡❞ ❜②

Ω̄(γ) =
∑

d|γ

Ω(γ)

d2
. ✭✹✳✺✺✮

■♥ &❤❡ ❣❡♥❡-❛❧ ❝❛)❡ ✇❤❡-❡ ♥♦ -❡)&-✐❝&✐♦♥ ♦♥ ❝❤❛-❣❡) ✐) ✐♠♣♦)❡❞ &❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡6✉❛✲

&✐♦♥) ❜❡❝♦♠❡ ♠♦-❡ ✐♥✈♦❧✈❡❞ ♦✇✐♥❣ &♦ &❤❡ ♣-❡)❡♥❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧✐❝❛&❡❞ &✇✐)&♦- ✐♥&❡❣-❛❧)

✇❤✐❝❤ ✐♥ ❣❡♥❡-❛❧ ❝❛♥ ♥♦& ❜❡ -❡❞✉❝❡❞ &♦ ❛ ♣-♦❞✉❝& ♦❢ ❇❡))❡❧ ❢✉♥❝&✐♦♥) ✉♥❧✐❦❡ &❤❡

)✐&✉❛&✐♦♥ ❛❜♦✈❡✳

✹✳✺ ❈✉%✈❛(✉%❡ *✐♥❣✉❧❛%✐(② ✐♥ ♣%❡*❡♥❝❡ ♦❢ ❉✲✐♥*(❛♥(♦♥*

❏✉)& ❜② ♠❡-❡ ✐♥)♣❡❝&✐♦♥ ♦- ❛ ♠♦-❡ ❞✐❧✐❣❡♥& ❝♦♠♣✉&❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ 6✉❛❞-❛&✐❝ ❝✉-✈❛&✉-❡

✭❘✐❡♠❛♥♥ &❡♥)♦- )6✉❛-❡❞✮ ♦❢ &❤❡ ♠❡&-✐❝ ✭✹✳✶✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ &❤❛& &❤❡-❡ ✐) ❛ ❝✉-✈❛&✉-❡

✺✶



✹✳ ◗✉❛♥$✉♠ ❝♦((❡❝$✐♦♥+ $♦ $❤❡ ❤②♣❡(♠✉❧$✐♣❧❡$ ♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡ ❛♥❞ ❉✲✐♥+$❛♥$♦♥+

!✐♥❣✉❧❛(✐)② ❢♦( χY > 0 ❛) r = −2c✳ ■♥ )❤✐! !❡❝)✐♦♥ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ )♦ ❛❞❞(❡!! )❤❡

4✉❡!)✐♦♥ )❤❛) ✇❤❛) ❤❛♣♣❡♥! )♦ )❤✐! !✐♥❣✉❧❛(✐)② ✇❤❡♥ ❉✲✐♥!)❛♥)♦♥! ❛(❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞✳

▲♦♦❦✐♥❣ ❛) )❤❡ ❦✐♥❡)✐❝ )❡(♠! ❝♦((❡!♣♦♥❞✐♥❣ )♦ )❤❡ ❞✐❧❛)♦♥ ❛♥❞ )❤❡ ◆❙✲❛①✐♦♥

σ ✐♥ ✭✹✳✹✻✮ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛(✐♥❣ )❤❡♠ ✇✐)❤ !✐♠✐❧❛( )❡(♠! ✐♥ )❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❝♦((❡❝)❡❞

♠❡)(✐❝ ✭✹✳✶✮ ✇❡ ✜♥❞ )❤❛) )❤❡ ❢❛❝)♦( r+2c ✐! ♣(♦♠♦)❡❞ ✐♥ ♣(❡!❡♥❝❡ ♦❢ )❤❡ ✐♥!)❛♥)♦♥

❝♦((❡❝)✐♦♥! )♦

1

2
R2U− r. ✭✹✳✺✻✮

❚❤❡(❡❢♦(❡ ✐) ✐! ♥❛)✉(❛❧ )♦ ❡①♣❡❝) )❤❛) !❡))✐♥❣ )❤❡ ❛❜♦✈❡ )♦ ③❡(♦ ✇✐❧❧ ❣✐✈❡ (✐!❡ )♦ ❛

!✐♥❣✉❧❛(✐)② ❡4✉❛)✐♦♥✱ )❤❛) ✐! )❤❡ ❡4✉❛)✐♦♥ ❞❡!❝(✐❜✐♥❣ )❤❡ !✐♥❣✉❧❛( ❤②♣❡(!✉(❢❛❝❡ ♦♥

M
❍▼

✳ ❙✉❜!)✐)✉)✐♥❣ ❡①♣(❡!!✐♦♥! ❢♦( U ❛♥❞ r ♦♥❡ ❛((✐✈❡! ❛)

K +
4c

R2
+

1

π

∑

γ

Ω(γ)

(

i

8π

(

ZγJ (1,+)
γ + Z̄γJ (1,−)

γ

)

− |Zγ|2J (2)
γ

)

✭✹✳✺✼✮

+
1

8π2

(

∑

γ

Ω(γ)
(

ZγJ (2,+)
γ + Z̄γJ (2,−)

γ

)

VγΛ

)

MΛΣ
∑

γ′

(

Ω(γ′)
(

Zγ′J (2,+)
γ′ +

Z̄γ′J (2,−)
γ′

)

V̄γ′Σ

)

= 0.

❚❤❡(❡ ✐! ❛❝)✉❛❧❧② ❛♥♦)❤❡( ♠♦(❡ ❣❡♦♠❡)(✐❝ ✇❛② )♦ ❡①)(❛❝) )❤❡ ❡4✉❛)✐♦♥ ❢♦( !✐♥✲

❣✉❧❛(✐)②✳ ▲❡) ✉! ✐❧❧✉!)(❛)❡ ✐) ✐♥ )❤❡ ❝❛!❡ ❢♦( ♦♥❡✲❧♦♦♣ ♠❡)(✐❝ ✜(!)✳ ❋(♦♠ ✭✹✳✺✮ ♦♥❡

❝❛♥ ❡❛!✐❧② ✜♥❞ )❤❡ ❡①♣(❡!!✐♦♥! ❢♦( ❉❛(❜♦✉① ❝♦♦(❞✐♥❛)❡! ♥❡❛( )❤❡ ♥♦()❤ ♣♦❧❡✳ ❯!✐♥❣

)❤❡ ♣(♦❝❡❞✉(❡ )♦ ❝♦♥!)(✉❝) (1, 0)✲❢♦(♠! ✐♥ ✸✳✺ ✇❡ ♦❜)❛✐♥ )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

Πa = dza,

YΛ = dζ̃Λ − FΛΣdζ
Σ,

Σ = dr + 2cd logR+
i

4

(

dσ + ζ̃Λdζ
Λ − ζΛdζ̃Λ

)

.

✭✹✳✺✽✮

❚❤❡ ❝✉(✈❛)✉(❡ !✐♥❣✉❧❛(✐)② ♦❝❝✉(! ✐❢ )❤❡ ❜❛!✐! ❢♦(♠! ❜❡❝♦♠❡ ❞❡❣❡♥❡(❛)❡✳ ❚❤❡ ♦♥❧②

♣♦!!✐❜✐❧✐)② ❢♦( )❤✐! )♦ ❤❛♣♣❡♥ ✐♥ ✭✹✳✺✽✮ ✐!

ReΣ = deφ + 2cd logR = 0, ✭✹✳✺✾✮

✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡! )❤❡ ❝♦((❡!♣♦♥❞✐♥❣ ❡4✉❛)✐♦♥ ❢♦( !✐♥❣✉❧❛(✐)②✳ ❯!✐♥❣ )❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ (❡❧❛)✐♦♥

❜❡)✇❡❡♥ R ❛♥❞ )❤❡ ❞✐❧❛)♦♥ ♦♥❡ ♦❜)❛✐♥! )❤❛) ✐) (❡❞✉❝❡! )♦

r + 2c = 0, ✭✹✳✻✵✮

✇❤✐❝❤ )❤✉! (❡♣(❡!❡♥)! )❤❡ ❡4✉❛)✐♦♥ ❢♦( !✐♥❣✉❧❛(✐)② ❢♦( )❤❡ ♦♥❡ ❧♦♦♣ ❝♦((❡❝)❡❞ ❍▼

♠♦❞✉❧✐ !♣❛❝❡✳ ■♥ )❤❡ ♠♦(❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛)❡❞ ❝❛!❡ ✇❤❡♥ ✐♥!)❛♥)♦♥ ❝♦((❡❝)✐♦♥! ❛(❡ ♣(❡!❡♥)

♦♥❡ ❝❛♥ ❞♦ )❤❡ !✐♠✐❧❛( ❡①❡(❝✐!❡ ❛! ❛❜♦✈❡ ✇✐)❤ )❤❡ (1, 0)✲❢♦(♠! ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ✭✹✳✸✹✮ )♦

(❡❝♦✈❡( ✭✹✳✺✼✮✳

❲❡ ✇(✐)❡ )❤❡ ❡4✉❛)✐♦♥ ✭✹✳✺✼✮ ✉!✐♥❣ R ✐♥!)❡❛❞ ♦❢ )❤❡ ❞✐❧❛)♦♥ ❜❡❝❛✉!❡ ✐♥ ❛ !❡♥!❡

✐) ✐! ❛ ♠♦(❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥)❛❧ 4✉❛♥)✐)②✱ ❛! ✐) ✐! (❡❧❛)❡❞ )♦ )❤❡ ✶✵✲❞✐♠❡♥!✐♦♥❛❧ !)(✐♥❣

✺✷



❈✉"✈❛%✉"❡ '✐♥❣✉❧❛"✐%② ✐♥ ♣"❡'❡♥❝❡ ♦❢ ❉✲✐♥'%❛♥%♦♥'✳ ✹✳✺

❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ■♥ *❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ 0❡❣✐♠❡ R → ∞ *❤❡ ✜03* *❡0♠ ✐♥ *❤✐3 ❡4✉❛*✐♦♥

❞♦♠✐♥❛*❡3 *♦ ❛❧❧ ♦*❤❡03✳ ▲❡* ✉3 ❛❧3♦ ♥♦*❡ *❤❛* *❤✐3 *❡0♠ ✐3 ♣♦3✐*✐✈❡✳ ■* ♠❡❛♥3 *❤❛*

✭✹✳✺✼✮ ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛✈❡ 3♦❧✉*✐♦♥3 ✐❢ *❤❡ ❧❡❢* ❤❛♥❞ 3✐❞❡ ❜❡❝♦♠❡3 ♥❡❣❛*✐✈❡ 3♦♠❡✇❤❡0❡ ✐♥

*❤❡ ♠♦❞✉❧✐ 3♣❛❝❡✳ ❋♦0 ✉♥❞❡03*❛♥❞✐♥❣ ✇❤❡*❤❡0 *❤✐3 ❝❛♥ ❤❛♣♣❡♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ *♦ ❛♥❛❧②③❡

*❤❡ ❡4✉❛*✐♦♥ ✐♥ 3*0♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ 0❡❣✐♠❡ R → 0✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ✇❛② *♦ ❞♦ *❤✐3 ✐3 *♦

❡①♣❧♦✐* ❙✲❞✉❛❧✐*② 3②♠♠❡*0②✳ ❇✉* *♦ ❞♦ *❤✐3✱ ✐* ✐3 0❡4✉✐0❡❞ *♦ ♠❛❦❡ *❤✐3 3②♠♠❡*0②

♠❛♥✐❢❡3*✳

❚♦ *❤✐3 ❡♥❞✱ ✇❡ ✜03* ♥❡❡❞ *♦ ❣♦ *♦ *❤❡ *②♣❡ ■■❇ ❢♦0♠✉❧❛*✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡❧❡❝*0✐❝❛❧❧②

❝❤❛0❣❡❞ ❉✲✐♥3*❛♥*♦♥3 ♦♥ *❤❡ *②♣❡ ■■❆ 3✐❞❡ ❛0❡ *❤❡♥ ♠❛♣♣❡❞ *♦ ❝♦♥*0✐❜✉*✐♦♥3 ❝♦♠✲

✐♥❣ ❢0♦♠ *❤❡ ❉✭✲✶✮ ❛♥❞ ❉✶✲❜0❛♥❡ ✐♥3*❛♥*♦♥3✳ ❚❤❡ ❉✭✲✶✮✲✐♥3*❛♥*♦♥3 ❛0❡ ♣♦✐♥* ❧✐❦❡

♦❜❥❡❝*3 ❛♥❞ ❛0❡ ♦♥❧② ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❛ 3✐♥❣❧❡ ❝❤❛0❣❡ q0✳ ❚❤❡ ❧❛**❡0✱ ❉✶✲✐♥3*❛♥*♦♥3 ❝❛♥

✇0❛♣ *✇♦ ❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ ❝②❝❧❡3 ✐♥3✐❞❡ *❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ❛♥❞ ❛0❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ❝❤❛0❣❡3 qa✳
❆♣❛0* ❢0♦♠ *❤❡ ❡①♣♦♥❡♥*✐❛❧ ❝♦00❡❝*✐♦♥3 ❝♦♠✐♥❣ ❢0♦♠ gs✱ *❤❡0❡ ❛0❡ ♣❡0*✉0❜❛*✐✈❡ ❛♥❞

♥♦♥✲♣❡0*✉0❜❛*✐✈❡ α′
✲❝♦00❡❝*✐♦♥3✳ ❚❤❡ ♥♦♥✲♣❡0*✉0❜❛*✐✈❡ ❝♦00❡❝*✐♦♥3 ✐♥ α′

❝♦♠❡ ❢0♦♠

*❤❡ ✇♦0❧❞3❤❡❡* ✐♥3*❛♥*♦♥3✳ ❚❤❡ 0❡3✉❧*✐♥❣ ♠♦❞✉❧✐ 3♣❛❝❡ *❤❡♥ ❛❞♠✐*3 ❛♥ ✐3♦♠❡*0✐❝

❛❝*✐♦♥ ♦❢ SL(2,Z) ❣0♦✉♣ ✇❤✐❝❤ ✐3 *❤❡ ❙✲❞✉❛❧✐*② 3②♠♠❡*0② ♦♥ *❤❡ *②♣❡ ■■❇ 3✐❞❡✳

❯♥❞❡0 *❤✐3 3②♠♠❡*0② *❤❡ ♣❡0*✉0❜❛*✐✈❡ α′
✲❝♦00❡❝*✐♦♥3 ♠✐① ✇✐*❤ ❉✭✲✶✮✲✐♥3*❛♥*♦♥3

❛♥❞ *❤❡ ✇♦0❧❞3❤❡❡* ✐♥3*❛♥*♦♥ ❝♦00❡❝*✐♦♥3 ♠✐① ✇✐*❤ ❉✶✲✐♥3*❛♥*♦♥3✳

❆* *❤✐3 3*❛❣❡ ✇❡ ✉3❡ *❤❡ 0❡❧❡✈❛♥* ♠✐00♦0 ♠❛♣3 *♦ 0❡✇0✐*❡ ✭✹✳✺✼✮ ✐♥ ♠❛♥✐❢❡3*❧②

SL(2,Z)✲✐♥✈❛0✐❛♥* ❢♦0♠✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✉3❡ *❤❡♠ ✐♥ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ *♦ 0❡✇0✐*❡ ✭✹✳✺✼✮ ✐♥

♠❛♥✐❢❡3*❧② ❙✲❞✉❛❧✐*② ✐♥✈❛0✐❛♥* ❢♦0♠ ❜② ♣❡0❢♦0♠✐♥❣ P♦✐33♦♥ 0❡3✉♠♠❛*✐♦♥ ♦✈❡0 q0✳

R =
τ2
2
, za = ba + ita, ζ0 = τ1, ζa = −(ca − τ1b

a). ✭✹✳✻✶✮

❲❡ 0❡♠✐♥❞ *❤❡ 0❡❛❞❡0 ❢0♦♠ ❝❤❛♣*❡0 ✷ *❤❛* ❛❝*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ SL(2,Z) *0❛♥3❢♦0♠❛*✐♦♥

0❡♣0❡3❡♥*❡❞ ❜② *❤❡ ♠❛*0✐①

(

a b
c d

)

✐3 0❡❛❧✐③❡❞ ♦♥ *❤❡ *②♣❡ ■■❇ ❝♦♦0❞✐♥❛*❡3 ✐♥ *❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛②✱

τ → aτ + b

cτ + d
, ta → |cτ + d| ta,

(

ca

ba

)

→
(

a b
c d

)(

ca

ba

)

, ✭✹✳✻✷✮

✇❤❡0❡ ✇❡ ❝♦♠❜✐♥❡❞ *❤❡ ✐♥✈❡03❡ ✶✵✲❞✐♠❡♥3✐♦♥❛❧ 3*0✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ τ2 = 1/gs ✇✐*❤ *❤❡

❘❘✲✜❡❧❞ τ1 ✐♥*♦ ❛♥ ❛①✐♦✲❞✐❧❛*♦♥ τ = τ1 + iτ2✳
❲❡ ✇✐❧❧ 0❡3*0✐❝* *♦ *❤❡ ❝❛3❡ ✇✐*❤ ❉✭✲✶✮✲✐♥3*❛♥*♦♥3 ♦♥❧②✳ ❙✐♥❝❡ *❤❡3❡ ❉✭✲✶✮✲

✐♥3*❛♥*♦♥3 ♠✐① ✇✐*❤ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❝♦00❡❝*✐♦♥3 ✐♥ *❤❡ 3❛♠❡ SL(2,Z) ♠✉❧*✐♣❧❡*✱ ✇♦0❦✐♥❣

✐♥ *❤✐3 ❛♣♣0♦①✐♠❛*✐♦♥ ✐3 ❥✉3*✐✜❡❞✳ ❖♥❡ ❝♦✉❧❞ ❛❧0❡❛❞② ❤♦♣❡ ❢♦0 *❤❡ ♣♦33✐❜✐❧✐*② ♦❢

0❡♠♦✈✐♥❣ *❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ 3✐♥❣✉❧❛0✐*② ❜② *❤❡ ♣0❡3❡♥❝❡ ♦❢ ❉✭✲✶✮✲✐♥3*❛♥*♦♥3 ♦♥❧②✳

❙✐♥❝❡ ✇❡ ❞0♦♣ *❤❡ ✇♦0❧❞3❤❡❡* ✐♥3*❛♥*♦♥3 *❤❡ ♣0❡♣♦*❡♥*✐❛❧ ✐♥ *❤✐3 ❝❛3❡ ✐3 ❣✐✈❡♥

❜②

F (X) = −κabc
XaXbXc

6X0
+

iζ(3)χŶ

16π3
(X0)2, ✭✹✳✻✸✮

✇❤❡0❡ *❤❡ ✜03* *❡0♠ ✐3 *❤❡ ✉3✉❛❧ ❝✉❜✐❝ *❡0♠ ❛♥❞ *❤❡ 3❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❡♥❝♦❞❡3 *❤❡ ♣❡0✲

*✉0❜❛*✐✈❡ α′
✲❝♦00❡❝*✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥3✐❞❡0 ♦♥❧② D(−1)✲✐♥3*❛♥*♦♥3 *❤❡ ❉✲❜0❛♥❡

✺✸



✹✳ ◗✉❛♥$✉♠ ❝♦((❡❝$✐♦♥+ $♦ $❤❡ ❤②♣❡(♠✉❧$✐♣❧❡$ ♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡ ❛♥❞ ❉✲✐♥+$❛♥$♦♥+

❝❤❛$❣❡' ❛$❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ♦♥❧② ♦♥❡ ♥✉♠❜❡$ q0✳ ■♥ 1❤✐' ❝❛'❡ 1❤❡ ❉❚ ✐♥✈❛$✐❛♥1 ✐' ✐♥❞❡✲

♣❡♥❞❡♥1 ♦❢ 1❤❡ ❝❤❛$❣❡ ❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡' ✇✐1❤ 1❤❡ ❊✉❧❡$ ❝❤❛$❛❝1❡$✐'1✐❝ ♦❢ 1❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉✱

Ω(q0) = χY = −χŶ✱ ✇❤❡$❡ Ŷ ✐' 1❤❡ ♠✐$$♦$ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉✳ ❚❤❡ ♣$❡♣♦1❡♥1✐❛❧ ✭✹✳✻✸✮

❧❡❛❞' 1♦ 1❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣$❡''✐♦♥ ❢♦$ 1❤❡ ❡①♣♦♥❡♥1✐❛❧ ♦❢ ❑E❤❧❡$ ♣♦1❡♥1✐❛❧✱

K = 8V −
ζ(3)χŶ

4π3
, ✭✹✳✻✹✮

✇❤❡$❡ V = 1
6
κabct

atbtc ✐' 1❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ✇❡ ✉'❡❞ 1❤❡ $❡❧❛1✐♦♥ za =
ba + ita ❢$♦♠ 1❤❡ ♠✐$$♦$ ♠❛♣ ✭✹✳✻✶✮✳

❲❡ ✇✐❧❧ ♥♦1 ❣✐✈❡ ❞❡1❛✐❧' ♦❢ 1❤❡ $❡'✉♠♠❛1✐♦♥ ♣$♦❝❡❞✉$❡ ❤❡$❡✳ ■1 ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞

✐♥ ❬✶✶❪✳ ❲❡ ✇$✐1❡ 1❤❡ $❡'✉❧1 ♦♥❧② ❛♥❞ ❛♥❛❧②③❡ ✐1' ❝♦♥'❡K✉❡♥❝❡'✳ ❚❤❡ ❡K✉❛1✐♦♥ ❢♦$

'✐♥❣✉❧❛$✐1② ✐♥ ♠❛♥✐❢❡'1❧② ❙✲❞✉❛❧✐1② ✐♥✈❛$✐❛♥1 ❢♦$♠ 1✉$♥' ♦✉1 1♦ ❜❡

1 +
χŶE3/2(τ)

64π3V τ
3/2
2

−
2χ2

Ŷ
(

64π3V τ
3/2
2

)2

[

E2
3/2(τ)

−9

4

∑′

m,n∈Z

∑′

m′,n′∈Z

τ 52 (mn
′ − nm′)2

|mτ + n|5|m′τ + n′|5

]

= 0,

✭✹✳✻✺✮

✇❤❡$❡ 1❤❡ E3/2 ✐' 1❤❡ ♥♦♥✲❤♦❧♦♠♦$♣❤✐❝ ❊✐'❡♥'1❡✐♥ '❡$✐❡' ❛♥❞ ✐' ♠♦❞✉❧❛$ ✐♥✈❛$✐❛♥1✱

E3/2(τ) =
∑′

m,n∈Z

τ
3/2
2

|mτ + n|3 . ✭✹✳✻✻✮

◆♦✇ 1❤❛1 ✇❡ ❤❛✈❡ ♦❜1❛✐♥❡❞ ✭✹✳✻✺✮✱ ✇❡ ❝❛♥ ❡①♣❧♦✐1 1❤❡ ♣♦✇❡$ ♦❢ ❙✲❞✉❛❧✐1② ❢♦$

❣♦✐♥❣ 1♦ '1$♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ $❡❣✐♠❡ 1♦ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣✳ ❚♦ ❞♦ 1❤✐'✱ ❧❡1 ✉' ✜$'1 ♣✉1 τ1 = 0
❢♦$ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✳ ❚❤❡♥ ❙✲❞✉❛❧✐1② 1$❛♥'❢♦$♠❛1✐♦♥ ❛❝1' ❜②

τ2 → τ−1
2 , V → V τ 32 . ✭✹✳✻✼✮

✇✐1❤ 1❤✐' ✇❡ ❝❛♥ ❡①1$❛❝1 ✐♥❢♦$♠❛1✐♦♥ ❛❜♦✉1 1❤❡ '1$♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧✐♠✐1✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥

❤✐♥❞'✐❣❤1 ✇❡ ❦♥♦✇ 1❤❛1 1❤❡ ❡K✉❛1✐♦♥ ✭✹✳✺✼✮ ✐' ❙✲❞✉❛❧✐1② ✐♥✈❛$✐❛♥1✱ ✇❡ ❝❛♥ ✇♦$❦

❞✐$❡❝1❧② ✇✐1❤ ✐1✳ ❆❢1❡$ ✇❡ ♣❡$❢♦$♠ 1❤❡ ❙✲❞✉❛❧✐1② 1$❛♥'❢♦$♠❛1✐♦♥ ✭✹✳✻✼✮ ❛' ❛❜♦✈❡

✇❡ ❝❛♥ 1❛❦✐♥❣ 1❤❡ ❧✐♠✐1 1❤❡ ❧✐♠✐1 τ2 → ∞✱ ❝♦$$❡'♣♦♥❞✐♥❣ 1♦ 1❤❡ '1$♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣✱

❛' ✐1 ✇❛' 1❤❡ ✉'✉❛❧ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❧✐♠✐1✳ ❚❤❡ ✐♥'1❛♥1♦♥ ❝♦♥1$✐❜✉1✐♦♥' ❜❡❝♦♠❡

❡①♣♦♥❡♥1✐❛❧❧② '✉♣♣$❡''❡❞ ❛♥❞ 1❤❡ ❧❡❢1 ❤❛♥❞ '✐❞❡ ♦❢ 1❤❡ '✐♥❣✉❧❛$✐1② ❡K✉❛1✐♦♥ ❤❛' 1❤❡

❡①♣❛♥'✐♦♥✱

−
ζ(3)2χ2

Ŷ

2(16π3V )2
τ−6
2 +

ζ(3)χ2
Ŷ

6(16π2V )2
τ−4
2 +

ζ(3)χŶ

32π3V
τ−3
2 +

χŶ

96πV
τ−1
2 + 1 +O

(

e−2πτ−1
2

)

.

✭✹✳✻✽✮

❯♥❧✐❦❡ 1❤❡ ❝❛'❡ ❜❡❢♦$❡ 1❤❡ 1$❛♥'❢♦$♠❛1✐♦♥✱ ✇❤❡$❡ 1❤❡ ❧❡❢1 ❤❛♥❞ '✐❞❡ ✇❛' ❛❧✇❛②'

♣♦'✐1✐✈❡✱ 1❤❡ ❞♦♠✐♥❛♥1 ❝♦♥1$✐❜✉1✐♦♥ ♥♦✇ ❝♦♠❡' ❢$♦♠ 1❤❡ ✜$'1 1❡$♠ ❣♦✐♥❣ −τ−6
2 ✳

✺✹



❈✉"✈❛%✉"❡ '✐♥❣✉❧❛"✐%② ✐♥ ♣"❡'❡♥❝❡ ♦❢ ❉✲✐♥'%❛♥%♦♥'✳ ✹✳✺

❚❤✉$ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ ,❤❛, ,❤❡ $✐♥❣✉❧❛0✐,② 0❡♠❛✐♥$ ❡✈❡♥ ✐❢ ♦♥❡ ✐♥❝♦0♣♦0❛,❡$ ❉✭✲✶✮✲

✐♥$,❛♥,♦♥$✳ ❚❤❡ $✐,✉❛,✐♦♥ ❛❝,✉❛❧❧② ❜❡❝♦♠❡$ ✇♦0$❡ ❛$ ❝♦♠♣❛0❡❞ ,♦ ,❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣

❝♦00❡❝,❡❞ ❝❛$❡✳ ❚❤❡0❡ ,❤❡ $✐♥❣✉❧❛0✐,② ❡①✐$,❡❞ ❢♦0 ♦♥❧② χY > 0✱ ✇❤❡0❡❛$ ♥♦✇ ✐,

❡①✐$,$ ❢♦0 ❛♥② $✐❣♥ ♦❢ ,❤❡ ❊✉❧❡0 ❝❤❛0❛❝,❡0✐$,✐❝✳

❋✐♥❛❧❧② ,♦ 0❡♠❛0❦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦, ❡①♣❡❝, ,❤❛, ❛♥② ♦❢ ,❤❡ ❉✲✐♥$,❛♥,♦♥$ ❝❛♥ ❝✉0❡

,❤✐$ $✐,✉❛,✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦$$✐❜✐❧✐,② ,♦ ❣❡, 0✐❞ ♦❢ ,❤❡ $✐♥❣✉❧❛0✐,② ❛♣♣❡❛0$ ,♦ 0❡A✉✐0❡

,❤❡ ✐♥❝❧✉$✐♦♥ ♦❢ ◆❙✺✲✐♥$,❛♥,♦♥$✳ ❚❤❡✐0 ❡①♣♦♥❡♥,✐❛❧❧② $✉♣♣0❡$$❡❞ ❝♦♥,0✐❜✉,✐♦♥ ❛,

,❤❡ ✇❡❛❦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ 0❡❣✐♠❡ ❝❛♥ ❞0❛$,✐❝❛❧❧② ❛❧,❡0 ,❤❡ $✐,✉❛,✐♦♥ ❛, ,❤❡ $,0♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣

,❤♦✉❣❤ ❙✲❞✉❛❧✐,②✳ ■, ✇✐❧❧ ❜❡ ✈❡0② ✐♥,❡0❡$,✐♥❣ ,♦ ✐♥✈❡$,✐❣❛,❡ ,❤❡✐0 ❡✛❡❝, ❛♥❞ ✐$ ♦♥❡

♦❢ ,❤❡ ✇♦0❦$ ❢♦0 ❢✉,✉0❡✳

✺✺
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▼✐))♦) +②♠♠❡/)② ❛/ /❤❡ 2✉❛♥/✉♠ ❧❡✈❡❧

■♥ "❤❡ ♣&❡✈✐♦✉+ ❝❤❛♣"❡&✱ ✇❡ ✇♦&❦❡❞ ✇✐"❤ "❤❡ ❤②♣❡&♠✉❧"✐♣❧❡" ♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡ ✐♥ "❤❡

"②♣❡ ■■❆ ♣✐❝"✉&❡✳ ❆+ ✇❛+ ♠❡♥"✐♦♥❡❞✱ ♠✐&&♦& +②♠♠❡"&② &❡❧❛"❡+ "❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐

+♣❛❝❡ ♦❢ "②♣❡ ■■❆ +"&✐♥❣ "❤❡♦&② ❝♦♠♣❛❝"✐✜❡❞ ♦♥ ❛ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ Y ❛♥❞ "❤❛" ♦❢ "②♣❡

■■❇ +"&✐♥❣ "❤❡♦&② ❝♦♠♣❛❝"✐✜❡❞ ♦♥ ❛ ♠✐&&♦& ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ Ŷ✳ ▲❡" ✉+ ♥♦✇ "✉&♥ "♦

"❤❡ ❧❛""❡& ❢♦&♠✉❧❛"✐♦♥✳ ❊✈❡♥ "❤♦✉❣❤ "❤❡+❡ "✇♦ ❞❡+❝&✐♣"✐♦♥+ +❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐❞❡♥"✐❝❛❧

❞✉❡ "♦ ♠✐&&♦& +②♠♠❡"&②✱ ✐" ✐+ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥" "♦ ❤❛✈❡ ❜♦"❤ ♦❢ "❤❡♠ ❛" ♦✉& ❞✐+♣♦+❛❧✱

❜❡❝❛✉+❡ "❤❡&❡ ❛&❡ +❡✈❡&❛❧ +✐"✉❛"✐♦♥+ ✇❤✐❝❤ +✐♠♣❧✐❢② ✐♥ ❡✐"❤❡& ♦❢ "❤❡+❡ ❢&❛♠❡✇♦&❦+✳

■♥ ♣❛&"✐❝✉❧❛&✱ ❢♦& "②♣❡ ■■❇ "❤❡♦&② "❤❡&❡ ✐+ ❛ ✈❡&② ♣♦✇❡&❢✉❧ ❙✲❞✉❛❧✐"②✳ ▼❛♥② ♦❢ "❤❡

&❡+✉❧"+ ♣&❡+❡♥"❡❞ ✐♥ "❤❡ "❤❡+✐+ ❞❡♣❡♥❞ ❝&✉❝✐❛❧❧② ♦♥ ❝❧❡✈❡& ✉+❡ ♦❢ "❤✐+ +②♠♠❡"&②✱

❢♦& ❡①❛♠♣❧❡✱ ✜♥❞✐♥❣ ✜✈❡❜&❛♥❡ "&❛♥+✐"✐♦♥ ❢✉♥❝"✐♦♥+ ♦♥ "❤❡ "②♣❡ ■■❇ +✐❞❡✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡

✇✐❧❧ ♣&❡+❡♥" ✐♥ ❝❤❛♣"❡& ✼✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ "❤❡ ♠✐&&♦& +②♠♠❡"&② ❛" "❤❡ G✉❛♥"✉♠ ❧❡✈❡❧ ✐+

+"✐❧❧ ❛ ❝♦♥❥❡❝"✉&❡✱ ❛❧"❤♦✉❣❤ ✐♥ "❤❡ ❧✐❣❤" ♦❢ "❤❡ &❡❝❡♥" &❡+✉❧"+✱ ✐" ❞♦❡+ ♥♦" +❡❡♠ "♦

❜❡ ❛♥ ✉♥❛""❛✐♥❛❜❧❡ ❣♦❛❧ "♦ ❡+"❛❜❧✐+❤ ✐" ✐♥ "❤❡ ♣&❡+❡♥❝❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦++✐❜❧❡ G✉❛♥"✉♠

❝♦&&❡❝"✐♦♥+✳

▲❡" ✉+ ❜&✐❡✢② +✉♠♠❛&✐③❡ "❤❡ ❞✐✛❡&❡♥❝❡+ ❜❡"✇❡❡♥ "❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡+ ✐♥

"❤❡ "✇♦ ♠✐&&♦& ❢♦&♠✉❧❛"✐♦♥+✳ ❋✐&+"✱ ✐♥+"❡❛❞ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡① +"&✉❝"✉&❡ ❞❡❢♦&♠❛"✐♦♥+ ♦❢

"❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ za✱ ♦♥❡ ❝♦♥+✐❞❡&+ "❤❡ ❝♦♠♣❧❡①✜❡❞ ❑M❤❧❡& ♠♦❞✉❧✐ va✱ ✇❤❡&❡ ✇❡ ❛&❡

✉+✐♥❣ "❤❡ +❛♠❡ ✐♥❞❡① ❜❡❝❛✉+❡ ❢♦& ♠✐&&♦& ♣❛✐& ♦❢ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉+ h2,1(Y) = h1,1(Ŷ)✳
❚❤❡ ♣❡&✐♦❞+ ♦❢ ❘❘ ✸✲❢♦&♠ ❛&❡ &❡♣❧❛❝❡❞ ❜② "❤❡ ♣❡&✐♦❞+ ♦❢ "❤❡ ❡✈❡♥ ❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧

❘❘ ❢♦&♠+ ✭c0, ca, ca, c0✮✳ ❋✉&"❤❡&♠♦&❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♠❜✐♥❡ τ1 = c0 ✇✐"❤ "❤❡ "❡♥

❞✐♠❡♥+✐♦♥❛❧ +"&✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥+"❛♥" τ2 = 1/gs "♦ ❢♦&♠ ❛♥ ❛①✐♦✲❞✐❧❛"♦♥✐❝ ✜❡❧❞

τ = τ1 + iτ2✳

◆❡①"✱ ✇❡ ❝♦♥+✐❞❡& "❤❡ "②♣❡ ♦❢ +②♠♠❡"&✐❡+ "❤❛" ❝❤❛&❛❝"❡&✐③❡ ❡❛❝❤ ♦❢ "❤❡ ♣❛&✲

"✐❝✉❧❛& ❢♦&♠✉❧❛"✐♦♥+✳ ❚❤❡ "②♣❡ ■■❆ "❤❡♦&② ✐+ ♠❛♥✐❢❡+"❧② +②♠♣❧❡❝"✐❝❛❧❧② ❝♦✈❛&✐❛♥"✱

✇❤❡&❡❛+ "❤❡ ♣❡&"✐♥❡♥" +②♠♠❡"&② ❢♦& "②♣❡ ■■❇ ✐+ SL(2,Z) ❞✉❛❧✐"②✳ ❚❤❡ ♣❤②+✐❝❛❧

✜❡❧❞+ ✐♥ "②♣❡ ■■❇ ❢♦&♠ ❛ &❡♣&❡+❡♥"❛"✐♦♥ ✉♥❞❡& "❤❡ ❛❝"✐♦♥ ♦❢ "❤✐+ +②♠♠❡"&② ❣&♦✉♣✳

✺✻
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■♥ ♣❛%&✐❝✉❧❛%✱ &❤✐- ✐♠♣❧✐❡- &❤❛&✱ ❛& &❤❡ 0✉❛♥&✉♠ ❧❡✈❡❧✱ ♦✉% ❝♦♥-&%✉❝&✐♦♥ ✐♥ &②♣❡ ■■❆

❢%❛♠❡✇♦%❦ ♠✉-& ❤❛✈❡ ❛ ❤✐❞❞❡♥ SL(2,Z) -②♠♠❡&%②✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ♠❛♥✐❢❡-&

❜② ♣❛--✐♥❣ &♦ &❤❡ &②♣❡ ■■❇ -✐❞❡✳
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γ′ = ch(E)

√

Td(Ŷ) = p0 + paωa − q′aω
a + q′0ωŶ, ✭✺✳✶✮

✇❤❡%❡ ch(E) ❛♥❞ Td(Ŷ) ❛%❡ &❤❡ ❈❤❡%♥ ❝❤❛%❛❝&❡% ♦❢ &❤❡ -❤❡❛❢ ❛♥❞ &❤❡ ❚♦❞❞ ❝❧❛-- ♦❢

&❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ Ŷ %❡-♣❡❝&✐✈❡❧②✳ ❋%♦♠ &❤✐- ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜&❛✐♥ ❡①♣%❡--✐♦♥- ❢♦% ❝❤❛%❣❡-

❡①♣❧✐❝✐&❧②✱

p0 = rk(E),

pa =

∫

γa

c1(E),

q′a = −
(∫

γa

ch2(E) +
p0

24
c2,a

)

,

q′0 =

∫

Ŷ

(

ch3(E) +
1

24
c1(E)c2(Ŷ)

)

,

✭✺✳✷✮

-❤♦✇✐♥❣ &❤❛& ❝❤❛%❣❡- q′Λ ❛%❡ ♥♦& ✐♥&❡❣❡%-✳ ❚❤❡%❡ -❡❡♠- &♦ ❜❡ ❛♥ ❛♣♣❛%❡♥& ❝❧❛-❤
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✐- ✐❞❡♥&✐✜❡❞ ✇✐&❤ &❤❡ ✐♥&❡❣❡% ❤♦♠♦❧♦❣② ❝❧❛-- H3(Y,Z)✳
❚❤✐- ♣✉③③❧❡ ❝❛♥ ❜❡ %❡-♦❧✈❡❞ ❛- ❢♦❧❧♦✇- ❬✷✶❪✳ ▲❡& ✉- ❝♦♠♣❛%❡ &❤❡ ❝❡♥&%❛❧ ❝❤❛%❣❡

❛--♦❝✐❛&❡❞ &♦ ❉✲✐♥-&❛♥&♦♥- ✐♥ &②♣❡ ■■❇

Zγ′ =

∫

Ŷ

e−vaωaγ′, ✭✺✳✸✮

✺✼
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✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐$

F (X) = −κabc
6

XaXbXc

X0
+

1

2
AΛΣX

λXΣ. ✭✺✳✹✮

■$ ✐3 ✐♠♣♦($❛♥$ $♦ ❦❡❡♣ $❤❡ ;✉❛❞(❛$✐❝ ♣✐❡❝❡ ❤❡(❡✱ ❡✈❡♥ $❤♦✉❣❤ ✐$ ❞♦❡3 ♥♦$ ❛✛❡❝$

❑?❤❧❡( ♣♦$❡♥$✐❛❧✳ ❚❤❡♥ ✐❞❡♥$✐❢②✐♥❣ za ✇✐$❤ va✱ $❤❡ $✇♦ ❡①♣(❡33✐♦♥3 ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✐❢

q′Λ = qΛ − AΛΣp
Σ. ✭✺✳✺✮

❋♦( $❤✐3 ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥✱ ♦♥❡ 3❤♦✉❧❞ $❛❦❡ ✐♥$♦ ❛❝❝♦✉♥$ $❤❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥3 3❛$✐3✜❡❞ ❜② $❤❡

♠❛$(✐① AΛΣ ✐3 ❝♦♥3$(❛✐♥❡❞ ❜② ❝❡($❛✐♥ ❝♦♥❞✐$✐♦♥3✱

(a) A00 ∈ Z,

(b) A0a ∈
c2,a
24

+ Z,

(c) Aabp
b − 1

2
κabc p

bpc ∈ Z,

(d)
1

6
κabcp

apbpc +
1

12
c2,ap

a ∈ Z,

✭✺✳✻✮

❢♦( ❛♥② ❛(❜✐$(❛(② pa ∈ Z✳ ❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥3 ❡♥3✉(❡ $❤❛$ $❤❡ 3②♠♣❧❡❝$✐❝ $(❛♥3✲

❢♦(♠❛$✐♦♥ ✭✺✳✺✮ ♠❛♣3 $❤❡ (❛$✐♦♥❛❧ ❝❤❛(❣❡3 ♦❢ $❤❡ $②♣❡ ■■❇ ❢♦(♠✉❧❛$✐♦♥ ✭✺✳✶✮ $♦ $❤❡

✐♥$❡❣❡( ❝❤❛(❣❡3 ♦❢ $❤❡ $②♣❡ ■■❆ ❢♦(♠✉❧❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ;✉❛♥$✐③❛$✐♦♥ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❢♦( $❤❡

♣(✐♠❡❞ ❝❤❛(❣❡3 ✐3 ❣✐✈❡♥ ❜② $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

q′0 ∈ Z− p0

24
c2,a −

1

2
κabcp

bpc, q′a ∈ Z− 1

24
pac2,a. ✭✺✳✼✮
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$❤❡ (❡❛❧ ♣❛($ ✐3 ❞❡$❡(♠✐♥❡❞ ❜② $❤❡ ❝❡♥$(❛❧ ❝❤❛(❣❡ ✇❤✐❝❤ ❣✐✈❡3 $❤❡ 3$(❡♥❣$❤ ♦❢ $❤❡

❉✲✐♥3$❛♥$♦♥3✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧(❡❛❞② ❞✐3❝✉33❡❞ $❤❡ ❉✲❜(❛♥❡ ❛❝$✐♦♥ ✐♥ $❤❡ $②♣❡ ■■❆ ❢♦(✲

♠✉❧❛$✐♦♥ ✐♥ ❝❤❛♣$❡( ✷✳ ■♥ $②♣❡ ■■❇✱ ✐♥3$❡❛❞ ✐$ ✐3 ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✺✸✱✺✹❪

SD−IIB = 2πg−1
s |Zγ|+ 2πi

∫

Ŷ

γ′ ∧ Âevene−B̂2 , ✭✺✳✽✮

✇❤❡(❡ $❤❡ ❘❘ ♣♦$❡♥$✐❛❧ Âeven
✐3

Âeven e−B̂2 = ζ0 − ζaωa − ζ̃ ′aω
a − ζ̃ ′0ωŶ, ✭✺✳✾✮

❛♥❞ $❤❡ 3❤✐❢$❡❞ ❘❘ ✜❡❧❞3 ❛(❡ (❡❧❛$❡❞ $♦ $❤❡ ✉♥3❤✐❢$❡❞ ♦♥❡3 ❜②

ζ̃ ′Λ = ζ̃Λ − AΛΣζ
Σ. ✭✺✳✶✵✮

❚❤✐3 3❤✐❢$ ✐3 $❤❡ 3❛♠❡ ❛3 ✐♥ ✭✺✳✺✮ ❛♥❞ ❛❜3♦(❜3 $❤❡ ;✉❛❞(❛$✐❝ $❡(♠ ✐♥ $❤❡ ♣(❡♣♦$❡♥$✐❛❧✳

✺✽
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G✉❛'❡)♥✐♦♥✲❑J❤❧❡) 1')✉❝'✉)❡ ✇❤✐❧❡ ❜)❡❛❦✐♥❣ ❛❧❧ '❤❡ ❝♦♥'✐♥✉♦✉1 ✐1♦♠❡')✐❡1✳

❇✉' ❜❡❢♦)❡ ♣)♦❝❡❡❞✐♥❣ ❢✉)'❤❡) '❤❡)❡ ❛)❡ ❛ ❢❡✇ ❝♦♠♠❡♥'1 '♦ ♠❛❦❡✳

❼ ❚❤❡ ❝♦♥'✐♥✉♦✉1 SL(2,R) 1②♠♠❡')② ✐1 ♣)❡1❡♥' ♦♥❧② ❛' '❤❡ ❝❧❛11✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳

❆❧)❡❛❞②✱ α′
❝♦))❡❝'✐♦♥1 ❜)❡❛❦ ✐'✳ ❍♦✇❡✈❡) ✐' ✇❛1 1❤♦✇♥ ✐♥ ❬✺✺❪✱ ❬✷✵❪ '❤❛'

✐❢ ❉✭✲✶✮ ❛♥❞ ❉✶ ✐♥1'❛♥'♦♥ ❝♦))❡❝'✐♦♥1 ❛)❡ ✐♥❝♦)♣♦)❛'❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ )❡1'♦)❡ ❛

1✉❜❣)♦✉♣ ♦❢ ✐'✱ ♥❛♠❡❧② SL(2,Z)✳ ❋✉)'❤❡)♠♦)❡✱ ✐1♦♠❡')✐❝ ❛❝'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❧❛''❡)

✐1 ❛❧1♦ ❡①♣❡❝'❡❞ '♦ ❤♦❧❞ ❡✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛❧❧ G✉❛♥'✉♠ ❝♦))❡❝'✐♦♥1 ❛)❡ ✐♥❝♦)♣♦)❛'❡❞✳

❼ ❚❤❡ ❘❘ ✜❡❧❞1 ✐♥ '❡)♠1 ♦❢ ♣❡)✐♦❞ ✐♥'❡❣)❛❧1 ♦❢ ✶✵✲❞✐♠❡♥1✐♦♥❛❧ ❣❛✉❣❡ ♣♦'❡♥'✐❛❧1

❛)❡ ❬✺✱ ✶✽❪✱

c0 = Â0, ca =

∫

γa

Â2, ca = −
∫

γa

(

Â4 −
1

2
B̂2 ∧ Â2

)

,

c0 = −
∫

Ŷ

(

Â6 − B̂2 ∧ Â4 +
1

3
B̂2 ∧ Â2 ∧ Â2

)

.

✭✺✳✶✶✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣)❡11✐♦♥1 ❛)❡ ❡①❛❝' ♦♥❧② ❛' '❤❡ ❝❧❛11✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✳ ■♥ ❣❡♥❡)❛❧ ✇❡

❞❡✜♥❡ '❤❡ '②♣❡ ■■❇ ✜❡❧❞1 ❛1 '❤♦1❡ ✇❤✐❝❤ ')❛♥1❢♦)♠ ❛❝❝)❞✐♥❣ '♦ ✭✷✳✹✶✮✳ ❖❜✈✐✲

♦✉1❧②✱ '❤✐1 ♠❡❛♥1 '❤❛' '❤❡ ♠✐))♦) ♠❛♣ ✭✷✳✹✷✮ )❡❝❡✐✈❡1 G✉❛♥'✉♠ ❝♦))❡❝'✐♦♥1✳

❆1 ❤❛1 ❜❡❡♥ ♠❡♥'✐♦♥❡❞✱ ♦♥❡ ♦❢ ♦✉) ❣♦❛❧1 ✐♥ '❤✐1 ❝❤❛♣'❡) ✐1 '♦ ♦❜'❛✐♥ ❡①♣❧✐❝✐'

❡①♣)❡11✐♦♥1 ❢♦) '❤❡♠✳

❼ ❆' '❤❡ G✉❛♥'✉♠ ❧❡✈❡❧✱ SL(2,Z) ')❛♥1❢♦)♠❛'✐♦♥1 ❛)❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ✭✷✳✹✶✮ ✇✐'❤

a, b, c, d ∈ Z✱ ❡①❝❡♣' '❤❛' '❤❡ ❉✸✲❛①✐♦♥ ca ✇❤✐❝❤ ✇❛1 ✐♥✈❛)✐❛♥'✱ ♥♦✇ ❛❝G✉✐)❡1

❛ ❝♦♥1'❛♥' 1❤✐❢' ca 7→ ca − c2,aε(g) ❬✷✶❪✳ ❍❡)❡✱ ε(g) ✐1 '❤❡ ♠✉❧'✐♣❧✐❡) 1②1'❡♠

♦❢ '❤❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ ❢✉♥❝'✐♦♥ η(τ) ❣✐✈❡♥ ❜②

e2πi ε(g) =
η
(

aτ+b
cτ+d

)

(cτ + d)1/2 η(τ)
. ✭✺✳✶✷✮

■♥ ♣❛)'✐❝✉❧❛)✱ e2πi ε(g) ✐1 '❤❡ 24th )♦♦' ♦❢ ✉♥✐'② ❝♦))❡1♣♦♥❞✐♥❣ '♦ '❤❡ ❢)❛❝'✐♦♥❛❧

'❡)♠1 ❛♣♣❡❛)✐♥❣ ✐♥ '❤❡ G✉❛♥'✐③❛'✐♦♥ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ❝❤❛)❣❡1 q′Λ✳ ■'1 ❛♣♣❡❛)✲

❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ')❛❝❡❞ ❜❛❝❦ '♦ '❤❡ ❢❛❝' '❤❛' '❤❡ ❙✲❞✉❛❧✐'② ')❛♥1❢♦)♠❛'✐♦♥1 ❛♥❞

✺✾



✺✳ ▼✐""♦" $②♠♠❡("② ❛( (❤❡ +✉❛♥(✉♠ ❧❡✈❡❧

!❤❡ ❍❡✐&❡♥❜❡)❣ &❤✐❢!& ✭✷✳✹✸✮ ❛)❡ ♥♦! ❝♦♠♣❧❡!❡❧② ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥!✳ ❆❝!✉❛❧❧② ♦♥❡

&❤♦✉❧❞ ✐❞❡♥!✐❢② !❤❡ ❍❡✐&❡♥❜❡)❣ !)❛♥&❢♦)♠❛!✐♦♥ ✇✐!❤ !❤❡ ♣❛)❛♠❡!❡) η0 = b

✇✐!❤ !❤❡ SL(2,Z) !)❛♥&❢♦)♠❛!✐♦♥ ✐♥❞✉❝❡❞ ❜② !❤❡ ♠❛!)✐①

(

1 b
0 1

)

✳ ❚❤✐& ✐❞❡♥✲

!✐✜❝❛!✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ ✇♦)❦& ✐❢ ♦♥❡ !❛❦❡& ✐♥!♦ ❛❝❝♦✉♥! !❤✐& ❝♦♥&!❛♥! &❤✐❢! ♦❢ !❤❡

❛①✐♦♥ ca✳ ❊✈❡♥ !❤♦✉❣❤ !❤✐& ✐&&✉❡ ❞♦❡& ♥♦! &❡❡♠ !♦ ❜❡ ❝)✉❝✐❛❧✱ !❤❡)❡ ✐& ❛♥✲

♦!❤❡) )❡❛&♦♥ ✇❤✐❝❤ &❤♦✇& !❤❛! !❤✐& ♠♦❞✐✜❝❛!✐♦♥ ✐& )❡❛❧❧② ♥❡❡❞❡❞✳ ▲❛!❡)✱ ✐♥

❝❤❛♣!❡) ✼ ✇❡ &❤❛❧❧ &❡❡ !❤❛! !❤✐& ♠♦❞✐✜❝❛!✐♦♥ ✐& ✐♠♣♦)!❛♥! ❛❧&♦ ❢♦) ❝♦♥&✐&!❡♥❝②

♦❢ !❤❡ ❛❝!✐♦♥& ♦❢ !❤❡ ✐&♦♠❡!)② ❣)♦✉♣& ❣❡♥❡)❛!❡❞ ❜② SL(2,Z)✱ ♠♦♥♦❞)♦♠② ❛♥❞

❍❡✐&❡♥❜❡)❣ &②♠♠❡!)②✱ ♦♥ !❤❡ ✜✈❡❜)❛♥❡ !)❛♥&✐!✐♦♥ ❢✉♥❝!✐♦♥&✳

✺✳✸ ▼♦♥♦❞'♦♠② ✐♥✈❛'✐❛♥❝❡ ❛♥❞ /♣❡❝1'❛❧ ✢♦✇

❆♥♦!❤❡) ✐♠♣♦)!❛♥! &②♠♠❡!)② !❤❛! ❤❛& !♦ ❜❡ !❛❦❡♥ ✐♥!♦ ❛❝❝♦✉♥! ❛! !❤❡ ♥♦♥✲

♣❡)!✉)❜❛!✐✈❡ ❧❡✈❡❧ ✐& !❤❡ ♠♦♥♦❞)♦♠② ✇❤✐❝❤ ❛)✐&❡& ❢)♦♠ !❤❡ ♣♦&&✐❜✐❧✐!② ♦❢ ❣♦✐♥❣

❛)♦✉♥❞ !❤❡ &✐♥❣✉❧❛)✐!✐❡& ✐♥ !❤❡ ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡ ♦❢ ❝♦♠♣❧❡①✐✜❡❞ ❑G❤❧❡) ❝❧❛&& ❞❡❢♦)✲

♠❛!✐♦♥& MK(Ŷ)✳ ❚❤✐& &❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛ &②♠♠❡!)② ❜❡❝❛✉&❡ !❤❡ ✜♥❛❧ ♠❡!)✐❝ ♠✉&! ❜❡

&♠♦♦!❤ ❡✈❡)②✇❤❡)❡✳ ❍❡)❡ ✇❡ ❛)❡ ✐♥!❡)❡&!❡❞ ✐♥ !❤❡ ♠♦♥♦❞)♦♠② ❛)♦✉♥❞ !❤❡ ❧❛)❣❡

✈♦❧✉♠❡ ♣♦✐♥!✳ ❚❤✐& &②♠♠❡!)② ✐& ❣❡♥❡)❛!❡❞ ❜②

ba 7→ ba + ǫa, ǫa ∈ Z. ✭✺✳✶✸✮

❙✐♥❝❡ ✐♥ ✭✺✳✾✮✱ !❤❡ B✲✜❡❧❞ ✐& ♣)❡&❡♥! ❛❧♦♥❣✇✐!❤ !❤❡ ❘❘ ♣♦!❡♥!✐❛❧✱ !♦ )❡❛❧✐③❡ &✉❝❤

&②♠♠❡!)② ♦♥❡ &❤♦✉❧❞ ❛❧&♦ ♣❡)❢♦)♠ ❛ &②♠♣❧❡❝!✐❝ )♦!❛!✐♦♥ ♦❢ ❘❘✲✜❡❧❞& ❬✷✶❪✱

Mǫa : ζ0 7→ ζ0, ζa 7→ ζa + ǫa, ζ̃ ′a 7→ ζ̃ ′a − κabcζ
bǫc − 1

2
κabcǫ

bǫcζ0,

ζ̃ ′0 7→ ζ̃ ′0 − ζ̃ ′aǫ
a +

1

2
κabcǫ

aǫbζc +
1

6
κabcǫ

aǫbǫcζ0.
✭✺✳✶✹✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ !)❛♥&❢♦)♠❛!✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ )❡✇)✐!!❡♥ ✐♥ !❡)♠& ♦❢ !❤❡ ✉♥♣)✐♠❡❞ ✜❡❧❞&✳ ❚❤❡♥

!❤❡ ♠❛!)✐① ✐♥❞✉❝✐♥❣ !❤❡ &②♠♣❧❡❝!✐❝ !)❛♥&❢♦)♠❛!✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡&

ρ(Mǫa) =









1 0 0 0
ǫa δab 0 0

−La(ǫ) −κabcǫc 0 δa
b

L0(ǫ) Lb(ǫ) + 2Abcǫ
c 1 −ǫb









, ✭✺✳✶✺✮

✇❤❡)❡ ✇❡ ✐♥!)♦❞✉❝❡❞ !✇♦ ❢✉♥❝!✐♦♥&

La(ǫ) ≡
1

2
κabcǫ

bǫc − Aabǫ
b, L0(ǫ) ≡

1

6
κabcǫ

aǫbǫc +
1

12
c2,aǫ

a, ✭✺✳✶✻✮

✇❤✐❝❤ ❛)❡ ✐♥!❡❣❡) ✈❛❧✉❡❞ ❜❡❝❛✉&❡ ♦❢ !❤❡ ♣)♦♣❡)!✐❡& ♦❢ !❤❡ ♠❛!)✐① AΛΣ ✭✺✳✻✮✳

✻✵



❙✲❞✉❛❧✐'② ✐♥ '❤❡ '✇✐-'♦/ -♣❛❝❡✳ ✺✳✹

◆♦#❡ #❤❛#✱ #❤❡ ❉✲❜+❛♥❡ ❛❝#✐♦♥ SIIB +❡♠❛✐♥0 ✐♥✈❛+✐❛♥# ✐❢ #❤❡ ♠♦♥♦❞+♦♠② #+❛♥0✲

❢♦+♠❛#✐♦♥ ✐0 ❛00♦❝✐❛#❡❞ ✇✐#❤ ❛ 0✐♠✐❧❛+ #+❛♥0❢♦+♠❛#✐♦♥ ♦♥ #❤❡ ❝❤❛+❣❡ ❧❛##✐❝❡✱ #❤❡ 0♦

❝❛❧❧❡❞ 0♣❡❝#+❛❧ ✢♦✇ ❞❡✜♥❡❞ ❜②

γ 7→ γ[ǫ] = ρ(Mǫa).γ. ✭✺✳✶✼✮

❚❤❡ 0②♠♣❧❡❝#✐❝ ♠❛#+✐① ✐0 ✐♥#❡❣❡+ ✈❛❧✉❡❞✱ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐# ♣+❡0❡+✈❡0 #❤❡ ❝❤❛+❣❡ ❧❛##✐❝❡

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ ✐0 ❛♥ ❛❞♠✐00✐❜❧❡ #+❛♥0❢♦+♠❛#✐♦♥✳

❙✐♥❝❡ #❤❡ ❉✲✐♥0#❛♥#♦♥ ❛❝#✐♦♥ +❡♠❛✐♥0 ✐♥✈❛+✐❛♥# ✉♥❞❡+ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❝#✐♦♥0 ♦❢ ♠♦♥✲

♦❞+♦♠② #+❛♥0❢♦+♠❛#✐♦♥ ❛♥❞ #❤❡ 0♣❡❝#+❛❧ ✢♦✇ ❛00♦❝✐❛#❡❞ ✇✐#❤ ✐#✱ #❤❡ ❇E❙ ✐♥❞✐❝❡0

Ω(γ; v) 0❤♦✉❧❞ ❛❧0♦ ❜❡ ✐♥✈❛+✐❛♥#✳ ❆❧#❤♦✉❣❤ #❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ❢♦+ #❤❡♠ ✐0

♠✐❧❞✱ ✐# ✐0 ❝+✉❝✐❛❧ ❢♦+ #❤❡ ✐♥✈❛+✐❛♥❝❡ #♦ #❛❦❡ ✐# ✐♥#♦ ❛❝❝♦✉♥#✳

✺✳✹ ❙✲❞✉❛❧✐*② ✐♥ *❤❡ *✇✐0*♦2 0♣❛❝❡

❚❤❡ ♠♦0# ♣+♦♠✐♥❡♥# ❢❡❛#✉+❡ ♦❢ #②♣❡ ■■❇ ❢♦+♠✉❧❛#✐♦♥ ✐0 ✐#0 ❙✲❞✉❛❧✐#② 0②♠♠❡#+②✳

❋♦+ ♦✉+ ❝❛0❡ ✐# ✐0 ❣❡♥❡+❛#❡❞ ❜② #❤❡ ❛❝#✐♦♥ ♦❢ SL(2, Z) ❣+♦✉♣ ♦♥ #❤❡ #②♣❡ ■■❇

✜❡❧❞0 ❛❝❝♦+❞✐♥❣ #♦ ✭✷✳✹✶✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧+❡❛❞② 0❡❡♥ #❤❛# #❤❡ ♣+♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❝♦+♣♦+❛#✐♥❣

M✉❛♥#✉♠ ❝♦++❡❝#✐♦♥0 ❝❛♥ ❜❡ ♠♦0# ❝♦♥✈❡♥✐❡♥#❧② #❛❝❦❧❡❞ ❛# #❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ #❤❡ #✇✐0#♦+

0♣❛❝❡✳ ❚❤❡+❡❢♦+❡✱ ✐# ✐0 ✐♠♣♦+#❛♥# #♦ ✉♥❞❡+0#❛♥❞ ❤♦✇ ❙✲❞✉❛❧✐#② ❛❝#0 ♦♥ #❤❡ #✇✐0#♦+

0♣❛❝❡✳ ▼♦+❡ ♣+❡❝✐0❡❧②✱ ✇❡ ✇❛♥# #♦ ♦❜#❛✐♥ #❤❡ #✇✐0#♦+ ❞❡0❝+✐♣#✐♦♥ ✇❤❡♥ #❤❡+❡ ✐0

♦♥❧② ❛♥ ✐0♦♠❡#+✐❝ ❛❝#✐♦♥ SL(2,Z) ❣+♦✉♣ ♣+❡0❡♥#✳ ❖✉+ ❣♦❛❧ ✐0 #✇♦❢♦❧❞ ❤❡+❡✳ ❋✐+0#✱

✇❡ ✇❛♥# #♦ ✉♥❞❡+0#❛♥❞ ✇❤❛# ❦✐♥❞ ♦❢ ❝♦♥0#+❛✐♥#0 ❛+❡ ✐♠♣♦0❡❞ ❛# #❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ #❤❡

#✇✐0#♦+ 0♣❛❝❡ ✐♥ #❤✐0 ❝❛0❡✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ ✇❡ ✇❛♥# #♦ ♦❜#❛✐♥ #❤❡ ♠✐++♦+ ♠❛♣ +❡❧❛#✐♥❣

#❤❡ #②♣❡ ■■❆ ❛♥❞ #②♣❡ ■■❇ ✜❡❧❞0✳ ❖❢ ❝♦✉+0❡✱ 0✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦# 0♣❡❝✐❢② ❝♦♥❝+❡#❡

#+❛♥0✐#✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥0✱ #❤❡ ❧❛##❡+ +❡0✉❧#0 ✇✐❧❧ ❜❡ ♦♥❧② ❢♦+♠❛❧✳ ❚❤✐0 M✉❡0#✐♦♥ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣

❛♣♣+♦♣+✐❛#❡ #+❛♥0✐#✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥0 ✇✐❧❧ ❜❡ ❛❞❞+❡00❡❞ ✐♥ ❛ ❧❛#❡+ ❝❤❛♣#❡+✳

✺✳✹✳✶ ▲✐❢' ♦❢ '❤❡ SL(2,R) ❢♦+ '+❡❡ ❧❡✈❡❧ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ 3♣❛❝❡

❲❡ 0#❛+# ❢+♦♠ #❤❡ ❝❧❛00✐❝❛❧ #✇✐0#♦+ 0♣❛❝❡ ♦❢ #❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ 0♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❝❛++✐❡0 ❛♥

✐0♦♠❡#+✐❝ ❛❝#✐♦♥ ♦❢ #❤❡ ❝♦♥#✐♥✉♦✉0 ❣+♦✉♣ SL(2,R)✳ ■♥ #❤❡ ❝❧❛00✐❝❛❧ ❛♣♣+♦①✐♠❛#✐♦♥✱

#❤❡ ❧❛0# #✇♦ #❡+♠0 ✐♥ #❤❡ ♣+❡♣♦#❡♥#✐❛❧ ✐♥ ✭✷✳✸✷✮ ❛+❡ ❛❜0❡♥#✳ ❋✉+#❤❡+♠♦+❡ ✐❢ ✇❡

+❡❞❡✜♥❡ #❤❡ ❉❛+❜♦✉① ❝♦♦+❞✐♥❛#❡0 ❛0

ξ̃′Λ = ξ̃Λ − AΛΣξ
Λ, α′ = α +

1

2
AΛΣξ

ΛξΣ, ✭✺✳✶✽✮

✻✶



✺✳ ▼✐""♦" $②♠♠❡("② ❛( (❤❡ +✉❛♥(✉♠ ❧❡✈❡❧

!❤❡ $✉❛❞(❛!✐❝ ♣✐❡❝❡ ✐♥ !❤❡ ♣(❡♣♦!❡♥!✐❛❧ ✐/ ❛❧/♦ (❡♠♦✈❡❞ ❛♥❞ ♦♥❡ (❡♠❛✐♥/ ❥✉/! ✇✐!❤

!❤❡ ✜(/! ❝✉❜✐❝ !❡(♠✳ ❚❤❡ ❉❛(❜♦✉① ❝♦♦(❞✐♥❛!❡/ ❛(❡

✶

ξΛ[0] = ζΛ +R(t−1zΛ − tz̄Λ),

ξ̃
[0]
Λ = ζ̃Λ +R(t−1F cl

Λ (z)− tF̄ cl
Λ (z̄)), ✭✺✳✶✾✮

α[0] = −1

2
(σ + ζΛζ̃Λ)−RζΛ(t−1F cl

Λ − tF̄ cl
Λ )−R2(t−2F cl + t2F̄ cl) +

R2

2
(zΛF̄ cl

Λ + z̄ΛF cl
Λ ).

■♥ ❛♥② ❝❛/❡ !❤❡ ✐/♦♠❡!(✐❝ ❛❝!✐♦♥ ♦❢ SL(2,R) ♠✉/! ❤❛✈❡ ❛ ❤♦❧♦♠♦(♣❤✐❝ (❡♣(❡/❡♥!❛✲

!✐♦♥ ♦♥ !❤❡ ❉❛(❜♦✉① ❝♦♦(❞✐♥❛!❡/✳ ❚♦ ❛❝❤✐❡✈❡ !❤✐/ ♦♥❡ ❤❛/ !♦ ❛❧/♦ ♣(❡/❝(✐❜❡ ❤♦✇

!❤❡ ✜❜❡( ❝♦♦(❞✐♥❛!❡ t !(❛♥/❢♦(♠/✳ ❚❤✐/ ✇❛/ ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✾❪ ❛♥❞ !❤❡ (❡/✉❧! (❡❛❞/ ❛/

t 7→ cτ2 + t(cτ1 + d) + t|cτ + d|
(cτ1 + d) + |cτ + d| − tcτ2

=
1 + tc,d− t

tc,d− − t
= − tc,d+ − t

1 + tc,d+ t
, ✭✺✳✷✵✮

✇❤❡(❡ tc,d± ❛(❡ !❤❡ !✇♦ (♦♦!/ ♦❢ !❤❡ ❡$✉❛!✐♦♥ cξ0 + d = 0 ❛♥❞ ❛(❡ ❣✐✈❡♥ ❜②

tc,d± =
cτ1 + d∓ |cτ + d|

cτ2
, tc,d+ tc,d− = −1. ✭✺✳✷✶✮

❚❤❡♥ !❤❡ !(❛♥/❢♦(♠❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❉❛(❜♦✉① ❝♦♦(❞✐♥❛!❡/ ✉♥❞❡( !❤❡ ❛❝!✐♦♥ ♦❢ SL(2,R)
❛(❡ ❢♦✉♥❞ !♦ ❜❡ ❬✶✽❪✱

ξ0 7→ aξ0 + b

cξ0 + d
, ξa 7→ ξa

cξ0 + d
, ξ̃a 7→ ξ̃a +

cκabc
2(cξ0 + d)

ξaξb,

(

ξ̃0
α

)

7→
(

d −c
−b a

) (

ξ̃0
α

)

+
1

6
κabcξ

aξbξc
(

c2/(cξ0 + d)
−[c2(aξ0 + b) + 2c]/(cξ0 + d)2

)

.

✭✺✳✷✷✮

▼♦(❡♦✈❡(✱ ♦♥❡ ♦❜!❛✐♥/ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ !(❛♥/❢♦(♠❛!✐♦♥/ ❢♦( !❤❡ ❝♦♥!❛❝! ♣♦!❡♥!✐❛❧✱!❤❡

❑K❤❧❡( ♣♦!❡♥!✐❛❧ ♦♥ !❤❡ !✇✐/!♦( /♣❛❝❡ ❛♥❞ !❤❡ ❝♦♥!❛❝! ♦♥❡✲❢♦(♠✱

eΦ 7→ eΦ

|cτ + d| , KZ 7→ KZ − log(|cξ0 + d|), X [i] 7→ X [i]

cξ0 + d
. ✭✺✳✷✸✮

❙♦✱ ✐! !✉(♥/ ♦✉! !❤❛! !❤❡ ❑K❤❧❡( ♣♦!❡♥!✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡/ ❜② ❛ ❑K❤❧❡( !(❛♥/❢♦(♠❛!✐♦♥

❝♦♥/✐/!❡♥!❧②✱ ❧❡❛✈✐♥❣ !❤❡ ♠❡!(✐❝ ♦♥ !❤❡ !✇✐/!♦( /♣❛❝❡ Z ♦( !❤❡ ♠❡!(✐❝ ♦♥ !❤❡ ❍▼

♠♦❞✉❧✐ /♣❛❝❡ MHM ✐♥✈❛(✐❛♥!✳ ❋✉(!❤❡(♠♦(❡ !❤❡ ❝♦♥!❛❝! /!(✉❝!✉(❡ (❡♠❛✐♥/ ✐♥✈❛(✐✲

❛♥!✱ ❛/ !❤❡ ❝♦♥!❛❝! ♦♥❡ ❢♦(♠ (❡/❝❛❧❡/ ❜② ❛ ❤♦❧♦♠♦(♣❤✐❝ ❢❛❝!♦( ♦♥❧②✱ ❡♥/✉(✐♥❣ !❤❛!

!❤❡ ❙✲❞✉❛❧✐!② ❛❝!/ ❜② ✐♥❞✉❝✐♥❣ ❛ ❝♦♥!❛❝! !(❛♥/❢♦(♠❛!✐♦♥✳

✶

❋♦" ❝❧❛"✐'② ♦❢ ♥♦'❛'✐♦♥+✱ ✇❡ ❞"♦♣ '❤❡ ♣"✐♠❡+ ✐♥ '❤❡ "❡+' ♦❢ '❤✐+ ❝❤❛♣'❡" ❛♥❞ ❜② F cl
✱ ✇❡ ❞❡♥♦'❡

'❤❡ ❝❧❛++✐❝❛❧ ❝✉❜✐❝ ♣❛"' ♦❢ '❤❡ ♣"❡♣♦'❡♥'✐❛❧✳

✻✷
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✺✳✹✳✷ ▼♦❞✉❧❛* ❝♦♥-.*❛✐♥. ♦♥ .❤❡ .*❛♥-✐.✐♦♥ ❢✉♥❝.✐♦♥-

◆♦✇ ✇❡ ✇❛♥' '♦ ❞❡❢♦*♠ '❤❡ ◗❑ /♣❛❝❡ ♦❢ '❤❡ ♣*❡✈✐♦✉/ /✉❜/❡❝'✐♦♥ ✐♥ ❛ ♠♦❞✉❧❛*

✐♥✈❛*✐❛♥' ❢❛/❤✐♦♥✳ ▼♦*❡ ♣*❡❝✐/❡❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛//✉♠❡ '❤❛' ❛❧❧ '❤❡ ❝♦♥'✐♥✉♦✉/ ✐/♦♠❡'*✐❡/

❛*❡ ❜*♦❦❡♥ ❛♥❞ ✜♥❞ ❛ ❞❡/❝*✐♣'✐♦♥ ♦❢ '❤❡ ◗❑ /♣❛❝❡/ ❛❞♠✐''✐♥❣ ✐/♦♠❡'*✐❝ ❛❝'✐♦♥ ♦❢

SL(2,Z)✳ ■♥ /✉❝❤ /✐'✉❛'✐♦♥ '❤❡ '✇✐/'♦* /♣❛❝❡ ❞❡/❝*✐♣'✐♦♥ ✐/ '❤❡ ♠♦/' ❡✣❝✐❡♥' ♦♥❡✳

❚❤❡ ✐♥❝❧✉/✐♦♥ ♦❢ ✐♥/'❛♥'♦♥/ '❤❛' ❛*❡ *❡/♣♦♥/✐❜❧❡ ❢♦* ❜*❡❛❦✐♥❣ ♦❢ '❤❡ ❝♦♥'✐♥✉♦✉/

SL(2,R) /②♠♠❡'*② '♦ ✐'/ ❞✐/❝*❡'❡ /✉❜❣*♦✉♣ SL(2,Z)✱ *❡✜♥❡/ '❤❡ ❝♦✈❡*✐♥❣ ♦♥ '❤❡

'✇✐/'♦* /♣❛❝❡ ❛♥❞ '❤❡ /❛♠❡ ❤❛♣♣❡♥/ ❢♦* '❤❡ ❛//♦❝✐❛'❡❞ /❡' ♦❢ '*❛♥/✐'✐♦♥ ❢✉♥❝'✐♦♥/✳

❚❤❡ ✜*/' ✐//✉❡ '❤❛' ♦♥❡ ♥❡❡❞/ '♦ ❛❞❞*❡// ❤❡*❡ ✐/ ❤♦✇ ❙✲❞✉❛❧✐'② ✐/ *❡❛❧✐③❡❞ ✐♥ '❤✐/

❝♦♥'❡①'✳

❋♦* '❤✐/ ♣✉*♣♦/❡✱ '♦ ❛✈♦✐❞ ✉♥♥❡❝❡//❛*② ❝♦♠♣❧✐❝❛'✐♦♥/✱ ✇❡ ✜*/' ♣*♦✈✐❞❡ '❤❡ /✐♠✲

♣❧❡/' ❝♦♥/'*✉❝'✐♦♥ ✐♥ '❡*♠/ ♦❢ ♦♣❡♥ ♣❛'❝❤❡/ ❛♥❞ ❝❧♦/❡❞ ❝♦♥'♦✉*/ ❬✷✾✱ ✸✵❪ ❛♥❞ ❧❛'❡*

❝♦♠♠❡♥' ♦♥ ❣❡♥❡*❛❧✐③❛'✐♦♥/✳

▲❡' '❤❡ '✇✐/'♦* /♣❛❝❡ Z ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❜② '❤❡ ❝♦✈❡*✐♥❣

Z = U+ ∪ U− ∪ (∪m,nUm,n) ✭✺✳✷✹✮

✇❤❡*❡ U± ❝♦✈❡* '❤❡ ♥♦*'❤ ❛♥❞ /♦✉'❤ ♣♦❧❡/ ♦❢ CP 1
❛/ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ Um,n ❛*❡ ♠❛♣♣❡❞

'♦ ❡❛❝❤ ♦'❤❡* ✉♥❞❡* '❤❡ ❛♥'✐♣♦❞❛❧ ♠❛♣ ❛♥❞ SL(2,Z) '*❛♥/❢♦*♠❛'✐♦♥/

ς [Um,n] = U−m,−n, ✭✺✳✷✺✮

Um,n 7→ Um̂,n̂,

(

m̂

n̂

)

=

(

d −c
−b a

)

(m

n

)

, ✭✺✳✷✻✮

✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ✐♥✈❛*✐❛♥' ♣❛'❝❤ U0 ≡ U0,0✳ ❋✉*'❤❡*♠♦*❡✱ ✇❡ ❛//✉♠❡ ✐♥ ❛❞❞✐'✐♦♥ '❤❛'

cξ0[m,n] + d ✐/ ♥♦♥✲✈❛♥✐/❤✐♥❣ ✐♥ Um,n ❢♦* ❛❧❧ (c, d) 6= (±m,±n)✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ (m,n) =

(0, 0)✱ ❛♥❞ ❤❛/ ❛ /✐♠♣❧❡ ③❡*♦ ❢♦* (c, d) = (m,n)✳ ❉❡♥♦'✐♥❣ '❤✐/ ③❡*♦ ❜② t
c,d
+ ✱ '❤❡

*❡❛❧✐'② ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❢♦* ξ0 ❛♥❞ ✭✺✳✷✺✮ ✐♠♣❧② '❤❛'

ς
[

t
c,d
+

]

= t
−c,−d
+ ≡ t

c,d
− . ✭✺✳✷✼✮

❲✐'❤ '❤❡ ❝♦✈❡*✐♥❣ ✭✺✳✷✹✮ ✇❡ ❛//♦❝✐❛'❡ '❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ /❡' ♦❢ '*❛♥/✐'✐♦♥ ❢✉♥❝'✐♦♥/

H [+0] = F cl(ξ[+]), H [−0] = F̄ cl(ξ[−]), H [(m,n)0] = Gm,n(ξ[m,n], ξ̃
[0], α[0]),

✭✺✳✷✽✮

✇❤❡*❡ F cl(X) ✐/ '❤❡ ❝✉❜✐❝ ♣*❡♣♦'❡♥'✐❛❧✳

✷

❚❤❡ ❢✉♥❝'✐♦♥/ Gm,n ❛*❡ ♥♦' ❛*❜✐'*❛*②✳

❇❡/✐❞❡/ '❤❡ *❡❛❧✐'② ❝♦♥❞✐'✐♦♥/

ς
[

Gm,n

]

= G−m,−n, ✭✺✳✷✾✮

✷

◆♦"❡ "❤❛" "❤✐' ❛''✉♠♣"✐♦♥ ✐♠♣❧✐❡' "❤❛" Ukm,kn ❢♦. k ≥ 1 ❛.❡ ❛❧❧ ✐❞❡♥"✐❝❛❧✱ ✐♥ ♣❛."✐❝✉❧❛.
U0,±k = U±✳ ❍♦✇❡✈❡.✱ ✇❡ ❝♦♥'✐❞❡. ❛❧❧ '✉❝❤ ♣❛"❝❤❡' "♦ ❜❡ ❞✐✛❡.❡♥"✳ ❚❤✐' '❛❝.✐✜❝❡ ✐♥ .✐❣♦. .❡♥❞❡.'

"❤❡ ♣.❡'❡♥"❛"✐♦♥ "♦ ❜❡ ❧❡'' ❝✉♠❜❡.'♦♠❡✳ ❆ ♠♦.❡ ♣.❡❝✐'❡ ❛♥❛❧②'✐' ✐' ❛❝"✉❛❧❧② ♣♦''✐❜❧❡✱ ❜✉" ✐" ❞♦❡'

♥♦" ❝❤❛♥❣❡ ❛♥② .❡'✉❧"✳

✻✸



✺✳ ▼✐""♦" $②♠♠❡("② ❛( (❤❡ +✉❛♥(✉♠ ❧❡✈❡❧

!❤❡② ♠✉'! !(❛♥'❢♦(♠ ✐♥ '✉❝❤ ❛ ✇❛② '♦ !❤❛! !❤❡ ♠♦❞✉❧❛( ✐♥✈❛(✐❛♥❝❡ ✐' ❡♥'✉(❡❞✳ ❚❤❡

❛❝!✐♦♥ ♦❢ ❙✲❞✉❛❧✐!② !(❛♥'❢♦(♠❛!✐♦♥ ♠✉'! ♣(❡'❡(✈❡ !❤❡ ❝♦♥!❛❝! '!(✉❝!✉(❡✳ ❆ '✐♠♣❧❡

✇❛② !♦ (❡❛❧✐③❡ !❤✐' ✐' !❤(♦✉❣❤ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ !❤❛! !❤❡ ❉❛(❜♦✉① ❝♦♦(❞✐♥❛!❡' !(❛♥'❢♦(♠

❛❝❝♦(❞✐♥❣ !♦ ✭✺✳✷✷✮✱ ✇❤❡(❡ !❤❡ ♦♥❧② ♥❡✇ ❢❡❛!✉(❡ ✐' !❤❛! !❤❡ ❉❛(❜♦✉① ❝♦♦(❞✐♥❛!❡'

❛(❡ ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② ♣❛!❝❤ ✐♥❞✐❝❡' [m,n]✳ ❯♥❞❡( ❙✲❞✉❛❧✐!②✱ !❤❡ ♣❛!❝❤❡' !❤❛! ❝♦✈❡( !❤❡

!✇✐'!♦( '♣❛❝❡ '❤♦✉❧❞ (❡'❤✉✤❡ !♦ ❡❛❝❤ ♦!❤❡(✳ ■♥ ♣❛(!✐❝✉❧❛( ✐! ♠❡❛♥' !❤❛! ❛ ❞✐✛❡(❡♥!

♣❛!❝❤ ✇✐!❤ ✐♥❞✐❝❡' [m′, n′] '❤♦✉❧❞ ❜❡ (❡❧❛!❡❞ !♦ !❤❡ ♣❛!❝❤ ✐♥❞❡①❡❞ ❜② [m,n] ❜②

❙✲❞✉❛❧✐!② !(❛♥'❢♦(♠❛!✐♦♥ ❛' !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

(

m′

n′

)

=

(

a c
b d

)

(m

n

)

. ✭✺✳✸✵✮

H❡(❢♦(♠✐♥❣ SL(2,Z) !(❛♥'❢♦(♠❛!✐♦♥' ♦♥ !❤❡ ❣❧✉✐♥❣ ❝♦♥❞✐!✐♦♥' ✭✸✳✼✮ ♦♥❡ !❤❡♥

✜♥❞' !❤❛! !❤❡ ❤♦❧♦♠♦(♣❤✐❝ !(❛♥'✐!✐♦♥ ❢✉♥❝!✐♦♥' ❛(❡ (❡K✉✐(❡❞ !♦ '❛!✐'❢② !❤❡ ❝♦♥❞✐✲

!✐♦♥✱

Gm,n 7→ Gm′,n′

cξ0[m′,n′] + d
− c

6
κabc

3ξa[m′,n′] − 2T a
m′,n′

(cξ0[m′,n′] + d)(cξ0[0] + d)
T b
m′,n′T c

m′,n′

+
c2

6
κabc

3ξa[0]ξ
b
[m′,n′] + T a

m′,n′T b
m′,n′

(cξ0[m′,n′] + d)(cξ0[0] + d)2
T c
m′,n′T 0

m′,n′

− c3

6

κabc ξ
a
[m′,n′]ξ

b
[m′,n′]ξ

c
[m′,n′]

(cξ0[m′,n′] + d)2(cξ0[0] + d)2
(

T 0
m′,n′

)2
,

✭✺✳✸✶✮

✇❤❡(❡

TΛ
m,n = ∂

ξ̃
[0]
Λ
Gm,n − ξΛ[0]∂α[0]Gm,n. ✭✺✳✸✷✮

❚❤✐' ❝♦♥'!(❛✐♥! ✐' ♦♥❡ ♦❢ !❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♥❞✐!✐♦♥' ❢♦( !❤❡ SL(2,Z) ✐♥✈❛(✐❛♥! ❝♦♥'!(✉❝✲

!✐♦♥✳ ❆' ✇❡ ✇✐❧❧ '❡❡ ❜❡❧♦✇✱ ❡✈❡♥ !❤♦✉❣❤ !❤✐' ❝♦♥'!(❛✐♥! ❧♦♦❦' ❝♦♠♣❧✐❝❛!❡❞ ❞✉❡

!♦ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛(✐!✐❡'✱ !❤❡② ❝❛♥ ❜❡ (❡♠♦✈❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ❝❤♦♦'❡' !♦ ✇♦(❦ ✉'✐♥❣ !❤❡ ❝♦♥!❛❝!

❤❛♠✐❧!♦♥✐❛♥' ✇❤✐❝❤ ✇❡(❡ ✐♥!(♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣!❡( ✸✳

✺✳✹✳✸ ▼♦❞✉❧❛* ❛❝,✐♦♥ ♦♥ ,❤❡ ,✇✐2,♦* ✜❜❡*

❆❧!❤♦✉❣❤ ✐! ✇❛' ♥♦! ♠❡♥!✐♦♥❡❞ ❡①♣❧✐❝✐!❧②✱ ✐♥ !❤❡ ♣(❡✈✐♦✉' '✉❜'❡❝!✐♦♥ ✇❤✐❧❡ ❞❡'❝(✐❜✲

✐♥❣ !❤❡ ♠♦❞✉❧❛( ✐♥✈❛(✐❛♥! ❝♦♥'!(✉❝!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ !✇✐'!♦( '♣❛❝❡✱ ✇❡ !❛❝✐!❧② ❛''✉♠❡❞

!❤❛! !❤❡ CP 1
❝♦♦(❞✐♥❛!❡ !(❛♥'❢♦(♠' ❛♣♣(♦♣(✐❛!❡❧②✳ ❇② !❤✐'✱ ✇❡ ♠❡❛♥ !❤❛! t !(❛♥'✲

❢♦(♠' ✐♥ '✉❝❤ ❛ ✇❛② !❤❛! !❤❡ ❉❛(❜♦✉① ❝♦♦(❞✐♥❛!❡' ❛❞♠✐! !❤❡ ❛❝!✐♦♥ ♦❢ SL(2,Z)
❣(♦✉♣ ❛' ✐♥ ✭✺✳✷✷✮✳ ■♥ ♦✉( ❝♦♥'✐❞❡(❛!✐♦♥'✱ !❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛!✐♦♥ ❝♦♠❡' ❢(♦♠ !❤❡

❢❛❝! !❤❛! ξ0 ✐' ♥♦! ❣❧♦❜❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛♥②♠♦(❡✱ ❛♥❞ ❛' ❛ (❡'✉❧! !❤❡ !(❛♥'❢♦(♠❛!✐♦♥

♦❢ !❤❡ ✜❜❡( ❝♦♦(❞✐♥❛!❡ ❛❧'♦ (❡❝❡✐✈❡' ❝♦((❡❝!✐♦♥'✳ ❍♦✇❡✈❡(✱ K✉✐!❡ (❡♠❛(❦❛❜❧②✱ ✐!

✐' '!✐❧❧ ♣♦''✐❜❧❡ !♦ ✜♥❞ !❤❡ ✏❛♣♣(♦♣(✐❛!❡✧ !(❛♥'❢♦(♠❛!✐♦♥ ♦❢ t ❜② ❝♦♥'✐❞❡(✐♥❣ !❤❡

!(❛♥'❢♦(♠❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❑S❤❧❡( ♣♦!❡♥!✐❛❧ KZ ♦♥ !❤❡ !✇✐'!♦( '♣❛❝❡ ❛♥❞ (❡K✉✐(✐♥❣ !❤❛!

✐! !(❛♥'❢♦(♠' ❜② ❑S❤❧❡( !(❛♥'❢♦(♠❛!✐♦♥ ✭✺✳✷✸✮ ❬✸✵❪✳ ■♥ !❤❡ ♣(♦❝❡'' ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ ❤♦✇ t

✻✹



❙✲❞✉❛❧✐'② ✐♥ '❤❡ '✇✐-'♦/ -♣❛❝❡✳ ✺✳✹

!"❛♥%❢♦"♠%✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❝♦♠❡ ❛❝"♦%% ❛ !"✉❡❧② ❜❡❛✉!✐❢✉❧ ♠❛!❤❡♠❛!✐❝❛❧ ❝♦♥%!"✉❝! ✇❤✐❝❤

✇❡ ❛"❡ ❣♦✐♥❣ !♦ ❝❛❧❧ ❛% ✐♥✈❛"✐❛♥! ♣♦✐♥!%✳ ❚❤✐% ♦❜❥❡❝!% ❛"❡ ❣❡♥❡"❛❧✐③❛!✐♦♥% ♦❢ ∓i ✐♥

!❤❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ❝❛%❡✱ ✇❤✐❝❤ "❡♠❛✐♥% ✐♥✈❛"✐❛♥! ✉♥❞❡" !❤❡ ❛❝!✐♦♥ ♦❢ SL(2,R) ✭✺✳✷✵✮✳ ❲❡

❛"❡ ❣♦✐♥❣ !♦ ❡①♣❧❛✐♥ ✇❤❛! !❤❡%❡ ♦❜❥❡❝!% ❛"❡ ✐♥ ♠♦"❡ ❞❡!❛✐❧% ✐♥ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❼ ❚❤❡ ✜"%! ❛♥❞ ♠♦%! ✐♠♣♦"!❛♥! !❤✐♥❣ !♦ ❝♦♥%✐❞❡" ✐% !❤❡ !"❛♥%❢♦"♠❛!✐♦♥ ♦❢ t✳ ■!

✇❛% ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✸✵❪ !❤❛! !❤✐% !"❛♥%❢♦"♠❛!✐♦♥ ✐% "❛!✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ✐% ❣✐✈❡♥ ❜②✱

gc,d[t] = Cc,d
−

t− t
c,d
+

t− t
c,d
−

, ✭✺✳✸✸✮

✇❤❡"❡ !❤❡ ❝♦♥%!❛♥! ♣"❡❢❛❝!♦" %❤♦✉❧❞ %❛!✐%❢② |Cc,d
− | = |tc,d− | ❛♥❞ ✇❡ ✉%❡❞ !❤❡

♥♦!❛!✐♦♥ gc,d ❢♦" !❤❡ SL(2,Z) ❛❝!✐♦♥✳

❋✉"!❤❡"♠♦"❡✱ !❤❡ !"❛♥%❢♦"♠❛!✐♦♥ ✭✺✳✸✸✮ %❤♦✉❧❞ %❛!✐%❢② ❛ ❝❡"!❛✐♥ ❣"♦✉♣ ❧❛✇✳

■♥ ♣❛"!✐❝✉❧❛"✱ !❤✐% ✐♠♣❧✐❡% !❤❛! gc,d[g−c,a[t]] = t %✐♥❝❡ !❤❡ !✇♦ SL(2,Z) !"❛♥%✲

❢♦"♠❛!✐♦♥% ❛"❡ ✐♥✈❡"%❡ ♦❢ ❡❛❝❤ ♦!❤❡"✳ ❚❤✐% ❛❧❧♦✇% !♦ ✜① !❤❡ ♣"❡❢❛❝!♦" ✐♥ ✭✺✳✸✸✮

❛%

Cc,d
± = gc,d

[

t
−c,a
±

]

, t
c,d
+ Cc,d

− = t
c,d
− Cc,d

+ . ✭✺✳✸✹✮

■♥ ❢❛❝!✱ ❢"♦♠ !❤❡ "❡❛❧✐!② ♣"♦♣❡"!✐❡% ♦❢ t
c,d
± ✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❡❛%✐❧② %❡❡ !❤❛! !❤❡ %❡❝♦♥❞

♦❢ !❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝♦♥❞✐!✐♦♥% ✐% !❤❡ %❛♠❡ ❛% !❤❡ ❝♦♥❞✐!✐♦♥ ♦♥ !❤❡ ♠♦❞✉❧✉% ♦❢ Cc,d
− ✳

■! ✐% ❡❛%② !♦ %❡❡ !❤❛! !❤✐% !"❛♥%❢♦"♠❛!✐♦♥ ✐% ❛ ♥❛!✉"❛❧ ❣❡♥❡"❛❧✐③❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡

!"❛♥%❢♦"♠❛!✐♦♥ ✭✺✳✷✵✮ ✈❛❧✐❞ ✐♥ !❤❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ❝❛%❡✳

❼ ◆♦✇ ✇❡ !✉"♥ !♦ ♦♥❡ ♦❢ !❤❡ ♦!❤❡" ❦❡② ❢❡❛!✉"❡%✳ ■! !✉"♥% ♦✉! !❤❛! ❛❧♦♥❣ ✇✐!❤
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∂tξ
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0
[0]] ∼ ∂tξ

0
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Z → M✳ ❚❤❡$❡❢♦$❡✱ (❤❡✐$ ✐♥✈❛$✐❛♥❝❡ ✐. ♣$♦♣❡$❧② ✐♥(❡$♣$❡(❡❞ ❛. ✐♥✈❛$✐❛♥❝❡ ♦❢

(❤❡ .❡❝(✐♦♥.✳ ❚❤✉. (❤❡② .❛(✐.❢② (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣$♦♣❡$(②✱

gc,d[s±] = gc,d[t]t=s± = Cc,d
−

s± − t
c,d
+

s± − t
c,d
−

. ✭✺✳✸✻✮

❼ ❍❛✈✐♥❣ ✐♥($♦❞✉❝❡❞ (❤❡ ❝$✐(✐❝❛❧ ♣♦✐♥(.✱ ✇❡ ❛$❡ ♥♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦.✐(✐♦♥ (♦ ✐♥($♦❞✉❝❡

(❤❡ ✐♥✈❛$✐❛♥( ❦❡$♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ♣❧❛② ❛ ❝$✉❝✐❛❧ $♦❧❡ ❢♦$ ♠❛❦✐♥❣ (❤❡ ♠♦❞✉❧❛$ .②♠✲

♠❡($② ❡①♣❧✐❝✐(✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ✐( ❛. ❛ t✲✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥( .❤✐❢( ♦❢ (❤❡ ❦❡$♥❡❧ ❛♣♣❡❛$✐♥❣

✐♥ ✭✸✳✾✮ ✐♥ (❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❛② .✉❝❤ (❤❛( (❤❡ ✐♥(❡❣$❛(✐♦♥ ♠❡❛.✉$❡ $❡♠❛✐♥. ❙✲

❞✉❛❧✐(② ✐♥✈❛$✐❛♥(✱

K(t, t′) =
1

2

(

t′ + t

t′ − t
+ k(t′)

)

,
dt′

t′
K(t, t′) 7→ dt′

t′
K(t, t′) ✭✺✳✸✼✮

✇❤❡$❡

k(t) =
s+s− − t2

(t− s+)(t− s−)
. ✭✺✳✸✽✮

❍❡♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡ (❤❡ ✐♥✈❛$✐❛♥( ❦❡$♥❡❧ ❛.

dt′

t′
K(t, t′) =

dt′

2

(t− s+)(t
′ − s−) + (t− s−)(t

′ − s+)

(t′ − t)(t′ − s+)(t′ − s−)
. ✭✺✳✸✾✮
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t
m,n
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❝♦♦$❞✐♥❛(❡. ♦♥ (❤❡ ❜❛.❡ AΛ, BΛ, Bα, Y
Λ

❛♥❞ (❤❡ ✜❜❡$ ❝♦♦$❞✐♥❛(❡ t✳ ❚②♣✐❝❛❧❧② (❤❡.❡
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❛❝(✐♦♥ ♦❢ SL(2,Z) ♦♥ (❤❡♠ ✐. $❡❛❧✐③❡❞ ❛. ✭✺✳✷✷✮✱ ♣$♦✈✐❞❡❞ (❤❡ $✐❣❤( ($❛♥.❢♦$♠❛(✐♦♥
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Λ

❜②
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❛❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♠♦❞✉❧❛$ ❣$♦✉♣ ✭✷✳✹✶✮✳ ❍❡$❡✱ ✇❡ ❝❛❧❧ (❤✐. $❡❧❛(✐♦♥ ❛. (❤❡ ✏♠✐$$♦$
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Λ

✇✐(❤ (②♣❡ ■■❆
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✺

❬✸✵❪✱

AΛ = ζΛcl −
1

2
(s+ + s−)

(

Y Λ

s+s−
− Ȳ Λ

)

+
1

2

∑

j

∮

Cj

dt

2πit
k(t)

(

∂
ξ̃
[0]
Λ
H [j0] − ξΛ[0] ∂α[0]H [j0]

)

,

BΛ = ζ̃clΛ − 1

2

∑

j

∮

Cj

dt

2πit
k(t)∂ξΛ

[j]
H [j0], ✭✺✳✹✵✮

Bα = (σ + ζΛζ̃Λ)
cl − 1

2

∑

j

∮

Cj

dt

2πit
k(t)

(

H [j0] − ξΛ[j]∂ξΛ[j]H
[j0]

)

,

✇❤❡-❡ .❤❡ ✐♥❞❡① ✏❝❧✧ -❡❢❡-4 .♦ .❤❡ 6✉❛♥.✐.✐❡4 ❣✐✈❡♥ ❜② .❤❡ ❝❧❛44✐❝❛❧ ♠✐--♦- ♠❛♣✳ ◆♦✇

✇✐.❤ .❤✐4 ❛♥❞ .❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ -❡4✉❧. ❢♦- ♠✐--♦- ♠❛♣ ♦❢ Y Λ
✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤❡❝❦ .❤❛. .❤❡

❉❛-❜♦✉① ❝♦♦-❞✐♥❛.❡4 ✐♥❞❡❡❞ 4❛.✐4❢② ✭✷✳✹✶✮✳

▲❡. ✉4 ❞❡✜♥❡

✻

Y Λ = iτ2
s+s−
s− − s+

YΛ +
s+s−
2

∑

m,n

′
∮

Cm,n

dt

2πi

s+(s− − t) + s−(s+ − t)

(t− s+)2(t− s−)2
TΛ
m,n, ✭✺✳✹✶✮

✇❤❡-❡

Y0 = 1, Ya =
ba

(

s−e
iU − s+e

−iU
)

− 2
√
s+s− t

a

(s− − s+) cosU
+ iτ−1

2 tanU Ia
✭✺✳✹✷✮

❛♥❞

Ia =
(s− − s+)

2

4π

∑

m,n

′
∮

Cm,n

dt
t T a

m,n

(t− s+)2(t− s−)2
, ✭✺✳✹✸✮

U =
s− − s+

4π

∑

m,n

′
∮

Cm,n

dt
log (1− ∂α[0]Gm,n)

(t− s+)(t− s−)
. ✭✺✳✹✹✮

❚❤❡♥✱ ♣-♦✈✐❞❡❞ ❛. .❤❡ ❝-✐.✐❝❛❧ ♣♦✐♥.4 ♦♥❡ ❤❛4

ξ0[0](s+) = τ, ξ0[0](s−) = τ̄ ,

ξa[0](s+) = −ca + τba, ξa[0](s−) = −ca + τ̄ ba,
✭✺✳✹✺✮

s±∂tξ
a
[0](s±) = ±2iτ2t

a

cosU

√
s+s−

s− − s+
− ie±iULa, ✭✺✳✹✻✮

✇❤❡-❡ La
✐4 ❛♥ ❛-❜✐.-❛-② -❡❛❧ ✈❡❝.♦-✳ ❚❤❡♥ Y Λ

4❤♦✉❧❞ .-❛♥4❢♦-♠ ❛4

✼

Y 0 7→ Cc,d
− t

c,d
+

c(tc,d+ − t
c,d
− )2ρ[c,d](t

c,d
+ )

, Y a 7→ −
Cc,d
− t

c,d
+ ξa[c,d](t

c,d
+ )

(tc,d+ − t
c,d
− )2ρ[c,d](t

c,d
+ )

. ✭✺✳✹✼✮

✺

❚❤❡ ✐♥❞❡① j '(❛♥❞' ❢♦, ❛❧❧ ♣♦''✐❜❧❡ ♣❛(❝❤❡' ❛♥❞ ❝♦♥(♦✉,'✳
✻

❚❤❡ ♣,✐♠❡ ♦♥ (❤❡ '✉♠ ✐♥❞✐❝❛(❡' (❤❛( ✐( ,✉♥' ♦✈❡, (m,n) ∈ Z
2/(0, 0)✳

✼ρ[m,n] ❛,❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛' cξ
0
[m,n] + d ≡ −t−1(t− t

m,n
+ )(t− t

m,n
− )ρ[m,n](t)✳

✻✼
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◆♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐# ❡?✉❛#✐♦♥ ❞❡#❡+♠✐♥✐♥❣ #❤❡ ✐♥✈❛+✐❛♥# ♣♦✐♥#&✳ ❯&✐♥❣

✭✺✳✹✵✮ ❛♥❞ ✭✺✳✹✶✮✱ #❤❡ ❡①♣+❡&&✐♦♥ ❢♦+ #❤❡ ❉❛+❜♦✉① ❝♦♦+❞✐♥❛#❡ ξ0 ✐♥ #❤❡ ♣❛#❝❤ U0

❜❡❝♦♠❡&✱

ξ0[0](t) = τ1 +
iτ2

s− − s+

(s+s−
t

− t
)

+
(t− s+)(t− s−)

2t

∑

m,n

′
∮

Cm,n

dt′

2πi
t′
(t− s+)(t

′ − s−) + (t− s−)(t
′ − s+)

(t′ − t)(t′ − s+)2(t′ − s−)2
T 0
m,n.

✭✺✳✹✽✮

❚❤✉&✱ ❢+♦♠ ∂tξ
0
[0](s±) = 0✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ♦❜#❛✐♥ #❤❡ ❡?✉❛#✐♦♥

s+ + s−
(s+ − s−)3

=
1

4πτ2

∑

m,n

′
∮

Cm,n

dt
t T 0

m,n

(t− s+)2(t− s−)2
. ✭✺✳✹✾✮

❙✉♣♣❧❡♠❡♥#❡❞ ❜② #❤❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ ς [s+] = s−✱ ✐# ❝❛♥ ❜❡ &♦❧✈❡❞ ❜② ♣❡+#✉+❜❛#✐✈❡ ❡①✲

♣❛♥&✐♦♥ ✐♥ ♣♦✇❡+& ♦❢ ✭✐♥#❡❣+❛❧& ♦❢✮ #❤❡ #+❛♥&✐#✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥& T 0
m,n ❣❡♥❡+❛#✐♥❣ ❞❡❢♦+✲

♠❛#✐♦♥&✳

❋✐♥❛❧❧②✱ ❧❡# ✉& ♠❡♥#✐♦♥ #❤❛# ♦✉+ ❝♦♥&#+✉❝#✐♦♥ ✐& ✐♥✈❛+✐❛♥# ✉♥❞❡+ #❤❡ ❛❝#✐♦♥

♦❢ ❛ U(1) &②♠♠❡#+② #❤❛# +♦#❛#❡& #❤❡ ♣❤❛&❡ ♦❢ #❤❡ ✜❜❡+ ❝♦♦+❞✐♥❛#❡ ❛& t 7→ eiφt✳
❆& ❛ ♣❛+#✐❝✉❧❛+ ❝❛&❡✱ #❤✐& ❡♥#❛✐❧& #❤❛# #❤❡ ✐♥✈❛+✐❛♥# ♣♦✐♥#& ❛+❡ ❞❡✜♥❡❞ ✉♣#♦ #❤✐&

+❡&❝❛❧✐♥❣ s± 7→ eiφs±✳ ❚❤✐& ✐♥❞✉❝❡& ❛♥ ❡①#+❛ &②♠♠❡#+② ✐♥ #❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♦+❞✐♥❛#❡&

Y Λ 7→ eiφY Λ
❛♥❞ ✐& +❡&♣♦♥&✐❜❧❡ ❢♦+ #❤❡ ❛✉①✐❧✐❛+② ❝♦♦+❞✐♥❛#❡ ❞✐&❝✉&&❡❞ ❜❡❧♦✇ ✭✸✳✾✮✳

❆ ✇❛② #♦ ✜① #❤✐& ✐& #♦ ❞❡♠❛♥❞ s± #♦ ❜❡ ♣✉+❡❧② ✐♠❛❣✐♥❛+② ❬✸✵❪✳ ❚❤✐& #+✉❧② ✐♠♣♦&❡&

❛♥ ❛❞❞✐#✐♦♥❛❧ ❝♦♥❞✐#✐♦♥✱ ❛& #❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ❡?✉❛#✐♦♥ ❢♦+ s± ✭✺✳✹✾✮ ❞♦❡& ♥♦# ✜① ✐#✳

❚❤❛# #❤❡ ✐♥✈❛+✐❛♥# ♣♦✐♥#& ❛+❡ ✐♠❛❣✐♥❛+② ❝❛♥ ❜❡ ✈✐❡✇❡❞ ❛& ✏❣❛✉❣❡ ✜①✐♥❣✧ ♦❢ #❤❡

U(1) &②♠♠❡#+② ❛♥❞ ✐# ✐& ❛&&✉♠❡❞ #♦ ❜❡ ❛ ♣❛+# ♦❢ ♦✉+ ❝♦♥&#+✉❝#✐♦♥✳

✽

▼♦❞✉❧❛' ✐♥✈❛'✐❛♥+ ♣♦+❡♥+✐❛❧

❆& ❛ ❜②♣+♦❞✉❝# ✐♥ ❬✸✵❪ ❛ ♠♦❞✉❧❛+ ✐♥✈❛+✐❛♥# ♣♦#❡♥#✐❛❧ ✇❛& ❛❧&♦ ❝♦♥&#+✉❝#❡❞ ✉&✐♥❣ #❤❡

❝♦♥&#❛♥# ♣❛+# ♦❢ #❤❡ ❝♦♥#❛❝# ♣♦#❡♥#✐❛❧✳ ❚❤❡ ❡①✐&#❡♥❝❡ ♦❢ #❤✐& ❢✉♥❝#✐♦♥ ✐& &✉+♣+✐&✐♥❣

❛& ✐# ❡♥❝♦❞❡& ❛❧❧ ❞❡❢♦+♠❛#✐♦♥& ♦❢ #❤❡ ◗❑ &♣❛❝❡ +❡&♣❡❝#✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛+ &②♠♠❡#+② ✐♥ ❛

♥♦♥✲#+✐✈✐❛❧ ✇❛②✳ ■# ✐& ❣✐✈❡♥ ❜②

R =
|s+ − s−| e

− 1
2

∑

m,n

′
∮
Cm,n

dt
2πit

s+s−−t2

(t−s+)(t−s−)
log(1−∂

α[0]Gm,n)

τ
1/2
2 cos

[

1
4π

∑

m,n

′ ∮

Cm,n

dt
t
log (1− ∂α[0]Gm,n)

]

{

1

2
Im

(

Y ΛF̄Λ(Ȳ )
)

− 1

16π

∑

m,n

′
∮

Cm,n

dt

t

[

(

t−1Y Λ − tȲ Λ
)

∂ξΛ
[m,n]

Gm,n +
(

t−1FΛ(Y )− tF̄Λ(Ȳ )
)

TΛ
m,n

]

}

.

✭✺✳✺✵✮
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❋1♦♠ ✭✸✳✸✻✮✱ λ = cξ0[m,n] + d ❢♦1 ♦✉1 ❝❛0❡ ❜❡❝❛✉0❡ ♦❢ ✭✺✳✷✸✮✱ ✇❤✐❝❤ ✐♠♣❧✐❡0 *❤❛*

*❤❡ ❝♦♥0*1❛✐♥* ♦♥ *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❤❛♠✐❧*♦♥✐❛♥ ✇✐❧❧ ❜❡

h[i]m,n 7→
h
[i]
m′,n′

cξ0[m′,n′] + d
,

(

m′

n′

)

=

(

a c
b d

)(

m
n

)

, ✭✺✳✺✶✮

✇❤✐❝❤ ✐0 ❛ 0✐♠♣❧❡ ♠♦❞✉❧❛1 ❝♦♥0*1❛✐♥*✱ ❝♦♠♣❛1❡❞ *♦ *❤❡ ✈❡1② ❝♦♠♣❧✐❝❛*❡❞ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛1

♦♥❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✺✳✸✶✮✳

■♥0*❡❛❞ ♦❢ ✉0✐♥❣ ✭✸✳✸✻✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❤♦♦0❡ ❛ ♠♦1❡ ♣❡❞❡0*1✐❛♥ ✇❛②

✾

❖♥❡ ❝❛♥ ❡①✲

♣❧✐❝✐*❧② ✜♥❞ ❢1♦♠ *❤❡ *1❛♥0❢♦1♠❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❉❛1❜♦✉① ❝♦♦1❞✐♥❛*❡0 ✭✺✳✷✷✮ *❤❛*

{gc,d · h, gc,d · f} =
gc,d · {h, f}
cξ0 + d

− c gc,d ·
(

h
(

∂ξ̃0f − ξ0∂αf
))

, ✭✺✳✺✷✮
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❚❤✐0 ❝♦♠❡0 ✐♥ ❤❛♥❞② ❜❡❝❛✉0❡ *❤❡ ❛❝*✐♦♥ ♦❢ ❙✲❞✉❛❧✐*② ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡♥✐❡♥*❧② ❡♥✲

❝♦❞❡❞ ✐♥ *❡1♠0 ♦❢ ✐*0 ❛❝*✐♦♥ ♦♥ *❤❡ ❝♦♥*❛❝* ❜1❛❝❦❡* ❛0✱

gc,d · e{h
[i], · } · g−1

c,d = egc,d·{h
[i], · }·g−1

c,d = egc,d·{h
[i], g−1

c,d
· } = e{(cξ

0+d)gc,d·h
[i], · }, ✭✺✳✺✸✮
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■♥ *❤❡ ♥❡①* ❝❤❛♣*❡1✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜10* ❞✐0❝✉00 ❤♦✇ *♦ 1❡❢♦1♠✉❧❛*❡ *❤❡ *②♣❡ ■■❆ ❝♦♥✲

0*1✉❝*✐♦♥ ❢♦1 ❉✲✐♥0*❛♥*♦♥0 ✐♥ ❝❤❛♣*❡1 ✹ ✐♥ *❤❡ *②♣❡ ■■❇ 0✐❞❡✱ ✇✐*❤ ❡①♣❧✐❝✐* ✐♥✈❛1✐❛♥❝❡

✉♥❞❡1 ❙✲❞✉❛❧✐*②✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ♣1♦❝❡❡❞ ♦♥ *♦ ♣1♦✈✐❞✐♥❣ *❤❡ ✜✈❡❜1❛♥❡ *1❛♥0✐*✐♦♥

❢✉♥❝*✐♦♥0 ✈❛❧✐❞ *♦ ❛❧❧ ♦1❞❡10 ✐♥ ✐♥0*❛♥*♦♥ ❡①♣❛♥0✐♦♥✳

✾

❖❢ ❝♦✉%&❡✱ ❜♦*❤ ②✐❡❧❞ *❤❡ &❛♠❡ %❡&✉❧*✳ ❲❡ ❣✐✈❡ *❤✐& ❥✉&* *♦ ♣%❡&❡♥* ②❡* ❛♥♦*❤❡% ♠❡*❤♦❞ *♦

✜♥❞ *❤❡ &❛♠❡ %❡&✉❧* ✐♥ *❤✐& &♣❡❝✐✜❝ ❝❛&❡✳

✻✾



❈❍❆#❚❊❘ ✻

❚❤❡ )②♠♠❡,-② ❣-♦✉♣ ♦❢ MHM

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡*✱ ✇❡ ❛*❡ ❣♦✐♥❣ "♦ ❞✐%❝✉%% ❛❜♦✉" "❤❡ ❢❛"❡ ♦❢ "❤❡ %②♠♠❡"*② ❣*♦✉♣ ♦❢

"❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ %♣❛❝❡ MHM✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧*❡❛❞② ❧❡❛*♥❡❞ "❤❛" ✐♥%"❛♥"♦♥ ❝♦**❡❝"✐♦♥%

❜*❡❛❦ "❤❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ❝♦♥"✐♥✉♦✉% ✐%♦♠❡"*✐❡% "♦ "❤❡✐* ❞✐%❝*❡"❡ %✉❜❣*♦✉♣% ✐♥ ❝❤❛♣"❡* ✷✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧%♦ %❡❡♥ ✐♥ "❤❡ ♣*❡✈✐♦✉% ❝❤❛♣"❡* "❤❛"✱ ♠♦♥♦❞*♦♠② ✐♥✈❛*✐❛♥❝❡ ❛*♦✉♥❞ "❤❡

❧❛*❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦✐♥" ✐% ❣❡♥❡*❛"❡❞ ❞✉❡ "♦ "❤❡ %❤✐❢" ♦❢ "❤❡ B✲✜❡❧❞ ✭✷✳✹✺✮✳ ❋✉*"❤❡*♠♦*❡✱

%②♠♠❡"*✐❡% ✉♥❞❡* "❤❡ ❝♦♥"✐♥✉♦✉% "*❛♥%❢♦*♠❛"✐♦♥% ♦❢ ❘❘ ❛♥❞ ◆❙ %❝❛❧❛*% ✐♥ ❝❤❛♣✲

"❡* ✷✱ ❣❡" ❜*♦❦❡♥ ❞♦✇♥ "♦ ❞✐%❝*❡"❡ "*❛♥%❢♦*♠❛"✐♦♥% ❛% ✇❡❧❧✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ "❤❡*❡ ✐% "❤❡

SL(2,Z) %②♠♠❡"*② ♦❢ "❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ %♣❛❝❡✳

❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ "❤✐% ❝❤❛♣"❡* ✐% "♦ ♦❜"❛✐♥ ❝❧♦%✉*❡ ♦❢ "❤❡ ❣*♦✉♣ ❣❡♥❡*❛"❡❞ ❜② ♠♦♥✲

♦❞*♦♠② ❛*♦✉♥❞ "❤❡ ❧❛*❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣♦✐♥"✱ ❍❡✐%❡♥❜❡*❣ %❤✐❢"% ❛♥❞ SL(2,Z) "♦❣❡"❤❡*✳

■" "✉*♥% ♦✉"✱ ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ "❤❛" "❤❡ ❢✉❧❧ H✉❛♥"✉♠ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ %♣❛❝❡ *❡♠❛✐♥% ✐♥✈❛*✐✲

❛♥" ✉♥❞❡* "❤❡ ❛❝"✐♦♥ ♦❢ "❤❡%❡ %②♠♠❡"*② ❣*♦✉♣% ✐% %✉✣❝✐❡♥" "♦ ❛❝❤✐❡✈❡ "❤✐% "❛%❦✳

■♥ "❤❡ ♣*♦❝❡%% ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥❞ "❤❛"✱ ❛ *❛"❤❡* ♥♦♥✲"*✐✈✐❛❧ ♠♦❞✐✜❝❛"✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ✐♥"❡❣❡*

♠♦♥♦❞*♦♠② "*❛♥%❢♦*♠❛"✐♦♥% ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✶❪ ✐% *❡H✉✐*❡❞✳ ❙✉❝❤ ♠♦❞✐✜❝❛"✐♦♥% ❛*❡ ❛❝✲

"✉❛❧❧② ♥♦" ❛❞ ❤♦❝✱ ❜✉" *❛"❤❡* ♦*✐❣✐♥❛"❡% ❢*♦♠ %✉❜"❧❡"✐❡% ✐♥ "❤❡ H✉❛❞*❛"✐❝ *❡✜♥❡♠❡♥"

✭✹✳✶✷✮✱ ✐♥"*♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣"❡* ✹✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ❛❧%♦ "*② "♦ ✉♥*❛✈❡❧ "❤❡ ♣♦%%✐❜❧❡

❝♦♥♥❡❝"✐♦♥% ❛♥❞ "❤❡*❡❜② ♣❡*❤❛♣% %✐♠✐❧❛* ✐♥"❡*♣*❡"❛"✐♦♥ ♦❢ "❤✐% ♠♦❞✐✜❝❛"✐♦♥ "♦ "❤❡

❋*❡❡❞✲❲✐""❡♥ ❛♥♦♠❛❧② ❬✺✽❪✳

✻✳✶ ❘❡✈✐'✐(✐♥❣ ❝❧❛''✐❝❛❧ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ '♣❛❝❡

❆" "❤❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ❧❡✈❡❧✱ ♦♥❡ ❤❛% "♦ ❝♦♥%✐❞❡* "❤❡ ❛❧❣❡❜*❛ ♦❢ ❛ %❡♠✐✲❞✐*❡❝" ♣*♦❞✉❝"

SL(2,R) ⋉N ✱ ✇❤❡*❡ N = N (1) ⊕ N (2) ⊕ N (3)
✐% ❛ ♥✐❧♣♦"❡♥" ❛❧❣❡❜*❛ ♦❢ ❞✐♠❡♥%✐♦♥

✼✵



◗✉❛♥$✉♠ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ ,♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐$, ,②♠♠❡$1✐❡,✳ ✻✳✷

3b2 + 2✱ "❛$✐"❢②✐♥❣

✶

[

N (1), N (1)
]

⊂ N (2),
[

N (p), N (q)
]

= 0, ✐❢ p+ q ≥ 3, ✭✻✳✶✮

✇❤❡1❡ $❤❡ ❣❡♥❡1❛$♦1" N (1), N (2), N (3)
$1❛♥"❢♦1♠ ❛" b2 ❞♦✉❜❧❡$"✱ b2 "✐♥❣❧❡$" ❛♥❞ ♦♥❡

❞♦✉❜❧❡$ ✉♥❞❡1 SL(2,R) 1❡"♣❡❝$✐✈❡❧② ❬✷✷❪✳ ❚❤❡ 1❡❧❛$✐♦♥ ♦❢ $❤✐" ❛❧❣❡❜1❛ ❞❡❝♦♠♣♦"✐✲

$✐♦♥ ✇✐$❤ $❤❡ "②♠♠❡$1✐❡" ❞✉❡ $♦ SL(2,R)✱ ✭✷✳✹✺✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✸✮ ❛1❡ ❛" $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳

❼ ❚❤❡ ❣1♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥$" T
(1)
(ǫa,ηa) ❛1❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣♦♥❡♥$✐❛$✐♥❣ N (1)

✭✇✐$❤ "✉✐$✲

❛❜❧❡ ❛❞♠✐①$✉1❡ ♦❢ ❤✐❣❤❡1 ♦1❞❡1 ❣❡♥❡1❛$♦1"✮ ❝♦♥"✐"$✐♥❣ ♦❢ ✭✷✳✹✺✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✸✮✱

✇✐$❤ ♥♦♥✲✈❛♥✐"❤✐♥❣ ηa✳

❼ ❚❤❡ ❣1♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥$" T
(2)
η̃a

❛1❡ ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣♦♥❡♥$✐❛$✐♥❣ N (2)
❝♦11❡"♣♦♥❞ $♦

$❤❡ ❍❡✐"❡♥❜❡1❣ "❤✐❢$" ✇✐$❤ ♥♦♥✲✈❛♥✐"❤✐♥❣ η̃a✳

❼ ❚❤❡ ❣1♦✉♣ ❡❧❡♠❡♥$" T
(3)
(η̃0,κ)

✐" ♦❜$❛✐♥❡❞ ❜② ❡①♣♦♥❡♥$✐❛$✐♥❣ N (3)
❛♥❞ ❝♦✐♥❝✐❞❡

✇✐$❤ ❍❡✐"❡♥❜❡1❣ "❤✐❢$" ✇✐$❤ ♥♦♥✲✈❛♥✐"❤✐♥❣ η̃0, κ✳

❼ ❯♥❧✐❦❡ $❤❡ ❍❡✐"❡♥❜❡1❣ "❤✐❢$" ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ $♦ N ✱ $❤❡ ❍❡✐"❡♥❜❡1❣ "❤✐❢$ ζ0 7→ ζ0+η0

❜❡❧♦♥❣" $♦ $♦ SL(2,R) ❛♥❞ ✐♥ ❢❛❝$ ❝♦✐♥❝✐❞❡" ✇✐$❤ SL(2,R) $1❛♥"❢♦1♠❛$✐♦♥

τ 7→ τ + η0✳ ✷

✻✳✷ ◗✉❛♥'✉♠ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ /♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐'/ /②♠♠❡✲

'5✐❡/

■♥ $❤✐" "❡❝$✐♦♥✱ ✇❡ ❛1❡ ❣♦✐♥❣ $♦ ❞❡"❝1✐❜❡ $❤❡ ❡✛❡❝$" ♦❢ I✉❛♥$✉♠ ❝♦11❡❝$✐♦♥" $♦ $❤❡

❝❧❛""✐❝❛❧ "②♠♠❡$1✐❡" ♦❢ MHM✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧1❡❛❞② "❡❡♥ ❤♦✇ $♦ 1❡❛❧✐③❡ I✉❛♥$✉♠ ❙✲

❞✉❛❧✐$② "②♠♠❡$1② ❢♦1 $❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ "♣❛❝❡ ✐♥ ❝❤❛♣$❡1 ✺✳ ❋✉1$❤❡1♠♦1❡✱ ✐♥ ♣1❡"❡♥❝❡

♦❢ ✐♥"$❛♥$♦♥"✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧"♦ "❡❡♥ $❤❛$ $♦ ❜❡ ❛❜❧❡ $♦ ✐❞❡♥$✐❢② SL(2,Z) $1❛♥"❢♦1♠❛$✐♦♥

❣❡♥❡1❛$❡❞ ❜②

(

1 b
0 1

)

❛♥❞ ❍❡✐"❡♥❜❡1❣ "❤✐❢$" ζ0 7→ ζ0 + η0✱ ✇❡ ♥❡❡❞ $♦ ♠♦❞✐❢② $❤❡

$1❛♥"❢♦1♠❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ❛①✐♦♥ ca ❜② ❛ ❝♦♥"$❛♥$ "❤✐❢$ ♣1♦♣♦1$✐♦♥❛❧ $♦ ε(g)✳ ◆♦✇ ✇❤❛$

✇❡ ❤❛✈❡ $♦ ❞♦ ✐" $♦ ♠❛❦❡ $❤❡ ♦$❤❡1 ♣✐❡❝❡" ✜$ $♦❣❡$❤❡1✳ ❋♦1 ✇❤❛$ ❝♦♥❝❡1♥" ✉"✱ ✇❡

✇✐❧❧ ❤❛✈❡ $♦ ❝♦♥"✐❞❡1 $❤❡ "❡♠✐❞✐1❡❝$ ♣1♦❞✉❝$ ❣1♦✉♣ SL(2,Z)⋉N(Z)✱ ✇❤❡♥ I✉❛♥✲

$✉♠ ❝♦11❡❝$✐♦♥" ❛1❡ ♣1❡"❡♥$✳ ■$ ✐" ♥❛$✉1❛❧ $♦ ❛""✉♠❡ $❤❛$ ✉♥❞❡1 $❤❡ ❣1♦✉♣ N(Z)
❝♦♥"✐"$✐♥❣ ♦❢ ✐♥$❡❣❡1 ♠♦♥♦❞1♦♠② $1❛♥"❢♦1♠❛$✐♦♥ ❛♥❞ ❧❛1❣❡ ❣❛✉❣❡ $1❛♥"❢♦1♠❛$✐♦♥

$❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ "♣❛❝❡ 1❡♠❛✐♥" ✐♥✈❛1✐❛♥$✳ ❍♦✇❡✈❡1✱ $♦ ❛❝❤✐❡✈❡ $❤❛$✱ ❥✉"$ ❛ ♥❛✐✈❡

❞✐"❝1❡$✐③❛$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ ✭✷✳✹✺✮ ❛♥❞ ✭✷✳✹✸✮ ❞♦❡" ♥♦$ ✇♦1❦✳ ❍❡1❡ ✇❡ ❛1❡ ❣♦✐♥❣ $♦ ♣1♦✈✐❞❡

$❤❡ ❝♦♥"✐"$❡♥$ "❡$ ♦❢ ❞✐"❝1❡$❡ $1❛♥"❢♦1♠❛$✐♦♥" ❬✷✶❪✳

❇❡❢♦1❡ ❣♦✐♥❣ ❢✉1$❤❡1✱ ❧❡$ ✉" 1❡❝❛❧❧ "♦♠❡ ❢❛❝$" ❛❜♦✉$ $❤❡ I✉❛❞1❛$✐❝ 1❡✜♥❡♠❡♥$"

❛♥❞ $❤❡ ❝❤❛1❛❝$❡1✐"$✐❝" ❛♣♣❡❛1 $❤❡1❡✐♥✱ ❛" $❤❡"❡ ❝❤❛1❛❝$❡1✐"$✐❝" ✇✐❧❧ ❜❡ ♣1❡"❡♥$ ✐♥

$❤❡ $1❛♥"❢♦1♠❛$✐♦♥" ♦❢ $❤❡ ❛①✐♦♥" ❞✉❡ $♦ $❤❡ ❛❝$✐♦♥ ♦❢ ❧❛1❣❡ ❣❛✉❣❡ $1❛♥"❢♦1♠❛$✐♦♥"✳

✶

❲❡ ✉#❡ $❤❡ ❛❜❜(❡✈✐❛$✐♦♥ [A,B] = A−1B−1AB $♦ ✇(✐$❡ $❤❡ ❝♦♠♠✉$❛$♦(#✳
✷

■♥ ♣(❡#❡♥❝❡ ♦❢ 4✉❛♥$✉♠ ❝♦((❡❝$✐♦♥# ❤♦✇ $♦ ♠❛❦❡ $❤✐# ✐❞❡♥$✐✜❝❛$✐♦♥ ✇♦(❦ ✇❛# ❛❧(❡❛❞② ❞✐#❝✉##❡❞

✐♥ ❝❤❛♣$❡( ✺✳

✼✶



✻✳ ❚❤❡ #②♠♠❡&'② ❣'♦✉♣ ♦❢ MHM

◗✉❛❞%❛&✐❝ %❡✜♥❡♠❡♥&- ❛♥❞ ❝❤❛%❛❝&❡%✐-&✐❝-

❚❤❡ $✉❛❞(❛)✐❝ (❡✜♥❡♠❡♥) σD(γ) )②♣✐❝❛❧❧② ❛♣♣❡❛(2 ✐♥ ❝❤✐(❛❧ ❜♦2♦♥✐❝ ♣❛()✐)✐♦♥ ❢✉♥❝✲

)✐♦♥ ❬✻✶✕✻✹❪✳ ■♥ ♦✉( ❝♦♥)❡①)✱ ❛2 ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧(❡❛❞② ❞✐2❝✉22❡❞ ✐) ✐2 (❡$✉✐(❡❞ ❢♦( )❤❡

❝♦♥2✐2)❡♥❝② ✇✐)❤ )❤❡ ✇❛❧❧✲❝(♦22✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ✇(✐)❡ ❛ ❣❡♥❡(❛❧ 2♦❧✉)✐♦♥

)♦ ✭✹✳✶✶✮ ❛2

σD(γ) = exp

[

2πi

(

−1

2
pΛ

(

qΛ + AΛΣp
Σ
)

+
(

qΛ + AΛΣp
Σ
)

θΛ
❉

− pΛφ
❉,Λ

)]

, ✭✻✳✷✮

✇❤(❡ θΛ
❉

❛♥❞ φ
❉,Λ ❛(❡ )❤❡ ❝❤❛(❛❝)❡(✐2)✐❝2 ✇❤✐❝❤ ❛(❡ ❛❧2♦ ❦♥♦✇♥ ❛2 ❣❡♥❡(❛❧✐③❡❞ 2♣✐♥

2)(✉❝)✉(❡2 ♦♥ Y✳ ❚❤❡2❡ ❛(❡ ❞❡✜♥❡❞ ♠♦❞✉❧♦ ✐♥)❡❣❡(2✳ ❚❤❡ )❡(♠2 ♣(♦♣♦()✐♦♥❛❧ )♦

)❤❡ ♠❛)(✐① A ❛(✐2❡ ❜❡❝❛✉2❡ ♦❢ )❤❡ ❢❛❝) )❤❛) ✇❡ ❤❛✈❡ ❝❤❛♥❣❡❞ )❤❡ ❜❛2✐2 ❛♥❞ ♥♦♥✲

✐♥)❡❣(❛❧✐)② ♦❢ )❤❡ ❝❤❛(❣❡ γ ✐♥ )❤❡ )②♣❡ ■■❇ 2✐❞❡ ✭✺✳✺✮✱ ❛2 ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧(❡❛❞② 2❡❡♥ ✐♥

)❤❡ ♣(❡✈✐♦✉2 ❝❤❛♣)❡(✳

❆❧)❤♦✉❣❤✱ ♦♥❡ ❝❛♥ )❤✐♥❦ ❛❜♦✉) )❤❡2❡ ❝❤❛(❛❝)❡(✐2)✐❝2 ❛2 ❥✉2) ❤❛❧❢✲✐♥)❡❣❡( ♥✉♠✲

❜❡(2✱ )❤❡ 2②♠♣❧❡❝)✐❝ ✐♥✈❛(✐❛♥❝❡ ♦❢ )❤❡ ❉✲✐♥2)❛♥)♦♥ )(❛♥2✐)✐♦♥ ❢✉♥❝)✐♦♥ (❡$✉✐(❡2 )❤❡

$✉❛❞(❛)✐❝ (❡✜♥❡♠❡♥) σD(γ) )♦ )(❛♥2❢♦(♠ ✉♥❞❡( 2②♠♣❧❡❝)✐❝ (♦)❛)✐♦♥2 ❛2 )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲

✐♥❣✱

Sp(2h1,1 + 2,Z) ∋ ρ =
(

D C
B A

)

:

(

θΛ
❉

φ
❉,Λ

)

7→ ρ ·
[(

θΛ
❉

φ
❉,Λ

)

− 1

2

(

(ATC)d
(DTB)d

)]

,

✭✻✳✸✮

✇❤❡(❡ (A)d ❞❡♥♦)❡2 )❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ♦❢ ❛ ♠❛)(✐① A✳

■♥ ❛❞❞✐)✐♦♥ )♦ )❤❡ ❉✲✐♥2)❛♥)♦♥ ❝❤❛(❛❝)❡(✐2)✐❝2✱ )❤❡(❡ ❡①✐2) ❛ 2✐♠✐❧❛( 2❡) ♦❢ ♦❜❥❡❝)2

Θ = (θΛ, φΛ)✱ ❝❤❛(❛❝)❡(✐③✐♥❣ )❤❡ ✜❜(❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ◆❙✲❛①✐♦♥ ❝✐(❝❧❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦✈❡( )❤❡

)♦(✉2 ♣❛(❛♠❡)(✐③❡❞ ❜② )❤❡ ❘❘ 2❝❛❧❛(2✳ ❯♥❞❡( ❛ 2②♠♣❧❡❝)✐❝ )(❛♥2❢♦(♠❛)✐♦♥✱ )❤❡②

❜❡❤❛✈❡ ✐♥ )❤❡ 2❛♠❡ ✇❛② ❛2 )❤❡ ❉✲✐♥2)❛♥)♦♥ ❝❤❛(❛❝)❡(✐2)✐❝2 )❤(♦✉❣❤ ✭✻✳✸✮✳

◆♦✇ ✇❡ ❛(❡ ✐♥ ❛ ♣♦2✐)✐♦♥ )♦ ❣✐✈❡ )❤❡ $✉❛♥)✉♠ ❝♦((❡❝)❡❞ )(❛♥2❢♦(♠❛)✐♦♥2 ❢♦(

❍❡✐2❡♥❜❡(❣ 2❤✐❢)2 ❛♥❞ ♠♦♥♦❞(♦♠②✳

❼ ❋✐(2)✱ ❧❡) ✉2 ❝♦♥2✐❞❡( )❤❡ ❍❡✐2❡♥❜❡(❣ 2❤✐❢)2✳ ❚❤❡② ✇❡(❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❬✷✶❪✱ ❛♥❞ ❛(❡

❛2 )❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

TηΛ,η̃Λ,κ : ζΛ 7→ ζΛ + ηΛ, ζ̃Λ 7→ ζ̃Λ + η̃Λ, ✭✻✳✹✮

σ 7→ σ + 2κ− η̃Λ(ζ
Λ − 2θΛ) + ηΛ(ζ̃Λ + AΛΣ − 2φΛ)− ηΛη̃Λ.

❍❡(❡ (ηΛ, η̃Λ, κ) ∈ Z
2h1,1+3

✳

❼ ◆❡①)✱ ❛2 ✇❛2 ❞✐2❝✉22❡❞ ✐♥ ❬✷✶✱ ✻✾❪✱ )❤❡ ♠♦♥♦❞(♦♠② )(❛♥2❢♦(♠❛)✐♦♥ ✐♥ ✭✺✳✶✹✮

2❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❡♥❞❡❞ ❜② ❛ )(❛♥2❢♦(♠❛)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ◆❙✲❛①✐♦♥ ❛2

σ 7→ σ + 2κ(Mǫa), ✭✻✳✺✮

✇❤❡(❡ κ(M) ✐2 )❤❡ ❝❤❛(❛❝)❡( ♦❢ )❤❡ ♠♦♥♦❞(♦♠② ❣(♦✉♣✱ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥2✐❞❡(✐♥❣

❛❧❧ ✐♥2)❛♥)♦♥ ❝♦((❡❝)✐♦♥2✳ ❙✐♥❝❡ )❤❡ ♠♦♥♦❞(♦♠② ❣(♦✉♣ ✐2 ❛❜❡❧✐❛♥ ✐♥ ♥❛)✉(❡✱

✼✷



❋❛✐❧✉%❡ ♦❢ )❤❡ ❣%♦✉♣ ❧❛✇✳ ✻✳✹

!❤✐$ ❝❤❛'❛❝!❡' ❜❡❝♦♠❡$ κ(Mǫa) = κaǫ
a
✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣❡♥$❛!✐♥❣ $♣❡❝!'❛❧ ✢♦✇

!'❛♥$❢♦'♠❛!✐♦♥ ✭✺✳✶✼✮ !❛❦❡$ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❢♦'♠ ❡①♣❧✐❝✐!❧②✱

pa[ǫ] = pa + ǫap0, qa[ǫ] = qa − κabcp
bǫc − p0

2
κabcǫ

bǫc,

q0[ǫ] = q0 − qaǫ
a +

1

2
κabcp

aǫbǫc +
p0

6
κabcǫ

aǫbǫc.
✭✻✳✻✮

✻✳✸ ❋❛✐❧✉(❡ ♦❢ ,❤❡ ❣(♦✉♣ ❧❛✇

❊✈❡♥ !❤❡$❡ ❛❜♦✈❡ ♥♦♥✲!'✐✈✐❛❧ ❛❞❥✉$!♠❡♥!$ !✉'♥ ♦✉! !♦ ❜❡ ♥♦! $❛!✐$❢❛❝!♦'② ❢♦' ♦❜✲

!❛✐♥✐♥❣ ❛ ❢❛✐!❤❢✉❧ '❡♣'❡$❡♥!❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❞✉❛❧✐!② ❣'♦✉♣$✳ ▲❡! ✉$ ✜'$! $❡❡ ✇❤❡'❡ ✐!

❢❛✐❧$ ♣'❡❝✐$❡❧②✳ ❚❤❡ '❡❧❡✈❛♥! ❛❝!✐♦♥$ ♦❢ ✈❛'✐♦✉$ $②♠♠❡!'✐❡$ ♦♥ !❤❡ !②♣❡ ■■❇ ✜❡❧❞$

❛'❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ !❤❡ ❛♣♣❡♥❞✐① ❆✳✷ ✐♥ ❛ !❛❜✉❧❛' ❢♦'♠ ✐♥ ❬✷✹❪✳ ❈♦♠♣✉!✐♥❣ !❤❡ ❝♦♠♠✉✲

!❛!♦' ❜❡!✇❡❡♥ ❙✲❞✉❛❧✐!② ❛♥❞ ❍❡✐$❡♥❜❡'❣ !'❛♥$❢♦'♠❛!✐♦♥ ✱ ✇❡ ✜♥❞ !❤❛! ❛♣❛'! ❢'♦♠

♠♦♥♦❞'♦♠② ✇❡ ❣❡! $♦♠❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉$ !❡'♠$✱

✸

S−1 T
(1)
0,ηa S ·













ba

ca

ca
c0
ψ













= Mηa ·













ba

ca

ca
c0
ψ













+













0
0

Aabη
b

ηa
(

φa +
c2,a
8

− 1
2
Aabη

b
)

ηa
(

κa +
c2,a
24

)













,✭✻✳✼✮

✇❤❡'❡ ✇❡ '❡♠❡♠❜❡' !♦ ❤❛✈❡ $❡! !❤❡ ◆❙✺✲✐♥$!❛♥!♦♥ ❝❤❛'❛❝!❡'✐$!✐❝$ θΛ = 0✳ ❚❤✐$

'❡Q✉✐'❡♠❡♥! ❝♦♠❡$ ❢'♦♠ !❤❡ ❢❛❝! !❤❛! ❢♦' ❍❡✐$❡♥❜❡'❣ $❤✐❢! ηΛ = 0✱ !❤❡ ❣'♦✉♣

❧❛✇ ✭$❡❡ ❜❡❧♦✇ ✭✻✳✶✶✮✮ $❤♦✉❧❞ ❤♦❧❞✳ ❋✉'!❤❡'♠♦'❡✱ ✐❢ ♦♥❡ ❝♦♥$✐❞❡'$ !❤❡ ✜✈❡❜'❛♥❡

!'❛♥$✐!✐♦♥ ❢✉♥❝!✐♦♥$ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ♣'❡$❡♥! ✐♥ !❤❡ ♥❡①! ❝❤❛♣!❡'✱ ✉♥❞❡' ❍❡✐$❡♥❜❡'❣ $❤✐❢!

✇✐!❤ ηΛ = 0✱ $❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥✈❛'✐❛♥! ❬✷✶❪✳ ❚❤✐$ ✐$ ❡♥$✉'❡❞ ♦♥❧② ✐❢ θΛ = 0✳ ❚❤✐$

$♦♠❡✇❤❛! $✐♠♣❧✐✜❡$ !❤❡ !'❛♥$❢♦'♠❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❝❤❛'❛❝!❡'✐$!✐❝$ ❜② ❡❧✐♠✐♥❛!✐♥❣ $♦♠❡

!❡'♠$ ✐♥ ✭✻✳✸✮✱

φa 7→ φa +
1

2
κaacǫ

c,

φ0 7→ φ0 − ǫaφa −
1

2
(L0(ǫ)− ǫaLa(ǫ) + κaacǫ

aǫc) .
✭✻✳✽✮

❍♦✇❡✈❡'✱ !❤❡ $✐!✉❛!✐♦♥ ✐$ $!✐❧❧ ♥♦! $❛!✐$❢❛❝!♦'②✱ ❜❡❝❛✉$❡ ✐! ✐$ ❝❧❡❛' ❢'♦♠ ✭✻✳✼✮ ❛

❝♦♥$✐$!❡♥! ❛❝!✐♦♥ ♦❢ ❛❧❧ $②♠♠❡!'✐❡$ ✐$ ♥♦! ❣❡♥❡'❛!❡❞ ❡♥$✉'✐♥❣ ❝❧♦$✉'❡ ♦❢ !❤❡ ❣'♦✉♣✳

❆❧!❤♦✉❣❤ ✐♥ ✭✻✳✼✮ !❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉$ !❡'♠$ ✭✐✳❡✳ !❤❡ !❡'♠$ ❞✉❡ !♦ ✇❤✐❝❤ ✭✻✳✶✶✮ ❢❛✐❧$

!♦ ❤♦❧❞✮✱ ✐♥ !❤❡ !'❛♥$❢♦'♠❛!✐♦♥ ♦❢ c0 ❛♥❞ ψ ❝❛♥ ❜❡ '❡♠♦✈❡❞ ❜② ❛♣♣'♦♣'✐❛!❡❧②

❝❤♦♦$✐♥❣ φa ❛♥❞ !❤❡ ❝❤❛'❛❝!❡' κa✱ !❤❡ ♦♥❡ ✐♥ !❤❡ !'❛♥$❢♦'♠❛!✐♦♥ ♦❢ ca ❝❛♥ ♥♦! ❜❡

❝❛♥❝❡❧❡❞✳ ❚❤✉$ ✇❡ ❤❛✈❡ !♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ !❤❛! !❤❡ ♠♦♥♦❞'♦♠②✱ ❍❡✐$❡♥❜❡'❣ ❛♥❞ ❙✲❞✉❛❧✐!②

!'❛♥$❢♦'♠❛!✐♦♥$ ❢❛✐❧ !♦ ❢♦'♠ ❛ ❝♦♥$✐$!❡♥! ❣'♦✉♣ '❡♣'❡$❡♥!❛!✐♦♥✳

✸S =

(

0 −1
1 0

)

✐! "❤❡ ♥♦♥✲"(✐✈✐❛❧ ❣❡♥❡(❛"♦( ♦❢ SL(2,Z)✳

✼✸



✻✳ ❚❤❡ #②♠♠❡&'② ❣'♦✉♣ ♦❢ MHM

✻✳✹ ❈♦♥&'(✉❝'✐♥❣ ❣(♦✉♣ (❡♣(❡&❡♥'❛'✐♦♥&

❚♦ #❡%♦❧✈❡ (❤❡ ✐♥❝♦♥%✐%(❡♥❝✐❡%✱ ✜#%( ✇❡ ♥♦(✐❝❡ (❤❛( ✇❡ ❝❛♥ ❛❜%♦#❜ (❤❡ ❉✲✐♥%(❛♥(♦♥

❝❤❛#❛❝(❡#✐%(✐❝% (♦ ❘❘ ❛♥❞ ◆❙ %❝❛❧❛#%✳ ❚❤✐% ✐% ❜❡❝❛✉%❡ (❤❡%❡ ❝❤❛#❛❝(❡#✐%(✐❝% ❛♣♣❡❛#

✇✐(❤ (❤❡ ❘❘ %❝❛❧❛#% ✐♥ ♣❛#(✐❝✉❧❛# ❝♦♠❜✐♥❛(✐♦♥%✱ ❛% ✐♥ ✭✻✳✾✮✱ ❛♥❞ %✉❜%❡?✉❡♥(❧②✱ (♦

❡♥%✉#❡ (❤❡ ✐♥✈❛#✐❛♥❝❡ ♦❢ (❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ %♣❛❝❡ ♠❡(#✐❝ ♦♥❡ ❤❛% (♦ ❛❜%♦#❜ (❤❡♠ ✐♥

(❤❡ ◆❙ ❛①✐♦♥ ❛% ✇❡❧❧✳

ζΛ − θΛD 7→ ζΛ,

ζ̃Λ − φ
❉,Λ + AΛΣθ

Σ
D 7→ ζ̃Λ,

σ + φ
❉,Λζ

Λ − θΛD

(

ζ̃Λ + AΛΣζ
Σ
)

7→ σ.

✭✻✳✾✮

❚❤✐% ♥♦✇ ❛♠❡♥❞% (❤❡ ♠♦♥♦❞#♦♠② (#❛♥%❢♦#♠❛(✐♦♥✱

Mǫa :

ba 7→ ba + ǫa, ζa 7→ ζa + ǫaζ0,

ζ̃a 7→ ζ̃a − κabcζ
bǫc − 1

2
κabcǫ

bǫcζ0 + Aabǫ
b,

ζ̃0 7→ ζ̃0 − ζ̃aǫ
a +

1

2
κabcζ

aǫbǫc +
1

6
κabcǫ

aǫbǫcζ0 − 1

2
Aabǫ

aǫb +
c2,a
8
ǫa,

σ 7→ σ − Aabǫ
aζb − 1

2

(

Aabǫ
aǫb +

1

4
c2,aǫ

a

)

ζ0 + 2κaǫ
a.

✭✻✳✶✵✮

❚❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛(✐♦♥ ✐♥ ♠♦♥♦❞#♦♠② (#❛♥%❢♦#♠❛(✐♦♥ ❝♦♠♣❛#❡❞ (♦ ✭✺✳✶✹✮ ✐% ❝❧❡❛#❧② ❞✉❡

(♦ (❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉% (❡#♠% (❤❛( ❛♣♣❡❛#❡❞ ✐♥ ✭✻✳✼✮✳ ❲✐(❤ (❤✐%✱ ✇❡ ♣#♦❝❡❡❞ (♦ %❤♦✇

❤♦✇ (♦ ❝♦♥%(#✉❝( ❛ ❣#♦✉♣ #❡♣#❡%❡♥(❛(✐♦♥ ✐♥✈♦❧✈✐♥❣ (❤❡ ❞✐%❝#❡(❡ %②♠♠❡(#② ❣#♦✉♣%

♦❢ ❍❡✐%❡♥❜❡#❣ %❤✐❢(✱ ▼♦♥♦❞#♦♠② ❛♥❞ ❙✲❞✉❛❧✐(②✳

❇❡❧♦✇ ✐♥ (❛❜❧❡ ✻✳✶ ✇❡ ❞✐%♣❧❛② (❤❡ ❛❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❝♦##❡❝(❡❞ %②♠♠❡(#② (#❛♥%❢♦#✲

♠❛(✐♦♥% ♦♥ (❤❡ (②♣❡ ■■❇ ❝♦♦#❞✐♥❛(❡%✳ N#♦✈✐❞❡❞ (❤❛( ♦♥❡ ✜①❡% (❤❡ ❝❤❛#❛❝(❡# ♦❢ (❤❡

♠♦♥♦❞#♦♠② ❣#♦✉♣ ❛% κ(Mǫa) = − c2,a
24

❬✷✹❪ ✐♥❞❡❡❞ ✇❡ ✜♥❞ (❤❡ ❣#♦✉♣ #❡♣#❡%❡♥(❛(✐♦♥✳

■♥ ♣❛#(✐❝✉❧❛#✱ ✇❡ ♦❜(❛✐♥

S−1T
(1)
0,ηaS =Mηa , ✭✻✳✶✶✮

✇❤❡#❡ S =

(

0 −1
1 0

)

✐% ♦♥❡ ♦❢ (❤❡ ❣❡♥❡#❛(♦#% ♦❢ (❤❡ SL(2,Z) ❣#♦✉♣✱ (❤❡ %♦ ❝❛❧❧❡❞

❙✲❣❡♥❡#❛(♦#✳ ❚❤❡ ❛❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ♦(❤❡# ❣❡♥❡#❛(♦# T =

(

1 1
1 0

)

❝♦✐♥❝✐❞❡% ✇✐(❤ (❤❡

❍❡✐%❡♥❜❡#❣ %❤✐❢( τ 7→ τ +1✳ ❙✐♥❝❡ SL(2,Z) ❣#♦✉♣ ✐% ❣❡♥❡#❛(❡❞ ❛% ❛ ✏✇♦#❞✧ ♦❢ (❤❡%❡

❙ ❛♥❞ ❚✲(#❛♥%❢♦#♠❛(✐♦♥% g = Sm1T n1Sm2Tm2 ...✱ ✐( %✉✣❝❡% (♦ ✈❡#✐❢② (❤❡ ❣#♦✉♣

❧❛✇ %❡♣❛#❛(❡❧② ❢♦# (❤❡♠✳ ❆% ❚✲(#❛♥%❢♦#♠❛(✐♦♥ ✐% ♦♥❡ ♦❢ (❤❡ ❍❡✐%❡❜❡#❣ %❤✐❢(% ✐(

❝♦♠♠✉(❡% ✇✐(❤ T
(1)
0,ηa ❛♥❞ (❤❡ ♦♥❧② ♥♦♥✲(#✐✈✐❛❧ ❝♦♠♠✉(❛(♦# (❤❛( ✇❡ ❤❛✈❡ (♦ ❝❤❡❝❦

✐% ✭✻✳✶✶✮✳

✼✹



❈♦♥#$%✉❝$✐♥❣ ❣%♦✉♣ %❡♣%❡#❡♥$❛$✐♦♥#✳ ✻✳✹

ba ca ca c0 ψ

S ca −ba ca +
c2,a
8

−ψ c0

T ba ca + ba ca − c2,a
24

c0 ψ − c0

Mǫa ba + ǫa ca ca +
1
2
κabcǫ

bcc + Aabǫ
b

c0 − ǫaca
−1

6
κabcǫ

a(bb + 2ǫb)cc

−1
2
Aabǫ

aǫb + c2,a
8
ǫa

ψ + 1
6
κabcǫ

acbcc − κaǫ
a

T
(1)
0,ηa ba ca + ηa ca − 1

2
κabcη

bbc + Aabη
b c0 +

1
6
κabcη

abbbc + c2,a
24
ηa

ψ + ηaca +
1
2
Aabη

aηb

−1
6
κabcη

abb(cc + 2ηc)

T
(2)
η̃a

ba ca ca + η̃a c0 ψ

T
(3)
η̃0,κ

ba ca ca c0 + η̃0 ψ + κ

❚❛❜❧❡ ✻✳✶✿ ❚❤❡ ❛❝+✐♦♥ ♦❢ ❣❡♥❡1❛+♦12 ♦❢ +❤❡ ❞✐2❝1❡+❡ 2②♠♠❡+1② +1❛♥2❢♦1♠❛+✐♦♥2 ✐♥

+❤❡ +②♣❡ ■■❇ ❝♦♦1❞✐♥❛+❡ ❜❛2✐2✳

✻✳✹✳✶ ❈♦♠♠✉(❛(♦*+ ♦❢ ❞✐✛❡*❡♥( ❡❧❡♠❡♥(+

❍❡1❡ ✇❡ ♣1❡2❡♥+ +❤❡ 1❡2✉❧+2 ♦❢ ❞✐✛❡1❡♥+ ❝♦♠♠✉+❛+♦12 ❛♠♦♥❣ ✈❛1✐♦✉2 ❡❧❡♠❡♥+2 ❣❡♥✲

❡1❛+✐♥❣ +❤❡ ❣1♦✉♣ ✉2✐♥❣ +❤❡ +1❛♥2❢♦1♠❛+✐♦♥ 1✉❧❡2 ❢1♦♠ +❛❜❧❡ ✻✳✶ ✭T
(1)
ǫa,0 ≡Mǫa✮✳

❼ ❈♦♠♠✉+❛+♦12 ✇✐+❤ S ✿

S−1Mǫa S = T
(1)
0,−ǫa T

(2)

2Aabǫb
T

(3)
0, 3L0(ǫ)−ǫaLa(−ǫ),

S−1 T
(1)
0,ηa S = Mηa ,

S−1 T
(2)
η̃a
S = T

(2)
η̃a
,

S−1 T
(3)
η̃0,κ

S = T
(3)
−κ,η̃0

;

✭✻✳✶✷✮

❼ ❈♦♠♠✉+❛+♦12 ✇✐+❤ T ✿

[Mǫa , T ] = T
(1)
0,ǫaT

(2)
La(ǫ)

T
(3)
−L0(ǫa), ǫaLa(ǫ)−L0(ǫ)

,

[T
(1)
0,ηa , T ] = [T

(2)
η̃a , T ] = 1,

[T
(3)
η̃0,κ

, T ] = T
(3)
0,−η̃0

;

✭✻✳✶✸✮

❼ ❚❤❡ ♥✐❧♣♦+❡♥+ 2✉❜❣1♦✉♣ ❣❡♥❡1❛+❡❞ ❜② ❍❡✐2❡♥❜❡1❣ ❛♥❞ ♠♦♥♦❞1♦♠② +1❛♥2❢♦1✲

♠❛+✐♦♥2 ✿

✼✺
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[

Mǫa , T
(1)
0,ηa

]

= T
(2)

−κabcǫbηc
T

(3)
ηaLa(−ǫ),−ǫaLa(η)

,
[

Mǫa , T
(2)
η̃a

]

= T
(3)
ǫaη̃a,0

.
[

T
(1)
0,ηa , T

(2)
η̃a

]

= T
(2)
0,−ηaη̃a

,
[

T
(1)
0,ηa , T

(3)
η̃0,κ

]

=
[

Mǫa , T
(3)
η̃0,κ

]

=
[

T
(2)
η̃a
, T

(3)
η̃0,κ

]

= 1.

✭✻✳✶✹✮

❋'♦♠ *❤❡ ❛❜♦✈❡ ✇❡ 1❡❡ *❤❛* *❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛*✐♦♥1 ♣'♦♣♦1❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪ ✐♥❞❡❡❞ ❣✐✈❡1 '✐1❡

*♦ ❛ ♥✐❝❡ ❣'♦✉♣ '❡♣'❡1❡♥*❛*✐♦♥✳

✻✳✺ ❙♦♠❡ '❡♠❛'❦* ♦♥ ♠♦❞✐✜❝❛0✐♦♥* ♦❢ 0❤❡ ♠♦♥✲

♦❞'♦♠② 0'❛♥*❢♦'♠❛0✐♦♥

❚❤❡ ♠♦♥♦❞'♦♠② *'❛♥1❢♦'♠❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❛①✐♦♥1 ❡♥1✉'✐♥❣ ❝♦♥1✐1*❡♥* ❝♦♥1✐1*❡♥* ❣'♦✉♣

'❡♣'❡1❡♥*❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❞✐1❝'❡*❡ 1②♠♠❡*'✐❡1 ✇❛1 ❣✐✈❡♥ ✐♥ ✭✻✳✶✵✮✳ ❲❡ ❤❛✈❡ 1❡❡♥ ❤♦✇

*❤❡ ❛♠❡♥❞♠❡♥*1 ❝❛♠❡ ✐♥*♦ ❜❡✐♥❣ ❝♦♠♣❛'❡❞ *♦ ✭✺✳✶✹✮ ❬✷✶❪✳ ❚❤❡ ❝'✉❝✐❛❧ ❢❡❛*✉'❡ ♦❢ *❤❡

♥❡✇ *❡'♠1 ❛♣♣❡❛'✐♥❣ ✐♥ ✭✻✳✶✵✮ ✐1 *❤❛* *❤❡② ❤❛✈❡ ♦'✐❣✐♥1 ✐♥ *❤❡ E✉❛❞'❛*✐❝ '❡✜♥❡♠❡♥*

❢♦' ❉✲✐♥1*❛♥*♦♥1✱ ♦' ♠♦'❡ ♣'❡❝✐1❡❧② *❤❡ ❉✲✐♥1*❛♥*♦♥ ❝❤❛'❛❝*❡'✐1*✐❝1 ❛♣♣❡❛'✐♥❣ ✐♥

✭✻✳✷✮✳ ❆❞❞✐*✐♦♥❛❧❧②✱ *❤❡1❡ ♠♦❞✐✜❝❛*✐♦♥1 ✐♥ ♠♦♥♦❞'♦♠② *'❛♥1❢♦'♠❛*✐♦♥ ❡♥1✉'❡ *❤❛*

*❤❡ ◆❙✺✲❜'❛♥❡ ❝❤❛'❛❝*❡'✐1*✐❝1 *'❛♥1❢♦'♠ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉1❧②✱ ❞✉❡ *♦ ✇❤✐❝❤ *❤❡② ❝❛♥

♥♦✇ ❜❡ ❞'♦♣♣❡❞✳ ❙✐♥❝❡ *❤❡ ♦*❤❡' ❝❤❛'❛❝*❡'✐1*✐❝1 ❝♦''❡1♣♦♥❞✐♥❣ *♦ ❉✲✐♥1*❛♥*♦♥1 ❛'❡

❛❧'❡❛❞② ❛❜1♦'❜❡❞ ✐♥ *❤❡ ❛①✐♦♥1✱ ✐♥ ♦✉' '❡1✉❧*1 *❤❡② ❞♦ ♥♦* ❛♣♣❡❛' ✭1❡❡ ❢♦' ❡①❛♠♣❧❡

✭✼✳✷✹✮ ✐♥ *❤❡ ♥❡①* ❝❤❛♣*❡'✮✳

❆1 ✇❛1 ♠❡♥*✐♦♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣*❡' ✹✱ *❤❡ E✉❛❞'❛*✐❝ '❡✜♥❡♠❡♥* ♦❢ *❤❡ ✐♥*❡'1❡❝*✐♦♥

❢♦'♠ ✐1 ❞❡✜♥❡❞ ❜② *❤❡ ❤♦♠♦♠♦'♣❤✐1♠ σ : Γ 7→ U(1)✳ ❋♦' *❤❡ 1❡❧❢✲❞✉❛❧ *❤'❡❡ ❢♦'♠

✢✉① H = dB✱ *❤❡ 1♦❧✉*✐♦♥ ❢♦' *❤❡♠ ✐1 ❣✐✈❡♥ ❜② ❬✷✶❪✱

σΘ(H) = e2πi(−
1
2
mΛn

Λ+mΛθΛ−nΛφΛ), ✭✻✳✶✺✮

✇❤❡'❡ Θ = (θΛ, φΛ) ❛'❡ ◆❙✺✲❜'❛♥❡ ❝❤❛'❛❝*❡'✐1*✐❝1✱ ❛1 ✐♥*'♦❞✉❝❡❞ ❜❡❢♦'❡ ❛♥❞ (mΛ, n
Λ)

❛'❡ ✐♥*❡❣❡'1✳

✹

❆❢*❡' ❛❜1♦'❜✐♥❣ *❤❡ ❉✲✐♥1*❛♥*♦♥ ❝❤❛'❛❝*❡'✐1*✐❝1 *♦ *❤❡ ❘❘ ❛♥❞ ◆❙✲❛①✐♦♥1✱ *❤❡✐'

*'❛♥1❢♦'♠❛*✐♦♥ ✐1 ♥♦✇ ♠♦❞✐✜❡❞ ❜② ❤❛❧❢✲✐♥*❡❣❡' 1❤✐❢*1✳ ❆1 ✇❡ ❛'❡ ❣♦✐♥❣ *♦ 1❡❡ ❜❡❧♦✇✱

1✐♠✐❧❛' ❤❛❧❢✲✐♥*❡❣❡' 1❤✐❢*1 ❛'✐1✐♥❣ ❢'♦♠ ✏♠♦♥♦❞'♦♠②✲❧✐❦❡✧ *'❛♥1❢♦'♠❛*✐♦♥ ♦❢ ❝❡'*❛✐♥

U(1) ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞1 ❛♣♣❡❛' ✐♥ *❤❡ ❝♦♥*❡①* ♦❢ *❤❡ 1♦ ❝❛❧❧❡❞ ❋'❡❡❞✲❲✐**❡♥ ❛♥♦♠❛❧② ❬✺✽❪✳

✹

■! ♠✐❣❤! &❡❡♠ !♦ ❜❡ ❛ ❜✐! ♦❢ ♦✈❡-❦✐❧❧✐♥❣ !♦ ❞✐&❝✉&& !❤❡&❡ ❝❤❛-❛❝!❡-✐&!✐❝& ❛❣❛✐♥✱ ❛& ✇❡ ❤❛✈❡

❛❧-❡❛❞② &❡❡♥ ✐♥ ❝❛&❡ ♦❢ ❛♠❡♥❞❡❞ ♠♦♥♦❞-♦♠② !-❛♥&❢♦-♠❛!✐♦♥ ❛❧❧ ♦❢ !❤❡♠ ❞-♦♣✳ ❇✉! ✇❡ ❞✐&❝✉&&

!❤❡♠ ❤❡-❡ ❛& ✇❡ ✇❛♥! !♦ ❝♦♥!-❛&! ❤♦✇ !❤❡ &✉❜!❧❡!✐❡& -❡❧❛!❡❞ !♦ ❝❤❛-❛❝!❡-✐&!✐❝& ❛-❡ !-❛❞❡❞ ❛❣❛✐♥&!

!❤❡ &✉❜!❧❡!✐❡& ✐♥ !❤❡ ♠♦♥♦❞-♦♠② !-❛♥&❢♦-♠❛!✐♦♥ ✭✻✳✶✵✮✳ ❲❡ -❡✐!❡-❛!❡ ❛❣❛✐♥ !❤❛! ❞♦✐♥❣ &♦ ✇❛&

❝-✉❝✐❛❧ ❬✷✹❪ ❛& ✐! ♠❛❞❡ &✉-❡ !❤❡ ❞✐&❝-❡!❡ &②♠♠❡!-✐❡& ❢♦-♠ ❛ ❣-♦✉♣ -❡♣-❡&❡♥!❛!✐♦♥✳

✼✻



❙♦♠❡ $❡♠❛$❦' ♦♥ ♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥' ♦❢ -❤❡ ♠♦♥♦❞$♦♠② -$❛♥'❢♦$♠❛-✐♦♥ ✳ ✻✳✺

❊✈❡♥ %❤♦✉❣❤✱ %❤❡ ❛♥♦♠❛❧✐❡/ ❝♦♥/✐❞❡2❡❞ ❜② ❋2❡❡❞ ❛♥❞ ❲✐%%❡♥ ❛2❡ ♦♥ %❤❡ ✇♦2❧❞/❤❡❡%

✐♥ ♣2❡/❡♥❝❡ ♦❢ ❉✲❜2❛♥❡/✱ ✐% /❡❡♠/ %❤❛% %❤❡② ❛2❡ ❝❧♦/❡❧② ❛♥❛❧♦❣♦✉/ %♦ %❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉/

%❡2♠/ ❛♣♣❡❛2✐♥❣ ✐♥ %❤❡ ♠♦♥♦❞2♦♠② %2❛♥/❢♦2♠❛%✐♦♥ ✭✻✳✶✵✮✳ ❇❡❢♦2❡ ♣2♦❝❡❡❞✐♥❣✱ ❧❡%

✉/ ❞❡/❝2✐❜❡ ❋2❡❡❞✲❲✐%%❡♥ ❛♥♦♠❛❧② ❜2✐❡✢② ✭❛♥❞ 2❛%❤❡2 ❝2✉❞❡❧②✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✇✐❧❧ ✜♥✐/❤

❜② ❡①♣❧♦2✐♥❣ ♣♦//✐❜❧❡ ✭❛♥❞ ❝♦♥❥❡❝%✉2❛❧✮ ❝♦♥♥❡❝%✐♦♥/ ♦❢ ✭✻✳✶✵✮ ✇✐%❤ %❤❡♠✳

✻✳✺✳✶ ❋%❡❡❞✲❲✐++❡♥ ❛♥♦♠❛❧②

❍❡2❡ ✇❡ 2❡❝❛❧❧ /♦♠❡ ❢❛❝%/ ❛❜♦✉% ❣❧♦❜❛❧ ❛♥♦♠❛❧✐❡/ ✐♥ %❤❡ ✇♦2❧❞/❤❡❡% ♣❛%❤ ✐♥%❡❣2❛❧

♦❢ %②♣❡ ■■ /%2✐♥❣ %❤❡♦2✐❡/ ✐♥ ♣2❡/❡♥❝❡ ♦❢ ❉✲❜2❛♥❡/ ❬✺✽❪✳ ❚❤❡ ✇♦2❧❞/❤❡❡%/ %❤❛% ✇❡

❝♦♥/✐❞❡2 ❛2❡ ♦2✐❡♥%❡❞ ❘✐❡♠❛♥♥ /✉2❢❛❝❡/✱ ♠❛♣♣❡❞ %♦ /♣❛❝❡%✐♠❡ Y ✇❤✐❝❤ ❛❞♠✐%/

/♣✐♥ /%2✉❝%✉2❡ ❛/ ♦✉2 ♠♦❞❡❧ ❝♦♥%❛✐♥/ ❢❡2♠✐♦♥/✳ ❋♦2 %❤❡ /✐♠♣❧❡/% ❝❛/❡ ♦❢ ❝❧♦/❡❞

✇♦2❧❞/❤❡❡%/ ✇✐%❤♦✉% ❜♦✉♥❞❛2②✱ %❤❡ ✇♦2❧❞/❤❡❡% ♠❡❛/✉2❡ ✐/ ✇❡❧❧ ❞❡✜♥❡❞✱ ♣2♦✈✐❞❡❞ Y
✐/ /♣✐♥✳

❚❤❡ /✐%✉❛%✐♦♥ ❣❡%/ ❝♦♠♣❧✐❝❛%❡❞ ✐❢ ♦♥❡ /%❛2%/ ❝♦♥/✐❞❡2✐♥❣ ❉✲❜2❛♥❡/✳ ❚❤❡② ❛2❡

/✉♣♣♦2%❡❞ ♦♥ ❛♥ ♦2✐❡♥%❡❞ /✉❜♠❛♥✐❢♦❧❞ Q ♦♥ ✇❤✐❝❤ /%2✐♥❣/ ❝❛♥ ❡♥❞✳ ❚❤❡ ❜♦✉♥❞❛2②

♦❢ %❤❡ ✇♦2❧❞/❤❡❡% ∂Σ ♠❛♣/ %♦ %❤✐/ Q✳ ❖♥ Q %❤❡2❡ ✐/ ❛ ✜❡❧❞ A ✇❤✐❝❤ ✐/ ❝♦♥/✐❞❡2❡❞

%♦ ❜❡ ❛ U(1) ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ ❝♦♥✈❡♥%✐♦♥❛❧❧②✱ %✉2♥/ ♦✉% %♦ ❤❛✈❡ ❝♦22❡❝% ✐♥%❡2♣2❡%❛%✐♦♥ ❛/

❛ ❙♣✐♥

c
❝♦♥♥❡❝%✐♦♥ ❬✺✽❪✳ ❋✉2%❤❡2♠♦2❡✱ %❤❡ B ✜❡❧❞ ❝♦♥/✐❞❡2❡❞ ✐♥ %❤✐/ ❞✐/❝✉//✐♦♥ ✐/

%♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧❧② %2✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ❢♦2 ❝♦♥✈❡♥✐❡♥❝❡✱ ❛❞❞✐%✐♦♥❛❧❧② ✇❡ /❡% ✐% %♦ ③❡2♦✳

❚❤❡ 2❡❧❡✈❛♥% ❝♦♥%2✐❜✉%✐♦♥ %♦ %❤❡ ✇♦2❧❞/❤❡❡% ♣❛%❤ ✐♥%❡❣2❛❧ %❤❛% ♦♥❡ ❤❛/ %♦ ❝♦♥✲

/✐❞❡2 ✐/ %❤❡♥

pfaff (D)× e2πi
∮
∂Σ A, ✭✻✳✶✻✮

✇❤❡2❡ pfaff (D) ✐/ %❤❡ ♣❢❛✣❛♥ ♦❢ %❤❡ ✇♦2❧❞/❤❡❡% ❉✐2❛❝ ♦♣❡2❛%♦2 ❛♥❞ %❤❡ /❡❝♦♥❞

❢❛❝%♦2 ✐/ %❤❡ ❤♦❧♦♥♦♠② ♦❢ A ❛2♦✉♥❞ %❤❡ ❜♦✉♥❞❛2② ♦❢ %❤❡ ❜♦✉♥❞❛2② ♦❢ Σ✳

❚❤❡ ♠❛✐♥ 2❡/✉❧% ♦❢ ❬✺✽❪ ❝♦♥❝❡2♥/ %❤❡ ❝♦♠♣✉%❛%✐♦♥ ♦❢ %❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ pfaff (D)✱
✇❤✐❝❤ ✐/ ❛ /❡❝%✐♦♥ ♦❢ ❛ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦✈❡2 %❤❡ /♣❛❝❡ ♦❢ ♣❛2❛♠❡%❡2/ ♠❛♣♣✐♥❣ %❤❡ ✇♦2❧❞✲

/❤❡❡%/ Σ %♦ %❤❡ /♣❛❝❡%✐♠❡ Y ✳ ❚❤✐/ ❜✉♥❞❧❡ ❝❛22✐❡/ ❛ ♥❛%✉2❛❧ ♠❡%2✐❝ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝%✐♦♥✳

❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❝❛♥ %❤❡♥ ❜❡ ✉♥❞❡2/%♦♦❞ ❛/ ❛♥ ♦❜/%2✉❝%✐♦♥ %♦ %❤❡ ❡①✐/%❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ❣❧♦❜❛❧

✢❛% /❡❝%✐♦♥ ❤❛✈✐♥❣ ✉♥✐% ♥♦2♠✳ ■% ✇❛/ /❤♦✇♥ ❜② ❋2❡❡❞ ❛♥❞ ❲✐%%❡♥ %❤❛% %❤✐/ ❝♦♥✲

♥❡❝%✐♦♥ ✐/ ✢❛%✱ ❜✉% %❤❡2❡ ✐/ ❛ ❤♦❧♦♥♦♠② ±1 ❞❡%❡2♠✐♥❡❞ ❜② ❛ ❝❡2%❛✐♥ ♠♦❞ ✷ ❝❧❛//

✭✇❤✐❝❤ ✐♥ %❤✐/ ❝❛/❡ ✐/ %❤❡ /❡❝♦♥❞ ❙%❡✐❢❡❧✲❲❤✐%♥❡② ❝❧❛//✮ ♦❢ %❤❡ ♥♦2♠❛❧ ❜✉♥❞❧❡ N %♦

%❤❡ ❉✲❜2❛♥❡ ✇♦2❧❞✈♦❧✉♠❡ Q✳

❋♦2 %❤❡ ♣❛%❤ ✐♥%❡❣2❛❧ %♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✱ %❤❡2❡ ♠✉/% ❜❡ ❛ ❝♦♠♣❡♥/❛%✐♥❣ ❛♥♦♠❛❧②

❝♦♠✐♥❣ ❢2♦♠ %❤❡ A ✜❡❧❞✳ ❋♦2 %❤❡ ❝❛/❡ ✇❤❡♥ B = 0✱ %❤✐/ ❝❛♥ ❜❡ ✉♥❞❡2/%♦♦❞ ❛/ ❛

❝♦♥/❡S✉❡♥❝❡ ♦❢ A ❜❡✐♥❣ ❛ ❙♣✐♥

c
❝♦♥♥❡❝%✐♦♥✱ ❢2♦♠ ✇❤✐❝❤ ✐% ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❞✉❝❡❞ %❤❛% %❤❡

W3(N) = 0✳

✺

✺W3 ✐! "❤❡ ❝❛♥♦♥✐❝❛❧ ✐♥"❡❣+❛❧ ❧✐❢" ♦❢ "❤❡ "❤✐+❞ ❙"✐❡❢❡❧✲❲❤✐"♥❡② ❝❧❛!! w3 ❛♥❞ ✐! "❤❡ ♦❜!"+✉❝"✐♦♥

"♦ Spinc !"+✉❝"✉+❡✳ ■" ✐! +❡❧❛"❡❞ ❜② "❤❡ ❝♦♥♥❡❝"✐♥❣ ❤♦♠♦♠♦+♣❤✐!♠✱ "❤❡ !♦ ❝❛❧❧❡❞ ❇♦❝❦!"❡✐♥ ♠❛♣

"♦ w2✱ ❛! W3(N) = β(w2(N))✳ ❋+♦♠ "❤❡ ❧♦♥❣ ❡①❛❝" !❡=✉❡♥❝❡ ✐♥ ❝♦❤♦♠♦❧♦❣② ♦❢ Q ✐♥❞✉❝❡❞

❢+♦♠ "❤❡ !❤♦+" ❡①❛❝" ❝♦❡✣❝✐❡♥" !❡=✉❡♥❝❡ ❬✺✽❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥ !❤♦✇ "❤❛" 2W3(N) = 0 ❛♥❞ W3(N) = 0
♣+❡❝✐!❡❧② ✇❤❡♥ w2(N) ❝❛♥ ❜❡ ❧✐❢"❡❞ "♦ ❛ ❝❧❛!! ✐♥ H2(Q,Z)✳ ■♥ ❢❛❝"✱ W3 +❡❞✉❝❡! "♦ mod 2 "♦

"❤❡ ❙"✐❡❢❡❧✲❲❤✐"♥❡② ❝❧❛!! w3✱ ❛♥❞ "❤✐! ✐! ❛❝"✉❛❧❧② "+✉❡ ❢♦+ ❛❧❧ ♦❞❞ ❙"✐❡❢❡❧✲❲❤✐"♥❡② ❝❧❛!!❡!

✼✼



✻✳ ❚❤❡ #②♠♠❡&'② ❣'♦✉♣ ♦❢ MHM

▲❡# ✉% ❛♥❛❧②③❡ #❤✐% ❝❛%❡ ❛ ❜✐# ❢✉0#❤❡0✳ ❚❤❡ ❛♥♦♠❛❧② ❝❛♥❝❡❧❧❛#✐♦♥ ❢♦0 ❝❧♦%❡❞

%✉0❢❛❝❡% ✐♠♣❧② #❤❛# #❤❡ 0❡%✉❧# ❢♦0 ✭✻✳✶✻✮ ❞♦❡% ♥♦# ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ %♣✐♥ %#0✉❝#✉0❡% ❛♥❞

♦♥❡ ❝❛♥ %❡# #❤❡ ♥✉♠❜❡0 ♦❢ 0✐❣❤# ❛♥❞ ❧❡❢# ♠♦✈❡0% #♦ ❜❡ ❡<✉❛❧✳ ❚❤✐% ♠❛❦❡% #❤❡ ❉✐0❛❝

♦♣❡0❛#♦0 0❡❛❧ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ pfaff (D) ✐% 0❡❛❧✳ ❚❤✐% pfaff (D) ✐% ♥♦# ❛ ♥✉♠❜❡0 ❛♥❞ ♦♥❡

❝❛♥ ♥♦# ❝❤♦♦%❡ ❛ ♣❛0#✐❝✉❧❛0 %✐❣♥ ❢♦0 ✐#✳ ❈♦♥%✐❞❡0 ❛ ❢❛♠✐❧② ♦❢ Σ ♣❛0❛♠❡#0✐③❡❞ ❜② ❛

❝✐0❝❧❡ C✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ♠❛♣ φ : Σ× C 7→ Y ❛♥❞ φ(∂Σ× C) ⊂ Q✳ ■# ✇❛% %❤♦✇♥

✐♥ ❬✺✽❪ #❤❛# ❣♦✐♥❣ ❛0♦✉♥❞ #❤❡ ❧♦♦♣ ❝❤❛♥❣❡% #❤❡ %✐❣♥ ❛%

pfaff (D) 7→ (−1)α pfaff (D), ✭✻✳✶✼✮

✇❤❡0❡ α = (∂Σ× C, φ∗(w2(Q)))✳ ■♥ ♣❛0#✐❝✉❧❛0✱ #❤❡ ❛♠❜✐❣✉✐#② ✐♥ ❞❡✜♥✐#✐♦♥ ❡①✐%#%

✐❢ w2(Q) ✐% ♥♦♥✲③❡0♦ ✭%❡❝♦♥❞ ❙#✐❡❢❡❧✲❲❤✐#♥❡② ❝❧❛%%✮✳

●✐✈❡♥ #❤❡ ♥♦0♠❛❧ ❜✉♥❞❧❡ N #♦ Q ✐♥ Y ♦♥❡ ❤❛% #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

(1 + w1(Y ) + w2(Y ) + ...)=(1 + w1(Q) + w2(Q) + ...)(1 + w1(Q) + w2(Q) + ...). ✭✻✳✶✽✮

❙✐♥❝❡ Y ✐% %♣✐♥✱ w1(Y ) = w2(Y ) = 0 ❛♥❞ ❤❡♥❝❡

α = (∂Σ× C, φ∗(w2(N))) ❛% w2(Q) = w2(N), ✭✻✳✶✾✮

✇❤✐❝❤ ❤❛✈❡ ❛ ♠♦0❡ ♥❛#✉0❛❧ ❢♦0♠✉❧❛#✐♦♥ ✐♥ ❑✲#❤❡♦0② ❬✺✽❪✳

◆♦✇ ❢♦0 #❤❡ ♣❛#❤ ✐♥#❡❣0❛❧ #♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ #❤❡ %❡❝♦♥❞ ❢❛❝#♦0 %❤♦✉❧❞ ❤❛✈❡

#❤❡ ❡①❛❝# %❛♠❡ ❛♠❜✐❣✉✐#②✱ %♦ ❛% #♦ ❝❛♥❝❡❧ #❤❛# ♦❢ #❤❡ ✜0%#✳ ❚♦ ✉♥❞❡0%#❛♥❞ ✐#%

❣❡♦♠❡#0✐❝ ♦0✐❣✐♥✱ ❧❡# ✉% ❝♦♥%✐❞❡0 #❤❡ ▲❡✈✐✲❈✐✈✐#❛ ❝♦♥♥❡❝#✐♦♥ ω ♦♥ Q✳ ❚❤❡ %#0✉❝#✉0❡

❣0♦✉♣ SO(n) ❝❛♥ ❜❡ 0❡♣0❡%❡♥#❡❞ ❛% ❛ ❞♦✉❜❧❡ ❝♦✈❡0 ❙♣✐♥ (n)✳ ❚❤❡ #0❛❝❡ ♦❢ #❤❡

❤♦❧♦♥♦♠② ❝♦♥♥❡❝#✐♦♥ ✐%

TrP exp

(

2π

∮

∂Σ

ω

)

. ✭✻✳✷✵✮

❚❤❡ %✐❣♥ ❛♠❜✐❣✉✐#② ❤❡0❡ ❝♦♠❡% ❞✉❡ #♦ #❤❡ ❢❛❝# #❤❛# #❤❡0❡ ❛0❡ #✇♦ ✇❛②% #♦ ❧✐❢#

SO(n) #♦ Spin(n)✳ ❚❤❡♥ #❤❡ ♣0♦❞✉❝# ♦❢ #❤❡ %❡❝♦♥❞ ❢❛❝#♦0 ❛♥❞ #❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐% ✇❡❧❧✲

❞❡✜♥❡❞ ✐❢ #❤❡ ✇♦0❧❞%❤❡❡# ✐♥#❡❣0❛#✐♦♥ ♠❡❛%✉0❡ ✐% ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞ ❛% ❛0❣✉❡❞ ❜② ❋0❡❡❞

❛♥❞ ❲✐##❡♥✳ ❚❤❡ ✐♠♣♦0#❛♥# ♣♦✐♥# ✐% #❤❛# ✐♥ #❤❡ #0❛❝❡ ♦❢ #❤❡ ❤♦❧♦♥♦♠② ❛0♦✉♥❞ ∂Σ
#❤❡ ♦♥❧② %♣✐♥♦0% #❤❛# ❛♣♣❡❛0 ❤❛✈❡ ❝❤❛0❣❡ 1 ✇✐#❤ 0❡%♣❡❝# #♦ A✳ ❙✉❝❤ %♣✐♥♦0% ❛0❡

❛❝#✉❛❧❧② %❡❝#✐♦♥% ♦❢ S(Q) ⊗ L✱ ✇❤❡0❡ L ✐% #❤❡ ❧✐♥❡ ❜✉♥❞❧❡ ✇❤♦%❡ ❝♦♥♥❡❝#✐♦♥ ✐% A
❛♥❞ S ✐% #❤❡ %♣✐♥ 0❡♣0❡%❡♥#❛#✐♦♥ ♦❢ SO(n)✳ ❙✉❝❤ #❡♥%♦0 ♣0♦❞✉❝# ✐% ❝❛❧❧❡❞ #♦ ❜❡ ❛

❙♣✐♥

c
%#0✉❝#✉0❡ ♦❢ Q✳ ❚❤✐% %❤♦✇% ✇❤② #❤❡ ❣❡♦♠❡#0✐❝ ♥❛#✉0❡ ♦❢ #❤❡ ✏❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞✧ A

%❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥❞❡❡❞ #❤❛# ♦❢ ❛ ❙♣✐♥

c
❝♦♥♥❡❝#✐♦♥✳

❲❤❡♥ ✇❡ %❛② ✏❋0❡❡❞✲❲✐##❡♥✧ ❛♥♦♠❛❧② ✐♥ #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦# ❛%❝0✐❜❡ #❤❡

%❛♠❡ ♠❡❛♥✐♥❣ #♦ ✐# ❛% ✐♥ #❤❡ ❧✐#❡0❛#✉0❡✳ ■♥%#❡❛❞ ❝❛✈❛❧✐❡0❧② ✇❡ ♠❡❛♥ #❤✐% ♣❛0#✐❝✉❧❛0

%✐❣♥ ❛♠❜✐❣✉✐#②✱ #❤❡ ❝♦♥%✐❞❡0❛#✐♦♥ ♦❢ ✇❤✐❝❤ ❛% ✇❡ ❤❛✈❡ %❡❡♥✱ ✐% ❡①#0❡♠❡❧② ❝0✉❝✐❛❧ ❢♦0

#❤❡ ✇♦0❧❞%❤❡❡# ♣❛#❤ ✐♥#❡❣0❛❧ #♦ ❜❡ ✇❡❧❧✲❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ #❤❡ ♥❡①# %❡❝#✐♦♥ ✇❡ %♣❡❝✉❧❛#❡ ✐❢

#❤❡ ❤❛❧❢✲✐♥#❡❣❡0 #❡0♠% ✐♥ ♦✉0 ♠♦❞✐✜❡❞ ♠♦♥♦❞0♦♠② #0❛♥%❢♦0♠❛#✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❣✐✈❡♥ ❛

%✐♠✐❧❛0 ❣❡♦♠❡#0✐❝ ✐♥#❡0♣0❡#❛#✐♦♥ #♦ #❤❛# ♦❢ #❤❡ %✐❣♥ ❛♠❜✐❣✉✐#② ❝♦♥%✐❞❡0❡❞ ❜② ❋0❡❡❞

❛♥❞ ❲✐##❡♥✳

✼✽



❙♦♠❡ $❡♠❛$❦' ♦♥ ♠♦❞✐✜❝❛-✐♦♥' ♦❢ -❤❡ ♠♦♥♦❞$♦♠② -$❛♥'❢♦$♠❛-✐♦♥ ✳ ✻✳✺

✻✳✺✳✷ ❈♦♥♥❡❝)✐♦♥ ♦❢ )❤❡ ♠♦♥♦❞/♦♠② )/❛♥2❢♦/♠❛)✐♦♥ ✭✻✳✶✵✮

✇✐)❤ ❋/❡❡❞✲❲✐))❡♥ ❛♥♦♠❛❧②

❖♥❡ ♦❢ &❤❡ ✐♠♣♦+&❛♥& ❝♦♥&❡♥&. ♦❢ &❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✇♦+❧❞.❤❡❡& ❛♥♦♠❛❧✐❡. ❞❡.❝+✐❜❡❞ ✐♥ &❤❡

♣+❡✈✐♦✉. .✉❜.❡❝&✐♦♥ ✐. &❤❛& ✐& ♦+✐❣✐♥❛&❡. ❢♦+♠ ♠♦♥♦❞+♦♠② ❛+♦✉♥❞ ❛ ❝❧♦.❡❞ ❧♦♦♣ ♦❢

&❤❡ ✏U(1) ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞✧ A✳ ❆. ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧+❡❛❞② ❢♦✉♥❞✱ ✐♥ ♦✉+ ❝❛.❡ &❤❡ ♠♦♥♦❞+♦♠②

&+❛♥.❢♦+♠❛&✐♦♥ ❛❝<✉✐+❡. .✐♠✐❧❛+ ❤❛❧❢✲✐♥&❡❣❡+ &❡+♠. ❛. ✐♥ ✭✻✳✶✵✮✳

■♥ ✭✷✳✹✺✮ ♠♦♥♦❞+♦♠② &+❛♥.❢♦+♠❛&✐♦♥ ❤❛. ❛ .✐♠♣❧❡ ✐♥&❡+♣+❡&❛&✐♦♥✳ ❆. ❢❛+ ❛.

&❤❡② ❛+❡ ❝♦♥❝❡+♥❡❞✱ &❤❡ &+❛♥.❢♦+♠❛&✐♦♥. ❝❛♥ ❜❡ ♦❜&❛✐♥❡❞ ❜② .❤✐❢&✐♥❣ &❤❡ ✜❡❧❞.

ba 7→ ba + ǫa✱ ✐♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ +❡❧❛&✐♦♥✱

Aevene−B = ζ0 − ζaωa − ζ̃aω
a − ζ̃0ωŶ, ✭✻✳✷✶✮

✇❤❡+❡ &❤❡ ❘❘✲♣♦&❡♥&✐❛❧ ✐♥ Aeven ∈ Heven(Ŷ,R)✳ ❲❤✐❧❡ ❞♦✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ❘❘✲♣♦&❡♥&✐❛❧

❤❛. &♦ ❜❡ ❦❡♣& ✜①❡❞✳ ❆. ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧+❡❛❞② .❡❡♥✱ ❢♦+ &❤❡ ❝❧❛..✐❝❛❧ ❝❛.❡ ✇❤❡+❡❛. &❤❡

◆❙✲❛①✐♦♥ +❡♠❛✐♥. ✐♥✈❛+✐❛♥&✱ ❢♦+ &❤❡ <✉❛♥&✉♠ ❝❛.❡ ✐& &+❛♥.❢♦+♠❡❞ ❜② &❤❡ ❝❤❛+❛❝&❡+

♦❢ &❤❡ ♠♦♥♦❞+♦♠② ❣+♦✉♣ ❢♦+ ✭✺✳✶✹✮✳

❆. ❛♥ ❛&&❡♠♣& &♦ ❡①♣❧❛✐♥ &❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉. &❡+♠. ✐♥ ✭✻✳✶✵✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ &❤✐♥❦ ♦❢ &❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ .✐♠♣❧❡ +❡.♦❧✉&✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡ ❞❡✜♥❡. &❤❡ ❘❘✲♣♦&❡♥&✐❛❧. ❛.

(

Aeven +
1

8
c2(Ŷ) +A

)

e−B = ζ0 − ζaωa − ζ̃aω
a − ζ̃0ωŶ, ✭✻✳✷✷✮

.❤✐❢&✐♥❣ &❤❡ B ✜❡❧❞ ❛❝&✉❛❧❧② ❣❡♥❡+❛&❡. &❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉. &❡+♠. ✐♥ ✭✻✳✶✵✮✱ ♣+♦✈✐❞❡❞

♦♥❡ ❞♦❡. ♥♦& &+❛♥.❢♦+♠ &❤❡ ❘❘✲♣♦&❡♥&✐❛❧ ❛♥❞ A ✐. ❛ &✇♦✲❢♦+♠ .✉❝❤ &❤❛& A ∧B =
Aabω

abb ❛♥❞ A ∧ B ∧ B = Aabb
abbωŶ✳ ❇✉& &❤❡♥ ✐& +❡<✉✐+❡. ✉. &♦ ❤❛✈❡

Aab = κabcAc. ✭✻✳✷✸✮

❲❤❡♥ .✉❝❤ ♠♦❞✐✜❡❞ ❞❡✜♥✐&✐♦♥ ❢♦+ &❤❡ ❘❘✲♣♦&❡♥&✐❛❧ ✐. ❝♦♥.✐❞❡+❡❞✱ &❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛+②

♣❛+& ♦❢ &❤❡ ❉✲✐♥.&❛♥&♦♥ ❛❝&✐♦♥ ✐. ❛❧.♦ ❛✛❡❝&❡❞✱

Sγ = 8πe(φ+K)/2

∣

∣

∣

∣

∫

X̂

e−J γ′
∣

∣

∣

∣

+ 2πi

∫

X̂

γ′ ∧
(

Aeven +
1

8
c2(X̂ ) +A

)

e−B. ✭✻✳✷✹✮

❇✉& &❤❡ ♣+♦❜❧❡♠ ✐. &❤❛& ✭✻✳✷✸✮ ❢❛✐❧. &♦ ❤♦❧❞✳ ❲❡ ❛❝&✉❛❧❧② ❤❛✈❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✇✐&❤

✈❛+✐♦✉. ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ❞❛&❛✳ ❙✉+♣+✐.✐♥❣❧② ❢♦+ ♠❛♥② ♦❢ &❤❡♠ ✭✻✳✷✸✮ ❛❝&✉❛❧❧② ✇♦+❦.✳

❍♦✇❡✈❡+ ❢♦+ ❛ ❢❡✇ ✐& ❢❛✐❧. &♦ ❤♦❧❞ ❛♥❞ ✐♥ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡ ❛+❡ ❣♦✐♥❣ &♦ ♣+♦✈✐❞❡ ❛♥

❡①❛♠♣❧❡ ♦❢ .✉❝❤✳

▲❡& ✉. ❝♦♥.✐❞❡+ &❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥ &❤❡ ♣+♦❞✉❝& ♦❢ ♣+♦❥❡❝&✐✈❡ .♣❛❝❡.

P 2 × P 3
✱

(

3| 3 1
2| 2 1

)

. ✭✻✳✷✺✮

✼✾



✻✳ ❚❤❡ #②♠♠❡&'② ❣'♦✉♣ ♦❢ MHM

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✐) *❤❡ )♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥✜❣✉2❛*✐♦♥ ♠❛*2✐① ❞❡✜♥❡❞ ❛) ❛ ♣❛✐2 [n|q]✳ ■* )♣❡❝✐✜❡)

*❤❡ ❡♠❜❡❞❞✐♥❣ )♣❛❝❡ ❛♥❞ ❞❡❣2❡❡) ♦❢ *❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡✐*② ♦❢ *❤❡ ❞❡✜♥✐♥❣ ♣♦❧②♥♦♠✐❛❧)✳

❋♦2 *❤✐) ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡

fabcαβx
axbxcyαyβ = 0, gaαx

ayα = 0. ✭✻✳✷✻✮

❍♦✇❡✈❡2✱ *❤❡ ❝♦♥✜❣✉2❛*✐♦♥ ♠❛*2✐① ❞♦❡) ♥♦* )♣❡❝✐❢② *❤❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥*) fabcαβ ❛♥❞

gaα ♦*❤❡2✇✐)❡ ❬✻✵❪✳ ❚❤❡♥ ❢2♦♠ *❤❡ ❛❞❥✉♥❝*✐♦♥ ❢♦2♠✉❧❛✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ *❤❛* c2,1 =
44, c2,2 = 36✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧)♦ ❝♦♠♣✉*❡ *❤❡ ✐♥*❡2)❡❝*✐♦♥ ♥✉♠❜❡2)✱ κ111 = 2, κ112 =
5, κ122 = 3, κ222 = 0✳ ❋✉2*❤❡2♠♦2❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝❛❧❝✉❧❛*❡ *❤❡ ❊✉❧❡2 ❝❤❛2❛❝*❡2✐)*✐❝ ❛♥❞

❍♦❞❣❡ ♥✉♠❜❡2) ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✻✵❪✳ ❚❤❡② ❝♦♠❡ ♦✉* *♦ ❜❡ −150 ❛♥❞ h11 = 2, h12 = 77
2❡)♣❡❝*✐✈❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❤❛✈❡

1
2

(

κaabǫ
b − κabcǫ

bǫc
)

= 0modZ✱ ♦♥❡ ✜♥❞) *❤❛*

Aab =
1

2
κaab mod Z, ✭✻✳✷✼✮

✇❤❡2❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉)❡❞ *❤❡ ❢❛❝* *❤❛* La(ǫ) ✐) ✐♥*❡❣2❛❧ ❢2♦♠ ✭✺✳✻✮✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ♦❜*❛✐♥

A11 = 0, A22 = 0, A12 =
1

2
. ✭✻✳✷✽✮

❚❤❡ ❛❜♦✈❡ ✈❛❧✉❡) ♦❢ ❢♦2 *❤❡ ❡❧❡♠❡♥*) ♦❢ *❤❡ ♠❛*2✐① A ✐) ✐♥❝♦♥)✐)*❡♥* ✇✐*❤ ✭✻✳✷✸✮✳

❋2♦♠ ✭✻✳✷✸✮✱ ✇❡ ❤❛✈❡

A11 = κ111A1 + κ112A2 = 2A1 + 5A2 = 0 mod Z,

A12 = κ121A1 + κ122A2 = 5A1 + 3A2 =
1

2
mod Z

A22 = κ221A1 + κ222A2 = 3A1 = 0 mod Z.

✭✻✳✷✾✮

❚❤❡♥ ✐* ♠❡❛♥) *❤❛*✱ ❢♦2 )♦♠❡ ✐♥*❡❣❡2 m✱ ✇❡ ❤❛✈❡ A1 = m/3✳ ❍❡♥❝❡✱ ❢2♦♠ *❤❡ ✜2)*

♦❢ *❤❡ ❡N✉❛*✐♦♥)✱ ❢♦2 )♦♠❡ ✐♥*❡❣❡2 n✱ ♦♥❡ ♦❜*❛✐♥) A2 =
1
5

(

n− 2m
3

)

✳ O❧✉❣❣✐♥❣ ✐♥*♦

*❤❡ )❡❝♦♥❞ ❡N✉❛*✐♦♥✱ ✇❡ ❣❡* A12 =
4m+9n

15
mod Z✱ ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛2❧② ✐) ❛ ❝♦♥*2❛❞✐❝*✐♦♥✳

❚❤✉)✱ ✇❡ ❝♦♥❝❧✉❞❡ *❤❛* *❤❡ ✇❛② ♦❢ ♠♦❞✐❢②✐♥❣ ✭✻✳✷✷✮ ✐) *♦♦ ♥❛✐✈❡✳

❚❤❡ ♦*❤❡2 ♥❛*✉2❛❧ ♣♦))✐❜✐❧✐*② *❤❛* ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥)✐❞❡2 ✐) *❤❛* *❤❡ ❘❘✲♣♦*❡♥*✐❛❧

*2❛♥)❢♦2♠) ✐*)❡❧❢✱ ❛❧*❤♦✉❣❤✱ *❤✐) ♣2♦♣♦)❛❧ ✐) )*✐❧❧ ❝♦♥❥❡❝*✉2❛❧✳ ■❢ *❤❛* ✐) *❤❡ ❝❛)❡ ✐♥✲

❞❡❡❞✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✐♥*❡2♣2❡* *❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉) *❡2♠) ✐♥ ✭✻✳✶✵✮ ❤❛✈❡ )✐♠✐❧❛2 ♦2✐❣✐♥) *♦ *❤❛*

♦❢ ❋2❡❡❞✲❲✐**❡♥ ❛♥♦♠❛❧②✱ ❜❡❝❛✉)❡ ♦❢ *❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ 2❡❛)♦♥)✳ ❚❤❡2❡ ✐) ❛ )*2✐❦✐♥❣

)✐♠✐❧❛2✐*② ❜❡*✇❡❡♥ *❤❡ ♦2✐❣✐♥ ♦❢ *❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉) *❡2♠) ❛❝N✉✐2❡❞ ❜② *❤❡ *2❛♥)❢♦2✲

♠❛*✐♦♥ ♦❢ *❤❡ ❘❘✲♣♦*❡♥*✐❛❧ Aeven
✉♥❞❡2 ✐♥*❡❣❡2 ♠♦♥♦❞2♦♠② *2❛♥)❢♦2♠❛*✐♦♥ ❛♥❞

*❤❡ ❤❛❧❢✲✐♥*❡❣❡2 *❡2♠) *❤❛* ❛♣♣❡❛2❡❞ ❢2♦♠ *❤❡ U(1) ❣❛✉❣❡ ✜❡❧❞ A ✐♥ *❤❡ ❝♦♥*❡①*

♦❢ ❋2❡❡❞✲❲✐**❡♥ ❛♥♦♠❛❧②✳ ❙✐♥❝❡ ✐♥ ♦✉2 ❝❛)❡ *❤❡ ❘❘✲)❝❛❧❛2) ❛♣♣❡❛2 ❛) ♣❡2✐♦❞) ♦❢

*❤❡ ❘❘✲♣♦*❡♥*✐❛❧✱ ✐* ✐) 2❡❛)♦♥❛❜❧❡ *♦ ❡①♣❡❝* *❤❛* *❤❡ ❛♥♦♠❛❧♦✉) *❡2♠) ✐♥ ✭✻✳✶✵✮

❤❛✈❡ ❛ )✐♠✐❧❛2 ❣❡♦♠❡*2✐❝ ♦2✐❣✐♥✳ ❋✉2*❤❡2♠♦2❡✱ ♦♥❡ ❡①♣❡❝*) *❤❛* *❤❛* *❤❡)❡ ❤❛❧❢✲

✐♥*❡❣❡2 *❡2♠) ❛♣♣❡❛2 ❢2♦♠ *❤❡ )✉❜*❧❡*✐❡) ♦❢ *❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣ ❞❡*❡2♠✐♥❛♥* ❛2♦✉♥❞ *❤❡

❉✲✐♥)*❛♥*♦♥ ❜❛❝❦❣2♦✉♥❞✱ ✐♥ ❛ )✐♠✐❧❛2 ✈❡✐♥ ✇✐*❤ ❬✺✽❪✳

✽✵
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▼✐))♦) +②♠♠❡/)② ✐♥ ❛❝/✐♦♥ ✿ ✐♥+/❛♥/♦♥+ ✐♥ /②♣❡ ■■❇ ❢♦)♠✉❧❛/✐♦♥

■♥ "❤✐% ❝❤❛♣"❡* ♦✉* ❣♦❛❧ ✐% "♦ ❞❡%❝*✐❜❡ MHM ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛❧❧ ♣♦%%✐❜❧❡ ✐♥%"❛♥"♦♥ ❝♦*✲

*❡❝"✐♦♥%✳ ■♥ ❝♦♥"*❛%" "♦ "❤❡ %✐"✉❛"✐♦♥ ❛ ❢❡✇ ②❡❛*% ❛❣♦✱ ♥♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛ ❜❡""❡* ❤❛♥❞❧❡

♦♥ "❤❡ ✐♥%"❛♥"♦♥ ❝♦**❡❝"✐♦♥%✱ "❤❛♥❦% "♦ "❤❡ ✇♦*❦% ✐♥ ❬✶✽✕✷✹❪✱ ✇❤✐❝❤ ❝*✉❝✐❛❧❧② ❞❡✲

♣❡♥❞❡❞ ♦♥ "❤❡ ❛❞✈❡♥" ♦❢ "❤❡ "✇✐%"♦* %♣❛❝❡ ❢♦*♠❛❧✐%♠ "♦ ❞❡%❝*✐❜❡ A✉❛"❡*♥✐♦♥ ❑C❤❧❡*

♠❛♥✐❢♦❧❞%✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛% ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥"❛❣❡ ♦❢ ✇♦*❦✐♥❣ ❛" "❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢

"❤❡ "✇✐%"♦* %♣❛❝❡ ✇❛% ♠❡♥"✐♦♥❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣"❡* ✸✳ ❚❤❡ ❤♦❧♦♠♦*♣❤✐❝ %"*✉❝"✉*❡ ♦❢ "❤❡

"✇✐%"♦* %♣❛❝❡ Z ❛♥❞ ✈❛*✐♦✉% %②♠♠❡"*✐❡% ♦❢ "❤❡ ◗❑ %♣❛❝❡ ❧✐❢"❡❞ "♦ "❤❡ "✇✐%"♦* %♣❛❝❡✱

❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧♦✐"❡❞ "♦ ❝♦♠♣✉"❡ "❤❡%❡ ✐♥%"❛♥"♦♥ ❝♦**❡❝"✐♦♥%✳

■♥ ❝❤❛♣"❡* ✹✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧*❡❛❞② %❡❡♥ "❤❡ ❝♦♥%"*✉❝"✐♦♥ ♦❢ ❉✲✐♥%"❛♥"♦♥ ❝♦**❡❝"❡❞

❍▼ ♠♦❞✉❧✐ %♣❛❝❡ ♦♥ "❤❡ "②♣❡ ■■❆ %✐❞❡ "♦ ❛❧❧ ♦*❞❡*% ✐♥ ✐♥%"❛♥"♦♥ ❡①♣❛♥%✐♦♥✳ ❚❤❡

♣*♦❜❧❡♠ ♦❢ ✐♥❝♦*♣♦*❛"✐♥❣ ◆❙✺✲✐♥%"❛♥"♦♥ ❝♦**❡❝"✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❛❞❞*❡%%❡❞ ♠♦%" ❡❝♦✲

♥♦♠✐❝❛❧❧② ♦♥ "❤❡ "②♣❡ ■■❇ %✐❞❡ ❬✷✸❪✳ ❙✐♥❝❡ ❉✺ ❛♥❞ ◆❙✺✲✐♥%"❛♥"♦♥% "*❛♥%❢♦*♠ ❛% ❛

❞♦✉❜❧❡" ✉♥❞❡* SL(2,Z)✱ ♦♥❝❡ ✇❡ ❦♥♦✇ "❤❡ ❉✺✲✐♥%"❛♥"♦♥% ✐♥ "②♣❡ ■■❇✱ ✇❡ ❝❛♥ ✐♥✈♦❦❡

"❤❡ ❙✲❞✉❛❧✐"② ❝♦♥%"*❛✐♥" ✭✺✳✸✶✮✱ ♦* ❡A✉✐✈❛❧❡♥"❧② ✭✺✳✺✶✮ "♦ ✜♥❞ ✜✈❡❜*❛♥❡ ✐♥%"❛♥"♦♥%✳

❙"❛*"✐♥❣ ❢*♦♠ "❤❡ ❉✲✐♥%"❛♥"♦♥% ♦♥ "❤❡ "②♣❡ ■■❆ %✐❞❡✱ ♦♥❡ ❥✉%" ❛♣♣❧✐❡% ♠✐**♦* ♠❛♣

*❡❧❛"✐♦♥% "♦ ✜♥❞ "❤❡ ❜♦✉♥❞ %"❛"❡ ♦❢ ❉✺✲❉✸✲❉✶✲❉✭✲✶✮ ✐♥%"❛♥"♦♥% ♦♥ "❤❡ "②♣❡ ■■❇

❢♦*♠✉❧❛"✐♦♥✳ ❚❤❡♥ ♦♥❡ ❣❡♥❡*❛"❡% ✜✈❡❜*❛♥❡ ✐♥%"❛♥"♦♥% ❜② ❛♣♣❧✐❝❛"✐♦♥ ♦❢ ❙✲❞✉❛❧✐"②

❝♦♥%"*❛✐♥"✳ ❲❤❛" ✐% %"✐❧❧ ♠✐%%✐♥❣✱ ✐% "❤❡ ♠♦❞✉❧❛* ✐♥✈❛*✐❛♥" ❝♦♥%"*✉❝"✐♦♥ ✇❤❡♥ ♦♥❡

❝♦♥%✐❞❡*% "❤❡ ❜♦✉♥❞ %"❛"❡ ♦❢ ❉✸✲❉✶✲❉✭✲✶✮ ✐♥%"❛♥"♦♥%✳ ❆♥ ❛""❡♠♣" "♦ ✜♥❞ ✐" ✇❛%

♠❛❞❡ ✐♥ ❬✷✷❪ ❛" "❤❡ ❧❛*❣❡ ✈♦❧✉♠❡ ❧✐♠✐" ❛♥❞ ♦♥❡✲✐♥%"❛♥"♦♥ ❛♣♣*♦①✐♠❛"✐♦♥✳ ❊✈❡♥

❛" "❤❛" ❧❡✈❡❧✱ "❤❡ ♣✐❝"✉*❡ ✇❛% ♥♦" %❛"✐%❢❛❝"♦*②✳ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ♦❜%"❛❝❧❡ ✐♥ "❤✐% *❡❣❛*❞
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✼✳ ▼✐""♦" $②♠♠❡("② ✐♥ ❛❝(✐♦♥ ✿ ✐♥$(❛♥(♦♥$ ✐♥ (②♣❡ ■■❇ ❢♦"♠✉❧❛(✐♦♥

♠♦❝❦ ♠♦❞✉❧❛) ❢✉♥❝,✐♦♥. ❛♥❞ ❝♦♥,❛❝, ❣❡♦♠❡,)②✱ ❛ ♣"✐♦"✐ ,✇♦ ❝♦♠♣❧❡,❡❧② ❞✐✛❡)❡♥,

❜)❛♥❝❤❡. ♦❢ ♠❛,❤❡♠❛,✐❝.✱✳ ■, ✐. ♦♥❡ ♦❢ ♦✉) ❣♦❛❧. ,♦ ✐♥✈❡.,✐❣❛,❡ ,❤✐. ♣)♦❜❧❡♠ ❢✉),❤❡)

,♦ ❤❛✈❡ ,❤❡ ✜♥❛❧ ✇♦)❞ ❢♦) ❉✸✲✐♥.,❛♥,♦♥.✳

✼✳✶ ❉✭✲✶✮✲❉✶ ✐♥)*❛♥*♦♥)

▲❡, ✉. ✜)., )❡❝❛❧❧ ,❤❡ ❝♦♥.,)✉❝,✐♦♥ ♦❢ ❉✭✲✶✮✲❉✶ ✐♥.,❛♥,♦♥. ❛❧♦♥❣ ,❤❡ ❧✐♥❡. ♦❢ ❬✷✵❪✳

❚❤❡② ❝♦))❡.♣♦♥❞ ,♦ ✐♥.,❛♥,♦♥. ✇✐,❤ ✈❛♥✐.❤✐♥❣ ♠❛❣♥❡,✐❝ ❝❤❛)❣❡ pΛ✳ ❚❤)♦✉❣❤ ♠✐))♦)

.②♠♠❡,)②✱ ,❤❡② ❛)❡ )❡❧❛,❡❞ ,♦ ,❤❡ ❆✲❉✷ ✐♥.,❛♥,♦♥. ✐♥ ,❤❡ ,②♣❡ ■■❆ .✐❞❡✳ ❚❤❡ ♠❡,)✐❝

✇❤❡♥ ,❤❡.❡ ✐♥.,❛♥,♦♥. ❛)❡ ,❤❡ ♦♥❧② ♦♥❡. ❝♦♥.✐❞❡)❡❞ ✇❛. ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣,❡) ✹ ❡I✉❛,✐♦♥

✭✹✳✹✻✮ ✇❤❡)❡ ,❤❡ ❡①♣)❡..✐♦♥ ✐. ✇)✐,,❡♥ ✐♥ ,②♣❡ ■■❆ ❝♦♦)❞✐♥❛,❡.✳ ■♥ ,❤✐. ❝❛.❡ ,❤❡

❉❛)❜♦✉① ❝♦♦)❞✐♥❛,❡. ξΛ ❛)❡ ❣❧♦❜❛❧❧② ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ,❤❡ ✐♥,❡❣)❛❧. ❛♣♣❡❛)✐♥❣ ✐♥ ,❤❡

,✇✐.,♦) ❧✐♥❡. ❢♦) ,❤❡ ❉❛)❜♦✉① ❝♦♦)❞✐♥❛,❡. ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧✐❝✐,❧② ❡✈❛❧✉❛,❡❞✳ ❋✉),❤❡)♠♦)❡✱

.✐♥❝❡ ,❤❡)❡ ✐. ♥♦ ξ̃Λ ❛♥❞ α ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ ,❤✐. ❝❛.❡✱ ,❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛)✐,✐❡. ✐♥ ,❤❡ ❙✲

❞✉❛❧✐,② ❝♦♥.,)❛✐♥, ✭✺✳✸✶✮ ❞✐.❛♣♣❡❛) ❛♥❞ ✐, ❝♦✐♥❝✐❞❡. ✇✐,❤ ✭✺✳✺✶✮✱ .❛,✐.❢②✐♥❣ ❛ .✐♠♣❧❡)

♠♦❞✉❧❛) ❝♦♥.,)❛✐♥,

Gm,n 7→ Gm,n

cξ0 + d
+ reg. ✭✼✳✶✮

❋✉),❤❡)♠♦)❡✱ ,❤❡ ,)❛♥.✐,✐♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥. ♦)✐❣✐♥❛,❡ ❢)♦♠ .✐♠♣❧❡ ♠♦❞✉❧❛) ❢♦)♠.✱ ❞✉❡ ,♦

✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐,❤ ,❤❡ ❝♦♥,❛❝, ❤❛♠✐❧,♦♥✐❛♥.✱ ❛. ✇❛. )❡♠❛)❦❡❞ ✐♥ ✸✳

▲❡, ✉. ❜)✐❡✢② ❞❡.❝)✐❜❡ ❤♦✇ SL(2,Z) ✐♥✈❛)✐❛♥, ❝♦♥.,)✉❝,✐♦♥ ♦❢ ❉✭✲✶✮✲❉✶ ✐♥.,❛♥✲

,♦♥. ✇❛. ♦❜,❛✐♥❡❞ .,❛),✐♥❣ ❢)♦♠ ❡❧❡❝,)✐❝❛❧❧② ❝❤❛)❣❡❞ ❉✷ ✐♥.,❛♥,♦♥. ✐♥ ,❤❡ ,②♣❡ ■■❆

❢♦)♠✉❧❛,✐♦♥ ❛. ✇❛. ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✷✵❪✳ ❖♥❡ .,❛),. ✇✐,❤ ,❤❡ ❡①♣)❡..✐♦♥ ❢♦) ,❤❡ ❉✲✐♥.,❛♥,♦♥

,)❛♥.✐,✐♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥ ✭✹✳✶✵✮ ✇❤❡)❡ ,❤❡ ❝❤❛)❣❡ ❧❛,,✐❝❡ ✐. )❡.,)✐❝,❡❞ ,♦ pΛ = 0✳ ❚❤❡♥ ❛

R♦✐..♦♥ )❡.✉♠♠❛,✐♦♥ ✇✐,❤ )❡.♣❡❝, ,♦ q0 ✐. ♣❡)❢♦)♠❡❞✳ ❚❤❡)❡❜②✱ ♦♥❡ ✜♥❞. ❛ .✉♠

♦✈❡) ,✇♦ ✐♥,❡❣❡). (m,n) ✇❤❡)❡ ,❤❡ ✜)., ♦♥❡ ❛♣♣❡❛). ❞✉❡ ,♦ ❡①♣❛♥.✐♦♥ ♦❢ ,❤❡ ❞✐❧♦❣✲

❛)✐,❤♠ ❝♦✉♥,✐♥❣ ♠✉❧,✐✲❝♦✈❡)✐♥❣ ❡✛❡❝,. ❛♥❞ ,❤❡ .❡❝♦♥❞ ♦♥❡ ❛♣♣❡❛). ❛. ❛ )❡.✉❧, ♦❢

)❡.✉♠♠❛,✐♦♥✱ ✐✳❡✳ q0 ✐. ,)❛❞❡❞ ❢♦) n✳ ❙✐♠✐❧❛) .✐,✉❛,✐♦♥ ❛)✐.❡. ❢♦) ,❤❡ ❉❛)❜♦✉①

❝♦♦)❞✐♥❛,❡. ❛. ✇❡❧❧✳ ■♥ ♣❛),✐❝✉❧❛)✱ ✐, ,✉)♥. ♦✉, ,❤❛, ❢♦) ❡❛❝❤ ♦❢ ,❤❡ ❡①♣)❡..✐♦♥ ♦❢

,❤❡ ❉❛)❜♦✉① ❝♦♦)❞✐♥❛,❡.✱ ,❤❡)❡ ✐. ❛ ,❡)♠ ,❤❛, ,)❛♥.❢♦)♠. ❛. ✭✺✳✷✷✮ ❛♥❞ ❛♥♦,❤❡)

❛♥♦♠❛❧♦✉. ♣✐❡❝❡✳ ❍♦✇❡✈❡)✱ .✉❝❤ ❛♥♦♠❛❧♦✉. ,❡)♠. ❝❛♥ ❜❡ )❡♠♦✈❡❞ ✐❢ ♦♥❡ ♣❡)❢♦)♠.

❧♦❝❛❧ ❝♦♥,❛❝, ,)❛♥.❢♦)♠❛,✐♦♥. ❛♣♣)♦♣)✐❛,❡❧② ✐♥ ,❤❡ ♣❛,❝❤❡. ♦❢ ❞❡✜♥✐,✐♦♥ ♦❢ ❉❛)❜♦✉①

❝♦♦)❞✐♥❛,❡.✳ ❆. ❛ )❡.✉❧, ♦♥❡ ✐♥❞❡❡❞ ✜♥❞. ❛♥ SL(2,Z) ✐♥✈❛)✐❛♥, ❝♦♥.,)✉❝,✐♦♥ ♦❢ ,❤❡

,✇✐.,♦) .♣❛❝❡✳

❚❤❡ )❡.✉❧,✐♥❣ ,✇✐.,♦) .♣❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡.❝)✐❜❡❞ ❜② ✭✺✳✷✹✮ ✇❤❡)❡ ,❤❡ ♣❛,❝❤❡. Um,n

.✉))♦✉♥❞ ,❤❡ )♦♦,. tm,n
+ ♦❢ ,❤❡ ❡I✉❛,✐♦♥ mξ0 + n = 0✳ ❚❤❡ ,)❛♥.✐,✐♦♥ ❢✉♥❝,✐♦♥. ❛)❡

❣✐✈❡♥ ❜②

GD1
m,n(ξ) = − i

(2π)3

∑

qa∈H
+
2 ∪{0}

n(0)
qa















e−2πimqaξa

m2(mξ0 + n)
, m 6= 0,

(ξ0)2
e2πinqaξ

a/ξ0

n3
, m = 0.

✭✼✳✷✮
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❙✉❜#❧❡#✐❡' ♦❢ ◆❙✺✲❜-❛♥❡ ❝♦♥#-✐❜✉#✐♦♥'✳ ✼✳✷

❍❡#❡ ✇❡ %❡& n
(0)
0 = −χŶ/2 ❛♥❞ ✉%❡❞ &❤❛&

Ω(γD1) =n(0)
qa ❢♦# γD1 = (0, 0,±qa, q0), {qa} 6= 0,

Ω(γD(−1)) = 2n
(0)
0 ❢♦# γD(−1) = (0, 0, 0, q0).

✭✼✳✸✮

■& ✐% ✉%❡❢✉❧ &♦ ♥♦&❡ ❛❧%♦ &❤❛& &❤❡ ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥% &♦ ✭✼✳✷✮ ✇✐&❤ m = 0 ❛#❡ ♥♦&❤✐♥❣

❜✉& &❤❡ α′
✲❝♦##❡❝&❡❞ ♣❛#& ♦❢ &❤❡ ♣#❡♣♦&❡♥&✐❛❧✱

∑

n>0G
D1
0,n = F α′

✲❧♦♦♣ + Fws
✳ ❙✐♥❝❡

U0,n = U+✱ &❤❡ &#❛♥%✐&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥% &♦ &❤❡ ♣♦❧❡% ❛#❡ ❞❡&❡#♠✐♥❡❞ ❜② ❛❞❞✐♥❣ &❤❡

#❡%♣❡❝&✐✈❡ ❝❧❛%%✐❝❛❧ ♣✐❡❝❡%✳

❚❤❡ #❡%✉❧&✐♥❣ ❝♦✈❡#✐♥❣ ♦❢ &❤❡ &✇✐%&♦# %♣❛❝❡ ❧♦♦❦% ❝♦♠♣❧❡&❡❧② ❞✐✛❡#❡♥& ❢#♦♠ &❤❡

♠❡❧♦♥✲%❤❛♣❡❞ ❝♦✈❡#✐♥❣ ♦♥ &❤❡ &②♣❡ ■■❆ %✐❞❡ ❢#♦♠ ✇❤✐❝❤ ✇❡ %&❛#&❡❞✳ ❚❤✐% ❢❛❝& ❝❛♥

❜❡ #❡❝♦♥❝✐❧❡❞ ❜② #❡♠❡♠❜❡#✐♥❣ &❤❛& ✐♥ ♦#❞❡# &♦ ✜♥❞ ♠♦❞✉❧❛# ✐♥✈❛#✐❛♥& ❞❡%❝#✐♣&✐♦♥ ♦❢

&❤❡ &✇✐%&♦# %♣❛❝❡ ✇❡ ❤❛❞ &♦ ♣❡#❢♦#♠ ❝❡#&❛✐♥ ❣❛✉❣❡ &#❛♥%❢♦#♠❛&✐♦♥%✳ ❚❤❡ ❣❡♥❡#❛&✐♥❣

❢✉♥❝&✐♦♥% ❝❛♥ ❜❡ %✐♥❣✉❧❛# ♦✉&%✐❞❡ &❤❡✐# ♣❛&❝❤ ♦❢ ❞❡✜♥✐&✐♦♥✳ ❆% ❛ #❡%✉❧&✱ &❤❡ ❣❛✉❣❡

&#❛♥%❢♦#♠❡❞ ❉❛#❜♦✉① ❝♦♦#❞✐♥❛&❡% ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡#❡♥& %✐♥❣✉❧❛#✐&② %&#✉❝&✉#❡ &❤❛♥ &❤❡

♦♥❡% ✇❡ %&❛#&❡❞ ✇✐&❤✳ ■♥ ❬✷✵❪ &❤#♦✉❣❤ ❛ ❝❛#❡❢✉❧ ❛♥❛❧②%✐%✱ ✐& ✇❛% %❤♦✇♥ &❤❛& &❤❡

❝♦♥%&#✉❝&✐♦♥% ✐♥ &❤❡ &②♣❡ ■■❆ ❛♥❞ &②♣❡ ■■❇ ❢♦#♠✉❧❛&✐♦♥% ❛#❡ ✐♥❞❡❡❞ &❤❡ %❛♠❡✳

❍❛✈✐♥❣ ❢♦✉♥❞ &❤❡ SL(2,Z) ✐♥✈❛#✐❛♥& ❞❡%❝#✐♣&✐♦♥ ❢♦# ❉✭✶✮✲❉✶ ✐♥%&❛♥&♦♥%✱ ✇❡ ✜#%&

♣#♦❝❡❡❞ &♦ ♦❜&❛✐♥ &❤❡ ✜✈❡❜#❛♥❡ &#❛♥%✐&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥%✱ ❛% ✇❛% ❞♦♥❡ ✐♥ ❬✷✶✱ ✷✹❪✳ ❲❡

❛#❡ ❣♦✐♥❣ &♦ ❛%%✉♠❡ &❤❛& &❤❡#❡ ✐% ♥♦ ❜♦✉♥❞ %&❛&❡ ♦❢ &❤❡ ❢♦#♠ ❉✸✲❉✶✲❉✭✲✶✮ ♣#❡%❡♥&✱

✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ #❡%&❛&❡❞ ❛% %❡&&✐♥❣ Ω(γ) = 0 ❢♦# &❤❡ ❝❤❛#❣❡% γ = (0, pa, qa, q0), p
a 6= 0✳

❲❡ ✇✐❧❧ ✜♥✐%❤ &❤✐% ❝❤❛♣&❡# ❜② %❤♦✇✐♥❣ &❤❛& &❤❡ ♠♦❞✉❧✐ %♣❛❝❡ MHM ✐♥ ♣#❡%❡♥❝❡ ♦❢

✜✈❡❜#❛♥❡ ✐♥%&❛♥&♦♥% ✉♥❞❡# &❤❡ ❛❝&✐♦♥ ♦❢ ❞✐%❝#❡&❡ ✐%♦♠❡&#✐❡% ❞✐%❝✉%%❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣&❡# ✻✳

✼✳✷ ❙✉❜&❧❡&✐❡* ♦❢ ◆❙✺✲❜0❛♥❡ ❝♦♥&0✐❜✉&✐♦♥*

❇❡❢♦#❡ ❣✐✈✐♥❣ &❤❡ ♣#♦❝❡❞✉#❡ ♦❢ ✜♥❞✐♥❣ &❤❡ ✜✈❡❜#❛♥❡ ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥%✱ ❧❡& ✐% ♠❛❦❡ %♦♠❡

#❡♠❛#❦% ♦♥ ✇❤② ◆❙✺✲❜#❛♥❡ ❝♦♥&#✐❜✉&✐♦♥% ❛#❡ #❛&❤❡# ❞✐✣❝✉❧& &♦ ✜♥❞✳ ❊✈❡♥ &❤♦✉❣❤

❛ #❡%✉❧& &♦ ❛❧❧ ♦#❞❡#% ✐♥ &❤❡ ✐♥%&❛♥&♦♥ ❡①♣❛♥%✐♦♥ ✇❛% ❢♦✉♥❞ ✐♥ ❬✷✸✱ ✷✹❪✱ &❤❡#❡ ❛#❡

%❡✈❡#❛❧ ✐%%✉❡% &❤❛& #❡S✉✐#❡ ❜❡&&❡# ✉♥❞❡#%&❛♥❞✐♥❣✳

❼ ❋✐#%& ♦❢ ❛❧❧ &❤❡ ❞②♥❛♠✐❝% ♦❢ ◆❙✺✲❜#❛♥❡% ✐% ♥♦& ❛❝&✉❛❧❧② ✇❡❧❧ ✉♥❞❡#%&♦♦❞✳ ❚❤❡

✇♦#❧❞✈♦❧✉♠❡ &❤❡♦#②✱ ✐♥ ♣❛#&✐❝✉❧❛# ❢♦# &❤❡ ❝❛%❡ ♦❢ ♠✉❧&✐♣❧❡ ✜✈❡❜#❛♥❡% ✐% ♥♦&

❦♥♦✇♥ &♦ &❤❡ ❢✉❧❧ ❡①&❡♥&✳

▲❡& ✉% ❝♦♥%✐❞❡# &②♣❡ ■■❆ ❢♦#♠✉❧❛&✐♦♥ ❝♦♠♣❛❝&✐✜❡❞ ♦♥ ❛ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ Y✱ ✇✐&❤ ❛

%&❛❝❦ ♦❢ k ❊✉❝❧✐❞❡❛♥ ◆❙✺✲❜#❛♥❡% ✇❤♦%❡ ✇♦#❧❞✈♦❧✉♠❡ W ✐% Y ✐&%❡❧❢✳ ❋♦# k = 1
&❤❡ ✇♦#❧❞✈♦❧✉♠❡ %✉♣♣♦#&% ✜✈❡ %❝❛❧❛# ✜❡❧❞% ✭❞❡%❝#✐❜✐♥❣ &#❛♥%✈❡#%❡ ✢✉❝&✉❛&✐♦♥%

♦❢ W ✐♥ R
10×S1

✱ ✇❤❡#❡ S1
✐% &❤❡ ▼✲&❤❡♦#② ❝✐#❝❧❡✮✱ &✇♦ %②♠♣❧❡❝&✐❝ ▼❛❥♦#❛♥❛✲

❲❡②❧ ❢❡#♠✐♦♥% ❛♥❞ &❤❡ &✇♦✲❢♦#♠ ♣♦&❡♥&✐❛❧ B✱ ✇❤♦%❡ ✜❡❧❞ %&#❡♥❣&❤ H ✐% %❡❧❢✲

❞✉❛❧✱

∗WH = iH. ✭✼✳✹✮

✽✸



✼✳ ▼✐""♦" $②♠♠❡("② ✐♥ ❛❝(✐♦♥ ✿ ✐♥$(❛♥(♦♥$ ✐♥ (②♣❡ ■■❇ ❢♦"♠✉❧❛(✐♦♥

❚❤❡ ✇♦%❧❞✈♦❧✉♠❡ W ❜❡❤❛✈❡- ❛- ❛ ♠❛❣♥❡0✐❝ -♦✉%❝❡ ❢♦% 0❤❡ 0✇♦ ❢♦%♠ ♣♦0❡♥0✐❛❧

B ✇❤✐❝❤ ♣%♦♣❛❣❛0❡- ✐♥ 0❤❡ ✶✵ ❞✐♠❡♥-✐♦♥❛❧ ❜✉❧❦ ♦❢ -♣❛❝❡0✐♠❡✳ ❖♥ 0❤❡ ♦0❤❡%

❤❛♥❞✱ 0❤❡ ✜❡❧❞ -0%❡♥❣0❤ H ❢♦% 0❤❡ ◆❙ 0✇♦ ❢♦%♠ ✜❡❧❞ ❇ ❛❝0- ❛ -♦✉%❝❡ ♦❢ 0❤❡

❘❘ ✸✲❢♦%♠ ♣♦0❡♥0✐❛❧ Â3✳ ❚❤✐- ✢✉① ❜❡❤❛✈❡- ❛- ✐❢ ❉✲❜%❛♥❡- ❛%❡ ❜♦✉♥❞ 0♦ ❛

-✐♥❣❧❡ ◆❙✺✲❜%❛♥❡✳

❚❤❡ ♣%♦❜❧❡♠- ❛%❡ 0✇♦ ❢♦❧❞✳ ❋✐%-0✱ ❞✉❡ 0♦ 0❤❡ -❡❧❢✲❞✉❛❧✐0② ❝♦♥❞✐0✐♦♥ ✭✼✳✹✮ 0❤❡

✸✲❢♦%♠ ✢✉① ❝❛♥ ♥♦0 ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ♣%♦♣❡%❧② ❢♦% 0❤❡ ❜♦✉♥❞ -0❛0❡ ♦❢ ❉✲❜%❛♥❡- ❛♥❞

◆❙✺✲❜%❛♥❡- ✐❢ 0❤❡ ✐♥0❡%-❡❝0✐♦♥ ♣%♦❞✉❝0 ♦❢ ✸✲❝②❝❧❡- -✉♣♣%0✐♥❣ ❉✲❜%❛♥❡- ✐- ♥♦♥✲

✈❛♥✐-❤✐♥❣✳ ❚❤✐- ♠❡❛♥- 0❤❛0 0❤❡ ♣❛%0✐0✐♦♥ ❢✉♥❝0✐♦♥ ❞❡-❝%✐❜✐♥❣ 0❤❡ ❞②♥❛♠✐❝-

♦❢ 0❤❡ ◆❙✺✲❜%❛♥❡ -❤♦✉❧❞ ❜❡ ✐♥0❡%♣%❡0❡❞ ❛- ❛ -❡❝0✐♦♥ ♦❢ -♦♠❡ ❜✉♥❞❧❡✳

❖♥❡ ❤❛- 0♦ ❜❡ %❛0❤❡% ❝❛%❡❢✉❧ ✇❤✐❧❡ ❝♦♥-✐❞❡%✐♥❣ 0❤❡ -✐0✉❛0✐♦♥ k > 1✳ ❆ ✇❛②

0♦ ❞♦ 0❤❛0 ✐- ❜② ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❬✻✼❪✱ ❛❧0❤♦✉❣❤ ❛ ❞❡❡♣❡% ✉♥❞❡%-0❛♥❞✐♥❣ ✐- %❡P✉✐%❡❞

❆❝❝♦%❞✐♥❣ 0♦ ✐0✱ k✲✜✈❡❜%❛♥❡- -♣❧✐0 ✐♥0♦ 0✇✐-0❡❞ -❡❝0♦%- ❧❛❜❡❧❡❞ ❜② 0❤❡ ♣❛✐%- ♦❢
✐♥0❡❣❡%- (p, q) -✉❝❤ 0❤❛0 pq = k✳ ■0 ✐- ✐♥0❡%♣%❡0❡❞ ❛- k ✜✈❡❜%❛♥❡- ✇%❛♣♣✐♥❣
Y %❡❝♦♠❜✐♥❡ ✐♥0♦ q ✜✈❡❜%❛♥❡- ✇%❛♣♣✐♥❣ p ❝♦♣✐❡- ♦❢ Y✳ ❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝- ♦❢ ❛
(p, q) 0✇✐-0❡❞ -❡❝0♦% ✐- ❞❡-❝%✐❜❡❞ ❜② q3 ✐♥0❡%❛❝0✐♥❣ -❡❧❢✲❞✉❛❧ 0✇♦ ❢♦%♠- Bijk✳

q ❛♠♦♥❣ 0❤❡♠ Biii -0❛② ♠❛--❧❡-- ❛♥❞ 0❤❡ ❛❜❡❧✐❛♥ 0✇♦ ❢♦%♠ B =
∑q

i=1Biii

❞❡-❝%✐❜❡- ❝❡♥0❡% ♦❢ ♠❛-- ❞❡❣%❡❡- ♦❢ ❢%❡❡❞♦♠✳

❼ ❚❤❡ ◆❙✺✲✐♥-0❛♥0♦♥- ✐♠♣❛%0 0%✉❡ -0%✐♥❣② ❝♦%%❡❝0✐♦♥- 0♦ 0❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ -♣❛❝❡

MHM✳ ■♥ ❛❜-❡♥❝❡ ♦❢ α ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ✐♥ 0❤❡ 0%❛♥-✐0✐♦♥ ❢✉♥❝0✐♦♥-✱ ♦♥❡ ❝❛♥

❡①♣❧♦✐0 0❤❡ ◗❑✴❍❑ ❝♦%%❡-♣♦♥❞❡♥❝❡ ❬✸✾❪✳ ■0 ✐- ❛ ♣%♦❝❡❞✉%❡ 0♦ ♠❛♣ 0❤❡ ◗❑

-♣❛❝❡ ❤❛✈✐♥❣ ❛♥ ✐-♦♠❡0%② 0♦ ❛♥ ❍❑ -♣❛❝❡ ✇✐0❤ ❛ ❤②♣❡%❤♦❧♦♠♦%♣❤✐❝ ❧✐♥❡

❜✉♥❞❧❡ ✭✇❤♦-❡ ❝✉%✈❛0✉%❡ ✐- ❛ (1, 1)✲❢♦%♠ ✇✐0❤ %❡-♣❡❝0 0♦ ❛❧❧ ♦❢ 0❤%❡❡ ❝♦♠♣❧❡①

-0%✉❝0✉%❡-✮ ❛♥❞ 0❤❡ 0%❛♥-✐0✐♦♥ ❢✉♥❝0✐♦♥- ♦♥ 0✇✐-0♦% -♣❛❝❡ ♦❢ 0❤❡ ❍❑ -♣❛❝❡

❞♦❡- ♥♦0 ❤❛✈❡ ❡①♣❧✐❝✐0 t ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡✳ ❆❧0❤♦✉❣❤✱ ✇❤✐❧❡ ❣✐✈✐♥❣ 0❤❡ 0✇✐-0♦%

❞❡-❝%✐♣0✐♦♥ ♦❢ 0❤❡ ❉✲✐♥-0❛♥0♦♥- ✐♥ ❝❤❛♣0❡% ✹✱ ✇❡ ❞✐❞ ♥♦0 %❡-♦%0 0♦ ✐0✱ ✐0 ✇❛-

P✉✐0❡ ❝❧❡❛% 0❤❛0 ✇❡ %❡-0%✐❝0❡❞ 0♦ 0❤❡ -②♠♣❧❡❝0✐❝ -✉❜-♣❛❝❡ ♦❢ (ξ, ξ̃) ♦♥ 0❤❡
0✇✐-0♦% -♣❛❝❡✳ ❲❤❡♥ ◆❙✺✲✐♥-0❛♥0♦♥- ❛%❡ ♣%❡-❡♥0 ❛❧❧ ❝♦♥0✐♥✉♦✉- ✐-♦♠❡0%✐❡-

❛%❡ ❜%♦❦❡♥ ❛- ✇❡ ❤❛✈❡ -❡❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣0❡% ✷ ❛♥❞ ♦♥❡ ❤❛- 0♦ ✇♦%❦ ✉-✐♥❣ 0❤❡

❢✉❧❧✲✢❡❞❣❡❞ ❝♦♥0❛❝0 ❣❡♦♠❡0%②✳

✼✳✸ ❋✐✈❡❜(❛♥❡ ❝♦((❡❝-✐♦♥.

❇❡❢♦%❡ ♣%♦❝❡❡❞✐♥❣✱ ❧❡0 ✉- -✉♠♠❛%✐③❡ 0❤❡ -0%❛0❡❣② ✇❡ ❛%❡ ❣♦✐♥❣ 0♦ 0❛❦❡ 0♦ ❞❡%✐✈❡

✜✈❡❜%❛♥❡ 0%❛♥-✐0✐♦♥ ❢✉♥❝0✐♦♥- ♦♥ 0❤❡ 0②♣❡ ■■❇ -✐❞❡✳ ❲❡ ✇✐❧❧ ✐♥❝❧✉❞❡ ❉✭✲✶✮✲❉✶ ✐♥✲

-0❛♥0♦♥- ❢%♦♠ 0❤❡ ✈❡%② ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ❇[❙ %❛②- ❢♦% ❡❧❡❝0%✐❝ ❉✲✐♥-0❛♥0♦♥- ✇✐0❤

❝❤❛%❣❡ γ̃ = (0, 0, 0, q̃0) ❛%❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ 0❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛%② ❛①✐- ❛♥❞ ❇[❙ %❛②- ❝♦%%❡✲
-♣♦♥❞✐♥❣ 0♦ ❉✲✐♥-0❛♥0♦♥- ✇✐0❤ ❝❤❛%❣❡ ✈❡❝0♦% γ̃ = (0, 0, q̃a, q̃0) ❛%❡ ❝♦❧♦%❡❞ ❜② ❣%❡❡♥
✐♥ ✜❣✉%❡ ✼✳✶✳ ■0 ✇❛- -❤♦✇♥ ✐♥ ❬✷✵❪ ❤♦✇ 0♦ %♦0❛0❡ 0❤❡-❡ ❇[❙ %❛②- ❜② ✜%-0 ♣❡%❢♦%♠✐♥❣

❛ [♦✐--♦♥ %❡-✉♠♠❛0✐♦♥ ♦♥ 0❤❡ q̃0 ❛♥❞ 0❤❡♥ ❞♦✐♥❣ ❣❛✉❣❡ 0%❛♥-❢♦%♠❛0✐♦♥ ❛- -❤♦✇♥
✐♥ ✜❣✉%❡ ✼✳✶✳ ■0 ✇❛- ❢♦✉♥❞ 0❤❛0✱ -0❛%0✐♥❣ ❢%♦♠ 0❤❡ ❆✲❉✷ ✐♥-0❛♥0♦♥- ♦♥ 0❤❡ 0②♣❡
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❚♦ ❞✐8♣❧❛② 2❤❡ ❡✛❡❝2 ♦❢ ❣❛✉❣❡ 2%❛♥8❢♦%♠❛2✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ 2♦ ✜%82 ✐♥2%♦❞✉❝❡ 8♦♠❡

❝♦♥✈❡♥2✐♦♥8✳ ❲❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ♦%❞❡%✐♥❣ ♦❢ 2❤❡ ❝❤❛%❣❡8 ❛8 γ > γ′ ✐✛ 0 < arg(ZγZ
−1
γ′ ) < π✳

❚❤❡♥ ❢♦% ❡❛❝❤ ❝❤❛%❣❡ γ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❛♥ ❛88♦❝✐❛2❡❞ 8❡2 ♦❢ ❉✭✲✶✮✲❜%❛♥❡ ❝❤❛%❣❡8 ✇❤♦8❡

❇5❙ %❛②8 ❧✐❡ ✐♥ 2❤❡ 8❛♠❡ ❤❛❧❢✲♣❧❛♥❡ ❛8 ℓγ

Γ(−1)
γ = {γ̃ = (0, 0, 0, q̃0) : q̃0 ReZγ > 0} , ✭✼✳✺✮

❛♥❞ ❛♥♦2❤❡% 8❡2 ♦❢ ❉✶✲❜%❛♥❡ ❝❤❛%❣❡8 ❢♦% ✇❤✐❝❤ 2❤❡ ❇5❙ %❛②8 ❛%❡ ❜❡2✇❡❡♥ ℓγ ❛♥❞

2❤❡ ✐♠❛❣✐♥❛%② ❛①✐8

Γ(1)
γ =

{

γ̃ = (0, 0, q̃a, q̃0) ∈ H+
2 ∪H−

2 : N(γ̃) = N(γ) and
γ̃ > γ ❢♦% N(γ) odd
γ̃ ≤ γ ❢♦% N(γ) even

}

,

✭✼✳✻✮

✇❤❡%❡ H+
2 ✐8 2❤❡ 8❡2 ♦❢ ❝❤❛%❣❡8 ❝♦%%❡8♣♦♥❞✐♥❣ 2♦ ❡✛❡❝2✐✈❡ ❤♦♠♦❧♦❣② ❝❧❛88❡8 ♦♥

Ŷ✱ H−
2 ✐8 2❤❡ 8❡2 ♦❢ ♦♣♣♦8✐2❡ ❝❤❛%❣❡8✱ ❛♥❞ N(γ) ❞❡♥♦2❡8 2❤❡ O✉❛❞%❛♥2 ✇❤✐❝❤ ℓγ

✽✺



✼✳ ▼✐""♦" $②♠♠❡("② ✐♥ ❛❝(✐♦♥ ✿ ✐♥$(❛♥(♦♥$ ✐♥ (②♣❡ ■■❇ ❢♦"♠✉❧❛(✐♦♥

❜❡❧♦♥❣' (♦✳

✶
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(±1)
γ ♠❛②
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(♦ ❧✐❡ ♦♥ (❤❡ ❛♥(✐✲❝❧♦❝❦✇✐'❡ ❞✐,❡❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❢,♦♠ (❤❡ ❇9❙ ,❛② ℓγ ✭'❡❡ (❤❡ ✜❣✉,❡

✼✳✶✮✳

❚❤❡ ❣❛✉❣❡ (,❛♥'❢♦,♠❛(✐♦♥ ❝♦♥(❛❝( ❤❛♠✐❧(♦♥✐❛♥ ✐' (❤❡♥ ❣✐✈❡♥ ❜②

g[γ] = (−1)N(γ)







1

2

∑

γ̃∈Γ
(−1)
γ

h[γ̃] +
∑

γ̃∈Γ
(1)
γ

h[γ̃]






. ✭✼✳✼✮
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h[γ]g (ξ, ξ̃) = Hγ(Ξ
(g)
γ ), Ξ(g)

γ = Ξγ + pΛ∂ξΛg
[γ](ξ). ✭✼✳✽✮

❖♥❡ ❝❛♥ ❛❧'♦ ❝♦♠♣✉(❡ (❤❡ ❝♦,,❡'♣♦♥❞✐♥❣ (,❛♥'✐(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥' ✇❤✐❝❤ (❛❦❡ (❤❡ ❢♦❧✲

❧♦✇✐♥❣ ❢♦,♠✱

H [γ]
g = h[γ]g + 2π2qΛp

Λ(h[γ]g )2 − (−1)N(γ)

4π2

∑

γ̃∈Γ
(−1)
γ ∪Γ

(1)
γ

n̄q̃ e
−2πiq̃Λξ

ΛE
(

4π2q̃Λp
Λh[γ]g

)

,

✭✼✳✾✮

✶

❖♥❡ ❝❛♥ ✇&✐(❡ N(γ) =
⌊

2
π
arg (iZγ)

⌋

✳
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E(x) = 1− (1 + x) e−x. ✭✼✳✶✵✮
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❝%♦11✐♥❣ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛✳ ❋♦% ❜%❡✈✐/②✱ ❧❡/ ✉1 ✐♥/%♦❞✉❝❡ /❤❡ ♥♦/❛/✐♦♥ E(x) = e2πix✳

❋✐%1/✱ ❝♦♥1✐❞❡% /❤❡ ♦%✐❣✐♥❛❧ ❑♦♥/1❡✈✐❝❤✲❙♦✐❜❡❧♠❛♥ ✇❛❧❧❝%♦11✐♥❣ ❢♦%♠✉❧❛ ✭✹✳✷✵✮

✇❤❡♥ ❛♣❛%/ ❢%♦♠ ❉✺✲✐♥1/❛♥/♦♥1✱ /❤❡%❡ ❛%❡ ♦♥❧② ❡❧❡❝/%✐❝ ❉✲✐♥1/❛♥/♦♥1 ❤❛✈✐♥❣ ❝❤❛%❣❡

✈❡❝/♦% γ̃ = (0, 0, 0, .q̃0) ❛❧♦♥❣ ✇✐/❤ /❤❡ ❜♦✉♥❞ 1/❛/❡1 ♦❢ ❉✲✐♥1/❛♥/♦♥1 ✇✐/❤ ❝❤❛%❣❡1

γ = (p0, pa, qa, q0) p
0 6= 0✳ ❚❤❡ ❉✲✐♥1/❛♥/♦♥1 ✇✐/❤ ❝❤❛%❣❡ γ̃ ❛%❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ❛❧♦♥❣ /❤❡

✐♠❛❣✐♥❛%② ❛①✐1✳ ❚❤❡♥ /❤❡ ❑❙ ❢♦%♠✉❧❛ ✐1

∏

γj∈Γ
(5)
1

U−Ω+(γj)
γj

∏

q̃0>0

U−χ
γ̃

∏

γi∈Γ
(5)
2

U−Ω+(γi)
γi

∏

γi∈Γ
(5)
1

UΩ−(γi)
γi

∏

q̃0>0

Uχ
γ̃

∏

γj∈Γ
(5)
2

UΩ−(γj)
γj

= 1,

✭✼✳✶✶✮

✇❤❡%❡ ✇❡ ❧♦♦❦ ❛/ /❤❡ ✉♣♣❡% ❤❛❧❢ ♣❧❛♥❡ ♦♥❧② ✐♥ ✜❣✉%❡ ✼✳✶✳ ✰ ❛♥❞ ✲ ✐♥❞✐❝❡1 ♦✈❡%

/❤❡ ❉❚ ✐♥✈❛%✐❛♥/1 ❞❡♥♦/❡ ❝❤❛♠❜❡%1 ❛❢/❡% ❛♥❞ ❜❡❢♦%❡ ✇❛❧❧❝%♦11✐♥❣ %❡1♣❡❝/✐✈❡❧②✳ ❆

1✐♠✐❧❛% ❛♥❛❧②1✐1 ❝❛♥ ♦❢ ❝♦✉%1❡ ❜❡ ♣❡%❢♦%♠❡❞ ❢♦% /❤❡ ❧♦✇❡% ❤❛❧❢ ♣❧❛♥❡✳ Γ
(5)
1 ❛♥❞ Γ

(5)
2

❞❡♥♦/❡ ❇O❙ %❛②1 ✐♥ /❤❡ ✜%1/ ❛♥❞ 1❡❝♦♥❞ P✉❛❞%❛♥/1 %❡1♣❡❝/✐✈❡❧②✳

❍♦✇❡✈❡%✱ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ♣❡%❢♦%♠1 ❣❛✉❣❡ /%❛♥1❢♦%♠❛/✐♦♥✱ /❤❡ ❝♦♥/♦✉%1 ❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡

❇O❙ %❛② ❝♦%%❡1♣♦♥❞✐♥❣ /♦ γ̃ ♥♦✇ ❣❡/1 %♦/❛/❡❞ /♦ /❤❡ %❡❛❧ ❛①✐1 ❛♥❞ /❤❡ /✇✐1/♦%

1♣❛❝❡ ❧♦♦❦1 ❧♦❦❡ ✜❣✉%❡ ✼✳✷✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇ %❛✐1❡ /❤❡ P✉❡1/✐♦♥ ✿ ✇❤❛/ ❞♦❡1 ❡♥1✉%❡

❝♦♥1✐1/❡♥❝② ✇✐/❤ ✇❛❧❧❝%♦11✐♥❣✱ ❣✐✈❡♥ 1✉❝❤ ❞%❛1/✐❝❛❧❧② ❞✐✛❡%❡♥/ /✇✐1/♦% 1♣❛❝❡ ❄ ❚❤❡

♣♦✐♥/ ✐1 /❤❛/ /❤❡ ❣❛✉❣❡ /%❛♥1❢♦%♠❛/✐♦♥ ❛✛❡❝/1 /❤❡ /%❛♥1✐/✐♦♥ ❢✉♥❝/✐♦♥ ❝♦%%❡1♣♦♥❞✐♥❣

/♦ /❤❡ ❝❤❛%❣❡ γ✳ ❚❤❡ ❝♦%%❡1♣♦♥❞✐♥❣ ❑❙ ♦♣❡%❛/♦%1 ❛%❡

Uγ = W−1
N(γ)UγWN(γ), ✭✼✳✶✷✮

✽✼



✼✳ ▼✐""♦" $②♠♠❡("② ✐♥ ❛❝(✐♦♥ ✿ ✐♥$(❛♥(♦♥$ ✐♥ (②♣❡ ■■❇ ❢♦"♠✉❧❛(✐♦♥

✇❤❡$❡ Uγ ✇❛$ %❤❡ ❑❙ ♦♣❡$❛%♦$ ❢♦$ ❝❤❛$❣❡ γ ❜❡❢♦$❡ ❣❛✉❣❡ %$❛♥1❢♦$♠❛%✐♦♥ ❛♥❞ Wn

✐1 %❤❡ ♦♣❡$❛%♦$ ❣❡♥❡$❛%✐♥❣ %❤❡ ❣❛✉❣❡ %$❛♥1❢♦$♠❛%✐♦♥ ✐♥ %❤❡ n%❤ 5✉❛❞$❛♥%✳ ■♥ ✜$1%

❛♥❞ 1❡❝♦♥❞ 5✉❛❞$❛♥%1 %❤❡② ❜❡❝♦♠❡

W1 =
∏

q̃0>0

U
−χ

2
γ̃ = exp

[

− χ̂

8π2

∑

q̃0>0

E
(

−q̃0ξ0
)

]

,

W2 =
∏

q̃0>0

U
χ
2
γ̃ = exp

[

χ̂

8π2

∑

q̃0>0

E
(

−q̃0ξ0
)

]

,

✭✼✳✶✸✮

✇❤❡$❡❛1 ❢♦$ %❤❡ ♦%❤❡$ %✇♦ 5✉❛❞$❛♥%1 %❤❡ ♣$♦❞✉❝%1 $✉♥ ♦✈❡$ ♥❡❣❛%✐✈❡ ❝❤❛$❣❡1

✷

✳

❚❤❡♥ ✐% ✐1 ❡❛1② %♦ ❝❤❡❝❦ %❤❛%

∏

γj∈Γ
(5)
1

U−Ω+(γj)
γj

∏

γi∈Γ
(5)
2

U−Ω+(γi)
γi

∏

γi∈Γ
(5)
1

UΩ−(γi)
γi

∏

γj∈Γ
(5)
2

UΩ−(γj)
γj

=
∏

γj∈Γ
(5)
1

(

W−1
2 U−Ω+(γj)

γj
W2

)

∏

γi∈Γ
(5)
2

(

W−1
1 U−Ω+(γi)

γi
W1

)

∏

γi∈Γ
(5)
1

(

W−1
1 UΩ−(γi)

γi
W1

)

∏

γj∈Γ
(5)
2

(

W−1
2 UΩ−(γj)

γj
W2

)

=W−1
2







∏

γj∈Γ
(5)
1

U−Ω+(γj)
γj

∏

q̃0>0

U−χ
γ̃

∏

γi∈Γ
(5)
2

U−Ω+(γi)
γi

∏

γi∈Γ
(5)
1

UΩ−(γi)
γi

∏

q̃0>0

Uχ
γ̃

∏

γj∈Γ
(5)
2

UΩ−(γj)
γj






W2

=1,

✇❤❡$❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉1❡❞ ✭✼✳✶✶✮ ❛♥❞ %❤❡ ❝♦♥%❛❝% 1%$✉❝%✉$❡ $❡♣$❡1❡♥%❡❞ ❜② %❤❡ ❣❛✉❣❡

%$❛♥1❢♦$♠❡❞ ♦♣❡$❛%♦$1 ✐1 1♠♦♦%❤ ❛❝$♦11 %❤❡ ✇❛❧❧✳

◆♦✇ ♦♥❡ ❝❛♥ ❝♦♥1✐❞❡$ ❝❤❛$❣❡1 ❝♦$$❡1♣♦♥❞✐♥❣ %♦ ❉✶✲❉✭✲✶✮ ❜♦✉♥❞ 1%❛%❡ ❤❛✈✐♥❣

❝❤❛$❣❡ γ̃ = (0, 0, q̃a, q̃0) ❛♥❞ ❝♦$$❡1♣♦♥❞✐♥❣ ❇F❙ $❛②1 ✐♥ %②♣❡ ■■❆ ❛❧♦♥❣✇✐%❤ ❇F❙

$❛②1 ❝♦$$❡1♣♦♥❞✐♥❣ %♦ ❝❤❛$❣❡1 γ✱ ❛1 ✐♥ ✜❣✉$❡ ✼✳✶✳

✸

❋♦$ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ %♦ ❞♦ %❤❡ ❛♥❛❧②1✐1

❛1 ❛❜♦✈❡✱ ♦♥❡ ♥❡❡❞1 %❤❡ ❣❛✉❣❡ %$❛♥1❢♦$♠❛%✐♦♥ ♦♣❡$❛%♦$1

Wγ =
∏

εγ q̃0>0

U
(−1)N(γ) χ

2
γ̃

∏

γ̃∈Γ
(1)
γ

U
(−1)N(γ)n

(0)
q̃a

γ̃ , ✭✼✳✶✹✮

✷

❍❡"❡ χ̂ = χ
∑

d|q̃0
1
d2

✸

❲❡ ❛%%✉♠❡ (❤❛( ✇❡ ❛"❡ ❛( (❤❡ ♣♦✐♥( ✐♥ (❤❡ ♠♦❞✉❧✐ %♣❛❝❡ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡% ♥♦( ❜❡❧♦♥❣ (♦ ❛♥② ❧✐♥❡

♦❢ ♠❛"❣✐♥❛❧ %(❛❜✐❧✐(②✳

✽✽



❋✐✈❡❜%❛♥❡ ❝♦%%❡❝*✐♦♥+✳ ✼✳✸

✇❤❡$❡ εγ = sign (ReZγ)✳ ❚❤❡ &$❛♥)❢♦$♠❡❞ ♦♣❡$❛&♦$) $❡❛❞ ❛)

Uγ = W−1
γ UγWγ, ✭✼✳✶✺✮

❲✐&❤ &❤✐) ♦♥❡ )❤♦✉❧❞ ❝♦♥)✐❞❡$ ❣❛✉❣❡ &$❛♥)❢♦$♠✐♥❣ Uγ ❛) ✇❡ ❞✐❞ ✐♥ &❤❡ ♣$❡✈✐♦✉) ❝❛)❡✳

❉♦✐♥❣ ❡①❛❝&❧② )✐♠✐❧❛$ ❛♥❛❧②)✐) ♦♥❡ ❝❛♥ ❡①♣❧✐❝✐&❧② ♣$♦✈❡ &❤❛& &❤❡ ❝♦♥&❛❝& )&$✉❝&✉$❡

❛♥❞ ❤❡♥❝❡ &❤❡ &✇✐)&♦$ )♣❛❝❡ ❞♦❡) $❡♠❛✐♥ )♠♦♦&❤ ❛❢&❡$ &❤❡ ❣❛✉❣❡ &$❛♥)❢♦$♠❛&✐♦♥✳

✼✳✸✳✹ ❋✐✈❡❜)❛♥❡ ✐♥,-❛♥-♦♥, ❢)♦♠ ❙✲❞✉❛❧✐-②

◆♦✇ ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧❧ ✐♥❣$❡❞✐❡♥&) &♦ $❡❛❝❤ ♦✉$ ♠❛✐♥ ❣♦❛❧ ✖ &❤❡ &✇✐)&♦$✐❛❧ ❞❡)❝$✐♣&✐♦♥

♦❢ ✜✈❡❜$❛♥❡ ✐♥)&❛♥&♦♥) ✐♥ &❤❡ ♣$❡)❡♥❝❡ ♦❢ ❉✶✲❉✭✲✶✮✲✐♥)&❛♥&♦♥ ❝♦$$❡❝&✐♦♥)✳

✹

❚♦

&❤✐) ❡♥❞✱ ✇❡ )✐♠♣❧② ❛♣♣❧② &❤❡ ♠♦❞✉❧❛$ ❝♦♥)&$❛✐♥& ✭✺✳✺✶✮ &♦ &❤❡ ❣❛✉❣❡ &$❛♥)❢♦$♠❡❞

❝♦♥&❛❝& ❤❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ✐♥ ✭✼✳✽✮✳ ▼♦$❡ ♣$❡❝✐)❡❧②✱ ✇❡ )♣❧✐& &❤❡ ❉✺✲❉✸✲❉✶✲❉✭✲✶✮ ❜$❛♥❡

❜♦✉♥❞ )&❛&❡ ❝❤❛$❣❡ γ ✐♥&♦ &✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥&)✱ p0 ❝♦$$❡)♣♦♥❞✐♥❣ &♦ &❤❡ ❉✺✲❜$❛♥❡

❝❤❛$❣❡ ❛♥❞ γ̂ = (pa, qa, q0) ❛) &❤❡ $❡)&✳ ❚❤❡♥ ✇❡ ✐❞❡♥&✐❢② h
[γ̂]

0,p0 = h
[γ]
g ❛♥❞ ✇❡ ❛♣♣❧②

&❤❡ SL(2,Z) ❝♦♥)&$❛✐♥& ✇✐&❤ &❤❡ ♠❛&$✐①

g =

(

a b
k/p0 p/p0

)

∈ SL(2,Z) , ✭✼✳✶✻✮

✇❤❡$❡ &❤❡ &✇♦ ✐♥&❡❣❡$) (p, k) 6= (0, 0) ❤❛✈❡ p0 ❛) &❤❡ ❣$❡❛&❡)& ❝♦♠♠♦♥ ❞✐✈✐)♦$✱

✇❤❡$❡❛) a ❛♥❞ b ♠✉)& )❛&✐)❢② ap−bk = p0✳ ❚❤❡ ✐♥&❡❣❡$ k ✇✐❧❧ ❛♣♣❡❛$ ❛) ◆❙✺✲❜$❛♥❡

❝❤❛$❣❡✳ ❆) ❢♦$ &❤❡ ♦&❤❡$ ❝❤❛$❣❡)✱ ✐& ✐) ❝♦♥✈❡♥✐❡♥& &♦ ♣❛❝❦ &❤❡♠ ✐♥&♦ $❛&✐♦♥❛❧ ❝❤❛$❣❡)

na = pa/k✱ n0 = p/k ❛♥❞ &❤❡ )♦✲❝❛❧❧❡❞ ✐♥✈❛$✐❛♥& ❝❤❛$❣❡) ❬✷✶❪

q̂a = qa +
1

2
κabc

pbpc

p0
,

q̂0 = q0 +
paqa
p0

+
1

3
κabc

papbpc

(p0)2
,

✭✼✳✶✼✮

✇❤✐❝❤ ❛$❡ ✐♥✈❛$✐❛♥& ✉♥❞❡$ &❤❡ )♣❡❝&$❛❧ ✢♦✇ &$❛♥)❢♦$♠❛&✐♦♥✳

◆♦✇ ❛ )✐♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛&✐♦♥ ♦❢ &❤❡ ❙✲❞✉❛❧✐&② ❝♦♥)&$❛✐♥& ✭✺✳✺✶✮ ❣✐✈❡) &❤❡ ✜✈❡❜$❛♥❡

❝♦♥&❛❝& ❤❛♠✐❧&♦♥✐❛♥

h
[γ̂]
k,p =(p0)−1(kξ0 + p) g · h[γ]g (ξ, ξ̃)

=
Ω̄k,p(γ̂)

4π2

k

p0
(ξ0 + n0)σD(γ)E(Sk,p;γ̂) ,

✭✼✳✶✽✮

✇❤❡$❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉)❡❞ &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♥♦&❛&✐♦♥)

✹

❲❡ "❡♠✐♥❞ '❤❛' ♦✉" ❝♦♥-'"✉❝'✐♦♥ ✐❣♥♦"❡- '❤❡ ❡✛❡❝' ♦❢ ❉✸✲✐♥-'❛♥'♦♥-✳ ❆❧'❤♦✉❣❤ -✉❝❤ ❛♣✲

♣"♦①✐♠❛'✐♦♥ ✐- ♣❤②-✐❝❛❧❧② ✉♥❥✉-'✐✜❡❞✱ ❛' ❛ ❢♦"♠❛❧ ❧❡✈❡❧ ✐' ❝❛♥ ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② -❡''✐♥❣ '♦ ③❡"♦ ❛❧❧

❉❚✲✐♥✈❛"✐❛♥'- Ω(γ) ❢♦" ❝❤❛"❣❡- ✇✐'❤ p0 = 0, pa 6= 0✳ ◆♦'❡ ❤♦✇❡✈❡" '❤❛' ✇❡ ❞♦ ✐♥❝❧✉❞❡ '❤❡ ❡✛❡❝'
♦❢ ❉✸✲❜"❛♥❡- ❜♦✉♥❞ '♦ ❉✺✲❜"❛♥❡-✱ ❛- "❡D✉✐"❡❞ ❜② ✐♥✈❛"✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡" ♠♦♥♦❞"♦♠✐❡-✳
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✭✶✮

Sk,p;γ̂ = − kSnΛ +
p0(p0q̂0 − kq̂a(ξ

a + na))

k2(ξ0 + n0)
− a

k
p0q0 − c2,ap

aε(g)

− (−1)Nk,p(γ̂)

2πi

∑

γ̃∈Γk,p;γ̂

n̄q̃ p
Λq̃Λ E

(

S̃k,p;γ̃

) ✭✼✳✶✾✮

✇✐(❤ SnΛ = α− nΛξ̃Λ + F cl(ξ + n)✳

✭✷✮ ❙✲❞✉❛❧✐(② (2❛♥4❢♦2♠❡❞ ❉✶✲❜2❛♥❡ (✇✐4(♦2✐❛❧ ❛❝(✐♦♥ ✭♥♦(❡ (❤❛( ❜♦(❤ ❛❝(✐♦♥4

✭✼✳✶✾✮ ❛♥❞ ✭✼✳✷✵✮ ❛2❡ 2❡❣✉❧❛2 ❛( k = 0 ❛♥❞ 2❡❞✉❝❡ ✐♥ (❤✐4 ❧✐♠✐( (♦ (❤❡ ✭❣❛✉❣❡

(2❛♥4❢♦2♠❡❞✮ ❉✲✐♥4(❛♥(♦♥ (✇✐4(♦2✐❛❧ ❛❝(✐♦♥4 −Ξ
(g)
γ ❛♥❞ −Ξγ̃ ✱ 2❡4♣❡❝(✐✈❡❧②✳✮

S̃k,p;γ̃ =
q̃0(p

0)2

k2(ξ0 + n0)
− p0q̃aξ

a

k(ξ0 + n0)
− a

k
p0q̃0. ✭✼✳✷✵✮

✭✸✮ ❘❛(✐♦♥❛❧ ●♦♣❛❦✉♠❛2✲❱❛❢❛ ✐♥✈❛2✐❛♥(4 n
(0)
qa ❝♦♥4(2✉❝(❡❞ ❢2♦♠ 4(❛♥❞❛2❞ ✐♥✈❛2✐✲

❛♥(4 ❜② ✉4✐♥❣

Ω̄(γ) =
∑

d|γ

Ω(γ)

d2
. ✭✼✳✷✶✮

✭✹✮ ❚2❛♥4❢♦2♠❡❞ ❇I❙ ✐♥❞✐❝❡4 (❤❛( Ω̄k,p(γ̂) = Ω̄(γ, g · z)✱ (❤❛( (❛❦❡ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥(

(❤❛( (❤❡ ❉❚ ✐♥✈❛2✐❛♥(4 ❛2❡ ♦♥❧② ♣✐❡❝❡✇✐4❡ ❝♦♥4(❛♥( ❛♥❞ (❤❡ ♠♦❞✉❧✐ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢

(❤❡♠ ✐4 ❛✛❡❝(❡❞ ❜② ❙✲❞✉❛❧✐(② (2❛♥4❢♦2♠❛(✐♦♥✳

✭✺✮ ❚❤❡ (2❛♥4❢♦2♠❡❞ ❝❤❛2❣❡ ❧❛((✐❝❡

Γk,p;γ̂ = Γ(1)
γ (g · z) ∪ Γ(−1)

γ (g · z). ✭✼✳✷✷✮

❚❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ za ❝♦♠❡4 ❢2♦♠ (❤❡ ❢❛❝( (❤❛( (❤❡ ❞❡✜♥✐(✐♦♥4 ✭✼✳✺✮ ❛♥❞ ✭✼✳✻✮

❞❡♣❡♥❞ ♦♥ (❤❡ ❝❡♥(2❛❧ ❝❤❛2❣❡ ❢✉♥❝(✐♦♥✳

✭✼✮ ❚❛2❣❡( N✉❛❞2❛♥( ✐♥ (❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❧❛♥❡ Nk,p(γ̂) =
⌊

2
π
arg (ig · Zγ)

⌋

✳

❚❤❡ ❝♦♥(♦✉24 ♦♥ (❤❡ CP 1
❛44♦❝✐❛(❡❞ ✇✐(❤ (❤❡ ❝♦♥(❛❝( ❤❛♠✐❧(♦♥✐❛♥4 ✭✼✳✶✽✮ ❛2❡

❣✐✈❡♥ ❜② (❤❡ ✐♠❛❣❡ ✉♥❞❡2 ❙✲❞✉❛❧✐(② ♦❢ (❤❡ ♦2✐❣✐♥❛❧ ❇I❙ 2❛② ℓγ ✳

ℓk,p;γ̂ = {t : Zγ(g · z)/(g · t) ∈ iR−}. ✭✼✳✷✸✮

■( ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ (❤❛( (❤❡② ❥♦✐♥ (❤❡ ♣♦✐♥(4 t
k,p
± ✳ ✭ ❛4 ✐♥ ✜❣✉2❡ ✼✳✸✮✳

❚❤❡ ❡①♣2❡44✐♦♥ ❢♦2 (❤❡ (2❛♥4✐(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉(❡❞ ❢2♦♠ (❤❡ ❝♦♥(❛❝(
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♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡✳ ✼✳✹

❋✐❣✉%❡ ✼✳✸✿ ❙❝❤❡♠❛/✐❝ %❡♣%❡1❡♥/❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ /✇✐1/♦% ❞❛/❛ ❣❡♥❡%❛/✐♥❣ ❉✭✲✶✮✲❉✶ ❛♥❞

❛❧❧ ✜✈❡❜%❛♥❡ ✐♥1/❛♥/♦♥1✳ ❇A❙ %❛②1 ❥♦✐♥✐♥❣ ❞✐✛❡%❡♥/ ♣♦✐♥/1 t
k,p
± ❝♦%%❡1♣♦♥❞ /♦ ❞✐❢✲

❢❡%❡♥/ ✜✈❡❜%❛♥❡ ❝❤❛%❣❡1 k ❛♥❞ p✳ ❉✐✛❡%❡♥/ ❇A❙ %❛②1 ❥♦✐♥✐♥❣ /❤❡ 1❛♠❡ ♣♦✐♥/1

❝♦%%❡1♣♦♥❞ /♦ ❞✐✛❡%❡♥/ %❡❞✉❝❡❞ ❝❤❛%❣❡1 γ̂✳

❤❛♠✐❧/♦♥✐❛♥ ✭✼✳✶✽✮✳ ❚❤❡ ❡①♣%❡11✐♦♥ ✐1 ✈❛❧✐❞ /♦ ❛❧❧ ♦$❞❡$+ ❛♥❞ ✐1 ❣✐✈❡♥ ❜②

H
[γ̂]
k,p =h

[γ̂]
k,p + 2π2(h

[γ̂]
k,p)

2

(

q̂0(p
0)2

k(ξ0 + n0)
+

2k2F cl(ξ + n)

(1 + 2πikh
[γ̂]
k,p)

2

)

− (−1)Nk,p(γ̂)
k(ξ0 + n0)

4π2p0

∑

γ̃∈Γk,p;γ̂

n̄q̃ E
(

S̃k,p;γ̃

)

E
(

4π2p0(q̃Λp
Λ)

k(ξ0 + n0)
h
[γ̂]
k,p

)

.

✭✼✳✷✹✮

■/ ✇❛1 ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ❬✷✹❪ /❤❛/ /❤❡ ❛❜♦✈❡ /%❛♥1✐/✐♦♥ ❢✉♥❝/✐♦♥ ✐♥❞❡❡❞ 1❛/✐1✜❡1 ✭✺✳✸✶✮✳

■/ ❡①❡♠♣❧✐✜❡1 /❤❡ ♣♦✇❡% ♦❢ /❤❡ ❝♦♥/❛❝/ ❤❛♠✐❧/♦♥✐❛♥ ❢♦%♠✉❧❛/✐♦♥✳ ❙♦❧✈✐♥❣ /❤❡ ❝♦♥✲

1/%❛✐♥/ ♦♥ /❤❡ /%❛♥1✐/✐♦♥ ❢✉♥❝/✐♦♥1 ✐1 ❛❝/✉❛❧❧② ✈❡%② ❝✉♠❜❡%1♦♠❡✳ ■♥1/❡❛❞✱ /❤❡ 1♦❧✉✲

/✐♦♥ /❤%♦✉❣❤ /❤❡ ♥❡✇ ♣❛%❛♠❡/%✐③❛/✐♦♥ ✐1 ♠✉❝❤ ♠♦%❡ ❡✣❝✐❡♥/✳

✼✳✹ ▼♦♥♦❞'♦♠② ❛♥❞ ❍❡✐.❡♥❜❡'❣ ✐♥✈❛'✐❛♥❝❡ ♦❢ ✜✈❡✲

❜'❛♥❡ ✐♥.6❛♥6♦♥ ❝♦''❡❝6❡❞ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ .♣❛❝❡

■♥ ❝❤❛♣/❡% ✻✱ ✇❡ ❤❛✈❡ 1❡❡♥ /❤❛/ %❡S✉✐%✐♥❣ /❤❛/ /❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ 1♣❛❝❡ ✐1 ✐♥✈❛%✐❛♥/

✉♥❞❡% /❤❡ ❛❝/✐♦♥ ♦❢ /❤❡ ❛❧❣❡❜%❛ ❣❡♥❡%❛/❡❞ ❜② ❞✐1❝%❡/❡ 1②♠♠❡/%✐❡1✱ ♦♥❡ ❝❛♥ ✜♥❞ ❛

♥✐❝❡ ❣%♦✉♣ %❡♣%❡1❡♥/❛/✐♦♥ ❢♦% SL(2,Z)⋉N(Z)✳ ❚❤✐1 ❧❡❞ /♦ /❤❡ ♠♦❞✐✜❝❛/✐♦♥ ♦❢ /❤❡

♠♦♥♦❞%♦♠② /%❛♥1❢♦%♠❛/✐♦♥ ✭✻✳✶✵✮ ❛♥❞ ❛1 ❛ ❝♦♥1❡S✉❡♥❝❡✱ ✉♥❧✐❦❡ ✭✻✳✼✮ /❤❡ ❛♥♦♠❛✲

❧♦✉1 /❡%♠1 ❞✐1❛♣♣❡❛% ✐♥ ✭✻✳✶✵✮✱ 1♦ /❤❛/ ♦♥❡ ❤❛1 T
(1)
0,ηaS = SMηa ✳ ❚❤❡ ✜✈❡❜%❛♥❡

/%❛♥1✐/✐♦♥ ❢✉♥❝/✐♦♥1 /❤❛/ ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡%✐✈❡❞ ✐♥ ✭✼✳✷✹✮✱ ✐1 ♦❜/❛✐♥❡❞ ❜② /❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛/✐♦♥

♦❢ /❤❡ ❙✲❞✉❛❧✐/② ❝♦♥1/%❛✐♥/ ✭✺✳✸✶✮ ♦♥ /❤❡ ❉✺✲✐♥1/❛♥/♦♥ /%❛♥1✐/✐♦♥ ❢✉♥❝/✐♦♥ ♦♥ /❤❡
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❙✲❞✉❛❧✐!② !1❛♥'❢♦1♠❛!✐♦♥ ♦❢ !❤❡ ❘❘✲❛①✐♦♥ ca✳

✼✳✹✳✶ ❚❤❡ ❝❤❛)❛❝*❡) ε(g) ❛♥❞ ❉❡❞❡❦✐♥❞ 0✉♠

❚❤❡ ❝❤❛1❛❝!❡1 ε(g)✱ ❛' ✇❡ ❤❛✈❡ ❛❧1❡❛❞② '❡❡♥ ✐' ❞❡✜♥❡❞ ❜② !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱

e2πi ε(g) =
η
(

aτ+b
cτ+d

)

(cτ + d)1/2 η(τ)
. ✭✼✳✷✺✮

■♥ ♣❛1!✐❝✉❧❛1✱ 24ε(g) ✐' ❛♥ ✐♥!❡❣❡1 ❛♥❞ ✐! ❤❛' !❤❡ ❡①♣❧✐❝✐! 1❡♣1❡'❡♥!❛!✐♦♥✱

ε(❣) =











b
24
sign(d) (c = 0)

a+d
24c

− 1
2
s(d, c)− 1

8
(c > 0)

a+d
24c

+ 1
2
s(d, c) + 1

8
(c < 0)

✭✼✳✷✻✮

✇❤❡1❡ s(d, c) ✐' !❤❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ '✉♠✳ ■! ❝❛♥ ❜❡ ✇1✐!!❡♥ ✐♥ !❡1♠' ♦❢ !❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

❢✉♥❝!✐♦♥

((x)) =

{

x− ⌊x⌋ − 1/2, if x ∈ R \ Z
0, if x ∈ Z

✭✼✳✷✼✮

❛'

s(d, c) =
∑

r ♠♦❞ |c|

((

r

|c|

))((

rd

|c|

))

. ✭✼✳✷✽✮

■! ❝❛♥ ❜❡ ❡❛'✐❧② '❤♦✇♥ !❤❛!

s(d, c) =
c−1
∑

r=1

r

c

((

rd

c

))

= (c− 1)

(

d

6c
(2c− 1)− 1

4

)

−
c−1
∑

r=1

r

c

⌊

rd

c

⌋

, ✭✼✳✷✾✮

✇❤❡1❡ ✇❡ '❡! c > 0✳ ❚❤✉'✱ ❢♦1 !❤❡ ❣❡♥❡1❛!♦1' S ❛♥❞ T ♦❢ !❤❡ SL(2,Z) ❣1♦✉♣✱ ♦♥❡

♦❜!❛✐♥'

ε(S) = −1

8
, ε(T ) =

1

24
. ✭✼✳✸✵✮

■! ❛❧'♦ '❛!✐'✜❡' ❛ 1❡❝✐♣1♦❝✐!② 1❡❧❛!✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ✇✐❧❧ 1❡E✉✐1❡ ❢♦1 !❤❡ ♣1♦♦❢✱

s(d, c) + s(c, d) =
1

12

(

d

c
+

1

cd
+
c

d

)

− 1

4
. ✭✼✳✸✶✮

✾✷



▼♦♥♦❞$♦♠② ❛♥❞ ❍❡✐+❡♥❜❡$❣ ✐♥✈❛$✐❛♥❝❡ ♦❢ ✜✈❡❜$❛♥❡ ✐♥+2❛♥2♦♥ ❝♦$$❡❝2❡❞ ❍▼

♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡✳ ✼✳✹

✼✳✹✳✷ ■♥✈❛(✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡( ♠♦♥♦❞(♦♠②

❲❡ ✜$%& ❞✐%❝✉%% &❤❡ ✐♥✈❛$✐❛♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ✜✈❡❜$❛♥❡ ✐♥%&❛♥&♦♥ ❝♦$$❡❝&❡❞ ❝♦♥&❛❝& %&$✉❝✲

&✉$❡ ✉♥❞❡$ ♠♦♥♦❞$♦♠② &$❛♥%❢♦$♠❛&✐♦♥%✳ ❚❤❡ ❧✐❢& ♦❢ ✭✻✳✶✵✮ &♦ &❤❡ &✇✐%&♦$ %♣❛❝❡ ✐%

❣✐✈❡♥ ❜② &❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❝&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ❉❛$❜♦✉① ❝♦♦$❞✐♥❛&❡%

Mǫa :

ξ0 7→ ξ0, ξa 7→ ξa + ǫaξ0,

ξ̃a 7→ ξ̃a − κabcǫ
bξc − 1

2
κabcǫ

bǫcξ0 + Aabǫ
b,

ξ̃0 7→ ξ̃0 − ǫaξ̃a +
1

2
κabcǫ

aǫbξc +
1

6
κabcǫ

aǫbǫcξ0 − 1

2
Aabǫ

aǫb +
c2,a
8
ǫa,

α 7→ α +
1

2

(

κabcǫ
aξbξc + κabcǫ

aǫbξcξ0 +
1

3
κabcǫ

aǫbǫc(ξ0)2
)

+
c2,a
24

ǫa,

✭✼✳✸✷✮

❛♥❞ &❤❡ ✜❜❡$ ❝♦♦$❞✐♥❛&❡ t ❞♦❡% ♥♦& &$❛♥%❢♦$♠✳ ▲❡& ✉% ✜$%& ✜♥❞ ✇❤❛& ❝♦♥%&$❛✐♥& ✐&

❡♥&❛✐❧% ♦♥ &❤❡ &$❛♥%✐&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥✳ ❖♥❡ ❝❛♥ ❡❛%✐❧② ✜♥❞ &❤❛&

∂ξa
[i]
(Mǫa ·H [ij]) = ∂ξa

[i]
H [ij] − κabcǫ

bT c
[ij] −

1

2
ǫbǫcT 0

[ij],

∂ξ0
[i]
(Mǫa ·H [ij]) = ∂ξ0

[i]
H [ij] − ǫa∂ξ0

[i]
H +

1

2
κabcǫ

aǫbT c
[ij] +

1

6
κabcǫ

aǫbǫcT 0
[ij],

✭✼✳✸✸✮

✇❤❡$❡ TΛ
[ij] ✐% ✐♥&$♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ✭✺✳✸✶✮✳ ❋$♦♠ &❤❡ &$❛♥%❢♦$♠❛&✐♦♥ ♦❢ α ♦♥❡ ❝❛♥ ♥♦✇

♦❜&❛✐♥ &❤❡ ❝♦♥%&$❛✐♥& ♦♥ &❤❡ &$❛♥%✐&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥%

Mǫa ·H [ij] = H [ij] +
1

2
κabcǫ

aT b
[ij]T

c
[ij] +

1

2
κabcǫ

aǫbT c
[ij]T

0
[ij] +

1

6
κabcǫ

aǫbǫc(T 0
[ij])

2. ✭✼✳✸✹✮

❚❤❡ ❉✲✐♥%&❛♥&♦♥ ❛❝&✐♦♥ $❡♠❛✐♥% ✐♥✈❛$✐❛♥& ✉♥❞❡$ ♠♦♥♦❞$♦♠② &$❛♥%❢♦$♠❛&✐♦♥✱ ✐❢ ♦♥❡

%✉♣♣❧❡♠❡♥&% ✐& ✇✐&❤ &❤❡ %♣❡❝&$❛❧ ✢♦✇ &$❛♥%❢♦$♠❛&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ❧❛&&✐❝❡ ♦❢ ❝❤❛$❣❡% ✭✻✳✻✮

✇✐&❤ &❤❡ ♣❛$❛♠❡&❡$ ǫ′a = p
p0
ǫa✳ ❚♦ ♣$♦❝❡❡❞ ✇❡ ❤❛✈❡ &♦ ✜$%& ❝❤❡❝❦ &❤❡ ✐♥✈❛$✐❛♥❝❡ ♦❢

✭✼✳✶✾✮✳ ❋♦$ &❤❡ ❧❛%& &❡$♠✱ ♦♥❡ %❤♦✉❧❞ ❝❤❛♥❣❡ &❤❡ %✉♠♠❛&✐♦♥ ✈❛$✐❛❜❧❡ ❛%

q̃0 7→ q̃a − ǫ
′aq̃a, q̃a 7→ q̃a. ✭✼✳✸✺✮

❚❤❡♥ ❜♦&❤ &❤❡ ❢❛❝&♦$% pΛq̃Λ ❛♥❞ &❤❡ ❡①♣♦♥❡♥&✐❛❧ ✐♥ S̃k,p;γ̃ $❡♠❛✐♥ ✐♥✈❛$✐❛♥&✳ ❖♥❡

❝♦✉❧❞ ✇♦$$② ❛❜♦✉& ❤❛✈✐♥❣ ❝❤❛♥❣❡❞ &❤❡ %✉♠♠❛&✐♦♥ $❛♥❣❡ ✇❤✐❧❡ ❞♦✐♥❣ &❤✐%✳ ❇✉&

✐♥ ❢❛❝& ✐& %&❛②% &❤❡ %❛♠❡✳ ❇❡❝❛✉%❡ ❜♦&❤ g · Zγ ❛♥❞ g · Zγ̃ $❡♠❛✐♥ ✐♥✈❛$✐❛♥& ✐❢ ♦♥❡

♣❡$❢♦$♠% &❤❡ %♣❡❝&$❛❧ ✢♦✇ &$❛♥%❢♦$♠❛&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ❝❤❛$❣❡ ❧❛&&✐❝❡✳ ❚❤✐% ♣$♦✈❡% &❤❛&

&❤❡ ❧❛%& &❡$♠ ✐% ✐♥✈❛$✐❛♥&✳

✾✸



✼✳ ▼✐""♦" $②♠♠❡("② ✐♥ ❛❝(✐♦♥ ✿ ✐♥$(❛♥(♦♥$ ✐♥ (②♣❡ ■■❇ ❢♦"♠✉❧❛(✐♦♥

▲❡# ✉% ❝❛❧❝✉❧❛#❡ #❤❡ ♣❤❛%❡ ν(ǫ) ❛♣♣❡❛+✐♥❣ ✐♥ Mǫah
[γ̂]
k,p = ν(ǫ)h

[γ̂]
k,p✳ ❚❤❡♥

ν(ǫ) =E

(

−kǫaκa − pc2,aǫ
a

[

1

8
− ε

(

p

p0
,
k

p0

)

− p0

24

]

− bqaǫ
a − p(p− 1)

2
Aabǫ

aǫb

− p

2p0
κabcǫ

apbpc +
p

2p0
(p− b)κabcǫ

aǫbpc − p2

6p0
(p− b)κabcǫ

aǫbǫc
)

=E

(

− c2,aǫ
a

[

bp0

12

(

1− p/p0)2
)

− p

2
s(k/p0, p/p0)

+
p

8
(p− p0)

]

+
(

p/p0 + 1
)

(1 + b)Aabǫ
apb

)

,

✭✼✳✸✻✮

✇❤❡+❡ ✇❡ ❤❛✈❡ ✉%❡❞ #❤❡ ❡①♣+❡%%✐♦♥ ❢♦+ ✭✼✳✷✻✮ ❛♥❞ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ #❤❡ ❛+❣✉♠❡♥#% ✐♥

#❤❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ %✉♠ ❜② ✭✼✳✸✶✮✱ ❛♥❞ ✭✺✳✻✮✳ ❚❤❡ ❧❛%# #❡+♠ ✐♥ #❤❡ ❛❜♦✈❡ ❡①♣+❡%%✐♦♥ ✐%

❝❧❡❛+❧② ✐♥#❡❣❡+✱ ❜❡❝❛✉%❡ ❞✉❡ #♦ #❤❡ SL(2,Z) +❡❧❛#✐♦♥ ap/p0 − bk/p0 = 1✱ ❜♦#❤ ♦❢

b ❛♥❞ p/p0 ❝❛♥ ♥♦# ❜❡ ❡✈❡♥✳ ❋♦+ #❤❡ ♦#❤❡+ #❡+♠✱ ✇❡ ✜+%# ✉%❡ #❤❡ ❡①♣+❡%%✐♦♥ ❢♦+

#❤❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ %✉♠ ✭✼✳✷✾✮✳ ❲❡ ❛❧%♦ +❡♠❡♠❜❡+ #❤❛# c2,a ✐% ❡✈❡♥ ❛♥❞ ❤❡♥❝❡ #❤❡ ❧❛%#

#❡+♠ ✐♥ ✭✼✳✷✾✮ ❞♦❡% ♥♦# ❝♦♥#+✐❜✉#❡✳ ❚❤❡♥ ❛❢#❡+ ❛ ❜✐# ♦❢ ❛❧❣❡❜+❛ ♦♥❡ ❛++✐✈❡% ❛# #❤❡

❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡①♣+❡%%✐♦♥ ❢♦+ #❤❡ ♣❤❛%❡✱

ν(ǫ) = E

(

−c2,aǫ
a

12
(d− 1) (b(d+ 1)− c(2d− 1))

)

, ✭✼✳✸✼✮

✇❤❡+❡ c = p/p0 ❛♥❞ d = k/p0✳ ■# ❝❛♥ ❜❡ +❡✇+✐##❡♥ ❛%

ν(ǫ) =E

(

−c2,aǫ
a

12
(d− 1) (b(ad− bc)(d+ 1)− c(2d− 1))

)

=E

(

−c2,aǫ
a

12
(d− 1)

[

−b2c(d+ 1) + c(d+ 1)− 3cd
]

)

=E

(

c2,aǫ
a

12
(d− 1)(d+ 1)(b− 1)(b+ 1)

)

.

✭✼✳✸✽✮

■♥ #❤❡ %❡❝♦♥❞ ❛♥❞ #❤✐+❞ %#❡♣% ✇❡ ❤❛✈❡ ✉%❡❞ #❤❡ ❢❛❝# #❤❛#

1
6
d(d − 1)(d + 1) ❛♥❞

1
2
d(d − 1) ❛+❡ ✐♥#❡❣❡+% +❡%♣❡❝#✐✈❡❧②✳ ◆♦✇ ✐# ✐% ♥♦# ❞✐✣❝✉❧# #♦ %❡❡ #❤❛# ν(ǫ) = 1✳

❋✐+%#✱b ❛♥❞ d ❝❛♥ ♥♦# ❜❡ %✐♠✉❧#❛♥❡♦✉%❧② ❡✈❡♥✳ ❙❡❝♦♥❞❧②✱ (b2 − 1)(d2 − 1) ✐% ♥♦#

❞✐✈✐%✐❜❧❡ ❜② #❤+❡❡ ♦♥❧② ✐❢ b = 3k ❛♥❞ d = 3l✱ ✇❤❡+❡ k, l ∈ Z✳ ❇✉# #❤✐% ✐% ✐♠♣♦%%✐❜❧❡✱

❛% ✐# ❝♦♥#+❛❞✐❝#% ad − bc = 1✳ ❍❡♥❝❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣+♦✈❡♥ #❤❛# #❤❡ ❝♦♥#❛❝# %#+✉❝#✉+❡

+❡♠❛✐♥% ✐♥✈❛+✐❛♥# ✉♥❞❡+ ♠♦♥♦❞+♦♠② #+❛♥%❢♦+♠❛#✐♦♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ❝♦♥#❛❝# ❤❛♠✐❧#♦♥✐❛♥%

#♦ ❡❛❝❤ ♦#❤❡+ ❛%

Mǫa · h[γ̂]k,p = h
[γ̂[−pǫa/p0]]
k,p , Mǫa · ℓk,p;γ̂ = ℓk,p;γ̂[−pǫa/p0], ✭✼✳✸✾✮

❚❤❡ #+❛♥%✐#✐♦♥ ❢✉♥❝#✐♦♥% ✭✼✳✷✹✮ ❛+❡ ❛❧%♦ ♠❛♣♣❡❞ #♦ ❡❛❝❤ ♦#❤❡+ ❛% ❛ ❝♦♥%❡P✉❡♥❝❡✳

❍♦✇❡✈❡+✱ #❤❡② %❛#✐%❢② #❤❡ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛+ ❝♦♥%#+❛✐♥# ✭✼✳✸✹✮ ❛% #❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣

✺

Mǫa ·H [γ̂[pǫa/p0]]
k,p = H

[γ̂]
k,p+

1

2
κabcǫ

aT bT c+
1

2
κabcǫ

aǫbT cT 0+
1

6
κabcǫ

aǫbǫc(T 0)2. ✭✼✳✹✵✮

✺

❚❤✐# ✐# ②❡& ❛♥♦&❤❡* ✐♥#&❛♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ✈✐*&✉❡ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥&❛❝& ❜*❛❝❦❡& ❢♦*♠✉❧❛&✐♦♥✳ ■♥#&❡❛❞ ♦❢

❤❛✈✐♥❣ &♦ ❞❡❛❧ ✇✐&❤ ♥♦♥✲❧✐♥❡❛* ✭✼✳✸✹✮ ♦♥❡ ❝❛♥ ✇♦*❦ ✇✐&❤ #✐♠♣❧❡* ✭✼✳✸✾✮✳

✾✹
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♠♦❞✉❧✐ +♣❛❝❡✳ ✼✳✹

❚♦ ❡♥❞ &❤❡ ♣)♦♦❢ &❤❛& MHM )❡♠❛✐♥. ✐♥✈❛)✐❛♥& ✉♥❞❡) ♠♦♥♦❞)♦♠② &)❛♥.❢♦)♠❛&✐♦♥

✭✻✳✶✵✮ ❛❝❝♦♠♣❛♥✐❡❞ ❜② .♣❡❝&)❛❧ ✢♦✇ &)❛♥.❢♦)♠❛&✐♦♥✱ ✇❡ ♥❡❡❞ &♦ ❡♥.✉)❡ &❤❛& &❤❡

)❛&✐♦♥❛❧ ❉❚ ✐♥✈❛)✐❛♥&. Ω̄k,p(γ̂) )❡♠❛✐♥. ✐♥✈❛)✐❛♥&✳ ■& ✇❛. .❤♦✇♥ ✐♥ ❬✻✽❪ &❤❛& &❤❡

❇C❙ ✐♥❞✐❝❡. ✐♥❞❡❡❞ )❡♠❛✐♥ ✐♥✈❛)✐❛♥& ✉♥❞❡) ❝♦♠❜✐♥❡❞ ❛❝&✐♦♥ ♦❢ ♠♦♥♦❞)♦♠② &)❛♥.✲

❢♦)♠❛&✐♦♥. ❛♥❞ .♣❡❝&)❛❧ ✢♦✇ &)❛♥.❢♦)♠❛&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ❝❤❛)❣❡ ❧❛&&✐❝❡ ✇✐&❤ &❤❡ .❛♠❡

♣❛)❛♠❡&❡)✳ ❍❡♥❝❡ &❤❡ ♣)♦♦❢ ✐. ❝♦♠♣❧❡&❡✳

✼✳✹✳✸ ■♥✈❛(✐❛♥❝❡ ✉♥❞❡( ❍❡✐/❡♥❜❡(❣ 2(❛♥/❢♦(♠❛2✐♦♥

❋♦) ❛ ❞✐)❡❝& ❝❤❡❝❦ ♦❢ &❤❡ ❣)♦✉♣ ❧❛✇ ♣)❡.❡♥&❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣&❡) ✻✱ ♦♥❡ ❤❛. &♦ ❛❧.♦ ✈❡)✐❢②

&❤❛& &❤❡ ❛❝&✐♦♥ ♦❢ ❍❡✐.❡♥❜❡)❣ .❤✐❢&. ❦❡❡♣ &❤❡ ❝♦♥&❛❝& .&)✉❝&✉)❡ ✐♥✈❛)✐❛♥&✳ ❋)♦♠

&❤❡ ❝♦♠♠✉&❛&♦). ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❝❤❛♣&❡) ✻ ❝❧❡❛)❧②✱ &❤❡ ♦♥❧② ❍❡✐.❡♥❜❡)❣ &)❛♥.❢♦)♠❛&✐♦♥

❣❡♥❡)❛&♦) &❤❛& ❝❛♥ ♣♦..✐❜❧② ❤❛✈❡ ♥♦♥✲&)✐✈✐❛❧ ❛❝&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ✜✈❡❜)❛♥❡ &)❛♥.✐&✐♦♥

❢✉♥❝&✐♦♥ ✭✼✳✷✹✮♦) &❤❡ ❝♦))❡.♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♥&❛❝& ❤❛♠✐❧&♦♥✐❛♥ ✭✼✳✶✽✮ ✐. T
(1)
0,ηa ✳ ■&. ❛❝&✐♦♥

❛& &❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ &❤❡ &✇✐.&♦) .♣❛❝❡ ✐. ❣✐✈❡♥ ❜②✱

T
(1)
0,ηa :

ξa 7→ ξa − ηa, ξ̃a 7→ ξ̃a + Aabη
b, ξ̃0 7→ ξ̃0 +

c2,a
24

ηa,

α 7→ α + ηaξ̃a +
1

2
Aabη

aηb.
✭✼✳✹✶✮

❆. ✇❛. &❤❡ ❝❛.❡ ✇✐&❤ ♠♦♥♦❞)♦♠② &)❛♥.❢♦)♠❛&✐♦♥✱ &♦ ❡♥.✉)❡ ✐♥✈❛)✐❛♥❝❡ ♦❢ MHM

❛❢&❡) ✜✈❡❜)❛♥❡ ✐♥.&❛♥&♦♥ ❝♦))❡❝&✐♦♥.✱ ♦♥❡ ❤❛. &♦ ♣❡)❢♦)♠ ❛ .♣❡❝&)❛❧ ✢♦✇ &)❛♥.❢♦)✲

♠❛&✐♦♥ ♦♥ &❤❡ ❝❤❛)❣❡ ❧❛&&✐❝❡ γ̂ 7→ γ̂[ǫ]✱ ❜✉& ♥♦✇ ✇✐&❤ &❤❡ ♣❛)❛♠❡&❡) ǫa = k ηa

p0
✳

❚❤✉.✱ ✇❡ ❤❛✈❡ &♦ ❡.&❛❜❧✐.❤ &❤❛&

T0,ηa · h[γ̂]k,p = h
[γ̂[−kηa/p0]]
k,p , T0,ηa · ℓk,p;γ̂ = ℓk,p;γ̂[−kηa/p0]. ✭✼✳✹✷✮

❋♦) &❤❡ &)❛♥.✐&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥.✱ &❤❡ ✐♥✈❛)✐❛♥❝❡ ♦❢ &❤❡ ❝♦♥&❛❝& .&)✉❝&✉)❡ ✐. ❡♥❝♦❞❡❞ ✐♥

&❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ &)❛♥.❢♦)♠❛&✐♦♥ ♦❢ &)❛♥.✐&✐♦♥ ❢✉♥❝&✐♦♥. ✐♥&♦ ❡❛❝❤ ♦&❤❡)✱

T0,ηa ·H [γ̂[kηa/p0]]
k,p = H

[γ̂]
k,p. ✭✼✳✹✸✮

❲❤✐❧❡ &❤❡ .❡❝♦♥❞ ❡Q✉❛&✐♦♥ ✐♥ ✭✼✳✹✷✮ ✐. ❛ )❡Q✉✐)❡♠❡♥& ❢♦) &❤❡ ❝♦♥&❛❝& .&)✉❝&✉)❡ &♦

❜❡ ✐♥✈❛)✐❛♥&✱ ✇❡ ❤❛✈❡ &♦ ❝❤❡❝❦ &❤❡ ✜).& ♦♥❡ &❤❛& ♠❛♣. ❝♦♥&❛❝& ❤❛♠✐❧&♦♥✐❛♥. &♦

❡❛❝❤ ♦&❤❡) ❢♦) ❝♦♥.✐.&❡♥❝②✳ ▲❡& ✉. ❝♦♠♣✉&❡ &❤❡ ♣❤❛.❡ ν(η) ✐♥ T0,ηah
[γ̂]
k,p = ν(η)h

[γ̂]
k,p✳

❚❤❡♥ ❛ ❞✐)❡❝& ❝❛❧❝✉❧❛&✐♦♥ ❧❡❛❞. &♦

ν(η) =E

(

k

2p0
κabcp

apbηc +
k

2
c2,aη

a

[

s

(

p

p0
,
k

p0

)

− 1

4

(

p0 − 1
)

]

−k(k − 1)

2
Aabη

aηb + ηaAabp
b − ap0

k
pΛLΛ(ǫ)

)

.

✭✼✳✹✹✮

❯.✐♥❣ ✭✺✳✻✮ &❤❡ ❛❜♦✈❡ ❝❛♥ ❜❡ )❡✇)✐&&❡♥ ❛.

ν(η) = E

(

p0c2,aη
a

[

c

2
s (d, c)− cp0

8
(1− c) +

a

12

(

c2 − 1
)

]

− (a− 1) (c+ 1)Aabη
apb

)

,

✭✼✳✹✺✮

✾✺
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✇❤❡$❡ ✇❡ ♣$❡❢❡$$❡❞ (♦ ✇$✐(❡ (❤❡ $❡+✉❧( ✐♥ (❡$♠+ ♦❢ c = k/p0 ❛♥❞ d = p/p0✳ ◆♦✇ ♥♦(❡

(❤❛( (❤❡ $❡❧❛(✐♦♥ ad− bc = 1 ❡♥+✉$❡+ (❤❛( a ❛♥❞ c ❝❛♥ ♥♦( ❜❡ +✐♠✉❧(❛♥❡♦✉+❧② ❡✈❡♥✳

❚❤❡$❡❢♦$❡✱ (❤❡ ❧❛+( (❡$♠ ✐♥ ✭✼✳✹✺✮ ✐+ ❛♥ ✐♥(❡❣❡$ ❛♥❞ (❤✉+ ❞✐+❛♣♣❡❛$+✳ ❋✉$(❤❡$♠♦$❡✱

✉+✐♥❣ (❤❡ ❡①♣$❡++✐♦♥ ❢♦$ (❤❡ ❉❡❞❡❦✐♥❞ +✉♠ ✭✼✳✷✾✮ ❛♥❞ (❛❦✐♥❣ ✐♥(♦ ❛❝❝♦✉♥( (❤❛(

c2,aη
a

✐+ ❡✈❡♥✱ ♦♥❡ ✜♥❞+

ν(η) = E

(

p0c2,aη
a (c− 1)

[

c

8
(p0 − 1) +

d

12
(2c− 1) +

a

12
(c+ 1)

])

. ✭✼✳✹✻✮

◆♦✇ (❤❡ +✐(✉❛(✐♦♥ ✐+ +✐♠✐❧❛$ (♦ (❤❡ ❝❛+❡ ♦❢ ♠♦♥♦❞$♦♠②✳ ❚❤❡ ✜$+( (❡$♠ ❝❛♥ ❜❡

❞$♦♣♣❡❞ ❜❡❝❛✉+❡

1
4
c(c− 1)p0(p0 − 1) ∈ Z✳ ❚❤❡ $❡+( ❝❛♥ ❜❡ $❡✇$✐((❡♥ ❛+

ν(η) = E

(

d

12
c2,aη

a(c+ 1)(c− 1)(a− 1)(a+ 1)

)

, ✭✼✳✹✼✮

✇❤✐❝❤ ✐+ ❡F✉❛❧ (♦ ♦♥❡✱ ❛+ 6|(c+ 1)(c− 1)(a− 1)(a+ 1)✳ ❚❤✐+ ❡♥❞+ (❤❡ ♣$♦♦❢ ♦❢ (❤❡
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❚❤✉+ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣$♦✈❡♥ ❜② ❞✐$❡❝( ❛❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ +②♠♠❡($✐❡+ ♦♥ (❤❡ ($❛♥+✐(✐♦♥

❢✉♥❝(✐♦♥ (❤❛( (❤❡ ❣$♦✉♣ ❧❛✇ ✭✻✳✶✶✮ ❤♦❧❞+ ✇✐(❤ (❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ♠♦♥♦❞$♦♠② ($❛♥+❢♦$✲

♠❛(✐♦♥+✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛+ ♦♥❡ ♦❢ (❤❡ ♠❛❥♦$ $❡+✉❧(+ ✐♥ ❬✷✹❪✳

❇❡❢♦$❡ ✇❡ ✜♥✐+❤✱ ✇❡ ✇♦✉❧❞ ❧✐❦❡ (♦ ♣♦✐♥( ♦✉( +♦♠❡ +❤♦$(❝♦♠✐♥❣+ ♦❢ ♦✉$ ❝♦♥+($✉❝✲

(✐♦♥+✳ ❚❤❡ (✇✐+(♦$ +♣❛❝❡ ♣$❡+❡♥(❡❞ ✐♥ ✜❣✉$❡ ✼✳✸ ❤❛+ ❛ $❛(❤❡$ ❝♦♠♣❧✐❝❛(❡❞ +($✉❝(✉$❡✳

❚❤❡$❡ ❛$❡ ♦♣❡♥ ♣❛(❝❤❡+ +✉$$♦✉♥❞✐♥❣ t
m,n
± ✇❤✐❝❤ ❧✐❡ ❛❧♦♥❣ (❤❡ $❡❛❧ ❧✐♥❡✳ ❖♥ (♦♣ ♦❢

(❤❛(✱ (❤❡$❡ ❛$❡ ✜✈❡❜$❛♥❡ ❝♦♥(♦✉$+ (❤❛( ❞✐✈✐❞❡ (❤❡ (✇✐+(♦$ +♣❛❝❡ ✐♥(♦ +❡✈❡$❛❧ ♦(❤❡$

♣❛(❝❤❡+ ❛+ (❤❡② ❝♦♥♥❡❝( (❤❡ ♣♦✐♥(+ t
m,n
± ✳ ❚❤❡ ✜$+( ♣$♦❜❧❡♠ ❝♦♠❡+ ❢$♦♠ (❤❡ ❢❛❝(

(❤❛( ✇❡ ❤❛✈❡ ❛++✉♠❡❞ (❤❡ ♣♦✐♥(+ t
m,n
± ❞♦ ♥♦( ❤❛✈❡ ❛♥② ❛❝❝✉♠✉❧❛(✐♦♥ ♣♦✐♥( ♦♥ (❤❡

$❡❛❧ ❧✐♥❡✱ (❤❛( ✐+ (❤❡② ❛$❡ +❡♣❛$❛❜❧❡✳ ❆❧(❤♦✉❣❤✱ ✐( +❡❡♠+ (♦ ❜❡ ❛ ♠✐❧❞ ❛++✉♠♣(✐♦♥✱

✐( ✐+ ❞❡+✐$❛❜❧❡ (♦ ❣❡( $✐❞ ♦❢ (❤✐+✳ ❆♥ ❡✈❡♥ ♠♦$❡ +❡$✐♦✉+ ♣$♦❜❧❡♠ ❛$✐+❡+ ✇✐(❤ (❤❡

✜✈❡❜$❛♥❡ ❝♦♥(♦✉$+✳ ❚❤❡② ✐♥(❡$+❡❝( ✐♥ ✐♥✜♥✐(❡❧② ♠❛♥② ♣♦✐♥(+ ♦♥ (❤❡ (✇✐+(♦$ +♣❛❝❡✳

❯♥❢♦$(✉♥❛(❡❧②✱ (❤❡ ($❛♥+✐(✐♦♥ ❢✉♥❝(✐♦♥ (❤❛( ✇❡ ❤❛✈❡ ❞❡$✐✈❡❞ ✭✼✳✷✹✮ ✐+ ♥♦( ❝♦♥+✐+(❡♥(

✇✐(❤ (❤❡ ❝♦❝②❝❧❡ ❝♦♥❞✐(✐♦♥ ❛$♦✉♥❞ (❤❡♠✳ ❚❤❡ +✐(✉❛(✐♦♥ ❝❛♥ ❣❡( ❡✈❡♥ ✇♦$+❡ ✐❢ (❤❡

♣♦✐♥(+ ❢♦$♠ ❛ ❞❡♥+❡ +❡( ♦♥ (❤❡ (✇✐+(♦$ +♣❛❝❡✳ ❯♥❢♦$(✉♥❛(❡❧②✱ (❤❡ ❛✉(❤♦$ ❞♦❡+ ♥♦(

❦♥♦✇ ❤♦✇ (♦ $❡❝♦♥❝✐❧❡ SL(2,Z) ✐♥✈❛$✐❛♥❝❡ ✇✐(❤ (❤❡ ❝♦❝②❝❧✐❝✐(② ❛( (❤❡+❡ ♣♦✐♥(+ ❛♥❞

(❤✐+ $❡♥❞❡$+ (❤❡ ♣$♦❜❧❡♠ ❢♦$ ❢✉(✉$❡ ✐♥✈❡+(✐❣❛(✐♦♥+✳

✾✻



❈❍❆#❚❊❘ ✽

❉✐)❝✉))✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉)✐♦♥)

❚❤✐# $❤❡#✐# ♠❛✐♥❧② ♣❡,$❛✐♥# $♦ ✉♥❞❡,#$❛♥❞✐♥❣ ♦❢ $❤❡ 2✉❛$❡,♥✐♦♥✲❑5❤❧❡, ♠❛♥✐❢♦❧❞#

$❤❛$ ❛,✐#❡ ❛# ❤②♣❡,♠✉❧$✐♣❧❡$ ♠♦❞✉❧✐ #♣❛❝❡ ♦❢ $②♣❡ ■■ #$,✐♥❣ $❤❡♦,✐❡# ❝♦♠♣❛❝$✐✜❡❞

♦♥ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ $❤,❡❡❢♦❧❞#✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❞✐#❝✉##❡❞ ❤♦✇ $♦ ✐♥❝♦,♣♦,❛$❡ ✈❛,✐♦✉# 2✉❛♥✲

$✉♠ ❝♦,,❡❝$✐♦♥# $♦ $❤✐# ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ #♣❛❝❡✳ ❚❤❡ $❤❡#✐# ❢♦❧❧♦✇# $❤❡ ❧❡❛❞ ❢,♦♠ ❬✹❪

❛♥❞ ❬✼✵❪✳ ❲❡ #❤♦✇ ❤♦✇ $♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ✈❛,✐♦✉# 2✉❛♥$✉♠ ❝♦,,❡❝$✐♦♥# #$❡♣ ❜② #$❡♣ ✿

#$❛,$✐♥❣ ❢,♦♠ ♦♥❡✲❧♦♦♣ $♦ $❤❡ $,❡❡✲❧❡✈❡❧ ♠❡$,✐❝✱ $❤❡♥ ❞✐#❝✉##✐♥❣ ❤♦✇ $♦ ✐♥❝♦,♣♦,❛$❡

❉✲✐♥#$❛♥$♦♥# ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② $❤❡ ◆❙✺✲✐♥#$❛♥$♦♥#✳ ❚❤❡② ❛❧❧ ❛,❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❝♦❤❡,❡♥$❧② ✇✐$❤

$❤❡ 2✉❛$❡,♥✐♦♥✲❑5❤❧❡, ♣,♦♣❡,$② ♦❢ $❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ #♣❛❝❡ ♠❡$,✐❝✳

❖✉, ❝♦♥#$,✉❝$✐♦♥ ❝,✉❝✐❛❧❧② ,❡❧✐❡# ♦♥ $❤❡ $✇✐#$♦,✐❛❧ $❡❝❤♥✐2✉❡# $❤❛$ ❤❛❞ ❜❡❡♥

✐♥$,♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❝❤❛♣$❡, ✸✳ ■$ ❣❡♥❡,❛❧✐③❡# $❤❡ #✉♣❡,❝♦♥❢♦,♠❛❧ ❛♣♣,♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✐# ❛♣✲

♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐♥ $❤❡ ♣,❡#❡♥❝❡ ♦❢ #✉✣❝✐❡♥$ ♥✉♠❜❡, ♦❢ ❝♦♠♠✉$✐♥❣ ✐#♦♠❡$,✐❡# ♦♥ $❤❡ ❍▼

♠♦❞✉❧✐ #♣❛❝❡✳ ❚❤❡ ❛❞✈❡♥$ ♦❢ $❤❡ $✇✐#$♦, ❝♦♥#$,✉❝$✐♦♥ ❤❡❧♣# ✉# $♦ ❣♦ ❜❡②♦♥❞ #✉❝❤

,❡#$,✐❝$✐♦♥# ❛♥❞ ✐♥ ♣❛,$✐❝✉❧❛,✱ $❤✐# ♣,♦❝❡❞✉,❡ ✐# ✐♠♠❡♥#❡❧② ✐♠♣♦,$❛♥$ ❢♦, ✐♥❝♦,✲

♣♦,❛$✐♥❣ ✈❛,✐♦✉# ✐♥#$❛♥$♦♥# ❛# ✇❡ ❤❛✈❡ #❡❡♥ ✐♥ $❤❡ #✉❜#❡2✉❡♥$ ❝❤❛♣$❡,#✳ ■♥ $❤✐#

❢,❛♠❡✇♦,❦✱ ✈❛,✐♦✉# ♥♦♥✲$,✐✈✐❛❧ ❛♥❞ ,❛$❤❡, ❝♦♠♣❧✐❝❛$❡❞ ♣❤②#✐❝❛❧ ❡✛❡❝$# ❣♦$ ❛ #✐♠♣❧❡

❛♥❞ ♥✐❝❡ ❣❡♦♠❡$,✐❝ ✐♥$❡,♣,❡$❛$✐♦♥✳

❼ ■$ $✉,♥# ♦✉$ $❤❛$ $❤❡,❡ ✐# ❛♥ ❡✈❡♥ #✐♠♣❧❡, ❞❡#❝,✐♣$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ $✇✐#$♦, #♣❛❝❡#✳

■♥#$❡❛❞ ♦❢ ✇♦,❦✐♥❣ ✇✐$❤ $❤❡ $,❛♥#✐$✐♦♥ ❢✉♥❝$✐♦♥# ✐♥$,♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✷✺❪✱ ♦♥❡ ❝❛♥

✐♥$,♦❞✉❝❡ $❤❡ #♦ ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥$❛❝$ ❤❛♠✐❧$♦♥✐❛♥# ❬✷✸❪✳ ❚❤❡ ❛❞✈❛♥$❛❣❡ ✐# $❤❛$✱ ✐$

❢❛❝✐❧✐$❛$❡# ❤❛♥❞❧✐♥❣ ♦❢ ✈❛,✐♦✉# #②♠♠❡$,✐❡# ❛$ $❤❡ ❧❡✈❡❧ ♦❢ $❤❡ $✇✐#$♦, #♣❛❝❡✳

❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧,❡❛❞② #❡❡♥ $❤❡ ❛❞✈❛♥$❛❣❡# ✐♥ $✇♦ ✐♥#$❛♥❝❡# ✿ ❢♦, ,❡❛❧✐③❛$✐♦♥ ♦❢

❙✲❞✉❛❧✐$② #②♠♠❡$,② ❛♥❞ ♠♦♥♦❞,♦♠② ✐♥✈❛,✐❛♥❝❡ ❛,♦✉♥❞ $❤❡ ❧❛,❣❡ ✈♦❧✉♠❡

♣♦✐♥$✳ ❍❛✈✐♥❣ $♦ ❞❡❛❧ ✇✐$❤ ❝♦♥#$,❛✐♥$# ✐♠♣♦#❡❞ ❜② #②♠♠❡$,✐❡# ♦♥ ❝♦♥$❛❝$

❤❛♠✐❧$♦♥✐❛♥# ✐# ♠✉❝❤ ♠♦,❡ ❡❛#✐❡, ❝♦♠♣❛,❡❞ $♦ $❤❡ ❝♦♥#$,❛✐♥$# ♦♥ $❤❡ ✉#✉❛❧

$,❛♥#✐$✐♦♥ ❢✉♥❝$✐♦♥#✳
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✽✳ ❉✐"❝✉""✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉"✐♦♥"

❚❤❡ $❡❛&♦♥ ❝❛♥ ❜❡ +$❛❝❡❞ +♦ +❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+ ✉♥❧✐❦❡ +❤❡ ♣❛$❛♠❡+$✐③❛+✐♦♥ ✇✐+❤

✉&✉❛❧ +$❛♥&✐+✐♦♥ ❢✉♥❝+✐♦♥&✱ +❤❡ ❝♦♥+❛❝+ ❤❛♠✐❧+♦♥✐❛♥ ❞❡♣❡♥❞& ♦♥ +❤❡ ❉❛$❜♦✉①

❝♦♦$❞✐♥❛+❡& ♦♥ +❤❡ &❛♠❡ ♣❛+❝❤✳ ❆ ❝♦♥&✐&+❡♥+ $❡❛❧✐③❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ &②♠♠❡+$✐❡&

♥❡❝❡&&❛$✐❧② $❡;✉✐$❡& +❤❛+ +❤❡ ❞❡$✐✈❛+✐✈❡& ❡♥+❡$✐♥❣ ✐♥ +❤❡ ❣❧✉✐♥❣ ❝♦♥❞✐+✐♦♥&

❛❜✐❞❡ ❜② ❝❡$+❛✐♥ ❝♦♥&+$❛✐♥+&✱ ❛& +❤❡ ❛❝+✐♦♥ ♦❢ ❛ &②♠♠❡+$② ❣$♦✉♣ ❛+ +❤❡ ❧❡✈❡❧

♦❢ +❤❡ +✇✐&+♦$ &♣❛❝❡ ✐& ❞❡✜♥❡❞ ❜② ✐+& ❛❝+✐♦♥ ♦♥ +❤❡ ❉❛$❜♦✉① ❝♦♦$❞✐♥❛+❡&✳ ❚❤❡

❝♦♠♣❧✐❝❛+✐♦♥ ✇✐+❤ +❤❡ ✉&✉❛❧ +$❛♥&✐+✐♦♥ ❢✉♥❝+✐♦♥& ❝♦♠❡& ❢$♦♠ +❤❡ ❢❛❝+ +❤❛+

+❤❡$❡ ♦♥❡ ❤❛& +♦ ❝❛$❡ ❛❜♦✉+ +❤❡ ♣❛+❝❤❡& ♠❡+✐❝✉❧♦✉&❧② ✇❤✐❧❡ +❛❦✐♥❣ ❞❡$✐✈❛✲

+✐✈❡& ❛♥❞ +❤✐& ❣❡+& $❡✢❡❝+❡❞ ✐♥ +❤❡ ❡①♣$❡&&✐♦♥& ❢♦$ ❞❡$✐✈❛+✐✈❡&✳ ❚❤❡ &✐+✉❛+✐♦♥

&✐♠♣❧✐✜❡& ❞$❛&+✐❝❛❧❧② ✇✐+❤ ♦✉$ ♥❡✇ ♣❛$❛♠❡+$✐③❛+✐♦♥ ✉&✐♥❣ ❝♦♥+❛❝+ ❤❛♠✐❧+♦✲

♥✐❛♥✳ ❚❤❡ ❝♦♥&+$❛✐♥+& &✉❜&❡;✉❡♥+❧② ❛$❡ &✐❣♥✐✜❝❛♥+❧② &✐♠♣❧❡$ ♦♥ +❤❡ ❝♦♥+❛❝+

❤❛♠✐❧+♦♥✐❛♥&✳ ❖✉$ ❞❡$✐✈❛+✐♦♥ ♦❢ +❤❡ ✜✈❡❜$❛♥❡ ✐♥&+❛♥+♦♥ ❝♦$$❡❝+✐♦♥& ✐♥ ❝❤❛♣✲

+❡$ ✼ ❝$✉❝✐❛❧❧② ❞❡♣❡♥❞❡❞ ♦♥ +❤✐& &✐♠♣❧✐✜❝❛+✐♦♥✳

❼ ■♥ ❬✷✹❪✱ ✇❡ ❢♦✉♥❞ +❤❡ ✜✈❡❜$❛♥❡ ✐♥&+❛♥+♦♥ ❝♦$$❡❝+✐♦♥ +♦ +❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡✳

❚❤✐& ✐& ❛❝+✉❛❧❧② ♦♥❡ ♦❢ +❤❡ ♠❛✐♥ ✇♦$❦& +❤❛+ ✐& ♣$❡&❡♥+❡❞ ✐♥ +❤✐& +❤❡&✐&✳ ❖✉$

$❡&✉❧+ ✐& ✈❛❧✐❞ +♦ ❛❧❧ ♦$❞❡$&✱ ❡①+❡♥❞✐♥❣ ✐+ ❢$♦♠ +❤❡ ❧✐♥❡❛$ ✐♥&+❛♥+♦♥ ❛♥❛❧②&✐&

♣❡$❢♦$♠❡❞ ✐♥ ❬✷✶❪✳ ❆❝❤✐❡✈✐♥❣ +❤✐& $❡&✉❧+ ✇❛& ♣♦&&✐❜❧❡ ♦✇✐♥❣ +♦ ♦✉$ ♥❡✇ ❢♦$✲

♠✉❧❛+✐♦♥ ✉&✐♥❣ +❤❡ ❝♦♥+❛❝+ ❤❛♠✐❧+♦♥✐❛♥&✳ ■♥ ❝❤❛♣+❡$ ✼✱ ❛& ✇❡ ❤❛✈❡ ❞✐&❝✉&&❡❞✱

❡①♣❧♦✐+✐♥❣ ❛ $❛+❤❡$ ✐♥+$✐❝❛+❡ ❝❤❛✐♥ ♦❢ ❞✉❛❧✐+② ❛$❣✉♠❡♥+&✱ ❡&♣❡❝✐❛❧❧② ❡①♣❧♦✐+✐♥❣

❙✲❞✉❛❧✐+② &②♠♠❡+$② ♦❢ +❤❡ +②♣❡ ■■❇ ❢♦$♠✉❧❛+✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡$✐✈❡❞ +❤❡ ✜✈❡❜$❛♥❡

+$❛♥&✐+✐♦♥ ❢✉♥❝+✐♦♥& ♦♥ +❤❡ +②♣❡ ■■❇ &✐❞❡✳

❼ ❖✉$ ✜♥❞✐♥❣& ❛❜♦✉+ +❤❡ ❞✐&❝$❡+❡ ✐&♦♠❡+$② ❣$♦✉♣& ❢♦$ +❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡ ✐&

✈❡$② ✐♥+❡$❡&+✐♥❣✳ ❲❡ ❤❛✈❡ $❡&♦❧✈❡❞ +❤❡ ✐&&✉❡ $❛✐&❡❞ ✐♥ ❬✷✶❪ $❡❣❛$❞✐♥❣ ❝♦♥&✐&✲

+❡♥❝② ♦❢ ❛❝+✐♦♥& ♦❢ +❤❡ ❞✐&❝$❡+❡ &②♠♠❡+$② ❣$♦✉♣& ♦♥ +❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡✳ ■♥

+❤❡ ♣$♦❝❡&& ✇❡ ♦❜+❛✐♥❡❞ ❛ ❣$♦✉♣ $❡♣$❡&❡♥+❛+✐♦♥ ❛♥❞ +❤❡$❡❜② ✇❡ ❤❛✈❡ &❤♦✇♥

+❤❛+ +❤❡ ✜✈❡❜$❛♥❡ ✐♥&+❛♥+♦♥ ❝♦$$❡❝+❡❞ MHM ❛❞♠✐+& +❤❡✐$ ❛❝+✐♦♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥&✐&✲

+❡♥+ ❢❛&❤✐♦♥✳

❼ ■♥ ❬✸✵❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣$❡&❡♥+❡❞ +❤❡ $❡&✉❧+& ❢♦$ +❤❡ ♥♦♥✲♣❡$+✉$❜❛+✐✈❡ ♠✐$$♦$ ♠❛♣&✱

✇❤❡♥ +❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡ ❛❞♠✐+& ♥♦ ❝♦♥+✐♥♦✉& ✐&♦♠❡+$②✳ ❚❤✐& ✐& +❤❡ &✐+✲

✉❛+✐♦♥ ✇❤❡♥ ♦♥❡ ❝♦♥&✐❞❡$& +❤❡ ◆❙✺✲✐♥&+❛♥+♦♥&✳ ❖✉$ ✐♥✈❡&+✐❣❛+✐♦♥& ❢♦$ +❤❡

◆❙✺✲✐♥&+❛♥+♦♥& +♦ ❛❧❧ ♦$❞❡$& ✐♥ ✐♥&+❛♥+♦♥ ❡①♣❛♥&✐♦♥ &❡+ ♦✛ ❢$♦♠ +❤❛+ ♣♦✐♥+✳

❲❤✐❧❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐&❤✐♥❣ +❤❡ +❛&❦ ♦❢ ❞❡&❝$✐❜✐♥❣ &✉❝❤ ❛ ◗❑ ♠❛♥✐❢♦❧❞✱ ✇❡ ❤❛❞

❝♦♠❡ ❛❝$♦&& &❡✈❡$❛❧ ♥✐❝❡ ❛♥❞ ❛+ +❤❡ &❛♠❡ +✐♠❡ ✐♥+$✐❣✉✐♥❣ ❣❡♦♠❡+$✐❝❛❧ ♦❜✲

❥❡❝+& &✉❝❤ ❛& +❤❡ ✐♥✈❛$✐❛♥+ ♣♦✐♥+& ❛♥❞ ❛ ❢✉♥❝+✐♦♥ ❡♥❝♦❞✐♥❣ ♠♦❞✉❧❛$ ✐♥✈❛$✐❛♥+

❞❡❢♦$♠❛+✐♦♥& ♦❢ +❤❡ +✇✐&+♦$ &♣❛❝❡ +♦ ❛❧❧ ♦$❞❡$&✳

❼ ■♥ ❬✶✶❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐+ ❡①♣$❡&&✐♦♥ ❢♦$ +❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ &♣❛❝❡ ♠❡+$✐❝

✈❛❧✐❞ +♦ ❛❧❧ ♦$❞❡$& ✇❤❡♥ ♦♥❡ $❡&+$✐❝+& +♦ +❤❡ &❡+ ♦❢ ♠✉+✉❛❧❧② ❧♦❝❛❧ ❝❤❛$❣❡& ❢♦$

+❤❡ ❉✲✐♥&+❛♥+♦♥&✳ ❚❤❡ &❛♠❡ $❡&✉❧+ ✐& ❛❧&♦ ✈❛❧✐❞ ❢♦$ ❣❡♥❡$✐❝ ❉✲✐♥&+❛♥+♦♥& +♦

✜$&+ ♦$❞❡$ ✐♥ ✐♥&+❛♥+♦♥ ❡①♣❛♥&✐♦♥✳ ❲❡ ❤❛✈❡ ❛❧&♦ ❢♦✉♥❞ +❤❛+ ❢♦$ +❤❡ ✉♥✐✈❡$&❛❧

❤②♣❡$♠✉❧+✐♣❧❡+ ❝❛&❡✱ ♦♥❡ ❝❛♥ $❡❝❛&+ +❤❡ $❡&✉❧+ ✐♥ +❤❡ ❢♦$♠ ♦❢ +❤❡ ❚♦❞ ❛♥&❛+③

✾✽



✳ ✽✳✵

❛♥❞ $❤❡ ❚♦❞❛ ♣♦$❡♥$✐❛❧ ❝♦♥-$.✉❝$❡❞ -❛$✐-✜❡- $❤❡ ❚♦❞❛ ❡1✉❛$✐♦♥✳ ❚❤✐- -❡.✈❡-

❛- ❛ ❝♦♥-✐-$❡♥❝② ❝❤❡❝❦ ❢♦. ♦✉. .❡-✉❧$- ❛♥❞ ❛- ❛ ❜②♣.♦❞✉❝$✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ❢♦✉♥❞ $❤❡

.❡-✉❧$ ❢♦. $❤❡ ❚♦❞❛ ❝♦♦.❞✐♥❛$❡- ❣✐✈❡♥ ❜② ❛ -❡$ ♦❢ $.❛♥-❝❡♥❞❡♥$❛❧ ❡1✉❛$✐♦♥-✳

❆❧$❤♦✉❣❤ ✐♥ ❧✐❣❤$ ♦❢ ❛❧❧ $❤❡-❡ .❡-✉❧$- ✐$ -❡❡♠- $❤❛$ $❤❡ ✜♥❛❧ ❞❡-$✐♥❛$✐♦♥ ♦❢

❞❡-❝.✐❜✐♥❣ $❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ -♣❛❝❡ ✇✐$❤ ❛❧❧ ✐♥-$❛♥$♦♥ ❝♦..❡❝$✐♦♥- ✐- ♥♦$ $♦♦ ❢❛.✱ $❤❡.❡

❛.❡ -❡✈❡.❛❧ ♣.♦❜❧❡♠- $❤❛$ ❛.❡ -$✐❧❧ ❧✉.❦✐♥❣ ❛.♦✉♥❞✳ ❲❡ ♣❧❛♥ $♦ ✐♥✈❡-$✐❣❛$❡ $❤❡♠ ✐♥

♠♦.❡ ❞❡$❛✐❧- ✐♥ ❢✉$✉.❡✳ ■♥ $❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♣.❡-❡♥$ $❤❡♠ ✐♥ ♦.❞❡.✳

❼ ■♥ ❝❤❛♣$❡. ✹ ✇❡ ❝❛♠❡ ❛❝.♦-- $❤❡ ✐--✉❡ ♦❢ ❝✉.✈❛$✉.❡ -✐♥❣✉❧❛.✐$② ✐♥ $❤❡ ❍▼

♠♦❞✉❧✐ -♣❛❝❡✳ ❲❡ ❤❛✈❡ -❡❡♥ $❤❛$ $❤❡ ❝✉.✈❛$✉.❡ -✐♥❣✉❧❛.✐$② ♦❢ $❤❡ ♦♥❡✲❧♦♦♣

❝♦..❡❝$❡❞ ♠❡$.✐❝ ❛$ r = −2c ❣❡$- ❞.❡--❡❞ ✉♣ ✐♥ ♣.❡-❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥-$❛♥$♦♥-✳ ■♥

♣❛.$✐❝✉❧❛.✱ ❉✭✲✶✮✲✐♥-$❛♥$♦♥- ❛✛❡❝$ $❤❡ ♣♦-✐$✐♦♥ ♦❢ $❤❡ -✐♥❣✉❧❛.✐$② ♦♥ $❤❡ ♠♦❞✲

✉❧✐ -♣❛❝❡ ❛♥❞ ✐$ $✉.♥- ♦✉$ $❤❛$ $❤❡ -✐$✉❛$✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡- ❡✈❡♥ ✇♦.-❡ ❝♦♠♣❛.❡❞

$♦ $❤❡ ♣❡.$✉.❜❛$✐✈❡ ♠❡$.✐❝✳ ❲❤❡.❡❛-✱ $❤❡ -✐♥❣✉❧❛.✐$② ✐♥ $❤❡ ♣❡.$✉.❜❛$✐✈❡ ❝❛-❡

✇❛- ♣.❡-❡♥$ ♦♥❧② ✐❢ $❤❡ ❊✉❧❡. ❝❤❛.❛❝$❡.✐-$✐❝ ♦❢ $❤❡ ❈❛❧❛❜✐✲❨❛✉ ✇❛- ♥❡❣❛$✐✈❡✱

❛❢$❡. ❝♦♥-✐❞❡.✐♥❣ ❉✭✲✶✮✲✐♥-$❛♥$♦♥- ✇❡ ✜♥❞ $❤❛$ ✐$ ✐- ♣.❡-❡♥$ ❛❧✇❛②-✳ ■$ ✐-

✉♥❧✐❦❡❧② $❤❛$ ♦$❤❡. ❉✲✐♥-$❛♥$♦♥- ❝❛♥ ❝❤❛♥❣❡ $❤✐- -✐$✉❛$✐♦♥✳ ❚❤❡ ♦♥❧② ♣♦--✐✲

❜✐❧✐$② $❤.♦✉❣❤ ✇❤✐❝❤ $❤✐- -✐♥❣✉❧❛.✐$② ❝❛♥ ❜❡ .❡♠♦✈❡❞ ✐- ♣❡.❤❛♣- $❤❡ ✐♥❝❧✉-✐♦♥

♦❢ ◆❙✺✲✐♥-$❛♥$♦♥-✳ ❚❤❡② ❜❡❤❛✈❡ ✐♥ ❛ -✐❣♥✐✜❝❛♥$❧② ❞✐✛❡.❡♥$ ❢❛-❤✐♦♥ ❛$ $❤❡

-$.♦♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ .❡❣✐♠❡ ❛♥❞ $❤✉- ❝❛♥ ❞.❛-$✐❝❛❧❧② ❛❧$❡. $❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦. ♦❢ $❤❡

♠❡$.✐❝✳ ❲❡ ❛✐♠ $♦ -$✉❞② $❤✐- -✐$✉❛$✐♦♥ ✐♥ ❞❡$❛✐❧- ✐♥ ❢✉$✉.❡✳

❼ ❆♥♦$❤❡. ✐♠♣♦.$❛♥$ ✐--✉❡ $♦ ❜❡ ❛❞❞.❡--❡❞ ✐- ✜♥❞✐♥❣ $❤❡ ◆❙✺✲✐♥-$❛♥$♦♥- ✐♥ $❤❡

$②♣❡ ■■❆ ❢♦.♠✉❧❛$✐♦♥✳ ❙✉❝❤ ❛ .❡-✉❧$ ♠✉-$ ❝♦♠♣❧② ✇✐$❤ $❤❡ -②♠♣❧❡❝$✐❝ ✐♥✈❛.✐✲

❛♥❝❡ ♦❢ $❤❡ $②♣❡ ■■❆ -✐❞❡✳ ❈♦♥❝❡.♥✐♥❣ $❤❡ ✐♥❝❧✉-✐♦♥ ♦❢ ◆❙✺✲✐♥-$❛♥$♦♥-✱ ✐$ ✇✐❧❧

❜❡ ❛❧-♦ ✐♥$❡.❡-$✐♥❣ $♦ ✐♥✈❡-$✐❣❛$❡ ✐❢ $❤❡② .❡❣✉❧❛$❡ $❤❡ ❡①♣♦♥❡♥$✐❛❧❧② ❞✐✈❡.❣❡♥$

❣.♦✇$❤ ♦❢ ❇O❙ ✐♥❞✐❝❡- Ω(γ)✳ ■$ ✐- ♦✉. ❤♦♣❡ $❤❛$✱ $❤❡ .❡-✉❧$- ♣.❡-❡♥$❡❞ ✐♥ $❤✐-

$❤❡-✐- ✐- ❛ -$❡♣ ❢♦.✇❛.❞ $♦ $❤❡ ✉♥❞❡.-$❛♥❞✐♥❣ ♦❢ $❤❡-❡ ♣.♦❜❧❡♠-✳

❼ ❲❡ ♥❡❡❞ $♦ ✉♥❞❡.-$❛♥❞ $❤❡ SL(2,Z) ✐♥✈❛.✐❛♥$ ♣✐❝$✉.❡ ♦❢ ❉✸✲❜.❛♥❡ ✐♥-$❛♥$♦♥-

❜❡$$❡.✳ ❆♥ ❛$$❡♠♣$ $♦✇❛.❞- ✐$ ✇❛- ♠❛❞❡ ✐♥ ❬✷✷❪ ❛♥❞ ❢.♦♠ ✐$- ✜♥❞✐♥❣-✱ ✐$ ✐-

1✉✐$❡ ❝❧❡❛. $❤❛$ $❤❡② ✐♥❞❡❡❞ ❛❞♠✐$ ❛♥ SL(2,Z) ✐♥✈❛.✐❛♥$ ❞❡-❝.✐♣$✐♦♥✳ ❚❤❡ .✐❝❤

✐♥$❡.♣❧❛② ❜❡$✇❡❡♥ ♠♦❝❦ ♠♦❞✉❧❛. ❢♦.♠- ❛♥❞ ❝♦♥$❛❝$ ❣❡♦♠❡$.② ❛- ✇❛- ❢♦✉♥❞

✐♥ ❬✷✷❪ ✐- ♣.♦❜❛❜❧② ♦♥❧② $❤❡ $✐♣ ♦❢ $❤❡ ✐❝❡❜❡.❣✳ ❆ $❤♦.♦✉❣❤ ✉♥❞❡.-$❛♥❞✐♥❣

❡①$❡♥❞✐♥❣ $❤❡ ❝♦♥-$.✉❝$✐♦♥ $♦ ❛❧❧ ♦.❞❡.- ✐♥ ✐♥-$❛♥$♦♥ ❝♦..❡❝$✐♦♥- ❛♥❞ ❛$ ❛

❣❡♥❡.✐❝ ♣♦✐♥$ ♦♥ $❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ -♣❛❝❡✱ ✇✐❧❧ ♣.♦❜❛❜❧② ❤❡❧♣ ✉- $♦ ✉♥.❛✈❡❧

♠✉❝❤ ♠♦.❡ ❞❡❡♣❡. ❝♦♥♥❡❝$✐♦♥-✳ ❆❞❞.❡--✐♥❣ $❤✐- ♣.♦❜❧❡♠ ✐- ♦♥❡ ♦✉. ❣♦❛❧- ✐♥

❢✉$✉.❡✳

❼ ❲❡ ❤♦♣❡ $♦ ❝♦♥♥❡❝$ ♦✉. .❡-✉❧$- ✇✐$❤ ♦$❤❡. ❞♦♠❛✐♥- ♦❢ -$.✐♥❣ $❤❡♦.② ♠♦.❡

✐♥$✐♠❛$❡❧②✱ ❢♦. ❡①❛♠♣❧❡ ✇✐$❤ $♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ -$.✐♥❣- ❛♥❞ ❇O❙ ❜❧❛❝❦ ❤♦❧❡-✳ ❲❡

❝❤❡.✐-❤ $❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❜❡✐♥❣ ❛❜❧❡ $♦ ❡①$❡♥❞ ❛$ ❧❡❛-$ -♦♠❡ ♦❢ ♦✉. .❡-✉❧$- $♦ $❤❡

❝♦♥$❡①$ ♦❢ ✈❛❝✉❛ ✇✐$❤ N = 1 -✉♣❡.-②♠♠❡$.② ❛♥❞ $❤✉- ♠❛❦✐♥❣ $❤❡♠ ✉-❡❢✉❧

❢♦. ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❜✉✐❧❞✐♥❣✳

✾✾



✽✳ ❉✐"❝✉""✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉"✐♦♥"

❼ ❆♥ ✐♠♣♦'(❛♥( *(❡♣ ✇❛* (❛❦❡♥ ❜② ✐♠♣'♦✈✐♥❣ (❤❡ ❛❝(✐♦♥ ♦❢ (❤❡ ❞✐*❝'❡(❡ *②♠✲

♠❡('✐❡* ❛( (❤❡ 7✉❛♥(✉♠ ❧❡✈❡❧ ♦♥ (❤❡ ❍▼ ♠♦❞✉❧✐ *♣❛❝❡ MHM✳ ◆❛♠❡❧②✱ ✇❡

❢♦✉♥❞ (❤❛( (❤❡ ❝❧♦*✉'❡ ♦❢ (❤❡ ❞✉❛❧✐(② ❣'♦✉♣ '❡7✉✐'❡* ❛ ♠♦❞✐✜❝❛(✐♦♥ ♦❢ (❤❡
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