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et d’après les rapports des professeurs

Antonio Giorgilli et Anne Lemâıtre
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fin de ma “première thèse”, tu m’as toujours soutenu. Je pense que cette thèse sur
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Merci à Irina Kovalenko et Fatoumata Kebe qui m’ont fait confiance pour essayer

de les aider. J’espère avoir pu apporter ma “pierre” pour améliorer vos situations

respectives.

De retour au 2e, je remercie Mirel Birlan pour sa bonne humeur et par dessus

tout sa chaleureuse poignée de main matinale.

L’Observatoire de Paris n’étant pas seulement peuplé par l’IMCCE, je n’oublie
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travail après la présentation.
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Un grande grazie alla mia famiglia italiana, Alessandra, Giorgio, Frenky e tutto

“San Colombano” che mi ha fatto scoprire “il Nord” e sempre sentire come loro

figlio, dal primo giorno a oggi.

Trois pages de remerciements commencent à faire beaucoup et je pourrais en
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Et...soprattutto, un infinito grazie alla mia Jee. Sei sempre stata con me tanto

nei momenti peggiori quanto nei piu belli. Non avrei mai potuto realizzare questo

lavoro senza il tuo sostegno, ogni giorni di fianco a me. Sei una parte di me, il mio

cuore.
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Introduction

L’ensemble des travaux menés au cours de cette thèse concerne l’étude de la

résonance co-orbitale.

Ce domaine de trajectoires particulières, où un astéröıde et une planète gra-

vitent autour du Soleil avec la même période de révolution, possède une dynamique

très riche liée aux célèbres configurations équilatérales de Lagrange, L4 et L5, ainsi

qu’aux configurations alignées de Euler, L1, L2 et L3.

Un exemple majeur dans le système solaire est donné par les astéröıdes “troyens”,

découverts par Wolf au début du vingtième siècle. Ces astéröıdes accompagnent

Jupiter au voisinage des équilibres L4 et L5 : leur dynamique particulière est

généralement connue sous le nom de “tadpole”.

Une deuxième configuration étonnante est donnée par les satellites Janus et

Épiméthée qui gravitent autour de la planète Saturne ; suite à la forme décrite par

la trajectoire d’un des satellites dans un repère tournant avec l’autre, la dynamique

résultante est appelée “fer-à-cheval”.

Un nouveau type de dynamique a été récemment mis en évidence dans le contexte

de la résonance co-orbitale : les “quasi-satellites”. Il s’agit de configurations remar-

quables où, dans un repère tournant avec la planète, la trajectoire de l’astéröıde cor-

respond à celle d’un satellite rétrograde. Des astéröıdes accompagnant les planètes

Venus, Jupiter et la Terre ont notamment été observés dans ces configurations.

Namouni (1999) a également montré l’existence de transitions entre les configura-

tions tadpoles, fers-à-cheval et quasi-satellites. La dynamique des quasi-satellites

possède alors un grand intérêt, pas seulement parce qu’elle relie les différents do-

maines de la résonance co-orbitale mais aussi parce qu’elle semble faire le pont entre

les notions de satellisation et celles de trajectoires héliocentriques ; ce dernier point

représente d’ailleurs une des difficultés pour les appréhender.

Bien que le terme “quasi-satellite” soit devenu dominant dans la communauté

de mécanique céleste, certains auteurs utilisent plutôt la terminologie “satellite

rétrograde” révélant ainsi une ambigüıté sur la définition de ces trajectoires. Pour

ces raisons, j’ai souhaité dans un premier temps clarifier la définition de ces orbites.

Ce travail correspond à la première partie de ce manuscrit, développée sur deux

chapitres. Dans le premier chapitre, je présenterai une introduction à la résonance

co-orbitale dans le cadre du problème restreint des trois corps. En particulier, je
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viii INTRODUCTION

revisiterai le cas circulaire-plan 1 dans le cadre du problème moyen, qui a la parti-

cularité de fournir une description complète de l’espace des phases de la résonance.

Dans le second chapitre, je focaliserai mon étude sur les quasi-satellites afin d’établir

une définition rigoureuse de ces trajectoires.

Dans la deuxième partie de cette thèse, je développerai une méthode analytique

apte à explorer le domaine des quasi-satellites ; les travaux déjà existant étant tous

de nature numérique, j’ai considéré important de proposer une approche analytique

au problème. Dans les chapitres 3 et 4, j’exposerai cette méthode analytique et

réaliserai une exploration du domaine des quasi-satellites dans le cas circulaire-plan.

Finalement dans le chapitre 5, je proposerai une extension de l’étude précédente aux

cas excentrique-plan et circulaire-spatial.

Les récentes découvertes autour des exoplanètes ont motivé le développement

de travaux concernant la résonance co-orbitale dans le problème planétaire des trois

corps. Dans ce contexte Giuppone et al. (2010) ont mis en évidence (par une méthode

numérique) les quasi-satellites ainsi que de nouvelles familles de configurations re-

marquables : les orbites “anti-Lagrange”.

La troisième partie de thèse présente alors une méthode analytique pour l’étude

planétaire, permettant de révéler analytiquement les orbites anti-Lagrange (voir

chapitre 6) et une esquisse d’étude des quasi-satellites en adaptant à ce contexte

plus général la méthode présentée dans la seconde partie (voir chapitre 7).

La thèse présente la structure suivante : chacune des trois parties est précédée par

un avant-propos qui introduit l’argument de l’étude et se termine par un paragraphe

de conclusion. Cependant, une conclusion globale portant sur les résultats acquis et

les perspectives d’études futures clôturera le manuscrit.

Enfin, de nombreuses notations concernant les configurations remarquables seront

introduites, en particulier dans les chapitres 1 et 6. L’ensemble des notations est

regroupé dans l’annexe B qui est située à la fin de ce manuscrit.

1. Dans le cas circulaire-plan, la trajectoire de l’astéröıde est co-planaire à celle de la planète

qui gravite autour de l’étoile sur une orbite circulaire.
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Avant-propos 107

Chapitre 6. Les configurations quasi-circulaires 109
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Première partie

Une introduction à la résonance

co-orbitale et aux configurations

quasi-satellites





Avant-propos

Cette partie constitue une introduction à la résonance co-orbitale (chapitre 1)

ainsi qu’aux orbites quasi-satellites (chapitre 2) dans le cadre du problème restreint

des trois corps. Elle aborde l’ensemble des travaux et résultats de l’article Pousse

et al. (2016).

Après une présentation du formalisme hamiltonien adapté aux trajectoires en

résonance co-orbitale, nous introduirons le problème moyen afin de limiter notre

étude aux seules composantes “semi-rapide” et séculaire de la dynamique. Nous

verrons alors que dans le cas circulaire-plan, il existe une symétrie fournissant un

hamiltonien intégrable qui nous permettra de caractériser de manière complète la

topologie de l’espace des phases (types de dynamique, points fixes, familles de Lya-

pounov, fréquences, etc... ). En particulier, nous mettrons en évidence le domaine

des trajectoires quasi-satellites.

Ces configurations remarquables constituent le sujet central de cette thèse. Dans

le chapitre 1, nous en présenterons quelques propriétés, notamment l’existence d’une

valeur minimale en excentricité afin de pouvoir les étudier dans le problème moyen.

Ces orbites étant liées à la famille f de Henon (1969) et au domaine des satellites

rétrogrades exhibé dans le problème complet en repère tournant avec la planète

(voir Benest, 1975), nous verrons qu’il existe une ambigüıté dans la terminologie

à employer entre “quasi-satellite” et “satellite rétrograde”. Par conséquent, nous

dédions le chapitre 2 à créer un pont entre le problèmes moyen et complet en repère

tournant afin de bien définir ces trajectoires.
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Chapitre 1

Le résonance co-orbitale dans le cas circulaire-plan

1. Introduction au problème moyen

1.1. Le formalisme hamiltonien du problème restreint des trois corps.

Nous considérons un corps primaire de masse 1´ε (le Soleil ou une étoile), un corps

secondaire (une planète) de masse ε négligeable 1 devant 1 et un troisième corps

(une particule ou un astéröıde) sans masse. Ces trois corps étant uniquement soumis

à leurs interactions gravitationnelles mutuelles, nous admettrons que la trajectoire

de la planète est keplerienne, c’est-à-dire elliptique d’excentricité e1. Sans perte de

généralité, nous fixons pa1, I 1, ̟1,Ω1q “ p1, 0, 0, 0q (respectivement le demi-grand axe,

l’inclinaison, la longitude du périastre et la longitude du noeud ascendant de la

planète) et fixons la période de révolution de la planète à 2π (et donc son moyen

mouvement égale à 1) ce qui impose à la constante gravitationnelle d’être égale à 1.

Dans le cadre de trajectoires co-orbitales, la particule ne peut se trouver de

manière permanente à une plus grande distance de l’étoile que la planète. Par

conséquent, le système de coordonnées héliocentriques semble le plus adapté à

cette situation. Ainsi, dans un référentiel héliocentrique, le hamiltonien du problème

s’écrit 2 :

(1.1) Hpr, 9r, tq :“ HKpr, 9rq ` HP pr, tq

avec

HKpr, 9rq :“ 1

2
|| 9r||2 ´ 1

||r||
et

HP pr, tq :“ ´ε

ˆ
1

||r ´ r1ptq|| ´ 1

||r|| ´ r ¨ r1ptq
||r1ptq||3

˙
,

où r est la position héliocentrique de la particule, 9r, sa variable conjuguée associée

à la vitesse dans le référentiel et r1ptq, la position de la planète au temps t.

Ce hamiltonien est décomposé en deux parties. La première, HK , représente le

mouvement keplerien de la particule autour de l’étoile. Plus précisément, c’est un

mouvement keplerien autour d’un corps de masse 1 afin que la particule ait le même

problème de Kepler que la planète et donc que leurs éléments orbitaux soient com-

parables. La seconde, HP , correspond à la perturbation de ce mouvement keplerien

par l’interaction gravitationnelle avec la planète, un terme issu de notre choix de

problème de Kepler et un terme d’inertie dû au référentiel héliocentrique.

En considérant ε comme un petit paramètre, nous observons que HK est de l’ordre

1. autrement dit, ε ! 1.

2. voir Morbidelli (2002) pour plus de détails.

5
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de 1 tandis que HP est d’ordre ε ce qui justifie la représentation perturbative. Ce-

pendant, il est important de souligner que cette hiérarchie n’est valable que si et

seulement si la particule et la planète sont suffisamment éloignées l’une de l’autre.

Or dans le contexte de trajectoires en résonance co-orbitale, les demi-grands axes

étant égaux ou voisins, des passages proches sont possibles. La condition justifiant la

représentation perturbative n’est donc pas garantie ; nous garderons alors à l’esprit

que cette représentation peut se révéler inadaptée pour certaines trajectoires de la

résonance.

Comme HK est la composante dominante de la dynamique, nous choisis-

sons d’introduire un jeu de variables canoniques proches des éléments elliptiques

pa, e, I, λ,̟,Ωq 3 comme les variables de Poincaré. Ainsi, sous la forme complexe,

ces variables s’écrivent pλ,Λ, rx, x, ry, yq telles que

Λ “
?
a, Γ “ Λp1 ´

a
1 ´ e2q, Z “ Λ

a
1 ´ e2p1 ´ cos Iq,

x “
?
Γ exppi̟q, y “

?
Z exppiΩq, rx “ ´ix et ry “ ´iy,

et présentent l’avantage d’être régulières lorsque les excentricités ou les inclinaisons

tendent vers zéro.

Afin de rendre autonome le hamiltonien, nous avons choisi d’étendre l’espace des

phases en introduisant Λ1, la variable conjuguée de λ1 :“ t, i.e. l’angle associé à la

longitude moyenne de la planète. Par conséquent, en définissant la transformation

(1.2) Φ :

#
T ˆ R ˆ C4 ˆ T ÝÑ R6 ˆ R

pλ,Λ, rx, x, ry, y, λ1q ÞÝÑ pr, 9r, tq
le hamiltonien dans l’espace des phases étendu est égal à

(1.3) Λ1 ` rH,

où
rH :“ rHK ` rHP

avec
rHKpΛq :“ ´1

2

1

Λ2
et rHP :“ HP ˝ Φ.

1.2. La résonance co-orbitale. La particule et la planète sont considérées en

résonance de moyen mouvement si il existe un angle dit “résonant”, combinaison

linéaire entre les longitudes moyennes, qui oscille autour de certaines valeurs. Dans

le cas de la résonance co-orbitale, cet angle résonant est ζ1 :“ λ ´ λ1. Il existe donc

un rapport 1{1 entre les moyen mouvement respectifs ( 9λ “ B rH
BΛ pour la particule et

1 pour la planète) ce qui implique que ces corps vont orbiter autour de l’étoile sur

des ellipses instantanées dont les demi-grands axes sont voisins. Ainsi, en définissant

la transformation symplectique

(1.4) Φ1{1 :

#
T ˆ R ˆ C4 ˆ T ˆ R ÝÑ T ˆ R ˆ C4 ˆ T ˆ R

pζ1, u, rx, x, ry, y, ζ2, Λ̃1q ÞÝÑ pλ,Λ, rx, x, ry, y, λ1,Λ1q,

3. pa, e, I, λ,̟,Ωq : respectivement le demi-grand axe, l’excentricité, l’inclinaison, la longitude

moyenne, la longitude du périastre et la longitude du nœud ascendant de la particule.
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où ˜
ζ1

ζ2

¸
“

˜
1 ´1

0 1

¸ ˜
λ

λ1

¸
et

˜
u

Λ̃1

¸
“

˜
1 0

1 1

¸ ˜
Λ

Λ1

¸
´

˜
1

1

¸

(et donc u “ ?
a ´ 1 qui est associée à la différence des demi-grands axes), nous

obtenons

H :“
`
Λ1 ` rH

˘
˝ Φ1{1 ´ Λ̃1,

le hamiltonien du problème restreint des trois corps exprimé dans des variables

adaptées à la résonance co-orbitale et tel que

(1.5) Hpζ1, u, rx, x, ry, y, ζ2q “ HKpuq ´ u ` HP pζ1, u, rx, x, ry, y, ζ2q,

où

HKpuq :“ ´1

2

1

p1 ` uq2 et HP :“ rHP ˝ Φ1{1.

Ce hamiltonien possède 4 degrés de liberté, chacun associé à un régime spécifique de

la dynamique en résonance co-orbitale. Par exemple, l’angle ζ2, dont la fréquence est

le moyen mouvement de la planète, représente le régime “rapide” alors que l’angle ζ1

est associé aux variations dites “semi-rapides”. De même, les variables px, rxq et py, ryq
sont associées au régime dit “séculaire”. Ainsi, comme ζ1 et les variables px, rx, y, ryq
évoluent lentement par rapport à l’angle ζ2, la moyennisation du hamiltonien H sur

ζ2 permet d’accéder aux composantes semi-rapides et séculaires de la dynamique par

l’intermédiaire d’un hamiltonien réduit à 3 degrés de liberté : le hamiltonien moyen

H.

1.3. Le hamiltonien moyen. En accord avec la théorie des perturbations, il

existe une transformation canonique

(1.6) C :

#
T ˆ R ˆ C4 ˆ T ˆ R ÝÑ T ˆ R ˆ C4 ˆ T ˆ R

pζ.1, u. , rx. , x. , ry. , y. , ζ. 2, Λ̃.
1q ÞÝÑ pζ1, u, rx, x, ry, y, ζ2, Λ̃1q

telle que dans les variables moyennes pζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. , ζ. 2, Λ̃.
1q, nous avons

Λ̃.
1 ` H “

`
Λ̃1 ` H

˘
˝ C avec H :“ H ` H˚,

où

(1.7) H :“ HK ´ u. ` HP

et

(1.8) HP pζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. q :“
1

2π

ż 2π

0
HP pζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. , τqdτ.

La transformation étant limitée au premier ordre en ε, le reste H˚ est en Opε2q tant

que la particule reste suffisamment éloignée de la planète.

C est une transformation proche de l’identité qui peut être définie comme le

transport du flot hamiltonien engendré par une fonction génératrice χ. Autrement

dit :

C “ exppLχq,



8 1. LE RÉSONANCE CO-ORBITALE DANS LE CAS CIRCULAIRE-PLAN

où L est la dérivée de Lie.

Avant de définir χ, introduisons le crochet de Poisson ; pour f une fonction générique,

nous avons

Lχpfq “ tχ, fu “ Bχ
Bζ1

Bf
Bu ` Bχ

Brx
Bf
Bx ` Bχ

Bry
Bf
By ` Bχ

Bζ2
Bf
BΛ̃

´ Bχ
Bu

Bf
Bζ1

´ Bχ
Bx

Bf
Brx ´ Bχ

By
Bf
Bry ´ Bχ

BΛ̃
Bf
Bζ2

.

Dans les variables moyennes, H s’écrit

H “ expLχpHq
“ HK ´ u. ` HP ` tχ,HK ´ u. u ` tχ,HP u ` H ´ H ´ tχ,Hu.

(1.9)

Ainsi, en supposant la fonction génératrice du même ordre que la partie perturbatrice

de H, les termes d’ordre ε dans l’équation précédente sont donnés par
”
HP ` tχ,HK ´ u. u

ı
pζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. , ζ. 2q “ HP pζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. , ζ. 2q

`
´BHK

Bu pu. q ´ 1
¯ Bχ

Bζ1
pζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. , ζ. 2q.

Or en restreignant u. à un voisinage de la résonance tel que

(1.10)
BHK

Bu pu. q ´ 1 “ 0 ` Opεq,

le terme ´BHK

Bu ´ 1
¯ Bχ

Bζ1
est en Opε2q et peut donc être envoyé dans le reste H˚. De ce fait, dans ce voisinage,

il suffit de choisir χ comme solution de l’équation

(1.11)
Bχ
Bζ2

pζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. , ζ. 2q “ HP pζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. q ´ HP pζ. 1, u, rx. , x. , ry. , y. , ζ. 2q.

En posant

(1.12) χpζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. , ζ. 2q “
ż ζ.2

0

”
HP pζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. q ´ HP pζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. , τq

ı
dτ,

l’équation (1.11) est satisfaite et nous avons

Hpζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. , ζ. 2q “ Hpζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. q ` H˚pζ. 1, u. , rx. , x. , ry. , y. , ζ. 2q

avec un reste

(1.13) H˚ “
´BHK

Bu ´ u.

¯ Bχ
Bζ1

` tχ,HP u ` H ´ H ´ tχ,Hu

de taille ε2 en dehors des passages proches avec la planète 4. Par conséquent, en re-

streignant la perturbation aux seuls termes d’ordre ε, nous obtenons le hamiltonien

H du “problème moyen”, i.e. du problème restreint des trois corps, adapté à l’étude

du la résonance co-orbitale et moyenné sur la longitude moyenne de la planète.

Comme la variable Λ̃.
1
est constante dans cette approximation et que H est

4. voir Robutel et al. (2016) pour plus de détails sur l’estimation de la taille du reste dans le

cas du problème planétaire.
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indépendant de pζ. 2, Λ̃.
1q, dans la suite de notre étude nous “oublierons” ce degré

de liberté. De même, dans un souci de clarté, la notation “sous-point” utilisée pour

distinguer les variables moyennes sera supprimée.

En pratique, il existe au moins deux méthodes classiques de moyennisation pour

obtenirH : une analytique basée sur un développement en puissance des excentricités

et des inclinaisons (voir Morais, 2001; Robutel et Pousse, 2013, ainsi que les parties

2 et 3 de ce manuscrit) et une autre qui consiste en une évaluation numérique de

H et de ses dérivées (voir Nesvorný et al., 2002; Giuppone et al., 2010; Beaugé et

Roig, 2001; Mikkola et al., 2006; Sidorenko et al., 2014). Bien que pour de faibles

excentricités et d’inclinaisons la méthode analytique soit très efficace, pour atteindre

des valeurs élevées il est nécessaire de développer H à un très haut degré ce qui

engendre des expressions très lourdes à manipuler. Dans ce cas précis, c’est donc la

méthode numérique qui est la plus commode. Toutefois, nous verrons dans la partie

2 qu’il est possible d’atteindre de hautes valeurs d’excentricités par l’intermédiaire

d’une méthode analytique adaptée aux trajectoires quasi-satellites.

Dans ce chapitre, afin d’explorer l’espace des phases de la résonance co-orbitale

sans restrictions en excentricité ou en inclinaison, nous choisissons d’utiliser la

méthode numérique développée par Nesvorný et al. (2002).

Cette méthode consiste en une évaluation numérique de l’intégrale (1.8). De manière

générale, nous considérons une fonction F dépendante de pζ1, u, rx, x, ry, y, E,E1q où

E et E1 sont les anomalies excentriques de la particule et de la planète. La moyenne

sur ζ2 étant calculée pour pζ1, u, rx, x, ry, yq fixés, l’équation de Kepler implique que

dζ2 “ dλ “ dE
`
1 ´ epxq cosE

˘
.

De plus, nous avons

ζ1 “ λ ´ λ1 “ E ` ̟pxq ´ E1 ´ epxq sinE ` e1 sinE1,

qui dénote que l’anomalie excentrique E1 peut être vue comme une fonction de

pζ1, E, x, e1q. Finalement, l’intégrale s’écrit :

F
`
ζ1, u, rx, x, ry, yq “ 1

2π

ż 2π

0
F pζ1, u, rx, x, ry, y, E,E1pζ1, E, x, e1q

˘`
1 ´ epxq cosE

˘
dE

et peut être évaluée numériquement en discrétisant la variable E telle que Ek “ k2π
N

avec 100 ď N ď 300 (voir Nesvorný et al., 2002, pour plus de détails).

Le problème moyen possède 3 degrés de liberté et dépend de 2 paramètres : la

masse de la planète, ε, ainsi que son excentricité, e1. De plus, il est invariant par

symétrie par rapport au plan orbital de la planète. Par conséquent, en se focalisant

sur les trajectoires co-planaires, i.e. telles que ty “ ry “ 0u, la dimension de l’espace

des phases est réduite à 4.

Lorsque la planète est sur une orbite circulaire pe1 “ 0q, les problèmes moyen et

complet – i.e. non-moyen – sont invariants 5 par l’action du groupe de symétrie

5. Dans le problème complet, c’est cette invariance qui engendre les règles de d’Alembert, voir

le chapitre 3 pour plus de précisions.
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SOp2q associé aux rotations autour de l’axe vertical. De ce fait, au voisinage des

orbites quasi-circulaires (i.e |x| ! 1), le développement du hamiltonien moyen du

cas circulaire-plan, noté

(1.14) H
o
:“ H

ˇ̌
ty“ry“0u avec e1 “ 0,

s’écrit ÿ

D

fk
p,rppuqxprxrpeikζ1 ,

où fk
p,rp est une fonction de u à valeurs complexes tandis que k, p et rp sont des entiers

satisfaisant la relation suivante issue des règles de d’Alembert :

(1.15) D :“
!

pk, p, rpq P Z ˆ N2 tels que p ´ rp “ 0
)
.

Ainsi, nous avons

(1.16)
BHo

B̟ “ 0 “ i
`
x

BHo

Bx ´ rxBHo

Brx
˘

“ 9Γ

et donc que Γ est une intégrale première. En outre, les deux degrés de liberté du

problème sont séparables et une réduction du problème est possible.

En considérant Γ “ |x|2 comme un paramètre de valeur fixée et en éliminant la

variable ̟ “ argpxq, il résulte un problème à 1 degré de liberté que nous avons

dénommé “le problème moyen réduit”. L’étude du hamiltonien associé à ce nouveau

problème, le “hamiltonien réduit”, permet de décrire de manière complète l’espace

des phases de la résonance co-orbitale pour toutes valeurs de Γ fixées. Cependant,

par commodité, plutôt qu’utiliser Γ comme paramètre, nous choisissons d’introduire

la quantité e0 tel que

(1.17) Γ “ p1 ` uq
`
1 ´

a
1 ´ e2

˘
“ 1 ´

b
1 ´ e20.

Par conséquent, si u ! 1, ce paramètre e0 – qui est égale à e ` Opuq – fournit une

approximation de la valeur de l’excentricité e le long de la trajectoire.

Dans la suite, comme l’étude est focalisée sur les trajectoires co-planaires, nous

oublierons le degré de liberté associé à py, ryq.

2. Exploration du cas circulaire-plan

2.1. Le hamiltonien réduit. Pour une valeur de e0 “ a telle que 0 ď a ă 1,

nous définissons M e0 Ă T ˆ R ˆ C2 comme l’intersection de l’espace des phases du

problème moyen (noté M Ă TˆRˆC2) avec l’hyperplan te0 “ au, et M e0{SOp2q,
l’espace quotient de cette intersection par le groupe de symétrie SOp2q. Ainsi, en
appliquant la transformation

(1.18) ψe0 :

#
M e0 ÝÑ M e0{SOp2q

pζ1, u, rx, xq ÞÝÑ pζ1, uq
le problème est réduit à 1 degré de liberté dont la dynamique est fournie par le

hamiltonien réduit :

(1.19) H
o
e0

:“ H
o`

¨, ¨, rxpe0q, xpe0q
˘
.
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Ce hamiltonien est intégrable : pour e0 fixé, une trajectoire du problème moyen

réduit est une orbite périodique ou un point fixe. En outre, la dynamique de la

résonance co-orbitale dans le cas circulaire-plan peut être révélée par la réalisation

de portraits de phase pour différentes valeurs de e0. Par conséquent, le problème

moyen réduit semble l’approche la plus adaptée pour comprendre la résonance co-

orbitale dans le cas circulaire-plan.

Toutefois, le problème moyen est plus habituel pour illustrer les variations des

éléments orbitaux tandis que le problème complet – i.e. non-moyen– en repère tour-

nant avec la planète est un “classique” dans l’étude du problème restreint circulaire-

plan. De ce fait, afin que notre étude soit exhaustive, nous dédions la section suivante

à l’interprétation d’une trajectoire du problème moyen réduit dans ces deux autres

approches.

2.2. Correspondance entre les problèmes moyen, moyen réduit et

en repère tournant avec la planète. Dans le problème moyen réduit, nous

considérons une solution périodique de fréquence ν notée
`
ζ1ptq, uptq

˘
.

Cette trajectoire de l’espace quotient M e0{SOp2q est envoyée dans le problème

moyen par la transformation ψ´1
e0

. Celle-ci n’étant pas injective, puisque dans le

problème moyen réduit l’angle ̟ “ argpxq est ignoré, ψe0 fait donc correspondre

un ensemble d’orbites paramétrée par ̟0 “ ̟pt “ 0q P T à la trajectoire initiale.

Comme

9̟ ptq “ ´ B
BΓH

o
e0

`
pζ1ptq, uptq

˘

est une fonction 2π{ν-périodique, elle peut être décomposée telle que

9̟ ptq “ g ´
” B

BΓH
o
e0

`
pζ1ptq, uptq

˘
` g

ı
,

où

g :“ ν

2π

ż 2π{ν

0
´BHo

e0

BΓ
`
pζ1ptq, uptq

˘
dt(1.20)

est la fréquence “séculaire” de précession de ̟. De ce fait, le long de ces trajectoires,

l’évolution temporelle de la longitude du périastre est donnée par

(1.21) ̟ptq “ ̟0 ` gt ´
ż t

0

”BHo
e0

BΓ
`
ζ1ptq, uptq

˘
` g

ı
dt

Dans le problème moyen, la trajectoire initiale correspond à un ensemble d’orbites

quasi-périodiques de fréquences ν et g. Par le même raisonnement, un point fixe du

problème moyen réduit est associé à un ensemble d’orbites périodiques de fréquence

g. Néanmoins, ̟ n’étant pas défini pour des orbites quasi-circulaires 6 (e0 “ 0), les

trajectoires sont des points fixes ou des orbites périodiques dans les problèmes moyen

et moyen réduit. En outre, lorsque e0 ą 0 et g “ 0, une trajectoire périodique du

problème moyen réduit correspond à un ensemble d’orbites périodiques tandis qu’un

point fixe est associé à une ensemble de points fixes dégénérés. Pour ce dernier cas,

6. Nous définissons les orbites quasi-circulaires comme celles où l’ellipse osculatrice de la parti-

cule reste circulaire tout le long de sa trajectoire.



12 1. LE RÉSONANCE CO-ORBITALE DANS LE CAS CIRCULAIRE-PLAN

les points fixes dégénérés étant répartis sous forme circulaire dans l’espace des phases

représenté dans les variables px, rxq, nous parlerons de “cercles de points fixes”.

Afin d’envoyer une trajectoire du problème moyen dans le problème complet en

repère tournant avec la planète, nous devons tout d’abord appliquer C afin d’ajouter

la composante rapide associée au moyen mouvement.

Dans le cas circulaire-plan, les règles de d’Alembert issues des invariances du problème

impliquent que H dépend uniquement des angles ζ1 et ζ2 ´ ̟ (voir le chapitre 3).

Ainsi, en définissant la transformation canonique

(1.22) pψ :

#
M ÝÑ pψpM q

pζ1, u, rx, x, ζ2, Λ̃1q ÞÝÑ pζ1, u, rξ, ξ, ζ2, Λ̃1 ´ Γq

avec M qui représente l’espace des phase du problème complet 7,

ξ “
?
Γ exppiϕq, rξ “ ´iξ et ϕ “ λ1 ´ ̟,

nous obtenons le hamiltonien

(1.23) pΛ̃1 ` Hq ˝ pψ´1

qui est autonome avec 2 degrés de liberté associés aux fréquences ν et 1´g. De plus,

par l’intermédiaire d’une transformation canonique en variables cartésiennes, ce der-

nier est relié au hamiltonien du problème complet en repère tournant avec la planète.

Dans cette approche plus “classique” pour appréhender le problème restreint, une

trajectoire est en général quasi-périodique à 2 fréquences, ν et 1´g. Par conséquent,

dans le repère tournant avec la planète, une trajectoire du problème moyen réduit

est en général associée à un ensemble d’orbites paramétrée par ϕ0 “ ϕpt “ 0q P T

et avec une fréquence additionnelle (1 ´ g).

Dans un souci de clarté, nous résumons tous les cas remarquables de correspon-

dances entre les problèmes moyen, moyen réduit et en repère tournant dans la table

1.1 .

2.3. Portraits de phase dans le problème moyen réduit. Sur la figure 1.1,

nous présentons des portraits de phase associés à 6 valeurs de e0 pour un système

de type “Soleil-Jupiter” (ε “ 10´3).

Dans la figure 1.1a, le paramètre e0 est égal à zéro : les orbites sont donc quasi-

circulaires. Ce cas étant bien connu dans le repère tournant, nous avons esquissé

les trajectoires associées aux différentes configurations dans la figure 1.2. Le point

singulier situé en ζ1 “ u “ 0 correspond à la collision entre la particule et la planète,

où H n’est pas défini puisque l’intégrale (1.8) est divergente. Les deux points fixes

elliptiques en pζ1, uq “ p˘60˚, 0q correspondent aux configurations de Lagrange L4

et L5 où les trois corps forment les sommets d’un triangle équilatéral. Le point fixe

hyperbolique à proximité de pζ1, uq “ p180˚, 0q est associé à la configuration d’Euler

L3 où les trois corps sont alignés avec l’étoile pour corps central.

Sur les portraits de phase présentés dans Nesvorný et al. (2002), deux autres équilibres

7. En tenant compte du degré de liberté associé à pζ2, Λ̃1q, nous avons M Ă TˆRˆC2 ˆTˆR.
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e0 “ 0 e0 ą 0

g ‰ 0 g “ 0

PMR
PF OP PF OP PF OP

Ó pνq pνq pνq

PM
PF OP S̟0

OP S̟0
OQP S̟0

PF S̟0
OP

Ó pνq pgq pν, gq pνq

RT
PF OP Sϕ0

OP Sϕ0
OQP Sϕ0

OP Sϕ0
OQP

pνq p1 ´ gq pν, 1 ´ gq p1q pν, 1q

Table 1.1. Correspondances dans les problèmes moyen (PM) et complet

en repère tournant (RT) d’une trajectoire donnée dans le problème moyen

réduit (PMR). S̟0
,Sϕ0

: ensemble paramétrées par ̟p0q et ϕp0q P T. PF :

point fixe. OP : orbite périodique. OQP : orbite quasi-périodique. Entre

parenthèses : fréquences associées.
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´0.02
´0.01

0.01
0.02

L5

L4

´120 ´60 0 60 120 ´120 ´60 0 60 120

a. b.

c. d.

e. f.

0u

´0.02
´0.01

0.01

0.02

0u

ζ1 p˚q ζ1 p˚q

L3

´0.02
´0.01

0.01
0.02

0u

Figure 1.1. Portraits de phase du problème moyen réduit pour un

système de type “Soleil-Jupiter” (ε “ 10´3). Pour a, b, c, d, e, et f, le

paramètre e0 est égal à 0, 0.25, 0.5, 0.75, 0.85 et 0.95. Le point noir (a) et

les courbes noires représentent la collision avec la planète. Les points bleu

marine, bleu ciel et rouges sont respectivement les courbes de niveau des

trajectoires tadpoles, quasi-satellites et fers-à-cheval. Pour e0 “ 0, les deux

triangles bleu marine et les cercles rouges représentent L4, L5 et L3 alors

que pour e0 ą 0, ils forment les familles de points fixes Ge0
L4
, Ge0

L5
et Ge0

L3
.

Les courbes rouges représentent les séparatrices qui émergent de L3 ainsi

que de la partie instable de Ge0
L3
. Les losanges bleu ciel forment la famille de

points fixes Ge0
QS . Enfin, les carrés verts représentent la partie stable de Ge0

L3

autour duquel les trajectoires représentées en vert librent.
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Satellite prograde

Soleil

L4

L5

L2

L1

L3

Fer-à-cheval

Tadpoles (L l
5)

Tadpoles (L l
4)

Jupiter

Figure 1.2. Représentation des trajectoires quasi-circulaires (e0 “ 0)

dans le repère tournant avec la planète. Les deux triangles bleu marine, le

cercle rouge et les 2 croix brunes représentent respectivement les équilibres

L4, L5, L3, L1 et L2. Les trajectoires périodiques bleu marine autour de L4

et L5 sont des orbites tadpoles appartenant aux familles d’orbites à longue

période. La trajectoire rouge est une orbite périodique en fer-à-cheval. Enfin

la trajectoire brune est une orbite de type “satellite prograde”.
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hyperboliques apparaissent le long de l’axe tζ1 “ 0u : ce sont les configurations d’Eu-

ler L1 et L2 où les trois corps sont alignés de telle façon que l’étoile est l’un des corps

extérieurs. Cependant, il a été montré dans Robutel et Pousse (2013) – et nous le

reverrons également dans le chapitre 6 – qu’il existe un voisinage autour de la sin-

gularité à l’intérieur duquel le hamiltonien moyen ne représente pas précisément le

problème initial. En effet, bien que dans la majeure partie de l’espace des phases

le reste H˚ engendré par le processus de moyennisation est de taille négligeable par

rapport à H, lorsque la distance à la collision est de l’ordre de ε1{3 ou inférieure, H˚
est au moins du même ordre que la partie perturbatrice HP (Robutel et al., 2016).

Par conséquent, au voisinage de la singularité associée à la collision entre la planète

et la particule, il existe une “zone d’exclusion” du problème moyen auxquels L1 et

L2 appartiennent ainsi que le domaine des satellites progrades qui n’a pas été tracé

mais entoure la singularité.

Les domaines délimités par la séparatrice qui émerge de L3 correspondent aux tra-

jectoires de type “tadpoles” qui librent autour de L4 et L5. Pour e0 “ 0, ces deux

domaines forment 2 familles d’orbites périodiques qui ont pour origine L4 et L5

et sont paramétrées par u ě 0. Dans le problème moyen réduit, nous les notons

N u
L4

et N u
L5
. Plus précisément, ce sont des familles de Lyapounov qui émergent des

configurations équilatérales de Lagrange dans la direction associée à la fréquence de

libration ν (voir par exemple Meyer et Hall, 1992). Dans le repère tournant, elles

sont plus connues sous le nom de familles d’orbites à longue période, notées L l
4 et

L l
5 .

Enfin, à l’extérieur de la séparatrice se trouve le domaine des trajectoires en fer-à-

cheval : ce sont les orbites qui entourent les équilibres L3, L4 et L5.

À mesure que e0 augmente, la position de la singularité associée à la collision évolue.

En effet, dès que e0 ą 0, l’origine devient un point régulier et un ensemble de points

singuliers décrit une courbe qui l’entoure. L’espace des phases est alors divisé en

deux régions différentes.

Pour de faibles valeurs de e0 (par exemple e0 “ 0.25 dans la figure 1.1b), la

région à l’extérieur de la courbe de collision a la même topologie que pour e0 “ 0 :

2 points fixes elliptiques à proximité de la position de L4 et L5 et une séparatrice

qui émerge d’un point fixe hyperbolique proche de L3 et délimite les domaines des

tadpoles et des fers-à-cheval. Cependant, contrairement à e0 “ 0, ces points fixes

ne sont pas des équilibres des problèmes moyen ou complet en repère tournant mais

correspondent à des orbites périodiques. Par conséquent, leur voisinage est composé

d’orbites quasi-périodiques.

En faisant varier e0, ces points fixes forment 3 familles à un paramètre que nous

dénotons Ge0
L3
, Ge0

L4
et Ge0

L5
. Dans le repère tournant, elles sont plus connues sous le

nom de familles d’orbites à courte période, notées L3, L s
4 et L s

5 , et forment les

familles de Lyapounov qui émergent de L3, L4 et L5 dans la direction associée à la

fréquence de précession (voir Meyer et Hall, 1992).

À l’intérieur de la courbe de collision apparâıt un nouveau domaine contenant des
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Point fixe Famille d’orbites périodiques Famille de points fixes

L4 L3 L5

N u
L5

pL s
4 q pL l

4q pL3q pL s
5 q pL l

5q pfqPM & RT

N u
L4Ge0

L4
Ge0
L3

Ge0
L5

Ge0
QSPMR

e0 “ 0

e0 ą 0

Familles de Lyapounov

e0 “ 0

e0 ą 0

Figure 1.3. Représentation des familles d’orbites périodiques dans les

problèmes moyen (PM), moyen réduit (PMR) et complet en repère tour-

nant avec la planète (RT). Dans le problème moyen réduit, chaque équilibre

équilatéral de Lagrange engendre 2 familles de Lyapounov qui correspondent

à une famille d’orbites périodiques et une famille de points fixes. Dans les

problèmes moyen et en repère tournant, elles sont associées aux familles

d’orbites à longue et courte période. L3 étant un point-selle dans le problème

moyen, une seule famille de Lyapounov en émerge. Plus précisément, c’est

une famille de points fixes du problème moyen réduit et une famille d’orbites

périodiques dans les problèmes moyen et en repère tournant. Enfin, pour

e0 ą 0, il existe une famille de points fixes du problème moyen réduit qui

n’est pas une famille de Lyapounov issue d’un point fixe connu : Ge0
QS . Dans

le repère tournant, Ge0
QS correspond à une famille d’orbites périodiques : la

famille f de Henon (1969).

L s
4

L3

L3

L4 L5

L s
5stable st
ab
le

sta
b
le

in
sta

b
le

CJacobi

bifurcation

Figure 1.4. Représentation du résultat de ? dans le repère tournant :

la rencontre des familles d’orbites à courte période L s
4 et L s

5 avec L3 et

bifurcation de la dernière qui devient stable.
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orbites qui librent autour d’un point fixe situé à proximité de ζ1 “ u “ 0 : c’est le

domaine des quasi-satellites. Nous y reviendrons plus précisément dans le chapitre

2. Toutefois, nous mentionnons que ce sont des orbites nécessairement excentriques

dans le cas circulaire-plan qui librent autour ζ1 “ 0˚. Dans le repère tournant avec

la planète, elles sont associées aux trajectoires de type “satellite rétrograde” qui sont

liées à la famille d’orbites périodiques f de Henon (1969).

En faisant varier e0, les points fixes du domaine des quasi-satellites forment une

famille à un paramètre qui émerge de la singularité en e0 “ 0. Nous la notons

Ge0
QS . Dans le repère tournant, ces points fixes correspondent à une famille d’orbites

périodiques de fréquence 1 ´ g et telles que ζ1 “ 0˚. Plus précisément Ge0
QS est

associée 8 à la famille f . Pour de faibles valeurs d’excentricité, les domaines des

tadpoles, des fers-à-cheval et des quasi-satellites sont donc structurés autour de deux

familles d’orbites périodiques et de quatre familles de points fixes. Afin de clarifier

leur représentation dans les différentes approches, nous les schématisons dans la

figure 1.3.

Pour de plus grandes valeurs de e0 (voir les figures 1.1c, d, e, et f), la topologie

des portraits de phase ne change pas à l’intérieur de la courbe de collision : le domaine

des quasi-satellites est toujours présent mais sa taille augmente jusqu’à dominer le

portrait de phase à haute excentricité.

À l’extérieur de la courbe de collision, la situation est différente. En augmentant

e0, les équilibres stables se rapprochent du point fixe hyperbolique, ce qui implique

que le domaine des tadpoles rétrécit et disparâıt lorsque les trois points fixes se

rencontrent. Cette bifurcation engendre un nouveau domaine à l’intérieur duquel les

orbites librent autour d’un point fixe situé à proximité de pζ1, uq “ p180˚, 0q (voir

la figure 1.1f). Un résultat similaire a été trouvé par Deprit et al. (1967) pour un

système Terre-Lune dans le cas circulaire-plan (ε “ 1{81). Dans le repère tournant,

ces auteurs ont montré que les familles L s
4 et L s

5 se terminent par une orbite

périodique de L3 qui bifurque, les orbites consécutives étant stables (voir le schéma

de la figure 1.4).

Maintenant, intéressons-nous plus particulièrement au domaine des quasi-

satellites. Comme nous l’avons mentionné précédemment, au voisinage de la collision,

il existe un ensemble de trajectoires appartenant à la zone d’exclusion du problème

moyen et ne représentant donc pas précisément des solutions du problème initial.

Comme à très haute excentricité, les quasi-satellites dominent le portrait de phase,

la taille de l’intersection entre ce domaine et la zone d’exclusion est faible relative-

ment à la taille du domaine lui-même. Cependant, quand e0 diminue, la courbe de

collision rétrécit et conséquemment la taille du domaine des quasi-satellites se réduit.

De ce fait, la taille de l’intersection relativement à tout le domaine augmente jusqu’à

atteindre une valeur critique de e0 où la zone d’exclusion contient l’intégralité des

trajectoires quasi-satellites. Dans ce cas, les problèmes moyen et moyen réduit ne

sont pas des approches pertinentes pour étudier les trajectoires quasi-satellites.

8. voir la figure 1.6 ainsi que le chapitre 2 pour plus de précisions sur cette famille.
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Une manière simple d’estimer la limite de validité des problèmes moyen et moyen

réduit pour ce type de trajectoires est de considérer que le domaine des quasi-

satellites se situe à l’intérieur de la zone d’exclusion si et seulement si le point fixe

de Ge0
QS est exclu. Ainsi, l’étude de la famille de points fixes Ge0

QS nous permet de

déterminer la valeur d’excentricité minimale pour que le processus de moyennisation

soit adapté à l’étude des quasi-satellites. Dans la section suivante, nous présentons

donc les résultats de l’étude de Ge0
QS ainsi que des autres familles de points fixes du

problème moyen réduit.

2.4. Les familles de points fixes du problème moyen réduit. Pour une

valeur de e0 donnée, la stabilité linéaire d’un point fixe du problème moyen réduit,

noté pζ1,0, u0q, se déduit des valeurs propres de la matrice

M :“

¨
˚̋

B2H
o
e0

Bζ1Bu
B2H

o
e0

Bu2

´ B2H
o
e0

Bζ2
1

´ B2H
o
e0

Bζ1Bu

˛
‹‚

issue des équations variationnelles

(1.24)

˜
9ζ1

9u

¸
“ Mpζ1,0, u0q

˜
ζ1

u

¸

associées au système différentiel linéarisé au voisinage du point fixe. Lorsque le point

fixe est elliptique, ses valeurs propres sont égales à ˘iν où le réel ν est la fréquence

de rotation ou de libration des orbites autour de l’équilibre. De même, la fréquence

de précession de l’orbite est fournie par

g “ ´BHo
e0

BΓ pζ1,0, u0q.

Les évolutions de la position et des fréquences le long des familles Ge0
QS , G

e0
L3
, Ge0

L4

et Ge0
L5

en fonction du paramètre e0 sont représentées dans la figure 1.5 pour ε “ 10´3.

La courbe rouge à proximité de pζ1, uq “ p180˚, 0q représente la famille Ge0
L3

tandis

que les deux courbes bleu marine qui émergent en L4 et L5 correspondent à Ge0
L4

et Ge0
L5
. En augmentant e0, ces deux dernières fusionnent avec Ge0

L3
pour e0 » 0.917

(tirets verticaux sur la figure 1.5). En outre, pour des valeurs de e0 supérieures, les

orbites de Ge0
L3

sont stables (courbes vertes).

La courbe bleu ciel à proximité de ζ1 “ u “ 0 représente la famille Ge0
QS . Le long

de cette famille, pour 0.4 ď e0 ă 1, les fréquences |ν| et |g| sont du même ordre

que celles des tadpoles représentées par Ge0
L4

ou Ge0
L5

mais avec g de signe différent.

En diminuant e0, les modules des fréquences augmentent et tendent vers l’infini.

Par conséquent, lorsque les fréquences atteignent des valeurs du même ordre ou

supérieures à la fréquence de moyennisation, Ge0
QS entre dans la zone d’exclusion et

le problème moyen ne décrit plus les trajectoires quasi-satellites avec précision.

Afin d’estimer un domaine d’excentricité où le problème moyen est adapté à l’étude

des orbites quasi-satellites, nous considérons que Ge0
QS se situe en dehors de la zone
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Figure 1.5. Position ζ1 (a) et u (b) et fréquences |ν| (c) et g (d) des

familles de points fixes pour un système de type “Soleil-Jupiter” (ε “ 10´3).

Les familles Ge0
L4

et Ge0
L5

(courbes bleu marine) fusionnent avec Ge0
L3

(courbes

rouges) et engendrent une famille de points fixes stables (courbes vertes).

Le problème moyen est une approche pertinente pour l’étude des quasi-

satellites lorsque les courbes bleu ciel associées à Ge0
QS sont continues, c’est-

à-dire pour e0 ě 0.18. Le long de chaque famille, il existe une orbite parti-

culière où la fréquence de précession g est nulle. Ces orbites correspondent

à des cercles de points fixes du problème moyen.
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f

L s
4

a.

c. d.

b.

L s
5

L3

0 1´1 0 1´1

0

´1

1

0

´1

1

Soleil
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Figure 1.6. Orbites périodiques dans le repère tournant correspondant

aux points fixes stables de Ge0
QS , G

e0
L4
, Ge0

L5
et Ge0

L3
pour e0 “ 0.25 (a), 0.5

(b), 0.75 (c) et 0.95 (d) (voir la figure1.1b, c, d, et f). Les trajectoires bleu

marine, bleu ciel et vertes, sont associées respectivement à L s
4 et L s

5 , f et

L3 après la bifurcation. Elles sont obtenues par intégration numérique des

conditions initiales issues des familles Ge0
QS , G

e0
L4

et Ge0
L5
.
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d’exclusion lorsque |ν| et |g| sont inférieurs à 1{4, i.e.

(1.25) max
`
|ν|, |g|

˘
ă 1{4.

La figure 1.5 montre que la valeur d’excentricité minimale est e0 “ 0.18. Par

conséquent, dans un système de type “Soleil-Jupiter”, les problèmes moyen et moyen

réduit sont des approches pertinentes pour étudier Ge0
QS et les quasi-satellites lorsque

e0 ě 0.18.

Maintenant intéressons-nous aux variations de la fréquence g le long de chaque

famille. Pour chacune d’elles, la fréquence est monotone et croise zéro pour une va-

leur critique d’excentricité : e0 » 0.8352 pour Ge0
QS , e0 » 0.8695 pour Ge0

L4
et Ge0

L5

et e0 » 0.9775 pour Ge0
L3
. Ces orbites particulières du problème moyen réduit cor-

respondent à des “cercles de points fixes” dans le problème moyen et des orbites

périodiques de fréquences 1 dans le repère tournant. Autrement dit, ce sont des el-

lipses gelées dans le référentiel héliocentrique. Nous les dénotons GQS , GL4
, GL5

et

GL3
.

Pour conclure cette section, nous avons relié ces familles de points fixes du

problème moyen réduit à leurs trajectoires correspondantes dans le repère tournant.

En dehors de la zone d’exclusion, en appliquant pψ˝C˝ψ´1
e0

à ces familles ainsi qu’une

transformation dans les variables cartésiennes, nous obtenons une approximation au

premier ordre en ε des conditions initiales de ces orbites dans le repère tournant. À

l’aide d’un algorithme itératif qui enlève la fréquence ν (Couetdic et al., 2010), nous

avons raffiné ces conditions initiales et intégré les trajectoires correspondantes dans

le repère tournant. Un exemple de trajectoires stables est représenté dans la figure

1.6 pour différentes valeurs de e0 (e0 “ 0.25 en a, 0.5 en b, 0.75 en c et 0.95 en d).

Dans un système de type “Soleil-Jupiter”, la totalité des familles L s
4 et L s

5 sont

obtenues à partir des conditions initiales de Ge0
L4
, Ge0

L5
et de la partie stable de Ge0

L3
, de

leurs équilibres respectifs jusqu’à la fusion avec la famille L3 et l’orbite de collision

avec le Soleil. Au contraire, Ge0
QS fournit seulement une partie de la famille f de He-

non (1969), de l’orbite de collision avec le Soleil jusqu’à l’orbite telle que e0 “ 0.18.

La figure 1.6 montre qu’en augmentant e0, la taille des trajectoires dans le repère

tournant augmente. Comme nous pouvions le supposer, le centre de libration de la

famille f se situe à proximité de la planète tandis que ceux de L s
4 et L s

5 se décalent

de L4 et L5 jusqu’à atteindre L3 où ils rencontrent celui de L3. Après la bifurcation,

seules les trajectoires de la famille f et de L3 sont présentes.

3. Les ellipses gelées : une extension au cas excentrique-plan (e1 ě 0)

Un important résultat obtenu de l’exploration numérique du cas circulaire-plan a

été de mettre en évidence les orbites GQS , GL3
, GL4

et GL5
qui forment des cercles de

points fixes dans le problème moyen et correspondent à des ellipses gelées ou figées,

i.e. avec une fréquence de précession nulle, dans le référentiel héliocentrique. Une

question naturelle est de savoir si ces structures sont préservées lorsqu’une petite

excentricité est donnée à l’orbite de la planète. Cette question peut donc être posée
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de manière perturbative.

Pour e1 suffisamment faible, le hamiltonien moyen du cas excentrique-plan s’écrit

H
o ` R1 avec R1 “ Ope1q, c’est-à-dire la perturbation du hamiltonien moyen associé

au cas circulaire-plan par l’effet de l’excentricité de la planète. Cependant, comme

dans le cas excentrique-plan, la variable̟ “ argpxq n’est plus ignorable, la réduction
de la dimension du problème n’est donc pas possible et la persistance des points

fixes ne peut être garantie par un argument de type théorème de Poincaré-Birkhoff

valable en dimension 2. Dans cette section, nous limiterons donc notre étude à une

exploration numérique de l’espace des phases du cas excentrique-plan.

Pour de très faibles valeurs de e1 dans un système de type “Soleil-Jupiter”, les

simulations numériques ont permis d’établir que chaque cercle de points fixes est

détruit, mais que 2 points fixes survivent à la perturbation : un stable et un autre

instable. Nous notons ces points fixes Ge1

X,1 et Ge1

X,2 avec X qui correspond à QS,

L4, L5 et L3. En faisant varier e1, nous les avons suivis dans l’espace des phases et

ainsi mis en évidence 8 familles de points fixes. La dynamique linéaire au voisinage

d’un point fixe du problème moyen est donnée par 2 couples de valeurs propres :

˘μ ou ˘iν et ˘f ou ˘ig, où μ, ν, f et g sont des réels. Si ces valeurs propres sont

imaginaires, alors le point fixe est elliptique avec pour fréquences ν et g. Sinon, le

point fixe est instable. Ainsi, nous caractérisons également la stabilité de chaque

famille en faisant varier e1. Les conditions initiales et les modules des parties réelles

et imaginaires des valeurs propres sont tracés en fonction de e1 dans les figures 1.7,

1.8 et 1.9.

Parmi les huit familles de points fixes du problème moyen, deux sont les plus

intéressantes : Ge1

QS,1 et Ge1

L3,1
. Les points fixes de la famille Ge1

QS,1, qui émerge de

GQS , sont stables jusqu’à e1 » 0.8. Comme nous l’avons représenté dans la figure

1.10a, cette famille correspond à une configuration où les deux ellipses sont anti-

alignées 9 avec ζ1 “ 0˚ et une très haute excentricité qui décrôıt avec une pente

proche Be
Be1 “ ´1{2.

Au contraire, les points fixes de la famille Ge1

L3,1
, qui émerge de GL3

, sont stables

seulement pour 0 ď e0 ď 0.15. Cette famille décrit une configuration avec deux

ellipses alignées, ζ1 “ 180˚ et une très haute excentricité qui décrôıt lorsque e1 aug-

mente (voir les représentations de la configuration dans la figure1.10b). Remarquons

que le long de ces deux familles, il existe une valeur critique de e1 où la planète et la

particule ont la même excentricité. Les traits verticaux des figures 1.7 et 1.8 montrent

que ces configurations existent pour e1 “ e » 0.565 en Ge1

QS,1 et e1 “ e » 0.73 en

Ge1

L3,1
.

Ces deux familles ont été mises en évidence dans le problème planétaire. En effet,

Ge1

QS,1 et Ge1

L3,1
sont certainement reliées aux familles “stable” et “instable” décrites

par Hadjidemetriou et al. (2009) et Hadjidemetriou et Voyatzis (2011). De même,

GQS peut être associée à la famille de points fixes “QS” de Giuppone et al. (2010).

9. Deux ellipses sont anti-alignées si la différence entre leur longitude du périastre est égale à

180˚. Au contraire, elles sont considérées alignées si ̟ “ 0˚. Voir la figure 1.10.
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Les auteurs de Giuppone et al. (2010) et Hadjidemetriou et Voyatzis (2011) ont

remarqué l’existence d’une configuration à excentricités égales et pour une valeur

proche de e “ e1 » 0.565 pour différents rapports des masses planétaires. D’après

Hadjidemetriou et al. (2009), la configuration Ge1

L3,1
à excentricités égales semble

aussi exister dans le problème planétaire pour une valeur d’excentricité proche de

0.73. Par conséquent, ces observations suggèrent que les deux configurations à ex-

centricités égales sont faiblement dépendantes du rapport de masse des planètes. En

outre, nous signalons que les configurations associées à Ge1

QS,1 sont très similaires à

celles de la famille “A.1/1” qui a été décrite par Broucke (1975) dans le problème

général des 3 corps. Cela suggère donc l’existence d’un lien entre les problèmes res-

treint, planétaire et général pour les configurations quasi-satellites.

Finalement, nous notons que certaines configurations des huit familles de points

fixes ont déjà été remarquées. En effet, pour 0.01 ď e1 ď 0.5, Nesvorný et al. (2002)

exhibent dans le problème moyen des points fixes quasi-satellites stables et instables.

Ces auteurs ont également montré des points fixes très excentriques qui corres-

pondent à la configurations des familles Ge1

L4,1
et Ge1

L5,1
. De même, Bien (1978) et

Edelman (1985) ont montré l’existence d’ellipses gelées en résonance co-orbitale dans

le système Soleil-Jupiter avec e1 “ 0.48. Le premier auteur a mis en évidence 6 points

fixes à très haute excentricité qu’il a notés P1, Q1, P2, Q2, P3 et Q3 correspondant

respectivement à Ge1

L4,1
, Ge1

L4,2
, Ge1

L5,1
, Ge1

L5,2
, Ge1

QS,1 et Ge1

QS,2. Le second a trouvé une

ellipse gelée, stable, en résonance co-orbitale pour e “ 0.975 et ζ1 “ 180˚ ce qui

semble correspondre à Ge1

L3,1
.
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Figure 1.7. a, b, c, et d : éléments orbitaux des familles Ge1

QS,1 et Ge1

QS,2

en fonction du paramètre e1. f et g : variations des modules des parties

réelles et imaginaires des valeurs propres de la matrice issue du système

différentiel linéaire le long de Ge1

QS,1. G
e1

QS,1 est une famille de points fixes

stables pour e1 ă 0.8 et représente une configuration d’ellipses anti-alignées

et telle que ζ1 “ 0˚. De plus, la famille possède une orbite particulière où

e1 “ e » 0.565. Au contraire, Ge1

QS,2 est une famille instable représentant

une configuration d’ellipses alignées avec ζ1 “ 0.
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Figure 1.8. a, b, c, et d : éléments orbitaux des famillesGe1

L3,1
etGe1

L3,2
en

fonction du paramètre e1. f et g : variations des modules des parties réelles

et imaginaires des valeurs propres de la matrice issue du système différentiel

linéaire le long de Ge1

L3,1
. Les points fixes de Ge1

L3,1
sont stables pour e1 ď 0.15

et représente une configuration d’ellipses alignées avec ζ1 “ 180˚. De plus

cette famille possède une orbite particulière avec e1 “ e » 0.73 où la planète

et la particule partagent la même ellipse. Au contraire, la famille Ge1

L3,2
est

instable est représente une configuration d’ellipses anti-alignées avec ζ1 “
180˚.
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Figure 1.9. a, b, c, et d : éléments orbitaux des familles Ge1
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réelles et imaginaires des valeurs propres de la matrice issue du système

différentiel linéaire le long de Ge1
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. L’intégralité de la famille Ge1

L4,1
est

stable tandis que Ge1

L4,2
est instable.
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a. b.

c. d.

e. f.

GQS GL3

e “ e1 » 0.565 e “ e1 » 0.73

Ge1

QS,1 Ge1

L3,1

e1 “ 0.2 e1 “ 0.2

Figure 1.10. Illustrations dans le référentiel héliocentrique des orbites

associées à GQS (a) et GL3
(b) ainsi que Ge1

QS,1 et GL3
pour e1 “ 0.2

(respectivement c et d) et à excentricités égales (respectivement e et f).



Chapitre 2

Quasi-satellites ou satellites rétrogrades ?

1. Introduction

Ces vingt dernières années, les travaux concernant les trajectoires quasi-satellites

se sont multipliés et cette terminologie est devenue dominante pour décrire les tra-

jectoires co-orbitales telles que ζ1 “ λ´λ1 oscille autour de zéro. Cependant, certains

auteurs emploient plutôt le terme de “satellite rétrograde” (Nesvorný et al., 2002;

Namouni, 1999; Christou, 2000) en référence aux trajectoires du repère tournant et

plus précisément au voisinage de la famille f de Henon (1969). Il existe donc une

ambigüıté dans la terminologie à employer qui est une conséquence des différents

points de vue possibles pour décrire ces trajectoires.

Dans ce chapitre, notre but est de clarifier les notions de “quasi-satellite” et

“satellite rétrograde”. Afin de pouvoir comprendre les différences entre ces configu-

rations, nous dédions la section suivante à une revue historique des travaux majeurs

les concernant.

2. Des satellites rétrogrades aux quasi-satellites

À la suite des découvertes des lunes Phoebe (1898) et Pasiphae (1908) – an-

ciennement désignée J VIII – qui orbitent dans un sens rétrograde et à de grandes

distances de leur corps primaire respectif, Saturne et Jupiter, Jackson (1913) publia

la première étude dédiée au mouvement des satellites rétrogrades. En cherchant à

comprendre comment une lune peut encore être satellisée à une distance proche de

la limite de la sphère d’influence de la planète – également dénommée sphère de Hill

–, il écrivit :

“A little further away from Jupiter than J VIII, the solar forces would

prohibit direct motion, but the solar and Jovian forces would go hand

in hand to maintain a retrograde satellite.”(Jackson, 1913)

ce qui illustre que contrairement aux satellites progrades dont le mouvement à grande

distance est contrecarré par l’influence du Soleil, les satellites rétrogrades sont main-

tenus par l’association des forces issues de la planète et du Soleil. Ainsi, par cette

remarque, l’auteur est le premier à confirmer l’existence et la stabilité de satellites

rétrogrades éloignés de leur planète dans le système solaire.

Par la suite, des études ont établi l’existence et la stabilité de ces orbites dans le

29
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problème restreint plan de trois corps à masses égales (Strömgren, 1933; Moeller,

1935; Henon, 1965a,b) 1 et pour un système de type “Terre-Lune” (Broucke, 1968).

Dans le cadre du problème de Hill, Henon (1969) étendit l’étude de Jackson en

mettant en évidence l’existence d’une famille à un paramètre d’orbites périodiques

symétriques de type “satellite rétrograde”, notée 2 f dont les trajectoires subsistent

au-delà des configurations de Euler L1 et L2. Cela fut confirmé par Henon et Guyot

(1970) dans le cadre du problème restreint des trois corps. Dans le repère tournant

avec la planète, les auteurs montrèrent que la famille f s’étend des orbites satellites

rétrogrades situées dans un voisinage infinitésimal de la planète jusqu’à une orbite

de collision avec l’étoile. De plus, ils soulignèrent que si ε ă 0.0477, alors l’intégralité

de la famille est stable. Benest (1974, 1975, 1976) prolongea ensuite ces résultats en

étudiant la stabilité du voisinage de la famille f dans l’espace des configurations

pour 0 ď ε ď 1.

À la suite de ces travaux théoriques, l’étude des trajectoires satellites rétrogrades

fut menée dans un cadre pratique, notamment dans le but d’envoyer une sonde

autour de Phobos. En remarquant que cette lune de Mars est très peu massive (le

système Mars-Phobos est représenté par ε “ 10´8), sa sphère de Hill se situe à

proximité de la surface, ce qui rend les trajectoires satellites rétrogrades à grande

distance particulièrement adaptées à la situation. Ainsi, à la fin des années quatre-

vingt, la terminologie “quasi-satellite” 3 est introduite par la communauté soviétique

d’astrodynamique afin de définir les trajectoires du problème restreint des trois corps

qui sont des orbites de type “satellite rétrograde” à l’extérieur de la sphère de Hill

du corps secondaire (voir la figure 2.1a). En outre, la mission vers Phobos engendra

les travaux de Kogan (1990) et Lidov et Vashkov’yak (1993, 1994a,b).

Les quasi-satellites sont apparus dans la communauté de mécanique céleste à

la fin des années quatre-vingt-dix, dans le cadre de trajectoires d’astéröıdes dans

le système solaire. En effet, si l’on suppose un astéröıde sur une orbite de type

“quasi-satellite” suffisamment éloignée de la planète telle que l’influence de l’étoile

domine son mouvement et que la planète agisse comme une perturbation, alors sa

trajectoire pourra être représentée par des ellipses osculatrices dont les variations

sont gouvernées par l’influence de la planète. Dans ce contexte, Mikkola et Inna-

nen (1997) remarquèrent que les moyens mouvement de l’astéröıde et de la planète

se trouvent en résonance 1{1, signifiant donc que les configurations quasi-satellites

1. Les deux premiers articles sont des travaux du groupe de Copenhague qui explora intensi-

vement les solutions périodiques du problème restreint plan de trois corps à masses égales (voir

Szebehely, 1967, pour plus de détails). Les deux derniers travaux constituent les premières explora-

tions numériques des solutions du problème restreint des trois corps dans lesquelles les trajectoires

satellites rétrogrades furent redécouvertes et les travaux précédents complétés.

2. Il nota cette famille f en référence à la catégorie du même nom définie par le groupe de

Copenhague (pour plus de précisions sur ces catégories, voir Szebehely, 1967)

3. Mentionnons que la terminologie “quasi-satellite” a également été utilisée dans le papier

de Danielsson et Ip (1972) de manière complètement déconnectée du mouvement des satellites

rétrogrades et afin de décrire le comportement résonant de l’astéröıde 1685 Toro.
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Soleil

Planète

Asteröıde

Repère tournant avec la planète Référentiel héliocentrique

a. b.

Sphère de Hill

Figure 2.1. Astéröıde en orbite quasi-satellite. (a) Dans le repère tour-

nant avec la planète, la trajectoire est celle d’un satellite rétrograde à

l’extérieur de la sphère de Hill de la planète. (b) Dans le référentiel

héliocentrique, la trajectoire est représentée par des ellipses osculatrices

héliocentriques avec une excentricité non nulle dans le cas circulaire et

ζ1 “ λ ´ λ1 qui oscille autour de zéro.
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forment un domaine particulier de la résonance co-orbitale.

Comme nous l’avons présenté dans le chapitre précédent, à la différence des trajec-

toires tadpoles qui librent autour des configurations équilatérales de Lagrange et des

fers-à-cheval qui entourent L3, L4 et L5, les orbites quasi-satellites sont caractérisées

par une oscillation autour de ζ1 “ 0˚ et une excentricité non nulle si la planète gra-

vite sur une trajectoire circulaire (voir la figure 2.1b). Dans leur article, les auteurs

décrivent la première étude employant des méthodes perturbatives afin d’estimer la

stabilité à long terme de ces configurations. À cette époque, aucun objet naturel sur

une trajectoire quasi-satellite n’est connu. Cependant, ils suggérèrent qu’au moins

la Terre et Venus peuvent avoir des compagnons de ce type. À la suite de ce travail,

Wiegert et al. (2000) prédirent via une investigation numérique de la stabilité au-

tour des planètes géantes, qu’Uranus et Neptune peuvent partager leur orbite avec

des astéroides quasi-satellites, tandis qu’aucune solution stable ne fut trouvée pour

Jupiter et Saturne.

Ensuite, Namouni (1999) et Namouni et al. (1999) devinrent les références en terme

de dynamique co-orbitale comportant des rencontres proches. Dans le problème de

Hill, ces auteurs mirent en évidence que dans le cas spatial, des transitions entre

quasi-satellites et fers-à-cheval ont lieu. Plus précisément, ils exhibèrent un nou-

veau type de trajectoires en résonance co-orbitale, notées HS-QS, TP-QS ou TP-

QS-TP qui sont des compositions entre trajectoires tadpoles (TP), fers-à cheval

(HS) et quasi-satellites (QS). Par exemple, le long d’une orbite composée HS-QS,

un astéröıde passera périodiquement de quasi-satellite à fer-à-cheval. Ainsi, dans le

cas spatial, il existe des transitions stables entre les trois domaines de la résonance

co-orbitale. À la suite de ces travaux, Christou (2000) effectua une investigation

numérique afin de prédire l’existence d’astéröıdes géocroiseurs sur ces orbites com-

posées.

Dans le cadre d’une étude globale de l’espace des phases de la résonance, Nesvorný

et al. (2002) retrouvèrent ces nouvelles structures. En effet, par le développement

d’une méthode perturbative utilisant des techniques numériques de moyennisation

(voir le chapitre 1), ils montrèrent comment les domaines tadpoles, fers-à-cheval,

quasi-satellites et des orbites composées varient en fonction de l’excentricité et de

l’inclinaison dans les cas circulaire-plan, excentrique-plan et circulaire-spatial. En

particulier, ils ont établi que plus l’excentricité de l’astéröıde est élevée, plus le

domaine occupé par les orbites quasi-satellites dans l’espace des phases est large

(voir les portraits de phase de la figure 1.1 du chapitre 1). Enfin, la stabilité à long

terme des quasi-satellites a été étudiée par Mikkola et al. (2006) et Sidorenko et al.

(2014). Les premiers ont développé un algorithme afin de distinguer les astéröıdes

quasi-satellites en régime temporaire (orbite composée) ou perpétuel, tandis que

les derniers ont établi des conditions d’existence de trajectoires quasi-satellites et

exploré les différents régimes possibles.

Plusieurs astéröıdes susceptibles d’être au moins des quasi-satellites temporaires

ont été trouvés dans le système solaire. Le premier objet confirmé est 2002 VE 68



2. DES SATELLITES RÉTROGRADES AUX QUASI-SATELLITES 33

en résonance co-orbitale avec Venus (Mikkola et al., 2004). La Terre (Brasser et al.,

2004; Connors et al., 2002, 2004; de la Fuente Marcos et de la Fuente Marcos, 2014;

Wajer, 2009, 2010) et Jupiter (Kinoshita et Nakai, 2007; Wajer et Królikowska,

2012) sont les deux planètes avec le plus grand nombre d’astéröıdes quasi-satellites

répertoriés. En outre, Saturne (Gallardo, 2006), Uranus (Gallardo, 2006; de la Fuente

Marcos et de la Fuente Marcos, 2014) et Neptune (de la Fuente Marcos et de la

Fuente Marcos, 2012) possèdent au moins un compagnon de ce type.

Enfin, nous mentionnons que la dynamique quasi-satellite tient également un

rôle dans d’autres problèmes de mécanique céleste. En effet d’après Kortenkamp

(2005) et Kortenkamp (2013), des planétésimaux peuvent être piégés sur des orbites

quasi-satellites autour de la protoplanète ainsi que les particules de poussière autour

de la Terre. En outre, bien qu’aucun système d’exoplanètes en résonance co-orbitale

n’ait été détecté, des études du problème planétaire des trois corps ont montré

l’existence et la stabilité de 2 planètes co-orbitales en configuration quasi-satellite

(Hadjidemetriou et al., 2009; Hadjidemetriou et Voyatzis, 2011; Giuppone et al.,

2010).

Les configurations de type “quasi-satellite” ou “satellite rétrograde”, en fonction

de la terminologie choisie, possèdent donc un grand intérêt en mécanique céleste, que

ce soit parce qu’elles relient satellites et trajectoires héliocentriques mais également

parce qu’elles connectent les différents domaines de la résonance co-orbitale. De plus,

en pratique elles peuvent être importantes dans l’étude de trajectoires d’astéröıdes et

plus particulièrement de géocroiseurs mais également pour l’envoi de sondes autour

d’objets de faible masse ainsi que dans la détection de systèmes d’exoplanètes co-

orbitaux. Enfin, comme nous l’avons mentionné dans le chapitre précédent, un lien

entre les problèmes des 3 corps restreint, planétaire et général à masses égales semble

exister, en particulier avec la famille “A.1/1” exhibée par Broucke (1975).

Le fait que certains auteurs utilisent le terme “satellite rétrograde” plutôt que

“quasi-satellite” montre que la définition discriminant ces deux types de trajectoires

n’est pas claire. En effet, en se rappelant que dans le repère tournant, la famille

f est continue jusqu’à la collision avec l’étoile pour de faibles valeurs de ε (Henon

et Guyot, 1970) et que la notion sphère de Hill comme région d’influence de la

planète délimitée par L1 et L2 provient des satellites progrades, alors la définition

de “quasi-satellite” qui a été établie par les astrodynamiciens soviétiques n’est pas

une évidence.

À cause de la zone d’exclusion qui est engendrée par les passages proches avec

la planète, le problème moyen n’est pas adapté pour clarifier cette terminologie.

Plus généralement, ce sont les méthodes perturbatives qui ne sont pas adaptées

puisque dans certaines, l’objet d’étude concerne des trajectoires satellisées autour

de la planète et perturbées par le Soleil, on parlera alors de “satellites rétrogrades”.

Dans d’autres où c’est l’étoile qui domine et la planète qui perturbe, les trajectoires

seront des “quasi-satellites”. Par conséquent, seule une étude dans le cadre le plus

général permet de clarifier la définition de ces configurations.
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Ainsi, afin d’accéder à l’ensemble des orbites, nous avons choisi de revisiter le cas

circulaire-plan dans le repère tournant avec la planète et en particulier les études

classiques (Henon et Guyot, 1970; Benest, 1974) sur la famille d’orbites simple-

périodiques, symétriques et de type satellite rétrograde, i.e. la famille f , en créant

un pont avec les résultats du problème moyen sur Ge0
QS . Dans la section suivante,

nous présenterons nos résultats et proposerons une définition des différents domaines

constituant le voisinage de la famille f .

3. Étude du voisinage de la famille f

Afin d’introduire le hamiltonien associé au problème restreint dans le repère

tournant avec la planète, revenons à l’hamiltonien H du problème dans les variables

cartésiennes héliocentriques 4. Celui-ci n’étant pas autonome, nous étendons l’espace

des phases par l’ajout de Λ1, la variable canonique associée à λ1 “ t. Dans le cas

circulaire-plan, en définissant la transformation canonique

(2.1) ΦRT :

#
R4 ˆ T ˆ R ÝÑ R4 ˆ T ˆ R

pr, 9r, λ1,Λ1q ÞÝÑ pR, rR, λ1, Λ̃1q “ pX,Y, pX , pY , λ
1, Λ̃1q

avec
"

r “ Rpλ1q
`
R ´ R0q

9r “ Rpλ1q rR
où Rpλ1q “

˜
cosλ1 sinλ1

´ sinλ1 cosλ1

¸
et R0 “

˜
´1

0

¸
,

nous obtenons

(2.2) H :“ pΛ1 ` Hq ˝ ΦRT ´ Λ̃1,

le hamiltonien dans le repère tournant avec le planète et qui s’écrit

H pR, rRq “ 1

2

`
p2X ` p2Y

˘
´

`
X ` 1 ´ εqpY ` Y pX ´ 1 ´ εa

pX ` 1q2 ` Y 2
´ ε?

X2 ` Y 2
.

Ce hamiltonien est indépendant de pλ1, Λ̃1q et possède 2 degrés de liberté représentés

par pR, rRq où rR est le moment linéaire barycentrique, R est le vecteur position dans

le référentiel dont l’origine correspond à la position de la planète, l’axe horizontal est

associé à l’alignement Soleil-planète et l’axe vertical donné par la direction perpen-

diculaire. Notons que dans la suite de cette section, nous “oublierons” les variables

pλ1, Λ̃1q.
Afin d’obtenir la vitesse tangente à la trajectoire dans le repère tournant, nous

introduisons le vecteur (non canonique) 9R tel que

9R :“ rR `
`
Y,´pX ` 1 ´ εq

˘
.

Dans ces variables, les équations du mouvement qui régissent la dynamique de la

particule s’écrivent :

(2.3)

# :X “ 2 9Y ` X ´ p1 ´ εq X`1?
pX`1q2`Y 2

´ ε X?
X2`Y 2

:Y “ ´2 9X ` Y ´ p1 ´ εq Y?
pX`1q2`Y 2

´ ε Y?
X2`Y 2

4. voir l’équation (1.1) dans la section 1.1 du chapitre 1.
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et admettent une intégrale première appelée constante de Jacobi :

(2.4) CJp 9R,Rq “
9X2 ` 9Y 2

2
´ pX ` 1 ´ εq2 ` Y 2

2
´ 1 ´ εa

pX ` 1q2 ` Y 2
´ ε?

X2 ` Y 2
.

Ainsi, les solutions des équations (2.3) sont des trajectoires de l’espace des phases

représentées par pX,Y, 9X, 9Y q. Cependant en considérant la valeur de Jacobi fixée,

une des quatre variables peut être calculée à partir des trois autres. Ainsi en posant
9Y “ 9Y pX,Y, 9X,CJq la dimension du problème est réduite à 3.

3.1. La famille f . La figure 2.2 représente dans le repère tournant avec la

planète, une orbite de la famille f (courbe bleu ciel) ainsi qu’un exemple de tra-

jectoire dans son voisinage (courbe rouge). Ces orbites croisent l’axe tX “ 0u avec

une vitesse 9Y ă 0 lorsque X ą 0. Par conséquent, en définissant l’application de

Poincaré ΠT associée à la section tY “ 0; 9Y ă 0u où T est le temps entre deux sec-

tions consécutives, le problème défini par les équations (2.3) pour CJ fixé se réduit à

l’étude du degré de liberté pX, 9Xq. Ainsi, dans cette section de Poincaré, une orbite

de la famille f correspond à un point fixe. Comme ces orbites sont symétriques par

rapport à l’axe tY “ 0u, la composante 9X du vecteur vitesse est nulle, signifiant

que le point fixe est de la forme pX, 0q. La période T de l’application de Poincaré

correspond à la période de l’orbite de la famille f . En rappelant qu’une solution du

repère tournant est en général quasi-périodique de fréquence ν et 1 ´ g et que la

famille f , via la partie associée à Ge0
QS , est périodique de fréquence 1´ g, nous avons

donc nécessairement

(2.5) T “ 2π{p1 ´ gq.

Enfin, la stabilité du point fixe se déduit de la matrice de monodromie dΠT pX, 0q.
Lorsque celui-ci est stable, la fréquence ν qui caractérise l’oscillation de l’angle ζ1

est obtenue des deux valeurs propres de dΠT pX, 0q, notées κ et κ telle que

(2.6) κ “ exp iνT.

3.2. Application au système de type “Soleil-Jupiter”. Les figures 2.3 et

2.4a représentent la famille f dans le plan pX, 9Y q (courbe rouge) ainsi que la partie

issue de Ge0
QS dans le problème moyen (courbe bleu ciel).

La figure 2.3 montre que la famille f s’étend des orbites situées dans un voisinage

infinitésimal de la planète jusqu’à une orbite de collision avec l’étoile. Bien que

l’intégralité de la famille soit linéairement stable pour ε ă 0.0477 (Henon et Guyot,

1970), nous ne pouvons prédire la taille de la région qui l’entoure. En effet, des

résonances entre les fréquences fondamentales peuvent se produire et réduire cette

région. C’est ce qu’il se passe pour deux points (croix bleues) où le diamètre de la

zone de stabilité tend vers zéro. Par conséquent, ces deux orbites périodiques divisent

le voisinage de la famille f en 3 domaines connexes que nous avons schématisés en

gris dans les figures 2.3 et 2.4.

La figure 2.4b trace les variations des fréquences ν et 1´g le long de la famille f . En

comparaison avec la figure 1.5 du chapitre 1, nous remarquons que la fréquence ν ne
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PfP0 P1

f

Y

X
Soleil

Jupiter

Figure 2.2. Courbe bleu ciel : trajectoire de la famille f . C’est une orbite

périodique dans le repère tournant qui croise la section tY “ 0; 9Y ă 0u
pour Pf “ pR, 9Rq “ pX, 0, 0, 9Y q et avec une période T “ 2π{p1 ´ gq.
Courbe rouge : trajectoire au voisinage de la famille f qui croise la section

tY “ 0; 9Y ă 0u en P0 et P1
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Famille f via Ge0
QS

Famille f

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

´0.4

´2

´1.6

´0.8

´1.2

X

9Y

XL2

Figure 2.3. Famille f (courbe rouge) dans le plan pX, 9Y q et la partie

accessible dans le problème moyen via Ge0
QS (courbe bleu ciel). Les deux

croix bleues indiquent les orbites dont les fréquences fondamentales sont

en résonance 1{3 et qui divisent le voisinage de la famille en 3 domaines

connexes dont les limites sont schématisés en gris. Le carré bleu illustre

l’orbite de collision avec le Soleil

sRS

QSh

QSb

1 ! |g|

1 " |g|
g “ ´1

XL2

0 0.05 0.1 0.15 0.2

0.5

1

1.5 ν
p1 ´ gq{3

X

´0.1

´0.2

´0.3

´0.4

´0.5

9Y

a.

b.

Figure 2.4. a : Agrandissement de la figure 2.3 autour des deux orbites

périodiques dont les fréquences fondamentales sont en résonance 1{3. b :

Variations des fréquences fondamentales du système le long de la famille f .

En comparaison avec la figure 1.5 du chapitre 1, ν ne tend pas vers l’infini

lorsque les orbites se rapprochent de l’étoile mais augmente et tend vers 1.

La résonance 1{3 divise le voisinage de la famille f en 3 domaines claire-

ment définis en terme de fréquence : les satellites rétrogrades “satellisés”

(sRS), les quasi-satellites de type binaire (QSb ) et les quasi-satellites de

type héliocentrique (QSh ).
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tend pas vers l’infini lorsque les orbites périodiques se rapprochent de la planète mais

augmente et tend vers 1. De plus, la figure 2.4b met en évidence que la résonance

entre les fréquences fondamentales est ν{p1 ´ gq “ 1{3 et que les trois domaines qui

forment le voisinage de la famille sont clairement définis par leurs fréquences telles

que :

sRS :

#
3ν ă 1 ´ g

|g| ą 1
, QSb : 3ν ą 1 ´ g et QSh :

#
3ν ă 1 ´ g

|g| ă 1
.

La borne supérieure du domaine situé à proximité de la planète correspond à L2

qui forme la limite de la sphère de Hill. Ce domaine correspond donc aux orbites

satellites rétrogrades “satellisés” autour de la planète (notés sRS). Il est constitué

de trajectoires dont la dynamique est dominée par l’influence gravitationnelle de

la planète tandis que l’étoile agit comme une perturbation. Ainsi, les ellipses os-

culatrices planétocentriques sont les variables les plus pertinentes pour représenter

ces trajectoires et l’utilisation de méthodes perturbatives est possible. Dans cette

représentation, le moyen mouvement est égale à g tandis que la fréquence 1 est as-

sociée à la précession de l’ellipse.

En dehors de la sphère de Hill, les trajectoires correspondent aux quasi-satellites.

Cependant ce domaine est lui même divisé en deux. Les trajectoires quasi-satellites

de type héliocentriques (notés QSh ) correspondent au domaine le plus éloigné de

la planète ce qui implique que celle-ci agit comme une perturbation tandis que l’in-

fluence de l’étoile domine la dynamique. Ainsi, les éléments orbitaux héliocentriques

sont adaptés à ce type de trajectoire et les méthodes perturbatives comme les proces-

sus de moyennisation sont possibles. Ce sont donc ces trajectoires qui sont accessibles

dans les problèmes moyen et moyen réduit. Dans ce domaine, les orbites de la fa-

mille f sont caractérisées par ζ1 “ 0˚ ce qui signifie qu’elles croisent l’axe tY “ 0u,
représentant l’alignement Soleil-Jupiter, au périastre et à l’apoastre. De ce fait, ces

trajectoires croisent la section de Poincaré à l’apoastre ce qui implique que X et le

paramètre e0 peuvent être reliés tels que

(2.7) X “ e “ e0 ` Opεq.

Le troisième domaine, que nous avons noté QSb pour quasi-satellite de type binaire,

se situe entre les domaines sRS et QSh . Dans cette région, ni la planète, ni l’étoile ne

domine la dynamique de la trajectoire de la particule. Par conséquent, les fréquences

1 et g peuvent être du même ordre voire même égales ce qui rend inadaptées toutes

méthodes de moyennisation.

Pour conclure, mentionnons que dans le problème planétaire, Hadjidemetriou et

Voyatzis (2011) ont mis en évidence une famille d’orbites périodiques – la famille

stable – qui correspond à la famille f . En effet, le long de cette famille qui s’étend

de la collision entre les deux planètes et l’étoile jusqu’à la configuration où les deux

planètes sont mutuellement satellisées, les trajectoires sont stables et satisfont ζ1 “
0˚. En outre, ces auteurs ont décomposé le voisinage de cette famille en 3 domaines
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qu’ils ont nommés A, B et planétaire, ce qui semble correspondre à nos domaines

sRS, QSb et QSh .

3.3. Extension de l’étude pour des masses arbitraires. En faisant varier

le rapport de masse ε, nous suivons l’évolution des limites des trois domaines le long

de la famille f ainsi que la limite de validité du problème moyen (i.e. maxp|ν|, |g|q ą
1{4). Sur la figure 2.5, le paramètre ε se situe entre 10´7 et 0.0477, qui est le rapport

de masse critique où une partie de la famille f devient instable.

Pour des systèmes composés du Soleil et d’une planète tellurique, la taille des

domaines QSb et sRS est négligeable par rapport au domaine QSh . Par conséquent,

pour ces systèmes, les problèmes moyen et moyen réduit sont complètement adaptés

pour décrire la partie principale de la famille f et son voisinage (à l’exception tou-

tefois des très faibles excentricités). Pour des systèmes composés du Soleil et d’une

planète géante mais également de type “Terre-Lune”, l’influence gravitationnelle de

la planète devient plus importante et le taille du domaine QSb augmente jusqu’à être

du même ordre que le domaine sRS tandis que la taille du domaine QSh diminue.

Comme e0 “ X ` Opεq, nous avons établi que pour les systèmes Soleil-Uranus,

Soleil-Saturne, Soleil-Jupiter et Terre-Lune, le domaine des quasi-satellites est ac-

cessible dans le problème moyen pour e0 supérieure à 0.08, 0.13, 0.18 et 0.5. Ensuite,

en augmentant ε les trajectoires QSb dominent tandis que le domaine QSh est tel-

lement réduit que le problème moyen devient inutile pour toute valeur de e0 (aux

alentours de ε “ 0.04). Par conséquent, pour un système de type “Pluton-Charon”

(ε » 1{10), aucune trajectoire QSh ne peut être décrite via le problème moyen. En

outre, d’après la carte de stabilité de la famille f dans Benest (1975), ce système

ne peut pas posséder de compagnons de type “QSh ” : seules les trajectoires sRS et

QSb existent pour cette valeur de ε.
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Figure 2.5. Évolution des limites des domaines sRS, QSb et QSh le long

de la famille f en faisant varier le rapport des masses ε. Pour de petites

valeurs de ε, le domaine QSh domine la famille f ce qui implique que les

problème moyen et moyen réduit sont complètement adaptés pour étudier

la dynamique quasi-satellite. En augmentant ε, la taille de la partie associée

aux trajectoires sRS et QSb augmente ce qui implique que dans le problème

moyen, les orbites à faibles excentricité ne sont pas accessibles. Finalement,

pour ε ą 0.01, les domaines sRS et QSb deviennent dominants, tandis que

le domaine QSh est tellement réduit que le problème moyen devient inutile

pour toute valeur de e0.



Conclusion

Dans le chapitre 2, nous avons clarifié la différence entre “quasi-satellite” et

“satellite rétrograde”. Dans le repère tournant, l’étude de la famille f , qui s’étend

des trajectoires satellisées autour de la planète jusqu’à une trajectoire de collision

avec l’étoile, a permis de montrer l’existence de deux orbites particulières qui di-

visent le voisinage de la famille en trois domaines connexes clairement définis par

leur fréquences. À l’intérieur de ce que nous pouvons associer à la sphère de Hill

– la limite correspondant à la position de L2 dans la section de Poincaré – nous

trouvons les satellites rétrogrades “satellisés” autour de la planète. À l’extérieur, ce

sont les trajectoires du domaine des quasi-satellites qui est lui-même divisé en deux

domaines : les quasi-satellites de type binaire et héliocentrique. Dans le problème

moyen, c’est ce dernier qui est accessible en dehors de la zone d’exclusion.

Le problème moyen est une approche privilégiée pour étudier la résonance co-

orbitale et appréhender les quasi-satellites de type héliocentrique. En effet, dans le

chapitre 1, par une réduction du problème nous avons montré que le hamiltonien

associé au cas circulaire-plan est intégrable ce qui nous a permis de comprendre la

dynamique globale de la résonance : les différents types de dynamique, la topologie

de l’espace des phases, les familles d’orbites périodiques et l’existence d’une bifur-

cation. En outre, par l’étude des fréquences des familles d’orbites périodiques, nous

avons mis en évidence une limite de validité du problème moyen pour l’étude du

domaine des quasi-satellites (e0 ą 0.18 pour un système de type “Soleil-Jupiter”),

mais également l’existence de “cercles de points fixes” correspondant à des orbites

gelées dans le référentiel héliocentrique.

Parmi eux, GQS est le plus intéressant puisque dans le problème excentrique-plan

il engendre la famille de points fixes Ge1

QS,1 paramétrée par e1 qui est associée à une

configuration quasi-satellite (ζ1 “ 0˚), avec deux ellipses anti-alignées. Celle-ci est

stable pour e1 ă 0.8 et semble reliée à la famille stable de Hadjidemetriou et al.

(2009) dans le problème planétaire. En outre, dans le problème planétaire comme

celui du restreint, le long de ces deux familles, il existe une configuration où les

deuxième et troisième corps ont la même excentricité pour une valeur proche de

0.565. Cela suggère donc que cette configuration remarquable est très faiblement

dépendante du rapport entre les masses planétaires.

Notons enfin que dans l’étude de la famille Ge0
QS , les modules des fréquences de li-

bration ν et de précession g sont du même ordre que celles des familles d’orbites

périodiques associées aux trajectoires de type “tadpole” pour e0 ą 0.4. Ainsi, nous

pouvons présumer qu’une étude de la dynamique globale à long terme d’astéroides

41
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quasi-satellites de Jupiter par des méthodes d’analyse en fréquence révèlera des

structures résonantes proches de celles des astéroides troyens identifiées dans Ro-

butel et Gabern (2006). Cependant, en remarquant que le sens de précession de

la longitude du périastre est l’opposé de celui des planètes du système solaire, les

résonances avec ces fréquences séculaires devraient être d’ordre plus élevé comparées

à avec celles des orbites tadpoles. Au contraire, les résonances avec leur fréquence

de précession du nœud devraient être d’un ordre plus faible.

Ces questions forment donc un ensemble de perspectives intéressantes dans

l’étude de ces configurations quasi-satellites.



Deuxième partie

Études analytiques du domaine des

quasi-satellites





Avant-propos

La première partie de ce manuscrit a consisté à décrire la résonance co-orbitale

par l’intermédiaire d’une exploration numérique du problème moyen afin d’exhi-

ber le domaine des trajectoires quasi-satellites. Ensuite, en mentionnant l’existence

d’une ambigüıté entre les notions de “satellite rétrograde” et de “quasi-satellite”,

nous avons clarifié la définition de ces trajectoires et établi rigoureusement que le

domaine accessible dans le problème moyen est celui des quasi-satellites de type

héliocentrique.

Un prolongement naturel de ces études consiste à explorer ce domaine des quasi-

satellites via le problème moyen. Pour cela, nous avons développé une méthode

analytique afin d’accéder à ces trajectoires.

Notre motivation provient d’un constat : aucune exploration analytique du do-

maine des quasi-satellites n’a été menée. En effet, les travaux de Mikkola et Innanen

(1997) et Mikkola et al. (2006), focalisés sur les différents régimes des trajectoires

quasi-satellites, ont été réalisés à l’aide d’une moyennisation numérique sur une

approximation du potentiel du problème restreint des trois corps. Dans le cadre

du problème de Hill, Namouni (1999) a développé une méthode analytique afin

d’exhiber des caractéristiques de trajectoires co-orbitales comportant des passages

très proches entre la particule et la planète. Cependant, afin d’établir une théorie

séculaire, la méthode a également recours à une moyennisation numérique du po-

tentiel du problème restreint. De même, c’est par le développement d’une méthode

perturbative utilisant la moyennisation numérique que Nesvorný et al. (2002) ont

pu décrire l’évolution des différents domaines de la dynamique en résonance en fonc-

tion de l’excentricité et l’inclinaison de la particule. En outre, l’évolution séculaire

des quasi-satellites a été calculée par l’intermédiaire d’une seconde moyennisation

numérique. Enfin, c’est également par une double moyennisation numérique du po-

tentiel que Sidorenko et al. (2014) explorent la dynamique quasi-satellite et ses

différents régimes.

La raison majeure de l’utilisation de méthodes numériques provient de la

difficulté à accéder à ces configurations nécessairement excentriques par un

développement analytique “classique” du hamiltonien moyen. Cependant, dans le

chapitre suivant nous verrons qu’il est tout de même possible de construire un

développement adapté à ces trajectoires.

Dans le cas circulaire-plan, nous présenterons une nouvelle méthode de

développement analytique du hamiltonien moyen (chapitre 3) et étudierons le do-

maine des quasi-satellites (chapitre 4). En particulier, nous retrouverons la famille
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G
e0
QS (voir la section 2.3 du chapitre 1 ou la nomenclature en annexe). De plus, par

une procédure de normalisation du hamiltonien moyen en une forme normale de Bir-

khoff, nous explorerons une partie du domaine des quasi-satellites. Nous adapterons

également cette méthode au cas excentrique-plan et étudierons la persistance de la

variété invariante associée à la famille G
e0
QS sous l’effet de la perturbation engendrée

par l’excentricité de la planète (chapitre 5). Enfin, nous esquisserons l’idée d’une

étude similaire dans le cas circulaire-spatial.



Chapitre 3

Méthode analytique adaptée aux trajectoires

quasi-satellites

1. Développements analytiques du hamiltonien moyen

Avant de mettre en évidence un développement adapté aux trajectoires quasi-

satellites, expliquons plus précisément la notion de développement analytique “clas-

sique”.

1.1. Le développement analytique “classique”. Tout d’abord, par analo-

gie avec les variables x et rx, nous définissons les paramètres associés à l’excentricité

planétaire :

Γ1 “ 1 ´
a

1 ´ e12, x1 “
?
Γ1 et rx1 “ ´ix1.

Le hamiltonien du problème complet, H, étant analytique en dehors des singularités

associées aux collisions avec la planète ou l’étoile, il peut donc être développé en une

série entière en puissance des excentricités et de l’inclinaison. Ainsi, la série associée

à H est égale à

(3.1)
ÿ

D

f
pk1,k2q
p,p1,q puqxprxrpx1p1 rx1rp1

yqryrqeik1ζ1eipk1`k2qζ2 ,

où fk
p,p1,q est une fonction de u “ ?

a ´ 1 à valeurs complexes, p “ pp, rpq P N2,

p1 “ pp1, rp1q P N2, q “ pq, rqq P N2, k “ pk1, k2q P Z2 et

D :“
#

pk,p,p1,qq P Z2 ˆ N6 tels que q ´ rq “ 0 sur Z{2Z
et k1 ` k2 ` p ´ rp ` p1 ´ rp1 ` q ´ rq “ 0

+

qui sont les relations associées aux règles de d’Alembert. Ces relations sont issues

de la conservation du moment cinétique du système ou, de manière équivalente, de

l’existence d’invariances de H sous l’action de groupes de symétries. Par exemple

la première équation provient de l’action de la symétrie orthogonale par rapport au

plan orbital de la planète tandis que la seconde représente l’action du groupe de

symétries SOp2q associé à l’ensemble des rotations agissant dans le plan orbital.

C’est en ignorant les termes tels que k1 ` k2 ‰ 0 afin de supprimer la dépendance

en ζ2 dans (3.1) que nous obtenons la série entière associée à H,
ÿ

D

f
pk1,´k1q
p,p1,q puqxprxrpx1p1 rx1rp1

yqryrqeik1ζ1 ,

avec les règles de d’Alembert dans le problème moyen :

D :“
#

pk1,p,p1,qq P Z ˆ N6 tels que q ´ rq “ 0 sur Z{2Z
et p ´ rp ` p1 ´ rp1 ` q ´ rq “ 0

+
.

47
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Ce type de développement est très efficace pour étudier le voisinage des trajectoires

quasi-circulaires et co-planaires. En effet, et comme cela est exposé dans la section

1.4 du chapitre 6, les règles de d’Alembert permettent d’établir que l’ensemble

C0 :“
�
x “ rx “ x1 “ rx1 “ y “ ry1 “ 0

(

est une variété invariante par le flot de H et que le hamiltonien H
ˇ̌
C0

est intégrable.

Une description complète de la dynamique sur C0 peut donc être réalisée : por-

trait de phase, existence de points fixes, stabilité, fréquences. En outre, en dehors

d’éventuelles résonances il est possible de caractériser la dynamique au voisinage

des points fixes stables à partir d’une transformation en forme normale de Bir-

khoff. Cependant, en pratique, la construction d’une forme normale valide dans un

grand voisinage nécessite de développer H à un degré suffisamment élevé dans les

différentes variables ce qui engendre souvent des expressions très lourdes à manipu-

ler. C’est donc pour cette raison que les méthodes numériques sont généralement

privilégiées pour atteindre de grandes valeurs d’excentricité ou d’inclinaison.

Dans le cas circulaire-plan, la dynamique de type “quasi-satellite” étant absente

de la variété invariante associée aux trajectoires quasi-circulaires et co-planaires 1, la

méthode présentée précédemment ne fournira aucun résultat pour ces configurations.

Pour aller plus loin, il est en fait nécessaire de tenir compte des caractéristiques du

domaine quasi-satellite afin de construire une méthode analytique adaptée.

1.2. Un développement analytique adapté aux quasi-satellites. Dans

le problème moyen excentrique-plan, un processus de normalisation au voisinage de

la famille de points fixes Ge1

QS,1, stable pour e1 ă 0.8, pourrait être envisagé afin

d’accéder aux trajectoires quasi-satellites dans son voisinage. Cependant, la forte

excentricité de ces configurations (e » 0.8 pour e1 » 0) impose un développement

à très haut degré qui est impossible à réaliser si l’on tient compte de la limite de

convergence de l’équation de Kepler – dont le développement est un élément clé pour

obtenir la série associée à H – pour e » 0.67.

Toutefois, les méthodes analytiques adaptées aux orbites fortement excentriques

comme celles développées dans Brumberg (1995) pourraient peut-être fonctionner.

Cette possibilité n’a pas été explorée dans cette étude.

Dans le cas circulaire-plan, le problème moyen réduit nous a permis de montrer

que le domaine des quasi-satellites se trouve à l’intérieur de la région délimitée par la

courbe de collision pour e0 ą 0. Plus précisément, ces trajectoires librent 2 autour de

la famille de points fixes Ge0
QS qui est située à proximité de l’origine pour e0 ą 0. En

outre, la famille Ge0
QS émerge de la singularité en ζ1 “ u “ e0 “ 0 ce qui signifie que

dans tout voisinage de celle-ci, il doit exister un ensemble de points fixes appartenant

à Ge0
QS . De ce fait, une méthode qui semble adaptée pour accéder aux points fixes

1. Les trajectoires quasi-circulaires et co-planaires correspondent au cas e0 “ 0 étudié dans la

section 3.3 du chapitre 1.

2. voir la section 2.3 du chapitre 1.
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Ge0
QS consiste en un développement de H en une série de Laurent au voisinage de la

singularité en ζ1 “ u “ e0 “ 0.

1.2.1. L’idée du développement de H en série de Laurent. Au voisinage de la

singularité en ζ1 “ u “ e0 “ 0, c’est l’inverse de la distance mutuelle qui domine

la valeur du hamiltonien moyen tandis que les autres composantes ne sont pas sin-

gulières. Ces dernières peuvent donc être obtenues à l’aide d’une série de Taylor

au voisinage de ζ1 “ u “ e0 “ 0. Pour que l’inverse de la distance mutuelle soit

développé en une série de Laurent, il est nécessaire de considérer une approximation

du carré de la distance mutuelle, notée Y et que l’on ne précise pas pour le moment,

telle que

||r ´ r1||2 “ Y ` X “ Y
´
1 ` X

Y

¯
,

où X “ ||r ´ r1||2 ´ Y et

(3.2) Y ě 0 , Y
ˇ̌
tζ1“u“e0“0u “ 0.

Ainsi, l’inverse de la distance mutuelle se développe en la série

(3.3)
1?
Y

ÿ

mě0

p´1qm 2m!

p2mm!q2

˜
X

Y

¸m

qui converge si et seulement si ˇ̌
ˇ̌X
Y

ˇ̌
ˇ̌ ă 1

ou, de manière équivalente,

(3.4) |X | “
ˇ̌
ˇ||r ´ r1||2 ´ Y

ˇ̌
ˇ ă Y.

Pour réaliser ce développement, il est donc nécessaire de mettre en évidence une

composante Y telle que le domaine de convergence associé à l’équation (3.4) soit

suffisamment grand pour accéder au domaine des quasi-satellites. Idéalement, ce

domaine de convergence doit permettre d’accéder à des points fixes de Ge0
QS situés

à l’extérieur de la zone d’exclusion. En outre, la moyennisation fournissant H doit

être simple à réaliser et si possible sans intégrations numériques.

Dans la section suivante, nous allons donc examiner le développement du carré de la

distance mutuelle afin de mettre en évidence une approximation Y satisfaisant ces

conditions.

2. Le développement analytique dans le cas circulaire-plan

Avant de procéder au développement, nous précisons les notations et le forma-

lisme qui seront utilisés.

Les trajectoires quasi-satellites étant nécessairement excentriques, nous rem-

plaçons les variables de Poincaré complexes px, rxq par les variables action-angle

pΓ, ̟q. Pour cela, nous introduisons la transformation

(3.5) Ψ :

#
T ˆ Rˆs0, 1rˆT ˆ C2 ˆ T ÝÑ T ˆ R ˆ C2 ˆ C2 ˆ T

pζ1, u,Γ, ̟, ry, y, ζ2q ÞÝÑ pζ1, u, rx, x, ry, y, ζ2q,
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où

̟ “ argpxq et Γ “ ixrx “ p1 ` uq
`
1 ´

a
1 ´ e2

˘
.

Dans ces variables, nous définissons les hamiltoniens complet 3 et moyen 4, respecti-

vement notés Ho et H
o
, tels que

(3.6) Ho :“ HK ´ u ` Ho
P ,

où Ho
P pζ1, u,Γ, ̟, ζ2q :“ HP ˝ Ψpζ1, u,Γ, ̟, 0, 0, ζ2q avec e1 “ 0, et

(3.7) H
o
:“ HK ´ u ` H

o
P ,

où H
o
P pζ1, u,Γq :“ HP ˝ Ψpζ1, u,Γ, ̟, 0, 0q avec e1 “ 0.

Nous mentionnons également que dans ces variables la série entière associée à Ho

est égale à ÿ

D

f pk1,k2q
n puq

?
Γ
n
eik1ζ1eipk1`k2qpζ2´̟q,

où fk
n est une fonction de u à valeurs complexes, n P N, k “ pk1, k2q P Z2 et les

règles de d’Alembert

(3.8) D “
!

pn,kq P N ˆ Z2 tels que n ` k1 ` k2 “ 0 sur Z{2Z
)
.

En outre, la série entière associée à H
o
s’écrit

(3.9)
ÿ

D

f pk1,´k1q
n puq

?
Γ
n
eik1ζ1 ,

où

(3.10) D “
!

pn, k1q P 2N ˆ Z

)
.

Enfin, nous définissons la forme symplectique associée au hamiltonien moyen :

σ :“ dζ1 ^ du ` dΓ ^ d̟.

2.1. L’inverse de la distance mutuelle. L’inverse de la distance mutuelle

étant singulier en ζ1 “ u “ Γ “ 0, c’est cette composante qui nécessite le plus d’at-

tention dans le développement du hamiltonien. Afin de construire un développement

analytique adapté aux trajectoires quasi-satellites, nous cherchons à mettre en

évidence une approximation Y du carré de la distance mutuelle telle que les condi-

tions des équations (3.2) et (3.4) soient satisfaites et que le processus de moyenni-

sation soit réalisé sans contrainte technique.

Tout d’abord, nous définissons la distance mutuelle entre la planète et la parti-

cule,

(3.11) Δpζ1, u,Γ, ζ2 ´ ̟q :“ ||r ´ r1||,

ainsi que la distance mutuelle pour ζ1 “ u “ 0,

(3.12) Δ0pΓ, ζ2 ´ ̟q :“ Δp0, 0,Γ, ζ2 ´ ̟q.

3. Voir l’équation (1.5) pour les définitions de HK et HP dans la section 1.2 du chapitre 1.

4. Voir l’équation (1.8) pour la définition HP dans la section 1.3 du chapitre 1.
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Comme
`
Δ

˘2 ´
`
Δ0

˘2 “ Op||pζ1, uq||q,

alors pour 0 ď Γ ď 1, il existe une fonction de Γ à valeurs réelles positives, notée

C0pΓq, telle que
ˇ̌
ˇ||r ´ r1||2 ´

`
Δ0

˘2 ˇ̌
ˇ “

ˇ̌
ˇ
`
Δ

˘2 ´
`
Δ0

˘2 ˇ̌
ˇ ď C0pΓq||pζ1, uq||.

Ainsi dans un voisinage de ζ1 “ u “ 0 tel que pour tout Γ P r0, 1s

C0pΓq||pζ1, uq|| ă min
ζ2PT

`
Δ0

˘2
,

Δ0 domine la distance mutuelle tout en satisfaisant les conditions des équations (3.2)

et (3.4). En particulier, Δ0 possède l’avantage de maximiser la vitesse de convergence

de la série (3.3) en ζ1 “ u “ 0. Cependant, comme Δ0 dépend des variables Γ et

ζ2 ´̟, poser
?
Y “ Δ0 fournit un développement de 1{||r´ r1|| qui est difficilement

manipulable. En effet, cela impose de fixer Γ au préalable afin d’effectuer le processus

de moyennisation par une intégration numérique. Il sera donc nécessaire de réitérer

les calculs d’intégrales à chaque changement de valeur de Γ ce qui impose de fortes

contraintes techniques dans la réalisation de la méthode.

Pour aller plus loin dans notre investigation, nous définissons

(3.13) Δ
p1q
0 pζ2 ´ ̟q :“

´ BΔ0

B
?
Γ

¯
p0,ζ2´̟q

tel que
?
ΓΔ

p1q
0 est l’approximation au premier ordre en

?
Γ de la distance mutuelle

en ζ1 “ u “ 0. Dans ce cas, nous avons la majoration suivante :
ˇ̌
ˇ||r ´ r1||2 ´

`?
ΓΔ

p1q
0

˘2 ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇ
`
Δ0

˘2 ´
`?

ΓΔ
p1q
0

˘2 ˇ̌
ˇloooooooooooomoooooooooooon

Op
?
Γ3q

`
ˇ̌
ˇ
`
Δ

˘2 ´
`
Δ0

˘2 ˇ̌
ˇloooooooomoooooooon

Op||pζ1,uq||q

,

où la première composante contient des termes d’ordre supérieur ou égal à
?
Γ
3

tandis que la seconde est en Op||pζ1, uq||q.
En supposant que

||pζ1, uq|| “ Op
?
Γ
3q,

il existe une constante C1 P R` telle que
ˇ̌
ˇ
`
Δ0

˘2 ´
`?

ΓΔ
p1q
0

˘2 ˇ̌
ˇ `

ˇ̌
ˇ
`
Δ

˘2 ´
`
Δ0

˘2 ˇ̌
ˇ ď C1

?
Γ
3
.

De ce fait, dans un voisinage de ζ1 “ u “ Γ “ 0 tel que

C1

?
Γ
3 ă min

ζ2PT

`?
ΓΔ

p1q
0

˘2
,

la composante
?
ΓΔ

p1q
0 domine la distance mutuelle en satisfaisant les conditions des

équations (3.2) et (3.4). En outre, un rapide calcul de ||r´ r1||2 au premier ordre en

excentricité permet de montrer que

(3.14) Δ
p1q
0 pζ2 ´ ̟q “

a
8 ´ 6 cos2pζ2 ´ ̟q.
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Δ
p1q
0 dépendant uniquement de la variable ζ2 ´ ̟, le processus de moyennisation

impose le calcul des intégrales elliptiques
ż 2π

0

dζ2a
8 ´ 6 cos2pζ2 ´ ̟q

et

ż 2π

0

eimkpζ2´̟qdζ2a
8 ´ 6 cos2pζ2 ´ ̟qm

,

où k P Z et m P N. L’évaluation de ces intégrales peut être obtenue à l’aide de tables

ou d’une intégration numérique. Par conséquent, l’approximation
?
Y “

?
ΓΔ

p1q
0

fournit une méthode de développement du hamiltonien moyen qui est réalisable.

Toutefois, comme nous allons le voir dans la suite de la section, il existe une ap-

proximation Y beaucoup plus judicieuse.

Tout d’abord, nous remarquons que la fonction Δ
p1q
0 est bornée telle que

0 ď Δ
p1q
0min ď Δ

p1q
0 ď Δ

p1q
0max

où le minimum

(3.15) Δ
p1q
0min “

?
2

est atteint lorsque ζ2 ´̟ “ kπ (avec k P Z), c’est-à-dire au périastre et à l’apoastre,

et le maximum

(3.16) Δ
p1q
0max “

?
8,

lorsque ζ2 ´̟ “ π{2` kπ (avec k P Z). En particulier, cette propriété nous permet

de déduire la majoration suivante :
ˇ̌
ˇ
`
Δ

p1q
0

˘2 ´
`
Δ

p1q
0max

˘2 ˇ̌
ˇ ď

ˇ̌
ˇ
`
Δ

p1q
0min

˘2 ´
`
Δ

p1q
0max

˘2 ˇ̌
ˇ “ 6

ă
`
Δ

p1q
0max

˘2
.

De ce fait, dans un voisinage de ζ1 “ u “ Γ “ 0 tel que

||pζ1, uq|| “ Op
?
Γ
3q et C1

?
Γ ă 2,

la composante
?
ΓΔ

p1q
0max domine la valeur de la distance mutuelle telle que la ma-

joration
ˇ̌
ˇ||r ´ r1||2 ´

`?
ΓΔ

p1q
0max

˘2 ˇ̌
ˇ

ď Γ
ˇ̌
ˇ
`
Δ

p1q
0min

˘2 ´
`
Δ

p1q
0max

˘2 ˇ̌
ˇ `

ˇ̌
ˇ
`
Δ0

˘2 ´
`?

ΓΔ
p1q
0

˘2 ˇ̌
ˇ `

ˇ̌
ˇ
`
Δ

˘2 ´
`
Δ0

˘2 ˇ̌
ˇ

ă
`?

ΓΔ
p1q
0max

˘2

satisfait la condition de l’équation (3.4).

En posant ?
Y “

?
ΓΔ

p1q
0max “

?
8Γ,

nous obtenons donc une autre méthode de développement du hamiltonien en une

série de Laurent. Cependant, dans cette méthode, le processus de moyennisation

n’engendre aucune complication technique : il suffit simplement de calculer les puis-

sances de X {8Γ dans la série de Laurent (3.3), puis d’ignorer les termes dépendant de

ζ2. Par conséquent, si le domaine de convergence associé à la condition de l’équation
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(3.4) contient au moins une partie de la famille Ge0
QS à l’extérieur de la zone d’exclu-

sion, cette méthode est clairement la plus simple à réaliser.

Un indice concernant la présence de Ge0
QS dans le domaine de convergence nous est

fourni par la figure 3.1. Celle-ci représente dans le repère tournant, quatre orbites

de la famille f associées à Ge0
QS en dehors de la zone d’exclusion. Plus précisément,

elles ont été obtenues par intégration numérique pour respectivement e0 “ 0.25 (a),

e0 “ 0.5 (b), e0 “ 0.75 (c) et e0 “ 95 en (d) dans le cas d’un système de type

“Soleil-Jupiter” (ε “ 10´3). Sur la figure 3.1, les trajectoires sont intégralement

contenues entre le cercle vert associé à ||r´r1|| “ e0 et le cercle rouge correspondant

à ||r ´ r1|| “ 2e0. Par conséquent, nous avons

e0 ď ||r ´ r1||ˇ̌
G
e0
QS

ď 2e0

et donc la majoration suivante
ˇ̌
ˇ̌||r ´ r1||2̌ˇGe0

QS

´ 8Γ

ˇ̌
ˇ̌ ď 8Γ ´ e20 ă 8Γ

qui indique que la majeure partie de Ge0
QS appartient au domaine de convergence du

développement en série de Laurent pour
?
Y “

?
8Γ.

Pour aller plus loin et différencier les trois méthodes présentées pour réaliser le

développement de 1{||r ´ r1||, nous évaluons leur domaine de convergence.

2.2. Le domaine de convergence. Le domaine de convergence du

développement en série de Laurent est associé à la condition de l’équation (3.4).

Or, cette propriété est également satisfaite si

(3.17) max
ζ2PT

||r ´ r1|| ă
?
2Y.

À l’aide d’une transformation des éléments orbitaux dans les variables cartésiennes,

le domaine de convergence de la série de Laurent peut donc être obtenu

numériquement en cherchant les valeurs de pζ1, u, eq dans T ˆ Rˆs0, 1r qui satis-

font l’équation (3.17) pour les méthodes définies par
?
Y “ Δ0,

?
Y “

?
ΓΔ

p1q
0 et?

Y “
?
8Γ.

La figure 3.2 représente la section des domaines de convergence pour tu “ 0u
dans les variables ζ1 et e. Nous avons choisi de ne présenter que les résultats pour

cette valeur de u car les différences avec les sections pour u quelconque dans la

résonance co-orbitale – c’est-à-dire |u| ď ε1{3 – sont négligeables. Les domaines bleus

et verts, associés respectivement aux méthodes
?
Y “ Δ0 et

?
Y “

?
ΓΔ

p1q
0 , s’étalent

autour de |ζ1| ď 15˚ pour 0 ă e0 ă 0.85. Leur taille étant comparable, le gain est

donc négligeable entre ces deux méthodes. Le domaine rouge associé à la méthode?
Y “

?
8Γ est beaucoup plus grand : la limite du domaine dépasse ζ1 “ 30˚ pour

e0 » 0.5. De ce fait, en plus d’être la plus simple à réaliser, la méthode
?
Y “

?
8Γ

est la plus avantageuse en terme de domaine de convergence.

Afin d’estimer la portion du domaine quasi-satellite accessible pour
?
Y “

?
8Γ,

nous comparons le domaine de convergence avec la position de la courbe de collision.
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0 1´1 0 1´1

0

´1

1

0

´1

1

a.

c. d.

b.

Figure 3.1. Trajectoires bleu ciel dans le repère tournant : orbites de la

famille f associées à Ge0
QS en dehors de la zone d’exclusion pour e0 “ 0.25

(a), 0.5 (b), 0.75 (c), 0.95 (d) et cercles centrés sur la planète de rayon

e0 (cercle vert) et 2e0 (cercle rouge). Les trajectoires de la famille f sont

contenues entre les cercles verts et rouges.
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Figure 3.2. Section en tu “ 0u du domaine de convergence du

développement analytique en fonction de la composante dominante de

||r ´ r1||2. Les domaines rouges, bleus et verts sont associés respectivement

à
?
Y “

?
8Γ,

?
Y “ Δ
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et
?
Y “ Δ0.
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Figure 3.3. Section du domaine de convergence en tu “ 0u du

développement analytique pour
?
Y “

?
8Γ en comparaison avec la courbe

de collision.
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Celle-ci est calculée en cherchant les valeurs de ζ1 et e telles que ||r´r1|| “ 0 en tu “
0u. Sur la figure 3.3, nous constatons que la limite du domaine de convergence se situe

au-dessus de la droite tζ1 “ e ˆ 50˚u pour e ă 0.8. Or, dans ce domaine, la courbe

de collision évolue comme tζ1 “ 2e ˆ p180{πq˚u : c’est donc au minimum 40% du

domaine des quasi-satellites qui est accessible par ce développement du hamiltonien

en série de Laurent. En outre, pour 0.8 ă e ă 1, le domaine de convergence comprend

même l’intégralité des trajectoires quasi-satellites. Par conséquent, la méthode de

développement en série de Laurent pour
?
Y “

?
8Γ est très bien adaptée à l’étude

d’un vaste domaine des trajectoires quasi-satellites.

2.3. Les propriétés de la série de Laurent associée à H
o
P . Dans cette

section, nous construisons la série de Laurent de l’équation (3.3) pour
?
Y “

?
8Γ.

En développant le carré de la distance mutuelle au voisinage de ζ1 “ u “ Γ “ 0,

nous obtenons une série entière telle que X “ ||r ´ r1||2 ´ 8Γ est égal à

X “
ÿ

dě0

X d,

où $
’’’’&
’’’’%

X 0 “
ˆ ÿ

D

A‹
0,n,k

?
Γ
n
eikpζ2´̟q

˙
´ 8Γ

X d “
ÿ

|d|“d

ˆ ÿ

D

A‹
d,n,k

?
Γ
n
eikpζ2´̟q

˙
ζd11 ud2

avec A‹
d,n,k P C, pn, kq P N ˆ Z, d “ pd1, d2q P N2, |d| “ d1 ` d2 et les règles de

d’Alembert

D “
!

pn, kq P N ˆ Z tels que n ` k “ 0 sur Z{2Z
)
.

De ce fait,

A “ 1?
8Γ

ÿ

mě0

p´1qm 2m!

p2mm!q2

˜
X

8Γ

¸m

est une série de Laurent en
?
Γ qui se développe telle que

A “
ÿ

dě0

Ad,

où

Ad “
ÿ

|d|“d

ˆ ÿ

S|d|

Ad,n,k

?
Γ
n
eikpζ2´̟q

˙
ζd11 ud2(3.18)

avec Ad,n,k P C, pn, kq P Z2, d “ pd1, d2q P N2 et

S|d| “
!

pn, kq P Z2 tels que n ` k “ 1 sur Z{2Z et n ě ´p|d| ` 1q
)
.

Les relations notées S|d| se vérifient simplement. En effet, la première,

(3.19) k ` n “ 1 sur Z{2Z,

découle de la conservation des relations de d’Alembert pour toute puissance de X {8Γ
et de la division par

?
8Γ.
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La relation qui relie la puissance minimale en
?
Γ à l’ordre ||pζ1, uq||d nécessite un

peu plus d’arguments. En considérant un ordre d P N en ||pζ1, uq||, le terme dominant

dans Ad est donné par pX d{m{8Γqm où m est un diviseur de d. Bien que de manière

générale, on ait X d “ Op||pζ1, uq||dq, comme

BX
BQ

ˇ̌
ˇ
tζ1“u“Γ“0u

“ B||r ´ r1||2 ´ 8Γ

BQ
ˇ̌
ˇ
tζ1“u“Γ“0u

“
”
2pr´r1q Br

BQ ´8
BΓ
BQ

ı
tζ1“u“Γ“0u

“ 0

pour Q “ ζ1, u ou
?
Γ, alors

X 0 “ OpΓq et X 1 “ Op||pζ1, uq||
?
Γq.

Ainsi, nous déduisons que

1?
8Γ

ˆ
X 0

8Γ

˙m

“ O

ˆ
1?
Γ

˙
,

1?
8Γ

ˆ
X 1

8Γ

˙d

“ O

ˆ ||pζ1, uq||d
?
Γ
d`1

˙

et pour tout m P N tel que d{m P t2, 3, . . .u
1?
8Γ

ˆ
X d{m

8Γ

˙m

“ O

ˆ ||pζ1, uq||d
?
Γ
2m`1

˙
avec 2m ď d.

Par conséquent, la puissance minimale de la série de Laurent à l’ordre ||pζ1, uq||d est

donnée par la relation

(3.20) n ě ´pd ` 1q.

En dehors de la collision avec l’étoile, les autres composantes de Ho
P , c’est-à-dire

´
ˆ

1

||r|| ` xr, r1y
||r1||

3˙
,

ne présentent pas de singularités à l’intérieur de la résonance co-orbitale. En suppo-

sant les excentricités strictement inférieures à 1, celles-ci se développent au voisinage

de ζ1 “ u “ Γ “ 0 en une série entière en puissance de
?
Γ :

B “
ÿ

|d|ě0

ˆ ÿ

D

Bd,n,k

?
Γ
n
eikpζ2´̟q

˙
ζd1ud2

avec Bd,n,k P C, pn, kq P N ˆ Z et d P N2.

La série de Laurent associée à Ho
P est donc égale à :

´εpA ` Bq “ ´ε
ÿ

|d|ě0

ˆ ÿ

S|d|

Ad,n,k

?
Γ
n
eikpζ2´̟q `

ÿ

D

Bd,n,k

?
Γ
n
eikpζ2´̟q

˙
ζd11 ud2 .

À partir de cette série, le processus de moyennisation s’effectue en ignorant les termes

tels que k ‰ 0. Par conséquent, la série de Laurent associée à H
o
P est égale à

(3.21) ´ ε
ÿ

|d|ě0

ˆ ÿ

S |d|

Ad,n,0

?
Γ
n `

ÿ

D

Bd,n,0

?
Γ
n

˙
ζd11 ud2 ,

où

(3.22) S |d| “
!

n P p2Z ` 1q tel que n ě ´p|d| ` 1q
)

et D “
!

n P 2N
)



58 3. MÉTHODE ANALYTIQUE ADAPTÉE AUX TRAJECTOIRES QUASI-SATELLITES

sont les relations qui s’appliquent dans le problème moyen. Au voisinage de la sin-

gularité nous pouvons donc constater que H
o
P possède des puissances impaires en?

Γ qui proviennent de l’inverse de la distance mutuelle et des puissances paires qui

sont issus des autres composantes de la partie perturbatrice.

2.4. Le développement analytique en pratique. En pratique, nous avons

construit la série de l’équation (3.21) à partir de la méthode présentée dans Laskar

et Robutel (1995) et qui a été adaptée au contexte de la résonance co-orbitale dans

le problème restreint. Cette construction a été effectuée à l’aide du manipulateur

algébrique TRIP développé par Jacques Laskar et Mickael Gastineau (Gastineau

et Laskar, 2011; Laskar, 1990) et qui est particulièrement adapté aux calculs de

perturbations en mécanique céleste.

La série B associée aux composantes non singulières du hamiltonien ne présente

pas d’ambigüıtés dans son développement puisque celui-ci reste classique : nous nous

sommes fixés deux troncatures de degré D et N respectivement en ||pζ1, uq|| et
?
Γ.

Ainsi, B est égale à la série finie

(3.23)
ÿ

0ď|d|ďD

ˆ ÿ

DXtnďNu
Bd,n,k

?
Γ
n
eikpζ2´̟q

˙
ζd1ud2 .

Le calcul de la série A est issue du carré de la distance mutuelle que nous avons

tronqué au degré D en ||pζ1, uq|| et P en
?
Γ. Par conséquent, X est représenté par

la série finie

ÿ

0ď|d|ďD

ˆ ÿ

S|d|XtnďPu
A‹

d,n,k

?
Γ
n
eikpζ2´̟q

˙
ζd1ud2 ´ 8Γ

et X {8Γ est une série de Laurent limitée à l’ordre
?
Γ
P´3

. Remarquons que dans le

calcul de
`
X {8Γ

˘m
, il manquera des termes issus des combinaisons entre les puis-

sances négatives en
?
Γ et les puissances supérieures à P ´ 3 pour obtenir la série

exacte de 1{||r ´ r1|| tronquée au degré P ´ 3. En outre, comme pour tout m P N`
X {8Γ

˘m
possède des termes d’ordre inférieur à ||pζ1, uq||D et

?
Γ
P´3

, la somme de

la série (3.3) doit nécessairement être évaluée pour tout m ě 0. En pratique, il est

donc nécessaire de définir une itération maximale, notée Mη pour obtenir la somme

de l’équation (3.18). Pour cela nous avons choisi de contrôler la convergence des co-

efficients Ad,n,0 – ceux pertinents pour la série moyenne – après chaque itération m.

Ainsi, en définissant η comme une précision relative sur ces coefficients, nous avons

fixé l’itération maximale Mη telle que

max
PpD,Pq

ˇ̌
ˇ̌
ˇ
A

pMηq
d,n,0 ´ A

pMη´1q
d,n,0

A
pMηq
d,n,0q

ˇ̌
ˇ̌
ˇ ă η

où PpD,Pq “ S
|d| X t|d| ď Du X tn ď Pu et η est la précision à atteindre sur les

coefficients. La série de Laurent associée à A que nous construisons sous TRIP est
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donc égale à :

ÿ

|d|ďD

ˆ ÿ

S |d|XtnďP´3u
A

pMηq
d,n,0

?
Γ
n
eikpζ2´̟q

˙
ζd11 ud2 .

Enfin pour que les degrés maximaux en
?
Γ dans les séries (3.23) et (3.24)

cöıncident, nous avons posé P “ N ` 3.

Un exemple limité aux premiers termes de la série associée à H
o
P pour D “ 2,

N “ 10 et η “ 10´6 est donné par l’équation suivante :

εp ´ 0.6864402
?
2

´1?
Γ

´1` 2 q

` εp 1.075505
?
2

´1?
Γ

´1 qu

` εp ´0.2851747
?
2

´1?
Γ

´3´ 1.577563
?
2

´1?
Γ

´1` 4 qu2

` εp ´0.02507909
?
2

´1?
Γ

´3´ 0.008310058
?
2

´1?
Γ

´1´ 0.5 qζ21





Chapitre 4

L’exploration du cas circulaire-plan

1. Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons mis en évidence un développement analytique de

H
o
en une série de Laurent qui converge dans un vaste 1 voisinage de ζ1 “ u “ Γ “ 0.

Afin d’exploiter cette nouvelle méthode, nous dédions ce chapitre à l’exploration du

domaine des quasi-satellites dans le cas circulaire-plan. Tout d’abord, rappelons

quelques propriétés énoncées dans le chapitre 1.

Dans le chapitre 1, nous avons vu que le hamiltonien moyen du problème circulaire-

plan est invariant par les rotations d’axe perpendiculaire au plan orbital. Ainsi, H
o

est indépendant de ̟ tandis que Γ est une intégrale première du problème moyen 2.

De ce fait, en considérant Γ ou, de manière équivalente, l’excentricité e0 telle que

Γ “ p1 ` uq
`
1 ´

a
1 ´ e2

˘
“ 1 ´

b
1 ´ e20

comme un paramètre, l’exploration du cas circulaire-plan s’effectue dans le cadre

du problème moyen réduit par l’étude du hamiltonien “réduit” noté H
o
e0

dans le

chapitre 1.

En pratique, il n’y a pas de différence entre l’expression du hamiltonien moyen et

celle du hamiltonien réduit. Dans le hamiltonien moyen, Γ est considérée comme

une variable dont l’angle conjugué est ̟. Dans le problème moyen réduit, Γ est un

paramètre tandis que ̟ est ignorée. Afin de ne pas accumuler différentes notations,

nous préférons conserver la notation H
o
et définissons le hamiltonien réduit comme

l’application

pζ1, uq ÞÑ H
opζ1, u,Γq,

pour Γ, un paramètre arbitrairement fixé. Enfin, bien que l’exploration du domaine

soit réalisé dans le problème moyen réduit, les changements de variables s’effectue-

ront dans le cadre du problème moyen.

2. Le hamiltonien réduit au voisinage de ζ1 “ u “ 0

L’étude numérique du problème moyen réduit nous a permis de mettre en évidence

la famille de points fixes quasi-satellites Ge0
QS qui se situent dans un voisinage de

ζ1 “ u “ 0 pour tout Γ ą 0. De ce fait, le développement du hamiltonien réduit en

une série de Taylor au voisinage de ζ1 “ u “ 0 doit nous permettre d’exhiber ces

points fixes.

1. voir le domaine de convergence dans la figure 3.3.

2. voir la section 2.1 du chapitre 1.

61
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Pour Γ ą 0 arbitrairement fixé, le hamiltonien réduit au voisinage de ζ1 “ u “ 0

se développe en une série entière en puissance de ||pζ1, uq|| telle que :

(4.1) H
opζ1, u,Γq “

ÿ

|d|ě0

αdpΓqζd11 ud2 ,

où

(4.2) αdpΓq :“ 1

|d|!
B|d|H

o

Bζd11 Bud2
p0, 0,Γq

et d P N2 tel que |d| “ d1 ` d2.

Comme H
o
se décompose 3 en une partie en Op1q et une autre en Opεq, nous intro-

duisons les coefficients αd
0 et αd

1 tels que

αd :“ αd
0 ` εαd

1 ,

où

(4.3) αd
0 pΓq :“ 1

|d|!
B|d|pHK ´ uq

Bζd11 Bud2
p0, 0,Γq

et

(4.4) εαd
1 pΓq :“ 1

|d|!
B|d|H

o
P

Bζd11 Bud2
p0, 0,Γq.

HK ne dépendant que de u, les coefficients αd
0 sont des constantes telles que :

(4.5)

$
’’’’&
’’’’%

αd
0 “ 0 si d P N˚ ˆ N

α
p0,d2q
0 “ d2 ` 1

2
p´1qd2`1 pour d2 P Nzt1u

α
p1,0q
0 “ 0

Les coefficients αd
1 sont issus de la partie pertubatrice H

o
P . Or, dans le chapitre 3,

nous avons montré que cette composante du hamiltonien se développe en la série

de Laurent de l’équation (3.21) qui converge dans un voisinage de ζ1 “ u “ Γ “ 0.

Dans ce voisinage, les coefficients αd
1 sont donc eux-mêmes des séries de Laurent qui

découlent de la série de l’équation (3.21) telles que

(4.6) αd
1 pΓq “ ´

ÿ

S|d|

Ad,n,k

?
Γ
n ´

ÿ

D

Bd,n,k

?
Γ
n
.

De ce fait, ce sont des fonctions de Γ dont la dépendance en cette variable sera

considérée comme implicite afin de ne pas alourdir les notations.

Un autre résultat sur la forme de H
o
au voisinage de ζ1 “ u “ 0 peut être établi

par une simple propriété de symétrie. En effet, dans le cas plan, le hamiltonien dans

le référentiel héliocentrique 4, H, est invariant par la symétrie

S21 : prx, ry, 0, 9rx, 9ry, 0q ÞÝÑ prx,´ry, 0,´ 9rx, 9ry, 0q,

3. voir l’équation (3.7) de la section 2 du chapitre 3.

4. voir l’équation (1.1) de la section 1.1 du chapitre 1.
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rx

ry

pr1, 9r1q

pr, 9rq

rx

ry

S21pr1, 9r1q

S21pr, 9rq

S21

Figure 4.1. Illustration de la symétrie S21 par rapport à l’axe trx “ 0u
pour les positions et l’axe t 9ry “ 0u pour les vitesses. Les portions de disque

orange, marron et rouges représentent respectivement l’anomalie vraie de

la particule et de la planète et la longitude du périastre de la particule.

La symétrie S21 induit un changement de signe des angles des éléments

orbitaux de la planète et de la particule.
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où r “ prx, ry, 0q et 9r “ p 9rx, 9ry, 0q.
En termes d’éléments orbitaux, cette symétrie se traduit par

(4.7) pζ1, u,Γ, ̟, ζ2q ÞÝÑ p´ζ1, u,Γ,´̟,´ζ2q,

c’est-à-dire un changement d’orientation des angles (voir l’illustration de la figure

4.1). Par conséquent, l’invariance de H
o
sous l’action de cette symétrie impose que

H
op´ζ1, u,Γq “ H

opζ1, u,Γq,

ce qui permet d’établir que ζ1 ÞÑ H
opζ1, uq est une fonction paire. Ainsi, ce raison-

nement justifie la symétrie axiale par rapport à tζ1 “ 0u des portraits de phase de

la figure 1.1. En outre, il met en évidence que

(4.8) α
pd1,d2q
1 “ 0 pour d1 impair et d2 P N.

En tenant compte de toutes ces propriétés, le hamiltonien réduit du cas circulaire-

plan est égal à

(4.9)

H
opζ1, u,Γq “ α

p0,0q
0 ` α

p0,2q
0 u2 `

ÿ

d2ě3

α
p0,d2q
0 ud2

` εα
p0,0q
1 ` εα

p0,1q
1 u ` εα

p2,0q
1 ζ21 ` εα

p0,2q
1 u2 `

ÿ

dP2NˆN
|d|ě3

εαd
1 ζ

d1
1 ud2

dans un voisinage de ζ1 “ u “ 0. Le hamiltonien H
o
comprend donc un terme

linéaire en u et d’ordre ε, aucun terme linéaire en ζ1 et aucun terme croisé en ζ1u.

Il suffit donc d’une translation de taille ε en u, pour faire cöıncider l’origine des

nouvelles variables avec la famille de points fixes Ge0
QS .

3. La famille Ge0
QS

Soit p0,Uoq, la position de la famille Ge0
QS le long de Γ dans le problème moyen

réduit. Uo est une fonction dépendant implicitement de Γ et que nous supposons

d’ordre ε. Ainsi la transformation

(4.10) pΨ :

#
T ˆ R ˆ R ˆ T ÝÑ T ˆ R ˆ R ˆ T

pζ1, pu,Γ, p̟ q ÞÝÑ pζ1, u,Γ, ̟q,

où

u “ pu ` Uo, ̟ “ p̟ ` BUo

BΓ ζ1

et

pσ :“ pΨ˚σ “ dζ1 ^ dpu ` dΓ ^ p̟ ,

fait correspondre l’origine ζ1 “ pu “ 0 avec la position de la famille Ge0
QS par l’in-

termédiaire d’une translation dans le problème moyen réduit. De manière équivalente,

cette transformation fournit le hamiltonien

H
o ˝ pΨ “ pK ` pK˚,
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où

(4.11)

pKpζ1, pu,Γq “ α
p0,0q
0 ` α

p0,2q
0 pu2

` εα
p0,0q
1 ` εα

p2,0q
1 ζ21 `

`
εα

p0,2q
1 ` 3αp3,0qUo

˘
pu2

` Op||pζ1, uq||3q
est l’approximation à l’ordre ε du hamiltonien réduit au voisinage de Ge0

QS tandis que

pK˚ est un reste d’ordre ε2.

La translation nécessaire pour obtenir pK est égale à :

Uo “ ´ε

2

α
p0,1q
1

αp0,2q .
(4.12)

La fréquence de libration des orbites situées dans un voisinage infinitésimal des

points fixes de Ge0
QS est issue des termes quadratiques de pK telle que :

(4.13) νo :“
b
4εα

p2,0q
1

`
αp0,2q ` 3αp3,0qUo

˘
“

b
4εα

p2,0q
1 α

p0,2q
0

´
1 ` Opεq

¯
.

La fréquence de précession des orbites de Ge0
QS est fournie par la composante d “

p0, 0q du hamiltonien telle que :

(4.14) go :“ ´Bαp0,0q

BΓ “ ´ε
Bαp0,0q

1

BΓ .

Les relations S|d| impliquent que α
p2,0q
1 “ Op

?
Γ

´3q tandis que α
p0,0q
1 “ Op

?
Γ

´1q.
Par conséquent, les ordres des fréquences de libration et de précession sont respec-

tivement

(4.15) νo “ Op
?
ε{e3{2

0 q et go “ Opε{e30q.

Une application directe de ce résultat concerne l’ordre de grandeur de la valeur

d’excentricité minimale, e0min pour que les orbites de Ge0
QS se situent à l’extérieur

de la zone d’exclusion. En effet, dans le chapitre 1, nous avons supposé que Ge0
QS se

trouve à l’extérieur de la zone d’exclusion pour

max
`
|go|, |νo|

˘
ă 1{4.

À partir de cette condition et des ordres de grandeur des fréquences, nous déduisons

que Ge0
QS sort de la zone d’exclusion pour

(4.16) e0min “ Opε1{3q.

Par conséquent, ceci permet de retrouver l’ordre de grandeur de la taille de la sphère

de Hill, domaine où l’influence de la planète domine la dynamique tandis que l’étoile

joue le rôle d’une perturbation.

Comparons les résultats provenant des séries analytiques avec les résultats

numériques du chapitre 1. Les figures 4.2a, b et c représentent l’évolution des

fréquences νo et go et de la translation Uo le long de Ge0
QS dans un système de

type “Soleil-Jupiter” (ε “ 10´3). La courbe bleu ciel est issue de l’étude numérique

tandis que la courbe rouge provient du développement analytique pour N “ 2. Bien

que le degré de troncature en
?
Γ soit peu élevé, nous constatons que la méthode



66 4. L’EXPLORATION DU CAS CIRCULAIRE-PLAN

0

0.05

0.1

0.15

0.2

ν
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-0.02

-0.01

0

0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.0025

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

g

Uo

e0

a.

b.

c.

Figure 4.2. Le long de Ge0
QS pour ε “ 10´3, comparaison des fréquences

ν (a) et g (b) et la position Uo (c) entre le développement analytique pour

N “ 2 (courbe rouge) et l’étude numérique (courbe bleu ciel). Le domaine

gris représente les orbites de Ge0
QS dans la zone d’exclusion.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

|gA ´ gN |

e0

1e-07

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

N “ 2

1e-07

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1 |g|

N “ 4

N “ 6

N “ 8

N “ 10

N “ 12

1e-07

1e-06

1e-05

0.0001

0.001

0.01

0.1

1

ˇ̌
ˇνA´νN

νN

ˇ̌
ˇ

ˇ̌
ˇU

o
A´Uo

N

Uo
N

ˇ̌
ˇ

a.

b.

c.

Figure 4.3. Le long de Ge0
QS , comparaison de la différence des fréquences ν

(a), g (b) et de la translation Uo (c) entre les résultats de l’étude numérique

(N) et ceux du développement analytique (A) en fonction du degré de

troncature N en
?
Γ. Le domaine gris représente les orbites de Ge0

QS dans la

zone d’exclusion.
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analytique fournit une bonne approximation de la famille Ge0
QS jusqu’à une haute ex-

centricité (e0 » 0.7). Sur les figures 4.3a et c, nous évaluons l’erreur relative sur νo et

Uo entre le calcul numérique et analytique au degré de troncature N. Nous évaluons

également l’erreur absolue de la fréquence go entre les deux méthodes (Fig.4.3b).

Nous constatons que l’augmentation de N permet d’atteindre une bonne précision

même à très haute excentricité. Par exemple, pour N “ 12, l’erreur relative maxi-

male pour 0 ă e0 ă 0.9 sur νo et Uo est de 10´2. À l’exception du voisinage de

l’orbite gelée, l’erreur absolue de go se situe toujours un à deux ordres de grandeur

en dessous de la valeur de |g|. La méthode analytique développée est donc très sa-

tisfaisante pour accéder à la famille Ge0
QS dans le problème moyen.

En utilisant la série à l’ordre N “ 12, nous pouvons facilement calculer la valeur de

e0min, l’excentricité minimale pour que Ge0
QS soit en dehors de la zone d’exclusion.

La fréquence 1{4 ayant été fixée arbitrairement, il est également possible d’évaluer

quelle serait la différence sur e0min pour une fréquence limite différente. Ces résultats

sont indiqués dans le tableau 4.1 pour 1{6, 1{4 et 1{3. Pour les systèmes formés par

le Soleil et une planète du système solaire, nous constatons que les résultats sont

du même ordre pour les trois valeurs de fréquence limite. La fréquence 1{4 est donc

un bon indicateur. Dans le cas du système Terre-Lune, les variations sont beaucoup

plus importantes (e0min » 0.5 pour 1{4 alors que e0min » 0.8 et 0.4 pour respective-

ment 1{6 et 1{3). Par conséquent, pour des systèmes tels que ε " 10´3, la limite de

la zone d’exclusion est difficile à estimer par l’intermédiaire des fréquences. Il sera

plutôt préférable de contrôler la taille du reste H˚ issu du processus de moyennisa-

tion (Robutel et al., 2016).

Enfin, à partir de la série analytique, il est possible de déduire l’excentricité e0

de l’orbite gelée GQS . Pour cela nous devons déterminer la valeur de Γ telle que

gopΓq “ 0. Dans la limite de notre approximation du hamiltonien au premier ordre

en ε, nous constatons que la valeur d’excentricité de l’ellipse figée est indépendante

de ε. Par la recherche de racines dans le polynôme en
?
Γ formé par cette équation,

on déduit également la valeur d’excentricité de l’orbite gelée. Celle-ci est donnée par

le tableau 4.2 en fonction du degré N. Ainsi, nous montrons que l’orbite gelée se

situe à une valeur de e0 “ 0.8355 ` Opεq.

4. Le voisinage de la famille Ge0
QS

Pour aller plus loin dans notre exploration du domaine des quasi-satellites, nous

nous intéressons aux trajectoires se situant dans un voisinage de Ge0
QS par l’in-

termédiaire d’un processus de normalisation.

4.1. Réorganisation du hamiltonien réduit. Tout d’abord, nous introdui-

sons la transformation :

(4.17) qΨ :

#
C2ˆs0, 1rˆT ÝÑ T ˆ Rˆs0, 1rˆT

prz, z,Γ, q̟ q ÞÝÑ pζ1, pu,Γ, p̟ q,
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Système ε e0min

1{6 1{4 1{3
S-Mercure 1.66003 ˆ 10´7 0.012297 0.009502 0.007967

S-Venus 2.44757 ˆ 10´6 0.030155 0.023302 0.019537

S-Terre 3.00314 ˆ 10´6 0.032283 0.024947 0.020915

S-Mars 3.22681 ˆ 10´7 0.015346 0.011859 0.009943

S-Jupiter 9.53587 ˆ 10´4 0.227437 0.172632 0.143887

S-Saturne 2.85704 ˆ 10´4 0.148723 0.114358 0.095723

S-Uranus 4.36517 ˆ 10´5 0.078883 0.060918 0.051064

S-Neptune 5.14927 ˆ 10´5 0.083369 0.064374 0.053958

Terre-Lune 1{82 0.836849 0.494732 0.373649

Table 4.1. Excentricité e0min pour différents systèmes de type “Soleil-

planète” et “Terre-Lune” en fonction de la fréquence maximale pour être à

l’extérieur de la zone d’exclusion.

N e0

2 0.775601

4 0.874164

6 0.833222

8 0.836094

10 0.835538

12 0.835535

Table 4.2. Excentricité e0 de l’orbite gelée en fonction de N.
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où $
&
%

z “
?
2

´1`
κζ1 ` iκ´1pu

˘

rz “ ´iz,

κ “
ˆ

εα
p2,0q
1

αp0,2q ` 3αp0,3qUo

˙1{4

et

qσ :“ qΨ˚pσ “ drz ^ dz ` dΓ ^ d q̟ .

Ainsi, la composition qΨ avec pK fournit le hamiltonien qK dont la partie quadratique

est normalisée. En effet, en décomposant qK tel que

qK “ qK0 ` qK2 `
ÿ

dě3

qKd,

nous obtenons

qK2prz, z,Γq “ sgn
`
α

p2,0q
1

˘ iνo
2

zrz ` sgn
`
αp0,2q ` 3αp0,3qU0

˘ iνo
2

zrz “ ´iνozrz,

où sgnpxq est la fonction qui extrait le signe du nombre réel x,

qK0pΓq “ αp0,0q,

et

qKdprz, z,Γq “
ÿ

|p|“d

υpzprzrp,

où p “ pp, rpq P N2 et les coefficients υp sont des combinaisons de αd et donc des

fonctions de Γ. Le facteur d’échelle κ étant une fonction de Γ, la variable d’angle

conjuguée à Γ est égale à

q̟ “ p̟ ` i

2κ

Bκ
BΓ

`
z2 ` rz2

˘
.

De ce fait, elle est reliée à la longitude du noeud de la manière par l’équation :

̟ “ q̟ ´ i

2κ

Bκ
BΓ

`
z2 ` rz2

˘
` 1?

2κ

BUo

BΓ
`
z ´ irz

˘
.

4.2. La procédure de normalisation du hamiltonien réduit. Pour accéder

aux trajectoires qui sont situées dans le voisinage de la famille de points fixes

Ge0
QS , nous normalisons le hamiltonien qK aux ordres supérieurs à ||pz, rzq||2. Plus

précisément, cela revient à la construction d’une transformation canonique

(4.18) Ψ: :

#
C2ˆs0, 1rˆT ÝÑ C2ˆs0, 1rˆT

prξ, ξ,Γ, ̟:q ÞÝÑ prz, z,Γ, q̟ q,

où

σ: :“ pΨ:q˚qσ “ drξ ^ dξ ` dΓ ^ d q̟

telle que

qK ˝ Ψ: “ N ` N˚,
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où N est le hamiltonien réduit normalisé à l’ordre ε. Ainsi, la forme normale N est

égale à

N “ N0 ` N2 `
ÿ

dą2

N2d

avec

N0pΓq “ αp0,0q, N2prξ, ξ,Γq “ ´iνoξrξ

et pour d ą 2,

N2dprξ, ξ,Γq “ γpd,dqpξrξqd,

où γpd,dq sont des fonctions de Γ.

Dans ce développement, N˚ est un reste d’ordre ε2. Afin de simplifier la procédure

de normalisation, nous définissons un entier dmax tel que

||pξ, rξq||dmax`1 “ Opε2q,

De ce fait, tous les termes de qK dont l’ordre est supérieur à ||pξ, rξq||dmax sont envoyés

dans le reste N˚.

Ψ: est une transformation proche de l’identité qui agit sur chaque degré d’un

polynôme en les variables pξ, rξq afin d’en éliminer les monômes non-résonants, c’est-

à-dire ceux qui ne sont pas de la forme pξrξqd. Plus précisément, Ψ: peut être vue

comme une composition de transformations Ψ:
d telle que

Ψ: “ Ψ:
1 ˝ Ψ:

2 ˝ . . . ˝ Ψ:
dmax´2

où chaque transformation Ψ:
d´2 permet de supprimer les termes non-résonants d’ordre

||pξ, rξq||d. Une transformation élémentaire Ψ:
d´2 étant proche de l’identité, elle peut

donc être définie comme le transport au temps 1 du flot hamiltonien engendré par

une fonction génératrice Wd´2. Par conséquent, la construction de Ψ: se réduit au

calcul des fonctions génératrices pWdqdPt1,...,dmax´2u telles que

(4.19) N “ expLWdmax´2
˝ . . . ˝ expLW1

pK.

Pour ce faire, nous définissons

K :“ expLWdmax
˝ . . . ˝ expLW1

qK ´
dmaxÿ

d“1

tWd, qK2u

tel que

K “
ÿ

dě0

Kd

avec

K0 “ qK0, K1 “ 0, K2 “ qK2,

et pour tout d ą 3

Kdprξ, ξ,Γq “
ÿ

|p|“d

γpξprξrp
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où p “ pp, rpq P N2 et les coefficients γp sont des fonctions de Γ issues des crochets de

Poisson entre les composantes p qKlqlďd et les fonctions génératrices pWlqlďd´3. Ainsi,

l’équation (4.19) devient

N “ K `
dmaxÿ

d“1

tWd, qK2u

ce qui met en en évidence l’équation cohomologique

(4.20) Nd “ Kd ` tWd´2, qK2u

qui est à résoudre pour tout d P t3, . . . , dmaxu. À un degré d donné, la résolution de

l’équation (4.20) revient à calculer Wd´2 tel que

(4.21) Ξd “ ´iνo
ˆBWd´2

Brξ
rξ ´ BWd´2

Bξ ξ

˙

où Ξd “ Nd ´ Kd est égal à l’ensemble des monômes non-résonants de Kd. C’est

une équation linéaire qui peut donc se résoudre monôme par monôme. Ainsi, en

supposant que Ξd “ ξprξrp avec |p| “ d, nous obtenons que

Wd´2 “ i
Ξd

νoprp ´ pq
satisfait l’équation (4.21). Cette solution introduit le petit diviseur νoprp ´ pq qui ne

peut être nul puisque la fréquence νo est strictement positive le long de Ge0
QS et que

le monôme est nécessairement non-résonant. Par conséquent, la forme normale N

est calculable à l’ordre ||pξ, rξq||d. Ensuite pour itérer la procédure à l’ordre suivant

et jusqu’à dmax, il suffit d’introduire le calcul de Wd´2 dans K et de passer à la

résolution de l’équation cohomologique à l’ordre d ` 1.

Une dernière remarque concerne l’influence des variables Γ et q̟ sur la procédure

de moyennisation. Comme pK est indépendant de q̟ , Γ n’intervient pas dans la

résolution de l’équation cohomologique et peut donc être considérée comme un pa-

ramètre. Cependant, comme les génératrices Wd dépendent de Γ, q̟ , l’angle associé

à Γ, est remplacé par ̟: tel que

q̟ “ ̟: ` BW1

BΓ ` 1

2

´BW1

Brξ
B2W1

BΓBξ ´ BW1

Bξ
B2W1

BΓBrξ

¯
` BW2

BΓ ` Op||pξ, rξq||3q.

4.3. La forme normale N . Dans les coordonnées prξ, ξ,Γ, ̟:q, la forme nor-

male au voisinage de Ge0
QS permet de décrire l’espace des phases du problème moyen

comme un feuilletage en tores invariants de dimension 2. Autrement dit, par la

transformation

(4.22) Ψaa :

#
R` ˆ Tˆs0, 1rˆT ÝÑ C2ˆs0, 1rˆT

pJ, ϕ,Γ, ̟:q ÞÝÑ prξ, ξ,Γ, ̟:q
avec

ξ “
?
Jeiϕ

et

pΨaaq˚pσ:q “ dJ ^ dϕ ` dΓ ^ d̟:,
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qui introduit le jeu de variables action-angle, nous obtenons qu’une trajectoire as-

sociée à la forme normale

(4.23) NpJ,Γq :“ N ˝ ΨaapJ,Γq “ αp0,0q ´ νoJ `
ÿ

dě2

p´iqdγpd,dqJd

est quasi-périodique de fréquences fondamentales :

νpJ,Γq “ 9ϕ “ ´BN
BJ pJ,Γq et gpJ,Γq “ 9̟

: “ ´BN
BΓ pJ,Γq

avec

νp0,Γq “ νo et gp0,Γq “ go.

En limitant la forme normale à l’ordre J2, nous avons

NpJ,Γq “ αp0,0q ´ νoJ ´ γp2,2qJ2 ` OpJ3q,

où

γp2,2q “ υp2,2q ´ 3i

νo

`
υp2,1qυp1,2q ` υp3,0qυp0,3q˘

avec $
’’’’’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’’’’’%

υp2,2q “ ´1

2
εα

p2,2q
1 ´ 3

2

´
αp0,4q ` 5α

p0,5q
0 Uo

¯
κ4 ´ 3

2
εα

p4,0q
1 κ´4

υp2,1q “ 1

2
?
2
ε

Bαp2,1q
1

BΓ κ´1 ` 3

2
?
2

´
αp0,3q ` 4α

p0,4q
0 Uo

¯
κ3

υp0,3q “ 1

2
?
2
ε

Bαp2,1q
1

BΓ κ´1 ´ 1

2
?
2

´
αp0,3q ` 4α

p0,4q
0 Uo

¯
κ3

υp1,2q “ ´iυp2,1q

υp3,0q “ ´iυp0,3q.

Dans ce voisinage, les fréquences sont égales à

(4.24) νpJ,Γq “ νopΓq ` 2γp2,2qJ ` OpJ2q

et

(4.25) gpJ,Γq “ gopΓq ` BνopΓq
BΓ J ` Bγp2,2q

BΓ J2 ` OpJ3q

tandis que l’action J s’exprime comme :

J “ iξrξ “ izrz ´ 1

νo

´
υp3,0qz3 ` υp2,1qz2rz ` υp1,2qzrz2 ` υp0,3qrz3

¯
` Op||pz, rzq||4q.

Les fréquences νo et go étant respectivement d’ordre
?
ε
?
Γ

´3{2
et ε

?
Γ

´3
, nous

déduisons que
BgpJ,Γq

BJ “ Op
?
ε
?
Γ

´7{2q.

En outre, comme κ4 est d’ordre ε
?
Γ

´3
, le terme dominant dans γp2,2q est ´3

2εα
p0,4q
1 κ´1{4

ce qui nous permet d’établir que :

BνpJ,Γq
BJ “ Op1{Γq.
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Par conséquent, à e0 fixé, lorsque J augmente, les fréquences νpJ,Γq et gpJ,Γq évoluent

respectivement comme J{e7{2
0 et

?
εJ{e20. Dans un voisinage du point fixe et le long

de ζ1 pour u “ 0, nous avons donc :

(4.26)
νo ´ pνpJ,Γqqpζ1,0q

νo
“ Opζ21{e20q et

go ´ pgpJ,Γqqpζ1,0q
go

“ Opζ21{e20q.

En rappelant que dans la section tu “ 0u du problème moyen réduit, la courbe de

collision s’éloigne de l’origine comme tζcol1 “ 2e0u, nous établissons que la différence

relative entre les fréquences de la trajectoire et celles de Ge0
QS évolue comme

`
ζ1{ζcol1

˘2
.

4.4. L’exploration du voisinage de la famille Ge0
QS. Afin d’explorer de

manière plus complète le voisinage de la famille Ge0
QS , il est nécessaire de norma-

liser le hamiltonien à un degré plus élevé. Les expressions devenant lourdes, nous ne

présenterons que des résultats établis à partir de TRIP au degré D “ 4 et N “ 10

dans le cas d’un système de type “Soleil-Jupiter” (ε “ 10´3). Pour estimer le do-

maine de validité de la forme normale, nous avons fixé le critère suivant :

ρ “
ˇ̌
ˇ̌ pK

`
rz, z,Γ

˘
´ N prξ, ξ,Γq

pK
`
rz, z,Γ

˘
ˇ̌
ˇ̌ ă ε2.

Les figures 4.4 à 4.9 représentent dix trajectoires dans le problème moyen réduit

(a.) ainsi que l’évolution des fréquences ν (b.) et g (a.) dans la section tu “ 0; e0 fixéu
paramétrée par ζ1 ě 0 pour e0 “ 0.2 (Fig.4.4), 0.25 (Fig.4.5), 0.35 (Fig.4.6), 0.5

(Fig.4.7), 0.75 (Fig.4.8) et 0.85 (Fig.4.9). Pour e0 “ 0.2 jusqu’à e0 “ 0.85, nous

constatons que g décrôıt comme ζ21 . Dans le cas de la fréquence de libration, nous

observons que ν crôıt comme ζ21 pour e0 “ 0.2, 0.25, 0.35 et 0.5. Lorsque e0 “ 0.75 et

0.85, la fréquence décrôıt jusqu’à atteindre un minimum et augmente ensuite. Ainsi

dans presque tous les cas, nous obtenons qu’au voisinage de Ge0
QS , la valeur absolue

des fréquences augmente en s’éloignant de Ge0
QS . L’augmentation de la valeur absolue

de ces fréquences devrait continuer jusqu’à atteindre la valeur critique associée à la

limite de la zone d’exclusion puis tendre vers l’infini pour ζ1 qui tend vers ζcol1 . Dans

le voisinage où nous avons construit la forme normale, les fréquences s’éloignent peu

de celles de Ge0
QS à e0 fixé. En effet, pour e0 “ 0.2, 0.25 et 0.5, les variations relatives

des fréquences n’excèdent pas 25%. Pour e0 “ 0.75 et 0.85, les variations relatives

sur ν sont encore plus faibles : de l’ordre de 7%. Par contre, elles sont beaucoup plus

importantes dans le cas de g : respectivement 75% et de l’ordre de 200%. Cela est

dû à la proximité des trajectoires avec g “ 0.

La figure 4.10 représente la section tu “ 0u dans les variables ζ1 et e0. La courbe

de collision (courbe noire) correspond à la limite du domaine tandis que le région

grise est la zone d’exclusion. Celle-ci est délimitée par la courbe bleue calculée à

partir de la forme normale. Nous constatons qu’en s’éloignant de la famille de points

fixes le long de ζ1, la valeur de l’excentricité minimale augmente mais reste proche

de celle de Ge0
QS . Cette zone d’exclusion étant issue de la proximité avec la collision,

nous avons esquissé sa limite en dehors du domaine de validité de la forme normale

(tirets bleus). La courbe verte est associée aux orbites de fréquence de précession
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nulle dans le domaine de validité de la forme normale. Plus précisément, ce sont

les orbites de Lyapounov qui émergent de GQS dans la direction transverse à Ge0
QS .

En s’éloignant de GQS , l’excentricité augmente le long de cette famille. Enfin, les

courbes rouges représentent les structures de résonance du problème complet telles

que

(4.27) qν ´ pp1 ´ gq “ 0 avec p{q P Q et 2p ` q ď 20.

qui sont obtenues dans le domaine de validité de la forme normale et en dehors de la

zone d’exclusion. Dans un premier temps, décrivons les résonances qui apparaissent

le long de Ge0
QS . Entre la limite de la zone d’exclusion et e0 “ 0.3, Ge0

QS possède des

résonances d’ordre inférieur ou égal à 10 : au-delà, ce ne sont plus que des résonances

d’ordre supérieur à 10. Ces structures de résonances se déploient également au voi-

sinage de Ge0
QS . En suivant chacune d’elles en augmentant ζ1, nous constatons que

leur excentricité augmente. Cependant, cette évolution est faible : la région conte-

nant les résonances d’ordre inférieur ou égal à 10 – et donc la plus instable –, se

situe dans le segment 0.18 ď e0 ď 0.3. Par conséquent, ce résultat met en évidence

une accumulation de résonances d’ordre faible pour de faibles valeurs de e0, ce qui

implique très probablement une augmentation de l’instabilité par des recouvrements

de résonances (surtout si e1 ą 0, cf Robutel et Gabern, 2006).

Les évolutions des fréquences ainsi que leurs structures de résonances montrent

donc que les orbites se trouvant dans le domaine de validité de la forme normale

ont des propriétés très proches de celles appartenant à Ge0
QS . Ainsi, Ge0

QS peut être

vue comme la “colonne vertébrale” du domaine quasi-satellite : les fréquences de

cette famille d’orbites périodiques du problème moyen fournissent l’essentiel des

informations pour caractériser ce domaine.
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Figure 4.4. a : Orbites quasi-satellites dans le problème moyen réduit

pour e0 “ 0.2 dans le domaine de validité de la forme normale. b et c :

Évolution des fréquences ν et g le long de la section tu “ 0u.
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Figure 4.5. a : Orbites quasi-satellites dans le problème moyen réduit

pour e0 “ 0.25 dans le domaine de validité de la forme normale. b et c :

Évolution des fréquences ν et g le long de la section tu “ 0u.
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Figure 4.6. a : Orbites quasi-satellites dans le problème moyen réduit

pour e0 “ 0.35 dans le domaine de validité de la forme normale. b et c :

Évolution des fréquences ν et g le long de la section tu “ 0u.
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Figure 4.7. a : Orbites quasi-satellites dans le problème moyen réduit

pour e0 “ 0.5 dans le domaine de validité de la forme normale. b et c :

Évolution des fréquences ν et g le long de la section tu “ 0u.
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Figure 4.8. a : Orbites quasi-satellites dans le problème moyen réduit

pour e0 “ 0.75 dans le domaine de validité de la forme normale. b et c :

Évolution des fréquences ν et g le long de la section tu “ 0u.
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Figure 4.9. a : Orbites quasi-satellites dans le problème moyen réduit

pour e0 “ 0.85 dans le domaine de validité de la forme normale. b et c :

Évolution des fréquences ν et g le long de la section tu “ 0u.
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Figure 4.10. Section tu “ 0u du domaine des quasi-satellites représenté

dans les variables pζ1, e0q. La collision délimitant le domaine dans le

problème moyen est représentée par la courbe noire. La zone d’exclusion

correspond à la région grise délimitée par la courbe bleue qui est calculée

par la forme normale et les tirets bleus qui donnent une estimation. Les

courbes rouges représentent les structures de résonances dans le domaine

de validité de la forme normale. La courbe verte représente la famille d’or-

bites périodiques avec g “ 0 qui émerge de GQS dans la direction transverse

à Ge0
QS .





Chapitre 5

Extension aux cas excentrique-plan et circulaire-spatial

1. Introduction

Le hamiltonien moyen du cas excentrique-plan, noté

H
1
:“ H

ˇ̌
ty“ry“0u avec e1 ě 0,

ainsi que celui du cas circulaire-spatial,

H
s
:“ H avec e1 “ 0,

possèdent respectivement 2 et 3 degrés de liberté. À la différence du cas circulaire-

plan, ces deux hamiltoniens ne peuvent être réduits à un hamiltonien intégrable

par un simple argument de symétrie. Il n’est donc pas aussi facile de réaliser une

exploration du domaine des quasi-satellites.

Toutefois, en considérant que l’excentricité de la planète, e1, et l’inclinaison de la

particule, I, sont suffisamment faibles, l’étude des quasi-satellites peut être ramenée

à un problème de perturbation du cas circulaire-plan.

Dans ce chapitre, et après une rapide présentation de la méthode de développement

en série de Laurent adaptée au cas excentrique-plan, nous étudierons la persistance

de la famille Ge0
QS sous l’effet de la perturbation engendrée par l’excentricité de

la planète. Ensuite, nous esquisserons l’idée d’une étude équivalente dans le cas

circulaire-spatial.

2. Une étude du cas excentrique-plan

À l’instar du problème circulaire-plan, nous utilisons les variables action-angle

pΓ, ̟q, plutôt que px, rxq. Dans ces variables, le hamiltonien moyen H
1
est égal à

(5.1) H
1 “ HK ´ u ` HP ,

1

où H
1
P pζ1, u,Γ, ̟q :“ HP ˝Ψpζ1, u,Γ, ̟, 0, 0q avec e1 ě 0, et Ψ est la transformation

définie dans l’équation (3.5). En outre, nous rappelons les notations

Γ1 “ 1 ´
a

1 ´ e12 “ e12

2
` Ope14q, x1 “

?
Γ1 et rx1 “ ´ix1

associées à l’excentricité de la planète.

Les hamiltoniens moyens des cas excentrique-plan et circulaire-plan sont reliés

par l’équation

(5.2) H
1 “ H

o ` R1,

81
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où R1 “ H
1
P ´ H

o
P “ Opεe1q.

En considérant que e1 est négligeable devant 1, l’exploration du cas excentrique-plan

se ramène donc à une étude de perturbation du cas circulaire-plan par l’effet de

l’excentricité de la planète.

Afin de procéder de manière analytique, nous présentons dans la section suivante

une adaptation de la méthode de développement du hamiltonien en série de Laurent.

2.1. Le développement analytique dans le cas excentrique-plan. La

méthode analytique présentée dans le chapitre 3 s’appuie sur un développement

du hamiltonien moyen au voisinage de la singularité en ζ1 “ u “ Γ “ 0. Or dans

le cas excentrique-plan, ce point devient régulier lorsque e1 ą 0 car la collision en

ζ1 “ u “ 0 se produit lorsque les ellipses de la planète et de la particule sont

confondues, c’est-à-dire pour Γ ´ Γ1 “ ̟ “ 0. Autrement dit, cela signifie que pour

tout e1 ě 0, nous avons

||r ´ r1||tζ1“u“Γ´Γ1“̟“0u “ 0.

En revenant temporairement aux variables complexes, nous constatons que la col-

lision en ζ1 “ u “ 0 se situe en x “
?
Γ1. Ainsi, en définissant le changement de

variables

T 1 :

#
T ˆ R ˆ R ˆ T ˆ T ÝÑ T ˆ R ˆ R ˆ T ˆ T

pζ1, u, rΓ, r̟ , ζ2q ÞÝÑ pζ1, u,Γ, ̟, ζ2q
avec

rσ :“ T 1˚σ “ dζ1 ^ du ` drΓ ^ d r̟

tel que

rΓ :“ Γ ´ 2
?
ΓΓ1 cos̟ ` Γ1 et r̟ :“ argp

?
Γei̟ ´

?
Γ1q,

alors pour tout e1 ě 0, nous avons

||r ´ r1||tζ1“u“rΓ“0u “ 0,

ce qui permet de se retrouver dans la même situation que dans le cas circulaire-plan,

d’autant que la transformation T 1 préserve les relations de d’Alembert. Enfin, T 1

est une transformation proche de l’identité telle que

T 1 “ Id ` Op
?
Γ1q.

Dans ces nouvelles variables, nous devons mettre en évidence une approximation

du carré de la distance, notée Y, avec les propriétés suivantes

(5.3) Y ě 0, Y
ˇ̌
tζ1“u“rΓ“̟“0u “ 0 et

ˇ̌
ˇ||r ´ r1||2 ´ Y

ˇ̌
ˇ ă Y,

afin que la série de Laurent

(5.4)
1?
Y

ÿ

mě0

p´1qm 2m!

p2mm!q2

˜
X

Y

¸m

,
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Figure 5.1. Sections tu “ 0, ̟ “ 0˚u et tu “ 0, ̟ “ 180˚u du domaine

de convergence pour e1 “ 0 (domaine rouge) , e1 “ 0.1 (domaine vert) et

e1 “ 0.2 (domaine bleu). La flèche bleue indique la collision entre la planète

et l’étoile pour e1 “ 0.2.
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où X “ ||r ´ r1||2 ´ Y, soit convergente dans un voisinage de ζ1 “ u “ rΓ “ 0. De

manière presque similaire au cas circulaire-plan, nous montrons que la composante

(5.5)
?
Y “

a
rΓΔp1q

0max “
a

8rΓ

satisfait les conditions (5.3). Nous renvoyons le lecteur à la section 1 de l’annexe A

pour une démonstration plus détaillée.

La figure 5.1 représente les sections tu “ 0, ̟ “ 0˚u et tu “ 0, ̟ “ 180˚u
du domaine de convergence de la série de l’équation (5.8). Pour donner plus de

précisions, le domaine de convergence a été évalué numériquement en cherchant les

valeurs de pζ1, u, e,̟q dans T ˆ R ˆ r0, 1rˆT telles que

(5.6) max
ζ2PT

||r ´ r1|| ă
b

2 ˆ 8rΓ

pour e1 “ 0 (domaine rouge), e1 “ 0.1 (domaine vert) et e1 “ 0.2 (domaine bleu).

Nous constatons que le domaine de convergence s’élargit en s’éloignant de la sin-

gularité en ζ1 “ u “ rΓ “ 0. En outre, sa taille est comparable à celle du cas

circulaire-plan. Par conséquent, la méthode de développement en série de Laurent

pour
?
Y “

a
8rΓ est adaptée à l’étude des quasi-satellites dans le cas excentrique-

plan.

Pour les mêmes raisons que dans le cas circulaire-plan, la partie perturbatrice

(5.7) rH 1
P :“ H

1
P ˝ T 1

est égale à la série de Laurent

(5.8) ´ε
ÿ

|d|ě0

ˆ ÿ

S |d|

Ad,n,p0,k1q
a

rΓ
n?

Γ1n
1

eik
1 r̟ `

ÿ

D

Bd,n,p0,k1q
a

rΓ
n?

Γ1n
1

eik
1 r̟

˙
ζd11 ud2

où Ad,n,p0,k1q P C, Bd,n,p0,k1q P C, d “ pd1, d2q P N2, n “ pn, n1q P Z ˆ N, k1 P Z,

(5.9) D “
!

pn, k1q P N2 ˆ Z tels que n ` n1 “ 0 sur Z{2Z et |k1| ď n1
)

qui correspond aux règles de d’Alembert dans le problème moyen excentrique-plan

et

(5.10) S |d| “
#

pn, k1q P Z ˆ N ˆ Z2 tels que n ` n1 ` k “ 1 sur Z{2Z,
|k1| ď n1 et n ě ´p|d| ` 1q

+

qui est associé aux relations issues du développement en série de Laurent. Plus de

détails sont donnés dans la section 2 de l’annexe A.

2.2. Le hamiltonien moyen au voisinage de ζ1 “ u “ 0. Dans les va-

riables adaptées au développement en série de Laurent, le hamiltonien moyen du cas

excentrique-plan, noté

(5.11) rH 1 :“ H
1 ˝ T 1 “ HK ´ u ` rH 1

P ,

est relié au hamiltonien moyen du cas circulaire-plan tel que

rH 1 “ H
o ` rR1,
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où

rR1 “ H
o
P ˝ T 1 ´ H

o
P ` R1 ˝ T 1

looooooooooooooomooooooooooooooon
Opε

?
Γ1q

est la perturbation engendrée par l’excentricité de la planète. Pour e1 “ 0, rR1 s’annule

et donc le hamiltonien rH 1 est égal à H
o
. Dans ce contexte, rΓ est une intégrale

première du problème moyen ou, de manière équivalente, un paramètre du problème

moyen réduit dont le hamiltonien associé est

pζ1, uq ÞÑ rH 1pζ1, u, rΓq.

Dans ce cas, un développement en une série de Taylor en ζ1 “ u “ 0 nous permet

de retrouver les points fixes de la famille Ge0
QS (chapitre 4).

Pour e1 ą 0, le hamiltonien rH 1 dépend de r̟ . rΓ n’est donc plus une intégrale

première de la dynamique et il n’est pas possible de passer dans le problème moyen

réduit.

Toutefois, pour e1 suffisamment faible, rR1 diffère peu de H
o
. Afin de mettre en

évidence ces différences, nous effectuons un développement identique au cas circulaire-

plan. Plus précisément, nous “oublions” les variables rΓ et r̟ , et procédons à un

développement du hamiltonien rH 1 en une série de Taylor au voisinage de ζ1 “ u “ 0.

Ainsi, nous obtenons :

(5.12) rH 1pζ1, u, rΓ, r̟ q “
ÿ

|d|ě0

´
αd
0 ` εαd

1 prΓq ` ε
?
Γ1βdprΓ, r̟ q

¯
ζd11 ud2

où αd
0 et αd

1 sont les coefficients associés respectivement à la partie keplerienne, la

partie perturbatrice du cas circulaire-plan tandis βd correspondent à la perturbation

engendrée par l’excentricité de la planète.

Les coefficients αd
0 sont des constantes avec les propriétés définies dans l’équation

(4.5). De même, les coefficients αd
1 sont des fonctions de rΓ définies par l’équation

(4.2). Dans un voisinage de ζ1 “ u “ rΓ “ 0, elles se développent en séries de Laurent

telles que

αd
1 prΓq “ ´

ÿ

S |d|

Ad,pn,0q,0
a

rΓ
n

´
ÿ

D

Bd,pn,0q,0
a

rΓ
n

,

ce qui correspond aux termes d’ordre zéro en
?
Γ1 de la série de Laurent (5.8).

Notons qu’en remplaçant rΓ par Γ, cette série est identique à celle de l’équation

(4.6). En outre, la propriété (4.8) est toujours valide. Enfin, les coefficients βd sont

des fonctions de rΓ et r̟ telles que

βdprΓ, r̟ q :“ 1

ε
?
Γ1

1

|d|!
B|d| rR1

Bζd11 Bud2
p0, 0, rΓ, r̟ q.
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Dans un voisinage de ζ1 “ u “ rΓ “ 0, elles se développent en séries de Laurent telles

que

βdprΓ, r̟ q “ ´ 1?
Γ1

ÿ

S |d|Xtn1ą0u
Ad,n,p0,k1q

a
rΓ
n?

Γ1n
1

eik
1 r̟

´ 1?
Γ1

ÿ

DXtn1ą0u
Bd,n,p0,k1q

a
rΓ
n?

Γ1n
1

eik
1 r̟ ,

(5.13)

ce qui correspond aux termes d’ordre supérieur à zéro en
?
Γ1 de la série de Laurent

(5.8).

À la différence de αd
0 et αd

1 , les coefficients βd ne possèdent pas de symétrie par-

ticulière permettant de garantir qu’ils s’annulent pour certains couples d P N2.

Toutefois, la symétrie S21 qui s’applique dans le plan 1 impose que

rR1p´ζ1, u, rΓ,´ r̟ q “ rR1pζ1, u, rΓ, r̟ q

et donc que les fonctions

r̟ ÞÑ βpd1,d2qprΓ, r̟ q

soient paires si d1 P 2N et impaires si d1 P p2N ` 1q. Cette propriété sera utile dans

la section suivante.

Dans un souci de clarté, nous considérons implicite la dépendance des fonctions

αd
1 et βd aux variables rΓ et r̟ .

La perturbation du hamiltonien moyen circulaire-plan par l’effet de l’excentricité

de la planète implique que pour tout couple d P N2, les coefficients βd ne s’annulent

pas dans la série de Taylor de l’équation (5.12). Ainsi, au voisinage de ζ1 “ u “ 0,

le hamiltonien rH 1 s’écrit :

(5.14)
rH 1pζ1, u, rΓ, r̟ q “ α

p0,0q
0 ` α

p0,2q
0 u2

` ε
´
α

p0,0q
1 ` α

p0,1q
1 u ` α

p2,0q
1 ζ21 ` α

p0,2q
1 u2

¯

` ε
?
Γ1

´
βp0,0q ` βp1,0qζ1 ` βp0,1qu ` βp1,1qζ1u ` βp2,0qζ21 ` βp0,2qu2

¯

` Op||pζ1, uq||3q,

où les termes des deux premières lignes représentent respectivement les parties ke-

plerienne et perturbatrice du cas circulaire-plan tandis que la troisième concerne la

perturbation engendrée par l’excentricité de la planète.

À l’ordre ε, le hamiltonien moyen ne comporte aucun terme linéaire en ζ1, aucun

terme croisé mais un terme linéaire en u. Pour faire disparâıtre ce terme, nous

effectuons une translation en u “ U0 où

Uo “ ´ε

2

α
p0,1q
1

αp0,2q ,

1. voir la section 3.1 du chapitre 4
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comme nous l’avons montré dans la section 3 du chapitre 4. Ainsi, en introduisant

la transformation canonique

(5.15) pΨ :

#
T ˆ R ˆ R ˆ T ÝÑ T ˆ R ˆ R ˆ T

pζ1, pu, rΓ, p̟ q ÞÝÑ pζ1, u, rΓ, r̟ q,

où

u “ pu ` Uo, r̟ “ p̟ ` BUo

BrΓ
ζ1

et

pσ :“ pΨ˚rσ “ dζ1 ^ dpu ` drΓ ^ p̟ ,

nous obtenons

rH 1 ˝ pΨ “ pK ` pK˚

avec

(5.16)
pKpζ1, pu, rΓ, r̟ q “ α

p0,0q
0 ` α

p0,2q
0 pu2

` εα
p0,0q
1 ` εα

p2,0q
1 ζ21 `

`
εα

p0,2q
1 ` 3Uoα

p0,3q
0

˘
pu2

` ε
?
Γ1

´
βp0,0q ` βp1,0qζ1 ` βp0,1qpu ` βp1,1qζ1pu ` βp2,0qζ21 ` βp0,2qpu2

¯

` Op||pζ1, puq||3q

et pK˚ qui est un reste d’ordre ε2.

Pour e1 “ 0, pK ne possède aucun terme linéaire en ζ1 ou u. Ainsi, cela impose à

l’ensemble

C
o :“

�
ζ1 “ pu “ 0

(

d’être une variété invariante par le flot du hamiltonien pK et donc au hamiltonien

pK
ˇ̌
C oprΓ, r̟ q “ α

p0,0q
0 ` εα

p0,0q
1 prΓq

d’être intégrable. En outre, ce hamiltonien étant indépendant de r̟ , la variété inva-

riante C o décrit un feuilletage de tores de dimension 1 dans le problème moyen et

donc, de manière équivalente, une famille de points fixes du problème moyen réduit.

Par conséquent, et comme cela était attendu, la variété C o représente la famille

d’orbites périodiques Ge0
QS .

Lorsque l’on considère la planète sur une orbite excentrique (e1 ą 0), le hamil-

tonien pK possède des termes linéaires en ζ1 et u dont les coefficients sont d’ordre

ε
?
Γ1. L’ensemble C o n’est plus une variété invariante par le flot du hamiltonien pK.

Il est bien connu que sous certaines conditions, la variété invariante se déforme et

persiste sous l’effet d’une perturbation. Dans notre contexte, cela signifie qu’il existe

une transformation symplectique, notée qΨ, qui supprime les termes linéaires d’ordre

ε
?
Γ1 par l’intermédiaire de translations dans les variables ζ1 et pu. Cependant, à la

différence du cas circulaire-plan où les coefficients αd
1 étaient des constantes une fois

Γ fixée, dans le cas excentrique-plan αd
1 et βd dépendent des variables rΓ et r̟ . La

construction de la transformation qΨ demande plus de technique.
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Dans la section suivante, nous présenterons la méthode pour construire rΨ et

montrerons la persistance de la famille Ge0
QS sous l’effet de la perturbation engendrée

par l’excentricité de la planète.

2.3. La persistance de la famille Ge0
QS.

2.3.1. La transformation qΨ. Nous définissons la transformation

qΨ :

#
T ˆ R ˆ R ˆ T ÝÑ T ˆ R ˆ R ˆ T

pqζ1, qu, qΓ, q̟ q ÞÝÑ pζ1, pu, rΓ, p̟ q,
où ˜

ζ1

pu

¸
“

˜
Z 1

U 1

¸
` Rpφ1q

˜
qζ1
qu

¸
avec Rpηq

˜
cos η ´ sin η

sin η cos η

¸
,

c’est-à-dire une translation en pζ1, puq “ pZ 1,U 1q ainsi qu’une rotation d’angle φ1, de

façon à obtenir le hamiltonien

pK ˝ qΨ “ qK ` qK˚

avec

(5.17)
qKpqζ1, qu, qΓ, q̟ q “ α

p0,0q
0 ` εα

p0,0q
1 ` εα

p2,0q
1

qζ21 `
`
α

p0,2q
0 ` εα

p0,2q
1 ` 3Uoα

p0,3q
0

˘
qu2

` ε
?
Γ1

´
γp0,0q ` γp2,0qqζ21 ` γp0,2qqu2

¯

` Op||pqζ1, quq||3q,

où les coefficients γd sont issus de αd
1 et βd et donc nécessairement des fonctions de

qΓ et q̟ . En outre, qK˚ est un reste d’ordre ε2.

Si l’on “oublie” la dépendance des coefficients αd
1 et βd aux variables rΓ et r̟ ,

alors il suffit de poser

(5.18)

$
’’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’’%

Z 1 “ ´
?
Γ1 β

p1,0q

2α
p2,0q
1

U 1 “ ´ε
?
Γ1 β

p0,1q
1

2
`
α

p0,2q
0 ` εα

p0,2q
1 ` 3Uoα

p0,3q
0

˘

φ1 “ ´ε
?
Γ1 β

p1,1q
1

4
`
α

p0,2q
0 ` εα

p0,2q
1 ` 3Uo

˘

pour supprimer les termes linéaires et croisé dans le hamiltonien pK . Ainsi, nous

constatons que les translations nécessaires sont d’ordre ε
?
Γ1 en pu et

?
Γ1 en ζ1

tandis que la rotation est d’ordre ε
?
Γ1.

Maintenant, si l’on considère la dépendance en rΓ et r̟ , le changement de variables

associé aux équations (5.18) implique que

rΓ “ qΓ ´ BU 1

B q̟
qζ1 ` BZ 1

B q̟ qu ´ Bφ1

B q̟
qζ21 et r̟ “ q̟ ` BU 1

BqΓ
qζ1 ´ BZ 1

BqΓ
qu ` Bφ1

BqΓ
qζ21 ,

ce qui engendre nécessairement l’apparition de termes linéaires et croisé d’ordre

ε
?
Γ1. Il est donc nécessaire de construire qΨ en considérant toutes les variables
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en même temps. Pour cela, nous avons procédé par itérations successives afin de

repousser les termes linéaires et croisé dans un reste d’ordre de plus en plus petit.

Tout d’abord, nous décomposons les coefficients βd en fonction de l’ordre en
?
Γ1

tel que

βd “
ÿ

lą0

βl
?
Γ1l´1

,

où

βd
l “ ´

ÿ

S |d|Xtn1“lu
Ad,n,p0,k1q

a
rΓ
n

eik
1 r̟ ´

ÿ

DXtn1“lu
Bd,n,p0,k1q

a
rΓ
n

eik
1 r̟ .

De même, nous développons le hamiltonien pK en fonction de l’ordre en
?
Γ1 tel que

pK “ pK0 `
ÿ

lą0

pKl,

où

pK0pζ1, pu, rΓ, r̟ q “ α
p0,0q
0 ` εα

p0,0q
1 ` εα

p2,0q
1 ζ21 `

`
α

p0,2q
0 ` εα

p0,2q
1 ` 3Uoα

p0,3q
0

˘
pu2

` Op||pζ1, puq||3q
et pour tout l ą 0,

pKlpζ1, pu, rΓ, r̟ q “ ε
?
Γ1l

´
β

p0,0q
l ` β

p1,0q
l ζ1 ` β

p0,1q
l pu ` β

p1,1q
l ζ1pu ` β

p2,0q
l ζ21 ` β

p0,2q
l pu2

¯

` Op||pζ1, puq||3q.
qΨ se ramène à une composition de transformations dédiées à la suppression des

termes linéaires ainsi que du terme croisé à un ordre donné en
?
Γ1. Une transforma-

tion élémentaire qΨl associée à l’ordre
?
Γ1l est proche de l’identité et donc définie par

le transport du flot hamiltonien engendré par une fonction génératrice Wl. Or pour

supprimer les termes linéaires et croisé au degré
?
Γ1l, nous avons nécessairement :

(5.19) Wlpqζ1, qu, qΓ, q̟ q “ U 1
l

qζ1 ´ Z 1
lqu ` φ1

l
qζ21

où U 1
l , Z

1
l et φ

1
l sont les translations et la rotation à effectuer. À chaque degré, nous

devons résoudre l’équation suivante :

(5.20) tWl, qK0u “ Ξl

avec Ξl uniquement constitué de termes linéaires et croisé en qζ1 et qu.
En posant

Ξl “ ε
?
Γ1l

´
Qp1,0qqζ1 ` Qp0,1qqu ` Qp1,1qqζ1qu

¯
,

où Qd sont des fonctions de qΓ et q̟ , nous déduisons que Z 1
l , U

1
l et φ

1
l sont égaux à

(5.21)

$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

Z 1
l “ ´ 1

2α
p2,0q
1

?
Γ1lQp1,0q

U 1
l “ ´ ε

2
`
α

p0,2q
0 ` εα

p0,2q
1 ` 3Uoα

p0,3q
0

˘
´?

Γ1lQp0,1q ´ Bαp0,0q
1

BqΓ
BZ 1

l

B q̟
¯

φ1
l “ ´ ε

4
`
α

p0,2q
0 ` εα

p0,2q
1 ` 3Uo

˘
´?

Γ1lQp1,1q ´ 2α
p2,1q
1 Z 1

l

¯
.
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En itérant la procédure ordre par ordre, nous diminuons la taille des termes linéaires

et croisés. Afin de stopper ce processus, nous définissons n1
max P N˚ tel que

(5.22)
?
Γ1n

1
max`1 “ Opεq,

ce qui permet d’envoyer tous les termes d’ordre supérieur à n1
max dans le reste qK˚.

Par conséquent, la transformation qΨ est égale à

(5.23) qΨ “ qΨ1 ˝ . . . ˝ qΨn1
max

“ expLW ,

avec

Wpqζ1, qu, qΓ, q̟ q “ U 1 qζ1 ´ Z 1qu ` φ1qζ21 ,

où

Z 1 “
n1
maxÿ

l“1

Z 1
l , U 1 “

n1
maxÿ

l“1

U 1
l , φ1 “

n1
maxÿ

l“1

φ1
l.

En pratique, nous avons construit le hamiltonien qK sous TRIP à partir de rH 1

obtenu à l’ordreD en ||pζ1, uq||,N en
a

rΓ etN1 en
?
Γ1. La transformation qΨ se réduit

à processus itératif calculant Z 1
l , U

1
l et φ1

l à chaque ordre. Toutefois, mentionnons

que pour qu’aucun terme ne manque dans le hamiltonien, il est nécessaire de poser

D “ n1
max ` 2.

2.3.2. La variété invariante Ce1. Au premier en ε, la composition de la transfor-

mation qΨ avec pK fournit le hamiltonien qK présenté dans l’équation (5.17). Celui-ci

ne possède aucun terme linéaire et croisé en les variables qζ1 et qu. L’ensemble

Ce1 “ tqζ1 “ qu “ 0u

est donc une variété invariante par le flot du hamiltonien qK.

Pour e1 “ 0, Ce1 cöıncide avec la variété C0. De ce fait, Ce1 correspond à la variété

associée à la famille Ge0
QS qui persiste sous l’effet de la perturbation engendrée par

l’excentricité de la planète. Le hamiltonien associé Ce1 ,

(5.24) qK
ˇ̌
Ce1

pqΓ, q̟ q “ qKp0, 0, qΓ, q̟ q “ α
p0,0q
0 ` εα

p0,0q
1 pqΓq ` ε

?
Γ1γp0,0qpqΓ, q̟ q,

possède un degré de liberté et est intégrable. Les solutions appartenant à Ce1 sont

périodiques de fréquence g associée à la précession de la longitude du périastre ou

des points fixes. En outre, qK
ˇ̌
Ce1

permet une description complète de la dynamique

par l’intermédiaire de portraits de phases dans les variables qΓ et q̟ pour différentes

valeurs de l’excentricité de la planète.

2.3.3. Portraits de phases de Ce1. Pour obtenir les portraits de phase associés à

Ce1 , nous avons effectué la transformation qΨ au premier ordre en excentricité de la

planète (ce qui revient à poser n1
max “ 1). Ainsi, au premier ordre en excentricité,

nous avons

qK
ˇ̌
Ce1

pqΓ, q̟ q “ qKp0, 0, qΓ, q̟ q “ α
p0,0q
0 ` εα

p0,0q
1 pqΓq ` ε

?
Γ1βp0,0q

1 pqΓ, q̟ q
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et

(5.25)

$
’’’’’’’’’&
’’’’’’’’’%

Z 1 “ ´ 1

2α
p2,0q
1

?
Γ1lβp1,0q

1

U 1 “ ´ ε

2
`
α

p0,2q
0 ` εα

p0,2q
1 ` 3Uoα

p0,3q
0

˘
´?

Γ1lβp0,1q
1 ´ Bαp0,0q

1

BqΓ
BZ 1

B q̟
¯

φ1 “ ´ ε

4
`
α

p0,2q
0 ` εα

p0,2q
1 ` 3Uo

˘
´?

Γ1lβp1,1q
1 ´ 2α

p2,1q
1 Z 1

¯
.

Afin de vérifier la validité de notre approximation, nous avons évalué la quantité

ρpqΓ, q̟ q “
ˇ̌
ˇ̌ qKp0, 0, qΓ, q̟ , q ´ pKprΓ, p̟ ,Z 1,U 1q

pKprΓ, p̟ ,Z 1,U 1q

ˇ̌
ˇ̌ ă ε2

où rΓ et p̟ sont déduits de la transformation rΨ.

Sur la figure 5.2, nous représentons les portraits de phase de Ce1 pour e1 “ 0

(a.), e1 “ 0.001 (b.), e1 “ 0.01 (c.) et e1 “ 0.05 (d.) dans le cas d’un système de

type “Soleil-Jupiter”(ε “ 10´3).

La figure 5.2a. est associée à la famille Ge0
QS . Le portrait de phase est composé d’une

famille de points fixes dégénérés (croix vertes) qui correspondent aux “cercles de

points fixes” GQS , et deux domaines de trajectoires dont la longitude du périastre

circule : l’un dans le sens indirect pour des excentricités faibles et moyennes, l’autre

dans le sens direct pour de très hautes excentricités.

Pour e1 ą 0, la topologie du portrait de phase évolue. En effet, bien que le cercle de

points fixes soit détruit par l’effet de l’excentricité de la planète, deux points fixes

persistent : un stable (croix bleu) pour q̟ “ 180˚, l’autre instable (croix rouge)

pour q̟ “ 0. Plus précisément, ce sont respectivement des points fixes des familles

Ge1

QS,1 et G
e1

QS,2 que nous avons étudiées dans la section 3 du chapitre 1. Le point fixe

instable engendre une séparatrice (courbe grise) qui décompose le portrait de phase

en trois domaines : un domaine où les trajectoires librent autour du point fixe stable

et deux domaines où q̟ circule, l’un dans le sens indirect pour des excentricités faibles

et moyennes, l’autre pour de très hautes excentricités. En outre, nous remarquons

que dans ces deux domaines qΓ n’a pas le même comportement. En effet, pour des

trajectoires moyennement excentriques, qΓ atteint son maximum en q̟ “ 180˚ et

son minimum en q̟ “ 0. Dans le domaine à très haute excentricité, la situation est

inversée.

En augmentant e1 jusqu’à e1 “ 0.05, la topologie ne change pas. Toutefois la taille

du domaine de libration augmente ainsi que les variations de qΓ dans les domaines

où q̟ circule. Mentionnons que dans les variables qΓ et q̟ , les variations de qΓ sont

très faibles en dehors du domaine de libration. Par conséquent, ce sont des variables

très intéressantes dans le cadre d’un éventuel modèle de trajectoires quasi-satellites

dans le problème plan-excentrique.

Afin de simplifier l’interprétation des portraits de phase, nous fournissons une

représentation dans les éléments orbitaux pe0, ̟q. De même, la figure 5.4 représente

la projection des trajectoires de Ce1 dans le plan pζ1, uq. La variable e0π correspond
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à la valeur de e0 lorsque q̟ “ 180˚ dans les portraits de phase de la figure 5.3. Ces

projections des trajectoires de Ce1 constituent les orbites des “centres de libration”

que décrivent Nesvorný et al. (2002) dans l’espace des phases du cas excentrique-

plan. Ces centres de libration évoluent comme :

(5.26)

$
&
%

ζ1 “ Z 1`qΓptq, q̟ ptq
˘

u “ Uo
`qΓptq

˘
` U 1`pqΓptq, q̟ ptq

˘

Ce sont donc des orbites périodiques de fréquences g qui oscillent autour de la po-

sition pζ1, uq “ p0,Uoq.
Par le système (5.25), nous déduisons que l’amplitude de ces oscillations sont de taille

εe1 et e1 respectivement dans la direction u et ζ1. La figure 5.4 confirme que l’ampli-

tude en ζ1 augmente linéairement avec l’excentricité de la planète. Nous constatons

également que plus l’excentrcité de la particule est élevée, plus l’amplitude de l’os-

cillation en ζ1 est importante.

À partir d’intégrations numériques des trajectoires sur Ce1 ainsi que d’une ap-

plication de Poincaré associée à la section t q̟ “ 0u, nous calculons la fréquence g.

Ensuite, à l’aide de la matrice de monodromie du système différentiel linéaire dans

les directions ζ1 et u, nous avons caractérisé la stabilité de Ce1 dans la direction

transverse à la variété. Pour plus de précisions sur la méthode, nous renvoyons le

lecteur à la section 3.2.3 du chapitre 6.

Dans le cas excentrique-plan, les variétés invariantes sont stables dans la direction

transverse. Chaque solution de Ce1 est donc caractérisée par la fréquence g ainsi

que la fréquence de libration ν. Sur la figure 5.5, nous présentons l’évolution de ces

fréquences le long de la variété pour 0.15 ď e0π ď 0.9. Les courbes rouge, jaune et

verte sont associées respectivement à e1 “ 0, e1 “ 0.01 et e1 “ 0.05. Nous constatons

que l’évolution des fréquences g et ν est très similaire de celles de la famille Ge0
QS

(voir la description de la section 2.4). Toutefois, elle semble se décaler en fonction

de l’excentricité de la planète. En particulier l’excentricité limite pour que les tra-

jectoires se trouvent en dehors de la zone d’exclusion (flèche en trait interrompu)

est de plus en plus faible lorsque l’on augmente l’excentricité de la planète. Enfin,

nous observons le passage de la séparatrice (flèches en trait continu) qui indique le

domaine de libration de la variété.

2.3.4. Étude des points fixes. Pour terminer cette section, nous présentons quelques

résultats analytiques.

Le développement analytique de qK, permet d’estimer la position des points fixes

Ge1

QS,1 et Ge1

QS,2. Nous savons qu’en GQS , la fréquence g est nulle. Il existe donc une

valeur qΓo telle que :

(5.27)
Bαp0,0q

1

BqΓ
pqΓoq “ 0.
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En développant le hamiltonien au voisinage de pqΓo, q̟ 1q, avec q̟ 1 que l’on ne définit

pas pour le moment, nous obtenons l’expression

qKpqΓ, q̟ q “α
p0,0q
0 ` εα

p0,0q
1 pqΓoq ` ε

?
Γ1βp0,0q

1 pqΓo, r̟ 1q

`ε
?
Γ1

´Bβp0,0q
1

BqΓ
pqΓo, q̟ 1qpqΓ ´ qΓoq ` Bβp0,0q

1

B q̟ pqΓo, q̟ 1qp q̟ ´ q̟ 1q
¯

`Op||pqΓ ´ qΓo, q̟ ´ q̟ 1q||2q

qui possède des termes linéaires d’ordre ε
?
Γ1 associé au coefficient β

p0,0q
1 .

Par les relations de d’Alembert et la parité de la fonction

̟ ÞÑ β
p0,0q
1 pqΓ, q̟ q,

le coefficient β
p0,0q
1 s’écrit nécessairement :

β
p0,0q
1 pqΓ, q̟ q “ fpqΓq cos q̟

où f est une fonction de rΓ. Par conséquent, pour r̟ 1 “ 0 et r̟ 1 “ π, le terme linéaire

en p r̟ ´ r̟ 1q est supprimé et la position du point fixe est obtenue par une simple

translation :

(5.28)

$
’&
’%

rΓ1 “ rΓo ´
?
Γ1 Bβp0,0q

1

BqΓ
pqΓo, q̟ 1q

´
2

B2α
p0,0q
1

BqΓ2
pqΓoq

¯´1

q̟ “ 0 ` kπ avec k P Z.

Ceci permet d’établir que GQS engendre uniquement deux familles de points fixes,

l’une en q̟ “ π, l’autre en q̟ “ 0. En outre, celle-ci se décale linéairement en

excentricité comme e1. La partie quadratique du hamiltonien au point fixe stable

permet de montrer que la fréquence de libration au voisinage du point fixe stable

est de taille εe1. Enfin par la résolution de l’équation suivante

qKpqΓ, 0q “ qKpqΓ, πq

nous établissons que la taille du domaine de libration augmente comme
?
e1.



94 5. EXTENSION AUX CAS EXCENTRIQUE-PLAN ET CIRCULAIRE-SPATIAL

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 45 90 135 180 225 270 315 360
q̟ (˚)

qΓ

e1 “ 0

a.

b

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 45 90 135 180 225 270 315 360
q̟ (˚)

qΓ

e1 “ 0.001

b.

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 45 90 135 180 225 270 315 360
q̟ (˚)

qΓ

e1 “ 0.01

c.

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0 45 90 135 180 225 270 315 360
q̟ (˚)

qΓ

e1 “ 0.05

d.

Figure 5.2. Portraits de phase de la variété invariante Ce1 pour e1 “ 0

(a.), e1 “ 0.001(b.), e1 “ 0.01 (c.) et e1 “ 0.05 (d.)dans les variables qΓ et

q̟ . Ils ont été obtenus pour une transformation rΨ réalisée au premier ordre

en excentricité. Lorsque e1 “ 0, la variété invariante est décomposée en

deux domaines de trajectoires où q̟ précesse, séparés par le cercle de points

fixes (croix vertes) associé à l’orbite GQS . Pour e1 ą 0, le cercle de points

fixes est détruit mais deux points fixes subsistent : un stable, appartenant

à Ge1

QS,1 (croix bleu), l’autre instable, appartenant à Ge1

QS,2. En outre, la

variété est constituée de trois domaines : deux à faible et haute excentricité

où ̟ circule et un autre à l’intérieur de la séparatrice (courbe grise) où les

trajectoires librent autour du point fixe stable. En augmentant l’excentricité

de la planète, la topologie ne change pas. Cependant, le domaine de libration

s’élargit et les variations sur qΓ sont plus importantes.
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Figure 5.3. Projection des trajectoires de la figure 5.2 dans le plan

p̟, e0q. La topologie est identique à celle décrite dans la figure précédente.
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Figure 5.4. Projection des trajectoires de la figure 5.2 dans le plan

pζ1, uq. Ce sont les trajectoires des “centres de libration” des orbites

périodiques appartenant à la variété Ce1 . En particulier, l’amplitude de l’os-

cillation en ζ1 augmente linéairement avec l’excentricité de la planète.
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Figure 5.5. Fréquences des orbites en fonction de la valeur de e0 lorsque

̟ “ π. Les flèches en trait continu sont associées aux passages de la

séparatrice pour entrer dans le domaine de libration. Les flèches en trait

interrompu indiquent la zone d’exclusion.
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3. Une étude du cas circulaire-spatial

3.1. Le hamiltonien moyen. Dans les variables action-angle pΓ, ̟q, intro-
duites par la transformation Ψ définie dans l’équation (3.5), le hamiltonien moyen

du cas circulaire-spatial est égal à

(5.29) H
s “ HK ´ u ` H

s
P ,

où H
s
P pζ1, u,Γ, ̟, y, ryq avec e1 “ 0.

Nous rappelons les notations suivantes :

Z “ p1 ` uq
a

1 ´ e2p1 ´ cos Iq, y “
?
Z exppiΩq et ry “ ´iy.

Également, H
s
est relié au hamiltonien du cas circulaire-plan tel que :

(5.30) H
s “ H

o ` Rs,

où Rs “ H
s
P ´ H

o
P “ OpεIq.

Lorsque l’inclinaison est nulle (I “ 0), le hamiltonien moyen du cas circulaire-

spatial est égal à H
o
; il possède 2 degrés de liberté et peut être réduit par l’in-

termédiaire du problème moyen réduit.

Lorsque I ą 0, le hamiltonien moyen du cas circulaire-spatial possède 3 degrés de

liberté.

En outre, et de façon identique au cas circulaire-plan, le problème moyen est in-

variant par l’action du groupe de symétrie SOp2q associé aux rotations autour de

l’axe vertical. Dans la série de Taylor associée à H
s
au voisinage des configurations

quasi-circulaires et co-planaires,
ÿ

D

f
pk,´kq
p,q puqxprxrpyqryrqeikζ1 ,

où fk
p,q est une fonction de u à valeurs complexes, p “ pp, rpq P N2, q “ pq, rqq P N2,

k P Z et les règles de d’Alembert sont égales à

(5.31) D :“
#

pk,p,qq P Z ˆ N6 tels que q ´ rq “ 0 sur Z{2Z
et p ´ rq ´ prp ´ qq “ 0

+
,

et mettent en évidence que le hamiltonien H
s
est pair en inclinaison et dépend

uniquement des angles ζ1 et ̟ ´ Ω “: ω, (où ω est l’argument du périastre). De ce

fait, cela impose à la quantité

(5.32) K :“ Γ ` Z “ p1 ` uq
`
1 ´

a
1 ´ e2 cos I

˘

d’être une intégrale première.

De manière équivalente, en introduisant la transformation

(5.33) T s :

#
T ˆ R ˆ R ˆ T ˆ R ˆ T ÝÑ T ˆ R ˆ R ˆ T ˆ C ˆ C

pζ1, u, P1, γ1, P2, γ2q ÞÝÑ pζ1, u,Γ, ̟, ry, yq
telle que

˜
γ1

γ2

¸
“

˜
1 ´1

η κ

¸ ˜
̟

Ω

¸
et

˜
P1

P2

¸
“ 1

η ` κ

˜
κ ´η

1 1

¸ ˜
Γ

Z

¸
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où

γ1 “ ̟ ´ Ω “ ω

et η, κ, deux réels que nous ne précisons pas pour le moment, alors le hamiltonien

H , tel que

(5.34) H “ H
s ˝ T s,

est indépendant de γ2 tandis que

P2 “ pη ` κq´1pΓ ` Zq “ pη ` κq´1K

est une intégrale première. De ce fait, en considérant P2 comme un paramètre à

valeur fixée et en éliminant la variable γ2, nous obtenons un problème réduit à deux

degrés de liberté : c’est le problème moyen réduit dans le cas circulaire-spatial où

H P2
pζ1, u, γ1, P1q est le hamiltonien réduit.

Dans ces variables et à P2 fixé, nous avons :

H P2
pζ1, u, γ1, P1q “ H

opζ1, u, P2q ` Rpζ1, u, γ1, P1, P2q

où

R “ H
o
P ˝ T s ´ H

o ` Rs ˝ T s.

En focalisant notre étude sur le voisinage des trajectoires co-planaires, nous posons

η “ 1 et κ “ 0 ce qui implique :

P2 “ K, P1 “ Z et γ2 “ ´̟.

Ainsi, en considérant l’inclinaison I suffisamment petite, alors la variable Z est

négligeable devant 1 et T s est une transformation proche de l’identité et qui en

diffère à l’ordre 1 en Z. Par conséquent, nous avons

R “ OpεZq,

ce qui signifie que l’étude du cas circulaire-spatial se ramène à une étude de pertur-

bation du cas circulaire-plan par l’effet de l’inclinaison de l’orbite de la particule.

En outre, comme H P2
possède 2 degrés de liberté et un paramètre, la situation

est équivalente à celle du problème excentrique-plan. Toutefois, une différence sub-

siste : le paramètre P2 n’est pas le “petit paramètre” de la méthode de perturbation.

C’est la variable Z qui joue ce rôle. De ce fait, en supposant qu’il soit possible d’ob-

tenir un développement en série de Laurent du hamiltonien moyen, nous pouvons

procéder à étude des quasi-satellites similaire à celle que nous avons menée dans le

cas excentrique-plan.

Dans ce chapitre, cette étude n’a pas été menée. Cela fait partie des perspectives

issues de ce travail. Dans la section suivante, nous esquisserons l’idée de la méthode

appliquée au cas circulaire-spatial et indiqueront quelques résultats potentiels.

Avant cela, mentionnons que nous aurions pu également poser η “ 0 et κ “ 1 dans la

transformation T s. Cela aurait permis de conserver la variable Γ et faire disparâıtre

Z. C’est ce que font Nesvorný et al. (2002) dans leur étude. Dans le cadre de notre

méthode de perturbation, cette transformation permet d’accéder à toutes les valeurs
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d’inclinaison mais contraint à considérer Γ comme négligeable devant 1, ce qui limite

l’étude aux voisinages des trajectoires quasi-circulaires. Or, en rappelant que les

configurations quasi-satellites sont des orbites nécessairement excentriques, il est

fortement probable que cette méthode de perturbation ne permette pas de dépasser

la zone d’exclusion du problème moyen. Cela reste cependant une piste.

3.2. Idée de l’étude du domaine des quasi-satellites. Pour reproduire

l’étude réalisée dans le cas excentrique-plan, il est nécessaire d’obtenir un développement

de H en une série de Laurent. Or comme la collision mutuelle en ζ1 “ u “ 0 se

produit lorsque l’excentricité de la planète est nulle pour toute valeur d’inclinaison

alors nous avons,

(5.35) ||r ´ r1||tζ1“u“K“0u “ 0,

ce qui signifie qu’il n’est pas nécessaire d’introduire de nouvelles variables pour

adapter le développement au voisinage de la collision. Par un raisonnement identique

à celui conduit 2 dans le cas excentrique-plan, le développement du hamiltonien

moyen en une série de Laurent au voisinage de ζ1 “ u “ K “ 0 ne semble pas

poser de difficultés. Toutefois, il est nécessaire de vérifier l’étendue du domaine de

convergence de la série en terme d’inclinaison.

L’étude des trajectoires quasi-satellites consiste en un développement du hamil-

tonien réduit en une série de Taylor au voisinage de ζ1 “ u “ 0. En utilisant des

variables complexes

ξ “
?
Z exppiωq et rξ “ ´irx,

afin d’éviter tout problème de singularité dans les variables lorsque l’inclinaison est

nulle, le hamiltonien réduit, H K pour K arbitrairement fixé, s’écrit :

H K “ α
p0,0q
0 ` α

p0,2q
0 u2

` ε
´
α

p0,0q
1 ` α

p0,1q
1 u ` α

p2,0q
1 ζ21 ` α

p0,2q
1 u2

¯

` ε
?
Γ1

´
Θp0,0q ` Θp1,0qζ1 ` Θp0,1qu ` Θp1,1qζ1u ` Θp2,0qζ21 ` Θp0,2qu2

¯

` Op||pζ1, uq||3q

où les coefficients αd
0 et αd

1 sont issus respectivement de la partie keplerienne et

de la partie perturbatrice du hamiltonien moyen dans le cas circulaire-plan tandis

que les coefficients Θd proviennent de la perturbation engendrée par l’inclinaison de

l’orbite. En outre ce sont des fonctions de ξ et rξ et du paramètre K telles que

Θd “
´

ξ rξ
¯ ˜

θd,p1,1q θd,p1,2q

θd,p2,1q θd,p2,2q

¸ ˜
ξ

rξ

¸
` Op||pξ, rξq||4q,

où les coefficients θd,p sont des fonctions de K issues de la série de Laurent du

hamiltonien moyen au voisinage de la collision.

En rappelant que Z “ 0 implique K “ Γ alors lorsque I “ 0, une translation suf-

fit pour mettre en évidence la famille de points fixes Ge0
QS . Nous pourrons déterminer

2. voir la section 1 de l’annexe A.
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la stabilité dans la direction transverse à la famille Ge0
QS à partir de la matrice Θp0,0q.

En particulier, nous nous attendons à trouver que Ge0
QS est stable dans cette direction

et donc à déduire la fréquence s associée à la précession du nœud ascendant.

Lorsque I ą 0, il est nécessaire de procéder par des translations successives à chaque

ordre en inclinaison afin d’envoyer les termes Θp1,0q et Θp0,1q dans un reste de taille

ε2. En appliquant cette méthode, nous devrions obtenir un hamiltonien de la forme

Gp0,0q ` Gp2,0qpqζ1q2 ` Gp0,2qqu2 ` Op||pζ1, uq||3q

où les coefficients Gd dépendent de ξ, rξ et K. De ce fait, pour K arbitrairement fixé,

l’ensemble

CK “ tqζ1 “ qu “ 0u
est une variété invariante par le flot du hamiltonien réduit, de dimension 2 et dont

le hamiltonien associé, Gp0,0q, est intégrable. Cette variété invariante décrit des so-

lutions périodiques de fréquences g ´ s, où s est la fréquence de précession de la

longitude du nœud ascendant. Dans le problème moyen, ce sont des orbites quasi-

périodiques de fréquences g´s et g. En outre, elles constituent le voisinage de l’orbite

de la famille Ge0
QS telle que

e0 “
a

1 ´ p1 ´ Kq2.
Enfin, par une étude de stabilité dans la direction transverse, associée aux variables

ζ1 et u, nous pourrons caractériser la fréquence ν s’il y a effectivement stabilité.

L’étude que nous proposons et qui semble réalisable d’après les méthodes ex-

posées dans les études précédentes, nous permettrait d’explorer le domaine des quasi-

satellites dans le cas circulaire-spatial au voisinage de la famille Ge0
QS . En particulier,

nous espérons mettre en évidence les transitions qui ont lieu entre quasi-satellites,

tapoles ou fers-à-cheval (Namouni, 1999) comme un changement de stabilité dans la

direction associée aux variables ζ1 et u. C’est donc une perspective de travail très

intéressante.





Conclusion

Dans cette seconde partie, nous avons mis en évidence une méthode analytique

adaptée aux trajectoires du domaine des quasi-satellites. Plus précisément, cette

méthode s’appuie sur un développement du hamiltonien moyen en une série de

Laurent qui converge dans une vaste région de la dynamique des quasi-satellites.

Dans le cas circulaire-plan, nous avons retrouvé les résultats sur les fréquences

de la famille Ge0
QS qui sont présentés dans la section 2.4 du chapitre 1. En particulier,

cela nous a permis de constater que la méthode est très satisfaisante même pour

de très hautes valeurs d’excentricités. C’est donc un résultat très encourageant dans

l’optique de l’exploration du domaine ou d’un développement de modèles de trajec-

toires quasi-satellites.

À l’aide d’un processus de normalisation, nous avons exploré le voisinage de la fa-

mille Ge0
QS . Nous avons constaté en particulier que les fréquences s’éloignent peu de

celles de Ge0
QS . La famille Ge0

QS constitue donc la “colonne vertébrale” du domaine des

quasi-satellites, fournissant l’essentiel des informations sur la dynamique.

En dressant une carte des structures de résonances, nous avons mis en évidence

une accumulation de résonances d’ordre faible pour des valeurs faibles et moyennes

d’excentricité (e ă 0.4 dans un système de type “Soleil-Jupiter”). Cela indique très

probablement une augmentation de l’instabilité par des recouvrements de résonance.

Un prolongement naturel de ce résultat consiste en une investigation numérique

de ces structures comme cela a été mené dans le cadre des trajectoires de type

“tadpoles” (Robutel et Gabern, 2006). Toutefois, un travail analytique préliminaire

dans le cas spatial pourrait être réalisé afin de mettre en évidence la fréquence de

précession de la longitude du nœud de la famille Ge0
QS .

Le cas excentrique-plan ne permet pas une exploration du domaine des quasi-

satellites par un processus de normalisation. Cependant, en ramenant l’étude à un

problème de perturbation du cas circulaire-plan, nous avons mis en évidence la

persistance de la variété associée à la famille Ge0
QS sous l’effet de la perturbation

engendrée par la planète. En particulier, nous avons établi que le “cercle de points

fixes” associé à l’orbite GQS est détruit par la perturbation mais que deux points

fixes persistent : un stable et un instable appartenant respectivement aux familles

Ge1

QS,1 et Ge1

QS,2. En outre, une séparatrice émerge de Ge1

QS,2 et divise la variété en

trois domaines : deux domaines où la longitude du périastre circule, à faibles et très

hautes excentricités respectivement, et un domaine de trajectoires qui librent autour

de la famille Ge1

QS,1.
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Enfin, dans le cas spatial-circulaire, nous avons présenté l’idée d’une étude qui

peut être menée à l’aide de la méthode analytique. Plus précisément, nous voulons

explorer les variétés invariantes qui structurent le voisinage des orbites de la famille

G
e0
QS . Nous espérons mettre en évidence les transitions entre quasi-satellites, tadpoles

et fers-à-cheval qui apparaissent dans le cas spatial (Namouni, 1999), comme un

changement de stabilité dans la direction transverse à la variété invariante.



Troisième partie

Étude analytique de la résonance

co-orbitale dans le problème planétaire





Avant-propos

Comme nous avons pu constater dans les deux parties précédentes, la résonance

co-orbitale a été intensivement étudiée dans le cadre du problème restreint des trois

corps, que ce soit dans le repère tournant ou avec des méthodes de perturbations

comme le problème moyen. Avec la découverte des astéröıdes “troyens” qui accom-

pagnent Jupiter (Wolf, 1906), les travaux analytiques se sont portés sur les trajec-

toires de type “tadpoles” tandis que l’intérêt dans les configurations en fer-à-cheval

est resté essentiellement théorique jusqu’à la découverte des satellites de Saturne,

Janus et Epimethée (Synnott et al., 1981; Smith et al., 1980). En particulier, des

propriétés générales sur ces deux types de dynamique ont été énoncées par Dermott

et Murray (1981) dans le cas circulaire. Cependant, devant la difficulté à obtenir des

expressions explicites pour les configurations en fer-à-cheval, les études menées se

sont alors orientées vers des explorations numériques.

Nous rappelons par exemple les travaux de Namouni et al. (1999) et Christou (2000)

qui ont montré l’existence de transitions entre les domaines des tadpoles et des fers-

à-cheval par l’intermédiaire des configurations de type “quasi-satellite”. Enfin, en

développant une méthode numérique de moyennisation, Nesvorný et al. (2002) ont

effectué une étude globale de l’espace des phases de la résonance co-orbitale et ex-

posé ses différentes structures en fonction des excentricités et de l’inclinaison du

troisième corps.

C’est avec une méthode numérique équivalente que Giuppone et al. (2010) ont étudié

les régions de stabilité associées au problème de deux planètes dont les orbites sont

co-planaires et en résonance co-orbitale. En particulier, ils ont mis en évidence une

famille à un paramètre associée aux configurations quasi-satellites ainsi que deux

autres qu’ils ont dénommées anti-Lagrange AL4 et AL5. Ces configurations remar-

quables forment des familles de points fixes dans le problème moyen réduit dont

les deux dernières semblent émerger des configurations équilatérales de Lagrange

L4 et L5. Ainsi, c’est dans le but de retrouver ces configurations remarquables que

nous avons développé une méthode analytique adaptée au problème planétaire en

résonance co-orbitale.

Dans cette partie, nous présenterons les résultats de l’article Robutel et Pousse

(2013). Après une présentation du formalisme hamiltonien associé au problème

planétaire plan ainsi que sa réduction par un processus de moyennisation, nous

verrons qu’il existe une variété invariante représentant les configurations quasi-

circulaires et dont le hamiltonien associé est intégrable. De ce fait, nous caractériserons

107



108 AVANT-PROPOS

leur dynamique (portrait de phases, points fixes, fréquences) ainsi que leur voisi-

nage (stabilité de la variété invariante dans les directions transverses, familles de

Lyapounov). En outre, nous mettrons en évidence les configurations anti-Lagrange

ainsi que la famille instable de Hadjidemetriou et al. (2009). En particulier, nous

établirons que ces familles émergent respectivement des configurations équilatérales

de Lagrange et de la configuration alignée de Euler L3. Enfin par la construction

d’une forme normale, nous explorerons ces deux familles en fonction des valeurs

d’excentricités.

Dans le problème planétaire et pour la même raison que dans le problème res-

treint, il n’est pas possible d’accéder aux configurations quasi-satellites à partir du

développement analytique dédié aux configurations quasi-circulaires. Toutefois, une

adaptation de la méthode de développement en série de Laurent semble réalisable

(chapitre 3) . De ce fait, dans le chapitre 7, nous esquisserons l’idée d’une étude de

la famille de points fixes quasi-satellites de Giuppone et al. (2010).



Chapitre 6

Les configurations quasi-circulaires

1. La résonance co-orbitale dans le problème moyen

1.1. Le formalisme hamiltonien du problème planétaire co-planaire.

Nous considérons deux corps de masses rm1 et rm2 orbitant dans un plan autour

d’un corps central de masse m0 dominante par rapport aux deux autres. Comme

dans le chapitre 1, nous supposons ces corps uniquement soumis à leurs interactions

gravitationnelles mutuelles. Ce modèle est donc autant adapté aux problèmes définis

par deux planètes autour d’une étoile que deux satellites autour d’une planète.

Dans le cadre de trajectoires co-orbitales, une planète ne peut se trouver de

manière permanente à une plus grande distance du corps central que l’autre. Par

conséquent, le système de coordonnées héliocentriques semble être le plus adapté à

cette situation. Ainsi, si l’on note rβj “ m0 rmjpm0 ` rmjq´1 pour j P t1, 2u, la masse

réduite des planètes et rμj “ Gpm0 ` rmjq où G est la constante gravitationnelle, alors

la formulation hamiltonienne du problème planétaire s’écrit 1 :

(6.1) rHprj , rRjq :“ rHKprj , rRjq ` rHP prj , rRjq

avec

rHKprj , rRjq :“
ÿ

jP t1,2u

˜
|| rRj ||2

2rβj
´ rμj

rβj
||rj ||

¸

et

rHP prj , rRjq :“
x rR1, rR2y

m0
´ G

rm1 rm2

||r1 ´ r2|| ,

où rj et rRj sont respectivement la position héliocentrique et le moment linéaire

barycentrique – son conjugué – de la planète j.

Ce hamiltonien est décomposé en deux parties. La première, rHK , représente le mou-

vement keplerien non perturbé de chacune des planètes. Plus précisément, le mou-

vement keplerien de la planète j sera celui d’un corps de masse rβj autour d’un corps

central fixe de masse m0 ` rmj . La seconde, HP , correspond à la perturbation de

ces mouvements kepleriens par les interactions gravitationnelles mutuelles entre les

planètes ainsi qu’un terme d’inertie provenant du référentiel héliocentrique.

Introduisons un petit paramètre ε tel que pour tout j P t1, 2u, nous avons

mj :“
rmj

ε
, βj :“

rβj
ε

“ m0mj

m0 ` εmj
et μj :“ Gpm0 ` εmjq “ rμj ,

1. voir Chenciner et Laskar (1989) pour plus de détails.
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qui sont des constantes en Op1q. De ce fait, cela permet d’observer que rHK est

de l’ordre de ε tandis que rHP est de l’ordre de ε2, ce qui justifie la représentation

perturbative. Cependant, il est important de rappeler que cette hiérarchie entre

les différentes composantes du hamiltonien est valable si et seulement si les deux

planètes sont suffisamment éloignées l’une de l’autre. Cette condition n’étant pas

garantie à cause des éventuels passages proches entre les deux planètes, il faudra

donc garder à l’esprit que cette représentation puisse se révéler inadaptée.

Afin de rendre explicite le petit paramètre ε associé aux masses planétaires, nous

procédons à un changement d’échelle en posant rRj “ εrrj pour tout j P t1, 2u. Alors,
la composition du hamiltonien par la transformation symplectique

(6.2) E :

#
R4 ˆ R4 ÝÑ R4 ˆ R4

prj ,rrjqjPt1,2u ÞÝÑ prj , rRjqjPt1,2u

permet d’obtenir le hamiltonien

(6.3) Hprj ,rrjq :“ ε´1 rH ˝ Eprj ,rrjq “ HKprj ,rrjq ` HP prj ,rrjq

avec

HKprj ,rrjq :“
ÿ

jP t1,2u

ˆ ||rrj ||2
2βj

´ μjβj

||rj ||

˙

et

HP prj ,rrjq :“ ε

ˆxrr1,rr2y
m0

´ G
m1m2

||r1 ´ r2||

˙
.

CommeHK est la composante dominante de la dynamique, nous choisissons d’in-

troduire un jeu de variables canoniques proches des éléments elliptiques paj , ej , λj , ̟jq 2

comme les variables de Poincaré. Ainsi sous la forme complexe, ces variables s’écrivent

pλj ,Λj , rxj , xjq telles que

Λj “ βj
?
μjaj , Γj “ Λjp1 ´

b
1 ´ e2j q, xj “

a
Γj exppi̟jq et rxj “ ´ixj ,

et présentent l’avantage d’être régulières lorsque les excentricités tendent vers zéro.

Par conséquent, en définissant les transformations

(6.4) Φj :

#
T ˆ R ˆ C ˆ C ÝÑ R4

pλj ,Λj , rxj , xjq ÞÝÑ prj ,rrjq
pour j P t1, 2u,

nous obtenons le hamiltonien :

(6.5) rHpλj ,Λj , rxj , xjq :“ rHKpΛ1,Λ2q ` rHP pλj ,Λj , rxj , xjq

avec

rHKpΛ1,Λ2q :“ ´
ÿ

jPt1,2u

1

2

μ2
jβ

3
j

Λ2
j

et

rHP pλj ,Λj , rxj , xjq :“ rHP ˝ pΦ1,Φ2qpλj ,Λj , rxj , xjq.

2. paj , ej , λj , ̟jq : respectivement le demi-grand axe, l’excentricité, la longitude moyenne et la

longitude du périastre de la planète j
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1.2. La résonance co-orbitale. En limitant le hamiltonien à l’approximation

keplerienne, deux planètes sont considérées en résonance co-orbitale si il existe un

rapport 1{1 entre leur moyen mouvement nj “ B rHK

BΛj
, signifiant que ces corps orbitent

autour de l’étoile sur des ellipses dont les demi-grands axes sont égaux à :

aj,0 “ μ
1{3
j ω´2{3 @j P t1, 2u

où

(6.6) ω :“ μ2
1β

3
1

pΛ1,0q3 “ μ2
2β

3
2

pΛ2,0q3 avec Λj,0 “ βj
?
μjaj,0

est le moyen mouvement des deux planètes à la résonance.

Dans le problème perturbé, c’est au voisinage de ces demi-grands axes résonants

que se trouve le domaine des configurations co-orbitales. En outre, le long d’une

trajectoire appartenant à ce domaine, l’angle ζ1 :“ λ ´ λ1 oscille lentement par

rapport aux longitudes moyennes elles-mêmes. Par conséquent, en définissant la

transformation symplectique :

(6.7) Φ1{1 :

#
pT ˆ R ˆ C ˆ Cq2 ÝÑ pT ˆ R ˆ C ˆ Cq2
pζj , Zj , rxj , xjqjPt1,2u ÞÝÑ pλj ,Λj , rxj , xjqjPt1,2u

où ˜
ζ1

ζ2

¸
“

˜
1 ´1

0 1

¸ ˜
λ1

λ2

¸
et

˜
Z1

Z2

¸
“

˜
1 0

1 1

¸ ˜
Λ1

Λ2

¸
,

nous obtenons

H :“ rH ˝ Φ1{1,

le hamiltonien du problème planétaire dans les variables adaptées à la résonance

co-orbitale. Plus précisément, celui-ci s’écrit :

(6.8) Hpζj , Zj , rxj , xjq “ HKpZ1, Z2q ` HP pζj , Zj , rxj , xjq

avec

HKpZ1, Z2q :“ ´1

2

μ2
1β

3
1

Z2
1

´ 1

2

μ2
1β

3
1

pZ2 ´ Z1q2

et

HP :“ rHP ˝ Φ1{1.

H possède 4 degrés de liberté, chacun associé à un régime spécifique de la dy-

namique dans la résonance co-orbitale. De manière identique au problème restreint,

l’angle ζ2, dont la fréquence est le moyen mouvement de la planète 2, représente

le régime “rapide” alors que l’angle ζ1 et les variables pxj , rxjq sont associés res-

pectivement aux variations “semi-rapide” et séculaire. Ainsi la moyennisation du

hamiltonien H sur ζ2 permet d’accéder à ces deux dernières composantes par l’in-

termédiaire d’un hamiltonien réduit à 3 degrés de liberté : le hamiltonien moyen

H.
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1.3. Le hamiltonien moyen. En accord avec la théorie des perturbations, il

existe une transformation canonique

(6.9) C :

#
pT ˆ R ˆ C ˆ Cq2 ÝÑ pT ˆ R ˆ C ˆ Cq2
pζ. j , Z. j , rx. j , x. jqjPt1,2u ÞÝÑ pζj , Zj , rxj , xjqjPt1,2u

telle que dans les variables moyennes pζ. j , Z. j , rx. j , rx. jqjPt1,2u, nous avons

H :“ H ˝ C avec H :“ H ` H˚

où

(6.10) H :“ HK ` HP

et

(6.11) HP pζ. 1, Z. j , rx. j , x. jq :“
1

2π

ż 2π

0
HP pζ. 1, ζ. 2, Z. j , rx. j , x. jqdζ. 2,

tandis que H˚ est un reste en Opε2q tant que les deux planètes sont suffisamment

éloignées l’une de l’autre. Par conséquent, cette transformation est limitée au premier

ordre en les masses planétaires. De ce fait, C est une transformation proche de

l’identité qui peut être définie par le transport du flot hamiltonien engendré par une

fonction génératrice χ. Ainsi il suffit de conduire un raisonnement identique à celui

effectué dans le problème restreint pour définir cette fonction.

Pour une fonction f le crochet de Poisson avec χ s’écrit :

Lχpfq “ tχ, fu “
ÿ

jPt1,2u

ˆ Bχ
Bζj

Bf
BZj

` Bχ
Brxj

Bf
Bxj

´ Bχ
BZj

Bf
Bζj

´ Bχ
Bxj

Bf
Brxj

˙
.

Ainsi, dans les variables moyennes, nous avons l’équation suivante :

H “ expLχpHq
“ HK ` HP ` tχ,HKu ` tχ,HP u ` H ´ H ´ tχ,Hu.

(6.12)

Donc en supposant χ du même ordre que la partie perturbatrice de H, le processus

de moyennisation consiste en la résolution de l’équation :

HP pζ. 1, Z. j , rx. j , x. jq “
“
HP ` tχ,HKu

‰
pζ. j , Z. j , rx. j , x. jq

“ HP pζ. j , Z. j , rx. j , x. jq `
ÿ

jPt1,2u

BHK

BZj
pZ. 1, Z. 2q Bχ

Bζ. j
pζ. j , Z. j , rx. j , x. jq.(6.13)

Or, comme au voisinage de la résonance co-orbitale nous avons
ˇ̌
ˇ̌BHK

BZ2
pZ. 1, Z. 2q ´ ω

ˇ̌
ˇ̌ ! |ω|,

nous pouvons donc restreindre les valeurs des Z. j à un domaine tel que

(6.14)
BHK

BZ1
pZ. 1, Z. 2q “ 0 ` Opεq et

BHK

BZ2
pZ. 1, Z. 2q ´ ω “ 0 ` Opεq,

afin que la composante
ˇ̌
ˇ̌BHK

BZ1

Bχ
Bζ1

`
´BHK

BZ2
´ ω

¯ Bχ
Bζ2

ˇ̌
ˇ̌ “ Opε2q
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issue de l’équation (6.13) soit envoyée dans le reste H˚. Par conséquent, dans ce

voisinage, nous avons χ comme solution de l’équation :

(6.15) ω
Bχ
Bζ. 2

pζ. j , Z. j , rx. j , x. jq “ HP pζ. 1, Z. j , rx. j , x. jq ´ HP pζ. j , Z. j , rx. j , x. jq.

Ainsi, si nous posons

(6.16) χpζ. j , Z. j , rx. j , x. jq “ 1

ω

ż ζ2

0

”
HP pζ. 1, Z. j , rx. j , x. jq ´ HP pζ. 1, τ, Z. j , rx. j , x. jq

ı
dτ

l’équation (6.15) est alors satisfaite. De ce fait, nous obtenons

Hpζ. j , Z. j , x. j , rx. jq “ Hpζ. 1, Z. j , x. j , rx. jq ` H˚pζ. j , Z. j , x. j , rx. jq

avec un reste

(6.17) H˚ “ BHK

BZ1

Bχ
Bζ1

`
´BHK

BZ2
´ ω

¯ Bχ
Bζ2

` tχ,HP u ` H ´ H ´ tχ,Hu

qui est en Opε2q tant que HP est en Opεq, c’est-à-dire en dehors des passages proches

entre les planètes 3.

Comme dans le chapitre 1, nous supprimons la notation “sous-point” dans la suite

de l’étude.

1.4. Quelques propriétés de H. L’indépendance de H à l’angle ζ2 implique

que le hamiltonien moyen est réduit à 3 degrés de liberté en fixant une valeur de

Z2 qui est une intégrale première. En outre, H et a fortiori H sont invariants sous

l’action du groupe de symétrie SOp2q associé à l’ensemble des rotations agissant

dans le plan. En effet, la série entière associée à H,
ÿ

D

f
pk1,k2q
p1,p2

pZ1, Z2qxp11 x
p2
2 rxrp1

1 rxrp2
2 eik1ζ1eipk1`k2qζ2 ,

avec k “ pk1, k2q P Z2, pj “ ppj , rpjq P N2 et fk
p1,p2

qui est une fonction des Zj à

valeurs complexes, possède les relations suivantes

(6.18) D “
!

pk,p1,p2q P Z2 ˆ N4 tels que
ř2

j“1pkj ` pj ´ rpjq “ 0
)
,

qui correspondent aux règles de d’Alembert et sont issues de cette invariance. À

partir de cette série, en tronquant les termes tels que k1 ` k2 ‰ 0 afin de supprimer

la dépendance en ζ2, nous obtenons la série entière associée à H,
ÿ

D

f
pk1,´k1q
p1,p2

pZ1, Z2qxp11 x
p2
2 rxrp1

1 rxrp2
2 eik1ζ1 ,

avec les règles de d’Alembert dans le problème moyen :

(6.19) D “
!

pk1,p1,p2q P Z ˆ N4 tels que
ř2

j“1ppj ´ rpjq “ 0
)
.

D’un point de vue pratique, mentionnons que ces séries peuvent être obtenues en

adaptant la méthode de Laskar et Robutel (1995) au contexte de la résonance co-

orbitale. Comme dans la partie 2, nous les avons construites à l’aide du manipulateur

algébrique TRIP (Gastineau et Laskar, 2011; Laskar, 1990).

3. voir Robutel et al. (2016) pour plus de détails sur l’estimation de la taille du reste.
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Les règles de d’Alembert montrent que le hamiltonien est uniquement composé

de monômes de la forme

px1rx1qp11px2rx2qp22px1rx2qp12px2rx1qp21

avec pij P N pour i, j P t1, 2u. Il est donc pair en excentricité et dépend uniquement

des angles ζ1 et Δ̟ “ ̟1 ´ ̟2. De ce fait, nous avons

ÿ

jPt1,2u

´
xj

BH
Bxj

´ rxj
BH
Brxj

¯
“ 0

qui implique que la quantité

(6.20) C “ |x1|2 ` |x2|2

est une intégrale première de H. Plus précisément, c’est l’intégrale première qui est

issue de la conservation du moment cinétique dans le problème moyen (voir Malige

et al., 2002). Il est possible de profiter de cette propriété en construisant un système

de coordonnées introduisant Δ̟, puis en passant au quotient sur la variable d’angle

associée à C afin d’introduire le “problème moyen réduit”. À l’instar du problème

restreint, cette réduction fournit un problème avec un degré de liberté en moins,

c’est-à-dire un problème de dimension 4. C’est dans ce contexte que Giuppone et al.

(2010) ont mené leur exploration numérique de l’espace des phases de la résonance

co-orbitale. En effet, dans le problème moyen réduit, ils ont mis en évidence des

familles de points fixes qui correspondent à des familles d’orbites périodiques dans

le problème moyen. Toutefois, mentionnons que cette réduction introduit également

certaines difficultés techniques comme la présence d’une singularité lorsque les ex-

centricités tendent vers zéro, ce qui pose problème dans notre étude des configura-

tions quasi-circulaires. Par conséquent, nous choisissons de ne pas effectuer ce type

de réduction. Par contre, nous y reviendrons dans le chapitre 7, dans le cadre des

configurations quasi-satellites du problème planétaire.

Afin de profiter de la parité en excentricité, nous fixons les notations du hamil-

tonien sous la forme :

H “
ÿ

jě0

H2j

où

H2jpζ1, Zj , rxj , xjq “
ÿ

D2j

f
pk1,´k1q
p1,p2

pZ1, Z2qxp11 x
p2
2 rxrp1

1 rxrp2
2 eik1ζ1 ,

qui représente les termes de puissances 2j en excentricité avec

D2j “
!

pk1,p1,p2q P Z ˆ N4 tels que p1 ` p2 “ rp1 ` rp2 “ j
)
.

La parité en excentricité engendre une propriété remarquable sur la dynamique :

elle impose à l’ensemble

C0 :“ tC “ 0u “ tx1 “ x2 “ rx1 “ rx2 “ 0u
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d’être une variété invariante par le flot de H. Ainsi, H
ˇ̌
C0

“ H0 est intégrable et

l’étude de ce hamiltonien fournit une description complète du domaine des configura-

tions où les planètes sont sur des orbites quasi-circulaires, c’est-à-dire des trajectoires

où leurs ellipses instantanées sont des cercles dont le demi-grand axe varie au cours

du temps. Cette étude est menée dans la section suivante.

2. La dynamique des configurations quasi-circulaires

2.1. Le hamiltonien intégrable H0. Tout d’abord, mentionnons que le ha-

miltonien associé à C0,

H0pζj , Zjq “ HKpZ1, Z2q ` HP pζ1, Z1, Z2, 0, 0, 0, 0q,

peut être simplifié par

(6.21) H0 “ ´β1μ1

2a1
´ β2μ2

2a2
` εGm1m2

˜
cos ζ1?
a1a2

´ 1a
a21 ` a22 ´ 2a1a2 cos ζ1

¸

en envoyant le terme

ε
Gm1m2?

a1a2

ˆ
β1β2

m1m2

?
μ1μ2

Gm0
´ 1

˙
cos ζ1 “ Opε2q

dans le reste H˚. Dans ces expressions, les aj sont les demi-grands axes associés au

problème moyen tels que :

(6.22) a1 “ β´2
1 μ´1

1 Z2
1 et a2 “ β´2

2 μ´1
2 pZ2 ´ Z1q2.

H0 ne dépendant que des variables ζ1 et Z1 avec Z2 comme intégrale première, il

est intégrable ce qui permet de décrire de manière complète la dynamique sur C0 à

l’aide de portraits de phase dans les variables ζ1 et Z1 à Z2 fixé.

Dans le but de simplifier l’interprétation de ces représentations, nous remplaçons

les variables Zj par une variable proche de la différence entre les deux demi-grands

axes. Ainsi en introduisant la quantité

a˚ “ μ
1{3
0 ω2{3 pμ0 :“ Gm0q

qui se situe à proximité des demi-grands axes résonants 4 a1,0 et a2,0, nous translatons

l’action associée à ζ1 au voisinage de la configuration où les planètes ont le même

demi-grand axe :

(6.23)

#
Z1 “ Z1,˚ ` Z “ β1

?
μ1a˚ ` Z

Z2 “ Z2,˚ “
`
β1

?
μ1 ` β2

?
μ2

˘ ?
a˚

et définissons une variable sans dimension (mais non canonique) u telle que

Z “ pβ1 ` β2q?
μ0a˚u.

En substituant Zj dans (6.22) par leur développement dans l’équation (6.23), nous

avons

aj “
ˆ?

a˚ ` p´1qj`1

βj
?
μj

Z

˙2

“ a˚

ˆ
1 ` p´1qj`1β1 ` β2

βj

c
μ0

μj
u

˙2

,

4. a˚ ´ aj,0 “ pμj ´ μ0qω2{3 “ Opεq pour j “ 1, 2.
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et donc?
a1 ´ ?

a2?
a˚

“
ˆ

1

β1
?
μ1a˚

` 1

β2
?
μ2a˚

˙
Z “

ˆ
β1 ` β2

β1

c
μ0

μ1
` β1 ` β2

β2

c
μ0

μ2

˙
u.

Nous pouvons donc constater que ces nouvelles variables mesurent l’écart à la confi-

guration où les deux planètes sont sur des orbites de même demi-grand axe ins-

tantané. Comme au voisinage de la résonance co-orbitale les moyens mouvements

des planètes oscillent autour du moyen mouvement résonant ω, leur demi-grand axe

oscillera autour de la valeur a˚ qui peut donc être vu comme un facteur d’échelle du

système. De plus, ce paramètre étant lui-même relié au moyen mouvement résonant,

fixer une valeur de ω revient donc à fixer la taille du système.

Par commodité, dans la suite de ce chapitre, nous “oublions” la variable Z2 et

redéfinissons H et les Hj tel que :

Hjpζ1, Z, rxj , xjq :“ Hjpζ1, Z1,˚ ` Z,Z2,˚, rxj , xjq.

2.2. Description de la variété C0.

2.2.1. Portrait de phase. Sur la figure 6.1a, nous représentons le portrait de

phase de C0 dans le cas d’un système de type “Soleil-Jupiter-Saturne” 5. Il comporte

cinq points fixes associés aux configurations alignées de Euler L1, L2 et L3 (voir

les illustrations des figures 6.2b et c) et équilatérales de Lagrange L4 et L5 (voir

Fig.6.2a) ainsi qu’une singularité à l’origine représentant la collision double entre les

planètes. En dehors de ces orbites particulières, les solutions sur C0 sont périodiques.

De manière générale, nous noterons ν leur fréquence associée. Parmi ces solutions,

nous pouvons isoler quatre domaines.

Au voisinage de L4 et L5 situés en p˘π
3 , 0q, nous trouvons les trajectoires de

type “tadpole” (domaines bleus) qui sont associées aux déformations périodiques de

la configuration en triangle équilatéral formée par les trois corps (voir Fig.6.2f). Ce

domaine est délimité par la séparatrice S3 (courbe rouge) qui émerge du point fixe

hyperbolique L3 proche de pπ, 0q. Cette configuration instable est celle de trois corps

alignés avec l’étoile pour corps central (voir Fig.6.2b).

Le domaine à l’extérieur de S3 est celui des trajectoires en fer-à-cheval (domaine

rouge). Ces orbites – dont l’exemple le plus classique est celui du système Saturne-

Janus-Épiméthée – entourent les points fixes L3, L4 et L5. Cela signifie que les

planètes passent continûment des configurations proches du triangle équilatéral à des

configurations alignées avec de potentiels passages proches entre elles (voir Fig.6.2d).

Ce domaine est délimité par les séparatrices S1 (courbe marron) et S2 (courbe brune)

qui émergent des points fixes hyperboliques L1 et L2, configurations instables où les

trois corps sont alignés avec les deux planètes du même côté du corps central (voir

Fig.6.2c).

Également délimité par S1, le domaine des trajectoires de type “satellite prograde”

(domaine marron) est centré autour de la singularité. En outre il correspond à des

configurations où les deux planètes forment un système binaire dont le sens de

5. G “ ω “ m0 “ 1, ε “ 10´3, m1 “ 1 et m2 “ 3{10.
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révolution est identique à celui de leur barycentre autour du Soleil (voir Fig.6.2e).

Enfin à l’extérieur des séparatrices S1 et S2 et pour des valeurs de |u| assez grandes,
nous trouvons les orbites hors résonance (domaines gris) où l’angle ζ1 n’oscille pas

mais circule.

En se rappelant que lorsque u est positif, a1 ą a2 et donc que ζ1 évolue vers les

valeurs négatives, nous remarquons que le mouvement des solutions tadpoles et fers-

à-cheval dans le portrait de phase s’effectue dans le sens prograde. Au contraire, à

l’intérieur du domaine des satellites progrades, le mouvement des solutions s’effectue

dans le sens rétrograde.

En outre, mentionnons que ce portrait de phase est topologiquement équivalent à

celui du cas restreint pour e0 “ 0. Cependant une différence existe lorsque les masses

des planètes sont égales. Dans le cas présenté sur les figures 6.1a et b (qui est un

élargissement du portrait de phase au voisinage de la singularité), les séparatrices

S1 et S2 sont bien distinctes. Par contre, lorsque les masses sont égales, S1 et S2

fusionnent et forment une unique séparatrice connectant les points fixes L1 et L2

(voir Fig.6.1c pour ε “ 5 ˆ 10´4 et m1 “ m2 “ 1).

2.2.2. Étude des points fixes. À partir de l’expression analytique de H0, nous

pouvons estimer la position des points fixes et ainsi caractériser leur stabilité. Pour

cela, il est nécessaire de développer H0 au voisinage de Z “ 0. Cependant, deux cas

sont à considérer : loin de la singularité, pour L3, L4 et L5, et à proximité de celle-ci

pour L1 et L2.

Dans le premier cas, nous supposons que ζ1 n’est pas proche de zéro et développons le

hamiltonien au voisinage de Z “ 0 jusqu’aux termes quadratiques en Z. En résolvant

les équations

(6.24) 9ζ1 “ BH0

BZ pζ1, Zq “ 0 et 9Z “ ´BH0

Bζ1
pζ1, Zq “ 0,

nous déduisons la position des points fixes. Les configurations L4 et L5 sont situées

en

(6.25) pζ1, uq “
`

˘ π

3
, 0 ` Opε2q

˘

ce qui correspond à des demi-grands axes, a1 “ a2 ` Opε2q “ a˚ ` Opε2q, égaux au

premier ordre en ε. L’expression de la partie quadratique de H0 au voisinage de L4

(respectivement L5 en changeant π
3 par ´π

3 ) est égale à

H
p2q
0,L4

“ ´3

2

G

a˚

˜
m0m

3
Σ

mΠ

´
1 ´ εσL4

¯
u2 ` 3

4
εmΠ

´
ζ1 ´ π

3

¯2
¸

` Opε2q

avec

σL4
“ 3

mΣ

m0
´ 5

mΠ

m0mΣ

et mΣ “ m1 ` m2, mΠ “ m1m2, m∆ “ m1 ´ m2. Par conséquent, dans un

voisinage infinitésimal de ces points fixes, la configuration équilatérale se déforme
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Figure 6.1. (a) Portrait de phase de H0 dans le cas d’un système de type

“Soleil-Jupiter-Saturne” (avec G “ ω “ m0 “ 1, ε “ 10´3, m1 “ 1 et m2 “
3{10). Il possède une singularité à l’origine, 5 points fixes dont 2 elliptiques

(L4 et L5) et 3 hyperboliques (L3, L1 et L2). Les domaines bleus sont

associés aux orbites de type “tadpole”. Ils sont délimités par la séparatrice

S3 (courbe rouge) qui émerge du point fixe L3. Le domaine en rouge à

l’extérieur de cette séparatrice constitue l’ensemble des orbites de type “fer-

à-cheval”. Ce domaine est borné par les séparatrices S1 (courbe marron) et

S2 (courbe brune) qui émergent de L1 et L2. Au voisinage de la singularité

et également délimité par S1 se trouve le domaine des satellites progrades

(domaine marron). Enfin S1 et S2 délimitent les régions grises représentant

des trajectoires en dehors de la résonance. (b) Élargissement du portrait

de phase précédent au voisinage de la singularité. (c) Élargissement au

voisinage de la singularité d’un portrait de phase pour un système avec

deux masses planétaires égales (avec G “ ω “ m0 “ 1, ε “ 5 ˆ 10´4,

m1 “ m2 “ 1). Dans ce cas, S1 et S2 sont confondues et forment une

unique séparatrice qui émerge de L1 et L2.
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1

2

3 1

2

3

b. L3

a. L4 et L5

c. L1 et L2

d. configuration fer-à-cheval e. satellites progrades

f. configuration tadpole

Figure 6.2. Illustration des différentes configurations quasi-circulaires

dans le plan en repère tournant avec une fréquence ω.
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périodiquement avec une fréquence de libration :

(6.26) νL4
“ ω

c
ε
27

4

mΣ

m0

ˆ
1 ´ 1

2
εσL4

˙
` Opε2q.

Le point fixe L3 est situé en pπ, uL3
q avec

uL3
“ ´ε

3

m∆

m0

mΠ

m2
Σ

` Opε2q,

c’est-à-dire

(6.27) aj “ a˚

ˆ
1 ` p´1qj ε

3

mk

m0

m∆

mΣ
` Opε2q

˙2

pour k ‰ j.

De même, la partie quadratique de H0 s’écrit

H
p2q
0,L3

“ ´3

2

G

a˚

˜
m0m

3
Σ

mΠ

´
1 ´ εσL3

¯´
u ´ uL3

¯2
´ 7

24
εmΠ

´
ζ1 ´ π

¯2
¸

` Opε2q,

avec

σL3
“ 7

6

mΣ

m0
´ 3

mΠ

m0mΣ

et est caractéristique d’un point fixe hyperbolique.

Les équilibres L1 et L2 se situant sur l’axe tζ1 “ 0u et donc à proximité de la

singularité à l’origine, le développement précédent n’est pas valable. Cependant, il

est possible de développer asymptotiquement la partie singulière du hamiltonien au

voisinage de l’origine. Ainsi, comme

a21 ` a22 ´ 2a1a2 cos ζ1 “ pa˚q2
˜
4
m2

Σ

m2
Π

Z2

μ0a˚
` ζ21

¸
` O

`
||pζ1, Zq||2

˘

alors en supposant ζ1 “ 0 et Z dans un voisinage de zéro tel que Z ‰ 0, l’inverse de

la distance entre les planètes s’écrit

1a
a21 ` a22 ´ 2a1a2 cos ζ1

“ 1

2a˚

mΠ

mΣ

˜?
μ0a˚
|Z| ` OpZq

¸
.

La recherche de points fixes sur ce développement analytique de H0 permet alors

de mettre en évidence la position de L1 et L2. Ces configurations sont situées en

p0, uL1
q et p0, uL2

q avec uL2
“ ´uL1

` Opε2{3q où

uL1
“

ˆ
ε

6

˙1{3
mΠ

m
1{3
0 m

5{3
Σ

` Opε2{3q

et donc des demi-grands axes

(6.28) aj “ a˚

ˆ
1 ` p´1qj`1

´ε

6

¯1{3 mk

m
1{3
0 m

2{3
Σ

` Opε2{3q
˙2

pour k ‰ j.

En outre pour L1 (respectivement L2), la partie quadratique du hamiltonien s’écrit

H
p2q
0,L1

“ ´3

2

G

a˚

˜
m0m

3
Σ

mΠ

ˆ
1`

´2

3

¯1{3 m2
Π

m
2{3
0 m

10{3
Σ

˙´
u´uL2

¯2
´ 61{3

24

m0m
3
Π

m
4{3
Σ

ζ21

¸
`Opεq

et est caractéristique d’un point fixe hyperbolique.
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2.2.3. La zone d’exclusion. Les positions des configurations alignées L1, L2 et

L3 pouvant également être obtenues à partir des racines positives d’un polynôme

issu du problème complet vu dans le repère tournant (voir par exemple Robutel,

2015, pour plus de détails), nous avons donc pu les comparer aux positions trouvées

dans le problème moyen.

Pour L3, l’écart sur la position étant de l’ordre de ε2, le hamiltonien moyen est donc

une bonne approximation. Par contre dans le cas de L1 et L2, nous trouvons une

différence de l’ordre de ε1{3 par rapport à la position réelle. Cet écart est engendré

par la proximité de la singularité associée à la collision entre les deux planètes. En

effet, comme dans un voisinage de l’origine, H0 peut être approximé par

(6.29) ´ G
mΠ

a˚

ˆ
4

μ0a˚

m2
Σ

m2
Π

Z2 ` ζ21

˙´1{2
,

une trajectoire de condition initiale pζ1,0, 0q sera périodique de fréquence

(6.30) εω
mΣ

m0

1

pζ1,0q3

qui crôıt et tend asymptotiquement vers l’infini lorsque ζ1,0 se rapproche de zéro.

De ce fait, les fréquences obtenues dans le problème moyen deviennent comparables

voire supérieures à la fréquence ω sur laquelle nous avons effectué la moyennisation.

Ainsi, au voisinage de la singularité, les solutions du problème moyen ne représentent

plus des solutions réelles. En effet, dans ce voisinage le reste de la transformation

de moyennisation, H˚ qui est supposé d’ordre ε2, devient de taille comparable voire

dominante à la partie perturbatrice de H. Précisons que ce n’est pas le cas dans

la majeure partie du portrait de phase, mais que lorsque la distance à la collision

est de l’ordre de ε1{3 voire inférieure, le reste H˚ est de l’ordre de ε. Pour plus de

précisions sur la taille de la transformation de moyennisation et donc la “distance”

entre les problèmes moyen et complet, nous renvoyons le lecteur à l’article Robutel

et al. (2016).

Au voisinage de la singularité, il existe donc une “zone d’exclusion” qui peut être

mise en évidence en comparant 6 les fréquences des trajectoires du problème moyen

à la fréquence de moyennisation ou en évaluant 7 la taille du reste H˚. Dans le cas

des configurations quasi-circulaires, H0 fournit donc une représentation fidèle de la

topologie du problème mais qui est une approximation très peu précise dans la zone

d’exclusion qui inclut le domaine des satellites progrades ainsi que les points fixes

L1 et L2.

2.2.4. La taille des domaines et de la résonance. Le domaine des satellites pro-

grades, L1 et L2 ainsi que des portions de S1 et S2 se trouvent dans la zone d’exclu-

sion. À l’extérieur de cette zone, ces séparatrices matérialisent la limite du domaine

des fers-à-cheval et de la résonance co-orbitale. De même, S3 caractérise la limite

des domaines des tadpoles. Par conséquent, en évaluant la position de leur extrema

6. voir la section 2.4 du chapitre 1.

7. voir Robutel et al. (2016).
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le long de chaque axe, nous pouvons estimer précisément la taille de ces différents

domaines. D’après le portrait de phase, S3, S1 et S2 sont à leur maximum en u pour

ζ1 “ π{3. Ainsi, par la résolution des équations

H0pπ
3
, uS1q “ H0p0, uL1

q et H0pπ
3
, uS3q “ H0pπ, uL3

q,

nous trouvons que

uS1 “ p6εq1{3

21{2
mΠ

m
1{3
0 m

5{3
Σ

` Opε2{3q,

et

(6.31) uS3 “
´2

3
ε
¯1{2 mΠ

m
1{2
0 m

3{2
Σ

` Opεq,

ce qui montre que la taille de la résonance co-orbitale est d’ordre ε1{3 alors que celle

du domaine des tadpoles est en Op?
εq. En outre, en calculant le rapport

(6.32)
uS3

uS1

“ 2
´
6ε

mΣ

m0

¯1{6
` Opε1{3q

nous retrouvons la taille des domaines des tadpoles relativement à celle des fers-à-

cheval qui a été obtenue par Dermott et Murray (1981).

De manière identique, nous pouvons caractériser la taille du domaine des tadpoles

en ζ1 à partir du minimum de la séparatrice S3 le long de cet axe. Comme il est

atteint en u “ 0, alors en résolvant

H0pζS3 , 0q “ H0pπ, uL3
q,

nous trouvons

(6.33) ζS3

1 “ 2 arcsin

ˆ?
2 ´ 1

2

˙
` Opεq » 23.9˚

qui est un résultat classique du problème restreint (Garfinkel, 1977). Enfin, en

résolvant l’équation

H0pζS1

1 , 0q “ H0p0, uL1
q,

nous obtenons le minimum de S1 en ζ1 séparant les domaines des fers-à-cheval et

des satellites progrades :

(6.34) ζS1

1 “ 4

3
ε1{3

´ mΣ

6m0

¯1{3
` Opε2{3q.

Étant de taille Opε1{3q, il doit donc exister des orbites de type “fer-à-cheval” avec

des passages très proches entre les planètes et qui pénètrent à l’intérieur de la zone

d’exclusion.

3. Le voisinage des configurations quasi-circulaires

Dans la section précédente nous avons décrit la dynamique des configurations

quasi-circulaires en étudiant la variété C0. Un prolongement naturel à cette étude

consiste à caractériser la stabilité de ces trajectoires dans les directions transverses

à C0.
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3.1. Les équations variationnelles. Nous considérons
`
ζ1ptq, Zptq

˘
, une so-

lution sur C0 et regardons la forme des équations aux variations dans les variables

pxj , rxjq pour cette solution. Ces équations correspondent à la linéarisation du système

différentiel associé à H au voisinage de C0. Elles sont obtenues à partir de la partie

quadratique en excentricité, c’est-à-dire H2. En se limitant aux termes d’ordre ε,

nous avons

(6.35)

H2 “ iω
ε

m0

?
a˚

pa1a2q1{4

´
x1, x2

¯ ˜
a

´1{4
1 a

1{4
2 m2Apζ1, Zq ?

m1m2Bpζ1, Zq
?
m1m2Bpζ1, Zq a

1{4
1 a

´1{4
2 m1Apζ1, Zq

¸ ˜
rx1
rx2

¸

où
$
’’’’’’&
’’’’’’%

Δ “
b

a21 ` a22 ´ 2a1a2 cos ζ1,

A “ a˚a1a2
4Δ5

ˆ
a1a2p5 cos 2ζ1 ´ 13q ` 4 cos ζ1pa21 ` a22q

˙
´ a˚?

a1a2
cos ζ1

B “ a˚?
a1a2

e´2iζ1 ´ a˚a1a2
Δ5

ˆ
a1a2pe´i3ζ1 ` 9eiζ1 ´ 26e´iζ1q ` 8pa21 ` a22qe´2iζ1

˙
.

Par conséquent, au voisinage de la solution
`
ζ1ptq, Zptq

˘
, les équations variationnelles

dans les directions pxj , rxjq s’écrivent :

(6.36) 9X “ M
`
ζ1ptq, Zptq

˘
X où X “

˜
x1

x2

¸

et

M “ 2iω
ε

m0

?
a˚

pa1a2q1{4

˜
a

´1{4
1 a

1{4
2 m2A

?
m1m2B

?
m1m2B a

1{4
1 a

´1{4
2 m1A

¸
.

3.2. Le voisinage de C0.

3.2.1. Aux points fixes L3, L4 et L5. De manière générale, comme les solutions

sur C0 sont périodiques de fréquence ν, M
`
ζ1ptq, Zptq

˘
dépend périodiquement du

temps et il n’est donc pas possible de donner une solution explicite à l’équation

(6.36). Cependant dans le cas des points fixes, comme M
`
ζ1ptq, Zptq

˘
est autonome,

les équations variationnelles sont intégrables et leur stabilité est donnée par les

valeurs propres de cette matrice. Par exemple dans le cas de L4 (et de manière

identique pour L5), la matrice M est égale à

´ iω
27

8

ε

m0

˜
m2 ´?

m1m2e
iπ
3

´?
m1m2e

´iπ
3 m1

¸

au premier ordre en ε. Elle possède donc deux directions privilégiées qui sont représentées

par les vecteurs propres

(6.37) VL4,1 “
˜?

m2e
iπ
3

´?
m1

¸
et VL4,2 “

˜?
m1e

iπ
3

?
m2

¸

et dont les valeurs propres respectives sont

(6.38) vL4,1 “ ´igL4,1 où gL4,1 “ ωε
27

8

m1 ` m2

m0
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et

(6.39) vL4,2 “ ´igL4,2 “ 0.

Dans le cas de L3, comme la matrice M est égale à

iω
7

8

ε

m0

˜
m2

?
m1m2?

m1m2 m1

¸

au premier ordre en ε, elle possède deux directions privilégiées associées aux vecteurs

propres

(6.40) VL3,1 “
˜?

m2?
m1

¸
et VL3,2 “

˜ ?
m1

´?
m2

¸

et dont les valeurs propres respectives sont

(6.41) vL3,1 “ ´igL3,1 où gL3,1 “ ´ωε
7

8

m1 ` m2

m0

et

(6.42) vL3,2 “ ´igL3,2 “ 0.

Ainsi, comme les valeurs propres sont, soit imaginaires pures, soit dégénérées, les

configurations L3, L4 et L5 sont stables ou, au pire, neutres dans les directions

transverses à cette variété.

Pour chaque point fixe, la diagonalisation de la matrice M nous fournit des

vecteurs propres dont les directions associées ont une signification physique précise.

En effet, VL4,2 et VL5,2 représentent les configurations où

(6.43) ζ1 “ Δ̟ “ ˘π

3
, a1 “ a2 “ a˚ ` Opε2q et e1 “ e2

(notées Lecc
4 et Lecc

5 )

qui sont associées aux équilibres équilatéraux excentriques. Elles sont également

appelées configurations homothétiques puisque les planètes et le corps central

forment en permanence un triangle équilatéral dont la longueur des côtés se déforme

périodiquement (voir Fig.6.3b).

De même, VL3,2 est associée à la configuration où

(6.44) ζ1 “ Δ̟ “ π, a1 “ a˚ ` Opεq, a2 “ a˚ ` Opεq et e1 “ e2

(notée Lecc
3 )

représentant les équilibres de Euler L3 excentriques. Ces configurations instables

connaissent également des déformations homothétiques où les deux planètes sont en

permanence alignées de part et d’autre et à égale distance du corps central (voir

Fig.6.4b). Ainsi, les directions associées aux valeurs propres dégénérées sont des

points fixes du problème moyen et correspondent à des configurations bien connues

du problème planétaire.

Le long de VL4,1 et VL5,1, les orbites des planètes satisfont les relations suivantes :
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g1

AL4

m1e1 “ m2e2

Δ̟ ´ π “ π{3

L4

Lecc
4

e1 “ e2

Δ̟ “ π{3

a.

b. c.

Figure 6.3. Illustration des configurations infinitésimales AL4 et Lecc
4

qui émergent de L4.

g1

m1e1 “ m2e2
Δ̟ “ 0

e1 “ e2
Δ̟ “ π

AL3

L3

Lecc
3

a.

b. c.

Figure 6.4. Illustration des configurations infinitésimales AL3 et Lecc
3

qui émergent de L3.
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(6.45) ζ1 “ Δ̟ ´ π “ ˘π

3
, a1 “ a2 “ a˚ ` Opε2q et m1e1 “ m2e2.

(notées AL4 et AL5)

Ces configurations illustrées dans la figure 6.3c représentent une version infi-

nitésimale de la famille d’orbites anti-Lagrange mise en évidence par Giuppone

et al. (2010). Comme les éléments orbitaux sont constants et que seuls les périastres

précessent à la fréquence gL4,1 (respectivement gL5,1 pour AL5), la configuration

AL4 est une orbite périodique du problème moyen qui se réduit à un point fixe

dans le problème moyen réduit. C’est exactement ce que trouvent Giuppone et al.

(2010) : une famille de points fixes paramétrés par l’une des deux excentricités. Par

conséquent, comme nous le verrons dans la section suivante, la direction VL4,1 consti-

tue l’approximation linéaire de la famille anti-Lagrange AL4 (respectivement AL5).

De même, comme VL3,1 est associée aux relations

(6.46) ζ1 “ Δ̟ ´ π “ π, a1 “ a˚ ` Opεq, a2 “ a˚ ` Opεq et m1e1 “ m2e2

(noté AL3)

cette direction constitue l’approximation linéaire de la famille instable de Hadjideme-

triou et al. (2009). De ce fait, elle est reliée à la famille Ge1

L3,1
qui a été exhibée dans

le problème restreint 8. Nous illustrons la configuration associée sur la figure6.4c.

Mentionnons également que cette famille est une solution de seconde sorte (Poin-

caré et Fichot, 1905) dans le cas de la résonance co-orbitale. Enfin, comme pour AL4

et AL5, ce sont des orbites périodiques du problème moyen qui correspondent à des

points fixes dans le problème moyen réduit. Ainsi, par analogie à ces orbites et pour

simplifier les notations, nous décidons de les dénommer anti-Lagrange AL3.

3.2.2. La solution générale des équations variationnelles. Comme nous l’avons

énoncé précédemment, il n’est pas possible d’obtenir une solution explicite dans le

cas général de trajectoires sur C0. Cependant, par la théorie de Floquet (voir Meyer

et Hall, 1992), il nous est permis de connâıtre les propriétés de stabilité de ces

trajectoires. En effet, cette théorie nous assure que la matrice fondamentale solution

des équations variationnelles (6.36), notée Y , s’écrit

(6.47) Y ptq “ P pνtq exppUtq

où U est une matrice constante et P pϕq est une matrice dont les coefficients sont

des fonctions 2π-périodiques en ϕ, en satisfaisant la relation

Y pt ` 2πν´1q “ Y ptq expp2πν´1Uq.

La stabilité des solutions va donc dépendre uniquement des valeurs propres de la

matrice U . Or, comme C “ |x1|2 ` |x2|2 est une intégrale première du problème

moyen, pour une valeur de C fixée, les solutions de (6.36) sont bornées ce qui impose

à la partie réelle des valeurs propres de U d’être nulle. Par conséquent, bien que nous

8. voir le chapitre 1.
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ν
“

5
g
1

ν
“

2
g
1

ν
“

1g
1

ν
“

1g
1

ν
“
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g
1

ν
“
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g
1
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0.10
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0
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TP HSS
3

S
1

Figure 6.5. Fréquences des solutions quasi-périodiques au voisinage de

C0 pour un système de type “Soleil-Jupiter-Saturne”. Les points rouges,

verts et bleus représentent respectivement les fréquences ν, g1 et g2. En

partant des conditions initiales pπ{3, uq où 0 ď u ă uS1 , nous parcourons

les solutions des domaines des tadpoles et des fers-à-cheval. Les solutions as-

sociées aux tadpoles quasi-circulaires ne possèdent pas de résonance pouvant

déstabiliser significativement le domaine. Dans le domaine des fers-à-cheval,

g1 et ν croissent en s’éloignant de la séparatrice S3 jusqu’à devenir com-

parable. Ces fréquences vont croiser des résonances importantes qui vont

engendrer des comportements chaotiques dans le problème moyen.
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ne puissions exclure l’existence de dégénérescences, C0 est une variété normalement

stable. De ce fait, le voisinage infinitésimal de C0 est constitué de solutions quasi-

périodiques à trois fréquences, notées ν, g1 et g2, dont seules d’éventuelles résonances

entre elles peuvent engendrer des comportements chaotiques.

3.2.3. Les fréquences des solutions au voisinage de C0. Les solutions quasi-

périodiques au voisinage de C0 peuvent être obtenues à partir d’une simple

intégration numérique des équations variationnelles. Le long d’une trajectoire, la

fréquence ν est calculée par une application de Poincaré définie par la section

tu “ 0u. Mentionnons que la théorie de Floquet implique que :
`
Y p0q

˘´1
Y p2πν´1q “ expp2πν´1Uq.

De ce fait, la matrice
´
M

`
ζ1p0q, Zp0q

˘¯´1
M

`
ζ1p2πν´1q, Zp2πν´1q

˘

engendre deux couples de valeurs propres conjuguées pκj , κjq avec j P t1, 2u telles

que κj “ exppigj2π{νq, et fournit les fréquences g1 et g2.

Dans le cadre d’un système de type “Soleil-Jupiter-Saturne”, la figure 6.5

représente l’évolution des fréquences ν (points rouges), g1 (points verts) et g2 (points

bleus) pour des conditions initiales pπ{3, uq où 0 ď u ă uS1 . Nous parcourons donc

l’ensemble des solutions du domaine des tadpoles ainsi que des fers-à-cheval, de L4

à la séparatrice S1. Nous constatons que dans un assez grand voisinage de L4, la

fréquence ν reste en Op?
εq et les gj en Opεq. Ainsi, dans cette région des tadpoles,

les seules résonances possibles sont d’ordre élevé.

En se rapprochant de S3, ν décrôıt en 1{ logpu ´ uS3q (Garfinkel, 1977). Des

résonances d’ordre faible pouvant engendrer d’importantes instabilités peuvent donc

exister dans ce domaine. Toutefois, celles-ci seront très proches de la séparatrice. Par

conséquent, les solutions associées aux tadpoles quasi-circulaires ne possèdent pas

de résonance pouvant déstabiliser significativement l’ensemble du domaine.

Dans le cas des fers-à-cheval, la situation est différente. En effet, en s’éloignant de la

séparatrice, les fréquences g1 et ν crôıssent jusqu’à devenir comparables voire égales.

Ainsi, à travers le domaine des fers-à-cheval, ces fréquences croisent des résonances

d’ordre faible qui vont engendrer des comportements chaotiques.

Pour les tadpoles comme dans le cas des fers-à-cheval, le problème moyen nous

donne donc des indices quant à la stabilité de ces configurations. Cependant, ce

résultat reste encore à démontrer rigoureusement. Actuellement, une collaboration

entre P.Robutel, L.Niederman et A.Pousse est en cours dans cette perspective pour

les configurations en fer-à-cheval.

4. Une extension aux configurations excentriques

Dans la section précédente, l’étude du voisinage de C0 a permis de mettre

en évidence des directions que nous avons associées aux configurations des anti-

Lagrange AL4 et AL5 ainsi que de la famille instable de Hadjidemetriou et al. (2009),
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que nous avons renommé anti-Lagrange AL3. Comme nous l’avons mentionné, ces

directions ne constituent pas les familles d’anti-Lagrange mais en sont une approxi-

mation infinitésimale au voisinage des points fixes L3, L4 et L5. Dans cette section,

par l’intermédiaire de la construction d’une forme normale de Birkhoff, nous mon-

trons que les familles d’orbites périodiques AL3 et AL4 (respectivement AL5) et

les familles de points fixes Lecc
3 et Lecc

4 (respectivement Lecc
5 ) bifurquent des mêmes

points fixes, L3 et L4 (respectivement L5).

4.1. H au voisinage de L3, L4.

4.1.1. Réorganisation du hamiltonien moyen. De manière préliminaire, nous al-

lons écrire H au voisinage des équilibres L3, L4 et L5. Tout d’abord, nous définissons

les transformations adaptées au voisinage de chaque point fixe :

(6.48) qΨLn :

#
C2 ˆ C2 ˆ C2 ÝÑ T ˆ R ˆ C2 ˆ C2

prz0, z0, rz1, z1, rz2, z2q ÞÝÑ pζ1, Z, rx1, x1, rx2, x2q
avec ˜

x1

x2

¸
“

ˆ
VLn,1, VLn,2

˙ ˜
z1

z2

¸

où VLn,1 et VLn,2 sont issues des équations (6.37) et (6.40) et

$
’’’’&
’’’’%

z0 “ κpζ1¯π
3

q`iκ´1Z?
2

rz0 “ ´iz0

κ “
ˆ
Ga˚ε34

m2
π

mΣ

`
1 ` Opεq

˘˙1{4
,

$
’’’’’&
’’’’’%

z0 “ κζ1`κ´1pZ´ZL3
q?

2

rz0 “ κζ1´κ´1pZ´ZL3
q?

2

κ “
ˆ
Ga˚ε 7

24
M2

π

MΣ

`
1 ` Opεq

˘˙1{4

respectivement en L4 et L3. En appliquant ces transformations au hamiltonien, ce

dernier devient
qKLn :“ H ˝ qΨLn

et se décompose (à une constante près) en

qKLn “ qKLn,2 `
ÿ

dě3

qKLn,d

où
qKLn,2przj , zjq “

ÿ

jPt0,1,2u
vLn,jzjrzj

et pour tout d ě 3

qKLn,dprzj , zjq “
ÿ

|p|`|rp|“d

vLn,p,rpz
p0
0 rzrp0

0 z
p1
1 rzrp1

1 z
p2
2 rzrp2

2

avec

vLj ,p,rp P C, p “ pp0, p1, p2q P N3 rp “ prp0, rp1, rp2q P N3,

vL4,0 “ ´iνL4

et

vL3,0 “ ω

c
21ε

8

MΣ

m0

´
1 ´ 1

2
εσL3

¯
` Opε2q.
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Par l’introduction de ces notations, le processus de normalisation est identique pour

L3 et L4. De ce fait, nous supprimerons la notation Ln afin d’alléger l’écriture du

hamiltonien.

4.1.2. Les familles issues de l’approximation quadratique qK2. En limitant le ha-

miltonien à qK2 et donc aux termes quadratiques en les zj , nous distinguons les trois

familles

(6.49) F l
0 “

�
z1 “ z2 “ 0

(
, F l

1 “
�
z0 “ z2 “ 0

(
et F l

2 “
�
z0 “ z1 “ 0

(

qui correspondent aux sous-espaces propres associés aux valeurs propres pvjqjPt0,1,2u.

Dans le cas de L4, F
l
0 représente les orbites tadpoles quasi-circulaires dans le voi-

sinage infinitésimal du point fixe, alors que F l
1 et F l

2 sont les approximations infi-

nitésimales des configurations AL4 et Lecc
4 . De même dans le cas de L3, F

l
1 et F l

2

représentent les approximations infinitésimales des configurations AL3 et L
ecc
3 tandis

que F l
0 est une approximation de la séparatrice S3 au voisinage de L3.

Si l’on pouvait appliquer le théorème central de Lyapounov (voir Meyer et Hall,

1992), nous pourrions déduire que les familles associées à des valeurs propres imagi-

naires pures (F l
0, F

l
1 et F l

2 pour L4, F
l
1 et F l

2 pour L3) sont des familles de Lyapou-

nov – i.e. une famille d’orbites périodiques à un paramètre – qui émanent de leur

équilibre respectif et sont tangentes à F l
j . Ainsi, cela nous permettrait de conclure

que les configurations anti-Lagrange sont des familles de Lyapounov qui émergent

de L3, L4 et L5. Cependant, comme v2 “ 0, la condition de non-résonance nécessaire

au théorème n’est pas satisfaite. Il faut donc passer outre cette dégénérescence pour

caractériser ces familles.

4.1.3. La forme du hamiltonien qK. Dans les variables zj , l’intégrale première C

s’écrit

C “ |z1|2 ` |z2|2

et les règles de d’Alembert sont préservées. Par conséquent, p1 ` p2 “ rp1 ` rp2 ce

qui impose au degré total des monômes de la forme z
p0
0 z

p1
1 z

p2
2 rzrp0

0 rzrp1
1 rzrp2

2 d’être pair

en excentricité. La conséquence directe est que F l
0 est une variété invariante par le

flot hamiltonien qK. En effet, pour L4, F
l
0 correspond au domaine des tadpoles dans

C0. Pour L3, elle correspond à une partie de la séparatrice S3 dans un voisinage de

l’équilibre hyperbolique.

L’étude de qK permet également de montrer que B qK
Bzj “ B qK

Brzj “ 0 sur F l
2. Cela est dû

au fait que les coefficients vp,rp des monômes

pz2rz2qp2 , z0pz2rz2qp2 , rz0pz2rz2qp2 , z1rz2pz2rz2qp2 , rz1z2pz2rz2qp2

sont nuls et met en évidence que F l
2 est une variété invariante du hamiltonien qK.

Ainsi, nous retrouvons que les équilibres relatifs Lecc
3 et Lecc

4 forment des familles de

points fixes du problème moyen qui émergent de leurs équilibres respectifs.

Dans le cas de la direction associée à F l
1, les choses ne sont pas si simples puisque

cette famille n’est pas une variété invariante de qK. Afin de pouvoir conclure, nous

allons réduire le hamiltonien à une forme normale de Birkhoff.
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4.2. La normalisation de qK. La normalisation du hamiltonien qK consiste en

la construction d’une transformation canonique

(6.50) Ψ: :

#
C2 ˆ C2 ˆ C2 ÝÑ T ˆ R ˆ C2 ˆ C2

prξ0, ξ0, rξ1, ξ1, rξ2, ξ2q ÞÝÑ prz0, z0, rz1, z1, rz2, z2q

telle que la composition avec qK fournit le hamiltonien

N “ N2 `
ÿ

dě2

N2d

où

N2prξj , ξjq “
2ÿ

j“0

vjξj rξj ,

et

N2dprξj , ξjq “
ÿ

|p|“d

γp,ppξ0rξ0qp0pξ0rξ0qp1pξ0rξ0qp2

avec p P N3 et γp,p P C.

Ψ: est une transformation qui agit sur chaque degré d’un polynôme en les va-

riables pξj , rξjqjPt0,1,2u afin d’éliminer les monômes non-résonants, c’est-à-dire ceux

qui ne sont pas de la forme :

pξ0rξ0qp0pξ1rξ1qp1pξ2rξ2qp2 .

Identiquement au processus de normalisation décrit dans le chapitre 3, Ψ: peut être

vue comme une composition de transformations dédiées à la normalisation à un degré

donné. Une transformation élémentaire est proche de l’identité et donc définie par

le transport au temps 1 du flot hamiltonien engendré par une fonction génératrice

Wd´2 telle que

(6.51) v0

´BWd´2

Brξ0
rξ0 ´ BWd´2

Bξ0
ξ0

¯
` v1

´BWd´2

Brξ1
rξ1 ´ BWd´2

Bξ1
ξ1

¯
“ Ξd

où Ξd contient des termes non-résonants de degré d. Cette équation étant linéaire,

nous la résolvons monôme par monôme. Ainsi, en supposant

Ξd “ ξ
p0
0

rξrp0
0 ξ

p1
1 rxrp1

1 ξ
p2
2 rxrp2

2 ,

l’équation (6.51) est satisfaite par

(6.52) Wd´2 “ Ξd

v0prp0 ´ p0q ` v1prp1 ´ p1q
qui introduit le petit diviseur v0prp0 ´ p0q ` v1prp1 ´ p1q s’annulant lorsque pj “ rpj
pour tout j P t0, 1u ou lorsque les fréquences associées à v0 et v1 sont en résonance.

Dans le premier cas, Ξd doit être égal à pξ0rξ0qp0pξ1rξ1qp1ξp22 rξrp2
2 pour que le diviseur

s’annule. Mais par les règles de d’Alembert, les seuls monômes impliquant un diviseur

égal à zéro sont ceux tels que pj “ rpj pour tout j P t0, 1, 2u et donc que l’on ne

cherche pas à éliminer. Dans le second cas, le diviseur s’annule si les fréquences ν et

g1 sont en résonance. Pour L3, ça ne peut arriver puisque v0 a une partie imaginaire
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nulle et que g1 est non nulle. Pour L4, v0 et v1 sont des imaginaires pures : il peut

donc exister d’éventuelles résonances. Cependant, comme

(6.53) g1{ν “
a

27εMΣ{m0{4 ` Opεq

alors seules les résonances d’ordre élevé peuvent poser problème. Par conséquent,

pour L3 la forme normale peut être obtenue à n’importe quel degré tandis que pour

L4, N peut être construite jusqu’à un degré élevé, typiquement 1{?
ε.

4.3. Discussion.

4.3.1. La forme normale N . Dans les coordonnées pξj , rξjqjPt0,1,2u, la forme nor-

male N est intégrable. Nous introduisons les variables actions-angles pJj , ϕjqjPt0,1,2u
par la transformation

(6.54) Ψaa :

#
D ÝÑ C2 ˆ C2 ˆ C2

pJ0, ϕ0, J1, ϕ1, J2, ϕ2, q ÞÝÑ prξ0, ξ0, rξ1, ξ1, rξ2, ξ2q
où

D “ pR` ˆ Tq3 et ξj “
a

Jje
iϕj @j P t0, 1, 2u,

pour L4 et

D “ pR` ˆ Zq ˆ pR` ˆ Tq2, ξ0 “
a

J0e
ϕ0 et ξj “

a
Jje

iϕj @j P t1, 2u

pour L3.

Ainsi, nous obtenons la forme normale

NpJj , ϕjq : “ N ˝ ΨaapJj , ϕjq

“ ´iv0J0 ´ iv1J1 `
ÿ

|p|ě2

p´iqp0`p1`p2γp,pJ
p0
0 J

p1
1 J

p2
2 ,(6.55)

où les variables pJjqjPt0,1,2u sont des intégrales premières. Par conséquent, au voisi-

nage de L4, l’espace des phases correspond à un feuilletage de tores invariants de

dimension 3. Les solutions sont donc quasi-périodiques de fréquences fondamentales

νpJjq “ ´ BN
BJ0

pJjq, g1pJjq “ ´ BN
BJ1

pJjq et g2pJjq “ ´ BN
BJ2

pJjq

telles que

νp0, 0, 0q “ νL4
, g1p0, 0, 0q “ gL4,1, et g2p0, 0, 0q “ gL4,2.

A voisinage de L3, l’espace des phases correspond à un feuilletage de tores invariants

de dimension 2. Ce sont donc des solutions quasi-périodiques instables de fréquences

fondamentales

g1pJjq “ ´ BN
BJ1

pJjq et g2pJjq “ ´ BN
BJ2

pJjq

telles que

g1p0, 0, 0q “ gL3,1 et g2p0, 0, 0q “ gL3,2.

Parmi ces solutions, nous nous focalisons sur celles périodiques à une seule fréquence.

Nous définissons donc les familles Fj “ tJk “ Jl “ 0u avec j, k, l distincts deux à

deux.
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4.3.2. Les familles de solutions Fj. En tenant compte des symétries de la trans-

formation Ψ:, les familles F0 et F2 sont égales respectivement à F l
0 et F l

2. Par

conséquent, dans les cas de L4, F0 est la famille d’orbites périodiques des tadpoles

quasi-circulaires. Celle-ci est paramétrée par

(6.56) z0 “ ξ0 ` fpξ0, rξ0q et z1 “ z2 “ 0

avec f polynôme en pξ0, rξ0q dont le terme de plus bas degré est quadratique et dont

la dynamique est régie par H0. Par analogie au problème restreint, cette famille est

équivalente à celle des orbites à longue période L l
4 ou N u

L4
dans les problèmes com-

plet en repère tournant et moyen. Dans le cas de L3, F0 représente les trajectoires

évoluant sur la séparatrice S3 dans un voisinage de L3.

Pour L3 et L4, F2 est une famille de points fixes associée respectivement aux confi-

gurations Lecc
3 et Lecc

4 paramétrées par :

(6.57) z0 “ z1 “ 0 et z2 “ ξ2.

En outre, F1 est une famille d’orbites périodiques tangente à F l
1 et paramétrée par

(6.58) z0 “ P pξ1rξ1q, z1 “ ξ1 ` ξ1Qpξ1rξ1q et z2 “ ξ1Rpξ1rξ1q

où P,Q et R sont des polynômes de degré n d’une variable complexe s’annulant

en zéro. Plus précisément, c’est la famille associée aux configurations anti-Lagrange

AL3 et AL4.

4.3.3. Étude de AL3 et AL4. Nous rappelons que les configurations AL4 et AL3

ont été partiellement étudiées par Giuppone et al. (2010), Hadjidemetriou et al.

(2009) et Hadjidemetriou et Voyatzis (2011) par l’intermédiaire d’une exploration

numérique. L’originalité de notre étude vient du fait que la forme normale de Birkhoff

nous permet d’obtenir toutes les informations concernant la dynamique des solutions

situées à l’intérieur du domaine de validité de la transformation Ψ:. En pratique,

comme la normalisation est effectuée jusqu’à un certain degré arbitrairement choisi,

seul un ensemble d’orbites se situant dans le voisinage des équilibres L3 et L4 peut

être entièrement décrit. Afin d’estimer cette région, nous évaluons la différence entre
qK et N telle que

ρpJjq “ | qKprzj , zjq ´ NpJjq|
|NpJjq| ă ε2.

Sur les figures 6.6 et 6.7, nous représentons l’évolution des éléments elliptiques et

fréquences fondamentales des familles AL4 et AL3 en fonction de e1, l’excentricité

de la planète 1 dans les cas d’un système de type “Soleil-Jupiter-Saturne”. La forme

normale a été calculée jusqu’au degré 26. Nous avons également représenté les fa-

milles Lecc
4 et Lecc

3 afin de pouvoir les comparer.

Dans le cas des orbites AL4, le domaine de validité s’étend de 0 ď e1 ď 0.08,

ce qui implique que 0 ď e2 ď 0.27. Dans la figure 6.6b, l’excentricité e2 semble

évoluer linéairement. Cependant la courbe verte représentant e2 ´ pm1{m2qe1 in-

dique que la relation m1e1 “ m2e2 n’est valable qu’au voisinage de l’origine. Cela se
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confirme dans la figure 4 de Hadjidemetriou et Voyatzis (2011) qui exhibe un chan-

gement brusque de régime lorsque les masses planétaires sont différentes. La figure

6.6a montre que les angles ζ1 et Δ̟ ´ π croissent avec e1. La figure 6.6c représente

l’évolution des demi-grands axes des deux planètes. Lorsque e1 augmente, a2 crôıt

tandis que a1 diminue en s’éloignant de a˚ “ 1. Ces variations en demi-grand axe

sont très faibles, de l’ordre de ε2.

En terme d’éléments orbitaux, cette étude est beaucoup plus restreinte que celle

de Giuppone et al. (2010) puisque nous n’avons accès qu’à une petite portion de

la famille AL4. Cependant, notre étude analytique nous fournit une connaissance

complète de la dynamique par l’intermédiaire des fréquences. Les figures 6.6d, e et

f représentent l’évolution des fréquences ν, g1 et g2 le long de AL4. La fréquence g1

est celle associée à la précession de Δ̟ au cours du mouvement. Dans la portion

étudiée, la fréquence diminue avec l’excentricité. Les fréquences ν et g2 caractérisent

le comportement des orbites quasi-périodiques dans un voisinage infinitésimal des

orbites AL4. La fréquence ν est d’ordre
?
ε, augmente et semble atteindre un maxi-

mum local autour de e1 “ 0.08 tandis que g2 est d’ordre ε2 et décrôıt.

Dans le cas de AL3, la normalisation est valable pour 0 ď e1 ď 0.15 ce qui im-

plique que 0 ď e2 ď 0.55. Nous avons donc accès à plus d’informations pour cette

famille. Comme pour AL4, la courbe verte de la figure 6.7b indique que e2 évolue

linéairement au voisinage de l’origine mais que pour des configurations plus excen-

triques la relation m1e1 “ m2e2 n’est plus valable. Cela se vérifie dans la figure 4

de Hadjidemetriou et al. (2009). Les figures 6.7a et b montrent que les angles ζ1 et

Δ̟ ainsi que les demi-grands axes des planètes sont constants le long de AL3. La

figure 6.7d nous indique l’évolution de la fréquence de précession de Δ̟ le long de

AL3. Nous constatons que la précession de la différence des longitudes des périastres

s’effectue dans le sens inverse à celle pour AL4.

Enfin, nous regardons l’évolution des fréquences pour la famille Lecc
4 . Les figures

6.8a et b représentent respectivement l’évolution de ν et des gj . Comme attendu

g2 est égale à zéro puisque c’est une famille de points fixes du problème moyen. La

fréquence g1 est d’ordre ε est augmente légèrement. Il est intéressant de considérer

l’évolution de la fréquence de libration ν. En effet, ν augmente fortement jusqu’à

devenir comparable avec ω “ 1 pour des valeurs d’excentricité supérieure à e1 “ 0.7.

En utilisant le même critère que dans le cas des quasi-satellites, i.e.

(6.59) maxp|ν|, |g1|, |g2|q ă ω{4,

nous déduisons que le problème moyen ne représente plus de manière précise la fa-

mille Lecc
4 pour e1 ą 0.7. Ce résultat n’a rien de très étonnant puisqu’en augmentant

l’excentricité le long de Lecc
4 , les planètes ont des passages de plus en plus proches

lorsqu’elles sont au périastre.

4.3.4. Le comportement asymptotique des différentes familles. Pour terminer ce

chapitre, nous nous focalisons sur le comportement asymptotique des différentes

familles exhibées précédemment.
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De la configuration équilatérale de Lagrange L4 émergent deux familles de confi-

gurations excentriques : Lecc
4 et AL4. De même, la configuration alignée de Euler L3

engendre les deux familles Lecc
3 et AL3. Parmi ces quatre, Lecc

4 est la plus connue.

En effet, depuis les travaux de Gascheau (1843), nous savons que L4 et donc une

partie de Lecc
4 est normalement stable si les masses planétaires sont suffisamment

faibles telles que 27p rm0 rm1 ` rm0 rm2 ` rm1 rm2q ă p rm0 ` rm1 ` rm2q2. En outre, le long

de Lecc
4 , il existe une valeur critique des excentricités (qui sont égales), dépendant

des masses, qui est associée à une bifurcation (Roberts, 2002; Nauenberg, 2002).

Plus précisément, pour de plus hautes valeurs d’excentricités, les configurations sont

normalement hyperboliques et se terminent à la collision triple avec l’étoile, où les

planètes évoluent sur des segments séparés par un angle de 60˚. C’est probablement

ce mécanisme de changement de stabilité qui est en cause dans la disparition des

régions stables au voisinage de Lecc
4 , observée dans Giuppone et al. (2010). Toutefois,

comme la famille Lecc
4 se trouve dans la zone d’exclusion à haute excentricité (voir la

figure 6.8), il n’est pas possible de l’affirmer par une étude dans le problème moyen.

Lecc
3 est également bien connue : c’est une famille instable pour toute valeur d’ex-

centricité et qui tend asymptotiquement vers la collision triple alignée.

D’après Hadjidemetriou et al. (2009), AL3 est entièrement instable. En particulier,

cette famille présente une configuration à excentricités égales pour e1 “ e2 » 0.73 et

différents rapports des masses planétaires. Or comme nous l’avons mentionné dans

le problème restreint (chapitre 1), cette configuration à excentricités égales existe

le long de la famille Ge1

L3,1
pour une valeur similaire d’excentricité. Cela suggère

donc que la configuration AL3 à excentricités égales est faiblement dépendante du

rapport des masses planétaires. De plus, en rappelant que les points fixes de Ge1

L3,1

sont stables pour de faibles valeurs de l’excentricité de la planète, il est permis de

se poser la question d’un changement de stabilité éventuel lorsque l’on fait tendre la

masse d’une des deux planètes vers zéro. Enfin, nous mentionnons que le comporte-

ment asymptotique de AL3 n’est pas clair : pour des masses planétaires différentes,

lorsque e1 tend vers 1, e2 semble tendre vers zéro alors que pour des masses égales

les excentricités (qui sont égales) tendent simultanément vers 1.

Le comportement asymptotique de la famille AL4 (respectivement AL5 est le plus

intéressant. En effet, les travaux de Giuppone et al. (2010) suggèrent que les angles

ζ1 et Δ̟ tendent vers π lorsque e1 tend vers 1. De plus, d’après Hadjidemetriou et

Voyatzis (2011), il semble que e1 et e2 tendent simultanément vers 1. Par conséquent,

le comportement asymptotique de AL4 et AL5 serait de tendre vers la collision triple

alignée qui est également la finalité de Lecc
3 . De ce fait, une question qui se pose est

de savoir si AL4 et AL5 sont connectées à Lecc
3 . Si tel est le cas, cela permettrait

de construire un chemin dans l’espace des phases joignant L3 aux configurations

équilatérales L4 et L5. La question de la finalité des familles anti-Lagrange AL4,

AL5 mais également AL3 reste donc ouverte.
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Figure 6.6. Évolution des éléments elliptiques (a, b et c) et fréquences

fondamentales (d, e et f) en fonction de e1 le long des familles F1 associée à

AL4 (courbes bleu ciel) et F2 associée à Lecc
4 (courbes bleu marine) dans le

cadre d’un système Soleil-Jupiter-Saturne (ε “ 10´3,m1 “ 1 etm2 “ 3{10).
(a) Les traits continus représentent ζ1 et les tirets, Δ̟. (b) e2 (courbes bleu

ciel et marine) et pe2qAL4
´ e1m1{m2 en vert. (c) demi-grands axes a1 en

traits continus et a2 en tirets. (d) fréquence ν (e) fréquence g1. (f) fréquence

g2.
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Figure 6.7. Évolution des éléments elliptiques (a, b et c) et fréquences

fondamentales (d et e) en fonction de e1 le long des familles F1 associée

à AL3 (courbes jaune) et F2 associée à Lecc
3 (courbes rouge) dans le cadre

d’un système Soleil-Jupiter-Saturne (ε “ 10´3, m1 “ 1 et m2 “ 3{10). (a)
Les traits continues représentent ζ1 et les traits interrompu, Δ̟. (b) e2

(courbes rouge et jaune) et pe2qAL3
´ e1m1{m2 en vert. (c) demi-grands

axes a1 en trait continu et a2 en trait interrompu. (d) fréquence g1. (e)

fréquence g2.
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Figure 6.8. Dans le cadre d’un système de type “Soleil-Jupiter-Saturne”

(ε “ 10´3, m1 “ 1 et m2 “ 3{10), évolution des fréquences ν (a) et gj (b)

en fonction de e1 le long de la famille F2 représentant les configurations

Lecc
4 . Pour e1 ě 0.72, la fréquence ν est supérieure à ω{4 et donc Lecc

4 se

trouve dans la zone d’exclusion.



Chapitre 7

Les configurations quasi-satellites

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié la variété invariante des configu-

rations quasi-circulaires à l’aide d’un développement du hamiltonien moyen en une

série entière en puissance des excentricités. Or, ce type de développement ne peut

fournir de résultats pour des trajectoires nécessairement excentriques comme les

configurations quasi-satellites. Pour ce faire, et comme nous l’avons mentionné dans

le chapitre 3, il est nécessaire d’adapter le développement du hamiltonien moyen

aux caractéristiques de cette dynamique. Dans cette section, nous ne cherchons pas

à réaliser ce développement ; nous esquissons simplement l’idée d’une étude des confi-

gurations quasi-satellites dans le problème planétaire.

Tout d’abord, rappelons que dans le problème moyen réduit, Giuppone et al.

(2010) ont mis en évidence une famille à un paramètre composée de points fixes

stables en configuration quasi-satellite, telle que

(7.1) ζ1 “ Δ̟ ´ π “ 0,

et qui existe tant que l’une des deux excentricités est non nulle. Ce contexte semble

donc équivalent à celui de la famille de points fixes Ge0
QS dans le problème restreint

moyen réduit 1. Pour être plus précis dans notre analogie, énonçons la notion de

problème moyen réduit dans le problème planétaire.

Dans les problèmes restreint comme planétaire, le hamiltonien moyen du cas co-

planaire est invariant par l’action du groupe des rotations qui agissent dans le plan.

Ainsi, il dépend uniquement des angles ζ1 et Δ̟, ce qui impose à la quantité

(7.2) C “ |x1|2 ` |x2|2

d’être une intégrale première dans le problème planétaire 2. De manière équivalente,

en introduisant les variables pPj , γjqjPt1,2u par la transformation canonique

˜
γ1

γ2

¸
“

˜
1 ´1

α β

¸ ˜
̟1

̟2

¸
et

˜
P1

P2

¸
“ 1

β ` α

˜
β ´α

1 1

¸ ˜
Γ1

Γ2

¸

où pΓj , ̟jq avec Γj “ |xj |2 sont les variables de Poincaré non-complexes,

γ1 “ Δ̟,

1. voir la section 2.3 du chapitre 1.

2. voir la section 1.4 de ce chapitre.
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et α, β sont deux réels que nous ne précisons pas pour le moment, le hamiltonien

moyen dans ces variables, noté H , est indépendant de γ2 tandis que

P2 “ pα ` βq´1pΓ1 ` Γ2q “ pα ` βq´1
C

est une intégrale première. De ce fait, en considérant P2 comme un paramètre de

valeur fixée et en éliminant γ2, nous nous plaçons dans le cadre du problème moyen

réduit dont le hamiltonien associé, noté

(7.3) H P2
pζ1, Z, γ1, P1q :“ H pζ1, Z, γ1, P1, P2q,

possède deux degrés de liberté.

Dans ces variables, la famille de points fixes quasi-satellites est caractérisée par

ζ1 “ γ1 ´ π “ 0 pour tout P2 ą 0.

En outre, par Giuppone et al. (2010) et Hadjidemetriou et al. (2009), nous savons

que si les masses planétaires sont égales, alors e1 “ e2 et donc Γ1 “ Γ2 le long de

la famille. Ainsi, un choix judicieux pour les coefficients α et β consiste à relier la

variable P1 à la différence des excentricités (α “ β “ 1). Dans ce cas, la famille de

points fixes quasi-satellites est caractérisée par

ζ1 “ γ1 ´ π “ P1 “ 0 pour tout P2 ą 0

et il ne reste qu’à définir la variable associée à la différence des demi-grands axes

pour obtenir la position du point fixe à P2 fixé. À masse égale, la situation est donc

équivalente à celle de la famille Ge0
QS dans le problème restreint circulaire-plan.

Par analogie avec Ge0
QS , il est très probable que la famille de points fixes quasi-

satellites émerge de la singularité associée à la collision mutuelle qui est située en ζ1 “
Z “ P2 “ 0. Par conséquent, un développement du hamiltonien moyen en une série

de Laurent au voisinage de cette singularité 3 doit fournir une expression analytique

de H P2
au voisinage de ζ1 “ Z “ γ1 ´ π “ P1 “ 0 pour tout P2 ą 0 et permettre

de déduire la position des points fixes par une simple translation en Z. Si tel est le

cas, une étude analytique de cette famille de points fixes (stabilité, fréquences) ainsi

que de son voisinage (normalisation) est réalisable dans le problème planétaire. En

outre, il doit être possible d’étendre la méthode au voisinage des masses planétaires

égales. En particulier, cela permettrait d’étudier les configurations à excentricités

égales, telles que

e1 “ e2 » 0.565,

qui semblent exister pour tout rapport des masses planétaires comme nous l’avons

mentionné 4 dans le chapitre 1.

L’adaptation de la méthode analytique du chapitre 3 offre donc des perspectives

intéressantes pour l’exploration du domaine des quasi-satellites dans le problème

planétaire.

3. En particulier, nous nous attendons à ce que la méthode avec
?
Y “

?
8P2 fonctionne.

4. voir la section 3 du chapitre 1.



Conclusion

Au chapitre 6 nous avons développé un formalisme hamiltonien adapté à la

résonance co-orbitale dans le problème planétaire-plan. Dans le cadre du problème

moyen nous avons mis en évidence une variété invariante, ce qui nous a permis de

fournir une description complète de la dynamique des trajectoires quasi-circulaires.

En particulier, nous avons retrouvé les configurations équilatérales de Lagrange, L4

et L5, ainsi que la configuration alignée de Euler L3 d’où émerge une séparatrice

délimitant les domaines des tadpoles et des fers-à-cheval.

Des indices quant à la stabilité de ces domaines d’orbites ont été obtenus. En effet,

dans le domaine des tadpoles les seules résonances importantes se situent à proxi-

mité de la séparatrice. Au contraire, dans le cas des fers-à-cheval, des résonances

importantes apparaissent et peuvent engendrer des comportements chaotiques. Ce-

pendant, en rappelant que ces résultats sont valables dans la limite de l’approxima-

tion du problème moyen, la stabilité des trajectoires tadpoles et fers-à-cheval restent

encore à démontrer rigoureusement.

À l’aide d’une forme normale de Birkhoff, nous avons mis en évidence que les

familles anti-Lagrange AL4 et AL5 et les familles de configurations équilatérales

excentriques Lecc
4 et Lecc

5 bifurquent de L4 et L5. De même, nous avons retrouvé

que L3 engendre la famille de configurations alignées excentriques, Lecc
3 , ainsi que

la famille anti-Lagrange AL3 – ou famille instable de Hadjidemetriou et al. (2009)

– qui est une solution de seconde sorte de Poincaré et Fichot (1905). Lecc
4 et Lecc

3

sont des familles bien connues. En revanche, dans le cas des anti-Lagrange AL4, AL5

et AL3, la question associée à leur terminaison reste ouverte. En particulier, nous

avons mentionné la possibilité d’une rencontre entre les familles AL4, AL5 et Lecc
3 à

la collision, ce qui permettrait de construire un chemin entre L4, L5 et L3 à travers

l’espace des phases.

La méthode analytique du chapitre 6 ne permettant pas d’accéder à des domaines

de dynamique nécessairement excentriques, l’étude des configurations quasi-satellites

n’a pas été abordée. Toutefois, en s’appuyant sur la méthode de développement en

série de Laurent présentée dans le chapitre 3, une étude de la famille de points fixes

quasi-satellites de Giuppone et al. (2010) semble réalisable. C’est donc une perspec-

tive de travail intéressante dans l’exploration des configurations remarquables de la

résonance co-orbitale.
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Conclusions et perspectives

Les résultats présentés dans cette thèse concernent deux cadres particuliers : le

problème restreint circulaire-plan et le problème planétaire.

Le problème restreint circulaire-plan. Nous avons clarifié la différence entre

les quasi-satellites et les satellites rétrogrades en donnant ainsi une définition rigou-

reuse de ces différentes orbites. Une limite de validité du problème moyen pour

l’étude du domaine des quasi-satellite a également été fournie.

Nous avons donné un développement analytique en série de Laurent du hamilto-

nien dont le (grand) domaine de convergence est inclus dans le domaine des quasi-

satellites : ceci donne l’accès à ces trajectoires autrement que par des méthodes

numériques et ouvre la voie à des études dans des problèmes plus compliqués comme

le cas excentrique-plan ou circulaire-spatial. Les bases de l’étude du cas circulaire-

spatial ont été posées également et semblent promettre des résultats concernant les

transitions avec les autres domaines de dynamique (tadpoles et fer-à-cheval).

Finalement, à l’aide d’une forme normale, nous avons pu dresser une carte des struc-

tures de résonance du domaine de quasi-satellites. Une accumulation de résonances

d’ordre faible pour de faibles et moyennes valeurs d’excentricité a été observée.

Celles-ci vont probablement contribuer à déstabiliser le domaine, notamment par

des recouvrements de résonances qui peuvent apparaitre sous l’effet de perturba-

tions comme par exemple l’excentricité de la planète.

Une étude numérique globale de la dynamique à long terme est également envisagée.

Le problème planétaire. Nous avons construit un développement analytique

à l’aide duquel nous avons pu décrire complètement la dynamique des trajectoires

quasi-circulaires et expliquer également l’origine des configurations anti-Lagrange.

Cette méthode n’a pas permis d’accéder au domaine des quasi-satellites. Toutefois,

l’adaptation de la méthode analytique développée dans le chapitre 3 semble réalisable

dans ce contexte plus général afin de saisir la famille de points fixes des quasi-

satellites citée par Giuppone et al. (2010).

Hadjidemetriou et al. (2009) et Giuppone et al. (2010) avaient remarqué l’exis-

tence d’une configuration quasi-satellite à excentricités égales pour une valeur de

0.565 et différents rapports des masses planétaires. Dans le problème restreint, nous

avons également montré que cette configuration subsiste. En outre, une ressemblance

avec la famille de Broucke (1975) laisse présager un lien entre les problèmes restreint,

planétaire et général pour ces configurations.

Par l’intermédiaire de la méthode analytique qui sera adaptée au problème planétaire
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ainsi que d’une estimation rigoureuse de la taille du reste issu du processus de

moyennisation comme développé dans Robutel et al. (2016), il serait alors possible

de montrer rigoureusement l’existence de ces configurations.

Doc Emmett Brown : Tout ça c’est du passé.

Marty McFly : Du futur, vous voulez dire.

Doc Emmett Brown : Si tu préfères !

Retour vers le futur 2, 1989.
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Strömgren, E. (1933) : Connaisance actuelle des orbites dans le problème des trois

corps. Bulletin Astronomique 9, 87–130.

Synnott, S. P., Peters, C. F., Smith, B. A. et Morabito, L. A. (1981) : Orbits

of the small satellites of Saturn. Science 212, 191-192.

Szebehely, V. (1967) : Theory of orbits. The restricted problem of three bodies.

Academic Press, New York

Wajer, P. (2009) : 2002 AA 29 : Earth’s recurrent quasi-satellite ? Icarus 200,

147–153.

Wajer, P. (2010) : Dynamical evolution of Earth’s quasi-satellites : 2004 GU9 and

2006 FV35. Icarus 209, 488–493.
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Annexe A

Annexes du cas excentrique-plan

1. L’approximation du carré de la distance mutuelle

Dans les variables pζ1, u, rΓ, r̟ q, nous devons mettre en évidence une approxima-

tion du carré de la distance, notée Y, telle que

(A.1) Y ě 0, Y
ˇ̌
tζ1“u“rΓ“̟“0u “ 0 et

ˇ̌
ˇ||r ´ r1||2 ´ Y

ˇ̌
ˇ ă Y,

afin que la série

(A.2)
1?
Y

ÿ

mě0

p´1qm 2m!

p2mm!q2

˜
X

Y

¸m

,

où X “ ||r ´ r1||2 ´ Y, converge dans un voisinage de ζ1 “ u “ rΓ “ 0.

Nous introduisons la distance mutuelle entre la planète et la particule dans les nou-

velles variables,

(A.3) rΔpζ1, u, rΓ, r̟ , ζ2q :“ ||r ´ r1||,

la distance mutuelle pour ζ1 “ u “ 0,

(A.4) rΔ0prΓ, r̟ , ζ2q :“ rΔpζ1, u, rΓ, r̟ , ζ2q,

et

(A.5) rΔp1q
0 p r̟ , ζ2q :“

´ B rΔ0

B
a

rΓ

¯
p0, r̟ ,ζ2q

tel que
a

rΓrΔp1q
0 est l’approximation au premier ordre en

a
rΓ de la distance mutuelle

en ζ1 “ u “ 0, alors en supposant que ||pζ1, uq|| “ Op
a

rΓ
3
q, il existe une constante

C0 P R` telle que :
ˇ̌
ˇ
` rΔ0

˘2 ´
`?

ΓrΔp1q
0

˘2 ˇ̌
ˇ `

ˇ̌
ˇ
` rΔ

˘2 ´
` rΔ0

˘2 ˇ̌
ˇ ď C0

a
rΓ
3

.

De plus, en rappelant que Δpζ1, u,Γ, ζ2 ´ ̟q est égale à la distance mutuelle entre

la particule et la planète sur une orbite circulaire 1, le carré de la distance mutuelle

dans les nouvelles variables peut être décomposé comme :

||r ´ r1||2 “
`
Δ ˝ T

˘2 `
` rΔ

˘2 ´
`
Δ ˝ T

˘2
looooooooomooooooooon

Op
?
Γ1q

“ pΔq2 `
`
Δ ˝ T

˘2 ´
`
Δ

˘2
looooooooomooooooooon

Op
?
Γ1q

`
` rΔ

˘2 ´
`
Δ ˝ T

˘2
looooooooomooooooooon

Op
?
Γ1q

.

1. voir la section 2.1 du chapitre 3.
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De ce fait, en définissant la fonction f :“
` rΔ

˘2 ´
`
Δ

˘2
, qui est d’ordre

?
Γ1, nous

avons
` rΔp1q

0

˘2
p r̟ ,ζ2q “

`
Δ

p1q
0

˘2
pζ2´ r̟ q `

´Bf
BrΓ

¯
p0,0,0, r̟ ,ζ2q

où Δ
p1q
0 “

a
8 ´ 6 cos2pζ2 ´ r̟ q. En outre, il existe une constante C1 P R` telle que

ˇ̌
ˇ
` rΔp1q

0

˘2 ´
`
Δ

p1q
0

˘2 ˇ̌
ˇ ď C1

?
Γ1.

Donc, en posant C2 :“ C0 ` C1

?
Γ1, nous obtenons la majoration :

rΓ
ˇ̌
ˇ
` rΔp1q

0

˘2 ´
`
Δ

p1q
0

˘2 ˇ̌
ˇ `

ˇ̌
ˇ
` rΔ0

˘2 ´
`a

rΓrΔp1q
0

˘2 ˇ̌
ˇ `

ˇ̌
ˇ
` rΔ

˘2 ´
` rΔ0

˘2 ˇ̌
ˇ ď C2

rΓ.

Par conséquent, dans un voisinage de ζ1 “ u “ rΓ “ 0 tel que ||pζ1, uq|| “ Op
a

rΓ3q
et C2 ă 2, nous avons ˇ̌

ˇ||r ´ r1||2 ´ 8rΓ
ˇ̌
ˇ ď 8rΓ.

En posant

(A.6)
?
Y “

a
rΓΔp1q

0max “
a

8rΓ

les conditions (A.1) sont donc satisfaites.

2. Propriétés de la série de Laurent associée à rH 1
P

Dans cette section, nous construisons la série de Laurent de l’équation (A.2)

pour
?
Y “

a
8rΓ.

Posons : X “ ||r1 ´ r2||2 ´8rΓ. Dans les variables pζ1, u, rΓ, r̟ , ζ2q, en développant

le carré de la distance mutuelle au voisinage de ζ1 “ u “ rΓ “ 0, nous obtenons

X “
ÿ

dě0

ÿ

n1ě0

X d
n1 ,

où $
’’’’&
’’’’%

X 0 “
ˆ ÿ

D

A‹
0,n,k

a
rΓ
n?

Γ1n
1

eik
1 r̟ eikpζ2´ r̟ q

˙
´ 8rΓ

X d “
ÿ

|d|“d

ˆ ÿ

D

A‹
d,n,k

a
rΓ
n?

Γ1n
1

eik
1 r̟ eikpζ2´ r̟ q

˙
ζd11 ud2

avec A‹
d,n,k P C, d “ pd1, d2q P N2, n “ pn, n1q P N2, k “ pk, k1q P Z2 et les règles de

d’Alembert :

D “
!

pk,nq P Z2 ˆ N2 tel que n ` n1 ` k “ 0 sur Z{2Z et |k1| ď n1
)
.

De ce fait,

(A.7) A “ 1a
8rΓ

ÿ

mě0

p´1qm 2m!

p2mm!q2
ˆ
X

8rΓ

˙m

est une série de Laurent en
a

rΓ qui se développe telle que

A “
ÿ

dě0

Ad,
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où

Ad “
ÿ

|d|“d

ˆ ÿ

S|d|

Ad,n,k

a
rΓ
n?

Γ1n
1

eik
1 r̟ eikpζ2´ r̟ q

˙
ζd11 ud2

avec Ad,n,k P C, d P N2, n “ pn, n1q P Z ˆ N, k P Z2 et les relations

S|d| “
#

pn,kq P Z ˆ N ˆ Z2 tels que n ` n1 ` k “ 1 sur Z{2Z, |k1| ď n1

et n ě ´p|d| ` 1q

+
.

qui sont obtenues par le même raisonnement que dans le cas circulaire-plan 2. En

dehors de la collision avec l’étoile,

B “ ´
´ 1

||r|| ` xr, r1y
||r1||3

¯

est représenté par la série

ÿ

|d|ě0

ˆ ÿ

D

Bd,n,k

a
rΓ
n?

Γ1n
1

eik
1 r̟ eikpζ2´ r̟ q

˙
ζd11 ud2 ,

où Bd,n,k P C, d P N2, n P N2 et k P Z2.

La série de Laurent associée à H 1
P est donc égale à :

´ε
ÿ

|d|ě0

ˆ ÿ

S|d|

Ad,n,k

a
rΓ
n?

Γ1n
1

eik
1 r̟ eikζ2 `

ÿ

D

Bd,n,p0,k1q
a

rΓ
n?

Γ1n
1

eik
1 r̟ eikζ2

˙
ζd11 ud2 .

En ignorant les termes tels que k ‰ 0, nous déduisons la série de Laurent associée à

la partie perturbatrice

(A.8) rH 1
P :“ H

1
P ˝ T .

Celle-ci est égale à :

(A.9)

´ ε
ÿ

|d|ě0

ˆ ÿ

S |d|

Ad,n,p0,k1q
a

rΓ
n?

Γ1n
1

eik
1 r̟ `

ÿ

D

Bd,n,p0,k1q
a

rΓ
n?

Γ1n
1

eik
1 r̟

˙
ζd11 ud2 ,

où

(A.10) D “
!

pn, k1q P N2 ˆ Z tels que n ` n1 “ 0 sur Z{2Z et |k1| ď n1
)

correspond aux règles de d’Alembert dans le problème moyen excentrique-plan et

(A.11) S |d| “
#

pn, k1q P Z ˆ N ˆ Z2 tels que n ` n1 ` k “ 1 sur Z{2Z,
|k1| ď n1 et n ě ´p|d| ` 1q

+

est associé aux relations issues du développement en série de Laurent.

2. Voir la section 2.3 du chapitre 3.





Annexe B

Nomenclature des configurations remarquables

Dans le cas circulaire-plan du problème restreint.

Ge0
QS est une famille de points fixes du problème moyen réduit paramétrée par

e0, c’est-à-dire l’excentricité de l’orbite lorsque les demi-grands axes de la particule

et de la planète sont égaux. De manière équivalente, dans le problème moyen Ge0
QS

est une famille d’orbites périodiques de fréquence g associée à la précession de la

longitude du périastre. La partie de la famille située en dehors de la zone d’exclu-

sion du problème moyen correspond à la famille f de Henon (1969) dans le repère

tournant avec la planète En outre, elle appartient au domaine des quasi-satellites de

type héliocentrique.

GQS est un point fixe appartenant à Ge0
QS tel que g “ 0. Dans le problème moyen,

GQS forme un ensemble, ou “cercle”, de points fixes dégénérés. En outre, dans le

cas excentrique-plan GQS engendre deux familles de points fixes paramétrées par

l’excentricité de la planète : une stable, notée Ge1

QS,1, et une instable, Ge1

QS,2. Dans

le problème planétaire, la configuration de Ge1

QS,1 correspond à celle de la famille

stable de Hadjidemetriou et al. (2009) ainsi qu’à la famille de points fixes QS dans

Giuppone et al. (2010).

Dans le repère tournant avec la planète, la famille f de Henon (1969) est la

famille d’orbites satellites rétrogrades simplement périodiques et symétriques, pa-

ramétrée par la constante de Jacobi. Elle est stable pour ε ă 0.0477 et s’étend du

voisinage infinitésimal de la planète jusqu’à une orbite de collision avec l’étoile. Elle

correspond à la partie de la famille Ge0
QS située en dehors de la zone d’exclusion du

problème moyen. Dans ce cas, la fréquence associée à ces orbites est égale à 1´ g où

1 est le moyen mouvement de la planète tandis que g est la fréquence de précession

de la longitude du périastre.

La famille f possède deux orbites particulières dont les fréquences fondamentales

sont en résonance 1{3. De ce fait, ces orbites décomposent le voisinage de la fa-

mille en trois différents domaines de dynamique. Le domaine de trajectoires situées

à proximité de la planète et délimité par la sphère de Hill représente les satellites

rétrogrades “satellisés” (noté sRS). Le domaine contenant les trajectoires les plus

éloignées de la planète est de type “quasi-satellite héliocentrique” (noté QSh ). C’est

ce domaine qui est accessible dans le problème moyen. Le domaine de trajectoires

située entre sRS et QSh correspond aux quasi-satellites de type binaire (noté QSb ).
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Ge0
L3
, Ge0

L4
et Ge0

L5
sont des familles de points fixes du problème moyen réduit qui

émergent de la configuration de Euler L3 et des configurations de Lagrange L4 et

L5. Dans le problème moyen, ce sont des familles d’orbites périodiques de fréquence

g associée à la précession de la longitude du périastre. Ge0
L4

et Ge0
L5
, qui sont des or-

bites stables, se terminent sur une orbite de la Ge0
L3

qui bifurque et devient stable.

Dans le repère tournant avec la planète, elles correspondent aux familles d’orbites

périodiques à courte période, notées L3, L s
4 et L s

5 , dont la fréquence est 1 ´ g.

GL3
, GL4

et GL5
sont des points fixes appartenant à Ge0

L3
, Ge0

L4
et Ge0

L5
tels que

g “ 0. Dans le problème moyen, GL3
, GL4

et GL5
forment des “cercles” de points

fixes dégénérés. En outre, dans le cas excentrique-plan, GL3
, GL4

et GL5
engendrent

respectivement deux familles de points fixes paramétrées par l’excentricité de la

planète : Ge1

L3,1
, Ge1

L4,1
et Ge1

L5,1
et Ge1

L3,2
, Ge1

L4,2
et Ge1

L5,2
. Les trois premières sont

stables dans un voisinage de GL3
, GL4

et GL5
tandis que les trois dernières sont

instables. Dans le problème planétaire, la configuration de Ge1

L3,1
correspond à la

famille instable de Hadjidemetriou et al. (2009).

Dans les problèmes moyen et moyen réduit,N u
L4

etN u
L5

sont des familles d’orbites

périodiques qui émergent de L4 et L5, et sont de fréquence ν associée à la libration

autour de ces équilibres. Plus précisément, ce sont des trajectoires quasi-circulaires

de type “tadpole”. Dans le repère tournant avec la planète, elles correspondent aux

familles d’orbites périodiques à longue période, notées L l
4 et L l

5 . Dans le problème

planétaire moyen, elles sont associées aux familles d’orbites périodiques notées F0

qui émergent de L4 et L5.

Dans le problème planétaire.

Dans le problème moyen, AL4 et AL5 sont les familles d’orbites périodiques

“anti-Lagrange” qui émergent de L4 et L5. Leur fréquence associée est notée g1

et correspond à la précession de la différence des longitudes du périastre des deux

planètes. En outre, AL4 et AL5 sont deux familles de points fixes stables dans le

problème moyen réduit.

Dans les problèmes moyen et moyen réduit, Lecc
4 et Lecc

5 sont les familles de

points fixes stables qui émergent de L4 et L5. Plus précisément, Lecc
4 et Lecc

5 corres-

pondent aux équilibres équilatéraux excentriques, également appelées configurations

homothétiques.

Dans le problème moyen, AL3 est une famille d’orbites périodiques qui émerge

de L3. Plus précisément, c’est la famille instable de Hadjidemetriou et al. (2009).

En outre, AL3 est une famille de points fixes instables dans le problème moyen réduit.



B. NOMENCLATURE DES CONFIGURATIONS REMARQUABLES 163

Dans les problèmes moyen et moyen réduit, Lecc
3 est une famille de points fixes

instables qui émerge de L3. Plus précisément, Lecc
3 correspond aux configurations L3

excentriques.



Et c’est la première mesure de ma vie d’après

Et ça fait 15 ans qu’tout le monde se dit “ça va lui passer”

Mais si t’écoutes les personnes qui dorment les rêves n’arrivent jamais

J’veux pas vieillir blasé à 50 piges passées, l’envie d’claquer

Alors j’lâcherai mes derniers flows jusqu’à finir déshydraté

Et si l’envie d’tout foutre en l’air se pointe dis lui d’rappeller

Si jamais la cabine explose j’rapperai même sous une pluie d’acier

J’finirai d’écrire en m’entaillant les veines sur une vitre cassée

Si la mort frappe à ma porte me dit “T’es dans mes p’tits papiers”

Dis-lui d’revenir après, dis-lui d’jarter, dis-lui d’venir backer

Ou laisse moi lui dire “Ferme ta gueule j’ai pas fini d’rapper

J’partirai jamais en laissant l’histoire inachevée”

Inachevé, Les Casseurs Flowters, 2016.





	

	

Résumé 

L'ensemble des travaux menés au cours de cette 
thèse concerne  l'étude de la  résonance co-orbitale. 
 
Ce domaine de trajectoires particulières, où un 
astéroïde et une planète gravitent autour du Soleil 
avec la même période de révolution, possède une 
dynamique très riche liée aux célèbres configurations 
équilatérales de Lagrange, L4 et L5, ainsi qu'aux  
configurations alignées de Euler, L1, L2 et L3.  
Un exemple majeur dans le système solaire est donné 
par les astéroïdes « troyens » qui accompagnent 
Jupiter au voisinage des équilibres L4 et L5. 
Une deuxième configuration étonnante est donnée 
par  les satellites Janus et Épiméthée qui gravitent 
autour de la planète Saturne ; suite à la forme décrite 
par la trajectoire d’un des satellites dans un repère 
tournant avec l’autre, la dynamique résultante est 
appelée « fer-à-cheval ». 
 
Un nouveau type de dynamique a été récemment mis 
en évidence dans le contexte de la résonance co-
orbitale : les « quasi-satellites ». 
Il s’agit de configurations remarquables où,  dans un 
repère tournant avec la planète, la trajectoire de 
l’astéroïde correspond à  celle d’un satellite 
rétrograde. 
Des astéroïdes accompagnant les planètes Venus, 
Jupiter et la Terre ont notamment été observés dans 
ces configurations. 
La dynamique des quasi-satellites possède un grand 
intérêt, pas seulement parce qu’elle relie les différents 
domaines de la résonance co-orbitale (voir les travaux 
de Namouni, 1999) mais aussi parce qu’elle semble 
faire le pont entre les notions de satellisation et celles 
de trajectoires héliocentriques. Cependant, bien que 
le terme « quasi-satellite" soit devenu  dominant dans 
la communauté de mécanique céleste, certains 
auteurs utilisent plutôt la terminologie « satellite 
rétrograde » révélant ainsi une ambiguïté sur la 
définition de ces trajectoires. 
Pour ces raisons, la première partie de cette thèse a 
consisté à  clarifier la définition de ces orbites en 
revisitant le cas circulaire-plan (trajectoires co-
planaires avec la planète qui gravite sur une orbite 
circulaire) dans le cadre du problème moyen. 
 
Dans la deuxième partie de cette thèse, nous avons 
développé une méthode analytique apte à explorer le 
domaine des quasi-satellites dans le cadre du 
problème moyen. 
Nous avons réalisé  cette exploration dans le cas 
circulaire-plan et proposé  une extension aux cas 
excentrique-plan et circulaire-spatial. 
 
Les récentes découvertes autour des exo-planètes 
ont motivé le développement de travaux concernant la 
résonance co-orbitale dans le problème des trois 
corps planétaire. 
Dans ce contexte Giuppone et al. (2010) ont mis en 
évidence (par une méthode numérique) les quasi-
satellites ainsi que des nouvelles familles de 
configurations remarquables: les orbites « anti-
Lagrange ». 
La troisième partie de thèse présente alors une 
méthode analytique pour l'étude planétaire, 
permettant de révéler  analytiquement les orbites anti-
Lagrange ainsi qu'une esquisse d'étude des quasi-
satellites en adaptant à ce contexte plus général la 
méthode présentée dans la seconde partie.  
 

Mots Clés 
Théorie des perturbations, Mécanique céleste, 
Problème des 3 corps, Résonance co-orbitale  

Abstract 

This work of thesis focuses on the study of the co-
orbital resonance.  
 
This domain of particular trajectories, where an 
asteroid and a planet gravitate around the Sun with 
the same period possesses a very rich dynamics 
connected to the famous Lagrange’s equilateral 
configurations L4 and L5, as well as to the Eulerian’s 
configurations L1, L2 and L3. 
A major example in the solar system is given by the 
“Trojan” asteroids harboured by Jupiter in the 
neighborhood of L4 and L5. 
A second astonishing configuration is given by the 
system Saturn-Janus-Epimetheus; this peculiar 
dynamics is known as “horseshoe”. 
 
Recently, a new type of dynamics has been 
highlighted in the context of co-orbital resonance: the 
quasi-satellites. 
They correspond to remarkable configurations: in the 
rotating frame with the planet, the trajectory of the 
asteroid seems the one of a retrograde satellite. 
Some asteroids harboured by Venus, Jupiter and the 
Earth have been observed in this kind of 
configuration. 
The quasi-satellite dynamics possesses great interest 
not only because it connects the different domains of 
the co-orbital resonance (see works of Namouni, 
1999), but also because it seems to bridge the gap 
between satellization and heliocentric trajectories. 
However, despite the term quasi-satellite has become 
dominant in the celestial mechanics community, some 
authors rather use the term “retrograde satellite”. This 
reveals an ambiguity on the definition of these 
trajectories. 
For these reasons, the first part of this thesis 
consisted in clarifying the definition of these orbits by 
revisiting the planar-circular case (planet on circular 
motion) in the framework of the averaged problem. 
 
In the second part of this thesis, we developed an 
analytic method to explore the quasi-satellite domain 
in the averaged problem. We realized this exploration 
in the planar-circular case and proposed an extension 
to the planar-eccentric and spatial-circular cases. 
 
The recent discoveries around the exo-planets 
motivated some works on the co-orbital resonance in 
the planetary Three-Body Problem. In this context, 
Giuppone et al. (2010) highlighted (numerically) the 
quasi-satellite as well as new families of remarkable 
configurations: the “anti-Lagrange”. 
Then the third part of this thesis presents an analytical 
method for the planetary problem that allows to reveal 
the anti-Lagrange orbits as well as a sketch of study 
of quasi-satellite trajectories. 
 

Keywords 
Perturbation theory, Celestial mechanics,  
Three-body problem, Co-orbital resonance 
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