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Introduction

Dans le monde industriel actuel, la conception et la qualification d’assemblages
de structures mécaniques complexes nécessitent des campagnes d’essais coûteuses et
lourdes à mettre en place. Les moyens disponibles et les délais courts ont poussé les
ingénieurs à mettre en avant les simulations numériques et leur accorder une impor-
tance majeure dans le but de compléter, orienter ou même remplacer une partie du
travail expérimental.

Étant donné que les performances des calculateurs augmentent rapidement et de
manière considérable, des phénomènes complexes peuvent être aujourd’hui modélisés
avec plus de finesse et précision afin de rendre les modèles numériques de plus en plus
réalistes. Cependant, afin qu’une simulation soit avantageuse, il faut que le temps de
calcul reste réduit. Souvent cela implique de faire des hypothèses simplificatrices et
de modéliser certains éléments ou phénomènes de manière approchée. Même l’uti-
lisation d’un modèle très raffiné ne garantit pas un résultat crédible. En effet, la
confrontation entre un modèle et l’expérience démontre souvent l’incapacité du mo-
dèle à prédire la réponse de manière fiable [Oberkampf et Roy 2010]. Par conséquent,
des questions majeures ont été soulevées quant à la validité des résultats obtenus :
«Peut-on considérer les prédictions numériques comme bases fiables pour
prendre des décisions cruciales ? Comment peut-on évaluer la précision
ou la validité d’un résultat numérique ? Quel niveau de confiance peut-on
accorder à un résultat numérique ? » L’ensemble des méthodes et procédures
développées pour répondre à ces questions et démontrer la crédibilité d’une simu-
lation s’inscrivent dans le cadre de la Vérification et Validation des modèles
(ou démarche V&V) [Babuska et Oden 2004,Hemez 2005,Oberkampf et Roy 2010].
D’après [Trucano et al. 2006], ces termes sont définis actuellement de la manière
suivante :

— La vérification est le processus qui détermine si le modèle numérique, obtenu
par discrétisation du modèle mathématique continu du phénomène physique,
et le code de calcul considéré peuvent être utilisés pour représenter le modèle
mathématique avec une précision suffisante.

— La validation est le processus qui détermine si un modèle d’un phénomène
physique représente le phénomène physique réel avec une précision suffisante,
en vue de l’utilisation prévue du modèle.
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Comme le résume bien Roache [Roache 1998], « la vérification traite des mathéma-
tiques ; la validation traite de la physique ».

Figure 1: Illustration de la démarche V&V

La démarche principale de la vérification de modèle est d’identifier, de quan-
tifier et de réduire les erreurs dues au passage d’un modèle mathématique à un
code informatique. Il s’agit alors d’évaluer la qualité du modèle vis-à-vis de la so-
lution analytique du problème de référence. La modélisation du comportement des
structures se fait par l’intermédiaire d’équations mathématiques complexes, avec des
conditions initiales et des conditions aux limites. La solution analytique exacte de ces
équations étant souvent inaccessible, on fait appel à des méthodes de discrétisation,
telles que la méthode des éléments finis, afin de rechercher une solution approchée.
L’ingénieur doit donc se poser la question : « Suis-je en train de résoudre les
équations correctement ? » (Am I solving the equations right ? ). Lors de la procé-
dure de vérification, on cherche à estimer l’écart ou l’accord entre la solution exacte
du problème analytique continu et la solution approchée du problème discrétisé.

Plusieurs travaux de recherche ont abouti au développement d’outils dits a pos-
teriori exploitant les défauts de la solution approchée pour quantifier l’erreur de
discrétisation globale de façon fiable. Des ouvrages de référence tels que [Babuška et
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Strouboulis 2001,Ramm et al. 2003,Ladevèze et Pelle 2005] présentent une descrip-
tion détaillée des principaux outils développés. On peut répartir ces outils dans trois
familles d’estimateurs d’erreur globale a posteriori. La première, introduite dans [Ba-
buška et Rheinboldt 1978], est basée sur les défauts d’équilibre de la solution ap-
prochée ; la seconde, proposée dans [Zienkiewicz et Zhu 1987], est fondée sur les
défauts de régularité de la solution approchée en utilisant le lissage des contraintes ;
et la troisième famille, décrite dans [Ladevèze et Leguillon 1983], s’appuie sur la
non-vérification de la relation de comportement en exploitant le concept d’erreur en
relation de comportement. Plus récemment, des estimateurs de l’erreur locale ont
été développés [Becker et Rannacher 2001, Ladevèze 2008] dans le but d’avoir da-
vantage d’information sur les quantités d’intérêt indispensables au dimensionnement
des structures.

Cependant, même si l’approche de vérification est nécessaire, elle ne s’intéresse
pas à la question de la relation entre le modèle mathématique et le monde réel. Rien
ne peut garantir que le modèle utilisé représente la vraie physique du comportement
mécanique de la structure étudiée. La démarche de validation a pour but d’apporter
des éléments qui permettent d’indiquer le niveau de précision avec lequel le modèle
numérique simule la réponse physique de la structure réelle. Elle se fait par un en-
semble d’essais qui permettent à l’ingénieur de répondre à la question : « Suis-je en
train de résoudre les bonnes équations ? » (Am I solving the right equations ? ).
Cette volonté de valider les modèles réalisés et de quantifier l’accord entre les mesures
physiques et les prédictions numériques a motivé le développement de techniques de
corrélation calcul-essai dans le cadre de la modélisation par éléments finis, également
appelées méthodes de recalage de modèles. La démarche consiste à rechercher
un modèle numérique dont la réponse est la plus proche possible de celle de la struc-
ture analysée expérimentalement. Le lecteur intéressé trouvera dans [Mottershead
et Friswell 1993] une revue de diverses techniques employées dans le recalage de
modèles dynamiques de structures à comportement déterministe ou incertain. Ces
méthodes utilisent un modèle paramétrable afin de minimiser la distance entre les
résultats de simulations et les résultats provenant d’analyses modales expérimen-
tales. Le recalage est généralement effectué sur les matrices de raideur, de masse et
d’amortissement du modèle dynamique. En particulier, une méthode reposant sur
le principe de l’erreur en relation de comportement modifiée a été développée au
sein du LMT-Cachan [Ladevèze 1993,Ladevèze et Chouaki 1999]. Son intérêt a été
démontré à travers différentes applications à des modèles dynamiques [Deraemaeker
et al. 2000,Ladevèze et al. 2006a,Faverjon et al. 2008,Faverjon et al. 2009] et acous-
tiques [Decouvreur et al. 2004,Decouvreur et al. 2008].

Les méthodes et procédures V&V [Babuska et Oden 2004,Trucano et al. 2006]
ont amélioré fondamentalement la crédibilité des simulations dans des domaines ma-
jeurs, tels que la sécurité des réacteurs et déchets nucléaires. Cependant, atteindre
un niveau supérieur de crédibilité exige des efforts continus et déterminés de la part
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des ingénieurs, scientifiques, universités, laboratoires de recherche, établissements
publics et des entreprises développant les codes informatiques. Ces efforts doivent
être orientés vers l’amélioration de la fiabilité des logiciels informatiques, de l’esti-
mation de la précision numérique, de la qualité des modèles physiques utilisés, et
de la formation des utilisateurs des codes. Ainsi, des benchmarks de vérification et
de validation ont été construits dans différents domaines de la mécanique, et leur
conception et utilisation ne cessent de s’améliorer [Oberkampf et Trucano 2008].

Malgré ces travaux et progrès, les modèles ne pourront jamais représenter de
manière fine et précise la complexité du monde réel. En effet, des hypothèses simpli-
ficatrices sont introduites aux modèles et les essais de validation contiennent toujours
des erreurs. De plus, l’évaluation des paramètres d’entrée des modèles est souvent
incertaine à cause d’une variabilité naturelle ou de méconnaissances. Par conséquent,
afin de pouvoir prédire le comportement des structures industrielles, et garantir leur
tenue, il est nécessaire d’analyser les types et sources d’incertitudes et de les prendre
en compte pendant la phase de conception. Les industriels ont l’habitude de pon-
dérer les résultats des simulations avec des coefficients de sécurité, mais cela fait
que les pièces étudiées sont très souvent surdimensionnées, et donc leur coût de fa-
brication et d’exploitation est assez élevé. Afin de pallier cela, il existe aujourd’hui
plusieurs familles de méthodes permettant de modéliser, propager et quantifier les
incertitudes dans les modèles numériques :

— les méthodes paramétriques probabilistes [Matthies et al. 1997,Schuëller 1997,
Sudret et Der Kiureghian 2000] ;

— les méthodes paramétriques non probabilistes [Moens et Vandepitte 2005,
Moens et Hanss 2011] ;

— les méthodes probabilistes non paramétriques [Soize 2000, Soize 2001] et les
méthodes mixtes paramétriques / non paramétriques [Soize 2010,Soize 2013] ;

— la théorie des méconnaissances [Ladevèze et al. 2006b,Louf et al. 2010].

En dépit de ces incertitudes, les ingénieurs doivent prendre des décisions ayant
des conséquences sur les consommateurs, le public et l’environnement. Pour amélio-
rer la prise de décision et éviter des incidents qui peuvent mettre en danger la sécurité
des personnes et la sûreté des installations, une connaissance fiable du comporte-
ment des structures industrielles est indispensable, particulièrement en dynamique
basses fréquences. La liaison boulonnée fait partie des éléments les plus utilisés dans
l’assemblage de ces structures. L’expérience montre que sa présence introduit des
mécanismes non-linéaires et a une influence sur le comportement dynamique de l’en-
semble [Gaul et Lenz 1997,Esteban et Rogers 2000]. Étant donné qu’il peut y avoir
des centaines ou milliers de fixations sur un assemblage industriel, vouloir prendre en
compte tous ces mécanismes dans un modèle numérique dynamique de grande taille
serait trop coûteux et complexe. Du coup, ils sont souvent négligés dans la phase de
modélisation, et les éléments de fixations sont représentés de manière simplifiée, ce
qui génère des incertitudes.

Propagation d’incertitudes à travers des modèles dynamiques
d’assemblages de structures mécaniques



Introduction 5

Ainsi, quantifier la qualité et la fiabilité du modèle numérique d’un assemblage
industriel boulonné reste une question majeure en dynamique basse-fréquence. En
particulier, le comportement dynamique des systèmes mécaniques qui équipent les
centrales nucléaires doit pouvoir être prédit en toute confiance. Pour fournir des
éléments de réponse, et étant donné que « notre confiance dans le processus de
prédiction précise exige des benchmarks » (« our confidence in the process of accu-
rate prediction does require benchmarks ») [Trucano et al. 2006], plusieurs travaux
de benchmarking en dynamique des structures ont été réalisés, sur des structures
académiques [Zang et al. 2008, Paez et Red-Horse 2008] et des structures de la-
boratoire [Link et Friswell 2003, Lermitte et al. 2008]. Néanmoins, aucun de ces
benchmarks

— ne concerne une structure complexe, assemblage de différentes sous-structures,
considérée dans son environnement industriel ;

— ne reproduit les conditions d’une étude industrielle confiée par exemple par
un bureau d’étude ;

— n’est basé sur des résultats expérimentaux obtenus dans des conditions aussi
proches de la réalité industrielle ;

— n’a permis la confrontation de différentes équipes pour l’obtention de mesures
dynamiques.

C’est dans ce contexte que le benchmark international SICODYN (pour des SI-
mulations crédibles via la COrrélation calcul-essai et l’estimation d’incertitudes en
DYNamique des structures) [Audebert 2010] a été organisé par EDF R&D (Électri-
cité de France Recherche et Développement) sur la période 2008–2010. Son but est de
quantifier la variabilité obtenue à l’issue de calculs purement prédictifs (en aveugle)
des caractéristiques dynamiques d’une pompe booster mono-étagée à axe horizon-
tal, équipant les centrales thermiques, à l’arrêt et non connectée (cf. Figure 2). Du
point de vue de l’utilité industrielle, ce benchmark a permis de montrer que l’état
de l’art des études de modélisation du comportement dynamique des pompes ne
permettait pas aux constructeurs ou aux bureaux d’étude d’atteindre, par le seul
recours du calcul, les objectifs de performance vibratoire fixés par le constructeur ou
l’exploitant. De plus, on a constaté que la dispersion des résultats de calculs aveugles
était notablement supérieure aux marges d’incertitudes proposées dans les études
paramétriques ou de propagation des incertitudes.

Il en résulte un réel besoin d’améliorer la capacité de modélisation du comporte-
ment vibratoire des structures industrielles en général, et des pompes en particulier,
ainsi que la caractérisation et la quantification des incertitudes. De ce fait, EDF R&D
propose le projet SICODYN [Audebert et al. 2014], sur la période 2012–2016. En
s’appuyant sur les résultats du benchmark SICODYN et en appliquant la démarche
V&V, l’objectif est de caractériser et quantifier, sur la base du même démonstrateur
considéré maintenant dans son environnement complexifié, les incertitudes sur le
comportement dynamique des assemblages sous deux aspects :
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(a) Pompe Booster mono-étagée à axe
horizontal

(b) CAO des 7 composants principaux assemblés

Figure 2: Démonstrateur du benchmark et du projet SICODYN

— l’aspect expérimental en cherchant à observer la variabilité liée à la diversité
des spécimens, la variabilité liée à l’opérateur et à la variation des conditions
de liaison, ainsi que la variabilité liée aux moyens de mesure et aux méthodes
de traitement des données d’essais ;

— l’aspect numérique en cherchant, d’une part, à observer l’incertitude totale
via une opération de benchmarking et, d’autre part, à caractériser par calcul
les incertitudes liées à la propagation des erreurs sur les paramètres et celles
liées à la simplification ou la non prise en compte de phénomènes physiques.

Le but final est d’avoir une boîte à outils et des méthodologies de calcul qui per-
mettent de donner à un bureau d’études ou à un industriel, soit des intervalles de
confiance, soit des coefficients de sécurité adaptés aux simulations mises en œuvre
pour réaliser le dimensionnement vibratoire des structures.

Dans le cadre de ce projet, l’objectif de cette thèse est d’améliorer le dimension-
nement vibratoire des assemblages boulonnés par la prise en compte de différents
types et sources d’incertitudes, de valeurs faibles et élevées 1, de manière simple,
efficace et peu intrusive.

Les contributions originales apportées par ce travail et décrites dans ce document
portent sur la mise en place d’un modèle dynamique de connecteur amélioré à
travers la prise en compte de faibles et fortes incertitudes sur la raideur,
à destination du milieu industriel. Ces contributions peuvent être recensées
autour de trois points majeurs :

— le premier point est lié à la comparaison de différentes méthodes de
propagation des incertitudes en dynamique des structures [Daouk
et al. 2014a,Daouk et al. 2015b]. Une analyse comparative de quelques mé-

1. Dans ce présent travail, les incertitudes ≤ 10% ont été considérées faibles, sinon fortes.
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thodes paramétriques probabilistes et la théorie des méconnaissances est me-
née et illustrée sur deux modèles numériques. Cela permet d’évaluer la capa-
cité de prédiction de ces méthodes en terme de précision et de coût de calcul ;

— le second point est consacré à l’analyse modale expérimentale de struc-
tures boulonnées dans le but de quantifier l’impact de la présence
d’une liaison boulonnée sur le comportement dynamique global
d’un assemblage mécanique. A cet effet, un banc d’essai dynamique com-
portant une liaison boulonnée paramétrable a été conçu, réalisé puis étu-
dié [Daouk et al. 2015a,Louf et al. 2015,Daouk et al. 2017]. Ensuite, l’intérêt
est porté sur un sous-système de la pompe de la figure 2. La démarche qui a
été mise en place est universelle et peut être appliquée à l’étude de tout type
de liaisons mécaniques ;

— le troisième point concerne l’extension de la théorie des méconnais-
sances pour permettre la propagation d’un ensemble de faibles et
fortes incertitudes en dynamique des structures [Daouk et al. 2014b].
Ces développements sont appliqués à divers modèles dynamiques d’assem-
blages mécaniques en considérant de fortes incertitudes sur la raideur de
liaison en plus de faibles incertitudes sur des paramètres de raideur de la
structure.

Les différents points abordés dans ce travail de recherche constituent donc des
éléments de réponse aux questions soulevées par le projet SICODYN. La conception
et le dimensionnement du banc d’essai et d’autres pièces mécaniques ont été effec-
tués sous Catia V5 2. L’implémentation des diverses méthodes et techniques utilisées
et développées dans ce travail a été réalisée au sein de Cast3M 3 qui est un code de
calcul pour l’analyse de structures par la méthode des éléments finis. Le logiciel LMS
Test.Lab 4 a été utilisé pour l’acquisition de toutes les données expérimentales, dont
certaines ont été traitées ensuite sur MATLAB 5.

Le document est divisé en quatre parties, organisées de la manière suivante :

— la première partie dresse un état de l’art des différentes approches de quan-
tification des incertitudes et de modélisation des fixations boulonnées en dy-
namique des structures. Après avoir détaillé les différentes sources et types
d’incertitudes, les principales familles de méthodes de propagation et quantifi-
cation des incertitudes dans les modèles dynamiques de structures mécaniques
sont présentées. La fin de cette partie est consacrée à un état de l’art, non

2. http://www.3ds.com/fr/produits-et-services/catia/
3. http://www-cast3m.cea.fr
4. http://www.plm.automation.siemens.com/fr_fr/products/lms/testing/test-lab/
5. http://fr.mathworks.com/products/matlab/
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exhaustif, sur les différentes modélisations existantes des fixations boulonnées.

— la seconde partie concerne la caractérisation expérimentale des incertitudes
dans les assemblages boulonnés, liées aux paramètres de liaison. Les dé-
marches de conception et de réalisation d’un banc d’essai dynamique basé
sur une structure boulonnée sont décrites. Une analyse modale expérimen-
tale de ce montage est menée dans le but d’améliorer notre compréhension
de la variabilité du comportement dynamique des assemblages boulonnés.

— la troisième partie s’attache à l’extension de la théorie des méconnaissances
pour la prise en compte de fortes incertitudes dans les modèles dynamiques de
structures boulonnées. Suite à la description des développements analytiques
permettant de considérer la présence de plusieurs faibles et fortes incerti-
tudes sur des paramètres structuraux de raideur, la pertinence et la fiabilité
de cette technique sont illustrées sur quelques modèles simples d’assemblages
mécaniques.

— la quatrième et dernière partie est consacrée à l’étude de l’assemblage d’un
sous-système de la pompe. Une brève présentation de l’organisation et des
verrous technologiques du projet SICODYN est effectuée. L’analyse modale
expérimentale de l’assemblage de deux composants de la pompe et la pro-
pagation de faibles et fortes incertitudes dans son modèle dynamique per-
mettent d’évaluer l’applicabilité de la théorie des méconnaissances en milieu
industriel.
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Chapitre 1

Etude des incertitudes

Ce premier chapitre présente une étude bibliographique
sur les types et les sources d’incertitudes rencontrées lors

de l’analyse d’un système mécanique. Cette étude
permettra d’incorporer aux modèles numériques une

stratégie de propagation et quantification des incertitudes
qui les rendra plus robustes aux incertitudes et améliorera

la prise de décision.
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12 Etude des incertitudes

Dans le but de comprendre et généraliser les phénomènes physiques observés,
des scientifiques tels que Descartes et Newton ont mis en place des formalismes ma-
thématiques rigoureux et les ont appliqués à la physique. Ainsi, le modèle mathé-
matique d’un phénomène physique a été défini comme une représentation abstraite
et idéale du phénomène par des relations mathématiques en lien avec la théorie
scientifique relative à ce phénomène, dont la solution peut être observée expéri-
mentalement. Mais une révolution majeure a eu lieu avec la naissance du monde
numérique durant la seconde moitié du siècle passé. On commence à parler du mo-
dèle numérique qui est la version discrétisée du modèle mathématique telle que
prise en compte par l’ordinateur. La modélisation devient alors un outil indispen-
sable utilisé par les ingénieurs dans la conception, la fabrication et le pilotage de
structures industrielles.

Les performances des calculateurs augmentent considérablement et rapidement,
ce qui permet aux ingénieurs de modéliser des phénomènes et résoudre des équations
de plus en plus complexes. Ainsi, le calcul et les simulations numériques sont em-
ployés quotidiennement, dans les mondes académique et industriel, dans le but de
concevoir des produits (e.g. voitures, avions, trains, ponts, centrales nucléaires, . . . )
ou fournir des prédictions (e.g. bourse, changement climatique, météorologie, . . . ).
Dans le cas de l’industrie mécanique, cela permet également de compléter, orienter
ou même remplacer une partie du travail expérimental qui est beaucoup plus coû-
teux et lourd à mettre en place.

Cependant, malgré les améliorations extraordinaires apportées au calcul numé-
rique et à la richesse des quantités calculées, les modèles ne pourront jamais repré-
senter de manière fine et précise la complexité du monde réel. La complexification
des modèles numériques s’accompagne de façon inéluctable d’une augmentation des
sources potentielles d’incertitudes. En effet, certains phénomènes ou comportements
tels que la défaillance d’une entité présentent une variabilité et sont très difficiles à
prédire. La phase de modélisation contient aussi des hypothèses simplificatrices et
approximations numériques introduites au modèle dans le but de réduire les temps
de calcul. De plus, l’identification des paramètres influençant les systèmes étudiés
(pression, température, . . . ) est souvent difficile et imprécise, donc incertaine. Pour
illustrer, on considère l’exemple de l’analyse vibratoire d’un véhicule automobile. Les
modèles numériques actuels parviennent à synthétiser les premières résonances uni-
quement et les écarts entre les calculs et les essais augmentent vite avec la fréquence.
La figure 1.1 montre une forte variabilité des modules de fonctions de réponse en fré-
quence (FRF) mesurées sur 20 voitures nominalement identiques pour deux points
d’observation différents [Durand et al. 2008].

En conséquence, un modèle numérique ne pourra jamais restituer la réponse
réelle de la structure qu’il représente, aussi avancé et précis qu’il soit. Un écart
persistera à cause des fluctuations naturelles des spécimens d’un système. En dépit
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Figure 1.1: Modules de FRF de 20 voitures nominalement identiques pour deux
points d’observation différents (tirées de [Durand et al. 2008])

de cela, les ingénieurs doivent prendre des décisions ayant des conséquences sur la
sécurité, la fiabilité et la performance des systèmes. Pour réduire cet écart, améliorer
la prise de décision et éviter de mettre en danger les consommateurs, le public et
l’environnement, il est nécessaire d’identifier les sources incertitudes et de distinguer
leurs types. Cela permettra également d’incorporer aux modèles une stratégie de
quantification des incertitudes qui les rendra plus robustes aux incertitudes.

1.1 Types d’incertitudes

La plupart des chercheurs distinguent deux types d’incertitudes selon la quantité
d’information disponible sur les fluctuations de la grandeur d’intérêt : aléatoire lors-
qu’elle est due à une variabilité naturelle, et épistémique si elle est due à un manque
de connaissance [Ferson et Ginzburg 1996,Oberkampf et al. 2002, Der Kiureghian
et Ditlevsen 2009]. Dans [Oberkampf et al. 2002], on distingue de plus l’erreur, une
lacune identifiable dans la phase de modélisation ou d’expérimentation qui n’est pas
due à une méconnaissance.

Il existe néanmoins d’autres manières de classer les incertitudes. En effet, Ca-
merer et Weber [Camerer et Weber 1992] emploient le terme ambiguïté pour parler
du manque d’information. Ce terme est défini comme l’incertitude par rapport à
la probabilité provenant du manque d’informations importantes qui pourraient être
connues. Dubois [Dubois 2010] prétend que toutes les incertitudes sont de nature
épistémique. Mais il reconnaît que l’incertitude peut avoir plusieurs origines, à savoir
être due à la variabilité naturelle d’un phénomène, à des informations incomplètes
ou contradictoires. Blockley [Blockley 2013] propose une définition de l’incertitude
dans un espace orthogonal tridimensionnel : l’axe de l’aléatoire (randomness) qui
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signifie un manque d’un motif ou schéma spécifique, l’axe de l’incomplétude (incom-
pleteness) qui se réfère à ce qu’on ne connaît pas, et l’axe du flou (fuzziness) qui
indique une imprécision ou ambiguïté. Cette définition de l’incertitude est motivée
par le fait que la classification aléatoire/épistémique n’est pas suffisamment riche
pour une prise de décision pratique.

1.1.1 Incertitude aléatoire

Le mot aléatoire dérive du terme latin alea qui signifie « lancer les dés ». L’in-
certitude est considérée aléatoire si elle est irréductible provenant d’une variabilité
naturelle. Une incertitude est qualifiée comme aléatoire si on suppose qu’elle est
intrinsèque à un phénomène aléatoire, et apparaît généralement entre les membres
d’une même population présentant des variations temporelles ou spatiales. Curieu-
sement, ce terme alea est employé également dans un cadre artistique pour parler
de l’improvisation. On trouve dans la littérature d’autres références à ce type d’in-
certitude, comme l’incertitude irréductible, la variabilité, l’incertitude intrinsèque et
l’incertitude stochastique.

En mécanique des structures, on considère que les incertitudes sont aléatoires si
elles sont liées

— aux propriétés matériau (raideur, endommagement, nombre de cycles à rup-
ture, etc.) ;

— à l’usinage et aux défauts de fabrication ;
— aux conditions aux limites et conditions du milieu environnant (température,

humidité, . . . ) ;
— au spectre des chargements et excitations extérieures.

L’utilisation d’un modèle probabiliste s’avère appropriée pour représenter et pro-
pager les incertitudes aléatoires. D’un point de vue mathématique, ce modèle est
souvent une densité de probabilité (notée PDF pour Probability Density Function)
ou fonction de répartition (notée CDF pour Cumulative Density Function) connue
et justifiée dans la littérature.

1.1.2 Incertitude épistémique

Le mot épistémique dérive du terme grec επιστηµη (episteme) qui signifie connais-
sance. On trouve dans la littérature d’autres références à ce type d’incertitude,
comme l’incertitude réductible, l’état de connaissance, l’incertitude subjective et
l’incertitude cognitive. Ainsi, une incertitude est considérée épistémique si elle pro-
vient d’un manque d’information ou méconnaissance. Elle apparaît généralement
lors de la modélisation de systèmes complexes, lorsque des phénomènes physiques
sont négligés ou des représentations sont simplifiées. Par exemple, lors de l’étude du
comportement dynamique du modèle d’un assemblage boulonné, il est assez com-
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mun de ne pas modéliser les boulons dans leur intégralité, ou de les modéliser par
des barres ou des poutres, en omettant ainsi le frottement entre le boulon et la pièce.
De plus, les phénomènes de glissement et de frottement dans les zones de contact
entre les sous-structures sont souvent négligés en modélisant la liaison boulonnée
par une liaison collée ou rigide.

Le passage d’un modèle continu à un modèle discrétisé s’accompagne aussi d’er-
reurs numériques dues aux effets de discrétisation et les tolérances de convergence,
même lorsque le maillage est très fin et sa taille est inférieure au seuil de conver-
gence. L’incertitude épistémique est également manifeste quand on dispose de peu
de données expérimentales, ou aucune donnée, pour un paramètre physique, et lors-
qu’on a une compréhension limitée des phénomènes physiques complexes étudiés.

Si le choix du cadre probabiliste est justifié pour les incertitudes aléatoires pour
lesquelles on dispose de données suffisantes permettant l’ajustement des fonctions de
densité de probabilité, il peut être remis en cause pour les incertitudes épistémiques
dont la caractérisation s’appuie uniquement sur l’avis d’expert. Ainsi, il est commun
de représenter les incertitudes épistémiques dans des intervalles de confiance, et
d’utiliser l’analyse des intervalles pour les propager [Moore 1966]. Il est difficile de
quantifier ou modéliser ces incertitudes, mais on peut les réduire en rassemblant
davantage d’informations (résultats expérimentaux, opinion d’expert, etc.) ou en
améliorant la définition des modèles, ce qui nécessite du temps et des resources.
Habituellement, l’incertitude épistémique est représentée par un intervalle sans PDF
associée, ou bien par une PDF décrivant le niveau de croyance et plausibilité de
l’analyste [Agarwal et al. 2004,Park et Grandhi 2012].

1.1.3 Aléatoire ou épistémique ?

La différence entre l’incertitude épistémique et aléatoire n’est pas toujours facile
à faire lors de l’analyse d’un système. A titre d’exemple, lors de la procédure de
fabrication de pièces mécaniques, la mesure des grandeurs géométriques des pièces
montre que la valeur réelle est différente de la valeur nominale. Si on considère la
longueur d’une pièce comme variable aléatoire, et si on ne peut mesurer qu’un petit
nombre d’échantillons de la population, alors on ne sera pas capable de caractériser
la PDF de cette variable de façon précise. Dans ce cas, l’incertitude sur la longueur
des pièces peut être considérée comme une combinaison d’incertitude aléatoire et
épistémique. Si on apporte de l’information en mesurant davantage d’échantillons
des pièces fabriquées, on peut déterminer la forme et les paramètres de la PDF avec
plus de précision. Lorsqu’on considère un nombre suffisamment important d’échan-
tillons, il est possible de qualifier l’incertitude sur la longueur comme purement
aléatoire décrite par une PDF précise.

La distinction entre les incertitudes aléatoires ou épistémiques est importante
car les décisions prises en conséquence sont différentes. Si l’incertitude est aléatoire
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due à une variabilité, alors une action concrète doit être prise pour éviter les effets
dangereux potentiels d’une telle variabilité. Si l’incertitude est épistémique due à des
informations incomplètes, la meilleure décision serait probablement de chercher à la
réduire en recueillant de l’information. De plus, il est essentiel de pouvoir distinguer
les types d’incertitudes car les représentations mathématiques et méthodes de pro-
pagation sont différentes [Ferson et Ginzburg 1996]. Néanmoins, même si certains
prétendent qu’une distinction franche et nette entre ces deux types est possible,
il est souvent très difficile de déterminer, lors de la phase de modélisation, si une
incertitude particulière devrait être considérée aléatoire ou épistémique. Le rôle du
constructeur du modèle est d’effectuer cette distinction selon les circonstances et
les données disponibles. Ses choix personnels de modélisation sont conditionnés par
la connaissance scientifique et les données disponibles, mais surtout par le besoin
pratique d’avoir un modèle fin pour améliorer la prise de décision à partir des calculs
prédictifs [Der Kiureghian et Ditlevsen 2009].

1.2 Classification des sources d’incertitudes

Au cours des années passées, un intérêt considérable s’est manifesté sur la re-
cherche des sources d’incertitudes, surtout celles introduites dans les modèles ma-
thématiques et les outils de simulation numérique. Les ingénieurs, les scientifiques
et les décideurs ont commencé à distinguer et caractériser les différentes sources
responsables de l’écart observé entre les prédictions numériques et le comportement
de la structure réelle. Généralement, les incertitudes en mécanique des structures
proviennent de plusieurs sources : les incertitudes paramétriques et les incertitudes
de modélisation dans les phases de conception et modélisation, et les incertitudes
expérimentales lors de la réalisation d’essais. Dans les phases de vérification et
de validation, il est très important de prendre en compte chacune de ces sources
de manière appropriée selon la quantité d’information disponible afin d’apporter
les améliorations nécessaires. Une description complète de ces sources est effectuée
dans [Oberkampf et Roy 2010].

1.2.1 Incertitudes sur les paramètres

Ce sont des incertitudes liées aux paramètres d’entrée du modèle, tels que ceux
relatifs aux dimensions, au comportement des matériaux ou aux conditions aux li-
mites. Ces paramètres sont estimés à partir de données issues du retour d’expérience.
En théorie il faut disposer d’un nombre infini de données observées pour que l’esti-
mation puisse être considérée comme dénuée d’erreur. Vu que ceci est impossible en
pratique, il en résulte la présence d’incertitudes sur ces paramètres.

Dans le domaine de la mécanique des structures, les données « physiques » d’en-
trée d’un modèle sont généralement constituées de
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— paramètres décrivant la géométrie de l’ensemble de la structure, comme les
dimensions, les épaisseurs et sections, etc. ;

— paramètres définissant la loi de comportement, tels que le module d’Young,
la raideur, le coefficient de Poisson, la limite d’élasticité, etc. ;

— paramètres décrivant les chargements extérieurs, tels que les forces d’excita-
tion, l’état de précontrainte, le couple de serrage, etc. ;

— paramètres liés aux conditions aux limites, comme les déplacements imposés,
les raideurs de contact, etc.

Les incertitudes paramétriques sont souvent considérées de nature aléatoire.
Néanmoins, dans certains cas, elles sont de nature mixte car une partie de l’in-
certitude décroît et peut disparaître en augmentant la qualité et la quantité des
données disponibles.

1.2.2 Incertitudes de modélisation

Ces incertitudes résultent de simplifications et d’hypothèses relatives à un manque
de connaissance sur un système ou le comportement d’une structure dans des condi-
tions variées [Ditlevsen 1983].

L’incertitude de modélisation (ou incertitude de modèle) est principalement épis-
témique car elle concerne des changements dans la structure du modèle. Le processus
de modélisation induit des erreurs de modélisation, liées au niveau de détail du mo-
dèle, qui empêchent le modèle d’être complètement représentatif du système réel,
telles que

— les erreurs numériques qui incluent l’erreur de discrétisation, l’erreur de conver-
gence, et les erreurs faites lors de l’implémentation et la programmation (par-
fois qualifiées d’incertitudes numériques) ;

— la simplification, la négligence ou l’ignorance des dépendances structurelles
entre les différentes variables du modèle mathématique ou du modèle proba-
biliste ;

— les hypothèses simplificatrices au niveau des lois de comportement ;
— la simplification de la géométrie ;
— les formulations mathématiques approchées et les approximations effectuées

dans la modélisation de certaines parties du système telles que les conditions
aux limites (fondation élastique rigide encastrée, . . . ) et les liaisons (hypo-
thèses de linéarité, . . . ) ;

— les variables cachées ou volontairement omises (dimension réduite, . . . ) ;
— les négligences de certaines propriétés intrinsèques comme l’amortissement,

et de certains phénomènes non linéaires tels que le cisaillement, le frottement,
le glissement et le décollement dans les zones de contact.

Afin de réduire ces incertitudes, il suffit de construire le modèle pour qu’il soit le
plus proche possible de la structure réelle. Cependant, le niveau de détail du modèle
est limité car il engendre deux problèmes, qui sont le coût de la complexité et de
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calcul du modèle, et l’augmentation du nombre d’incertitudes paramétriques. Par
conséquent, l’incertitude totale dans le modèle simplifié n’est pas nécessairement
plus forte que dans le modèle détaillé.

1.2.3 Incertitudes expérimentales

La réalisation d’essais sur une structure ne peut pas être considérée comme un
travail parfait. Cette étape essentielle à la validation des modèles comporte égale-
ment des incertitudes et erreurs de mesure qui proviennent principalement

— du bruit de mesure et des erreurs de calibration ;
— des erreurs de positionnement et orientation des excitateurs et capteurs ;
— de la variabilité de comportement de la structure en fonction de sa procédure

de fabrication, la température extérieure, son âge, son niveau d’endommage-
ment et de fatigue ;

— des incertitudes sur le niveau de chargement et les conditions aux limites ;
— de la variabilité liée à l’opérateur, à l’appareil de mesure (processus d’acqui-

sition et de traitement des données mesurées) et à la méthode d’analyse ;
— de la variation des conditions de liaison, tels que la précharge des boulons,

ainsi que le nombre et la position des boulons serrés.

Ces sources d’incertitudes génèrent une variabilité sur les données mesurées. De
plus, on dispose généralement de peu, voire très peu, de données expérimentales car
le coût de réalisation d’essais sur des structures industrielles est très élevé. Souvent
on ne teste qu’une seule structure, et l’analyse d’une seule géométrie ne permet pas
d’observer la dispersion de fabrication. De plus, on ne réalise qu’un nombre réduit
d’essais pour représenter le comportement de la structure en un nombre restreint de
points et pour un ensemble réduit de sollicitations. Les mesures disponibles peuvent
aussi ne fournir qu’une information indirecte sur les paramètres d’intérêt. Tout cela
engendre des écarts considérables lors de toute tentative de corrélation calcul-essai
ou de recalage du modèle à partir de mesures expérimentales.
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Chapitre 2

Quantification des incertitudes dans
les modèles dynamiques

Dans ce chapitre, on dresse un état de l’art, non
exhaustif, des principales méthodes de propagation et

quantification des incertitudes dans les modèles
dynamiques de structures mécaniques. Après avoir
présenté le principe et les caractéristiques de chaque

méthode, la théorie des méconnaissances est décrite dans
le cadre de faibles incertitudes. Des analyses comparatives
de plusieurs méthodes permettent d’évaluer leur capacité
de prédiction en terme de précision et de coût de calcul.
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De plus en plus de structures industrielles sont des assemblages de pièces à géomé-
trie complexe ayant des caractéristiques non-linéaires. En analysant numériquement
ces structures mécaniques, les ingénieurs tendent généralement à considérer que leurs
modèles mathématiques et leurs paramètres sont déterministes. Cependant, le re-
tour d’expérience montre que ces éléments sont souvent incertains, à cause d’une
variabilité naturelle ou d’une méconnaissance.

Afin de garantir la tenue des structures et prendre en compte les incertitudes,
il est commun de définir des coefficients de sécurité pour pondérer les résultats des
simulations numériques. Mais cela résulte en un surdimensionnement des pièces, ce
qui élève leur coût de fabrication et d’exploitation. C’est pourquoi plusieurs travaux
de recherche ont été menés pour modéliser et quantifier les incertitudes dans les
structures mécaniques de manière plus précise.

Il existe aujourd’hui plusieurs familles de méthodes permettant de modéliser,
propager et quantifier les incertitudes aléatoires et épistémiques dans les modèles
numériques (cf. Figure 2.1) :

— les méthodes paramétriques probabilistes [Matthies et al. 1997,Schuëller 1997,
Sudret et Der Kiureghian 2000] ;

— les méthodes paramétriques non probabilistes [Moens et Vandepitte 2005,
Moens et Hanss 2011] ;

— les méthodes probabilistes non paramétriques [Soize 2000,Soize 2001] et mixtes
paramétriques / non paramétriques [Soize 2010,Soize 2013] ;

— la théorie des méconnaissances [Puel 2004,Ladevèze et al. 2006b,Louf et al.
2010].

Ce chapitre brosse un état de l’art, non exhaustif, de ces méthodes qui sont
utilisées dans plusieurs domaines de la mécanique. Dans un premier temps, une
présentation générale des différents concepts et cadres mathématiques sera effectuée,
avec une description plus détaillée des méthodes paramétriques probabilistes. Puis,
dans un second temps, la théorie des méconnaissances sera décrite dans le cadre
de faibles incertitudes (≤ 10%) en dynamique des structures. Enfin, la dernière
partie est consacrée à une analyse comparative de quelques méthodes paramétriques
probabilistes et la théorie des méconnaissances, en terme de précision et de coût de
calcul. Cette comparaison est réalisée sur deux modèles de structures mécaniques
dans le cas de faibles incertitudes en dynamique.

2.1 Incertitudes et probabilités

Les méthodes probabilistes sont les méthodes non déterministes les plus em-
ployées pour le traitement des incertitudes car elles sont basées sur l’usage des
probabilités. Leur objectif est d’étudier la variabilité des grandeurs de sortie du
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Figure 2.1: Illustration du principe de propagation des incertitudes

modèle causée par des incertitudes aléatoires portant sur les paramètres d’entrée.
Afin de mieux comprendre le cadre mathématique de ces méthodes, on commencera
par rappeler quelques notions pertinentes de la théorie des probabilités, pour en-
suite préciser comment modéliser les paramètres incertains en termes probabilistes
et comment formuler un problème stochastique de manière générique.

2.1.1 Rappels de probabilités

L’introduction des probabilités dans la mécanique nécessite l’utilisation d’outils
mathématiques avancés. On présentera ici certains d’entre eux ainsi que la notation
utilisée dans la suite de ce rapport. Pour plus d’approfondissement sur la théorie
des probabilités, on pourra consulter par exemple [Delmas 2013].

2.1.1.1 Généralités

La notion de probabilité est liée à celle d’expérience aléatoire. Une expérience
est aléatoire si l’on ne peut pas prédire avec certitude son résultat. Le résultat d’une
expérience aléatoire est appelé réalisation, notée θ. Tous les résultats possibles d’une
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réalisation forment un espace appelé l’espace des réalisations, noté Θ. Un événement
B est défini comme un sous-ensemble de Θ contenant des réalisations θ ∈ Θ. Ainsi,
l’ensemble certain est tout l’espace Θ et l’événement impossible est l’ensemble vide
∅. L’intersection (respectivement l’union) de deux événements B et C est notée B∩C
(respectivement B∪C). En considérant que Θ est dénombrable, on note dans ce cas
F = P(Θ) l’ensemble des sous-ensembles de Θ. On dit alors que B est un événement
si B ∈ F .

L’objectif de la théorie des probabilités est d’associer des chiffres à des événe-
ments, à savoir leur probabilité de réalisation. Une probabilité (ou mesure de proba-
bilité) est une fonction P de l’ensemble des événements F vers [0,1] telle que :

— P(Θ) = 1 et P(∅) = 0.
— Si (Bi, i ∈ I) est une collection finie ou dénombrable d’événements (Bi ∈
F , ∀i ∈ I) disjoints deux à deux (Bi ∩ Bj = ∅, i 6= j, Bi, Bj ∈ F , i, j ∈ I),
alors :

P

(⋃
i∈I

Bi

)
=
∑
i∈I

P(Bi) (2.1)

Le triplet (Θ,F ,P) est appelé espace de probabilités. Une variable aléatoire réelle
X est une application mesurable X : θ ∈ Θ 7→ X(θ) ∈ DX ⊂ R. On préférera la
notation X(θ) quand on voudra souligner le caractère aléatoire de X. Si DX est un
ensemble discret, la variable aléatoire est dite discrète, sinon elle est dite continue.
La variable aléatoire X est complètement définie par sa fonction de répartition FX
prenant des valeurs entre 0 et 1 :

FX(x) = P(X ≤ x), x ∈ R (2.2)

La variable aléatoire X peut être également définie par sa densité de probabilité fX
qui n’est autre que la fonction dérivée de FX : FX(x) =

∫ x
−∞ fX(u) du pour tout

x ∈ R.

Dans ce qui suit, les notions présentées concernent la famille de lois
continues. Ils se généralisent au cas de la famille de lois discrètes en rem-
plaçant le signe

∫
dx par

∑
x.

La notion d’espérance est la formalisation du concept de « en moyenne ». L’espé-
rance mathématique E[•] d’une variable aléatoire réelle correspond à la valeur que
l’on s’attend à trouver, en moyenne, si l’on répète un grand nombre de fois la même
expérience aléatoire. Dans le cas de variables aléatoires continues, la moyenne µ, la
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variance Var[•], l’écart-type σ et le moment d’ordre n s’écrivent respectivement :

µX ≡ E[X] =

∫
DX

xfX(x) dx (2.3)

Var[X] = σ2 = E[(X − µX)2] =

∫
DX

(x− µX)2fX(x) dx (2.4)

E[Xn] =

∫
DX

xnfX(x) dx (2.5)

Un vecteur aléatoire est un vecteur dont les composantes sont des variables aléa-
toires. Connaissant la densité f(X,Y ) du vecteur aléatoire continu (X, Y ), la cova-
riance des variables X et Y est définie par :

Cov[X, Y ] = E[(X − µX)(Y − µY )] =

∫
DX

∫
DY

(x− µX)(y − µY )f(X,Y )(x, y) dx dy

(2.6)

Un champ aléatoire est une fonction à valeurs dans R, qui dépendent de l’aléa θ et
de l’espace x. Il est généralement caractérisé par la donnée d’une moyenne et d’une
variance qui dépendent de l’espace, et d’une fonction de covariance entre deux points
de l’espace.

Parmi les lois à densité d’usage fréquent en mécanique probabiliste, on trouve :
— la loi uniforme U[a,b] sur l’intervalle [a, b], dont la densité s’écrit :

fX(x) =
1

b− a
1[a,b](x) (2.7)

où 1[a,b](x) est la fonction indicatrice sur l’intervalle [a, b], valant 1 si x ∈ [a, b]
et 0 sinon. La moyenne est E[X] = (b + a)/2 et la variance est Var[X] =
(b− a)2/12.

— la loi gaussienne ou normale N (µ, σ2) de paramètres µ ∈ R et σ, de densité
définie pour x ∈ R par :

fX(x) =
1√

2πσ2
e−

(x−µ)2

2σ2 (2.8)

Cette loi a une importance capitale en calcul des probabilités et en statistique.
Par exemple, elle apparaît naturellement comme la loi d’erreurs de mesures,
d’après le théorème central limite (cf. paragraphe 2.1.1.3). Elle permet de
construire des modèles robustes pour lesquels des calculs explicites peuvent
être faits. Les paramètres de cette loi ont une interprétation immédiate : µ
est la moyenne et σ2 la variance.
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— Puisque le domaine de définition de la loi normale est l’ensemble R, des
réalisations négatives peuvent se produire ce qui n’a pas de sens physique pour
des paramètres tels que la masse ou la raideur. Pour résoudre ce problème,
on utilise la loi log-normale de moyenne µ et d’écart-type σ, dont la densité
de probabilité est définie sur R∗+ par

fX(x) =
1

x
√

2πσ2
e−

(ln x−µ)2

2σ2 (2.9)

Contrairement à la loi normale, la densité de probabilité de la loi log-normale
n’est pas symétrique autour de la valeur moyenne.

2.1.1.2 Principe du maximum d’entropie

On souhaite en pratique pouvoir déterminer les lois de probabilité des paramètres
d’un modèle étudié tout en disposant d’une connaissance imparfaite. Il s’avère que le
problème de la construction de la loi de probabilité a priori d’une variable aléatoire
sous la contrainte définie par l’information disponible est un problème mal posé
car une infinité de solutions existe. L’entropie de Shannon [Shannon 1948] a été
introduite comme une fonction mathématique qui, intuitivement, correspond à la
quantité d’information contenue ou délivrée par une source d’information, mesurant
l’incertitude relative associée à une loi de probabilité. Pour une variable aléatoire X
de densité fX , on définit l’entropie de la loi par

H = −E [log(fX)] (2.10)

= −
∫
DX

fX(x) log(fX(x)) dx si X est continue

Le principe du maximum d’entropie [Jaynes 1957,Kapur et Kesavan 1992] est
un outil très efficace qui permet de construire une loi de probabilité sous la contrainte
définie par l’information disponible. On construit alors de manière unique la loi de
probabilité maximisant l’incertitude et prenant en compte l’information disponible.
Par définition de l’entropie, de toutes les distributions possibles, celle ayant une
entropie maximale contient le moins d’information, et elle est donc pour cette raison
la moins arbitraire de toutes celles que l’on pourrait utiliser.

Pour illustrer, on suppose qu’on cherche à déterminer une loi de probabilité sur
l’intervalle [a, b], a 6= b. Maximiser l’entropie H sous la contrainte de normalisation∫ b
a
fX(x) dx = 1 implique que

fX(x) =
1

b− a
(2.11)

ce qui correspond à la loi uniforme. Ce résultat semble logique car aucun point de
l’intervalle [a, b] n’a de raison d’être plus probable qu’un autre. Par conséquent, la
loi uniforme est généralement utilisée quand on n’a aucune connaissance préalable
sur la dispersion des paramètres d’entrée du modèle.
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2.1.1.3 Théorèmes limites

La dernière partie de ces rappels est consacrée à la présentation des deux résultats
fondamentaux de la théorie des probabilités : la loi forte des grands nombres qui
assure que la moyenne arithmétique de données aléatoires converge vers la moyenne
théorique quand le nombre d’observations indépendantes augmente et le théorème
central limite qui précise la vitesse de cette convergence.

Loi forte des grands nombres
Soit (Xn, n ∈ N∗) une suite de variables aléatoires réelles ou vectorielles indépen-
dantes, de même loi et intégrables (c’est-à-dire E[|Xn|] <∞). Alors la moyenne
empirique Xn = 1

n

∑n
k=1Xk converge vers E[X1]. Ainsi on a :

Xn =
1

n

n∑
k=1

Xk −−−→
n→∞

E[X1] (2.12)

De plus, on a E[|Xn − µ|]→ 0 quand n→∞.
Ainsi, la moyenne des n premiers termes d’une suite de variables aléatoires indé-

pendantes de même loi converge presque sûrement vers une constante non aléatoire,
i.e leur espérance mathématique, lorsque n tend vers l’infini. En pratique, cela signi-
fie que la moyenne observée converge presque sûrement vers la moyenne théorique.
Cette loi s’avère très utile pour le calcul numérique et les simulations, en approchant
la valeur d’une intégrale continue par une somme finie de termes. Elle est ainsi la
base des techniques d’intégration numérique.

Théorème central limite (TCL)
Soit (Xn, n ∈ N∗) une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, de
même loi et de carré intégrable (c-à-d E[|X2

n|] < ∞). On pose µ = E[Xn],
σ2 = V ar(Xn) = E[(Xn − µ)2] et la moyenne empirique Xn = 1

n

∑n
k=1Xk. On a :

√
n (Xn − µ) =

∑n
k=1 Xk − nµ√

n
−−−→
n→∞

N (0, σ2) (2.13)

ou bien
√
n (Xn − µ)

σ
=

∑n
k=1Xk − nµ
σ
√
n

−−−→
n→∞

N (0, 1) (2.14)

Ainsi, pour la loi gaussienne, on peut démontrer que, pour a > 0, on a :

P
(
µ

[
Xn −

aσ√
n
, Xn +

aσ√
n

])
−−−→
n→∞

∫ a

−a
e−

x2

2
dx√
2π

(2.15)

De manière pratique, si l’on désire donner une approximation de µ, à l’aide de la
moyenne empirique Xn, on peut fournir un intervalle aléatoire

In =

[
Xn −

aσ√
n
, Xn +

aσ√
n

]
(2.16)
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contenant la valeur moyenne µ, avec une probabilité asymptotique P(|Y | < a) =
1−α, où Y est une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduiteN (0, 1).
L’intervalle In est appelé intervalle de confiance de µ de niveau asymptotique 1−α.
Les valeurs les plus courantes sont α = 5%, soit 1−α = 95% et a ' 1.96, et α = 1%,
soit 1 − α = 99% et a ' 2.58. Ce théorème montre que les sommes de variables
aléatoires finies, indépendantes et de même loi quelconque ont tendance à suivre une
distribution selon une loi gaussienne. En pratique, on peut alors affirmer que si le
résultat d’une mesure est la somme de plusieurs effets individuellement négligeables
et indépendants, alors cette mesure est distribuée selon une loi gaussienne.

2.1.2 Modélisation probabiliste des paramètres incertains

Quand on envisage une modélisation probabiliste des paramètres incertains, on
commence par les définir dans un espace de probabilité convenable. Si l’on décide
de modéliser un paramètre mécanique incertain h par une variable aléatoire (e.g. les
paramètres de liaison tels que raideurs, coefficients de frottement et jeux), on fait
l’hypothèse qu’il est homogène en espace. Dans ce cas, on l’écrit :

h(θ) = h (1 + δ ξ(θ)) (2.17)

où h est la valeur moyenne du paramètre, δ le coefficient de variation du paramètre
et ξ(θ) une variable aléatoire suivante une loi de probabilité donnée décrivant la
variation aléatoire du paramètre.
Si ce choix s’avère restrictif, on décidera de modéliser ce paramètre par un champ
aléatoire tenant compte de sa variabilité spatiale. En effet, les champs aléatoires
décrivent de manière plus réaliste des paramètres mécaniques incertains qui néces-
sitent parfois la prise en compte de la variabilité spatiale, tels que les paramètres
structuraux (e.g. paramètres matériau, géométrie, conditions aux limites). Cela rend
les calculs plus difficiles vu qu’à chaque point de l’espace est associée une densité de
probabilité. On simplifie alors l’analyse en effectuant une projection orthogonale du
champ sur une base d’espace séparant les variations spatiale et aléatoire.

Plusieurs méthodes on été développées dans les années 1980 afin d’assurer la dis-
crétisation d’un champ aléatoire en un ensemble fini de variables aléatoires. Parmi
ces méthodes, on trouve la méthode de la moyenne spatiale (spatial average me-
thod) [Vanmarcke et Grigoriu 1983], la méthode de la fonction de forme (shape
function method) [Liu et al. 1986] et la méthode du point milieu (midpoint me-
thod) [Der Kiureghian et Ke 1988]. Une revue et comparaison de ces méthodes est
présentée dans [Li et Der Kiureghian 1993]. Néanmoins, ces méthodes s’avèrent re-
lativement inefficaces car un nombre important de variables aléatoires est nécessaire
pour avoir une bonne approximation du champ aléatoire. Par conséquent, des ap-
proches basées sur des développements en séries de polynômes ont été proposées au
cours des années 1990, telles que la décomposition de Karhunen-Loève (KL) [Gha-
nem et Spanos 1991], le développement en séries orthogonales OSE (Orthogonal
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Series Expansion) [Zhang et Ellingwood 1994] et la méthode EOLE (Expansion Op-
timal Linear Estimation) [Li et Der Kiureghian 1993]. Des détails sur les avantages
de chacune de ces méthodes en terme de précision et efficacité se trouvent dans [Su-
dret et Der Kiureghian 2000].

Vu que la décomposition de Karhunen-Loève (KL) a été largement utilisée dans
la littérature, nous en proposons ici une présentation brève. D’un point de vue
mathématique, il s’agit d’une projection orthogonale dans des espaces de Hilbert
séparables. Dans ce cas, la base hilbertienne {ei, i ≥ 1}, est formée des fonctions
propres d’une équation intégrale de Fredholm du second type, ayant la fonction
d’autocovariance « Cov » comme noyau. En considérant un champ aléatoire h(x, θ)
à valeurs scalaires, défini sur un domaine spatial D, la décomposition de Karhunen-
Loève est définie de la manière suivante :

h(x, θ) = µ(x) +
∑
i≥1

√
λi ei(x) ξi(θ) (2.18)

Cov[x,x′] = E [(h(x, θ)− µ(x))(h(x′, θ)− µ(x′))] (2.19)∫
D

Cov[x,x′] en(x) dx = λnen(x′) (2.20)

où x est un vecteur contenant les variables d’espace, µ(x) = E [h(x, θ)], λi sont
les valeurs propres de la fonction d’autocovariance, et {ξi(θ)} forment un ensemble
de variables aléatoires décorrélées. Si h(x, θ) est considéré gaussien, alors {ξi(θ)}
sont des variables aléatoires indépendantes suivant une loi normale centrée réduite.
Afin de se ramener à un nombre fini de variables aléatoires, on tronque souvent
cette décomposition, vu que les λi décroissent quand i augmente et que les champs
utilisés en pratique ne sont pas très bruités. Dans le cas d’un champ aléatoire à
valeurs vectorielles, on trouve dans [Perrin et al. 2013] une version revisitée de cette
décomposition.

2.1.3 Cadre d’étude des problèmes stochastiques

La description mathématique de nombreux phénomènes physiques s’écrit sous la
forme d’un système d’équations différentielles ou d’équations aux dérivées partielles.
En adoptant une vision probabiliste des incertitudes, on les modélise par un ensemble
fini de variables aléatoires ξ(θ) définies dans un espace de probabilité convenable de
dimension finie. Ainsi, la réponse u du modèle incertain analysé sera recherchée
comme une fonction aléatoire de ξ et devra vérifier un ensemble d’équations de la
forme

A(u(ξ); ξ) = b(ξ) (2.21)

où A est un opérateur différentiel, b est associé aux termes de source.
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Tout le contenu probabiliste de la réponse du système se trouve dans sa den-
sité de probabilité, qui dépend de la densité de probabilité des paramètres d’entrée
incertains et du modèle mathématique.

2.2 Méthodes paramétriques probabilistes

Les méthodes paramétriques sont généralement utilisées pour modéliser les in-
certitudes provenant d’une variabilité naturelle. Elles permettent la propagation
d’incertitudes sur les données ou paramètres caractérisant le modèle mathématique-
mécanique d’intérêt. Parmi ces méthodes, celles qui se basent sur la théorie des
probabilités sont les plus utilisées vu que les incertitudes paramétriques sont généra-
lement considérés aléatoires. L’emploi de cette théorie s’impose de manière naturelle
lorsqu’on cherche à modéliser les effets du hasard liés à la présence d’incertitudes af-
fectant les paramètres du modèle. Les méthodes paramétriques probabilistes peuvent
être réparties en quatre catégories de la manière suivante :

— les méthodes d’intégration directe, envisagées lorsqu’on recherche de manière
directe toute la densité de probabilité de la réponse ;

— les méthodes d’analyse de fiabilité des structures, considérées quand l’intérêt
est porté sur une partie de la densité de probabilité de la réponse, à savoir
les quantiles faibles, ou sur la probabilité d’un événement particulier, tel que
la défaillance de la structure ;

— lesméthodes d’approximation polynomiale, utilisées si on cherche à déterminer
la moyenne et la variance de la réponse du système. Elles fournissent une
première estimation de la variabilité de la réponse, limitée aux deux premiers
moments statistiques de la réponse ;

— les techniques de projection, employées afin d’accéder à toute la densité de
probabilité à partir d’une représentation fonctionnelle précise de la solution
par projection sur une base connue de fonctions permettant de séparer les
composantes aléatoires et déterministes.

Pour une synthèse générale assez exhaustive sur des développements récents et ap-
plications de ces méthodes à la propagation des incertitudes en mécanique des struc-
tures, on pourra consulter [Matthies et al. 1997, Schuëller 1997, Sudret et Der Kiu-
reghian 2000,Schuëller et Pradlwarter 2009,Nouy 2009].

2.2.1 Méthodes d’intégration directe

En mécanique probabiliste, les quantités d’intérêt peuvent être écrites en général
comme l’espérance d’une fonctionnelle f de la réponse u du système E[f(u(ξ); ξ)].
L’évaluation de cette espérance nécessite le calcul d’une intégrale de manière numé-
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rique, ce qui amène à l’approximation suivante :

E[f(u(ξ); ξ)] ≈
n∑
k=1

f(u(yk); yk) ωk (2.22)

où ωk ∈ R sont les poids d’intégration et yk sont les points d’intégration. Cette
approximation provient du résultat de la loi forte des grands nombres (cf. para-
graphe 2.1.1.3) qui permet d’approcher la moyenne empirique de la moyenne théo-
rique lorsque n est assez grand. Les méthodes d’intégration directe cherchent à
calculer la réponse du modèle pour n valeurs ξ = yk des paramètres incertains.
Pour calculer ces réponses {u(yk)}nk=1, il faut résoudre n problèmes déterministes
découplés :

A(u(yk); yk) = b(yk) k = 1, . . . , n (2.23)

Ces approches sont intéressantes car elles permettent d’employer des méthodes nu-
mériques déterministes bien maîtrisées.

2.2.1.1 Méthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo (Monte Carlo Simulation) est l’approche de base
qui permet de caractériser la variabilité de la réponse d’un modèle à travers un
grand nombre de simulations déterministes [Fishman 1996]. Après avoir défini un
domaine de variation des données d’entrée (i.e. les paramètres incertains), cette mé-
thode consiste à choisir pour les points d’intégration n échantillons indépendants
pseudo-aléatoires des variables ξ, de variance σ. Les poids d’intégration sont consi-
dérées égaux à ωk = 1

n
. Pour chaque échantillon, un modèle déterministe est défini et

son comportement est simulé dans le cadre de la méthode des éléments finis. Enfin,
une étude statistique des variables de sortie permet d’accéder aux premier et second
moments, à la densité de probabilité et à la probabilité de défaillance.

Cette méthode est avantageuse car elle peut s’appliquer à pratiquement n’im-
porte quel modèle physique indépendamment de sa complexité, en plus d’être simple
à implémenter sans modification du modèle mathématique-mécanique. Cependant,
son utilisation s’avère prohibitive car la vitesse de convergence est en σ/

√
n (cf.

paragraphe 2.1.1.3) mais elle est indépendante de la dimension stochastique du pro-
blème. L’obtention d’une valeur stable et précise de la réponse d’un modèle d’une
structure réelle de taille industrielle exige alors un grand nombre d’échantillons, ce
qui rend les temps de calcul très élevés. Les paragraphes suivants présentent diverses
techniques qui ont été développées pour surmonter ces inconvénients.

2.2.1.2 Méthodes d’échantillonnage

Les méthodes de quasi-Monte-Carlo consistent à améliorer le choix des échan-
tillons par l’utilisation de suites à discrépance faible ou suites quasi-aléatoires, telles
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que la suite de Halton et la suite de Sobol [Caflisch 1998,Blatman et al. 2007]. Cela
rend la vitesse de convergence de l’ordre de 1/n.

L’optimisation de la position des échantillons est une autre façon d’améliorer la
méthode de Monte-Carlo. L’échantillonnage préférentiel [Melchers 1989] (Importance
Sampling), grandement appliqué à la fiabilité des structures, permet de réduire la
variance et d’accélérer la convergence en concentrant la distribution des échantillons
générés dans les zones les plus importantes, à savoir les régions qui contribuent le
plus à l’estimation statistique de la grandeur d’intérêt. Cependant, pour que ces
techniques restent avantageuses, le nombre de variables aléatoires indépendantes
doit rester faible. Plusieurs améliorations ont été proposées, telles que Adaptive Im-
portance Sampling [Au et Beck 1999], Radial Importance Sampling [Melchers 1990]
et d’autres [Au et Beck 2003,Grooteman 2008].

Latin Hypercube Sampling (LHS) peut être considérée comme une procédure
de compromis qui englobe plusieurs des qualités de l’échantillonnage aléatoire et
l’échantillonnage stratifié, en produisant des résultats plus stables [Helton et Da-
vis 2003]. C’est une technique très employée, permettant une réduction du nombre
d’échantillons requis : l’intervalle de définition de chacune des p variables aléatoires
du modèle est divisé en N intervalles équiprobables ; on tire une seule valeur de
manière aléatoire dans chacun de ces intervalles ; les N tirages effectués pour chaque
variable sont ensuite aléatoirement appariées ensemble jusqu’à obtenir finalement N
p-uplets, N étant nettement inférieur à n pour le même niveau de précision et de
convergence. Les limites du LHS sont discutées dans [Huntington et Lyrintzis 1998],
en présentant deux techniques permettant d’améliorer sa performance. De plus, pour
réduire davantage les temps de calcul, des variantes sont proposées dans [Olsson et al.
2003] avec une étude comparative sur trois problèmes de fiabilité.

2.2.1.3 Parallélisation et surfaces de réponse

Deux autres améliorations de la méthode de Monte-Carlo, non basées sur l’opti-
misation de l’échantillonnage, permettent de réduire les temps de calcul en traitant
directement la résolution des problèmes déterministes.

La première est de réaliser une parallélisation des opérations et traitements en
effectuant les calculs sur plusieurs processeurs, ce qui accélère la convergence. Le
lecteur intéressé trouvera dans [Johnson et al. 1997, LeBeau 1999] des exemples
d’implémentations, et dans [Lee et al. 2010] un cas d’étude récent montrant l’uti-
lité des cartes graphiques pour effectuer un grand nombre de simulations en parallèle.

La seconde manière est de recourir aux méthodes de surface de réponse (Res-
ponse Surface Methods) [Faravelli 1989,Myers et al. 2009]. On commence par sélec-
tionner les paramètres du modèle les plus pertinents, à savoir ceux la plus grande
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influence sur la réponse du système. Le temps de calcul est réduit en établissant
une surface approchée de la réponse du modèle obtenue par interpolation de dif-
férentes réponses du modèle déterministe complet calculées pour différents jeux de
paramètres. N’étant pas intrusives, ces méthodes peuvent être employées facilement
dans les codes Éléments Finis commerciaux [Boucard et Champaney 2003]. Le défi
principal de ces méthodes est de construire de manière efficace et rapide une surface
de réponse appropriée [Romero et al. 2004,Champaney et al. 2005].

2.2.2 Méthodes d’analyse de fiabilité des structures

Dans une analyse de fiabilité, la durée de vie d’une structure, ou l’instant de sa
défaillance, n’est jamais connu à l’avance. Il est impossible de prédire cet instant de
manière précise car il a un caractère aléatoire inhérent. Du coup, lors de l’étude de
la fiabilité d’une structure quelconque, l’instant de défaillance est incertain et peut
être modélisé par une variable aléatoire.

Le but des méthodes fiabilistes est d’estimer la probabilité de défaillance, surtout
lorsque l’emploi de la méthode de Monte-Carlo serait pénalisant. Le lecteur intéressé
trouvera une présentation détaillée de ces méthodes dans les livres [Ditlevsen et
Madsen 1996,Melchers 1999,Lemaire et al. 2005]. Le point de départ est de considérer
S = S(ξ) un vecteur désignant les effets de charge (e.g. déplacements, contraintes,
déformations, etc.) qui est lié aux paramètres incertains aléatoires ξ et dont les
valeurs déterminent la défaillance du système. Ce vecteur est construit en général
à l’aide d’un code Éléments Finis. Afin d’évaluer la fiabilité d’une structure, une
fonction d’état limite ou de performance g est définie de sorte que

— g(S) > 0 indique l’état sûr de la structure.
— g(S) ≤ 0 indique l’état de défaillance. Dans ce contexte, cela ne signifie pas

nécessairement la rupture de la structure, mais le fait qu’une limite de sécurité
ou que certaines conditions de fonctionnement ont été atteintes ou dépassées.

Les valeurs de S tels que g(S) = 0 définissent la surface d’état limite. Si fS(s)
désigne la densité de probabilité jointe de S, la probabilité de défaillance est ainsi
donnée par :

Pf = P (g(S) ≤ 0) =

∫
g(S)≤0

fS(s) ds (2.24)

Le calcul de cette probabilité avec la méthode de Monte-Carlo est impossible à
cause du grand nombre de tirages exigé pour avoir une estimation correcte (10m+2

échantillons pour une précision de l’ordre de 10−m, avec m ≥ 4). De plus, fS(s) est
généralement inconnue.
Afin de surmonter ces difficultés, une transformation isoprobabiliste Y = Y(ξ) est
généralement appliquée, telle que la transformation de Rosenblatt ou celle de Nataf
(pour plus de détail sur ces transformations, voir [Ditlevsen et Madsen 1996]). Y est
un vecteur aléatoire gaussien suivant une loi de probabilité normale centrée réduite.
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La projection fonction d’état limite sur l’espace normal standard en utilisant Y
s’écrit :

g(S) ≡ g(S(ξ)) = g(S ◦ Y−1(Y)) = G(Y) (2.25)

Ainsi la probabilité de défaillance peut se réécrire :

Pf =

∫
G(Y)≤0

ϕ(y) dy (2.26)

où ϕ(Y) désigne la densité de probabilité normale centrée réduite de Y :

ϕ =
1

(2π)n/2
e(−

1
2
‖y‖2) (2.27)

La forme de ϕ montre que le point de défaillance le plus probable P ∗ de la surface
d’état-limite est celui qui est le plus proche de l’origine, et qui correspond au vecteur
y∗ solution du problème de minimisation suivant :

y∗ = arg min
G(Y)≤0

‖y‖2 (2.28)

Après avoir calculé y∗, le calcul de la probabilité de défaillance s’effectue par ap-
proximation du domaine de défaillance autour du point P ∗ par un domaine plus
simple dont la probabilité peut être estimée analytiquement. Une approximation
du premier ordre, appelée FORM (First Order Reliability Method) [Hohenbichler
et Rackwitz 1983], consiste à remplacer le domaine d’intégration par un hyperplan
tangent à la surface d’état-limite pour y = y∗. On peut améliorer la précision en uti-
lisant une approximation du second ordre, intitulée SORM (Second Order Reliability
Method) [Der Kiureghian et al. 1987]. La surface d’état-limite est alors remplacée
par une surface quadratique dont le contenu probabiliste est analytiquement connu.

Bien que SORM soit plus précise que FORM, son coût de calcul est plus élevé. Le
besoin d’augmenter la précision des résultats sans exiger un coût de calcul supplé-
mentaire a conduit à la proposition de la méthode FOSPA (First-Order Saddlepoint
Approximation method) [Du et Sudjianto 2004]. Vu que la transformation isopro-
babiliste augmente la nonlinéarité de la fonction d’état limite, la méthode FOSPA,
utilisant l’approximation du point-selle, propose de linéariser cette fonction direc-
tement dans l’espace d’origine autour du point le plus probable P ∗. Récemment, la
méthode MVFOSA (Mean-Value First Order Saddlepoint Approximation) [Huang
et Du 2008] a été développée pour rendre le calcul de la fonction de défaillance plus
efficace, plus précis et plus robuste.

2.2.3 Méthodes d’approximation polynomiale

Quand on s’intéresse aux premiers moments statistiques (i.e. la moyenne et la
variance) de la réponse du système étudié, on a recours à la méthode par perturbation
ou à la méthode de décomposition de Neumann. Ces méthodes se basent sur une
approximation de la solution de (2.21) en séries de polynômes.
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2.2.3.1 Méthode par perturbation

La méthode par perturbation [Kleiber et Hien 1992], est considérée comme une
variante de la méthode des éléments finis stochastiques (Stochastic Finite Element
Method) [Sudret et Der Kiureghian 2000,Stefanou 2009], qui n’est qu’une extension
de la méthode des éléments finis classique déterministe à la résolution de problèmes
(statique et dynamique) discrétisés en éléments finis ayant des propriétés stochas-
tiques.

Après la modélisation des paramètres incertains et la discrétisation (cf. sec-
tion 2.1.2), la méthode par perturbation consiste à approcher la solution de (2.21)
par un développement en séries de Taylor autour de la valeur moyenne µξ des va-
riables aléatoires {ξk(θ)}16k6n de la manière suivante :

u = u0 +
n∑
i=1

(ξi − µξi)u,i +
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

(ξi − µξi)(ξj − µξj)u,ij + . . . (2.29)

où u0 := u (µξ), u,i := ∂u
∂ξi

(µξ), u,ij := ∂2u
∂ξi∂ξj

(µξ), . . .

En écrivant l’opérateur A(•, ξ(θ)) et le second membre b(ξ) de façon similaire,
puis en les injectant dans l’équation (2.21), on trouve que les coefficients du déve-
loppement de u sont solutions d’une suite de problèmes déterministes.

A0(u0) = b0 (2.30)
A0(u,i) = b,i −Ai(u0) (2.31)
A0(u,ij) = b,ij −Ai(u,j)−Aj(u,i)−A,ij(u0) (2.32)

. . . (2.33)

L’espérance et la covariance peuvent être exprimées simplement en fonction des
coefficients du développement et des statistiques des variables aléatoires :

E[u] = u0 +
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

Cξiξj u,ij + . . . (2.34)

Cov[u,u] =
n∑
i=1

n∑
j=1

Cξiξj u,i u
T
,j + . . . (2.35)

où Cξiξj désigne la covariance des variables ξi and ξj.
Les limitations du calcul différentiel numérique restreignent ces développements

à l’ordre un ou deux, et seulement les moments d’ordre un et deux sont généralement
calculés. Elle fournit une estimation efficace et précise de la variabilité de la réponse
d’un modèle dans le cas de faibles incertitudes uniquement. Quelques applications
à divers modèles éléments finis en dynamique des structures sont présentées dans
[Kamiński 2001,Van den Nieuwenhof et Coyette 2003,Çavdar et al. 2008].
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2.2.3.2 Méthode de décomposition de Neumann

L’idée principale de la décomposition de Neumann est d’effectuer un développe-
ment en série de Neumann de l’inverse de l’opérateur aléatoire A(•, ξ) [Yamazaki
et al. 1988, Lei et Qiu 2000]. On débute alors par l’écriture de l’opérateur comme
suit :

A(•, ξ) = A0 + A∗(•, ξ) = A0 (I +A−1
0 A∗(•, ξ)) (2.36)

où A0 est l’opérateur moyen de A, A−1
0 son inverse, et I désigne l’opérateur identité.

L’inverse de A peut être développé ensuite sous forme d’une série géométrique,
connue sous le nom de série de Neumann :

A−1(•, ξ) = (I +A−1
0 A∗(•, ξ))−1A−1

0 =
∞∑
i=0

(−1)i (A−1
0 A∗(•, ξ))iA−1

0 (2.37)

La série converge uniquement lorsque la valeur absolue de toutes les valeurs propres
de A−1

0 A∗ est inférieur à 1, ce qui peut toujours être satisfait après l’introduction
d’un facteur scalaire décrit [Yamazaki et al. 1988]. La solution de l’équation (2.21)
peut être alors écrite sous la forme :

u(ξ) =
∞∑
i=0

(−1)i (A−1
0 A∗(•, ξ))i u0 =

∞∑
i=0

(−1)i ui(ξ) (2.38)

où les termes ui(ξ) sont les solutions de l’ensemble des équations suivantes :

A0(u0) = b0 (2.39)
A0(ui) = A∗(ui−1) i ≥ 1 (2.40)

La méthode de décomposition de Neumann présente un avantage dans le fait que
seule la partie déterministe de l’opérateur aléatoire doit être inversée et une fois
uniquement. De plus, les dérivées partielles par rapport aux variables aléatoires ne
sont pas exigées. Cependant, le calcul des termes du développement de u nécessitent
la résolution d’équations avec des seconds membres aléatoires, ce qui peut coûter
cher. En pratique, la série est tronquée et les moments d’ordre un et deux de la
solution approchée sont calculés.

On trouve dans [Lei et Qiu 2000] une application de la décomposition de Neu-
mann pour l’analyse dynamique de structures, contenant des paramètres stochas-
tiques, soumises à un chargement dynamique aléatoire. Les résultats d’exemples
numériques ont été comparés à ceux obtenus par la méthode de Monte-Carlo et la
méthode par perturbation. Ils révèlent que la décomposition de Neumann est très
précise et efficace dans l’analyse des vibrations aléatoires.
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2.2.4 Techniques de projection

Les méthodes présentées précédemment sont généralement utilisées pour prédire
des grandeurs telles que les premiers moments d’une quantité d’intérêt, ou la proba-
bilité d’un événement particulier. Leur application se trouve souvent limitée par des
hypothèses assez restrictives mais surtout par le coût de calcul souvent élevé. Les
techniques de projection sont des approches alternatives qui cherchent à construire
une solution approchée sous la forme d’un développement construit par projection
sur une base connue de fonctions. Cette projection permet de séparer les compo-
santes aléatoires de la réponse du système de ses composantes déterministes.

2.2.4.1 Techniques de réduction de modèle

La modélisation d’un phénomène physique sur des structures de taille indus-
trielle se retrouve souvent limitée par l’insuffisance de ressources de calcul, en terme
de temps de calcul et de capacité de stockage. En s’intéressant au modèle numé-
rique lui-même sans modifier le modèle mathématique–mécanique, les techniques de
réduction de modèle cherchent à appliquer des approximations et projections sur
le modèle complet pour réduire sa taille. Deux types principaux existent : les tech-
niques de réduction a posteriori et les techniques de réduction a priori.

L’idée directrice est de construire une solution approchée, qui est une fonction à
plusieurs variables (e.g. paramètres incertains d’espace et de structure), comme une
somme finie de produits de fonctions

u(x, ξ) ≈ un(x, ξ) =
n∑
p=1

ψp(x)

nk∏
k=1

λpk(ξk) (2.41)

où {ψp(x)}p=1..n et {λpk(ξk)}p=1..n forment des bases réduites de faibles dimensions
contenant respectivement des vecteurs déterministes et des fonctions stochastiques
des paramètres aléatoires {ξk}k=1..nk . Ces bases peuvent être définies de plusieurs
manières aboutissant à une décomposition optimale de la solution pour un ordre
donné n. Puis, une étude statistique permet d’obtenir les premiers moments et la
densité de probabilité de la solution.

Pour construire la base réduite, les techniques de réduction a posteriori néces-
sitent une connaissance préalable, au moins partielle, de la solution du problème
initial de référence. Ces informations préalables s’appellent snapshots, autrement
des clichés de la solution pour différents jeux de paramètres incertains. Après pro-
jection de ce dernier sur la base réduite, les coefficients de la combinaison linéaire
(2.41) sont calculés à partir de la résolution des équations du problème projeté.
L’étape de calcul de la base, qualifiée hors-ligne (offline), se fait généralement avec
un coût de calcul élevé, alors que la résolution des équations du modèle projeté ré-
duit, qualifiée en-ligne (online), a un coût considérablement plus faible.
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Parmi ces méthodes, on trouve la méthode POD (Proper Orthogonal Decomposi-
tion) [Chatterjee 2000, Willcox et Peraire 2002, Ryckelynck 2005] où des valeurs
aléatoires des paramètres incertains sont considérées pour évaluer les snapshots. Les
vecteurs de la base réduite sont choisis parmi les snapshots de sorte que l’approxi-
mation à variables séparées minimise la distance à la solution par rapport à une
métrique donnée.
Une autre manière de construire la base réduite est proposée par la méthode RB
(Reduced Basis) [Rozza et al. 2008], développée spécialement pour les problèmes
paramétrés. Dans ce cas, les paramètres incertains sont choisis de manière itérative
optimale pour le calcul des snapshots.
La projection sur une base modale tronquée, autrement connue comme la méthode
des sous-espaces (Subspace Reduction Method) [Balmès 1998], constitue une ap-
proximation simple des propriétés des systèmes dynamiques. On suppose qu’une
approximation de la réponse du système se trouve dans un sous-espace généré par
les vecteurs colonnes d’une matrice rectangulaire T, ayant N lignes et NR << N
colonnes, où N est le nombre de degrés de liberté du problème initial. Les modes
propres approchés du modèle sont donnés par la relation φ = TφR, où φR sont les
vecteurs propres du problème aux valeurs propres projeté (réduit) suivant[

TT [K− ω2M] T
]
φR = 0 (2.42)

En pratique, les colonnes de la matrice T peuvent être formées des modes propres
de quelques modèles différents construits en considérant différentes valeurs des pa-
ramètres incertains. De manière générale, le nombre de modes propres d’intérêt est
faible ainsi que le nombre de problèmes déterministes réduits à résoudre, ce qui per-
met d’aboutir à une valeur de NR << N . Cette approche s’avère très utile quand
on veut étudier l’incertitude sur des valeurs particulières de fréquences et modes
propres d’un modèle.

Les techniques de réduction de modèle a priori [Nouy 2010] n’exigent pas de
connaissance préalable de tout ou partie de la solution et fonctionnent de manière
itérative. Un système de problèmes simples, qui peuvent être considérés comme des
pseudo problèmes aux valeurs propres, doit être résolu. Ces techniques se basent sur
la méthode PGD (Proper Generalized Decomposition) [Chinesta et al. 2011], qui peut
être vue comme une généralisation d’une décomposition en valeurs singulières pour
la construction a priori d’une approximation produit tensoriel de la solution. Les
fonctions stochastiques et les vecteurs déterministes de l’équation (2.41) initialement
inconnus sont calculés à la volée. Cette étape de calcul hors-ligne coûte généralement
très cher en temps de calcul, mais ne se réalise qu’une seule fois. L’évaluation de
la solution pour une fonction aléatoire quelconque se fait ensuite lors d’une étape
rapide de calcul en-ligne.
Dans le contexte de la propagation des incertitudes, cette méthode a initialement été
introduite comme une généralisation des décompositions spectrales [Nouy 2007] pour
la construction de représentations séparées de la solution d’équations aux dérivées
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partielles stochastiques. Pour une incertitude d’entrée sur un paramètre quelconque
du problème, l’évaluation de la solution se fait très rapidement à un faible coût de
calcul. Par exemple, l’article [Safatly et al. 2011] s’intéresse à la prise en compte
d’incertitudes géométriques et utilise une méthode PGD pour la résolution d’équa-
tions aux dérivées partielles définies sur un domaine incertain. D’autres travaux
présentent également des applications de la méthode PGD à des problèmes stochas-
tiques [Nouy 2008,Nouy et Le Maître 2009,Louf et Champaney 2013] ainsi qu’à des
modèles multidimensionnels [Chinesta et al. 2010].

2.2.4.2 Méthode spectrale des éléments finis stochastiques

D’une point de vue mathématique, les méthodes spectrales [Le Maître et Knio
2010] sont des méthodes d’ordre élevé pour la résolution numérique d’équations aux
dérivées partielles. Elles reposent sur une projection de la solution sur une base
polynomiale et sont très efficaces pour la résolution de problèmes dont la solution
est régulière.

En particulier, la méthode spectrale des éléments finis stochastiques [Ghanem et
Spanos 1991], une seconde variante de la méthode des éléments finis stochastiques,
consiste à représenter sous forme probabiliste la réponse d’un système dont les char-
gements et les propriétés des matériaux constitutifs sont aléatoires. Cette méthode
débute par deux discrétisations successives du système d’équations stochastiques
aux dérivées partielles qui décrivent le problème étudié :

— une discrétisation spatiale telle que celle réalisée par la méthode des Éléments
Finis, i.e. comprenant un maillage de la structure et des fonctions de forme ;

— une discrétisation probabiliste des champs aléatoires décrivant le caractère
incertain des matériaux constitutifs et chargements. Pour cela, on peut re-
courir à l’une des méthodes présentées dans le paragraphe 2.1.2.

Dans le cas d’une analyse déterministe, la réponse du système est donnée par le vec-
teur des déplacements nodaux. Vu que certains paramètres d’entrée sont des champs
aléatoires, cette quantité d’intérêt devient le vecteur aléatoire des inconnues nodales
u(θ), dont le contenu probabiliste est a priori inconnu. Ce vecteur est recherché sous
la forme d’un développement sur une base appropriée, séparant la partie aléatoire
de la partie déterministe, appelé « chaos polynomial » [Ghanem et Spanos 1990] :

u(θ) =
∞∑
j=0

uj Ψj({ξi(θ)}∞i=1) =
∞∑
j=0

uj Ψj(θ) (2.43)

où {Ψj(θ)}∞j=0 est un ensemble complet de polynômes orthogonaux aléatoires, for-
mant une base orthonormée de l’espace des {ξi(θ)}∞i=1, qui vérifie :

Ψ0 ≡ 1 (2.44)
E[Ψj] = 0 ∀j > 0 (2.45)

E[ΨjΨk] = E[Ψ2
j ] δjk (2.46)
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Le chaos polynomial est une technique puissante de propagation d’incertitudes à
travers des systèmes d’équations différentielles et aux dérivées partielles. Le pre-
mier développement sur le chaos polynomial a été proposé dans [Wiener 1938], en
utilisant les polynômes d’Hermite pour des variables aléatoires suivant une loi gaus-
sienne. Ce développement sur les polynômes orthogonaux d’Hermite s’est avéré très
efficace pour calculer la réponse aléatoire de divers systèmes en mécanique des so-
lides [Ghanem et Spanos 1991, Ghanem 1999, Blanzé et Champaney 2004, Blanzé
et Rouch 2005], et en dynamique des fluides [Xiu et Karniadakis 2003, Le Maître
et Knio 2010], pour des variables d’entrée gaussiennes et pour quelques types de
variables non gaussiennes. Cependant, dans un cas général de variables aléatoires
non gaussiennes, l’emploi des polynômes d’Hermite n’aboutit pas à une vitesse de
convergence optimale. Afin d’y remédier, le développement sur le chaos polynomial
de Wiener-Askey a été proposé dans [Xiu et Karniadakis 2002] sous le nom de
chaos polynomial généralisé. Ainsi, selon le type des variables aléatoires ξ (discrète
ou continue) et leur loi de probabilité (e.g. uniforme, normale, binomiale, etc.), un
chaos polynomial de l’ensemble du chaos de Wiener-Askey {Ψ(ξ)} y correspond. Par
exemple, les polynômes d’Hermite sont associés aux variables suivant une loi nor-
male, et les polynômes de Legendre sont associés à celles suivant une loi uniforme.
Les coefficients {uj}∞j=0 sont des vecteurs déterministes de même taille que u(θ). On
tronque ensuite ce développement en gardant M + 1 termes dans la discrétisation
du champ aléatoire d’entrée et P termes dans le développement sur le chaos poly-
nomial. La relation entre le nombre M de variables aléatoires et le plus haut degré
des polynômes Ψj est :

P =

p∑
k=0

(
M + k − 1

k

)
(2.47)

En injectant le développement tronqué de la solution dans l’équation principale
(2.21), avec ξ0(θ) ≡ 1, on trouve :

A

(
P−1∑
j=0

uj Ψj({ξi(θ)}Mi=0), ξ

)
= b(ξ) (2.48)

En utilisant un développement sur le chaos polynomial du vecteur u(θ), l’aléa est
transmis vers la base polynomiale. Le calcul des coefficients uj se fait en utilisant
la propriété d’orthogonalité des polynômes {Ψj(θ)}P−1

j=0 . Cela conduit à un ensemble
de P équations déterministes couplées dont la résolution peut s’effectuer analytique-
ment si u(θ) suit une loi normale ou lognormale, sinon numériquement. La caracté-
risation du vecteur aléatoire de déplacements nodaux aboutit alors à la résolution
d’un système linéaire de taille N × P , où N est le nombre de degrés de liberté de
la structure, et P l’ordre du développement polynomial de la réponse. En pratique,
P est entre 10 et 35, ce qui signifie que le système à résoudre peut être de taille as-
sez grande même pour des problèmes de petite taille. Des méthodes permettant de
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résoudre ce système de manière efficace ont été proposées dans [Ghanem et Kruger
1996].
Une fois le calcul des coefficients uj mené, la description probabiliste de la réponse
aléatoire du système est donnée par (2.47). Son espérance et sa matrice de covariance
s’écrivent :

E[u] = u0 (2.49)

Cov[u,u] =
P−1∑
j=1

E[Ψ2
j ] uj uTj (2.50)

Des approximations d’ordre supérieur sont nécessaires pour l’évaluation de sta-
tistiques d’ordre supérieur de la réponse. Une méthode non intrusive, introduite
dans [Blatman et Sudret 2011], permet de relever ce défi en construisant un déve-
loppement creux sur le chaos polynomial. Un autre travail récent [Doostan et al.
2007] propose d’utiliser une technique de réduction de modèle pour les représen-
tations sur le chaos, ce qui atténue le coût de calcul sans réduire la précision des
résultats.

2.3 Méthodes paramétriques non probabilistes

Pendant longtemps, le traitement des incertitudes dans les systèmes d’ingénierie
se faisait dans le cadre de la théorie des probabilités. Cependant, comme précisé
dans le paragraphe 1.1, les incertitudes peuvent être d’ordre épistémique, dues à des
informations manquantes, imprécises ou incomplètes. Une modélisation probabiliste
est alors injustifiée, insuffisante et entraîne une déformation du problème traité. En
effet, l’ignorance de la cause de variation d’une grandeur ne rend pas cette variation
aléatoire. Afin de traiter ce type d’incertitude paramétrique dans la modélisation et
les analyses numériques non déterministes, des méthodes paramétriques non proba-
bilistes ont émergé. Une synthèse générale de ces approches non probabilistes est
présentée dans [Moens et Vandepitte 2005], et les activités de recherche et applica-
tions récentes sont décrites dans [Moens et Hanss 2011].

La théorie des intervalles (Interval Theory) [Moore 1979] fait partie des premiers
développements dans ce domaine. Elle permet de calculer les bornes de l’intervalle
dans lequel varie la grandeur d’intérêt sans connaissance préalable sur la disper-
sion des paramètres d’entrée incertains. En utilisant l’arithmétique des intervalles
définie par Moore, la propagation des intervalles montre un phénomène pessimiste
de surestimation : l’incertitude de la somme de deux intervalles est supérieure à la
somme des incertitudes de chaque intervalle. Des améliorations, telles que le déve-
loppement de l’arithmétique affine [De Figueiredo et Stolfi 2004], ont été effectuées
afin de réduire la croissance de l’incertitude lorsqu’elle se propage dans un modèle.
Dans le cadre de problèmes mécaniques incertains, une méthode basée sur la théorie
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des intervalles a été développée dans [Muhanna et Mullen 2001] permettant la prise
en compte d’incertitudes sur le chargement et la raideur et de calculer les bornes
de la réponse de manière précise en évitant la plupart des sources de surestimation.
Pour les problèmes de vibration où quelques paramètres sont incertains, une formu-
lation par intervalles a été proposée dans [Dessombz et al. 2001] pour déterminer
une enveloppe des fonctions de réponse en fréquence pour des systèmes mécaniques
discrétisés par la méthode des Éléments Finis. Un mode de calcul spécifique est
employé afin d’éviter le problème de surestimation des intervalles et d’avoir un coût
de calcul faible comparé à une simulation par la méthode de Monte-Carlo. D’autres
applications de cette approche ont été effectuées sur des problèmes en mécanique
des structures [Köylüoglu et al. 1995] et en robotique [Merlet 2009].

Une autre approche est la théorie des ensembles flous (Fuzzy Set Theory) [Zadeh
1999] qui utilise le concept de logique floue (fuzzy logic) basé plutôt sur le raisonne-
ment humain que sur des calculs rigides. En particulier, on souligne le développement
d’une méthode des Éléments Finis flous (Fuzzy FEM ) [Rao et Sawyer 1995], où les
dispersions des paramètres incertains sont modélisées par des intervalles flous et la
réponse est calculée à l’aide de l’arithmétique des intervalles. Les applications ré-
centes dans le domaine de la mécanique couvrent l’analyse statique [Cherki et al.
2000,Hanss 2002], la dynamique des structures [Moens et Vandepitte 2002,Massa
et al. 2008] et l’identification des modèles [Hanss et al. 2002].

Une approche plus générale est la théorie des fonctions de croyance (Theory
of Belief Functions ou Evidence Theory), aussi connue sous le nom de la théorie
de Dempster–Shafer (Dempster–Shafer Theory), proposée par Dempster [Dempster
1968] et Shafer [Shafer 1976]. Elle se base sur l’utilisation des fonctions de croyance
qui représentent le degré auquel l’ensemble des informations disponibles accrédite
l’hypothèse que la valeur d’un élément est comprise dans un ensemble. L’avantage
à utiliser cette théorie réside dans le fait qu’elle peut réussir à quantifier le de-
gré d’incertitude quand la quantité d’information disponible est faible. Elle fournit
deux mesures incertaines, à savoir la croyance et la plausibilité. Des algorithmes de
réduction du coût de calcul sont proposés dans [Bae et al. 2004] afin d’améliorer
l’emploi pratique de cette théorie comme outil général d’analyse des incertitudes sur
des structures mécaniques de grande taille. On trouve dans [Agarwal et al. 2004]
une application de cette approche dans le cadre de l’optimisation du dimensionne-
ment de systèmes multidisciplinaires contenant des incertitudes. Récemment, une
méthodologie, utilisant les structures mathématiques de la théorie des fonctions de
croyance, a été développée pour quantifier à la fois les incertitudes paramétriques et
les incertitudes de modèle associées aux calculs prédictifs [Park et Grandhi 2012].
Une extension de cette théorie, la théorie des possibilités (Possibility Theory), a
été introduite par Dubois et Prade [Dubois et Prade 1998], mais semble moins em-
ployée en mécanique des structures pour le traitement des incertitudes épistémiques.
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La théorie des probabilités imprécises, développée par Walley [Walley 1991,Wal-
ley 2000], est une théorie mathématique bien plus générale que les théories présentées
plus haut, qui constitue le cadre le plus général de représentation des incertitudes.
Les probabilités imprécises sont définies comme un encadrement d’une distribution
de probabilité par deux distributions haute et basse. Cette approche est intéressante
lorsqu’on sait le type de modèle aléatoire avec une connaissance imprécise sur les pa-
ramètres, ou lorsque notre connaissance est limitée à certaines valeurs remarquables
de la distribution. Ainsi, elle a été largement utilisée pour améliorer la prise de dé-
cision sous incertitudes dans la conception technique [Troffaes 2007]. Une nouvelle
forme de probabilités imprécises, basée sur les intervalles généralisés, a été proposée
récemment dans [Wang 2010] pour améliorer l’évaluation de la fiabilité des systèmes.

Bien que leur utilisation connaisse un succès croissant, ces méthodes non probabi-
listes n’ont pas eu d’applications dans le domaine de la validation des modèles. Mais
ce n’est pas le cas de la théorie décisionnelle de lacune d’information (Information-
gap Decision Theory), qui a été introduite dans [Ben-Haim et Elishakoff 1990] comme
une généralisation du concept d’intervalle déterministe. Elle constitue un cadre no-
vateur aux autres méthodes non probabilistes, en considérant l’incertitude comme
la lacune d’information entre ce qui est connu et ce qui devrait être connu pour
permettre une prise de décision fiable [Ben-Haim 2006]. On trouve divers domaines
d’application de cette approche, tels que la fiabilité [Ben-Haim 1997], la dynamique
des structures [Vinot et al. 2002] et la validation des modèles [Hemez et Ben-Haim
2004].

2.4 Méthodes non paramétriques

Dans les systèmes multicorps (mécanismes), les incertitudes concernent les para-
mètres du modèle. Cependant, pour les structures déformables, il existe des incerti-
tudes de modèle induites par les erreurs de modélisation (cf. paragraphe 1.2.2) qui
viennent s’ajouter aux incertitudes sur les paramètres et résultent en un modèle non-
représentatif du système réel. Étant donné que les méthodes paramétriques n’ont pas
été développées pour prendre en considération des incertitudes de modélisation, des
méthodes non paramétriques sont proposées.

Quand une grande quantité de données expérimentales est disponible, on intro-
duit un modèle probabiliste de l’erreur de prédiction en sortie de modèle [Beck et
Katafygiotis 1998]. La distribution donnée au moment de la modélisation est dite
a priori. L’intégration de l’information apportée par les données se fait par le cal-
cul de la distribution dite a posteriori construite par actualisation Bayésienne, qui
n’est autre que la distribution conditionnelle (calculée par la formule de Bayes) aux
valeurs prises par les données. Des applications à la quantification des incertitudes
en mécanique des structures sont présentées dans [Vanik et al. 2000,Zhang et Ma-
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hadevan 2000, Igusa et al. 2002].

Si peu de données expérimentales sont disponibles, ou s’il n’y en a pas, on utilise
l’approche probabiliste non paramétrique qui a été proposée dans [Soize 2000, Soize
2001]. Elle a été développée pour prendre en compte simultanément les incertitudes
sur les paramètres du modèle et les incertitudes de modélisation en dynamique des
structures. Elle se base sur une construction directe du modèle probabiliste d’in-
certitude au niveau des opérateurs du modèle numérique, et non sur les erreurs de
prédiction en sortie du modèle numérique, comme la méthode précédente. La théo-
rie des matrices aléatoires est utilisée pour remplacer les matrices des opérateurs
incertains du modèle moyen (e.g. les matrices de raideur, de masse, et d’amortisse-
ment généralisées) par des matrices aléatoires ayant les matrices du modèle moyen
comme moyennes. Puis, en utilisant le principe du maximum d’entropie (cf. pa-
ragraphe 2.1.1.2), on construit leur distribution de probabilité a priori, sous les
contraintes définies par l’information disponible [Soize 2001]. L’article [Soize 2003]
présente une validation numérique de cette méthode dans le domaine de l’analyse vi-
bratoire basses fréquences, en comparant la réponse dynamique d’un système ayant
un opérateur de raideur incertain avec des résultats de simulations par la méthode
de Monte-Carlo.

Quelques années plus tard, afin d’améliorer la qualité des modèles à partir de
données expérimentales, [Soize 2005] décrit une méthodologie permettant l’identifi-
cation expérimentale des paramètres de dispersion (i.e. paramètres de la distribution
de probabilité a priori des matrices aléatoires) de l’approche probabiliste non para-
métrique pour les systèmes dynamiques linéaires contenant des incertitudes. Cette
approche a fait l’objet de nombreuses applications industrielles, dans les contextes
de validation et d’identification, en sous-structuration dynamique et en dynamique
non linéaire, telles que sur des structures en matériaux composites [Chen et al. 2006],
des véhicules automobiles [Durand et al. 2008], des turbomachines [Capiez-Lernout
et Soize 2004], des systèmes avec des liaisons boulonnées complexes [Duchereau et
Soize 2006], et des tubes de réacteurs nucléaires à eau pressurisée [Batou et Soize
2009].

Cependant, cette approche ne permet pas de contrôler séparément le niveau de
variation de chacune des deux sources d’incertitudes, à savoir celles provenant des
paramètres du modèle et des erreurs de modélisation. C’est pour cette raison qu’une
méthode probabiliste mixte paramétrique / non paramétrique, appelée Approche
probabiliste généralisée des incertitudes, a été introduite dans [Soize 2010], prenant
en compte de manière séparée les incertitudes de modélisation et les incertitudes
liées aux paramètres du système. Après la construction d’un modèle éléments finis
nominal, un modèle numérique stochastique, tenant compte à la fois et séparément
de ces sources d’incertitudes, est élaboré dans un contexte probabiliste. Le modèle
probabiliste des paramètres incertains est ensuite élaboré en les considérant va-
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riables aléatoires ; parallèlement le modèle probabiliste (non paramétrique) relatif
aux incertitudes de modèle est construit en modélisant les matrices de masse et
de raideur par des matrices aléatoires. Les distributions de probabilité a priori des
paramètres du modèle et les matrices aléatoires de masse et de raideur dépendent
de paramètres inconnus, appelés hyper-paramètres, typiquement les moyennes et
coefficients de variation. Ces hyper-paramètres sont identifiés séparément à partir
de tirages de Monte-Carlo via l’application du principe du maximum de vraisem-
blance et l’utilisation de données expérimentales, en minimisant un critère d’écart
entre données simulées et observations mesurées. Cette méthode a été développée et
validée dans le contexte de la dynamique linéaire des structures [Soize 2013,Batou
et al. 2015].

2.5 Théorie des méconnaissances

Pour des assemblages de taille industrielle à géométrie complexe et à des échelles
globales, l’ensemble des méthodes décrites précédemment reste encore trop coûteux.
De plus, ne disposant pas de méthode prenant en compte différents types et sources
d’incertitudes de manière simple et peu intrusive, la théorie des méconnaissances
(Lack-Of-Knowledge (LOK) Theory) [Puel 2004,Ladevèze et al. 2006b] a été déve-
loppée au sein du LMT-Cachan. Elle cherche à quantifier l’incertitude à partir de la
différence entre le modèle numérique et la structure réelle.

2.5.1 Méconnaissances de base et méconnaissances effectives

L’idée directrice de la théorie des méconnaissances est de globaliser les incer-
titudes à l’échelle des sous-structures constitutives de la structure étudiée en les
définissant comme des variables scalaires situées dans un intervalle dont les bornes
sont des variables aléatoires.
On se place dans le cadre d’une structure réelle Ω modélisée comme un assemblage de
sous-structures, sachant qu’on peut assimiler les liaisons à des sous-structures parti-
culières. C’est à l’échelle de ces sous-structures que les incertitudes seront quantifiées.
Toutes les sources d’erreurs peuvent être ainsi globalisées à l’échelle de chaque sous-
structure E ∈ Ω. On considère dans ce qui suit des incertitudes liées uniquement à
des paramètres de raideur structuraux.

On commence par se donner un modèle théorique déterministe de la struc-
ture étudiée auquel vient s’ajouter un modèle de méconnaissances. A chaque sous-
structure E on associe une quantité m qui évolue dans un intervalle dont les bornes
sont deux variables scalaires, positives et aléatoires m−E(θ) et m+

E(θ), appelées mé-
connaissances de base sur la sous-structure E, et définies comme suit :

−m−E(θ) KE ≤ KE(θ) − KE ≤ m+
E(θ) KE (2.51)
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où KE et KE sont les matrices de raideur de E de la structure réelle et son modèle
théorique déterministe respectivement. Cette modélisation permet de pallier les in-
convénients des méthodes purement probabilistes lorsque la quantité d’information
disponible est si faible qu’une modélisation à l’aide de lois de probabilité serait in-
appropriée. Pour chaque sous-structure E, la quantité m appartient avec certitude à
l’intervalle ([−m−E(θ);m+

E(θ)]) sans plus de précisions. Ce sont donc ces deux bornes
qui véhiculent la notion de méconnaissance. Elles sont définies comme des variables
aléatoires afin de ne pas propager les incertitudes de manière surestimée comme le
fait l’arithmétique des intervalles.

L’inégalité matricielle (2.51) pourrait paraître parfois difficile à utiliser surtout
vu la taille des matrices de raideur des modèles des structures industrielles. Par
conséquent, les méconnaissances de base peuvent s’exprimer autrement en utilisant
des grandeurs scalaires liées à la raideur, à savoir les énergies de déformation :

−m−E(θ) eE(U) ≤ eE(U, θ) − eE(U) ≤ m+
E(θ) eE(U) (2.52)

où eE(U, θ) = 1
2
UTKE(θ)U est l’énergie de déformation d’une sous-structure réelle

prise de l’ensemble Ω, et eE(U) = 1
2
UTKEU est l’énergie de déformation du modèle

théorique déterministe de la sous-structure.

Différentes lois de probabilité peuvent caractériser les méconnaissances de base.
Il faut que la nature de ces lois soit définie a priori en fonction d’hypothèses et
informations sur les sources de dispersion dans la sous-structure considérée. Une
hypothèse simplificatrice est de supposer que les réalisations des méconnaissances
de base m−E et m+

E sont équiprobables, comprises dans un domaine borné :

m−E ∈ [0;m−E] (2.53)
m+
E ∈ [0;m+

E] (2.54)

où m−E et m+
E sont des valeurs déterministes positives.

A partir des méconnaissances de base, une procédure générale, mise en place
dans [Puel 2004], conduit à l’estimation de la dispersion d’une variable d’intérêt
quelconque α. On commence alors par distinguer αLOK, la valeur de α donnée par
le modèle de méconnaissance, et α qui est la valeur de α provenant du modèle
déterministe théorique. La différence entre ces valeurs est :

∆α = αLOK − α (2.55)

On exprime ensuite ∆α en fonction de la matrice de raideur ou de l’énergie de
déformation, puis on propage le modèle de méconnaissance (m−E,m

+
E)E∈Ω en utilisant

les inéquations (2.51) et (2.52). Ainsi, pour chaque tirage (réalisation) (m−E,m
+
E) des

méconnaissances de base, on associe deux bornes ∆α−LOK(θ) et ∆α+
LOK(θ) telles que :

−
∑
E

∆α−E(θ) = ∆α−LOK(θ) ≤ ∆α ≤ ∆α+
LOK(θ) =

∑
E

∆α+
E(θ) (2.56)
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La densité de probabilité des variables ∆α−LOK et ∆α+
LOK est alors obtenue. Quand

on effectue une analyse comparative, des quantités représentatives de la dispersion
de ∆α doivent être extraites αLOK, à savoir ∆α−LOK(P ) et ∆α+

LOK(P ), appelées mé-
connaissances effectives sur la quantité d’intérêt α. Ces grandeurs sont les bornes
du plus petit intervalle contenant P% de valeurs de ∆α.

2.5.2 À propos des faibles méconnaissances

On souhaite étudier les vibrations libres d’une structure mécanique homogène
contenant de faibles incertitudes liées à des paramètres de raideur. Dans ce cas, les
quantités d’intérêt sont les pulsations propres ωi = ωi(θ) et les modes propres de
vibration φi = φi(θ).

On définit K =
∑

E∈Ω KE et K =
∑

E∈Ω KE les matrices de raideur du système
global et de son modèle déterministe respectivement.
Puisque les incertitudes sont faibles, une approximation du premier ordre de la
différence entre le carré d’une pulsation propre du modèle avec méconnaissances
ω2
iLOK et du modèle déterministe ω2

i s’écrit :

∆ω2
i = ω2

iLOK − ω2
i

= φTi Kφi − φ
T

i Kφi

' φ
T

i

(
K − K

)
φi = 2

∑
E∈Ω

(
eE(φi, θ) − eE(φi)

)
(2.57)

où les modes propres φi du modèle déterministe (associés respectivement aux pulsa-
tions propres ωi) sont normalisés par rapport à la matrice de masse M =

∑
E∈Ω ME.

L’équation (2.57) permet de propager les intervalles de méconnaissances à l’aide de
l’inégalité (2.52) de la manière suivante :

−∆ω2−
iLOK ≤ ∆ω2

i ≤ ∆ω2 +
iLOK (2.58)

où

∆ω2−
iLOK = 2

∑
E∈Ω

m−E eE(φi) (2.59)

∆ω2 +
iLOK = 2

∑
E∈Ω

m+
E eE(φi) (2.60)

Connaissant les lois de probabilité des méconnaissances de base, on obtient les dis-
persions des bornes ∆ω2−

iLOK et ∆ω2 +
iLOK encadrant la quantité d’intérêt ∆ω2

i . Cela
nous permet d’accéder, pour une probabilité P donnée, aux méconnaissances effec-
tives sur le carré de la pulsation propre ω2

i . On peut déterminer de façon semblable
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les méconnaissances effectives sur les modes propres φi dans le cas de faibles mécon-
naissances [Puel 2004,Ladevèze et al. 2006b].

Ainsi, en présence de faibles incertitudes en dynamique, les différentes étapes
de l’application de la théorie des méconnaissances pour propager les incertitudes et
déterminer les méconnaissances effectives sur une pulsation propre sont :

— la résolution du problème aux valeurs propres sur le modèle théorique déter-
ministe de la structure étudiée ;

— le calcul des énergies de déformation modales du modèle ;
— le tirage des méconnaissances de base et leur propagation pour trouver les

fonctions de répartition des bornes d’encadrement ;
— la détermination des méconnaissances effectives pour des valeurs de probabi-

lité données qui permet d’obtenir un intervalle de confiance sur une quantité
d’intérêt pour toute structure de la même famille.

En plus de la simplicité de mise en œuvre, le coût de calcul total de la théorie
des méconnaissances est bien plus faible que la majorité des méthodes probabi-
listes. Cette approche a tout d’abord été appliquée au domaine de la dynamique
des structures [Puel 2004,Ladevèze et al. 2006b] pour des dispersions associées aux
raideurs des structures. Elle a ensuite été étendue aux problèmes de statique [En-
jalbert 2009,Louf et al. 2010] pour des incertitudes sur la raideur et le chargement
extérieur.

2.6 Applications et analyses comparatives
Quatre approches parmi celles présentées précédemment ont été implémentées et

utilisées pour propager des incertitudes associées aux paramètres de raideur. La mé-
thode de Monte-Carlo servant de base de comparaison, chacune des autres approches
propage l’incertitude de façon différente : la méthode des sous-espaces fait partie des
méthodes statistiques de réduction de modèle, la méthode par perturbation se base
sur les éléments finis stochastiques, et la théorie des méconnaissances globalise les
incertitudes à l’échelle de la sous-structure. Le choix de ces méthodes a été guidé
par le fait qu’elles sont légèrement intrusives et ont été appliquées à des problèmes
de taille industrielle. Pour les deux modèles étudiés par la suite, le module d’Young
du matériau homogène de chaque sous-structure est incertain et a été modélisé par
une variable aléatoire, de sorte que :

E = E (1 + δ η) avec δ = 0.08 (2.61)

et η est une variable aléatoire suivant une loi uniforme définie sur l’intervalle [-1 ;+1].
Ainsi, les méconnaissances de basemE(θ) sont modélisées par des variables aléatoires
suivant une loi uniforme définie sur l’intervalle [-0.08 ;+0.08], doncm−E = m+

E = 0.08.
Pour les études statistiques, 10000 tirages sont générés pour toutes les méthodes,
et quelques fréquences propres d’intérêt sont calculées pour chaque réalisation. Afin
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d’avoir une représentation commune des résultats, les bornes correspondant à une
probabilité P = 0.99 sont extraites des dispersions des fréquences propres d’intérêt
obtenues pour chaque méthode. Autrement dit, ces bornes définissent le plus petit
intervalle contenant 99% des valeurs des fréquences propres d’intérêt.

2.6.1 Modèle d’un treillis plan

Dans le but de valider l’implémentation des méthodes choisies, on étudie un
treillis plan formé de quatre barres, reliées par des rotules, comme représenté sur
la figure 2.2. On considère que les liaisons aux nœuds 1 et 2 entre la structure
et le bâti sont parfaitement rigides et que les barres ne travaillent qu’en traction-
compression. Toutes les barres sont en aluminium (E = 72 GPa, ρ = 2700 kg/m3)
avec une section circulaire de 10−4m2. Quatre modes propres sont associés au

Figure 2.2: Treillis plan à quatre barres

(a) Mode 1 : 276.4 Hz (b) Mode 2 : 862.0 Hz

(c) Mode 3 : 1072.5 Hz (d) Mode 4 : 1452.4 Hz

Figure 2.3: Forme des modes propres associés au modèle déterministe du treillis
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modèle déterministe du treillis comme le montre la figure 2.3. Les intervalles à 99%
présentés dans le tableau 2.1 montrent l’influence des incertitudes sur le module
d’Young sur les fréquences propres de l’assemblage. De manière générale, on constate
que ces intervalles sont quasiment identiques. En particulier, il est intéressant de voir
que les intervalles issus des calculs par la théorie des méconnaissances (LOK) sont
inclus dans ceux issus des simulations de Monte-Carlo. De plus, comme prévu pour ce
cas d’étude, les méthodes de Monte-Carlo et des sous-espaces fournissent les mêmes
intervalles étant donné que les modes propres d’intérêt du modèle déterministe font
partie de la base modale de réduction.

Table 2.1: Intervalles à 99% pour toutes les fréquences propres du treillis (10000
tirages)

i 1 2 3 4

f i (Hz) 276.4 862.0 1072.5 1452.4

Monte-Carlo [266.5 ; 285.8] [834.3 ; 888.0] [1034.4 ; 1108.5] [1397.1 ; 1506.0]

Perturbation [266.8 ; 286.0] [835.0 ; 888.7] [1035.3 ; 1109.4] [1398.2 ; 1507.1]

Sous-espaces [266.5 ; 285.8] [834.3 ; 888.0] [1034.4 ; 1108.5] [1397.1 ; 1506.0]

LOK [266.8 ; 285.6] [835.8 ; 887.0] [1035.4 ; 1107.9] [1398.2 ; 1504.9]

Ces résultats soulèvent une question importante quant à la possibilité d’obtenir
une précision semblable en considérant un assemblage plus large représentatif d’une
structure industrielle. Le second exemple vise à y apporter une réponse satisfaisante.

2.6.2 Modèle tridimensionnel

La structure de la figure 2.4 s’inspire de la géométrie simplifiée de quelques
constituants de la pompe (cf. Figure 2), qui sont des pièces métalliques à géométrie
de révolution avec des liaisons planes. Il s’agit de l’assemblage d’un cône et d’un
tube liés par une cale, en acier (E = 210 GPa, ρ = 7800 kg/m3). Le maillage est
constitué de 3240 éléments finis (∼20000 degrés de liberté). Le côté le plus large du
cône est encastré.

Pour ce cas d’étude, les quantités d’intérêt considérées sont les trois premières
fréquences propres de l’assemblage. La figure 2.5 présente la forme des trois premiers
modes propres associés au modèle déterministe de l’assemblage.

Une étude statistique de la propagation des incertitudes sur le module d’Young
des sous-structures est menée et le tableau 2.2 donne les intervalles à 99% qui en
résultent. Les bornes des intervalles de la colonne « ERA » représentent, en pour-
centage, la plus grande valeur algébrique de l’erreur relative calculée pour chaque
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Figure 2.4: Maillage du modèle tridimensionnel étudié

(a) 211.7 Hz (flexion) (b) 699.3 Hz (torsion) (c) 760.7 Hz (flexion)

Figure 2.5: Forme des trois premiers modes propres associés au modèle
déterministe du modèle tridimensionnel étudié

borne des intervalles de fréquence. La colonne « Temps CPU » (Central Processing
Unit) présente les valeurs du cumul du temps passé par le processeur d’ordinateur
pour le calcul des intervalles à 99%. Cela n’englobe ni le temps de résolution du
problème déterministe principal ni le temps nécessaire pour effectuer les tirages.

Table 2.2: Intervalles à 99% pour les trois premières fréquences propres de
l’assemblage, avec les erreurs relatives et temps de calcul (10000 tirages)

i 1 2 3
ERA(%)

Temps
CPU
(min)f i (Hz) 211.7 699.3 760.7

Monte-Carlo [203.7 ; 219.4] [672.8 ; 724.3] [732.0 ; 787.7] – (référence) 1628

Perturbation [203.8 ; 219.5] [673.3 ; 724.8] [733.2 ; 787.1] [+0.08 ; +0.07] 1

Sous-espaces [203.7 ; 219.4] [672.8 ; 724.3] [732.0 ; 787.7] [0.00 ; 0.00] 116

LOK [203.7 ; 219.4] [673.2 ; 724.2] [733.2 ; 787.1] [+0.16 ; -0.06] 1

On constate que l’erreur relative algébrique est très faible et que les différentes
méthodes conduisent à des résultats quasi identiques. Pour la méthode des sous-
espaces, la base modale réduite considérée est formée de 5 × 3 vecteurs : les 3 pre-
miers vecteurs propres du modèle déterministe en plus de ceux issus de 4 modèles
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construits chacun pour différents tirages de paramètres incertains. Étant donné que
le problème est projeté sur une base contenant les vecteurs du modèle déterministe,
et que la forme des modes est simple, alors l’erreur relative est nulle dans le cas de
faibles incertitudes. Cependant, cette erreur ne sera pas nulle en présence de fortes
incertitudes, pour des fréquences plus élevées et lors de l’étude de modes propres
dont la forme dépend fortement des variations des paramètres incertains. Malgré
cela, la méthode des sous-espaces en particulier, et les techniques de réduction de
modèle en général, sont bien adaptées à la quantification des incertitudes dans les
modèles dynamiques.

La théorie des méconnaissances semble être moins conservative que la méthode
de Monte-Carlo vu que la taille des intervalles est plus réduite. Pour des faibles
incertitudes, la méthode par perturbation et théorie des méconnaissances sont plus
avantageuses en terme du temps de calcul que les autres méthodes. Il est clair que
cet avantage sera plus considérable lorsque les degrés de liberté du modèle étudié
sont plus nombreux.
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Chapitre 3

Modélisation des fixations
boulonnées

Ce chapitre brosse un état de l’art, non exhaustif, sur les
différentes techniques de modélisation d’une jonction

boulonnée. On distingue trois types de modèles, à savoir
les modèles empiriques, les modèles analytiques et les

modèles numériques en éléments finis.
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La liaison boulonnée constitue une part importante des liaisons dans de nom-
breuses industries mécaniques, telles que l’industrie automobile, l’industrie énergé-
tique, l’industrie ferroviaire et bien d’autres. Les boulons font partie des éléments
les plus utilisés pour assembler et fixer les pièces de structures industrielles. L’expé-
rience montre que leur présence a une influence considérable sur le comportement
dynamique des assemblages mécaniques [Ibrahim et Pettit 2005,Bograd et al. 2011].
Il a été constaté que la liaison boulonnée introduit des mécanismes fortement non-
linéaires tels que le frottement et le glissement, qui peuvent dépendre de plusieurs
paramètres tels que la précharge et les jeux de fabrication de pièces [Esteban et
Rogers 2000]. Il est clair que ces phénomènes doivent être pris en compte dans la
phase de modélisation pour pouvoir simuler avec réalisme le comportement d’un
assemblage boulonné. Cependant, puisqu’il peut y avoir des centaines ou milliers de
fixations sur une structure industrielle, vouloir prendre en compte tous ces phéno-
mènes dans un modèle numérique dynamique de grande taille serait trop coûteux
et complexe. Du coup, les ingénieurs ont tendance à effectuer une modélisation des
boulons et des liaisons boulonnées par des éléments équivalents. Cela permet de
réduire la complexité des modèles, la taille du maillage et les coûts de calcul, mais
introduit un biais.

Afin d’améliorer la robustesse des résultats prédits par la mise en place d’un
modèle dynamique de connecteur amélioré à travers la prise en compte des incerti-
tudes sur la raideur, il est important de réaliser un état de l’art sur les techniques
existantes de modélisation d’une liaison boulonnée. Les principaux types de modèles
qui seront présentés sont :

— les modèles empiriques ;
— les modèles analytiques ;
— les modèles numériques en éléments finis.

3.1 Modèles empiriques

Ces modèles sont obtenus par l’identification du comportement d’une liaison
boulonnée à partir d’un ensemble d’essais. La conception des assemblages est basée
sur la capacité à transmettre la charge d’une pièce à l’autre sans détériorer les pièces
assemblées et les éléments de fixation. Dans le but de déterminer cette capacité,
on considère un paramètre C qui désigne la souplesse (ou flexibilité) longitudinale
équivalente de la fixation soumise à un chargement de cisaillement. Ce paramètre est
très important puisque la fatigue et la durée de vie de l’assemblage sont directement
liées à la répartition des contraintes autour de la fixation.

Les paramètres qui sont supposés influencer le comportement de la fixation sont :
— les matériaux des plaques : on note E1 et E2 les modules d’Young des

plaques 1 et 2 respectivement (cf. figure 3.1b) ;

Propagation d’incertitudes à travers des modèles dynamiques
d’assemblages de structures mécaniques



Modèles empiriques 55

(a) Liaison en simple (gauche) et double (droite) recouvrement

2 1

3

(b) Numérotation des pièces

Figure 3.1: Configuration d’une liaison en cisaillement simple et double

— les épaisseurs des plaques : on note t1 et t2 les épaisseurs des plaques 1
et 2 respectivement ;

— le matériau de la fixation : on note E3 le module d’Young de la fixation
et ν3 son coefficient de Poisson ;

— le diamètre de la fixation : on note d le diamètre du trou ;
— la configuration : simple ou double recouvrement (cf. figure 3.1a).

Plusieurs études d’assemblages de plaques en cisaillement ont permis de proposer
différentes formules. Parmi les premiers travaux dans ce domaine, on trouve Tate
et Rosenfeld [Tate et Rosenfeld 1946] qui, après une étude expérimentale sur le
cisaillement d’un assemblage de deux plaques à simple recouvrement, proposent la
formule suivante :

C =
1

E1t1
+

1

E2t2
+

1

E3t1
+

1

E3t2
+

32(t1 + t2)(1 + ν3)

9E3πd2
+

8(t31 + 5t22t1 + 5t2t
2
1 + t32)

5E3πd4

(3.1)

Quelques années plus tard, dans le même cadre d’étude, Swift [Swift 1971] propose
de calculer la souplesse d’une fixation en cisaillement simple de la manière suivante :

C =
5

dE3

+ 0.8

(
1

E1t1
+

1

E2t2

)
(3.2)

A partir de travaux expérimentaux, le constructeur aéronautique américain Boeing
propose en 1986 une formule semi-empirique pour le cas d’un assemblage en cisaille-
ment simple :

C =
2(t1/d)0.85

t1

(
1

E1

+
3

8E3

)
+

2(t2/d)0.85

t2

(
1

E2

+
3

8E3

)
(3.3)
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Étant donné que ces formules n’étaient applicables que sur un nombre restreint de
géométries de fixations, Huth [Huth 1986] a étendu l’étude sur une plus large gamme
de configurations, à savoir les assemblages boulonnés et rivetés à simple et double
recouvrement (cf. figure 3.1a). Il distingue entre deux groupes de paramètres influen-
çant le comportement de l’assemblage, à savoir les paramètres liés à la géométrie et
aux matériaux et les paramètres liés aux conditions de liaison. Contrairement aux
formules précédentes, il propose une relation qui prend en compte les configurations
de liaison en cisaillement simple et double en plus du type d’assemblage :

C =

(
(t1 + t2)

2d

)a
b

n

(
1

E1t1
+

1

nE2t2
+

1

2E3t1
+

1

2nE3t2

)
(3.4)

où n = 1 pour un cisaillement simple et n = 2 pour un cisaillement double. Les
coefficients a et b varient en fonction du type d’assemblage :

— assemblage métallique boulonné : a = 2/3 et b = 3 ;
— assemblage métallique riveté : a = 2/5 et b = 2.2 ;
— assemblage carbone/epoxy boulonné : a = 2/3 et b = 4.2.

Cette définition de la souplesse de la fixation est principalement utilisée dans les
calculs sur des modèles de structure de très grandes dimensions, où les fixations ne
peuvent pas être représentées de manière détaillée.

Les quatre formules présentées plus haut donnent des résultats en terme de sou-
plesse qui diffèrent de manière considérable. Par exemple, en considérant que tous
les modules d’Young sont égaux et que t1 = t2 = d, alors on obtient les expressions
suivantes :

C =



13.0541

E1t1
(Tate)

6.6

E1t1
(Swift)

5.5

E1t1
(Boeing)

10.5

E1t1
(Huth)

(3.5)

Il est clair que la souplesse donnée par la formule de Tate vaut plus du double de
celle obtenue par la formule de Boeing. Dans ses travaux, Huth [Huth 1986] montre
que la valeur calculée par sa formule est en meilleure corrélation avec les mesures.

Dans le cas de plaques orthotropes, une variante de la formule de Tate et Ro-
senfeld a été développée dans [Nelson et al. 1983]. En considérant deux modules
d’Young différents par plaque, EL dans une direction parallèle à la direction de
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chargement et ET dans la direction perpendiculaire, la formule s’écrit :

C =
8(2t1 + t2)(1 + ν3)

3E3πd2
+

8t31 + 16t21t2 + 8t1t
2
2 + t32)

3E3πd4
+

2t1 + t2
t1t2E3

+
1

t1
√
EL

1 E
T
1

+
2

t2
√
EL

2 E
T
2

(3.6)

Dans toutes ces relations, la préoccupation est de faire correspondre les résultats
données par les formules avec les réponses expérimentales sans chercher à analyser ou
à modéliser les phénomènes physiques mis en jeu. Malgré la présence d’analogies, ces
études montrent qu’il est difficile d’accéder à une valeur de référence de la souplesse
des fixations dans un assemblage, vu le nombre de formulations différentes, qui
reposent, soit entièrement, soit en partie, sur des résultats expérimentaux. Plus
tard, d’autres formules ont été proposées dans l’ouvrage de référence [Niu 1988] et
puis dans [Cope et Lacy 2000].

3.2 Modèles analytiques
De nombreux travaux de recherche ont conduit à l’élaboration de modèles ana-

lytiques dédiés à la simulation d’assemblages. Les paramètres de ces modèles sont
généralement identifiés grâce à des essais. Il est difficile de ne pas se perdre dans la
diversité de ces modèles étant donné que chacun a été créé pour une problématique
différente. On distinguera alors trois cas d’étude principaux : le cas d’une charge
statique, le cas d’un chargement dynamique et le cas d’un crash.

3.2.1 Cas d’une charge statique

Les premiers travaux de modélisation des fixations boulonnées s’appuient sur
l’analogie entre la distribution de charges et un montage électrique de résistances.
La figure 3.2 montre l’analogie proposée par [Ross 1947] dans le cas d’un assemblage
boulonné de plaques en double recouvrement. Les plaques sont de section S, longueur
L, largeur b, épaisseur t, module d’Young E et module de cisaillement G. Cette
analogie permet, dans le cas particulier d’une fixation en double cisaillement, de
trouver les charges transférées dans chaque partie de la liaison.

Un autre modèle, qui utilise un système classique masse-ressort, est celui de [Mc-
Carthy et al. 2006]. La figure 3.3 montre la relation entre l’assemblage boulonné et
le modèle masse-ressort avec 9 paramètres de raideur dans la direction horizontale
pouvant représenter plusieurs types de liaisons. Dans le cas d’une liaison à double
recouvrement avec six boulons (cf. figure 3.3b(a)), le modèle de la figure 3.3a repré-
sente la quart de la liaison. Dans les cas d’une liaison à double recouvrement avec
trois boulons (cf. figure 3.3b(b)) et celle à simple recouvrement avec six boulons (cf.
figure 3.3b(c)), le modèle représente la moitié de la liaison. Enfin, pour une liaison
à simple recouvrement avec trois boulons (cf. figure 3.3b(d)), le modèle représente
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Figure 3.2: Assemblage et réseau électrique équivalent d’après [Ross 1947]

Table 3.1: Analogie électro-mécanique de [Ross 1947]

Liaison boulonnée (cf. figure 3.2a) Réseau électrique (cf. figure 3.2b)

Chargement axial P Courant longitudinal I

Souplesse axiale L
ES

Résistance longitudinale R

Force de cisaillement F Courant transverse i

Souplesse de cisaillement b
GtL

Résistance transverse r

Déplacement axial u Potentiel V

la liaison complète. Dans la figure 3.3a, les paramètres KB1 , KB2 et KB3 sont les
raideurs des boulons. Les raideurs K ayant l’indice « SKIN » sont les raideurs des
« skin plates » (plaques fines) et les raideurs K ayant l’indice « SPL » sont les rai-
deurs des « splice plates » (plaques d’épissure). Les masses numérotées de 1 à 7 sont
libres de bouger dans la direction horizontale uniquement et le frottement est négligé
ce qui rend le modèle adapté aux liaisons serrées à la main seulement. Cette modé-
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(a) Modèle masse-raideur pour une liaison contenant 3 boulons

(a) (b)

(c) (d)

(b) (a) Double recouvrement – type 1 ; (b) Double recouvrement – type 2 ; (c) Simple
recouvrement – type 1 ; (d) Simple recouvrement – type 2

Figure 3.3: Modèle masse-raideur et types de liaisons pouvant être représentées
par ce modèle d’après [McCarthy et al. 2006]

lisation a été validée dans [McCarthy et al. 2006] par des modèles tridimensionnels
en éléments finis.

D’autres modèles analytiques ont été proposés permettant de prendre en compte
l’effet de divers grandeurs telles que la température [Yen 1978] et le frottement
[Bortman et Szabó 1992]. De plus, des études analytiques ont été menées sur le couple
de serrage des fixations [Nassar et al. 2005] et la perte de précharge [Jaglinski et al.
2007] afin d’analyser leur influence sur la distribution des efforts dans les fixations.

3.2.2 Cas d’une charge dynamique

Dans le cadre d’un chargement dynamique, l’objectif premier des modèles ana-
lytiques est de caractériser les phénomènes dissipatifs dans les fixations [Esteban et
Rogers 2000]. Les non-linéarités et la dissipation d’énergie entraînées par le phéno-
mène de « micro/macro slip/slap » au niveau de l’interface de la liaison intéressent
grandement les chercheurs [Segalman 2005]. Le « micro-slip » est un phénomène de
micro-glissement qui se produit au tout début de la soumission des plaques à l’effort.
Ainsi le déplacement des plaques augmente progressivement avec la force. Ensuite
vient le « macro-slip » où le déplacement augmente pour une force constante. Enfin,
à un certain moment du chargement, le boulon entre en contact avec les plaques.

Propagation d’incertitudes à travers des modèles dynamiques
d’assemblages de structures mécaniques



60 Modélisation des fixations boulonnées

Parfois, il peut se produire un phénomène de « stick-slip », c’est à dire un glissement
saccadé entre les deux plaques.

Plusieurs modèles ont été proposés afin de représenter la dissipation d’énergie et
les non-linéarités dues aux frottements et glissements dans les liaisons, pour des cas
de charges dynamiques :

— pour le micro-slip [Canudas De Wit et al. 1995,Pakdemirli et Boyacı 2003] ;
— pour le stick-slip [Gaul et Lenz 1997] ;
— et pour le slip (glissement) [Gaul et Nitsche 2001].

Un modèle rhéologique largement utilisé pour représenter la réponse stick–slip
des assemblages a été proposé par Iwan [Iwan 1966, Iwan 1967]. Cette modélisation
consiste en une combinaison d’éléments mis en série ou en parallèle afin de décrire le
comportement hystérétique des matériaux et structures. Ces éléments contiennent
chacun deux composants : un ressort ayant une raideur linéaire et un « amortisseur
de Coulomb » (cf. Figure 3.4). Le déplacement du ressort ne peut avoir lieu tant que
la force de traction f ne dépasse pas φ̃ qui est la force tangentielle à vaincre.

Segalman [Segalman 2005] utilise le modèle de Iwan afin de construire un mo-
dèle à quatre paramètres reproduisant les propriétés des liaisons à recouvrement en
dynamique et vibrations. Dans [Segalman et Starr 2008], en mettant en parallèle
plusieurs éléments « série » de Iwan (cf. figure 3.4a) et en mettant en série des élé-
ments « parallèle » de Iwan (cf. figure 3.4b), Segalman montre que le modèle de
Iwan permet de bien décrire le « micro/macro slip » au niveau des interfaces de
liaison. De nombreuses représentations et applications du modèle de Iwan avec des
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(b) Modèle de Iwan « série-parallèle »

Figure 3.4: Différents modèles de Iwan d’après [Segalman et Starr 2008]
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comparaisons à des résultats expérimentaux en dynamique peuvent être consultées
dans [Song et al. 2004,Ouyang et al. 2006,Miller et Quinn 2009].

Pour ce qui est de la modélisation paramétrique proprement dite, on peut ci-
ter [Ahmadian et Jalali 2007b,Ahmadian et Jalali 2007a] qui proposent deux mo-
délisations distinctes. Dans [Ahmadian et Jalali 2007b], on trouve la modélisation
avec 4 paramètres de la figure 3.5. La raideur en cisaillement de la liaison peut être
représentée par un ressort linéaire de raideur axiale K1. Afin de modéliser le micro-
slip et la dissipation d’énergie dans la liaison, la modélisation suivante de l’interface
est proposée : un ressort linéaire de raideur en torsion Kθ, un ressort de raideur
cubique en torsion K3 et un amortisseur visqueux en torsion de coefficient C. Pour
trouver ces quatre paramètres, on commence par résoudre analytiquement le pro-
blème pour trouver les fréquences harmoniques du système puis on réalise une série
d’expériences. Puis, grâce à un algorithme d’optimisation minimisant l’écart entre
les fréquences mesurées et calculées, on trouve les paramètres du modèle analytique.
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Figure 3.5: Modèle analytique à 4 paramètres (K1, K3, Kθ, C) de [Ahmadian et
Jalali 2007b]

Dans [Ahmadian et Jalali 2007a], un autre modèle à 6 paramètres est proposé
pour la modélisation d’une liaison boulonnée à simple recouvrement (cf. Figure 3.6).
La partie de l’assemblage comportant le boulon est alors modélisée comme une
poutre horizontale avec deux degrés de liberté par nœud. En effet les raideurs li-
néaires et non linéaires sont séparées, ce qui simplifie leurs identifications grâce à
une méthode analogue à celle employée au modèle à 4 paramètres.

Enfin, on peut citer le modèle proposé dans [Rashquinha et Hess 1997] qui est
un modèle dynamique avec 8 paramètres permettant de tenir compte des filets de
la vis et du taraudage du trou.
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Figure 3.6: Modèle analytique à 6 paramètres de [Ahmadian et Jalali 2007a]

3.2.3 Cas d’un crash

Dans [Langrand et Combescure 2004], un modèle de connecteur pour le crash est
proposé. Le connecteur est modélisé par un élément poutre à six degrés de liberté (3
translations et 3 rotations) ayant un comportement élasto-plastique endommageable.
Cet élément est représentatif de la zone de « collage » qui est le lieu de phénomènes
très complexes. Le modèle de plasticité utilisé est un modèle de type Ilyushin et
l’endommagement est introduit par l’intermédiaire du modèle de rupture ductile de
Lemaitre et Chaboche.
Les paramètres de ce modèle sont déterminés par une procédure d’identification
classique qui sera évoquée dans la suite de ce document à partir de différents essais
de type Arcan (traction/cisaillement).
Le bilan des comparaisons entre les résultats expérimentaux et les calculs numériques
avec ce modèle montre que le connecteur permet de reproduire correctement la
première partie de la réponse sur des essais de traction/cisaillement, mais ne permet
pas d’atteindre la réponse post-pic (en particulier en cisaillement). L’intérêt principal
de ce modèle est sa robustesse avant rupture, même s’il ne prend pas en compte les
aspects du contact et du frottement au sein de la liaison.

3.3 Modèles numériques en éléments finis

Il existe une littérature abondante sur ce domaine dont on ne citera ici que
quelques exemples. On trouvera dans [Mackerle 2003] une revue bibliographique
très large (726 références !) sur les méthodes éléments finis appliquées à l’analyse
théorique et pratique de fixations et assemblages de tous types, la partie dédiée aux
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assemblages boulonnées listant à elle seule le tiers des références. Dans ce qui suit, on
distinguera trois types de modèles : les modèles locaux, les modèles intermédiaires
et les modèles structuraux.

3.3.1 Modèles locaux

La particularité de ces modèles est de représenter le filetage des éléments de
liaison de manière explicite et fine, ce qui de toute évidence ne peut être envisagé
sur un modèle en éléments finis 3D comportant plusieurs dizaines de fixations. En se
plaçant à l’échelle locale de la fixation, ces modèles permettent de mieux comprendre
les phénomènes locaux, tels que ceux liés à la précharge des boulons et la rupture
des filets.

La figure 3.7 montre le modèle utilisé dans les travaux de [Alkatan et al. 2007]
sur la raideur et la perte de raideur des fixations. Un autre travail sur la perte de
raideur axiale est décrit dans [Lehnhoff et Bunyard 2001] et des études sur la perte
de précharge en fonction du chargement extérieur sont présentées dans [Izumi et al.
2005,Zhang et al. 2007].

Bolt Nut

Wenut

Webolt in contact

Assembled part

Contact

regions

3°

r

z

θ

Figure 3.7: Maillage du modèle de [Alkatan et al. 2007]

En particulier, [Izumi et al. 2005] permet de se renseigner sur la perte de pré-
charge dans un assemblage boulonné en prenant en compte le filetage. Une relation
entre la précharge et le couple de serrage assez bien vérifiée par le modèle éléments
finis 3D de la figure 3.8 est proposée, ainsi qu’une relation entre le chargement dans
le boulon et le chargement dans un filet en fonction du numéro du filet. La perte
de serrage suggère un chargement en cisaillement ce qui est en concordance avec
le modèle numérique et les essais. Cette perte de serrage est initiée lorsqu’il y a
glissement complet d’un filet et cela avant le glissement de la tête du boulon.

[Zhang et al. 2007] aborde également ce thème d’un point de vue numérique et
conclut que les deux causes majeures de la perte de précharge dans un assemblage
boulonné fileté sont d’une part le micro-slip entre le taraudage et le filetage et d’autre
part la variation de la pression de contact.
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Figure 3.8: Modèle numérique de [Izumi et al. 2005]

3.3.2 Modèles intermédiaires

La particularité de ces modèles est la représentation de la géométrie des fixa-
tions, sans les filets, et la prise en compte des effets du contact et du frottement sur
le comportement de l’assemblage boulonné. Les coûts de calcul peuvent alors deve-
nir très importants car les algorithmes de résolution utilisés sont itératifs. La prise
en compte des effets du contact et du frottement peuvent également générer des
difficultés de mise en œuvre (convergence, réglage des paramètres des algorithmes
itératifs) qui ne sont pas toujours faciles à résoudre.

Une modélisation en éléments finis 2D validée expérimentalement est proposée
dans [Kim et Kim 1995] pour les assemblages boulonnés à plaques composites. Elle
permet de prendre en considération le frottement grâce à une loi de Coulomb, le
contact étant géré par une méthode de pénalisation. Pour ces assemblages, un mo-
dèle 3D est présenté dans [Chen et al. 1995] tenant compte des effet de frottement,
du jeu, de l’élasticité du boulon, de l’empilage des séquences du stratifié et l’effet du
contact corps de vis/plaque.

Dans [McCarthy et al. 2005b], les auteurs révèlent l’importance du choix de l’al-
gorithme de contact pour un modèle en élément finis en comparant deux algorithmes
différents. De plus, ils démontrent l’importance de raffiner le maillage au niveau de
la surface d’appui de la tête de vis sous peine d’une perte réelle de précision du
résultat dans cette zone (cf. Figure 3.9).

Afin d’augmenter la vitesse des calculs et d’être plus rapide qu’un solveur direct,
le LMT-Cachan a développé une approche originale appelée la méthode LATIN
(LArge Time INcrement method) qui permet une résolution numérique de manière
non incrémentale. Un couplage de cette méthode à une décomposition de l’assem-
blage en sous-structures et en interfaces est effectué dans [Champaney et al. 2008].
Un modèle éléments finis prenant en compte le contact et le frottement via une loi
de Coulomb (cf. Figure 3.10) est ainsi proposé. Cette méthode permet d’obtenir des
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Figure 3.9: Modèle non linéaire en éléments finis 3D issu de [McCarthy et al.
2005b] : (a) coupe à travers un modèle à un boulon montrant les corps en contact ;

(b) corps en contact isolés

résultats d’une très bonne précision, jusqu’à 20 fois plus rapidement qu’une méthode
classique pour un ensemble de calculs avec des paramètres de frottements différents.

D’autres travaux sur des modèles numériques 3D non linéaires sont présentés
dans [Chen et al. 1995,McCarthy et al. 2005a,Kim et Kuwamura 2007].
Dans le cas d’assemblages boulonnés de plaques en composite, les articles [Riccio et
Scaramuzzino 2002,Tserpes et al. 2002] contiennent des modèles traitant la dégrada-
tion et l’endommagement des fibres. Les résultats montrent que l’endommagement
apparaît proche du trou, et se propage dans l’épaisseur, depuis l’interface entre les
plaques vers leurs surfaces extérieures.

Récemment, quelques chercheurs se sont intéressés à l’étude numérique de la
fatigue des liaisons boulonnées. Par exemple, [Kelly 2006] et [Daidie et al. 2007]
étudient, respectivement, la fatigue en traction et en compression des fixations à deux
boulons utilisées dans les liaisons de pièces prismatiques. Généralement, les analyses
en fatigue des fixations boulonnées sont très coûteuses en temps puisque outre les
non-linéarités liées au contact-frottant, il faut prendre en compte les non-linéarités
de comportement du matériau. De plus, la gestion du chargement cyclique en fatigue
demande une discrétisation du chargement qui conduit encore à l’augmentation du
temps de calcul.
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Figure 3.10: Assemblage étudié et modèle non linéaire en éléments finis 3D
proposé par [Champaney et al. 2008]

3.3.3 Modèles structuraux

Les modèles structuraux sont des modèles numériques simplifiés qui constituent
un bon compromis pour des structures de grandes tailles car ils limitent le temps de
calcul tout en perdant un minimum de précision. Quelques exemples de développe-
ments récents sont présentés dans [Kim et al. 2007,Ekh et Schön 2008,Gant et al.
2011].

L’idée générale de ces modèles est de mélanger des modèles 3D locaux avec des
éléments de plaques ou de coques, des connecteurs linéaires ou non linaires, et des
modèles 3D globaux. La difficulté est alors d’identifier proprement les paramètres
de ces différents modèles : généralement une solution numérique 3D complète est
prise comme référence et permet de recaler les modèles simplifiés. Il est important
de noter qu’une limite de ces modélisations est la simplicité des cas traités (quelques
liaisons boulonnées), ce qui rend leur généralisation à des assemblages complexes
délicate.

En particulier, les travaux présentés dans [Kim et al. 2007] montrent qu’on peut
alléger le maillage du modèle en éléments finis du boulon en substituant la géométrie
du boulon par des éléments ayant un comportement équivalent, tels que des éléments
poutres aux degrés de libertés couplés (cf. Figure 3.11 (b)), ou des éléments poutres,
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Figure 3.11: Modèles en éléments finis pour une liaison boulonnée proposés
dans [Kim et al. 2007] : (a) modèle de boulon solide, (b) modèle de boulon couplé,

(c) modèle de boulon araignée et (d) modèle sans boulon

en forme de toile reliés à un même point au niveau de la tête de vis et de l’écrou
(cf. Figure 3.11 (c)), ou une précharge appropriée appliquée sur la surface extérieure
des rondelles supérieure et inférieure (cf. Figure 3.11 (d)). Ce dernier modèle ne
peut être employé que lorsqu’il n’est pas nécessaire de tenir compte de la raideur
du boulon et s’il n’y a pas de séparation entre les pièces. L’étude montre que le
modèle complet (cf. Figure 3.11 (a)) reste le plus précis pour simuler le comporte-
ment physique de la structure. Néanmoins, il ressort que les modèles des figures 3.11
(b) et (c) permettent d’épargner respectivement 62% et 49% du temps de calcul et
d’économiser respectivement 21% et 19% de mémoire en comparaison avec le mo-
dèle complet, tout cela dans le cadre d’une perte de précision raisonnable. Ainsi, les
auteurs recommandent le modèle simplifié avec des éléments poutres aux degrés de
liberté couplés de la figure 3.11 (b).

Dans le cas de charges dynamiques, on peut citer des modèles comportant des
éléments simples avec amortissement [Ahmadian et Jalali 2007b,Mayer et Gaul 2007]
des éléments spécifiques pour les chocs pyrotechniques [De Benedetti et al. 2007] ou
pour les crashs [Combescure et al. 2003]. Dans la majorité des cas, les algorithmes
proposés sont explicites permettant de diminuer les coûts de résolution, au détri-
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ment d’une certaine précision dans les résultats puisque des interpénétrations dans
les zones de contact sont tolérées au cours de la résolution.

Enfin, les travaux menés dans [Liu et Chen 2013], sur une liaison métal-composite
en simple recouvrement à 6 boulons, montrent l’intérêt d’employer une stratégie de
couplage global/local. La structure globale est modélisée en éléments finis 2D et
les zones autour de chaque liaison boulonnée sont modélisées de manière fine en
éléments finis 3D. Les grandeurs globales telles que le champ de déplacement de la
structure sont déterminés sur le modèle global. Ces résultats globaux sont ensuite
considérés comme conditions aux limites lors de l’analyse détaillée de la distribution
des contraintes dans le modèle local autour du boulon. En comparaison avec un
calcul effectué sur un modèle en éléments finis 3D global de la même structure, cette
technique permet d’accélérer 85 fois le temps de calcul.
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L’approche de vérification et validation n’a pas encore démontré qu’elle pouvait
assurer une prise de décision confiante [Hemez 2005]. Il s’avère alors nécessaire de
prendre en compte les différentes sources d’incertitudes de manière appropriée pour
apporter les améliorations nécessaires et de quantifier a priori le niveau de confiance
associé aux modèles numériques.

Table 3.2: Principales méthodes paramétriques de propagation des incertitudes
en mécanique des structures

Méthodes probabilistes Méthodes non probabilistes

Méthodes d’intégration directe
Théorie des probabilités imprécises

Méthode de Monte-Carlo

Méthodes d’échantillonnage
Théorie des fonctions de croyance

Parallélisation & Surfaces de réponse

Méthodes d’analyse de fiabilité des structures
Théorie des possibilités

FORM, SORM, FOSPA, MVFOSA

Méthodes d’approximation polynomiale
Théorie des intervalles

Perturbation

Décomposition de Neumann
Théorie des ensembles flous

Techniques de projection

Techniques de réduction de modèle
Théorie décisionnelle de lacune d’information

Méthodes spectrales

De manière générale, les incertitudes sont dûes à une variabilité naturelle ou à un
manque de connaissance. Plusieurs familles de méthodes existent aujourd’hui, per-
mettant de les prendre en compte dans les modèles numériques d’assemblages méca-
niques. On distingue les approches paramétriques, propageant, pour un modèle fixé,
les incertitudes sur les paramètres du modèle, et les approches non paramétriques,
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généralement probabilistes, considérant les incertitudes de manière plus globale. Le
tableau 3.2 présente un aperçu des principales méthodes paramétriques répandues,
probabilistes et non probabilistes, qui ont été décrites.

La théorie des méconnaissances, également dédiée aux assemblages, a pour am-
bition de globaliser tous les types d’incertitudes au niveau des sous-structures. Les
grandeurs incertaines sont supposées varier dans des intervalles dont les bornes sont
des variables aléatoires. En présence de faibles méconnaissances, une étude compara-
tive de plusieurs méthodes paramétriques avec cette approche a permis de démontrer
qu’elle est très avantageuse en terme de précision et de coût de calcul.

Dans le cadre du présent travail, notre intérêt principal est porté sur les modèles
existants qui permettent de représenter une géométrie 3D avec des éléments finis de
manière simple. Ainsi, lors de la prise en compte des incertitudes dans les fixations
avec la théorie des méconnaissances, des modèles numériques structuraux seront em-
ployés afin d’améliorer le dimensionnement vibratoire des assemblages boulonnés.

Dans les études d’assemblages boulonnés, même si les sources d’incertitudes
peuvent être bien connues, la caractérisation de leur influence sur le comportement
dynamique du système est toujours mal connue. De plus, la quantité d’information
disponible, permettant d’aboutir à des conclusions pertinentes, est souvent réduite.
On cherche alors à caractériser les incertitudes de manière expérimentale et à maî-
triser la méconnaissance, ce qui permettra de mieux les prendre en compte dans les
modèles et améliorer les prédictions numériques. La partie suivante propose d’affiner
notre compréhension de l’influence des sources d’incertitudes, liées aux conditions
de liaison, sur la réponse dynamique des structures boulonnées. A cet effet, un banc
d’essai dynamique basé sur une structure boulonnée a été conçu et dimensionné.
L’analyse modale expérimentale de ce banc, menée sous forte charge, permet de
décrire l’évolution de la raideur apparente d’une liaison boulonnée et la dissipation
dans la liaison en fonction des paramètres de liaison.
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Chapitre 4

Conception d’un banc d’essai
dynamique

Dans ce chapitre, on décrit la démarche de conception et
dimensionnement d’un banc d’essai dynamique basé sur
une structure boulonnée. On se munit d’une liaison
boulonnée dont les conditions de liaison peuvent être

facilement modifiées et pour laquelle le type et le niveau
de chargement sont maîtrisés. L’objectif de ce travail est
de comprendre les phénomènes mis en jeu en dynamique
et de quantifier la variabilité liée aux conditions de liaison

via une analyse modale expérimentale.
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Une connaissance fiable du comportement dynamique des assemblages indus-
triels est indispensable afin d’éviter des incidents qui peuvent mettre en danger la
sécurité des personnes et la sûreté des installations. La raideur de ces structures
assemblées est obtenue par le maintien en position de composants par un nombre
important de fixations tels que des boulons précontraints. Ces éléments de fixation
contribuent aux distributions de raideurs et de masses dans l’assemblage de manière
complexe en rendant le système non linéaire, et sont ainsi sources d’incertitudes et
de variabilité [Ibrahim et Pettit 2005,Di Maio 2016].

Beaucoup de difficultés rencontrées lors de l’analyse de systèmes non linéaires
proviennent d’une compréhension pauvre des phénomènes physiques non linéaires.
Pour un système non linéaire, de faibles différences dans la modélisation des élé-
ments non linéaires peut aboutir à des écarts considérables entre les réponses du
système [Brake 2013,Brake 2014]. Ainsi, lors de l’étude de la dynamique des liaisons
boulonnées, l’absence d’une compréhension complète et profonde de ce qui a lieu
aux interfaces pousse à poser plusieurs questions saillantes, comme :

— Quels effets a la liaison boulonnée sur l’amortissement et la raideur du sys-
tème ?

— Comment la raideur et l’amortissement du système changent-ils en fonction
du niveau d’excitation du système ?

Quelques travaux de recherche ont été menés récemment pour y apporter des
éléments de réponse. Par exemple, l’étude d’une structure formée de deux poutres
en acier inoxydable assemblées par trois boulons [Brake et al. 2014] montre que la
présence d’une liaison boulonnée a un impact considérable sur les fonctions de ré-
ponse en fréquence du système. En particulier, les résultats de cette étude montrent
que les modes de torsion sont très sensibles aux conditions d’interface et que les
modes de flexion sont sensibles à la valeur du couple de serrage des boulons et
à l’ordre de serrage. Afin de séparer les effets de la liaison mécanique des autres
sources d’incertitudes et de non-linéarités, une seconde étude a été effectuée sur la
même structure [Smith et al. 2016]. Elle se focalise sur l’impact des conditions aux
limites, des techniques et conditions de mesure et des types d’excitation sur la ré-
ponse du système. Une autre analyse expérimentale a été réalisée sur la structure
d’un portique simple, à géométrie rectangulaire, présentant des liaisons boulonnées
acier-aluminium [Van Buren et al. 2015]. Les paramètres de liaison qui ont été variés
sont le couple de serrage, l’ordre de serrage et la procédure de serrage. Les résultats
ont montré que le couple de serrage est le seul paramètre ayant une influence non
négligeable sur les fréquences propres. Cependant, le niveau de chargement des dif-
férentes liaisons était faible et n’était pas maîtrisé.

Dans ces travaux, les liaisons considérées contenaient peu de boulons, et les
couples de serrage installés et les sollicitations étaient faibles. On propose alors de
concevoir un banc d’essai dynamique contenant une liaison boulonnée paramétrable
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permettant d’augmenter la valeur de ces grandeurs et d’examiner la variabilité ex-
périmentale liée aux variations des conditions de liaison.

4.1 Objectifs de l’étude
Une grande partie des assemblages boulonnés utilisés dans les machines tour-

nantes sont soumis à des niveaux de chargement et de vibration élevés. En particu-
lier, le comportement dynamique des systèmes mécaniques qui équipent les centrales
nucléaires et thermiques, tels que les pompes, s’avère critique lors de leur conception
et doit pouvoir être prédit en toute confiance. Comme le montre la figure 4.1, les
liaisons boulonnées utilisées sur les pompes des centrales thermiques ont les carac-
téristiques suivantes :

— les pièces liées sont métalliques et massives ;
— la liaison entre les deux pièces est plane ;
— la couronne de boulons est de grand diamètre ;
— les liaisons contiennent beaucoup de boulons.

Selon les modes de vibration, les liaisons considérées peuvent travailler de différentes
façons : flexion, cisaillement, torsion et traction. Les fréquences d’intérêt pour leur
dimensionnement vibratoire sont basses, inférieures à 1 kHz.

Type de liaisons étudiées

Figure 4.1: Illustration des caractéristiques des liaisons boulonnées présentes sur
une pompe mono-étagée à axe horizontal (les boulons ne sont pas représentés)

Afin de développer à terme des modèles pertinents, on se propose de quantifier
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expérimentalement la dépendance des paramètres associés à des liaisons boulonnées
du même type aux variations de la raideur et la dissipation de la liaison [Esteban et
Rogers 2000]. Parmi les paramètres importants qu’on veut considérer, on trouve :

— la précharge des boulons liée au couple de serrage [O’Toole et al. 2006,
Knight Jr et al. 2008] ;

— le nombre et la position des boulons effectivement serrés [Wang et al. 2015] ;
— le type et le niveau de chargement de la liaison boulonnée [Brake et al. 2014,

Smith et al. 2016].
Pour d’atteindre cet objectif, on cherche à disposer d’une liaison boulonnée repre-

nant les principales caractéristiques de celles des pompes des centrales thermiques.
Les paramètres de cette liaison doivent être facilement modifiables. Néanmoins, pour
des raisons d’encombrement, on décide d’étudier une liaison de taille inférieure (en-
viron 20 cm de diamètre) pouvant contenir 16 boulons de type M12.

4.2 Principe de fonctionnement

Le système sera préchargé via le serrage d’éléments boulonnés. Il en résulte des
charges statiques dans la liaison. Lors de l’excitation dynamique de l’assemblage, des
charges dynamiques vont se superposer à ces charges statiques. Si les variations des
charges dynamiques sont petites par rapport aux charges statiques, alors il y aura
peu d’effets sur la réponse dynamique en terme de dissipation et de fréquence de
résonance. Cela correspond à décrire un effet de seuil sur le mécanisme d’ouverture
ou de glissement qui a été précédemment décrit dans [Rouch et al. 2009] et [Caignot
et al. 2010]. Il est donc important de pouvoir maîtriser le niveau de chargement dans
la liaison et de pouvoir rendre celui-ci significatif par rapport aux charges statiques
liées au serrage des éléments boulonnés.

Cependant, solliciter la liaison en dynamique à des niveaux de chargement éle-
vés n’est pas aisé avec un matériel expérimental de taille raisonnable. Une solution
proposée est de profiter de l’amplification dynamique et d’exciter la structure à la
résonance sur ses modes propres. Ainsi, en injectant peu d’énergie dans le montage,
les amplitudes de la réponse dynamique pourront être importantes. De plus, il est
important de s’assurer que les premiers modes sollicitent bien la liaison boulonnée
étudiée et que leur fréquence de résonance sont basses (quelques centaines de Hz).
On cherche donc à raccorder la liaison boulonnée à deux masses excentrées par l’in-
termédiaire de résonateurs de type poutre permettant de mesurer les charges dans la
liaison. L’ensemble est considéré en libre-libre afin de réduire le nombre de liaisons
et de sources d’incertitudes. La transformation de l’énergie cinétique des masses en
énergie élastique dans les poutres permettra de transmettre les efforts souhaités vers
la liaison boulonnée centrale.

La géométrie préliminaire du montage est présentée sur la figure 4.2. La liaison
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Boulons

Liaison d’intérêtMasse

Bras élastique

Figure 4.2: Liaison boulonnée et système de chargement

boulonnée, au centre, est reliée rigidement aux bras élastiques qui sont reliés rigide-
ment aux masses extrêmes. L’ensemble est démontable de façon à pouvoir rajouter
ou enlever des masses ou modifier leur éloignement sans modifier les conditions de
liaison. Afin de faciliter le déplacement et la manipulation du montage complet, on
décide de garder sa masse autour de 40 kg.

4.3 Dimensionnement du montage

Les principaux critères de dimensionnement de l’assemblage sont :
— avoir un niveau de chargement dans la liaison permettant d’assurer que des

glissements et/ou ouvertures de l’ordre de quelques µm puissent avoir lieu
dans les zones de contact entre les brides en liaison ou entre les boulons et
les brides. Ces déplacements auront un impact sur l’énergie dissipée et les
fréquences de résonance ;

— même lorsqu’elles sont soumises à de fortes charges, toutes les pièces doivent
garder un comportement élastique ;

— les premiers modes propres doivent être bien identifiables. Pour ce type et
cette taille de montage, cela revient à avoir une faible densité modale et des
fréquences de résonance inférieures à 1 kHz.

Afin d’assurer un dimensionnement optimal de la liaison et les autres pièces du
montage, on cherchera à modifier les paramètres suivants :

— la géométrie des brides formant la liaison centrale d’intérêt (diamètre, lon-
gueur, épaisseur des parties en contact, etc.) ;

— la géométrie des poutres (longueur et diamètre) ;
— la géométrie et l’éloignement des masses.

La première étape du dimensionnement consiste à estimer les premières fré-
quences propres du montage en libre-libre et la forme des premiers modes propres.
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Alors un premier modèle numérique du montage complet a été conçu. La seconde
étape concerne l’optimisation de la géométrie du montage et de la liaison d’intérêt.
Étant donné que la structure est initialement imaginée symétrique, il n’y aura que
des modes symétriques ou antisymétriques. Les deux premiers modes propres du
modèle sont associés aux premiers modes de flexion symétrique et antisymétrique
respectivement. Les deux modes suivants sont des modes de torsion symétrique et
antisymétrique. La géométrie et les caractéristiques du modèle font que le premier
mode de flexion symétrique est associé à une fréquence inférieure à 100 Hz, alors
que les premiers modes de traction–compression sont associés à des fréquences su-
périeurs à 1 kHz. Par conséquent, lors de l’analyse modale expérimentale, on s’inté-
ressera particulièrement aux modes de flexion et aux modes de torsion. Pour chacun
de ces modes, il est indispensable d’extraire le type et le niveau de chargement dans
la liaison. Cela nous conduit à la réalisation d’un modèle analytique simplifié du
montage pour chaque mode.

4.3.1 Calcul des fréquences et modes propres

La recherche des formes des modes fondamentaux peut se faire de manière exacte,
mais la lourdeur des calculs nous conduit à réaliser une estimation approchée. Pour
cela, on utilise la méthode du quotient de Rayleigh en postulant une forme de mode
raisonnable qui conduira à une estimation par excès de la valeur exacte de la fré-
quence recherchée.

La démarche et les calculs d’estimation des fréquences de résonance ont été menés
sur les différents modes propres de la structure, à savoir les modes de flexion, torsion
et traction-compression, symétrique et antisymétrique. Dans la suite, on présente le
cas des deux premiers modes de flexion, symétrique et antisymétrique. On considère
que l’énergie cinétique des poutres est négligeable comparée à celle des masses. Pour
tous ces calculs, on introduit un certain nombre de notations :

— Géométrie : chaque poutre cylindrique a une longueur L, un diamètre D, une
section S et un moment quadratique I par rapport à l’axe ~z ;

— Matériau : on note ρ la densité et E le module d’Young ;
— Masses : on note ml la masse de la liaison, et mm la masse d’une masse

excentrée ;
— Inerties : on note Il l’inertie en rotation de la liaison autour d’une axe pas-

sant par son centre et orthogonal à l’axe principal du système ; on note Im
l’inertie en rotation d’une masse autour d’une axe passant par son centre et
orthogonal à l’axe principal du système.

En considérant la moitié de la structure, le modèle associé à l’estimation de la
fréquence du premier mode de flexion symétrique est proposé sur la figure 4.3. La
liaison et la masse excentrée sont modélisées par des masses ponctuelles. Puisque
l’essai est réalisé en libre-libre, deux modes de corps rigides sont possibles dans le
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cas d’une étude plane : une translation transversale, une rotation selon l’axe hors
plan. Étant donné que l’on étudie un mode symétrique, la rotation est bloquée sur
le plan de symétrie, d’où la liaison proposée en x = 0. Le degré de liberté restant est
important : si on le supprime, le centre de gravité de la configuration déformée ne
pourra pas être le même que celui de la configuration non déformée, ce qui contredit
une propriété importante des structures vibrant en libre-libre.

mm Imml/2

L

~x

~y

Figure 4.3: Modèle analytique simplifié permettant l’estimation de la fréquence
de résonance du premier mode de flexion symétrique

On postule comme champ cinématiquement admissible représentatif de ce mode
la somme d’un mode rigide de translation et d’un mode déformant la structure :

Vs,1(x) = a+ x2 (4.1)

Si l’on néglige l’énergie cinétique des poutres par rapport à celle des masses, le
quotient de Rayleigh est de la forme :

R(Vs,1) =

∫ L

0

EI(V ′′s,1(x))2dx∫ L

0

ρS(Vs,1(x))2dx+
1

2
ml(Vs,1(0))2 +mm(Vs,1(L))2 + Im(V ′s,1(L))2

(4.2)

En fonction des données du problème, on obtient :

R(Vs,1) =
4 EIL

2 ImL2 + 1
2
a2ml + (a+ L2)2mm + a2ρSL+ 2

3
aL3Sρ+ 1

5
L5Sρ

(4.3)

Le coefficient a qui minimise le quotient de Rayleigh est alors :

a = − 2 (3 L2mm + L3Sρ)

3 (ml + 2mm + 2 ρSL)
(4.4)

Le carré de la pulsation propre de ce mode est enfin :

ω2
flex,s,1 =

180 EI(ml + 2 (mm + ρSL))

90 LIm(ml + 2 (mm + ρSL)) + L3(9ml(5mm + ρSL) + 8 ρSL(6mm + ρSL))
(4.5)
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En postulant un champ associé à la déformée statique d’une poutre encastrée
avec effort en bout :

Vs,1(x) = a+
Lx2

2
− x3

6
(4.6)

on obtient le quotient de Rayleigh suivant :

R(Vs,1) =
EIL3

ρS
(
a2L+ 1

4
aL4 + 11

420
L7
)

+ 1
2
mla2 +mm

(
a+ 1

3
L3
)2

+ 1
4
ImL4

(4.7)

Le coefficient a qui minimise ce quotient est alors :

a = −
2
3
mmL

3 + 1
4
ρSL4

2mm +ml + 2 ρSL
(4.8)

on obtient une estimation un peu différente du carré de la pulsation propre :

ω2
flex,s,1 =

(3360 EI(ml + 2 (mm + ρSL)))

1260 LIm(ml + 2 (mm + ρSL)) + L3(8ml(140mm + 33 ρSL) + ρSL(1088mm + 213ρSL))

(4.9)

On procède de manière similaire pour l’étude du premier mode de flexion antisy-
métrique. On considère la moitié de la structure et le modèle associé à l’estimation
de la fréquence propre de ce mode est proposé sur la figure 4.4. Étant donné que l’es-
sai est réalisé en libre-libre et qu’on étudie un mode antisymétrique, le déplacement
transversal est bloqué sur le plan de symétrie en x = 0. Le degré de liberté restant
correspond donc à une rotation de corps rigide de la poutre autour de (O,~z).

mm ImIl/2

L

~x

~y

Figure 4.4: Modèle analytique simplifié permettant l’estimation de la fréquence
de résonance du premier mode de flexion antisymétrique

On postule comme champ cinématiquement admissible représentatif de ce mode
la somme d’un mode rigide de rotation et d’un mode déformant la structure :

Va,1(x) = ax+ x2 (4.10)
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En négligeant l’inertie des poutres, le quotient de Rayleigh est de la forme :

R(Va,1) =

∫ L

0

EI(V ′′a,1(x))2dx∫ L

0

ρS(Va,1(x))2dx+
1

2
Il(V

′
a,1(0))2 +mm(Va,1(L))2 + Im(V ′a,1(L))2

(4.11)

En fonction des données du problème, on obtient :

R(Va,1) =
4 EIL

1
2
a2Il + Im(a+ 2L)2 + L2(a+ L)2mm + 1

3
a2L3Sρ+ 1

2
aL4Sρ+ 1

5
L5Sρ

(4.12)

Le coefficient a qui minimise le quotient de Rayleigh est alors :

a = −3

2

8 ImL+ 4L3mm + L4Sρ

3 Il + 6 Im + 6 L2mm + 2 L3Sρ
(4.13)

Le carré de la pulsation propre de ce mode est enfin :

ω2
flex,a,1 =

160 EI (3 Il + 6 Im + 2 L2(3mm + ρSL))

24 Il (20 LIm + L3(5mm + ρSL)) + L3 (L3Sρ(8mm + ρSL) + 16 Im(15mm + 8ρSL))

(4.14)

En postulant un champ associé à la déformée statique d’une poutre encastrée
avec effort en bout :

Va,1(x) = ax+
Lx2

2
− x3

6
(4.15)

on obtient une estimation un peu différente du carré de la pulsation propre :

ω2
flex,a,1 =

16800 EI (3 Il + 6 Im + 2L2(3mm + ρSL))

120 Il (315 LIm + L3(140mm + 33 ρSL)) + L3 (600 Im(14mm + 9 ρSL) + L3Sρ(640mm + 99 ρSL))

(4.16)

On peut considérer également un champ de la forme a + f(x) où f(x) est la
déformée statique d’une poutre sous un effort linéique ou linéaire. Ce champ permet
de prendre en compte la masse linéique et l’inertie des poutres en plus de celles des
masses.

Afin de déterminer la forme la plus pertinente du champ cinématiquement ad-
missible, pour chacun des modes étudiés, ces calculs analytiques sont validés sur le
cas de la géométrie imaginée (cf. Figure 4.2). Pour des valeurs données des diffé-
rents paramètres du modèle, et pour chaque champ considéré, les fréquences propres
sont comparées aux résultats de simulations menées sur un modèle éléments finis de
poutre. Les résultats obtenus montrent que le champ de la forme Vs,1(x) = a+Lx2

2
−x3

6

donne la plus basse fréquence du premier mode de flexion symétrique, alors que le
champ de la forme Va,1(x) = ax + x2 donne la meilleure estimation de la fréquence
du premier mode de flexion antisymétrique.
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4.3.2 Recherche du chargement optimal

La seconde étape du dimensionnement du montage consiste à rechercher une
géométrie optimale de l’assemblage et surtout de la liaison boulonnée permettant
d’atteindre les objectifs de l’étude expérimentale. A cet effet, on commence par réa-
liser un modèle numérique non linéaire de la liaison, en considérant un contact avec
frottement (cf. Figure 4.5). Ce type de modélisation a été effectué dans [Caignot
2009] lors du développement d’un outil de calcul permettant de prédire l’amortisse-
ment dans les structures spatiales.

La figure 4.5 montre les caractéristiques et conditions de l’analyse éléments finis
non linéaire en quasi-statique du modèle de la liaison :

— pour le chargement en flexion, on considère la moitié de la structure en ap-
pliquant une condition de symétrie ;

— les vis hors du plan de symétrie sont modélisés par des éléments de type barre
de section S, alors que les vis dans le plan de symétrie sont modélisés par
des éléments de type poutre de section S/2 ; les nœuds extrêmes des vis sont
connectés à une couronne de nœuds sur une zone d’appui sous la tête de vis
pour l’application de la précharge ;

— on réalise des maillages compatibles au niveau de la zone de contact des
brides, et on considère que le frottement est régi par la loi de Coulomb ;

— sur les faces des brides qui seront en liaison avec les poutres, on applique un
encastrement d’un côté et un torseur de l’autre.

Quand on évalue les efforts transmis à la liaison, on s’aperçoit que le moment
le plus élevé au centre de la liaison est engendré par la déformation selon le pre-
mier mode de flexion symétrique. La liaison centrale est sollicitée en flexion pure
pour ce mode. Néanmoins, afin d’avoir la possibilité d’étudier la variabilité liée aux
conditions de liaison pour d’autres modes de vibration et types de déformation, on
dimensionne la liaison dans le cas général de flexion simple, en se plaçant dans le cas
extrême où les valeurs du moment de flexion et de l’effort tranchant dans la liaison
sont les plus élevés. Le serrage des vis est effectué dans un calcul préliminaire en
leur appliquant un champ de température permettant d’avoir une force de serrage
correspondante à 80% de la limite élastique des vis. On se place dans ce cas de figure
afin de garantir que la liaison dissipera de l’énergie pour des valeurs inférieures de
précharge.

On commence l’analyse non linéaire de la structure par rechercher le niveau
de chargement permettant d’avoir des glissements de l’ordre de 5 µm et/ou des
ouvertures de l’ordre de 0.05 mm. Les glissements peuvent avoir lieu aux différentes
zones de contact, à savoir dans le plan de joint et dans les liaisons boulon–bride. Mais
dans le cas présent, étant donné que la représentation des boulons est simplifiée, le
dimensionnement est effectué avec des chargements générant des glissements dans
le plan de joint uniquement.
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Figure 4.5: Le modèle utilisé pour effectuer le dimensionnement de la liaison –
Chargement final appliqué : T = 13000 N et Mf = 6500 N.m

Ensuite, on contrôle la tenue mécanique des brides en calculant le champ de
contrainte de Von Mises. Si l’on constate que cette contrainte dépasse la limite
élastique localement, alors on propose un nouvelle géométrie en modifiant les congés
et les épaisseurs des brides. Puis on modifie les diamètres et longueurs des bras
élastiques afin qu’ils puissent supporter les efforts transmis à la liaison tout en restant
dans le domaine élastique.

4.3.3 Evaluation de l’effort à injecter

L’objectif de cette partie est d’estimer la réponse en fréquence de la structure
lorsqu’elle est sollicitée par un pot vibrant en un point donné. Pour cela, il est néces-
saire de postuler un ordre de grandeur de l’amortissement. On propose d’utiliser un
amortissement modal maximal ζ = 0.2% pour tous les modes étudiés. Cette valeur
nous permettra d’avoir une estimation de la valeur minimale de l’effort injectée par
le pot nécessaire à transmettre un chargement donné à la liaison centrale.

Si l’on étudie la flexion d’une poutre d’Euler-Bernoulli dont on force la vibration
par un effort f(x, t), l’équation d’équilibre local que vérifie le déplacement vertical
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v(x, t) est :

∂2

∂x2

(
EI

∂2v

∂x2

)
+ ρS

∂2v

∂t2
= f(x, t) (4.17)

On cherche une solution décomposée dans la base modale :

v(x, t) =
∞∑
j=0

qj(t)Vj(x) (4.18)

En introduisant cette décomposition dans l’équation d’équilibre, en multipliant chaque
membre par Vi(x) et en intégrant le long de la poutre, on obtient :∫ L

0

Vi(x)(
∞∑
j=0

(qj(t)EIV
′′
j (x))′′)dx +

∫ L

0

ρSVi(x)(
∞∑
j=0

q̈j(t)Vj(x))dx =

∫ L

0

Vi(x)f(x, t)dx

(4.19)

Le terme

Qi(t) =

∫ L

0

Vi(x)f(x, t)dx (4.20)

est appelé projection de la force imposée sur le mode i. Il représente la participation
de l’effort imposé à l’excitation du mode i. Dans le cas où f(x, t) est un effort
ponctuel de norme F (t) exercé au point x = x0, on trouve :

Qi(t) =

∫ L

0

Vi(x)f(x, t)dx =

∫ L

0

Vi(x) δ(x− x0)F (t)dx = Vi(x0) F (t) (4.21)

En intégrant deux fois par parties le premier terme de l’équation (4.19) et en utilisant
les propriétés d’orthogonalité des modes, il reste :

Miq̈i(t) +Kiqi(t) = Qi(t), i = 0 . . .∞ (4.22)

avec

Mi =

∫ L

0

ρSVi(x)Vi(x)dx (4.23)

Ki =

∫ L

0

EIV ′′i (x)V ′′i (x)dx (4.24)

La résolution du problème de vibrations forcées se ramène donc à la résolution d’un
ensemble de systèmes scalaires à un degré de liberté indépendants. Lorsque la struc-
ture est amortie, par exemple dans le cas où le matériau utilisé est viscoélastique,
et dans le cas d’un amortissement faible (coefficient d’amortissement visqueux Ci),
on trouve l’équation :

Miq̈i(t) + Ciq̇i(t) +Kiqi(t) = Qi(t), i = 0 . . .∞ (4.25)
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Dans le cas d’une excitation ponctuelle harmonique F (t) = Feiωt, l’amplitude
qi(t) associée au mode i est cherchée sous la forme qieiωt+φ. Cette amplitude doit
donc vérifier :

(−ω2Mi + iωCi +Ki)qie
iφ = FVi(x0), i = 0 . . .∞ (4.26)

Le module de l’amplitude est alors :

|qi(ω)| = FVi(x0)

| − ω2Mi + iωCi +Ki|
, i = 0 . . .∞ (4.27)

Lorsque l’excitation se fait à la fréquence propre du mode i, alors :

|qi(ωi)| =
FVi(x0)

ωiCi
, i = 0 . . .∞ (4.28)

Si l’on introduit un amortissement modal ζi, celui-ci vaut :

ζi =
Ci
Ci,c

(4.29)

où Ci,c désigne le taux d’amortissement critique (par analogie avec un système masse-
ressort-amortisseur) :

Ci,c = 2
√
KiMi = 2Miωi (4.30)

Ainsi, on trouve que :

Ci = 2 ζiMiωi (4.31)

Finalement, l’amplitude à la pulsation propre s’exprime, en fonction de l’amor-
tissement modal ζi, par :

|qi(ωi)| =
FVi(x0)

2 ζiKi

, i = 0 . . .∞ (4.32)

Cette relation est bien évidemment indépendante du type de problème traité
(flexion, traction, torsion) de sorte qu’il sera possible de trouver cette amplitude à
la résonance dans tous les autres cas précédemment envisagés.

Dans le cas du premier mode de flexion symétrique et pour une excitation en
x = L (au niveau d’une masse excentrée), l’amplitude des vibrations vaut :

|q(ωflex,s,1)| = F
4ml + 5 ρSL

8 ζEI (ml + 2mm + 2 ρSL)
(4.33)

On obtient alors le moment fléchissant sur la poutre, à la résonance :

Mfz,s,1(x) = EI |q(ωflex,s,1)|V ′′s,1(x) =
F (L− x)(4ml + 5 ρSL)

8 ζ (ml + 2mm + 2 ρSL)
(4.34)
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Ce moment étant linéaire, l’effort tranchant sur la poutre est alors constant.
Cependant, en considérant l’assemblage complet, il est important de noter que cet
effort est transmis par les poutres de manière identique et dans le même sens sur
les deux brides formant la liaison boulonnée centrale. Au centre de la liaison, seuls
des efforts d’accélération, dus aux vibrations, orientés dans le même sens existent,
et ne génèrent pas de cisaillement dans la liaison. Ainsi, pour ce mode de vibration,
le déplacement relatif entre les brides est nul et la liaison est en flexion pure.

En x = 0, le moment dans la liaison est :

Mfz,s,1(0) =
FL(4ml + 5 ρSL)

8 ζ (ml + 2mm + 2 ρSL)
(4.35)

et l’amplitude de l’effort sinusoïdal à injecter par le pot au niveau d’une masse
excentrée est :

F =
Mfz,s,1(0) 8 ζ (ml + 2mm + 2 ρSL)

L(4ml + 5 ρSL)
(4.36)

Dans le cas du premier mode de flexion antisymétrique et pour une excitation en
x = L (vu que le déplacement est nul en x = 0), l’amplitude des vibrations vaut :

|q(ωflex,a,1)| = FL (6 Il − 12Im + L3Sρ)

16 EIζ (3 Il + 6 Im + 2L2(3mm + ρSL))
(4.37)

On obtient alors le moment fléchissant sur la poutre, à la résonance :

Mfz,a,1(x) = EI |q(ωflex,a,1)|V ′′a,1(x) =
FL (6 Il − 12 Im + L3Sρ)

8 ζ (3 Il + 6 Im + 2L2(3mm + ρSL))
(4.38)

Le moment pour ce mode de vibration est constant, et la liaison est également en
flexion pure. D’où l’amplitude de l’effort sinusoïdal à injecter par le pot au niveau
d’une masse excentrée :

F =
Mfz,a,1(0) 8 ζ (3 Il + 6 Im + 2L2(3mm + ρSL))

L (6 Il − 12 Im + L3Sρ)
(4.39)

4.3.4 Géométrie finale de la liaison

La démarche de dimensionnement de la structure en général, et de la géométrie
de la liaison boulonnée en particulier, est itérative. Pour chaque mode d’intérêt que
l’on souhaite étudier, une itération comporte les étapes élémentaires suivantes :

1. On recherche la forme du mode propre et la fréquence propre associée en
fonction de la géométrie retenue et des masses additionnelles : cette étape est
rapide puisqu’un modèle analytique a été réalisé ;
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2. pour une forme de chargement de la liaison compatible avec la forme du mode
étudié, on recherche l’amplitude du chargement conduisant à des ouvertures
et des glissements locaux satisfaisants ; pour cela, une analyse éléments finis
non linéaire (contact, frottement) est menée sur la bride en quasi-statique
(cf. Figure 4.5) ; la tenue mécanique de la bride et du reste de la structure
est également vérifiée à cette étape ;

3. pour une excitation à la fréquence de résonance, et pour un amortissement
modal maximal ζ = 0.2%, on estime analytiquement le lien entre l’effort à
injecter (point d’excitation situé à l’extrémité de l’assemblage) et l’ampli-
tude du chargement dans la liaison : cette étape permet de vérifier que la
valeur de l’effort à injecter pour obtenir le niveau de chargement souhaité
est compatible avec le moyen expérimental. Si cela n’est pas le cas, on mo-
difie la géométrie des poutres et/ou des masses pour augmenter le niveau de
chargement dans la liaison en réduisant l’effort appliqué.

Cette étude de dimensionnement a permis de converger vers la géométrie de la liaison
présentée sur la figure 4.6.

Figure 4.6: Géométrie finale de la liaison boulonnée à analyser

4.4 Identifications par analyse différentielle

Étant donné que le montage est constitué de plusieurs liaisons (cf. Figure 4.2),
il est nécessaire de disposer d’un moyen permettant d’extraire les informations in-
hérentes à la liaison boulonnée d’intérêt. Une idée efficace est de concevoir une
pièce non dissipative, qu’on qualifiera de « pièce de référence », ayant des carac-
téristiques similaires à celles de la liaison boulonnée. Ainsi, le remplacement de la
liaison boulonnée centrale par un massif non dissipatif devrait permettre d’identifier
les dissipations dans la liaison et les variations de la raideur de la liaison par analyse
différentielle. On trouve dans [Le Loch 2003,Rouch et al. 2009,De Crevoisier et al.
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2012,Cluzel et al. 2015] des applications de cette démarche pour identifier expéri-
mentalement le frottement ou la dissipation dans différents composants et liaisons
mécaniques.

La figure 4.7 présente la géométrie finale de la pièce de référence. L’assemblage
contenant cette pièce au centre est par la suite qualifié d’« assemblage de référence ».
Afin d’être non dissipatif, ce massif est très rigide avec une géométrie simple facile

Figure 4.7: Géométrie de la pièce de référence non dissipative ayant des
caractéristiques similaires à celles de la liaison boulonnée

à usiner. Un autre élément essentiel est d’avoir le même éloignement des masses ex-
centrées et le même niveau de chargement au centre du montage dans les deux cas,
ce qui fait que la pièce de référence a la même longueur que la liaison boulonnée. De
plus, les interfaces de contact entre les poutres et la liaison boulonnée, et celles entre
les poutres et la pièce monobloc doivent se comporter de la même manière, notam-
ment en terme de dissipation. Pour cela, ces liaisons sont de géométries identiques,
et les exigences de planéité et rugosité des surfaces de contact sont identiques aussi.
Un dernier point important est lié aux valeurs de masse et d’inertie de la pièce.
Étant donné que le nombre de boulons serrés est un paramètre qui sera considéré
lors de l’étude expérimentale, la pièce de référence a été conçue de manière à prendre
en compte les deux configurations principales, à savoir lorsque 8 et 16 boulons sont
serrés. La figure 4.8 présente les valeurs de masse et d’inertie de la pièce de référence
et la liaison avec 8 boulons. Pour faciliter la prise en considération du cas où 16
boulons sont serrés, des trous taraudés permettent de modifier légèrement la masse
et les inerties en y introduisant des vis sans tête de type M16 de part et d’autre de
la pièce, comme l’illustre la figure 4.9.

4.5 Caractérisation de l’amortissement

L’amortissement d’un système physique est une tendance inhérente qui atténue,
limite ou empêche ses oscillations. L’amortissement est causé par des phénomènes
qui génèrent des dissipations et déperditions d’énergie telles que le frottement et
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M = 8.40 kg

Iflexion = 0.021 kg.m2

Itorsion = 0.027 kg.m2

M = 8.38 kg

Iflexion = 0.018 kg.m2

Itorsion = 0.024 kg.m2

Figure 4.8: Caractéristiques de la pièce de référence et la liaison avec 8 boulons

M = 8.85 kg

Iflexion = 0.022 kg.m2

Itorsion = 0.03 kg.m2

M = 8.85 kg

Iflexion = 0.02 kg.m2

Itorsion = 0.025 kg.m2

Figure 4.9: Caractéristiques de la pièce de référence (avec des vis sans tête M16
dans les trous extrêmes) et la liaison avec 16 boulons

la nature des matériaux. Lorsque l’amortissement d’une structure est faible, sa ré-
partition est presque toujours mal connue, et il est en général nécessaire de faire
une hypothèse sur cette répartition. Étant donné que les techniques expérimen-
tales d’identification de la dynamique des structures sont basées principalement sur
l’analyse modale, on caractérise l’amortissement des structures par des coefficients
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d’amortissement modaux ζi. N’ayant, le plus souvent, aucune connaissance sur leur
valeur, plusieurs méthodes existent afin de les identifier à partir de résultats expéri-
mentaux. Dans ce qui suit, nous décrirons les deux méthodes employées pour évaluer
la dissipation dans la liaison boulonnée d’intérêt (cf. Figure 4.6).

4.5.1 Facteur de qualité

Une première approche pour caractériser expérimentalement la dissipation inhé-
rente à une structure consiste à exploiter les taux d’amortissement modaux ζ fournis
par les logiciels d’analyse modale expérimentale. L’estimation de ces quantités se fait
principalement à l’aide de la méthode de mesure à −3 dB [Ewins 2000]. Cela revient
à considérer les pulsations Ω1 et Ω2 à −3 dB du maximum de l’amplitude de la
fonction de transfert à la pulsation de résonance Ωr. Cela correspond à l’amplitude
maximale divisée par

√
2. Le principe est illustré sur la figure 4.10. Les pulsations

Ω1 et Ω2 sont également les extrema de la partie réelle de la fonction de transfert
autour de la pulsation Ωr.

On utilise classiquement le facteur de qualité Q qui est le rapport entre la pul-
sation de résonance et la largeur de bande à −3 dB :

Q =
Ωr

∆Ω
=

Ωr

Ω2 − Ω1

(4.40)

Initialement, le facteur de qualité est une grandeur sans dimension qui permet de
qualifier la qualité d’un filtre. Plus la bande de fréquence sélectionnée par le filtre
est fine, plus son facteur de qualité est grand. Il faut donc se placer dans le domaine
fréquentiel pour estimer le facteur de qualité. Dans le cas où l’amortissement est
faible, le coefficient d’amortissement modal ζ peut être approché par :

ζ ≈ 1

2Q
(4.41)

Cette mesure suppose que l’amortissement est constant en fonction de l’ampli-
tude des vibrations dans la bande à −3 dB, ce qui la rend précise uniquement lorsque
l’amortissement varie peu par rapport au niveau de charge. Malgré cela, c’est un outil
pratique qui est disponible dans les logiciels d’analyse modale expérimentale.

4.5.2 Capacité d’amortissement spécifique

Le coefficient d’absorption ou la capacité d’amortissement spécifique (Specific
Damping Capacity) est une mesure de l’amortissement dans les structures pour une
déformée donnée, par exemple une déformée modale. Cette méthode a été utilisée
pour évaluer l’amortissement dans des structures en composite sandwich [Adams et
Maheri 1993,Maheri et Adams 2003,Maheri et al. 2008,Rouch et al. 2009] et dans
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Figure 4.10: Illustration de la largeur de bande à −3 dB

les câbles électriques d’une structure satellite [Cluzel et al. 2015].

Le coefficient d’absorption ψ permet de caractériser la perte d’énergie sur un
cycle vibratoire. Pour qu’il soit adimensionné, sur un cycle, l’énergie dissipée est
divisée par l’énergie élastique maximale de la structure sur le mode de vibration :

ψ =
Wd

We

(4.42)

En vibrations forcées, l’énergie dissipée Wd est calculée en sommant la puissance
injectée dans la structure via le pot vibrant sur une période :

Wd =

∫ T

0

~Fd~u =

∫ T

0

~F .~v dt (4.43)

Dans notre montage en particulier, l’énergie élastiqueWe est majoritairement située
au niveau des poutres élastiques reliant les masses et la liaison. Cette énergie est donc
évaluée via la mesure de la déformation en différents points d’une poutre (montage
symétrique) par l’intermédiaire de jauges de déformation. Par exemple, dans le cas
d’un mode de flexion qui génère un moment de flexion Mfz dans chaque poutre,
l’énergie élastique totale dans les deux poutres est donnée par la relation :

We = 2× 1

2EI

∫ L

0

M2
fz(x) dx (4.44)
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Le paragraphe 5.1 présentera une description détaillée des moyens de mesures
employés et la démarche suivie pour mesurer cette énergie. Tout calcul fait, on trouve
qu’à la résonance, le coefficient ψ peut être relié à l’amortissement modal ζ par la
relation suivante :

ψ = 4π
ζ√

1− ζ2
(4.45)

Lorsque l’amortissement est faible, on peut l’exprimer en fonction du facteur de
qualité :

ψ ≈ 4πζ ≈ 2π

Q
(4.46)

En utilisant cette méthode énergétique, on ne fait aucune hypothèse sur la variation
de l’amortissement en fonction de l’amplitude des vibrations. Du coup, la mesure
du coefficient d’absorption ψ permet de caractériser avec plus de précision l’amor-
tissement de chaque mode propre pour un niveau quelconque de chargement dans
la liaison.
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Chapitre 5

Analyse expérimentale de l’influence
des paramètres de liaison

Ce chapitre présente les principaux résultats obtenus suite
à une analyse modale expérimentale du banc d’essai
dynamique. L’étude vibratoire de l’assemblage, menée
sous forte charge en flexion pure, permet de décrire

l’évolution de la dissipation dans une liaison boulonnée et
sa raideur apparente en fonction des conditions de liaison.

Sommaire
5.1 Instrumentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
5.2 Démarche expérimentale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 98
5.3 Aléas expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99
5.4 Analyse modale de l’assemblage . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

5.4.1 Etude de l’assemblage avec liaison boulonnée . . . . . . . . . 103
5.4.2 Etude de l’assemblage de référence . . . . . . . . . . . . . . . 110

5.5 Analyse différentielle de la liaison . . . . . . . . . . . . . . . . 111
5.5.1 Evolution de la dissipation dans la liaison . . . . . . . . . . . 111
5.5.2 Evolution de la raideur apparente de la liaison . . . . . . . . . 113

Propagation d’incertitudes à travers des modèles dynamiques
d’assemblages de structures mécaniques



94 Analyse expérimentale de l’influence des paramètres de liaison

L’analyse modale expérimentale est bien connue et employée depuis des décennies
en industrie mécanique, permettant d’évaluer la réponse d’une structure soumise à
des chargements dynamiques [Ewins 2000]. Dans l’objectif d’affiner notre connais-
sance du comportement dynamique des assemblages boulonnées et d’améliorer la
pertinence des modèles numériques, on se propose de quantifier, à l’aide d’analyses
modales expérimentales, l’influence des paramètres associés à des liaisons boulon-
nées sur le comportement dynamique global. Suite à la conception et la fabrication
du banc d’essai présenté dans le chapitre précédent, on décrit ici la démarche et
les résultats de l’analyse modale expérimentale réalisée. Notre étude concerne les
paramètres suivants :

— le type et le niveau de chargement de la liaison boulonnée ;
— la précharge des boulons liée au couple de serrage ;
— le nombre et la position des boulons effectivement serrés.

La figure 5.1a présente le montage final complet du banc d’essai, qui a été étudié
en libre-libre. L’excitation a été réalisée par l’intermédiaire d’un pot vibrant pour
pouvoir imposer un effort sinusoïdal à une fréquence précise maîtrisée.

La figure 5.1b montre la liaison boulonnée faisant l’objet de cette analyse modale
expérimentale. Elle peut contenir jusqu’à 16 boulons de type M12.

(a) Banc d’essai dynamique étudié (b) Liaison boulonnée centrale d’intérêt

Figure 5.1: Montage final du banc d’essai et de la liaison boulonnée analysés

5.1 Instrumentation

On s’intéresse dans ce présent travail au premier mode de flexion de l’assemblage
uniquement car il est associé à un facteur d’amplification dynamique élevé. De nom-
breux outils expérimentaux sont nécessaires afin de réaliser des mesures fines des
grandeurs d’intérêt de cette étude. Des accéléromètres monoaxes et triaxes ont été
placés sur les différentes sous-structures afin de mesurer les fonctions de réponse en
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fréquence de l’assemblage et déterminer ses fréquences et modes propres. Afin de
mesurer l’énergie injectée par le pot vibrant, un accéléromètre monoaxe, disposé au
droit de l’excitateur, permet par intégration d’obtenir la vitesse recherchée ~v (voir
la relation (4.43)). Le pot vibrant étant placé radialement à une extrémité du mon-
tage pour l’excitation des modes modes de flexion, la direction de l’effort injecté ~F
est connue et son intensité est mesurée via un capteur d’effort situé sur la tige de
l’excitateur, comme présenté sur la figure 5.2. Une tige filetée zinguée de type M6 a
été utilisée pour assurer une liaison rigide entre l’assemblage (au niveau d’une masse
extrême) et le pot. Deux pièces de raccord particulières ont été usinées pour pouvoir
visser le capteur d’effort de type 10-32 UNF à la tige.

Figure 5.2: Éléments utilisés pour mesurer l’énergie injectée par le pot vibrant

Étant donné que l’on souhaite faire varier le niveau de chargement imposé à la
liaison, il est nécessaire de disposer d’un moyen pour le mesurer avec précision. Dans
le cas de notre montage, l’énergie élastique est majoritairement située au niveau des
poutres élastiques reliant les masses et la liaison. En effet, un calcul éléments finis
sur une des deux brides, sollicitée par un moment de flexionM = 1000 N.m conduit
à une énergie de déformation de 1.6 × 10−2 J , alors que le calcul de l’énergie de
déformation dans la poutre est égale à 1.75 J , soit 100 fois plus grande. Quand on
se place dans le cadre d’un mode de flexion, cette énergie est calculée via la donnée
du moment fléchissant en différents points d’une poutre (voir la relation (4.44)).

La forme générale exacte d’un mode de flexion V (x) d’une poutre est donnée
dans [Géradin et Rixen 2014] par :

V (x) = A cos(βx) +B sin(βx) + C cosh(βx) +D sinh(βx), β4 = ω2 ρS

EI
(5.1)
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où ω est la pulsation propre, et A, B, C, et D sont des constantes réelles calculées à
partir des conditions aux limites. Pour la géométrie et les matériaux considérés, la
forme du moment fléchissant correspondant au premier mode de flexion symétrique
est très proche d’une fonction linéaire. Cela rejoint les résultats obtenus pour ce mode
sur le modèle analytique (cf. paragraphe 4.3.3), étant donné que les forces d’inertie
réparties sur les poutres sont vraiment négligeables en comparaison avec les forces
d’inertie associées aux masses excentrées et à la partie centrale qui ont une grande
amplitude de vibration. Ainsi, ce moment de flexion peut être estimé sur toute la
poutre avec une bonne précision s’il est estimé en deux points particuliers. Pour cela,
des jauges montées en deux demi-ponts sur chaque poutre permettent d’accéder à la
courbure en deux points. Après une calibration statique, ces informations permettent
d’accéder au moment fléchissant en ces deux points et donc au moment sur toute
la poutre puisque sa forme est connue. Cela permet de calculer l’énergie élastique
We puis d’évaluer le coefficient d’absorption ψ. Pour une question de simplicité, la
forme du moment est considérée linéaire ce qui induit une erreur sur l’estimation de
cette énergie élastique inférieure à 2 %.

(a) Jauges collées dans les deux plans de symétrie (b) Jauges collées à 0° sur la poutre droite

Figure 5.3: Implantation des jauges de déformation sur les bras élastiques

Comme le montre la figure 5.3, les jauges, de type CEA-06-250 UN-120, ont été
collées dans les deux plans de symétrie de l’assemblage afin de pouvoir mesurer les
déformations dans ces plans. Pour permettre de bien estimer le moment de flexion,
ces jauges doivent être placées là où le moment fléchissant est important, donc à
proximité des encastrements. Elles ont été donc placées à une distance égale à 2
fois le diamètre des extrémités des parties utiles des poutres. La figure 5.4 montre
le montage des jauges en 4 demi-ponts sur chaque poutre (jauges D1, D2, G1 et
G2 à (0°,180°) et (90°,270°)), formés de 2 jauges chacun, permettant de mesurer la
déformation en surface liée à la flexion. L’installation de 2 demi-ponts sur chaque
poutre a pour but de vérifier que l’assemblage est sollicité uniquement dans le plan
d’excitation et que la répartition des efforts est identique sur chaque poutre.
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Figure 5.4: Position et orientation des 20 jauges implantées sur l’assemblage
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La sollicitation de la liaison en cisaillement n’a pas été menée dans le cadre
du présent travail mais est envisagée dans un second temps. Par conséquent, un
montage en pont complet formé de 4 jauges (jauges DT à (0°,90°,180°,270°)) a été
réalisé au milieu de la poutre droite permettant de mesurer la déformation liée à la
torsion et d’estimer l’énergie élastique de torsion (cf. figure 5.4).

5.2 Démarche expérimentale
L’étude de chaque configuration du montage est divisée en trois phases. Tout

d’abord, il est essentiel d’effectuer une analyse modale de l’assemblage qui permet de
mesurer les fonctions de réponse en fréquence en différents points d’acquisition. On
détermine alors les fréquences propres de la structure et l’allure des modes propres
jusqu’à environ 1000 Hz, surtout la fréquence propre du mode d’intérêt, à savoir le
premier mode de flexion symétrique. Les modes sont mesurés sur le montage d’abord
avec un marteau de choc à très faible niveau d’amplitude, puis au pot vibrant avec
un bruit blanc, donc à faible niveau de charge. Ces mesures sont effectuées à l’aide
des applications « Impact Testing » et « MIMO FRF Testing » du logiciel LMS
Test.Lab respectivement.

La seconde phase consiste à réaliser un balayage en sinus autour de la fréquence
d’intérêt (±0.5 Hz). Pendant ce balayage, l’effort injecté par le pot vibrant est
modulé automatiquement afin de maintenir le moment dans la liaison à un niveau
constant souhaité. Pour le cas d’une déformation de flexion, la valeur du moment
dans la liaison est obtenue par la mesure de la déformation ε(x) en surface en deux
points x1 et x2 d’une poutre, comme expliqué dans le paragraphe 5.1 :

Mf (x1) =
2EI

D
ε(x1) (5.2)

Mf (x2) =
2EI

D
ε(x2) (5.3)

Mf (x) =
Mf (x2)−Mf (x1)

x2 − x1

x+
Mf (x1)x2 −Mf (x2)x1

x2 − x1

(5.4)

avec D = 0.045 m, I = πD4/64 m4 et E = 2.1× 1011 Pa.
Cette étape permet d’obtenir :
— le lien entre le moment souhaité et l’amplitude de l’effort injecté ;
— la fréquence de résonance pour le moment qui est imposé ;
— le facteur de qualité associé à cette fréquence.

La dernière phase consiste à imposer, pour un niveau de moment donné, un effort
sinusoïdal à la fréquence de résonance précédemment mesurée. Cette excitation se
fait à la fréquence de résonance afin :

— de considérer les bonnes valeurs de l’effort injecté et de la vitesse lors du
calcul de l’énergie dissipée (selon la relation (4.43)) ;

Propagation d’incertitudes à travers des modèles dynamiques
d’assemblages de structures mécaniques



Aléas expérimentaux 99

— d’avoir une déformée modale, permettant de déterminer, via le modèle analy-
tique simplifié, la nature de l’évolution du moment de flexion dans les poutres,
nécessaire au calcul de l’énergie élastique (selon la relation (4.44)).

Durant cet essai (ou Dwell) d’excitation à la fréquence de résonance, les évo-
lutions temporelles de l’effort injecté, de l’accélération au point d’excitation et des
déformations sont mesurées. Le post-traitement de ces signaux, l’extraction des gran-
deurs nécessaires au calcul des énergies, et l’évaluation du coefficient d’absorption ψ
pour chaque niveau de chargement (cf. paragraphe 4.5.2) sont réalisés sur MATLAB.

Les deux dernières étapes sont réalisées dans l’application «Tracked Sine Dwell »
du logiciel LMS Test.Lab, pour chaque valeur de moment souhaitée et pour chaque
configuration testée.

5.3 Aléas expérimentaux

Lors de tout travail expérimental, plusieurs difficultés sont rencontrées et la re-
cherche d’outils permettant de les surmonter s’avère toujours enrichissante. Dans
cette section, on s’arrête brièvement sur deux aléas importants qui ont eu une consé-
quence directe sur les résultats de l’étude.
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Figure 5.5: Difficulté liée aux modes doubles du montage et solution proposée
pour écarter leurs fréquences propres
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Une première difficulté rencontrée était liée à la symétrie de l’assemblage. Au
fait que l’excitation dans une direction donnée n’est jamais parfaite vient s’ajouter
le fait que le premier mode de flexion symétrique est un mode double. Les fréquences
de résonance des vibrations dans les deux plans de symétrie sont ainsi très voisines.
En sollicitant la structure à la fréquence de résonance dans la direction ~z, on génère
des déformations très significatives dans la direction ~y également.

La figure 5.5a montre l’évolution des déformations de flexion selon les directions ~y
et ~z durant un essai Dwell d’excitation à la fréquence de résonance. Le rapport entre
les amplitudes maximales des déformations des poutres est égale à 94.85 %. Cela
signifie que la liaison boulonnée d’intérêt est sollicitée fortement dans les directions
~y et ~z.

Afin de pouvoir maîtriser l’orientation et le calcul de l’énergie dissipée dans la
structure, on conçoit deux masses de section rectangulaire ayant la même masse
que les masses de section circulaire, et la même inertie selon l’axe d’excitation. Des
analyses modales réalisées sur un modèle numérique permettent de converger vers
la géométrie présentée sur la figure 5.5b. Suite au montage de ces masses, le rapport
entre les amplitudes maximales des déformations de flexion dans les directions ~y et
~z devient égal à 1.38 %. Les dissipations causées par les vibrations dans la direction
~y sont alors considérées négligeables.

Un autre aléa est lié à la liaison entre la structure et le pot vibrant. Puisque
l’assemblage sera soumis à de fortes charges, l’amplitude des vibrations pourra at-
teindre quelques mm, ce qui fait qu’une liaison collée ne peut être envisagée. On
réalise alors une liaison rigide par tige filetée et contre-écrou. Cependant, l’obser-
vation du signal du capteur d’effort permet de déduire que cette solution n’est pas
parfaitement adaptée à notre cas d’étude. En effet, en vibrant selon le premier mode
de flexion symétrique, les masses extrêmes tournent autour de l’axe orthogonal à
leur axe principal. La rotation de la masse liée rigidement au pot met la tige en
flexion et génère du cisaillement dans le capteur d’effort et produit du bruit dans
son signal.

Figure 5.6: Liaison souple permettant d’avoir davantage de liberté de rotation
des masses excentrées

La solution apportée consiste à remplacer la liaison rigide de la figure 5.2 par
une liaison plus souple, sauf dans la direction d’excitation, qui permet aux masses
d’avoir plus de liberté de rotation. Malgré cette modification, le signal de l’effort
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utilisé dans le calcul de l’énergie dissipée reste un peu bruité. Afin d’améliorer sa
qualité, on lui applique un filtre passe-bande autour de la fréquence de résonance
lors du post-traitement.

5.4 Analyse modale de l’assemblage
L’assemblage est monté par des sangles élastiques sur un portique en aluminium,

de manière à limiter les dissipations au sein de liaisons avec le bâti. Un couple de
serrage de 110 N.m est appliqué aux boulons reliant les poutres et les masses, ainsi
que les poutres et la partie centrale. Cette valeur est raisonnable pour les vis M12
(d=12 mm) de qualité 12.9 utilisées. En effet, la contrainte de Von Mises dans la
vis est donnée par la contrainte normale et par la contrainte de cisaillement due à
la torsion :

σVM =
√
σ2 + 3τ 2 (5.5)

avec :

σ =
4F0

πd2
et τ =

32C0

πd4

d

2
=

16C0

πd3
(5.6)

et

F0 =
C0

0.16p+ µ10.582d2 + µ2rm
(5.7)

où : d = 12 mm, p = 1.75 mm, d2 = d − 0.6495p = 10.86 mm et rm = 7.5 mm.
Pour simplifier, on considère que µ1 = µ2 = µ. Ainsi, pour un coefficient de frot-
tement minimal de µ = 0.1, un couple de C0 = 110 N.m conduit à une précharge
F0 = 66000 N et à σVM = 810 MPa, soit 0.75 fois la limite élastique des vis utili-
sées : σe = 12×9×10 = 1080 MPa. Ce serrage important, associé à une surépaisseur
des flans, permet de limiter les glissements et ouvertures dans ces liaisons. De plus,
pour éviter une perte de raideur des liaisons poutre-masse causée par le déserrage
des boulons, du freinfilet fort a été appliqué lors de leur serrage.

On commence par exciter l’assemblage de référence avec un marteau de choc afin
de valider les valeurs des fréquences propres et l’allure des modes propres obtenues
sur le modèle numérique. La figure 5.7 présente l’allure des 4 premiers modes de
flexion de l’assemblage.

Ensuite, la réponse forcée de l’assemblage de référence à une excitation dans le
plan horizontal de type bruit blanc est étudiée. La figure 5.8 présente la fonction de
réponse en fréquence de la structure sur la bande de fréquence [0 – 1024] Hz, avec
une fréquence d’échantillonnage de 8192 Hz. Un moyennage sur 10 acquisitions a
été réalisé et un fenêtrage de type Hann a été utilisé.

Pour les modes de flexion et dans l’ordre des fréquences propres croissantes, on
trouve :
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(a) Positions des points d’excitation avec un marteau de choc

(b) Allure du mode de flexion 1 symétrique

(c) Allure du mode de flexion 1 antisymétrique

(d) Allure du mode de flexion 2 symétrique

(e) Allure du mode de flexion 2 antisymétrique

Figure 5.7: La forme des 4 premiers modes propres de flexion du montage :
projection sur l’axe

— Mode de flexion 1 symétrique : f1 = 79.1 Hz – ζ1 = 0.008%
— Mode de flexion 1 antisymétrique : f2 = 278.3 Hz – ζ2 = 0.019%
— Mode de flexion 2 symétrique : f3 = 564.1 Hz – ζ3 = 0.03%
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Figure 5.8: Fonction de réponse en fréquence obtenue à partir d’une excitation
de type bruit blanc sur l’assemblage de référence

— Mode de flexion 2 antisymétrique : f4 = 842.4 Hz – ζ4 = 0.029%

Ces valeurs de fréquences sont du même ordre que celles prédites par le modèle
numérique, tout en étant inférieures de quelques Hz.

5.4.1 Etude de l’assemblage avec liaison boulonnée

Les différentes configurations de liaison qui ont été testées sur le premier mode
de flexion symétrique sont :

— 8 boulons serrés à 70 N.m ;
— 8 boulons serrés à 40 N.m ;
— 16 boulons serrés à 70 N.m ;
— 16 boulons serrés à 40 N.m.

Avant chaque essai, tous les boulons de la liaison centrale étaient démontés puis ser-
rés de nouveau en diagonale à la clé dynamométrique. Cela est un moyen de garantir
d’avoir des conditions initiales pour chaque essai assez proche. La figure 5.9 illustre
l’ordre de serrage des boulons qui a été adopté pour tous les essais effectués.

On cherche à se mettre dans deux configurations de serrage distinctes, en consi-
dérant les valeurs de 70 N.m et 40 N.m. La limite élastique des vis M12 (d = 12 mm)
de qualité 12.9 utilisées est : σe = 12×9×10 = 1080 MPa. D’après les relations 5.5,
5.6 et 5.7, pour un coefficient de frottement minimal de µ = 0.1, un couple de
C0 = 70 N.m conduit à une précharge F0 = 42000 N et à σVM = 515 MPa, soit
0.5 fois la limite élastique des vis. Pour un couple de serrage C0 = 40 N.m avec
µ = 0.1, on trouve une précharge F0 = 24000 N et une contrainte de Von Mises
σVM = 295 MPa, soit 0.3 fois la limite élastique des vis utilisées.
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Figure 5.9: Illustration de l’ordre de serrage des boulons adopté pour les essais
avec 8 et 16 boulons

On commence par étudier la réponse forcée de l’assemblage avec liaison boulonnée
à une excitation dans le plan horizontal de type bruit blanc. La figure 5.10 présente
les fonctions de réponse en fréquence de la structure, sur la bande de fréquence [0 –
1024] Hz, dans différentes configurations. On constate que, à faible niveau de charge,
le nombre de boulons serrés a le plus d’impact sur la réponse dynamique du système.
Ce résultat est dû à la variation de raideur et de masse qu’apporte la variation du
nombre de boulons serrés. A ce niveau de chargement, et pour les basses fréquences,
le couple de serrage n’a pas d’influence notable visible sur les valeurs des fréquences
propres et amortissements modaux (voir tableau 5.1).

La figure 5.11 présente les évolutions du coefficient d’absorption ψ en fonction
du niveau de chargement, pour l’ensemble des configurations de liaison testées. Les
deux courbes correspondent aux valeurs de ψ calculées par la méthode à −3 dB,
à partir de la valeur du facteur de qualité donné par le logiciel, et par le rapport
entre l’énergie dissipée et l’énergie élastique sur un cycle (cf. paragraphe 4.5.2). Le
moment de flexion dans la partie centrale varie de 250 N.m à 2250 N.m. Même
si la pièce de référence et la liaison peuvent supporter des charges supérieures à
2250 N.m, les poutres risquent de ne plus se comporter de manière élastique.

Ces valeurs de moment sont qualifiées de « fortes charges » pour plusieurs rai-
sons. Une première raison provient de la réponse de l’assemblage à l’excitation de
type bruit blanc réalisée. Le relevé temporel sur les jauges de déformation a montré
une déformation axiale maximale de ε = 2.3 × 10−6 ce qui fait un moment flé-
chissant Mf = 4.3 N.m au droit de la section de mesure. En supposant que cette
déformation est liée au premier mode de flexion, le modèle de moment linéaire (voir
paragraphe 5.1) permet de remonter à un moment Mfc = 6.7 N.m dans la liai-
son boulonnée. Il est clair ainsi qu’une excitation de type bruit blanc classique ne
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Figure 5.10: Fonctions de réponse en fréquence obtenues à partir d’une
excitation de type bruit blanc sur l’assemblage dans différentes configurations

permettra pas d’atteindre les niveaux atteints en travaillant à la résonance sur un
mode.

Ensuite, on cherche à chiffrer les variations d’efforts dans les éléments de fixation,
en écrivant la relation 5.7 entre le couple de serrage et la tension dans la vis, pour
des vis de type M12. Un calcul éléments finis réalisé sur une bride permet d’estimer
la variation des efforts dans chaque vis en fonction du moment appliqué à la liaison.
On considère que les coefficients de frottement sous tête et dans les filets sont égaux
à µ = 0.1 ou à µ = 0.2, avec un moment de 2500 N.m dans la liaison. Dans ces deux
cas, et pour les couples de serrage de 70 N.m et 40 N.m, les variations des efforts,
au niveau de la vis la plus chargée, peuvent atteindre des valeurs supérieures à 10 %.

Une dernière raison résulte de l’observation de la variation de pression de contact
entre la configuration préchargée et la configuration chargée par le momentM . Pour
cela, on calcule l’intégrale de la pression de contact dans les zones z > 0 puis z < 0
dans la configuration préchargée et dans la configuration chargée par un moment
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Table 5.1: Valeurs des fréquences de résonance et amortissements modaux pour
les différentes configurations de liaison testées

8 boulons

Serrage à 70 N.m Serrage à 40 N.m

f1 = 78.1 Hz – ζ1 = 0.054% f1 = 78.2 Hz – ζ1 = 0.032%

f2 = 277.1 Hz – ζ2 = 0.032% f2 = 277.0 Hz – ζ2 = 0.033%

f3 = 557.7 Hz – ζ3 = 0.045% f3 = 557.9 Hz – ζ3 = 0.044%

f4 = 834.3 Hz – ζ4 = 0.027% f4 = 834.2 Hz – ζ4 = 0.028%

16 boulons

Serrage à 70 N.m Serrage à 40 N.m

f1 = 77.7 Hz – ζ1 = 0.026% f1 = 77.7 Hz – ζ1 = 0.025%

f2 = 276.1 Hz – ζ2 = 0.024% f2 = 276.2 Hz – ζ2 = 0.030%

f3 = 557.4 Hz – ζ3 = 0.039% f3 = 557.8 Hz – ζ3 = 0.038%

f4 = 829.0 Hz – ζ4 = 0.025% f4 = 829.1 Hz – ζ4 = 0.028%

de 2500 N.m. Pour les mêmes coefficients de frottement et couples de serrage que
l’étude précédente, la pression moyenne dans les parties supérieure et inférieures
d’une bride varie autour de 20 %, et parfois plus de 30 %. Ces calculs montrent que
le chargement mis en place modifie de façon notable les niveaux de pressions dans
les différentes zones de contact.

Les évolutions de la figure 5.11 montrent que l’amortissement augmente sensible-
ment avec la charge dans la liaison, avec une valeur maximale supérieure à celle de
l’assemblage de référence. La valeur maximale du coefficient ψ obtenue pour les dif-
férentes configurations est de l’ordre de 14×10−3 lorsque le chargement est maximal.
Cette valeur correspond à un amortissement modal maximal de 0.11 %. Les dissi-
pations dans le système conçu sont donc, sur ce premier mode de flexion, très faibles.

On constate aussi que le coefficient d’absorption ψ calculé à partir du facteur de
qualité Q (méthode à −3 dB) sous-évalue toujours le coefficient d’absorption calculé
par la méthode énergétique. La figure 5.12 permet d’expliquer ce point.

On considère la configuration à 16 boulons serrés à 70 N.m. Par exemple, pour
un moment de M = 1858 N.m, le coefficient d’absorption mesuré par la méthode
énergétique est de ψ = 0.0116 J . On note A(M,ψ) ce point de départ, qui est
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Figure 5.11: Evolution du coefficient d’absorption en fonction du moment dans
la liaison : étude des différentes configurations de liaison testées

un point mesuré. L’amplitude de déformation, donc de moment, à −3dB est don-
née par M−3dB = 1858/

√
2 = 1314 N.m. On note B le point de coordonnées

(M−3dB, ψ). En utilisant à nouveau la courbe expérimentale, on trouve qu’un mo-
ment de M−3dB = 1314 N.m devrait conduire à un coefficient d’absorption d’envi-
ron ψ−3dB = 0.0084 J . On obtient ainsi le point C de coordonnées (M−3dB, ψ−3dB).
Ainsi, si le coefficient d’absorption retenu pour une amplitude de moment M était
celui estimé pour une amplitude M−3dB, on obtiendrait le point D de coordonnées
(M,ψ−3dB). En pratique, la méthode classique à −3 dB revient à considérer constant
le coefficient d’absorption dans la bande [M−3dB ;M ] et donc à retenir une valeur
moyenne du coefficient d’absorption entre ψ et ψ−3dB. Il est donc logique de trouver
la courbe correspondante entre les deux courbes issues de la méthode énergétique,
celle mesurée et celle décalée.

Il est intéressant de noter que l’écart entre les valeurs de ψ obtenues par les
deux méthodes augmente avec le niveau de chargement dans la liaison. Même s’il
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Figure 5.12: Interprétation de l’écart entre les valeurs du coefficient
d’absorption obtenues par la méthode énergétique et la méthode à −3 dB

est faible dans notre cas d’étude, cet écart pourrait devenir considérable lorsque la
taille de la structure et le nombre de liaisons boulonnées augmente.

Pour ce qui est de la variation des fréquences de résonance du système, la fi-
gure 5.13 montre leurs évolutions en fonction du chargement pour toutes les confi-
gurations testées. On constate une décroissance régulière lorsque l’amplitude du
moment dans la liaison augmente, ce qui ne peut pas être expliqué par du bruit ou
des erreurs de mesures. La réduction de la fréquence avec le niveau de chargement est
un fait cohérent avec les mécanismes d’ouverture qui prennent place à forte charge,
qui assouplissent la structure en général, et la liaison centrale en particulier.

Le tableau 5.2 montre les variations relatives de la fréquence de résonance dans
les différentes configurations étudiées. Le fait que la fréquence du cas à 8 boulons
serrés à 40 N.m (faible précharge et faible nombre de boulons.) soit plus élevée
que celle du cas 16 boulons serrés à 70 N.m (forte précharge et grand nombre de
boulons) s’explique par le fait que 8 boulons ont été supprimés : ainsi, la masse
de la partie centrale a été réduite de 8 × 71 g = 568 g. La raideur ayant été elle
aussi réduite, on ne peut pas prédire dans quelle sens va changer la fréquence de
résonance. Cependant, la variation est plus élevée dans le cas de 8 boulons serrés à
40 N.m que dans le cas 16 boulons serrés à 70 N.m. Effectivement, les fréquences
varient peu mais cela ne signifie pas que la raideur apparente de la liaison boulonnée
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(d) 16 boulons serrés à 40 N.m

Figure 5.13: Evolution de la fréquence de résonance en fonction du moment
dans la liaison : étude des différentes configurations de liaison testées

change peu. En effet, une moitié du système présent d’un côté du plan de symétrie
peut être modélisé par deux ressorts en série : un ressort représentant la rigidité
angulaire de la liaison boulonnée notée kL, l’autre représentant la rigidité angulaire
de la poutre notée kP . La rigidité équivalente à ces deux éléments est :

keq =
1

1
kL

+ 1
kP

(5.8)

L’ordre de grandeur de la rigidité angulaire de la liaison boulonnée est de kL ≈
100× 105 N.m.rad−1 (voir 5.5.2). L’ordre de grandeur de la rigidité angulaire de la
poutre soumise à un effort en bout est kP = 1.8 × 105 N.m.rad−1. Il y a donc un
facteur supérieur à 50 entre les deux rigidités. Ainsi, une variation relative de 50 %
de la raideur kL conduit à une variation relative de la raideur équivalente de :

∆keq
keq

=
1
kL

+ 1
kP

1
1.5kL

+ 1
kP

− 1 = 0.6 % (5.9)
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Configuration Moment inf. Moment sup. Variation relative

8 boulons – 40 N.m 78.08 Hz 77.44 Hz 0.83 %

8 boulons – 70 N.m 77.92 Hz 77.49 Hz 0.55 %

16 boulons – 40 N.m 77.59 Hz 77.18 Hz 0.53 %

16 boulons – 70 N.m 77.56 Hz 77.25 Hz 0.40 %

Référence 79.04 Hz 78.89 Hz 0.19 %

Table 5.2: Variations relatives de la fréquence de résonance dans les différentes
configurations étudiées

La faible variation de la fréquence de résonance n’illustre donc pas du tout une faible
variation de la rigidité de la liaison. Elle est due à un grand écart de rigidité entre
les poutres et la partie centrale.

5.4.2 Etude de l’assemblage de référence

Pour le premier mode de flexion symétrique, la figure 5.14 montre l’évolution du
coefficient d’absorption ψ et de la fréquence de résonance en fonction du moment au
centre de la pièce de référence. Les résultats obtenus amènent à des commentaires
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Figure 5.14: Evolution du coefficient d’absorption et de la fréquence de
résonance en fonction du moment dans la partie centrale : étude du montage de

référence

très proches de ceux de la section précédente. A partir de la figure 5.14a, on constate
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que l’amortissement (et l’énergie dissipée) augmente avec le niveau de chargement,
même si la valeur maximale atteinte reste faible. On note toutefois que le coefficient
ψ est plus faible que dans les configurations avec la liaison boulonnée. Ce résultat
est attendu puisqu’une partie des sources de dissipation a été supprimée dans ce
montage.

Les valeurs des fréquences propres sont supérieures à celles des montages avec
liaison boulonnée. Pour une masse similaire, la raideur de la pièce de référence est
supérieure à la raideur de la liaison boulonnée. La fréquence de résonance varie de
nouveau régulièrement mais peu. La dernière ligne du tableau 5.2 montre que la
variation relative est de 0.19 % seulement. Elle est donc inférieure à celles obtenues
dans les configurations boulonnées étudiées. Cela est encore lié au fait qu’une partie
des phénomènes non linéaires de contact ne peuvent plus avoir lieu avec la pièce
monobloc.

5.5 Analyse différentielle de la liaison

La quantification de la dépendance des conditions de liaison sur les caractéris-
tiques dynamiques de la liaison boulonnée peut se faire grâce à des analyses différen-
tielles. Une première analyse porte sur l’amortissement en calculant les variations
d’énergies entre le montage avec la liaison boulonnée et l’assemblage de référence.
Ainsi, on peut décrire l’évolution de la dissipation dans la liaison boulonnée en
fonction des différents paramètres de liaison considérés.

Une autre analyse différentielle porte sur la variation en fréquence, les masses
de la liaison boulonnée et de la pièce de référence étant quasiment identiques (pour
les configurations avec 8 et 16 boulons étudiées). Donc, le glissement en fréquence
semble être principalement lié à une variation de la raideur de la liaison étudiée.

5.5.1 Evolution de la dissipation dans la liaison

Pour chacune des quatre configurations testées, et pour chaque valeur de mo-
ment imposé dans la liaison, l’énergie dissipée dans l’assemblage de référence est
retranchée de l’énergie dissipée dans le montage avec liaison boulonnée. On obtient
alors les évolutions de l’énergie dissipée uniquement dans la liaison, pour chaque
configuration, en fonction du moment dans la liaison. Les courbes obtenues sont
présentées sur la figure 5.15.

On constate que la dissipation dans la liaison augmente avec l’amplitude des
vibrations, elle même proportionnelle à l’amplitude du moment dans la liaison. Si
l’amortissement était indépendant du niveau de chargement, la croissance devrait
être proportionnelle au carré du moment (comme l’énergie élastique). En pratique,
une régression en loi puissance des résultats montre que l’exposant obtenu est net-
tement différent de m = 2. Cela confirme que le comportement de la liaison est
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Figure 5.15: Evolution de l’énergie dissipée dans la liaison via une analyse
différentielle en fonction du moment dans la liaison : influence de la configuration

non linéaire et que l’amplitude du chargement a une influence sur les phénomènes
dissipatifs dans la liaison.

L’extraction de l’énergie dissipée dans la liaison nous permet maintenant de re-
construire un coefficient d’absorption ψL qui représente uniquement la contribution
de la liaison dans la dissipation. Pour un niveau de chargement donné, le coefficient
reconstruit ψL est calculé en faisant le rapport entre l’énergie dissipée dans la liaison
uniquement et l’énergie élastique maximale.

La figure 5.16 présente l’évolution de ce coefficient ψL pour chaque configuration
de liaison et le compare au coefficient ψ calculé pour un montage complet.

On remarque que le niveau de variation de serrage ou le nombre de boulons
influence peu la dissipation localisée sur ce mode de chargement en flexion pure sans
effort tranchant. La dissipation due à la liaison boulonnée est faible relativement
à celle du montage expérimental complet : environ 1/4. Deux causes principales
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permettent d’aboutir à ce résultat. La première est la souplesse de la liaison qui
n’est pas considérablement plus grande que celle des poutres. La seconde cause est
liée à la symétrie du montage et du chargement. En effet, pour le premier mode de
flexion, si la symétrie est parfaitement respectée, alors il n’y a pas de déplacement
relatif entre les brides et il ne peut y avoir de glissement sur le plan de joint. Les
seuls glissements pouvant exister sont au niveau des contacts entre les boulons et et
les brides.
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Figure 5.16: Représentation de la contribution de la liaison boulonnée ramenée
à l’énergie élastique totale

En faisant un zoom sur ces évolutions, on constate que pour trois des quatre
configurations testées, le coefficient ψL est très faiblement variable jusqu’à un cer-
tain niveau de chargement et qu’il augmente ensuite. Pour des moments faibles dans
la liaison, les zones de glissement dans le contact entre les boulons et la pièce évoluent
peu. Ensuite, lorsque le chargement dépasse un certain niveau, les zones de glisse-
ment évoluent et la dissipation devient plus importante. Autrement dit, il existe un
effet de seuil en deçà duquel la liaison a un comportement sensiblement linéaire, et
au dessus duquel les zones de glissement évoluent ce qui accroît les dissipations de
manière non linéaire.

5.5.2 Evolution de la raideur apparente de la liaison

Dans un premier temps, on propose d’exploiter les résultats obtenus dans les
différentes configurations sur la fréquence de résonance. La figure 5.17 montre des
évolutions notables des fréquences de résonance du montage lorsque la liaison bou-
lonnée est présente. Cela suggère que des mécanismes non linéaires apparaissent
dans la liaison durant les oscillations. On constate, comme prévu, que la variation
du nombre de boulons conduit à des variations de fréquence entre les configurations.
Mais pour un cas donné, la variation de fréquence est inférieure à 1 %.
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Figure 5.17: Evolution de la fréquence de résonance en fonction du moment
dans la liaison : comparaison des différentes configurations testées

La figure 5.17 présente aussi présente l’évolution de la fréquence de résonance
dans le cas de l’assemblage de référence. On remarque qu’il existe aussi des non-
linéarités dans ce montage du fait de la présence de liaisons boulonnées entre les
poutres et le reste de l’assemblage. Ainsi, il n’est pas possible d’imputer le compor-
tement non linéaire observé à la seule liaison boulonnée et nous devons procéder à
une analyse différentielle pour isoler les non-linéarités provenant de la liaison bou-
lonnée seule.

A cet effet, la démarche de recalage présentée sur la figure 5.18 est proposée. La
première étape consiste à recaler, sur la configuration de référence, un paramètre
de raideur associé aux poutres (module d’élasticité), permettant de représenter glo-
balement la variation de raideur due aux non-linéarités présentes dans les autres
liaisons. La forme du mode propre étudié étant très similaire entre la configura-
tion de référence et une configuration boulonnée, on peut considérer que, à moment
identique, ces effets non linéaires sont les mêmes dans ces deux configurations. Par
contre, dans le cas d’une configuration boulonnée, des non-linéarités sont présentes
dans la liaison centrale. La seconde étape de la démarche de recalage consiste donc
à recaler le paramètre de raideur associé à cette liaison, pour un module d’élasticité
des poutres donné issu de la première étape.
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Figure 5.18: Stratégie de recalage en deux étapes permettant d’estimer la
raideur apparente de la liaison boulonnée en fonction des conditions de liaison

Les deux étapes du recalage exploitent un modèle numérique simple (cf. fi-
gure 5.21) qui permet d’estimer la fréquence du premier mode symétrique dans
les différentes configurations :

— la souplesse de la partie centrale, massive ou liaison boulonnée, est modélisée
par le ressort de raideur angulaire k ;

— le bras reliant les masses excentrées à la partie centrale est modélisé par une
poutre élastique (cinématique d’Euler-Bernoulli) de module d’élasticité E ;

— le centre de gravité des masses excentrées est relié rigidement à l’extrémité
de la poutre ;

— la poutre élastique, de longueur L, est rigidement reliée au point d’accroche
du ressort.

Dans ce modèle, les paramètres de masses peuvent évoluer car ils dépendent de la
configuration étudiée, mais sont bien connus. Le premier mode propre symétrique
v(x) est cherché dans la base (ϕ1, ϕ2, ϕ3)

v(x) =
3∑
p=1

γiϕi(x) (5.10)
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Raideur angulaire k

Pièce rigide

Pièce élastique

λ L e ~x
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Figure 5.19: Modèle utilisé pour estimer la fréquence propre du premier mode
de flexion dans différentes configurations

avec :

ϕ1(x) = 1 (5.11)
ϕ2(x) = x (5.12)

ϕ3(x) = (H(x− λ)−H(x− λ− L))
L

2
(x− λ)2

(
1− x− λ

3L

)
(5.13)

où H est la fonction de Heaviside (ou fonction échelon) définie par :

∀x ∈ R, H(x) =

{
0 si x < 0

1 si x ≥ 0
(5.14)

La fonction ϕ1 permet de représenter le mode de corps rigide de translation selon ~y,
alors que la fonction ϕ2 permet de représenter la rotation de l’ensemble autour de
~z qui est possible puisque la raideur angulaire k n’est pas infinie. La fonction ϕ3 de
base permet de représenter la déformation de la poutre flexible. Elle correspond à la
déformée d’une poutre sollicitée par un effort ponctuel en bout. Ce choix est guidé
par la présence de masses importantes à l’extrémité de la poutre.

Les coordonnées du premier mode dans la base (ϕ1, ϕ2, ϕ3) et la fréquence propre
associée sont alors obtenues en écrivant la stationnarité du quotient de Rayleigh et en
résolvant le problème aux valeurs propres 3×3 qui en découle. Ce modèle permettra
d’accéder, pour une répartition de masse donnée dépendant de la configuration étu-
diée, à la fréquence propre du premier mode symétrique, notée f(E, k) dans la suite.

Dans un premier temps, les fréquences de résonance dans le cas du montage
de référence sont exploitées. La raideur angulaire k = k0 de la partie centrale est
supposée connue et fixe : elle est déterminée par un calcul éléments finis statique
linéaire simple. Puisque la partie centrale monobloc présente deux plans de symétrie,
le quart de la pièce est maillé avec deux conditions de symétrie (déplacement normal
nul) et la norme du champ de déplacement obtenu avec un maillage fin d’éléments
de degré 2 est présentée sur la figure 5.20a. La zone de contact de la poutre élastique
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(a) Norme du champ de
déplacement
Raideur angulaire :

k0 = 1.85× 107 N.m.rad−1

(b) Norme du champ de
déplacement
Raideur angulaire :

k = 1.46× 107 N.m.rad−1

Figure 5.20: Modèles numériques linéaires permettant d’estimer la raideur k0 de
la pièce de référence dans la première étape de recalage et d’initialiser la raideur de

la liaison boulonnée à une valeur raisonnable lors de la seconde étape

avec la bride est rigidifiée et le moment est appliqué au centre de cette surface. Pour
chaque moment imposéMi, on cherche le module d’élasticité des poutres qui permet
de minimiser l’écart entre la fréquence de résonance du modèle fi(E, k = k0) et la
fréquence de résonance mesurée fi,mes. Pour cela, l’écart :

e2
i = (fi(E, k = k0)− fi,mes)2 (5.15)

est construit et minimisé via une méthode de type gradient à pas variable :

Ei = arg min
E>0

[fi(E, k = k0)− fi,mes]2 (5.16)

Le module de référence E0 = 2.0 × 1011 N.m−2 est choisi comme valeur initiale
de E lors du processus de recalage. A l’issue de cette première étape, on obtient
un ensemble de couples (Mi, Ei) permettant d’obtenir une bonne corrélation entre
le modèle et la mesure de référence. On représente sur la figure 5.21a les couples
(Mi, Ei/E0). Dans un second temps, on considère la moitié d’une bride centrale,
avec une condition de symétrie et une condition de contact total avec l’autre bride
(déplacement normal nul). La norme du champ de déplacement obtenu avec un
maillage fin d’éléments de degré 2 est présentée sur la figure 5.20b. Pour chaque
configuration boulonnée testée, et pour chaque moment imposé Mi, on cherche la
raideur de liaison k qui permet de minimiser l’écart entre la réponse du modèle
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Figure 5.21: Résultats issus des deux étapes de la démarche de recalage
présentées sur la figure 5.18

fi(E = Ei, k) et la fréquence de résonance mesurée fi,mes :

ki = arg min
k>0

[fi(E = Ei, k)− fi,mes]2 (5.17)

A l’issue de cette seconde étape, et pour chaque configuration testée avec la liaison
boulonnée, on obtient un ensemble de couples (Mi, ki), représentés sur la figure 5.21b,
permettant d’obtenir une bonne corrélation entre le modèle et la mesure dans une
configuration boulonnée.

La figure 5.21b met en évidence des effets non linéaires dans le comportement
de l’assemblage boulonné. Pour l’ensemble des configurations boulonnées testées, la
raideur de liaison chute d’environ 30 % lorsque le moment appliqué varie de 250 N.m
à 2250 N.m. On constate, comme attendu, que la liaison avec 16 boulons est plus
raide que celle à 8 boulons. Enfin, dans ce cas d’étude, l’effet de la précharge, pour
un nombre de boulons fixé, n’est pas très significatif.
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En mécanique des structures, le comportement des structures de type poutre et
plaque est généralement bien connu et compris. Néanmoins, la plupart des structures
industrielles sont des assemblages de plusieurs composants et les phénomènes ayant
lieu au niveau des jonctions sont toujours mal saisis. Ce manque de compréhension
est considérable parce que le comportement de tout l’assemblage peut dépendre de
manière cruciale des conditions de liaison, surtout sous forte charge en dynamique.

Afin de mieux comprendre ces phénomènes mis en jeu, et développer à terme des
modèles pertinents, un banc d’essai dynamique basé sur une structure boulonnée
paramétrable a été conçu et une analyse modale expérimentale a été réalisée. La
liaison boulonnée faisant l’objet de l’étude reprend les principales caractéristiques
des liaisons présentes dans les pompes des centrales thermiques. Les paramètres im-
portants, liés aux conditions de liaison, qui ont été considérés incluent la précharge
des boulons, le type et le niveau de chargement de la liaison, le nombre et la position
des boulons effectivement serrés. Pour pouvoir extraire les informations inhérentes
à la liaison boulonnée d’intérêt, une pièce rigide non dissipative a été conçue avec
des caractéristiques similaires à celles de la liaison. L’étude vibratoire s’est focalisée
sur l’excitation de l’assemblage en flexion pure, en travaillant sur le premier mode
de flexion symétrique de l’ensemble.

De manière globale, dans le cas présent, les résultats montrent que le niveau de
chargement imposé est le paramètre ayant le plus d’influence sur la fréquence de
résonance et sur l’amortissement modal.

D’un point de vue local, en modifiant les différents paramètres, on constate une
évolution non linéaire de la dissipation dans la liaison boulonnée et de sa raideur
apparente. Même si le niveau d’amortissement dans la liaison est faible lorsqu’elle
est sollicitée sur ce mode propre, cette étude a permis de montrer qu’il existe un
effet de seuil en deçà duquel la liaison a un comportement sensiblement linéaire, et
au delà duquel les dissipations évoluent de manière non linéaire. D’un autre côté,
pour l’ensemble des configurations testées, la raideur apparente de la liaison étudiée
chute d’environ 30% lorsque le moment appliqué augmente. On peut alors déduire
que le contact boulon–pièce dissipe de l’énergie et modifie les caractéristiques de la
liaison en fonction du niveau de chargement.
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La détermination a priori, par calcul, de l’incertitude correspondant à la variabi-
lité élevée observée lors de cette étude, constitue un défi. On doit être en mesure de
rendre compte à la fois de l’incertitude de modèle et de l’incertitude paramétrique.
La théorie des méconnaissances permet de relever ces défis de façon simple et effi-
cace, mais les développements actuels ne permettent pas d’assurer une estimation a
priori de l’incertitude totale dans les cas de fortes méconnaissances. Ainsi, la partie
suivante propose d’étendre cette théorie pour la prise en compte d’une combinaison
de faibles et fortes incertitudes sur des paramètres de raideur en dynamique.
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Chapitre 6

Propagation de fortes
méconnaissances en dynamique

Dans ce chapitre, des développements analytiques sont
apportés à la théorie des méconnaissances. Ils permettent
d’aboutir à une démarche de propagation, de manière
simple et à moindre coût, d’un ensemble d’incertitudes

faibles et fortes dans les modèles dynamiques
d’assemblages mécaniques.
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Dans le cas où un modèle probabiliste est trop lourd à manipuler ou lorsque
très peu d’informations sur les valeurs des incertitudes sont disponibles, il peut
être nécessaire de globaliser celles-ci en utilisant la théorie des méconnaissances.
L’introduction d’une variable interne globale sur chaque sous-structure ou chaque
liaison, appelée méconnaissance et liée à une variation de paramètres de raideur,
permet de calculer un intervalle d’appartenance pour une quantité d’intérêt dont les
bornes sont des variables aléatoires. La méthode permet d’obtenir des intervalles de
confiance fiables des quantités d’intérêt à moindre coût lorsque les méconnaissances
sont faibles.

Cependant, les résultats de l’étude expérimentale du banc d’essai dynamique (cf.
paragraphe 5.5) ont montré que les valeurs des incertitudes peuvent être d’un ordre
élevé, ce qui sort du cadre des faibles méconnaissances. Dans ce cas on pourrait envi-
sager d’employer des méthodes paramétriques telles que les méthodes d’intégration
directe, des techniques de projection telles que la méthode spectrale des éléments fi-
nis stochastiques [Ngah et Young 2007], ou des méthodes non paramétriques [Batou
et Soize 2013].

Bien que ces méthodes permettent de propager des incertitudes fortes, la fiabilité
des résultats est obtenue pour des coûts de calcul plus conséquents. Afin d’optimiser
ces coûts, on propose de revenir à la théorie des méconnaissances.

6.1 Contexte et besoin d’une extension

Les calculs de méconnaissances effectives réalisés dans le paragraphe 2.5 se basent
sur une approximation au premier ordre, ce qui conduit à des prédictions fiables dans
le cas de faibles incertitudes (≤ 10%). On peut toutefois penser que des incertitudes
de l’ordre de 30% voire 50% (i.e. des méconnaissances de base de l’ordre de 0,3 ou
0,5) peuvent entraîner des erreurs sur les intervalles prédits.

Pour illustrer, on étudie de nouveau l’exemple du treillis plan présenté dans le
paragraphe 2.6.1, avec le même modèle déterministe. Cependant, le module d’Young
du matériau homogène de chaque barre est incertain et a été modélisé par une
variable aléatoire, de sorte que :

E = E (1 + δ η) avec δ =

 0.08 pour les barres 1-3 et 2-3

0.4 pour les barres 2-4 et 3-4
(6.1)

et η est une variable aléatoire qui suit une loi uniforme définie sur l’intervalle [-
1 ;+1]. Le tableau 6.1 donne les intervalles à 99% qui résultent de l’étude statistique
de la propagation des incertitudes par la méthode de Monte-Carlo et la théorie de
méconnaissances (LOK). Pour chacun des 20000 tirages générés, on calcule toutes
les fréquences propres de l’assemblage.
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Table 6.1: Intervalles à 99% pour les fréquences propres du treillis (20000
tirages) avec faibles et fortes méconnaissances

i 1 2 3 4
ERA(%)

f i (Hz) 276.4 862.0 1072.5 1452.4

Monte-Carlo [265.0 ; 287.0] [752.6 ; 906.1] [932.5 ; 1237.8] [1174.5 ; 1700.4] – (référence)

LOK [266.2 ; 287.0] [807.2 ; 916.1] [894.0 ; 1223.8] [1398.2 ; 1504.9] [+19 ; -13]

En observant les intervalles obtenus par la théorie des méconnaissances, on
constate que les écarts sont différents selon les modes. L’erreur est faible lorsque
le mode ne sollicite que des sous-structures avec une faible méconnaissance, sinon
l’erreur est grande.

De façon générale, ces résultats amènent à la conclusion principale que la théorie
des méconnaissances, telle qu’elle a été développée dans le cadre des faibles incerti-
tudes, n’est pas performante pour propager des méconnaissances fortes et conduit à
l’obtention d’intervalles non fiables.

6.2 Développements
Dans [Puel 2004, Ladevèze et al. 2006b], la prise en compte d’une forte mé-

connaissance en analyse dynamique a été considérée. Cependant, la majorité des
structures industrielles sont des assemblages de nombreux composants, avec des
géométries complexes et des caractéristiques non linéaires, ce qui induit un grand
nombre d’incertitudes élevées, surtout sur des paramètres de raideur. Ainsi, on pro-
pose ici d’étendre la théorie des méconnaissances pour permettre la propagation
d’un ensemble de plusieurs faibles et fortes incertitudes dans les modèles dynamiques
d’assemblages mécaniques.

6.2.1 Problème aux valeurs propres

Le problème se construit autour d’une famille de structures réelles nominalement
identiques. Chaque structure Ω appartenant à cette famille est modélisée par un
assemblage de deux types de sous-structures :

— L est l’ensemble de l sous-structures {Lj}lj=1, chacune associée avec une faible
méconnaissance de base (≤ 0.1) ;

— H est l’ensemble de h sous-structures {Hk}hk=1, chacune associée avec une
forte méconnaissance de base (> 0.1) ;

— Ω = L ∪H
— ∅ = L ∩H
En absence de fortes méconnaissances, on a considéré qu’une légère modification

de la raideur du système a une influence négligeable sur la forme de ses modes propres
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(cf. équation (2.57)). Les résultats de propagation de faibles méconnaissances ont
montré que cette supposition est assez juste (cf. paragraphes 2.6.1 et 2.6.2). Cepen-
dant, cette hypothèse n’est plus raisonnable en présence de fortes méconnaissances.

De manière pratique, soit mHk une forte méconnaissance de base associée à
une sous-structure Hk ⊂ H. L’objectif est de déterminer les pulsations ω̃i(mH)

et modes propres φ̃
i
(mH) du modèle global perturbé par les fortes incertitudes,

où mH = [mH1 . . . mHh ]T est un vecteur aléatoire contenant les variables aléatoires
{mHk}hk=1, tirées dans les intervalles {[−m−Hk ;m

+
Hk ]}

h
k=1 ⊂ [−1; +1].

Par conséquent, le problème aux valeurs propres à résoudre est :

(K +
h∑
k=1

mHkKHk) φ̃i = ω̃2
i M φ̃

i
(6.2)

où K et M sont respectivement les matrices de raideur et de masse du modèle
théorique déterministe, et KHk est la contribution de la sous-structure Hk à la
matrice de raideur globale du modèle déterministe. On remarque qu’il serait très
coûteux de résoudre ce problème pour chaque réalisation du vecteur mH, surtout
qu’il faut un grand nombre de tirages, donc de résolutions, pour assurer une moyenne
statistique des bornes de méconnaissances effectives qui soit représentative de la
solution exacte. On propose alors de procéder en deux étapes :

1. réduction du modèle, qui nécessite la construction d’une base réduite ;
2. résolution du problème pour quelques jeux de méconnaissances fortes, suivie

par une étape d’interpolation des pulsations et modes propres.

6.2.2 Construction d’une base réduite

En s’inspirant de la démarche efficace des techniques de réduction de modèle (cf.
paragraphe 2.2.4.1), on propose de réduire la taille du problème 6.2 par la construc-
tion d’une base de réduction. Parmi les modes propres du modèle déterministe global,
n modes {ϕ

i
}ni=1 sont considérés pour construire la base, calculés à partir de la valeur

moyenne des paramètres incertains, n étant le nombre de modes d’intérêt. Ensuite,
on réalise un enrichissement de la base de réduction et cela dans le but d’augmenter
son efficacité et la précision des résultats. On l’enrichit de m ≤ n modes statiques
{ψk

i
}mi=1, qui sont calculés, pour chaque sous-structure fortement perturbée Hk, de

la manière suivante :

Kψk
i

= KHkϕi k = 1, . . . , h i = 1, . . . ,m (m ≤ n) (6.3)

Par souci de simplicité, on considère le même nombre m de modes statiques
pour chacune des sous-structures Hk. Puis on effectue une orthonormalisation de
cette famille de vecteurs (par rapport à la matrice de masse globale M), en utilisant
par exemple l’algorithme de Gram-Schmidt modifié itératif [Daniel et al. 1976,Ruhe
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1983, Dax 2000] ou le procédé de décomposition en valeurs singulières (Singular
Value Decomposition) [Eckart et Young 1939,Golub et Van Loan 1996]. On obtient
alors la base suivante, formée de (n+m× h) vecteurs :

B =
(
ϕ

1
. . . ϕ

n
ψ1

1
. . . ψ1

m
ψ2

1
. . . ψ2

m
ψh

1
. . . ψh

m

)
(6.4)

6.2.3 Problème réduit

On recherche les modes propres solutions du problème aux valeurs propres per-
turbé 6.2 en fonction des vecteurs de la base réduite :

φ̃
i

= Φx+
h∑
k=1

Ψkyk = (Φ|Ψ1Ψ2 · · ·Ψh)



x

y
1

y
2
...

y
h


(6.5)

où Φ =
(
ϕ

1
. . . ϕ

n

)
et Ψk =

(
ψk

1
. . . ψk

m

)
, avec m ≤ n, et k = 1, . . . , h.

En multipliant à gauche les deux termes de l’égalité 6.2 par (Φ | Ψ1Ψ2 · · ·Ψh)
T ,

on obtient une nouvelle écriture du problème à résoudre :





ω2
1 0

. . . 0

0 ω2
n

0 B1


+

h∑
k=1

mHk

 ΦTKHkΦ B2

B3 B4






x

y
1

y
2
...

y
h


= ω̃2

i



x

y
1

y
2
...

y
h


(6.6)

où les blocs B1 et B4 sont des blocs de taille (m × h) × (m × h) ; le bloc B2 de
taille n× (m× h), et le bloc B3 de taille (m× h)× n. Ils sont définis de la manière
suivante :

B1 =


ΨT

1 KΨ1 · · · ΨT
1 KΨh

ΨT
2 KΨ1 · · · ΨT

2 KΨh

...
...

ΨT
hKΨ1 · · · ΨT

hKΨh


(6.7)
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B2 =
[

ΦTKHkΨ1 ΦTKHkΨ2 · · · ΦTKHkΨh

]
(6.8)

B3 =


ΨT

1 KHkΦ

ΨT
2 KHkΦ

...

ΨT
hKHkΦ


(6.9)

B4 =


ΨT

1 KHkΨ1 · · · ΨT
1 KHkΨh

ΨT
2 KHkΨ1 · · · ΨT

2 KHkΨh

...
...

ΨT
hKHkΨ1 · · · ΨT

hKHkΨh


(6.10)

Le problème aux valeurs propres 6.6 est de dimension (n+m×h)× (n+m×h),
bien plus petite que celle du problème initial 6.2. Sa résolution conduit, pour chaque
réalisation du vecteur mH, à une estimation efficace de ω̃i(mH) et φ̃

i
(mH).

6.2.4 Appairage des modes

Afin de pouvoir déterminer les intervalles de confiance et calculer les méconnais-
sances effectives, il est indispensable de vérifier l’association des fréquences et modes
propres obtenus.

Différents critères [Allemang et Brown 1982, Lieven et Ewins 1988, Hunt 1992]
permettent de comparer et appairer les modes propres, obtenus après interpolation.
Le plus simple à implémenter est le critère de MAC (Modal Assurance Criterion)
[Allemang et Brown 1982], qui porte sur la forme du mode et qui est généralement
utilisé, dans la validation des modèles, pour mesurer la corrélation entre les modes
numériques et expérimentaux. Pour deux vecteurs φi et φj, normalisés par rapport
à la matrice de masse, ce critère s’écrit :

MAC(φi, φj) =
(φTi φj)

2

(φTi φi)(φ
T
j φj)

(6.11)

Lorsque φi et φj sont normalisés, MAC(φi, φj) = (φTi φj)
2. En manipulant des vec-

teurs complexes, on remplace le transposé par le transconjugué.
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Pour toute réalisation de mH et après résolution du problème 6.6, on calcule les
MAC(φ̃

i
, ϕ

j
) de chaque mode propre calculé φ̃

i
avec les modes déterministes d’intérêt

ϕ
j
, puis on les compare. La fréquence associée au mode ayant le plus grand MAC

(généralement supérieur à 0.8) est regroupée avec les autres valeurs de fréquence
obtenues pour ce mode, en vue d’une étude statistique.

6.2.5 Interpolation des pulsations et modes propres

Même s’il est de taille réduite, il reste onéreux de résoudre le problème 6.6 pour un
grand nombre de réalisations de mH. On décide donc de réaliser une approximation
des pulsations et modes propres par interpolation, à partir de valeurs particulières
de ω̃i(mH) et φ̃

i
(mH).

En présence de plusieurs fortes méconnaissances, une interpolation multidimen-
sionnelle est nécessaire. La pondération inverse à la distance (Inverse Distance
Weighted) est une des techniques les plus employées pour interpoler un nuage de
points. L’idée centrale est de supposer que la surface d’interpolation devrait être
davantage plus influencée par les points les plus proches que par ceux qui sont éloi-
gnés. La surface d’interpolation est ainsi une moyenne pondérée du nuage de points
et le poids assigné à chaque point diminue quand sa distance à l’ensemble des points
augmente.

La forme la plus simple de cette technique est la méthode de Shepard [Shepard
1968]. On cherche à déterminer la valeur interpolée v(x) d’une grandeur en un point
donné x, à partir d’un ensemble de valeurs connues vi en différents points connus xi
du nuage. Pour cela, on considère la fonction F qui mesure l’écart entre l’ensemble
des points interpolés et celui des points connus, définie comme suit :

F(x, v(x)) =

(
N∑
i=1

(v(x)− vi)2

d(x,xi)p

) 1
p

(6.12)

où N est le nombre de points connus utilisés dans l’interpolation, et p un réel positif,
appelé paramètre de puissance. Plus les valeurs de p sont grandes, plus l’influence
aux valeurs les plus proches du point interpolé est grande. Pour 0 < p < 1, les pics
de v(x) sont lissés au-dessus du point interpolé, mais ils deviennent plus pointus
pour p > 1. Le choix de p s’effectue alors en fonction des distribution et densité des
échantillons à interpoler, et du degré de lissage désiré. La condition de minimisation
de F par rapport v(x) s’écrit :

∂F(x, v(x))

∂v(x)
= 0 (6.13)
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et permet de trouver v(x) de la forme :

v(x) =


N∑
i=1

wi(x)vi si d(x,xi) 6= 0∀i

vi si ∃ i, d(x,xi) = 0

(6.14)

où les wi(x) sont les fonctions de pondération associées à chaque point du nuage,
définies par :

wi(x) =
d(x,xi)

−p∑N
j=1 d(x,xj)−p

(6.15)

et d(x,xi) est la distance euclidienne du point connu xi au point inconnu x :

d(x,xi) = ||xi − x|| (6.16)

Par définition, les fonctions de pondération sont normalisées afin que leur somme
soit égale à 1. Ainsi, quand on est très proche du nuage de points connus, leur valeur
est proche de 1, alors qu’elle est proche de 0 lorsqu’on s’éloigne du nuage.

Cependant, cette forme des fonctions de pondération accorde une grande in-
fluence aux points qui sont assez éloignés du point d’approximation, ce qui s’avère
inacceptable dans certains cas. Ainsi, une amélioration de la forme classique des
fonctions de pondération a été proposée dans [Franke et Nielson 1980]. Dans ce
cas, les fonctions de pondération permettent de localiser l’interpolation en utilisant
uniquement les points contenus dans une sphère de rayon R, autour du point x :

wi(x) =

[
R− d(x,xi)

Rd(x,xi)

]2

N∑
j=1

[
R− d(x,xj)

Rd(x,xj)

]2
(6.17)

Du coup, pour affaiblir l’influence des points à la frontière du nuage et d’agrandir
celle des points voisins, il suffit de prendre le paramètre R égal à la distance du point
d’interpolation au point le plus éloigné du nuage.

Cette technique est utilisée de manière directe pour interpoler les pulsations
propres, puisqu’elles sont des grandeurs scalaires. Cependant, les vecteurs propres
solutions du problème 6.6, appartiennent à une variété compacte, et leur interpo-
lation doit s’effectuer dans un espace euclidien. Une transformation et son inverse
permettant de réaliser ce passage, en préservant les propriétés des vecteurs, sont
décrites dans [Amsallem et Farhat 2011].

L’interpolation permet ainsi, pour chaque réalisation de méconnaissances fortes,
de trouver rapidement les fréquences et formes des modes propres associées aux
différents modes d’intérêt.
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6.2.6 Calcul des méconnaissances effectives

En s’intéressant à la pulsation propre du mode i, la différence ∆ω2
i entre le

carré de la pulsation propre du modèle avec méconnaissances et celui du modèle
déterministe s’exprime de la manière suivante :

∆ω2
i = φ̃

T

i
Kφ̃

i
− Φ

T

i KΦi

' φ̃
T

i

(
K +

h∑
k=1

mHkKHk +
l∑

j=1

mLjKLj

)
φ̃
i
− Φ

T

i KΦi

' ω̃2
i (mH) +

l∑
j=1

mLj φ̃
T

i
KLj φ̃i − ω2

i (6.18)

Si Lj est une sous-structure de L associée à une faible méconnaissance, son
énergie de déformation s’écrit :

ẽLj(φ̃i(mH)) =
1

2
φ̃
i
(mH)T KLj φ̃i(mH) (6.19)

Ainsi, l’inégalité (2.52) permet de propager les intervalles de méconnaissances de

base
(

[−m−Lj ;m
+
Lj ]
)l
j=1

de la manière suivante :

−∆ω2−
iLOK ≤ ∆ω2

i ≤ ∆ω2 +
iLOK (6.20)

où

∆ω2−
iLOK = 2

∑
Lj∈L

m−Lj ẽLj(φ̃i(mH))− (ω̃2
i (mH)− ω2

i ) (6.21)

∆ω2 +
iLOK = 2

∑
Lj∈L

m+
Lj ẽLj(φ̃i(mH)) + (ω̃2

i (mH)− ω2
i ) (6.22)

et on obtient des expressions analogues pour les modes propres.

Enfin on trouve les dispersions des bornes ∆ω2−
iLOK et ∆ω2 +

iLOK qui encadrent
la quantité d’intérêt ∆ω2

i , et par conséquent, pour une valeur de probabilité P
donnée, la méconnaissance effective sur le carré de la pulsation propre ω2

i , donc
sur la fréquence propre.
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Chapitre 7

Applications à des modèles
dynamiques

Ce chapitre présente les résultats de la propagation de
fortes incertitudes sur des paramètres de raideur par la
théorie des méconnaissances. Des analyses comparatives
avec la méthode de Monte-Carlo permettent d’évaluer la
capacité de la théorie des méconnaissances ainsi étendue à

assurer une conception robuste en présence de fortes
incertitudes.
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Afin de pouvoir évaluer et juger des développements apportés à la théorie des
méconnaissances pour la prise en compte de fortes incertitudes, on propose d’étu-
dier quelques modèles dynamiques. Les intervalles obtenus sont comparés avec des
simulations par la méthode de Monte-Carlo. Pour les modèles considérés, le mo-
dule d’Young du matériau de chaque sous-structure est considéré incertain et a été
modélisé par une variable aléatoire, de sorte que :

E = E (1 + δ η) avec δ =

 0.05 pour les sous-structures de L

0.5 pour les sous-structures de H
(7.1)

et η est une variable aléatoire suivant une loi uniforme définie sur l’intervalle [-1 ;+1].
Ainsi, les méconnaissances de base sont modélisées par des variables aléatoires sui-
vant une loi uniforme définie sur l’intervalle [-δ ; +δ].

Pour les deux cas d’étude présentés, les quantités d’intérêt considérées sont les
trois premières fréquences propres de l’assemblage. Pour la théorie des méconnais-
sances, afin d’enrichir la base réduite, le nombre de modes statiques ajoutés est égal
au nombre de modes propres d’intérêt, et ce pour chaque sous-structure de l’ensemble
H. Ainsi, dans l’expression 6.4, m = n = 3. Le problème réduit est résolu pour 30
réalisations de mH équirépartis. On utilise les fonctions d’interpolation définies par
la relation 6.17 en considérant R égal à la distance du point d’interpolation au point
le plus éloigné du nuage. On obtient ainsi les points d’interpolation (mH; ω̃i(mH))

et (mH; φ̃
i
(mH)).

Quelque 10000 réalisations de variables aléatoires sont générées, puis propagées à
travers le modèle pour le calcul des fréquences et modes propres d’intérêt. Pour une
représentation commune des résultats des deux méthodes, les bornes correspondant à
une probabilité P = 0.99 sont extraites des dispersions des fréquences obtenues. Ces
bornes définissent le plus petit intervalle contenant 99% des valeurs des fréquences
propres d’intérêt.

7.1 Modèle plan

Le premier modèle considéré est celui d’un assemblage plan de 9 poutres, présenté
sur la figure 7.1. La liaison entre la structure et la base est supposée parfaitement
rigide (i.e. les nœuds 1 et 2 sont encastrés). La longueur des 3 poutres horizontales
est 1.5 fois plus grande que celle des poutres verticales. Toutes les poutres sont en
acier (E = 210 GPa, ρ = 7800 kg/m3) avec une section circulaire de 10−2 m2.

Le maillage est constitué de 180 éléments finis (∼540 degrés de liberté). La
figure 7.2 présente la forme des modes propres associés à ces fréquences du modèle
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Figure 7.1: Assemblage de poutres plan

déterministe de l’assemblage. Tous sont des modes de flexion.

(a) Mode 1 : 18.0 Hz (b) Mode 2 : 61.3 Hz (c) Mode 3 : 114.7 Hz

Figure 7.2: Forme des trois premiers modes propres du modèle déterministe de
l’assemblage de poutres plan

Le module d’Young de chacune des 6 poutres de couleur bleue de la figure 7.1 est
fortement incertain, et ceux des 3 autres poutres sont associées à de faibles incer-
titudes. Ainsi, h = 6 dans l’expression 6.4, et la base réduite est formée de 21 modes.

Table 7.1: Intervalles à 99% pour toutes les fréquences propres de l’assemblage
de poutres (10000 tirages)

i 1 2 3

f i (Hz) 18.0 61.3 114.7

Monte-Carlo [15.9 ; 19.1] [53.2 ; 66.4] [98.1 ; 125.4]

LOK [16.7 ; 18.9] [55.0 ; 65.8] [101.7 ; 124.1]

Ce premier modèle permet de valider l’implémentation des développements ap-
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portés à la théorie des méconnaissances pour propager plusieurs fortes méconnais-
sances de base. Les intervalles à 99% du tableau 7.1 sont quasi-identiques, mais on
constate que les intervalles obtenus par la théorie des méconnaissances sont parfois
inclus dans les résultats des simulations par la méthode de Monte-Carlo. Ces inter-
valles sont ainsi plus centrés autour de la valeur moyenne pour un coût de calcul
plus faible.

L’étude d’un modèle plus large permettra de juger davantage le gain apporté par
l’emploi de la théorie des méconnaissances en présence de faibles et fortes mécon-
naissances.

7.2 Modèle tridimensionnel

On étudie de nouveau le modèle de la figure 7.3 qui est l’assemblage d’un cône et
d’un tube liés par une cale, en acier (E = 210 GPa, ρ = 7800 kg/m3). Le maillage
est constitué de 3240 éléments finis (∼20000 degrés de liberté). Le côté le plus large
du cône est encastré.

Figure 7.3: Maillage de l’assemblage 3D

Dans un premier temps, on commence par propager une seule forte incertitude
(h = 1 dans 6.4). Ainsi la cale appartient à l’ensembleH, et les autres sous-structures
sont associées à de faibles incertitudes. Le tableau 7.2 donne les intervalles à 99%
qui résultent de l’étude statistique.

Dans un second temps, on cherche à propager plusieurs fortes incertitudes. Ainsi
le cône appartient à l’ensemble L, et les autres sous-structures sont associées à des
fortes incertitudes (h = 2 dans 6.4). Le tableau 7.3 donne les intervalles à 99%
résultants. Les bornes de l’intervalle « ERA » sont la plus grande erreur relative
algébrique calculée pour chaque borne des intervalles. La dernière colonne « Temps
CPU » donne les valeurs du temps passé par le processeur d’ordinateur pour le calcul
des intervalles à 99%, sans inclure ni le temps de résolution du problème théorique
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Table 7.2: Intervalles à 99% pour les trois premières fréquences propres de
l’assemblage (δcale = 0.5)

i 1 2 3
ERA(%)

f i (Hz) 211.7 699.3 760.7

Monte-Carlo [204.8 ; 217.2] [678.5 ; 716.3] [737.0 ; 779.8] – (référence)

LOK [205.6 ; 216.8] [680.6 ; 715.9] [739.3 ; 779.2] [+0.3 ; -0.07]

déterministe ni le temps nécessaire pour effectuer les tirages.

Table 7.3: Intervalles à 99% pour les trois premières fréquences propres de
l’assemblage (δcône = 0.05)

i 1 2 3
ERA(%)

Temps
CPU
(min)f i (Hz) 211.7 699.3 760.7

Monte-Carlo [201.6 ; 219.5] [658.6 ; 722.9] [715.4 ; 789.4] – (référence) 1628

LOK [202.4 ; 217.6] [661.8 ; 721.1] [717.1 ; 785.7] [+0.23 ; -0.47] 12

En observant la taille des intervalles, on conclut que la méthode de Monte-Carlo
est plus conservative que la théorie des méconnaissances. Pour ce modèle, les in-
tervalles obtenus par la théorie des méconnaissances sont toujours inclus dans les
résultats de la méthode de Monte-Carlo. Néanmoins, l’erreur relative reste extrême-
ment faible et les intervalles prédits sont très proches. De plus, comme pour le cas
de faibles incertitudes, le coût de calcul de la théorie des méconnaissances est fort
intéressant. Le calcul des modes statiques, la résolution du problème réduit pour
différents tirages et la phase d’interpolation sont certes coûteux mais le temps de
calcul global reste très faible.
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Dans le monde industriel, la réalité est souvent constituée d’assemblages d’un
grand nombre de composants à géométrie complexes avec des fixations ayant des
comportements non-linéaires. Comme il a déjà été démontré, la présence de liaisons
boulonnées et la variation des conditions de liaison génèrent des incertitudes et ont
un impact considérable sur la réponse dynamique globale de l’assemblage. Un en-
semble d’incertitudes, faibles et fortes sur la raideur, contribue alors à faire élargir
l’écart entre les prédictions et le comportement réel.

Lorsque les incertitudes sont faibles, la théorie des méconnaissances conduit à des
intervalles précis de manière simple et pour un coût de calcul très faible. Cependant
la prise en compte de fortes incertitudes est plus délicate et nécessite des développe-
ments importants. Même si certaines méthodes paramétriques et non paramétriques
probabilistes peuvent être employées à cet effet, l’intrusivité et la lourdeur des calculs
sont décourageants. Une extension de la théorie des méconnaissances, permettant
de propager plusieurs faibles et fortes incertitudes sur des raideurs structurales dans
les modèles dynamiques, est ainsi proposée.

L’idée principale est de considérer que la présence d’une forte incertitude sur une
sous-structure a une influence non négligeable sur la valeur des fréquences propres
et la forme des modes propres du système. Par conséquent, cela doit être pris en
compte dans l’écriture du problème aux valeurs propres de la structure. On cherche
alors à résoudre ce nouveau problème en réduisant sa taille par projection sur une
base réduite enrichie. Une étape d’interpolation à partir de solutions particulières
permet de déterminer les bornes de l’intervalle de variation des grandeurs d’intérêt
avec un coût de calcul et de stockage mémoire réduit.

Après validation de l’implémentation sur un modèle de poutres, un modèle dyna-
mique plus élaboré est étudié en considérant des incertitudes faibles et fortes sur des
paramètres de raideur des composants. Des analyses comparatives avec la méthode
de Monte-Carlo montrent la capacité de la théorie des méconnaissances à assurer
une conception robuste en présence de fortes incertitudes.

A ce stade, une question importante se pose quant à l’applicabilité industrielle
de la théorie des méconnaissances ainsi étendue. On propose alors d’étudier un as-
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semblage boulonné industriel. L’analyse modale expérimentale de la structure réelle
permettra d’évaluer sa variabilité expérimentale de réalisation. Puis, de faibles et
fortes incertitudes sur des paramètres de raideur seront propagées par la théorie des
méconnaissances dans plusieurs modèles dynamiques de cette structure industrielle.
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Etude d’une structure industrielle
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Chapitre 8

Le projet SICODYN

Ce chapitre présente brièvement le contexte, les objectifs
et les verrous technologiques du projet SICODYN. Le
travail de recherche présent se place dans le cadre de ce

projet.
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8.1 Contexte de l’étude

Que ce soit dans un contexte de conception d’un nouveau matériel, de qualifica-
tion ou d’expertise d’un matériel existant, la connaissance fiable des caractéristiques
dynamiques relatives aux vibrations d’une structure industrielle est indispensable.
Cette connaissance permet de maîtriser les phénomènes vibratoires pouvant occa-
sionner des incidents, voire même des accidents dangereux pour la sécurité des per-
sonnes et la sûreté des installations. Les coûts humains, les pertes de production et
les coûts de maintenance supplémentaires liés à ces défaillances peuvent atteindre
des valeurs considérables dans le cas de grosses unités industrielles.

Les simulations numériques sont de plus en plus utilisées pour répondre à ce be-
soin, d’une part car elles sont moins coûteuses que la réalisation de mesures, d’autre
part car elles permettent un prototypage rapide de solutions techniques. De la même
manière qu’un résultat de mesure est théoriquement assorti de son incertitude as-
sociée, un résultat numérique doit être fourni assorti d’une mesure de la confiance
ou de la crédibilité qu’on peut lui accorder. Deux approches sont possibles. La pre-
mière, plus traditionnelle, consiste à affecter le résultat d’un calcul d’un coefficient
de sécurité généralement issu d’un retour d’expérience. La seconde consiste à réaliser
des simulations numériques, souvent lourdes, pour estimer un intervalle de confiance
ou une densité de probabilité à partir d’incertitudes supposées sur les paramètres
du modèle.

Un exemple d’application de ces démarches concerne les spécifications techniques
qu’EDF impose aux constructeurs de pompes. Dû à un retour d’expérience défavo-
rable, et pour la construction du nouveau palier nucléaire EPR (réacteur pressurisé
européen), il est important pour EDF de savoir, a priori :

— la capacité de ces constructeurs à réaliser des études (a priori par voie de
simulation numérique) permettant de satisfaire aux exigences d’EDF ;

— le niveau de confiance qu’EDF pourra accorder aux résultats de calculs four-
nis par les constructeurs de pompes sur leurs matériels.

Étant donné que les travaux de benchmarking en dynamique des structures pré-
sents dans la littérature ne permettent pas de répondre de manière satisfaisante aux
besoins d’EDF, un benchmark international est organisé par EDF R&D sur la pé-
riode 2008–2010 [Audebert 2010,Audebert et al. 2014]. Il a permis, sur la base des
simulations effectuées par les différents participants, d’observer la variabilité numé-
rique des caractéristiques dynamiques d’une pompe, à l’arrêt et non connectée (cf.
Figure 8.1 et Figure 8.2), issues de calculs purement prédictifs (en aveugle).

Les résultats de ce benchmark ont révélé un besoin de poursuivre les développe-
ments dans les domaines suivants :

— la capacité à modéliser le comportement vibratoire des structures industrielles

Propagation d’incertitudes à travers des modèles dynamiques
d’assemblages de structures mécaniques



Principaux objectifs 145

(a) Pompe Booster mono-étagée à axe
horizontal

(b) CAO des 7 composants principaux assemblés

Figure 8.1: Démonstrateur du benchmark et du projet SICODYN équipant les
centrales thermiques

(et en particulier les pompes) ;
— la quantification des incertitudes de calcul ;
— la quantification des incertitudes expérimentales.

8.2 Principaux objectifs

Un programme de recherche plus ambitieux a été proposé par EDF R&D et a
été accepté comme projet FUI (Fonds Unique Interministériel), intitulé SICODYN
(pour des SImulations crédibles via la COrrélation calcul-essai et l’estimation d’in-
certitudes en DYNamique des structures), initié en 2012 et réalisé jusqu’en 2016. Le
démonstrateur est toujours la pompe de la figure 8.1, considérée maintenant dans
son environnement industriel. La complexité liée à la prise en compte de l’environ-
nement réel est illustrée sur la figure 8.3 : l’exploitation des données expérimentales
est extrêmement plus difficile dans le cas où la pompe est couplée (pics de résonance
difficilement identifiables) que dans le cas où la pompe est déconnectée des tuyau-
teries (pics de résonance bien marqués).

L’objectif principal de ce projet est de quantifier et caractériser les incertitudes
sur le comportement dynamique des assemblages sous deux aspects :

— l’aspect expérimental en cherchant à observer la variabilité liée à la diversité
des spécimens, la variabilité liée à l’opérateur et à la variation des conditions
de liaison, ainsi que la variabilité liée aux moyens de mesure et aux méthodes
de traitement des données d’essais ;

— l’aspect numérique en cherchant, d’une part, à observer l’incertitude totale
via une opération de benchmarking et, d’autre part, à caractériser par calcul
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(a) Arbre de pompe (acier) (b) Corps de palier (fonte) (c) Support de palier (fonte)

(d) Anneau de
refroidissement (fonte)

(e) Corps de pompe (fonte) (f) Flasque d’aspiration
(acier)

(g) Coude (acier) (h) Châssis soudé (acier)

Figure 8.2: Modèles 3D des différents composants de la pompe SICODYN
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Figure 8.3: Fonctions de réponse en fréquence de la pompe SICODYN à une
excitation au marteau de choc : pompe non couplée (courbe rose) et pompe
couplée aux tuyauteries (courbe bleue) (tirée de [Audebert et al. 2014])

les incertitudes liées à la propagation des erreurs sur les paramètres et celles
liées à la simplification ou la non prise en compte de phénomènes physiques.

Le but final est d’avoir une boîte à outils et des méthodologies de calcul qui per-
mettent d’estimer le niveau de confiance a priori associé au résultat d’un calcul
prédictif en dynamique. L’organisation générale des 6 lots du projet est décrite sur
la figure 8.4.

Le lot 1 présente un inventaire des benchmarks existants en dynamique des struc-
tures, en plus d’un état de l’art des méthodes de propagation et quantification des
incertitudes.

Le lot 2 est un benchmark qui a pour but d’observer la variabilité expérimen-
tale liée à l’opérateur et à la variation des conditions de liaison sur des structures
nominalement identiques.

Un autre benchmark fait l’objet du lot 3 permettant d’observer la variabilité
numérique totale qui résulte des différentes options de modélisation prises par les
partenaires (type de modèle physique, type de conditions de liaison, type d’équa-
tion et de schémas numériques utilisés, code de calcul) et des différentes options de
paramétrage retenues (valeurs des caractéristiques mécaniques utilisées par chacun
des partenaires). Les configurations retenues sont celle de la pompe à l’arrêt, coulée
dans le béton, non connectée puis connectée aux tuyauteries.

Le lot 4 est consacré à la corrélation calcul-essai en utilisant une collection de
résultats numériques et de mesures expérimentales. Son objectif est d’établir un
modèle présentant le meilleur compromis entre le temps mis pour l’élaborer, le temps
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Figure 8.4: Structuration scientifique du projet SICODYN

de calcul lié directement à la taille du modèle et la représentation du comportement
dynamique global de la structure.

Dans le lot 5, il s’agit de confronter des méthodes paramétriques et non paramé-
triques de quantification des incertitudes, dans un contexte déterministe puis dans
un cadre probabiliste.

Enfin, le lot 6 propose de comparer les variabilités numériques totales observées
(via le benchmark du lot 3) et simulées (dans le lot 5). Cette comparaison permettra
de statuer sur la capacité des méthodes utilisées dans le lot 5 à quantifier de manière
prédictive la confiance qu’on peut accorder au résultat de calcul. Les méthodes les
plus adaptées à une application industrielle seront retenues en vue d’en dégager des
coefficients de sécurité et des intervalles de confiance pouvant être employés dans
d’autre cas en dynamique des structures.

La littérature récente présente des applications intéressantes de la démarche sui-
vie dans le cadre du projet SICODYN à des structures de différentes tailles et
échelles [Schuëller et Pradlwarter 2007, Atamturktur et al. 2012, Linderholt et al.
2015,Van Buren et al. 2015].
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8.3 Verrous technologiques
Les principaux verrous techniques et scientifiques que le projet se propose de

lever sont les suivants :

— Application de méthodes à des structures à grand nombre de de-
grés de liberté :
Un enjeu important est celui d’éprouver, sur des structures à grand nombre
de degrés de liberté, des méthodes décrites théoriquement, et éventuellement
testées sur des structures académiques simples, conçues spécialement pour la
démonstration de leur faisabilité.

— Application de méthodes à des structures assemblées :
Outre les problèmes liés à la taille généralement élevée des modèles de struc-
tures assemblées, la prise en compte des liaisons, source majoritaire d’incerti-
tudes, augmente considérablement le nombre de paramètres à considérer dans
les processus de corrélation calcul-essai et de quantification des incertitudes.

— Prise en compte du milieu environnant :
La prise en compte du milieu environnant est essentielle pour l’industriel.
L’enjeu est de statuer sur la capacité d’un modèle, mis au point avec des
conditions aux limites simplifiées, à représenter le comportement dynamique
de cette structure considérée dans son environnement industriel, dans un
contexte purement prédictif.

— Estimation de l’incertitude de modèle et de l’incertitude numérique
totale :
L’estimation de l’incertitude liée aux paramètres de modèle est réalisée par
des méthodes éprouvées depuis un certain nombre d’années. La quantification
des incertitudes de modèle est en revanche un champ nouveau, qui commence
à être étudié par certains laboratoires. Ce projet permet de statuer sur la ca-
pacité des méthodes numériques à reproduire les incertitudes effectivement
observées.

— Amélioration de la robustesse des modèles vis-à-vis des incerti-
tudes :
La robustesse est un des éléments justifiant de la crédibilité d’un modèle.
Ce projet répond à l’état de robustesse de modèles numériques de structures
assemblées, en distinguant ce qui relève de la robustesse du phénomène phy-
sique lui-même (certaines conditions aux limites) et de la représentation de
ce phénomène par le modèle.
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Chapitre 9

Analyse modale expérimentale

Ce chapitre présente l’analyse modale expérimentale
réalisée sur un assemblage de deux composants de la

pompe. Plusieurs configurations de serrage et différents
niveaux de sollicitation ont été envisagés. Les résultats
obtenus permettent d’évaluer la variabilité expérimentale

de réalisation d’une structure industrielle.
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La production de pièces et structures mécaniques contient toujours des incer-
titudes, causant des différences entre les produits d’une même population et des
écarts dans leur comportement. Dans le but d’élaborer des modèles génériques et
d’assurer des prédictions fiables en dynamique des structures, la quantification de
la variabilité expérimentale est nécessaire.

On recense la variabilité liée à l’opérateur et la variabilité de réalisation. La lit-
térature récente montre l’intérêt de mener des analyses modales sur des structures
nominalement identiques et confronter plusieurs équipes [Linderholt et al. 2015].
Les observations montrent que les procédures d’assemblage et d’expérimentation
génèrent des écarts, parfois non négligeables, entre les résultats des différents opé-
rateurs.

On propose ici de réaliser une analyse modale expérimentale d’un sous-système
de la pompe SICODYN et de caractériser la variabilité de réalisation liée au nombre
de boulons serrés et au niveau d’excitation.

Dans le cadre du projet SICODYN, et afin de caractériser la variabilité liée
à l’opérateur aussi, ces résultats sont confrontés à ceux obtenus par deux autres
laboratoires, ayant mené une étude similaire sur le même assemblage.

9.1 Description du montage

Le montage retenu pour cette étude est l’assemblage du support de palier (147
kg) et du corps de palier (23 kg). La liaison d’intérêt est celle entre le corps de
palier et le support de palier. Afin d’atteindre les objectifs de l’étude expérimentale,
une étude numérique préparatoire a permis de vérifier si les modes basse-fréquence
sollicitent bien la liaison et, sinon, de proposer des modifications sur les répartitions
de masse.

Ainsi, comme le montre la figure 9.1a, deux masses additionnelles, d’environ 55
kg chacune, ont été conçues et fixées aux extrémités de la structure. Une flasque,
en appui plan centrage court, a été boulonnée au support de palier. Un cylindre,
centré dans l’alésage du corps de palier, a été fixé par une barre parallélépipédique
suffisamment rigide et présentant deux perçages filetés pour serrage. Comme pour
le banc d’essai académique présenté dans le chapitre 4, ces masses permettent de
solliciter la liaison boulonnée centrale à des fréquences plus basses. Dans ce cas, ces
masses rigidifient également des zones souples dans les composants qui conduisent
à de nombreux modes locaux en basse-fréquence.

La solution technique qui a été envisagée pour rigidifier le pied du support de
palier est de le fixer à deux lames / poutres, de longueur 100 cm, de largeur 10 cm et
d’épaisseur 2 cm. L’ensemble a été découplé du sol par un dispositif de suspension
constitué de quatre supports antivibratoires à ressorts métalliques amortis.

Propagation d’incertitudes à travers des modèles dynamiques
d’assemblages de structures mécaniques



Description du montage 153

(a) Assemblage du support de palier et du corps de palier
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(b) Position et ordre de serrage des
boulons de la liaison d’intérêt

Figure 9.1: Sous-système de la pompe SICODYN étudié

La figure 9.1b montre la position des boulons serrés et l’ordre de serrage des
boulons de la liaison d’intérêt. Le couple de serrage a été fixé à 115 N.m pour tous
les boulons.

Figure 9.2: Maillage expérimental de l’assemblage étudié
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9.2 Analyse modale expérimentale
L’excitation de l’assemblage a été réalisée selon un axe horizontal par un bruit

blanc généré par un pot vibrant, maintenu en position entre deux équerres fixées
rigidement au sol (cf. figure 9.1a). Pour les analyses modales expérimentales, la
gamme de fréquences d’excitation est [0–1024] Hz et la bande de fréquences d’étude
est [0–500] Hz, avec une fréquence d’échantillonnage de 8192 Hz. Un moyennage sur
10 acquisitions a été réalisé et un fenêtrage de type Hann a été utilisé.

La figure 9.2 montre le maillage expérimental construit, formé de 72 points de
mesure. Dans le cas de la configuration à 10 boulons, la figure 9.3 présente l’ensemble
des modes de vibration obtenus dans la bande de fréquence d’analyse.

	 (a) Mode 1 : mode de rotation autour de z 	 (b) Mode 2 : mode de basculement

	 	(c) Modes 3 et 4 : modes de flexion des poutres ou modes des ressorts
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	 	(d) Modes 5 et 6 : modes de flexion des poutres ou modes des ressorts

	(e) Mode 7 : mode de flexion du corps de palier 	 (f) Mode 8 : mode de rotation de l’assemblage
sur le dispositif de suspension

	 	(g) Modes 9 et 10 : modes de flexion des poutres ou modes des ressorts
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	 (h) Mode 11 : mode de torsion du support de
palier

	 (i) Mode 12 : mode de torsion de l’assemblage

	 (j) Mode 13 : mode de flexion de l’assemblage 	 (k) Mode 14 : mode de torsion du corps de
palier

	 	(l) Modes 15 et 16 : modes de flexion de l’assemblage couplés aux modes de poutres
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	 	(m) Modes 17 et 18 : modes de poutres ou de ressorts

	 (n) Mode 19 : mode de torsion du support de
palier

	(o) Mode 20 : mode local du support de palier

	 	(p) Modes 21 et 22 : modes locaux du support de palier
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	 	(q) Modes 23 et 24 : modes d’assemblage

	 	(r) Modes 25 et 26 : modes de poutres ou de ressorts

Figure 9.3: Modes de vibration du montage pour la configuration à 10 boulons

Ces résultats montrent que les poutres utilisées en support présentent une sou-
plesse relativement importante : elles sont trop rigides pour être découplées des
premiers modes élastiques, mais trop souple pour être considérées indéformables.

9.3 Influence des configurations

Dans le but de caractériser la variabilité de réalisation liée aux conditions de
liaison, les essais ont été réalisés selon trois configurations :

— Configuration à 10 boulons : tous les boulons sont serrés ;
— Configuration à 6 boulons : les boulons 5, 6, 9 et 10 sont enlevés (cf.

figure 9.1b) ;
— Configuration à 2 boulons : seuls les boulons 7 et 8 restent (cf. figure 9.1b).
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9.3.1 Configuration à 10 boulons

Pour la configuration à 10 boulons, le tableau 9.1 présente les valeurs des fré-
quences de résonance et amortissements modaux relatifs aux 26 modes situés dans
la bande de fréquences d’analyse.

Table 9.1: Fréquences de résonance et amortissements modaux pour la
configuration à 10 boulons sur [0–500] Hz

Mode 1 : 7.25 Hz, 0.69% Mode 2 : 12.18 Hz, 0.29% Mode 3 : 78.68 Hz, 0.21%

Mode 4 : 82.86 Hz, 0.19% Mode 5 : 85.30 Hz, 0.25% Mode 6 : 87.42 Hz, 0.26%

Mode 7 : 123.55 Hz, 1.33% Mode 8 : 147.36 Hz, 0.57% Mode 9 : 197.58 Hz, 026%

Mode 10 : 204.88 Hz, 0.68% Mode 11 : 216.10 Hz, 0.49% Mode 12 : 224.72 Hz, 0.33%

Mode 13 : 246.32 Hz, 0.28% Mode 14 : 258.60 Hz, 0.40% Mode 15 : 292.06 Hz, 0.36%

Mode 16 : 293.80 Hz, 0.25% Mode 17 : 319.53 Hz, 0.14% Mode 18 : 333.16 Hz, 0.22%

Mode 19 : 368.39 Hz, 0.40% Mode 20 : 373.81 Hz, 0.15% Mode 21 : 383.96 Hz, 0.25%

Mode 22 : 386.59 Hz, 0.97% Mode 23 : 417.03 Hz, 0.34% Mode 24 : 442.43 Hz, 0.48%

Mode 25 : 455.36 Hz, 0.13% Mode 26 : 459.45 Hz, 0.11%

	
Figure 9.4: Quelques FRF synthétisées – Configuration à 10 boulons

La qualité de l’identification peut être contrôlée grâce à la synthèse des fonc-
tions de réponse en fréquence. En effet, connaissant les modes et les termes com-
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plémentaires (ou résiduels), on peut reconstruire mathématiquement des fonctions
de réponse en fréquence. La figure 9.4 montre quelques FRF synthétisées (courbes
de couleur verte), pour différents points de mesure. Ces FRF sont comparées aux
fonctions de réponse en fréquence mesurées (courbes de couleur rouge). La valeur
élevée de la corrélation (ou la valeur faible de l’erreur) permet de conclure quant à
la bonne reconstruction modale des essais et la qualité de l’identification de la base
modale.

Afin de comparer les modes propres entre eux, on construit la matrice AutoMAC
[Ewins 2000] (Processing A et Processing B sont les vecteurs de la base calculée).
Cette matrice est utilisée afin de déterminer si le nombre et la position des points de
mesure sont suffisants pour pouvoir distinguer les modes entre eux. La diagonale de
la matrice permet de vérifier que les vecteurs propres sont bien différents et donne
des informations sur les modes locaux. L’existence de termes non négligeables en
dehors de la diagonale dans la matrice AutoMAC est généralement une indication
de repliements spatiaux.

La figure 9.5 présente la matrice AutoMAC obtenue pour la configuration à 10
boulons. La couleur bleue correspond à un MAC = 0 (vecteurs orthogonaux) et la
couleur rouge correspond à un MAC = 1 (vecteurs colinéaires).

	
Figure 9.5: Matrice AutoMAC – Configuration à 10 boulons

9.3.2 Configuration à 6 boulons

Pour la configuration à 6 boulons, le tableau 9.2 présente les valeurs des fré-
quences de résonance et amortissements modaux relatifs aux 29 modes situés dans
la bande de fréquences d’analyse.
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Table 9.2: Fréquences de résonance et amortissements modaux pour la
configuration à 6 boulons sur [0–500] Hz

Mode 1 : 7.24 Hz, 0.64% Mode 2 : 12.18 Hz, 0.35% Mode 3 : 78.68 Hz, 0.21%

Mode 4 : 82.87 Hz, 0.19% Mode 5 : 85.32 Hz, 0.27% Mode 6 : 87.39 Hz, 0.25%

Mode 7 : 122.13 Hz, 1.39% Mode 8 : 147.10 Hz, 0.57% Mode 9 : 197.60 Hz, 0.30%

Mode 10 : 204.67 Hz, 0.76% Mode 11 : 215.97 Hz, 0.50% Mode 12 : 224.07 Hz, 0.35%

Mode 13 : 243.82 Hz, 0.27% Mode 14 : 254.52 Hz, 0.31% Mode 15 : 256.84 Hz, 0.39%

Mode 16 : 290.70 Hz, 0.20% Mode 17 : 292.95 Hz, 0.44% Mode 18 : 313.07 Hz, 1.42%

Mode 19 : 319.49 Hz, 0.15% Mode 20 : 329.65 Hz, 0.25% Mode 21 : 362.24 Hz, 0.40%

Mode 22 : 374.14 Hz, 0.07% Mode 23 : 380.22 Hz, 1.08% Mode 24 : 382.55 Hz, 0.26%

Mode 25 : 410.17 Hz, 0.79% Mode 26 : 414.07 Hz, 0.18% Mode 27 : 418.19 Hz, 0.17%

Mode 28 : 432.55 Hz, 0.31% Mode 29 : 454.18 Hz, 0.19%

	
Figure 9.6: Quelques FRF synthétisées – Configuration à 6 boulons

La figure 9.6 montre quelques FRF synthétisées (courbes de couleur verte), pour
différents points de mesure. Leur comparaison avec les fonctions de réponse en fré-
quence expérimentales (courbes de couleur rouge) montre l’excellente qualité de
l’identification de la base modale dans cette configuration.

La figure 9.7 présente la matrice AutoMAC obtenue pour cette configuration. La
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Figure 9.7: Matrice AutoMAC – Configuration à 6 boulons

diagonale montre que les vecteurs propres sont bien différents et que le nombre de
modes couplés croît à partir de 300 Hz.

9.3.3 Configuration à 2 boulons

Table 9.3: Fréquences de résonance et amortissements modaux pour la
configuration à 2 boulons sur [0–500] Hz

Mode 1 : 7.26 Hz, 0.36% Mode 2 : 12.18 Hz, 0.32% Mode 3 : 78.66 Hz, 0.21%

Mode 4 : 82.87 Hz, 0.19% Mode 5 : 85.29 Hz, 0.29% Mode 6 : 87.36 Hz, 0.26%

Mode 7 : 121.42 Hz, 1.20% Mode 8 : 146.77 Hz, 0.57% Mode 9 : 197.58 Hz, 0.30%

Mode 10 : 204.75 Hz, 0.63% Mode 11 : 215.65 Hz, 0.48% Mode 12 : 222.79 Hz, 0.43%

Mode 13 : 230.17 Hz, 0.25% Mode 14 : 247.56 Hz, 0.11% Mode 15 : 252.77 Hz, 0.36%

Mode 16 : 255.39 Hz, 0.37% Mode 17 : 285.63 Hz, 0.21% Mode 18 : 291.37 Hz, 0.64%

Mode 19 : 319.49 Hz, 0.14% Mode 20 : 321.82 Hz, 0.35% Mode 21 : 353.59 Hz, 0.44%

Mode 22 : 379.47 Hz, 0.26% Mode 23 : 388.58 Hz, 1.07% Mode 24 : 402.60 Hz, 0.57%

Mode 25 : 428.47 Hz, 0.26%

Pour la configuration à 2 boulons, le tableau 9.3 présente les valeurs des fré-
quences de résonance et amortissements modaux relatifs aux 25 modes situés dans
la bande de fréquences d’analyse.
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La figure 9.8 montre quelques FRF synthétisées (courbes de couleur verte), pour
différents points de mesure. Leur comparaison avec les fonctions de réponse en fré-
quence expérimentales (courbes de couleur rouge) illustre bien la qualité de l’iden-
tification de la base modale.

	
Figure 9.8: Quelques FRF synthétisées – Configuration à 2 boulons

La figure 9.9 présente la matrice AutoMAC obtenue pour cette configuration. La
diagonale montre que les vecteurs propres sont bien différents et que le nombre de
modes couplés croît à partir de 300 Hz.

	
Figure 9.9: Matrice AutoMAC – Configuration à 2 boulons
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9.3.4 Synthèse
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Figure 9.10: Fonctions de réponse en fréquence obtenues pour les trois
configurations testées

La figure 9.10 permet d’évaluer l’influence des configurations de serrage sur le
comportement dynamique de l’assemblage. La figure 9.10a compare les fonctions
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de réponse en fréquence obtenues en sommant les fonctions mesurées sur les 72
points du maillage expérimental. La figure 9.10b compare les fonctions de réponse
en fréquence mesurées sur un point de la liaison boulonnée étudiée.

	(a) Configurations 10 boulons (Processing A) et
6 boulons (Processing B)

	(b) Configurations 10 boulons (Processing A) et
2 boulons (Processing B)

	(c) Configurations 2 boulons (Processing A) et 6
boulons (Processing B)

Figure 9.11: Matrice MAC croisée entre les différentes configurations

La figure 9.11 présente les matrices MAC croisées entre les différentes configura-
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tions testées. Cet outil permet d’évaluer le degré de corrélation entre les modes, de
comparer les déformées modales et d’appairer les modes.

L’examen de ces résultats montre que les neuf premiers modes déterminés sont
communs aux trois configurations. Ces modes, situés en dessous de 200Hz, sont prin-
cipalement des modes liés au dispositif de suspension qui ne font pas travailler la
liaison d’intérêt, à l’exception du mode 7 qui est un mode de flexion de l’assemblage
lié au corps de palier. Au-delà de 200Hz, le suivi des déformées modales devient
plus délicat entre les différentes configurations. De plus, un glissement des pics de
résonance en fonction du serrage est observé. Ces glissements, prépondérants dans
la bande de fréquences [300–500] Hz, s’accompagnent de variations, plus ou moins
significatives, des amplitudes des pics de résonance.

On constate aussi que les différentes configurations ont des impacts uniquement
sur les modes qui déforment le support de palier et sollicitent la liaison. On rap-
pelle que l’excitation de l’assemblage a été effectuée selon un axe horizontal (cf.
figure 9.1a), et que les boulons serrés dans les configurations à 6 et 2 boulons sont
ceux qui travaillent le plus dans cet axe (cf. figure 9.1b). Les écarts en fréquence
augmentent légèrement en fonction de l’augmentation du nombre de boulons serrés,
donc de la raideur de l’assemblage. Les variations des amortissements modaux res-
tent très légères. En ce qui concerne les déformées modales, la synthèse des résultats
obtenus permet de conclure que :

— le mode de flexion du corps de palier évolue très peu en fonction du nombre
de boulons serrés ;

— les modes de torsion du support de palier et de rotation de l’assemblage sur
son dispositif de suspension n’évoluent pas, ou légèrement, en fonction de la
configuration ;

— la fréquence du mode de flexion de l’assemblage augmente de manière notable
avec le nombre de boulons serrés (de 230.17 Hz pour 2 boulons à 246.32 Hz
pour 10 boulons, soit une variation de 7%).

9.4 Influence des niveaux de sollicitation

Afin d’observer les effets non linéaires liés à la liaison boulonnée, on propose
d’appliquer à l’assemblage, pour chaque configuration, différents niveaux de force
d’excitation :

— bruit blanc avec une moyenne à 40 N ;
— bruit blanc avec une moyenne à 90 N ;
— bruit blanc avec une moyenne à 180 N.
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Figure 9.12: Fonctions de réponse en fréquence obtenues pour les trois niveaux
de sollicitation appliqués – Configuration à 10 boulons
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Figure 9.13: Fonctions de réponse en fréquence obtenues pour les trois niveaux
de sollicitation appliqués – Configuration à 6 boulons
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Figure 9.14: Fonctions de réponse en fréquence obtenues pour les trois niveaux
de sollicitation appliqués – Configuration à 2 boulons
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Les figures 9.12, 9.13 et 9.14 montrent la variabilité du comportement dynamique
liée à la variation du niveau de sollicitation, pour les configurations à 10 boulons,
6 boulons et 2 boulons respectivement. Les figures 9.12a, 9.13a et 9.14a présentent
les fonctions de réponse en fréquence qui résultent de la sommation des fonctions
mesurées sur les 72 points de mesure. Les figures 9.12b, 9.13b et 9.14b comparent
les fonctions mesurées sur un point de la liaison d’intérêt.

Pour chacune des trois configurations de serrage, les fonctions de réponse en
fréquence obtenues montrent un léger glissement des valeurs des fréquences de réso-
nance en fonction du niveau d’excitation. Cependant, l’amortissement modal aug-
mente avec la force d’excitation, et cette augmentation devient significative lorsque
le mode sollicite la liaison boulonnée, comme c’est le cas du mode 7 où l’amplitude
à la résonance chute de 40% environ en passant de 40 N à 90 N. On observe que la
variation d’amplitude est plus faible en passant de 90 N à 180 N qu’en passant de 40
N à 90 N. Cela pourrait être lié au fait que les zones de glissement dans le contact
atteignent leur limite d’évolution.

L’examen de l’ensemble des résultats de cette analyse modale expérimentale
affirme que la variation des conditions de liaison peut avoir un impact notable sur le
comportement dynamique d’un assemblage industriel. Cela se traduit globalement
par un glissement des fréquences de résonance et une variation de l’amplitude de la
réponse dynamique.

Propagation d’incertitudes à travers des modèles dynamiques
d’assemblages de structures mécaniques



Chapitre 10

Quantification des incertitudes

Dans ce dernier chapitre, de faibles et fortes incertitudes
sur des paramètres de raideur sont propagées à travers
différents modèles dynamiques de l’assemblage de deux
composants du démonstrateur du projet SICODYN. Des
analyses comparatives permettent d’évaluer l’applicabilité
de la théorie des méconnaissances en milieu industriel

pour assurer une conception robuste.
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Les résultats des analyses modales expérimentales réalisées sur l’assemblage des
deux composants de la pompe SICODYN (démonstrateur du projet) montrent la
présence de fortes incertitudes sur les raideurs de liaison. On propose ici de considérer
différents modèles dynamiques de cet assemblage où sont propagées des méconnais-
sances faibles sur des raideurs structurales et des méconnaissances fortes sur des
raideurs de liaison. Cette étude permettra d’évaluer la capacité de la théorie des
méconnaissances à prédire de manière fiable le comportement dynamique incertain
de structures industrielles. Le but final est d’obtenir une méthodologie de calcul
qui permet d’estimer le niveau de confiance a priori associé au résultat d’un calcul
prédictif en dynamique.

On s’intéresse ici au modèle de l’assemblage du support de palier et du corps
de palier de la pompe booster mono-étagée à axe horizontal. On propagera des
incertitudes faibles et fortes à travers le modèle de l’assemblage sans supports de la
figure 10.1a, puis des incertitudes fortes à travers le modèle du montage expérimental
étudié dans le chapitre précédent (cf. figure 9.1a), présenté sur la figure 10.1b.

(a) Modèle de l’assemblage sans supports
(Assemblage 1)

(b) Modèle de l’assemblage expérimental étudié
(Assemblage 2)

Figure 10.1: Modèles de l’assemblage du corps de palier et support de palier de
la pompe SICODYN

Le support de palier et le corps de palier sont en fonte (E = 150 GPa, ν =
0,3, ρ = 7000 kg/m3). Pour les deux modèles, la liaison boulonnée entre les sup-
port et corps de palier est modélisée de manière simple par un joint élastique de
contact de raideur normale KN (KN = 1010N.m−2) et de raideur de cisaillement KT

(KT = 1010N.m−2).

Dans l’objectif d’évaluer l’applicabilité industrielle de la théorie des méconnais-
sances, on propose de propager des incertitudes faibles et fortes sur des paramètres
de raideur. Ainsi, le module d’Young du matériau des support et corps de palier,
les raideurs du joint de contact, sont considérés incertains et sont modélisés par des
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variables aléatoires, de sorte que :

E = E (1 + δ1 η)

KN = KN (1 + δ2 η)

KT = KT (1 + δ2 η)

où δ1 et δ2 sont des réels appartenant à l’intervalle [0 ;1], et η est une variable aléa-
toire suivant une loi uniforme définie sur l’intervalle [-1 ;+1].

10.1 Faibles incertitudes

Le maillage du modèle de l’assemblage 1 de la figure 10.1a est constitué de
139 543 éléments finis, et le problème de vibrations est traité en libre-libre. Pour
cet l’assemblage, la propagation des incertitudes est effectuée avec la méthode de
Monte-Carlo et la théorie des méconnaissances. Le temps de calcul de la méthode de
Monte-Carlo étant extrêmement long sur ce modèle, 1000 tirages sont générés pour
l’étude statistique de la répartition des fréquences propres d’intérêt.

Dans le cadre de faibles incertitudes, on considère δ1 = 0.05 et δ2 = 0.1 dans les
relations ??. Les quantités d’intérêt considérées sont les trois premières fréquences
propres de l’assemblage. La figure 10.2 présente la forme des trois modes propres
associés à ces fréquences pour le modèle déterministe de l’assemblage 1.

(a) Mode 1 : 396.1 Hz (b) Mode 2 : 423.3 Hz (c) Mode 3 : 503.8 Hz

Figure 10.2: Forme des trois premiers modes propres associés au modèle
déterministe de l’assemblage des deux composants de pompe

Le tableau 10.1 présente les intervalles à 99% issus de la propagation des incer-
titudes par la méthode de Monte-Carlo et la théorie des méconnaissances.
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Table 10.1: Intervalles à 99% pour les trois premières fréquences propres du
modèle de l’assemblage 1 (faibles incertitudes)

i 1 2 3
ERA(%)

Temps
CPU
(min)f i (Hz) 396.1 423.3 503.8

Monte-Carlo [386.3 ; 405.6] [412.3 ; 433.9] [483.0 ; 522.8] – (référence) 15222

LOK [384.3 ; 405.6] [412.9 ; 433.5] [483.5 ; 522.5] [+0.12 ; -0.05] 13 (0.085%)

L’observation de ces résultats permet de conclure que la l’approximation effec-
tuée par la théorie des méconnaissances, en présence de faibles incertitudes, est très
avantageuse sur une structure industrielle. L’erreur relative est négligeable et les
intervalles prédits sont ainsi précis. Le coût de calcul est bien faible par rapport à
la méthode de Monte-Carlo, puisque la théorie des méconnaissances réalise le calcul
en 0.085% du temps.

10.2 Fortes incertitudes

On considère ici les deux modèles de la figure 10.1 en présence de faibles incer-
titudes sur les paramètres matériau et fortes incertitudes sur les raideurs de liaison,
avec δ1 = 0.05 et δ2 = 0.5 dans les relations ??. Pour la théorie des méconnais-
sances, afin d’enrichir la base réduite, le nombre de modes statiques ajoutés est
égal au nombre de modes propres d’intérêt. Le problème réduit est résolu pour 50
réalisations de mH équiréparties pour déterminer les 50 points d’interpolation. Ici
aussi, on utilise les fonctions d’interpolation définies par la relation 6.17 en consi-
dérant R égal à la distance du point d’interpolation au point le plus éloigné du nuage.

Le tableau 10.2 compare les intervalles à 99% qui résultent de la propagation
des incertitudes par la méthode de Monte-Carlo et la théorie des méconnaissances
pour l’assemblage 1. On constate que la théorie des méconnaissances conduit à des
intervalles de confiance très proches de ceux de la méthode de Monte-Carlo, avec un
temps de calcul très faible (∼ 0.1%), et s’avère de nouveau moins conservative vu
que la taille des intervalles obtenus est plus réduite.

On considère à présent le modèle de l’assemblage 2 de la figure 10.1b. Le maillage
de ce modèle est constitué de 139 583 éléments finis. Les masses additionnelles, d’en-
viron 55 kg chacune, sont modélisées par des masses ponctuelles (ayant une masse
et trois inerties) reliées rigidement aux centres des faces extrêmes rigidifiées de l’as-
semblage. Les lames de support, de section rectangulaire, sont modélisées par des
éléments finis linéaires de type poutre, avec des paramètres matériau déterministes.
L’ensemble est monté sur 4 appuis élastiques ayant des raideurs dans les trois direc-
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Table 10.2: Intervalles à 99% pour les trois premières fréquences propres du
modèle de l’assemblage 1 (fortes incertitudes)

i 1 2 3
ERA(%)

Temps
CPU
(min)f i (Hz) 396.1 423.3 503.8

Monte-Carlo [364.2 ; 406.0] [370.6 ; 439.0] [398.0 ; 590.6] – (référence) 15222

LOK [369.5 ; 404.5] [373.8 ; 435.3] [401.2 ; 585.4] [+0.79 ; -0.88] 15 (∼ 0.1%)

tions, reprenant les caractéristiques du dispositif de suspension utilisé lors de l’étude
expérimentale. Pour le modèle déterministe de cet assemblage, la figure 10.3 présente
la forme de quelques modes propres sollicitant la liaison en flexion ou cisaillement.
Le choix de ces modes est guidé par une volonté d’agrandir l’impact de la variabilité
des raideurs de contact sur les fréquences propres de l’assemblage.
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(a) Mode à 182.9 Hz : flexion M
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(b) Mode à 193.9 Hz : flexion
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(c) Mode à 324.5 Hz : torsion M
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(d) Mode à 400.5 Hz : torsion

Figure 10.3: Forme de quelques modes propres associés au modèle déterministe
de l’assemblage 2

On propose ici de comparer les résultats de la théorie des méconnaissances aux
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résultats de la méthode des sous-espaces. L’objectif est de réduire les temps de cal-
cul et de comparer les ordres de grandeur des intervalles de confiance obtenus. On
génère 1000 tirages pour l’étude statistique, et la base modale réduite de la méthode
des sous-espaces est formée de 6 × 4 vecteurs : les 4 premiers vecteurs propres du
modèle déterministe et ceux issus de 5 modèles construits chacun pour différents
tirages de paramètres incertains. Le tableau 10.3 montre les intervalles à 99% qui
résultent de cette analyse comparative, pour l’assemblage 2.

Table 10.3: Intervalles à 99% pour quelques fréquences propres du modèle de
l’assemblage 2 (fortes incertitudes)

f (Hz) 182.9 193.9 324.5 400.5 ERA(%)

Sous-espaces [145.8 ; 187.6] [158.8 ; 210.5] [285.7 ; 330.6] [369.4 ; 435.3] – (référence)

LOK [151.4 ; 196.0] [165.6 ; 222.3] [298.3 ; 332.8] [386.5 ; 433.5] [+4.6 ; +5.7]

Les résultats montrent que la théorie des méconnaissances permet d’obtenir des
intervalles de confiance assez précis, en présence de faibles et fortes incertitudes sur
des paramètres de raideurs. Dans ce cas, le rapport du temps de calcul entre les
deux approches est de 0.2%. Les valeurs des erreurs relatives sont faibles, même si
les résultats de la méthode des sous-espaces seraient également en léger décalage avec
ceux de la méthode de Monte-Carlo, vu la nature du problème. L’implémentation
des développements, permettant de prendre en compte les fortes méconnaissances,
exige certes un travail supplémentaire, mais reste relativement simple à réaliser et le
gain en temps de calcul est vraiment considérable. Par conséquent, l’exploitation de
la théorie des méconnaissances dans un contexte industriel s’avère pratique et très
avantageuse.
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Bilan

La quantification de la qualité et la fiabilité d’un modèle numérique reste une
question majeure en dynamique basse-fréquence des assemblages boulonnés. En par-
ticulier, le comportement dynamique des systèmes mécaniques qui équipent les cen-
trales nucléaires et thermiques, tels que les pompes, doit pouvoir être prédit en toute
confiance. Le projet SICODYN propose alors d’améliorer la capacité de modélisation
du comportement vibratoire des structures industrielles en général, et des pompes
en particulier, ainsi que de caractériser et quantifier les incertitudes.

Sous l’aspect expérimental, des analyses modales ont été réalisées sur un assem-
blage de deux composants de la pompe SICODYN. Afin d’observer la variabilité de
réalisation liée à la variation des conditions de liaison, trois configurations de serrage
et trois niveaux de sollicitation différents ont été considérés dans la bande de fré-
quence [0–500] Hz. L’examen des fonctions de réponse en fréquence montre que les
fréquences de résonance glissent en fonction du serrage, et les amortissements mo-
daux varient de façon plus ou moins significative. Ainsi, la variation des conditions
de liaison d’une structure boulonnée de taille industrielle a un impact important sur
son comportement dynamique global, et cela même à faible niveau d’excitation.

Sous l’aspect numérique, la théorie des méconnaissances a été appliquée sur plu-
sieurs modèles dynamiques de cet assemblage pour propager des méconnaissances
faibles sur des paramètres structuraux de raideur et des méconnaissances fortes sur
des raideurs de liaison. Des analyses comparatives ont montré l’efficacité de la théo-
rie des méconnaissances à prédire de manière fiable le comportement dynamique
incertain de structures industrielles avec un coût de calcul faible. Par conséquent,
cette technique est considérée comme un outil de calcul efficace pour propager tout
niveau d’incertitude et estimer le niveau de confiance a priori associé au résultat
d’un calcul prédictif en dynamique.
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Conclusion

Ce travail de thèse a porté sur l’amélioration du dimensionnement vibratoire des
assemblages boulonnés par la mise en place d’un modèle dynamique de connecteur
prenant en compte différents types et sources d’incertitudes sur des paramètres de
raideur, de valeurs faibles et fortes, de manière simple, efficace et exploitable dans
un contexte industriel. Il s’inscrit dans le cadre du projet SICODYN, qui a pour
objectif la caractérisation et la quantification des incertitudes sur le comportement
dynamique des assemblages boulonnés sous les aspects expérimental et numérique.

En premier lieu, nous avons étudié les différents types et sources d’incertitudes
rencontrées lors de l’analyse d’un système mécanique. Généralement, les incertitudes
sont dus à une variabilité naturelle ou à un manque de connaissance, et sont liées aux
paramètres d’entrée du modèle, au processus de modélisation et au travail expéri-
mental. La prise en compte de ces incertitudes lors de la modélisation des structures
mécanique peut se faire aujourd’hui à l’aide d’un grand nombre de méthodes. Les
approches paramétriques, propageant, pour un modèle fixé, les incertitudes sur les
paramètres du modèle, puis les approches non paramétriques, généralement proba-
bilistes, considérant les incertitudes de manière plus globale. De manière simple et
peu intrusive, la théorie des méconnaissances consiste à enrichir un modèle détermi-
niste de quantités, appelées méconnaissances de base, permettant de globaliser tout
type d’incertitudes à l’échelle des sous-structures. Dans le cadre de faibles incerti-
tudes sur des paramètres de raideur, les performances de plusieurs méthodes ont été
comparées sur des exemples numériques. Les résultats ont démontré que la théorie
des méconnaissances est très avantageuse en terme de temps de calcul et de précision.

En second lieu, nous avons réalisé une caractérisation expérimentale des incerti-
tudes dans les assemblages boulonnées. Afin de mieux comprendre les phénomènes
mis en jeu au sein des liaisons boulonnées, et développer à terme des modèles perti-
nents, un banc d’essai dynamique basé sur une structure boulonnée paramétrable a
été conçu, dimensionné et produit. Les paramètres importants, liés aux conditions de
liaison, qui ont été considérés incluent la précharge des boulons, le type et le niveau
de chargement de la liaison, le nombre et la position des boulons serrés. L’analyse
modale expérimentale de ce banc sous forte charge de flexion pure a montré que le
contact boulon–pièce dissipe de l’énergie et modifie les caractéristiques de la liai-
son en fonction du niveau de chargement. Il semble qu’il existe un effet de seuil en
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deçà duquel la liaison a un comportement sensiblement linéaire, et au delà duquel
les dissipations évoluent de manière non linéaire. De plus, la raideur apparente de
la liaison chute de manière notable lorsque les charges appliquées augmentent, ce
qui se traduit par un glissement des fréquences de résonance. L’ensemble de ces ré-
sultats indique que le comportement dynamique d’un assemblage boulonné dépend
fortement des paramètres de liaison et du niveau de chargement. La démarche ex-
périmentale de chargement, de pilotage et d’analyse mise en place est novatrice et
générale, pouvant être appliquée à l’étude de tout type de liaisons mécaniques.

En troisième lieu, nous avons mis en œuvre une extension de la théorie des mé-
connaissances pour propager une combinaison de faibles et fortes incertitudes sur
des paramètres de raideur en dynamique, sans nuire à la simplicité et l’efficacité
de la démarche initiale. L’introduction d’une base de réduction puis d’une étape
d’interpolation des pulsations et modes propres permettent de réduire la taille du
problème et le temps de calcul nécessaire à l’obtention des méconnaissances effec-
tives. L’application de ces développements à divers modèles dynamiques montre que
la théorie des méconnaissances est très avantageuse en terme de qualité des prédic-
tions, de coût de calcul engendré et de simplicité de mise en œuvre dans un code de
calcul industriel.

Enfin, nous avons mené des analyses modales sur l’assemblage de deux compo-
sants de la pompe SICODYN. Sur le plan expérimental, pour observer la variabilité
liée à la variation des conditions de liaison, trois configurations de serrage et trois
niveaux de sollicitation différents ont été considérés en basses fréquences. A faible
charge, un glissement des fréquences de résonance en fonction du serrage est observé,
en plus de variations, plus ou moins fortes, des amplitudes des pics de résonance.
Lorsque la force d’excitation augmente, l’amortissement modal augmente, et cela
devient significatif lorsque le mode sollicite la liaison boulonnée. Sur le plan numé-
rique, la propagation de ces fortes incertitudes sur les raideurs de liaison est effectuée
par la théorie des méconnaissances. Les résultats issus de l’étude de différents mo-
dèles dynamiques de cet assemblage conduisent à la conclusion que la théorie des
méconnaissances est un outil de calcul efficace qui permet d’estimer le niveau de
confiance a priori associé au résultat d’un calcul prédictif en dynamique.

Dans le prolongement de ce travail, différentes perspectives peuvent être envisa-
gées à court ou moyen terme :

— l’étude des modes de torsion, symétrique (à 188 Hz) et antisymétrique (à 379
Hz), du banc d’essai dynamique, ou bien la création de cisaillement dans la
liaison en rompant la symétrie du premier mode de flexion. Cela permettra
de générer des glissements significatifs dans la liaison boulonnée et aboutir
à une meilleure description de l’évolution de la dissipation dans la liaison et
l’influence des conditions de liaison ;

— l’analyse de l’influence de l’ordre de serrage des boulons sur la raideur de la
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liaison et la dissipation dans la liaison ;
— la réalisation d’autres essais dans de multiples configurations de la liaison

boulonnée : précharge non uniforme, précharge localement trop faible, boulon
manquant, etc. ;

— la mise en place d’une définition globale et énergétique des méconnaissances
permettant de considérer des incertitudes portant sur un comportement non
linéaire, comme un comportement plastique ou la présence de contacts et
frottements ;

— l’extension de la théorie des méconnaissances pour propager plusieurs faibles
et fortes méconnaissances sur des quantités d’intérêt statiques, telles que les
efforts et les déplacements ;

— la définition d’une procédure claire pour identifier les méconnaissances à par-
tir de résultats expérimentaux et la mise en œuvre d’une démarche de déter-
mination des essais complémentaires à effectuer permettant de réduire une
méconnaissance donnée. Ainsi, on pourra établir une stratégie pour le choix
des meilleurs essais à réaliser sur une structure donnée, ce qui aboutira à une
optimisation des coûts du travail expérimental.

Dans le cadre de la thématique relative à la propagation et quantification des
incertitudes par la théorie des méconnaissances, différentes pistes de recherches pour-
raient être explorées à plus long terme, notamment :

— la mise en place d’une démarche permettant de prendre en compte, de ma-
nière précise, un ensemble d’incertitudes de natures différentes, pour aboutir
aux méconnaissances de base. Par exemple, pour un matériau hétérogène, les
valeurs algébriques et spatiales du module d’Young peuvent être incertaines.
On pourrait alors envisager d’approfondir la manière de représenter l’incer-
titude dans le calcul de structures mécaniques, et aboutir à d’autres pistes
mathématiques de modélisation des méconnaissances de base ;

— la prise en considération de façon simple et simultanée des incertitudes sur
différentes caractéristiques dynamiques d’un système, telles que sa rigidité,
sa masse et son amortissement modal, ce dernier étant souvent mal connu
dans les structures industrielles. Cela rendra la théorie des méconnaissances
générale et complète en dynamique des structures.

Ces axes de recherche constitueront des avancées considérables dans le domaine
de la quantification des incertitudes, aussi bien au niveau de la recherche que de
l’industrie.
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Résumé : Lors de l’étude du comportement des
systèmes mécaniques, les modèles mathématiques
et les paramètres structuraux sont généralement
considérés déterministes. Néanmoins, le retour d’ex-
périence montre que ces éléments sont souvent in-
certains, dû à une variabilité naturelle ou manque
de connaissance. La quantification de la qualité et
la fiabilité du modèle numérique d’une structure in-
dustrielle reste alors une question majeure en dyna-
mique basse-fréquence. L’objectif de cette thèse est
d’améliorer le dimensionnement vibratoire des as-
semblages boulonnés par la mise en place d’un mo-
dèle dynamique de connecteur prenant en compte
différents types et sources d’incertitudes sur des pa-
ramètres de raideur, de manière simple, efficace et
exploitable dans un contexte industriel. Ces travaux

s’inscrivent dans le cadre du projet SICODYN, pi-
loté par EDF R&D, visant à caractériser et quan-
tifier les incertitudes sur le comportement dyna-
mique des assemblages industriels boulonnés sous
les aspects numérique et expérimental. Des études
comparatives de plusieurs méthodes numériques de
propagation d’incertitudes montrent l’avantage de
l’utilisation de la théorie des méconnaissances. Une
caractérisation expérimentale des incertitudes dans
les structures boulonnées est réalisée sur un banc
d’essai dynamique et sur un assemblage industriel.
La propagation de plusieurs faibles et fortes incerti-
tudes à travers différents modèles dynamiques d’as-
semblages mécaniques permet d’aboutir à l’évalua-
tion de l’efficacité de la théorie des méconnaissances
et son applicabilité en milieu industriel.

Title : Uncertainty Propagation Through Dynamic Models of Assemblies of
Mechanical Structures
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Modal Analysis

Abstract : When studying the behaviour of me-
chanical systems, mathematical models and struc-
tural parameters are usually considered determinis-
tic. Return on experience shows however that these
elements are uncertain in most cases, due to na-
tural variability or lack of knowledge. Therefore,
quantifying the quality and reliability of the nu-
merical model of an industrial structure remains
a major question in low-frequency dynamics. The
purpose of this thesis is to improve the vibratory
design of bolted assemblies through setting up a
dynamic connector model that takes account of dif-
ferent types and sources of uncertainty on stiffness
parameters, in a simple, efficient and exploitable
in industrial context. This work has been carried

out in the framework of the SICODYN project,
led by EDF R&D, that aims to characterize and
quantify, numerically and experimentally, the un-
certainties in the dynamic behaviour of bolted in-
dustrial assemblies. Comparative studies of seve-
ral numerical methods of uncertainty propagation
demonstrate the advantage of using the Lack-Of-
Knowledge theory. An experimental characterisa-
tion of uncertainties in bolted structures is perfor-
med on a dynamic test rig and on an industrial
assembly. The propagation of many small and large
uncertainties through different dynamic models of
mechanical assemblies leads to the assessment of
the efficiency of the Lack-Of-Knowledge theory and
its applicability in an industrial environment.
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