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Titre : Performances et méthodes pour I'échantillonnage comprimé: Robustesse a la méconnais-
sance du dictionnaire et optimisation du noyau d’échantillonnage

Mots Clés : parcimonie, erreur de modéles, signaux impulsionnels, noyaux, bornes Bayésiennes,
échantillonnage

Résumé : Dans cette these, nous nous intéressons a deux méthodes permettant de reconstruire
un signal parcimonieux largement sous-échantillonné : I’échantillonnage de signaux a taux d’inno-
vation fini et 'acquisition comprimée.

Il a été montré récemment qu’en utilisant un noyau de pré-filtrage adapté, les signaux impulsion-
nels peuvent étre parfaitement reconstruits bien qu’ils soient a bande non-limitée. En présence de
bruit, la reconstruction est réalisée par une procédure d’estimation de tous les parameétres du signal
d’intérét. Dans cette theése, nous considérons premierement I’estimation des amplitudes et retards
paramétrisant une somme finie d’'impulsions de Dirac filtrée par un noyau quelconque et deuxiéme-
ment I'estimation d’'une somme d’impulsions de forme quelconque filtrée par un noyau en somme
de sinus cardinaux (SoS). Le noyau SoS est intéressant car il est paramétrable par un jeu de para-
metres a valeurs complexes et vérifie les conditions nécessaires a la reconstruction. En se basant sur
I'information de Fisher Bayésienne relative aux parametres d’amplitudes et de retards et sur des ou-
tils d’'optimisation convexe, nous proposons un nouveau noyau d’échantillonnage.

Lacquisition comprimée permet d’échantillonner un signal en-dessous de la fréquence d’échan-
tillonnage de Shannon, si le vecteur a échantillonner peut étre approximé comme une combinaison
linéaire d’'un nombre réduit de vecteurs extraits d’'un dictionnaire sur-complet. Malheureusement,
dans des conditions réalistes, le dictionnaire (ou base) n’est souvent pas parfaitement connu, et est
donc entaché d’'une erreur (DB). Lestimation par dictionnaire, se basant sur les mémes principes,
permet d’estimer des parametres a valeurs continues en les associant selon une grille partitionnant
I'espace des parametres. Généralement, les parametres ne se trouvent pas sur la grille, ce qui induit
un erreur d’estimation méme a fort rapport signal sur bruit (RSB). C’est le probleme de I’erreur de
grille (EG). Dans cette thése nous étudions les conséquences des modeles d’erreur DB et EG en terme
de performances bayésiennes et montrons qu'un biais est introduit méme avec une estimation par-
faite du support et a fort RSB. La BCRB est dérivée pour les modeles DB et EG non structurés, qui bien
qu’ils soient tres proches, ne sont pas équivalents en terme de performances. Nous donnons égale-
ment la borne de Cramér-Rao moyennée (BCRM) dans le cas d'une petite erreur de grille et étudions
I'expression analytique de I’erreur quadratique moyenne bayésienne (BEQM) sur I’estimation de 'er-
reur de grille a fort RSB. Cette derniere est confirmée en pratique dans le contexte de I’estimation de
fréquence pour différents algorithmes de reconstruction parcimonieuse.

Nous proposons deux nouveaux estimateurs : le Bias-Correction Estimator (BiCE) et I'Off-Grid
Error Correction (OGEC) permettant de corriger I’erreur de modele induite par les erreurs DB et EG,
respectivement. Ces deux estimateurs principalement basés sur une projection oblique des mesures
sont con¢us comme des post-traitements, destinés a réduire le biais d’estimation suite a une pré-
estimation effectuée par n'importe quel algorithme de reconstruction parcimonieuse. Les biais et va-
riances théoriques du BiCE et du OGEC sont dérivés afin de caractériser leurs efficacités statistiques.
Nous montrons, dans le contexte difficile de I’échantillonnage des signaux impulsionnels a bande
non-limitée que ces deux estimateurs permettent de réduire considérablement 'effet de 'erreur de
modele sur les performances d’estimation. Les estimateurs BiCE et OGEC sont tout deux des sché-
mas (i) génériques, car ils peuvent étre associés a tout estimateur parcimonieux de la littérature, (ii)
rapides, car leur cofit de calcul reste faible comparativement au cotit des estimateurs parcimonieux,
et (iii) ont de bonnes propriétés statistiques.
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Title : Performance and methods for sparse sampling : robustness to basis mismatch and kernel
optimization

Keywords : sparsity, basis mismatch, finite rate of innovation signals, kernel, sampling, Bayesian
bounds

Abstract : In this thesis, we are interested in two different low rate sampling schemes that chal-
lenge Shannon’s theory: the sampling of finite rate of innovation signals and compressed sensing.

Recently it has been shown that using appropriate sampling kernel, finite rate of innovation si-
gnals can be perfectly sampled even though they are non-bandlimited. In the presence of noise,
reconstruction is achieved by a model-based estimation procedure. In this thesis, we consider the
estimation of the amplitudes and delays of a finite stream of Dirac pulses using an arbitrary kernel
and the estimation of a finite stream of arbitrary pulses using the Sum of Sincs (SoS) kernel. In both
scenarios, we derive the Bayesian Cramér-Rao Bound (BCRB) for the parameters of interest. The SoS
kernel is an interesting kernel since it is totally configurable by a vector of weights. In the first sce-
nario, based on convex optimization tools, we propose a new kernel minimizing the BCRB on the
delays, while in the second scenario we propose a family of kernels which maximizes the Bayesian Fi-
sher Information, i.e., the total amount of information about each of the parameter in the measures.
The advantage of the proposed family is that it can be user-adjusted to favor either of the estimated
parameters.

Compressed sensing is a promising emerging domain which outperforms the classical limit of the
Shannon sampling theory if the measurement vector can be approximated as the linear combination
of few basis vectors extracted from a redundant dictionary matrix. Unfortunately, in realistic scenario,
the knowledge of this basis or equivalently of the entire dictionary is often uncertain, i.e. corrupted by
a Basis Mismatch (BM) error. The related estimation problem is based on the matching of continuous
parameters of interest to a discretized parameter set over a regular grid. Generally, the parameters
of interest do not lie in this grid and there exists an estimation error even at high Signal to Noise
Ratio (SNR). This is the off-grid (OG) problem. The consequence of the BM and the OG mismatch
problems is that the estimation accuracy in terms of Bayesian Mean Square Error (BMSE) of popular
sparse-based estimators collapses even if the support is perfectly estimated and in the high Signal
to Noise Ratio (SNR) regime. This saturation effect considerably limits the effective viability of these
estimation schemes.

In this thesis, the BCRB is derived for CS model with unstructured BM and OG. We show that even
though both problems share a very close formalism, they lead to different performances. In the biased
dictionary based estimation context, we propose and study analytical expressions of the Bayesian
Mean Square Error (BMSE) on the estimation of the grid error at high SNR. We also show that this
class of estimators is efficient and thus reaches the Bayesian Cramér-Rao Bound (BCRB) at high SNR.
The proposed results are illustrated in the context of line spectra analysis for several popular sparse
estimator. We also study the Expected Cramér-Rao Bound (ECRB) on the estimation of the amplitude
for a small OG error and show that it follows well the behavior of practical estimators in a wide SNR
range.

In the context of BM and OG errors, we propose two new estimation schemes called Bias-Correction
Estimator (BiCE) and Off-Grid Error Correction (OGEC) respectively and study their statistical pro-
perties in terms of theoretical bias and variances. Both estimators are essentially based on an oblique
projection of the measurement vector and act as a post-processing estimation layer for any sparse-
based estimator and mitigate considerably the BM (OG respectively) degradation. The proposed es-
timators are generic since they can be associated to any sparse-based estimator, fast, and have good
statistical properties. To illustrate our results and propositions, they are applied in the challenging
context of the compressive sampling of finite rate of innovation signals.
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CHAPITRE 1. ECHANTILLONNAGE COMPRIME : COMMENT BATTRE
SHANNON ?

1.1 Rappels sur I'échantillonnage classique

Le principe d’incertitude de Heisenberg nous laisse a penser que pour échantillonner
un signal précisément dans le domaine fréquentiel, il faut nécessairement une longue du-
rée d’échantillonnage dans le domaine temporel. Cette propriété est a la base de I’échan-
tillonnage classique, introduit par Shanon [109] qui lie la fréquence d’échantillonnage
minimale nécessaires pour reconstruire parfaitement un signal a bande finie a la largeur
dela bande en fréquence. Plus le signal est étendu en fréquence, plus l'intervalle d’échan-
tillonnage est réduit et plus le nombre d’échantillons nécessaires sur une durée d’échan-
tillonnage donnée devient grand. La figure 1.1 résume la chaine del’échantillonnage, sous
sa forme la plus générale. Pour échantillonner un signal, on utilise un filtre de pré-filtrage
et de post-filtrage qui peuvent étre différents. Dans le cadre de la théorie de Shannon
la fonction de pré-filtrage et post-filtrage est la méme, et correspond au sinus cardinal
(b(8) = g(r) = sinc(x)). Suite au travail effectué sur les ondelettes, un regain d’attention
a été porté sur le probleme de I’échantillonnage et des généralisations du théoreme de
Shannon ont été proposées utilisant d’autres types de fonctions génératrices, moyennant
le respect d'un certain nombres de contraintes. UNSER [121] propose un bon résumé de
ces travaux jusqu’aux années 2000. Des travaux ont notamment porté sur la généralisa-
tion de I'’échantillonnage a des fonctions appartenant a d’autres espaces que celui des
fonctions a bande limitée. Cela permet, en utilisant des filtres adaptés d’échantillonner
des fonctions a bande non limitées. Une revue de ces travaux, dans la continuité de I'ar-
ticle de Unser [121] est proposée dans ELDAR et MICHAELI [60].

pré-filtrage échantillonnage post-filtrage

Cn

Y

x(t) — g1 - b(1) — X(9)

ZnEZ o(t—nTs)

FIGURE 1.1 - Schéma général d’échantillonnage d'un signal x(¢) en trois étapes : filtrage par un
noyau g(t), échantillonnage avec un intervalle Ts pour obtenir les échantillons c,, puis recons-
truction d'un signal analogique X(¢) par filtrage avec un noyau ¢(#).

Les limitations sur la précision en fréquence obtenue avec une fenétre temporelle finie
ont également été dépassées dans le domaine de l’estimation spectrale par les méthodes a
hautes résolutions type MUSIC ou ESPRIT. Elles permettent de retrouver tres précisément
les fréquences d'un signal avec un nombre d’échantillons réduit sur une durée d’échan-
tillonnage finie [111]. Ce résultat est possible grace a une connaissance a priori sur le
signal : dans I'’exemple des méthodes a haute résolution les éléments composant le signal
sont connus. En analyse spectrale notamment on sait que le signal est une combinaison
linéaire de sinusoides. Cette approche est appelée paramétrique, car la forme du signal
est connue et les seules inconnues sont des parametres a estimer, nous nous intéressons
a ce type de signaux dans la section 1.2. Une autre connaissance a priori sur le signal qui
peut étre exploitée pour réduire le nombre d’échantillons nécessaires a sa reconstruction
est la parcimonie !. C’est I'idée derriére I'acquisition comprimée qui a ouvert un grand

1. propriété d'un signal porteur de peu d’'information par rapport a sa dimension
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nombre de nouvelles perspectives depuis son introduction dans CANDES, ROMBERG et
TAo0 [39]. Nous la présentons de maniere générale dans la section 1.3. Ces deux méthodes
ont comme point commun de se baser sur un type de parcimonie du signal : les signaux
paramétriques sont parcimonieux dans le sens que seul un faible nombre de parametres
porte toute I'information du signal, tandis que dans le cadre de I'acquisition comprimée
on considere des signaux déja discrétisés qui sont parcimonieux dans une base donnée.
En ne conservant que les éléments non nuls de la base de parcimonie, les signaux parci-
monieux peuvent étre réécrits sous la forme de signaux paramétriques. Dans cette thése
nous étudions ces deux méthodes permettant de mettre a profit la parcimonie d’un signal
dans le but de réduire le nombre d’échantillons nécessaires a sa reconstruction.

1.2 Echantillonnage de signaux a modéle paramétrique

1.2.1 Qu’appelle-t-on signal a modeéle paramétrique ?

Dans cette these, nous appelons "signal a modéle paramétrique” un signal constitué
d’'une combinaison linéaire d’'une forme d’onde connue décalée en temps et pondérée
par une amplitude, bien que ce ne soit qu'un modéele restrictif de signal paramétrique. Ce
signal sans bruit peut étre écrit ainsi :

x(H) =) ah(t-1)) (1.1)
lez
On consideére que la forme d’onde /(f) (ou impulsion selon le contexte) est connue et
que 'on a un nombre d'impulsions L fini sur une durée d’échantillonnage finie T. Ce type
de signal est appelé également signal impulsionnel, puisqu’il est constitué d’'une somme
d’impulsions de forme quelconques. On parle en anglais de stream of pulses. Le signal
impulsionnel recu est entierement défini par les parametres inconnus d’amplitudes a; et
de retards T;.
Le taux d’'innovation est défini comme le nombre de degrés de liberté du signal x(t)
par unité de temps. On peut le définir formellement en considérant une fonction Cy (7, t)
qui compte le nombre de parametres sur I'intervalle de temps [, £] par :

li ! C 11 1.2
m X ( 5% ) (1.2)
Le signal (1.1) aun taux d’'innovation de 2L, car on peut reconstruire parfaitement le signal
si 'on connait les L. combinaisons de retard et d’amplitude, la fenétre étant finie le taux
d’innovation est définie sur la durée T. Il s’agit donc d'un signal a taux d’innovation fini (
finite rate of innovation signal).

En général dans des applications concretes, le signal impulsionnel a estimer est bruité,
par exemple s'il est recu suite & une communication entre un émetteur et un récepteur.
Dans ce cas le modele (1.1) devient simplement :

x(8) =) ath(t—1;) + w(t) (1.3)
leZ
ou w(t) estle bruit additif.
Le modeéle paramétrique donné en (1.1) (ou (1.3)) est assez général pour représenter
un grand nombre de probléemes connus du traitement du signal. Nous en donnons a pré-
sent quelques exemples :
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1. Le probléeme de l'échantillonnage a bande limitée : Shannon a montré dans SHAN-
NON [109] que tout signal a bande limitée [-B/2,B/2[ de largeur de bande B peut
s’écrire sous la forme

x(1) =) xgsinc(Br—k) (1.4)

kez

ol xi sont les échantillons du signal pris avec un intervalle de 1/B : xj = (Bsinc(B¢—
k), x(1)) = x(k/B) ot (f(1), x(1)) = fj;of*(t)x(t)dt est le produit scalaire de deux
fonctions. Les signaux a bande limitée sont représentés comme une fonction li-
néaire dans la base des sinus cardinaux. Le signal x(f) a B degrés de liberté par
seconde puisque le signal peut étre représenté exactement avec une séquence de
nombres réels {x;} espacés de 1/B secondes. Le taux d’innovation d’un signal de
largeur de bande B est donc égal a B.

2. Le radar Doppler a impulsions : Le principe du radar a impulsions est d’envoyer
une impulsion connue h(t) = p() cos (21 fy  + o) pour ensuite en recevoir les échos
décalés en temps et en fréquence [81]. Le décalage temporel permet d’estimer la
distance a laquelle se trouve 'objet ayant provoqué I"écho (ou cible dans la ter-
minologie radar) et le décalage en fréquence provient de I'effet Doppler et permet
d’estimer la vitesse de la cible. p(#) est une porte permettant d’envoyer plusieurs
impulsions courtes, fj estla fréquence alaquelle le signal est émis et ¢ est sa phase
initiale.

Lécho radar est :

L L
x(0)=Y Ajh(t—T1) =Y A;p(t—1)) cos (2 fo(t — 1)) + o) (1.5)
=1 I=1
out; = 2—?’ — @ avec c la vitesse de la lumiere. Les parametres inconnus sont fina-

lement : A; 'amplitude, d; la distance de la cible et V; la vitesse de la cible. Un signal
radar composé de L impulsions telles que décrites en (1.5) sur une durée d’échan-
tillonnage T a donc finalement un taux d’innovation fini de 3L.

3. Le signal a somme de Dirac : Un cas particulier et limite du modele (1.1) est le si-
gnal composé d'une somme d’'impulsions de Dirac. Ce type de signal est intéressant
dans le sens qu’il montre une limite de I’échantillonnage classique : une impulsion a
une bande infinie qui n'est donc pas échantillonnable au sens de Shannon quel que
soit le nombre de points utilisés, puisqu’il n’est pas observable par des échantillons
discrets. Ce signal a donc souvent été pris comme référence notamment dans le
cadre du développement de I'échantillonnage des signaux a taux d’innovation fini
[127, 27], 1a méthode de reconstruction se basant sur la convolution avec un noyau
de pré-filtrage pour "étaler" les impulsions (voir section 1.2.2).

Ce signal est composé d’'un nombre fini de L impulsions de Dirac, pondérées et
décalées en temps

L-1
x(6) =) a;d(t—1)). (1.6)
1=0

Il est intéressant de noter qu'on peut le considérer comme une généralisation du
modele d'une source générant un processus de Poisson qui est un ensemble d’im-
pulsions de Dirac Y ;7 6(t — 1;). Dans le cas d’'un processus de Poisson, les diffé-
rences temporelles entre deux impulsions suivent une distribution exponentielle.

6
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Le taux d’innovation peut étre mis en paralléle avec le taux d’'information de Shan-
non, adapté aux signaux paramétriques. Pour ce type de signaux généralement le taux
d’innovation est inférieur a B car on connait une décomposition plus intéressante que
celle proposée dans (1.4). Il est donc intéressant de pouvoir échantillonner ces signaux
avec un nombre d’échantillons en rapport avec le taux d’'innovation plutét qu’en rapport
avec leur largeur de bande. Les travaux sur ces types de signaux ont montré qu’il est pos-
sible en théorie de reconstruire parfaitement des signaux avec un taux d’innovation fini
avec un nombre d’échantillons égal au taux d’innovation plus un [122]. Il faut toutefois
utiliser plus d’échantillons que cette limite basse dans le cas d’un signal bruité. Le pro-
bleme d’échantillonnage proprement dit se transforme en un probleme d’estimation : il
suffit d’estimer correctement les quelques parametres inconnus pour reconstruire parfai-
tement le signal de départ.

1.2.2 Méthodes d’échantillonnage des signaux a modele paramétrique

Pour échantillonner des signaux a bande non limitée, il est important de trouver une
fonction de pré-filtrage adaptée (rappelons nous le probleme de I'échantillonnage pré-
senté dans la figure 1.1). Le processus d’échantillonnage proposé pour les signaux para-
métriques (ou a taux d’'innovation fini de maniere générale) se base sur ce principe. Il est
détaillé dans la figure 1.2 et se base sur la convolution du signal x(#) par un noyau g(f)
avant |’échantillonnage en tant que tel.

Une fois convolué par le noyau g(¢) le signal obtenu est échantillonné de maniere clas-
sique, avec un intervalle d’échantillonnage Ts pour finalement obtenir les échantillons :

cn=(8(t—nTs),x(0)) + w, =+ wy 1.7

ol wy, est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance o2 et (g(t—nTg), x(1))
est le produit scalaire de deux fonctions continues.

w
nTs n

x(t) =Y ez arth(t—1;) —— g(1) 4’/" + Cn

Mp =(g(t—nTs), x(1))

FIGURE 1.2 — Schéma de I'échantillonnage du signal de somme d’impulsions

On utilisera par la suite la notation vectorielle suivante pour les différents parametres
de I'’estimation :

c=1[co - on-11" (1.8)
r= o pnat] (1.9)
W= [wy - wn-1]". (1.10)

oux! estlatransposée de x.

Le vecteur de mesure peut donc s’écrire ¢ = p+w ou'on considere le cas ou w;, est un
bruit blanc gaussien réel et discret, de moyenne nulle et de variance o2.

VETTERLI, MARZILIANO et BLU [127] ont démontré, en utilisant la méthode de Prony
(ou annihilating filter), qu'’il est possible, connaissant p et le filtre g(¢), de reconstruire

7



CHAPITRE 1. ECHANTILLONNAGE COMPRIME : COMMENT BATTRE
SHANNON ?

parfaitement le signal x(f) a partir de 'estimation de ses parameétres 0 = [1y,...,T;, a1,...,a;]".
Les auteurs ont utilisé pour cela un filtre de pré-filtrage en sinus cardinal. Une généralisa-
tion de cette méthode est proposée par URIGUEN et al. [122], qui montrent que I’on peut
reconstruire parfaitement les signaux impulsionnels avec la méthode de Prony a condi-
tion que le noyau de pré-filtrage suive les propriétés suivantes :

#0 w=ZE, {keZ|ke[-K/2K/2]}
G(w)4 =0 =2 {keZ|ke¢[-K/2,K/21}. (1.11)

arbitraire ailleurs

ou K est la largeur de bande du noyau qui doit étre choisie de sorte a couvrir toutes les va-

NTg
sont différents de zéro. H(w) dénote la transformée de Fourier continue de la forme d’im-

pulsion /(). On fait 'hypothese que pour k > K les coefficients de Fourier sont tous nuls.
Lutilisation de la méthode de Prony pour estimer les parameétres des signaux impulsion-
nels se base sur une modélisation périodique du signal :

leurs de k consécutives pour lesquelles les coefficients de Fourier de I'impulsion H (M)

L-1
()= ) Y ah(t—1;—mNTs) (1.12)
meZ [=0

constitué de la répétition du signal x(¢) de (1.1) échantillonné sur l'intervalle de temps
T = NTs. Une période de X correspond donc au signal x(f) que 'on cherche a estimer.
Un tel signal est obtenu simplement en faisant une convolution circulaire au moment du
pré-filtrage au lieu d'une convolution classique, la convolution circulaire de deux fonc-
tions non périodiques consistant a convoluer de maniere classique I'une des fonction
avec la seconde fonction périodisée. Les échantillons peuvent alors étre exprimés grace a
la formule sommatoire de Poisson [99] sous la forme d’une transformée de Fourier inverse
discrete :

+00
W :f 2(0g(t—nTg)dt=Y X[k]ezq\]fmG(ﬂ) (1.13)
oo & NTs
En I'absence de bruit, on peut donc obtenir les coefficients de Fourier X[k] simplement
par une transformée de Fourier de p,. Si le noyau suit les conditions (1.11), le probleme
d’estimation peut se résoudre a 'aide de méthodes d’estimation spectrale, par exemple
la méthode de Prony proposée par BLU et al. [27], une fois les coefficients de Fourier du
signal obtenus a partir des échantillons y,,.

Il est également possible de combiner les échantillons autrement que par la transfor-
mée de Fourier discrete présentée en (1.13), DRAGOTTI, VETTERLI et BLU [56] élargissent
les familles de noyaux possibles en changeant cette combinaison, notamment en intro-
duisant une somme d’exponentielles. Les auteurs démontrent que I’échantillonnage est
possible pour trois grandes familles de noyaux :

* les noyaux remplissant la condition Strang-Fix [112], autrement dit les noyaux re-
produisant des polyndmes par une combinaison linéaire du noyau décalé en temps.
Un exemple souvent utilisé sont les fonctions B-splines.

* les noyaux qui de la méme maniére reproduisent des fonctions exponentielles, dont
I’exemple le plus courant est le noyau en E-spline.
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¢ les noyaux ayant une transformée de Fourier prenant la forme d'une fonction ra-
tionnelle, cas trés intéressant en pratique puisqu’il permet de modéliser des mé-
thodes d’acquisition analogique courantes.

Parla suite URIGUEN, BLU et DRAGOTTI [123] ont montré qu’on pouvait utiliser des noyaux
arbitraires en cherchant leurs approximations sous la forme du noyau reproduisant des
exponentielles. Lestimation est alors possible, bien qu’elle ne soit plus parfaite méme en
I’absence de bruit.

Les premieres méthodes d’estimation des signaux paramétriques se basent sur la re-
présentation des échantillons y, comme une combinaison linéaire d’exponentielles, mo-
dele permettant de retrouver les parametres d’intéréts a I’aide de méthodes dérivées d’es-
timation spectrale. Une autre approche de résolution est d’exprimer le probleme d’es-
timation sous la forme d’un probléeme d’optimisation non convexe, et d’utiliser des al-
gorithmes d’optimisation pour trouver le résultat. Ces approches permettent des solu-
tions assez variées, et peuvent prendre en compte la présence du bruit et étre ainsi plus
robustes. CONDAT, HIRABAYASHI et HIRONAGA [48] par exemple considerent I'optimisa-
tion du maximum de vraisemblance pour un signal composé de sommes de Diracs et
le noyau de Dirichlet, et propose un algorithme pour trouver le résultat de ce probleme
non convexe. MICHAELI et ELDAR [84, 85] proposent d’estimer les parametres en mini-
misant I'erreur des moindres carrés entre les échantillons mesurés et les échantillons re-
construits a partir d'un jeu de parametres donnés. GILLIAM et BLU [64] utilisent un mo-
dele polynomial, adapté au cas particulier des signaux a somme de Dirac échantillonnés
avec un noyau sinus cardinal pour faire de I'ajustement de modele (en anglais model fit-
ting), DOGAN et al. [50] ont élargi la méthode en proposant un modéle général pour les
échantillons qu'’il utilise pour résoudre le probleme a I'aide d'une minimisation de l'er-
reur de modele. BENDORY, DEKEL et FEUER [14] et ensuite BENDORY et al. [15] montrent
que I'on peut estimer les retards d'une somme d’impulsions sous la forme d'une optimi-
sation convexe, en utilisant des contraintes de types /; adaptées au cas continu (a contra-
rio des méthodes basées sur I'acquisition comprimée que nous verrons dans la section
1.3 qui se basent sur des dictionnaires discrets). HUANG et al. [72] proposent d’utiliser di-
rectement les méthodes d’estimation par dictionnaire pour estimer les parameétres d’am-
plitude et de retard d'un signal a somme de Dirac, échantillonné avec un noyau repro-
ducteur d’exponentielles. Cette approche passe par une discrétisation des retards pour
générer un dictionnaire, permettant ensuite d’obtenir une solution avec un algorithme
tel que I’ Orthogonal Matching Pursuit (OMP). Cette idée est la méme que celle que nous
développons dans la section 2.4.1 pour un noyau quelconque.

Des méthodes d’estimation ont été également développées pour des signaux a taux
d’innovation finie, mais ne correspondant pas au modele de la série d'impulsions donnée
en (1.1). On peut citer le cas des signaux sinusoidaux par morceaux traités dans BERENT,
DRAGOTTI et BLU [16] ou la méthode des filtres annihilants est adaptée aux signaux ayant
comme parametre des fréquences d’oscillation et des phases au lieu des retards que nous
considérons. Trés récemment MULLETI, SHENOY et SEELAMANTULA [87] ont proposé une
méthode pour estimer les signaux composés d'une somme d’exponentielles basés sur de
I'annihilation continue. Ces deux modeéles de signaux a taux d’'innovation fini sont égale-
ment tres utiles en pratique puisqu’ils correspondent au modele de I’estimation spectrale.

Les méthodes citées jusqu’ici sont toutes algébriques, ou basées sur des algorithmes
d’optimisation déterministes. TAN et GOYAL [113] proposent une approche stochastique
basée sur une méthode de Gibbs pour estimer un signal de la forme (1.1). ERDOZAIN et
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CRESPO [62] étendent cette approche a I’estimation des parameétres d’amplitude et de re-
tards en introduisant des principes d’algorithmes génétiques. Ces approches Bayésiennes
permettent de se détacher des conditions habituelles sur les noyaux, I’exemple de TAN et
GOYAL [113] le montre puisqu’il utilise un noyau gaussien qui est ’exemple typique d’'un
noyau ne remplissant pas les conditions Strang-Fix. AMINI, KAMILOV et UNSER [3] pro-
posent également une approche stochastique pour débruiter les échantillons soumis a un
bruit généré par un processus de Poisson et ainsi retrouver directement les échantillons,
plutot que de passer par 'estimation des parameétres du signal.

1.2.3 Les noyaux de pré-filtrage

Nous avons vu dans 1.2.2 que I’échantillonnage d'un signal a modéle paramétrique est
possible avec peu de points grace a I'utilisation d'un noyau, permettant d’étaler les im-
pulsions avant I’échantillonnage. Dans les premiers travaux sur le sujet deux noyaux clas-
siques ont été mentionnés [127] : le noyau en sinus cardinal qui est a la base de ’échan-
tillonnage de Shannon (1.14) et le noyau gaussien. Ces deux noyaux s’écrivent :

(t) =sinc (Bt) = w (1.14)
g = 7Bt '

2
g(t) = 27 (1.15)
ol pour le noyau sinus cardinal de (1.14) on utilise la bande passante B = 1/Tg si l'in-
tervalle entre deux échantillons est Ts. Ces noyaux ont tous deux I'inconvénient d’étre a
support infini, ils ne sont donc pas utilisables en pratique sans troncature, ce qui a pour
effet de rendre I'estimation des parametres de délais et d’amplitude instable notamment
en présence de bruit. De plus le noyau gaussien ne remplit pas les conditions (1.11) per-
mettant une reconstruction parfaite, ni les conditions Strang-Fix [112] requises par la mé-
thode de DRAGOTTI, VETTERLI et BLU [56].
Eldar et ses collaborateurs ont proposé un noyau paramétrable et a support fini, ap-
pelé noyau de sommes de sinus cardinaux, Sum of Sincs en anglais (SoS) [122, 120]. Ce
noyau est constitué d'une somme de sinus cardinaux dans le domaine fréquentiel :

T K& wT
Gw)=— bj.sinc (— — k) (1.16)
V21 K=k;(/2 2n
eZ

ol les coefficients by # 0. Le parameétre K détermine la largeur de bande du noyau, c’est
a dire le nombre de sinus cardinaux le composant. T est la durée d’échantillonnage, ou
pour un signal a échantillonner périodique la longueur de la période. Si I'on utilise par
exemple N échantillons espacés d'une durée d’échantillonnage Ts on a T = NTs. Pour
que ce noyau soit a valeurs réelles, on ajoute la contrainte que by = b* , Ol b™ représente
le complexe conjugué de b, sil’on se restreint a des coefficients réels, le noyau SoS doit
donc étre symétrique. En passant dans le domaine temporel, on obtient

t K/2 ,
gt = rect(ﬁ) Y bye/?mkINTs, (1.17)

S/ K=-K/2
kez

ou la fonction rectangle est définie par :

1 si—1/2<t<1/2
rect(t) = (1.18)

0 sinon
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2nk’

Le sinus cardinal aux points w = o vérifie les propriétés :
. U)NTS 1 K=k

sinc -k|= , (1.19)
2n 0 k#k

ce qui assure que le noyau SoS vérifie par construction la condition (1.11). Ce noyau en
théorie n'est pas dérivable, de par la présence de la fenétre rect(t). Pour contourner ce
probléme lorsque nous aurons besoin de la dérivée de g(¢), nous approximerons la fonc-
tion porte par une gaussienne généralisée avec un parametre de forme 3 grand [88]. En
effet on a la propriété que

i ETN ( t )

im e s/ =rect|—|, (1.20)

B—oo NTs
ce qui permet de considérer la fonction gaussienne généralisée comme une approxima-
tion continue de la fonction rectangle. Nous utilisons typiquement la valeur de 3 = 100
dans les différentes simulations.

Le noyau SoS est particulierement intéressant en pratique, car on peut le moduler
pour qu’il prenne différentes formes. Le choix des coefficients peut étre déterminé soit
pour optimiser un objectif, ce que nous nous proposons de faire dans la section 2.3.2 soit
de facon a ressembler a un filtre analogique donné. Un cas particulier qui se révele utile
est de choisir tous les {by} égaux a 1. On obtient alors le noyau de Dirichlet :

r) k2o t 2mt
g(t):rect(—) Y eﬂ“’”NTS:rect(—)D(—). (1.21)
NTs ) .2 %/» NTs)  \NTs
kez

sachant que le noyau de Dirichlet est par définition [99]

K/2 oIkl _ sin ((K/2+1/2)1)

D= )

k=—K/2 sin(t/2)
kezZ

(1.22)

D’autre noyaux ont été utilisés dans la littérature dans le cadre de 'estimation des si-
gnaux paramétriques. DRAGOTTI, VETTERLI et BLU [56] proposent différentes familles de
noyaux a support fini, que nous avons mentionné dans la section 1.2.2. Dans cette these
nous allons cependant nous concentrer sur les trois noyaux sinus cardinaux, Gaussiens et
SoS. Les deux premiers types de noyaux sont les noyaux les plus couramment rencontrés
en pratique, et sont ceux utilisés dans les premiers articles sur les signaux paramétriques
[127], tandis que la famille des noyaux SoS est intéressante en tant que famille plus gé-
nérale permettant de varier les formes de noyaux possibles tout en maintenant la possi-
bilité d’utiliser une méthode d’estimation basée sur |'estimation spectrale par la condi-
tion (1.11). Les noyaux reproduisant les exponentielles sont encore plus généraux, leur
étude en terme de performances et d’ optimisation est faite par URIGUEN, BLU et DRA-
GOTTI [123], cependant ils demandent de changer la méthode d’estimation utilisée. Pour
avoir une meilleure visualisation des noyaux et pouvoir les comparer nous les tracons
tous trois sur la figure 1.3. Pour que la comparaison ait un sens, nous avons imposé une
paramétrisation de chaque noyau afin qu’ils aient tous trois la méme largeur de bande
B, qui est la largeur de bande du premier lobe du noyau en sinus cardinal. Pour le noyau
SoS donné en (1.17) cela revient tout simplement a définir K = B. La largeur de bande du
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noyau gaussien se regle grace au parametre o. En effet la transformée de Fourier de (1.15)

est
G(f) = V2noze 170", (1.23)

Pour obtenir une largeur de bande de B, on choisit d’avoir une amplitude de -3dB a la
fréquence f =B/2, c’est a dire que

GB/2) _ sttt 1 (1.24)
G(O) V2 .
eoo vIn(2) (1.25)
niB

Sur la figure 1.3, on a choisi une largeur de bande B = %, et un intervalle de temps
[—3s,3s]. Les noyaux ont été normalisés de telle sorte a ce qu’ils aient la méme puissance
c’esta dire qu'on a
(N=1)/2
Y gnTe)*=1. (1.26)
n=—(N-1)/2

Les N échantillons conservés apres échantillonnage sont marqués sur la figure, les échan-
tillons restant n’interviennent pas dans la reconstruction mais sont intéressants a obser-
ver afin de différencier les différents noyaux. Nous avons utilisé deux jeux de parametres
pour le noyau SoS : dans le premier cas, tous les coefficients sont égaux pour obtenir le
noyau de Dirichlet, dans le deuxieme cas on utilise une fenétre de Hamming donnée en
(1.27) [120]) selon :

(1.27)

k+K/2
by =0.54—-0.46cos | 2m

en considérant que K est un multiple de 2. On note tout d’abord que les noyaux Sinc,
Gaussien et Dirichlet sont confondus une fois échantillonnés, ils ont un pic en zéro et
sont nuls aux autres instants considérés, ce qui est la fonction neutre du point de vue de la
convolution sil'on regarde uniquement les instants échantillonnés. Cette propriété est le
comportement intuitivement attendu d'un tel noyau, qui filtre un signal sans pour autant
le distordre temporellement une fois échantillonné. Cependant, les noyaux continus sont
bien différents dans leur forme, en dehors des points d’échantillonnage. On verra dans le
chapitre 2 que cette différence a son importance quant aux performances d’estimation,
celles-ci étant conditionnées par la fonction dérivée du noyau.

12



CHAPITRE 1. ECHANTILLONNAGE COMPRIME : COMMENT BATTRE
SHANNON ?

O sinc

-+ Gaussien
X Dirichlet
[] SoS hamming

06 . : —

0.8

0.4

amplitude

0.2

04 | | | | |
0

temps en secondes

FIGURE 1.3 — Les noyaux utilisés dans le domaine temporel oi1 Ts = 1072 et N = 7.

1.3 Acquisition comprimée

1.3.1 Modele d’échantillonnage comprimé

Les signaux a modele paramétrique que nous cherchions a échantillonner dans la sec-
tion 1.2 sont des signaux a valeurs continues. Nous nous intéressons maintenant a une
autre facon d’exploiter la parcimonie d'un signal, cette fois discret, pour en réduire le
nombre d’échantillons. Pour ce faire nous allons considérer le signal x € R**! constitué
d’'un vecteur de K échantillons. Ce signal discret peut étre représenté comme le produit
d’une base orthonormale Kx K @ = [q)1 [Pyl --- q)K] et d'un vecteur parcimonieuxs, c’est a
dire comportant un nombre important de valeurs nulles. On note L le nombre de valeurs
non nulles de s. On dit alors que x est parcimonieux dans la base ® ce qui formellement
s'écrit :

K
x=0s=)_ sid,, (1.28)
k=1
ou s = (X, ;). Le vecteur s est une représentation de x obtenue par un simple change-
ment de base. x et s ont le méme degré de parcimonie, qui est défini comme le rapport
entre le nombre de valeurs non nulles de s et sa dimension :

L
Ppar. = E (1.29)

Ce degré de parcimonie est homogene au taux d’'innovation que nous considérions dans
lasection 1.2. On peut étendre la notion de parcimonie a la notion de compressibilité d'un
signal, un signal est dit compressible si le vecteur s contient uniquement un faible nombre
L de valeurs significatives pour un grand nombre de valeurs faibles. Un exemple de signal
compressible est un signal dont les coefficients, classés en ordre décroissant d’amplitude,
sont majorés par une fonction exponentielle. On peut rendre un signal compressible par-
cimonieux par une simple opération de troncature qui consiste a mettre a zéro les valeurs
négligeables. Dans ce cas |'erreur de troncature est bornée par une valeur supérieure [37].
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Un grand nombre de signaux rencontrés en traitement du signal peut étre exprimé de
cette maniere. Les images naturelles par exemple sont compressibles dans une représen-
tation de Fourier, ou dans une base d’ondelettes. Cette propriété est mise a profit par les
algorithmes de compression d’image tels que JPEG pour une base de Fourier et JPEG2000
utilisant les ondelettes. Ces méthodes classiques de compression échantillonnent les si-
gnaux avec un grand nombre d’échantillons, pour tenter de vérifier au mieux le théo-
reme de Shannon puis operent une compression dans le but d’en réduire grandement
le nombre pour stocker et/ou de transmettre un signal de taille réduite. L'objectif mo-
tivant la recherche sur I'acquisition comprimée était initialement de chercher une mé-
thode permettant de n’acquérir que le faible nombre d’échantillons utiles, pour réduire
ainsi la complexité et le coit matériel du processus d’échantillonnage [38, 8]. La théorie
développée et présentée dans cette section se base sur des signaux discrets, et donc déja
échantillonnés, mais a pour objectif de servir de modele pour développer des méthodes
d’échantillonnage analogiques, comme cela a est fait par exemple dans le projet sur I'ap-
pareil photo a un seul pixel par le groupe RICEDSP [102].

La méthode permettant de réduire le nombre d’échantillons de x se base sur la multi-
plication du signal x par une matrice de mesure "sur-complete” ¥ € RN*K o1 N << K pour
obtenir les échantillons y :

y=¥x+w (1.30)

Un vecteur w contenant le bruit supposé blanc et gaussien a été ajouté car en situation
réelle le signal est soumis a du bruit. Cette opération peut étre vue comme un proces-
sus de mesure faisant le produit scalaire entre le signal x et une collection de vecteurs
{w ]_}1}1:1’ ce qui permet de mélanger le grand nombre d’échantillons de x dans tous les
échantillons de y. Ce principe est en quelque sorte similaire a I'opération de pré-filtrage
apporté par le noyau g(#) dans le cas de I'’échantillonnage des signaux paramétriques a
valeurs continues, g(f) pouvant étre vu comme le pendant analogique de la matrice de
mesure. L'échantillonnage classique de Shannon peut étre formulé avec le modele de I'ac-
quisition comprimée en prenant comme matrice de mesure la base canonique de RK
¥, (t) = 8(¢ — n) et une base de Fourier ;. (f) = K2R
Le taux de compression applicable

_N 1.31
Pmes. = K (1.31)
dépend de propriétés des matrices ¥ et ®@ choisies. Dans le cas de I’échantillonnage clas-
sique on doit prendre N = K donné par le théoreme de Shannon (voir section 1.3.3 pour un
autre exemple). Nous définissons un dernier rapport, permettant de comparer le nombre

d’échantillons acquis avec le nombre de valeurs non nulles que I'on cherche a estimer :

_N 1.32
Pdic. = L (1.32)

ce parametre entrera en compte dans les performances de reconstruction de s.
En combinant les expressions (1.28) et (1.30), on peut exprimer les échantillons en

fonction du vecteur parcimonieux :

y:‘P(I>s+wéHs+w (1.33)

ol1l'on parlera de H € RN*K comme du dictionnaire, que nous considérons réel dans toute

cette these. Le modele (1.33) est simplifié, et ne refléte pas toujours parfaitement la réalité.
Dans la suite de nos travaux, nous étudions les conséquences des erreurs additives sur le
dictionnaire sur les performances de reconstruction.
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1.3.2 Reconstruction du signal

L'acquisition comprimée a pour objectif de décimer un signal discret en réduisant
le nombre d’échantillons nécessaires a sa reconstruction. Cette réduction en nombre
d’échantillons est compensée par une étape de reconstruction numérique qui cherche
a retrouver le signal d’intérét a partir des échantillons. Dans la plupart des applications,
le vecteur qui nous intéresse en réalité est le vecteur parcimonieux s plutot que x. De ce
fait le probleme de reconstruction une fois un signal échantillonné comme dans (1.33)
est de retrouver le vecteur parcimonieux s a partir des échantillons y. Pour ce faire on
considere que la base @ ainsi que la matrice de mesure utilisée ¥ sont connues. Notons
gu'une fois s estimé, on peut recouvrer le vecteur x. Dans le cas sans bruit, le probleme
(1.33) est donc simplement un systeme linéaire a résoudre, sauf que le probléme est sous-
déterminé puisqu’il y a bien plus d’'inconnues que d’équations et n’admet pas une solu-
tion unique. Pour choisir une solution, il faut donc ajouter une contrainte, ce qui permet
de mettre a profit la propriété de parcimonie de s. Finalement |'objectif de la reconstruc-
tion est de choisir la solution § de y = Hs la plus parcimonieuse. Pour ce faire on devrait
résoudre le probleme d’optimisation suivant [8] :

S§=argmin|slly f.g. y=Hs (1.34)

olutlanorme ¢ estle nombre de valeurs non nulles. Ce probleme d’optimisation est numé-
riquement instable et NP-complet, c’est pourquoi la norme ¢ est généralement relaxée
parlanorme ¢, qui permet de favoriser également les vecteurs parcimonieux tout en étant
convexe. Le probleme convexe relaxé avec la norme ¢; est équivalent au probleme initial
considérant la norme ¢ si le dictionnaire H suit la propriété Restricted Isometry Property
(RIP) que I'on peut nommer en francais "propriété d’isométrie restreinte" [7]. On la défi-
nit formellement comme suit.

Lensemble des vecteurs L-parcimonieux est défini par Wy = {s € R¥, |Is||o < L}. La ma-
trice H vérifie les conditions RIP d’ordre L s’il existe une constante €r, € (0, 1) telle que

Isl? (1 —ep) < [Hs|? < [Is]I* (1 +ep) (1.35)

pour tout vecteur s € VV.. Notons que la norme considérée ici est la norme euclidienne £,.
De maniere intuitive, la propriété RIP permet d’assurer que le dictionnaire est quasiment
orthonormal pour des vecteurs L-parcimonieux. Cette propriété permet d’assurer que les
algorithmes d’optimisation utilisant la norme relaxée ¢, peuvent retrouver tout vecteur L-
parcimonieux a partir d’échantillons bruités. Trouver une matrice H suivant la propriété
RIP est un probléme de type combinatoire, cependant il a été montré que prendre simple-
ment des matrices aléatoires permettait de remplir la condition avec une grande proba-
bilité [7]. Dans le cas général il n’est pas possible de vérifier la propriété pour une matrice
quelconque, ce qui a amené a considérer une mesure plus directe : la cohérence. La co-
hérence est une mesure de I'orthogonalité du dictionnaire, elle est définie formellement
par:
[(H;'-H,)|
H=max—— (1.36)
I H 2 ;)

ou H; est la i-ieme colonne du dictionnaire H. La cohérence est une mesure intéressante
puisqu’elle fournit une borne supérieure sur le nombre de valeurs non nulles de s que
'on est capable de retrouver a I’aide d'un dictionnaire donné [57] :

1 1
L<§(1+— . (1.37)

H
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La cohérence est par définition comprise entre 0 et 1, on a donc 1 < L < oo suivant les
valeurs de p. Toutes les conditions énoncées jusqu’a présent sont des conditions néces-
saires mais non suffisantes, un pan de recherche sur le sujet de I'acquisition comprimée
est I’étude des conditions de reconstructions dans différents cas de figure, dans le but
de réduire encore le nombre d’échantillons nécessaire et d’élargir les matrices utilisables
[53]. Une liste de propriétés de parcimonie ainsi que de matrice de mesures pouvant étre
utilisées se trouve dans le blog de I. CARRON. Compressive sensing : the Big Picture. https:
//sites.google.com/site/igorcarron2/cs#measurement.

Les conditions sur les dictionnaires étant énoncées, nous faisons a présent, et pour le
reste de cette theése, I'hypothese que le dictionnaire H respecte les conditions permettant
une reconstruction avec la norme ¢;. Le probleme idéal sans bruit a résoudre est :

§=argmin|s|; t.g. y=Hs. (1.38)

Ce probleme, connu sous le nom de LASSO [117] (1.38) peut étre résolu par des algo-
rithmes de programmation linéaire [36]. En présence de bruit, le probléme consiste a mi-
nimiser |'erreur de reconstruction en rajoutant une pénalité sur la norme ¢;, on parle alors
de Basis Pursuit bruité (BPDN pour Basis Pursuit Denoising en anglais) [44] :

1
é:msin§||y—Hs||§+)\||s||1 (1.39)

De nombreux algorithmes ont depuis été développés pour résoudre le probleme de re-
construction £;. On peut les classer dans quatre grandes catégories :

1. Les algorithmes basés sur des méthodes d’optimisation convexe, on peut notam-
ment utiliser I'interface CVX sur Matlab [68] directement ou des algorithmes spé-
cialisés dans le probleme (1.39) tel que le SPLG1 [124] dont on peut trouver une
implémentation Matlab [125]. Ces méthodes d’optimisation utilisent directement
(1.39). Elles sont donc généralement sensibles a la bonne vérification des condi-
tions RIP.

2. Les algorithmes gloutons (greedy) dont '’exemple le plus répandu est 'OMP, pré-
senté par PATI et al. [97] cherchent a chaque itération la colonne de H maximi-
sant un critere de corrélation. A chaque itération I'indice correspondant a ce maxi-
mum est considéré comme une des valeurs non nulles solution, dont on retranche
la contribution au signal avant de passer a la prochaine itération pour trouver le
prochain maximum. Ces opérations sont itérées L fois sil’on connait ]’ordre du mo-
dele ou jusqu’a atteindre un seuil prédéfini. Un algorithme dérivé de 'OMP pour le
contexte spécifique de I'acquisition comprimée a été proposé sous le nom de CO-
SAMP par NEEDELL et VERSHYNIN [89].

3. Les algorithmes itératifs basés sur un seuillage a chaque itération, un exemple est
I'algorithme d’Iterative Soft Thresholding présenté par BECK et TEBOULLE [9] qui
se base sur un seuillage doux pour obtenir un vecteur parcimonieux en résultat.
Les méthodes de passage de messages (Approximate Message Passing) comme par
exemple DONOHO, MALEKI et MONTANARI [54] entrent également dans cette caté-
gorie.

4. Les algorithmes d’optimisation non convexe : une approche différente consiste a
résoudre directement I’équation non convexe avec la norme ¢, [110]. Ces méthodes
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ont le probleme de pouvoir trouver des solutions sous-optimales correspondant a
des points stationnaires, mais elles ont le grand avantage de totalement s’affranchir
des conditions RIP. Elles peuvent donc étre utiles dans des contextes cohérents, tel
que C’est le cas pour la plupart des problemes d’estimation par dictionnaire (voir
section 1.3.3).

5. Des algorithmes Bayésiens ont également été proposés, pour résoudre le probleme
d’estimation parcimonieuse, en se basant sur une connaissance de la distribution
du vecteur a estimer ainsi que du bruit [76, 41, 51, 86, 46].

La bibliographie concernant les algorithmes de reconstruction est tres vaste, et ne fait pas
I'objet de cette these, un résumé des méthodes résolvant le probleme Basis Pursuit (BP)
et ses dérivés est fait dans TROPP et WRIGHT [118]. Nous allons principalement utiliser les
algorithmes cités que sont SPGL1, OMP et COSAMP.

1.3.3 Le probleme de I'estimation par dictionnaire
Le modéle d’estimation par dictionnaire

Le probleme d’estimation paramétrique consiste a retrouver un ensemble de para-
metres d'un modele a partir d'un ensemble d’échantillons bruités { yn}l,\le- Pour un mo-
dele d’ordre L, les échantillons peuvent étre exprimés avec le modele des composantes
additives [5] :

L
Yn=)_ ath(0),t;) + wp. (1.40)
I=1
La fonction h (0, f) dépend du modele de signal et donc de 'application qui nous inté-
resse (radar, estimation de canal...) et est fonction d'un ensemble de parametres 0 que
I'on cherche a estimer, et du temps ¢. Notons par exemple que le modele de signal a mo-
déle paramétrique donné en (1.1) est un cas particulier du modele additif (1.40) ou le seul
parametre faisant varier la fonction h(?) est le temps. Comme précédemment, le para-
metre a; représente 'amplitude et w,, le bruit additif. Les méthodes traditionnelles d’es-
timation se basent sur le modeéle continu (1.40) pour effectuer I’estimation, elles estiment
d’abord I'ordre du modéle L par des criteres d'information du type BIC ou AIC [106] puis
se basent par exemple sur I'estimateur du maximum de vraisemblance pour retrouver le
reste des parametres.
Il est également possible de représenter le modele (1.40) a'aide d'un dictionnaire, ce
qui permet d’utiliser les méthodes d’estimation listées dans la section 1.3.2. Pour ce faire
nous allons tout d’abord définir le vecteur de longueur N

h(®) =[h(©,1), -, h(®, )] . (1.41)

Définissons
0={0._, (1.42)

un large ensemble comportant K différents candidats du vecteur de parametres 0, dont le
k® est noté 0. Le dictionnaire est alors une matrice N x K ou K >> N telle que

H(O) = [h(®)),--,h(@x)], (1.43)
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et le vecteur d’amplitude parcimonieux est
_ T
s=[s, ,8x] . (1.44)

Sil'on fait I'hypothése que les parameétres composant les échantillons 8; € ®, VI,ona

(1.45)

a; quand 0,=0,
S =
k 0 ailleurs

Utilisant cette propriété et ayant défini le dictionnaire en (1.42), on peut exprimer le vec-
teur des échantillonsy = [y, - ,yN]T par

L
y=) ah®)+w=H(@O)s+w (1.46)
=1

Le probléme d’estimation revient alors a estimer le vecteur parcimonieux s sachant le dic-
tionnaire sur-complet H(®), ce qui est précisément le probléme rencontré dans le cadre
de 'acquisition comprimée en (1.33). Les deux problemes de I'acquisition comprimée et
de I'estimation par dictionnaire aboutissent finalement au méme probléme a résoudre,
ce qui explique qu’ils sont souvent confondus dans la littérature et le vocabulaire utilisé
est souvent le méme (on parle par exemple d’acquisition comprimée appliquée au radar
dans le titre de HERMAN et STROHMER [70]). L'estimation par dictionnaire a été proposée
pour résoudre une grande variété de problemes d’estimation classiques tels que le radar
[70], I'imagerie Synthetic Aperture Radar (SAR) [136], 'estimation de direction d’arrivée
BROSSARD et al. [35], BISCH et al. [26] et MALIOUTOV, CETIN et WILLSKY [82], plusieurs de
ces applications en traitement d’antennes notamment ont été présentées dans la session
spéciale organisée par BOYER et LARZABAL [31]. La parcimonie a également été utilisée
pour résoudre les problemes de détection, par exemple dans PARIS, MARY et FERRARI [95].

Une différence de principe importante existe entre les deux problemes, c’est la mai-
trise du dictionnaire H. Dans le cadre de 'acquisition comprimée, I'utilisateur est maitre
de la chaine d’acquisition qu'’il élabore et peut donc choisir une matrice de mesure adé-
quate. Il est alors aisé de choisir une matrice aléatoire, ce qui permet d’assurer les condi-
tions RIP et d’éviter ainsi les problemes de cohérence [7]. D'un autre coté, dans le cadre
de I'’estimation par dictionnaire, H(®) est connu de 'utilisateur mais il dépend du modele
du probléme a estimer. A moins de pouvoir maitriser le type de signal que I'on envoie
comme par exemple dans le contexte du radar [70], le dictionnaire est construit a partir
d’une fonction paramétrique dépendant de la physique du probleme et étant donc subit
par l'utilisateur, et est donc tout sauf aléatoire ce qui explique qu’'on a tres rapidement
une cohérence importante. Concretement il faudra faire un compromis entre la cohé-
rence du dictionnaire et donc le nombre d’amplitudes non nulles L que I'’on peut estimer
et la précision définie par 'espacement dans la grille. Nous donnons un exemple de ce
probleme dans le cadre de I’estimation spectrale ci-aprés. L'estimation parcimonieuse se
base sur un modele paramétrique, qui est alors une version simplifiée de la réalité, elle est
donc soumise aux erreurs de modele notamment aux erreurs de grille puisqu’on cherche
a estimer des parametres continus a partir d'un modele discret. Nous étudions les consé-
quences des erreurs de modele pour les deux types de problémes dans les chapitres 3 et
4.

Les probléemes d’échantillonnages discrets et continus de signaux parcimonieux que
nous avons présentés dans les sections 1.2 et 1.3 partagent un méme objectif et sont
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proches, il est intéressant de noter que les deux champs de recherche de I’échantillon-
nage de signaux paramétriques et de I'acquisition comprimée initialement distincts ont
de nombreux ponts les rapprochant I'un de I'autre. En effet 'acquisition comprimée a ini-
tialement été développée dans le cadre des signaux discrets, mais des le départ un intérét
d’étendre la méthode également aux signaux continus s’est manifesté [59]. De I'autre coté
une méthode basée sur la reconstruction parcimonieuse pour estimer les signaux para-
métriques a été proposée dans HUANG et al. [72] et par nous-méme dans BERNHARDT et
al. [19] ou section 2.4.1. De plus ONATIVIA, LU et DRAGONT [91] a adapté la méthode des
filtres annihilants pour I’échantillonnage de signaux discrets.

Cohérence pour le probléme d’estimation spectrale

Dans le probléeme de I’estimation spectrale on cherche a estimer la fréquence angu-
laire w € Q a partir de N échantillons suivant le modele [111] :

L .
Yn= aiel"s +w, (1.47)
=1

oun € {0---N — 1} représente les échantillons acquis selon un intervalle d’échantillonnage
Ts, a; et w; 'amplitude et la fréquence angulaire de la /e composante fréquentielle et
wy, est le bruit additif qui nous supposons étre un bruit blanc gaussien. Pour simplifier
les expressions, nous prenons Ts = 1. Posons maintenant la grille des parameétres @ =

[@1,---,0k]T avec K >> N afin d’exprimer (1.47) sous sa forme parcimonieuse :
y=H(®)s+w (1.48)
ot H(®) = [h(®1), -, h(®)] avec
h(@) =11, celokn L e 0k(N=DT (1.49)

ets= [sl,---,sK]T ou

(1.50)

a; quand o =w;
Sk = .
0 ailleurs.

Nous faisons pour le moment I'hypothése que les parameétres a estimer w; sont sur la
grille ® et donc qu'il existe pour tout / un k tel que @; = w;. Dans le cas contraire (1.48)
n'est qu'une approximation. Nous verrons dans la section 3.4 que 'erreur d’estimation
induite par cette discrétisation augmente quand |’espacement entre deux éléments de la
grille augmente.
Nous prenons a présent la grille la plus courante, et également la plus simple qui
consiste a choisir des parametres espacés régulierement selon
- - WK — W1
Fr=Q0ps] —Of = K_1 (1.51)

La cohérence du dictionnaire H(®) donnée en (1.36) peut alors étre calculée :

|(h (@) h(ax,))]

1=ki#k=K |h (@, )|, [0 (0,) ],

k(H(®)) = (1.52)
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ona lh(w)|, = \/21,\11;01 |e12w”| = v/N et étant donné que la grille est uniforme @y, — ®k, =

mr ol m est un nombre entier positif. La cohérence devient :

: Ti e sin (8
H(w)) = ——= —_— 1.53
H(H () meszo N mez#0| Nsin (L) (1.53)
in (Nx
Définissons la fonction f(x) = ;Hsln(l (Zﬁ)) . Cette fonction est tracée sur la figure 1.4 pour
2

N = 20 et sur un intervalle ou x € [—m, 7t]. On observe intuitivement que le maximum en
dehors de 0 est atteint pour une valeur mr la plus proche de zéro possible, c’est a dire
m = 1, a condition que cette valeur appartienne au premier lobe de la fonction. Notons
que la valeur de cohérence obtenue est la méme si ’on considere I'intervalle [0, ] étant
donné que la fonction f(x) est périodique de période 2n. La cohérence du dictionnaire
associé au probleme de I'estimation spectrale est donc égale a f(r).

1

0.9 _

0.8 _

0.7 _

0.6 |
Z20.5- .

0.4 h

0.3 N

0.2 N

FIGURE 1.4 — Fonction représentant la cohérence f(x) pour N = 20.

Résultat 1. La cohérence du dictionnaire H(®) associée au modele de Uestimation spec-
trale, pour N <K -1 est:

[ sin(¥)
Hlw))=|—F+ 1.54
u (H (o)) Nsin (1) (1.54)
ce qui pour une grille allant de0 an est égal a :
= sin (77)
H = 1.55
H(H (o)) Nsin (%) (1.55)

Démonstration. Pour prouver que le point r correspond bien au maximum de f(x) pour
x =mr,me Z* il suffit de s’assurer que f(r) >= f (%‘), le point %‘ correspondant a I’abs-
cisse du maximum du second lobe de f(x). On montre tout d’abord que la condition est
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vérifiée pour r < /N. On a

f(fs_n) |sin (F')| 1
NJ Nlsin(3%)]  Nlsin (3%)]
tandis que
7(%)= sin(z)l 1
N/ Nisin ()] Nlsin ()]

PourlescasouN=1etN=2ona f (&)= f(3F). Quand N = 3 on utilise le fait que |sin(x)|
est une fonction strictement croissante sur l'intervalle [-7/2,7t/2] auquel appartiennent
aussi bienﬁ que 3 pour obtenir que |sin (5%)| < |sin(3%)| et donc par inversion que
F(3) > f(3F). f(x) étant strictement décroissante entre x = 0 et x = X, on a démontré

quepourr<Z, f(rnN=zf(%)=f(F).

De par la définition de r (1.51) on a r < 75 puisque le parametre que I'on cherche a
estimer est une fréquence angulaire, donc comprise entre ®; = 0 et @x = m. On a donc
que r < /N pour tout N < K—1, cette condition étant par définition vérifiée dans les pro-
blemes d’estimation parcimonieuse, puisqu’elle est la définition d'un dictionnaire sur-
complet ayant plus de colonnes que de lignes. O

On peut a présent utiliser la condition (1.37) pour déterminer le nombre de compo-
santes fréquentielles L. que I'on peut déterminer en I’absence de bruit, étant donné une
grille de K parametres : .

u(H(8)) < 5
Pour illustrer le probléeme, considérons par exemple le cas simple ou nous cherchons a
retrouver L = 2 fréquences a partir de N = 100 échantillons. Dans ce cas on doit choisir
K < 138, ce qui revient a avoir un taux de compression de seulement pyes. = 100/139. En
pratique le nombre d’échantillons N peut étre assez important, ce qui permet de réduire
le probleme de la cohérence de telle sorte a obtenir de bons résultats pour une bonne pré-
cision en fréquence. Nous verrons cependant dans la section 3.4 que la cohérence nous a
posé probléme dans les simulations, ou nous utilisons des N assez faibles.

(1.56)

1.3.4 Evaluation des performances d’estimation
Métriques de performances en traitement statistique du signal

Dans le contexte des problemes d’estimations, des métriques ont été développées
pour mesurer les performances théoriques atteignables dans un contexte bruité. Une de
ces métriques est couramment utilisée, de par sa simplicité : la borne de Cramer-Rao.
Elle permet d’évaluer les performances accessibles par tout un algorithme d’estimation
en présence de bruit pour un probleme d’estimation donné en donnant une borne in-
férieure a I'’erreur quadratique moyenne de tout estimateur. Un algorithme atteignant la
borne est dit efficace, il ne sera alors plus possible d’améliorer ses performances en terme
d’erreur quadratique moyenne ( ce qui n'empéche pas de chercher a améliorer d’autres
criteres comme la complexité ).

Considérons les mesures réelles y = p + w ot le vecteur p est une fonction dépendant
de parameétres 0 et w est le vecteur de bruit additif. La Borne de Cramer Rao (en anglais
Cramer Rao Bound) (BCR) uniforme est une borne inférieure sur I'Erreur Quadratique
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Moyenne (en anglais MSE pour Mean Square Error) (EQM) d'un estimateur non biaisé
0(y) estimant les parametres inconnus 0 tels que

MSE:E“@QO—GW}zCRB:Tde‘W, (1.57)

ou I(0) est la matrice d'information de Fisher des parametres 0 [78] et Tr est la trace d'une
matrice. La BCR uniforme est la somme des BCR sur chacun des parametres a estimer,
qui correspondent aux éléments diagonaux de 1(0) 1.

La matrice d’information de Fisher déterministe est définie par :

d*log p(y!0) }
00700

ou p(yl0) est la distribution des mesures conditionnées a un ensemble de parametres
définis.

Dans le cas fréquemment rencontré en pratique d'une distribution gaussienne des
observations

1(0) = Eyje {— (1.58)

y~N (1(0),C®), (1.59)

on peut utiliser la formule de Slepian-Bang pour des observations réelles par laquelle la
matrice d'information de Fisher devient :

op |t 0C(®) 1 o 9CO)
1;;0) = ae] 1) ae 5 [ 1) —— 8, o) ——= Tk (1.60)
ou a[p]o
[a_u
aei a[ll];N—l)
00;

Un cas particulier tres utilisé en pratique est le cas d'un bruit additif gaussien de moyenne
nulle et de variance o2. Dans ce contexte on a p(y|0) ~ N (u,0?) o1 'on obtient :

1 op

39,

ot

1.61
30, (1.61)

ij=

La borne de Cramer Rao donnée ci-dessus concerne uniquement les estimateurs non
biaisés, pour un estimateur biaisé dont le biais est b(8) une généralisation de la borne est
BEN-HAIM et ELDAR [11] :

CRB(0,b(0)) £ Tr[(1+D(0)1(0) "' 1+ D(@))"] + Ib(®)|?, (1.62)

ouD(0) = ab(a) estla matrice dérivée du biais, et I(0) est la matrice d'information de Fisher
donnée en (1 58), la matrice I étant I'identité.

Dans le contexte Bayésien, nous n’avons plus un vecteur de parametre déterminé pour
lequel on calcule la borne, mais on considére qu'on connait uniquement la distribution
des parametres a estimer. L'extension de la borne déterministe au cas bayésien peut étre
faite de deux facons : soit par la borne Bayésienne de Van Trees, notée Borne de Cramer
Rao Bayésienne (BCRB) [126] soit en se basant sur la connexion entre le contexte déter-
ministe et bayésien, ce qui permet d’obtenir la borne Borne de Cramer Rao Moyennée, en
anglais ECRB pour Expected Cramer Rao Bound (BCRM) [11].
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Dans [126], Van Trees propose une généralisation de la BCR dans le contexte Bayésien.
Notons 0(y) un estimateur Bayesien. L'erreur d’estimation peut étre bornée par :

[E{He—é(y)Hz} >Tr (1Y), (1.63)

ou J estla Matrice d’Information de Fisher Bayesienne (MIB) définie par :

J=E, {——62 lggfa(;’ 0 } (1.64)
] 0 Prag
O S
= Eq I} +Ep {——62;((;%;’(;9) } (1.67)

On remarque que la MIB peut étre décomposée comme la somme de la moyenne de la
Matrice d’'Information de Fisher déterministe (FIM en anglais) (MIF) sur la distribution
des parametres et une composante dépendant uniquement de la distribution des para-
metres aléatoires a estimer.

Une autre borne Bayésienne minimisant la BEQM est la BCRM qui est simplement la
CRB déterministe moyennée sur le parametre aléatoire 0 [11]

A 2
[Ey,G{(e - B(y)) } > Eg {Tr (1(®) ')}, (1.68)

On a la propriété que BCRB < BCRM < BEQM c’est a dire que la BCRM est une borne plus
haute, et donc plus serrée (voir par exemple [67] qui montre cette inégalité). Les deux
bornes sont égales si la MIF I(0) n’est pas une fonction de 6 ce qui est le cas par exemple
pour un systeme linéaire avec un dictionnaire déterministe. Dans le cas contraire, BCRB <
BCRM ce qui signifie que la BCRM est plus proche du comportement des estimateurs, la
BCRB étant trop optimiste.

D’autres bornes minimisant la Erreur Quadratique Moyenne Bayesienne (en anglais
BMSE pour Bayesian Mean Square Error) (BEQM) ont également été développées, per-
mettant d’apporter des informations complémentaires a la borne de Cramer-Rao.

Etude des performances dans le contexte de 'acquisition comprimée

Les expressions de ces bornes sont intéressantes pour tout probleme d’estimation,
afin de pouvoir comparer les différents algorithmes proposés dans la littérature. L'ac-
quisition comprimée (ou 'estimation parcimonieuse) a comme nous l'avons vu, généré
un intérét important pour le développement d’estimateurs parcimonieux. Les différentes
bornes minimales de la BEQM dans ce contexte particulier doivent donc également étre
étudiées.

La premiere borne a avoir été étudiée est la borne oracle, c’est a dire connaissant le
support du vecteur parcimonieux [6]. Connaissant le support, le probleme d’estimation
parcimonieuse devient un probléeme classique de résolution d'une équation linéaire, et la
borne sur I'estimation des amplitudes des éléments non nuls peut étre dérivée. BABADI,
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KALOUPTSIDIS et TAROKH [6] dérivent la borne oracle, et montrent que pour un diction-
naire construit a partir d’échantillons tirés aléatoirement d'une distribution gaussienne
on peut trouver un estimateur atteignant cette borne méme sans connaitre le support
quand le nombre de mesures N tend vers I'infini. BOYER et al. [33] apportent une correc-
tion a cet article en introduisant le contexte doublement asymptotique ou a la fois N et la
taille du support L tendent vers I'infini. NTAZADEH, BABAIE-ZADEH et JUTTEN [90], quant
a eux, généralisent ce résultat a des matrices déterministes et non gaussiennes.

Une étude de la borne parcimonieuse non oracle est faite par BEN-HAIM et ELDAR [12]
qui utilisent une borne de Cramer Rao Contrainte (CCRB) en introduisant la contrainte
sur la parcimonie du signal dans le calcul de la borne. Les auteurs montrent que quand
on connait le degré de parcimonie L du vecteur a estimer la borne contrainte est égale ala
borne oracle. Cette étude justifie donc I'utilisation de I'hypothéese de support connu pour
dériver les bornes sur le probléme de I'estimation parcimonieuse, puisque ces bornes
sont plus simples et équivalentes a la borne CCRB pour un L donné. Dans notre travail
nous nous concentrons sur le contexte asymptotique, pour lequel I'utilisation de la borne
oracle est pertinente, nous ferons donc I’hypotheése que le support est connu. Une utilisa-
tion intéressante de la borne de Cramer-Rao est proposée dans HUANG et al. [73], qui pro-
posent d’optimiser itérativement la matrice de mesure de telle sorte a minimiser la borne
de Cramer-Rao sur le support obtenu, et ainsi améliorer les performances d’estimation de
I’amplitude. Nous utiliserons de la méme maniere les bornes comme objectifs pour opti-
miser les noyaux dans le contexte de I’échantillonnage des signaux parcimonieux, dans le
chapitre 2.

Plutot que de dériver directement la borne avec le modéle de mesures parcimonieux
(1.33), PAKROOH et al. [94] étudient I'influence de la compression des mesures sur la MIF
classique pour le probleme d’estimation par dictionnaire. Dans le modéle que les au-
teurs considerent la compression opere apres I’ajout du bruit additif, ce qui a pour consé-
quence que le bruit est également multiplié par la matrice de compression H. SHAGHAGHI
et VOROBYOV [107] étendent ces résultats a I’estimation de parametres complexes suivant
un modele a rang faible, et pouvant utiliser de multiples vues plutét qu'un seul vecteur de
mesure y pris a un temps t.

Les bornes les plus couramment utilisées, de par leur forme simple sont les bornes de
Cramer Rao et leurs dérivées bayésiennes ou biaisées. Ces bornes prédisent le compor-
tement des estimateurs dans le cas asymptotique, c’est a dire pour un rapport signal sur
bruit élevé. Quand le bruit augmente, les estimateurs décrochent de la borne a partir d'un
certain niveau de bruit ou seuil, qu'’il est intéressant de pouvoir prévoir. D’autres bornes
sont plus précises dans les régions non asymptotiques, et peuvent étre utilisées pour pré-
dire ce seuil, c’est notamment le cas des bornes de Barankin [43], ou des bornes hybrides
proposées par REN et al. [101]. JUNG et al. [77] étudient la borne de Barankin pour le mo-
dele simplifié de reconstruction d'un vecteur parcimonieux bruité, sans multiplication
par une matrice de mesure. Les auteurs donnent une borne supérieure et inférieure de
la borne de Barankin qui ne peut pas étre formulée analytiquement. Leffet de seuil et le
décrochage est également étudié par PAKROOH, SCHARF et PEZESHKI [93] qui analysent
le décrochage en tant que passage des mesures bruitées du sous-espace signal au sous-
espace bruit quand le bruit augmente.

La théorie des matrices aléatoires traite des grandes matrices aléatoires, c’est a dire
dont les éléments sont tirés d’'une distribution aléatoire. Ces matrices ont été étudiées
mathématiquement depuis des décennies [133, 132, 83], mais avec 'augmentation des
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dimensions des problemes concrets actuellement, cette théorie a trouvé ces derniéres
années de nombreuses utilisations pratiques en communication sans fil et traitement du
signal [49, 119] notamment pour le calcul des bornes de Cramer Rao [92]. Cette théorie
est particulierement bien adaptée au contexte de 'acquisition comprimée, puisque les
matrices aléatoires sont souvent utilisées comme dictionnaire, pour garantir les condi-
tions RIP. Son utilisation permet de dériver des formes analytiques pour les bornes Bayé-
sienne du probleme de 'acquisition comprimée[34]. Les bornes Bayésiennes se placent
dans le contexte ou le vecteur parcimonieux a estimer est aléatoire. BOYER et al. [34] et
BOYER, LARZABAL et FLEURY [32] s’intéressent aux bornes Bayésiennes oracles minimi-
sant la BEQM, et montrent que des estimateurs connus tel que 'OMP ou le Linear Mini-
mum Mean Square Estimator ou en francais Estimateur de |'erreur quadratique moyenne
minimum linéaire (LMMSE) atteignent cette borne a haut Rapport Signal sur Bruit (RSB).
EL KORSO et al. [58] étudient les performances pour un modéle Bayésien hiérarchique.

1.3.5 Le probleme des erreurs de modeles

Dans les applications pratiques, notamment en estimation par dictionnaire, le mo-
dele parcimonieux (1.46) n’est qu'une approximation de la réalité, puisque les parametres
continus n'appartiennent pas dans le cas général a la grille de discrétisation choisie. Le
probleme de 'acquisition comprimée également peut contenir des erreurs de modéles,
dans le cas ou la matrice H n’est pas parfaitement connue. Nous présentons dans la sec-
tion 3.1 plus en détail les différents types d’erreurs qui peuvent apparaitre et fausser I’es-
timation du vecteur parcimonieux s.

Les conséquences des erreurs de dictionnaires ont été mises en évidence des 2010 par
HERMAN et STROHMER [71], CHI et al. [45] et CHAE, SADEGHI et KENNEDY [42]. CHI et al.
[45] se concentrent sur le probleme de I'erreur de grille pour le cas particulier d'une base
de Fourier, utile dans les applications d’imagerie, et montrent que dans cette situation les
performances sont considérablement dégradées. CHAE, SADEGHI et KENNEDY [42] illus-
trent également les conséquences d’'une telle erreur dans le contexte de la reconstruction
de signaux sinusoidaux. HERMAN et STROHMER [71] étudient les conséquences d'une per-
turbation additive sur le dictionnaire du type

H=H+E. (1.69)

Les auteurs montrent I'influence de cette erreur sur les conditions RIP et sur les perfor-
mances d’algorithmes de type BP et montrent notamment que la reconstruction est d'une
certaine maniere robuste aux perturbations puisque I'erreur observée sur la reconstruc-
tion augmente linéairement avec le niveau de perturbation. D’autres types de mécon-
naissance du dictionnaire ont également été étudiées : EMIYA et al. [61] étudient les per-
turbations dues a une méconnaissance du processus de détection dans le contexte de
I'imagerie, notamment quand on ne connait pas I'ordre des capteurs, qui peut étre mo-
délisé comme une permutation inconnue de la matrice de mesure. ROSENBAUM et TSY-
BAKOV [103] considerent le cas ou I'’estimateur parcimonieux utilise une version bruitée
du dictionnaire. Les auteurs montrent que la perturbation causée par ce type d’erreur sur
le LASSO est importante, et proposent une version robuste du critére a minimiser. Le cas
le plus général de méconnaissance du dictionnaire est le contexte de I’apprentissage de
dictionnaire, qui considére qu’on ne connait pas du tout la matrice de mesure. On parle
alors d’acquisition comprimée aveugle [1, 65].
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La premiere méthode envisagée pour réduire le probleme de I'erreur de grille dans le
cadre de I'’estimation par dictionnaire est de recentrer la grille de maniére itérative sur les
résultats (grid refinement) [105, 104, 82], ces méthodes se basant sur une premiere esti-
mation du signal ne prenant la présence de |'erreur de modele en compte. A contrario, de
nouveaux algorithmes d’estimation parcimonieuse ont été proposés prenant en compte
les perturbations sur le dictionnaire, pour en atténuer les effets. Ces algorithmes peuvent
étre dérivés en faisant des hypotheses sur I'erreur E. Deux hypothéses sont fréquemment
rencontrées en pratique :

1. Le modele Error in Variables ou en francais erreur dans les variables (EIV) ou E est
une matrice aléatoire dont les éléments sont tirés d'une distribution gaussienne
d’une variance donnée o2, par exemple dans ZHU, LEUS et GIANNAKIS [135], que
nous étudions dans le chapitre 3.

2. le modele structuré présenté dans la section 4.1.1 qui est le plus souvent rencontré
en pratique puisqu’il modélise les erreurs diies a la discrétisation dans les applica-
tions d’estimation par dictionnaire [114, 134] et que nous étudions dans le chapitre
4.

La plupart des méthodes d’estimation prenant en compte I'erreur cherche a améliorer un
algorithme de reconstruction existant pour le rendre robuste aux perturbations. Citons
par exemple TEKE, GURBUZ et ARIKAN [116] qui proposent une amélioration de ’OMP ou
PARKER, CEVHER et SCHNITER [96] qui se concentrent sur les méthodes a seuillage doux.
De notre c6té, pour les algorithmes proposés dans le chapitre 4 nous nous plagons dans
le contexte ol nous avons un processus d’acquisition comprimée classique, que nous ne
voulons pas modifier et a partir de I'estimation parcimonieuse obtenue nous corrigeons
I'erreur diie a I'erreur de modele en nous basant sur des projections oblique. Les algo-
rithmes obtenus ne proceédent donc qu’a une seule reconstruction parcimonieuse, suivi
d’'une correction, contrairement aux méthodes de grid refinement.

Tout comme pour le probleme d’acquisition comprimée idéal, le modele parcimo-
nieux perturbé permet de dériver des bornes minimales pour les estimateurs parcimo-
nieux soumis a une erreur de dictionnaire. KRZAKALA, MEZARD et ZDEBOROVA [80] étu-
dient une borne inférieure de |'erreur quadratique moyenne de I'estimateur Bayésien op-
timal différente des bornes de Cramer-Rao, basée sur une méthode de répliques(replica
method). WIESEL, ELDAR et YEREDOR [131] étudient la borne de Cramer Rao déterministe
et les performances de I'estimateur du maximum de vraisemblance pour deux modeéles
de perturbations différents, ces deux modeles pouvant étre reliés aux modeles que nous
étudions dans le chapitre 3 et que nous étendons au contexte Bayésien. TANG, CHEN et
GU [115] étudient la borne de Cramer Rao Contrainte pour le modele EIV ainsi que la
borne de Hammerlsey qui est plus haute dans le cas particulier d'une matrice de mesure
égale a la matrice identité. RAMASAMY, VENKATESWARAN et MADHOW [100] utilisent les
bornes de Cramer-Rao déterministe et bayésiennes et de Ziv-Zakai pour étudier le pro-
bleme de I'acquisition comprimée appliquée a I'estimation de parametres continus. Ils
utilisent ces bornes pour définir le nombre de mesures nécessaire a I’estimation d'un pa-
rametre continu par des méthodes d’acquisition comprimées avec un dictionnaire véri-
fiant des propriétés d’isométrie bien précises. ALDROUBI, CHEN et POWELL [2] proposent
également de nouvelles conditions sur la matrice de mesures, pour rendre le probleme
de l'acquisition comprimée plus robuste au bruit multiplicatif. Peu d’auteurs ont étudié
le probléeme de 'erreur dans le contexte Bayésien, JAGANNATH et HARI [74] s’intéressent a
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la borne Bayésienne mais uniquement dans le contexte bien précis de 'estimation parci-
monieuse des directions d’arrivées avec une seule vue.

1.4 Présentation des contributions de la theése

1.4.1 Présentation de la these

Dans ce premier chapitre, nous avons introduit le contexte de I’échantillonnage des
signaux parcimonieux se basant sur deux facons différentes de représenter la parcimo-
nie. Dans le chapitre 2 nous nous intéresserons plus particulierement aux signaux im-
pulsionnels (ou a modele paramétrique). Nous dérivons les performances dans différents
contextes dans le but d’en tirer le choix d'un noyau optimal. Dans le chapitre 3 nous nous
focalisons sur I'étude théorique de l'influence de I'erreur de modéle dans le contexte de
I'estimation par dictionnaire et de 'acquisition comprimée, pour établir la robustesse de
I’estimation a ces erreurs a haut rapport signal sur bruit. Dans le chapitre 4, nous étudions
le cas particulier de I'erreur structurée et proposons des algorithmes permettant de cor-
riger I'écart de performance induit par les erreurs de modeles. Enfin le chapitre 5 résume
nos conclusions et apporte des perspectives pour la suite de notre travail.

1.4.2 Contributions sur le sujet des signaux paramétriques

Nous présentons ici les différentes contributions que nous apportons dans cette these,
pour en donner une vision synthétique.

e Section 2.2.1 : nous donnons I'expression analytique de la borne de Cramer Rao
déterministe, pour un signal a somme de Dirac et des noyaux quelconques. Cette
borne prend en compte le cas a plusieurs impulsions. Nous donnons une approxi-
mation tres simple de cette borne, valable pour les noyaux les plus courants, per-
mettant de comparer facilement les résultats des noyaux en terme de performance.

* Section 2.2.2 : nous nous placons dans le contexte Bayésien et donnons la borne
Bayésienne de Van Trees pour un signal a somme de Dirac et des noyaux quel-
conques et nous utilisons cette borne pour établir le noyau SoS optimal sur le para-
metre de retard.

* Section 2.3.1 : nous dérivons la borne Bayésienne de Van Trees pour un signal quel-
conque et |'utilisation des noyaux SoS.

e Section 2.3.2 : nous trouvons le noyau optimal optimisant la borne Bayésienne a la
fois pour les retards et les amplitudes, pour différentes contraintes de normalisa-
tion.

e Section 2.4 : nous proposons un modele permettant d'utiliser 'acquisition compri-
mée pour estimer les signaux paramétriques composés d'une somme d’impulsions
de Dirac et pouvant étre généralisé a tout type de signaux paramétriques.
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1.4.3 Contributions sur le sujet des erreurs de modeles dans 'acquisi-
tion comprimée

 Section 3.1 : nous présentons deux modeles d’erreur différents, apparaissant I'un
ou 'autre a des étapes différentes du processus d’échantillonnage comprimé.

* Section 3.2 : nous donnons la borne Bayésienne de Van Trees pour ces deux types
d’erreur sur I'estimation des amplitudes.

* Section 3.3 : nous donnons la Borne de Cramer Rao Moyennée pour le probleme
spécifique de 'erreur de grille, dans le cas ou 'erreur est faible et comparons cette
borne ala borne de Van Trees.

e Section 3.4 : nous donnons dans le cas a haut rapport signal sur bruit ou le support
du vecteur parcimonieux est correctement estimé l'erreur quadratique moyenne
dans le contexte Bayésien sur |'estimation des retards de I'estimation par diction-
naire et nous montrons par simulation que cette borne est atteinte par des algo-
rithmes d’estimation.

» Section 3.4.4 et 1.3.3 : nous montrons les conséquences de I’erreur de grille dans le
cas particulier de I'’estimation de fréquence. Dans ce contexte applicatif nous don-
nons aussi la cohérence du dictionnaire et la contrainte que celle-ci représente sur
I'estimation.

* Section 4.1.1 : nous nous intéressons également au probleme de 'erreur de grille
structurée et donnons les bornes de Van Trees sur I'estimation des retards et des
amplitudes dans ce contexte.

e Section 4.1 : nous proposons l'algorithme OGEC (Off-Grid Error Correction) comme
étape post-traitement pour estimer I’erreur de support et réestimer les amplitudes
en présence d’erreur de grille. Nous étudions les performances théoriques de cet
algorithme sur I'estimation des retards, et montrons ses résultats par simulation
dans le contexte de |'’estimation par dictionnaire des signaux paramétriques.

* Section 4.2 : nous proposons également I’algorithme BiCE (Bias Correction Estima-
tor) pour corriger I’erreur sur I'estimation de I’amplitude en présence d’'une erreur
de bruit additif sur le dictionnaire. Cette correction se base uniquement sur ’esti-
mation du support et peut donc étre utilisée en post-traitement de n'importe quel
algorithme d’estimation parcimonieuse sans que cela n'influe les performances.
Nous dérivons les performances théoriques de I'algorithme, étudions son efficacité
et montrons les résultats pratiques dans le cadre de I'acquisition comprimée des
signaux paramétriques.

1.4.4 Publications
Articles dans des revues a comité de lecture

e S. BERNHARDT, R. BOYER, S. MARCOS et P. LARZABAL. « Compressed Sensing with
Basis Mismatch : Performance Bounds and Sparse-Based Estimator ». Dans : IEEE
Transactions on Signal Processing 64.13 (juil. 2016), p. 3483-3494
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2.1 Comment étudier les performances de la reconstruc-
tion des signaux impulsionnels ?

Nous avons vu dans la section 1.2 qu’il est possible d’échantillonner les signaux im-
pulsionnels en utilisant un nombre tres faible d’échantillons, largement inférieur a ce que
préconise le théoreme de Shannon. Pour ce faire I'étape d’échantillonnage doit étre sui-
vie d'une estimation des parametres de modele du signal. Une fois ces parametres esti-
més, le signal est parfaitement connu et peut donc étre reconstruit. Dans ce schéma, le
probléme d’échantillonnage initial est transformé en un probleme d’estimation de para-
metres continus. En présence de bruit, I'’estimation ne peut étre parfaite et une erreur est
introduite. Développer des algorithmes d’estimation robuste au bruit nécessite donc de
pouvoir évaluer les performances d’estimation dans le cas non idéal, puisque développer
des algorithmes sans se préoccuper de I'effet du bruit peut aboutir a des algorithmes non
robustes au bruit, tel que I'algorithme idéal des filtres annihilants de BLU et al. [27]. Une
métrique utilisée pour évaluer les performances des algorithmes est la BCR (voir section
1.3.4).

Dés les premiers articles concernant I’échantillonnage de signaux impulsionnels, la
BCR a été utilisée pour comparer les résultats des algorithmes d’estimation proposés.
WEI, BLU et DRAGOTTI [129] et DOGAN et al. [50] comparent leurs résultats avec la borne,
qu’ils calculent numériquement sans en donner une expression analytique. BLU et al.
[27] donnent la formule générale de la borne pour le modele (1.1) avec un bruit discret
w, blanc et gaussien. Cependant une expression analytique de la borne n’est donnée
que dans le cas d'une unique impulsion de Dirac échantillonnée avec un noyau en sinus
cardinal. DRAGOTTI et HOMANN [55] donnent une expression analytique de cette borne
également pour les noyaux E-spline et B-spline introduits dans DRAGOTTI, VETTERLI et
BLU [56]. [122] résument ces contributions et ajoutent une expression analytique pour le
noyau SoS. Toutes ces bornes sont pour des parametres déterministes et ne considérent
qu'une impulsion par période. Dans cette these, nous étendons cette borne au cas de plu-
sieurs impulsions et pour une forme de noyau quelconque dans la section 2.2.1 puis nous
nous intéresserons au cas Bayésien dans la section 2.2.2. En parallele de ce travail sur la
borne déterministe généralisée a plusieurs impulsions [21], ANGIERSKI et KUEHN [4] ont
également élargi ces bornes dans le cas de plusieurs impulsions, en se basant sur la re-
présentation spectrale des échantillons donnée en (1.13) pour établir les dérivées, cette
méthode limite la borne aux noyaux suivant la condition de I’équation (1.11) notamment
le noyau SoS. De notre c6té nous avons dérivé la borne a partir de la représentation tem-
porelle des échantillons.

Tous ces auteurs se sont placés dans le contexte présenté dans la section 1.2 ou le
bruit est introduit au moment ou apres I'échantillonnage (voir figure 1.2). Ce bruit nu-
mérique correspond au bruit de quantification et aux bruits électroniques de la chaine
de traitement. D’autres auteurs se sont intéressés quant a eux au bruit analogique appa-
raissant avant ’échantillonnage sous la forme y(f) = x(#) + w(¢) ou w(¢) est le bruit blanc
gaussien analogique. BEN-HAIM, MICHAELI et ELDAR [13] développent la borne conti-
nue correspondante sur la reconstruction du signal x(#) a partir des échantillons. Cette
borne permet d’avoir une limite sur les performances atteignables quelle que soit la mé-
thode d’échantillonnage utilisée, et donc quel que soit le modele choisi pour x(t) et quel
que soit le noyau. Cette borne est une borne minimale intéressante, mais elle peut large-
ment sur-estimer les performances atteignables par un estimateur dans un contexte plus
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précis. COMSA et HAIMOVICH [47] proposent une borne pour une seule impulsion, consi-
dérant un bruit analogique et une famille de noyaux de pré-filtrage donnée. BEN-HAIM,
MICHAELI et ELDAR [13] développent également une expression générale de la borne dis-
crete prenant en compte le bruit analogique et le bruit numérique mais considerent le
probleme de I'estimation du signal x(t), pas celui de I'estimation des parametres 0. Cette
borne permet de montrer qu’en présence uniquement de bruit numérique, augmenter le
nombre d’échantillons au-dela de ce qui est nécessaire en théorie (N < 2L + 1 pour le si-
gnal (1.1)) permet d’améliorer les performances d’estimation. Dans cette thése nous nous
placons dans le contexte ou seul le bruit numérique est présent, ce qui explique que pour
obtenir une méthode d’estimation donnant des performances satisfaisantes nous devons
utiliser un nombre d’échantillons N >> 2L + 1 dans nos simulations.

Les algorithmes d’estimation proposés dans la littérature suivent la borne de Cramer
Rao dans le cas asymptotique, a fort RSB. A faible RSB, la borne de Cramer Rao prédit mal
le comportement des estimateurs qui décrochent de la borne minimale, pour savoir dans
quelle situation on peut espérer développer un estimateur efficace il est intéressant de
prédire a quel point ce décrochage a lieu. WEI et DRAGOTTI [130] proposent une méthode
pour estimer ce point dans le cas d'une somme de Dirac et des noyaux a reproducteurs
d’exponentielles. Le borne de Cramer-Rao est également utilisée dans les articles utilisant
d’autres modeles de signaux que celui donné en (1.1). On peut citer notamment MULLETI,
SHENOY et SEELAMANTULA [87] qui la donnent pour les signaux composés d’'une somme
d’exponentielles et BERENT, DRAGOTTI et BLU [16] qui eux considérent des signaux sinu-
soidaux.

Apres avoir dérivé les bornes, il est intéressant de les utiliser pour essayer de trou-
ver la méthode d’échantillonnage promettant les meilleures performances. La borne de
Cramer-Rao est un outil particulierement adapté pour choisir le noyau de pré-filtrage,
étant donné que les performances dérivées a partir des échantillons discrets ¢, dépendent
du choix du noyau. Cela permet ensuite de donner une référence pour évaluer les per-
formances des méthodes de reconstruction post-échantillonnage, basées sur le meilleur
noyau possible. Une telle démarche a été proposée par BEN-HAIM, MICHAELI et ELDAR
[13], qui obtiennent que le famille de noyau minimisant la borne continue en I'absence
de bruit numérique est formé d'un ensemble d’exponentielles. La borne discrete analy-
tique est ensuite donnée pour l'utilisation de ce noyau, en prenant en compte unique-
ment le bruit analogique. La méthode d’estimation proposée par DRAGOTTI, VETTERLI et
BLU [56] se base sur les moments pour obtenir un nouveau modele du probléme, utilisé
pour effectuer ensuite ’estimation. URIGUEN, BLU et DRAGOTTI [123] se base sur le mo-
dele des moments pour donner la borne de Cramer Rao adaptée a cette technique, et la
minimise pour trouver le noyau reproducteur d’exponentielles optimal. Nous allons éga-
lement utiliser une telle démarche d’optimisation dans les sections 2.2.2 et 2.3.2, basée
sur les bornes bayésiennes, qui permettent de trouver le noyau SoS optimal sachant la
distribution des parametres.

2.2 Performance de la reconstruction d’'un signal a somme
de Dirac

Dans cette section nous nous intéressons au signal a somme de Dirac, présenté dans
I’équation (1.6) du chapitre 1.2. Nous allons tout d’abord nous concentrer sur la borne dé-
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terministe, et comparer les performances des trois noyaux sinus cardinal, gaussien et SoS
dans ce cadre. Pour ce faire nous donnons d’abord une expression générale de la borne,
puis nous faisons des approximations pour des noyaux quasiment orthogonaux. En se-
cond lieu nous nous intéressons au contexte Bayésien ou les parametres d’amplitude et
de retards sont des variables aléatoires suivant une distribution donnée. Nous donnons
la borne Bayésienne pour estimer les parametres d'un signal a somme de Dirac, que nous
utilisons ensuite pour déterminer un noyau optimisant la borne pour I'’estimation des
retards.

2.2.1 Borne déterministe

Les résultats concernant la borne déterministe pour I’échantillonnage des signaux a
somme de Dirac est tirée de I'article BERNHARDT et al. [21].

Expression analytique de la borne

Limpulsion h(f) étant une impulsion de Dirac, la convolution entre le signal x(¢) et le
noyau g(t) s’écrit simplement par

L-1
My =(g(t—nTs), x()) = ) a;g(t;— nTs) 2.1)
=0

pour une durée d’analyse de N échantillons, espacés par un intervalle d’échantillonnage
de Ts. Finalement les échantillons bruités de (1.7) s’écrivent (voir l'illustration figure 1.2)
L-1
Ch=Hn+wp=) ag(t;—nTs)+ wy,. (2.2)
=0

Par définition (voir 1.3.4) la BCR déterministe est donnée selon
BCR(0) = Tr (L(®)7'). (2.3)

Pour simplifier le calcul, nous définissons la matrice G = [g;, ... , gy | contenant le noyau
g(t) échantillonné a l'intervalle Ts pour chaque retard T1; :

g =gt g~ Ts), -, gt - N-DTg)] . (2.4)
Lexpression en détail de la matrice est

g(ty) g(tL)
G= : : : (2.5)

g —-(N-DTs) --- glr—(N-1DTs)

On introduit également G qui est une matrice similaire 2 G mais contenant les dérivées
du noyau g(t) aux différents instants d’échantillonnage considérés :

g(ty) g(ty)
G: E .', . :[gly ---)gL]) (2-6)
g(ti—(N=-DTs) -+ gt —(N-1)Ts)
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N

ou
g =80, 81, -Ts), -, §(1,-(N-DTs)]". 2.7)

avec g(1) = ag(f).

On peut réécrire le vecteur p a I’aide de G selon

Rr= Ga, (2.8)
pour finalement obtenir les dérivées de p par rapport aux différents parametres inconnus
Oop
g, 2.9
da, 8 2.9)
op .
— = . 2.10
a1, ag; ( )

Etant donné que le bruit est gaussien, on peut écrire la matrice de Fisher comme dans
I’équation (1.61) qui devient, une fois les dérivées introduites

1 [DG'GD DG'G

02| G'GD G'G |’ (2.11)

1(0) = %BTB =
o
avec B=[GD G| ou1 D est une matrice diagonale contenant les amplitudes a.

Les valeurs de BCR nous intéressant sont celles correspondant a I'erreur sur un para-
metre donné, c’est a dire les valeurs de la diagonale de I'inverse de la matrice d'informa-
tion de Fisher. Nous allons nous concentrer sur chaque élément de la diagonale séparé-
ment, c’est a dire la BCR pour chacun des parametres inconnus. Procédons tout d’abord
au calcul de la BCR concernant le retard 1;. Pour ce faire nous nous intéressons a la ma-
trice d'information correspondant au vecteur de parameétres permuté

. T
8" = [T, Ty, Ty, Ty, T A, Al =

P 0 ] 0 2.12)

ol P; est une matrice de permutation telle que P; = [eg,e;...e;_1 €;,;...€L], ou ey est le
vecteur unité, ayant un 1 a la k® entrée, et des 0 ailleurs. La matrice d'information de
Fisher dans ce cas est

I (G(Tl)) — é

P/DG'GDP; P/DG'G

G'GDP, G'G (2.13)

Considérant une matrice par bloc A inversible. Linverse d'une matrice par bloc s’écrit :

-1

[AH e I “AnAeCs 2.14)
Ay Ay _C2_1A21A1_11 Cgl ’ ’
ou on note :
C1 =A11 —ApAy, A, (2.15)
Cy = Az —As1A[ Ay, (2.16)

En se basant sur la formule d’'inversion des matrices par blocs (2.14) tirée de PETERSEN
et PEDERSEN [98], on obtient en se concentrant sur le bloc contenant uniquement les
retards que la BCR sur le parametre 1; est

0.2

_ 9 [(pTaTplap VL
BCR(t)) = 2 |(PjG"pgGR) | (2.17)

35



CHAPITRE 2. OPTIMISATION DU NOYAU D’ECHANTILLONNAGE POUR DES
SIGNAUX IMPULSIONNELS

ol 'on a introduit le projecteur orthogonal Pg = I-G(G'G)™'G" de (2.19) sur le sous-
espace vectoriel engendré par les colonnes de (G)*. Lutilisation des projecteurs ortho-
gonaux et obliques permettent de donner une interprétation géométrique des bornes de
Cramer Rao [30, 28]. BEHRENS et SCHARF [10] attestent de I'importance de ces projec-
teurs dans différentes applications du traitement du signal. Pour différencier les diffé-
rentes projections on notera Py une projection orthogonale sur ’espace des colonnes de
H, tandis qu’on utilise Ey ) pour une projection oblique sur I'espace des colonnes de H
et de noyau S. De maniere générale une matrice de projection est une matrice imdépo-
tente c’est a dire que E? = E. Nous donnons une liste non exhaustive des propriétés des
projecteurs, notamment celles que nous utiliserons dans cette these :

P} =Py (2.18)

Py =H(H"H) ' HY (2.19)

P =1-Py (2.20)
EusH=H (2.21)
EnsS=0 (2.22)
Eqs = H(H'PLH)  HTPE (2.23)
Ews) =Pu(1-S(S"Pys) " sPy) (2.24)
Eus) =Pu(I-Esn) (2.25)
H'Egs) = PEH) = (H'PLH) ' HTPS (2.26)

ou -H est la transposée hermitienne et 0 est la matrice nulle. Notons la matrice [H S] la
matrice concaténant les matrices H et S, on a le lien suivant entre les projections ortho-
gonales et obliques :

Pusi=Ems) +Esn 2.27)

Nous allons a présent chercher une expression analytique de la borne (2.17). Pour ce
faire nous détaillons tout d’abord la matrice :

grie ePeG”

TATple _

ot1 'on note G 1a matrice extraite de G en retirant la I-ieme colonne, c’est a dire le vec-
teur g;.
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Apreés inversion de cette matrice par bloc, on obtient

. . -1 . . . . . . -1. .
(PI6"PE6P) | =gPea-gPs6" (6VPEGY) 6MRg  229)

avec (2.23)ona =g Pgg— & PGE o 68 (2.30)
—g'pt (1 ~Ego G)) g 2.31)
=& [1-Ego )~ Pe (I-Egu g)) | & (2.32)
avec 2.25)ona =g [I-E(go )~ g 60| & (2.33)
avec (2.27)ona = g,T [I =P g ] g (2.34)
“gPL, o (2.35)
- HP[GU) G]ngZ- (2.36)

On a introduit dans le calcul de la borne le projecteur oblique E(G(1>G) sur I'espace des

colonnes de (G') et de noyau (G) ainsi que le projecteur orthogonal P[ Gg SW I'espace

des colonnes de la matrice concaténée ((G'G])L.

On utilise la définition du RSB suivante : RSB; = a%/ 02, ou1 02 est la variance du bruit
numérique, dépendant du nombre de bits de la quantification et de la chaine de traite-
ment. La BCR sur le /° retard est

1
BCR(t)) = 2.37
(1) RSBy [p. (2.37)
G(I)G]gl

Cette derniére expression de la borne est intéressante car on peut en donner une inter-
prétation géométrique. En effet, on consideére le sous-espace généré par ((G'”G]) dont on
retire le vecteur g; quand on s’intéresse a la /° impulsion. On obtient alors le sous-espace
réduit ((G?G]) de dimension 2L — 1. La BCR est alors proportionnelle a la norme de la
projection du vecteur g; sur le complément orthogonal de 'espace issu de la dérivée du
noyau et du noyau duquel on a retiré ce méme vecteur.

On procéde maintenant exactement de la méme maniere pour calculer la borne cor-
respondant a I'amplitude de la /¢ impulsion. Pour ce faire nous allons nous intéresser au
premier élément de la matrice de BCR associé au vecteur permuté

a T
gla) = [T1,--+,TL, A, a1, ,G1-1, G141, , ALl =

IL O
0 Pl]ﬂ. (2.38)

On se retrouve avec la matrice d’'information de Fisher suivante :

1 [DG'GD DG'GP
(ap) i I
I(e ) o2 PTGTGD PTGTGPl (2.39)
Apreés inversion de cette matrice on a
-1
BCR(a;) = 02 (P}GTPéGP,) ] = 62C; . (2.40)
11
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Ol C, est donné en (2.16). Notons G 1a matrice extraite de G en retirant la I¢ colonne,
c’est a dire le vecteur g;. On a

C, = ngpégl - g}fPéG(” (G(I)TPéG(l)) G(l)TPJ_g 2.41)

P

ol P[LG g St le projecteur orthogonal sur I'espace des colonnes de la matrice concaténée

(([GPG]YL. La BCR sur la /¢ amplitude est alors

0.2

BCR(a) = ——. (2.43)
[Pioce]
[G(l)G]
Finalement la BCR totale est la somme des différentes bornes sur chaque parametre,
données dans les équations (2.37) et (2.43).

Résultat 2. La BCR pour l'estimation des signaux a somme de Dirac est :

L
BCR =Tr(C(0)) = Z BCR(7;) + BCR(ay)
=1
2

L o
Z 7B (2.44)
=1 Hip gl gz

[G l)G] [G(I)G]

Nous obtenons une expression analytique de la borne généralisant au cas a plusieurs
impulsions la borne donnée par BLU et al. [27] qui ne considérait qu'une unique impul-
sion. De plus la borne obtenue est assez générale pour pouvoir comparer toutes les fa-
milles de noyaux, méme ceux ne suivant pas la condition (1.11) ou la condition Strang-
Fix. Ce n’est pas le cas de la borne dérivée par ANGIERSKI et KUEHN [4]. Nous allons par
exemple dans la partie simulation, comparer le noyau gaussien avec d’autres noyaux clas-
siques bien qu’il n’entre pas dans les familles de noyaux valables présentés dans la section
1.2.2.

Approximations grace aux propriétés d’orthogonalité des noyaux

Dans cette sous-section, nous cherchons a obtenir une expression simplifiée de la
borne grace a différentes approximations sur le comportement des noyaux. Nous allons
ensuite montrer par la simulation que ces approximations sont validées pour certains
noyaux couramment utilisés, bien qu’elles ne le soient pas nécessairement dans le cas gé-
néral. Nous nous concentrons ici sur la comparaison de quelques noyaux pour lesquels
nous allons vérifier empiriquement les différentes hypotheses. Il s’agit des noyaux en si-
nus cardinal (1.14), gaussien (1.15), et enfin le noyau SoS (1.17) paramétré pour former
le noyau de Dirichlet (1.21) et avec la fenétre de hamming (1.27). Tous ces noyaux sont
introduits dans la section 1.2.3.

Nous considérons que les noyaux et leurs dérivées ont les propriétés d’orthogonalité
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suivantes :
ol 0 0
0 0
GG~ | ”g? ” _ " | =F (2.45)
0 0 - el
ol 0 0]
o 0 ; e 0
GTG~| | ”g? ” . | =E (2.46)
| 0 0 el
G'G=G'G=~0, (2.47)

ol 0r, estla matrice L x L ne contenant que des 0. La propriété d’orthogonalité des noyaux
(2.45) est valide notamment quand les supports temporels discrétisés des noyaux sont
disjoints. Cette propriété est vérifiée de maniére assez intuitive étant donné que les noyaux
d’échantillonnage sont construits de maniere a ce qu'’il y ait un pic au temps zéro, qui une
fois convolué donnera un pic a chaque retard d'impulsion T, et ensuite descend rapide-
ment a zéro. Ce comportement peut s’observer sur la figure 1.3. pour que la propriété soit
vérifiée il faut donc que les impulsions soient plus espacées que la largeur du support du
noyau. Les équations (2.47) et (2.46) sont vérifiées de la méme facon quand le support
échantillonné de la dérivée du noyau g(¢) est étroit et donc que pour deux retards suf-
fisamment éloignés les supports de la dérivée du noyau et du noyau a deux impulsions
différentes (respectivement la dérivée du noyau a deux impulsions différentes) sont dis-
joints. Cette propriété est donc moins naturelle, étant donné que la dérivée du noyau doit
également avoir un support étroit, ce qui n’est pas utile directement pour I’échantillon-
nage. On peut observer sur la figure 2.1 que les supports des dérivés ne sont pas étroits la
plupart du temps, comme on pourrait le craindre, cependant les valeurs oscillants autour
de zéro permettent une annulation de I'effet de ce support quand on considére la norme.
Nous vérifierons par simulation pour quels retards la BCR approximée obtenue a partir
de (2.45), (2.46) et (2.47) est valide.

En considérant les propriétés d’orthogonalité validées, on peut développer les expres-
sions des projecteurs :

-1

_ GOTGD GOTG GOT
L _ !
P[G(”G]_IN_[G() G| GTGY  GTg GT (2.48)
, ED  0n_ i1 1GOT
~In—[GP G (L 1,L)] (2.49)
v ] OL-y F GT
~In-GPEP-1GVT —GF'GT, (2.50)
. [GWTGW GWTG1 gt
L !
Ping=INn—[G" G GTe? GG GT (2.51)
T FD on_i 1 tg®T
~In-[GP G (€ I’L)] . (2.52)
v ] OL-y E GT
~In— G(l)F(l)—lG(l)T _ GE—IGT (2.53)
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2.5 I

4+ Sinc
O Gaussien
X Dirichlet

1.5 ] SoS hamming

amplitude

temps en secondes

FIGURE 2.1 — La dérivée des noyaux utilisés g(¢) o1 Ts = 1072 et N = 7.

o1 E? et F¥) sont les matrices de dimensions (L — 1) x (L — 1) extraites de E et F respecti-
vement en enlevant la /-ieme colonne et ligne. Il découle de ces expressions que

PfE;(nG] g ~g-GVEV16Wg —GFY 1 Glg, (2.54)
=0 =0
~ 81 (2.55)
PL 8 ~8 - GVEO 1 GV GE G (2.56)
=0 =0
~ 8- (2.57)

On peut donc a présent donner une formule de la BCR approximée en introduisant
(2.55) et (2.57) dans (2.44) pour obtenir le résultat suivant.

Résultat 3. La BCR pour l'échantillonnage des signaux a modeles paramétriques avec un
noyau g(t) remplissant les conditions (2.45), (2.46) et (2.47) est:

R—i L1, (2.58)
= RSB g el

Les conditions d’orthogonalité citées ne sont que des approximations pour la majo-
rité des noyaux d’échantillonnage utilisés. De ce fait (2.58) est seulement une BCR ap-
proximée. Nous allons a présent valider cette approximation pour les différents noyaux
présentés dans la section 1.2.3, qui sont les noyaux les plus couramment utilisés. Il nous
importe de valider les expressions (2.55) et (2.57), pour cela nous tragons les rapports
entre la norme de g projeté sur la norme de g, et la norme de g projeté sur la norme de g,
soient

1P’ I1Pe, 8l
1112 llg:11?

(2.59)
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Ces deux rapports sont tracés en fonction du retard de 'une des sources sur les figures
2.2 et 2.3 respectivement. Nous utilisons les mémes parametres des noyaux que dans les
figures 1.3 et 2.1, N = 21 échantillons et toujours un intervalle d’échantillonnage de Ts = 1
seconde. Nous avons considéré deux retards, le premier égal a 10 est la valeur de référence
et le deuxieme retard varie sur la longueur de la fenétre d’analyse et est donné en abscisse.

Quand le ratio est égal ou proche de 1 cela signifie que I'approximation est bonne. La
premiere chose qui saute aux yeux est que ce n’est pas le cas pour des valeurs autour de
11 = 10. Cela correspond a I'intuition qui demande a ce que les supports soient disjoints
aussi bien pour les noyaux (rapports que I’on observe surtout dans le cas de la figure 2.3)
que pour leur dérivée (qui est dans la figure 2.2). On peut noter que les comportements
des différents noyaux correspondent a 'intuition que I'on peut avoir a partir des figures
1.3 et 2.1. Le noyau gaussien vérifie tres bien toutes les approximations car il a un support
étroit aussi bien directement, que dans sa dérivée. Le noyau SoS avec une fenétre de Ham-
ming est un peu plus étalé, les retards doivent donc étre plus éloignés les uns des autres
pour que les hypotheses d’orthogonalité soient respectées, notamment celle de la figure
2.2 qui se base principalement sur la dérivée. De maniere générale on constate que pour
les quelques noyaux testés, I'approximation permet d’obtenir une bonne intuition de la
réalité des que les retards sont espacés d’au moins 2Tg, ce qui est réaliste dans des ap-
plications ou le nombre d’'impulsions est faible sur une durée d’échantillonnage longue.
On peut supposer que de manieére générale on peut trouver un intervalle a respecter entre
deux retards pour que les approximations soient validées pour tout type de noyau.

03 —+-Sinc
0.2 ——Gaussien
—Dirichlet
01k —=S0S hamming
0 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

T, pour r1=10

FIGURE 2.2 — Vérification de I'approximation pour le calcul de BCR(t1;).

Pour les courbes précédentes, nous avons uniquement utilisé les retards T = kTg étant
un multiple de I'intervalle d’échantillonnage. Sur les figures 2.4 et 2.5 nous utilisons exac-
tement les mémes parametres, mais ’abscisse est plus précise : nous considérons des 1,
espacés de 0.1 c’est a dire 10 fois plus précisément que I'échantillonnage choisi. Dans ce
cas nous observons que les noyaux Sinc et SoS continuent de plutot bien vérifier les hy-
potheses d’orthogonalité alors que le noyau gaussien en est tres loin. Le noyau gaussien
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] | ] ¥ ] ] ]
0.9+ |
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£05/ -
0.4+ -
0.3 —+Sinc =
—Gaussien
0.2 —}- Dirichlet .
—=S0S hamming
0.1+ _
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

T, pour11=10

FIGURE 2.3 — Vérification de I'approximation pour le calcul de BCR(a;).

est donc orthogonal uniquement si les retards sont des multiples de Ts, I'approximation
risque d’étre trés mauvaise dans le cas concret de retards continus, ce que nous confir-
mons dans la figure 2.9.

Indépendance de la borne par rapport aux retards

Nous avons observé par simulation que la borne semble ne pas dépendre des retards
1;. Dans cette partie nous allons vérifier cette propriété qui permet encore de grandement
simplifier le calcul de la borne. De plus une borne indépendante des parametres a esti-
mer est utile pour que la comparaison des différents noyaux par rapport a cette borne soit
judicieuse, en effet cela permet de comparer les noyaux entre eux, sans que cette compa-
raison ne vaille que pour un jeu de retards donnés. Pour montrer que la borne ne dépend
pas des retards, on va chercher a prouver que la dérivée de y(1) = |Ig; I? et de YO =g 12
par rapport a T est nulle.

Considérons tout d’abord le cas de y(1) :

N-1
Y =Y gt—nTs)? (2.60)
n=0
d’ot1'on obtient la dérivée
ov(t N-1 N-1
g( ) =) 2g(t-nTs)g(t—nTs) =) f(t-nTs) (2.61)
T n=0 n=0

en définissant f(t) =2g(t)g(1).
Quand I'on trace la fonction f(¢) pour les différents noyaux (voir figure 2.6) on observe
que cette fonction suit les deux propriétés suivantes :

1. f(#) est une fonction impaire, c’est a dire qu'on a f(f) = —f(—1) (et en particulier
f(0)=0),
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1.2 ‘
—Sinc
— Gaussien
ns — Dirichlet |
1~ \-"\./‘\/\; (/\/"\./"—Sos hamming
0.8+ |
o
oa || . | L
0.2~ |
0 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

T, pourr1=10

FIGURE 2.4 — Vérification de 'approximation pour le calcul de BCR(1;) pour des retards hors de la
grille.

1 dy T —Sinc
0.9 — Gaussien
— Dirichlet
0.8 —S0S hammingl|
0.7+ _
0.6 IJ ‘I a1 IJ I! | Il ‘I \I | 1| .
o
§ 051 -
oa | ~| LI ~| I‘ I I‘ I I‘ i -
0.3+ _
0.2 _
0.1+ _
0 | | | | | | | | |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

T, pour'c1=10

FIGURE 2.5 — Vérification de 'approximation pour le calcul de BCR(a;) pour des retards hors de la
grille.
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2. f(t) aun support fini de longueur (2Ns + 1)Ts ou 'on a nommé Ng la largeur du
support. On a donc la propriété que f(t) = 0 pour tout |#| < NgTs

0.5 =1 : :
/w\ —+Sinc
0.4 I\ € Gaussien
/I \ ->¢ Dirichlet
0.3 Il \\ £+ S0S hamming|
/ \
0.2 1 \ il
/ \\
/
0.1 ; : .
- & \
: @B -8 -8 -F-8--B--6--P—B8—8—8—8
\ /
0.1 , | \ ; , | i
\ /
-0.2 \ / —
\\ Il
-0.31 [ 7
\\ /
_0.4- / i
0.4 i/
_ | | | | | | m | | | |
0.5 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

FIGURE 2.6 — Visualisation de f(), utilisée pour montrer que la BCR sur 'amplitude ne dépend
pas du retard.

On fait de plus '’hypothese que les retards des impulsions tombent sur la grille d’échan-
tillonnage, c’est a dire qu’on peut noter t; = n;Ts. Déslorson a:

0 N-1
gf) =Y F(-mTs)
1=n;Ts n=0
n;—1
= f(0) + Z f((n;—m)Ts) + Z f(n;—nm)Ts).

n+1

En introduisant la propriété 2) et en faisant I’hypotheése que n; appartient a [Ng, N — Ng —
1]:

aY(T) n;—1 n;+Ng
=fO+ Y, flm-mTs)+ Y [flm—nTs)
ot 1=n;Ts n—nl—Ns n=n;+1

= f(0)+ Z f(nTs)+f( nTs) = f(0) =
=0 proprlete 1

En conclusion on peut considérer que y(t) ne dépend pas du retard T; a partir du moment
ol les retards ne sont pas prés des bords de la fenétre d’analyse de I’échantillonnage. En
d’autres termes les retards doivent étre assez éloignés de 0 et a I'opposé de N. Cela vient
du fait qu’on a besoin que tout le support de f(¢) soit considéré dans le calcul de la norme
pour tirer parti de la propriété de symétrie.
De la méme fagon, on considere la dérivée de
N-1

YO =Y g(1—nTs)*: (2.62)
n=0
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oy(r) N2l . =
b Y 2g(t-nTs)g(t—nTs)= ) f'(t—nTs) (2.63)
T n=0 n=0

en définissant f'(r) = 2g(r) g(t) ot naturellement la fonction g(¢) estla dérivée de g(r) par
rapport au temps.

On observe les mémes propriétés pour f’(t) que pour f () sur la figure 2.7, de ce fait
on peut faire exactement la méme démonstration pour montrer que Y(1) ne dépend pas
de 1;. Cependant notons que sur la figure f'(¢) a un support plus large que f(t) pour
certains noyaux, notamment Dirichlet et Sinc qui sont quasiment confondus. Dans ces
cas, la propriété 2) n’est qu'une approximation étant donné qu'un sinus cardinal oscille
autour de 0 jusqu’a I'infini mais devient infiniment proche de zéro au fur et a mesure
que l'on s’éloigne du centre de symétrie. De ce fait, on peut considérer que le résiduel
NS f (g - m)Ts)? + Y h—ng+1 S ((n = n)Ts)? est négligeable, et ce d’autant plus que
I'on choisit un Ng grand, c’est a dire concretement que les retards sont plus espacés les
uns des autres.

4 : :
,*\ —-Sinc
| : ‘ / \ : ‘ €3 Gaussien
3 II \ =& Dirichlet
/ \\ +£3S0S hamming
/ \
/ \
1 [ II \\ |
E ®--B--BD-=-H--5--0 -0 —-O——-R—-P—B—B
v o ¥~

s \ ! .

_ \ /
\ /I
oL \\ / i
\ /
\ /
-3 \ II -
\ /
D y
5 4 -3 -2 -1 0 2 3 4 5

FIGURE 2.7 - Visualisation de f’(t), utilisée pour montrer que la BCR sur les retards ne dépend pas
du retard.

On utilise la notation y(t) = g;/1* = Ynoyau €t de ¥(1) = I§;/* = ¥noyau 011 'on rempla-
cera noyau par le nom du noyau que I'on considere. En effet, quand les retards sont assez
espacés et éloignés des bords, les bornes ne dépendent que du choix du noyau g(¢). Cette
hypotheése revient en quelque sorte a considérer I'estimation des parametres pour chaque
impulsion comme totalement indépendante des autres impulsions. On se retrouve donc
dans une situation similaire au cas avec une seule impulsion.

Résultat 4. Pour des noyaux suivant approximativement les propriétés (2.45), (2.46) et
(2.47) et des retards assez espacés et éloignés du bord, les bornes (2.43),(2.37) et (2.44) de-
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viennent :
2
BCR(a;) = (2.64)
Ynoyau
BCR(t)) ! ! (2.65)
DR ———= . .
RSBZ Ynoyau
pour donner finalement :
Lo? 1 o
BCR~ —— + y (2.66)

Ynoyau ?noyau =0 RSB, '

On remarque que pour des noyaux normalisés suivant le critere de normalisation
(1.26) on a ||g||2 = 1 et donc constant quel que soit le noyau. De ce fait, la BCR sur les
amplitudes ne dépend pas du choix du noyau, mais uniquement de la normalisation et
est simplement proportionnelle a la variance du bruit 62 : BCR(a;) = Lo?. De ce fait pour
optimiser la BCR totale le noyau le plus intéressant est celui minimisant la borne sur les
retards, c’est a dire le noyau avec la plus grande norme sur sa dérivée. Il est intéressant
de noter que le parametre déterminant dans le choix du noyau, au regard de la BCR dé-
terministe est la fonction dérivée du noyau g(¢), alors méme que cette dérivée n’est pas
intuitivement utile et n’apparait pas directement dans la méthode d’échantillonnage, fi-
gure 1.2. Cette influence de la dérivée a également été pressentie par BENDORY, DEKEL et
FEUER [14], puisqu’ils montrent que la distance minimale nécessaire entre deux impul-
sions dépend de la dérivée en zéro du noyau.

Comparaison de quelques noyaux standards

Dans cette sous-partie nous allons tracer la BCR pour les différents noyaux que nous
avons utilisés jusqu’a présent. Les bornes aux différentes étapes de simplification sont
toutes tracées, afin de valider une nouvelle fois les expressions finales obtenues. La pre-
miere BCR tracée est obtenue de maniere numérique, par inversion de la matrice d’in-
formation de Fisher (2.3), ensuite nous allons tracer la BCR exacte analytique (2.44) et
enfin la BCR obtenue pour des noyaux orthogonaux (2.58). Pour ces simulations nous uti-
lisons N = 100 échantillons, toujours Ts = 1. Les bornes sont tracées en fonction du RSB
moyen qui est définit par RSB = ”f;—'zlz Nous nous sommes placés dans des contextes ou
les délais sont espacés les uns des autres et éloignées de la bordure, de telle sorte que
les expression (2.66) et (2.58) sont équivalentes. Les figures 2.8, 2.9, 2.10 et 2.11 mettent
en évidence les différentes expressions de la BCR pour le noyau Gaussien (en bleu), si-
nus cardinal (en rouge), Dirichlet (en noir) et enfin SoS avec une fenétre de Hamming (en
rouge). Pour chaque noyau on a tracé en ligne continue la BCR numérique (2.3), I'expres-
sion analytique (2.44) correspond aux étoiles tandis que I'expression approximée (2.58)
est marquée par un carré.

Pour la figure 2.8 le signal x(f) est composé de L = 3 impulsions situées aux temps
T = [20Ts,60Ts,85Ts]T avec les amplitudesa=[1,2, 11T. C’est le cas favorable étant donné
que les retards sont a la fois bien espacés, loin des bords et sur la grille. On peut donc ob-
server dans ce cas que les trois expressions de la borne sont confondues ce qui valide
I’approximation alors méme que N est relativement petit par rapport aux valeurs qu'on
pourrait avoir en pratique. Le noyau avec les meilleures performances pour des impul-
sions de Dirac est le noyau Sinus cardinal, suivi de pres par le Dirichlet qui en est une ap-
proximation avec une fenétre temporelle finie. Le sinus cardinal est le noyau optimal pour
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ce type de signal, c’est celui qui a été utilisé pour montrer que les signaux a sommes d’im-
pulsions sont échantillonnables parfaitement [27]. Le noyau gaussien quand a lui est bien
en-dessous des autres, en effet la dérivée de la gaussienne est la seule des dérivée avec un
support étroit (voir figure 2.1) donc elle a une norme plus faible sur tout le support. Le
noyau SoS est tres intéressant puisqu’il permet de rejoindre les performances du sinus
cardinal tout en ayant un support fini, et peut également étre modifié pour éventuelle-
ment s’adapter a d’autres formes d’impulsions, nous nous pencherons sur son utilisation
dans le cas général dans la section 2.3.

50 ‘
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FIGURE 2.8 — Bornes pour 3 retards bien espacés sur la grille : T = [20, 60, 85T eta=1[1,2,1]F

La figure 2.9 utilise des retards qui ne tombent pas sur un multiple entier de Ts :
T =[20.2,60.6,85.5]". Des problémes diis a I'erreur de grille apparaissent donc au niveau
du calcul de la borne. Cette erreur est importante pour le noyau gaussien, qui est trés sen-
sible aux erreurs de précision du calcul numérique, ce qui explique que méme la borne
analytique sans approximation ne correspond pas a la borne numérique. Cela laisse a
penser qu’il ne vaut mieux pas utiliser le noyau gaussien pour I'échantillonnage des si-
gnaux impulsionnels car sa dérivée a un comportement instable dés que ’on s’éloigne de
la grille. De plus ce noyau n’est pas du tout orthogonal dans ces conditions (voir figures
2.4 et 2.5), 'expression approximée est donc tres éloignée de la vrai valeur de la BCR qui
est fortement sous-estimée. Le noyau gaussien est un bon exemple de noyau ne vérifiant
pas les conditions Strang-Fix, qui permettent d’assurer la reconstruction sans erreur des
signaux a modeles paramétrique a fort RSB [113], il est intéressant de noter que nos résul-
tats sont moins bons pour des noyaux ne vérifiant pas ces conditions. Les noyaux SoS et
sinus cardinaux, qui contrairement au gaussien remplissent les conditions (voir section
1.2) ont toujours les trois bornes qui sont confondues malgré la présence de retards hors
de la grille. Cette vérification est importante étant donné que dans la pratique les retards
peuvent étre n'importe ou étant donné que ce sont des parameétres a valeurs continues.

On observe sur la figure 2.10 le résultat pour le cas particulier des retards tres proches :
on a considéré un signal composé de seulement deux retards T = [20,22]T avec des ampli-
tudes différentes a = [1,2]*. Comme nous "avons vu dans les figures 2.2 et 2.3 les condi-
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FIGURE 2.9 — Bornes pour 3 retards en dehors de la grille : T = [20.2,60.6, 85.5|T eta=11,2,1]T

tions d’orthogonalités ne peuvent etre respectées que pour des retards assez éloignés. Les
simulations confirment ce que nous attendions : les BCR numériques (2.3) et analytiques
(2.44) sont bien confondues, tandis que la borne approximée (2.58) s’en éloigne 1égere-
ment, ce qui est logique puisque les conditions d’orthogonalité ne sont pas vérifiées dans
ce cas précis.

La figure 2.11 considére un dernier cas limite, qui est peu rencontré en pratique no-
tamment pour N grand : le cas des retards proches des bords. On prend donc des retards
T =[1,60,99]" en gardant les amplitudes a = [1,2,1]". Le noyau gaussien ne figure pas sur
la courbe, pour qu’'on puisse voir de maniere plus précise le comportement des autres
noyaux. Le résultat observé est assez étonnant : en effet la borne analytique et son ap-
proximation son confondues, ce qui montre que les propriétés d’orthogonalités restent
bien vérifiées puisque la norme du noyau projeté est égale a la norme du noyau. Cepen-
dant la borne numérique obtenue en inversant directement la matrice est différente, il se
peut que pour ces cas limites, les matrices utilisées pour le calcul soient mal condition-
nées, ce qui provoque des erreurs dans le calcul numérique de I'inversions des matrices.
Etant donné qu’on inverse une matrice a la fois pour le calcul de la BCR numérique, et
pour les différentes projections nécessaires pour le calcul analytique on est soumis aux
problemes de I'inversion numérique des matrices ce qui peut fausser le résultat dans des
cas limites.

En conclusion des simulations, on observe que I’expression analytique de la BCR est
validée dans le cas général pour des noyaux respectant bien les conditions Strang-Fix, ce
qui n'est pas le cas du noyau gaussien. Cela laisse a penser qu'’il pourrait y avoir un lien
entre les conditions d’orthogonalités et les conditions Strang-Fix. Ce lien serait intéres-
sant a étudier, puisque les conditions d’orthogonalité sont simples a utiliser et a démon-
trer. Lexpression analytique est validée également pour des retards continus mais restant
assez éloignés des bords de I'échantillonnage pour que les matrices restent bien condi-
tionnées, et ce dans le contexte difficile de la présence de plusieurs impulsions. De plus
I'approximation donnée en (2.58) est tres proche dans ces conditions de la borne numé-
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rique, bien que le calcul en soit tres simple. Par conséquence on peut avoir une premiere
idée de la qualité d’'un noyau au regard de la borne assez rapidement, simplement en ob-
servant la norme de la dérivée qui doit étre la plus importante possible si 'on souhaite
minimiser la BCR des retards. Cela minimise également la borne générale si 'on choisit
de normaliser les noyaux, ce qui a pour conséquence que la BCR sur les amplitudes est la
méme quelque soit le noyau.

2.2.2 Estimation Bayesienne du signal a somme de Diracs
Calcul de la borne de Van Trees

Dans la section 2.2.1 nous avons déterminé une expression déterministe de la BCR.
La borne donnée en (2.44) est calculable pour une combinaison d’amplitudes et de re-
tards donnés, et ne permet de comparer des noyaux que pour ce jeu de parametre pré-
cis. De plus 'expression analytique obtenue est complexe et ne peux donc pas étre utili-
sée par exemple pour optimiser les noyaux d’échantillonnages. Pour simplifier I'expres-
sion afin de la rendre plus facilement exploitable, nous avons di faire un certain nombre
d’hypotheses aussi bien sur la forme des noyaux que sur I'appartenance des retards a la
grille pour que la BCR approximée ne soit plus dépendante des retards, et donc utilisable
comme outil de comparaison général des noyaux. Lhypothese de retards multiples de
Tg est peu réaliste en pratique, en effet 'objectif de la méthode d’échantillonnage des
signaux impulsionnels par convolution avec un noyau est de réduire le nombre d’échan-
tillons, et donc d’utiliser un Ts grand ce qui réduit d’autant la probabilité que les retards
soient proches des éléments de la grille. Pour pouvoir comparer et donc choisir un noyau
d’échantillonnage de maniere pertinente, nous voulons faire un choix indépendant de la
connaissance a priori des parametres a estimer. Nous nous intéressons donc a la borne
Bayesienne qui est une moyenne des performances sur tous les tirages de parametres
possibles, sachant la distribution des parametres.

Dans le contexte Bayesien, on consideére que les parameétres a estimer suivent une dis-
tribution donnée. On considere que les a; et les 1; sont indépendants et identiquements
distribués (i.i.d.) et sont de plus indépendants entre eux. Cette hypothese est courante,
bien que réductrice étant donné qu’on considere que chaque impulsion est indépendante
des autres. De cette indépendance, on tire la propriété :

L L

2L
p@IL) =[] p®;IL) = [[ p(@ID) [] p(iIL). (2.67)
=1 =1 =1

On va s’intéresser au calcul de la borne Cy,(0) qui est la BCRB connaissant le nombre d’im-
pulsions L. On a par définition Cy,(0) = Tr(J(8|L)~!) (1.63). Elle s’écrit donc d’apres (1.67) :

0%logp(B|L)
J(O|L) = Eg. {1(0)} + E {——} (2.68)
o YT 50T00
ol la MIF I(0) est celle dérivée dans la section 2.2.1, équation (2.11).
Le premier élément de ’addition est donc :
1 [Eqr{DG'GD} Eg{DG'G}
Eoi {1(0)} = — . 2.69
o O =25 Eoi.{G'GD}  [Eg{G"G} (2.69)
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La contribution des parameétres aléatoires quant a elle est :

2 2L 2 2L

2 lOng (BIL)} f 2 logf OdD 17 pouinyae. (2.70)
00°00 Se ;=1 00°00 )

ol I'on note Su le support du parametre A et ou 'on a introduit la propriété d’indé-

pendance des parametres (2.67). La fonction a dériver ne dépend que d'un parametre

a la fois, c’est pourquoi tous les éléments hors de la diagonale sont nuls c’est a dire que

V1 +#1,[Jel;; =0 tandis que sur la diagonale on a

9%log p(0,;|L) 2L

el :f —%ll H p(0;|L)d0

0 l I=1

_f _ *logp(8,IL)
So, 020,

Jo= [EBIL{

2L
p©; |L)de,f [T p®;iiL)ae™
9 1i=1#1

g

=1

J

0%1 0;|L
— EellL{_M} (2.71)

0%0,
La MIB dans le cas général est donc

Eo. {DG'GD} Eg{DG'G}
For {G'GD}  [EgL{G'G}

) 0%log p(0;|L) 92log p(0,1 |L)

ol I'on définit diag(-) comme la matrice diagonale ayant le vecteur en argument comme
diagonale. Nous noterons par la suite également diag(A) la diagonale de la matrice A. Pour
aller plus loin dans le calcul, on considére que 'on connait les moments d’ordre un et
deux de la distribution p(a;) et que toutes les amplitudes suivent cette méme distribu-
tion. La moyenne de a; est notée |, et la variance ¢2. Etant donnée I'indépendance des
parametres a; et T; on peut séparer les contributions des différents parameétres dans le
calcul de la moyenne de la MIF sur les parameétres croisés :

EoL {DG' G} = Eqp (D} Ex {G' G} = pyly - Eqp {G' G} (2.73)
FoiL {G'GD} = Eq1 {G' G} Eqy (D} = pyl - E {G' G} (2.74)

1
JOIL) = p) [

(2.72)

On peut également détailler la moyenne de la MIF sur les retards en séparant le cas
sur la diagonale du cas hors de la diagonale :

[Eoi {DG'GD}],; = noEL {8 &} (2.75)
[Eou {DG"6D}] = 0% {181} (2.76)

Résultat 5. Considérant des amplitudes distribuées suivant la méme distribution p(a) de

moyenne |, et de variance 6>, et des parametres indépendants les uns des autres, la MIB
est:

- 2
RSBIE-rlL{”glnz} %[EﬂL{ngL}
: : : May 5T
](9|L): ) : . . , +DT g2 IL |ET|L{G G} (2.77)
MEa{glet - RSBiEqu{]la]’)
I Eqr {GTG} 5 EoiL {G'G} + D]
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2
ot D, est la matrice diagonale ayant pour l-ieme élément Eg1, {— mogz—’;(la”m} etD; est la

azlogp(TllL)}

matrice diagonale ayant pour l-ieme élément Eq|. {— o

Dans le cas fort RSB, on peut considérer que o est trés petit, et donc que # est grand.
Celarend les composantes ne dépendant pas du RSB D, et D négligeables [126]. On peut
également simplifier la borne en considérant que la moyenne de la distribution des am-
plitudes p, = 0.

Résultat 6. Pour un niveau de bruit faible, et une distribution des amplitudes de moyenne
nulle, la MIB est

' RSBI[ET|L{||g1 ||2} 0

JOIL) = : - : 2 " ’ -
0 -+ RSBLEqL { el }

oL #[EmL {G'G}

Lamatrice de BCR est simplement obtenue en inversant cette matrice bloc-diagonale :
qui une fois inversée donne la borne pour un nombre d’'impulsions [ :

1 L. 0
RSB: Exir {1111}
: . : oL
C = 0 » i (2.79)
RSBy E {6}
0L 0o
EoiL{G"G} |

La borne sur les retards est directement donnée par I'inversion de la MIB, étant donné
que le bloc de la MIB concernant les retards est inversible. On a :

1
BCRB, = (2.80)

RSBZ'[EﬂL{”gl”z}

Si 'on considere comme pour les amplitudes que tout les retards sont identiquement
distribués, I'espérance de la norme de la dérivée du noyau est la méme quel que soit le
retard considéré. En effet quelle que soit 'impulsion considérée, on se retrouve a calculer
la méme intégrale.

On cherche a présent a calculer la BCRB sur les amplitudes, pour laquelle on a besoin
uniquement des éléments diagonaux de Egr, {GTG}_I. Pour ce faire nous allons a nouveau
introduire la permutation P; permettant d’isoler chaque amplitude /. On s’intéresse donc
a la BCR permutée, obtenue par I'inversion de la matrice

} (2.81)

e} Ea{gf6"}
B {G"7g} Exr{GPTG1}

la:]”  gc”
GVTg, GUTGY

Eoi {P; G'GP;} = E9|L{

(2.82)

En inversant le premier élément on obtient la borne sur 'amplitude a; :
_ -1
[For {P16"GP} | =Eun{leil’}~Eer{gl 6} B {6767} B {6" s} 283)
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Résultat 7. La BCRB sur les retards et les amplitudes est :

1
BCRB; = (2.84)
RSB, -Ex { g}
-1
BCRBy, =02 |Eq,{ &1} - Exn {g] 6V} i {6160} Ex {67g) (2.85)
La borne totale sur tout les L. impulsions est donc :
L
CL(8) = LBCRB; + )_BCRB, (2.86)

=1

Contrairement a la borne sur les retards qui prend une forme assez simple, la borne
sur les amplitudes garde une forme difficile a exploiter. Les espérances sur le parametre
T demandent le calcul d'une intégrale pour chaque retard considéré, quand le nombre
de retard augmente ce calcul est tres vite tres complexe a effectuer numériquement. Pour
cette raison nous nous sommes concentrés sur 'optimisation uniquement de la borne
sur les retards, cela montre un exemple de la facon dont on peut choisir les parametres
du noyau SoS.

Application au noyau SoS

On s'intéresse a présent a la borne sur les retards (2.84) appliquée au noyau SoS (1.17).
Notre objectif est d’isoler I'influence des parametres by sur la borne afin de choisir les
coefficients permettant de la minimiser. Minimiser la borne permet de minimiser l'er-
reur quadratique moyenne optimale. La démarche de minimiser la BCR pour choisir le
noyau dans le cadre de la reconstruction des signaux impulsionnels est également propo-
sée par URIGUEN, BLU et DRAGOTTI [123]. Dans cet article les auteurs se sont intéressés
aux noyaux reproducteurs d’exponentielles tandis que nous nous focalisons sur le noyau
SoS.

Nous allons tout d’abord exprimer (1.17) sous forme matricielle, en faisant I’hypo-
thése qu’on a un noyau réel c’est a dire que by = b* e

t K/2 jenkt

g =rect|—| > bre s (2.87)
NTs ) 1 -Z/2
t K/2 —jemkt Jenkt
=rect| — b0+Zbk(e NTs 4 g NTs )
t K/2 2nkt
=rect|— || by + Z 2Dy cos( ) (2.88)
NTs k=1 NTs
=blv(1) (2.89)

ol tous les coefficients a déterminer sont dans le vecteur b = [by,---, bx/2]" et v(t) =
[vo (D), -, vks2(D)]T avec

vi(t) = 2rect —)cos(znkt) for k#0

vo(f) =rect (N—)S (2.90)
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De la méme fagcon on peut exprimer la fonction dérivée sous forme matricielle :

g _bTav(t)
oot ot

Etant donné que la dérivée de la fonction rect n’est pas définie, on I'approxime avec une
gaussienne généralisée :

g(1) (2.91)

_(m)“‘ 2nlt
vi(t) =2e \NTs cos(—) (2.92)
NTs
En utilisant ’expression de la valeur absolue || = (t>)Y2 on obtient la dérivée
vi(t t 2 \P onkt\ 2wk . (2mkrt
V(1) :—Zrect(—) (—) Btltlf’_zcos( I )+ T sin( K ) (2.93)
ot NTg NTg NTg NTg NTg
etpourk=0:
Ao (1) 2 \P 6o ( t )
=- t|t t|—— 2.94
ot (NTS) Peltl = rect| g (2.54)

On peut a présent exprimer la borne (2.84) pour ce noyau :
Eo{]lg]’} = Ec{&"8}

N-19v(t—nTg) ov(t—nTs)
=b'E . 2.
b T{n;o o(t—nTs) O(t—nTs) b (2.95)

~ J
v

A

1
BCRBy, = ——————— (2.96)
""" RSB;-bTAb
ol A est une matrice carré et symétrique de dimension K/2 + 1.
Pour minimiser la BCRB, on souhaite maximiser la fonction quadratique b* Ab qui ne

dépend pas de T. De plus on souhaite obtenir un noyau normalisé (1.26) c’est a dire que

(N=-1)/2 (N=-1)/2
Y gnTe)*=b" Y v(nTs)-v(nTs)'b=1 (2.97)
n=-(N-1)/2 n=—(N-1)/2

-

A

ol similairement a A, A est une matrice symétrique de dimension K/2 + 1. Le probléme
d’optimisation devient finalement

mbabeAb t.q.b'Ab=1. (2.98)

Une optimisation pour un probleme tout a fait similaire est proposée en SHAHBAZPANAHI
et al. [108]. La fonction de Lagrange obtenue est

Lr(b,A) =b"Ab+A (1-b"Ab) (2.99)

ou A est un multiplicateur de Lagrange. En prenant le gradient de (2.99) et en 'annulant
on trouve que la solution de (2.98) est donnée par le probléeme de valeur propre générali-
sée:

Ab = AAb. (2.100)
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On a la propriété que les matrices A et A sont symétriques par construction, de plus
A =VV' o1V est la matrice (K/2+ 1) x N ayant les vecteurs v,, pour colonnes. Etant donné
que V est de rang K/2 + 1, la matrice A est définie positive c’est a dire que toutes ses va-
leurs propres sont supérieures a zéro ( propriété (A.5.1) de [111]). Ces deux propriétés
permettent a (2.100) d’entrer dans le cadre des problémes de valeurs propres généralisées
qui a des méthodes de résolutions standard [63, 66]. Une de ces méthodes propose de se
baser sur une décomposition de Cholesky, c’est celle utilisée par défaut par Matlab quand
on utilise la fonction eig avec deux matrices symétriques. Nous allons donc utiliser cette
fonction pour trouver les vecteurs propres qui sont les différents vecteurs de coefficients
candidats. Etant donné que nous cherchons a maximiser une fonction quadratique, la
solution de (2.98) est le vecteur propre généralisé associé a la plus grande valeur propre
généralisée [108].

Le vecteur bgpe obtenu pour N = 101 et Tg = 1 est présenté dans la figure 2.12. Les
calculs ont été faits sur Matlab de maniére numérique. Pour calculer I'espérance sur 1
nécessaire pour obtenir la matrice A nous avons utilisé la fonction trapz avec un pas de
0.01 secondes et des T € [0,NTs]. La gaussienne généralisée a été paramétrée avec 5 = 100
pour approximer la fonction rect, et le noyau a une largeur en fréquence de K = N. Le
noyau gopt(#) correspondant ainsi que sa dérivée sont présentés sur les figures 2.13 et 2.14
respectivement. Les courbes sont obtenues exactement de la méme maniere que dans les
figures 1.3 et 2.1 : les croix correspondent aux points réellement utilisés une fois le noyau
échantillonné, tandis que le trait continu montre le noyau de maniere continue. Le noyau
de Dirichlet est présent afin de permettre la comparaison.

Les coefficients du noyau sont symétriques et ont un pic dans les hautes fréquences.
Ce pic induit une oscillation une fois le noyau temporel considéré, la fréquence de I'os-
cillation dépendant de l'indice du pic. Le noyau optimal est beaucoup moins compact
dans le domaine temporel que le standard noyau de Dirichlet. Il faut noter qu'il est op-
timal seulement considérant les performances sur le retard moyenné. Il est assez intuitif
en observant la dérivée que ce noyau a une dérivée moyenne bien plus importante que
le Dirichlet ce qui induit une borne plus petite : en effet I'oscillation importante de la dé-
rivée induit une norme grande. Les valeurs de la MIB et de la BCRB sur les retards pour
les deux noyaux présentés sont comparés dans le tableau 2.1 ot I'on considére un RSB
de 1 : MIB; = b"Ab et BCRB; = 1/MIB,. La MIB optimisée est bien plus grande que la
MIB pour le noyau de Dirichlet, on a bien obtenu un noyau pour lequel ce parametre est
maximal. Il faut noter cependant que nous n’avons pas du tout considéré I’estimation des
amplitudes, étant donné que la borne sur les amplitudes a une forme trop compliquée
pour étre exploitée. Cependant ce noyau peut étre intéressant pour les applications ou les
temps d’arrivée des impulsions sont les parameétres les plus importants. C’est le cas par
exemple en radar, ol a partir du retard a I'arrivée d'un signal connu envoyé a un instant
précis, on estime la distance d'une cible par rapport au radar [81].

TABLEAU 2.1 — MIB et BCRB sur les retards pous les noyaux SoS de Dirichlet et optimal.

MIB, | BCRB;
Dirichlet | 326.5 | 3.1x1073
Optimal | 857.7 | 1.2x 1073
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FIGURE 2.14 — Dérivée du noyau optimal et de Dirichlet

2.3 Cas du noyau a sommes de sinus cardinaux

Nous nous intéressons a présent a la borne pour tout type de forme d’impulsion h(t)
en nous restreignant au noyau SoS. Cela permet d’introduire directement la forme du
noyau (1.17) dans I'expression des échantillons de mesures (1.7) et de trouver une forme
analytique pour la borne Bayésienne. Le noyau SoS est intéressant a utiliser dans ce but
car il permet en choisissant les parametres avec soin d’approximer des noyaux analo-
giques connus tels que le noyau en sinus cardinal tout en maintenant un support en
temps fini. De ce fait I'utilisation du noyau SoS reste assez générale malgré la restriction
a un modele assez précis. Une fois la BCRB dérivée, nous nous intéressons a sa minimi-
sation pour trouver le noyau optimal, suivant des contraintes différentes. Nous montrons
qu’'un noyau sinusoidal est optimal au sens de la borne bayésienne en 1’absence de bruit,
ce qui est contre-intuitif au regard de la forme des noyaux habituellement utilisés. Une
grande partie de cette section est tirée de 'article BERNHARDT et al. [24], mais nous ra-
joutons ici d’autres contraintes d’optimisation qui aboutissent a des noyaux optimaux
différents.

2.3.1 Borne bayésienne pour un signal a série d’'impulsions de forme
quelconque

Le probleme d’estimation introduit dans la section 1.2.2 peut étre totalement refor-
mulé sous une forme matricielle, en isolant le vecteur de parametres b tel que présenté
dans TUR, ELDAR et FRIEDMAN [120].

Les coefficients de la transformée de Fourier du signal x(#) sont :

X[k] = 1 (an

—2nkT)
)Z aje s (2.101)
NTs \NTs

Le noyau SoS que’on utilise a une largeur de bande en fréquence de K+1 par sa définition
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(1.16). De ce fait apres échantillonnage seuls les K+ 1 éléments de la transformée de fou-
rier de X(f) correspondants sont utiles. On fait ’hypothese que la largeur de bande choisie
correspond a la largeur de bande de 'impulsion h(¢) c’est a dire qu'on a H (%\I“—Tk;) # 0 pour
k allant de —K/2 a K/2. On peut a présent réécrire (2.101) sous forme matricielle par le
vecteur x de longueur K + 1 dont le k-ieme élément est X[ k] qui peut s’écrire :

x=HV(1)a, (2.102)
—j2nkt;
ol V() est la matrice (K+ 1) x L dont le (k,[)-ieme élément est e Ns |, H est la matrice
diagonale de dimensions (K + 1) x (K + 1) dont le k-iéme élément est /i = ﬁH(%)
Tout comme dans (1.8) nous mettons le vecteur des échantillons sous forme vectorielle
T
c=[co, -, en-11" et =[po, ++, un-1] -
De plus le noyau SoS a une bande limitée de par la présence de la fonction rect, la
somme infinie (1.13) devient donc la somme finie :

K/2 wkn 27k
Wp= Y XikleN G(L) (2.103)
k=—K/2 NTs
keZ
NTg K2 nkn
==5 Y pXikle N (2.104)
270 k="K/2

keZ

Cette expression peut étre mise sous forme matricielle en introduisant les matrices V(—tg)
qui est une matrice N x (K+ 1) dont le (n, k)-ieme élément est el2mknIN ot B qui est une
matrice diagonale de dimensions K+ 1 x K+ 1 ayant {b;} comme éléments diagonaux :

NTs V(-t5)B (2.105)
= — — X .
K NeT S
NTs ) .
= ——=V(-tg)BHV(T)a en introduisant (2.102) (2.106)
Von
£ AV(T)a (2.107)

outs ={nTs:0<n<N-1,neN} estle vecteur des temps d’échantillonnage. On a défini
la matrice A comme la matrice comprenant tous les éléments qui sont connus, il est donc
possible de la construire a partir du moment ot on a choisi le vecteur b. Cette expression
permet d’isoler les parametres connus des parametres T et a a estimer.

Il est a présent possible de dériver la borne Bayesienne pour le modele (2.106). Nous
étudions le probléme de I'estimation du vecteur de parameétres inconnus 0 = [t a']'
basé sur un nombre fini d’échantillons N, obtenus uniformément avec un intervalle d’échan-
tillonnage Ts. Nous nous intéressons au cas Bayésien ou les parametres d’amplitudes
a; sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées suivant une
distribution centrée p(a;) de variance o2, tandis que les paramétres de retard T; sont
indépendamment et identiquement distribués suivant une distribution de gaussienne
généralisée (notée GN) de parametre de position nul, de parametre d’échelle o > 0 et de
parametre de forme f > 0 notée t; ~ GN'(0,a,p), on note 0? la variance de p(1;) . La
distribution GN est une distribution intéressante car elle est générale, et englobe les dis-
tributions courantes laplaciennes (§ = 1), gaussiennes (§ = 2) et uniformes (f — oo) [88].
De plus elle permet d’exprimer la distribution uniforme par une fonction continue, ce qui
la rend dérivable et permet d’en tirer des bornes de Cramer-Rao.
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On se place dans le cas fort RSB pour lequel 1a MIB est simplement |’espérance sur les
parametres a estimer de la MIF. La restriction au cas fort RSB est pertinent étant donné
que nous souhaitons dériver la borne dans le but de choisir un noyau optimal. Le second
terme de la MIB (1.67) ne dépend pas de la forme du noyau, de ce fait il n'influencera
pas I'optimisation, c’est pourquoi il n’est pas nécessaire de le développer. De plus l'in-
fluence du noyau est visible surtout a fort RSB, car pour un bruit faible les erreurs d’es-
timations deviennent importantes et 'influence du noyau sur ces erreurs devient négli-
geable. Etant donné que le bruit additif w, est gaussien, les échantillons conditionnés
a un tirage donné suivent une distribution gaussienne c|@ ~ N (i, 0%Iy). On peut donc
utiliser la formule de Slepian-Bang pour le calcul de la MIF :

1 op]t[op
0)=—=E - - 2.108
J(0) = e{ 30 66” ( )
La dérivée partielle relative aux amplitudes est :
Oop
— =AV(1)) (2.109)
aal

ol V(1;) estun vecteur colonne de longueur K+1 correspondant a I'’extraction de la /-iéme
colonnede V:

- jemkt; K K T
V(t)=e Nis aveck = [—E,---,E kez, (2.110)
tandis que la dérivée partielle relative aux retards est :
Op ov(T) .
—=A a=AV(t)aq (2.111)
a‘l'l a‘l'l
ou la dérivée '
. —j2nk 2k
V(t) = e N5 | (2.112)
NTg
ol - représente le produit de Hadamard.
La MIF peut s’écrire sous la forme d’'une matrice bloc :
oM [a_u o fon
[ap H ap] ~ ot ot ot 0a (2 113)
00 00 ouH [ o ouH [ on ]
O0a ot 0a 0a
En détail les différents éléments de cette matrice sont :
o 1M op | : .
B SR )P AP AV () ap 2.114)
ot;] [0ty |
op |7 op ] :
SH R v RarAv () 2.115)
a‘l'l | aal/ |
o 1M [ op ] :
DB 2 v )P ARAY () ap 2.116)
aal | a‘l'l/ |
o 1M op ]
B v HAAY (1)) 2.117)
da;| [Oay |
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La matrice AHA est intéressante car elle apparait dans chaque élément de la MIF. On

2T2

AHA = SHBV(-t5)"V(~ts) BH. (2.118)
T

Or le produit des matrices V(—tg)HV(—tg) se réduit simplement :

Jj2n( 12 i1n

i e (2.119)

—j2niyn ]2n12n

[V(-t)"V(-t5)]; ;, = Ze N

1= e]2T[(lz i1) e]T[(lz 11) Sln (T[(lz — ll))
= — =0pouril #i2 (2.120)

= J2mn(ip—iy) . t(ip—iy) . s
l-e X e/~ N sm(—“(’zN“))

On peut donc en conclure que V(—ts)"V(—ts) est une matrice diagonale. De plus on peut

approximer pour i; = iz,sin(n(zzN—u)) ~ T[(lzN—ll)

, et on a donc sur la diagonale :

VteRV(tg)] . . ~ Nsin (n(iz — i1))

= Nsinc (n(i» —i;)) = N pour il = i2. 2.121
i (s ) (m(iz — 1) p ( )

On peut donc en déduire que APA est une matrice diagonale, étant donné qu’elle est le
produit de matrices diagonales. Le k-ieme élément est

N3T2 N 21k |2
H _ S22 2
[A"A],, = o bihy = ﬂka(N_TS) ) (2.122)

Les éléments de la MIF sont donc:

0 Hy 0 K/2 2 k2 2k 2 jemk(t;—tp)
S D iH( T ) e Ns (2.123)
ot;] |0ty k=—K/2 NT? NTs
d Hr 9 K2 _ ik 2k 2 jemk(ry-ty)
B ol [ s Y "Iy ( ) e Ns (2.124)
ot;| |Oay i—x/2 Is NTs
d Hr d K/2 ik 2k 2 jemk(ty )
2R - Y Lpn ( )e—s (2.125)
0a | 0Ty k=—x/2 Is NTg

Hy K/2 2 jemk(t;-ty)
mptfom)_ v Ny (Z“k) o s (2.126)
0a; | 0ay k=K /2 2T NTg

Pour passer en Bayésien on calcule I'espérance sur les parameétres de (2.123), (2.124),
(2.125) et (2.126). Etant donné que les parameétres sont indépendants on peut séparer les
espérances sur les amplitudes et les retards. La distribution sur les amplitudes étant cen-
trée (c’est a dire de moyenne nulle) on a (2.124) et (2.125) qui sont nulles, ainsi que (2.123)
pour [ # I'. Les termes non nuls de la MIB sont donc les termes sur les amplitudes, ainsi
que la diagonale de la MIB sur les retards, qui est :

o 1M [ op , X2 omk? , (an)z(f 0 )2
E — — | 7= b H d 2.127
T,a{ 50| |30 } Gak=;</2 w2z Ol N Te p(tdt ( )
2 k2 2nk)?
S kzbiH(%) (2.128)
NTS " k=Zks2 S
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La MIB concernant les amplitudes est :

) H ) K/2 N 21tk 2 jemk(ty=tp)
Exa Sl = Y —bH ( ) [ET,,T,{e NTs } (2.129)
0a; Oay = K/ZZT[ NTs !
2
K/2 21k _
Zk —K/2 H(NLTS) pour =1
= /2 ok 2 j2nkt —j2nkt ,
Zk K2 H(N—Ts) E:<eNs »-E;<e NTs pour [ #1
(2.130)

Prenons par exemple une distribution uniforme des T, qui pour étre rendue dérivable est
considérée comme une gaussienne généralisée avec un f — oo, p(1) = = sur le support
de I’échantillonnage c’est a dire pour 1 € [0,NTg]. Dans ce cas on peut calculer le terme
hors diagonale de (2.130) :
—7 j2nk
J R e NTg

jenkt —j2nkt 1
IE eNTS ,[E e NTg — NTg
T{ } T{ } N2TZ | 21k o l2mk 0

pourk#0: =0 (2.132)

NTs NTs

]' —j2nkt

(2.131)

Pour k = 0 on utilise 'approximation e* = 1+ x pour x = 0 afin d’éviter la division par zéro.
On adonc:

Jj2nkt —j2nkt 1 —7 i2 k NTs i —j2 k NTs
[ET{eNTS }-[ET{e NTs } = 5 J (1+JT[ T) J (1+ Jon T)
k=0 NZTS 2nk NTS 0 2nk NTS 0
1
=— 2.133
N2T§ ( )
Finalement on obtient que
op "] op 2 2 /
E — = byH (0)° pour [ # 1 (2.134)
T’a{ 0a; oay 27[NT§ oHO7p

Résultat 8. La MIB pour le probléme d’estimation donné en (2.106), avec une distribution
p(1) tendant vers une distribution uniforme de support [0, NTg] est :

J. 0]
0) = 2.135
J(0) 0 Ja ( )
avec
2 K/2 2 k
= zm Y K2B2H (’T ) I (2.136)
02NT% 1 ~F/2
et 5
1 K/2 2k 1
= N bZH(—) I, + —Db2H(0) (1117 -1 2.137
Ja= - k:_zm WH{xrg) | 0~ (11 ~ 1) (2.137)

oit 11, est un vecteur colonne contenantL 1s.

On cherche a présent a inverser J (8) pour obtenir la borne Bayesienne de Van Trees.
Etant donné que la matrice est bloc-diagonale, les BCRB sur les retards et sur les ampli-
tudes sont indépendantes et égales simplement a I'inverse de la MIB sur les retards et les
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amplitudes respectivement. J; étant une matrice diagonale on obtient la BCRB sur les re-
tards directement. Pour calculer la BCRB sur les amplitudes on remarque que (2.137) peut
s’écrire de cette fagcon :

2
Ja= N Iiz biH (@) —ngH(O)2 IL+LbSH(O)21LlE . (2.138)
022n b1 NTs) NT3 NT3

On peut utiliser la formule de Sherman-Morisson [98] suivante

- A 'bc'A!
(A+bc?) ' =Al -—C (2.139)
1+cTA b
pour inverser la MIB :
2
'I’\I—Tzé‘bgH(O)zlLIE

2
/ 2nk
Ja ™! o%2n I (NZI’EZK’Z ol ) _WbZH(O)z) (2.140)
a = L— > > .
LbsH(0)
NZK/Z b2 (27‘[1(?) bZH(O)Z 1+ 0
k=-K/2 "k NTZ N2T2 ZK/Z < bZH(I%LT];)Z_bgH(O)Z

Résultat 9. Les BCRB sur les retards et les amplitudes pour une distribution p(t) tendant
vers une distribution uniforme de support [0,NTs] et pour un RSB élevé sont :

0*NT§ 1
BORB(r) = 2n0% 2 (2.141)
no K/2 21.2 2nk
¢ Lz ke k ka(NTs)
_bZH(O)Z
2
1+ (L—1)— NTS” 1
o?2n NZEZ ¢ bRH (N’}s) —TébéH(O)z
BCRB(a;) = 7 o
K/2 2H (2x 2 2 L
NYk="ks2 PeH (NTs) Nsz H(0) 1+L Mg
NEEZ b H(%) ~z HiHO?
(2.142)

Pour les deux parametres la borne obtenue est proportionnelle a la variance du bruit.
Dans le cas de I'impulsion de Dirac, la transformée de Fourier de I'impulsion H (w) est
constante. La borne sur les retards avec le premier modele dépendait principalement de
la dérivée du noyau, alors qu’en se basant sur |'estimation directement avec le noyau SoS
on observe que le parametre déterminant les performances sur le retard est la norme du
vecteur |kb||>. Ces deux expressions ne sont pas égales, la différence venant du fait qu’en
introduisant la forme du noyau SoS dans le probleme initial d’estimation, et en dévelop-
pant ce modele on aboutit finalement a un probleme d’estimation différent de celui pré-
senté dans la premiere section. Cependant on peut noter que I'expression (2.141) reflete
également 'importance de la dérivée du noyau de maniere intuitive. En effet, sil’'on omet
la fonction rectangle qui permet d’avoir un noyau de support fini, la dérivée du noyau SoS
est:

) t K/2
gSOS( ) Z ]ZJTNTskbkejanTsk (2‘143)
A k=—K/2

le facteur exponentiel n’ayant pas de poids dans la norme de la dérivée, on peut observer
que maximiser la dérivée passe également par maximiser la norme de kby. Nous allons
voir plus en détail le comportement de ces bornes, en visualisant le noyau les maximisant
pour différentes formes d’impulsion.
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2.3.2 Choix du noyau optimal au sens de I'information
Choix de la fonction objectif

Nous allons a présent chercher un noyau optimal minimisant |'erreur quadratique
moyenne dans un contexte Bayesien. Pour ce faire nous allons utiliser une démarche si-
milaire a celle de la section 2.2.2 ol1 nous avions cherché le noyau minimisant la borne sur
les retards. La borne sur les amplitudes avec le modéle précédent était trop complexe pour
étre utilisée pour une optimisation, nous n’avions donc pas pu trouver de noyau optimal
global. Dans cette section nous allons en dériver un pour le modele étudié en 2.3.1 qui non
seulement est plus général car il permet tout type de forme d’impulsions, mais en plus
prend une forme analytique que nous pouvons utiliser. La BCRB totale que nous devrions
optimiser est la somme des BCRB (2.141) et (2.142). Malheureusement cette somme n’est
pas une fonction convexe, et est donc difficile a utiliser. Cependant ce probleme peut étre
résolu en cherchant non pas a minimiser 'erreur quadratique a travers la borne, mais en
maximisant I'information de Fisher qui est'information disponible relative a chaque pa-
rametre. Cette information est mesurée par tr (J{) (2.136) et tr Jo) (2.137) respectivement.

Tout comme dans la section 2.2.2, nous allons nous intéresser uniquement a la re-
cherche d'un noyau réel, c’est a dire répondant a la contrainte by = b_j. Nous souhaitons
donc exprimer les éléments diagonaux de la matrice de Fisher sous forme matricielle, de
maniere a faire apparaitreb = [by, - - -, bx o]t qui sont les parametres inconnus a optimiser.
On fait I'hypothese que la forme d’'impulsion h(¢) est une fonction réelle et paire, ce qui
assure que H(w) = H(—w), c’est a dire que la transformée de Fourier de h(f) est également
paire. On obtient donc que :

Jay = 2no? K2, ZH(an) (2.144)
Tl = k .
02NT2 (o NT
2
2 2 2 K2 ZT[K
_pT 2% diag O,ZH(—H) 2= H|=—2]| |b (2.145)
02NT3 NTs 2 |NTs
D,
K/2 21tk
Uali = = (Z 2b7H (L) +b3H (0) (2.146)
2 27[5 2
=b' - diag|H(0) ,ZH( ) -, 2H|—=] |b (2.147)
o2 NTS NTS

~ ~

D,

Notons que les valeurs sur la diagonale de J; et J; sont constantes, de ce fait la trace de
ces matrices est simplement L fois la valeur sur leur diagonale.

Nous cherchons a trouver un noyau optimal global, c’est a dire qui soit un bon com-
promis entre une optimisation des performances d’estimation sur les retards et sur les
amplitudes. Pour ce faire il estimportant que les deux MIB soient comparables quelle que
soit la distribution des parametres choisie. Dans ce but nous allons optimiser la somme
des deux MIB normalisées. La BEQM normalisée est définie par [126] :

BEQM(®;)
crgi

BEQM,,o;m (01) = (2.148)
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le lien entre la BEQM et la BCRB étant BEQM(0;) = BCRB(8;), la BCRB normalisée est

BCRB(6;)
2

BEQM,, o (0;) = = BCRByom (07) (2.149)

O,
Pour normaliser la BCRB on divise la BCRB sur chaque parametre par la variance de
chaque parameétre, supposant que les variances o2 et 2 sont indépendants de I'impul-
sion, normaliser la MIB revient a multiplier J. par o2 et J, par o2. De plus nous introdui-
sons un parametre A € [0, 1] afin de régler 'importance relative attribuée a chaque type de
parametres a estimer. Pour A = 0.5 chaque MIB normalisée a la méme importance, c’est
a dire que les retards et les amplitudes auront le méme poids sur le choix du noyau opti-
misé. La fonction a optimiser est donc finalement la somme des MIB sur les retards et les
amplitudes normalisées, pondérées par le parametre A :

fib) = Ao?tr(Jo) + (1= N)oitr (Ja) (2.150)
Ao 2% by (- No2b N Db 2.151
= A0 02 T% b+(1- )Ua 02210 a (2. )
=b'D,b (2.152)
ou )
2o N
D)y £2LRSB|A—D;+(1-A)—D 2.153
A NT% T+( )27[ a ( )

o1 le RSB dans un contexte Bayesien est 62/02. On peut dés a présent remarquer que
la fonction objectif (2.152) prend la forme intéressante d’'une fonction quadratique par
rapport a b. De plus D), est une matrice diagonale dont les valeurs propres sont donc les
valeurs sur la diagonale, c’est a dire positive. On peut en conclure que D) est également
une matrice définie positive, ce qui implique que la fonction objectif est convexe.

Choix des contraintes et noyau optimal

Une contrainte dans la construction d’'un noyau SoS est que tous les by soient dif-
férents de zéro. Dans la fonction objectif, seul le carré des coefficients est utilisé, de ce
fait le signe des by n’influe pas sur la borne. On peut donc simplifier le probleme en ne
considérant que les solutions positives, ce qui permet de transformer la contrainte by # 0
en by = € > 0 ou le parametre € est réglé par 'utilisateur. En théorie on peut choisir un €
infiniment proche de zéro, mais on verra qu’en présence de bruit le choix du palier est
important. Il faut également contraindre la puissance disponible, car augmenter la va-
leur des coefficients a I'infini permet d’augmenter f; (b) 4 I'infini. Une premiére méthode
pour ce faire est d’'introduire la contrainte Ibll> = b'b = K + 1. Dans ce cas le probleme
d’optimisation que nous cherchons a résoudre est

T b'b=K+1
max b D)bt.q. . (2.154)
b Vke[-K/2---K/2]: b =€

Pour avoir une idée générale du type de solution que 'on obtient, nous considérons
d’abord le probleme simplifié pour € = 0. Cette solution correspond au cas idéal sans
bruit, ot 'on fait tendre € vers 0. La fonction de Lagrange obtenue dans ce cas la est :

VA €[0,1], Lr(b,a) =b"Dyb—a(b'b-K-1). (2.155)
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Le vecteur b* optimal est obtenu en dérivant £, (b,a) par rapport a b, puis en cherchant
pour quelle valeur cette dérivée s’annule. Les vecteurs b candidats sont donc les vecteurs
qui satisfont

D)b = ab (2.156)

c’est a dire les vecteurs propres de la matrice D). La solution amenant un maximum est
le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre ce cette matrice. La matrice Dy
étant diagonale, les vecteurs propres sont des vecteurs avec une seule valeur a 1, et le
reste a zéro ; nous notons e,, ce type de vecteur, ou 'indice m correspond a I'indice de la
valeur a 1. On obtient donc b} = € Une fois la symétrie appliquée sur le vecteur b on
obtient un vecteur contenant deux pics symétriques par rapport a zéro. Les coefficients
correspondant a une vision fréquentielle du noyau g(¢), le noyau temporel optimal pour
€ = 0 est une sinusoide parfaite donc la fréquence est déterminée par la localisation de la
valeur propre la plus grande de Dy, qui, elle dépend principalement de la forme H(w)?.

Ce noyau n’est pas utilisable en pratique, car beaucoup de valeurs by sont a zéro, c’est
pourquoi on ajoute maintenant la contrainte de palier €, avec 0 < € < 1. Le probleme d’op-
timisation convexe (2.154) avec € > 0 ne peut pas étre résolu analytiquement, on utilise
donc le package CVX sur Matlab pour le résoudre [68, 69]. Concretement on recherche
les Py = bi solutions, et on choisira la solution positive correspondante. Le résultat des
simulations montre que le noyau obtenu est similaire a celui obtenu pour € = 0, mais avec
un palier de niveau € (voir Figure 2.15). Le pic obtenu prend une valeur u de telle sorte
que Y82 =K+1.

FIGURE 2.15 - Coefficients optimaux obtenus

Le noyau obtenu dans le domaine temporel (voir un exemple Figure 2.16) est :

2nm*t Riz jenke
gx (1) :2(u—€)cos( )+e Y el (2.157)
S k=-K/2

Quand € = 0 on a une simple sinusoide tandis que pour € = 1 le noyau optimal devient
un simple noyau de Dirichlet. En optimisant a partir de la BCRB, on minimise I'erreur
théorique dans le régime asymptotique, le noyau optimal dans ce cas est obtenu pour
€ — 0. Cependant, augmenter € permet d’obtenir un pic au niveau du temps ¢ = 0 qui per-
met de distinguer une source parmi d’autre, et d’estimer son retard en présence de bruit.
Avec une simple sinusoide, la source serait indétectable en présence de bruit. Le choix
d’e va donc étre naturellement dépendant du niveau de bruit considéré, plus € est choisi
grand, plus le noyau sera robuste. En effet, il faut garder en mémoire que nous nous inté-
ressons ici a 'optimisation de performances théoriques moyennés sur tous les retards, et
qui concernent de plus le régime asymptotique. Les noyaux obtenus par cette méthode
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sont intéressants d'un point de vue théorique et permettent d’avoir une idée de la forme
de noyaux a retenir, cependant d'un point de vue pratique il y a toujours d’autres para-
metres a prendre en compte, notamment le bruit, et la faisabilité d'une méthode d’esti-
mation correspondant au noyau.
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FIGURE 2.16 — Noyau optimal pour une impulsion de Dirac ou N = K =100, A = 0.5.

Performances avec le noyau optimal

Dans cette sous-section, nous allons chercher a visualiser quels sont les résultats de
I'optimisation dans un cas concret par la simulation. Nous allons nous intéresser a la
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BCRB sur les retards et les amplitudes du noyau optimisé pour différents € en fonction
de A, ainsi qu’au choix de 'indice m* correspondant. Nous prenons a présent N = 400,
K =300 et toujours Ts = 1. Le rapport signal sur bruit est choisi a 30dB, et nous prenons
un o2 = 1. Cette valeur est petite par rapport a une valeur qu’on utiliserait en pratique,
mais nous avons fait ce choix pour pouvoir observer I’évolution des bornes en fonction
de A. Sil'on prend o2 grand, cela apporte un poids important a la MIF sur les retards qui
sera alors prépondérante des que A # 0.

Les résultats pour une impulsion de Dirac sont donnés dans le tableau 2.2. Quand
h(t) est une impulsion de Dirac, les coefficients fréquentiels h; sont tous égaux, ce qui
a pour conséquence que J, ne dépend pas de b. En effet, sur les trois noyaux donnés
en exemples dans le tableau, la BCRB sur les amplitudes est constante. C’est pourquoi
quand seules les amplitudes sont considérées (A = 0) tous les noyaux possibles sont des
solutions, dont en particulier le noyau de Dirichlet (ot tous les by sont égaux). Dans ce
cas précis, I'algorithme d’optimisation s’arréte sur le premier noyau solution obtenu qui
dans notre simulation donne un résultat moins bon que le noyau de Dirichlet. Le noyau
optimal global pour A > 0 dépend donc des parameétres de retards et ne varie pas avec A.
Dans ce contexte, la valeur propre la plus élevée est celle correspondant au k% maximum,
c’est a dire la derniére. Le noyau correspondant en temps pour différentes valeurs de € est
tracé figure 2.16 : on observe une sinusoide dont I’amplitude varie selon le € choisi, ainsi
qu’'un pic autour du temps ¢ = 0. La BCRB correspondante est effectivement plus petite
que celle du noyau Dirichlet.

Il estintéressant de comparer ce résultat a celui obtenu dans 2.12. Dans la section 2.2.2
le probleme traité était treés similaire : nous cherchions le noyau SoS permettant de mini-
miser la BCRB pour une impulsion de Dirac. Les deux noyaux obtenus ne se ressemblent
pas dans le domaine temporel, mais sont assez proches au niveau du choix des coeffi-
cients optimaux. En effet le noyau de la figure 2.12 a également un pic dans les hautes
fréquences, a la différence que ce pic s’étale sur plusieurs fréquences en largeur. La borne
obtenue dans les deux cas n’est pas tout a fait comparable car nous nous sommes intéres-
sés soit a la minimisation de la BCRB sur les retards, soit a la maximisation de I'informa-
tion de Fisher. Dans ce 2e cas, le noyau final obtenu prend une forme tres simple puisque
la MIF est une matrice diagonale, ce qui implique la restriction des noyaux a une forme
tres simple également contenant un seul pic en fréquence. De plus la normalisation uti-
lisée n'est pas la méme, ce qui rend la comparaison des performances difficile, le noyau
avec la plus grande norme est celui ayant la BCRB la plus basse, car il permet d’estimer les
échantillons avec plus d’énergie. Nous nous intéresserons a ce probléme dans la section
2.3.2.

‘ Amplitude ‘ Delays ‘
Noyau de Dirichlet | 2.609 x 107 | 9.338 x 107°
Noyau optimal A =0 | 2.609 x 1078 | 9.966 x 1076
Noyau optimal A >0 | 2.609 x 107 | 3.154 x 107

TABLEAU 2.2 — BCRB obtenues par I'optimisation, pour une impulsion de Dirac

Pour mieux visualiser ’évolution du résultat de I'optimisation en fonction de A nous
nous intéressons a présent a une impulsion gaussienne, puisque nous venons de le voir
dans le cas d'une impulsion de Dirac le noyau optimal ne dépend pas vraiment de A. Le
noyau utilisé dans le domaine fréquentiel est présenté 2.17. Le noyau gaussien a son pic
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en z€ro, et donc apporte un poids assez important aux coefficients proches de k =0, ce
qui dans I'optimisation viendra contrebalancer I'effet de k2 sur les performances liées aux
retards.

x107°

2.5

—k
Ol

amplitude

—

0.5

—‘950 -100 -50 0 50 100 150
indices

FIGURE 2.17 — Impulsion gaussienne, en fréquence

Lévolution du choix de l'indice m* en fonction de A est visible sur la figure 2.18 :

quand A = 0 seule la borne sur 'amplitude est considérée, c’est a dire qu'on cherche a

P 21tk
maximiser H (NTS

une fonction gaussienne est maximale en zéro. Notons que sur la courbe cela correspond
a un indice 1, étant donné que sur Matlab les vecteurs sont indexés a partir de 1. Quand

), on obtient un indice le plus petit possible c’est a dire m* = 0, puisque

: : s 2nk 2 2nk |
A augmente on doit trouver un compromis entre maximiser H (_NTS) et k°H (_NTS ), jusque

A = 0.5 le maximum de la gaussienne reste prépondérant et on garde donc m* = 0. En-
suite la borne sur I'amplitude commence a prendre un poids plus important que celle
sur les retards, ce qui décale le pic vers les hautes fréquences progressivement a mesure
que I'importance du parametre d’amplitude augmente. Cela se traduit finalement par un

indice m* = 60 quand on ne considére que les amplitudes, ce qui correspond donc au

k*H (I%LT’;) maximum.

Sur les figures 2.19 et 2.20 on peut voir les performances de ces noyaux sur les retards
etles amplitudes respectivement. Ony a tracé les BCRB sur ces deux parametres dans une
échelle semi-logarithmique pour les noyaux optimisés dans le cas de € = 0.5 et € = 0.1,
pour permettre la comparaison nous avons également tracé en rouge les bornes pour le
noyau de Dirichlet c’est a dire pour by = 1. La premiére chose a noter est que les bornes
sur les retards et les amplitudes n’ont pas du tout le méme ordre de grandeur : la borne sur
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les amplitudes a un ordre de grandeur au moins 10 fois plus petit que la borne sur les re-
tards, ou de maniere équivalente I'information sur les amplitudes est 10 fois plus grande
en ordre de grandeur que I'information sur les retards. Cela illustre immédiatement I'im-
portance de la normalisation, sinon des que A << 1 seule I'amplitude serait utilisée pour
choisir I'indice m* optimal. La BCRB totale est simplement la somme des deux bornes,
la BCRB sur les retards étant négligeable devant la BCRB sur les amplitudes j’ai choisi
de ne pas 'afficher, c’est exactement la méme courbe visuellement que dans 2.20. Pour
0 < A = 0.5 la MIF sur 'amplitude est prépondérante de ce fait la BCRB sur les retards
obtenus par le noyau optimisé est bien moins bonne que celle du noyau de Dirichlet. A
I'opposé, on a une BCRB sur les amplitudes bien meilleure. Au fur et 2 mesure que A aug-
mente, la BCRB sur les amplitudes augmente également pour rejoindre les performances
du noyau de Dirichlet : quel que soit A le noyau optimal est meilleur au regard des am-
plitudes. Une fois que A > 0.5 la BCRB sur les retards devient de plus en plus importante
dans le choix du noyau, ce qui se traduit par une nette amélioration des performances
du noyau optimal : elles sont meilleures que le noyau de Dirichlet des A = 0.6. Du point
de vue de la BCRB, le € = 0 est optimal, cette intuition est confirmée par la simulation :
quand on augmente € les performances diminuent, jusqu’a rejoindre celles du noyau de
Dirichlet, qui peut également étre vu comme le résultat de I'optimisation pour € = 1.
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FIGURE 2.18 — Indice du pic, en fonction de A

Résultat pour une autre contrainte de normalisation

La normalisation utilisée dans (2.154) est celle que nous avons proposée dans I'ar-
ticle [24], suite a son utilisation également par TUR, ELDAR et FRIEDMAN [120]. Il s’agit de
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FIGURE 2.19 — BCRB sur les retards, pour le noyau de Dirichlet et le noyau optimisé pour différent
€
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FIGURE 2.20 — BCRB sur les amplitudes, pour le noyau de Dirichlet et le noyau optimisé pour dif-
férent e

71



CHAPITRE 2. OPTIMISATION DU NOYAU D’ECHANTILLONNAGE POUR DES
SIGNAUX IMPULSIONNELS

la fonction la plus simple permettant d’empécher la puissance d’étre choisie infinie. Ce-
pendant une autre normalisation ayant plus de sens en terme de noyaux est de conserver
celle proposée dans (2.98) qui ne dépend non pas de b mais directement du noyau g().
Cela a I'avantage de rendre tous les types de noyaux comparables, alors que la normali-
sation précédente ne peut fonctionner que pour des noyaux SoS. On prendra donc que
g'g=b 'Ab = 1. Le nouveau probléme d’optimisation est alors :

max b D,bt.q. . (2.158)
b Vkel[0---K/2]: b =€

Pour € = 0 le probléme se résout exactement de la méme maniere que (2.98) : le noyau
optimal correspond au vecteur propre associé a la valeur propre généralisée maximale
solution du systéme :

D)b=AAb (2.159)

Pour une impulsion de Dirac, le noyau obtenu est montré dans la figure 2.21. Pour rendre
la comparaison avec la solution de (2.98) valable, nous avons choisi d’optimiser unique-
ment la borne sur les retards, c’est a dire de prendre A = 1. Nous avons utilisé les mémes
parametres que dans la section précédente c’est a dire K = 400, N = 300, Ts = 1, un RSB
de 30 et 02 = 1. Les deux noyaux représentés sont les solutions des problemes (2.98) et
(2.158), tous deux ont un pic assez haut sur les hautes fréquences. Le noyau obtenu ici
a un pic plus étroit, mais des valeurs plus importantes en dehors du pic. On peut noter
que I'on obtient un noyau pour lequel la contrainte by # 0 est donc respectée. Les noyaux
correspondant dans le domaine temporel sont représentés sur la figure 2.22 : le noyau ob-
tenu pour cette derniere optimisation (en bleu) prend une forme intéressante, il a un pic
important en zéro, ce qui est intéressant pour distinguer les impulsions entre elles, tandis
qu’autour du pic on a les oscillations caractéristiques obtenues en solution de (2.154). In-
tuitivement ce noyau semble étre un bon compromis dans le cas pratique entre un noyau
de Dirichlet et le sinus parfait que nous avions obtenus dans les autres problemes.

0.03 ‘
—Résultat optimisation 3
— Résultat optimisation 1
0.025}f |
0.02f |

amplitude
o
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3
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| |
—950 -100 -50 0 50 100 150
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FIGURE 2.21 - Coefficients optimaux résolvant (2.98) en vert et (2.158) en bleu
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FIGURE 2.22 — Noyaux optimaux solution de (2.98) en vert et (2.158) en bleu

Nous nous intéressons a présent au résultat obtenu sur les bornes de ces deux noyaux,
ainsi que le noyau de Dirichlet normalisé par vbTAb qu’il est toujours intéressant de
comparer. Dans le tableau 2.3 figurent la BCRB sur les retards avec le modeéle de la sec-
tion 2.2.2 de I'’équation 2.96 et la BCRB sur les retards du modele appliqué au noyau SoS
(2.141). Dans les différentes figures et tableau je considere (2.98) comme le probleme
d’optimisation 1 et (2.158) comme le probléme d’optimisation 3 (le 2 correspondant a
(2.154)). On observe que les deux noyaux optimaux ont des performances trés proches
pour les deux bornes, qui sont bien meilleures que celles du noyau de Dirichlet. Le noyau
1 étant le noyau minimisant 2.96, il obtient de meilleurs résultats sur le calcul de cette
borne tandis que le noyau 3 minimise 2.141. Notons que ces valeurs sont inférieures a
celles obtenues dans le tableau 2.2 car la normalisation n’est pas la méme, la norme ici
est inférieure ce qui explique que les bornes sont également inférieures.

| BCRB2.96 | BCRB2.141

Noyau de Dirichlet | 4.505x 107> | 1.124 x 1072
Noyau optimal 1 | 1.629 x 10™° | 3.909 x 1073
Noyau optimal 3 | 1.698 x 107> | 3.727 x 1073

TABLEAU 2.3 — BCRB obtenues par I'optimisation, pour une impulsion de Dirac

Une remarque a faire est qu’avec cette normalisation on ne peut pas choisir K=N, en
effet dans ce cason a

et étant donné qu’on choisit les £ comme des multiples de Ts pour le calcul de la norme
(1.26), celle-ci est une somme de cos(ntn) et est donc théoriquement nulle. Cela donne
des valeurs tres petites et aléatoires dans la simulation. C’est pourquoi nous avons utilisé
un K< N
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Il n’est pas possible de résoudre numériquement (2.158) pour € # 0, car CVX n'accepte
pas de résoudre directement le probléeme avec comme variable inconnue les by. Pour le
probléme (2.154) nous avons rendu le probleme convexe en substituant f; = bi, ce qui

donnerait la contrainte de normalisation \/BTA\/B = 1 qui n'est pas acceptée par CVX.
Cependant le noyau obtenu sans cette contrainte vérifie by # 0, ce qui rend la contrainte
by > € peu utile.

Nous nous intéressons maintenant a la forme d’impulsion gaussienne de la figure
2.17. Le noyau obtenu dans ce contexte, pour A = 1 c’est a dire optimisant les retards est
montré figure 2.24, les coefficients optimaux correspondant étant représentés figure 2.23.
Le noyau obtenu est comparé au noyau de Dirichlet normalisé, on peut observer que le
noyau optimal obtenu est similaire au noyau de Dirichlet, avec moins d’oscillations. En
fréquence on observe un pic a une fréquence plus basse que pour I'impulsion de Dirac,
résultat expliqué par le compromis a trouver entre k? et H (l%ILTI;) Leffet de 'impulsion
gaussienne sur le résultat de 'optimisation est donc le méme qu’avec la normalisation
précédente, le noyau obtenu ayant simplement un pic plus bas et plus large que celui
résolvant (2.154). Les bornes sur les retards et les amplitudes résultant de cette optimi-
sation sont représentées figure 2.25 et 2.26 respectivement. Comme précédemment nous
les comparons a la borne du noyau de Dirichlet qui nous sert de référence. Quand A aug-
mente on observe que la borne sur les amplitudes diminue tandis que la borne sur les
retards augmente, ce qui reflete parfaitement leur importance relative dans I'optimisa-
tion.
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FIGURE 2.23 - Coefficients optimaux pour une impulsion gaussienne et A = 1
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FIGURE 2.24 — Noyau temporel optimal pour une impulsion gaussienne et A = 1
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FIGURE 2.25 - BCRB sur les retards, en fonction de A
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FIGURE 2.26 — BCRB sur les amplitudes, en fonction de A

2.4 Estimation par dictionnaire pour les signaux impulsion-
nels

2.4.1 Estimation des signaux a somme de Dirac en discrétisant un dic-
tionnaire

Les signaux a série d'impulsions sont parcimonieux par nature : en effetily a peu d’'im-
pulsions par rapport a toute la durée d’échantillonnage. De ce fait on peut imaginer uti-
liser I’échantillonnage par dictionnaire présenté dans la section 1.3.3 pour estimer leurs
parametres. En parallele de nos travaux, cette idée a également été émise par les auteurs
de HUANG et al. [72] qui ont développé une approche similaire a la notre ici dans le cas
de la reconstruction avec des noyaux reproducteurs d’exponentielles. Les parametres des
signaux impulsionnels sont continus de nature, de ce fait 'estimation par dictionnaire
passe par une discrétisation de I’espace des parametres, ce qui peut réduire les perfor-
mances d’estimation. Nous nous penchons néanmoins sur cette méthode d’estimation,
car nous utiliserons justement ce probleme pour illustrer nos résultats sur le probleme de
la grille dans le cadre de I’acquisition comprimée dans la suite de cette thése. Nous consi-
dérons par simplicité le cas d'une impulsion de Dirac, sachant qu’il est possible d’étendre
la méthode a tout type d’impulsions, ce qui n’a pour effet que de modifier le diction-
naire. Le signal que nous cherchons a reconstruire est celui donné dans I’équation (1.6).
Les échantillons bruités, obtenus apres convolution avec le noyau g(#) sont exprimés par
(2.2):

L-1
Cp= a;g(t;—nTs) + wy. (2.161)
1=0

La durée d’échantillonnage étant de NTs, on peut former une grille discréte des temps t

allant de 0 a NTs espacés d’'un temps T choisi par I'utilisateur. Plus on choisit T petit,

plus l'estimation sera précise en théorie, cependant réduire le pas de la grille augmente
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la cohérence et réduit donc le nombre d’'impulsions que I’on peut distinguer tout en aug-
mentant le temps de calcul. Nous notons M = NTs /T la taille de la grille. A partir de cette
grille, on construit le dictionnaire ® de dimension N x M tel que

[®]nm = & (tm — nTs) (2.162)

ol1 t,, = mTg. On peut écrire les échantillons sous forme vectorielle et introduire le dic-
tionnaire @ :
c=00+w (2.163)

oi1 8 est un vecteur de longueur M qui est nul 4 tous les indices m pour lesquels V1t,, # 1;,
et qui contient a; aux indices m; pour lesquels ,,, = 7;. Dans cette section nous allons uti-
liser uniquement des retards appartenant a la grille, hypotheése qui est fausse dans le cas
de retards continus, mais nous traiterons ce probleme par la suite de la thése. L'équation
(2.163) correspond au modele d’estimation parcimonieux (1.46) : @ et ¢ sont connus, et
I'on cherche a estimer le vecteur parcimonieux 0. Lestimation des retards correspond
I'indice des éléments non nuls de 8 tandis que les amplitudes associées a chaque retard
seront les valeurs non nulles. On peut retrouver le vecteur 0 a partir de la connaissance
de c et du dictionnaire ® avec les algorithmes de reconstruction utilisés dans le cadre de
I’estimation parcimonieuse tels que 'OMP (voir plus de détails sur cette méthode dans la
section 1.3.2).

2.4.2 Acquisition comprimée pour la reconstruction des signaux im-
pulsionnels

Nous avons vu dans la section 1.2.2 que le schéma d’acquisition utilisé pour acquérir
tout d’abord puis estimer les signaux impulsionnels se basait sur le choix d'un noyau de
pré-filtrage par I'utilisateur. Cela implique que I’on se place dans des applications o1 'on
peut modifier le schéma d’acquisition, ce qui permet également de rajouter une matrice
de mesure aléatoire dans le processus. Dans la section 2.4.1 nous avons proposé I'utilisa-
tion d'une méthode de type discrete et parcimonieuse pour résoudre le probleme d’es-
timation de ces signaux. Néanmoins ce type d’approche par dictionnaire est soumis aux
contraintes fortes sur le modele, et donc sur la base ® qui pose d'important problemes
de cohérence. La précision d’estimation nécessite une grille relativement dense, qui dis-
crétisée a partir d'un modele continu donné a une cohérence trop importante pour que
les algorithmes de reconstruction basés sur la norme ¢; donnent de bon résultats. De ma-
niere a réduire la cohérence du dictionnaire, nous proposons de procéder a une étape de
compression aléatoire post filtrage qui consiste simplement a mutliplier les échantillons
non bruités obtenus p par une matrice de mesure ¥ aléatoire. Cette étape est rajoutée
dans le schéma d’acquisition figure 2.27 ou1 'on note ¥, la n-ieme ligne de la matrice de
mesure ¥, correspondant au n-ieme échantillon. Dans cette configuration la matrice de
mesure ¥ est de dimension N x K, et opere donc la compression attendue. Pour cette rai-
son on peut alors utiliser une base de mesure carrée, c’est a dire que ® est de dimension
K x K, ce qui permet d’étre beaucoup plus précis au niveau de la discrétisation de la grille.
On construit dans ce cas la matrice carrée ® en ayant chacune de ses dimensions a une
précision d’échantillonnage de T avec :

(@)1 = g ((Mm—n)Tg). (2.164)
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Les échantillons ainsi obtenus sont :
c=VYOO0+w=HO+w (2.165)

ol1 'on peut définir le dictionnaire H £ W®. Le modele ainsi obtenu correspond au mo-
déle de I'acquisition comprimée présenté en (1.30) ou I’on peut choisir la matrice de me-
sure, ¢’est pourquoi on parle d’acquisition comprimée appliquée a la reconstruction des
signaux impulsionnels, en opposition avec I'estimation par dictionnaire qui n'introduit
pas de matrice aléatoire.

!
nTS

g0 J- ] @ Cn

x(¢) " Tn

Wy = (g(t—nT{), x(1))

FIGURE 2.27 — Schéma de I'acquisition comprimée d’un signal impulsionnel

Nous utiliserons ce contexte applicatif pour étudier les algorithmes de correction de
I'erreur de grille dans le chapitre 4. Nous démontrons ainsi que les amplitudes et les re-
tards peuvent étre retrouvés par cette méthode, puisque dans nos simulations nous ob-
servons que les erreurs d’estimation a fort RSB proviennent uniquement de I'erreur de
modele, étudiée dans le chapitre 3.
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3.1 Deux types d’erreur de modele

Le modele d’échantillonnage des signaux discrets parcimonieux introduit dans la sec-
tion 1.3 a été a la base d'un travail important permettant d’établir des propriétés de re-
construction correctes a partir d'un nombre réduit d’échantillons. Cependant nous avons
vu dans la section 1.3.5 qu’en pratique le modele ne représente pas parfaitement la réa-
lité, ce qui introduit des erreurs de modele et perturbe la reconstruction notamment a fort
RSB. Nous souhaitons dans ce chapitre étudier plus en détail les performances asympto-
tiques en présence d’erreurs. Pour cela nous utilisons deux facons différentes de considé-
rer I'erreur, selon I'étape de I’échantillonnage ot I'erreur est introduite. Celles-ci peuvent
sembler similaires au premier abord mais nous montrons qu’elles n’aboutissent pas exac-
tement ala méme borne dans le contexte Bayésien. Les deux modéles d’erreur permettent
de modéliser deux causes différentes de méconnaissance du dictionnaire, se présentant
I'une ou l'autre suivant que 1'on se place plutdét dans le contexte de ’acquisition com-
primée ou de I'estimation parcimonieuse. Le probleme de I'erreur de grille apparaissant
en pratique dans toutes les applications d’estimation par dictionnaire, est celui le plus
souvent traité dans la littérature notamment sous sa forme structurée. Le probleme de
dictionnaire bruité apparait plutdt dans le contexte de I'acquisition comprimée. Ces deux
erreurs sont la plupart du temps confondues, puisque pour un seul jeu de mesure dans le
contexte déterministe elles sont équivalentes, et le terme de méconnaissance de diction-
naire (ou basis mismatch en anglais) est alors utilisé pour parler des erreurs de modele
de maniere générale. Nous avons mis en évidence 'existence de ces deux modeles dans
I’article [20], que nous reprenons et complétons ici.

3.1.1 Le probleme du dictionnaire bruité (DB)

Nous présentons tout d’abord le probleme de dictionnaire bruité, que nous avons ap-
pelé basis mismatch dans notre article introduisant les erreurs suivant les deux modeles
[20]. Ce modele est similaire a celui présenté dans ROSENBAUM et TSYBAKOV [103]. On se
base sur le modele (1.33) ou 'on considere que les N échantillons comprimés sont obte-
nus a partir d'un dictionnaire sur-complet H de dimension N x K :

y=Hs+w. 3.1

Cependant 'algorithme de reconstruction n’a pas une connaissance parfaite du diction-
naire, car celui-ci est bruité, on effectue donc la reconstruction a partir d'un dictionnaire
erroné H = H+ E. Ce modele d’erreur est décrit sous forme de schéma dans la figure 3.1.

Ce type d’erreur apparait surtout dans le contexte de I'acquisition comprimée. En effet
en acquisition comprimée I'utilisateur choisit le dictionnaire, souvent aléatoire, qu’il uti-
lise pour obtenir les échantillons a partir du signal a échantillonner. De ce fait au moment
de la compression, le dictionnaire est connu et fixé. Cependant dans certains contextes
des erreurs peuvent étre introduites au moment de la reconstruction, en effet ce n’est pas
toujours le méme utilisateur qui opére la compression et la reconstruction et des erreurs
peuvent donc apparaitre entre ces deux étapes. De méme, dans les applications o1 la ma-
trice de mesure est un modele servant a représenter une chaine d’acquisition matérielle,
celle-ci peut étre soumise a un bruit de traitement. Ce bruit, méme faible, a des consé-
quences sur les performances de reconstruction, comme nous le verrons par la suite dans
ce chapitre.
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connus

H
dictionnaire initial

FIGURE 3.1 — Schéma d’échantillonnage comprimé avec dictionnaire bruité

Le signal s est aléatoire, pour étudier les performances de reconstruction de maniere
générale on s'intéresse donc au contexte bayésien, et pas a un seul jeu de mesures y. Dans
ce contexte, 'erreur sur le dictionnaire est aléatoire, on a donc H qui est aléatoire, tandis
que la matrice H est déterministe puisqu’on garde le méme dictionnaire pour toutes les
mesures. H est dans de nombreuses applications tiré aléatoirement a partir d'une dis-
tribution donnée (typiquement gaussienne), ce qui assure que le dictionnaire vérifie les
conditions RIP. Cependant cette matrice est tout de méme déterministe par rapport aux
observations vu qu’elle est choisie une seule fois et que la méme matrice est utilisée pour
toutes les mesures y. Le probléme de la reconstruction parcimonieuse en présence d'un
dictionnaire bruité consiste a retrouver le vecteur parcimonieux s a partir des observa-
tions y en utilisant le dictionnaire corrompu H. On note donc la sortie de I'estimateur
S(y, H), le dictionnaire utilisé est considéré comme une observation au méme titre que le
vecteur de mesure y. Dans ce contexte Dictionnaire bruité (DB) la BEQM est donc :

BEQMpy = Eyy | s - 87, D[] (3.2)

3.1.2 Leprobléme de 'erreur de grille (EG)

Le second type d’erreur qui peut apparaitre est une erreur dans la modélisation utili-
sée pour exprimer les mesures y sous la forme (1.33). Dans cette situation, c’est le modeéle
choisi pour exprimer les échantillons y qui ne colle pas avec la réalité, ce qui peut se résu-
mer par le schéma de la figure 3.2. Le cas le plus fréquemment rencontré de ce type d’er-
reur est le probleme de l'erreur de grille, qui apparait dans toutes les applications utilisant
I'estimation parcimonieuse cherchant a estimer un parameétre continu en cherchant des
solutions dans une grille discrete. C’est pour cette raison que nous utilisons le terme d’er-
reur de grille pour parler du probléme présenté dans 3.2, bien qu’en réalité ce modele est
plus général puisqu’il couvre toutes les situations ou le modele utilisé pour exprimer H ne
correspond pas exactement a la réalité des mesures y. Pour modéliser ce probléme, nous
notons les échantillons y puisqu’ils sont obtenus a partir du dictionnaire erroné compor-
tant un bruit additif E aléatoire. De ce fait, dans le méme contexte bayésien ou s est aléa-
toire et contrairement au probleme de dictionnaire bruité, chaque vecteur d’échantillons
recu par l'algorithme de reconstruction est en réalité obtenu a partir d'un dictionnaire
différent, tandis que I'algorithme lui utilise toujours le méme dictionnaire déterministe H
pour opérer la reconstruction. On note le résultat de I'estimateur en présence d’erreur de
grille §(y).
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connus

H=H+E
dictionnaire corrompu

8

FIGURE 3.2 — Schéma d’échantillonnage comprimé avec erreur de grille

Dans ce contexte Erreur de grille (EG) 1a BEQM est :
aren |12
BEQMg = Egom || s -3 (3.3)

Le dictionnaire utilisé par I'’estimateur ne change pas, il est donc une connaissance a
priori.

3.1.3 Lien entre ces deux modeles

Dans les deux cas on peut écrire les échantillons recus par I'étape de reconstruction
sous une forme tres similaire en utilisant le modele additif d’erreur de dictionnaire H =
H+E:

probléeme DB :y=Hs +w=Hs—Es+w, (3.4)
probléme EG: y=Hs+w=Hs+Es+w. (3.5)

Les deux problemes sont a premiere vue tres similaires au niveau des mesures y; le bruit
additif est dans les deux cas +Es +w qui est un terme dépendant des données, le signe
n‘ayant pas d’influence dans un contexte aléatoire ot E suit une distribution centrée.
Dans le contexte déterministe ou y est un vecteur de mesure donné, ces deux problemes
se rejoignent. Nous allons cependant montrer qu'une différence de performance existe
dans un contexte Bayésien et qu'on n’est donc pas dans des situations équivalentes du
point de vue de I'estimation, parce qu’elle ne possede pas les mémes informations dans
les deux cas. Dans tout ce chapitre, nous considérerons que w est un bruit blanc gaussien
de moyenne nulle et de variance o2.

Les deux modeles d’erreurs présentés peuvent étre rapprochés des probléemes étu-
diés par WIESEL, ELDAR et YEREDOR [131] qui étudient le modele a variable aléatoire ou 'y
est estimé a I'aide d'une matrice aléatoire de moyenne déterministe et connue et de va-
riance connue. Ce modele correspond a ce que nous avons appelé "erreur de grille", ou
le dictionnaire connu et discrétisé est la moyenne tandis que la partie aléatoire est modé-
lisée par la matrice E. Ce modele est comparé au modele EIV ol la matrice avec laquelle
sont construits les échantillons est déterministe tandis qu’on observe une version bruitée
de cette matrice, ce modele correspond donc a ce que nous nommons le "dictionnaire
bruité". Cependant dans WIESEL, ELDAR et YEREDOR [131], I'estimation avec le modele
EIV cherche a estimer la valeur de I'erreur en plus du vecteur de parametre, tandis que
dans le modeéle que nous considérons I'erreur est un bruit et non un parametre a estimer.
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Le calcul de la borne que nous effectuons se base sur le méme modele que dans WIESEL,
ELDAR et YEREDOR [131], et est donc similaire. Dans cet article les auteurs ont dérivé les
bornes déterministes uniquement, nous I’étendons ici au contexte Bayésien et nous nous
concentrons sur le probléeme de I'acquisition comprimée, et donc sur le cas d'un vecteur
a estimer parcimonieux contenant L valeurs non nulles.

3.2 Bornes Bayésiennes de Van Trees

Dans cette section, nous étudions la borne Bayésienne de Van Trees [126] sur I'esti-
mation des amplitudes en présence de chacun des deux types d’erreur. Nous étudions le
contexte du modele EIV ou l'erreur de dictionnaire additive aléatoire E est une matrice
dont les valeurs suivent une distribution gaussienne de variance 62 connue. Notre objec-
tif est de comparer les deux modeles, et d’étudier leur différence et leur impact du point
de vue des performances. Nous nous placerons dans tous nos travaux dans le contexte
asymptotique ou les erreurs dues aux perturbations sur le dictionnaire sont prédomi-
nantes par rapport aux erreurs dues aux bruit. Les bornes oracles c’est a dire ou 'on
suppose que 'on connait le support du vecteur parcimonieux correspondent aux per-
formances d’estimateurs existant, et sont donc équivalentes aux bornes contraintes non
oracles dans le cas sans erreur de modeles [12, 6, 90]. Nous faisons la méme hypothése
pour le contexte des estimations erronées, et nous montrerons par nos simulations que
les bornes ainsi développés sont également atteintes en présence d’erreur de modeles par
un estimateur ne connaissant pas a priori le support, pour un choix judicieux des para-
metres. Pour cette raison nous ferons a présent '’hypothése d'un support connu, afin de
pouvoir donner des expressions analytiques des bornes. Nous donnons tout d’abord I'ex-
pression générale de la BCRB pour les deux modeles, puis nous donnons une expression
analytique pour une distribution des amplitudes gaussiennes centrées. Enfin nous com-
parons les deux erreurs en mesurant la différence entre les performances dans les deux
situations, différence que nous illustrons par simulation. Nous montrons que les perfor-
mances dans le contexte de dictionnaire bruité sont meilleures que celles en présence
d’erreur de grille et que la différence entre les deux est augmentée avec la perturbation
sur la matrice. Les résultats de cette section sont tirés en grande partie de notre article
BERNHARDT et al. [20].

3.2.1 BCRB générale pour les deux modeles d’erreur
BCRB en cas de dictionnaire bruité

La borne bayésienne minimisant la BEQM 3.2 est donnée par la trace de 'inverse de
la matrice bayésienne d’information de Fisher, définie par (1.67) :

0%logp(y,H,s)

JpB = Ey,ﬁ,s{—w}. (3.6)

Etant donné que H et s sont indépendants on peut décomposer la distribution jointe :
p(y,H,s) = p(ylH,s) p(H) p(s). (3.7)

La MIB peut donc également étre décomposée :
02log p(y|H,s) 02log p(H) 02log p(s)

=E g l-——— " b+ g ————a—— p+ Fgd o b 3.8
Jos =Eyas { 0sT0s } Hs { 0sT0s } S { 0sT0s } (3-:8)
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ol p(H) ne dépend pas de s du coup le deuxiéme terme s’annule.
On utilise le modele des échantillons

y=Hs—Es+w, (3.9)

ol1 le bruit w est gaussien avec une variance de o2. Chaque élément de E étant tirés in-
dépendamment les uns des autres d’'une distribution gaussienne d’'une variance de 0%,
on obtient le méme modele des observations que celui étudié dans WIESEL, ELDAR et YE-
REDOR [131]. De ce fait, les échantillons conditionnés a la connaissance du dictionnaire
erroné et des parametres suivent une distribution gaussienne vectorielle :

ylf,s ~ N (Hs, (o2 [IsI* + 0%)1). (3.10)

On peut en déduire la MIF conditionnelle en utilisant la formule de Slepian-Bang (1.60) :

021 H, H'H 20¢Nss’
~Tlespy) S)}_ 2088 3.11)

Fpp = Ey 5 { =
yiH,s 2 (1all2 2"
oclsl®+0®  (a?|s|? +02)

L'espérance de la MIF est

Fr s (Fpp} = Egg (A" H) Es| ————— | + 20eNE (L) (3.12)
- S S . .
° (o2lsiz+02)?) ¢ " \odlsl*+0?
On peut développer le terme sur la matrice aléatoire :
Eg(A'H) =E; (H'H+H"E+E"H+E'E) (3.13)
=H'H+E;(E'E) (3.14)
=H"H+No?l, (3.15)

ou la deuxieme égalité découle du fait que E a une moyenne nulle, et que H est fixée tandis
que dans la troisiéme on introduit le résultat de I'espérance de ETE. En introduisant (3.15)
dans la borne (3.8) on obtient le résultat qui suit.

Résultat 10. La BCRB pour le modele de dictionnaire bruité, avec une erreur additive sui-
vant une distribution gaussienne de variance o est :

BCRBpg = Tr [J5L], (3.16)

Jpp = (H'H + No21) Es ( ) +204NE;

ss’ 9%log p(s)
I aZa — o || 37A |-
ocllsl“+o CARERTD 0s'0s

(3.17)

BCRB dans le cas de I'erreur de grille

Pour permettre I'étude des bornes Bayésienne et la comparaison avec le probleme du
dictionnaire bruité, nous utilisons le méme modele gaussien de I'erreur E pour étudier le
probléeme de I’erreur de grille, bien que cette approche modélise mal le probleme concret
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de l'erreur de discrétisation. La distribution naturelle pour modéliser I'erreur de discré-
tisation est la distribution uniforme plutot que gaussienne, cependant dans le cas haute
résolution ou la grille est dense, la somme des gaussiennes centrés sur chaque élément
de la grille est proche d’'une distribution uniforme. Nous verrons dans la section 4.1.1 les
bornes pour le modele d’erreur structuré, qui est plus proche de ce que 'on peut obser-
ver comme erreur en pratique lorsque I'on discrétise un dictionnaire généré a partir d'un
modele paramétrique. Dans le contexte de |'erreur de grille, le dictionnaire utilisé par la
reconstruction est connu et déterministe, de ce fait on dérive la borne conditionnelle-
ment a ce dictionnaire pour minimiser la BEQM (3.3). La MIB correspondante est définie
par:

9%log p(¥,s/H)
=Eysi————=— - 3.18
La distribution peut étre décomposée en
p(y,s/H) = p(yls, H) p(s|H) = p(yls, H) p(s), (3.19)

puisque le dictionnaire et le vecteur parcimonieux a estimer sont indépendants. On en
déduit la décomposition de la MIB :

2 < 2
0-log p(yls, H) } N [Es{_a log p(s) }

3.20
0sTos 0sTos (3.20)

Jeg =Eys {—

Les échantillons suivant le modele y = Hs + Es +w suivent une distribution gaussienne de
la méme facon que pour le probleme de dictionnaire bruité :

yIH,s ~ N (Hs, (o3 sl + 02)1). (3.21)

On peut en dériver la MIF al’aide de la formule de Slepian-Bang :

021 H, H'H 20%NssT
0g Pyl s)}— 4 20eSS (3.22)
0s'0s

Fg =F {— = :
yis 2 Nell2 2
oclsll®+0* (a2 |s|? +02)

L'espérance de la MIF est

Es{Frc} = H HE (

T
— |+2o'NE [ —2 . (3.23)
odlsl?+o02) ¢

2
o2 |sl? +o?)

Résultat 11. La BCRB pour le modele de l'erreur de grille, avec une erreur additive suivant
une distribution gaussienne de variance 6 est :

BCRBrG = Tr [J5 ), (3.24)
ol
ss’ 02log p(s)
Jeg = H'HE (— +20*NE, | ———— | +E (——) (3.25)
oZlsl?+02) 7 (02 s)2 + 02)° 0s'0s

On peut remarquer que les bornes pour les deux modeéles sont trés similaires, dans le
cas de I'erreur de dictionnaire bruité NoZI est ajouté au premier terme de la MIF. On en
déduit que

BCRBpg < BCRBgg pour g #0 (3.26)
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puisque toutes les matrices impliquées dans le calcul des bornes sont définies positives.
Quand o2 = 0 les deux bornes sont égales, ce qui est cohérent puisqu’on trouve avec la
borne bayésienne classique pour un dictionnaire connu et sans erreur :

-1
BCRBpg = BCRBgg = Tr

T 2
nH +[Es(——a 08P (S)) (3.27)

o2 0sTos

3.2.2 Expression analytique des bornes

Nous allons a présent détailler ces bornes pour un contexte particulier, permettant
d’obtenir une expression analytique. Pour ce faire nous faisons les deux hypotheses sui-
vantes :

1. Nous prenons tout d’abord I’hypothése d'un faible niveau de bruit, c’est a dire que
02 — 0. Cette hypothese est justifiée par le fait que les erreurs dues a la grille ou
aux erreurs de modele ne sont prédominantes que quand le bruit est faible. En ef-
fet si 02 >> Gg, les erreurs de reconstruction seront importantes, et I'influence de
I'erreur de modele est alors négligeable et ne peut étre mesurée. Nous nous plagons
donc dans le contexte ou la variance du bruit est dominée par la variance de l'er-
reur de modele. Nous nous sommes focalisés uniquement sur cette derniére source
d’erreur pendant tout mon travail de these.

2. En deuxieme lieu, nous choisissons un modeéle pour la variable aléatoire s afin
de pouvoir donner un exemple de forme analytique pour les bornes BCRBpg et
BCRBgG. s est un vecteur parcimonieux, contenant L éléments non nuls dont les
amplitudes suivent une distribution gaussienne centrée ayant une variance de o2.
Les K — L autres valeurs de s sont nulles. Pour un support connu, et ne variant pas,
le terme lié a cette distribution dans la borne est alors :

=—S, 3.28
0sTos (3-28)

2 1 2
(_azlogp(S))_ _a log(og zn)_stz 1
® - 0s''ds o2

ol on note S la matrice diagonale K x K contenant le support de s sur sa diagonale
c’est a dire un 1 aux L indices de s contenant la variable aléatoire gaussienne, et un
0 ailleurs.

Pour dériver le reste des termes de la borne on cherche a exprimer

P;(02,0%) =E (;) (3.29)
e’ *\o2|Is||? + 02
P,(02,62) = ( 58 ) (3.30)
20, bl =Y Ea— .
(02 IIsl1 + 02)

On note tout d’abord que ||s||* = ZI[:l s% ou !'on note s; la I-ieme amplitude non nulle du
vecteur parcimonieux. De ce fait seules les composantes non nulles entrent en compte
dans la norme, et son espérance. Du fait que les x; suivent une distribution normale,

(0)
—S- ~Tnv-xZ, (3.31)
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ol Inv — xi est la loi du khi-2 inverse avec L degré de liberté [17]. On connait son espé-
rance :

2

o 1

Es ( 52) —— pour L>2. (3.32)
[Isll L-2

Suivant ’hypothese 1. ot1 62 est négligeable devant o2 on peut en déduire que :

1 1
llmP (O',O')—[E ( )— (3.33)
oimp | C *\o2lsI2) ~ 0202(L-2)
Quand o2 — 0 on peut approximer Py(02,6?) par:
ss’
hm Pz(O'e,O' ) =g (ﬁ). (3.34)
02—0 oe sl

Etant donné que ||s||* est un scalaire et que [ (ss ) = 028 ou S est la matrice support on
T
obtient finalement que Eg (W) = ¢S est forcément proportionnel aS.On a:
e

Tr[[E( ss! ) _E (Tr[ ss! )—[E Tr[ss']
HCHLE "\ Lol s) | ot s

_[E( lIs]l? )_[E( 1 )_ 1 (3.35)
\otislt) lotlsI?)  o2odL-2) '

En utilisant la propriété de proportionnalité on peut en déduire d'une autre facon que

Tr |E ( s ) — Lt (3.36)
HCALE ’ '
d’olt
hm P (O‘ o%) = ; (3.37)
a0 0204L(L-2) '

On peut a présent déduire I’expression des deux MIB en introduisant (3.28), (3.33) et (3.37)
dans (3.17) et (3.25).

H'H NI 2N 1

Jov= 222 T oli-2 T2 o2 (5:38)
H'H 2N 1

6= 20 5t s ot (3.39)

Ce qui permet en inversant d’obtenir le résultat suivant.

Résultat 12. Les bornes de Van Trees pour les modeéles de dictionnaire bruité et d'erreur
de grille, pour un vecteur d'amplitude gaussienne de moyenne nulle et de variance 62 de
support connu S, une erreur additive E aléatoire suivant également une gaussienne de
moyenne nulle et de variance 0% et un niveau de bruit négligeable sont :

o2(L-2) 1 2 L-2))\!
BCRBpp = Tr SH'H+I+| 2+ —|S| |, (3.40)
N Nog L N
o2(L-2) 1 2 L-2)\)\"!
EG = T -+ — . .
BCRB T SH'H+ S 3.41
N No?2 L N
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Le support étant connu, les seuls parametres a estimer sont les L. amplitudes non
nulles du vecteur s. De ce fait, nous nous intéressons aux bornes réduites sur ce support,
que l'on appelle également bornes oracles [Boyer2016, 32]. Pour ce faire nous définissons
Hs comme étant la matrice N x K extraite de H contenant les L colonnes correspondant
au support de s. Les bornes réduites au support sont :

BCRB 0 L-2), ( ! uln +(1+2+L_2)1 )_1] (3.42)
= r -+ — , .
PBs =N NgZ &9 L° N )"
BCRB GE(L_Z)T ( ! ulnm +(2+ —Z I)_l (3.43)
= r -+ — , .
Bs =N Noz S\ N
ou les MIF correspondantes sont :
J = HgHS + N I+ 2N I+ 1I (3.44)
PPs = 262(L-2)  62(L-2) © o?L(L-2) © o2 " '
o o HsMs 2N 1 (3.45)
B0 T 5262(L-2) " o?LL-2) © o2 '

3.2.3 Comparaison des deux modéeles

Pour comparer les erreurs des deux modeles, nous nous concentrons sur la matrice
oracle de la BCRB de dimension L x L, qui contient sur sa diagonale la borne sur chaque
élément amplitude non nulle du vecteur inconnu s. Cette matrice est I'inverse de la ma-
trice d'information de Fisher Bayésienne, et sa trace est égale a la BCRB. On la note Bpg =
IBES et Bgg = ]Eés, respectivement. Pour comparer ces deux matrices nous définissons le
critere permettant de mesurer leur écart :

n< |Bps Bos —Beg) |, - (3.46)

La norme de la différence entre Bpg et Big est un critére naturel pour comparer ces deux
matrices. On ajoute le terme de normalisation BI‘)E car les deux matrices peuvent prendre
de tres petites valeurs numériques ce qui rend le calcul numérique de la norme de leur
différence instable et peu utilisable en pratique. Le terme de normalisation permet de
contrebalancer 'effet des petites valeurs sur la différence, et permet de rendre le critere n
robuste.

On a la relation suivante entre les deux MIB :

J =] +——1I, 3.47
DBs = JEGs o20L_2) (3.47)
ce qui permet de simplifier (3.46) :
= (I-BggJ =(I-B (] + —I)
n || EGJDBg ||2 H EG |JEGs o2(L—2) ,
IBeGll2 - (3.48)

- o2(L-2)

ou Jgg est une combinaison linéaire de HEHS qui par construction est une matrice sy-
meétrique et définie positive et de la matrice I également définie positive. Par conséquent
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Jegs est symétrique et définie positive et son inverse Bgg I'est également. De ce fait sa
norme est définie par [98] :

IBEGIl2 = Amax BEG), (3.49)

oll Amax(A) est la plus grande valeur propre de la matrice A. On a

A ((—1 HLH +(2 +—L_2)1)_1) L
r]: max 28 S T = _
Nog L N Amin (b2 HEHs + (2 + 52)1)
_ NO'% _ NO'% (3.50)

Amin (H5Hs +No2 (2 4+ 522)1)  Ain (HSHs) + 02 (3N +L-2)

Résultat 13. La différence entre les performances de l'estimation en présence d'une erreur
de dictionnaire bruité ou d’erreur de grille, mesurée suivant le critere (3.46) est :

1
r] - )\min(HgHS) (351)

2
Nog

L L2

+
i\

De maniere logique, quand l'erreur est nulle (0% = 0), la différence entre les deux
bornes est nulle également, cela se voit directement de I’expression (3.50). Comme HEHS
est définie positive, Apin (HgHg) > 0, a partir de la formulation donnée en (3.51) on ob-
serve par conséquent que 1 est une fonction croissante par rapport a la variance de 'er-
reur o2 pour des N et L finis. Cela montre que pour une erreur suffisamment importante,
les deux types d’erreurs que nous avons présentés en section 3.1 ne sont pas équivalents.

Nous considérons a présent le cas particulier ou les éléments de Hs sont tirés aléatoi-
rement suivant une distribution gaussienne de variance 1/L, pour ce type de dictionnaire
la théorie des matrices aléatoires, permet de donner une expression approximative simple
de cette différence, dans le cas asymptotique ou N, L sont tres grand avec % — Pdic.-

Un des résultats centraux de la théorie des matrices aléatoires est la loi de Mar¢cenko-
Pastur. Dans un contexte asymptotique, ot N,L — oo avec % — ¢ C’est a dire que les di-
mensions de la matrices sont infiniment grandes, tout en conservant un rapport constant
et pour H de dimension N x L dont les éléments sont tirés d'une distribution gaussienne
de moyenne nulle et de variance 2, la distribution empirique des valeurs propres de H'H
converge de facon presque slire vers une distribution précise appelée de Marccenko-
Pastur [119]. De cette propriété on peut déduire plusieurs relations utiles :

lim I ()| = i (3.52)
. 1 T -2] Cc
lim ~Tr |(H'R) | = T— (3.53)

On connait aussi les propriétés asymptotiques des valeurs propres de H'H, dans les mémes
conditions :

Jim Amin (H'H) = 1 - V0)? (3.54)
Jim Ao (H'H) = 1+ Vo) (3.55)
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Pour N et L assez grand, on peut introduire le résultat (3.54) dans I’expression de la
différence entre les performances DB et EG (3.50) :

n=~ No?
(1=/5-)% + 0% (2pdic. + L~ 2)

qui est une valeur finie, puisque le rapport N/L reste une valeur finie méme quand N et
L tendent vers 'infini. La différence n augmente toujours proportionnellement avec la
variance de l'erreur.

Pour mieux visualiser le comportement des bornes et leurs différences, nous avons
tracé leur comportement pour des exemples de jeux de parametres, pour un dictionnaire
tiré aléatoirement a partir d'une distribution gaussienne. Nous prenons pour cela une dis-
tribution gaussienne de s de variance o2 = 1. Le choix de cette variance n’influence pas le
comportement des bornes étant donné qu’elles sont simplement proportionnelles a o2.
Nous avons également choisi un niveau de bruit 0 = 0.1 relativement faible, pour res-
pecter les conditions de fort RSB. La figure 3.3 compare les bornes (3.42) et (3.43) pour un
dictionnaire Hs de dimensions 100 x 5 tracées en fonction du logarithme de la variance
de l'erreur. On peut tout d’abord confirmer sur cette courbe que les deux bornes sont
confondues quand l'erreur tend vers zéro et que la différence entre les deux bornes aug-
mente avec la variance de I’erreur. Les performances que 1’'ont peut obtenir avec un dic-
tionnaire bruité au moment de la réception sont bien meilleures que celles que I'on peut
espérer en présence d'une erreur de grille, la comparaison des bornes donne a penser que
le probléme de dictionnaire bruité est plus simple que le probléme de I'erreur de grille du
point de vue de I'’estimation. On peut également observer une saturation des bornes pour
un o2 assez grand, I'erreur dégrade les performances mais celles-ci atteignent un palier
haut. Dans les figures 3.4, 3.5 et 3.6 nous nous intéressons exclusivement a I’écart n) entre
les deux bornes. Pour cela sont tracés n suivant la formule (3.46) calculée numériquement
en bleu, (3.50) qui est la formule analytique générale en vert et enfin la formule asympto-
tique (3.56) pour des dictionnaire grands en rouge. Naturellement ces courbes confirment
que la différence augmente avec la variance de 'erreur. De plus les deux courbes numé-
rique et analytique sont confondues pour toutes les tailles de dictionnaire, ce qui valide
le calcul effectué. La courbe de la différence asymptotique quant a elle est 1égerement dif-
férente des autres quand on prend un dictionnaire de taille 100 x 20 suivant les tirages du
dictionnaire choisi. C’est un exemple ou la valeur propre calculée numériquement n’est
pas égale a la valeur propre asymptotique car le dictionnaire est trop petit pour entrer
dans les conditions ol la relation (3.54) est vérifiée. La formule tres simple asymptotique
est par contre confondue avec les autres formulations pour la deuxieme taille de diction-
naire 1000 x 120 testée. Nous avons vu sur la figure 3.3 que les deux bornes atteignaient
un palier pour une erreur grande, il est donc logique que n atteigne ce palier également.
On peut noter que pour le deuxieme dictionnaire, ’erreur a un ordre de grandeur plus
important que pour le premier. La taille du dictionnaire, et surtout le rapport pgic. joue
un role important sur la différence entre les bornes, on peut le remarquer notamment via
I'expression asymptotique (3.56). Pour illustrer cette relation nous tracons également 1
(suivant ses trois formulations) en fonction du rapport L/N = 1/pgjc.. Pour ce faire nous
avons fixé 02 = 1 et N = 1000 puis nous avons fait varier L entre 1 et N puisque par défi-
nition nous devons maintenir L < N, le rapport est donc compris entre 0 et 1. Le compor-
tement de cette courbe n’est pas intuitif, en effet la différence entre les deux bornes est

(3.56)
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croissante au départ puis atteint un maximum pour un rapport de L/N = 0.05 c’est a dire
Pdic. = 20 puis diminue lentement jusqu’a pgic. = 1 ot 'on a n = pgic, = 1

BEQM (dB)

-1

107

10

o2 (dB)

FIGURE 3.3 — BCRB EG et DB en fonction de la variance de I'erreur, pour N =100 et L =5
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FIGURE 3.4 — Critére de différence entre les bornes 1 en fonction de la variance de I'erreur, pour
N=100etL=5
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FIGURE 3.5 — Critere de différence entre les bornes 1 en fonction de la variance de I'erreur, pour
N=1000etL =120
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FIGURE 3.6 — Critere de différence entre les bornes 1) en fonction du rapport 1/pgjc., pour o2 = 1

3.3 BCRM en cas de petites erreurs de grille

Nous nous intéressons a présent a une autre borne Bayesienne, qui est la borne BCRM
(1.68) et qui est définie comme la moyenne de la borne BCR déterministe. L'étude de cette
borne permet d’obtenir des résultats plus proches des résultats des estimateurs que la
BCRB de Van Trees, tout en minimisant la BEQM. En 'absence d’erreur de grille les deux
bornes bayésiennes sont égales puisque dans ce cas la MIF ne dépends pas du parametre
s [67]. Quand 0?2 # 0, 'erreur de grille s’ajoute au terme de bruit qui devient dépendant ala
fois de l'erreur et de s, ce qui modifie les statistiques du bruit et conduit a une différence
entre la BCRM et la BCRB. Il n’est pas possible de donner une expression analytique de
la BCRM dans le cas général, mais nous dérivons une approximation de la borne dans
le cas d’'une petite erreur de grille dans le contexte EG. La borne déterministe générale
est donnée dans WIESEL, ELDAR et YEREDOR [131], nous en faisons une approximation et
la moyennons pour obtenir la borne BCRM pour une petite erreur de grille. Pour ce faire
nous faisons la méme hypothese que WIESEL, ELDAR et YEREDOR [131] de'indépendance
entre le bruit additif w et la matrice d’erreur de modele E, qui est toujours gaussienne.
Nous comparons ensuite le comportement de la BCRB et de la BCRM par simulation,
et nous montrons que la BCRM étant une borne plus serrée, on peut avoir une bonne
prédiction du comportement des estimateurs pour toutes les plages de 62, notamment
dans le cas de o2 trés petit ot la BCRB sur-estime largement les performances.

3.3.1 Approximation de la BCR déterministe pour une petite erreur

Pour donner la BCRM, il faut d’abord déterminer la BCR déterministe pour un vecteur
s donné. Nous nous intéressons au probleme de I'erreur de grille ou

§H,s ~ N (Hs, (03 s + 0)1). (3.57)
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Nous rappelons que :
BCRMEg = EgTr [Fgg | (3.58)

ol Fgg est la MIF donnée grace a la formule de Slepian-Bang [131] :

. H'H s 20iNss’ (3.59)
EG = , .
oz lsl®+0% (02 ]s]% +0?)?
qui apres inversion donne :
Fgt = (o2 lsl? +0?) HTH) ' - A, (3.60)
avec 4 2 2 2 T lecT mgT 1
20,N (o5 (sl +0°)(H H) 'ss (H H)~
A=—2 (o ) : (3.61)

1+20¢NsT(HTH)1s
Cette borne a une expression difficile a exploiter, nous allons en donner une expres-

sion approximative. Pour ce faire nous considérons le cas ott 62 — 0. On cherche I'ap-
proximation de

20¢eN
h(og) = = , (3.62)
“ 1+20iNsTHTH)1s
al'aide du développement de Taylor
oh(o?
h(og) = ( 46) os+0(cd). (3.63)
00 oi=0
On a la dérivée
oh(o}) 2N
= = 1 (3.64)
00e  (1+20iNsT(HTH) !s)
qui permet d’obtenir le développement h(o?) = 2No? +0(a?) et :
A =2Nos (o2 s> +o?) (H'H) 'ss' H'H) ™! +0(0?). (3.65)
Linverse de la MIF déterministe peut donc étre approximée par :
Fzt = ((0Z1Is? + 0®) H'H) ™) (I-2Nogss' (H'H) ') +0(0?). (3.66)

Résultat 14. La BCR déterministe pour une petite erreur de grille peut étre approximée par :
BCRgG = Tr[((0Z IIsll® + 0%) H'H) ') (1-2Nogss' (H'H) Y)]. (3.67)

Pour donner une idée de I'ordre de grandeur de o2 pour laquelle 'approximation faite
a partir du développement de Taylor est valable, nous tracons la BCR déterministe exacte
en calculant numériquement la trace de la MIF (3.60) que nous comparons a la BCR ap-
proximée donnée en (3.67). Nous nous intéressons dans la simulation a la BCR sur les
parametres non nuls du vecteur s, nous utilisons donc la matrice Hs de dimension N x L
dont les éléments sont tirés aléatoirement d'une distribution normale de moyenne 1 et
de variance 1/L. Les amplitudes a estimer sont tirées également a partir d'une distribu-
tion normalement de moyenne nulle et de variance 1/L. Les bornes ainsi obtenues sont
tracées en fonction de la variance de 'erreur pour deux jeux de parametres différents sur
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les figures 3.7 et 3.8, la borne exacte est tracée en bleu tandis que la borne approximative
est tracée en rouge. Il est premiérement intéressant de noter que la borne approximée
décroche de la borne exacte pour le méme niveau de bruit, quelque soit les parametres
de N, L et o2 choisis. Nous avons tracé ici deux exemples pour l'illustrer, mais ce com-
portement a été observé sur toutes les simulations effectuées. La borne approximée colle
parfaitement avec la borne exacte pour 62 < 5-1072. Au dela de o2 = 0.1 la borne ap-
proximative ne peut plus étre calculée car le terme en 2No2 devient supérieur au premier
terme, la borne devient alors négative ce qui n’a pas de sens. L'approximation faite est
donc assez contraignante, puisqu’elle n’est valable que pour des variances d’erreur tres
faibles.

10 I I
r ©-BCR
L -£1BCR approx. |
| /67)
/
L /]
S ~E
e H 4 .
2 ,,’
2 "4
s ¢
E10 - L ,/ i
3 r
§ | .
> [
3 | g
L ///
——E"U
e-——8-——-—0-6-—-———0-8""
10-3 Ll Ll Ll Ll Ll i
107° 10° 107 107 107 107 10°

o? llog]

FIGURE 3.7 — BCR déterministe en fonction de la variance de I'erreur, pour N = 500, L = 10 et
2
o =0.01

3.3.2 BCRM pour une petite erreur de grille

Il est a présent possible de calculer la BCRM en moyennant la BCR déterministe ap-
proximée pour les différentes valeurs de s. Pour ce faire on fait I'hypothese que celui-ci
est un vecteur parcimonieux, dont les L valeurs non nulles s; sont des variables aléa-
toires de moyenne nulle, de variance 03/ L et 'on définit leur moment d’ordre 4 par :
[Esl{s?} = mgl/ L2. Contrairement a la borne de Van Trees, on n'a pas besoin de connaitre
en détail la distribution de s;, mais seulement sa moyenne et ses moments d’ordre 2 et 4.
De plus on choisit une variance de /L de telle sorte que E{|/s]|*} = 62 soit une quantité
finie, méme quand on choisit des L infinis, cette propriété est importante puisque nous
étudierons par la suite les résultats asymptotiques, pour lesquels N et L sont tres grands.
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FIGURE 3.8 — BCR déterministe en fonction de la variance de I'erreur, pour N = 1000, L. = 50 et
2
0°=0.001

Dans ces conditions la BCRM est :

BCRMG = EsTr [Fg | = Tr [Eq (Fgg)]
~Tr [Eg {(02 Is)? + 02) (HTH) '} — Eg {(2No? (o2 Il + 02) (HTH) 'ssT (HTH) 1)} ]
= (0202 + o) Tr [(HTH) ™| - 2N Tr [(HTH) ', {((02 sl + 0%) ss”} (T E) ™).

On considére maintenant que le support de s est connu, et ne change pas sur les dif-
férents tirages aléatoires. La deuxiéme espérance peut alors étre développée :

L
Es{(0?sll* + 0%)ss'} = 02E {lIsl*ss'} + 0°Es {ss' } = 02E { Y S?SST} +0%028
=1

0.2 A 4 0.2
=5 0m} +(L—1)cs)+f)s, (3.68)

ou S est la matrice diagonale représentant le support de s comme précédemment. En

introduisant (3.68) dans le calcul dela BCRBon a:
o;

0.2
BCRMgg =~ (0202 +0?) Tr[(H'H) '] - 2No? (L—g(m;* +(L-1os) + 3 ) Tr [(H'H) 2S].

(3.69)

Résultat 15. Pour o petit, et s un vecteur parcimonieux dont les amplitudes non nulles
sont des variables aléatoires de moyenne nulle, de variance o2/1. de moment d'ordre 4

m2/1? la BCRM est :

_ N N _
BCRMgg = (0202 +0?) Tr[H'H) '] - (zﬁag(mgm— 1)c§)+zfo§c§)Tr[(H§H3) 2],
(3.70)
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tandis que la BCRM si l'on s'intéresse seulement aux amplitudes non nulle est :

_ N N _
BCRMg ~ (0202 +0%) Tr [(H5Hs) '] - zﬁog(m;‘HL—l)ogHzfogog Tr [(H5Hs) ™).
(3.71)

On se place maintenant dans le contexte asymptotique ou N,L — oo avec % — Pdic.
Les dimensions de la matrice aléatoire Hs tendent alors vers I'infini tandis que le rapport
entre ses dimensions reste fini. Nous faisons également I’hypothese que Hs est une ma-
trice dont les éléments sont tirés aléatoirement d'une distribution gaussienne de moyenne
nulle et d'une variance 1/L. On définit la BCRM asymptotique par :

1
n>*= lim —BCRM. (3.72)

N,L—o0
Sous ces conditionson a:

Tr[(HgHs) ']

. 2 2 2
i Tr[(HLHs) ™|
dic.
-2 lec 08(m¢ - 08) +20%p4ic. 0% + 204 0407 —— e
Tr[(H-Hg)!
= lim (0202 +0?) —[ SL ]
—00
Tr[(HHs) 2]
~ (20%pdic. 0% + 2paic. 0402) ————, (3.74)

L

étant donné que L tend vers 'infini le terme en 1/L s’annule. En introduisant dans cette
expression les résultats (3.52) et (3.53) de la théorie des matrices aléatoires on trouve le
résultat qui suit.

Résultat 16. La BCRM asymptotique pour le probleme de l'erreur de grille, pour une va-
riance d’erreur faible et un dictionnaire aléatoire ot L et N tendent vers l'infini avec un
rapport fini est :
(o202 +0%) _20%0% (020 + 1)y,
Pdic. — 1 (Pdic.— 1)3
Dans la figure 3.9 sont tracées la borne BCRM approximée (3.71) en bleu et la borne
r]l’éfé correspondante (3.75) en rouge. Pour que les deux bornes soient comparables, la

courbe bleue trace la fonction &LMEG. Les bornes sont tracés en fonction de % = pdl, ,
pour ce faire on fixe N = 1000 et on fait varier L entre 1 et N. La variance du bruit est
choisie assez faible (62 = 1073 ) pour que 'approximation de la BCR pour des petites er-
reurs soit correcte et égale a la BCRM. Pour une erreur trop importante on ne peut plus
faire 'approximation et le calcul de la BCRM donné en (3.71) ne correspond plus a une
borne. La variance du bruit a également été choisie petite de telle sorte qu’'on conserve
une variance d’erreur supérieure a la variance du bruit, pour se concentrer sur les effets
de cette erreur, méme si elle est faible. Pour N = 1000, le dictionnaire est assez large pour
que 'hypothese asymptotique soit vérifiée, les courbes bleu et rouge sont confondues ce
qui valide I'’expression (3.75). Nous verrons dans les autres figures que cette expression
est valide méme pour des dictionnaires relativement petits. Quand le nombre de para-
metres L augmente, la difficulté de I’estimation augmente, la borne augmente donc assez
naturellement quand L augmente.

O o
NG =

(3.75)
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1/p

FIGURE 3.9 - BCRM exacte et approximée en fonction de 1/pgjc., pour N = 1000, 02 = 1073 et 62 =

1074

Nous allons a présent étudier le comportement des différentes bornes obtenues pour
le probleme de l'erreur de grille, que nous comparons aux bornes sans erreur. Toutes les
bornes sont normalisées par L pour rendre la comparaison pertinente. Sur les figures 3.10

a3.13

sont tracées :

en magenta, la borne BCRM sans ajout d’erreur :

BCRBO.Z:O ()'2 -1

— 2 = T | (HHs) | 3.76
3 T Tr| (HgHs) (3.76)

La borne de Van Trees sans erreur est égale a la BCRM sans erreur, a laquelle on

ajoute le terme lié a la distribution des parametres. Dans le cas a fort RSB o1 nous

nous placons, ces deux bornes sont égales puisque 1'on peut négliger le second

terme de la BCRB de Van Trees.

en noir, la borne sans bruit asymptotique obtenue pour un dictionnaire Hg aléa-

toire et gaussien :

O.2

< = . 3.77
no%zo Pdic. — 1 ( )

en bleu, la BCRM normalisée pour une petite erreur générale a partir de I'’expression
(3.71) : BCRM/L.

en rouge, la BCRM asymptotique donnée en (3.75).

en vert la BCRB de Van Trees normalisée associée au probleme de 'erreur de grille
donnée en (3.43) : BCRBgg4 /L.

Les trois premieres figures tracent les bornes en fonction de la variance de I'erreur 62 pour
un bruit fixé a 02 = 0.001. On fait varier la variance de I'erreur sur la plage pour laquelle
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I'expression de la BCR approximée est égale a la BCR numérique comme nous "avons
observé sur la figure 3.7. La figure 3.10 montre le cas idéal pour lequel le dictionnaire est
assez grand (1000 x 50 ), les courbes asymptotiques y sont toutes deux confondues avec
la borne non asymptotique correspondante. La premiere remarque que 'on peut faire est
que la borne BCRM est bien tout le temps supérieure a la BCRB de Van Trees. Quand la
variance de 'erreur décroit, la borne BCRM rejoint la borne en ’absence d’erreur, ce qui
se vérifie par leur expression. De son coté la borne de Van Trees continue de décroitre a
mesure que la variance de 'erreur décroit jusqu’a atteindre une valeur infiniment faible
quand o2 — 0 alors que la borne sans erreur atteint un palier. Ce comportement montre
que la borne de Van Trees est certes une borne minimale, mais elle se montre trop opti-
miste dans certaines situations, notamment pour un bruit et une erreur faible ou elle peut
atteindre une erreur moyenne nulle alors que le calcul de la BCRM montre qu’en réalité il
n’est pas possible d’atteindre de telles performances par un estimateur, puisque la BCRM
est également une borne inférieur de la BEQM. Quand la variance de |'’erreur augmente,
de maniere intuitive les deux bornes Bayésiennes montrent que les performances se dé-
gradent fortement en comparaison du cas idéal sans erreur. Dans la figure 3.11 nous avons
tracé les mémes courbes, pour une taille de dictionnaire tres petite : 50 x 3. On peut obser-
ver sur cette courbe que I'on a atteint un cas limite de la théorie des matrices aléatoires, le
dictionnaire est trop petit pour que la formulation tres simple de la BCRM asymptotique
soit vérifiée. Cependant on peut voir sur la figure 3.12 que méme pour un dictionnaire
relativement petit de taille 50 x 10, I’approximation apportée par la théorie des matrices
aléatoires peut étre utilisée, pourtant ces valeurs sont loin d’étre asymptotiques. Ce résul-
tat est intéressant, on peut observer que dans des plages de valeurs utilisées en pratique,
méme loin d’étre asymptotique, le cas asymptotique reflete tres bien le comportement
des bornes. Cela permet d’obtenir des expressions vraiment simples a calculer, ne dé-
pendant pas d’'une réalisation donnée de la matrice H. On peut en conclure que les per-
formances d’estimation pour une matrice aléatoire gaussienne ne dépendent pas d'une
réalisation précise du dictionnaire, mais uniquement de ses dimensions.

Les mémes courbes sont tracées également sur la figure 3.13 avec une perspective dif-
férente : 'axe des abscisses est cette fois ci le rapport entre 'interférence apportée par 'er-
reur de grille et le bruit. On définit le rapport Interférence sur Bruit par INR = 62/62. On a
choisi sur cette courbe les mémes parametres que la figure 3.10, et 'on a fixé 62 = 1073 et
fait varier le bruit o2. Rappelons que la borne de Van Trees donnée en (3.43) est obtenue
pour un bruit faible oti 62 domine sur 62, son expression pour un INR faible n’est donc
pas représentative de la borne Bayésienne exacte et numérique. Cette borne approxima-
tive ne dépend pas de o2 et est donc constante sur la figure 3.13. Elle représente le palier
qu’atteignent les performances en présence d'une erreur de grille, méme quand le bruit
diminue. La BCRM quant a elle suit la borne sans erreur quand le bruit est important, en
effet pour une variance d’erreur donnée, quand le bruit devient prédominant les bornes
avec ou sans erreur se confondent. Au fur et a mesure que le bruit diminue, la BCRM re-
joint le palier donné par la borne de Van Trees. Cette borne suit le comportement que I'on
peut attendre des estimateurs.

3.3.3 Probleme de dictionnaire bruité

Nous nous intéressons a présent au calcul de la BCR déterministe en présence d'une
erreur de dictionnaire bruité. Dans ce contexte les observations sonty et H et le parametre
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FIGURE 3.10 — Bornes pour le probléme de I'erreur de grille en fonction de la variance de I'erreur,
pour N =1000, L =50
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FIGURE 3.13 — Bornes pour le probléme de I'erreur de grille en fonction du rapport 62/02, pour
N =1000, L =50 et 02 =103

101



CHAPITRE 3. ROBUSTESSE A LA MECONNAISSANCE DU DICTIONNAIRE

a estimer est toujours s. Contrairement au probleme EIV tel que le considerent WIESEL,
ELDAR et YEREDOR [131], nous ne cherchons pas a estimer H dans ce chapitre mais nous
placons dans un contexte ot I'algorithme d’estimation utilise un dictionnaire erroné de
manieére habituelle, sans savoir que ce dictionnaire est bruité. La matrice d'information
de Fisher a inverser pour obtenir la BCR est dans ce contexte :

0%log p(y, His)
9%logp(ylH,s)
0%log p(y|/H,s)

On obtient la deuxiéme égalité en utilisant le fait que p(H) ne dépend pas de s et la troi-
sieme vient de la formule de Bayes des espérances.

En se basant sur le modele gaussien y|H,s ~ A (Hs, (02 |Is[|* + %)), on peut déduire
la MIF conditionnelle en utilisant la formule de Slepian-Bang (1.60) :

Fpp = [Eﬁ{ H'H + 20,Nss| } (3.81)
oz lsl®+02  (02]s]? +02)?

_Eq {ATH} 204Nss® (3.82)
oZlsl*+02  (02]s]?+02) '
H'H +No?I 20¢Nss!

— (3.83)

) 2 2’
oz lsl®+0 (02 |s||? + 02)

ou l'on a introduit (3.15) pour obtenir la derniere égalité.
On peut a présent procéder a I'inversion de la MIF a I'aide de la formule d’inversion
par bloc (2.14) :
Fpr = (028> + 0%) (H'H+No2D ™ - A, (3.84)
avec 4 21ell2 - 2) ([T 21 -1eeT ([T 2 -1
Ao ZO'eN(O'e IIsll + o )(H H+NogD) ™ 'ss" (H'H+NogD™
1+202NsT(HTH + No2I)-ls '

(3.85)

Laborne de Cramer Rao correspondante est égale a la trace de FI_)E. Laprésence del’erreur
dans le dictionnaire recu complique encore I’expression, ce qui ne permet pas d’en obte-
nir une expression simple permettant d’obtenir une expression analytique de la BCRM. 11
n’est pas possible d’obtenir une expression plus simple pour cette borne, méme pour des
o2 petit.

Dans les figures 3.14 et 3.15 les bornes de Cramer Rao déterministes exactes pour le
probléme d’erreur de grille et le probleme de dictionnaire bruité sont tracées en bleu et
en rouge respectivement, en fonction de la variance de l'erreur oﬁ. Sur les deux figures
on peut confirmer le résultat obtenu par la BCRB de Van Trees : le probleme du bruit sur
le dictionnaire permet de bien meilleures performances que celui de l'erreur de grille.
Quand l'erreur est nulle, les deux BCR sont égales. Quand l'erreur de dictionnaire aug-
mente, la BCRpg atteint un palier haut, tandis que la BCRgg continue de se dégrader. De
plus une propriété tres intéressante du probléme de dictionnaire bruité est que quand le
bruit est important, et que donc l'erreur sur le dictionnaire est plus faible que le bruit,
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cette erreur permet d’améliorer les performances de I'estimation. En effet pour 62 = 0.1,
la BCRpg diminue avec 'augmentation de I'incertitude sur le dictionnaire. Plus 2 aug-
mente plus cette amélioration est importante. Ce comportement peut étre expliqué par le
fait qu’'en présence d’'un bruit important, I'ajout d'un terme aléatoire important sur le dic-
tionnaire permet de mieux refléter le comportement des échantillons; ceux-ci devenant
eux méme aléatoires a mesure que le rapport signal sur bruit diminue.
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FIGURE 3.14 — Borne déterministe pour les problémes EG et DB, pour N = 1000, L = 50 et 0° =
0.001.
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FIGURE 3.15 — Borne déterministe pour les problémes EG et DB, pour N = 1000, L = 50 et 62 = 0.1.

3.4 Conséquence de la discrétisation sur I'estimation des
fréquences

Nous nous sommes concentrés pour le moment sur les performances d’estimation
des amplitudes en présence d’erreur, pour un support connu. Dans cette section, nous
nous intéressons spécifiquement au probleme de I'estimation par dictionnaire présenté
dans I’équation (1.46), un probléme pour lequel I'indice des valeurs non nulles du sup-
port est le parametre principal a estimer, les amplitudes n’étant que secondaires. Nous
nous intéressons doncici al’estimation du parametre de support, plutot qu’al’amplitude.
Nous avons vu dans la section 1.3.3 que pour ce type d’estimation, on fait I'hypothese
intrinseque que les parametres a estimer appartiennent a une grille donnée, et connue.
Cette hypothése ne peut pas étre vérifiée, quelle que soit la grille choisie étant donné que
nous cherchons a estimer des parametres continus, qui ne peuvent donc pas étre tous
représentés dans une grille ayant un nombre fini de points. Ce probléeme est un cas parti-
culier du probleme EG, spécifique a I'estimation par dictionnaire. Pour étudier les consé-
quences de I'erreur de discrétisation sur les performances d’estimation par dictionnaire,
nous établissons un modele Bayésien du probleme, puis a partir de ce modele nous dé-
rivons l'erreur quadratique moyenne Bayésienne, supposant toujours que 1’on se place
dans un contexte asymptotique ou le support est correctement estimé, mis a part I’erreur
de discrétisation. Nous donnons ensuite les expressions analytiques de la BEQM pour
des distributions gaussiennes et uniformes avant d’illustrer ces résultats dans le contexte
de I'estimation de fréquence. Les résultats présentés dans cette section ont été présentés
dans I'article BERNHARDT et al. [23].

3.4.1 Présentation du modele bayesien d’erreur sur le support

Pour simplifier les notations en comparaison avec le modele donné en (1.3.3) nous
allons considérer le cas a une dimension o1 il n’y a qu’un seul type de parametre a estimer
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en plus de 'amplitude. Le modele d’estimation par dictionnaire, cherchant a retrouver L
parameétres 0 = [0, -- ,0117 est alors :

y~H@)s+w (3.86)

Notons Q 'espace des parametres, c’est a dire 'espace des valeurs que peuvent prendre
les 0. Lespace des parametres Q est discrétisé dans la grille 0= [él, e ,éK]T. Nous allons
plus spécifiquement étudier le cas de la grille uniforme, avec un espacement de r = 04,1 —
0. On peut diviser I'espace des parameétres en intervalles de décision centrés sur chaque
élément du dictionnaire. Nous définissons formellement ces intervalles par :

Q, = [61,61 +g]

Q= [0 - g,ék+g] (3.87)

_ r -
Q= [ - 5, 0]
K K= 5K
La grille couvrant tout I'’espace des parametres, nous avons :
Q=[0;,0k] = Q1 UY) QU Qk. (3.88)

Dans un contexte Bayésien, les parametres a estimer sont aléatoires, tirés chacun
d’'une distribution indépendante p(0;;1). Nous utilisons une telle notation pour expri-
mer le fait que toutes les variables suivent la méme famille de distribution p(0) (du type
uniforme, gaussienne...) mais paramétrée différemment : elles peuvent par exemple étre
des gaussiennes avec des variances 0? différentes. La figure 3.16 permet de visualiser
les différentes distributions que nous allons définir par la suite, p(0;;[) est représentée
par la courbe pointillée noire, il s’agit d'une distribution allant de —oco a +oo et repré-
sentant donc les parametres non réduit a I'espace Q. Le vecteur contenant les L para-
metres inconnus 0 est un vecteur de variables aléatoires qui suit une distribution connue
p@) = H%:l p(0;; 1) et appartient 4 'ensemble QF = Q x ... x Q. Nous nous intéressons a
la distribution conditionnelle p(8]0 € Q) qui est la distribution des paramétres sachant
qu’ils appartiennent a I'’espace de recherche qui nous intéresse, celle-ci peut étre écrite
comme une distribution tronquée :

p(010e Q)= M, (3.89)
Pr(6 e QL)
ot 11(0) est la fonction indicatrice de 'ensemble Q qui est égale a 1 si 0 € Q" et 0 autre-
ment, et

L
Pr@eQl) = f _p@®)de =[Py (3.90)
Q I=1
étant donné que les parametres 0 sont supposés indépendants. On a défini :
pY éfgp(ﬂl;l)dﬂl. (3.91)

En combinant ces expressions et en utilisant le fait que la fonction caractéristique sur
'ensemble Q' est le produit des fonctions caractéristiques 1o (0;) on a:

L
p©@10eQ") =[] p®16,eQ), (3.92)
=1
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ou la distribution de chaque parametre sachant dans quel ensemble il se trouve est la
version tronquée sur '’ensemble des parametres de p(0;; 1) :

p©;1)-10(0))

p©,0,€Q) = 0
P
Q

(3.93)

Cette distribution tronquée et son facteur de normalisation Pg) sont tracés sur la figure
3.16 avec une ligne pointillée bleue et une aire hachurée bleue respectivement. On se
place dans la situation ou 0; € Q, les parameétres suivent donc la distribution (3.93), qui
est la distribution p(0;; [) réduite sur 'espace Q.

p(0;16; € Q)

FIGURE 3.16 — Distributions tronquées modélisant une estimation par dictionnaire

Nous pouvons a présent représenter la distribution des parametres comme la somme
des distributions sur chaque intervalle de décision défini en (3.87) grace a la loi des pro-
babilités totales :

K
p©i16; €)=Y PY p (8116, € Q), (3.94)
k=1

ou Pgl = ka p(0/18; € Q) dO; est la probabilité que le parametre 0; soit dans I'intervalle

de décision Q. Cette distribution et le facteur de normalisation Pgi associé sont tracés
en rouge sur la figure 3.16.

Notre objectif est d’étudier les conséquences de I’erreur de dictionnaire, non du bruit,
c’est pourquoi jusqu’a présent nous avons fait ’hypothése d’'un support connu pour le
calcul des bornes sur le parametre d’amplitude. De facon similaire, nous souhaitons iso-
ler dans cette section uniquement les problémes liés a la grille, et donc considérer que
tout le reste se déroule de facon optimale : les conditions RIP ou de cohérence sont res-
pectées et on considere que les algorithmes sont efficaces et donc estiment au plus juste
les parametres en 'absence de bruit. Plus formellement, nous nous placons dans le ré-
gime que nous appelons "a fort RSB", qui est le régime dans lequel le niveau de bruit est
assez faible pour que :

V1,3k;, V0, €Qr,,  0;(y) =0, (3.95)

ce qui explique le fait que I'estimateur 0;(y) choisit comme estimée la valeur du diction-
naire la plus proche de la vraie valeur 0;. Nous indexons 'intervalle de décision dans le-
quel se trouve 0, par k;, la valeur la plus proche étant alors 0;,. Une conséquence directe
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de cette propriété est que le résultat de 'estimation devient déterministe, malgré le fait
qu’en entrée on considere des parametres aléatoires, parce que le résultat est entierement
déterminé par l'intervalle de décision.

3.4.2 Performances a fort RSB des méthodes d’estimation par diction-
naire

Le biais sur le parametre vectoriel 0 estb (0) = [b(0,),---, b(©p)]" ot le biais sur chaque
parametre 0; est défini par

b(©) =Ey(0,(y)) -0,=0r,—0;, V0,€Qy,. (3.96)

Cette définition du biais découle directement de '’hypothése que nous sommes dans un
régime fort RSB (3.95). La BEQM est conditionnée a I'ensemble Q et est définie par :

BEQM,,1 = fR (|0 -8]) p@16 € O1)at0, (3.97)

[ J

EQM
o R =R x...xRet p(0]0 € QL) est la distribution définie en (3.89). Lerreur quadratique
moyenne d’'un parametre vectoriel peut étre décomposé en :
A 2 Lo 2 L A 2
[Ey(Hﬂ(y) -0 ) =Ey| Y. (0i»-8)° | = Yy ((0in-61)°). (3.98)
I=1

=1

On utilise cette propriété et |’expression (3.92) pour obtenir que :

L
BEQM: = Y fR Ty ((0:0 - 0,)°) pI0 € @My (3.99)
=1
L A 2
_ Zfe Ey (01 -0/)°) p(6116, € ), (3.100)
[=1YY1

ot 'on note 8~/ le vecteur de longueur L — 1 correspondant 4 0 sans la ¢ colonne.

On peut exprimer la BEQM de deux manieres en utilisant les deux facons d’exprimer
p(0;10; € Q). Premiérement, sil’on se place du point de vue des intervalles de décision, on
peut exprimer la BEQM a l'aide de I’expression (3.94) :

L K
BEQMq. =Y Y Pgifg Ey ((0;(y) —0)%) p(8,10, € Q4)d0; (3.101)
I=1k=1 k
fort RSB L K 0 2
— lzikzlpﬂkfﬂ b)) p(6,16; € Qr)db;. (3.102)
= = k

Eo, 0,0 ((01))
On a utilisé le fait que dans le régime a fort RSB 8; devient déterministe, et ne dépend plus
que de l'intervalle Q ce qui permet de retirer I'espérance sur le bruit qui n’affecte pas le

résultat de ’estimation. On obtient ainsi le résultat sur la BEQM.
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Résultat 17. Dans le régime a fort RSB et pour des parametres indépendants aléatoires de
distribution connue p(0;; 1), la BEQM conditionnée a I'ensemble QY est donnée par

L K
BEQMqt for¢ = Z Z [Ee,|e,e9k b©))%). (3.103)

Une expression équivalente est obtenue en utilisant plutéot I'expression (3.93) dans
(3.100) et le fait que Pg) ne dépend pas non plus de 9; :

L .
BEQMqL = Z W Q[Ey((Gl(y) -0)%) p(6;;)de;

fort RSB 1
o S Z (l Zf b(el) p(el;l)del

J/

v~

Fo, (D(61)210, 0))

Pour obtenir la derniére expression, nous avons décomposé 'intégrale sur tout I'espace
Q en la somme des intégrales sur chaque espace Qj consécutif, intervalles sur lesquels le
biais est déterministe et ne dépend plus de la réalisation y. On obtient le résultat suivant :

Résultat 18. Dans le régime a fort RSB et pour des parametres indépendants aléatoires de
distribution connue p(0y; 1), la BEQM conditionnée a 'ensemble Q est également donnée

par
L

1 K
BEQMqt forg = 2. o~ Y Eo,(b(0))*10,(0)). (3.104)
1=1 Py k=1

La BEQM augmente proportionnellement avec le nombre de parametres a estimer,
puisque I'on voit que chacun de ses parametres contribue individuellement a I’erreur to-
tale de maniere additive. Le second parametre essentiel, bien qu’il n’apparaisse pas direc-
tement dans les expressions est la taille de la grille r qui détermine la taille de 'espace Q
sur lequel on intégre. Nous allons montrer pour des distributions particuliéres permet-
tant de faire apparaitre explicitement 'influence de r que la BEQM diminue quand on
réduit r. Nous allons prendre pour exemple les distributions uniformes et gaussiennes,
et pour chacune d’elle nous allons utiliser une formule différente pour calculer la BEQM.
Ces deux exemples montrent I'intérét d’exprimer |'erreur de deux facons différentes, qui
peuvent chacune étre plus appropriée selon les situations.

3.4.3 Exemple de distributions

Prenons tout d’abord le cas d’une distribution uniforme sur l'intervalle Q = [0}, 0|
qui est la distribution la plus commune étant donné qu’elle est utilisée quand on n’a pas
d’a priori sur des valeurs plus probables que d’autres. Selon I'intervalle ot nous nous si-
tuons, les distributions conditionnées a un intervalle donné 6;. sont :

1. pour 2 < k <K -1:ladistribution uniforme sur un intervalle de longueur r est

1 dans Qg =[-L+04,0r+%
p(@zIBIEQk)={6 ans Q= [ =7+ 0, ¢ + 3] (3.105)

ailleurs.
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2. pour k =1 :les intervalles de bords Q; et Qx on une longueur de r/2, ce qui donne
une distribution tronquée :

2 dansQ;=[0;,0;+%
pO10, Q=47 "o [61,61+ ] (3.106)
0 ailleurs.
3. etpour k=K:
2 r A A
2 dans Qg = |—5 +0k,0
p©,10,€Qx)=1" ,ans k=[5 +0x.0¢] (3.107)
0 ailleurs.

Pour calculer la BEQM a partir de I'expression (3.103) on dérive Eg,j0,eq, (|§k -0 |2) dans
chacun de ces cas:

= 21 [ 3 2 1 A VS A
[Eel|elegk[|ek—e,| ]_fel|ek—e,| p(GZIGZEQk)dGZ—gr[|91—9k| T2
~ 2 ~ 2 2 - 310i+5 P
Eg;10,c0, [|91—91| ] —fel|91—91| P(91|91€Ql)d91—§ [|91—91| 5~ 12
Eg,16,e0 [|6K—91|2] =f |éK—91|2P(91|91€QK)d91=3[|91—9K|3 o ] =r—2-
118:€Qx 0, 3r -5+6k 12
On en conclut que la BEQM est :
2 L K
BEQMq, forc(uniforme) = — Y Y Pr(6; € Qy),
' 12153
[ —
=1
ce qui amene le résultat suivant.
Résultat 19. Pour une distribution uniforme, a fort RSB la BEQM est :
. Lr?
BEQMq, for¢(uniforme) = —. (3.108)

12

Il est intéressant de noter que ce résultat est exactement égal a 'erreur de quantifi-
cation. En effet 'opération de discrétisation d'un parametre continu est tres similaire a
une opération de quantification qui cherche la valeur appartenant a une grille uniforme
la plus proche pour chaque entrée continue. Le résultat est le méme quand on considéere
I'hypothese fort RSB en isolant I'erreur de discrétisation. On peut noter que 'erreur est
proportionnelle au nombre de parametres L comme nous 'avions déja remarqué précé-
demment, mais on remarque aussi qu’elle est proportionnelle au carré de r qui est donc
un parametre essentiel.

La distribution gaussienne est également courante, elle permet de modéliser les situa-
tions ou on a une connaissance a priori sur 0;. On considere une distribution gaussienne
de moyenne a; et de variance 0'% :

1
V271o;

91*0(1)2

_1
pO;D = e 2

(3.109)
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Pour dériver I'expression de la BEQM pour une distribution gaussienne, nous partons
cette fois-ci de I'expression (3.104). Nous allons tout d’abord calculer le terme

Aké[Eel((ék—Gl)zlgk(Bl)). (3.110)

De la méme maniére que pour la distribution uniforme, nous prenons tout d’abord les
intervalles 2 < k < K- 1. Dans ces cas :

1 Ok+s _ ) _l(w)z
Ag = f 0,—0;) e 205 | 4o
k Vanor et ( k l) I

on utilise le changement de variable b(0;) = 0; — 0,

- 2
1 -z _l(ek—b(el)—al)
- b©;)%e *\ db®))
vano;Ji : :
5 \2
1 % _l(b(el)+0(l—ek)
= ACH A db@,).
\/27[(;[[-5 : :

On utilise la formule de I'intégrale de la gaussienne :
fx2¢(a+ bx)dx = b3 [(a® +1)®(a+ bx) + (a— bx) p(a+ bx)] +C, (3.111)

oul'on pose

2

e 2

d(x) = est la gaussienne centrée de variance 1 et (3.112)
V2n
x 1 X . p -
d(x) = f d(r)dt =—|1+erf[ — || est safonction de répartition. (3.113)
—o0 2 V2

erf est la fonction d’erreur erf(x) = % Joe *dt. En utilisant (3.111) on peut en déduire
l'intégrale :

b(©O)) + oy -0 i b©O) + o~ |
w)+0(al—6k—b(el))(b(w)]

Ap= ((a,—ék)2+o§)q>( - -

r
2

1 22 2 b(0) +a; — O i 5 —%(M)z 2
=|=(a;—06x) +07|[1+erf + a;—0x—b(O)))e ot
5 (o000 v ) (1 ene P22 L (B be00) _
1 2 r+2(o;—0g) —r+2(o;—6g)
=—|(a;—0k) +o7||erf| ————= | —erf
2(( 1—04) z)( ( 220, 2v20,
- ) _l(r+2(al—6k))2 . _l(—r+2(al—ék))2
+2\/§ (2(a;—0g)—r)e 2L * —(2(c;=0x)+r1)e 2 > . (3.114)
Pour les cas k =1 on a de la méme facon :
1 0 , _%(b(el)m(—él)z
A= f b©0;)e o1 db(0)),
1 V2o - I !
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CHAPITRE 3. ROBUSTESSE A LA MECONNAISSANCE DU DICTIONNAIRE

ce qui en utilisant (3.111) devient :

((ou ~01)° + 0?) (erf(oil/;gél1 ) - erf( — +22\/(§lez_ ) ))
_1(“1—91 :

_ ) _ _l(M)Z
2(a;=01)e V>t ) —(2(ay=01)+71)e 2\ > , (3.115)

Al =

N | —

+

o
2V2n

et enfin pour k = K de la méme facon on obtient :

1 L , _%(b(el)mréK)z
Ag = b ot dab®
K \/ﬂolfo 0% Ch)
1 - .2 9 r+2(al—éK) (xl—éK
_5((0(1—91() +Gl)(erf(T201 —erf( \/zo_l )
1 r+2(a;-6x) 2 B 1Ok
+2:Z_n ((Z(al—BK)—r)e 2( ot ) —2(a;-0k)e 2( ot ) ) (3.116)

On a également besoin de calculer Pg) pour connaitre tous les termes de (3.104) :

éK—O(l

1 Ok L=k 1 o
P(l):—f e *\ % ) df=—|. e Zdx
& Voo, Ja, : V21 610—_;”
Og-o _ _
1 X ] 1 Ok — oy 0, — o
== 1+erf(—))], :—[erf(—)—erf(— . (3.117)
[2 V2 910;;*1 2 V20, V20

En combinant les expressions (3.114), (3.115), (3.116) et (3.117) dans (3.104) on obtient le
résultat qui suit.

Résultat 20. La BEQM, 1o, pour la distribution 6; ~ N («, 0?) est donnée par :

L 1 K
BEQMq fort = ), —— . Y Ag, (3.118)
’ - Ok —« 0;—«
ez -enB5z) &
ol
A :(((x -0 )2-1-02) erf ak+2(al_ék) —erf bk+2(al_ék) (3.119)
k l k ! 2\/50‘1 2\/50’[ '
- ) _%(a,cuz(a,_ék))z . _%(bk+z§a,_ék))2
+— | (2(a;—0%) —ay)e o —(2(a;—0x) — by e 7 ,
\/Z_T[((l k) k) ((l k) k)

(3.120)
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ot les parametres ay et by prennent les valeurs suivantes selon k :

r pour2<k<N-1
ar=10 pourk=1

r  pourk=K

-r pour2<k<N-1
biy=1-r pourk=1

0 pour k =K.

3.4.4 Illustration de Perreur de grille dans le contexte de I'estimation
de fréquence

Dans cette section, nous allons illustrer les différents résultats obtenus en nous pla-
cant dans le contexte de |'estimation de fréquence que nous avons présenté dans la sec-
tion 1.3.3. Pour ce faire nous allons générer des échantillons suivant le modeéle (1.47) en
utilisant un parametre w;, que nous allons estimer en utilisant un dictionnaire tel que
présenté en (1.49) avec des @ allant de 0 a . Nous utiliserons pour la reconstruction des
algorithmes utilisés dans le cadre de 'acquisition comprimée et de I’estimation parci-
monieuse : I'Orthogonal Matching Pursuit (OMP) [97], sa variante parcimonieuse Com-
pressive Sensing Approximate Message Passing (CoSaMP) [89] et enfin le SPGI1 [124] qui
est une implémentation du Basis Pursuit (BP) [44]. Dans toutes les simulations nous fai-
sons I’hypotheése que nous connaissons le nombre de fréquences a estimer L. LOMP et
le COSAMP étant des algorithmes gloutons, cette information est utilisée pour définir le
nombre d’itération a effectuer. Il n'est pas possible au contraire de spécifier I'ordre du
modele al’algorithme SPGI1 qui utilise un critere d’arrét basé sur I’erreur entre les échan-
tillons reconstruits a partir du modele et les échantillons mesurés. De ce fait 'ordre est la
plupart du temps surestimé, pour que cette erreur sur I’ordre n’entre pas en compte dans
la BEQM mesurée, nous mettons un seuil et concretement ne considérons que les L plus
grandes valeurs. La figure 3.17 montre un résultat typique en sortie de I'algorithme SPGl1,
quand il y a deux fréquences a estimer. On a pris ici des parametres permettant d’obtenir
une cohérence de p = 0.266 qui vérifie donc les conditions de reconstruction (1.37) (voir
section 1.3.spectre). La ligne rouge correspond aux fréquences a estimer, chaque pic cor-
respond a une fréquence que I'on retrouve en abscisse, 'amplitude considérée étant de 1.
Les points marqués en bleu permettent de visualiser le vecteur parcimonieux en sortie de
I'algorithme SPGL1 qui donne une amplitude estimée pour chaque élément du diction-
naire. Quelques comportements peuvent étre observés sur cet exemple, que I’on retrouve
dans toutes nos simulations quels que soient les parametres choisis :

1. Lordre estimé est plus important que l'ordre réel. Cela est dGi en grande partie a
I'erreur de grille : au lieu de choisir la fréquence la plus proche comme nous I’avons
supposé en hypotheése, cet algorithme ressort les deux fréquences autour de la vraie
valeur.

2. Etant donné que l'ordre estimé est plus important, ’algorithme réparti la puissance
sur plus de composantes ce qui a pour effet direct de sous-estimer 'amplitude.
Nous nous intéressons ici uniquement a la fréquence estimée, 1’erreur sur I'ampli-
tude n"aura donc pas d’influence par la suite sur la BEQM.
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3. en dehors des deux fréquences obtenues pour chaque parametre dans le cas ou les
parameétres ne sont pas sur la grille, il y a également quelques autres petites valeurs
qui ressortent : le vecteur obtenu n’est pas tout a fait parcimonieux, car les valeurs
restent non nulles mémes en dehors des pics. Celles-ci sont négligeables quand les
parametres sont sur la grille, mais pas tout a fait nulles. Pour le calcul de la BEQM
nous ne gardons que les L plus grandes valeurs, puisque L est connu, ce qui permet
d’éviter le probleme de choix d'un seuil.

4. Siles parametres choisis ne permettent pas de vérifier la condition (1.37), 'erreur de
modele existe méme pour des parametres sur la grille. On observe que 'algorithme
basé sur le Basis Pursuit est plus sensible aux problemes de cohérence que 'OMP.

1 T T T T T !

—o6 résultat de I'estimation
fréquences continues
0.9 /|

0.8 B

Amplitude
o o o o
L (6] » ~
T T T T
| | | |

o
©w
T
|

0.2 4

0.1 .

0] (o % e ;‘:mﬂﬂ@ r@ﬂmmmwﬂm@ h?mﬂﬁmmmmmmmw
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5
Omega

FIGURE 3.17 — Exemple de résultat d’estimation de l'algorithme SPGLI1. L = 2,K = 130,N =
100,RSB = 50.

Nous tragons a présent la BEQM obtenue avec un moyennage de I'erreur d’estima-
tion sur 1500 réalisations des algorithmes OMP, COSAMP et SPGL1 pour des fréquences
angulaires appartenant a l'intervalle Q = [0, ]. Celles ci sont tirées d'une distribution uni-
forme dans les figures 3.18, 3.19 et 3.21 et d'une distribution gaussienne centrée sur /3 et
de variance r? sur la figure 3.21. Les BEQM obtenus par simulation sont comparés dans
chaque figure a la BEQM théorique donnée en (3.108) et (3.118) pour les distributions
uniformes et gaussiennes respectivement, tracée par une ligne continue noire. Pour ces
quatres courbes nous ne prenons qu'un seul parametre a estimer, et nous avons fait varier
les dimensions du dictionnaire K et N. On remarque tout d’abord que tous les algorithmes
rejoignent la BEQM théorique a fort RSB, sachant que le point auquel le régime fort RSB
est atteint dépend de 'algorithme et de la taille du dictionnaire choisie. Ces simulations
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permettent donc de valider la pertinence de |'erreur obtenue et de la borne. Pour une
seule source et de petits dictionnaires comme ceux utilisés dans ces simulations le ré-
gime a fort RSB est atteint globalement pour des RSB entre 20 et 30dB. En dehors de la
zone a fort RSB ot tous les algorithmes ont les mémes performances, on observe que
I'algorithme OMP est celui donnant les meilleurs résultats, car il a 'erreur la plus faible.
AT opposé I'algorithme SPGL1 basé sur le Basis Pursuit commet plus d’erreur, mais cela
s’explique par le fait qu'’il est plus sensible a I’erreur de grille. Comme on peut s’y attendre,
au fur et a mesure que le bruit diminue l'erreur diminue également, mais ne peut pas
atteindre zéro étant donné la présence de |'erreur de modele. Au mieux les algorithmes
peuvent atteindre le palier donné par la BEQM donné en (3.103) ou (3.104). Quand le
bruit est important, quels que soit les parametres choisis on obtient une erreur impor-
tante, du méme ordre de grandeur. Ce point correspond a I'état ou I’algorithme n’arrive
plus a reconnaitre les points correspondant a des fréquences a estimer par rapport a des
pics dus au bruit. Quand K augmente, la taille de la grille r diminue ce qui a pour effet di-
rect de baisser la BEQM théorique et le palier. C’est le cas par exemple sur la courbe 3.22
qui donne un exemple avec des valeurs plus importantes, tout en gardant une cohérence
de 0.2665. Lintervalle est divisé en 130 ce qui permet d’obtenir une bonne précision, au
colit d'un taux de compression assez faible. Avec cette cohérence, 'OMP et le COSAMP
donnent des résultats trés similaires et permettent d’atteindre le régime a fort RSB des
0dB, qui peut étre une valeur de RSB rencontrée en pratique. Au contraire augmenter N
n’a pas d’effet direct sur la BEQM théorique, mais cela réduit le taux de compression du
dictionnaire, pour le rendre plus orthogonal. Par exemple les parameétres de la courbe 3.18
donnent une cohérence p = 0.8172 tandis que ceux sur la courbe 3.19 ont une cohérence
de p =0.3828. Notez que dans les deux cas il n’est pas possible d’estimer plus qu'un para-
metre avec ces cohérences importantes. Il est intéressant de remarquer que sur ’exemple
donné par ces deux courbes, le SPGL1 qui est un algorithme spécifiquement concu dansle
cadre de I'acquisition comprimée donne de meilleurs résultats pour le dictionnaire ayant
une forme plus conforme a I'acquisition comprimée (N << K), bien que la cohérence soit
moins bonne dans ces conditions. Le parameétre N n’influe pas sur le régime a fort RSB,
par contre de ce qu’'on observe dans les simulations, il joue un role sur le rapport signal sur
bruit a atteindre pour entrer dans le régime fort RSB. Une perspective intéressante pour
la suite de nos travaux serait de chercher a étudier ce point a ’aide d’autres bornes bayé-
siennes. Les courbes 3.20 et 3.21 utilisent les mémes parametres pour une distribution
uniforme et gaussienne respectivement, on peut observer sur cet exemple que le type de
distribution choisi n’a pas vraiment de conséquence sur le comportement des différents
algorithmes. Cette observation est vérifiée aussi pour des parametres plus grands, comme
on peut le voir en comparant les courbes 3.22 et 3.23. Lerreur est simplement plus faible
pour la distribution gaussienne étant donné qu’on a utilisé une gaussienne de variance
faible, les angles a estimer sont assez rapprochés. Pour un dictionnaire de taille K = 130
allant entre 0 et m, les éléments sont trop rapprochés et les algorithmes n’arrivent pas a
obtenir une estimation précise pour L = 2, I'erreur reste donc importante sur la courbe
3.24 quel que soit le niveau de bruit. Pour obtenir de bons résultats avec deux sources,
on élargit le dictionnaire pour aller de Q = [-m, 7], tout en utilisant un dictionnaire peu
cohérent de dimensions 90 x 100. Ces parametres permettent d’obtenir une cohérence
faible de u = 0.0987, qui permet d’atteindre le régime a fort RSB méme avec deux sources
(courbe 3.25).

114



CHAPITRE 3. ROBUSTESSE A LA MECONNAISSANCE DU DICTIONNAIRE

T
——— BEQM theorique [

OMP
e BN m RN o = COSAMP
= = spgBP
T
S Q

T T T gy g T

BEQM

-30 -20 -10 0 0 20 30 40 50

1
RSB en dB

FIGURE 3.18 - BEQM pour une distribution uniforme. L =1,K =30,N = 10.
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FIGURE 3.19 - BEQM pour une distribution uniforme. L= 1,K =30, N = 20.
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FIGURE 3.20 — BEQM pour une distribution uniforme. L = 1,K = 60,N = 30.
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FIGURE 3.22 - BEQM pour une distribution uniforme. L. =1,K = 130,N = 100.
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FIGURE 3.23 — BEQM pour une distribution gaussienne. L =1,K =130, N = 100.
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Chapitre 4

Correction des erreurs de discrétisation
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CHAPITRE 4. CORRECTION DES ERREURS DE DISCRETISATION

Dans le chapitre 3 nous avons étudié les conséquences induites par la connaissance
incertaine du modéle sur les performances que I’on peut attendre des algorithmes de re-
construction parcimonieuse. Nous avons vu que méme en I’absence de bruit additif et
avec des estimateurs donnant le meilleur résultat possible, la présence d'une erreur de
modele du type dictionnaire bruité ou de discrétisation introduit un palier dans les per-
formances de I'estimation parcimonieuse. Nous nous intéressons a présent dans ce cha-
pitre a la correction de ce palier. Pour cela nous nous placons dans le contexte d'une er-
reur de modele structurée, la structure de I'erreur permettant d’isoler la contribution due
aux erreurs de modeles pour 'annuler. Nous nous intéressons aux deux contextes premie-
rement de I’erreur de grille, puis de dictionnaire bruité. Nous proposons pour corriger ces
erreurs deux algorithmes de post-traitement : I’ Off Grid Error Correction (OGEC) et le Bias
Correction Estimator (BiCE) respectivement. Nous nous placons toujours dans le contexte
asymptotique a haut RSB ol les estimateurs classiques (type OMP, BP...) proposent une
bonne solution en 'absence d’erreur de modele, les deux algorithmes introduits ayant
pour objectif de rectifier uniquement la dégradation des performances due a I’erreur de
modele. Pour les RSB inférieurs, la correction des erreurs de modele n’est pas pertinente
puisque ces erreurs sont masquées par les erreurs dues au bruit.

Pour chacun des contextes d’erreur de grille et de dictionnaire bruité, nous présen-
tons le modele structuré correspondant. Puis nous proposons deux algorithmes de post-
traitement permettant dans les deux contextes de corriger I'estimation de 'amplitude,
et également d’estimer I'erreur de grille dans le contexte EG. Nous étudions ensuite les
performances théoriques des algorithmes et leurs efficacités statistiques, puis nous dé-
montrons leur utilisation par simulation dans le contexte présenté en 2.4.2. Le modele
de l'erreur de grille structurée est celui utilisé pour étudier |'erreur de discrétisation de
I'estimation par dictionnaire, dans le cas a une dimension. Nous I'étudions dans la sec-
tion 4.1.1 et proposons la borne Bayésienne oracle correspondante sur I’estimation des
amplitudes et de I’erreur de grille.

4.1 Correction de 'erreur de grille par 'algorithme OGEC

4.1.1 Performances d’estimation dans le contexte structuré
Erreur additive structurée

Dans le chapitre 3, nous avons étudié les bornes sur I'estimation en présence d’'une
erreur de modele de type additive, suivant le modele H = H+ E. Nous avons étudié le mo-
dele naif d'une erreur additive gaussienne permettant d’avoir une idée des conséquences
de I'erreur en terme de performances Bayésiennes. Nous nous intéressons maintenant
a une sous-famille du modele de I'erreur de grille représentant de maniere plus réaliste
I'erreur de discrétisation dans I’estimation par dictionnaire ot le dictionnaire est obtenu
a partir de la discrétisation d'une fonction ou d'un noyau donné : il s’agit du modele d’er-
reur structurée. Ce modele est généralement utilisé dans la littérature quand on cherche
a estimer 'erreur de grille, puisque la connaissance de la structure du dictionnaire rend
cette estimation possible [114, 134]. Ce type de dictionnaire est notamment obtenu dans
le contexte de I'estimation par dictionnaire qui cherche a modéliser un probleme de la
forme donnée en (1.40) (voir section 1.3.3 pour une présentation de ce modele) en discré-
tisant une fonction, ou noyau sur I'espace des parametres a estimer. Cette discrétisation
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est la cause des erreurs de grille qui peuvent donc étre approximées au premier ordre par
un modele structuré, comme nous allons le présenter dans cette section.

Le modele d’échantillonnage de l’estimation par dictionnaire, ne prenant pas en compte
la présence de I'erreur de grille, est donné dans (3.86) ou I'on choisit pour simplifier les
notations de ne prendre en compte que des parametres a une dimension :

y~H®)s+w, 1)

oi1 le dictionnaire de dimension K est © = [0}, ---,0x]. Pour que les notations soient com-

parables a celles utilisées dans le chapitre 3 nous allons simplement écrire que H(@) = H
ol les colonnes de H notées H(0;) sont construites a partir de I'’échantillonnage de la
fonction h(t,0) pour une valeur de parametre 0 :

H(0;) = h(t,0;), (4.2)

ol t est le vecteur des temps échantillonnés de longueur N. Si I’échantillonnage est uni-
forme avec un intervalle d’échantillonnage de durée Tg on a par exemple [t],, = nTs. Pour
que I'égalité soit vraie dans I'expression (3.86), il a fallu faire I'hypothese que les para-
metres a estimer 0; € 0. En pratique les 0; sont continus, ce qui génére une erreur de
grille. Notons ékl I’élément de la grille le plus proche de 8;, ona 0; = 0 Kk, tepet:

L L
y:Zh(t,Bl)sl+w: Zh(t,ék1+el)sl+w. (4.3)
I=1 I=1

Le modele d’erreur structurée est obtenu en faisant une interpolation de Taylor de h(t, 0 Kt
e;) en considérant une erreur e; proche de zéro :

0h(t,0)
00

h(t,0x, +e) = h(t,0,) + e;+0(e?). (4.4)

6=0y,

En utilisant ce développement, on a, pour une erreur petite :

L - 0h(t,0)
y= Zsl(h(t,ekl)+ 30 i el)+w (4.5)
I=1 0=0,
=Hsx+w, (4.6)
ol le dictionnaire corrompu est :
Hs =~ Hg + Hg diag(e), 4.7)
otte=[e},---er]' et
- 0h(t,0) 0h(t,0) .8)
S = ) . .
00 lo=d,, 00 lo=p;,

Dans ce modeéle, on n’a conservé que les amplitudes non nulles, c’est a dire que Hg est le
dictionnaire réduit conservant uniquement les L colonnes du dictionnaire H correspon-
dant aux 0 k;» tandis que le vecteur x est le vecteur contenant uniquement les amplitudes
non nulles de s. Le modele d’erreur donné en (4.7) est utilisé pour développer des algo-
rithmes d’estimation permettant d’estimer a la fois s et 'erreur associée e [114, 74].
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Borne bayésienne pour une erreur de grille structurée

Pour étudier le probléeme spécifique de I'erreur de grille, nous nous placons toujours
dans le cas a haut RSB pour lequel le support de s est connu. En effet nous avons vu
dans le chapitre 3 que méme si le support est connu et le RSB grand, une erreur d’esti-
mation persiste. De ce fait les parametres restant a estimer sont g = [x, e]. Nous dérivons
la borne oracle dans le contexte d'une erreur de grille structurée, présenté en (4.7). Nous
nous plagons dans le contexte bayésien, ol x est un vecteur aléatoire suivant une distribu-
tion centrée ayant comme matrice de covariance o3I et e est un vecteur aléatoire suivant
une distribution centrée ayant comme matrice de covariance o2I. Les observations sont
les échantillons y et les matrices Hg et Hg qui sont connues.

La matrice d’'information de Fisher bayesienne est dans ce contexte :

0%log p(y, u/Hs)
Fs = Ey yjuq {— ST } 4.9)
Le logarithme de la distribution jointe peut étre décomposé par :
log p(y, u/Hs) =log p(yly, Hs) +log p(u|Hs). (4.10)

On considere que les variables x et e sont indépendantes, on a donc la propriété que

0*p(uHs) _ 9°p(x|Hs)

= , 4.11
ox1ox oxTox 4-.11)
62 2
p(uHs) _ 0 p(eIHs), 4.12)
deloe Oelde
0’ p(u|H H
p(uHs) _Op(uHs) _ 4.13)
02xToe deTox
La MIB est finalement :
d%log p(ylp, Hs) P, O
ou la matrice associée a la distribution de chaque parametre a estimer est
02 log p(x|Hs)
Py=Ex<{———+——>, 4.1
02log p(e|Hs)
Pe=Fc{—m—+— . 4.16
[ € { aeTae } ( )

Le bruit additif w est un bruit blanc gaussien de variance 02, de ce fait la distribution
conditionnelle des échantillons suit une distribution gaussienne : y|u ~ A (Hsx, 0%I). Les
dérivées de la moyenne de cette distribution en fonction des différents parametres a esti-
mer sont :

0Hx
_q, (4.17)
ox
[ 0 (Hgx + Hg di )
OFix _ 0(Hsx +Hs diag(xe) - H; diag(x). (4.18)
oe oe
4.19)
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A partir de la formule de Slepian-Bang (1.60) et des dérivées ci-dessus, on peut exprimer
la MIB conditionnelle :

0*logp(ylp,Hg) | 1
IEYleHS - apTap

"~ o2
Le vecteur x suit une distribution centrée, on obtient que la moyenne de la MIB condition-
nelle est une matrice bloc-diagonale, ce qui permet de conclure que la BCRB sur chaque
parametre est découplée. On a

ﬁg ﬁs HEI:IS diag(x)
IIIEHS diag(x) diag(x) HgHs diag(x) |

(4.20)

E, {H3Hs} = HiHs + (H§ Hs + Hg Hg ) Ee {diag(e)} + Hg Hs {diag(e)*}
= HgHs + o2H Hs, (4.21)
E, {diagx)Hg Hs diag(x)} = 0% diag(Hg Hs). (4.22)

On peut en déduire le résultat suivant sur la BCRB.

Résultat 21. La BCRB pour le modeéle d’erreur structuré, et des amplitudes i.i.d. de moyenne
nulle et de variance o> et pour des erreurs i.i.d. de moyenne nulle et de variance o> est
découplée pour chaque parametre et est donnée par :

[ (H'Hs + 02HTH -l
BCRB, = Tr ( S = s ip| |, (4.23)
(0}
[ GiHrSl:Hs !
BCRBe=Tr || ——>— +Pe| |. (4.24)
(o)

Pour une BCRB totale de BCRBgtyct. = BCRBx + BCRBe.

4.1.2 Présentation de I’algorithme OGEC
Présentation de I'algorithme

L'algorithme OGEC est un algorithme a la fois d’estimation de I'erreur de grille et de
correction de I'erreur d’amplitude a haut RSB, dans le but d’améliorer la précision de I’es-
timation par dictionnaire. Le contexte dans lequel I'algorithme se place est celui présenté
dans la section 3.4.1 qui correspond au probleme de I’estimation par dictionnaire avec un
parametre a une seule dimension. On se base sur la premiere estimée du vecteur parci-
monieux donnée par l'algorithme d’estimation parcimonieuse classique, pour en tirer le
support qu'on considére correct et la premiere estimation entachée d’'une erreur de mo-
dele des amplitudes. Notre objectif est d’estimer tout d’abord e pour corriger 'erreur de
grille et avoir une estimation corrigée du parametre 0. On opére ensuite une ré-estimation
de I'amplitude x a 'aide du dictionnaire corrigé prenant en compte l'erreur de grille. Le
principe de I'estimateur OGEC-.A est résumé par le schéma 4.1. On observe que I'ajout
OGEC utilise une premiere estimation a la fois des amplitudes non nulles X et du support
correspondant obtenu par un estimateur parcimonieux quelconque noté 4. L'algorithme
BiCE que nous présenterons dans la section 4.2.2 pour le probleme de dictionnaire bruité
n’utilise quant a lui que 'estimée du support, ce qui le rend moins sensible a la qualité du
premier estimateur.

On se place dans un contexte a haut RSB de telle sorte qu’on peut faire ’hypothése que
le support du vecteur parcimonieux est correctement estimé. Dans le contexte d’erreur
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w
é
Vecteur Dictionnaire /J\ v Algorithme [ )s( OGEC %
parcimo- —>| inco_nnu \-I_-/ d’estimation
nieux s H=H+Hdiag(e) A

FIGURE 4.1 — Description de I'algorithme OGEC-A.

de grille structurée, on peut modéliser les mesures avec le modele structuré réduit au
support S, pour simplifier les notations on considere que le support est correctement
estimé, et donc que S =S.0n a

y=Hsx+w=Hgsx +Hg diag(e)x +w. (4.25)

Pour estimer I'erreur e on cherche a projeter ces mesures de telle sorte a conserver uni-
quement le terme contenant les erreurs de dictionnaire en annulant le premier terme de
(4.25). Pour cela on utilise le projecteur oblique Ey; . qui permet d’obtenir les mesures
projetées :

Y =Eqgn,V = EagnHsx + By g Hs diag(e)x + By g W (4.26)

= Hs diag(x)e + Ey g ;W. (4.27)

Cette formulation permet d’obtenir des mesures dépendantes de I'erreur, multipliées par
une matrice Hg diag(x) et soumises a un bruit additif Ey sHgW interprété comme un bruit
gaussien projeté de maniere oblique. Dans un environnement idéal, connaissant parfai-
tement x et en I’absence de bruit, on peut retrouver le vecteur d’erreur par I’estimation :

e = diagx) 'HLy. (4.28)

L'algorithme effectue cette minimisation, en utilisant le vecteur d’amplitude X précédem-
ment estimé par .A. Une fois 'erreur estimée, on construit un nouveau dictionnaire cor-
rigé pour ré-estimer les amplitudes. Cette ré-estimation peut exploiter n'importe quel al-
gorithme résolvant le probléme linéaire :

y=Hsx+w. (4.29)

Dans nos simulations et dans I'algorithme que nous proposons nous choisissons d’utili-
ser 'estimateur LMMSE qui est I'estimateur linéaire permettant d’obtenir la BEQM mini-
mum, puisqu’il est la version linéaire de I'estimateur optimal du Minimum Mean Square
Estimator ou en francais Estimateur de I'’erreur quadratique moyenne minimum (MMSE).
Quand la distribution de la variable aléatoire est gaussienne ces deux estimateurs sont
égaux [78]. L'estimateur LMMSE pour une distribution x de moyenne nulle et de cova-
rience R, et un bruit centré de covariance oI est donné en (4.34). Lalgorithme complet
proposé est décrit dans 'algorithme 1 en détail.
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Données : les mesures y, le dictionnaire H, et sa dérivée H
Résultat : §

1. Exécuter I'algorithme d’estimation parcimonieuse .4 pour obtenir une
premiére estimation §,
A(y,H) — 8. (4.30)

2. A partir de 'estimée § extraire le support estimé S.
3. Extraire les matrices Hg et H ¢deHet H respectivement.

4. Calculer le projecteur oblique By j suivant I'expression (2.23) :
-1
_ —a.(atel ) wlpl
Byen, = Hg (HEPH H) HEPG . (4.31)

5. Extraire X en gardant les amplitudes non nulles de 8.

6. Utiliser X pour effectuer I’estimation des erreurs de dictionnaire suivant la
formule :
A Aiaorer-lert
e =diagx) HSEHSHsy (4.32)

7. Corriger le dictionnaire :
H¢ =Hg +Hgdiag(e) (4.33)

8. Réévaluer les amplitude f{g, en utilisant par exemple un estimateur
LMMSE :

A . 2 -1
k= hatfiy (AsHE+o°R!) 'y (4.34)

9. Remplacer les amplitudes non nulles de 8 par les estimées X¢ pour obtenir
le vecteur parcimonieux estimé §

Algorithme 1 : Algorithme OGEC-A
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4.1.3 Performances théoriques de I'algorithme
Erreur quadratique moyenne et biais

Nous avons donné dans la section 4.1.1 la borne sur I'estimation des amplitudes et
des erreurs de grille minimisant I'erreur des algorithmes cherchant a estimer ces quan-
tités dans un contexte structuré tel que 'OGEC. Dans cette section nous allons donner
les performances théoriques de I'algorithme sur I’estimation de I'erreur de grille. Lerreur
sur '’estimation des amplitudes dépend du type d’estimateur choisi pour faire la seconde
estimation des amplitudes, les performances de I'algorithme correspondant aux perfor-
mances du LMMSE dans notre cas, mais celles-ci sont trop optimistes puisqu’en réalité on
fait le LMMSE avec un dictionnaire erroné. Dans les applications favorisant I’apparition
d’un bruit sur le dictionnaire telle que I'acquisition comprimée, I’estimation de I'ampli-
tude est primordiale. A contrario, les probléemes d’estimation par dictionnaire ont pour
objectif de retrouver l'indice ayant servi a générer le dictionnaire et se focalisent pour
cette raison sur I'estimation de I'erreur de grille. Pour ces deux raisons nous nous concen-
trons ici seulement sur I'estimation de I'erreur de grille, qui est au coeur de l'algorithme
que nous proposons. Nous nous concentrons sur les performances de I’algorithme OGEC
uniquement, c’est pourquoi nous considérons que ’on connait une premiere estimée du
support S et des amplitudes non nulles correspondantes %. Les performances ainsi obte-
nues sont donc conditionnées a des amplitudes X données. Il n’est pas possible de donner
une formulation générale de la BEQM, étant donné que celle-ci dépend de I'estimation X
et donc des performances de I'algorithme .4 choisi. Sil’on connait les statistiques concer-
nant X, 'expression générale de la BEQM peut étre donnée par :

Ex [BEQM (e[x)], (4.35)
ou1 la BEQM conditionnelle sur I’estimation de I'erreur est :

BEQM (€[X) = Eyx ez

ey, —e|?]. (4.36)

Lexpression générale ne peut pas étre donnée de maniere analytique, puisqu’elle dépend
du choix de 'estimateur .4, cependant on peut 'obtenir par des simulations de Monte-
Carlo.

On suppose une estimation exacte du support, et 'on pose donc que S=8. L'algo-
rithme OGEC estime l'erreur de grille e par I'expression donnée en (4.32). Les mesures y
pouvant s’écrire sous la forme (4.25) on peut introduire cette expression dans le calcul de
I’estimée (4.32) pour obtenir :

é(y, %) —e = diag(®) 'HLEp y (Hsx + Hs diag(x)e +w) —e (4.37)
= (diag(®) ' diag(x) —I) e + diag(®) 'HLEg g W (4.38)

Le biais conditionnel de I’estimateur est donc :
b(&[X) = Eyjxxe [6(y,%) —€] = (diag(f()_1 diag(x) -I)e (4.39)

pour un bruit centré. Notons que si I'estimation du premier algorithme est parfaite, on a
x =X et le biais de I'étape de I'algorithme estimant les erreurs de grille est nul. OGEC per-
met de corriger les erreurs, mais ce n’est qu'une étape de correction qui est dépendante
de la qualité de I'estimation faite par I’algorithme .A. On verra dans la prochaine section
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que l'algorithme BiCE quant a lui n’utilise pas du tout la premiere estimation de I’ampli-
tude, ce qui permet de choisir d’obtenir le méme résultat quel que soit I'algorithme de
reconstruction parcimonieuse choisi.

La BEQM quant a elle est :

BEQM e (€1%) = E [Tr [(diag(f()_l diagx) - 1)° eeT] ]
+E | Tr [ww" diag(®0 ™ A Eyy g3 diag®0) ™ By Y ||

—Tr [[EX

(diag(®0 " diag®) ~1)°| =, | + Lo*Tr | diag(0 2 (H§PH H S)_l

oi11’on a fait 'hypothése que le bruit et I'erreur de grille sont indépendants et =, = E(ee’)
est la matrice de covariance de I’erreur. On a que
AR, 2] _ (s1=8°

[(dlag(x) ! diag(x) - 1) ]” = % (4.40)

§
!
2

De plus, pour une erreur de distribution gaussienne centrée de covariance X, = %I on
peut donner le résultat qui suit.

2
Résultat 22. Pour une erreur de matrice de covariance %I, un bruit centré de matrice de
covariance o1 indépendant, la BEQM de l'algorithme OGEC, conditionnée au résultat de
l'algorithme A est, quand le support est parfaitement estimé :

BSE A(sl)

. . -1
BEQMgpc (61%) = Z +02Tr | diag(®) 2 (ngﬁsﬂg)

(4.41)

l
ou L est le nombre d'amplitudes non nulles, et BSE 4 est l'erreur quadratique moyenne de
Vestimateur A sur la 1° amplitude définie par :

BSE4(8)) = Ex [ (51— 81)?]. (4.42)

Les performances de l'algorithme OGEC, méme sur I'estimation de l'erreur de grille
dépendent de la qualité d’estimation de I’algorithme que 'on cherche a corriger. En plus
del’estimation correcte du support, la qualité d’estimation de I’amplitude joue également
un role important. La borne ainsi obtenue ne peut donc pas étre comparée de maniére
analytique a la borne donnée en (4.24). Elle peut néanmoins étre calculée numérique-
ment pour un exemple d’estimateur donné, comme nous le verrons dans la partie simu-
lation.

Lerreur quadratique moyenne du LMMSE est bien connue [78] :

~A A 2T (2 2T -1 4
BEQM (qu) —Tr [Rx ~R,H (H SR g+ 021) AR, |. (4.43)

La BEQM sur I'estimation de 'amplitude dépend donc de la performance d’estimation
de I'erreur, qui dépend elle méme de la performance d’estimation de I'algorithme .A. La
BEQM conditionnée a I’estimation de I’erreur est :

BEQMOGEC ()ﬁilé) =Tr

X (HS' + HS’ diag(é))T

. . -1 .
(M + A diag(@) Ry (Hg + Hgdiag@) +0°1)  (Hg+Hgdiag@)Re|.
(4.44)
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Pour obtenir la BEQM non conditionnelle, il faut moyenner suivant € :

BEQMoggc (%) = Es [BEQMogec (X1€)] (4.45)

Il n’est pas possible de donner une expression analytique, cependant on peut en obte-
nir une approximation en moyennant la BEQM conditionnelle par simulation de Monte-
Carlo.

Efficacité statistique

L'estimation de I’erreur de grille est une estimation biaisée, c’est pourquoi on s'inté-
resse a la borne BCRM biaisée, les bornes de Cramer Rao classique n’étant valides que
pour des estimateurs non biaisés. La borne déterministe pour un estimateur biaisé est
donné en (1.62), la BCRM biaisée consistant a faire la moyenne de la borne déterministe.
L'algorithme OGEC effectue une projection des mesures avant d’effectuer I'estimation de
I'erreur, c’est pourquoi on s’'intéresse au modele des mesures projetées sur I’espace or-
thogonal de Hs : Pﬁsy [29]. La borne moyennée sur les mesures projetées est définie par :

ob(e) _ ob(e)
Ee (I+ 30 )F( |PH5 y) (I+ )

Copy .y =Tr +Ee (Ib(e)]?), (4.46)

oe

ol 'on a simplement fait la moyenne de la borne déterministe projetée définie dans
I’équation (1.62). Le biais b(e) est le biais de I'estimateur, son expression conditionnée
a l'estimation de X est donnée en (4.39). Les mesures projetées sont définies par :

Py.y = Py Hs diagxe + Py . (4.47)
Ces mesures conditionnées a une réalisation de e suivent donc la distribution suivante
Py yle ~ V' (Pf Hs diage, 0P |, (4.48)
ce qui permet en utilisant la formule de Slepian-Bang (1.60) d’obtenir la MIF :
1 . ) )
F(elPy,y) = = diag(x)*H Py Hs. (4.49)

De l'expression (4.39) donnant I'erreur sur 'erreur de grille, on peut donner I'espérance
du biais au carré :

Eexix (Ib(€)]2) = Eexix (Tr [(diag(fc)‘l diagx) —1)* eeT)] (4.50)
BSEA(SI)

Z , (4.51)

l

et la dérivée du biais :
Oob(e)

e - diag®) ! diag(x) - L. (4.52)
En introduisant (4.49), (4.51) et (4.52) dans (4.46), on trouve :
. | BSE
Csps y=0°Tr [[Ee (diag(ﬁ)_z diag(x)? diag) 2 (HyPH Hs) )] Z A(S’) (4.53)
S

BSE 4 (8
= oTr A( l).

Z

(4.54)

diag(®) 2 (ngﬁs HS)

l
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Résultat 23. Le post traitement OGEC est statistiquement efficace au sens de la BCRM biai-
sée sur les mesures projetées Pﬁsy pour l'estimation des erreurs de grille. En effet on a

BEQMogec @1%) = Capy, y (4.55)

conditionnellement a U'estimation correcte du support et la connaissance de X

La matrice d'information de Fisher correspondant au modele non projeté dépend des
deux parametres a estimer x et e. En effeton a:

yix,e ~ NV (Hsx + Hg diag(e)x, 0°I) . (4.56)

Les dérivées associées a ce modele ont été données dans (4.11) et (4.12), et permettent
d’obtenir la MIF :

1 Hg Hs H¢ Hs diag(x)

HTHs diag(x) dlag(x)HTHs diag(x), (4.57)

F([x,elly) =

ou H=H+ Hdiag(e). Si I'on s’'intéresse uniquement a la borne sur l'erreur, seul le bloc
concernant le vecteur e nous intéresse. D’apres la formule de l'inverse d'une matrice par
bloc (2.14) on a:

Flely) ™ = o (diago 2 (HiHs) " - diago® HiHs (A{Hs)  HIMs). (4.58)
La BCRM sur les mesures non projetée est donc:

BSE
Csyy = Tr [Ee (diag®) ~ diagx)*F(ely) )] + Z A(sl) (4.59)

l
= 02Tr [diag(fq—z (H3Hs) " - diag()~ diagoEe (H§ Hs (i)~ HEHs) |

Z

BSEA(SI) (4.60)

l

On ne peut pas obtenir une expression analytique de I'espérance puisque la matrice
Hs dépend du parameétre a estimer e. On doit donc passer par la simulation pour étudier
son comportement et le comparer a celui de la borne sur les mesures projetées.

4.1.4 Résultat des simulations
Contexte applicatif

Pour illustrer le comportement des deux algorithmes OGEC et BiCE que nous pré-
senterons dans la section suivante, nous nous placons dans le contexte de 1'acquisition
comprimée des signaux a modeles paramétriques, présenté dans la section 2.4.2. Nous
considérons le cas d’école du signal a somme de Diracs, avec pour noyau d’échantillon-
nage un noyau en sinus cardinal tel que g(t) = —Ssmc(t) ou Ts est I'intervalle d’échan-
tillonnage utilisé. Connaissant ce noyau et la forme de I'impulsion, on utilise I'expression
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(2.164) pour obtenir la base utilisée pour reconstruire le signal @, ainsi que sa dérivée et
sa dérivée seconde :

(@] = T—lssinc (k' = K)TL), (4.61)
(@] = {0 pmir b=k , , . , , . (4.62)
TS0 (cos (m ((k' = k)T§)) - sinc ((k' — k)Tg)) ailleurs,
. 0 pour k = k'
(@] ek = (TS((k’E—k)T’S)Z + % sinc ((k' - k)Tg) — TZ—S—COS(((ZS(_]CI;)_TIZ))T;S)) ailleurs. (4.65)

oi1 Tg est I'intervalle d’échantillonnage de la grille et k et k' sont deux entiers allant de 1 a
K étant donné que la base est carrée. Pour simplifier les calculs on prendra T = 1 dans les
simulations. La matrice de mesure ¥ quant a elle est choisie aléatoire, chaque élément de
la matrice est tiré d'une distribution gaussienne centrée de variance 1/N. Choisir une telle
distribution permet de se prémunir contre les probléemes de cohérence, car cette matrice
suit les conditions RIP [7].

Résultats

Pour obtenir les résultats de I'algorithme OGEC, nous utilisons trois algorithmes dif-
férents d’estimation parcimonieuse, les mémes que dans la section 3.4.4 (OMP, Compres-
sive Sensing Approximate Message Passing (COSAMP) et SPGIl1). Nous considérons le cas
ol le nombre d’inconnu L est fixé. De la méme facon que dans la section 3.4.4, pour que
I'algorithme SPGL1 soit dans les mémes conditions que ’'OMP et le COSAMP, nous gar-
dons les L plus grandes amplitudes estimées par I'algorithme. Le résultat de ces algo-
rithmes est ensuite utilisé pour faire une estimation de I’erreur sur le support, puis de
I’amplitude avec I'algorithme LMMSE. Nous utilisons les parametres N = 100, L = 10 et
K =300 et faisons 100 réalisations pour calculer les espérances. La contrainte principale
dans le choix des parametres est de garantir I’estimation correcte du support a haut RSB.
Nous prenons pour cela une variance de I'erreur 62 = 10~°. Cette erreur peut sembler
faible, mais elle est nécessaire pour rester dans les conditions ol le support est correcte-
ment estimé, sans quoi les résultats ne sont pas pertinents puisqu’ils ne correspondent
plus seulement a I'’erreur de modele. Avec une erreur trop importante, le support est mal
estimé et I’algorithme OGEC n’opere pas de correction. Les courbes sont tracées en fonc-
tion du Rapport Interférence sur Bruit (ISB), que nous définissons par : ISB = 62/0?.

La figure 4.2 montre le résultat de I’algorithme pour l'estimation des amplitudes. Le
résultat des différents algorithmes sans correction OGEC est indiqué par une croix, tandis
que la BEQM sur I'amplitude aprés correction LMMSE est indiqué par des ronds. On ob-
serve que quand le bruit diminue, les estimateurs atteignent assez rapidement un palier
sur I'amplitude (pour un ISB de -10dB) tandis que la correction effectuée permet d’amé-
liorer nettement les performances, qui atteignent cependant un palier vers 50dB d’'ISB. La
borne sur I'amplitude (4.23), tracée en noir, diminue avec le bruit jusqu’a atteindre une
valeur infiniment petite. On peut observer que tant que le palier de la correction OGEC
n'est pas atteinte, 'estimation corrigée des amplitudes permet d’atteindre la borne, et
permet donc de corriger efficacement I’erreur, sur la plage de bruit d’intérét.

Nous étudions a présent le probleme de I'estimation de I'erreur de grille, dont les
résultats sont visualisés sur la figure 4.3. Sont tracés a la fois le résultat de I"estimation
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FIGURE 4.2 - Résultat de 'algorithme .A-OGEC sur I'estimation de I’amplitude.

sans aucune correction d’erreur marqué par une croix, I’erreur moyenne sur I’estima-
tion des retards une fois la correction OGEC effectuée marquée par un rond et enfin la
borne BEQM (4.41) pour chaque algorithme en pointillé et marquée par une étoile. La
borne ne peut pas étre directement tracée puisqu’elle n’a pas une forme analytique et
dépend de l'erreur d’estimation moyenne de I'algorithme .A. Pour obtenir son expres-
sion on procede par une méthode de Monte-Carlo, c’est a dire qu’on fait une moyenne de
cette erreur, et du résultat X sur 100 réalisations, de cette facon on obtient une approxima-
tion de (4.41). En dernier lieu la borne BCRB structurée sur ’erreur donnée en (4.23) est
tracée en ligne continue noire. Notons que les courbes de la BEQM correspondent éga-
lement a la borne BCRM biaisée projetée puisque nous avons vu que ces deux mesures
sont égales. Tout comme pour les amplitudes, I’algorithme OGEC permet de grandement
améliorer les performances d’estimation sur les retards. En effet, sans correction, I’erreur
obtenue correspond a I'erreur de discrétisation de la grille a haut RSB qui produit un pa-
lier constant des un ISB de -10dB. Ce palier étant le fruit de la discrétisation de la grille,
il est exactement le méme quel que soit I'algorithme utilisé pour I'estimation. Quand le
bruit est assez faible pour que I'erreur atteigne le palier de discrétisation, l'utilisation de
I'algorithme OGEC améliore les performances et permet d’estimer convenablement !'er-
reur. Tout comme pour 'amplitude, cette estimation a ses limites a trés haut RSB puisque
I'erreur d’estimation finit par atteindre également un palier a partir d'un ISB de 50dB. On
remarque cependant, que bien que I'estimation des retards soit grandement améliorée,
les performances de I'algorithme OGEC n’atteignent pas la borne (4.24), ce qui confirme
nos résultats concernant 'efficacité de 1'algorithme, qui n’a été démontrée que pour le
modele d’erreur projetée. Les résultats pratiques de I'algorithme suivent approximative-
ment la BEQM théorique, dans la région de bruit d’'intérét. En effet, pour des bruits plus
importants, le calcul de la BEQM est trop optimiste puisqu’il part du principe que les sup-
ports sont correctement estimés ce qui n’est pas le cas dans cette région de bruit. Par la
suite, les résultats de I'’estimation OGEC suivent la BEQM, puis a haut ISB la BEQM est
un peu plus optimiste que les résultats réels de I'algorithme. Les différences de résultats
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peuvent étre expliquées par la facon de calculer la BEQM, qui ne correspond pas tout a
fait au calcul d’espérance exact, ces différences ayant plus de poids pour des erreurs tres
faibles.

En conclusion, on peut noter que 'algorithme OGEC atteint son objectif d’améliorer
I'estimation a la fois de I'’erreur et de 'amplitude sous la condition que le support est cor-
rectement estimé. Cependant I'algorithme n’atteint pas la BCRB, ce qui montre qu’'une
amélioration est encore possible. De plus quand le support est mal estimé, le post trai-
tement OGEC obtient le méme résultat que les estimateurs non corrigés, ce qui permet
de l'utiliser dans toutes les situations puisque dans un cas il ne dégrade pas les perfor-
mances, alors qu’a haut RSB il les améliore.

5
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FIGURE 4.3 — Résultat de I'algorithme .A-OGEC sur I'estimation de l'erreur.

4.2 Correction de I'erreur de dictionnaire bruité par I’algo-
rithme BiCE

Nous présentons a présent ’algorithme BiCE qui se concentre sur le probleme de I'er-
reur de dictionnaire bruité. Cet algorithme a été présenté dans les articles [19] et [25].

4.2.1 Modele structuré dans le contexte de dictionnaire bruité

Lerreur additive structurée apparait immédiatement lorsque I'on considere le pro-
bléme de !'estimation parcimonieuse, ou le dictionnaire est toujours construit a partir
de la discrétisation d'une fonction continue. Cependant dans le cadre de I'acquisition
comprimée également, il est courant que la base ® introduite dans I’équation (1.28) et re-
présentant la base dans laquelle le vecteur est parcimonieux, soit une discrétisation d'un
noyau continu connu ¢(¢,0). Prenons le cas ot les échantillons y sont obtenus a partir de
la discrétisation @ = {0, ---, 0k}, et que I'algorithme d’estimation a la réception connait la
fonction ¢p(£,0) mais qu’'une erreur s’est ajoutée au moment de la transmission de l'infor-

mation sur le vecteur 0. L'algorithme utilise alors une version erronée @ = {01, - - - ,6x} pour
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discrétiser ¢(t,0) et donc une base ® erronée. Sil’on pose que 0y = 0y + e, la base erro-
née peut alors étre écrite sous la forme d’'un développement de Taylor pour une erreur ey
exactement de la méme facon que dans le probléme de I'estimation par dictionnaire. Le
vecteur composant la k-ieme colonne de ® peut s’écrire :

0p(©)
A

[l = b0 = bO) + er+0(e2). (4.64)

Dans ce contexte, pour une erreur suffisamment faible, 'algorithme d’estimation dispose
d’'un modele de la base ® qui peut étre approximé par :

® ~ @ + ddiag(e), (4.65)
ou )
[ble=——| , (4.66)
00 [p=p,
ete=[e}, -, ex] . Le dictionnaire est obtenu en multipliant la base par la matrice de me-

sure que I'on suppose connue, le dictionnaire utilisé alors par I'algorithme d’estimation
est:
H=¥®~ ¥+ ¥ddiag(e) = H+ Hdiag(e). (4.67)

Pour développer I'algorithme BiCE, on considére que 1'on connait 0, la fonction ¢(t,0)
ainsi que la matrice de mesure . A partir de ces parameétres, on peut générer aussi bien
H que H qui sont donc connus également. La matrice H est générée de la méme fagon
que H mais avec le vecteur de parameétres 0.

4.2.2 Présentation de I'algorithme BiCE

L'algorithme BiCE a pour objectif d’améliorer les résultats de n'importe quel estima-
teur parcimonieux utilisant un dictionnaire erroné pour 'estimation d'un vecteur parci-
monieux s. Il est concu comme une étape simple de post-traitement, se basant sur un
estimateur .4 au choix que 'on ne souhaite pas modifier. Cette approche a donc un ob-
jectif différent des algorithmes dans la littérature cherchant a proposer des estimateurs
parcimonieux directement robustes a I'erreur de dictionnaire, au cotit d'une complexifi-
cation des algorithmes pouvant se répercuter sur le temps de calcul. Lalgorithme BiCE de
son cOté est simple et peu coliteux en temps de calcul, et a pour objectif de corriger les
estimateurs parcimonieux en présence d'un bruit structuré sur le dictionnaire.

Présentation de I'algorithme

La procédure compléte depuis I'acquisition jusqu’a la correction de I'erreur est sché-
matisée sur la figure 4.4. Le vecteur parcimonieux que I’on cherche a estimer est multiplié
par le dictionnaire H qui permet d’obtenir les échantillons y. L'algorithme d’estimation
A connait ces échantillons y, ainsi que le dictionnaire erroné H et sa dérivée H. Selon
la méthode d’estimation de 'algorithme .4, la connaissance de 'ordre du modele L peut
également étre supposée (comme par exemple pour I'algorithme OMP). Le vecteur § es-
timé est ensuite utilisé par ’algorithme BiCE qui ré-estime les amplitudes correspondant
aux valeurs non nulles de § afin d’en corriger I'influence de I'erreur sur le dictionnaire.
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FIGURE 4.4 — Description de I'algorithme BiCE-.A4.

Nous nommons I'algorithme constitué de la succession de I'étape d’estimation .4 suivi
de la correction BiCE "BiCE-.A".

Lalgorithme BiCE se concentre sur la correction uniquement des amplitudes non
nulles de §, rassemblées dans le vecteur x. Pour ce faire on utilise le dictionnaire réduit
au support S noté Hjs et sa dérivée Hs. En introduisant (4.67) dans la formulation des
mesures on a:

y=Hs+w=Hgx+w=Hgs—Hgdiag(e)x +w. (4.68)

De la méme fagon qu’en (4.67), on peut également procéder au développement de Taylor
concernant le dictionnaire dérivé erroné :

Hg ~ Hg + Hg diag(e), (4.69)
oi1 la dérivé seconde du dictionnaire est Hs ~ ¥® o1 les colonnes de ® sont définies par :

CRUIG)
020

[Py = (4.70)

0=0;
De ce fait on peut en conclure que les échantillons sont approximativement modélisés

selon : _
y= (ﬁg -Hs diag(e)) x+ Hg diag(e)*x +w, (4.71)

ou de la méme facon que dans la section 4.1.1, x est le vecteur de longueur L des ampli-
tudes non nulles de s.

Lexpression (4.71) nous permet de remarquer que l'influence de I'erreur sur les échan-
tillons est apportée par la matrice H principalement. Le reste de l'influence de I'erreur
étant en O(diag(e)z) est donc négligeable, puisque dans le développement de Taylor nous
avons fait I’hypotheése que le terme en O(diag(e)?) était négligeable. Lobjectif de I'algo-
rithme BiCE est de réduire cette influence. Pour ce faire, il se base surla projection oblique
des échantillons mesurés sur I'espace généré par le dictionnaire (H) tout en annulant la
composante liée a 'erreur, qui est sur 'espace généré par le dictionnaire dérivé (H). On
utilisera pour cela le projecteur oblique Eﬁsﬁs dont I'espace image est (H) et le noyau
<fI) dont I'expression est donnée en (2.23). On utilisera ensuite les nouveaux échantillons
projetés pour estimer le nouveau vecteur d’amplitude x. Pour cela on fait simplement
une minimisation des moindres carrés basée sur le modele y = Hsx qui est le terme mis
en avant par la projection effectuée. L'algorithme BiCE procede en deux étapes :

1. On procede a la projection oblique des échantillons y :

Y=Eg iV (4.72)
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2. On estime a présent les amplitudes x avec ces nouvelles mesures projetées, par une
minimisation classique au moindre carré de la fonction

rw = ||y - Hsx|” (4.73)

dont le résultat est
x=HLy (4.74)

ou l'on note t la pseudo-inverse d'une matrice non carrée.

Notons que, contrairement a 1’algorithme OGEC, le seul résultat de I'algorithme d’esti-
mation A que 'on utilise dans le BiCE est I'estimation du support, puisque I’on procede
a une réestimation ensuite des amplitudes. De ce fait nous verrons que n'importe quel
algorithme .4 estimant le support de s peut étre utilisé de maniere interchangeable, sans
que les performances d’estimation sur les amplitudes ne varient. L'algorithme combiné
BiCE-A est résumé dans l'algorithme 2.

Données: vy, é, ®(1,0), ¥
Résultat : §
1. Générer le dictionnaire H = W® ainsi que sa dérivée f = ¥® al'aide de la
discrétisation de la fonction ¢(t,0) avec la grille 0.

2. Exécuter 'algorithme d’estimation parcimonieuse A pour obtenir une es-
timation § ,
Aly, H) — 8. (4.75)

3. A partir de 'estimée § extraire le support estimé S.
4. Utiliser S pour extraire les dictionnaires réduits au supports A et 1| S

5. Calculer le projecteur oblique Eﬁsﬁs suivant I’expression (2.23) :

1
H.P. . (4.76)

E, . :ﬁA(ﬁ?P% ﬁA)
3 S8 g $

S

6. Effectuer I'estimation des amplitudes non nulles projetées par :

5 = & T ~ 2
HLEg Y- 4.77)

>

7. Remplacer les amplitudes non nulles de § par les estimées f(g pour obtenir
le vecteur parcimonieux estimé §
Algorithme 2 : Algorithme BiCE-.4

La premiere étape de cet algorithme n’est pas nécessaire suivant les applications, si
I'on dispose directement des matrices H et H.

Cott de calcul des post traitement BiCE et OGEC

Le post-traitement BiCE est tres simple a mettre en place puisqu’il est composé sim-
plement de deux étapes : une projection oblique des mesures, et ensuite une minimisa-
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tion des moindres carrés des mesures projetées, résumé dans |'expression (4.77) qui peut
étre réécrit comme :

-1 i
Xg=|HLP: I:IA) HLP: Hg (4.78)
ATpl .3, _alol 1.
<HgP, Hexs=HGP, Hgy (4.79)
oZ'7xs =17y (4.80)

ouZ= P}%I Hs. La formulation (4.80) est une minimisation des moindres carrés classique
s

dont le cotit de calcul peut étre évalué en O(N2L). On peut comparer la complexité du cal-
cul du projecteur orthogonal de rang (N—L), PI%{ avec la complexité d'une décomposition
S

en valeur singuliere de rang réduit, qui est en O((N—L)NL). Le calcul de la projection Z en
elle méme a une complexité en O(N?L). Ces trois étapes ont quasiment le méme poids,
on peut donc en conclure que la complexité de 1'algorithme BiCE est en O(N?L).

L'étape d’estimation de I'erreur de grille & de I'algorithme OGEC (4.32) repose sur les
mémes calculs que I'étape d’estimation des amplitudes de I'algorithme BiCE (4.77) et a
donc le méme cotit. Dans le cas de I'algorithme OGEC il faut ajouter la complexité de
I'étape de ré-estimation des amplitudes si on a besoin d’estimer ce parametre. On peut
comparer ce colit a celui de 'OMP, qui est 'un des estimateurs parcimonieux connu pour
sa rapidité d’exécution. Son cotit de calcul est de I'ordre de O(LNK) [128] , ce qui est supé-
rieur a celui des deux algorithmes proposés. En effet, par définition on aK >> N, I'absence
de ce parametre dans le post-traitement de par la réduction a seulement les amplitudes
non nulles permet de réduire fortement le cotit de calcul de cette deuxieme étape. LOMP
étant un des algorithmes de reconstruction parcimonieuse le plus 1éger d'un point de vue
calculatoire, on peut considérer que de maniere générale le cotit du post traitement BiCE
et OGEC est inférieur a celui de .A.

Un exemple de temps de calcul sous Matlab comparant les estimateurs parcimonieux
OMBP, CoSAMBP, et SPGL1 avec le post traitement BiCE est donné dans le tableau 4.1. Le
temps indiqué dans le tableau est le temps moyen de calcul mesuré avec les fonctions
tic et toc sur 50 réalisations, pour N = 300, L = 10, K =100, 02=1-10"%et O% =1-1072.
Le contexte applicatif que nous utilisons est le modele de I'estimation des retards des si-
gnaux impulsionnels, introduits dans la section 2.4 et que nous allons présenter plus en
détail dans la partie simulation. Le temps de calcul du post-traitement BiCE est du méme
ordre de grandeur que celui utilisé par I’algorithme OMP pour les parameétres considérés,
tandis que les autres méthodes d’estimation parcimonieuses sont beaucoup plus cot-
teuses. Le temps de calcul du BiCE est similaire a ’OMP dans les simulations effectuées,
mais le programme n’est pas du tout optimisé et utilise des méthodes de calcul et d’in-
version matricielle par défaut. Le programme suit les étapes données dans I'algorithme 2
et fait la minimisation au moindre carré par un produit matriciel alors qu'il est possible
d’optimiser cette étape en suivant le modele (4.80).
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TABLEAU 4.1 — Temps de calcul de différents algorithmes d’estimation.

OMP 6.4ms
COSAMP 146.5ms
SPGL1 238.4ms

BiCE 5.7ms

4.2.3 Performances théoriques de I'algorithme
Etude du biais et de I'erreur quadratique moyenne

Nous cherchons a présent a caractériser le biais théorique sur I'’estimation des ampli-
tudes non nulles en sortie de I'algorithme BiCE, défini par

b(X) = Ewejx [X—X] . (4.81)

Nous nous concentrons uniquement sur la partie BiCE, étant donné que les performances
d’estimation du support sont celles de 1'algorithme .4 utilisé, c’est pourquoi nous nous
concentrons sur I'erreur d’estimation du vecteur x. On fait de ce fait 'hypothese que le
support est correctement estimé, c’est a dire que f(S = x. De plus nous faisons ’hypothese
que le bruit w est un bruit blanc gaussien centré de variance o2 tandis que I’erreur est éga-
lement centrée, de variance o2 et son moment d’ordre 4 est m?. On s'intéresse au contexte
bayésien, c’est a dire que les parameétres a estimer sont également des variables aléatoires,
on considere que les amplitudes suivent une distribution gaussienne de variance o4 de
telle sorte que Ex (xx') = 0L

On peut exprimer le résultat de I’algorithme BiCE (4.77) al'aide de I'expression déve-
loppée des échantillons, donnée en (4.71) :

X~ I:I:rSEfISﬁS ((ﬁg - ﬁg diag(e)) x + Hg diag(e)*x + w) (4.82)
~x+HEy 4 (Hsdiage)’x+w). (4.83)

Cerésultat est obtenu directement par les propriétés (2.21) et (2.22) du projecteur oblique.
Lerreur d’estimation est donc égale a :

X—x~HGEy ;_(Hsdiag(e)’x+w). (4.84)
Lerreur quadratique moyenne est définie par :

BEQMBiCE = [Ew,e,x

5= x|*| = Ewex | Tr| G-%) (k-x)"||. (4.85)
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Ce qui devient en introduisant (4.84) :

BEQMpicg = Tr | Ewex

ALE. :S(Hgdiag(e)2x+w)( d1ag(e)2+w EL . HTT”

STHsH HsH
(4.86)
:Tr[[Ew,e,X diag(e)4I:Ij;Eﬁ$ﬁSI'-'lg ET i HTT”
+Tr[[Ew,e,x[diag(e)zﬁT Eq it (Hsxw! +waHT E;SﬁSHTTH

+Tr [IEw,e,x [ﬁgEﬁ HS T IISI:ISHTT]]
= 02Tr e | diag(e) HLEy ;4 Hs HTET ; H*TH

T
[HSEHSHS HSHS ] ]

,;1

+0%Tr [

- -1
_ 2 . 4 laTel .l @leol wr.iiTol m.laTel .
= 03Ee |Tr | diag(e) (HSPﬁSHS) HSPﬁSHSHSPﬁSHS(HSPﬁSHs) ”
-1
ATol 1.
(HSPﬁSHS) ]

diag(e) Hsil (ﬁgpgs fl 3)

+0%Tr [[Ee

-1

e ) ]

= 02 [Tr
S

+0°Tr [[Ee

Le deuxieme terme de la somme de la deuxieme égalité s’annule puisque le bruit est cen-
tré.

La BEQM ainsi que le biais moyen peuvent étre calculés numériquement a partir de
ces expressions mais cela demande de calculer des espérances sur le parametre d’erreur a
I'aide d’'un procédé de type Monte Carlo. Cela est compliqué a utiliser en pratique, de plus
I'expression ainsi obtenue ne permet pas de saisir le comportement de 1'algorithme. On
souhaite au contraire obtenir une expression analytique des mesures de performances ne
dépendant pas d'une variable aléatoire telle que 'erreur. On cherche a exprimer ces me-
sures en fonction des matrices déterministes Hgs et H; au lieu des matrices aléatoires Hg
et Hs. S’affranchir de I'espérance est possible, en utilisant une approximation de Taylor
au premier ordre du projecteur orthogonal PP%I , donnée par KrRiM, FORSTER et PROAKIS

S
[79] :

L _pl _gfT g T pl L o¥yo 23]
Pﬁs ~ PHS — HS dlag(e)HSPHS +PHSH3 dlag(e)HS. (4.88)

En se basant sur cette approximation, on peut donner les approximations des grandeurs
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suivantes :
ATpl 7 T i Tpl Todi
H SPﬁS Hs = (Hs + Hg diag(e)) P (Hs + Hs diag(e))
— (Hs +Hsdiag(e)) HY diag(e) HPy (Hs +Hs diag(e)
—(Hs +Hs diag(e))T PIJ.iS Hs diag(e)HjS (Hs + Hs diag(e))
=HPy Hs+diag(e)HgPy; Hs+diag(e)HgPy Hs +diag(e)’HPy Hs
TertT s AT ol . 20Tt T T pl T
- HSHS dlag(e)HSPHS Hs —diag(e) HSHS HSPHS Hgs
— diag(e)zHgHgTﬁgPIJis Hs - diag(e)zHgHgT diag(e)ﬂgPﬁ‘IS Hs
- ngé_lg Hg diag(e) HTSHS — diag(e)? HgPﬁS I'-'ISH:;HS
- diag(e)zﬁgPﬁS HsH Hs - diag(e)3HgPﬁs HsH M
~Tpl
ol seul le premier terme ne dépendant pas de l'erreur est conservé tandis qu'on consi-
dere comme négligeables les termes en diag(e), diag(e)? et diag(e)®. Cette approximation
est importante, et peut sembler brutale, mais nous montrerons dans la partie simula-
tion qu’elle permet de bien approcher le comportement de I’erreur, notamment pour des
grandes matrices aléatoires qui sont le type de matrices rencontré le plus souvent en pra-

tique.
Le projecteur oblique est approximé en :

B, = (ngﬁsﬂg)_l ﬁTSP}%IS
~ (ngﬁs HS) " (Hs + Hs diag(e)" (Pﬁs -HY diag@H}P; Py Hsdiag(e) Hg)
~ (HEPy HS)_I (H5P;; - diag(e)HEP, - diag(e)HEPy; HsH
+diag(@HLPL - diag(e)?HLP - diag(e)?HLPL HsHE)
~ H' By, + diag(e) (HEP HS)_l (5P, - HP; —HEPL HGHE),

ol cette fois-ci seuls les termes de second ordre sont négligés. Cette approximation per-
met de donner une expression plus simple de I'erreur d’estimation :

x—x~H'Ey_y  (Hs diag(e)*x +w)
-1
: Tpl 11 pl 71 pl Tpl ¥1.7 '} : 2
+diag(e) (HEPy Hs) (HEP; —HEPL —HIPL HsHS) (Hsdiagle)x+w)
-1/, .. .
~ H'Eyy W+ diagle) (3PS Hs) (HEPy —HEPL —HEPS HsHE)w
+ diag(e)’H' By [Hsx,

ol1 le terme en e a été négligé.
De cette erreur on peut déterminer les différentes métriques de performance, premie-
rement le biais est donné par :

b(X) = Ey,elx | diag(e)*H E SHSHSX

) i}
= 05H'Ey py Hsx,
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en utilisant le fait que la moyenne sur le bruit de w est nulle.
En second lieu on peut également donner une expression analytique de la BEQM :

(k-x) x-%)'|]

t . TeT 1T
H'Eyy gy ww' By HT| |

BEQMpiqe = Tr | Ewex

—Tr [[Ew,e,x

+Tr |Ew,ex

-1
. 2 Tpl 11 pl 71 L Tpopl ¥ 1l T
diag(e) (HSPHSHS) (HSPHS—HSPHS—HSPHSHSHS)WW

T -1
11 pl i1l pl Tpl ¥yt Tpl
- (Aspy - HSPE -HEPL HHY) (HEPE Ho) ”

+Tr [[Ew,e,x

diag(e)'H' By Hoxx "HYE], |, H||
2 T T
= 2 Tr | H' By gy By '

-1
2.2 Tpl 11 pl 71 pl Tpl ¥y .11f
+0%02Tr | (HEPh Hs) (HEPh —HLPL —HEPL HsHY)

T -1
71 DLl (1T pl Tpl ¥y 17" Tpl
- (HEpy - HEPy -HEP HsHE) (HEPL Hs) ]

+mioiTr | H By HHEE  H'T|

~ 0°Tr

(ngﬁsﬂs)_ll

-1 -1
Tpl Tpl ¥1r 11T pl Tpl
(H P Hg) Py HsHIPL H (H SPHSHS) .

+ mgciTr

Premiérement les termes proportionnels a n n'ont pas été détaillés puisque leur espé-
rance est nulle, et pour obtenir I'expression finale nous considérons que le terme croisé
0202 est négligeable puisque a la fois 02 et 02 sont petits.

Résultat 24. Pour une estimation du support parfaite, et 62 suffisamment petit, le vecteur
de biais conditionnel ainsi que la BEQM de l'estimateur BiCE sont donnés par :

b(x) =~ 02H'Ey sagHsX, (4.89)
BEQMg;c = 0°Fs + 02 mi Es, (4.90)

ot mi = [E(e‘ll) et les quantités Fs et Fs sont données respectivement dans les expressions
(4.91) et (4.92).

Fs=Tr

(ngﬁsﬂs)_l] , (4.91)

- -1 v e -1
Fg=Tr (nggsﬂs) HLP; HsHLPS His (ngﬁsﬂg) : (4.92)

out H est la dérivée au second ordre de la matrice de dictionnaire utilisant la grille exacte.

On peut observer que le biais conditionnel tend vers zéro quand I'erreur sur le dic-
tionnaire tend vers zéro également. On peut en conclure qu’'en 'absence d’erreur 1’algo-
rithme BiCE est conditionnellement non biaisé, ce qui assure que les performances de
'algorithme A ne sont pas dégradées en I"absence d’erreur de dictionnaire par le post-
traitement BiCE.
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Résultat 25. Quand o2, bien que supposé petit domine le bruit 62, la BEQM de l'algorithme
BiCEest :
BEQMp;cp = 02 m4 Es = O(m2). (4.93)

Le résultat précédent est obtenu simplement en négligeant le terme lié uniquement
au bruit.

Efficacité statistique de I'algorithme

Pour étudier I'efficacité de l'algorithme BiCE il faut se placer dans le contexte des
bornes biaisées, puisque nous avons vu en (4.89) que 'estimateur BiCE est un estimateur
biaisé. Etant donné qu’on se focalise sur le comportement du post-traitement, les bornes
sont considérées uniquement sur le vecteur non parcimonieux x. De plus on remarque
que la BEQM dépend de I'observation projetée Pﬁsy, on va donc tout d’abord dériver la
borne moyennée de I'estimateur biaisé sur les mesures projetées, qui correspond au com-
portement de l’algorithme BiCE. Cette borne va ensuite étre comparée a la borne idéale
pour un estimateur non biaisé en 'absence d’erreur de grille. La BEQM sur les mesures
projetées est bornée inférieurement par la BCRM :

E(1% (P4 y) - x1?) = Corpy y (4.94)

ol la BCRM sur I'estimateur biaisé des mesures projetée est définie par :

db(x) L oaf, 9b®)T
[Ex((l+ - )F(XIPHSy) (1+ ax)

X

+Ex (Ibx]I?), (4.95)

CoppL =1Tr
S|P
L

ou F(leﬁsy) est la MIF et b(x le biais de I'’estimation (4.89). Cette borne est nommeée en

anglais la borne I-ECRB biaisée [29], il s’agit de la borne moyennée sur le vecteur x de la
MIF biaisée donnée en (1.62) définie par rapport aux mesures projetées Pﬁsy au lieu de

directement les mesures y. En utilisant la définition du biais de I'’estimateur BiCE on a :
obOs) , .. 9 (vxT el -1 1 s
oo = OHkEn i s =0 (HiP; Hs) HsPy Hs, (4.96)

qui ne dépend pas du vecteur d’amplitude x.
Les mesures projetées sont définies par :

Pﬁsy = Pﬁs Hsx + Pﬁs w. (4.97)
On a donc
L L 2pl
P yix~N (PHS Hsx, 0 PHS) , (4.98)
ce qui permet d’obtenir la MIF déterministe selon la formule de Slepian-Bang :
1
Loy Tpl (pl \-lpl
F(xIPHSy) = ;H SPHS (PHS) PHS Hs (4.99)
1 Tol
= ?HSPHSHS- (4.100)

Celle-ci ne dépend pas de x, ce qui permet d’6ter I'espérance sur x dans le premier terme
de la borne.
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L'espérance de la norme du biais au carré est :
Ex (Ib(x) = 050’ Fs, (4.101)

ott F5 est donné en (4.92).
Le terme produit quant a lui est :

(I N ob(x)

X

T
Tr )F(x|P}+ISy)‘1 (1 + %) =o%Tr

(ngﬁsHS)_ll

+0208Tr

(HgPﬁSHS)_l HsP Hs (HgPﬁSHS)_I Py H (H@PP%ISHS)_I]

+0%02Tr (ngﬁsﬂs)_l (HsP Mg +HEPL HE) (ngﬁsﬂg)_l

Les variances d’erreur et de bruit étant des quantités faibles, on considere que les termes
en O(020?) et en O(0%0?) sont négligeables par rapport au terme en O(c?) pour un 0202
suffisamment petit, ce qui permet d’obtenir que :

Tr

ob(x) T

ob(x) )T

~0°Fg (4.102)
ox

ou Fg est donné en (4.91).

Résultat 26. La borne moyennée biaisée sur les erreurs projetées est donnée par :

C8|Pﬁsy ~ 0°F5 +020.Fs (4.103)

Résultat 27. En présence d'erreur de dictionnaire (0% # 0), Uefficacité statistique de I'algo-
rithme BiCE par rapport aux mesures projetées est :

BEQMp;cg — csu,ﬁ y = 05 (mg —0g)Fs. (4.104)
S

4

Linégalité de Jensen [75] pour les fonctions convexes permet de prouver que m3 < o4,

ce qui confirme que la borne Cgp1 y est bien une borne inférieure de la BEQM.
H

Lerreur quadratique moyenne du BiCE est plus aisée a saisir avec un exemple pratique
de distribution. Nous prenons I’exemple d'un vecteur d’erreur e suivant une distribution
gaussienne généralisée centrée [88] telle que

,I'(1/s)

el~g/\/(0,0€r(3/s)

,8). (4.105)

Cette distribution est utilisée car elle est assez générale, et peut prendre des parametres
menant d'une distribution Laplacienne (s = 1), a la distribution gaussienne (s = 2) ou
méme uniforme (s — 0o). Le k* moment d'une gaussienne généralisée centrée est donné

par [88]
k
m,ec:(r,eC IT(/s) T((k+ 1)/3). (4.106)
I'(3/s) I'(1/s)

Onadonc m? = 0% et ms = 0'6ks ol ks = % Notons que la grandeur k > 1 quel que

soit s. Prenons a présent le parametre o, = d/6 de telle sorte que dans le cas d'une dis-
tribution uniforme ou s — oo, le support de la distribution corresponde a la largeur de la
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grille discrete d = 6;,—0,,1. Dans ce cas la variance de I'erreur est 02 = d*/36 et le moment
d’ordre 4 est donné par m; = ksd*/(36)2. Nous avons vu que pour un bruit additif négli-
geable devant la variance de 'erreur, I'erreur quadratique moyenne de I'algorithme BiCE
est de I'ordre de mZ, qui étant donné que k; > 1 est trés petit pour des grilles espacées de
d < 1. Cela montre que I'ajout du BiCE peut améliorer nettement les performances d’es-
timation pour un cofit raisonnable dans les contexte ol m# est petit. Pour la distribution
gaussienne généralisée, I'efficacité statistique du BiCE est

BEQMg;cg — csu,ﬁ y = 050,(ks—1Es (4.107)
S

qui est une fonction décroissante par rapport a s, comme illustré dans la figure 4.5. Sur
cette figure nous avons tracé (4.107) en fonction de s, pour différentes valeurs d’erreur
de grille o2. Plus s est grand, meilleure est I'efficacité de I'algorithme. Les distributions
pointues de I'erreur sont donc plus difficiles a traiter pour 'algorithme, contrairement a
des distributions plates telle que la distribution uniforme. Cela peut intuitivement s’ex-
pliquer par le fait que I'algorithme se base sur une projection de la partie liée a I'erreur
sur les mesures pour en réduire les effets. Une distribution pointue centrée en zéro sera
moins projetée qu’'une distribution plus plate, et I'algorithme sera donc moins pertinent
pour ce type d’erreur. Lefficacité étant proportionnelle a 02, augmenter cette erreur aug-
mente la différence entre la BEQM et la borne biaisée projetée. On peut en déduire que
'algorithme proposé est adapté principalement pour corriger les faibles erreurs de grille.
De plus augmenter la variance sur les amplitudes augmente également la différence entre
la borne et les performances de I'algorithme.

107 ~~—— o2=10"1 -
107 [ ~— o2 = 1072 §
107" :
107 ~—__ c2=10"*
107 ¢ 02=10" -

FIGURE 4.5 — Efficacité statistique de I’algorithme BiCE (4.107) en fonction du parametre de forme
s pour N =50, K =200, L= 10, 0 = le - 1 et différentes valeurs de o2.

143



CHAPITRE 4. CORRECTION DES ERREURS DE DISCRETISATION

Pour compléter la figure 4.5, on trace a présent la BEQM et la BCRM toujours en fonc-
tion du parameétre de forme s sur la figure 4.6. La premiere chose a noter est que la borne
ne dépend pas de s puisque seul le moment d’ordre 2 de la distribution intervient et non
le moment d’ordre 4 qui lui dépend de s. De ce fait la différence observée figure 4.5 vient
de la diminution des performances de I’algorithme BiCE quand s augmente.

-4
1.4_|x10 |

+BEQM BICE
--BCRBM - proj

1.35

1.15 | | | | | | | |

FIGURE 4.6 — Performance du BiCE en fonction du parameétre de forme s, N = 200, L = 10, K = 1000,
2 _10-5 2 _10-3
0°=10"eta,=10"".

Le cas de 62 — 0 est important a étudier pour vérifier que I'ajout du post-traitement
proposé ne dégrade pas les performances de 'algorithme d’estimation parcimonieuse
A. Cela permet d’utiliser 1'algorithme BiCE-.4 dans le cas plus général o1 'on peut étre
soumis a un bruit sur le dictionnaire sans que celui-ci soit tout le temps présent.

Résultat 28. Quand l'erreur sannule (62 — 0) les performances de l'algorithme BiCE sont :
bx) — 0, (4.108)

BEQMBiCE g CS|PJ‘ y (4109)
Hs

Ce qui signifie que l'algorithme est statistiquement efficace en l'absence d’erreur de modele,
par rapport aux mesures projetées.

On vient de montrer que le BiCE est efficace concernant les mesures projetées, cepen-
dant il peut étre sous-optimal par rapport au modele parfait de mesures sans erreur. En
I’absence d’erreur la borne BCRM dans un cas idéal est dérivée a partir du modele :

y=Hgx+w, (4.110)

ol w un bruit blanc gaussien. Dans ce contexte la BCRM sans erreur est donnée par (voir
section 3.3 ) : X
E(I%(y) -xI?) = Csry = 0°Tr | (H5Hs) " |. (4.111)
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alors que le BEQM sans erreur est

E(I%(y) - xI?) = 0*Tr (HEPﬁSHs)_I (4.112)

On a la propriété que Cgp. v> Cs|y étant donné que Pﬁs Hs < Hgs au sens des matrices
Hg

positives définies donc en théorie I'algorithme BiCE est sous-optimal méme en I’absence
d’erreur, bien qu'’il soit non biaisé. En pratique nous allons montrer dans la partie simu-
lation que les bornes C 5|Pﬁsy et Csjy sont treés proches.

4.2.4 Résultat de I'algorithme pour I'estimation parcimonieuse des si-
gnaux impulsionnels

Pour illustrer les performances théoriques et démontrer I'utilisation pratique de 1'al-
gorithme BiCE, nous nous placons dans le méme contexte des signaux a modeles para-
métriques que dans la section 4.1.4.

Nous nous intéressons tout d’abord aux bornes et a la pertinence de I"approximation
faites sur la BEQM basée sur le développement de Taylor du projecteur oblique, qui fai-
sait des hypothéses importantes au niveau de l'ordre de grandeur de 2. Sur la courbe
4.7 on trace tout d’abord 'erreur quadratique moyenne sur 100 réalisations se basant sur
I'expression exacte de la BEQM (4.87) en bleu, puis la borne approximative mais ne dé-
pendant pas d'un parametre aléatoire (4.90) en vert. Le point le plus important a tirer de
cette courbe est que I'approximation de la BEQM est valable pour des 62 < 1073 dans le
contexte de la simulation c’est a dire N = 200, K = 1000, Gi =1071 et 02 = 107%. Cette
contrainte semble donc forte et peut sembler invalider les expressions données, cepen-
dant on a observé dans les simulations que quel que soit le contexte et les parametres
choisis, I'’hypothese concernant la bonne reconstruction du support est bien plus forte
que 'hypothése effectuée pour dériver les calculs des performances. En effet si on choisit
une variance d’erreur plus importante que o2 = 1073, les algorithmes de reconstruction
que nous avons testés, méme placés dans les meilleures conditions que sont des retards
bien espacés, des dictionnaires incohérents et un bruit additif faible, n’'obtiennent pas
une estimation du support exacte, permettant de mesurer ensuite les performances de
I'ajout de post traitement BiCE. Une chose intéressante a noter est que pour des erreurs
importantes, la BEQM exacte finit par donner de meilleures performances que la BEQM
théorique qui sous-estime donc les performances de I'algorithme dans ce contexte la. Les
bornes projetées et idéales ont également été tracées sur la figure 4.7, on peut noter que
pour les mémes 02 que ceux pour lesquels 'approximation est valable, la BEQM et les
deux bornes sont confondues et rejoignent les résutats de la borne idéale, qui considere
I’absence d’erreur.

Pour observer le comportement de 1’algorithme BiCE en pratique, on utilise les trois
algorithmes de reconstruction parcimonieuse que nous avons également utilisés dans
la section 3.4.4 (OMP, COSAMP et SPGI1) pour faire la premiére estimation du support,
puis nous comparons les résultats sur I'estimation des amplitudes avec et sans correc-
tion BiCE. Nous considérons un nombre de source fixe et connu des algorithmes L = 10,
et nous utilisons des parametres pour lesquels nous observons que les résultats des dif-
férents algorithmes permettent d’extraire le bon support. Cette condition est importante
pour visualiser uniquement le comportement du post traitement BiCE et le comparer a
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10*
) QBEQMBICE (exact)
10 r BEQM (approx) By |
B BiGE ‘3PP
+BCRM - proj
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FIGURE 4.7 — Performance exacte et approximée comparée avec les bornes BCRM, en fonction de
02, N=200,L=10,K=1000et o =107%.

la BEQM théorique qui considere qu’on connait le support. Quand le support est mal es-
timé, on a observé que le post-traitement BiCE ne modifiait pas le résultat de I’estimation
de 'amplitude et n"améliore pas les performances. Cependant quand le support est cor-
rectement estimé, on peut observer que le post traitement BiCE permet de pratiquement
atteindre la borne idéale. Les résultats sont montrés pour deux jeux de parametres diffé-
rentes, la figure 4.8 considérant une matrice avec un degré de parcimonie plus important
que la figure 4.9 mais pour qui les algorithmes sont donc plus sensibles a I’erreur de mo-
dele et au bruit. C’est pourquoi on a choisi 02 = 107 dans la figure 4.8 et 02 = 10~° dans la
figure 4.9. Les courbes tracées correspondent aux résultats des trois estimateurs, premie-
rement sans aucune correction en ligne continue, et en pointillé avec la correction BiCE.
Ces courbes sont tracées en fonction du RSB qui est défini par

2
_ElxI? o2

RSB = ==
Ellwl*> o2

(4.113)

ol11’on a fait varier le bruit 0. Quel que soit 'algorithme utilisé en premiére étape, 1’algo-
rithme BiCE donne la méme estimation de I’amplitude, c’est pourquoi on peut envisager
de I'utiliser pour estimer les amplitudes d'un vecteur parcimonieux dont le support a été
auparavant estimé par un algorithme spécialisé dans I'estimation du support quand on
est en présence d’'un bruit de dictionnaire structuré.
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FIGURE 4.8 — Résultat de I'algorithme BiCE-.A pour différents .4, N = 200, L = 10, K = 1000 et 02 =
107

10
10° - 1
107° | ' ) £ .
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FIGURE 4.9 — Résultat de l'algorithme BiCE-.A pour différents .4, N = 500, L = 10, K = 1000 et 02 =
107°.
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Chapitre 5

Conclusion et Perspectives

Dans cette these nous nous sommes intéressés aux nouvelles méthodes d’échantillon-
nage qui, s’appuyant sur la parcimonie de la grande majorité des signaux pratiques, per-
mettent de s’affranchir des limitations inhérentes au théoréme de Shannon. Les deux
méthodes utilisent deux manieéres différentes de modéliser la parcimonie des signaux,
dépendant des connaissances a priori que I’on dispose, pour le reconstruire malgré I'uti-
lisation d’'un nombre d’échantillons réduit pris sur une fenétre finie.

5.1 FEchantillonnage de signaux impulsionnels

Les signaux impulsionnels, a bande non limitée, ne peuvent étre échantillonnés au
sens de Shannon. Lutilisation d'un noyau analogique avant I’échantillonnage permet de
passer outre ce probléme et d'obtenir des mesures permettant d’estimer les parametres
du modele du signal. Ces parametres étant d'un nombre fini, et le modele étant parfaite-
ment connu, il est alors possible de reconstruire parfaitement le signal, malgré le nombre
réduit d’échantillons. Il a été démontré [127, 56] qu’en I’absence de bruit, I’estimation des
parametres du modele pouvait étre parfaite avec un nombre d’échantillons a peine supé-
rieur au nombre de parametres a estimer, sous la condition que le noyau de pré-filtrage
utilisé respecte des conditions bien précises. Cette méthode d’échantillonnage peut se
généraliser a toutes les formes de signaux a modeles paramétriques. Dans cette these
nous avons étudié les performances d’estimation en dérivant les bornes de Cramer-Rao
qui sont des bornes inférieures de I'erreur quadratique moyenne de tout estimateur non
biaisé. Nous avons tout d’abord élargi la borne déterministe existante au cas a plusieurs
impulsions, puis nous avons étudié les bornes bayésiennes pour deux modeéles de signaux
paramétriques différents. Premierement nous avons considéré le modéle d’école des si-
gnaux a somme d’impulsions de Dirac, puis nous avons élargi notre étude a des formes
d’impulsions quelconques échantillonnées avec un noyau de la famille des somme de
sinus cardinaux (SoS).

La famille de noyaux SoS est un ensemble de noyaux paramétrables assurant de rester
sous les conditions de reconstruction des signaux a modele paramétrique, tout en per-
mettant une variété importante de noyaux allant du noyau de Dirichlet a une sinusoide
parfaite. L'intérét de cette famille de noyau réside dans sa formulation simple permettant
d’isoler la contribution du paramétre choisi par 'utilisateur. Nous avons mis a profit cette
propriété pour trouver le noyau SoS minimisant les bornes de Cramer Rao Bayésiennes.
Minimiser les bornes inférieures sur I'erreur d’estimation permet de trouver le schéma
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d’échantillonnage promettant les meilleures performances. Dans la suite de nos travaux
il serait intéressant d’étudier les différents algorithmes d’estimation des signaux impul-
sionnels en utilisant les noyaux optimaux obtenus, et de développer un nouvel algorithme
permettant d’exploiter au mieux les propriétés de ces noyaux. L'objectif est alors de trou-
ver un algorithme atteignant les bornes optimisées, pour obtenir ainsi les meilleures per-
formances possible pour le probleme de I’estimation des signaux impulsionnels.

5.2 Robustesse des méthodes par dictionnaire

La reconstruction de signaux discrets a partir d'un nombre d’échantillons faible a fait
I'objet d'un intérét important de la communauté scientifique ces derniéres années. Des
algorithmes efficaces promouvant des solutions parcimonieuses ont été développés, la
contrainte de parcimonie permettant de contre-balancer le faible nombre d’échantillons
en choisissant la solution la plus réaliste du probléme sur-complet. En effet, les signaux
réalistes sont la plupart du temps parcimonieux, au moins dans une base donnée. L'in-
convénient majeur de cette théorie est que ce soit une théorie portant sur des signaux
discrets, alors que dans la pratique les signaux que |'on cherche a retrouver sont continus.
Cette discrétisation induit une méconnaissance du dictionnaire au niveau de I'algorithme
de reconstruction, qui induit une erreur d’estimation méme pour des algorithmes parfait
et a haut rapport signal sur bruit. En effet, nous avons montré que les erreurs de mo-
dele dégradent les bornes inférieures sur les performances que I'on peut attendre, et de
ce fait une erreur d’estimation persiste méme pour un algorithme optimal. Nous avons
mis en évidence I'existence de deux modeles d’erreur différents dans le contexte Bayé-
sien, souvent confondus car équivalents dans un cas déterministe. Le modéle que nous
avons nommé "dictionnaire bruité" permet de prendre en compte les erreurs apparais-
sant uniquement au moment de la reconstruction, le signal échantillonné étant discret.
Le probleme de l'erreur de grille quant a lui modélise une méconnaissance dans la mo-
délisation méme du signal, qui peut étre par exemple dii au fait de modéliser I'estimation
d’'un parametre continu avec un dictionnaire discret. Nous avons mis en évidence que le
probleme de dictionnaire bruité est moins problématique que celui de I'erreur de grille,
le biais induit par ce dernier étant inférieur. Nous avons également comparé les bornes
bayésienne de Van Trees et la borne de Cramer-Rao moyennée, pour le modele de "I'er-
reur de grille" et montré que la BCRM permet de donner une bonne idée des résultats des
algorithmes d’estimation pour des bruits ot la BCRB décroche.

Il serait intéressant par la suite d’étudier la robustesse pour une erreur suivant une dis-
tribution uniforme plutdt que gaussienne, la distribution uniforme représentant mieux
I'erreur de grille telle qu’on I'’entends en général. Une autre perspective intéressante pour
continuer d’étudier la robustesse des algorithmes de reconstruction parcimonieuse au
probléme des erreurs de modele serait de lever I'hypothese du support correctement es-
timé. Nous avons observé dans nos simulation que dans ce contexte I’erreur di au sup-
port provient du bruit additif et ne dépends donc plus de I'erreur de modéle, cette intui-
tion devrait étre confirmée. Un dernier point a étudier concernant les bornes minimales
est le niveau de bruit a partir duquel I'hypothese de haut RSB n’est plus vérifiée, ce point
semblant dépendre du nombre d’échantillons mesurés d’apres nos simulations.
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5.3 Correction du biais

En dernier lieu nous avons proposé deux algorithmes d’estimation post-traitement
permettant de réduire I'effet de 'erreur de modeéle a haut RSB. Dans la littérature, les
différents algorithmes proposés pour corriger l'erreur de grille se concentrent sur une
modification du coeur méme des algorithmes de reconstruction parcimonieuse, pour en
proposer des versions plus robustes au modele erroné. De notre c6té nous nous placons
dans le cas ou I'estimation du signal parcimonieux est déja faite et nous corrigeons cette
estimation pour réduire I'erreur due a la méconnaissance du modele. Nous avons propo-
sés deux algorithmes correspondant aux deux type d’erreurs de modele rencontrés. Nous
avons développés dans les deux cas les expressions des performances théoriques des al-
gorithmes, et montrés leur efficacité en terme des mesures projetées. Nous avons éga-
lement montré en pratique que ces algorithmes permettent d’améliorer |’estimation de
I’amplitude des éléments non nuls du vecteur parcimonieux a estimer. Dans le contexte
del’estimation par dictionnaire structurée nous avons également montré que I'erreur due
a la discrétisation était réduite par I'algorithme OGEC. Nous avons démontré que les al-
gorithmes étaient efficaces au sens de la borne moyennée projetée, mais cette borne est
supérieure ala BCRB et ala borne non projetée. De ce fait il reste un potentiel d’améliora-
tion de ces algorithmes, pour développer une méthode permettant d’atteindre la borne.
Les travaux sur les bornes sur I'erreur structurée et sur I'algorithme OGEC feront I'objet
d’'une publication de journal prochainement.

5.4 Perspectives générales

Nous avons étudié premiérement les noyaux de pré-filtrage permettant d’échantillon-
ner des signaux paramétriques continus avec un faible nombre d’échantillons, puis nous
nous sommes intéressés aux méthodes d’estimation et d’échantillonnage par diction-
naire. Dans le contexte de 'acquisition comprimée, les signaux que I’on cherche a recons-
truire sont déja échantillonnés puisque discrets. La théorie de I'acquisition comprimée a
montré, tout comme celle de I'’échantillonnage des signaux a taux d’'innovation finie, que
I'on pouvait réduire grandement le nombre d’échantillons et obtenir tout de méme une
reconstruction parfaite du signal. U'acquisition comprimée nécessite pour cela une ma-
trice de mesure respectant des conditions précise, tandis que pour échantillonner des
signaux a modeles paramétriques on utilise un noyau de pré-filtrage devant également
respecter un certain nombre de conditions. Une perspective de recherche intéressante
est de lier ces deux méthodes, en utilisant par exemple un pendant analogique de la ma-
trice de mesure aléatoire pour déterminer un noyau de pré-filtrage général, permettant
de mélanger aléatoirement les échantillons d'un signal analogique.
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Annexe A

Liste des acronymes

BCR Borne de Cramer Rao (en anglais Cramer Rao Bound). 22, 24, 31, 33, 34, 36-39, 45,
46, 48, 49, 52, 93, 94, 9799

BCRB Borne de Cramer Rao Bayésienne. 23, 55, 57, 63, 67, 83-85, 131

BCRM Borne de Cramer Rao Moyennée, en anglais ECRB pour Expected Cramer Rao
Bound. iii, 23, 24, 93, 94, 96-99, 102, 128, 129, 131, 141-143, 146

BEQM Erreur Quadratique Moyenne Bayesienne (en anglais BMSE pour Bayesian Mean
Square Error). 24, 26, 63, 93, 98, 103, 106-109, 113, 127, 128, 140

BiCE Bias Correction Estimator. 120, 133-135
DB Dictionnaire bruité. 81

BP Basis Pursuit. 18, 26, 120, 130, 146
COSAMP Compressive Sensing Approximate Message Passing. 130, 146

EIV Errorin Variables ou en francais erreur dans les variables. 27, 82, 83

EQM Erreur Quadratique Moyenne (en anglais MSE pour Mean Square Error). 22
ISB Rapport Interférence sur Bruit. 130

LMMSE Linear Minimum Mean Square Estimator ou en francais Estimateur de I'erreur
quadratique moyenne minimum linéaire. 26, 124-126, 130

MIB Matrice d’'Information de Fisher Bayesienne. 24, 50, 51, 55, 58, 60, 61, 63, 83-85, 87,
88,122,123

MIF Matrice d'Information de Fisher déterministe (FIM en anglais). 24, 25, 49, 50, 58, 59,
65, 67, 69, 84, 85, 88, 93, 94, 101, 128, 129, 141

EG Erreur de grille. 81

OGEC Off Grid Error Correction. 120, 123



Liste des acronymes

OMP Orthogonal Matching Pursuit. 10, 17, 26, 77, 120, 130, 134, 137, 146

RIP Restricted Isometry Property. 16, 19, 26, 81, 130

RSB Rapport Signal sur Bruit. 26, 32, 46, 55, 64, 72, 78, 80, 120, 121, 123, 130, 146

SoS noyau de sommes de sinus cardinaux, Sum of Sincs en anglais. 11, 12
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