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Introduction

« C’est une puissance divine qui te met en mouvement, comme cela se produit
dans la pierre qu’Euripide a nommée Magnétis, et que la plupart des gens ap-
pellent Héraclée. Car en réalité, cette pierre n’attire pas seulement les anneaux
qui sont eux-mémes en fer, mais elle fait aussi passer en ces anneauxr une force
qui leur donne le pouvoir d’exercer a leur tour le méme pouvoir que la pierre. »

Cet extrait du dialogue lon, de Platon [6], montre que les matériaux ferromagnétiques
étaient connus au IV® siecle avant J.-C. Ces matériaux ont la propriété de posséder une
aimantation persistante en I’absence de champ magnétique appliqué, que Platon qualifiait
lyriquement de « puissance divine qui te met en mouvement ». Il aura fallu attendre 1921
pour qu’une propriété électrique similaire soit découverte dans le sel de Rochelle par J. Va-
lasek [68], dans lequel I’équivalent de l'aimantation est appelé polarisation et persiste en
I’absence de champ électrique appliqué en dessous d’une certaine température. Ces nou-
veaux matériaux, dits ferroélectriques, sont encore aujourd’hui bien moins compris que leurs
homologues ferromagnétiques, et attireront toute notre attention dans ce manuscrit.

L’étude des matériaux ferroélectriques n’a véritablement commencé que dans les années
1940, avec la découverte d’autres cristaux ferroélectriques ayant une structure moléculaire
plus simple, comme le Titanate de Baryum. Puisque la ferroélectricité se manifeste lors
d’une transition de phases, d’une phase paraélectrique (i.e. non ferroélectrique) haute tem-
pérature vers une phase ferroélectrique basse température, V.L. Ginzburg [27] propose en
1945 d’utiliser la théorie des transitions de phases développée par Landau [37], et considere
la polarisation comme parametre d’ordre.

Plus récemment, le cycle d’hystérésis de la polarisation en fonction du champ électrique
appliqué, caractéristique des matériaux ferroélectriques, a permis d’envisager ces derniers
pour le stockage de mémoire informatique [57]. Cependant, la miniaturisation nécessaire
pour ces réalisations, qui demandent ’application de champs électriques trop importants
pour des matériaux de grande taille, a conduit a la découverte de propriétés nanoscopiques
tres différentes des aspects macroscopiques. En effet, a cette échelle, les interactions élec-
triques de longue portée deviennent prépondérantes et la loi de Coulomb ne peut plus étre
négligée. Une conséquence importante est la formation de régions dans les nanomatériaux
ferroélectriques ou la polarisation est uniforme, appelées domaines. E.V. Chenskii et V.V.
Tarasenko [11] ont I'idée en 1985 de compléter le modele originel de Ginzburg-Laudau afin
de prendre en compte ces interactions.

Durant les dernieres décennies, plusieurs expérimentations numériques ont été menées
sur des nanostructures ferroélectriques de taille finie, avec une attention particuliere sur
les effets conduisant a la formation de domaines ferroélectriques. Les approches numériques
employées peuvent étre classées en deux catégories :

e les méthodes basées sur les premiers principes (calculs ab initio, voir e.g. [59)]);

e les méthodes basées sur les systémes d’Equations aux Dérivées Partielles (voir e.g. [10],
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ou les équations de Ginzburg-Landau sont approchées a partir de méthodes spectrales).
Dans les calculs ab initio, 'interaction de chaque atome avec ses voisins, suivant les lois
de la Physique, est considérée. Cette approche, bien que précise, est toutefois inadaptée et
limitée pour la simulation directe en temps CPU raisonnable de nombreuses propriétés fon-
damentales des matériaux ferroélectriques, telles les transitions de phases et le mouvement
de parois de domaines. Afin de s’affranchir de ces limites, nous considérons dans ce manus-
crit des méthodes basées sur des systémes d’Equations aux Dérivées Partielles, obtenus &
partir de la théorie de Ginzburg-Laudau et prenant en compte les interactions électriques
de longue portée. L’objectif de la thése est d’analyser les mécanismes de formation de do-
maines ferroélectriques dans des nanostructures tridimensionnelles soumises a ’action de
champs électriques stationnaires. Ces champs sont générés par des électrodes qui imposent
des potentiels de courant sur une partie du bord de la nanostructure.

Ce manuscrit est subdivisé en deux parties intitulées :

e « Nanostructures avec couche ferroélectrique entierement enclavée dans un environne-

ment paraélectrique » ;

e « Nanostructures avec superposition de couches ferroélectriques/paraélectriques ».
Dans la premiere partie, nous étudions a travers quatre chapitres des nanostructures consti-
tuées d’une région ferroélectrique entierement interne et d’un espace environnant complé-
mentaire paraélectrique. Dans la seconde partie, les nanostructures sont composées d’une
couche ferroélectrique partiellement enclavée qui s’intercale entre deux couches paraélec-
triques. Les deux derniers chapitres du manuscrit traiteront de ce contexte.

Le Chapitre 1 présente la notion de ferroélectricité ainsi que le modele basé sur un cou-
plage d’équations de Ginzburg-Landau et d’Electrostatique (GLE), que nous investiguerons
dans la premiere partie de ce manuscrit. Il s’agit d’'un systéme non-linéaire que nous éta-
blissons par calcul des variations, en nous inspirant des travaux d’I. Luk’yanchuck, A. Sené
et L. Lahoche, qui décrivent un modele similaire et obtiennent des propriétés universelles
de nanostructures ferroélectriques 2D proches de notre contexte, dans [3§]. Ce systéme est
uniaxial puisque nous nous placons dans le cadre ou une seule composante du champ de
polarisation est en interaction non-linéaire avec une seule composante du champ électrique.
Cette composante du champ de polarisation et le champ électrique en constituent les incon-
nues.

Dans le Chapitre 2, nous établissons un résultat d’existence de solutions variationnelles
du systéeme (GLE). La preuve fait usage du théoréme du point fixe de Schauder, ainsi que
du théoreme de Vitali.

Nous élaborons dans le Chapitre 3 une méthode numérique pour la résolution du systeme
(GLE). Celle-ci est basée sur une discrétisation par Eléments Finis nodaux de la formula-
tion variationnelle associée au systeme (GLE), ainsi que sur une approche de quasi-Newton
inexacte, globalisée par une technique de linesearch (voir e.g. [47]). Nous sommes en effet
concernés par la résolution du systeme matriciel non-linéaire qui résulte de la discrétisation
effectuée. Les solutions des systemes linéaires obtenus a chaque étape de cette approche ité-
rative sont déterminées avec ’algorithme GMRES [53], préconditionné par une factorisation
LU incomplete (voir e.g. [48]).

Nous mettons ensuite en place des protocoles d’expérimentations numériques, afin de si-
muler le chauffage d’une nanostructure ferroélectrique ou de produire son cycle d’hystérésis
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en tension. Le processus de chauffage consiste a augmenter la température du systeme;
ce dernier parametre est crucial car c’est lui qui initie la transition de phases ferroélec-
trique/paraélectrique. Le cycle d’hystérésis s’obtient en faisant varier les potentiels de cou-
rant appliqués sur le bord de la nanostructure. Ces protocoles sont ensuite mis en ceuvre
dans des configurations géométriques classiques, cylindriques ou parallélépipédiques. Nous
nous assurons finalement de ’adéquation des résultats obtenus avec certaines propriétés
physiques.

Nous sommes concernés dans le Chapitre 4 par des investigations numériques de nano-
structures constituées d’une couche ferroélectrique de Nitrite de Sodium.

Dans un premier temps, nous étudions le cas de nanotubes, pour lesquels la couche et la
nanostructure sont de configuration géométrique cylindrique. Nous menons des simulations
numériques a partir des protocoles établis dans le chapitre précédent. Le premier résultat
remarquable est 'obtention d’une hystérésis multibits lorsqu’on fait varier les potentiels ap-
pliqués a la nanostructure, ce qui est prometteur quant au « design » de nanotubes de haute
capacité de stockage. Ce résultat a fait I’objet d’une publication [42]. Nous nous intéressons
également a l'influence de plusieurs parametres sur les propriétés de la nanostructure, comme
la largeur de la couche ferroélectrique, la température ou la permittivité de I’environnement
paraélectrique. Nous expliquons en particulier comment doper le matériau ferroélectrique;
par exemple, nous pouvons imiter les propriétés d’un matériau de diametre différent en
considérant certaines valeurs de la permittivité du milieu paraélectrique.

Nous nous intéressons dans un second temps au cas ou la couche et la nanostructure sont
de configuration géométrique parallélépipédique. Tout d’abord, nous retrouvons toutes les
propriétés découvertes dans le cas du nanotube, & savoir essentiellement ’existence d’une
hystérésis multibits et le dopage possible du matériau grace au milieu paraélectrique envi-
ronnant. Nous allons ici plus loin, en assemblant un diagramme de phases faisant intervenir
a la fois la permittivité de I'environnement paraélectrique et 1’épaisseur de la couche fer-
roélectrique. Tous ces résultats font 'objet d’un article actuellement en cours de rédaction
[4Q].

En 2006, A.M. Bratkovsky et A.P. Levanyuk ont avancé que la chute de la température de
transition de phases d’un matériau ferroélectrique lorsqu’il interagit avec un environnement
paraélectrique pouvait conduire a ce que la permittivité dite effective devienne négative [4],
ce qui a été retrouvé expérimentalement depuis (voir e.g. [31], dans lequel une couche ferro-
électrique de Pb(Zrg2T08)03 intercalée entre deux couches de SrTi03 est étudiée). Le fait
que la permittivité effective puisse étre négative a suscité une attention croissante depuis
qu’il a été mis en avant que cela pouvait étre utilisé afin de surmonter les limites fondamen-
tales dans la consommation des transistors & effets de champ [b4], méme si les manifestations
de ce phénomene ne sont pas encore exploitables [35]. Treés récemment, P Zubko, J.C. Wojdel
et al. ont exhibé, dans un article paru dans Nature [72], que la permittivité effective deve-
nait négative dans une nanostructure ferroélectrique, ou trois couches sont superposées : une
couche ferroélectrique centrale de PbT'iO3 s’intercalant entre deux couches paraélectriques
de SrTi0s3. Des résultats numériques ayant nécessité de tres longs temps de calculs y sont
notamment présentés, a partir d’une approche basée sur les premiers principes.

L’objectif de cette seconde partie est d’analyser la permittivité effective de nanostructures
similaires. Deux modeéles sont proposés, a partir d’une variante du couplage d’équations de
Ginzburg-Landau et d’Electrostatique présenté dans la premiere partie et se distinguent
dans la prescription des conditions aux limites. Ils font chacun 'objet d’un chapitre.

3
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Dans le Chapitre 5 de ce manuscrit, des conditions de Neumann interviennent dans le
modele, pour lequel une méthode numérique basée sur des approximations par Eléments
Finis est introduite. Différentes expérimentations numériques sont conduites et permettent
de caractériser les permittivités effectives des nanostructures. Certains des résultats obtenus
sont similaires & ceux présentés dans [[72], notamment en ce qui concerne le signe négatif
que peut prendre la permittivité effective.

Dans le Chapitre 6, le modele prend plutot en considération des conditions périodiques.
Nous mettons d’abord en place une méthode numérique afin de résoudre le systéme non-
linéaire résultant, a partir de discrétisations par Différences Finies. En vue d’une discré-
tisation plus précise des conditions de I'interface ferroélectrique/paraélectrique, une autre
méthode numérique, faisant intervenir a la fois des approximations par Différences Finies et
par Eléments Finis, est introduite. Les simulations numériques viennent confirmer un ordre
de discrétisation plus précis de la seconde méthode.

Les résultats numériques prouvent, encore dans ce contexte, que la permittivité effective
peut étre négative. Nous allons plus loin ici dans les investigations, pour nous rapprocher un
peu plus du contexte expérimental, en considérant une variation de la permittivité électrique
des couches paraélectriques en fonction de la température.

Dans larticle [41], en cours de rédaction, nous présenterons les résultats obtenus aux
Chapitres 5 et 6, en y détaillant par ailleurs I’étude thermique d’états depuis aussi le modele
introduit au Chapitre 6.



Premiere partie

Nanostructures avec couche
ferroélectrique entierement
enclavée dans un environnement
paraélectrique






Chapitre 1

Dérivation du modeéle
ferroélectrique

Le but de ce chapitre est d’introduire un modele décrivant le comportement de certaines
nanostructures 3D ferroélectriques sous ’action de champs électriques, en nous appuyant sur
le calcul des variations et sur des travaux présentés dans [38] dans un cadre bidimensionnel.
Nous serons concernés par ce modele tout au long de la premiere partie de ce manuscrit.
Nous commencerons par le rappel des propriétés les plus importantes de la ferroélectricité.
Nous illustrerons également un exemple d’utilisation des nanostructures ferroélectriques et
comparerons celles-ci a leurs célebres homologues ferromagnétiques.

1.1 Introduction a la ferroélectricité

1.1.1 Origine de la ferroélectricité

Les matériaux diélectriques (ou isolants) possedent, contrairement aux métaux, des char-
ges électriques localisées qui ne peuvent se déplacer que trés faiblement par rapport a leur
position d’équilibre : sous 'action d’un champ électrique, leurs charges positives se déplacent
suivant la direction du champ et leurs charges négatives effectuent un déplacement dans la
direction opposée, créant ainsi des dipdles électriques orientés parallelement au champ. Un
moment dipolaire électrique, dp, qui est une grandeur qui caractérise a la fois la distance
entre le barycentre des charges positives et celui des charges négatives, ainsi que les valeurs
des charges déplacées, est associé a chaque dipole :

n
op = Z qirs,
i=1

lorsque n charges dans la maille cristalline sont éloignées de leur position d’équilibre, ou,
pour tout 1 < i < n, g; désigne la valeur de la ¢° charge et r; son vecteur de position dans
un repere quelconque. La polarisation, P, est une « moyenne » des moments dipolaires d’un
volume élémentaire 0V,

1 N

ou N désigne le nombre de mailles cristallines dans le volume dV, et dp;,...,0py leurs
moments dipolaires. Dans la plupart des matériaux, dits paraélectriques, la polarisation
s’annule lorsqu’aucun champ électrique n’est plus appliqué. J. Valasek [68] a découvert en

7



CHAPITRE 1. DERIVATION DU MODELE FERROELECTRIQUE

6p, K . op, . ™, 6p, e ., AN

ops SN Opy \

op;
(a) Phase ferroélectrique (T < T). (b) Phase paraélectrique (T' > T¢).

FiGURE 1.1 — Alignement des dipdles dans une transition ordre-désordre; T’ représente la
température, P est la polarisation et dpy,...,dp, sont les moments dipolaires de mailles
cristallines composées de trois charges, valant +q.

1921 Pexistence de matériaux, dits ferroélectriques, pour lesquels la polarisation subsiste, en
I’absence de champ électrique, et en dessous d’une certaine température critique 7., appelée
température de Curie.

La ferroélectricité se manifeste donc lors d’une transition de phases, d’une phase pa-
raélectrique haute température vers une phase ferroélectrique basse température, et peut
apparaitre suivant plusieurs processus. Dans certains matériaux, le barycentre des charges
positives peut étre distinct de celui des charges négatives pour toute température, dans
chaque maille cristalline. Toutefois, les dipoles permanents associés sont orientés de facon
désordonnée dans la phase paraélectrique, ce qui explique que la polarisation macroscopique
soit nulle. A basse température, ils s’alignent, ce qui provoque l'apparition d’une polarisa-
tion macroscopique et de la ferroélectricité. Ces transitions sont qualifiées d’ordre-désordre
(voir Figure ﬁ) La polarisation peut également étre nulle a toute échelle dans la phase
paraélectrique mais étre non triviale dans les mailles cristallines refroidies, a la suite d’'un
écartement des ions de leur position d’origine, comme c’est le cas pour le Titanate de Ba-
ryum (voir Figure E) Nous allons étudier ces transitions, dites displacives, pour lesquelles
la polarisation est la plus grande.

La polarisation en I’absence de champ électrique, dite rémanente, s’oriente souvent selon
des axes préférentiels. S’il existe une unique direction privilégiée, les matériaux sont dits
uniaziouz. Ce sont ces derniers, plus simples & modéliser, qui nous intéresseront dans la
suite.

1.1.2 Formation de domaines ferroélectriques

Nous nous intéressons dorénavant aux propriétés mésoscopiques de certaines nanostruc-
tures ferroélectriques, constituées d’'un matériau ferroélectrique interagissant avec un envi-
ronnement paraélectrique.

Dans un matériau ferroélectrique uniformément polarisé, la discontinuité du champ de
polarisation & l'interface avec I'’environnement paraélectrique provoque l’accumulation de
charges en surface de I’échantillon ferroélectrique (voir Figure @(a)) Ces charges agissent
comme la source d’'un champ électrique opposé a la polarisation, qu’on appelle champ dé-
polarisant.

L’effet de ce champ dépolarisant peut étre trés important. Il peut méme compromettre
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(a) Phase ferroélectrique (T < Tp).

(b) Phase paraélectrique (T > T).

FIGURE 1.2 — Transition displacive dans une maille de Titane de Baryum; T représente la

température et P la polarisation.
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FIGURE 1.3 — Origine du champ dépolarisant dans la couche ferroélectrique (a) et écrantage

par la formation de domaines (b).
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la stabilité du systéme et créer un paradoxe selon lequel la ferroélectricité ne peut exister.
Un mécanisme de compensation est alors nécessaire : 1’écrantage. Dans le cas d’un matériau
massif, I’écrantage du champ dépolarisant peut se faire par 'intermédiaire de charges libres
dans le matériau ou griace a des charges en surface induites par un dispositif extérieur,
agissant comme la source d’un champ électrique orienté contre le champ dépolarisation.
Dans des matériaux suffissamment petits (d’épaisseur <500nm), I’écrantage peut se réaliser
par une modification de l'organisation de la polarisation dans le matériau : des régions
uniformément polarisées se forment, et sont appelées domaines. Le changement d’orientation
de la polarisation entre ces zones entralne une alternance des charges a U'interface entre le
matériau ferroélectrique et ’environnement paraélectrique, ce qui permet un confinement
en surface du champ de dépolarisation (voir Figure [L.3(b)).

AL

(a) Paroi d'Ising. (b) Paroi de Bloch.

FI1GURE 1.4 — Evolution de la polarisation a travers différents types de parois séparant les
domaines ferroélectriques.

Les parois entre les domaines s’étendent, en ferroélectricité, sur de tres courtes distances
[9]. On distingue généralement deux types de murs de domaines (voir Figure [L.4). Lorsque la
polarisation diminue en amplitude pour se renverser, la paroi est dite d’Ising. Une rotation
hélicoidale de la polarisation entre deux domaines correspond plutét a une paroi de Bloch.

Si nous soumettons une nanostructure ferroélectrique a un champ électrique extérieur,
nous ajoutons un nouvel écrantage concurrent. La formation des domaines est donc étroite-
ment liée a I’application d’un tel champ. Cette relation fait 'objet du paragraphe suivant.

1.1.3 Le cycle d’hystérésis ferroélectrique

La Figure @ illustre le comportement non-linéaire de la polarisation en fonction d’un
champ électrique appliqué, dans la phase ferroélectrique. L’axe des abscisses correspond a un
parametre représentatif du champ électrique E tandis que la polarisation P est caractérisée
sur I'axe des ordonnées. Nous donnerons un choix concret de parametres pour décrire ces
champs vectoriels ultérieurement.

Tant que le champ électrique appliqué est faible, le nombre de domaines reste inchangé, et
la polarisation dépend linéairement du champ électrique (arc (OA)). Lorsqu'’il s’intensifie,
les domaines orientés « défavorablement » (i.e. dans le sens opposé au champ électrique)
disparaissent, ce qui provoque une augmentation brutale de la polarisation (arc (AB)).
Il existe une tension au-dela de laquelle tous les domaines sont orientés dans la méme
direction (point B). C’est le stade de saturation, pour lequel I’échantillon ferroélectrique est
monodomaine, et la polarisation dépend & nouveau linéairement du champ électrique.

Lorsque le champ électrique diminue, la polarisation baisse. Nous retrouvons une pro-
priété fondamentale des matériaux ferroélectriques, qui conservent une polarisation, P, # 0,
en 'absence de champ électrique, dite rémanente. La polarisation s’annule lorsque le champ
électrique atteint une certaine valeur —FE. < 0 appelée champ coercitif. Encore une fois,
lorsque le champ appliqué est suffisamment intense, un seul domaine subsiste (point C).
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FI1GURE 1.5 — Cycle d’hystérésis d’un matériau ferroélectrique.
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FIGURE 1.6 — Hystérésis d’un nanotube de PZT, extrait de [39].

L’arc de courbe (BC) ainsi construit (en bleu sur la Figure @) est appelé demi-branche
de I'hystérésis. Si nous augmentons a nouveau le champ électrique, une autre demi-branche
(CB) se forme (en vert sur la Figure [1.5), symétrique a la premiére par rapport a lorigine :
la polarisation vaut —P, # 0 en I'absence de champ électrique, s’annule lorsque E = E, et
le matériau ferroélectrique retourne dans une configuration monodomaine quand le champ
électrique est suffisamment fort. La réunion de ces deux courbes forme la boucle d’hystérésis
de polarisation.

La description précédente concerne un cas idéal, qu’on retrouve toutefois pour des ma-
tériaux réels, comme dans le Pb(Zrg52T.48)O3 (Titano-Zirconate de Plomb ou plus sim-
plement PZT, voir la Figure [1.G).

1.1.4 Comparaison avec les matériaux ferromagnétiques

Les matériaux ferroélectriques restent aujourd’hui bien moins compris que leurs homo-
logues ferromagnétiques. Ces derniers possedent une température de Curie en dessous de
laquelle la dépendance entre 1’aimantation M et le champ magnétique n’est plus linéaire.
Les énergies intervenant dans les ferromagnétiques sont :

o [’énergie magnétostatique due au champ démagnétisant, opposé a M. De maniére ana-
logue au champ de dépolarisation, la démagnétisation est générée par I'accumulation
de charges en surface du matériau ferromagnétique, causée par la discontinuité de
I’aimantation ;

e [’énergie magnétocristalline due a l'existence d’axes d’aimantation préférentiels ;

e [’énergie magnétostrictive provenant des distorsions de la maille en surface.

Comme dans le cas des matériaux ferroélectriques, lorsque 1’épaisseur des matériaux fer-
romagnétiques diminue, les contributions énergétiques varient et les énergies surfaciques
deviennent prépondérantes face aux énergies volumiques. Afin d’écranter les énergies ma-
gnétostatiques et magnétocristallines, un phénomene de formation de domaines intervient
également. Ce mécanisme a été proposé par Landau [37] et Kittel [33] pour les systémes
magnétiques bien avant qu’on ne réutilise cette théorie pour les nanostructures ferroélec-
triques.

Nous retrouvons également que ’aimantation dépend du champ magnétique selon une
courbe d’hystérésis. Si nous augmentons fortement le champ magnétique puis qu’on I'annule,
le matériau conserve une aimantation rémanente. Cette propriété permet par exemple de
fabriquer des aimants permanents. Nous comprenons alors que pour neutraliser un aimant,
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il faut diminuer fortement le champ magnétique jusqu’a une certaine valeur, encore dite
coercitive.

Le champ démagnétisant est traité comme une perturbation puisque 1’énergie qui lui est
associée est tres faible devant les autres énergies, du fait de la faible valeur de la susceptibilité
magnétique. Ceci marque une différence importante avec les matériaux ferroélectriques, pour
lesquels I’énergie créée par le champ de dépolarisation prédomine. C’est pourquoi la texture
des domaines ferroélectriques a un impact considérable sur les propriétés du systeme.

Pour davantage de détails sur les matériaux ferromagnétiques, nous renvoyons aux réfé-
rences [2, B2] par exemple.

1.1.5 Les ferroélectriques et les nanotechnologies

Il est remarquable que deux états non triviaux de polarisation puissent coexister dans
les matériaux ferroélectriques, représentés par © et @ sur la Figure [1.5. Ces représentations
peuvent étre exploitées pour stoker 0 ou 1 de ’algébre booléenne, qui forment la base relative
a la mémoire de tous les ordinateurs modernes et sont communément appelés bits. Cette idée
est a 'origine des mémoires non-volatiles (i.e., des mémoires qui conservent 'information
hors-tension) FeRAM, acronyme de Ferroelectric Random Access Memory (cf. e.g. [b7, 43]),
qui constituent un champ d’application tres important des matériaux ferroélectriques.

Pour coder I'état @, il suffit de générer un champ électrique suffisamment supérieur au
champ coercitif E., puis d’annuler ce champ. L’écriture de © se fait suivant le méme principe,
plutot par Uintermédiaire d’un champ orienté dans ’autre direction. Pour la lecture, un dis-
positif capable de mesurer la Différence De Polarisation (DDP), A, avec I’état monodomaine
positif est utilisé. Il existe deux DDP, Ay < A_ (voir Figure @), selon que l'information
stockée est @ ou ©. Pour lire un bit, nous soumettons le dispositif a un champ électrique
suffisamment fort pour que le profil de polarisation soit monodomaine, et nous mesurons la
DDP. Si la DDP est égale & A_ alors 1’état stocké était ©. Dans ce cas, 'information a été
effacée et il faut la réécrire, en imposant un champ électrique inférieur & —FE,. qu’on annule
ensuite. Dans le cas ou I'état était @ (pour une DDP égale a A ), 'information n’a pas été
perdue au cours du processus de lecture, puisqu’il suffit de mettre le dispositif hors-tension
pour la retrouver.

Cette « lecture destructive » est une limitation intrinseque de la technologie FeRAM,
puisque le nombre de cycles d’écriture/lecture est considérablement augmenté, ce qui peut
endommager les caractéristiques électriques du matériau. Certains travaux (voir e.g. [30])
proposent quelques solutions pour pallier a ce probléme. Des inconvénients extrinseéques li-
mitent par ailleurs encore le développement de ces mémoires & grande échelle, comme leur
grand coflit de fabrication ou la difficulté de comprendre le comportement des dispositifs
ferroélectriques miniaturisés. La simulation du comportement des nanostructures ferroélec-
triques représente donc un intérét majeur pour ces applications. Les mémoires FeRAM
restent toutefois bien meilleures par rapport a leurs homologues ferromagnétiques omnipré-
sentes Flash et EEPROM, en terme de vitesse d’écriture/lecture (<100ns contre 1ms) et de
consommation d’énergie (300mW contre >1000-5000mW) (voir e.g. [43]).

1.2 Modélisation d’une nanostructure ferroélectrique

Considérons une nanostructure constituée d’'une couche ferroélectrique entierement en-
clavée dans un environnement paraélectrique. Nous supposons qu’une partie du bord de la
nanostructure se situe dans des plans de la forme (z = +a), de sorte qu'’il est possible de
lui apposer des électrodes : ces électrodes permettent d’imposer un potentiel de courant
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FI1GURE 1.7 — Exemple de configuration géométrique.

au dessus et en dessous de la nanostructure et générent ainsi un champ électrique. Nous
appellerons dispositif ferroélectrique I’ensemble formé par la nanostructure et les électrodes.

L’objectif de ce paragraphe est d’introduire un modele pour étudier la formation de
domaines ferroélectriques dans la nanostructure. Nous représentons la nanostructure par
un ouvert @ C R? et la couche ferroélectrique & travers un ouvert Qy C Q. La région
complémentaire 2, = ) \(Tf représente I’environnement paraélectrique. Nous nous plagons
enfin dans un repeére orthonormé (Oxyz) de sorte que (Oz) coincide avec I’axe de polarisation
du matériau ferroélectrique.

L’approche que nous adoptons est inspirée par les travaux d’I. Luk’yanchuk et al. [],
qui sont plutot concernés par des configurations bidimensionnelles. Nous commengons par
réaliser 'inventaire des énergies intervenant dans la nanostructure, ce qui nous aidera ensuite
a établir un systeme d’équations aux dérivées partielles décrivant son comportement sous
I'influence d’un champ électrique.

1.2.1 Bilan énergétique

Nous rappelons ici de fagon succincte les différentes équations qui permettent de dé-
crire les phénomenes électromagnétiques. Pour plus de détails, nous renvoyons au livre de
J.A. Stratton [] ainsi qu’a celui de L.D. Landau et E.M. Lifshitz [@] pour un point de
vue physique ou bien & l'ouvrage de R. Dautray et J.-L. Lions [L§] pour une présentation
plus mathématique.

Dans un milieu Q quelconque de R?, les phénomeénes électromagnétiques sont décrits par
les quatre champs vectoriels définis dans 2 :

e E : champ électrique;

e D : champ de déplacement électrique;

e H : champ magnétique;

e B : induction magnétique.

Ces quatre grandeurs sont reliées par le systeme d’équations aux dérivées partielles de
Maxwell :

oB(t,x) + V x E(t,x) = 0, V(t,x) € RT x Q,
oD(t,x) -V x H(t,x) = —j(t,x), V(t,x)€eRT xQ,
V- -D(t,x) = dnrp(x,t), V(t,x) € Rt x Q,
V-B(t,x) = 0, V(t,x) € RT x €,

ou j représente la densité de courant électrique et p désigne la densité de charges du milieu.
Les quatre équations du systéeme de Maxwell sont aussi respectivement connues sous le nom
d’équations de Maxwell-Faraday, Maxwell-Ampeére, Maxwell-Gauss et Maxwell-Thomson.
Plagons-nous dans un contexte statique sans effets magnétiques et en I’absence de charges.
Le champ électrique E et 'induction électrique D vérifient alors le systeme électrostatique
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suivant :
V-D = 0 dans,
{ VxE = 0 dans . (1.1)

La seconde équation de (@) conduit, lorsque §2 est simplement connexe, a I’existence d’une
distribution scalaire ¢, appelée potentiel électrique, de sorte que :

E=—-Vop.

Nous nous plagons maintenant dans le contexte ou €2 représente la nanostructure ferroélec-
trique décrite avant. Nous disposons de 1’équation d’état suivante, valable pour tous les
diélectriques (voir e.g. [36]),

D =E + 47P(E). (1.2)

Pour obtenir un modele complet, il reste encore a expliciter le champ de polarisation élec-
trique P(E). Dans la phase paraélectrique, nous avons par exemple :
e—1 e—1

P(E) = ym E=- g Ve dans Q, (1.3)

ol € est la permittivité électrique du milieu €2. Nous retrouvons avec () la relation bien
connue :
D =c¢E.

Dans la phase paraélectrique, nous obtenons de (@), (@) et (@),

—V-eVp = 0 dans £,
47P = (1—¢)Vy dans Q.

Le potentiel électrique est donc la solution d’une équation de Laplace et la polarisation s’en
déduit immédiatement.

Pour introduire l'expression de P(E) dans la phase ferroélectrique, nous choisissons de
considérer 1’énergie potentielle liée a la nanostructure (voir e.g. [36]),

£(P,E) = /Q F,(P, E)dx, (1.4)

ou le potentiel F,(P,E) est a préciser. Nous rappelons que nous sommes dans le contexte
ou le matériau ferroélectrique est uniaxial selon (Oz), ce qui signifie que seule la troisiéme
composante du champ de polarisation est reliée non-linéairement a la troisiéme composante
du champ électrique, tandis que les deux autres dépendent linéairement des composantes
du champ électrique, selon la relation ([1.3). Plus précisément, nous pouvons introduire un
champ scalaire P de sorte que :

E+(o0|. (1.5)

Afin de simplifier nos éléments de langage dans la suite, nous appellerons également
polarisation le champ P.
Le potentiel peut alors s’écrire (voir e.g. [36]) :

Fp(P,E) = F(P,0)—EP— E-(E) dans Qy,
Fp(PE) = —E'8(€E) dans €2,
T
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ou F est la troisieme composante du champ électrique. Le terme — fo EPdx pénalise
I’énergie si E et P sont de signes opposés et symbolise ainsi 'effet du champ dépolari-
sant. L'énergie —g- [, E - (¢€E)dx représente I'effet des parois de domaines et fo F(P,0)dx
est I’énergie liée a la nanostructure en I’'absence de champ électrique, dite énergie libre.

Il ne reste plus qu’a expliciter le potentiel F(P,0) dans la phase ferroélectrique. Le
modéle de Kittel donne une expression de F(P,0), ot nous considérons que P est constant
dans chaque domaine et prend la valeur +F,,

1 4rn
26 -1

F(P,0) = (P_PT)Q-
Grace au calcul des variations, on peut montrer que les extrema de la fonctionnelle d’énergie
P+— fo F(P,0)dx vérifient I’équation d’état (voir e.g. [58]) :

e—1

E.
4

P=PFP +

Cette description tres simple est utile pour modéliser certains phénomeénes physiques. Ce-
pendant, elle ne fait pas intervenir la température, qui initie la transition de la phase pa-
raélectrique vers la phase ferroélectrique. Nous porterons donc plutdt notre attention sur le
modele de Ginzburg-Landau, formalisé a partir de la théorie des transitions de phases, qui
prend naturellement en compte ce parametre physique.

1.2.2 Théorie des transitions de phases de Ginzburg-Landau

En 1935, L.D. Landau remarqua (cf. [37]) qu’une transition de phases s’accompagnait de
la perte ou du gain d’éléments de symétrie (i.e. d’éléments qui laissent invariant le systéme).
L’idée de Landau consiste a ajouter un parametre afin de pouvoir caractériser la phase la
moins symétrique : le paramétre d’ordre. C’est en 1945 que V.L. Ginzburg applique (cf.
[27]) la théorie de Landau & la ferroélectricité. 11 utilise P comme parametre d’ordre, avec
P = 0 dans la phase paraélectrique en I’absence de champ électrique et P # 0 dans la phase
ferroélectrique.

La théorie de Ginzburg-Landau consiste a développer le potentiel F(P,0) de 1’énergie
libre comme une série convergente en fonction du parametre d’ordre, en supposant que
F(0,0) =0,

F(P,0)=> ppP¥+kVP - (£EVP),
k=1

oil le terme kV P - (EVP) est généralement ajouté au potentiel de Gibbs, F(P,0),
F(P,0) =" ppP*¥, (1.6)
k=1

afin de lui imposer une pénalisation supplémentaire lorsque nous nous intéressons aux pro-
priétés électrostatiques du matériau et que nous souhaitons prendre en compte des états
non-uniformes (voir e.g. [bg]). L’expression ([L.6) n’est en réalité valable que pour P petit,
ce qui est une hypothése plausible du fait du faible déplacement des ions (cf. [36]). Dans
tous les cas, nous garderons ce développement phénoménologique.

Comme il y a équivalence dans un matériau ferroélectrique uniaxial entre le déplacement
des ions vers le haut ou vers le bas, le potentiel de Gibbs vérifie la relation F(—P,0) = F(P,0).
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(a) Transition d’ordre 1, 8 < 0. (b) Transition d’ordre 2, 5 > 0.

FIGURE 1.8 — Evolution de la polarisation suivant la transition de phase considérée.

En particulier, seuls les termes pairs subsistent dans le développement (@) :
_ o0
]:(Pa 0) = Zp2kp2k-
k=1

Le coefficient pg est, a notre connaissance (cf. [49]), toujours positif pour les matériaux
ferroélectriques et on tronque usuellement la fonctionnelle comme suit (voir e.g. [36]) :

F(P,0) = aP? + gP* + ~PS.

Le signe de 8 permet de distinguer deux types de transitions [67, 49], du premier ordre
(8 < 0) et du second ordre (S > 0). Le cas particulier § = 0, qui correspond a une classe de
matériaux ferroélectriques dits tricritiques, est bien plus compliqué et ne sera pas abordé ici
(voir e.g. [66] pour plus de détails).

Dans le cas d’une transition du second ordre, le coeficient 3 est strictement positif et la
fonctionnelle F(P,0) est habituellement tronquée (voir e.g. [36]) :

F(P,0) = aP? + gP*.

La polarisation évolue dans ce cas contintiment vers 0 en fonction de la température (voir
Figure @(b))

Pour les transitions du premier ordre, le comportement du matériau est plus compliqué
au voisinage de la température de transition (voir par exemple la Figure @ extraite de [44])
et la polarisation évolue de maniére discontinue vers zéro en fonction de la température (voir
Figure @(a))

Nous considérons pour toute la suite uniquement le cas 8 > 0. Dans la phase paraélec-
trique, nous imposons « > 0 de sorte que P = 0 soit I'unique extremum de F (P,0), tandis
que nous supposons au contraire o < 0 dans la phase ferroélectrique pour que d’autres
extrema puissent exister. Ainsi « peut s’écrire comme une fonction de la température, et
nous avons :

F(P,0) = a(T —T,)P? + BP* + kVP - (€VP),

avec a > 0, que nous pouvons réécrire comme suit,

dm [t 11 1
P0)=—|(=-P*+-P*4 _VP.(¢VP
ou,
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FIGURE 1.9 — Evolution de I’hystérésis de polarisation du Titanate de Baryum (BaTiOs3)
au voisinage de sa température de Curie 7, = 107°C' (d’apres [44]).

t = % est la température relative du systeme, avec T' > 0 la température absolue

et T, >0la température critique du matériau ferroélectrique, de sorte que t € [—1,0)
dans la phase ferroélectrique ;

® x| = g est le parametre de déplacement, avec C' > 0 la constante de Curie [66] ;

o £ est le tenseur de longueurs de corrélation ;

e P, est la polarisation saturée du matériau a basse température.

Finalement, I’énergie du dispositif ferroélectrique est exprimée comme suit,

£Pe) = [ (5P0P+ P+ TP (TP ) ax

1
+ [, oG [ V) - (Vo) d.

(1.7)

Notons que le potentiel de Gibbs permet une compréhension intuitive du comportement
de la polarisation en I’absence de champ électrique. Nous pouvons en effet montrer, a l'aide
du calcul des variations, que les extrema de la fonctionnelle d’énergie P — fQ F(P,0)dx,

que nous appellerons énergie de Gibbs, vérifient I'équation d’état (voir e.g. [58])

4
- ( P2> P =0.
%H PO

Au dessus de la température de Curie, i.e. pour t > 0, I’énergie de Gibbs admet un unique
extremum, pour lequel P = 0 (voir Figure ) Pour ¢t < 0, la situation est différente :
elle admet deux minima atteints en P = £ P, et un maximum en P = 0. Nous obtenons en
particulier une estimation de la polarisation rémanente :

P, ~ Polt|'/2. (1.8)
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T>T,

T<T,

Potentiel de Gibbs

-P r O P r
Polarisation

FI1GURE 1.10 — Potentiel de Gibbs en fonction de la polarisation.

Le potentiel F(P,0) — EP permet de mieux comprendre plusieurs phénomeénes. Tout
d’abord, I’évolution de F(P,0) — EP en fonction de P pour différentes valeurs de E permet
de justifier plus précisément pourquoi la polarisation est reliée au champ électrique suivant
une boucle d’hystérésis. Sur la Figure , nous voyons que si F augmente, le puits de
potentiel négatif devient de moins en moins marqué, jusqu’a ne plus étre un minimum : seul
le minimum positif subsiste, ce qui explique qu’il n’existe qu’'un seul profil de polarisation
lorsque le champ électrique est fort. Le méme type de comportement se produit lorsque
FE diminue. Ces observations peuvent étre expliquées analytiquement. Les états critiques
associés a 1’énergie fo (F(P,0) — EP)dx vérifient ’équation d’état (voir e.g. [bg]),

an <t+1P2)P:E.
x|

Cette équation admet, de par la méthode de Cardan (voir e.g. [3]), exactement trois solutions
réelles distinctes si, et seulement si,

2\3 A pa )
—4F)’ 21 (- IRE) >0,

i.e. |E| < E,, ou une estimation du champ coercitif est donnée par,
8T
3V37|
Sous cette condition, les solutions de I’équation sont :

2
V3

B, ~ Polt/2.

1 E 2
pk) |t|1/2P0 cos (gArccos <Ec) + g) , k=0,1,2.
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PA /

J/ :

FIGURE 1.11 — Evolution des courbes de potentiel (dans les encadrés) le long de la boucle
d’hystérésis ; les boules noires indiquent les états minimisants.

N
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1.2. MODELISATION D’UNE NANOSTRUCTURE FERROELECTRIQUE

Nous retrouvons en particulier ’existence de plusieurs états de polarisation distincts a faible
champ électrique et d’un unique état uniforme lorsque le champ est plus important. Lorsque
FE =~ 0, nous avons, avec les développements limités de Arccos puis cos,

2 19 1(m 3V3sx 1
2 Pyeos (- (T - 220 g
Al 0008(3(2 8t Py |t]*2
= |t|1/2P0(\/§ LV 1

V3 2 287 By |t]3/2
= |t|'Y?’Py+ L _E

1
8 |t|

p0)

Q

De méme, nous pouvons montrer que,

2 1
PO~ |t 2py+ I~ p.
P+ g

Enfin, dans la phase paraélectrique, nous avons,

2 1 /7 3V3x 1 4
P2 ~ _“y2p LT _oveX )l
stz e B mprr) T3

~ i‘t‘lﬂpo _ﬁﬂ 1 E
V3 8 Py [t]3/2
N
At

et nous reconnaissons la loi de Curie (voir e.g. [bg]).

1.2.3 Modéele ferroélectrique

Nous souhaitons déterminer, a I’aide du calcul des variations, un systeme d’équations aux
dérivées partielles dont les inconnues (P, ) sont les extrema locaux de I’énergie. Considérons
(P,p) € C(Qy) x C®(Q) et une perturbation (§P,dp) € C°(Qy) x C°(£2). Supposons
que les composantes de £ et € sont bornées, et considérons la fonction,

j:aeR+—E(P+ adP,p+ adp) € R.

Le taux d’accroissement de j en 0 s’écrit, pour a # 0,

j(@)=i(0) _ E(P+adP.p+adp) = E(P.y)
« (0%
4 i 1
- / = (tpop + Ea(SPQ)dx + [ == (PP
9 %) 2 9 2 Fo

3 1
+§aP26P2 +a2P§P3 + Zoﬁ”ap‘*)dx

T
+/ an ((va) V6P + LaVsP. (§V5P)> dx
Q 2 2

s

+ | (D.9)0Pdx+ [ (0.6p)Pdx+ | «a(d.0p)dPdx
R Qy Qs

1 ((e+el 1
- /Q = << 5 Vgo) -Viop + iav&o : (5V5<p)> dx,

21
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d’ot,

4 Ar 1
7(0) = / T 1PsPdx + / = P35Pdx
Qs ¥ s 2 B

4 T
+ / = (“fvp) VoPdx+ | (9,0)6Pdx
Qr | 2 Qf

1 T
+/ (0,0p)Pdx —/ — <E re Vgp) - Vipdx.

Si (P, ¢) est un extremum de &, nous avons en particulier j'(0) = 0, et alors,

4 1 T
| (tPcSP + oy PP + (5 +2§ vp) : vap) dx
Q

Eed 0

+ [ (0.9)0Pdx+ | (0,0p)Pdx (1.9)
2y 2

1 T
—/ (5+5 w)  Vipdx = 0.
q 4m 2

Pour 0P € D(Qy) et dp =0, (@) devient, a I’aide de la formule de Green,

4 1 T
/ W ( P+2P3—V-§+€VP> +az4 §Pdx = 0.
Q, L7 Py 2

Rappelons le lemme fondamental du calcul des variations.

Lemme 1.1 (voir e.g. [14]).
Soient n € N* et Q C R™. Soit f € LL () vérifiant,

/fgzO Vg € D(Q).
Q

Alors, f =0 presque partout dans ).

Ce lemme fournit, puisque P, ¢ et ¢ sont suffisamment régulieres,

4 1 T
%7r ( P PT?PS -V (§ +2€ VP)) + 0.9 =0 presque partout dans Q5. (1.10)

Pour 6P = 0 et 6p € D(§)f) dans (@), nous obtenons, encore & l'aide de la formule de
Green et du lemme fondamental du calcul des variations,

s—i-sT
2

1
—0,P + ZV : ( V@) =0 presque partout dans €. (1.11)
0

De méme, avec 6P = 0 et d¢ € D(1,), il découle de (@) :

e4el
V- 5 Ve | =0 presque partout dans €2,,. (1.12)

Finalement les équations ()—() forment un systéme d’équations aux dérivées par-
tielles, que nous appellerons systéme de Ginzburg-Landau Electrostatique (GLE), puisqu’il
fait intervenir a la fois les équations de I’Electrostatique et la théorie de Ginzburg-Landau.
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T
Quitte & remplacer & par % dans ce systéme, nous pouvons supposer sans perte de
généralité, que £ est symétrique. De méme, nous considérons que le tenseur € est symétrique.
Le systeme (GLE) devient alors :

P\? |
tp+<7> P-v-(¢vP) + Ao, = 0 dans Qy,
PO 47

—V - (eVy) +4n0.P = 0 dans Qy, (1.13)

-V -(eVy) = 0 dans Q.

Notons qu’avec,

0
) eE+ 0 dans Qy,
D= AP (1.14)
ek dans €2,
les deux dernieres équations deviennent :
V-D = 0 dansQy,
{ V-D = 0 dans{, (1.15)

et sont donc une réécriture de 1'équation de Maxwell-Gauss dans €2y et dans 2,,.
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Chapitre 2

Etude variationnelle du modeéle

Nous introduisons dans ce chapitre un modele qui permet d’étudier la formation des
domaines dans des nanostructures ferroélectriques. Celui-ci fait usage du systéme (GLE)
formé dans le chapitre précédent. Nous le complétons avec des conditions a l'interface fer-
roélectrique/paraélectrique, ainsi qu’avec des conditions aux limites. Apres avoir introduit
une formulation variationnelle du systéme (GLE), nous établissons un résultat d’existence
de solutions.

2.1 Préliminaires

On se place dans le cadre ou la nanostructure ferroélectrique est représentée par un
ouvert  C R3, tandis que la couche ferroélectrique est désignée par l'ouvert Qf C Q et
Q, = Q\ Qf constitue 'environnement paraélectrique (voir par exemple la Figuref@). Ces
trois ouverts sont par ailleurs supposés connexes. On note Sy = Qf N Q, l'interface entre
la couche ferroélectrique et I’environnement paraélectrique et S = 9€ la frontiere de 2. On
suppose que Sy et S sont contintiment lipschitziennes.

— : champ électrique
= : champ de polarisation _¢ 0

f

Qp

E—
4o,

FIGURE 2.1 — Exemple de dispositif ferroélectrique.

Q]
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CHAPITRE 2. ETUDE VARIATIONNELLE DU MODELE

Avec ces notations, les équations du systeme (GLE) se récrivent comme ci-dessous,

tP+(P)2PV €vP)+ oo = 0 dansQ
2 i A

~V - (eVp) + 470, P = 0 dans Qy, (2.1)

-V .- (eVyp) = 0 dans Q.

Le champ ¢ vérifie a 'interface ferroélectrique/paraélectrique la condition de continuité :

go]gf = ¢lg, sur Sy. (2.2)
D’autre part, le champ de déplacement électrique étant tel que,
v-(Dlg, — Dlg,) =0 sur Sy,

avec vV = (Vg, Vy, v.)T le vecteur unitaire de la normale extérieure a £, il suit que,

v-((eVe)la, — (eV)la,) —4rv.P =0 sur Sy. (2.3)
En effet, d’apres (), on a,

0
Do, = —(eVyp)|a, + 0 et Dlg, = —(eVy)la,.
47 P

Par ailleurs, le champ de polarisation vérifie,
v-(EVP)=0 sur Sy. (2.4)

Enfin, le dispositif ferroélectrique est tel que les deux électrodes fixées sur les faces su-
périeures et inférieures y apposent respectivement un potentiel de courant —¢g et ¢g, de
fagon a générer un courant électrique de tension U = 2¢q (voir Figure R.1) ; ce que 'on peut
modéliser a travers une condition de Dirichlet sur toute la frontiére,

p=¢@s surs, (2.5)

ol ¢g est une fonction définie comme suit. En notant par zp4; l'altitude maximale du
dispositif et z,,;, son altitude minimale, de sorte que 2 C R? x [Zmins Zmaz), O & que cette
fonction relie linéairement ¢g a —¢q :

SDS(:L‘)?L Z) = 2M¢0 - QSO V(m,y, Z) €S. (26)

Zmin — “mazx

Les conditions (@)—(@) completent finalement les équations (@) et nous avons donc
que les champs P et ¢ satisfont :
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2.2. FORMULATION VARIATIONNELLE

tP—i—(P)QP—V-(&VP)—F%H(?zgo:O dans Q,
Py 41
-V - (eVy)+470,P =0 dans Qy,
-V - (eVp)=0 dans €,
g0|gf = cp|gp sur Sy,
v- ((EV@)\QJ, — (€Vgp)\gp) —47v,P =0 sur Sy,
v-(EVP)=0 sur Sy,
© = Qg sur S.

Nous désignons encore par systéme (GLE) le modeéle ainsi formulé, ou,

t € [-1,0] est la température relative du systéme;

Py # 0 est la polarisation saturée du matériau a basse température ;

3| > 0 est le parametre de déplacement ;

&€ = (&,j)1<i,j<3 est le tenseur de longueurs de corrélation, {p-elliptique et dont chaque
composante est bornée;

€ = (€i,)1<i,j<3 le tenseur de permittivité, ep-elliptique et dont chaque composante est
bornée ;

pg est la fonction (réguliére) introduite en (@)

2.2 Formulation variationnelle

En désignant par w une fonction (assez réguliere) dans € telle que w|g = g, nous consi-

dérons depuis (GLE) le systeme qui s’écrit comme suit. Trouver P: Qy — R, ¢ : Q@ — R
satisfaisant :

P+ (P)2 P-v.-(vP) + Vg o= 2y dans Q;, (2.7
Py 4 4

-V - (eVp) + 419, P =V - (eVw) dans Qy, (2.8)

-V (eVyp) =V (eVw) dans Q,, (2.9)

ela; = ¢la, sur Sy, (2.10)

v-((eVo)la, — (eVY)la,) —dmv.P = —v - ((eVw)|a, — (eVw)|a,) sur Sy, (2.11)

v-(EVP)=0 sur Sy, (2.12)

=0 sur S. (2.13)

Nous introduisons ’espace fonctionnel,
W = H'(Q) x Hy (%),

que nous munissons du produit scalaire (-, )y, tel que pour (P, ), (Q,1) € W,
(Poo). @)y = [ PQas+ [ VP-VQix+ [ Vi V.
Q Q Q
Nous noterons par || - ||y la norme associée a (-, )y, ou :

1/2
12 @)lw = (1P, + 16l) -
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CHAPITRE 2. ETUDE VARIATIONNELLE DU MODELE

Une formulation variationnelle de (@)—() consiste a trouver (P, ) € W tel que, pour
tout (Q,) € W, on ait :

P3 x|
/Qf tPQdx + /Qf P—OQQdX—i— /Qf (EVP)-VQdx + /Qf E(E)Zcp)de
__ [ A
=~ Jo, i (0,w)Qdx, (2.14)
/ (eV) - Vipdx — / Ay, Pipdo + | 4w (0. P)dx
Q S5 Q;
_ /Q (eVw) - Vidx. (2.15)

Notons que si P € H1<Qf), alors nous avons en particulier P € L(2y), pour 1 < ¢ <6
(voir e.g. [28]), et donc le terme fo PLOQPSQdX est correctement défini :

1 1 12 1
[, gPom< g ([ Pax) 1Qlay = Pl 1Lz,

Nous obtenons de plus que ’énergie libre (cf. chapitre précédent) est finie :

x| t o 11 , 1 o ([t 9 11 4
AL (tpry s pticvpoevp) ) ax < (P S|P
A (57 imrtvr R ax < 2 (§IPaa, + 1Pl

9
g max, 16,5l Lo () [Pl () ) -

Dans la suite, nous désignerons aussi les opérateurs 0., 0y, 9, par 0, 02, 03 respective-
ment.

Proposition 2.1.

Supposons que (P, @) € H*(Qf) x H*(Y) vérifie le systéme (@)—(), avec €, € et w tels
que &0, P € H'(QUf), 5,j0ap € H'(Q), €i,j0ap € H (Qp), w € H*(Q), &;j0,w € H ()
e@,@ w € HY(Q,) pour tout 1 < i,j,a < 3. Alors (P,¢) vérifie le probléme variationnel
(2.14)-

(2-19).

Preuve. Soit (P,p) € H?*(Qz) x H*(Q) vérifiant (@)—() Considérons (Q,v) € W.
L’intégration de I’équation (R.7) sur Q contre la fonction-test @ fournit, apres application
de la formule de Green,

P3
-/Qf tPde+/g)f POZde—i-/Qf(fVP)-VQdX—/ v (§VP)Qdo

Sy
+/ U (0. 0)Qdx — —/ ZL (0, w)Qdx
Q 47 Qf 4r ¢ ’

ce qui permet de retrouver (), compte tenu de la condition aux limites ()
L’intégration de (R.§), en utilisant la formule de Green, fournit,

/ (eVp) - Vipdx — / v (eVo)la,ydo +/ 47 (0, P)pdx
Q; s Q;

f

(2.16)
_ / (eVw) - Vibdx + / v+ (eVw)|o,vdo.
Q, Sy
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2.2. FORMULATION VARIATIONNELLE

De méme, en intégrant (@) sur €2, on obtient, avec la formule de Green et comme v|s = 0,

/ (eVp) - Vibdx + / (V)| tdo
O (2.17)
= —/ (eVw) - Vipdx — / v - (eVw)|q,do.

Q

P Sf

L’addition de () a () donne,
/Q(F:Vgp) - Vipdx — /Sf v- <(5V<p)|9f — (€V<p)|gp) Wdo + /Qf 47 (0, P)dx

-iégvmva¢p+ v ((eVw)la, — (eVw)lo,) vdo,

S
puis, avec (),

/ (eV) - Vipdx — / drv,Pipdo + | 4w(0,P)ydx = — / (eVw) - Vipdx,
Q Sy Q

Q
ce qui permet de retrouver () U

Proposition 2.2.
Soit le probléme variationnel, ou S et Sy sont C' par morceauz, associé a ()—()
Supposons que (P, @) € W vérifie le probléme variationnel et qu’en outre,

() € H*(Qy) x (H*(Q) N Hy (),

avec &, € et w tels que & ;0,P € H (), i j0ap € H (), €ij0ap € HY(Qy), w € H*(Q),
gij0qw € H'(Qy) et &; j0,w € H () pour tout 1 <i,j,a < 3. Alors on a que :

P\? x| »
tP+ <F0> P—-V-((VP)+ 47!@90 = —4—7182111 dans L?(Qy),
—V - (eVy)+410.P = V- (sVw) dans L*(Qy),
—V-(eVyp) = V-(eVw) dans L*(Q,),
v-(EVP) = 0 dans L*(Sy).

Prewve. Soit (P, p) € H2(Qf) X (HQ(Q) N HOI(Q)) vérifiant le probléme variationnel. On a
de () que, pour tout Q € D(y),

P’ g
/Qf tPde+/ Qde/va-(§VP)de+/ 47T( 0,p)Qdx

- [ D, w)de
Q; 4m
i.e.,
p3 7| |
[, <tp+P02 V(9P + o, >) Qix=— [ Aoy
et donc,
tP+ : V- (EVP) + ﬂach = —ﬂazw dans D' ().
PO2 47 4

Il suit qu’on a,
3

tP + i — V- (EVP) + ﬂ@gp = _ﬂazw dans LQ(Qf).
P2 4dr 4dr
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Pour ¢ € D(€2y), la relation () s’écrit,

/ (=V - (eVy) + 47 (0, P)) Ydx = V - (eVw)ydx,
Q Q

d’ou,
—V - (eVy) + 470, P =V - (¢Vw)  dans D'(Qy).

On en déduit,
~V - (V) +470,P =V - (¢Vw)  dans L*(Qy).

De la méme facon, en considérant i € D(€2,) dans (), on obtient que :
~V - (eVp) =V (eVw) dans L*(Q).

D’autre part, on a avec la formule de Green appliquée a (), pour tout Q € H'(Qy),

/ tPQdx + 7 def / V- (EVP)Qdx + / - (EVP)Qdo
+/ (0.9)Qux — / 4” (0:0)Qax,

uis, avec ce qui précede
b b

/ v- (EVP)Qdo = 0.
S¢

Ainsi, puisque l'espace des traces sur Sy des éléments de H'(Qy) est dense dans L*(Sy),
I'interface Sy étant C' par morceaux, il suit que,

v-(EVP) =0 dans L*(Sy).
(]

Notons par ailleurs que si (P, ) vérifie le probléme variationnel ()— ) avec les
hypotheses de la Proposition R.2, alors, pour ¢ € H& (€2), on obtient depuis () que,

— | V- (eVp)dx + / (eVy)|a,pdo — / 4dmv, Pipdo + 47 (0, P)vdx

2 Sf Qf
/ V. (eVe)ibdx — / (V) tdo = / V. (eVw)dx
St
—/ v (eVw)|q,ydo +/ V- (eVw)ydx + v - (eVw)|q,do,
Sy Qp Sy

i.e.,
/S (v ((V9)la, — (V9)|a,) — 4mv. P) do = — /S v ((eVw)la, — (Vw)l, ) wdo,
! f
ce qui entraine que la relation () est, de maniére variationnelle, vérifiée.

Notons que cette formulation variationnelle n’est pas la seule possible qui peut étre
associée a (GLE). Nous pourrions en effet également faire usage de I’espace variationnel
suivant, qui considére explicitement les restrictions du potentiel électrique, ¢ = ¢l Iy
©p = ¢lq,, dans la couche ferroélectrique et dans le milieu paraélectrique environnant :

W ={((P,¢s), ¢p) € H(Q)* x H' (), @5 =psur Sy, @, =0sur S} .
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2.3 Existence de solutions variationnelles

Nous nous attachons dans ce paragraphe a démontrer I'existence de solutions de la for-
mulation variationnelle ()—(@) associée au systeme (@)—() Nous procédons en
deux étapes, en nous inspirant aussi de [21]. Nous commengons par considérer une suite de
problemes variationnels associés a ()—(E), dans lesquels certains termes sont tronqués
au niveau n. Nous montrons, a ’aide du Théoréme de Schauder (voir e.g. [26]), que chacun
de ces problémes admet une solution (Propositions et R.5). Nous extrayons ensuite de
cette suite de solutions une sous-suite dont nous montrons (Théoreme R.G) la convergence
vers une solution variationnelle du systéme (@)—() a 'aide du Théoreme de Vitali (voir
e.g. [23]).
Pour tout n € N, nous définissons la fonction troncature au niveau n par,

r € R+—— T,(z) = max{min{z,n}, —n} € R,

qui s’écrit également,
-n si z< -—n,
To(z) = z si —n<z<n,
n si x>n.

Notons qu’on a immédiatement les trois relations suivantes,

Tn(z)| <n, V(n,z) € N xR, (2.18)
T ()| < |z|, V(n,z) € N xR, (2.19)
Ve e R, 3N, e N; Vn > N,, T,,(z) = x. (2.20)

Avant de passer a la preuve du résultat principal, établissons un lemme calculatoire sur
T,.

Lemme 2.3.
Soit f € CYR,R) avec lim f(z) = +oo et lim f(x) = —oo. Alors, pour n € N,
T——00 T—+00

Uapplication Ty, o f est lipschitzienne.

Preuve 1. Une approche immédiate pour établir cet énoncé est celle qui consiste a& montrer
que la dérivée de T, o f sur R\ {—n,n} est bornée. O

Nous détaillons ci-dessous une preuve plus calculatoire de cet énoncé.

Preuve 2. Soit (x,y) € R?. Notons :
F={zeR, Thof(z)=f(z)} ={z eR, [f(x)] <n},

Fr={zeR, T,o f(z) =n} ={z R, f(zx) >n},
et,

F ={zeR, T,of(x)=-—n}={zeR, f(z)<—n}.

Ces ensembles sont non vides et F est borné d’apres les hypotheses. Nous définissons pour
la suite z, = inf(F) et a* = sup(F).

Il y a neuf cas & traiter selon I'appartenance de z et y & F, F* ou F . Premi¢rement, si
(z,y) € F* et I, C [y, 2] est le segment d’extrémités = et y, alors,

T o f(z) = Tno f(y)| = [f(z) = f(y)| < sup(|f DIz =yl < sup (|f' D]z —yl.

x,y CE*,.’L'*
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Supposons dans un deuxiéme temps z € F' et y € F. Il existe a, € FT satisfaisant
lay —y| = inf,c 7+ [u—yl. Si f(ay) > n, alors, puisque f est continue, le théoreme des valeurs
intermédiaires entraine l'existence de w entre a, et y tel que f(w) =n, dotw € FT, ce qui
contredit la définition de a,. Donc f(ay) = n. En notant I, le segment d’extrémités a, et
y,ona:

T o f(x) = Tno f(y)| = In— f(y)l = |f(ay) = F(W)] < sup(|f')]ay — yl.

ay,y

Or ay, € F (puisque f(ay) =n), donc on a I, C [z, 2*]. Le calcul précédent devient alors,

Tno f(z) = Tno f(y)l < sup (If'Dlay —yl < sup (If')lz —yl.

[w* ,:E*] [m*,x*}

Fixons ensuite x € Ft et y € F~. Soit ay, € F* tel que |ay —y| = inf,c 7+ [u—y| et ay € F~
tel que |ay — ay| = inf,c 7- |ay — v|. De méme qu’avant, on montre que :

| Tn o f(z) = Tno f(y)| = [f(ay) = flaz)l < sup (|f'Dlay — az| < sup (|f])]z -yl

[m*,x*} [xhx*]

Le cas (v,y) € (F1)? est trivial. Les autres couples envisageables se traitent de maniére
similaire aux précédents et fournissent, pour tout (z,y) € R?

T o f(x) =Tao fy) < Sup](lf DIz —yl,

Ty ,x*
ce qui traduit que T}, o f est lipschitzienne. O

Afin de simplifier les notations dans la suite, nous introduisons la fonction,

g:meR%(l—t)x—%eR.
B

Proposition 2.4.
Soient n € N et (P, 9,) € W. Il existe un unique (P, ,) € W wvérifiant, pour tout

(Q.¢) eW
. Zl
/Qf PnQdX—l—/Qf(fVPn) VQdX-I—/Qf gy (02pn)Qdx
_ / (TnogoPp) Qdx — / Z(0,w)Qdsx,
/ (eVp) - Vipdx — / Ay, Ppyapdo + 47 (0, Py )1pdx
Q S;

Qy
_ / (eVw) - V.
Q

(2.21)

ll

162> ON obtient :

Preuve. En ajoutant a la premiere égalité la seconde multipliée par

a((Pn; ¢n), (@,9)) = L(Q,9)  V(Q,¢) € W,

ou,

(P (@) = [ PiQast [ f(&vpnwczdw | 2 (eVion) - Vs
“ Z
+/Qf47r(az¢n)de—/sf Ay, nwda—i—/gf (0.7, ),
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et,

il
q 1672

LQ,v) — / (T 0 g0 P) Qb — / 7L (9.0)Qux - (eVw) - Vibdx.

|
Qf Qp *T

Montrons que le théoreme de Lax-Milgram s’applique ici. Nous avons d’abord :

3
/Q Z §i,;(0;Pn)(0;Q)dx

fij=1

[ €vP) - vQax
Qy

3
< max Jgllein 3 [ 10:P)0:@Q)ldx
f

1<0,j<3 =

3
< 1%?23\§i,j||m(ﬂf)ijz_l 1Poll ) Qe ()
< (9, max, gl =) 1 Pason) I Q. ) -

De la méme maniere, nous obtenons,

‘ /Q (Vo) - Vabdx

< (9, max, leagllzsin ) 1Pason) I Q) -

De plus,
’/Q PoQdx| < [|Pallz2p 1@l 2 )y < [[(Prs ) W@, ¥)llw,
f
et,
/Q (0200n)Qdx| < 0200l L2 )|@llL2 )y < 10:0nllL2 @) QllL2 )y < I1(Prs o)W [[(Q, )|
f

Aussi, avec la formule de Green,

‘ / (0, P, )bdx — / V. Pybdo| = ‘ / (0,05 Podx
Qf St Qy
< 092 I PullLzo))
< (P, on) W (Qs ¥) [l w-
Finalement,
|a ((Pns on), (Q, )] < Cl[(Pr, on) W [(Q, %) lw,
avec,

93¢
L max_ ||

C=1+9 max [|&llz=@) + 1672 1<i <3

1<i,j<3

L
L>(Q) o’

ce qui assure que la forme bilinéaire a(-,-) est continue.
Montrons ensuite que la forme bilinéaire a(-,-) est elliptique. On a d’abord,

/Q €V VPudx| 2 &l Palin o)

De méme,

[€¥n) - Tonds| 2 ol
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Par ailleurs la formule de Green fournit :

P P P
ad (0n) Ppdx + il / (0, Py)pndx — | v, Pyondo = 0.
47 Q 4 o 47 Sy

Il s’ensuit,

A
a((Paypn)s (P on)) 2 1 Palliacayy + &0l Palin ) + 1 %0lealine

min {1 &o A
— ) ) 167]'2

\Y

o} (P o)y

ce qui montre ellipticité de a(-, ).
Il reste finalement & voir que la forme linéaire L(-) est continue. La relation () conduit

[ Tuoseran
Qf

<n [ 1Qldx < n111Ql 2y < my/ITI(Q ) -
!

D’autre part,

<Nzwll 2@ 1Rl 20y < 10:wll2(0) Q) D)W,

/Q (@)

et,

/Q (eVw) - Vibdx

< (9 ma lewsloo ) ol 1@ W)l
On en déduit,

> 91
Q) < (ny/197] + 2L .l 20y + 1y s Nzl @y ) 1(Q. 9w,

max
1672 1<i j<3

ce qui montre que L(+) est continue. Le théoréeme de Lax-Milgram assure alors I'existence et
l'unicité de (P, ¢,) € W tel que,

a((Pn,SOn)7(Q7¢)) = L(Qﬂ/}) V(Q7¢) ew.

En particulier, en choisissant ¢ = 0, nous obtenons,

wons [ 7 . 0 goP,) Qs
Af PnQdX"i_/Qf(gvpn) de + (829071)Qd / <Tn g Pn) Qd

o 4m Q
l

_ /Q f L (9:w)Qdx,

tandis que pour ) = 0, nous avons plutot,

/ (eVn) - Vipdx — | 4Anv,Pppdo + | 4w(0,P,)¢Ydx = —/ (eVw) - Vipdx.
Q Sy Q; Q

Proposition 2.5.
Soit n € N. Il existe (P, pn) € W tel que, pour tout (Q,1) € W,

P,Qdx — / (T 0 go Py) Qdx + / (EVP,) - VQdx

Qy Qy Qy
+/ L (0.00) Qdix = —/ U (0,w)Qdx
o, Aoz o Ay 7 >

/ (eVp) - Vipdx — dmv, Pyypdo + 4m(0, Py )hdx
0 Sy or

=— /Q(EVU)) - Vpdx.

(2.22)
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Preuve. Pour chaque (P,,®,) € W, nous notons par (P,,®,) la solution de (), ce
qui nous permet de définir I'application f,, : (Ppn,9,) € W = (Py,on) € W. L’idée de
la preuve consiste a vérifier que f,, respecte les conditions du théoréeme du point fixe de
Schauder. Chaque point fixe de f,, sera alors une solution de () Nous organisons cette
preuve en trois parties. Premiérement, nous établissons que l'image de f,, est bornée et
envoie donc une boule fermée B dans elle-méme. Ensuite, nous montrons que f,(B) est
relativement compacte dans W, puis que f, est une application continue.
e Commengons par montrer que 'image de f, est bornée. Soit (P, ¢,) € fn(W). Il
existe (Pp,,) € W tel que f,(Pn,®,) = (Py, pn). Nous avons, en choisissant (P, ¢,,)
comme fonction-test dans (ﬁ) :

Cr
(B, on) lw < —,
«
ou,
- il 9
Cr = (n ’Qf’ + EHaszL%Qf) 1672 1< <3 H ZJHLoo(Q)‘w’Hl(Q
et,

a = min {1 &o “ 80}
) ) 16ﬂ'2 9

(voir la preuve de la Proposition @ : C', est la constante de continuité de ’application
linéaire L(-) et « est la constante d’ellipticité de I'application bilinéaire a(-,-)). Ainsi
fn(W) est bornée. Plus précisément, si B C W est la boule fermée de centre 0 et de
rayon Cp/a, 'application f, : B — B est correctement définie.

e Nous montrons ensuite que f,(B) est relativement compacte dans W. Nous consi-
dérons (P,g ),wgm))meN une suite d’éléments de f,(B). Pour tout m € N, il existe
(P, %) € B véifiant f,(PU,20) = (PI™, ™). Puisque (P >,¢§;ﬂ>>meN
est bornée, nous pouvons en extraire une sous-suite faiblement convergente dans W,

(my) _—(m

que nous notons (P, *’, %n k))keN. Désignons par (P,,®,) sa limite. Posons enfin

(Pn,©n) = fu(Pn,$,) puis notons ay,, = P™) _p et By = gp%mk) — op, ou k€ N.
En choisissant (a, , Bm,) comme fonction-test, nous obtenons, avec (ﬁ') :

/ amkdx+ / (€Vam,) - Vamds + / L (V) - VB
+/ (0:8my) amkdx—i—/ .l (0 amk)ﬁmkdx—/ —Huzamkﬁmkda
Sy 47
:/ (TnogoPg k)—TnogoPn)amkdx.
Qy

Avec le Lemme @, nous en déduisons,

Ky —(m —
Ity B ) < =P = Pullizp @ Bl

ou K, est la constante de Lipschitz de T;, o g. Ainsi,

k)

K _ _
(@ Bl < Z2IPY™ = Pull2qa)-

L’inclusion de H'(Q) dans L?(§f) étant compacte et (F(mk)) keN convergeant faible-

n

k))keN converge fortement vers P,

dans L%(Qy) et I'inégalité précédente assure que la suite (Pémk), gpglm’“))keN converge

fortement vers (P, ¢,) dans W. Donc f,(B) est relativement compacte dans W.

ment vers P,, dans H'(Qy), on obtient que (P(m

n
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CHAPITRE 2. ETUDE VARIATIONNELLE DU MODELE

e Il reste a établir la continuité de f,,. Soit (P(m),@(lm))meN une suite qui converge vers

(P,,®,) dans W. En reprenant le calcul précédent ainsi que des notations similaires,
on montre que,

K, — K,
< ZMPY ~ Pulliao,) <
(6%

1(tms Bon) W < P — P 3™ — 3,

n ?H

Ainsi ( fn(ﬁfmm),agm)))meN converge vers f,(Pn,®,) ce qui montre que f,, est continue.
Finalement le théoréeme du point fixe de Schauder s’applique et permet de conclure que f,
admet un point fixe, autrement dit que le systeme (ﬁ) admet une solution. U

Tous les ingrédients sont maintenant réunis pour établir le résultat principal ici, & savoir
le théoreme suivant :

Théoreme 2.6.
Le systéme (@)—() admet une solution variationnelle.

Preuve. Soit_(Pp, on)nen € WN une suite de solutions de () construite grace a la
Proposition g Nous organisons cette preuve en trois parties. Premiérement, nous montrons
qu’une sous-suite (P, , ¥n, )ken converge faiblement dans W et presque partout dans Q2 x {2
vers un couple (P, ¢). Ensuite nous établissons que (7}, 0 go P, Jken converge dans L()
vers g o P. Enfin nous montrons que (P, ¢) est une solution variationnelle de ( )—(E)
Avant de commencer, notons que, pour tout (Q,) € W, 'ajout de la premiére équation

de (R.29) 2

P,Qdx — / (T, 0 g o P)Qdx + / (EVP,) - VQdx

Q Q
/ 16 Y sVsDn) V?MX%-/ ZSDn de+/ 4 8 P )wdx (2’23)
| [
— s, o I/Z do = / ypm 8 Lw)Qdx — /916772 (eVw) - Vipdx.

e Puisque g diverge vers Foo en +00, il existe 8 > 0 tel que g(x) < 0 pour tout = > (5 et
g(x) > 0 pour tout z < —f. Fixons par ailleurs n € N. En choisissant (P,,, ¢,) comme
fonction-test dans (22§), nous obtenons, apres simplification par la formule de Green,

/ P2dx —/ (T,0go0 Pn)PnX|pn‘>5dx—|—/ (EVP,) - VPydx
Qy

5V90n - Vpdx = /Q (Thogo Pn)PnX|Pn|§ﬁdX (2.24)

i f
\ .|
/ 4— (O, w)Ppdx — o 1677 (eVw) - Vpdx.

—g(P,) >0 siP,>p>0,
—g(Pp) <0 siP,<—-8<0,

donc, si |P,| > 3, nous avons,
—(Ty,0ogoP,)P, > 0.
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Ainsi, dans ()7 les termes de gauche sont tous positifs. De plus, via (),

1/2
2
< </Q (Tn o g0 Puxip,i<s) dx) 1 Pnllz2(a))
s

/Q (Tn © g 0 Po)Paxp,<pdx
f

1/2
< </Qf (gOPn)2X|P,L§,BdX) 1 Pnllz2;)
1/2
< (le| sup (9(33)2)) 1Pl r2(0;)-
z€[-B,5]
On en déduit que :
1(Prs )il < g\l(Pmson)Hm (2.25)

avec,

1/2 9
Q| sup (g(x)7) +*47T|| w20, + max ||| o) |wla (@),

v€[—B,8] 1672 1<i j<3
ou « est la constante d’ellipticité de 'application bilinéaire a(-,-) dans la preuve de la
Proposition R.4. Ainsi (P, ¢n)neN est bornée dans W et nous pouvons en extraire une
sous-suite (P, ,¥n,, )meN qui converge faiblement vers (P, ¢) dans W. En particulier,
(Pn,,.)men converge faiblement vers P dans H'(S2f). Or l'inclusion de H!(f)s) dans
L%(f) est compacte, donc la suite (P,,,)meN converge fortement vers P dans L?(Q;).
Ainsi (voir e.g. [{]), il existe une sous-suite (P, )peN qui converge presque partout
vers P dans Q. De méme, (¢n,, )peN converge faiblement vers ¢ dans H} (), donc
fortement dans L?(Q). Il s’ensuit I'existence d’une sous-suite (gonmpq )geN qui converge
vers ¢ presque partout dans 2. Afin d’alléger les notations, nous noterons (P, , ¢n, ) keN
la suite extraite ainsi construite qui converge presque partout dans €27 x {2 et faiblement
dans W vers (P, ¢).
Montrons maintenant que la suite (15, © g 0 Py, ), cn converge dans L' () vers go P.
Puisque (P, )ren converge presque partout vers P dans (27, nous obtenons, par conti-
nuité de g et grace a (@, que (Ty, o go Py, ),cn converge presque partout vers g(P)
dans €2y. Si nous montrons que (T, 0 go Py, ),cn est uniformément intégrable, nous
pourrons conclure & l’aide du théoreme de convergence de Vitali (voir e.g. [51]).
Commengons par montrer que ((Ty,, © g0 Pn, )P, )en €St bornée dans L'(Qy). En
reproduisant les calculs précédents, on obtient a partir de (R.24)) la majoration, pour

k € N,
_/Q (Tny 090 Pnk)Pch\PnkbﬂdX < Ol (Prs ny) llw
f

d’ou, avec (),

02
_/ (Tnk 0go Pnk)PnkX|Pnk|>,3dX <.
Qy «@

De plus, via (),

[ 1090 Pu) Paclip, <o < 194 supg(a)al.
Qf xe[_ﬁvﬂ]

Ainsi la suite (T, © g © Pp,) P, )pen €St bornée L (€25) par une constante :

,_ ¢
0= 419 swp lg()al.

a z€[—B,A]
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Soient n > 0, £ C 2y et M > 0. Nous décomposons l'intégrale a majorer en deux

parties :
/|TnkogoPnk|dX:/ Ty 0 g0 P | dx
E En{| P, [>M}

+/ Ty, ©go Py, |dx.

E{|Pny <M}

Nous avons d’une part,

i

M Jen{|Pa, |>M}
Cl

< —.
- M

’Tnkogopnk’dx S ’(Tnkogopnk)Pnk‘dX

/Em{|Pnk>M}

. . . . . / . 7’ 7’
En particulier, si nous choisissons M = % dans I'expression précédente, nous obte-

nons,

| Ty, 0go Py, |dx < g

/Eﬂ{|Pnk|>M}
D’autre part, avec (), nous avons,

T 090 Paldx < [ g0 Pyl dx < |E| sup [g(a).
EN{|Pry|<M} | <M

/Eﬂ{IPnkSM}

- n .
Donc, pour tout E C Qy vérifiant |E| < PETTREITOIE

/E’TnkOgOPnk|dX<77.

Ainsi (T, 0 g o Py, )jcn ©st uniformément intégrable et le théoreme de convergence de
Vitali assure que (75, 0 g o Py, ), converge dans LY(y) vers g o P.

e Afin de conclure, montrons (P, ¢) que vérifie la formulation variationnelle ()—()
Soit (@,¢) € C(Qy) x D(2). Nous avons d’abord, avec la formule de Green,

8,1(Pnk — P)0pQdx
Qy

IN

‘ / (Pyy — P)0u0yQdx| + / Va( Py, — P)3Qdo
Qy Sf

[ Pry, = Pllzzap)l10a06Qll L2y
Py = Pllrzsy va0e@ll2(sy)

IN

oua,b e [1,3]. Or (P,,, ¢n, )ken converge faiblement vers (P, ) dans W. En particu-
lier (P, )ken converge faiblement vers P dans H'(Qy¢), donc est bornée dans H' ()
par une constante Kj. D’autre part, puisque {1; est borné et Sy est continiment lip-
schitzienne, on a (cf. [p]) 'existence de Ky > 0 tel que,

1/2

Po, — PlI2,

1/2
| Py = Pllzz(sy) < Kall Py = Pllifiq, |

Ainsi,

1 2
1P, — Pllzas,) < Ka2y/K1 + [Pllaigop) | Pa, — Pllys

donc (Py, |s;)ren converge vers P|g, dans L*(Sy) (on rappelle que (Pnk)keN converge
vers P dans L?(y)). Avec ce qui précede, on en déduit :

Oo(Prn), — P)OpQdx| — 0 quand k — +o0.
i
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Ceci permet de constater que,

— 0 quand k — 4o0.

¢V(P,, — P) - VQdx
Qs

De manieére similaire, nous pouvons montrer que,

— 0 quand k — +o0.

‘ / eV (on, — ¢) - Vibdx

De plus, avec la formule de Green, nous avons,

| (0-onc =00 Qi
Q

< llen, = @llrz@pll0:Qllr2(ap) + lon, — Pllr2sy lv2Qll 2(s))-

Puisque (¢n, )ren est bornée dans Q¢ en tant que suite convergente de L?(§2¢), nous
obtenons, avec les mémes arguments que précédemment,

— 0 quand k — 4o0.

| @-tn, ) Qi
Qf

Par ailleurs on a, encore avec la formule de Green,

0.(Py, — P)ibdx — /S v.(Po, — P)ipdo
f

A < Py = Pz 10:9l 2 ()
i

Puisque (P, )ren converge fortement dans L?(Qf) vers P, on en déduit que,

— 0 quand k& — +oo0.

0.(Py, — P)ibdx — /S v.(Pa, — P)ido
f

Qy

De la méme fagon, on peut montrer que,

’ /Q (B = P)Qix

Enfin, via I'inégalité de Holder,

— 0 quand k — +o0.

‘/ (T, 090 Py, —goP)Qdx
Qf

< |NTny, 090 Py — g0 PllriapllQllze(ay)-
Or on a montré précédemment que (7}, 0 go Py, )reN converge vers go P dans L' (),
donc,

‘/ (T, 090 Py, —goP)Qdx| — 0 quand k — +o0.
Qf

Finalement, en passant & la limite dans chaque terme de la formulation variation-
nelle (), vérifiée par chaque terme de la suite (P, , ¢n, )keN, on obtient, pour tout

(Q,¢) € C=(Qf) x D(Q),
Pde—/ (go P) de+/ (EVP) - VQdx
Q
+/ o (eVy) - wdx+/ 4” 0.¢) de+/ (0, P)bdx

Uy, Pypdo = — / 4” (0,1)Qx — 167[2 (eVw) - Vibdx.
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En particulier, en choisissant ¥ = 0 puis () = 0, on obtient :

P’ #|
/Qf tPQdXJr/Qf P(%de+/9f(§VP)'Vde+/Qf E(@@)de

=— ﬂ(8zw)QdX,
Q A7

/ (eVy) - Vipdx — 4dmv, Pipdo + 47 (0, P)pdx
Q Sy Q,

= /Q (eVw) - Vipdx.

Par densité de C(Qf) dans H'(Qf) et de D(Q) dans H}(S2), on peut exprimer
I'identité précédente pour tout 1) € W. Autrement dit, (P, ) est une solution
variationnelle du systéme (@)—( ).

(]

Signalons qu’il n’y a pas unicité de solution pour tout choix de paramétres dans le
systeme ( )—() Par exemple, si » = 0 et ¢9 = 0 (dans I'expression (@) de ¢g)
avec w = 0, alors il existe deux couples distincts (P, ), (— P, —¢) satisfaisant la formulation
variationnelle ()—()

A partir d’une solution (P, ¢) de la formulation ()—(), nous obtenons une solution
variationnelle, (P, ¢ + w), du systeme (GLE).
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Chapitre 3

Méthode numérique et protocoles
d’expérimentations

L’objectif de ce chapitre est de fournir des outils afin d’étudier numériquement les nano-
structures modélisées par le systéeme (GLE). Nous élaborons d’abord une méthode numérique
pour la résolution de ce systeme. Celle-ci est basée sur une discrétisation par Eléments Finis
nodaux de la formulation variationnelle ()—() Afin de résoudre le systéme matriciel
non-linéaire qui en résulte, nous nous appuyons sur une approche de quasi-Newton inexacte,
globalisée par une technique de linesearch. Les solutions des systémes linéaires obtenus a
chaque étape de cette approche itérative sont déterminées avec l'algorithme GMRES, pré-
conditionné par une factorisation LU incompléte.

Nous mettons ensuite en place des protocoles d’expérimentations numériques, afin de si-
muler le chauffage d’une nanostructure ou de produire son cycle d’hystérésis en tension. Ces
protocoles sont par ailleurs mis en application dans des configurations géométriques clas-
siques (cylindriques ou parallélépipédiques). Nous nous assurons également de ’adéquation
des résultats obtenus avec certaines propriétés physiques, ainsi que de leur stabilité par
raffinement du pas de maillage.

3.1 Approximations par Eléments Finis

Considérons un maillage tétraédrique conforme de Q, de pas h, en désignant par 7y, la
collection de tétraedres qui lui est associée. Ce maillage est construit de sorte que la collection
f
7;Lf ?
f_ . 0.
ﬁlf_{Teﬁ, T C Oy},

corresponde & un maillage conforme de €, de pas hy. Les domaines Q et Qf sont ici
polyédriques, l'interface Sy étant composée de faces qui appartiennent chacune a la fois a

un tétracdre de Qf et a un tétraddre de €2, et S étant constituée de faces de tétraddres

de Q, (9, = Q\ Qy). Pour chaque T € T}, nous considérons 1'élément fini de Lagrange
représenté par (T, Py 7, %1,7), out Py et X1 1 sont respectivement l’espace des polynomes
de degré inférieur ou égal a 1 définis sur T et le treillis principal d’ordre 1 de T', puis nous
introduisons ’espace discret,

Wi = {(Phon) € CO() x C°(Q) 5 Pulr € Pir VT €T, onlr € P VT € Ta, uls = 0} .
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Une formulation discrete associée a la formulation variationnelle continue ()—()
consiste & trouver (P, pp) € W), tel que, pour tout (Qp, ) € Wh,

P3 4
/ tPyQudxt + / Zh Qudx + / (EVP,) - VQudx + / (0, o) Qnx
Qf Qf P(] Qf Qf 47T

= — [ A 0.w)Qudx,
Qs 4m (3.1)

/(anph) ‘V"l/}th—/ 47TVzPh¢th'+/ 47T(82Ph)whdx
0 Sy Oy

__ / (eVw) - Vibpdx.
Q

Nous notons {x;, 1 < j < N} I'ensemble des sommets de 7, que nous organisons de sorte
que Xi, ..., XN, € (Tf et x1,...,xyo0 € , ot Ny, NO et N désignent respectivement le nombre
de noeuds dans STf, Q et Q. En notant par v; la fonction de forme associée & x;, pour
j € [1, N], on a les décompositions suivantes, pour (P, ¢p) € Wp,

Nf NO
Ph = Z PjUj et $h = Z PjVj, (3.2)
j=1 i=1

ol P; € R pour tout j € [1, Nf] et ¢; € R pour tout j € [[1, NO]]. Le probléeme (@) se récrit
alors sous la forme d’un systéme matriciel non-linéaire ayant deux inconr&ues vectorielles ; il
consiste & trouver P = (Py,..., Py;)" € RV et & = (1, ..., on0)T € RV tels que :

(3.3)

AP+ N(P)+B® = Fi,
CP+D® = F,

ou A est la somme d’une matrice de masse et d’une matrice de rigidité relatives a Qf, D est
une matrice de rigidité relative a €, tandis que B et C traduisent les termes d’interaction,

9

A = ( (tvivj; + Vu; - (§VU-))dx>
/Qf ’ ’ (@e[L.N]?
|

B = ( 1 Ud@;ﬂ]j)d)() s
Qp 27 (i,)€[1,N; ] x[1,N°]

C = (— 47r1/2vivjda+/ 47wi(8zvj)dx> ,
Sf Qf (

i,5)€[L,NO]x [1,N¢]
D = (/ Vo - (Eij)dx) .
Q (é,9)€[L,N°]?

La partie non-linéaire de (GLE) est exprimée a travers N(P), tandis que le second membre
est traduit par F; et Fy :

1 (& ’
N(P) = / — | S Pjuj | widx :
2 prg(jzl JJ)

ie[1,N¢]

F = ( ?(azw)vidx et Fy= (—/(5Vw) : valx) .
Qf m Q z‘e[[l,NO}]

>i€[[LNf]]
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3.2. RESOLUTION DU SYSTEME NON-LINEAIRE

Les coefficients des matrices présentées ci-dessus sont calculés a ’aide d’une formule de
quadrature d’ordre 5,

15
/T f)dx =S wif(xi) Yf € Pyr, (3.4)
i=1

ouT € Ty, Ps1 est 'espace des polynomes de degré inférieur ou égal a 5 définis sur 7' et
{(xi,wi) }1<i<15 est I'ensemble des couples de points et poids de quadrature (avec w; > 0,
pour tout ¢ € [1,15]) présenté dans [65]. Notons que, lorsque £ et £ sont constants sur
chaque élément de Tj, cette formule est exacte pour ces calculs, notamment avec le choix
ci-dessous fait pour w,

’U}(l',y,Z) = ZM% - ¢0 V(.f,y, Z) € Qv
Zmin — Zmazx

Ol Zmin €6 Zmae désignent respectivement ’altitude minimale et l'altitude maximale de la
nanostructure (de sorte que Q C R? X [Zmin, Zmaz))-

3.2 Résolution du systéme non-linéaire

Nous sommes concernés ici par un algorithme pour la résolution du systéme non-linéaire
(B.3). D’abord, nous présentons la méthode de Newton inexacte, qui est localement conver-
gente, et exposons ensuite une version modifiée de cette méthode, en lien avec un meilleur
rayon de convergence.

3.2.1 L’algorithme de Newton inexact

Le systéme (@) peut se réécrire comme suit :
G(x) =0, (3.5)
avec G : R™ — R une fonction vectorielle polynomiale, et m = Ny + N Y. Notons par Jg,
Jg : R™ — My m(R),

la jacobienne de G ; celle-ci peut étre calculée explicitement sans complication particuliere.
Afin de résoudre ce systéme, nous allons solliciter une approche s’appuyant sur la méthode
de Newton. Pour rappel, la méthode de Newton consiste a générer itérativement une suite

(Xk)k>0,
Xp+1 = Xi + OXp, (36)
ou JG(Xk)(SXk = 7G(Xk) Vk € N, (37)

a partir d'un vecteur d’initialisation xg € R™, qui converge quadratiquement vers une

solution x* de (@) si ’on choisit x¢ suffisamment proche de x*. Dans la méthode de Newton

inexacte, il s’agit de déterminer une solution approchée de (@) au lieu d’une solution exacte.
Si, pour k € N, la solution 0xj, de (B.7) vérifie,

|G (k) + Ja(xx)oxkll2 < mellG(xk) |2, (3.8)

avec 1, € [0,1) et || - ||2 la norme euclidienne de R™, alors on a le résultat de convergence
ci-dessous.
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CHAPITRE 8. METHODE NUMERIQUE ET PROTOCOLES D’EXPERIMENTATIONS

Théoréme 3.1 (cf. [1§]).
On suppose que G € CHR™ R™) et qu’il existe x* € R™ tel que G(x*) = 0. On considére
la suite (x)ken définie en (B.6), ou 0xi vérifie (B.§). On suppose qu’il existe > 0 et
~v € (0,1) tels que pour tout k € N, on ait,

o Ja(xy) est inversible ;

o [Jo(xe) M2 < 8

o Jg est y-lipschitzienne dans un voisinage de x*.
Alors, la suite (xk)ken est bien définie. De plus, il existe 6 > 0 tel que, pour xg € R™
vérifiant ||xo — x*||2 < 0, on ait :

i) sin =mn, avec n € (0,1), pour tout k € N, alors (xi)reNn converge linéairement vers
X* 7.
i1) si nous avons :
e — 0 quand k — +o0,

alors (Xg)keN converge super-linéairement vers xX* ;

i) si mous avons :

=0 (IGGx)l2), (3.9)
—+00

alors (x)keN converge quadratiquement vers x*.

Nous convenons, dans la suite, du choix,

e = min{0.5, | G(xx)|2}, (3.10)

qui vérifie la condition (@) et assure la convergence quadratique de la méthode.

La jacobienne Jg n’étant pas symétrique, l'algorithme GMRES avec redémarrage (cf.
(63, b2]) est adopté pour résoudre chaque systéme linéaire rencontré. Les matrices ont été
compressées avec la méthode CSR « Compressed Sparse Rows » (cf. [66]) et la méthode
GMRES a été préconditionnée par une factorisation LU incomplete (voir e.g. [48]). Nous
choisissons enfin (B.§) comme critére de sortie de I'algorithme GMRES.

Nous avons écrit en Fortran 90 une version séquentielle de la méthode GMRES avec
redémarrage. Une version paralléle, fournie par la bibliotheque PETSc [55], a par ailleurs
été utilisée. Cette derniere n’est pas significativement plus performante en terme de rapidité,
mais a été utilisée sporadiquement pour des systémes de tres grande taille (avec ici un nombre
d’inconnues supérieur a 2.10°%) et nous a permis de distribuer le stockage des matrices.

3.2.2 Globalisation par la méthode de recherche linéaire

Un inconvénient de la méthode de Newton est qu’elle n’est pas globalement convergente.
Plusieurs techniques pour augmenter son rayon de convergence s’articulent autour de la
minimisation de la fonction de moindres-carrés, ¢, définie par,

1
¢p:xeR™+— §||G(X)||% ceRT,

pour laquelle des algorithmes itératifs d’optimisation, convergeant pour toute initialisation,
existent. Les solutions x € R™ du systeme non-linéaire discret (@s satisfont,

¢(x) = min ¢(y).

yeR™
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3.2. RESOLUTION DU SYSTEME NON-LINEAIRE

La fonction ¢ peut toutefois avoir des minima locaux x qui ne sont pas des zéros de G.
Ceux-ci vérifient la condition d’optimalité du premier ordre,

Ja(x)TG(x) = 0. (3.11)

Ainsi chaque minimum local x de ¢ est solution de (@) si Ja(x) est inversible. Il reste a
décrire comment estimer un de ces minima locaux.

Des techniques de globalisation tres courantes sont les méthodes a régions de confiance
(voir e.g. [13]). Elles s’appuient sur une approximation de ¢ en xx1,

P(xp + 0xp) = d(x) + r(0xp).

Par exemple, le développement limité de ¢ a I'ordre 2 fournit,

wk(éxk) = v¢(Xk) - O0Xp + %(5X£V2¢(X1€)(5Xk

On consideére que ¥ est un modele de la variation de ¢ acceptable dans un voisinage de 0
de la forme {x € R™ ; ||x|l2 < Ay}, ou A > 0, appelé région de confiance de 1)y. Pour
déterminer 'accroissement 0x; a donner a xi, I'idée de ces méthodes consiste & minimiser
Y sur la région de confiance, i.e., trouver dx; € R™ vérifiant,

Y (0xy) = H(SxIﬁl;gAk Y (0%).
Si ¢(xx + 0xx) est « suffisamment petit » devant ¢(xy), alors on pose xj11 = xi + 0xp (voir
e.g. [13] pour plus de détails). Sinon, on réduit Ay et on recommence le procédé de recherche
de minimisation sur une région de confiance plus étroite.

Les algorithmes basés sur les méthodes a régions de confiance ont de bons rayons de
convergence, mais sont délicats a implémenter, particulierement lorsqu’un systéme comporte
beaucoup d’inconnues. Nous leur préférons ici une autre grande famille de techniques de
globalisation, & savoir les méthodes de recherche linéaire le long d’une direction de descente,
aussi appelées « linesearch », qui fournissent en pratique de tres bons résultats et sont bien
plus simples & mettre en ceuvre.

Notons, pour une itérée x; de la méthode de Newton en laquelle Jg est inversible,

oxp ~ —Ja(xk) TG (xp),

ou 0xy, vérifie (@) Ce vecteur est une direction de descente de ¢ si G(xj) # 0, puisque
I'inégalité de Cauchy-Schwarz entraine,

Vo (xi) ox, = G(xi) " (G(xk) + Ja(xi)0xs) — |G (xi)l5 < (me — 1[G (x)|3 < O.

Il est alors naturel de faire décroitre ¢ le long de dxg, i.e. de rechercher oy > 0 de sorte
d(xx + apdxy) soit « suffisamment petit » devant ¢(xy). Les algorithmes utilisant cette idée
sont dits de recherche linéaire. Choisir simplement oy, > 0 tel que,

P(xk + ardxy) < d(x), (3.12)

n’assure pas la convergence de ’algorithme ainsi construit (voir [47] pour un contre-exemple).
On considere plutot la condition d’Armijo suivante :

P(xk + apoxg) < G(Xk) + AArmijok Vo (xk) T 0xk, (3.13)
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oll @ Armijo € (0, 1) est un parametre fixé. Notons que cette condition est plus forte que ()
puisque Vo (x;)7 0%, < 0. L’inconvénient est qu’elle peut conduire & un calcul qui affecte a
ay, de tres petites valeurs. On demande en conséquence qu’une contrainte supplémentaire,
appelée condition de courbure, soit vérifiée :

V(Zﬁ(Xk + ak5Xk>T6Xk > acourburev¢(xk)T5Xka (314)

avec Qeourbure € (aArmijo,l). Ces conditions, regroupées sous le nom de conditions de
Wolfe (cf._[69, [70]), ne sont pas déraisonnables, puisqu’un tel oy, existe si ¢ € C1(R™ R)
(cf. e.g. [AT7)).

Les résultats permettant de démontrer la convergence globale d’un algorithme utilisant
une recherche linéaire s’obtiennent classiquement avec la condition de Zoutendijk (cf. [71]),

(V¢(Xk)T5Xk)2_

dC > 0; Vk € N, < -C
QS(XkJrl) ¢(Xk) H(SXk:H%

Les 2 propositions suivantes détaillent des hypotheses suffisantes pour globaliser notre algo-
rithme.

Proposition 3.2 (voir e.g. [47]).
Considérons la méthode de Newton inexacte avec une recherche linéaire satisfaisant la condi-
tion de Zoutendijk, notons (xx)keN la suite qu’elle génére, et supposons que la suite de
conditionnements, en norme-2, (conda(Ja(xk)))ken soit bornée, ainsi que (Ja(Xk))keN-
Alors (G(xg))ken converge vers 0.

Proposition 3.3 (voir e.g. [47]).

Supposons ¢ € CL(R™,R), et considérons un algorithme a direction de descente qui génére
une suite (Xi)reN respectant les conditions de Wolfe. Alors, (¢p(xx))ren respecte la condition
de Zoutendijk.

Une des grandes lacunes des résultats précédents est qu’on semble perdre la convergence
quadratique de la méthode de Newton inexacte.

Afin de conserver partiellement le taux de convergence de 'algorithme de Newton clas-
sique, une hybridation de plusieurs algorithmes est effectuée : tout d’abord, nous utilisons
la méthode avec recherche linéaire, qui fournit une itérée proche d’'un zéro de G. Ensuite,
nous initialisons I’algorithme de Newton inexact (sans recherche linéaire) avec cette derniére
itérée afin de revenir a la convergence quadratique des méthodes classiques.

Finalement nous avons exhibé deux conditions, () et (), sur ay, qui permettent
de décider si ¢(xx +apdxy) est « suffisamment petit » devant ¢(x). La stratégie de recherche
linéaire que nous adoptons pour déterminer «y, consiste a construire une suite a}(€0)7 a,(gl),
qui décroit de sorte qu'un de ses termes vérifie la condition d’Armijo, mais pas trop rapide-
ment pour que la condition de courbure puisse étre r(esp;ectée également. Afin de réduire la

i—1

vitesse de décroissance, nous imposons a,(;) > Qeoeff®), 5 O Oigoeff € (0,1). Nous calculons

chaque terme de cette suite jusqu’a ce que I’'un d’entre eux, ag), satisfasse les conditions de

N0

Wolfe, auquel cas nous posons oy, = a;.”.
Posons,

O : a € R — ¢(x + adxi) € R.

Les conditions de Wolfe se récrivent alors,

O (k) < 05(0) + aarmijor8y,(0),
92(0%) > acourburea;g(o)‘
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Une fagon de construire (O[](cl))iEN est de déterminer une suite d’approximations du mini-
mum de 6. Nous choisissons en premier lieu ag)) = 1. Si les conditions de Wolfe ne sont
pas respectées, nous formons une interpolation quadratique de 6 a partir des valeurs déja

calculées 0;(0), 6,.(0) et Gk(a,(co)) pour calculer le prochain pas :

0. ('Y — 6,.(0) — o9 (0
() = W) =00~ 00) 2 gt 0)a +0,(0) Vo R,
(ak )2
L’itérée suivante de notre suite de pas est alors choisie comme le minimum de quad,
0 0
o 0,.(0) ()2 N |G G) 3 (af”)?

o

0 0\ 0 0 :

2 (0x(0f”) = 0x(0) = 0, (0)a” ) [1G(xk + o oxi) 3 + (20 — DIIG(x0) 3
Les a,(j) suivants, pour ¢ > 2, s’obtiennent a partir d’une interpolation cubique de 6} en les
positions déja connues, 0;(0), 6;.(0), Gk(a,(ffl)) et Gk(a,(;ﬂ)),

05" () = aa® + ba® + 6,,(0)a + 0,(0) Va € R,
ou,

("11> - <'12> (i-1) , (i—1)
< a ) __ v et e ( O (e V) — 05.(0) — 6},(0)cxy; ) .
b ) af -\~ e )\ el ) - 0u(0) — 6,0)af

(3.15)
Un minimum de 6}, est atteint entre 0 et 04,(;_1), et est donné par (voir e.g. [47]) :
@ —b+ B2 —3a0,(0)  —b+ /b2 + 3al|G(xk) 13
Y= 3a - 3a '

L’Algorithme @ détaille finalement la méthode présentée. Nous rappelons qu’il hybride
une méthode de Newton inexacte classique (voir I’Algorithme B.3), qui converge localement
et quadratiquement, et une méthode de quasi-Newton inexacte globalisée par une technique
de recherche linéaire (voir I’ Algorithme @ @) qui ne converge
plus quadratiquement.

Notons que nous ne pouvons pas a priori savoir si les points critiques retournés par
I’Algorithme B.4 sont des minima locaux de la fonctionnelle d’énergie £ définie par ([L.7), sans
de cofiteux calculs supplémentaires. Au lieu de rechercher les états critiques, nous aurions
pu directement minimiser £. Les méthodes d’optimisation élémentaires (de type gradient
ou Newton, voir par exemple [48]) ne convergent pas nécessairement vers un minimum
local, puisque £ n’est pas quadratique. Certaines modifications existent afin de corriger
cela. J.J. Moré et D.C. Sorensen [45] ont par exemple adapté la méthode des régions de
confiance en un algorithme qui converge toujours vers un minimum local, mais qui nécessite
un calcul exact de la plus petite valeur propre de la hessienne de 1’énergie. Nous avons essayé
de remplacer ce calcul exact par une simple estimation de cette valeur (par le théoréme des
disques de Gershgorin) ce qui nous a fourni un algorithme ne convergeant que dans des
contextes tres simples (notamment lorsque s = 0). Le principal obstacle dans I'adaptation
de cette méthode a été que la fonctionnelle £ n’est pas minorée ici. Enfin certains algorithmes
probabilistes permettent également de déterminer des minima locaux (voir e.g. [20]) mais
ne sont pas adaptés aux problemes de grandes tailles de par le coflit en temps de calcul, car
ils demandent un nombre important d’évaluations avant de converger.

, s’appuyant sur 1’Algorithme
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Algorithme 3.1 Recherche linéaire le long d’une direction de descente, lnsrch.
entrées : Fonction G : R™ — R™, itérée x € R™, direction de descente dx € R™,
parametres d’Armijo apmmijo € (0, 1) et de courbure acourbure € (Armijos 1), pas minimal
dans la recherche linéaire iy > 0, parametre acoer € (0, 1) pour éviter la décroissance
trop rapide de la suite de pas.
sorties : Pas «a le long de la direction de descente, erreur err en sortie d’algorithme (valant
0 en cas de détermination correcte du pas et 1 si la recherche linéaire le long de la
direction de descente a conduit & un pas o < apj, ou si la condition de courbure n’est
plus respectée).
1: err < 0;
2: boucler
3: a(o) —1;
4:  si les conditions de Wolfe sont vérifiées alors
5 a+ a;
6 sortie de 1’algorithme.
7. sinonsi a® < amin ou la condition de courbure est violée alors
8
9

err < 1;
sortie de ’algorithme.

10:  fin si
IGCO ()’ —
|G+ aO6x)[3 + (220 — DGR3
12:  si les conditions de Wolfe sont vérifiées alors
13: a+—al;
14: sortie de ’algorithme.
15:  sinon si o) < amin ou la condition de courbure est violée alors
16: err < 1;

)

11: oM+ max {

17: sortie de ’algorithme.
18:  fin si
19: 14 2
A —b+ /b% + 3a||G(x)||3 A
20: o)« max \/ 3 et )”2,%063@(’_1) , ou a et b sont définis par () :
a
21:  si les conditions de Wolfe sont vérifiées alors
22: o ald);
23: sortie de 1’algorithme.

24:  sinon si a® < au, ou la condition de courbure est violée alors
25: err < 1;

26: sortie de ’algorithme.

27:  fin si

28:  Mettre a jour ¢ < 7+ 1;

29:  Retourner a I’étape RQ;

30: fin de boucle
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Algorithme 3.2 Newton inexact avec globalisation par recherche linéaire, quasi newt.

entrées : Fonction colit G : R™ — R™, vecteur d’initialisation xg € R™, parameétre

B € [1,m] de redémarrage dans GMRES, tolérances relative €.air > 0 et absolue
€absolue > 0 pour le critére de sortie de la méthode de Newton, nombre maximal
d’itérations Nijtermax € N*. Les parametres aammijo € (0,1), Qcourbure € (QArmijos 1),
?ﬂin > 0 et aeoer € (0,1) permettent de régler la recherche linéaire (voir Algorithme

).

sorties : Approximation x € R" d’un zéro de G, erreur err en sortie d’algorithme, valant 0

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:

en cas de convergence, valant 1 si la recherche linéaire le long de la direction de descente
n’a pas abouti et valant 2 si le nombre maximal d’itérations autorisé est atteint.
X ¢ Xg, ] < 1;
Evaluer la jacobienne Jg(x) ainsi que la fonction de cout G(x);
si [[G(®)]l2 < €relatit| G(x0) [l2 et |G(x)|l2 < €absoln alors

err < 0;

sortie de ’algorithme.
fin si
Calculer une solution approchée 6x de Jz(x)dx = —G(x) vérifiant une condition du type
B9 -

IG(x) + Ja(x)0x]2 < nIGE)s,

avec 7 = min{0.5, |G(x)|2}. On utilise la méthode de GMRES(3) avec redémarrage et
préconditionnée par une factorisation LU incompleéte ;
Recherche_du pas : (o, err) < 1lnsrch(G, X, 0X, ®Armijos Qcourbure, Omin, Ccoeff) (VOIr Al-
gorithme B.1) ;
si err £ 1 alors
si j = Nitermax alors
err < 2;
sinon
Mettre a jour x < x + adx et j < j+ 1;
Retourner a I’étape B;
fin si
fin si
sortie de ’algorithme.
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Algorithme 3.3 Algorithme de Newton inexact, newt.
entrées : Fonction colit G : R™ — R™, vecteur d’initialisation xg € R™, parametre
B € [1,m] de redémarrage dans GMRES, tolérances relative €pelatir > 0 et absolue
€absolue > 0 pour le critere de sortie de la méthode de Newton, nombre maximal
d’itérations Njtermax € N*.
sorties : Approximation x € R™ d’un zéro de G, erreur err en sortie d’algorithme (valant
0 en cas de convergence et 2 si le nombre maximal d’itérations autorisé est atteint).
X 4 Xg, ] 1;
Evaluer la jacobienne Jg(x) ainsi que la fonction de cotit G(x);
i |G 12 < ratani| G (x0) 2 €t |G 2 < xpsoty alors
err < 0;
sortie de 1’algorithme.
fin si
Calculer une solution approchée dx de Jg(x)dx = —G(x) vérifiant la condition (@) :

1G(x) + Ja(x)dx[ls < nlG()ll2,

avec 1 = min{0.5, ||G(x)||2}. On utilise la méthode de GMRES(f) avec redémarrage et
préconditionnée par une factorisation LU incomplete ;

8: Si j = Njtermax alors

9:  err < 2;

10: sinon

11:  Mettre a jour x «+—x+dx et j + j+1;

12:  Retourner a I’étape J;

13: fin si

14: sortie de l’algorithme.

Algorithme 3.4 Algorithme hybride principal.

entrées : Fonction colit G : R™ — R™, vecteur d’initialisation xg € R™, parameétre
B € [1,m] de redémarrage dans GMRES, tolérances relative €pelair > 0 et absolue
€absolue > 0 pour le critéere de sortie de la méthode de Newton, nombre maximal
d’itérations Nitermax € N*. Les parametres aarmijo € (0,1), Qcourbure € (QArmijos 1),
Sﬂm > 0 et aeoer € (0,1) permettent de régler la recherche linéaire (voir Algorithme

).

sorties : Approximation x € R™ d’un zéro de G, erreur err en sortie d’algorithme (valant

0 en cas de convergence et 2 si le nombre maximal d’itérations autorisé est atteint).
1: (Xa 67“7") — quasimewt(G, X0, 67 €relatif, €absolue; Mtitermax ) X Armijor Xcourbure) ®min, acoeff)
(voir Algorithme B.2);
si err # 0 alors
(x,err) < newt(G, xg, 3, €relatif, €absolues Nitermax) (voir Algorithme @)
fin si
sortie de 1’algorithme.
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— : champ électrique

: champ de polarisation

U z

b

F1GURE 3.1 — Configuration géométrique.

3.3 Protocoles d’expérimentations numériques

D’abord, nous décrivons précisément les valeurs des parametres intervenant dans 1’Algo-
rithme . Nous expliquons ensuite comment déterminer la température critique corres-
pondant au dispositif ferroélectrique puis nous présentons une technique qui permet d’in-
vestiguer I'existence d'un cycle d’hystérésis en tension. L’influence du parameétre 3¢ dans
(GLE) est en outre étudiée.

3.3.1 Présentation du contexte d’expérimentation numérique

Ici, la couche Q¢ et le domaine €2 sont deux cylindres bornés (voir Figure @), qui
partagent le méme centre (0,0,0)7 et le méme axe (Oz) :

Q; Dy\? Hy H
Qf_{(x’y’z)eRgsw2+yzs(J) etze{—;,;”7

avec Dy >0, Hy >0, D>0et H>0.

Nous choisissons ici arbitrairement (Dy, Hf) = (0.8,0.1) et (D, H) = (2.4,1.7), en consi-
dérant par la suite le systéeme d’unités CGS. Nous fixons de plus Py = 1, €|o, =: €,13, avec
I3 le tenseur unité, e, = 0.1, et s = 10. Le tenseur de permittivité dans {2y, ainsi que le
tenseur £, sont choisis diagonaux et constants :

Elx 0 0 SM; 0 0
6|Qf = 0 Ely 0 ) 5 = 0 §J_y 0 )
0 0 €Hz 0 0 f”Z

avec dans ce paragraphe ¢, = €1, = 10, g, = 0.1 et {1, = {1, = ). = 0.1. Nous
rappelons que le dispositif comporte deux électrodes qui imposent un potentiel de courant
+¢o sur les faces inférieure et supérieure de 2, qui apparait dans l’expression de ¢g en (R.9),
reconsidérée avec les notations ci-dessus, sous la forme,

2z
@S(xay7 Z) = _ﬁ¢0 V(.%',y, Z) €5S. (316)

Dans toute la suite, nos calculs ont été effectués en Fortran 90 puis exécutés depuis un
cluster comportant des noeuds de type Intel Xeon E5520 a 2.27Ghz.

Les maillages utilisés dans la suite ont tous été générés a ’aide du logiciel libre Gmsh
[24, 25]. Les géométries polyédriques approchant les cylindres qui nous intéressent ici sont
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CHAPITRE 8. METHODE NUMERIQUE ET PROTOCOLES D’EXPERIMENTATIONS

Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3
Pas dans Qs (hy) 7.31.1072 | 4.44.107% | 2.28.1072
Pas dans Q (hg) 1.66.1071 | 8.71.1072 | 4.79.10~2
Neeuds dans Qf (Ny) 1906 10557 13454
Neeuds dans Q (N) 29321 207 288 1510698
Taille du systéme (N¢+ N°) 25183 193675 1499 982

TABLE 3.1 — Quelques caractéristiques des maillages de Q considérés.

identiques pour chaque maillage présenté : si on note Ty, le ¢ maillage de Q évoqué sur la
Table @, oui € [1,3], et 7;3; . celui de Qf qui lui est associé, alors on a :

UT=UT e U T= U T VG675 elL3]"
TET, TETn; TeT! TeT!
fii fid

Sans indication contraire, les calculs que nous commenterons dans ce paragraphe sont réalisés
a partir du maillage 1, dont quelques caractéristiques sont présentées sur la Table B.1.

Afin de calibrer les parametres de I’Algorithme B.4, nous nous inspirons des sugges-
tions données dans la littérature, notamment dans [19], puis nous vérifions a posteriori
que ces choix sont satisfaisants. Ainsi nous considérons aarmijo = 1074, ceourbure = 0.1 et
Qeoef = 0.1. Le parametre amin = 1074 n’est pas choisi trop petit, afin de ne pas autoriser
I’algorithme & calculer des itérées trop rapprochées. Enfin nous fixons le parametre de redé-
marrage J dans la méthode de GMRES a 8 = 2000 et la tolérance de sortie demandée est
Erelatif = 1076,

L’Algorithme @ ne converge a priori pas pour toute initialisation. En pratique, nous
n’avons noté que tres peu de cas de divergence; un autre choix de vecteur initial est alors
considéré le cas échéant.

3.3.2 Protocole de chauffage du dispositif

Dans ce paragraphe, nous présentons un protocole pour déterminer la température cri-
tique correspondant au dispositif ferroélectrique. Pour cela, nous nous plagons dans le cadre
ou aucun champ électrique n’est appliqué, ce qui correspond au cas U = 0. Nous rappelons
que dans la phase ferroélectrique, il est possible d’avoir P # 0 avec U = 0. Ainsi, pour es-
timer la température de transition entre les phases ferroélectrique et paraélectrique, il faut
détecter la température ¢. la plus basse telle que P = 0 pour tout ¢ > .. Supposons donnés
plusieurs états critiques (P, ¢) en une température ¢y suffisamment faible, vérifiant P # 0.
Chaque état doit s’annuler au dela d’une certaine température. La température critique est
alors la plus grande des températures ou ’on a encore P # 0.

Plusieurs difficultés se présentent a nous. La premiere est qu’il faut obtenir différents
états ferroélectriques non triviaux, ce qui revient a nous interroger sur la maniere d’initialiser
I’Algorithme B.4, itératif, que nous utilisons. Bien que comportant une étape de globalisation,
cet algorithme reste toutefois sensible & la considération des données initiales. La seconde
difficulté est qu’il faut trouver une manieére de « chauffer » numériquement ces différents
états.

Afin d’obtenir des états ferroélectriques variés pour différentes températures, nous initia-
lisons I’Algorithme avec des vecteurs aléatoires de taille Ny + NV 0. répartis suivant la loi

uniforme de [—1, 1]V +N°,
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FIGURE 3.2 — Recherche de la température critique associée au dispositif.

Les moyennes de polarisation P des diverses solutions (P, ) € W}, obtenues,

P= 1 Pdx,
’Qf ’ Qy
sont représentées par des marques « e » sur la Figure @ Une approximation de la tem-
pérature critique est d’ores et déja possible, puisque des valeurs de P non nulles subsistent
jusque t = —17.1, ce qui entraine t, > —17.1.

Il reste a voir comment reproduire numériquement le chauffage ou le refroidissement d’ une
nanostructure ferroélectrique que ’on suppose étre dans sa phase ferroélectrique. Donnons-
nous pour cela un état métastable (P, () non trivial en une température to qui s’associe
a la représentation discrete (PO, ®(0)T ¢ RN N,

Nous initialisons notre méthode itérative avec le vecteur (77(0), ®ONT | ce qui nous fournit
une nouvelle solution (’P(l), <I>(1))T en t = tg + dt. En procédant ainsi de proche en proche,
nous construisons une suite ((P(k), ¢>(k))T)k€N d’états critiques : pour k € N, nous initiali-
sons Dalgorithme avec (P*), @ )T tout en considérant t =t + (k + 1)dt, et nous notons

)T

(P(k“), <I>(k+1))T la solution ainsi obtenue. Sur la Figure B.2, on peut voir ’évolution de
la moyenne de polarisation P représentée par des traits continus lorsqu’on chauffe (avec
ot = 0.1) ou refroidit (avec 6t = —0.1) plusieurs états critiques.

Tant que P évolue contintiment en fonction de ¢, la répartition de la polarisation dans
{1y n’évolue pas brusquement : les profils de polarisation restent similaires. Nous les avons
représentés a travers des coupes de P en (z = 0) pour diverses températures sur la Figure @ ;
les zones bleues indiquent une polarisation négative, tandis que la polarisation est positive
dans les zones rouges. Nous dessinerons toujours ainsi les profils de polarisation dans le reste
de ce manuscrit.

Les changements brusques de texture de polarisation permettent de comprendre 1'im-
portance que revét le choix de dt. Nous avons observé que lorsqu’on chauffe (ou refroidit)
un état critique a partir de t = tp jusqu'a une température t; ou une polarisation de
méme texture qu’en ¢t = t( existe, alors nous retrouvons cette solution, pour n’importe quel
choix de dt. Par contre, lorsqu’une polarisation ayant une texture semblable n’existe plus
en t = t1, des solutions variées peuvent étre obtenues selon le choix du pas de température.
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FIGURE 3.3 — Etude de I'influence du parametre s sur la moyenne de polarisation.

Nous convenons donc dans la suite de mener les calculs avec un pas 0t grossier, sauf aux
températures ou la texture d’un état change brusquement, pour lesquelles nous choisirons
plusieurs pas dt plus fins, et nous indiquerons si des solutions variées sont alors obtenues.

Signalons pour conclure que le chauffage des différents états obtenus a permis de déduire
une meilleure estimation de la température critique : t. ~ —16.9. En rappel, nous ne sommes
pas ici dans le cas ou t € [—1,0], comme le requiérent les contextes physiques.

En s’inspirant du protocole expérimental consistant & chauffer un dispositif ferroélec-
trique, nous sommes en mesure de commenter également l'influence du parametre s :
nous construisons une suite de vecteurs ((P*), ®*NT), . associés & des états métastables
(PR o), . Pour k € N, nous calculons (P*+1) d¢++)T ep initialisant notre méthode
itérative avec (P*), ®* )T tout en considérant s = (k+1)6s, ot 43¢ > 0 est le pas selon
lequel 5 varie.

Nous représentons sur la Figure @ la moyenne de chaque polarisation obtenue en fonction
de 3¢, pour ds = 0.1, a partir de » = 0. Lorsque s € [0,2.2], la polarisation, positive
dans tout {2y, diminue en restant presque uniformément répartie dans Q, tandis que pour
x| € [2.3,2.9] elle devient brusquement plus importante prés de I'axe (Oz), puis s’annule a
partir de 5] = 3.0. En particulier, cette méthode ne nous a pas permis de retrouver un état
critique non trivial en I'absence de champ électrique, lorsque > = 10. Nous ne ferons donc
plus varier ce parametre & ’avenir.

3.3.3 Protocole de simulation de cycles d’hystérésis en tension

Le protocole que nous adopterons pour I'investigation numérique du comportement hys-
térétique du systéme se congoit comme celui qui a été défini plus haut lorsque nous avons
inspecté le comportement de la polarisation en fonction de la température ¢ ou du para-
metre . Supposons donné (73(0), @(0))T le vecteur associé a un état métastable (P(O), cp(o)),
lorsque U = U©®. On calcule, pour tout k& € N, (P(k+1),¢(k+1))T en initialisant notre
méthode itérative avec (P ®FN)T en U = U + (k + 1)6U, ce qui fournit une suite
(P®), @NT), N de solutions.

Pour U©) = 0, les profils de polarisation découverts lors de la recherche de la température

o4
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critique peuvent étre réutilisés. Nous pouvons ainsi, en augmentant la tension et en la
diminuant, avec U > 0 et 6U < 0, obtenir ’évolution d’'un profil de polarisation pour
n’importe quelle tension. Une autre alternative, pour la considération de U©), consiste &
choisir |U (0)| « suffisamment grand » pour qu’un seul état quasi-uniforme existe, comme cela
pourrait étre indiqué par des arguments de la Physique (cf. e.g. Figure @) Introduisons
notamment [ tel que,

1

|Qf| Qy

(\Qlf\ o, P(X)de)r

Dans le cas ou la polarisation P est quasi-uniforme, nous avons (P) =~ 1. Nous considé-
rerons donc que |U (0)\ est « suffisamment grand » lorsque 5(P) ~ 1, par exemple lorsque
|B(P) — 1| < 10~L. Dans notre contexte et avec t = —20, cette inégalité est vraie pour
|U| > £150. L’évolution de 8 pour différentes tensions est représentée sur la Figure @(a),
et 'on retrouve que la polarisation est quasiment uniforme pour les tensions les plus basses
et les plus hautes.

P(x)tdx

B(P) =

La boucle d’hystérésis attendue n’est toutefois pas lisible a travers S(P). Pour l'obtenir,
nous gardons U comme parametre décrivant E puisque c’est par son intermédiaire qu’on
fait varier le champ électrique appliqué. Nous caractérisons par contre P plutot a travers
P. Ce parametre présente en effet 'avantage de changer de signe, en étant par exemple
négatif lorsque la polarisation est uniformément orientée vers le bas, ce qui est attendu (cf.
la courbe modele représentée sur la Figure [L.5). L’évolution de P en fonction de U est tracée
sur la Figure @(b) et décrit bien une boucle d’hystérésis. On y lit par exemple I'existence
de deux états métastables opposés non triviaux lorsque le champ électrique s’annule.

Comme pour la température, le choix du pas 6U auquel nous travaillons est important. De
la méme facon que pour I’étude thermique, nous avons considéré un pas 60U = +1 grossier,
sauf aux tensions ou la texture de polarisation change brusquement, pour lesquelles nous
avons adopté plusieurs pas 6U = £0.1, £0.2, plus fins.

Finalement, tous les ingrédients sont réunis pour investiguer l’existence d’une boucle
d’hystérésis. Le parametre S permet de décider quelles sont les tensions pertinentes pour
mener les calculs.

3.3.4 Stabilité de la méthode numérique par raffinement du pas de mail-
lage

Il est possible de vérifier la stabilité de notre méthode numérique, en s’assurant que les
résultats obtenus sur des maillages de différents pas ne sont pas trop éloignés les uns des
autres.

Pour cela, nous reprenons les maillages décrits par la Table @ Si (P, p;) désigne la
solution de (GLE) obtenue sur le ¢ maillage (1 < ¢ < 3), nous considérons des erreurs
exprimées relativement a la solution a priori la plus précise, i.e. celle calculée sur le maillage
le plus fin, a savoir le j¢ maillage, ot 1 < ¢ < j < 3. Notons,

NO®) ) |
Z |U(X§€’L))‘2) ||U||OO’¢ = max |U(X](;))’,
k=1

1
NOG)

HUH?#P = 1<k<NO()

ou u est une fonction dont les valeurs aux nceuds intérieurs du ¢ maillage de §2 sont repré-
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FIGURE 3.4 — Evolution en fonction de U de B(P) (a) et P (b).
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FIGURE 3.5 — Erreurs relatives commises entre les potentiels électriques obtenus sur diffé-
rents maillages ; 1’échelle est logarithmique sur I’axe des ordonnées et linéaire sur ’axe des
abscisses.

sentées par u(xg)), 1 <k < NO®, Posons :

erri) = 12 =il gy _ 195 = illoce. (3.17)

||90jH2,so HQOJ'HOO#P

Nous avons représenté sur la Figure @ les erreurs portant sur ¢ (erréi’j ), errc()i,’j ) ) lors
d’une étude en tension, qui a consisté a augmenter U entre -20 et 20, avec un pas 60U = 1.
Les solutions sont similaires entre les différents maillages (les erreurs portant sur ¢ sont
inférieures a 2%) et les changements de texture de polarisation ont lieu aux mémes tensions,
ce qui montre une certaine stabilité quantitative et qualitative de notre approche numérique.
Les erreurs sur P, non reportées ici par soucis de lisibilité, sont encore plus faibles que celles
sur .

Notons enfin que la stabilité par raffinement de pas de maillage a systématiquement été
vérifiée pour tous les calculs de ce manuscrit.

3.4 Application des protocoles a d’autres configurations géo-
métriques

Nous avons maintenant & notre disposition tous les outils pour investiguer de maniere
systématique les propriétés physiques des dispositifs ferroélectriques. L’objet de ce para-
graphe est d’appliquer les protocoles établis précédemment a de nouveaux exemples. Nous
choisissons des parameétres physiques différents de ceux utilisés avant, afin de pouvoir ins-
pecter le comportement de notre algorithme dans un cas nouveau, a savoir Py = 1, £ = I3,
€1le =10, 614 =5, ¢, = 1, elo, = 1et | = 11.5. Le premier exemple auquel nous nous
intéressons reprend celui de deux cylindres concentriques (voir Figure B.1)), ou cette fois
(Dy,Hy) = (8,1) et (D,H) = (24,17), tandis que le second illustre le cas des parallélépi-
pedes tangents extérieurs a ces cylindres (voir Figure B.Q) :

Qf = [—dy, dy] X [—dy,dy] X [—d.,d.] et Q=[-Dg, Dy] x[-Dy,Dy| x [-D,,D,],
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FIGURE 3.6 — Configuration dans le cas ou {1y et €2 sont parallélépipédiques.

Géométrie Cylindrique | Parallélépipédique
Pas dans Qy (hy) 0.58 0.59
Pas dans Q (h) 0.72 0.69
Neeuds dans Qf (Ny) 4142 5097
Neeuds dans Q (N) 261895 353965
Taille du systéme (N¢+ N°) 229137 308 640

TABLE 3.2 — Quelques caractéristiques des maillages considérés.

avec dy = dy = 4, d, = 0.5, D, = Dy = 12 et D, = 8.5. Quelques caractéristiques des
maillages de ces deux géométries que nous avons utilisés sont fournies sur la Table(@

3.4.1 Etude thermique

Afin de trouver numériquement la température critique et de découvrir plusieurs états
métastables en ’absence de champ électrique, nous avons reproduit le travail effectué dans le
Paragraphe . Ainsi nous observons sur la Figure plusieurs états de polarisation qui
ont été déterminés avec des démarrages aléatoires et déterministes dans notre algorithme
itératif, puis qui ont été chauffés et refroidis. Les courbes obtenues sont encore une fois,
et pour les deux exemples que nous étudions, presque affines par morceaux. Chacun de
ces morceaux correspond a une méme classe de solutions, dans le sens ou les profils de
polarisation, dessinés sur la Figure @, ont la méme texture.

Sur la Figure @, plusieurs représentations de la polarisation sont données : tout d’abord,
le champ scalaire P est représenté sur le plan (z = 0), tandis que le champ vectoriel de polari-
sation P est dessiné sur (z = 0) et (y = 0). On rappelle qu’on reconstitue P = (P, Py, P,)T
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FI1GURE 3.7 — Chauffage et refroidissement d’états critiques en ’absence de champ électrique
extérieur lorsque Q et €2y sont cylindriques (a) ou parallélépipédiques (b).

a partir de P et ¢ comme suit (cf. (@)) :

-1

P, = —QZT&T@ dans Qy,
-1

P, = —QZT&JQD dans €1y,
ey — 1

P, = —H'jTazgo—kP dans €.

A la vue de la ressemblance des courbes représentées sur la Figure @, nous nous conten-
tons de décrire la courbe relative a la géométrie cylindrique. Le profil dans {2y représenté sur
la Figure (a) est dit monodomaine (PM+), puisque P est orienté, en tout point, dans le
méme sens et la méme direction suivant (Oz). Cet état n’existe pas pour toute température,
mais seulement pour ¢ < —13.5. Si nous le chauffons encore, le profil bascule vers un autre
état, que nous appellerons cylindres-concentriques (PC+) : voir Figure (b). Dans cet
état, la polarisation est toujours dirigée selon 'axe (Oz), mais pas partout dans le méme
sens : dans un « cylindre » intérieur a {2y, P est dirigé vers le bas, tandis qu’en périphérie
le champ de polarisation est dirigé vers le haut : la polarisation est donc répartie dans deux
domaines. Cet état critique subsiste si nous le refroidissons, mais s’annule brusquement si
nous le chauffons lorsque t = —6.4. De la méme fagon, nous pouvons suivre sur la Figure
I’évolution en température de chaque état critique que nous avons déterminé, ce qui nous
fournit une température critique approchée t. ~ —4.8.

Les polarisations présentées sont toutes positives en moyenne, c’est pourquoi nous les
avons notées avec le symbole « + ». Lorsque U = 0, si P est une polarisation électrique
admissible, alors — P l'est également. Ainsi, 'opposé de chaque état critique découvert existe,
et sera plutot noté avec un signe négatif « - ». Par exemple, nous désignerons par (PM-)
I’état monodomaine ou le champ de polarisation est orienté vers le bas.

Finalement une certaine forme de stabilité de notre algorithme a été établie. En effet,
toutes les études thermiques présentées jusqu’ici ont conduit a des résultats similaires, a
la fois pour plusieurs jeux de parametres physiques mais également pour différentes géo-
métries. De plus, bien que les parametres considérés ne correspondent & aucun matériau
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FIGURE 3.8 — Profils de polarisation en ¢ = —15 lorsque {2 et {2 sont cylindriques : a gauche,
champ scalaire P, coupe en (z = 0) ; au milieu, champ vectoriel de polarisation P, coupe en
(y = 0); a droite, champ vectoriel de polarisation P, coupe en (z = 0); (a) correspond & un
état monodomaine, (b) & un domaine cylindrique et (c) a 4 domaines agencés en bandes.
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FIGURE 3.9 — Hystérésis en tension pour ¢t = —15 (—) et t = —10 (- - -) lorsque Q et Q
sont cylindriques (a), et pour ¢ = —10 lorsque € et {2 sont parallélépipédiques (b).

ferroélectrique réel, nous avons montré que notre algorithme converge vers des solutions
dans lesquelles la polarisation s’agence en domaines, ce qui évoque une des propriétés phy-
siques connues pour les matériaux ferroélectriques.

3.4.2 Cycle d’hystérésis en tension

La Figure @ représente 1’évolution de P lorsqu’on fait varier la tension a partir de ’état
monodomaine (PM-) a basse tension lorsque €2 est un parallélépipede ou un cylindre. Encore
une fois, on se contente de la description d’un seul exemple, & savoir le cas du cylindre pour
t=—15.

Tout d’abord, l'existence de 1’état (PM-) pour U < 0 est cohérente, puisque le champ
électrique est alors suffisamment fort pour que la polarisation soit orientée dans son sens.
Comme dans le cas de I'étude thermique, certains changements d’états ont lieu. Ainsi, (PM-)
bascule vers (PC-) a la tension U; = 19, puis vers (PM+) lorsque la tension vaut Uy = 38.
L’évolution a partir de (PM+) lorsqu’on diminue la tension peut se lire de maniére sy-
métrique, puisque (PM+) bascule vers (PC+) lorsque U = —Uj, puis vers (PM-) lorsque
U = —Us. On retrouve le cycle d’hystérésis en tension, propre aux dispositifs ferroélectriques,
dans chacun des exemples présentés ici.

On peut par ailleurs observer sur la Figure que chaque changement de profil entraine
une baisse de I’énergie du systéme, donnée par ([L.7). Ainsi ces résultats respectent la lecture
que l'on avait faite de la courbe d’hystérésis présentée dans le Chapitre 1 : des domaines de
polarisation apparaissent ou disparaissent afin d’abaisser I’énergie du systeme.

Ainsi le saut de (PM-) vers (PC-) en U = U; correspond a une baisse d’énergie lorsqu’on
augmente U. Celui-ci doit donc étre irréversible car le retour de (PC-) vers (PM-) correspon-
drait a une augmentation de I’énergie du systeme. C’est ce que I'on constate sur la Figure

: I’état (PC-) subsiste pour des tensions inférieures a U;. Ce phénomene forme une boucle
d’hystérésis locale et se retrouve a la fois pour t = —10 et t = —15 lorsque les géométries
sont cylindriques ou parallélépipédiques.
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FIGURE 3.10 — Hystérésis en tension lorsque Qs et © sont cylindriques (a) et évolution de
Iénergie (b); la température vaut ¢ = —15 et les boucles d’hystérésis locales apparaissent

en traits interrompus (---).

3.4.3 Etude de l’'influence de la taille de ’environnement paraélectrique

En pratique, 'environnement paraélectrique est « suffisamment grand » par rapport a la
couche ferroélectrique. Ceci implique en particulier que si nous agrandissons (), le compor-
tement de la couche ferroélectrique ne doit pas varier. Nous considérons plusieurs agrandis-
sements de ’environnement paraélectrique, et nous reportons sur la Table les maillages
associés, construits de sorte que les pas soient approximativement les mémes.

Il s’agit ici de voir si les propriétés thermiques et électriques de la nanostructure ferro-
électrique sont conservées. Afin de comparer les résultats obtenus, nous utilisons les erreurs
relatives en normes ¢2 et /> entre une solution (P, () obtenue sur la nanostructure Q%)
et une solution (P(j), gp(j)) sur QU), définies, pour tout 0 < i < j < 2, par () Les erreurs
sont donc calculées relativement a la nanostructure la plus grande, puisque c’est a priori la
plus stable. Notons que nous observons uniquement ’erreur sur ¢, mais 'erreur sur P est
systématiquement du méme ordre de grandeur.

Pour I'étude en température, on se contente de présenter la transition de 1’état monodo-
maine vers (PC) (voir Figure @(a)) Pour un pas de température ¢ = 0.1, on obtient que
ce saut a lieu pour la méme valeur de t quel que soit I'agrandissement considéré, ainsi qu’une
erreur inférieure a 6%. Cette transition thermique est donc stabilisée par agrandissement de
I’environnement paraélectrique. Pour d’autres températures, les erreurs entre les solutions
associées a ces états sont encore plus basses.

Afin de suivre le comportement des erreurs en fonction de la tension, nous avons considéré,
pour chaque Q) les « tensions redimensionnées » U =UH, /Hp, ou H; représente la hauteur
de Q). Nous suivons ’évolution de I'état (PM+), unique état métastable en U = 65, jusque
U = 0, avec un pas U = —1, lorsque t = —10. Nous constatons sur la Figure @(b)
que le saut de I'état (PM+) vers (PC+) existe pour tous les agrandissements et a lieu a la
méme tension redimensionnée U. Les erreurs sont trés convenables encore pour cette étude
puisqu’elles ne dépassent pas 2%.

Indiquons par ailleurs que le temps CPU correspondant & 1 simulation (calcul de (P(j ), cp(j ))
sur Q(j)) est de 'ordre de 15mn, 1h30, ou alors 3h, selon que le maillage correspondant a

62



3.4. APPLICATION DES PROTOCOLES A D’AUTRES CONFIGURATIONS GEOMETRIQUES

TABLE 3.3 — Quelques caractéristiques des maillages correspondant aux agrandissements de

Dispositif Q=00 o 0@
D, 12 15 18
D, 12 15 18
D, 8.5 11 13.5
Pas dans Qy (hy) 0.59 0.60 0.60
Pas dans Q (h) 0.69 0.69 0.68
Neeuds dans Qf (Ny) 5097 4108 4002
Neeuds dans Q (N) 353965 | 861627 | 1942532
Taille du systéme (Ny+ N°) | 308640 | 781024 | 1797620

2, et donc de 2, qui est ici de géométrie parallélépipédique, comme Q.
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FIGURE 3.11 — Evolutions des erreurs liées aux agrandissements de I’environnement pa-
raélectrique en fonction de la température (a) et de la tension (b) lorsque €2y et € sont
parallélépipédiques ; I’échelle est logarithmique sur ’axe des ordonnées et linéaire sur 'axe

des abscisses.
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I’agrandissement QO 0W ou Q@ est respectivement considéré.
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Chapitre 4

Etude numérique d’une classe de
nanostructures ferroélectriques
sous des considérations concretes

Dans le chapitre précédent, nous avons établi plusieurs protocoles afin d’étudier des na-
nostructures ferroélectriques. Cependant, ces protocoles n’ont pas été exécutés dans des cas
concrets. Notamment, les cas qui y ont été étudiés ne concernent pas des matériaux existants.
En particulier, la température critique relative et les valeurs des parametres physiques qui y
ont été considérées ne sont pas liées a une application potentielle. Dans le présent chapitre,
nous menons une étude numérique d’une classe de nanostructures, ou la couche ferroélec-
trique est constituée de Nitrite de Sodium (NaNQO3z). Cette couche sera de configuration
géométrique cylindrique ou parallélépipédique : en reconsidérant le dispositif expérimental
basé sur des applications de tensions de courant, nous ménerons une étude du comporte-
ment des nanostructures en tension et en température, tout en investiguant 'influence de
I’environnement paraélectrique.

Notons que nous avons récemment publié dans un Journal (c¢f. [42]) une partie des résul-
tats qui seront présentés dans ce chapitre, & savoir en particulier ceux qui apparaissent aux
Paragraphes et .

4.1 Configuration cylindrique

4.1.1 Présentation de la nanostructure

Nous considérons dans toute cette premiere partie du chapitre le cas ot Qy et Q (cf. aussi
Figure El!) sont tels que,

D 2
Qr = {(x,y,Z)GRg;x2+y2<(;) et z €
2

2
_ D H H
7= feroemiatip(5) w11},

Po| 1o [ €1y | &z | €1a | €1y |81z | 7
1 1 1 1 10 5 1 11.5

TABLE 4.1 — Caractéristiques physiques liées a la considération du NaNOs.
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Les notations des chapitres précédents sont reprises ici. Les valeurs des caractéristiques
physiques liées au NaNQOy (voir e.g. [60]), données dans le systéeme d’unités CGS, sont
reportées sur la Table . Notons qu’en fait, g, n’est pas exactement égal a 1 pour le
NaN Oz, mais nous avons plutot €|, 2 1. Nous appellerons nanotube la couche ferroélectrique
considérée.

Nous avons posé (D, H) = (24,17), puis considéré (D¢, Hy) = (8,1) dans un premier
temps. Nous calibrons dans ce paragraphe successivement les valeurs des parameétres ¢,
Hy et Dy. Notons que pour chaque simulation, nous avons vérifié que les valeurs de D et
H étaient suffisamment importantes pour que les propriétés de la nanostructure restent
stables par agrandissement de I’environnement paraélectrique. Les maillages sont générés de
sorte que le pas hy, relatif a Qp, et le pas h, relatif & Q, satisfassent hy =~ 0.47, h ~ 0.61.
Nous avons vérifié que hy et h étaient suffisamment petits pour que les propriétés de la
nanostructure restent stables. Enfin, chaque étude a été réalisée avec un pas de température
ou de tension égal & 1072.

Pour chaque valeur de ¢, €, € {10, 20, ...,90}, nous avons mené une étude thermique (cf.
Figure (a) pour quelques valeurs de €,). La température critique de I’état monodomaine
augmente avec la permittivité de I'environnement paraélectrique et, pour €, > 40, cet état
subsiste lorsque ¢ > —1. D’autre part, I’hystérésis en tension est obtenue (cf. Figure 4.1 (b)),
pourt = —0.9et U € [-0.4,0.4]. Les états monodomaines basculent les uns vers les autres, et
les boucles d’hystérésis sont d’autant plus grandes que €, I'est. A la vue de ces observations,
nous nous donnons pour la suite une permittivité de 'environnement paraélectrique élevée,
a savoir €, = 90, de sorte que 1’état monodomaine existe lorsque ¢t € [—1,0].

La température critique augmente avec la hauteur Hy et seul I'état monodomaine existe
(cf. Figure @ (c)) pour t € [—1,0]. D’autre part, les cycles d’hystérésis ne comportent
encore une fois que des états monodomaines. Nous fixons alors arbitrairement Hy = 1.7, qui
correspond a 10% de la hauteur H.

Un autre parametre caractéristique est Dy. La premiere chose a noter est que le choix de
Dy n’affecte que tres peu la valeur de la température critique (cf. Figure @ (e)) mais in-
fluence le nombre d’états métastables distincts existants. Pour Dy € {16,20}, I'état (PC+)
apparait en plus de (PM+). L’hystérésis en tension est également plus riche pour ces dia-
metres, en lesquels les états monodomaines ne basculent plus les uns vers les autres, mais
plutdt (cf. Figure @ (e)) par l'intermédiaire de (PC%). Nous choisissons Dy = 16 pour la
suite.

Finalement nous disposons d’un nanotube de NaNOs, avec €, = 90, t = —0.9, Hy = 1.7
et Dy = 16, qui nous apporte des renseignements trés fournis.

Il est nécessaire de s’assurer que le comportement de la nanostructure reste stable pour
€|» proche de 1 puisque, en fait, g, 2 1 pour le NaNOs, C’est le cas ici puisque, pour
g|- € {1,1.01,...,1.04}, le comportement de la nanostructure reste inchangé, a la fois en
température et en tension. Notons que pour g, € {1.05,1.06,...,1.1}, la température de
transition entre les états (PM+) et (PC+) est augmentée de 1072 et les sauts entre ces états
lorsque la tension varie sont également décalés.

Détaillons, pour conclure, I’étude de stabilité par agrandissement de 2, pour ce jeu de

arametres (e,, Hy, Dy). Nous considérons différents agrandissements reportés sur la Table

. Le maillage 1 correspond au maillage du nanotube qui est utilisé dans toute cette partie,
le maillage 2 (resp. 3) & un agrandissement de 50% (resp. 100%) du maillage 1. Les erreurs
commises, calculées & partir de (), ont été représentées pour I’étude en température sur
la Figure {1.2, et sont satisfaisantes puisque inférieures & 6%. Signalons que nous obtenons
des résultats similaires pour une étude en tension, avec une erreur plutot inférieure & 8%.
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FIGURE 4.1 — Evolution de P, en température (pour U = 0) et en tension (pour ¢t = —0.9),
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Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3
Diamétre de Q (D) 24 36 48
Hauteur de Q0 (H) 17 25.5 34
Pas dans Qy (hy) 0.47 0.47 0.47
Pas dans Q (h) 0.61 0.61 0.61
Neeuds dans Qy (Ny) 49211 44100 43967
Neeuds dans Q (N) 482 440 1190507 2582904
Taille du systéme (Ny+ N°) | 485621 1145704 | 2467108

TABLE 4.2 — Quelques caractéristiques des maillages correspondant aux agrandissements de
Q, et donc de (.

o
o
0
o
1

err 12
0.05F ,:I err 2(1,3) ——
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0.045 o err, (1?2 e
0.04} err (13 —-o--
o err,23)
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1 1
A -0.9 -0.8 -0.7 -0.6 -0.5 -0.4
Température relative, t

FIGURE 4.2 — Erreurs commises lors de I'agrandissement de ’environnement paraélectrique.

Indiquons par ailleurs que le temps CPU correspondant a 1 simulation est de ’ordre de
20mn, ou 2h, ou alors 6h, selon que le maillage 1, ou le maillage 2, ou encore le maillage 3
est respectivement considéré.

4.1.2 Etats métastables

Ce paragraphe sera consacré a la recherche d’états métastables puis a I’étude de leur
comportement en température. On _fixe donc U = 0. A l'aide de démarrages aléatoires et
déterministes dans 1I’Algorithme @ introduit au Chapitre E, on obtient (c¢f. Figure @)
différents états critiques en plusieurs températures t € [—1,0], que l'on chauffe et refroidit
avec un pas de température 6t = +0.01, sauf lorsqu’une transition d’état a lieu, auquel cas
§t € {£0.001, +0.002}.

Pour les différentes solutions numériques obtenues, une coupe du champ scalaire P en
(z = 0) est représentée en t = —0.9 sur la Figure @, ainsi que des coupes en (z = 0) et
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FIGURE 4.3 — Etude thermique du nanotube de NaNOs.

(y= 0) du champ vectoriel de polarisation P, reconstitué a partir de P et E = —V¢ (cf.
(@)) On retrouve I’état monodomaine (PM+), pour lequel P est positif dans tout Q5 et P
est orienté selon (Oz), ainsi que (cf. Figure §.4(e)) I'état formé de cylindres concentriques
(PC+) qui délimitent deux domaines de polarisations alternées et toujours orientées selon la
direction (Oz). Des états dans lesquels (cf. Figures @(a)—(b)) les domaines s’organisent en
bandes (P2B) et (P3B+), un état (cf. Figure@(d)) en forme de gouttelette (PG+) et un
profil (¢f. Figure @(c)) constitué de 4 domaines agencés en damier (P4D) ont également été
découverts. Toutes les polarisations P obtenues ont une moyenne non nulle, hormis celles
associées aux états (P2B) et (P4D) pour lesquelles les domaines orientés vers le haut et
vers le bas se compensent, la moyenne maximale étant celle du profil monodomaine. Les
solutions (P, ) affichées dans ce paragraphe vérifient toutes P > 0, mais nous rappelons
que le couple (—P, —¢) satisfait également (GLE) en U = 0. Nous noterons aussi ici avec
un signe « - » les solutions opposées a celles notées avec « + » (par exemple, (PM-) désigne
I’état monodomaine orienté vers le bas).

Les murs de domaines sont du type Ising, puisque la polarisation change d’amplitude
a travers le mur tout en restant parallele a Paxe (Oz). A haute température, le profil des
parois de domaine devient plus lisse et il n’y a pas de changement substantiel de la valeur
de P(z,y,z) pour = et y fixés : P(z,y,2) ~ P(z,y,0) pour tout (z,y,z) € Q. Cela fait
une différence avec les pervoskites ferroélectriques, qui possedent une permittivité élevée, ou
le flux de polarisation se réduit au bord du nanotube (voir e.g. [34, @, @]) La différence
entre ces cas est le ratio g, /£||Z, qui réduit substantiellement ’effet du champ de dépola-
risation dans le nanotube, en donnant une plus grande importance a la contribution du
terme —¢, pr |Vip|?dx dans I'énergie. Un autre fait remarquable est la déviation des murs
de domaines par rapport au plan préférentiel (z = 0), clairement visible pour I’état (P4D).
Notons également que les parois de domaines peuvent se courber, comme le montrent les
états (P3B+) et (PG+).

Les polarisations diminuent en moyenne suivant la température pour tous les états ob-
tenus, essentiellement car 'amplitude de P décroit, mais également par un mouvement des
parois de leurs domaines. Par exemple, les parois dans (P3B+) bougent, de sorte que le vo-
lume occupé par le domaine orienté vers le haut diminue, ce qui contribue a la décroissance
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FIGURE 4.4 — Profils de polarisation des états métastables pour le nanotube de NaNO-,
a gauche, champ scalaire P, coupe en (z = 0); au milieu, champ vectoriel de
polarisation P, coupe en (y = 0); & droite, champ vectoriel de polarisation P, coupe en

t =-0.9:

(z=0).
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t=-0.85 . t=-0.55
D = 3.45e-2

=-0.85
P = 3.36e-1 P = 7.31e-2 P = 6.09e-2

(b)

FIGURE 4.5 — Evolution de profils de polarisation par un déplacement des parois de domaine,
(P3B+)—(P4D) (a) et (PG+)—(PC+) (b).

de la polarisation moyenne. Ce déplacement conduit & une transformation continue de I’état
(P3B+) vers (P4D), pour lequel la polarisation est nulle en moyenne, et correspond a la
formation d’un domaine supplémentaire (cf. Figure §.5(a)). De la méme fagon, (cf. Figure

(b)), le domaine orienté vers le bas s’étend dans (PG+), qui devient (PC+); dans ce cas
le nombre de domaines reste le méme, mais leur nature topologique change.

Les mouvements des parois pour les autres états métastables ne se traduisent plus par
des changements dans l'organisation des domaines de polarisation. Ces autres états évo-
luent tous continliment, jusqu'a basculer brutalement vers 1’état trivial, hormis (PM+) et
(PC+). Lorsqu’il est chauffé, ’état monodomaine (PM+) bascule brutalement vers (PC+)
en t = —0.818, quel que soit le pas de température §t choisi. L’état (PC+) bascule vers 1'état
(P2B) en t = —0.366.

L’état (P2B) est le plus persistant. La moyenne de sa polarisation est toujours nulle;
la valeur absolue maximale de la polarisation dans chaque domaine diminue continiiment
jusqu’a devenir de 'ordre de 1073 en t = —0.32, puis s’annule en t = —0.318, qui est donc
la température critique de cet état ainsi que celle de la nanostructure.

A chaque température, nous avons identifié la solution la plus stable, i.e. I’état critique
d’énergie la plus basse (voir les bulles sur la Figure §.3). L’état monodomaine (PM+) est le
plus stable & basse température. Au dela de t = —0.83, ’état le plus stable est plutét (P2B).
Cette température de transition thermodynamique est a peine plus basse que la température
de basculement de I'état (PM+) vers (PC+).

Signalons que les moyennes P associées aux états métastables semblent dépendre de la
température suivant des relations P ~ a+/t — t*, voir par exemple [@] Ces relations sont
typiques de la dépendance température/polarisation dans les nanostructures ferroélectriques
que nous étudions et sont & rapprocher de l'estimation ([L.§) obtenue au Chapitre [l & partir
du potentiel de Gibbs.

Certains de ces états ont déja été observés dans d’autres travaux. L’état (P2B) a par
exemple été retrouvé expérimentalement dans le cas d’un nanofilm de Titanate de Plomb

(voir [64)).
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FIGURE 4.6 — Hystérésis pour le nanotube de NaNOs.

4.1.3 Cycle d’hystérésis en tension

Plusieurs états critiques ont été découverts dans le précédent paragraphe en absence
d’alimentation électrique (i.e. pour U = 0). L’objet de ce paragraphe va étre d’abord de
comprendre leur comportement lorsqu’une tension est appliquée, puis dans un second temps
d’investiguer si on peut naviguer entre certains de ces états, grace a l'influence de la tem-
pérature et du champ électrique. Fixons t = —0.9.

La Figure présente la courbe d’hystérésis obtenue pour le nanotube de NaNOs. La
tension U varie entre —0.6 et 0.6, avec un pas valant 6U = 0.01, sauf lorsqu’une transition
d’états a lieu, auquel cas 6U € {0.001,0.002}. Nous avons choisi de ne représenter nos résul-
tats que sur 'intervalle [—0.6, 0.6], car pour |U| > 0.6, B(P) ~ 1 et seul I’état monodomaine
persiste. En particulier, les profils (P2B+), (P3B=) et (PG+) sont suivis, a partir de U = 0.

Par un mouvement des murs de domaines dans le plan (z = 0), les volumes des 2 domaines
orientés vers le bas dans 1’état métastable (P3B+) diminuent lorsque le champ électrique
croit. A partir de la tension U; = 0.062, 'un de ces domaines, orienté contre le champ
électrique (i.e. vers le bas lorsque la tension est positive) disparait brutalement : transition
(P3B+)—(P2B). Le volume du domaine restant qui est aussi orienté vers le bas continue
de se réduire, jusqu’a disparaitre & son tour en Uy = 0.161 : transition (P2B)—(PM+).
Ces basculements brutaux sont irréversibles. Par exemple, on ne peut pas atteindre 1’état
(P3B+) a partir de I’état (P2B) par variation de la tension. Des transitions d’états similaires
existent si 'on diminue la tension a partir de (P3B+) : les domaines orientés contre le champ
électrique (i.e. vers le haut lorsque la tension est négative) occupent de moins en moins
d’espace et disparaissent, de sorte que (P3B+) bascule vers (P2B) en Us = —0.064, qui
bascule lui-méme vers (PM-) en Uy = —0.161.

Le comportement de (P3B-) est « symétrique » & celui de (P3B+), dans le sens ou ces
deux états basculent vers d’autres en les mémes tensions opposées :

(P3B-) — (P2B) — (PM-) et (P3B-) — (P2B) — (PM+).

L’évolution de I'état (PG+) est différente. Lorsque le champ électrique diminue, le do-
maine périphérique orienté vers le haut occupe de moins en moins d’espace et sa forme
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se rapproche de celle d’un cylindre évidé, comme lors de 1’étude thermique (cf. Figure

(b)). L’état (PG+) se rapproche ainsi de (PC+), puis le domaine orienté vers le haut est
renversé : (PC+) bascule brusquement vers (PM-) pour U = —0.404. L’augmentation du
champ électrique a partir de zéro, sur I’état (PG+), provoque encore 'augmentation du vo-
lume du domaine orienté « favorablement » (i.e. vers le haut) jusqu’a U = 0.080, ot (PG+)
change brusquement. Le nouvel état dépend du pas de tension utilisé : soit vers (P2B) pour
SU € {1073,1072}, soit vers (PC+) pour 6U € {2.1073,3.1073,5.1073}.

Une sensibilité de notre algorithme au niveau des transitions d’états critiques est souli-
gnée, et c’est pourquoi nous travaillons systématiquement avec plusieurs pas a leurs voisi-
nages. Dans le cas présent, le saut le plus cohérent nous parait étre (PG+)—(PM+), puisqu’il
correspond a la disparition du domaine orienté « défavorablement » (et donc orienté dans
le sens contraire du champ électrique).

Ces états restent stables pour de petites valeurs de |U| et disparaissent lorsque le champ
électrique devient plus intense. Les domaines de polarisation sont alors tous renversés, et
donc orientés dans le sens du champ électrique. Par exemple, pour U grand (U > 0), seul
I’état monodomaine (PM+) subsiste. La polarisation n’y est toutefois pas uniformément
répartie et demeure plus importante en périphérie.

La diminution du champ électrique a partir d’une haute tension provoque une diminution
de la polarisation pres de l'axe (Oz). Cet effet est connu sous le nom de branchement de
Landau-Lifshitz [36]. Cette propriété qualitative peut étre traduite quantitativement a ’aide
du parametre 3, puisque pour un champ parfaitement uniforme on a S(P) = 1. Par exemple,
pour U = 0.5 ot la polarisation est quasi-uniforme, on a |3(P) — 1| ~ 5.47.1073, tandis que
|B(P) — 1] ~ 1.03.107! en U = 0 o la variation de la polarisation est marquée. Notons que
le fait que la polarisation ne s’annule pas lorsque U = 0 était attendu (cf. la définition de
polarisation rémanente au Chapitre 1). Si 'on continue & abaisser la tension, la transition
vers (PC+) se manifeste brusquement en U = —0.060. La moyenne de la polarisation de ce
nouvel état est plus petite que celle de l'originel (PM+), mais est encore positive. Lorsque
le champ électrique orienté vers le bas croit encore, le volume du domaine orienté dans son
sens augmente également.

Pour un certain champ électrique critique obtenu avec U = —0.404, qui n’est autre que le
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champ coercitif du systeme, le domaine interne s’étend soudainement au volume entier : c’est
la transition vers 1’état (PM-). Cela forme la demi-branche de 1'hystérésis globale. L’autre
moitié peut se décrire par « symétrie » ; lorsqu’on retourne en arriere a partir de (PM-), les
transitions suivantes se produisent :
(PM-) — (PC-) — (PM+).
U=0.060 U=0.404

Par ailleurs, si on augmente la tension a partir de (PC+), cet état métastable persiste pour
U > —0.060. Le rayon du domaine central orienté vers le bas diminue, jusqu’a disparaitre
soudainement en U = 0.072. On obtient une boucle plus petite, appelée hystérésis locale.

La moyenne de la polarisation, P, est croissante par rapport a U, tant qu’il n’y a pas
de transition d’états. Cette croissance s’explique en partie par le mouvement des parois de
domaines, qui favorise toujours le domaine orienté dans le sens du champ, mais également
par une augmentation de la valeur absolue maximale de la polarisation dans chaque domaine.

Finalement nous avons découvert plusieurs états métastables a certaines tensions fixées,
en particulier en I'absence de champ électrique. La Figure @ présente ’ensemble des états
métastables entre lesquels on peut naviguer. Nous avons vu que pour de hautes tensions, un
unique état critique existe : (PM+). Par la variation du champ électrique et le parcours des
hystérésis globale et locale (cf. Figure @), on peut atteindre les états (PM+), (PCt) en
U = 0. D’autre part, en chauffant I’état (PM+) en I'absence de champ électrique, on peut
parvenir (cf. Figure @) a (P2B) : on parle de « reboot thermique ». Une telle commutation
entre ces 5 états permet d’envisager un stockage d’informations sur 5 bits (chaque bit étant
associé ici a un état).

4.1.4 Influence de la température sur les transitions d’états

Nous avons fixé jusqu’ici soit la tension a U = 0, soit la température a ¢ = —0.9.
Afin de comprendre l'interaction entre la température et le champ électrique, on investigue
Iexistence d’hystérésis pour plusieurs températures, avec U qui varie entre —0.6 et 0.6, et
selon un pas de tension 6U = 1072. On considére a cet effet ¢ entre —0.95 et —0.05, avec un
pas de température 6t = 10~1. On observe 4 types de courbes en tension (cf. Figure @(a)),
suivant la facon dont les états basculent les uns vers les autres :

1. Pour ¢t < —0.75, on retrouve, comme dans les études précédentes, que chacune des
transitions (PM)—(PC) et (PC)—(PM) est brutale. En particulier, l'irréversibilité
de ces transitions entraine la formation de deux boucles d’hystérésis locales, ainsi
qu'une boucle globale. La premiere transition (PM)—(PC) a lieu pour |U| de plus
en plus grand lorsque la température diminue, ce qui entraine une apparition des
boucles d’hystérésis locales pour |U| non proche de la tension nulle. Notons que ceci
était prévisible, puisque I’étude thermique menée précédemment nous informe que
pour t > —0.818, les états (PM) et (PC) ne coexistent plus lorsque U = 0. De plus
la différence des moyennes de polarisations (i.e. la « hauteur » du saut ici) entre ces
deux états diminue lorsque t augmente, jusqu’a ce que le basculement devienne presque
continu.

2. Pour —0.65 < ¢t < —0.45, la transition (PM)—(PC) est lisse et réversible. L’étude
de max(P) et min(P) (cf. Figure @(b)) en fonction de la tension permet de mieux
comprendre cette transition, ainsi que de visualiser ou se situent les différents états,
puisqu’on peut les distinguer selon les signes de min(P) et max(P) :

e si min(P) > 0 et max(P) > 0, état (PM+);
e si min(P) <0 et max(P) > 0, état (PC);
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e si min(P) <0 et max(P) <0, état (PM-).

On retrouve ainsi sur la Figure @(b) que les 2 transitions d’états sont brutales lorsque
t = —0.75 et méme plus précisément que lors de la transition (PM+)—(PC), seul le
domaine central change brutalement tandis que c’est plutot le domaine périphérique
qui bascule lors de la transition (PC)—(PM-). On lit également que, pour ¢t = —0.65
et t = —0.45, min(P) évolue contintiment lorsque la tension diminue, jusqu’a devenir
négatif, ce qui explique que la transition est lisse.

La transition lisse (PM)—(PC) pour —0.65 < t < —0.45 induit en particulier la perte
des deux boucles d’hystérésis locales. L'hystérésis globale subsiste puisque la transition
d’états (PC)—(PM) reste brutale.

3. Pour ¢t = —0.35, chacun des changements (PM)—(PC) et (PC)—(PM) devient lisse
et réversible. En particulier, 'aspect d’hystérésis disparait, ce qui était prévisible
puisque seuls les états (P2B) et 'état trivial (état (0), cas P = 0 = ¢), de moyennes
nulles, ont été déterminés pour cette température (la manifestation d’une hystéré-
sis nécessiterait 'apparition d’au moins un état de moyenne positive et de son op-
posé, & U = 0). Concernant cette température, 1’état (PC) bascule continiiment
vers (0) pour U = 0 (|P| diminue dans chacun des domaines jusqu’a s’annuler) :
(PM+)(PC+)+(0)+>(PC-)<>(PM-) ;

4. Pour t < —0.25, seul I'état monodomaine apparait. Dans sa phase paraélectrique,
la polarisation se comporte presque linéairement en fonction de U : P ~ x(¢)U, ou
t — x(t) est décroissante (cf. Figure f.§(c)).

4.1.5 Influence d’autres parametres sur les transitions d’états

Nous avons obtenu plusieurs types de transitions d’états en tension sous l'influence de la
température dans le paragraphe précédent. Nous nous intéressons ici a I'influence de deux
autres parametres du systéme : la taille de la couche ferroélectrique, qui sera caractérisée
ici a travers le diametre Dy, puis la permittivité €, du milieu paraélectrique environnant.
Dans les études qui vont suivre, nous inspecterons plus particulierement les transitions
(PM)—(PC) et (PC)—(PM), car ce sont les seules qui apparaissent lorsque nous recherchons
une hystérésis en tension a partir de |U| grand. Pour les études thermiques suivantes, nous
nous plagons dans le cas ou U = 0 tandis que nous fixons t = —0.9 pour l'investigation
d’hystérésis en tension.

Nous commencons par étudier I'influence de Dy sur la polarisation. Ainsi, nous consi-
dérons Dy € {2,3,4,...,20} et nous générons les maillages correspondants, en prenant soin
d’avoir des pas dans )¢ et Q qui restent inchangés.

Lorsqu’on chauffe la nanostructure ferroélectrique, on retrouve (cf. Figure @) les tran-
sitions d’états métastables lisses ou abruptes rencontrées au paragraphe précédent. Pour
12 < Dy < 15, la transition (PM)—(PC), lorsque la température augmente, est lisse et réver-
sible, et s’opere suivant le mécanisme décrit au paragraphe précédent. Pour 16 < Dy < 19, la
transition (PM)—(PC) devient abrupte et irréversible. Notons que la température ¢; de cette
transition diminue lorsque D augmente tandis que les températures critiques tpys, tpc, des
états (PM) et (PC) restent plut6t constantes. En conséquence, pour Dy grand, t; < —1 donc
seul I'état (PC) existe. De maniere similaire, pour Dy petit, on a t; > max{tpy,tpc} et
seul I'état (PM) existe.

Les transitions lisses observées pour l’étude thermique ne sont pas retrouvées pour
I’étude en tension (cf. Figure f1.9). On obtient cependant & nouveau les transitions abruptes
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(PM)—(PC)—(PM) lorsque 12 < Dy < 20. Sur la Figure @, les hystérésis locales ne sont
pas tracées (pour ne pas surcharger le graphique), mais elles existent puisque toutes les
transitions sont irréversibles. Pour 2 < Dy < 11, un nouveau type d’hystérésis est observe,
avec I'unique basculement abrupt (PM#+)—(PM¥F).

Pour 1’étude de l'influence de la permittivité du milieu paraélectrique, on considere
ep € {10,20....,200}. Remarquablement, lors de I’étude thermique du dispositif, on retrouve
(¢f. Figure @(c)) les mémes types de transitions (PM)—(PC) observées sous 'influence de
Dy, a savoir : une transition lisse pour 120 < g, < 160 et abrupte pour 80 < g, < 110.
De méme, la température de transition entre les états varie en fonction de €, et seul 1'état
monodomaine est retrouvé pour €, > 170 tandis c’est plutét uniquement I’état (PC) qui
est déterminé pour ¢, < 70. Cette pauvreté d’états métastables pour €, grand (g, > 140)
persiste lors de I’étude en tension, dans laquelle un échange des états monodomaines est une
nouvelle fois observé (cf. Figure @(d)) De plus, les 3 types d’évolution en tension obser-
vées pour différentes températures sont encore obtenues, & savoir des transitions abruptes
(PM)—(PC)—(PM) pour 60 < ¢, < 130, une transition lisse puis abrupte pour 30 < ¢, < 50
(ce qui entraine la perte des hystérésis locales) et des transitions uniquement lisses pour
ep = 20 (ce qui entraine la perte de la boucle d’hystérésis). Pour €, < 10, on retrouve enfin
que P est presque linéaire par rapport a U.

La premiére chose a retenir de cette étude est qu’il semble y avoir certains liens entre les
transitions d’états en température et en tension. Une relation facile a expliquer est que si
la transition en température (PM)—(PC) est brutale, alors il existe une température pour
laquelle les états (PM) et (PC) coexistent puisque 1'état (PC) est stable par refroidisse-
ment. En particulier, on doit les retrouver en U = 0, ce qui induit qu’il existe des boucles
d’hystérésis locales et ainsi que chacune des transitions d’états (PM)—(PC)—(PM) est né-
cessairement abrupte. Les autres liens sont moins évidents a comprendre. Par exemple, il
semble que si ’état monodomaine est seul a apparaitre lors de I’étude thermique, on ne re-
trouve également que cet état lors de I’étude en tension. Ceci peut étre justifié formellement,
puisque lorsque |U| augmente, les domaines orientés défavorablement au champ électrique
sont habituellement renversés ; ainsi si un unique domaine existe lorsque U = 0, il serait tres
contre-intuitif qu’un domaine apparaisse lorsque la tension augmente.

Un autre fait a noter est qu’on retrouve les mémes types de transitions sous l'influence
des différents parametres t, Dy et €,. Par exemple, les transitions en température obtenues
lorsque Dy varie apparaissent également sous l'influence de ¢,. De méme, les transitions
en tension sous I'influence de ¢ ou de Dy existent également pour certaines considérations
de €,. Ainsi, si on dispose d'un matériau ferroélectrique de petite taille, on peut imiter
le comportement d’'un matériau de grande taille en influant plutoét sur la permittivité de
I’environnement paraélectrique : on parle de dopage de matériau.

Les propriétés ne sont toutefois pas parfaitement conservées, puisque les températures
critiques tpys, tpc, des états (PM) et (PC) dépendent tres fortement de ¢, et trées peu
de Dy. 1l est alors naturel de se demander si I'on peut influer sur tpys, tpe, lorsque la
hauteur Hy de la couche varie. Nous menerons une étude afin de répondre a cette question
dans la seconde partie de ce chapitre, cette fois-ci lorsque la couche ferroélectrique est de
configuration géométrique parallélépipédique.
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raélectrique, sous configuration parallélépipédique, en fonction de la température.

4.2 Configuration parallélépipédique

Nous appellerons nanocristal parallélépipédique, ou plus simplement nanocristal, une
couche de NalN O dans une configuration parallélépipédique. Le domaine €2 sera également
de configuration parallélépipédique. Apres un calibrage géométrique de la nanostructure,
nous meénerons une étude en deux temps. D’une part, nous comparerons son comporte-
ment a celui du nanotube, que ce soit en température, en tension, ainsi que sous 'influence
de la permittivité du milieu paraélectrique environnant. D’autre part, nous inspecterons
I'influence des parameétres géométriques sur la température critique du systéme.

4.2.1 Description de la nanostructure

Nous disposons ici d’une couche ayant une hauteur et un volume dont les valeurs numé-
riques rappellent celles considérées dans le contexte cylindrique. Notamment,

= [—dy,ds] x [—dy,dy] x [—d,d],
= [=Ds,D;] x [-Dy,Dy] x [-D,, D],

o

oud, = dy = 7.09 et d, = 0.85. Les valeurs de la Table @ sont reprises ici. Pour cali-
brer les parametres de €2, on choisit d’étudier, selon la température, la transition d’états
(PM+)—(PC+), pour U = 0 et différentes valeurs de D, D, et D.. La valeur de la tempé-
rature de transition ¢; augmente avec le volume de I'environnement paraélectrique, a partir
de t; = —0.92 jusqu’a se stabiliser a t; = —0.80 pour D, = 15, D, = 15 et D, = 15. En effet,
si on consideére plusieurs agrandissements, dont les maillages sont décrits sur la Table 4.3,
alors les erreurs entre les différentes solutions numériques obtenues sont négligeables, car in-
férieures a 1% (cf. Figure , Ierreur est maximale sur 'intervalle de températures qui y est

79



CHAPITRE 4. ETUDE NUMERIQUE D’UNE CLASSE DE NANOSTRUCTURES FERROELECTRIQUES
SOUS DES CONSIDERATIONS CONCRETES

Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3

Largeur de Q (2D,) 30 32 34
Hauteur de Q2 (2D,) 30 32 34
Pas dans Qy (hy) 0.47 0.47 0.47
Pas dans Q (h) 0.61 0.61 0.61
Neeuds dans Qy (Ny) 43124 58041 57704
Neeuds dans Q (N) 1178044 1852418 2552340
Taille du systéme (Ny + NO) | 1121858 1772141 2292108

TABLE 4.3 — Caractéristiques des différents maillages pour 'agrandissement du milieu pa-
raélectrique lorsque le dispositif est parallélépipédique.

représenté ; les notations de () sont reprises). La considération de D, = D, = D, = 15
est alors faite.

Indiquons que pour 1 simulation, le temps CPU est de 2h, ou 3h30, ou encore 8h, selon
que le maillage 1, ou maillage 2, ou encore le maillage 3 est considéré sur la Table @

4.2.2 Comparaison avec la configuration cylindrique

Commencons par I’étude thermique (cf. Figure ), en fixant U = 0; de fortes similarités
avec le nanotube (cf. Figure f.3) existent. Tout d’abord, des états semblables apparaissent
(cf. Figure M : I’état monodomaine (PM), I’état 2 bandes (P2B), plusieurs états 3 bandes
(¢f. Figures (b)—(c)), notés ici (P3B+) et (P3B+,bis), un état constitué de 4 domaines
agencés en damier (P4D), un état « goutelette » (PG+) et enfin un état ayant un domaine
central cylindrique (PC+). Les mémes remarques que précédemment peuvent ici étre faites
sur les parois de domaines, qui sont encore de type Ising. On retrouve ainsi les transitions
brutales (PM+)—(PC+)—(P2B) ainsi que la transition lisse (P3B+,bis)—(P4D) causée
par un déplacement des parois de domaines. En revanche, I’état (PG+) ne se rapproche
plus contintiment de (PC+) mais s’annule, quel que soit le pas de température considéré.
Enfin, I’état (P3B+) bascule vers (PG+) ; cette transition se comprend mieux en observant
les déplacements des parois de domaines, puisque la taille du domaine central de (P3B+)
augmente pres du centre jusqu’a ce que celui-ci devienne qualitativement assez proche (cf.
Figure de I'état (PG+). Encore une fois, (PM+) est I’état le plus stable pour de basses
températures, environ jusqu’au saut (PM+)—(PC+), puis c’est au tour de (P2B); ’état
d’énergie minimale est indiqué par des bulles sur la Figure ¢.12.

Les résultats, lorsque la température est fixée a t = —0.9 et la tension varie, sont encore
a rapprocher de ceux du nanotube. On retrouve les transitions (PM+)— (PC+)—(PMF),
dont le caractere irréversible entraine l'existence d’une boucle d’hystérésis globale et de
boucles locales (cf. Figure ) La perte d’'un domaine de polarisation orienté défavorable-
ment au champ électrique généré par I'application de la tension U est également retrouvée
pour I'état (P3B), qui bascule vers (P2B). Enfin, la transition (P2B)—(PM) est a nouveau
obtenue, méme si une différence avec le cas du nanotube existe, puisque cette transition a
lieu pour une valeur de |U| plus grande que celle relative aux transitions (PC+)—(PM=+).
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FIGURE 4.11 — Profils de polarisation des états métastables pour le nanocristal, t = —0.9 :

a gauche, champ scalaire P, coupe en (z = 0); au milieu, champ vectoriel de polarisation
P, coupe en (y = 0); a droite, champ vectoriel de polarisation P, coupe en (z = 0).
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FIGURE 4.12 — Etude thermique du nanocristal; les états qui minimisent 1’énergie sont
indiqués par des bulles.
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FIGURE 4.13 — Transition de Iétat (P3B+) vers (PG+) en température.

82



4.2. CONFIGURATION PARALLELEPIPEDIQUE

o
[ee]
1

I
2}

Moyenne de polarisation, P
o
o EN

o
[}

|
.O
[}

|
o
N

Tension, U

FIGURE 4.14 — Hystérésis en tension du nanocristal parallélépipédique de NaNOs.

Notons que la commutation possible entre les états (PM=+), (PC+) et (P2B) existant en
U =0ett=—0.9, al’aide d’une réinitialisation thermique ou d’une variation du champ élec-
trique, permet d’envisager un « stockage multibits » de I'information aussi dans le contexte
du nanocristal.

Pour étudier I'influence du parametre Dy = 2d, = 2d,, plusieurs maillages ont été
considérés, avec Dy € {2,3,4,...,20}. Ces maillages sont construits de sorte que leurs pas,
dans Oy et (2, restent inchangés relativement a ces considérations. On observe a nouveau la
transition (PM)—(PC) et on retrouve les 4 situations observées dans le cas du nanotube,
pour des gammes de valeurs de Dy assez proches (cf. Figure ‘(a)) lorsque la température
varie (avec U =0) :

e pour Dy <11, seul I'état (PM) apparait ;

e pour 12 < Dy < 13, transition (PM)—(PC) est lisse et réversible;

e pour 14 < Dy < 16, la transition (PM)—(PC) est brutale et irréversible

e pour Dy > 17, seul I'état (PC) apparait.

De la méme fagon lors de ’étude en tension (avec t = —0.9), il y a encore une fois (cf. Figure
(b)) un échange des états (PM=)<>(PM7) pour Dy < 11 et uniquement des transitions
brutales (PM)—(PC)—(PM) pour de plus grandes valeurs de Dy.

Enfin, I’étude de I'influence de la permittivité €, conduit aux mémes conclusions que pour

le nanotube, en considérant €, € {10, 20, ...,200}. On obtient encore (cf. Figure E(c)—(d))
les 4 types de transitions décrits avant. On a notamment lorsque la tension varie (avec
t=-0.9):

e pour 10 < ¢, < 30, toutes les transitions (PM)—(PC)—(PM) sont lisses et réversibles;

e pour 40 < ¢, < 60, la transition (PM)—(PC) est lisse mais (PC)—(PM) est abrupte
et irréversible (en particulier, une boucle d’hystérésis globale se forme)

e pour 70 < g, < 110, toutes les transitions (PM)—(PC)—(PM) sont abruptes et irré-
versibles (en particulier, une boucle d’hystérésis globale ainsi que deux boucles locales
existent) ;

e pour g, > 120, I’échange (PM=)«>(PM¥) est brutal et irréversible.
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FIGURE 4.15 — Influence du parametre Dy = 2d, = 2d, (a)-(b) et de la permittivité de
I'environnement paraélectrique €, (c)-(d).
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Finalement, les propriétés des nanostructures ferroélectriques observées pour des géomé-
tries cylindriques ou parallélépipédiques sont trés semblables, et les aspects les plus impor-
tants, a savoir I’hystérésis multibits ou le dopage de matériaux, sont retrouvés dans les deux
cas.

4.2.3 Caractérisation de la température critique

Nous avons remarqué que la permittivité €, a une grande influence sur la température
critique_t. de la nanostructure (cf. Figure @(c)), contrairement au parametre Dy (cf.
Figure (a))

On veut comprendre ici comment se comporte t. a la fois selon ¢, et la hauteur Hy
de la couche ferroélectrique. Pour cela, nous allons considérer plusieurs couples (g5, Hy),
ou g, € {1,2,..,9,10,20,...,200}, Hf € {1.1,1.4,1.7,2,2.25,2.5}, en posant par ailleurs
Dy = 14.18. Pour chaque (ep, Hy) fixé, on reproduit une étude thermique; chacun des
états métastables obtenus posséde une température critique, déterminée & 102 pres, et on
considere que la plus grande d’entre elles est la température critique de la nanostructure.
Notons que c’est systématiquement celle de ’état (P2B), qui existe pour chacun des cas
considérés, qui est la plus grande.

Les résultats obtenus sont reportés sur la Figure , ou la température critique est
représentée en fonction de €, pour plusieurs valeurs de Hy. Il en découle qu'un ajustement
peut étre fait : par exemple, si I'on veut parvenir & une température critique t. = —0.5,
lorsque le nanocristal est de hauteur Hy = 2.5, alors il faut disposer d’'un environnement
paraélectrique de permittivité ¢, = 31. On peut également parvenir a cette méme tempé-
rature critique lorsque le nanocristal est de hauteur Hy = 1.4, en considérant plutét un
environnement paraélectrique tel que €, ~ 54.

On retrouve par ailleurs que ¢, dépend de ¢, mais on a de plus une dépendance vis-a-vis
de Hy : la température critique augmente avec la hauteur. L’étude indique que €, — t.(cp)
croit trés lentement pour €, grand.

Signalons pour conclure que nous avons aussi reproduit l'intégralité de cette étude pour
D; = 16 et on a obtenu tres sensiblement les mémes résultats. Ceci confirme l'idée, déja
évoquée, que le parametre Dy n’a pas d’influence prépondérante sur la température critique.
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FIGURE 4.16 — Evolution de la température critique ¢, sous I'influence de €, et Hy.
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Deuxieme partie

Nanostructures avec superposition
de couches ferroélectriques /
paraélectriques

87






Chapitre 5

Formation de domaines dans un
super-réseau ferroélectrique

Nous sommes concernés dans ce chapitre par une classe de nanostructures qui differe de
celle considérée précédemment, dans le sens ou les nanostructures sont ici constituées d’une
superposition de trois couches. La couche centrale est ferroélectrique et les deux autres
sont paraélectriques. La modélisation effectuée pour I’étude numérique de ces nanostruc-
tures, soumises a l’action de champs électriques stationnaires, est basée sur une variante du
couplage des équations de Ginzburg-Landau et d’Electrostatique réalisé dans la premiere
partie. Nous discrétisons par éléments finis le systéme non-linéaire qui en résulte et nous
nous intéressons en particulier a I'investigation numérique de la permittivité dite effective.

5.1 Présentation du modele
Dans toute la suite, la couche ferroélectrique, représentée par 2y,
Qf = (—dg, d) x (—dy,dy) x (—ay,ay),
est située entre deux couches paraélectriques (cf. Figure El]), désignées par,
Q, = (=dy,dy) X (=dy,dy) x (—ay — ap, —ay),

et,
Q;_ = (_d:pad:v) X (_dyady) X (afvaf + ap)v

oud; >0,dy,>0,a; >0,a,>0.On pose d, = ay + ap, et représente par ij,
S}t = {($,y,j:af) € R3 ; _dw <z< dl‘) _dy <y< dy} y
les interfaces entre la couche ferroélectrique et les couches paraélectriques. Aussi on pose,

§* = {(w,y,£d:) €R®; ~dy < < dy, —dy <y < dyf,

Iy = {(+de,y,2) eR*; —d, <y <d,, —d. < z<d.},

et,
Fy: {(a:,:l:dy,z) €R3; _dJ: <z < dz7 _dz < Z<dz},
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2¢0:U

FIGURE 5.1 — Géométrie d’un film ferroélectrique entre deux couches paraélectriques.

pour désigner les parties frontalieres de (2,
N = (—dy, dy) x (—dy,dy) x (—d.,d).

De méme,

I] = {(£ds,y,2) € R*; —dy <y <dy, —ay <z < ay},

et,

I‘@J;: {(:C,j:dy,z)ER?’; —dy < T < dg, —af<z<af},

désignent les parties frontalieres latérales de la couche 2f. Enfin, on convient de noter,
—O0- U0t _ o gt _g— gt
Q,=0Q,UQ;, S§=5US", S5p=5,U5%,

dans toute la suite.

Nous considérons un dispositif ferroélectrique (cf. Figure Ell), constitué de la nanostruc-
ture ainsi que de deux électrodes fixées sur les faces ST, qui y imposent des potentiels F¢y,
de facon a générer un courant électrique de tension U = 2¢y.

La description d’états critiques du dispositif s’appuie ici sur la modélisation qui a été
effectuée aux Chapitres EI et E Plus précisément, en vue de ’étude de ces états critiques
que nous menerons, nous sommes ici concernés par une variante du couplage des équations
de Ginzburg-Landau et d’Electrostatique qui a été réalisé au Paragraphe du Chapitre .
La couche ferroélectrique est donc aussi considérée comme étant de type uniaxial, et cette
variante de couplage fournit le systéme non-linéaire d’équations ci-dessous, ou les inconnues
sont représentées par P et . Le champ électrique E dérive du potentiel scalaire o, E = -V,
tandis que la fonction scalaire P permet de décrire la troisiéeme composante du champ de
polarisation P conformément a (@) Afin de simplifier nos éléments de langage dans la
suite, nous appellerons également polarisation le champ P. Nous sommes donc concernés ici
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5.1. PRESENTATION DU MODELE

par le systeme qui consiste a trouver P : (Tf — R, ¢ : Q — R, de sorte que,

203 P + 4aks P? — 2k AP + 9,0 =0 dans Qy, (5.1)
—e0(e 102, +€10;, +€02.)p +0.P =0 dans Qy, (5.2)
—e0(gp02, + 5p8§y +,02,)p =0 dans Q,, (5.3)
vla, = vlo; sur Sy, (5.4)

eo(g) 90l — €p0-¢la,) = P sur Sy, (5.5)

9P =0 sur T/, (5.6)

OyP =0 sur FZJ;, (5.7)

0.P=0 sur Sy, (5.8)

Oz =0 sur I'y, (5.9)

Oyp =0 sur I'y, (5.10)

© = Foo sur ST, (5.11)

Nous désignerons dans la suite par (GLE-N) ce systéme.

Notons que les équations (d)—(@) sont une réécriture de ([L.13), qui était introduit au
Chapitre [ll.

Une différence par rapport a la formulation (GLE) présentée au Chapitre E, est que le
présent dispositif a fait appel, dans la modélisation, en dehors d’une nouvelle configuration
géométrique de la nanostructure, a une considération partielle des conditions de Neumann
en ce qui concerne le potentiel ¢ (voir notamment (@3—())

Afin que la modélisation traduite a travers le systeme (GLE-N) puisse rendre compte
du comportement d’'un super-réseau ferroélectrique, a savoir un réseau ou les couches ferro-
électriques et paraélectriques, infinies dans les directions (Oz) et (Oy), se superposent dans
la direction (Oz), nous serons concernés par des considérations de valeurs des parametres
géométriques d, et dy, ainsi que d’états, rendant minimale 1’énergie libre associée (cf. Para-
graphe )

Une autre différence par rapport a (GLE) est que les valeurs des parameétres physiques
intervenant dans (GLE-N) évoqueront celles d’un matériau ferroélectrique et d’un environ-
nement paraélectrique ayant fait I’objet d’une considération dans une récente étude physique
expérimentale dont les résultats ont été publiés dans la revue Nature (cf. [72]). En particu-
lier, dans [[72], le matériau ferroélectrique n’est pas de type uniaxial, et notre approche de
modélisation conduirait plutét dans ce cas a un systéme comportant comme inconnues les
deux premieres composantes de P en plus de la troisiéeme composante de P et du potentiel
©; les deux premieres composantes de P étant alors en interaction non-linéaire avec les deux
premieres composantes de E. Notre approche conduirait donc a un systéme comportant bien
plus d’équations que (GLE-N), dans le cas du matériau de type non uniaxial. Cependant,
il s’agira aussi ici de distinguer la couche ferroélectrique €2y comme étant le matériau qui
fait référence au Titanate de Plomb PbTiO3 (PTO) et les couches Ql‘f, (), comme repré-
sentant I’environnement paraélectrique qui fait référence au Titanate de Strontium Sr7iO3
(STO). Dans nos investigations numériques alors, nous affecterons des valeurs numériques
aux parametres géométriques et physiques de (GLE-N) qui font référence en outre a de telles
couches pour Qy, Q. et Q.

Dans le systeme (GLE-N), a3 dépend de la température 7T,

aj ~ [3.8(T — Teo) + 0.95.10%uy, | .10%2,
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Parameétre Valeur Unité

a3 [3.8(T — Teo) + 0.95.10%u,, ] 1032 | Kg.nm3.s~4. A2
U —2.1073
Teo 752 K

T (um) 802 K
a3s 0.5.10™ KgnmT.s76.A74
ko 2.9.103 Kgnm.s™.A72
€0 8.85.10739 Kg=tnm™3.s%. A2

TABLE 5.1 — Valeurs numériques des parametres physiques relatifs a la couche PTO, et qui
resteront inchangées.

avec U, et Tro des constantes liées au matériau qui s’associe a €1¢. D’autre part, g¢ désigne la
permittivité électrique du vide, puis €; > 0, g > 0 et £y, > 0. Enfin, k3 > 0 et a33 > 0 sont
d’autres constantes physiques caractérisant le matériau ferroélectrique. La considération de
T est effectuée dans [0, Tc(upm,)), o,

T () = Teo — %105%.
3.8

Dans les investigations numériques, nous considérerons les valeurs de la Table Ell en
ce qui concerne les parametres physiques qui y apparaissent. Par ailleurs, nous affecterons
différentes valeurs numériques a € | , | et &p. Les parametres géométriques ay et ap, indiquant
les tailles des couches ferroélectrique et paraélectrique, prennent des valeurs s’exprimant en
nanometres (nm). Il en sera de méme pour les parametres d, et dy, qui renseignent sur les
largeurs de ces couches.

Un redimensionnement des grandeurs de la Table @, difficiles a manipuler en double
précision, est préférable. Dans [38], des développements analytiques en lien avec une famille
de nanostructures ferroélectriques bidimensionnelles sont menés afin d’en déterminer des
propriétés universelles ; un redimensionnement, qui y est notamment réalisé, est adapté ici
au cas tridimensionnel en vue d’une résolution numérique en double précision d’un systéme
équivalent & (El])—() Notamment, en notant, P = aP’ et ¢ = B¢/, on,

*\ 1/2 *\3,2\ 1/2
a= (T“j> ot f= <T3(a3)* af) : (5.12)

ass ass

avec,
1/2
k!
T= 5"\
a5(c0e 1) 2ay

5.2 Détermination analytique d’états de polarisation uniformes

Lorsque ¢9 = 0, le couple (P,¢) = (0,0) est solution du systeéme (El])—() Dans
ce paragraphe, nous envisageons de déterminer I’expression analytique d’autres états uni-
formes, pour toute considération de ¢y. Nous commencons par traiter le cas ¢g = 0 et nous
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5.2. DETERMINATION ANALYTIQUE D’ETATS DE POLARISATION UNIFORMES

introduisons les notations,
+ +
Qy =QfN (R? x RY), gp;t = cp\Q;t et oy = cp|Q?

Nous recherchons en fait (P, ) satisfaisant (@)—(), ou P est une fonction constante et
@ est affine par morceaux dans €). En particulier, on suppose que ¢ est affine dans Q; et
linéaire dans Q}L (nous verrons a posteriori que cette hypothese est correcte). Ainsi, il existe
A € R tel que,

gp}r(a:,y, z2)=Az Y(z,y,2) € Q;{

De plus, d’apres (), p(ay + ap) = 0, donc il existe B € R tel que,
gog(fc,y,z) =B(z—af—ap) V(z,y,2)€ Q;.
L’équation (@) fournit ensuite,
¢f(@,y.ap) = ¢y (2,y,a5) V(2,y) € [~dy,dy] x [~dy, dy],

i.e.,

Aay = —Bay,. (5.13)
L’équation (@) permet de noter que,
eo(eyA —e,B) = P,
ce qui devient, avec (),
€0 (5||A + spiA) =P
P

Alors,
P
A= ——————
+epi)’
€0 \&| T Epg,
et, avec (),
p=-4__ P
Gp gq (éH + Ep%)
Finalement,
z
go}'r(x,y, z) = —afP V(z,y,z) € QF, (5.14)
€0 (6” + 5”@)
et,

af+ap— =2
€0 (aHZ—? —|—£p)

En procédant de la méme maniere, on obtient également,

o (z,y,2) = P V(z,y,2) € Q. (5.15)

z

5P Y(z,y,2) €, (5.16)
€0 (a + sp—f) f
Il ap

0r (.Y, 2) =

et,
_ ar+ap+z _
Pp (.’L‘,y,Z) = _f+P V(l',y,Z) S Qp ) (517)
€0 (5“5 +sp)
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ce qui détermine completement ¢ sur 2. Notons que le potentiel électrique obtenu est impair.
Les équations (@(;-() sont toutes vérifiées. L’équation (@) fournit,

1

P| 2a5+ ———<
€0 (SH + 6;,;%)

+4a%,P? | = 0. (5.18)

Ainsi, pour 'expression ¢ déterminée avant, il existe P # 0 de sorte que (P, ) satisfasse
(EI)-() si, et seulement si,
" 1
203+ ——= <0.
ay
€0 (5“ + epa)

Le cas échéant,
1/2
1

1
P=+4|-—-| 205+ — i\
€0 (6” +€p£)

4ajs
et ¢ vérifient (@)—()
Cette condition, dans le cas de la couche PTO, en utilisant I’expression de a3 depuis la
Table b.1|, se traduit comme suit,

, (5.19)

0.95 10732
T — T+ ——10%uy, + — < 0. (5.20)
3.8 2% 3.8 X egq (<€H + Epi>

Ainsi des états de polarisations uniformes non nuls, pour lesquels ¢|q ; est linéaire et e
P
sont affines, ne peuvent exister qu’en dessous d’une certaine température critique, égale a,

10732
ag\’
2 x 3.8 X ¢g (EH +€p@>

Tc¢(um) = Te(um) —

Dans le cas général ou ¢g # 0, on procéde de méme en adaptant les calculs précédents
pour la détermination de . Par ailleurs, la condition nécessaire et suffisante d’existence de
trois polarisations distinctes associées est donnée par 4p> + 27¢> < 0, avec,

%0
1 N 1 1 €0&pq,
p=—1| 205+ —F——< q=-— L .
dajs €0 (6” + €p%) dajs €0 (&“H + €p%>
Ces polarisations sont les solutions de,
&
P — 505%—2

2EP + dafy PP = —— P
a
€0 (5\\ + Epé)

Cette étude permet d’illustrer 'influence de I'environnement paraélectrique sur les pro-
priétés de la nanostructure ferroélectrique. Posons ainsi ¢g = 0 ici et ¢ = 20. Par exemple,
dans le cas de couches paraélectriques de permittivité £, = 200, on a l'existence d’une
polarisation constante non triviale pour (af,ap) = (3,0.1) si T < T4 (um), avec,

T () ~ T77.30.
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5.8. FORMULATION VARIATIONNELLE ET APPROXIMATIONS PAR ELEMENTS FINIS

Si (ayf,ap) = (3,5), on a,
Tep(um) = —259.98,
ce qui signifie qu’il n’y a aucune température 7' > 0 telle qu’un profil de polarisation constant

non trivial existe, avec ¢ linéaire dans {1 et affine dans Q;, 2, . Par contre, pour &, = 500,
avec encore (af,a,) = (3,5), on a,

Tep(um) ~ 337.39,

et 'on retrouve 'existence de trois polarisations constantes. Ce résultat est & rapprocher des
études paramétriques réalisées aux Paragraphes et du Chapitre H, dans lesquelles
nous avions déja observé que la température critique augmentait avec la permittivité du
milieu paraélectrique environnant.

5.3 Formulation variationnelle et Approximations par Elé-
ments Finis

5.3.1 Formulation variationnelle

On se donne w une fonction (assez réguliere) dans ) vérifiant w|g+ = Feo et considere,
depuis (EI)—(), le probleme qui consiste a trouver P : 0y — Ret ¢ : & — R tels
que,

2035 P + 4a3; P? — 2k AP + 0, = —0,w dans Qf,  (5.21)
—eo(e102, + z—:La‘Sy +602.) + 0.P = o(e102, + sLagy + 5”832)10 dans Qy,  (5.22)
—e0(ep0azy + €p0ay, + €p02, )0 = €0(ep0a, + £p0a, + €p02, )w dans €,, (5.23)
vla, = ¢la;, sur Sy, (5.24)

co(g)0:¢la; — €p0:0la,) — P = —¢co(g)0.wla,; — ep0-wla,) sur Sy, (5.25)
0P =0 sur T, (5.26)

0,P=0 sur F?J;, (5.27)

0,P=0 sur Sy, (5.28)

Opp = —Opw sur I';, (5.29)

Oyp = —Oyw sur Ty, (5.30)

=0 sur ST, (5.31)

Introduisons I’espace fonctionnel,
W =H" Q) x {pc H(Q); ¢ =0 sur S}.

Une formulation variationnelle du systeme ()—() consiste a trouver (P,p) € W tel
que, pour tout (Q,v) € W,

2a} PQdx + 4a§3/ P3Qdx + 2k VP -VQdx + / (0.9)Qdx
Qf

Qy Qy Qy
2
c / (eVy) - Vids + | (8. P)idx — / (v, P)ibdo
Q Qf Sy
— 5 /Q (eVw) - Vb, (5.33)
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ol v = (Vg, 1y, v,)T désigne le vecteur unitaire de la normale extérieure a Q 7> et,

gl 0 0
0 . 0 dans 1y,
0 0 EH
E =
e 0 0
0 & O dans €,
0 0 g

est un tenseur constant dans {2y, puis dans €2,.

Proposition 5.1.
i) Supposons qu’il existe (P, ) € H%(Qp)x H*(SY) satisfaisant (M)-(M), avecw € H?(R).
Alors, (P, ) vérifie le probléme variationnel (153 )—(5.33|).
i) Supposons qu’il existe (P,¢) € W N (H*(2y) x H?(Y)) satisfaisant ()—(), avec
w € H2(Q). Alors (P, p) vérifie :

2a5P + 4a33 P3 — 2ke AP + 0.0 = —O,w dans L?(Qy
—80(€J_a§,x + €J_8§y + EHazz)(p + 8ZP = Eo(éj_agx + €J_8§y + 5\\53z)w dans Lz(Qf
—eo(ep0z, + eplpy +6p02.)p = eolepda, + ep0y, + €02, )w  dans L*(SY,
0P = 0 dans L*(T']
P = 0 dans L*(T'J

0.P = 0 dans L*(Sy).

Prewve. i) Soient (P,¢) € H*(Qf) x H%(2) vérifiant ()-() et (Q,v) € W. L’inté-
gration de () sur £y contre la fonction-test () fournit, apres application de la formule

de Green,
25 | PQdx + 4a’s / P3Qdx + 2ks / VP VQdx — 2k / (v-VP)Qdo
Q Q Q o0y
+ [ (0.0)Qdx = — / (0,w)Qdx,
Qy Qy

ot 01y est la frontiere de {2y. Cette relation se simplifie avec les conditions ()—()
comme suit,

2a} / PQdx + 4a%, / P3Qdx + 2k / VP - VQdx
Qy §f Qf
[ @p)Qdx=— [ (@.0)Qix.
¢ 2t
L’intégration de () donne, en utilisant la formule de Green,

/ (0. P)pdx + o / (V) - Vbdx — g / (v (V) tdo
of Q 09 (5.34)
= —50/ (eVw) - Vipdx + 50/ (v (eVw)) do.
Qf 09
De méme, en notant n = (n,, n,, n.)” le vecteur unitaire de la normale extérieure & €2,
on obtient, & partir de ( ),

So/Q (eV) - Vbdx — gg /Qpn[m n- (eVp)bdo + ¢ /7 v (eVp)do

NSy (5.35)
= —50/Q (eVw) - Vbdx + g9 /7 n - (eVw)ipdo — gq /mesf v - (eVw)ipdo,

» Q,NO0N

P
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ol la méme notation de mesure superficielle « do » est utilisée sur Sy et 0€2. L’addition

de () a () donne,
/Q (0, P)dx + /Q(5V<p) - Vipdx — 50/5 Z/Z(EH(?ZL,O\Qf — £p0:00|q, )do
f ¥

— [, cona(esug)ido — [ comy(e10,¢)0do

—/7 eonx(spaxgp)wda—/i sony(epaygp)@bda—/eonz(ep&zgo)wda
QNI Nal s
= —60/(6Vw) . dex—i—ao/ v. (g0, wlq, — epd,wlq,)Pdo
Q Sy '
—i—/ Eonx(aLaxw)dea—i—/ eony (e Oyw)pdo
T rf

+ [ eong(epdpw)pdo + | sony(epﬁyw)¢da+/50nz(ep62w)wda,
QNI Q,NTy s

ce qui se simplifie, avec les conditions (1525),(15254)—(153(1), et puisque 1) s’annule sur S,
en,

€ /Q (V) - Vipdx + [ (9.P)wdx — /

(v P)ypdo = —50/ (eVw) - Vipdx.
Sy Q

Qf
ii) Soient (P, ) € WN(H?(Qf) x H*()) vérifiant ()—(), avec w € H?(£2). On tire
de (), en choisissant Q € D(€),

/ (205P + a8y PP — 2k AP + 0.5) Qdx = — / (0,0)Qdx,
Qf Qf

et donc,
2a3P + 4ayP? — 2ks AP + 0,0 = —0,w  dans  D'(Qy).

Il suit qu’on a,
205 P + 4a, P? — 2k AP + 0,0 = —0,w  dans  L*(Qy).
Ensuite, pour ¢ € D(Qy), () devient,

/ (—60(&]_831 + Ej_azy + €||8§Z)g0 + 8ZP) Pdx = / (Eo(EJ_agw + €J_a§y + EHagz)w) Ppdx,
Qs Qs

d’ou,
—e0(e102, +£10;, +€02.)¢ + 0.P =eo(e102, + €102, +02,)w  dans  D'(Qy),
puis,
—e0(e1 02, + elajy + 5||8§z)<p +0.P =eo(e,0%, + £J_8§y + EH('?fz)w dans  L*(y).
De méme, en choisissant ¢ € D(£2,) dans (), on obtient,

—e0(ep0iy + pliy + €502, ) = €0(ep0iy + epliy + €502, )w  dans  L*(Q,).
D’autre part, on a avec la formule de Green appliquée a () pour @ € H'(Qy),

/ (205 P + 4a33 P* — 2ky AP + 0.0) Qdx + / 2ko (v - VP)Qdo
Q Ny

:—4ﬁ@@Qw,
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ce qui se simplifie avec ce qui précede en,
/ 2ka(v - VP)Qdo = 0,
09

d’oti, puisque € est C I par morceaux et donc ’espace des traces sur OS2 7 des éléments
de H'(Qy) est dense dans L?*(99y),

2ka(v-VP)=0 dans L*(99Qy),

puis, comme v|.; = (£1,0,0)7T, vlpr = (0,+1,0)7 et vls, = (0, 0,+1)7, on en déduit,
x Y

0P = 0 dans L3(T}),
0yP = 0 dans LQ(FZJ;),
9.P = 0 dans L*(Sy).

O

Notons par ailleurs que si (P, ¢) vérifie le probleme variationnel ()-(), avec les
hypotheses de la Proposition , alors, pour v € H& (), on obtient, avec la formule de

Green dans (),

/ (0, P)dx — 50/ V- (eVp)dx — 80/ V - (eVe)dx
Qy Qy Qp
+ /S vasoled:play = <pdgla, o - /S (=P

=€ . V- (eVw)ydx + Eo/Q V - (eVw)ydx
f P

~Js Vz€0(€||8zw!9f — &p0wlq, )Ydo,
f

ce qui se simplifie en,
/S (sto(euazgomf —&p0:.0lq,) — VZP> Ydo = /S v.eo(g 0w, — epdwlq,)do.
s s

On déduit ainsi que la relation () est, de maniere variationnelle, vérifiée.

Remarque 5.2.

La détermination analytique d’états de polarisation uniformes effectuée au Paragraphe @
permet de noter que la formulation variationnelle )—() posséde au moins une So-
lution. Les mémes développements au Paragraphe indiquent cependant qu’il n’y a pas
unicité de solutions pour toute considération des données.

5.3.2 Approximations par Eléments Finis

Considérons un maillage tétraédrique conforme de €2, de pas h, et notons 7, la collection
de tétraedres qui lui est associée. Ce maillage est construit de sorte que la collection 7;3; ,

T ={TeT; T Oy,

corresponde a un maillage conforme de (Tf, de pas hy. La région Sy est composée de faces
qui appartiennent chacune a la fois a un tétraedre de Q2 et a un tétraedre de €),. Pour
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chaque T' € T, nous considérons 1’élément fini de Lagrange représenté par (7, P11, ¥1,7),

ou P 1 et X1 7 sont respectivement ’espace des polynomes de degré inférieur ou égal a 1

définis sur T et le treillis principal d’ordre 1 de T', puis nous introduisons ’espace discret,
Wi = {(Ph,on) € C°(0) x C°Q) 5 Pulr € Pir YT €T/, onlr € Pur VT € T, gnls = 0} .

Une formulation discrete associée a la formulation variationnelle continue ()—() con-
siste & trouver (Py, pp) € Wy, tel que, pour tout (Qp, ¥n) € Wy,

2a§/ P,Qpdx + 4a§3/ PEthX + 2k2/ VP, -VQpdx + / (Gchh)thx
Qy Qy Qy Qy
- / (0,w)Qndx,
Qy
0 | (€Ven) - Vonds+ [ (@Painds— [ (vP)ndo
s

f
~ 5 /Q (eVw) - Vipdx.

(5.36)

Considérons l'ensemble {x;, 1 < j < N} des sommets de 7;, ordonnés de sorte que
X1,y XN, € Qf et également xq,...,xy00 € QUL UL, ot Ny, N% et N désignent res-
pectivement le nombre de nceuds dans (Tf, dans QU I, UT, et dans Q. En notant v; la
fonction de forme associée a x;, pour j € [1, N], on a les décompositions suivantes, pour

(Phson) € Wh,
NOO

Ny
Pp = Z Pjvj et ¢ = Z 555
j=1 j=1

ou P; € R pour tout j € [1,N¢] et ¢; € R pour tout j € [[1,N00]]. Le probleme (p.36) se
récrit alors sous la forme d’un systéme matriciel non-linéaire ayant deux inconnues vecto-
rielles; il consiste & trouver P = (P, ...,PNf)T e RV et @ = (p1,...,on00)7 € RN tels
que :
AP+ N(P)+B® = Fi,
{ CP+D® = Fy,

ou A est la somme d’une matrice de masse et d’'une matrice de rigidité relatives a ¢, D est
une matrice de rigidité relative a €2, tandis que B et C' traduisent les termes d’interaction,

A = 2a’§/ vvjdx + 2ko Vu; - Vudx )
Qf Qy (@)e[L.N]?

B = / vi(ﬁzvj)dx s
Qf (i,5) €[ 1,N¢ ]| x[1,N00]

Cc = (/ vi(azvj)dx—/ uzvivjdo’) ;
Qs Sy

(i,3)€[1,N0] x [1,N/]]

D = (60/ V’Ui' (6V’Uj)dx> .
Q (i-5) €[L,N O

La partie non-linéaire de (GLE-N) est exprimée a travers N(P), tandis que le second
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membre est traduit par F} et Fb,

Ny 3
N(P) = 4a§3/ ZPjvj v;dx ,
Qr \j=1

e v]
o (— /| f(@w)vz-dx)

Les coefficients des matrices présentées ci-dessus sont calculés a l'aide de la formule de
quadrature d’ordre 5 évoquée en (B.4) au Chapitre E Celle-ci est exacte pour le calcul des
intégrales qui y apparaissent, ou par ailleurs le choix ci-dessous est fait pour w,

et Fy= <—€0 / (eVw) - Vfuidx>
Q

i€1,N,] i€1,N00]

z
w(x,y,z) = _d7¢0 V(m,% Z) € Q.

La jacobienne de G,

G:(P,®) €R »—>( P+ DO — Fy eR ,

pouvant étre calculée explicitement sans complication particuliere, le systéme matriciel non-
linéaire précédent peut étre résolu a 'aide de I’ Algorithme B.4), présenté au Paragraphe
du Chapitre E

5.4 Etude numérique

5.4.1 Caractérisation de la largeur des nanocouches

Comme évoqué au Paragraphe @, relativement au systéme (GLE-N), nous sommes
particulierement concernés par des considérations de valeurs des parameétres géométriques
d, et d,, ainsi que d’états, rendant minimale I’énergie libre (cf. aussi Paragraphe )
En effet, une fagon convenable de tronquer les couches (infinies dans les directions (Ox)
et (Oy)) consiste, pour un_état donné, a choisir d, et d, minimisant I’énergie libre. Pour

chaque solution (P, ¢) de ()—(), on pose,
c
(2dz)(2dy)(2a5) Jo,

ou ¢ > 0 est une constante qui dépend de a3;. Dans les simulations numériques, nous serons
donc concernés par des évaluations de ’énergie F, obtenues en faisant varier d, et d,.

Dans tout ce paragraphe, nous fixons ay = 3, €, = 200, £, = 100, g = 20, et considérons
en premier lieu a, = 3. Pour chacune des expériences que nous menerons, on considere
dy € {2,2.5,...,11} et d; = d, et nous générons les maillages correspondants, en prenant
soin d’avoir des pas dans Q et 0 qui restent inchangés et valent respectivement hy ~ 0.27
et h = 0.35 (voir par exemple la Table @, maillage 1, pour le cas d; = d, = 3.5). Ainsi, 19
maillages ont été générés. Enfin on impose T' = 0 ainsi que ¢g = 0.

*/—..(Paso):_ P4dX7

Notons que pour chaque simulation, nous avons obtenu des résultats similaires pour des
maillages de pas hy ~ 0.22, h ~ 0.30, ainsi que pour des maillages de pas hy ~ 0.14,
h =~ 0.20. Quelques caractéristiques des maillages lorsque d, = d,, = 3.5 sont données sur la
Table (voir maillage 2 et maillage 3); le temps CPU correspondant & 1 simulation pour
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FIGURE 5.2 — Profils de polarisation avec ay = a, = 3 : a gauche, champ scalaire P, coupe
en (z = 0); au milieu, champ vectoriel de polarisation P, coupe en (y = 0) pour (a)-(c) et
(y = 3) pour (d)-(e); & droite, champ vectoriel de polarisation P, coupe en (z = 0).
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o : III .
_02:: ‘\
/ ........................................... e
-0.3FY 5
_0.4_ ‘I‘ ll u o‘
8 ‘I “ \
. ‘\ * -=t
= o5 b/ . O et 4ok
9 * q . JOt Tl
o0 * . [ +--=t"
= —-0.6F [y A h -
3} \ (X R
5 \ ‘Iil—"*‘ ..
-0.7f “ PR S - - - _-\-‘g
. ’_-lﬂ' ~s~ o 0"0"0--2‘_‘8"—9
¥ .- ;1§ .-
-0.8F ¥ “a .o--8
~+___+ '~.E__u_-ﬂ"
- 1 1 1 1 1 1 1 1 J
0% 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Demi-largeur du dispositif, dy
(a)
o
~0.2p,
—0.4F
o -0.6
=
=
— -0.8
R
o g
3} *.,
-1.2F + Y
_1.4F 4., P2
ey
~1.6f Rt N
e, e, L L LT e L SRl g
_1'8_ --+ ----- +
S Jreereeeesaeas fereereeenenens prereeeeeneas preeerenenenenas fraernananenas pressenenenenens peerereeeeseens feeeeeeennanas ,
2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Demi-largeur du dispositif, dy
(b)

FIGURE 5.3 — Energie libre en fonction de d, = d,,, pour a, = 3 (a) et pour plusieurs valeurs
ap €{2,3,4,5} (b); la courbe sans marque représente I’énergie de 1’état uniforme, celle avec
des croix « + » Pétat (P2B), avec des carrés « [0 » ’état (P3B), avec des cercles « o » I'état

(PC); le style des courbes correspond & une valeur de a, : a, = 5 est représenté par (—-—),
a, =4 par (—

), ap =3 par (- - -) et a, =2 par (---).
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FIGURE 5.4 — Représentation du champ scalaire de polarisation P pour a, = ay = 3.
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x1018
14

Norme de la polarisation, P,
o o > 0

IS

% 3 4 5 6 7 8 9

Demi-largeur du film, dy
FIGURE 5.5 — Evolution de la norme infinie de la polarisation associée a 1'état (P2B) en
fonction de d.

Maillage 1 | Maillage 2 | Maillage 3

Pas dans Q¢ (hy) 0.27 0.22 0.14
Pas dans Q (h) 0.35 0.30 0.20
Neeuds dans Qf (Ny) 120207 227029 700591
Neeuds dans Q (N) 350 532 670 305 2220129

Taille du systéme (Ny+ N%) 466 643 890 844 2823476

TABLE 5.2 — Quelques caractéristiques des maillages considérés, pour d, = dy = 3.5.
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le maillage 1, ou le maillage 2, ou encore le maillage 3, est de 20mn, ou 1h40, ou encore 9h
respectivement.

Pour chaque valeur de d,, des démarrages aléatoires et déterministes ont été pris en
compte pour initialiser notre méthode numérique itérative et plusieurs états ont été ob-
tenus. On retrouve des états métastables, (P2B) et (P3B), constitués de 2 et 3 bandes
respectivement (cf. Figure p.2(a)-(b)), ainsi que 1'état (PC), dont I'un des deux domaines
est cylindrique (cf. Figure p.2(c)) et un autre (P4D) ou les quatre domaines sont agencés en
« damier » (cf. Figure b.9(e)).

L’énergie libre pour les états (P2B), (P3B) et (PC) en fonction de d, est représentée sur
la Figure E(a). L’énergie minimale est atteinte avec ’état (P2B) en d, = d} = 3.5. Notons
que (P3B) minimise également F, en d, = 2d}. Plus précisément, les énergies Fpap(d;) de
(P2B) et Fpsp(d,) de (P3B), correspondant & une demi-largeur d,, sont associées par la
relation,

Fp3p(2d;) ~ Fpap(dy),

ce qui suggere que ces états sont reliés périodiquement. Les représentations pour chaque
état de = € [—dg,ds] — P(x,0,0) € R, avec d, € {2,4} étayent cette hypothese (cf.
Figure p.4(a)), puisque les répétitions antipériodique et périodique des courbes associées a
(P2B) avec d; = 2 et (P3B) avec d; = 4 sont les mémes, au déphasage 6 ~ 2 pres. Cette
relation traduit le fait que ce sont les mémes domaines qui apparaissent pour chacun des
états : la texture de polarisation de (P3B) n’est autre que la juxtaposition de deux profils
de polarisation associés a (P2B) (qui sont translatés d'un vecteur (£6,0,0)” par rapport au
profil centré en (0, 0,0)7). Ce sont donc les mémes états. On lit également sur la Figure p.4(a)
que la demi-largeur d, influe sur la polarisation. L’évolution de la polarisation a travers les
murs de domaines reste identique, mais la valeur absolue maximale de P augmente avec d,
(¢f. Figure @) jusque d, = 5.5, puis diminue.

On observe par ailleurs sur la Figure p.3(a) que I’énergie minimale de (PC) est atteinte en
d, = 8.5. Notons que celle associée a I’état représenté sur la Figure p.2(d) en est trés proche.
La Figure @(b) représente graphiquement la fonction z € [—d,, d;] — P(x,y,0) € R pour
quelques valeurs de y; on retrouve des courbes trés similaires, a un déphasage J ~ 6 pres.
Ainsi (PC) et I'état représenté sur la Figure @(d) sont les mémes, dans le sens ou leur
répétition périodique suivant les directions (Oz) et (Oy) aboutit au méme profil.

Le cas représenté sur la Figure p.9(e) est plus difficile & analyser, n’ayant pas réussi a obte-
nir cet état pour toutes les valeurs de d, considérées dans cette étude. Cependant son énergie
est beaucoup plus importante que les autres présentées ici, et n’apparait donc pas comme
minimale. Ses profils de polarisation étant toutefois tres similaires & ceux de (P2B), inspec-
tons s'il existe un lien entre les deux états. Les représentations de x € [—dy, d;| — P(z,y,0)

our quelques valeurs de y, relativement & ces deux états, ont une allure proche (cf. Figure
@(c)) Ceci pourrait laisser croire que ce sont les mémes états. Cependant, les profils agen-
cés en damier possedent des murs de domaines dirigés suivant deux axes distincts (Ox) et
(Oy), ce qui marque une différence importante avec les profils de I’état (P2B) et explique la
différence importante entre les énergies. Notons pour finir que le fait contre-intuitif qu’un
état ayant plus de domaines ait une énergie plus importante (alors que 1’apparition des do-
maines intervient justement pour abaisser I'énergie du systéme) s’explique ici par le volume
considérable occupé par les parois de domaines, qui augmente 1’énergie du systéme (ce qui
est dii au changement de polarisation a travers les parois, voir e.g. [bg]).

De fagon générale, pour les profils « en bandes », les fonctions z — P(x,y,0) conservent
la méme similarité pour différentes considérations de y € [—d,, d,], ce qui traduit une uni-
formité des domaines dans la direction (Oy). Au contraire, les fonctions g, : © — P(z,0, 2)
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sont distinctes pour différents choix de z € [—d., d;], et ||g:||co diminue lorsque |z| augmente,
ce qui traduit le fait que la polarisation est moins importante pres des interfaces ferroélec-
trique/paraélectrique. Par exemple, pour 1’état (P2B) lorsque d, = 2, on a ||go]|co ~ 8.10717
tandis que ||gs3]lc ~ 6.1071%. Notons enfin qu'on a, pour z € [—ayf,af], g—» = gz, ce qui
établit une symétrie par rapport au plan (z = 0).

La méme étude a été réalisée dans des environnements paraélectriques de tailles différentes
(cf. Figure @(b)) Pour a, = 2, I’état uniforme est minimisant. Dans ce cas, la valeur
optimale de d, associée a 1’état (P2B) ne semble pas étre atteignable, puisque son énergie
décroit asymptotiquement vers I’énergie de I’état uniforme sans la rejoindre. Pour les autres
valeurs a,, € {3,4,5} considérées, c’est I’état (P2B) qui est d’énergie minimale. Cette énergie
est atteinte en une valeur de d, qui diminue lorsque a, augmente.

5.4.2 Caractérisation de la permittivité effective et simulations numé-
riques

Tres récemment, des expérimentations physiques et des simulations ont été menées dans
le contexte des couches PTO/STO par P. Zubko, J.C. Wojdel et al. dans [72], pour établir
que la permittivité effective peut étre de signe négatif. Basée sur le calcul ab initio, ’approche
numérique des simulations dans [[f2] est connue comme étant en général particulierement
cotiteuse en temps CPU. En effet, sur le plan du temps de calcul, une telle approche perd
d’intérét face a une méthode numérique qui serait dédiée & un modele basé sur les Equations
aux Dérivées Partielles pour mener la méme investigation numérique. Bien que ne traduisant
pas un tel modele, ou €2y représente la couche PTO, et toutes les composantes du champ
vectoriel de polarisation sont en interaction non-linéaire avec celles du champ électrique,
nous menerons ici I'investigation numérique portant sur la permittivité effective a partir du
systéme (GLE-N) avec 'association de € & une couche PTO. Ceci, dans I'espoir de disposer,
a court terme, d’une approche numérique efficace qui serait en mesure d’étre reproduite
dans le cas de la généralisation du modele (GLE-N) prenant en compte une interaction non-
linéaire de toutes les composantes du champ vectoriel de polarisation avec celles du champ
électrique.

Commencgons par préciser la notion de permittivité effective, a partir d’un « champ élec-
trique moyen » E(¢g) et d'un « champ d’induction moyen » D(¢y).

Définition 5.3.
La permittivité effective entre deux potentiels appliqués qﬁél) et (;562) est définie par ecyy,

o,
__ 1 D) - D) a ay
z = — (2) — (1) O[f = € ap =
e0 B(o{Y) — BE(o) af + ap ay =+ ap
avec, pour i € {1,2}, )
@y _ _ *+ (1)
E = E :
(@) SLdd /Q () dx, (5.37)
D e E P E :
( 0 ) dedydz ( Qf (606” z =+ )dX+ QP EOEP z dx ’ (5 38)

en désignant par Eg) la troisiéme composante du champ électrique puis par PW le champ
scalaire de polarisation, qui correspondent a 'application du potentiel gi)(()l).

106



5.4. ETUDE NUMERIQUE

Dans tout ce paragraphe, on considere ¢, = 200, £, =100 et £ = 20.

Il est nécessaire, en premier lieu, de déterminer pour chaque température et chaque
état métastable, pour quelle valeur de d, = d, I’énergie est minimale. Fixons ¢q. Pour
ne pas travailler sur de nombreux maillages comme au paragraphe précédent, en chaque
température, on introduit un protocole d’expérimentation numérique : si I'on connait la

valeur d, = d&o) minimisant en T = T Pénergie F, que nous renotons dans la suite F(d;),

on recherche la valeur optimale de d, en T = Ty + 0T a partir de d;, = dg(go), suivant
I’Algorithme El], ou 0T > 0 désigne le pas de variation de la température. Cette approche
permet éventuellement de ne pas refaire tous les calculs réalisés lors de ’étude du paragraphe
précédent a chaque température. Ces expérimentations numériques engendrent tout de méme
beaucoup de calculs, puisque pour les lignes P-4, § et dans I’Algorithme , plusieurs
simulations doivent souvent étre réalisées, avec des initialisations différentes de la méthode
itérative, avant d’obtenir I’état métastable auquel on s’intéresse. Enfin, il faut tout de méme
déterminer la valeur de d, optimale en une température initiale, et reproduire au moins une
fois la méme étude que celle du paragraphe précédent : en particulier, cela n’économise pas
la production de nombreux maillages.

Algorithme 5.1 Recherche de d, minimisant I’énergie en une température 7.

entrées : Température T ; demi-largeur de la nanostructure d2¢ optimale & la température
précédente ; pas dd, de recherche de la demi-largeur d, optimale.
sorties : Demi-largeur de la nanostructure d}*” optimale & la température 7.
1 dPev « dold;
2: Calculer la solution pour d; = d}°" en la température T" puis I'énergie F(d}*") associée;

3: Calculer la solution pour d; = d}¢“—dd, en la température T puis I'énergie F(d°* —dd,)

associée ;
4: Calculer la solution pour d, = d}¢"+0dd,, en la température T" puis I’énergie F(d}"+0d,,)
associée ;
5 tant que F(d}V) > F(d2" + ddy) ou F(d2") > F(d2*" — od,) faire
6:  si F(dp®) > F(dp* + dd,) alors
7: dApe? «— d7°" + 6dy ;
8 Calculer la solution pour d, = d}*" + dd, en la température T puis ’énergie
F(d*" + dd,) associée;
9: sinon
10: dApe? < d7e" — ody ;
11: Calculer la solution pour d, = d}*" — dd, en la température T puis 1’énergie
F(d*" — dd,) associée;
12:  fin si

13: fin tant que
14: sortie de I’algorithme.

En travaillant en une température initiale Ty = 0, avec les pas 67 = 10, dd, = 0.5, on
obtient que chaque demi-largeur d, minimisant I’énergie en T reste optimale pour toute
température et tout ¢o € {0,0.25.10'6,0.5.1016} considérés ici. Pour a, = ay = 3, on
rappelle que d, = 3.5 (voir paragraphe précédent) et I’état (P2B) est minimisant tandis que
pour a, = ay = 1,2, c’est I'état uniforme qui est minimisant, et il ne semble pas exister de
valeur de d; minimisant 1’énergie de (P2B) (voir le cas af = a, = 2 sur la Figure @) En
association a ’état (P2B), on prend d, = 9, au voisinage duquel on consideére que 1’énergie
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--- =2, état (P2B)
— ap=2, état uniforme
-©- ap=3, état (P2B)
-6~ a,=3, état uniforme
a,=5, état (P2B)

~ ~
.....
~ .~

Température, T

FIGURE 5.6 — Comportement de P2 en fonction de la température, pour ¢y = 0.

libre est localement constante, puisqu’on a, a la fois pour a, = ay =1 et a, = ay = 2,

Flds =9) = F(de =85) _ 0, [F(ds=9) = Fld =95)|

<1072,
|~7:(dz = 9)| |~7:(dx = 9)‘

Cette recherche de la largeur optimale de la nanostructure fournit des solutions pour
tous T', et on peut reproduire 1’évolution de la polarisation en fonction de la température,
comme nous le faisions dans la Partie I de ce manuscrit. Sur la Figure b.6¢, on constate a
nouveau que P2 dépend linéairement de T et que la température critique du dispositif est
strictement inférieure a sa température de Curie.

Avant de mener des investigations numériques portant directement sur la permittivité
effective, commengons par nous intéresser a une reformulation des expressions () et
(), de la Définition concernant ce parametre, en exploitant la forme géométrique
qu’a la nanostructure représentée ici par 2.

Soit (P, ¢) une solution classique de (GLE-N). D’abord, on a, a 'aide de la formule de
Green, puisque ¢ = F¢q sur (z = +d,), que,

— 1
B0 = i | (—o-p)ix

1 1
= (nzgp)da

- n.o)do,
8drdydz SN(z=d) ( 90)

B 8dxdydz SN(z=—d>)

ol n = (ng, ny, nz)T est le vecteur unitaire de la normale extérieure a 2. Ainsi,

_ 1
E R / do + do | .
(¢0) Sdzdydz ¢0 ( SN(z=d.) SN(z=—d>) >

On a donc que,
Po

B(do) = = (5.39)
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et alors,
U

E(¢o) = 5.

Nous avons par ailleurs I’énoncé suivant, qui concerne une reformulation de D.

Proposition 5.4.
Pour toute solution classique (P, ) de (GLE-N) (avec ¢ = £¢o sur ST ), on a que,

1
4dxdy SN(z=d.)

b(¢0) = 606pEsz, (5.40)

ot E = (E,,E,, E,)T désigne le champ électrique.
Preuve. Commencons par introduire les fonctions suivantes,

F:ae [—af,af] '—)F(O&) :/7 (€0€||EZ+P) do,
Qfﬁ(Z:Oz)

G rae-d,,—af|— G (a) = /7 eoepE.do,
Qp N(z=a)

et,
Gt:a€lap,d)— Gt (a) = /7 coepE.do.

Qf N(z=a)

On organise cette preuve en cing étapes. On commence par montrer que F(a) = F(—ay)
pour tout a € [—ay,ay], puis G~ (a) = G~ (—d,) pour tout a € [—d.,—ay| et ensuite
G*(a) = G*(d,) pour tout « € [ay, d.]. Ensuite, on établit la relation F(+af) = G*(%ay).
Finalement, on déduit qu’on a bien ()

e Soit a € (—ay,ay]. Depuis (@), on aque V-Dy = 0 dans €, donc aussi dans 'ouvert
R, = (—dg,d;) x (—dy,dy) x (—af, ), olt on a posé,

Df = 50E+ Pf dans Qf,
avec,
60(81_ — 1)E$
P;= go(er —1E, dans Q.
8()(6“ — l)Ez + P

Par la formule de Green, il vient, en notant v = (v, vy, )T le vecteur unitaire de la
normale extérieure a Ry, que,

/ v-Dydo =0,
IR

i.e.,

v-D¢do + v-D d0+/ v-D¢do
/azzamrgj J ORNTY f Sy !

+ V- Dde =0.
ORaN(z=0)

(5.41)
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Puisque vy = v, = 0 sur Fg;, on a,

/ v-Dydo = —/ vz (€0e 1 Opip)do,
ORaNTY ORI

puis, d’apres la condition de Neumann (@),

/ v-Dydo = 0.
ORI

En procédant de méme, avec cette fois la condition de Neumann (), on montre que,

/ 12 Dde‘ =0.
ORI,

Ainsi () devient,

/ I/'Dde'-l- I/'Dde':O.
Sy ORaN(z=0)
Alors, comme v, = vy =0 sur S, = 0Ra N (2 = —ay) ainsi que sur 0R, N (z = ) et
puisque les troisiemes composantes de v sur ces faces sont opposées, on a que,

/ (Eo&HEzﬂ-P)dO': / (606“EZ—|—P)dO'.

ORaN(z=0a) ORaN(z=—ay)
Finalement,

F(a) = F(—ayf) Va € [—ay,ay]. (5.42)

e Soit a € (—d., —ay|. Depuis (@), on a que V-D, = 0 dans Q,, donc aussi dans
R, = (—dg,dy) x (—=dy,dy) x (—d,, ), ot on a posé D, = goep,E dans Q,. Par la
formule de Green, on a que,

/ v-Dpdo + V~Dpd0+/ v-Dpdo + v-Dypdo =0,
ORaNly ORIy S- dRaN(z=0)

qu’on peut simplifier, en procédant comme avant et puisque ¢ vérifie une condition de
Neumann sur I'; et I'y, en,

/ (505pEZ)da:/ (coepEy)do,
IRN(z=a) -

puis,
G (o) =G (—d,) Vo€ |—d;, —ay] (5.43)
e On montre de la méme fagon que,
Gt(a)=G"(d,) Va€ [af,d,] (5.44)
e L’équation (@) fournit,

/S* E()EpEZdU = /9+(€08||EZ +P)d0,

f f
i.e.,
F(af) = Gt (ay). (5.45)
De méme, on a,
F(—ay) =G (—ay). (5.46)
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e On déduit de ce qui précede, en utilisant le théoreme de Fubini, que,

— 1
D(o) = Sdodyd, </ﬂf (cog | Ez + P)dx + /Qp EOEpEde>
1 af /
= S eog) E; + P)dzdyda
8dacdydz —ay Qfﬂ(z:oz)( ol ) Y

1 —ar
—1-7/ / coep Edrdyda
Sdmdydz —d. JQ,N(z=a) °p Y
1

dz
+— / coep Edxdydo.
Sdmdydz af QfN(z=a) op Y

Ainsi, on obtient que,

. 1 af 7af dz
D = — F(o)da + G_ada—l—/ G+ada>
) = s ([ e [ 6 @+ [T 6t
1
- - —(— +
= Sy (2a¢F(af) + apG~(—d;) + apGT(d.)) ,
avec ( .4)—(). Aussi, avec ()—(), on a que,
— 1
D = ———2d,G"(d,).
(@0) = g 20-G )
Alors,
— 1
D(¢p) = coepB.do.

4dzdy SN(z=d>)
|

Notons que le dernier point de la preuve de la Proposition @ peut étre adapté pour
ramener D(p) a un calcul d’intégrale sur toute autre surface (2 = ), avec o € [—d,, d,].

Nous utilisons dans les investigations numériques les formules ) et () qui, contrai-
rement a leurs expressions équivalentes introduites en () et (p.38

), sont treés peu suscep-
tibles a des erreurs d’arrondi sur le plan des calculs numériques et nécessitent par ailleurs
dans leurs évaluations un temps de calcul moins cotiteux.

La Figure @ présente certains de nos résultats numériques. Constatons d’abord que les
valeurs numériques prises par la permittivité effective indiquent que ce parametre est tres
peu influencé par des choix de « faibles » potentiels électriques appliqués sur S, comme ceux
liés ici aux considérations de ¢g telles que ¢g € {0,0.25.10'6,0.50.10'6} (le redimensionne-
ment des grandeurs évoqué en () associe ici le potentiel ¢, olt ¢ ~ 10'%, au potentiel
redimensionné ¢, ot ¢’ ~ 1073).

On rappelle qu’on a l’existence de polarisations uniformes non triviales sous une certaine
température Teg(tm, ¢o), dont deux disparaissent pour des températures plus élevées. Re-
lativement a ’état de polarisation uniforme, on obtient que sur chacune de ces gammes de
températures, ee_flf dépend linéairement de T

On observe en particulier que la permittivité effective prend des valeurs négatives.
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FIGURE 5.7 — Valeurs de l'inverse de la permittivité effective en fonction de la température,
relatives a deux potentiels appliqués au bord, ¢ et ¢, avec ay = a, = 3 (a) et (b) pour
un zoom, puis a, = ay = 1 (c), ap = ay = 2 (d); les valeurs de Ee_flf pour l'état (P2B)
sont marquées par des cercles, tandis que celles pour ’état uniforme sont représentées sans

marque.
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Le comportement de la permittivité effective associée a 1’état (P2B) est plus difficile a
traduire d’un point de vue de modélisation physique. Il est prédit dans [[2], ou des expéri-
mentations physiques sont menées avec des couches PTO/STO, que Ee_flf prend I'allure d’une
fonction affine pour T < Teg(um, ¢o), ce qu'on retrouve dans nos simulations. Par contre, le
comportement pour Teg(tm, ¢o) < T < T, est encore mal compris. Nous avons obtenu que
e;flf chute, de par une transition d’état vers I’état trivial, en s’inclinant (cf. Figure p.7(b)).

Qualitativement, ces résultats sont en cohérence avec les résultats expérimentaux de
[72]. Les valeurs obtenues sont cependant tres différentes, méme dans le cas des polarisations
uniformes. Ceci provient bien entendu du fait que notre systéme (GLE-N) traduit un modeéle
ou seules les troisiemes composantes de E et P sont en interaction non-linéaire, pendant
que nous représentons la couche PTO par 2.

D’autres dispositifs ont également été considérés et les évolutions de agflf pour ay =
ap = 1,2 sont aussi représentées sur la Figure . Pour ay = a, = 1, la température de
transition pour I’état (P2B) est inférieure a Teq(um, ¢o), avec chute vers 'état trivial. Pour
ar = ap = 2, la température de transition Tey(um, ¢o) de I'état uniforme est proche de la
température critique 7, du matériau. Encore une fois, I’état (P2B) chute vers I'état trivial
en s’inclinant. Notons que la norme infinie de chacune des polarisations associées a 1’état
(P2B) tend vers 0, lorsque la température augmente. On a que || Pl|s ~ /T — T¢, ce qui est
a rapprocher du comportement observé sur la Figure p.6.
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Chapitre 6

Etude basée sur un modele avec
conditions périodiques

Nous sommes encore concernés dans ce chapitre par une classe de nanostructures qui
sont constituées d’une superposition de trois couches, la couche centrale étant ferroélec-
trique et les deux autres étant paraélectriques. Un nouveau modele est proposé, et differe
de celui du chapitre précédent dans la prescription des conditions aux limites. Le cas des
conditions périodiques est ici considéré. Une premiére méthode numérique, s’appuyant sur
des approximations par Différences Finies, est d’abord mise en place. En vue d’une discré-
tisation plus précise des conditions a l'interface ferroélectrique/paraélectrique, une seconde
méthode numérique, faisant intervenir a la fois des approximations par Différences Finies et
par Eléments Finis, est introduite. Nous menons finalement des investigations numériques
pour inspecter le comportement de la permittivité effective, a la fois dans le contexte ou
la permittivité du milieu paraélectrique est constante et dans le cadre ou elle dépend de la
température.

6.1 Présentation du modéele

Les nanostructures que nous considérons sont encore constituées d’une couche ferroélec-
trique enclavée entre deux couches paraélectriques. On reprend les notations du chapitre
précédent, introduites au Paragraphe p.1, de méme que la configuration géométrique des
dispositifs qui y est présentée (cf. Figure p.1l). Le modele auquel nous nous intéressons ici
est basé sur le méme couplage d’équations de Ginzburg-Landau et d’Electrostatique pré-
senté au chapitre précédent, et se distingue dans la prescription des conditions aux limites.
Les inconnues du systeme sont encore le potentiel ¢, duquel dérive le champ électrique
(E = —V) et P, qui permet de décrire le champ vectoriel de polarisation a travers (@C])

Nous sommes, dans ce chapitre, concernés par le systéme qui consiste a trouver les fonc-
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tionsP:Qif—>Ret@:ﬁ—>R,desorteque:

2a3P + 4aks PP — 2ke AP + 0,0 = 0 dans Qy, (6.1)
—e0(e10%, + aLajy + €||83Z)g0 +0.P=0 dans Qy, (6.2)
—e0(gp02, + 5p8§y +,0%,)p =0 dans Q,, (6.3)
ola, = ¢lo; sur Sy, (6.4)

eo(g9:pla, — €p0-la,) = P sur Sy, (6.5)
P(z,y,2z) = P(x + 2dy, vy, 2) Y(z,y,2) eTL™,  (6.6)

P(x,y,2z) = P(z,y + 2dy, 2) V(x,y,z) € ng’_, (6.7)

0.P=0 sur Sy, (6.8)

o(z,y,2) = p(x + 2dyg, vy, 2) V(z,y,2) €T, (6.9)

o(x,y,2) = p(z,y + 2dy, 2) V(z,y,2) e, (6.10)

© = Foo sur S, (6.11)

ou on a noté,

Qr = (—dg,dy) x (=dy,dy) X (—ay,ay),
Y CEhih

D xy U yy Uy frtz),
Q = Q UQ;,
Q = (—dg,dy) x (—=dy,dy) X (—dz,d>),
Sjj”E = {($>y>iaf) eR?; —d, <z <d,, —dy <y < dy} 7
Sp = 5 US}",
S+ = {(az,y,:l:dz) €ER?; —d, <x<dy, —dy<y< dy} ,
S = STust,
Iy - {(_da?vyvz) €R’ ; _dy <y< dy, —d, <z < dz} ,
Iy, = {(@,—-dy,2) eR?; —dy <3< dy, —d. <2< d.},
i~ = {(—dp,y,2) €R®; —dy <y <dy, —ay < z<as},
Fg’* {(:U,— y,z)€R3; —dy < x < dyg, —af<z<af}.

Dans la suite de ce manuscrit, nous appelons systéme de Ginzburg-Landau Electrostatique
Périodique (GLE-P) le systéme formé par les équations (@)-()

La différence de ce systéme avec celui présenté dans le chapitre précédent tient dans les
conditions appliquées a P sur Fgﬁ, Fch, et a o sur I'y, I'y, qui sont ici périodiques alors qu’elles
étaient de Neumann dans le chapitre précédent.

6.2 Meéthodes numériques

De par la forme géométrique de €2, et les conditions périodiques imposées sur P et ¢,
des approximations par Différences Finies du systeme (GLE-P) sont adaptées. Comme nous
le constaterons, une hybridation des approximations par Différences Finies et Eléments
Finis aura un trés grand intérét d’étre aussi effectuée pour associer a (@)—() un autre
probleme discret.
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6.2.1 Approximations par Différences Finies

Nous proposons, dans ce paragraphe, un probléme discret associé & (GLE-P), uniquement
basé sur des approximations par Différences Finies. Commengons par définir les nceuds de
la grille sur laquelle les approximations vont étre réalisées :

d
oz = Fxl € [—dg,dy], pour tout i € [—Ny, Ny|;
f
d
oy = Fyfj € [—dy, dy], pour tout j € [Ny, Ny];
Ns—arN,
oz, = %k"F W € [_dz’—af], pour tout k € [[—Nf - Np)_Nfﬂ;
P p
o 2 = X{J;k € [—ay,ay], pour tout k € [-Ny, N¢|;
N¢—arN,
o 2 = %k; - W € [as,d.], pour tout k € [Ny, Ny + Np],
p p

avec Ny € N, N, € N, Ny > d,, Ny > dy, Ny > ay, N, > a,. Les pas de discrétisations
dans les directions (Ox) et (Oy) sont désignés par h, et hy, tandis que hy est le pas dans la
direction (Oz), relativement a €2y ; de méme, h), est le pas dans la direction (Oz) relativement
aQ,,

dy d
hxzi' hy: Y

af ap
S =21 et hy =2
Ny TN TN,

Aussi, posons,

Pi,j,k ~ P(»Tiaijzk) V(Y/,], k) € [[7Nf7Nf]:|37

et,
.o 2
Gijk ~ o(Ti, Y, 26)  V(i,5,k) € [-Ng, N¢]” x [N, NJ,
ou,
N = Ny + Np.
La condition (@) est ici automatiquement respectée. Il reste a discrétiser les autres équa-

tions du systeme (GLE-P).
Equation (EI) : pour tout (7,7,k) € [-Ng, Nf — 1% x [-Ny+1,Np—1],

OP; i) — Piiqip— Pi 1
203 P,k +4a§3p'3jk; o 2y Ttk Tt Lik T Lk

7 h2
xX
OP. ., _ P . _p . P .1 — P - _p .
+2k2 la]7k 17];21’k 2,) ]-’k + 2k2 27]7k 7‘7]}7:;+1 7‘7]7k 1 (6‘12)
Yy f
szvjvk"’_l — @Z,],k)—l
= 0.
+ 2hf
E . ) . 2
quation (@) : pour tout (4,7,k) € [-Nyg, Ny — 1] x [-Ny + 1, Ny — 1],
DDs 51— Ditq 51— Di 1 DDs 1 — O o
£0E L Pijk ‘PH};J,k Pi—1,5,k - Pijk ‘Pw};l,k Pij—1,k
v y (6.13)
20i4k = Pigk+1 — Pigk—1 | Pijk+1 — Pije—1 _
+eo€| 12 + o =0.
! !
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Equation (@) : pour tout (i,j,k) € [Ny, Ny —1]* x [-N +1,-N; — 1] et tout
(i,5,k) € [-Ng, Ny —1]° x [Ny + 1, N — 1],

20i 5k — Pitljk — Pi-1jk 20i 5k — Pij+1,k — Pij—1k

€0Ep 52 + €o0€p 32 ( |
r Y 6.14
VDs 1 — s -
+606p SDl,],k <p17]7k2+1 SDl,],k ]- — 0.
hy
. . 2
Equation (@) : pour tout (i,7) € [Ny, Nf]”,
€0 <€ ¢i’j’_Nf+;l_ Pid =Ny _ Ep Pig =Ny _h(pi’j’_Nf_l = Pij-ny,
f P (6.15)
- <e Yij,Ny — Pi,j,Np—1 . Pi,j,Ne+1 — Pi,5,N; — Py
0 - = LijN;-
Il hy p hy J, Ny
. . 2
Equation (@) : pour tout (j,k) € [-N¢, N¢]7,
Pnyjk = P-Npjk; (6.16)
P N1k = Pnp—1jk-
. . 2
Equation (@) : pour tout (i, k) € [—Ny, N¢]J*,
Pinew = Pi—nNpk
N, Ny, 6.17
{ P -Ny—1k = PiNg—1k- (6.17)
. . 2
Equation (@) : pour tout (7,7) € [Ny, Nf]°,
hy -
P7’7]aNf - B:.ijfil
= 0,
hy
i.€.,
Pi,j,—Nf = Pi,j,—Nf—Fla (618)
Pijng = Pijng-1.
Equation (@) : pour tout (j,k) € [-Ny¢, N¢] x [-N +1,N —1],
{ SDNfJ,k‘ = SO—Nf,j,ka (619)
P—Ni=1,jk = PN;—1,5k-
Equation () : pour tout (4,k) € [Ny, Nf] x [-N +1,N — 1],
{ Yi,Npk = Pi,—Npk> (6.20)
Pi,—~Ng—1k = PiNg—1k-
Equation () : pour tout (7,j) € [[—Nf,Nf]]z,
{ @i,j,—N = QSO? (621)
i, N = —¢o.
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Définissons les vecteurs qui permettent d’associer ensuite un systéme matriciel a (GLE-P).

Soient alors,
Py = (gﬁjﬁk)g“e[[fo’folﬂ e R*™7 V(j,k) € [-Ny, Ny — 1] x [-N; + 1, N; — 1],
(I)L%k} — (Soi7j’k)31€[[—Nf,Nf'—1]] € R2Nf \VI(]7 k,‘) - H—Nf’Nf‘ — 1]] X [[—N+ 1,N — 1]],

puis,
PNy K
Pl = P[*N,f ) e ROND? ke [Ny 4+ 1N, — 1],
Ping-1.4)
PNk
By = PeNra ) peng? g e [N +1,N — 1],
vy —1,4
ainsi que,
Pl_n;+1) PN
p— | PV ) Cpewpren o g [ PN Cgenpren-n,
Pins—1] I7NEmY
Les relations ()—() fournissent alors :
(or por) (5)+(M37) = (r)- 622

Il reste & expliciter chacun des blocs matriciels APY, BPF CPF et DPF . de méme que les
blocs vectoriels NP (P) et FPT.

Matrice APF ¢ M@Np2@N;—1)x(2N;)2(2N;-1) (R). Nous obtenons, & partir des équations
(blﬂ) et (bld)—(bld), une expression du vecteur APFP,

Agy— 221 2] »
—2k ! ! —2k [*Nf‘i’].]
h2 2] Am7y h2 2[ 7)
7 f [—Ng+2]
ADFP = . . : s
7]%1062[ Ax,y 7}%{{2[ P[Nf—2]
—,32;@21 Agy — %1 Ping-1

ot I est la matrice identité de type (2Nf)? x (2Ng)%. Pour k € [-Ns + 1, Ny — 1],

AI —2ko —2ko
ok h 7 ok hy 73[—Nf,k]
e Ay el Pl-Ny+1.k]
A
7,?5 2J ’552 J A, PiN;—1.4]
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ou J est la matrice identité de type (2Ny) x (2Ny). Pour j € [Ny, Ny — 1],

_2ky 2ko

o o (e

2 2 1,5,k
APlig = : ;

-—%%f a -—%%? Pny—2jk

—-%%? -%%? a Py, -1k

avec,

2 2 2
a:2a§—|—2k2<++2>.
R R

Matrice BPF ¢ Manp2en,—1)x@n)2@en-1)(R). A partir de (), nous avons une
expression du vecteur BPF®,

PrN41]
0 - 0 —I|0 I 00 -0 By,
, 0 -0 0 |-I 0 I 00 --- 0 B n, 1)

BPFp = —
2hf

o
o

o

|

N .
o
~

o

o

o

Piv, -y
(I)[Nf]

(@]
(@]
(@]
|
~
(s
~
o
o

Dy _q

Matrice CPF ¢ M(sz)2(2N—1)x(2Nf)2(2Nf—1)(R)- Nous obtenons, a partir des équations

() et (), une expression du vecteur CPFP,

0 0 0 0

0 0 O 0

-1 1 o --- 0
. -1 0 I Plons+1)

th ) ’ ’

-1 0 I Pivg -1

0 0 —-I I

0 0 0 O

0 0 0 O

Matrice DPF ¢ M(QNf)Q(QN—l)X(2Nf)2(2N_1)(R)- A partir des équations ()_() ot
()'(), nous obtenons,

D% o8
D%r ®%r
DDF(I): DQfCI)Qf
D57 57
D% &%
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ou,
p¥) el
el Dy el w1
D% oSt = . . ,
“oeep DY) Surg Lg]v —
h2 : h2 -]
_2025;;[ Dg”; _ZO%EPI
ST ST Ep El_&p | P
D ro°s = —1I —— == |1 —1I P
o(Ger (i) ) (e )
P f P f (I)[ Np+]
N+
_ZO;H I D{g@ _2%8” I o
—eep plf) e _ =Nyl
m ! D -
D% pr = - . .
,Z%EHI D&{J *h%sﬂj (I)(})N 1)
iy DY) b [Vy]
f f
St oSt &l €I, ép €p RLRE
o e (=g | (o) o =5 ) (S ).
Cy+1);
—oeey | DY) =eep
D P
=l DY) SRl i,
: : PN, 41
DY % — N [Ny
=l Dy Syl .
e ol

Dans ces expressions,

on a pour tout k € [-N +1,—Ny — 1] et tout k € [Ny +1,N —1],

que,
DI g AR
—N¢.k
—€0&p (p) —E0€p b
g Da il PN +1,4]
D) Dy = - : :
_;%6” J DY —_;%5” J| | Pivy—24
_ _ Dy,
Z%EP‘] Z%EPJ Da(:p) [Nf—1,K]
Yy Yy
puis, pour j € [-Ny¢, Ny — 1],
6 —€0p —E0Ep
p h2 hZ P—Ns.j.k
—€0Ep —€0€p fsh
h2 Bp h2 P—Ny+1,5,k
Dép)q)[j7k] = : ’
e g, | | e
7;%517 7202817 pr C)Oj\ff—l J k
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ou,
2 2 2
Bp = €0Ep ﬁ_‘_ﬁ—{_ﬁ .
Yy p

X
Enfin, pour k € [-Ny + 1, Ny — 1],

D;f) *5}?261_ J *6}?2@_ J
—€0EL U(f) —e0e ! CI)[fo’k]
R A T PN+
DY@, = . . : )
—tJ DY) —SJ PN, 2.4
Y Y
_E}EJQEL J —?%IEL J Dg(cf) q)[fol,k]

puis, pour j € [-Ny¢, Ny — 1],

—€0E€ —E0E€ L
B

—€0eL B —€0eL '
" h2 ! h2 P—Ng+1,5,k
f — . . .
Dz ¢[],k} — . c. )

—€0€ 1 —E€0E | .

h2 Bf TRz SONf—Q,],k:
—€0EL —€0EL .

T T ﬁf @Nf*l,],k

ou,

261 2, 2
(2 2)
R TR

Vecteur FPF ¢ RCND*@GN-1) Op reprend des notations similaires a celles utilisées
pour ordonner P et P :
Fl_ Ny
FDF _ Fl_N49

Fin-1
ou Fy € RV)” pour tout k € [-N + 1, N —1]. Il vient alors, a partir de () et (),

que,

1 1 0
, F[N—l] = —Egsp% et F[k} =1 : Vk € [-N +2,N —2].
p

F[*N%»l] = 80873?
P 1 0

1
Terme non-linéaire NP (P) ¢ RN CN=1) | Drapres (), on a,

Nxvy(P[*Nf+1])
NDF(P) = 4a§3 )

Nx,y(P[Nf—l])
o, pour k € [Ny + 1, Ny — 1],
Nu(P-ny k)
Nx,y(P[k]) = )
Nu(Piv,—1.8))
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et, pour j € [Ny, Ny — 1],

P2y ik
Nz (Ppjin) = :

3
Pfol,j,k

La jacobienne de G,
APFp 4 BPF§ + NPF(P
G:(P7(I))T€RM'—>( CDF'P—FDDF‘I)—FD(F) ERM

ott M = (2Ny)3(2Ny — 1) + (2Ns)?(2N — 1
culiére, le systéme matriciel non-linéaire (
présenté dans le Chapitre B, au Paragraphe

La récupération des Valeurs approchées P et  en tous les noeuds de la grille de Différences
Finies utilisée s’effectue apres avoir donc déterminé P et ® depuis cette résolution de (),
et en faisant usage bien entendu des relations ()—()

pouvant étre calculée sans complication parti-
eut étre résolu a I’aide de I’Algorithme

6.2.2 Hybridation des approximations Eléments Finis/Différences Finies

Nous proposons ici une autre approche de discrétisation de (GLE-P), qui se distingue en
particulier de la précédente dans la prise en compte de la condition d’interface (@) Celle-ci
consiste & approcher les équations de (GLE-P) a l'aide de Différences Finies d’ordre 2 dans

les directions (Oz) et (Oy) comme au paragraphe précédent, et a utiliser la méthode des
Eléments Finis dans la direction (Oz).

On reconsidere les notations, introduites au Paragraphe , ot,

d
o ;= —i € [~dy,d,], pour tout i € [-Nyg, Ny]ls

Ny
d
oy = ﬁi@j € [—dy,dy], pour tout j € [-Nyg, Nf];
Ny —arN,
° 2 = %k—l— W € [—d., —ay], pour tout k € [-Ny — Np, —N¢[;
P P
o 2, = ;/f;k € [—ay,ay], pour tout k € [-Ny, N¢|;
Ny —arN,
o 2 = Gp g - W 4 o laf,d.], pour tout k € [Ny, Ny + N,],
Np Np
et,
d d
he = 3i By = s hf_]‘i;; et hy =L
p

Considérons w : (z,y, 2) € [—dy, dy] X [—dy, dy] X [—d;, d;] — —‘g—gz € R et posons,

P j(z) = P(zi,y5,2) V(i,j) € [-Ns, NfJ*, Vz € (—ay,ayp),
¢z‘,j(z) ~ @(xi,yjaz) V(i7j) € [[_vaNf]]Qv Vz € (_dzadz)y
wij(z) = w(z,y),2) V(i j) € H—Nf,Nf]]Q, Vz € (—d,,d,),
0ij(2) = ¢ij(2) —wij(2) V(i,j) € [-Ny, Ng?, Vz € (—d.,d.)

Commengons par établir une discrétisation partielle du systéme relevé par w avec la
méthode de Différences Finies, suivant les directions (Ox) et (Oy).
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Equation (@) : pour tout (4, ) € [Ny, Ny — 1]* et tout z € (—ay, ay),
— Pit1(2) = Pi(2)
hi
— 2k202, Py () (6.23)

2P,
2a35P; ;(2) + 4aka Py (2)? + 2ky =40 (2)
2P j(2) — Pij1(2) — Pij-1(2)
2 >
Y
== z@i,j(Z) - azwi,j(z).

+2k

Equation (@) : pour tout (i,5) € [-Ny, Ny — 1]]2 et tout z € (—ay,ay),

2¢;.i(2) — pij+1(2) — @ij-1(2)
h (6.24)

20,3(2) — pir1,5(2) — pi—1,4(2)
1 h2
—e0g)02,0i,j(2) — e0g 02, wi j(2) = —0. P j(2).

€0E + E0EL

Equation (@) : pour tout (i,5) € [-Ny, Ny — 1]]2 et tout z € (—d., —ay) U (ay,d.),

20 j(2) — pir1,(2) — wi—1,4(2) 2¢0;.5(2) — i j+1(2) — i j-1(2)
°p h2 T eoep h2 (6.25)
X Yy .
—anp(‘)gzapi,j(z) — aofsp@fzwm(z) =0.

€0

Equation (@) : pour tout (4, ) € [Ny, Nf]? et 2 = +ay,

vijlo;(2) = ijla,(2). (6.26)

Equation (@) : pour tout (7,j) € [[—Nf,Nf]]2 et z = +ay,

e0(e)0:-0i 510, (2) — ep0:pijla, (2)) + o(e)O-wijla; (2) — epdawijla,(2)) = Fij(2). (6.27)

Equation (@) : pour tout j € [Ny, Ny] et tout z € (—ay,ay),

Py, j(2) = P-n;;(2),
{ P_Nf—J]c.,j(Z) = PNfil,j(Z). (6'28)

Equation (@) : pour tout ¢ € [—Ny, Ny] et tout z € (—ay,ay),

Pin,(2) = Pi-n.(2),
{Pi:_Nf—i(z) = Pz’,Nfi1(Z). (6.29)

Equation (@) : pour tout (4, ) € [Ny, Nf]? et 2 = +ay,
azPi,j(z) =0. (6.30)

Equation (@) : pour tout j € [Ny, Ny] et tout z € (—d,d.),

on;i(2) = pongj(2),
{(p_Nf—i;(Z) = @ijlj,j(z). (6.31)

Equation () : pour tout i € [Ny, N¢] et tout z € (—d.,d,),

oing(2) = @i-n(2),
{%ENfi(Z) = 901‘,ij1(2). (6.32)
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Equation () : pour tout (i,j) € [[—Nf,Nf]]Q, et z = +d,,

L’étape suivante consiste & fixer (¢, ) € [—Ng, Ny lﬂ puis & établir une formulation
variationnelle du systeme formé par ( bZEi) (b 27| (b 3d et (b 33| Introduisons ’espace
suivant,

W =H'((~a.az)) x H} (~ds.d-)).

Soit (P;;,¢ij) € W N (H*((—ay,af)) x H*((=d.,d))) vérifiant (6.2 —(52() et (@)
Donnons-nous également (Q;;,%;;) € W. En intégrant I'équation (.23) contre Q;;, et
en utilisant aussi (), nous obtenons que,

af af 2P P P P P._ .
/a (20,3 +4a33P2 ) i,jQi,de —i—/a 2ko R l;;d L QZ”de
—ay —ay z
af 2P . P . _ P - af
—|—/ 2ko 5] 17;7;-1 bl Qi,jdz + / 2k2(8ZPi7j)(8zinj)dz = (6.34)
—ay Y —af
af agf
- / (0:01,5)Qi jdz — / (0:wi,5)Qi,jdz.
—ay —ay

L’intégration de 1’équation () contre 1); ; fournit,

ay 2902 L SO . . af 2 L. . — c

»J 41,7 — Pi—1,j Pij — Pij+1 — Pij—1

/ E0EL n2 i jdz +/ E0EL 12 i jdz
—af —ay y

+ £0€)|(02i,) (02103 5)dz — €og|| [Oz4pi,5(af)bij(ar) — Oxpij(—af)ij(—ay)]

o
+ €08 (02wi,5)(0:4i,5)dz — eog) [Ozwij(ap)ij(ar) — Oxwij(—af)ij(—ayr)]
o
afr
= —/ (0. P )i jdz,

—ay

tandis que l'intégration de () contre 1); ; donne,

—ayf 2@1 P — Qi P .. —af 2Qp: + — 0 — 0 i
5J 1+1,5 901 1, ()027‘7 807/7]"1‘1 QO'L,] 1
/ E0Ep P jdz + /d E0Ep P jdz

. h2 h2
d, 20; : — O i d 20: + — 0 — i
af )

+/_ Eofp(azwzj)( z¢zy)dz - 505p8z%j( af)%;( af)

+/*a c0ep(B,wi ;) (Othi;)dz — coepBswi i (—ag )i (—ay)

ds

+ [ 0ep(0:40i,5)(0svi5)dz + €0ep0z i i (ag) i i (ay)
afr

a.
+ / 0€p(0:wi j)(0:1i5)dz + eogpOwi j(ap)ij(ay) = 0.
afr
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La somme des deux derniéres relations se simplifie avec () en,

af s i — D s — D51 s as D 5 — D5 sr1 — O
1, —1 1 1
/ 0L Pij — Pitl,j — Pi-1,4 ¢i7jdz+/ €0EL Pij — Pij+ Pi,j Wi jdz
—as

Y 20ij — Yit1,j — Pi-1,j — 2055 — i+l — Pig—
+/ €0p i 90;1; Pi-l wi,jdz—i—/ E0Ep i @,;1;1 iy Ly dz
_ddz T d_dz Y
2 205 i — Vi1 i — Di 1 2 20p; i — Vi i1 — i
-|-/ €0Ep P w—;;] Picl 1/’i,jdz—|-/ €0Ep Pig —® ,2;-1 Pig 1¢i,jdz
a(flf T Ca af y
+/ EOEH(azSDi,j)(azwi,j)dz+/ €0€p(0:1,5) (0215 5)dz (6.35)
—arf _dz
d., ay
+/ EoEp(achi’j)(az@/Ji,j)dZ—l-/ €0g)| (02w 5) (0. 5 )dz
ay —ay
—ay d,
+ 505p(5zwi,j)(5z¢i,j)dz+/ €0ep(0:wi,5)(0:¢i,5)dz
7dz af
ay
~Pus(apvigla) + Pus(apins-ap) + [ @.P)bigdz =0
—a;

La formulation variationnelle de (bZﬂ)—(bWi), (b.Bd) et ) consiste donc a trouver
(P j, i ;) € W vérifiant, pour tout (Q; ;, i ;) € W, (@l)—( 3)

Introduisons maintenant ’espace discret,
Wh =X h X Yh,

avec,

X = {Py € C°([=ay,a5]) ; Pulpzy z0py) € Py Yk € [-Ny, Ny = 1]},

Vi = {¢n € C%[—d=,d:]) ; nlsyon,a) € P Yk € [-N,N — 1], op(Fdz) =0},

ol P! est ’espace des polynoémes & une variable de degré au plus 1. Le pas de maillage h, re-
latif & [—d., d.], est tel que h = hy lorsque [z, 2k41] C [—af,af] et h = hy, quand [k, 2k41] C
[—d., —af] U Jay,d,]. La formulation discréte associée a la formulation variationnelle basée
sur (@f)—( ) consiste, pour (i,5) € [—Ny, Ny — 1]%, & trouver (Pijn,pijn) € Wy tel
que, pour tout (Q; jn, Vi n) € W on ait,

83

ar ay 2P i — Pii1in— Pi_q;
/ (203 + 4a33 P} 1) Pij,n Qi jndz + / 2hy =120 +;L’2]’h SR Q; g
—ay —af x
“  2Pijn— Pojsin — Py &
+/ s sk ,j;LrZLh J l’hQi,JShdZ'i_/ 2/€2(32Pi7j’h)(azQi’j,h)dZ (6.36)
o 2 a
af af
= —/ (020i,5,0) Qi j,ndz —/ (Owi ;)Qi.j.ndz,
—ar —ar
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aj 200 i h — Pid1ih — i1 Vs 5 — 0 0
i,9,h — Pi+1,5,h — Pi—1,5,h Pigh — Pij+1,h — Pij—1h
/ €0E L e + 2 Vi j,ndz
—ay T y
—ags 20 i h — Pit1ih — Pie1. Vs i — ;s P
i,7,h Pi+1,5,h PYi—1,5,h ©i.5,h Pi,j+1,h Wi, j—1,h
+/ 0Ep J ! 22 : ’ Vi j,ndz

2 2
—d hz hy

d
x 20i i h — Pit1 ih — Pio1j 20s 1 — 0y o
Js i+1,5,h — Pi—1,j4,h Pij,h — Pij+1,h — Pij—1,h
+ / 0Ep % + 2 Vi,j,ndz
af x Y

af —ar
+/ o€ (5z¢i,j,h)(3z1/%,j,h)d2+/ €0€p(0:i,5,n) (0213 j,n)dz (6.37)
f —dz

d af

goep( z@i,j,h)(azd}i,j,h)dz‘i‘/. €0 (0w 5) (021 j.n)dz

—ay

+

d. afr
afr

iguh ()i gn(ag) + Py jn(—ag)jn(—ay) +/ (0.P; j.n)ijndz = 0.

—ay

7af d.
+/ 0€p (02w ) (0 j.n)dz +/ 0€p (02w j)(0-%i j.n)dz
—-P;

Notons v; la fonction de forme définie sur [—d,, d,] associée a z;, ou | € [-N, N]. Alors, il
existe (Piji)ie[-ny n,] € RN+ et (9450)1e-n41.n-1) € RP T tels que,

Ny
Pin= Z Pijiv et @ijn= Z ©i §1VI-
I=—N; I=—N+1

La relation () devient : pour tout k € [Ny, N¢],

N 3
dky Ak d af
(2 + }722 + 2> E: ,]l/_a Ulvkd2+4a33/ § : Pijio | vkdz

—ap \ 5
N
2ks ay p) -
02 Z Pz+1,]l/ ’UWde—J Z P 1,]1/ vvgdz
T |=—N; af —af
N N
2k 2k f ay
2 Z P,]-‘rll/ nRdz — }72 Z Pz',j—l,l/ vvgdz (6.38)
hy I=—Nj Y I=—N; —ay
Ny ay N-1 ay
+2ko Z Pz-,j,l/ (0,v1)(0yvk)dz + Z gom’/ (0,vy)vrdz
I=—Ny af I=—N+1 —as
af
= @dez.
cay s
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La relation () se récrit, pour tout k € [-N + 1, N — 1],

2 2\ W ag
E0E | (}1,2 + hz) E QOZ‘J‘J/ UldeZ
T y/ =

N+1 —af
2 2
+eop (h2 + h2) Z i j, l/ vuRdz
z Y N+1 af
2 2 af
+eogp <i12 + h?) Z i j, l/ vuRdz
—N+1 dz

6081_ ! f
Z 90z+1,]l/ Z Vi 1,]z/ vvgdz

I= N+1 —af = 7N+1 —af
6061_ 50<€J_
Z %Hll/ vRdz — Z i j— 1z/ v URdz
hy =N+ af I=N+1 —ay
8061’ af ng —ag
Z <Pz+1,gl/ vugdz — —5- Z ©i-1,j,1 vugdz
x l* N+1 d= I=—N4+1 d.
N-1 _
EOEp af €0€p ag
Z (Pz,j+1l/ vugdz — 2 > eijo vudz (6.39)
hy z— N+1 dz Y l:—N+1 —d;
d- d
Eoe’fp €0 gp z
Z <Pz+1,gl/ vugdz — —=- Z i 1,]1/ vugdz
hy I=N+1 he 2 N1
€0€p
Z <Pz,j+1l/ vlvkdz— - Z Dij— 1z/ vvgdz
Wy hy
N-1 af N-1 —a;
teorp S i / (@) (Devn)dz + 205, S i / (0,01)(Ds0p )2
I=—N+1 —ay I=—N+1 —d:
N-1 d.
+eogp Z (Pi,j,l/ (0:v1)(0svk)dz — P j Ny Lk=N; + Pij—N; Le=—N;
z— N+1 af
+ Z PJl/a, (0v))vpdz
I=—N; —ay
“ o 4 P &= gy
= €0€H df(az'l)k)dz + 80817/ df(@jl)k)dZ + E0Ep di(az’l)k-)dz
—ay Uz —d, z af z

ou il est noté que 1x=n,(k) = 1si k= Ny et 0si k # Ny, et de méme 1x—_y,.
Les termes [“/ ; vRdz, :azf vgdz et [ ffz vupdz, ainsi que toutes les autres intégrales
apparaissant dans ()-(@’), sont déterminés de maniere exacte, en fonction de hy, hy.
La formulation variationnelle discrete ()—() est ensuite traduite a ’aide des re-

lations (f )—(), pour permettre d’associer finalement au systeme (GLE-P) le systeme
matriciel non-linéaire qui s’écrit comme suit,

AEF/DF  BEF/DF\ (P NEF/DF (p) FlEF/DF
(CEF/DF DEF/DF) (q)) + ( 0 ) = FEF/DF (6.40)
ol, en utilisant les notations du paragraphe précédent :

,P[],k} = (‘Pivmk)?e[[fo,fol]] € RQNf V(j, k) € [[_vaNf - 1]] X [[_Nf7Nf]]7
q)[],k} = (¢i7j’k)z1€H—Nf,Nf—1ﬂ E R2Nf \V/(], k) 6 [[*Nf,Nf - 1]] X [[*N‘F ].,N - ].]:I,
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puis,
PP[—Nf,kl
Puy=| ) e RO vk e [Ny, N,
PINg-1,
;’[—Nf,kl
Sy = ) eROY ke [-N 4+ 1N - 1],
PNy —1,4]
ainsi que,
PNy PN
P= PH,VfH} e RONDPCNHD) of = (DH,VH] e RENEN-1),
Pl Py
Dans (), on a que,
Aii/ii € Manyzen4+1)x@n)2en+1)(R),
BEF/ S ./\/l(sz)2(2Nf+1)><(2Nf)2(2N—1)(R)7
CPEIPE e Munean-1yx@n2en+1)R),
DEFIPE e M, 2en-1)x@n,)2ev-1(R),

ainsi que, FIEF/DF € RN @Ns+1) o FQEF/DF € RN)*@N-1), Aussi, NFF/PF(P) est un
bloc vectoriel de taille (2N7)?(2Ny + 1).

Ces blocs matriciels possedent une structure creuse. Nous omettons volontairement la
présentation des détails de la constitution de chacun de ces blocs, de par la longueur de ces
détails.

La jacobienne de G,

AEF/DFp | BEF/DF g +NEF/DF(7)) _ FIEF/DF> ¢ RV,

. T M
G: ('P,@) eR" — ( CEF/DFP—l-DEF/DF(I) _ F2EF/DF

ot M = (2Ny)%(2Ny +1) 4+ (2Ns)?(2N — 1
culiere, le systéme matriciel non-linéaire (
présenté dans le Chapitre E, au Paragraphe B.2.2.

pouvant étre calculée sans complication parti-
peut étre résolu a ’'aide de I’Algorithme B.4),

6.2.3 Comparaison des approches numériques

L’objectif ici est de comparer les deux approches numériques présentées aux Paragraphes
et 6.2.2, en ce qui concerne la précision numérique et le temps CPU.

Afin de disposer de solutions analytiques pour effectuer cette comparaison, nous consi-
dérons le systéme suivant, qui généralise le systéeme (GLE-P) au niveau de la considération
des données. Il s’agit de déterminer (P, ¢) de sorte que :
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2a3P + 4aky P? — 2ke AP 4 0.0 = 0 dans Qy, (6.41)
—e0(e1 0%, + eLajy + £||8§Z)go +0.P=0 dans Qy, (6.42)
—e0(ep02, + 5p8§y +,02,)p = gp dans Q,, (6.43)
¢lo, = ¢la; sur Sy, (6.44)

50(5||8zg0]gf —&p0.¢lq,) = P sur Sy, (6.45)
P(x,y,z) = Pz + 2d,,y, 2) Y(z,y,2) e TH™,  (6.46)

P(x,y,2z) = P(z,y + 2dy, 2) V(z,y,2) € FZJ}_, (6.47)

0.P=0 sur Sy, (6.48)

o(z,y,2) = p(r + 2dg, y, 2) V(z,y,z) €T, (6.49)

o(x,y, 2) = p(x,y + 2dy, 2) V(z,y,2) e,  (6.50)

¥ =9s sur S*, (6.51)

ol gp et gs sont des fonctions données. Ce systeme généralise (GLE-P), puisque nous le
retrouvons avec g, = 0 dans 2, et gg = F¢o sur S*.

Les approches numériques des Paragraphes et s’appliquent aussi pour la réso-
lution de ce systeme, puisque seule cette considération de données differe ici.

Nous convenons, afin de ne pas favoriser ’approche hybride, d’utiliser, pour le calcul
des termes du second membre du systeme matriciel associé, une formule de quadrature qui
n’est pas d’un ordre tres élevé; notamment, la formule des trapeézes est utilisée ici. Aussi,
on tachera de conserver un méme nombre de degrés de liberté, relativement a ces deux
approches, dans les simulations numériques. Les valeurs numériques associées a la couche
PTO et présentées depuis la Table @ sont reconsidérées pour ce chapitre. On consideére
également ici e, = 200, €, = 100 et g = 20.

On détermine une premiere famille de solutions analytiques (P, go(l)), [ > 2, ou la fonction
P est recherchée comme étant constante et o) est_encore polynomiale par morceaux, en
reconsidérant les notations utilisées au Paragraphe du chapitre précédent :

oO(,y,2) = A= V(x,y,2) € Qf,
ar

et,

B
go(l)(:l;,y,z) = a(af +a,—2)+ (2 — af)l V(z,y,2) € Q;.

L’équation () fournit la condition,

(6.52)

D’autre part, la condition () s’écrit,
A B
606||* — 606p (—) = P,
af af

_ af
4= €0 (EH +5PZ—£) P'

puis, nous avons avec (),
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Nous obtenons ainsi,

z

—P V(x,y, Z) S QJ’_,
€0 (6” +8p%)

go(l)(xayaz) =
et,
af+ap— =z
€0 ( g+ Ep)

De la méme fagon, nous obtenons :

(P(l)(xayaz) = P+ (Z - af)l V(.%',y, Z) € Q;_

z _
SO(Z)(xayaz) = —afp V(J},y, Z) € Qfa
€0 (6” +€p@)
et,
+a,+ _
gp(l)(x,y, z) = _UTHTE p +(z+ af)l V(z,y,2) € Q.
€0 ( g + 5p)

D’autre part, la relation () fournit :

1
P <2a§ + —+ 4a33P2> =0.
f
€0 (5” +&p ap)

On reconnait I’équation () Ainsi, d’apres les calculs du Paragraphe @, siT < Teg(um),
P peut étre défini par,

1/2
1 1
P=+-—"| 25+ ——"—"— . (6.53)
< 4a§3 < ’ €0 (EH + €p2£)>>

Ensuite, la relation () impose le choix de g, dans €,

gp(,y,2) = { —e0epl(l — 1) (2 + ay)l=2 V(ﬂf,y,Z) cay.

et () celui de gg sur (z = +d,) :
gS(IE7y7 Z) = (:l:ap)l V(IL',y,Z) € Si'
Finalement, les équations ()—() sont vérifiées pour (P, M), ot 1 > 2.
En procédant de la méme maniére, nous pouvons construire d’autres familles de solu-
tions analytiques; par exemple, des solutions analytiques (P, cp(l’sm)), ou (p(l’sm) n’est plus

polynomiale par morceaux, peuvent étre envisagées. On considere encore P comme étant
une fonction constante (voir ci—dessus), et (510 $écrivant comme suit,

(p(l,Sin) (xu y; 'Z) = a v(x7 y’ 'Z) € Q+’
€0 (€H +éep a,f)
(P(l,sin) (.CE, Y, Z) — (lf + ap — = Z — af)l sin <%$) V(.CC, Y, Z) € an
o (3 i %) :
(p(l,sin) (x7 n Z) — V(LU, Y, Z) S Q;,
€0 <5H +epat )
(Lsin) af+ap+z P -
e (z y,2) = ——————<P+(2+ay)sin(—) V(z,y,2)€ Q)
o (2 + =) &
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en posant,
gy ) =4 °F (-2 G—a?+-1)sin(5) G—ap)?  V(xy,2) € Q.
p\ T, Y, —E€0Ep (_%(2 +ap)?+1( - 1)) sin (g—:) (z+as)2 Wz, y,2) € Q.
et,

gs(a,y,2) = sin (50) ko)t V(wp.2) € 5%

X
Effectuons maintenant différentes considérations numériques pour les pas de discrétisa-
tion hy et hy, puis posons ici h = max(hyg, hy); les valeurs correspondant alors au pas h
relativement & Q, figurent sur la Table . Pour chacune de ces valeurs de h, h = h,,
r=1,2,3,4,5, on définit les erreurs relatives suivantes :

P . . _ P.DF’T
errDF — *Nfgg,)’(ﬂSNf‘ ex (T, Ui 24) 0,5,k |
P =
' —Nfgf}y}liﬁjvf Fea(zi, Yi» )|
max | Qe (T4, Y5, 21) — @DF’T|
pr  —Ny<ij<Nj—N<k<N e i,k
err =
w?r . ]
_Nfgi,jgnj’l\%},{—NSkSN |<)061’('r17 Yj, Zk)’
EF/DF,r
P . . _ P ‘ )
errEF/DF . _Nfgg?’(ﬂSNf | 6m(xl’yj’zk) 0,7,k |
Pr - ,
’ P )
—Nfgz!g',)lingf | e:r:(xuy]»zk”
max | ea @iy yj, 21) — @iy PE|
oppEF/DF _ ~Ni<ij<Np—N<k<N ex\T 2 ij,k
©,T max |‘Pex($i, Yjs Zk)| )

—Ny<i,j<Nj—N<k<N

DF,r DFr s . . . .
avec PZ ik et les valeurs numériques approximatives de la polarisation P, et du

potentiel ¢, obtenues aux nceuds (z;,y;, zx), avec le pas h = h,, et depuis I'approche
numérique du Paragraphe qu’on désigne ici par (DF).

De méme, Pf;.f;/ DEr ot %E]Fk/ DET sont les valeurs numériques approximatives de la po-
larisation P., et du potentiel ¢, obtenues aux nceuds (z;,y;, 2x), avec le pas h = h,, et &
I’aide de 'approche numérique du Paragraphe m qu’on désigne ici par (EF/DF).

Enfin, on définit :

EF/DF
errgfﬂ n ETT o r+1
In ([ —F+ EF/DF
errDF err
DF or EF/DF ©,r
Q) = ——— et o =
hr+1 hr—i—l
In In
h, h,

Certains de nos résultats numériques sont reportés sur la Table @, apreés avoir consi-
déré ay = ap = d = dy = 3, T = 0. La polarisation est encore calculée de maniere
tres précise lorsqu’on s’intéresse a la solution analytique (P, cp(Q)), mais ’erreur commise
sur 'approximation du potentiel est perceptible. La comparaison entre les deux approches
montre dans ce cas_que (EF/DF) est plus précise. De plus, on obtient que o =~ 1 (voir
également Figure 6.1)), ce qui peut formellement se comprendre en se rappelant que la dis-
crétisation de (6.5) et (6.§), comme de () et (), a été réalisée avec des Différences
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Pex h, errlgf errg’f ozf?F err?:/DF errgf/DF ozFF/DF
0@ | 0.500 || 1.85.1078 | 1.40.10* 1.85.107% | 6.33.1072

0@ 1 0.333 || 1.85.107% | 9.37.1072 | 1.00 || 1.85.1078 | 2.75.1072 2.00

©® 110200 || 1.85.1078 | 5.62.1072 | 1.00 || 1.85.107% | 1.01.10~2 2.00

©® 1 0.100 || 1.85.1078 | 2.81.10°2 | 1.00 || 1.85.1078 | 2.53.1073 2.00

0@ 1 0.075 || 1.84.1078 | 2.10.1072 | 1.00 || 1.85.1078 | 1.42.1073 2.00

@©2si0) 110,500 || 4.25.1072 | 3.74.1072 2.86.1072 | 3.27.102

©2sm) 1110333 || 2.75.1072 | 2.18.1072 | 1.33 || 1.24.1072 | 1.42.1072 | 2.00

©Zsin) 110200 || 1.66.1072 | 1.20.1072 | 1.17 || 4.58.1073 | 5.23.1073 2.00

@©2sin) 110,100 || 8.38.1073 | 5.59.1073 | 1.10 || 1.14.1073 | 1.30.1073 | 2.00

s 110,075 || 6.30.1073 | 4.11.10~% | 1.07 || 6.44.10~* | 7.35.10~* | 2.00

©Bsin) 110,500 || 3.76.1071 | 4.73.107! 1.52.1071 | 2.12.107!

@Bsin) 110,333 || 2.47.107" | 3.11.10~" | 1.01 || 6.59.1072 | 9.21.1072 | 2.01

©3sm) 110,200 || 1.50.10~" | 1.89.10~1 | 0.99 || 2.43.1072 | 3.40.102 1.99

©B3sm) 110,100 || 7.51.1072 | 9.43.1072 | 1.00 || 6.06.1073 | 8.47.103 2.01

@B 110,075 || 5.68.1072 | 7.14.1072 | 0.97 || 3.44.1073 | 4.81.107% | 1.97

TABLE 6.1 — Erreurs générées par (DF) et (EF/DF) relativement aux solutions exactes
(P, <p(2)), (P, (Q’Sm)) et (P,oB35M) ot P est une fonction constante strictement positive
fournie par (@), lorsque ay = ap =dy =dy, =3, T =0.
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Pas (h) | Nombre d’inconnues | Temps calcul (DF) | Temps calcul (EF/DF)
0.333 ~ 17000 <lmn <lmn
0.200 ~ 79000 ~ 3mn ~ 3mn
0.100 ~ 640000 ~ 1h20mn ~ lh
0.075 ~ 1523000 ~ 4h30mn ~ 3h30mn

TABLE 6.2 — Comparaison des temps de calculs entre les méthodes (DF) et (EF/DF).

Finies d’ordre 1. Concernant la méthode (EF/DF), ou la prise en compte des conditions

(@) et (@), comme de () et (), est faite de maniere implicite, on obtient que
ol TIPE 9. Ces taux de convergence sont confirmés par les autres comparaisons effectuées
avec les potentiels exacts @ep = ¢ et cpg’sm). Les taux ont été présentés sur la Table
seulement sur le potentiel ; ils sont également valables pour la polarisation, comme cela

est visible sur la Figure [6.1].

2,sin)

Les temps CPU pour obtenir ces solutions sont reportés sur la Table @ On y constate
que la méthode (EF /DF) est sensiblement plus rapide. Notons que ces calculs ont été menés
pour une valeur d, (d, = dy) fixée, et qu’en général il faut réaliser de nombreuses simula-
tions afin de déterminer les valeurs de d, dy, qui permettent de minimiser I’énergie libre (cf.,
e.g., Paragraphe au chapitre précédent). Ainsi, comme lorsque h = 0.1, la différence
de 20mn entre les deux méthodes numériques est trés importante.

Finalement la méthode hybride (EF/DF) est la plus performante, a la fois en terme de
rapidité et de précision. Nous utiliserons cette approche dans toute la suite.

6.3 Etude numérique de la permittivité effective

L’objectif de ce paragraphe est d’investiguer le comportement de la permittivité effective
en fonction de la température, et de comparer les solutions du systéme (GLE-P) avec celles
de (GLE-N). Nous nous plagons d’abord dans le méme contexte que le chapitre précédent,
en supposant que la permittivité de I’environnement paraélectrique est constante €, = 200.
Nous nous rapprochons ensuite de I'expérimentation physique conduite dans [72] dans le sens
ou la couche PTO, représentée par {1y, est considérée entre deux couches STO, représentées
par QF et Q. ; la permittivité associée a QF et Q. dépend alors de la température.

Fixons le pas de température pour toute ’étude qui va suivre a §7" = 10. Il est & no-
ter que nous ne sommes plus concernés ici par une génération systématique de maillages
d’éléments finis de 2, comme dans le chapitre précédent, pour la détermination des valeurs
des parametres d;, et d, qui rendent minimale I’énergie libre associée au systeme. Les ex-
périmentations numériques sont menées ici de maniere beaucoup moins fastidieuse, puisque
la génération de grilles de nceuds (z;, yj, Zk)—Nfgi,jng,—Ngkng, de Q, est gérée en interne
par notre code de calculs (aucun maillage d’éléments finis de Q n’est sollicité ici dans cette
détermination). Celle-ci s’effectue & travers un procédé ajustant les affectations de valeurs
a Ny, Np, pour chaque considération itérative de d, et d,. Dans le cas du présent modele
(GLE-P), les valeurs de d, et d, qui en résulteront seront appelées ici demi-périodes ren-
dant minimale I’énergie libre. Nous menerons l'investigation numérique de la permittivité
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ETUDE NUMERIQUE DE LA PERMITTIVITE EFFECTIVE

10 10
w
9107 8102
g
5] i=!
\r3} [3°]
& <
1) =
g ?
o =i
:1 0* §1 -t
5 510
-© erry,F - errwy,.:: .
—+ err, 7" -+ errp,"
— errw rEF/DF
1 0_3 1 1 0—4 = T
10 _ 10 .
Pas de maillage, h Pas de maillage, h
(a) (b)
10°
810”
3
5|
=
[0}
-
172]
-
=2
&
107
* -© err,,”"
-+ errP,rEF/DF
. — errqerF/DF
10 =
10
Pas de maillage, h
(c)

FIGURE 6.1 — Erreurs relatives commises avec les méthodes (DF) et (EF/DF) (représenta-
tions en échelle logarithmique), lorsque pep = 3 (a), Yer = @5 (b) et pep = @G5
(c); les erreurs relatives par rapport a Pe,, qui est la fonction constante strictement positive
fournie par (6.53) (courbes en traits interrompus) et & @e; (courbes en trait continu) sont
représentées; ay = ap = d, = dy = 3, T = 0.
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8.1r - modele (GLE-N), 6d,=0.5 oo o000
ab--0 -0~ modele (GLE-P), 6d,=0.5
' -4+ modéle (GLE-P), 6d,=0.1 -0.5
79t
= 1
< 78f-- ! W
S o 8-15
E 77 -4 o
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8 75— @O QG D= =G~ — O
\ 3 l/ —— modele (GLE-N), 6d,=0.5
7.4f B & o modéle (GLE-P), 6d,=0.5
. \-‘_ 35 -+- modele (GLE-P), 6d,,=0.1
7.2 -4
0 100 200 300 400 0 200 400 600 800
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o -3.5F % —— état (P3B), modele (GLE-N), 6d,=0.5
o X o état (P3B), modeéle (GLE-P), 6d,=0.5
o -4 # —- état (P3B), modele (GPE-P), 6d,=0.1
54 45k ¥ état uniforme, modeéle (GLE-N)
g X ¥ Y¢ état uniforme, modele (GLE-P)
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FIGURE 6.2 — Etude en fonction de la température avec ¢g = 0, a, = ay = 5 depuis le
modele (GLE-N) (dd, = 0.5) et le modele (GLE-P) (dd, € {0.5,0.1}); (a) évolution des
valeurs de d, minimisant 1’énergie libre associée a ’état (P3B); (b) énergie libre associée a
I'état (P3B); (c) inverses des permittivités effectives relativement a I’état (P3B) et a I'état

Température, T

(¢)

uniforme, s’appliquant en ¢o = 0 et ¢g = 0.25.10'6.
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X107 021"
0.141
Fo 0.
o g
: g0
E Ay
fo1
0.132 ~0.1
045 -5 0 5 10
X
(b)  — P(z,0,0)
x10%7 02410
0.141
Fo 01
E )
F’ Z 0
-0.1 =
-0.141 ~0.1
040 -5 0 5 10
X
(c¢) Coupe en (z =0) (d) z — P(«,0,0)
x107
x10Y7 02
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)
E-0.1 =
0.14 ~0.1
030 -5 0 5 10
X
(e) Coupe en (z =0) (f) x — P(x,0,0)

FIGURE 6.3 — Représentation des états obtenus; (PC) (a)-(b), (P3B) (c)-(d) et (P2B) (e)-(f),
pour T' = 100, ¢9 = 0; toutes les courbes concernent la polarisation obtenue depuis (GLE-P)
hormis la courbe marquée par des croix qui porte sur la polarisation vérifiant (GLE-N).
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effective relativement aux potentiels appliqués ¢g = 0 et ¢g = 0.25.10'6.

Nous nous plagons dans la configuration ot ay = a, = 5, €, = 100 et £ = 20. Nous
considérons des grilles de noeuds, ou le pas hy, relatif a STf, est tel que hy ~ 0.27 et le pas
hyp, relatif a Qp, est tel que h, ~ 0.35, afin de nous situer dans un contexte similaire aux
simulations du chapitre précédent.

Commencgons par rechercher les périodes minimisant ’énergie de ’état (P3B), présenté
depuis la Figure p@(b) au Chapitre B, et qui est retrouvé dans nos simulations ici. Posons
d, = dy dans cette caractérisation de période. Lorsque le pas dd,, dans le procédé itératif
associé, est tel que dd, = 0.5, peu de variations des périodes optimales associées a 1'état
(P3B) sont observées : on a d, = 8 lorsque 1" < 70 et d, = 7.5 pour les autres températures
(voir Figure (a)). Ce changement de la valeur de d, n’est pas en réalité aussi brutal qu’il
apparait. Par exemple, si nous considérons une précision dd, = 0.1, nous obtenons une dé-
croissance plus réguliere de d, en fonction de la température, de d, = 7.8 en T = 0 jusque
dy = 7.3 en T = 410, qui est la température de transition de 1’état (P3B) ainsi que la tem-
pérature critique du nanofilm. Enfin, notons certaines similarités avec les résultats associés
au systéeme (GLE-N), ou l'on avait d, = 7.5 pour dd, = 0.5 et pour toute température,
relativement a cet état.

L’énergie libre associée au systéme semble peu impactée par les variations de dd,. Sur
la Figureg@(b), nous observons en effet que les valeurs de ’énergie obtenues avec les pas
dd, = 0.5 et dd, = 0.1 sont presque les mémes. Plus précisément, 'erreur entre les énergies
calculées pour dd, = 0.1 et dd, = 0.5, relativement & 1’énergie obtenue avec dd, = 0.1,
augmente pour 7' < 70 puis diminue jusqu’a s’annuler en T = 230 et croit a nouveau,
tout en restant inférieure & 1.8.1073. Ces fluctuations s’expliquent par les éloignements
et rapprochements de valeurs de d, entre les cas ou dd, = 0.1 et dd, = 0.5 lorsque la
température augmente (cf. Figure @(a))

Les valeurs de I’énergie libre obtenues depuis le modele (GLE-N) ne sont par contre pas les
mémes (I’erreur entre ces valeurs et celles correspondant a (GLE-P), évaluées relativement a
ces derniéres, atteint 60%), ce qui suggere que les états obtenus depuis (GLE-N) et (GLE-P),
bien qu’ayant chacun trois domaines disposés en bandes, difféerent quantitativement. Les
évolutions de I’énergie libre en température sont toutefois similaires.

L’effet de la variation de la période est plus visible sur le comportement de la permittivité
effective en fonction de la température, et se traduit par des discontinuités lorsque la valeur
de d change (voir Figure p.2(c)). L’allure de l'inverse de la permittivité effective associée
a l'état (P3B) est néanmoins identique pour dd, = 0.1 et dd, = 0.5, particulierement au
voisinage de la température de transition de 1’état (P3B). On retrouve les résultats obtenus
depuis le modele (GLE-N), puisque T — 6;f1f(T) prend des valeurs négatives, est presque
affine pour de petites températures, puis décroit avant la température de transition vers
I’état uniforme. Enfin, les états uniformes sont quantitativement les mémes pour les modeéles
(GLE-N) et (GLE-P), ce qui explique pourquoi nous retrouvons les mémes permittivités
effectives, relativement a ces états.

Notons que des investigations similaires ont aussi été menées pour a, = ay = 3, et nous
retrouvons qualitativement les mémes résultats, avec une température de transition de I’état
(P3B) vers I’état uniforme moins élevée.

L’état (P3B) n’est pas le seul a avoir été obtenu. L’état (PC) existe également pour
a, = ay =5, et le choix d, = dy = 9.5 minimise ’énergie libre associée (voir Figure @I()a)).
Notons qu’un_état constitué de deux domaines, agencés en bandes, a également été obtenu
(¢f. Figure @(e)) L’étude de z € (—7.5,7.5) — P(x,0,0) € R (voir Figures @(d) et
(f)), semble toutefois indiquer, depuis une répétition périodique dans les directions (Ox)
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FIGURE 6.4 — Evolution de la permittivité ¢, lorsque celle-ci dépend de la température,
conformément a la formule (@))

et (Oy) des profils indiqués sur les Figures @(c) et (e), qu’il s’agit qualitativement de
mémes états. Enfin, notons que les états (P3B) obtenus de (GLE-N) et (GLE-P) ont des
textures de polarisation tres similaires (cf. Figure 6.3(d)), avec des valeurs numériques de
la polarisation toutefois assez différentes, ce qui confirme le constat émis lorsque nous avons
inspecté I’énergie libre associée & chacun de ces états. L’erreur en norme infinie entre la
fonction discréte qui représente la polarisation associée a ’état (P3B) depuis (GLE-N) et
la fonction discrete représentée par la polarisation définissant I’état (P3B) depuis (GLE-P),
relativement & cette derniére, est de l'ordre de 9.3.1072, dans ce cas ou a f=ap, =>5c¢et
T=0.

Cette étude peut étre étendue au contexte plus concret qui est celui de la dépendance de
la permittivité du milieu paraélectrique en fonction de la température (cf. [72]) :

9.104
84 )
42cot h(—)— 1
cotan 5T 3

ep(T) = (6.54)

Nous obtenons dans ce contexte des permittivités effectives positives et négatives, as-
sociées a un état uniforme non trivial. Ce dernier point rejoint ce qui a été déterminé
expérimentalement dans [72], méme si le présent modele, (GLE-P), ne prend pas en compte
une interaction non-linéaire entre toutes les composantes du champ vectoriel de polarisa-
tion et celles du champ électrique. Par ailleurs, nous retrouvons le comportement rencontré
avant, ou ee}lf pour 'état (P3B) est presque affine pour les températures les plus faibles
puis s’incline avant la température de transition vers I’état uniforme (cf. Figure I?@(c)—(d))
Nous avons fixé ici dd, = 0.5, en considérant ay = a, = 5. Les fortes variations de d, (cf.
Figure @(a)) se répercutent sur la permittivité effective, surtout preés de la température
critique T = 410.

Les tres grandes valeurs prises par €,(T") lorsque T ~ 0 (voir Figure @) provoquent
un ralentissement conséquent de notre code de calculs pour de faibles températures; les
périodes optimales divergent en effet en 7' < 200 (cf. Figure @(a)) et 1’énergie diminue
d’autant plus (cf. FigureE(b)). Nous n’avons donc pu investiguer la permittivité effective
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associée a 'état (P3B) que pour T' > 200, les calculs devenant trop consommateurs en temps
pour des températures inférieures.

Nous pourrions nous attendre, pour 7' < 200, a une divergence de Ee_flf, qui pourrait par
exemple se traduire par une transition abrupte de I’état (P3B) vers I’état uniforme.

Pour les températures légerement encore supérieures a 200, plusieurs phénomeénes sont
a remarquer concernant les domaines de polarisation. D’une part les murs de domaines
sont tres marqués et sont treés mobiles sous I'influence du champ électrique appliqué. Plus
précisément pour T' =~ 200 et lorsque ¢y augmente (voir Figure f.(), la taille du domaine
orienté vers le bas diminue mais la norme de la polarisation est plus élevée au centre de
chacun des domaines. Pour conforter ce dernier constat relatif aux centres de domaines,
nous évaluons la moyenne de polarisation au voisinage du centre de la couche ferroélectrique,
lorsqu’un potentiel ¢g est appliqué :

|
8ndyas Ji—nm)x|~dy.dy]x[-ay.as]

Py(¢o) = P(x)dx.

Il en résulte par exemple P1(0) ~ —1.081.107*%, P1(0.25.10'%) ~ —1.105.10~'® ainsi que
P1(0.5.10'6) ~ —1.118.107 '8, ce qui semble indiquer que ¢q — P1(¢g) est décroissante et
relate que la polarisation est plus intense dans ce domaine lorsque la tension appliquée est
plus forte.

Prés de la température critique du systeme, les mouvements des parois de domaines sous
I'influence du champ électrique appliqué sont encore visibles, quoique bien moins marqués.
Par contre, les parois ainsi que les domaines qu’elles délimitent sont plus difficiles a cerner.

L’entremélement de ces effets semble annuler ce constat effectué au voisinage du centre de
la couche ferroélectrique (¢ — P1(¢g) n'est plus décroissante, par exemple).
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Conclusions et Perspectives

Tout au long de ce manuscrit, nous nous sommes intéressés a la formation de domaines,
pour deux classes de nanostructures ferroélectriques tridimensionnelles, qui ont chacune fait
I’'objet d’une des parties du manuscrit.

Les nanostructures, dans la premiere partie, sont constituées d’une couche ferroélec-
trique entiérement enclavée dans un environnement paraélectrique, et soumises a l’action
de champs électriques. Le modele (GLE) que nous avons proposé pour étudier la formation
de domaines dans ces nanostructures est basé sur un couplage d’équations de Ginzburg-
Landau et d’Electrostatique. Comme seules y sont en interaction non-linéaire les troisiemes
composantes du champ vectoriel de polarisation et du champ électrique, le modele est alors
particulierement dédié au contexte de matériaux ferroélectriques dits uniaxiaux. Apres avoir
établi 'existence de solutions variationnelles du systéme non-linéaire représenté par (GLE),
nous avons élaboré une méthode numérique pour sa résolution, a ’aide d’approximations par
Eléments Finis et d'un algorithme de quasi-Newton inexact. Nous avons également établi
des protocoles d’expérimentation numérique afin, par exemple, de déterminer la tempéra-
ture critique associée au systeéme, ou d’investiguer 'existence de cycles d’hystérésis. Ces
protocoles se sont montrés efficaces pour plusieurs considérations de parametres physiques
ou géométriques.

Le contexte concret que nous avons étudié est celui ou la couche ferroélectrique est consti-
tuée de Nitrite de Sodium. Dans un premier temps, la configuration cylindrique est consi-
dérée pour une telle couche. Divers états critiques sont obtenus; certains ayant été observés
dans des expérimentations physiques, pour d’autres types de matériaux. La formation de
domaines ferroélectriques est alors investiguée ici, en particulier dans le contexte de nano-
dots. Un résultat important de cette partie est que I'on peut naviguer entre 5 états, en
faisant varier 'intensité du champ électrique appliqué ainsi que la température. Une telle
commutation entre ces 5 états permet d’envisager un stockage d’informations sur 5 bits (un
bit étant associé ici & un état). Cette étude vient donc contribuer aux activités de recherche
dont I’enjeu est celui de la conception de nouvelles unités de mémoire haute-capacité de
tailles nanoscopiques & partir de composants ferroélectriques. Ce résultat a fait 'objet d’une
publication (cf. [42]).

Nos investigations numériques portant sur I'influence de certains parametres du systéme,
comme la permittivité de ’environnement paraélectrique ou la taille de la couche ferroélec-
trique, ont mis en exergue ’existence de transitions d’états pouvant étre lisses et réversibles,
sinon abruptes et irréversibles. Ceci nous a conduit a 'idée d’un « dopage » de la couche fer-
roélectrique : on peut par exemple imiter le comportement d’une nanostructure ou la couche
ferroélectrique est de taille différente, en influant sur la permittivité de I’environnement pa-
raélectrique.

En considérant dans un second temps une configuration parallélépipédique pour la couche
ferroélectrique, nous obtenons des résultats tres proches de ceux du contexte cylindrique. La

143



CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

formation de domaines est similaire, et il est également possible de naviguer entre 5 états,
par variation de 'intensité du champ électrique appliqué ainsi que de la température. Aussi,
le dopage de la couche ferroélectrique reste possible ici.

Les nanostructures sont, dans la seconde partie du manuscrit, représentées par une su-
perposition de trois couches : la couche centrale, ferroélectrique, est partiellement enclavée
entre deux couches paraélectriques. Deux modeles sont proposés, a partir d’une variante du
couplage d’équations de Ginzburg-Landau et d’Electrostatique effectué précédemment, et
different dans la prescription des conditions aux limites. Ceux-ci sont également dédiés en
particulier au contexte de matériaux ferroélectriques dits uniaxiaux. Cependant, dans les
investigations numériques, nous considérons aussi des valeurs de parameétres physiques ou la
couche ferroélectrique est représentée par le Titanate de Plomb, tout en envisageant aussi
que les autres couches sont représentées par le Titanate de Strontium.

Une méthode numérique, basée sur des approximations par Eléments Finis et sur I'algo-
rithme de quasi-Newton inexact présenté précédemment, est élaborée pour étudier le modele
(GLE-N), qui fait intervenir des conditions aux limites de type Neumann. L’étude de la
formation de domaines est ensuite menée. Aussi, comme dans [72], ou est réalisée une récente
étude expérimentale physique, accompagnée de calculs ab initio, sur la permittivité dite
effective, nos investigations numériques concernant ce parametre conduisent au résultat
qu’il peut étre de signe négatif.

Nous élaborons aussi une méthode numérique pour étudier le second modele (GLE-P),
ol interviennent des conditions aux limites périodiques, en nous appuyant a la fois sur
des approximations par Différences Finies et par Eléments Finis. Des résultats numériques
établissant que la permittivité effective peut prendre un signe négatif sont & nouveau obtenus,
a la fois dans le cas ou la permittivité de I’environnement paraélectrique est constante, mais
également lorsque celle-ci dépend de la température.

Une comparaison de ces deux modeles est effectuée et il en résulte que (GLE-P) est plus
approprié & une compréhension plus étendue de la formation de domaines dans de telles
nanostructures.

Plusieurs perspectives de ce travail peuvent étre envisagées. En particulier, trois pers-
pectives nous paraissent comme étant les plus immédiates.

D’abord, il s’agira de considérer dans le cadre instationnaire le modele (GLE), afin
d’étudier la dynamique, en temps court et en temps intermédiaire, de formation de do-
maines ferroélectriques. L’élaboration de la méthode numérique pour mener cette étude
s’inspirera alors de notre travail et utilisera plusieurs modules du code de calculs que nous
avons congu pour 'investigation numérique du modele (GLE).

Aussi, il s’agira de considérer 1’extension du modeéle (GLE-P), ou alors toutes les com-
posantes du champ vectoriel de polarisation sont en interaction non-linéaire avec celles du
champ électrique. L’élaboration de la méthode numérique pour mener I’étude de formation
de domaines ici s’inspirera aussi de notre travail, en utilisant directement plusieurs modules
de notre code de calculs congu pour l'investigation numérique du modele (GLE-P). 11 sera
trés intéressant en particulier ici d’investiguer ’existence de cycles d’hystérésis sous appli-
cation de champs électriques.

Enfin, la troisieme perspective est celle portant sur I’étude de cette extension du modele
(GLE-P) évoquée précédemment, qui serait considérée ici dans un cadre instationnaire. A
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savoir, en plus de leurs interactions non-linéaires, toutes les composantes du champ vectoriel
de polarisation et du champ électrique seront évolutives en temps. Il s’agira, en particulier,
d’étudier la dynamique en temps court et en temps intermédiaire de la formation de domaines
pour cette classe de nanostructures ou les couches ferroélectriques et paraélectriques sont
en superposition.
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Résumé

Dans cette these, nous étudions la formation de domaines ferroélectriques dans des nano-
structures, a partir d’'une modélisation faisant intervenir les équations de Ginzburg-Landau
et d’Electrostatique, ainsi que des conditions aux limites d’application potentielle. Dans
la premiere partie de la these, les nanostructures sont constituées d’une couche ferroélec-
trique entierement enclavée dans un environnement paraélectrique. Nous introduisons un
modele depuis un couplage de ces équations et élaborons ensuite, pour son investigation,
un schéma numérique faisant usage d’Eléments Finis. Des simulations numériques montrent
Iefficacité de ce schéma, qui permet d’établir, par exemple, ’existence de cycles d’hystérésis
sous l'influence de parametres aussi bien physiques que géométriques. Dans la seconde par-
tie, les nanostructures sont constituées d’une couche ferroélectrique partiellement enclavée
qui s’intercale entre deux couches paraélectriques. Deux modeéles sont proposés a partir
d’une variante du couplage réalisé dans la premiere partie, et se distinguent dans la pres-
cription des conditions aux limites. Des conditions de type Neumann interviennent dans
le premier modele, pour lequel un schéma numérique aussi basé sur des approximations
par Eléments Finis est introduit. Dans le second modele, des conditions périodiques sont
prises en considération ; un schéma numérique s’appuyant ici sur une hybridation des mé-
thodes de Différences Finies et d’Eléments Finis est présenté. Les simulations numériques
basées sur ces deux schémas permettent, par exemple, de renseigner sur les permittivités
dites effectives, des nanostructures, ou encore sur la constitution des parois de domaines
ferroélectriques.

Mots-clefs : Nanostructures 3D, Ferroélectricité, Equations de Ginzburg-Landau et
d’Electrostatique, Eléments Finis, Différences Finies, Simulations Numériques.

Abstract

In this thesis, we study the formation of ferroelectric domains in nanostructures by mo-
deling based on the Ginzburg-Landau and Electrostatics equations, together with boundary
conditions that are suitable for real applications. In the first part of the thesis, the nano-
structures are made up of a ferroelectric layer, fully enclosed in a paraelectric environment.
We introduce a model based on the coupled system of equations and then develop, for its
investigation, a numerical scheme using Finite Elements. Numerical simulations show the
efficiency of this scheme, which allows us to establish, for instance, the existence of hystere-
sis cycles under the influence of physical or geometric parameters. In the second part, the
nanostructures are made up of a partially enclosed ferroelectric layer that lies between two
paraelectric layers. Two models are introduced from a variant of the coupling performed
in the first part, and differ in the prescription of the boundary conditions. Neumann type
conditions are prescribed in the first model, for which a numerical scheme also based on
Finite Element approximations is developed. In the second model, periodic conditions are
taken into account; a numerical scheme based on a combination of Finite Difference and
Finite Element methods is presented. Numerical simulations from these schemes allow us,
for instance, to investigate the so-called effective permittivities, of the nanostructures, or the
formation of ferroelectric domain walls.

Keywords : 3D Nanostructures, Ferroelectricity, Ginzburg-Landau and Electrostatics
equations, Finite Elements, Finite Differences, Numerical Simulations.
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