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1 LES DISQUES D’ACCRÉTION

1.1 DES DISQUES À (PRESQUE) TOUTES LES ÉCHELLES

Onobservedes structures dedisquepresquepartout dans l’univers.Dansun environnement

proche, les anneaux de Saturne, essentiellement constitués de glace en rotation autour de la

planète, en sont un magnifique exemple. À échelle un peu plus grande, on trouve la ceinture

de Kuiper autour du soleil composée d’astéroïdes et de poussières. A plus grande échelle

encore, lamatière composant notre galaxie est également organisée en un disque (qui cependant

ne respecte pas de symétrie axiale). Ce constat s’explique de manière assez simple. La force

dominante à ces échelles est la force de gravitation qui est attractive. Bien souvent, lorsque de la

matière se retrouve piégée dans le puits gravitationnel d’un objet, le peu de moment cinétique

qu’elle possède couplé au taux de contraction du gaz implique que l’attraction gravitationnelle

de l’objet central finit par être compensée par la force centrifuge, donnant lieu à une structure en

rotation autour de l’objet central. Bien que, comme nous le verrons, les scénarios sont di érents

selon le type d’objet, on travaillera toujours sur des objets respectant le paradigme suivant :



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 4

 un objet central possédant l’essentiel de la masse

 un disque géométriquement mince en orbite autour de cet objet central

Dans ce cadre, la force gravitationnelle générée par le disque est négligeable devant celle de

l’objet central, chaque anneau de disque suit donc (à l’ordre zéro) une orbite képlérienne.

Néanmoins, ce résultat n’est valable qu’en première approximation. En e et, dans les disques

d’accrétion (comme leur nom l’indique), la matière en orbite se rapproche progressivement de

l’objet central. Cela nécessite donc que les particules de fluide composant le disque perdent

progressivement de leur moment cinétique pour se rapprocher de l’objet central. Imaginez un

astronaute réalisant une sortie dans l’espace. Le système physique qu’il forme avec sa combi-

naison est en orbite Képlérienne autour de la terre, et ce pour un très long moment si aucune

action ne venait le perturber... Imaginez maintenant qu’avec son système d’autopropulsion à

l’azote, il cherche à ralentir en projetant du gaz dans le sens opposé à son mouvement. Il se

mettrait alors à lentement spiraler vers la terre. La physique est somme toute assez simple :

le gaz projeté lui a progressivement prélevé de son moment cinétique, le faisant passer d’or-

bite en orbite inférieure etc. Le moment cinétique du système gaz astronaute n’évolue pas,

mais l’astronaute lui, tombe progressivement vers la terre. Dans le cas d’un disque d’accrétion

en orbite képlérienne, la matière tourne autour de l’objet central avec une vitesse angulaire

 k(r) r 3 2. De telles structures présentent donc un cisaillement important, et si le disque est

visqueux, chaque anneau de disque est accéléré par l’anneau adjacent intérieur, et est freiné par

l’anneau adjacent extérieur. Il y a donc un transfert de moment cinétique radial vers l’extérieur

du disque, et les parties extérieures s’éloignent alors que le reste tombe progressivement vers

l’objet central, ce qui donne un mouvement global d’accrétion. De plus, la friction entre chaque

couche de fluide convertit l’énergie mécanique de la matière en énergie thermique et celle-ci

va rayonner. Ce type de processus dissipatif a été envisagé dès les années 20 par Je reys (1924)

pour un disque en rotation di érentielle autour du soleil.

L’accrétion de matière sur un objet central a été invoquée pour expliquer la très forte

luminosité de certains objets (ou un excès) qui n’était pas explicable par des réactions de

combustion nucléaire au sein des étoiles. L’énergie mécanique dissipée en rayonnement lors de

l’accrétion est l’hypothèse permettant de justifier les luminosités observées.

1.2 DIFFÉRENTS SYSTÈMES DE DISQUES

A LES NOYAUX ACTIFS DE GALAXIES

L’hypothèse d’un disque d’accrétion autour des noyaux actifs de galaxie a été envisagée par

Lynden-Bell (1969). Il a supposé qu’un trou noir supermassif aurait attiré la matière du milieu

interstellaire, des rebuts de collisions d’étoiles et parfois même des étoiles, qui, se retrouvant

piégés dans le puits gravitationnel, se seraient organisés en un disque autour du trou noir.

L’existence de telles structures semble aujourd’hui confirmée avec des observations dans le

visible, et l’hypothèse de l’équilibre centrifuge de ces structures a également été confirmée (Lin

& Papaloizou, 1996). La masse du trou noir central va de 108M jusqu’à 1010M (dans toute

la suite, M est une unité de masse solaire) et présente des taux d’accrétion allant de 10 2 à

1M  an (le taux d’accrétion correspond pour un disque stationnaire à la masse tombant sur
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l’objet central par unité de temps). Les températures de ces objets sont typiquement de l’ordre

de 104K, le rapport de leur hauteur sur le rayon (à un rayon donné) est de l’ordre de 10 2, ce qui

correspond donc à des disques géométriquement minces (Lin & Papaloizou, 1996). Ces disques

s’étendent sur quelques dizaines d’années-lumière. Considérant que son bord interne est de

l’ordre de quelques rayons de Schwarzschild et en considérant un trou noir de 109M , on peut

montrer que l’extension radiale de ces disques (rapport du rayon externe sur le rayon interne)

est de l’ordre de 105. On peut avoir figure (1.1) un exemple de noyaux actif de galaxie.

F     1.1 – Observation et interprétation d’un noyau actif de galaxie. À gauche, un tore de gaz et de poussières
entourant le trou noir central de cette galaxie (Ja e et al., 1993). La taille de cette structure est d’environ 44
années-lumière. Le point brillant au centre de l’image est interprété comme l’émission d’un disque d’accrétion
non résolu (Crédit Nasa Space Telescope Science Institute). À droite, une vue d’artiste montrant l’interprétation
qu’on se fait d’un tel objet : le tore de gaz alimente un disque d’accrétion interne.

B LES ÉTOILES JEUNES

A la fin du 18ème siècle, Laplace avait déjà envisagé un scénario de formation du système

solaire. Un gigantesque nuage de gaz et de poussières se serait e ondré pour aboutir au système

solaire. Cette hypothèse nommée hypothèse de la nébuleuse primitive est devenue le socle de

la théorie de la formation stellaire. Le concept de disque d’accrétion a réellement été envisagé

dans le cas des étoiles jeunes par Lynden-Bell & Pringle (1974) pour expliquer les propriétés des

étoiles T-tauri. L’e ondrement d’un nuage moléculaire en concentrant l’essentiel de sa masse

forme une protoétoile. Celle-ci est entourée par un disque d’accrétion (voir figure 1.2) qui

l’alimente en masse. Ces disques sont rendus "visibles" par un excès infra-rouge caractéristique

du rayonnement émis par l’accrétion sur ce type d’objet (longueur d’onde typique de quelques

micromètres, qui correspond à des températures de l’ordre de 3000 Kelvins dans les régions

internes du disque). L’interprétation des données spectrales issues de l’observation des étoiles

jeunes permet d’estimer le taux d’accrétion du disque sur la protoétoile. Ainsi, on sait que

les disques entourant les étoiles T-Tauri présentent des taux d’accrétion de l’ordre de 10 9  

10 7M  an (Bertout (1989) ,Gullbring et al. (1998), Hartmann (2008)). Considérant un taux

d’accrétion typique de 10 8M  an, et une masse du disque de l’ordre 10 2M (Osterloh &

Beckwith, 1995), on peut estimer que la durée de vie du disque est de 1 million d’années.

Ces disques présentent des tailles typiques de l’ordre de la centaine d’unités astronomiques
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(Hartmann, 2008).

On observe dans certaines étoiles jeunes des phases de luminosité intense de l’ordre de 6

magnitudes supérieures. Cette luminosité est associée à une accrétion intense pouvant aller

jusqu’à 10 4M  an, le temps de croissance de ce phénomène est de l’ordre de l’année, et cette

phase d’accrétion intense peut durer plusieurs décennies. De plus, des éjections de masse

importantes (collimatées autour de l’axe de rotation du disque) sont associées à ce phénomène

(Hartmann & Kenyon, 1996). Ce type d’objet porte le nom d’étoile FUOR (de l’étoile Fu-Orionis

dont la phase de luminosité intense a démarré en 1937 et se poursuit de nos jours). On pense

qu’une étoile jeune est soumise à plusieurs épisodes de ce type durant son évolution (Hartmann,

2008).

Ces disques s’étendent typiquement d’un rayon interneRin  0 1UA 10R (R est le rayon

du soleil) à un rayon externe Rout  100UA. Une fois l’essentiel du gaz accrété vers l’étoile, un

disque de poussières et de corps agglomérés subsiste dans lequel se forment des planètes. Ces

disques de débris sont donc les reliques d’un ancien disque d’accrétion.

F     1.2 – Formation stellaire dans la nébuleuse d’Orion. À gauche, la nébuleuse dans laquelle on peut voir des
embryons d’étoiles. À droite, des disques d’accrétion autour d’étoiles jeunes dans cette nébuleuse : la nébuleuse
en émission est en arrière plan des protoétoiles, on observe une absorption de la lumière par des disques
d’accrétion optiquement épais (Crédit Nasa Space Telescope Science Institute).

C LES SYSTÈMES BINAIRES

Dans le cas des systèmes binaires composés d’une étoile de la séquence principale et d’un

objet compact (naine blanche, étoile à neutrons, trou noir), si l’étoile remplit son lobe deRoche, la

matière va naturellement transiter vers l’objet compact. En l’absence dematière autour de l’objet

compact, elle va former autour de lui un anneau en rotation képlérienne qui va progressivement

"s’étaler" sous l’action des forces visqueuses pour former un disque. En revanche, si un disque

est déjà présent, la matière en transit va alors entrer en contact avec celui-ci, ce qui aura pour

conséquence un "point chaud" visible observationnellement. La masse de l’objet compact est

de l’ordre de 1M , et peut aller jusqu’à 10M pour les trous noirs. Nous ne possédons pas à
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l’heure actuelle la résolution angulaire su sante pour résoudre ce type d’objet. Nous pouvons

en revanche détecter une grande quantité d’informations du rayonnement qui nous parvient.

C’est dans l’étude des systèmes binaires que la théorie des disques d’accrétion a réellement

pris naissance. En e et, Shakura & Sunyaev (1973) ont proposé un modèle pour expliquer le

rayonnement des binaire-X, qui est ensuite devenu le modèle standard des disques d’accrétion.

F     1.3 – Vue d’artiste d’un disque d’accrétion dans un système binaire. Une étoile gravitationnellement liée à
un objet compact emplit son lobe de Roche et cède de sa matière à son compagnon. La matière s’organise en un
disque autour de l’objet compact et accrète vers lui.

Onpeut estimer la luminosité Ld d’un disque d’accrétion (la puissance libérée radiativement

par le disque) en considérant la puissance mécanique perdue par le disque par accrétion :

Ld  
GM Ṁ

2Rin
(1.1)

où M est la masse de l’objet accrétant, Ṁ le taux d’accrétion du disque et Rin le rayon interne

du disque. Le taux d’accrétion dans ces objets est de l’ordre de 10 8M  an (Lin & Papaloizou,

1996). Contrairement aux noyaux actifs de galaxie, on a grossièrement les mêmes échelles de

masse (pour l’objet central) et de taux d’accrétion du disque dans ces systèmes que dans les

étoiles jeunes. En revanche, ce n’est pas le cas pour le rayon interne du disque, loin de là ! Le

rapport de luminosité d’un disque d’accrétion dans un système binaire sur celui d’une étoile

jeune s’estimant donc par le rapport des rayons internes du disque de l’étoile sur celui du

disque de l’objet compact. Pour un disque orbitant autour d’un trou noir, le rayon interne

du disque est de l’ordre de quelques rayons de Schwarzschild, donc pour un trou noir de

quelquesmasses solaires on trouveun rapport de luminosité de l’ordre 105 ! Deplus, le chau age

du disque induit des températures typiques aux abords de l’objet central de 107K, le disque

rayonne dans le domaine X. De telles longueurs d’onde ne sont pas détectables sur terre du

fait de l’absorption du rayonnement X par l’atmosphère. Des instruments spatiaux sont donc

nécessaires pour observer ces objets. Ces systèmes présentent des périodes orbitales allant de

l’heure à la vingtaine de jours, et les disques d’accrétion dans ces systèmes présentent des tailles

allant de 10 2 à 10 1UA pour une extension radiale de l’ordre de 105 (pour une revue sur les

sources X stellaires compactes, voir par exemple Lewin & van der Klis (2006)).
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On observe une large gamme de variabilité dans ces objets, de la milliseconde au mois.

La variabilité de l’ordre de la milliseconde étant associée à la période orbitale dans les rayons

interne du disque. La variabilité de l’ordre dumois étant, cette fois, associée à des perturbations

au bord externe du disque (modification du flux de masse de l’étoile compagnon, évolution

du champ magnétique extérieur...). Ces variabilités à "échelle humaine" en font donc des objets

très intéressants pour la compréhension des disques d’accrétion.

Les binaires possédant pour objet central soit une étoile à neutron dont le champmagnétique

est su samment faible ( 108G), ou bien un trou noir sont appelés binaires non pulsantes.

Leur luminosité permet de les classer en 2 grandes catégories : les systèmes persistants et

les transitoires. Les systèmes persistants présentent une variabilité de leur flux moindre et

ont toujours été détectables depuis l’avènement de l’astronomie X. Les systèmes transitoires

quand à eux, présentent de longues périodes de faible émission (dites périodes d’inactivité)

entrecoupées d’épisodes éruptifs pendant lesquels la luminosité augmente de plusieurs ordres

de magnitude (Lewin & van der Klis, 2006). Pour les étoiles à neutrons, ces épisodes s’étalent

sur une durée inférieure à la centaine de jours. Pour les trous noirs en revanche, une éruption

dure environ une année (figure 1.4)

F     1.4 – Courbes de lumière pour deux systèmes binaires. En haut, la courbe de lumière de l’ étoile à neutron
Aql X-1. On observe plusieurs épisodes éruptifs d’une durée inférieure à 100 jours pour chacun d’entre eux.
En bas, la courbe de lumière pour la binaire à trou noir GRO J1655-40. On observe au début une éruption sur
environ 500 jours.

En plus de la luminosité perçue, l’information spectrale qu’on reçoit de ces objets est égale-

ment très intéressante. On observe notamment des transitions d’états spectraux dans la plupart

de ces objets, où l’on passe d’une émission X molle (d’énergie e  15keV, typique du rayonne-

ment du disque) à une émission plus dure (e 15keV, symptomatique d’une autre physique en

action). Un exemple de transition est donné figure 1.5. Cet état dur est interprété via une cou-

ronne composée d’un plasma chauddans les zones internes dudisque. Plusieurs possibilités ont

été envisagées pour justifier cette couronne. On a d’une part envisagé que le régime de disque
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n’est pas standard dans les zones internes en supposant qu’il ne rayonne pas l’énergie dissipée

par accrétion : c’est ce qu’on appelle un écoulement d’accrétion advectif (en l’anglais "ADAF"

pour ADvective Accretion Flow, pour une revue sur le sujet on pourra consulter Narayan et al.

(1998)). On a également envisagé que les zones internes du disque éjectent de la matière, ce qui

permettrait une couronne chaude (Ferreira et al., 2006).

Enfin, une alternance de phases de corrélation et d’anti-corrélation entre la dureté du rayon-

nement et sa luminosité a été mise en évidence. Une structure d’hystérésis est clairement visible

pendant les éruptions (figure 1.6). Hors éruption, le rayonnement est dur et la luminosité très

faible. Lorsque l’objet entre en éruption, le rayonnement reste dur mais la luminosité augmente

F     1.5 – États "soft" et "hard" lors de l’éruption 96 97 de la binaire à trou noir GRO J1655-40. Sur la gauche, les
mesures sont grisées et réparties en trois composantes : en rouge (émission d’un disque standard), bleu (émission
non thermique en loi de puissance), et en pointillés (raie K du Fer). À droite, le spectre en fréquence perçu.
L’état soft est clairement dominé par l’émission thermique du disque, avec néanmoins une queue non thermique
dans les X durs. L’état hard quand à lui est dominé par la composante non thermique caractérisée par une loi de
puissance plate, qui émet jusqu’à environ 100KeV (Remillard & McClintock, 2006).
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F     1.6 – Comportement d’hystérésis observé pour les binaires à trou noir. À gauche, diagramme intensité dureté
pour chacun des objets, la luminosité est exprimée en luminosité d’Edington, et la dureté comme la fraction du
rayonnement perçu entre 6 et 10 keV sur celle perçue entre 3 et 6 keV (Dunn et al., 2010). À droite, le cycle observé
pour GX 339-4 lors de son éruption de 2002 2003 (Belloni et al., 2005)

1.3 L’ÉMISSION DE JETS

Un autre élément qui rend l’étude des disques passionnante est qu’on observe des jets

bipolaires de matière émanant perpendiculairement aux disques dans toutes les classes d’objet

explicitées. Il s’agit d’émissions bipolaires dematière très collimatées autour de l’axe de rotation

du disque, lamatière y est accélérée et peut s’échapper du puits gravitationnel de l’objet central.

Cette topologie semble indiquer qu’un champ magnétique joue un rôle important dans la

dynamique des jets (Livio, 1999).

Dans le cas des étoiles jeunes, une éjection de masse a pour la première fois été observée par

Snell et al. (1980). Les observations s’accumulant, on sait aujourd’hui qu’on observe des jets à

tous les stades de la formation stellaire, depuis l’e ondrement (classe 0) jusqu’à la protoétoile

entourée d’un disque d’accrétion (classe 2). On peut observer dans ces objets des vitesses

d’éjection de l’ordre de quelques 100km s 1. Les jets se propagent dans le milieu interstellaire

sur des distances allant jusqu’à  10000UA (figure 1.7) et présentent une structure choquée

à la transition entre le jet et le milieu interstellaire encore non perturbé. De plus on observe

une corrélation entre le flux de masse éjectée et le taux d’accrétion du disque (Cabrit, 2002).

L’imagerie révèle très clairement que le jet trouve son origine proche de l’étoile en formation

(figure 1.7).
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F     1.7 – Images de jets dans des objets stellaires jeunes. À gauche, on observe un disque d’accrétion (bande
sombre) et en couleur orangée, un jet émis perpendiculairement au plan du disque (HH30). À droite, on voit un
jet de 10000UA se propageant dans lemilieu interstellaire, et l’objet émetteur au centre (HH47). (Crédit Nasa Space
Telescope Science Institute).

L’existence d’un champmagnétique d’environ 0 1 Tesla a étémise en évidence dans les zones

internes ( r 0 2UA) du disque d’accrétion entourant la protoétoile FU-ORIONIS (Donati et al.,

2005). À ce résultat s’ajoute celui de Girart et al. (2006) qui à l’aide de la spectropolarimétrie

ont mis en évidence la topologie bipolaire du champmagnétique dans la protoétoile NGC 1333

IRAS 4A (figure 1.8). L’orientation du champmagnétique par rapport au plan du disque semble

de plus avoir un rôle important dans l’éjection de matière. En e et Ménard & Duchêne (2004)

ont montré que les disques des étoiles T-Tauri émettent des jets plus favorablement si le champ

magnétique à grande échelle est aligné avec l’axe de rotation du disque. Ces résultats sont en

quelque sorte des syndromes d’un lien potentiel entre accrétion, éjection et champmagnétique.
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F     1.8 – Topologie du champ magnétique de l’objet stellaire jeune NGC 1333 (Girart et al., 2006). On observe
une topologie dipolaire du champ.

Il existe 3 modèles de jets pour les étoiles jeunes : les vents stellaires (Sauty et al., 2004), les

"X winds" (Shu et al. (1994), Cai et al. (2008)) et les vents de disques (Blandford & Payne (1982),

Ferreira & Pelletier (1993), Ferreira & Pelletier (1995), Ferreira & Casse (2004)). Ils reposent tous

sur un champ magnétique à grande échelle ancré à un objet en rotation et le freinant (figure

1.9). Les modèles de vents stellaires et les X-winds ne supposent pas de champ magnétique à

grande échelle traversant le disque, alors que les modèles de vents de disques supposent qu’un

champ magnétique à grande échelle fort (proche de l’équipartition) est présent dans le disque.

Dans le cas d’un disque d’accrétion autour d’un trou noir, Blandford & Znajek (1977) ont

mis en évidence un mécanisme susceptible de générer des jets. Leur modèle suppose un trou

noir de Kerr traversé par des lignes de champ magnétique qui lui extraient de l’énergie et du

moment cinétique, les transférant au plasma de lamagnétosphère du trou noir. Un tel processus

pourrait générer des jets relativistes.
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F     1.9 – Configuration magnétique pour les 3 modèles de vents en vigueur dans les étoiles issue de Ferreira
et al. (2006). À gauche, le modèle de vent de disque (Blandford & Payne, 1982). Un champ magnétique dipolaire
à grande échelle traverse le disque. À la surface du disque, les lignes de champ sont su samment inclinées
et permettent l’éjection sous forme d’un vent émis sur une grande extension radiale. Au centre, le modèle de
X-wind (Shu et al., 1994). La matière est éjectée depuis les zones internes du disque. À droite, le modèle de
vent stellaire (Sauty et al., 2004), où la matière est éjectée depuis l’étoile. Sur les trois schémas, la ligne rouge
correspond à la surface d’Alfven, où la matière atteint la vitesse d’Alfven (Crédit J.Ferreira).

Le paradigme de vent de disque. On observe également l’émission de jets auto-confinés

dans les noyaux actifs de galaxie et dans les binaires-X visibles dans le domaine radio. Dans

les noyaux actifs de galaxie, les jets s’écoulent dans le milieu intergalactique à des vitesses

relativistes. Ils présentent des tailles gigantesques de l’ordre de 106 parsecs. Dans les binaires-X,

ils atteignent des tailles de quelques années-lumière. Ce constat nous amène naturellement à

rechercher un mécanisme universel pour la production des jets. Dans cette problématique, le

paradigme de vent de disque nous o re ce scénario puisqu’il ne préjuge pas de la nature de

l’objet central (objet compact, étoile jeune). Ce paradigme a été initialement introduit dans l’ar-

ticle précurseur de Blandford & Payne (1982). En considérant un champ magnétique dipolaire

à grande échelle traversant le disque, celui-ci peut émettre un vent par e et magnétocentrifuge,

ce vent exerçant un couple de freinage sur le disque et permettant donc l’accrétion. Dans le cas

d’une éjection magnétocentrifuge, ils ont montré qu’il est nécessaire que les lignes de champ

soient su samment inclinées par rapport à la normale du disque pour permettre une éjection

de matière. De plus, les modèles auto-similaires prenant en compte à la fois le disque et le

jet nous apportent une contrainte supplémentaire : il est nécessaire que le champ magnétique

soit de l’ordre de l’équipartition dans le disque pour autoriser de telles structures (Ferreira &

Pelletier, 1995). Cesmodèles nousmontrent que ces vents sont d’excellents "extracteurs" demo-

ment cinétique, emportant avec eux une fraction significative du moment cinétique du disque

et permettant donc l’accrétion de matière vers l’objet central.
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F     1.10 – Image composite de la galaxie centaurus-a et de son environnement. L’image de gauche est obtenue
par superposition des trois images de droite, obtenues dans le domaine radio, optique et X. Le jet émanant du
noyaux actif de la galaxie est clairement visible dans le domaine radio.

2 L’IMPORTANCE DU CHAMP MAGNÉTIQUE DANS LES DISQUES

2.1 TURBULENCE

Les disques présentant des cisaillements importants (rotation képlérienne en r 3 2), on pour-

rait penser que la viscositémoléculaire est le candidat favori pour justifier l’accrétion dematière

dans un disque. Néanmoins elle est des ordres de magnitude trop faible pour justifier les temps

caractéristiques et la luminosité des disques (Spitzer, 1962). La question de (ou des) l’origine(s)

du transport du moment cinétique dans les disques est un vaste sujet d’étude. La viscosité mo-

léculaire étant écartée, la turbulence a été envisagée (Shakura & Sunyaev (1973), Lynden-Bell

& Pringle (1974)) comme source de transport de moment cinétique dans les disques. Elle a été

modélisée par une viscosité cinématique v e ective de la forme :

 v   vCsh (1.2)

Cs étant la vitesse du son dans le disque, h sa hauteur, et v un paramètre quantifiant l’e cacité

de la turbulence, et contenant donc toute la physique de celle-ci. Dans la plupart des modèles,

ce paramètre est fixé demanière ad hoc, via des contraintes théoriques ou observationnelles. Ceci

pose naturellement la question d’une instabilité auto-entretenue dans les disques permettant

de générer la turbulence. La question a été étudiée depuis déjà plusieurs décennies. Une des

instabilités les plus prometteuses est l’instabilité magnétorotationnelles (MRI) dans les disques.

Elle suppose la présence d’un champ magnétique dans le disque, et son e cacité semble

directement liée à l’intensité de celui-ci, plus précisément le rapport de la pression magnétique
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sur la pression thermique du disque. Pour être e ective, la MRI ne nécessite pas une topologie

particulière du champ. En e et, un champmagnétique vertical traversant le disque, tout comme

un champ toroïdal, permet l’instabilité. Bien que la plupart des modèles de disque continuent

à supposer un paramètre v constant, cette hypothèse est complètement arbitraire, et on peut

même dire obsolète.

Il apparait aujourd’hui comme nécessaire de développer un modèle phénoménologique de

cette turbulence en paramétrisant v en fonction des paramètres physiques du disque (pression,

champ magnétique), ce qui pourrait changer radicalement notre compréhension des disques

d’accrétion.

2.2 LES VENTS DE DISQUES

Comme j’en ai parlé précédemment, les vents de disque sont un moyen e cace pour

permettre l’accrétion de matière. Néanmoins, certaines questions subsistent. Si l’existence de

tels vents est expliquée par la présence d’un champ magnétique dipolaire à grande échelle

traversant le disque, la question de l’origine de ce champmagnétique vertical reste ouverte. On

peut envisager deux possibilités :

 un e et dynamodans le disque qui permettrait de générer du champmagnétique à grande

échelle et permettre l’éjection. Néanmoins il est à noter qu’une telle dynamo n’a jamais été

observée dans les simulations MHD globales. La compréhension de ce phénomène dans

les disques reste à l’heure actuelle très pauvre et l’absence de résultat tangible m’amène

à ne pas considérer cette piste comme cause probable d’un champ à grande échelle dans

les disques.

 la seconde possibilité serait d’invoquer un champmagnétique extérieur qui a été advecté

par le disque jusqu’à autoriser de l’éjection (lignes de champ su samment inclinées et

un champ magnétique proche de l’équipartition). Cette question est la plus envisagée et

constitue depuis une vingtaine d’année un sujet d’étude à part entière de la physique des

disques d’accrétion.

2.3 LE CHAMP MAGNÉTIQUE, UN MOTEUR DE LA VARIABILITÉ DES DISQUES ?

Dans les binaires-X, la corrélation entre l’état X "dur" et l’émission radio perçue dans ces

états a amené à considérer que l’état dur est toujours associé à de l’éjection (Fender et al.,

2004). En e et, on a pu observer une émission radio lors de phases éjectantes, et on observe

systématiquement une émission radio dans les états X dur. Cependant, une émission radio a

parfois été détectée dans les états soft (Fender et al., 2009), la corrélation état dur disque éjectant

n’est donc pas clairement établie, elle fait néanmoins l’objet d’un consensus relativement bien

établi dans la communauté des binaires-X.

Partant de cette hypothèse, les transitions d’états spectraux dans les binaires-X sont donc

associées à des transitions entre phases éjectantes auxquelles on associe le rayonnement dur,

et phases "calmes" où le rayonnement est dominé par le disque (figure 1.12). L’intensité du

rayonnement perçu est liée à l’énergie libérée par l’accrétion du disque, on peut donc interpréter

l’évolution de la luminosité par un changement du flux de masse de l’étoile compagnon vers
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le disque. Néanmoins, pour être en mesure d’expliquer l’hystérésis, on doit considérer une

seconde variable influant sur la dureté du rayonnement. Cette variable devrait avoir un lien

avec la présence ou non d’un jet. Ferreira et al. (2006) puis Petrucci et al. (2008) ont envisagé

que le champ magnétique est cette variable, plus précisément la magnétisation du disque (le

rapport de la pression magnétique sur la pression thermique). Si la magnétisation dans les

régions internes atteint des valeurs de l’ordre de l’unité, un jet pourrait être lancé dans ces

zones. Au contraire, si un jet est présent et que la magnétisation décroit su samment, alors

le jet pourrait "s’éteindre". La figure 1.11 présente le scénario proposé par Petrucci et al. (2008)

(voir aussi la figure 1.12). Un point fondamental de cette description est qu’elle suppose une

magnétisation décroissante du rayon dans la zone non-éjectante du disque. Ce point constitue

la problématique initiale de ma thèse.

F     1.11 – Scénario permettant d’expliquer les cycles d’hystérésis dans les binaires-X proposé par Petrucci et al.
(2008). En haut à gauche, la courbe de lumière deGX 339-4 pendant son éruption de 2002 2003, et en bas à gauche,
le diagramme intensité dureté observé pendant cette éruption. Les labels A,B,C et D permettent de situer dans
le temps le diagramme intensité dureté. S’il y a éjection, elle survient toujours dans les zones internes du disque
(zone de JED), le JED se raccordant à un régime standard à un certain rayon r j

L’importance du champ magnétique (également via la magnétisation) dans les binaires-X a

auparavant été discutée par Tagger et al. (2004) qui ont proposé un lien entre la magnétisation

du disque et les états spectraux dumicro-quasar GRS1915 105, ainsi qu’un scénario expliquant

les transitions entre ces états. Ce scénario repose sur l’hypothèse d’un champ magnétique de
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polarité opposée qui serait advecté par le disque, provoquant une variation de la magnétisation

du disque. Citons également Igumenshchev (2009) qui a proposé un scénario pour justifier les

transitions d’états spectraux dans les binaires-X à trou noir également basé sur une inversion

de la polarité du champ advecté.

Si le champ magnétique joue ce rôle, il devient crucial de pouvoir étudier son évolution

sur des échelles de temps liées aux variabilités observées, notamment sur des échelles de

temps d’accrétion. Cela pose la question du transport du champ magnétique dans les disques

d’accrétion.

F     1.12 – Diagramme intensité dureté dans la binaire X GX 339-4. L’intensité du rayonnement détecté est liée
au taux d’accrétion. Lorsqu’un jet est émis, le rayonnement perçu est dur. Au contraire s’il n’a pas de jet, le
rayonnement perçu est dominé par le disque qui rayonne dans les X "mous". On voit clairement un cycle
d’hystérésis.

2.4 LA QUESTION DU TRANSPORT DU CHAMP MAGNÉTIQUE

Le transport d’un champ magnétique externe dans un disque est gouverné par deux mé-

canismes : l’advection par le gaz accrétant qui emporte les lignes de champ magnétique avec

lui, et la di usion magnétique qui autorise via un processus dissipatif (la résistivité) la matière

à traverser les lignes de champ. Le transport d’un champ magnétique vertical dans les disques

d’accrétion est étudié depuis une vingtaine d’années, je vais ici résumer les di érents travaux

sur le sujet. Par souci de cohérence avec la suite du manuscrit, j’utiliserai des notations qui ne

sont pas nécessairement les mêmes que celles des articles. Cette section se veut être un état

de l’art de la question du transport de Bz, mais pas une description précise de la physique en

jeu. Pour une description mathématique plus détaillée de la physique de transport du champ

magnétique dans un disque, le lecteur pourra se référer au chapitre 3.
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A DES APPROCHES GLOBALES

Les premiers travaux sur le transport d’un champ magnétique vertical par un disque ont

été des études cinématiques globales. C’est à dire qu’en imposant les distributions radiales des

grandeurs jouant sur la physique du transport (sans rétroaction du champ sur la dynamique), il

était question de voir comment le champ évoluait dans le disque et vers quel état stationnaire il

pouvait converger, en particulier lorsqu’on lui impose des distributions radiales de grandeurs

de type disque d’accrétion standard.

van Ballegooijen (1989) a été le premier à étudier la question. La problématique de l’époque

(et qui est toujours d’actualité) était de savoir si un disque visqueux était capable d’advec-

ter significativement un champ magnétique vertical extérieur au disque afin d’obtenir une

inclinaison su sante des lignes de champ poloïdales à la surface du disque, permettant le dé-

clenchement d’un vent magnéto-centrifuge. Il a modélisé le transport en considérant un disque

fin (dont la hauteur h(r) est petite devant le rayon r du disque) et en imposant les distributions

radiales de vitesse et de di usivité magnétique dans le disque. Considérant un disque visqueux

de viscosité  v, il a supposé une vitesse d’advection du champ ua (comptée ici positivement

pour des mouvements vers l’intérieur du disque) égale à la vitesse d’accrétion dans un disque

visqueux standard donc vérifiant ua  3
2
 v
r . Il a considéré une di usivité magnétique m propor-

tionnelle à la viscosité telle que Pm  
 v
 m
, avec Pm le nombre de Prandtl magnétique. La vitesse

et la di usivité respectent donc la relation : rua
 m
 3

2Pm. Enfin, il a supposé une épaisseur du

disque suivant la relation h(r)  Rd

 
r
Rd

 k
traduisant l’épaisseur et la courbure de la surface du

disque.

Ses conclusions sont les suivantes : la capacité d’un disque a advecter du flux augmente

(logiquement) avec le nombre de Prandtl magnétique, et elle diminue pour des épaisseurs h

petites. Ce dernier point s’explique par le fait que l’advection du champ magnétique vertical

crée une courbure des lignes de champ (i.e. un champ radial en surface du disque) via l’équilibre

transverse des surfaces magnétiques dans la magnétosphère. Dans le cas étudié (absence de

vent), cet équilibre est potentiel. Or, pour un champ radial donné, plus le disque est mince,

plus la densité de courant toroïdale est importante. La di usion de Bz étant de la forme 0 mJ ,

plus le disque est mince, plus la di usion du champ vertical est e cace. En confrontant ses

résultats au critère de Blandford & Payne (1982), il a constaté que le critère était satisfait

aux rayons externes du disque. Ce point est délicat, car le résultat obtenu est directement

conditionnépar la résolutionde lamagnétosphère potentielle qu’il a utilisée (la configurationdu

champ magnétique hors du disque, en supposant un équilibre potentiel). En l’occurrence, cette

résolution est assez discutable car elle résout le champ dans la magnétosphère en considérant

la distribution radiale de Bz comme une distribution de charges magnétiques dans le disque.

Dans la continuité des travaux de van Ballegooijen (1989), Lubow et al. (1994) se sont in-

téressés au transport du champ dans le cas d’un disque "troué" (présentant un rayon interne

rin  0). En supposant un disque de hauteur h(r), ils ont intégré l’équation de transport du flux

magnétique sur la hauteur du disque, et donc considéré une vitesse et une di usivité magné-
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tique intégrées sur la hauteur du disque. Ce point, implicite dans l’article de van Ballegooijen

(1989), est très important, nous le verrons. Il ont utilisé une méthode plus cohérente que van

Ballegooijen (1989) pour la résolution de la magnétosphère car contrairement à la précédente,

elle n’assimile pas le disque à une distribution de monopoles magnétiques pour résoudre la

structure magnétosphérique du champ, mais bien à une distribution de courants surfaciques.

En considérant un disque initialement traversé par un champ extérieur uniforme, ils ont

montré que l’e cacité du transport est donnée par les grandeurs intégrées sur la hauteur du

disque.

Ils ont ainsi montré que l’équilibre du champ poloïdal dans le disque dépend de 2 éléments :

le champ extérieur Bext imposé et le paramètre  2
3
 m
hua

. Ils se sont intéressés à des situations

pour lesquelles Bext et sont uniformes dans le disque.

Ils ont commencé par remarquer que le champ radial développé à la surface du disque

B r (r) Br(r h) vaut à l’équilibre B r Bz   
 1. Ce qui donne pour un disque visqueux B r Bz  

3Pmh
2r . Ce résultat, assez simple à obtenir analytiquement dans le cas d’undisque fin (voir chapitre

3 section 3) ne constitue pas une avancée significative. En revanche, ils ont mis en évidence le

lien entre le champ radial à la surface du disque et la distribution radiale deBz dans le disque. Ce

lien est donné par l’équilibre transverse des surfaces magnétiques dans la magnétosphère qui

dans leur cas est un équilibre potentiel. Il apparait que pour obtenir une advection significative

du champ magnétique vertical, il est nécessaire de développer un champ radial en surface du

disque de l’ordre du champ vertical ou plus grand, ce qui est réalisé si  1  1. Les moyennes

verticales de la vitesse du gaz dans le disque et de la di usivité ainsi que la hauteur du disque

apparaissent donc comme les grandeurs quantifiant l’advection du champ.

Les premières simulations considérant les équations de transport non-intégrées sur la hauteur

du disque ont été réalisées par Reyes-Ruiz & Stepinski (1996) . Ils ont utilisé des termes de

transport (vitesse radiale et résistivité) uniformes sur la hauteur du disque. Ce point est quelque

peu délicat car il revient à faire un "pas en arrière" en considérant une distribution uniforme de

grandeurs utilisées pour unedescription intégrée sur la hauteur dudisque (le disqued’accrétion

standard). On peut donc d’emblée s’attendre à ce qu’ils obtiennent les même résultats que ceux

des travaux précédents. Ils ont utilisé un domaine de calcul Rin  R  Rout; 0  Z   , la

transition entre le disque et la magnétosphère étant délimitée par la hauteurH(R) du disque. Ils

ont résolu à la fois l’évolution du champ poloïdal et du champ toroïdal, en imposant ce dernier

nul hors du disque pour garantir une magnétosphère potentielle.

Les équations n’étant plus intégrées sur la hauteur du disque, ils ne pouvaient plus consi-

dérer le disque comme une distribution de courants surfaciques et ont donc dû opérer une

résolution en 2 dimensions (axisymétrique) de la configuration magnétosphérique (toujours

potentielle). En partant d’une distribution de champ magnétique externe uniforme, ils ont uti-

lisé des distributions radiales de ua,  m et H di érentes de celles de Lubow et al. (1994). Ceci

importe en fait peu puisque comme ces derniers l’ont montré, le paramètre significatif est

  2
3
 m
hua

, qui dans l’étude de Reyes-Ruiz & Stepinski (1996) est en première approximation (à

un facteur 1 2 près) uniforme.

Les résultats obtenus ont partiellement les mêmes comportements que Lubow et al. (1994).
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Ils ont en e et vérifié la relation B r Bz  
hua
 m

(ce qui est logique puisque cette relation est

imposée par la physique du disque, sans condition sur la magnétosphère). Ayant considéré

des distributions de type disque standard, ils ont vérifié qu’une advection significative de Bz

n’était possible que si   1  1 ou plus grand, ce qui nécessite donc un nombre de Prandtl

magnétique grand dans un disque mince. Néanmoins, les distributions radiales de Bz obtenues

sont beaucoupplus raides que celles deLubow et al. (1994). Ce résultat est probablement unbiais

des conditions aux limites. En e et, pour la résolution de la configuration magnétosphérique,

ils ont considéré des lignes de champ droites aux bornes radiales du domaine ce qui implique

que seule la dérivée radiale de Bz peut contrecarrer l’advection du champmagnétique dans ces

zones. Dans cette situation, le champ vertical doit être comprimé beaucoup plus fortement aux

bornes du disque pour compenser l’advection. Les dépendances radiales qu’ils ont obtenues

sont donc contestables.

Il ressort de ces 3 études le résultat important suivant : si le champ magnétique obéit à un

équilibre potentiel hors du disque, une advection significative d’un champmagnétique vertical

extérieur n’est possible que si  1 est de l’ordre de l’unité ou plus grand. Cependant, la question

de profils verticaux de la vitesse et de la di usivité magnétique n’a pas été envisagée dans ces

travaux. En e et, soit les équations étaient intégrées sur la hauteur du disque, en imposant des

termes de transport vérifiant   cte, soit elles étaient résolues en 2 dimensions en imposant

des termes uniformes en z vérifiant également  cte.

De manière plus rigoureuse, on peu montrer que l’e cacité du transport est dictée par le

paramètre (voir chapitre 3 section 3.1 ) :

 2  

  h

 h

hu

 m

dz
2h

(1.3)

où u est la vitesse du fluide comptée positivement vers l’intérieur. Les profils verticaux de la

vitesse et de la di usivitémagnétique peuvent donc jouer un rôle primordial dans l’e cacité du

transport, ce qui n’a pas été réellement considéré dans ces travaux. S’appuyant sur les résultats

présentés, les travaux suivants se sont penchés sur la question de la structure verticale d’un

disque d’accrétion, afin de voir si une étude fine de cette structure peut aboutir à des critères

d’advection di érents (notamment sur le nombre de Prandtl magnétique).

B DES APPROCHES LOCALES

L’importance de la structure verticale du disque a été pour la première fois étudiée par Sha-

lybkov & Rüdiger (2000) . Ils ont considéré cette fois la rétroaction du champ magnétique sur

la dynamique du disque, en recherchant les profils verticaux à l’équilibre du champ magné-

tique, de la densité, de la vitesse radiale et de l’écart à la rotation képlérienne. On retiendra

notamment que le champ toroïdal obtenu est toujours important en surface du disque, voire

même dramatiquement important pour certain résultats (on observe un rapport champ toroïdal

en surface sur champ vertical allant jusqu’à 60). Or un champ toroïdal non nul en surface du

disque implique un vent exerçant un couple magnétique sur le disque. E ectivement, le couple
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magnétique exercé par un jet sur le disque implique des vitesses d’accrétion importantes qui

favorisent l’advection du champ vertical. Une question importante est donc de savoir si les

solutions obtenues seraient compatibles avec l’existence d’un jet, ce qui semble être le cas pour

certaines. Néanmoins, cette étude n’apporte pas de réponse à la question de l’advection d’un

champ extérieur qui permettrait le déclenchement d’un jet, puisqu’elle suppose d’emblée qu’il

en existe un.

Une étude similaire a été réalisée par Rothstein & Lovelace (2008). Partant du constat qu’à

la transition entre le disque et la magnétosphère, la magnétisation devient plus grande que

l’unité, ils ont postulé que cette zone est non turbulente, et donc hautement conductrice (i.e.

très faiblement résistive). En supposant une telle zone, et l’existence d’un couple (même faible)

y permettant l’accrétion de la matière très peu dense, alors le champ vertical étant gelé à la

matière dans cette zone, l’advection du champ est possible. Il est à noter cependant qu’ils ont

considéré une vitesse verticale pas nécessairement nulle en surface du disque, qui apporte une

borne inférieure sur le couple en surface du disque (sans quoi quel que soit le couple, dès lors

qu’il y aurait accrétion dans cette zone, le champ serait emporté vers l’intérieur du fait du

régime de MHD idéale supposé en surface du disque).

Une discussion importante soulevée est celle de l’existence d’une telle zone, non turbulente

mais pas encore trop fortement magnétisée pour pouvoir être considérée comme une couche de

transition entre le disque et la magnétosphère. Ils ont notamment fourni des limites inférieures

sur l’intensité du champ magnétique minimum autorisant une telle transition. Ce qui les a

amené à considérer un e et de seuil sur la valeur du champ magnétique au bord externe d’un

disque, qui ne peut pas advecter du champ au-dessous d’une certaine limite, mais peut le faire

au-dessus. Ils émettent l’hypothèse que l’évolution de la viscosité turbulente induite par les

variations du champ magnétique advecté ou di usé, pourrait être la cause de la variabilité des

binaires-X sur des longues échelles de temps.

Dans la continuité de ce travail, Lovelace et al. (2009) ont étudié numériquement de telles

configurations. Ils ont imposé une distribution verticale de di usivité magnétique dans un

disque ("standard" dans le corps du disque et très faible dans la couche de transition), et ont

étudié les distributions verticales de la densité, du champ magnétique, et de la vitesse (en

supposant le champ vertical constant sur l’épaisseur du disque et la vitesse verticale nulle). Ils

se sont intéressés à des configurations globalement accrétantes, faiblement magnétisées. Deux

sources de transport du moment cinétique sont présentes, la viscosité turbulente et le couple

magnétique. Le champ toroïdal à la surface du disque est un paramètre libre et ils ont choisi de

l’imposer de sorte qu’il y ait globalement un transfert de moment cinétique depuis le disque

vers la magnétosphère. Ils présentent 2 catégories de solutions, toutes deux de type "canaux".

La première est de type excrétante au niveau du plan équatorial du disque, puis accrétante dans

les zones au dessus. La seconde est au contraire accrétante au niveau du plan équatorial, puis

excrétante au-dessus et enfin de nouveau accrétante au niveau de la couche limite. Ces deux

solutions peuvent advecter le champ vertical présent, car dans les deux cas, la matière accrète

dans la couche limite en entrainant les lignes de champs magnétique. Une telle couche limite
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doit être une zone très faiblement résistive et pas encore top magnétisée pour être considérée

comme faisant partie du disque. Si elle peut exister et être stable, alors le champ peut être

advecté à condition qu’un champ toroïdal (même faible) puisse se développer en surface du

disque.

Le dernier travail en date a été réalisé par Guilet & Ogilvie (2012). Ils ont proposé un

ordering en h r des grandeurs du disque et linéarisé les équation MHD du disque (ordering

"classique"), et de plus ont supposé un champmagnétique dominé par la composante verticale.

Ils ont considéré dans leur approche un équilibre vertical hydrostatique du disque (valide pour

des magnétisation petites devant l’unité), et recherché les profils verticaux de la vitesse radiale,

de l’écart à la vitesse képlérienne, du champ radial et toroïdal garantissant la stationnarité de

la structure sur des échelles de temps dynamiques (képlériennes). Les contraintes turbulentes

sont modélisées par le coe cient  v usuel et dont la valeur est déterminée en supposant que

l’instabilité magnéto-rotationnelle (la source de turbulence supposée être à l’origine du v) est

marginalement stable. Le v est considéré constant sur la hauteur du disque et ne dépend que

de 2 paramètres : le Prandtl magnétique turbulent et la magnétisation du disque. L’hypothèse

de stabilité marginale semble délicate. D’une part les valeurs obtenues sont surestimées (ils

obtiennent des valeurs de v pouvant être supérieures à 1), et d’autre part, les vitesses radiales

dans le disque ne sont pas nécessairement en accord avec une accrétion réellement turbulente

(question qui reste ouverte à l’heure actuelle en raison du peu de contraintes fournies par

les simulations MRI globales de disque). Les profils verticaux obtenus permettent de vérifier

directement si l’advection du champ vertical est possible et donc d’anticiper l’évolution d’un

disque sur des échelles de temps longues devant la dynamique képlérienne. La linéarisation

qu’ils ont obtenue permet de ne faire intervenir que les 4 grandeurs données plus haut, ainsi,

les dépendances radiales sont considérées comme des termes source des équations résolues.

La structure magnétosphérique n’étant pas résolue, la valeur du champ radial et du champ

toroïdal en surface du disque sont également des termes sources.

La résolution du système est opérée pour chaque terme source en posant les autres nuls.

La solution générale du système est donc une combinaison linéaire de chacune des solutions

obtenues pondérée par le terme source. Pour considérer l’advection d’un champ magnétique

vertical par un disque "turbulent", ils ont étudié les solutions obtenues avec un champ toroïdal

nul en surface du disque. Ils obtiennent un résultat nouveau : l’advection d’un champ vertical

est possible en l’absence de vent de disque. Ce résultat s’explique par les vitesses d’accrétion

importantes obtenues en considérant la contribution hydrodynamique (i.e. la contribution de la

viscosité) du système. Les vitesses développées sont e ectivement importantes en surface du

disque, ce qui permet l’advection du champ. Ils se sont naturellement interrogés sur l’e cacité

de cette advection, c’est à dire sur l’inclinaison des lignes de champ pouvant être obtenues à

l’équilibre. Ce résultat est directement quantifié par l’inverse de la magnétisation du disque et

son épaisseur. Plus la magnétisation est faible, plus l’advection est facilitée. À l’inverse, plus

l’épaisseur du disque est petite, plus la di usion est favorisée. La dépendance de l’e cacité

d’advection avec la magnétisation du disque est un point particulièrement intéressant. En

e et, il permet d’envisager une advection d’un champ vertical par un disque turbulent jusqu’à
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atteindre une valeur de magnétisation permettant le déclenchement d’un jet. Néanmoins, pour

que cette transition soit possible, il est nécessaire de considérer un disque moyennement mince

d’une part (typiquement h r  0 1), et également d’autoriser le déclenchement d’un jet pour

des magnétisations de l’ordre de 10 3 10 2, ce qui semble nécessiter des e ets thermiques en

surface du disque (Casse & Ferreira, 2000b; Murphy et al., 2010).

Un point saillant de ce travail reste la validité des distributions de vitesses d’accrétion

obtenues. Comme bien souvent, la question ne pourra être tranchée qu’à l’aide de simulations

de disque MRI globales réalisées sur des échelles de temps su samment longues pour statuer

sur les profils verticaux de vitesse. Ce travail pose néanmoins des questions très intéressantes,

et ouvre des perspectives excitantes pour la suite.

3 OBJECTIFS ET PLAN DE LA THÈSE

Le champ magnétique semble donc jouer un rôle prépondérant dans la dynamique des

disques d’accrétion, via la turbulence issue de l’instabilité magnéto-rotationnelle, et via les

jets magnétocentrifuges. Dans cette thèse, je vais élaborer un modèle de disque nouveau, le

supposant traversé par un champ magnétique dipolaire à grande échelle, ce champ étant donc

susceptible d’évoluer en fonction de son transport par le disque. Je considérerai une rétroaction

du champ magnétique sur la dynamique du disque. D’une part, je considérerai une turbulence

générée par laMRI, et donc devrai réaliser une prescription sur le paramètre v comme fonction

de la magnétisation du disque. D’autre part, je considérerai le couple magnétique dû à un

éventuel jet, si les conditions d’éjection sont réunies via un critère portant sur la magnétisation

du disque. Dans le cas où le disque ne produit pas de jet, il sera donc question de revisiter

le modèle standard des disques d’accrétion tenant compte de la rétroaction du champ sur la

dynamique du disque. Dans la mesure où les conditions d’éjection peuvent ne pas être réalisées

partout dans un disque, nous serons également amenés à nous poser la question de zones de

transition dans un disque, entre un régime éjectant et un régime standard.

Dans la seconde partie de ce manuscrit, je présenterai tout d’abord le modèle développé

pendant ma thèse. J’étudierai ensuite les solutions stationnaires obtenues à l’aide d’une ap-

proche analytique du modèle. L’approche analytique permettant d’étudier des configurations

"homogènes" (disque soit standard partout, soit éjectant partout), je ferai une étude qualitative

de zones de transition. La stabilité du modèle sera également étudiée à la fin de cette partie.

La troisième partie présentera les méthodes numériques employées pour simuler le modèle

développé au chapitre précédent. Je présenterai la discrétisation des équations du modèle et

ferai un ensemble de tests numériques pour valider le code de transport du flux magnétique

développé.

Enfin, la dernière partie consistera en l’étude numérique du modèle. Je commencerai par

présenter les conditions aux limites appropriées selon les régimes étudiés, ainsi que les solu-

tions stationnaires obtenues. J’étudierai également les régimes instables mis en évidence dans

la seconde partie. Enfin, je réaliserai l’étude d’une transition envisagée dans cette thèse : la

transition SAD JED.
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Bien que je n’en parle pas dans le corps de ce manuscrit, j’ai également participé en parallèle

de ma thèse au projet "Fly Your Thesis" organisé par l’Agence Spatiale Européenne (ESA). Le

projet est à l’heure actuelle suspendu pour cause de coupes budgétaires, mas l’ESA réalisait

jusqu’à l’an dernier un appel à projet (annuel) afin de financer une campagne de vols en micro-

gravité à bord de l’airbus A300 zéroG de la société Novespace basée à Bordeaux. Cet appel

à projet, destiné à tout étudiant européen en thèse, représente une chance unique de pouvoir

réaliser un projet d’expérience embarquée. Le projet proposé par notre équipe ayant été retenu,

nous avons conçu et réalisé une expérience pendant une durée de 2 ans ce qui finalement a

abouti à la campagne de vols en mai 2011. Je donne en annexe E, le rapport final rendu à l’ESA

à l’issue du projet.
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1 SYMÉTRIES DU PROBLÈME ET CONTRAINTES INDUITES

Un disque d’accrétion est un disque de gaz (et éventuellement de poussières) en rotation

autour d’un objet central. Dans toute la suite de ce manuscrit, le modèle que je vais développer

supposera un disque axisymétrique, géométriquement mince, en rotation képlérienne autour

de l’objet central (hypothèse que je justifierai plus loin). Je le supposerai traversé par un champ

magnétique dipolaire à grande échelle, et soumis à deux sources de transport de moment

cinétique : une viscosité turbulente et ou un jet magnétocentrifuge. Je me placerai dans le cadre

théorique de la MagnétoHydroDynamique (MHD) pour mettre le système en équation. On se

placera dans le système de coordonnées (r; ; z) de la base cylindrique (er; e ; ez) centrée sur

l’objet central (de centre noté o). Le plan équatorial du disque définit le plan (o; er; e ).

Les champs de vitesse et magnétique ainsi que la densité de courants peuvent s’écrire :

u(r z t)  up(r z t)  (r z t)re (2.1)

B(r z t)  Bp(r z t) B (r z t)e (2.2)

J(r z t)  Jp(r z t) J (r z t)e (2.3)
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où l’indice p signifie la composante poloïdale du vecteur (i.e. dans le plan (er; ez)),  (r z) est

la vitesse angulaire du fluide. J’appellerai la composante suivant e composante "toroïdale"

(ou éventuellement azimutale). Nous allons le voir, l’axisymétrie couplée aux contraintes de

symétrie par rapport au plan équatorial permettent de simplifier considérablement le problème.

1.1 GRANDEURS MAGNÉTIQUES

A LE CHAMP MAGNÉTIQUE

Comme on suppose la topologie dipolaire, on a nécessairement le champ Bz symétrique

et les champs Br et B antisymétriques par rapport au plan équatorial. Ce qui formellement

donne :

Bz(r z)  Bz(r  z) (2.4)

Br(r z)   Br(r  z) (2.5)

B (r z)   B (r  z) (2.6)

On a notamment Br(r z  0)  B (r z  0)  0. En axisymétrie, on peut montrer que le champ

poloïdal s’écrit en fonction du scalaire a  rA (avec A la composante toroïdale du potentiel

vecteur) tel que :

Bp  
 1
r
 ra
 
ez 

 
 
1
r
 za
 
er  

1
r
 a e (2.7)

Les contraintes de symétrie par rapport au plan équatorial (o; er; e ) donnent donc pour a :

a(r z)  a(r  z) (2.8)

 za(r z 0)  0 (2.9)

On remarquera que le flux  B de B à travers un disque fictif d’axe (o; ez), de centre (0 zd) de

rayon rd vaut :
 rd

0
2 rdrB(r zd) ez  

 rd

0
Bz(r zd)2 rdr 2 

 rd

0

1
r
 r [a(r zd)] rdr 2 a(rd; zd) (2.10)

Ce flux est donc simplement égal au scalaire 2 a(rd zd). J’appellerai donc a "flux magnétique"

dans la suite de ce manuscrit, bien qu’il faille garder en tête qu’il est égal au flux divisé par 2 .

Une surface magnétique est définie comme une surface dont chaque point est tangentiel au

champ magnétique (figure 2.1). Comme on a trivialement :

 a Bp  0 (2.11)

les surfaces a cte sont donc des surfaces magnétiques. De plus, avec le flux magnétique défini

équation (2.10), on voit qu’une surface magnétique correspond à une surface "iso flux". Dans un

plan (r z) donné (à fixé), une ligne "iso a" correspond à une ligne de champmagnétique. Il est

important de garder ce point en tête car il permettra de se figurer plus simplement le transport

de champ magnétique dans un disque.

Il sera pertinent d’utiliser le scalaire b tel que :

b rB (2.12)
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On aura donc comme contrainte sur b :

b(r z)   b(r  z) (2.13)

 zb(r z 0)  0 (2.14)

B LA DENSITÉ DE COURANT.

Comme pour le champ magnétique, je pose :

J Jp J e (2.15)

La densité de courant toroïdale (J ) décrit la courbure des lignes de champ (lignes iso a)

suivant :

J  
1
 0

( zBr  rBz)  
1
 0r
  a (2.16)

Avec :    2

 z2
 r  
 r

 
1
r
 
 r

 
un Laplacien modifié.

En axisymétrie, la densité de courant poloïdale Jp est intimement liée au champ toroïdal B ,

et plus directement au scalaire b rB . On trouve :

Jp  
1
 0r
 b e (2.17)

De la même manière que pour le champmagnétique, le flux de J à travers un disque fictif d’axe

(o; ez), de centre (0 zd) de rayon rd est le courant électrique poloïdal

I 

 rd

0
2 rdrJ(r zd) ez  

 rd

0
Jz(r zd)2 rdr 

2 
 0

 rd

0

1
r
 r [b(r zd)] rdr 

2 
 0

b(rd; zd) (2.18)

Le scalaire b correspond donc (à 2   0 près) au flux de J à travers la surface définie. On trouve

similairement au fluxmagnétique qu’une surface "iso b" définit une surface de courant poloïdal.

F     2.1 – Cadre géométrique de ce travail. On considère un disque mince axisymétrique traversé par un champ
magnétique dipolaire à grande échelle. Les surfaces axisymétriques bleutées sont les surfaces magnétiques.
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1.2 GRANDEURS DU FLUIDE

 Densité, pression, température. Étant donnée la symétrie du problème, on pose naturelle-

ment la densité symétrique par rapport au plan médian du disque, formellement :

 (r z t)  (r  z t) (2.19)

Dans le paradigme du disque d’accrétion, je considérerai un disque mince dont l’essentiel

de la masse est distribué autour du plan médian du disque. Il sera alors naturel de définir

une hauteur h(r) telle qu’à un rayon donné l’essentiel de la masse du disque est située dans

l’intervalle [ h; h]. La caractérisation de cette hauteur sera faite plus loin. La pression et la

température sont également symétriques par rapport au plan équatorial du disque :

P(r z t)  P(r  z t) (2.20)

T(r z t)  T(r  z t) (2.21)

(2.22)

 La vitesse du fluide. On envisagera toujours des régimes pour lesquels la vitesse poloïdale

est exclusivement radiale sur le plan du disque, et la vitesse azimutale évidemment non nulle

sur le plan du disque. Toujours par symétrie autour du plan médian du disque, on obtient les

contraintes suivantes sur la vitesse du fluide :

uz(r z t)   uz(r  z t) (2.23)

ur(r z t)  ur(r  z t) (2.24)

u (r z t)  u (r  z t) (2.25)

(2.26)

On retiendra notamment qu’on a une vitesse verticale nulle sur le plan médian du disque.

2 RÉGIMES DE MHD

On a donc comme cadre de travail un disque mince traversé par un champ magnétique

dipolaire à grande échelle (voir figure 2.1). Deux régimes de MHD se distinguent quel que soit

le type de disque sur lequel on travaille (standard ou ejectant).

 Le disque : une couche mince et résistive. On supposera le disque mince (i.e. de hauteur

caractéristique h  r), ce qui implique des contraintes sur les forces verticales garantissant

l’équilibre magnétohydrostatique vertical du gaz que je préciserai plus loin. De plus, on tra-

vaillera toujours dans des régimes de disque quasi képlérien (i.e.    k(r) o( k(r))). Ceci

implique également des contraintes sur l’équilibre radial du disque que nous verrons. La vi-

tesse du fluide est donc dominée par la vitesse toroïdale : up   u    r k . On est obligé de

supposer une résistivité  m dans le disque. En e et, dans un disque d’accrétion non résistif,
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le mouvement du gaz vers l’objet central emporterait les lignes de champ avec lui vers l’inté-

rieur jusqu’à ce que la pression magnétique devienne de l’ordre de l’énergie gravitationnelle,

le disque ne tournerait plus et serait complètement immobilisé. On aurait alors ce qu’on ap-

pelle un disque magnétiquement arrêté (Igumenshchev, 2008). Pour rester dans le paradigme

des disques d’accrétion quasi képlériens, on invoque une di usivité magnétique  m   m  0
du champ magnétique pour autoriser la matière accrétante à traverser les lignes de champ

magnétique.

 La magnétosphère. J’appelle ainsi la zone au dessus et sous le disque magnétosphère. Dans

cette zone ladensité dugaz est extrêmement faible et on est en régimedeMHDidéale. Lamatière

s’écoule le long des surfaces magnétiques. La très faible densité implique des temps caractéris-

tiques beaucoup plus petits que dans le disque (via la vitesse d’Alfven). La magnétosphère est

donc dynamiquement beaucoup plus "réactive" du point de vue du champmagnétique. Dans la

suite, on considérera la magnétosphère toujours à l’équilibre. Et nous le verrons, elle imposera

de fortes contraintes sur la dynamique du champ magnétique dans le disque. Dans certains

cas on aura a aire à une magnétosphère vide de tout courant, et dans d’autres la présence

d’un jet impliquera des courants non nuls dans celle-ci. Nous verrons que la présence ou non

d’un jet change significativement la dynamique du disque via le couple de freinage qu’il exerce

sur celui-ci. C’est un premier point qui montre qu’on traite d’un problème global qui met en

jeu le disque et sa magnétosphère. On ne pourra pas traiter le disque indépendamment de sa

magnétosphère.

3 LES RÉGIMES ET CONFIGURATIONS DE DISQUES - TERMINOLOGIE

Je vais expliciter ici les di érents régimes de disque sur lesquels j’ai travaillé, ainsi que les

configurations qui en découlent. La magnétisation du disque est définie par :

  
B2z
 0P0

(2.27)

avec P0 la pression sur le plan médian du disque. Ce paramètre est crucial pour les régimes de

disques que l’on va étudier.

3.1 RÉGIMES DE DISQUES

 Disque d’accrétion standard : régime de SAD. Ce régime correspond à un disque (ou une

partie) turbulent ne produisant pas de jet. Il est ici désigné par le terme SAD (de l’anglais

Standard Accretion Disc). Le modèle de Shakura & Sunyaev (1973) constituera mon point de

départ pour décrire ce régime. On considère un disque turbulent, turbulence qui donne lieu à

un transport anormal de moment cinétique vers les rayons extérieurs (transport radial donc)

et qui permet l’accrétion de matière. La turbulence des disques est un domaine d’étude très

actif, et notamment la question de son origine. La source de turbulence la plus prometteuse

est l’instabilité magnétorotationnelle (MRI) découverte par Balbus & Hawley (1991). Ils ont

montré que cette instabilité ne peut être e ective que si le disque est faiblement magnétisé, plus
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précisément pour des disques dont la magnétisation est petite devant l’unité. Je considérerai

par la suite que le disque est en régime de SAD lorsque la magnétisation du disque est plus

petite qu’une valeur min (je reviendrai sur une quantification plus précise ensuite).

 Disque éjectant : régime de JED. Un JED (de l’anglais Jet Emiting Disc) est un disque (ou

une partie) produisant un jet super Alfvenique qui emporte avec lui une fraction importante du

moment cinétique du disque. On a donc un transport cette fois vertical de moment cinétique

du disque vers le jet, et qui est dominant devant la viscosité. Il suppose l’existence d’un champ

magnétique dipolaire à grande échelle (voir figure 2.3) traversant le disque, mais cette condition

n’est pas su sante. Il faut également que ce champ magnétique soit compris dans un certain

domaine d’intensité, quantitativement que la magnétisation du disque soit de l’ordre de l’unité

(Ferreira & Pelletier (1995) , Ferreira (1997)), (voir figure 2.2). Je considérerai que dans un

certain intervalle de magnétisation  min     max, le disque produit un jet. Dans ce cas, un

jet stationnaire peut se mettre en place et sera le mécanisme dominant permettant l’accrétion

de matière du disque. Dans ce régime, la magnétisation est une constante du rayon notée   ,

dont la valeur dépend de di érents paramètres (di usivité magnétique, épaisseur du disque,

e cacité d’éjection).

F     2.2 – Domaine de magnétisation autorisant un JED stationnaire présenté dans Ferreira (1997). En abscisse,
l’e cacité d’éjection qui quantifie la quantité de matière qui part dans le jet. En ordonnée, la magnétisation
du JED. Le domaine en magnétisation est a ché pour 4 épaisseurs de disques : h r  7 10 4 (tirets longs),
h r 10 3(tirets courts), h r 10 2 (pointillés) et h r 10 1(pleine). On est toujours dans des magnétisations de
l’ordre de l’unité.

3.2 CONFIGURATIONS ENVISAGÉES

 Configurations homogènes. J’appellerai configuration homogène un disque dans lequel un

seul régime de disque est présent, SAD ou JED.
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F     2.3 – Structures magnétiques d’accrétion-éjection. A gauche, le schéma d’un disque vu par la tranche, le
gradient de pression à la surface du disque dépose du gaz au dessus qui est accéléré par e et magnéto-centrifuge
(crédit F.Casse). A droite : une simulation MHD de disque éjectant stationnaire, tirée de Zanni et al. (2007) (crédit
C.Zanni).

 La configuration JED SAD. Il est envisageable d’imaginer un disque pour lequel les deux

régimes donnés plus haut sont présents (SAD et JED). Ce type de configuration a été proposé

par Ferreira et al. (2006), Petrucci et al. (2008), en considérant un JED dans les régions internes du

disque, et un SADdans les régions externes (voir figure 2.4). Dans la continuité de leurs travaux,

je propose la configuration suivante supposant un disque divisé en trois zones distinctes :

 pour des rayons plus petits qu’un rayon r j, on serait dans un JED. La magnétisation du

disque serait plus grande que la magnétisation critique de déclenchement d’un jet  min
et plus précisément égale à la magnétisation d’équilibre   du JED. Le mécanisme de

transport de moment cinétique dominant y serait donc le couple magnétique dû au jet.

 au delà d’un certain rayon rs  r j on aurait un SAD car la magnétisation y serait inférieure

à min. La source de transport du moment cinétique est donc la viscosité turbulente.

 pour des rayons r j  r  rs, on est dans une zone de transition où la magnétisation est

comprise dans l’intervalle min      .

On peut voir sur la figure (2.5) un schéma du profil radial demagnétisation d’un disque rentrant

dans le cadre d’une telle configuration.

 La configuration SAD JED. Dans cette configuration, c’est exactement l’inverse de la confi-

guration JED SAD :

 pour des rayons inférieurs à un rayon rs la magnétisation serait inférieure à min, on serait

dans un SAD.

 pour des rayons supérieurs à un rayon r j  rs, on serait dans un JED. La magnétisation

serait supérieure à min et égale à la magnétisation  d’équilibre du JED.

 dans la zone rs  r  r j la magnétisation serait supérieure à  min, mais on ne serait pas

encore dans la zone de JED à proprement parler, les couples dûs à la viscosité et au jet

seraient comparables.
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F     2.4 – Configuration JED SAD issue de Combet & Ferreira (2008) . Rrot est le rayon interne du disque. Le JED
s’étend jusqu’à RJ. Au delà de RJ, on est dans le régime de SAD (RJ  r j  rs). La zone de transition entre les 2
régimes n’est donc pas représentée ici. (Crédit, C.Combet).
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F     2.5 – Exemple de profil de magnétisation dans une configuration JED SAD inspirée par Petrucci et al. (2008).
Dans la partie extérieure du disque (rs  r  rout), la magnétisation est inférieure à la magnétisation  min
de déclenchement d’un jet, on est dans un régime de SAD. Dans cette zone, la magnétisation est croissante
vers l’intérieur jusqu’à atteindre  min, on a alors une zone de transition (ZT sur le schéma) jusqu’à ce que la
magnétisation atteigne une valeur d’équilibre  en r j. Pour rin  r r j on est dans JED.
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On peut voir figure (2.6), une distribution radiale de magnétisation d’un disque rentrant dans

le cadre d’une configuration SAD JED.
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F     2.6 – Exemple de profil de magnétisation dans une configuration SAD JED. Dans la partie intérieure du
disque (rin  r  rs), la magnétisation est trop faible pour permettre le déclenchement d’un jet, on est dans
un régime de SAD. Dans cette zone, la magnétisation est croissante vers l’extérieur jusqu’à atteindre  min. Le
domaine rs  r r j correspond à la zone de transition jusqu’à ce que la magnétisation atteigne la valeur  en r j,
la zone r r j est un disque éjectant (JED), jusqu’au bord externe du disque en rout.

L’un des enjeux de cette thèse est l’étude de transitions entre les deux régimes de disque. En

partant d’un disque standard, est-il possible d’atteindre des magnétisations su santes dans les

rayons internes d’undisque pour déclencher un jet interne (donc d’engendrer une configuration

JED SAD) ? Ou au contraire que la magnétisation d’un JED diminue su samment pour le

stopper et donc repasser en régime de SAD? Que peut on dire d’éventuelles configurations

SAD JED, JED SAD? Le paramètre clé de cette étude est la distribution radiale demagnétisation

du disque  B2z ( 0P0), qui met donc en jeu le champ magnétique du disque, mais également

sa densité et sa température (via l’équation d’état P  kT (mp) avec mp la masse moyenne des

particules du gaz). L’idéal pour étudier l’évolution de lamagnétisation serait donc de construire

un modèle décrivant l’évolution de la densité, de la température et du champmagnétique dans

le disque.
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4 CADRE THÉORIQUE

Comme dit précédemment, je me placerai dans le cadre théorique de la MagnétoHydro-

Dynamique (MHD), dans l’hypothèse d’un système axisymétrique. J’utiliserai le système de

coordonnées (r; ; z) de la base cylindrique (er; e ; ez) centrée sur l’objet central (de centre noté

o). Le plan équatorial du disque définit le plan (er; e ).

4.1 EQUATIONS MHD

Les équations MHD s’écrivent :

  

 t
    u  0 (2.28)
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(2.33)

Dans ces équation on a :

  la densité.

 P la pression thermique.

 u urer u e  uzez  up u e la vitesse du fluide.

   u  r la vitesse angulaire du fluide.

  G le potentiel gravitationnel (de l’objet central dans notre cas).

 B Bp B e le champ magnétique ; b rB .

 J Jp J e la densité de courant.

 Tv  r   j, avec   j la composante suivant du tenseur des contraintes visqueuses.

  m la résistivité toroïdale. On a de plus la di usivité magnétique toroïdale m   m  0.

   m    m la di usivitémagnétiquepoloïdale, éventuellementdi érentede m d’un facteur

 traduisant l’anisotropie de la di usivité dans un disque.

 U Ugaz Urad est l’énergie interne du gaz

 qc est le flux par conduction thermique (en réalité toujours négligeable dans un disque

d’accrétion).

 qt le flux d’énergie interne par transport turbulent (qui lui, peut être pertinent).

 Frad le flux d’énergie par radiation.

  v la viscosité du fluide, dont le lien avec Tv sera explicité plus tard.
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Enfinune équationd’état est nécessaire pour fermer lemodèle : pour ce faire je prends l’équation

d’état d’un gaz parfait :

P 
 kT

fmp
(2.34)

où k la constante de Boltzman, T la température du gaz, et f la fraction de masse telle que la

masse moyenne des particules du gaz vaut fmp, mp étant la masse du proton (dans un plasma

d’hydrogène, f  1 2).

Je le rappelle, on cherche à développer un modèle décrivant la température du disque, sa

densité, et son champ magnétique.

4.2 DÉTAIL DES ÉQUATIONS

 Équation de conservation de la masse. L’équation de conservation de la masse 2.28 décrit

simplement (en l’absence de terme de création) l’évolution locale de la densité en fonction du

transport de matière par le fluide. Elle peut se réécrire en version intégrale :

dmV

dt
 

 

 u dS (2.35)

qui signifie simplement que la variation de la masse mV contenue dans un volume est égale au

bilan du flux de masse sur le contour entourant ce volume.

 Équation de conservation de l’impulsion poloïdale. L’équation de conservation de l’impul-

sion (2.29) décrit l’évolution temporelle de la quantité de mouvement poloïdale  tup du fluide

qui est gouvernée par :

 l’accélération poloïdale par le fluide :  up  up
 l’accélération centrifuge :  2rer
 la force gravitationnelle :    G
 les forces de pression :  P

 et enfin la force de Lorentz poloïdale : J B p

 Équation de conservation du moment cinétique. L’équation de conservation de moment

cinétique (2.30) décrit l’évolution temporelle de la densité de moment cinétique  t(  r2) du

fluide qui s’exprime comme un bilan local de di érents flux :

 le flux de moment cinétique transporté par le fluide :  up r2

 le flux de moment par la force de Lorentz : b
 o
Bp

 le flux de moment par le tenseur dû aux contraintes turbulentes : T  j

 Équation de transport du flux magnétique. L’évolution temporelle du flux magnétique ta

(équation 2.31) est gouvernée par :

 l’advection par le fluide : up  a

 et la di usion : r mJ qu’on peut réécrire m  a (voir chapitre 2 section 1.1)
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 Évolution temporelle du champ toroïdal. On décrit le champ toroïdal via b  rB dont

l’évolution temporelle (équation 2.32) est gouvernée par :

 du transport par le fluide : r2  
 
b
r2
up
 

 un terme de création par cisaillement du champ poloïdal : r2  
 
 Bp
 

 et la di usion : r2  
 
  m
r2
 b
 

Le modèle développé ne tiendra pas compte de cette équation, je me contenterai d’une pres-

cription pour le champ toroïdal en surface du disque.

 Équation d’énergie. L’évolution de l’énergie interne du gaz U décrite équation (2.33) est

gouvernée par :

 le bilan local des flux d’énergie   
 
Uu qc qt Frad

 
.

 le travail des forces de pression P  u.

 le chau age visqueux et résistif mJ2    v
 
r  
 r

 2

Bien que cette équation doive être résolue pour calculer la température du disque, le modèle

développé ne la résoudra pas, je me contenterai d’une approximation consistant à imposer la

hauteur du disque.
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1 DESCRIPTION DU DISQUE ET ORDERING TEMPOREL

Je considèrerai ici un disque mince de hauteur h(r) r. Je définis le paramètre :

h

r
  (3.1)

L’expressionde la hauteur ainsi que les conditions qui permettent de faire l’approximation  1

seront précisées plus loin. L’essentiel de l’information nécessaire concernant les approximations
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du modèle tient dans l’ordering des vitesses. On considère un disque mince quasi képlérien,

c’est-à-dire que le potentiel gravitationnel de l’objet central domine. La vitesse angulaire s’écrit :

 (r)  k(r) 

 
  r G

r
 

 
GM 
r3

(3.2)

AvecM la masse de l’objet central. L’hypothèse képlérienne implique :

 ur   u  (3.3)

L’hypothèse d’un disque mince sous-tend qu’on néglige la vitesse verticale du disque devant

les vitesses radiale et azimutale. Il s’ensuit la relation valable à l’intérieur du disque :

 uz   ur   u  (3.4)

qui est une hypothèse cruciale pour la suite du développement. Comme je cherche en grande

partie à étudier l’évolution de la magnétisation du disque, je veux modéliser le transport du

champmagnétique dans un disque, celui de la masse ainsi que la température du disque. Nous

verrons que les temps d’évolution de la densité et du champ magnétique sont des temps longs

devant la dynamique képlérienne. On pourra donc considérer le disque à l’équilibre local à

tout instant pour modéliser l’évolution temporelle de ces grandeurs. Ce qui notamment permet

de considérer l’équilibre thermique réalisé à tout instant. L’ordering temporel du disque sera

étudié dans cette section.

Pour cette thèse, je n’ai pas cherché à développer unmodèle qui respecte rigoureusement les

proportions. Je cherche à évaluer ce que peut être l’évolution des grandeurs qui m’intéressent

(densité, température, champ magnétique). Certaines hypothèses simplificatrices seront faites

et auront un impact sur les seuils de déclenchement d’un jet, sur l’e cacité précise du transport

du champ magnétique. Ces hypothèses, qui ont été nécessaires pour développer un modèle

global de disque, a ectent numériquement certaines grandeurs, mais ne modifient pas le com-

portement qualitatif du disque qui nous importe ici. D’une certaine manière, il s’agit d’une

étude prospective vouée à être a née pour étudier plus en précision les conclusions qui en ont

découlé.

1.1 ÉQUILIBRE VERTICAL DU DISQUE

On s’intéresse tout d’abord à la composante verticale de l’équation en moment. Dans l’ap-

proximation disque mince, on néglige les mouvements verticaux, on considère donc l’équilibre

vertical réalisé. Les résultats qui suivent sont obtenus (voir annexe B 1 pour le calcul complet)

en ne considérant que la pression thermique. Pour les magnétisations petites devant l’unité,

la pression thermique est dominante. Donc en régime de SAD, l’approximation hydrostatique

est pleinement justifiée. En revanche pour des magnétisations de l’ordre de l’unité, la pression

magnétique est de l’ordre de la pression thermique. Pour être rigoureux, il faudrait dans ce

cas considérer les e et de compression magnétique verticale, qui dépendent du champ radial

et du champ poloïdal en surface du disque (notés B r et B 
 
). Ces e ets induiraient une va-

riation sur la hauteur h du disque d’un facteur 2 (il serait environ 2 fois plus petit que dans
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le cas hydrostatique, voir Ferreira & Pelletier (1995)), mais leur prise en compte introduirait

une complexification inutile vu les ambitions qualitatives que nous avons. Je me permets de

considérer que le disque est à l’équilibre vertical hydrostatique. De plus, je supposerai une

distribution verticale en température isotherme. Ces approximations sont également faites par

Guilet & Ogilvie (2012) dans leur article sur la transport du flux magnétique dans les disques.

Finalement on trouve :

 (r z)  (r 0) exp
 

 
z2

2h2

 

(3.5)

avec :

h 
Cs

 k
(3.6)

Cs étant la vitesse du son à un rayon donné. Ceci constitue notre définition de la hauteur h

du disque. On vérifie donc l’approximation disque mince (i.e. h r  1) si la vitesse du son est

toujours petite devant la vitesse képlérienne (i.e. Cs   kr). La vitesse du son étant directement

liée à la températuredudisque, l’hypothèsedudisquemince est directement liée à l’e cacité des

processus de refroidissement du disque. En toute rigueur, il serait donc nécessaire de résoudre

l’équation d’énergie du disque (j’en reparlerai plus loin). On définit la densité surfacique du

disque :

 (r) 
  h

 h

 (r z)dz (3.7)

On peut vérifier que  0 7
   
  
 dz (dans le cas isotherme, sans éjection dematière). On définit

aussi une densité 0(r) sur le plan du disque :

 0(r) 
 (r)
2h

(3.8)

pas rigoureusement égale à (r z  0) issu de l’équilibre vertical, mais qui ne di ère que d’un

facteur 0  (z 0) 1 25 . On définit également une pression P0 sur le plan du disque :

P0(r)  0C2
s   0 

2
kh

2 (3.9)

Onpeutmaintenant exprimer lamagnétisation sur leplanmédiandudisque (qui vautB2
z ( 0P0)),

on trouve :

  
2B2z

 0   
2
k
r

(3.10)

Ici la magnétisation calculée n’est pas rigoureusement égale à la magnétisation sur le plan du

disque (qui devrait être calculée en utilisant P(r z 0). Elle ne di ère que d’un facteur 1 25 (voir

annexe) ce qui est parfaitement négligeable ici. Par souci de simplification, on utilisera donc

l’équation (3.10) pour la magnétisation du disque.

En considérant une perturbation à l’équilibre hydrostatique, le temps de retour à l’équilibre

(que j’appelle tz) est de l’ordre de :

tz  
h

Cs
   1k  t (3.11)

où t   
 1
k

le temps dynamique du disque.
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1.2 ÉQUILIBRE RADIAL DU DISQUE - APPROXIMATION KÉPLÉRIENNE

L’hypothèse d’un disque képlérien sera utilisée tout au long de ce manuscrit. Examinons

les conditions pour qu’elle soit valide. En négligeant les mouvements verticaux, l’équation en

moment suivant er donne :

  2r  ur rur   r G  rP J B r (3.12)

Qu’on réécrit (en utilisant 3.2) :

 
 

 k

 2

 1 
1
 2

k
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r
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 rP

 r
 
J B r
( r)

 

(3.13)

La vitesse angulaire est keplérienne si les termes de gradient de pression et de forcemagnétique

ainsi que le terme advectif restent négligeables devant la force gravitationnelle. On a :

1
 2

k

ur
r
 rur  

     
ur
uk

     

2

(3.14)

avec uk   kr, la vitesse képlérienne. Il est à noter que j’ai considéré ici des variations radiales

de ur de l’ordre de r. Ce qui donne le premier point (évident), la vitesse radiale doit être

petite devant la vitesse képlérienne pour garantir un mouvement quasi képlérien... Le critère

satisfaisant cette condition sera obtenu à partir de l’étude de l’équation de conservation du

moment cinétique. Ensuite, pour le terme de pression thermique, à partir des relations (3.9) et

(3.6), on trouve :
1
 2

k

 rP

 r
  2 (3.15)

Pour la force de Lorentz radiale, l’évaluation nécessite certaines hypothèses dont le détail est

donné annexe B.2. On trouve :
1
 2

k

J B r
( r)

   (3.16)

La composante radiale de la force de Lorentz est donc la plus susceptible d’a ecter le mou-

vement képlérien. En e et, pour des magnétisations de l’ordre de l’unité, la déviation est de

l’ordre d’un facteur (petite doncmais qui commence à devenir non négligeable pour un disque

moyennement mince). On retrouve d’ailleurs ici le résultat d’un disque magnétiquement arrêté

(  0) (Igumenshchev, 2008), où ils ont considéré un disque géométriquement épais (  1)

dans lequel pour  1, les forces magnétiques surpassent la gravitation et empêchent le disque

de tourner (  0). En conclusion, un disque géométriquement mince (  1) permet d’at-

teindre des magnétisations de l’ordre de l’unité tout en restant képlérien. Comme on se placera

toujours dans ce cadre, on considérera le disque képlérien.

1.3 CONSERVATION DU MOMENT CINÉTIQUE

Commençons par étudier l’équation de conservation du moment cinétique stationnaire

(2.30). Elle donne :



45 1. DESCRIPTION DU DISQUE ET ORDERING TEMPOREL

  

 

  up r2 
b

 o
Bp Tv

 

 0 (3.17)

On a donc une équation conservative stationnaire. Tout d’abord, je vais commenter chacun de

ses termes et faire des hypothèses pour certains d’entre eux.

A CONTRIBUTIONS.

Transport par le fluide : Le terme   up r2 correspond naturellement au flux de moment

cinétique par le fluide lui-même. On négligera la vitesse verticale (justifié dans l’approximation

disque fin) ce qui donne :

up  ur(r z)er (3.18)

Le couple magnétique : Le terme b
 o
Bp correspond au flux de moment cinétique induit par

la force de Lorentz J B p. Dans le disque (i.e. pour h  z   h) on négligera toujours le flux

radial de moment cinétique dû à la force de Lorentz (i.e. JrBz  JzBr). On aura donc :

b

 o
Bp  

b

 o
Bzez (3.19)

Couple turbulent : Le terme Tv  Tv rer correspond à la composante radiale du flux de mo-

ment cinétique généré par les contraintes turbulentes. Je suppose en e et ici que les transferts

d’impulsion dûs à ces contraintes se font uniquement radialement (disque mince axisymé-

trique). Dans ce cas, seule la composante  r du tenseur des contraintes est non nulle. On a

donc :

Tv r  r r (3.20)

Comme il est fait traditionnellement, il s’agira d’assimiler cette contrainte turbulente à une

contrainte visqueuse.

 r   vr r (3.21)

avec v une viscosité dynamique e ective. On peut donc définir une viscosité cinématique v
telle que :

 v    v (3.22)

B ACCRÉTION DE LA MATIÈRE.

 Taux d’accrétion. En considérant que tout transport vertical de moment cinétique par la

matière est négligeable l’équation 3.17 donne :

 ur r r
2   

1
 0
 z(b)Bz 

1
r2
 r(  vr2 r ) (3.23)

Onpose u  ur (vitesse u comptée positivement vers l’intérieur). Ondéfinit le taux d’accrétion :

Ṁa  

  h

 h

2 rdz u (3.24)
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Qui est donc la quantité demasse par unité de temps qui traverse le rayon r. En intégrant l’équa-

tion 3.23 entre h et h (i.e. sur l’épaisseur du disque), et en considérant lemouvement képlérien

on trouve (en considérant que Bz indépendant de z sur la hauteur du disque, approximation

valide pour les écoulements que j’étudierai) :

Ṁa  
6 
 kr
 r(  vo kr

2) 
8 qrB2z
 0 k

(3.25)

ce qui revient à (toujours dans l’approximation képlérienne)

Ṁa  6 r1 2 r(  vor1 2) 
8 qrB2z
 0 k

(3.26)

avec :

q(r) 
 B 

Bz
(r h)  B   Bz (3.27)

le cisaillement magnétique à la surface du disque (en z h ). Et vo est défini tel que :

  h

 h

  v    vo (3.28)

 La viscosité du disque. Le modèle de Shakura & Sunyaev (1973) depuis devenu le modèle

standard des disques d’accrétion, pose la contrainte turbulente sous la forme d’une viscosité

 v0 sous la forme :

 v0   vCsh  v kh
2 (3.29)

avec v un paramètre sans dimension quantifiant l’e cacité de la turbulence du disque. C’est

cette prescription que j’ai choisi d’utiliser. Toute l’ignorance de l’e cacité du couple turbulent

se retrouve donc dans ce paramètre. Il faudra donc faire une prescription sur v.

 La vitesse d’accrétion. On définit la vitesse d’accrétion u0 tel que :

u0(r) 
Ṁa(r)
2 r (r)

(3.30)

qui correspond donc à la vitesse de transport de  dans le disque. On définit également le

nombre de Mach sonique en tout r :

ms(r) 
u0(r)
Cs(r)

 
u0(r)
 (r)h(r)

(3.31)

l’équation 3.26 devient donc :

ms(r) 3 v 
 log  vr1 2

 log r
 2q   v   2q (3.32)

avec :

  3
 log  vr1 2

 log r
(3.33)

Il est important de souligner ici que la vitesse d’accrétion, de part sa définition 3.30 est le résultat

des dépendances verticales de la densité surfacique et de la vitesse du fluide. On ne peut donc
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pas tirer de conclusion a priori sur la validité de l’hypothèse képlérienne à partir de cette vitesse.

Je considérerai néanmoins qu’elle est un indicateur pertinent pour vérifier l’approximation

képlérienne. Donc pour que le disque soit e ectivement képlérien, on peut montrer à partir des

équations (3.6) et (3.32) qu’il faut :

ms  
1
 

(3.34)

Dans le cas d’un SAD, le couple magnétique est négligeable, on a donc :

ms  3 v  (3.35)

On trouve donc qu’un SAD est képlérien si :

 v  
1
 2

1
 

(3.36)

Comme on travaillera avec des  v au plus de l’ordre de l’unité, dans un disque mince et en

supposant de l’ordre de l’unité (hypothèse valable pour des dépendances radiales en loi de

puissance), l’approximation quasi képlérienne est toujours valide dans le cas du SAD.

Dans le cas d’un JED, c’est le couple visqueux qui est négligeable, on a donc :

ms  2q (3.37)

avec comme condition :

q  
1
 

(3.38)

Un disque éjectant fonctionnant pour des magnétisations et des cisaillements magnétiques q

de l’ordre de l’unité (Ferreira (1997)), dans un disque mince, l’approximation quasi képlérienne

est toujours valide. Il sera néanmoins toujours nécessaire de vérifier le nombre demach sonique

dans le disque pour s’assurer que le critère donné équation (3.34) est valide.

C TEMPS CARACTÉRISTIQUE

Parmis tous les temps caractéristiques du disque, le plus court correspond au temps képlé-

rien t . C’est pour cette raison qu’on le qualifie de temps dynamique td du disque. L’écoulement

se met en place sur cette échelle de temps et évoluera au gré de l’évolution des paramètres phy-

siques jouant sur cet écoulement (densité, champ magnétique, température). On pourra donc

considérer l’équation de conservation du moment cinétique stationnaire sur des échelles de

temps plus grande que le temps dynamique td  t .

1.4 CONSERVATION DE LA MASSE

Dans l’approche disque mince, on peut intégrer l’équation 2.28 sur la hauteur h du disque.

 t  
1
2 r
 r
 
Ṁa 2Ṁ j

 
(3.39)

avec   2 (r z  0)h la densité surfacique du disque, et où Ṁa correspond au flux de masse

accrété par le fluide dans le disque, et Ṁ j traduit l’éventuelle perte de masse s’échappant du
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disque vers un jet (le coe cient 2 venant simplement du fait que la matière s’échappe des 2

côtés du disque). Dans la suite je considérerai toujours la perte de masse due à un jet (s’il est

présent) négligeable, ce qui est valable dans le cas de jet froid. On aura donc :

 t  
1
2 r
 rṀa (3.40)

Connaissant la vitesse d’accrétion de la matière u0  
Ṁa

2 r (équation 3.30), on peut extraire de

l’équation 3.40 le temps caractéristique d’évolution de :

t  
r

u0
 tacc  

1
ms 

t (3.41)

avec tacc  t le temps d’accrétion du disque. Il est important de signaler que j’ai considéré

l’échelle typique de variation radiale de de l’ordre de r. Dans le cas d’un disque standard

on peut vérifier qu’on a typiquement :

t   
 1
v  
 2t (3.42)

Dans le cas d’un JED, on trouvera plutôt :

t   
 1t (3.43)

1.5 TRANSPORT DU FLUX MAGNÉTIQUE

A ÉQUATION INTÉGRÉE VERTICALEMENT

Je rappelle l’équation 2.31 :

 a

 t
  up  a r mJ   up  a  m  a (3.44)

avec  a  2za  r(
1
r ra). C’est donc une équation d’advection-di usion avec le terme advectif

up   a, et le terme di usif m  a. Un équilibre étant atteint lorsque le terme di usif compense

l’advection. Je supposerai que  uz ur   Bz Br . Approximation raisonnable dans un disque

mince. En conservant la notation u  ur, on obtient :

 a(r z)
 t

 u ra(r z) r mJ (r z) (3.45)

Cette équation porte donc simplement sur l’évolution temporelle du fluxmagnétique a, on peut

la voir comme une équation de transport des lignes de champ poloïdales. Il s’agit donc d’un

problème global faisant intervenir à la fois le disque et sa magnétosphère. Je décide de scinder

le problème en deux : le disque et la magnétosphère. En e et on a deux régimes totalement

di érents dans ces deux zones. Dans le disque on est en MHD résistive et le transport du

flux est gouverné par les mécanismes d’advection et de di usion. Dans la magnétosphère, on

est en MHD idéale, et nous verrons (section suivante) qu’on peut la considérer à l’équilibre

à tout instant comparativement au disque. On en déduit pour le champ poloïdal que Bp  

up dans la magnétosphère. La résolution de l’écoulement magnétosphérique ne se fait donc

pas de la même manière que pour le disque (où on autorise un mouvement transversal aux
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surfaces magnétiques). En e et, cela nécessite de résoudre l’équilibre transverse aux surfaces

magnétiques, dont l’équation, connue sous le nom d’équation de Grad-Shafranov sera donnée

section (2) de ce chapitre. Ainsi, je vais commencer par travailler sur la résolution de l’équation

de transport du flux dans le disque. La question de la magnétosphère sera abordée dans la

section suivante.

Dans l’approximation disque mince, on considère dans le disque que a(r z) a(r 0)  1 (critère

donné annexe B 3 et satisfait pour les classes d’écoulements que je vais étudier). On peut

donc intégrer l’équation sur l’épaisseur du disque, ce qui donnera une équation d’inconnue

a(r 0)  a(r). Mais quelle épaisseur ? Je rappelle que la hauteur du disque h définie équation

3.6 vaut pour la matière (on considère que l’essentiel de la matière est contenu entre  h et

 h). L’équation de transport du flux ne fait pas appel au flux de masse comme l’équation de

conservation du moment cinétique, mais à la vitesse du fluide. Donc il n’y a aucune raison que

la hauteur caractéristique de transport du flux soit la même que pour la masse. Pour l’équation

de transport du flux, la hauteur du disque correspondrait au point où la dynamique du disque

laisserait place à la dynamique magnétosphérique : c’est à dire le passage du régime de MHD

résistive à la MHD idéale (hauteur à laquelle la di usivité magnétique tend vers 0). Je note ha
cette hauteur caractéristique. L’équation intégrée donne :

 a(r)
 t
  ra(r)

r

2ha

  ha

 ha

udz 
r

2ha

  ha

 ha

 mJ dz (3.46)

En définissant JS
 
 
  ha
 ha

J dz , mo  
  ha
 ha
 mJ dz J

S
 
et enfin ua(r) 1 2ha

  ha
 ha

Ur(r z)dz

On trouve :

 a

 t
 ua ra 

r

2ha
 moJ

S
 (3.47)

où il sera nécessaire de faire une prescription sur mo et ha ainsi que de calculer ua et JS .

B GRANDEURS INDÉTERMINÉES

 Quelle hauteur ha ? Bien qu’à priori, on n’ait aucune raison d’avoir ha  h, je ferai cette

hypothèse pour la suite de mon modèle. D’une part on ne possède pas de connaissance précise

sur la question, et d’autre part, cela ne change pas l’analyse qualitative qu’on cherche à faire.

Nous verrons section (3) de ce chapitre que l’e cacité d’advection du champ est proportionnelle

à a  ha r. Dans l’approximation disque mince, on aura toujours a  1. Donc une erreur sur

ha d’un facteur de quelques unités induit un biais sur l’e cacité du transport, mais qui importe

peu vu les ambitions du modèle.

 Quelle vitesse ua ? De la même manière que pour la vitesse d’accrétion u0  
  u 
   pour la

masse, rigoureusement on a :

ua  

  ha
 ha

uBzdz
  ha
 ha

Bzdz

(3.48)
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Ce qui suppose de connaître ha mais également les profils verticaux de u et Bz. Dans les gammes

d’écoulements étudiés, on pourra toujours considérer Bz indépendant de z dans le disque. Dans

ce cas, on a plus simplement

ua  

  ha
 ha

udz

2ha
(3.49)

Mais malgré cela, l’évaluation de ua nécessiterait une analyse du profil vertical de la vitesse

radiale ainsi que la connaissance de ha. Ce type d’analyse a été réalisé par Rothstein & Lovelace

(2008) ,Lovelace et al. (2009), Guilet & Ogilvie (2012). Une hypothèse sera donc nécessaire pour

caractériser cette vitesse. Selon Guilet & Ogilvie (2012) cette vitesse peut être significativement

plus élevée que la vitesse d’accrétion. Pour nepas se fermerd’option, onpourrait donc envisager

un degré de liberté concernant la vitesse d’advection du flux. Par exemple, comme cela semble

être le cas dans Guilet & Ogilvie (2012), on pourrait prendre une dépendance ua u0  f ( ).

Néanmoins, par souci de simplicité, je me bornerai dans la suite de cette étude à considérer :

ua  u0 (3.50)

 La di usivité magnétique. Dans l’hypothèse d’un disque turbulent on caractérise la di u-

sivité magnétique m   m  0 de la même manière que pour viscosité :

 m   m h
2 (3.51)

où il faudra faire une prescription sur le coe cient m.

 La densité de courant du disque. La densité surfacique de courant reste une inconnue du

modèle. En e et, on a l’équation de Maxwell-Ampère :

JS  
1
 0

 
2B r  2h rBz

 
(3.52)

avec B r la valeur de Br à la surface du disque (à z h) et toujours en considérant Bz indépendant

de z sur l’épaisseur du disque. Dans l’hypothèse d’un disquemince, on peut écrire JS
 
 1
 0

 
2B r
 
.

L’équation de transport du flux dans le disque ne traite que du transport du champ vertical,

elle ne résout donc pas le champ radial, une équation supplémentaire sera donc nécessaire

pour pouvoir évaluer JS
 
. Cette question est très importante pour l’élaboration du modèle et je

reviendrai sur ce point plus tard dans la section "la magnétosphère".

C TEMPS CARACTÉRISTIQUES D’ÉVOLUTION

Le temps caractéristique d’évolution de a noté ta s’écrit sans approximation :

1
ta
 

1
tadv
 

1
tdi f f

(3.53)

Naturellement on a :

tadv  
r

ua
 

r

u0
 tacc (3.54)
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Le temps caractéristique de di usion est lui égal à :

tdi f f  
2aha
r mJ

S
 

 
aha

r mB r
 
rha
 m

Bz
B r

(3.55)

L’approximation étant obtenue en supposant des variations radiales de a de l’ordre de r (ty-

piquement a variant comme une loi de puissance du rayon). je m’intéresserai à des régimes

pour lesquels le champ radial développé sera au plus de l’ordre du champ vertical. Étant donné

qu’on a posé ha  h, on peut comparer tdi f f au temps d’accrétion :

tdi f f  
t 

 m 

Bz
B r
 
 v
 m
 
Bz
B r

tacc SAD (3.56)

dans un SAD. Dans un JED, on trouve :

tdi f f  
1
 m

Bz
B r

tacc JED (3.57)

1.6 L’ÉQUATION D’ÉNERGIE

Si on cherchait à connaître la températuredudisque, il faudrait e ectuer unbilan énergétique

local. En notant :

q   mJ2    v

 

r
  

 r

 2

(3.58)

q    Frad    

 
 c

 R 
 Prad

 

(3.59)

où q est le terme de chau age de l’équation 2.33 (visqueux et par e et joule), et q le terme de

refroidissement radiatif. On peut donc réécrire l’équation 2.33 :

 U

 t
   (Uu) q  q  P  u (3.60)

L’énergie interne varie donc en fonction du transport par le fluide, de termes sources (chau age

visqueux et e et joule), des pertes radiatives et du travail des forces de pression. En général

on néglige le travail des forces de pressions. A l’équilibre, les pertes radiatives compensent

nécessairement le termede chau age. Enmodélisant les pertes radiatives parun refroidissement

thermique du disque, on peut aboutir à la température, qui intervient dans l’équilibre vertical

du disque (via la pression). On peut définir un temps thermique tth, caractérisant le temps de

chau age du disque. On a donc :

tth  
nkBT

q 
 
 C2

s

  v 
2
k

(3.61)

Dans le cas d’un disque standard, on peut montrer par exemple :

tth  
t 

 
(3.62)

Ce type d’approche est indispensable si on veut coupler l’évolution du disque avec des in-

stabilités thermiques. Cependant, je me suis focalisé sur le transport du champ vertical, et ai
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décidé de ne pas résoudre cette équation. J’ai donc dû imposer la distribution de température

du disque. On peut résumer l’équilibre thermique du disque (à un rayon donné) par le rapport

 (la température donnant la vitesse du son donnant la hauteur du disque). Dans la suite de ce

manuscrit, je ferai l’hypothèse suivante :

h  r (3.63)

avec  une fonction imposée du rayon (en pratique, je l’imposerai toujours constante). Il sera

envisageable pour des développements futurs du code que j’ai réalisé de prendre en compte

l’équation d’énergie.

1.7 ORDERING TEMPOREL ET CHOIX :

On veut développer un modèle de disque décrivant la densité surfacique, le champmagné-

tique et la température du disque. Je commence par présenter un récapitulatif des échelles des

temps du disque.
1. Temps dynamique : t    1

k

2. Le temps de retour à l’équilibre hydrostatique : tz    1
k

3. Temps caractéristique d’évolution de : t  tacc    
 1
k

4. Temps caractéristique d’advection du flux : tadv  tacc    
 1
k

5. Temps caractéristique de di usion du flux : tdi f f  rha
 m

Bz
B r
   1

k
 ( m )

6. Temps thermique : tth  nkBT
q   

 1
k
  v

On peut donc poser l’ordering suivant pour les grandeurs qui nous intéressent :
 
     
     

1 t  t 

2 ta  t 

3 tth  t 

(3.64)

Je me concentrerai sur les équations de conservation de la masse et de transport du champ

magnétique en considérant le disque l’équilibre thermique. Je réalise donc le développement

suivant : en considérant un disque mince en rotation képlérienne, je considérerai l’équation

de conservation du moment cinétique à l’équilibre à tout instant. Je considérerai les équilibres

verticaux et thermiques réalisés à tout instant et je résoudrai l’évolution temporelle de la densité

et du flux magnétique. Étant donné la prescription faite pour l’équation d’énergie (h   r,  

étant imposé), les temps tz et tth nous importent en fait peu. Néanmoins, si on venait à résoudre

l’équation d’énergie, on pourrait appliquer ces considérations.

1.8 PRESCRIPTIONS

Maintenant que les équations du modèle sont établies, il nous faut faire des prescriptions

pour les coe cients de transport.

Coe cients alpha : Les coe cients  v et  m paramétrisent respectivement l’e cacité de la

turbulence dans la di usion de quantité de mouvement et du champ magnétique. L’origine

de cette turbulence est donc un point fondamental pour la prescription que l’on compte faire.



53 1. DESCRIPTION DU DISQUE ET ORDERING TEMPOREL

Plusieurs mécanismes ont été proposés pour expliquer la turbulence des disques. L’un des plus

prometteurs est l’instabilitémagnéto-rotationnelle (dans toute la suite de cemanuscritMRIpour

Magneto Rotational Instability). Des calculs d’instabilité d’écoulements de Couette magnétisés

ont été réalisés (Velikhov (1959), Chandrasekhar (1960)). Cette instabilité a été redécouverte et

étudiée dans le cadre des disques d’accrétion (cisaillement képlérien) par Balbus & Hawley

(1991). Ils ont démontré l’instabilité d’un disque faiblement magnétisé en rotation di érentielle.

La caractérisationde cette turbulence a ensuite été étudiée (pour plus d’informations voir Balbus

(2003)). Un point important pour les prescriptions est la dépendance des coe cients  à la

magnétisation dans le disque. En e et, Hawley et al. (1995) suggéraient déjà un comportement

en  v  3 0 5. On retrouve ce comportement dans les résultats de Lesur (2007) qui donnent

 v  11 5 0 73 . Ces résultats nous amènent à poser la dépendance fonctionnelle suivante :

 v   v0 
kv (3.65)

Qu’en est-il de m caractérisant la résistivité ? La littérature tendàmontrer que les coe cients

 v et m sont fortement corrélés. Les résultats de Lesur & Longaretti (2009), Guan & Gammie

(2009), Fromang & Stone (2009) montrent que le Prandtl magnétique turbulent Pm  
 v
 m

varie

entre 2 et 5. D’une manière générale on pose la dépendance fonctionnelle suivante :

 m   m0 
km (3.66)

néanmoins, on posera la plupart du temps  v m  Pm  Cte (i.e. km  kv et
 v0
 m0
 Pm  Cte). Il s’en

suit que le modèle développé possède 3 paramètres relatifs à la turbulence : v0 ; kv et Pm.

Cisaillementmagnétique q : Il est important de s’attarder unpeu sur ce terme (défini équation

3.27). Ce paramètre q a été introduit initialement dans Ferreira & Pelletier (1993) de la manière

suivante :

q f  
 h
 B 
 z

Bz
(r z 0) (3.67)

ce qui constitue ainsi une extrapolation du cisaillement à la surface du disque à partir de la den-

sité de courants Jr(r z 0) (je rappelle que Jr   1
 0
 zB ). Dans notre cas, de part l’intégration

de l’équation de conservation du moment cinétique suivant z, nous définissons directement

q   B 
 
 Bz. Il est lié à l’établissement des circuits de courants poloïdaux parcourant le disque

et la magnétosphère lorsqu’un jet émanant du disque est déclenché. On possède désormais

une certaine connaissance des conditions nécessaires à l’existence d’un jet stationnaire. Ferreira

(1997) a ainsi montré qu’une magnétisation dans le disque proche de l’unité est nécessaire pour

qu’un jet froid stationnaire puisse s’établir. Le domaine d’existence en  étant 0 2 0 9. On

pourra donc considérer un domaine d’existence min     max pour lequel q 0. Mais quelle

dépendance prendre dans cet intervalle ? L’analyse des résultats de Ferreira (1997) montre une

dépendance en loi de puissance q 0 5  0 8. Je poserai donc la prescription suivante :

– q q0 
 kq pour min     max

– q 0 sinon.

Les valeurs q0 et kq étant des paramètres libres du modèle.
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Résumé Les prescriptions faites sur les coe cients de transport se résument à 8 paramètres

dans le cas général :

 Les 4 paramètres turbulence : v0 , kv ; m0 , km.

 Les 4 paramètres de couple magnétique : q0 ,kq, min et max.

Dans le cas on considère un nombre de Prandtlmagnétique (Pm  
 v
 m
) constant, les prescriptions

se résumeront donc à 7 paramètres :

 3 paramètres turbulence : v0 , kv ; Pm .

 Les 4 paramètres de couple magnétique : q0 ,kq, min et max.

1.9 BILAN

Je redonne le jeu d’équations du modèle de disque que j’ai développé :

 
                                  
                                  

1 
  

 t
 

1
2 r

Ṁa

 r
2 Ṁa  2 r u0  2 r msCs

3 ms  
3
2
 v 
 log  vr1 2

 log r
 2q 

4  0    (2h)

5 h  Cs  k  Csr
3 2 (GM )1 2   (r)r

6 P0   0C
2
s

7 Bz  1 r ra

8   B2z ( 0P0)

9  v   vCsh ;  v   v( )

10 q  q( )

11 
 a

 t
 u0 ra 

r
2h 0 mJ

S
 

12  m   mCsh ;  m   v( )P 1m

(3.68)

Pour résumer le modèle développé : la conservation du moment cinétique (moyennant

hypothèses sur les coe cients de transport  v et q) nous permet d’obtenir le taux d’accrétion

et la vitesse d’accrétion du disque. A partir du taux d’accrétion on peut calculer l’évolution

temporelle de la densité surfacique du disque.

Pour résoudre l’équationde transport dufluxmagnétique, onutilise pour le termeadvectif la

vitesse d’accrétion déduite de la conservation dumoment cinétique, et pour le terme di usif un

coe cient de di usivité magnétique (moyennant prescription). Cependant on a déjà remarqué

qu’on n’est pour le moment pas enmesure d’évaluer la densité surfacique de courant du disque

JS
 
. Pour mettre en avant ce problème, je réécris l’équation 3.47

 a

 t
 ua ra 

r

2ha
 moJ

S
 (3.69)

Avec JS
 
 1
 0

 ha
 ha

( zBr  rBz) . On réécrit donc dans l’approximation disque mince :

 a

 t
 ua ra 

r

2ha
 mo

 
2B r  2ha r

 1
r
 ra
  

(3.70)
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Cette dernière équation montre bien que la distribution a(r) dans le disque ne permet pas à elle

seule de calculer le terme di usif, puisqu’il fait intervenir le champ magnétique radial B r à la

surface du disque. Et c’est là tout le problème car on est obligé de considérer le champ ma-

gnétique dans sa globalité pour pouvoir résoudre cette équation. A moins d’être extrêmement

brutal en imposant la valeur du B r , on est obligé de résoudre la configuration magnétosphé-

rique du champ magnétique afin d’obtenir le champ radial en surface du disque à partir de la

distribution de flux magnétique a(r) dans le disque. C’est l’objet de la section suivante.
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2 LA MAGNÉTOSPHÈRE

Dans cette section, je vais présenter l’importance de la magnétosphère pour le transport de

flux magnétique dans le disque, ainsi que les choix qui ont été faits pour le modèle développé.

2.1 L’AUTRE PARTIE DU PROBLÈME...

 Établissement d’un équilibremagnétosphérique. Dans lamagnétosphère, les densités sont

extrêmement faibles, on imagine donc aisément que l’équilibre magnétosphérique soit établi

rapidement. Mais en raison du rôle qu’elle joue pour la dynamique du champ magnétique du

disque, il est nécessaire de quantifier le temps d’établissement de cet équilibre. Dans la situation

d’une magnétosphère hors équilibre, celle-ci va "répondre" (via des ondes) jusqu’à retrouver un

équilibre. On doit envisager deux cas :

 en l’absence de jet, la magnétosphère est vide de matière et donc vide de tout courant.

Dans ce cas la MHD ne s’applique pas et l’équilibre devient magnétostatique. Il s’établit

par l’intermédiaire d’ondes électromagnétiques, qui se propagent donc à la vitesse de

la lumière. On peut solidement considérer que l’équilibre magnétosphérique est établi à

tout instant.

 pour considérer un temps de mise en place de l’équilibre, on doit préciser la distance

sur laquelle on veut que l’équilibre s’établisse, on considérera typiquement une distance

d  r. Supposons maintenant qu’un jet soit déclenché, sur quel temps l’équilibre se met-

il en place ? La question pour le moins complexe a peu été étudiée dans la littérature.

On sait néanmoins que l’établissement du régime permanent pour le champ magnétique

est lié au temps mis pour que le circuit électrique poloïdal global s’établisse (Casse &

Ferreira, 2000a). Ils ont discuté le fait qu’il s’établit sur un temps de l’ordre du temps

d’Alfven (t  r VA). Il est di cile de faire une analyse quantitative, celle ci dépendant

de la géométrie de la magnétosphère. On notera cependant qu’ils obtiennent des temps

caractéristiques de l’ordre du temps képlérien (à un facteur 2 près). Dans le cas d’un

disque éjectant , en écrivant t jet le temps d’établissement de l’équilibremagnétosphérique,

on trouve :

t jet   
 1
k (3.71)

Je considèrerai donc qu’il est établi sur l’échelle de temps dynamique du disque.

Comme le temps caractéristique d’évolution du flux magnétique ta est long devant le temps

dynamique, je considérerai la magnétosphère à l’équilibre dans le modèle.

2.2 L’ÉQUILIBRE TRANSVERSE DES SURFACES MAGNÉTIQUES

A CAS "GÉNÉRAL"

La magnétosphère est en régime de MHD idéale, et on la considère à l’équilibre à tout

instant. On a donc nécessairement up  Bp dans cette zone. Par conséquent, le bilan des forces

projetées perpendiculairement à une surface magnétique est nul. Dans ce cas, la configuration

magnétique est donnée par l’équilibre transverse des surfacesmagnétiques,mathématiquement
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décrit par l’équation de Grad-Shavranov (Ferreira, 1997) :

 u2p

 
    (P)   2r  r     G F (3.72)

où  est le rayon de courbure des lignes de champ poloïdales,   la projection du gradient

perpendiculairement aux surfaces magnétiques (dans le sens des a croissants), et enfin F la

projection de la force de Lorentz perpendiculairement aux surfaces magnétiques (dans le sens

des a croissants). Elle est donc gouvernée par :

 l’accélération convective poloïdale du plasma :
m2B2p
 0 

.

 les forces de pression projetées perpendiculairement à une surface :   (P).

 la projection de l’accélération convective azimutale duplasma (e et centrifuge) :  2r  r.

 la projection de la force gravitationnelle :     G.

 la projection de la force de Lorentz F , avec :

F  BpJ  
B 

2 r
  I (3.73)

avec I 2 
rB 
 0
, le courant enlacé par une surface magnétique pour z donné.

B REGIME DE SAD : ÉQUILIBRE POTENTIEL.

Dans le cas d’un disque d’accrétion standard, aucun vent n’émane du disque. On considère

donc la magnétosphère vide de matière (  0) et donc de tout courant. Ce qui implique B  0

(contrainte déduite de Jp  0) et J  0. L’équilibre des surfaces magnétiques se caractérise donc

simplement par :

 0J    Bp  0 (3.74)

On en déduit donc la relation sur a annulant la densité de courant toroïdale :

  a 
 2a

 z2
 r
 

 r

 
1
r

 a

 r

 

 0 (3.75)

L’équilibre transverse des surfaces magnétiques obtenu équation 3.75 est donc une équation

elliptique linéaire en a formalisant l’équilibre potentiel des surfaces magnétiques dans la ma-

gnétosphère. Je vais ici donner un rapide résumé des méthodes publiées.

 van Ballegooijen (1989) a étudié la question dès 1989 dans son article fondateur. Il a consi-

déré un disque infiniment fin et "plein" (i.e. d’extension radiale 0  r  Rd). L’équation 3.74

étant équivalente à :

B    (3.76)

le champmagnétiquede lamagnétosphère obéit donc àunéquilibrepotentiel. Il est ici nécessaire

de déterminer  (r z) afin de pouvoir calculer Br(r z  0)    r( (r z  0)). En considérant la

distribution Bz(r) à la surface du disque comme une distribution de monopôles magnétiques

de charge Bz(r) 2 , il en a déduit l’expression de (r z).

 (r z) 
1
2 

 2 

0

 Rd

0

Bz(r )r dr d 
 
(r r cos )2 (r sin )2 z2

(3.77)
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ce qui donne pour le champ radial à la surface du disque :

B r    r (r z 0)   r

  Rd

0
K1

 
r

r 

 
Bz(r )dr 

 

(3.78)

avec K1 le noyau défini par :

K1(x) 
x

2 

 2 

0

d 
 
1 2x cos  x2

(3.79)

van Ballegooijen (1989) a justifié cette approche par la volonté d’obtenir des lignes de champ

ouvertes afinde simuler l’e etd’unvent émanantdudisque.Dans le casd’undisqued’extension

radiale finie, la distribution de charges magnétiques est centrée sur le centre du disque. Donc,

si on se place su samment loin du disque, les lignes de champ tendent asymptotiquement

vers des droites passant par le centre du disque (figure 3.1). Elles sont donc nécessairement

ouvertes vers l’infini (de la même manière que les lignes de champ électrique générées par un

disque axisymétrique chargé). Ce point est un peu délicat car en considérant une distribution

de courants du disque, les lignes du champmagnétique générées par cette distribution doivent

se refermer. Donc dans le cas qu’il a étudié, le champ magnétique obtenu est nécessairement

une superposition d’un champ à l’infini et d’un champ généré par la distribution de courant du

disque. Or, il ne fait aucune hypothèse sur cet éventuel champ à l’infini, car c’est uniquement

la distribution Bz(r z 0) qu’il utilise pour calculer la configuration magnétosphérique.

Le même raisonnement a été utilisé pour calculer la configuration magnétosphérique du

champ magnétique dans Shu & Li (1997), Shu et al. (2004), Shu et al. (2007), cette fois en

considérant un disque d’extension radiale infinie (0 r  ), ce qui semble moins gênant dans

la mesure où le disque n’est pas borné.

F     3.1 – Configuration magnétosphérique obtenue par van Ballegooijen (1989). En supposant une distribution
surfacique de monopôles magnétiques Bz 2 sur le disque, il en a déduit la configuration magnétosphérique.
On observe des lignes de champ ouvertes.



59 2. LA MAGNÉTOSPHÈRE

 Lubow et al. (1994) ; Ogilvie (1997) Dans le cas d’un disque "troué" (i.e. un disque s’étendant

sur un domaine radial Rin  r  Rout), Lubow et al. (1994) ont pointé que la méthode de

van Ballegooijen (1989) ne peut plus s’appliquer car il manque désormais l’information en

Bz pour les rayons r  Rin. Notons qu’en reprenant cette analyse Ogilvie (1997) a de plus

démontré que la distribution de flux a(Rin  r Rout z 0) sur le disque détermine une unique

configuration magnétosphérique possible. Considérons un disque infiniment fin d’extension

radiale Rin  r Rout. À une condition de régularité près donnée par le champ à l’infini on a :

 Une distribution de champ radial B r à la surface du disque détermine une unique confi-

guration magnétosphérique. Le théorème de Stokes impliquant l’égalité B r   0J
S
 
, une

distribution de courant surfacique JS
 
détermine donc une unique distribution magnéto-

sphérique.

 La relation reliant la distribution B r (r) et a(Rin  r Rout z 0) est bijective.

 Donc la relation reliant la distribution JS
 
et a(Rin  r Rout z 0) est bijective.

Fort de ce constat, on peut déterminer directement la densité de courants surfaciques dans le

disque à partir de la distribution de flux a(r z  0) dans le disque. Le flux ad(r) généré par une

distribution de courant surfacique axisymétrique est donné par la loi de Biot et Savard (par

exemple voir Jackson (1975)) :

ad(r z) 
 0r

4 

 Rout

Rin

 2 

0

JS
 
(r )r dr cos  d  

 
(r2 z2) r 2 2rr cos  

(3.80)

ce qui donne en considérant la distribution de ad sur le plan du disque ad0  ad(r z 0) :

ad0(r) 
 0r

4 

 Rout

Rin

 2 

0

JS
 
(r )r dr cos  d  

 
r2 r 2 2rr cos  

(3.81)

On peut donc résumer cette relation à l’aide d’un opérateur linéaire Q tel que :

ad0  Q(JS ) (3.82)

Toute la question réside donc dans l’inversion de cet opérateur pour obtenir JS
 
 Q 1(ad0).

Pour ce faire, ils ont opéré une décomposition de l’opérateur sur sa base de fonctions de green.

C’est l’objet de la méthode numérique qu’ils ont développée et que je décrirai précisément au

chapitre 6 section 3. Il est important de signaler ici que ce résultat est valable en considérant

toute source de champ magnétique extérieure au disque nulle. Dans le cas contraire, il su t de

connaître la valeur du flux généré par cette (ou ces) source(s) par superposition(s) sur le disque,

que je note aout. Dans ce cas, le flux total sur le disque vaut a ad0 aout(r z 0) et on a alors :

JS  Q 1(a aout(r z 0)) (3.83)
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F     3.2 – Configurationsmagnétosphériques obtenues parOgilvie (1997) en imposant une distribution de courant
surfacique dans le disque. Le disque vu par la tranche (la bande noire) a pour centre (r  0 z  0) et pour bord
externe (r 1 z 0) . Dans les 2 cas, la distribution de courants du disque est la même. Sur la figure de gauche, il
ne superpose aucun champ extérieur, sur celle de droite, il ajoute un champ issu d’une distribution de courants
à l’infini (Bin f  cte).

 Reyes-Ruiz & Stepinski (1996) ont également envisagé un magnétosphère potentielle. Ils

ont procédé à une résolution bidimensionnelle de l’équilibre potentiel de lignes de champs.

En considérant un disque d’extension radiale finie (Rin  r  Rout), et d’épaisseur h(r), ils

n’ont cette fois pas intégré verticalement l’équation de transport. Ils ont directement résolu

l’équation  a 0 dans le domaine magnétosphérique (Rin  r Rout; h(r) z  ) (figure 3.3).

Pour résoudre l’équilibre potentiel, ils ont dû imposer la valeur de a au bornes de ce domaine

(équation elliptique sur adans lamagnétosphère). En surfacedudisque, la valeurde a est donnée

par le transport du flux dans le disque. En z  , ils raccordent les lignes de champ à un champ

extérieur constant. Enplusde ce raccordement, il était nécessaire d’introduiredes conditions aux

limites radiales du domaine. Ils ont ainsi choisi de fixer a(rin z) a(rin  ) et a(rout z) a(rout  ).

Ceci implique des lignes de champ droites sur les bords du domaine de calcul. Il semble que

cette hypothèse favorise des distributions très raides de champ magnétique vertical, car aux

bornes radiales du disque, seul le gradient radial de Bz peut compenser l’advection.
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F     3.3 – Configurations magnétosphériques obtenues par Reyes-Ruiz & Stepinski (1996). La configuration est
obtenue en considérant un disque d’extension radiale [0 1; 100] (en unité de 1010 cm). La limite supérieure du
disque est symbolisée par les traits pointillés, la configuration magnétosphérique est donc résolue au-dessus de
cette limite. À gauche, un aperçu de la configuration sur toute l’extension radiale du disque (la configuration
magnétosphérique étant résolue pour z  [h(r)  z   ]). À droite un zoom des lignes de champ au niveau du
milieu du disque.

C RÉGIME DE JED - QUI DIT B  0 DIT J  0

Dans le cas du JED, l’interaction du disque avec le champ magnétique produit un courant

radial non négligeable dans le disque. Il en résulte une éjection de matière par e et magnéto-

centrifuge à la surface du disque. Ce vent va être le support de courants dans la magnétosphère

permettant un bouclage du courant poloïdal. Dans ce cas, le champ magnétique toroïdal (B )

n’est plus nul.

Dans le cas où le champ toroïdal B est non nul, on a "fatalement" un courant toroïdal J non

nul dans la magnétosphère. Pour s’en convaincre, il su t de regarder la composante de la force

de lorentz perpendiculaire aux surfaces magnétiques équation 3.73 : F  BpJ  
B 
2 r  I. En

MHD idéale stationnaire, la matière ne peut que s’écouler le long des surfaces magnétiques. Si

on suppose que toutes les autres forces sont négligeables devant la force de Lorentz (y compris

la force d’inertie), F doit fatalement être nulle en régime stationnaire (sans quoi les surfaces

magnétiques seraient déformées par l’écoulement, et donc le régime non stationnaire), on est en

régime "force free". On voit donc qu’on doit nécessairement avoir J non nul pour annuler F ,

et donc que l’équilibre des surfaces magnétiques n’est plus potentiel. Il est possible que l’inertie

de la matière soit non négligeable, dans ce cas le régime force free n’est plus applicable et

l’équilibre transverse des surfaces magnétiques est plus complexe à traiter. Dans le cas général,

il est décrit par l’équation de Grad-Shavranov 3.72. Néanmoins dans tous ces cas, le champ

poloïdal ne peut être résolu en potentiel.

La question de la résolution demagnétosphère 2D (axisymétriques) de disques a été étudiée :

Camenzind (1987) , Fendt et al. (1995) dans le cas relativiste. Des méthodes de résolution en

MHD idéale existent et sont applicables à notre problème. Citons par exemple Jiang et al. (2012)
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qui ont développé la NLFFF (non linear force free field) comme exemple de méthode récente

performante.

On peut également obtenir la configurationmagnétosphérique directement à partir de codes

MHD, ne résolvant cette fois pas l’équilibre magnétosphérique, mais les équations de la MHD

idéales dépendantes du temps (voir 3.4). Ce type de résolution, idéal en terme de physique

incorporée, est malheureusement extrêmement gourmand en temps de calcul et ne permet

pour le moment pas d’étudier l’évolution du disque sur des échelle de temps longues (de

l’ordre du temps d’accrétion ou plus grandes).

F     3.4 – Configuration magnétosphérique issue d’une simulation réalisée avec le code MHD Pluto. Le dégradé
de couleurs correspond à la densité (rouge pour les densités importantes, bleu le cas contraire). On observe un
jet émis depuis les rayons internes du disque. Les courbes rouges et vertes correspondent respectivement aux
surfaces magnétiques fast et d’Alfven. On voit que le jet pousse sur les surfaces magnétiques, impliquant un
gradient transverse du champ poloïdal important au niveau de la surface d’alfven, et donc un courant toroïdal
fort dans cette zone (Murphy et al., 2010).

2.3 CHOIX DE LA MÉTHODE

 Le problème des échelles de temps. Dans notre cas, si l’on veut résoudre la magnétosphère

d’un JED, il nous faudrait à chaque pas de temps du disque recalculer la structure magnéto-

sphérique (supposée à l’équilibre à tout instant) en utilisant une méthode de relaxation. Ce

qui mettrait en jeu des échelle de temps de l’ordre du temps d’Alfven le plus court dans la

magnétosphère... Au vu des échelles des temps que l’on cherche à étudier, cela deviendrait

extrêmement gourmand en temps de calcul et restreindrait nos possibilités. Finalement je ferai

l’hypothèse d’unemagnétosphère toujours potentielle pour calculer les courants dans le disque.

Cette hypothèse, très forte, est faite par soucis de simplicité. On sait d’avance qu’on ne pourra

pas reproduire des situations telles que celle observée figure 3.4. En revanche, il n’est pas clair
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qu’elle apporte des biais forts pour le calcul de la distribution de B r (r), tout en ayant l’avantage

d’être facile àmanipuler. J’utiliserai laméthode décrite dans Lubow et al. (1994) et que je décrirai

dans la partie numérique.

 Étude de l’équilibre potentiel : Concentrons-nous désormais sur le choix réalisé et sur la

compréhension qu’on peut en tirer avant d’aller plus en avant dans l’étude. Dans le cas d’un

équilibre potentiel, on peut mettre en évidence un lien entre la distribution de courants du

disque et la distribution de flux magnétique. La relation linaire liant la distribution surfacique

de courants JS
 
du disque et le flux ad généré par ces courants peut se résumer simplement par

l’équation 3.82 : ad  Q(JS
 
), où Q est un opérateur linéaire. On suppose un disque d’extension

radiale 0 r  . On peut montrer que l’équation 3.81 peut s’écrire (Jackson, 1975) :

ad0(r) 
   

0
JS (r

 )K2(r r )dr (3.84)

avec :

K2(r r ) 
 0

4 
(r r )

 
(2 k2)K(k) 2E(k)

 
(3.85)

où k2  4rr 
(r r )2 et K et E les intégrales elliptiques complètes. Cette écriture nous permet d’intuiter

un résultat : un distribution radiale de JS
 
en loi de puissance génère un flux magnétique a

également en loi de puissance. En utilisant la méthode "Lubow", j’ai réalisé un ensemble de

calculs numériques pour caractériser la relation entre la loi de puissance en JS
 
 r  et la loi de

puissance en Bz  r  généré par ces courants. Les résultats sont donnés figure 3.5. On observe

clairement la relation    pour   0 2. On observe une déviation à cette loi en dessous

de   0 2, qui correspond à un plateau pour  . Pour des  négatifs, la densité surfacique

de courant croit vers l’extérieur. Donc le disque "voit" une distribution de courant pour des

rayons grands, comme le champ autour de r  0 généré par un boucle de courant, ce champ

est constant. Comme on a JS
 
 B r , on en déduit le profil radial de l’inclinaison des lignes de

champ poloïdales en surface du disque :

B r
Bz
 r   (3.86)

Donc pour   0 2, l’inclinaison des lignes de champ en surface du disque est constante. Et

pour  0 2, l’inclinaison des lignes de champ en surface du disque croît avec le rayon.
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F     3.5 – Dépendance des exposants radiaux en Bz  r  (ordonnée) lorsque l’on impose une distribution en
courant surfacique en loi de puissance du rayon (abscisse , JS

 
 r  ).
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3 LE PROBLÈME GLOBAL

Dans cette section, je ne détaillerai pas laméthode numérique employée (je le ferai plus loin)

pour la résolution de l’équation de transport du flux magnétique. En revanche, je présenterai

certains résultats découlant de l’étude cinématique de l’équation en question. Montrer le lien

distribution de courants surfacique distribution de Bz, i.e. inclinaison des lignes de champ à la

surface du disque distribution radiale en Bz.

3.1 LA PHYSIQUE DU DISQUE

Sachant qu’on a J  1
 0
( zBr  rBz), l’équation 2.31 (locale, non intégrée) de transport du

flux magnétique donne :
 a

 t
 ruBz r 0 mJ (3.87)

Il est usuel de définir le nombre de Reynolds magnétique d’un disque d’accrétion :

Rm(r z) 
ru

 m
(3.88)

donc le régime stationnaire donne :

J (r z) 
Rm(r z)Bz

r 0
(3.89)

Dans l’approximation disque mince on peut écrire J  1
 0

 
 Br
 z

 
(approximation justifiée pour

une large gamme de Reynolds magnétiques). En utilisant cette approximation l’équation (3.89)

donne :
 zBr
Bz
 
1
r

ru

 m
 
1
r
Rm(r z) (3.90)

Dit autrement, la courbure des lignes de champ est proportionnelle au nombre de Reynolds

magnétique. Donc finalement en intégrant de 0 à z  ha, on trouve l’inclinaison des lignes de

champ poloïdale en (r z) :
Br(r z)
Bz(r)

 
1
r

 ha

0
Rm(r z)dz (3.91)

avec en particulier, l’inclinaison des lignes de champ à la surface du disque :

B r
Bz

(r) Rm(r)
ha
r
 Rm(r) a (3.92)

avec a  
ha
r et Rm(r) 

 ha
0 Rm(r z)dz ha la moyenne verticale du Reynolds magnétique. Je pose :

  Rm a  

 ha

0

u

 m
dz (3.93)

L’équation (3.92) résume ce que la physique du disque cherche à imposer : à un rayon donné,

le paramètre caractérise l’inclinaison des lignes de champmagnétique à la surface du disque.

Si cette inclinaison est trop importante (i.e. la densité surfacique de courant toroïdale est trop

grande), la di usion surpasse l’advection du champ, et le flux di use. Au contraire, si l’incli-

naison est trop faible, l’advection surpasse la di usion, et le flux est advecté.
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 Courants localisés sur le plan du disque : On se place en rayon r d’un disque. Supposons

que le Reynolds magnétique en ce rayon soit constant sur toute la hauteur caractéristique ha, et

plus précisément qu’on a Rm  1 (l’intégration donne donc  1). Dans ce cas la densité de

courant toroïdale est la même sur toute l’épaisseur et le champmagnétique radial se développe

progressivement sur toute l’épaisseur. On dira dans ce cas que les courants sont portés par le

disque. C’est typiquement le type de configuration qu’on observe dans un JED où il y a une

vitesse radiale significative (comparé à la di usivité) et donc un courant J significatif au niveau

du plan du disque. C’est ce type de configuration qu’on peut observer dans Ferreira (1997) et

dans certains résultats de Casse & Ferreira (2000a) (figure 3.6, configuration du bas).

 Courants localisés en surface : Si au contraire, dans la majeure partie du disque on a

Rm(r z)  1, et qu’on suppose une vitesse du fluide importante en surface du disque (grâce à

un couple magnétique localisé en surface par exemple), les courants seront cette fois localisés

en surface du disque, on aura alors des lignes de champ droites autour du plan du disque, et

une courbure importante des lignes en surface, marqueur d’un J fort en surface du disque. Ce

type de configuration a été obtenu dans certains cas par Casse & Ferreira (2000a) (figure 3.6,

configuration du haut). La même configuration peut être obtenue cette fois en supposant une

vitesse du fluide peu importante sur toute la hauteur du disque, mais que la surface du disque

soit très faiblement résistive. Cette possibilité a été envisagée par Rothstein & Lovelace (2008)

puis étudiée numériquement dans Lovelace et al. (2009) pour justifier qu’un SAD pourrait tout

de même advecter significativement du flux. Mais elle pose la question de la justification de

cette couronne qui accrète de la matière tout en étant très faiblement résistive. En reprenant

les distributions verticales de la vitesse du fluide obtenus par Guilet & Ogilvie (2012), les

configurations à l’équilibre qu’ils obtiendraient seraient du même type (ce qui nécessiterait

d’incorporer "à la main" dans une simulation globale leurs résultats issus d’études locales).
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F     3.6 – Di érents profils verticaux de Bz dans un disque éjectant obtenus par Casse & Ferreira (2000a). Le
dégradé en niveaux de gris correspond à la densité. Les lignes pleines sont les lignes de champ poloïdales
et les ligne pointillées correspondent à la trajectoire des particules fluides. Sur la figure du dessus, le couple
magnétique au niveau du plan du disque est faible (dumême ordre que le couple visqueux). Les lignes de champ
sont faiblement courbées dans cette zone. À la surface du disque le couple magnétique est plus important ce qui
implique une forte courbure des lignes de champ dans cette zone, le courant étant porté en surface du disque.
Sur la figure du dessous, le couple magnétique au niveau du plan du disque est dominant. La vitesse du fluide
est donc plus importante au niveau du plan du disque que la figure du dessus. Par conséquent on observe une
courbure des lignes de champ plus progressive jusqu’à la surface du disque. Les courants sont portés autour du
plan du disque.

Lemodèle de transport du champvertical développé ici ne résout pas la structure verticale du

disque. Donc il ne discrimine pas ces deux situations, l’important étant les grandeurs intégrées.

Néanmoins j’ai choisi pour cette thèse d’imposer la vitesse d’advection du flux ua égale à la

vitesse d’accrétion u0. Dans ce cadre, on se rapproche donc plutôt du premier cas (courants

localisés sur le plan du disque).

3.2 DISTRIBUTION RADIALE DE Bz EN FONCTION DE LA PHYSIQUE DU DISQUE

Comme on l’a vu dans la section précédente (section 2.2.b), l’inclinaison des lignes de champ

à la surface du disque est liée à la distribution radiale de Bz (plus rigoureusement de a) via

l’équilibre magnétosphérique. On voit donc qu’un état stationnaire sera atteint si la distribution

radiale de flux magnétique est en adéquation avec l’inclinaison des lignes de champ exigée par

la physique du disque (équation 3.92). L’équilibre du disque est donc le résultat d’une "entente"

entre la physique du disque (l’advection caractérisée par le paramètre  Rm(r) a) et l’équilibre

magnétophérique des surfaces magnétiques. Or :

 L’équilibre du disque impose :  B r Bz.

 Pour une inclinaison B r Bz constante sur le disque, la magnétosphère implique une

unique tel que Bz  r  .

Donc constant dans le disque implique une unique distribution radiale Bz  r  . Je présente

figure 3.7 la relation  ( ) découlant de la méthode développée par Lubow et al. (1994). Avec

des paramètres de transport (u0 et  m) garantissant  constant partout dans un disque, l’état

stationnaire atteint par Bz est une loi de puissance du rayon telle que : Bz  r  avec  f ( ).

Comme on a JS
 
 

B r
 0
  Bz. Si  cte r, on a nécessairement   , où est la loi de puissance
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de la distribution de JS
 
(voir figure 3.5).

Lorsqu’un disque transporte un champmagnétique vertical extérieur, on pourra considérer

que l’advection est e cace si le champ développé dans les zones internes du disque est forte

comparée au champ extérieur.

Il en résulte la conclusion suivante : une advection significative de flux magnétique exté-

rieur au disque n’est possible que si est de l’ordre de l’unité ou plus grand. Tout processus

d’advection significatif nécessite cette condition (que ce soit l’accrétion par un couple vis-

queux ou bien magnétique).

Je rappelle que dans le cadre du modèle développé chapitre (3) (section 1), j’ai posé ha  h,

donc dans ce cadre on a :
B r
Bz

(r) Rm(r)
h

r
 Rm(r) (3.94)

Avec le nombre de Mach sonique ms  u0 Cs et m   mCsh, le paramètre s’écrira :

  
ru0
 m
  

ms

 m
(3.95)
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F     3.7 –  ( ) tel que si on impose  constant sur le disque, on a à l’équilibre Bz  r  . On constate que  est
proportionnel à jusqu’à  1, puis sature pour tendre asymptotiquement vers 2.
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Dans cette section, je vais développer des solutions semi-analytiques stationnaires dedisque.

Dans un premier temps je montrerai les solutions pour un SAD pur et pour un JED pur. Il sera

question de trouver des solutions en loi de puissance du rayon pour ces deux régimes. Ces

solutions constitueront le point de départ de toute recherche de solution plus complexe. Il sera

ensuite question d’étudier les transitions radiales entre ces deux régimes (transition JED SAD

et SAD JED).

Dans tout ce chapitre les configurations stationnaires seront recherchées en supposant  cte

et Pm  cte.

1 SAD SUR TOUTE L’EXTENSION RADIALE

 Conservation de la masse. Je rappelle le taux d’accrétion déterminé équation 3.25 :

Ṁ 6 r1 2
 

 r

 
  vr

1 2
 

(4.1)

 t  0 étant équivalent à Ṁ(r) Ṁ0 independant de r, en notant F 3   v, on trouve :
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2r1 2
 

 r

 
Fr1 2

 
 Ṁ0 (4.2)

puis, par intégration :

F Ṁ0 Cter
 1 2 (4.3)

avec Cte une constante d’intégration. En notant, F0 la valeur de F en un rayon r r0, on calcule

la valeur de Cte et on trouve finalement :

F(r) Ṁ0 
 
F0 Ṁ0

  r

r0

  1 2
(4.4)

avec (F0  Ṁ0) r
 1 2
0  Cte, où F0 est la valeur de F en r  r0. Ce degré de liberté est dû à

l’ordre (1) de l’équation résolue. La fonction F est une combinaison linéaire d’une solution qu’on

qualifierade "standard" (termedegauchede l’expression) et d’une solutionnon accrétante (pour

laquelle le taux d’accrétion est nul, le terme à droite). On remarquera que le triplet (r0; F0; Ṁ0)

contraint intégralement une solution. On peut également écrire la solution F(r) comme fonction

des paramètres F1 au rayon r1 et F2 au rayon r2. Donc le quadruplet (r1 r2 F1 F2) détermine

également une unique solution). En résumé, une solution est entièrement déterminée par :

 Soit un triplet (r0; F0; Ṁ0).

 Soit un quadruplet (r1 r2 F1 F2).

Spécifier le taux d’accrétion ne nécessite que 2 paramètres supplémentaires pour contraindre

une solution, ce qui peut se comprendre par le fait qu’en spécifiant un taux d’accrétion, on le

spécifie sur tout le disque. Spécifier Ṁ0 revient donc à donner 2 informations.

Pour un disque en régime de SAD sur toute son extension radiale, on cherche des solutions

stationnaires en loi de puissance du rayon, c’est à dire qui vérifient simplement :

F(r) Ṁ0 (4.5)

soit :

3   v  Ṁ0 (4.6)

Je rappelle l’expression de la vitesse du fluide (définie équation 3.30) : u0  Ṁ
2 r . On peut donc

montrer que :

Re(r) 
ru0
 v
 
3
2

(4.7)

avecRe le nombre de Reynolds du disque. Donc dans un SAD stationnaire tel qu’on le recherche

Re  3 2 par définition (solution en loi de puissance du rayon).

 Transport du flux magnétique. On a :

 Pm  cte(r t)

   cte(r t).

On a montré équation (4.7) que Re  
3
2 , donc d’après la définition du nombre de Reynolds

magnétique 3.88, et au vu des hypothèses :

Rm  Re
 v
 m
 (4.8)
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Et donc le paramètre quantifiant l’e cacité du transport de Bz (défini équation : 3.93)

  
3
2
Pm (4.9)

On voit donc que le paramètre est une constante du rayon (au vu de l’hypothèse sur Pm).

Donc en supposant un nombre de Reynolds Re constant dans le disque, le champ magnétique

Bz à l’équilibre se comportera en loi de puissance du rayon suivant Bz  r  avec ( ) connu.

On voit qu’il est donc nécessaire de considérer un nombre de Reynolds constant pour avoir une

solution en loi de puissance du rayon. Ce qui est cohérent avec l’équation 4.6.

 Dépendances radiales. Nous pouvons lister certains points importants pour la fin du rai-

sonnement :

 L’hypothèse  h r cte permet de poser  
r2B2z
 

(équation 3.10).

 La prescription pour la viscosité : v   v kh
2 avec v   v0 kv . v0 kv sont des constantes.

On peut en déduire les lois de puissance à l’équilibre pour :

  r
 1 2 2kv(1  )

1 kv (4.10)

pour la magnétisation :

  r
5 2 2 
1 kv (4.11)

le nombre de Mach sonique :

ms  r
kv(5 4 )
2(1 kv) (4.12)

et le paramètre v :

 v  ms  r
kv(5 4 )
2(1 kv) (4.13)

Ces solutions constituent en quelque sorte une extension des solutions standard de disque " "

(où v est une constante du rayon). On remarque que si les profils (loi de puissance du rayon)

de  et Bz sont déterminés par les hypothèses, leur "importance" relative reste un paramètre

libre de ces hypothèses. C’est un point important pour les conditions aux limites à appliquer

dans le code, je détaillerai ce point plus loin. On remarque de plus une singularité dans les

solutions pour kv  1 où dans ce cas elles ne sont plus définies. Nous verrons dans le chapitre 5

que kv  1 constitue un point de stabilité marginal dans l’espace des kv.

On donne des cas particuliers de solutions : en supposant Pm  1 cela implique   1

(voir figure 3.7). On obtient pour kv  0 ( v constant) :

  r 1 2   r5 2 ms  r0 (4.14)

Alors que pour kv  1 2 (résultats des simulations shearing box MRI) :

  r 3   r5 ms  r5 2 (4.15)

On peut déjà noter la croissance très rapide de la magnétisation vers les rayons croissants

pour des Pm  1.
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 Contrainte d’une solution. Ce type de solution implique naturellement un taux d’accrétion

Ṁ0 constant dans le disque. Mon modèle porte fondamentalement sur la densité et le champ

magnétique du disque. Tout autre paramètre (Pm, v0,kv ...) étant fixé, le taux d’accrétion de ces

solution dépend simplement de et Bz. On a donc :

Ṁ0  Ṁ0(  Bz) (4.16)

Je pose  0 et B0 les valeurs respectives de  et Bz en un rayon r0 du disque. Vu que les

dépendances radiales sont imposées par les autres paramètres (Pm, v0,kv ...) qui sont fixés, on

peut écrire simplement :

Ṁ0  Ṁ0( 0 B0) (4.17)

Donc tout autre paramètre du modèle étant fixé, les solutions type SAD pur sont des solutions

à 3 degré de liberté ( ( 0 B0 r0), ou bien ( 0 ̇M0 r0), ou encore (B0 r0 ̇M0) ).

2 JED SUR TOUTE L’EXTENSION RADIALE

2.1 SOLUTION POUR UN JED PUR

Dans ce cas le taux d’accrétion s’écrit (couple visqueux nul) :

Ṁ 8 q
rB2z
 o K

(4.18)

ou encore le nombre de Mach sonique :

ms  2q (4.19)

On a :

–  m   m0 km

– q q0 
 kq

–  est une constante du rayon.

 Transport dufluxmagnétique : Oncherche ici des solutions stationnaires en loi depuissance.

Cela implique nécessairement un paramètre qui est une constante du rayon (voir chapitre 3).

Or avec  ms  m, on en déduit :

  
2q 
 m
  1 kq km (4.20)

Donc est nécessairement une constante du rayon pour des solutions en loi de puissance. On

note cependant un point critique pour 1 kq  km  0, dans ce cas  est toujours constant

(indépendamment de ). Nous ne considérerons pas ce point dans la recherche de solutions, et

nous verrons au chapitre 5 qu’il joue un rôle crucial pour la stabilité d’un JED pur.
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 Conservation de la masse : Pour avoir un taux d’accrétion constant du rayon, on a néces-

sairement :

 ms  r 1 2 (4.21)

Ce résultat et celui du paragraphe précédent impliquent toutes les autres dépendances radiales.

En e et, comme la magnétisation du disque est constante du rayon, ms est également constant

du rayon (voir équation 3.32)

  r 1 2 (4.22)

Bz  r 5 4 (4.23)

On retrouve ici les dépendances radiales des solutions standard de disques éjectant (Blandford

& Payne (1982), Ferreira & Pelletier (1995)).

La dépendance radiale Bz  r 5 4 implique une valeur bien précise de     (voir).

La dépendance  ( ) déterminée précédemment (figure 3.7) nous permet de donner la valeur

approchée    1 428. Compte tenu de l’équation 4.20, cela implique une valeur bien précise

de  à l’équilibre. La valeur   de la magnétisation à l’équilibre s’exprime en fonction des

dépendances des coe cients selon

   

 
1 428 m0

2q0

 1 (1 kq km)

(4.24)

 Contrainte d’une solution. On peut noter une di érence fondamentale entre l’étude analy-

tique des régimes stationnaires de JED et celui de SAD. En e et, pour un SAD pur, une solution

stationnaire est entièrement définie par 2 paramètres qui impliquent un certain taux d’accrétion

(voir équation 4.17). Dans le cas d’un solution stationnaire de JED pur, on a comme contraintes :

– Un taux d’accrétion constant : Ṁ(  Bz) Ṁ0

– Une magnétisation constante dans le disque de valeur eq fixée : (  Bz)  eq.

De la même manière que pour le SAD pur, les profils étant fixés, on peut résumer une solution

stationnaire de JED pur comme une fonction de 0 et B0 (les valeurs de et Bz en un rayon r0).

Cependant la condition    eq contraint plus fortement le problème, qui n’a finalement que

deux degrés de liberté (( 0 r0), ou bien (B0 r0)).

2.2 SOLUTION GÉNÉRALE POUR UN JED

Dans ce cas général le taux d’accrétion s’écrit (équation 3.26)

Ṁa  6 r1 2 r(  vor1 2) 
8 qrB2z
 0 k

(4.25)

Ce qui est équivalent à (équation 3.32) :

ms(r)  v   2q (4.26)

avec :

  3
 log  vr1 2

 log r
(4.27)
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On a :

–  v   v0 kv

–  m   v Pm ; Pm  cte. Ce qui est équivalent à m   m0 km , avec km  kv et v0  m0  Pm.

– q q0 
 kq

– h r   cte.

 Transport du flux magnétique. On cherche ici des solutions stationnaires en lois de puis-

sance. Cela implique nécessairement un paramètre  qui est une constante du rayon (voir

chapitre 3). Or avec  ms  m, on en déduit :

   Pm 
2q 
 m

(4.28)

Compte tenu de l’expression de  équation 4.27, une solution en loi de puissance implique

nécessairement  cte(r). On arrive donc à la même conclusion que pour un JED pur, à savoir

qu’une solution en loi de puissance implique nécessairement  cte(r). Ceci implique v  cte(r)

et donc ms  cte(r) (équation 4.26).

 Conservation de la masse. Un taux d’accrétion constant dans le disque impliquant ms  

r 1 2, on en déduit comme pour le JED pur :

  r 1 2 (4.29)

et

Bz  r 5 4 (4.30)

En supposant ces dépendances radiales, on peut montrer facilement que  3 2. On en déduit :

  
3
2
Pm  

2q0
 m0
 1 kq km (4.31)

Sachant que pour avoir Bz  r 5 4, on doit avoir   1 428, on peut estimer la valeur de la

magnétisation à l’équilibre :

   

  
1 428 

3
2
Pm 
 
 m0
2q0

 1 (1 kq km)

(4.32)

La magnétisation étant par définition positive, on en déduit qu’il existe une valeur de Pm

(environ 1  ) au delà de laquelle un JED en présence de viscosité ne possède pas de solution.

 Contrainte d’une solution. La condition sur l’uniformité de la magnétisation dans le disque

implique les même contraintes sur une solution que pour un JED pur.

3 ZONES DE TRANSITIONS

3.1 NATURE D’UNE ZONE DE TRANSITION

Dans les 2 sections précédentes de ce chapitre, j’ai déterminé des solutions stationnaires

de SAD pur et JED pur garantissant un taux d’accrétion constant (via la conservation du
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moment cinétique) et un champ magnétique stationnaire. Or les régimes de SAD et JED sont

mutuellement exclusifs. En e et, par définition un JEDpossède unemagnétisation et un nombre

deMach sonique de l’ordre de l’unité, alors qu’un SAD impose unemagnétisation et un nombre

de Mach sonique petits devant l’unité. Si une configuration mixte stationnaire (JED SAD ou

SAD JED) est possible, elle doit assurer le raccordement entre ces deux régimes. Le paramètre

clé de ces transitions est la magnétisation (figure 4.1, rappel des figures 2.5 et 2.6). On supposera

toujours que la magnétisation du disque n’atteint pas  max, valeur au dessus de laquelle le

couple magnétique s’annule (on a en e et supposé un couple magnétique non nul pour min  

   max).
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F     4.1 – Configurations JED SAD (à gauche) et SAD JED (à droite). Dans les 2 cas, la zone de transition (notée
ZT) correspond à la zone ou la magnétisation est comprise dans l’intervalle [ min;  ].

3.2 LE TRANSPORT DU MOMENT CINÉTIQUE DANS UNE TRANSITION

Avant d’étudier le bilan énergétique d’une zone de transition, je vais commencer par étudier

les contraintes induites par la conservation du moment cinétique pour une transition station-

naire. Je rappelle les expressions du taux d’accrétion et du nombre de Mach sonique du disque

déterminés équations (3.25) et (3.32) :

Ṁa  6 r1 2 r(  vor1 2) 
8 qB2z
 0 k

(4.33)

ms(r)   v   2q  mvisc
s  m

mag
s (4.34)

  3
 log  vr1 2

 log r
(4.35)

oùmvisc
s et mmag

s sont respectivement les contributions du couple visqueux et du couple magné-

tique au ms et  un paramètre permettant de quantifier le couple visqueux (signe, intensité).

Je ne cherche pas à étudier des configurations présentant des discontinuités dans la distribu-

tion de vitesse radiale du disque (i.e. présentant des discontinuités radiales en densité via la

conservation de la masse). Or en r rs, on a   min, le cisaillement magnétique présente donc

une discontinuité en ce rayon quelle que soit la transition (figure 4.1). Il faudra donc envisager

un couple visqueux (via ) permettant de contrecarrer cette discontinuité et permettre la conti-



CHAPITRE 4. SOLUTIONS STATIONNAIRES : SAD, JED ET ZONE DE TRANSITIONS 76

nuité de la vitesse radiale à travers ce rayon. De plus, une solution stationnaire implique un

taux d’accrétion constant ce qui est équivalent à ms  r 1 2. Ces deux conditions vont nous

permettre d’établir les profils de densité autorisant une transition à taux d’accrétion constant.

Étant donné les prescriptions faites pour le cisaillement magnétique au chapitre (3) section

(1.8), on a mmag
s  q0 

1 kq . Un cas typique est par exemple 1 kq  0 3, q0  1 et    1. On a

doncmmag
s de l’ordre de l’unité sur toute la zone de transition. Les rayons légèrement inférieurs

à rs sont notés r s , et ceux légèrement supérieurs sont notés r s .

 Transition JED SAD. Dans ce cas, on a m
mag
s  1 en r s . On peut envisager deux types

de comportement du couple visqueux autorisant la continuité de la vitesse. 1. Le premier

suppose que pour r rs, on est dans un régime correspondant à la configuration homogène de

SAD décrite section (1) de ce chapitre. Dans cette zone, on a alors le nombre de Reynolds de

l’écoulement Re  3 2, ce qui est équivalent à   3 2 et on a donc ms   v  1 dans cette

zone. Dans ce cas, la continuité dums à travers la transition imposemvisc
s  ms m

mag
s   1 pour

r r s , ce qui implique :

  
r s

r

h

 1
 v( min)

(4.36)

Donc dans cette configuration le couple visqueux doit être positif, c’est à dire qu’il doit générer

une forte accélération azimutale de la matière afin de contrecarrer le couple magnétique en

r  r s . 2. Le second suppose que pour r  rs, ms  1. Ceci signifie que le couple visqueux

qui est négligeable devant le couple magnétique dans le JED, l’est également dans la zone de

transition. Cette fois, la continuité du ms à travers la transition nécessite mvisc
s  1 pour r  r s ,

cela implique :

  
r s

r

h

1
 v( min)

(4.37)

Cette fois, le couple visqueux doit fortement freiner la matière pour assurer la continuité de la

vitesse radiale. Les profils radiaux de correspondant à chacun des 2 scénarios sont présentés

figure 4.2. Le seul permettant éventuellement de garantir un taux d’accrétion constant sur le

disque est le second. En e et, dans le premier, la densité dans la partie SAD est trop faible pour

autoriser un taux d’accrétion constant dans le disque. Dans le second scénario, le saut positif

en densité dans la partie SAD est la seule solution permettant de conserver le taux d’accrétion

dans le disque.
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F     4.2 – Profils de densité surfacique d’une transition JED SAD garantissant la continuité de la vitesse à la limite
interne du SAD. À gauche, le scénario correspond à un SAD standard en r  rs (Re  3 2). En r s , le couple
visqueux doit accélérer azimutalement (mvisc

s  0) la matière afin de contrecarrer la discontinuité en m
mag
s . Cette

solution ne permet pas de garantir un taux d’accrétion constant. À droite, le scénario correspond à un nombre de
Mach sonique restant de l’ordre de l’unité pour r  rs. Pour r  r s , le couple visqueux doit freiner fortement la
matière pour garantir la continuité du ms. C’est cette solution qui permet d’obtenir un taux d’accrétion constant
dans le disque.

 Transition SAD JED. Pour cette configuration, on a mmag
s  1 en r r s . En suivant le même

raisonnement que pour la transition JED SAD, on peut trouver deux configurations autorisant

la continuité de la vitesse radiale à travers la transition. 1 - En r rs, on considère que la nombre

de Mach sonique est celui d’un JED, donc de l’ordre de 1. Le couple visqueux, seule source de

transport de moment cinétique en r r s , doit donc développer un m
visc
s  1 en r s pour assurer

la continuité en vitesse à travers la transition. Formellement on trouve :

  
r s

r

h

1
 v( min)

(4.38)

2 - En r  rs, on considère que le nombre de Mach sonique est celui d’une configuration

homogène de SAD, donc on a ms(r s ) 3 v( min)  2. Sachant que m
mag
s (r s ) 1, la continuité de

la vitesse radiale au niveau de la transition implique en r s :

  
r s

r

h

 1
 v( min)

(4.39)

Le couple visqueux doit cette fois accélérer la matière azimutalement afin que le ms(r s ) soit

de l’ordre de ms(r s ) 3 v( min)  2. Les profils radiaux de la densité surfacique correspondant

à chacune de ces possibilités sont présentés figure (4.3). Suivant le même raisonnement que

pour la transition JED SAD, la seule option permettant de conserver le taux d’accrétion est la

seconde. En e et dans ce cas, la densité de la partie SAD, su samment grande peut permettre

de conserver le taux d’accrétion. Alors que dans la seconde option, cela ne serait jamais possible.
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F     4.3 – Profils de densité surfacique d’une transition SAD JED garantissant la continuité de la vitesse à la limite
externe du SAD. À gauche, le scénario correspond à un nombre de Mach sonique restant de l’ordre de l’unité
pour r  rs. Pour r  r s , le couple visqueux doit freiner fortement la matière pour garantir la continuité du ms.
Cette solution ne permet pas de garantir un taux d’accrétion constant.
À droite, le scénario correspond à un SAD standard pour r  rs (Re  3 2). Le couple visqueux doit accélérer
azimutalement (mvisc

s (r s )  0) la matière afin de contrecarrer la discontinuité en m
mag
s . C’est cette solution qui

permet d’obtenir un taux d’accrétion constant dans le disque.

3.3 PROFIL DU CHAMP MAGNÉTIQUE NÉCESSAIRE À CES TRANSITIONS

Ici, j’aimis en évidence des profils de densité surfacique qui sont potentiellement viable pour

assurer la continuité de la vitesse et la conservation du flux de masse dans une transition. Le

principe de base de ces raisonnements vient d’un postulat sur les profils de magnétisation dans

les transitions JED SAD et SAD JED. Comme on a  r2B2z  , ces raisonnement qualitatifs nous

permettent d’estimer les profils du champ magnétique vertical pour assurer ces transitions.

Nous verrons que dans le cadre du modèle développé, la transition SAD JED semble assez

naturelle, alors que la transition JED SAD, semble au contraire très peu probable.

 Transition JED SAD Dans ce cas, on a un champ magnétique décroissant en rayon dans la

partie JED, ce qui semble cohérent avec les solutions stationnaires de JED obtenues section 2

de ce chapitre. En revanche, le profil radial de champ dans la partie SAD doit être plus raide

que dans la partie JED (figure 4.4), ce qui ne peut être réalisé que si SAD  3 2Pm  P , où  
correspond au du JED. Ceci semble peu réaliste. Supposons néanmoins que ça soit le cas. On

peu alors montrer que le JED doit vérifier :

     
2q 
 m
  SAD (4.40)

Comme on a PSAD  P . On doit nécessairement avoir 2q 
 m
 0. Or q et m sont par définition des

fonctions positives de . Donc la dernière inégalité n’est possible que si  0 ! On peut donc

conclure que le modèle développé interdit toute transition JED SAD. La seule option serait

de supposer un autre couple, se manifestant sur une certaine extension radiale permettant

cette décroissance du Bz. Néanmoins, si on suppose que le disque repasse en régime de SAD
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à partir d’un certain rayon, la magnétisation va croitre très rapidement vers l’extérieur. Il

semblerait donc que le développement d’un JED externe soit inexorable dans le cadre du

modèle développé.

 Transition SAD JED Cette fois, en suivant la même démarche que pour la transition

JED SAD, on trouve au champ magnétique vertical faiblement décroissant dans la partie SAD

(interne donc), et une décroissance plus forte dans la partie JED (externe). Le profil typique du

champ vertical est donné figure (4.4). Cette fois, la configuration semble cohérente.
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F     4.4 – Récapitulatif des transitions susceptibles de conserver un taux d’accrétion constant. Sur la colonne de
gauche, une transition JED SAD. Le profil de champ magnétique dans le SAD doit être plus raide que dans le
JED, ce qui est impossible à moins de considérer un couple supplémentaire dans le modèle. Sur la colonne de
droite, une transition SAD JED, qui est potentiellement viable.
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Je vais dans cette partie étudier la stabilité locale du modèle développé dans la section pré-

cédente en utilisant l’approximation WKB. Pour cela, je vais linéariser le système d’équations

en supposant les grandeurs soumises à de petites perturbations autour d’une solution d’équi-

libre, puis j’appliquerai la transformée de Fourier au système linéarisé. Ensuite, je monterai

les solutions non triviales du système obtenu, avec une relation de dispersion qui permettra

de discriminer les régimes instables des régimes stables. Il sera question d’étudier la stabilité

du modèle pour deux régimes de disque : le cas où un couple visqueux est non nul (avec un

éventuel couple magnétique présent), et le cas où seul le couple magnétique est présent.

1 ÉQUATIONS LINÉARISÉES

1.1 APPROXIMATION PETITES PERTURBATIONS

Je pose ici que toute grandeur physique G s’écrit sous la forme G  G   G, avec G la

grandeur à l’équilibre et G la petite perturbation telle que :  G   G  .

 Champ magnétique Bz : Le taux d’accrétion donné par l’équation (3.25) fait intervenir le

champ magnétique Bz. Il est donc nécessaire d’écrire Bz(r t) en fonction de a(r t) (je rappelle

qu’on a Bz  1 r ra). On a donc :
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Bz(r t) Bz (r)
 

1 
 Bz(r t)
Bz (r)

 

 Bz (r)
 

1 
r

pa
 r

 
 a

a 

  

(5.1)

avec pa la dérivée logarithmique de a en fonction de r (on ne préjuge pas de sa valeur). pa
est une variable relative à l’état d’équilibre a et n’interviendra pas dans les calculs de critères

de stabilité (il s’agit en fait d’une variable intermédiaire de calcul). Je fais ici l’approximation

1 a  r( a)  r( a a ), approximation valide dans lamesure où on suppose l’échelle de variation

de a beaucoup plus petite que celle de a .

 Magnétisation : En linéarisant autour de Bz et  on trouve :

    

 
1 2

 Bz
Bz 
 
  

  

 
(5.2)

 Coe cients de transport : Je donne ici l’expression des coe cients v, m et q. Je pose qu’ils

sont tous fonction de la magnétisation .

 v   v 

 
1 
  v
 v 

 
  v 

 

1 pv
  

  

 

(5.3)

pv étant la dérivée logarithmique de v par rapport à en    .

 m   m 

 
1 
  m
 m 

 
  m 

 

1 pm
  

  

 

(5.4)

pm étant la dérivée logarithmique de m par rapport à en    .

q q 

 

1 
 q

q 

 

 q 

 

1 pq
  

  

 

(5.5)

pq étant la dérivée logarithmique de q par rapport à en    .

 Taux d’accrétion : On redonne les expressions donnant le taux d’accrétion et la vitesse

radiale du fluide dans le disque. Le taux d’accrétion donné équation (3.25) :

Ṁa  
6 
 kr
 r(  vo kr

2) 
8 qB2z
 0 k

(5.6)

On pose pour le taux d’accrétion :

Ṁ Ṁv Ṁm (5.7)

avec Ṁv la contribution du couple visqueux et Ṁm celle du couple magnétique. On trouve :

Ṁv  Ṁv 

 
1 2r r

 
  

  
 
  v
 v 

  
(5.8)

et :

Ṁm  Ṁm 

 

1 
 q

q 
 2
 Bz
Bz 

 

(5.9)
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Je pose le taux d’accrétion total : Ṁ  Ṁv  Ṁm et le rapport R  Ṁv  Ṁ qui correspond

au ratio de la composante visqueuse du taux d’accrétion sur le taux d’accrétion total (R  1

correspond à un SAD pur, R 0 à un JED pur...). On trouve finalement :

Ṁ Ṁ 

 

1 R2r r
 
  

  
 
  v
 v 

 
 (1 R)

 
 q

q 
 2
 Bz
Bz 

  

(5.10)

 Vitesse d’accrétion : La vitesse d’accrétion u0 donnée équation (3.30) :

u0(r t) 
Ṁ(r t)

2 r (r t)
(5.11)

On a :

u0  u 

 
1 
 u0
u 

 
 

Ṁ 
2 r  

 

1 
 Ṁ

Ṁ 
 
  

  

 

(5.12)

avec : u  Ṁ  (2 r  ), et  uu  
 Ṁ
Ṁ 
     :

Densité surfacique de courant : Elle s’écrit :

JS  JS    J
S
 (5.13)

avec JS
  
:

JS   2 
u 
 m 
 r(a ) (5.14)

Comme on travaille en champ potentiel, la densité surfacique de courant JS
 
est liée au flux

magnétique a par une relation d’équivalence. Ainsi, une variation  a autour de a implique

une variation  JS
 
des courants. Il sera donc nécessaire d’exprimer  JS

 
en fonction de  a. Le

lien n’est pas direct et nécessite de passer dans l’espace de Fourier (k  ). La démonstration

permet d’exprimer la transformée de Fourier de JS
 
( notée   JS

 
) en fonction de la transformée

de Fourier de a (notée a). La démonstration est donnée annexe (A.1) et je donne le résultat ici :

  JS
 
 

2
 0r
 k   a (5.15)

Ceci sera nécessaire pour écrire la transformée de Fourier du système d’équations linéarisées.

Équation de conservation de la masse : Comme je fais l’approximation de petites perturba-

tions autour d’une solution d’équilibre, l’équation de conservation de la masse écrite équation

(3.40) donne :

 t(  ) 
1
2 r
 r( Ṁ) (5.16)

Qu’on peut réécrire :

 t

 
  

  

 
 u  r

 
 Ṁ

Ṁ 

 

(5.17)
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Équation de transport du flux magnétique : Je rappelle l’équation du modèle 3.47 :

 a

 t
 u0 ra 

1
2 
 mJ

S
 (5.18)

L’équation linéarisée donne donc :

 t

 
 a

a 

 
 u 
 r(a )
a 

 
      

 
 r( a)
 r(a )

 
 u

u 

 

 

 
      

 JS
 

JS
  

 
  m

 m 

 
      

 
      (5.19)

Bilan : On a abouti à un système linéaire de 2 équations à 2 inconnues :     et
 a
a 
( JS
 
étant une

fonction de a).

1.2 PARAMÈTRES IMPORTANTS

L’analyse de stabilité du système obtenu ci-dessus est assez rébarbative. Pour éviter de se

perdre en route je vais détailler ici les paramètres susceptibles de jouer sur la stabilité dumodèle.

 Couples mis en jeu : La présence ou non de tel au tel couple peut avoir un incidence sur la

stabilité. En particulier, nous verrons plus tard que la présence ou non de viscosité est détermi-

nante pour le critère de stabilité. Nous retiendrons donc que le paramètre R correspondant au

rapport de la composante visqueuse du taux d’accrétion sur le taux d’accrétion total joue un

rôle important pour la stabilité du modèle.

 Coe cient pv : Je rappelle que pv correspond à la dérivée logarithmique de v par rapport

à la magnétisation  en     (formellement pv  
 
 
 v

  v
  

 
  ). Il caractérise la variation de

l’e cacité de la viscosité turbulente autour de l’équilibre.

 Coe cient pm : De même, pm correspond à la dérivée logarithmique de  m par rapport

à la magnétisation  en     (pm  
 
 
 m

  m
  

 
  ). Il caractérise la variation de l’e cacité de

la di usivité magnétique turbulente autour de l’équilibre. Si on suppose que  v et  m ont la

même origine physique (la turbulence), il serait logique de poser v  m  Cte, et donc pm  pv .

Néanmoins dans un souci de généralisation, on les dissocie pour l’étude de stabilité.

 Coe cient pq : pq correspond à la dérivée logarithmique du cisaillement magnétique q par

rapport à la magnétisation en    (pq  
 
 
q
 q

  

 
  ).

2 RELATION DE DISPERSION

Je n’écrirai pas les équations complètes dans cette section. Pour alléger l’écriture je pose

       et a 
 a
a 
. On suppose que  et a sont proportionnels à exp[i(kr  t)] avec kr  1 .

On applique la transformée de Fourier au système et on trouve :
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i     A    B  a (5.20)

i   a C    D  a (5.21)

ce qui est équivalent à :

M

 
     

   
  a

 
      

 
     
0

0

 
     (5.22)

avecM, une matrice 2 2 :

M 

 
     
A i B

C D i 

 
     (5.23)

A u k
 
 ipq(1 R) 2rRk(1 pv)

 
(5.24)

B  u k
2 r

pa

 
2(1 R)(1 pq) 4ikrRpv

 
(5.25)

C u 
pa

r

  
 pq(1 R) 1 pm

 
 2ikrR(1 pv)

 
(5.26)

D u k

 
 k 

k

 1
  m 

 i
 
2(1 R)(1 pq) 1 2pm

 
 4krRpv

 

(5.27)

Sans rentrer dans le détail de chaque terme, on retrouve bien les paramètres R, pv,pm,pq dans les

coe cients A, B, C et D qui joueront dans la stabilité du modèle.

On recherche les solutions de l’équation (5.22) autre que la solution triviale

 
     
0

0

 
     . Pour cela,

on a nécessairement le déterminant deM égal à 0, ce qui donne :

  2 i (A D) AD BC 0 (5.28)

et qui permet d’obtenir la relation de dispersion reliant  à k. Je rappelle qu’on a supposé

   expi t. Donc les solutions trouvées sont stables si la partie imaginaire de est négative. Je

ne détaillerai pas les calculs des critères de stabilité, je donnerai les grandes lignes des raison-

nements et les résultats selon les configurations. Comme cette étude est une étude de stabilité

locale, il s’agira d’étudier la stabilité pour les situations où les deux couples sont présents (ce

qui correspond au régime JED), où seul le couple visqueux est présent (qui correspond au

régime de SAD), et enfin où seul le couple magnétique est présent (qui correspond au régime

de JED pur). Dans un souci de généralisation, l’étude de stabilité se résume à deux catégories :

le régime de JED pur (mathématiquement R 0) et les autres (R 0).

3 STABILITÉ

3.1 DISQUE AVEC UNE VISCOSITÉ NON NULLE (R 0) : INSTABILITÉ MAGNÉTO-VISQUEUSE
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A CRITÈRE DE STABILITÉ

Je présente le résultat dans le cas des deux couples non nuls. L’important ici est que la

viscosité n’est pas nulle, car le raisonnement est le même si le couple magnétique est nul ou

pas. L’équation (5.28) se résume à une équation de degré 2 en , dont le discriminant s’écrit :

   (A D)2
 

1 
4(AD BC)
(A D)2

 

(5.29)

On a bien entendu les solutions  de l’équation 5.28 :

   
 i(A D) 

 
 

2
(5.30)

Dans l’approximation kr  1 on peut montrer que si R  0 (i.e. si le couple visqueux est non

nul), on a alors :      
4(AD BC)
(A D)2

      1 (5.31)

Dans ce cas on trouve :

    i
A D

2

 

1 
 

1 
2(AD BC)
(A D)2

  

(5.32)

On peut montrer que le seul mode litigieux pour la stabilité correspond à la solution :

 1  i
BC AD

A D
(5.33)

Le système est stable ssi : Im( 1) 0. En développant on trouve :

Im( 1) u  k 
1 pv

 m  (1 pv)
 
 k  m 
r 

1 pv
1 pv

(5.34)

Par cohérence physique, je me place dans le cadre où la di usivité magnétique est toujours

positive. Dans ce cas le système est stable ssi :
   pv
    1 (5.35)

B COMMENTAIRES ET CONCLUSIONS SUR CETTE INSTABILITÉ

 Comparaison aux prescriptions dumodèle. Le critère de stabilité trouvé équation 5.35 porte

sur la dérivée logarithmique du paramètre de viscosité v par rapport à la magnétisation. Dans

le cadre du modèle développé chapitre 3, j’ai prescrit v   kv . Donc le critère de stabilité qui

met en jeu pv est simplement identique pour kv, le système est stable ssi :

 kv  1 (5.36)

La borne inférieure du domaine de stabilité est atteinte pour kv   1. On peut donc remarquer

une instabilité du modèle pour kv   1. Cette instabilité n’a pas été bien comprise pendant ma

thèse et reste à clarifier. Néanmoins, je ne me suis intéressé qu’à des valeurs positives de kv. La

borne supérieure du domaine de stabilité est atteinte pour kv  1, et le système est instable pour

kv  1. Étant donné qu’elle met en jeu la viscosité (via kv), on peut préjuger qu’il s’agit d’une

instabilité visqueuse.
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 Quid de l’instabilité visqueuse dans les disques d’accrétion ? La stabilité visqueuse des

disques " " a rapidement été examinée après l’article fondateur de Shakura & Sunyaev (1973).

Lightman & Eardley (1974) ont examiné la question notamment dans le cas de disques dominés

par la pression de radiation. L’instabilité visqueuse dans les disques repose sur le raisonnement

suivant : Sur des échelles des temps visqueuses, on peut supposer que le disque est à l’équilibre

thermique à tout instant. Ainsi on peut s’intéresser à des évolutions séculaires de la densité

surfacique sans se soucier des échelles de temps plus petites. Elle s’écrit :

 t  
3
r
 r(r1 2 r( r1 2)) (5.37)

avec    v, et donc en terme perturbatif (autour d’un équilibre), on montre facilement :

 t   

 
  

  

 

 

 2  

 r2
(5.38)

L’équation 5.38 est donc est une équation de di usion de coe cientD 
 
  

  

 

 
. Donc l’équilibre

est stable si D  0. Dans le cas contraire le coe cient de di usion négatif impliquerait une

augmentation de densité dans les zones où   0, et à l’inverse une déplétion dans les zones

où   0. Finalement le disque se fragmenterait en anneaux. Le critère de stabilité s’écrit donc :

  v

  
 0 (5.39)

ce qui est équivalent à  log v
  

 0. Dans le cas d’un disque  "standard" où la contrainte  r 
est proportionnelle à la pression du gaz et où v  cte, on vérifie bien que le disque est stable

visqueusement. Dans notre cas, on a posé r   vPgaz, avec v fonction de la magnétisation ,

donc en particulier de .

Si un disque est visqueusement instable, sa fragmentation aurait des conséquences observa-

tionnelles importantes. La présence de zone de très faible densité impliquerait des "trous" dans

la distribution spectrale d’énergie (comparativement à une distribution spectrale de disque

d’accrétion standard).

 Comparaison à l’instabilité mise en évidence. Dans notre cas, on a  v   v( ) h2  

 v( ) f (r) puisque h est imposé (équation d’énergie non résolue dans le modèle). Je rappelle que

pv est la dérivée logarithmique de  v par rapport à  autour de la position d’équilibre et que

    1. Donc  log v  log   pv. Dans notre cas on a alors :  log v  log  1 pv. On

retrouve bien  log v  log  0 ssi pv  1. Donc le critère de stabilité déterminé équation

5.35 correspond au critère habituel pour l’instabilité visqueuse. Ici, il a été nécessaire de faire le

calcul pour le modèle car le champ magnétique intervenait également dans v. Mais au final,

on arrive à la même conclusion, et les conséquences d’une telle instabilité (si elle existe), que

j’appellerai instabilité magnéto-visqueuse, sont les même que celles décrites au paragraphe

précédent. On peut remarquer que le temps de croissance tvisc de cette instabilité est contrôlé

par la di usivité magnétique m (équation (5.34)) selon :

tvisc  
h

 k  m
(5.40)
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donc pour des perturbations de longueur d’onde supérieure ou égale à h, on trouve un temps

de croissance (via la prescription m   m kh
2) :

tvisc  
h

 k  m
 

1
 m k

(5.41)

 La stabilitédesdisquesd’accrétion turbulentsMRI. Ladépendance fonctionnelle v(MRI) 

 pv est donc critique pour la stabilité du modèle. La question de la stabilité des disques d’accré-

tion turbulent "MRI" (disque dont la turbulence est générée par laMRI) dans le cadre dumodèle

 n’est pas à proprement parler une nouveauté. Elle a été envisagée par Takahashi & Masada

(2011) en considérant la possible dépendance fonctionnelle du v turbulent au nombre Prandlt

magnétique (microscopique) dépendant de la température. Leurs travaux ont mis en évidence

les critères d’instabilité thermique et visqueuse à partir de cette dépendance. Dans le modèle

développé ici, l’équation d’énergie n’est pas résolue, en revanche l’équation de conservation

de la masse est couplée à celle de transport du flux magnétique. Les prescriptions faites sur

les coe cients de transport ( v, m) font intervenir à la fois le champ magnétique et la densité

du disque (via la magnétisation). Que nous disent les résultats des simulations MRI "shearing

box" au sujet de cette possible dépendance fonctionnelle ? Ils semblent indiquer pv  1 2 (Le-

sur (2007), Hawley et al. (1995)). Dans ce cas un disque serait stable visqueusement (critère

équation (5.35)), mais il est important que la question soit clarifiée par la communauté "MRI".

C’est-à-dire en caractérisant à l’aide de simulations globales une dépendance fonctionnelle de

la viscosité en fonction de la magnétisation en présence d’un champ magnétique Bz à grande

échelle. Notons que Steinacker & Papaloizou (2002) ont réalisé des simulations de MRI globale

de disque, en particulier en présence d’un champ magnétique Bz moyen non nul. Dans cette

situation, ils observent la formation de sillons dans le disque (apparition de zone de forte den-

sité et de zone de déplétion en densité). La cause physique de ce phénomène n’a pas été établie,

mais il avancent que ce comportement semble être systématique d’un disque MRI traversé par

un champ poloidal moyen. On peut s’interroger de la possibilité d’une instabilité visqueuse à

l’origine de ce phénomène.

3.2 DISQUE AVEC UNE VISCOSITÉ NULLE (R 0)

A CRITÈRE DE STABILITÉ

Je présente ici le cas où seul le couple magnétique est présent (i.e. R 0 dans la matriceM).

L’établissement du critère est donné annexe 2, mais j’en donne ici les grandes lignes. Comme

pour le cas précédent, on aboutit à un critère portant sur les coe cients de transport, mais dans

ce cas q et m. Je rappelle que pq et pm sont les dérivées logarithmiques respectives de q et m
par rapport à . En posant X  

u k
, la relation de dispersion sur X s’écrit :

X2 aX c 0 (5.42)

avec a et c des complexes. Les solutions de cette équation s’écrivent donc :

X  
a 
 
 

2
(5.43)
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avec  a2 4c. Je note   u kX . La condition de stabilité étant im(  ) 0, la recherche du

critère de stabilité repose sur l’évaluation de im(
 
 ). Après développement, peut montrer que

le système est stable ssi :

p2q (2 pm)pq (1 pm) 0 (5.44)

En résolvant cette inégalité en pq, on trouve un critère de stabilité selon le signe de pm :

 
     
     

1 Si pm  0 , le critère de stabilité est : pm 1  pq   1

2 Si pm  0 , le critère de stabilité est :  1  pq  pm 1

3 Si pm  0 , le critère de stabilité est : (pq 1)2  0

(5.45)

On peut remarquer que pour pm  0, le disque est inconditionnellement instable, avec un point

de stabilité marginale pour pq   1.

B COMMENTAIRES ET CONCLUSIONS SUR LES INSTABILITÉS MISES EN ÉVIDENCE

 Comparaison aux prescriptions du modèle. La prescription choisie pour  m est :  m  

 m0 
km . Pour le cisaillement magnétique q j’ai pris : q  q0 

 kq (je ne considère pas de seuil ici

puisqu’on s’intéresse à un JED pur). On a donc simplement km  pm et kq   pq. Donc, le critère

de stabilité s’écrit en fonction de km et kq :

 Si km  0 : 1 kq  1 km.

 Si km  0 : 1 km  kq  1.

 Diagramme de stabilité. Le critère général de stabilité (quel que soit le signe de pm) peut

s’obtenir graphiquement en considérant un graphe d’axes (pm; pq) (figure (5.1)). On peut mettre

en évidence 2 zones instables, le demi-plan au dessus de la zone de stabilité, que je note A, et le

demi-plan en dessous de la zone de stabilité que je note B. Ces deux zones présentent le point

commun remarquable (pm  0; pq   1), qui correspond à un point de stabilité marginale. Il en

découle pour pm  0, la stabilité du disque est impossible. La zone d’instabilité A se résume

analytiquement par le critère suivant :

– Si pm  0, on est dans la zone A ssi pq  pm 1.

– Si pm  0, on est dans A ssi pq   1.

De même, pour la zone B :

– Si pm  0, on est dans la zone B ssi pq   1.

– Si pm  0, on est dans B ssi pq  pm 1.

Cette observation graphique permet de clarifier le problème et nous a permis de mettre en

évidence 2 types d’instabilité dans un JED pur. Pour chacune d’entre elles, je vais commencer

par en décrire le principe, pour ensuite justifier le critère d’instabilité mis en évidence.
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F     5.1 – Diagramme de stabilité d’un JED pur dans l’espace (pm; pq) . La zone hachurée en bleu correspond au
domaine de stabilité. On observe deux zones d’instabilité, le demi-plan au dessus de la zone de stabilité et le
demi-plan au dessus.

 Transport instable de champ magnétique dans un disque - instabilité magnéto-résistive.

Dans le disque, l’équilibre entre advection et di usion du champmagnétique vertical est carac-

térisé par le paramètre :

  
ms

 m
 
2q 
 m

(5.46)

où dans le cadre du modèle développé, q et  m sont des fonctions de la magnétisation  . Les

dépendances des ces grandeurs en fonction de Bz sont les suivantes :

 m  B
2pm
z (5.47)

q  B
2pq
z (5.48)

ms  B
1 pq
z (5.49)

Le paramètre dépend donc de Bz sous la forme :

  B
2(1 pq pm)
z (5.50)

Comme pour les critères déterminant les zones d’instabilités A et B, on étudie 2 cas fonctions

du signe de pm.

Premièrement si pm  0, une augmentation en Bz implique une diminution de la di usivité

(équation (5.47)). Le disque sera donc instable si l’advection de Bz surpasse cette augmentation

de la di usion (via le ms équation (5.49)), ce qui est obtenu si 1 pq  pm.

Deuxièmement si pm  0, une augmentation en Bz implique une diminution de la di usivité

(équation (5.47)). Dès lors il su t que le Mach sonique augmente avec Bz pour que le disque

soit instable ce qui est réalisé si 1 pq  0 (critère moins restrictif que le premier en raison de la

décroissance de la di usivité avec Bz). On retrouve bien le critère d’instabilité correspondant à

la zone A. J’appellerai cette instabilité instabilité magnéto-résistive.
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 Instabilité advective dans un fluide - une théorie simple de la formation des chocs. La

recherche d’interprétations des instabilités m’a amené à étudier le principe d’une instabilité

advective. Son fonctionnement est simple et a été découverte par Siméon Denis Poisson en

1808. On peut la décrire simplement par la propagation d’une vague. En observant la vague par

la tranche, on associe une hauteur à chaque point de sa surface. Si la vitesse de propagation de

chaque point de sa surface dépend de sa hauteur, la forme de la vague va évoluer. Supposons

que la vitesse est plus importante si le point est haut, le haut de la vague va progressivement

"rattraper" la base jusqu’à former une discontinuité verticale (figure (5.2)). Dans notre cas, on

s’intéressera à l’évolution d’une perturbation en densité. Si on suppose que la vitesse d’advec-

tion est fonction avec la densité, l’advection de matière u0 par le fluide est non linéaire et

source potentielle d’instabilité. En considérant que la vitesse d’accrétion augmente avec  , la

perturbation va évoluer jusqu’à former une discontinuité en amont de la perturbation (figure

(5.2)), on assiste à la formation d’un choc.

�
�

�

�

F     5.2 – Illustration de l’instabilité advective. À gauche, l’advection d’une perturbation en densité. Les zones de
plus forte densité avancent plus vite que les zones où la densité est plus faible. On assiste à la formation d’un
front de choc en amont de la perturbation. À gauche, une très belle illustration de l’instabilité advective dans le
cas d’une vague juste avant la cassure.

Comme pour l’instabilité en Bz, on va étudier ici 2 cas : les pm positifs ou alors négatifs. On

retiendra les dépendances suivantes :

 m    pm (5.51)

q    pq (5.52)

ms    (1 pq) (5.53)

Le paramètre dépend donc de Bz sous la forme :

    (1 pq) pm (5.54)

Supposons pm  0. Dans ce cas une augmentation en  implique une diminution de la

di usivité, qui empêche une éventuelle relaxation par di usion de Bz, on tend vers un régime

deMHD idéale. Si (1 pq) 0, alors cet accroissement va accréter (équation (5.53) ) plus vite que
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le reste de la matière, et on retrouve la formation d’un choc expliquée plus haut. Il ne s’agit pas

à proprement parler d’une instabilité mais d’une situation qui, en régime non linéaire, amène

à un raidissement du profil en et donc à la formation d’un choc.

Si maintenant pm  0, une augmentation en entraine une augmentation de la di usivité

(équation (5.51)), il faudra alors vérifier (1 pq)   pm  0 pour permettre l’instabilité. On a

bien retrouvé pour chaque signe de pm le critère d’instabilité correspondant à la zone B.

 Discussion. L’étude de stabilité du JED pur révèle 2 instabilités potentielles, l’une sur le

champ magnétique Bz et l’autre sur la densité dont il serait intéressant d’étudier la réalité avec

des simulationsMHDde disques éjectant. En e et, l’hypothèse de lamagnétosphère potentielle

ne permet pas de conclure sur ce point, mais a le mérite de soulever des questions importantes.

En e et, si le calcul analytique suppose une magnétosphère potentielle, les interprétations sont

assez générales (e cacité d’advection du champmagnétique en fonction d’une perturbation en

densité ou en champ magnétique, vitesse de transport de la masse en fonction d’un perturba-

tion). Ceci pose également la question de l’existence de ces instabilités dans un JED possédant

une viscosité non nulle. L’analyse WKB nous apprend que ces instabilités sont "annihilées" en

présence de viscosité, mais elle suppose des perturbations de courtes longueurs d’onde. Dans

le cas de perturbations de longueur plus grande, il est envisageable que les instabilités soient

e ectives. Néanmoins, si l’instabilité advective peut se manifester, la présence de viscosité va

obligatoirement empêcher la formation d’un choc, car dans ce cas les gradients de densité de-

viendraient très forts, et la viscosité relaxerait ces gradients. Dans le cas pm  0, j’ai montré que

le système est toujours instable quel que soit pq, avec cependant un point de stabilité marginale

(pm  0; pq   1). Ce point est particulièrement intéressant car les simulations MHD de disques

éjectants utilisent toujours (à l’heure actuelle) un paramètre de di usivité  m constant. Dans

cette situation, si les instabilités décrites dans le cas d’un JED pur sont e ectives, il est im-

possible d’obtenir des disques éjectant (axisymétriques) stables. On peut notamment observer

dans Tzeferacos et al. (2009) (communication privée) l’apparition d’une évolution radiale de la

magnétisation du disque éjectant qui n’a pas encore été expliquée. Il pourrait être très intéres-

sant d’étudier ce phénomène pour voir si on trouve un lien avec une des instabilités mises en

évidence.
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1 REMARQUES SUR LA FORME DES ÉQUATIONS DU MODÈLE

Les équations que je cherche à résoudre numériquement sont les suivantes (cf équations

3.40, 2.31) :

 t  
1
2 r
 r(Ṁa) 

1
2 r
 r(2 ru0 )

 ta u0 ra 
 m

2h
JS 

L’évolution temporelle de ces grandeurs est fondamentalement gouvernée par 2 mécanismes :
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– Le transport par le fluide (pour et a).

– La di usion (pour a).

Nous le verrons, les problèmes rencontrés pourront être analysés à partir de l’équation

linéaire d’advection et de l’équation linéaire de di usion. Elles sont des cas particuliers de

l’équation suivante :
 G

 t
    (F(G)) (6.1)

qui est une équation conservative. A une dimension spatiale, cette équation s’écrit :

 G

 t
   r(F(G)) (6.2)

et dans le cas où le terme de flux s’écrit F vG, avec v constant, l’équation 6.2 donne :

 G

 t
  v r(G) (6.3)

qui est l’équation linéaire d’advection, où v correspond à la vitesse d’advection de la grandeur

G. Si cette fois on suppose que le terme de flux s’écrit F   D rG avec D constant, l’équation

6.2 donne :
 G

 t
 D 2r (G) (6.4)

qui n’est autre que l’équation de di usion, de di usivité D constante. Prenons donc le temps

d’étudier ces deux équations avant de rentrer dans les choix de méthodes numériques réalisés.

Je ne présenterai dans cette section pas de résultat nouveau, pour des études détaillées des

équations en question, on pourra consulter Press et al. (2007).

1.1 L’ÉQUATION D’ADVECTION

Considérons le cas de l’équation linéaire d’advection (6.2) En notant G0(r) la fonction G à

un instant t0 quelconque, on peut vérifier facilement que la fonction solution est :

G(r t) G0(r v(t t0)) (6.5)

ce qui veut simplement dire que le scalaire G est figé dans le fluide, se déplaçant à la vitesse

v. Dans la suite, on va discrétiser G sur un maillage linéaire constitué des points r j, de pas

constant r, et considérer un pas de temps constant t. On note Gn
j
la valeur de G au point r j

(r j 1  r j  r) à l’instant tn(tn 1  tn  t). La question des conditions aux limites ne sera pas

abordée ici.

A PREMIÈRE TENTATIVE DE RÉSOLUTION

On fait ici une première tentative en discrétisant les dérivées spatiales et temporelles de la

manière la plus évidente, à savoir :

 tG nj  
Gn 1
i
 Gn

i

 t
(6.6)
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ce qui correspond à la dérivée temporelle d’Euler. Pour la dérivée spatiale on utilise une dérivée

centrée :

 rG nj  
Gn
j 1 G

n
j 1

2 r
(6.7)

On obtient donc l’équation discrétisée :

Gn 1
i  Gn

i  V
 t

2 r
(Gn

j 1 G
n
j 1) (6.8)

La stabilité de ce schéma (qu’on appelle schéma d’Euler centré) peut être étudiée en utilisant

l’analyse de Von Neuman, en supposant G une fonction spatialement périodique de la forme :

Gn
j   

n exp(ik j r) (6.9)

On voit tout de suite que Gn 1
j
 Gn

j
  , donc que   correspond au taux de croissance de G d’un

pas de temps au suivant. Le système est donc stable si    1. L’équation (6.8) donne :

  1 iv
 t

 r
sin(k r) (6.10)

Donc    1. Le schéma étudié est donc systématiquement instable.

B SECONDE TENTATIVE

Plusieurspossibilités s’o rent ànouspour trouverun schéma stable.Onproposeunedérivée

spatiale décentrée :

 rG nj  
Gn
i
 Gn

i 1

 r
(6.11)

L’équation donne alors :

Gn 1
j  Gn

j   tv
Gn
j
 Gn

j 1

 r
(6.12)

On vérifie alors que :

   2  1 2v
 t

 r
[1 cos(k r)]

 
1 v

 t

 r

 
(6.13)

et on peut facilement montrer que le schéma est stable ssi :

0 v
 t

 r
 1 (6.14)

On peut tirer 2 conclusions de ce critère :

Premièrement. Si v  0, le schéma est systématiquement instable. Et si v  0, on doit donc

avoir :

v
 t

 r
 1 (6.15)

On voit donc qu’une dérivée spatiale décentrée ne stabilise le schéma que si l’on considère le

sens de l’écoulement. Formellement on doit utiliser :

  rG
n
j
 
Gn
j 1 G

n
j

 r
si v 0

  rG
n
j
 
Gn
j
 Gn

j 1

 r
si v 0
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Ce qui revient à décentrer la dérivée en considérant le point en amont de l’écoulement. Ceci

a une certaine cohérence car pour l’équation d’advection, c’est la grandeur en amont du point

qui est transportée vers le point en question. On parle de dérivée "upwind".

Deuxièmement, le pas de temps ne doit pas dépasser la valeur limite r v, c’est ce qu’on

appelle la condition CFL (de Courant Friedrichs Lewy) de ce schéma pour l’équation linéaire

d’advection. Dans le cas contraire, le fluide parcourt une distance plus grande que le pas de

grille pendant  t, et le schéma est instable. Dans tout schéma explicite, on peut se ramener à

étudier le pas de temps limite de stabilité en caractérisant une vitesse vc f l telle que vc f l t r  1. La

di culté résidant dans la caractérisation de cette vitesse. Ici, la simplicité du critère est à l’image

de l’équation et du schéma employé, mais dans certains cas, cela peut être plus complexe.

D’un point de vue strictement numérique, on peut se demander en quoi un schéma upwind

permet de stabiliser le schéma. Pour le voir, je réécris l’équation 6.12 de la forme suivante :

Gn 1
j  Gn

j  v t
Gn
j 1 G

n
j 1

2 r
 
v r

2

 
     

Gn
j 1 2G

n
j
 Gn

j 1

 r2

 
     (6.16)

On le voit sur l’équation 6.16, on récupère la dérivée radiale centrée sur le premier terme du

second membre. Et le second terme du membre de droite correspond à une dérivée seconde

en r de la grandeur G. Donc réaliser une dérivée décentrée revient à incorporer une viscosité

"artificielle" (on parle de viscosité numérique) de valeur v r 2. On voit tout de suite que si

v  0, la viscosité est négative, ce qui est physiquement instable (voir par exemple discussion

chapitre 5 section 3.1), donc qui va rendre le schéma encore plus instable. Ce qui explique

numériquement la nécessité d’un schéma upwind.

L’utilisation de dérivée spatiale dite "upwind" couplée à une dérivée temporelle de type

Euler n’est évidemment pas le seul schéma stable pour l’équation linéaire d’advection. On peut

donner à titre d’exemple l’utilisation d’une dérivée temporelle centrée telle que :

 tG nj  
Gn 1
i
 Gn 1

i

2 t
(6.17)

couplée à une dérivée spatiale centrée (nommé schéma de Crank-Nicholson). Ce qui cette fois

garantit     1 pour tout v t  r  1. Par simplicité, pour les problèmes se ramenant à une

équation d’advection, j’ai choisi de considérer un schéma upwind.

1.2 L’ÉQUATION DE DIFFUSION

On considère l’équation linéaire de di usion, de di usivité D  0 constante (équation 6.4).

On propose une dérivée centrée pour la dérivée seconde en r du type :

 2rG 
n
j  

Gn
i 1 2G

n
i
 Gn

i 1

 r2
(6.18)

ainsi qu’une dérivée temporelle décentrée :

 tG nj  
Gn 1
i
 Gn

i

 t
(6.19)
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On procède une nouvelle fois à l’analyse de Von Neuman qui donne pour taux de croissance :

  1 
4 tD
 r2

sin
 
k r

2

 

(6.20)

et on trouve comme critère de stabilité    1 ssi :

0 
2 tD
 r2

 1 (6.21)

On retrouve bien la nécessité d’avoir une di usivité D positive, et le critère sur le pas de

temps s’écrit  t   r
2

2D . Qui se comprend "avec les mains", en considérant la distance typique

de di usion d parcourue pendant un temps  t : d2  2D t. Pour éviter que cette distance ne

dépasse le pas de grille, on aboutit au critère de stabilité. Ce critère peut s’interpréter en terme

de condition CFL en invoquant un vitesse de di usion v 2D  r. Ce qui est cohérent puisque

les perturbations de plus petite longueur caractéristique sont les plus rapidement amorties.

Ce point est important dans le sens ou les perturbations de longueur d’onde plus petites sont

toujours celles qui ont les temps d’évolution les plus courts.

On peut être heurté par le fait qu’une dérivée centrée pour de la di usion soit stable (à la

conditionsCFLprès), alors quepour l’advection le schémaest instable. C’est la grandedi érence

entre ces deuxphénomènes. La di usion est unphénomènedissipatif qui numériquement (nous

le verrons) posemoins deproblèmesde stabilité que l’équationd’advection.Deplus, elle permet

"d’écranter" le développement d’instabilités numériques, mais également physiques. On l’a vu

chapitre 5 section 3.2, la présence de viscosité annihile l’instabilité magnéto-résistive mise en

évidence.

Ceci permet souvent de caractériser la stabilité d’un schéma par linéarisation autour de

perturbations de petite longueur caractéristique (et de faible amplitude). Ainsi, on obtient des

critères de stabilité en suivant des raisonnements relativement simples, se ramenant à l’une ou

l’autre des 2 équations étudiées ici.
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2 ÉQUATION DE CONSERVATION DE LA MASSE

2.1 MAILLAGE

On a donc un jeux de 2 équations décrivant l’évolution de la densité surfacique et du flux

magnétique dans un disque. On part d’une grille fixe dans l’espace (en rayons donc). En chaque

point de grille sont définis la densité et le "flux" magnétique a. On considère un disque qui

s’étend sur un intervalle [rin; rout], s’étendant éventuellement au delà, avec des zones internes

et externes nécessaires pour le calcul des conditions aux limites. Il est nécessaire de définir un

maillage qui va "paver" l’extension radiale du disque. On note naturellement rin le rayon interne

dudisque et rout le rayon externe. On l’a vu dans le chapitre 1, dans le cas de binaires X, on trouve

des disques possédant des extensions radiales (rapport rout rin) de l’ordre de 105. On retrouve

ce rapport dans les noyaux actifs de galaxie. Dans le cas de disques autour d’étoiles jeunes, ce

rapport est de l’ordre de 103 104. Dans tous les cas, on trouve des disques possédant plusieurs

décades d’extension radiale. Il est donc approprié pour simuler ce type d’objet d’utiliser un

maillage logarithmique, c’est à dire à pas  r(r) variable et tel que :  r r  cte. Ce qu’on peut

écrire :

r(i) rin10(i 1) Npdec (6.22)

avec Npdec le nombre de pas de grille par décade voulu.

2.2 SCHÉMA D’INTÉGRATION TEMPORELLE

Dans le cas de la masse, on a fondamentalement a aire à un phénomène à flux conservatif.

C’est à dire qu’il n’y a pas de création (ou disparition) de la grandeur évaluée (la quantité de

matière). Dans ce cas l’évolution temporelle d’une grandeur G peut s’écrire ( équation 6.1) :

 G

 t
    (F(G))

où F est une fonction correspondant au flux de la grandeur G. L’équation de conservation de la

masse peut être réécrite sous la forme :

 t(2 r )  rṀa (6.23)

avec  la densité surfacique, Ṁa le taux d’accrétion. On retrouve donc bien une formulation

conservative 1Dpour la grandeur 2 r . Onpeut raisonner en terme intégral pour cette équation.

En e et, en considérant une portion de disque limitée par un rayon interne r1 et un rayon externe

r2, la masse contenue dans ce domaine à l’instant t vaut m(t) 
 r2
r1
2 rdr (r t). L’intégration de

l’équation 6.23 sur ce domaine et sur un intervalle temporel [ta; tb] donne :

 r2

r1

2 rdr [ (r tb)  (r ta)] 
 tb

ta

dt
 
Ṁa(r2 t) Ṁa(r1 t)

 
(6.24)

ce qui revient simplement à dire que la variation de la masse  m  m(tb)  m(ta) entre les

instants tb et ta est déterminée par le bilan des flux de masse aux interfaces du domaine (la

version intégrale de l’équation de conservation de la masse...). Si on utilise un algorithme basé
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sur cette formulation, on aboutira à un système qui ne crée pas artificiellement de masse. C’est

le choix que j’ai fait pour discrétiser cette équation.

Il s’agit d’une approche classique type volumes finis 1D, où la densité surfacique n
i
en un

rayon ri de la grille et à un temps tn est une moyenne locale de la densité sur un volume limité

par deux interfaces (notées ri 1 2 et ri 1 2). A chaque point de grille ri. Il est donc nécessaire de

définir les coordonnées des interfaces en question. On pose simplement :

ri 1 2  
ri ri 1

2
(6.25)

On note :

  n
i
: la valeur moyenne de la densité surfacique dans l’intervalle

 
ri 1 2 ri 1 2

 
à l’instant

tn (voir équation 6.26) .

 mn
i
: la masse contenue dans l’intervalle

 
ri 1 2 ri 1 2

 
à l’instant tn .

 Ṁn
i
le taux d’accrétion en ri à l’instant tn ...

Pour n
i
on pondère simplement mi par la surface de la portion de disque

 
ri 1 2 ri 1 2

 
:

 ni  
mn
i

 (r2
i 1 2 r

2
i 1 2)

(6.26)

L’équation 6.24 donne donc :

 n 1i   ni  
1

 (r2
i 1 2 r

2
i 1 2)

 tn 1

tn

dt
 
Ṁa(ri 1 2 t) Ṁa(ri 1 2 t)

 
(6.27)

Par simplicité, j’ai décidé d’utiliser un intégrateur du premier ordre type Euler. Je suppose que

les taux d’accrétion aux interfaces sont constants sur un pas de temps. Ce qui discrétisé donne :

 n 1i   ni  
1

 (r2
i 1 2 r

2
i 1 2)

(tn 1 tn)
 
Ṁn

i 1 2 Ṁ
n
i 1 2

 
(6.28)

On a donc écrit un schéma d’intégration qui conserve la masse du disque. Cependant, j’ai

presque caché la di culté du problème dans cette formulation, car il reste 2 points à clarifier :

 l’évaluation des termes de flux (le taux d’accrétion) aux interfaces.

 le pas de temps limite t tn 1 tn (maximum) pour assurer la stabilité du schéma.

2.3 ÉVALUATION DU TAUX D’ACCRÉTION AUX INTERFACES - SCHÉMA SPATIAL

Je rappelle au préalable l’expression générale du taux d’accrétion issue du développement

du modèle (3.25) :

Ṁa  6 r1 2 r(  vr1 2) 
8 qrB2z
 0 k

(6.29)

Dans le cas "standard" demodélisations numériques de disques d’accrétion, une des principales

di cultés réside dans le calcul de la température du disque, qui influe sur l’e cacité de la

viscosité. Dans notre modèle, vu qu’on impose   h r, cette question ne se pose pas. En

revanche, on est confronté à une problématique (à la fois physique et numérique) nouvelle, qui

est la dépendance des coe cients de transport à la magnétisation dans le disque. Pour prendre

les problèmes les uns à la suite des autres, je vais considérer d’une part la contribution du couple

visqueux, puis celle du couple magnétique. Mais dans les deux cas on doit garder en tête que

c’est le calcul de la magnétisation pour les coe cients de transport qui est le point sensible.
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A CONTRIBUTION DU COUPLE VISQUEUX

 Dérivation radiale. Ici on pose le couple magnétique égal à 0. On a donc le taux d’accrétion :

Ṁa  Ṁv  6 r1 2 r(  vr1 2) (6.30)

et l’équation de conservation de la masse donne donc dans ce cas :

 t  
3
r
 r
 
r1 2 r

 
 v r

1 2
  

(6.31)

Il s’agit doncdans ce cas d’une équationdedi usion sur . Onpeut doncdéjà prévoir que le type

de schéma spatial employé ne posera pas de problème particulier de stabilité. Vu l’algorithme

employé pour résoudre l’évolution temporelle de (voir équation 6.28), on doit évaluer le taux

d’accrétion aux interfaces ri 1 2 et ri 1 2. Étant donné l’expression de Ṁa, je choisis de calculer

le taux d’accrétion Ṁn
i 1 2 à l’interface ri 1 2 et à l’instant tn de la façon suivante :

Ṁn
i 1 2  6 r1 2

i 1 2

  vr
1 2 n

i 1   vr
1 2 n

i

ri 1 ri
(6.32)

où l’on calcule la viscosité v sur les points de grille.

 Cas standard. Dans le cas "standard" de modélisations numériques de disques visqueux, la

viscosité s’écrit :  
     
     

1  v   vCsh  vC
2
s  k

2  v  cte

3 Cs(r)  Cs(T(r))

(6.33)

où T(r) est la température à un rayon donné, ce qui nécessite la résolution de l’équation d’éner-

gie pour obtenir la température. Ce type d’approche est nécessaire pour étudier l’instabilité

visqueuse thermique d’un disque d’accrétion. Ce modèle porte le nom de DIM (Disc Instabi-

lity Model). Pour une revue de ce modèle, on pourra regarder Lasota (2001). La di culté de

ces modèles ne réside donc pas dans le coe cient  . Dans notre cas, la di culté est inversée

puisque l’on s’impose une distribution de Cs (via la prescription h   r,   (r)), alors que v
n’est pas une constante, mais dépendant de la magnétisation.

 Cas v dépendant de : Je rappelle la prescription faite pour la viscosité :

 
     
     

1  v   vCsh  v kh
2

2 h   (r)r

3  v   v0 
kv

(6.34)

( v0 et kv fixés). Il est donc nécessaire d’évaluer les magnétisations en chaque point de grille (je

note n
i
, la magnétisation en ri et à l’instant tn ). Ce qui nécessite de calculer :

 ni  
B2z
 0P

      

n

i

 
1
 n
i

 
 ra 

n
i

 2
(6.35)
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On doit donc évaluer  ra ni . Comme j’utilise un maillage logarithmique r(i)  Ki. Je pose y  

log(r) (y est donc un maillage à pas y lnK constant). Je réécris :

 ra 
n
i  
 a

 y

 y

 r

     

n

i

 
1
r(i)

an
i 1 a

n
i 1

2 y
(6.36)

En résumé, la contribution visqueuse Ṁv

   
i 1 2

s’écrit comme une fonction des  i et des ai

suivant :

Ṁv

   
i 1 2

 Ṁv( i ;  i 1 ; ai 1 ; ai ; ai 1 ; ai 2) (6.37)

expression qui sera utile pour l’étude des conditions aux limites du domaine.

B CONTRIBUTION DU COUPLE MAGNÉTIQUE

On pose le couple visqueux nul. Le taux d’accrétion s’écrit donc :

Ṁa  Ṁmag  
8 qB2z
 0 k

(6.38)

On fait dans un premier temps la prescription suivante sur q, et je rappelle l’expression du

champ magnétique :  
      
      

1 q  q0 
 kq

2 Bz  1 r ra

3   
B2z
 0P
  (a  )

(6.39)

q0 et kq étant fixés. On ne suppose donc pas de magnétisation limite en dessous de laquelle

q 0. Le cas général sera examiné ensuite. On trouve donc le taux d’accrétion à l’interface ri 1 2
et au temps tn :

Ṁn
i 1 2  

8 
 0 k(ri 1 2)

 
B2z
 n

i 1 2
qni 1 2 (6.40)

avec :

[Bz]ni 1 2  
1

ri 1 2
 ra i 1 2  

1
ri 1 2

an
i 1 a

n
i

ri 1 ri
(6.41)

Il reste à déterminer l’expression de qn
i 1 2  q( n

i 1 2). Comme pour la viscosité  v, q dépend

du calcul de la magnétisation. En revanche pour q, il s’agit de calculer sa valeur au niveau de

l’interface (en r  ri 1 2), donc il faut calculer la magnétisation en ce point. A ce stade de la

détermination du taux d’accrétion, des problèmes de stabilité du schéma numérique peuvent

apparaitre. En e et, en imposant une petite perturbation  autour d’une position d’équilibre,

on peut linéariser le taux d’accrétion autour de cette perturbation. Le terme faisant intervenir

 se trouvant dans q (via la magnétisation), on trouve (voir chapitre 5 section 1.1 pour la

linéarisation du taux d’accrétion) :

Ṁ Ṁ 

 
1 kq

  

  

 
(6.42)

où  0 correspond à la densité surfacique de l’équilibre considéré, et Ṁ0 le taux d’accrétion

résultant de cette distribution. On peut donc linéariser l’équation de conservation de la masse

et on trouve :
   

 t
 

kqṀ 

2 r  

   

 r
(6.43)



CHAPITRE 6. DISCRÉTISATION DES ÉQUATIONS 106

On a donc une équation d’advection sur   de vitesse d’advection
kqṀ 
2 r  

. Dans ce cas, on sait

qu’on ne peut considérer dans le calcul de la dérivée radiale en   aucun terme en aval de

l’écoulement, sans quoi un schéma numérique du premier ordre en temps (type Euler) est

inconditionnellement instable (voir section 1.1). Au vu des hypothèses sur q (q0  0, kq  

0), on voit que la vitesse d’advection trouvée dans l’équation 6.43 est toujours positive. Le

problème venant du  considéré dans l’évaluation de la magnétisation, je dois faire un choix

dans l’évaluation de la magnétisation en ri  2 que je note  i 1 2. Pour respecter la nécessité

d’une dérivation upwind (mise en évidence équation 6.43), je fais simplement le choix suivant

pour le calcul de i 1 2 :

 i 1 2  
2Bz2

i 1 2

 0  
2
k
r

1
 i 1

(6.44)

Ainsi le schéma numérique de l’équation de conservation de la masse ne fera pas apparaitre

de densité en aval du point d’évaluation de la dérivée temporelle (Ṁi 1 2 faisant intervenir i
et Ṁi 1 2 faisant intervenir  i 1 ). Donc pour résumer mes choix, la contribution magnétique

Ṁm

   
i 1 2

s’écrit :

Ṁm

   
i 1 2

 Ṁm( i 1 ; ai ; ai 1 ) (6.45)

expression qui sera utile pour l’étude des conditions aux limites.

C LE PROBLÈME DE LA DISCONTINUITÉ DU COUPLE MAGNÉTIQUE

Le premier cas étudié considérait un cisaillement magnétique q  q0 
 kq quelque soit  .

Cependant, la prescription faite en 1.8 est plus restrictive, à savoir :

q 

 
   
   

q0 
 kq pour  min     max

0 sinon.

Dans ce cas, on ne rencontre pas de problème supplémentaire pour la stabilité du schéma. En

revanche, lorsque  franchit radialement  min ou  max, on a un "allumage" du couple magné-

tique brusque, qui peut dans le cas général provoquer une discontinuité radiale forte du taux

d’accrétion (le couple visqueux lui, changeant continûment sur cet intervalle demagnétisation).

Il en résulte que si une telle transition radiale de est rencontrée, une caractérisation spécifique

du pas de temps de la simulation devra être faite, sans quoi la condition CFL (pas de temps

minimum de la simulation nécessaire pour que le schéma temporel soit stable) peut être violée.

Nous y reviendrons plus loin.

2.4 PAS DE TEMPS - CONDITION CFL

Maintenant que j’ai choisi un schéma stable pour l’évaluation du taux d’accrétion, il reste

encore à voir la limite supérieure du pas de temps qui permet sa stabilité. Dans notre cas, en

caractérisant une vitesse d’advection uadv pour l’équation de conservation de la masse, on aura

pour condition CFL :

uadv
 t

 r
 C (6.46)
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où C est une constante dépendant du schéma numérique employé. Mais alors quelle vitesse

d’advection associer à l’équation de conservation de la masse ? On peut la réécrire :

 t  
1
2 r
 Ṁ

  

  

 r
(6.47)

On a donc notre vitesse d’advection uadv :

uadv  
1
2 r
  Ṁ (6.48)

qu’on développe en utilisant la vitesse d’accrétion u0  Ṁa (2 r ) :

uadv  u0  
 u0
  

(6.49)

Dans la situations où les coe cients de transport v et q sont des fonctions continues de , la

contribution à la vitesse d’advection de  u0
  

sera dumême ordre que la vitesse d’accrétion u0 et

dans ce cas, onpeutposer arbitrairement la vitessed’advection égale à la vitessed’accrétion, puis

caractériser le paramètre C défini équation 6.46 par une série de tests numériques. Cependant

le coe cient de transport q n’est pas une fonction continue de  partout. Dans le cas d’une

transition SAD JED ou JED SAD, on franchi fatalement un rayon où le couple magnétique

"s’allume", ou bien il s’éteint. Ce qui peut avoir pour incidence   u0  uacc. On cherche :

 u0
  
 
 msCs

  
 Cs

 ms

  
(6.50)

puisque la vitesse du son Cs ne dépend pas de dans ce modèle. Et avecms  
3
2 v 

 log(  vr1 2)
 log r  

2q . Dans le cas où une discontinuité en q apparait, on peut approximer cette équation par :

 u0
  
 2 Cs

 q

  
(6.51)

Dans une zone où le couplemagnétique est discontinu, on a analytiquement  q
  
  . On ne peut

doncpas tenter une caractérisation analytiquede cettedérivée.Ainsi ondéfinit numériquement :

 uacc
  
 i  2 (i)Cs(i)

q(i 1) q(i)
 (i 1)  (i)

(6.52)

Approximation relativement brutale, mais qui nous permet d’obtenir une estimation de la

vitesse d’advection pour la masse... et qui a fonctionné ! Puisqu’en recherchant à caractériser le

coe cient C (défini équation 6.46 ) par des tests numériques, j’ai trouvé C  0 2, de l’ordre de

l’unité.
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3 ÉQUATION DE TRANSPORT DU FLUX MAGNÉTIQUE

On cherche à résoudre l’équation :

 a

 t
 ua ra 

1
2 
 mJ

S
 (6.53)

où ua,  m,  sont donnés. il faut donc définir le schéma spatial de dérivation pour le terme

d’advection, le schéma temporel, et laméthode d’évaluation de la densité surfacique de courant

JS
 
. On a besoin de la vitesse ua i aux points de maillage pour pouvoir calculer le terme advectif.

Or jusqu’ici, je n’ai pas encore spécifié le calcul numérique de cette vitesse. Dans le cadre du

modèle développé, on a supposé ua  u0. J’ai donc besoin de caractériser numériquement u0. En

considérant la taux d’accrétion aux interfaces Ṁi 1 2, on évalue tout d’abord le taux d’accrétion

Ṁi sur les points de grille par interpolation. On obtient alors :

ua i  
Ṁi

2 r i
(6.54)

Pour la resistivité m   0 m, on utilise la relation m   v Pm, la viscosité étant déjà discrétisée.

Il faut encore caractériser la dérivation radiale de a pour le terme advectif, et celle de la densité

surfacique de courants du disque.

3.1 SCHÉMA D’INTÉGRATION TEMPORELLE ET DÉRIVÉE SPATIALE

Pour la dérivée spatiale du terme d’advection, on prend simplement une dérivée upstream

d’ordre 1 :

 ra 
n
i  

an
i 1 a

n
i

ri 1 ri
(6.55)

si ua  0,

 ra 
n
i  

an
i
 an

i 1

ri ri 1
(6.56)

si ua  0.

Pour la dérivée temporelle, je reste également sur un schéma d’ordre 1 :

 ta 
n
i  

an 1
i
 an

i

tn 1 tn
(6.57)

avec t tn 1 tn le pas de temps déterminé par la condition de stabilité de la simulation.

3.2 COMMENT RELIER LE CHAMP DANS LE DISQUE À LA DENSITÉ DE COURANT ? MÉTHODE

"LUBOW"

A RELATION ANALYTIQUE

Comme je l’ai présenté dans le chapitre 3 section 2.3, le flux généré en un point (r 0) par une

distribution de courant surfacique axisymétrique comprise dans un intervalle Rin  r  Rout

s’écrit :
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a(r) 
 Rout

Rin

JS (r
 )
 0

4 
(r  r)

 
(2 k2)K(k) 2E(k)

 
dr (6.58)

avec E(k) et K(k) les intégrales elliptiques complètes :

E(k) 
   2

0
(1 k2 sin2 )1 2d (6.59)

et :

K(k) 
   2

0
(1 k2 sin2 ) 1 2d (6.60)

et k l’argument de l’intégrale :

k 
4rr 

(r r )2
(6.61)

Dans le cas d’une boucle de courant d’intensité Ib de rayon rb, on trouve le flux ab généré par

cette boucle en tout rayon r rb :

ab(r) 
 0

4 
Ib(r rb)[(2 k

2)K(k) 2E(k)] (6.62)

avec k 4rrb
(r rb)2

. On déduit directement de cette équation la relation :

Ib  ab(r)
4 
 0

[(r rb)[(2 k
2)K(k) 2E(k)] 1 (6.63)

Donc, connaissant la valeur du flux généré en r par une boucle de courant située elle en rb, on

connaît directement l’intensité de cette boucle. On peut étendre ce raisonnement à plusieurs

boucles de courants, ce qui est la base de la méthode que je vais expliciter.

On peut remarquer que pour r  rb, l’argument des intégrales elliptiques k  1 et donc

l’intégraleK diverge. Ceci est dû au fait qu’on considère une boucle de courant : son flux diverge

sur la boucle. La relation utilisée équation (6.62) n’est donc pas utilisable pour r  rb, il sera

nécessaire d’évaluer ce flux di éremment.

D’une manière générale, on considérera un disque traversé par un champ extérieur dont on

note la valeur du flux magnétique en un point (r 0) : aext(r). Le flux généré par les courants

portés par le disque en un point (r 0) est noté ad(r). Par superposition, le flux total en un point

(r 0) vaut naturellement ad(r) aext(r).

B APPROXIMATION DES BOUCLES DE COURANT

Le problème ici est d’obtenir JS
 
en fonction de ad. Pour ce faire, Lubow et al. (1994) ont fait

l’approximation que le courant dans le disque est un ensemble de boucles de courant à des

rayons donnés (en chaque point où l’évolution temporelle de a est calculée), voir figure 6.1.

On a donc des boucles de courant en N rayons générant un flux dont on connaît la valeur sur

ces N rayons. Pour obtenir la densité de courant surfacique en un rayon ri. On doit définir une
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F     6.1 – Boucles de courant axisymétriques parcourant le disque. A chaque point de maillage ri où on résout
temporellement l’évolution du flux magnétique an

i
, on associe une boucle de courant In

i
.

largeur d’anneau ri autour de ri. Ainsi on a JS
 
 Ii  ri. Dans un premier temps on va poser

la relation donnant le flux ad en chaque point en fonction de l’intensité circulant dans chaque

boucle de courant. On note :

 ri le rayon de chaque boucle de courant , i [1;N]

 Ii l’intensité de la boucle de courant en ri.

 a
j

i
le flux en ri généré par la boucle de courant I j

 ad(i) 
 N

j 1 a
j

i
le flux en ri généré par toutes les boucles de courants.

C LA MATRICE DES Qi j

 Cas r j  ri : Dans ce cas on a :

a
j

i
 
 0

4 
I j(ri r j)[(2 k2i j)K(ki j) 2E(ki j)] (6.64)

avec :

k2i j  
4rir j

(ri r j)2
(6.65)

On pose Q la matrice des Qi j telle que :

Qi j  (ri r j)[(2 k2i j)K(ki j) 2E(ki j)] (6.66)

On a donc directement la relation :

a
j

i
 
 0

4 
Qi jI j (6.67)

En sommant les contributions de chaque boucle de courant, on obtient le potentiel vecteur

au rayon ri (noté ad(i))dû aux courants dans le disque.

 Cas r j  ri : Solution proposée par Lubow et al. (1994). Cependant, on n’a ici considéré

que les termes non diagonaux de la matrice Q. En e et, si on conserve la même expression des
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Qii que celle donnée équation 6.66, ils sont divergents. Pour y remédier, on doit nécessairement

trouver une alternative. Lubow et al. (1994) ont choisi d’exprimer ai
i
comme la moyenne du

flux généré par la boucle Ii légèrement à droite et légèrement à gauche de la boucle. Ainsi, on

pose Qii égal à la moyenne des Qi j pris légèrement à droite et légèrement à gauche du point i,

formellement :

Qii  
1
2

 
Q(ri ri  dri 1 2) Q(ri ri  dri 1 2)

 
(6.68)

Avec dri 1 2  ri 1 ri, et un paramètre libre déterminant le point où on calcule la valeur du

flux générée par la boucle Ii. Ils ont posé  égal à 1 2. Ceci est relativement cohérent dans le

sens où on évalue le flux sur les bords de l’anneau, puis qu’on en fait la moyenne.

 Cas r j  ri : Calcul analytique. On peut néanmoins se poser la question de la validité

d’une telle hypothèse. Dans le sens où la singularité n’est que logarithmique (K(k) admet pour

comportement asymptotique 1
2 log

 
16
1 k2

 
quand k tend vers 1), ils ont considéré que la qualité

de l’évaluation desQii n’était que de faible importance. J’ai vérifié cette a rmation en évaluant

de manière plus "propre" ce coe cient Qii. En considérant un anneau de courant surfacique JS
 

de rayon r et de largeur [r  r1; r  r2], j’ai cherché à calculer le flux généré par cet anneau

de courant en r (l’intégrale converge dans le cas d’une densité surfacique de courant). Cette

contribution s’écrit :

a 
 0

4 

 r  r2

r  r1

JS (r
 )(r r )dr 

 
(2 k2)K(k) 2E(k)

 
(6.69)

Avec   r1 r  1 (idem pour  r2). Je rappelle qu’on a k  4rr  (r r )2. On peut montrer que

pour r  r. k  1 x2 avec x  1. Je suppose une distribution de courant JS
 
(r ) constante sur

tout l’intervalle d’intégration. Le problème se résume donc à évaluer l’intégrale :

Int 

 r  r2

r  r1

(r r )dr 
 
(2 k2)K(k) 2E(k)

 
(6.70)

Les comportements asymptotiques des intégrales elliptiques complètes E et K sont :

lim
x 0

K(x) 
1
2
log
 16
x2

 
(6.71)

et :

lim
x 0

E(x) 1 (6.72)

On peut alors calculer l’intégrale Int qui est une fonction de r,  r1 et  r2. En posant JS
 
(r )  

I ( r1  r2), où I correspond donc à l’intensité d’une boucle de courant, on trouve le flux généré

en r par l’anneau de courant :

a 
 0

4 
I

 r1  r2
Int (6.73)

ce qui nous permet de trouver le Qii correspondant à cette évaluation :

Qii  
Int

 r1  r2
(6.74)
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F     6.2 – Rapport du coe cient Qii calculé analytiquement sur le Qii évalué dans Lubow et al. (1994) pour
di érentes largeurs d’anneaux  r r. Pour des largeurs très "grossières" ( r r  0 3). On trouve un facteur 1.5.
Pour des largeurs dites standard ( r r  0 04 de l’ordre de celle employée dans Lubow et al. (1994)), on trouve
un rapport de 1.2. L’approximation employée est relativement bonne, surtout compte tenu de sa simplicité. Elle
est donc validée.

Pour comparer les deux évaluations desQii, j’ai considéré une boucle de courant en un rayon r,

et supposé di érentes largeurs d’anneau r. Les résultats présentant le rapport de l’évaluation

analytique duQii correspondant sur l’évaluation numérique prise dans Lubow et al. (1994) sont

présentés figure (6.2). On peut voir que l’approximation proposée par Lubow et al. (1994) est de

bonne qualité.

 Bilan. On a donc pour la matrice Q :

Qi j  (ri r j)[(2 k2i j)K(ki j) 2E(ki j)] (6.75)

pour i j, e t :

Qii  
1
2

 
Q(ri ri  dri 1 2) Q(ri ri  dri 1 2)

 
(6.76)

et où l’on a sous forme matricielle : ce qui revient sous forme matricielle à :

Ad  
 0

4 
[QI] (6.77)

avec I le vecteur des Ii et Ad celui des ad(i). La matrice Q joue donc le rôle d’un opérateur

permettant d’exprimer le flux sur lesN points demaillage généré par lesN boucles de courants.

Mais notre objectif étant plutôt d’exprimer la distribution de courants du disque en fonction

de la distribution de flux. Il faut donc inverser la relation donnée équation 6.77, ce qui n’est

possible que siQ est inversible. On peutmontrer que lamatriceQ est symétrique réelle à valeurs
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propres positives. Elle est donc inversible. On obtient donc la relation reliant I à ad

I 
4 
 0

[Q
 1
Ad] (6.78)

Finalement, pour exprimer la densité surfacique de courant JS
 
, on pose ri  (ri 1 ri 1) 2, et

on relie JS
 
à I par la relation :

JS (i)) 
I(i)
 ri

(6.79)

On écrit finalement la densité surfacique de courant :

JS (i) 
4 
 0 ri

[Q
 1
Ad]i (6.80)

D ÉQUATION DISCRÉTISÉE

Comme on postule l’existence d’un champ dipolaire à grande, échelle, il est nécessaire de

distinguer le flux dû aux courants dans le disque, du flux "extérieur" (champ à l’infini, dipôle

de l’objet central...). On note pour cela Aext le potentiel dû aux courants extérieurs au disque

et A  Ad Aext le potentiel total. Plusieurs configurations de champ extérieur (donc de Aext)

peuvent être envisagées (nous y reviendrons plus loin). En posant : ai n, la valeur de a au

point i du maillage et à l’instant n (idem pour les autres variables spatio-temporelles). On écrit

l’équation de la méthode :

ai n 1 ai n

tn 1 tn
 uni

ai 1 n ai n

ri 1 ri
 

1
2 
 n
mi
JS (i n) (6.81)

avec

JS (i n) 
Ii n

 ri
 

4 
r20 0 xi

[Q
 1
(A Aext)]i n (6.82)

Dans la mesure où Aext ne dépend pas de l’évolution de Ad (Aext est une variable d’entrée),

l’équation (6.81) couplée à (6.82) est su sante pour calculer le transport du champ.

3.3 TEMPS CARACTÉRISTIQUES ET CRITÈRE DE STABILITÉ

Onvoit sur l’équationdiscrétisée 6.81 quedeux termes jouent sur l’évolutionde a. Le premier

dû au champ de vitesse, qui est le terme d’advection. Le second provenant des courants dans

le disque qui est le terme di usif de l’équation.

Le pas de temps minimum pour le terme advectif correspond à la condition CFL standard

 t   r u. Pour le second terme, étant donné son caractère di usif, le schéma numérique ne

pose pas de problème de stabilité particulier. Il faut en revanche en spécifier la condition de

stabilité. Une nouvelle fois, elle se calcule en considérant une petite perturbation harmonique

localisée  a  ak(t) exp(ikr) autour d’une position d’équilibre (évaluation réalisée par Lubow

et al. (1994)). Dans ce cas comme on l’a vu équation 5.15 :

  JS
 
 

2
 0r
 k   a (6.83)
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En ne considérant que le terme di usif dans l’équation de transport de a, on trouve simplement :

 t a 
  m
h
 k  a (6.84)

On peut donc extraire un temps caractéristique de décroissance de la perturbation d :

 d  
h

 k  m
(6.85)

Les perturbations les plus rapidement amorties qu’on puisse résoudre numériquement étant

celles qui se fixent sur le pas de grille (ie k 1  r), on en déduit pour un rayon donné, le temps

caractéristique minimum de décroissance d’une perturbation :

 d  
h r

 m
(6.86)

et donc le pas de temps de la simulation s’écrit :

 t C d  C
h r

 m
(6.87)

avecC 1 à déterminer par une série de tests numériques. Après vérification, j’ai choisiC 0 1.
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4 CONDITIONS AUX LIMITES

4.1 NÉCESSITÉ DES GHOST ZONES

 Principe. L’intégralité des équations discrétisées jusqu’ici est valable partout sauf sur les

bords. En e et, on résout des équations faisant apparaitre des dérivées spatiales, qui ne peuvent

pas être calculées sur les bords du domaine sans considérer des points supplémentaires qui ne

font pas partie dumaillage défini initialement. L’ensemble de ces points définit ce qu’on appelle

une "ghost zone". Comme je travaille à une dimension spatiale, on aura 2 ghost zones, une pour

les rayons r  rin, et l’autre pour les rayons r  rout. Je qualifierai de "dynamique" la zone où

l’évolution des ai et i est calculée en considérant des Ṁ, u0, v, m, q calculés à partir de leurs

équations maîtresses. J’appelle "ghost zone interne" la ghost zone pour les rayons r  rin. Et

j’appelle "ghost zone externe" celle pour les rayons r  rout. Pour la compréhension de cette

section, on pourra regarder la figure (6.3) qui schématise le disque et les ghost-zones "pavés"

par le maillage employé.

F     6.3 – Schéma du maillage utilisé. La zone dynamique correspond au rectangle bleu, les ghost-zones sont en
orangé. La densité  i et le flux ai sont sur les points de maillage ri. Les taux d’accrétion sont calculés sur les
interfaces ri 1 2. Chaque volume [ri 1 2; ri 1 2] est délimité par des crochets.

 Nombre de pointsmaximumnécessaire. Il s’agit ici de considérer le cas le plus contraignant

en terme de points de ghost-zone nécessaires. On peut montrer que c’est la vitesse d’advection

dans l’équation discrétisée qui nécessite le plus de points. On a en e et ui  f (Ṁi 1 2; Ṁi 1 2; i)

(équation 6.54). En considérant les points les plus excentrés de la zone dynamique, on voit qu’on

a besoin de Ṁ1 2 et ṀN 1 2, ce qui constitue les éléments les plus contraignants. Finalement à

partir des équations (6.37) et (6.45), on trouve le nombre de points de ghost-zone maximum

nécessaire :

 2 points pour le flux magnétique a (pour chacune des ghost zones). Formellement on a

besoin de (a 1; a0; aN; aN 1).

 1 point pour la densité surfacique i (pour chacune des ghost-zones également). Formel-

lement il nous faut connaître ( 0; N 1).

Dans certains cas, on pourrait vouloir imposer les taux d’accrétion Ṁ1 2 et ṀN 1 2. On aura

alors besoin de moins de points de ghost-zone. Néanmoins, le cas le plus contraignant étant

mis en évidence, d’autres options ne sont pas "fermées".
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4.2 FLUX MAGNÉTIQUE

 Nécessité de calculer a de manière consistante. Plaçons nous à un instant tn donné. On

suppose qu’on connaît les a(i) pour i [1;N]. Donc en notant ae le flux généré par des courants

extérieurs au disque, les courants Id dans le disque s’obtiennent via lamatriceQ : Id  Q 1[a ae].

Pour pouvoir faire l’itération suivante, j’ai besoin de valeurs de a pour les points de ghost

zone . Je restreins ici le raisonnement aux points de ghost zone externe. On pourrait par

exemple "naïvement" imposer la valeur du champ en ces points, ce qui constitue simplement

une condition sur la dérivée de a aux points de ghost zone. Mais cela ne fonctionne pas. En

e et, en n’importe quel point le flux se décompose en 2 composantes :

 la composante due à un flux extérieur : ae.

 la composante due aux courants Id du disque (la zone active) ad.

Soit r j, un point de la ghost zone externe, le flux en ce point s’écrit ad( j) ae( j). Il est donc tout

simplement déjà déterminé, et ce en tout point de l’espace. Imposer le flux dans les points de

ghost zone (quelle que soit la méthode) revient donc à sur-contraindre le problème, puisque

cela revient à changer ad( j) ae( j). Donc il faut calculer le flux dans les ghost zones puisqu’on

connaît déjà toutes ses sources (champ extérieur au disque courants du disque).

 Champ extérieur. Il s’agira de choisir un flux externe ae approprié au problème. Comme

on travaille en champ potentiel, le disque est sensible à des discontinuités en courant, ce qui

lorsqu’on s’intéresse à des solutions en loi de puissance est rédhibitoire. Il faut faire en sorte

que le disque ne voie pas de discontinuité du champ magnétique, et donc de la distribution

de courants. Par conséquent, je choisirai d’imposer une distribution de courant dans une ghost

zone externe d’une certaine extension radiale. Cette distribution doit être en adéquation avec la

distribution à l’équilibre de champ magnétique attendue (j’en reparlerai au chapitre suivant).

 Ghost zone interne. Pour la ghost zone interne, je n’ai pas choisi d’imposer une distribution

de courant. J’ai plutôt envisagé une zone cinématique pour permettre une continuité du courant.

Dans cette zone, je ne résous pas la dynamique du disque, je ne fais qu’imposer les profils de

vitesse et de di usivité magnétique pour résoudre l’équation de transport du flux magnétique.

De cette manière, on aura une continuité des courants au bord interne du disque, et donc

continuité du champmagnétique. Je rediscuterai plus précisément des choix réalisés au chapitre

8.

4.3 CONSERVATION DE LA MASSE

 Options pour calculer  . Dans le cas général où les couples visqueux et magnétique sont

tous les deux non nuls, on a (voir équations 6.37 et 6.45) :

Ṁ
   
i 1 2

 Ṁ( i ;  i 1 ; ai 1 ; ai ; ai 1 ; ai 2) (6.88)

Les taux d’accrétion Ṁi 1 2 ; i  [1;N 1] peuvent donc être calculés à partir des ai et des  i
de la zone dynamique. Pour connaitre en un bord de la zone dynamique (i.e. 1 ou N), on a

deux options. Soit on impose sa valeur, soit on le calcule comme les autres ( j ; j 2 N 1),
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c’est-à-dire qu’on réalise un bilan du flux de masse sur le volume ([rk 1 2; rk 1 2] ; k  1 ou N).

Cette deuxième option nécessite donc de connaître le flux de masse entrant dans le disque à

l’interface rN 1 2 pour N, et sortant du disque à l’interface r1 2 pour 1.

 Taux d’accrétion aux bords de la zone dynamique. Dans certains cas, il peut être intéressant

d’imposer le taux d’accrétion. En pratique, cela sera éventuellement réalisé au bord externemais

pas au bord interne de la zone dynamique. Dans tous les autres il doit être calculé d’unemanière

ou d’une autre. Contrairement au fluxmagnétique, on pourra toujours se ramener à des valeurs

à imposer pour les conditions aux limites sur . Je rappelle qu’on a besoin des valeurs de en

i N 1 et en i 0 (aux points de ghost zones adjacents à la zone dynamique).

Au bord externe, on envisage trois types de conditions aux limites :

– On impose la densité surfacique au bord externe ( N 1), c’est une condition de type

Dirichlet.

– On impose le flux de masse au bord externe du disque (ṀN 1 2). Ce qui correspond à une

condition de type Robin (mixte Dirichlet et Von Neuman car faisant intervenir à la fois la

valeur de dans la ghost zone, mais également sa dérivée).

– On impose que la valeur magnétisation au premier point de ghost zone (que je note N 1)

soit égale à la magnétisation N. On en déduit la valeur de N 1 correspondante. Elle est

pertinente lorsqu’on simule des régimes de JED externe qui ne sont pas nécessairement

stationnaires.

Ces conditions seront réétudiées dansunepartie ultérieure, traitant des recherchesde conditions

aux limites appropriées en fonction des problèmes qu’on veut résoudre (recherche de solutions

stationnaires, conditions aux limites adaptées à des régimes dépendant du temps...)

Au bord interne, pourra toujours se ramener à une extrapolation de la densité. Ce point sera

détaillé au chapitre 8.
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1 TESTS CINÉMATIQUES

1.1 INTRODUCTION

Avant de prendre en compte la rétroaction du champ magnétique sur la dynamique du

disque (via les coe cients v et q intervenant dans les couples), on va vérifier le comportement

du code dans des cas simples en imposant la physique du disque (vitesse radiale et di usivité

magnétique) et un champ extérieur au disque. Ceci correspond à ce que j’appellerai des tests

cinématiques. C’est le genre d’approche réalisée par Lubow et al. (1994), mais il est nécessaire

d’aller plus en avant car la rétroaction du champ magnétique sur la dynamique nous a posé

énormément deproblèmes numériques. Je vais enparticulierm’intéresser à l’établissement d’un

régime permanent en fonction de di érents paramètres. Nous verrons que le champ extérieur

imposé possède un rôle primordial dans l’établissement d’un (éventuel) régime permanent.

1.2 PARAMÈTRES DE TRANSPORT ET CONDITION INITIALE

Dans tous les tests qui vont suivre, je considérerai un disque d’extension radiale [r  1  

100].
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Pour les paramètres intervenant dans le transport de a, j’imposerai les distributions suivantes :

 un champ de vitesse radiale tel que ms  1 partout.

 une di usivité magnétique telle que m  1 partout.

En pratique, cela revient à imposer la distribution radiale de dans le disque.

Avec les coe cients de transport imposés, on voit directement  ms  m  1 cte(r), donc

que su samment loin des bords du disque, on aura à l’équilibre, Bz  r  , avec déterminé par

 . Dans notre cas  1 (voir figure 3.7 donnant ( )). Comme on l’a vu au chapitre (3) section

(3.2), hormis aux bornes du domaine où des e ets de bord peuvent apparaître, à constant la

distribution radiale des courants surfaciques respecte JS
 
 r  avec   .

Il reste encore à spécifier la condition initiale ainsi que le champ extérieur au disque. Je

considérerai 3 cas : un champ extérieur nul, un champ extérieur constant non nul, et enfin un

champ extérieur dépendant du rayon. La condition initiale pourra être di érente selon les tests.

1.3 CHAMP EXTERNE NUL

Ici, aucun champ extérieur n’est imposé. Le disque s’étend sur 2 décades. Comme je m’in-

téresse à l’établissement de régimes stationnaires, j’impose dans le disque une distribution de

courants surfacique JS
 
 r 1 qui est donc supposée proche d’un équilibre.

Les résultats sont présentés figures 7.1 et 7.2. On voit sur la figure 7.1 que le fluxmagnétique

du disque ne fait que décroître : il se "vide" de son flux. On peut voir notamment sur la

figure 7.1 le flux magnétique au bord externe du disque qui décroît exponentiellement avec un

temps caractéristique de décroissance 0 3 acc. En revanche, la loi de puissance radiale en a est

conservée. Ce qui montre que la distribution radiale en JS
 
imposée est compatible avec un état

stationnaire dans le disque. Mais alors pourquoi aucun régime stationnaire n’est atteint ?

Le problème vient en fait du bord externe du disque. On peut voir sur la figure 7.2 qu’à

partir d’un certain rayon (environ r 60), le champ magnétique change de signe pour devenir

négatif. En e et, la seule source de champ magnétique dans cette simulation correspond aux

courants dans le disque. Donc, en appliquant la loi de Biot et Savard, il existe nécessairement

(avec des courants positifs) un rayon dans le disque à partir duquel le champ magnétique

change de signe. On appelle ce point de transition un point " ", et le rayon associé r . L’équation

de transport du flux en r r 

 ta ruaBz 
 m

2 
JS (7.1)

fournit ta 0 (JS
 
 0, Bz  0, ua  0). Le seul moyen pour atteindre un état stationnaire serait

d’obtenir à un moment donné Bz  0 partout dans le disque, ce qui est impossible compte

tenu de l’absence d’un champ extérieur. Le disque va donc se vider de son flux pour converger

vers un état stationnaire avec Bz  0 partout. Cet exemple somme toute assez simple consti-

tue une illustration du théorème de Cowling (1933) qui stipule : "Aucun champ magnétique

axisymétrique s’annulant à l’infini ne peut rester maintenu par un fluide magnétisé". Dans un

cas réaliste de disque d’accrétion, cette question a été abordée par Ogilvie (1997) qui a mis

en évidence par des considérations dynamiques qu’on avait besoin d’un champ magnétique
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F     7.1 – En haut, évolution du flux magnétique dans le disque. On observe que la loi de puissance radiale
est conservée, mais que le disque se vide progressivement de son flux. En bas, Évolution temporelle du flux
magnétique au bord externe du disque. On observe clairement un décroissance exponentielle du flux, avec pour
temps caractéristique de décroissance 0 3 acc(rout).



CHAPITRE 7. TESTS NUMÉRIQUES 122

externe su samment fort pour éviter l’existence d’un point  à l’intérieur du disque. Nous

abondons dans son sens, mais comme nous l’avons montré, cette condition est en réalité néces-

saire indépendamment de la dynamique du disque. Je donnerai une interprétation en termes

de flux dans la suite de cette section.

On comprend ici la nécessité d’un champ extérieur pour que le disque (en l’absence d’e et

dynamo) puissemaintenir des courants. Ce que nous allons clairement observer dans l’exemple

suivant.
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F     7.2 – En haut, Évolution de la densité surfacique de courants JS
 
dans le disque. On voit clairement que le

disque n’est pas capable de maintenir ces courants, et donc qu’ils diminuent constamment. En bas, évolution du
champ magnétique Bz dans le disque. Au-delà d’un rayon r  60, le champ magnétique est toujours négatif, ce
qui implique une "fuite" du flux hors du disque observé figure 7.1.
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1.4 CHAMP EXTERNE CONSTANT

A PREMIER CAS, a(rout) aext(rout)

Ici nous allons étudier une configuration quasi identique à l’exemple précédent, à la dif-

férence qu’on impose un champ extérieur non nul. La condition initiale dans le disque est

une distribution de courants surfacique JS
 
 r 1, donc supposée proche de l’équilibre. Le flux

magnétique extérieur est de la forme aext(r)  r2, et de manière à ce que le flux généré par les

courants dans le disque soit nettement plus important au bord externe du disque que aext(rout)

(rout étant le bord externe du disque) (voir figure 7.3).
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F     7.3 – Di érents flux traversant le disque. L’extension radiale du disque est représentée par le rectangle noir
sur l’axe des abscisses. En haut (courbe noire), le flux généré par le disque. En bas (courbe bleue), le flux dû à des
courants extérieurs au disque, qui dans ce cas correspond à un champmagnétique uniforme. Il est délibérément
choisi qu’au bord externe du disque ad  aext.

La figure 7.4 montre l’évolution du flux magnétique total sur une extension radiale com-

prenant le disque ( 1  r  100), et une décade supplémentaire ( 100  r  1000). On voit que

ce flux va diminuer dans le disque jusqu’à venir s’accoler au flux "externe" au bord externe

du disque. La raison s’explique simplement d’après la figure 7.5. On retrouve un point " " à

l’intérieur du disque, du fait de la grande di érence entre le fluxmagnétique ad et le flux externe

aext. Le flux dans le disque va donc diminuer jusqu’à ce que le point soit rejeté hors du disque.

Ce qui est réalisé lorsque ad(rout)  aext(rout). On observe ainsi un e et "réservoir". La "gaine

magnétique" externe ne permet pas de contenir le flux du disque : celui-ci se vide de son flux
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(même comportement que pour aext  0) jusqu’à ce que ad(rout) aext(rout). On peut donc parler

pour un état stationnaire de redistribution du flux dans la gaine.
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F     7.4 –Évolutiondufluxmagnétique total dans ledisque. Les courbespleines correspondent aufluxmagnétique
total (ad aext), et la courbe pointillée correspond au flux magnétique dû à des courants extérieurs au disque (ici
des courant à l’infini, ce flux étant celui d’un champ Bext  cte(r). Le disque est représenté par le rectangle noir
sur l’axe des abscisses. On voit que le flux total diminue avec le temps pour presque venir s’accoler au flux aext
au bord externe du disque.
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F     7.5 – Evolution du champ magnétique total. Le disque est représenté par le rectangle sur l’axe des abscisses.
Les courbes pleines correspondent au champ magnétique total, et la courbe pointillée correspond au champ
magnétique extérieur. On voit qu’un champ magnétique trop fort dans le disque implique des e ets de bords
importants au bord externe du disque qui se manifestent par un champ négatif dans cette zone. On a donc un
point dans le disque. L’état stationnaire est atteint lorsque r est rejeté hors du disque.

B SECOND CAS, a(rout) aext(rout)

On considère toujours un champ externe constant non nul. Et comme cas limite de Bd(t  

0)  Bext, je pose Bd(t  0)  0. Je pars donc simplement d’une configuration où le disque

est initialement parcouru par un champ extérieur constant, et qu’aucun courant ne parcourt le

disque (JS
 
 0). On prévoit naturellement que le disque va advecter du champ jusqu’à ce qu’un

équilibre soit établi. Le but de ce test est de vérifier qu’on arrive bien au même état final que

l’exemple précédent. Les résultats sont présentés figure 7.6, où l’on voit que l’on converge bien

vers l’état final précédent, sur une échelle de temps de l’ordre du temps d’accrétion.

Cet e et de gaine par le champ magnétique extérieur implique qu’un évolution temporelle

du champ externe implique une adaptation du champ dans le disque qui va suivre l’évolution

du champ extérieur de manière à assurer B(rout) Bext(rout).
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F     7.6 – Test cinématique de l’équation de transport du flux : cas champ externe constant non nul, évolutions
temporelles du flux et du champ magnétique. Initialement, le disque n’est parcouru par aucun courant. Le seul
champ qui le traverse est le champ extérieur (ici constant). On voit que le disque redistribue progressivement le
flux, jusqu’à converger vers le même équilibre que la figure 7.5.
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1.5 CHAMP EXTERNE DÉPENDANT DE R

On a considéré dans les 2 tests précédents un champ magnétique externe constant (nul ou

pas). À l’équilibre, on a observé un écart à la loi de puissance sur les bords de la zone de calcul.

Celui-ci s’explique simplement car avec une magnétosphère potentielle, les discontinuités en

courant sur les bord du disque génèrent fatalement ces écarts à la loi de puissance. Cet e et

s’est avéré problématique lorsque j’ai pris en compte la rétroaction du champ sur la dynamique

du disque. Dans cette section, je cherche à m’a ranchir de cet "e et de bord" au bord externe

du disque, la partie interne sera étudiée au chapitre suivant.

Une solution assez naturelle consiste à considérer une ghost zone externe possédant une

distribution de courants compatible avec la distribution de courants à l’équilibre dans le disque.

Le champ induit jouerait alors le rôle de champ extérieur, et on imagine aisément que l’e et de

bord (externe) sera au moins fortement atténué. Je note JSG
 

la distribution de courant dans la

ghost zone. Connaissant la loi de puissance à l’équilibre JS
 
 r  dans le disque (avec   ( )),

je choisi d’imposer JSG
 
 JS

 
(rout)

 
r
rout

   
. Dans le cas étudié, on prend   1 car   1. En

somme, on cherche à ce que la magnétosphère ne "voie pas" le bord externe du disque.

Il est important d’insister sur un point : dans le cas d’un champ extérieur indépendant du

temps, on peut prendre une ghost zone externe (presque) aussi large qu’on le veut. En e et, la

distribution JSG
 
(r) étant indépendante du temps, il su ra de calculer le champ magnétique aext

induit par cette distribution une seule fois avant de calculer l’évolution temporelle du disque.

En revanche, si on considère un champ externe dépendant du temps (i.e. une distribution

JSG
 
(r t)), la taille de la ghost zone externe peut être un facteur limitant pour la rapidité du calcul

(nécessitant de recalculer aext via un produit matriciel à intervalles répétés).

Les courants sont initialement nuls dans le disque, c’est donc une situation analogue à celle

observée figure (7.6), à savoir que, initialement, le disque est seulement traversé par le champ

magnétique extérieur. À ceci près qu’ici, le champ externe n’est pas constant. Je présenterai

deux tests obtenus avec un disque de 2 décades d’extension radiale. Dans le premier test, je

considérerai une ghost zone sur une extension radiale d’une décade, et dans la seconde sur 4

décades. Cela sera la seule di érence entre ces deux tests.

Les résultats sont présentés figures (7.7) (ghost zone d’une décade : 102  r  103) et (7.8)

(ghost zone de 4 décades : 102  r  106). Les figures sont présentées jusqu’à r  103 afin de

pouvoir les comparer à la figure (7.6). À t 0, le champmagnétique dans le disque est constant,

hormis en son bord externe où l’on observe l’e et de bord dû à la discontinuité en courant en ce

rayon. La condition initiale est donc relativement proche de celle observée dans le test précédent

(figure 7.6). Comme dans le test précédent, le champ magnétique externe est advecté jusqu’à

atteindre un état stationnaire. On peut voir que dans le cas d’une ghost zone d’une décade

que l’e et de bord est déjà considérablement atténué, et que pour une ghost zone extrêmement

large, il est quasiment nul. Ces simulations considéreront une champ externe indépendant du

temps. Pour des développement futurs, si l’on cherche à étudier la dynamique du disque en

imposant un champ externe dépendant du temps, il est possible que l’on doive considérer une

ghost zone moins large.
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F     7.7 – Test cinématique : cas champ externe dépendant du rayon. La courbe du haut correspond au champ
magnétique du disque. La courbe du bas présente la densité surfacique de courants JS

 
. Le disque s’étend sur

1 r 100. J’impose une distribution de courants fixe dans la ghost zone externe qui fait une décade d’extension
(100 r 1000). Au bord externe du disque (r 100), on voit sur l’état final que l’e et de bord n’est quasiment
plus présent. On observe néanmoins une légère discontinuité en courant au bord externe du disque.
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F     7.8 – Même chose que la figure (7.7) mais avec une ghost zone de 4 décades (102  r  106). La courbe du
haut correspond au champ magnétique du disque. La courbe du bas présente la densité surfacique de courants
JS
 
. Le disque s’étend sur 1  r  100. Les graphes vont cependant de 1  r  1000 pour pouvoir comparer ces

résultats à la figure (7.6). Au bord externe du disque (r  100), on voit sur l’état final que l’e et de bord sur le
champ magnétique ne se voit plus. La discontinuité en courant est également très fortement diminuée.
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2 COMPARAISON À D’AUTRES TRAVAUX

2.1 LUBOW et al. (1994)

Je continue cette série de tests en faisant un comparatif avec les résultats présentés dans

Lubow et al. (1994). Comme j’utilise la méthode qu’ils présentent dans l’article, et que le test

considère des paramètres d’entrée rigoureusement identiques, on peut s’attendre à ce que je

retrouve leur résultats. Néanmoins nous verrons que ce n’est pas le cas. Comme présenté

dans leur article je considère un disque d’extension radiale rout  100rin pavé par un maillage

logarithmique de 100 points. Dans toute la suite j’écrirai les rayons en unités de rin. Ce disque

est initialement traversé par un champ magnétique constant. Pour les paramètres de transport,

on suppose au préalable une viscosité v constante dans tout le disque (1  r  100). On pose

un profil de vitesse un peu particulier, en supposant que la matière est injectée dans le disque

à r  75, et en sort à r  1 5. Les zones 1  r  1 5 et 75  r  100 jouent donc le rôle de

zones purement di usives. A l’équilibre on aura donc des courants nuls dans ces zones. La

distribution de vitesse s’écrit :

 
     
     

0 1 r 1 5

ur(r) (3 v 2r) 1 5 r 75

0 75 r 100
La di usivité magnétique  m est constante pour 1  r  100 (i.e. le Prandtl magnétique Pm  

 v  m est constant dans tout le disque). Le rapport h r est constant égal à 0 1. Comme on l’a

vu équation (3.93) l’e cacité du transport du champ se résume au paramètre  Rm , ce qui

dans ce cas donne   3
2Pm  

3
2 
 1, où  est le paramètre utilisé par Lubow et al. (1994)

(à noter que dans leur article ils définissent un Prandtl magnétique inversé par rapport à la

définition que j’ai prise ici). Il est important de signaler que leur raisonnement fonctionne pour

un nombre de Reynolds donné. En e et, dans le cas général le paramètre qu’ils définissent

n’est pas su sant pour quantifier l’e cacité du transport du champ.

Ils ont présenté leur résultats pour 3 valeurs de di érentes : 0 2 ; 2 et 20. J’ai également réalisé

une simulation pour chacun de ces paramètres. Les résultats que j’ai obtenus, ainsi que ceux de

Lubow et al. (1994) sont présentés figure 7.9. On observe clairement que je n’ai pas obtenu les

mêmes résultats qu’eux. Sur le tableau 7.1, on peut voir que je retrouve le même comportement

qualitatif en fonction du paramètre , à savoir que plus est petit, plus l’advection du champ

magnétique est importante dans le disque et inversement. Néanmoins les valeurs des  que

j’obtiens sont di érentes des leurs. Quelles pourraient être les raisons de ces di érences ? La

réponse n’est toujours pas claire. Parmi les causes possibles de di érences, on peut envisager

les conditions aux limites, car ils ne les précisent pas dans l’article, mais il paraît compliqué

qu’elles jouent à ce point sur les profils. Une autre origine pourrait être l’évaluation du terme

d’advection. Il parlent en e et de dérivée upwind, en précisant qu’ils l’ont écrite demanière à ce

que le flux soit conservé. Malheureusement, pas plus d’information n’est donnée sur la manière

dont est discrétisé le terme d’advection. Mais une nouvelle fois, il semble compliqué qu’une

divergence dans l’évaluation de ce terme puisse mener à de telle di érences sur les solutions

stationnaires obtenues. La cause des di érences obtenues est donc (malheureusement) restée

floue.
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  Lubow   de Guiran

2 0 101  0 7 5 10 2 0 2

2 0 100 0 25 7 5 10 1 0 9

2 0 10 1 1 0 7 5 100 1 9

T    7.1 – Comparaison avec solutions stationnaires de Lubow et al. (1994). Pour les di érents paramètres  
imposé je donne les des lois de puissances Bz  r  à l’équilibre. Bien qu’on observe les mêmes comportements
qualitatifs ( augmente inversement à ), je n’ai pas obtenu les mêmes valeurs qu’eux.
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F     7.9 – Comparaison du code que j’ai écrit reprenant l’algorithme de Lubow et al. (1994) avec leurs résultats.
À gauche, leurs résultats, à droite les miens. Chaque courbe correspond à un état stationnaire. La plus raide est
obtenue avec  0 2, la moyenne avec  2 et la plus plate avec  20. On observe une di érence très nette
à la fois dans les pentes de chacune des distributions, mais également dans le comportement de la zone r  75
où les courants sont nuls.

2.2 SHU et al. (2007)

Néanmoins j’ai continué à étudier le code que j’avais écrit, en étudiant les résultats de Shu

et al. (2007). Dans leur article, ils obtiennent des configurations stationnaires en considérant

un disque visqueux, résolvant l’équation de conservation du moment cinétique, l’équilibre

radial du disque et l’équation de transport du champ magnétique. Comme l’équilibre entre

l’advection et la di usion du champ ne dépend que du paramètre , je m’intéresse uniquement

à la configuration d’équilibre du champ magnétique en fonction du paramètre présent dans

l’article ( qu’ils ont nommé Il et dont la valeur en fonction des coe cients de transport est :
3
2Pm ). Je m’intéresse à la relation donnant à l’équilibre, la distribution radiale de Bz  r  en

fonction du paramètre , qui correspond dans leur article à la relation Il(l) avec :

l   1 (7.2)

Dans Shu et al. (2007), en considérant un disque d’extension infinie en partant d’une distribution

radiale de champ magnétique l sur le plan du disque (générée par les courants du disque),

ils donnent le facteur  assurant l’équilibre de la distribution. Le code que j’ai écrit calcule
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l’évolution du champ magnétique dans un disque en fonction du facteur  imposé. Pour

comparer nos résultats, je suis parti du issu du paramètre l qu’ils imposent, j’ai fait tourner

une simulation partant d’un disque traversé par un champ uniforme, jusqu’à obtenir un régime

stationnaire. J’en ai ensuite extrait la loi de puissance en Bz ( donc le l) de l’équilibre obtenu.

Les résultats sont présentés tableau 7.2. On peut voir qu’on retrouve bien les valeurs de l

correspondant à celles de Shu et al. (2007) avec un écart inférieur à 1 4 pourcent. Finalement,

malgré les di érences avec les résultats de Lubow et al. (1994), je considère le code validé.

l 0 0 1 0 2 1 4 0 3 5 16 3 8 0 4 0 5 0 6 0 7 0 8 0 9

Il 1 1 149 1 326 1 428 1 542 1 573 1 742 1 818 2 188 2 726 3 598 5 364 10 34

lde Guiran  0 002 0 096 0 195 0 245 0 295 0 308 0 371 0 396 0 498 0 600 0 703 0 808 0 913

T    7.2 – Comparaison avec solutions stationnaires de Shu et al. (2007). En supposant et une distribution de champ
magnétique vertical Bz  r (1 l), ils en ont déduit le paramètre Il ( selon mes notations) assurant l’équilibre de
cette distribution. En partant du paramètre Il qu’ils ont trouvé, j’ai fait tourner le code puis j’ai extrait la loi de
puissance en Bz à l’équilibre (notée lde Guiran ). À une erreur relative de quelques pourcent, j’aboutis au même
résultat que leur l d’origine.
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1 CONFIGURATION HOMOGÈNE : SAD

1.1 SOLUTIONS STATIONNAIRES

A MOTIVATIONS

Je cherche ici à obtenir numériquement les solutions analytiques stationnaires déterminées

chapitre 3 section 1. Je détaillerai les choix que j’ai fait sur les conditions aux limites dans le cas

où je travaille avec une configuration de SAD pur, cas dans lequel aucun couple magnétique

n’est présent. L’obtention par le code des solutions stationnaires analytiques est déterminée,

nous le verrons, par l’utilisation de conditions aux limites spécifiques.

B RAPPEL DES SOLUTIONS STATIONNAIRES ET CONTRAINTES DU PROBLÈME

Je résume tout d’abord les prescriptions adoptées. On a :
 
     
     

h   r

 v   v0 
kv

 m   v Pm

(8.1)

où , kv et Pm sont des constantes du rayon et du temps. Au chapitre 3 (section 1), j’ai déterminé

une classe de solutions pour un SAD où la densité et le champ magnétique dans le disque sont
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des lois de puissance du rayon. Pour ces solutions on a Ṁ 3   v  cte qui garantit un nombre

de Reynolds Re  3 2. On peut en déduire le paramètre  ms

 m
 3

2Pm  cte.

Je rappelle les dépendances radiales de et Bz déduites de ces solutions stationnaires :
 
   
   

Bz  r  

  r
 1 2 2kv(1  )

1 kv
(8.2)

dont on peut déduire les dépendances radiales sur la magnétisation et le nombre de Mach

sonique :  
   
   

  r
 2  5 2
1 kv

ms   v   
kv

(8.3)

où  est fonction du paramètre  , donc fonction des prescriptions (8.1). Les dépendances

radiales obtenues sont donc déterminées par les choix des valeurs de , kv et Pm. Je rappelle que

le modèle est fondamentalement un modèle à deux variables : densité et champ magnétique.

La connaissance des dépendances radiales de deux parmi ces quatre permet de connaître les

deux autres.

Pour qu’une solution analytique soit pleinement déterminée, il faut encore spécifier un

certain nombre de grandeurs. On retiendra que les n-uplets suivants contraignent une solution.

 Avec 1 la densité en un rayon r1 et Bz2 le champ magnétique vertical en un rayon r2, le

quadruplet ( 1; r1;Bz2 r2).

 Avec Ṁ0  cte , 0 la densité en un rayon r0, le triplet (Ṁ0; 0; r0).

 Avec Ṁ0  cte , B0 le champ magnétique vertical en un rayon r0, le triplet (Ṁ0;B0; r0).

Dans toute la suite, j’ai travaillé avec un champ magnétique extérieur indépendant du temps.

Il faut retenir ici que ces solutions analytiques ne tiennent pas compte d’éventuels e ets de

bords (bord interne d’un disque d’accrétion ou bien e et de bord dû au champ potentiel). Il faut

garder ce point en tête car le choix des conditions aux limites est en lien direct avec la propriété

des solutions établies.

C CONDITIONS AUX LIMITES SUR LE FLUX MAGNÉTIQUE

Compte tenu du caractère potentiel du champmagnétique et si l’on veut pouvoir converger

vers les états stationnaires en loi de puissance du rayon, on ne peut considérer des ghost

zones vides de courant. Comme au chapitre (7) (section 1.5), sachant qu’à l’équilibre on a

Bz(r)  r  (avec   f ( )), il faut imposer dans la ghost zone externe une distribution de

courant JSG
 
 r  , avec   . Le flux magnétique généré par cette distribution constitue le flux

magnétique externe.

Pour la ghost zone interne, je n’ai pas imposé les courants dans cette zone. En e et, le

champ généré par les courants imposés dans la ghost zone externe joue déjà le rôle de champ

externe. J’ai défini la ghost zone interne comme une zone cinématique où seule l’équation de

transport du flux magnétique est résolue. L’évolution de la densité n’y étant pas calculée, on ne

peut pas calculer de manière consistante ni le champ de vitesse ni la di usivité magnétique, il

est donc nécessaire d’imposer leur distribution. Comme je l’ai dit précédemment, les solutions
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analytiques imposent :

  
ms

 m
 
3
2
Pm (8.4)

En notant rin le bord interne de la zone dynamique (donc le bord externe de la ghost zone

interne), kms la loi de puissance radiale du ms à l’équilibre (qui est la même que pour  m voir

équation 8.3), je choisis pour leMach soniquems et le coe cient m de la di usivité magnétique

les distributions suivantes :

 
    
    

ms(r)  ms(rin)
 
r
rin

 kms

 m(r)   m(rin)
 
r
rin

 kms (8.5)

Ces prescriptions garantissent ainsi une continuité des grandeurs jouant sur le transport duflux,

et sont choisies de manière à garantir  cte dans la ghost zone interne et égal à rin  
ms(rin)
 m(rin)

.

Ceci nous permet donc d’éviter des discontinuités en champ magnétique au bord interne du

disque. Avec ces conditions aux limites, le champ magnétique doit converger vers la solution

stationnaire analytique.

Dans le disque (i.e. dans la zone dynamique), on atteindra donc l’état stationnaire en Bz

voulu seulement si  3
2Pm , ce qui est équivalent à dire qu’on a Re  

3
2 . C’est ce qui doit être

garanti via les conditions aux limites sur l’équation de conservation de la masse.

D CONDITIONS AUX LIMITES SUR LA MASSE.

Comme on l’a vu en (b), pour contraindre complètement la solution il su t soit d’imposer

la densité en un certain rayon, soit d’imposer le taux d’accrétion du disque. Je fais le choix que

cette contrainte vient du bord externe du disque. Comme on l’a vu au chapitre (6) section (4) (et

qui se justifie maintenant) on peut utiliser plusieurs conditions aux limites pour la conservation

de la masse dans le cas d’un SAD :

 on impose la densité surfacique au bord externe ( N 1), c’est une condition de type

Dirichlet.

 on impose le flux de masse au bord externe du disque (ṀN 1 2). Ce qui correspond à

une condition de type Robin (mixte Dirichlet et Neuman car faisant intervenir à la fois la

valeur de dans la ghost zone, mais également sa dérivée).

Quel que soit le choix réalisé parmi ces deux conditions, il va entièrement déterminer la solution

stationnaire. Un problème se pose alors pour la condition au bord interne, car la solution

recherchée est déjà déterminée par les choix réalisés. En e et, en posant F 3   v, la solution

analytique générale de l’équation de conservation de la masse s’écrit (voir équation 4.4 pour la

démonstration) en notant, Ṁ0 le taux d’accrétion de la solution et F0 la valeur de F en un rayon

r r0 :

F(r) Ṁ0 
 
F0 Ṁ0

  r

r0

  1 2
(8.6)

En notant F1 la valeur de F à un rayon r1  r0, on remarque qu’une solution F de l’équation de

conservation de la masse est entièrement déterminée par le quadruplet (F0 r0 F1 r1), remarque

importante pour la suite de ce paragraphe. Cependant la solution particulière vers laquelle on
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cherche à converger est :

F(r) Ṁ0  Cte (8.7)

Puisque la solution recherchée est déjà déterminée par la condition à la limite externe, on doit

trouver une condition à la limite interne qui autorise le disque à converger ver l’état stationnaire

voulu. En e et, une condition inappropriée viendrait à sur-contraindre le disque vis-à-vis de

la solution recherchée. Avant de tester des conditions en tenant compte de la rétroaction du

champ magnétique sur le disque, il est pertinent de faire une étude en posant  v constant, ce

qui simplifiera la recherche.

Dans ce cas, le champ magnétique n’intervient pas dans la viscosité puisque v est constant,

donc  v est indépendant de Bz. Ceci nous permet de considérer l’équation de conservation

de la masse indépendamment du transport de flux magnétique. Je présente deux tests qui

nous montrent clairement l’influence de la condition interne choisie sur la solution stationnaire

obtenue :

 le premier où F est imposé aux bords externe et interne du disque. Comme v est constant,

 v indépendant de Bz et , imposer F 3  v revient donc à imposer .

 le second où est imposé au bord externe, et où il est soumis à une extrapolation au bord

interne pour lui permettre de converger vers une solution "standard".

La figure 8.1 présente les résultats du premier test. L’état stationnaire atteint se "colle" aux

valeurs imposées sur les bords, et adapte la vitesse du fluide pour garantir un taux d’accrétion

constant à chaque rayon. Le nombre de Mach sonique atteint dans ce cas des valeurs de l’ordre

de l’unité dans les rayons internes. On retrouve donc bien un état stationnaire en ayant imposé

les valeurs de F (via dans cet exemple) aux bords du disque. Ceci est donc un test utile pour la

validation de l’algorithme utilisé, mais qui ne correspond pas à la solution en loi de puissance

recherchée.
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F     8.1 – Etat stationnaire de l’équation de conservation de la masse dans le cas où la densité surfacique est
imposée aux bords du disque. A gauche : la densité surface. A droite : le nombre de Mach sonique. Malgré le
disque "alpha", on atteint des nombres de Mach sonique de l’ordre de l’unité dans les rayons internes, pour
ensuite retrouver une solution standard dans les rayons externes (ici  0 1, v  1 0).
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En e et, je rappelle que la solution correspond à F  cte. On peut donc envisager deux

possibilités comme conditions à la limite au bord interne du disque :

 on impose F(rin)  F(rout). La solution va donc naturellement converger vers la solution

attendue.Mais cette option est gênante car elle revient à dire que le bord interne du disque

est en permanence "au courant" de son état au rayon externe.

 on trouve une forme de relaxation au bord interne qui permet de converger vers ce que

le bord externe impose.

C’est la seconde option que j’ai choisie. Comme développé au chapitre 6, les valeurs de et v
sont connues en chaque point du disque (i.e. de la zone dynamique). Je note F1 la valeur de F au

premier point de maillage, F0 la valeur de F au premier point de ghost zone interne. J’ai choisi

d’imposer F0  F1. On peut alors montrer que :

 si F1  Fout, le taux d’accrétion calculé au bord interne du disque est plus grand que celui

correspondant à la solution d’équilibre. La densité va naturellement diminuer et donc de

même pour F1.

 si F1  Fout, le taux d’accrétion calculé au bord interne du disque est plus petit que celui

correspondant à la solution d’équilibre. La densité va naturellement augmenter et donc

de même pour F1.

Ainsi F va naturellement s’adapter au bord interne (via la densité) pour converger vers la

solution d’équilibre voulue. Je présente un exemple de relaxation vers l’équilibre attendu sur

la figure 8.2 qui correspond au second test. La condition initiale utilisée est l’état stationnaire

obtenu sur la figure (8.1) (où les valeurs de F sont imposées aux 2 bords du disque). On voit

qu’on converge vers la solution stationnaire attendue, qui correspond à un état stationnaire

de disque  standard ( v constant, profils de  en loi de puissance du rayon, nombre de

Reynolds  e  3 2) et constitue la première étape pour aboutir à des états stationnaires plus

généraux ( v dépendant de ). Dans un cas plus général où le paramètre v peut dépendre de la

magnétisation, on applique la même condition au bord interne. Comme le flux magnétique est

calculé de manière consistante (pas d’extrapolation), cette condition revient fondamentalement

à imposer la densité au premier point de ghost zone interne de manière à ce que F0  F1.

Elle n’est cependant pas implémentée numériquement de cette manière parce que la condition

F0  F1 est nettement plus simple à coder.
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F     8.2 – Evolution vers un état stationnaire de l’équationde conservationde lamasse.Onpart de l’état d’équilibre
précédent enmodifiant la condition aux limites internes. La densité converge vers unprofil "standard". Attention,
ici le temps de la dernière courbe (en rouge) est exprimé en temps d’accrétion au bord externe du disque,
contrairement aux trois autres pour lesquelles les temps sont exprimés en temps d’accrétion au bord interne.

La question des conditions aux limites sur la densité s’est déjà posée dans des simulations

de disque standard. Notamment dans le cas du DIM (Disque Instability Model, Hameury et al.

(1998)). La question était néanmoins assez di érente. En e et, dans leur cas, il s’agissait d’étudier

des instabilités thermiques dans le disque, et le champ magnétique n’était pas pris en compte,

donc le paramètre v était imposé. Ils ont imposé une densité au bord interne très faible, ce qui

(pour conserver le flux de masse) implique une vitesse d’accrétion très importante dans cette

zone. Ce choix avait l’avantage de décorréler le bord interne (qui engloutit tout) du reste du

disque. Néanmoins dans mon cas, le champ de vitesse joue sur le transport de Bz et donc sur la

viscosité (via ). Imposer cette condition au bord interne, reviendrait à ajouter un mécanisme

d’advection du champ complètement artificiel, ce qui n’est évidemment pas recherché ici.

E COUPLAGE DENSITÉ-CHAMP MAGNÉTIQUE.

Je présente ici l’état stationnaire atteint dans le cas général où v dépend de . On a donc

cette fois couplage entre la conservation de la masse et le transport du flux magnétique. Pour le

champ magnétique, j’utilise les conditions aux limites explicitées aux paragraphes précédents

et j’impose la densité au bord externe du disque. J’ai adopté les paramètres suivants :

 
     
     

Pm  1

  0 1

kv  1 2

(8.8)

On attend donc les dépendances radiales suivantes :

 on a  3 2Pm  0 15. On en déduit donc  0 17 tel que Bz  r  (figure 3.7).

 ce qui donne analytiquement :  r 2 66 ;  r4 32 ; ms  r2 16.

On peut déjà noter la croissance très rapide de la magnétisation vers les rayons croissants pour

des Pm  1. Dans ce cas on a donc JS
 
 r  puisque    (chapitre 3 section 3.2). Je choisi
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F     8.3 – Etat stationnaire de SAD. Ici Pm  1,   0 1, kv  1 2 et on impose  ext et la distribution de flux
extérieur. Les ghost zones ne sont pas représentées. On retrouve les lois calculées semi-analytiquement (utilisant
la dépendance ( )) :  r 2 6, Bz  r 0 17, ms  r2 1,  r4 3

donc d’imposer dans la ghost zone externe la distribution de courant JSG
 
 JS
 
(rout)

 
r
rout

  0 17
.

Le disque s’étend sur une décade en rayon (1  r  10), la ghost zone interne sur 1 décades

(10 1  r  100), de même que la ghost zone externe (101  r  102). Le régime stationnaire de

SAD est présenté figure 8.3, où je ne présente que des distributions dans la zone dynamique.

On récupère bien la solution analytique voulue.

1.2 ÉVOLUTION HORS ÉQUILIBRE

A PERTURBATION AU BORD EXTERNE

On prend ici comme condition initiale l’état stationnaire obtenu figure (8.3), et on introduit

une perturbation en densité au bord externe du disque ( ext 10 fois plus faible), tout le reste étant

identique à l’exemple précédent (flux magnétique extérieur, taille des ghost zones). L’objectif

de ce test est de vérifier le bon comportement du code, notamment de voir s’il converge vers un

nouvel équilibre correspondant à la solution analytique associée. Puisque le flux extérieur n’est
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pas modifié, on peut déjà prévoir un champ magnétique à l’équilibre identique à l’état initial

(correspondant à l’état stationnaire de la figure 8.3). En revanche, la densité doit diminuer d’un

facteur 10 puisque ext est 10 fois plus petit (en gardant lamême loi de puissance, puisque kv, Pm
et sont identiques à l’exemple précédent). Puisque le champ magnétique vertical à l’équilibre

doit être le même que l’état initial, le magnétisation à l’équilibre doit être 10 fois plus grande

qu’à t 0. Le test correspondant est présenté sur la figure (8.4).

Dans un premier temps, la perturbation initiale en densité implique une modification forte

de l’écoulement au bord externe du disque (on a un Mach sonique négatif au début à cause

du gradient en densité au bord externe), ce qui implique une variation du champ magnétique

dans le disque. Puis, le profil de densité s’adapte, et on converge progressivement vers les

profils attendus. Ici, comme on modifie uniquement la densité au bord externe du disque,

cette valeur imposée agit comme un appel qui permet au disque de converger vers l’état

stationnaire attendu. Lamodification s’opère donc de l’extérieur puis se propage vers l’intérieur.

On remarque également que le champ magnétique converge vers l’état initial, conformément à

ce qui était prévu.
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F     8.4 – Evolution d’un SAD initialement stationnaire dont on amodifié la densité au bord externe du disque (10
fois plus petit). Comme le champ externe est imposé, l’état stationnaire final est di érent de la condition initiale
via la densité. Celle-ci s’est adaptée pour converger vers la même loi de puissance, mais elle est plus faible d’un
facteur 10 (cohérent avec le sigma imposé au bord externe)
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B PERTURBATION EN TOUT r : RÉPONSE À UN BRUIT BLANC

Je cherche ici à vérifier la robustesse du code en prenant l’état stationnaire correspondant

à la figure 8.3, et en lui ajoutant un bruit blanc à la densité et aux courants du disque de cet

état stationnaire. Les résultats sont présentés sur la figure 8.5. La simulation est réalisée sur une

décade radiale, mais pour mieux voir la convergence, je présente les résultats sur une extension

radiale allant de 1 à 2. On vérifie bien que la perturbation est atténuée.
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F     8.5 – Test de réponse à un bruit blanc ajouté à un état stationnaire. La figure présente la réponse pour la
densité. Les temps sont exprimés en temps képlérien au bord interne (r 1). La perturbation est bien amortie et
la densité converge vers un état stationnaire.

C DOMAINE INSTABLE

Tous les résultats présentés pour cette configurations sont dans le domaine stable. Nous

avons vu que le code se comporte convenablement face à des perturbations et converge vers

l’équilibre attendu. Je vais maintenant m’intéresser aux domaines d’instabilité mis en évidence

par l’analyse WKB du système d’équations du modèle (chapitre 5 section 3.1). Le domaine de

stabilité se résume à un critère sur kv tel que :

 1 kv  1 (8.9)

La borne supérieure du domaine de stabilité a été identifiée comme la limite de stabilité vis-

queuse, alors que la borne inférieure n’a pas été comprise. Je vais ici chercher à voir si je peux

retrouver des situations instables en me plaçant hors du domaine de stabilité. Je présente ici

deux simulations : l’une réalisée pour kv  1 5 qui est censée être instable visqueusement, et

la seconde qui n’a pas été comprise, pour kv   1 5 qui doit être instable. Pour ces deux tests,
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je partirai d’une solution stationnaire perturbée en densité (la valeur de  augmentée de 10

pourcent). Par soucis de clarté, j’ai normalisé la valeur de la densité et du champ magnétique

en chaque point du maillage par sa valeur à l’équilibre. Les solutions stationnaires sont donc

des fonctions constantes égales à 1 sur les graphes présentés.

 Instabilité visqueuse. On retrouve bien cette instabilité figure (8.6), la perturbation en den-

sité génère des dents de scies autour de la perturbation typiques de cette instabilité. L’instabilité

"s’accroche" sur le maillage, puisque le temps de croissance est proportionnel en k (équation

5.34). On observe bien la formation de sillon dans le disque. Le champ magnétique, initiale-

ment non perturbé développe également des dents de scies. L’instabilité se développe assez

rapidement ( 0 2 k(rin), où k(rin) est le temps képlérien au bord interne du disque).
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F     8.6 – Simulation de l’instabilité visqueuse dans un disque. Le disque est initialement perturbé en densité. On
observe la formation de "sillons" de matière qui restent localisés (pas d’advection).

 Second domaine d’instabilité. Je présente donc le résultat d’un simulation supposée être

instable. Je pose kv   1 5. Le comportement observé figure (8.7) est di érent de l’instabilité

visqueuse. En e et, la perturbation en densité génère une oscillation dans le disque. Elle ne

conserve pas sa longueur d’onde (elle augmente progressivement). On constate que l’instabilité

se développe très rapidement ( 10 4 k(rin)), en réalité beaucoup trop rapidement pour que

le phénomène observé ai une quelconque cohérence physique vu le modèle développé. Il

est fortement probable qu’on observe figure (8.7) un e et numérique que je n’ai pas étudié,

m’intéressant à des domaines de kv supérieurs à 0, ce que semblent montrer les simulations

MRI locales.
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F     8.7 – Simulation du second domaine d’instabilité dans un disque visqueux (kv   1). On observe bien le
développement de l’instabilité sur un temps extrêmement court.
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2 CONFIGURATION HOMOGÈNE : JED

2.1 SOLUTIONS STATIONNAIRES

A MOTIVATIONS.

Comme pour la section précédente, je cherche à obtenir numériquement les solutions ana-

lytiques de JED obtenues (chapitre 3 section 2). De la même manière, l’obtention par le code de

ces solutions analytiques nécessite l’utilisation de conditions aux limites spécifiques.

B RAPPEL DES SOLUTIONS STATIONNAIRES ET CONTRAINTES DU PROBLÈME.

 JED pur. Les prescriptions utilisées sont les suivantes :
 
     
     

h   r

 m   m0 
km

q  q0 
 kq

(8.10)

où , m0, km, q0 et kq sont des constantes du rayon et du temps. Au chapitre 3 (section 2), j’ai

déterminé une classe de solutions pour un JED où la densité et le champ magnétique dans

le disque sont des lois de puissance du rayon. Pour ces solutions, on a naturellement Ṁ  

8 q rB2z
 0 k

 cte (voir équation 4.18) et j’ai mis en évidence les dépendances radiales suivantes :

 
   
   

Bz  r 5 4

  r 1 2
(8.11)

La magnétisation et le nombre de Mach sonique sont quant à eux des constantes du rayon

vérifiant :  
   
   

  
 
1 428 m0

2q0

 1 (1 kq km)

ms  2q(  )  
(8.12)

 JED en présence de viscosité. Dans le cas où on considère une viscosité  v non nulle, il

faudra ajouter la prescription suivante :

 v  Pm m (8.13)

avec Pm  cte(r). Dans ce cas, les dépendances radiales sont identiques au JED pur. La seule

di érence venant des valeurs de lamagnétisation  et dunombredeMach sonique à l’équilibre :

 
   
   

   
  
1 428 3

2Pm 
 
 m0
2q0

 1 (1 kq km)

ms  
3
2 v(  )  2q(  )  

(8.14)

 Contrainte d’une solution La recherche de solutions en loi de puissance implique des

dépendances radiales uniques pour chacune de ces grandeurs. On retiendra également que

dans les solutions de JED pur déterminées précédemment, la dépendance radiale Bz  r 5 4

implique ununique paramètre  Rm  1 428 (figure 3.7) possible. Onpeut y voir une certaine

analogie avec les solutions de SAD pur déterminées qui n’autorisent qu’un unique nombre de
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Reynolds Re  3 2. Tout autre paramètre autre que la densité et le champ magnétique étant

fixés, on a notamment mis en évidence que la solution était entièrement déterminée dès lors

que le champ magnétique B0 en un rayon r0 était fixé. Ce qui est donc assez restrictif du point

de vue des conditions aux limites.

C CONDITIONS AUX LIMITES SUR LE FLUX MAGNÉTIQUE

 Ghost zone externe. Comme au chapitre (7) (section 1.5) il est nécessaire d’imposer une

distribution de courants dans la ghost zone externe suivant la loi de puissance permettant

une distribution Bz(r)  r 5 4 à l’équilibre. Le flux magnétique généré par cette distribution

de courants jouera le rôle du flux magnétique externe. J’utiliserai donc comme distribution de

courant dans la ghost zone externe JSG
 
(r) JSG

 
(rout)

 
r
rout

   
avec  5 4. La solution stationnaire

en Bz est donc déterminée par ce champ imposé, et par conséquent toute la solution. Toutes les

autres conditions aux limites (internes pour le flux magnétique et les conditions sur la masse)

doivent donc autoriser une relaxation vers cette solution.

 Ghost zone interne. J’utiliserai lemême type de conditions aux limites que pour le SADpur.

La ghost zone interne est donc une zone cinématique où seule l’équation de transport du flux

magnétique est résolue. Il est nécessaire d’imposer donc la distribution du champ de vitesse et

de la di usivité magnétique. On l’a vu équation 8.14 le nombre deMach soniquems ainsi que le

coe cient m de résistivité sont des constantes du rayon dans la solution recherchée. En notant

rin je choisis pour ms et m les distributions suivantes dans la ghost zone interne :
 
   
   

ms(r)  ms(rin)

 m(r)   m(rin)
(8.15)

Ces prescriptions garantissent ainsi une continuité des grandeurs jouant sur le transport du

flux ; elles sont choisies de manière à garantir   ms  m  cte dans la ghost zone interne et

égal à  rin  
ms(rin)
 m(rin)

. Ceci nous permet donc d’éviter des discontinuités en champ magnétique

au bord interne du disque et nous garantit donc que le champ magnétique ne posera pas de

problème pour récupérer les solutions analytiques déterminées au chapitre (3).

D CONDITIONS AUX LIMITES SUR LA MASSE

Pour la conservation de la masse, on a toujours 2 options. On peut imposer la densité aux

bords du disque, ou bien imposer une condition qui permet de calculer le taux d’accrétion

de manière consistante avec les formules numériques développées au chapitre (6). On a vu

qu’à partir du moment où le champ externe est imposé, la solution de JED pur est pleinement

déterminée. Pour converger vers cette solution, on peut éventuellement imposer les bonnes

valeurs de densité au bord du disque. Sinon, on peut trouver une méthode qui permet de

relaxer vers l’équilibre que l’on veut obtenir. Comme pour le SAD pur, c’est ce type de méthode

que je privilégie.
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Bord interne. Dans le cas d’un JED pur, il n’y a pas d’hypothèse à faire. Le taux d’accrétion dû

au couple magnétique seul étant calculé en utilisant une condition upstream pour la densité,

le au premier point de grille est su sant pour déterminer le taux d’accrétion. Pour plus de

détails, je renvoie le lecteur au chapitre 6 (section 4). Dans le cas où le couple visqueux n’est pas

nul, ce raisonnement ne s’applique plus et on est obligé d’appliquer une condition à la limite sur

 au premier point de ghost zone interne (équation 6.37) pour évaluer la composante visqueuse

du couple. J’ai simplement choisi une extrapolation logarithmique selon la loi de puissance à

l’équilibre, c’est dire 0   1
 
r0
r1

  1 2
. Cette fois-ci, on implémente cette condition directement

sur , ce qui nécessite de calculer F0  3  v  0 (au premier point de le ghost zone interne). Dans

les deux cas, je choisi d’appliquer cette extrapolation logarithmique. Elle fonctionne pour un

JED en présence de viscosité, et dans le cas d’un JED pur ( v  0), il s’agira juste d’un opération

blanche.

Bord externe. Comme la solution est déterminée par le champ magnétique imposé, il est

nécessaire de trouver une condition au bord externe qui permette de relaxer vers l’équilibre

attendu. En reprenant les notations du chapitre 6 (section 4, on pourra également regarder la

figure 6.3), on a N points de maillage qui pavent la zone dynamique. Pour le bord externe il

est nécessaire d’identifier  au premier point de la ghost zone externe, c’est à dire en N 1.

Comme la solution vers laquelle on veut converger est à indépendant de r, j’extrapole N 1
de manière à avoir  N 1   N. De cette manière la condition au bord externe "suit" ce que le

disque cherche à imposer pour relaxer vers l’équilibre. Il n’y a pas de raison a priori pour que

cette méthode fonctionne, elle fait partie d’un panel de tests que j’ai réalisés. Elle a fourni des

résultats satisfaisants comme nous allons le voir. Sinon, on pourra également imposer la valeur

de N 1, mais cela suppose néanmoins d’en connaitre la valeur à l’équilibre. Dans les deux cas,

imposer la densité en rN 1 su t pour calculer le taux d’accrétion entrant dans le disque (ie

ṀN 1 2).

E SOLUTION STATIONNAIRE OBTENUE

Je présente tout d’abord en figure (8.8) un exemple de solution stationnaire de JED pur

obtenue avec le code. Pour ce test, j’ai imposé un couple visqueux nul et
 
           
           

  0 1

 m0  1 0

q0  0 72

kq   0 8

km  0 5

(8.16)

J’ai choisi ces paramètres de manière à ce qu’à l’équilibre, la magnétisation calculée par l’ap-

proche analytique soit égale à 1. En e et cette magnétisation vaut (équation 4.24) :    
 
1 428 1 0
2 0 72

 1 (1 kq km)
 1 0

Pour une distribution radiale à l’équilibre Bz  r 5 4, on a donc JS
 
 r 5 4 (chapitre 3

section 3.2). Je choisi donc d’imposer dans la ghost zone externe la distribution de courant
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JSG
 
 JS
 
(rout)

 
r
rout

  5 4
. Le disque s’étend sur une décade en rayon (1  r  10), la ghost zone

interne sur 1 décade (10 1  r 100), et la ghost zone externe sur 4 décades (101  r 104). Il a

été nécessaire d’utiliser une ghost zone externe plus étendue que pour le SAD car le JED s’est

révélé plus "sensible" à sa taille. La densité, le champ magnétique, le nombre de Mach sonique

et la magnétisation y sont représentés. On retrouve bien les dépendances radiales prédites

analytiquement (  r 1 2 , Bz  r 5 4 , ms ;  constants), en revanche on observe une valeur de

la magnétisation d’environ 0 92, ce qui est sensiblement inférieur à celle prédite. Il est possible

que la viscosité numérique volontairement introduite dans la discrétisation du taux d’accrétion

magnétique soit à l’origine de cet écart. En e et, en présence de viscosité, la magnétisation  à

l’équilibre vaut (équation 4.32)

   

  
1 428 

3
2
Pm 
 
 m0
2q0

 1 (1 kq km)

(8.17)

La viscosité, dont l’influence semesure ici via le nombre de Prandtl magnétique tend à diminuer

  . Néanmoins, au vu du niveau d’approximation du modèle (chapitre 3 section 1), cet écart est

tout à fait négligeable.
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F     8.8 – Configuration stationnaire de JED. On retrouve bien les dépendances radiales prédites analytiquement
(  r 1 2, Bz  r 5 4, et ms uniformes du rayon). En revanche, la magnétisation est sensiblement inférieure à la
valeur prédite analytiquement (0.92 ici contre 1 par le calcul analytique).
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2.2 ÉVOLUTION HORS ÉQUILIBRE

A MAGNÉTISATION HORS ÉQUILIBRE

Dans le cas du SAD pur, j’ai étudié la réponse d’un disque initialement stationnaire à une

perturbation en au bord externe, et le disque a transité vers la solution attendue. Pour un JED,

une solution analytique est déterminée dès lors qu’on a imposé en un point ou Bz, ou encore le

taux d’accrétion du disque. Au cours de ma thèse, j’ai toujours travaillé avec un champ externe

Bext indépendant du temps. Dans ce cadre, une solution analytique de JED est déterminée, et

imposer la valeur de N 1 sur-contraint le problème. En e et, l’introduction d’une perturbation

en  au bord externe nécessiterait une adaptation du Bext, ce qui n’a pas été implémenté.

Pour tester la réponse du code développé, au lieu de perturber une solution d’équilibre, je

suis simplement parti d’une condition initiale hors équilibre, avec une magnétisation de 1 2

dans tout le disque alors que la magnétisation à l’équilibre doit respecter    1. Le résultat

est présenté figure (8.9). Cette magnétisation hors équilibre plus faible que   implique un

paramètre  (caractérisant l’e cacité de transport du flux magnétique) supérieur à la valeur

d’équilibre (équation 4.20). Ceci implique une augmentation de Bz dans les rayons internes

(zone où les temps caractéristiques sont les plus petits) et donc une vitesse d’écoulement plus

importante dans cette zone (équation 4.19). Ainsi la densité diminue en premier lieu dans les

rayons interne, puis dans tout le disque jusqu’à atteindre la valeur d’équilibre qui garantit  .

A mesure que la magnétisation tend vers  , diminue, jusqu’à la valeur d’équilibre, ainsi Bz
converge vers sa distribution d’équilibre qui n’est autre que sa distribution initiale. Cette fois

l’état hors équilibre ne provient pas d’une perturbation au bord externe du disque mais d’un

écart de la condition initiale à l’état stationnaire. Dans ce cas, l’évolution vers l’état stationnaire

se produit de l’intérieur jusqu’à l’extérieur.

Le cas inverse d’une magnétisation trop importante dans le disque (due à une densité trop

faible), converge également vers un équilibre via le mécanisme inverse : diminution de Bz dans

les rayons internes qui implique une diminution de la vitesse d’écoulement dans cette zone, et

donc une augmentation de la densité jusqu’à ce que la magnétisation converge vers  .
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F     8.9 – Evolution d’un JED hors équilibre. Ici la magnétisation est inférieure à la magnétisation d’équilibre, la
densité diminue pour permettre à la magnétisation de converger vers sa valeur d’équilibre.

B RÉPONSE DE LA SOLUTION À UN BRUIT BLANC

Afinde vérifier le bon comportement du code, je superpose à la solution stationnaire présen-

tée figure (8.8) un bruit blanc en et également sur la densité de courant du disque. L’évolution

temporelle de la densité est présentée figure 8.10. On vérifie bien qu’on converge vers la solution

d’équilibre, la perturbation est amortie.
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F     8.10 – Réponse d’un JED soumis à un bruit blanc. Les temps sont exprimés en temps képlériens au bord
interne (r 1)

C DOMAINE INSTABLE DU JED PUR

Je rappelle le critère de stabilité sur les coe cients kq et km déterminé chapitre (5) :

 Si km  0 : 1 kq  1 km.

 Si km  0 : 1 km  kq  1.

Bienque l’analyseWKBait été faite enutilisant les dérivées logarithmiquesde m et qpar rapport

à la magnétisation, je raisonne ici en fonction des coe cients km et kq utilisés dans le modèle.

Un diagramme de stabilité dans l’espace (km; kq) équivalent à la figure (5.1) est présenté figure

(8.11). La zone hachurée correspondant à la zone stable. Le demi-plan supérieur correspond à

l’instabilité que nous avons interprété comme une instabilité advective : la vitesse d’accrétion

augmente avec la densité (pour un champ magnétique fixé) et inversement. Pour km  0, cette

instabilité doit se manifester pour kq  1. Pour km  0, elle doit se manifester pour kq  1 km.

Le demi-plan inférieur correspond à l’autre instabilité que nous avons interprétée comme une

instabilité magnétoresistive : une augmentation de la magnétisation d’équilibre entraîne une

advection du champmagnétique qui elle-même entraîne une augmentation de lamagnétisation

(et inversement). Si km  0, l’instabilité semanifeste pour kq  1 kq. Et si km  0, elle semanifeste

pour kq  1. Je vais étudier ici chacun de ces domaines, pour voir d’une part s’il s’agit bien de la

même instabilité pour chacun d’entre eux, et également pour voir si l’interprétation donnée est

cohérente avec les résultats numériques. J’ai e ectué la même normalisation que pour l’étude
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numérique des instabilités d’un SAD section précédente.

F     8.11 – Diagramme de stabilité dans l’espace (km; kq). La partie hachurée correspond au domaine stable. Le
demi-plan supérieur (INST ADV) a été interprété comme une instabilité advective, le demi-plan inférieur a
quant à lui été interprété comme une instabilité magnéto-résistive.

 Instabilité magnéto-resistive. Je présente ici deux résultats dans le domaine supposé in-

stable. L’une pour le couple (km  0 5 ; kq  0 3) figure (8.12), et l’autre pour (km   0 5 ; kq  0 5)

figure (8.13). On observe le même type de comportement instable pour chacune des simula-

tions, ce qui semble tout d’abord confirmer qu’on a bien a aire à la même instabilité. La hausse

imposée de densité est e ectivement amplifiée, et on observe une perturbation locale du champ

magnétique associée à cette perturbation en densité. De plus, à l’évolution locale s’ajoute une

évolution globale puisqu’on observe également un évolution du champ magnétique et de la

densité sur tout le disque. Il semblerait donc que cette instabilité calculée via l’approximation

WKB ne soit pas nécessairement locale. Ceci semble cohérent dans la mesure ou l’interprétation

faite ne préjuge pas de la longueur de perturbation. En revanche, on observe une augmentation

du champmagnétique au bord externe du disque. Il ne s’agit probablement pas d’une augmen-

tation due à un reflux du champ qui s’accumule au bord externe du disque, mais plutôt d’un

e et de bord. En e et, le champ magnétique tend à diminuer dans le disque ce qui est associé

à une diminution des courants dans celui-ci. Or, la distribution de courants dans la ghost-zone

externe n’évolue pas. La superposition des champs générés par ces courants (dans le disque et

dans la ghost zone) aurait donc tendance à provoquer une augmentation du champmagnétique

au bord externe du disque.
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F     8.12 – Simulation numérique de l’instabilité magnéto-résistive : cas (km  0 5 ; kq  0 3). À gauche, l’évolution
de la densité surfacique, et à droite celle du champ magnétique vertical. La perturbation est e ectivement
amplifiée, et on observe une évolution globale de la densité et du champ magnétique.

� ��� �
���

����

�

����

���

����

��	
��


������	���
����

�
�
�

�����������
�
��


�
�

�
�

�������

�
�
�������

� ��� �
���

����

�

����

���

��	
��



�

�
�
�

�����������
�
��


�
�

�
�

�������

�
�
�������

F     8.13 – Simulation numérique de l’instabilité magnéto-résistive : cas (km   0 5 ; kq  0 5). On observe le
même comportement que sur la figure 8.12.

 Instabilité advective. Le domaine supposé instable advectivement correspond au demi-

plan supérieur (INST ADV) de la figure (8.11). Je présente deux simulations : l’une pour le

couple (km  0 5 ; kq  1 5), et l’autre pour le couple km  0  5 ; kq  2 0). Cette fois-ci la

perturbation locale en densité n’est pas amplifiée. Il était prévu que la perturbation en densité

évolue en une onde se propageant avec le fluide, jusqu’à formation d’un front de choc. On

observe bien une advection de la perturbation en densité vers l’intérieur, mais celle-ci s’étale

et s’amortit. Nous en concluons que cette instabilité ne peut se développer ici en raison de

la trop forte dissipation du code. En e et, pour rendre le schéma stable, j’ai dû introduire

de la dissipation numérique dans le schéma d’évaluation du taux d’accrétion dû au couple

magnétique (qui ici est le seul présent). Or, nous avons vu au chapitre (5) qu’en présence de
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viscosité l’instabilité advective n’est pas mise en évidence par l’analyse WKB. De plus, un front

de choc est extrêmement sensible à la viscosité qui a tendance à lisser les discontinuités. Par

conséquent, il serait intéressant pour des travaux futurs, d’étudier cette instabilité à l’aide d’un

schéma numérique moins dissipatif. Ceci nécessiterait l’utilisation de formules d’ordre plus

élevé. On observe pour le champ magnétique une perturbation locale en forme de sinusoïde.

Ceci est cohérent avec une augmentation locale de la vitesse d’advection du flux. On observe

de plus une évolution globale du disque qui s’éloigne de la solution d’équilibre, avec un

comportement au bord externe du disque probablement du même type que celui observé pour

les simulations de l’instabilité magnéto-résistive (type e et de bord).
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F     8.14 – Simulation numérique de l’instabilité magnéto-résistive : cas (km  0 5 ; kq  1 5). Bien qu’on observe
une advection de la discontinuité en densité, celle-ci est progressivement amortie. Une perturbation en champ
magnétique se développe autour de la perturbation en densité. On l’interprète par la réponse du champmagné-
tique à la perturbation locale de la vitesse d’advection du champ vertical, perturbation induite par la densité.
On observe une évolution globale du disque, ainsi qu’un comportement spécifique au bord externe du disque
probablement dû à un e et de bord.
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F     8.15 – Simulation numérique de l’instabilité magnéto-résistive : cas (km   0 5 ; kq  2 0). Mis à part au bord
externe du disque, on observe le même comportement que pour la figure (8.14).
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3 BILAN DES CONDITIONS AUX LIMITES

 Bilan pour le flux magnétique. Pour le flux magnétique il est nécessaire de considérer des

ghost-zones étendues pour éviter des discontinuités de champ magnétique. On aura :

 Bord externe. Quel que soit le régime de disque au bord externe, on emploie le même

type de condition dans la ghost-zone externe : on impose une distribution de courant JSG
 

sous la forme

JSG  JS (rout)
 
r

rout

   
(8.18)

où    et  la loi de puissance à l’équilibre de Bz pour le régime de disque au bord

externe. Pour un régime de JED au bord externe, on aura systématiquement   5 4. Si

l’extérieur du disque est en régime de SAD, la valeur de dépend du paramètre (figure

3.7), qui vérifie pour un SAD  3
2Pm .

 Bord interne. On impose les distribution en vitesse et en di usivité magnétique dans la

ghost-zone interne. Dans le cas d’un JED interne on aura (équation 8.15)
 
   
   

ms(r)  ms(rin)

 m(r)   m(rin)
(8.19)

Si on a un régime de SAD au bord interne de la zone dynamique, on imposera cette fois

(équation 8.5) :  
    
    

ms(r)  ms(rin)
 
r
rin

 kms

 m(r)   m(rin)
 
r
rin

 kms (8.20)

avec kms  kv
 2  5 2
1 kv

et   ( ).

 Bilan pour lamasse. Pour la densité, il su t de connaitre les flux demasse entrant et sortant

du disque. Quel que soit le cas, un seul point de ghost-zone est nécessaire.

 Bord interne. Dans le cas d’un SAD interne, on impose F0  F1  [3   v] (r1). Connaissant

F0, on peut évaluer le flux de masse sortant au bord interne du disque Ṁ1 2. Si on a un

JED interne, on impose 0   1
 
r0
r1

  1 2
, ce qui permet d’évaluer Ṁ1 2.

 Bord externe. Si le bord externe du disque est en régime de SAD, on peut soit imposer le

taux d’accrétion ṀN 1 2 entrant dans le disque, soit imposer la densité N 1 qui permet

de calculer ṀN 1 2. Dans le cas d’un régime externe de JED, on impose N 1 de manière

à avoir N 1   N. Sinon on impose N 1 à condition de connaître sa valeur à l’équilibre.
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1 CARACTÉRISTIQUES DE LA TRANSITION

Une configuration SAD JED est par définition un disque pour lequel on a un régime de

SAD établi dans une portion interne du disque, un JED dans une portion externe et néces-

sairement une zone de transition entre les 2 régimes. Les solutions stationnaires de JED et de

SAD obtenues amènent naturellement à étudier cette configuration. En e et, on sait depuis

Ferreira & Pelletier (1995) qu’on peut obtenir des régimes stationnaires de JED pour des ma-

gnétisations de l’ordre de l’unité. Pour les disques standards, la caractérisation de coe cients

de transport turbulents semble montrer que le nombre de Prandtl magnétique est de l’ordre

de l’unité. Ce qui implique nécessairement pour des disques fins (  1) une magnétisation

qui croît extrêmement rapidement vers l’extérieur dans un SAD (voir section 1 du chapitre 3

pour les dépendances radiales d’un SAD). Finalement, on peut assez naturellement envisager

un SAD interne, avec une magnétisation croissante avec le rayon jusqu’à ce qu’elle atteigne

une magnétisation de déclenchement d’un jet. On observerait alors sur une certaine extension

radiale une zone de transition où le couple visqueux et le couple magnétique dû au jet sont

d’importance comparable ; puis, toujours avec les rayons croissants, on atteindrait finalement

un JED avec une magnétisation de l’ordre de l’unité. Pour cette transition, j’utiliserai la même

terminologie que celle utilisée chapitre (4) (section 3) schématisée figure 9.1 :

  min la magnétisation de déclenchement d’un jet. En dessous de cette valeur, le couple

magnétique est rigoureusement imposé nul.
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 rs est le rayon où lamagnétisation atteint min, valeur de déclenchement du jet. En-dessous

de ce rayon on est donc dans un régime de SAD.

 r j est le rayon à partir duquel la magnétisation atteint la magnétisation  d’équilibre du

JED. Au-delà de ce rayon, on est à proprement parler dans un JED (couple magnétique

dominant mais couple visqueux non posé nul).

������

��� 	�
 ���


�

	��

��
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F     9.1 – Schéma d’un transition SAD JED. Pour r  rs, on est dans un SAD, avec un magnétisation croissante
vers l’extérieur. En r  rs la magnétisation atteint min, valeur seuil de déclenchement d’un jet. On observe une
zone de transition pour rs  r r j. Au-delà de r j on est à la magnétisation d’équilibre du JED   1.

En r rs le couple magnétique se déclenche. Pour garantir un taux d’accrétion uniforme, le

couple visqueux doit nécessairement avoir un e et "d’accélération", c’est-à-dire que la compo-

sante visqueuse du taux d’accrétion est négative (i.e. le couple est excrétant). Cet e et diminue

avec les rayons croissants jusqu’à ce qu’on atteigne le régime de JED avec unemagnétisation de

l’ordre de l’unité. Le premier objectif est d’étudier s’il est possible d’obtenir des configurations

stationnaires de transition SAD JED avec le modèle développé (notamment avec une magnéto-

sphère potentielle), et si oui à quelles conditions. Ensuite, il sera question d’étudier les critères

d’évolution d’une telle transition dans le cas où elle est non stationnaire .

 Prescriptions utilisées.

 h  r avec une constante.

  v   v0 
kv avec v0 et km des constantes.

  m   v Pm avec Pm  cte

 q q0 
 kq pour min   , 0 sinon. Avec q0 et kq des constantes.

Je ne considérerai pas demagnétisation max à partir de laquelle le couple magnétique s’annule.

Néanmoins, ce n’est pas problématique car lamagnétisation restera au plus égale à 1. On ne sera

pas confronté à des situations où la magnétisation devient trop importante. Pour l’ensemble
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des simulations réalisées, les paramètres suivants seront toujours les mêmes :
 
        
        

kv  0 5

 v0  1 0

kq  0 8

 min  0 1

(9.1)

Je choisis de plus une magnétisation d’équilibre du JED égale à 1. Ce qui implique pour chaque

simulation la valeur de q0. En e et dans le JED la loi de puissance Bz  r 5 4 implique un unique

     1 428. Si la magnétisation du JED vaut 1, on trouve nécessairement (équation 4.32)

3
2
Pm  2q0Pm    (9.2)

On en déduit directement :

q0  
1
2

 
  
Pm
 
3
2
 
 

(9.3)

Les 2 paramètres restants sont le Prandtl magnétique Pm et l’épaisseur du disque . L’étude que

je présente porte sur un espace de paramètres en Pm et . J’étudierai 3 valeurs di érentes de ,

10 1, 10 2 et 10 3. Pour chaque , les valeurs de Pm étudiées seront telles que 0 1  Pm  0 4.

Il s’agit donc d’une exploration sur un certain domaine de l’espace des paramètre (Pm; ). La

pertinence de l’étude sur Pm apparaîtra dans les résultats.

1.1 RECHERCHE D’UNE CONDITION INITIALE

Pour étudier une telle configuration, il faut implémenter une condition initiale. Il s’agit dans

le jargon d’un "guess" supposé être proche de la configuration d’équilibre (si elle existe). La

certitude la plus solide concernant cette transition porte sur le profil de magnétisation dans le

disque. Je considère que loin de la transition dans la partie standard, la magnétisation suit la loi

de puissance prédite analytiquement, et dans la partie éjectante on prédit une magnétisation

constante. Comme point de départ, j’impose une distribution de magnétisation respectant ce

"guess" (voir figure 9.2). La distribution en densité (r) satisfaisant un taux d’accrétion constant.

On a en e et

Ṁ 2 r msCs (9.4)

où le produit ms peut s’écrire (équation 3.32) :

 ms  
3r 3 2

 k 
 r(  vr1 2) 2 q (9.5)

La hauteur h(r) est imposée via (r), de même (r) est imposé. Les distributions radiales de v
et q sont donc connues. On voit donc que Ṁ  cte(r) se résume à une équation di érentielle

aux dérivées partielles en . On peut donc déduire la distribution (r) garantissant Ṁ  cte(r)

en résolvant cette équation par une méthode de Runge-Kutta. Connaissant  (r) et  (r), on en

déduit Bz(r) et donc a(r). Cependant, la manière dont est résolue cette équation ne correspond

pas rigoureusement à la manière dont est discrétisé numériquement le taux d’accrétion. On

peut donc s’attendre à observer des écarts à l’état voulu. La figure 9.2, montre un exemple de
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"guess". Le disque s’étend sur 2 décades (1  r  100), on a   0 1, Pm  1 0 et q0  0 64.

Pour des rayons allant de 1 à 6, on est dans le SAD, la zone de transition se situe entre r  6

et r  10, et au delà on est dans le JED. La zone de transition présente donc pour largeur

caractéristique r  r. La masse subit une décélération lors de la transition allant du JED vers

le SAD (vers l’intérieur du disque). Le couple magnétique est encore présent, c’est la viscosité

qui joue ce rôle en produisant un couple positif (formellement une accélération). Ce dernier

permet de "contrer" le couplemagnétique jusqu’à ce qu’on atteigne un nombre deMach sonique

compatible avec un disque standard (formellement 3 2 v ). On voit bien l’écart entre le "guess"

et la discrétisation du code au niveau de la transition, puisqu’on y observe un nombre de Mach

sonique négatif au niveau où le couplemagnétique "s’allume". Il pourrait sembler plus judicieux

ici d’évaluer un état initial garantissant un taux d’accrétion constant sur tout le disque, ce qui

nécessiterait d’utiliser un algorithme de type Newton. Néanmoins, comme on ne considère

pas le transport du flux magnétique ici, cette "estimation" est vouée à évoluer, je n’ai donc pas

cherché à implémenter une condition initiale plus "perfectionnée".
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F     9.2 – Exemple d’état initial de régime SAD JED implémenté dans le code. Ici  0 1, Pm  1 0 et q0  0 64.
Le disque s’étend sur 2 décades en rayon (1  r  100). Il est calculé de telle sorte que la taux d’accrétion est
constant dans le disque. La zone où   1 constitue la partie "standard" (couple magnétique absent). La zone
de transition s’étend pour 0 1    1. Ce "guess" est voué à évoluer, on voit en e et en rs un nombre de Mach
sonique négatif, dû à une incohérence entre cette estimation et la discrétisation e ective.
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Pour les conditions aux limites au bord externe en Bz, j’ai choisi d’imposer un champ externe

compatible via une distribution de courant compatible avec un JED (JSG
 
 JS
 
(rout)

 
r
rout

  5 4
). La

ghost-zone externe s’étend sur 3 décades en rayon, pour éviter tout e et de bord qui pourrait

influencer l’évolution temporelle de la simulation. Pour la ghost-zone interne je définis une

zone cinématique sur une décade. Pour la masse, puisque le JED externe est initialisé pour être

stationnaire, j’impose simplement la densité au bord externe. Quand au bord interne, j’utilise

une condition aux limites conditionnelles : si le couple magnétique est nul au bord interne

du disque, c’est une condition de type SAD, s’il est non nul, une condition de type JED (cf

section 3 de ce chapitre). Les ghost-zones ne seront pas présentées sur les graphes, on y voit

uniquement la zone dite "active", où la dynamique (coe cients de transport, taux d’accrétion,

vitesse radiale, transport du flux) est complètement calculée.

J’ai tout d’abord lancé un ensemble de simulations avec   0 1 avec di érentes valeurs

de 1  Pm  4. Sur toutes les figures présentées, l’échelle de temps  acc correspond au temps

d’accrétion au bord externe du disque définit suivant

 acc  
rout

u0(rout)
(9.6)

2 RÉSULTATS

2.1 ÉTUDE POUR   0 1

Dans toutes les simulations, la dynamique est extrêmement lente : il faut plusieurs dizaines

de temps d’accrétion au bord externe du disque pour observer des variation significatives des

grandeurs. Onmet en évidence des états stationnaires pour Pm  2 75 0 25. À condition qu’on

puisse justifier physiquement la non-stationnarité des autres simulations, cela signifie que le

guess n’est pas trop éloigné de la solution stationnaire. Pour des Pm supérieurs, le JED est

advecté (rsdiminue) et s’établit sur l’intégralité du disque, pour des Pm inférieurs, il est di usé

et c’est la partie SAD qui "l’emporte" (rs augmente). Je présente ici les résultats de 3 simulations

à  0 1 : Pm  1 0; 2 5; 4 0.

 Pm  1 0. Les résultats de cette simulation sont présentés figures 9.3 et 9.4. On voit que

sur la figure 9.3, l’interface se déplace clairement vers l’extérieur (le rayon rs pour lequel

   min , augmente ). Quelle est la cause de ce "recul" du JED ? On peut voir sur la figure

9.4 que le flux magnétique au bord externe ne varie quasiment pas. Ceci est cohérent avec les

études cinématiques réalisées au chapitre (7) (section 1), puisque le disque s’ajuste à la gaine

magnétique externe. Il s’agit donc d’une redistribution du flux magnétique dans le disque et

non d’une perte de flux vers l’extérieur. La redistribution s’opère au niveau de la zone de

transition, le disque n’est donc pas capable de maintenir le flux dans cette zone.

En revanche, on remarque sur la figure 9.4 que le taux d’accrétion dans le SAD et dans la

transition est croissant avec le rayon : ceci implique donc une augmentation de la densité dans

cette zone et donc une diminution de la magnétisation. On peut alors se demander pour quelle

raison le taux d’accrétion dans le SAD chute de cette manière. Ceci sera étudié après avoir

observé les résultats suivants.
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On remarque également sur ces figures que le temps d’évolution du système est très long

(de l’ordre de la centaine de temps d’accrétion au bord externe pour une évolution significative

sur une décade en rayon). Ceci est dû au fait qu’on est assez proche du point de stationnarité

en Pm.
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F     9.3 – Évolution temporelle d’une transition SAD JED : cas  0 1 et Pm  1 0. En haut à gauche la densité
surfacique du disque, en haut à droite le champmagnétique ; en bas à gauche la magnétisation et en bas à droite
le nombre de Mach sonique. Chaque grandeur est a chée à quatre instants de la simulation exprimés en temps
d’accrétion au bord externe du disque. On voit clairement que le rayon de transition augmente avec le temps, le
JED est progressivement "grignoté" par le SAD.
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F     9.4 – Évolution temporelle d’une transition SAD JED : cas   0 1 et Pm  1 0. En haut à gauche le taux
d’accrétion, en haut à droite le flux magnétique traversant le disque ; en bas à gauche le shear magnétique (q) et
en bas à droite v. Chaque grandeur est a chée à 4 instants de la simulation exprimés en temps d’accrétion au
bord externe du disque. On voit clairement que le rayon de transition augmente avec le temps.

 Pm  4 0. Les résultats de la simulation avecPm  4 0 sont présentés figures 9.5 et 9.6. On voit

que sur la figure 9.5, l’interface se déplace cette fois vers l’intérieur. Le disque évolue jusqu’à

ce que rs atteigne le rayon interne. A cet instant, le couple magnétique est dominant sur tout

le disque et le régime de JED s’y établit avec une magnétisation pratiquement constante sur le

disque. Comme on pouvait s’y attendre, on remarque sur la figure 9.6 que le fluxmagnétique au

bord externe du disque ne varie que très peu. On peut déjà exclure tout gain de fluxmagnétique

au bord externe du disque comme cause de cette diminution du rayon de transition.

En revanche, on remarque que le taux d’accrétion dans le disque au niveau de la transition

est décroissant avec le rayon : ceci implique donc une diminution de la densité dans cette zone

et donc une augmentation de la magnétisation. Une nouvelle fois, il semble que la di érence

entre les taux d’accrétion du SAD et du JED joue un rôle dans l’évolution du rayon de transition,

mais il reste encore à trouver l’origine de cet écart.
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F     9.5 – Évolution temporelle d’une transition SAD JED : cas  0 1 et Pm  4 0. En haut à gauche la densité
surfacique du disque, en haut à droite le champmagnétique ; en bas à gauche la magnétisation et en bas à droite
le nombre de Mach sonique. Chaque grandeur est a chée à quatre instants de la simulation exprimés en temps
d’accrétion au bord externe du disque. On voit clairement que le rayon de transition diminue avec le temps. Le
disque converge vers un JED.



167 2. RÉSULTATS

��
�

��
�

��
�

���

���

�

���

���

���
	
��

��


�����

���
�����

���

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�

��
�


�����

��������
���	
�

��
�

��
�

��
�

�

���

���

���

���

���

���

���


�����

��������
����

 
�
! 
"

��
�

��
�

��
�

��
��

��
��

��
�


�����

#�������$
%�
�����

�
&

�'




���
�
���

�'




���
�
���

�'




����
���

�'




���
�
���

F     9.6 – Évolution temporelle d’une transition SAD JED : cas   0 1 et Pm  4 0. En haut à gauche le taux
d’accrétion, en haut à droite le flux magnétique traversant le disque ; en bas à gauche le shear magnétique (q) et
en bas à droite v. Chaque grandeur est a chée à quatre instants de la simulation exprimés en temps d’accrétion
au bord externe du disque. On voit clairement que le rayon de transition diminue avec le temps, jusqu’à ce qu’on
converge vers un état stationnaire.

On voit donc que pour   0 1 on a déterminé une borne d’encadrement autour d’un (ou

de) Pm qui permet(tent) d’aboutir à l’équilibre de la transition.

 Pm  2 5 : configuration stationnaire. La transition stationnaire est obtenue pour des valeurs

proches de Pm  2 75. En e et, je ne présente ici que le résultat pour Pm  2 5, mais on retiendra

que j’ai trouvé des états stationnaires pour Pm  2 6 ; 2 8 ; 3 0. Les résultats sont présentés

figures 9.7 et 9.8. On observe un régime transitoire pendant lequel le rayonde transition diminue

légèrement, puis on atteint un état stationnaire. Cette dégénérescence de paramètres autorisant

une configuration stationnaire est probablement due à des e ets numérique (dissipation, e et

de résolution). Il serait intéressant à l’avenir d’étudier l’e et de la résolution du maillage sur la

valeur des Pm qui autorisent une configuration stationnaire, ce qui serait simple à réaliser.
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F     9.7 – Évolution temporelle d’une transition SAD JED : cas  0 1 et Pm  2 5. En haut à gauche la densité
surfacique du disque, en haut à droite le champmagnétique ; en bas à gauche la magnétisation et en bas à droite
le nombre de Mach sonique. Chaque grandeur est a chée à quatre instants de la simulation exprimés en temps
d’accrétion au bord externe du disque. Les troisième et quatrième courbes se superposent sur chaque graphe.
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F     9.8 – Évolution temporelle d’une transition SAD JED : cas   0 1 et Pm  2 5. En haut à gauche le taux
d’accrétion, en haut à droite le flux magnétique traversant le disque ; en bas à gauche le shear magnétique (q) et
en bas à droite v. Chaque grandeur est a chée à quatre instants de la simulation exprimés en temps d’accrétion
au bord externe du disque.

 Bilan et interprétation des résultats pour  0 1. On a mis en évidence un régime station-

naire de transition SAD JED pour Pm  2 75 0 25. Je résume les évolutions temporelles des

rayons de transition pour les di érents Pm sur la figure 9.9. Dans toutes les simulations réalisées

on a v   v0 kv , avec v0 toujours égal à 1 dans les simulations (équation 9.1). Lamagnétisation

 min au rayon rs étant toujours égale à 0 1, une variation du nombre de Prandtl magnétique

Pm   v  m correspond donc à une variation de la di usivité magnétique via m. En notant P m,

le Pm garantissant la stationnarité de la transition pour  10 1, si Pm  P m, la di usion est trop

forte et la transition ne peut maintenir le champ magnétique stationnaire. La perte de champ

magnétique par le SAD implique une diminution de la magnétisation, qui elle-même implique

une diminution de la viscosité et ainsi du taux d’accrétion. Ainsi la densité du SAD augmente

ce qui amplifie la diminution de la magnétisation, ce qui implique que la transition ne peut être

maintenue. Dans le cas (Pm  P m), c’est le mécanisme inverse qui se produit, le fluxmagnétique

est advecté ce qui implique une hausse de la magnétisation, donc de la viscosité et donc du taux

d’accrétion. On comprend ici pourquoi on observe ces variations radiales du taux d’accrétion

dans la partie SAD.
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Il est nécessaire de continuer l’étude pour d’autres  . En e et, dans le cas   0 1 un état

stationnaire de transition est atteint pour Pm de l’ordre de l’unité. On peut alors se demander

si toute transition SAD JED stationnaire requiert un Prandtl magnétique de l’ordre de l’unité

ou bien si c’est un autre critère qu’il faut alors mettre en évidence. Pour étudier la question,

j’ai réalisé un ensemble de simulations identiques aux précédentes, mais avec  10 2 pour la

première série, et  10 3 pour la seconde.
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F     9.9 – Évolution du rayon de transition SAD JED d’un disque d’épaisseur  0 1 pour 3 nombres de Prandtl
magnétique : 1 0 ; 2 5 ; 4 0. Pour Pm  1 0, le rayon de transition augmente (courbe noire), on converge vers une
configuration stationnaire pour Pm  2 5 (courbe bleu), et pour Pm  4 0, le rayon de transition diminue très
rapidement pour atteindre le bord interne du disque (on a donc plus de transition à partir de ce moment).

2.2 ÉTUDE POUR   0 01

Pour cette série de simulations, j’ai étudié une gamme de Prandtl magnétique allant de 10

à 40. Je m’intéresse donc à un éventuel critère de stationnarité basé sur Pm car dans ce cas on

a 0 1 Pm  0 4 identique à la série précédente donc.

Dans le cas Pm  10 0 et  0 01 on aboutit à des résultats très proches de Pm  1 0 lorsqu’on

avait   0 1. Les résultats obtenus sont présentés figure 9.10. On constate qu’on retrouve un

comportement quasi identique au cas  0 1 et Pm  1 0. On remarque également que les temps

d’évolution (normalisés au temps d’accrétion au bord externe) sont lesmême. Ce résultat tend à

montrer que le critère déterminant l’évolution d’une transition SAD JED est le paramètrePm . Si

tel est bien le cas, pour  0 01, on devrait observer une advection significative de la transition

pour Pm  40 0. C’est e ectivement ce qu’on observe figure 9.11. On trouve également un état

stationnaire pour Pm  27 5 2 5 (figure 9.12).
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F     9.10 – Évolution temporelle d’une transition SAD JED : cas  0 01 et Pm  10 0. En haut à gauche la densité
surfacique du disque, en haut à droite le champmagnétique ; en bas à gauche la magnétisation et en bas à droite
le nombre de Mach sonique. Chaque grandeur est a chée à quatre instants de la simulation exprimés en temps
d’accrétion au bord externe du disque. On retrouve des résultats très proches du cas  0 1 et Pm  1 0, à savoir
que le rayon de transition augmente, on a donc un recul du JED vers l’extérieur.
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F     9.11 – Évolution temporelle d’une transition SAD JED : cas  0 01 et Pm  40 0. En haut à gauche la densité
surfacique du disque, en haut à droite le champmagnétique ; en bas à gauche la magnétisation et en bas à droite
le nombre de Mach sonique. Chaque grandeur est a chée à quatre instants de la simulation exprimés en temps
d’accrétion au bord externe du disque. On retrouve des résultats très proches du cas  0 1 et Pm  4 0, à savoir
que le rayon de transition diminue, et qu’on converge vers un JED partout sur le disque.
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F     9.12 – Évolution temporelle d’une transition SAD JED : cas  0 01 et Pm  25 0. En haut à gauche la densité
surfacique du disque, en haut à droite le champmagnétique ; en bas à gauche la magnétisation et en bas à droite
le nombre de Mach sonique. Chaque grandeur est a chée à quatre instants de la simulation exprimés en temps
d’accrétion au bord externe du disque. On retrouve des résultats très proches du cas  0 1 et Pm  2 5, à savoir
que le rayon de transition diminue, et qu’on converge vers un JED partout sur le disque.

 Bilan pour   0 01. On a mis en évidence un régime stationnaire de transition SAD JED

pour Pm  27 5 2 5. Je résume les évolutions temporelles des rayons de transition pour les

di érents Pm sur la figure (9.13). Avec le jeu de paramètres fixé pour toutes ces simulations,

on peut avancer le résultat suivant : une transition SAD JED stationnaire n’est possible que

si Pm  0 25. Au-delà de cette valeur, on observe que le rayon de transition diminue et on

converge vers un JED partout, le cas contraire, le rayon de transition augmente jusqu’à ce que

le JED ait complètement disparu du disque. Réaliser une exploration pour  10 3 permettrait

de statuer sur cette hypothèse, j’ai donc réalisé des simulation pour cette valeur de . On obtient

des résultats quasi identiques aux deux premières études, et je ne montrerai pas ici les courbes

correspondant aux tests Pm  100, Pm  250 et Pm  400 qu’on pourra voir en annexe D.
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3 BILAN

Je présente ici un récapitulatif de l’évolution du rayon de transition pour trois valeurs de

Pm : 0 1, 0 25 et 0 4 (figure 9.13).Onvérifie bien le critère de stationnarité de la transition suivant :

Pm  0 275. Les simulationsMRI semblent montrer que le Prandtl magnétique turbulent est de

l’ordre de l’unité (Pm  2 5). Par conséquent, pour qu’une telle transition puisse être advectée,

on doit nécessairement avoir une épaisseur du disque  0 1 sans quoi le JED resterait cantonné

au bord extérieur du disque.

Si on comprend bien pour quelle raison le rayon de transition évolue en faisant varier

le nombre de Prandtl magnétique pour un  donné. La raison pour laquelle on doit avoir

précisément Pm  0 275 reste floue. Il pourrait être judicieux de faire une étude sur un espace

de paramètres plus grand, afin de voir si l’on obtient des critères identiques, ou bien si ce critère

est un cas particulier dû à l’espace de paramètres étudié.
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F     9.13 – Évolution du rayon de transition SAD JED. Chaque figure correspond à une valeur d’épaisseur du
disque (0.1 ; 0.01 ; 0.001). Trois di érentes valeurs du nombre de Prandtl magnétique sont testées sur chacune
des figures. Pour chaque graphe, les valeurs de Prandtl sont choisies telles que Pm  0 1; 0 25; 0 4. On observe
le même comportement pour chaque épaisseur de disque, à savoir que pour Pm  0 25, la transition converge
vers un état stationnaire. Pour des valeurs inférieures, la transition augmente, et pour des valeurs plus grandes,
elle diminue pour converger vers un régime de JED partout sur le disque.
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Conclusions et perspectives

Au cours de cette thèse, j’ai développé un modèle de disque mince képlérien prenant en

compte à la fois la conservation du moment cinétique et le transport d’un champ magnétique

vertical à grande échelle par le disque. Le modèle décrit un disque magnétisé axisymétrique

soumis à deux sources de transport demoment cinétique : une viscosité turbulente et un couple

magnétique dû à un jet lorsque celui-ci se déclenche. Les prescriptions utilisées impliquent une

rétroaction du champ magnétique sur le disque. En e et, pour la viscosité d’une part, j’ai fait

une prescription de type MRI, supposant une dépendance fonctionnelle du paramètre v avec

la magnétisation du disque. D’autre part, j’ai supposé que l’e cacité du couple magnétique

dû au jet (lorsqu’il est présent) était fonction de la magnétisation du disque. J’ai également

introduit des seuils dans le déclenchement des jets, considérant qu’il est non nul uniquement

dans un certain intervalle de magnétisations [ min; max]. Le transport de flux magnétique ainsi

que les conservations du moment cinétique et de la masse sont donc intimement liés de par ces

hypothèses. Pour modéliser le transport du champ magnétique, j’ai dû réaliser un compromis

en supposant une magnétosphère potentielle, hypothèse nécessaire pour simuler le modèle sur

des échelles de temps de l’ordre du temps d’accrétion ou plus grandes.

Pour étudier dynamiquement ce modèle, j’ai réalisé un code dépendant du temps et à

une dimension spatiale (en rayon). Ce code prend en compte la conservation de la masse et

l’équation de transport du champ magnétique sur des échelles de temps longues devant la

dynamique képlérienne. À l’aide de ces deux outils, j’ai pu réaliser plusieurs études.

La première partie de mon travail a été d’étudier analytiquement les configurations station-

naires pour des régimes de disques éjectant (JED) et pour des régimes de disque standard (SAD).

J’ai récupéré des solutions standards de disques éjectant de type Blandford & Payne (1982). Ce

résultat semble conforter l’approximation potentielle pour des configurations homogènes. Dans

des SAD, la rétroaction du champ magnétique sur la dynamique du disque (via la prescription

sur v), m’a amené à revisiter le modèle standard des disques d’accrétion. J’ai ainsi obtenu de

nouvelles dépendances radiales pour les grandeurs du disque. Pour des nombres de Prandtl

magnétique de l’ordre de l’unité, un champmagnétique extérieur ne peut être significativement

advecté (dans l’hypothèse disque mince) et reste donc globalement uniforme radialement. Ce

résultat, qui confirme les précédentes études sur le transport de Bz, peut cependant être la

conséquence d’un biais induit par l’intégration verticale des équations du disque, abaissant

l’e cacité du transport. Ce point est discuté notamment par Guilet & Ogilvie (2012), qui, s’ap-

puyant sur des simulations locales, a rment que même pour Pm  1 un disque standard peut
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advecter significativement du flux. Ce point reste cependant à clarifier, et permettrait d’utiliser

les résultats de simulations locales comme prescriptions pour des simulations globales telles

que celles que j’ai réalisées pendant ma thèse.

Néanmoins, les dépendances radiales que j’ai obtenues dans le SAD avec Pm  1 présentent

un résultat intéressant : la magnétisation croît dramatiquement vers l’extérieur. Dans ce cadre

et pour des tailles de disque astrophysique, la magnétisation finit toujours par atteindre la

magnétisation  min de déclenchement d’un JED. Ce résultat pose la question de jets émanant

des régions externes d’un disque. Des éjections de matières sous forme de vents non collimatés

sont observées dans les étoiles jeunes (Font et al., 2004) , les noyaux actifs de galaxie (Elitzur

& Shlosman, 2006) et les binaires-X (Ponti et al., 2012). Ces vents externes sont probablement

émis par des phénomènes radiatifs et ou thermiques. Néanmoins, ce travail montre que ces

zones du disque peuvent être très magnétisées et la question de vent magnétocentrifuge se

pose clairement.

En utilisant des conditions aux limites appropriées, j’ai pu retrouver numériquement les

solutions analytiques stationnaires de JED et de SAD. L’ensemble de ces résultats analytiques et

numériques m’ont servi de base pour l’étude de configurations mixtes (SAD JED ou JED SAD).

Jeme suis ensuite intéressé à ces transitions. J’ai réalisé tout d’abordune analyse qualitative de

telles transitions, en étudiant les conditions qui leur permettent de garantir un taux d’accrétion

constant dans le disque. Il est apparu pour la transition JED SAD qu’on peut envisager une

transition conservant un taux d’accrétion constant, mais qu’il serait nécessaire d’obtenir des

distributions radiales de champ magnétique très "raides" dans le SAD, ce qui semble interdit si

seul le couple visqueux autorise la transition. Un couple additionnel pourrait éventuellement

maintenir la configuration magnétique, ce qui n’a pas été envisagé au cours de ma thèse. De

plus, le profil radial de la magnétisation obtenu dans un SAD semble assez contradictoire avec

une telle transition. Ce qui m’a amené à ne pas considérer plus loin une telle transition.

Dans un configuration SAD JED, j’ai vérifié que le couple visqueux pouvait assurer un taux

d’accrétion constant dans la transition. Le type de configuration obtenu semble cohérent avec les

configurations homogènes obtenues. Ce quim’a amené à étudier numériquement la dynamique

d’une telle configuration. Cette étude m’a permis de déterminer sous quelles conditions un

JED externe pouvait être advecté, c’est à dire que le rayon interne du JED diminue, jusqu’à

éventuellement aboutir à une configuration homogène de JED (un JED partout sur le disque).

Il en est ressorti que si le nombre de Prandtl magnétique est de l’ordre de l’unité, alors le

disque doit être moyennement mince (quantitativement de rapport d’aspect h r  0 1) pour

permettre une advection d’un JED externe. Donc si le disque est géométriquement plus mince,

(h r 10 2 ou moins), alors le flux lié au JED externe di use vers l’extérieur. Il y a donc un lien

entre le maintien de la configuration magnétique et l’état thermique qui est très intéressant et

qui mériterait d’être exploré. En e et, ce lien pourrait être une indication de l’importance des

transitions spectrales observées dans les binaires-X sur le transport de Bz via h r.

L’ensemble de ces résultats m’amène à proposer plusieurs extensions du code que j’ai dé-

veloppé durant ma thèse. En premier lieu, l’implémentation de conditions aux limites au bord

externe du disque dépendantes du temps, permettrait d’étudier la réponse du disque interne
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à des modifications imposées de la densité et du champ magnétique au bord externe du do-

maine. Cette implémentation simple à réaliser serait le premier pas vers l’étude de la variabilité

d’un disque soumis à des variations au bord externe. Deuxièmement, une modélisation de

la hauteur du disque via l’équation d’énergie fournirait des informations intéressantes pour

confronter les résultats de simulations à des données observationnelles (transitions optique-

ment épais-optiquement mince). Enfin, la résolution d’une configuration magnétosphérique

force free constituerait une avancée importante, car elle permettrait de vérifier la qualité de

l’hypothèse potentielle. Une telle modification nécessiterait des ressources numériques consé-

quentes pour simuler undisque sur des échelles de temps longues, ce qui poserait probablement

la question d’une parallélisation du code.

J’ai également étudié analytiquement la stabilité du modèle développé. Il en ressort les

conclusions suivantes :

Dans le cas d’un disque standard, une instabilitémagnéto-visqueuse peut semanifester sous

certaines conditions liées à l’e cacité de la turbulence MRI en fonction de la magnétisation. Le

résultat principal de cette étude montre qu’en l’état actuel des connaissances sur la turbulence

MRI, monmodèle est stable. Une caractérisation précise de cette dépendance à l’aide de simula-

tionsMRI globales reste cependant à réaliser afin de pouvoir conclure sur ce sujet. Si néanmoins

cette instabilité est e ective dans les disques d’accrétion, elle se manifesterait (comme toute in-

stabilité visqueuse) par la formation de sillons de matière dans le disque, ce qui impliquerait

observationnellement des trous dans les distributions spectrales d’énergie. On peut noter que

ce type de comportement a déjà été observé dans des simulations MRI en présence d’un flux

magnétique moyen non nul (Steinacker & Papaloizou, 2002). La cause de l’apparition de ces

sillons n’est pas établie, mais il semble que ce comportement soit systématique d’un disque

MRI traversé par un champ poloïdal. Une autre instabilité visqueuse a été mise en évidence

analytiquement, également liée à la dépendance de la viscosité à la magnétisation. Cette insta-

bilité, que j’ai observée numériquement, n’a cependant pas été comprise et nécessiterait une

étude supplémentaire.

Je me suis également intéressé à la stabilité d’un disque éjectant (JED) en l’absence de

viscosité (en supposant en revanche une résistivité non nulle). Remarquons que l’axisymétrie

du modèle exclut toute possibilité d’instabilité non axisymétrique pour le modèle. Cependant,

comme les solutions obtenues de JED présentent une magnétisation constante et de l’ordre de

l’unité, ces solutions sont, hors axisymétrie, sujettes à l’instabilité d’accrétion éjection (Tagger

& Pellat, 1999).

Dans le cadre du modèle développé, j’ai mis en évidence une instabilité magnéto-résistive

qui dépend à la fois de l’e cacité de la di usion du champ magnétique en fonction de la ma-

gnétisation du disque, et à la fois de l’e cacité du couple magnétique en fonction de celle-ci.

J’ai vérifié numériquement que cette instabilité était e ective à l’aide du code développé. En

l’état actuel des connaissances sur ces paramètres, j’ai trouvé qu’un disque éjectant est stable

(toujours dans le cadre du modèle développé). Ce résultat est pour le moins délicat dans la

mesure où l’hypothèse d’une magnétosphère potentielle joue nécessairement un rôle impor-

tant dans l’existence d’une telle instabilité, alors que la magnétosphère de disques éjectant
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est nécessairement non potentielle. Cependant les raisonnements avancés pour expliquer cette

instabilité restent assez généraux et il serait intéressant d’étudier cette instabilité potentielle

dans des simulations MHD de disques éjectants. Citons le travail de Tzeferacos et al. (2009)

(communication privée) qui ont réalisé des simulations axisymétriques de disque éjectant. Ils

obtiennent des résultats intrigants : en e et, ils observent des variations radiales de la magné-

tisation (qui est une constante du rayon dans les solutions autosimilaires). Ce comportement

pourrait s’expliquer par l’instabilité magnétorésistive que j’ai mise en évidence.

J’ai également mis en évidence une deuxième classe d’instabilité dans un JED pur, de type

advective cette fois. Cette instabilité est également liée aux paramètres  m et q et mène à la

formation de chocs. Elle n’a cependant pas pu être observée, probablement en raison de la trop

forte dissipation du code. Il pourrait donc être intéressant de revoir les schémas utilisés pour

étudier si cette instabilité s’observe numériquement.
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Chapitre A

Stabilité du modèle

1 PERTURBATION EN COURANT

Je cherche ici à expliciter le lien entre uneperturbation JS
 
et le a induit. Il s’agira d’expliciter

le lien entre a et JS
 
dans l’espace de fourrier. Je rappelle que pour une fonction f ( r) de Re3, la

transformée de Fourier  f ( k) s’écrit :

f ( r)  f ( k) 
 

Re3
e i
 k  r f ( r)d3 r (A.1)

Et la transformée inverse :

 f ( k) f ( r) 
 

Re3
e i
 k  r f ( k)

d3 k

(2 )3
(A.2)

En notant  A la composante toroidale du potentiel vecteur. Avec l’hypothèse d’axisy-

métrie, on trouve a :  
   
   

 Bp     (  e )

J     ( Bp)      0
(A.3)

On cherche à établir la transformée de Fourier de la seconde équation. Comme on s’intéresse à

une distribution de courant surfacique axisymétrique J  JS
 
 (z), où la fonction dirac, on a :

 
    
    

 J  

 

Re3
JS  (z)e

 i k  r   J (kr k )

    (i k)2  
(A.4)

donc :

(i k)2     0 J (kr k ) (A.5)

Vu la distribution surfacique de courant, on n’a pas à de perturbation en kz. Ainsi on revient

dans l’espace réel pour kz en faisant la transformée de Fourier inverse par rapport à lui :

  (kr k  z) 
1
2 

 

Re

  ( k)eikzzdkz  
 0

2 

 

Re

 J 

 k2
eikzzdkz  

 0
 JS
 
(kr k )

2 

 

Re

eikzz

 k2
dkz (A.6)
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On décompose ici k2  k2
H
 k2z avec k

2
H
 k2r  k

2
 
afin de séparer la variable d’intégration du

reste. Je cherche donc à évaluer l’intégrale :

I 

 

Re

eikzz

k2
H
 k2z

dkz  

   

  

eikzz

(kH ikz)(kH ikz)
dkz (A.7)

On peut résoudre cette intégrale en invoquant le théorème des résidus. On sait que :

 Si z  0 ; I  2i 
 

Im 0 Res(
eikzz

(kH ikz)(kH ikz)
 z j), avec z j les résidus de la fonction à partie

imaginaire positive.

 Si z  0 ; I   2i 
 

Im 0 Res(
eikzz

(kH ikz)(kH ikz)
 z j), avec z j les résidus de la fonction à partie

imaginaire négative.

Ce qui se résout :

a. Si z 0 :

– Si kH  0, on trouve I  e
 kHz

kH

– Si kH  0, on trouve I   e
kHz

kH

b. Si z 0

– Si kH  0, on trouve I  e
kHz

kH

– Si kH  0, on trouve I   e
 kHz

kH

Ce qui finalement se résume à :

I 
 e  kHz 

 kH 
(A.8)

  (kr k  z) 
 0
 JS
 
(kr k )

2 
I 
 0
 JS
 
(kr k )

2
e  kHz 

 kH 
(A.9)

Comme on s’intéresse au perturbations dans le plan z 0, on retiendra l’égalité suivante :

  (kr k  z) 
 0
 JS
 
(kr k )

2 kH 
(A.10)

Dans l’approximation WKB, on s’intéressera à des perturbation de faible longueur d’onde

devant r, on aura donc simplement :

 a(kr k  z) 
r 0
 JS
 
(kr k )

2 kH 
(A.11)

2 DÉMONSTRATION DU CRITÈRE DE STABILITÉ DANS LE CAS JED PUR

 Mise en place du problème - notations. La relation de dispersion s’écrit :

  2 i (A D) AD BC 0 (A.12)
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avec les coe cients :

A u k
 
 ipq
 

(A.13)

B  u k
2 r

pa

 
2(1 pq)

 
(A.14)

C u 
pa

r

  
 pq 1 pm

  
(A.15)

D u k

 
 k 

k

 1
  m 

 i
 
2(1 pq) 1 2pm

 
 

(A.16)

En posant X  
u k
, la relation de dispersion s’écrit :

X2 X
 
(3 2pm pq) i 

 
 
 
2pm pq 2 ipq 

 
 0 (A.17)

avec   k k
1
 Rm 

et p 2pm pq. Le systèmeest stable ssi Im(X ) 0. Pour la suitedu raisonnement,

je réécris la relation de dispersion sous la forme :

X2 aX c 0 (A.18)

avec a et c des complexes tels que :

a    i (A.19)

c    i pq (A.20)

avec  3 pq 2pm   ,  2pm pq 2  . J’écris le discriminant   de l’équation A.18

sous la forme :

     ei  A iB (A.21)

avec l’argument de et (A;B)  2, qui valent :

A   2  2 4 (A.22)

B  2 (  2pq) (A.23)

Je note :
 
   

 

   ei  2   (  i ) (A.24)

avec :

  

 

   cos(  2) (A.25)

  

 

   sin(  2) (A.26)

(A.27)

avec ( ; )  2. Les solutions X de l’équation A.18 sont :

X  
a 
 
 

2
 
a   i(   )

2
(A.28)
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 Condition de stabilité. je note   les solutions de l’équation A.12. Le régime de JED pur

est stable ssi Im(  )  0. Comme par définition :    u kX . Le critère de stabilité revient à

im(u kX ) 0 soit :

u k (1    ) 0 (A.29)

Par définition de  on a : u  k   k  m
 r . Par cohérence physique, on supposera toujours une

di usivité magnétique  m  0. Le critère de stabilité se résume donc à 1    0, ce qui est

équivalent à :

 2   2 (A.30)

il est donc nécessaire de caractériser pour continuer le calcul.

 Caractérisation de . On a  
 

   sin(  2), avec    A2 B2. Il reste à trouver sin(  2). A

partir de la formule trigonométrique sin( 2 ) 
 

1 cos( )
2 , sachant que cos( ) Re( )

   
, on trouve :

 2  

 
A2 B2 A

2
(A.31)

 Établissement du critère. Le critère de stabilité peut donc se réécrire :

 
A2 B2 A

2
  2 (A.32)

Je donne quelques étapes du calcul :

B2  4 2( 2 A) (A.33)

En utilisant les expressions de A,B, et , on développe et simplifie, et le critère de stabilité se

résume à l’inégalité :

p2q (2 pm)pq (1 pm) 0 (A.34)

ce qui correspond à une inégalité de degré 2 en pq. Elle se résout en recherchant les zéros de la

fonction qui sont les points de stabilité marginale :

 pq   1

 et pq  pm 1

Vu le signe positif devant p2q. Le polynôme est négatif entre les 2 racines. On obtient finalement

le critère de stabilité :

 Si pm  0 : pm 1 pq   1

 Si pm  0 : 1 pq  pm 1



Chapitre B

Équations du modèle

1 ÉQUILIBRE VERTICAL DU DISQUE

Dans un cas général, la pression dans le disque s’écrit :

P Pgaz Prad Pmag (B.1)

avec Pgaz la pression thermique, Prad la pression de radiation et Pmag la pressionmagnétique. On

néglige la pressionde radiation.Comme lemodèle se placedansun contexte où lamagnétisation

est au plus de l’ordre de l’unité, la compression magnétique est au plus du même ordre de la

compression thermique. Pour simplifier onnéglige le termemagnétique pour l’équilibre vertical

du disque. L’équilibre s’écrit alors :

 P

 z
  gz (B.2)

avec P  Pgaz. Comme on a la vitesse du son C2
s   P   . De plus en négligeant le champ de

gravitation généré par le disque devant celui de l’objet central on a : gz   
GM z

(r2 z2)3 2 avecM la

masse de l’objet central. On trouve donc :

C2
s

 log 
 z

  
GM z

(r2 z2)3 2
(B.3)

On fait l’approximation que le disque est mince ( ie z r  1) et on le suppose isotherme

(donc Cs  cte(z)). Donc :

 log 
 z

  
 2

k

C2
s

z (B.4)

avec k  (GM  r3)1 2 qui correspond à la vitesse de rotation keplerienne en r. Donc :

 (r z)  (r 0) exp

 
      

z2

2C2
s  

2
k

 
     (B.5)

On définit la demi hauteur caractéristique du disque en un rayon donné :
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h 
Cs

 k
(B.6)

On définit (r) :

 (r) 
   

  

 (r z)dz (B.7)

Or on a :

  h

 h

 (r z)dz 0 68 (r) (B.8)

donc l’essentiel de la masse est compris entre  h et  h. Je cherche à développer un modèle

intégré sur la hauteur du disque. Donc la variable calculée sera . La pression thermique est un

paramètre à considérer dans le problème. Comme on a P  C2
s . Il est nécessaire de définir une

densité 0 sur le plan du disque (à z 0) :

On définit :

 0(r)  (r) (2h) (B.9)

ainsi qu’une pression P0 sur le plan du disque :

P0(r)  0C2
s (B.10)

Dans le cas particulier isotherme, on peut remarquer que :

 0

 (r 0)
 

 
 

2
 1 25 (B.11)

ce qui correspond donc dans ce cas à une légère surestimation de la densité sur le plan du

disque. Je me satisferai de cette approximation.

P(r z)  (r z)C2
s   (r z) 

2
kh

2 (B.12)

donc :

P0   0C
2
s   0 

2
kh

2 (B.13)

Si on veut calculer hdemanière consistante, il est nécessaire de résoudre l’équation d’énergie

du disque pour connaitre Cs. Je ne résoudrai pas cette équation et ferai l’hypothèse suivante :

h

r
   cte(r t) (B.14)

hypothèse restrictive, mais e cace pour le développement du modèle. On retiendra donc cette

dernière expression et également celle donnant la vitesse du son :

Cs(r)  k(r)h(r)   k(r)r (B.15)
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FORCE DE LORENTZ

2 APPROXIMATION QUASI KÉPLÉRIENNE : ÉVALUATION DE LA

COMPOANTE RADIALE DE LA FORCE DE LORENTZ

La composante radiale de la force de Lorentz est :

J B r  J Bz JzB (B.16)

Dans l’approximation disque mince, je néglige la contribution JzB . En considérant la densité

surfacique de courant toroïdale du disque, je considère : Jphi  JS
 
, dans l’approximation disque

mince on peut écrire :

Jphi  
JS
 

2h
 

B r
 0h

(B.17)

Comme on travaillera avec des régimes de disques pour lesquels on aura au plus B r  Bz, on

trouve :

J B r  
BzB

 
r

 0h
 

B2z
 0h

(B.18)

Pour quantifier l’influence de la force de Lorentz sur lemouvementKéplérien, il faut la pondérer

par la force gravitationnelle et on trouve

1
 2

k

J B r
( r)

   (B.19)

La composante radiale de la force de Lorentz est donc la plus susceptible d’a ecter le

mouvement Képlérien. En e et pour desmagnétisations de l’ordre de l’unité, la déviation est de

l’ordre d’un facteur epsilon (Petite donc mais qui commence à devenir non négligeable pour un

disquemoyennementmince). On retrouve d’ailleurs ici le résultat d’un disquemagnétiquement

arrêté (  0) pour   1  . Ceci dit si la magnétisation n’excède pas l’unité, le disque est

mince, et la vitesse d’accrétion est petite devant la vitesse képlérienne, l’approximation disque

képlérien est valide. Comme on se placera toujours dans ce cadre, on pourra considérer le

disque Képlérien.

3 CRITÈRE AUTORISANT a INDÉPENDANT DE z

 Critère. On a :

a(r l) a(r 0) 
 l

0

 a

 z
dz (B.20)

Sachant que Br   1 r za

a(r l) a(r 0) r
 l

0
Br(r z)dz (B.21)

Donc :
a(r l)
a(r 0)

 1 
r

a(r 0)

 l

0
Br(r z)dz (B.22)

On a :
 
   
   

 Br(r z)   B r 

rBz  a r
(B.23)
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Donc :

 1 
a(r l)
a(r 0)

  
h

r

B r
Bz

(B.24)

On peut donc réécrire la condition "a indépendant de z" :

h

r

B r
Bz
  1 (B.25)

Le critère donnée ci dessus nous permet de savoir si oui ou non, on peut considérer a indé-

pendant de z. Suposons que l’on fasse une simulation du transport en utilisant un algorithme

reprenant la méthode que l’on veut expliciter. Pour vérifier la validité de la méthode dans un

cas donné, il faudra étudier le rapport h rBr  Bz sur toute la durée d’évolution de champ. Donc

on ne saura qu’à la fin de la simulation si elle est valable. Il est donc très interessant d’avoir

un critère nous permettant de connaitre la validité de la méthode avant de faire tourner une

simulation, c’est à dire en fonction des paramètres d’entrée du code. Pour celà, il est necessaire

de se faire une idée de l’état final du champ das le disque.

 État stationnaire. On pourra voir équation (3.92) :

B r
Bz

(r) Rm(r)
h

r
 Rm(r) (B.26)

 Critère retenu En utilisant les équations B.25 et B.26, on obtient le critère utile pour avoir a

indépendant de z : a indépendant de z si :

 2Rm   1 (B.27)

Le nombre de reynolds magnétique est très important car il permet de quantifier le rapport des

coeficients de transport. C’est le critère donné par l’équation B.26 qui est utile pour connaitre la

validité de notre hypothèse de travail.



Chapitre C

Bilan de l’ensemble des équations
discrétisées

Je présente ici le bilan des équations discrétisées du modèle.
 
                                           
                                           

1 
ri 1
ri

 K ;  y logK ; ri 1 2  
ri 1 ri

2
; ri  ri 1 2 ri 1 2

2  n 1
i

  ni  
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 (r2
i 1 2 r
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7 Ṁm 
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1
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10 un
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Ṁn
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2 r n
i

; Ṁn
i  

Ṁn
i 1 2 Ṁ

n
i 1 2

2
11 I  Q[A Aext] ; Q Q(ri)

(C.1)

Ce bilan ne présente pas les conditions aux limites.



ANNEXE C. BILAN DE L’ENSEMBLE DES ÉQUATIONS DISCRÉTISÉES 194



Chapitre D

Simulation SAD JED réalisée pour
  10 3
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F     D.1 – Évolution temporelle d’une transition SAD JED : cas   0 001 et Pm  100 0. En haut à gauche la
densité surfacique du disque, en haut à droite le champ magnétique ; en bas à gauche la magnétisation et en bas
à droite le nombre de Mach sonique. Chaque grandeur est a chée à 4 instants de la simu exprimés en temps
d’accrétion au bord externe du disque. On retrouve des résultats très proches du cas  0 1 et Pm  1 0, à savoir
que le rayon de transition augmente, on a donc un recul du JED vers l’extérieur.
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F     D.2 – Évolution temporelle d’une transition SAD JED : cas   0 001 et Pm  400 0. En haut à gauche la
densité surfacique du disque, en haut à droite le champ magnétique ; en bas à gauche la magnétisation et en bas
à droite le nombre de Mach sonique. Chaque grandeur est a chée à 4 instants de la simu exprimés en temps
d’accrétion au bord externe du disque. On retrouve des résultats très proches du cas présenté dans le corps du
texte, à savoir que le rayon de transition diminue, et qu’on converge vers un JED partout sur le disque.
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F     D.3 – Évolution temporelle d’une transition SAD JED : cas  0 001 et Pm  250 0. En haut à gauche la densité
surfacique du disque, en haut à droite le champmagnétique ; en bas à gauche la magnétisation et en bas à droite
le nombre de Mach sonique. Chaque grandeur est a chée à 4 instants de la simu exprimés en temps d’accrétion
au bord externe du disque. On retrouve également des résultats très proches de ceux présentés dans le corps du
texte, à savoir que le rayon de transition diminue, et qu’on converge vers un JED partout sur le disque.



Chapitre E

Projet "Fly your thesis !"
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Transport d’un champ magnétique vertical dans les
disques d’accrétion

Rémi de GUIRAN

Résumé

Le champ magnétique vertical joue un rôle prépondérant dans la dynamique des disques d’accrétion. L’émis-

sion de jets par un disque ainsi que la turbulence qu’on suppose y exister sont tous deux fortement contraints par

l’intensité de ce champ vertical. Ce champ évolue lui même suivant les mécanismes d’advection par la matière et

de di usion par la turbulence. Depuis plus de vingt ans, la question de l’évolution d’un tel champ dans un disque

fait l’objet de nombreuses études, mais une modélisation globale de disque prenant en compte tous ces ingrédients

n’avait encore jamais été réalisée. Je propose ici unmodèle, considérant le transport d’un champmagnétique vertical

par le disque, mais également la rétroaction de ce champ sur la dynamique du disque. Une résolution analytique

de configurations homogènes est réalisée. Elle confirme les résultats des études précédentes, à savoir qu’en l’état

actuel des connaissances des processus de transport, un disque turbulent ne peut advecter significativement le

champ vertical pour permettre l’émission d’un jet. Elle met cependant en avant une configuration nouvelle de

disque, mixte, dans laquelle les conditions d’éjection sont réunies non pas à l’intérieur du disque mais dans ses

régions externes. La stabilité des configurations homogènes calculées a été réalisée, et de nouvelles instabilités

sont mises en avant. L’e ectivité de ces instabilités est caractérisée par les dépendances fonctionnelles employées

pour quantifier la dynamique du disque et celle du champ magnétique. Une caractérisation, via des simulations

locales, des ces dépendances fonctionnelles, permettrait de savoir si ces instabilités peuvent être e ectives dans un

disque d’accrétion. Enfin, les outils numériques développés permettent d’étudier les configurations envisagées. Les

configurations homogènes stationnaires déterminées analytiquement sont récupérées, et une étude dynamique de

la configurationmixte permet de caractériser les conditions d’advection de la limite disque éjectant disque standard.

Les perspectives qu’ouvrent cette thèse sur di érents sujets (turbulence, compréhension des mécanismes d’accré-

tion, variabilités observées) seront discutées.
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Abstract

The vertical magnetic field plays a fundamental role in the dynamics of accretion discs. The jet launching, so

as the turbulence that is supposed to exist in these discs are strongly constrained by the intensity of this field. This

field evolves following the mechanisms of advection by the mater and di usion by turbulence. The question of

the evolution of such a field has been studied since more than 20 years, but a global modelling, involving all these

mechanisms wasn’t done yet. I propose a model, taking into account the transport of a vertical magnetic field by the

disc, and also the feedback of this field on the dynamics of the disc. Analytical solutions for standard configurations

a calculated. It confirms previous studies in the sense that considering the state of the art, a turbulent disc can not

advect a vertical field in order to allow a jet launching. However, a new configuration is rose, in which the ejection

conditions are realised in the outer radius of the disc. The stability of the standard configurations is calculated,

and new instabilities are rose. The e ectivity of such instabilities depends on the functional dependancies used

to quantify the disc dynamics. A determination of such dependancies, via local simulations, would clarify if such

instabilities could be e ective in accretion discs. At last, the numerical tools developed allows to study the configu-

rations. Standard one are found, and a dynamical study of the new configuration is done to determine the advection

conditions for the limit ejecting disc standard disc. The perspectives of this study on di erent topics (turbulence,

understanding of accretion mechanisms) will be discussed.
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