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Résumé

On considére généralement que la fonction d’onde macroscopique décrivant un condensat de
paires de fermions posséde une phase parfaitement définie et immuable. En réalité, il n’existe
que des systéemes de taille finie, préparés a température non nulle ; le condensat posséde alors
un temps de cohérence fini, méme lorsque le systéme est isolé. Cet effet fondamental, cru-
cial pour les applications qui exploitent la cohérence macroscopique, restait trés peu étudié.
Dans cette thése, nous relions le temps de cohérence a la dynamique de phase du condensat,
et nous montrons par une approche microscopique que la dérivée temporelle de 'opérateur
phase 90 est proportionnelle & un opérateur potentiel chimique qui inclut les deux branches
d’excitations du gaz : celle, fermionique, de brisure des paires et celle, bosonique, de mise en
mouvement de leur centre de masse. Pour une réalisation donnée de 1’énergie E et du nombre
de particules N, la phase évolue aux temps longs comme —2i,,.(E, N)t/h ol piy,e(E, N) est le
potentiel chimique microcanonique ; les fluctuations de F et de N d’une réalisation a l'autre
conduisent alors a un brouillage balistique de la phase, et & une décroissance gaussienne de
la fonction de cohérence temporelle avec un temps caractéristique o< N'/2. En I’absence de
telles fluctuations, la décroissance est au contraire exponentielle avec un temps de cohérence
qui diverge linéairement en N a cause du mouvement diffusif de 6y dans environnement des
modes excités. Nous donnons une expression explicite de ce temps caractéristique a basse
température dans le cas d’une branche d’excitation bosonique convexe lorsque les phonons
interagissent via les processus 2 <+ 1 de Beliaev-Landau. Enfin, nous proposons des méthodes
permettant de mesurer avec un gaz d’atomes froids chaque contribution au temps de cohé-
rence.

Mots-clés Condensation de Bose-Finstein, Cohérence macroscopique, probléeme a N corps,
gaz de fermions, paires de Cooper, transition BEC-BCS, diffusion de quasi-particules

Abstract

It is generally assumed that a condensate of paired fermions at equilibrium is characterized
by a macroscopic wavefunction with a well-defined, immutable phase. In reality, all systems
have a finite size and are prepared at non-zero temperature ; the condensate has then a finite
coherence time, even when the system is isolated. This fundamental effect, crucial for applica-
tions using macroscopic coherence, was scarcely studied. Here, we link the coherence time to
the condensate phase dynamics, and show using a microscopic theory that the time derivative
of the condensate phase operator 0, is proportional to a chemical potential operator which
includes both the fermionic pair-breaking and the bosonic pair-motion excitation branches.
For a given realization of the number of particle N and of the energy E, the phase evolves
at long times as —2p,,.(E, N)t/h where pi,,.(F, N) is the microcanonical chemical potential ;
fluctuations of N and E from one realization to the other then lead to a ballistic spreading of
the phase and to a Gaussian decay of the temporal coherence function with a characteristic
time oc N'/2. On the contrary, in the absence of energy and number fluctuations, the decay
of the temporal coherence function is exponential with a characteristic time scaling as N due
to the diffusive motion of f; in the environnement created by the excited modes. We give an
explict expression of this characteristic time at low temperature in the case where the bo-
sonic branch is convex and the phonons undergo 2 <» 1 Beliaev-Landau process. Finally, we
propose methods to measure each contribution to the coherence time using ultracold atoms.
Key-words Bose-FEinstein Condensation, Macroscopic Coherence, many-body problem, Fermi
gases, Cooper pairs, BEC-BCS transition, quasiparticles scattering



Résumé en francgais courant

La cohérence est une propriété essentielle des systémes quantiques macroscopiques tel
que les lasers, les supraconducteurs et les superfluides. Elle signale 'apparition d’un com-
portement collectif des particules de lumiére ou de matiére qui, cessant d’étre des objets
discernables, se mettent a vibrer en phase pour former une onde macroscopique appelée un
condensat. Dans des systémes bien isolés du désordre environnant, la cohérence permet d’amé-
liorer sensiblement la précision des mesures utilisant les technologies quantiques, comme les
horloges atomiques, les gravimétres ou les magnétomeétres, et 'efficacité des télécommunica-
tion quantiques.

Il est donc crucial de savoir combien de temps cette cohérence macroscopique perdure
dans un systéme isolé. Lorsque les particules du condensat interagissent, ceci constitue un
difficile probléme de physique & grand nombre de corps, encore plus a température non nulle,
lorsque le condensat baigne dans un nuage d’excitations résultant de 1’agitation thermique.
Dans les systémes de bosons, ce probléme a été étudié en profondeur et plusieurs expériences
ont rapporté des mesures du temps de cohérence. Cependant, aucune prédiction théorique
n’existait pour des systémes ot la cohérence s’établit entre des paires formées de particules
fermioniques de deux espéces différentes, comme dans les supraconducteurs ou les gaz froids
d’atomes fermioniques. Cette thése comble ce vide théorique en partant des premiers principes
de la physique. Nous nous concentrons sur le cas ou les paires de fermions sont formées
d’atomes neutres refroidis presque jusqu’au zéro absolu et soumis a des interactions attractives
d’intensité ajustable, situation qui est de nos jours couramment réalisée en laboratoire. Nos
résultats restent néanmoins pertinents pour les autres systémes fermioniques.

Pour un gaz entiérement isolé préparé a température non nulle, nous montrons que le
condensat est déphasé par deux types d’excitations thermiques : lorsque les paires se brisent
en libérant deux fermions libres, et lorsqu’elles se mettent a vibrer collectivement telles les
molécules d’air au passage d’'une onde sonore. Ce déphasage conduit & une perte de cohérence
au bout d’un temps typique de I'ordre de la seconde. Nous montrons aussi que lorsque ’'on
compare plusieurs gaz dont les nombres de particules et les énergies totales différent, la
cohérence de I'ensemble décroit encore plus rapidement, sur un temps typique de 'ordre de
la milliseconde. Enfin, nous proposons plusieurs schémas expérimentaux réalistes permettant
de mesurer le temps de cohérence d’un gaz d’atomes froids par interférence entre ondes de
matiére.
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Introduction

On parle de cohérence a propos d’un systéme ondulatoire lorsqu’il existe une relation de
phase bien définie sur 'onde prise a deux instants différents, dans le cas de la cohérence tem-
porelle, ou dans deux sous-régions du systéme, dans le cas de la cohérence spatiale. Lorsque
la phase relative de I'onde entre les deux points a une valeur bien définie, identique sur plu-
sieurs oscillations, on dit que ces deux parties sont cohérentes entre elles. A I'inverse, elles
sont incohérentes si de fortes fluctuations brouillent leur phase relative. Comme tout objet
ondulatoire, un systéme quantique peut ou non étre cohérent, dans le temps ou dans I’espace.
On sait aujourd’hui manipuler des systémes quantiques individuels ou mésoscopiques ayant
une cohérence temporelle longue : photons dans une cavité [1], ions piégés [2] ou atomes
neutres indépendants. Ils sont utilisés en information quantique pour faciliter le transport
des bits quantiques et augmenter la fidélité des portes logiques, dans les horloges atomiques
pour maximiser le temps d’interrogation et réduire l'incertitude sur la mesure [3|, ou dans
les mémoires quantiques [4] pour augmenter le temps de stockage de I'information. Depuis la
découverte des supraconducteurs [5], de la superfluidité [6, 7, 8] et du laser [9], on sait aussi
préparer des systémes cohérents macroscopiques, dans lesquels la cohérence est partagée par
un grand nombre de particules, réunies dans une méme fonction d’onde. Plus récemment,
grace a l'essor des techniques de refroidissement et de piégeage laser, la cohérence macrosco-
pique a pu étre observée dans les gaz d’atomes neutres bosoniques [10], ot I'ensemble des
particules cohérentes est appelé un condensat. Elle a ensuite été exploitée pour former, avec
des atomes en interaction, des états de spin comprimés [11, 12, 13, 14, 15] qui permettent
de réduire l'incertitude d’une mesure de phase au-dessous des fluctuations poissonniennes
classiques d'une assemblée de N atomes indépendants. D’ores et déja, l'intérét de ces états
pour améliorer les mesures de temps [16, 14| ou de champ magnétique [17, 18| a re¢u une
démonstration de principe. L’utilisation de condensats de Bose-Einstein cohérents pourrait
aussi permettre d’améliorer les mesures de champ gravitationnel [19]|. Derniérement, 1’exis-
tence d’une cohérence macroscopique dans un gaz d’atomes fermioniques appariés dans des
états internes 1 et | différents a été démontrée expérimentalement [20, 21, 22|. Cette percée
scientifique ouvre la voie & une nouvelle thématique de recherche, potentiellement aussi fé-
conde que les travaux sur la cohérence macroscopique en optique et dans les condensats de
bosons. Cette these s’inscrit dans cette nouvelle thématique et espére parvenir & une étude,
la premiére pour un condensat de paires de fermions, a la fois fondamentale, essentiellement
analytique et la plus compléte possible de la cohérence du gaz et de ses limites intrinseques,
conséquences de la dynamique interne du gaz.

Spécificités des systemes d’atomes froids : Expérimentalement, I’avantage des systémes
d’atomes froids est d’offrir une grande liberté dans le choix des paramétres microscopiques
du gaz. Les résonances de Feshbach (23, 24, 25|, qui utilisent un champ magnétique externe
pour amplifier les processus de diffusion & deux corps entre certains états internes des atomes,
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permettent ainsi de régler la force des interactions entre les particules, aussi bien bosoniques
[26] que fermioniques [27]. Dans les gaz de bosons, la liberté offerte par ces résonances est
malheureusement limitée par I’apparition de fortes collisions inélastiques & trois corps [28].
Ce n’est pas le cas des gaz de fermions, ou les résonances de Feshbach ont permis de parcourir
la transition continue [29, 30, 31, 32| d’un superfluide de paires faiblement liées, proche d’une
mer de Fermi, dans le régime dit de Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS), a un condensat de
dimeéres quasi bosoniques dans le régime de Condensation de Bose-Einstein (CBE). Cette
possibilité unique distingue les gaz d’atomes fermioniques neutres des autres systémes fer-
mioniques dégénérés, tel ’'Hélium III superfluide ou les supraconducteurs. Autre exemple de
I’adaptabilité offerte par les atomes froids, la géométrie du potentiel de piégeage externe peut
étre controlée précisément, notamment depuis ['utilisation de dispositifs de micro-optique qui
offrent une précision a I’échelle micrométrique. On peut ainsi créer des potentiels optiques
a fond plat [33], en double puits avec une barriére de hauteur ajustable [34] ou en réseau
de profondeur ajustable. Cette derniére possibilité a permis d’observer la transition entre
une phase de Mott, ou les particules sont localisées sur les sites du réseau et incohérentes
entre elles, et une phase superfluide, ot les particules, délocalisées, partagent une cohérence
macroscopique.

Du point de vue théorique, les gaz d’atomes froids sont de bons systémes pour explorer
analytiquement le probléme a N corps. D’une part, leur étude bénéficie de puissants ou-
tils développés dans d’autres domaines de la physique, physique de la matiére condensée ou
physique nucléaire : 'approximation de Hartree-Fock [35, 36, 37, 38| ou de Hartree-Fock-
Bogolioubov [39, 40, 29| (dites parfois approximations de champ moyen) pour décrire I’état
fondamental approché du gaz, la théorie de Bogolioubov [41] dans les gaz de bosons, I’Ap-
proximation de la Phase Aléatoire (RPA) [42], 'approche par les fonctions de Green [43]| ou
les approches variationnelles [40] dans les gaz de fermions pour décrire les excitations élé-
mentaires du gaz, et le traitement perturbatif des processus non linéaires pour tenir compte
des interactions entre excitations élémentaires [44, 45, 46|. En pratique, I’emploi de ces théo-
ries statistiques de basse énergie se justifie par les températures trés basses atteintes par les
atomes du gaz, et par le nombre de ceux-ci, qui, sans étre comparable aux populations des
systémes de matiére condensée, est néanmoins plus que suffisant pour justifier les approxi-
mations habituelles de la physique statistique. D’autre part, les conditions expérimentales
particulieres aux gaz d’atomes froids offrent un cadre théorique avantageux dans lequel les
approches précédemment citées aboutissent a des prédictions essentiellement analytiques des
observables collectives du gaz. En particulier, le régime dilué et de basse énergie dans lequel
les interactions ont lieu dans ces systémes permet de les décrire avec un nombre de paramétres
limité [47, 48]. Dans les gaz de fermions, ces simplifications ont permis des prédictions analy-
tiques des quantités thermodynamiques du gaz [49], du spectre des excitations élémentaires
[50] et des processus d’amortissement des quasi-particules [46, 51, 52].

Cohérence macroscopique dans les gaz d’atomes froids : Du point de vue de la cohé-
rence macroscopique, les gaz d’atomes froids sont aussi des systémes singuliers. D’un coté,
le nombre d’atomes relativement faible comparé aux systémes de matiére condensée rend
sensibles des effets de taille finie sur la cohérence macroscopique. Mais surtout, tandis que
dans la plupart des systémes de matiére condensée, la cohérence est rapidement perdue suite
a l'interaction avec un environnement désordonné, dans les gaz d’atomes froids, cette déco-
hérence extrinséque peut étre efficacement réduite par 1'utilisation de piéges immatériels non
dissipatifs dans une enceinte a vide. Signe de son importance pour la physique des atomes
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froids, les expériences ont cherché a mettre en évidence cette persistance d’une cohérence ma-
croscopique dés le début des travaux sur les gaz de bosons condensés [53, 54], le plus souvent
via des protocoles d’interférences entre ondes de matiéres aprés temps de vol [55, 56]. Ces
conditions expérimentales uniques donnent son importance pratique a une question fonda-
mentale : qu’est-ce qui, en 'absence de décohérence extrinseéque, limite le temps de cohérence
du gaz?

Cohérence macroscopique dans les gaz de bosons : Ce temps de cohérence intrinséque a
d’abord été déterminé théoriquement & température nulle [57, 58] dans un gaz de bosons en
interaction faible, et la perte de cohérence a été reliée au brouillage de la phase du condensat
sous l'effet combiné des interactions entre les particules et des fluctuations du nombre de
particules [59, 60]. A température non nulle, des travaux théoriques plus récents ont montré
que, (i) contrairement & ce qui avait d’abord été prédit [61, 62, 63|, 'étalement de la phase
du condensat & nombre de particules fixé est balistique plutdt que diffusif [64] du fait des
fluctuations de ’énergie [65], ce qui conduit & une décroissance gaussienne de la fonction
de cohérence temporelle, (i7) en 'absence de telles fluctuations, il subsiste, sous 'effet des
interactions entre quasi-particules, un étalement diffusif [66] de la phase du condensat qui
conduit a une décroissance exponentielle de la fonction de cohérence. En revanche, aucune
prédiction théorique du temps de cohérence intrinséque d’un gaz condensé de fermions n’existe
a ce jour. Cette thése entend combler cette lacune.

Cohérence macroscopique dans les gaz de fermions : La cohérence dans les systémes fer-
mioniques, atomes neutres comme supraconducteurs, ne peut s’établir directement entre les
particules comme dans les systémes bosoniques. En effet, le principe d’exclusion de Pauli
empéche les fermions d’appartenir a la méme fonction d’onde et donc de former un conden-
sat de particules individuelles. Une cohérence macroscopique est cependant possible si les
fermions se corrélent par petits groupes, le plus souvent par paires, assez fortement liés pour
pouvoir se condenser dans la méme fonction d’onde de leur centre de masse. Le cas le plus
courant est celui ol deux fermions s’assemblent en onde s, dans une fonction d’onde de paire
invariante par rotation autour de son centre de masse, symétrique vis-a-vis de I’échange des
deux fermions, qui doivent donc étre dans deux états internes distincts T et |. Pour que la
condensation puisse avoir lieu, la fonction de paire doit étre suffisamment large dans ’espace
de Fourier du vecteur d’onde relatif pour autoriser une densité non nulle, donc une population
macroscopique, dans un vecteur d’onde du centre de masse donné [39]. Dans ce travail, nous
considérerons un gaz de fermions T et | non polarisé, c¢’est-a-dire avec le méme nombre de
fermions dans chaque état interne. Dans ce cas, le condensat est formé de paires au repos,
avec un vecteur d’onde de leur centre de masse nul.

Observer la cohérence macroscopique d'un condensat de paires de fermions est aussi plus
difficile que dans un condensat de bosons, ou il apparait un pic de population dans le mode
fondamental. Puisqu’il s’agit d’une condensation de paires, elle affecte seulement les obser-
vables & deux corps et se réveéle donc dans les corrélations entre des mesures de densité du
gaz [67, 68]. Néanmoins, il est toujours possible de transformer les paires en diméres quasi
bosoniques dans la limite CBE a I’aide d’une résonance de Feshbach, et donc de réutiliser les
techniques d’observation ayant fait leurs preuves sur des condensats bosoniques. Cette astuce
a permis l'observation de franges d’interférence dans le recouvrement aprés temps de vol de
deux condensats de dimeéres [69]. La phase relative des deux condensats n’étant pas initiale-
ment bien définie, le contraste des franges est nul aprés moyenne sur les réalisations dans une
telle expérience. Reprendre ce protocole avec deux condensats initialement cohérents parait
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a portée des techniques actuelles et permettrait d’identifier d’éventuelles sources de pertes
de cohérence.

L’étude, aussi bien théorique qu’expérimentale, du temps de cohérence intrinseque d’un
gaz de fermions a température non nulle promet d’étre encore plus riche que le cas bosonique
sur plusieurs points. D’abord, il sera possible de suivre I'évolution de ce temps le long de la
transition continue entre les régimes BCS et CBE, et, entre ces deux extrémes, d’étudier la
limite unitaire, point ot la longueur de diffusion devient infinie et les interactions résonnantes,
et ol le comportement du gaz peut étre qualifié d’universel au sens ot il ne dépend d’aucune
échelle de longueur associée aux interactions. Ensuite, le spectre des excitations élémentaires
du gaz de fermions appariés est plus riche que celui du gaz de bosons : d’une part les paires de
fermions peuvent étre excitées dans leur mouvement relatif, éventuellement jusqu’a la brisure,
ce qui constitue une premiére branche d’excitation de type fermionique [70, 42|, d’autre part,
leur centre de masse peut étre mis en mouvement, ce qui constitue une branche d’excitation
bosonique, plus semblable a la branche d’excitation dite de Bogolioubov d'un gaz de bosons.
L’inclusion des contributions de ces deux branches a la dynamique de la phase du condensat
est un des défis majeurs de cette these. Enfin, I'existence de changements de concavité dans les
deux branches d’excitation modifie les processus d’amortissement des quasi-particules : méme
a basse température, ce ne sont plus nécessairement les processus 1 <+ 2 de type Beliaev-
Landau qui dominent la cinétique du gaz comme dans un gaz de bosons. Ces modifications
se répercutent sur le taux d’étalement diffusif de la phase, et donc sur le temps de cohérence
du gaz.

Plan de cette these : Le présent travail sera divisé en trois parties. Dans la premiére partie,
nous exposerons le raisonnement qui permet de conclure en toute généralité que la fonction de
cohérence du condensat de paires de fermions se brouille aprés un temps que nous appelons le
temps de brouillage et que nous exprimerons en fonction des parameétres thermodynamiques
du gaz. Pour cela nous introduirons 'opérateur phase du condensat de paires, dont la dé-
rivée par rapport au temps est une dérivée adiabatique de 1’énergie par rapport au nombre
de particules, sorte d’opérateur potentiel chimique. Les fluctuations de cet opérateur, qu’en
invoquant I’hypothése de thermicité des états propres nous relions aux fluctuations de I’éner-
gie et du nombre de particules, conduisent & un étalement balistique de 'opérateur phase
et & une décroissance gaussienne de la fonction de cohérence, phénomeéne que nous appelons
superdiffusion de phase. A Iordre suivant en la taille du systéme, I’approche non perturbative
que nous utilisons, fondée sur I'utilisation de la résolvante et de la méthode des projecteurs,
permet de montrer que la diffusion de 'opérateur phase du condensat sous l'effet des interac-
tions entre quasi-particules & température non nulle ajoute une décroissance exponentielle a
la fonction de cohérence. Cet effet, en principe sous-dominant, est cependant le seul brouillage
qui subsiste dans un gaz préparé dans ’ensemble microcanonique. Dans la deuxiéme partie,
nous revenons a l’étude de la dynamique de l'opérateur phase du condensat et établissons
fermement, sur une base microscopique, 1’équation fondamentale qui relie sa dérivée tempo-
relle & un opérateur potentiel chimique, dans lequel nous pointons les contributions des deux
branches d’excitation, fermionique et bosonique. Nous aborderons ce probléme par les diffé-
rentes théories de basse énergie du gaz cohérent de fermions : (i) ’approche hydrodynamique
quantique qui permet d’inclure la branche bosonique sans approximation aucune sur 1’équa-
tion d’état du gaz mais en se contentant d’une description mésoscopique qui omet les degrés
de liberté internes des paires et donc la branche d’excitation fermionique, (i7) I’Approxima-
tion de la Phase Aléatoire (RPA), fondée sur 'approximation de Bardeen-Cooper-Schrieffer
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(BCS) de l'état fondamental, qui décrit correctement la branche d’excitation fermionique
et sa contribution a la dynamique de phase mais échoue & inclure la branche bosonique, et
enfin (ii7) une théorie variationnelle, semi-classique et microscopique, qui parvient a décrire
tout le spectre d’excitation et sa contribution a la dynamique de phase par un raisonnement
général, reposant uniquement sur les symétries du hamiltonien, symétries que notre théorie
prend soin de respecter. Toujours dans cette deuxiéme partie, nous exploitons le cadre fourni
par la théorie variationnelle pour obtenir des résultats analytiques explicites sur la branche
bosonique : son spectre, les opérateurs de création et d’annihilation de quasi-particule qui
lui sont associés et le taux d’amortissement de ces quasi-particules par les processus Beliaev-
Landau 1 <> 2. Ces résultats sont exploités dans un dernier chapitre pour décrire la diffusion
de la phase du condensat a basse température dans le cas d’une branche bosonique convexe.
Enfin, une troisiéme partie combine les résultats microscopiques explicites de la deuxiéme
partie & des données expérimentales pour fournir des estimations quantitatives du temps de
cohérence du gaz, a température nulle puis dans ’ensemble canonique a la limite unitaire,
et finalement dans I'ensemble microcanonique. A chaque fois, nous proposons un protocole
simple et a la portée des dispositifs expérimentaux actuels pour observer la cohérence et le
brouillage du gaz de paires de fermions.
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Premiére partie

Brouillage de phase
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Chapitre I

Brouillage de phase a température nulle

Ce chapitre introductif entend permettre une premiére compréhension intuitive du brouil-
lage de phase dans un gaz de paires de fermions, a partir d’'une situation expérimentale
concréte, et a température nulle. La séquence que nous imaginons est la suivante : (i) Un
gaz de N fermions répartis a proportions égales dans deux états internes notés 1 et | est
préparé sous forme de dimeéres bosoniques 1 / | dans le mode fondamental ¢y d’un puits
simple et avec des interactions négligeables. (i7) Une barriére de potentiel sépare le gaz en

FIGURE 1.1 — Gaz parfait de dimeéres bosoniques initialement dans un puits simple. Le gaz est
ensuite séparé en deux composantes spatiales non polarisées par une évolution adiabatique
du potentiel de piégeage vers un potentiel en double puits symétrique.
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deux sous-systémes a et b, cohérents entre eux et piégés dans des puits symétriques I'un de
l'autre ; nous appelons a (respectivement I;) I'opérateur d’annihilation d’'un dimere dans le
mode fondamental du puits a (respectivement b). Au cours de la séparation, nous suppo-
sons que le couplage tunnel et la variation adiabatique du potentiel de piégeage assurent
que le gaz demeure dans son état fondamental, ot chaque dimére est dans la superposition

(af +b1)[0)/v2,

] P N/2 N/2
[4) = (N/2>!< V2 ) |O>:§Ocna|na3¢0a;N/2—na3¢0b>a (L1)

avec ici ¢, = 27 /4 (]Z / 2) 1/2, boa(op) la fonction d’onde du condensat dans le puits a(b) et n, le
nombre de diméres bosaoniques dans le puits a. (7i7) Le lien entre les deux puits est coupé et les
deux systémes évoluent séparément tout en restant intriqués. Dans le méme temps, la force
des interactions est ajustée pour atteindre le régime intermédiaire souhaité entre CBE et BCS.
Nous supposons cet ajustement suffisamment lent pour que I'état |ng : ¢oq; N/2—ng, : dop) de
dimeres se transforme en 'état |1o,(2n,); Yop(N — 2n,)) avec 2n, (respectivement N — 2n,,)
fermions dans I’état fondamental du puits a (respectivement b),

N/2

0) =3 cult0a(200); Yos(N — 2n,)), (1.2)

ng=0

mais néanmoins suffisamment rapide pour ne pas donner lieu & une dynamique de phase
significative. (iv) On laisse ensuite 'état (I.2) évoluer pendant un temps t. Chacun des
termes de la superposition est un état propre du hamiltonien et acquiert un facteur de phase
exp(—it(Ey(2n,) +Eo(N —2n,))/h) ou Eg(N') est I'énergie d'un gaz non polarisé de N’ fer-
mions dans le puits a ou b. (v) Enfin, nous mesurons par interférence la fonction de corrélation
a — b aux temps égaux,

Can(t) = (WO} (x6)9 ] (1) Py (xa) Pr (xa) [ (2)- (L3)

ou @,(r) est 'opérateur de création d’un fermion de spin o au point r, la position ryy)

appartenant au puits a(b). Pour un grand systéme, les coefficients ¢, c,,—1 ~ 2, de la

superposition obtenue en (I1.2) s’approchent, d’aprés le théoréme de Moivre-Laplace, d'une
distribution gaussienne pour le nombre de paires n,, de moyenne N/4 et d’écart-type y/N/8.
Les fluctuations relatives de la différence des nombres de fermions N, — N, avec N, = 2n, et
N, = N — N,, diminuent donc comme 1/ VN avec la taille du systéme. Ce constat autorise

plusieurs approximations. Premiérement, I’élément de matrice de 'opérateur zﬂ(rb, O)z/}I(rb, 0)

¥ (T, 0)1/A)¢(ra, 0), qui transfére deux fermions du puits a au puits b et ne connecte donc, dans
la superposition (1.2), I'état [1q(2n4); Yo (N — 2n,)) qu’au seul état |1o, (21, — 2); Yop(N —
2n, + 2)), cet élément de matrice varie peu en fonction de n, dans un voisinage d’ordre
V'N autour de 2n, = N /2; c’est donc, a peu de chose prés, la valeur initiale de la fonction
de corrélation Cyy(0). Deuxiémement, nous nous autorisons a développer 1'énergie Eo(Ngw))
autour de sa valeur en N, = N, = N/2:

Eo(N,) = Eo(N/2) + 1o (Ng - g) + %gj@ (NU - g)Q T (L4)
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ol 1o(N,) est le potentiel chimique de I’état fondamental & N, particules, dérivée par rapport
a N, de I'énergie Fy(N,), pris en N, = N/2 et égal dans les deux puits a et b par symétrie. En
négligeant les termes cubiques en (Na(b) — N/ 2) dans le développement de Ej, et en tenant
compte du fait qu’il apparait des différences d’énergie Eo(2n,)— Eo(2n,—2) et Eo(N —2n,) —
Ey(N + 2 — 2n,) dans chaque terme de Cy(t), nous obtenons pour la fonction de corrélation
I’expression suivante :

& 2it d
Cup(t) =~ Cyp(0) Z c;. exp <_fd]l\Lfo (No — Nb)> : (L5)
ng=1 o

Pour un grand systéme, la somme sur le nombre de paires n, peut étre remplacée par I'in-
tégrale, gaussienne étant donné ce qui a été dit plus haut, d'un facteur de phase linéaire en
N, — Ny = 4n, — N. Le résultat est immédiat :

Cap(t) >~ Cop(0) exp [—2h—t§ (3—;@)2\/&1“ (Na - Nb>] : (1.6)

Dans cette formule 'opérateur Ny) est I'opérateur nombre de fermions dans le puits a(b).
Deux ingrédients entrent dans le calcul du temps caractéristique de la décroissance gaussienne
que nous prédisons : premiérement la variance du nombre relatif de particules, en 'occurrence

poissonienne, Var <Na —N,) =2N , mais qui peut dépendre du protocole de séparation des

deux parties du gaz, et deuxiémement la dérivée du potentiel chimique pg par rapport a N,
quantité qui se comporte comme 1/N aux grands N, et qui peut étre connue quantitativement
a partir de ’équation d’état du gaz, chose qui, fort a propos, a récemment été mesurée
expérimentalement [31]. De ce qui vient d’étre dit nous concluons que le temps de brouillage
du gaz diverge comme /N & la limite thermodynamique; c’est donc un effet de taille finie.

Pour mesurer la fonction de corrélation de paires et tenter d’observer son brouillage,
plusieurs propositions [67, 68, 71| existent qui utilisent les corrélations du bruit quantique
dans des images aprés temps de vol, et plusieurs résultats expérimentaux ont été obtenus
dans cette direction [72, 73]. Une autre possibilité est de retransformer les paires de fermions
en diméres en ajustant & nouveau la force des interactions a la fin du temps d’interaction. La
fonction de corrélation de paires devrait alors se comporter comme une fonction de corrélation
bosonique a un corps, dont la mesurabilité a déja été démontrée.
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Chapitre 11

Brouillage thermique

Le but de cette thése est d’aller au-dela du raisonnement présenté en introduction, qui
nous laisse insatisfaits car il ne permet pas de décrire les effets de la température sauf dans
le cas non physique d’un systéme intégrable (c¢f. annexe A). Venir & bout du cas thermique
requiert une compréhension plus en profondeur du phénomeéne de brouillage, et en particulier,
d’adopter une description microscopique de la dynamique du gaz au cours de son évolution
libre. Pour cela, la premiére étape est de lier le brouillage du gaz a la dynamique de 'opérateur
phase du condensat de paires, opérateur dont nous commencons par donner la définition.
Comme nous le verrons dans la suite de ce travail, il est commode de discrétiser ’espace en
un réseau cubique de pas [ afin de pouvoir modéliser I'interaction entre les deux états de
spin T et | par un potentiel 6 de Kronecker sur site, d’'une facon donc exempte de divergence
ultraviolette.

II.1 Mode et phase d’un condensat de paires de fermions

Cette premiére partie entend donner une définition claire et rigoureuse de l'opérateur
phase du condensat de paires dont nous aurons besoin tout au long de cette thése. Pour
commencer, nous supposons qu’a température nulle il existe un et un seul condensat peu-
plé par un nombre macroscopique de paires. Plus précisément, nous disons que dans 1’état
fondamental du gaz, la matrice densité & deux corps p, posséde un et un seul mode propre
macroscopiquement peuplé. Nous appelons ce mode le mode du condensat, nous le notons
©o(r1,T2) et nous le choisissons normalisé a ['unité

3 " lpo(ry, ) = 1. (IL.1)
ry,ra

Comme le gaz polarisé n’a pas de cohérence du premier ordre entre 1 et |, le mode du
condensat s’obtient en résolvant 1’équation aux valeurs propres :

1° " palry,ra; vy, v) o (), ) = Nogo (1, 12) (I1.2)

/ /
rl,rz

ol po est la matrice densité dans ’espace réel & deux fermions de spins opposés

~

pa(r1, 1o ¥y wh) = (PL(X) ] (x5)dy (x2)d (r1)) (IL.3)
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et la moyenne (. ..) est prise dans I’état fondamental du systéme. Le choix de définir le mode
du condensat a température nulle, plutét que dans un état thermique sera une constante dans
toute cette thése ot nous développerons plusieurs théorie en puissances de faibles déviations
autour de I’état fondamental ; cela suppose bien str d’étre & température suffisamment faible.
Le nombre moyen de paires condensées Ny, valeur propre apparaissant dans I'équation (I1.2),
est une fraction non nulle & la limite thermodynamique du nombre total N/2 de paires
de fermions. L’amplitude ay du champ de paires dans le mode du condensat s’obtient par
projection sur ¢ :

a0 =19 @5 (r1, )y (r2) ¢ (r1). (I1.4)

ry,ra

La phase du condensat est la phase de cette amplitude :

4 1
e — —_af (IL.5)

VN,
oil Ny = dgdo est 'opérateur nombre de paires condensées. La décomposition (I1.5) de I'am-

plitude du condensat ay en un module \/N_O et une phase éo supposée hermitienne est légitime
a condition (7) I’on puisse considérer que l'opérateur Ny est inversible, c’est-a-dire exclure la
possibilité que le condensat soit vide, ce qui est légitime si la température est faible devant la
température critique et (ii) que 'opérateur % soit unitaire comme le suggére son écriture.
Il faut donc nous assurer que

1 1
. A
=0y = —F==0y0p—== =1 (IL.6)
Ny V' Ny V Ny

La seconde égalité est évidente. La premiére en revanche nécessite quelques manipulations.
Nous utilisons 1'égalité

(1 + N%)[&O’ ag]) éig ]éoag = (1 + Nio[ao, a(ﬁ]) (IL.7)
qui s’obtient par simple développement des commutateurs. Si 'opérateur ag était bosonique,
[ao, &3] = 1, opérateur (1 + Nio[do, dg]) serait suffisamment proche de I'identité a la limite
des grands N, pour étre inversible, ce qui prouverait 1’égalité manquante dans (I1.6). Mais
étant un opérateur de paires de fermions, ay ne peut étre exactement bosonique

[, ) =1 =17 > @p(r1,ra)po(rh, r2)df (r))dhe(r1)

/
ry,ra,ry

— 1 > pp(rr,ma)po(re, Th)d ] (xh)dy (rs), (I18)

/
ry,r;,ra

et pour la méme raison, éo et Ny ne peuvent étre des variables canoniquement conjuguées.
Néanmoins, en supposant que le gaz ne contienne pas de cohérence a longue portée a un
corps ', il demeure vrai que les éléments de matrice du commutateur [do, a)] sont d’ordre
unité comme le montre l'expression (II.8), et donc que l'opérateur entre parenthéses dans
I'équation (I1.7) est inversible.

1. Nous excluons donc les états dans lesquels les fonctions <1/}1(r/1)1%(r1)> et (&I(r’g)ﬁg(rg)) ne sont pas a

décroissance rapide en fonction respectivement de rj —ry et v — ra.
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Illustration par la théorie variationnelle de Hartree-Fock-Bogoliou-
bov
[llustrons maintenant notre définition générale de 6y en prenant pour état fondamental

approché celui, |1)g), de la théorie variationelle (cf. chapitre VI). Cet état étant gaussien, on
peut appliquer le théoréme de Wick pour calculer ps :

pa(r1, vo;xh xh) = (Yo ] (r)) ] (xh) o) (ol by (x2) ¥r (x1)|4bo)
+ (ol (v1) Wy (x0) [90) (o] (x5) 4y (x2)[¢h0) - (1L9)

Dans [1g) les fonctions de cohérence a un corps tendent vers zéro pour des valeurs typiques de
|[r1 — 14| et ||ty — 15| de Iordre de la taille d’une paire® . A la limite thermodynamique, leur
contribution a I'intégrale dans (I1.2) est donc négligeable. Les opérateurs tels que 2/4(1‘)1/1 (1),

qui changent la polarisation du gaz, ont eux une valeur moyenne nulle dans [¢g), qui décrit
un gaz non polarisé. On obtient alors le vecteur propre macroscopique de p, en posant

@EFB(Fla ry) = (to|thy (r2§;§;érl)|¢o>

ot NJB est le nombre moyen de paires condensées prédit par la théorie variationnelle :

NGB =183 (ol (r2) o (r1) o) |- (I1.12)

ry,ra

(IL.11)

L’approximation de Hartree-Fock-Bogolioubov de 'opérateur (I1.4) d’annihilation d’une paire
dans le condensat s’écrit

iy " = WZ Yoltd (1) O (x2) o)), (x2) 8y (1) (I1.13)

et la phase associée

N l6
—igurB

= ———> (ol (x2)y (x1) [W0) P (r1) ] (r2) (I1.14)

\/ Né{FBNé{FB rirs

= (d{){FB)T atl¥B. Dans le cas plus particulier du hamiltonien d’interaction dans
I'onde s dont I'état fondamental approché est [FCS) (cf. section IV.2.2.3 en page 54) nous
avons

ot NHFB

A
(W5 B[y (r2) dr (1) g ) = ng el (IL15)

2€k

2. Dans le cadre de la théorie BCS (¢f. chapitre IV), on peut calculer explicitement ces fonctions de
corrélation & un corps :

; R2k2/2m —
BCS| /.t BCS ik(r—r’
B0 e (9168 = 15 T ( e Ag) @

Ce sont des transformées de Fourier de fonctions décroissantes de k, de largeur typique mAg/(h%kmin) autour
de kmin = (2mpu/h?)'/2, d’otl une largeur spatiale typique hkmin/mAg qui est aussi la taille typique des
paires.
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et donc un opérateur phase

" 1 A
e = =N Plalal, (I1.16)

= o 2¢
\/N(]]SCSNOBCS kep <K

ou Ay est le gap BCS, I'opérateur ay, annihile un fermion de vecteur d’onde k dans I’état de
spin 0, D = 227* N [—7/l,7/1[* est I'ensemble des vecteurs de la premiére zone de Brillouin
compatibles avec les conditions aux limites périodiques et k +— €y est le spectre des excitations
fermioniques BCS. Une version linéarisée de cet opérateur pour des états proches de 1’états
BCS a symétrie brisée est donnée par I’équation (V.121). Le nombre de paires condensées
est de fagon remarquable proportionnel & la variance du nombre de particules dans 1’état

[955) -

_ A2 Var N
BCS _ 0 _
N> = E E_ 1 (IL.17)

Les variations de la fraction condensée 2NP® /N en fonction de 1/kpa sont représentées sur

la figure IV.3 en page 57. Dans la limite CBE, tous les diméres sont condensés NECS - N/2
a—0

alors qu’a l'inverse le nombre de paires condensées tend vers 0 lorsque 1’état se rapproche

d’une mer de Fermi dans la limite BCS, NZ“® — 0. Enfin le commutateur (I1.8) peut
a—0~

s’expliciter

2
[&OBCS’ (&ECS)T] =1- % Z %&La&ko' (1118)
0  keDo=t,| K

Puisque |(d]_di,)| < 1 dans tout état du gaz, les éléments de matrice de ce commutateur
sont bien d’ordre unité. De plus, dans la limite CBE ot les diméres sont fortement liés et ou la
fonction d’onde de paire est trés large dans 'espace de Fourier, les modes de Fourier tendent
a devenir trés peu peuplés |<€LTkade>| < 1 pour tout état proche de I’état fondamental. Dans

cette limite I'opérateur ag est donc en pratique un opérateur bosonique.

II1.2 Deécroissance de la fonction de cohérence temporelle

Reprenons maintenant notre étude de la cohérence du gaz. Contrairement au chapitre
introductif ol nous étudiions la cohérence a temps égaux de deux sous-parties du gaz, nous
nous intéressons ici a la cohérence temporelle d’'un gaz contenu dans un piége simple. Aux
températures inférieures & la température critique, la fonction de cohérence temporelle du
champ de paires 9, (1) (r') est dominée aux temps longs par celle du condensat :

g1(t) = (@f (t)ag(0)). (I1.19)

Nous imaginons que le gaz a été, & un moment donné de sa préparation, en contact avec un
réservoir qui a fixé par exemple sa température et son nombre moyen de particules, mais que
ce contact a été coupé si bien que le gaz, entierement isolé de son environnement, se trouve
dans un mélange statistique d’états propres a N corps |¥,), avec des poids I},

RN CVIEN (IL.20)
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Selon le protocole de préparation du gaz, ces poids II, peuvent décrire une distribution
canonique, grand-canonique, voir méme microcanonique, par exemple lorsque le gaz est dans
létat pur? |1)). La fonction ¢y est d’ailleurs la moyenne avec la distribution IT, des fonctions
de cohérence microcanoniques

g1 (1) = (Walaf (1)ao(0)]a)- (I1.21)

La premiére partie de notre probléme consiste donc a étudier la cohérence du gaz dans
I’ensemble microcanonique déterminé par 1'état propre |1y), d’énergie E) et de nombre de
particules N,.

I1.2.1 Brouillage dans I’ensemble microcanonique - Diffusion de phase

Pour tirer parti des faibles fluctuations relatives du nombre de paires condensées pour un
grand systéme, nous utilisons la décomposition (I1.5) en les opérateurs hermitiens phase et
module et nous approximons No par sa valeur moyenne N, dans I’état d’équilibre du systéme.
Il reste dans g7 un produit de trois exponentielles

G (t) = NoelBrt/ <e—iéoe—th/heiéo> = NyelBat/n <exp ( laoHeleot/h>> (11.22)
A A

o, par souci de compacité, nous nous permettons d’utiliser la notation (A)y = (1hx]| Althy).
Nous pouvons récrire formellement ce produit d’exponentielles sous forme d’une amplitude
de probabilité de non-transition :

G (1) = NoePA/ M apy eI HHI Ay (11.23)

L’opérateur « perturbatif » W, différence entre le transformé de H par i ot [ , peut
s’exprimer comme une série de commutateurs itérés a ’aide de la formule de Baker-Campbell-

Hausdorf :

W = e 0 feifo — FT = —i[fy, H] — l[éo, [0, H)] + ... (11.24)
De plus, et c’est la raison pour laquelle nous ’avons introduit, il est approximativement N
fois plus petit que H. En effet, puisque 6190 comme do, change le nombre total de particules
d’'un O(NY), les éléments de matrice du transforme e % Hel% different de ceux de H d’une
quantité qui est de 'ordre de I’énergie par particules, beaucoup plus petite que I'énergie du
gaz. Ainsi, alors que H est une observable extensive, W est un opérateur intensif et le double
commutateur dans (I1.24) est d’ordre £/N?, ou E est 'énergie moyenne du gaz.

I1 apparait formellement dans 1’équation (I1.23) un opérateur d’évolution correspondant
au hamiltonien H perturbé par W, restreint a 'état propre [1y) de H. La fonction g1/ Ny est
donc, & un facteur de phase preés, proportionnelle a ’amplitude de probabilité que le systéme
initialement préparé dans [¢,) y soit encore au bout d’un temps ¢ sous 1’évolution perturbée
par W. Une approche naturelle pour obtenir une approximation non perturbative de cette

amplitude est celle des fonctions de Green ou de 'opérateur résolvante
A 1

G(z) = AW (I1.25)

3. Dans un systéme quantique ergodique, un état propre du hamiltonien est nécessairement équivalent, en
ce qui concerne les valeurs moyennes des quantités thermodynamiques, a I’ensemble microcanonique corres-
pondant & son énergie et & son nombre de particules puisque par définition toutes les valeurs moyennes dans
cet état sont stationnaires, donc égales a leur moyenne ergodique.
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du hamiltonien perturbé. Au voisinage de Paxe réel, les opérateurs G(E +i0%) et G(E —i0*)
s'interprétent comme les propagateurs, respectivement retardé et avancé, du hamﬂtonlen
perturbe H + W. La probabilité¢ de transition (e T+W)/hY et done la fonction g7,
s’exprime comme une transformée de Fourier de ces propagateurs? dans 1'état [1,) :

+o0
GO = [ eI ] (GE - 10) — G(E +10)) [ba)dE. (I1.26)
Par la méthode des projecteurs (voir la sous-section §II1.B.2 de la référence [74]), on définit
un hamiltonien effectif non hermitien

He(z) = H+W + WQA 5 ? e, QAW (11.27)

gouvernant I’évolution restreinte a |¢,), donc tel que
A 1
(OAlG(2)[n) = - : (I1.28)
2 — (Ua|Hert (2)[¥02)

Nous avons introduit dans (I1.27) le projecteur orthogonal a 'état |y)

Qx =1 —[a)(Whl. (11.29)

Limitons-nous dans Heg(z) a 'ordre deux en W

Qx
(F£in)Qx — Q\HQ,

Ha(E +in) ~ H+ W + WQ, QW (I1.30)

et discutons le premier et le second ordre en W ?° de sa valeur moyenne dans [ty ).

a. Premier ordre en W Le terme du premier ordre est (| |1y), d’ordre N° comme
W. Afin de linterpréter, nous constatons d’abord que, d’apres le développement (11.24), en
point de vue de Heisenberg,

W (t) = hd—é‘) +0 (£> . (I1.31)

Cette innocente équation fait le lien entre les deux problémes qui sont au cceur de cette
these : le brouillage du gaz d’une part, et la dynamique de 'opérateur phase d’autre part.
L’étude de la dynamique de phase demande beaucoup de travail, et nous occupera tout au
long des chapitres V et VI. Néanmoins, pour ne pas nous cantonner ici & une description
purement formelle du brouillage du gaz, et pour pouvoir relier le temps de brouillage a des
quantités thermodynamiques comme au chapitre introductif, nous donnons et commentons
dés a présent le résultat central de cette étude. La moyenne temporelle & gros grains de déo /dt

4. Pour t > 0, la contribution du propagateur avancé G(E —i0T) est en fait nulle comme on le voit en
refermant le contour d’intégration dans le demi-plan complexe inférieur oi la résolvante G(z) du hamiltonien
perturbé H + W n’a pas de pole. Nous gardons néanmoins cette forme qui conduit a des résultats plus
symétriques, comme a ’équation (I1.44).

5. Le terme d’ordre zéro est trivial, c’est I’énergie E, qui compense le facteur exp(iFxt/h) présent dans
(1I1.23).
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dans un gaz faiblement excité est en fait proportionnelle & un opérateur potentiel chimique,
quantité thermodynamique par nature :

t

_hdb Yy desaﬁw (I1.32)

2 dt
s=FB «

La somme au second membre porte sur les deux branches d’excitation, celle des quasi-
particules fermioniques (« inclut un indice de spin et un indice orbital, & = k, o pour un
systéme spatialement homogéne) qui présente une bande interdite, et celle des quasi-particules
bosoniques (« est uniquement orbital, « = q dans le cas homogeéne) dont le départ, a la limite
thermodynamique et pour un systéme homogéne, est phononique. Lorsque nous disons que
le gaz doit étre faiblement excité, nous voulons dire que la déplétion thermique du condensat
doit rester petite. Ceci suppose en particulier que le nombre moyen de quasi-particules soit
une faible fraction du nombre total de particules. La moyenne temporelle & gros grains est
prise sur un temps long devant l'inverse des pulsations propres typiques €; ./ de ces quasi-
particules mais court devant leur temps de collision, c¢’est-a-dire le temps typique de variation
des 754, ce qui suppose que ces quasi-particules sont dans le régime faiblement collisionnel
de Knudsen. Enfin 1o(V) est le potentiel chimique & température nulle du gaz non polarisé &
N particules, autrement dit la dérivée de I’énergie du fondamental Ey(NN) par rapport a N.
Nous interprétons le membre de droite de (I1.32) comme un « opérateur potentiel chimique »
au sens ol sa moyenne dans 'état |1y) est la dérivée de I'énergie des quasi-particules

Ex~ Eo(Na) 4+ > > evaliiaals, (11.33)

s=F,B «

par rapport a N aux populations des quasi-particules (7, fixées

d90 0B,
WJA)— 28_N

oF
:_2_>‘

(I1.34)

{{fs,a)n}

Cette dérivée (I1.34) consiste a faire varier le paramétre N sans changer la configuration
microscopique des populations de quasi-particules, c’est donc une dérivée adiabatique, & en-
tropie S fixée. L’équation (I1.32) relie donc la dérivée de la phase au potentiel chimique au
niveau des opérateurs quantiques d’une théorie microscopique multimode. De ce point de
vue, elle va au-dela de la seconde relation de Josephson établie pour la phase du paramétre
d’ordre du supraconducteur (cf. la section §3.4 de [29]).

Enfin, en utilisant ’hypothése de thermicité des états propres |75] pour identifier moyenne
dans un état propre et moyenne d’ensemble microcanonique, on montre que la dérivée adiaba-
tique dans (I1.34) ne dépend pas réellement de tous les détails microscopiques de la configura-
tion A, mais uniquement des paramétres thermodynamiques associés a I'état |¢,) c’est-a-dire
ici, I'énergie et le nombre de particules®

or,
ON |

oE

(Ex, Na). (I1.35)

6. Autrement dit tous les états [(E, N, B)) et [¢(E, N, ")) pour 8 # ' se valent dés lors que 'on ne
s’intéresse qu’a des quantités thermodynamiques telles que la dérivée adiabatique dans I’équation (11.34).
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Cette quantité n’est autre que le potentiel chimique microcanonique i, & ’'énergie ) et au
nombre de particules Ny, si bien que

<¢)\|hd_60’w)\> 2,umc(E/\a N)\) (1136)

b. Second ordre en W Le terme du second ordre dans <1/1A\lffeg|w,\> dépend, via son
dénominateur, de I'énergie F'+in. Pour le calculer au voisinage de I’axe réel, nous commengons
par injecter une relation de fermeture sur les états propres du hamiltonien, qu’a la limite
thermodynamique nous pouvons écrire comme un continuum :

i / p(E, N, B)(E, N, ) (b(E, N, 8)|dEANdS, (IL37)

oll nous avons reparamétré les états propres par leur énergie, leur nombre de particules et
d’éventuels nombres quantiques § supplémentaires |¢y) = [(Ey, Ny, Bx)), et introduit la
densité d’états p. Ensuite nous passons a la limite 7 — 0T et utilisons la relation au sens des
distributions lim, o+ ﬁ = 73% F id(x) pour établir

P A @x

HOAE) F 102 (B) = Qo) (IL38)
avec
_ / / /|<w>\|W’w<El7N/75,)>’2 / 11l
hoN(E) = P/p(E,N,B) — dE'AN'AB (I1.39)
P (E) = / o(E, N, B)| (s Wb (E., N, 8))2dNdB. (I1.40)

Estimons l'ordre de grandeur de ces termes. Pour ce faire, nous les relions a la fonction de
corrélation temporelle de dfy/dt dans I'état |1,). A une contribution d’ordre 1/N? prés :

: e d90( )d@o( ) deO i(E—Ex+i0T)t/h
W(E) +i0\(E) —/0 dt < % )\ ry A e . (IT.41)

On vérifie cette expression en y injectant une relation de fermeture sur les états propres de H,
ce qui redonne bien équation (I1.38). L'intégrande a comme valeur initiale Vary(dfy/dt) =
O(1/N) (ceci s’obtient en additionnant les variances des nombres de quasi-particules, ce qui
correspond a un gaz parfait de quasi-particules dans I’ensemble canonique et surestime donc
la variance microcanonique) et décroit sur le temps typique de corrélation 7. des 7, ¢’est-
a-dire le temps typique de collision entre les quasi-particules, temps intensif donné a basse
température par ’équation (VIII.61), & ne pas confondre avec le temps t. de cohérence du
condensat de paires. Pour ' = FE), ceci conduit a 1’estimation

do
ENOINESTNNIES TCVard—tO = O(1/N). (11.42)

Par analogie avec le mouvement diffusif d’une particule soumise & une force de Langevin,
I'expression (I1.41) permet d’interpréter v, (E)) comme le coefficient de la diffusion que subit
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la phase éo sous effet des fluctuations de sa vitesse déo /dt. Ce sont les collisions entre quasi-
particules, qui, en provoquant des fluctuations des populations 7, affectent la vitesse de
variation de la phase du condensat et la font diffuser. Cette remarque nous fait voir que
YA(Ey) est une quantité essentiellement thermodynamique, qui, comme plus haut pour le
potentiel chimique, ne dépend que des paramétres macroscopiques du systéme en vertu de
I’hypothese de thermicité des états propres :

M(EN) = D(Ey, Ny). (I1.43)

Si l'on dispose d’équations cinétiques pour les nombres de quasi-particules apparaissant dans
(I1.32), on peut calculer leur fonction de corrélation temporelle et en déduire, a partir de
(I1.41), une valeur explicite de D. Le chapitre VIII est consacré a ce calcul. On notera que
29\ (E)) n’est autre que le taux de départ de I'état [¢)) induit par W tel que le prédit la
régle d’or de Fermi.

Nous avons désormais en main tous les éléments nécessaires pour calculer les propagateurs
intervenant dans (I1.26) :

1

2ir

A (E)/m

- 2
(B~ (B + (W) + BA(E)) + B3(E)
(I1.44)
Calculer la transformée de Fourier de cette fonction n’est certes a prior: pas faisable ana-
lytiquement du fait de la dépendance de d, et 7, en I’énergie. Heureusement, le fait que les
éléments de matrice de W soient petits car intensifs (cf. aussi la justification du paragraphe
précédent pour l'ordre de grandeur de J, et v,) permet d’établir une hiérarchie entre les
termes :

(Wl (G(B —i0%) = G(E+107) ) [un) =

Eyx~ N> (W)~ N°> oy, hyy ~ N~ (I1.45)

Dans la limite d’un grand systéme, la fonction (I11.44) ne prend donc des valeurs significatives
que dans un intervalle en énergie trés réduit autour de E). Par conséquent, si le couplage
(WWA|W | (E, N, 8)) de |ihy) au continuum est une fonction de E suffisamment large pour que
les fonctions v, et d, n’aient pas de variations brutales autour de £ = F), nous pouvons
négliger la dépendance en ’énergie de ces fonctions :

NE) =~ n(Ey) =7 (11.47)

Ceci constitue Papproximation du pole.” Grace a elle la fonction (I1.44) devient une lorent-
zienne centrée en E + <W> A+ RON(Ey) et de largeur Ay, (F)). Sa transformée de Fourier pour
t > 0 est donc le produit d’'un facteur de phase et d’une exponentielle décroissante. Ceci,
pour g7, conduit® A :

gi\(t) ~ Noe—it(w/\|W|w/\>/ﬁe—(i5x+%\)t‘ (11.48)

7. L’approximation du pole est valable aux temps longs devant i sur 1’échelle de variation en énergie de
Y (E) + 105 (E), donc longs devant 7. d’aprés I’équation (I1.41).

8. L’on pourrait objecter qu’il y a une contradiction entre notre description (I11.37) de ’ensemble des états
propres comme un continuum & la limite thermodynamique, qui fait apparaitre un ligne de coupure dans la
résolvante et donc la partie imaginaire dans I’équation (I1.38) qui est le coefficient de diffusion de la phase,
et le fait que lorsque le nombre de particules N est strictement infini ce coefficient est nul. Nous consacrons
I’annexe B & répondre en détail a cette objection. L’idée est de ne prendre la limite thermodynamique qu’aprés
s’étre placé a des temps d’ordre N pour que la fonction de déplacement au second membre de (I1.38) ainsi
redimensionnée ait une limite non nulle & la limite thermodynamique.
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Dans cette expression, le déplacement 0, est du méme ordre en N que le terme sous-dominant
[éo, [éo, H ]] dans W, et N fois plus faible que le terme du premier ordre (I1.36) ; on le néglige
pour un grand systéme. En revanche v, = D(F), N,), est le seul terme qui conduise & un
amortissement de la fonction g} et doit donc étre conservé. Nous retenons finalement :

g (t) ~ Nyel2itme(Ex,Nx)/h=D(Ex, Nyt (I1.49)

I1.2.2 Brouillage en présence de fluctuations de I’énergie et du nombre
de particules - Superdiffusion de phase

Il nous reste maintenant a effectuer la moyenne statistique sur les états [1) constituant
I’état du systéme. Aux grands N, on suppose que l’ensemble généralisé donné par les II,
conduit a des fluctuations de ’énergie totale et du nombre de particules trés faibles en valeur
relative autour de leur valeur moyenne E et de N (c’est le cas par exemple des ensembles ca-
nonique et grand canonique). On en prend donc une approximation gaussienne et on linéarise
fime autour de (E, N). A cet ordre, on peut remplacer D, déja sous-dominant d’un facteur N,
par D(E,N). Il n’y a plus qu’a calculer, comme au chapitre introductif, 'intégrale gaussienne
du facteur de phase exp{2i[(Opmc(E, N)/OE)(E — E) + (Opmc(E, N)/ON)(N — N)Jt/h} pour
obtenir le résultat central de cette thése :

o (Zf) ~ NOGQiMmC(E‘,]\_f)t/he—ﬁ/2t§re—D(E’,]\7)t (1150)

En présence de fluctuations de I’énergie ou du nombre de particules, le brouillage thermique
aux temps longs prend la forme d’une décroissance gaussienne de la fonction de cohérence
g1(t), avec un temps caractéristique

(2t:/h) " = Var (Naaﬂﬁc (E,N)+ Eaggc (E, N)) (IL.51)

qui diverge en N'/2 pour des fluctuations normales. Le coefficient de diffusion de la phase D
donne, quant a lui, un temps de décroissance caractéristique qui diverge en N ; ¢’est donc bien
une contribution sous-dominante aux temps longs, sauf dans I’ensemble microcanonique ot
cette diffusion de phase intrinséque peut étre observée directement. Une évaluation numérique
des différents temps de brouillage dus a la variance du nombre de particules, de I’énergie et
a la diffusion de phase a partir des modéles microscopiques est donnée en troisiéme partie.
La deuxiéme partie est consacrée a présentation de ces modeles microscopiques, cadre dans
lequel nous justifierons 1’équation fondamentale de la dynamique de phase (11.32).
Concluons en remarquant que les résultats généraux de ce chapitre permettent de re-
produire aisément le cas particulier (I1.6) de deux condensats & température nulle. Pour le
voir, il faut (i) appliquer I’équation (I1.32) séparément aux opérateurs phase 90@ et éO,b
des deux condensats, en négligeant la contribution des quasi-particules, ce qui conduit aux
temps longs et aprés linéarisation du potentiel chimique autour de N, = N, = N/2, a
0o.a(t) — Bop(t) ~ —2(N, — N,)(dpo/dN,)t/h, (ii) dans Pexpression (1.3) de la fonction de
corrélation a — b & temps égaux, ne garder que la contribution des modes des condensats en
négligeant les fluctuations du module des amplitudes ag et IA% correspondantes. On aboutit

alors & Cg(t) o (exp [i(éo,a(t) — é()’b(t))]}. (77i) 11 ne reste alors qu’a prendre la moyenne

gaussienne sur N, — N, pour retrouver le résultat (1.6).
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Deuxiéme partie

Dynamique de phase
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Chapitre 111

Description mésoscopique du gaz de
palres et dynamique de phase par
I’hydrodynamique quantique

Dans ce chapitre, nous justifions une premiére fois 1’équation fondamentale (11.32) de
la dynamique de phase par I’hydrodynamique quantique, théorie développée en 1949 par
Landau et Khalatnikov [44] pour calculer la viscosité de I’hélium superfluide a basse tempé-
rature. Cette théorie, phénoménologique et mésoscopique, n’est pas spécifique aux systémes
fermioniques. Elle traite d’ailleurs les paires de fermions aux grandes échelles spatiales comme
un champ bosonique. Pour cette raison, elle n’a aucune chance de décrire correctement la
branche d’excitation fermionique dont nous avons souligné la contribution & la dynamique
de phase; elle demeure une théorie effective de basse énergie, valable & basse température
lorsque les degrés de liberté internes des paires ne sont pas excités. Cependant, I’hydrody-
namique quantique posséde 'avantage majeur de reposer uniquement sur ’équation d’état
exacte et d’étre ainsi valide dans tous les régimes d’interaction, au contraire des théories
microscopiques variationnelles, qui ne sont quantitatives que dans le régime d’interaction
faible. Elle permet donc de déterminer de maniére exacte, & 'ordre dominant en 7T, les effets
d’une température non nulle sur les observables d’un fluide quantique, du moins sur celles
qui dépendent seulement des faibles échelles d’énergie et des grandes échelles de longueur.
Aussi, & plusieurs reprises dans cette thése, les prédictions de I’hydrodynamique quantique
nous serviront de point de comparaison pour des résultats obtenus aprés de difficiles calculs
dans un cadre microscopique, sur le comportement collectif du gaz, et tout particuliérement
sur la branche d’excitation bosonique. Comparée au travail fondateur de 1949 [44], notre ap-
proche dans cette thése comporte deux petits raffinements, tous deux dictés par ’étude de la
dynamique de phase : une régularisation des divergences ultraviolettes et une spécialisation
au cas irrotationnel.

III.1 Champs de densité et de phase dans le modéle sur
réseau

Nous supposons que le gaz de densité p évolue sur un réseau cubique de pas [, sous-
multiple de la longueur L de la boite de quantification, beaucoup plus petit que la longueur
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d’onde typique 27/, des excitations du fluide peuplées thermiquement, mais beaucoup plus
grand que la distance moyenne p~'/3 entre particules,

p VP <l < gyl (IIL.1)

ce qui est réalisable a suffisamment basse température. Ce maillage souscrit au régime de
validité de I'hydrodynamique, celui d’une description spatiale a gros grains, et fournit une
coupure naturelle ultraviolette dans I’espace des vecteurs d’onde q, en les restreignant® a
la premiére zone de Brillouin [—7/l, 7/I[>. Nous verrons plus loin que cette discrétisation
de I'espace permet d’éviter élégamment la divergence du niveau d’énergie fondamental du
hamiltonien hydrodynamique quand on lui intégre 1’énergie quantique de point zéro des modes
propres du systéme. Nous emploierons d’ailleurs une technique similaire dans le chapitre
suivant pour renormaliser la constante de couplage nue gy et aboutir a la longueur de diffusion
a mesurée expérimentalement (cf. 'équation (IV.28)).

Chaque point du réseau contenant un grand nombre de particules, on peut lui asso-
cier une densité et une vitesse mésoscopique. Ces deux quantités sont traitées par Landau
et Khalatnikov comme deux champs quantiques hermitiens p(r,t) et v(r,t). La densité de
quasi-particules fermioniques, exponentiellement petite en 1/7, est quant a elle directement
omise par la théorie hydrodynamique. Pour construire ’opérateur phase du condensat, nous
spécialisons la théorie au cas d’un opérateur champ de vitesse v(r,t) irrotationnel, qu’on
peut donc écrire comme le gradient (discret) d’un opérateur champ de phase gﬁ(r, t),

v(r,t) = %grad <ZA>(r,t), (I11.2)

canoniquement conjugué a l'opérateur champ de densité p(r,t) :

n 51‘ r’
[p(r, 1), 0", )] = i~ (I11.3)

Ceci revient a négliger la composante transverse du champ v(r,t), comme ’a fait la référence
[44] pour déterminer linteraction entre phonons et avancer dans le calcul de la viscositeé.
Dans le cas particulier invariant d’échelle du gaz de fermions unitaire, une justification en est
donnée dans la référence [76] dans le cadre de la théorie effective des champs.

II1.2 Quadratisation du hamiltonien hydrodynamique

Le hamiltonien hydrodynamique s’écrit
. 1 A
Hyyaro = & ; {amv - pv +eoo(p)], (I11.4)

ol eg0(p) est la densité volumique d’énergie nue, fonction du pas du réseau [ ; suivant les idées
de la renormalisation, ’énergie quantique de point zéro des modes, formellement divergente

1. En vérité, il faut aussi que mcl/h > 1, ot c est la vitesse du son & température nulle introduite plus bas,
afin que les excitations élémentaires du systéme restent phononiques sur toute la premiére zone de Brillouin.
Cette condition découle de celle déja invoquée, Ip'/3 > 1, dans le régime d’interaction forte ou dans la limite
de BCS, puisque ¢ y est d’ordre la vitesse de Fermi. Elle doit étre ajoutée explicitement dans la limite dite
de CBE, ou les paires de fermions, assimilables & des bosons, forment un condensat en interaction faible.
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lorsque [ — 0, s’ajoute alors & ego(p) pour reconstruire précisément la densité volumique
d’énergie effective ou vraie ey(p), indépendante de [, et qui est celle mesurée expérimenta-
lement (voir plus loin I'équation (II1.19)). En écrivant les équations de Heisenberg avec ce
hamiltonien on obtient des équations du mouvement des champs p et v qui sont I'analogue
quantique de I’équation de continuité et de I’équation d’Euler hydrodynamique. Comme nous
travaillons avec un champ de vitesse irrotationnel, nous intégrons I’équation d’Euler pour ob-
tenir I’équation du mouvement du champ de phase $ :

1
~ 1 .
hop = —§mV2 = po.o(p), (11L.6)

ou {A, B} = AB + BA est I'anticommutateur de deux opérateurs et

too(p) = dipeo,o(ﬂ) (IIL.7)

est le potentiel chimique nu de I’état fondamental & la densité p.

Pour linéariser les équations du mouvement, nous supposons que les fluctuations spatiales
du champ de densité et de phase autour de leur moyenne spatiale sont petites. Nous posons
donc

plr,t) = po+8p(r,t) (111.8)
o(r,t) = ¢o(t) + 0o(r,t) (I11.9)

avec des perturbations dp et 5¢A> que nous traitons comme des infiniment petits. L’opérateur pgy
vaut simplement N /L3, ou N est l'opérateur nombre total de particules; c’est une constante
du mouvement. L’opérateur ¢, est l'opérateur phase du condensat, ici

do = 0/2 (II1.10)

puisque 'opérateur phase éo de I'équation (II.5) est conjugué au nombre de paires, alors que
d’aprés I’équation (I11.3) QASO est conjugué au nombre de fermions. Nous donnerons une justi-
fication détaillée de 'hypothése de faibles fluctuations aprés avoir étudié les modes propres
du systéme. Mais nous pouvons déja donner deux arguments qualitatifs : d’'une part, la po-
pulation mésoscopique des points du réseau rend les fluctuations quantiques faibles en valeur
relative et d’autre part la faiblesse de la température n’autorise que des excitations de grande
longueur d’onde et de faible amplitude, générant donc de faibles fluctuations de densité et de
phase.

La suite est classique. On linéarise les équations du mouvement autour de la solution spa-
tialement uniforme puis on passe dans I’espace de Fourier des vecteurs d’onde q appartenant
a I'ensemble D = 2573 N [—r /I, 7 /I[* privé du vecteur nul,

Sp(rt) — \/% S 5, (I11.11)

qeD*

5p(r,t) = % D €56, (I11.12)

qeD*
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avec, par hermicité des membres de gauche, dp_q = 5;3(2 et 5(3_51 = 5(/&2. Cette transformation
rend les équations du mouvement linéarisées diagonales par blocs de vecteur d’onde q fixé.
L’énergie nue hwqgo des modes propres est phononique,

hwa,o(Po) = Tico(po)q, (II1.13)

avec une vitesse du son nue reliée a la dérivée du potentiel chimique nu par :

d
me(po) = po—2 (o). (T11.14)
P
L’opérateur d’annihilation d’un phonon de vecteur d’onde q s’écrit :
AN 1/2 . 1/2
7 mCO(PO)> R ( hqpo ) A
bg = | ——— 0pg+i | ——— 0Pq- I11.15
! ( 2hq/o Pt Gmcolp) ) 0% (II1.15)

C’est un opérateur bosonique, [l;q, Z)L] = 1, dont I’évolution linéarisée au cours du temps est
triviale

d - A
ih—bq = heogba. (I11.16)

Il est aisé ensuite d’inverser la relation (III.15) pour obtenir le développement des champs
sur les modes propres :

5p(r,t) = p%/zz ha 1/2(13 +b)elar (I11.17)
’ L3/2 2meo(po) 477 '
qeD*
S3(e.1) — %Z(%@@)m@q_@tq)ew. (I1L18)
:00 L3/2q€D* 2 q

Enfin, en injectant ces développements dans le hamiltonien hydrodynamique (I11.4), puis en
regroupant la densité d’énergie nue et I’énergie quantique de point zéro pour former la densité
d’énergie effective

1 hqc
eo(po) = €oon(po) + s QOT(/)O), (IIL.19)
qeD*
on obtient le hamiltonien quadratique renormalisé :
Ao = LPeo(po) + > hae(po)blba. (I11.20)

qeD*

Nous avons identifié, dans le préfacteur des opérateurs nombres de phonons bilbq, la vitesse
du son nue ¢o(pg) avec la vitesse du son vraie a température nulle,

me*(po) = Po%(ﬂo), (I11.21)
P
ou g = deg/dp est le vrai potentiel chimique. Pour justifier ceci, nous montrerons a la fin de
ce chapitre que la correction relative entre I’énergie nue ey et renormalisée e, donc entre ¢
et ¢, est du méme ordre de grandeur que les fluctuations spatiales relatives de densité 652/ p2,
et donne donc lieu & des termes d’ordre supérieur en les fluctuations spatiales lorsqu’elle
multiplie 'opérateur Isgl;q.
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II1.3 Dynamique de phase

Revenons a notre probléme de départ : la dynamique de phase. Nous reprenons 1’équation
d’Euler sur le champ de phase (II1.6) et développons son membre de droite jusqu’a 'ordre
deux inclus en dp et d¢. Nous extrayons la composante de Fourier de vecteur d’onde nul

d - 3 h? N 2 d?
Lo = —poalin) - (a (sraasi(e)) + (50 ) ') (amzz)

et injectons les développements sur les modes (ITI.17,II1.18) pour exprimer le résultat en
termes de b et bT Nous prenons ensuite une moyenne temporelle & gros grains qui élimine

les termes croisés oscﬂlants bqb_q et bf qbg,

—t
d - ﬁ% d? Ho,0 ro2
h—dy = — fiq b by + bob! I11.23
dt(bo NOO ;;k 2p0 ( mC2(ﬁ0) d,02 ( ) < q) ) ( )

et reconnaissons une dérivée de la vitesse du son par rapport au nombre de particules :

dcg 1 dpio,0 2 d2M0 0 Co(ﬂo) ,0(2) d2uo 0
: ’ = 1 - :
dN(pO) 2L3meo(po) (( dp (po) | +ro dp? (po) 213, + mc2(py) dp? )
(IT1.24)
Comme pour le hamiltonien quadratique, nous regroupons la contribution de point zéro et

le potentiel chimique nu i 0(po) pour former le potentiel chimique vrai jig(po) du fluide a
température nulle,

to(po) = fi0,0(po) +% Z hq (%(Po)) ; (I1.25)

qeD*
et nous identifions vitesse du son nue et effective. Nous obtenons alors une équation de la
dynamique de phase
—
d - dc Ay o
h—py = — E h bl by- I11.26
dt ®o fo(p q ( ) ( )

qeD*

dans laquelle on reconnait une dérivée adiabatique (a I;qu fixé) du hamiltonien (II1.20) par
rapport & N. Il s’agit en vérité de la limite phononique (de basse température) de la relation
(I1.32) qui se trouve ainsi justifiée sans hypothése aucune sur la force (ou la faiblesse) des
interactions. L’enchainement par lequel nous sommes parvenus a 1’équation (I11.26) (linéari-
sation des équations du mouvement, obtention des modes propres, développement du champ
sur ces derniers et enfin injection de ce développement dans 1’équation non linéaire de la
phase du condensat) est en quelque sorte I’enchainement théorique idéal que nous aurons en
téte lorsque nous serons dans un cadre entiérement microscopique et que la prise en compte
des degrés de liberté internes des paires rendra la progression plus difficile.

II1.4 Validité de ’approximation de faibles fluctuations
dans le modéle sur réseau

Terminons ce chapitre par une justification a posterior: de I'approximation de faibles
fluctuations. En utilisant le développement (II1.17) on peut estimer les fluctuations de la
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densité sur un méme site du réseau a température nulle :

(0% hp® 1
Py me (p°nt

(I11.27)

Compte tenu du choix (IT1.1) du pas du réseau et de la propriété mc/ (hp(l)/ %) = O(1) qui vaut
dans toute la zone de raccordement entre les limites de CBE et de BCS, ces fluctuations sont

4
) ) N . . . ) . . hpL/3 I
faibles en valeur relative. A ceci s’ajoute, & T' > 0, la contribution thermique = % ‘ﬁt—}gl ,
Po

qui est inférieure & la contribution quantique d’un facteur (¢nl)* << 1 et qui est donc négli-
geable. On vérifie ensuite que les fluctuations de phase entre deux sites voisins sont faibles
en valeur absolue. Pour cela, on utilise (II1.18) pour les relier aux fluctuations de densité :

op*) _ me 1

12 gradc%s2 = (mcl h2< ~
(grad 80)%) = (met 1"t = s

(I11.28)

et on utilise les arguments cités plus haut pour conclure.

Pour finir, estimons le rapport entre 1’énergie de point zéro qeD* heq/2 et Iénergie nue
du fondamental. Pour cela, nous anticipons sur le chapitre suivant en utilisant I’équation
d’état BCS détaillée a la section IV.2.2.2. Dans la limite BCS comme & la limite unitaire,
I'énergie des particules est comparable a I'énergie de Fermi 5, nous estimons donc L3eq ~
Nep = Nthé/g/m = thg/?’LS/m. A l'inverse, dans la limite CBE I'énergie des particules est
dominée par I’énergie de liaison h%/(ma?) des dimeéres, o a est la longueur de diffusion ; nous
avons alors pé/ S0 = O(1) puisque a est la taille typique d’un dimére?2. De ceci nous tirons

qup* hicq/2 —h;% ﬁ limite BCS et limite unitaire : |
v YAk I11.29
Lieqp % limite CBE
0

= 0 (ﬁ) . (111.30)

La correction relative introduite par la renormalisation de 1’énergie est donc du méme ordre
de grandeur que les fluctuations relatives (0p%)/p3 de la densité. Ceci justifie le remplacement
des quantités nues par les quantités habillées dans les équations (I11.20) et (II1.26).

2. A l'aide de I’équation d’¢tat BCS dans la limite CBE (IV.87), on peut aussi écrire me? &~ h?poa/m et

1/3 1/3,) 2/3 - L. 1/3 .
donc py'"a = (mc/(hpo )) , ce qui relie cette estimation a l'ordre de grandeur mc/(hip,’ ") = O(1) déja

énoncé.
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Chapitre IV

Description microscopique du gaz de
paires de fermions

Nous avons promis une démonstration rigoureuse de ’équation fondamentale de la phase
(I1.32) dans un cadre microscopique et en faisant apparaitre explicitement les contributions
des branches d’excitation bosonique et fermionique. Cet objectif va nous occuper tout au
long des trois chapitres qui vont suivre. Avant de nous tourner vers la dynamique de phase
proprement dite aux chapitres V et VI, nous commencons dans le présent chapitre par rap-
peler la description des interactions dans un gaz froid et dilué de fermions. Nous étudierons
ensuite les propriétés d’équilibre, dans I'état fondamental du gaz, avec la théorie de champ
moyen de Bardeen-Cooper-Schrieffer (BCS).

IV.1 Interactions dans un gaz de fermions froids

IV.1.1 Fermions dans ’espace libre et modéle sur réseau

Fixons d’abord la géométrie du probléme. Pour qu’il soit possible d’obtenir des résultats
entiérement analytiques, nous considérons que les atomes évoluent dans un espace homogéne
(qui peut étre approché expérimentalement par un potentiel & fond plat) de longueur L dans
les trois dimensions. Pour éviter toute irrégularité mathématique nous discrétisons cet espace
en un réseau cubique de pas [, ce qui, dans ’espace de Fourier, revient a restreindre les
vecteurs d’onde a la premiére zone de Brillouin [—7/l,7/I[>. La valeur du pas du réseau [ est
arbitraire mais doit étre suffisamment faible pour que la longueur typique de variation des
grandeurs physiques reste grande devant le pas du réseau :

kgpl < 1 (IV.1)

ol kiyp est le vecteur d’onde typique des particules du gaz. Nous I’évaluerons dans les différents
régimes d’interaction dans le paragraphe IV.1.3.c. de la présente section. En pratique, nous
prendrons, a la fin des calculs, la limite d’un espace continu en faisant tendre [ vers 0.

IV.1.2 Potentiel d’interaction

Venons-en maintenant au potentiel d’interaction. L’interaction entre fermions est une
interaction a deux corps avec un potentiel V' (ry,rs) dépendant a priori des positions ry et ro
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des deux fermions. Nous connaissons en général mal les détails microscopiques de ce potentiel
mais heureusement, le régime habituel des atomes froids est un régime dilué, de collisions
a basse énergie, ot seul un nombre limité de paramétres suffit & décrire l'interaction. Nous
consacrons ici un paragraphe a rappeler pourquoi, dans ce régime, on peut remplacer le vrai
potentiel par une interaction effective de contact.

IV.1.3 Diffusion dans un gaz d’atomes froids

a. Gaz dilué et froid L’hypothése que le gaz est dilué, c’est-a-dire que sa densité n est
faible par rapport a la portée ro du potentiel,

nry < 1, (IV.2)

va nous permettre de ramener le probléme de N fermions en interaction au probléme, beau-
coup plus simple, de la diffusion de deux particules asymptotiquement libres. En effet, cette
approximation permet de négliger la probabilité de trouver trois particules ou plus dans une
sphére de rayon d’ordre ry. Il nous suffit donc d’étudier les collisions qui n’impliquent que
deux particules. L’hypothése que le gaz est froid permet de se limiter aux événements a basse
énergie, oil le vecteur d’onde relatif des particules incidentes est faible devant 'inverse de la
portée du potentiel. Pour de tels processus, c’est la diffusion dans I'onde s qui domine?!. Or,
a cause du principe d’exclusion de Pauli, c¢’est seulement entre fermions de spins opposés que
cette diffusion, dans laquelle les particules sont dans une fonction d’onde spatiale symétrique
et ont donc une probabilité non nulle de se trouver au méme endroit, est permise. Rappelons
donc les grandes lignes du probléme de diffusion de deux particules discernables.

b. Etats stationnaires de diffusion Il s’agit de trouver, dans le modéle sur réseau,
I’état stationnaire, ou asymptotique, de deux particules subissant, via le potentiel V', une
collision & un vecteur d’onde incident k;. La situation est invariante par translation discréte
et le potentiel ne dépend que de la position relative des particules V' = V(r; — ry). En
nous placant dans le cas d'un centre de masse au repos, nous éliminons les variables liées
a la position de ce dernier, et choisissons comme base de 'espace de Hilbert les états |r)
décrivant deux fermions a une position relative r, et vérifiant la condition d’orthogonalité
(r|v') = 0, /13. L’état stationnaire de diffusion vérifie I'équation de Schrodinger stationnaire :

ﬁdiffl¢> = E|¢>, (IV-?’)

avec une énergie ' qui est positive et fixée par le vecteur d’onde k; de 'onde incidente,

h2k?
E= Zmi ) (IV.4)
Le hamiltonien du probléeme de diffusion
A /\2 A
Haig = T +V (IV.5)

1. L’amplitude de diffusion dans 'onde p par exemple s’annule quadratiquement avec le vecteur d’onde
incident.
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contient un terme d’énergie cinétique, avec p I'opérateur impulsion relative des deux fermions
et m, = m/2 leur masse réduite, et un terme d’interaction V, diagonal dans la base r), avec
V(r) comme coefficient. En I’absence d’interactions, les états propres de I’énergie cinétique
sont les ondes planes :

k) =12 e™|r). (IV.6)

r

d’énergie h?k?/(2m,). Comme le potentiel tend vers zéro a grande distance, ’'onde incidente
est justement une onde plane? de vecteur d’onde k;. L’onde diffusée se comporte asymptoti-
quement comme une onde sphérique sortante. Par conservation de I’énergie son nombre d’onde
vaut aussi k;. Nous retenons la condition aux limites pour la fonction d’onde ¢(r) = (r|¢) :

o(r) = €5+ f (n) ei:” +o <1> . (IV.7)

r—o0 T

o n = r/r est la direction émergente, et fi. (n) est 'amplitude de I'onde émergente dans
la direction n. Cette derniére mesure le poids relatif, par exemple en terme de courant de
probabilité, de I’onde incidente et de 'onde diffusée dans la direction n; elle est donc reliée
a la section efficace différentielle de diffusion o(n) par o(n) = |f,(n)>. On peut exprimer
formellement la solution de I’équation de Schrodinger (IV.3) & partir de la solution libre |¢g)
pour V = 0, en 'occurrence |¢o) = |k;), en introduisant la résolvante G(z) = 1/(z — Hgy)
du hamiltonien complet :3

16) = (1 +G(E+ iO*)f/) |60). (IV.12)

2. En cela le probléme quantique de diffusion est trés différent du probléme classique de diffusion de
particules ponctuelles : les particules incidentes sont complétement délocalisées et le processus de diffusion
s’étend & I’infini & la fois dans ’espace et le temps.

3. Une fagon d’établir I'équation (IV.12) est d’utiliser la fonction de Green retardée G de lénergie

n (A +k2)G 1 (r) = by 0 et se comportant asymptotiquement

2m,.

cinétique, solution de I’équation inhomogéne
comme une onde sortante

m eiki|r\
G ~ . V.8
) Y T (Iv.8)
Le laplacien discret A, est tel que Ap(r|k) = —k*(r|k). En termes de G et de la solution homogéne
po(r) = kT (A, + k2)po(r) = 0, la solution s’écrit
O(r) = go(r) +1° 3 L G (r =)V (r)o(r), (IV.9)

r’

En utilisant le lien entre la résolvante non perturbée (cf. texte) et la fonction de Green retardée G4 (r —r’) =
(r'| lim,,_,o+ Go(E + in)|r) nous obtenons

16) = I60) + (Go(E +104)V) [9). (1V.10)

En itérant cette relation implicite, version discréte de ’équation de Lippmann-Schwinger, on fait apparaitre
une série infinie et 'on parvient & éliminer |¢) du second membre :

) = (1 + (G'O(E 1100 + Go(E + 107V Go(E +10) + .. ) f/) |60).- (IV.11)

Cette série infinie est en fait le développement de la résolvante, conséquence de la relation implicite G =
Go + GoV G, ce qui démontre (IV.12).
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Il est d’usage d’éliminer G au profit de la résolvante de Pénergie cinétique Go(z) = 1/(z— o)

et de la matrice T . ) o
T=V+VGV (IV.13)

En utilisant la relation implicite entre les résolvantes perturbées et non perturbées G =
Go + GV G, nous obtenons

16) = (1 + Go(E +i0H)T(B + io+)> |6o) (IV.14)

Revenons maintenant en point de vue r pour vérifier que les conditions aux limites (IV.7)
sont bien vérifiées :

eiki\rfr’\

_ ik M3 s o
or) 5, ol ;—‘r_r,, (| T(E +1i07)|¢o), (IV.15)

ot nous avons utilisé I'expression de la fonction de Green de I'énergie cinétique (cf. équation
(IV.8) de la note 3). A grande distance r > 1/, ekl /|r — /| & "¢~ *T'/7 /1 ce qui fait
apparaitre I’onde sphérique attendue. Son amplitude est une transformée de Fourier prise sur
r’', ce qui permet d’exprimer 'amplitude de diffusion sous la forme :

my

fu(n) = = (k| T(E +i07)|o) (IV.16)

c. Diffusion dans ’onde s & basse énergie Nous utilisons maintenant I’hypothése que
le gaz est froid. La diffusion se fait donc trés majoritairement dans ’onde s, ou 'amplitude
fx; ne dépend pas du vecteur émergent n. Cette derniére est alors reliée a la section efficace
totale o par o = 47| fi|>. Le théoréme optique, appliqué ici a des ondes de matiéres, et qui
traduit le fait que la probabilité que I'onde ait été diffusée doit étre compensée par une baisse
de la probabilité de trouver I'onde dans la direction incidente, permet alors de déterminer la
partie imaginaire de 1/ f. Il impose la contrainte suivante :

Im
|fl* = kfk (IV.17)
En utilisant la relation pour tout nombre complexe z, Im(1/2z) = —Imz/|z|*> nous mettons
I’amplitude de diffusion sous la forme
fr= ! (IV.18)
T u(k) + ik '

ou la fonction u est a valeurs dans R. Par conséquent, dans la limite des grandes longueurs
d’onde k — 0, fi. tend vers un nombre réel, qui, au vu des dimensions, est une longueur, que
nous appelons longueur de diffusion et notons a :

. . I

Profitons de ce que nous venons de dire pour discuter un peu plus en détail a quelles conditions
le gaz est froid. La seule longueur caractéristique du probléme de diffusion étant la portée
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du potentiel, il faut pour que ’hypothése soit vérifiée que le vecteur d’onde incident typique
kiyp vérifie I'inégalité :
Eeypro < 1. (IV.20)

Pour connaitre le domaine de validité de cette inégalité il faut estimer la valeur de kiyp,. Si
les interactions sont faibles, le gaz est trés peu perturbé par rapport au gaz parfait et les
interactions ont lieu au voisinage de la surface de Fermi. On prendra alors k = kr le vecteur
d’onde de Fermi, relié a la densité du gaz par
L (IV.21)
P= gptr '
Si au contraire les interactions sont fortes au point que les fermions forment des diméres,
c’est le vecteur d’onde relatif au sein de ces diméres qui fixe la valeur typique ki, = 1/a.

d. Potentiel de contact effectif Le calcul de la longueur de diffusion a partir de I'ex-
pression du potentiel est un probléme difficile, mais, heureusement, inutile en ce qui nous
concerne. En pratique, elle sera déterminée expérimentalement, par des mesures de spectro-
scopie par photo-association [77, 78| par exemple. Dés lors, nous pouvons remplacer le vrai
potentiel d’interaction par un potentiel effectif plus simple mais équivalent dans le régime
des atomes froids car ajusté pour avoir la méme longueur de diffusion. Le potentiel modéle
le plus simple, et qui sera utilisée dans cette thése, est un potentiel d’interaction sur site,
caractérisé par une constante de couplage nue gy :

Oy
Ve(r) = go3° (IV.22)

ou 0 est le symbole de Kronecker, et r désigne toujours la position relative des deux fer-
mions. Bien localisé dans I'espace réel, ce potentiel est a 'inverse uniforme dans ’espace des
impulsions :

vk K, (K|Ve|k) = go. (IV.23)

Tout ce qui nous reste a calculer est le lien entre la constante de couplage nue g, et la longueur
de diffusion de ce modéle, afin de pouvoir ajuster cette derniére a la longueur de diffusion
du vrai potentiel. Pour cela reprenons 'expression (IV.16) de I'amplitude de diffusion, et
développons la matrice T.. associée au potentiel de contact en une série infinie en puissances
du potentiel V.

To(E 4i0%) = V, 4+ V.Go(E + 107V, + VoGo(E +i0MV.Go(E +10T)V, 4 ... (IV.24)

L’uniformité de V, (IV.23), ajoutée au fait que la résolvante non perturbée Gy soit diagonale
dans la base de Fourier,

3
. 1
Go(E +i07) :/ dk

k) (K|, V.25
i (27)3 (B 410%) — w| ) (K| ( )

2m.-

permet d’obtenir sans mal

m

> m 1
' I(E +i0t)" | = - V.26
2mhz % (Z(go (B +i07)) ) 2h? gt — I(E +i07) (1V-26)

fio = -

n=0
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ou l'intégrale I(E) est donnée par

d3k 1
I(E) = _ V.27
(£) /[ﬂ/l,ﬂ/l[s (r | — 2 (v.27)

r

En utilisant la relation au sens des distribution H# =P (1) —ird(x), on obtient (i) que

la partie imaginaire de I(E 4 i0%) tend vers 0 comme k; (donc comme v/E) lorsque 'énergie
tend vers zéro, comme prescrit par le théoréme optique, et (i) que sa partie réelle tend &
I'inverse vers la valeur finie — f[ Sy (d3])“3 ELQ}J La longueur de diffusion de ce modéle est
donc donnée par

1 m d3k 2m
= _ o V.2
Jdo 2mh2a /[—ﬂ/l,ﬂ/l[3 (27’(’)3 h2k2 ( 8)

A la limite continue, I — 0, l'intégrale au second membre diverge tandis que la longueur
de diffusion est finie (car maintenue égale a la longueur de diffusion du vrai potentiel) ; la
constante de couplage gy doit donc tendre vers 0 par valeurs négatives pour compenser cette
divergence. Ce régime dans lequel |a| est beaucoup plus grande que la portée I du potentiel
d’interaction effectif est un régime de diffusion résonnante.

IV.1.4 Hamiltonien d’interaction dans ’onde s

Le cadre de la description microscopique des interactions du gaz étant posé, nous pouvons
écrire le hamiltonien grand canonique* du systéme en seconde quantification :

H=0 > dir) (——A ) +goz32¢T di(r)dn(r),  (IV.29)

ro=1/1

ot la notation r désigne a nouveau la position d’un fermion, l’opérateur Champ 1, (r) obéit a

des relations d’anticommutation fermioniques discrétes {t, (r'), ¥ (r)} = =& et I'opérateur
laplacien A, est tel que A, (r|k) = —k?(r|k). Le premier terme, quadrathue en les opérateurs
champs, correspond & I'énergie cinétique de fermions de masse m, a laquelle on a soustrait le
terme grand canonique ,uN . Nous nous sommes placé ici dans le cas d'un gaz non polarisé,
avec des potentiels chimiques égaux dans les deux états de spin. Le second terme, quartique
en zﬁa, est le terme d’interaction de contact, somme simple sur les sites r du réseau. Comme
tous ses termes possédent le méme nombre de zﬂ et de W, le hamiltonien commute avec

4. Le choix d’un hamiltonien grand canonique, choix que nous ferons dés lors que nous utilisons la théorie
BCS, ne correspond pas a priori aux situations expérimentales, ol c¢’est plutot le nombre de particules N qui
est fixé. Néanmoins, on s’attend & ce que les grandeurs thermodynamiques de I’ensemble grand canonique
coincident avec celles de I’ensemble canonique & la limite thermodynamique, lorsque les fluctuations du
nombre de particules deviennent négligeables devant le nombre moyen de particules, N (que fixe le potentiel
chimique p). Le choix de lensemble grand canonique est indépendant du choix de travailler avec des états
quantiques dont le nombre de particules n’est pas fixé. Au chapitre VI par exemple nous introduisons un
Ansatz qui comporte des fluctuations quantiques du nombre de particules bien que nous travaillions avec
le hamiltonien canonique. A Iinverse, nous aurions pu chercher & minimiser I’énergie grand canonique avec
un mélange statistique d’états a nombre de particules fixé. Cependant, la contrainte N = N occasionne de
lourds calculs supplémentaires pour un systéme de fermions du fait des corrélations introduites par le principe
d’exclusion de Pauli.
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I'opérateur nombre de particules
N = Z @ZA);(I‘)@/A)U(I‘), (IVSO)
ro=1/

qui est donc une constante du mouvement. Le passage des opérateurs champ a 1’espace de
Fourier,

A 1 , - 1 :
QZJT(I') = \/ﬁ Z elk-rdkT wi(r) = \/ﬁ Z elk.rdkiv (IVBl)

keD keD

ou nous introduisons les opérateurs ay, qui créent une particules d’impulsion k et de spin o,
permet de diagonaliser la partie cinétique, mais ceci vient au prix d’une somme triple sur les
vecteurs d’onde de ’énergie d’interaction :

N h2 k2 . % L ) )

H = Z ( '7m - N) air(gaka + ﬁ Z CLL/TCLEk,icw(I_k_quLkT, (IVSQ)
keD,o=1/{ kK ,qeD

Iei D = [T, %[3 N 27”23 est ’ensemble des points de la premiére zone de Brillouin compatibles

avec les conditions aux limites périodiques. Toutes les dépendances en les vecteurs d’onde
doivent étre comprises modulo un vecteur du réseau réciproque 27”23.

IV.2 Approximation BCS de I’état fondamental

Nous voulons maintenant obtenir 1’état fondamental, ou du moins une approximation de
celui-ci, du hamiltonien (IV.29) écrit au paragraphe précédent. A part le pas I du réseau, ce
hamiltonien posseéde deux parameétres, le potentiel chimique p et la constante de couplage
Jo, auxquels on peut éventuellement substituer, nous verrons comment, la densité moyenne
p et la longueur de diffusion a. Notre objectif sera donc d’exprimer tous les paramétres
microscopiques du gaz dans son état fondamental en fonction de ces deux variables.

IV.2.1 Etat cohérent de paires

Pour trouver cette approximation, nous allons parcourir, en cherchant & minimiser 1’éner-
gie, la famille des états de Bardeen-Cooper-Schriffer (BCS), états cohérents de paires :

) = N (t) exp <l6 ZF(r,r’;t)@ﬁ(r)ﬂ(r’)> 10), (IV.33)

r,r

La fonction d’onde I' dans laquelle les paires de ’état cohérent sont créées dépend a priori
des positions r et 1’ des deux fermions et du temps t. Cependant, I’état de plus basse énergie
doit étre stationnaire et, étant donnée la symétrie du probléme, invariant par translation.
On cherche donc sa fonction d’onde I'y parmi les fonctions de la seule variable r — r/; de
la forme I(r,r') = & >, .p Tke®™ @) Une simple transformée de Fourier des opérateurs
champs (IV.31) permet alors de récrire 'état sous forme d'un produit :

675) = N T exp (Twalyaly, ) 10), (IV.34)

keD
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Sous cette forme, le calcul de la constante de normalisation s’effectue sans difficulté, N ! =
[T, (1 + |Tk|?)Y/2. Associé au caractére fermionique des opérateurs a, qui limite le développe-
ment de I'exponentielle dans (IV.34) a 'ordre 1, ceci permet de récrire I’état BCS fondamental
sous la forme BCS habituelle :

6°95) =TT (U = Vialal s, ) 10). (IV.35)
Kk
Les parametres
1
Uk = —]m (IV.36)
V 1+ [Tk?
I'x
Vk = ——F— (IV.37)

V14 [Df?

des orbitales de I’état BCS sont liés par la relation

U = /1 — Vil (IV.38)

Nous faisons le choix de prendre Uy réel, ce qui est toujours possible quitte & faire un change-
ment de phase globale sur I’état. Ce sont ces paramétres qui permettent, grace a une rotation
de Bogolioubov, de construire les opérateurs de quasi-particules

bt = Ukbir + Vil | (IV.39)
b, = —Vial, + Uiy (IV.40)
dont I'état BCS (IV.35) est le vide :
Vk, 0, b, |[”%®) = 0. (IV.41)
Ces opérateurs vérifient des relations d’anticommutation fermioniques
{(Bos Bl } = OicseOoor (IV.42)
{brs, b’} = 0. (IV.43)
La transformation de Bogolioubov inverse
it = Ui — Vbl (IV.44)
i = Uib i+ Vib (IV.45)
est un moyen parmi d’autres de calculer les moyennes dans [1/2“%) des opérateurs bilinéaires :
(WP, g it [6P0) = BB Vil (1V.46)
(PPDBa_y—q [ PPP) = —0q0Ux V. (IV.47)

Les moyennes superfluides a deux annihilateurs ou a deux créateurs de méme spin sont nulles
pour des raisons évidentes. Notons que seuls les opérateurs qui créent une impulsion totale
q nulle ont une moyenne non nulle dans un BCS tel que (IV.34). Ceci est une conséquence
du choix de nous restreindre a des fonctions d’onde ne dépendant que de la position relative
r —r’ des fermions de spins opposés, ce qui exclu les paires en mouvement de I’état cohérent.
Concluons cette sous-section en remarquant que l’équation (IV.46) permet d’interpréter Vi
comme 'amplitude de probabilité que 1'orbitale k 1, et donc la paire k 1/—k | puisque dans
I'état (IV.34) tous les fermions sont appariés, soit occupée.
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IV.2.2 Etat BCS fondamental

Venons en maintenant a la minimisation de I’énergie. Elle doit nous permettre de calculer
les amplitudes UL et V)2 de I'état fondamental BCS [¢5®) en fonction des paramétres du
gaz, & savoir sa densité moyenne p (ou son nombre moyen de particules N) et sa longueur de
diffusion a.

IV.2.2.1 Paramétres V; du minimiseur

Les états cohérents [1) (IV.33), en particulier les états BCS [¢pBS) (IV.34), sont des états
gaussiens, dans lesquels le théoréme de Wick s’applique. Avec les valeurs des moyennes d’opé-
rateurs bilinéaires (IV.46,IV.47) déja obtenues, le calcul de 'énergie moyenne ne pose aucune
difficulté. Plutot que de paramétrer la fonctionnelle énergie par les variables réelles Re Vi et
Im Vi, nous la considérons comme une fonction du jeu de variables complexes formellement
indépendantes (Vi, Vi )kep :

. 27.2 2
EBCS((Vk, Vk*)kED) = <wBCS’H|wBCS> — Z {2 (ﬁ _ M) ‘Vk|21 +(gOnTn¢ + %) L3.

2m
keD

(IV.48)

Dans cette expression, A est le gap® de la théorie BCS :
=90 W)ﬁm Z Un Vi (IV.49)

keD

et n, est le nombre de particule de spin ¢ par unité de volume :

= (o) = 5 A (IV.50)

keD

Le terme gonyny L? de Pénergie (IV.48) s’interpréte comme une énergie d’interaction de champ
moyen : il y a nyL? particules de spin 1 qui ressentent une interaction moyenne gon; avec les
particules de spin |.. Notons toutefois que I’énergie de champ moyen gony est nulle si I’on prend
la limite continue car alors go tend vers 0 (¢f. paragraphe IV.1.3.d.) alors que la densité du gaz
reste finie. Ceci est un artefact du fait que, dans ce terme de Hartree, I'interaction est traitée
dans l'approximation de Born. Le second terme est une énergie de condensation, négative
compte tenu du signe de gy. Elle provient d’un traitement non perturbatif de 'interaction.
Elle permet d’interpréter la bande interdite A comme le paramétre d’ordre du systéme :
lorsque A # 0 le condensat est peuplé par un nombre macroscopique de paires .

La conservation du nombre de particules par le hamiltonien H donne a la fonction EBCS
sa propriété la plus importante : son invariance par changement de phase global

VO € R, EBS((Vi, e Vi ken) = EPS((Vi, Vi ken), (IV.51)

5. L’origine de ce nom sera clarifiée plus bas.

6. Cela se voit peut-étre plus directement dans I’expression (I1.17) du nombre moyen de particules conden-
sées, écrite pour un état BCS fondamental mais facilement généralisable a un état BCS quelconque mais
invariant par translation.

49



aussi appelée symétrie U(1). Du fait de cette symétrie, le minimum de I’énergie (IV.48) est
atteint sur un cercle plutot qu’en un unique point. Le rayon de ce cercle s’obtient en cherchant

les valeurs |V}2| du module de V4 qui minimisent £ :
§EBCS §EBCS
: - — 0 (IV.52)
Vi lg=mer O D=y

Il en ressort une équation sur V)2, la célébre équation « du gap » :

Vie

26 Vi = AU+ (Do (1K) + AT 5755 = 0, (IV.53)
Kk
ol on a posé
h2k?
= — IV.54
Sk =5~ — I+ gont, (IV.54)

I’énergie cinétique d’une particule corrigée du champ moyen et mesurée par rapport au po-
tentiel chimique et
90
Ao=—75 > U, (IV.55)

keD

le gap dans le fondamental BCS. Nous savons que 1’ensemble des solutions de (IV.53) est un
cercle de rayon |V;?| fixé. Pour trouver ce rayon, le plus simple est de chercher la solution
réelle positive de (IV.53), c’est-a-dire de faire le choix de la phase nulle pour V}2. Dans toute
la suite V4 désignera donc la solution réelle positive de (IV.53). En résolvant une équation
du second degré, on obtient :

V0 = % (1 — 5—“) (IV.56)

€k

ol nous avons introduit I’énergie €y

€x = \/fﬁ + A%, (IV57)

construite avec le gap A réel correspondant a (IV.56). Nous avons écarté la solution /1 + & /ex

/v/2 de I'équation (IV.53) car elle correspond en fait 4 un maximum de I'énergie (cf. section

IV.3 du présent chapitre). Le choix de phase nulle pour V;? permet de récrire I’équation du

gap (IV.53) sous une forme parfois plus simple a manipuler :
Ag

UV = —

IV.58
e (IV.58)

La solution (IV.56) de 'équation du gap est en fait encore implicite & cause de la présence
du gap, qui est fonction de VY d’aprés 1'équation (IV.55), dans ¢. La marche a suivre est
donc de déterminer d’abord la valeur du gap en fonction de gy et de u en éliminant V0 de
I'équation (IV.55) a l'aide de (IV.58), ce qui conduit a I’équation intégrale :

11 1
—— == — (IV.59)
90 L7 2
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Les deux membres de (IV.59) étant divergents a la limite continue, on préférera, avant de
faire tendre [ vers 0, éliminer g au profit de a a I’aide de (IV.28), ce qui, a la limite thermo-
dynamique conduit & :

m d3k m 1
_ | — = ). IV.
4dmth2a /[—ﬂ'/l,ﬂ'/l[3 (27’(’)3 <h2k2 2€k) ( 60)

Plutot que le potentiel chimique, il est d’usage d’utiliser la densité moyenne p comme para-
métre de I'état fondamental. La substitution se fait en inversant la relation qui donne p en
fonction de p et Ay :

_ 2 02

P=13 > W (IV.61)

keD

Cette relation s'obtient en calculant la valeur moyenne de l'opérateur N dans un état BCS
|4BS) puis en appliquant le résultat au minimiseur en remplagant V3 par V2. Comme N
conserve évidemment le nombre de particules, le résultat ne dépend pas du choix de la phase
du minimiseur.

IV.2.2.2 Equation d’état & température nulle a la limite continue

Les équations implicites (IV.60,IV.61) peuvent étre résolues analytiquement [79] & la limite
continue [ — 0, ce qui conduira a I’équation d’état du gaz

1= f(pa). (1V.62)

Pour y parvenir, nous commencons par remplacer les sommes par des intégrales a trois di-
mensions lorsque le pas du réseau [ tend vers 0. Les équations implicites donnant la longueur
de diffusion et la densité du gaz deviennent ainsi :

m Bk m 1
4rha / (27)3 (h2k2 a H) (1V.63)
_ 4’k 02

La partie angulaire de ces intégrales est triviale compte tenu de l'invariance angulaire des
fonctions k — h2k?/(2m), k — & et k — . Puis nous adimensionnons toutes les énergies
par Aq et les vecteurs d’onde par

kn, = (2”;?0)1/2 (IV.65)
en posant
u? = 2:?220 (IV.66)
Wl = Aio (IV.67)
§u = i—ko (IV.68)
€ = 2—“0. (IV.69)



Les intégrales s’adimmensionnent donc de la fagon suivante :

d3k kSA +oo
— — =2 2du. IV.70
/(2@3 27r2/0 e (1V-70)
Notons que le préfacteur de I'intégrale peut aussi s’écrire
KL, 3 (A\*?
=—pl|— Iv.71
=20 (2) av.71)
ou e désigne I’énergie de Fermi, reliée a la densité p par
hQ 2.7\2/3
er =5 (37%p)"". (IV.72)

conséquence directe de I’équation (IV.21). En fonction de uy,;, et des intégrales Ig et Ix

+oo 1
Ie = / u2du—3 (IV.73)
0 €u
+oo f
Ix = / wdu=s, (IV.74)
0 €u
nous avons
1 4 u2 : [X - [9
- — _Z_ “min IV.75
kra T (U lo + Ix)Y/3 ( )
Ay 1
- = IV.76
Sy (uiﬂnI@ + IX>2/3 ( )
A
L (IV.77)
EF EF
1 2 2
NBCS ( 1+ Upin + umin)
0o~ _ o7 5 (IV.78)
N 16 212wl Io + Ix)
(IV.79)

Les intégrales Ig et [y peuvent a leur tour étre exprimées analytiquement en fonction de
u?,, = p/Ag alaide d’intégrales elliptiques. Ces formules sont données dans ’annexe E. Pour
visualiser ’équation d’état, nous avons tracé, en trait plein, le gap (figure IV.1), le potentiel
chimique (figure IV.2) et la fraction condensée (figure IV.3) en fonction de la force des
interactions 1/(kpa), & densité fixée. Les courbes bleues tiretées figurent les comportements
asymptotiques dans les limites kra — 07 et kra — 0~ et le point rouge montre la prédiction

de la théorie BCS a la limite unitaire 1/(kra) = 0. Discutons briévement ces cas limites.

a. Limite BCS kra — 0~ Lalimite kra — 0~ est appelée limite BCS car c’est dans cette
limite seulement que les prédictions de la théorie BCS sont quantitatives. Elle correspond
a un gaz parfait de fermions légérement perturbé par l'apparition d’une bande interdite,
exponentiellement faible en 1/(kp|a|) :

Do gem2em/(2hrlal) (TV.80)
EF krpa—0~
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La fraction condensée (cf. section I1.1), proportionnelle au gap dans cette limite, est elle aussi
exponentiellement petite :

N 3T Ro 3T 3 —n/(2krlal)

—_—~

N kpaso- 16 €p 2

Le potentiel chimique quant a lui s’approche exponentiellement rapidement du potentiel
chimique du gaz parfait de fermions, autrement dit ’énergie de Fermi e :

A2 A
= ¢p <1 +0 (—20 In —0)) : (IV.82)

kpa—0- €% EF

(IV.81)

ce qui est un artefact de I’'approximation de Born dans le terme de champ moyen, comme il est
expliqué sous I'équation (IV.50), le véritable potentiel chimique admettant un développement
en puissances [80] de kpa dont le premier terme, linéaire, est I’énergie de champ moyen
renormalisée gn.

b. Limite CBE krpa — 0T Lorsque kpa — 07, la théorie BCS prédit que les paires de
fermions forment des diméres d’énergie de liaison

h2
B, ~ —. (IV.83)
kra—0t Ma
Ces dimeéres forment un gaz de bosons en interaction faible, complétement condensé, soit
QNS

N k‘F(J,*)O'F

1, (IV.84)

et avec une longueur de diffusion dimeére-dimére

alS = 2a, (IV.85)
valeur grossiérement fausse, la valeur exacte étant aqy, =~ 0,60 a [81, 49]. L’énergie du fonda-
mental BCS dans cette limite est la somme des énergies de liaison et de I'énergie de ce gaz
de N /2 bosons en interaction faible :

BCS N Rm o1 (N/2)?
BB = b gt
kpa—0t 2 ma? = 2 L3

+ o(kpa) (IV.86)

avec la constante de couplage entre deux dimeéres de masse 2m : gqim = flﬂhQadBing /2m. Le
potentiel chimique s’en déduit immédiatement en dérivant par rapport a N :

- Ll 4 olkea) (IV.87)
kpa—0+t 2ma? 29d1m2 O\FFd '
1 2
_ _ 2 IV,
Fray0+ EF ( (kpa)2 + 37TkFa + O(kfpa)) ( Vv 88)

Chaque fermion porte donc la moitié de I'énergie de liaison d’un dimére et la moitié de
I’énergie de champ moyen par particule d’'un gaz de boson avec une constante de couplage
gdim €t une densité moitié de la densité des fermions. Enfin, le gap (qui dans cette limite n’est
pas I'énergie minimale requise pour briser une paire, cf. la section IV.3) posséde ’équivalent :

2 B2
Ay ~ ——(kpa)’?P—— V.89
O kpasot \/37( ra) (IV.89)

ma?’
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c. Limite unitaire |a|] — oo La limite unitaire |a| — oo n’est pas a proprement parler
une limite pour la théorie BCS, qui prédit une équation d’état parfaitement réguliére “en
fonction de 1/kpa. C’est néanmoins un point particulier car la seule longueur caractéristique
du probléme, a, diverge, ce qui rend le systéme invariant d’échelle. Toutes les quantités
thermodynamiques correctement adimensionnées sont alors universelles, au sens ou elles ne
dépendent d’aucun parameétre associé aux interactions. On définit généralement le parameétre
de Bertsch :

-~ (IV.90)

\a|:oo EF )

De méme, un paramétre sans dimension relie le gap a 'énergie de Fermi, ou la fraction
condensée au nombre de paires N /2. La théorie BCS prédit :

§ees = 0,99 (IV.91)
A
= = 0,69 (IV.92)
EF la]—oo
QNP8
= = 0,70 IV.93
N la]—o0 ’ ( )

ce qui est quantitativement faux. Les mesures les plus récentes donnent : £ ~ 0,376 [32],
Ag/er == 0,44 [82] et 2N /N ~ 0,62 [83]. La valeur de j/Ay est au contraire bien prédite
par la théorie BCS qui obtient 1, 16 au lieu de 1, 17 pour les expériences. Aussi nous utiliserons
fréquemment cette quantité pour paramétrer la force des interactions dans la suite.

IV.2.2.3 Etat fondamental & symétrie brisée

Comme nous l'avons souligné, a cause de la symétrie U(1) du minimiseur, il n’y a pas
un fondamental BCS unique, mais une infinité : tous ceux dont les paramétres Vi ont pour
module V)2 (IV.56). Or, il nous faut décider de ce qui sera l'origine de nos théories en puis-
sances d’'une petite perturbation au voisinage fondamental. Il est évidemment plus élégant
de tenir compte de la symétrie U(1) du lieu des minima et de ne pas choisir arbitrairement
un point du cercle comme origine du développement, et cela évite d’ailleurs de gros ennuis
dés que l'on essaie de pousser le développement au-dela de l'ordre linéaire. Nous ferons ce
développement autour du cercle au chapitre VI. Néanmoins choisir une approche a symétrie
brisée, qui distingue un point du cercle, par exemple celui ou la phase de Vi est nulle, doit
donner en définitive les mémes résultats que 'approche qui respecte la symétrie U(1). Dans
la suite, nous nous autoriserons donc a prendre comme origine le fondamental BCS de phase
nulle, ¢’est-a-dire celui dont les paramétres sont réels et donnés par (IV.56) :

5) = TT (U8 - Walgaly, ) 10). (IV.94)

keD

IV.3 Excitations fermioniques

La raison pour laquelle nous avons attendu jusqu’ici pour parler des excitations élémen-
taires de la théorie BCS est que leur écriture n’est pas indépendante du choix de phase

7. On parle en anglais de crossover pour désigner le passage progressif d’un superfluide BCS a un gaz de
diméres en interaction faible.
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FIGURE IV.1 — Largeur de la bande interdite adimensionnée par l’énergie de Fermi e en
fonction de la force des interaction 1/(kpa). La ligne en trait plein représente la prédiction
BCS et les tiretés bleus ses comportements asymptotiques. Le pointillé et la croix rouges
indiquent la valeur atteinte & la limite unitaire quand 1/(kpa) = 0.
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FIGURE IV.2 — Potentiel chimique adimensionné par 1’énergie de Fermi ez en fonction de la
force des interaction 1/(kpa) d’apreés la théorie BCS. Pour la description des courbes voir la
légende de la figure IV.1.
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FIGURE IV.3 — Nombre moyen de paires condensées NECS ramené au nombre moyen de
fermions N en fonction de la force des interactions 1/(kpa) d’aprés la théorie BCS. Pour la
description des courbes voir la légende de la figure IV.1.
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du minimiseur. Les opérateurs fermioniques associés comme aux équations (IV.39,IY.40) a
I'état BCS a symeétrie brisée (IV.94), dont il est le vide, et que nous désignons par b (notez
la différence de police avec les équations (IV.39,1V.40)), s’écrivent

b = Upang +Wal,, (IV.95)
b, = —Waky + Uiy, (IV.96)

Ils ne seraient pas identiques si I'on avait fait un autre choix de phase et sont donc indis-
sociables d'un choix de brisure de symétrie. L’action d'un opérateur de création bfw sur le
fondamental BCS (IV.94) transforme la paire d’impulsion k en un fermion libre, on dit que
la paire est brisée :
BCs)
b lub) = al, TT (0% = vidal,al s, ) 10) (IV.97)
K/ £k

C’est, rappelons-le, une excitation fermionique. Son énergie est 1’énergie €, du spectre d’ex-

citation BCS définie en (IV.57) :
(0 oo Hbj |95 — (g [ H g ™) = ex (1V.98)

La figure IV.4 montre 'allure de cette branche d’excitation k — €/Aq pour différentes
valeurs du rapport pu/Ag. Du co6té BCS, o a la fois et Ay sont positifs, la branche atteint
son minimum égal 4 Ay (d’oit le nom de bande interdite) en Ay, = (2mu/h?)'/2. A T'inverse,
du coté CBE, i devient négatif, la branche d’excitation est purement convexe et son minimum
atteint en k = 0 s’approche de p, qui, a I’'ordre dominant, est I’ energ1e requise pour briser une
paire, hi2/(2ma?). Faire agir simultanément la paire d’opérateurs ka, Al "y reforme la paire

k1 /—kJ.

BB JPCS) = (p@ +»Ukak¢zlq) I1 (Uﬁ,—»vﬁaiﬁaikw)|o>. (IV.99)
K'#k

mais la met dans un état d’énergie 2¢y plus élevée
(Ut b HBL B4 JBCS) — (0B HIGES) = 26, (IV.100)

On dit que la paire est excitée.
Pour résumer ce qui vient d’étre dit, on peut décrire les excitations fermioniques par le
hamiltonien réduit :
~ 1 + T T LS 2 3
HBCS = Z (fk(akTaM + afkia_ki) + AO (a_kiam + akTa—k¢>> — g—AO — goL nyny
0
keD

(IV.101)
obtenu a partir du hamiltonien (IV.32) en effectuant des contractions partielles sur les termes
quartiques,

abéd — ab(éd)o + (ab)ocd — ac(bd)o — (aé)obd
¢
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FIGURE IV.4 — Spectre de la branche d’excitation fermionique pour différentes valeurs du
rapport /g d’aprés la théorie BCS. Le vecteur d’onde k est en unités de ka = (2mdo/h?)Y/?
et I'énergie € en unités de Aj. Lorsque p/Ag > 0 la fonction k — €/, atteint son un
minimum, égal a 1, en k = kpy, = (2mpu/h?)Y/?

ou la notation (...)o désigne une valeur moyenne prise dans le fondamental BCS a symétrie
brisée. Exprimé en termes des opérateurs de quasi-particules l;, et de I'énergie EFS du fonda-
mental BCS (la valeur de la fonctionnelle énergie EBS évaluée en Vi = V)0), ce hamiltonien
est diagonal, avec les €, comme énergies propres :

Hocs=EPS+ S adl o (IV.103)
keD,o=1/1

Attention cependant & ne pas confondre la « recette » des contractions partielles avec une
méthode systématique de développement en puissances des faibles écarts du gaz par rapport
a son état fondamental, qui donnerait accés & un hamiltonien effectif de quasi-particules a
basse énergie, comme sont la méthode de Bogolioubov, ou 'approche variationnelle que nous
introduirons au chapitre VI. Nous verrons en particulier au chapitre VII qu’il existe une
branche d’excitation bosonique, du méme ordre que la branche fermionique en termes de

déviations par rapport a 'état [FCS), et que la théorie BCS rate complétement.

99



Chapitre V

Dynamique de phase par la RPA
Contribution de la branche fermionique

Nous abordons maintenant la démonstration promise de 1’équation fondamentale (I1.32)
de l'opérateur phase. Et nous commencons avec I’'objectif ambitieux d’établir cette équation
dans un cadre purement quantique, celui des équations d’Heisenberg linéarisées de 1’ Approxi-
mation de la Phase Aléatoire (la Random Phase Approximation, RPA d’Anderson [42]).
L’approche RPA permet une description entiérement quantique des degrés de liberté micro-
scopiques d’un gaz de fermions homogéne. Le systéme d’équations du mouvement linéarisées
qu’elle fournit donne accés au spectre complet du gaz, y compris la branche d’excitation boso-
nique ; nous verrons qu’il est I’analogue, avec tout de méme quelques changements importants,
de celui que nous obtiendrons au chapitres suivants VI et VII par la théorie variationnelle. En
ce qui concerne la dynamique de phase, la RPA décrit correctement le brouillage de phase a
température nulle di aux fluctuations du nombre de particules et permet méme d’inclure la
contribution de la branche fermionique a la dynamique de éo. Malheureusement, pour des rai-
sons que nous expliquerons en détail, elle s’avérera insuffisante pour capturer la contribution
de la branche bosonique, et donc inutilisable a température non nulle. Mais commengons par
expliquer en quoi consiste cette RPA introduite pour la premiére fois pour un gaz de fermions
appariés par P.W. Anderson en 1958.

V.1 Equations du mouvement de la RPA

La RPA consiste en une linéarisation des équations du mouvement d’un jeu complet
d’opérateurs quantiques, qui inclut donc a la fois les opérateurs normaux lepg, les opérateurs
d’appariement superfluide w ﬂ/’T et leur hermitien conjugué. Comme la RPA linéarise a partir
de I’état BCS fondamental, mieux vaut travailler avec des opérateurs définis dans l’espace de
Fourier :

~q A'i' A~ ~Aq /\"' ~

Ny = Oy yqp0xts Ny = a_yx 0—k—q|

jq A - 9 _ At At

(e = Gx—q et i = Qgeq Q- (V.1)

Dans ces notations la coordonnée haute q désigne le vecteur d’onde du centre de masse
(l’action de l'opérateur sur un état donné change l'impulsion totale du gaz de hq) tandis
que la coordonnée basse paramétre le vecteur d’onde relatif k 4+ q/2; la lettre d dénote des

60



opérateurs de création ou d’annihilation de paire, la lettre n des opérateurs de « déplacement »
de particule (une particule est détruite a impulsion ik et recréée a impulsion Ai(k + q)). Par
convention et pour alléger les notations, nous nous permettrons d’omettre la coordonnée
haute lorsque celle-ci est 0, dy = ciﬂ Avant de linéariser les équations du mouvement écrivons
d’abord leur version exacte :

_dd} (R Rk +q)? " G .
in k:( L )—2M)dg+L—§ngl
ki

dt 2m 2m

~t . o . . .
~ I3 (a—k—qu,a*k*(u + ak—f—q—qlTakT) (k) —quiliar (V.2)

_ddY (k2 Rk + q)? i g -
—1 k — -+ — 2/,L E -+ —3 Z d(lil
dt 2m 2m L -
1
Z g gy, (O grlincrant + @y Gkqiqr) (V.3)
k1,91
dn R Jdo N ~ ~ ~
IHE - _(§k+q - fk)n T I3 <aTk-&-qTaT—k—onia_kl_anklT
k1,91
0l g i) (V4)
dn A gO ~ ~ A ~
17"1? = —(€krq — &)y + VB (aﬂﬁatklqua—k—qiak—qlf
ki,q1

~t PR .
- ak+q—q1Ta7k,La—k1—qwale) : (V5)

On pourrait si I'on voulait remplacer, en les appariant, les opérateurs fermioniques a par
des opérateurs de la RPA (V.1) dans les seconds membres des équations (V.2-V.5). On se
rendrait compte (i) qu'il existe toujours deux fagons de faire une telle substitution, car il
existe deux facon d’apparier les opérateurs fermioniques, par exemple

At ~ s 2q70 A “k Gk—ki+
ALy ke qy oty it = Ty, = =y i s quligr = =t Sdi T, (V.6)

(#7) que l'on obtient un systéme d’équations non linéaires ou tous les opérateurs de la RPA,
y compris a impulsion totale hq différente, sont couplés. Pour linéariser ces équations du
mouvement, nous imaginons que le gaz n’explore qu’'une petite région de l’espace de Hilbert
autour de I'état BCS fondamental de phase nulle |¢%), région dans laquelle action des
opérateurs quadratiques (V.1) est trés proche d’une multiplication par leur valeur moyenne
dans ce fondamental, que nous notons (...)o. Rappelons que seuls les opérateurs avec une
impulsion totale nulle (q = 0) ont une valeur moyenne non nulle. Ces valeurs moyennes
sont nos quantités d’ordre zéro dont les opérateurs différent par un infiniment petit. Ce
raisonnement suggeére d’écrire un opérateur quadratique ab (ot @ et b sont des opérateurs de
création ou d’annihilation fermioniques) comme sa valeur moyenne plus une petite déviation :

ab = (ab)o + 6(ab). (V.7)
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Cette prescription n’est cependant pas satisfaisante. En effet, un opérateur quartique abéd
peut étre réordonné par les relations d’anticommutation fermioniques, de sorte qu’il n’existe
pas de maniére unique d’apparier les opérateurs pour injecter la décomposition (V.7). C’est
pourquoi, 'approche RPA considére tous les appariements possibles d’opérateurs a un corps
a l'intérieur du produit abéd; si aucun ne permet de former un opérateur bilinéaire d’im-
pulsion nulle q = 0 (possedant donc un ordre zéro) alors ce produit est d’ordre supérieur
et sera négligé. Dans le cas contraire, on remplace ces opérateurs d’impulsion nulle par le
développement (V.7). Cette procédure revient a effectuer des contractions de Wick partielles
comme prescrit a I’équation (IV.102) L’intérét principal de cette approximation, outre de
linéariser les équations du mouvement, est de les découpler en systémes a impulsion totale
hq fixée. Formellement, on obtient donc une série d’opérateurs d’évolution L3p, pour chaque
valeur de q € D :

dy dy
d | @ 49
VqeD, ih— | X = L3 k V.8
q dt flﬁ RPA ﬁz ( )
o Aq
"/ vep k/ xep

Avant d’écrire explicitement ce systéme, introduisons quelques notations intuitives qui nous
simplifieront la vie. D’abord les opérateurs collectifs :

A go A
k1
2~ 90 N
A = > dy (V.10)
k1
. 1 "
ny = 3 Z T, (V.11)
k1
R 1 -
n} = T3 Z Ny, - (V.12)
ki

Ensuite les combinaisons de paramétres du fondamental BCS qui apparaitront fréquemment
dans les équations :

Soqg = Sirq t & (V.13)

efq = €xiq T € (V.14)
. ~ A A

+ - 0 0

g = <dk+q>oi<dk>of—2€k+q %o, (V.15)

i = Sicta |y Sk (V.16)

26k+q 2€k ’

62



Avec ces notations le systéme (V.8) s’écrit explicitement ! :

dd“l

8 Mol 4 )+ 2l AT 4 gl (o + (deeg)o) (V.17
hddq F Al A Ad diesq)ond + (dic)oitd

ih—¢ ==&l dit + Ao (Mg + 1yt) — 20 A% — go({dics ot + (di)on ) (V.18)
dn i ~ ~ ~

lhd_tk —fkan Ao(dq dy) — goquni (dk+q> AT — (dy)oAY (V.19)
d’fLE 2 2 ~ 2~ ~ A~

=Eieq ny — Ag(dit — dif) + 90%1q 3 — (s q)0 A% + (dic)o A (V.20)

Dans chacune de ces équations nous trouvons premiérement une partie individuelle, qui ne
couple que les opérateurs de méme impulsion relative k et qui est celle que ’on aurait obtenue
si on avait écrit des équations du mouvement de Heisenberg avec le hamiltonien BCS réduit
(IV.103), et deuxiémement, une partie collective qui couple les opérateurs de la RPA aux
opérateurs collectifs (V.9-V.12) de méme impulsion totale q. Il est évidemment tentant, au
vu de la forme des équations, d’introduire les variables somme et différence des opérateurs
(V.1); Vopérateur Lip, serait anti-diagonal par blocs dans cette nouvelle base. Mais il y a
encore plus astucieux. En effet, la remarque précédente sur la partie individuelle des équations
suggere que cette derniére sera diagonalisée si nous abandonnons les opérateurs de particules
a pour ceux des quasi-particules fermioniques b. Nous verrons que ce n’est pas le seul avantage
de ce nouveau point de vue. Nous faisons donc le changement de base somme et différence et
passons en méme temps en point de vue de quasi-particules; nos nouvelles variables seront :

I= bocabig = blgbli (V.21)
$1 = boxqubir + bl 0y (V.22)
g = b gbir + b bk gy (V.23)
hl = blgrbir — 0 boxqu (V.24)

La matrice de passage en point de vue de quasi-particules a le bon gotit d’étre orthogonale
(c’est une conséquence immédiate de Iorthogonalité de la rotation de Bogolioubov induite
par UQ et V9) et diagonale par blocs a condition d’utiliser la base somme et différence tant
pour les particules que pour les quasi-particules :

g Wi we, 00 de — d

| o W 0 0 iy — iy v.25)
3d 0 0 Wi —wiy]||sd+a '
1) 0 0wy Wi S(ng + i)

ou nous avons introduit les notations qui seront trés utiles tout au long de cette thése,

Wil = U qUd + Vil Vil Wi = Ui Uk — Vidr g Vas (V.26)
Wiy = Uk gV + UiVidhq Wieg = Ui gV — URVL, (V.27)

1. Mentionnons que le terme complétement contracté des contractions de Wick partielles (IV.102) disparait
aprés exploitation de 1’équation du gap (IV.53).
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L’orthogonalité de la matrice de passage se traduit pour ces coefficients par :
(W) + (wy,)" = 1. (V.28)

Une liste de relations impliquant les deux jeux de coefficients (V.13-V.16) et (V.26,V.27) est
donnée en annexe C. Le systéme obtenu aprés utilisation de ces relations a le mérite d’étre
trés simple :

mdi — er S0+ Wi (FAY + 6A9) — gouy, (579 + 57%) (V.29)
mddt — g+ Wiy (A% = A9) — gouig, (A - AS) (V.30)
dg;k — e b (V.31)
17”ldd—};q = —C1eqMe> (V.32)

ou la notation ¢ signifie que l'on leur retranche a une opérateur sa valeur moyenne dans

[YBos) .
50 = 0O — (0)o. (V.33)

La partie collective a disparu des opérateurs de déplacement (de quasi-particules cette fois) m
et ﬁ, qui, n’étant plus couplés que 'un & ’autre et au niveau individuel, se comportent comme
des champs libres. Leur dynamique, triviale, s’obtient de fagon complétement indépendante
du reste des inconnues. Mais attention, c’est 14 une des spécificités des équations de la RPA,
ces opérateurs agissent quand méme comme un terme source pour les opérateurs de paire y
et 8, via les opérateurs collectifs A4, A4 et 71,. De fait, en point de vue des quasi-particules,
les opérateurs collectifs s’écrivent :

A1 AT = Z 43— 43 = (Wil — wieghd) (V.34)
keD keD
. . 1 . - .
ng —nfl = T3 Z ny — ny 73 Z (Wieq Dt + Wiighie) (V.35)
keD keD
A A 9o 9o - 4
JAT 4+ AT = T3 S(d? + dq) 7 (WiegSa + i) (V.36)
keD keD
. R 1 q 2 1 . _
onf +ony = T3 Z S(ng +ny) = T3 Z(—wlquﬁ + Wig ) (V.37)
keD keD

Ces relations s’obtiennent a partir des définitions (V.9-V.12) des opérateurs collectifs en
faisant leur somme et différence puis en remplacant les opérateurs de particules par leur
équivalents de quasi-particules a ’aide du systéme (V.25), trivial a inverser car orthogonal. La
procédure pour résoudre le systéme linéaire (V.29-V.32) est alors la suivante : () on cherche
les modes propres des équations homogeénes sur les opérateurs de paires (les équations (V.29)
et (V.30) sans la contribution des opérateurs de déplacement 7 et ﬁ), et on projette le champ
de paire (g, 8) sur ces modes propres pour obtenir des opérateurs de quasi-particules RPA?

2. A ne pas confondre avec les quasi-particules fermioniques BCS, b. Les opérateurs de quasi-particules
RPA sont des combinaisons linéaires des opérateurs de paires de quasi-particules BCS b k—q, ika et

i gt
Ortaq 10 k-
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ayant une dynamique simple pour les équations homogénes ; (i¢) on résout la dynamique libre
des opérateurs normaux m et iz, (#4i) on incorpore cette dynamique a celle des opérateurs
de quasi-particules RPA en cherchant une solution particuliére des équations inhomogénes
(V.29) et (V.30). Tandis que les étapes (i) et (i) ne posent pas de probléme particulier, I'étape
(7i) peut se révéler assez ardue dans le cas ou les paires sont en mouvement (q # 0), a la fois
en termes de calculs que pour l'interprétation des résultats. Heureusement, lorsque le gaz est
faiblement excité, les modes de quasi-particules BCS sont presque complétement vides et la
contribution des opérateurs de déplacement m et h peut étre négligée. Nous justifierons ceci
plus en détail lorsque nous développerons une théorie semi-classique au chapitre VII. Cette
théorie fournit un développement systématique en puissances des écarts au fondamental BCS,
développement pour lequel les valeurs moyennes de m et h sont d’ordre supérieur a celles de g
et 8. Pour le moment, concentrons-nous sur les équations du mouvement qui nous intéressent
directement pour la dynamique de phase : celles du sous-espace d’impulsion nulle q = 0.

V.2 Dynamique dans le sous-espace d’impulsion nulle

L’opérateur phase 6, (I1.16) est formé d’opérateurs d’impulsion nulle, ce qui n’est pas
surprenant puisque 'amplitude ay du champ de paires dans le mode du condensat, et par
conséquent sa phase, ne changent pas I'impulsion du gaz. Pour les équations linéarisées de
la RPA, la dynamique de 6o n’implique donc que les opérateurs d’impulsion nulle q = 0.
C’est pourquoi nous nous concentrons a partir de maintenant sur le sous-espace formé par
ces opérateurs.

V.2.1 Equations de la RPA a impulsion nulle

Pour alléger les notations, nous nous permettons d’omettre I’écriture de 'impulsion totale
lorsque celle-ci est nulle, ainsi gi = 92, 2,7 = 2, Wi = W, et cetera. La restriction a q = 0
permet de nombreuses simplifications au sein des coefficients (V.13-V.16) et (V.26,V.27),
ainsi :

Wit = wp =0 (V.38)

- +_§k + +_A0
€k €k

(V.39)

Et le systéme (V.29-V.32) se simplifie lui-aussi :

i % = 268, + f—t(éA +0AT) — f—:go (6724 + 671 (V.40)
ih% = 26+ (A - AT) (V.41)
ihdgzk =0 (V.42)
ih% =0 (V.43)

Les nombres de quasi-particules fermioniques IA)LTIA)M et ZADT_k j),k ; (dont la somme et différence

donne 71y et hy) sont donc des constantes du mouvement. On peut voir ce premier résultat

65



comme une forme de compatibilité entre les excitations BCS et les équations de la RPA :
bien que la RPA construise de nouveaux opérateurs de quasi-particules, bilinéaires en les
opérateurs de quasi-particules fermioniques, elle considére néanmoins ces derniéres comme
des particules sans interaction, et leur nombre, comme une constante du mouvement. Reste
donc & résoudre le systéme homogéne formé par les équations (V.40,V.41), dont on met de
cOté, dans les opérateurs collectifs A et Ny, les termes sources, en 'occurrence constants, ot
apparaissent les opérateurs iy, :

~ ~ A S
dt Sk Sk 0
keD keD keD

L’opérateur d’évolution £ agit uniquement sur le vecteur (g)k §k> , et est antidiagonal
keD

du point de vue des blocs (Jx)kep €t (Sk)kep

~ A 90 gkgk +A(2) A
‘ (lfk> - (QEkSk I Skl) | (V.45)
%/ kep 26 + 75 D, i keD

Cette propriété innocente est en fait une trace du caractére trés symétrique de 'opérateur
d’évolution. Pour le voir, quittons pour un temps la base somme et différence, en définissant :

~ A B
L = Py LPsp = V.46
SD SD (_ B — A) ( )
ou A et B sont deux matrices réelles symétriques, ot la notation par blocs s’applique cette
fois & un vecteur écrit dans ’ordre ((l;,k,qj;m)kep (I;L +qT6T—k ¢)kep>, et ou Pyp est la matrice

de passage de ce vecteur vers sa somme et différence ((gjk)kep (ék)kep>. En notation par
blocs, et en notant Id I'identité matricielle :

d —Id
Py, = . VAT
Sb (Id Id) (V.47)

La symétrie symplectique de L,
0.Lo, =L, (V.48)

Id 0

0 -Id

vecteurs propres de £ (vecteur propres a gauche de £~) des vecteurs propres a droite de £
par une simple multiplication par o,. Soit un vecteur propre a droite € de £ (obtenu donc

ou o, est la matrice de Pauli, en notation par blocs o, = ( ) , permet de déduire les

dans la base somme et différence) on obtient le vecteur propre a gauche correspondant d par
la multiplication :
d PSDUZP§1)1€: 0,€. (V.49)

Reste une constante de normalisation & déterminer a ’aide de la condition d* - € = 1. La
symétrie par renversement du temps,

0.Lo, = —L, (V.50)
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. ) 0 Id . , .
ol en notation par blocs o, = W ol assure quant & elle qu'un mode propre (a, b) associé

a la valeur propre € posséde un correspondant (b*, a*) de valeur propre —e, pourvu que € soit
non nul. Ces deux symétries seront trés utiles dans la suite.

V.2.2 Modes collectifs d’énergie nulle

Le systéme homogéne (V.45) obtenu a la section précédente peut trés bien étre diago-
nalisé directement, en le dérivant une seconde fois puis en le resommant pour obtenir une
équation aux valeurs propres sur les opérateurs collectifs. Nous suivrons cette voie pour les
modes excités. Mais nous préférons, pour stimuler I'intuition physique de lecteur, commencer
par obtenir les modes les plus importants pour la dynamique de phase par des arguments
physiques qui exploitent la symétrie U(1) du hamiltonien. Nous conserverons le point de vue
des particules pour développer ces arguments car il est en 'occurrence plus naturel. Nous ne
reviendrons au point de vue des quasi-particules seulement a la fin du raisonnement, pour
expliciter les modes et vérifier leurs propriétés par le calcul explicite.

V.2.2.1 Mode d’énergie nulle

Rappelons que nous avons choisi I’état BCS de phase nulle comme origine de la linéarisa-
tion des équations du mouvement. Prendre la valeur moyenne du systéme RPA (V.17-V.20)
(ou dans sa version (V.29-V.32) écrite dans la base des quasi-particules ou cette opéra-
tion est triviale) dans 1’état BCS, permet de conclure, sans grande surprise, que les valeurs

moyennes BCS, tel (dy)o n’évoluent pas. Ainsi le gaz préparé initialement dans I'état [¢BS)

n’évolue pas non plus, du moins selon la RPA. Mais, nous aurions pu, & la place de |[¢5¢S),
choisir comme origine de la linéarisation ’état dont les paramétres ont une phase (@), soit
Vi = €912, De 1a nous aurions conclu sans plus de surprise que les valeurs moyennes dans
cet état (di) = eQ(dy ), sont aussi des constantes du mouvement. Et ce résultat doit subsister,
comme une réminiscence de la symétrie U(1) que nous avons brisée, dans le systéme linéarisé
autour de [¢p5°S) en tout cas pour les états fondamentaux peu éloignés de celui de phase
nulle, i.e. Q < 1. Ainsi, en faisant la fluctuation classique (qui n’est qu’un cas particulier des
fluctuations quantiques que nous considérons dans la RPA) associée a une rotation de phase

a partir du fondamental BCS de phase nulle :

CZk eiQ<a?k>0
dl e719(dy)
k| = /0 (V.51)
et 0
o 0
et en la linéarisant pour ) < 1,
Sde iQ(d)o
odi | _ | ~iQ(dc)o v52)
Oy 0
Sy 0
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nous nous attendons & obtenir un mode d’énergie nulle (c’est-a-dire un mode du noyau) du
systéme de la RPA. En point de vue de quasi-particules, ce mode s’écrit

Uk 2iQ) Ak)O

(

0
° (V.53)
i 0

0

On vérifie sans peine que le vecteur (V.53) est bien un mode d’énergie nulle en injectant la
valeur de 7 dans la seconde ligne de (V.45) (I’équation de la premiére ligne est trivialement
vérifiée). On tombe en fait sur avatar (IV.55) de I’équation du gap. Ceci prouve finalement
que

Leé, =0 (V.54)

—jfo
€y = Cle . (V.55)
0 keD

Mais ce n’est pas la la fin de I'histoire : le vecteur (V.55) est égal (en quittant la base somme
et différence) a son symétrique par renversement du temps Py €, = 0,(Psp€yn)* et ne suffit
donc pas a former une base car ’espace sur lequel agit la matrice £ est de dimension paire.
Le paragraphe suivant est consacré a ’obtention du vecteur manquant.

avec €,, le mode d’énergie nulle :

V.2.2.2 Mode anormal

Aprés avoir considéré des fluctuations de phase a partir du fondamental, nous sommes
naturellement tentés de considérer des fluctuations du parameétre conjugué, le nombre de
particules. Ainsi, en variant adiabatiquement le potentiel chimique g du gaz, c¢’est-a-dire
en changeant le nombre moyen de particules sans sortir du fondamental BCS, nous allons
démontrer 'existence d’un mode anormal €,, antécédent par £ du mode d’énergie nulle :

L dp
LéE, = —2i 5 (V.56)
£%, = 0 (V.57)

L’idée est de considérer un fondamental BCS de phase nulle |¢/£“5 (11 +dp)) & un potentiel
chimique déplacé p+0u, et d’obtenir la dynamique linéarisée des opérateurs de la RPA (ou de
leur valeur moyenne si I’on préfére) dans cet état de deux maniéres différentes. Premiérement,
on peut linéariser les équations du mouvement tirées du hamiltonien grand canonique au
potentiel chimique g+ 0, noté H (+dp), autour de I’état BCS considéré. La conclusion qui
s'impose alors immédiatement est que les valeurs moyennes des opérateurs de la RPA dans
|88 (11 + dp)) sont constantes pour le hamiltonien H (i + d4). Mais, pour dp suffisamment
petit, on peut aussi considérer que ces valeurs moyennes tombent sous le coup des équations
linéarisées du hamiltonien H () puisqu’elles sont assez proches des valeurs moyennes dans
BCS(11)). Comme la seule différence entre H(u) et H(p+ 0p) est un simple changement de
référentiel

H(p+ o) — H(p) = —0uN, (V.58)
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la dynamique ezacte des valeurs moyennes des opérateurs de paires ne différe elle, d’'un
hamiltonien a I'autre, que d’une simple rotation de phase, par exemple

ezizsut/hefiH(M)t/h&LTdf_weiﬁ(u)t/h _ efiI:I(u+6,u)t/hd;r(TdT_kieiH(qu&u)t/h (V.59)

pour un opérateur qui retire deux particules au gaz et

ol (t/h gt iH (u)t/h

a Cl Kre _ e_iI:I(M—HSM)t/EdLTdkTeiﬁ(u—’—éu)t/h (V60)

pour un opérateur nombre, & tous les ordres en op. La dynamique linéarisée avec le hamil-
tonien H(u 4 d4) fournit une approximation des membres de droite de (V.59) et (V.60),
celle avec H(y) des membres de gauche. Or, en valeur moyenne dans 'état [¢BS(p + dp)),
le membre de droite est une constante du mouvement pour la dynamique linéarisée avec
H(p+ 6p). Comme les deux linéarisations avec H (pu + 0y) et H () doivent étre compatible
pour 6 < 1, ceci impose que le membre de gauche soit aussi constant pour la dynamique
linéarisée avec H (). En se limitant au premier ordre en oy, ceci conduit a :

Sdy 25#@1{)0
d 5d! —26u(d
gmesui sl | 0% | jwresur sy = | M0 Lo v
dt 57’Lk¢ O
S, 0

Ceci prouve que le vecteur qui apparait dérivé par rapport au temps au premier membre de
(V.61), et qui s’écrit autrement

5dk d<§k>0
0L | | s e :
(o " (u o)l | o * | 1™ (i 0m)) = 0 | aiisy, | +O0K7); (V.62)
Kt T
0Nk d<7;‘:>0

doit étre envoyé par la dynamique linéarisée sur le mode d’énergie nulle (V.51). Aprés pas-
sage en point de vue de quasi-particules, et en éliminant les coordonnées correspondant aux
opérateurs de déplacement qui donnent lieu & des équations triviales, ceci s’écrit

0 -
L <E_ki€_k> = —2ié),. (V.63)
keD

Ao dp ex

On obtient donc bien la propriété (V.56) annoncée en posant :

. 0
€y = <e_k_d_£_k> . (V.64)
Ao dN ex / kep

Vérifier ce résultat par un calcul direct demande un peu plus d’effort que plus haut pour
le mode d’énergie nul. On commence par dériver les énergies &, €, par rapport au nombre
moyen de particules

déx dp 9o

L T4 V.65
dN dN + 213 ( )
dex dp g0 \ &, dAoAg

= _ 4 2 — V.66
AN ( av 2L3) "IN & (V.66)



Puis on fait de méme pour les coefficients apparaissant dans les opérateurs collectifs du
systéme (V.45) :

AN 213 dN A,

dN e & AN e & ' '

Enfin on obtient des équations implicites sur dAy/dN et dN/du en dérivant par rapport a

u les équations implicites sur le gap (IV.49) et la densité (IV.50), appliquées au fondamental
BCS :

dAO . Jdo d AO

= = =0

dN 2L 5 AN e

d &
1=-— — . )
Z dN e (V.69)
keD

(V.68)

Ces équations permettent de calculer sans trop souffrir la somme collective apparaissant a
la premiére ligne du systéme (V.45) quand on injecte le coefficient s§* = Z—kod%f—‘; du mode
anormal bt A2 QA € A

90 kSk; T ) an 08k Jo Ao

%o 3 Gl £ 80 (V.70)

ki — 3 9
€x€ N € L3 ¢
Sy K€k, dN ex Kk

aprés quoi le résultat s’obtient par des calculs élémentaires.
Remarquons au passage que I’équation (V.68) peut étre résolue, et nous permet d’exprimer
dAg/dpu en fonction d’intégrales sur les vecteurs d’onde :

dA, X
= _ = V.71
ol nous avons introduit le potentiel chimique corrigé du champ moyen
fo= 1t = Gopr (V.72)
pour alléger les notations, et
A3
0 = =2 :
2w (V.73)
keD
A
X =) o (V.74)
keD k

pendant discret des intégrales sur les vecteurs d’onde Iy et Ig qui nous ont servi a obte-
nir I'équation d’état a la section 1V.2.2.2. Enfin, en utilisant I'équation suivante (V.69), on
parvient & exprimer dN /dj :

dN X2+ 0?

—_— = (V.75)
dji Ap©
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V.2.2.3 Modes duaux

Nous introduisons les vecteurs d duaux de ceux de la base propre de £. Si on note (€):

-

cette base propre, les vecteurs (d;); de la base duale vérifient la condition :

d; - & = 0y (V.76)
Nous notons par ailleurs cfn et d; les vecteurs duaux des modes €, et €, respectivement.
L’action de 'opérateur £ a 'intérieur du sous-espace stable d’énergie nulle Vec(é,,, €,) s’écrit
simplement
cdp 5

L‘Vec(én,éa) = _21ﬁ€n<daa ) (V.77)
ot (d,,-) est la forme linéaire associée au vecteur d, par le produit scalaire (d,, ) = d* - 7.
Le vecteur dual CZI est donc aussi mode d’énergie nulle a gauche; a ce titre, il se déduit de €,
comme a I'équation (V.49), c’est-a-dire par action de o,. De méme, le vecteur dual d,, est le
mode anormal & gauche, déduit de €, par (V.49). Avec la condition de normalisation (V.76),

ceci conduit a
—j&o - joe d &k
€, = €k d, = [ PodV e (V.78)
0 keD 0 keD

. 0 - 0
o (404) () v
Ao dN ex / kepD €k / keD

Il est immédiat sur ces écritures que d,, (respectivement d,) est orthogonal & €, (respec-
tivement & €,). Nous vérifierons plus tard qu’il I'est aussi a tous les modes d’énergie non
nulle.

V.2.3 Quelques mots sur les modes excités

Attaquons-nous maintenant aux modes d’énergie non nulle de L, cette fois-ci par le calcul
direct. Cette sous-section n’est pas strictement indispensable pour obtenir la dynamique de
I'opérateur phase, et le lecteur pressé pourra donc passer directement & la suivante. Nous
le donnons néanmoins par souci de complétude, pour ne pas laisser de zone d’ombre sur le
spectre de L. Le systéme aux valeurs propres a résoudre est le suivant :

i & + A

N . 90
hwip — 2 = = V.80
Yk €k Sk IE kz _— ( )
1
N A g N
hA)Sk — 2€kyk = L_?)’ Z Yk, - (V81)
ki

avec I’énergie propre hw a déterminer. En multipliant la premiére ligne (V.80) par fuww puis
en utilisant la deuxiéme (V.81) pour éliminer $y, on se raméne, aprés de petits calculs et en

remarquant notamment que Zkl ?To§k1 = 0, & une seule équation :
1

(HPw? — 4€}) i = 2e(A — AT) + f—‘;E (V.82)
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Nous avons isolé au second membre les deux opérateurs collectifs du probléme ; on rappelle
que A — AT = 2537 4, et nous avons posé

S g N
== 15D (% + D)k, (V.83)
ki
avec le nombre réel ¢
9o k1
7 === = V.84
5D o (V.84)

V.2.3.1 Modes excités quasi individuels

Commengons par traiter des modes propres quasi individuels de (V.82). Ces modes sont
ceux (i) pour lesquels il existe kg € D tel que hlw| = 2¢,, (i7) qui ne mettent en jeu que
quelques modes de Fourier ayant cette énergie €y, dans la théorie BCS, (#ii) qui sont enfin des
modes propres de la partie individuelle, diagonale par blocs de vecteurs d’onde, de L car la
partie collective au second membre des équations est nulle. Pour pouvoir les décrire, notons

Sk, = {k €D, [[k| = [[kol[} (V.85)

la coupe sphérique de D de rayon ||ko||, et considérons les vecteurs & = ((yx)kep, (Sk)keD)
tels que

{yk = s =0, Yk € D\Sk, (v.56)

Ekesko Yy =0

Alors nous avons immédiatement

kayk = Z Ekk = ko Z Y =0 (V.87)

keD kGSkO kESkO

ce qui prouve que les deux opérateurs collectifs de I’équation (V.82) sont nuls pour le vecteur
que nous nous sommes donné en (V.86). Pour que le systéme posséde une solution non nulle,
il faut alors impérativement que

hw = +2e,, (V.88)

aprés quoi le choix des coefficients yy est arbitraire tant que leur somme sur Sy, reste nulle.
Ce choix fixe en revanche les valeurs de sy wvia I'équation individuelle (valable quand les
opérateurs collectifs sont nuls) :

hwsk = 2ekyk. (VSQ)

Comme la définition (V.86) n’'impose qu'une seule contrainte sur le choix des coefficients
sur la coupe sphérique Sy,, nous avons trouvé 1a 2(#Sk, — 1) modes propres pour chaque
valeur de la norme de kg, ol #8k, est le cardinal de la coupe sphérique Sy,, le facteur deux
comptant les deux signes possibles de 1’énergie propre. Si l'on tient & se donner une base
de 'espace formé par ces modes quasi individuels, on peut prendre I'’ensemble des vecteurs

éf = ((yk1)kleD (skl)klep) avec :
Sk, = Tk, (V.90)
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le signe étant fonction de celui de 1’énergie propre, et

1 si k1 =k
1 .
U, [Nk =< — m siky € Sketky #k (V.91)
0 siky € D\Sk,

ot Ny est une constante de normalisation, a priori peu sympathique a calculer. Attention,
telle qu’elle, cette base n’est pas orthogonale et il faut exclure un vecteur d’onde par coupe
sphérique Sy pour qu’elle ne soit pas surcompléte. Elle tend néanmoins vers une base ortho-
gonale car purement individuelle a la limite continue lorsque le cardinal de Sy devient infini.
Le vecteur propre s’écrit alors

1 )

—t k.k;

- — . V.92

‘K go—0 Nk (iék,h) c ( )
1

Pour obtenir les vecteurs duaux, vecteurs propres a gauche de £, notés d, nous nous servons
de (V.49)

cfljf X 0,E¢ (V.93)

Enfin nous déterminons la constante Ny par la condition de normalisation :
(&) e =1 (V.94)

Les sous-espaces propres a gauche sont de maniére évidente orthogonaux aux sous-espaces
propres a droite d’énergie différente, y compris le sous-espace d’énergie nulle. Mais, un vecteur
propre a gauche cﬁf n’est véritablement le dual de éff qu’a la limite continue car autrement
il n’est pas orthogonal aux modes éik, de méme énergie. A la limite continue, nous obtenons
finalement

, +6
ei =2 — ( “"‘1> . (V.95)
go—>0
k€D

Les opérateurs associés aux modes quasi individuels s’obtiennent par projection du champ
quantique <(yjk)kep (§k)kE’D> sur les vecteurs éff a 'aide des vecteurs duaux. A la limite

continue, ce sont simplement les opérateurs de création et d’annihilation de paires d’excita-
tions fermioniques :

(CTI)* : <g{k> = l;—kd;kT (V.96)
k) xep
- ., ?)k A
( k) ) <A ) = bchTbT—ky (V.97)
k) xep

autrement dit, de biexcitations fermioniques.
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V.2.3.2 Modes excités collectifs

Attaquons-nous maintenant aux modes excités qui ne sont pas quasi individuels. Nous
supposons que V k € D, |hw| # 2, et nous nous autorisons donc & diviser par (fw)? —
462, Pour résoudre le systéme, nous resommons 1’équation (V.82) et nous nous ramenons &
une équation aux valeurs propres a deux dimensions dont les inconnues sont les opérateurs
collectifs A — Al et Z. Pour simplifier le systéme, il est utile d’écrire €2 = (—(h?w? — 4€2) +
hi*w?) /4. Nous obtenons :

2N X (A — A1) +(R2w? —4A2)0, Z=0 (V.98)
R2w?0,(A — AT) +2A0X,, = =0, (V.99)
avec
9o
_ % 1
O, I3 ZD h2w2 2) (V.100)
9o Apéx
Xy = 73 Z N (V.101)
ep €
Ce systéme posséde une solution non triviale si et seulement si
ANIX2 = (hw?® — 405)07, (V.102)

équation qui admet des solutions réelles si et seulement si Alw| > 24A,. Il n’y a donc pas d’exci-
tations d’énergie inférieure a ’énergie des biexcitations fermioniques en dehors du sous-espace
d’énergie nulle. En prenant la racine carré de I’équation (V.102), et écrivant le dénominateur
RPw? — 46l = (hPw? — 4A2) — 4&2 pour reconnaitre une identité remarquable, nous mettons
I’équation aux valeurs propres sous la forme :

1
N T V09
On peut d’ores et déja éliminer I’équation avec un signe + devant 2& car le membre de
gauche est alors strictement positif pour tout w. A I'inverse, le sommande avec un signe —,
considéré comme une fonction de w?, posséde autant de poles que de valeurs de ||k||, qui
sont atteints lorsque h?w? = 4ei. Appelons K I'ensemble de ces valeurs comptées une fois,
c’est-a-dire sans leur multiplicité :

K = {||k||,k € D}, (V.104)

et multiplions (V.103) par la quantité® [, ((R*w? — 4A2)"/? — 2&;) non nulle par hypo-
these. Le probléme se raméne a la détermination des racines réelles positives du polynome

de degré #K —1:
Z Lo I @-24). (V.105)

kED k1€’<\\|k\|

3. Nous étendons de fagon évidente la définition de & a des valeurs scalaires en posant &, = h2k?/2m —
K+ gopr-
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ot z représente I'énergie (h2w?—4A2)1/2. Appelons k; < ky < ... kyx les éléments de KC; il est
clair que pour tout i € 1, #/C, P(2,) et P(2&,,,) sont non nuls et de signes opposés. D’aprés
le théoréme des valeurs intermédiaires, P posséde donc #K — 1 racines réelles positives,
que nous notons i, Tg,...,Txx—1 et qui se situent entre deux valeurs consécutives de 2&.
Comme P est justement de degré #/C — 1, nous avons trouvé la toutes ses racines, et donc,
en comptant aussi les solutions d’énergie négative, 2(#/K — 1) solutions de (V.103), situées
entre deux valeurs consécutives de +2¢y :

hwi = +£4/4A3 + 22 (V.106)

Nous notons ef-t le vecteur propre associé & la valeur propre hwy. Ne serait-ce pour la valeur
de w;, nous en avons une expression entiérement analytique :

1 il — (251% - (o) e 7 )
€ Ty2_ 62 1/2
6= NE B N (e (V.107)

(((hw¥)2=483)1/24260)? (ho)?—403)

1/2

avec la encore une constante de normalisation NV;* & ajuster a l'aide du vecteur dual Ci;:-t, lui-
méme déduit de & comme en (V.49). Il s’agit bien ici du vecteur dual, méme en dehors de la
limite continue, car il est orthogonal a tous les autres modes collectifs puisque ceux-ci ont une
énergie différente. Ces solutions complétent la base propre de £ : nous avions 2(#D — #K)
modes excités individuels auxquels il faut ajouter les 2(#/K — 1) modes excités collectifs que
nous venons de trouver ainsi que les 2 modes du sous-espace d’énergie nulle pour obtenir
I'ordre 2#D de la matrice L.

Ces calculs étant achevés, cherchons a en tirer quelque enseignement physique. A la limite
thermodynamique, la densité d’état pour hw > 24, converge vers celle d’'un continuum
a deux excitations fermioniques k£ — 2¢,. Ce continuum & deux excitations fermioniques
n’est rien d’autre que la branche d’excitation BCS traitée par la RPA a l'ordre bilinéaire
en les opérateurs fermioniques. Il ne faut donc pas, dans la thermodynamique, ajouter la
contribution des biexcitations RPA & celle de la branche BCS, car elles feraient double emploi.

V.3 Dynamique de Popérateur phase

Nous avons étudié les modes excités simplement par souci de complétude car nous verrons
dans cette section que seul le sous-espace d’énergie nulle importe pour saisir les caractéris-
tiques essentielles de la dynamique de 6.

V.3.1 Opérateur phase adiabatique

Nous développons le champ quantique sur les modes d’énergie nulle et anormal et passons
sous silence la contribution des modes excités :

Sk

(yk> — Pe,+Qé, + ... (V.108)
keD
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Ce développement fait apparaitre deux opérateurs hermitiens, Pet Q, obtenus par projection
du champ sur les vecteurs duaux :

(g A
P=d. <3{k> =Y % (V.109)
keD

Sk keD €k
N )" . e d &k .
Q=d, ( ) =iy = (V.110)
Sk keD keD AO dN Ek

L’opérateur P s'interpréte comme la partie des fluctuations du nombre de particules qui
excite des quasi-particules :

G R X 2 €k .
N —N = E = E ‘
(0Nt + 6ny) = P + 6kmk, (V.111)
keD keD

le reliquat, second terme du troisiéme membre, ayant une action nulle sur [1/8%) 4. Remar-
quons enfin que, s’il on oublie les opérateurs de déplacement, () est un opérateur conjugué a
P au sens ou leur commutateur est égal a 2i :

Q. P] = —2i (1 +> ig—“m) . (V.112)

Nous verrons plus loin que Q s’'interpréte comme un opérateur phase adiabatique, qui est
différent de Ay mais posséde la méme dynamique aux temps longs.

V.3.2 Dynamique linéarisée dans le sous-espace d’énergie nulle

Etudions pour I'instant la dynamique linéarisée de ces opérateurs. Nous dérivons le déve-
loppement (V.108) par rapport au temps

N 9o Ag %
T3 - Sk 1 d D > . d 35
r (yk> n (m >k exceiey (S = & )1 ) = ih—Pé, + m&Qen +... (V.113)
keD keD

Sk 0 dt

et nous le projetons dans le sous-espace d’énergie nulle a ’aide des vecteurs duaux d; et d;
Aprés un peu de calcul (on mettre a profit les équations (V.66-V.69)) ceci conduit a :

d -
CP=0 (V.114)
hd o dp, . dex sy 2
r W(N -N)+ > bewbkg (V.115)
keD,o=1/]

4. Cet opérateur P differe de celui construit dans la référence [84] justement par ce reliquat. Ceci provient
d’un choix de variables différent pour le systéme pour le systéme (V.45). On peut de maniére arbitraire définir
un nouveau jeu de variables en panachant les gy et Sk avec les constantes du mouvement 1y et fzk. Ceci est
sans incidence sur la dynamique. En revanche 'opérateur Q coincide avec celui de la référence [84] puisque

Tk = a_x Qxp — dLT&T_ky
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La premiéere de ces équations indique que P est une constante du mouvement. Comme la
dynamique linéarisée considére aussi les opérateurs nombre de quasi-particules fermionique
T, et donc la difference N — N — P, comme des constantes du mouvement, ce résultat signi-
fie plus intuitivement que la dynamique linéarisée est bien compatible avec la conservation
du nombre de particules dN /dt = 0. La seconde équation ressemble fort a I’équation fonda-
mentale de la phase (I1.32). Comme son membre de droite est une constante du mouvement
pour la dynamique linéarisée, elle prédit notamment que I'opérateur @(t) comporte un terme
linéaire en t :

2t [ dp
h\dN

~

QD =QO) T | -z (VN =N+ > —Zhi,be (V.116)

keD,o=1/}

et donc un étalement balistique de sa variance dans le fondamental BCS :

i (2

2
— N. 11
2 dN) Var (V.117)

VarQ(t) = VarQ(0) +

La variance initiale VarQ(0), qui se comporte comme 1/N (nous ’avons représentée sur la
figure V.1), est donc rapidement éclipsée par le second terme, quadratique en temps, avec
un temps caractéristique qui n’est autre que le temps de brouillage de partition a tempéra-
ture nulle (c¢f. 'équation (I.6) du premier chapitre, ainsi que la section IX.1 de la derniére
partie). Ce résultat permet une réinterprétation de la décroissance gaussienne de la fonction
de corrélation décrite au chapitre II comme étant causé par I’étalement du paquet d’onde de
phase. La branche fermionique n’apporte ici aucune contribution & ’étalement car celui-ci est
envisagé a température nulle dans le fondamental BCS, vide des opérateurs b. Sa présence
pourrait cependant se faire sentir si la température était suffisamment élevée pour créer des
excitations fermioniques, d’énergie, rappelons-le, supérieure a Ag. Il reste néanmoins trois
détails par lesquels I'équation (V.115) différe de 1'équation fondamentale de la dynamique de
phase (I1.32) que nous nous proposions de démontrer : (i) 'opérateur phase du condensat
0y est remplacé par O, (74) la moyenne temporelle & gros grains a disparu ainsi que (7i7) la
branche d’excitations bosonique. Nous consacrons les deux sous-sections suivantes a expliquer
I'origine de ces différences.

V.3.3 Comparaison des opérateurs phase

A la différence de 6, qui agit sur le nombre de paires condensées, Q est le générateur des
translations du nombre moyen de particules dans le fondamental BCS [¢§%) :

SNBSS (N)) = [YEOS(N-20N)). (V.118)

6N<<N

Cette propriété se démontre en faisant agir sur (IV.94) opérateur

s 20N-LV0 o
N~ H (1 Tk (a,kiakT - GLTGT—m)) , (V.119)

INKN
< keD

ou 'on s’est servi des relations (V.38,V.39) pour exprimer dans (V.110) le coefficient € /A,
en termes de U et V)2 et pour remarquer qu’en I'occurrence les points de vue de particules
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et de quasi-particules coincident : §x = a_k Qi — &LT&T_k |- L'opérateur exp(iéo) au contraire
fait varier le nombre de particules condensées sans toucher aux autres modes, ce qui crée
nécessairement des excitations par rapport au fondamental & N — 2 particules. Il n’y a que
dans la limite CBE ou I’état fondamental est un pur condensat de dimeéres que cette opération
devient adiabatique, et qu’en conséquence les opérateurs phase associés coincident :

~

— 605, (V.120)

kFa—>O+

Cette propriété peut se vérifier directement en linéarisant I’équation (I1.16) pour de faibles
fluctuations 665°° de 685 autour de sa valeur moyenne

ABCS __ 1 ﬂ 7 saf
505 = {xwes 1;; - (9 — od],) (V.121)

et en comparant ’expression obtenue a (V.110) : dans la limite CBE, nous pouvons (i)
négliger Ay devant le potentiel chimique (qui est négatif), et donc remplacer € par &, (1)
négliger du/(AgdN) devant dAg/(AgdN) car la premiére quantité tend vers 0 tandis que
la seconde posséde la limite finie 1/2N d’aprés I'équation (IV.89), (iii) remplacer NZS par
N /2. Tout ceci conduit &

e d & 1 Ay

— i

> ., __ =7 V.122
Ao dN ex krpa—ot 2N ey ( )

et permet l'identification dans cette limite de 6@6308 et de Q. En dehors de la limite CBE
en revanche, le blocage de Pauli se fait sentir et impose d’adapter la fonction d’onde du
condensat ¢, au nombre de particules. L’action de Q contient cette adaptation, au contraire
de celle de éo, qui par conséquent est créatrice d’excitations. Les deux opérateurs différent
notamment par leur variance initiale dans le fondamental BCS, que nous représentons sur la
figure V.1. La variance de 9505(0) est exactement 'inverse de celle du nombre de particule,

Var 0(0)Var N = 1, (V.123)

propriété réminiscente d’'une relation d’incertitude d’Heisenberg pour deux opérateurs cano-
niquement conjugués, et que ne posséde pas la variance de Q(O)

Néanmoins, la dynamique linéarisée de ces deux opérateurs est identique aux temps long
et donnée par (V.115). En effet, séparons dans la décomposition de g sur les modes de L la
contribution de Q de celle des modes excités :

A A ~exc
e = —16—0Q + Uy (V.124)
Kk

et injectons cette décomposition dans 'expression linéarisée (V.121) de 6y. Nous obtenons :

nBCS A i AO ~exC
00,7 =Q + W kEZD — Yk (V.125)

€k
ot la somme sur k au second membre est un effet de la non-adiabadicité de 'opérateur exp(ify)
précédemment mentionnée. Dans cette expression, la somme portant sur les modes excités

est bornée donc négligeable aux temps longs devant le premier terme qui croit linéairement
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FIGURE V.1 — Produit des variances initiales des opérateurs phase Q et é(?cs dans le fon-
damental BCS avec la variance du nombre de particules. La ligne en trait plein montre
Var Q(0)Var N, le tireté rouge Var §3°5(0)Var N, identiquement égal a 1, et le tireté pointillé
bleu est la valeur, 1,23, atteinte par Var Q(O)Var N dans la limite BCS. Les variances initiales
de Q et égcs s’obtiennent respectivement & partir des équations (V.110) et (V.121), celle de
N est donnée par (IL17).

en temps. Sa dérivée par rapport au temps est une somme de termes oscillants aux fréquences
des modes excités, supérieures donc a 2A,. En moyenne sur un temps long devant I'inverse de
ces fréquences mais court devant le temps de brouillage, ce que nous appelons, rappelons-le,

t
une moyenne a gros grains et notons , sa contribution est nulle, ce qui conduit a une
version de 1’équation (I1.32) o seule manque encore la branche bosonique :
—t .
dsoses _dQ
e dt

(V.126)

V.3.4 Tentatives d’inclusion de la branche bosonique

Reste donc ce probléme majeur : ’absence de la branche d’excitation bosonique dans la
dynamique linéarisée de 'opérateur phase. C’est bien la linéarisation des équations du mou-
vements qui est a ’origine de cette absence puisqu’elle a découplé les opérateurs d’impulsion
totale nulle tels que la phase du condensat éo des opérateurs d’impulsion non nulle parmi
lesquels les opérateurs de création d’une excitation bosonique l;q. D’ailleurs, si de tels opéra-
teurs doivent apparaitre dans la dynamique de phase, ce ne peut étre qu’au-dela de 1'ordre
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linéaire puisque les opérateurs Z)q sont des opérateurs de paire, bilinéaires en les opérateurs
fermioniques a comme les opérateurs de la RPA, et 'opérateur nombre l;Ll;q nécessairement
quadratique en les opérateurs de la RPA. Nous avons donc tenté d’obtenir cette contribution
de la branche bosonique en poussant le calcul par la RPA jusqu’a 'ordre quadratique comme
suit. Premiérement, on calcule déo /dt jusqu’a l'ordre quadratique en les opérateurs de paires.
Deuxiémement, on trouve les deux modes collectifs des matrices Ef}PA (pour le détail du cal-
cul on pourra se référer au chapitre VII sur la théorie variationnelle puisqu’il s’agit en fait des
mémes matrices). Leurs énergies, opposées I'une de I'autre, sont linéaires en q dans la limite
des grandes longueurs d’onde. On développe alors les opérateurs de la RPA sur I'ensemble des
modes propres de Lq ; les amplitudes obtenues sur les modes collectifs, l;,q and I;fl, annihilent
ou créent respectivement une excitation collective d’impulsion FAq. Troisiemement, on insére
cette décomposition modale dans les opérateurs de la RPA apparaissant dans df, /dt pour
obtenir expression quadratique en les amplitudes modales, et donc des termes en lagl;q comme
dans (I1.32). Malheureusement, cette approche par la RPA n’est pas fiable et nous devons
y renoncer car les opérateurs de la RPA, bien que linéairement indépendants, ne sont pas
quadratiquement indépendants, comme on le voit en dissociant et réassociant les opérateurs
de paires grace aux relations d’anticommutation fermioniques, par exemple

(ayqrnet) (@' qyia) = (A 04 g)(@ 1) (V.127)

Ceci montre (i) qu’il n’y a pas une maniére unique d’exprimer db, /dt comme une fonction
quadratique des opérateurs de la RPA, (i7) que les amplitudes modales ne sont pas quadra-
tiquement indépendantes, et (i7i) que le coefficient de bTb n’est pas déterminé de maniére
unique par cette approche fondée sur la RPA.
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Chapitre VI

Dynamique de phase par la théorie
variationnelle

Pour inclure la contribution de la branche bosonique a la dynamique de phase, nous aban-
donnons 'approche RPA pour la théorie variationnelle d’Hartree-Fock-Bogolioubov, théorie
semi-classique dont le principal intérét est de fournir des variables indépendantes, canoni-
quement conjuguées, et permettant un développement systématique en puissances des faibles
écarts du gaz par rapport au fondamental BCS. Ceci ne constitue cependant pas un aban-
don définitif du formalisme quantique car nous verrons qu’il est possible de donner un sens
quantique aux variables de notre théorie variationnelle dans la limite ou le gaz posséde une
faible densité d’excitations.

VI.1 Présentation de la théorie variationelle d’un gaz de
fermions appariés

VI.1.1 Ansatz de paires en mouvement

Le point de départ de la théorie variationnelle est I’Ansatz (IV.33), état cohérent de
paires. Comme nous ne voulons plus décrire simplement le fondamental approché du gaz
mais des phénomeénes dynamiques, incluant des paires en mouvement, nous autorisons la
fonction d’onde de ’état cohérent I'(r,r’;¢) & dépendre indépendamment des positions r et
r’ des deux fermions et du temps. Le prix a payer est que le passage dans 1’espace de Fourier
ne permet plus de diagonaliser I'opérateur de création de paires, ce qui rend le calcul des
moyennes quantiques plus délicat que dans un état de type BCS [¢B®). Nous voulons donc
nous ramener formellement a la situation déja étudiée ou la fonction d’onde de I’état cohérent
ne dépend que d’un unique paramétre. Pour cela, nous associons a la fonction d’onde I'(r, r’)
la matrice a coefficients sans dimension T' = (I*T'(r,1’)),,, que nous décomposons en valeurs
singuliéres :

I' = PDQ' (VL1)

ou P et () sont des matrices unitaires, de coefficients P, et (v, €t D une matrice diagonale
dont les coefficients positifs ou nuls sont notés :

Dap = 0apla. (VL.2)
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Remarquons que le changement de base orthonormale induit par P (respectivement @) diago-
nalise la matrice hermitienne I'TT (respectivement I''T"). Cette décomposition permet d’écrire
la décomposition de Schmidt de 'opérateur de création d’une paire,

0 T(r, )l (r)d](r Zr ATAT (VL3)

r,r’

ou les opérateurs ALT et fll | créent un fermion dans les orbitales engendrées par les matrices
P et () respectivement :

Al = PP Padl(r) (VL.4)

Al = PP Quil). (VL5)

Ce sont des opérateurs fermioniques, qui vérifient les relations d’anticommutation {Aag, AEU,} =

d0pl00r €t {AM,ABU/} = 0. Avec ces nouveaux opérateurs, ’Ansatz (IV.33) se met sous la
forme d’un état BCS traditionnel :

) = A exp (Z LAl Al ¢> 0) =TT (Ua - VQALTAIQ) 10). (VL6)

«

La deuxiéme égalité s’obtient en faisant commuter les opérateurs AJr AJr e AT A |, bour a #
B et en calculant la constante de normalisation comme pour un état BCS N = 1 / H (1412).
Par analogie avec la théorie BCS, on a posé :

r
Vo = ———2— (VL7)
Vv1+1%
1
Uy = —— =+/1-V2 (VL8)

V14172

Notons que V,, sont les coefficients de la matrice diagonale —D/(1 + D?)'/2.

VI.1.2 Moyennes quantiques microscopiques

Un préalable a toute théorie microscopique est de pouvoir calculer les valeurs moyennes
des observables microscopiques :

Png(r,x’) = 13

VL") (r)) (VL9
Ar,r) = P@

)
L&)y (x)).- (VL.10)

~

Grace a notre récriture de I’Ansatz (IV.33), les moyennes bilinéaires en les opérateurs A
s’obtiennent sans mal :

Al Ag ) = 6,50,./ V72 VI.11
ac?1pB B8 a
<Aa¢A5T> = _6aﬁUaVa (V112)
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Pour revenir aux moyennes (VI.9,VI.10) dans l’espace réel, nous inversons les relations (VI.4,
VI.5) de passage des orbitales au champ de paires en utilisant 'unitarité de P et de Q,

Z P AL = PPI(r) (VL.13)
Z Qr,a al - 13/21&1(#)7 <V114)
et nous introduisons la matrice @ :
1 1 D
d=-T = - N=-P—_QF (VIL.15)

V1+T1T V1+TTt V14 D?

La matrice ® est construite de fagcon a ce que ses valeurs singuliéres dans les bases induites
par P et @ soient justement les coefficients V,,. En conséquence, les matrices ®®1 et ®Td sont
diagonalisées par les changements de base orthonormale induits respectivement par P et (),
et ont pour coefficients diagonaux 1’ensemble des V2. Enfin la matrice ®v/1 — ®1® a U,V
comme valeur singuliéres dans les mémes bases que ®. Ces remarques permettent d’exprimer
les moyennes de 'opérateur champ en termes de la matrice & :

D2
3 /
Fralex) = (Pl + D? PT>”/ = (PP7); (VL16)
3 /
Pny(r,r) = (QHDQQT)r,r: (OT0)y s (VL.17)
Alr,r) = —(1+mQ0 —(¢1—¢@)/ (VL18)

Nous verrons plus loin que la matrice ® permet aussi d’écrire les équations du mouvement

sous une forme trés simple. Pour le moment, remarquons qu’en conséquence de (VI.16) et

(VL17),

N
|®|P=Tro'd = o) (VI.19)

ou N =13 1,4/ Ne(r,r’) est le nombre moyen de fermions.

VI.1.3 Dynamique des variables conjuguées - équations hamilto-
niennes

La partie précédente peut se voir comme une étude cinématique du systéme, ot nous avons

fait un choix judicieux de paramétres pour décrire toutes les observables microscopique du

gaz. Nous passons maintenant a I’étude dynamique. Pour obtenir les équations du mouvement

semi-classiques nous appliquons le principe variationnel & notre Ansatz (IV.33), c’est-a-dire
que nous extrémalisons I’action :

sz/:( <<| |¢>—cc)—7—[>dt (VI1.20)

ou l'intégrale est prise entre deux temps t; et t; auxquels I'état du systéme est fixé. La
fonctionnelle énergie H est simplement la valeur moyenne du hamiltonien quantique

— (o|H ). (VL21)
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Pour démontrer 'équation (I1.32) dans le cadre de cette théorie variationnelle, nous n’aurons
besoin d’aucune hypothése sur le hamiltonien H , autre que le fait qu’il conserve le nombre de
particules et donne donc lieu & une fonctionnelle énergie H possédant une symétrie U(1). Nous
resterons donc général tout au long de ce chapitre, et n’incarnerons la théorie variationnelle
en choisissant un hamiltonien d’interaction de contact qu’au chapitre suivant pour étudier
les excitations élémentaires du systéme.

Le point essentiel pour aboutir a des équations du mouvement agréables est d’exprimer
le terme cinétique ik ((1)]$]¢) — c.c.) /2 du Lagrangien en termes de variables conjuguées.
D’apres la définition (IV.33) de notre Ansatz, nous avons !

<| [9) —ce.= IZ6Z—FI‘rt L) ()]e) - c.c. (V1.22)

r,r’

Nous calculons la moyenne a I’aide de (VI.18) et reconnaissons la trace, notée Tr, d'un produit

de matrices : T
(1 | |1/;> —c.c. <Tr <(1 — o1p)/2pf dt) - c.c.) : (V1.23)

En utilisant (1—®T®)1/2¢T = —Q L5 PF =
la matrice ¢ au profit de I,

—1 +FTFF nous éliminons dans un premier temps

1 dl

pour mieux y revenir ensuite, grace a la relation.

de 1 dr 1 d 1
Tr  ©f =T | ——==I"— |+ Tt | —=ITT - ——— 12
< dt) r(1+FW dt> - r(\/1+r‘rr dt\/1+mr) (V1.25)

En utilisant la propriété (Tr A)* = Tr AT pour toute matrice A, I'invariance de la trace par
permutation circulaire puis la commutation de I''T" avec 1/4/1 + I''T, on se convainc que le
deuxiéme terme est réel et disparait aprées prise de la partie imaginaire. Le terme cinétique
se met finalement sous la forme trés simple :

Wiy |¢> —cc.=Tr (qﬂicf) —cc. (V1.26)

Ceci suggére qu’ici encore la matrice ® est le bon jeu de paramétres de 1’état cohérent. De
fait, les équations du mouvement découlant de ’extrémalisation de 'action (VI.20) prennent
en fonction ses coefficients [3®(r,1’) et de leur complexe conjugué la forme d’équations ha-
miltoniennes :

0P(r,r’) OH
6 _ V
int ot 0% (r, 1) (V1.27)
60D (r, 1) oOH
6 , _ v
int ot ~ 0d(r, 1) (VI28)

1. Notons que le terme dN /d¢/N présent dans (1p|d/dt|1p) est réel et disparait de (VI.22).
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Notations d’Einstein Pour les calculs qui vont suivre, il est plus agréable, pour ne pas
trop souffrir des multiples contractions tensorielles a venir, de passer a une notation des
champs & un seul indice. Nous désignons donc le couple de variables (r,r’) discrétes par un
seul indice, et adimensionnons au passage les champs en leur intégrant un élément de volume

;3

{Po(r,x)} — {®;} (VI.29)
Ainsi I'équation du mouvement (VI.27) se met sous la forme
dd, OH
i = L
ih— 90 (VI.30)

Par ailleurs, nous nous servons de la convention d’Einstein de sommation des indices répétés :

flgi=Y figi=1) f(xr,x)g(x,r) (VL.31)

Dans notre cas la hauteur de I'indice sert juste & indiquer une sommation implicite, mais ne
change pas la nature du champ

fi=f. (VL.32)
Notons que dans ces notations la norme au carré d’'un champ s’écrit
A1 = ffi. (VL33)

VI.2 Etat fondamental & nombre de particules fixé

Les bases de la théorie étant solidement posées, cherchons maintenant a en savoir le plus
possible, sans perdre en généralité, sur la solution stationnaire des équations hamiltoniennes
(VI.27,V1.28), plus précisément le minimum de la fonctionnelle énergie H(®, ®*) & nombre
de particules fixé & N, et donc & norme du champ ® fixée a (N/2)'/2 d’aprés (VI.19). En
vérité, comme H(P, d*) posséde une symétrie U(1), ce minimum n’est pas atteint en un
point unique mais sur un cercle correspondant aux changements de phase globale que 'on
peut effectuer sur ® sans pour autant modifier ni sa norme ni la valeur de I’énergie. Dans
le cas du hamiltonien (IV.29) avec interactions de contact dans le modéle sur réseau, nous
connaissons bien cet ensemble de minimiseurs; en point de vue de Fourier, c¢’est I’ensemble
des couples (V2 V% ), .p ol la phase 6 représente justement la position sur le cercle.
Dans le cas général nous appelons (®g, ;) un point quelconque du cercle des minimiseurs,
cercle qui s’écrit donc :

{(®oe, @je™), 0 € R}. (V1.34)
La fonction d’onde ®; du minimiseur posséde une double dépendance en le nombre de parti-
cules N. La premiére est évidente, elle provient de la condition de normalisation ||®g||> = N/2.
Cependant une des spécificités du probléme fermionique, y compris dans 1’espace homogeéne,
est que méme le mode ¢y normalisé & I’unité proportionnel & &5 dépend de N. On peut y voir,
comme plus haut dans la distinction entre 0o et Q, une conséquence du principe d’exclusion
de Pauli. Plutot que d’utiliser le minimiseur @ tel quel, il est donc plus naturel de séparer

ces deux dépendances en écrivant :
. N\Y%
o} = (5) [on (VL.35)
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avec un mode ¢ normalisée a 1'unité ||¢o||*> = 1. En dérivant cette condition de normalisation

sur ¢g par rapport & /N, on obtient la condition d’orthogonalité :

Re ((qbé)*(i;?\(}i) =0 (VI.36)

Pour déterminer ¢g, nous introduisons le multiplicateur de Lagrange py associé a la conser-
vation de la norme et cherchons a extrémaliser la quantité H — 2uo||®|[?, ce qui conduit
a:

oM N\
_9 _ | VI1.37
avec, dans toute la suite, la notation ...|, pour indiquer qu'une fonction est évaluée au

minimiseur ((N/2)Y2¢o, (N/2)/2¢5). La valeur minimale atteinte par H en ce point est I'ap-
proximation que la théorie variationnelle nous fournit de ’énergie du fondamental contenant
N particules. Nous la notons Ey(NV) :

Eo(N) =H ((N/2) ¢, (N/2)2¢3) (V1.38)

Reste maintenant & déterminer la valeur du multiplicateur de Lagrange 1. Comme le suggére
sa notation, il n’est autre que I'approximation de champ moyen du potentiel chimique a
température nulle, c’est-a-dire la dérivée de I’énergie du fondamental Fy par rapport a N :

_ 5,

Pour le voir nous projetons d’abord 1’équation (VI.37) sur ¢g, ce qui permet d’exprimer pq
en termes des dérivées de H :
N\ . OM
(—) 210 = ¢ ‘

Puis, en dérivant 'énergie du fondamental (VI.38) par rapport a N, nous faisons apparaitre
la méme contraction (qui est réelle d’apres (V1.40)) des dérivées de H :

(N 1/2 R doi OH

—_— e —_—
0 2 dN 09;
La nullité du second terme, conséquence de la colinéarité de %‘0 a ¢ d'une part, et de la
condition d’orthogonalité (VI.36) d’autre part, permet de conclure.

(V1.40)

dEy 1 oH

dN — (2N)1/2 % 0P,

O) (VI.41)

VI.3 Equations du mouvement & symétrie conservée

Etudions maintenant la dynamique des états faiblement excités ot le champ ® est proche
de q)o.
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VI.3.1 Développement autour du cercle des minimiseurs

Contrairement a ce que nous avions fait dans le chapitre précédent avec la RPA, nous
allons ici linéariser les équations du mouvement en tenant compte de la symétrie U(1). Pour
cela, nous posons :

' = e[n'2p (N) + A7) (V1.42)

Le premier terme de ce développement est la composante de ® paralléle & ¢q; sa norme au
carré est nécessairement inférieure a celle du champ entier, que nous ne fixons pas pour l'ins-
tant & N/2. Pour respecter la symétrie U(1), nous avons laissé la phase 6 de cette projection
libre d’avoir une excursion arbitrairement grande. Le second terme, composante du champ
orthogonale a ¢, est nécessairement borné dans son évolution, et il en va de méme donc pour
le champ A, dans lequel on a retiré le facteur de phase €. Ce cadre nous permet de déve-
lopper une théorie perturbative systématique en puissances du champ A, qui est 'analogue
pour les fermions de la théorie de Bogolioubov sans brisure de symétrie U(1) pour les bosons
[85].

Commencons par développer le hamiltonien classique H en puissances de A a n fixé.
Grace a sa symétrie U(1), on peut éliminer le facteur de phase présent dans le champ @ et
se ramener au développement de

H(D, D) = H(n ¢ + A, n'/2¢; + A¥). (V1.43)
On obtient alors :
3
H(®, %) = Toln, do, &5 + Y _ Tj[n, do, 65 (A, A) + O(J|A[I). (V1.44)
7j=1

Le tenseur 7;, de rang j si bien que 7;(A,A*) est d’ordre exactement j en A et A*, peut
s’exprimer en termes de la différentielle 5™ de H prise en (®, ®*) = (n'/2¢g, n'/%¢y) restreinte
au sous-espace orthogonal a (¢§,0) et (0, ¢yo) :

76[”’7 ¢07 gbzk]] = H(n1/2¢07 n1/2¢8) (VI45>

7‘1 [TL, ¢07 ¢(>§] (A> A*) = Ai%(nl/QQSOa n1/2¢8) +c.c. (VI46)

* * iAT @27_[ *
275 [n7 ¢07 ¢0] <A7 A ) = AN a(bzaq)j (nl/Q(bOJ n1/2¢0) <VI47)

0*H
00,0
H
0%,00,00;,

U
09,00,00;,

+A(A)* (n'2pg, n'2¢%) + c.c.

6T2[n, ¢o, O3] (A, A*) = A'AIAF (n'2 o, n1/2¢7) (V1.48)

+3ATAT(AF) (n'2py, n'2¢%) + c.c.

Notons que la condition de stationnarité de 'énergie (VI.37) au point ((N/2)2¢y, (N/2)1/2¢5)
se traduit par la nullité du tenseur d’ordre 1 (qui, rappelons-le, n’agit que dans ’espace or-
thogonal) en ce point :

VN, TiIN, o(N), ¢5(N)] = 0. (VL49)
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VI.3.2 Equation de la dynamique de phase incompléte

Les variables phase et module au carré de 'amplitude du champ ® dans le mode ¢q
héritent de ® et ®* leur caractére canoniquement conjugué, si bien que :

- hi—i = 0, Hn(n, A, AY). (VL50)

ou le hamiltonien H, s’obtient en remplacant dans H le champ ® par le développement
(V1.42) :
Ho(n, A, A*) = H(n2po + A, n' g5 + A7). (VL51)

Une fois effectuée cette dérivée dans (VI.44) a A et A* fixés, on peut fixer la norme de ® a
(N/2)'/2 (c’est-a-dire le nombre total de particules a N) et éliminer n grace a la relation

N
n=——Al"; (V1.52)
le champ A reste alors la seule variable dynamique du probléme. L’expression est utile seule-
ment jusqu’a l'ordre deux en A, A* :
de

— h = OnTo[N/2, 90(N), 65(N)] = AP ORTo[N/2, do(N), $5(N)]

+ Z OnTiIN/2,60(N), 65(N)I(A, A7) + O(A[%). (VL.53)

Dans cette expression, tous les tenseurs sont évalués en N/2; on a utilisé pour cela la relation
(VL.52) dans 0,7y puis on a développé au second ordre en A comme suit :

OnTaln, 60(N), 63(V)] = DT [N/2, (), 65(N)] — |AI2GETalN/2, 6o(N), 65(N)] + O(IIA]1).

(VL.54)
Dans les autres tenseurs 7, on peut remplacer directement n par N/2 en commettant une
erreur O(]|A]|*) négligeable. Toute la difficulté de notre probléme provient de I'existence du
terme 0, T1[N/2, ¢o(N), ¢5(N)] (A, A*), linéaire en A, A*, dans df/dt dont la valeur moyenne
temporelle, bien que faible, est comparable aux termes quadratiques. Ce terme est une consé-
quence directe de la dépendance de ¢ en le nombre de paires [84], car sans cette dépendance
la dérivée partielle 0, 7; serait assimilable & une dérivée totale par rapport au nombre de
particules, qui est nulle comme on peut le voir en dérivant ’équation (VI.49). Dans le méme
temps, les dérivées partielles 927 et 9, T seraient assimilables a des dérivées totales, ce qui
conduirait directement au résultat (VI.78), résultat auquel le lecteur ne voulant pas s’embar-
rasser des subtilités qu’introduit la dépendance de ¢g en N pourra sauter directement. La
sous-section suivante est consacrée au calcul de la valeur moyenne du terme linéaire, terme
qui compléte les dérivées totales par rapport a N en apportant la contribution venant de

Po(N).

VI1.3.3 Moyenne temporelle & gros grains du champ A

L’argument central du calcul de la valeur moyenne du terme linéaire est la nullité, pour
un champ A dont 'excursion est bornée, de la moyenne temporelle a gros grains de sa dérivée
temporelle :

—t
dA
— =0. VIL.55
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La moyenne temporelle a gros grains est prise sur un temps long devant I'inverse des pulsations
typiques des modes propres du champ A, mais court devant leur temps d’amortissement da
aux non-linéarités des équations du mouvement. Nous allons exploiter la propriété (VI.55) en
écrivant I’équation du mouvement de A, ce qui nous donnera une relation entre la moyenne
temporelle des termes linéaires et les termes quadratiques. L’équation du mouvement de A
découle du hamiltonien Hy obtenu a partir de H,, en remplagant? n par N/2 — ||A||* dans
(VI.44) :

Ha (A, A*) = H, (N2 — || A%, A, A¥) (VL.59)

Jusqu’a l'ordre 3 en A et A*, ceci conduit a

Hu (A, A7) = Eg(N) + To[NJ(A, A7) + T3[N/2, do(N), d5(N)](A, A7)
— [IAIP0.Ti[N/2, 6o(NV), 65(N)I(A, A7) + O(IA[") - (VL60)

ot le tenseur 75 regroupe les termes quadratiques

Pour faire apparaitre le potentiel chimique, nous avons utilisé la relation

an%[N/Z (bO(N)a ¢8(N>] = 2MO(N)7 <VI62)

simple récriture de 1’'équation (VI.40) sur po(V) en termes de la dérivée partielle du tenseur
To (V1.45) par rapport a n. L’équation du mouvement du champ A s’écrit :

dA; My

Wi T ons

(VL.63)

la dérivée partielle étant prise & N et A fixés. Pour calculer la moyenne temporelle a gros
grains du terme 0, T1[IN/2, ¢o(N)](A, A*) apparaissant dans (VI.53), nous commengons par
le transformer a ’aide de la relation

2D - T5[N](A, A*) = =0, Ti (A, A¥) (V1.64)

2. De fait, A et A* ne sont pas des variables canoniquement conjuguées au regard du hamiltonien (V1.44)
car A contient un facteur de phase e~*. Pour se convaincre que le bon hamiltonien est Hy, on peut écrire
Ay =e 9P ; ot &, est la projection du champ ® orthogonalement & ¢q. Les variables ® | ; et ®* . sont elles
bien canoniquement conjuguées vis-a-vis de H. En dérivant par rapport au temps, on obtient

dA; dé 9 OH
ih——t = (A0 | Ay + e —— (®, 0" L.
ih " (hdt> i +e 8@11( , ") (VL.56)
En utilisant la relation oy oy oy
N AL n n
on: ~ Mon T an; (VL.57)
obtenue en dérivant la définition (VI.59) de H par rapport & A}, puis
6HTL *\ __ _—if aH *

qui découle cette fois de la définition (VI.51) de H,,, et enfin 'équation (VI.50) pour la dérivée de la phase,
on obtient I’équation du mouvement de A (VI.63) attendue.
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ot D est un opérateur différentiel qui « substitue » dgg/dN a A et d¢j/dN a A*, c’est-a-dire
le générateur des translations de A parallélement a d¢g/dN :

N\ (o) 0 d(h) o
D:(5) (dNaAi+ AN 8A;<)' (VL65)

La relation (VI.64) n’est autre que I’équation du minimiseur, dérivée par rapport a N et
exprimée en termes des tenseurs 7. En effet, en dérivant (VI.37), il vient :

. PH . O*H dgi, *H  d(dh) 0*H
o 1 i 1) % — 0 0
N (%a@ia@ﬁ(%) a@;aéj) AN 99,09, T AN 99109,
deg; L1pd (mo(N)N'?)
— 2u0(N) dJOVJ — QN2 ( OdN )qboj(N). (VL66)

La restriction de ce tenseur de rang 1 a I'espace orthogonal fait disparaitre le dernier terme
ou la fonction ¢y apparait non contractée. Puis en ajoutant & cette équation son complexe
conjugué, nous reconnaissons a gauche la dérivée partielle de 7; par rapport a n prise en
n = N/2 et a droite I’action de D sur T,. L’astuce suggérée par la relation (V1.64) est d’écrire
directement la dérivée temporelle de la partie imaginaire du champ A projetée sur la fonction

(N/2)*2dg¢y /dN,
16 N\ dgs
-2 (5) d?c (A — AY) (VL67)

de fagon a faire apparaitre automatiquement l'opérateur D. En dérivant Y par rapport au
temps, nous obtenons :
dY .
= 2h— =D Hy(AA) =D T[NJ(A,A") + D HIP (A, AY) + O(J|A1?) (VL.68)
olt HS est la partie de Hy d’ordre trois en A et A*,

H = To[N/2, 60(N), 65(N)] (A, A%) — A28, T3 [N/2, 6o(N), 63(N)J(A, A7), (VLG9)

La nullité de la moyenne temporelle de Y, dY/ at = 0, simple conséquence de celle de dA/ ar
(VI.55), permet alors d’obtenir la relation

+
14 t

0. Ti(M, A") = —2D - T5[N|(A, A*) = 2D - HQP(A, A7) (VL.70)

qui montre que nous avons eu raison de nous méfier des termes linéaires apparaissant dans
I’équation de la dynamique de phase et de ne pas les traiter comme des termes purement
oscillants. Leur contribution a la valeur moyenne temporelle de df/dt est en effet comparable
a celles des termes quadratiques, dont on aurait pu penser naivement qu’elle serait la seule
a survivre aux temps longs.

VI.3.3.1 Reconstitution des dérivées totales par rapport & N

Nous devons maintenant ajouter la valeur moyenne des termes linéaires obtenue en (VI.70)
aux termes quadratiques de (VI.53). Nous allons montrer que ceci reconstitue une dérivée
totale par rapport & N. Ce résultat s’appuie sur la relation valable avant moyenne temporelle :

d .
25 Ta(A A7) = 2D - HFP (A AY) — [|APO3T + 0, Ta(A, A7) (VL71)
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ol tous les tenseurs sont évalués en [n = N/2,¢g(N), ¢5(IN)] ou simplement en N dans le
cas de T3. Nous allons démontrer cette relation pas a pas, en identifiant dans d73 /dN chacun
des termes du second membre de (VL.71). A cette fin commencons par développer D - HP
en remarquant que 'opérateur D agit comme une dérivation. En omettant une fois de plus
d’écrire le point [n = N/2, ¢o(N), ¢5(N)] ot sont évalués tous les tenseurs :

D-HY (A A7) =D T3(AA") = 8, Ti(A, A7) (D - [[AP) = (D - 8uTi(A, A7) AP (VL72)

Le lecteur parvenu jusqu’a ce point se sera immédiatement apercu que la notation d7; JAN (A, A¥)
utilisée dans (VI.71) pose probléme. En effet, on tendrait a voir cette dérivée comme la limite
quand SN — 0 de (T3[N+0N](A, A*) = T5[N])(A, A*)) /6N, mais cette quantité n’est pas bien
définie. En effet, le tenseur T3[N + 0 N] ne peut a priori agir que sur des champs appartenant

a l'espace orthogonal & ¢o(NN 4+ dN), ce qui n’est pas le cas de A car les fonctions ¢o(N) et
¢o(N + dN) sont légérement différentes. Aussi, pour tenir compte du fait que 'espace méme
ot agit le tenseur 75 dépend de N & travers ¢y, nous étendons sa définition & tout I'espace
en lui ajoutant simplement le projecteur

Qn = 1= ¢ (N)ey;(N) (VL.73)

dans Iespace orthogonal & ¢g. La définition suivante de 75 est valable pour un champ A’
quelconque :

2TLINJ(N, A™) = 2T5[N/2, ¢o(N), d5(N)(QnA', QA™) — 4po(N) || Q|2
PN U
- 09,09 |, (A" = 9405, A) (A7 — @y A") + c.c.
+( somee| -2 (N6 | (A" = 665 A™) (A7 = dgopA")” + e (VLT4)
3@@@; o Fo ij 0%Pok 0o .C. )

Dérivons maintenant par rapport a IV, et appliquons le résultat & un champ A orthogonal &

¢0(N) .

zdiNig[N]m, A) = 0, To[N/2, o, 6] (A, AY)

(N 1/2 PH d¢0 PH
2 8D,00;0P),

AN 99,00,00;

AN
dN

0

0

o*H N
2 59, 0070, OA W)y oo
PH PH | Bor
F(A) + cc. AL+
(acbacp Pl aq»iacp;o%( ) +CC)(dN C)

d
_ 4ﬂy|A|\2 (VL75)

Sous cette forme, nous pouvons reconnaitre un a un les différents termes apparaissant dans

(VI.71). (i) Le premier terme est présent dans la formule finale, nous le conservons tel quel.
(17) Le second terme provient de la dépendance en ¢, des dérivées secondes de H ; nous
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reconnaissons en lui le tenseur 273[N, ¢o(N), ¢o(N)*] contracté par l'opérateur D. (iii) Le
troisiéme terme est la dérivée du projecteur sur ’espace orthogonal; il s’identifie au terme
20, Ti[N, ¢o(N), po(N)*](A, A*) x (D - ||A]|?) présent dans D-HSP. Enfin (iv) pour interpréter
le dernier terme, exprimons-le, a I'aide de la relation (VI.62), en termes des dérivées partielles
de H :

9*H
99,09,

4 det, — 0*H

N d(9)"
0
o JAN 09,001

dN

d
4d—§$ = 92T0[N, ¢0(N)a¢0(N)*]+<

o - c.c.) (V1.76)
0

Aprés changement de signe et multiplication par ||A||?, on obtient le second terme au membre
de droite de (VI.71), ainsi que le terme —2D - 9, T[N, ¢o(N), ¢o(N)*](A, A*) x ||A]|* qui
compléte D - HP. Notons que nous avons utilisée la nullité de Re (d¢)/dN OH/0®,|,) déja
relevée a l'occasion de I'équation (VI.41).

Le lecteur qui aura su apprécier ce joli calcul sera heureux d’apprendre qu’il existe une
autre fagon tout aussi élégante de parvenir en une fois aux résultats (VI.62), (VI.64) et
(VL.71), qui utilise un raisonnement qui n’est pas sans rappeler celui grace auquel nous
avons obtenu le mode anormal a la section V.2.2.2 du chapitre précédent. On considere
formellement un champ ® a N + 6N particules et on obtient de deux fagons différentes
I'approximation quadratique en A’ et A™ de Hysn (A, A*) ou A’ est comme dans (VI1.42)
(écrite pour N+dN particules) la composante de & orthogonale & ¢o(N+JN). D’une part, on
remplace simplement N par N + N et A par A’ dans (VI.60), puis on développe au premier
ordre en 6N, ce qui fait apparaitre d73/dN[N]. D’autre part, on applique a H(®', &™) le
développement (VI.44) autour de ®o(/N) sachant qu’au premier ordre en 0N, la composante
de @’ orthogonale & ¢o(N) contient, en plus de celle A/, de A’, une contribution venant de
dgg/dN :

N2 doy

_ s -7v / 2 1112 /
A_5N<2) N + A+ ON7, |[A][%, oNT|A]]) (VL.77)

C’est ce décalage infinitésimal proportionnel & 6N dans la direction de d¢g/dN qui fait
apparaitre 'opérateur D. Les équations (VI.62), (VI.64) et (VI.71) résultent de I'identification
aux ordres zéro, un et deux en A’ et A" des deux expressions de Hy sy (A’, A™*) obtenues.
Le lecteur souhaitant avoir les détails de ce calcul est prié de se reporter a 'annexe D.

VI1.3.3.2 Equation de la phase complétée

Avec la relation (VI.71) en main, le plus dur est derriére nous. Il ne reste qu’a prendre
la valeur moyenne temporelle de I’équation de la dynamique de phase incompléte (VI.53), &
remplacer les termes linéaires a I’aide de I’équation (VI.70), et a utiliser justement I’équation
(VL.71) pour obtenir :

— ¢ = t
hdo d7s
— —— = uo(N) + —=[N](A, A* Al L
S = () + TEINI(AL &) + O AIP) (VLTS)
Rappelons que d’aprés (VI.60), la forme quadratique 73[N] représente le développement qua-
dratique en A et A* de ’énergie au voisinage de la solution stationnaire. Nous la représentons
par la matrice o,L[N]

THINI(A, A*) = % (A* A) 0. L[N] ( AA ) (VL79)
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10
avec 0, = (0 1>, et L[N] est, comme dans la section V.2, une matrice symplectique
A B
L= : (VI.80)
—-B* —A*

A la différence de la RPA, la théorie variationnelle permet d’interpréter les matrices A et B
en termes des dérivées partielles secondes de ’énergie :

O*H
A = ————| —2ug(N)d;; 1.81
1) a®za®; . HO( )61.7 (V 8 )
O*H
B, = —— 1.82
J 00;007 | (V1.82)

La symétrie symplectique permet de regrouper deux & deux les modes de £, d’une part les
modes (uq, v,) d’énergie €, et d’autre part les modes (v, u}) d’énergie —¢,. Ces modes sont
normalisés par la condition |lu,||* — ||val|?> = 1. Développons le champ A sur ces modes

propres :
Alt) Ug i v
<A* (t)) - za: bOé (t) <Ua> + ba (t) (U

Il apparait alors des amplitudes complexes b,, b}, qui sont I’analogue classique des opérateurs
d’annihilation et de création de quasi-particules dans les modes propres de la RPA. Injecter
cette décomposition dans 1'équation (VI.79) permet d’écrire 'énergie classique comme une
énergie de quasi-particules :

> . (VL83)

o % Q%

H=Eo(N)+ > eablba + O(||A]?/N?2). (VI.84)

Il n’y a pas ici de mode d’énergie nulle ni de mode anormal puisque nous n’avons pas brisé
la symétrie U(1). Pour exprimer le tenseur apparaissant au second membre de 1’équation
(VI.78), nous injectons maintenant le développement dans I’équation (VI.79) préalablement

dérivée par rapport a N. La valeur moyenne a gros grains se charge d’éliminer les
termes croisés oscillants en bybg ou bjbj et le théoreme d’Hellmann-Feynman assure que®

va)7an

(ul, —vk ) = de,/dN. Ceci nous offre une équation de la dynamique de phase

«
enfin compléte :

hdo de,,

2 3
b2+ O(IIAI). (V185)

Le chapitre suivant établira explicitement le spectre €, dans le cas d’un systéme spatialement
homogéne, a la limite continue [ — 0 pour une interaction de contact dans l'onde s de
longueur de diffusion fixée entre fermions de spins opposés. Nous verrons que, pour chaque
valeur du vecteur d’onde total q, ce spectre se compose d’au plus une énergie discréte ep g, et
d’un continuum paramétré par deux vecteurs d’onde (ky, T;ks, ) — €px, ++€rk,,| de somme

3. La encore, la symétrie symplectique (0,£)" = o, L assure que (uq, —v4) est le vecteur dual de (uq, Vq).
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fixée (k; + ko = q), ol €px - est la relation de dispersion BCS. La branche ¢ — €  coincide
bien avec celle de la référence [50], comme nous le vérifierons. De départ phononique, elle
correspond aux excitations élémentaires bosoniques du gaz de fermions dont nous cherchions
la contribution & la dynamique de phase. Elle doit donc étre gardée dans (VI.85). En revanche,
le continuum correspond a l’excitation de deux quasi-particules fermioniques; celles-ci ne
peuvent en effet étre excitées que par paires a partir du fondamental car le hamiltonien H
contient un nombre pair de facteurs 1& et @T, qui détruisent ou créent chacun une quasi-
particule. Ces biexcitations ne sont pas physiquement indépendantes?, et font double emploi
avec la contribution a dfy/dt obtenue par la RPA. 11 ne faut donc pas les inclure dans (VI.85).

Deux derniéres remarques nous séparent de I’équation fondamentale de la dynamique de
phase (I1.32). (i) Les champs (1),1);) et ® sont distincts, aussi les phases? 6, et 6 ne coincident-
elles pas exactement. Leur valeur moyenne temporelle & gros grains ne différent cependant
que par un terme d’ordre ||A||?, borné, négligeable aux temps longs, ne contribuant pas au
brouillage de phase du condensat de paires®. (i4) La phase de notre approche variationnelle
est une variable classique, alors que éo dans (I1.32) est un opérateur quantique. Ce hiatus
est comblé par application au résultat (VI.85) de la procédure de quantification décrite &
la section VII.4.3 et grace a laquelle les b, seront reliés a leur équivalent quantique obtenu
par la RPA. Dans la limite ou le gaz posséde une faible densité d’excitation, les amplitudes
normales b, de la branche bosonique sont remplacés par des opérateurs bosoniques b,. Cette
procédure s’appuie sur la méthode décrite au chapitre 11 de la référence [40] qui permet
d’obtenir ces opérateurs bosoniques en toute généralité.

4. Exciter a = (ky, 13 ko, ) et o/ = (ki,1; k5, }) revient & exciter o’ = (ki, ks, ) et o = (kq,1: Kb, }).

5. Pour définir ’équivalent semi-classique de 'opérateur phase quantique éo, il suffit de prendre sa valeur
moyenne dans ’Ansatz (IV.33).

6. En remplagant dans (dg) le champ de paires par ®, on se rend compte que pour A faible (ag) =

e/No(1+ O(||A]])) et donc, étant donné que A= O(||A][?), on a O =0 + O(||A]]%).
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Chapitre VII

Application de la théorie variationnelle :
branche bosonique d’excitation collective

Nous quittons maintenant notre approche générale pour étudier de fagon explicite les exci-
tations collectives du gaz de fermions. Nous reprenons le modéle microscopique des chapitres
IV et V du gaz sur un réseau cubique avec interactions de contact. L’étude du spectre des
excitations collectives dans la limite BCS est dit & Anderson [42], qui se servit pour cela de
la RPA. Sa généralisation a ’ensemble de la transition CBE-BCS et le calcul de la vitesse du
son apparaissent dans la référence [79] puis [50], avec des méthodes équivalentes a la RPA.
Nous irons au-dela de ces approches et chercherons a calculer des corrections non linéaires a
la relation de dispersion, corrections dont nous aurons besoin au chapitre suivant pour écrire
des équations cinétiques. Nous aurons aussi a cceur de définir les opérateurs de création et
d’annihilation de quasi-particules associés a la branche bosonique, dont nous avons vu qu’ils
sont indispensables & I’étude de la dynamique de phase. Notre cadre théorique sera la théorie
variationnelle présentée dans la section VI.1, légérement adaptée pour faciliter les calculs.
Nous ferons aussi le lien avec la RPA.

VII.1 Théorie variationnelle & symétrie brisée

VII.1.1 Etat cohérent de quasi-particules

Lors de notre étude du systéme de la RPA (V.29-V.32) le choix d’utiliser les opéra-
teurs de quasi-particules fermioniques a nettement simplifié I'interprétation des équations du
mouvement, et allégé les calculs. C’est pourquoi nous adoptons ce point de vue aussi pour
la théorie variationnelle, en choisissant un nouvel Ansatz, état cohérent de quasi-particules
fermioniques :

) = N(t) exp ( Z Zk+q,k81T<+qTBT—k¢> W%cs>~ (VIL1)

k,qeD

Cet Ansatz s’inspire de celui du chapitre 9, section 9.9b, du livre Quantum theory of finite
systems [40]. Si on omet la somme sur le vecteur d’onde du centre de masse q, 1'état |¢)
est au fondamental BCS de phase nulle [¢/3.) — le vide de quasi-particules — ce que 1'état
BCS lui-méme est au vide de particules. En faisant ce choix d’Ansatz, et en désignant 1’état
de phase nulle comme vide, nous avons brisé la symétrie.
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VII.1.2 Cinématique de I’état cohérent de quasi-particules

La cinématique de I'état (VII.1) s’obtient exactement comme & la section VI.1. Nous
appelons 3 le champ de variables canoniquement conjugué

B = — (2(1+272)7%) o, (VIL.2)

ou la notation matricielle s’applique cette fois dans l’espace de Fourier z = (zxx )k en-
En paralléle de la notation (VII.2) du champ S, nous utiliserons aussi, lorsque cela est plus
élégant, la paramétrisation inspirée des notations (V.1) de la RPA :

B = Prtraks (VIL.3)

ou q est le vecteur d’onde du centre de masse tandis que k parameétre le mouvement relatif. Les
moyennes des opérateurs de quasi-particules se calculent comme se calculaient les moyennes
des opérateurs champs a la section VI.1. Elle s’expriment comme suit en fonction des variables
canoniquement conjuguées :

Fiox = (b- k¢bk’T — (B(1 - 8'B) 1/2)1(/ (VIL.4)
Hk,k’ = <A k’i ( ﬁTﬁ 1/2)kk’ (VII5)
pch’,k = <bk’Tka> = (5 KK/ Z Bt 1y Pres (VIL.6)
pt,k' = <I;T—k’¢67k¢> 5*6 k/ Zﬁkl,k/ﬂkl, (VIL.7)
Remarquons enfin que
Vo, (Pfae) = P (VIL8)

VII.1.3 Dynamique dans ’approximation des petites amplitudes

Les équations du mouvement des variables conjuguées s’écrivent avec la fonctionnelle
énergie du hamiltonien (IV.32),

E = (H) (VIL.9)
comme des équations de Hamilton-Jacobi :
d E
ip Pk _ (?k (VIL.10)
dt @B k+q,k

A qx OF dBrtax )
—ih—E = = [ iA—2E ) VII.11
T DBrcrqr (l dt ) ( )

L’état cohérent qui minimise I’énergie E' & nombre moyen de particules fixé est le fondamental
BCS (cf. chapitre IV). Autrement dit, en point de vue de quasi-particules, le minimiseur (°
s’exprime sous la forme radicalement simple :

Brtax = 0- (VIL12)

Le développement autour de ce minimiseur, appelé aussi parfois approzrimation des petites
amplitudes, revient donc a considérer S comme un infiniment petit,

VK, q, |Briqrl < 1. (VIL13)
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L’état [¢)) étant gaussien, la moyenne (VIL.9) se calcule a 'aide du théoréme de Wick :

h2k? o .
E = ( - M) <(11T<¢@kT + aT—kﬂka

90 At A N N At oA N A
+ﬁ Z [<a11'¢aik'_q¢><a—k—q¢akT>+<a1T<'TakT><aT_kf_q¢a—k—q¢>]- (VIL.14)
kK qeD

Pour utiliser les valeurs moyennes (VII.4-VIL.7), nous devons passer en point de vue de quasi-
particules. Le passage se fait a 1’aide de la matrice (V.25), & condition d’avoir préalablement
retranché aux opérateurs de particules leur valeur moyenne dans le fondamental BCS, tou-
jours notée (...)o. Nous écrivons donc :

(ab) = (8(ab)) + (ab)o. (VIL15)

Le terme constant (c’est-a-dire le terme obtenu pour [¢) = [1)3.g)) est 'énergie Ey, minimum
de la fonctionnelle énergie obtenue au chapitre IV. En lui ajoutant les termes de la forme
(0(ab))(¢d)o on obtient le hamiltonien BCS semi-classique :

s = Bt {3 (o (o + ) vILG)

keD

= FEy+ Z (ex + €xr) |5k/,k|2 (VIL.17)

k,k'eD

ol nous avons utilisé la relation
&6 (alyane) + 8(al, i) + A (@ wdng) + 6(afyaly))) = e(Blyber + b bowy),  (VILIS)

puis pris les moyennes (VIL.4,VIL5), et enfin changé Sy en frx par le changement de

variable k <> k’. Restent enfin les termes (§(ab))(8(éd)), qui proviennent exclusivement du
terme d’interaction :

E-Bpos =% 3 (el o o)) (8 aorcaing) )

k,k'qeD
+ (8 qynn) ) (80 _qiren))] - (VIL19)

Nous avons effectué la série de changements de variables k’ — k + ', ¢ — k’ — k et enfin
q — q sur le second terme (en a'a) de fagon a ce que q soit toujours le vecteur d’onde du
centre de masse de la paire et k et k’ les vecteurs d’onde relatifs. Nous passons maintenant
en point de vue de quasi-particules en inversant la relation (V.25) :

(0(a-k—qulit)) Kk k+q
Stal AT *

< (a}("‘+qTaA_k¢)> _ Pqu)p /‘f?-‘,—q,k (VIIQO)
<5(ak+q¢akT)> Px+q,k

<5(&T_k¢d—k—q¢)> Priqk
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ou Py, est la matrice de passage des quasi-particules aux particules,

Ul(()—l—q Ulg - Vl(()+q Vl? Vl?—i—q Ulg Ul(()—l—q Vl?
P _ |~ Vl?—i—qvko U12+q Ulg U12+qvk0 Vk0+q Ulg (VIL.21)
wr - Vl?Jrq Ulg - Ungqul? Ul(<)+q Ultc) - Vl?Jqul?

0 0 0 0 0 0 0 0
- Uk—i—qvk - Vk—l—q Uk - Vk—i—qvk Uk—l—qu

Enfin nous développons en puissances du champ . Nous aurons besoin de 'ordre 3 pour
écrire la premiére correction non linéaire aux équations du mouvement. Au cas ou il puisse
étre un jour utile, nous donnons aussi le terme d’ordre 4 de 'énergie. Pour les moyennes
quantiques anormales (VII.4,VIL.5) nous utilisons le développement :

1
Rk k = _6k/’k + 5 Z ﬂk',klle;,kl + O(B5) (VIIZQ)
kieD
1
= _5k/,k + 5 Z 5k1,kp11;1,k/ + O(ﬁ5> (VII23)
ki€D

Les termes en kk ou kk* contribuent donc aux ordres pairs, tandis que les termes kp? et
k*p? contribuent aux ordres impairs, ordre 1 exclu (I’énergie est stationnaire au voisinage
de = 0). Les termes de I'énergie BCS FEpcs se limitent quant a eux a l'ordre 2. Ordre par
ordre, nous trouvons :

Ey=FEo+ Y (a+ac) |Buxl’

kk'eD
go Cotr— o y
+ m Z [2 (Wl:::lleq + quWk’q + wl—i—qwli_’q - wkqwk’q) ﬂk—i—q,kﬁk’-&-q,k’
kk'qeD
+ ((w;(rq + w;q) (le(r’q + wl:’q) - (leq - Wl:q)(leq + qu)) (5k,k+qﬁk’+q,k’ + 6li’+q,k’ﬁli,k+q)]

(VIL24)

9o + - — T+ + = — ot
Ey = Z (Wi Wieq + WigWitg + Witaiog — WieqWivg)
k,k/,qeD

X </Bk/+q’k/p£+q,k —+ ﬁklyk"i’qpii,k-l—q + C.C.) (VII25)

(U2 U2V — URUL, VOV

By=—22 Y

kvk/7q7k1 €D

0 T T T 1 s
X <(ﬁk'+q,k/5k1,k+qpkl,k + Bickralii K Piy wq T €-€) FPiiqiProsrq T pk+q,kpk’,k’+q>
0 0770 0 0 07,0 0 0 0770 y/0 07,0 0 0
+ (Un U0k 4 Ui + Vi Vi VidqVie + Ui o ViU Vid g + Uk Vidrq Ui g Vaer)

X (6k’+q,k’ﬁlﬁ1’k+qp£7k1 + /Bl)i-‘rq,kﬁkhklpltl,k’—l—q +p£+q7kpit/7k/+q> (VII26)

ot nous utilisons les coefficients Wfq et wfq deéfinis en (V.26) et (V.27).
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VII.1.4 Dynamique linéarisée

Le systéme d’équations linéarisées dont découlent les modes de quasi-particules s’obtient
en appliquant les équations hamiltoniennes (VII.10,VII.11) a I’énergie quadratique Fy. En
observant l'expression (VII.24), on constate immédiatement que la variable fxiqx n’est pas
couplée a I'ensemble du champ [, mais seulement a ses composantes ayant le méme vecteur
d’onde q du centre de masse, a savoir (S yqx )iep et (B i q)iwep (Souvenons-nous que la
transposition change le signe de q). En définissant

Brrak = Bricrq ou avec la notation a la RPA B = (Brig)” (VIL.27)

on obtient donc un systéme linéaire, découplé par valeurs de q comme dans la RPA,

ind <éq> _ ( AT BY > (@q> | (VIL.28)
dt \ pa —Ba —A4) \ pa

ot A9 = (Bl)kep, et A% et BY sont les matrices symétriques :

A = Okge(errq + ) (VII.29)
9o E— -
+ﬁ (W;qWJq + WigWieq + wltqwlf'q - wkqwk’q)
90 S —tr—
Bl = 23 (WikqWitq + WiqWioq + WiaWieq — WiaWida) - (VIL.30)

L’opérateur d’évolution associé a ce systéme

Ad  pa
L9 = (—Bq —Aq> (VIL31)

est manifestement symplectique puisque
0. L%, = (LY }. (VIL.32)

Ici encore, nous rendons le systéme diagonal par blocs en passant a la base somme et différence
définie par :

e =B — By (VIL33)
sg = B+ B (VIL.34)

Il n’y a pas de confusion de notation possible avec les opérateurs de la RPA puisque les y et
s introduits ici n’ont pas de chapeau. Dans cette base, le systéme (VII.28) s’écrit :

dyd -
i % s+ Wi (GAY + 5A9) — wif, go(5n% + on) (VIL35)
o dsd _ B
ih e =yl + Wik (A% = A%) — wigggo(nf — ), (VIL.36)
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ou l'on rappelle que qu = €xtq T €x. Les variables collectives sont notées par analogie avec
les opérateurs collectifs (V.34-V.37) du chapitre V,

A1—Ad = % 3 Wi (VIL37)
keD

nd —nf = % Z WieqUre (VIL.38)
keD

SAY 4 5AT = % 3 Wigst (VIL39)
keD

onf +on = —% Z WieeSies (VII.40)

keD

de sorte que les équations (VII.35,VIL.36) sont formellement identiques aux équations de
la RPA (V.29,V.30) pour les opérateurs de création et d’annihilation de paires de quasi-
particules. Hormis la disparition du chapeau pour des variables ici classiques, nous remar-
quons surtout celle des termes sources, combinaisons linéaires des opérateurs de déplacement
Mikq et ﬁkq, qui apparaissaient dans les opérateurs collectifs quantiques. Ceci ne constitue
pas une surprise : dans le langage de la théorie variationnelle, ces termes sont d’ordre 2
en le champ 3 (cf. les moyennes (VIL.6,VIL.7)) et sont donc a ranger parmi les corrections
non linéaires aux équations du mouvement. Nous retrouverions d’ailleurs ces termes, parmi
d’autres termes quadratiques, si nous allions au-delad de la dynamique linéarisée. Ainsi, le
systéme semi-classique se déduit du systéme quantique en prenant la valeur moyenne dans
I'état cohérent de quasi-particules |¢) et en négligeant les valeurs moyennes de 1myq et fqu.
Ses modes propres sont donc identiques & ceux du systéme homogéne de la RPA, mais la
dynamique linéarisée des opérateurs est différente.

VII.2 Modes excités quasi individuels a impulsion q

Dans le chapitre V nous avions obtenu une classification exhaustive des modes de 'opé-
rateur d’évolution & impulsion nulle £°. Nous avions notamment montré qu’a part les deux
modes collectifs d’énergie nulle et anormal, tous les modes sont situés dans le quasi-continuum
k — 2¢ a deux excitations fermioniques, et ne sont autres, a la limite thermodynamique,
que des bi-excitations fermioniques b J)M. Cette section généralise ce résultat a impulsion
q quelconque.

VII.2.1 Equation aux valeurs propres

Nous utilisons la méme méthode de sommation que celle utilisée a la section V.2.3.1 pour
les modes excités du sous-espace d’énergie nulle. Appelons fwg la valeur propre inconnue, et
dérivons 'équation (VII.35) par rapport au temps. En combinant (VII.35) et (VII.36), ceci
conduit a :

(h2w2 - (El—(‘rq)g)ylc{l = El—"(_q (Wl:rq(Aq - Aq) - u}l:qgo(/n'?1 - n?)) + AO(VVk_qu(jlr + wl—(’—qﬂg)
(VIL41)
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Pour éliminer la variable s, nous avons remplacé les variables collectives 6AY + JAY et
671? + (Sni1 par leur dérivée temporelle :

A = m%(mq + 5A9)

9o _ 9o — X 90 - _
- I3 Z W /QEI/qu/ T (ﬁ Z lequ’q) (A1—AT) - <ﬁ Z wk’qu’q> 90("?_”3)

k'eD k’'eD KeD

(VIL.42)
d
A = —iﬁ&go(cgn? + onY)
90 go X Jo _
3 Z Wigrrq¥ie + <ﬁ lecr’qWIj'q) (A% =A%) — <ﬁ Z wf{/qwk/q> go(nf —nf)

k'eD k/'eD k'eD

(VIL.43)

Notons que I'équation (VIL.41) est moins simple que son équivalent (V.82) a impulsion nulle
car les amplitudes collectives (nf! — n{') et Q2 lites aux variables de densité ng et n{, qui
disparaissaient du systéme a impulsion nulle, ne peuvent plus étre éliminées.

VII.2.2 Modes quasi individuels

Pour obtenir un mode quasi individuel, il faut chercher & annuler simultanément toutes
les amplitudes collectives, de la forme Y7, akq¥y avec axq une fonction uniquement de ||k et
|k 4+ q||. Par analogie avec la section V.2.3.1, ceci suggére de définir la coupe circulaire

Clicoll ko +all = {k € D, [[kl[ = [[kol| et |k + a| = |[ko + al[} (VIL.44)

On consideére alors le vecteur & = ((yx)pep, (Su)kep) vérifiant

{ﬁfﬂﬁZQVkEDWMWMMH (VIL45)

q — 0
Zkecukou,nkomn Yk

Avec ce choix de variables, nous avons immédiatement Y, axqyy = 0 pour toute fonction
akq qui dépend uniquement de | k|| et ||k + ql|. Les quatre amplitudes normales collectives
au membre de droite de (VII.41) sont donc nulles et I’énergie propre doit valoir

hwq = £ (er + €rorq): (VIL.46)

pour que le vecteur Z soit non trivial. Enfin s! est fixé par 1’équation individuelle (valable
quand les opérateurs collectifs sont nuls) :

sy =y, (VIL.4T7)

le signe étant fonction de celui de 1’énergie propre.
Les coefficients ! dans Cji|,jko+q| SONt arbitraires tant que leur somme sur ce méme
ensemble reste nulle. Nous avons donc trouvé 2(#Cj,||,|ko+q| — 1) modes quasi individuels
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pour chaque valeur de || ko[, |[ko + q||. Comme & la section V.2.3.2, on peut chercher ensuite
a se donner une base de cet espace de modes quasi individuels puis calculer la base duale
a l'aide de la symétrie symplectique et montrer qu’a la limite thermodynamique, lorsque le
cardinal de la coupe circulaire Cji,||,|ko+q devient infini, les opérateurs associés aux modes
quasi individuels sont les opérateurs de création et d’annihilation de biexcitation fermionique
b1, Diciqr €t kab k_q (nous utilisons pour cela I'équivalence entre 'amplitude semi-classique

—Br+qk €t I'opérateur b_ic ikaqu, voir la section VII.4.3).

Ces modes quasi individuels n’épuisent pas le spectre de £4. Comme pour £°, des modes
excités collectifs vont apparaitre entre les énergies des modes quasi individuels. Parmi ceux-
ci, les modes situés au-dela de la bande interdite nous intéressent peu car ils ne modifient
pas fondamentalement le spectre d’excitation. A la limite thermodynamique ils sont noyés
dans le continuum k — €x + €x4q et nous pensons qu’ils acquiérent une partie imaginaire et
décrivent l'instabilité des phénomeénes collectifs lorsque leur énergie est comparable a I’énergie
de liaison des paires. En revanche, s’il existe des modes excités en-de¢a de la bande interdite
du continuum k > ex + €x1q, ceci a un impact majeur sur la dynamique a basse énergie, et
donc sur la dynamique de phase & basse température. C’est ce que nous nous attachons a
prouver dans la section suivante.

VII.3 Spectre des excitations bosoniques

VIL.3.1 Equation implicite aux valeurs propres

Nous cherchons une solution de I’équation (VIL.41) d’énergie inférieure a ’énergie des
biexcitations fermioniques a vecteur d’onde total q fixé :

hwq < inf(ei + €icrq). (VIL48)

Ceci nous autorise a diviser par le facteur (Awg)? — (qu)2 présent au membre de gauche de
(VIL.41). Puis nous sommons les équations pour k variant dans D de fagon a reconstituer les
variables collectives (VII.37-VIIL.40). Ceci conduit au systéme matriciel :

wiw+ — 1 Yw+w- — 2yt YWt wt A2 — A4
S S =1 0w S =0 (viLag)
D Swow- =X =1 S nd —nf ' '
hA‘; Sewr N5 —hi“’;l Sutwe .4 —1 Q4

Les sommes Y qui apparaissent dans ce déterminant traduisent le caractéere collectif des modes
que nous cherchons; ce sont des sommes sur le vecteur d’onde relatif k des paires, fonctions
de wé via le dénominateur de leurs termes :

+
¢ 90 6kqakqbkq
¢ = SN _kakala (VIL50)
L3 2 1203 — (6,)?
90 AOakqbkq
Se = LN __Z00kakg (VIL51)
L3 1;; B2 — ()2
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Pour que ce systéme posséde une solution non triviale, il faut que le déterminant de la
matrice au premier membre de (?7) soit nul. Cette condition conduit & une équation implicite
d’inconnue wg dont la résolution s’avére assez lourde dans le cas général. Dans la suite, nous
commencerons par prendre la limite des grandes longueurs d’onde pour montrer que 1’énergie
est phononique a 'ordre le plus bas en ¢, et calculer la vitesse du son associée. Puis nous nous
placerons a la limite continue pour faire une étude numérique globale du domaine d’existence
des solutions et de la concavité de la branche. Enfin, nous combinerons les deux limites pour
obtenir les premiéres corrections non linéaires a I’énergie phononique.

VIL.3.2 Energie phononique

Nous commengons donc par rechercher les solutions de I’équation aux valeurs propres (?77?)
lorsque le nombre d’onde ¢ tend vers 0. Remarquons que tous les coefficients qui concernent
la variable nd —nd, ceux de la troisiéme ligne et de la troisiéme colonne, sont d’ordre au moins
2 en g, sauf le coefficient diagonal qui vaut —1 a l'ordre zéro. Cette ligne et cette colonne ne
contribuent donc pas a l'ordre dominant de I'énergie *.

Le systéeme a résoudre se réduit & un déterminant 3 x 3 :

Ve — 1 Bwew- Y+t
2w2
S Twewe Sy =1 Sho . | =0. (VIL52)
2w2
S Twrwr i Doy — 1

Les développements a faible g des sommes apparaissant dans ce déterminant sont les suivants :

Sepws — 1 = _AiOLB (%hz‘éé - %%) +0(gY) (VIL53)
Sipowe —1 = AiOL?’% +0(¢?) (VIL54)
Swaw = s+ O() (VIL55)
S = — AiOL?’% L O(@) (VIL56)
T _AioL i §+O(q2) (VIL57)
wret =~ AiOLg% +0(¢%), (VIL58)

ot © et X sont donnés par les équation (V.73) et (V.74). Pour le premier de ces développe-
ments (VIL.53), nous nous permettons d’utiliser la relation
Z 2k A X

D=__4N VIIL.59
2md\g € 2 + ( )

keD

qui provient d’une intégration par parties réalisée a la limite continue (c¢f. 'annexe E). En
développant le déterminant (VII.52), par exemple par rapport a sa derniére colonne, et en

1. Dans la section VII.3.3.3.b. nous calculons justement les coefficients v et 77 des ordres 3 et 5 de I’énergie
wq Mmais nous nous plagons a la limite continue, auquel cas I'opérateur nd — nd disparait.
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utilisant les développements limités (VII.53,VIL.58) nous obtenons la relation de dispersion :
RPwl =1cq’ + 0(q"), (VIL.60)
qui est celle d’excitations phononiques avec une vitesse du son donnée par

2_N Ao@ (1 Jo @2+X2)

C

= - VIIL.61

mO? + X2 213 Ag© ( )
Pour reconnaitre dans ’équation précédente la formule (II}.21) de I'hydrodynamique, nous
exprimons la dérivée du potentiel chimique par rapport & N a partir de celle (V.75) de [ et
du lien (V.72) entre fi et p :

dp  didp - Ag® ( 90 @2+X2)

N dNdi i e NI (VIL.62)

203 A¢©
La théorie variationnelle retrouve ici la formule, déja démontrée au chapitre III par 'hydro-
dynamique, valable en toute généralité pour un systéme superfluide, qui relie la vitesse du
son a l’équation d’état a température nulle :

d
me = ﬁd—;, (VIL63)

ol la dérivée est prise a longueur de diffusion a fixée et la densité p du gaz peut étre remplacée
par le nombre moyen de particules N pour un systéme de taille finie. Dans le cadre de
la théorie variationnelle, I’équation d’état apparaissant dans 'équation (VII.63) est celle,
approchée, de la théorie BCS (IV.61). Mais grace a I'hydrodynamique, nous savons que cette
formule n’est pas tributaire des approximations de la théorie BCS et permet de calculer la
vitesse du son exacte a partir de ’équation d’état exacte.

VII.3.3 Spectre a la limite continue
VI1.3.3.1 Equation aux valeurs propres a la limite continue

Dans ce paragraphe, au contraire du précédant, nous nous plagons a ¢ fixé et prenons la
limite continue, c¢’est-a-dire que nous faisons tendre le pas du réseau [ vers zéro a longueur de
diffusion a fixée. Rappelons que la constante de couplage nue gg doit alors tendre vers zéro
pour que la longueur de diffusion reste finie.

Nous transformons les sommes ¥ en intégrales avec quelques précautions : (i) nous utili-
sons I'équation du gap (IV.59) pour remplacer go/L? par l'inverse de la somme — >, 1/(2¢y),
quantité qui devient une intégrale divergente a la limite continue, (i¢) nous symétrisons les
intégrandes en faisant le changement de variable k — k — q/2, par exemple el':q — eliq j2q =
€k—q/2 T €ktq/2- Ceci revient a faire les substitutions suivantes :

+
f A3k 6k—q/2,qak_Q/27qbk—‘I/2aq
1202 — (e )2

€ k—q/2,q
d3]€ A0k—q/2,9%k—-qa/2,q
S o - T S (VILG5)
“ [ k)26 ' '
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Comme l'intégrale apparaissant au dénominateur est divergente, le quotient est nul a moins
que l'intégrale au numérateur soit elle aussi divergente. Ceci se produit dés lors que l'in-
tégrande décroit moins vite que k=3 & grand k. De toutes les sommes apparaissant dans
I'équation aux valeurs propres (?7), seules X, ;. et X5, - conduisent a de telles inté-
grales divergentes. En particulier, dans les troisiémes et quatriémes lignes et colonnes du
déterminant (?7), c’est-a-dire celles qui concernent les opérateurs collectifs normaux nd, ou
leur dérivée temporelle €27, tous les coefficients tendent vers 0, sauf les coefficients sur la
diagonale qui tendent vers —1. Prendre la limite continue, conduit donc a prendre :

ni—n! = 0 (VIL.66)

0% = 0, (VIL.67)

ce qui simplifie nettement le déterminant en le réduisant au bloc 2 x 2 supérieur gauche. On
peut alors multiplier 'ensemble par U'intégrale [ d°k/2e, ce qui fait apparaitre des différences

d’intégrales dont les divergences se compensent exactement. L’équation aux valeurs propres
a la limite continue s’écrit finalement :

Loy (s )T (0 @) = W2 [ L4 (wq, ). (VILGS)

avec

2
6:701/2&1 (WI:Q/Zq) 1

I .q) = A3k — VII.69
o) = [ e (VIL69)
- . (W_ >2 Z
€
a2, a2, 1
I (wq) = /d3k ata ) kala) Lo (VILT0)
R3 h (JJq — (Equ/2,q) 26k
W W _
I (wq) = / A (VILT1)

Outre la RPA d’Anderson [42| dont nous avons déja souligné qu’elle conduisait au méme
spectre des modes collectifs que notre approche variationnelle, I’équation aux valeurs propres
(VIL.68) a été obtenue par différentes approches : une approximation gaussienne de I’action
dans un cadre d’intégrale de chemin [79, 86| et une approche de fonctions de Green associée
a une approximation diagrammatique [50]. Les solutions, si elles existent, sont opposées 'une
de 'autre, comme le veut la symétrie symplectique. Nous notons Awq la solution positive de
I'équation (VIL.68), l'autre solution étant —/fuvg. A cause de la présence du dénominateur
hPwg = (€_q/2,4)" seules les valeurs de fwg inférieures au continuum de biexcitations fermio-
niques k +— €x_q/2 + €xtq/2 peuvent donner lieu a des solutions réelles stables de I'équation
de dispersion (VII.68). Une excitation dont ’énergie serait située dans le continuum pour-
rait décroitre en émettant deux excitations fermioniques d’énergie ex_q/2 €t €xiq/2 ce qui la
rendrait instable et ajouterait une partie imaginaire a son énergie propre.

VII1.3.3.2 Domaine d’existence des solutions

La référence [50] discute le domaine d’existence en fonction du vecteur d’onde q d’'une
solution a l’équation (VIL.68). Nous synthétisons ses résultats, que nous avons reproduits
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par une étude numérique, sur la figure VII.1 ot le domaine d’existence est représenté dans
le plan q/k,, Ag/p avec k, = (2mu)*/?/h. Plusieurs cas de figure se détachent en fonction
du régime d’interaction, que nous avons choisi de paramétrer par Ag/u plutdt que par kra.
(1) Lorsque la longueur de diffusion est négative a < 0, autrement dit pour Ag/p < 1,162,
le domaine d’existence des solutions de ’équation (VII.68) en fonction de ¢ est compact et
simplement connexe [50], de la forme [0, gsyp)- (74) De l'autre coté de la résonance (a > 0), et
jusqu’a Ao/ = 1,729, le domaine d’existence des solutions de I’équation (VII.68) se sépare
en deux composantes connexes [0, gsup| €t [gine, +00[. (744) Enfin, lorsque Ag/pu est supérieur
a 1,729, ou est négatif, les deux composantes du domaine d’existence se rejoignent, si bien
qu’une solution a I’équation (VII.68) existe pour tout g.

1,729 - 1/(k 2)=0,161

1,5 1/(k2)=0,108

— 1/(k,2)=0

—  (ka)=-0,072

-~ b Uka)=0465
0 1 2 3 4 5
g’k

18

FIGURE VII.1 — En grisé, domaine d’existence de la branche bosonique ¢ — wq selon les
valeurs de Ag/pu et du nombre d’onde ¢ mesuré en unités de k,, = (2mu)*/?/h. Les valeurs de
1/(kpa) correspondant a celles de Ag/p sont indiquées sur le bord droit du graphe. La ligne
épaisse en trait plein délimite le domaine d’existence des solutions de I’équation de dispersion
(VIL.68). Quatre fleches encadrent 'intervalle des valeurs de Ag/p ou 1/(kpa) sur lequel le
domaine d’existence en ¢ de la solution de I’équation (VII.68) n’est pas simplement connexe.
Les fleches inférieures se situent exactement a la limite unitaire, ot la longueur de diffusion
diverge |a| — +o0.

VI1.3.3.3 Concavité du spectre

Nous nous intéressons maintenant a la concavité de la branche bosonique. Celle-ci a été
étudiée dans la limite BCS [79] puis de maniére qualitative dans la zone de raccordement
CBE-BCS [50, 87, 52|. L’étude quantitative exhaustive que nous reproduisons ici est 1’objet
de la référence [88|.
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1/(k 2)=0,161
e 1/(k,2)=0,157

1/(k2)=0,108

[«—1 I(k)=0

- 1/(k2)=-0,072
— 1/(k a)=-0,144

-~ e U(ka)=0465
0 1 2 3 4 5
g’k

0

FIGURE VII.2 — Concavité locale de la branche bosonique ¢ — wq selon les valeurs de Ay /p et
du nombre d’onde ¢ mesuré en unités de k,, = (2mu)'/?/h. Les valeurs de 1/(kra) correspon-
dant a celles de Ag/p sont indiquées sur le bord droit du graphe. Les points rouges sombres
correspondent & une branche localement concave, les points orange clair & une branche loca-
lement convexe. La ligne épaisse en trait plein délimite le domaine d’existence des solutions
de I’équation de dispersion (VII.68). La ligne tiretée est une prédiction analytique a faible ¢
(cf. Péquation (VIL.91) du paragraphe b..4) de la frontiére entre les zones sombre et claire,
lieu des points d’inflexion de la courbe ¢ — wq, représentée par un trait fin. L'ordonnée
Ay/p = 0,869 du point ou cette ligne rejoint 'axe ¢ = 0 et 'ordonnée Ag/p = 1, 710 au-dela
de laquelle la zone de concavité disparait sont indiquées par des fléches. Enfin les deux lignes
pointillées, dont les ordonnées sont elles aussi indiquées par des fléches, encadrent I'intervalle
des valeurs de Ag/p ou 1/(kpa) sur lequel le domaine d’existence en ¢ de la solution de
I'équation (VII.68) n’est pas simplement connexe. La ligne pointillée inférieure correspond &
la limite unitaire, ou la longueur de diffusion diverge |a| — +oc.

L’intérét physique d’étudier la concavité du spectre bosonique est de déterminer quels
processus d’amortissement des modes collectifs dominent & basse température. Si la branche
est convexe sur un voisinage de ¢ = 0 alors ce sont les processus 2 phonons <> 1 phonon de
Beliaev-Landau [45, 46] qui dominent, tandis que si elle est concave ce sont les processus
2 phonons <« 2phonons de Landau-Khalatnikov [44]. En effet, on montrera a partir de la
conservation de I'énergie et de la quantité de mouvement des trois excitations mises en jeu
que les processus Beliaev-Landau sont interdits pour une branche d’excitation concave. A
basse température, la branche fermionique, dont le spectre posséde une bande interdite, ne
participe pas a I'amortissement des modes collectifs, sa contribution étant exponentiellement
réduite [51]. En outre, la connaissance quantitative du paramétre de concavité -y, défini plus
loin par I'équation (VIL.72), permet de prédire le taux d’amortissement des phonons par les
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processus 2 phonons <+ 1 phonon dans le cas convexe au-dela de ’hydrodynamique quantique
[52], ou 2phonons <> 2phonons dans le cas concave ou l'interaction effective prédite par
I’hydrodynamique quantique fait intervenir des processus 2 phonons <> 1phonon virtuels
et dépend de 7 [44]. En ce qui concerne la dynamique de phase, la connaissance de ~ est
indispensable au calcul du coefficient de diffusion de la phase du condensat de paires (cf. [89]
et le chapitre VIII) a basse température, calcul qui repose sur des équations cinétiques pour
les populations des modes bosoniques.

a. Etude numérique globale de la concavité En résolvant numériquement 1’équation
de dispersion (VII.68) nous obtenons la relation de dispersion g — wq sur tout son domaine
d’existence. Nous donnons sur la figure VII.3 'exemple de la limite unitaire 1/(kra) = 0, ot
Ag/p = 1,162 d’apreés la théorie BCS. Plutot que la fonction ¢ — wq elle-méme, nous tracons
en trait noir plein la fonction ¢ — wq —cq, ol c est la vitesse du son et ¢ — cq la partie linéaire
du spectre. Les propriétés de concavité de cette fonction sont les mémes que celles de g — wq
mais se voient mieux graphiquement aux faibles ¢ car elles ne sont pas masquées par la partie
linéaire. Cette derniére, bien que dominante, ne joue aucun role dans la détermination des
processus d’amortissement décrits dans 'introduction de cette sous-section. Sur la figure, on
distingue nettement le point d’inflexion de la dispersion de relation & ¢/k, =~ 0,795 ; il sépare
un intervalle aux faibles ¢ ot la relation de dispersion est convexe d’un intervalle aux grands
g ou elle est concave. Par conséquent, d’aprés la RPA, les processus d’amortissement des
excitations collectives du gaz unitaire qui dominent a basse température sont les processus
2 phonons <> 1 phonon de Beliaev-Landau (voir le paragraphe c. de cette sous-section).

La figure VIIL.2 reprend le modéle de la figure VII.1 et y ajoute les résultats sur la concavité
de la branche q — wq obtenus par résolution numérique de I'équation de dispersion (VIL.68).

Entre la zone rouge sombre ot la branche est localement concave et la zone orange clair ou
elle est localement convexe, une frontiére apparait, que nous faisons figurer par un trait fin.
Cette frontiére est le lieu des points d’inflexion de la courbe g — wq. Pour ¢ — 0, elle rejoint
I’axe des ordonnées avec une tangente horizontale en Ag/p ~ 0,869 (soit 1/(kpa) ~ —0, 144).
Au voisinage de ¢ = 0, nous en donnons un équivalent parabolique (tireté noir) obtenu par
un calcul analytique (cf. I'équation (VIL.91) du paragraphe b..4). Puis la frontiére passe par
un maximum en ¢/k, ~ 1,9 ou elle atteint Ag/p ~ 1,710 (1/(kpa) =~ 0,157), valeur au-dela
de laquelle la branche est convexe sur tout son domaine d’existence. Enfin, elle rejoint la
limite du domaine d’existence en ¢/k, ~ 2,4 et Ay/p >~ 1,22 avec une tangente oblique du
fait d’une dérivée troisiéme de ¢ — wq non nulle au point de contact. Entre Ag/p = 1,22
et Ag/p ~ 1,710, la branche est donc successivement convexe puis concave puis & nouveau
convexe a ¢ croissant. Entre Ag/p ~ 0,869 et Ag/u ~ 1,22 elle est seulement convexe puis
concave, comme par exemple sur la figure VII.3.

Toutes les valeurs numériques que nous prédisons dans la figure VII.2 proviennent de la
théorie variationnelle ou de la théorie BCS, donc sont approchées. Rappelons en particulier
qu’en linéarisant les équations du mouvement des variables classiques ;! et s nous négligeons
les interactions entre les quasi-particules bosoniques. Or ces interactions vont donner lieu & un
déplacement des énergies propres huwg ; elles vont aussi faire apparaitre, méme a température
nulle, une partie imaginaire dans wq, décrivant la durée de vie finie des excitations, lorsque
la concavité de la relation de dispersion permet d’avoir des processus de Beliaev 1 phonon —
2 phonons résonnants [52].
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FIGURE VIL3 — A l'unitarité (kpa)~" = 0, c’est-a-dire pour Ag/p = 1,162, nous représentons
en trait noir plein la relation de dispersion des excitations collectives aprés soustraction de sa
partie phononique cq afin de mettre en valeur ses propriétés de concavité. Le nombre d’onde
q est en unités de k, = (2mp)'/2/h. La partie linéaire ¢ — cq (tireté violet) est représentée a
titre de comparaison de méme que I’approximation cubique (tireté rouge) et quintique (tireté
bleu) de wq — cq (voir plus loin I'équation (VII.72)). La dérivée seconde d*wq/dg?, représentée
en trait gris plein, s’annule au point d’inflexion giya >~ 0, 795k, marqué d’une ligne pointillée
verticale. A gauche (respectivement & droite) de ce point, la relation de dispersion est convexe
(respectivement concave).

b. Etude analytique de la concavité dans la limite des grandes longueurs d’onde
Nous cherchons maintenant & obtenir analytiquement le spectre des modes collectifs dans
la limite des grandes longueurs d’onde ¢ — 0. Pour cela nous développons 1'énergie propre

jusqu’a l'ordre 5 en q :
hg \? hg \* hg \°
1+ () L (M) yo(2L) | (VIL72)
8 \'mc 16 \ ' mc mc

En utilisant le développement au premier ordre non trivial des intégrales apparaissant dans
I'équation (VII.68), développement qui figure explicitement dans 'annexe F, nous obtenons
la vitesse du son réduite sous forme d’une fraction rationnelle

me* 2xy+1)
poo 3y +1)’

A OA
r = 70 et y= (—“) , (VIL74)

hwq o heq

(VIL73)

en les variables



ol la dérivée est prise a longueur de diffusion a fixée comme le suggére la notation. La variable
y s’exprime a son tour en fonction de = grace a la relation

f dgkﬁ2k2/(§m)—u +o0 d u?(u?—z~1)
_ ‘x

Ut s —1y2.1113/2
y= el PP (VILT5)
J kg o~ e

simple récriture dans le cas continu de ’équation (V.71) (qui, rappelons-le, découle de I’équa-
tion du gap (IV.60) par dérivation par rapport & u a longueur de diffusion a fixée). Les ex-
pressions des intégrales apparaissant au numérateur et au dénominateur du troisiéme membre
de (VIL.75) en termes d’intégrales elliptiques complétes de premiére et deuxiéme espéce 79|,
données dans I'annexe E, sont utilisées pour obtenir la figure VII.4 ol y est tracé en fonction
de 1/z. La courbe bleue tiretée montre le comportement asymptotique dans la limite CBE
y ~ —4/x (voir plus bas le paragraphe consacré a la limite CBE). Notons aussi qu’a la limite
unitaire y = x ~ 1,162, puisque Ay et p sont proportionnels par invariance d’échelle.

1/1,162
1007 g ]
- ' BCS ]
10F E
= r ]
FE - -
j= L \ i
< \d
o = X 1,162
o [ =
r L ]
L I - i
L 1 : ,
L [ i
i |
[
0,1 | =
i \ | : \ ]
-20 -10 0 10 20
WA,

FIGURE VII.4 — Variation du paramétre y = (0Ay/0u), représenté ici en échelle loga-
rithmique en fonction de 1/x = pu/Ay. La courbe bleue tiretée montre le comportement
asymptotique dans la limite CBE y ~ —4/x. Les deux pointillés marquent la limite unitaire
ou, par invariance d’échelle, x =y ~ 1,162.

Comme plus haut a la section VII.3.2, 'expression (VIL.73) de la vitesse du son reproduit
la formule hydrodynamique (VII.63), prise cette fois avec ’équation d’état a la limite continue.
Pour le voir, divisons par N I'expression (VIL.62) de du/dN et faisons tendre le pas du réseau
vers zéro. Nous pouvons oublier le terme proportionnel a gy au second membre car il tend vers
zéro. Les sommes O et X deviennent des intégrales (qui sont & un facteur preés les intégrales
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Io et Iy rencontrées a la section 1V.2.2.2 du chapitre IV) que I'on exprime en fonction de x,
y et de p a l'aide de (VIL.75) et de la relation

&3k A3 +oo u?
Jope b Mm% (VILT6)
F [ duw? (1 _ m) 2(1 + ay)

qui se démontre en intégrant par parties le dénominateur du second membre, u? étant la
fonction & intégrer. Finalement, nous obtenons ’expression

pdu  2(zy+1)

= N S s VIIL.77
ndp 32+ 1) (VILTT)

qui fait le lien entre I’expression rationnelle (VII.73) et '’expression hydrodynamique (VII.63)
de la vitesse du son.

Pour obtenir les coefficients sans dimension v et 7 des ordres supérieurs en ¢ de hwg
dans I’équation (VIL.72), nous poussons deux ordres plus loin le développement limité des
intégrales I, | (wq, q), I-—(wq, q) et I+_(wq, q) en puissances de g aprés remplacement de fuvg
par le développement (VII.72). Les expression explicites de ces développements, assez lourdes,
sont donnés en annexe F. Comme plus haut pour la vitesse du son, nous parvenons a mettre
nos résultats sous forme de fractions rationnelles en z et y :

Yoo Piy)a

— VIL78
! 13522 (22 4 1) (12 4 1)° ( )

8 i
n = iz Qily)2 . (VIL79)
1020600 (42 + 1)° 24 (22 + 1)

Les polynémes P;(y) et Q;(y) qui apparaissent aux numérateurs ordonnés par puissances
croissantes de x des expressions de 7 et de 7 valent :

(y) = —4(13y" + 16y + 8)

(y) = 4y (13y* + 41y +8)

(y) = 50y° —21y* —252y* — 61 (VIL.80)
(y) = 2y(y*'+32y°+71)

(y) = 35y° 4+ 56y* — 13y* — 54

TIPS

= 16 (7745y° + 19528y° + 20304y* + 8384y + 1088)

= 32y (2857y° + 67y° — 3186y" — 7920y* — 2624)

= —8(12882y" + 28061y® — 26936y° + 7221y* — 24496y* — 5232) (VIL.81)
= —8y (8456y'" — 9859y° + 9977y’ + 145295y + 3523y + 23720)

—17500y" — 247996y*° — 1249743y® — 1341332y° + 337202y* — 694392y + 18321

= —4y (25564y" + 36027y° — 66984y° + 92206y + 387932y* — 56121)

= —2(12250y"* + 115637y"" + 558246y° + 1071518y° + 589478y* — 248499y> + 53082)
= —4y (12957y" + 33764y® — 41904y° — 173106y — 96189y> + 53406)

= —8575y"% — 445449"0 — 149742y® — 360644y° — 477615y" — 270756y% — 20412.
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Nous obtenons les expressions (VIL.78) et (VIL.79) en réutilisant & chaque ordre les résultats
des ordres inférieurs : la valeur (VII.73) de ¢ pour obtenir 7, puis celles de ¢ et de v (VIL.78)
pour obtenir 7. Au cours du calcul, nous rencontrons des intégrales avec des puissances
élevées de ¢, (ou [(u? —271)? + 1]'/2 aprés adimensionnement) au dénominateur ; leur calcul
par intégrations par partie répétées est expliqué dans I'annexe E.

Nous représentons sur la figure VIL5 les coefficients «y et 1 en fonction de 1/(kpa), variable
que nous avons préférée ici & A/p. Pour les interpréter, nous ne pouvons malheureusement pas
nous appuyer sur des expressions thermodynamiques connues, comme nous l’avons fait pour
la vitesse du son. Nous pouvons cependant préciser leurs comportements asymptotiques dans
les limites CBE 1/(kpa) — +o00 et BCS 1/(kra) — —oo. Nous en profitons pour commenter

leurs valeurs remarquables dans les régimes intermédiaires.

b..1 Limite CBE Dans la limite CBE, kra — 07, le systéme est assimilable & un gaz
de bosons de masse 2m en interaction faible, de potentiel chimique

U = 2[& — Edim7 (VII82)

ol Eygim = —h?/(ma?) est Pénergie interne d’un dimeére [49, 90]. On sait alors que la relation
de dispersion des excitations bosoniques est convexe et se réduit a celle des excitations de
Bogolioubov au potentiel chimique pp lorsque ¢ = o(1/a) [50] :

R (R 1/2
Bo

auquel cas la vitesse du son est telle que 2mc? = up. Les coefficients v et 1 devraient donc
admettre les limites suivantes :

1

et o o—  ——.
kpasot 128

_> —_
kFa—>0+ 4

(VIL.84)

C’est bien ce que donnent les équations (VIL.78) et (VIL.79) prises a la limite CBE, c’est-a-dire
avec © = O(kpa)®? — 0~ [48] et, comme le montre I'équation (VIL.75) aprés le changement
de variable u = u'/|z|'/?, avec y ~ —4/x.

b..2 Limite BCS Quand kra — 07, le bord inférieur du continuum a deux excita-
tions fermioniques (& nombre d’onde total ¢ < gs.p fixé) devient exponentiellement faible et
contraint la branche d’excitation bosonique, qui ne peut pénétrer dans ce continuum, a se
courber vers le bas [50, 87|. Cette courbure se produit sur une échelle de nombre d’onde g
telle que hicq. = Ay, c’est-a~dire telle que le terme dominant dans le développement (VIL.72)
soit de l'ordre de Ay. Physiquement, ceci signifie que les modes collectifs sont affectés par
la structure interne des paires dés que leur longueur d’onde devient de l'ordre de la taille
des paires dans l'espace réel ~ h*kp/(mA) [79], quantité qui est effectivement d’ordre 1/¢.
puisque ¢ < hkp/m dans cette limite.
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FIGURE VIL.5 — Dans I'approximation de la RPA, coefficients adimensionnés v et n des
termes ¢® et ¢° de la relation de dispersion des excitations bosoniques pour ¢ — 0, voir
I'équation (VII.72), en fonction de l'inverse 1/(kra) de la force des interactions. Dans la
limite CBE, ils admettent une limite finie, qui correspond a la relation de dispersion de
Bogolioubov, voir les équations (VII.83,VIL.84) et les panncaux (a) et (c). Dans la limite
BCS, ils divergent; il vaut alors mieux adimensionner le nombre d’onde ¢ par Ay/(kc), ce
qui revient & considérer les quantités yAZ/(m?c?) et nAj/(m*c®), qui admettent une limite
finie, voir les panneaux (b) et (d). Entre ces deux limites, v et i s’annulent en changeant de
signe, respectivement en 1/(kpa) ~ —0,144 et 1/(kra) ~ —0, 389, et ils sont respectivement
faiblement positif (v ~ 0,0838) et faiblement négatif (n ~ —0,0354) a la limite unitaire. La
valeur de 7 importe particuliérement au point ot v s’annule ; en ce point, n ~ —0, 0428, donc
la relation de dispersion de la RPA est concave sur un voisinage de g = 0.

Ceci explique qualitativement pourquoi la relation de dispersion est concave aux faibles
valeurs de ¢ et de Ag/u sur la figure VIL.2, et donc pourquoi v < 0 dans la limite BCS.
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Plus quantitativement, on s’attend & ce que I’énergie adimensionnée fuwg/A( devienne une
fonction universelle de ¢q/q. = hcq/Aq lorsque kra — 07, auquel cas tous les termes entre
crochets dans I’équation (VII.72) sont du méme ordre de grandeur en ¢ = ¢, c’est-a-dire
1v(hq./mc)?| = 1, |n(hg./mc)*| ~ 1. En prenant la limite x — 0 et y — 0 dans les équations
(VIL.78) et (VIL.79), c’est bien ce que 'on obtient :

8 (mc*\’ 136 (me*\*
~ —— = t ~ == VIIL.85
T tpaso- 15 (AO ) M a0~ 1575 (AO ) ’ ( )
le premier résultat reproduisant celui de la référence [79].

b..3 Régimes intermédiaires Dans la zone de raccordement entre CBE et BCS, ~
est une fonction croissante de 1/(kra) et s’annule en changeant de signe pour la valeur z, de
Ao/ qui suit :

xo =~ 0, 868567. (VIL.86)

Ceci correspond a 1/(kpa) ~ —0, 144292 et confirme le résultat numeérique de la figure VII.2
ainsi que celui de la référence [52]. La RPA et I'approche variationnelle prédisent donc que
la limite unitaire se situe du coté ou la relation de dispersion est convexe sur un voisinage de
qg=0:

~  0,083769. (VIL.87)

(k:Fa)_lzo

Le coefficient 7 change lui aussi de signe, pour une valeur z; de Ay/p donnée par
x1 =~ 0,566411, (VIL.8Y)

ce qui correspond a 1/(kra) ~ —0,389027. 1l est négatif tant a la limite unitaire

~  —0,035416 VIIL.89
T hpay1=0 ’ ( )

qu’au point ou vy s’annule :
n(zo)~ — 0,042794. (VIL.90)

En ce point, le signe de 1 nous importe particuliérement car il détermine la concavité de la
relation de dispersion au voisinage de ¢ = 0.

b..4 Lieu des points d’inflexion Les coefficients v et 1 permettent finalement de
donner un équivalent aux faibles ¢ de la frontiére entre les zones rouge sombre et orange clair
de la figure VIL.2, autrement dit de I'ensemble des valeurs de (¢/k,, Ao/p) pour lesquelles
la dérivée seconde d?wq/dg* s’annule. En prenant pour wq le développement (VIL.72) et en
développant les coefficients v(x) et n(z) autour de x = xy respectivement a 'ordre un et a
I’ordre zéro en x — xy, on obtient ’équation

2 3 / 2
Ginn _M@(az — 70) ~ 2,015858(z — ). (VILO1)

ki asay  10m(zo) p

Ceci conduit a la courbe noire tiretée de la figure VIL.2, qui rejoint 'axe ¢ = 0 avec une
tangente horizontale.
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c. Discussion sur les processus d’amortissement dominants Une application di-
recte de notre développement du spectre (VIL.72) est de déterminer si une excitation collective
de faible vecteur d’onde q peut ou non décroitre par un processus de Beliaev, c’est-a-dire
en émettant deux excitations collectives de vecteurs d’onde q; et qo = q — q;. Ce processus
est autorisé par la loi de conservation de I’énergie a condition que I'énergie propre hwq soit
comprise dans le continuum q; — A(wg, + Wq—q,) & deux excitations collectives de vecteur
d’onde total q fixé. Le bord supérieur Qg = sup, (Wq, + Wq—q;) du continuum est toujours
strictement plus grand que wq; pour s’en convaincre, on peut choisir q; = ¢1q/q avec ¢
compris dans la premiére composante connexe du domaine d’existence de wq, et strictement
supérieur a g donc tel que wq, > wq. En revanche, le bord inférieur Qg‘f = infy, (Wq, +Wq—qi)
est inférieur ou égal a wq (il suffit de prendre q; — 0 pour s’en convaincre) mais pas for-
cement strictement inférieur. Il peut donc arriver que la valeur wq ne soit jamais atteinte
pour q; # 0, auquel cas aucun processus de Beliaev non trivial n’est possible. C’est ce qui se
passe dans le cas d'une branche entiérement concave. Rappelons le petit raisonnement par
I’absurde qui permet de démontrer ce fait : imaginons trois vecteurs qi, qs et q vérifiant a la
fois la conservation de I'impulsion q; +q2 = q et de I'énergie wq, +wq, = Wq; si la relation de
dispersion est concave, on aboutit & une absurdité en faisant la suite d’opérations suivante :

wq> Wq :WQ1+WQ2_"ﬁ q1 _'_‘fﬁ q2 >ﬂ
4 @ tq g1+ q g1 g1+ g2 G2 g1+ g2 q

, (VIL.92)

ou l'on utilise successivement 'inégalité triangulaire puis la décroissance stricte? de la fonc-
tion ¢ — wq/q, conséquence immédiate de la concavité de la relation de dispersion ¢ — wyq.
A Tinverse, lorsque la relation de dispersion est strictement convexe, nous pouvons affirmer
que lef < wq en prenant simplement q; = q/2. En effet, comme la dérivée de la relation
de dispersion dwg/dg est strictement croissante, nous savons que la fonction ¢ — wq — 2wq/2
est aussi strictement croissante donc strictement positive pour ¢ > 0. L’amortissement de
Beliaev existe donc toujours lorsque la branche d’excitation est entiérement convexe.

Ainsi, dans la majorité des cas, le signe du paramétre de courbure 7, qui détermine la
concavité de la branche collective aux faibles ¢, permet de conclure sur la possibilité du
processus d’amortissement de Beliaev. Un doute subsiste lorsque Ag/u est proche de sa
valeur critique xog = 0,869 ou la relation de dispersion présente un point d’inflexion aux
faibles ¢q. Pour trancher, nous adaptons le raisonnement de la référence [87| pour calculer le
bord inférieur Qg‘f du continuum. Comme la relation de dispersion ¢ — wq est strictement
croissante, on minimise toujours ’énergie wq, + wq—q, de la biexcitation a norme ¢; fixée
en choisissant q; de méme direction et méme sens que q. La borne inférieure du continuum
Q1 — Wq, +Wq—q, S'obtient donc en considérant les cas (i) et (ii) de la référence [87] ot q; et
q sont colinéaires et de méme sens. Une petite étude® de la fonction f(q;) = w(q1) +w(q—q1)
sur U'intervalle [0, ¢/2], avec w(q) = wq donné par I'équation (VI.42), montre qu'il vaut

lef = min(2wq/2, Wq)- (VIL.93)

L’amortissement de Beliaev d'un vecteur d’onde q est donc possible si et seulement si 2wg /o <

2. Notons que I'hypothése de décroissance de la fonction ¢ — wq/q suffit et qu’elle est plus faible que
I’hypothése de concavité.

3. En utilisant le paramétrage g1 = (1 — t)q/2, avec t € [0,1], nous trouvons que f(q1) est une fonction
parabolique concave de t2. Son minimum est donc atteint sur I'un des bords de lintervalle et vaut soit

f(0) = wq soit f(q/2) = 2wq/2-
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wq, ce qui, aprés un petit calcul conduit a la condition :

hq 2 8y
— —_—. 11.94
<m0> = 5| (VILS4)

A température basse mais non nulle, d’autres mécanismes d’amortissement sont possibles :
() le mécanisme de Landau q+q; — gy est interdit dés lors que celui de Beliaev l'est puisqu’il
peut étre vu comme l'inverse d’un processus de Beliaev avec un vecteur d’onde q; de module
> q; (i1) le processus d’ordre supérieur de Landau-Khalatnikov q + q; — q2 + q3 est lui
toujours permis, mais il est sous-dominant dés lors que les processus de Beliaev ou Landau
sont présents.

VII.4 Opérateurs de création d’excitations bosoniques

Nous cherchons maintenant I'expression des amplitudes normales classiques bq associées
au spectre que nous venons d’étudier. Aprés quantification, elles donneront naissance aux
opérateurs i)q d’annihilation de quasi-particules qui interviennent dans 1’équation fondamen-
tale de la dynamique de phase (I11.32).

VI1.4.1 Modes propres

Une fois la valeur de I'énergie propre fwg déterminée, soit analytiquement dans la limite
des grandes longueurs d’onde, soit numériquement ailleurs, nous obtenons un ensemble de
relations entre les variables collectives. A la limite continue, les variables reliées aux fluc-
tuations de densité du gaz ny — ny et Qg (cf. les équations (VIL.66) et (VIL.67)) ont une
contribution nulle tant au spectre qu’aux modes propres. Il ne demeure donc que les deux
variables collectives superfluides, liées par la relation :

I (w _
Q4 = _M (Aq _ Aq) _ (VIL95)
I+— (wqa Q)
La variable collective A® — A9 reste indéterminée et joue le role de constante de proportion-
nalité. Puisqu’elle est homogéne & une énergie, nous 1’écrivons sous la forme

A1 — AT =27/\/Ny (VIL.96)

de fagon a faire apparaitre une constante de normalisation N sans dimension, qui sera
déterminée plus loin. Nous notons Y} la composante de la variable « différence » 3! sur le
mode de phonon d’énergie hiwg. Nous reprenons alors 'équation (VII.41) pour I’écrire sous
la forme :

27 iy (W CI)
Y4 = T W~ AW et VILOT
KT Na(lP? — () ( ka ~ S0 T ) (VIL9T)

Il nous reste & déterminer la composante Sy de la variable « somme » s; sur le méme mode

de phonon grace a I’équation (VII.36). Nous définissons sa valeur pour le mode d’énergie fiwg
positive :

200W, 20

T Ne N — ()

I
huwgSE = 6l Y2 <h2w(21W1jq = A Wi ) Q)) .

ka'ka [Jr* (wqa Q)
(VIL9S)
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Relevons une propriété importante de Y et S : leur invariance par transposition, qui résulte
de l'invariance par parité du probléme et de I’appariement dans I'onde s,

Yl =yl (VIL99)
Sed = Sp (VIL100)

Pour le vecteur propre d’énergie négative il suffit de changer le signe de sy, ou, en changeant
le signe global, celui de y!. Nous disposons de deux vecteurs propres, que nous écrivons
directement dans la base associée a ! et BE plutét que dans la base somme et différence afin
de faire apparaitre la forme habituelle des modes d’un hamiltonien quadratique :

M(l
Ere(q) = ( ‘;) (VIL.101)
k / keD
Nq
e_.(q) = (M‘;> : (VIL.102)
k/ kep
avec
q Yq
Mg Sk% (VIL.103)
q 4
Ny = S“TY“ (VIL.104)

Pour écrire des opérateurs de phonons, il nous faut disposer des vecteurs duaux des
vecteurs propres que nous venons de trouver. Avantage de la théorie semi-classique, nous les
obtenons sans douleur grace a la symétrie symplectique (VII.32) :

- M2 M2
d..(q) =0, k = k VIIL.105
keD keD

R Nq _Nq
d_.(q) = —0, (M‘;> ( M;‘) : (VIL.106)
k/ kep k / kep

Il ne reste plus qu’a projeter sur les vecteurs duaux pour obtenir nos amplitudes de phonon
classiques :

- a _
bq = dyc(q) - (6 ) = D MBI - NIB =D MIGE - NL (BT (VIL107)

34
g keD keD

by =d-c(a)- (ﬁ q) = ) -NIBT MIBE =D NG+ M (B, )" (VIL108)

34
B keD keD

compte tenu la relation un peu alambiquée (ij)* = ﬁ;fq dans les notations de la RPA. Nous

n’avons pas introduit de notation particuliére pour I'amplitude du projeté sur dic car il n’est

autre que b* ;, complexe conjugué de b_q. Cette propriété découle simplement de I'invariance
par transposition des coefficients M et N, M, 5 = M et N, 7 = N, conséquence de celle
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de Y et S (VIL.99,VII.100). On normalise les vecteurs propres en imposant que leur produit
scalaire avec leur dual vaille 1 :

(d;c)* o= (M3 — (N3P = 1. (VIL109)

keD

En introduisant les coefficients non normalisées V2 = /NgY;.d et ST = /NS, cette condi-
tion permet de déterminer la constante de normalisation N :

Ny =) Yasp (VIL.110)
keD
Notons aussi qu’elle implique automatiquement que le crochet de poisson de bq avec son
conjugué by vaut 1 :

{bq. 05} = 1. (VIL.111)

Le crochet de poisson de deux fonctions A et B du jeu de variables conjuguées (ﬁl‘j’)wep et
((BY)*)qep est défini de la fagon habituelle :

1 0A 0B 0A 0B
amol 9B 04 ny VIL112
W= 2, <8ﬁf3 o5 8(5{2)*86{3) A

Dans le cas du crochet de Poisson de bq et by la somme sur ' se réduit & ' = g pour le
premier terme et @' = —q pour le second. En utilisant la correspondance habituelle entre
crochet de Poisson et commutateur, on peut voir dans la propriété (VII.111) un équivalent
semi-classique d’une relation de commutation bosonique [Eq, ISL] = 1. Nous reviendrons sur
ce point lorsque nous chercherons a quantifier les variables normales bq.

Pour exprimer en sens inverse le champ classique en fonction des amplitudes de phonons,
nous le développons sur les vecteurs propres :

Bq
L’ellipse matérialisée par les points de suspension concerne ici la composante du champ sur
les autres modes excités de vecteur d’onde total q. En suivant les mémes étapes qu’aux
sections V.2.3.1 et V.2.3.2, on s’attend a ce qu’a la limite d'un espace continu ces modes
excités constituent le continuum k — exq + €k a deux quasi-particules fermioniques ayant

un vecteur d’onde du centre de masse q. En projetant I’équation vectorielle (VII.113), nous
obtenons :

(ﬁq> — bolye() + b (P elq) + - (VIL.113)

Brrax = Mlbg + NJb* + ... (VIL.114)
Brrax = Nitbg + MIb"  + ... (VIL115)

Ces derniéres relations permettent d’interpréter M et N comme les coefficients d’une nou-
velle rotation de Bogolioubov, qui, aprés quantification, transforme cette fois les opérateurs
bilinéaires (VII.4,VIL.5) de quasi-particules fermioniques en opérateurs de quasi-particules
bosoniques, et qui se superpose a celle induite par les coefficients UY et V)2, qui transforme
les opérateurs de particules en opérateurs quasi-particules fermioniques. Cette rotation agit
au niveau des paires, d’otu le fait que les coeflicients M et N aient deux indices.
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VII.4.2 Opérateurs de phonons dans la limite des grandes longueurs
d’onde

Plagons-nous maintenant a la limite des grandes longueurs d’onde ¢ — 0. Nous disposons
déja, en annexe F, du développement des intégrales I, et I, _, et donc du rapport I, /I,
qui sert & relier entre elles les variables collectives. Nous en déduisons immédiatement le
développement des composantes (VIL.97) et (VII.98) des modes propres dans la base somme
et différence. Nous ne donnons ici que les deux premiers ordres, ’ordre suivant, qui est utile
pour obtenir les amplitudes Beliaev-Landau (cf. le chapitre VIII), est donné dans I’annexe

G,

Vd = — (UL W+ V2 U0 +O0(?) (VIL.116)
~ heq d

Sy = — (R, UL = V2 V) +0(¢%). VII.117
< AL VT el Vel Ol VILD

Les expressions (VII.116,VII.117) se raccordent a 'ordre le plus bas avec les coefficients des
modes €, et €, du sous-espace d’impulsion nul (cf. sections V.2.2.1 et V.2.2.2) : l'ordre 0
de ?kq coincide, & un facteur i prés, avec le coefficient sur yP du mode d’énergie nul €,
(voir 'équation (V.55)), et I'ordre 0 de S3/(hicq) coincide, a un facteur du/dN prés, avec le
coefficient sur s? du mode d’énergie anormal €, (voir 'équation (V.64)). Nous avons donné
en (VII.116,VII.117) le développement des composantes avant normalisation. La constante
de normalisation posséde le développement suivant :

heq AN h?c?q? 5
=——11 I1.11

L’expression explicite du coefficient 7 est donné par I’équation (?77?).

VII.4.3 Quantification des opérateurs de phonons

Pour quantifier les opérateurs de phonons obtenus par notre approche semi-classique,
nous nous souvenons que K représente un opérateur de paire de quasi-particules Kkiqx =

(13_k ¢6k+q¢>. Or au premier ordre de I'approximation des petites amplitudes le champ S est
confondu avec —k. Nous sommes donc tenté de faire la substitution

Btk — —8—k¢3k+q¢- (VIL.119)

En soumettant ’amplitude normale by a cette substitution, nous obtenons 'opérateur quan-
tique :

by =— Y Mb_ibicsqr — Noblub! y_q.. (VIL.120)
keD

Ce geste intuitif peut en fait étre justifié par plusieurs arguments. Le premier est que 'opéra-
teur quantique (VII.120) coincide avec celui que nous aurions obtenu dans le cadre de la RPA
en appliquant la procédure décrite en conclusion de la section V.1 aux sous-espaces d’impul-
sion non nulle. Le second est 'application* de la procédure de quantification du chapitre 11

4. En vérité, pour appliquer la procédure au cas d’un gaz apparié, il faut d’abord généraliser les équations
(11.81c) de la référence [40] au cas ou les opérateurs de création de paires de particules ont une moyenne
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de la référence [40] ou le champ [ est mis en correspondance avec un champ d’opérateurs
bosoniques B (& ne pas confondre avec les opérateurs de création d’excitations bosoniques
b q)- L'expression de I'image bosonique des opérateurs fermioniques a deux corps tel by ibkﬂﬁ,
en termes de ce champ bosonique B, qui permettrait d’envisager une substitution telle que
(VIL.119), n’est pas simple dans le cas général car elle implique une série infinie en puissances
de B. Mais, dans limite ot le gaz est faiblement excité, I'opérateur population des images bo-
soniques BB peut étre négligé, ce qui autorise la substitution (VII.119), ott nous confondons
les opérateurs fermioniques a deux corps et leur image bosonique. Enfin, le dernier argument
est le caractére quasi bosonique (VII.120) de l'opérateur Bq lorsque le gaz est faiblement
excité. En effet, calculons le commutateur de l;q et le ;

[Bq, z}g] —1+ % 3 <(Ylf‘)2 + (5;;1)2> (1%0 hk+q> - % 3 SAVE (1 +iml,,)  (VIL121)
keD

keD

ot nous utilisons les notations (V.21-V.24) des opérateurs de la RPA en point de vue de
quasi-particules. Les termes par lesquels ce commutateur différe de 'unité sont des opéra-
teurs de populations de quasi-particules fermioniques. Ils sont donc exactement nuls dans le
fondamental BCS et du second ordre en le champ z = O(/5) dans un état cohérent (IV.33) de
quasi-particules. Nous verrons dans le section suivante dans quelle mesure le commutateur
peut étre identifié a 'identité dans des états a faible densité d’excitations phononiques, donc
pas trop éloignés du fondamental BCS.

VII.4.4 Etats de Fock d’excitations bosoniques

Pour illustrer cette conclusion, et donner corps a ce que nous appelons un gaz faiblement
excité, nous considérons, chose assez naturelle & basse température, les « états de Fock »
d’excitations bosoniques,

~ p
T
(74

LP(Q)

c’est-a-dire ceux dans lesquels on a créé¢, a partir de I'état BCS fondamental, un nombre p
d’excitations bosoniques qui est une fraction ¢ du nombre moyen N de particules

npq =p) = [VBes), (VIL122)

p=c¢eN. (VIL.123)

La quantité € est donc la densité d’excitations collectives ramenée a la densité moyenne du
gaz. Nous avons noté L, la constante de normalisation de ’état :

Lyl)) = (@hes! (ba)” ()" 10hes) (VIL124)

non nulle. Ceci peut se faire simplement en utilisant I’analogie entre les paires particule-trou dans un gaz
normal et les paires de quasi-particules dans un gaz superfluide, donc en remplacant les opérateurs de des-
truction de particules et de création trous a,, &L par les opérateurs BCS b, de destruction de quasi-particules
fermioniques.
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a. Cas p=1:normalisation et interprétation physique de la « fonction d’onde »
d’un phonon dans I’espace de Fourier On parvient & calculer L; sans difficulté :

9 N(]]SCS
Li(g) = > (M) Co N (VIL.125)

k€D

ott NS (cf. I'équation (I1.17)) est le nombre de paires condensées. Il s’agit 14 d'une simple
normalisation d’ordre N°, c’est-a-dire intensive, de la fonction d’onde (Mkep du phonon
créé sur la base des paires de quasi-particules, puisque Ny est extensif. Lorsque le vecteur
d’onde q tend vers 0, cette fonction d’onde normalisée n’est rien d’autre que celle du condensat
de paires : )

O 1 A,

Li(q) qj() NOBCSQ = |pox|*, (VII.126)
ol ok est la fonction d’onde du condensat de paires définie en (II.11), écrite ici dans 1'état
BCS fondamental et dans l'espace de Fourier pour le vecteur d’onde relatif k des paires.
Ceci confirme que 'excitation collective se propage a travers les paires condensées et qu’elle
implique un grand nombre de modes d’excitation interne des paires, comparable au nombre
de modes de Fourier affectés par la condensation, donc dans une largeur 0k ~ mAg/hkmin
autour de la position ky;, du minimum de k — .

Par ailleurs, on remarque que L;(q) diverge lorsque ¢ — 0, puisque N tend vers 0 li-
néairement en ¢g. Ceci est di physiquement au fait que nous faisons agir l;fl sur le vide des
quasi-particules fermioniques plutot que sur le vide de phonons. Ce phénoméne est parti-
culiérement clair dans le cas d’un gaz de bosons en interaction faible : lorsqu’on fait agir
lopérateur de création d’'un phonon de Bogolioubov l;jl = Ubal — VPa_q sur le vide de
particules, c’est-a-dire sur le vide des aq, on obtient un état de norme

V) mye) " (VIL127)
q—0 \ 2hq ’ '

ol mp est la masse d’un boson. On retrouve exactement ce comportement dans notre systéme
de fermions en spécialisant N et NP a la limite CBE (NES = N/2 = Np et Ny ~
2hgNp/mpc).

b. Cas p quelconque : approximation sur 1’état et sur sa normalisation Si nos
opérateurs bq étaient vraiment bosoniques, on s’attendrait a ce que

Ly(q) = pH(L1(q))"- (VIL.128)

Malheureusement, la nature fermionique sous-jacente du phonon créé rend le calcul de L,, tres
ardu. Une premiére difficulté provient du principe d’exclusion de Pauli qui empéche le p-iéme
fermion d’étre créé dans les mémes fonctions d’onde que les p — 1 premiers. Ceci s’observe a
partir de p = 2,

‘nB’q - 2> \/—q) Z MI?1M1?2b1T< +qu kwb;rcz—&-qT k2¢|wBCS> (VI1129)

k1#ko€D

et produit, déja sur Lo, une déviation a la formule (VII.128) :

D=2 ()Y (). (VIL130)

ki1€D ko#k;

121



Cette difficulté serait encore surmontable si le caractére bilinéaire en les excitations fermio-
niques de 'opérateur l;q ne permettait pas des recompositions non triviales entre paires d’ex-
citations de vecteurs d’onde relatifs différents, aboutissant a former des paires en mouvement
a un vecteur d’onde du centre de masse multiple mais différent de q, par exemple :

b—k—2q¢bk+qTb1T<+quT—k¢bL+3q¢bT—k—2q¢ | ¢%cs> - bT_k¢bJ1r<+3qT W’%OS) : (VIL131)

Cette possibilité contraste avec le cas bosonique o, dans un état de Fock de phonons tel que
(VIL.122), toutes les particules ont une impulsion q, et complique nettement le calcul de L,
pour p > 3.

Heureusement, ces deux difficultés disparaissent si nous nous limitons aux états ayant une
faible densité d’excitations fermioniques € = p/N < 1. Dans ce cas, tant le blocage de Pauli
que les processus de recomposition évoqués en (VII.131) ont une probabilité négligeable, et
on peut considérer que toutes les excitations bosoniques sont créées dans la méme fonction
d’onde, c’est-a-dire :

approx (Bil)p 0
[nBq=p) > |nBq=Dp) = |[¥Bes)- (VIL.132)
ol nous avons introduit 'opérateur Bg qui crée une excitation bosonique dans une fonction
d’onde normalisée lorsqu’il agit sur le vide des quasi-particules fermioniques
. Ma
t_ Kk
Bl =

keD

—k _pf b (VIL.133)
Ll(q) k+qt” -k

Par rapport a bT I'opérateur BT a été renormalisé et purgé de la contribution des opérateurs

by qika responsables des processus de recomposition mentionnés en (VII.131).

Voyons ol intervient notre approximation, en pratique, sur le calcul de L,. D’abord, 1'ef-
fet du blocage de Pauli, que nous avons pointé pour Lo (VII.130), sur le calcul de L, est de
supprimer au plus p — 1 termes dans une somme qui en contient un nombre o L3 donc com-

_ 2
parable & N, Zk#kp_l“_kl <M3p> ~ Y kep (M)?. L’erreur commise est O(e). Ensuite, pour

estimer le poids relatif I, des états produits par les processus de recomposition (VII.131)
dans le calcul de L, relativement & celui des états présents dans expression (VIL.132), gé-
néralisons I'exemple (VII.131) au cas ou les deux premiers facteurs l;_k_Qq ¢I;k+qT agissent sur
un produit quelconque de p — 1 opérateurs de paires I;L +quA)T_kZ_ 1 <i<p-—1;lasomme
sur tous les vecteurs d’onde k; possibles reconstruit 1'état [npq = p — 1)*PP*%, si bien que
pMINME

I “)“q> (VIL.134)

en anticipant sur le résultat (VIL.135). Ce facteur de réduction est donc oc (p/N)? = ¢
puisque L (q) est intensif alors que M ~ 1/V N VN.

L’approximation (VII.132) suppose donc (i) que la fonction d’onde normalisée M2 /+/L1(q
implique un grand nombre de modes fermioniques, ce qui est nécessairement le cas a la hmlte
d’un grand systéme, (i7) que le nombre p d’excitations bosoniques reste une petite fraction
du nombre total de particules, soit € < 1. L’idée générale de cette approximation est que
les modes de quasi-particules fermioniques doivent rester toujours quasiment vides afin de ne
pas étre sensibles aux effets du blocage de Pauli.

Hrel ~ H[;7k72q¢i)k+q'f’n3,q =pP—- 1>appr0XH2 ~ (

2
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c. Premiére application : nombres d’occupation des quasi-particules fermio-
niques dans I’état a p phonons Dans le cadre de "approximation (VII.132), nous avons
calculé la population des modes d’excitations fermioniques dans I'état & p excitations boso-
niques :

. . SN M2
(n5.q = PlbLy qpbratlnsa = p) = (np.q = Pl 4 b sy|npq = p) = P%- (VIL.135)

Ce résultat est intuitif pour des opérateurs l;q considérés comme bosoniques : la population des
modes de quasi-particules fermioniques dans ’état & p excitations bosoniques est simplement
p fois celle dans I'état a 1 excitation, qui elle est le module au carré de la fonction d’onde
normalisée M2/+/L1(q). Une conséquence de (VIL.135) est que le nombre total d’excitations
fermioniques dans ’état a p excitations bosoniques est 2p :

<nB,q = p| Z (lA)LTZA)kT + Z;J[_kil;_kJ,) |nB,q = p) ~ 2p. (V11136)
keD

Pour obtenir le résultat (VII.135) nous calculons le commutateur de Bq avec les opérateurs
nombre de quasi-particules fermioniques :

. . . e n . Me . .
[quTqumBZJ = [bikib_m,BL} =k _pf b (VIL.137)

k+qt”—k|"
Vv L1(q)
Puisque cette derniére expression commute avec B(T17 NOuS avons

. R . R MY . .
[bch+quk+qTa (BL)p} = [bimb—kw (le)p] :pL—k@erquTki(Bg)p L (VII.138)
1

Enfin, nous calculons, en itérant, le commutateur de BL +qu;1;k | avec (Eq)p :

o Ma . .
[Bq, bLmbT_kJ - L—k(q) (1 — B brar — b*_kib%) (VIL139)
1
- MY t t
Aoy it 7 _ k A \p—k—1 A N A \k
[(Bq)p, bk+qu—k¢] VA ;;(Bq)p (1 — Dy qrbicrar — b_ub—u) (Bq)
M
~p——K__(B)P"! (VIL140)
Li(q)

Pour obtenir cette derniére égalité approchée, nous avons négligé les populations des quasi-
particules dans les états & k < p excitations bosoniques, petites devant 1 car d’ordre e.
Associés & 'expression approchée de L, ces commutateurs permettent d’obtenir le résultat

(VIL135).
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d. Seconde application : écart du commutateur de Bq et B(Tl a lidentité Le résultat
(VII.135) nous permet d’évaluer la valeur moyenne du commutateur des opérateurs l;q et ZA):f]
(VIL.121) dans ’état a p excitations bosoniques. Pour ménager le lecteur, nous ne donnons sa
valeur qu’a la limite aux grandes longueurs d’onde ¢ — 0 et pour un pas du réseau tendant
vers 0, [ — 0 :

m62 15,0 -+ yJ5,0
AO IQ,O '

— 7 /\T — —_ ~Y
»q ? 5 - .
(npq ="l [bq bq] Inpq=p) —1 2¢ (VIL.141)

Nous utilisons les intégrales I, et J,, de annexe E, dont nous nous sommes permis
d’étendre la définition (E.1) aux exposants pairs afin d’exprimer la valeur de NECS/N a

la limite continue : RS 5 n 9
N, kX <

3 Ioo — du—. I1.142

N o 20 272p /0 uei v )

Ces intégrales sont exprimées en fonction de z = Ag/p et y = (0Ag/0p), dans 'annexe E.
La valeur moyenne du commutateur de I;q et BL difféere donc de l'unité, méme a la limite
d'un grand systéme, et 'action de ce commutateur sur les états & p excitations bosoniques
n’est a priort pas assimilable & celle de I'identité. Néanmoins la déviation est petite pour une
faible densité d’excitation car proportionnelle a e. Qui plus est, elle peut étre absorbée en
redéfinissant les opérateurs Bq par un facteur numérique.

Plus que la valeur moyenne, ce sont donc les fluctuations de ce commutateur qui nous
importent. Cherchons a les calculer comme nous avons fait pour la valeur moyenne. Les
commutateurs (VIL.138) et (VII.140) calculés plus haut donnent accés aux corrélations des
opérateurs nombre de quasi-particules fermioniques :

. . . M) (M2)?
= plbl, | bt L b — ) ~p(p—1 (Mi)” (Me)” VII.14
(nB,q = Plbwyqrb+qrbly boxinpq =p) = p(p — 1) L.(a) Li(a) ( 3)

(npq = plbL+quk+quI«’+quk’+qT|nB,q =p)

~ (npq = p|BT—kJ,B—kJ,BT—k’J,B—k’unB,q =p)
M2 (MG)? .
pp— DT Ty ik A K

=), 08
P Ll‘(‘q) sik=k.

(VIL.144)

D’ol nous tirons I'expression des covariances Covar, dans I'état a p excitations bosoniques,
par exemple pour deux excitations de spin T :

(Ml?fq)2<M1?’7q)2 Si k 7é k/

Covarp(bL,Jqubk/JquerqukJqu) ~ _5/[1?)2 (Ll(q))(QMlg)2 ' / (VII.145)
P (1—pL1q))81k:k.

Ceci permet de calculer la variance du commutateur (VIL.121) dans I'état & p excitations
bosoniques. La encore, nous ne donnons l'expression qu’a la limite des grandes longueurs
d’onde. Les conclusions que nous tirerons sont néanmoins valables en toute généralité. Nous

124



obtenons I’expression :
N 1 du? A8 dAy &\ p A2
\V [b,bT] O T P e (T e . T T i
A |PaPa] 3 No \AgdN 1; e * dp e 4Ny €
2
1 AS( dAg fk)
- — |1+ — = . (VII.146
Ny (1; e dp ex ( )

Cette variance est proportionnelle & p/Ny ~ € donc faible pour une faible densité d’excita-
tions. Mais, mieux encore, elle se comporte comme N ! puisque dp/dN = O(1/N) et que les
sommes sur les vecteurs d’onde sont extensives. Nous sommes donc doublement autorisé a
négliger les fluctuations du commutateur de lA)q et l;fl dans les états a p excitations bosoniques.
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Chapitre VIII

Diffusion de phase

Nous avions annoncé au chapitre II que le coefficient de diffusion de la phase peut se cal-
culer a l'aide d’équations cinétiques; le moment est venu de montrer que ce n’était pas une
annonce en 'air. Rappelons que la diffusion de phase est a 'origine d’une décroissance expo-
nentielle de la fonction de cohérence (cf. 'équation (I1.50) du chapitre II) qui persiste dans
I’ensemble microcanonique quand a la fois I’énergie et le nombre de particules sont fixés. Dans

le chapitre II nous avions relié le coefficient D de diffusion de phase a la fonction de corrélation
t

de déo /dt , donc a celles des nombres de quasi-particules. L’écriture d’un systéme d’équations
cinétiques incluant toutes les excitations élémentaires, bosoniques et fermioniques, du gaz de
fermions n’est pas chose aisée, mais, & basse température, grace au chapitre précédent, nous
disposons d’une approche systématique permettant de connaitre les processus non linéaires
d’ordre arbitrairement élevés impliquant les quasi-particules bosoniques, et donc d’écrire leurs
équations cinétiques.

Nous commencerons ce chapitre par rappeler ce que sont les équations cinétiques et com-
ment elles permettent de calculer les fonctions de corrélations des quasi-particules. Puis, pour
écrire explicitement ces équation cinétiques, nous nous placerons dans le cadre théorique du
chapitre précédent en considérant un condensat de paires spatialement homogéne avec une
interaction de contact dans 'onde s & température suffisamment faible pour pouvoir nous
limiter & la branche d’excitation bosonique. Enfin nous appliquerons nos résultats au calcul
du coefficient de diffusion de phase a basse température dans ’ensemble microcanonique a
énergie /' et nombre de particules N fixés. L’ensemble de ce chapitre réutilise, en les adaptant
au cas fermionique, les résultats et raisonnements de la référence [66] obtenus pour un gaz
de bosons en interaction faible.

VIII.1 Equations cinétiques pour les états de Fock de
quasi-particules

Commencons par expliquer ce que sont des équations cinétiques en considérant des états
de Fock de quasi-particules |(ns.4)s.q), avec des nombres d’occupation de valeurs entiéres n ,
initialement bien définies. Ces états nous serviront d’intermédiaires pour décrire un gaz ot
les quasi-particules interagissent peu, dont I’ensemble microcanonique peut étre approché par
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un mélange statistique de la forme :

Prme = Z P((”s,a)s,a>|(ns,a)s,a><(ns,a)s,a|‘ (VIH'l)

(ns,a)s,a

L’indice de branche s repére la statistique fermionique ou bosonique, et a contient I’ensemble
des nombres quantiques. L’état de Fock de phonons (VII.122) que nous avons construit a la
section VII.4.4 du chapitre précédent est un exemple d’état |(ns0)s.q), dans lequel ng o = p. A
cause des interactions entre quasi-particules, les nombres d’occupation a I'instant ¢, 1, 4, (t)
= ((Ns,0)s,0|Mss.0s(t) |(Ns,0)s,a) Possédent une dynamique que nous pouvons décrire par des
équations cinétiques dny o /dt = fo o ((ns,a(t))sq) si les quasi-particules interagissent faible-
ment (voir la section VIIL.3.2 pour un calcul détaillé dans la limite de basse température).
Heureusement, en pratique, les configurations de nombres d’occupation (1, o ())s.o s’éloignent
peu d’une configuration moyenne (75 4 )5, d’équilibre thermodynamique, qui est une solution
stationnaire des équations cinétiques. Dans 'ensemble canonique a la température T', ces
nombres d’occupation moyens sont ceux des statistiques de Fermi-Dirac ou de Bose-Einstein
selon que s = F ou B :

1
exp (ZZ ;i) +1
1
exp (Zi 5‘1) -1
Nous pouvons donc linéariser les équations cinétiques au voisinage de la configuration moyenne
(Ts.0)s.as ce qui conduit au systéme linéaire :

(VIIL.2)

/ﬁ'F,Oc

(VIIL.3)

ﬁB,a

d - -
3,0n(t) = Mon(t) (VIIL4)

ou 5;L(t) est le vecteur des écarts a ’équilibre des nombres d’occupation a 'instant ¢
on(t) = (nsa(t) = fisal0))sa, (VIIL5)

et la matrice M, qui sera écrite en détail dans la section VIII.3.2, est la matrice des équations
cinétiques linéarisées. Elle est réelle, indépendante des populations n, , mais pas symétrique.
Comme ’énergie de 1’état de Fock est une constante du mouvement, la matrice M possede
un mode de fréquence nulle. En effet, écrivons la condition de stationnarité de 1’énergie, et
dérivons-la par rapport au temps,

d — —
Z €s,also = CONStante = €- &571 =0 = "@Mén =0, (VIIL.6)

Le vecteur énergie,

E= (Esa)sa; (VIIL7)

est donc un mode de fréquence nulle & gauche de M. Pour trouver le mode de fréquence
nulle & droite, nous utilisons un raisonnement qui n’est pas sans rappeler celui par lequel
nous avons obtenu le mode anormal des équations de la RPA (¢f. la section V.2.2.2 du
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chapitre V). Comme nous 'avons dit plus haut la configuration moyenne (754)s.0 €st une
solution stationnaire des équations cinétiques, et ce, pour toute température 7'. En générant
la perturbation des nombre de quasi-particules associée a une petite variation de température

sa X Mg o(T + 6T) — 1ig o(T) (VIIL.Y)

on obtient un vecteur qui (7) reléve du systéme d’équations cinétiques linéarisées (VIIL.4)
puisqu’il est arbitrairement proche de la configuration moyenne n,(7") et (i) est constant
au cours du temps puisqu’il est la différence de deux vecteurs constants. C’est donc un mode
de fréquence nulle de la matrice M :

Me = 0. (VIIL.9)
Nous le normalisons en imposant la condition
€-e=1. (VIIIL.10)
Ceci conduit au vecteur dn,.. /AT
Con = _ (VIIL11)

— )
Zs/,a’ €s' o dnslva/ /dT

ott le dénominateur peut aussi s’écrire dE/dT en utilisant I’énergie moyenne E du gaz. Hormis
I’énergie, il n’y a pas d’autre quantité conservée dans le gaz de quasi-particules (en particulier,
le nombre total de quasi-particules n’est pas une constante du mouvement). La matrice M ne
posséde donc pas d’autre mode de fréquence nulle que €. Elle induit donc un isomorphisme de
Iespace orthogonal a €, sous-espace des fluctuations d’énergie nulle. De méme, la matrice *M
ne posséde pas d’autre mode de fréquence nulle que € et induit un isomorphisme de ’espace
orthogonal & €. La matrice qui projéte sur l'espace orthogonal & € & droite et sur l'espace
orthogonal & € a gauche s’écrit :

Ps,a,s’,a’ - 5a,a’6s,s’ — €5,0Cs 0/ (VIIIl2>

Attention toutefois, n’étant manifestement pas symétrique, ce projecteur n’est pas orthogonal.
Il vérifie 'PT¥ =7 — (€- )€ et PT =7 — (€ T)€.

VIII.2 Fonctions de corrélation microcanoniques

Expliquons maintenant comment les fonctions de corrélations dans I’ensemble microcano-
nique des opérateurs nombre de quasi-particules 7, peuvent s’obtenir a ’aide d’équations
cinétiques. Pour cela, nous introduisons la matrice des corrélations microcanoniques Cy,. dont
les coefficients sont ces fonctions de corrélation :

(Cmc)s,a,s’,o/ (t) = <(ﬁs,a(t) - ﬁs,a)(ﬁs/,a/(O) — ﬁs’,a’)>mc (VIng)

ot la notation (.. .)y. indique que la moyenne est prise dans ’ensemble microcanonique. Pour
un grand systéme, les moyennes microcanoniques sont proches de celles (VIIL.2) et (VIIL.3)
de l'ensemble canonique et notamment (f5,) =~ 7s4. Nous utilisons ensuite la description
(VIII.1) de I’ensemble microcanonique comme un mélange d’états de Fock, et remarquons
que dans de tels états, les fonctions de corrélation des quasi-particules se factorisent :

<(n87a)s,a|(ﬁ82,a2 (t) — ﬁ52aa2>(ﬁ8170¢1 (0) — ﬁ517a1)|(n87a>sya>

= (nsz,az (t) - ,ﬁ’327a2>(n31,a1 (0) - ﬁshal (0)) (VHIl4)
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Puis, en dérivant cette relation par rapport au temps, nous montrons que la matrice C(y, ), .
des fonctions de corrélations dans 'état de Fock |(ns4)sa) (I'équivalent de Cy,e ot 'ensemble
microcanonique est remplacé par 1'état de Fock) vérifie I’équation cinétique (VIIL.4) :

dC(ns,a)s,a

. II.1
P (VIIL.15)

= Mc(ns,a)s,a
Enfin, comme la matrice M ne dépend pas des nombres d’occupations de 1’état de Fock
mais seulement de leurs moyennes thermiques, on peut moyenner ces équations cinétiques
sur la distribution P((nsq)sa) des états de Fock présents dans ’ensemble microcanonique,
et montrer ainsi que I’évolution de Cy,. est régie par la méme équation différentielle :

d

dt

Pour initialiser cette équation différentielle, cherchons a exprimer la valeur initiale de C,,,
qui n’est autre que la matrice des covariances microcanoniques, en fonction de la matrice bien

connue des covariances canoniques. Pour cela nous établirons la relation approchée valable
pour tout opérateur quantique O :

Cuuc(t) = MCine(t). (VIIL16)

R R kBTQ d d(O)can
<O>mc = <O>can - 2 ﬁ ( j_g (VIIIl?)
dT

ou la notation (.. .)c.n désigne la moyenne dans I’ensemble canonique a la température T' et E
I'énergie moyenne de cet ensemble. Appliquée a 'opérateur (754(0) — fis.0) (g 0/ (0) — o o),
cette relation fournit une expression approchée des covariances microcanoniques

dfis,a dnslyal

(Cmc(o))s7a7s/7a/ = ﬁ's,a(l + Usﬁs,a)ds,s’(sa,a’ - kBTQ dT” dEd_T 5 (VIIIl8)
daT
ou le signe o, dépend de la nature bosonique ou fermionique des excitations, op = —1 et

op = 1.
Pour démontrer la relation (VII1.17), imaginons un ensemble microcanonique d’énergie F
proche de E et développons la moyenne (O),,. en puissance de £ — E :

d(0)me =, 1d%(0)me 2
— (BBt o= (B B) (VIIL.19)

En moyennant la relation précédente sur la distribution en énergie de I’ensemble canonique
nous obtenons

<O>mC(E) = <O>mC<E) +

1P (O)me, -

(D) ean(T) = (O)ne(E) + 2d2—E( YWarenE + . .. (VIIL.20)

avec dE
E = kpT?— II1.21
Varcan kg T (V )

la variance de ’énergie dans ’ensemble canonique. En négligeant des termes comparables a
ceux négligés dans le développement (VIII.19), nous pouvons, dans le second terme du second
membre de 'équation (VIII.20), faire la substitution

Oumc(E(T)) = Ocan(T). (VIII.22)
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En dérivant deux fois cette relation par rapport a la température, nous obtenons

A2(O)me , - 1 d [ 4Gk
dT dT

Il ne reste qu’a combiner les équations (VIII1.20), (VIIL.21) et (VIII.23) pour obtenir la relation
promise (VIIL.17).

VIIL.3 Equations cinétiques & basse température pour
une branche bosonique convexe

Pour déterminer I’évolution des populations de quasi-particules, nous devons a priori énu-
mérer tous les processus non linéaires qui influent sur la cinétique du gaz de quasi-particules.
Cette tache, trés ambitieuse, va au-dela du cadre de cette thése. Elle nécessiterait en particu-
lier de proposer des processus d’interaction entre quasi-particules bosoniques et fermioniques,
probléme qui n’a encore été qu’abordé par la littérature [51]. A I'inverse, les outils que nous
avons développés au chapitre précédent grace a la théorie variationnelle nous placent en po-
sition de force pour étudier les interactions entre quasi-particules bosoniques. C’est pourquoi
nous supposons la température 7" suffisamment basse pour que I’on puisse omettre la branche
d’excitation fermionique et se limiter aux nombres d’onde ¢ arbitrairement faibles de la
branche d’excitation bosonique. Comme nous ’avons expliqué en détail a la section VII.3.3.3
du chapitre VII, les processus dominants dans ce cas sont du type 1 phonon <+ 2 phonons
lorsque la branche est convexe et 2 phonons <> 2 phonons lorsque la branche est concave.
Dans cette thése nous choisissons de nous limiter au cas convexe, soit kra > —0, 144 d’aprés
la RPA. C’est qualitativement la méme situation et les mémes équations cinétiques que celles
du gaz de bosons en interaction faible. Nous pourrons donc réutiliser une bonne part des
résultats obtenus a la limite de basse température par la référence [66]. Mais, quantitative-
ment, il demeure quelques différences : les relations de dispersion q +— €p o différent, de méme
que les amplitudes de couplage Beliaev-Landau adimensionnées A, qui apparaissent dans le
hamiltonien d’interaction entre les quasi-particules et déterminent les taux des processus
1 phonon <+ 2 phonons. Notre premieére tache sera de calculer ces amplitudes.

VIII.3.1 Amplitudes de couplage Beliaev-Landau des excitations
bosoniques

Pour obtenir les amplitudes de couplage des processus de Beliaev-Landau, éléments de ma-
trice du hamiltonien entre états quantiques séparés par un processus 1 phonon < 2 phonons,
deux voies sont possibles. La premiére est d’utiliser une théorie entiérement microscopique,
qui prend en compte la nature fermionique sous-jacente des particules du gaz, comme le
fait la théorie variationnelle du chapitre VII. La deuxiéme, moins ambitieuse, est d’utiliser
I'hydrodynamique quantique de Landau et Khalatnikov [44], théorie mésoscopique qui traite
les paires de fermions & grande échelle comme des particules bosoniques (¢f. le chapitre III).
Nous explorerons ces deux voies successivement, ce qui nous permettra au passage de discuter
la validité de I’hydrodynamique quantique.
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Beliaev Landau
q\ /q+

e

FIGURE VIII.1 — Les processus 1 — 2 (dit de Beliaev) et 2 — 1 (dit de Landau) d’interaction
de quasi-particules bosoniques de vecteurs d’onde respectivement q, q., q_ avec q = q4 +q_

et q, q;, q+ avec q; = q + qy..

VIIL.3.1.1 Approche microscopique

a. Cas général L’esprit du calcul microscopique de 'amplitude de couplage est simple :
il faut exprimer le hamiltonien semi-classique (VIL.9) en termes des opérateurs associés au
modes propres de la théorie linéarisée, isoler les termes contenant les opérateurs de créa-
tion/annihilation correspondant aux processus étudiés et extraire leur coefficient. Pour les
processus de Beliaev-Landau entre phonons, ce sont les termes cubiques du hamiltonien,
rassemblés dans Ejs, qu’il faut exprimer en fonction des opérateurs by. Nous injectons le dé-
veloppement tronqué (VII.113) du champ sur les modes propres collectifs dans 1’expression
(VIL.25) et obtenons le résultat suivant :

2

5T % > Gaqiraca X (AN A, qosqi)by, U b, +ec) +... (VIIL24)

q+,9-,9:€D

Les vecteurs q, q_ et q; sont les trois vecteurs d’onde des phonons impliqués dans le proces-
sus de Beliaev-Landau, q; étant I'impulsion du phonon qui se désintégre ou se forme & partir
des phonons q; et q_. L’ellipse ... concerne les processus a trois corps impliquant des exci-
tations autres que bosoniques ainsi que les processus non résonnants bg, bq,bq, €t 03, 05, b5, -
Nous avons mis de coté a priori le préfacteur mc?/N 1/2 qui donne l'échelle d’énergie et le
comportement a la limite thermodynamique de ’amplitude de couplage dimensionnée, qui
décroit donc comme 1/N'/2 dans cette limite. Enfin, 'amplitude de couplage adimensionnée

A**!(q4,q-; q;) du processus b by, bq_ vaut :

ch go . —a._ _ )
RipA anasa) = 5 20 [T (Ml M+ N, M)
k.k’eD
+7;2+/N13+ (qu MI?Z + N*qz‘ N—Q—>

k+q+ k+q+ k

+T (ij Nifq. M+ MF M N1§+> +q; < q_] ., (VIIL.25)

ou la notation q; <> q_ signifie qu'il faut ajouter aux termes présents dans I’équation (G.4)
ceux obtenus en inversant q, et q_ et en laissant q; inchangé.
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b. Limite des grandes longueurs d’onde A basse température, ce sont les phonons de
faibles vecteurs d’onde qui dominent la cinétique du gaz, ce qui motive I’étude de 'amplitude
A?*! dans la limite ¢, ¢_, ¢; — 0. En outre, c’est seulement dans cette limite que nous pou-
vons espérer comparer au résultat hydrodynamique. Nous effectuons donc le développement
limité de I'expression (G.4), en nous plagant a la limite d’un espace continu [ — 0, ce qui
permet d’effectuer les intégrales sur les degrés de liberté internes k et k’ et d’obtenir une ex-
pression qui dépend uniquement des vecteurs q, q_ et q; du processus. Ce calcul est détaillé
dans 'annexe G. C’est le caractére fermionique sous-jacent du probléme qui lui donne tout
son sel.

Plutot que d’utiliser les vecteurs d’onde, nous choisissons de paramétrer le résultat par
les énergies hwq. Le passage d’'un jeu de variables a l'autre se fait grace aux relations de
dispersion (VIL.72) et de conservation de I'impulsion. Nous avons :

ho\ V2 1
A* N ay,q-5q) = (@> P oo 2J(2,y) (wq, + wq. — W) (VIII.26)
+W¥q-%q;

h 2
+ (W) {A(z,y)(wq, +wq — o.zqi)(o.zf1+ +wi +wl)}+ Blz,y) (w;";i — wf’H — wg’li)

+ C(z, y>wq+wq—qu~ + O(w5>

ou les fractions rationnelles A, B, C' et J en z et y sont données par I'équation G.52 de
I'annexe G. Notons que cette amplitude contient un dénominateur en (wq,wq we,)"? qui
peut faire diverger I'amplitude de couplage a la limite des grandes longueurs d’onde si le
processus considéré n’est pas sur la couche de masse, c¢’est-a-dire ne vérifie pas la relation de
conservation de ’énergie

Wq; = Wqy + Wq_- (VIIL.27)

Avant d’étudier spécifiquement ces processus résonnants, prenons la limite CBE de notre
résultat, c’est-a-dire faisons [88] © — 07 avec y ~ —4/x (voir en annexe G les limites
(G.53) des fractions rationnelles) et cherchons a retrouver le résultat obtenu par la méthode
de Bogolioubov jusqu’au troisiéme ordre [91, 66]. Il suffit de linéariser I’équation (16) de
la référence [66] aux faibles ¢ et d’écrire le résultat pour un gaz de Ng = N/2 diméres
bosoniques de masse mpg = 2m, et de vitesse du son ¢ en termes des énergies des excitations
de Bogolioubov pour comparer avec succeés le résultat bosonique avec la limite CBE de notre
expression (VIII.26) :

N 1 1/2
AQHl(Q%Q—S%) — (—> ( )

aé}—;g;’x mpcC 4;9+9-

1/ h Y\
X ¢+ +q-—q+ < < ) {(¢Fq- +d’q4) (1 +cosa) + (6 4+ cosa)grq-q; } | + O(q°).

8 \'mpc

(VIIL.28)

c. Processus résonnants Nous concluons cette approche microscopique en calculant
I’amplitude de couplage sur la couche de masse, c¢’est-a-dire pour les processus qui vérifient
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la, conservation de 'énergie (VIII.27). Les fractions rationnelles B et C' se regroupent alors
pour former la quantité thermodynamique

p o\ (op\~
B =1+-| == — =1+A II1.2
Be.y) + C) =145 (F5) (5) =1+ar (v

a

dont ’expression en termes de x et y s’obtient en dérivant deux fois ’équation d’état BCS
(IV.61) et est donnée par I’équation G.54 de I'annexe G. Ceci conduit a la trés jolie formule
de 'amplitude de couplage sur la couche de masse :

3v2 [PPqiq_q;
Aggm(ar, 9o qi) = = (1+Ap) ﬁ +0(q"?) (VIII.30)

L’apparition du paramétre thermodynamique 14 Ag est la seule différence entre cette formule
et son équivalent pour un gaz de bosons obtenu par la théorie de Bogolioubov (a ce sujet voir
les équations (D8) et (D9) de la référence [66]). Les variations de ce facteur dans la zone de
raccordement CBE-BCS sont représentées sur la figure VIII.2. Notons qu’il vaut zéro dans
la limite CBE (z — 0, y ~ —4/x) comme dans un gaz de bosons en interaction faible ou
p o< p. Il vaut —1/9 tant a la limite unitaire (x = y) que dans le régime BCS (z — 0, y — 0)
puisque dans les deux cas p o< p?/3.

VIIL.3.1.2 Approche hydrodynamique

Essayons maintenant de retrouver 'expression (VIII.30) par ’hydrodynamique quantique
du chapitre III. Que le lecteur se rassure, aprés la difficulté du calcul microscopique, cette
section lui semblera bien bénigne. L’idée générale reste la méme, nous rassemblons les termes
cubiques du hamiltonien hydrodynamique (I11.4) :

Y =17 lh—Qwé-éAwqﬂ 1C12MO(A )(6p)° (VIIL.31)
hydro - om P 6 dpg Po p ’ .

et nous y injectons les développements (II1.17) et (II1.18) des champs sur les modes propres.

Nous éliminons les termes non résonnants linéaires ou cubiques de la forme bq, bq,bq, oU

T . . .
bl bl bl et faisons les changements de variables appropriés sur les termes restant pour fac-

toriser systématiquement l'opérateur bgibq . bq_ ou son hermitien conjugué. Nous assimilons,
pour des termes cubiques en les fluctuations du champ, les grandeurs nues aux grandeurs
effectives, et obtenons alors le hamiltonien des processus Beliaev-Landau :

_[‘:,2<—>1 — M Z Ahydro [ET [A)T l; n he (VIII 32)
hydro <ﬁ0L3)1/2 ana |Pa:ibq, Oa- c. |

a+,9;€D*

avec des vecteurs d’onde g4, q_ et g; liés par la relation de conservation de I'impulsion (?7)
et une amplitude de couplage

1 [Barq g (. (dpo,. \\ 7 o, .
Aﬁ%}ro(%,Q—;q@‘) = 9572 n;;Cg Po d—p(ﬂo) dp? (Po)

+cos(q,q_) + cos(q, q;) + Cos(q/,\qi)) . (VIIL.33)
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.1 8/9

FiGURE VIIL.2 — Le facteur 1 4+ Ap, contribution de I’équation d’état du gaz de fermions
a lamplitude de couplage (cf. 'équation (VIIL.29)), est tracé en fonction de la force des
interactions 1/kpa. La courbe en trait noir plein provient de I’équation d’état mesurée expé-
rimentalement dans la référence [31]. Dans les limites CBE (kpa — 07) et BCS (kpa — 07)
nous donnons en trait tireté noir ses comportements asymptotiques obtenus & partir des cor-
rections dites de Lee-Huang-Yang. La courbe prédite par 1’équation d’état BCS (IV.61) est
donnée par comparaison en trait bleu tireté. Relevons que facteur 1 + Ap tend vers 1 a la li-
mite CBE, comme pour un gaz de bosons en interaction faible. Il vaut 8/9 a la limite unitaire,
et tend vers cette valeur dans le régime BCS, puisque dans les deux cas on a p o p?/3.
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Cette derniére est manifestement différente de 1’expression microscopique (VIII.26) (en parti-
culier elle ne diverge pas a la limite des grandes longueurs d’onde). En revanche, 'amplitude
de couplage sur la couche de masse, lorsque 1’énergie est conservée et par conséquent les trois
vecteurs d’onde q, q_ et q; sont quasi alignés, coincide bien avec le résultat microscopique
(VIIL.30). Pour l'objectif qui nous occupe ici, qui est d’établir des équations cinétiques, il y
a donc accord entre I'approche microscopique et I’approche hydrodynamique. En revanche,
dés lors que I'on considére des processus non résonnants, comme le font par exemple Landau
et Khalatnikov en considérant des processus 2 phonons <+ 1 phonon virtuels pour calculer la
viscosité de I'hélium, I'utilisation de la formule hydrodynamique (VIII.33) doit étre justifiée.

VIIIL.3.2 Application aux équations cinétiques

Dans cette section nous nous plagons a la limite continue et remplagons donc les sommes
sur les vecteurs d’onde par des intégrales. D’aprés la régle d’or de Fermi, la probabilité de
transition par unité de temps associée a un processus Beliaev-Landau 1 phonon — 2 phonons
donné s’écrit [92]

_ 2m 2 (3) 2
Pai=as+a- = 77 (ng, — L,ng, + Lng_ + 1{H[ng,, ng,,nq_)| 6(wq, +wq. — wg,)
(VIIL.34)
ol, dans les états de Fock initial et final, nous ne notons que les trois nombres d’occupations
Ng;s Nq, €t ng_ affectés par le processus en omettant, comme dans le reste de cette sous-
section, l'indice de branche puisqu’il ne sera jamais question ici de la branche fermionique.
Comme les théories se valent pour les processus ou I’énergie est conservée (conservation qui se
manifeste dans I’équation (VIII.34) a travers le ¢ de conservation de I’énergie), le hamiltonien
H®) peut étre au choix celui de I'hydrodynamique quantique (VIII.31) ou I’énergie E5 de
la théorie variationnelle (VIII.24), oit I'on a quantifié les opérateurs by selon la procédure
détaillée a la section VII.4.3 du chapitre VII. Dans la version quantique de l’expression
(VIII.24) de Es le terme pouvant coupler les états de Fock |ng,,nq, ,nq_) €t [ng, — 1,nq, +
1,nq + 1) est celui qui comporte 'opérateur IA)ZH Z;:L [;Clﬂ et apparait en fait en double. Son
action sur les états de Fock est triviale :

Srm?ct

2
Pa;—ai+q- = AN |A2H1<Q+> q-; qZ)‘ Ng; (nq+ +1)(ng_ + 1)5q++q—,q¢5(wq+ + wq_ — wq,)
(VIIL.35)
La probabilité du processus conjugué 2 phonons — 1 phonon s’écrit de méme :
8tm?2ct 2
Paj+a-—ai = AN |A2H1(q+v q-; QI)‘ (ng; + 1)ng,ng_dq; +q-.q,0(Wa, +wq_ — wg;)
(VIIL.36)

Pour écrire I’équation cinétique sur le nombre d’occupation ng d'un vecteur d’onde q donné,
nous sommons sur tous les processus Beliaev-Landau susceptibles de 'affecter. Nous consi-
dérons successivement la possibilité que q soit le vecteur d’onde incident q;, auquel cas nous
sommons sur le vecteur émergent . en ajoutant un facteur 1/2 pour ne pas compter deux
fois le méme état final, ou qu’il soit un des vecteurs émergents, auquel cas nous sommons sur
le vecteur incident, que le processus soit un processus de dissociation 1 phonon — 2 phonons
(dit de Beliaev) ou de recombinaison 2 phonons — 1phonon (dit de Landau). L’équation
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cinétique qui en découle s’écrit :

d m2ct

2
Qe = _W/dSQ+|A2HI(Q+7 q— q+; Q)} (nq(l +nq, + ”q—q+)_”q+”q—q+>

X 0(wq, +Wq—q, — W)
2
/dBQi |A291 (9, qi — q; q@)| (ngmg;—q — Ng; (1 + ng + Ng,—q))

X O(wg + Wq;—q — Weq;) (VIIL3T)

m?2ct

2R

Comme nous 'avions indiqué a I’équation (VIII.4), nous linéarisons cette équation cinétique
pour dng = ng—ng < 1. Etant donnée I'invariance par rotation, le nombre de quasi-particules
ng dépend uniquement du module de ¢, de méme que sa valeur moyenne 7. Pour pouvoir
regrouper les équations cinétiques par valeur du module de ¢, nous posons donc dn, = dne
avec e un vecteur unitaire quelconque, et de méme 7, = fige. Nous obtenons :

d

dt
ou les taux F{;‘m et Fgel sont les taux d’amortissement des phonons de vecteur d’onde q,
dus respectivement aux processus de Landau et de Beliaev, qui figurent sur la diagonale de
la matrice M. L’intégrale de collision I contient quant a elle les termes non diagonaux.
A basse température, dans la limite des grandes longueurs d’onde, ces quantités possédent
I’expression suivante :

ong = — (0 + 7 ong + 1, (VIII.38)

9 mc2 h 2 q
Bel S - 2_ 7 / N2 B / 2 _ , _ ,
0% = 30+ AR hp (mc) /Odq(q) (q—¢)" (1 + 7y + ng_y) (VIIL39)
2 oo
plan _ Y (1+AF)2m62 h dq' ()2 (¢ — q)* (Rg—q — Ry)  (VIILAO)
1 167 hp \mc . 7—q q

9 me2 [ h \*[ [ _ _
lo= g0+ AV <_> [/ Aq/(¢')2bny (g — (L + gy + 1)

mc q

o] q
"'_/ dq'ong (g +¢') (g g — 7g) + / dq'(q')?0ng(q — ¢)* (g — 7g)| , (VIILAL)
0 0

ou on rappelle que X
pdiu (dp\ "~
Ap = gd_ﬁ? (d_p) (VII1.42)
est représenté sur la figure VIIL.2. Pour obtenir ces expressions, nous utilisons le résultat
(VII1.30) pour 'amplitude de couplage et évaluons I'intégrale angulaire en remarquant que
seul le Dirac de conservation de I’énergie dépend du paramétre angulaire v = cos(qy,q). En
supposant monotone donc inversible la fonction v — wq_q, & norme de q et q. fixées (c’est
le cas a suffisamment basse température pour une relation de dispersion phononique) nous

obtenons :
1

! dwg— —
/ dvd{q, + g —wa) = —ae) H(g—qy) > %H(q — q{VIIL43)
' dwg, o' |3 — ql
dvd(wg + Wq—q — Wq,) = = |———| H(q —q) ~ ——H(g —q). (VIIL.44
| avbe + g q = n) 2 H(— o) = (g q). (VIILA)
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ol H est la fonction de Heaviside

1sig>0
Hig=4 > 1= (VIIL45)
0siqg<0

Ce sont les expressions du troisiéme membre, qui correspondent a la limite des grandes
longueurs d’onde, que nous utilisons pour établir les équations (VIII.39,VIII1.40,VIII.41).

Pour relier les résultats (VIIL.39,VIII.40,VII1.41) aux équations (D10,D11, D12) de la
référence [66], et pouvoir tirer partie de la diagonalisation numérique de la matrice M effec-
tuée par cette référence, il ne reste qu’a changer I’adimensionnement des nombres d’onde en
choisissant une échelle adaptée a la limite de basse température car comparable au vecteur
d’onde thermique typique giherm ~ % < %, et tant qu’a faire conforme aux équations (D1)
et (D4) de cette référence :

] = VIIIL.46
1= Z T ( )
avec comme petit parametre
kgT
=" <1 (VIIL.47)
c

De méme, nous adimensionnons les taux I" et I'intégrale I par le taux que nous interpréterons
plus loin comme le taux de collision typique entre quasi-particules (voir I’équation (55) de la
référence [66] dans le cas bosonique et plus loin I’équation (VIIL.61)), et nous adimensionnons
le temps t par I'inverse de ce taux :

) -3 972p
[ = 59732 (%C) P (VIIL48)
mc
- 3 mc?
P o= 52 (@) t. VIIL.49
c n) 2nthp ( )

Cet adimensionnement ne différe de celui de I'équation (A7) de la référence [66] que par
I'inclusion du petit paramétre ¢, et ce afin d’étre cohérent avec la définition (VII1.46) et la
limite de basse température. Ainsi adimensionnées, les équations (VIII.39,VIII1.40,VIII.41)
reproduisent bien celles (D10,D11, D12) de la référence [66] a condition de prendre Ap = 0
comme dans un gaz de bosons en interaction faible ot py(p) x p. La matrice M des équations
cinétiques linéarisées est donc identique, au facteur (1 + Ag)? prés.

VIII.4 Application au coeflicient de diffusion de la phase
a basse température

En prenant la moyenne & gros grains de la dérivée de 'opérateur phase (I11.32), le coefficient
de diffusion de phase s’exprime comme l'intégrale sur le temps de la matrice des corrélations
microcanoniques contractée selon une direction A :

+0o0
D= / dt "AC,. (1) A. (VIIL50)
0
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. = t
On détermine le vecteur A en considérant la dérivée de la phase dfy/dt comme un vecteur

dans I'espace des opérateurs nombres de quasi-particules. D’aprés 'équation (11.32) :

2 d

As,a = ﬁ Wes,a-

(VIIL51)
Pour calculer I'intégrale sur le temps dans 1'équation (VIII.50), nous intégrons formellement
I’équation cinétique (VIII.16) entre 0 et +oo. Puisque les fonctions de corrélations tendent
vers 0 quand ¢ — +00, nous obtenons :

+o0
— Coe(0)A = M / Crne(t) Adt, (VIIL52)
0

aprés multiplication a droite par A. Comme le vecteur C’mc(t)ff appartient a I’espace orthogo-
nal au vecteur énergie € (en effet 'éC,.(¢t) = 0 pour tout ¢ puisque 1'énergie ne fluctue pas dans
I’ensemble microcanonique), nous pouvons utiliser I'inverse de M dans ce sous-espace (noté
M~ au prix d’un léger abus d’écriture) pour inverser la relation (VIIL.52). Nous contractons
ensuite a gauche par le vecteur t(PfT) qui appartient par construction a I’espace orthogonal a
€ ou 'action de M~ & gauche est définie, voir I'équation (VIIL.12) définissant P. Finalement
la propriété ‘PCh.(t) = Cue(t), autre conséquence de I'absence de fluctuations d’énergie,
permet de faire le lien avec 'expression (VIIL.50) de D, et d’écrire :

D = —YPAYM ' Cpe(0)A. (VIIL53)

Nous connaissons bien la matrice la matrice M & basse température grace a la section VIIIL.3.2.
Sa diagonalisation et son inversion sont effectuées numériquement par la référence [66]. Reste
a calculer les vecteurs contractant CmC(O)/T et PA et nous pourrons donner une estimation
quantitative du coefficient D. Pour cela écrivons les développements & basse température
(¢ — 0) de 'énergie €p 4 des excitations bosoniques et de sa dérivée par rapport a N en
reprenant 1’adimensionnement (VII1.46) des vecteurs d’onde :

1
¢Ba =, V2ksTq [1 + 05T+ 0(54)} (VIIL54)
—dep N dc 57 (N dy N dc
N—F = ——=+¢ 1 (=55 —2—=% ) + O VIIL55
dN HOGB’qLdNquL(VdN ch)+ ) ( )

En utilisant I’équation (VIII.18) pour évaluer la partie bosonique de la matrice Cy,, la défi-
nition (VIII.12) du projecteur P et celle (VIIL.51) du vecteur A, on obtient

Nh - _ _ V2y 5 ( Nde N dy -
W(CmCA)B,q = nq(l -+ nq)T£3 (2?ﬁ — 7@) (Rq - q3) + O(gi)\/III56)
Nh  _ V27 N de N dy _
—(PA = — & (2——= -2 ) (RG— ) + O£ VIIL.57
PR = e (2T - S (Ri-) roE) (v
avec, comme dans la référence [66] :
Sdgn,(1
R = Jo_ddan (1 +7,) (VIIL5S)



Notons que le dénominateur de R est proportionnel & la quantité dE/dT calculée a basse
température et a la limite continue. Les expressions (VIIL.56) et (VIII.57) se comparent avec
succes a celles (D13) et (D14) de la référence [66] & condition d’utiliser la relation de dispersion
et 'é6quation d’état de Bogolioubov, donc de poser v = 1, Ndc/(cdN) = 1/2 et dy/dN =0,
et de retirer le facteur 2 de spin présent a l'origine dans I’équation fondamentale de la phase
(I1.32) et plus prés de nous dans la définition (VIIL51) du vecteur A.

Nous obtenons finalement 1’équivalent explicite du coefficient de diffusion & basse tempé-
rature :

=

dy

d_>2 (kBT)4 , (VIIL.59)

mc?

END 17? (284 -
me® 10 ! (14 Ap)

N 2

ou la constante ¢; découle de la résolution numérique des équations cinétiques pour Ap = 0
(cf. les équations (50) et (D17) de la référence [66]),

¢1 =~ 0, 3036. (VIILG60)

Les quantités thermodynamiques 1+ Ax et Ndc/(cdN) et les paramétres du spectre d’excita-
tion bosonique 7 et Ndv/(ydN) doivent étre évalués en fonction de la force des interactions.
Avec les résultats de cette thése, c’est tout a fait faisable analytiquement (cf. les équations
(VIL.73) et (VIL.78), ainsi que la figure VIII.2) en utilisant la RPA ou la théorie variation-
nelle. Dans la partie suivante, nous prenons le cas particulier du gaz unitaire, intéressant de
par son invariance d’échelle, pour évaluer chacune de ces quantités et donner une estimation
numeérique de la dépendance de D en la température.

Synthétisons, pour le lecteur familier du calcul bosonique, les facteurs par lesquels notre ré-
sultat fermionique (VIIL59) differe de celui de la référence [66], AN D/ (mc?) = ¢1 (kT /mc?)* :
(1) le facteur deux de spin dans 'équation fondamentale de la phase (I1.32) conduit & un fac-

t

teur 4 sur D qui est une fonction quadratique de df, /dt | (i) a cause de la courbure de

la relation de dispersion PA et Cmcff acquiérent, en plus du facteur 2 de spin fermionique,

oNde  Ndy
c dN v dN

acquiert donc au carré (i77) Finalement, le facteur (1 + Ap)? au dénominateur de (VIIL.59)
provient du fait que les amplitudes Beliaev-Landau du gaz de paires de fermions sont (1+Ax)
fois celles du gaz de bosons en interaction faible (aux mémes vecteurs d’onde adimension-
nés infinitésimaux), ce qui modifie le temps de corrélation des nombres d’occupation des
quasi-particules, et donc D, d’un facteur global (1 + Az)~2.

Le fruit du travail de ce chapitre ne se limite pas a I'expression (VIII.59). Nous pouvons
aussi évaluer une quantité physique dont nous avons beaucoup parlé tout au long de cette
thése : le temps de corrélation 7. de la dérivée de la phase déo /dt, limité par les collisions
entre les quasi-particules. On évalue 7, par le rapport entre l'intégrale sur le temps D et
la valeur initiale ‘AC,.A (que l'on calcule a laide de I'équation (VIIL56)) de la fonction
de corrélation de df, /dt, méme si la décroissance de cette fonction n’est pas exponentielle.
Comparé au résultat de la référence [66], les facteurs spécifiquement fermioniques présents

le facteur ~ ( >, qui vaut 1 dans le gaz de bosons en interaction faible, que D

dans A (le facteur 2 de spin et le facteur lié au paramétre de courbure «y) se simplifient, seul
demeure le facteur (1 + Ar)? des équations cinétiques au dénominateur. On obtient alors
I’expression suivante :

C3 hp h
T, ~
7-0 (1 4+ Ap)2 me2e5 \ \/2me
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) avec cg =~ 0,05472. (VIIL.61)




Troisiéme partie

Expériences et applications
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Chapitre IX

Temps de brouillage attendus dans une
expérience d’atomes froids

Nous concluons ce travail en exploitant des équations d’état théoriques et approchées
d’une part, mesurées expérimentalement d’autre part, pour faire des prédictions quantitatives
sur le temps de brouillage, & partir de son expression (I1.51) désormais solidement établie.
Les expressions issues de la théorie BCS, de la RPA ou de la théorie variationnelle que nous
utilisons dans cette section sont tous calculés pour un gaz homogeéne avec interaction de
contact sur un réseau de pas tendant vers 0.

IX.1 Brouillage de partition a température nulle

Commencons par l'expérience a température nulle décrite dans le chapitre introductif I,
ol un gaz parfait de dimeéres est coupé en deux puis la force des interactions ajustée pour
atteindre un régime quelconque de la transition CBE-BCS. Le temps de brouillage dans cette
expérience de partition s’écrit :

~1/2

eptl 1 N%>—1 Var (Na—Nb> (1X.1)

AN1Z T 2 <5 AN N

Nous avons adimensionné le temps par l’énergie de Fermi €p et extrait de toutes les quan-
tités leur dépendance triviale en le nombre de particules N. Nous l'avons dit, le protocole
de séparation du gaz conduit a une variance poissonnienne du nombre relatif de particules

Var (Na — Nb) = 2N. Reste donc a évaluer la dérivée du potentiel chimique a température

nulle dyy/dN. Une premiére possibilité est d’utiliser la théorie BCS qui fournit la formule
analytique suivante (pour plus de détails, se reporter a la section IV.2.2.2) pour le calcul de
I’équation d’état avec la théorie BCS, puis a V.2.2.2, pour la dérivation par rapport a N) :

Nduy 2 V2
R 2—@2. (IX.2)
erdN - 3\A,) 213

Les intégrales Ig et Ix sont définies a la section IV.2.2.2 et leur expression analytique en
termes d’intégrales elliptiques est donnée en annexe E. L’utilisation de cette formule pour
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F1GURE IX.1 — Temps de brouillage de partition a température nulle en fonction de la force
des interactions kpa. Ligne pleine : estimation a partir des données expérimentales de la
référence [31]. Ligne pointillée : valeur obtenue par la théorie BCS. Lignes rouges tiretées :
comportements asymptotiques exacts dans les limites CBE et BCS.

calculer le temps de brouillage en fonction de 1/(kpa) conduit a la courbe pointillée de la
figure IX.1. Dans la limite BCS, le potentiel chimique tend vers ’énergie de Fermi et le temps
de brouillage réduit vers 3/8. Dans la limite CBE, kra — 07, qui est une limite de gaz parfait
de diméres bosoniques, ou le potentiel chimique devient indépendant de la densité, le temps
de brouillage diverge comme 1/kpa :

N
5Ftbr . 3rm 1 +O< 1 ) (IXB)

ANY2 kpaso+r 4 kpa kra

Ce n’est que dans la limite BCS que la formule (IX.2) est quantitative. Dans la limite CBE,
nous pouvons améliorer la prédiction de la théorie BCS (IV.87) pour le potentiel chimique
en remplacant simplement la valeur de la longueur de diffusion dimére-dimeére ag;, par sa
vraie valeur aqi, = 0,6a (contre aq, = 2a avec la théorie BCS), obtenue dans les références

[81, 93]. Ceci, de méme que la limite ezt /(AN1/?) e 3/8, donne lieu aux courbes en
Fa

pointillés rouges de la figure IX.1. En dehors des limites CBE et BCS, nous nous reposons sur
des mesures expérimentales de ’équation d’état pour raffiner notre estimation du temps de
brouillage. Nous utilisons les mesures de la pression du gaz en fonction du potentiel chimique
a température nulle! effectuées dans la référence [31]|. D’apreés la relation de Gibbs-Duhem a

1. La référence [31] présente elle-méme son équation d’état comme celle de la température nulle. Expé-
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température nulle, il suffit2 de dériver deux fois la pression par rapport & z pour obtenir la

quantité souhaitée :
d*P  dp
dpug dpo
Ces données expérimentales donnent lieu a la ligne pleine de la figure IX.1, qui interpole bien
les comportements asymptotiques. Enfin, pour donner un ordre de grandeur expérimental,
nous nous plagons a la limite unitaire kr|a| = 0o prenons les valeurs expérimentales typiques
N = 10° pour le nombre de particules et T = 107¢ K pour la température de Fermi; le

temps de brouillage dans ces conditions est de 1’ordre de la milliseconde :

(IX.5)

t ~2 2 ms. (IX.6)

IX.2 Brouillage thermique a l'unitarité dans 1’ensemble
canonique

En pratique, lorsque ’expérience de pensée précédente est a température non nulle, il faut
prendre en compte la contribution du brouillage thermique :

ENY/2 2 \ep dE N ' ‘

Il s’avére que pour un gaz préparé dans I’ensemble canonique, et séparé de fagon & avoir une
variance poissonnienne du nombre relatif de particules, le temps de brouillage thermique est
beaucoup plus long que le temps de brouillage de partition, et ce, méme a des températures
voisines de la température critique T, et alors que les deux temps ont la méme loi d’échelle
en N. Aussi, & moins d’avoir une trés bonne précision expérimentale, il faut ruser un peu
pour espérer observer 'effet de la température. Une possibilité pour éliminer les fluctuations
du nombre de paires est de ne plus séparer le gaz en deux parties égales mais au contraire de
n’extraire qu'une toute petite fraction, dans I’'idéal une unique paire en moyenne, qui servira
de référence de phase au reste du gaz. Au lieu d’utiliser un double puits, nous suggérons donc
de créer un couplage tunnel entre le piége principal renfermant les N particules et un piege
secondaire beaucoup plus étroit, en faisant croitre la barriére de hauteur ajustable [34] loin
du centre du piége (Fig.IX.2). Ceci revient a faire une impulsion d’angle € qui transfére moins
d’une paire en moyenne, plutét que 7/2. Bien siir, pour s’approcher au mieux de I’ensemble
canonique, il faut aussi s’assurer que ’échantillon initial a un nombre de particules qui fluctue

rimentalement la température n’est bien stir pas nulle, mais cela affecte peu la quantité dug/dN que nous
cherchons a estimer.

2. La réalité est un tout petit peu plus subtile. Les points expérimentaux étant trop bruités pour permettre
une double dérivation nous utilisons leur ajustement avec des approximants de Padé dont le détail figure dans
les compléments de la référence [31], ainsi qu’en annexe A.2 de la thése [94]. On fixe la densité du gaz (ou le
nombre d’onde de Fermi kr) et on utilise la relation de Gibbs-Duhem & température nulle

dP

—(pp,a) =p 1X.4

e lova) =7 (IX.4)
pour exprimer le potentiel chimique po, adimensionné par ’énergie de Fermi, en fonction de 1/(kpa). Il ne
reste plus qu’a dériver une deuxiéme fois la relation (IX.4) pour établir I’équation (IX.5) et obtenir la quantité
dp/dpg souhaitée comme une fonction de 1/(kpa).
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peu; ceci peut-étre fait par exemple par post-sélection ou en faisant fondre une phase de Mott
préparée par réalisation du modéle de Hubbard pour les diméres bosoniques [95]. L’autre
avantage de cette méthode est que la fraction ainsi extraite a une dynamique triviale et pas
de brouillage de phase puisque les interactions y sont négligeables.

Le reste de la séquence expérimentale, qui est schématisée sur la figure 1X.2, est similaire
a ce qui a été décrit au chapitre introductif. Durant la phase de séparation, nous suggérons
la encore de bosoniser de maniére adiabatique réversible [30] les paires de Cooper atomiques
sous forme de dimeéres fortement liés et en interaction faible, en ajustant la longueur de
diffusion & une faible valeur positive grace a une résonance de Feshbach magnétique. Ceci
permet de s’assurer que les deux fermions d’une paire traversent bien ensemble la barriére
de potentiel. Pour mesurer la fonction g;(t), nous adaptons [96] aux paires de fermions la
méthode interférométrique de Ramsey ou sont appliquées deux impulsions de Rabi & un
intervalle de temps ¢. Aprés la premiére impulsion d’angle €, on ajuste les interactions a la
valeur a laquelle on souhaite étudier la dynamique de phase du condensat de paires, et on
laisse évoluer pendant un temps ¢t. On rebosonise les paires a la fin du temps d’interaction
avant d’appliquer une seconde impulsion d’angle € et de mesurer le nombre ng.. de paires dans
le piége secondaire. Les techniques de détection par fluorescence sont aujourd’hui capables de
détecter un dimeére unique [97]. Alors, la valeur moyenne de ng,. sur les réalisations présente,
en fonction du temps ¢, des oscillations de demi-pulsation la différence (sur i) des potentiels
chimiques entre les deux zones de piégeage, et de contraste |g1(t)/g1(0)].

La figure IX.3 montre la valeur du temps de brouillage thermique (IX.7) en fonction de la
température mesurée en unités de la température de Fermi, et a force des interactions fizée de
fagon a étre a la limite unitaire kr|a| = co. Pour estimer ce temps, nous utilisons I’équation
d’état du gaz unitaire non polarisé mesurée dans la référence [32]. Le gaz est préparé dans
I’ensemble canonique donc avec des fluctuations d’énergie de variance Var E = kgT?0rF, qui
se déduit aussi par I’équation d’état. Nous trouvons, pour un systéme spatialement homogéne
(dans un piége a fond plat [33]) les temps de brouillage thermiques ¢y, représentés par des
disques sur la figure 1X.3. Ainsi, & une température 7' = 0,12 T ~ 0,7 T,, on trouve tf =
TNY2h/ep, soit

tZ ~ 20 ms (IX.8)

pour une température de Fermi typique Tr = €p/kp = 1uK et un nombre d’atomes typique
N = 10°. Comme annoncé, le temps de brouillage est beaucoup plus long que le temps de
brouillage qu’occasionnerait une partition cohérente du méme gaz en deux parties égales. Pour
comparer cette estimation expérimentale du temps de brouillage a une prédiction théorique,
on peut comme dans la référence 98| estimer I’équation d’état du gaz unitaire a partir de
relations de dispersion simples pour les excitations élémentaires. Pour la branche bosonique,
on prend [98] epq = hicq avec ¢ la vitesse du son a T = 0, mc? = %feF, et & le parameétre
de Bertsch. Pour la branche fermionique, on prend [99] €px, = A + (% —€)*/(2f0), ou
A est le gap et ou ¢ et fo donnent la position du minimum et la courbure de la relation
de dispersion. En gardant pour chaque branche sa contribution d’ordre dominant & basse
température comme dans la référence [98], et en utilisant les valeurs expérimentales [32, 82]
£ =0,376, A = 0,44¢p, ¢ = 0,85¢x et la valeur théorique [99] fo = 0,846¢5, nous trouvons?

3. Le calcul des quantités thermodynamiques utiles a partir du modéle qui vient d’étre exposé est un petit
exercice de physique statistique sans difficulté. Tous les détails sont donnés en annexe H.
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FIGURE IX.2 — Séquence expérimentale permettant de mesurer le brouillage thermique. La
paire transférée dans le piége secondaire étroit sert de référence de phase au reste du gaz.
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FIGURE IX.3 — Temps de brouillage thermique pour un gaz cohérent de fermions a la limite
unitaire dans I’ensemble canonique, en fonction de la température 1" en unités de la tempéra-
ture de Fermi T = €r/kp. Disques : a partir de 1’équation d’état mesurée dans la référence
[32]. Ligne tiretée : formule (IX.9) qui utilise une approximation de I’équation d’état décrite
dans le texte et plus en détail dans 'appendice H.
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_NR ( T )5 (1+2r)" (IX.9)

(tbr€p)2 0,46 (1 + 7”)
ot T =T/Tp et ol
(0rEr)  [0,316\"* /7
r= (@rEp) ~ 7 e 04T (IX.10)

mesure I'importance relative des deux branches d’excitation, Er étant I’énergie présente dans
la branche fermionique et Eg dans la branche bosonique. Cette formule, représentée en tireté
sur la figure IX.3, donne un équivalent exact* de t,, quand 7' — 0.

IX.3 Brouillage thermique & 'unitarité dans ’ensemble
microcanonique

Pour observer 'effet sous-dominant de diffusion de phase, il faut chercher a supprimer les
effets superdiffusifs. Pour cela, on peut réduire les fluctuations de 1’énergie et du nombre de
particules en post-sélectionnant les données, ou mieux, utiliser le caractére non destructif de
la mesure dans le piége étroit (en effet chaque mesure détruit seulement la paire transférée
dans le piege secondaire, voir la figure (IX.2)) pour observer la perte de cohérence sur une
série de mesures effectuées sur une unique réalisation expérimentale.

Le coefficient D de la diffusion de phase peut étre calculé a trés basse température en ne
gardant que la partie phononique du spectre. La branche bosonique [50] étant d’aprés la RPA
convexe aux faibles ¢ dans un gaz unitaire, les phonons interagissent par des processus de
Landau-Beliaev comme dans un gaz de bosons en interaction faible. Le chapitre VIII recycle,
en I'adaptant, le traitement de la référence [66] fondé sur des équations cinétiques, et aboutit
a l'expression de (VIIL.59) de D. En utilisant I'invariance d’échelle du gaz unitaire, qui a pour
conséquence que jio(p) x p*/3 et donc Nde/(cdN) = 1/3, Ap = —1/9 et dy/dN = 0, puis la
valeur (VIL.87) de v a la limite unitaire, on obtient :

hN D .
~ CT* avec C~0,4 (IX.11)
EF 0—-0
En choisissant comme précédemment Tr = 107K, en diminuant le nombre d’atomes a

N = 500 et en augmentant la température a 7" = 0,16 T = 0,957, nous obtenons un
temps de brouillage diffusif
tP ~15s. (IX.12)

4. Le bon accord avec les données expérimentales est & relativiser car si I'on traite les deux branches du
modéle & tous les ordres en kT, on obtient un décalage vers le haut de tbrep/(hN1/2) A peu prés constant
et égal & 5 sur I'intervalle de température de la figure IX.3.
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Conclusion

Cette thése a montré que le temps de cohérence d'un gaz condensé de paires de fermions
est limité par I’étalement de la phase du condensat, et ce, méme lorsque le gaz est entiérement
isolé de I’environnement.

Pour parvenir a ce résultat, nous avons étudié en profondeur la dynamique de phase a
I’aide des différentes théories microscopiques des gaz cohérents de fermions & basse énergie.
L’équation (I1.32) qui ressort de cette étude, réminiscente de la seconde équation de Josephson
mais plus fondamentale car entiérement quantique, opératorielle et microscopique, relie la
dérivée par rapport au temps de 'opérateur phase a la dérivée adiabatique du hamiltonien
de quasi-particules par rapport au nombre de particules, ou si 'on veut & un opérateur
potentiel chimique. Dans ce dernier, nous faisons apparaitre explicitement les contributions
des deux branches d’excitations du gaz : la branche fermionique de brisure des paires et la
branche bosonique de mise en mouvement de leur centre de masse.

En combinant cette équation fondamentale & une approche non perturbative pour cal-
culer la fonction de cohérence dans le mode du condensat, nous parvenons & identifier deux
mécanismes de perte de cohérence dans un gaz de taille finie : d’une part, les fluctuations
de I'énergie ou du nombre de particules dans 1’état initial du gaz se répercutent sur l'opé-
rateur potentiel chimique et conduisent & un étalement balistique superdiffusif de la phase
du condensat et a une décroissance gaussienne de la fonction de cohérence. D’autre part, les
processus non linéaires qui affectent les quasi-particules et modifient en permanence 1’envi-
ronnement du condensat ont un effet diffusif sur la phase et conduisent & une décroissance
exponentielle de la fonction de cohérence. Ce deuxiéme effet est quelque part plus fondamental
que le premier car il persiste dans I’ensemble microcanonique.

Les temps de superdiffusion de phase peuvent étre quantifié directement par 1’équation
d’état du gaz; nous trouvons que le temps de brouillage dii aux fluctuations du nombre de
particules, lorsqu’elles existent, est de l'ordre de la milliseconde a la limite unitaire dans des
conditions expérimentales typiques. Il est prés de dix fois plus court que le temps di aux
fluctuations de ’énergie, dont la contribution croit en fonction de la température 7' comme
T° & basse température. Nous proposons un protocole pour éliminer I'effet des fluctuations
du nombre de particules et observer directement le brouillage thermique.

La contribution de la diffusion de phase croit elle en T dans le cas d’une branche boso-
nique convexe mais reste nettement plus petite que les effets superdiffusifs sur tout l'intervalle
de temps sur lequel ces effets sont visibles, sauf bien str si les fluctuations de I’énergie et du
nombre de particules sont absentes ou supprimées. Pour parvenir a ce résultat quantitatif
sur le coefficient de diffusion de phase nous avons écrit les équations cinétiques des quasi-
particules & basse température dans le cas ol la branche bosonique, dominante par rapport a
la branche fermionique qui posséde une bande interdite, est convexe. Nous avons alors calculé
I’amplitude des processus d’amortissement dominants Beliaev-Landau 1 phonon <+ 2 phonons
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et de la nous nous sommes raccordé au calcul des équations cinétiques linéarisées dans un
gaz de bosons.

Notre exploration de la dynamique de phase par les théories microscopiques du gaz de
fermions appariés a produit plusieurs résultats intéressants en eux-mémes. Premiérement,
nous avons été conduit a étudier la concavité de la branche d’excitation collective, et pour
cela, & en obtenir analytiquement le spectre jusqu’a 'ordre 5 en le nombre d’onde. Les dévia-
tions a I’énergie phononique que nous prédisons, bien que faibles, semblent mesurables par
les expériences actuelles. Deuxiémement, nous avons construits des opérateurs quantiques de
création et d’annihilation d’une excitation bosonique, utilisables sous une hypotheése de faible
densité d’excitations a laquelle nous donnons un sens précis. Enfin, nous avons exprimé le
hamiltonien en puissances de ces opérateurs jusqu’a ’ordre 3 inclus. Nous en avons déduit les
amplitudes de couplage entre excitations bosoniques, ce qui nous a permis d’avoir un point de
comparaison microscopique pour ’hydrodynamique quantique, puis, via les équations ciné-
tiques, les taux d’amortissement des phonons dus aux processus de Beliaev et de Landau. En
poussant plus loin notre développement systématique du hamiltonien, nous sommes en me-
sure d’obtenir les corrections, aussi bien réelles qu’imaginaires, que les non-linéarités d’ordre
arbitraire entre les excitations collectives provoquent sur le spectre d’excitation bosonique.

Ce travail ouvre la voie a une étude plus compléte de la diffusion de phase. D’une part,
I’étude des équations cinétiques pourrait étre étendue au cas ot les processus dominants sont
2 phonons <+ 2phonons dans les régions ou la branche d’excitation collective est concave
aux faibles nombres d’onde, ce qui permettrait de décrire la diffusion tout au long de la
transition continue CBE-BCS. D’autre part, on pourrait chercher & proposer un mécanisme
d’interaction entre excitations fermioniques et bosoniques, ce qui permettrait de les inclure
toutes dans les équations cinétiques, et donc d’explorer des températures plus élevées.
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Annexe A

Extension du raisonnement a
température nulle au cas thermique
intégrable

Essayons d’étendre le raisonnement du chapitre I au cas d’un systéme a température
non nulle intégrable. Bien que cette situation ne corresponde pas a la réalité physique car les
interactions rendent le systéme non intégrable, elle permet néanmoins de se rendre compte des
difficultés que pose le cas ergodique, et donc de mieux comprendre ’approche adoptée dans
le chapitre II. Comme au chapitre II et pour nous affranchir du brouillage de partition, nous
imaginons cette fois un simple puits dont nous étudions la fonction de cohérence temporelle,
dominée aux temps longs par la contribution du mode du condensat (cf. section II.1 du
chapitre II) :

C(t) = (af(t)ao(0)). (A.1)

Nous supposons que les états propres du systéme intégrable sont de type états de Fock de
quasi-particules, de telle sorte que I'on peut suivre continument chaque état propre, caracté-
risé par un ensemble de nombres d’occupation entiers de modes de quasi-particules, lorsqu’on
varie le nombre de particules. Nous écrivons donc [, (IV)) la base de ces états propres. Va-
rier N en demeurant dans I’état |1, (N)) est une transformation adiabatique ot la forme des
modes est adaptée tandis que leur population reste inchangée. L’état du systéme a tempéra-
ture non nulle est un mélange statistique de tels états propres

p= D TN, NA(N)) (a(N))] (A.2)

N\

ou la distribution II(N,\), comme en (I1.20), peut représenter une distribution thermique
obtenue initialement par contact avec un réservoir. En insérant une relation de fermeture
1= ~a [UAN))(¥a(N)] dans la fonction de cohérence temporelle (A.1), et en utilisant le
fait que a¢ connecte seulement les états ayant deux particules de différence, nous obtenons

Ct) = Y TN, NP PAM=EeN=2Dh )y (N)]a o (N = 2)) (0w (N = 2)]oltba(N))
NN

(A.3)

ou E)\(N) est I'énergie de 1'état microscopique |¢5(N)). Le paragraphe suivant de cette an-
nexe montre que, pour des états [1),(IV)) vus comme des états de Fock de quasi-particules
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fermioniques, et pour un nombre de particules N assez grand, 'opérateur ao ne connecte a
vrai dire que des états ayant la méme configuration microscopique :

(a(N)]a b (N — 2)) = v/ Fobaxs + O (%) | (A1)

Nous pouvons alors, comme au chapitre I, négliger les fluctuations de 1’élément de matrice
initial sur la distribution décrite par II(N, \),

(A(N)ag(0)aao (0)[¥a(N)) = C(0), (A.5)
pour obtenir
C(t) = C(0) Y TI(N, A)eH# M/, (A.6)

ol nous avons introduit le « potentiel chimique » de ’état microscopique A,

Ok,
=N
Reste a prendre la moyenne du facteur de phase exp 2ipy(N)t/h. Pour un grand systéme
seuls les premiers moments fi = > TI(N, \)pa(N) et Varp =37 TI(N, A) (ua(N) — )* du
potentiel chimique p)(N) importent. Nous obtenons finalement la décroissance gaussienne
de la fonction de corrélation :

pa(V) (A7)

C(t) = C(0)eHrt/he2tVaru/h, (A.8)

Malheureusement, ce résultat obtenu en supposant le systéme intégrable ne nous convainc
pas, pour plusieurs raisons. Premiérement, la description de la base d’états propres en termes
de branches A paramétrées contintiment par /N n’a pas grand sens dans le cas ergodique : les
multiples anticroisements entre les énergies de quasi-particules lorsque que N varie permettent
certes de suivre une branche donnée au cours de cette variation mais font que 1’état d’arrivée
n’a plus grand chose & voir dans sa configuration microscopique avec 1’état de départ. De
la vient la deuxiéme raison de ne pas croire au résultat (A.8) : avec ce qui vient d’étre dit,
la propriété de recouvrement que nous avons écrite en (A.4) pour un systéme intégrable
parait hautement improbable dans le cas ergodique. Pour enfoncer le clou, relevons qu’elle
ne permet pas de décrire la diffusion de phase, résultat établi au chapitre II, qui assure que
la fonction de cohérence temporelle décroit y compris dans un état propre du hamiltonien.
Enfin troisitmement, méme si nous réussissions a contourner ces deux obstacles, le résultat
(A.8) serait encore insatisfaisant car le coefficient Varu de la décroissance gaussienne ne
peut pas étre connu par une observable thermodynamique, macroscopique, mais doit étre
calculé en connaissant précisément le poids de I'état initial sur chaque état propre, ce qui
est physiquement absurde. Ce travers, peu surprenant de la part d’une théorie intégrable ou
chaque degré de liberté microscopique compte pour décrire I'état du systéme, sera corrigé
dans le cas ergodique par le recours a ’hypothése de thermicité des états propres.

Recouvrement dans le cas intégrable

Comme promis, montrons que la propriété de recouvrement (A.4) est vraie dans le cadre
de la théorie BCS (c¢f. chapitre IV) pour des états de Fock de quasi-particules fermioniques.
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a. Etats excités de la théorie BCS Commencons par introduire ces états. Ils s’ob-
tiennent en faisant agir les opérateurs de création de quasi-particules fermioniques ISLU (IV.95,1V.96)
sur le vide de quasi-particules, autrement dit I'état BCS de phase nulle [¢3¢). Lorsquune
seule excitation k, 1 ou —k, | est présente, on dit que I’état comporte une paire brisée (PB) :

PBir) = balves) = [T (U8 - Vaakyaly, ) alylo) (A.9)
a7k

PBa) = blyglves) = TT (U8 — vitalaly,) aly o) (A.10)
a7k

Lorsque la paire d’excitations k, 1 et —k, | est présente, on dit que 1’état comporte une paire
excitée (PE) :

[PEx) = bbl i [Wes) = [T (U8 - Vidalyaly, ) (v + URalyaty, ) 10), (A.11)
q#k

Un état excité générique est de la forme :

p
A (N H (A.12)
ou A = (kyoy, kyoq, ..., k,0,) et la dépendance en N est 1a pour rappeler que les orbitales de

quasi-particules dépendent du nombre moyen de particules.

b. Mode du condensat de paires dans un état thermique Contrairement a ce que
nous avons fait dans le reste de cette thése, nous allons dans cette annexe définir le mode du
condensat non plus dans ’état fondamental mais dans I’état d’équilibre thermique a la tem-
pérature T'= 1/(kp/3), ici un mélange statistique d’états de quasi-particules fermioniques :

AT) = 2 3 e PBD () (ha () (A13)
E\(N) =)« (A.14)

est I'énergie de la configuration microscopique [1y(NN)) et Z la fonction de partition cano-
nique. Cet état est gaussien car il s'écrit p(T) = e #Hecs /Z avec Hpeg le hamiltonien BCS
réduit (IV.103), et permet donc d’appliquer le théoréme de Wick. On peut alors suivre exac-
tement le méme cheminement qu’a la section II.1 du chapitre II, la seule différence étant
que toutes les moyennes sont prises ici dans 1'état (A.13). Ainsi de la définition du mode du
condensat,

B0s g, gy — (L (2) V1 (1)

0o & , (A.15)
Ry
et du nombre de particules condensées,
NFS(T) =3 (g (r2) by (r0))]%. (A.16)

ry,ra
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Dans I’ensemble canonique, la population des quasi-particules fermioniques suit une loi de
Fermi-Dirac :

1

<bLTka> = <bik¢b—k¢> =
La matrice (VII.21) permet d’exprimer I'opérateur d’annihilation d’une paire de particules
a_x Gkt en termes des opérateurs de quasi-particules. De cela nous obtenons sa valeur moyenne
thermique :

(a-xylng) = —UV (1 = 2fi) (A.18)
qui permet, en prenant la transformée de Fourier inverse, de calculer la valeur moyenne du
champ de paires, et donc la forme du mode du condensat :

oS (r,r0; T) = — Z ULV(1 — 2fy ek (ri—r2) (A.19)

1
VNG L (7
avec

NG (T) = Y (UG — 2i)*. (A.20)

keD

De p8CS(T') nous tirons finalement I'amplitude du champ de paires sur le mode du condensat :

ases(T) = Z UV2(1 = 2fi) a1y et (A.21)

/ BCS
N kED

Comparé a Pamplitude & température nulle a5“>(0), nous observons que la contribution de
chaque mode de Fourier au condensat de paires est diminuée d’un facteur 1 — 2fy par la
présence d’excitations fermioniques.

c. Recouvrement (1\(N—2)|aS°(T)|¥x(N)) Notre objectif est de montrer que la quan-
tité
_ 1 \ ~BCS
Oy = _W<¢A(N = 2)[ag > (T)[¥a(N)) (A.22)
tend vers 1 pour les valeurs typiques de A dans la distribution canonique (A.13). Calculons
d’abord la moyenne superfluide de la paire k 1, —k |. A une contribution d’ordre 1/N prés,

nous avons :

(AN = 2)|a sy |ta(N)) =

—U2V2 + 2V1?c11[]]\/ , sik,—k & {ky,...,k,} (la paire est normale dans \)

U0 — QUECEI/V ,  sik,~k e {ky,...,k,} (la paire est excitée dans \)  (A.23)

0. sinon (la paire est brisée dans \)

En notant, pour une configuration A\ donnée,

PN, = {keDket —k¢{ki,....k}} (A.24)
PE, = {keDket —ke{ki,....k,}} (A.25)
PB), = {ke€D,kouexclusif —k € {ky,...,k,}}, (A.26)
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et en introduisant les poids statistiques P

1 si ke PN)\
P} ={—-1 si kePE, (A.27)
0 si kePB,

nous mettons le recouvrement a calculer sous la forme !

1 . ~B G\ 1 07,02
Oy = —NTS()(%(N = 2)]ag S (T) (V) = Wé {(Uka) (1—2fi)Pe
A A A A
s c(iixjf\l; 128 <(V£)2(Pk I L 21)&” +O(%), (A.28)

Etudions les deux premier moments de ce recouvrement pour des états |¢y(N)), d’énergie
E,(N), pondérés par la distribution canonique exp(—3E\(NN))/Z. Des populations des quasi-
particules fermioniques dans I’ensemble canonique (A.17), nous déduisons la probabilité que
la paire k soit normale (k € PNe,,), brisée (k € PBc.,) ou excitée (k € PE,,) dans l'état
d’équilibre a la température 7',

Pk € PNean) = (1 — fi)?
Pk € PEean) = f2

Pk € PBean) = 2fk(1— fx), (A.29)
puis les moments de la variable aléatoire P,
B} = 1-2f (A.30)
(P)? = 1-2fc+2f8 (A.31)
Var P} = 2fi(1— fi), (A.32)

oll la moyenne  désigne la moyenne canonique, équivalente & la moyenne quantique dans
I'état (A.13). Dans la moyenne canonique de O, (A.28), il apparait, a 'ordre dominant en
N, une somme que nous reconnaissons étre Pexpression (A.20) de NE“S(T). Le recouvrement
est donc bien égal en moyenne & 1, & un terme correctif en O(1/N) prés :

"N ka v (1= 2f) (V)1 = fi)* + (UR)*f) + O (N2> (A.33)

Etudions maintenant les fluctuations de Oy autour de cette valeur moyenne. Comme il n’y a
pas du tout de cohérence entre les paires de vecteurs d’onde k différents, il est rapide de se
convaincre que les fluctuations relatives de O, se comportent aux grands N comme 1/V N :

Vor © = s 20D (1L - 2601 - )+ 0 () (A34)

(No) keD

1. La quantité (Pﬁ‘—i—l)Pli‘ /2 est construite de fagon a valoir 1 si la paire k est normale dans la configuration
A, et 0 sinon. De méme (P} — 1)P/2 vaut 1 si la paire k est excitée dans A, 0 sinon.
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Annexe B

Passage a la limite thermodynamique
dans l'expression de la résolvante de

H+W

Cette annexe explique comment passer a la limite thermodynamique au chapitre II, pour
pouvoir considérer le spectre du hamiltonien H comme un continuum (cf. I'équation (11.37)) et
faire apparaitre une partie imaginaire v, non nulle a I’équation (I1.38), responsable in fine de
la décroissance exponentielle de la fonction de cohérence dans I’ensemble microcanonique g;.
C’est ici inhabituellement subtil car la fonction déplacement, qui apparait dans le hamiltonien
effectif Heff au second ordre,

~

- ) .
A = (WQ\r—= - — Wi, B.1
2 = W s Qi (B.1)

ot Im z > 0 et nous réutilisons la notation (A)y = (15| Aliby), tend vers zéro en 1/N, tout
comme 0y — iy, dans (I1.38).

L’idée est de se placer a une échelle de temps d’ordre /N, en posant ¢ = N7 et en gardant
7 fixé a la limite thermodynamique. Nous reprenons ’équation (I1.26), dont nous éliminons
le propagateur avancé G (E —i0") en supposant ¢t > 0, et utilisons 'expression (11.30) de He.g
au second ordre :

Ny o—i(z—Ex)t/h
20 = -5 [ a A , (B:2)
2im C Z—E)\—<W>)\—A/\(Z—E,\)
ot le contour d'intégration C est la droite {z = x + in,x = —0o — +o0} avec > 0. Nous

posons ensuite successivement ¢ = N7 puis 2’ = N(z — E) — (W),), et nous nous limitons
dans A, au second ordre en W. Nous obtenons :

—iz/Th
NI YA e
SWat/hgA () ~ 0 /, dzlzl —NATN (B.3)

avec cette fois C' = {2/ = x +in//N,x = —00 — +o0} et ' > 0 fixé. Dans A,(2'/N), nous
devons négliger la partie réelle de 2’ pour étre cohérent avec le traitement de H.g au second

ordre. Nous posons alors

—+00
n'>0
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et prenons la limite thermodynamique de 1'équation (B.3) :

lim

h —iz'T/h
9 (t) W)t/ ~ _/ dz’ e / _e_iQ)‘T (B5)
C

,2im 2 — By ’

le résultat étant indépendant de 1’ par analyticité de I'intégrande dans le demi-plan Im 2z’ > 0.
Ceci reproduit la décroissance exponentielle obtenue en (I1.48), et fournit, pour un systéme
de taille assez grande mais finie, la définition

N((;)\ — 1’7)\) = Q)\. <B6)

Si 'on avait pris la limite thermodynamique & t fixé avant de faire tendre t vers l'infini,
on serait tombé, en développant 'intégrande de (B.2) au premier ordre en la fonction dé-
placement, sur une autre définition : limy_, 1 N[]\_fo_lgf‘(t)eﬂwm/h — 1] ~ (=it)N(0x — iyn)
avec

N0y —iyy) = lim lim NAy(in), (B.7)

n—0+t N—+oo

définition qui correspond a l’idée intuitive, mise en ceuvre au chapitre II, de calculer §, et
v» comme si le spectre du hamiltonien était continu. Pour montrer 1’équivalence des deux
définitions, injectons dans la fonction déplacement une relation de fermeture sur les états
propres de H ,

( %|W|¢A |2
; z+ FE, — ’ <B8)

et voyons si la granularité de la distribution des £, — Fy dans cette somme pondérée tend
vers zéro plus vite que 7//N. Pour cela, voyons chaque état propre comme la superposition
cohérente d'un état de Fock central de phonons et d’un faible halo d’états de Fock de phonons
s’en déduisant par des processus Beliaev-Landau 1 phonon <+ 2 phonons. Méme si W conserve
les nombres de phonons, cf. (I1.32), il peut coupler I’état de Fock central de [¢,,) au halo de
|4hx). Au pire, un seul processus Beliaev-Landau est mis en jeu, auquel cas E, — E\ =
+(€gx, + €8k, — €BXi+ks)s OU Ky et ko sont les vecteurs d’onde des deux phonons émis ou
absorbés ; comme la paire {ki,ky} prend o< V? valeurs différentes, ot V est le volume du
systéme, E, — E) varie alors par pas o 1/V? ce qui est bien < 1//N. Cette granularité
en 1/N? (dans le pire des cas) justifie la description du couplage introduit par W par une
densité d’états continue dans les expressions (I1.39) et (I1.40) de Jy et ya.
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Annexe C

Relations de passage en point de vue des
quasi-particules

Nous donnons ici la liste exhaustive des relations entre les coefficients (V.13-V.16) et
(V.26, V.27) définis a la section V.1 qui sont utiles pour faire passer les équations du mou-
vement du point de vue de particules au point de vue de quasi-particules. Ces équations se
vérifient facilement a l'aide d’un logiciel de calcul formel, ce qui épargne un travail long et
fastidieux. Pour les parties individuelles des équations (dans l'ordre g, §, m, iz), on utilise

WieWieabiea + Wieq(Wieqbieq T 280Wiiy) = €iq (C.1)
leq@ukqgkq — Wig(Wiegieq +280W,5) =0 (C.2)
wlirqwkqgkq + k+ (qugkq + 2A0wkq) = Eltq (C.3)
WiaWiaba = Wig(Wiqbieg T 280wy,) =0 (C.4)
_Wl:;:kaqgkq - l:q<wkq§kq 280Wiq) = —€iq (C.5)
WiqWiabia + Wilg(Witgbicq — 280Wig) (C.6)
“WigWiqbkq — Wiq(Wikgbieq — 2D0tq) = —6iq (C.7)
WieqWialia T Wieg(Wiieiq — 2D0wiy) = 0. (C.8)
Pour les parties collectives (toujours dans le méme ordre), on utilise cette fois

Wi + Vigthq = Wig (C.9
Wialiq = WeqPeq = —Wiq C.10
Wk_qzl'fq — wlfqdl'fq = leq C.11

“Wigheq — VkgPq = —Wiq C.1

Wigtheq + wqul‘fq 0
Wia%eq — Wigteq = 0
le(ldlzq — w;qzlfq =0

0

+ - -+
“WiPkq — Wqq =
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Annexe D

Autre raisonnement pour obtenir
I’équation compléte de la dynamique de
phase dans ’approche variationnelle a
symétrie conservée

Nous implémentons ici explicitement la procédure décrits en quelques phrases a la fin de
la section VI.3.3.1 du chapitre VI, et qui permet d’obtenir les relations tensorielles utiles pour
reconstituer I’équation de la dynamique de phase dans 'approche variationnelle & symétrie
conservée a partir d’'un raisonnement fondé sur une variation adiabatique du nombre de
particules N, un peu comme pour obtenir le mode anormal (cf. la section V.2.2.2 dans le
chapitre V sur la RPA).

L’idée est donc de considérer un champ @'(r,r') & N+0N particules, ||®'||> = (N+dN)/2,
proche du minimiseur ®o(r,r’; N +0N) = [(N +5N) /2] 2¢o(r,r'; N + 6N) et & composante
réelle sur ce minimiseur :

' = nY2py(N +0N) + A, (D.1)

ou A’ est la composante du champ &’ dans I’hyperplan orthogonal a ¢o(N + dN) et o, pour
alléger, on omet désormais d’écrire la dépendance des champs en r et r'. Comme le nombre
de particules est fixé & N + 6N, n/ n’est pas une variable indépendante, mais

,  N+6N

2 e (D.2)

n
La composante A’ est un infiniment petit, et on négligera ici tous les termes d’ordre supérieur
strictement & deux en A’. L’écart 0N sur le nombre de particules est lui aussi un infiniment
petit, mais on se limitera & I’ordre un inclus en §N. Comme A’ et 0N sont a priori des petits
paramétres indépendants, il ne faudra pas négliger les termes en A?6N par exemple. On
va maintenant développer I’énergie du champ ®’ jusqu’au second ordre en A’ et jusqu’au
premier ordre en 0 N de deux maniéres différentes, puis on égalera les résultats obtenus ordre
par ordre pour obtenir les relations a démontrer (VI.64) et (VI.71).

159



1 Principe du développement autour de ®y(N + oN)

En utilisant (VI.44) aprés remplacement de N par N 4+ dN, de n par n’ et de A par A,
on obtient le développement de I’énergie du champ ®" au second ordre inclus :

H(P', %) = To[n', o (N + ON)| + Ti[n', o(N + ON)J(A', A™)
+ o', ¢o(N + N (A, A) + O([|A']]*),  (D.3)
ou lon rappelle que T;(A’, A™) est de degré total exactement j en A’ et A™, donc est

O(||N]]). L’expression (D.3) peut étre simplifiéce en utilisant des relations tout aussi na-
turelles qu’exactes et déja écrites dans le chapitre VI :

To[N/2, 60(N)] = Eo(N) VN (D.4)
OuToN/2. 60(N)] = 240(N) YN (D.5)
TiIN/2,60(N)] =0 VN (D.6)

ot Eo(N) et po(IN) sont 'énergie et le potentiel chimique de I’état fondamental & N particules.
Comme Ti[(N + 0N)/2,¢0(N + dN)] = 0 et que n’ differe de (N + 6N)/2 d’un O(||N|?),
le terme en 7; dans 'équation (D.3) est O(||A’||?) et peut étre négligé. Le terme en Ty dans
I'équation (D.3), considéré comme une fonction de n’, peut, au méme ordre d’approximation,
étre développé autour du point (N + 0N)/2 jusqu’a U'ordre un en n’ — (N + 0N)/2; comme
Tol(N4+0N)/2,00(N+IN)| = Eo(N+N) et O, To[(N+IN)/2,po(N+0N)| = 2p0(N+IN),
on obtient

Toln', ¢o(N + ON)] = Eo(N + 0N) — 240(N + oN)||A|* + O(|A']]*) (D.7)

Enfin, on peut remplacer n’ par (N 4+ 0N)/2 dans le terme en 75 de I’équation (D.3) en
commettant une erreur O(||A’[|*) négligeable. On obtient :

H(D', &™) = Eg(N +0N) — 2uo(N + SN)||N| >+
Tol(N +0N) /2, ¢o(N + SN)|(A', A*) + O([|N|]°)  (D.8)

qu’il est élémentaire de développer au premier ordre en dN, en écrivant

TRl + 6N)/2,60(N + 3N)] = ToN/2 0u(V)] + N (5775 ) IN/2.6n(N)] + O(6N?)
(D.9)

pour définir le tenseur d7;/dN, dérivée totale par rapport a N du tenseur T3[N/2, ¢o(N)]
c’est-a-dire dérivée de la fonction a valeur tensorielle N +— T3[N/2, ¢o(N)]. En développant
aussi Eo(N + dN) et po(N + dN) en puissances de 6V, il vient :
(B, 8) = Eo(N) — 2uo(N)||N'|2 + To[N/2, (V)] (', A")
d 112 d !/ 1%
#ON [1a() - 24 oI + 53 75) IV/2 (0. )
+ O(6N? |N'|]°). (D.10)

Pour achever ce développement de H (P, ), il restera, au prix d’une modification mineure,
a l'adapter au véritable jeu de variables indépendantes 6N et A’, défini plus bas.
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2 Principe du développement autour de ®y(N)

Comme N est infinitésimal, le champ @', non content d’étre proche du minimiseur ®o(N+
dN), lest aussi du minimiseur ®(/N). On peut donc développer ’énergie autour de ®o(V)
en utilisant directement ’équation générale (V1.44). Nous récrivons donc le champ ¢’ sous la
forme (V1.42) :

' = ¥n'2po(N) + Al (D.11)

ou A est orthogonal a ¢o(N) [on continue & ne pas écrire explicitement la dépendance des
champs en (r,1')] et ou le fait que ||®'||> = (N + §N)/2 impose

_ N +6N

— — Al (D.12)

n
Exprimons alors le champ A et la phase 6 en fonction du champ A’, ou plus commodément
en fonction de ses composantes paralléle et orthogonale au champ ¢o(N) :

A = Neo(N) + N, (D.13)

en comparant les écritures (D.1) et (D.11). Le calcul doit étre fait seulement jusqu’au premier
ordre en 0N, ce qui permet de développer ¢o(N+0N) au premier ordre dans ’équation (D.1) :

' = (02 + N)go(N) + <n'1/25NdiN¢O(N) - A;) + O(6N?). (D.14)

Le choix naturel
do(N) e R VN (D.15)

et la normalisation de ¢q(/V) & I'unité conduisent & des champs ¢o(/N) et dgg/dN orthogo-
naux :

(60(N), = n(N)) = 0. (D.16)

ot le produit scalaire (®y, ®y) =137, ®7(r, 1) Py(r,r’) est celui dont dérive la norme || - [].
Alors, par projection orthogonale de (D.11) et de (D.14) sur ¢o(N) :

' 11/2 /
0 = N O(5N?) (D.17)

nl/2

A= o if <n'1/25N%¢0(N> + Al) . (D.18)

La premiére de ces deux relations montre que la phase 6 est infinitésimale quand dN et A’ le
sont ; € ne jouera en fait pas de role ici, comme nous le verrons a l’issue d'un calcul explicite. La
seconde de ces deux relations est physiquement trés importante : elle montre que le champ A
résulte de deux effets bien distincts, (7) la perturbation du champ @’ par A’ et (i7) la variation
ON du nombre de particules, combinée & la dépendance en N du minimiseur ¢o(N). Elle
explique I’émergence de I'opérateur différentiel D (voir 'équation (VI.65)), qui contient les
générateurs de la translation de A’ et de A" par un champ infinitésimal oc §Ndgpy/dN ; elle
explique aussi pourquoi il faut utiliser le développement (VI.44) jusqu’a l'ordre trois inclus
en A, pour avoir la variation d’énergie jusqu’a l'ordre deux inclus en A’ ('ordre quatre en
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A, qui serait nécessairement d’ordre > 2 en A’ ou d’ordre > 1 en 0NV, n’est en revanche pas
requis).

Cherchons & tout exprimer en termes du champ A’, et de N, qui sont a posteriori nos
variables indépendantes. Donnons d’abord la composante A" de A’ selon le champ ¢ (V), qui
est d’ordre un en 0N et en A’ :

A= (¢o(NV), A) (D.19)
= (¢o(N +JON) — 6N%¢O(N) + O(5N?), ') (D.20)
_ _5N<%¢O(N),A’L> + O(6N?), (D.21)

ot nous avons utilisé la propriété (D.16) pour remplacer A’ par A’ dans la derniére équation.
En vertu de I’équation (D.13), on a alors aussi A’ en fonction de A’ :

AN=AN — 6N¢0(N)<%¢O(N), A) + O(SN?). (D.22)

Donnons ensuite I'expression de la phase 6 : d’aprés (D.17)

vio n11/2 Y

2
= n/l/Q—_|_)\/* + O(5N ), (D.23)

ot 'on peut remplacer n’ par N'/2, puisque X est déja d’ordre un en 6N, pour obtenir

o= XX 0N D.24
= SN2 + O(ON7), (D.24)
dont le terme dominant est, comme celui de X', un O(dN||A’||). Donnons enfin I’expression
du champ A, sous une forme plus précise que celle de I'équation (VL.77) :

A= (1-i0)N, + N v 1—M 5Ni¢ (N) 4+ O(J|A'])?, 6N?) (D.25)
R N an ?° O, '

déduite de I’équation (D.18) en développant le facteur de phase au premier ordre en 6 et en
développant n/*/2, ot n’ est donné par (D.2), a I'ordre zéro en 6N et & I'ordre un en ||A||?,
sachant que

[IA[]? = [[AL]F + X2 = [JAY " + O(6N?). (D.26)
Le calcul de (A, A) conduit alors immédiatement a
2 2 N\2 L d 2 3
AR = IA1P + (5 ) ON(Ga), AL + XD +OGNAINTE)  (D2)

et, compte tenu de la relation (D.12), a

/ N 1/2 d / /% !/
SN = () OV, AL +AT) + OGN NI, (D29

_ N+6N
N 2

n

Nous avons alors tout en main pour exploiter le développement (VI.44) jusqu’a I'ordre un en
ON et a l'ordre deux en A',.
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3 Fin du développement autour de ¢y(N)

Il reste & développer froidement chaque terme 7;[n, ¢o(NV)](A, A*), 0 < j < 3, au second
membre de I'équation (VI.44), en remplagant n par l'expression (D.28) et le champ A par
I'expression (D.25), puis en allant jusqu’a 'ordre un en 6N et 'ordre deux en A’|. La seule
étape non complétement élémentaire est 1'écriture de Ueffet sur 7;(A’, A’f) d’une translation
du champ A’/ (r,r’) par le champ réel infinitésimal 0 No(r,r’) apparaissant dans I’équation
(D.25), avec

d

o(r,r) = (g)l/z —F%o(r. i V). (D.29)

Pour j = 0, cette translation est sans effet puisque 7y est un scalaire, constant du point de
vue du champ. Pour 7 = 1, on a simplement

Ti[n, po(N)](N' +0No, AT +0No) = Ti[n, do(N)](A'L, A7) +0NTi[n, ¢o(N)](0,0)  (D.30)

puisque 77 agit linéairement sur le champ et son complexe conjugué. Pour j > 2, un déve-
loppement limité de Taylor-Lagrange par rapport a 0N donne :

Tyln, do(N(A, + 6N, Nt +6No) = Tn, do(N)|(A], A})
+6ND - Ty, o(N)(AL D) + O(6N?),  (D.31)

ot Popérateur différentiel D est celui de I'équation (VI.65). On voit donc que D - T;[n, ¢po(N)]
est un tenseur de degré total exactement 7 — 1 en le champ et son complexe conjugué. Notons
que l'expression (D.31) vaut aussi pour j = 0 puisque D - Tg[n, ¢o(N)] = 0, et pour j = 1
puisque

D - Tiln, do(N))(AL, AT) = Tiln, ¢o(N)) (0, 0). (D.32)

Un autre point a garder a 'esprit est que, par construction, la valeur de 7;[n, ¢o(N)](X, X*)
n’est sensible qu’a la composante du champ X dans I’hyperplan orthogonal a ¢ (V), c’est-a-
dire qu’on a toujours

Tiln, po(N)I(X, X) = Tjln, ¢o(N)|(Qn X, Qn X7), (D-33)

ot Qn projette orthogonalement a ¢o(N), méme si (¢o(N), X) # 0.

Les calculs sont courts mais peu inspirants. Il est conseillé de développer d’abord en
puissances de n — N/2; en faisant attention d’aller a priori jusqu’a l'ordre deux du fait
que (n — N/2)2 = —6N||AN|]? + O(GN?,||A[|?), et en utilisant en particulier les relations
(D.4,D.5,D.6). Le reste est sans malice. Aussi donnons-nous directement le résultat, par
valeurs croissantes de j :

H(P', @) = (To+ Ti + T2 + Ts)n, ¢o(N)I(A, A7) + O(ON?, ||N][) (D.34)
avec

ON
Toln, ¢o(N)] = Eo(N) + 2u0(N) | == = [INL[[* = ON{o, A, + AT)

)
— N PORTOIN/2, 60(N)] + OGN, IAIF¥)  (D.35)
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Tiin, do(N](A,A*) = 6N K% (oA A'z>) ONTIIN/2, oMYA, %)
AL PO, TIN/2, 60(N)] (0, 0)] + OGN IN]F)  (D.36)

Tl 6u(NYJ(A, A) = TolN/2, u( WAL, )+
ON | SOLTAN/2 (NN D) + D TN /2, oML A7)
+ O(SN?||N]]P)  (D.37)
Tl 6o(N)J(A, A°) = SND - TiIN/2, 60(NJ(AL XE) + OGN [INIF) (D.39)

4 Fin du développement autour de ¢g(N + JN)

Il suffit simplement de récrire I’équation (D.10) en termes du champ A, plutdt que A’ en
utilisant (D.22) : (i) d’aprés (D.26) on peut remplacer dans tous les termes ||A’||? par ||A, ||?,
(1) d’apres (D.33), on peut remplacer A" par A, dans le terme T3[N/2, ¢o(N)] (A, A*), et
(477) on peut remplacer (A’, A”*) par son approximation d’ordre zéro en J N, a savoir (A’ , Af),
dans le terme de dérivée totale d75/dN puisqu’il est multiplié par 6 N. Il reste finalement :

(D, 0) = Ey(N) — 200( M)A I + TolN/2, Go(M)](AL, A')
# O |o¥) = 2o MNP+ (57T ) IN/2 ML )

+ OSSN |IN|P)  (D.39)

5 Identification des développements ordre par ordre

Les développements (D.34,D.39) de I’énergie du champ @’ coincident jusqu’a l'ordre res-
pectivement un et deux en les petits paramétres indépendants 0N et A',. C’est trivialement
le cas a 'ordre zéro en ON. Il reste a regarder le cas des termes d’ordre un en N : (i) en
identifiant les termes d’ordre zéro en A’/ , nous tombons sur la tautologie

to(N) = po(N), (D.40)

ou, si 'on préfére, sur une confirmation de la relation (D.5); (i) en identifiant les termes
d’ordre un en A’ , nous obtenons

/ IES 1 !/ /% !/ /%
=2p0(N)(0, ML +AT)+ 50, Ta[N/2, ¢o(N)I (AL, AT)+D-T2[N/2, do(N)(AL, AT) = 0, (D.41)
ce qui se réduit a la premiére relation qu’il fallait démontrer, a savoir la relation (VI.64) :
1 / /% / /%
SO THN/2, 9o(N)J(AL, AT) +D - T2[N/2, do(N)](AL, AT) = 0 (D.42)

si l'on introduit comme dans (VI.64) la notation pour tout champ X :

T2[NJ(X, X7) = T2[N/2, 60 (N)](X, X*) = 2uo(N)|Qn X%, (D.43)
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ol Qn projette orthogonalement & ¢o(N), et si 'on utilise le fait que
D- 75[N](X, X*) =D -T3[N/2,¢o(N)(X, X*) = 2p0(N){o, X + X™) ; (D.44)

(i77) en identifiant les termes d’ordre deux en A’,, nous obtenons

—[|AL[P0.Ti[N/2, do(N))(, 0)+%8n75[N/2, Go(N)I(A'L AT)+D-T5[N/2, o (N)] (N, AT) =

~ 2 IR+ (578 ) V72, 6L, AD). (D15

Ce dernier résultat (D.45) conduit en deux étapes a la relation (VI.71). D’une part, le
second membre de (D.45) peut étre écrit sous une forme plus compacte en termes du tenseur
73[N], en en dérivant la définition (D.43) par rapport & N au champ X fixé, puis en prenant
X = A’| pour obtenir :

TN AD) = (578 ) IV/2 (VI AD) = 25NN (D.d0)
compte tenu du fait que

QuX = X = (W) (6o(N), X) (D47)

SPQONX = =0 Go(N), X) — (NS hu(N), X) (D48)

(@, SEQNX) = (QuX,— (V) Gu(N). X) (D.49)

et que (¢po(N),A') = 0. D’autre part, le regroupement du deuxiéme, du troisiéme et du
cinquiéme terme au premier membre du résultat (D.45) fait apparaitre D - HSP, ot HP
désigne, comme il est déja dit dans le chapitre VI, voir I’équation (VI.69), I’ensemble des
termes cubiques en A et A* de 'énergie Hy de I'équation (VI.60) :

D- ,H(]:\l/lb<A,L> A,L*)) =D- %[N/Z ¢0(N)](A/Lv Alj) - <U’ A/L + A/I>an7dl[N/27 ¢O(N)](A/L7 A,L*)
— IO Ti[N/2, ¢o(N))(0, o), (D.50)

ou 'on a fait bon usage de la relation (D.32) et du fait que D agisse comme une dérivation.
Le résultat (D.45) se réduit alors a la forme concise

1 1 * cu * d - *
_§HA/J_H2872176[N/27¢0(N)]+§an7-2[N/27¢0<N)]<A/J_7AIJ_)+D'HNb(A/J_7A/J_) = g IVI(ALL AT)
(D.51)
qui n’est autre que la relation (VI.71) qu’il fallait démontrer.
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Annexe E

Calcul des imtégrales I, , et Jy

A plusieurs reprises dans cette thése, nous rencontrons des intégrales adimensionnées de
la forme

k,3 +oo 2p+2
I, = -2 / du (E.1)
’ 2m%p Jo €u
/{33 +oo 2p+2 u
Jpy = —2 / % (E.2)
’ 21%p Jo €
avecn € 2N* + 1, p e N,
1
2
w = - E.3
b = W (E3)

€ = VE+1 (E4)

et la densité totale p du gaz est donnée par I'équation (IV.50). L'intégrale donnant I, , est
convergente pour n —p > 2, tandis que celle donnant J, , I’est pour n —p > 3. Les intégrales
que nous rencontrons dont l'intégrande n’est pas fonction uniquement du module de k se
raménent facilement a (E.1) ou (E.2) par intégration angulaire :

/d%f(k) (th;' q)Qp == j‘:;p (%)p/om A2 f (k) (h;fQ)p (E.5)

ou f(k) est une fonction arbitraire du module de k.

Notre but est d’exprimer toutes ces intégrales en fonction de la variable z = Ag/p. Pour
cela, la premiere étape est de se ramener récursivement a Iz et Js . Etablissons d’abord les
quatre relations de récurrence suivantes :

n—3 2p+1
l,, = —I, 0,— —————Jn_9,_ E.6
P n — 2 2,p 2(TL _ 2) 2,p—1 ( )
2p+1
Jny = ———1 9,_ E.7
P 2(77, _ 2) 2,p—1 ( )
I,

]n,p = Jn,p—l + % (ES)
S, = Jmemlg I E.9
np T + n—2,p—1 — Inp-—1, ( . )
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avec la condition 1 < p < n — 4 dans la premieére relation, 1 < p < n — 3 dans la deuxieme,
1 < p < n-—2dans la troisieme et 1 < p < n — 3 dans la derniére. Pour établir la relation
(E.6), on intégre par parties I'intégrale
3 Hoo 22
A / du gu =dpn—2p — 1,
0

2 n n,p»
2mep en

(E.10)

en dérivant la fonction u — u?T1¢,. Pour établir la relation (E.7), on intégre par parties
lintégrale définissant .J, , dans I'équation (E.2), en dérivant la fonction u — u**1. Dans les
deux cas, on note que la fonction u — u&,/e" admet comme primitive u — —[2(n—2)e" 271
Enfin, on écrit simplement u?**2 = 4?P(&,+2 ') dans 'intégrande de (E.1) pour obtenir (E.8),
et u?PT2E, = u (2 —1+271¢,) dans l'intégrande de (E.2) pour obtenir (E.9). Cette procédure
généralise celle de la référence [79]. Montrons ensuite par récurrence que les relations (E.6-
E.9) permettent d’exprimer I, , et .J,,,, en fonction de I3 et J3 ¢, pour tout n impair > 3 et
pour tout p positif dans le domaine d’existence des intégrales. Soit un tel n. Supposons que
I'on connaisse tous les I, ,, 0 < p <n — 2, et tous les J,,,, 0 < p <n —3. Alors (i) I,421 et
Jnt21 s’en déduisent grace a (E.6) et (E.7), (i4) on obtient grace a (E.9) et (E.8) le systéme
de Cramer sur I, 120 et Jyi00 :

& ng20 — Invoo = Jngo1 — Ing (E.11)
Jni20 T a0 = Inyan (E.12)

que 'on résout, (7i7) on utilise (E.8) et (E.9) pour accéder aux valeurs de I,,40, €t Jyi2,
pour p > 2. On initialise la récurrence & n = 3, en exprimant I5; en fonction de I3 et Js
grace a (E.8). La table E.1 donne la chaine de relations obtenues suivant la procédure que
nous venons d’exposer qui ont servi explicitement aux sommes que nous avons rencontrées
dans cette thése.

La deuxiéme étape est de relier I3 et J30 & et y grace aux relations (VIL.75) et (VIL.76)
données dans la section VII.3.3.3. Avec les notations de cette annexe, elles s’écrivent sous la

forme
. J37() 3

= — et Isg = ——.
I30 >0 2(1 + zy)
La troisieme et derniére étape est d’exprimer y en fonction de x. Ceci est fait dans la réfé-

rence [79] en termes d’intégrales elliptiques. Nous passons par les fonctions lg = 2m°p/k3 I
et [X = 27T2ﬁ/k3AO Jg’g,

(E.13)

F(3, 5 (x))
_ —nfap (T 2 _ 2°
Io(@) = (1+27)1B (3, 5%(x) et (E-14)
F(3,83())
]X(‘r) - 2(1 +$_2)1/47 (E15)
qui donnent accés a y par
I
y = ]_X (E.16)
e

E et F sont les intégrales elliptiques incomplétes respectivement du second et du premier
type,

E(a,m) = /a(l — msin? ¢)/2d¢ (E.17)
0

F(a,m) = /a(l — msin? ¢)"Y/2dg, (E.18)
0
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et on a posé

2212 1) 1/2
y(z) = (G )21/2+ ) (E.19)

k(z) = %. (E.20)

Notons que les notations (E.1) et (E.2) peuvent en principe étre étendues au cas ot n est
pair. Seule l'intégrale I est utile en pratique. Nous la rencontrons dans ’expression de la
variance du nombre de particules ou la fraction condensée a la limite continue (cf. I’équation
(I1.17)). Elle se calcule par des techniques d’analyse complexe habituelles |[79] :

1/2
2mlp T (:1;_1 +41+ x—2>

20732 2

(E.21)

TABLE E.1 — Relations de récurrence effectivement utilisées dans cette thése

_3

'[3,1 )
J3,0 1370

op=1-57 Js1 =5
) - x(2—J3,0)+13,0 Je o — z(x(2—J5,0)—1I3,0)
50 = T 2(14a?) 50 — 2(1+x2)

_ 4 3 7€ _ 3
Iy = 515,1 - EJ5,0 Jrg = 1—0]5,0

_ z(Ira+z(Is,0—J7,1) N 1
Ir0 = T+a? Jro =171 —x I7g

_ - -1 1
Ino = Jrpi+a Iz, Jro = 5151

2 5

Iig=Jra+a ;s

Iy, = 517,1 — 210 Jo1 = 2170
Iyo =817 — 2 J7, Joo = Ira
I3 = Jgo+ 1671]9,2

Lo = $Iyo — o Jig = 2loa

_ -1
Liz=Juz+x 1o

_ 10 7
Lizz = ﬁ111,3 - @Jll,z
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Annexe F

Développements limités des intégrales de
I’équation de dispersion

Dans cette annexe, nous développons les intégrales I (wq,q), I-_(wq,q) et I+_(wq,q)
définie par les équations (VII.69-VIL.71) et servant a calculer le spectre des excitations bo-
soniques. Au premier ordre non trivial, nous avons :

1
Lo(wa q) = 15 (-20°Lso + @ (Jao +2151)) +O(a") (F.1)
I
I (wqq) = 2+0() (F.2)
J
er(qu Q) = _% + O<q2)7 (FB)

ol, pour alléger les notations de cette annexe, nous avons posé

q2 h2q2

; heq
Vq = A_O (F5)

En utilisant la relation de récurrence présentée dans la table E.1 pour I, et les expressions
(E.13) de I3 et Js0 en fonction de x et y, on parvient a l'expression (VIL.73) de la vitesse
du son donnée dans l'article. Celle-ci nous permet de relier les variables ¢ et 7 introduites
plus haut

I

.92 3,0 )

= " F.6
TR P o

et donc de simplifier I’expression de I, a 'ordre le plus bas

L (wq,q) =7 +0(q"). (F.7)

Nous factorisons ces expressions de Iy, I__ et I, al’ordre le plus bas pour écrire les ordres
suivants. Ceci fait apparaitre des coefficients i1y (¢) sans dimension. Les coefficients v et 7
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des ordres supérieurs de I’énergie propre figurent ! aussi dans le développement de I, | :

) J??,O -2 [ (2) ]??,0 A(2) 4 [ -(4) I??,O A%
Iy (wg,q) =7 81—3,0 1+ 07 (i (q) — 12, 2A + 07 | iyi(g) — 8.J2, s (F.8)

I
I (wq,0) = =5 (1 +i® () +@'£4),(q)p4) (F.9)
J:
I (way) = =22 (142 (@7 + it (9)) . (F.10)

On obtient I'expression des coefficients i1+ (q) en développant I'intégrande de l'intégrale cor-
respondante et en calculant la partie angulaire comme prescrit par 1’équation (E.5)

I 10
i@ = _323‘; [81570 — 472 {3J5,0 +3 7,1} +E 2L — 3I5 + 2071 + 4(TIyo — 4172)}]
3,0
(F.11)
. 1 v_ 10
Z(_2)_ = — 2(]570 — 1370) +c 2 J370 — 3J5’0 + —(1571 — 1771) (F12)
815, 3
1 10
i@ = 250+ 28 —2I30 4 3150 — —Jr (F.13)
8.Js,0 ’ ’ O T
@ I3

= — 16 (7 1674 (1 "k
Ly 256J§70 [ (Ir0 + 167 (Is o + VI30))

2
+ 8672 {5J7,0 + 24950 + 5(71971 + 40%,1)}

o 140 28
+ 2¢ 4 {3(5[770 — 4[570) — ?JQJ + E<_9[H’2 + 4[9,2)}

+ & —5Jr0 + 2J50 — 10(Tlg; — 6171) + 28(9J110 — 4Jg9)

+ 8(33[1373 — 36[1173 + 8[973)}] (F14)

1
:(4) 5
i) 12805, [ (I70 — Isp + 8Y (Is,0 — I30)
s 14
— 4¢ —3J50 + 5J70 + 3 (Io1 — I71)

20 28
-+ é_4 {—2[370 —+ 15[5,0 — 15[770 + §<7J971 — 5,]771) + 3(9[1172 — 13[972 + 4[772}] (F15)

1. En vérité, v figure aussi dans les coefficients i(¥) des ordres 4 des développements. Mais comme son
expression est déja connue a 'ordre 2, & 'inverse de celle de 7, nous ne l’isolons pas des autres termes d’ordre
4.
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(4) 1
1. = —
- 128139

[ — 8(J70 + 8YJ50)
56
+ 72 {4(415,0 —5I70) + ?Jg,l}
4 20 28
+c 3(5J770 - 2J5’0) + 3(7]971 - 6[771) + €<—9J11,2 + 4J9’2) (F16>

Pour alléger les notations, nous avons poseé :

A% y J320 + ]320 ’ Y
~ 1 UL F.17
7 m204 8 ( [370 ) 8 ( )
1/2 T 1/2
¢ = mlfz( ~ 3’02) (F.18)
AO/ J30 + 130
(F.19)
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Annexe G

Complément sur le calcul microscopique
des amplitudes de Beliaev-Landau

Ce complément montre comment 'on obtient 'expression (VIII.26) de I'amplitude de
couplage Beliaev-Landau entre excitations bosoniques a partir des résultats du chapitre VII
sur les modes collectifs. Le lecteur parvenu a cet appendice sera recompensé de son courage
et pourra enfin comprendre comment éliminer les degrés de liberté internes des paires pour
faire apparaitre une interaction effective entre modes collectifs.

L’idée centrale du calcul est d’injecter le développement (VII.113) du champ £ sur les
modes collectifs de la théorie linéarisée dans 1’énergie cubique. Cette derniére s’obtient en
contractant les quantités cubiques en 8 S/ 4k’ ,0£ rqk €t ﬁk/7k/+qpt’k L q €t leur complexe conju-
guée, par le tenseur

+ - -t + = -t
7;(2711(/ — q q q q 5 q a q Cl. (Gl)

Procédons par étapes et injectons le développement dans P£ tqk = > @ BkJrqthrqﬁk’kJrql :

erq,k = Z (Mlgjr;qMI?Ib;—m b_q, + Nl?jr;qugl bzubou—q
qQi1€D
+M1?jr;qNI?Ibz—q1b:n + Nl?i;quglb—mbql—q) - (G2)
Nous multiplions ensuite par la quantité Sy yqx, elle aussi développée sur les modes collectifs.
Partout ou cela est possible, nous faisons un changement d’indice de facon a ce que le vecteur
d’onde incident soit q;.

T _ a —di } 94— qi—d \7i
5k’+q,k’:0k+q,k - Z (Mk’ (Mk+qu + Nk+q Nk ) b;bqi—qbq
q;€D

N (Mg MY + N

NEFD) b b7 b7 )

qi+q”—q
+3 (Nl‘j,Ml‘j_q,NE_J;?b*_qb,q,q/bq/ + M3 M3 I NG bqb;;,b;_q,) ..., (G3)
q’'eD
ou lellipse ... concerne les termes non résonnants bbb ou b*b*b*. Le calcul de ﬁk/,k’+qpt,k+q

. N o . . —q _ q —q o q < .
conduit, aprés transposition des coefficients M, q = My et Ny = Ny, a une expression
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identique a (G.3) au changement global du signe des vecteurs d’onde des opérateurs b et b*
pres. Le processus obtenu par un tel changement de signe est le méme processus physique
que le processus de départ et posséde donc la méme amplitude de couplage. On peut alors
regrouper la contribution de Sp* avec celle de Bp', ce qui fait apparaitre un facteur 2 de spin.
Nous contractons ensuite 'expression (G.3) et sa complexe conjuguée par le tenseur 7;(1 ,
(G.1). Quelques petits changements d’indice (par exemple q — q;, ¢ — q.) permettent
de factoriser systématiquement 'opérateur by bq, bq_ ou son complexe conjugué. Lorsque le
tenseur apparait avec —q; ou —q, comme une coordonnée haute, nous nous ramenons a q;
ou q. en faisant les changements de variable k — —k et k’ — —k’ puis en inversant tous les
signes grace a l'invariance du tenseur par changement de signe global 7:_1:'71{, = 7;? ,. Ceci
conduit au résultat intermédiaire :

me? go _a, —q_ B .
Nl/?‘A%q ~ I3 Z ( k,lt’M1(<1/+ (Mkf&+qu + Nl?+q+N1?l>
kk'eD
FTE N (Mg, M+ Nty N )

F T (NN, M+ MM NE)) 4 [ar < a ], (GA)

ou, au membre de droite, nous avons mis de coté I'échelle d’énergie mec? et la dépendance
asymptotique en N. La notation [q; <> q_] signifie qu’il faut ajouter aux termes présents
dans I’équation (G.4) ceux obtenus en inversant q, et q_ et en laissant q; inchangé.
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Pour poursuivre le calcul, et notamment pour prendre la limite des grandes longueur d’onde, nous avons besoin de remplacer les
coefficients M et N par leur somme et différence S et Y. Ces derniéres sont en effet plus pratiques pour un développement a faibles
4+, q-, q; puisque Sy est exactement un ordre plus élevé en q que Y;. On se convainc facilement, par simple substitution, que les
termes qui contiennent un nombre pair (0 ou 2) de facteur S sont nuls. Nous écrivons donc les termes comportant 1 ou 3 facteurs
S, et nous notons A'® et A*° les amplitudes de couplage correspondantes :

ch do _ ; ; _ ; i od—

AT, = (7;%5;3# (s;;% S 4 5 s;j_qf) + T SE S s;{”) +las < q ] (G.5)
k.k'eD

me s 90 (G.6)

N1/27 a9+ 413
Y [ k,;, (Sq,* <Ylf_iq7qu_’q7 + qu;%qui) Y (qu_iqf Sio 4 SE VAL -V S - Sf(‘;%Yk“i))
k.k’'eD

+7I<O,li ! <Y13iykq+_Q+ SltcH - Yk(’i SI?;OH. qu+ - Sl(;l’iquJr_q+ qu+>] + [q-i- A Q—]



1 Limite continue et simplifications

Dans les amplitudes A3 (G.5) et A" (G.6), nous distribuons les termes du tenseur
T2 (G.1). Toutes deux deviennent alors des sommes de (beaucoup) de termes eux-mémes

produits d’une somme sur k, d'une somme sur k' et de go/L? A la limite continue, nous allons
remplacer go par l'inverse de l'intégrale divergente — [ d*k’/(27)? x 1/(2ew) (cf. I'équation
(IV.59)). 11 faut donc que 'une au moins des sommes sur k ou sur k' soit elle-aussi divergente
pour que le terme ne tende pas vers zéro a la limite continue. Or la somme sur k n’est jamais
divergente puisqu’elle contient toujours deux facteurs Y, ou Si, qui se comportent tous deux
comme k2 & grand k (cf. leurs expressions (VIL.97) et (VIL.98)), et un facteur Wfq ou wfq
venant du tenseur (cf. I'expression (G.1)) qui lui se comporte dans le pire des cas comme une
constante & grand k. Il faut donc que la somme sur k' soit divergente. Celle-ci contient un
seul facteur Y} ou S} et un facteur du tenseur ijq ou wljf, q du tenseur. Parmi ces derniers,
seuls WJq ou Wy, peuvent conduire a une somme divergente car wf:,q et wy,, décroissent
plus vite que &'~2. A la limite continue, nous pouvons donc éliminer la moitié des termes du
tenseur 7,7, (G.1) :

T4 W Wioq + w;qujq.

A A
limite continue 2

(G.7)

Méme avec cette simplification, il demeure un grand nombre de termes dans A", Heureuse-
ment, une bonne partie s’avére nulle :

D Uia, (qu—iqf Yiq +Yiha, qui> =0 (G.8)
keD
Zw;‘r’(ﬁ <Yl?—iOI— Sl((l:qf + Sl(:i—qf qu:q, - qu—qu+ Slih o Slil—?—qu qui) =0. (Gg)
keD

Ceci se voit en faisant sur le premier terme dans (G.8), les deux premiers termes dans (G.9), la

suite d’opérations suivante : (i) une transposition Y, = Y[ et Sl = S sur tous les facteur

Y et S, (i7) une inversion globale de signe Y 2 =V, 3, S = S et w™, Cqr = Wig, s (uii) les

changements de variable k — —k puis k — k+q., (iv) la simplification w,_ ras g = Wi,
dans (G.8) ou qu+7_q+ = wfg’% dans (G.9). D’autres termes s’avérent nuls aprés ajout du

terme symétrique obtenu par échange q, <> q_, qui n’est pas écrit explicitement dans (G.6).
Ainsi, nous avons :

Z wl;‘li <qu-IjQ+qu+ + qu—:qf qui) =0 (GlO)
keD
Z wl—:qi (qu‘ijQ+ Sl({l+ - SE;ququJr + Yl?—:q, SIC(F - Slccl—tq, qu7> = 0. (Gll)
keD

Ceci se voit en faisant, cette fois sur I’ensemble des termes, la méme suite d’opérations que
pour (G.8) et (G.9), en remplagant simplement le deuxiéme changement de variable par
k — k + q;. Les autres termes sont non nuls. On peut en regrouper certains en utilisant la
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procédure décrite pour les équations (G.8) et (G.9) :

— qi q- qi q- _ va- qQi _ Qa- qi
> g, (Vi Siq. + S Vi, — Vi, S0 - S V)
keD

=2 Wq, <Y§;Q+ S+ SQ;Q+qui> (G.12)

keD

> wi. (qu_iqfYk“:qf + Y, YQi) =2 wy g Vi, (G.13)
keD keD
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Nous simplifions de méme A*% en remarquant que les équations (G.8), (G.10) et (G.13) restent valables en remplacant Y par S.
Nous obtenons alors des expressions simplifiées de 437 et A" :

2
mes sq 1 - +  Qa- Qi
A = ———— |2 g Wi o. Sk E S Sy
N1/27 99+ o E:k’eD 4/61(/ [ (k’eD a+ ~k > (kED ’LUk,q+ k+q+
+ ( ) W‘,,qisgf> (§ Wi o, Sﬁ;%S‘”) +lar < q]

(G.14)

k'eD keD

2

mec g _ + q - q- i i a- g q
Nl/Q‘Aqu- 150 _Zk’eD4/€k' [(Z Wi o Ykﬁ) (—ZZwkm <Yk+q+Sq k+q Yq) Zwkq <Yk+q+S - Sk+q Y, +>>

k'eD keD keD

+2 (Z W,7q+SE,+> (Z w;%Y‘hYk‘;%) - (Z Wk,vqiS{jﬁ> (Z wi, Yq+Y1§+q+> + a4 <> q_]

k'eD keD k/’eD keD

(G.15)

Bien que nous ayons pris la limite continue, nous avons volontairement conservé une notation sous forme de sommes par souci de
continuité de notations avec le reste de cette sous-section.



2 Limite des grandes longueurs d’onde

A basse température, les excitations présentes dans le gaz ont un faible nombre d’onde.
Par conséquent, tous les vecteurs d’onde q;, q; et q_ des processus de Landau-Beliaev qui
conservent I’énergie tendent vers zéro. Nous cherchons donc un équivalent de 'amplitude A
lorsque q+ — 0 et q; — 0.

2.1 Développements limités de Y et S

Nous commengons par donner le développement entiérement explicite des coefficients S
et Yi! des modes collectifs dans la base somme et différence (cf. les équations (VIL.97) et
(VIL.98) ainsi que (VIL.116) et (VII.117) pour les premiers ordres du développement) a la
limite continue [ — 0. Nous avons :

/N~ 1
qu Cl/2 wk q/2q 4e 3 (2u q COS @ — V (1 +y£u)) ( 3) (G16)

) 1
\% NqSl?—q/2/Vq - _@ (1 + yfu)

1 > gl 2 2 .2 gl
g [ v (36 [ {1+ o i8] 1) - (14 )

+° {6u® cos® a(1 + y&,) + €,(26, + y(e — 2))}] +0(¢°), (G.17)

ou, comme ailleurs dans cette thése, nous avons posé

h2k?

2 = G.18
1
& = ut—— (G.19)
x
€ = VEH+1 (G.20)
p oo e (G.21)
mA32
; heq
) ml/2¢
daA, X
= — = G.24
et o est I’angle entre les vecteurs k et q de sorte que
(k- q)’ )
Al = 2u*§* cos® . (G.25)
Nous avons utilisé les développements (F.8) et (F.10) pour développer le quotient :
) -2 2 (@ _,2 i
m =—yvg | 1+7, iy —ipl — g ) ) (G.26)
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Les quantités z(fJ)r et zf)_ sont données respectivement par les équations (F.11) et (F.13). Des
développements (G.16,G.17) 'on déduit celui de la constante de normalisation N :

heqg AN h?c?q? 5
=2 (14 + 0 G.2
Na 2 du ( ’ AZ (a7), (G.27)

avec un coeflicient 7 sans dimension

1 10

T = g |:—§< 7.1 + yJ771) + 3(y[5,0 - J5,0) - 2y[370

+262 <y213,0 + (2= 50+ 3yJs0 — % + 4y (Zf-)i- - Z@—) J370>} - (G.28)

C’est cette derniére équation qui conduit a 'expression (??) du coefficient 7 sous forme d’une
fraction rationnelle en x et y,

S » 2% 11 LI cm)
1920(z2 + 1) (zy + 1)*
avec les polynomes R; suivants

Ry = —640 (G.30)
R = —2320y (G.31)
Ry = —4(207y°+495y" + 804y” + 46) (G.32)
Ry = —4y (198y° — 225y" — 1484y> — 341) (G.33)
Ry = —450y® —999y° 4 905y* — 5433y — 567 (G.34)
Ry = —8y(99y® — 420y" — 637y — 648) (G.35)
Rs = —315¢4% 4+ 117995 + 1385y* — 567y* — 1458. (G.36)

Ainsi, le dénominateur /Nq, Nq_ N, présent dans 'amplitude A via les coefficients Y et

S fournit le facteur (g;q; q_)~'/2 présent dans la formule finale (VIII.26). Aussi, pour travailler
avec des ordres entiers, nous développerons dans la suite 'amplitude

Aqua‘Ii = QiQ+Cj—Aq+,qia (G37)

ou 'on a retiré ce dénominateur.
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2.2 Resommation des degrés de liberté internes k et k’

Nous sommes maintenant préts a développer les sommes qui apparaissent dans les équations (G.14) et (G.15) de fagon a pouvoir
écrire amplitude A jusqu’a Pordre trois. Ceci demande d’étre soigneux et endurant car les termes sont nombreux. Tous les résultats
que nous donnons sont obtenus a la limite continue. (i) La contribution peut-étre la plus facile est celle de A3, Comme cette
amplitude contient trois facteurs S, elle se calcule uniquement avec le premier ordre du développement (G.17) :

3VS/2

~ C . . .
Aﬁ%f:?%W(hw+%&w+yﬂkp—%M)%@4r+0@iﬁ) (G.38)

(i1) Beaucoup moins simple est le calcul des sommes présentes dans A'®. Commencons par les sommes sur k' :

9o _ o5 Zk’eD Wi S’E, . ( -9 ( v ( 2 :(2) :(2) 5
Ww., Sq/ = — A =V, 1-— - 1+— ] —2 +1 ‘I—O G.39
Bol 2 Weat = o5 SR T e (1) 2 (G.%9)
+ yvda
go + xrq Zk/eD Wk’,qu’ 2
Wh Ve = — — 21 0(4). G.40
A0L3 k/ZED k/,q" k Zk'el) AO/(QEk’) ( ) ( )
Puis les sommes sur k :
1 L o A @ (1 5 7 44§ cos a 44
I I;Wk,%yk Sktqs = 7\ 3 (Iso +yJ50) — gy]5,1 + 3 (ylrn — Jra) | — 1 (3J71 +2ylsy — 3ylza) + O(qy, q;) (G.41)
1 _ oa. aq 4 1 ) d+q_ cos
N l;wk,%Yli%SE = f <§ (Ls0 +yJ50) — §y1—5,1 + 2 (ylr1 — J7,1)> ST (8J71 +2ylsy — 3ylz1) + O(q, qf)  (G.42)
iz voyaye _pove (30 pan, — +V26—2(1 +yJs0) (G.43)
I 2 Wy g, Vi Yiyq, = 130 T 44 3471 5,1 5,0 4; 4 \150 Y50 :
i’ 1 1 &2 o 8 11 L
+q- | =171+ 515,1 — §J5,0 + 1 (Is0 +yJs0) | +d+d- cosa —517,1 + BT Jso | +0(q;, q7)
1 + va+yra- 2 8 ¢
ﬁ kezpwk’quk +Yk+q+ = 13’0 + q+ —§I7,1 -+ 2[5,1 — J5,() + Z <I5’0 + yJ570) (G44)

y 2 1 & o 8 13
+ (—[7,1 + 515,1 — §J5,0 + 1 (Is,0 + st,o)) + ¢4+g-cosc (—51—7,1 + s J5,0) + O(Qi» C]?)-
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Notons que les sommes dans (G.15) contenant w_,. au lieu de wy . se déduisent de (G.41) et (G.42) par la substitution q <> q;
et g — —q_. Regroupons les termes :

2 <ﬁ > ,msﬁ#) (Z wil o, Y ykq+q+> _ (ﬁ > W ,7%8{},) <Z wltquI?+Y1?+q+> tlay ¢ q ] =

K €D keD K€D keD
2mc2N 5 3 3 . ) v o[ 2 e . 3
- [J3,0{ Gy + G- —Gi + (Zﬂ —i) oA (? + 1)> A +3 - q) } (G.45)
3, 3 8 1,
+ (q+ + q_) Y| -3l + 2051 — Js50 + 1° (Isp +yJs0)
P 1 1 1,
+ (Q+Q— + q_q+) y | =171+ 5ie1 §J5,0 + ¢ (Is0 + yJ50)
L 8 11 1,
+(Gr +4-)G-Grycosa —51—7,1 + 5T J5.0 + 5¢ (Is0 +yJ50)
Lo . 11 8 3 1.
—dq; (Qi + qz) % {—E 71+ 3i51 §J5,0 + 502 (Is,0 + yJ5,o)}

s 8 13
—qiq+4-Y cos [—g 71+ BT J5,0] } + O(qi,qf)




¢8I

KeD keD keD
mc2N

c

go + ¥ - ¥ 2 - 3 - - - -
(ﬁ Z Wk’,q+ykq}+) <_2 Z Yka (Yq SEJrq Sq qu+Q+> + Z Yk,q; (qu+Q+ Sq+ SI?+Q+Yq+>> Flay o al=
L5 3
3 (q+ + C]_) [Jra+yUsp — I71)] (G.46)

o . 1
+(@d- + ¢ qr) [2915,1 +3(Jra —ylza) — 3 (Is,0 + yJ570)}

2
+ (++q + OSOz[yI51+2(J71—yI71)]

I\DH

5
+dq; q+—|—q [ = I5o+sto)+3yf51+2(J71—yI71)}

+qiq+q- cosa { yls1 +2(J71 —ylz, 1)] }—FO(C]iaQ?)



(74¢) Enfin, une derniére contribution provient du terme cubique (cf. I'équation (G.27)) de la
constante de normalisation

Ny Ng Ny \'? N32 .
s b 02 — 14+ Ze2(62 4+ a2 4+ 2 ) O & G A7
( 4+4-Gi ) 23/2¢3/2 ( tac (@ + 3= +q;) ) + 0, 47), ( )

Pour écrire la contribution de ce terme, il nous faut l'ordre 1 de A. D’apres I'équation (G.15)
et les développements (G.45,G.46), il vaut :

(ngvq/vi)l/? 3 No2
o o < "4(11‘7(1+

:—J 7 v_— vi O 37 3 ) G48
hd T (e +d-— @)+ (a3, 4) (G.48)

La contribution qui découle du terme cubique de la constante de normalisation s’écrit donc :

N3/2
4¢

PR 1/2
o G+d-di V2o g
J — — (; _— = —J _ —q;

2672
2

— 7J30 (43 — @+ (d- +d*ds) A +u) +udrq-q) (G.49)

ol on a utilisé 1’égalité

Gy +d- — @) (@ +3+3) = 2@+ - @+ (@Fa-+d>q) 1 +u) +udrd-g),
(G.50)

conséquence de la relation de conservation de 'impulsion q; = q, + q_ élevée au carré.

Pour obtenir Iexpression (VIII.26) de I'amplitude A annoncée dans le chapitre VIII, il
ne nous reste plus qu’a regrouper les contributions (G.38,G.45,G.46, G.49), & exprimer les
intégrales I, , et J,, en fonction de = et y grace aux relations de ’annexe E et a remplacer
les nombres d’onde ¢ par les énergies w, grace a la relation de dispersion (VIL.72). Pour ces
derniéres taches on peut se faire aider par un logiciel de calcul formel.

2.3 Fraction rationnelles intervenant dans ’expression de A

Nous donnons ici les fractions rationnelles en x et y qui interviennent dans I’expression
(VIIL.26) de 'amplitude de diffusion :

J(z,y) = 2;;_3'/_ ' oo
— Z?:o Bi(y)ﬂ

B(ZL‘,Z/) - 18 ($3+5L‘) <y2+1)2

Clz,y) = yley +1) (2% (5y* +3) —ay (y* — 3) + 2 (y* + 2))

6 (a2 + ) (y? +1)°
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avec

Aoly) = —20y (59" +5y° +2) (G.52)
Ai(y) = 2(10y° +109y" + 63y> + 24)

As(y) = —y(53y* + 186y” + 13)

As(y) = 25y° 4 116y* + 167y* 4 36

Bo(y) = —2y(3y*+2)

Bi(y) = 3y*+17y*+38

By(y) = —2y(y* +4)

Bs(y) = 4y* +1132+9

Leurs valeurs dans la limite CBE x — 0,y ~ —4/z, utiles pour raccorder le résultat (VIII.26)
a son équivalent dans la théorie de Bogolioubov sont

1
1 -

Alwy) = 5 By =4 (G.53)
y~—4/x y~—4/x
3
Jay) =2 Cly) =05
y~—4/x y~—4/x

Comme expliqué dans le chapitre VIII, sur la couche de masse, ces fractions rationnelles se
combinent pour donner le coefficient thermodynamique

PP (aQ_ﬂ) (‘9_“) YLD (G.54)

3\ 0p? ap ), 923 + x)(y2 + 1)2
avec
Do(y) = —4y° (G.55)
Di(y) = 4(y*+6y°+2) (G.56)
Dy(y) = —y(y* —6y”>+5) (G.57)
Ds(y) = 9y*+14y* +9 (G.58)
(G.59)

2.4 Expression de A en fonction des nombres d’onde

Pour mémoire nous donnons aussi I’expression de A en fonction des nombres d’onde

ANy, 9o qi) = (G-60)
/2 ) . . . 7'(%3/) 22 (2 2 2
SOEN 2j (7, y) (¢4 + G- — G) (1— 5 ¢ (q+—|—q_—|—qi))
+ (a(x,y) + p(z,y) (@1 + ¢*) +0(x,y) (44 + G-) GG+ (1 + cos )




Les deuxiéme et troisiéme lignes de 'équation (G.61) comportent toutes les combinaisons
possibles des nombres d’onde ¢;, ¢ et ¢_ et de cos @ non redondantes, d’ordre 3 et compatibles
avec la nécessaire symétrie g, <> g_. Chaque terme est précédé d’un facteur rationnel en x

et y:
3xy

2(1 + zy)’

3 1 4 4 2 2 2(,,3 2 4 1 2 3
a(%y):—x (15y* +4y” +9) + 282°(y° + y) + 22(5y* — 19y* + 6) + 40y (C.63)
120(22 + 1)(y2 + 1) (zy + 1)

23 (—5y* + 33y* + 18) — 242%(y* + y) + x(—15y* + 69y* + 24) — 20(3y* + y)
60(x2 +1)(y2+ 1)(zy + 1)

j(z,y) = (G.62)

(G.64)

23 (10y? + 27) + 42y + x (36 — 5y?) — 20y
ez, y) = 60 (22 + 1) (zy + 1) (G-65)
y(2* (5y° +3) —ay (v —3) +2(¥* +2))

4(z24+1) (y2+1)

(G.66)

p(z,y) = — (z*y(35y° + 94y* + 183y” + 144) + 2°(68y° — 34y* — 92y* + 90)
+ 2%y (5095 + 261y + 312y — 19) + 42(22y° + 299" + 37y + 10)
+4y(23y* + 26y° + 8)) / (240(2* + 1)(y* + 1)*(zy + 1)*)  (G.67)

Notons que le terme multiplié par 7 dans (G.61) n’a d’importance que pour les processus non
résonnants car sinon il est d’ordre 5 en ¢;,¢,¢_, donc négligeable devant le terme dominant.
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Annexe H

Thermodynamique de quasi-particules
sans Interaction et application au gaz
unitaire

Ce complément donne quelques détails sur I'obtention de l'expression approchée (IX.9)
du temps de brouillage du gaz unitaire de fermions non polarisé préparé a 1’équilibre ther-
mique dans ’ensemble canonique. Le gaz est ici spatialement homogéne, dans un volume
de quantification cubique de volume V = L3 avec des conditions aux limites périodiques.
L’approche est une variante de celle déja utilisée dans la référence [98] et vaut a suffisamment
basse température.

1 Hamiltonien effectif & basse énergie

A basse température, on s’attend a ce que la fonction de partition donc les grandeurs
thermodynamiques du gaz superfluide puissent étre déduites avec une bonne précision du
hamiltonien effectif & basse énergie :

Heg = Eo(N,V) + > e, (N, V)bib, (H.1)

Y

ou N est le nombre total de particules dans le gaz, Fo(N, V') est I’énergie de son état fonda-
mental dans le volume de quantification V', et les niveaux d’énergie excités sont ceux d'un gaz
parfait de quasi-particules, dont ZA)L et lA)7 sont les opérateurs de création et d’annihilation et
v+ €,(N, V) est la relation de dispersion dépendant de N, du volume V' et de l'interaction
entre les particules, mais pas de la température. A ce stade, on n’a pas besoin de préciser
I'ensemble de variation de 'indice v ni la statistique quantique (bosonique ou fermionique)
régissant chaque ZA)7 ni la relation de dispersion. En pratique, l'indice v représentera I'indice
composite (s = B,q) ou (s = F,k,0), q ou k étant le vecteur d’onde de la quasi-particule,
o =1 / | un indice de spin, et s € {B, F'} repérant la branche d’excitation bosonique (de
départ phononique en ¢ — 0) ou la branche d’excitation fermionique (présentant une bande
d’énergie interdite et variant quadratiquement autour de son minimum sur 'axe des k).
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2 Se ramener a ’ensemble canonique

Les expressions (I1.51,I1X.7) font apparaitre le potentiel chimique microcanonique fiy,.(N,
V, F) et sa dérivée premiére par rapport a 1’énergie totale E. Cependant, a la limite d'un grand
systéme, les potentiels chimiques microcanonique pin.(N,V, E) et canonique fican(N,V,T)
peuvent étre identifiés si les deux ensembles sont de méme énergie moyenne, c’est-a-dire si
I'énergie moyenne E.,,(N,V,T) dans 'ensemble canonique a la température bien choisie T'
coincide avec celle E de I'ensemble microcanonique [65] :

MmC(NJ‘/JECaI’I(N7 V? T)) x~ MC&H(N7‘/7T)' (H'Q)
En dérivant par rapport a T', on obtient donc

~ aT/M:an(zva ‘/7 T)

Optime(N, V, Bean(N, V. T)) = 55 (N,V,T)

(H.3)

3 L’énergie libre et ses dérivées

La fonction de partition du hamiltonien effectif dans I’ensemble canonique a la tempéra-

ture T" vaut simplement
7 = e PEo H Z e Pmer (H.4)

v {ny}
ou B =1/(kgT) et ot 'ensemble des valeurs possibles du nombre d’occupation n. est {0,1}
pour une statistique fermionique, ’ensemble des entiers naturels N pour une statistique bo-
sonique. L’énergie libre F' = —kgT'In Z s’écrit alors

F=FEy—kgT» In|) e ], (H.5)

Y {n~}

En dérivant F par rapport a la température ou au nombre de particules, on obtient
I’énergie moyenne, la variance de I’énergie et le potentiel chimique dans I’ensemble canonique :

Ban = 0:(8F) = Bo+ > e, (.6)
v
VarcanE = kBT28TEcan (H7>
Hean = 8NFW = Mo +Z(8N€’Y>ﬁ77 (HS)
v
ou

est le potentiel chimique du gaz a température nulle, en ’absence donc de quasi-particules,

et ou 5
E —Dbn
{n+} n’ye "

2 ny €M

est le nombre moyen de quasi-particules dans le mode d’indice 7, en accord avec la loi de
Bose ou de Fermi-Dirac. Nous avons désormais en main toutes les expressions formelles utiles
a la détermination du temps de brouillage ty, de 'équation (I1.51) lorsque le gaz de fermions
est préparé dans ’ensemble canonique.

(H.10)

Ty
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4 Les relations de dispersion

L’idée est de réduire les relations de dispersion, non connues exactement, a leurs carac-
téristiques essentielles a basse température. La branche bosonique est réduite a son départ
phononique en ¢ — 0, c¢’est-a-dire qu’on utilise une relation de dispersion linéaire correspon-
dant a la vitesse du son ¢ dans le gaz a température nulle,

€pq = hcg, (H.11)

la coupure aux grands ¢ étant assurée par la loi de Bose nip ¢ >~ [exp(8heq) — 1]71. L’énergie
moyenne des phonons et sa dérivée par rapport a 1" valent alors, a la limite thermodynamique,

7T2 (/{ZBT>4
Egean = =V H.12
B 30 (hc)? (F.12)
27'('2 ]{?B(k‘BT)g
E can — . H.1
OrE, 5" (he)? (H.13)

Le calcul de la vitesse du son et de la contribution pip can des phonons au potentiel chimique
est trés simple a la limite unitaire. En effet, par invariance d’échelle, I’équation d’état a
température nulle se réduit a pg = £cp, ot le paramétre de Bertsch &, un pur nombre, a été

mesuré avec précision [32], et
B2 N 2/3
EFp = % <37T2v) (H14)

est 'énergie de Fermi d’un gaz parfait non polarisé de fermions de spin 1/2 de méme densité
totale p = N/V que le gaz unitaire, m étant la masse d’un fermion. Alors, la relation hydro-

dynamique exacte mc? = pdju/dp se simplifie en me? = 2j9/3 et ¢ varie en p'/3, si bien que
ON€EB.q = €B.q/(3N) dans I’équation (H.8) et que
1
HB,can — 3_NEB,can (H15)
1
10, can = —O07FEBcan. H.16
THB, 3N TLB, ( )

A la limite unitaire, la branche fermionique présente un minimum, le gap A, situé en
k = ko et autour duquel elle varie quadratiquement [99], ce qui constitue une description
suffisante & basse température, puisque la contribution dominante & ’énergie libre et a ses
dérivées doit provenir d’'un voisinage de ce minimum. Nous prenons donc comme dans la

référence (99|
B2k2 h2k2 2
2m  2m

2fo ’
ou, rappelons-le, o =1 / |. Les valeurs des paramétres A et ko ont été mesurées [82], alors
que le parameétre de courbure f a seulement été estimé théoriquement [99].

L’énergie moyenne correspondante pour les quasi-particules fermioniques a la limite ther-
modynamique est, d’aprés ’équation (H.6),

erre ~ e =A 4 (H.17)

3 qd
Epan = 2V / d k3 - (H.18)
rs (27m)% B 41

188




A l'ordre dominant en température, on peut négliger au dénominateur 1 devant exp(ﬁeﬁd) >
exp(A/kgT) > 1 en commettant une erreur exponentiellement petite lorsque 7' — 0; dans
le méme ordre d’approximation, on peut, aprés intégration sur la direction de k, étendre
formellement 'intégration sur son module k a la droite réelle tout entiére, en utilisant (H.17)
pour tout k£ € R. Ceci conduit a

-BA
Epcan = Ve j / dk k2eide Al -2 (H.19)
x R

ou l'on a mis en évidence la loi d’activation thermique associée a la largeur A de la bande
d’énergie interdite. Lorsque T — 0, le facteur de Boltzmann e~ =2) devient de plus en
plus piqué autour de son maximum, atteint en k& = kg et de valeur 1, avec une largeur
en k s’annulant en 7'/2. On commet donc une erreur polynomialement faible en T (plus
précisément, c’est une combinaison linéaire de kT /A et m?kgT fo/(h*k2)?) en remplagant
le préfacteur par son approximation d’ordre dominant, kzeﬁd ~ k2A, et en quadratisant la
relation de dispersion sous l’exponentielle :

1 [Rholk — ko) T?
-~ 2fy m '
Il est alors simple d’effectuer 'intégrale gaussienne qui en résulte, puis de calculer la dérivée

du résultat par rapport & T a 'ordre dominant, c’est-a-dire ici en dérivant le seul facteur
d’activation exp(—SA) :

el _ A (H.20)

EF,Can ~ P?<2ﬂ-f0kBT) / Ae (H21)
A

OrErpcan >~ ——FFrcan- H.22

rEF, P (H.22)

Toujours pour le spectre (H.17), la contribution des quasi-particules fermioniques au po-
tentiel chimique & la limite thermodynamique vaut, d’aprés I’équation (H.8),

Bk Oyel
HEcan = QV/ ]\QGk : (H23>
’ R3 (2’/T)3 eﬁéi +1

Comme nous venons de le voir, nous sommes conduit pour 7" — 0 & approximer 8Neﬁd par
OnA dans le préfacteur du nombre d’occupation thermique. Compte tenu de l'invariance
d’échelle du gaz unitaire, qui impose A o p?/3, nous obtenons immédiatement a Iordre
dominant en 7" :

can = —FL can H.24

KE, 3N F, ( )
2

8T,UF,Can ~ 3_N8TEF,Can- (H25)

5 Poids relatif des branches bosonique et fermionique

On obtient une expression relativement simple du temps de brouillage en introduisant le
rapport r sans dimension entre les contributions de la branche bosonique et de la branche
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fermionique & Op Ecap, ¢’est-a-dire au dénominateur du second membre de 1'équation (H.3) :

aTEF,can N 10(27’(’)1/2 E(l)/zf()l/Q,ug/QAQ e—BA
OrEB,can T—0 3124 (kBT)9/2 7

r=

(H.26)

ot on a posé ¢g = h*k2/(2m) et l'on a utilisé les équations (H.13,H.22). En remplacant
les paramétres par leurs valeurs approchées données juste avant 1’équation (IX.9), on obtient
I’expression de r donnée juste aprés cette méme équation. Grace a 'invariance d’échelle du gaz
unitaire, le rapport des contributions bosonique et fermionique & Opfica, est relié simplement
a r & basse température, voir les équations (H.16,H.25) :

2 E
aT,UF,can 3N aT F,can
—_— ~ —_—

= 2r, H.27
aTﬂB,can T—0 ﬁaTEB,can ( )
si bien qu’on aboutit a ’approximation
NOrican 142
Thtean T 27 (H.28)

8TEcan o 3(1 —|—’f’) ’

Ol [iean €st le potentiel chimique complet du gaz et E.,, son énergie totale moyenne lorsqu’il
est préparé dans ’ensemble canonique. On accéde aussi facilement a la variance de I’énergie,
en utilisant la relation générale (H.7), ainsi que (H.14) pour éliminer le volume V :

1 33/274 (kpT)?
—Varg, E ~ 14 7)ot
v Var 50 (1+7) e

(H.29)

2
Il reste & combiner ces relations avec l'identité (2, /h) ™2 = <%) Varg., ' déduite des

équations (II.51,H.3), pour obtenir

NR?3Prt (14 20)? (ep Y (kT
(5Ftbr)2 o 45 (1 + ’/‘) o

; (H.30)

dont découle, par simple application numérique, I’équation (IX.9) qu'il fallait justifier.

190



Bibliographie

1]

2]

3]

4]

[5]

[6]

17l
18]

19]

[10]

[11]
[12]

[13]

M. BRUNE, E. HAGLEY, J. DREYER, X. MAITRE, A. MAALI, C. WUNDERLICH, J. M.
RAIMOND et S. HAROCHE : Observing the Progressive Decoherence of the “Meter” in a
Quantum Measurement. Phys. Rev. Lett., T7:4887-4890, décembre 1996.

Thomas MONz, Philipp SCHINDLER, Julio T. BARREIRO, Michael CHWALLA, Daniel
Ni1GG, William A. CoisH, Maximilian HARLANDER, Wolfgang HANSEL, Markus HENN-
RICH et Rainer BLATT : 14-Qubit Entanglement : Creation and Coherence. Phys. Rev.
Lett., 106:130506, mars 2011.

J. GUENA, M. ABGRALL, D. ROVERA, P. LAURENT, B. CHUPIN, M. LOURS, G. SAN-
TARELLI, P. ROSENBUSCH, M. E. TOBAR, R. L1, K. GIBBLE, A. CLAIRON et S. BIZE :
Progess in Atomic Foutains at LNE-SYRTHE. IEEE Transactions on Ultrasonics, Fer-
roelectrics, and Frequency Control, 59(3):391-410, mars 2012.

Brian JULSGAARD, Jacob SHERSON, J. Ignacio CIRAC, Jaromir FIURASEK et Eugene S.
PoLzIK : Experimental demonstration of quantum memory for light. Nature, 432(7016):
482-486, novembre 2004.

Kamerlingh ONNES : Further Experiments with Liquid Helium. On the Change of the

Electrical Resistance of Pure Metals at very low Temperatures. The Disappearance of
the resistance of mercury. KNAW, XIV:113-114, décembre 1911.

P. KApPiTZA : Viscosity of Liquid Helium below the A\-Point. Nature, 141:74, janvier
1938.

J.F. ALLEN et A.D. MISENER : Flow of Liquid Helium II. Nature, 141:75, janvier 1938.

L. LANDAU : Theory of the Superfluidity of Helium II. Phys. Rev., 60:356-358, aofit
1941.

T. H. MAIMAN : Stimulated Optical Radiation in Ruby. Nature, 187(4736):493-494,
aott 1960.

M. H. ANDERSON, J. R. ENSHER, M. R. MATTHEWS, C. E. WIEMAN et E. A. COR-

NELL : Observation of Bose-Einstein Condensation in a Dilute Atomic Vapor. Science,
269(5221):198-201, 1995.

M. KITAGAWA et M. UEDA : Squeezed spin states. Phys. Rev. A, 47(6):5138-5143, juin
1993.

C. OrzeL, A. K. TuCHMAN, M. L. FENSELAU, M. YASUDA et M. A. KASEVICH :
Squeezed States in a Bose-Einstein Condensate. Science, 291(5512):2386-2389, 2001.

J. DUNNINGHAM, K. BURNETT et W.D. PHILLIPS : Bose-Einstein condensates and
precision measurements. Phil. Trans. R. Soc., 363:2165, juillet 2005.

191



[14]

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

[20]

21]

[22]

23]
[24]

[25]

[26]

C. Gross, T. ZiBoLD, E. NIcKLAS, J. ESTEVE et M. K. OBERTHALER : Nonlinear

atom interferometer surpasses classical precision limit. Nature, 464(7292):1165-1169,
avril 2010.

Max F. RIEDEL, Pascal BOHI, Yun L1, Theodor W. HANSCH, Alice SINATRA et Philipp

TREUTLEIN : Atom-chip-based generation of entanglement for quantum metrology.
Nature, 464(7292):1170-1173, avril 2010.

Anne LOUCHET-CHAUVET, Jirgen APPEL, Jelmer J RENEMA, Daniel OBLAK, Niels
KJAERGAARD et Fugene S POLZIK : Entanglement-assisted atomic clock beyond the
projection noise limit. New Journal of Physics, 12(6):065032, 2010.

W. WASILEWSKI, K. JENSEN, H. KRAUTER, J. J. RENEMA, M. V. BALABAS et E. S.
Porzik : Quantum Noise Limited and Entanglement-Assisted Magnetometry. Phys.
Rev. Lett., 104:133601, mars 2010.

W. MUESSEL, H. STROBEL, D. LINNEMANN, D. B. HUME et M. K. OBERTHALER : Sca-
lable Spin Squeezing for Quantum-Enhanced Magnetometry with Bose-Einstein Conden-
sates. Phys. Rev. Lett., 113:103004, septembre 2014.

H. MUNTINGA, H. AHLERS, M. KRUTZIK, A. WENZLAWSKI, S. ARNOLD, D. BE-
CKER, K. BoNGs, H. DiTTUs, H. DUNCKER, N. GAALOUL, C. GHERASIM, E. GIESE,
C. GrzescHIK, T. W. HANscH, O. HELLMIG, W. HERR, S. HERRMANN, E. KA-
JARI, S. KLEINERT, C. LAMMERZAHL, W. LEWOCZKO-ADAMCZYK, J. MALCOLM,
N. MEYER, R. NOLTE, A. PETERS, M. PoppP, J. REICHEL, A. ROURA, J. RUDOLPH,
M. SCHIEMANGK, M. SCHNEIDER, S. T. SEIDEL, K. SENGSTOCK, V. TAMMA, T. VA-
LENZUELA, A. VOGEL, R. WALSER, T. WENDRICH, P. WINDPASSINGER, W. ZELLER,
T. van ZOEST, W. ERTMER, W. P. SCHLEICH et E. M. RASEL : Interferometry with
Bose-Einstein Condensates in Microgravity. Phys. Rev. Lett., 110:093602, février 2013.

Markus GREINER, Cindy A. REGAL et Deborah S. JIN : Emergence of a molecular
Bose-Einstein condensate from a Fermi gas. Nature, 426(6966):537-540, décembre 2003.

S. JOCHIM, M. BARTENSTEIN, A. ALTMEYER, G. HENDL, 5. RIEDL, C. CHIN, J. HE-
CKERDENSCHLAG et R. GRIMM : Bose-Einstein Condensation of Molecules. Science,
302(5653):2101-2103, 2003.

M. W. ZWIERLEIN, C. A. STAN, C. H. SCHUNCK, S. M. F. RAUPACH, S. GUPTA, Z. HAD-
ZIBABIC et W. KETTERLE : Observation of Bose-Einstein Condensation of Molecules.
Phys. Rev. Lett., 91:250401, décembre 2003.

Herman FESHBACH : Unified theory of nuclear reactions. Annals of Physics, 5(4):357 —
390, 1958.

Herman FESHBACH : A unified theory of nuclear reactions. II. Annals of Physics,
19(2):287 — 313, 1962.
E. TiESINGA, A. J. MOERDIJK, B. J. VERHAAR et H. T. C. STOOF : Conditions

for Bose-Einstein condensation in magnetically trapped atomic cesium. Phys. Rev. A,
46:R1167-R1170, aott 1992.

S. INOUYE, M. R. ANDREWS, J. STENGER, H. J. MIESNER, D. M. STAMPER-KURN

et W. KETTERLE : Observation of Feshbach resonances in a Bose-Einstein condensate.
Nature, 392(6672):151-154, mars 1998.

192



[27] T. LorTus, C. A. REGAL, C. TICKNOR, J. L. BOHN et D. S. JIN : Resonant Control
of Elastic Collisions in an Optically Trapped Fermi Gas of Atoms. Phys. Rev. Lett.,
88:173201, avril 2002.

[28] J. STENGER, S. INOUYE, M. R. ANDREWS, H.-J. MIESNER, D. M. STAMPER-KURN et
W. KETTERLE : Strongly Enhanced Inelastic Collisions in a Bose-Einstein Condensate
near Feshbach Resonances. Phys. Rev. Lett., 82:2422-2425, mars 1999.

[29] A. J. LEGGETT : Quantum Liquids. Oxford University Press, Oxford, 2006.

[30] M. BARTENSTEIN, A. ALTMEYER, S. RIEDL, S. JocHIM, C. CHIN, J. Hecker DEN-
SCHLAG et R. GRIMM : Crossover from a Molecular Bose-Einstein Condensate to a
Degenerate Fermi Gas. Phys. Rev. Lett., 92:120401, mars 2004.

[31] S. NAscIMBENE, N. NavoN, K. J. JIANG, F. CHEVY et C. SALOMON : Exploring the
thermodynamics of a universal Fermi gas. Nature, 463(7284):1057-1060, février 2010.

[32] Mark J. H. Ku, Ariel T. SOMMER, Lawrence W. CHEUK et Martin W. ZWIERLEIN :
Revealing the Superfluid Lambda Transition in the Universal Thermodynamics of a
Unitary Fermi Gas. Science, 335(6068):563-567, 2012.

[33] Alexander L. GAUNT, Tobias F. SCHMIDUTZ, Igor GOTLIBOVYCH, Robert P. SMITH
et Zoran HADZIBABIC : Bose-Einstein Condensation of Atoms in a Uniform Potential.
Phys. Rev. Lett., 110:200406, mai 2013.

[34] J. ESTEVE, C. GROSS, A. WELLER, S. GIOVANAZZI et M. K. OBERTHALER : Squeezing
and entanglement in a Bose-Einstein condensate. Nature, 455(7217):1216-1219, octobre
2008.

[35] D.R. HARTREE : The Wave Mechanics of an Atom with a Non-Coulomb Central Field.
Part I. Theory and Methods. Math. Proc. Camb. Philos. Soc., 24:89-132, 1928.

[36] V. FOocK : Néaherungsmethode zur Losung des quantenmechanischen Mehrkorperpro-
blems. Z. Phys., 61:126-148, 1930.

[37] E.P. GROSs : Structure of a quantized vortex in boson systems. Il Nuovo Cimento,
20(3):454-477, 1961.

[38] L. P. PITAEVSK : Vortex lines in an imperfect Bose gas. Soviet Physics JETP, 13(2),
aott 1961.

[39] J. BARDEEN, L. N. COOPER et J. R. SCHRIEFFER : Theory of Superconductivity. Phys.
Rev., 108:1175-1204, décembre 1957.

[40] Jean-Paul BLAIZOT et Georges RIPKA : Quantum Theory of Finite Systems. MIT Press,
Cambridge, Massachusetts, 1985.

[41] N. BOGOLIOUBOV : On the theory of superfluidity. J. Phys. URSS, 11:23-31, 1947.

[42] P.W. ANDERSON : Random-Phase Approximation in the Theory of Superconductivity.
Phys. Rev., 112:1900-1916, 1958.

[43] N. KOPNIN :  Theory of Nonequilibrium Superconductivity. Oxford University Press,
Oxford, 2001.

[44] Lev LANDAU et Isaak KHALATNIKOV : Teoriya vyazkosti Geliya-11. Zh. Eksp. Teor.
Fiz., 19:637, 1949.

[45] S.T. BELIAEV : Application of the Methods of Quantum Field Theory to a System of
Bosons. Zh. Eksp. Teor. Fiz., 34:417, aotit 1958.

193



[46] P. O. FEDICHEV et G. V. SHLYAPNIKOV : Finite-temperature perturbation theory for
a spatially inhomogeneous Bose-condensed gas. Phys. Rev. A, 58:3146-3158, octobre

1998.

[47] Y. CASTIN : Simple theoretical tools for low dimension Bose gases. J. Phys. IV France,
116:89-132, 2004.

[48] Yvan CASTIN : Basic Theory Tools for Degenerate Fermi Gases. In M. INGUSCIO,
W.KETTERLE et C. SALOMON, éditeurs : Ultra-cold Fermi Gases. Societa Italiana di
Fisica, Bologna, 2007.

[49] X. LEYRONAS et R. COMBESCOT : Superfluid Equation of State of Dilute Composite
Bosons. Phys. Rev. Lett., 99:170402, octobre 2007.

[50] R. CoMBESCOT, M. Yu. KAGAN et S. STRINGARI : Collective mode of homogeneous
superfluid Fermi gases in the BEC-BCS crossover. Phys. Rev. A, 74:042717, octobre
2006.

[51] Zixu ZHANG et W. Vincent L1U : Finite-temperature damping of collective modes of a
BCS-BEC crossover superfluid. Phys. Rev. A, 83:023617, février 2011.

[52] G. BIGHIN, L. SALASNICH, P. A. MARCHETTI et F. TO1GO : Beliaev damping of the
Goldstone mode in atomic Fermi superfluids. Phys. Rev. A, 92:023638, aott 2015.

[53] D. S. HALL, M. R. MATTHEWS, C. E. WIEMAN et E. A. CORNELL : Measurements
of Relative Phase in Two-Component Bose-Einstein Condensates. Phys. Rev. Lett.,
81:1543-1546, aotut 1998.

[54] Markus GREINER, Olaf MANDEL, Theodor W. HANSCH et Immanuel BLOCH : Collapse
and revival of the matter wave field of a Bose-Einstein condensate. Nature, 419(6902):51—
54, septembre 2002.

[55] T. ScHUMM, S. HOFFERBERTH, L. M. ANDERSSON, S. WILDERMUTH, S. GROTH,
I. BAR-JOSEPH, J. SCHMIEDMAYER et P. KRUGER : Matter-wave interferometry in
a double well on an atom chip. Nat Phys, 1(1):57-62, octobre 2005.

[56] T. BERRADA, S. van FRANK, R. BUCKER, T. SCHUMM, J.-F. SCHAFF et J. SCHMIED-
MAYER : Integrated Mach-Zehnder interferometer for Bose-Einstein condensates. Nature
Communications, 4:2077, juin 2013.

[57] F. SoLs : Randomization of the phase after suppression of the Josephson coupling.
Physica B : Condensed Matter, 194:1389 — 1390, 1994.

[58] E. M. WRIGHT, D. F. WALLS et J. C. GARRISON : Collapses and Revivals of Bose-
Einstein Condensates Formed in Small Atomic Samples. Phys. Rev. Lett., 77:2158-2161,
septembre 1996.

[59] M. LEWENSTEIN et L. YOU : Quantum Phase Diffusion of a Bose-Einstein Condensate.
Phys. Rev. Lett., 77:3489-3493, octobre 1996.

[60] Yvan CASTIN et Jean DALIBARD : Relative phase of two Bose-Einstein condensates.
Phys. Rev. A, 55:4330-4337, juin 1997.

[61] D. JAKsCH, C. W. GARDINER, K. M. GHERI et P. ZOLLER : Quantum kinetic theory. IV.
Intensity and amplitude fluctuations of a Bose-Einstein condensate at finite temperature
including trap loss. Phys. Rev. A, 58:1450-1464, aotit 1998.

[62] Robert GRAHAM : Decoherence of Bose-Einstein Condensates in Traps at Finite Tem-
perature. Phys. Rev. Lett., 81:5262-5265, décembre 1998.

194



[63] Robert GRAHAM : Condensate fluctuations in finite Bose-Einstein condensates at finite
temperature. Phys. Rev. A, 62:023609, juillet 2000.

[64] A. B. KUKLOV et Joseph L. BIRMAN : Orthogonality catastrophe and decoherence of
a confined Bose-Einstein condensate at finite temperature. Phys. Rev. A, 63:013609,
décembre 2000.

[65] A. SINATRA, Y. CASTIN et E. WITKOWSKA : Nondiffusive phase spreading of a Bose-
Einstein condensate at finite temperature. Phys. Rev. A, 75:033616, mars 2007.

[66] A.SINATRA, Y. CASTIN et E. WITKOWSKA : Coherence time of a Bose-Einstein conden-
sate. Phys. Rev. A, 80:033614, Sep 2009.

[67] Tacopo CARUSOTTO et Yvan CASTIN : Atom Interferometric Detection of the Pairing
Order Parameter in a Fermi Gas. Phys. Rev. Lett., 94:223202, juin 2005.

[68] Ehud ALTMAN, Eugene DEMLER et Mikhail D. LUKIN : Probing many-body states of
ultracold atoms via noise correlations. Phys. Rev. A, 70:013603, juillet 2004.

[69] C. KOHSTALL, S. RIEDL, E. R. SANCHEZ GUAJARDO, L. A. SIDORENKOV, J. HECKER
DENSCHLAG et R. GRIMM : Observation of interference between two molecular Bose-
Einstein condensates. New Journal of Physics, 13(6):065027, juin 2011.

[70] N.N. BOGOLIUBOV : A new method in the theory of superconductivity 1. Soviet Physics
JETP, 34(7)(1), octobre 1958.

[71] Takuya KITAGAWA, Alain ASPECT, Markus GREINER et Eugene DEMLER : Phase-

Sensitive Measurements of Order Parameters for Ultracold Atoms through Two-Particle
Interferometry. Phys. Rev. Lett., 106:115302, mars 2011.

[72] M. GREINER, C. A. REGAL, J. T. STEWART et D. S. JIN : Probing Pair-Correlated
Fermionic Atoms through Correlations in Atom Shot Noise. Phys. Rev. Lett., 94:110401,
mars 2005.

[73] T. RoMm, Th. BEST, D. van OOSTEN, U. SCHNEIDER, S. FOLLING, B. PAREDES et
I. BLOCH : Free fermion antibunching in a degenerate atomic Fermi gas released from
an optical lattice. Nature, 444(7120):733-6, décembre 2006.

[74] C. COHEN-TANNOUDJI, J. DUPONT-ROC et G. GRYNBERG : Processus d’interaction
entre photons et atomes. InterEditions et Editions du CNRS, Paris, 1988.

[75] Marcos RIGOL, Vanja DUNJKO et Maxim OLSHANII : Thermalization and its mechanism
for generic isolated quantum systems. Nature, 452(7189):854-858, avril 2008.

[76] D.T. SON et M. WINGATE : General coordinate invariance and conformal invariance in
nonrelativistic physics : Unitary Fermi gas. Ann. Physics, 321:197-224, 2006.

[77] S. MoAL, M. PORTIER, J. KiMm, J. DUGUE, U. D. RapoL, M. LEDUC et C. COHEN-
TANNOUDJI : Accurate Determination of the Scattering Length of Metastable Helium
Atoms Using Dark Resonances between Atoms and Exotic Molecules. Phys. Rev. Lett.,
96:023203, janvier 2006.

[78] Kevin M. JONEs, Eite TIESINGA, Paul D. LETT et Paul S. JULIENNE : Ultracold
photoassociation spectroscopy : Long-range molecules and atomic scattering. Rev. Mod.
Phys., 78:483-535, mai 2006.

[79] M. MARINI, F. PI1STOLESI et G.C. STRINATI : Evolution from BCS superconductivity

to Bose condensation : analytic results for the crossover in three dimensions. European
Physical Journal B, 1:151-159, 1998.

195



[80] T. D. LEE et C. N. YANG : Many-Body Problem in Quantum Mechanics and Quantum
Statistical Mechanics. Phys. Rev., 105:1119-1120, février 1957.

[81] D. S. PETROV, C. SALOMON et G. V. SHLYAPNIKOV : Weakly Bound Dimers of Fer-
mionic Atoms. Phys. Rev. Lett., 93(9):090404, aotut 2004.

[82] André SCHIROTZEK, Yong-il SHIN, Christian H. SCHUNCK et Wolfgang KETTERLE :
Determination of the Superfluid Gap in Atomic Fermi Gases by Quasiparticle Spectro-
scopy. Phys. Rev. Lett., 101:140403, octobre 2008.

[83] Munekazu HORIKOSHI, Shuta NAKAJIMA, Masahito UEDA et Takashi MUKAIYAMA :
Measurement of Universal Thermodynamic Functions for a Unitary Fermi Gas. Science,
327(5964):442-445, 2010.

[84] H. KURKJIAN, Y. CASTIN et A. SINATRA : Phase operators and blurring time of a
pair-condensed Fermi gas. Phys. Rev. A, 88:063623, décembre 2013.

[85] Yvan CASTIN et Ralph DUM : Low-temperature Bose-Einstein Condensates in Time-
dependent traps. Phys. Rev. A, 57:3008-3021, 1998.

[86] Mohit RANDERIA et Edward TAYLOR : Crossover from Bardeen-Cooper-Schrieffer to
Bose-Einstein Condensation and the Unitary Fermi Gas. Annual Review of Condensed
Matter Physics, 5:209-232, 2014.

[87] Y. CASTIN, I. FERRIER-BARBUT et C. SALOMON : La vitesse critique de Landau d’une
particule dans un superfluide de fermions. C. R. Physique, 16:241, 2015.

[88] H. KURKJIAN, Y. CASTIN et A. SINATRA : Concavity of the collective excitation branch
of a Fermi gas in the BEC-BCS crossover. Phys. Rev. A, 93:013623, janvier 2016.

[89] H. KURKJIAN, Y. CASTIN et A. SINATRA : Brouillage thermique d’un gaz cohérent de
fermions. arXiv :1502.05644, a paraitre auz Comptes Rendus Physique, 2016.

[90] R. COMBESCOT et X. LEYRONAS : Superfluid equation of state of cold fermionic gases
in the Bose-Einstein regime. Phys. Rev. A, 78:053621, novembre 2008.

[91] S. GIORGINI : Damping in dilute Bose gases : A mean-field approach. Phys. Rev. A,
57:2949-2957, avril 1998.

[92] E.M. LipSCHITZ et L.P PITAEVSKII : Physical Kinetics. In Landau and Lifshitz Course
of Theoretical Physics, volume 10, chapitre VII. Pergamon Press, New York, 1981.

[93] I. V. BRODSKY, M. Yu. KAGAN, A. V. KLAPTSOV, R. COMBESCOT et X. LEYRONAS :
Exact diagrammatic approach for dimer-dimer scattering and bound states of three and
four resonantly interacting particles. Phys. Rev. A, 73:032724, mars 2006.

[94] Nir NAVON : Thermodynamique des gaz de bosons et fermions ultrafroids. Thése de
doctorat, Université Paris VI, 2011.

[95] Markus GREINER, Olaf MANDEL, Tilman ESSLINGER, Theodor W. HANSCH et Imma-
nuel BLOCH : Quantum phase transition from a superfluid to a Mott insulator in a gas
of ultracold atoms. Nature, 415(6867):39-44, janvier 2002.

[96] Yvan CASTIN et Alice SINATRA : Spatial and Temporal Coherence of a Bose-condensed
Gas. In M. MODUGNO et A. BRAMATI, éditeurs : Physics of Quantum fluids : New
Trends and Hot topics in atomic and polariton condensates. Springer, 2013.

[97] Waseem S. BAKR, Jonathon I. GILLEN, Amy PENG, Simon FOLLING et Markus GREI-

NER : A quantum gas microscope for detecting single atoms in a Hubbard-regime optical
lattice. Nature, 462(7269):74-77, novembre 2009.

196



[98] Aurel BuLGAc, Joaquin E. DRUT et Piotr MAGIERSKI : Spin 1/2 Fermions in the
Unitary Regime : A Superfluid of a New Type. Phys. Rev. Lett., 96:090404, mars 2006.

[99] Yusuke NISHIDA et Dam Thanh SON : e-Expansion for a Fermi Gas at Infinite Scattering
Length. Phys. Rev. Lett., 97:050403, aott 2006.

197



Articles publiés

198



Spin squeezing and EPR entanglement of two bimodal condensates
in state-dependent potentials. Phys. Rev. A 93, 013623



PHYSICAL REVIEW A 88, 043605 (2013)

Spin squeezing and Einstein-Podolsky-Rosen entanglement of two bimodal condensates in
state-dependent potentials
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We propose and analyze a scheme to entangle the collective spin states of two spatially separated bimodal
Bose-Einstein condensates. Using a four-mode approximation for the atomic field, we show that elastic collisions
in a state-dependent potential simultaneously create spin-squeezing in each condensate and entangle the collective
spins of the two condensates. We investigate mostly analytically the nonlocal quantum correlations that arise in
this system at short times and show that Einstein-Podolsky-Rosen (EPR) entanglement is generated between the
condensates. At long times we point out macroscopic entangled states and explain their structure. The scheme
can be implemented with condensates in state-dependent microwave potentials on an atom chip.

DOI: 10.1103/PhysRevA.88.043605

I. INTRODUCTION

The internal state of multicomponent Bose-Einstein con-
densates offers intriguing possibilities for the creation and
investigation of many-particle entanglement. Recent experi-
ments have reported the creation of spin-squeezed states [1-3],
continuous-variable entanglement [4], and twin-atom states
[5,6]. In these experiments, the entanglement concerns the
atoms in a single cloud and is revealed in collective measure-
ments on the entire system. Alternatively, experiments have
explored spin-squeezing with single-component condensates
in a double-well potential [7,8], which can be mapped to
the two-component internal-state case. Here we consider a
different situation where entanglement is created between
the internal states of two spatially separate and individually
addressable two-component Bose-Einstein condensates. This
system offers the possibility to perform local manipulations
and measurements on each of the two spatially separate
subsystems, and to study the nonlocal quantum correlations
between them.

To describe the interaction-based entangling scheme, we
represent each bimodal condensate, labeled by a and b, by
a collective spin that is a sum of the effective spins 1/2
representing the internal degrees of freedom of each atom.

In a single two-component condensate, the entanglement
between the internal degrees of freedom of different atoms,
created by the interactions, results in quantum correlations
between two noncommuting components of the collective
spin. As a consequence, the fluctuations of well-chosen linear
combinations of these two components are reduced below the
quantum limit for independent atoms [9-11].

In the generalization that we propose, the entanglement
between atoms belonging to different ensembles results in

additional correlations between the collective spins S'a and §b.
Fluctuations in a well-chosen quadrature, linear combination
of spin a and b components are then reduced, and information
about the spin in system b can be inferred from a measurement
in system a. We show, furthermore, that these correlations are
nonclassical and nonlocal in the sense of Einstein-Podolsky-
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Rosen (EPR) [12]. As a physical realization we propose to
use controlled interactions in state-dependent potentials, for
example, in an optical trap or in a microwave trap on an atom
chip.

Other strategies to create EPR-type entanglement between
two Bose condensates have been proposed in [13,14]. We also
note that in room-temperature atomic vapor cells containing
~10'? atoms, entanglement between two collective spins has
been successfully created experimentally using the interaction
of the atoms with a pulse of light followed by a measurement
[15]. The Bose-condensed system we consider here contains a
few tens to a few thousand atoms. It offers exceptional coherent
control and measurement down to the single-atom level, giving
access to the discrete variables regime. Moreover, the fact that
the system is almost isolated in principle allows for creation
of highly entangled quantum states.

We explain the scheme we have in mind in Sec. II and the
theoretical model in Sec. III. Section IV is devoted to long
times, when macroscopic superpositions entangled between
the two ensembles occur, in correspondence with sharp dips
in the entropy of entanglement. In the last section, Sec. V,
we concentrate on short-time EPR-like quantum correlations.
To highlight the nonclassical nature of these correlations,
we use a criterion introduced in [16,17] which involves
the covariance matrix of the collective spins components.
Nonclassical correlations can be obtained for a broad range
of experimental parameters.

II. CONSIDERED SCHEME

The experimental situation we consider is depicted in Fig. 1.
It involves two Bose-Einstein condensates a and b in two
spatially separated potential wells. Initially the condensates
are in the ground state |0) of some internal transition |0) — |1).
In the case of ®’Rb atoms one can take, for example, |0) =
|F =1mp=—1)and|l) = |F =2,mp = 1). Attimet =0
an electromagnetic pulse prepares each atom in an equal
superposition of internal states |0) and |1). After this we

©2013 American Physical Society
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[0)s+[1)e
V2

|0>b

Entangled state

FIG. 1. (Color online) Sequence allowing us to entangle con-
densate a (right well) and b (left well) via controlled collisional
interaction in state-dependent trapping potentials. The interaction
phase, where the squeezing and the correlations are created, is
depicted in the central panel.

imagine that while the traps for state |0) do not move, the
traps for state |1) are moved out so that the component |1) of
condensate b interacts with the component |0) of condensate
a. After a given interaction time, the traps for state |1) come
back to their initial position. Due to atomic interaction within
each component |0) and |1), the two condensates a and b
are spin-squeezed. Moreover, due to the crossed interaction
between 1), and |0),, the two condensates are entangled.
This scheme is a direct generalization of the “collisional gate”
scheme proposed in [18,19] for two individual atoms. It could
be implemented using optical potentials as in [18,20], or with
microwave potentials on an atom chip [1,21].

III. FOUR-MODE MODEL

A. Hamiltonian

Collisional interactions between cold atoms occur only in
s wave and can be modeled by a zero-range potential (see,
e.g., [22]). This leads to the interaction Hamiltonian

Hmt—gm/‘l’ ‘1’0‘1/ O + Z g“/ Vg g, (1)
€€{0,1}

where Wy, is the field operator for atoms in internal state
0(1), and g, is the coupling constant for contact interactions
between atoms in states € and €', related to the s-wave
scatterlng length a.o of the interaction potential by g =
4Ah? dee +/m. We now expand each of the field operators U,
and W, over the two spatial modes that will be macroscopically
populated:

Uy = ¢o.4d0 + do.sbo, 2
Uy = ¢y 401 + ¢1.b:. 3

Just after the coupling pulse one has ¢, = ¢o, and ¢, =
¢0.». In the scheme we consider, during the interaction time

PHYSICAL REVIEW A 88, 043605 (2013)

(central panel of Fig. 1), only ¢, and ¢, have a nonzero
overlap.

For the two condensates a and b we introduce the collective
spin operators S“ and Sb respectively. We have, for example,
for a,

P

S =(a ao-i- 510)/2

3¢ = (ajao — aja)/2i. (4)
8¢ = (ala, —ajao)/2,

and similarly for b. The nonlinearities leading to squeezing
and entanglement will be ruled by the parameters y. , and x,
that depend on the interaction constants, on the modal wave
functions, and their overlap:

Mo = g?/ besl’, €=01, o=ab, (5

Btas = 8o / (G002l ©)

With these notations and for a system with initially N atoms
in each well, one can rewrite the interaction Hamiltonian as

I:\Iinl/rZ = Z Xe,a (51?)2 + Z Xé,b(gf)z - Xabggsf
e=0,1 €=0,1

a N da Qo
+ L8 5+ ST NS G

5 X0 (D

o=a,b

where we have omitted a constant term. The first and second
term generate squeezing within the condensate a and b,
respectively. The third term is the one responsible for the
a — b entanglement. The linear terms in the second line (that
give a clock shift due to interactions in each condensate) can
in principle be removed with a  pulse that reverses all the
spins at half evolution time and we shall neglect them in
the following. In the particular case where gop = g1; and all
the wave functions have the same shape, we set

Xeo = X/2, Ye=0,1, VYo =a,b ®)

and simplify the nonlinear part of the Hamiltonian to

AR = (39)" + x(82)° = xan 8232, )

B. State evolution

To compute the evolution of the state under this Hamil-
tonian, we expand it in the Fock basis. Immediately after the
pulse, the state is a product of two phase states |V (0)) = |¢p, =
0)pnlép = 0)ph, where

g = P)ph = (e *Pal + 92N 10).  (10)

1
V2N NI

We expand the phase states over Fock states

W) = o5 N,( +a))V (b} + b))V 10)
=2NZ ( )( >|na,n,,>F, (1)

043605-2
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where we have introduced the notation
@}y=@pN bl N
VgL (N —n)'np! (N — nyp)!

The Hamiltonian (9) is diagonal in the Fock basis so that
during evolution each Fock state simply acquires a phase factor
(p(na ’ nb ) :

1 N\ (N .
HOESTDS (n )(n)e‘”‘”(”“*"“|na,nb>p. (13)

Ng,Nnp

0). (12)

|na’nb>F =

Introducing the eigenvalues of $¢®, 8n,p) = nup) — N /2, we
can write the phase factor ¢(n,,n;) as

@(na.np) = —Xapdnadny + x (87 + 8n3). (14)

IV. ENTROPY OF ENTANGLEMENT AND CONDITIONAL
MACROSCOPIC SUPERPOSITIONS

To quantify the entanglement between a and b condensates,
we use the entropy of entanglement that, for the pure state
we consider here, is simply the Von Neumann entropy of the
reduced density matrix of a or b:

S = —Tr(pa log pa), 15)
pa = Trp[W)(W]. (16)

Using the expression (13) for the state, one can work out the
elements of the reduced density matrix of system a,

1 [(N\(N . ,
(pa)na,nj, = 2_N < ><n/)eXp [—ll‘)((ﬁni — 5na2)]

Ny i

x cos™ (XaTbt(na - n;)) 17
In Fig. 2 we show the evolution of the reduced density matrix
in the Fock basis for the particular case where x.,/x = 1,
corresponding to equal coupling constants go; = goo = &11
and perfect overlap of ¢, and ¢¢,. At long times larger
than 1/+/N xap, a striped pattern appears. According to the
analysis in [23], referring to a single BEC, such structure is
characteristic of a mixture of different phase states, the distance
between the stripes being inversely proportional to the number
of phase states involved. In the extreme case of the lower right
panel at time

tx = T/ Xab (18)

we note a remarkable checkerboard structure. This is a partic-
ular striped pattern suggesting that the state of condensate a is
a mixture of only two phase states differing by n (see Fig. 3
in [23]). As the total state is pure, the appearance of such a
mixture in the reduced density matrix indicates that (i) the
modes a and b are entangled and (ii) that, if expressed in the
phase state basis, the global state may be a relatively simple
superposition.

In Fig. 3(a) we plot the entropy of entanglement for
Xxav/x = 1. Indeed, at time t, = 7 /x,, we find S >~ log(2),
as it should be for a mixture of two almost orthogonal
states. We note that also at many other rational fractions of

PHYSICAL REVIEW A 88, 043605 (2013)
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FIG. 2. (Color online) Real part of the reduced density matrix in
the Fock basis (0,)n, ., at different times (in units of 1/ ) for x., =
x and N = 100 atoms in each of the two ensembles. We start with
the density matrix of a phase state (11). The entanglement dynamics
damps out the off-diagonal coefficients after which striped patterns
appear. The interpretation of these patterns is given in the text. The
color scale ranges from red (largest positive), green, light blue (zero),
to dark blue (negative).

tr, t = (2m/q)t,, the entropy of entanglement shows dips
reaching the values S >~ log(g).

To understand the structure of the state at these times and
the behavior of the entropy it is useful to rewrite the state (13)
at time ¢ in the form

W(1) = eSS | W, ), (19)

where |\V,,W,) is the initial state evolved with the squeezing
Hamiltonians:

Wy, Wp) = e~ HISHER 00) (20)

Here we exploit the shortened notation |aB)pn = |¢ps =
a)ph|¢p = B)ph- In each mode, the state evolves from ¢ = 0)pn
first into a squeezed state [9] and then through macroscopic
superpositions [24,25], eventually back to the phase state
lp =7 >ph-

The prefactor e in (19) entangles modes a and b,
with the following mechanism. If ¢ is a rational fraction m/q
of 2t, = 27/ xap, then the operator e’ 1xa8¢8! can be written
as a sum of g2 terms performing rotations in a and b modes
(see Appendix A). Then acting with this operator on the state
|W,,W,) one obtains a superposition of ¢ states. If ¢ < /N
and hence y.t > 1 /\/N , one can show that the reduced
density matrix is a mixture of g states, leading to an entropy
of entanglement S = log(q) (see Appendix A). In particular,

i[)(ubgzagil
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FIG. 3. (Color online) Entropy of entanglement between ensembles a and b as a function of time for different values of the ratio x /xup.
The number of atoms in ¢ and b is even: N = 50. The insets show the total density matrix in phase state basis py,,4, [see Eq. (25)] at times
Xavt = /3, 27/3, w, 4 /3, and 2w — ﬁ). The phases ¢,, ¢, range in [ /2,57 /2]. We note the appearance of simple superpositions of

phase states.

at time ¢ = 1, we obtain

|7w7)ph + 077 ) ph + [T 0)ph — [00) pn
X = Xabs |W(tr)) = £ P 5 P i

21
for N even and

|77 ) ph + 1107 ) ph + ] 0) pi + [00)
X = Xaps [W(ty)) = . . 5 . -

(22)

for N odd. For N even, after measuring the phase ¢ € {0,7}
in the left well b, the state of the system a is then projected
onto a cat state |77 )pn — €'?|0)h.

In Figs. 3(b) and 3(c) we consider two other cases:
X/Xxa» =0, where only the a-b entangling interaction is
kept, and x/x., = 0.5. The latter value of x/x, could in
principle be obtained in optical potentials using a Feshbach
resonance, e.g., for 87Rb in states 0y =|F =1,mp =1),
and |1) = |F =2,mpr = —1) [2,26], or in a variation of our
scheme on an atom chip [27]. Remarkably, although the
entropy of entanglement remains the same [28], very different
macroscopic superpositions are obtained for different ratios

X/ Xap- For example, for t = w/x,» and N even, we get

[00) ph +107 ) ph+17 O} ph — 77 77 ) ph
2 9
1 |00)ph - i|7”T>ph
= —Xap; |V () = —————.
X = 5 Xav [W (7)) 7

To visualize these states, in the insets of Fig. 3 we show the
full density matrix in the phase state basis

Poudy = (PabblL1Pap), (25)

with the phases ¢, and ¢, ranging in [ /2,57 /2]. We point
out that a /2 pulse in each condensate transforms the state
(24) in a a-b entangled Greenberger—-Horne—Zeilinger-like
state |N,N)g — i|0,0)r with the notation (12). The entangled
macroscopic superpositions discussed here, although very
interesting from the quantum information point of view, would
probably be extremely challenging to observe. Indeed, any
source of decoherence, and in particular, particle losses, should
be avoided during the interaction time (typically a fraction of
a second) [29,30].

In the following, we focus on short time evolution y,,t <
1/+/N, in a regime in which we expect two-mode spin
squeezing and EPR correlations. In Fig. 3 this is the region
in which the entropy grows monotonically.

x =0:|¥(tr)) = (23)

(24)
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V. SPIN SQUEEZING AND EPR ENTANGLEMENT

A. EPR entanglement criterion
We imagine a situation where Alice (system a) and Bob
(system b) can measure X, or P, on our bipartite system,

where X and P are two noncommuting observables. To
quantify the entanglement of the state between Alice and Bob,
we introduce the conditional variances [16,17,31,32]:

mf(Xb) = <( X;;lf) >’
mt(Pb) = (( me) >

where X il is an operator making an affine estimation of Bob’s
result for a measurement of X, using Alice’s measurement of
X, (and similarly, for Pblnf that estimates Bob’s result for P,

given Alice’s result for ﬁa), ie.,

(26)

B =aq+ X B =g+ )P @7
Initially, the a and b systems are uncorrelated and
A Xy — X)) = AKX, + g5 A X, (28)

As the two subsystems become more and more entangled,
a measurement of X, yields more and more information on
X, [in the extreme case of a perfect correlation one would
get AX(X, — )A(ib“f) = (]. Of course, the same picture can be
drawn for A2(P, — Pj™). In a local hidden variable theory the
correlations between Alice and Bob would come from some
hidden element of reality rather than from the nonlocality of
the quantum state. If we further ask that this theory is locally
compatible with quantum mechanics, then Bob has his own
quantum state that is not affected by Alice’s measurements on
her system. In this case )A(}]“f and f’bi“f should be considered as

2

4(A2$‘§ AZS‘Z — covarz(S'z,S"’))(AzS“Jrn/zAzS’gH/2 — covar? (§g+ﬂ/2,§g+n/2))

PHYSICAL REVIEW A 88, 043605 (2013)

numbers, as far as Bob is concerned, so that the Heisenberg
uncertainty principle constrains the product Amf(X ;,)Aiznf(P;,).
If this constraint is violated,

mf(Xb)Amt(Pb) <

we have to admit that Alice’s measurement changes Bob’s
state, which is at the heart of the EPR paradox.

To achieve (29) in our situation, we use the best linear
estimation of X p using )A(a:

X, P12, (29)

Sinf o covar(X,, Xp) «
X, = (Xp) + Az—&(xa -

where covar(X,, X,) = (X. X)) —

(Xa)) (30)
(Xa)(Xp).

B. EPR entanglement in our system

For our system of two collective spins, we choose the
noncommuting variables

o= Sb bo = Siinpe 31)
Xp = 8§, P, = Sﬁ+n/2.
Here S and Sa 4myp AT spin operators obtained from S‘f‘ and

S? by linear combinations

Sg = cosa S’;l +sina S’f,
(32)

S’;‘HQ = —sina Sf + cosa 8¢
with a commutator
[S6.8np] = i8¢ (33)

and similarly for b.
Rewriting (29) using these operators yields the criterion

EPR =
(

The quantum averages involved in the EPR criterion (34) can
be calculated analytically and are given in Appendix B. As
Egppr depends on the angles o and S, the achievement of
the inequality (34) in general requires a careful choice of the
quadratures.

In Fig. 4, top row, we show the evolution of Egpr for
optimized quadrature angles. In order to allow the comparison
of curves with different atom number, the time has been
rescaled using the scaling of the best squeezing time in the case
of spin squeezing in a single condensate [9]. In the bottom row
we present the angular dependence of Egpg at the best time
extracted from the top-row curves.

a. Case x = 0. The quadrature optimization gives in this
case

a=0, B=mu/2, 35)

285828, )|(32)°

<1 (34)

corresponding to X = S" and Xb = Sb The condition (35)
can be simply explained by integrating the equation of motion
of §¢ for yapt < 1/+/N and x1 < 1/+/N [33]:

ety = 84(0) + Nt<x go — Keb Sb) (36)
Indeed, for x = 0 and

1/N < xart < 1/v/N
xt < 1/v/N,

the component S’;‘ becomes an “enlarged copy” of S’Zb [34].
As shown in Fig. 4(a), for times (37) the system beats
the classical limit and satisfies (34). Using parameters as in
the experiment of [1] (N = 10% and x., = 0.5 s71), we find
that the maximal EPR entanglement is created for  ~ 20 ms,
well within reach of such experiments. We note that the

(37

043605-5
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FIG. 4. (Color online) Top row: Evolution of Egpr (34) for three different ratios y /x.». The number of atoms in each ensemble is N = 50
(black dotted line), N = 500 (blue dashed line), or N = 5000 (red solid line). The quadrature angle o has been optimized numerically, while
B is fixed by the conditions (35), (38), (39). Bottom row: Dependence of Egpg on the angle o while S is still given by the conditions (35), (38),
(39). In these curves the time is fixed to the best time (minimum of Egpg) extracted from the top-row curves, although the time dependence is

smooth in the interesting region (37).

angular width over which (34) is satisfied decreases with the
atom number, 6° for N = 500 and 1° for N = 5000, which
is, however, still compatible with the experimental control
achieved in [1,35].

b. Case x = xq». For x # 0 the squeezing Hamiltonian
correlates S"y’ with S‘é’ and hence with S‘)” There is then a
priori a competition between the correlation S’f-gi’ and the

correlation 3‘;’—3’? . The numerical optimization gives
B=a+m/2, (38)

where ap is a small angle approaching zero in the interesting
time domain (37) when N tends to infinity. The results for this
case are in Fig. 4(b). As in the case y = 0, the angular width
over which (34) is satisfied decreases with .

c.Case x = 0.5x,p. Inthis case the quadrature optimization
gives

a = aopt(t)y

o =B = aopll), (39)

where ap is a small angle approaching zero in the domain
(37) when N tends to infinity [see Fig. 4(c)]. From Eq. (36)
we have in this case

84(r) — 840) = —(80(1) — §2(0)). (40)

As far as one can neglect the initial conditions, perfectly
correlated quadratures are obtained choosing X, = S‘; and
X, = 3;’ (and thus X" = —S"y‘), correspondingtoa = B = 0.

The case x = 0.5, is “special” in the sense that, if we ex-
pand Egpy for times (37), the leading order in (Nt) (order four)
is identically zero independently of the quadrature angles. This
explains the fact that both Egpg and the entanglement witness

E.y defined in (42) below take very small values in this case
although x # 0 (see Figs. 4 and 6). Over the three cases we
have considered, x = 0.5y, is also the only one in which
we find a solution, that, although different from the global
minimum of Egpr over the quadrature angle, has a smooth
angular dependence of Egpr. This is obtained choosing

B=—a, 1)

& = Uopt,

and the result is shown in Fig. 5.

C. Entanglement criterion

We defined the EPR-entanglement criterion in (29). Note
that an ordinary entanglement criterion between ensembles a
and b would be

2 _ ALKDAL(P)

inf
T ANX)ANE) @
Indeed, for two uncorrelated systems cov()A(a,)A(;,) =0,
A2 (Xp) = A*(X,) and (42) becomes an equality. We note
that while the EPR-entanglement criterion (29) implies the
entanglement criterion (42), the converse is not true.

We find that very strong a-b correlations build up in our
system so that the inferred variances become very small
compared to the original variances. This holds for a wide
choice of quadrature angles. We show an example in Fig. 6 for
three values of the ratio x / xap.
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X = 0.5Xab D. Squeezing versus EPR entanglement

Finally, one may ask whether the squeezing of each
BEC resulting from the x($¢)? and x(8?)* terms in the
Hamiltonian (9) is affected by the nonlocal entanglement
between condensates a and b.

In general, if one system is entangled with another system
that is not measured, the purity of its state is degraded and
so its quantum correlations. Based on this argument we thus
expect the spin squeezing in a to be deteriorated by the EPR
correlations, which is what we investigate in this subsection.

For the quadrature 33 introduced in Eq. (32) we define the
squeezing parameter &, [36]:

NONY

1(59)]

£, = (43)

The system is squeezed if &, < 1. In the time regime given

by (37), one has |(§"’)| ~ N /2, so that we can focus on AZS‘Z.
From the definition of S; (32) and Eq. (36) giving S’;f(t), one

02f i can compute the values of the quadrature angle for which AZS'g
o L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ reaches its extrema
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5
()L:-B S'as\wf_i_gas\wa 4
tan2a=(z y yz>: Ui (44)

28 28 2
FIG. 5. (Color online) Top: Evolution of Egpr for x = 0.5x AZS) — A=S¢ XapNt(1 +n%)

and quadratures chosen according to (41). The atom numbers

are the same as in Fig. 4. Bottom: At the best time, depen- where we introduced
dence of Egpr on the angle o, while B is still given by the

conditions (41).

n= Xah/ZX- 45)

Lk
0.1
B
8a]
0.01
0.001
0
23
N™7 Xap t
1
8
8a]
0.01
0.001 L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.01 L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 0.001 L ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
5 <1 05 0 05 1 15 -5 -1 05 0 05 1 15 45 <1 05 0 05 1 15
o=p-n2 o=03-n2 o=p

FIG. 6. (Color online) Top row: Evolution of the entanglement witness E.y (42) for three different ratios x /x.». The number of atoms in
each ensemble is N = 50 (black dotted line), N = 500 (blue dashed line), and N = 5000 (red solid line). The quadrature angle « has been
optimized numerically, while 8 is fixed by the conditions (35), (38), (39). Bottom row: Dependence of E.,, on the angle o while g is still given
by the conditions (35), (38), (39). In these curves the time is fixed to the best time (minimum of E.,) extracted from the top-row curves.
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(a) x = 0.5xab
100 T

100 \ \

FIG. 7. (Color online) Angular dependence of the squeezing
parameter &, (43) (solid red line) together with Egpr (dashed blue
line, already shown in Fig. 4 bottom row) for two values of the
ratio n = x./2x. For both &, and Egpg the time is fixed to the
time-minimizing Egpg, as in Fig. 4. The atom number is N = 5000
in each condensate. The horizontal red dotted line shows the analytical
value of the squeezing limit (47).

Note that from (37), tan 2o < L. Linearizing equation (44)
we find that the minimum of A%8¢ is obtained for

2n

Omin = —70/2 + ——————.
/ N xapt(1 +1?)

(46)

Expanding AZSg in powers of 1/N x,»t we finally obtain

ne 1 yo(——
Emin = s + 0 ((NXaht)2> : (47)

This equation shows that the nonlocal entanglement (1 # 0)
introduces a squeezing limit that is independent of the particle
number. The limit (47) is shown as a dotted horizontal line
in Fig. 7. Physically, the limitation of the squeezing comes
from the fact that when x,;, # 0 (n # 0), the state of a after
tracing out the system b is not anymore a unique squeezed
state but rather a mixture of squeezed states rotated by an
angle depending on the state of b [37]. From Fig. 7 we remark
that although squeezing in each condensate is limited, it can,
however, coexist with EPR entanglement for experimentally
relevant parameters.

PHYSICAL REVIEW A 88, 043605 (2013)

VI. CONCLUSION

We consider a scheme that allows us to entangle two
spatially separated atomic ensembles using collisional interac-
tions. The system we propose is a pair of bimodal condensates
in state-dependent traps as could be realized in an optical
trap or using microwave traps on an atom chip. Within a
four-mode approximation, we find a very rich physics. At
long evolution times, the system evolves into macroscopic
superpositions entangling the two ensembles a and b. We have
shown that these states take a simple form if expressed in
the phase states basis. Correspondingly, at some remarkable
times, the entanglement entropy takes simple values. At short
times the system exhibits EPR-like entanglement that could
be revealed by variance and covariance measurements on the
collective spin components. We compared criteria for EPR
entanglement and simple entanglement. We show that they
are both satisfied for a wide range of experimental parameters
in our system, the EPR entanglement being, however, more
demanding than simple entanglement because of its sensitivity
to the choice of quadratures. Finally, we proved that the best
achievable squeezing in each BEC is limited to a finite value
by the nonlocal entanglement between a and b.

We expect that the macroscopic superpositions that we
predict at long times will be very sensitive to decoherence,
while the nonlocal entanglement at short times might be more
accessible, as it is the case for spin squeezing in a single
ensemble [38]. Further studies including, in particular, the
spatial dynamics of the condensate wave functions [11] will
be done in order to confirm the conclusion of the present work
and to allow a detailed comparison with future experiments.
During the preparation of the present manuscript we became
aware of a preprint discussing ideas closely related to Sec. IV
of our paper [39].
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APPENDIX A: WHY log(gq)?

Here we show how to decompose the operator
exp(i2rm/q S‘;’ Sf ) into a sum of simple rotations in systems
a and b [see Eq. (A6)]. We will use this result to calculate the
global state and the entropy of entanglement at special times
Xabl = 27 m/ q.

We consider N even [40] and we introduce the notation

x =exp(i2rm/q). (A1)
First, we will prove the identity

g—1

Qa b
Y S — g (A2)
p.r=0

It is sufﬁcient to Pheck that (A2) hold§ in theA eigenbasis of
operators $¢ and S?. For N even, both §¢ and 5” have integer
eigenvalues, which we denote én, and dn,, respectively. For

043605-8



SPIN SQUEEZING AND EINSTEIN-PODOLSKY-ROSEN ...

each pair of eigenvalues én,, 6n; we obtain

g—1 q-1
Z x—Gra—p)dnp—r) _ Z x 7P, (A3)

p.r=0 p'r'=0

where we redefined the summation indices p’ = (p — dny,)
mod g andr’ = (r — én;,) mod g. However, from the properties
of the roots (of degree ¢) of unity, we know that Zf;h
qdy, 0, where §; ; is the Kronecker 6. Hence, we have

.
X7 =

Z _0 x~P"" = ¢, which proves the equation (A2).

To decompose exp(i2nm/q S? Sf ) we additionally use the
relation

_ Sby . a Sagh _(Qa_ N\ 3b_
X prxpSf+rSZ sz:S:x (8¢ =p)(S7 r)' (A4)

After summing both sides of Eq. (A4) over p,r =

0,1,2,...,g — 1 we get
q—1 q—1
Z P (Y ST Z o Be=p)SE—r)
p.r=0 p,r=0
A2 Qa &b
X 155 (AS)

Finally, dividing Eq. (A5) by ¢ we obtain the desired
decomposition

14

2 2mm Ga Qb : 2mm b 2mm &

Sa g - 3 ;

ea i = — E X PR e e (A6)
q

p,r=0

The entangling rotation in a and b is thus rewritten as a
sum of simultaneous rotations by all multiples of an angle
2r/q in the a and b systems with coefficients éx”” =
é exp (—i2wm pr /q). Acting with this operator on a product
state |W,, W) we get

- 2m Qa Gb Sdmm L Gay . Qb
el a stzllyav\ljb) Z X e 4 (psz+rsz)|\l/a,\[’b>

pr =0
j2m g,
:—E e q

where |W}") = L Y070 xS TSy,

From now on We focus on “long” evolution times, where the
angle 1/¢ > 1/+/N.Under this condition any phase state |¢) pn
is almost orthogonal to its rotated version exp(i 2= rS”)Iqb)ph

This is also the case for the evolved state |¥,) = e”’(’(s«f)2 10} ph
considered in the main text:

—izlrgf’ _
(Wyle™ 75 1wy =
= on(0le ™ 75 |0) = 8,0. (A7)

o)

as

i Sby2 ;2T ,.5b - Sby2
on (0] X160 =182 gmixt G270y

From (A7) we see that states |\Il;p )) form an almost orthonor-
mal basis:

1

(\IJ,(,”’)}\I/,()”)> = — (W] pr’r’—preiz’%(r—r’)sg'%)

rr’

1 :
=Y x0T =5, . (A8)
a4

PHYSICAL REVIEW A 88, 043605 (2013)

With this we can compute the reduced density matrix for
system a:

0a = Trpp = Z(lplgp)|p|\p£p)>
p

V(W le o (A9)

This mixed state indeed leads us to the value of the entropy
:2r . Qa
close to log(g) due to the orthogonality of states e’ « 7 |W,)
for different p.
An important example is the case ¢ = 2, which corresponds
tot, = L. According to (A6) we can write

mS”S”

(1 +el7TS +el7TS _em(S” S")). (AlO)

In the case x = x5 the state [¥,,W;) is equal to |77 )pn. Thus
according to (A10) and (19) the global state of the system is

|W(t)) = e
= L7 m)ph + 107 )pn + [770)pr

inS;‘Sf |ﬂn>ph

— 100)ph).-

In such a way one can reconstruct all the states shown in insets

of the Fig. 3, corresponding to different ¢ and ratios x / xas.
APPENDIX B: QUANTUM AVERAGES

The quantum averages used to compute the EPR criterion
are listed below:

o _ N
(8¢) = = cosM 1 (x1) cos™ (xant/2),

2°
($5)=0. (85)=0,
. N
2 Qa
A8 = T
NN —1
+ %[1 — cos™ (xapt) cosV 22 x1)],
. N
A280 = — |
4

W
S

2
Il

JO

N2
§{0082N’2[(x + Xap/21)]

— cos®™ 2 [(x = xap/211},
A N2
(848%) = - sin(xapt /2) cos™ N (xapt /2) cosV T (x1),

rq Ba N(N —-1)
((80.50)) = M=

The variances and covariances of the generic quadratures
(31) are

sin(x 1) cos™ (xapt /2) cos™ “2(x1).

A8 = cos2aA2$‘§f + sin® « A28¢
+ sina cos {59, 5¢}),
A8} = cos® BA*SY + sin® BA*S?
+ sin 8 cos ,3({5‘?,3';’}),
covar(S’Z,S‘z) = COS & COS ,B(S’f‘ S';’)

+ sina cos ,3(3‘63‘?) + sin  cos af A; 7).
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Due to atomic interactions and dispersion in the total atom number, the order parameter of a pair-condensed
Fermi gas experiences a collapse in a time that we derive microscopically. As in the bosonic case, this blurring
time depends on the derivative of the gas chemical potential with respect to the atom number and on the variance of
that atom number. The result is obtained first using linearized time-dependent Bogoliubov—de Gennes equations,
then in the random-phase approximation, and then it is generalized to beyond the mean field. In this framework,
we construct and compare two phase operators for the paired fermionic field: The first one, issuing from our
study of the dynamics, is the infinitesimal generator of adiabatic translations in the total number of pairs. The
second one is the phase operator of the amplitude of the field of pairs on the condensate mode. We explain that
these two operators differ due to the dependence of the condensate wave function on the atom number.

DOI: 10.1103/PhysRevA.88.063623

I. INTRODUCTION

Long-range coherence in time and space is a key property
of macroscopic quantum systems such as lasers, Bose-Einstein
condensates, superfluids, and superconductors. In the case
of bosonic systems, coherence derives from the macroscopic
occupation of a single-particle mode and can be directly visu-
alized in an interference experiment by mixing the quantum
fields extracted at two different spatial points of the system or
at two different times. The interference pattern then depends
on the relative phase of the two fields.

Experimental investigation of temporal coherence in Bose-
Einstein condensates began right after their achievement in
the laboratory [1-3], and the use of their coherence properties
in atomic clocks or interferometers [4—6], or even for the
creation of entangled states, is currently a cutting-edge subject
of investigation. In this respect a crucial role is played by the
atomic interactions. On the one hand, the interactions limit
the coherence time, causing an initially well-defined phase or
relative phase to blur in a finite-size system [7—13]; on the other
hand, at shorter times, coherent phase dynamics in the presence
of interactions allows for generation of spin-squeezed states
[14,15] which opens the way to quantum metrology [16-20].

Let us now turn to the case of fermions. Cold fermionic
gases have been widely studied in the last decade [21-23]. With
respect to bosons, fermions have the advantage that the interac-
tion strength can be changed by the use of Feshbach resonances
without introducing significant losses in the system. Across
these resonances the s-wave scattering length characterizing
the short-range interactions in the cold gas can be ideally
changed from —oo to +00. Using the same physical system,
different interaction regimes can be accessed, ranging from a
BCS (Bardeen-Cooper-Schrieffer) superfluid of weakly bound
Cooper pairs, when a is small and negative, to a condensate
of tightly bound dimers behaving like bosons, when a is
small and positive. In between, a strongly interacting unitary
gas is obtained when a diverges [24,25]. Recent progress in
experiments made it possible to observe the coherence and
superfluidity of these Fermi gases [26,27], to study with high
precision their thermodynamics in the different interaction
regimes [28-31], and to perform an interference experiment
between two independent condensates of dimers [32].

1050-2947/2013/88(6)/063623(16)

063623-1

PACS number(s): 67.85.Lm, 03.75.Kk

In the near future we expect the experimental studies to
extend to coherence properties, e.g., along the lines of [33,34],
and this motivates a theoretical study of phase dynamics in
paired fermionic systems. The scope of this paper is to provide
an analysis of this problem, at zero temperature.

Let us consider an unpolarized Fermi gas with two internal
states 1 and |, in the presence of weak attractive interac-
tions between fermions in different internal states. At zero
temperature, a macroscopic number of 1 pairs of fermions
condense in the same two-body wave function. Long-range
order and coherence properties then show up in the two-body
correlations that are in principle measurable [33,34].

To investigate temporal coherence of the pair-condensed
Fermi system, in a first stage, we determine the time evolution
of the order parameter of a state that is a coherent superposition
of different particle numbers. At the mean-field level, the
broken-symmetry state is simply the ground state of the gas in
the BCS theory [35]. Interactions and an initial dispersion
in the particle number cause a blurring of the phase and
the collapse of the order parameter of the BCS gas, after a
time that we derive analytically. This is done in Sec. II. Loss
of coherence is described in a low-energy subspace of the
linearized equations of motion by a zero-energy mode [36]
and an anomalous mode [37] excited respectively by phase and
particle-number translations. We derive these modes and the
related phase and number operators explicitly and express the
phase blurring time in terms of the particle-number fluctuations
and of thermodynamic quantities of the gas. We show that the
same microscopic expression of the blurring time is obtained
using the random phase approximation (RPA) put forward in
Ref. [36]. A similar symmetry-breaking approach, based on the
linearized treatment of quantum fluctuations, was introduced
for bosonic phase dynamics in Ref. [9]. We stress that the
collapse we are interested in is a finite-size effect and the
blurring time we find diverges in the thermodynamic limit.

In Sec. IIT we give some general considerations about the
definition of a phase operator in the fermionic case and we
examine two possible candidates for this operator. We find
that the phase operator derived in Sec. II in the dynamical
study of the order parameter is a generator of adiabatic
translations of the number of particles of the gas, that is,
it increases the particle number while leaving the system

©2013 American Physical Society
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in its many-body ground state. A second natural definition
of the phase operator, which we call the phase operator of
the condensate of pairs, is associated with the amplitude
of the field of pairs 1@ ¢(r)1%(r’) on the condensate wave
function, defined as the macroscopically populated mode of
the two-body density matrix. We show that the two phase
operators differ if the condensate wave function depends on
the total number of particles. Although not pointed out at
that time, this difference was already present in the studies of
bosonic phase dynamics [9,11,38,39].

In Sec. IV we extend our results for the blurring time and
the phase operator beyond the BCS theory. This is done in two
ways. First, we go beyond U(1) symmetry breaking: although
they are not appropriate to describe the state of an isolated gas,
as they cannot be prepared experimentally, broken-symmetry
states can be given a precise physical meaning when dealing
with a bipartite system with a well-defined relative phase
[10,34]. In Sec. IV A we restore the symmetry by considering
a mixture of broken-symmetry states, and we relate the order
parameter to correlation functions. Second, in Sec. [IVB we
go beyond the mean-field regime by replacing the BCS ansatz
with a coherent superposition of the exact ground states for
different numbers of particles. We have chosen to postpone
this section giving a general result until after the microscopic
derivations based on the mean-field BCS theory that are useful
to set the stage and become familiar with the problem. Never-
theless, Sec. IV B is self-contained, and the reader willing to
avoid all technicalities might go to this section directly.

Finally, in Sec. V we sketch an experiment in which such a
state would be prepared and which would allow the observation
of a Gaussian decay of the time-correlation function. We
conclude in Sec. VI.

II. COLLAPSE OF THE BCS ORDER PARAMETER

In this section we show that the phase of the order parameter
of a gas initially prepared in the U(1) symmetry-breaking BCS
state spreads in time, causing the order parameter to collapse.
With this aim, we use linearized equations of motion both at the
“classical” mean-field level and at the quantum level (RPA).
The two approaches yield equivalent equations of motions
for small fluctuations, either classical or quantum, of the
dynamical variables. However, while the quantum fluctuations
of the initial state are built in in the quantum theory, we need
an ad hoc probability distribution of the classical fluctuations
to reproduce the quantum behavior with the classical theory.

A. Hamiltonian

We consider a gas of fermions in two internal states 1
and |, in the grand canonical ensemble of chemical potential
W, in a cubic lattice model of step b with periodic boundary
conditions in [0,L]. The fermions have on-site interactions
characterized by the bare coupling constant go. The grand
canonical Hamiltonian of this system is given by

. . n? .
H = b3 Zl/fi(r)<_%Ar - M)l/fo(r)

+gob > YL (T (0 (), (1)
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where the single-particle discrete Laplacian on the lattice has
plane waves ¢’*T as eigenvectors with eigenvalues 712k>/2m,
and the field operators obey discrete anticommutation relations
such as {¥y (1), 0),()} = 850:8re /b, and o,0" = 1 or |.
The bare coupling constant g¢ is adjusted to reproduce the
scattering length a of the true interaction potential [24,40—44]:

1_ m / Bk m
g0 4nh’a  Jesz Qn)} R2K2

where FBZ is the first Brillouin zone [—m/b,/b[* of the
lattice.

2

B. Reminder of the BCS theory
The BCS theory is based on the introduction of the ansatz

lWscs) = Ne?€'10), 3)

where y is a complex number and C' creates a pair of 1
fermions in a wave function ¢. In Fourier space

CT = Z (pkaltTaT_kw (4)
k

where &:m creates a fermion of wave vector k in spin state o and

obeys the usual anticommutation relations. For the purpose of
this work, it is sufficient to restrict our attention to pairs of zero
total momentum, as this will describe both the initial ground
BCS state and the relevant fluctuations for phase dynamics. To
parametrize the BCS state we use the complex Vi coefficients

Y ¢k

T+ lye?

which can be interpreted as the probability amplitudes of
finding a pair with wave vectors k and —k:

Vo= — 5)

Vil? = (af,aly 4, frpes
= <&l¢&k¢>BCS = (&iklﬁ—u)Bcs, (6)

where the notation (---)gcs means that the average value
is taken in the BCS state (3). We rewrite this state using
the parameters (5) in the usual form (up to a different sign
convention)

Wses) = [ [ — Vi, aly))10), (7)
k

where Uy defined by

Uk = m (8)

is real and positive. The BCS ansatz breaks the U(1) symmetry
and has a nonzero order parameter A,

A = go(Vr Vy)Bes = —% Z ViU # 0. 9)
K

The BCS ground state |1ﬂ§cs) is obtained by minimizing
the energy functional

E = (H)gcs (10)
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treated as a classical Hamiltonian with respect to the complex
parameters Vi:
oE

0E
o Vi

- *
V=V IV

—0. (11)

V=V

Explicitly
L3 h2k2
E =goLpipy + —IAP + 2(— — u>|vk|2, (12)
o o+ ()
where the average density of spin-o particles,
At A 1
po = (WlPoles = 73 D Il (13)
k
is here spin independent. This minimization leads to

265UV = Ao[(U0) = (V)] (14)

whose solution with positive V) is

1 &k
Vo= [=(1-2), 15
k 2( Ek) ( )
where & = %

5 — Mt gop? is the kinetic energy shifted by
the chemical potential and corrected by the mean-field energy,

and
e = /& + A] (16)

is the energy of the BCS pair-breaking excitations. The gap
Ay is the ground-state value of the order parameter (9),

Ao = g0V ¥1)o, (17)

where the notation (- - - )y means that the average value is taken
in the BCS ground state |{3.). The parameters of |[¢r3-s)
depend on the unknowns A, and the average total density
o0 = 'O(T) + pi), implicitly related to p and to the scattering

length a by
1
= (1 - 5—") ()
k €k

1 1 1
==Y 19
L3 Xk:ZGk ( )

K

80

Equations (18) and (19) are obtained using the mean-particle-
number equation

N=")=2> (W) (20)
k

in addition to (2) and (15). Equation (19) is called the gap
equation.

C. Time-dependent Bogoliubov—de Gennes approach:
Zero-frequency mode, anomalous mode, and phase dynamics

1. Linearized time-dependent Bogoliubov-de Gennes equations

We now consider a nonstatic BCS state |y (7)) = |¥cs(?)),
of parameters

Vi) = Vi0 + 8 V(). 1)

PHYSICAL REVIEW A 88, 063623 (2013)

The time-dependent BCS equations (or Bogoliubov—de Gennes
equations) arise from the minimization of the action

s ih d N
S = / dt{g((lﬁ(t)lallﬁ(t)) - C-C-> - (lﬁ(t)lHllﬁ(t))}-

(22)
Choosing Uk(t) as in Eq. (8) real at all times, this gives [37]
av oE vy oE
ih—% = —— k= (23)
dt A% dt o Vi

These equations can be linearized around the BCS ground state
for small perturbations 8 Vi. Introducing the operator £ such

that
d [ 8V 8V,
ih—( 'fk) =c< ';) , (24)
ai\ v ) SVi ) ven

where D contains all possible values of the single-particle wave

vector, D = [— %, E[*N(2 Z%), we can write L in a block form
using the derivatives of E taken in the ground BCS state:

(A B A I°E B — I°E
“\=B A TR T v TR gveavy
(25)

The matrix A is Hermitian and the matrix B is symmetric; we
give their explicit expressions in Appendix A. The operator £
gives access to the time evolution of a given perturbation:

S Vi . —iﬁ(l‘f —t) 6 Vi '
(s )0 = [ =2)(0) 0

(26)

and to the energy difference between the perturbed state and
the BCS ground state up to second order in the perturbation:

. T sVi
E[(V, Vi kep] = Eo + (V" Vi), po:L SV ,
2 Vk keD
(27)

where Eq = (H)o and o, = ((]; g), o, = (g _0]1) are block
Pauli matrices. Note that the matrix o,£ is Hermitian by
construction and it is non-negative since Ej is the ground-
state BCS energy. In full analogy with previous results for
bosons [38], our choice of canonically conjugate variables
leads to a highly symmetric linearized evolution operator. The
symplectic symmetry

o.Lo, = L1 (28)

ensures that the eigenvectors of £ are equal to those of £
multiplied by o,. The time-reversal symmetry

o Lo, =—L* (29)
ensures that for each eigenvector (a,b) of £ with eigenvalue

€, (b*,a*) is also an eigenvector of £ with eigenvalue —e*.

2. Zero-energy subspace

We concentrate here on the zero-energy subspace of L
where zero-temperature phase dynamics occurs.
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a. Zero-energy mode. Due to the U(1) symmetry of the
Hamiltonian, the mean energy of a BCS state does not depend
on the phase of the parameter y in Eq. (3), that is, it is invariant
by the transformation

y = yve'l, Vi — Ve, Vi Ve 2. (30)
Consequently the classical Hamiltonian E (12) is not affected
by a global phase change of the BCS ground-state parameters
V2, E[(V2e'?, Ve Q)yep] = Eo. From (27) this implies that

the perturbation linearized for Q < 1,

znz<i,v"00 ) , (1)
—1Vk keD

is a zero-energy (null-energy) mode
Lé, = 0. (32)

Alternatively we can consider the continuous family Q +—
(V2e'2, Ve~ 1) p. Each element of this family is a time-
independent solution of (23). For Q infinitesimal, the differ-
ence with respect to the (V,, V;0)xep member of the family is
then a zero-frequency solution of (24).

The vector (31) is equal to its time-reversal-symmetric &, =
oyér, and does not span the full zero-energy subspace. We will
obtain the missing vector in the following section.

b. Anomalous mode. After phase translations, one
naturally turns to mean-particle-number translations. By adi-
abatically varying the chemical potential u of the gas (i.e., by
changing the mean number of particles continuously following
the BCS ground state), we will prove the existence of an
anomalous mode with the properties

- du
e, = —2i %5 (33)
AN
L%, =0. (34)

Letus introduce Vl? (1) € R*, the parameters of the ground-
state BCS solution corresponding to a chemical potential fi.
Within the BCS ansatz, they minimize the mean value of H +
(n — ,FL)N with A given by (1). We then consider the family
of time-dependent BCS parameters

fi > Vi(fi, 1) = V(e 1w, (35)

We will show later on that each element of this family is a solu-
tion of the time-dependent BCS equations (23) for a chemical
potential 1, the phase factor in Eq. (35) precisely compensating
the mismatch between the two chemical potentials p and fi.
By linearizing (35) for a small value of i — u, we obtain the
deviations

(BVk)

SV ) o

_(~kD) 2 VW iv0<m
ST TR v ) T\ v ) |

(36)
which must be a solution of the linearized time-dependent

BCS equations (24). Using the expression (31) for the zero-
energy mode, this explicitly gives the announced anomalous
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__dp (W
g, =2k ( 0) : (37)
dN du i keD

Let us now show as promised that the family (35) is a
solution of the time-dependent BCS equations (23) for a
chemical potential . A first way is to remark that if |v/)
is a solution of the time-dependent Schrodinger equation
of the Hamiltonian H + (1 — )N, then e i(E—wiN/h|f
is a solution of the time-dependent Schrodinger equation
of the Hamiltonian H. By the application of this unitary
transformation to the ground-state BCS solution in the usual
form (7) for a chemical potential fi and using

mode (33)

ei(;l—u)tl\?/h e 20—t /h g T AT (38)

—k{’
we get the announced result. Alternatively one can directly in-
ject the form (35) into the time-dependent BCS equations (23),
which also gives the announced result. Introducing E as the
classical Hamiltonian for a chemical potential fi, one indeed
has from (12)

E[(Vi(f,1), Vi (ji,1))ken]

= E[(V(i.0), Vit (. )kep] + 22 — 1) Y [Vie( i),
k

—i(A—ptN/h st AT
e A1 /akTa—kL

(39)

Furthermore the derivatives d£/dV;y* and 9E/dVi vanish
when evaluated at the point (Vi(ii,?), Vi(fi,1))kep since this
point coincides with the ground-state point (Vl?(,&), Vl? (il))keD
up to a global phase factor.

c. Dual vectors of €, and é,. An arbitrary fluctuation of
components 8 Vi and 8V, can be expanded on the basis formed
by the anomalous mode ¢, and the eigenvectors of £ including
the zero-energy mode ¢, and the excited eigenmodes é;. To
obtain the coefficients of such an expansion, we introduce the
dual basis (also called the adjoint basis) formed by d,, d,,, and
the duals of the excited modes JA such that
i,j =n,a,\. 40)

d*-é; =8, where
We now calculate explicitly d, and c?a using the symplectic
symmetry (28). By taking the Hermitian conjugates of (32)
and of (33) and using (28) we obtain V X

(0.,) - LX =0, 41

o A
(0.€.) - LXx = Zlﬁ(ozen) - X. (42)
This suggests that the dual vectors of &, and €, are obtained by

the action of o, on ¢, and €,, respectively. Indeed, we obtain

. d 0
d, = 2i0,é, = 2d—“< lf”jlv"0> , (43)
dN —lmvk keD
. . (Vl?)
d, = —2io,e, =2 " . 44)
k / kep

To check that c?a* - ¢, = 0 we simply take X = ¢, in Eq. (41).
Further taking X = ¢; in Eq. (42) gives df - ¢, = 0. Taking

-

X = ¢, in Eq. (41) and using (33) gives Ja* - e, = 0. The last
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orthogonality relation c?n* - ¢, = 0 can be checked by direct
substitution. Finally the normalization conditions d - &, =
d¥ - €, = 1 result from the relation

d 1dN
YV = — (45)
" du 4dp

obtained from (20) by a derivation with respect to .

3. Phase variable and phase dynamics

We expand a classical fluctuation over the modes introduced
in the previous subsection:

3V . - -
( 5V*>k =Pe,+ Qe +) G (46)
€D A

The time-dependent coefficients P and Q of the anomalous
and zero-energy modes are determined by projection upon
their dual vectors:

P =2 V(Vi+8Vy) =6N, (47)
k

0= -2k ¥ (LW )ov-ov @
k

dN du
and are real quantities. We interpret P as the classical particle-
number fluctuation, from linearization of (13). To interpret Q
we consider the infinitesimal phase translation

y =y, §Vi=i8p V. (49)

Inserting such a fluctuation in Eq. (48) and using (45) gives
Q = §¢. For reasons that will become clear in the next section,
we call Q the classical adiabatic phase.

The two quantities P and Q are canonically conjugate
classical variables. Defining the Poisson brackets as

1 0X aY 0X oY
X.ry= Z (6 Vi) B(SV*) (V) 0(8 V) (50)
so that %X = {X,E}, we obtain
{Q,P} = 2 (1)
’ - h'

Inserting the modal decomposition (46) in the quadratized
Hamiltonian (27), we find that the P and Q variables appear
only via a term proportional to P?:

Bt idpi (s
2dN

where the ellipsis involves only the excited-mode amplitudes

C;.. This implies that P is a constant of motion and that Q has

a ballistic trajectory:'

E[(Vk, Vi ken] =

TP ={P.E}=0 (53)
d,_ __2du
TO={Q.E) =P (54)

'P and Q have vanishing Poisson brackets with the excited-
mode amphtudes C, as {P,C,} = (Z/Fz)d* ¢, =0and {Q,C,} =

(— 2/h)df e, =0.
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If P = § N fluctuates from one realization to the other the slope
of the classical phase evolution changes from shot to shot, and
the overall phase distribution spreads out ballistically. For a
classical distribution having zero first moments for P and Q
one has

2du
(Q)a(?) = —F—lW(P)cll‘ =0,
100 — 0Oy = 22 (d—“>2<P2>d.
dN

If we choose our classical probablhty distribution to mimic
quantum fluctuations in the ground state of the BCS theory,
thus with (P2)y = (N — N)?)o, we obtain from our classical
approach a phase-blurring time scale

d/-/L 29-1/2
oy = h|:Var N(m) ] . (55)

D. Quantum approach: Adiabatic phase operator

In this section, we use a fully quantum approach to quantize
the conjugate phase and number variables of the classical
approach of the previous section. The quantum approach uses
Anderson’s random-phase approximation [36] treatment of the
interaction term of the full Hamiltonian (1) to derive linearized
equations of motion directly for the two-body operators, rather
than for classical perturbations.

We introduce the quadratic operators

ﬁ%¢ = &£+q¢&kT’ ’_’Ef = &T—ua—k—w’ (56)
dl? = A_k—q 0kt dl? = &lqu?&fky
The equations of motion of these operators in the Heisenberg
picture involve quartic terms, for example for ﬁET:

d
—zhd nkT [H nm]

= ($k+q - «’Ek)ﬁET

Z(ama k’+p¢a k— q+p¢ak¢

At A R R
- ak+qTa—k+p¢a*k'+P¢ak/T)’ (57

where all the combinations of wave vectors have to be mapped
back into the first Brillouin zone. To linearize these equations
of motion, we consider a small region of the Hilbert space
around the BCS ground state in which the action of the
operators is only slightly different from multiplication by
their BCS ground-state expectation values denoted as (- - - ).
These average values will then be taken as zeroth-order
quantities (note that only the operators with q = 0 have a
nonzero expectation value) from which the operators differ by
a first-order infinitesimal quantity. This suggests writing an
arbitrary quadratic operator ab (where & and b are creation or
annihilation operators) as

ab = (ab)y + s(ab). (58)
This prescription, however, is not sufficient. Indeed, a quartic
operator abcd can be reordered using anticommutation rules

and one cannot pair the operators by inserting the first-order
expansion (58) in a unique way. Instead, the RPA considers
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that a product abéd is of relevant order if one can form
a q = 0 quadratic operator from at least two of the linear
operators. Otherwise, the product will be regarded as second
order and discarded. This procedure is equivalent to replacing
the product using incomplete Wick contractions:

abéd — ab(ed)o + (ab)oed — aé(bd)y — (aé)obd

{
ad)o(bé),. (59)

Note that the last three terms are included to ensure that the
expectation value (4héd)( remains exact in this approximation.
The simplification introduced by the RPA decouples the
operators of different q so that we are left with a set of linear
differential equations for each value of q. Furthermore, the
phase dynamics we are interested in takes place in the q = 0
subspace where exists the anomalous mode due to the U(1)
symmetry breaking, a subspace to which we now restrict our
attention. We have then from (56) the simplifications ﬁg? =

Ay, iy, = Ak, anddy = dY". As ashorthand notation we use
dy = d) = a_x 4. (60)

We also introduce as a more convenient combination of
zero-mean variables:

Sk = 8d — 8d), §i = 8di + 8d!, (61)

My = SAky + 0A_ky, =Ry — iy,  (62)

where the § indicates the deviation of the operator with
respect to its expectation value in the BCS ground state:
8% = X — (X)o. From the linear equations of motion (not
given here) we remark that two linear combinations of these
four variables are in fact constants of motion:

dhy,
—= =0, 63
- (63)
dz .
% =0 where x =8+ i—';n%k. (64)

The quantity / is indeed conserved when one creates or
annihilates pairs of particles with opposite spin and zero total
momentum. Remarkably, the Hermitian operator ¢ has zero
mean and zero variance in the BCS ground state:

G| ¥ies) = 0. (65)

To derive (65) we expressed the various quantities in terms of
Vl? , keeping in mind the relation (14):

. Ao

d = —— =
{dx)o e

2(fik )o_l—é—k—Z(Vk) . ©67)
€k

U2V, (66)

We thus eliminate the redundant variable §x in terms of 7
and ¢ to obtain the inhomogeneous linear system

d (59 5
ih-(f“) —£RPA(y“) +< ") . (69)
dt \mx Jyp Mk /yep 0 /ven

The source term is

S = 2k + “§Zg (69)
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Explicitly, the equations take the form
S _ 26

—ih—

Skéq
= i
dt Ay L3 ekAO

>mq — 8, (70)
€k

i
—1hd— = 2AoPx + —Z q- (71)

Direct spectral decomposition of £RPA yields the zero-
energy mode

GRPA — (2’(dk>°) and Lrpaet™ =0 (72
0 keD

where we used (19) and (66), and the anomalous mode

- 0 du
e;{PA = ( d /A ) and ,CRpAe RPA =-2i— i ,FPA,
25 o ) an
(73)
where we used the two intermediate relations
d du A dA dN
2 liho = SE =6t + Ao 1= 55 ) |,
dN dN ek du 2L3 du
d R d/L dAo A()L3
D g ligr)o = ——=—— (74)
. dN dN du g

respectively obtained by taking the derivatives of (15) and of
the ground-state version of (12), with respect to N or ju, and
further using (45) and the thermodynamic relation —N = ‘i,i“
Note that we normalized €XP* so that the second equality in
Eq. (73) is identical to that of the semiclassical theory (33).

Lgrpa does not show the symplectic symmetry (28), hence
the necessity to perform a spectral analysis of KLPA to find the
dual vectors defined as in Eq. (40). We obtain [45] for the dual
of the zero-energy mode

JnRPA _ (l(iﬁ(nkTO) )/(C?k>0> (75)
keD

and for the dual of the anomalous mode

d R = 0 . (76)
1 keD

Remarkably the matrix Lgrpa (68) and the corresponding
Bogoliubov—de Gennes matrix £ (24) are related through a
change of basis:

Lrea = ALA™! (77)

and so are their modes

e\ Wk Y\ TR
() =aig) (), a0 (), 0w

where the subscript d in ()4 refers to the dual vectors. Here Ak

is a 2 X 2 matrix
-u? U
A= 0 % (79)
2V 2V

and A is a block-diagonal matrix with matrices Ag, k € D,
on the diagonal. To show this correspondence, we think of
the classical fluctuations 8{dx) = (dx) — (dk)o and 8 (fiky) =
(fixy) — (ficy)o [where the expectation value (- - - ) is taken in a
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BCS state of the form (7) slightly perturbed away from the BCS
ground state] as a particular case of the quantum fluctuations
we consider here. In the state (7) (dx) = —Ux Vi according
to (9), and (7ixy) = WV} Linearizing these relations around
the BCS ground state one gets

Pk < —U(6Vi — 8V, (80)
iy < 2V Vi + 8V, (81)

which explains the value of the matrix Ag. One has also the
correspondence flk < 0 and ;Ck < 0. The equivalence (77)
between the matrices is shown in Appendix A.

In the RPA quantum theory, P and Q are now the amplitudes
of the vector (Jx #ik)xep On the anomalous and zero-energy
modes, respectively:

( yk > Q—'RPA —’RPA 4. (82)
My keD

where we have written explicitly the expansion within the
zero-energy subspace only. Using the expression of the dual
vectors (75) and (76) we obtain

p= ka =N, (83)
du o l?
Sl dp gt
0 =2i T5 Z (8dk sdy). (84)
The resulting equations of motion are
dP
— =0, 85
T (85)
do 2du ~ A
— =———P 4+ Z. 86
dt hdN + (86)

The difference from the corresponding linearized time-
dependent Bogoliubov—de Gennes equations (53) and (54) is
due to the operator Z = (2/h) Zk & S/ Uy O that originates
from the source term in Eq. (70). Its mean and variance in the
BCS ground state are, however, zero,

Z|yrpes) = 0., (87)

so that this operator will not contribute to the collapse of the
order parameter in the thermodynamic limit as we will see.

E. Collapse of the order parameter

We can now calculate the evolution of the order parameter
for a system initially prepared in the BCS ground state. In the
Heisenberg picture,

AWM = gl O D)o = T3 Z de())o.  (88)
From (82) anAd using (8), (14), (66), and (67), we obtain the
evolution of di in the zero-energy subspace:

d
di(t) = [14i 0" di)o + CSNW(dk)O + 5 Ck(O) +-

(89)

Should we calculate the order parameter directly from this
expression we would obtain a constant value because all the
operators arising from the linearized equations of motion have
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a zero mean value. To overcome this difficulty, we recall
that, for an arbitrary (i.e., not necessarily infinitesimal) phase
fluctuation Q, the field is modified as

Vi =eCVY,  (di) = ¢'C(d)o. (90)

The 1+iQ terms appearing in our decomposition must

therefore be the linearization of the operator ¢'9 contained
in dk(t). Having recovered this factor, the order parameter

reads
Ar) = Ao(e! V). 1)

Using O(1) = Q(0)— 2
dynamic limit where one can neglect the contributions of Z
and of the fluctuations of the initial phase Q(0), we obtain

A(t) = Age 2/, (92)

where the phase-blurring time #; is given by (55). We give the
details of this calculation in Appendix B.

(N N )h and going to the thermo-

F. Application: Blurring time in the BEC-BCS crossover

The mean-field BCS theory gives analytical expressions
for the thermodynamical quantities in the BEC-BCS crossover
[46—48] in terms of special functions [49]. We use them here
to show some numerical results for the coherence time of a
BCS ground state, paying special attention to the so-called
Bose-Einstein condensate (BEC) and BCS limits.

We imagine that we have initially prepared a BCS ground
state so that the variance of the particle number can be
expressed as a sum over K using (66):

. A}
Vark =) " =L, 93)
K Sk

VarN is an explicit function of u and Aj. Using the BCS
equations (18) and (19) we express it in terms of the Fermi
wave number kp = (672p2)!/3 and of the scattering length
a as we change the sum in Eq. (93) into an integral in the
thermodynamic limit and as we take the limit of a vanishing
lattice step b. The result is shown in Fig. 1. In the kpa — 0~

3

0 1
l/kFa

FIG. 1. (Color online) Variance of the total particle number N in
the BCS ground state (solid line). The dash-dotted blue lines are the
asymptotic behaviors in the BEC and BCS limits.
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BCS limit, the variance is proportional to the gap and thus
tends exponentially to zero:

3r N

VarN  ~ Ag = ——8e e /2l (94)
kra—0- 4 € F 4
where €5 = hzklzF /(2m) is the Fermi energy. In the kra — 07
BEC limit, the BCS theory correctly predicts the Poissonian
variance of an ideal gas of composite bosons, Var(N/2) =
N/2.

The derivative dyi/d N is the variation with N of the energy
cost of adding an extra particle to the gas when N are already
present on average. For a BCS state, it can be obtained by
taking the derivative of the mean-density equation (18) with
respect to ;. When b — 0, the coupling constant go — 0 and

du Ao@
— =, 95
dN 24 X2 ©3)
where we have defined the quantities
A} Adx
e=>) =2, X= 0=, 96
Lo X=2 ©6)
k k
related to Ag by
dA X
— == 97)
du ®

as can be obtained by taking the derivative of (19) with respect
to 1. The behavior of du/dN is shown in Fig. 2 (see also
[50]). Since adding an extra fermion to a Fermi sea costs an
energy €r, i should tend to €x and du/dN to dep/dN =
(2/3)er/N when kra — 07, as is correctly reproduced by
the BCS approximation. In the BEC limit, the approximation
predicts for u

M amor ~ kpa)?

which is the mean-field chemical potential of a gas of dimers
with binding energy 71>/ ma® and dimer-dimer scattering length

€
L kpamo + o(kpa),  (98)
3

0.9
0.8

FIG. 2. (Color online) du/d N in the BCS ground state. The full
line is the BCS mean-field approximation; the dash-dotted blue lines
show the asymptotic behaviors. The dashed red line is the exact
(beyond BCS theory) asymptotic behavior on the BEC side and the
red cross is the value at the unitary limit kr|a| = oo deduced from
the value of the universal parameter £ in the equation of state [23].
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100

g t,/hN

1/ kFa

FIG. 3. (Color online) Phase-blurring time #,, in the BCS ground
state (solid line). The dash-dotted blue lines show the asymptotic
behaviors. The dashed red line is the exact asymptotic behavior and
the red cross is the expected value for kp|a| = oo. In all cases we
take Var/ as given by the BCS ground state.

amor. Then for du/dN

_ €r
du/dN = —
w kra—0+ 3T N

kpamol + o(kra). (99)

The value of the dimer-dimer scattering length predicted
by the BCS theory, ame = 2a [51], is, however, quantita-
tively incorrect. The exact value apo = 0.6a obtained in
Refs. [52,53] is used to plot the dashed red line of Fig. 2.

The blurring time is shown in Fig. 3. It tends to infinity in
both BEC and BCS limits, but not for the same reasons. In
the BEC limit, as it is the case in bosonic phase dynamics,
the blurring time diverges because the nonlinearity of the
Hamiltonian introduced by the dj/d N factor vanishes:

3N
kra—0* \/zéFkFamol .

Again the exact value apno = 0.6a is used to plot the dashed
red line. In the BCS limit however, the divergence is due to
the fact that the initial variance VarN tends to zero as the BCS
ansatz converges to the Fermi sea of the ideal gas:

3¢2\'*VN
< 8 ) €F ¢
In the whole interaction range, the blurring time is proportional
to v/N and diverges in the thermodynamic limit as expected.
We emphasize, however, that the particle-number variance of
the U(1)-symmetry-breaking BCS state does not have in fact
any physical meaning [54]. We use it here as an illustration
of our results. In practice the variance of N , and hence the N
dependence of the blurring time, will depend on the details of
the realization of the interference experiment (see Sec. V).

tbr/h (100)

f/h ~ +r/4klal

kra—0~

(101)

III. WHAT THE ADIABATIC PHASE
OPERATOR REALLY IS

Surprisingly, the phase operator () that appears in our
dynamical study is not the phase of the condensate of pairs,
6y, that we introduce in this section.
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1. Phase of the condensate

To define the phase operator of the condensate, we assume
that the state of the gas is such that one and only one
mode, denoted ¢(r;,rp), of the two-body density matrix
is macroscopically populated. This mode is defined by the
eigenvalue problem (see Sec. 2.4 in Ref. [55])

b palry,ras T 1) (1) = Nogh(ry,ra),

A
l‘],l‘z

(102)

where p; is the opposite-spin two-body density matrix in real
space,

pa(ry.ro vy = (FLaDF ] )T ()P ().

Here ¢ is the condensate wave function and No, which scales
as N, is the number of condensed pairs.

This is indeed the case of the BCS ground state. The
density matrix computed using Wick contractions contains
two nonzero terms:

pa(ry.rory ) = (PLADT] )0 (P ()i (r)o

+ (T EDT D)ol (P (r))o.
(104)

(103)

The second term involves functions of r; —r} and r, — 1)
which tend to zero on typical scales given by the Fermi length
k;l or the pair size i*kp/mAy. In the thermodynamic limit,
keeping only the long-range (LR) part, we obtain a factorized
density matrix:

2
1 Z A0 efik~(r17r2)eik’-(r’lfr’2)
Lo deger
KK k€K

= Nop(r1,r2)¢*(ry,r5). (105)

The only populated eigenvector of this matrix, here normalized
to unity, does not depend on the center-of-mass coordinates:

LR .
102 (r] 7r2’ IJ] ’r/z)

1 Z ﬂe—ik'(rl—rz)
\/N0L3 Kk 2ei

Even though we deal with a homogeneous system, this wave
function depends (via €k) on the total number of particles in
the system. The corresponding number of condensed particles
is

P(ry,ry) = (106)

(107)

Remarkably the condensed fraction 2Ny/N is equal to the
quantity VarN /2N already shown in Fig. 1, as is apparent
from Eq. (93). In the ground state Ny/N has a fixed value for a
given interaction strength kra. Changing this ratio by adding
new particles to the condensate will excite the system. In the
BEC limit all the composite bosons are condensed, whereas
in the BCS limit the number of condensed Cooper pairs goes
to zero as Ay — 0 and the state of the system approaches the
Fermi sea.

The amplitude of the field of pairs on the condensate mode
is obtained by projection onto the condensate wave function:

ag=0° ) ¢*(r1,e) P ()P4 (r), (108)

riry
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and the phase of the condensate is the phase of this amplitude,

8 1
—if) AT
e ' = —=a,
v No
where ]% = &g&o and &, is Hermitian. In the BEC limit, 4
obeys bosonic commutation relations and the phase operator
is well defined if we neglect border effects for an empty

condensate mode [56]. It then generates translations of the
number of condensed dimers:

(109)

(e?Noboalage*Noth) = Ny + SN (110)
Away from the BEC limit, dg is not a bosonic operator and the
translation (110) does not hold.? In the BCS approximation
the phase can be expressed analytically:

A 1 A
_ib 0 A At
e = —— E — Ay, -

2\/N0]\70 k €k

If we linearize (111), close to the BCS ground state, we obtain
an expression with a structure similar to (84):

(111)

A i

Oy = — 112
o TP (112)

ﬂ(&ik —sdh)
€k
but the coefficients on each mode of the wave vector k are
different so that §, is not in general equal to Q.

We note that the variance of éo (at time ¢ = 0) has the
property

Var 0y(0)VarN = 1. (113)

In Fig. 4 we show, as a function of 1/kra, VarQ(0)VarN and
Var,(0)Var N, the latter being identically equal to 1 (113) and
the former being larger than 1. The value of VarQ(0) is given
in Eq. (BS). The variances of the two phases coincide only in
the BEC limit.

2. The adiabatic phase shifts the number
of particles in the ground state

To explain the difference between O and 6, we study
the action of ¢¢ on the BCS ground state. Using the

2This last remark raises the question of the validity of Eq. (109).
From the alleged unitarity of e='%, one expects

R S B
do -0y = — =000~ =
N 0 vV N 0 vV N()
While the second equality is obvious, to obtain the first one, one can
use the relation

1 At ) A 1AT | B
1+ Ni[a()»ao] aOﬁao =1+ NT[aO,a()]

0 0 0

1.

which can be checked by straightforward expansion of the commu-
tators. In a small neighborhood of the BCS ground state, one can
show that [&0,&3] = O(1), so that in the large-N, limit the operator
in parentheses is invertible and can be simplified.
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1.3

._.
NS

Var N Var Q

09 | | | | | | |

FIG. 4. (Color online) Product of the variances of the phases with
the variance of the number of particles at time # = O for a system in
the BCS ground state. The black solid line shows VarQ(O)VarN , the
dashed red line Varf,(0)Var/N, and the blue dash-dotted line is the
BCS limit of VarQ(0)VarN. The expression for VarQ(0) is given
by (B5) and the one for VarN by Eq. (93).

expression (84) we write

o 28N V2
N0 1_[ exp ( UO yk>
0
~ 1_[ 1_%)@]{ )
NN v

Then, acting on the BCS ground state, we obtain

2LV
(150 ) s
k

= ]_[ [( —28N ijUk>

_osn-Lyo)al 4t 0y (115)
PRl A
and hence the property
eiSNQ ’WSCS(N)) —

0 is then the generator of adiabatic translations of the number
of pairs in the ground state. In the BEC limit Pauli blocking
plays no role and the ground state is a pure condensate of
dimers, Ny = N /2. We are then not surprised that translating
the ground state and translating the number of condensed
particles are strictly equivalent:

(114)

|[Wes(N—28N)). (116)

e 90,
kra—07t

(117)

as we have checked explicitly. In other regimes, Pauli blocking
cannot be neglected. Adding a new Cooper pair in the ground
state thus requires updating the wave function ¢. O does this
updating whereas 6 creates excitations out of the BCS ground
state.

Using the RPA equation (70) we can evaluate the time
derivative of 6. For simplicity we give the results only in the

PHYSICAL REVIEW A 88, 063623 (2013)

zero-lattice-spacing limit (more details are given Apendix D):

dby 1 Ay
_ 7 — —S— 1, (118
dr bS50 2R, ; |:mk(€k €k) k26ki| (118)

where the contribution involving it is not proportional to
P except in the BEC limit. §, thus has a projection on the
excited modes of the RPA equations. However, we argue that
the long-time dynamics of the two phases is the same. We
expand Ji over the eigenmodes of £ using (89) including the
projection $*° of i over the excited modes of L:

Sk = 20 Q{di)o + 5. (119)
Inserting this expression in Eq. (112) and using (66), we find,
remarkably,

Ao exe
—_ E X 120
Q+4N0 kyk ( )

At long times, the second term on the right-hand side of (120),
which is a sum of oscillating terms, is negligible with respect
to the first term, which is linear in time according to (86).

3. The bosonic case reconsidered

We show here that even for bosons, the adiabatic phase and
the phase of the condensate do not coincide if the condensate
wave function depends on the particle number as, for example,
in the trapped case.

a. Eigenmodes of the linearized equations. The adiabatic
phase O® naturally appears in the dynamics when the number
of particles is not fixed. To set a frame, we consider the
symmetry-breaking description in Sec. V of Ref. [38]. The
linearized dynamics is ruled by the operator Lgp obtained by
linearization of the Gross-Pitaevskii equation:

" XY 8y
’ dt(aw*> GP(@&*)'

The field fluctuations of the bosonic field operator are v =
Y — W, where we introduced the ground-state order parameter
W, = (V) taken to be the positive solution of the Gross-
Pitaevskii equation,

(121)

(ho — 1 + g0W3) o = 0, (122)
and
ho + 2goW2 — W2
ﬁGP=< 0+ 280 g 2 8oV, ) ) (123)
—80Vy _(hO + 280y — ,u«)

Here hy is the one-body Hamiltonian including the kinetic
energy and trapping potential. In addition to the usual
Bogoliubov modes, of positive energy € and modal functions
UE(r) and V2(r), such that

UB UB
£ A ZEB )L>
“(W) A(W

(124)
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with > B3 [JUE(r)> — |[VE(r)|*] = 1, Lcp has a zero-energy
and an anomalous mode. With similar notations to those of

Sec. I1,2
. d
. y, } Ay,
e,fz(’.q‘j> and ef=<df 0), (125)
%o an Yo

. d
- =W - Y,
B = ") and dF=(_°). (26
n .d‘p a \Ij

—izz % 0

where Wy =+ N¢ is the order parameter and ¢ is the
condensate wave function. One has

Lepel =0, (127)
. cdup
Lgp eaB = —lﬁ ef. (128)

One then obtains the decomposition of unity [38]

d
) d d v Yo
(—%)(dN * Tan 0) (L;Lﬁnpo o %o
Uk v Bx
PR (e o () e

(129)

b. The adiabatic phase. The adiabatic phase Q% and all
the other operators that have a simple linearized dynamics
are obtained by projecting the vector of field fluctuations over
the modes discussed above, using their dual vectors given in
Eq. (129):

N . d
8 iy N =Wy \ .
(Sw _l\IIO W\I]O

B VB* :

—i—Z(VB)BAJr(UB*)B (130)

with the operator-valued coefficients

d . .
B— iy b — w8 —8¥tm), (131
ZZ 5 Yoo @) — 8], (131)
P2 MY +8Yiml =8N, (132)
= Zb3[uf*(r)a¢(r) —VEmsyim]. (133)
r
From (121) and (130) we easily get
d Ap ldp 55 d 44

—Q0f =———ZpB _—_pPE—y 134
dtQ " hdN dt (134)

As in the fermionic case one can check that Q7 is a generator
of adiabatic translations of the number of particles

e 0’ (V) = Ja(N=8N)), (135)
where |a(N)) is the bosonic coherent state
a(N)) = XN Vim-Hel ) (136)

3Note that to be consistent with our previous notations, the zero-
energy mode and the anomalous mode we introduce here differ from
those of [38] by factors VN and 1 / VN, respectively.
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To show (135), one can use the identity

e/iei; _ eAJ“ée[A’B]/z, (137)

where A and B are arbitrary linear combinations of v (r) and
Y (r).

c. Phase of the condensate. We define the phase of the
condensate as the phase of the operator a7 that annihilates a
particle in the condensate mode ¢y. To first order in the field
fluctuations,

05 = Zb3¢o<r>[6w<r> —spiml (38)

2iv/N

From the bosonic commutation relation [aZ,(@%)11=1 it
results that é(f is conjugate to Ny. As a consequence é(f
is the generator of translations of the number of condensed
particles [57]. At variance with the transformation induced by
Q8 the transformation induced by §F is nonadiabatic when
the condensate wave function depends on N.

Indeed, from the definition of the phases (138) and (131),
and given the fact that

d o ~ d
__\I/ = N_— )
an = oum T an?

we see that the adiabatic phase and the phase of the condensate
are different operators if —¢>0 # 0. In particular, we have

(139)

68 = 0F — - XA:(WEA —aB)) (140)
with
1
o == Zb3¢o(r)[Uf(r) —VEm]
~ d
=N Zb3ﬁ¢o(r)[Uf(r) —VE®], a4

where we inserted (130) in Eq. (138) and use the fact that
dor b \IJO(U B _ vB)=0. By taking the time derivative
of (1 40) we obtain the dynamics of the phase of the condensate
90 ,

d ~p 1dup

dgp_ 1dipp 1 5 j
00 =P —l—th:(oz,\e,\Bx—i-H.c.).

(142)
The operators B, corresponding to excited Bogoliubov modes
oscillate in time. Equation (142) then indicates that, although
they are different operators, % and QF have the same
dynamics at long times, dominated by the constant term in
Eq. (142) proportional to PZ. The oscillating terms in the
condensate phase derivative (142) are also found within a
number-conserving theory in the spatially inhomogeneous
case [39].

IV. BEYOND BCS THEORY

A. Restoring a physical state by mixing
symmetry-breaking states

In our study of the phase dynamics, the choice of a
symmetry-breaking ground state as the starting point of a
linearized treatment is more than a matter of convenience in the
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sense that no zero-temperature phase dynamics would appear
in a state with a fixed number of particles. Therefore we need to
give a precise meaning to this choice of an a priori nonphysical
state.

Experimentally one cannot prepare a BCS state with a
well-defined phase. The choice of a broken-symmetry state
is, however, meaningful when we deal with a bipartite system,
for example a Josephson junction with two wells a and b. We
imagine that the two subsystems interact in a way that fixes
the relative phase ¢ but leaves the global phase 6 as a free
parameter. For a given realization we write the initial state of
the system as a product of BCS ground states:

[W(0)) = NyNpe® @Cote®8C )

where o and § are real numbers and C"l(b) creates a pair in
well a (b) centered in position r,@). As we said, the relative
phase ¢ is fixed whereas the global phase & must be treated
as a random variable. The physical state of the system is then
described by the density operator

(143)

[ de
p 2/ 5 PO O] (144)
0 v

since, contrarily to (143), it does not contain unphysical
coherences between states of different total numbers of
particles [10]. The corresponding correlation function

C(t) = Tel p0r (e OP | (0 ), (10 T (R )]

can be expressed in terms of the order parameters of the two
subsystems:

C(t) = (Yes | VL. 0P [ (00.0) [ W)
X (Whics |V (k0 D (0.1 Yrics):

where [Yf.) = N,eCH0) and [Yleg) = Nyet*#Ch10). The
predicted Gaussian collapse (92) of these order parameters
thus implies a Gaussian decay of the correlation function.

(145)

(146)

B. Blurring time beyond the mean-field approximation

1. Collapse of the order parameter beyond
the mean-field approximation

Now that we have given our symmetry-breaking description
of phase dynamics a precise meaning, we wish to generalize it
beyond the mean-field approximation. To this end we introduce
the state |y/):

W) = enlo(N)), (147)
N

where |Yg(N)) is the exact ground state with exactly N
particles, and cy are coefficients of a distribution peaked
around N. The state (147) differs from the BCS ground state
insofar as the projection of the BCS state of (3) onto the
subspace with N particles is not the exact ground state for
that particle number. The state i) leads to a nonzero order
parameter

W= (Y P ly) #0 (148)

that we will show to undergo a collapse using minimal
approximations.
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During the time evolution, each eigenstate |[¥o(N)) in
Eq. (147) acquires a phase factor involving its energy Eo(N)
in the canonical ensemble, that we expand around N = N:

Eo(N) — uN = Eo(N) — uN
L v P = By (149
2 dN"~ ’

For the time evolution of the order parameter this implies

W(1) = HOMCrdn/aN) §7 ey [ _ ﬂ( N — N)d_“}
h dN
N

X (Yo(N = 2P, [Yo(N))ely pen- (150)
Assuming a weak dependence of the matrix element on N,
(Wo(N = 2P, [Yo(N)) = (Yo(N = DI, i [¥o(V))

~ Wt =0), (151)

and changing the sum into an integral for a Gaussian

distribution of ¢y of width v/ VarN , one obtains the expected
collapse

152
IN (152)
From (152), we recover the expression for the blurring time #,
of (55), except that now the exact chemical potential and the
physical variance of the particle number enter.

~(du 2 p
W(t) = W(0)exp {—2VarN<—> ] ﬁ}
N=N

2. Generalization of the adiabatic phase and its dynamics

We now generalize the adiabatic phase and show that
its dynamics can be formally derived beyond the linearized
dynamics of Sec. II.

a. Generalized adiabatic phase. We define the generalized
adiabatic phase O as a generator of translations of the exact
ground states:

"N yo(N)) = |o(N—28N)).
Using this definition, we can calculate the commutators:

e [A.'9) = Y [Eo(N —2) — Eo(N)]I%o(N)) (o(N)|
N

(153)

= —2u(N) (154)
and
eCIAIA, A, 0 =20, (155)
—
P
one can show that formally
Q0 — i 0(0) ,~2iu(Nye/h (156)

A more convenient expression can be obtained at short times,
vyriting 0)=00)+ Q@) — Q(0) and treating Q(t) —
0(0) as an infinitesimal:*

A A

O() — 0(0) ~ —2u(1\7>%, (157)

4The noncommutation of Q(z) — Q(O) with Q(O) introduces a
fuzziness on N in the right-hand side of (157) at most of order
unity and negligible for large particle numbers.
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FIG. 5. (Color online) Ideal gas of bosonic dimers initially in a
single-well trap.

whose variance predicts a 2 ballistic spreading of the phase
change during ¢, which reproduces (55) for small relative
fluctuations of the total atom number. Another application
of (156) is that, in the case of negligible initial fluctuations in
the phase operator Q around zero,

<eiQ(t)> ~ (e—ZiM(N)r/h> (158)
it reproduces the Gaussian decay of (152) for weak relative
fluctuations of N.

V. HINTS FOR AN EXPERIMENT

To conclude this work, we propose an experimental situa-
tion in which one could observe, for any value of the interaction
strength, the phase dynamics that we have described. The first
step is to prepare an ideal gas of bosonic dimers in a trap
(see Fig. 5). In the middle of this trap we adiabatically raise a
barrier that splits it into two wells a and b (see Fig. 6). Such
a splitting was achieved experimentally in Ref. [32]. During
this stage, the tunneling link and the adiabatic variation of the
trapping potential ensure that the gas remains in its ground
state:

1 at +b6M\"N"? s
= 0 159
{2 (N/2)!( 7 ) |0) (159)
N2
= Cnlna:@aiN/2—nq:p)  (160)
n,=0
where ¢,, = ﬁ(ﬁ / )12 hae is the condensate wave func-

tion in the a (b) well, n, is the number of bosonic dimers in
the a well, and N is the total number of fermions in the two
wells.

We then cut the link between the two wells so that they
form isolated but entangled systems. We tune the scattering
length to reach the region of the BEC-BCS crossover we wish
to study. The evolution is slow enough so that the state |n, :
®a; N/2 —n, : ¢p) evolves to a state |5 (2n,); wg(N —2ny))
with 2n, fermions (N — 2n, fermions) in the ground state of

FIG. 6. (Color online) The gas is split into two components by
adiabatically changing the single-well potential of Fig. 5 to a double-
well potential.

PHYSICAL REVIEW A 88, 063623 (2013)

the a (b) well:

N/2

EDIS

n,=0

Y§(2na); YN — 2n,)), (161)

but fast enough so that phase dynamics during this stage can
be neglected. We then let the state (161) evolve from O to 7.

Finally, we measure the left-right equal-time correlation
function

Can(t) = (F} (0P| (0 )y (1 T ().

Following the steps of the derivation of the previous section
(Sec. IV B2), and writing with a subscript a (b) the operators
acting on the a (b) well, we predict

22 (du % . .

Cap(t) = Cap(0) exp [_h_2 (d_N> Var(N, — Nb)] (162)

where the second equality assumes the quadratic expansion of

the energy around the mean atom numbers for equal chemical
potentials in the two wells.

Direct measurement of pair correlation functions using
noise correlations in time-of-flight images has been proposed
in Refs. [33,34,58,59]. Experimental results in that direction
have been obtained for fermions in Refs. [60,61]. An alter-
native possibility is to ramp the interactions back to the BEC
side before the measurement. The pair correlation functions
should behave as bosonic one-body correlation functions
whose measurement was already achieved.

VI. CONCLUSION

By linearization of the equations of motion around the BCS
ground state for an interacting spin-1/2 Fermi gas, both in a
time-dependent Bogoliubov—de Gennes approach and in the
RPA approach, we microscopically derived the existence of
and gave explicit expressions for a zero-energy mode and an
anomalous mode, associated with infinitesimal generators of
the translation of the phase and of the adiabatic translation
of the number of particles, respectively. Projection of the
quantum field of pairs on these modes yields conjugate phase
and number operators, and the linearly increasing dispersion
of the phase operator in time is responsible for the collapse
of the order parameter. We predict a coherence time of the
order parameter depending on the derivative of the chemical
potential of the gas with respect to the atom number, and
on the variance of that atom number. In the thermodynamic
limit, with a variance scaling as the mean atom number, the
coherence time scales as the square root of the system size, and
it is thus observable in systems with relatively small particle
numbers, such as cold atomic gases. As expected, in the BEC
limit of the crossover, where the ground state of the system is
a condensate of bosonic dimers, our formula for the coherence
time is consistent with what is known for bosons.

Further studying our phase operator, we interpret it as
a generator of adiabatic particle-number translations for
the ground state of the gas; it is in general different from the
phase operator of the condensate defined from the amplitude
of the field of pairs on the condensate mode. This difference
originates from a dependence of the condensate wave function
on the number of particles, which is the case for our fermionic
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system, even in the spatially homogeneous case. With this
interpretation of the phase operator in mind, we were able
to extend our results for the blurring time and for the phase
dynamics beyond the BCS mean-field approximation.
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APPENDIX A: RELATION BETWEEN THE LINEARIZED
TIME-DEPENDENT BOGOLIUBOV-DE GENNES AND THE
RPA EQUATIONS
1. Time-dependent Bogoliubov-de Gennes equations

From the expression (12) it is apparent that the derivative
of the energy with respect to Vg can be deduced from the
derivatives of the density and order parameter:

Iy _ W
I L%

A 80 | Vac|?
— =2 (- ,
BVk L3 2ljk
IA* gy (V)?
Vi L3 20Uy’
where we used (8), (9), and (13). We then obtain

.d_, JE
iV = ——
dt Vi

(AL)

(A2)

(A3)

Rk
= 2<% —u+ 80,0¢> Vi

*

1%
— AU K (VA* + VFA).
k+2Uk( kA" + VEA)

(A4)

By linearizing around the BCS ground-state value Vko, we
obtain

d_ . E
iV =
dt AN

AV «

~ (2sk+U—£>5Vk

AV vO)?

+—k <1+—( ")2>(3Vk+av,j)
U. 0
k 2(Uk)

0\2

0 _ 770 * (Vk) *

280 Vapr — UPSAT + TEG-(0A +5A%)
k

(A5)

where 8p4 and § A are obtained by linearizing (9) and (13),

1 0
o1 = 7 Z V(@O Vq + 8V (A6)
q

0\2 0)2
_ 80 0 (Vq) (Vq) *
SA__E |:<Uq — 2Ug 8Vy — 2Ug 8Vq . (A7)
q
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Referring to the notations in Eq. (25), we finally obtain

AgVy (v0)°
Akqg = 6 28 + 2+
M { . [ 2(vP)?

Uy
+ %[Z(UEU(? + VOV)
2 2 2
(VVe)” — ()" = (Ug) } AS)
2009 ’
B — i 20| (%) + 8 poy? 4 2v0y0
kq = %kq Ul? 2(U£)2 L3 k74 k "q
(V) = (U9)" = (V)
- . (A9)
20009

2. Link with the RPA equations
Using the correspondence (80) and (81) and (AS5) we obtain

d
ih =i < 2A0UL (8 Vi — 8ViF) — 2UQV(SA — 8A™),
(A10)

. o 4V * 0770
ih—3 < — @V +8V) —4goV Uy épy
dt A

+[(UY)? = (VO)P]6A +84%),  (AlD)
where, to obtain the simplified forms of the coefficients of
Vi — 8V)S in Eq. (A10) and of § Vi + 6V} in Eq. (Al1), we
used Eq. (15) in the forms

AoVy = (e — 8D Uy,

AoUR = (ex + EQVY,  (Al2)

or alternatively we eliminated & from (AS5S) using (14).
Remarking that

8o k.
SA +5A* —— — i, Al3
+ N a Ay (A13)
« 80\,
SA —5A" < 3 E ks (A14)
k
(A15)

1 s
8/0T <> ﬁ Xk:mk,

and using (66) we then recover the equations of motion (70)
and (71) except for the Sy contribution. This is not surprising
because the BCS ground state is an eigenstate of S with zero
eigenvalue [see (65)]. The expectation value (Sk)BCS is then a
quantity of second order in 8 Vi, § V.

APPENDIX B: COMPUTING (e'2®) IN THE BCS
APPROXIMATION

In Sec. II we obtained

Oty =Y " Ox(), (B1)
k

where Qk(tz is a linear combination of the operators 7k (0),
$k(0), and ¢k with time-dependent coefficients. Due to the
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factorized form of the BCS state, we have

= [ Ttwrle' 210, (B2)

k

(eiQ(I)>O

where |Yg) = (Ul? — Vl?c?l)|0>. Within the two-dimensional
subspace spanned by |0x) = |0) and |1)x = c?i|0), the operator
O acts as a linear superposition of Pauli matrices and 1, which
allows us to calculate its exponential exactly [45]. If, however,
we consider (i) the thermodynamic limit and (ii) time scales
of order L3/? (as expected from the expression for f,) such
that t /L3 — 0 for L — oo, we find that Qi () — 0 and it is
sufficient to expand its exponential to second order within each
factor of the product over k:

tQ(t) ~ l_[ [

where we use the fact that Zk(Qﬁ(t)) = (Q%(1)). The contri-
bution of Z to the variance of Q(r) is exactly zero due to (87)
as well as that of the crossed terms between Q(0) and P, so
that

Qk(t)>] —(0? (f))/ (B3)

~ d .
(Q*(1)) = (0X0)) + (—“) (P?). (B4)

dN

By legitimately neglecting the variance of Q(0),

N

(5 _ (1
Var Q(O) = 42 dN 5 = 0(—), (BS)
v (W)
we finally recover (92).

APPENDIX C: INITIAL VARIANCE OF THE ADIABATIC
PHASE IN THE BCS GROUND STATE

In Eq. (BY), % can be deduced from the first line of (74),

X &
+ ®Ao) (1)

dvd AU, <1
du 26&

where we have neglected the mean-field contribution
godp(T)/d,u in the b — 0 limit and used the relation (97).
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Expressing diu/d N in terms of X and ® from (95), we obtain
1 2 2 2
Var O(0) = m[(@ - X )Z +X Z

1+ 2X0 Z 05“} (C2)

€k

APPENDIX D: DETAILS OF THE COMPUTATION OF 4 00

Taking the temporal derivative of (112) and replacing 4 = P
by its RPA expression leads to

d . 1 80 8oék
di = T 2nN, [Xk: <6“ topit o

Ao
- Z—Sk], (D1)
ZEk
k
where
by Z A5 VarN (D2)
1 = —5 = var
e
L=y % (D3)
k €k

¥ tends to a finite value in the limit of zero lattice spacing,
regardless of the system size. Consequently, its contribution in
Eq. (D1) tends to zero:

80
m 21 b:)O 0. (D4)

%, does not converge in the limit of zero lattice spacing, but
using the gap equation (19) we can rewrite it as

2L3
Yp=—— + 33, (D5)
80
where X3 =) E" £ converges since | 23| < AEO. As a con-
sequence
80
—3 —1 D6
20322 72 (D6)

and hence the value of the limit of df,/dt given in Eq. (118).
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It is generally assumed that a condensate of paired fermions at equi-
librium is characterized by a macroscopic wavefunction with a well-
defined, immutable phase. In reality, all systems have a finite size and
are prepared at non-zero temperature; the condensate has then a fi-
nite coherence time, even when the system is isolated in its evolution
and the particle number N is fixed. The loss of phase memory is due
to interactions of the condensate with the excited modes that con-
stitute a dephasing environment. This fundamental effect, crucial for
applications using the condensate of pairs’ macroscopic coherence,
was scarcely studied. We link the coherence time to the condensate
phase dynamics, and we show with a microscopic theory that the
time derivative of the condensate phase operator b is proportional
to a chemical potential operator that we construct including both
the pair-breaking and pair-motion excitation branches. In a single
realization of energy E, 0y evolves at long times as —2pumc(E)t/h
where pimc(E) is the microcanonical chemical potential; energy fluc-
tuations from one realization to the other then lead to a ballistic
spreading of the phase and to a Gaussian decay of the temporal co-
herence function with a characteristic time o N1/2. In the absence
of energy fluctuations, the coherence time scales as N due to the
diffusive motion of éo. We propose a method to measure the co-
herence time with ultracold atoms, which we predict to be tens of
milliseconds for the canonical ensemble unitary Fermi gas.

Fermi gas ‘ Quantum fluids ‘ Quantum coherence

Setting the stage
Coherent gases of ultracold atoms confined in immate-
rial non-dissipative traps are unique examples of isolated
macroscopic quantum systems. The value of their intrinsic
coherence time is therefore a fundamental question. But it
is also a practical issue for all the applications which exploit
macroscopic coherence, such as interferometry or quantum en-
gineering where one generates non-trivial entangled states by
coherent evolution [1, 2, 3]. Coherence time measurements are
presently being performed in cold Bose gases [4, 5, 6]. Experi-
ments on Fermi gases, which up to now focused on traditional
aspects of the N-body problem, such as thermodynamic prop-
erties [7, 8], are moving towards correlation and coherence
measurements [9]. This turn will open a new research field,
including the strong coupling regime : that of fermionic quan-
tum optics [10]. However, a theory predicting the coherence
time of a pair-condensed Fermi gas was missing, except in the
limiting case of zero temperature [11]. In this paper we present
the first microscopic theory bridging this theoretical gap in a
general way. Our approach holds for other physical systems,
such as mesoscopic Josephson Junctions, provided that the
environment-induced decoherence is sufficiently reduced.

For a Bose-condensed gas of bosons, the finite coherence
time is due to the spreading of the condensate phase proba-
bility distribution. At zero temperature and in presence of
interactions, a ballistic phase spreading is caused by atom
number fluctuations in the sample. This effect has been mea-
sured by interfering two initially mutually-coherent conden-
sates, whose particle number fluctuates due to partition noise
[4, 6]. Contrarily to lasers, which are open quantum systems,
and somehow unexpectedly, a ballistic spreading persists in
Bose-Einstein condensates for a fixed atom number at non-

www.pnas.org/cgi/doi/10.1073/pnas.0709640104

zero temperature [12, 13]. Fluctuations of the energy, another
conserved quantity, then play the same role as number fluctu-
ations.

For an unpolarized pair-condensed Fermi gas, the study of
coherence time presupposes a clear definition of the condensate
phase and of the corresponding operator fo [11]. Furthermore,
at non-zero temperature the speed of variation of the phase
should include the contribution of two excitation branches: the
fermionic pair-breaking one and the bosonic one exciting the
pair motion. For the fermionic branch Anderson’s Random
Phase Approximation (RPA) [14] is enough. For the bosonic
branch however, we need the equivalent for fermions of the
Bogoliubov method to construct quasiparticle creation EL and
annihilation Ba operators and to express déo /dt in term of
these operators. More than that, we need to include interac-
tions among quasiparticles in the evolution of the bo. This
is a non-trivial consequence of the dependence of condensate
wavefunction on the total number of particles N even for a
spatially homogeneous system, and clearly goes beyond the
RPA program.

Correlation function decay

Below the critical temperature, the time-correlation function
of the pairing field 9, (r)y;(r') where ), (r) is the fermionic
field operator of the spin o component, is dominated at long
times by the condensate contribution:

g1(t) = (a4(£)ao(0)) [1]

where a0 = [ drd®r’go(r, )3, (r)i1(r') is the component of
the pairing field on the condensate wavefunction [11]. At equi-
librium the system is in a mixture of N-body eigenstates |1)x),
with weights II. We therefore study the correlation function
g1 (t) in the eigenstate [1)5) of energy Ex and particle number
Ny. To exploit the weak relative fluctuations in the number of
condensed pairs for a large system, we split do into modulus
and phase hermitian operators [11]

ao =" Ny'?, [2]

and we approximate No by its mean value Ny in the equilib-
rium state to obtain

gi\(t) ~ NoeiEAt/fL<w)‘|efi(H+W)t/ﬁ|w)\> [3]

The operator W, difference between H transformed by eifo
and H,

W =e %0 fe% — I = —i[fy, H] — %[éo, 00, H]] +... [4]

is approximatively N times smaller than H. Indeed elfo,
like aop, changes the total particle number by a quantity
O(N®). While H is an extensive observable, W is inten-
sive and the double commutator in (4) is of order 1/N. In
equation (3) formally appears the evolution operator of the
Hamiltonian H perturbed by W, and restricted to the eigen-
state |1x) of H. Up to a phase factor, the function g1/ No
is then proportional to the probability amplitude that the
system prepared in |¢y) is still in that state after a time t.
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A standard way to obtain a non-perturbative approximation
of this amplitude is to use the Green function or the resol-

. A a1
(zl —(H + W)) of the perturbed

Hamiltonian. Within the projectors method (see §III.B.2
of [15]), we introduce an effective non hermitian Hamilto-

vent operator G(z) =

nian H.g(z) governing the evolution restricted to [¢y), id est
~ N -1 N

(WAlG ) = (= = (WalHer(2)[2)) - Keeping in Hen(2)

terms up to order two in W and neglecting its z dependence

H.5(2) ~ Heg(Ex +1i0") (pole approximation), we obtain®

gf(t) ~ Noe*itﬁhIWIwA>/he*(i5x+w>t (5]

Introducing Qx = 1 — |1x)(1x], the projector orthogonal to
[), and the notation (A)x = (1r|A|1») one has?:

D Qi) (6]
(Ex+i07)Qx — QaHQ
The leading term under the exponential in (5), (¢x|W [12),

is of order N° like W. A key step in its interpretation is to
remark that, according to the expansion in (4), in the Heisen-
berg picture

h(0x —iva) = (WQx

- dbo 1
W(t)fhdt +O<N> [7]
At this stage it may seem difficult to obtain a tractable ex-
plicit expression of df, /dt and to go beyond a purely formal
result for the phase dynamics. Fortunately this is not the case
and, as we will show in the next section, the coarse grained
time average of df /dt in a weakly excited gas is proportional
to a chemical potential operator, which is in essence a ther-
modynamic quantity:

— w0+ Y Y Cea, (8]

s=F,B «

o
_hddy

2 dt

The sum on the right hand side runs over both the gapped
quasi-particles fermionic branch of excitation (in the homo-
geneous case « includes both an orbital and a spin index,
a = k,0) and the bosonic one which, in the thermodynamic
limit and for an homogeneous system, has a phononic be-
haviour (e is then only orbital, & = q). By requiring that
the gas is weakly excited we mean that the thermal deple-
tion of the condensate of pairs must be small. This requires
in particular that the average number of quasi-particles is a
small fraction of the total particle number. The coarse grained
time average is taken over a time long with respect to the in-
verse of the quasi-particle eigenfrequencies €, /f yet short
with respect to the typical time-scale of variation of the occu-
pation numbers 7is,o. Finally po(N) is the zero temperature
chemical potential of the gas with N particles, that is the
derivative of the ground state energy with respect to N. We
interpret the second term on the right hand side of (8) as a
“chemical potential operator” in the sense that its quantum
average is the adiabatic derivative of the quasi-particle gas en-
€I8Y D _p g D q €s,a{fls,a) With respect to N, that is at fixed
quasi-particle populations (fis,). Equation (8) establishes the
link between the phase derivative and the chemical potential
at the level of quantum mechanical operators in a multimode
microscopic theory. In that respect, it goes beyond the usual
second Josephson relation for the phase of the superconduct-
ing order parameter (see §3.4 in [16]).

By taking the average of equation (8) in the stationary state
|a) and using the Eigenstate thermalization hypothesis [17]

2 ‘ www.pnas.org/cgi/doi/10.1073/pnas.0709640104

to identify the quantum average in an eigenstate with the mi-

crocanonical average, we recognize the microcanonical chem-

ical potential pmc at energy E, and particle number Ny and
obtain: .
dbo

(Oalh=g [9a) = —2pime(Ex, N») [9]

We omitted here the coarse grained time average as the quan-

tum average is taken in an exact eigenstate of the system.
The next-to-leading term under the exponential in (5), is

of order 1/N. In order to prove it, we express this term in

terms of the correlation function of dfy/d¢ in |¢): up to a
contribution of order 1/N?,

. oo [/ 4do(t) ddo(0) déo \
Y + iy = /0 dt |:< a 1 a [10]
A A

This is equivalent to (6) as can be checked by inserting
a closure relation. The ¢ = 0 value of the integrand is
Vary (dfo/dt) = O(1/N) (this comes from adding up the vari-
ances of independent quasi-particles numbers in the canonical
ensemble and it overestimates the microcanonical variance);
the function then decays in a time 7. which is the typical col-
lision time of quasi-particles and hence the correlation time of
the fi5,0. Altogether we estimate |y +i6x| ~ 7.Var(dfo/dt) =
O (1/N). The energy shift d» is thus of the same order in N
as the subleading term [fo, [fo, H]] in W, i.e. N times smaller
than (9); we neglect both terms for a large system. In con-
trast, we keep v, the only term which leads to an exponential
decay of the correlation function ¢f. It is in fact the phase dif-
fusion coefficient of a system prepared in the microcanonical
ensemble corresponding to |1x), ya = D(Ex, Nx). If one can
write kinetic equations for the quasi-particles numbers appear-
ing in (8), one can calculate their time correlation functions
and hence D from (10), as done for bosons in [18]. Finally:

gf(t) ~ Noe[Qiumc(Ex,Nx)/ﬁ*D(E,\VN,\)]t [11]
The final step is to take the statistical average over the prob-
ability distribution ITx of the states |¢»). For large N, we
assume that energy and atom number fluctuations around the
mean values £ and N are weak in relative value. This is
the case if II, describes a canonical or grand canonical en-
semble. We assume Gaussian fluctuations and linearize jimc
around (F,N) while, to this order, we keep only the cen-
tral value D(E, N) of the next-to-leading term. We are led
to the calculation of a Gaussian integral with a phase fac-
tor exp{2i[(ptme (E, N) /OE)(E — E) + Optme(E, N) JON)(N -
N)Jt/h}. Altogether this leads to the main result of this work :
g1(t) ~ NOeZiMmC(E,N)t/he—tQ/2t}2)re—D(E,J\7)t [12]
In presence of energy or atom number fluctuations, the ther-
mal blurring at long times consists in a Gaussian decay of the
correlation function gi(t), with a characteristic time

Oltme

D b (B.)) 1)

ON

(2tpe/h) "% = Var (N (E,N)+E

1 The pole approximation implicitly assumes that [t ) is coupled to a broad energy continuum.
As a consequence (5) holds only at times longer than the inverse frequency width of the continuum,
i.e. longer than the quasi particle correlation time 7 introduced below.

20ne might object that in a finite size system the spectrum is discrete, the resolvent has no
branch cut and there should be no imaginary part in equation (6). For a large system, how-
ever, the level spacing is so small that the dynamics imitates the exponential relaxation of an
infinite system, see §C7.3 of [15]. Given that the right hand side of equation (6) scales
as 1/N, the rigorous way to obtain the result is to take the thermodynamic limit after mul-
tiplication by IN. To avoid the branch cut, one should first shift up the energy E from
the real axis by a finite quantity n that will go to zero in the end: A(dy — iyy) =~

1 . 3 A Qx A1k
Whmna(ﬁ’ limpy 4o N(WQAWQAW)A.

Footline Author
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which diverges as N /2 for normal fluctuations. The phase
diffusion coefficient D leads to an exponential decay with a
characteristic time diverging as N. As expected it is a sub-
leading effect at long times, except if the system is prepared in
the microcanonical ensemble in which case the intrinsic phase
diffusion may be directly observed.

Microscopic derivation of the phase operator equation

We give here the first (to our knowledge) microscopic deriva-
tion of equation (8), relating the evolution of the phase opera-
tor of a pair-condensed gas to a “chemical potential operator”.

The contribution of the fermionic branch of excitations to
dfo/dt can be obtained from linearized equations of motion for

small fluctuations of the pair operators zZA) “ZAJT, 1/311/31 and @ZAJ:LLZA)U
around the mean-field state in the Random Phase Approxi-
mation (RPA)[14]. Using equation (120) of reference [11] to
extract the time average of déo /dt, and rewriting equation (86)
of the same reference in terms of the fermionic quasi-particle
occupation numbers fip,o, We get3
——
hdfy (N

dﬂ o dEF,aA
2 dt ®roA )+7( —N)+ Z = NF,«

dN

where €rx,, is the BCS excitation spectrum of an homoge-
neous system and N the BCS average particle number in the
grand canonical ensemble of chemical potential p.

We encountered fundamental difficulties in deriving the
phonon branch contribution to equation (8) within the RPA*.
We therefore decided to treat the problem variationally with
the most general time-dependent coherent state Ansatz®:

) = N(t)exp [ 1°_ T(r,r'st)pl(x)d[ (') | 10),  [15]

r,r’

Here N ensures normalization and the T'(r,r’) form a set of
independent variables. The space has been discretized on a
cubic lattice of step [, which we take to zero in the end of
the calculations. The field operators obey anticommutation
relations of the kind: {@U(r),zﬁl,(r')} = 05,0102/ /1. Sec-
tion §9.9b of reference [19] constructs from I'(r, r’),F*(r,r'g
the set of canonically conjugate variables ®(r,r’), ®*(r,r’).
This field ¢ should not be confused with the usual pairing
field (1)14p4)7.  When the pairs in (15) are at rest, I'(r,r’,t)
depends only on r — r’ and the Fourier transform of & re-
produce the Vi amplitude of the k 1, —k | pair of BCS the-
ory [11], while the Fourier transform of the pairing field is
UV = —V&(1 — |Vk|2)1/2. For moving pairs we have no
physical interpretation, but the squared norm of @ is still half
the mean number of particles in the state |¢):

=l =1 e ) [16]
Its evolution is governed by the classical Hamiltonian:
H(P, &) = (V|Hv). [17]

In the following we will need only the invariance of H under a
global phase change ®(r,r’) — "7 ®(r,r’), Vy € R (U(1) sym-
metry), consequence of the conservation of the particle number
N by evolution with H. At zero temperature and for a fixed N
the field ®(r, r’) is frozen, up to a global phase factor, into the
minimizer ®o(r,r’) = (N/2)"2¢o(r,r’) of H. ¢ is chosen real
and normalized to one. It depends on N even in the spatially

Footline Author

homogeneous case and differs from the condensate wavefunc-
tion o in the same way that & differs from the pairing field
(11h1) (see note 7). At sufficiently low temperature one can
expand H in powers of the small deviations of ® away from
the circle v — €7 ®q(r,r’), locus of the minima of H for fixed
N. To this end, we split the field into its components parallel
and orthogonal to ¢ :

— ei@ [n1/2¢0(r7 I‘I

The phase 6 can reach arbitrarily large values while A is
bounded. This framework allows us to develop a systematic
perturbation theory in powers of the field A (see appendix
A), the fermionic equivalent of the Bogoliubov U (1)-symmetry
conserving approach for bosons [20]. Provided that A stays
small, the phase 6 remains close to the condensate phase 0y as
we shall see. We therefore write down the equations of motion
of 6 and of the fields A, A*. At the end of the calculations
we systematically eliminate the condensate variables with the
relation n = ||®||*> —||A||?, consequence of (16), and we restrict
ourselves to order 2 in A, A*.

The main challenge of the calculation is the occurrence of
a term linear in A, A" in d0/d¢, resulting from the fact that
¢o depends on the number of pairs [11]. Without this term,
one would simply expand the field A on the eigenmodes of its
small linear oscillations obtained from a quadratization of the
Hamiltonian #H at fixed N:

(255i) = S (i) v (26559

d(r,r) )+ A(r, r/)} [18]

(19]
where the sum runs over the eigenmodes of positive en-
ergy €q, normalized as ||ua||®> — ||va]|®> = 1. To this order,

ba(t) = ba(0)e~"=/" One would insert the expansion (19)
into df/d¢ and take a coarse grained temporal average to get

3We use ‘FAL(: k= Ap Kkt + Rp k| where Ag and C refer to notations of [11], and
“F.k,o

we use equation (74) of that reference to recognize de g i /d . The trivial term n(N) in the
phase derivative (14) is absent in [11] due to the use of the grand canonical Hamiltonian.

4The RPA result (14), restricted to the linear order in the pair operators, does not include the
contribution of the phonon branch. One might hope to obtain this contribution by pushing the RPA
calculation to the quadratic order in the pair operators as follows: First, one computes dfq /dt up
to the quadratic order. Second, one collects all the RPA pair operators inducing a center of mass mo-

is & a ol ot ot a ot a
mentum change fiq, thatis @ kg Gk, Ayt g0k Gupqrikt and @y 8-x—ql
where a1 annihilates a fermion of wave vector k and spin 1, and one writes the matrices Lq of
their closed linear RPA equations of motion. Each RPA matrix L has two collective modes, with
opposite energies linear in q for small q. The RPA operators are then expanded over the eigen-
modes of Lq, with amplitudes b_ 4 and bIl on the collective modes that annihilate and create
a collective excitation of momentum Fhq. Third, one inserts this modal expansion in the RPA
operators appearing in dfg /dt and obtains a quadratic expression in the modal amplitudes, hence
terms in I;Ll}q as in (8). Unfortunately, this RPA approach is not reliable and must be abandoned
because the RPA operators, although linearly independent, are not quadratically independent, as
one can see by rearranging the pair operators using fermionic anticommutation relations, e.g.
— (af at a a
(ak+qTakT)(”‘ k—aql 7k¢) = (ak+qTa7k7qi)(a*kLakT)

This shows that (z) there is no unique way of expressing déo/dt as a quadratic function of the
RPA operators, (it) the modal amplitudes are not quadratically independent, (ii¢) the coefficient

of Bgéq is not uniquely determined by this RPA approach.
5We use here for simplicity an Ansatz in which the number of particles has quantum fluctuations

(not to be confused with the thermal fluctuations of the grand canonical ensemble). The use of
an Ansatz with a fixed number of particles, possible although more difficult [16], would change the

coefficients in the energy functional by a relative correction O(N_1/2) and would not change

the spectrum in the thermodynamic limit.

Sif L and & are the matrices of elements 130(r,r’) and 13®(r,r’) respectively, then
& = —-L(1+ £f£)71/2. Their variational equations of motion follow from the usual La-
grangian L = ik [(¢|(d/dt)|¢p) —cc] /2 — (Y|H|Y). P is cleverly defined such that
L = in® S [@F(r,1")0i@(r,x') —cc] /2 — H(P, ®*), leading to 9;P =
(i1%) "1 94« H. This shows that the conjugate variable of & in the Hamiltonian formalism
is ihl8®* for the usual Poisson brackets, that is ®* for the Poisson brackets {®, ®*} =
(ir1%) ™1, knowing that 9, ® = {®, H}.

7 With the same matrix notation as in note 6 one has <1[; 1[)

=201 -2f®)71/2
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——t
rid of the oscillating terms. df/d¢t would then contain the
expected linear combination of the numbers of bosonic quasi-
particles np,o = |ba|?. In reality, the problem is more subtle:

due to the interaction among the quasi-particles, bat does not
vanish and is of order two in A and A*. The contribution of
the linear term in df/dt is then comparable to that of the
quadratic ones. It is calculated in the appendix, using in par-
ticular the bounded nature of the field A (consequence of the
U(1)-symmetry preserving nature of expansion (18)) and the
Hellmann-Feynman theorem. One finds

—At
hdo deq
= (V) + 37 S5 bal? + O(IAIF)

2 dt [20]

We now briefly discuss the form of the energy spectrum eo
for a spatially homogeneous system, in the continuous limit
Il — 0 for a s-wave contact interaction with a fixed scatter-
ing length between opposite spin fermions. For each value of
the total wave vector q, there exists (i) at most one discrete
value €p g, (#4) a continuum parametrized by two wave vectors
(k1,1 ko, 1) — €rk, ++€rk,,y Of constant sum (ki +ka = q),
where €rk,» is the BCS dispersion relation. The branch ep q
coincides with that of reference [21], as we have checked. It
has a phononic start and corresponds to the bosonic elemen-
tary excitations of the Fermi gas, whose contribution to the
phase dynamics was missing. The continuum corresponds to
the excitation of two fermionic quasi-particles. Indeed, since
the Hamiltonian H contains an even number of factors 12) and
1[1T, each annihilating or creating one quasi-particle, fermionic
quasi-particles can only be created by pairs from the ground
state. The corresponding biexcitations are not physically in-
dependent®, and are identical to what has been included via
the RPA treatment.

Two more remarks are needed to obtain (8). () The fields

(iy1h1) and @ differ and so do the phases 6y and 6. Their
coarse grained temporal averages, however, only differ by a
term of order ||A]|?, which, bounded hence negligible in the
long time limit, does not contribute to the phase blurring
of the condensate of pairs®. (ii) The phase 0 of our varia-

tional approach is a classical variable, whereas 6y in (8) is
a quantum operator. This gap can be bridged by using the
quantization procedure exposed in Chapter 11 of reference [19]
where the b, of the bosonic branch are in the end replaced by
bosonic operators'? Ba, [IA)Q,IAJL] = 1. We argue that equation

(8), linking déy /dt to the chemical potential operator, and the
resulting equation (12) should hold beyond the validity range
of the microscopic variational derivation presented above, and
should apply even to the strongly interacting regime, provided
that the temperature is low enough for the quasi-particles life-
time to be much longer than the inverse of their eigenfre-
quency. Indeed, in the limiting case where one can neglect
the fermionic excitation branch and drop the non-phononic
part of the bosonic branch, Eq. (8) can be derived from the
irrotational version of the quantum hydrodynamic theory of
Landau and Khalatnikov [22, 23] (see appendix B).

Towards an experimental observation

Let us briefly explain how an experimental evidence of the
thermal blurring of a condensate of pairs could be obtained.
The key idea is to bosonize the atomic Cooper pairs into deeply
bound weakly interacting dimers during the preparation and
the measurement stage. This can be done in an adiabatic re-
versible way [24] by tuning the scattering length to a small
and positive value thanks to a magnetic Feshbach resonance.
It allows one to (i) produce a sample of dimers with weak

4 www.pnas.org/cgi/doi/10.1073/pnas.0709640104

%
Fig. 1. Trapping configuration proposed here to measure g (t) via Ramsey in-
terferometry: the condensed paired Fermi gas is confined in the main trap (with a
flat bottom on the figure); one transfers a small number of atoms (in the form of
dimers) in the (very narrow) secondary trap via a resonant tunneling effect, which can

be tuned by a barrier of adjustable height; in this way, one creates a phase reference,
which is made to interfere with the condensate after an evolution time ¢.

40

301 \ 4

172,
egt, /(N

007 008 009 01 011 0.2 0.03 0.4 015
T,

Fig. 2. Thermal blurring time of a coherent Fermi gas in the unitary limit in the
canonical ensemble, as a function of temperature 1" in units of the Fermi temperature
Tr = ep/kp. Discs: from the equation of state measured in reference [8]. Dashed
line: expression (21) deduced from an approximated equation of state (see text).

number fluctuations from a melted Mott phase of an experi-
mental realization of the Bose Hubbard model [25], (i) control
tunneling between the main trap (containing the N particles)
and a very narrow secondary trap by adjusting the height of a
potential barrier [2] (Fig.1), (i#4) detect by fluorescence a sin-
gle dimer [26] in this secondary trap. For the measurement of
the ¢1(t) function, we adapt [27] the interferometric Ramsey
method of two Rabi pulses at a time interval ¢ to the case of
paired fermions. The bosonized pairs are prepared initially in
the main trap. A first pulse of angle e transfers on average
less than one dimer to the secondary trap; in this way, the
thermal blurring is not masked by partition noise. Then the
system evolves during a time ¢ with interactions set to the
value at which phase dynamics is to be studied. Last, the gas
is rebosonized and a second pulse of angle € closes the inter-
ferometer before the number nge. of dimers in the secondary
trap is measured. The average of nsec over the realizations
is an oscillating function of the time ¢, of angular frequency
2/h times the difference of the two trapping zones chemical
potentials, and of contrast equal to |g1(¢)/g1(0)].

8Exciting a = (k1,1 ka, ) and o’ = (K], 15 k'2, 1) amounts to exciting o’/ = (k’l, T
iko, 1) and o' = (k1, T3k, 1)

9Expressing in (G0) the pairing field in terms of ®, one realizes that, for small A, (ag) =
e /Ny (1 4+ O(||A]])) and, since A* = O(]|A]|2), one has 8" = 8° + O(||A|]?).
10 More precisely, these operators are bosonic only for a weak density of excitations. For a spa-
tially homogeneous system and in a U(1) symmetry breaking formalism (6§ = 0), we obtain

from Eq.(11.81c) of [19] extended to the paired case (ap, d; replaced by the BCS fermionic
quasi-particle operators l;kg) and restricted to weakly excited bosonic images (]B%]EB}r negligible):
bg = Xk Xl(:l;,k¢13k+q7- +Y1?81T(7qu;ik¢' The real coefficients X9 and Y9 are linear
combinations of the corresponding ug and vq in Eq.(19), and inherit the normalization condition
Sr(X2 = (v3)? = 1. Then in a state (15) with 0 = 0, §q = [bq, bf;] — 1 has a mean
value and a variance O (||A||2/N) since by, |¥0) = O(||A||/NY/2)if [|A]|/N1/2 0.

11The good agreement with the experimental data has to be taken cautiously. If one treats the

two branches to all order in kgT", one gets an upward shift of tbrEF/(th/z) more or less
constant and equal to 5 over the temperature range of figure 2.
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Explicit results for the unitary gas

We first estimate the blurring time for a unitary Fermi gas
prepared in the canonical ensemble, that is with energy fluc-
tuations of variance Var E = kgT?0rE. From the equation
of state of the unpolarized unitary gas measured in reference
[8], and for a spatially homogeneous system (in a flat bot-
tom potential [28]) we find the thermal blurring times tp,
plotted as discs in figure 2. For example, at a temperature
T = 012 Tr ~ 0.7 T., we find t,, ~ 7N1/2h/€p corre-
sponding to 20 milliseconds for a typical Fermi temperature
Tr = er/kp = 1uK and a typical atom number N = 10%. As
in reference [29], one can also estimate the equation of state
of the unitary gas from simple dispersion relations for the el-
ementary excitations. For the bosonic branch one takes [29]
€B.q = licg with ¢ the T = 0 sound velocity, mc* = §§EF and
¢ the Bertsch parameter. For the fermionic branch, one takes
[30] €pk,0 = A-l—(i—so) /(2fo), where A is the gap, and &g
and fo give the location of the minimum and the curvature of
the dispersion relation. Keeping each branch contribution to
its leading order at low temperature [29] and using the exper-
imental values [8, 31] £ = 0.376, A = 0.44ep, 9 = 0.85er and
the theoretical value [30] fo = 0.846eF, we find (see appendix

C)
BN (e
(tbrEF)2 B 0.46

with® =T /Tr and r ~ (%)9/2 e~ 044/ the relative weight
of the two excitation branches. This formula'!, plotted as a
dashed line in figure 2, is an exact equivalent to tp, for © — 0.

At finite times'? ¢ = O(NO) & tbr, the contribution of
D to ¢i1(t) in equation (12) is a priori comparable to that
of tgf since both scale as 1/N in the canonical ensemble. D
can be calculated at very low temperatures keeping only the
phononic part of the spectrum. As the bosonic branch [21] is
convex at low ¢ for the unitary gas, phonons interact through
Landau-Beliaev processes as in the weakly interacting Bose
gas and one can adapt the treatment of [18] based on kinetic
equations to obtain (see appendix D)

(1+2r)?

i+ [21]

hND

~ Co*
EF ©—=0

with C~04

[22]

With this we reach a complete picture of the thermal blurring
of the unitary Fermi gas at low temperature.

Conclusion

We have presented the first microscopic theory of the thermal
blurring of the phase of a condensate of pairs of fermions (12),
revealing a ballistic blurring and a subleading phase diffusion.
The blurring time depends on the variance of the total energy
of the gas, and on the derivative of the microcanonical chemi-
cal potential with respect to the energy. This relies on the fact
that the time derivative of the condensate phase is given by
the chemical potential operator of the gas, see equation (8).
We have derived this central relation in a fully microscopic
way, including both the bosonic and the fermionic branches
of excitation. Last, we have proposed a realistic experimen-
tal protocol to measure this blurring time, that we estimated
to be tens of milliseconds for a coherent gas prepared in the
unitary limit in the canonical ensemble.

ACKNOWLEDGMENTS. We acknowledge support from the EU project QIBEC.
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Appendix A: More on the variational calculation

Here we derive equation (20) of the time average of 6 within
the microscopic model based on the Ansatz (15), coherent
state of moving pairs. In a first stage one should perform
the expansion of the Hamiltonian H treating the real quantity
n and the complex field A as independent variables, that is,
not fixing the value of ||®||. To include interactions among the
quasi-particles, one must go to third order in A and A™:

3

To[n, po(N Z

H(P, %) = [0, o (N)I(A, A7) + O([A] ")

[23]
where the tensor 7; is of rank j so that T;(A, A™) is exactly of
order j in A and A™. It may be expressed in terms of the differ-
ential of order j of H taken at (®,®*) = (n'/2¢o,n'/?¢o) and
restricted to the subspace orthogonal to (¢, 0) and (0, ¢o). It
does not depend on the phase 6 due to U(1) symmetry. For a
fixed total number of particles, the energy does not vary to first
order around the minimizer so that 71[N/2, ¢o(IN)] = 0, which
is the famous gap equation when the system is spatially homo-
geneous. Furthermore, one can check that 8, 70[N/2, ¢o(N)] =
2u0(N) where po(N) = dEo(N)/dN is the gas chemical po-
tential at zero temperature, Eo(N) = To[N/2, ¢o(N)] being
the ground state energy.

The phase and the modulus square of the component of the
field ® on the mode ¢¢ are canonically conjugate variables, so
that —Adé/dt = O, H(P, ®*). Once this derivative is taken in
(23) for fixed A and A*, one can fix the norm of ® to the value
(N/2)'/? (that is the total particle number is fixed to N), and
eliminate n through the identity n = |®||> — ||A||*; the field
A then remains the only dynamical variable of the problem.
The resulting expression is useful up to order 2 in A, A*:

- h%f = 8. To[N/2, $o(N)] — | A|*87 To[N/2, $o(N)]
+28n [N/2,6o(N)I(A, A") + O(A]*) - [24]

The Hamiltonian that determines the evolution of A at fixed
particle number is obtained by replacing n with N/2 — ||A|]?
in (23) and by expanding the resulting expression up to order
three in A, A™:

H (A A7) = Eo(N)+T3[NJ(A, A)+T5[N/2, ¢o(N)](A, A7)
— AP0 Ti[N/2, o (N)](A, A") + O(JAI")  [25]

with the quadratic form 75[N](A, A*) obtained by subtract-
ing 2p0(N)||A||? from T2[N/2, ¢o(N)](A, A*). To compute the
coarse grained time average of 0,71[N/2, ¢o(N)](A,A¥), we
write the temporal derivative of the imaginary part of the
component of the field A on the function (N/2)'/?d¢g/dN,

1 N\ 2 dgo(r, 1) , .
~52 () R aEn 2w (20
Since ih0;A = 17%0r~Hn (A, A*), one gets
—2hd—y =D Hn(A,A*) =D T3[N](A,A)
+D - HY(A,A") + O([AP)  [27]

124l we must have t > 7 (see note 1). For the unitary gas 7 02 o (0.149/©)3, as shown
O —

in Appendix C.
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where H%P is the component of Hy of order three in A, A*.
We have introduced the differential operator

N\"*d !
D= Z ( > dgo(r,r') (Oae,r) + Onx(rrr))

2 dN [28]

r,r’

We shall now take advantage of two identities that exactly
hold for all A orthogonal to ¢¢:

2D THINJAA) = —0uTi(A,A") [29]
9D HIP (A, A7) = 2%7‘2(/\,/\*)—3”75(&1\*)
+IA?02 70 [30]

where all the tensors are taken at [n = N/2, ¢o(N)] or simply
at N for 7. To prove these relations, one formally considers a
field ® with IV 4+ N particles and determines in two different
ways the quadratic expansion of Hyysny(A’, A™) in powers of
A’ and A", where A’ is as in (18) (written for N + § N parti-
cles) the component of ® orthogonal to ¢o(IN + 6N). First,
one simply replaces N with N + 6N and A with A’ in (25),
and then expands to first order in §N. The tensor d7/dN[N]
naturally appears from this expansion. Second, one applies to
H(®',®") the expansion (23) around ®o(N) and takes into
account the fact that, to first order in 6NV, the component of
®' orthogonal to ¢o(N) contains, in addition to A’, coming
from A’, a contribution coming from d¢o/dN:

N\Y2 4 , ,
A= 6N (f) 490 | A 0N SN A2 [31]

2 dN
This infinitesimal shift proportional to § NV along the direction
of dgpo/dN is responsible for the occurrence of the operator D.
Equations (29) and (30) are finally obtained by identification
of the two resulting expressions of Hysn(A’, A™*) respectively
to first and second order in A’ and A™*.

It remains to combine equations (24), (27), (29), and (30)
after a coarse grained temporal average to obtain
hdp" a7 N .
v = ho(N) + TZIN(A,A) + O(IAI)

where we used the crucial property that dA/ dtt vanishes (and
so does dY/dtt), since the range of variation of the field A

is bounded. The quadratic form 73[N] is represented by the

(1) Bl) , using a block notation and

[32]

matrix nL[N] with n =

the scalar product (,) generating the norm ||||:

TINI(A,A7) = <<A7A*> LN (AA>>

Then one inserts the modal decomposition (19) in the deriva-
tive with respect to N of the equation (33); we recall that
€ and (Ua, Vo), —€o and (v}, uy) are the eigenvalues and the

[33]

eigenvectors of £. The coarse grained temporal average
removes the crossed terms, and the Hellmann-Feynman the-

orem ensures that {((u}, —vy), dﬂ\],\f] (Za>> = den/dN, since

(ta, —va) is the dual vector of (ua,vs) due to (77L:)Jr =nL,
and finally leads to equation (20).

Appendix B: Irrotational quantum hydrodynamics

In this supplementary section we give an additional deriva-
tion of equation (8) based on quantum hydrodynamics. Al-
though this derivation is not microscopic contrarily to the one
presented in the paper, and although it neglects the internal

6 ‘ www.pnas.org/cgi/doi/10.1073/pnas.0709640104

fermionic degrees of freedom treating the pairs of fermions at
large spatial scales as a bosonic field, it has the advantage of
relying only on the equation of state and thus of being valid
in all interaction regimes.

To calculate the viscosity of superfluid helium at low tem-
perature, Landau and Khalatnikov have developed in 1949 the
theory of quantum hydrodynamics [22]. It allows one to de-
termine, to leading order in 7', the effect of a non-zero temper-
ature on the quantum fluid, at least on the observables that
only involve low energy scales and large length scales. Re-
markably, the only specific ingredient is the zero-temperature
equation of state of the fluid, which is here the energy per unit
volume e (p) of the ground state of the spatially homogeneous
system of density p.

To obtain the time derivative of the phase operator of the
condensate of fermion pairs, we refine the theory in two ways:
by regularizing ultraviolet divergences and by specializing to
the irrotational case.

First, we solve the issue of the Landau-Khalatnikov Hamil-
tonian ground state energy, that diverges due to the zero-point
motion of the system eigenmodes. We discretize the space in
a cubic lattice of spacing [, a sub-multiple of the size L of the
quantization volume, which is much smaller than the typical
wavelength 27/gen of the thermal excitations of the fluid but

much larger than the mean interparticle distance pfl/g,

—1/3

p P <l < gy [34]

both conditions being compatible at sufficiently low tempera-
ture. This is in the spirit of the validity range of hydrodynam-
ics, which relies on a spatial coarse graining, and it provides
a natural cut-off for the wave vectors q by restricting them to
the first Brillouin zone'® D = [—x/l,n/I[*>. In the Hamilto-
nian one must then replace the differential operators such as
the gradient, the divergence and the Laplacian, by their dis-
crete versions, as we shall implicitly do below, and introduce
the bare energy density eo,0(p), which depends on the lattice
spacing [. Following the ideas of renormalization, the zero-
point energy of the modes, that formally diverges when [ — 0,
adds up to eo,0(p) to exactly reconstruct the effective or true
energy density eg(p), that does not depend on [ and is what
is measured experimentally.

Second, we specialize the theory to the case of an irrota-
tional velocity field operator v(r,¢) that can then be written

as the gradient of the phase field operator <1A>(r7 t), itself canon-
ically conjugate to the density field operator p(r,t):

61‘ r’
B [35]

o(r,t):%gradé(r,t) with [p(r, ¢), (', )] =i

This amounts to neglecting the transverse component of the
field ¥(r,t), as done in reference [22] to determine the phonon-
phonon interaction and go forward in the computation of vis-
cosity. In the particular scale invariant case of the unitary
Fermi gas, this was justified within the effective field theory in
reference [23]. We note en passant that the density of fermionic
quasi-particles is exponentially small in 1/7 and is directly
omitted by hydrodynamic theory.

13 We also require that mel/h > 1, where c is the T" = 0 sound velocity, so that the elementary
excitations of the system remain phononic over the whole domain D. This condition is weaker than
the already assumed one, lp1/3 >> 1, in the strongly interacting regime or in the BCS limit, since
c is then of the order of the Fermi velocity. It must be added explicitly in the so-called BEC limit,
where the fermion pairs can be considered as bosons and form a weakly interacting condensate.

Footline Author
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The steps that follow are rather usual. One starts form the
equations of motion of the fields in Heisenberg picture, that
is the quantum continuity equation and the quantum Euler
equation for the potential (whose gradient gives the quantum
Euler equation for the velocity):

8up + div B{ﬁ,@}} —0 (36]

. 1 . .
hovp = —5771"2 — po,0(p) [37]
where {A, B} = AB + BA is the anticommutator of two op-
erators and

d
= — = 38

to0,0(p) i e0.0(p) [38]
is the bare ground state chemical potential at density p. These
equations originate from the Hamiltonian

N 1

Hyyaro = 1° Z {ime PV + €0,0(p) [39]
The quantum spatial density and phase fluctuations are weak
provided that p'/3! is large enough; the thermal ones are weak
if in addition gynl is small enoughM. Under these conditions

one can linearize as in [22] the equations of motion around the
spatially uniform solution:

ﬁ(rat) po +5ﬁ(1‘, t)

é(r,t) o (t) +30(r, 1)
The operator po reduces to N / L3, where N is the operator

giving the total number of particles, and is a constant of mo-

tion. The operator qSo is the phase operator of the condensate;
one has here

[40]
[41]

b0 = 00/2

since the phase operator 6o in equation (2) takes the pairs
as the building block, whereas equations (36,37) are build on
the fermionic particles. The spatial fluctuations ép and 5(2),
of vanishing (discrete) integral over the whole space, can be
expanded on the plane waves of non-zero wave vector q, and
commute with pg. One solves the linearized equations for d/5
and 6$ and one can use the usual expansion on eigenmodes:

[42]

ﬁ1/2 hq 12 . A
PN _ o iq-r
0.0 =B Y (G ) (Bt B (48]

q€ZEz3*ND
- —i

mco,0 12 A iqr
b0 = s 3 () e Bloe e
qe2r73ND
where the creation operator BJ; and the annihilation opera-
tor Bq of a phonon with wave vector q and energy hqco,0 obey
bosonic commutation relations [By, B;,] = 0q,q and where we
introduced the zero-temperature bare sound velocity operator

~ ~ 1/2
L (POM6,0(PO)) /
C0,0 = _—

by [45]

It remains to expand the right-hand side of (37) up to second
order in dp and 5@, to extract the zero wave vector Fourier
component, to perform a coarse grained temporal average to
get rid of the oscillating crossed terms BqB_q and Biqég,
and to use the identity

12 10,0(p) + poo(p)

d,
d*p[P,uo,o(P)] - 2[p‘u/070(p)]1/2 [46]

Footline Author

to obtain

t
d - R d . Axon 1
ha(ﬁo = —M0,0(pO) - E (hquC0,0> (B;;Bq + 5)

a€ 2£23*ND

[47]
At this order of the expansion, one can collect in (47) the
zero-point contribution of the modes (the term 1/2 in be-
tween parentheses) and the bare chemical potential po,0(5o)
to form the true chemical potential po(po) of the fluid at zero
temperature, and one can identify ¢o,o in the prefactor of the
phonon number operator B(‘;Eq with the true sound velocity
at zero temperature, é = [pos(po)/m]*/?. One then obtains
the (low temperature) phononic limit of relation (8), without
any constraint on the interaction strength.

Appendix C: Thermodynamics of non interacting quasi

particles, application to the unitary gas

In this supplementary section we explain how to obtain the
approximated expression (21) giving the blurring time of the
unpolarized unitary Fermi gas, prepared in thermal equilib-
rium in the canonical ensemble. The gas is here spatially
homogeneous in a cubic quantization volume V = L*® with
periodic boundary conditions. The approach we shall use is a
variant of the one used in reference [29] and it requires that
the temperature is sufficiently low.

Effective Hamiltonian at low energy: At low energy we
expect that the partition function and the thermodynamic
quantities of the gas can be deduced with good accuracy from
an effective low energy Hamiltonian

Heg = Eo(N,V) + Y _ e, (N,V)blb,

~y

(48]

where N is the total number of particles in the gas, Fo(NV,V)
is its ground state energy in the quantization volume V', and
the excited energy levels are those of an ideal gas of quasi-
particles whose creation and annihilation operators are 131; and

b, and whose dispersion relation v — e, (N, V) depends on N
and V', but not on the temperature.

We do not need at this stage to specify the ensemble of
variation of the index v and the quantum statistics (bosonic

or fermionic) of the operators b,, nor the dispersion rela-
tion. In practice the index v will represent a composite index
(B,q) or (F,k,0), q or k being the quasi-particle wave vector,
o = +1/2is a spin index, and s € {B, F'} labels the excitation
branch which is bosonic (with a phononic start at ¢ — 0) or
fermionic (displaying an energy gap and varying quadratically
with k£ around its minimum).

Going back to the canonical ensemble: The expres-
sion (13) involves the microcanonical chemical potential
ume (N, V, E) and its derivative with respect to the total energy
E. In the limit of a large system however, the microcanonical
and canonical chemical potentials can be identified provided
the two ensembles have the same mean energy, that is the
canonical mean energy Ecan(N,V,T) for a well chosen tem-
perature T coincides with the energy E of the microcanonical

140ne first checks that theQdensiti/ fluctuations on a given lattice site are small in relative value,

using (43). At T =0, (6p°)/p° = el 3 < 1, using (34) and the note 13. At T' > O,
P

n_ (kgp*
mel i3
Second, one checks that the phase fluctuations between two neighboring lattice sites are small in ab-
solute value. To this end, one notes from (44) that 12 ((grad 66)2) = (mcl/h)?(5p2)/p>.
To conclude, it remains to use mc/(hpl/g) = O(1), a property that holds in the whole BEC-
BCS crossover, as well as the previous estimates of (§52)/p2.

there is the additional thermal contribution ~ which is < 1 for the same reasons.

PNAS | lIssue Date | Volume | Issue Number | 7
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ensemble [12]:

/J«mc(N7 V: Ecan(N, V: T)) ~ /J«can(N7 V: T) [49]

By taking the derivative with respect to 7', one then obtains

 Orpean (N, V,T)

OB fme(N,V, Ecan(N, V,T)) =~ 91 Eean(N,V, T)

[50]

The free energy and its derivatives: The partition func-
tion of the effective Hamiltonian in the canonical ensemble at
temperature 7" is simply given by

7 = e PFo H Z e Brven

vy {n'y}

[51]

where 8 = 1/(kpT) and where the occupation numbers n,
vary in the ensemble {0, 1} for the Fermi statistics and in that
of the natural integers N for the Bose statistics. The free en-
ergy ' = —kpT In Z can then be written as

F=FE) - kBTZln Z e Prvey

Y {n~}

[52]

By taking the derivative of F' with respect to the tempera-
ture or the number of particles, one obtains the mean energy,
the energy variance and the chemical potential of the gas in
the canonical ensemble:

Eecan = 03(BF) = Eo+ Z €Ty (53]
¥
VarcanE = kpT?0rEecan [54]
Mcan - 8NF = Mo + Z(aNE'y)ﬁ'y
¥
where
to = OnEo [56]

is the chemical potential of the gas at zero temperature, that
is in the absence of quasi-particles, and where

Z{”v} n,yefﬂn"fe“f
Z{n }e_ﬁn’ye’Y
~

is the mean number of quasi-particles in the mode ~ following
the Bose or Fermi-Dirac distribution. We have now at hand
all the useful expressions to determine the blurring time ¢, in
equation (13) when the Fermi gas is prepared in the canonical
ensemble.

Dispersion relations: The idea is reduce the dispersion re-
lations of the two excitation branches, that are not known
exactly, to their essential feature at low temperature. The
bosonic branch is reduced to its phononic start at ¢ — 0, i.e.
we take a linear dispersion relation corresponding to the sound
velocity ¢ of the zero temperature gas,

Ty

[57]

€B,q = hcq [58]
the cutoff at large g being ensured by the Bose law np,q =~
[exp(Bhicq) — 1]7*. In the thermodynamic limit, the mean
phonon energy and its derivative with respect to 1" are then
given by

7T2 (k‘BT)4
E can = A
B 30 (hc)3 [59]
212 kp(kpT)?
OrEB can 15 W [60]

8 ‘ www.pnas.org/cgi/doi/10.1073/pnas.0709640104

The sound velocity and the contribution pp can of the phonons
to the gas chemical potential can be obtained very simply at
the unitary limit. Indeed, due to scaling invariance, the zero
temperature equation of state reduces to po = e, where the
Bertsch parameter £, a number, has been precisely measured

[8], and
— 12 37‘r25 e
2m |4

is the Fermi energy of an ideal unpolarized gas of spin 1/2
fermions with the same total density p = N/V as the unitary
gas, m being the mass of a fermion. Then the exact hydrody-

. . 2 d . . . 2 _ 2
namic relation mc* = P g Ho simplifies into mc” = Zpuo and ¢

EF [61]

varies as p'/%, so that Onep.q = €5.q/(3N) in equation (55)
and

1
HB,can — 37NEB,can [62]
1
aT,U/B,can = 37N6TEB,Can [63]

The fermionic branch at unitarity has a minimum, the gap
A, for k = ko, around which it varies quadratically [30], which
should be a sufficient description at low temperature, as the
dominant contribution to the free energy and to its derivatives
should come from a neighbourhood of this minimum. We then
take as in reference [30]

2,2\ 2
(h2k2 B : ko)

2m 2m

2 fo

where we recall that o = £1/2. The values of the parame-
ters A and ko have been measured [31], while the curvature
parameter fo has only being estimated theoretically [30].

According to equation (53), the mean energy corresponding
to fermionic quasi-particles in the thermodynamic limit is

€Fk,o ~ex=A+ [64]

A3k €x

E can — 2V 7a N2 _R.. ., 1
o s (2m)3 P + 1

[65]

To leading order in temperature, one can neglect the 1 with
respect to exp(Bex) > exp(A/kgT) > 1 in the denominator,
making an exponentially small error when 7" — 0 ; within the
same order of approximation, after integrating over the direc-
tion of k, one can extend the integration over the modulus k
to the whole real axis, using (64) for all k£ € R. This gives

Ve B2
EF,can >~ by
™

/dk k2 eee Pl [66]
R

where we made evident the activation law associated to the
width A of the energy gap. When T' — 0, the Boltzmann
factor e~ Fle=4) gets more and more peaked around its max-
imum, reached in k£ = ko and of value 1, with a width in &
that goes to zero as T/?. One then makes an error that is
polynomial in 7' (more precisely, it is a linear combination of
ksT/A and m?kgT fo/(lk§)?) when one replaces the prefac-
tor by its leading approximation, k%ex ~ k3A, and when one
quadratizes the dispersion relation in the exponential:

1 {hzko(kko)r (67]

ek — A~ —
m

2fo

It is then simple to perform the resulting Gaussian integral,
and to calculate the derivative of the result with respect to

Footline Author
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T to leading order, that is here by differentiating only the
activation factor exp(—BA):

mGo _
Ercn =~ —573 27 foksT)?*Ae™ > [68]
A
8TEF,can =~ ﬁEF,can [69]

Again for the spectrum (64), the fermionic quasi-particles
contribution to the chemical potential in the thermodynamic
limit is, according to equation (55),

Bk Onvex

s (2m)3 efex +1 [70]

HF,can = 2V
As we have just seen, for T — 0 we are led to approximate
Onex with OnA in the prefactor of the thermal occupation
number. Considering the scale invariance of the unitary gas,

which imposes A x p?/2, we immediately obtain to leading
order in 7"
~ 25 [71]
MF,can = 3N F,can
2
aTMF,can ~ 37]\]8TE‘F,(:an [72]

In terms of the ratio r: One obtains a relatively simple
expression of the blurring time by introducing the dimension-
less ratio r between the contributions of the bosonic and the
fermionic branch to 1 Ecan, that is to the denominator of the
right hand side of equation (50):

102m)' % & £ g P A g
(kBT)Q/Q

_ aTEF,can
= ~
aTEB,can T—0 31/271'4

[73]

where we introduced ¢o = h?k3/(2m) and we used equations
(60,69). By replacing the parameters with their approximated
values given just above equation (21), one obtains the expres-
sion of r given below this same equation. Thanks to the scale
invariance of the unitary gas, the ratio between the bosonic
and the fermionic contributions to Or fican is simply related to
r at low temperature, see equations (63,72):

2
can 78 E can
Orpir, SNCT e _ o [74]
aTHB,can T—0 SWQTEB,C&D
so that one arrives at the approximation
NOT fican 1+2
T L L+2r [75]

OrFean  3(1+7)

where fican is the full chemical potential of the gas and Fecan
its total mean energy when it is prepared in the canonical en-
semble. One easily obtains the energy variance by using the
general relation (54) and (61) to eliminate the volume V:

33/2,4

20

(ksT)°
e

N Varean (1+47) [76]

Last, one has to combine these relations with the identity
-2
(2t0e /)2 = (3

T Ecan

tions (13,50), to finally obtain

N2 3t (14 2)? (ep\*? (kBT° (771
(ertor)? 45 (14+7) \ o EF

2
8T“ﬁ) Varcan F which follows from the equa-

from which equation (21) which we wanted to justify, is ob-
tained by simple numerical substitution.

Footline Author

Appendix D: phase diffusion coefficient of the unitary

Fermi gas at low temperature

This supplementary section explains how to obtain the expres-
sion (22) of the diffusion coefficient D(E, N) of the conden-
sate phase in a spatially homogeneous unpolarized spin 1/2
unitary Fermi gas prepared in the microcanonical ensemble.
We start from equation (10) and compute the right-hand-side
by a straightforward adaptation of the kinetic equations ap-
proach of reference [18]. This adaptation consists mainly in a
rescaling of the wave vectors, of the excitation spectrum and
of the Beliaev-Landau scattering amplitudes.

Principle of the computation of D from kinetic equa-
tions: Let us first recall why v» = D(Ex, Ny) as it is ex-
pressed in (10) can be obtained from kinetic equations, as done
in detail in reference [18]. Replacing the derivative of the phase
by its coarse grained average (8) yields time integrals of the
quasi-particles occupation numbers 75, correlation functions.
When the quasi-particles are weakly interacting, the state of
the system at time zero can be seen as a microcanonical sta-
tistical mixture of Fock states |(ns,o)) of quasi-particles with
well-defined integer occupation numbers ns . All one needs
is then to determine the correlation functions'®

((n5,0) 153,00 ()51 01 (0)[(15,0)) =

((ns,0) 753,05 () (M5,0)) 51,00 (0) [78]

hence the evolution of the mean quasi-particle number in each
mode when the interactions among them are taken into ac-
count. This is exactly the purpose of kinetic equations. In
a typical initial configuration, the occupation numbers (ns,q)
are in practice very close to their microcanonical mean value
(is,a), Where fis,a = (fis,a), and (...) is the microcanonical
average, and the kinetic equations can therefore be linearized
around the set of ns . After performing the average over the
initial Fock states, we obtain the system

[79]

where M is the matrix of the linearized kinetic equations re-
stricted to the subspace 6FE = 0 of zero energy fluctuation
(that is the subspace of vectors Z satisfying €- Z = 0, with €
the vector of coordinates the energies (€s,o)) and the unknown

vector X (t) contains the correlation functions

Xeialt) = (s (t) = in)
= Z Aslya/ <(7¢L57a(t) — ﬁs,oc)(ﬁs’,a’(o) - ﬁs’,a’» [80]

Here A is th(% vector whose coordinates are the coefficients of
dfy 16 .

Mo in =2 , that is, from equation (8)

As,a:g d

hdN e [81]

15 At this level of approximation, 65 = O in equation (10), since the correlation function in (78)
is real.
16 Equation (8) has a factor 2 with respect to its equivalent (2) in [18], hence the factor 2 in the

numerator of Ag . Since X (0) is a linear function of A, see (80), this leads in turn to a factor
4in D.

PNAS | lIssue Date | Volume | Issue Number | 9



“english” — 2016/2/22 — 13:10 — page 10 — #10

The computation of the initial value X (0) is done in details in
reference [18] and will be sketched later on. The phase diffu-

sion coefficient D follows from X (¢) by a time integration :
+oo o . .
D= / dtA- X(t) = —(PA)- M~ 'X(0)  [82]
0

The projector P, hermitian conjugate of the projector onto the
zero energy fluctuation subspace 17, subtracts the component
parallel to the energy vector €, i.e. P& = 0. We act with it on
A in (82) when a multiplication by the matrix M ' defined
only in the sub-space §E = 0 occurs. Such a precaution is
unnecessary for X (0) since by construction & X (0) = 0 in the
microcanonical ensemble!®.

Importance of the curvature of the excitation spec-
trum: We now consider a gas of fermions prepared in the
microcanonical ensemble at an arbitrarily small yet non zero
temperature 7. We can then neglect the fermionic branch of
excitations and limit ourselves to the region of arbitrarily small
wave vectors g of the bosonic one. This is the validity range of
Landau and Khalatnikov’s quantum hydrodynamics (see our
supplementary information) which we shall use. A physically
interesting point, already mentioned by Landau and Khalat-
nikov in their calculation of the viscosity of Helium III [22], is
that taking a linear approximation for the excitation spectrum
leads to wrong conclusions. Indeed, even to leading order in
T the result does depend on the dimensionless curvature pa-
rameter vy defined as

g’

— +0(¢")

h
cq+ 8m?2c

B (me)—0 [83]
where c is the zero temperature sound velocity and m the mass
of a fermion. The role of 7 is double: First, its sign distin-
guishes between two worlds in the formalism of the kinetic
equations: when v > 0 the bosonic quasi-particles interaction
processes of the type 2 — 1 or 1 — 2 (two quasi-particles
disappear and a new one is formed, or the other way around,
see figure 3) dominate at low temperature whereas they are
forbidden by energy conservation when v < 0 and the 2 — 2
processes take over. Second, the absolute value of v also mat-
ters as suggested by the result of reference [22] for the viscosity
which depends on |y| even to leading order in T'. We expect
a similar behavior for D: with a bosonic branch linear in ¢,

—t
we are condemned to have —g% — puo(N) [in (8) and lim-
ited to the bosonic branch s = B] proportional to the energy
of the quasi-particles Zq €B,q"B,q, & constant of motion for
the kinetic equations, hence not subject to diffusion. We thus
expect the phase diffusion coefficient to vanish, D — 0, in the

limit of a spectrum with zero curvature®®.

Beliaev Landau

a c\/k
N

Fig. 3. Bosonic quasi-particles interaction processes 1 — 2 (Beliaev) and
2 — 1 (Landau) involving wave vectors q, k and k’, with k/ = q — k and
k’ = q + k respectively.

10 ‘ www.pnas.org/cgi/doi/10.1073/pnas.0709640104

Kinetic equations for the unitary gas at low temper-
ature: At unitarity, the numerical calculation of the bosonic
excitation spectrum according to the equation of reference [21]
yields a curvature parameter « which, thanks to scale invari-
ance, is a pure number independent of the density of the gas:

v =~0.1 [84]

Since v > 0 the bosonic branch is convex in the vicinity of
q = 0, and we can focus on 2 — 1 and 1 — 2 quasi-particle
interaction processes. Qualitatively the situation is then simi-
lar to that of a weakly interacting Bose gas, and so should be
the kinetic equations. Quantitatively however there are some
differences: the dispersion relation q +— €p,q is not the same,
nor are the dimensionless Landau-Beliaev scattering ampli-
tudes AEI,kQ that appear in the Hamiltonian describing to
lowest order the interactions between the quasi-particles:

mc2

H2<—>1 = W

Z Aﬁ1,k2 Ok; +ka.q [bfq bii'(z bq + h'C'}
a,kq,ko#0
[85]
where p is the total density, L® the volume of the quantiza-
tion box and the Kronecker 4 ensures momentum conservation.

Despite these differences however, the low temperature limit

kT

mc? <1

[86]

is universal, meaning that it does not depend on the micro-
scopic details of the physical system, since the wave vectors
appearing in the kinetic equation have a small typical thermal

value
kgT mc mc

he S h S Th
Let us explain in two steps why and how this universal limit
for D is obtained.
Limit of the matrix M when ¢ — 0: First, one can artifi-
cially rewrite (83) in a way that mimics the Bogoliubov form
(the true Bogoliubov spectrum is obtained setting v = 1) and
which is valid up to order 3 in hg/(mc) :

2 2 2 2\ 71/2
eha [Lq (W + W';Tq)}

Qtherm ~

(87]

2m [88]
At the thermodynamic limit, the kinetic equation of the time
derivative of the mean number of quasi-particles of wave vec-
tor q contains an integral over the wave vectors k; and ko
involved in the corresponding 2 <+ 1 processes (see figure 3).
Integrating over one of those wave vectors, say k', is straight-
forward thanks to the momentum conservation Dirac 6. In-
tegrating over the angle between q and the remaining wave
vector k is harder, but can be done analytically for the Bo-
goliubov spectrum thanks to the energy conservation Dirac §
[18]. This calculation, which yields &’ as a function of k and g,
can be recycled here by simply adapting it to the Bogoliubov-
like spectrum (88) 2°. Using the rotational invariance of the
unknowns Xp,q(t) there remains a one dimensional integral
over the wave vector k.

17 Careful, these are not orthogonal projectors, see equation (41) of reference [18].

18This is actually true at all times & - )?(t) = 0,Vt > 0, since the energy is conserved by the
kinetic equations.

19 Mathematically, this results from the fact that PA = 0 in (82) since A is then colinear to €.
20This amounts to replacing 1+k/2 by 1 +’yl‘cl2 and 1 +Ivc”2 by 1+’ylvc//2 in the denominators
of equations (A9) and (A10) of reference [18]. Equation (A10) and (A11) of the same reference are

also changed to v&'2 = \/1 4+ v(&q + €)% — Land vk""2 = /1 + ~v(&, — )2 — 1.

We have introduced the rescalings k = hk/(v/2mc) and &, = CB,k/(mC2)-

2

21our rescaling procedure mainly amounts to replacing pg by mc® in [18] since in a weakly

interacting Bose gas, me? = pg where g is the s-wave coupling constant..

Footline Author
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Second, the limit € — 0 is taken in the kinetic equation after
rescaling the wave vectors to their typical thermal value:

hqc
V2kgT

and the time ¢ to the inverse of the typical collision rate be-
tween quasi-particles:

f=b V2me\® me? ¢
=° n 2m2hp

The dimensionless rescaled quantities §, k and t are kept con-
stant when taking the limit. Definitions (89) and (90) are
consistent with equatlons (D4,A5,A7) of reference [18], up to
the inclusion of a trivial €® factor in . Similarly the definition
(86) is consistent with equation (D1) of the same reference?'.
Doing so, we find that the dependence on the curvature pa-
rameter 7 disappears from the coefficients of the kinetic equa-
tions, hence from M. To leading order in ¢, only the sign
matters (it allows resonant 2 <+ 1 processes) not its absolute
value. In particular, as shown by expanding the quantum hy-
drodynamic Hamiltonian (39) up to order three in density (43)

and phase (44) fluctuations, the scattering amplitudes for the
unitary gas have an equivalent independent of ~:

3(1+A) 3/2

[89]

[90]

A~ T (gkk)'? [91]
K’ 3(1 + A) f
Ax o e W 5/2( Gk )1/2 [92]

Momentum and energy conservation lead to k' = §—k in the
right-hand-side of (91) and to &’ = G+ in the right-hand-side
of (92). In other words, at low energy the only resonant 2 <> 1
scattering processes are those where the three wave vectors
are almost colinear. We have introduced

_ pug(p)
3o (p)

where po(p) is the zero temperature chemical potential, such
that mc? = pug(p). Here A = —1/9 since the scale invari-
ance of the unitary gas leads to uo(p) o p?/3. For a weakly
interacting Bose gas, po(p) < p, hence A = 0 and equations
(91,92) reproduce equations (D8) and (D9) of reference [18],
as they should. Altogether this leads to the kinetic equations
for the correlation functions (80) by introducing the notations
XB7q(t) = Xg(t) and np,q =Ng :

[93]

jfx = (O T4 xq + 2T (14 )2 U;Zfék?(gﬂ;)?
y (ﬁ,;+q—ﬁq)X,~c—|—/ (G — B)2(1+ g, +70) Xy
;
[ G- R0 0| (04
where
B = 714+ 4) /Odz}z?( P20+ 75 +7, 7)) [95]

~ 91 _ _
e = T(1+A)2/ dkk?* (G + k) (nf, — nppz),  [96]
0

that with we successfully compare to (D10,D11,D12) of ref-
erence [18]. Note that we have obtained the Beliaev-Landau

Footline Author

decay rates féB) and fff) of the quasi-particle of wave vector

q. They are dimensionless and rescaled according to (90).
Limit of X(0) and PA and behaviour of D when & — 0:
To leading order in &, the curvature parameter ~ only ap-
pears in the initial value X (0) of the unknown vector and in
the projection PA of the coefficient vector, see (82). These
two quantities are in fact proportional to . The initial value
)2(0) is obtained by acting with the microcanonical quasi-
particle numbers covariance matrix on the vector A of equa-
tion (81). This covariance matrix appearing in (80) is de-
rived by applying the projector onto the zero energy fluctua-
tion subspace and its hermitian conjugate to the well-known
canonical covariance matrix, see equations (21,41,47,48,49)
of reference [18] for the derivation and equation (43) of the
same reference setting n = 0 for the final result. The pa-
rameter vy appears in the coordinates of fY, and more indi-
rectly in the covariance matrix through the occupation num-
bers fip,q = 1/[exp(en,q/kBT) — 1], which themselves depend
on the energies €p q and therefore on . The rather long en-
suing calculation follows step-by-step the one conducted in
[18]. The starting point are the low-temperature expansions
for fixed ¢

N 1 .
€Ba =, V2kpT§ [1 + 1752q2 + 0(54):| [97]
- 2V2 - 1 5.5 4
hAB,q o 37NkBTq {1 - Z’YE g +0(") [98]

where, in the second relation, we have used Ndc/dN = ¢/3
and dv/dN = 0, a consequence of the scale invariance. The
result for X (0) is 4v/3 times that of [18] for the same value
of €, provided we express them both in units of the quantity
mc?/(NT) corresponding to the considered system (weakly in-
teracting Bose gas or unitary Fermi gas) and we consider them
as functions of the corresponding ¢ as in (A17) and (D14) of
reference [18]. The same conclusion holds for the projection
PA for which one can refer to equations (A16) and (D13) of
reference [18]. Introducing the constant ¢i obtained by nu-
merically solving the kinetic equations (94) for A = 0, see
equations (50) and (D17) of [18],

1 ~ 0.3036 [99]

we finally obtain the phase diffusion coefficient of the unitary
Fermi gas to leading order in temperature

RND (4~/3)2 kgT

me2 70 (1+A)2 “ <m02 )
Using the experimental numerical value of the parameter
¢ of the equation of state uo(p) = &ep where ep =
12 (37%p)%/3 /(2m), see the body of the article, leads to
mcz/z-:p = 2¢/3 = 0.251 and to the expression of D given

22

In (shZ)rt : Let us now give a synthetic, if not convincing, ex-
planation of the result (100), starting from the one obtained
n [18], AND/(mc*) = 1 (kBT/m02)4, and keeping track of
all the corrective factors allowing to pass from the weakly in-
teracting Bose gas to the unitary Fermi gas. Knowing that D
() the
factor 2 in the coefficients of & W , see equation (81), leads
to a factor 4 in D, (i) the equation of state is changed from
po(p) o< p to po(p) x p?’3 hence (N/c)de/dN changes from
1/2 to 1/3, which leads to a factor 2/3 in A, hence a factor
4/9 in D, (iii) PA and X(0), that are equal to zero for an
excitation branch purely linear in ¢, are proportional at low

[100]

is a quadratic function of A (see equations (80,82)):
—t
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temperature to the curvature parameter -y, which is equal to 1
in [18], hence a factor 4% in D. All this explains well the factor
(4v/3)? in the numerator of equation (100). Last, the factor
(14 A)? in the denominator of (100) originates from the fact
that the Beliaev-Landau amplitudes for the unitary gas are
(14 A) times those of the weakly interacting Bose gas (for the
same rescaled infinitesimal wave vectors), which increases the
correlation time of the quasi-particle occupation numbers, and
hence D, by a global factor (1+ A)™2. Keeping equation (55)
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On considere généralement que la fonction d’onde macroscopique décrivant un condensat
de paires de fermions posséde une phase parfaitement définie et immuable. En réalité,
il n'existe que des systémes de taille finie, préparés, qui plus est, a température non
nulle; le condensat posséde alors un temps de cohérence fini, méme lorsque le systéme
demeure isolé tout au long de son évolution et que le nombre de particules N est fixé. La
mémoire de la phase initiale se perd a mesure que le condensat interagit avec les modes
excités, qui agissent comme un environnement déphasant. Cet effet fondamental, crucial
pour les applications qui exploitent la cohérence macroscopique du condensat de paires,
reste trés peu étudié. Dans cet article, nous relions le temps de cohérence a la dynamique
de phase du condensat, et nous montrons, par une approche microscopique, que la
dérivée de l'opérateur phase du condensat §y par rapport au temps est proportionnelle
a un opérateur potentiel chimique que nous construisons, et qui inclut les deux branches
d’excitations du gaz, tant par brisure des paires que par mise en mouvement de leur centre
de masse. Pour une réalisation donnée d’énergie E, fy évolue aux temps longs comme
—2Umc(E)t/h, ol umc(E) est le potentiel chimique microcanonique; les fluctuations de
I'énergie d'une réalisation a I'autre conduisent alors a un brouillage balistique de la phase,
et & une décroissance gaussienne de la fonction de cohérence temporelle avec un temps
caractéristique oc N/2. En revanche, en I'absence de fluctuations d’énergie, le temps de
cohérence diverge linéairement en N a cause du mouvement diffusif de éo. Enfin, nous
proposons une méthode permettant de mesurer avec un gaz d’atomes froids ce temps de
cohérence, que nous prédisons étre de I'ordre de la dizaine de millisecondes pour un gaz
de fermions préparé dans I'ensemble canonique a la limite unitaire.
© 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en
Open Access sous licence CC BY-NC-ND
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

ABSTRACT

It is generally assumed that a condensate of paired fermions at equilibrium is characterized
by a macroscopic wavefunction with a well-defined, immutable phase. In reality, all
systems have a finite size and are prepared at non-zero temperature; the condensate
has then a finite coherence time, even when the system is isolated in its evolution and
the particle number N is fixed. The loss of phase memory is due to interactions of
the condensate with the excited modes that constitute a dephasing environment. This
fundamental effect, crucial for applications using the condensate of pairs’ macroscopic

1631-0705/© 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en Open Access sous licence CC BY-NC-ND

(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).
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coherence, was scarcely studied. We link the coherence time to the condensate phase
dynamics, and we show with a microscopic theory that the time derivative of the
condensate phase operator 6 is proportional to a chemical potential operator that we
construct including both the pair-breaking and pair-motion excitation branches. In a single
realization of energy E, éo evolves at long times as —2umc(E)t/h, where pmc(E) is the
microcanonical chemical potential; energy fluctuations from one realization to the other
then lead to a ballistic spreading of the phase and to a Gaussian decay of the temporal
coherence function with a characteristic time o« N'/2. In the absence of energy fluctuations,
the coherence time scales as N due to the diffusive motion of fy. We propose a method
to measure the coherence time with ultracold atoms, which we predict to be tens of
milliseconds for the canonical ensemble unitary Fermi gas.
© 2016 Académie des sciences. Publié par Elsevier Masson SAS. Cet article est publié en
Open Access sous licence CC BY-NC-ND
(http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/).

1. Position du probléeme

Les gaz cohérents d’atomes froids dans des piéges immatériels non dissipatifs sont des exemples uniques de sys-
témes quantiques macroscopiques isolés. Se pose alors le probléme de leur temps de cohérence intrinséque. Cette question
fondamentale présente également un intérét pratique, pour toutes les applications qui mettent a profit la cohérence ma-
croscopique, par exemple en interférométrie ou en ingénierie quantique ou I'on crée des états intriqués non triviaux par
évolution cohérente [1-3]. Des mesures de temps de cohérence sont déja accessibles avec des gaz de bosons [4-6]. Les ex-
périences sur les gaz de fermions, qui se sont pour I'instant concentrées sur les propriétés thermodynamiques [7,8], donc sur
les aspects traditionnels du probléme a N corps, commencent a s'intéresser aux mesures de corrélations et de cohérence
[9], ce qui ouvrira un nouveau domaine de recherche, y compris dans le régime d’'interaction forte : 'optique quantique
fermionique [10]. Cependant, il n'y a a ce jour aucune prédiction sur le temps de cohérence d’'un condensat de paires de
fermions, sauf a température nulle [11]. Dans cet article nous présentons la premiére théorie microscopique permettant de
combler ce vide théorique en toute généralité. Notre analyse vaut pour d’autres systémes physiques, tels que les jonctions
de Josephson mésoscopiques, pourvu qu'on arrive a réduire suffisamment la décohérence due a I'environnement.

Pour un gaz de bosons condensé, le temps de cohérence est déterminé par I'étalement de la distribution de probabilité du
changement de phase du condensat pendant t. A température nulle et en présence d'interactions, cet étalement, balistique,
est dii aux fluctuations du nombre de particules. Cet effet a été observé par interférence de deux condensats initialement
cohérents, dont le nombre de particules fluctue du fait du bruit de partition [4,6]. Contrairement au cas du laser, qui est
un systéme quantique ouvert, et de facon inattendue, un étalement balistique de la phase subsiste dans ces systémes isolés
pour un nombre de particules fixé si le gaz est a température non nulle [12,13], les fluctuations de cette autre quantité
conservée qu'est I'énergie remplacant celles du nombre de particules.

Dans le cas d'un gaz non polarisé de fermions condensés par paires, I'étude du temps de cohérence présuppose une
définition claire de la phase du condensat, et une construction explicite de 'opérateur 6y correspondant [11]. A température
non nulle elle requiert en outre de pouvoir inclure dans la vitesse de variation de la phase la contribution des deux branches
d’excitation, celle fermionique (par brisure des paires) et celle bosonique (par excitation du centre de masse des paires).
Pour la branche fermionique, la RPA d’Anderson [14] suffit. Pour la branche bosonique en revanche, nous avons besoin
d’un équivalent pour les fermions de la méthode de Bogohoubov permettant de construire les opérateurs de création bJr
et d’annihilation ba de quasi-particules et d’exprimer d90/dt en termes de ces opérateurs. Qui plus est, il faut prendre en
compte les interactions entre les quasi-particules dans I’évolution des ba. Ceci est une conséquence non évidente du fait que
la fonction d’'onde du condensat de paires dépend du nombre total de particules N, méme dans un systéme spatialement
homogeéne, et va au-dela du programme de la RPA.

2. Décroissance de la fonction de cohérence

Aux températures inférieures a la température critique, la fonction de cohérence temporelle du champ de paires
Yy (Y4 (), ol Y, (r) est I'opérateur champ fermionique pour la composante de spin o, est dominée aux temps longs
par celle du condensat :

1(0) = (@) ()0 (0)) (1)

oll dg = j‘d3rd3r/g0§(r, r) 1/%(1‘)1/%(1") est la composante du champ de paires sur la fonction d’onde du condensat [11].
Comme le systéme a I'équilibre est dans un mélange statistique d’états propres a N corps | ), avec des poids IT,, nous
sommes ramenés a I'’étude de la fonction de cohérence g%‘(t) dans I'état propre |;), d’énergie E; et de nombre de par-
ticules N,. Pour tirer parti des faibles fluctuations relatives du nombre de paires condensées pour un grand systéme, on
utilise la décomposition [11] en les opérateurs hermitiens phase et module
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Go = eiéo N(l)/z 2)

et on approxime N, opérateur nombre de paires condensées, par sa valeur moyenne Ny dans I'état d’équilibre du systéme,
pour obtenir

gh(0) = No !B/ (g | eI HEWI Ny 3)

ot l'opérateur W, différence entre le transformé de H par el et { ,
~ A Aia N A oA 1~ ~ 4
W =e e — i =—ilfo, H1— 100, [0, A1+ ... (4)

est approximativement N fois plus petit que f1. En effet, comme dg, el change le nombre total de particules d’'un O (N©).
Alors que H est une observable extensive, W est un opérateur intensif et le double commutateur dans (4) est d’ordre 1/N.
Il apparait formellement dans I'équation (3) un opérateur d’évolution correspondant au hamiltonien A perturbé par w,
restreint a I'état propre |y,) de H. La fonction g%/No est donc, a un facteur de phase prés, proportionnelle a I'amplitude
de probabilité que le systéme initialement préparé dans |y,) y soit encore au bout d’'un temps ¢t en présence de W. Une

approche naturelle pour obtenir une approximation non perturbative de cette amplitude est celle des fonctions de Green
. R A a1
ou de l'opérateur résolvante G(z) = (zl —(H+ W)) du hamiltonien perturbé. Par la méthode des projecteurs (voir la
sous-section §IILB.2 de la référence [15]), on définit un hamiltonien effectif non hermitien Heg(z) gouvernant I'évolution
. N -1
restreinte a |y, ), donc tel que (¥, |G(2)|¥,) = (z — (w,\lHeff(z)h//,\)) . Ceci conduit a
dz e—i—Evt/n

g =Ny | o ———— avec (He(@)s =E + (W) + (WQ———5—o———
2i7 7 — (Heff(2))5, 20, — 0,(H+W)Q,

& QW) (5)

Le domaine d'intégration C dans le plan complexe est toute droite z=x + in, n > 0 fixé, décrite dans le sens des réels x
décroissant de +o00 a —oo, et I'on a introduit la notation (A)A = (WVA\WU et 'opérateur 0, = 1- [¥) (W], projecteur
orthogonal a |v;). En se limitant dans (I:Ieff(z)>)\' i l'ordre deux en W, donc en omettant Q; W @, au dénominateur, et en
négligeant sa dépendance en z (approximation du pdle), (Hefe(2))3 & (Hegr(E; +101)), on obtient!:?

0, N
— ——— Q. W), (6)
(Ex+i07)Q; — Q1HQx
On notera que 2y, n'est autre que le taux de départ de I'état |y, ) induit par W tel que le prédit la reégle d’or de Fermi.

Le terme dominant sous I'exponentielle dans (G) est (W), d’ordre N° comme W. Afin de I'interpréter, on constate
d’abord que, d’aprés le développement (4), en point de vue de Heisenberg,

gh(t) =~ Ny e WLt/ o=(84+70E yec (s, —iy) = (W0,

1 1l y a derriére I'approximation du pdle I'hypothése selon laquelle le continuum auquel |v;) est couplé est large en fréquence [15]. Aussi la loi expo-
nentielle dans (6) ne vaut-elle qu'aux temps longs devant I'inverse de cette largeur, c'est-a-dire ici devant le temps de corrélation 7. des quasi-particules
introduit plus bas.

2 Pour faire apparaitre une ligne de coupure dans la résolvante puis un pdle dans son prolongement analytique, donc pour justifier rigoureusement
I'émergence d’'une partie imaginaire y; non nulle et donner un sens précis a I'équation (6), il faut passer a la limite thermodynamique (N — 400 a densité
fixée). Mais c'est ici inhabituellement subtil : comme le montre une généralisation du raisonnement autour de I'équation (10), la fonction déplacement [15]

A (2) = (W Q-A m Qx W)x, avec Imz > 0, tend vers zéro en 1/N, tout comme §; —iy; dans (6). L'astuce consiste alors a se placer a une échelle
vy A i s

de temps d’ordre N, en posant t = Nt et en gardant 7 fixé i la limite thermodynamique. On effectue le changement de variable z= E; + (W), +2'/N dans
l'intégrale de (5), on choisit n =1n'/N (' > 0 fixé) dans le domaine d'intégration C = {z =x+in, x = +00 — —o0}, ce qui conduit au domaine d’intégration
C'={Z =X +in,X = +0o — —o0} sur Z, et I'on néglige le terme (W), qui apparait au dénominateur de la fonction déplacement ainsi que Rez'/N
(par cohérence avec l'omission de Q,Wa, ). Le facteur 1/N dans I'élement d’intégration dz=dz’/N permet de sortir un facteur 1/N au dénominateur de
l'intégrande, et I'on obtient a la limite thermodynamique le résultat suivant, indépendant de n’ par analyticité de I'intégrande dans le demi-plan Imz’ >0 :

lim
N—+o00 No

A (pyel(Whnt/h dz e—iZT/n )
L ~ / T 7=h, =e 0T avec hQy = NETooNA)"(m//N)
b

Voila qui fournit, pour un systéme de taille assez grande mais finie, la définition N(5, — iy;) = ;. Si I'on avait pris la limite thermodynamique a t
fixé avant de faire tendre ¢ vers I'infini, on serait tombé, en développant I'intégrande de (5) au premier ordre en la fonction déplacement, sur une autre
définition : limy— 400 N[Ny ' g} (©)elW)H/h — 1] ~ (=it)N(8; — iy;) avec N(8; —iys) =lim,_ o+ limy—yo0 NA; (in). Pour montrer I'équivalence de ces deux
définitions, injectons dans la fonction déplacement une relation de fermeture sur les états propres de a, A (2) = Zu# |(11/,L|W|1//~A)\2/(z+ E, —Ep), et
voyons si la granularité de la distribution des E;, — E;, dans cette somme pondérée tend vers zéro plus vite que n’/N. Pour cela, voyons chaque état propre
comme la superposition cohérente d'un état de Fock central de phonons et d’un faible halo d’états de Fock de phonons s’en déduisant par des processus
Beliaev-Landau 1 phonon <> 2 phonons. Méme si W conserve les nombres de phonons, cf. (8), il peut coupler I'état de Fock central de [.) au halo de [v;).
Au pire, un seul processus Beliaev-Landau est mis en jeu, auquel cas E;, — E; = %(€p k, + €p,k, — €B,k;+k,)» Oll K et Ky sont les vecteurs d’onde des deux
phonons émis ou absorbés ; comme la paire {ki,ky} prend o V2 valeurs différentes, ot V est le volume du systéme, E, — E; varie alors par pas o 1/v?2,
ce qui est bien < n/N.
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. ddo 1
Wit)y=h—+0 | — 7
0= +0(y) 7)
A ce stade il pourrait sembler difficile d’obtenir une expression explicite de déo/dt qui permettrait d’aller au-dela d'une
description purement formelle de la dynamique de phase. Heureusement il n’en est rien car, comme nous le montrerons
dans la section suivante, la moyenne temporelle a gros grains de dfp/dt dans un gaz faiblement excité est proportionnelle
a un opérateur potentiel chimique, quantité thermodynamique par nature :

t

h déo A desy .
TS dr = wo(N) + Z Z Ns o (8)

La somme au second membre porte sur les deux branches d’excitation, celle des quasi-particules fermioniques (¢ inclut un
indice de spin et un indice orbital, @ =k, o pour un systéme spatialement homogéne) qui présente une bande interdite,
et celle des quasi-particules bosoniques (o est uniquement orbital, &« = q dans I'’exemple précédent) dont le départ, a la
limite thermodynamique et pour un systéme homogéne, est phononique. Lorsque nous disons que le gaz doit étre faible-
ment excité, nous voulons dire que la déplétion thermique du condensat doit rester petite. Ceci suppose en particulier que
le nombre moyen de quasi-particules soit une faible fraction du nombre total de particules. La moyenne temporelle a gros
grains est prise sur un temps long devant I'inverse des pulsations propres €, /hi de ces quasi-particules mais court devant
leur temps de collision, c’est-a-dire le temps typique de variation des opérateurs nombres de quasi-particules fis o, ce qui
suppose que ces quasi-particules sont dans le régime faiblement collisionnel. Enfin uo(N) est le potentiel chimique a tem-
pérature nulle du gaz non polarisé a N particules, autrement dit la dérivée de I'énergie du fondamental par rapport a N.
Nous interprétons le deuxiéme terme du second membre de (8) comme un «opérateur potentiel chimique» au sens ol sa
moyenne quantique est la dérivée adiabatique, c’est-a-dire & populations des quasi-particules (fis o) fixées, de I'énergie des
quasi-particules > _r 5 >, €s.a(fis,«) par rapport a N. L'équation (8) relie la dérivée de la phase au potentiel chimique au
niveau des opérateurs ’quantiques d’une théorie microscopique multimode. De ce point de vue, elle va au-dela de la seconde
relation de Josephson établie pour la phase du paramétre d’ordre d’'un supraconducteur (cf. la section §3.4 de la référence
[16]).

En prenant la moyenne de I'équation (8) dans |¢,) et en utilisant I'hypothése de thermicité des états propres [17]
pour identifier moyenne dans un état propre et moyenne d’ensemble microcanonique, on fait donc apparaitre le potentiel
chimique microcanonique iy a I'énergie E; et au nombre de particules N, :

ddo
de
Nous omettons la moyenne temporelle & gros grains, ici superflue puisque la moyenne quantique est prise dans un état
stationnaire du systéme.

Le terme suivant sous 'exponentielle dans (6) est d’ordre N~! donc sous-dominant. Pour le voir, on le relie i la fonction
de corrélation temporelle de dfg/dt dans I'état |,). A une contribution d’ordre 1/N? prés :

fi(—=)»=—2mc(Ex, N;) 9)

dé() (t) déo 0) déo

dt dt dr
A A

+00
Vi +16; = / dt (10)

0

qui redonne bien (6) aprés injection d’'une relation de fermeture sur les états propres de A. L'intégrande a comme valeur
initiale Var; (ddy/dt) = 0(1/N) (ceci s'obtient en additionnant les variances des nombres de quasi-particules, ce qui cor-
respond a un gaz parfait de quasi-particules dans I'ensemble canonique et surestime donc la variance microcanonique) et
décroit sur le temps typique de corrélation 7. des fis o, C’est-a-dire le temps typique de collision entre les quasi-particules.
Ceci permet d’estimer |y, +i8,| ~ rcVar(déo/dt) = 0 (1/N). Le déplacement §, est donc du méme ordre en N que le terme
sous-dominant [6p, [6o, H]] dans W ; tous deux sont N fois plus faibles que (9) et on les néglige pour un grand systéme.
En revanche y; est le seul a conduire a une décroissance exponentielle de la fonction de cohérence microcanonique g%(t)
et doit étre conservé. L'équation (10) en fournit aussi une interprétation physique, si I'on se souvient que, dans la théorie
du mouvement brownien, I'intégrale de la fonction de corrélation de la vitesse donne le coefficient de diffusion de la posi-
tion : y, n'est autre que le coefficient de diffusion de la phase du condensat de paires lorsque le systéme est préparé dans
I'ensemble microcanonique correspondant a |, ), et sera désormais noté y; = D(E;, N,). Nous retenons finalement :

g%n (t) ~ NO e2ittme(Ex,N)t/h o =D(E; Nyt (11)

L'équation (10) fournit méme une méthode de calcul de D : si 'on dispose d'équations cinétiques pour les nombres de

—t
quasi-particules apparaissant dans dép/dt , voir I'équation (8), on peut calculer leur fonction de corrélation temporelle,
comme il est fait dans la référence [18], et en déduire que

D(E,N) = —(PA)- M~ 'CrcPA (12)
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La matrice M, de coefficients My ¢/, €st la matrice des équations cinétiques linéarisées %871 = Mén donnant I'évolution
des fluctuations én; , des nombres de quasi-particules, regroupées en un vecteur sn, autour de leurs valeurs stationnaires
N5, .- Pour définir les autres notations, on introduit comme dans [18] la matrice Ccan des covariances des nombres de quasi-
particules 7, dans 'ensemble canonique & N particules et d’énergie moyenne E, le vecteur énergie € de composantes €
et son vecteur dual é « Ccan€ normalisé de facon que é- € = 1.2 Alors le vecteur A= (2/h)d€/dN regroupe les coefficients

des nS « dans I'expression (8) de —dGo/dtt la matrice P est le projecteur non orthogonal® tel que PSn=6n—¢ - Jn) pour
tout Bn et la matrice des covariances microcanonique vaut Cpe = PTCcmP [18].

Il nous reste maintenant a prendre la moyenne statistique de I'’équation (11) sur les états |y, ) constituant I'état mélange
du systéme. Aux grands N, on suppose que 'ensemble généralisé donné par les IT, conduit a des fluctuations de I'’énergie
totale et du nombre de particules trés faibles en valeur relative autour de leur valeur moyenne E et de N (c’est le cas par
exemple des ensembles canonique et grand canonique). On en prend donc une approximation gaussienne et on linéarise
Wme autour de (E, N). A cet ordre, on peut remplacer D, déja sous-dominant d’un facteur N, par D(E, N). Il n’y a plus qu'a
calculer l'intégrale gaussienne du facteur de phase exp{2i[(dmc(E, N)/dE)(E — E) + (dume(E, N)/ON)(N — N)]t/h} pour
obtenir le résultat central de ce travail :

g1(t) ~ N0e2ip.mc(l_:‘,N)t/he—tz/Ztgre—D(E,N)t (13)

En présence de fluctuations de I'énergie ou du nombre de particules, le brouillage thermique aux temps longs prend la
forme d’'une décroissance gaussienne de la fonction de cohérence g (t), avec un temps caractéristique

0 4mc a/’LlTlC

(E,N)+E

Qtpe/M) % = Var( (E, N)) (14)

qui diverge en N'/2 pour des fluctuations normales. Le coefficient de diffusion de la phase D donne, quant a lui, un temps
de décroissance caractéristique qui diverge linéairement en N ; c’est donc bien une contribution sous-dominante aux temps
longs, sauf dans I'ensemble microcanonique ol cette diffusion de phase intrinséque peut étre observée directement.

3. Dérivation microscopique de I'’équation sur I'opérateur phase

Comme promis, nous donnons maintenant & notre connaissance la premiére démonstration microscopique de I'équa-
tion (8), reliant la vitesse de variation de I'opérateur phase d’'un condensat de paires a ce que I'on peut qualifier d’opérateur
potentiel chimique.

La contribution de la branche d’excitation fermionique a déo /dt peut s obtemr par des équations du mouvement linéa-
risées pour de faibles fluctuations des opérateurs de paires vr L‘/fTv 1/1T1/f ) et llfa Vo autour de I'état de champ moyen, ce

qui constitue la Random Phase Approximation (RPA) d’Anderson [14]. En effet, en calculant la moyenne temporelle de dd,/dt

grace a I'équation (120) de la référence [11] et en récrivant I'’équation (86) de cette référence en termes des nombres
d’occupation des quasi-particules fermioniques,” on obtient

hd—eO dEF,aA
T27dr reA (N )+—(N N) + Z aN NF o (15)

a=k,o0

ol €p g est le spectre d’excitation BCS, ici pour un systéme spatialement homogene, et N le nombre moyen BCS de
particules dans I'ensemble grand canonique de potentiel chimique 1.°

3 0na (Ccan)w st = = 8sqr.sa' N5, (1 £15,o) €t fl5 o = 1/[exp(€s,o/kpT) F 1] ol le signe supérieur (inférieur) vaut pour la branche d’excitation bosonique
(fermionique). € et € sont des vecteurs propres a gauche et a droite de M avec la valeur propre nulle, comme le montrent la conservation de I'énergie et
I'écriture plus parlante € o dn/dT T étant la température de I'ensemble canomque et i le vecteur de composantes fis o [18].

4 pg¢=0et Pt projette sur le sous-espace des fluctuations sn d’énergie nulle, {611 |€- sn= 0}, a l'intérieur duquel I'inverse de M est défini.

5 On remarque que GFAD ;k = 1 +fiF, _k,|» ol le membre de gauche fait référence aux notations de l'article [11], et on se sert de son équation (74)
pour reconnaitre deg g o /djL.

6 L'équation (15) est écrite en réintroduisant le terme de phase trivial —2/4(N)t/h qui n’apparait pas dans la référence [11] du fait de l'utilisation du
hamiltonien grand canonique.
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Des difficultés fondamentales nous empéchent d’obtenir la contribution de la branche de phonons a I'équation (8) dans
le cadre de la RPA.” Nous avons alors choisi de traiter le probléme par une approche variationnelle avec comme Ansatz
I'état cohérent de paires dépendant du temps le plus général®

) =N@®yexp | > T riodlmi] ) |10) (16)

r,r

Cet Ansatz, fonction des variables indépendantes I'(r,r’) et normalisé a l'unité grice au facteur A/(t), est écrit ici aprés
discrétisation de I'espace réel en un réseau cubique de pas [ (que I'on fait tendre vers 0 a la fin des calculs), les opéra-
teurs champ obéissant alors i des relations d’anticommutation du type {V/ (r), 1/3T ()} =68c.076r, ¢/ Le jeu de variables
canoniquement conjuguées associé, ®(r,r’), d*(r, r’) est constru1t° dans la section §9.9b de la référence [19]. Il ne faut pas
confondre le champ & avec le champ de paires WWT 9 Quand les paires de I'état (16) sont au repos, I'(r,r’, t) dépend
uniquement de r —r’ et la transformée de Fourier de ® n’est autre que I'amplitude BCS Vy de la paire k ¢, —k | [11],
tandis que la transformée de Fourier du champ de paires s’écrit —Uy Vi = —Vi(1 — |Vi|?)'/2. Lorsque les paires sont en
mouvement, nous n'avons plus d’interprétation physique simple mais la norme au carré de ® demeure égale a la moitié du
nombre moyen de particules dans I'état |v/) :

N
S =l =r) e ;0P (17)

L’hamiltonien régissant I'évolution du champ @, a savoir

H(D, d*) = (Y |H|y) (18)

pourrait étre explicité a I'aide du théoréme de Wick, mais nous aurons ici besoin seulement de son invariance par change-
ment de phase globale o(r,r) — el” d(r, 1), Yy € R (symétrie U(1)), qui découle de la conservation du nombre total de
particules N par A. A température nulle, le champ ®(r,r’) & N fixé est figé, 3 une phase globale prés, dans le minimiseur
Do(r, 1) = (N/2)12¢pg(r,r') de H, ol ¢, réel et normalisé & l'unité, dépend de N méme dans le cas spatialement homo-
geéne. ¢o différe de la fonction d’'onde du condensat ¢y de la méme maniere que & difféere du champ de paires W “M)
(voir la Note 10). A température suffisamment faible, on peut développer # en puissances des petites déviations de ® par
rapport au cercle y — eV dy(r, 1), lieu des minima de 7 i N fixé. On décompose donc le champ en ses composantes
colinéaire et orthogonale a ¢ :

o(r,r)=e [n"2¢o(r,r') + Ar, 1)) (19)

7 Le résultat (15) restreint a I'ordre linéaire en les opérateurs de paires n’inclut pas la contribution de la branche de phonons. On pourrait espérer obtenir
cette contribution en poussant le calcul par la RPA jusqu'a I'ordre quadratique comme suit : premiérement, on calcule dfy/dt jusqu'a I'ordre quadratique.
Deuxiémement, on forme I'ensemble des opérateurs de la RPA qui transférent une quantité de mouvement hq, a savoir G_g—q, x4, ak+q¢af—k¢' &I(JquﬁkT et

a’[kia_k_qi, ol x4 annihile un fermion de vecteur d’'onde k et de spin 1, ensemble qui est clos au regard des équations linéarisées. Pour chaque valeur
de q la matrice Lq de ce systeme d’équations posséde deux modes collectifs, dont les énergies, opposées I'une de I'autre, sont linéaires en q dans la limite
des grandes longueurs d’onde. On développe alors les opérateurs de la RPA sur I'ensemble des modes propres de Lgq; les amplitudes obtenues sur les
modes collectifs, B,q et Ba, annihilent et créent respectivement une excitation collective d’'impulsion Fhq. Troisiémement, on insére cette décomposition
modale dans les opérateurs de la RPA apparaissant dans ddo /dt pour obtenir une expression quadratique en les amplitudes modales, et donc des termes
en Eaﬁq comme dans (8). Malheureusement, cette approche par la RPA n’est pas fiable et nous devons y renoncer car les opérateurs de la RPA, bien que
linéairement indépendants, ne sont pas quadratiquement indépendants, comme on le voit en dissociant et réassociant les opérateurs de paires grace aux
relations d’anticommutation fermioniques, par exemple

(@11 @ gy 1)) = @18 g @ xcy ).

Ceci montre (i) quil N’y a pas une maniére unique d’exprimer dfp/dt comme une fonction quadratique des opérateurs de la RPA, (ii) que les amplitudes
modales ne sont pas quadratiquement indépendantes, et (iii) que le coefficient de lesq n'est pas déterminé de maniére unique par cette approche fondée
sur la RPA.

8 Nous utilisons ici par souci de simplicité un Ansatz de type BCS dépendant du temps dans lequel le nombre de particules posséde des fluctuations
quantiques (a ne pas confondre avec les fluctuations thermiques de I'ensemble grand canonique). Au prix d'une difficulté supplémentaire, nous aurions pu
tout aussi bien choisir un Ansatz & nombre de particules fixé [16], ce qui n'aurait changé les coefficients de la fonctionnelle énergie que d'une correction
relative O(N~1/2), si bien que le spectre obtenu a la limite thermodynamique efit été le méme.

9 Nos variables I' et & correspondent aux variables z et 8 de la référence [19] dans le cas olt I'on remplace les opérateurs et le vide de quasi-
particules dans I'équation (9.132) de [19] par ceux des particules. Si I et & sont les matrices de coefficients respectivement BI'(r,r) et Bd(r,r)
alors @ =-L(1+ FTI‘) 172 daprés I'équation (9.144) de [19]. Leurs équations d’évolution s'obtiennent par méthode variationnelle 3 partir du lagrangien
L=in[( [(w|(d/db)|y) —c.c.] /2 — (Y |H|¥). @ a été choisi astucieusement de sorte que L = ihl® h [<I>*(r r)oe(r,r) — cc]/2 H (P, &*), ce qui conduit
3 8, ® = (ihl®) 19+ H. Ceci montre que la variable conjuguée de @ dans le formalisme hamiltonien est ihl®®* pour le crochet de Poisson traditionnel, et
donc @* pour le crochet de Poisson {®, ®*} = (ihl®)~, sachant qu'on doit avoir 3 ® = {®, #)}.

10 Avec la méme notation matricielle que dans la Note 9, nous avons (49 ) = ®(1 — ®'®)!/? d’aprés I'équation (9.146) de la référence [19].
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ol I'excursion de la phase 6 peut étre arbitrairement grande, contrairement a celle de A. Ce cadre permet de développer
une théorie perturbative systématique en puissances du champ A (voir Annexe A), qui est 'analogue pour les fermions de
la théorie de Bogolioubov sans brisure de symétrie U(1) pour les bosons [20]. Comme nous le verrons, la phase 6 reste
proche de la phase p du condensat si A est assez petit. On écrit donc les équations du mouvement pour 6 et pour les
champs de I'espace orthogonal A, A*. Dans la forme finale des équations, on fait systématiquement disparaitre les variables
du condensat grce a la relation n = N/2 — || A||?, conséquence de (17), et on se limite a I'ordre 2 en A, A*.

La difficulté centrale de notre probléme provient de l'existence d'un terme linéaire en A, A* dans dé/dt, conséquence
de la dépendance de ¢¢ en le nombre de paires [11]. En I'absence de ce terme linéaire, il suffirait de développer le champ
A sur les modes propres de ses petites oscillations linéaires, déduits de I'approximation quadratique du hamiltonien  a N

fixé :
A(r,r;t) \ Ug(r, 1) " vi(r, 1)
(A*(l‘, l./; t)) - ;bd(t) (Va (r’ r/)) + bo{(t) (u;(l‘, r/)) (20)

ol la somme porte sur les modes propres d'énergie positive €y, avec la normalisation |lug||? — ||vel*> = 1. A cet ordre,
be (t) = by (0)e~€t/" | 0’y aurait qua injecter la décomposition (20) dans d6/dt et i prendre une moyenne temporelle a
gros grains pour tuer les termes de battement entre les modes; dé /dtt contiendrait alors la combinaison linéaire attendue
des nombres de quasi-particules bosoniques npy = |by|?. La réalité est plus subtile : A cause de l'interaction entre les

quasi-particules, b, n’est pas nul mais d’ordre deux en A et A*, si bien que le terme linéaire dans d@/dt contribue a la

méme hauteur que les termes quadratiques. On doit donc calculer Et, ce que l'on fait dans I'’Annexe A, en utilisant en
particulier le caractére borné du champ A, conséquence du respect de la symétrie U(1) dans le développement (19), puis
en appliquant le théoréme de Hellmann-Feynman, pour trouver :

—t
ndo deg o 3
5 — N+ Ea N lba|” + O(IAIR) -

Discutons briévement le spectre €, dans le cas d’'un systéeme spatialement homogene, a la limite continue [ — 0 pour une
interaction de contact dans I'onde s de longueur de diffusion fixée entre fermions de spin opposé. Pour chaque valeur du
vecteur d’onde total q, il se compose d’au plus une énergie discréte €g g, et d’'un continuum paramétré par deux vecteurs
d’onde (K, 15Kz, |) = €F 4+ + €F K,y de somme fixée (ki + ky =q), ol €f, est la relation de dispersion BCS. La
branche q — €p g coincide bien avec celle de la référence [21], comme nous I'avons vérifié. De départ phononique, elle
correspond aux excitations élémentaires bosoniques du gaz de fermions dont nous cherchions la contribution a la dynamique
de phase. Elle doit donc étre gardée dans (21). En revanche, le continuum correspond a I'excitation de deux quasi-particules
fermioniques ; celles-ci ne peuvent en effet étre excitées que par paires a partir du fondamental car I'hamiltonien A contient
un nombre pair de facteurs ¥ et ¥, qui détruisent ou créent chacun une quasi-particule. Ces biexcitations ne sont pas
physiquement indépendantes,'! et font double emploi avec la contribution de la RPA a déo /dt. 11 ne faut donc pas les
inclure dans (21).

Deux derniéres remarques nous séparent de (8). (i) Les champs (@%) et @ sont distincts, aussi les phases o et 6 ne
coincident-elles pas exactement. Leur valeur moyenne temporelle a gros grains ne différent cependant que par un terme
d’ordre ||A||2, borné, négligeable aux temps longs, ne contribuant pas au brouillage de phase du condensat de paires.'2
(ii) La phase de notre approche variationnelle est une variable classique, alors que 6y dans (8) est un opérateur quantique.
Ce hiatus est comblé par application au résultat (21) de la procédure de quantification du chapitre 11 de la référence [19],
puisque les by de la branche bosonique y sont remplacés par des opérateurs bosoniques'> Ba, [l;a, BL] = 1. Nous pensons
que la validité de I'équation (8), reliant dfp/dt a I'opérateur potentiel chimique, et donc du résultat (13), dépasse celle de
notre dérivation microscopique variationnelle et inclut le régime d’interaction forte pourvu que les quasi-particules aient
une durée de vie beaucoup plus longue que I'inverse de leur fréquence propre, ce qui est le cas & température suffisamment
basse. Dans le cas limite oli 'on peut négliger la branche d’excitation fermionique et se limiter a la partie phononique de
la branche bosonique, c’est bien ce que prédit la variante irrotationnelle de la théorie de I’hydrodynamique quantique de
Landau et Khalatnikov [22] (voir I'’Annexe B).

1 Exciter o = (kq, 15 ka2, |) et o’ = (K{, 1; k), |) revient a exciter o” = (K, 1; Kz, |) et &” = (ky, 1K), |).

12 En exprimant dans (dg) la valeur moyenne du champ de paires en fonction de @, on se rend compte pour A faible que (dg) = €' \/No(1+ O (| A]])) et
donc, étant donné que A = O(||A|2), ona G =8 + O(J|A|?).

13 Plus précisement, ces opérateurs ne sont bosoniques que pour une faible densité d’excitations. Pour un systéme homogéne spatialement et dans un
formalisme qui brise la symétrie U(1) (6 = 0), nous obtenons a partir des équations (11.81c) de [19], généralisées au cas de fermions appariés (&p,&};
sont remplacés par les opérateurs BCS Bkg d’annihilation de quasi-particules fermioniques) et restreintes aux images bosoniques faiblement excitées (BB'
négligeable) : Bq =>x X:B—MBHM + YEI;LME]:N. Les coefficients réels X9 et Y9 sont des combinaisons linéaires des coefficients correspondants uq et
vq dans I'équation (20), et héritent de leur condition de normalisation Zk(XE)2 — (Yl‘b2 =1. Alors, dans un état (16) avec 6 =0, Sq = [Eq, BZ] —1 aune
valeur moyenne et une variance O (||A[|2/N) puisque by |[¥) = O(J|A[l/N/2) si [|[A]/N/2 = 0.
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Fig. 1. Quelques considérations expérimentales. (a) Configuration de piégeage proposée pour mesurer gi(t) par interférométrie de Ramsey : le condensat de
paires de fermions est confiné dans le piége principal (a fond plat sur la figure); on transfére au plus deux atomes en moyenne (sous forme d’'un dimeére)
dans le piége secondaire (trés étroit) par effet tunnel résonnant d’amplitude ajustable par une barriére de hauteur variable; on crée ainsi une référence
de phase avec laquelle on fait interférer le condensat de paires aprés un temps d'évolution t. (b) Temps de brouillage thermique pour un gaz cohérent de
fermions a la limite unitaire dans 'ensemble canonique, en fonction de la température T en unités de la température de Fermi Tr = € /kp. Disques : a
partir de I'équation d’état mesurée dans la référence [8]. Ligne tiretée : formule (22) qui utilise I'équation d’état approchée décrite dans le texte.

4. En vue d’'une étude expérimentale

Esquissons maintenant un protocole de mise en évidence expérimentale du brouillage thermique d'un condensat de
paires. L'idée centrale est, dans les phases de préparation et de mesure, de bosoniser de maniére adiabatique réversible [23]
les paires de Cooper atomiques sous forme de diméres fortement liés et faiblement interagissants, en ajustant la longueur
de diffusion a une faible valeur positive grace a une résonance de Feshbach magnétique. Ceci permet (i) de produire un
échantillon a nombre faiblement fluctuant de diméres, en faisant fondre une phase de Mott préparée par réalisation du
modéle de Hubbard bosonique [24], (ii) de créer un couplage tunnel entre le piége principal renfermant les N particules et
un pieége secondaire trés étroit, a travers une barriére de hauteur ajustable [2] (Fig. 1a), (iii) de détecter par fluorescence
un dimére unique [25]| dans ce piége secondaire. Pour mesurer la fonction gi(t), nous adaptons aux paires de fermions
la méthode interférométrique de Ramsey de la référence [26], ot sont appliquées deux impulsions de Rabi a un intervalle
de temps t. On prépare initialement les paires bosonisées dans le piége principal. La premiére impulsion est d’angle ¢
suffisamment faible pour transférer en moyenne moins d'un dimere dans le piége secondaire et éviter ainsi le bruit de
partition qui masquerait le brouillage thermique. On ajuste ensuite les interactions a la valeur a laquelle on souhaite étudier
la dynamique de phase du condensat de paires, et on laisse évoluer pendant le temps t. On rebosonise et on applique une
seconde impulsion d’angle € avant de mesurer le nombre ng. de diméres dans le piége secondaire. Alors la valeur moyenne
de ngec sur les réalisations présente, en fonction du temps t, des oscillations de demi-pulsation la différence (sur fi) des
potentiels chimiques entre les deux zones de piégeage, et de contraste |g(t)/g1(0)|.

5. Quelques résultats explicites sur le gaz unitaire

Pour commencer, donnons une estimation du temps de brouillage pour un gaz unitaire préparé dans I'ensemble ca-
nonique, donc avec des fluctuations d'énergie de variance VarE = kgT2d7E. En utilisant 'équation d’état du gaz unitaire
non polarisé mesurée dans la référence [8] nous trouvons, pour un systéme spatialement homogéne (dans un piége a
fond plat [27]) les temps de brouillage thermiques ty,; représentés par des disques sur la Fig. 1b. Ainsi, a une température
T=0,12 TF~0,7 Tc ol T, est la température de condensation des paires, on trouve t, ~ 7N'/2fi/eg, ce qui correspond
4 20 millisecondes pour une température de Fermi typique Tr = ep/kg =1 pK et un nombre d’atomes typique N = 10°.
On peut aussi comme dans la référence [28] estimer I'équation d’état du gaz unitaire a partir d'un modele de gaz par-
fait de quasi-particules avec des relations de dispersion simples. Pour la branche bosonique, on prend [28] €pq = ficq
avec c la vitesse du son a T =0, mc? = %&F, et £ le paramétre de Bertsch. Pour la branche fermionique, on prend [29]

2
€rkoe =A+ (% —€0)%/(2fo), oll A est le gap et oil g et fo donnent la position du minimum et la courbure de la relation
de dispersion. En gardant pour chaque branche sa contribution a I'énergie volumique moyenne d’ordre dominant a basse

température Ep/V ~ ;T/—z/;(eofokBT)l/er‘A/"BT et Eg/V ~ ’;—;(lch)4/(hc)3 comme dans [28], et en utilisant les valeurs

expérimentales [8,30] £ =0,376, A = 0,44¢g, €9 = 0,85¢¢ et la valeur théorique [29] fo = 0,846¢E, nous trouvons :
Nh? © \° (1+2r)?
< ) (1+2r) (22)

(tprep)2 ~ \ 0,46 1+r)
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_ _ 9/
ol ® =T/Tr et ol r=9d7Er/d7Ep ~ (%) e~0:44/® mesure I'importance relative des deux branches d’excitation. Cette

formule, représentée en tireté sur la Fig. 1b, donne un équivalent exact de tp, quand ® — 0.'4

Aux temps finis!'® t = O(N°) « tyr, la contribution de D i g;(t) dans I'équation (13) est a priori comparable i celle de
tb’r2 puisque les deux coefficients se comportent comme 1/N dans I'ensemble canonique. D peut étre calculé a trés basse
température en ne gardant que la partie phononique du spectre. Dans I'état de I'art, il est prédit par différentes approches
que la branche bosonique est convexe aux faibles ¢ dans un gaz unitaire [31-33],

ye
8m2c
si bien que les phonons interagissent par des processus Landau-Beliaev 2 phonons <> 1 phonon comme dans un gaz de bo-
sons en interaction faible.'® Nous pouvons alors réutiliser, en I'adaptant,'” la réduction a basse température de I'expression
générale (12) effectuée dans la référence [18]. Par ailleurs, nous trouvons, par résolution numérique des équations de la RPA
de la référence [21], que y ~ 0,1, en accord avec [33,34], si bien que
AND
€ ©0-0

€a =, hcq+ “—— + 0(q°) avec y >0 (23)

ce* avec (C~0,4 (24)
Ceci achéve notre description du brouillage thermique d’'un gaz de fermions a la limite unitaire et a basse température.
6. Conclusion

Nous avons présenté la premiére théorie microscopique du brouillage thermique de la phase d'un condensat de paires de
fermions (13), et mis en évidence un brouillage balistique et une diffusion de phase sous-dominante. Le temps de brouillage
dépend de la variance de I'énergie totale du gaz, ainsi que de la dérivée du potentiel chimique microcanonique du gaz
par rapport a I'énergie. Le coefficient de diffusion de la phase peut étre déduit d’équations cinétiques sur les nombres
de quasi-particules. Pour établir ces résultats, nous avons utilisé de facon centrale le fait que la vitesse de variation de
la phase du condensat de paires est reliée a 'opérateur potentiel chimique du gaz par I'équation (8), dont nous avons
donné une dérivation microscopique incluant les deux branches d’excitation du gaz, bosonique et fermionique. Nous avons
enfin proposé un protocole expérimental de mesure de ce temps, que nous avons estimé étre de I'ordre de la dizaine de
millisecondes pour un gaz cohérent de fermions préparé a la limite unitaire dans I'ensemble canonique.
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Annexe A. Compléments sur le calcul variationnel avec un état cohérent de paires

Dans cette annexe nous démontrons I’équation (21) portant sur la moyenne temporelle de 6 grace a un modéle micro-
scopique fondé sur I’Ansatz (16), état cohérent de paires en mouvement. Il est commode dans un premier temps de traiter
la variable réelle n et le champ complexe A dans (19) comme des variables indépendantes, c’est-a-dire de ne pas fixer ||®|.
Pour inclure les interactions entre les quasi-particules, il faut aller jusqu'a I'ordre trois en A et A* comme suit :

3
H(®, D) =Toln, po(N)1+ Y _ Tjln, do(N)I(A, A*) + O (I A[I*) (25)
j=1

14 Le bon accord avec les données expérimentales est i relativiser car si I'on traite les deux branches du modéle i tous les ordres en kT, on obtient un
décalage vers le haut de tp€r/(iN'/2) i peu prés constant et égal a 5 sur l'intervalle de température de la Fig. 1b.

15 Les temps que I'on considére sont néanmoins contraints par I'inégalité t > 7. (voir la Note 1) : pour un gaz unitaire 7.~(0, 149/©)> quand ® — 0,
d’aprés la Note 17.

16 Dans le cas concave, les processus dominants sont les diffusions 2 phonons <> 2 phonons, comme dans la référence [22].

17 L’astuce universalisante 3 basse température est d'utiliser, quel que soit le systéme physique, mc/h comme unité de vecteur d’onde et mc?> comme unité
d’énergie. Partons alors du coefficient de diffusion de la phase et du temps de corrélation des quasi-particules pour des bosons en interaction faible [18] :
AND/(mc?) ~ c1 (kg T /mc?)* et mc2tc/h ~ c3p[h/(v/2mc)]? (mc2 /kgT)®, oit c1 ~ 0,3036 et c3 ~ 0,05472, et recensons tous les facteurs correctifs faisant
passer du gaz de bosons en interaction faible au gaz unitaire de fermions, compte tenu du fait que D est une fonction quadrathue de PA et linéaire de

M~1, voir I'équation (12) : (i) dans le cas d’'un condensat de paires, il y a un facteur deux dans les coefficients A de —dé)o/dt donc un facteur quatre
sur D (ii) I'équation d'état passe de fo(p) x p a po(p) o p%/3, o1 p est la densité, donc (N/c)dc/dN dans, A passe de 1/2 a 1/3, d’ott un facteur 2/3 sur
A et un facteur 4/9 sur D, (iii) PA, nul pour une branche d’excitation bosonique linéaire en q puisqu’alors AxE, est proportionnel a basse température au
paramétre de courbure sans dimension y, qui valait un dans [18], d’ott un facteur y? dans D, (iv) d’aprés I'hydrodynamique quantique [22], les amplitudes
adimensionnées de couplage Beliaev-Landau entre les quasi-particules, a des valeurs fixées des vecteurs d'onde adimensionnés, dépendent du systéme
seulement via un facteur global 1+ A, olt A = pug(p)/[3ug(p)] passe de 0 a Ay =—1/9, d'oti un facteur (1+ Ay)~2 sur la matrice M~! donc sur D et
sur le temps de corrélation 7. induit par les collisions entre les quasi-particules. Alors, pour le gaz unitaire, iDN/(mc?) ~ c1[(4y /3)%/(1+ Ay)?1(kg T /mc®)*
et mc2te/h ~ c3(1+ Ay) 2 plh/(v/2mc)1? (mc? /kgT)>.
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Le tenseur 7; est de rang j, c'est-a-dire que T;(A, A*) est d’'ordre exactement j en A et A*; il peut s’exprimer en
termes de la différentielle j-iéme de # prise en (&, ®*) = (n'/2¢g, n'/?¢g) restreinte au sous-espace orthogonal a (¢, 0)
et (0,¢p), ot I'on a pris ¢ réelle, et il ne dépend pas de la phase 6 du fait de la symétrie U(1). A nombre total de
particules fixé, I'énergie ne varie pas au premier ordre autour du minimiseur si bien que 71[N/2, ¢o(N)] = 0. Cette in-
nocente équation n'est autre que la célébre équation du gap lorsque le systéme est spatialement homogéne. De plus,
on vérifie que 9,Tg[N/2, po(N)] = 2o(N) ol uo(N) =dEo(N)/dN est le potentiel chimique du gaz a température nulle,
Eo(N) = To[N/2, ¢po(N)] étant I'énergie de I'état fondamental.

Les variables phase et module au carré de I'amplitude du champ @ dans le mode ¢ sont canoniquement conjuguées, si
bien que —hdf/dt = 0, H (P, ®*). Une fois effectuée cette dérivée dans (25) a A et A* fixés, on peut fixer la norme de ®
3 (N/2)V/2 (C’est-a-dire le nombre total de particules 3 N) et éliminer n grice a la relation n = ||®|2 — || A||?; le champ A
reste alors la seule variable dynamique du probléme. L'expression est utile seulement jusqu'a I'ordre deux en A, A* :

2

do
—ﬁa = nTo[N/2, po(N)] — ||A||23376[N/27 do(N)] + Z O TiIN/2, po(N)I(A, A*) + o(IAl?) (26)
j=1

L’hamiltonien régissant I'évolution de A 3 nombre de particules fixé s'obtient en remplacant n par N/2 — ||A||? dans (25)
et en développant jusqu'a l'ordre trois en A, A* :

HN(A, A*) = Eg(N) + T2INI(A, A*) + T3IN/2, po(N)I(A, A*) — [|A 20, TiIN/2, do(N)I(A, A*) + O (IA]*) (27)

ol la forme quadratique 7V'2[N](A,A*) est obtenue en soustrayant 2uo(N)||A[I2 & T2[N/2, po(N)(A, A*). Pour calculer
la moyenne temporelle a gros grains de 9,71[N/2, ¢o(N)I(A, A*), C’est-a-dire du terme linéaire en A, A* posant probléme
dans d6/dt (voir le corps de l'article), il est astucieux d’écrire alors directement la dérivée temporelle de la partie imaginaire
du champ A projetée sur la fonction (N/2)/2d¢g/dN,

16 172 dgo(r, v

YEZZ<E) ¢°( 400ET) (e ) — A*r, 1) (28)
Comme i3 A =1789,«Hn (A, A*), il vient

_thll_ =D HN(A, A*) =D T[NI(A, A*) + D - HSEP (A, A%) + O (A1) (29)
oll va“b est la partie de Hy d’ordre trois en A, A*. On a introduit 'opérateur différentiel

D= Z ( )1/2 clqbz(i;']r’) (Oa@r) + davar)) (30)
Nous allons maintenant mettre a profit en cascade deux relations vérifiées pour tout A orthogonal a ¢o(N) :

2D - TINI(A, A%) = =3, Ti[N/2, $o(N)I(A, A¥) (31)

2D - H{ (A, A) = Z%ﬁ[mm, A®) = 0w T2[N/2, po(N)I(A, A*) + [ A[287ToIN/2, o(N)] (32)

On établit ces relations en considérant formellement un champ @' a N + 8N particules et en obtenant de deux facons
différentes I'approximation quadratique en A’ et A’* de Hynisn(A’, A’*) olt A’ est & une phase prés comme dans (19)
(écrite pour N + 8N particules) la composante de &’ orthogonale a ¢o(N + 8N). D'une part, on remplace simplement N par
N+ 8N et A par A’ dans (27), puis on développe au premier ordre en SN, ce qui fait apparaitre d7;/dN[N]. D’autre part,
on applique a H(d', ®'*) le développement (25) autour de ®¢(N) sachant qu'au premier ordre en SN, la composante de @’
orthogonale a ¢o(N) contient, en plus de celle A, de A’, une contribution venant de d¢o/dN :

1/2 4
A(r, l“)—5N<2) ¢O(l‘ )+ A’ () + O(BN2, |A'|2, 8N|IA'[1%) (33)

Cest ce décalage infinitésimal proportionnel a §N dans la direction de d¢o/dN qui fait apparaitre 'opérateur D. Les équa-
tions (31) et (32) résultent de I'identification aux ordres un et deux en A’ et A’* des deux expressions de Hysn(A', A'*)
obtenues.

Le plus gros du travail a été accompli. Il reste & combiner les équations (26), (29), (31), et (32), ou plus précisement leur
moyenne temporelle a gros grains (sur une échelle de temps longue devant la période d’oscillation des amplitudes modales
be mais courte devant le temps d'évolution des nombres de quasi-particules |by|?) pour obtenir

S
hdo

d7;
@ _MO(NH-—[N](A A¥) +0(|AIP) G4
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oll nous avons utilisé de facon cruciale la nullité de dA/dtt (et donc de dY/dtt) pour le champ A, dont I'excursion est

bornée. La forme quadratique T2[N] est représentée par la matrice nL[N] avec n = (é _01 > soit, en notation par blocs et

avec le produit scalaire hermitien {,) dont découle la norme || | :

\ 1
TINI(A A" = 5 <(A A*) . 1LIN] (f)> (35)

Il reste a injecter la décomposition modale (20) dans I'équation (35) préalablement dérivée par rapport a N, les ¢, et
. N Lt
(Ug, Vo), —€q et (v}, u}) étant les valeurs propres et vecteurs propres de £. La valeur moyenne a gros grains se charge

d’éliminer les termes croisés et le théoréme de Hellmann-Feynman assure que'® ((uq, —vq), d[d:,[\lN] (Vo‘)) =dey/dN, et
o

permet ainsi de conclure sur I’équation (21).
Annexe B. Hydrodynamique quantique irrotationnelle

Dans cette annexe, nous donnons une démonstration supplémentaire de I'équation (8) a partir de I'hydrodynamique
quantique. Bien que cette démonstration ne soit pas microscopique, a I'inverse de celle que nous avons donnée dans le
corps de l'article et dans I’Annexe A, et bien qu’elle néglige les degrés de liberté fermioniques internes et se contente d’une
description aux grandes échelles spatiales des paires de fermions, par un champ bosonique donc, elle présente I'avantage de
reposer uniquement sur I’équation d'état et d’étre ainsi valide dans tous les régimes d’interaction.

En 1949, pour calculer la viscosité de I'hélium superfluide a basse température, Landau et Khalatnikov ont développé
la théorie de I'hydrodynamique quantique [22], qui permet de déterminer, de maniére exacte a I'ordre dominant en T, les
effets d'une température non nulle sur les observables d'un fluide quantique, du moins sur celles dépendant seulement
des faibles échelles d’énergie et des grandes échelles de longueur. De facon remarquable, le seul ingrédient spécifique est
I'équation d’état du fluide a température nulle, c’est-a-dire ici la densité volumique d'énergie eg(p) de I'état fondamental
du systéeme spatialement homogéne de densité p.

Afin d’obtenir la dérivée temporelle de I'opérateur phase du condensat de paires de fermions, nous apportons deux
raffinements a la théorie, une régularisation des divergences ultraviolettes et une spécialisation au cas irrotationnel.

D’'une part, nous résolvons les problémes de divergence du niveau d'énergie fondamental du hamiltonien de Landau-
Khalatnikov, dus a I'énergie quantique de point zéro des modes propres du systéme, en discrétisant 'espace en un réseau
cubique de pas I, sous-multiple de la longueur L de la boite de quantification, beaucoup plus petit que la longueur d’'onde
typique 271 /qy, des excitations du fluide peuplées thermiquement, mais beaucoup plus grand que la distance moyenne
p~1/3 entre particules,

p~P << gy (36)

ce qui est réalisable a suffisamment basse température ; ce maillage souscrit au régime de validité de I'hydrodynamique, ce-
lui d’'une description spatiale a gros grains, et fournit une coupure naturelle ultraviolette dans I'espace des vecteurs d’onde q,
en les restreignant i la premiére zone de Brillouin'® D = [— /I, r /I[3. Dans I'hamiltonien, il faut alors remplacer les opéra-
teurs différentiels (gradient, divergence, laplacien) par leurs équivalents discrets, comme il sera implicitement fait plus bas,
et il faut utiliser la densité volumique d’énergie nue eg o(p), fonction du pas du réseau I; suivant les idées de la renorma-
lisation, I'énergie quantique de point zéro des modes, formellement divergente lorsque [ — 0, s’ajoute alors a eg,0(0) pour
reconstruire précisément la densité volumique d'énergie effective ou vraie eg(p), indépendante de I, et qui est celle mesurée
expérimentalement.

D’autre part, nous spécialisons la théorie au cas d’'un opérateur champ de vitesse V(r,t) irrotationnel, qu’on peut donc
écrire comme le gradient d’un opérateur champ de phase ¢(r, t), canoniquement conjugué a I'opérateur champ de densité
pr,t) :

U(r, t) = %gradq%(r, t) avec [A(r,t), (', )] :i% (37)
Ceci revient a négliger la composante transverse du champ V(r, t), comme I'a fait la référence [22] pour déterminer I'inte-
raction entre phonons et avancer dans le calcul de la viscosité. Dans le cas particulier invariant d’échelle du gaz de fermions
unitaire, une justification en est donnée dans la référence [35] dans le cadre de la théorie effective des champs. Notons en
passant que la densité de quasi-particules fermioniques, exponentiellement petite en 1/T, est elle directement omise par la
théorie hydrodynamique.

18 (114, —vg) est le vecteur dual de (g, ve) car (n£) =nL.

191 faut aussi que les excitations élémentaires du systéme restent phononiques sur tout le domaine D. Ceci impose fic/l < A donc mcl/h > mc?/A > 1
dans la limite de BCS, et seulement mcl/h > 1 ailleurs, ol ¢ est la vitesse du son et A le gap a T = 0. La condition nécessaire mcl/h > 1 est plus faible
que celle déja invoquée, p'/31>> 1, dans le régime d'interaction forte ou dans la limite de BCS, puisque c y est d’ordre la vitesse de Fermi. Elle est plus
contraignante dans la limite dite de CBE, ol les paires de fermions, assimilables a des bosons, forment un condensat en interaction faible.
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La suite est assez classique. On part des équations du mouvement des champs en représentation de Heisenberg, respecti-
vement I'équation de continuité quantique et I'’équation d’Euler quantique sur le potentiel (dont le gradient donne I'’équation
d’Euler quantique sur la vitesse) :

3p + div B{,é,\?}] —0 (38)

N 1 . R
horp = —Emv2 — 140,0(P) (39)

oll {;\, 5’} = AB + BA est 'anticommutateur de deux opérateurs et
d

Mo,0(p) = @eo,o(p) =ep0(p) (40)

est le potentiel chimique nu de I'état fondamental a la densité p. Ces équations dérivent du hamiltonien
fingaro =B | 2miv- 5+ e0,0(5) (41)
ydro — |2 ,

Les fluctuations spatiales de densité et de phase sont faibles, parce que p!/3I est assez grand si elles sont quantiques,
parce que g,/ est de plus assez petit si elles sont thermiques.”® On peut donc, comme dans [22], linéariser les équations
du mouvement autour de la solution spatialement uniforme :

pAr,t) = po+38p(r,t) (42)
d(r,t) = do(t) + 8 (r, 1) (43)

L’'opérateur Og vaut simplement N /L3, ol N est I'opérateur nombre total de particules; c’est une constante du mouvement.
L'opérateur ¢¢ est I'opérateur phase du condensat, ici

b0 =0o/2 (44)

puisque I'opérateur phase 9 de I'équation (2) prend les paires pour objets élémentaires, alors que les équations (38), (39)
privilégient les particules fermioniques. Les fluctuations spatiales §5 et 8(2), d’intégrale (discréte) nulle sur tout I'espace, se
développent seulement sur les ondes planes de vecteur d'onde q non nul, et commutent avec pp. Aprés résolution des
équations linéarisées sur 50 et 8¢, on dispose de I'habituel développement sur les modes propres :

/31/2 hq 1/2 ;

A _ o > D iqr

D=1 D <_2méo.o> (Bq+BLye (45)
qezT”Z3*mD
. A 1/2

N —1 mco,0 A ~t iq-r

1) )= ——7—— Bq — B qa 46

V0= ) <2ﬁq) (Bq—Blg)e (46)

0 qe 22 73*nD

ol les opérateurs de création EZ et d’annihilation f%q d’un phonon de vecteur d’'onde q et d’énergie hqCp,o obéissent aux
relations de commutation bosoniques, par exemple [1§q, EL,] =8q,¢’» €t olt I'on a introduit I'opérateur vitesse du son nue a
température nulle

. Doty o(Po)
Co0= % (47)

1l reste alors a développer le second membre de (39) jusqu'a 'ordre deux inclus en 85 et 8¢, i en extraire la composante
de Fourier de vecteur d’onde nul, & effectuer une moyenne temporelle & gros grains pour supprimer les termes croisés

oscillants BqB_gq et IAST,qlA?Il, puis a reconnaitre I'identité

20 On vérifie d’abord que les fluctuations de densité sur un méme site sont faibles en valeur relative, en utilisant (45). A T =0, (§p2)/p° ~ % p]T <1,
4
compte tenu de (36) et de la condition nécessaire mcl/h > 1 établie dans la Note 19. A T > 0 s'ajoute la contribution thermique = % (q/‘)';? , qui est

de méme « 1. On vérifie ensuite que les fluctuations de phase entre deux sites voisins sont faibles en valeur absolue. Pour cela, on constate d’abord, en
utilisant (46), que I?((grad 8¢)?) = (mcl/h)?(85%)/p?. 1l reste ensuite i utiliser la propriété mc/(hp'/3) = 0(1) qui vaut dans toute la zone de raccordement
entre les limites de CBE et de BCS, ainsi que nos estimations précédentes de (552)/p2, pour conclure.
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o.0(P) + PG o(P)
2[pprg o012

d
@[pua,o(p)]”z =

pour obtenir

—Ft

d, ) d . \[ats 1
s =— - Y (n BlBg+ -
dt¢0 0,0(00) ( qu60,0>< qBq + 2)

qe X 73*ND

[M3G; v1.175; Prn:8/04/2016; 13:46] P.13 (1-13)
13

(48)

(49)

A cet ordre du développement en les fluctuations spatiales, on peut regrouper dans (49) la contribution de point zéro
des modes (le terme 1/2 entre parenthéses) avec le potentiel chimique nu o 0(0p) pour former le potentiel chimique
vrai (o(0p) du fluide a température nulle, et identifier Cp o dans le préfacteur des opérateurs nombres de phonons B’Ll_??q
avec la vitesse du son vraie & température nulle, ¢ = [ﬁoué(ﬁo)/m]uz. On obtient alors la limite phononique (de basse
température) de la relation (8), et ceci sans hypotheése sur la force (ou la faiblesse) des interactions.
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We study the concavity of the dispersion relation g — wq of the bosonic excitations of a three-dimensional
spin—% unpolarized Fermi gas in the random-phase approximation. In the limit of small wave numbers g, we
obtain analytically the spectrum up to order 5 in g. In the neighborhood of ¢ = 0, a change in concavity
between the convex Bose-Einstein condensation limit and the concave BCS limit takes place at A /u ~ 0.869
(1/krpa >~ —0.144), where a is the scattering length between opposite spin fermions, k is the Fermi wave number
and A the gap according to BCS theory, and p is the chemical potential. At that point the branch is concave due
to a negative fifth-order term. Our results are supplemented by a numerical study that shows the border between
the zone of the (g, A) plane where g — wq is concave and the zone where it is convex.

DOI: 10.1103/PhysRevA.93.013623

I. INTRODUCTION

Cold atomic gases offer a broad flexibility of the mi-
croscopic parameters in exploring the many-body problem.
In particular, in spin—% Fermi gases, the interaction strength
can be adjusted experimentally using Feshbach resonances
without inducing strong three-body losses. This degree of
freedom, unique among Fermi systems, allowed cold-atom
experiments [1-9] to study the crossover between a superfluid
of Cooper pairs in the so-called Bardeen-Cooper-Schrieffer
(BCS) regime of interaction and a superfluid of tightly bound,
almost bosonic, dimers in the Bose-Einstein condensation
(BEC) regime. Another advantage of cold atomic gases is
the simple theoretical description of the interactions that
the cold and dilute regime in which they occur allows for.
For a Fermi gas in two spin states 7 and |, one can
show that the only significant interactions at low temperature
and weak density occur between opposite spin fermions
in the s wave and can be fully characterized by a single
parameter called the scattering length and denoted by a. In this
propitious theoretical framework, entirely analytical studies of
experimentally accessible properties of the gas are possible.
This article is one of those.

At zero temperature, the three-dimensional spatially ho-
mogeneous unpolarized Fermi gas is fully paired and its
excitation spectrum consists of two branches: a fermionic
branch of excitation of the internal degrees of freedom of
the 1] pairs of fermions and a bosonic branch of excita-
tion of their center-of-mass motion, which has a phononic
behavior in the long-wavelength limit. The latter branch is
sometimes said to be collective since it involves a large
number of the fermionic modes of internal excitations of
the pairs. The fermionic branch is described to lowest
order by the BCS theory. To tackle the bosonic branch,
several approaches have been proposed: the random-phase
approximation (RPA) of Anderson [10], a Gaussian ap-
proximation of the action in a path-integral framework
[11,12], a Green’s-function approach associated with a di-
agrammatic approximation [13], and a linearization of the
time-dependent BCS variational equations [14]. Remarkably,
those theories all lead to the same approximate spectrum of
bosonic excitations, which they describe by the same implicit
equation.

2469-9926/2016/93(1)/013623(7)
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The concavity of this spectrum has been studied in the
weak-coupling BCS limit [11] and, in a qualitative way, in
the rest of the BEC-BCS crossover [13,15,16]. A complete
quantitative study is thus missing, a gap that this article intends
to bridge. In particular, we obtain the spectrum analytically up
to order 5 in the wave number g of the center of mass of
the pairs. This allows us to conclude on the concavity of the
branch of excitation in a neighborhood of ¢ = 0 over the whole
BEC-BCS crossover.

Several physically relevant problems can be addressed after
our study. First, the processes that dominate the collective
mode damping at low temperature can be identified. If the
branch is convex over a neighborhood of ¢ = 0 then the
Landau-Beliaev 2 phonons <> 1 phonon interaction processes
[17,18] dominate, while if it is concave, those processes
are forbidden by momentum and energy conservation and
the Landau-Khalatnikov 2 phonons <> 2 phonons processes
[19] take over. At low temperature the contribution of the
gapped fermionic branch to the collective mode damping is
exponentially small [20]. Second, the quantitative knowledge
of the concavity parameter y is required in order to predict
the phonon damping rate due to the 2 phonons < 1 phonon
processes in the convex case beyond the quantum hydro-
dynamics approximation [16] or due to the 2 phonons <>
2 phonons processes in the concave case where the effective
interaction predicted by quantum hydrodynamics involves
virtual 2 phonons <> 1 phonon processes and depends on y.
Finally, the knowledge of y gives access to the phase diffusion
coefficient of the condensate of pairs, a quantity responsible
for an intrinsic and fundamental limit to the coherence time of
the gas [14].

II. THE RPA EQUATION ON THE EXCITATION
SPECTRUM

The RPA equation yielding implicitly the energy hwq of the
collective excitations as a function of their wave vector q is

I (0q. )] (0q,9) = Pyl (0q.9)). (1)

The collective nature of the bosonic modes is visible in the
quantities /,,, which are integrals on the relative wave vector
k of the pairs and depend on a)f] via the denominator of their

©2016 American Physical Society
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integrand [13]:
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_q/2)(Uksq2 Uk Vira2Vi—qn)® 1
Loo(w.q) = fdgk[(€k+q/2+€k 2q/zz)( ktq/2Uk—q2 + k2+q/2 k—q/2) n _:|’ 2
hw* — (ekyq/2 + €k—q/2) 2ex
€ + €k U, Ux—a2 — Vi Vi—a/2)? 1
I (w.q) = /d3k[( k+q/2 T €k 2q/22)( k+q/2Uk—q/2 k2+q/2 k—aq/2) n _} 3)
Pw* — (ekiq/2 + €k—q/2) 2ex
“4)

I (w.q) = v/d3k(Uk+q/2Uk7q/2 + Vitq/2 Ve—q/2)(Uk1q/2Ux—q/2 — Vikrq/2Vik—q/2)
+— 5 - .
I?w? — (€x1q/2 + €k—q/2)?

We have introduced the amplitudes Uy and Vi and the
eigenenergies €, of the fermionic eigenmodes of the BCS

theory [21]:
R2k> :
qz/(———u)+A? (5)
2m

1 Be_
U = —<1+2m—, (©)
2 €k
1 e
V= |5(1-2—F). )
\2 €k

where m is the mass of a fermion. The two natural parameters
of the BCS theory, with which we express the energy hw,, are
the chemical potential p, identical for the two spin states, and
A, the gap in the BCS spectrum of the fermionic excitations
when p is positive. If needed, they can be replaced by the
scattering length a and the total density p of the gas by
inverting the two following relations [22,23]:

m _/ d*k < m L) ®)
dxh2a | Qe \R2k2  2¢ )
d3k )
P—/mzwﬂ . )

In practice, the Fermi wave number k defined by p = k3. /67>
is often used instead of the density.

III. GLOBAL NUMERICAL STUDY OF THE CONCAVITY

From a numerical solution of the dispersion equation (1),
we obtain the dispersion relation g > wq over its existence
domain. We show an example in Fig. 1 in the unitary limit
1/kra = 0,where A/ ~ 1.162 according to the BCS theory.
Rather than g > wyq itself, we plot as a black solid line the
function g — wq — cq, where c is the speed of sound and
q — cq is the linear part of the spectrum. The concavity
properties of this function are the same as those of g — wq,
but they are more visible graphically at low g, because they are
not masked by the dominant linear part, which anyway plays
no role in the selection of the damping processes mentioned
at the end of the Introduction. In the figure, it is apparent
that the dispersion relation exhibits an inflection point at
q/k, =~ 0.795, where k, = (2mu)'/?/h, separating a low-q
interval over which the dispersion relation is convex and a

(

high-¢q interval over which it is concave. As a consequence,
according to the RPA, the leading damping processes of the
collective excitations of the unitary gas at low temperature are
the Beliaev-Landau 2 phonons <> 1 phonon processes.
Figure 2 synthesizes our numerical results on the concavity
of the bosonic branch for all values of A/u and g/k,.
Several domains can be identified depending on the values
of A/, or equivalently 1/kra. (i) When the scattering length
is negative a < 0, that is, for A/u < 1.162 (lower dotted
line), the existence domain of the solution to Eq. (1) as a
function of g is compact and simply connected [13], hence of
the form [0,gq,p]. The dispersion relation is entirely concave
for A/ < 0.869, while for 0.869 < A/ < 1.162 it is first
convex at small ¢ and then concave. Between those two zones
it goes through an inflection point, whose position gi,a(A /)
we compute analytically in the small-g limit [see the black
dashed line and Eq. (29) of Sec. I'V]. (ii) On the other side of the
resonance (a > 0)and upto A/ = 1.729 (upper dotted line),
the existence domain of the solution to Eq. (1) splits up into two
connected components [0,gsup] and [giqe, + oo[ [13]. While the

T T
concave ]

. , .
convex s

B
0.02

0.01

h(mq-cq)/ u

-0.01

-0.02

FIG. 1. At unitarity (kra)~' = 0, which is here A/u = 1.162,
the dispersion relation of the collective excitations is plotted as a
black solid line after subtraction of its phononic part cq to better
reveal its concavity properties. The wave number ¢ is in units of
k, = (2mu)'?/h. The linear part g — cq is shown for comparison
(steep violet dashed straight line), as well as the cubic (red dashed
upper line) and the quintic (blue dashed lower line) approximations
of wq — cq [see Eq. (10)]. The second-order derivative d*w,/dq?,
plotted as a gray solid line, vanishes at the inflection point gj,q =~
0.795k,, marked by the vertical dotted line. To the left (right) of this
point the dispersion relation g = wq is convex (concave).
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1/(k;2)=0.161
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Fe— 1/(k a)=-0.144
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FIG. 2. Local concavity of the bosonic branch ¢ — w4 depending
on A/ and on the wave number g in units of k, = (2mu)"/?/h. The
values of 1/ kra corresponding to those of A /i are given on the right
vertical axis. Red points show that the branch is locally concave and
orange points that the branch is locally convex. The thick solid line is
the border of the existence domain of the solutions of the dispersion
equation (1). The black dashed line is the low-q analytical prediction
(29) of the boundary between the red zone and the orange zone, that
is, of the locus of the inflection points of the curve g = wyq, indicated
by a thin solid line. The ordinate A /u = 0.869 of the point where
this line meets the ¢ = 0 axis and the ordinate A/ = 1.710 above
which the concavity zone disappears are indicated by arrows. For the
values of A/u or 1/kra in between the two dotted lines indicated
by arrows, the g-existence domain of the solution of Eq. (1) is not
simply connected. The lower dotted line indicates the unitary limit,
where the scattering length diverges |a| — +o00.

branch is always convex in the second component [gi,s, + ©0[,
the first one [0,gqp] exhibits interesting variations: From
small g to high g, the branch is convex and then concave
for 1.162 < A/ < 1.22; convex, concave, and then convex
againfor 1.22 < A /p < 1.710; and finally entirely convex for
1.710 < A/ < 1.729. (iii) When A /u is greater than 1.729,
or negative, the two components of the existence domain merge
and a solution to Eq. (1) exists for all g [13]. The branch is
then entirely convex.

All these numerical values are predicted by the RPA or
the BCS theory. They are therefore approximate. Up to now
the only value that can be compared to experiments is that
of A/u at the unitary limit: From the measured values
A =~ 0.441%k% /2m [24] and p ~ 0.376h%k%/2m [8] we get
A/up =~ 1.17, which is remarkably close to the BCS-theory
prediction A/u ~ 1.162. One must also keep in mind that
the RPA spectrum results from a linearized treatment of the
pair-field quantum fluctuations, which neglects the interactions
among the bosonic quasiparticles. In reality, these interactions
will shift the eigenenergies fiwg. They will also give rise, even
at zero temperature, to an imaginary part in wq, corresponding
to a finite lifetime of the excitations, provided that the
concavity of the dispersion relation allows for the resonant
1 phonon — 2 phonons Beliaev processes [16].

IV. ANALYTICAL STUDY OF THE CONCAVITY IN THE
LONG-WAVELENGTH LIMIT

The dispersion relation can be obtained analytically in the
long-wavelength limit ¢ — 0. To this end we expand the
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eigenenergy of the collective mode up to order 5 in g:

3 v (hg\>  n (hq\’ hq \°
(10)

To lowest order, as for any superfluid system, the energy is
phononic with a sound velocity given by the hydrodynamic

expression
=o(5)
mc-=pl—),
o/,

where the derivative is taken for a fixed scattering length a,
as indicated by the notation. When applied to the approximate
equation of state (9), the hydrodynamic expression (11) gives
the RPA sound velocity, as shown in Ref. [13] by an expansion
of the solution wq of Eq. (10) up to first order in g. We give
here an explicit expression in the form of a rational fraction

(11

mc? 2y + 1D

= ——) 12
w302+ 1) (12)
in terms of the variables
A oA
x=—, y=|—]. (13)
7 ow/,
In turn, the y variable is written as a function of x,
3 2K/ @m)—p +00 202—x)
. fd k Ei: . fO du [(ui;,l)fﬂ]z/z (14)

- f0+oo du 4

Jakg =T

by taking the derivative of Eq. (8) with respect to u at fixed
scattering length a and by expressing the wave vectors in units
of ka = (2mA)'/?/h to form the dimensionless integration
variable u. The integrals over u in the numerator and in
the denominator of the right-hand side of Eq. (14) may be
expressed in terms of complete elliptic integrals of the first
and second kinds [11]. At the unitary limit one has y = x,
since A and p are proportional due to scale invariance.

To obtain the expression (12) of the reduced sound velocity,
we take the derivative of the equation of state (9) with respect to
1 at fixed a and we express all resulting integrals as functions
of x and y using (14) and the relation

Bk A +00 2
o b vy 3x)2
T oo 2 u2—x-! - 14+x ’
P fO duu (1 - —[(uz_x—l)z_;'_]]l/Z) Y
(15)

which may be derived by integrating by parts the integral over
u in the denominator (12 is the function to be integrated).

To obtain the dimensionless coefficients y and n of the
terms of hiwq of higher order in ¢ in Eq. (10), we cannot rely
on known thermodynamic expressions and we must face the
laborious expansion of Eq. (1) in powers of ¢g. Still the result
can be put into a rational form in terms of x and y:

Y PO
Y8520+ )2 + 1) (16)

8 i
. Yoico Qiy)x a7

= 1020600(y2 + D)6x*(x2 + 12
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The P;(y) and Q;(y) polynomials that appear as coefficients
of x' in the numerators of y and n are given by

Py(y) = —4(13y* + 16y% +8),
Pi(y) = 4y(13y* +41y* + 8),

and by

PHYSICAL REVIEW A 93, 013623 (2016)

Po(y) = 50y° — 21y* — 252y — 61,
Py(y) = 2y(y* +32)° +70),

Py(y) = 35y° + 56y* — 13y? — 54 (18)

Qo(y) = 16(7745y% + 19528y° + 20304y* + 8384y? + 1088),

01(y) = 32y(2857y% + 67y° — 3186y* — 7920y* — 2624),

0,(y) = —8(12882y'0 +28061y% — 26936y° + 7221y* — 24 496y* — 5232),

03(y) = —8y(8456y'% — 9859y 4+ 9977y + 145295y* + 3523y% + 23 720),

04(y) = —17500y'2 — 247996y'% — 1249 743y8 — 1341332y° + 337202y* — 694 392y 4 18 321, (19)
0s(y) = —4y(25564y'% +36027y® — 66 984y° + 92206y* + 387932y% — 56 121),

Qs(y) = —2(12250y'% 4 115637y'" + 558 246y® 4+ 1071 518y° + 589478y* — 248 499y? + 53 082),

07(y) = —4y(12957y'% 4+ 33 764y8 — 41904y° — 173 106y* — 96 189y* + 53 406),

Q3(y) = —8575y'2 — 44 544y10 — 149742y® — 360 644y — 477615y* — 270 756y* — 20412.

Our analytical expressions (16) and (17) result from a
Taylor expansion of the integrals I (wq,q), I-_(wq,q), and
I+ _(wq,q) after replacement of hwg with the expansion (10).
At each order, we reuse the results of the lower orders, that
is, the value (12) of c, to obtain y and then those of ¢ and
y (16) to obtain 1. We encounter integrals involving in the
denominator high powers of e (or of [(u> —x~ 1%+ 1]/2
after the k-to-u change of variable). They can be evaluated by
repeated integration by parts, as explained in the Appendix.

We have plotted in Fig. 3 the coefficients y and n as
functions of the parameter 1/kra (which we have preferred
here to A /). Let us briefly review their asymptotic behaviors
in the BEC 1/kra — +o00 and BCS 1/krpa — —oo limits
and their values in some specific relevant regimes.

A. The BEC limit

In the BEC limit kza — 07, the system is equivalent to a
weakly interacting gas of bosons of mass 2m, with a chemical
potential

wp =2/ — Egin, (20)

where Egm = —h?/ma® is the internal energy of a dimer
[25,26]. The dispersion relation of the bosonic excitations is
then known to be convex and to take the Bogoliubov form at
chemical potential ©g when g = o(1/a) [13]:

hZ 2 hZ 2 1/2
ﬁw5°g=[ q( 1 +2u3)} L@

4m \ 4m

in which case the sound velocity is given by 2mc? = up. The
coefficients y and 7 are thus expected to have the following

limits:

1

— -, N —> ——.
kra—0t 4 kra—0+ 128
This is confirmed by Eqgs. (16) and (17) taken at the BEC
limit, that is, for x = O(kpa)3/2 — 0~ [22] and, as shown

(22)

(

by Eq. (14) after the change of variable u = u’/|x|'/?, for
y~ —4/x.

B. The BCS limit

When kra — 07, the lower border of the two-fermionic-
excitation continuum (at fixed total wave number g < gsyp)
becomes exponentially weak and forces the bosonic excitation
branch, which cannot enter into this continuum, to bend
downward [13,15]. This bending takes place over a wave
number range g, such that ficg. = A, that is, such that the
leading term in the expansion (10) is of the order of A.
This means that the collective modes are affected by the
pair’s internal structure when the mode wavelength becomes
comparable to the pair’s size in real space ~h’*kr/mA [11],
a quantity that is indeed of order 1/q. since ¢ « hkp/m in
the BCS limit. This qualitatively explains why the dispersion
relation is a concave function of ¢ for low g and low A /u in
Fig. 2 and why y < 0 in the BCS limit.

More quantitatively, we expect that the normalized energy
hwgq/ A becomes a universal function of ¢/g. = heg/A when
kra — 07, in which case all the terms in square brackets in
Eq. (10) are of the same order of magnitude for ¢ = g, that is,
ly (hge/mc)?| = 1 and |n(hg./mc)*| ~ 1. This is indeed what
we find by taking the limits x — 0 and y — 0 in Eqgs. (16)
and (17):

8 /mc*\’ 136 (me\*
y o~ —(—— ). o~ () @)
kra—0- 15\ A kra—0- 1575\ A
the first result reproducing that of Ref. [11].

C. Crossover region

In the crossover region between BEC and BCS, y is an
increasing function of 1/kra. It vanishes and changes sign for
the value xo of x = A /u given by

xo 2~ 0.868 567. (24)
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FIG. 3. Dimensionless coefficients (a) y and (c) n of the terms
¢> and g in the RPA dispersion relation of the bosonic excitations
for ¢ — 0 [see Eq. (10)] as functions of the interaction parameter
1/kra. In the BEC limit, they have a finite limit corresponding to
the Bogoliubov dispersion relation [see Egs. (21) and (22)]. In the
BCS limit, they diverge, and it is more appropriate to express the
wave number ¢ in units of A /hc, which amounts to considering
the quantities (b) y A2/m?c* and (d) nA*/m*c®, which have a finite
limit. In between these two limits, y and 5 vanish and change sign
for 1/kra >~ —0.144 and 1/kra ~ —0.389, respectively, and they
are weakly positive (y >~ 0.0838) or weakly negative (n >~ —0.0354)
at the unitary limit. The value of 7 is relevant mainly at the point
where y vanishes. At this point, n >~ —0.0428, so the RPA dispersion
relation is concave over a neighborhood of ¢ = 0.

This value corresponds to 1/ krpa >~ —0.144 292, in agreement
with the numerical result of Fig. 2 and with Ref. [16]. The RPA
prediction is then that the dispersion relation of a unitary gas
is convex close to g = 0:

~  0.083769.
(kra)~'=0

(25)
The coefficient n changes sign for a value x; of A /u given by

x1 ~0.566411, (26)
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corresponding to 1/krpa >~ —0.389 027. It is negative both at
unitarity

~ —0.035416 27
(kra)~'=0
and at the point xo where y = 0,
n(xo)~ — 0.042794. (28)

At that very point the sign of n is important as it determines
the concavity of the dispersion relation close to ¢ = 0.

D. Locus of the inflection points

The coefficients y and n allow us to find analytically the
border between the orange and the red zones of Fig. 2 for
small ¢, that is, the ensemble of points with coordinates
(¢ina/ Kk, A /1) such that the second derivative dza)q/dq2 is
zero. Using the expansion (10) for wq and expanding the
coefficients y(x) and n(x) around x = xy, to order one and
order zero in x — X, respectively, one obtains the equation

2
Dinfl

K2 xoxf

3 / 2
) meT ) ~ 2.015858(x — xo).
10n(x0) 1
(29)

plotted as a black dashed curve in Fig. 2, which reaches the
axis ¢ = 0 with a horizontal tangent.

In contrast, the border between the red and orange zones
in Fig. 2 reaches the border of the existence domain of the
collective excitation branch with an oblique tangent. This is
due to the fact that the third derivative of ¢ — wq is nonzero at
the contact point ¢ = gy, contrarily to what happens atg = 0.

V. CONCLUSION

We have considered a spatially homogeneous unpolarized
gas of spin—% fermions at zero temperature and we have ob-
tained analytically the spectrum hwq of the bosonic excitation
branch predicted by the RPA up to order 5 included in the
wave vector g close to ¢ = 0. The coefficients of the obtained
expansion are rational fractions of two variables A/p and
(0A/0p),, where the second variable can be analytically
related to the first one using the BCS equation of state. This
allows us to show analytically that the dispersion relation
q = wgqisconcaveclosetog = O when 1/kraisbetween —oo
and a value close to —0.144, a point where the first correction
to the linear dispersion relation is of order ¢° with a slightly
negative coefficient. For —0.144 < 1/kra < 0.157 the branch
is convex close to g =0 but becomes concave when ¢
increases, and it remains so for g increasing up to the maximal
possible value g if 1/ kra < 0.022, while it becomes convex
again in the opposite case 0.022 < 1/kra < 0.157. Beyond
1/kra = 0.157 the bosonic branch is convex over its whole
existence domain.

A straightforward application of our quintic approximation
(10) for the spectrum is to determine if a low-g collective
excitation of the Fermi gas can decay via a Beliaev process,
that is, into two collective excitations of wave vectors (
and q; = q — q;. Energy conservation allows such a process
if wq > Q, where QI = infy, (wq, + @qq,) is the lower
border of the two-excitation continuum at fixed total wave
vector q. If A/p is away from the critical value xo >~ 0.869
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where the coefficient y of ¢ vanishes, the dispersion relation
is either entirely convex or entirely concave at low ¢ and the
Beliaev decay is, respectively, allowed or forbidden. If A /u
is close to the critical value x(, the dispersion relation has
an inflection point at low g. We then apply the analysis of
Ref. [15] to Eq. (10) and we find Q" = min(2wq2,0q)." The
Beliaev decay is thus allowed if

hg\* _ 8y

— ] <= (30)

(mC) Sn|

to leading order in y, thatis, in A /i — xo. At low but nonzero
temperature, there exist additional decay mechanisms: (i) The
Landau mechanism q 4+ q; — q is forbidden whenever the
Beliaev one is since it can be viewed as an inverse Beliaev
mechanism with an initial wave vector q, of modulus > g;
(ii) the higher-order Landau-Khalatnikov decay process q +
q; — 2 + q3 is always allowed, but it is subleading when the
Beliaev or Landau processes are present.

Our results on the concavity of the dispersion relation
close to ¢ =0 can be tested experimentally in a gas of
cold atoms trapped in a flat bottom potential [27]. This
can be done either (i) indirectly by measuring dissipative
effects such as the damping of collective excitations at low
temperature or dispersive effects such as the spreading of a
wave packet of sound waves created by a laser pulse [9,28]
or (ii) directly by accessing the dispersion relation at low
temperature via the dynamic structure factor of the Fermi
gas through Bragg excitation at a selected wave vector q
[29-31].2 Supplemented by kinetic equations for the collective
mode occupation numbers, our results open the way to an
analytical determination of the phase diffusion coefficient at
low temperature, hence to the intrinsic limit to the coherence
time of the condensate of pairs in a finite-size Fermi gas [14].

APPENDIX: EXPRESSING INTEGRALS IN TERMS OF
THE VARIABLES x AND y

In the expansion of I, (wq,q), I-_(wq,q), and I, _(wq,q)
at low ¢ and after a rescaling of the wave vectors by k as in
Eq. (14), k = uka we encounter integrals of the form

k3A 400 u2p+2
I.p du ,
0

~ 27p €’

(AL)

'Since the dispersion relation g +> wq is here an increasing
function, only the cases (i) and (ii) of Eq. (12) in Ref. [15], where q;
and q — q; have the same direction at the minimum of wq, + wq_q;,
need to be considered. It remains to minimize the function f(g;) =
w(q1) + w(qg — q1) over the interval [0,q/2], where w(q) = wq is
given by Eq. (10). Using the parametrization g, = (1 — ¢)gq /2, with
t € [0,1], we find that f(g,) is a concave parabolic function of ¢2.
The minimum of f(q;) is thus reached at the border of the interval
and is either f(0) = wq or f(q/2) = 2wq-

’In Ref. [30] the spectrum is measured with an uncertainty
+18 Hz at low ¢. For the typical Fermi temperature 7 = 1 uK,
this corresponds to an uncertainty 2 x 107 on hwgq/u that is on
the vertical axis of Fig. 1, indicating that the convexity of g = wq is
experimentally determinable for the unitary Fermi gas.
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k3 +00 2p+2 3
Jnp =53 / e (A2)
’ 2720 Jo en
withn € 2N* + 1, p e N,

, 1
§u=u"——, (A3)

x
€ =4/E2+1, (A4)

and the total density p is given by Eq. (9). The integrals giving
I, , and J, , are convergent forn — p > 2and forn — p > 3,
respectively. Integrals that depend on the direction of k can be
expressed in the forms (A1) and (A2) after angular integration:

2 . 2p
/d3k f(k)(h l’; q)

dr o (RPq*\" [T, R\
) [ aerw(GE) e

where f(k) is an arbitrary function of the modulus of k.
Let us first establish the four recurrence relations

n—3 2p+1
In == In— - _Jn_ —1» A6
5P ) 2,p 2(” I 2) 2,p—1 ( )

2p+1

Jop=——"=—L 2,1, A7
N 2(}’1 — 2) 2,p—1 ( )

L ,—
In,p = Jn,pfl + ;' ! s (AS)

Jn p—

Jn,p = np] + In—2,p—1 - In,p—l’ (A9)

holding under the conditions 1 < p < n —4 for the first
relation, 1 < p < n — 3 for the second one, 1 < p<n—2
for the third one, and 1 < p < n — 3 for the last one. In order
to derive the relation (A6), we integrate by parts the integral

ki +00 u2p+2%-2
u
/ du——= = n—-2,p — In,p»
0

272p en

(A10)

selecting u > u?P*'&, as the function to be differentiated. In
order to derive the relation (A7), we integrate by parts the
integral defining J, , in Eq. (A2), selecting u — u?’*! as
the function to be differentiated. In both cases, we note that
the function u +— u&, /€;; admits the primitive u — —[2(n —
2)e"=2]"!. Finally, we simply write u**? = u?P(§, + x~1)
in the integrand of (Al) in order to obtain (A8) and we
write u*P2€, = u?P(e2 — 1 + x~'&,) in the integrand of (A2)
in order to obtain (A9). This procedure generalizes that of
Ref. [11].

We now show by induction using the relations (A6)—(A9)
that I, , and J,, , can be expressed as functions of /3 ¢ and J3 o
for all odd n > 3 and for all positive p within the existence
domain of the integrals. Let n be odd and >3 and assume
that we know all the 7, ,, 0 < p <n —2, and all the J, ,,
0< p<n—3.Then (i) I,42, and J,4; can be deduced
using (A6) and (A7); (ii) using (A9) and (A8) we obtain a
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Cramer system for 7,15 ¢ and J,42.0,

x ' hi20 = Ligao = Jusa1 — Lo, (A11)

Jns2.0 + X oo = Lo, (A12)

PHYSICAL REVIEW A 93, 013623 (2016)

which we solve; (iii) we use (A8) and (A9) to access the
values of 1,45 , and J,1» , for p > 2. We set the induction
basis at n = 3, by expressing /3 as a function of I3, and
J30 due to (A8). Finally, we relate I3y and J3o to x and y
due to the relations (14) and (15) of the main text, which take
the form y = J30/I30 and I39 = 3x/[2(1 + xy)] with the
notation of this appendix.
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Résumeé

On considére généralement que la fonction d’'onde macro-
scopique décrivant un condensat de paires de fermions
possede une phase parfaitement définie etimmuable. En
réalité, il n’existe que des systemes de taille finie, pré-
parés a température non nulle ; le condensat posséde
alors un temps de cohérence fini, méme lorsque le sys-
téme est isolé. Cet effet fondamental, crucial pour les
applications qui exploitent la cohérence macroscopique,
restait tres peu étudié. Dans cette thése, nous relions
le temps de cohérence a la dynamique de phase du con-
densat, et nous montrons par une approche microscopique
que la dérivée temporelle de I'opérateur phase 6 est pro-
portionnelle a un opérateur potentiel chimique qui inclut
les deux branches d’excitations du gaz : celle, fermion-
ique, de brisure des paires et celle, bosonique, de mise
en mouvement de leur centre de masse. Pour une réal-
isation donnée de I'énergie E et du nombre de particules
N, la phase évolue aux temps longs comme
—2pme(E,N)t/h ol pmc(E, N) est le potentiel chim-
ique microcanonique ; les fluctuations de E etde N d’une
réalisation a I'autre conduisent alors a un brouillage bal-
istique de la phase, et a une décroissance gaussienne
de la fonction de cohérence temporelle avec un temps
caractéristique o« N1/2. En I'absence de telles fluctua-
tions, la décroissance est au contraire exponentielle avec
un temps de cohérence qui diverge linéairementen N a
cause du mouvement diffusif de fy dans I'environnement
des modes excités. Nous donnons une expression ex-
plicite de ce temps caractéristique a basse température
dans le cas d’'une branche d’excitation bosonique con-
vexe lorsque les phonons interagissent via les processus
2 <> 1 de Beliaev-Landau. Enfin, nous proposons des
méthodes permettant de mesurer avec un gaz d’atomes
froids chaque contribution au temps de cohérence.

Mots Clés

Fluides quantiques, Cohérence macroscopique, Gaz de
fermions, Condensation de Bose, Excitations collectives,
Ergodicité quantique

Abstract

Itis generally assumed that a condensate of paired fermions
at equilibrium is characterized by a macroscopic wave-
function with a well-defined, immutable phase. In reality,
all systems have a finite size and are prepared at non-
zero temperature; the condensate has then a finite co-
herence time, even when the system is isolated. This
fundamental effect, crucial for applications using macro-
scopic coherence, was scarcely studied. Here, we link
the coherence time to the condensate phase dynamics,
and show using a microscopic theory that the time deriva-
tive of the condensate phase operator o is proportional
to a chemical potential operator which includes both the
fermionic pair-breaking and the bosonic pair-motion ex-
citation branches. For a given realization of the number
of particle N and of the energy E, the phase evolves
at long times as —2umc(E, N)t/h where pme(E, N) is
the microcanonical chemical potential; fluctuations of N
and E from one realization to the other then lead to a
ballistic spreading of the phase and to a Gaussian decay
of the temporal coherence function with a characteristic
time o« N'1/2. On the contrary, in the absence of energy
and number fluctuations, the decay of the temporal co-
herence function is exponential with a characteristic time
scaling as N due to the diffusive motion of o in the en-
vironnement created by the excited modes. We give an
explict expression of this characteristic time at low tem-
perature in the case where the bosonic branch is con-
vex and the phonons undergo 2 <« 1 Beliaev-Landau
process. Finally, we propose methods to measure each
contribution to the coherence time using ultracold atoms.

Keywords

Quantum fluids, Macroscopic coherence, Fermi gases,
Bose condensation, Collective excitations, Quantum er-
godicity
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