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Chapitre 1

Introduction

1.1 Bref historique

Les instantons ont été introduits en 1975 par 't Hooft en physique des par-
ticules [tH76|, comme solutions particuliéres des équations de Yang-Mills :
ce sont des connexions A sur un fibré principal au-dessus d’une 4-variété
Riemanienne, dont la courbure est anti-autoduale. Ils font leur premiére ap-
parition en topologie de basse dimension en 1983, lorsque Donaldson [Don83],
en étudiant leur espace des modules, prouve son célébre théoréme sur la dia-
gonalisation des formes d’intersection des 4-variétés différentiables. Ce théo-
réme a pour conséquence la non-différentiabilité de nombreuses 4-variétés
topologiques. Il construit par la suite une famille d’invariants permettant de
distinguer des structures différentielles [Don90].

Dans la fin des années 80, Floer définit plusieurs groupes d’homologie
qui porteront son nom. Les premiers, associés a une 3-variété close orientée
Y, sont construits comme (des substituts ) une homologie de Morse de
la fonctionnelle de Chern-Simons (pour une sphére d’homologie entiére, sur
le SU(2)-fibré trivial), dont le complexe est engendré par des connexions
plates (perturbées), et la différentielle compte des instantons sur le tube
Y xR [Flo88al. Ces groupes I.(Y') sont des réceptacles naturels d’invariants
pour 4-variétés a bord, généralisant les invariants de Donaldson, et obéissent
aux axiomes d’une "(3+1)-théorie quantique des champs topologique". Par
ailleurs, la reformulation par Taubes en théorie de jauge [Tau90| de 'invariant
de Casson montre que ces groupes catégorifient cet invariant.

Les second groupes sont de nature symplectique : Floer définit une homo-
logie associée & une variété symplectique munie d’une Lagrangienne [F1o88b],
construite en utilisant la théorie des courbes pseudo-holomorphes de Gromov
[Gro85|. Le calcul de ces groupes dans certains cas lui permet d’établir des
versions de la conjecture d’Arnold. Il généralise ensuite sa construction a
une variété symplectique munie d’une paire de Lagrangiennes Lo, L1 C M,
et parvient, sous certaines hypothéses, a définir des groupes similaires, no-
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tés HF (Lo, L1), dont le complexe est engendré par les points d’intersec-
tion Lo N L1, et la différentielle compte des disques de Whitney pseudo-
holomorphes.

En "étirant" une 3-variété Riemanienne Y le long d’un scindement de
Heegaard, Atiyah met en évidence une correspondance entre limites d’ins-
tantons et courbes pseudo-holomorphes dans I’espace des modules de la sur-
face scindement. Il suggére dans [Ati88| que le groupe I, (Y) peut étre calculé
comme une homologie d’intersection Lagrangienne dans ’espace des modules
des connexions plates associé a la surface, pour la paire de Lagrangiennes
correspondant aux connexions s’étendant de maniére plate & chaque corps
a anses. C’est cette idée qui sera retenue comme la "conjecture d’Atiyah-
Floer", dont une difficulté majeure est de définir I’homologie d’intersection
Lagrangienne dans l’espace des modules, qui est singuliers. Pour plus de
détails sur cette conjecture nous renvoyons a [Weh05] [Sal94| [Dunl13|. Des
analogues de cette conjecture sont démontrés dans différents cas [DS94|, mais
toujours lorsque 'espace des modules n’a pas de singularités. Toutefois, bien
que des progrés récents aient été faits, cette conjecture demeure toujours
ouverte dans sa version originale.

1.2 Panorama des théories de Floer actuelles

Les techniques utilisées par Floer pour définir les deux homologies précé-
dentes se sont avérées fécondes, et ont permis de définir de nombreux groupes
d’homologie associés a des fonctionnelles définies sur des espaces de dimen-
sion infinie. Le raisonnement d’Atiyah a inspiré également la définition de
nombreux invariants trés riches. Nous en décrivons quelques uns dans les
paragraphes qui suivent.

Homologie des monopoles Quelques années aprés I'introduction des ins-
tantons en topologie, Seiberg et Witten proposent une nouvelle équation aux
dérivées partielles linéaire plus simple & manipuler, qui permettra de retrou-
ver de nombreux résultats, et de définir des invariants similaires aux inva-
riants de Donaldson, voir [Wit94]. Puis, Kronheimer et Mrowka définissent
des groupes d’homologie faisant intervenir cette équation, qu’ils appellent
"homologie des monopoles". Cela leur permet notamment de démontrer la
propriété P pour les nceuds [KMO04|.

Le raisonnement d’Atiyah inspire alors des variantes symplectiques de ces
groupes, parmi lesquels 'homologie de Heegaard-Floer d’ Ozsvath et Szabo
et les "Lagrangian matching invariants" de Perutz [Per07].

Homologies de Heegaard-Floer IL’homologie de Heegaard-Floer est un
ensemble de théories. La premiére, introduite dans [OS04d| et [OS04b], as-
socie des invariants pour des 3-variétés closes connexes orientées. C’est une
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homologie d’intersection Lagrangienne associée & un diagramme de Heegaard
de genre ¢ : la variété symplectique considérée est le g-iéme produit sy-
métrique, dans laquelle vivent deux tores Lagrangiens, correspondants aux
produits des courbes du diagramme.

Peu aprés, Ozsvath et Szabo [OS04a| et Rasmussen [Ras03] définissent
indépendamment des invariants analogues associés aux nceuds, puis Juhasz
unifie ces deux théories en définissant une homologie associée a certaines
variétés suturées, appelées "Balanced".

Du fait de leur richesse structurelle (structures Sping, graduations abso-
lues, structure de Z[U]-module, applications induites par cobordismes), de
leur calculabilité (suite exacte de chirurgie, formule d’adjonction, versions
combinatoires), et de leurs relations avec des invariants antérieurs (invariant
de Casson, norme de Thurston, polynome d’Alexander), ces invariants sus-
citent une grande activité chez les topologues. Parmi les applications frap-
pantes de ces invariants on peut mentionner une caractérisation des noeuds
fibrés (Ghiggini [Ghi08|, et Ni [Ni07]), ou le calcul de la norme de Thurston
d’une 3-variété ([OS08| et [Ni09]).

Dans ce contexte la version correspondante de la conjecture d’Atiyah-
Floer a été démontrée par Kutluhan, Lee et Taubes. Dans [KLT10| et une
série de papiers ils construisent un isomorphisme de I’homologie de Heegaard-
Floer vers I’homologie des monopoles.

Variantes de ’homologie des instantons L’homologie des instantons
n’a été définie par Floer que pour certaines 3-variétés (sphéres d’homologie
entiéres, et d’autres en utilisant des SO(3)-fibrés non-triviaux), en raison de
singularités apparaissant au niveau des connexions réductibles. Kronheimer
et Mrowka, en considérant une somme connexe avec un 3-tore, définissent
des généralisations pour toutes les 3-variétés, ainsi que des versions nouées
et suturées, voir [KM11] et [KM10].

Pillowcase homology Récemment, dans l'espoir d’obtenir une version
symplectique des variantes de Kronheimer et Mrowka de I'homologie des
instantons, Hedden, Herald et Kirk ont défini dans [HHK15| des invariants
pour certains noeuds, comme une hommologie d’immersions Lagrangiennes
dans la "variété des caractéres SU(2) sans traces" de la sphére privée de
quatre points, variété homéomorphe a une "taie d’oreiller". Ils appellent cet
invariant "pillowcase homology".

Théorie des quilts Dans [WW16] et [WW15c|, Wehrheim et Woodward
proposent un nouveau cadre général pour construire les différentes versions
symplectiques d’invariants de théorie de jauge : leur construction part non
plus d’un scindement de Heegaard, mais d’une décomposition de Cerf de
la 3-variété et utilise la théorie des "quilts pseudo-holomorphes" développée
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dans [WW09a|. Ils appliquent leur théorie et construisent des invariants en
utilisant des espaces de modules de connexions a courbure centrale sur des
U(N)-fibrés de degrés premiers a N. Nous nous inspirerons de leurs travaux
pour adapter leur théorie au cadre utile pour I’homologie HSI dans le chapitre
2.

1.3 Bréve présentation de 1’homologie instanton-
symplectique

Nous présentons I’homologie Instanton-Symplectique, définie par Mano-
lescu et Woodward dans [MW12], et qui est 'objet principal de cette thése.
Rappelons que la version symplectique de ’homologie des instantons sug-
gérée par Atiyah devrait étre définie comme une homologie d’intersection
Lagrangienne dans la variété des caractéres d'un scindement, qui est une
variété symplectique singuliére. Jeffrey a remarqué dans [Jef94] que la va-
riété des caractéres peut se réaliser comme le quotient symplectique d’une
variété symplectique de dimension finie munie d’une action Hamiltonienne
de SU(2), dont le niveau zéro du moment est contenu dans la partie lisse.
Cet espace, appelé "espace des modules étendu", correspond & un espace des
modules de connexions plates sur le SU(2)-fibré principal trivial au-dessus de
la surface privée d’un disque, présentant une forme particuliére au voisinage
du bord.

L’idée de Manolescu et Woodward est alors de définir 'homologie La-
grangienne dans un ouvert de cet espace. Ils y parviennent, et conjecturent
que leur invariant est isomorphe & la version "chapeau" de 'homologie de
Heegaard-Floer, ainsi qu’a une version de ’homologie des instantons défi-
nie par Donaldson, correspondant au cone de lapplication u (aprés produit
tensoriel avec Q).

1.4 Reésultats dans cette thése, perspectives

Dans l'optique de pouvoir calculer I’homologie HSI, cette thése est mo-
tivée par les questions suivantes :

(A) Décrire 'homologie HSI d’une somme connexe de deux 3-variétés a

partir de 'homologie HSI des variétés initiales,

(B) Décrire l'influence d’une chirurugie de Dehn sur I'homologie HSI,

(C) Définir des invariants associés a des 4-cobordismes.

Rappelons que d’apreés le théoréme de Lickorish-Wallace, toute 3-variété
peut s’obtenir par chirurgie de Dehn sur un entrelacs, ce qui souligne 1'im-
portance de (B). Un résultat central pour le calcul de ce type d’invariants
est le "triangle de Floer" : une suite exacte longue entre les invariants d’une
triade de chirurgie, [Flo95| pour les instantons, puis dans les autres théo-
ries [0S04b] [KMOSO07b|. De plus, les morphismes intervenant dans de telles
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suites exactes ont généralement une interprétation topologique : ils sont sou-
vent associés aux trois cobordismes correspondants aux attachements d’anses
entre les trois 3-variétés. En théorie des instantons, ces applications sont dé-
finies en comptant des instantons sur les cobordismes correspondants. De
telles interprétations permettent parfois d’obtenir des critéres d’annulation,
facilitant les calculs, notamment des formules d’adjonction et des formules
d’éclatement.

L’existence d’un tel triangle de chirurgie pour 'homologie des instantons
est confrontée au probléme suivant : trois variétés formant une triade ne
peuvent étre simultanément des sphéres d’homologie entiére. Floer contourne
ce probléme en utilisant un SO(3)-fibré principal non-trivial sur la variété
ayant I’homologie de S? x S!, afin de pouvoir y définir une homologie des
instantons. Bien que I'homologie HSI soit définie pour toutes les 3-variétés,
nous verrons que le méme phénoméne apparait dans cette théorie, ce qui,
suivant une suggestion de C. Woodward, nous a conduit & introduire une
variante HSI(Y,c) de I'homologie HSI, associée a une 3-variété Y munie
d’une classe ¢ dans H;(Y,Z3), ou de maniére équivalente, d’une classe d’iso-
morphisme de fibrés SO(3) au-dessus de Y. Nous expliquons briévement la
construction de cette variante, qui sera définie précisément dans le chapitre
3.

Soit 3 C Y un scindement de Heegaard de genre g, séparant Y en deux
corps & anses Hy et Hq, et Cy, C deux noeuds dans Hy et Hy respectivement,
tels que la classe de leur réunion dans Hi(Y;Zsy) vaut c. Soit ¥’ la surface
a bord obtenue en retirant un disque a ¥, et * € ¥’ un point base. On
considére A (X') un certain espace des modules de connexions au-dessus de
Y/, admettant la description suivante :

N (X) = {p € Hom(7m1 (X', %), SU(2)) : p(0%') # —I}.

Cet espace admet une structure symplectique naturelle, pour laquelle les
sous-variétés suivantes sont des Lagrangiennes :

Lo = {pO iO,* 1pE HOHl(TFl(HO \ C(), *),SU(Q)),p(uo) = —I}
Ly ={poii:p€Hom(m (H \ C1,%),SU(2)), p(1) = -1},

avec i« et i1, induits par les inclusions, et pg, p1 des méridiens de Cp et
(' respectivement.

Le groupe HSI(Y,c) peut alors étre défini comme 'homologie d’intersec-
tion Lagrangienne H F'(Lg, L1). Afin de pouvoir utiliser la théorie des quilts
de Wehrheim et Woodward, nous définirons cet invariant directement dans
le cadre de cette théorie, puis nous prouverons dans la proposition 4.3 que
cette définition correspond bien & celle que 1’on vient de donner.

Enoncé des principaux résultats Nous décrivons & présent les princi-
paux résultats de cette theése.
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Concernant la question (A), nous obtenons la formule de Kiinneth sui-
vante :

Théoréme 1.1. (Formule de Kinneth pour la somme connexe) Soient Y et
Y' deux 3-variétés orientées closes, et ¢, ¢ deuz classes dans Hy(Y;Zs) et
Hy(Y'; Zs) respectivement. Alors,

HSI(Y#Y',c+ ) ~HSI(Y,c) ® HSI(Y', )
@ Tor(HSI(Y,c), HSI(Y',c'))[-1].

Pour présenter une réponse a la question (B), nous rappelons ce qu’est
une triade de chirurgie (dont I’archétype correspond aux chirurgies oo, 0 et
1 sur un neeud muni d’une longitude).

Définition 1.2. Une triade de chirurgie est un triplet de 3-variétés Y,, Yy
et Y, obtenues a partir d'une 3-variété Y compacte, orientée, avec un bord
de genre 1, en recollant un tore solide le long du bord, de facon & envoyer
son méridien sur trois courbes simples «, 8 et 7 respectivement, telles que

a.f=p0y=~va=-1.
Notre suite exacte s’énonce alors de la maniére suivante :

Théoréme 1.3 (Suite exacte de chirurgie). Soit (Yy,Ys,Y,) une triade de
chirurgie obtenue & partir de Y comme dans la définition précédente, ¢ €
H(Y;Z2), et pour é € {a, 3,7}, c5s € Hi(Ys;Za) la classe induite & partir de
¢ par les inclusions. Soit également ko € H1(Yo;Z2) la classe correspondant
a l’dme du tore solide. Alors, il existe une suite exacte longue :

o > HSI(Yy, cq + ko) = HSI(Y3,cp) = HSI(Y,,¢y) — -+ - .

Concernant la question (C'), nous nous limitons a I’homologie a coeffi-
cients dans Zs. Dans le Chapitre 6, nous construisons des invariants pour des
4-cobordismes prenant la forme suivante : Soit W un 4-cobordisme compact
orienté de Y vers Y/, muni d'une classe ¢y € H?(W;Zs). En notant c et ¢
les classes d’homologie duales aux restrictions de ¢y a Y et Y’, on construit
un morphisme

Fiey: HSI(Y,c) — HSI(Y',¢).

Nous montrons alors que deux parmi trois des morphismes intervenant
dans la suite exacte sont du type précédent. Plus précisément :

Théoréme 1.4. Soient une triade et des classes d’homologie comme dans le
théoréme 1.3. Les deux morphismes de HSI(Yy, co + ko) vers HSI(Y3,cg),
puis de HSI(Yg,cg) vers HSI(Y,,c,) de la suite exacte du théoréme précé-
dent, que l’on a construit dans la partie 5.1.5, correspondent aux applications
FWaﬂvcaﬁ+da et FWﬁ’Y’CB’Y7 ou :
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— Wap et Wgy désignent les cobordismes d’attachement d’anse, allant
respectivement de Y, vers Y, et de Yg vers Y,,.

— cap €t cgy désignent les classes induites par ¢ x [0,1] € Ho(Y x
[0,1],Y x {0,1};Z2) par Uinclusion de Y x [0,1] dans Wog et W,
respectivement.

— dg, désigne la classe fondamentale de l'anse attachée le long de o, de
sorte que Ovdy = ko € H1(Ya;Zo).

Nous donnons enfin un critére d’annulation pour de tels morphismes :

Théoréme 1.5. Soit W un 4-cobordisme connexe orienté entre variélés
connezes,

1. Fyyucp2. =0, pour toute classe ¢ € H2(W#CP?; Zy).

2. Sice HQ(W#@Q;ZQ) est non-nulle en restriction a @2, alors

FW#CTQ,C =0, stnon Fw#@Q’C = FW,C‘W'

Applications La suite exacte de chirurgie, combinée & la connaissance de
la caractéristique d’Euler de I’homologie HSI et d’une observation d’Ozsvath
et Szabd, permet de calculer I’homologie HSI de plusieurs variétés. On en
présentera quelques unes dans la section 5.3, notamment des variétés obte-
nues par plombage de fibrés en disques sur des sphéres le long d’un graphe,
des chirurgies sur des noeuds, et des revétements doubles d’entrelacs quasi-
alternés.

Idée des preuves La stratégie pour prouver la formule de Kiinneth pour
la somme connexe est de réinterpréter la construction de 'homologie HST
dans le cadre de la "théorie des champs de Floer" de Wehrheim et Wood-
ward. Similaire & une TQFT, une telle théorie consiste en un foncteur de la
catégorie des cobordismes de dimension 2 + 1 vers la catégorie symplectique
de Weinstein-Wehrheim-Woodward. Cette approche facilitera par ailleurs la
preuve de la suite exacte de chirurgie, en offrant la possibilité de ne plus
travailler & partir d'un scindement de Heegaard.

Pour établir la suite exacte de chirurgie, nous étudions l'effet d’un twist
de Dehn sur le tore privé d’'un disque 7" au niveau de I'espace des modules
A (T"). Nous remarquons que la transformation induite est similaire a un
"twist de Dehn symplectique", ce qui permet d’appliquer une variante de
la suite exacte de Seidel [Sei03], suite exacte originellement inspirée par la
conjecture d’Atiyah-Floer et le triangle de Floer.

Enfin, la définition des applications induites par cobordismes suit la dé-
marche d’Ozsvéath et Szabo : nous définissons ces applications anses par
anses. Les applications correspondant aux 2-anses sont construites en comp-
tant des "triangles matelassés".
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Perspectives Dans le dernier chapitre nous discutons de quelques prolon-
gements naturels de cette thése :

— Naturalité. Etant-donné un difféeomorphisme entre deux 3-variétés,
peut-on lui associer canoniquement un isomorphisme entre les groupes
HSI correspondants ? La question de la naturalité, bien qu'implicite-
ment utilisée pour nombre d’applications, n’a été résolue que tardive-
ment par Juhasz et Thurston en théorie d’Heegaard-Floer. Nous nous
attendons a ce que les groupes d’homologie HSI ne dépendent pas de
la seule 3-variété, mais aussi d’un point base, de méme les applications
induites par cobordisme devraient dépendre d’une classe d’homotopie
de chemin reliant les points bases. Nous expliquons dans la section
7.1 ce qu'il est suffisant de vérifier pour garantir la naturalité, dans
le cadre général d'une "théorie des champs de Floer".

— Analogue des autres versions d’Heegaard-Floer. La construction de
I’homologie HSI n’est pas sans rappeler celle de la version "chapeau"
de 'homologie d’Heegaard-Floer : en effet il faut compactifier A4 (X')
en ajoutant une hypersurface symplectique, et la différentielle ne
compte que les disques pseudo-holomorphes n’intersectant pas cette
hypersurface. Nous définissons des variantes prenant en compte les
courbes intersectant cette hypersurface, analogues aux versions +,-
et oo de 'homologie de Heegaard-Floer.

— Relations avec la théorie des représentations. Un lien profond existe
entre la théorie de jauge et la théorie des représentations. Il se mani-
feste notamment dans la description des espaces de modules, et dans
la reformulation de Taubes de l'invariant de Casson. Nous définis-
sons un espace topologique, correspondant & une version "tordue" de
la variété des représentations dans SU(2), puis, comme déja suggéré
par Manolescu et Woodward et utilisé dans le calcul de 'homologie
HSI des lenticulaires, nous proposons une suite spectale reliant ’ho-
mologie de cet objet et 'homologie HSI, et nous en déduisons une
borne entre le rang de HSI et I'invariant de Casson pour les sphéres
de Brieskorn.

— Invariants pour les entrelacs et les variétés suturées. Nous proposons
une généralisation de la construction de 'homologie HSI faisant in-
tervenir des espaces de modules de surfaces a plusieurs composantes
de bord, puis nous indiquons une possible marche & suivre donnant
lieu a des invariants pour des variétés suturées et des entrelacs.



Chapitre 2

Théorie des champs de Floer

2.1 Grandes lignes, idée générale de la construction

Commengons par rappeler briévement ce qu’est une "théorie des champs
de Floer", développée par Wehrheim et Woodward dans [WW16] : une telle
théorie est un foncteur de la catégorie des cobordismes connexes entre sur-
faces connexes vers une catégorie que nous allons préciser dont les objets sont
des variétés symplectiques, et les morphismes des suites de correspondances
Lagrangiennes.

A une telle suite de correspondances Lagrangiennes ayant méme variété
symplectique de départ et d’arrivée, Wehrheim et Woodward associent une
"quilted Floer homology". Etant donné un tel foncteur, on peut associer a
une 3-variété close Y un invariant de la fagon suivante : on commence par
retirer deux boules ouvertes a Y, de sorte & avoir un cobordisme de la sphére
S? vers elle-méme, puis on applique le foncteur, et enfin on prend la "quilted
Floer homology" de la chaine de correspondances obtenue.

Si I'on se donne un scindement de Heegaard de la variété Y, ce type
d’invariant peut étre calculé comme une homologie de Floer Lagrangienne
"classique", voir la proposition 4.3. La présente formulation a l'aide de la
"quilted Floer homology" était suggérée par Manolescu et Woodward pour
démontrer que la construction de I'homologie Instanton-Symplectique est
invariante par stabilisation. C’est un cadre plus flexible, et pratique pour
démontrer la formule de Kiinneth (Chapitre 4), et la suite exacte de chirurgie
(Chapitre 5).

Néanmoins, en ce qui concerne la construction de ’homologie Instanton-
Symplectique de Manolescu et Woodward, il sera nécessaire de procéder a
quelques adaptations, essentiellement pour trois raisons :

— Les espaces des modules sont associés & des surfaces ayant une com-
posante de bord : il faudra retirer un petit disque & une surface close,
de méme qu’il faudra retirer un petit tube reliant ces disques a un
cobordisme entre ces surfaces. La correspondance Lagrangienne ainsi

9
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obtenue dépendra du choix du tube, comme nous le verrons dans
I'exemple 3.14. Il faudra de plus fixer un paramétrage du bord de
ce tube, la dépendance du paramétrage sera illustrée dans ’exemple
3.12.

— Afin d’établir une suite exacte de chirurgie, il sera nécessaire de mu-
nir un cobordisme W de dimension 3 d’une classe d’homologie dans
H(W;Zsy). Ceci revient a considérer des fibrés SO(3) non-triviaux
au-dessus de W, qui apparaissaient déja dans le triangle de Floer
[BD95, Theorem 1] sur le terme correspondant & la S% x St - variété
d’homologie.

— La catégorie d’arrivée sera elle aussi un peu plus commpliquée : afin de
pouvoir y définir une homologie de Floer, il sera nécessaire d’imposer
a ses objets et ses morphismes des hypothéses techniques supplémen-
taires, qui sont essentiellement celles de [MW12, Assumption 2.5].

2.2  Quilts, Homologie de Floer matelassée, Catégo-
rie symplectique

Définition 2.1. Une correspondance Lagrangienne entre deux variétés sym-
plectiques M et M’ est une Lagrangienne L C M~ x M’, ou M~ désigne la
variété M munie de 'opposée de sa forme symplectique.

Ce type de correspondances, parfois appelées relations canoniques dans la
littérature, apparait fréquemment en géométrie symplectique : un difféomor-
phisme entre deux variétés symplectiques est un symplectomorphisme si et
seulement si son graphe est une correspondance Lagrangienne. Par ailleurs,
si une variété symplectique est munie d’une action GG-Hamiltonienne de mo-
ment ¥: M — g*, le niveau zéro du moment ¥~1(0) induit une corres-
pondance Lagrangienne entre M et le quotient symplectique M /G, lorsque
celui-ci est lisse.

Définition 2.2. Conformément a la terminologie de Wehrheim et Wood-
ward, nous appellerons correspondance Lagrangienne généralisée entre deux
variétés symplectiques M et M’ la donnée de variétés symplectiques inter-
médiaires My, Ms, ..., Mj_1, ainsi que des correspondances Lagrangiennes
pour 0 < i <k —1 L1y C M; x Miyq, avec Mg = M et My = M'. On
notera L une telle suite de correspondances :

L= (Mo L My 2 My ---L“”kM’f),

On appellera longueur de L Ventier k. Si L (resp. L) désigne une cor-
respondance Lagrangienne (resp. généralisée) de M vers M’, on notera LT
(resp. L) la correspondance allant de M’ vers M, obtenue en renversant les
fleches.
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On notera pt la variété symplectique réduite & un point. Une correspon-
dance Lagrangienne entre pt et M est simplement une Lagrangienne de M.

Si L est une correspondance Lagrangienne généralisée allant de pt a pt,
I'homologie de Floer matelassée de L peut étre définine (lorsque cela est
possible) comme 1’homologie de Floer Lagrangienne

HF(L):HF(L(HXLQ:;X--',L12XL34X~--),

ot la variété ambiante est le produit de toutes les variétés My x My x M, X
- (voir [WW15b, Rem 5.2.7 (e)] pour la justification de cette définition
lorsque les coefficients sont dans Z). Lorsque Lg; X Lag X -+ et Lyg X Lgq X
- s’intersectent transversalement, le complexe est engendré par les points
d’intersection généralisés

Z(L) = {(wo, -, zx) | Vi, (%5, 2i41) € Liiany }

et la différentielle compte des trajectoires de Floer d’indice 1, qui ici peuvent
s'interpréter comme des "bandes matelassées". Rappelons les définitions de
surface matelassée et de quilts pseudo-holomorphes, qui constituent les no-
tions fondamentales de la théorie de Wehrheim et Woodward :

Définition 2.3. Une surface matelassée S est la donnée :

(i) d’une collection de "morceaux" S = (Sk)k=1...m, c’est-a-dire des sur-
faces de Riemann munies de structures complexes ji. On indexe ses
composantes de bord par un ensemble B(Sy) : 05k = UbeB(Sk) I .

(77) d’une collection S de coutures : ensembles & deux éléments disjoints
deux-a-deux :
o C Ui, UbEB(Sk)Ikvl” et pour chaque o = {I;p, Iy }, un difféo-
morphisme analytique réel @, : I p — I .

Définition 2.4. Soit S une surface matelassée comme précédemment, M =
(Mp)g=1..., une collection de variétés symplectiques, une pour chaque mor-
ceaude S, et L = (LJ C M, X My, Ly C Mk) une collection de correspon-
dances Lagrangiennes, une par couture o = {3, I}y i }, et de Lagrangiennes,
une par composante de bord I ; qui n’est pas dans une couture. Un quilt
(pseudo-holomorphe) u: (S — M, L) est alors une collection d’applications
(pseudo-holomorphes si les M}, sont munies de structures presque-complexes)
u; . S; — M; satisfaisant aux conditions aux bords et aux coutures suivantes :

(ur(2), uk (o (7)) € Lo, @ € Iip,
uk(az) € Lk,b,:L’ € Ik,b'

Tout cela peut étre résumé dans un diagramme comme celui de la figure
2.1:
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Loz

FIGURE 2.1 — Un cylindre matelassé.

Remarque 2.5. 1. On dit que I est un bord de S s’il n’est pas dans
une couture.

2. Parfois on confondra S avec la surface obtenue en recollant tous les
morceaux entre eux le long des coutures.

Ainsi, dans ce formalisme, les trajectoires de Floer peuvent étre vues
comme des bandes matelassées comme dans la figure 2.2.

Lo

Ly

FIGURE 2.2 — Une bande matelassée intervenant dans la différentielle de
I’homologie matelassée.

Weinsten suggére dans [Wei82| que les correspondances Lagrangiennes
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doivent former les morphismes d’une catégorie, dont la composition serait
donnée de la maniére suivante :

Définition 2.6 (Composition géométrique). Soient My, My, My trois varié-
tés symplectiques, et Loy C Mgy x My, Lio C My X My des correspondances
Lagrangiennes. On appelle composition géométrique de Lgi et Lis le sous-
ensemble :

Loy o L1a = mo2(Lo1 x Ma N My x Ly2),

ot I'on note myo la projection
T2 - Mo XM1 XMQ*)MO XMQ.

Remarque 2.7. La diagonale Ay = {(z,z) | x € M} joue le role de I'identité
pour cette composition.

Malheureusement, la correspondance ainsi obtenue n’est pas toujours une
correspondance Lagrangienne, elle n’est d’ailleurs pas nécessairement lisse.

L’idée de Wehrheim et Woodward est de ne s’autoriser a composer deux
correspondances uniquement lorsque le critére suivant est satisfait :

Définition 2.8 (Composition géométrique plongée). Une composition géo-
métrique Loy o Lo est dite plongée si :

— Lg1 X M5 et My x L5 s’intersectent transversalement,

— mp2 induit un plongement de Lg; X My N My x Lis dans My x Ms.

En plus de garantir que Lg; o L2 est & son tour une correspondance
Lagrangienne, I’homologie de Floer matelassée se comporte bien dans ces
conditions : nous verrons dans le théoréme 2.16 que si Lg; o L1z est plongée
et sous certaines hypothéses supplémentaires,

HF(--- ,LiyLiy1,---)~HF(--- ,LioLjy1,---).

Ainsi, Wehrheim et Woodward définissent leur catégorie symplectique
étendue Symp? (dans [WW16, Def. 3.1.7]) comme la catégorie ayant pour
objets des variétés symplectiques (soumises & certaines hypothéses de mo-
notonie), et pour morphismes des classes d’équivalences de correspondances
Lagrangiennes généralisées (elles aussi soumises a des hypothéses), ou la re-

lation d’équivalence est engendrée par :
(«++,Liy Lixq,--+) ~(-+-,Lijo Lit1,---),si la composition est plongée,

ainsi que des hypothéses de monotonie garantissant que l'on puisse définir
I’homologie de Floer.

Remarque 2.9. 11 résultera de la théorie de Cerf que les correspondances
Lagrangiennes généralisées que nous allons construire sont équivalentes a
des correspondances Lagrangiennes généralisées de longueur 2. Ceci est un
fait général pour toutes correspondances Lagrangiennes généralisées, observé
par Weinstein dans [Weill].
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La catégorie Sympf constituera un modéle que 'on va adapter pour étre
dans le cadre de [MW12, Assumption 2.5]. Nous donnons quelques définitions
préliminaires avant de définir (c.f. définition 2.12) la catégorie Symp que
nous utiliserons.

Les variétés symplectiques que nous considérerons seront munies d’hy-
persurfaces symplectiques. Afin que I’homologie de Floer soit bien définie,
les correspondances Lagrangiennes devront vérifier la condition suivante de

compatibilité ([MW12, Def. 6.2]) :

Définition 2.10 (Correspondance Lagrangienne compatible avec une paire
d’hypersurfaces). Soient My, M; deux variétés symplectiques, Ry C Moy,
Ry C M; deux hypersurfaces symplectiques. Une correspondance Lagran-
gienne Loy C My x M; est dite compatible avec la paire (R, Ry) si, d'une
part,

(Ro x M1)N Loy = (Mo X R1)N Loy = (Rg X Rl) N Lo1,

et si Lg; intersecte Ry x M7 et My x R transversalement.

Dans ces conditions, pour des voisinages tubulaires 75 et 7 de Ry et R
suffisamment petits :

70 NRO —>M0, T1: NR1 — Ml,

I'image réciproque (1o x 71) "1 (Lo1) C Ng, X Ng, est le graphe d’'un isomor-
phisme de fibrés

@ (NRO)’(RoXRl)ﬂL()l — (NRl)‘(R()XRl)ﬂL()l?

ol NRO est le fibré normal de Ry x My C My x My, et ]\NfR1 est le fibré normal
de My x Ry C My x M;.

Notons que si I'une des variétés symplectiques est un point, une Lagran-
gienne L est compatible avec une hypersurface R si et seulement si L et R
sont disjointes.

Soient S une surface matelassée, u: S — (M, L) un quilt, et R C M une
famille d’hypersurfaces telle que les correspondances Lagrangiennes aux cou-
tures soient compatibles avec les hypersurfaces correspondantes, rappelons
la définition du nombre d’intersection u.R :

Soit U C S un voisinage ouvert de g_l(ﬁ) dont I'image de chaque mor-
ceau S; est contenue dans les voisinages tubulaires 7; de R;. Chaque applica-
tion wu; peut alors étre vue comme une section du fibré en droites complexes
tiré en arriere u; Np,. Tous ces fibrés se recollent en un fibré sur U en utilisant
les isomorphismes ¢, et les sections u; se recollent en une section globale de
ce fibré, non-nulle au-dessus du bord OU. De ce fait, le fibré est trivial sur
ce bord et s’étend a un fibré au-dessus de S, et les sections se prolongent en
des sections globales, non-nulles en dehors de U. Le nombre d’intersection
u - R est alors défini comme étant le nombre d’Euler de ce fibré.
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Le lemme suivant est prouvé dans [MW12, Lemma 6.4] lorsque la surface
matelassée est plusieurs bandes paralléles, sa preuve s’adapte & n’importe
quelle surface matelassée.

Lemme 2.11. (/[MW12, Lemma 6.4]) Le nombre d’intersection u - R ne
change pas si l’on perturbe u par une homotopie préservant les conditions aux
bords et coutures. De plus, si u est pseudo-holomorphe, R presque complezes
et u et R s’intersectent transversalement, alors ce nombre est donné par :

k
1
u-R=" #{z € int(S)|u;(z) € R} + o712 € 08;lu;(z)) € By}
=0

Définition 2.12. On appelle Symp la catégorie suivante :

Ses objets sont les 5-uplets (M, w, @, R, j) satisfaisant les hypothéses (i),
(13), (ii7), (iv), (v), (), (zi) et (zii) de [MW12, Assumption 2.5]. Rappelons
ces derniéres :

(1) (M,w) est une variété symplectique compacte.
(77) @ est une 2-forme fermée sur M.

(7i7) Le lieu de dégénérescence R C M de @ est une hypersurface symplec-
tique pour w.

(iv) @ est T-monotone, c’est-a-dire [©] = Lc1(TM) € H*(M;R).

(v) Les restrictions de @ et w & M \ R définissent la méme classe de
cohomologie dans H?(M \ R;R).

x) Le nombre de Chern minimal Ny p (par rapport & w) est un multiple

L bre de Ch inimal Nyp r t & t Itipl
strictement positif de 4, de sorte que le nombre de Maslov minimal
N = 2Ny g soit un multiple strictement positif de 8.

(z1) J est une structure presque complexe w-compatible sur M, @-compa-
tible sur M \ R, et telle que R est une hypersurface presque complexe
pour J.

(zii) Toute sphére J-holomorphe dans M d’indice nul, nécessairement in-
cluse dans R par monotonie, a un nombre d’intersection avec R égal
4 un multiple strictement négatif de 2.

L’ensemble des morphismes entre deux objets consiste en des chaines de
morphismes élémentaires L = (Lo, L2, - - - ), modulo une relation d’équiva-
lence :

Les morphismes élémentaires sont des correspondances L;; 1) C M; X
M;41, qui sont Lagrangiennes pour les formes monotones w;, simplement
connexes, (R;, R;y1)-compatibles au sens de la définition 2.10, telles que
Ligi1) \ (R X Riy1) est spin, et telles que tout disque pseudo-holomorphe
de M;” x M;y1 & bord dans L;(;1 1y et d’aire nulle intersecte (R;, R;+1) en un
multiple strictement positif de —2.
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La relation d’équivalence sur les chaines de morphismes est engendrée
par I'identification suivante : on identifie (Lo, -+, Li—1)is Liit1),--+) & la
composée (Lot, -+ L(i—1);© Lj(i41), - -+ ) si la composition de L;_1); et Lj(i41)
est plongée, simplement connexe, (R;_1, R;+1)-compatible, spin en dehors
de R;—1 X R;y1, vérifie 'hypothése ci-dessus concernant les disques pseudo-
holomorphes, ainsi que I’hypothése suivante : tout cylindre matelassé pseudo-
holomorphe comme dans la figure 2.1 d’aire nulle et de conditions aux cou-
tures dans L(;_1y;, Lii41) et L—1); © Lii+1) intersecte (R;—1, R;, Riy1) en
un nombre plus petit que —2.

Remarque 2.13. Sous ces hypothéses, les correspondances Lagrangiennes gé-
néralisées sont automatiquement monotones : si z,y € Z(L), sont des points
d’intersections généralisés, et u une bande matelassée a conditions aux cou-
tures données par L et ayant pour limites x, y, alors I'aire symplectique de u
vaut A(u) = $1(u) + c(z,y), avec c(z,y) ne dépendant que des points z et
y. Cela provient de la monotonie des variétés symplectiques et de la simple
connexité des correspondances, voir [MW12, Lemma 2.8].

2.2.1 Définition de I’homologie matelassée

Soit L = (Lj(i41))i=0--k un morphisme de Symp de longueur k + 1 de
pt vers pt. Notons M = (M;,w;, @i, R, J;)imo..k41 les objets intermédiaires,
avec My = My = pt. On notera :

Lo L2 Las Lk
Lz(Mo My Ms Mk+1>.

Notons J (M;, int {w; = &;} ,J;) I'ensemble des structures presque com-
plexes sur M; qui sont w;-compatibles, et qui coincident avec J; en dehors
de int {w; = @;}. Notons également

%(Ml, int {wi = (Ijl} y jl) = COO([O, 1], j(MZ, int {w,- = (:)Z} s jz))

I’espace des structures presque complexes dépendantes du temps.

Introduisons des perturbations Hamiltoniennes, afin de garantir que les
intersections soient transverses. Soient H = (H;);—1.., des Hamiltoniens,
H; : M; x R — R a support contenus dans int {w; = &; }. Notons ¢; le temps
1 du flot de X, et

Zi(iJrl) = {(@i(zi), wit1) | (zi,2i41) € Ligip1) }
L(O) :Lo XL12 Xoewe

L(l):z(nnggx---.

Supposons les points d’intersection généralisés Z(L) contenus dans le pro-
duit des int {w; = @;}, ce qui sera le cas pour définir ’homologie HSI. Pour
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un choix approprié des Hamiltoniens, l'intersection E(O) N E(l) est trans-
verse. L’ensemble fini E(O) N E(l) est alors en bijection avec ’ensemble des
points d’intersection généralisés perturbés Zy (L) consistant en des k-uplets

i [0,1] — M; tels que & B= Xp,, et (pi(1),pi11(0)) € Lyiq1). En effet,
etant donné que p;(1) = cpl(pz(())), ils correspondent aux points (x1,- -, k)
de L( 0) N L( 1), si 'on pose z; = p;(0).

Soit M(g, y) ensemble des applications u;: R x [0,1] — M; telles que,
avec s € Ret t € [0,1] :

(0 = Oyu; + Jy(Opu; — X1,
limg—ooui(s, ) = ¢h(ys)
limg_s 4 ooui(s, t) = @i (x;)
(ui(s,1),ui+1(8,0)) € Lyig1)
u-R=0
I(u) =1.

L’espace des trajectoires de Floer matelassées est alors le quotient M(z,y) =

./\7@, y)/R par la reparamétrisation en s. Pour des choix génériques d’Ha-
miltoniens H et de structures presque complexes .J, c¢’est un ensemble fini.
Le complexe de Floer est alors défini comme

CF(L,H,J) @)Zz
z€Zp (L)

et muni de la différentielle définie par

Y

olt #M(z,y) = > e pm(ay) 0(u), avec o(u) = +1 lorientation du point u
dans Pespace des modules construite dans [WW15b] a partir de I'unique
structure spin relative sur L.

Rappelons le résultat de Manolescu et Woodward qui rend ’homologie
de Floer bien définie pour des éléments de Homgymy(pt, pt) :

Théoréme 2.14. ([MW12, Theorem 6.5]) Soient L et H comme ci-dessus.
1l existe un sous-ensemble Gg-dense

Zreg(Mi’ int {wi = (:JZ} , jz) C %(MZ, nt {wi = (I)Z} s jl)

de structures presque complexes régulieres pour lesquelles la différentielle est
finie et vérifie 0> = 0. Alors, I’homologie matelassée HF (L) est bien définie
pour des structures presque complexes et des perturbations Hamiltoniennes
génériques, et est indépendante de ces choix, hormis éventuellement de la
structure presque complexe de référence.
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Remarque 2.15. Pour les variétés qui interviendont par la suite, le choix de la
structure presque complexe de référence n’interviendra pas, en effet celle-ci
est choisie dans un espace contractile, voir [MW12, Remark 4.13].

Graduation L’hypothése sur le nombre de Maslov minimal permet de dé-
finir une Zg-graduation relative sur le complexe de chaines : si z et y sont
deux points d’intersection généralisés, et u, v deux trajectoires de Floer ma-
telassées (non-nécessairement pseudo-holomorphes) les reliant, I(u) = I(v)
modulo 8. On note alors I(z,y) € Zg cette quantité commune. La diffé-
rentielle est alors de degré 1. Il s’en suit que I(x,y) définit une graduation
relative sur HF (L).

Rappelons enfin le résultat suivant, qui prouve 'invariance de ’homologie
de Floer matelassée par composition géométrique plongée :

Théoréme 2.16. ([MW12, Theorem 6.7]) Soit L une correspondance La-
grangienne généralisée comme précédemment. Si de plus la composition géo-
métrique L1 ;0L; ;11 est plongée, simplement connexe, (R;—1, Riy1)-compa-
tible, et telle que le nombre d’intersection de tout cylindre matelassé pseudo-
holomorphe avec (R;—1, R;, Ri+1) est plus petit que —2, alors HF(L) est
canoniquement isomorphe & HF(---Li_1;0 Ljj41--+).

2.3 Cobordismes a bords verticaux et théorie de
Cerf connexe

Commengons par définir la catégorie de cobordisme qui nous intéressera.

Définition 2.17 (Catégorie des cobordismes a bords verticaux). On appelle
catégorie des cobordismes a bords verticaux, avec classe d’homologie de degré
1 a coefficients dans Zs, que I'on notera Cob, la catégorie dont :

— les objets sont les couples (X,p), ot ¥ est une surface compacte,
connexe, orientée, & bord connexe, et p: R/Z — 0% est un difféomor-
phisme (paramétrage).

— les morphismes de (Xg,pg) vers (X1,p1) sont des classes de difféo-
morphismes de 5-uplets (W, s, ms,,p,¢), ot W est une 3-variété
compacte orientée a bord, 7y, s, et p sont des plongements de Xy,
¥ et R/Z x [0,1] dans OW, le premier renversant l'orientation, les
deux autres préservant 'orientation, et tels que

OW = 135, (20) Uy, (X1) Up(R/Z x [0, 1]),
75, (X0) et mx, (X1) sont disjoints, pour i =0, 1,
s, (%) Np(R/Z x [0,1]) = 7, (pi(R/Z)) = p(R/Z x {i}),

p(s,1) = 75, (pi(s)), et ¢ € Hi(W, Zy).
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On appellera p(R/Z x [0, 1]) partie verticale de OW, et on la notera
avertW.
Deux tels 5-uplets (W, s, 7s,,p, ¢) et (W', mg 7y ,p', ) sont dits
équivalents 8’il existe un diffecomorphisme p: W — W’ compatible
avec les plongements et préservant la classe.

— la composition des morphismes consiste a recoller le long des plonge-
ments, et & ajouter les classes d’homologie, on la notera U, ou Uy.

On n’associera pas une correspondance Lagrangienne & n’importe quel co-
bordisme, mais seulement a certains, dits "élémentaires" (au sens de la théo-
rie de Morse). Nous verrons qu’'un cobordisme quelconque pourra toujours se
décomposer en un nombre fini de cobordismes élémentaires, définissant ainsi
une succession de correspondances Lagrangiennes, et donc un morphisme de
Symp. Ce paragraphe a pour objectif de préparer la démonstration du fait
que cette construction ne dépend pas du découpage utilisé.

Il s’agit essentiellement d’adapter les résultats de [GWW] au cadre qui
nous intéresse. Rappelons leur résultat principal, qui est faux en dimension
14+1:

Théoréme 2.18 (|GWW]). Soit n > 2,

1. Tout (n+1)-cobordisme connexe entre n-variétés connezes admet une
décomposition en cobordismes élémentaires dont tous les niveauz in-
termédiaires sont connexes. Une telle décomposition sera appelée dé-
composition de Cerf.

2. Etant données deux telles décompositions, il est possible de passer de
lune a Uautre par un nombre fini de mouvements de Cerf, a savoir
une difféo-équivalence, un ajout ou une suppression de cylindres, un
ajout ou une suppression de paires de naissance-mort, ou une inter-
version de points critiques ("critical point switch") (voir [GW W] pour
les définitions, ou la définition 2.21 qui suit).

Définissons une catégorie de cobordisme intermédiaire :

Définition 2.19 (Catégorie des cobordismes & bords verticaux élémen-
taires). On appelle Cobelem la catégorie dont les objets sont les mémes
que ceux de Cob, et dont les morphismes sont des chaines de 6-uplets

(Wka TS ks TS 415 Phs fk:a Ck)v

ot (Wi, s, , 75,1, Pk, k) est un cobordisme de (Xx,px) vers (Xg41,Pr+1)
comme précédemment. La fonction fi: Wi — [0,1] est une fonction de
Morse telle que, pour i = 0,1, f,'(i) = 754 (Zkts), admettant au plus
un point critique dans l'intérieur de Wj, et pas de point critique sur oWy,
et f(p(s,t)) =t € [0,1]. Enfin ¢, € H (Wi, Zs)). De tels cobordismes sont
appelés élémentaires. On notera ces morphismes
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W = (W, f1,p1,¢1) © (Wa, fa,p2,¢2) © -+ © (W, fi, Pk, Ck),
et la composition, que ’on notera ©, consiste a concaténer deux chaines.

Remarque 2.20. 1. Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité, on omettra par-
fois de préciser les plongements, et on notera simplement (W,c) la
donnée de (W, s, 7y, f, P, ¢).

2. I y a un foncteur Cobelem — Cob qui ne change pas les objets et
qui consiste a recoller une chaine W en un seul cobordisme, a ajouter
les classes, et & oublier les fonctions de Morse.

Afin d’obtenir dans la proposition 2.22 un résultat analogue au théoréme
2.18 pour des cobordismes & bord vertical munis d’une classe d’homologie de
degré 1 a coefficients dans Zso, nous définissons des mouvements similaires
pour de tels cobordismes.

Définition 2.21 (Mouvements de Cerf). SiW =W, ® - © Wy et W' =
Wi ®---© W]/ sont des morphismes de Cobelem, on appelle mouvements
de Cerf le fait de remplacer W par W' en opérant I'une des modifications
suivantes :

(1) Difféo-équivalence : On dit qu'un difféomorphisme ¢: W — W' est
une difféo-équivalence entre deux cobordismes (W, 7y, 7y, f,p, ¢) et
(W'ng, g, f10 ) st ffop = f, poms, =y, pour i = 0,1,
P =pop, et d = pc.

(i) Ajout ou suppression de cobordismes triviauz : Le fait d’ajouter ou
de supprimer un cobordisme de la forme :

(W =% x[0,1], 7y, = ids x {i}, f(s,t) = t,p(s,t) = (p(s),t),c = 0)

(7i1) Ajout ou suppression d’une paire de naissance-mort : Une paire de
naissance-mort est une chaine

(W77r2077r217f72702 O) © (W,aﬂlElaﬂ-lanf/azlvc/ = 0)

telle que la réunion (W Usx, W', fU f’, c+¢ = 0) est difféo-équivalente
& un cylindre.

(1v) Interversion de points critiques ("critical point switch") : Soient s;
et s9 C deux spheéres d’attachement d’anses de ¥ disjointes, hi, ho les
anses correspondantes, Wi le cobordisme correspondant & I’attache-
ment de hi, W5 le cobordisme correspondant a l'attachement de ho
apreés avoir attaché hq, Wi le cobordisme correspondant a lattache-
ment de hg, W] le cobordisme correspondant a l’attachement de hy

aprés avoir attaché ho. Le mouvement consiste a remplacer Wi © Wo
par Wi o Wj.
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(v) Glissement de classe d’homologie : Si ¢; + ¢i4+1 = d; + di+1 dans
Hy(W;UW,;41;Za), et W; ou W1 est un cylindre, remplacer (W, ¢;)®
(Wig1, ciy1) par (Wi, di) © (Wiy1,diy1) dans (W, ¢) .

Proposition 2.22. 1. Tout cobordisme & bord vertical (W,p,c) admet
une décomposition de Cerf (i.e. Cobelem — Cob est surjectif).

2. Une fois recollées, deuzx chaines de cobordismes élémentaires défi-
nissent le méme morphisme dans Cob si et seulement si l’on peut
passer de l'une a l'autre par 'un des cing mouvements de Cerf.

Démonstration. 1. De méme que pour le cas sans bord vertical ([GWW,
Lemma 2.5]) une telle décomposition est obtenue a partir d'une fonction de
Morse "excellente" (c’est-a-dire injective sur I’ensemble de ses points cri-
tiques), sans points critiques d’indice 0 et 3, et telle que si p et ¢ sont
deux points critiques tels que ind p < ind q, alors f(p) < f(q). Alors, si
bop = min f < by < ---bp = max f est une suite de valeurs réguliéres telle
que [b;, biy1] contient au plus un point critique, W; = f~([b;, bi+1]) est un
cobordisme connexe (garanti par la condition qu’il n’y a pas de points cri-
tiques d’indice 0 et 3) entre surfaces connexes. En effet, la premiére surface
non-connexe correspondrait a l'attachement d’'une 2-anse, puis la premiére
surface & nouveau connexe correspondrait & l'attachement d’une 1-anse, or
on a supposé que les 1-anses étaient attachées avant les 2-anses.

11 faut ici supposer de plus que sur le bord vertical, f(p(s,t)) = Kt, pour
une constante K > 0. Nous prétendons qu’il est possible de trouver une telle
fonction. En effet, partant d'une fonction de Morse telle que f(p(s,t)) = Kt
au voisinage du bord vertical, il est possible de réarranger les points critiques
et de supprimer les minimums et les maximums sans affecter les valeurs au
bord : il suffit de prendre un pseudo-gradient paralléle au bord vertical, ceci
assure que les sphéres d’attachement d’anses sont confinées & l'intérieur de
W, puis le méme raisonnement que dans le cas sans bord vertical s’applique.

Par ailleurs, la classe ¢ peut se décomposer en classes ¢; € Hy (W;, Zs) : il
suffit de choisir un représentant C' C W de dimension 1 qui n’intersecte pas
les surfaces intermédiaires. Un représentant générique intersecte les surfaces
en un nombre pair de points, qui peuvent étre éliminés deux par deux.

2. Si I'on se donne deux telles fonctions de Morse, il est possible de les
relier par un chemin de fonctions ayant un nombre fini de singularités type
naissance mort, ou d’interversions de points critiques, en gardant les mémes
valeurs sur le bord vertical. Le reste de I’argument est en tout point analogue
a la preuve de [GWW, Theorem 3.4].

Notons que pour les mouvements (#ii), (v), on a supposé que la classe
d’homologie était nulle. Ceci est possible quitte & rajouter des cobordismes
triviaux, et parce que 'on peut isoler I’homologie & 'extérieur d’une paire
de naissance/mort. O
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Nous obtenons ainsi un critére permettant de factoriser un foncteur F :
Cobelem — Symp par le foncteur de recollement Cobelem — Cob.

Corollaire 2.23. Soit un foncteur F: Cobelem — Symp vérifiant

(1)
(i)
(iid)

(iv)

(v)

F(W,c) = F(W', ¢) dés lors que les cobordismes (W, ¢) et (W', c) sont
difféo-équivalents.

F(W) = Ap(s), si W est un cobordisme trivial sans classe d’homolo-
gie.

Si W © W' est une paire de naissance/mort, la composition géomé-
trique F(W,0) o F(W’,0) satisfait les hypothéses du théoréme 2.16 et
vaut la diagonale Ap(g).

Si Wiy © W est obtenue a partir de Wi © Wa par une interversion
de points critiques, F(W1,0) o F(Ws,0) = F(WJ4,0) o F(W/{,0) et ces
compositions satisfont les hypothéses du théoréme 2.16.

Sic+d =d+d, alors F(W,c) o F(W' ) = F(W,d) o F(W',d'),
et la composée o droite ou a gauche de F(S x I,c) avec tout autre
morphisme satisfait les hypothéses du théoréeme 2.16.

Alors F se factorise en un foncteur Cob — Symp.



Chapitre 3

Construction de I’homologie
Instanton-Symplectique d’une
variété munie d’une classe

Afin de construire le foncteur Cob — Symp qui nous intéresse, on com-
mencera par construire un foncteur Cobelem — Symp (trois premiers pa-
ragraphes), puis on vérifiera qu'il se factorise par le foncteur de recollement
précédent (quatriéme paragraphe). Enfin, dans le dernier paragraphe nous
définirons les groupes d’homologie "Instanton-Symplectique" HSI(Y,c) as-
sociés & une 3-variété Y munie d’une classe ¢ € Hi(Y;Zs).

3.1 Espace des modules étendu

Les espaces de modules qui apparaitront par la suite seront toujours as-
sociés au groupe de Lie SU(2). On notera su(2) son algébre de Lie, identifiée
aux matrices 2 x 2 antihermitiennes de trace nulle, que ’on munira du pro-
duit scalaire usuel < a,b >= Tr(ab*) = —Tr(ab). Ainsi, on identifiera su(2)
et su(2)" a l'aide de ce produit scalaire.

Soit (X, p) une surface a bord paramétré comme dans la définition 2.17,
on lui associe I'espace des modules étendu .Z9%(%,p) défini et étudié par
Jeffrey dans [Jef94]. Rappelons sa définition :

Définition 3.1. (Espace des modules associé a une surface, [Jef94, Def. 2.1])
Soit I'espace des connexions plates :

dp(%) = {A € (T)®@su(2) | Fa =0, Aoz = 0ds},

ot 9% désigne un voisinage tubulaire du bord (non fixé), et s désigne le
paramétre de R/Z, et le groupe

G°(2) = {u: X = SUQ) | upos =1}

23
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agit par transformations de jauge. L’espace des modules étendu est défini
comme le quotient

MO(E,p) = Ap(8)/9(D),
La proposition suivante fournit une description explicite de cet espace :

Proposition 3.2. ([Jef94, Prop. 2.5]) Soit x € 0% un point base (on prendra
usuellement x = p(0)). La valeur Ods de la connexion au voisinage du bord
et ’holonomie fournissent une identification de .#%(%,p) avec

{(p, 0) € Hom(mi (S, %), SU(2)) x su(2) | ¢ = p(p)} .
En particulier, une présentation du groupe fondamental

771(25 *) — <a17/817 e ah)ﬁh))
telle que p = H?zl [ai, Bi] induit un homéomorphisme

MOE(E,p) ~

h
{(Q,Al,Bl, oo ,Ah,Bh) S su(z) X SU(2)2h ’ €2ﬂ-9 = H [AzaBz]} .

i=1

L’élément 0 est tel que la connexion vaut Ods au voisinage du bord, A; (resp.
B; ) est I’holonomie de A le long de la courbe «; (resp. B; ).

On note

N (E,p) = {0, 41, B1, - Ay, Br) € A5(S,p) | 6] < 72}

Cette partie s’identifie & 'ouvert de SU(2)?" correspondant aux éléments
(A1, By, , Ap, By) tels que H?Zl [Ai, Bi] # —1, et est donc lisse.

Rappelons que cet espace est muni de la 2-forme de Huebschmann-Jeffrey,
définie de maniére similaire a la forme d’Atiyah-Bott pour une surface sans
bord : si A est une connexion représentant un point lisse de .Z9%(%, p), l'es-
pace tangent s’identifie au quotient :

 {aeQl(E)@su(2) | apos = nds, dao =0}
T 0) = = T Fe a0(S) @ ou(a), foom = 0}

Sia=n®aet f=pb, avec n,u € su(2) et a,b des 1-formes a valeurs
réelles, on note < o A 8 > la 2-forme & valeurs réelles définie par

<aANf>=<nu>aNb.

La forme de Huebschmann-Jeffrey w est alors définie par :

(ol 18) = [ (an)

Cette forme est symplectique sur 'ouvert A4 (3, p), voir [Jef94, Prop. 3.1].
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3.2 Compactification par découpage symplectique

Dans ce paragraphe nous rappelons briévement comment Manolescu et
Woodward obtiennent un objet de Symp a partir de l'espace A4 (X, p) : il
s’agit d’une compactification .4#"¢(X, p) obtenue par découpage symplectique.
Nous renvoyons a [MW12, Parag. 4.5] pour plus de détails.

L’application [A] — 6 € su(2) est le moment d’une action SU(2)-Hamil-
tonienne, ainsi [A] — |0] € R est le moment d’une action du cercle (sur le
complémentaire de {# = 0}). Il est alors possible de considérer le découpage
symplectique de Lerman en une valeur A € R : ¢’est la réduction symplectique

AM(E,p)ax = (A4 (3, p) x C) JU(1)

de l'action du cercle ayant pour moment ®([A4],z) = [0] + 1]z|* — A.

Remarque 3.3. L’action du cercle n’é¢tant pas définie sur {6 = 0}, on consi-
deére en réalité la réduction ((Z°%(X,p)\ {0 =0}) x C) JU(1), qui contient
A (2,p) \ {6 = 0} plongée symplectiquement, a laquelle on recolle ensuite

{6 = 0}.
Pour A = 7v/2,

MNEP)ryz = N (B p)UR,
avec R = {|0| = 72} /U(1).

C’est cet espace que l'on note A (X, p), et @ est la 2-forme induite de
la réduction. Elle est monotone ([MW12, Proposition 4.10]), mais dégénérée
sur R ([MW12, Lemma 4.11]).

En revanche, si A\ = /2 — € pour € petit, A9 (3, p)<n est encore dif-
féomorphe a A (X, p). Soit pe: A (X, p) = A (X, p) /5 un difféomor-
phisme & support contenu au voisinage de R, et w. la forme symplectique
de A°(3,p)cr /3> alors w = piw, est une forme symplectique mais non-
monotone sur A4 (%, p).

Enfin, J est une structure presque complexe "de référence" sur A (%, p),
compatible avec w et telle que R soit une hypersurface complexe.

Rappelons également le résultat suivant concernant la structure du lieu
de dégénérescence R de @, qui sera utile pour contréler les phénoménes de

bubbling :

Proposition 3.4. ([MW12, Prop. 3.7]) L’hypersurface R admet une fibra-
tion en sphéres telle que le noyau de & correspond a l’espace tangent des
fibres. De plus, le nombre d’intersection d’une fibre avec R dans AN (¥, p)
est -2.

Il s’en suit en particulier que les courbes pseudo-holomorphe d’aire nulle
pour @ seront des revétements ramifiés de fibres de cette fibration.
Ainsi, pour résumer les propriétés :
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Proposition 3.5 ((MW12|). Le 5-uplet (N ¢(2,p), w, @,R,J) satisfait les
hypotheéses de la définition 2.12 : c¢’est un objet de Symp.

3.3 Correspondances Lagrangiennes

Soit (W, ms,, ms,,p,c) comme dans la définition 2.17, et C' C int(W)
une sous-variété sans bord de dimension 1, dont la classe d’homologie dans
Hy(W,Zs) vaut c. Il découlera de la proposition 3.10 que seule la classe ¢
interviendra (indépendamment du choix de C').

On commence par définir une correspondance L(7s,,7s,,p,C) entre
AM8(X0,po) et A9(X1,p1), puis lorsque le cobordisme est élémentaire, on
en déduit une correspondance Lagrangienne entre les découpages symplec-
tiques, qui sera notée L¢(mx,, s, p, C), et qui vérifiera les hypothéses de la
catégorie Symp.

Définition 3.6. (1) (Espace des modules associé¢ a un cobordisme a bord
vertical (W, s, ms,,p, C)). Soit 'espace des connexions suivant, ot
s désigne la coordonnée en R/Z de p(R/Z x [0,1]), et p désigne un
méridien arbitraire de C :

AR(W,C) =
{A S Ql(W \ C) ®5u(z) | Fq=0, HOIMA = _I’A\Vp(R/ZX[O,l}) = st} .

Sur cet espace agit le groupe de jauge suivant :
GWN\C) ={u: W\C = SUQ2) | wppmzxoa) =1}
On définit alors le quotient
MOW, 5, 75,,p,C) = Ap(W,C)/9°(W\ C).

(74) (Correspondance associée & un cobordisme a bord vertical.) On dé-
finit une correspondance

L(T‘—Emﬂ—El)p) C) C %9(207]70)_ X ‘%g(zlapl)

comme les couples de connexions se prolongeant de maniére plate a
W\ C, avec holonomie —1I autour de C :

L(msg, w5150, C) = {([A;m, s [Aim, ) | A € A25(W, C, %)}

Remarque 3.7. Cette définition dépend du paramétrage p de la partie verti-
cale de W, cette dépendance sera décrite dans I’exemple 3.12.
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3.3.1 Reformulation en termes de fibrés SO(3) non-triviaux

Dans cette sous-section nous présentons un point de vue différent concer-
nant la construction des correspondances Lagrangiennes. Il en résultera que
ces Lagrangiennes ne dépendent de la sous-variété C' que via sa classe ¢ dans
H(W;Zs). Ce résultat pourrait étre démontré directement en observant que
I’espace des modules ne change pas lorsque 1’on supprime un croisement et
lorsque 'on ajoute deux entrelacs paralléles, mais le point de vue que nous
allons donner a une importance conceptuelle, notamment en lien avec le
triangle initial de Floer pour ’homologie des instantons.

Soit P le SO(3)-fibré principal au-dessus de W défini en recollant les
fibrés triviaux au-dessus de W \ vC et vC' le long du bord 9vC' par une
fonction de transition f: dvC — SO(3) telle que I'image de tout méridien
de C définit I'élément non-trivial de m1(SO(3)) :

P = S0(3) x (W\ vC) Uy SO(3) x vC.

On notera 7: Py, — (W \ vC) x SO(3) la trivialisation de P sur
WA\ vC.

Lemme 3.8. La seconde classe de Stiefel-Whitney weo(P) € H?(W;Zs) est
Poincaré-duale a l'image de ¢ dans Hy(W,0W; Zs).

Démonstration. Commengons par rappeler la construction de ws(P) en ho-
mologie de Cech : fixons {U;}; un recouvrement acyclique de W compatible
avec C' au sens suivant : au voisinage de C, le recouvrement est modelé par
4 ouverts Vg, Vi, Vo, Va comme représentés dans la figure 3.1. Chaque com-
posante connexe de vC' est recouverte par 3 (ou plus) ouverts du type Vp, et
OvC' est recouvert par les Vi, Vo, Vs.

A\
Vi

X

FIGURE 3.1 — Vue en coupe du recouvrement au voisinage de C.
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Le fibré P est donné par des fonctions de transition a;;: U;NU; — SO(3).
Ces fonctions vérifient a;joj; = I et ajojpar; = 1. Soient

a;j: UyNnU; — SU(2)
des relévements de a;; a SU(2), la seconde relation précédente devient
Qij Ok Otk € Ly
et permet de définir un 2-cocycle en homologie de Cech :
(ciji: UiNU; N Uy = Zo) i € CHW, Zo),

et sa classe dans H?(W, Zs) est alors ws(P), par définition.

D’aprés la construction du fibré P, les fonctions de transition peuvent
étre choisies comme étant, en notant encore f un prolongement de f a un
voisinage de OvC, a;j(x) = f(x) si Uy = Vg et Uj € {V1, Vo, Va}, et oy =1
sinon.

Par hypothése, la fonction de transition f ne se reléve pas en une fonction
de OvC vers SU(2). En revanche il est possible de choisir des relévements
fj: V; — SU(2) pour chaque j = 1,2,3. On peut supposer que fl = fg
sur V1 N Va, ﬁ = fg sur Vo N Vs, et ]?3 = 7]71 sur V3 N V7. On pose alors
a;j(z) = fi(x) si Uy = Vp et U; € {V1, V5, V3}, et o = I sinon. Le cocycle
(¢ijk)iji prend alors les valeurs suivantes :

_ {—I si {U, U, Ui} = {Vo, Vi, Va}
Cijk = .
I sinon,
ou Vy, V1 et V3 désignent des ouverts du type précédent.

Soit & présent un cycle

F= Y U;nU;NU, € Co(W,Z),
{i,j,k}Elp

alors
(wa(P),[Fly = Y cyr=I[CLIF].
{igk}elr
O

Soit &7 (W, P) 'espace des connexions plates sur P de la forme 0ds au
voisinage de 9"*"*W, ou l'on a identifié les connexions a des 1-formes su(2)-
valuées via la trivialisation 7, et s désigne le paramétre circulaire de 9V¢"'W.
Cet espace admet une action du groupe 4°(W, P) des transformations de
jauge triviales au voisinage de 9**"'WW et homotopes a I'identité (c’est-a-dire
la composante connexe de I'identité du groupe des transformations de jauge
triviales au voisinage de 9¢"*W). Posons

MW, P) :,;z/(W,P)/gO(W’P)
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I’espace des orbites pour cette action. La trivialisation 7 permet de définir
une application

%Q(VV,P) *)JV(E(]) X JV(Zl)

par restriction aux bords et tiré en arriéere & SU(2) x (X U 31). On note
L(W,P) C A (%) x A (X1) son image.

Remarque 3.9. L’espace des modules .Z%(W, P) ne dépend que du type d’iso-
morphisme de P, c’est-a-dire de la classe ¢, et la correspondance L(W, P) ne
dépend que de la restriction de 7 a OW. Il s’en suit donc que L(W, P) ne
dépend de C' que via c.

Proposition 3.10. L’espace des modules .#°(W,C) s’identifie canonique-
ment a AYW,P). 1l s’en suit que L(W,P) = L(W,C), ainsi d’aprés la
remarque précédente L(W,C') ne dépend que de la classe c.

Démonstration. Pour prouver cela nous allons construire deux applications
qui sont inverses I'une de 'autre :

Oy: MNW,C) = MW, P)
By: MW, P) — MW, C).

1. L’application ;. Soit [A] € .Z%(W,C) et A € [A] un représentant.
La connexion A induit une connexion plate A sur SO(3) x (W \ vC) par
passage au quotient, et si p est un méridien de C, Hol, A =1 Ce fait, et
la donnée d'un paramétrage p: C' x R/Z — OvC permettent de définir une
fonction de transition f: OvC — SO(3) par

f(e,s) = Holgyx (0,44,

avec [0, s] C R/Z un arc orienté quelconque allant de 0 & s.

Cette fonction de transition permet de recoller le fibré plat (SO(3) x
(W \ vC), A) avec le fibré horizontal (SO(3) X vC, Apersz). Notons (Q, Ag)
le fibré plat ainsi obtenu. La fonction f vérifie les mémes hypothéses que celle
choisie pour définir le fibré P, les fibrés Q et P sont donc isomorphes. Soit
¢: @ — P un isomorphisme, tel que 7o est 'identité sur SO(3) x (W \v(C).

Posons finalement ®1([A]) = [p.Ag] € A#°%(W, P). Cette classe est indé-
pendante des choix que 1'on a fait, modulo un élément de ¥°(W, P).

2. L’application ®,. Soit [A] € #Z%(W, P), et A € [A] un représentant.
Le poussé en avant 7. Ay, définit une connexion sur SO(3) x W\ vC,
notons A la connexion sur SU(2) x W\ vC tirée en arriére par I'application
quotient. Cette connexion vérifie Holﬂg = —1I pour tout méridien p de C,
en effet dans la trivialisation au-dessus de vC, le lacet v: s + Holp 44
est contractile dans SO(3), car p borde un disque. Il s’en suit que le lacet
y: s + Holp g A défini dans la trivialisation au-dessus de W \ vC' ne T'est

pas, car v et v different par la fonction de transition f. La connexion A
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définit donc un élément ®o([A]) de .#Z%(W, C'), indépendant des choix modulo
l'action de ¥¢(W, C).
Ces deux applications sont inverses 'une de 'autre par construction, et
identifient ainsi .Z%(W,C) et #%(W, P).
O

3.3.2 Correspondance associée & un cobordisme élémentaire

L’espace des modules .Z%(W, my,, s, ,p, ¢) associé a un cobordisme ver-
tical quelconque peut ne pas étre lisse, et I’application induite par 'inclusion
AMOW, 5y, T84, D, C) = M8 (Eo) X A %(X1) peut ne pas étre un plongement,
ainsi la correspondance L(W, s, 75, p, ¢) peut ne pas étre une sous variété
Lagrangienne. Nous allons voir que ces problémes n’apparaissent pas pour des
cobordismes élémentaires. Nous décrivons & présent les correspondances as-
sociés a de tels cobordismes, puis nous prouvons qu’elles sont Lagrangiennes
dans la proposition 3.16.

Ezemple 3.11 (Cobordisme trivial). Soit (X, p) une surface a bord paramétré,
W =% x [0,1], muni des plongements m;(x) = (z,4) et p(s,t) = (p(s),1t).

Si C'=0: L(W,C) est la diagonale A _yo(x 5 +)-

SiC # 0, L(X x [0,1],C) est le graphe du difféeomorphisme ayant pour
expression au niveau des holonomies :

Ai — (—1)0”"0,14@'
Bi —> (_1)51'-0/31.’

ou (X, p(0)) = (aq,- -+, Br), C' est la projection de C sur ¥ et o;.C", 3;.C"
désignent les nombres d’intersection dans 3 modulo 2.

En particulier, si a; = [a;] € H1(Z x [0,1],Z2) et b; = [Bi], L(X X
[0, 1], aj,*) correspond au difféeomorphisme qui envoie B; sur —B; et ne
change pas les autres holonomies, et L(X x [0,1],b;,*) correspond au dif-
féomorphisme qui envoie A; sur —A; et ne change pas les autres holonomies.

Démonstration. Choisissons I'entrelacs C' comme une courbe simple contenue
dans la surface & x {3}, de sorte que le complémentaire W \ C' se rétracte
sur la réunion de ¥ x {0} et d'un tore entourant C et touchant ¥ x {0}
en C' x {0}. D’aprés le théoréeme de Seifert-Van Kampen, (W \ C, %) ~
(ZX & Zp) * Fog_1, ot A et p désignent une longitude et un méridien de C.
Ainsi, les représentations de w1 (WW'\ C, x) envoyant u sur —I sont en bijection
avec les représentations de (Z\) * Foy—1 >~ m1(X, *), car —I est dans le centre
de SU(2). Il s’en suit que Z%(W,C) ~ .#%(X x {0},p).

Par ailleurs, étudions la restriction .#Z%(W,C) — #%(X x {1},p). Si v
est un lacet basé dans X, le carré v x [0, 1] rencontre C' - C” fois, ’holonomie
d’une connexion A autour du bord vaut donc (—1)7'0/. D’autre part elle vaut
HOLYX{l}A(HOLyX{O}A)_l.

O
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Ezemple 3.12 (Reparamétrage du cylindre vertical). Supposons W et les
plongements 7y, 71 comme dans ’exemple précédent, mais p(s,t) = (p(s) +
P(t),t), pour une fonction ¥: [0,1] — R. Alors L(W,ry,,ms,,C,p) est le
graphe du difféomorphisme suivant :

(0,A1,B1,--+) — (0, Ad,as A1, Ad,ao By, - -+ ),

avec a = (1) —1(0). (Cela correspond a faire une rotation d’angle « le long
du bord de X.)

Démonstration. On applique le méme raisonnement que pour 'exemple pré-
cédent, mais cette fois I’holonomie le long des deux autres bords du carré
vaut e®? et e=9,

O]

Ezemple 3.13 (Difféomorphisme d’une surface). Soit ¢ un difféomorphisme
de (3, p) valant I'identité sur le bord, W = £ x[0, 1], mg = idx x {0}, m1 = pX
{1}, et p'(s,t) = (p(s),t). Si m (X', %) = (@1, -+, Bn) est le groupe libre & 2h
générateurs, soit u;(aq, -+, ) le mot en aq,-- -, B, correspondant a @.a;,
et v;(aq, -+, By) le mot correspondant a ¢, 3. Alors L(W, 7y, s, p', 0) est
le graphe du difféomorphisme :

(9)A17B17"') = (eaul(AlaBla"')7U1(AlaBla” ')7' )

En particulier, le twist de Dehn autour d’une courbe librement homotope
a [ est le graphe du difféomorphisme :

(0,A1,By1,---) = (0,A1B1, By, ).

Démonstration. Découle de I'exemple 3.11 et de la formule donnant ’holo-
nomie le long d’un produit de lacets.

O]

L’exemple suivant illustre la nécessité de considérer la catégorie Cob,
et non la catégorie des cobordismes (sans bord verticaux). En effet si 'on
referme le cobordisme suivant en collant un tube le long du bord vertical, on
obtient un cobordisme trivial du tore vers le tore, identique a celui que 'on
aurait obtenu a partir du cobordisme de I'exemple 3.11, mais les correspon-
dances Lagrangiennes obtenues ne sont pas les mémes.

Ezemple 3.14 (Un changement de "chemin base"). Soit ¥ le 2-tore privé d'un
petit disque D, % un point base sur le bord, oy et 51 des courbes simples
formant une base de son groupe fondamental, et W = (T2 x [0,1]) \ S, o1 S
est un voisinage tubulaire du chemin («;(t),t), (on paramétre le bord vertical
sans tourner) voir figure 3.2. L(W,p,0) est le graphe de :

(0, A1, Br) = (0, A1, AT BiAy).
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FI1GURE 3.2 — Un changement de "chemin base".

Démonstration. Identifions o et S aux courbes correspondantes dans X x
{0}, et notons & et 3; les courbes correspondantes dans ¥ x {1}. On note
x et * les points bases correspondants et « l'arc vertical allant de * vers .
L’assertion vient du fait que aq (resp.Bl ) est homotope & yayy~ ! (resp.
vai ' Bray7h).

O

Ezemple 3.15 (Ajout d’une 2-anse). Soit s C int(X) une courbe simple li-
brement homotope & 31, et W: X — S le cobordisme correspondant a ’at-
tachement d’une 2-anse le long de s, alors 71(S) = (ag, B2, ), et

L(Wpa 0) = {(07A17[) AQ)BQ7 o ‘AhuBh)v (97A27 BQ7 te 'AfuBh)}u
ot Ay € SU(2) et (0, Ag, Ba, - - Ap, By) € 4%(S).

Démonstration. Le cobordisme W se rétracte sur le bouquet de S et du
cercle o correspondant a la co-ame de l'anse. Il s’en suit que .#Z%(W) ~
AM8(S) x SU(2).

Par ailleurs, sous cette identification, Papplication .Z%(W) — .#%(S) est
la projection sur le premier facteur, et .#%(W) — .#9(3) envoie un couple
(A1, [A]) sur la connexion telle que Holg, = I, Hol,, = Ay, et dont les autres
holonomies sont identiques & celles de A.

OJ

Proposition 3.16. S’il existe, comme dans la définition 2.17, une fonction
de Morse [ sur W, constante sur les bords ¥y et 31, et avec au plus un
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point critique, L(W, s, ms,,p,c) est une correspondance Lagrangienne en
restriction a la partie symplectique des espaces de modules.

Démonstration. Un cobordisme élémentaire correspond soit & un cobordisme
trivial, soit a I’ajout d’une 1-anse ou d’une 2-anse, les deux derniers cas étant
symétriques. Il est clair, d’aprés les exemples 3.11 et 3.15, que dans chaque
cas, L(W, s, g, C,p) est lisse et de dimension maximale.

Montrons 'isotropie pour la forme symplectique. Soit [A] € .#Z%(W, C, p),
choisissons un représentant A € [A] de la forme npds au voisinage de C, ou
s € R/Z est le paramétre d’'un méridien, et 79 € su(2) un élément fixé tel
que exp(rno) = —1.

Soient «, § des 1-formes su(2)-valuées représentant des vecteurs tangents
de Tjq.#%(W,C,p) : c’est-a-dire vérifiant daa = daf = 0, et de la forme
Ods au voisinage de 9Y“"'W. Toute connexion plate proche de A pouvant,
a transformation de jauge pres, s’écrire sous la forme 7pds au voisinage de
C, on peut de plus supposer a et 8 nulles au voisinage C' et en particulier
prolongeables & W en entier.

Si I'on note A € L(W,rs, g, C,p) Vimage de [A] par le plongement

MEW,C,p) — A (X0,p0) X A*(31,p1),

et &, B € T;L(W,7s, g, C, p) les vecteurs tangents correspondants,

wg<a,5>—/&<aw>—/zo<aw>

La formule de Stokes donne alors :

Oz/wd(a/\,8>
= [ [ @nmr [ tans

Et le dernier terme est nul car sur la partie verticale, a et 8 sont proportio-
nelles & ds. O

Il découle de la proposition 3.16 que les difféomorphismes des exemples
précédents dont les correspondances sont les graphes sont des symplecto-
morphismes. Seul le dernier type de correspondances (exemple 3.15) ne pro-
vient pas d’un symplectomorphisme, mais d’une sous-variété coisotrope fi-
brée. L’énoncé suivant, que l'on peut trouver dans [MWI12, Exemple 6.3]
pour le cas d’une "sous-variété coisotrope sphériquement fibrée", fournit un
critére utile pour découper des correspondances Lagrangiennes. Il contient
tous les exemples précédents, en effet pour un symplectomorphisme il suffit
de considérer C' = My et p = 7.
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Remarque 3.17. En toute rigueur les 2-formes peuvent étre dégénérées, mais
"action Hamiltonienne" continue d’avoir un sens des que I'équation " ¢ x.w =
d(H,&)" est encore satisfaite. L’énoncé que 'on va donner est toujours valide
dans ce cas.

Proposition 3.18. Soit My une variété symplectique munie d’une action
Hamiltonienne de U(1) de moment po: Mo — R ainsi que d’une sous-variété
coisotrope C C My qui admet une fibration w: C — My au-dessus d’une
variété symplectique My telle que 'image L = (v x 7)(C) C My x My soit
une correspondance Lagrangienne.

Soit A € R une valeur réguliere de g telle que Uaction de U (1) sur oy (\)
soit libre. On peut alors former le découpage de Lerman My <) = My <\URy.

On suppose de plus que C' est U(1)-équivariante, et intersecte cpal()\)
transversalement. L’action de U(1) passe alors au quotient en une action
Hamiltonienne de moment p1: M1 — R, pour laquelle \ est une valeur ré-
guliere. On note My <\ = My <\ U Ry le découpage de Lerman.

Alors, l'adhérence L€ de LN (M(;<>\ X M <) dans Mg ) x My <x définit
une correspondance Lagrangienne (Ry, R1)-compatible.

Si de plus My <y et My <y sont des objets de Symp, et si LN (M&<A X
M, <) est simplement connexe et spin, alors L¢ est un morphisme de Symp :
tout disque pseudo-holomorphe (ug,u1): (D?,0D?) — (My o\ X My <y, L)
d’aire nulle a un nombre d’intersection avec (Ry, Ry) strictement plus petit
que -2.

Démonstration. Notons ®;: M; x C — R les moments de l'action de U(1),
définis par

1
@, 2) = pilm) + 512> = A,

qui donneront les découpages M; <y = ®; '(0)/U(1). Posons également Q; =
©; 1(\), de maniére a avoir R; = Q;/U(1). Enfin, posons

L= (LxC?n(®;1(0) x ®71(0)) € My x C x M; x C.

On va montrer que L/U(1)2 C Mp <) x Mj <y est une correspondance
Lagrangienne lisse, et compatible avec les hypersurfaces. Cette correspon-
dance contenant L N (M, _y X Mj <)) comme un ouvert dense, il s’en suivra
que L¢ = L/U(1)2.

D'une part, ®5'(0) et ®7(0) sont lisses car A est valeur réguliére de
@0 et 1. Lintersection (L x C2) N (®51(0) x ®;(0)) est transverse dans
My x C x My x C, en effet ({0} x C?) N (®,'(0) x ®;(0)) = {0}. Enfin,
Paction de U(1)? sur L est libre, car action de U(1) est libre sur C \ 0 et
sur 9051(/\), par hypothése. Il s’en suit que li/U(l)2 est lisse.

Montrons maintenant la compatibilité avec les diviseurs. D’une part, si
(mo,m1) € L, po(mg) = p1(my). Il s’en suit que

LN (Mg x Q1) =LN(Qox M) =LN(Qo x Q1),
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puis
LN (Myx Qi xC?)=LnN(Qyx M xC?=Ln(Qyx Q1 xC?,
et enfin :
LN (Mo <x x Ri)=LN(Ryx M <\)=LN(Ry x Ry).

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, la propriété de graphe local
est équivalente & Vo € L°N (Ry x Ry),

T.L°¢ ﬂT$(M0 X R1> =T,L¢ ﬁTx(Rg X M1> = T$(Lﬁ (R(] X Rl))
Siz e LN (Qox Q1) et (vo,v1) € TpL, v1 = dmy,.vo. Il s’en suit :
T, LNTy(Myx Q1) =T, LNT(Qo x My) =T, (LN (Qo x Q1)),

ce qui entraine la propriété annoncée.

Enfin, concernant la propriété sur les disques, si (ug, u1) est un tel disque,
alors mougUuy: D?Uyp2 D? — M <) définit une sphére pseudo-holomorphe
d’aire nulle, qui intersecte Ry en un multiple strictement positif de -2.

O
Notons que si (W, p, ¢) est un cobordisme élémentaire,
L(W7p7 C) N (JV(E(LPO)_ X '/V(Elapl))

s’identifie soit & A (X;,p;) x SU(2), avec i = 0 ou 1, soit a A (g, pg). Dans
les deux cas c¢’est un ouvert d’un produit de copies de SU (2), ainsi sa seconde
classe de Stiefel-Whitney s’annule.

Définissons & présent les correspondances Lagrangiennes entre les espaces
découpés :

Définition 3.19. Si (W,p,c) est un cobordisme a bord vertical élémen-
taire de (3o, po) vers (X1, p1), la correspondance L(W,p, ¢) vérifie les hypo-
théses de la proposition 3.18. On définit ainsi L(W, p,c) C A (Lo, po)~ X
N ¢(21,p1) comme 'adhérence de

LW, p,¢) 0 (A (0, p0)" x A (E1,p1))

qui est donc un morphisme de Symp.

3.4 Invariance par mouvements de Cerf

Le fait suivant est vrai pour tous cobordismes & bord verticaux, élémen-
taires ou non :
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Proposition 3.20 (Formule de composition). Soient ¥, S,T trois surfaces
a bord paramétré, et (Wi, c1), (Wa,ca) deux cobordismes a bord verticauz,
allant respectivement de X vers S, et de S vers T'. Alors,

L(Wl Us Wa,c1 + CQ) = L(Wl,cl) o L(WQ, 02).

Démonstration. L’inclusion de L(W7 Ug Wa, ¢1 + ¢2) dans la composée est
évidente. L’inclusion réciproque vient du fait que, si Cy et Cy sont des sous-
variétés représentant les classes ¢1 et ¢, deux connections plates sur Wi \ C;
et Wa \ C2 qui coincident sur S se recollent en une connexion plate sur
W1\01UW2\02.

O

Remarque 3.21. Cette composition géométrique n’est pas plongée en général.

Théoréme 3.22. Le foncteur de Cobelem vers Symp suivant se factorise
ainst en un foncteur de Cob vers Symp.

(E,p) = (2, p)
(W, fip,¢) = LW, f,p,c).

On notera L(W, p, ) l'image d’un cobordisme par ce foncteur.

Démonstration. 1l suffit de vérifier que le foncteur satisfait aux hypotheéses de
la proposition 2.23. Les hypothéses (i) et (i) sont clairement vérifiées, et le
point (i27) découle de [MW12, Lemma 6.11]. Il reste a vérifier les hypothéses
(1v) et (v).

Veérifions 'hypotheése (iv) : soit (¢, po) une surface a bord paramétré de
genre g > 2, et s1, So deux cercles d’attachement disjoints, non-séparants de
20. Soit

ap, - 70597517'” 759

un systéme de générateurs de 71 (X0, po(0)) tel que 93¢ est le produit des
commutateurs des «; et (5;, et tel que s; est librement homotope & «; (i =
1, 2).

Soit W7 le cobordisme entre Yy et ¥; correspondant & l’attachement
d’une 2-anse le long de s; (X1 est de genre g — 1), W le cobordisme entre
31 et ¥y correspondant a l'attachement d’une 2-anse le long de sy (X9 est
de genre g — 2).

Soit Wi le cobordisme entre g et 5, correspondant a Pattachement
d’une 2-anse le long de so (ZTl est de genre g — 1), W3 le cobordisme entre
ivl et Yo correspondant a ’attachement d’une 2-anse le long de s.
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/\
\/

Notons Cy = {A;1 = I} C A (Xo) la sous-variété coisotrope sphérique-
ment fibrée correspondant a Wy, et Cy = {Ay =1} C A (%) la sous-variété
coisotrope sphériquement fibrée correspondant a W7.

Les sous-variétés C et Cy s’intersectent transversalement dans A (Xg),
les compositions L(Wy) o L(Ws) et L(W{) o L(W3) sont donc plongées, et
elles coincident car correspondent & la sous-variété coisotrope Ch N Co C
N (Xp), fibrée au-dessus de 4" (22), et simplement connexe car difféomorphe
a SU(2)? x A (X3). Puis, d’aprés la proposition 3.18, son adhérence dans
N €(Xp) définit un morphisme de Symp.

Vérifions 'assertion sur les cylindres "quilted" en nous inspirant du rai-
sonnement de la preuve de [MW12, Lemma 6.11] pour la composée L(WW7) o
L(W53) (Passertion concernant L(W{)o L(WJ) se traite de maniére analogue).

Montrons que tout cylindre matelassé intersecte le triplet (Rg, Ry, Rg) en
un multiple strictement négatif de 2. Soit u = (ug, u1,uz) un quilt pseudo-
holomorphe d’indice de Maslov nul comme dans la figure 2.1, tel que w;
prend ses valeurs dans .4 ¢(%;) et les condition aux coutures sont données
par L¢(Wy) , L¢(W3) et L¢(W7) o L¢(Wa).

Par monotonie, 'aire des disques u; pour les formes monotones w; est
nulle, ce qui force u; a étre contenu dans une fibre du lieu de dégénérescence
R;. En effet, rappelons que R; admet une fibration en sphéres S? dont le fibré
vertical correspond exactement au lieu d’annulation de ;, voir la proposition
3.4. Par ailleurs la fibre contenant 1 touche la sous-variété coisotrope C1NCy
et est donc incluse dans cette derniére, elle se projette donc sur une fibre de
Ry. Il en est de méme pour u; : elle est contenue dans {Ag = I} C A (%)
et se projette sur une fibre de Ry.

Ainsi, uy et les images de ug et u; par les projections sur A47¢(Xq) se
recollent en une sphére pseudo-holomorphe de Rs, et cette sphére inter-
secte R en un multiple de -2, mais ce nombre d’intersection est exactement
u.(Ro, Rl, RQ).

Vérifions a présent ’hypothése (v). Notons que si ¢; + ¢j1 = d;i + dit1,
alors d’aprés la proposition 3.20, L(W;,¢;) o L(Wit1,c¢iv1) et L(W;,d;) o
L(Wi41,di41) coincident avec L(W; U W41, ¢; + ¢i+1). Enfin, la correspon-
dance associée a un cobordisme trivial (X x [0, 1], ¢) est le graphe d’un sym-
plectomorphisme, sa composition & droite ou & gauche avec toute autre cor-
respondance satisfait les hypothéses du théoréme 2.16.
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O

3.5 Homologie Instanton-Symplectique d’une vari-
été munie d’une classe d’homologie

Soit Y une 3-variété orientée, compacte, sans bord, ¢ € Hy(Y;Zs) et
z € Y. Soit W la variété a bord obtenue par éclatement réel orienté de Y
en z, W = (Y \ 2)US? et p: R/Z x [0,1] — S? un plongement orienté.
(W, p,c) est donc un morphisme dans la catégorie Cob du disque vers le
disque. L’ensemble des points d’intersections généralisés Z(L(W,p,c)) est
contenu dans le produit des niveaux zéros des moments "6; = 0", et donc
dans int {w; = @&;}. On peut alors considérer leur homologie matelassée. Il
résulte alors du théoréme 3.22 :

Corollaire 3.23. Le groupe abélien HF(L(W,p,c)), a isomorphisme pres,
ne dépend que du type topologique de Y, du point z, et de la classe c. On le
note HSI(Y, ¢, z).

|

Ainsi, |, HSI(Y, ¢, z) peut étre vu comme un fibré au-dessus de Y, (et
en particulier au-dessus d’un scindement comme dans [MW12, Parag. 5.3]).
On notera parfois HSI(Y,c) au lieu de HSI(Y, ¢, z).

Remarque 3.24. Le foncteur de Cob vers Symp que ['on a construit dans ce
chapitre nous a permis de définir 'homologie HSI en appliquant ’homolo-
gie de Floer matelassée. Néanmoins, un tel foncteur contient potentiellement
beaucoup plus d’information, et il est en principe possible d’extraire d’autre
types d’invariants, prenant des formes algébriques plus sophistiquées. Par
exemple, dans [WW10a] Wehrheim et Woodward associent a une corres-
pondance Lagrangienne L C M x M; un foncteur entre deux catégories
Don™ (My) et Don™ (M) appelées "catégories de Donaldson étendues". On
peut espérer que leur construction fournisse des invariants pour des 3-variétés
4 bords munies de classes d’isotopies de chemins reliant les bords, similaires
aux invariants apparaissant dans les travaux récents de Fukaya [Fuk15]. De
tels invariants motiveraient la construction et I’étude des catégories corres-
pondantes pour les espaces des modules étendus .4 ¢(X). Des versions A
entre des catégories de Fukaya dérivées devraient également exister.



Chapitre 4

Premiéres propriétés

4.1 Calcul a partir d’'un scindement de Heegaard

Soit Y = Hy Usx Hy un scindement de Heegaard donné de Y, de genre
g, z € ¥ un point, et ¢ € H1(Y;Z2) une classe d’homologie, que 'on peut
décomposer en la somme de deux classes ¢ = ¢g + ¢1, avec ¢ € Hy(Hy; Zs)
et ¢ € Hl(Hl;Zg).

Remarque 4.1. les applications Hy(H;;Z2) — H1(Y;Zsy) induites par les
inclusions étant surjectives, on peut toujours supposer que ¢y = 0 ou ¢; = 0.

Notons W, ¥, H| et H} les éclatements respecifs de Y, 3, Hy et H; au
point z, de maniére & avoir un scindement éclaté W = H|, Usy Hj.

On se donne un paramétrage p: R/Z x [0,1] — OW tel que p(R/Z x
3) = 0%, on note py (resp. p1) la restriction de p a R/Z x [0, 3] (resp.
R/Z x [%, 1]). Ainsi, dans la catégorie Cob, (Hy,po,co) € Hom(D? YY), et
(Hy,p1,c1) € Hom(X', D?). Soient fo, fi des fonctions de Morse sur Hy et
H, respectivement, adaptées aux paramétrages pg et p1 (de sorte qu’ils soient
verticaux), et ayant exactement g points critiques chacune (d’indices 1 pour
fo et d’indices 2 pour fi). Elles décomposent ainsi Hy et Hj en g cobordismes

élémentaires : Hy = H} @ H3 ®---H{, Hy = Hf ® H} ®--- H{.

Lemme 4.2. Pour tout i entre 2 et g, la composition L(H} U --- U Héfl) o
L(Hg) est plongée, vérifie les hypothéses du théoréme 2.16, et vaut L(H& U
U H).

Démonstration. Soit av, - - -y, B1, - - - B; un systéme de générateur du groupe
fondamental de la composante de bord de genre i de H} tel que H} cor-
respond a l'attachement d’une 2-anse le long de f;, et tel que les courbes
Qaq, -1, 81, -+ Bi—1 induisent un systéme de générateurs du bord de genre
1 — 1. Sous les identifications holonomiques suivantes des espaces de modules
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(55

! (A1,B1,--- ,Ai_1,Bi1) | [A1, B1] - - [Ai1, Bica] # —1}
AN (X0)

={
={(A1,B1,--- , A, By) | [A1, B1] -+ [Ai, Bi] # —1},

les correspondances sont données par :

L(H& UJ--- UHéil) = {(Al,elf, AQ,EQI, .. -)},Ofl € = *1
L(HY) = {(A1, By, ,Ai—1,Bi1), (A1, By, -+, Ai—1, Bi1, Aiy 1) }.

L’intersection (L(HY U -~ U HE Y x A4(28)) N L(HY) est donc transverse
dans A (3571 x A (XF), et correspond &

{(Ar, el Ay, e, (A, e, Ay, 611, Ay e D)} =~ SU(2)".

La projection sur .4/ (2}) induit ainsi un plongement sur L(Hg U--- U HY),
qui est bien simplement connexe, et compatible (car disjointe) avec ’hyper-
surface R;.

Par ailleurs, 'hypothése sur les disques pseudo-holomorphe d’aire nulle
est automatique car L(H} U --- U H}) est disjointe de R;, et celle sur les
cylindres se vérifie de maniére analogue & 1’énoncé correspondant dans la
démonstration du lemme 3.22 : étant donné que 1'un des trois morceaux est
envoyé sur un point, il peut étre retiré du cylindre, et le cylindre matelassé
correspond alors & un disque matelassé comme dans la figure 4.1, & conditions
au bord dans L(H§ U--- U HS™Y) et L(HJ U--- U HY), et & conditions aux
coutures dans L(H{). Un tel disque matelassé se projette sur un disque de
N (8571 daire nulle, et a bord dans L(HJU---UHS ™), qui ne peut exister
car cette derniére Lagrangienne est disjointe du lieu de dégénérescence R; 1
de la forme @;_1.

O

Ainsi, la correspondance Lagrangienne généralisée L(Hy, po, co) est équi-
valente dans Symp a la Lagrangienne L(Hy, po, o), de méme pour H;. En
vertu du théoréme 2.16, on obtient alors :

Proposition 4.3. Dans ces conditions, HSI(Y,c,z) ~ HF (Lo, L1; R), ot
L; = L(H;,ci,pi) C AX,p). En particulier, si ¢ = 0, on retrouve les
groupes HSI(Y, z) définis par Manolescu et Woodward.

4.2 Renversement d’orientation

Soit L € Homgymp(pt,pt), on peut définir la cohomologie HF*(L), c’est-
a~dire ’homologie du complexe dual de C'Fy(L).
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FIGURE 4.1 — Un disque matelassé.

On rappelle que I'on note L7 la correspondance Lagrangienne généralisée
obtenue en renversant les fleches. Si z,y € Z(L) sont deux points d’intersec-
tion généralisés, une trajectoire matelassé u a conditions aux coutures dans
L et allant de x & y peut étre vue comme une trajectoire matelassée a condi-
tions aux coutures dans LT et allant de y a z. Il vient donc :

Proposition 4.4. HF, (L") ~ HF*(L)

|

Si Y, ¢ est une 3-variété munie d’une classe, et z un point base, W 1’écla-
tement, et W muni de l'orientation opposée, alors L(W,c) = L(W,p,c)T.
Ainsi, si 'on note HSI, ce que I'on a noté HST jusqu’ici, et HST* la coho-
mologie :

Proposition 4.5. HSI.(Y,c,z) ~ HSI*(Y,c, z)

4.3 Somme connexe

Rappelons la formule de Kiinneth pour ’homologie de Floer matelassée,
voir par exemple [WW10b, Theorem 5.2.6] dans le cadre monotone non-
relatif, dont la preuve se généralise de maniére identique au cas qui nous
intéresse :
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Proposition 4.6. (Formule de Kunneth, [WW10b, Theorem 5.2.6]) Soient
L et L' deuz chaines de correspondances Lagrangiennes entre pt et pt, alors

HF(L, L) = HF(L) & HF (L) ® Tor(HF(L), HF(L'))[~1],

ot Tor désigne le foncteur Tor, et [—1] désigne un décalage des degrés de —1.
O

Proposition 4.7. (Somme connexe)

HSI(Y#Y' ¢+ ) ~HSI(Y,c)® HSI(Y', )
& Tor(HSI(Y,c), HSI(Y',¢))[~1].

Démonstration. Soient L et L’ des chaines de correspondances Lagrangiennes
associées a (Y, ¢), (Y, ), qui sont toutes deux des morphismes de Symp du
point vers le point. Alors L, L' est une correspondance Lagrangienne géné-
ralisée associée a (Y, c)#(Y', ). Le résultat découle alors de la proposition
précédente. ]

4.4 Caractéristique d’Euler

Les groupes HSI(Y,c,z) étant relativement Zg-gradué, leur caractéris-
tique d’Euler x(HSI(Y,c,z)) est définie a un signe prés.

Proposition 4.8. Si by(Y) = 0, [x(HSI(Y,c,z))| = |Hi1(Y;Z)|, sinon,
X(HSI(Y,c,z)) =0.

Démonstration. Lorsque ¢ = 0, cela est établi par Manolescu et Wood-
ward, [MW12, Parag. 7.1] : pour ¢y = ¢; = 0, la caractéristique est donnée
par le nombre d’intersection [L(Hoy, co)].[L(H1,c1)] des deux Lagrangiennes
dans l'espace des modules du scindement, et ce nombre est calculé dans
[AM90, Prop. II1.1.1, (a),(b)]. Si ¢ # 0, le nombre d’intersection est in-
changé, en effet L(H;, ¢;) peut étre envoyée sur L(H;,0) par une isotopie
(non-Hamiltonienne) de SU(2)?" de la fagon suivante : une présentation du
groupe fondamental étant fixée, L(H;, ¢;) est définie par des équations

{(A17B17".) ’ A1:61[7A2:62I7”'}7

ou ¢; = £1. Il suffit de prendre un chemin dans SU(2) reliant I et —I pour
ramener les ¢; a +1.

O]
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4.5 Variétés de genre de Heegaard 1

Manolescu et Woodward ont calculé les groupes d’homologie HSI pour des
variétés de genre de Heegaard 1 lorsque la classe ¢ est nulle. Nous complétons
leurs calculs pour toutes les classes.

Proposition 4.9. (i) PourY = S? x St et c € H\(Y;Zs),

Z[0] ® Z[3] si ¢ =0,

HSI(Y,c) = {{0} sinon.

(ii) HSI(L(p,q),c) est de rang p pour toute classe c. De plus, I’homologie
est concentrée en degré pair.

Démonstration. (i) : Pour ¢ = 0, HST(S?x S1) a été calculée par Manolescu
et Woodward. Pour ¢ # 0, avec 3 le scindement de genre 1 et A, B les
holonomies le long d’une base du groupe fondamental de 3 dont la premiére
courbe borde un disque dans les deux corps a anses, les deux Lagrangiennes
{A =1} et {A=—I} sont disjointes.

Concernant L(p, q), on peut choisir un scindement et un systéme de coor-
données tels que les deux Lagrangiennes aient pour équation : Lo = {B = I}
et L1 = {APB~?7 = +]}. Elles s’intersectent de maniére "clean" en une
réunion de copies de S? et, selon la parité de p, d’'un ou deux points. On
peut déplacer I'une des deux Lagrangiennes par une isotopie Hamiltonienne
de sorte que l'intersection soit transverse, et que chaque copie de S? donne
lieu & deux points. Il y a donc p points d’intersection, par ailleurs on sait
que ce nombre correspond au nombre d’intersection des deux Lagrangiennes.
Ainsi le complexe est lacunaire, et la différentielle est nulle.

O]
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Chapitre 5
Chirurgie

Dans cette partie, nous étudions 'effet d’une chirurgie de Dehn entiére
sur 'homologie HSI.

Définition 5.1. Une triade de chirurgie est un triplet de 3-variétés Y,, Yp
et Y, obtenues a partir d’'une 3-variété compacte, orientée, avec un bord
de genre 1, en recollant un tore solide le long du bord, de fagon & envoyer
le méridien sur trois courbes simples «, [ et 7 respectivement, telles que
af=py=vya=-1.

Rappelons que dans les théories similaires ( Seiberg-Witten, [KMOS07al ;
Heegaard-Floer, [OS04c|) les invariants d’une triade de chirurgie sont reliés
par une suite exacte longue du type :

o> HEN(Y,) = HF T (Ys) - HEY(Y,) — -+

Nous obtenons une suite exacte légérement différente, mais néanmoins si-
milaire au triangle de Floer pour les instantons, cf [Flo95]|, ainsi qu’a ceux
obtenus par Wehrheim et Woodward dans [WW15a| pour leur "Floer Field
theory" [WW16] : la classe d’homologie d’un des trois groupes est modifiée
par I’ame de la chirurgie :

Théoréme 5.2 (Suite exacte de chirurgie). Soit (Yy,Ys,Y,) une triade de
chirurgie obtenue & partir de Y comme dans la définition précédente, ¢ €
H\(Y;Zs2), et pour é € {a, 8,7}, c5s € Hi1(Ys;Z2) la classe induite & partir de
¢ par les inclusions. Soit également ko € H1(Ya;Z2) la classe correspondant
a l’dme du tore solide. Alors, il existe une suite exacte longue :

o= HSI(Yy, co + ko) = HSI(Yg,c3) = HSI(Yy,cy) — -

Remarque 5.3. Par symétrie cyclique des trois courbes, la modification k,
peut également étre mise sur Y3 ou Y. Il est également possible de démontrer
une suite exacte plus symétrique :

o > HSI(Yy, cq + ko) = HSI(Y3,cg+ kg) = HSI(Yy, ey +ky) — -+,
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avec kg et k, des classes similaires a k.

Afin de démontrer ce théoréme, nous remarquons qu'un twist de Dehn
du tore troué¢ 7" autour d’une courbe simple non-séparante induit un sym-
plectomorphisme au niveau de I'espace des modules .4 “(T"). Ce symplecto-
morphisme peut s’exprimer comme le flot d’'un Hamiltonien en dehors de la
sphére Lagrangienne correspondante aux connexions dont ’holonomie le long
de la courbe v vaut —I. Ce n’est pas & priori un twist de Dehn généralisé,
néanmoins il est possible de construire un twist de Dehn généralisé & partir
de ce symplectomorphisme qui permet d’obtenir la suite exacte annoncée,
en appliquant un analogue de la suite exacte de Seidel (théoréme 5.4 ) pour
I’homologie matelassée.

5.1 Twists de Dehn généralisés et homologie mate-
lassée

Toutes les variétés symplectiques, Lagrangiennes, et correspondances La-
grangiennes apparaissant dans la suite satisferont, sauf mention contraire,
aux hypothese de la catégorie Symp. Soient My, My, ..., M} des objets de
Symp,

L L L L L
L:(Mo 01 Ml 12 M2 23 (k 1)kMk k pt),

une correspondance Lagrangienne généralisée, S C My une sphére Lagran-
gienne disjointe de 'hypersurface Ry, et 7¢ € Symp(My) un twist de Dehn
généralisé autour de S, comme défini dans la section 5.1.1 (ou [Sei03, Section
1.2]). Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.4. Soient Ly C My une Lagrangienne, S et L comme pré-
cédemment. On suppose de plus que dim S > 2. Il existe une suite exacte
longue :

...— HF(rsLo,L) — HF(Lo,L) — HF(Lo,S",S,L) — ---

Remarque 5.5. L’hypothése dim S' > 2 intervenant dans ce théoréme garantie
la monotonie d’une fibration de Lefschetz. Un énoncé similaire est probable-
ment vrai, néanmonis nous nous limiterons & ces dimensions, car dans nos
applications les sphéres seront de dimension 3.

Remarque 5.6. Si l'on pose M = My x My x My x ... X Mki, EO = Lo X
Ligx---,et L1 = Loy x---,alors C = S x My X My x---x My, C M est une
sous-variété coisotrope sphériquement fibrée au-dessus de B = M; x M, x
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S X M,j[, T = T X idp est un twist de Dehn fibré, et le triangle précédent
peut s’écrire sous la forme :

HF(TCzo,El) —>HF(E0,E1) —>HF(EO X CT,C X El) —

qui est essentiellement le triangle de [WW15a, Theorem 1.3]. Nous allons le
démontrer dans le cadre dans lequel nous 'utiliserons (la catégorie Symp)
qui n’est pas le méme que celui de Wehrheim et Woodward. La preuve est
analogue, il s’agit essentiellement de vérifier qu’il ne se produit pas de bub-
bling sur les diviseurs & chaque fois qu’intervient un raisonnement de dégé-
nérescence d’espaces de modules.

5.1.1 Rappels sur les twists de Dehn généralisés

Nous renvoyons a [Sei03, Section 1| pour plus de détails.

Twist de Dehn dans T*5" On considére le fibré cotangent T' = T*S"
munie de sa forme symplectique standard w = dp A dq. Si 'on munit S™ de
la métrique ronde, T' s’identifie &

{(u,v) € R*! x R"! | |v| =1, (w.v) = 0} .

On note T'(\) = {(u,v) € T'| |u| < A}, en particulier T'(0) désigne la section
nulle.

La fonction p(u,v) = |u| engendre une action du cercle sur le complé-
mentaire de la section nulle, son flot au temps t est donné par :

ot(u,v) = (cos(t)u — sin(t)|ulv, cos(t)v + sin(t)%),
et le flot au temps 7 se prolonge a la section nulle par 'application antipodale,
que 'on notera A.

Soit A > 0, et R: R — R une fonction lisse, nulle pour ¢ > A, et telle que
R(—t) = R(t) — t. On considére 'Hamiltonien H = Ro p sur T'(\) \ T(0) :
son flot au temps 27 est donné par @& (u,v) = oy(u,v), avec t = R'(|u|), et
il se recolle de maniére lisse a la section nulle par 'application antipodale. Le
symplectomorphisme obtenu 7 est un twist de Dehn "modéle", de fonction
angle R/ (pu(u,v)).

Définition 5.7. On dira qu’un twist de Dehn modéle est concave si la fonc-
tion R intervenant dans la définition du twist 7 est strictement concave et
décroissante, c’est-a dire vérifie R'(t) > 0 et R”(t) < 0 pour tout ¢ > 0.

Seidel démontre le résultat suivant dans un cadre un peu plus général : il
autorise les fonctions angle a osciller sensiblement, de maniére "§-wobbly",
avec 0 <9 < % L’énoncé suivant, correspondant 4 § = 0, nous suffira.
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Lemme 5.8. ([Sei03, Lemma 1.9]) Supposons que le twist T est concave.
Sotent Fy = T(N)y, et Fi = T(\)y,, des fibres au-dessus de deux points
yo,y1 € S™ . Alors T7(Fy) et Fy s’intersectent transversalement en un unique
point y. De plus, ce point vérifie

27rRl(y) = d(y(Jv yl)a

ou d désigne la distance standard sur S™.

Twist de Dehn autour d’une sphére Lagrangienne Si.S C M est une
sphére Lagrangienne, elle admet un voisinage de Weinstein, c’est-a-dire un
plongement symplectique ¢: T'(A) — M pour un A > 0, avec +(T(0)) = S.
Ainsi, un twist de Dehn modeéle de T'(\) définit un symplectomorphisme de
M, noté 1g, a support dans (T ())).

On dit qu'un symplectomorphisme de M est un twist de Dehn généralisé
autour de S s’il est isotope a un tel twist de Dehn modéle.

Remarque 5.9. Si deux twists de Dehn modeéles de T'(\) différent toujours par
une isotopie Hamiltonienne de T'(A), un twist de Dehn autour de S dépend
du paramétrage de S, voir [RE]|.

5.1.2 Homologie a coefficients dans ’anneau du groupe R

L’argument principal de la preuve du théoréme de Seidel repose sur le fait
que les complexes de Floer possédent une graduation sur R donnée par l'ac-
tion symplectique, car les variétés symplectiques et les Lagrangiennes qu’il
considére sont exactes. Les "termes dominants" des morphismes intervenant
dans la suite exacte par rapport a la filtration induite par cette graduation
correspondent & des courbes pseudo-holomorphes de petite énergie. Il suffit
alors de vérifier que ces derniers induisent une suite exacte.

Lorsque les variétés symplectiques et les Lagrangiennes ne sont plus
exactes mais seulement monotones, 'action symplectique n’est plus définie
que modulo M = kN, avec k la constante de monotonie et N le nombre de
Maslov minimal, ¢’est-a-dire ’aire de la plus petite sphére pseudo-holomorphe
(voir section 5.1.7). L’approche de Wehrheim et Woodward consiste alors a
encoder cette énergie dans la puissance d’un paramétre formel ¢, via ’anneau
du groupe R :

A= { i akq’\k
k=1

Le complexe de Floer a coefficients dans cet anneau est alors le A-module
libre CF(L;A) := CF(L) ®z A, muni de la différentielle 9y définie par :

ne- =Y Y owe Wy,

T+ ueM(z_,zy)

n>1, ap € Z, )\kER}.
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ot z4,x_ € I(L) sont des points d’intersection généralisés, M(z_, x4 ) re-
présente ’espace des modules des trajectoires de Floer généralisées d’indice 1
et d’intersection nulle avec R (modulo translation), o(u) = £1 est l'orienta-
tion du point u dans 'espace des modules construite dans [WW15b]| a partir
de 'unique structure spin relative sur L, et A(u) est l'aire symplectique pour
les formes monotones w;.

L’homologie de (C'F(L; A), 0p) est alors le A-module noté HF(L; A). Gé-
néralement, cette homologie peut étre différente de I’homologie & coefficients
dans 7Z, nous verrons cependant dans la section 5.1.8 que la monotonie de L
entraine CF(L;A) ~ CF(L;Z) @z A, et HF (L) ~ HF(L; A)/(q — 1).

5.1.3 Suite exacte courte au niveau des complexes de chaines

La proposition suivante résulte du lemme 5.8 :

Proposition 5.10. Soit t: T'(\) — My un plongement symplectique, Ts un
twist de Dehn modéle concave associé a t. On suppose :

i) que Z(Lo, L) est disjoint de v (T'(\)),

ii) que Lo N u(T(N)) est une réunion de fibres :

L= | T, T
yer—1(LoNS)

i11) que Loy et S x My s’intersectent transversalement dans Mo x M, et
que, en notant w: ¢ (T'(X)) — S la projection,

Lo1 N (¢ (T(N) x My) = (7 x idar,) "  (Lor N (S x My)).
Alors, il existe deuz injections naturelles
i1: Z(rsLo,S", S, L) — Z(sLo, L)

et
iz: Z(Lo, L) — Z(7sLo, L)

telles que

I(rsLo, L) = is (Z(Lo, L)) Uir (Z(rsLo, ST, S,L)).

Démonstration. Notons vS = ¢ (T())),

I(TsLo,L) :I(’TsLo,L) N (MO \ l/S) X My x -+ x My
LlI(TSLo,L) AvS X My X -« x M.

D’apreés i) et le fait que 7g est a support dans vS,

I(TsLo,L) N (MO \ VS) X My x -+ X My :I(Lo,L)
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L’application iy peut donc étre choisie comme étant 'identité. D’aprés i), il
vient :

I(rsLo, L) NvS X My x -+ x M= | ] Z(r5(T(N)ay), L)
xro€LoNS

Soit y € Z(S, L), par hypothése T'(A)y, X {y1} C Loz, et par le lemme 5.8,
75 (T(N)z) et T()\),, s'intersectent en exactement un point z. On définit
alors i1 en posant i1 (xo,yo,y1, ) = (2,41, --). Cette application réalise
bien une bijection entre Z(7gLg, S”,S,L) et

U I(TS (T(A)IO) aL)a

zro€LoNS

en effet son inverse est donné par I'application (z,y1,---) — (Zo, Y0, Y1, - ),
ot my = 7(2), et yo = (15" (2)).
]

Remarque 5.11. Quitte a déplacer les Lagrangiennes par des isotopies Ha-
miltoniennes et & choisir un A suffisamment petit, il est toujours possible de
se ramener aux hypothéses de la proposition 5.10. En effet toutes les inter-
sections peuvent étre rendues transverses, il est ensuite possible de choisir le
plongement ¢ de sorte & avoir ii) et 7).

D’ou une décomposition en somme directe des A-modules :

CF(rsLo,L;A) = CF(L;A) & CF(rgLo, ST,S,L; \),

et une suite exacte courte (de A-modules et non de complexes de chaines) :
0 — CF(rsLo,ST,S,L;A) — CF(rsLy,L;A) — CF(Lg,L; A) = 0. (5.1)

Remarque 5.12. La sphére S étant invariante par le twist, on a les isomor-
phismes de complexes suivants :

CF(rsLo,ST,S,L;\) ~ CF(rsLy, 7557, S, L; A)
~ CF(Ly,ST,S,L; \).

5.1.4 Fibrations de Lefschetz matelassées

La stratégie pour démontrer la suite exacte longue consiste & appro-
cher les fleches de la suite exacte courte par des morphismes de complexes.
Afin de commuter avec les différentielles, ces morphismes seront construits
en comptant des quilts pseudo-holomorphes, plus précisément des sections
pseudo-holomorphes de fibrations de Lefschetz matelassées. Rappelons les
définitions de ces objets, tirées de [WW09a| et que nous adaptons au cadre
de la catégorie Symp.
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Définition 5.13. Soit S une surface de Riemann compacte, avec ou sans
bord. Une fibration de Lefschetz au-dessus de S, dans le contexte de la cateé-
gorie Symp, est la donnée de (E, 7, w,o, R, J), avec :

FE est une variété orientable compacte, de dimension 2n + 2,
m: . — S est une application différentiable surjective, telle que OF =
771(09), et submersive sauf en un nombre fini de points critiques
E¢it_disjoint de OF,
J est une structure presque complexe sur F, intégrable au voisinage
de B telle que la différentielle de 7 est C-linéaire, et qu’au voisi-
nage de chaque point critique, dans des cartes holomorphes, 7w a pour
expression :

(20, y2n) = 22,

1

w et w sont deux 2-formes fermées sur E et non-dégénérées au voisi-
nage des points critiques,
R est une hypersurface presque complexe pour J, disjointe de B,
transverse aux fibres de 7, et telle que pour toute fibre réguliére F' de
T, (F,wp, 0, RO F, j|F) est un objet de Symp.

Remarque 5.14. On a supposé @ monotone seulement le long des fibres, mais
d’apres [WW15a, Prop. 4.6], dés que n > 2, la forme @ est monotone sur E.

Définition 5.15. Une surface matelassée avec bouts de type bandes est la
donnée :

1.
2.

3.

D’une surface matelassée compacte S

D’un ensemble fini de points marqués , entrants et sortants
E=E_UE&E COS.

De "bouts de type bandes" associés & chaque point marqué e € &,
c’est-a-dire des applications matelassées holomorphes

[0,400) x [0, N.] = S siee€ &y est une sortie
€e:
"1 (~00,0] x [0,N,] = S siee & est une entrée

ayant pour limite e en +00, et dont 'adhérence de 'image est un voisi-
nage de e dans S. Si N, représente le nombre de morceaux Sy, So, - - -,
Sn, touchant e, [0, £00) x [0, V] est vue comme une surface matelas-
sée avec N, bandes de largeur 1 cousues parallélement. L’application
€e correspond & la donnée d’applications compatibles aux coutures :

ere: [0,400) x [k — 1,k — Sk
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Définition 5.16. Soit S une surface matelassée avec des bouts de type
bandes, une fibration de Lefschetz matelassée au-dessus de S, avec conditions
auz bords et aux coutures, est la donnée :

1. Pour chaque morceau Sy, d’une fibration de Lefschetz my: Ep — Sk
comme dans la définition 5.13.

2. D’un ensemble de conditions aux bords/coutures Lagrangiennes, noté
F, consistant en :

(a) Pour une couture o = {Ij, by, Ik b, } € S, une sous-variété
*
FU - Ek0|1k0’b0 X|Ik0,b0 ¢0Ek1‘1k17b1’

isotrope pour les formes ;, transverse aux fibres, et telle que 'in-
tersection avec toute fibre est une correspondance Lagrangienne
vérifiant les hypothéses de Symp. On rappelle que ¢, : I, —
I}y iy désigne le difféomorphisme analytique réel servant a identi-
fier les coutures.

(b) Pourunbord Ity ¢ U,cs 0, une sous-variété Fyp C Ei|r, ,, trans-
verse aux fibres, et telle que son intersection avec toute fibre est
une Lagrangienne vérifiant les hypothéses de Symp.

3. De trivialisations au-dessus des bouts €, :

ere™(Er) = (Ep)e x [0,£00) x [k — 1, k).

telles que les conditions aux bord/coutures soient constantes dans
ces identifications : Fy o~ (Fy)e X [0,2+00) x {k}, et Fip >~ (Fip)e X
[0, +00) x {k}.

Invariant relatif associé a une fibration de Lefschetz matelassée
Soit 7: (E, F) — S une fibration de Lefschetz matelassée comme précédem-
ment, et J = (Jg), une famille de structures presque complexes sur E, qui
coincide avec les structures de référence J au voisinage des hypersurfaces
R, et qui rend les projections pseudo-holomorphes, et compatibles avec les
formes wy, le long des fibres,

Siu: (S,8) = (E,F) est une section pseudo-holomorphe, le linéarisé de
l'opérateur de Cauchy-Riemann est défini par :

D QO (u*TvertE7 U*TvertE) — QO,I (U*Tvertﬂ)
- 5 = %t:OHIngJ eXpu(t§)7

ott QO(u*T" B, w* TV F), désigne I'espace des sections matelassées de la
fibration w*TV*"*E & valeurs dans u*TV?"*F au-dessus des coutures (pour
des normes de Sobolev adéquates), Q1 (u* TV E) désigne les (0, 1)-formes
a valeurs dans cette fibration, 9 ju = %(du—i— J(u)oduoyj) désigne opérateur
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de Cauchy-Riemann associ¢ a J, et He: Ty M — T,
transport paralléle.

Xpu<z)(t§)M désigne le

Dés que les conditions aux bouts sont transverses, D, est un opérateur
Fredholm, voir [WW09a, Lemma 3.5], et surjectif pour des structures presque
complexes génériques, voir [WW15a, Theorem 4.11].

Pour de telles structures presque complexes, 'espace des modules des
sections s: S — E pseudo-holomorphes, de conditions aux bords et coutures
F, d’intersection nulle avec la famille d’hypersurfaces R , et ayant pour
limites

= I(L(ke,ovbe,o)’ . ’L(ke,l(e)vbe,l(e)))7
ec€_(S)

et
y c H I(L(ke,ﬂybe,o)’ . ,L(ke,l(e)vbe,l(e)))
eeti(s)

aux bouts correspondants est une réunion de variétés lisses M(E, F, J, z,y)
de dimensions k > 0. Leur dimension est donnée par l'indice de Popérateur
D,,. Cet indice généralise 'indice de Maslov et peut-étre calculé a partir de
données topologiques, voir [WW15b].

Dans ces conditions, M(E, F, J,x,y)o est une variété compacte de di-
mension 0, ce qui permet de définir 'application :

CPpp: ® CF(L(ke’O’be’O), L 7L(ke,z(g),be,z(e)))
ecE_(9)

— ® CF(L(kc,O7be,0), - 7L(ke,l(e)7be,l(e)))
e€&4 (S)

par la formule suivante :

CPp p(Dece_(5)(@l -2 =>" Y o(s)a™® @ (y0)i,
Qyl se M(E,F,z,y)

Pour des structures presque complexes génériques, cette application com-
mute avec les différentielles. Pour montrer cela, on applique un raisonnement
standard en théorie de Floer : on observe que les coefficients de 0C®g r —
C®pg rO représentent le cardinal du bord d'une variété compacte de dimen-
sion 1.

Lemme 5.17. [l existe un ensemble Gs-dense de structures presque com-
plexes sur E pour lesquelles la compactification de Gromov de l’espace des
modules M(E, F,J,z,y)1 est une variété compacte & bord de dimension 1,
et son bord s’identifie a :
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ou z' (resp. y') parcourt Uensemble des générateurs du complexe de départ
(resp. d’arrivée), Mv(g, ')y et Mv(g’,y)l sont les quotients par R des espaces
de trajectoires de Floer matelassées d’indice 1, c’est-a-dire les coefficients
intervenant dans la différentielle du complexe.

Démonstration. Le fait que le second membre est inclus dans le premier est
un résultat classique de recollement, voir [WW09a, Theorem 3.9]. Le fait qu’il
ne se produit pas d’autre type de dégénérescences provient du théoréme de
compacité de Gromov et du lemme 5.18 qui suit. ]

Lemme 5.18. [l existe un ensemble Gs-dense de structures presque com-
plexes sur E pour lesquelles il ne se produit pas de bubbling dans les espaces
de modules de sections d’indice inférieur ou égal a 1.

L’argument est analogue & celui de la preuve de [MW12, Prop. 2.10].
Nous le rappelons ici dans notre cadre. Il se base sur le lemme suivant, qui
assure que toutes les sections pseudo-holomorphes des espaces de dimension
inférieure ou égale a 1 intersectent les diviseurs de maniére transverse.

Lemme 5.19. (voir [MW12, Lemma 2.3]) Il existe un sous-ensemble G-
dense de structures presque complexes régulieres sur E pour lesquelles les
espaces de modules de sections pseudo-holomorphes sont lisses, et les sous-
espaces consistant en les sections rencontrant R en des points de tangence
d’ordre k avec R sont contenus dans des réunions de sous-variétés de codi-
mension 2k.

Démonstration. C’est un analogue de [CMO07, Proposition 6.9], appliquée a
chaque morceau du quilt. La proposition est énoncée pour des surfaces sans
bord, mais la preuve s’adapte a notre cadre : le sous-ensemble de ’espace des
modules universel {(u,.J) | dyu = 0} des couples de courbes et structures
presque complexes telles que u; admet une tangence d’ordre k en R; est
une sous-variété de Banach de codimension 2k. Il s’agit alors d’appliquer le
théoréme de Sard-Smale a la projection (u,J) +— J définie sur cet espace.

O

Preuve du lemme 5.18. D’aprés le lemme 5.19, pour des structures presque-
complexes génériques, toutes les courbes des espaces de modules de dimen-
sion 0 ou 1 intersectent les hypersurfaces transversalement.
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Un théoréme de compacité analogue a celui concernant les courbes pseudo-
holomorphes non-matelassées reste valable, voir [WW09a, Theorem 3.9]. Soit
S une limite de sections matelassées : c’est une application matelassée no-
dale consistant en une composante principale u., éventuellement brisée, a
laquelle est attachée des bulles a l'intérieur des patch, ainsi que des bulles
matelassées (sphéres matelassées consistant en deux disques cousus par leur
bord, voir figure 5.1), attachées au niveau des coutures, et des disques atta-
chés aux bords.

FI1GURE 5.1 — Une section avec bubbling.

Chaque disque et chaque bulle, qui proviennent d’'un zoom au voisinage
d’un point de la base, est nécessairement contenu dans une fibre de £. Ainsi,
d’aprés le lemme 2.9 de [MW12], tous les disques et toutes les bulles, ont
un indice positif ou nul. 11 est donc nul, sinon il serait plus grand que 4 (qui
divise le nombre de maslov minimal), or la configuration initiale est d’indice
plus petit que 2. Ainsi laire de ces disques ou de ces bulles pour les formes
monotones w; est nulle : ils sont donc contenus dans les hypersurfaces R. Les
Lagrangiennes étant disjointes des hypersurfaces, il n’y a donc pas de disques.
Il n’y a donc a priori que des sphéres, matelassées ou non, d’aire nulle et donc
contenues dans les hypersurfaces. Elles ont chacune un nombre d’intersection
avec les hypersurfaces inférieur a -2, par définition de la catégorie Symp. Or
le nombre d’intersection total s, .R est nul, ainsi u., intersecte R en des
points auxquels aucune bulle n’est attachée, et de maniére transverse, ce qui
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est impossible pour une limite de courbes qui n’intersectaient pas R.

O

Ainsi, 'application C®g r commute avec les différentielles des complexes,
et induit un morphisme ®g ¢ au niveau des groupes d’homologie, indépen-
dant des structures presque complexes réguliéres J, et invariant par isotopies
Hamiltoniennes. La preuve de ces deux faits est un argument habituel, simi-
laire & celui donné dans la partie 5.1.6, et consiste & relier deux structures
presque complexes par un chemin et a considérer un espace de modules para-
métré de dimension un, se compactifiant en une variété a bord et fournissant
une homotopie entre les applications définies au niveau des complexes de
chaines.

Fibration de Lefschetz associée 4 un twist de Dehn généralisé Une
fibration de Lefschetz est munie de sa connexion symplectique canonique
[Sei03, formule (2.1.5.)],

T"E = (Ker D.m)®.

On peut alors définir la monodromie le long d’un lacet de la base ne passant
pas par des valeurs critiques.

Comme remarqué par Arnold dans [Arn95]|, la monodromie d’une fibra-
tion de Lefschetz autour d’une valeur critique est un twists de Dehn généra-
lisé. Réciproquement, si ¢ est un twist de Dehn modéle autour d’une sphére
Lagrangienne S C M (disjointe de I'hypersurface R), il existe une fibration
de Lefschetz Eg, dite fibration standard associée a 7g, au-dessus du disque,
avec un seul point critique au-dessus de 0, dont la fibre au-dessus de 1 est
M, et la monodromie autour de 0 correspond & ce twist, voir par exemple
[Sei03, Lemma 1.10, Prop. 1.11]|. Si M est monotone, Eg 'est aussi dés que
S est de dimension plus grande que 2, d’aprés [WW15a, Prop. 4.9]. Nous
renvoyons a [Sei03, Lemma 1.10] pour la construction de cette fibration.

Rappelons les deux définitions suivantes, tirées de [Sei03] :

Définition 5.20. Une structure presque complexe J sur E est dite horizon-
tale si elle préserve la décomposition TE = T'E @ T'E.

Définition 5.21. Une fibration de Lefschetz matelassée est dite a courbure
positive si pour tout vecteur tangent horizontal v, w(v, Jv) > 0.

Elles garantissent la proposition suivante :

Proposition 5.22. Soit (E, F') une fibration de Lefschetz matelassée a cour-
bure positive, J une famille de structures presque complexes horizontales, et
u une section J-holomorphe. Alors u est d’aire positive : Zl fuffwZ > 0.
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Démonstration. Soit v + h € T, E; = T, E © TmEZh un vecteur tangent a
I'espace total. w;(v + h, Ji(v + h)) > 0, en effet c’est la somme des 4 termes
suivants :

wi(v, Jiv) > 0, car w; est symplectique en restriction aux fibres, et .J; est
compatible & w;.

wi(h, J;h) > 0, car la fibration est de courbure positive.

wi(v, Jih) = wi(h, J;v) = 0, car J; est horizontale, et par définition Tinh
est I'orthogonal de T, FY pour w;.

Il s’en suit que la forme bilinéaire w;(., J;.) est positive, ce qui entraine
le résultat annoncé. O

Remarque 5.23. Les fibrations de Lefschetz standard Eg associées a des
twists de Dehn modéle sont & courbure positive, d’aprés [Sei03, Lemma 1.12,

(iii)).

Composition d’invariants relatifs Soient 7;: E; — S, et my: Ey — Sy
des fibrations de Lefschetz matelassées comme dans la définition 5.16, de
conditions aux bords et coutures respectives F'; et £'y. Supposons qu’il existe
une bijection entre les entrées £ _ de S, et les sorties & 4 de S; telle que
m, et m, coincident au niveau de chaque bouts, c’est-a-dire que le nombre
de morceaux, les variétés symplectiques et les correspondances associées aux
coutures correspondent.

Soit p > 0, on note S; U, S, la surface matelassée obtenue en recollant
les morceaux [0, p|] x [k —1,k] C [0, +00) x [k — 1,k et [—p,0] x [k —1,k] C
(—00,0] x [k —1,k] , et E| U, E, la fibration matelassée recollée.

La proposition suivante est I’analogue de [WW15a, Theorem 4.18|, sa
preuve est identique.

Proposition 5.24. Pour p assez grand, il existe un ensemble Gs-dense de
structures presque complexes produits pour lesquelles les espaces de sections
pseudo-holomorphes d’indice 0 et 1 sont lisses et s’identifient aux produits

fibrés :

M(E Up Eg, Fy Uy Fo)o = M(Ey, Fy)o Xewy evy M(E3, F)o,
M(E, Uy By, Fy Uy Fo)1 = M(Eq, Fy)o Xewy evy M(Eg, Fo)1
U M(ElaEl)l xe'ul,evz M(EQaEQ)Oa

o evi: M(E;, F;) — L(&4) est Uapplication qui a une section associe la
limite en les bouts entrants (resp. sortants) pour E, (resp. E).
1l s’en suit que C®p o CPp, = CPp u,E,
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5.1.5 Construction des fléches

Afin de construire les deux morphismes de complexes

C®,: CF(rsLy, ST, S, L;A) — CF(rsLo, L; A)
C®y: CF(1sLo,L;A) — CF (Lo, L; A)

qui approcheront les fléches de la suite exacte courte 5.1 induite par les
inclusions des points d’intersection de la proposition 5.10, nous appliquons la
construction précédente aux deux fibrations de Lefschetz matelassées décrites
plus bas.

Définition de C'®; : L’application C'®; est définie comme étant 'invariant
relatif associé a la fibration de Lefschetz matelassée (E, F;) — S; décrite
dans la figure 5.2 : la surface matelassée S; est composée de k bandes [0, 1] xR
cousues parallélement, et d’'une bande en pantalon cousue aux autres bandes
le long d’un bord, voir figure 5.2. La fibration E; est triviale sur chaque mor-
ceau, les différentes fibres My, ... , M} sont spécifiées comme dans la figure.
Les conditions Lagrangiennes F'; sont prises constantes dans les trivialisa-
tions et valent L entre les bandes paralléles, S au niveau de la composante
de bord joignant les deux entrées, et 79Lg sur le dernier bord du pantalon.

FIGURE 5.2 — Surface matelassée définissant C'®;.

On note ®1: HF(r5Lo, ST, S, L;A) — HF(rsLg, L; A) la fléche induite
par C®; en homologie.
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Définition de C'®y :  L’application C'®5 est définie comme étant 'invariant
relatif associé a la fibration de Lefschetz matelassée (Ey, Fy) — S, décrite
dans la figure 5.3 : S5 est composée de k+1 bandes cousues parallélement. La
restriction de £, au dessus de la premiére bande est Eg, la fibration standard
associée a S, et est triviale sur les autres bandes, les fibres sont résumées dans
le dessin. Les conditions Lagrangiennes £, sont prises constantes dans les
trivialisations, valent L entre les bandes paralléles. En ce qui concerne le
patch correspondant & My, conformément & Seidel, on a dessiné en pointillés
un chemin reliant le point critique & un point du bord, et trivialisé la fibration
sur le complémentaire de ce chemin. Ainsi, vues dans cette trivialisation,
les conditions Lagrangiennes de part et d’autre du chemin different de la
monodromie de cette fibration, c¢’est-a-dire du twist 7g.

Ts Lo Ly

Lx—1)k

Ly,

FIGURE 5.3 — Fibration de Lefschetz matelassée définissant C'®s.

On note ®y: HF(rgLo, L; A) — HF(Lg, L; A) la fleche induite en homo-
logie.

5.1.6 La composée est homotope a zéro

D’apreés la proposition 5.24, la composée C'®P9 o C'Py correspond a 'in-
variant relatif associé¢ a la fibration recollée S; U, S5, pour un parameére de
recollement p suffisamment grand. En déformant la surface base, nous allons
montrer que C'®y o C'P; est homotope & une composée CP4 o CP3 de deux
invariants relatifs, puis nous verrons que le morphisme C'®3 est homotope a
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FIGURE 5.4 — Fibrations matelassées définissant C®4 et C'®s5.

Soient F3 — Sz et B, — S, comme spécifiées dans la figure 5.4, et
p un parameétre assez grand de telle sorte que, d’aprés la proposition 5.24,
C(I)4 o Cq)g = C(I)E3Up’&'

Les fibrations £y U, Ey et E3 Uy E4 sont diffeomorphes. En tant que
variétés lisses, notons F leur espace total commun, S leur base commune et
7 leur projection commune.

On va décrire une famille & un parameétre de structures presque complexes
sur cette fibration, (£, S;)sc(0,1], qui interpolent entre U, Ey et E3Uy B

Soit (j t)tG[O,l] une famille & un parameétre de structures complexes sur
51 Up Sy ~ 53Uy Sy telles que j, corresponde a la structure complexe de
51 Up Sy et j, corresponde a celle de S3 Uy Sy

Soit (J;)o<t<1 une famille de structures presque complexes sur espace
total £, telle que J, corresponde a la structure presque complexe de E,U,E,,
J corresponde & la structure presque complexe de E3 Uy Ey, et telle que
pour tout ¢, la projection 7 soit (.J;,j t)—holomorphe.

Le raisonnement standard suivant, voir par exemple |[MS12, Theorem
3.1.6], permet de montrer qu'une telle déformation générique induit une
homotopie entre les applications C'®y o CPy et CPy 0o CP3. Il s’agit de
considérer les espaces des modules paramétrés suivants : pour k = —1 ou
0, soit ME 0 = U, {t} x Mf, o M§ désigne la réunion sur tous les
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x € I(Loy,S,8",L), y € I(Lo,L), des espaces de modules M;(z,y)i de
sections pseudo-holomorphes de E, d’indice k, ayant pour limites z etiy aux
bouts. Cet espace correspond au lieu d’annulation d’une section d’un fibré
de Banach, dont le linéarisé au voisinage d’une solution est un opérateur
Fredholm : 'opérateur de Cauchy-Riemann linéarisé paramétré, voir [MS12,
Def. 3.1.6]). Pour un choix générique des familles j et J, il est surjectif.
Dans ces conditions, M'gamm est une variété a bord de dimension k& + 1.

Ainsi M;almm, de dimension zéro, permet de définir une application

h: CF(Ly, S, ST, L; A\) = CF(Lg, L; A)

par :

W)=Y >, owqg™y,

Y uEMparam(2,y)

et Mgamm, de dimension 1, permet de montrer que h est une homotopie. En
effet il se compactifie en une variété a bord compacte, dont le bord s’identifie
a la réunion :

MoU My | [M(z,2') x MO, (&, )| [ MO (2,9) x My, y),
z/ yl
o M désigne I'espace des modules des bandes pseudoholomorphes interve-
nant dans les différentielles, et 2/, ¥/ parcourent I’ensemble des générateurs

des complexes de départ et d’arrivée.

Démonstration. Il ne se produit pas de bubbling sur les Lagrangiennes, ni
sur les hypersurfaces, pour les mémes raisons que dans la preuve du lemme.
5.18. ]

Il s’en suit que C®p U, B, + C®E3UP,E4 + 0h+ ho = 0, ce qui prouve que
C®y0CPy et CPy o0 C'P3 sont homotopes.

Il reste a voir que C®3 est homotope a 0. Cela résulte de [WW15a,
Cor. 4.23] : d’une part, pour r > 0 assez petit, la fibration standard sur
le disque de rayon r n’admet pas de sections pseudo-holomorphes d’indice
nul, car il existe une famille de sections d’indice ¢ — 1, avec ¢ la dimension
de la sphére S, qui est strictement plus grande que 2, et dont 'aire tend
vers 0 lorsque » — 0. Par monotonie, toute autre section d’indice plus petit
est d’aire négative et ne peut étre pseudo-holomorphe, la fibration étant
de courbure positive. Ainsi les sections au-dessus du disque de rayon fixées
sont cobordantes a ’ensemble vide, un cobordisme est donné par un espace
des modules paramétré (J, ¢, 1 {r} x M, réunion des espaces des modules
correspondants aux sections d’indice nul de la fibration standard au-dessus
du disque de rayon r, et ro est assez petit de sorte a avoir M,, = 0.
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5.1.7 Contributions de basse énergie

L’objectif de ce paragraphe, proposition 5.28, est de décrire les parties
de bas degré (en ¢) des applications C®; et C®4y lorsque le twist de Dehn
est "suffisamment fin". Un énoncé analogue dans le cadre de Wehrheim et
Woodward est [WW15a, Theorem 5.5]. Dans notre cadre, nous démontrons
la proposition 5.28 en suivant la preuve originale de Seidel ([Sei03, Parag.
3.2-3.3]).

Préliminaires Alors que la preuve de Wehrheim et Woodward est ba-
sée sur des arguments de nature analytique comme l'inégalité de la valeur
moyenne, la preuve de Seidel dans le cas exact repose sur des calculs d’aire
a priori, faisant intervenir des fonctionnelles d’action ar,,r, associées a des
paires de Lagrangiennes (Lo, L1). En homologie de Floer matelassée, I’ana-
logue de ce type de fonctionnelles est 'action matelassée, [WW10b, Parag.
5.1]. Rappelons sa définition :

Définition 5.25 (Action matelassée). Soit L: pt — My — --- — pt une
correspondance Lagrangienne généralisée vérifiant les hypotheéses de la défi-
nition 2.12.

(2) On note P(L) = {g = (Ozil [0, 1] —LMZ \ Rz)z ‘ (ai(l),aHl(O)) S
Liit1}. Les points d’intersection Z(L) s’identifient notamment aux
lacets constants. Notons que P(z) est connexe par arcs car les corres-
pondances Lagrangiennes le sont, et les variétés M; sont simplement
connexes. N

(i1) L’action symplectique est la fonctionnelle a;: P(L) — R/MZ, ot
M = kN ! est I'aire minimale d’une sphére pseudo-holomorphe, défi-
nie comme suit.

Fixons un lacet base a’* dans P(L) Sia e P(z), choisissons un
chemin o, reliant a’* et o dans P(L), qui peut étre vu comme une
surface matelassée

a=(a;: [0,1] x [0,1] = M; \ R;).
Posons alors
CL~(Q) = / &*(Da
L Z oap
ol w; désigne la forme monotone de M;.

En vertu de la monotonie de M;\ R; et de la simple connexité des L; 41,
cette quantité est bien définie modulo MZ. La fonctionnelle d’action est donc
bien définie, & une constante prés, dépendant du choix du lacet base.

1. N est le nombre de Maslov minimal, Kk = i est la constante de monotonie
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Ainsi, si u est une bande matelassée reliant z,y € Z(L), son aire sym-
plectique modulo M est donnée par la différence d’action :
Au) = az(y) — agz(z).

Dans notre cadre, définissons ar,. 1, as,r et ar, s de maniére a ce que, si
o€ LoNS, x€I(S, L) et y € I(Lo, L), la quantité

X(Zo,2,y) = ar,,L(y) — ary,s(Zo) — as L(z)

coincide modulo M avec l'aire d’un triangle matelassé dont les conditions
aux coutures sont spécifiées dans le dessin 5.5. Ceci est vérifié dans le cas
suivant : en choisissant un lacet base pour ar, s, puis un autre pour ag
dont le point de départ coincide avec le point d’arrivée du précédent, puis
en prenant le lacet concaténé comme lacet base pour ar, r.

1

FIGURE 5.5 — triangle d’aire x(Zo,z, y) modulo M.

Définissons a présent arqr,.5 €t arqr,,1 de sorte qu’elles coincident avec
ar,,s et ar,  pour des lacets dont la composante de My est en dehors de
t(T'(N)). De cette maniére, si g € TsLo NS, x € Z(S,L) et y € Z(rsLo, L),
la quantité -

Xrs (L0, 2, Y) = Grs10,L(Y) — GrgLo,5(T0) — as,L(2)
représente 'aire d’un triangle matelassé comme dans la figure 5.2 définis-
sant 'application C®;. C’est cette quantité que 1'on cherche a exprimer en

fonction de la fonction R et des données avant le twist.
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Proposition 5.26. On suppose :
(i) Que les hypothéses de la proposition 5.10 sont vérifiées, de maniére a
avoir :

Z(rsLo, L) = ia(I(Lo, L)) Uir((Lo N S) x Z(S, L)).

(ii) Que Loy est un produit au voisinage de chaque point d’intersection

de Z(S,L), soit :

Va € I(S,L), AU, U1: Uy x Uy N Loy = T()‘)IO X Ll(g),

avec x = (xg,x1,-++), Uy (resp. Ur) un voisinage de xo dans My
(resp. de x1 dans M), et Li(z) C Uy une Lagrangienne (dépendant
de x).
Alors,
1. Si %y € TsLoN S, x € Z(S,L) et yo est la coordonnée en My de

il(j0)£)7

XTS(L%07£’ i2(3~30’£)) = KTS(yO) - 27TR(O) (mOd M)?

avec Ko (y0) = 2m(R' (1(yo))i(yo) — R(p(yo))) la fonction associée
au twist comme dans [Sei03], et comme dans la sections 5.1.1, u et
R désignant respectivement la norme d’un covecteur et la fonction
utilisée pour définir le twist (primitive de la fonction angle).

De plus, K;4(yo) —2mR(0) est exactement l'aire d’un triangle d’indice
nul.

2. Sidy€rsLlonS, z € I(S,L) ety € T(Lo, L) = is(Z(Lo, L)),

Xrs (Zo,2,y) = x(A(Zo), 2, y) — 20 R(0) (mod M).

8. SiTog€TsLgNS, z € I(S,L) et y= ig(go,g) S iQ(I(Lo,L)),

Xrs (T0, 2, Y) = Xrs(Z20,2,12(20,2)) + ary,5(A(Z0)) + as,(2)
— (ary,s(A(Zo)) + ast(x)) (mod M).

Démonstration. Etant donné que Lo est un produit au voisinage des points
de Z(S, L), la partie dans My, My, -+ , M}, des triangles matelassés interve-
nant dans le calcul de x ¢ est la méme que celle intervenant dans x : seule
la partie dans My change d’aire, et le calcul se rameéne a celui de Seidel, voir
formule (3.7) dans la preuve de [Sei03, Lemma 3.2|. O

Remarque 5.27. Ces formules sont illustrées dans la figure 5.6 : la quantité
Xrs(Zo,z,y) représente l'aire d’un triangle matelassé comme dans la figure
5.2. C’est la somme de I'aire d’un polygone indépendant du twist (le polygone
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vide pour le triangle mauve, un triangle pour le triangle vert, et un rectangle
pour le triangle jaune) et d’une petite quantité dépendante de la primitive
R de la fonction angle du twist.

7s Lo Ly TsLg L4

\\
Sl

FIGURE 5.6 — Trois triangles dont 1'aire est donnée par xr.

Proposition 5.28 (Contributions de basse énergie). Soit € > 0 assez petit,
on suppose :

(1) que les hypothéses de la proposition 5.26 sont vérifiées,
(i) (a) VYo #y € I(Lo, L), ar,,L(z) — aL,r(y) ¢ (=3¢ 3e),

(b) Y(Zo,z) # (%0,2) € (Lo N S) x (S, L),
ary,s(20) +as,p(2) — (ary,s(o) +as(x)) ¢ (-3¢, 3e),
(¢c) Vig e LoN S,z € I(S,L),y € I(Ly, L),

aro,(y) = (aLo,5(Z0) + as,L(@)) ¢ (=5¢, 5¢).

(7i7) 0 > 2w R(0) > —e, et Tg est concave, au sens de la définition 5.7.
Alors, sous ces hypothéses,
(a) CPy = CPy <+ CPy o, avec :
(i) OPy <(x) = +¢*@ii(2), ot A(x) est un nombre vérifiant 0 <
Az) <€
(1) CPy >9 est d’ordre supérieur & 2e.
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(b) Cdy = O@Q,Se + 0@2’226, avec :
(1) CPr<c(in(z)) =0 et CPa(in(z)) = £,
(1) CPg >o est d’ordre supérieur & 2e.

(¢) L’homotopie h, ainsi que les trois différentielles sont d’ordre supé-
rieur a 2€.

Remarque 5.29. 11 est toujours possible de se ramener aux hypotheéses de la
proposition 5.28. En effet, il suffit dans un premier temps de perturber Ly,
Lo1 et S par des isotopies Hamiltoniennes et prendre € assez petit afin de ga-
rantir les inégalités, puis reperturber légérement et éventuellement diminuer
A pour garantir les hypothéses de la proposition 5.10.

Démonstration. (a) Notons M(Zg,z,y)o I'espace des modules des triangles
matelassés d’indice nul comme dans la figure 5.2, ayant pour limites Zg, x et
y au niveau des bouts. Supposons y = i1(Zg, z), et u € M(Zo,z,y)o. On a

(CPy (T, 2),y) = #M(Z0,z,y)g V.

D’une part, A(w) = xrq(Zo, z,12(Z0,z)) = Kr4(yo) —27R(0) € [0,€), en
vertu de la proposition 5.26.

D’autre part, #M(Zg,z,y)o = +1. Cela peut étre prouvé par un argu-
ment de cobordisme similaire & celui intervenant dans la preuve du fait que
CPy0C P et CP40CP3 sont homotopes. Nous rappelons briévement cet ar-
gument, et renvoyons a [Sei03, Prop. 3.4] pour plus de détails. On considére
une famille (f;: S™ — 5)c(0,1) de paramétrages de S tels que fo coincide avec
le plongement ¢: T'(0) — M et fi envoie 'antipode A(x) sur le point Zo.
Cette famille permet de définir un espace des modules paramétré (My)ycp0,1],
ou My = M(Zo,z,y)o et My désigne I'espace des modules correspondant
au twist modele induit par f;. Pour une famille f; générique, cet espace est
un cobordisme de dimension 1 entre My et M. De plus ce cobordisme est
compact, d’apres le lemme 5.18 et parce qu’il n’y a pas assez d’énergie pour
former des brisures d’aires strictement positive, d’aprés les hypothéses. Par
ailleurs M consiste en un seul point, le triangle constant.

Supposons & présent y # i1(Zo,z). D’aprés les hypothéses et la proposi-
tion 5.26, B

Xrs(To,2,y) ¢ [0,€) C R/MZ.

Ainsi, I'aire de tout triangle pseudo-holomorphe, nécessairement positive,
est plus grande que e.

(b) Pour C'®s, le raisonnement de Seidel s’applique tel quel, voir [Sei03,
Section 3.3]. En voici briévement l'idée : si x € Z(rgLo, L) et y € Z(Lo, L),
quitte a prendre une structure presque complexe horizontale, ce qui est
possible d’aprés [Sei03, Lemma 2.9|, la fibration étant de courbure stricte-
ment positive, les seules sections J-holomorphes d’aire nulle sont des sections
constantes, c’est-a-dire des points d’intersection de Z(Lg, ST, S,L). Il y en
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a un lorsque y = i2(x), et zéro si y # ia(x). Toutes les autres sections ont
une aire strictement positive, d’apreés la proposition 5.22, car la fibration est
de courbure positive, et cette aire est donnée par ar, (y) — Grgro,L(2). Si
I'on note Z le point dont la premiére coordonnée est I'image de celle de z
par I'application antipodale, cette quantité vaut, d’aprés la formule (3.2) de

[Sei03] :

[yl|
are,L(y) — ary,r(Z) — 2w R(0) + QW/O (R'(lyll) — R'(t))dt,

oty = 1~ (o) € T()\) . D’aprés les hypothéses (i) (a) et (iii), cette quantité
est plus grande que 2e.

(c) De méme, un calcul d’action permet de conclure pour l'ordre de I’ho-
motopie : soient (Zo,z) € Z(7sLo, S, S, L) et y € Z(Ly, L), aire d'une section
contribuant au coefficient (h(Zo,z),y) vaut B

as,.(y) + argro,5(90) — as,L(x) — argr,,5(Zo)

= ary,5(¥0) — ar,,s(Zo0) + as,L(y) — as,n(x),

en notant g ’antipode de la premiére coordonnée yg de y, et &g 'antipode
de Zg. Cette quantité est supérieure a 2¢ d’aprés (44)(b). Enfin, les trois dif-
férentielles sont d’ordre > 2e d’apreés (ii)(b) pour celle de CF(7sLg, S, S, L),
et (i7)(a) pour les celles de CF(1sLo, L) et CF(Lo, L). O

5.1.8 Preuve du triangle

On est a présent en mesure de démontrer le théoréme 5.4 en suivant
le méme raisonnement que dans [WW1ba, Parag. 5.2.3|. Supposons a pré-
sent que les hypothéses de la proposition 5.28 sont vérifiées. Introduisons les
notations suivantes : désignons les trois complexes & coeflficients dans Z par :

Ay =CF(1sLy, ST7 S,L;7)
Ay =CF(rsLo, L; Z)
Az :CF(L07 Lv Z)7

et notons C; les complexes & coefficients dans A, C; = A; ®z A en tant
que modules, et munis de leurs différentielles respectives dy, 01 et 0. Les
applications C'®y, CPs et ’homotopie h entre CPy o C'Py et I'application
nulle construite dans le paragraphe 5.1.6 sont spécifiées dans le diagramme
suivant :

CP CP
Cy—>C1 —=2 (.

\M
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Le mapping cone Cone C'®; est le complexe Cy @ C; dont la différentielle
est donnée matriciellement par :

—dy 0
aCone cCd, — —C(I)l al .

D’aprés le lemme du serpent, la suite exacte courte au niveau des complexes
induit une suite exacte longue :

- — H,(Cy) - Hi(Cy) - Hy(Cone CPy) — - - |

ou la premiére fleche est ®1. Il suffit donc de montrer que le morphisme de
complexes

(h, —C(I)Q): Cone CcI)l — CQ

induit un isomorphisme en homologie. Ceci est le cas si et seulement si son
cone est acyclique. En tant que A-module, Cone (h, —C®3) = Cy & C1 @ Cs.
Dans cette décomposition, sa différentielle a pour expression :

do 0 0
0= |C® —-01 O
—h C®y 05

Le lemme 5.31 suivant permet de démontrer 'acyclicité d’un complexe de
chaines sur A en ne connaissant que le terme dominant de sa différentielle.
La conclusion ne vaut que dans la complétion g-adique de A, i.e. 'anneau de
Novikov universel :

o0
A= Ak Z. M\ €R, lim )\, =
{kz—oakq ax € L, A € ,kiffw k +OO}

Commengons par rappeler le vocabulaire des modules R-gradués.

Définition 5.30. Un module R-gradué A est un module muni d’une décom-
position A = @, Ar. Son support est défini par SuppA = {r : A, # 0}.
Soit I C R, A est dit I-lacunaire si Vr,r' € SuppA,r —r' ¢ I.

Sir’ € R, on note A[r] le shift défini par A[r|s = Arts. On a SuppAlr] =
SuppA —r.

Une application linéaire f: A — B entre deux modules gradués est dite

— d’ordre I si pour tout r, f(A;) C @,;c; Bryi-

— I-lacunaire si pour tout r, 'image f(A,) est I-lacunaire.

Lemme 5.31. ( [Per08, Lemma 5.3]) Soient e > 0, (A,d) un module R-

gradué [e, 2€)-lacunaire, équipé d’une différentielle d d’ordre [0,€). Soit D =

A@z N, D=A®yzA son complété, et & une différentielle sur D telle que :
(i) @ est D-linéaire et continue.

(i) d(A) C Aoz AL, ou Ay = {z;‘;o arg™ € Ay € R+}.
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(13i) O = O<¢ + O0>2¢, 0U O<¢ = d ® A est la différentielle induite par d,
et O>9¢ d’ordre [2¢,+00).
(iv) (A,d) est acyclique.

Alors, (D, 0) est acyclique.

Afin d’appliquer ce lemme au double mapping cone, équipons A = Ay @
Ay @ As de la graduation suivante 2,

— A est concentré en degré 0.

— Aq, qui est isomorphe a Ag ® As, est gradué comme suit : sa pre-
miére composante est graduée de sorte que C'®g < soit de degré O :
si (Zo,z) € Z(Lo, L), on pose degia(Zo,x) = Xrq(ZTo, z,i2(Zo,x)). La
seconde composante est concentrée en degré 0.

— Ajs est concentré en degré 0.

D’aprés la propositon 5.28, supp A C [0, €). De plus, par construction, la

différentielle
0 0 0

d=[c® <. 0 0],
0 C®y< 0

respecte cette graduation.

Le module D s’identifie alors & C' = Cone(h, —C®y). Sa différentielle
0 définie plus haut vérifie les hypothéses (i), (ii) et (éi7) du lemme 5.31,
d’apreés la proposition 5.28. De plus, d est acyclique. En effet, en décomposant
A1 = Ag @ Asg, toujours d’aprés la proposition 5.28,

D
CP1se= < 00) et Oy cc = (0 Dy),
avec Dy et Dy deux matrices diagonales pour lesquelles les coefficients dia-
0 0 0 O
gonaux valent +1. Il vient donc d = DOO 8 8 8 , qui est clairement
0 0 Dy O

acyclique.

Expliquons enfin pourquoi la monotonie des correspondances Lagran-
giennes permet d’obtenir 'acyclicité sur Z, et donc la suite exacte du théo-
réme 5.4. Rappelons que si x,y désignent des générateurs d’'un méme com-
plexe C;, 'aire symplectique d’une bande u connectant z et y est donnée

1

par A(u) = $1(u) + ¢(x,y) 3, ou ¢(z,y) est une quantité indépendante de

la bande u. Ces quantités vérifient c(z, z) = c(z,y) + c(y, z). De méme, si

2. Ici apparait la différence avec la preuve de Seidel, qui se place dans le cadre exact : il
n’est pas possible de graduer le complexe par ’action, qui n’est définie que modulo M. La
conclusion est donc a priori plus faible : ’acyclicité n’est donc que dans la complétion. Nous
verrons néanmoins que les hypothéses de monotonie permettent de récupérer 'acyclicité
dans Z.

3. é = %m, ol Kk = i est la constante de monotonie des formes @.
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cette fois x et y désignent des générateurs de complexes différents C; et C},
il existe des quantités ¢(z,y) similaires donnant 'aire d’une section des fi-
brations définissant C'®q et C'Po, et ces quantités vérifient la méme relation
d’additivité, par additivité de 'aire et de I'indice.

Rappelons également que les différentielles 0y, 01 et J2, comptent des
bandes d’'indice 1, C®; et CPs des sections d’indice 0, et h des sections
d’indice —1. Ainsi, en posant d(z,y) = c(z,y) +i(x) —i(y), ou i(z) = 0,1,2

deésigne le sous-complexe auquel = appartient, le coefficient (9x,y) est de la
d(z,y)
2

forme m(z,y)q
Fixons xg un générateur quelconque de C, et soit f: C' — C définie sur les
générateurs par : f(z) = ¢“®0®)z oui(z) = 0, 1,2 désigne le sous-complexe
auquel x appartient.
Un calcul élémentaire montre alors que df = qé fOz, avec (Ozx,y) =
m(z,y). 11 s’en suit que H,(D,d) et H,(D,dz) sont isomorphes. Ainsi,
d’aprés le théoréme des coefficients universels,

H.(D,d) ~ H.(A,dz) @z A ® Torg(H. (A, dz), A\)[-1].

Or, H*(D,a) = 0 d’aprés le lemme 5.31, donc H,(A,07) = 0 d’aprés la
classification des groupes abéliens de type finis, et du fait que (Z,,) ®z A # 0.

5.2 Action d’un twist de Dehn sur la surface

Le but de cette section et d’étudier la nature géométrique de la transfor-
mation induite par un twist de Dehn sur une surface ¥ le long d’une courbe
non-séparante au niveau des espaces des modules .4 (X). On verra suite a
la proposition 5.33 que cette transformation peut s’exprimer comme un flot
Hamiltonien sur le complémentaire d’une sous-variété coisotrope, puis on
montrera dans le théoréme 5.40 que, lorsque X est un tore privé d’un disque,
cette transformation correspond presque a un twist de Dehn, & 'exception
du fait que son support n’est pas compact dans .4 (), mais on construira
a partir de ce symplectomorphisme un twist de Dehn généralisé qui nous
permettra de démontrer la suite exacte de chirurgie du théoréme 5.2.

Le groupe des difféomorphismes de ¥ valant l'identité sur le bord agit
de maniére naturelle sur .4/ (3) par tiré en arriére. Dans ce paragraphe nous
montrons que 'action d’'un twist de Dehn 75 le long d’une courbe K C %
s’exprime comme le temps 1 du flot d’'un Hamiltonien lisse en dehors de la
sous-variété coisotrope sphériquement fibrée C_ = {[A]|Holx (4) = —TI}.

La stratégie que nous adoptons, inspirée par [WW15a, Section 3|, est
de découper la surface le long de K, puis d’introduire un espace des mo-
dules intermédiaire A (X.,) associé a la surface découpée Y.y (voir figure
5.7), dont la réduction symplectique pour une action SU(2)-Hamiltonienne
naturelle s’avére étre le complémentaire .4 (X)\ C_ (voir paragraphe 5.2.2).
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Le fait que le twist de Dehn 7x est isotope & l'identité dans X.,+ nous per-
mettra d’exprimer son pull-back comme un flot Hamiltonien dans A" (X.y)
invariant pour l'action de SU(2) précédente, définissant ainsi un flot Hamil-
tonien dans le quotient symplectique A (X) \ C_.

5.2.1 Groupes fondamentaux de > et X,

FIGURE 5.7 — Surfaces X et X.y.

Soit p: R/Z — 0% le paramétrage du bord, et * = p(0) le point base.
La courbe K étant non-séparante, il existe une courbe simple a: R/Z — X
basée en x et intersectant transversalement K en un seul point a(3). On
note a; = 0‘[0 1 et ap = L - Notons §: R/Z — ¥ un paramétrage de K

basé en a(3) et orienté de sorte que .3 = +1 (et non comme des courbes
d’une triade de chirurgie), et 8 = ay ' Bas. La surface ¥\ (aUp) est de genre
h — 1, soient ug, vy, - -+, up, vy des générateurs de son groupe fondamental,
tels que dans X, en notant = [p] la courbe du bord, v = [a, 8] [Tl [us, vi)-
Les courbes a, 3, us, va, - -+, up, vy, forment alors un systéme de générateurs
de m1 (X, %), et I'espace des modules étendu admet la description usuelle :

h
/V(va) = {(Q,A,B,UQ,‘/Q," Uhth |eg [A B H Ula‘/l }
1=2

oil g € su(2), de norme < /2, est tel que la connexion vaut gds au voisinage
du bord, A,B,UQ,VQ,--- ,Un, Vi, sont les holonomies le long des courbes
génératrices a,B,UQ,UQ, cee L UK, V.

Soit Y.y la surface compacte obtenue en découpant ¥ le long de K.
Notons 31 et B2 des paramétrages des nouvelles composantes de bord, coin-
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cidant avec 8 dans X, 81 touchant a; et B2 touchant o, voir la figure 5.7. On
associe alors a Y., l'espace des modules suivant, défini dans [Jef94, Parag.
5.2 par :

%973(2@1?&) - %I%(Ecut)/gc(zcut)a

ou l'exposant 3 fait référence aux nombre de composantes de bord de Y.,
A2(Zeur) est Uespace des connexions plates (F pour "flat") sur SU(2) x
Yeut de la forme gds, bids et bads aux voisinages de v, 31, B2, et s € R/Z
représente le paramétre du bord. Le groupe ¥¢(X.,;) des transformations de
jauge triviales au voisinage du bord agit de maniére naturelle sur &2 (Xcyt).

On se restreindra a louvert A (Xeyt) C A %3(Xeut) des connexions pour
lesquelles les vecteurs g, by et by sont dans la boule de rayon ™2.

Cet espace admet la description suivante (voir [Jef94, Prop. 5.3|) :

f/V(Ecut) ~

h
{(97 A17 A27 bl7 b27 U27 ‘/27 U ) eg - AleblAl_lAgleleQ H [U’L; ‘/’L]} ’
1=2

ol g,b1,b2 € su(2) sont les valeurs de la connexion le long des bords (élé-
ments de la boule de rayon mv/2), et A1, Ao, Us Vo, --- Uy, Vi, € SU(2) les
holonomies le long des courbes ag, o, u2, va, - -, Up, vp.

Cet espace est muni d'une forme symplectique définie comme celle de
N(X) 81 [A] € A (Zcut) est Vorbite d’une connexion plate, et n, £ sont des
1-formes su(2)-valuées représentant des vecteurs tangents de T4 A (Xcut),
c’est-a-dire proportionelles & ds sur chaque bord, et d 4-fermées, alors

/

wpa (1), [€)) =/ (nAE).

5.2.2 Lien entre 4 (X) et A (X.u)

Le groupe SU(2)? agit de maniére Hamiltonienne sur .4 (Xey), en effet
SU(2)? s’identifie au quotient G (1) /G (Zeur), ot GO (S oyy) est le
groupe des transformations de jauge constantes au voisinage du bord. Le
moment de cette action est donné par :

U= (D), @1, P): N (Zeur) — su(2)?,

ou ®,([4]) = g, ®1([4]) = —b1 et Dy([A]) = bo, si A est une connexion
plate de la forme gds, bids et bads aux voisinages de 7, 81 et B2 (le signe
négatif dans ®; vient du fait que [ est orienté comme 3, et non par normale
sortante). Dans la description holonomique de A (X.yt), cette action a pour
expression :
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(G7 G1> G?)‘(97A17A27 b17 b2a U2a V27 Ty Uh7 Vh) =
(adcg, GALGT!, GaAsG™! ada, by, adg,by, GURG™Y GVRGTE - ).

En particulier, 'action de SU(2) définie par G.([4]) = (1,G, G).([4]) est
également Hamiltonienne, a pour moment ® = ®; + ®5, et pour expression :

G‘(gvA17A27b17b27U27‘/27”' )Uhuvh) =
(9, A1G™, G Az, adgby, adgbe, Us, Vo, -+, Uy, V).

Notons A (Xeut)/SU(2) le quotient symplectique pour cette action, et
définissons une application A (X.y)/SU(2) — A(X) de la maniére sui-
vante : si A est une connexion sur Y., telle que ®([A]) = 0, alors by = by et
A se recolle en une connexion sur Y. Ceci définit une application ®~1(0) —
N (X). Si G € SU(2), et p € G (L) est une transformation de jauge
correspondant a (1, G, G), ¢ coincide sur 1 et B2, et se recolle en une trans-
formation de jauge de ¥°(X), si bien que A et ¢.A définissent le méme
élément de A7 (X), autrement dit Papplication précédente passe au quotient

en une application de A (X)) SU(2) vers A (X).

Proposition 5.32. Dans la description holonomique de N (Xeut) et A (X),
cette application a pour expression :

[(ga A1, A2, b1,b2, U, Vo, - -+ Uy, Vh)] =
(9,A= A1As, B = Ay " Ay U, Vi, -+, Uy, ).
Cette application réalise un symplectomorphisme sur son image N (X')\

C_,ouC_={B=-I}.

Démonstration. La description vient du fait que oo = aijag et ﬁN = oy 1 Boaug.
L’exponentielle réalise un difféomorphisme entre la boule

{by € su(2) | |b| < 7V2}

et G\ {—I}, on note log sa réciproque. On vérifie aisément que Papplication
réciproque est donnée par :

(Q,A,B,UQ,‘/Q,“' 7Uhavh) =
(g, A1 = A, Ay = I, by = log(B), by = b1,Us, Va, - -+, Up, V)]
Ceci prouve le caractére bijectif. Enfin cette application préserve les formes

symplectiques, car ces derniéres sont définies de maniére analogue, par inté-
gration des formes sur X et Y.uz. ]
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5.2.3 Description du twist de Dehn dans les espaces de mo-
dules

Commencons par décrire I'action d’un twist de Dehn dans A" (2., ). Pour
tout t € [0,1], notons 7y le difféomorphisme de 3., valant identité en
dehors d’un voisinage de la courbe f; , et sur vf; ~ R/Z x [0,1], 7(s,z) =
(s + ty(z), ), on ¢ : [0,1] — [0,1] est une fonction lisse valant 1 sur [0, %]
et 0 sur [2,1].

FIGURE 5.8 — Le twist 71 au voisinage de f3;.

Seuls 7y et 71 se recollent en des difféomorphismes de ¥, respectivement
en l'identité et en un twist de Dehn le long de 3. Notons alors le tiré en
arriere @r = 17 0 N (Zeour) = A (Zeut), défini par ¢ ([A]) = [ A].

Proposition 5.33. (2) Dans la description holonomique de N (Xeut), le
liré en arriere Q¢ a pour expression :

ot(g, A1, A2, b1, 02, Uz, Va, - -+ Uy, Vi) =
(g, Are™, Ag, b1, by, Us, Va, -+ Up, Vi)
(i) Pour tout t € [0,1], ¢ est le flot Hamiltonien au temps t de la
fonction H : N (Seur) — R définie par H([A]) = 3|1 ([A])[%.
Afin de prouver la proposition, rappelons le fait suivant :

Lemme 5.34. Soit G un groupe de Lie, g son algébre de Lie, (M,w,®) une
variété G-Hamiltonienne (® : M — g~ g*) et f : g — R une fonction lisse,
alors le gradient symplectique de fo®: M — R est donné par :

V(f 0 @) = X p(@(my) (M)

ou 7 f est le gradient de f pour un produit scalaire sur g réalisant [’iso-
morphisme g ~ g* et, pour n € g, X,, désigne le champs de vecteur sur M
correspondant & l'action infinitésimale de G.
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Preuve du lemme. Par définition, s7¥(f o ®) est tel que, pour tout m € M
etye Tl M,
wim (V¥ (f © ®)m,y) = Dm(f o @)y

or,

Dp(fo®)y = ch(m)f oD,y P.y
= (Vf(@(m)), Dp®.y)
= D (fm)-y
= win (X p@m)) (M), v),

ou fp, est la fonction sur M qui a m’ associe (7 f(®(m)), ®(m’)), pour m
fixé.

O]

Preuve de la proposition 5.33. (i) Comme 7; est I'identité aux voisinages de
v et B2, et est une rotation au voisinage de S, les valeurs de g, b; et by
ne sont pas modifiées par ;. Par ailleurs, 74 laisse inchangées les courbes
o, U2, -+ , v, : les holonomies ne sont donc pas modifiées. De plus, il envoie
aq sur une courbe homotope a o U 51([0,%]) , d’ou

Hol, (77 A) = Hol,, g, (j0.49)(4) = Hola, (A)eftr,

(7i) Tout d’abord on remarque d’aprés le point précédent que ¢ ([A]) =
(1,e %1 1)[A] = (1, et®1UAD 1)[A] pour Paction de SU(2)? définie précédem-
ment.

Appliquons le lemme 5.34 & M = A (X, ), muni de action de SU(2)
de moment ®1, avec f(€) = 3/¢[*. vf(@1([A]) = @1([4]) = ~bi([A]). De
la premiére observation il vient %h:o = Xo,(4))([4]), et d’aprés le lemme,
XCI’l([A])([A]) = va(cbl([AD)([A]) = va([AD Ceci, et le fait que ¢ vérifie
la, propriété de flot i, = @4 0 pp achéve la démonstration du point (ii).

O

Rappelons la proposition suivante, dont la preuve repose essentiellement
sur une version équivariante du théoréme de plongement coisotrope (|GS90,
Theorem 39.2|) :

Proposition 5.35. ([WW15a, Prop. 2.15]) On suppose que (M,w,®) est
une variété SU(2)-Hamiltonienne telle que application moment ®: M —
su(2)* prend ses valeurs dans la boule {& € su(2) | |€] < mV/2}, et telle que le
stabilisateur de l'action en chaque point de ®~1(0) est trivial (resp. U(1)).
Soit 1 € C([0,400)) telle que ¥'(0) = wv/2, a support compact, et dont le
temps 1 du flot Hamiltonien de 1) o |®| s’étend de maniére lisse a ®1(0).

Alors ®71(0) est une sous-variété coisotrope sphériquement fibrée, de co-
dimension 3 (resp. 2), et le temps 1 du flot de ¢ o |®| est un twist de Dehn
fibré autour de ®~1(0).
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Remarque 5.36. Dans [WW1ba, Prop. 2.15|, le résultat est énoncé pour
YP'(0) = % et le temps 27 du flot, mais le produit scalaire sur su(2) utilisé est
différent.

Cette proposition s’applique pour l'action de SU(2) sur A (X.y) de
moment ®1. En effet, d'une part Im®; C {|¢| < 7v/2} par définition de
N (Leut). D’autre part, d’aprés sa description holonomique, cette action est
libre, et le flot se prolonge. Ainsi :

Corollaire 5.37. Soit R: R — R une fonction nulle pour t > ”Tﬁ et telle
que R(—t) = R(t) — 2m\/2t. Alors le flot de H = R o |®y| au temps 1 se
prolonge en un twist de Dehn fibré de N (Seut) autour de Cy = ®7(0), qui
est une sous-variété coisotrope sphériquement fibrée.

Rappelons maintenant le résultat suivant afin d’établir le résultat pour

N (D).

Proposition 5.38. ([WW15a, Theorem 2.10]) Soient G un groupe de Lie,
(M,w, ®) une variété G-Hamiltonienne telle que 0 est une valeur réquliére du
moment ®. Soit C C M une sous-variété coisotrope sphériquement fibrée au-
dessus d’une base B et stable sous l'action de G. On suppose que C' intersecte
®1(0) transversalement, et que, en notant ®g: B — g le moment induit sur
B, Uaction induite sur la base ®5'(0) C B est libre. Soit ¢ € Dif f(M,w)
un twist de Dehn fibré autour de C' qui est G-équivariant.

Alors, le symplectomorphisme induit [tc]: M )G — MG est un twist de
Dehn fibré le long de CJG

On considére M = A (Xyt), munie de 'action de moment ® = ®; + Ps.
La sous-variété C = @1_1(0) est une sous-variété coisotrope sphériquement
fibrée au-dessus de

B = {(97A27b27 e )} = t/V(Ecut,capl)a

ou la surface Xcyscap1 est obtenue a partir de ., en collant un disque
sur la composante de bord f;. Le temps 1 7¢ du flot de R o |®4], ou R
est une fonction comme dans le corollaire précédent, est un twist de Dehn
fibré. On peut alors appliquer la proposition 5.38 & cette situation. En ef-
fet, A (Zew) s'identifie a Pouvert suivant de su(2)? x SU(2)2" des éléments
(b1, ba, Ag, Ao, U, Vo, - - - Up, V3,) vérifiant

|b1| < 77\/57 ’b2| < W\/§7
h

Ay AT A 2 Ay [ [ U3, Vi) # 1
1=2

Sous cette identification, ® et ®; correspondent respectivement a la diffé-
rence des deux premiéres coordonnées et a l'opposé de la projection sur la
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premiére coordonnée. le vecteur nul 0 € su(2) est ainsi une valeur réguliére
de @, et C intersecte ®~1(0) transversalement le long de {®; = & = 0}.
De plus, 'action induite sur ®3'(0) est libre (elle affecte I'holonomie Ay par
multiplication a gauche), et le twist 7 est SU(2)-équivariant, en effet 7¢ a
pour expression :

7o(g, A1, A, bi ba, ) = (0, Are ™ Ay by bo, - +),
out = R'(|b1]). Si H € G et H. désigne l'action de moment ®, on a :
T7c (H.(g, A1, A2,b1,b2,--+)) = H1o(g, A1, Ao, by, b, -+ +)
= (g, Are”™ H™ HAy, adpby, adpba, - ).
Ainsi, il vient d’apres le corollaire 5.37 et la proposition 5.38 :

Proposition 5.39. Soit R comme dans le corollaire 5.37. Le temps 1 du flot
Hamiltonien de la fonction R(|log(B)|) est un twist de Dehn fibré de A (%)
autour de {B = I}.

Notons toutefois que lorsque Y est de genre supérieur ou égal a 2, la
sous-variété {B = I} n’est pas compacte dans .4 (X) : son adhérence dans
A ¢(X) intersecte 'hypersurface R. En revanche si ¥ est de genre 1, elle est
contenue dans le niveau # = 0. Ainsi :

Théoréme 5.40. Soit H un tore solide bordé par un tore T, et T' la surface
obtenue en retirant un petit disque. Notonsi: T — OH linclusion, et L(H) C
N (T") la Lagrangienne associée. Soit Ti un twist de Dehn le long d’une
courbe K C T' non-séparante, i' = i o1k et H = (H,i) le cobordisme
entre ) et T', et L(H") C A (X). Alors il existe un twist de Dehn le long de
S = {Holg = —1} envoyant L(H') sur L(H).

Remarque 5.41. Le symplectomorphisme induit par le twist sur la surface
n’est pas a priori un twist de Dehn de A4 (T") car 'Hamiltonien qui I’engendre
n’est pas a support compact, mais on va construire un twist de Dehn (que
I'on appellera tw) en tronquant ’Hamiltonien.

Démonstration. Rappelons que 'on a identifié A4 (T") a la partie

{(g,A,é) € su(2) x SU(2)%: e9 = [A,E]} :

ott A et B désignent les holonomies le long des lacets « et E Définissons
trois fonctions

HY H™ H™: A/ (T") - R
par :
HI(A,B) = %y log(B)[2, en posant |log(—I)| = mv/2
H™ (A, B) = ¢(A, B)H (A, B),
HT (A, B) = R(|log(~B)]),
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ol ¢ est une fonction a support compact et valant 1 sur un voisinage de
{g = 0}, par exemple {|g| < €} pour € assez petit, R: Ry — R est nulle pour

t> %/5, et telle que R(t) = m% — mv/2t + 142 pour ¢ < ”Tﬁ.

Ces trois fonctions coincident au voisinage de (B = —I} @ ceci est clair
pour Hf et H"™ car {B = —I} C {g = 0}, et si —B est conjuguée a

el 0 ~ . elm=a) 0
0 o-ia ) Avec @ € [0, 7], alors B est conjuguée a 0 pi(r—a) )

et %|log(B)|2 = (7 — a)? :~R(|log(—B)\), car |log(—B)| = av/2. Ainsi,
H™ = HT au voisinage de {B = —I}.

D’aprés la proposition 5.33, le temps 1 du flot de HY est induit par le
twist géométrique et se prolonge de maniére lisse a .47(X), il en va donc de
méme pour les flots de H'™ et H7 : notons alors f, tw et 7 ces prolongements
respectifs.

D’une part, 'ensemble {g = 0} est invariant par le flot de H/ en tout
temps, il s’en suit que f et tw y coincident, et donc L(H') = tw(L(H)), car
L(H') = f(L(H)) et L(H) est contenue dans {g = 0}.

Par ailleurs, d’aprés la proposition 5.39, 7 est I'inverse d’un twist de Dehn
le long de {B = —I}. En effet, en notant ¢ I'involution

(A’ B) = (A’ _B)
de A (T"), Papplication ¢Top~! est un twist de Dehn fibré le long de {B = I}.
Ainsi, tw s’écrit comme la composée (tw o 771) o 7, avec T un twist de
Dehn le long de {B = —I}. Remarquons enfin que tw o 7! est une isotopie
Hamiltonienne & support compact : en effet, en dehors de {B = —1} clest le
temps 1 du flot de ’'Hamiltonien

HEP(t,x) = H™ () — H (¢1,,()),

ot ¢, est le flot au temps t de H'™. Or, au voisinage de {B = —1}, ¢t,
coincide avec le flot de H™, donc H"?(t, x) = H"(x) — H™ (z) au voisinage
de {B = —1I}, et H™P ge prolonge de maniére lisse & {B = —1}. O

5.2.4 Preuve du triangle de chirurgie

Dans ce paragraphe, nous prouvons le théoréme 5.2.

Démonstration. Soient «, 8 et v des courbes sur le tore épointé 77 = 9Y \
{petit disque} formant une triade, on a ! = 7,7, oll 7, est un twist de
Dehn autour de «. Ainsi, en notant

L, = {Hol, = —1I},

Lg = {Hols = I},
L, = {Hol, = I}
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les trois sphéres Lagrangiennes de .4¢(T”), d’apreés le théoréme 5.40, il existe
un twist de Dehn généralisé 7g de A ¢(T") autour de S = L, qui envoie L.
sur Lg. En effet, soit H le corps a anses de genre 1 dans lequel B! borde
un disque, et i: 7" — OH linclusion, on a i(8~1) = D% Si i =io7,, on a
(151871 =i ().

En notant L = L(Y,c), S = L, et Ly = Lg, Le théoréme 5.4 fournit
alors la suite exacte :

...— HF(rsLo,L) — HF(Lo,L) — HF(Lo,S*,S,L) — --- .

Il reste a identifier les termes : les Lagrangiennes Lg et L. étant associées
au cobordisme consistant a I’ajout d’une 2-anse le long de 3 (resp. ) et sans
classe d’homologie, il vient pour les deux premiers termes : HF(7gLg, L) =
HF(Lg, L) = HSI(Y3,¢5), et HF (Lo, L) = HF (L., L) = HSI(Y,,¢,). En-
fin, S = L_ correspond au cobordisme consistant a ’ajout d’une 2-anse le
long de «, avec classe d’homologie k., il vient d’aprés la formule de Kiin-
neth (proposition 4.7) et en utilisant que HF(Lo,S) = HSI(S?) = Z :
HF(Ly,ST,S,L) = HF(Ly,S) ®7 HF(S,L) = HSI(Yy, ko + ¢4), ce qui
achéve la preuve.

O]

5.3 Applications de la suite exacte

Dans cette section nous donnons quelques applications immédiates de la
suite exacte du théoréme 5.2. Elles ne supposent aucune propriété des mor-
phismes qui y interviennent, et se basent sur une observation due & Ozsvath
et Szab6. Nous commencons par la rappeler, puis nous donnons des classes
de variétés pour lesquelles I’homologie HSI est minimale, toutes ces variétés
sont des L-espaces en théorie d’Heegaard-Floer.

5.3.1 L’observation d’Ozsvath et Szabo

Le fait suivant a été remarqué par Ozsvéth et Szabo, voir par exemple
[OS06a, Exercice 1.13 |. Il peut étre démontré directement, ou se déduire de

la suite exacte de chirurgie (pour HF ou HSI ) en prenant la caractéristique
d’Fuler.

Lemme 5.42. Soient Y, Y3 et Y, une triade de chirurgie. En notant, pour
un ensemble H, la quantité :

CardH si H est fini
|H| = {

0 sinon

on a, quitte a réordonner les variétés, |H1(Yo; Z)| = |H1(Ys; Z)|+|H1(Yy; Z)|.
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|

Définissons les variétés HSI-minimales, analogues des L-espaces en théorie
d’Heegaard-Floer :

Définition 5.43. Une 3-variété Y est dite HSI-minimale si pour toute classe
c€ Hi(Y;Zs), HSI(Y,c) est un groupe abélien libre de rang |H;(Y;Z)|.

Remarque 5.44. D’aprés la proposition 4.9, S? x S* n’est pas HSI-minimale,
les lenticulaires le sont.

Il découle alors de la suite exacte de chirurgie (théoréme 5.2) et de la
formule donnant la caractéristique d’Euler de ’homologie HSI (proposition
4.8) :

Proposition 5.45. Soit (Y,,Ys,Y,) une triade de chirurgie, avec Yz et Y,
des variétés HSI-minimales, et |H1(Yo; Z)| = |H1(Yg; Z)|+|H1(Y~; Z)|. Alors
Y, est également HSI-minimale.

Démonstration. Soit ¢, € Hi(Ya;Z2), et cg, ¢y deux autres classes sur
Y3 et Y, pour lesquelles le théoréme 5.2 fournit une suite exacte entre les
trois groupes d’homologie HSI. Supposons par ’absurde que la fleche entre
HSI(Ys,cp) et HSI(Y,,cy) est non nulle, alors on aurait

tkHSI(Yy, co) < tkHSI(Yg,c5) +1kHSI(Y,, cy) = x(HSI(Ya, ca)),

ce qui est impossible. Ainsi la suite exacte est une suite exacte courte, et
HSI(Yy,cq) un groupe abélien libre de rang |Hy(Ya; Z)|.
O

5.3.2 Quelques familles de variétés HSI-minimales

Mentionnons a présent quelques applications classiques de ’observation
précédente :

Plombages Soit (G, m) un graphe pondéré : m est une fonction définie
sur ’ensemble des sommets du graphe G, a valeurs dans Z. Rappelons que
I'on peut associer a (G, m) une 4-variété a bord obtenue en plombant des
fibrés en disques au-dessus de sphéres associés aux sommets, dont le nombre
d’Euler vaut m(v). Son bord est une 3-variété fermée orientée Y (G, m).

Dans [OS03], Ozsvath et Szabé ont calculé I'Homologie de Heegaard-
Floer d’une grande famille de telles 3-variétés, en termes de vecteurs ca-
ractéristiques de la forme d’intersection associée. Leur calcul a été ensuite
étendu par Némethi dans [NémO05|. S’il nous manque un ingrédient principal
de leur calcul, la formule d’adjonction, la proposition 5.45 permet néanmoins
de montrer que les variétés suivantes sont HSI-minimales.
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Proposition 5.46. Supposons que G soit une réunion disjointe d’arbres, et
que, en notant d(v) le nombre d’arrétes incidentes a un sommet v, la fonction
m vérifie, pour tout sommet v de G, m(v) > d(v), avec au moins un sommet
pour lequel inégalité est stricte. Alors Y (G, m) est HSI-minimale.

Remarque 5.47. Si m(v) = d(v) pour tous les sommets de G, alors une
succession de contractions permet de montrer que Y (G, m) ~ S§% x St

Démonstration. La preuve est analogue a celle de [OS04e, Theorem 7.1| : on
procéde par induction sur le nombre de sommets et les poids. Tout d’abord,
si le graphe G consiste en un seul sommet, alors Y(G, m) est un lenticu-
laire, et le résultat découle de la proposition 4.9. Montrons I'induction sur le
nombre de sommets. L’ajout d’une feuille v avec m(v) = 1 correspond a un
éclatement, et ne change pas le type topologique de Y (G, m).

Montrons finalement I'induction sur le poids d’une feuille. Soient (G, m)
un graphe satisfaisant les hypothéses du théoréme, v une feuille de G, G’ le
graphe obtenu en retirant v, m’ la restriction de m a G’, et m coincidant
avec m en dehors de v, et telle que m(v) = m(v) + 1. Supposons que (G, m)
et (G',m’) satisfont 'hypotheése d’induction.

Les variétés Y(G,m), Y(G,m) et Y(G',m') forment une triade de chi-
rurgie, et |H1(Y(G,m);Z)| = |Hi(Y(G,m);Z)| + |H1(Y(G',m'); Z)|, voir
[OS04e, proof of Th. 7.1]. Ainsi I'induction découle de la proposition 5.45. [

Les revétements doubles ramifiés de S® au-dessus d’entrelacs quasi-
alternés Dans [0OS05, Def. 3.1], Ozsvath et Szabo ont défini la classe sui-
vante d’entrelacs, appelés "quasi-alternés" : il s’agit de la plus petite classe
d’entrelacs vérifiant :

1. le noeud trivial est quasi-alterné,

2. Soit L un entrelacs. S’il existe une projection et un croisement de L
tels que les deux résolutions soient quasi-alternés, detLg,detlL; #£ 0 ,
et detL = detLg + detLq, alors L est également quasi-alterné.

D’aprés |[OS05, Lemma 3.2], cette classe contient les entrelacs admettant une
projection connexe alternée. Il vient immédiatement de la proposition 5.45 :

Proposition 5.48. Les revétements doubles d’entrelacs quasi-alternés sont
des variétés HSI-minimales.

d

Chirurgies entiéres sur certains noeuds Enfin, soit X C S3 un noeud
tel que, pour un certain entier ng > 0, la chirurgie S%O(K ) est HSI-minimale.
Etant donné que pour un entier n > 0, Hl(Sg(K),Zg)} = n, il vient que
S3(K) est HSI-minimale pour tout n > ng.
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Chapitre 6

Applications associées a un
cobordisme

Dans tout ce chapitre, afin d’éviter des complications liées aux signes,
tous les groupes d’homologie de Floer considérés seront & coefficients dans
Zs. Une construction similaire & coefficients dans Z est probablement possible
également.

L’objectif de ce chapitre est d’associer a un 4-cobordisme entre deux 3-
variétés un morphisme entre les groupes d’homologie instanton-symplectique
des variétés. Soient (Y,¢) et (Y, /) deux 3-variétés fermées orientées mu-
nies de classes dans H(Y;Zs) et H1(Y';Z2) respectivement. Soit W un 4-
cobordisme compact orienté de Y vers Y/, muni d’une classe cyyy € H2(W; Zs)
dont les restrictions a Y et Y’ sont Poincaré-duales a c et ¢’ respectivement.
On va construire un morphisme

Fw,ey : HSI(Y,c) - HSI(Y', ).

Ce type de construction présente plusieurs intérets :

— il permet d’obtenir des invariants pour des variétés de dimensions 4,

— il donne une interprétation topologique des morphismes intervenant
dans la suite exacte de chirurgie : voir le théoréme 6.8 et le corollaire
6.9. Cette derniére interprétation permet d’obtenir des critéres d’an-
nulation pour les morphismes, en particulier une formule d’éclatement
(corollaire 6.16).

Remarque 6.1. Par dualité de Poincaré-Lefschetz, la classe ey peut égale-
ment étre vue comme une classe d’homologie relative dans Ho(W, OW'; Zs)
dont 'image dans Hy (0W'; Zg) par ’'homomorphisme de connexion vaut c+c’.
Il était plus commode de manipuler des classes d’homologie dans le chapitre
2, mais il sera plus judicieux ici de manipuler des classes de cohomologie.

Apreés avoir construit ces applications et vérifié que ce sont des invariants
topologiques, nous montrons que deux des morphismes intervenant dans la
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suite exacte de chirurgie correspondent a de telles applications, théoréme 6.8.
Enfin nous énongons quelques propriétés satisfaites par ces applications.

Remarque 6.2. De méme qu’en théorie d’Heegaard-Floer, le caractére bien
défini de ces applications repose en toute rigueur sur la naturalité des inva-
riants. Dans la section 7.1, nous conjecturons que ces groupes sont naturels,
et indiquons une stratégie possible afin de démontrer cette naturalité. De
méme que les groupes devraient étre associés a des variétés pointées, les ap-
plications, si I’on ne les regarde pas seulement & isomorphisme prés, devraient
étre associées a des cobordismes munis de classes d’homotopie de chemins
reliant les points bases.

6.1 Construction

On procéde de maniére analogue a [OS06b| : on découpe W en cobor-
dismes élémentaires, correspondants a l’attachement d’une seule anse, puis
on définit les morphismes associés & de tels cobordismes, enfin on vérifie que
le morphisme obtenu en composant ne dépend pas de la décomposition.

Remarque 6.3. A la lumiére de l'interprétation géométrique des classes cet ¢/,
le couple (W, cy) devrait s’interpréter comme une classe d’isomorphismes de
SO(3)-fibrés principaux au-dessus de W. En effet, ces derniers sont classifiés
par le leur seconde classe de Stiefel-Whitney car W a le type d’homotopie
d’un CW-complexe de dimension 3.

6.1.1 Ajout d’une 1-anse ou d’une 3-anse

Soit W un 4-cobordisme entre Y et Y’ correspondant a ’attachement
d’une 1-anse & Y. La variété Y’ est homéomorphe a la somme connexe (S? x
SH#Y, et W est homéomorphe & la somme connexe & bord

W~ (D? x SH#sY x [0, 1].

I s’en suit que H2(W;Zo) ~ Hi(Y,Zs). Soit ey € H?*(W;Zs), et ¢ €
H,(Y;Zs) (vesp. ¢ € H1(Y';Z2)) le dual de la restriction de ¢y a 'Y (resp.
Y’). Notons que Hi(Y';Zs) s’identifie & Hy(Y;Zo) @ H1(S? x S';Zs). Sous
cette identification, ¢ = ¢+ 0.

Afin de pouvoir désigner des classes, on fixera la graduation absolue sui-
vante : HSI(S? x S1,0) = Zg)’) @Zé% ot I'exposant désigne le degré modulo
8. Sous cette identification, notons © € Zgg) I’élément non-trivial de Zg)’).

D’aprés la formule de Kiinneth (proposition 4.7),

HSI(Y' )~ HSI(S* x S*,0)® HSI(Y,c).

Définition 6.4. On pose Fyy,, () = O @ .
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Le cobordisme W muni de l'orientation opposée, vu comme un cobor-
disme de Y’ vers Y, correspond a l’ajout d’une 3-anse. On pose de méme
By, (©®z) =z et Fip (0 ®x) =0, si © désigne le générateur de
degré 0 de HSI(S? x S1,0).

Remarque 6.5. Nous verrons que le choix de © dans la définition précédente
est imposé si 'on veut avoir invariance par naissance/mort d’une 1-anse et
d’une 2-anse.

6.1.2 Ajout d’une 2-anse

Soit Y une 3-variété, K C Y un nceud muni d’une trivialisation de son
fibré normal, et W le cobordisme correspondant a ’ajout d’une 2-anse le
long de K. On note Y’ le deuxiéme bord de W, qui correspond donc a la
chirurgie zéro le long de K. Notons T' = 9(Y \vK) le tore bordant le voisinage
tubulaire de K.

D’apreés la suite exacte de Mayer-Vietoris appliquée a la réunion

W = (Y \vK) x [0,1]) Upyrexjo.1] D* x D?

relativement a Y UY”, il existe une classe ¢ € H1(Y \ vK; Z2) et des entiers
i,j € {0,1} tels que l'image 0.PD(cw) € H1(0W;Za) s'écrit comme la
somme de ¢+ i[K]| € H1(Y;Z2) et ¢+ j|K'| € Hi(Y';Z3), ou K' C Y’
désigne ’ame de la chirurgie.

Notons A, C T une longitude et un méridien de K ne passant pas
par un point base z de T, T le tore T éclaté en z, L = L(Y \ K,¢) la
correspondance Lagrangienne généralisée de A (T") vers pt. On considére
les deux Lagrangiennes de .4¢(T") suivantes :

Lo ={[A] € #(T") : Hol, A = (-I)"}
Ly ={[A] € #°(T") : HOLA = (-I)’}.

Des décompositions de Y et Y’ correspondantes, il vient alors :

HSI(Y,c+i[K])=HF(Lo, L)
HSI(Y',c+ j|K']) =HF (L1, L).

Quelles que soient les valeurs de i et j, les Lagrangiennes Ly et Lp s’'in-
tersectent transversalement en un point, en effet si 'on identifie A (T") a
un ouvert de SU(2)? via les holonomies A et M le long de A et p, elles
ont pour équations respectives {M = (—1)I} et {A = (—1)7I}. Ainsi
HF(L1,Ly) = Zz, on note C le générateur correspondant au point d’in-
tersection, HF (L, Lo) ® HF (Lo, L(Y \ K, ¢)) et HF (Lo, L(Y \ K, c)) sont
alors canoniquement identifiés.

Soit ®: HF(Ly,Lo) ® HF (Lo, L(Y \ K,c¢)) - HF(L1,L(Y \ K,¢)) le
produit en pantalon, défini en comptant des pantalons matelassés comme
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pour la construction de I'application C'®; dans la preuve de la suite exacte
du théoréme 5.4 (voir figure 5.2).

Définition 6.6. On définit Fyy,, par Fiy,, () = ®(C ® x).

6.2 Indépendance de la décomposition

Supposons que l'on a décomposé le cobordisme W en k cobordismes
élémentaires :
W = Wi Uy, Wa Uy, --- Uy, , Wi,

avec Yy = Y, Y, = Y’ et W; un cobordisme de Y;_; vers Y; correspon-
dant & I'attachement d'une 1,2 ou 3-anse. Une classe ¢y € H?(W;Zs) in-
duit des classes cy, € H?(W;;Zsy) et des classes cy, € H?(Y;;Zs), par ti-
rés en arriére. Pour chaque bloc élémentaire (Wj, cw,), on vient de définir
un morphisme Fyy, ¢, : HSI(Y;—1,cy, ,) — HSI(Y;, cy;). On définit alors
Fwew : HSI(Y, c) — ]l'{SI(Y’, ') comme la composée :

Fwey, = FWmCWk ©-0° FWQ,CW2 o FW17CW1'

Pour vérifier que cette application ne dépend pas de la décomposition
choisie, il suffit, d’aprés la théorie de Cerf (Théoréme 2.18), de vérifier que
le morphisme construit ne change pas pour une naissance/mort, et pour
une interversion de points critiques, les mouvements de difféo-équivalence et
d’ajout de cobordisme trivial étant clairement vérifiés.

6.2.1 Naissance/mort

Nous allons montrer que pour I’ajout successif d’'une 1-anse puis d’une 2-
anse qui s’annulent, la composition des applications induites par cobordisme
vaut l'identité. Le cas d’une 2-anse puis d’une 3-anse s’obtient en renversant
le cobordisme.

La situation que I'on va décrire est résumée dans la figure 6.1 :

I I I
wy [ 9 Wo

Kl

FIGURE 6.1 — Naissance/Mort.
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Soit Y’ une 3-variété, S C Y’ une 2-sphére et K C Y’ un noeud muni
d’une trivialisation de son fibré normal, tels que K et S s’intersectent trans-
versalement en un point. Soit W; 'opposé du cobordisme correspondant &
l'attachement d’une 3-anse & S. Notons Y 'autre bord de Wy. Soit Wy le co-
bordisme correspondant & 'attachement d’une 2-anse le long de K, recollée
a l'aide du framing spécifié. Notons Y Pautre bord de Ws. Soit N un voisi-
nage réguliers de S U K dans Y', N ~ (52 x S1)\ B3, avec B? une 3-boule,
ON est une 2-sphére, Y ~ YY" ~ (Y/\ N)U B3 et Y/ ~ Y#(S? x S1).

Soit C' un cercle de S disjoint de p = KNS et T' C N le tore correspondant
a C x K dans Didentification N ~ (S x K) \ B3. Le tore T sépare N en
respectivement un voisinage vK de K, et N \ vK. On notera encore T le
tores correspondant dans Y.

Soit ¢ une classe dans H?(W; Uy W, Zo) ~ H?(Y,Zs), notons cyy, , i,
cy, cyn et cy: les classes induites sur Wi, Wa, Y, Y” et Y’/ respectivement
(cy = cyn» sous l'identification canonique de H?(Y,Zs) et H?(Y" Zs) avec
H2(Y'\ N,Zs)).

On a la décomposition suivante :

H*(Y',Zy) ~ HX(Y, Zy) ® H*(S% x S, Z5),

dans laquelle cy+ correspond a cy + 0.

Soient A\, u C T des longitues et méridiens de K, et T” le tore T éclaté en
un point ne rencontrant pas A et u. Notons, conformément au paragraphe
précédent, les deux Lagrangiennes de 4 ¢(T") suivantes, associées respecti-
vement & vK (ou N \ vK), et au remplissage de Dehn de Y (ici, i = j =0
car ¢y correspond a cy +0) :

Lo ={[A] € #(T") : Hol, A = I}
Ly = {[A] S f/VC(T/) : Hol\A = I} .

Soit enfin L = L(Y'\ N, ¢) la correspondance Lagrangienne généralisée, allant
de pt vers pt. Les groupes d’homologie HSI des trois variétés sont alors donnés
par :

HSI(Y,cy) =HF(L)
HSI(Y' ¢y') =HF(Lg, Lo, L) ~ HSI(5% x S*,0) ® HSI(Y, cy)
HSI(Y", eyn) =HF(Ly, Ly, L) ~ HSI(S3,0) @ HSI(Y,cy)
~HSI(Y,cy).

Par construction, si € HF(L), Fw, ey, () = © @ z, ot © est le gé-
nérateur de degré 3. Afin de montrer que Fwyew, © Fwyew, = Idysi(v,ey)
montrons que Fyy, ¢y, (O @ ) = 2.
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/

Lo

Ly

FIGURE 6.2 — Triangle apparaissant dans les coefficients de CFW2,CW2.

Rappelons que FW%CW2 est définie en comptant des triangles matelassés
comme dans la figure 5.2. Dans le contexte présent, ces triangles sont équi-
valents a ceux de la figure 6.2 (on peut "découdre" le triangle supérieur) :

Identifions un voisinage tubulaire de Ly dans A4 ¢(T”) & un voisinage T'(\)
de la section nulle dans T Lg, tel que L corresponde a la fibre au-dessus
d’un point n € Lg. Soit f: Ly — R une fonction de Morse avec deux points
critiques : un minimum en s et un maximum en n. Notons L{, le graphe de
df .

L’homologie HF' (Lo, L{)) est isomorphe a 'homologie de Morse de f, en
effet il n’existe pas de bandes de Floer d’indice 1. Le générateur © en degré
3 correspond donc au maximum n de f sous cette identification.

Soient z,y € Z(L), zo € LoNLy, Zo € LoN Ly, et yo € L1NLj. Supposons
qu’il existe un triangle pseudo-holomorphe contribuant au coefficient

(CFWQ:CW2 (To, w0, Z), (Yo, g))

de l'application au niveau des complexes définissant FW2,CW2. D’une part,
To = yo = n, car les Lagrangiennes s’intersectent en un seul point.

L’indice total du triangle et de la bande matelassée est nul : il s’en suit
que l'indice du triangle et de la bande matelassée sont nuls, par généricité.
Supposons par 'absurde que xg = s, on sait qu’il existe un triangle d’indice
1 et d’aire négative valant (f(s) — f(n)). Par monotonie, un triangle d’indice
nul serait d’aire strictement plus négative, ainsi xg = n.

Enfin, (CFWQ,CW2 (n,n,x), (n,g)) = 1 : en effet les trois Lagrangiennes
sont concourrantes, ainsi ’espace des modules des triangles matelassés d’in-

dice nul est réduit a un point, correspondant & l'application constante. Par
ailleurs, pour des perturbations génériques, L’opérateur de Cauchy-Riemann
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linéarisé associé au triangle est injectif d’aprés [Sei03, Lemma 2.27|, et donc
surjectif car le triangle est d’indice nul. De méme, L’opérateur de Cauchy-
Riemann linéarisé associé a la bande matelassée est injectif, d’aprés [WW12,
Theorem 3.2|. Ainsi, le triangle matelassé constant intervenant ici est régu-
lier.

6.2.2 Interversion de points critiques

Soit Y une 3-variété. Supposons que Wi, un cobordisme de Y vers Y7,
corresponde & l'attachement d'une anse h; 4 Y, et que W5, un cobordisme de
Y1 vers Yio, corresponde & l'attachement d’une autre anse ho a Y] disjointe
de hj. Supposons que W3 et W] correspondent a 'attachement dans 'ordre
inverse, de sorte a ce que Wi Uy, Wo = WJ Uy, W/{. On note Y3 la 3-variété
entre W9 et W/, et Ya1 Pautre bord de W, comme résumé dans la figure 6.3.

Nous allons montrer que Fyy, ey, © Fw, oy, = FWII7CW{ o FW2/7CWé. Quatre cas
sont & distinguer selon la dimension des anses :
1. hy est une l-anse et ho est une l-anse.
2. hq est une l-anse et hg est une 2-anse.
3. hi est une 2-anse et hg est une 2-anse.
4. hq est une l-anse et ho est une 3-anse.
Le cas restant (2-anse/3-anse) se déduit du second cas.
ml D
ha >
O T
hy
|
! !
y W v, My
FIGURE 6.3 — Interversion de points critiques.
Premier cas (h; est une l-anse et hy est une l-anse.) : Notons

Ay et Ay des variétés homéomorphes a S? x S!, de sorte que, avec i =
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lou2etj=3—1i Y, = A#Y et Yy = Aj#(Ai#Y). Notons Hy =
HSI(Y,c) et H = HSI(A;,0) , de sorte que, d’apreés la formule de Kiinneth,
HSI(}/Z,CZ) = H,® Hy et HSI(}/ZJ) = Hj ® H; ® Hy. Notons enfin ©; € H;
les générateurs de degrés 3. Alors Fyy, o Fyy,: Hy — Hy ® Hy ® Hy et
F{,Vl o FI:VQ: Hy — Hy ® Hy ® Hy sont données, pour x € Hy, par :

Fy, o Fiy, () =02 ©1 ®@ x
F{/Vl o FICVQ(gj) =0; ® O ® .

Elles sont donc identifiées via l'isomorphisme HS1(Y12) ~ HSI(Ys1) induit
par l'identité.

Second cas (h; est une l-anse et hy est une 2-anse.) : En reprenant
les notations précédentes, HSI(Y1) = Hy @ HSI(Y) et HSI(Y91) = H1 ®
HSI(Ys).

L’assertion vient alors du fait que Fyy, = Idg, @ Fyy;. En effet, la derniere
bande de la surface matelassée définissant Fyy, peut étre "découpée", voir la
figure 6.4.

FIGURE 6.4 — Interversion d’une 1-anse et d’une 2-anse.

Troisiéme cas (h; est une 2-anse et hy est une 2-anse.) : Soient
K1, Ky C Y deux noeuds munis de framings, auxquels on attache les anses
h1 et ho respectivement. Soient Ni et Ny des voisinages tubulaires, T} et
T leurs bords, M = Y \ (KU K3) leur complémentaire, vu comme un
cobordisme de T3 vers Tb.
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On note L la correspondance Lagrangienne généralisée de A ¢(T7) vers
N ¢(T3) associée & M, Ly C AN °(T1) et Ly C A °(T3) les Lagrangiennes cor-
respondant & Ny et No, et L) C A ¢(Ty) et L, C A ¢(Ty) les Lagrangiennes
correspondant aux deux remplissages, de sorte que :

HSI(Y)= HF(Ly,L, Ls),
HSI(Y1) = HF(L},L, L),
HSI(Ys) = HF(L1, L, L),

HSI(Y12) = HF(L), L, L)

Les applications associées a Wy, Wy, W/ et W3 sont alors définies a laide
de triangles matelassés comme dans la figure 6.5. Cela par définition pour
Fw, e, et Fyy o, et concernant Fyy, ¢, et Fyy » par les deux observations
suivantes : d’'une part une variété orientée Y décrite par une décomposition
en anses

Y = Yl U21 Yé UEQ e U2k71 Yk‘

peut également étre décrite par la décomposition renversée
Y =Y, Uik—l cee Ufz Y, Uil Yy,

ou les surfaces sont munies de leur orientations opposées. Les espaces des
modules qui leur correspondent sont alors munis de la forme symplectique
opposée. Par ailleurs un quilt pseudo-holommorphe dans une famille de varié-
tés symplectiques correspond & son image mirroir dans la famille des variétés
symplectiques opposées.

Les composées Fyy, ¢, 0 Fiyy e, et Fyyy oo © Fyyy o sont ainsi associées aux
surfaces recollées correspondantes : elles coincident donc en vertu de I’homo-
topie suggérée dans la figure 6.5.

Ly

FIGURE 6.5 — Interversion de 2-anses.

Quatriéme cas (h; est une l-anse et hy est une 3-anse.) : De méme
que pour le premier cas, notons A; et Ay des variétés homéomorphes a S? x
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St de sorte que

Y ~ AQ#YQ7
Y1 = Av#Y ~ A1 #As#Yo,
Ylg ~ Ygl ~ Al#YQ.

Notons Hy, = HSI(Y2), H; = HSI(A;), et ©;,0) € H; les générateurs de
degrés respectifs 3 et 0.
Vérifions que Fyy, o Fyw, = Fyyy o Fyyy @ Soit « € Hy,, on a d’une part :

Fy, o FWl(@Q & CL’) = FW2(®1 RO ® l’)
=01z
= Fy;(z)
= Fyyj o Fyyy (02 ® @),

et d’autre part :
Fiy, o Fiw, (05 ® ) = Fyyy o Fyy (03 @ ) = 0,
ce qui achéve la preuve de I'indépendance de la décomposition.
O

Ainsi les applications par cobordismes Fyy,. sont bien définies. La formule
de composition suivante découle immédiatement de leur construction :

Proposition 6.7. (Composition horizontale) Soit W = W1 U Wy la compo-
sition de deux cobordismes Wy et Wa, ¢ € H*(W,Zs) une classe, et c1, c3 les
classes induites sur Wy et Wy. Alors,

FW,c = FW2,02 © Flecl'

6.3 Fléches dans le triangle de chirurgie

Dans cette section nous prouvons que les analogues modulo 2 de deux des
fleches intervenant dans la suite exacte du théoréme 5.2 peuvent s’interpréter
comme des applications induites par cobordismes.

Soient, comme dans le théoréme 5.2, Y une 3-variété a bord torique,
a, 3,7 trois courbes dans 9Y vérifiant a.f = B.y = v.a = —1, et Yo, Y3, Y,
les variétés obtenues par remplissage de Dehn. Si 0 # p € {«, 8,7}, soit W,
le cobordisme de Yj vers Y, correspondant a I’attachement d'une 2-anse le
long de 0 avec framing .
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Soit ¢ € Hy1(Y;Zs), on note pour § # p € {«a,B,7}, les trois classes
cs € Hy(Y5;7Z2) induites par linclusion, et ¢5, € Ho(Wsy, OWs,; Zs) les
classes induites par ¢ x [0,1] € Ho(Y x [0,1],Y x {0,1};Z2) via I'inclusion
de Y x [0,1] dans W;,. Notons également d, € Hao(Wog, 0Wos; Zs) la classe
fondamentale de ’ame de ’anse attachée le long de «, de sorte que 0.d, =
ke € Hl(Ya;ZQ).

Théoréme 6.8. Soient C®1 et C Dy les deux morphismes de la suite exacte
du théoreme 5.2 que l'on a construit dans la partie 5.1.5. Les morphismes
mduits en homologie a coefficients dans Zo coincident avec les application

FWos.coptda € FWg, co, -

Le troisiéme morphisme de la suite exacte, construit comme un homo-
morphisme de connexion, n’est pas a priori induit par W,,. En revanche, la
méme démonstration que celle utilisée par Lisca et Stipsicz pour I’homologie
de Heegaard-Floer [LS04, Section 2, fin| permet d’obtenir :

Corollaire 6.9. En notant d, € Ho(Wya,0Woa; Zs) la classe fondamentale
de lanse attachée le long de a, les applications Fw, g, costdes FWsy o, €6
Fw. o coatd, forment une suite ezacte :

FWﬁwcﬁv

HSI(Y3,¢5) HSI(Y,,c,)

F"Vm ‘/W»ya,c'ya-&-d'a

HSI(Yy, co + ka) ,

ot les groupes sont a coefficients dans Zs.

Preuve du corollaire 6.9. On utilise la symétrie cyclique de la triade de chi-
rurgie. On notera L§ = {Hols = el}. Rappelons au préalable que pour
démontrer le théoréme 5.2, on a appliqué la suite exacte 5.4 a Ly = L, et
S = L. 1l s’en suit que Ker(Fw,. ¢y ) = Im(Fw, 4 cop+da)-

Si I'on procede de méme avec Lo = L, et S = Lg, on obtient une suite
exacte similaire faisant intervenir Fwy. cs, € Fw,, cyatd, - 11 s’en suit que

Ker(Fw., , coatd,) = Im(FWchM).
Enfin, le choix Ly = Lg et S = L, permet de prouver Ker(Fyy, 5:Ca B+da) =
Im(Fyw,, e 0+dr, ), d’0ll le résultat annonce. O

Preuve du théoréme. D'une part, ®1 = Fw,_ ¢, +d, Par définition de I"ap-
plication Fyy, scaptda

La seconde égalité s’obtient par un argument similaire a celui de la sec-
tion 5.1.6, en "poussant" la valeur critique sur le bord supérieur de la surface
matelassée (voir figure 6.6). Il s’en suit que C'®y est homotope a la contrac-
tion du produit en pantalon C'F(Lg, 7sLo) ® CF(rsLy, L) — CF(Ly, L) par
le cocycle ¢g 1, € CF(Lg, TsLo) défini par la fibration de Lefschetz spécifiée
dans la figure.



94 CHAPITRE 6. APPLICATIONS ASSOCIEES A UN COBORDISME

Il reste a remarquer que cg 1, coincide avec le générateur C' utilisé pour
définir Fwg.,cs. - Ceci vient du fait que Ly et 79Lg s’intersectent en un
seul point x, pour lequel il existe une unique section d’indice 0, la section
"constante", qui est réguliére d’aprés [Sei03, Lemma 2.27|. En effet, par mo-
notonie, toute autre section d’indice nul aurait une aire nulle. O

FIGURE 6.6 — Contraction d’un pantalon matelassé avec un cocycle.

6.4 Exemples, propriétés élémentaires
Proposition 6.10. Soit W = CP?\ {deuz boules}, on note 0 et 1 les deux
classes de H*(W;Zg) =~ Zs.

1. Fywo=Fw1=0.

2. En notant W le cobordisme muni de l'orientation opposée, Fyr oy est

un isomorphisme, et Fy | = 0.

Démonstration. Rappelons que W correspond a 'attachement d’une 2-anse
a 93 le long du noeud trivial, avec framing 1.

1. La suite exacte de chirurgie appliquée a la triade correspondant & la
chirurgie 0o, 1,2 sur le nceud trivial est de la forme, quelles que soient
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les classes i = 0,1 et en notant S la chirurgie o sur le noeud trivial :

HSI(S3) = HSI(S3) =

/

HSI(S2)

ce qui entraine le résultat.

2. On considére cette fois la triade correspondant & la chirurgie oo, -1,0
sur le noeud trivial. Si la classe sur SS est non-nulle, il vient :

HSI(S3,) = HSI(S3,1)=0

\/

HSI(S3)
et dans les deux autres cas, on obtient :

HSI(S3,) = HSI(S§,0) = Z3

\/

HSI(S2)

Introduisons l'invariant suivant pour des 4-variétés closes :

Définition 6.11. Soit X une 4-variété close, et ¢ € H%(X;Zs). Notons W la
variété X privée de deux boules ouvertes, c¢’est un cobordisme de S3 vers S3.
Son application associée Fyy.: HSI(S?) — HSI(S?) est une multiplication
par un nombre que I'on note Wx .

Remarque 6.12. Cette construction n’est pas tout a fait analogue a celle de
I'invariant ®x ; en théorie d’Heegaard-Floer, voir [OS06b].

Remarque 6.13. Contrairement au cas d'un cobordisme W, un SO(3)-fibré
principal au-dessus de X peut éventuellement avoir une premiére classe de
Pontryagin non-triviale. Ces fibrés ne seront pas pris en compte par cet
invariant.

La proposition 6.15 suivante décrit I'effet d’une composition "verticale"
de cobordismes (composition correspondant au second type de compositions
dans la 2-catégorie Cobayi41).

Définition 6.14. Soient W et W’ deux cobordismes, de Y; vers Ya, et de Y/
vers Yy respectivement, et [, I’ deux chemins dans W et W’ reliant les deux
bords. On peut former leur composition verticale en retirant des voisinages
tubulaires de [ et I’, et en recollant les deux morceaux restants le long des
bords des parties retirées. On obtient un nouveau cobordisme W #,¢,+ W' de

Y1#Y] vers Yo#YS.
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Proposition 6.15. (composition verticale) Soit W#tyers W' une composition
verticale comme précédemment. Alors, sous les identifications suivantes (rap-
pelons que les groupes sont a coefficients dans Zo, d’ou l'absence de termes
de torsion) :

HSIY1#Y{,c1 +¢)) = HSI(Y1,¢1) @ HSI(Y/,¢c))
HSI(Yo#tYy, co + chy) = HSI(Ya, o) @ HSI(Yy,ch),

L’application associée o W Htyert W' est donnée par :

FW#vertW/,C+C’ — FW7C ® FW/7C/,

En particulier, si X est une variété fermée et WH#X désigne la somme
conneze en un point intérieur,

FW#X,Cw+CX = \I]X,CX . FW,CW'

Démonstration. Soient deux décompositions en cobordismes élémentaires de
W et W’ de méme longueur, elles induisent une décomposition en cobor-
dismes élémentaires de W#t W', Le fait qu’il y ait un point au milieu des
correspondances Lagrangiennes généralisées garantit que les applications in-
duites par les anses de W n’intéragissent pas avec celles de W', ainsi les
applications induites au niveau des complexes de chaines sont de la forme
CFyw ® CFy, et donc de la forme indiquée au niveau des groupes d’homo-
logie d’aprés la naturalité de la formule de Kiinneth (voir [tD08, Theorem
11.10.2]). O

Combinée a la propositon 6.10, il vient alors :

Corollaire 6.16. Soit W un 4-cobordisme,
1. Fyucp2. =0, pour toute classe ¢ € H2(W#CP?; Zs).

2. Sice HQ(W#@Q;ZQ) est mon-nulle en restriction a @2, alors

FW#@27C =0, sinon FW#@Q,C = FW,C‘W'
Remarque 6.17. On observe ici une différence avec 'homologie d’Heegaard-
Floer : si (Ya,Y3,Y,) est une triade de chirurgie et Ws, désignent les 4-
cobordismes d’attachement d’anses, alors les trois morphismes associés a
W, munis des classes nulles ne forment pas une suite exacte. En effet, pour
la triade (S5, S5, .93) associée au noeud trivial dans la sphére, le cobordisme
allant de S} vers S3_ induit un isomorphisme, mais HSI(S3) = HST(5?x St)
est de rang 2.



Chapitre 7

Perspectives

7.1 Naturalité

Dans cette section, on s’intéresse au probléme de la naturalité de I’homo-
logie Instanton-Symplectique, & savoir, si le groupe abélien Zg-relativement
gradué HSI(Y,c,z) est bien défini en tant que tel, ou seulement & isomor-
phisme prés.

La preuve de la naturalité des groupes d’homologie de Heegaard-Floer
est délicate : c’est un travail récent de Juhasz et Thurston dans [JT12] qui
consiste a construire un systéme transitif de groupes sur ’ensemble des dia-
grammes de Heegaard. La naturalité de 'homologie Instanton-Symplectique
semble néanmoins plus simple & vérifier, car sa construction utilise la no-
tion de scindement de Heegaard (ou de fonction de Morse), et non celle de
diagramme de Heegaard.

Dés lors que l'on a construit un foncteur Cob — Symp, si 'on note
Gr la classe des groupes abéliens Zg-relativement gradués, il suffit d’avoir
une application convenable HF': Homgymp(pt,pt) — Gr bien définie pour
garantir la naturalité des invariants pour les 3-variétés.

L’ensemble Homsymp(pt, pt) peut étre vu comme '’ensemble des classes
d’isomorphismes du groupoide suivant : soit G le groupoide dont les ob-
jets sont les correspondances Lagrangiennes généralisées allant de pt vers pt
(sujettes aux mémes conditions que les objets de Homgymp(pt,pt)) et les
morphismes sont engendrés par la famille suivante : si L = (Lo, - ), avec
un indice i pour lequel la composition L(;_y); © L1y est plongée (et satis-
fait aux mémes hypothéses que pour la relation d’équivalence de Symp), on
définit un morphisme fr,;: L — o;(L), ou o;(L) désigne la correspondance
(' e aL(z’—l)i © Li(i—l—l)a T )

Il s’agit de définir un foncteur HF : G — Gr vers la catégorie des groupes
abéliens relativement Zg-gradués tel que HF coincide avec 'homologie de
Floer matelassée au niveau des objets, et tel que tout endomorphisme de L
soit envoyé sur l'identité de HF(L).

97
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Une possibilité pour construire un tel foncteur est de concaténer les "ap-
plications Y" considérées par Lekili et Lipyanskiy. Cela correspond a l'inva-
riant relatif associé & une surface matelassée comme décrite dans la figure
7.1. Le probléme est alors de vérifier qu'une succession de telles applications
allant de L vers L est 'identité.

Notons que le méme raisonnement utilisé par Lekili et Lipyanskiy dans
la preuve du fait que les composées ® o W et W o @ different de Idpyp(r) et
Idppy par des applications nilpotentes, voir [LL13, Section 3.1|, permet
de montrer que la succession de telles "applications Y" est unipotente.

On pourrait essayer d’utiliser un argument similaire au "strip-shrinking"
de [WWO09b] pour démontrer un tel énoncé. Cela consisterait a "écraser"
horizontalement la partie centrale de la surface matelassée de la figure 7.1,
c’est-a-dire a faire tendre vers 0 la longueur L de la partie centrale de la
figure 7.1. A priori, ceci pourrait créer des bulles matelassées semblables aux
"witch balls" considérées par Bottman et Wehrheim dans [Bot14] et [BW15],
comme dessinées dans la figure 7.2, qui sont des généralisations des bulles en
figure 8. Néanmoins il semble que dans notre cadre, de telles bulles n’existent
pas génériquement, en effet les hypothéses de monotonie et de grand indice
de Maslov minimal, combinées au raisonnement intervenant dans la preuve
du lemme 5.18 sur la transversalité des disques pseudo-holomorphes avec les
hypersurfaces, semblent permettre d’exclure tout bubbling de ce type.

FIGURE 7.1 — Une surface matelassée associée a un endomorphisme de L.

7.2 Un analogue des versions +,- et oo de ’homo-
logie d’Heegaard-Floer

La construction de I'homologie H.SI par Manolescu et Woodward est
formellement similaire & celle de la version H F' de 'homologie de Heegaard-
Floer : partant d’un scindement de Heegaard Y = Hy Uy, Hy d’une 3-variété
Y, on associe a ¥ munie d’un point base z une variété symplectique munie
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FIGURE 7.2 — Des "witch bubble" apparaissant lorsque L — 0.

d’une hypersurface, et & chaque corps & anse une Lagrangienne. L.’ homologie
est alors construite en comptant des disques de Whitney pseudo-holomorphes
n’intersectant pas ['hypersurface.

En revanche, les complexes de chaines définissant les trois autres versions
HF", HF~ et HF* prennent en compte tous les disques de Whitney et
capturent leur nombre d’intersection avec I’hypersurface. Il est alors naturel
de vouloir faire de méme pour 'homologie HSI, cela était d’ailleurs suggéré
dans [MW12, Section 2.2]. Ces raffinements présentent plusieurs intérets :
d’une part les groupes HEFT et HF~ contiennent plus d’informations sur
les 3-variétés que HF , ce sont des Z[U]-modules tels que HF correspond au
cone de I'application U de HF*. A I'opposé, le groupe H F'™ est plus simple :
il est calculé dans [OS04b, Theorem 10.1] en fonction de données purement
homologiques de Y, mais permet cependant de définir une graduation absolue
sur les autres groupes. Une question naturelle est de savoir si des groupes
analogues existent pour I’homologie HSI. Nous montrons que c’est le cas
ci-dessous.

On se place dans le cadre de la section 2.2.1 : Soient L = (Lo1, L12, ")
un morphisme de Symp de pt vers pt, J € J(M;,int {w; = &;}, Ji) et H
des Hamiltoniens tels que l'intersection E(O) N E(l) des produits alternés des
correspondances est transverse. Notons M (z, g)? I’ensemble des applications
u;: R x [0,1] — M; telles que, avec s € R et t € [0,1] :
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(0 = Oyu; + Jy(Oyui — X1,
limg—s—ootti(s, 1) = ¢! (yi)
limgs 4 ooui(s, t) = @i(x;)
(ui(s, 1), ui+1(s,0)) € Ly(it)
u-R=k
I(u) = j.

Posons M(z, g)? = M(z, y)}¥/R. Pour des choix génériques de J et
H, M(z, g)’f est une variété compacte de dimension 0, on définit alors
O: CF(L;Zy) — CF(L; Zo) par O(z) = 3, #M(z,y)f -y, de sorte que
0y correspond avec la différentielle définissant 1’homologie matelassée & co-
efficients dans Zo HF(L;Zs).

Remarque 7.1. On se limite ici & I’homologie a coeflicients dans Zy car les
correspondances Lagrangiennes compactifiées ne sont pas spin & priori.

Lemme 7.2. Les applications Oy vérifient
k> 0.

itj=k 000 = 0 pour tout

Démonstration. On peut ici reproduire le raisonnement de la preuve du
lemme 5.18 :
__On cherche a comprendre la compactification de I'espace des modules
ME des trajectoires de Floer d’indice 2 dont Iintersection avec R vaut k.
Son bord contient le produit UH]-:k, MZI X MJI, montrons qu’il ne se produit
pas d’autre type de dégénérescences : soit u une trajectoire stable dans la
compactification de /\/1]2C : elle consiste a priori en une composante principale
brisée v, a laquelle sont attachés des disques et des bulles. On peut de
plus supposer que v, intersecte R transversalement. Pour les mémes raisons
que dans 5.18 (monotonie et grand indice de Maslov minimal), les disques et
bulles sont d’aire nulle, donc il n’y a pas de disques, et les bulles sont conte-
nues dans R : elles ont chacune un nombre d’intersection avec R inférieur ou
égal & —2. Il s’en suit que s’il y a au moins une bulle, v, intersecte R en un
nombre de points strictement supérieur a k, ce qui est impossible pour une
limite de courbes de M5.

O

Ainsi, les Zo[U]-modules suivants
CFOO(L7 ZQ) = CF(L, Zg) Rz ZQ[U, U_l]
CFT(L;Z2) = OF(L; Z2) ®z, Zo[U, U 1]/UZ3[U]
CF™(L; Z2) = CF(L; Z2) ®z, Z2[U],

sont équippés respectivement des différentielles 9°°, 9 et 0~, ayant pour
expression commune » .- U k9. On note leurs groupes d’homologie respec-

tifs HF>(L;Z9), HF"(L;Z2) et HF~(L;Z3), et si Y est une 3-variétée
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fermée orientée, ¢ € H;(Y,Z2) et z un point base, on note HSI>®(Y, ¢, 2),
HSIT(Y,¢,z) et HSI~(Y,c,z) les groupes correspondants pour L(W,p,c),
ot W=Y\2zUS?et p: R/Z x [0,1] — S? sont comme dans la partie 3.5.

Dans l'espoir d’obtenir une graduation absolue sur HSI, on peut alors
poser la question suivante :

Question 7.3. Le groupe HSI®(Y,0) peut-il étre calculé a partir de I’homo-
logie singuliére de Y, comme c’est le cas de HF>®(Y)?

7.3 Relations avec la variété des représentations

Comme nous l'avons vu, les espaces des modules intervenant dans la
construction admettent des descriptions venant de la théorie des représenta-
tions. De plus, dans la construction de HSI(Y,0) par Manolescu et Wood-
ward, les Lagrangiennes s’intersectent le long de la variété des représentations
de Y dans SU(2). Cette observation permet de relier ’homologie instanton-
symplectique a ’homologie de la variété des représentations.

Dans la section 7.3.1, nous définissons une version R(Y,c) de la variété
des représentations dans SU(2) "tordue" par la classe ¢, correspondant &
I'intersection des Lagrangiennes définissant HSI(Y,¢). Ensuite nous expli-
querons les relations entre HSI(Y,c) et H.(R(Y,c)) dans la section 7.3.2,
puis nous proposerons d’éventuelles relations avec 'invariant de Casson dans
la section 7.3.3.

7.3.1 Une variété des représentations tordue dans SU(2)

Soient 7 et ™ deux groupes, ¢: T — 7 un morphisme surjectif, et p € 7
un élément d’ordre au plus 2. On note

R(w,m p) ={p: = SU(2) : p(p) = —1I}.

Notons que cet espace peut étre vide si p est I’élément neutre.

Soit maintenant Y une 3-variété, K C Y un noeud, et * € Y\ K un point
base. Soit p € w1 (Y \ K, *) la classe d’'un méridien de K. D’apreés le théoréme
de Seifert-Van Kampen, 7m1(Y,*) = 71(Y \ K, *)/u. Posons 7 = w1 (Y, %) et
7 =m (Y \ K,*)/u?. On peut vérifier que l'espace R(fr, 7, 1) ne dépend que
de Y et de la classe ¢ de K dans Hi(Y,Zs3), on notera R(Y,c) cet espace.
C’est un revétement d’une composante de la variété des représentations de

7 dans SO(3).

Proposition 7.4. Soit ¥ C Y un scindement de Heegaard séparant Y en
deuz corps a anses Hy et Hy, et co € Hy(Ho;Z2), c1 € Hy(Hy;7Z2) deux
classes d’homologie telles que ¢ = co + c¢1. Alors R(Y, ¢) s’identifie a linter-
section des deux Lagrangiennes L(Hy, co) et L(Hy,c1) définissant HSI(Y,c).

Démonstration. C’est une conséquence du théoréme de Seifert-Van Kampen.

O]
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7.3.2 Une suite spectrale convergeant vers HSI(Y,c)

Soient Ly, L1 C M une paire de Lagrangiennes dans une variété symplec-
tique monotone, il existe un lien entre I’homologie de Floer Lagrangienne et
I’homologie de l'intersection des Lagrangiennes. Lorsque Lo = L1, Oh éta-
blit dans [Oh96] une suite spectrale de seconde page H*(Lg; Z2) convergeant
vers HF(Lg, Lo; Z3). Pour cela, il construit une homologie de Floer "locale",
prouve qu’elle est isomorphe a I’homologie de Morse, puis conclut par un
argument général utilisant la filtration de H*(Lg; Za).

Lorsque les Lagrangiennes ne sont plus égales mais s’intersectent de ma-
niére "clean", PoZniak définira une homologie locale, et prouvera qu’elle est
isomorphe & I’homologie de l'intersection.

Enfin, Fukaya, Oh, Ohta et Ono établissent une telle suite spectrale dans
un cadre trés général, voir [FOOO09, Theorem 24.5BM]. Mentionnons que
leur suite spectrale est établie pour une version de I’homologie & coefficients
dans un anneau de Novikov. Toutefois, un argument similaire a celui que
nous avons utilsé dans la section 5.1.8 devrait permettre d’obtenir une suite
spectrale a coefficients dans Z. On devrait donc avoir :

Conjecture 7.5. Soit (Y, c) une 3-variété munie d’une classe ¢ € H1(Y,Zs).
Supposons qu’il existe un scindement de Heegaard pour lequel des deux La-
grangiennes L(Ho,co) et L(Hy,c1) définissant HSI(Y,c) s’intersectent de
maniére clean. Alors il existe une suite spectrale de premiére page Hi.(R(Y, ¢))
qui converge vers HSI(Y,c).

7.3.3 Une inégalité entre le rang de HSI et l’'invariant de
Casson pour les sphéres de Brieskorn

La construction de ’homologie des instantons de Floer est intimement
liée a I'invariant de Casson : en effet, la description de Taubes de cet inva-
riant en théorie de jauge a été un des points de départ de sa catégorification
par Floer : x(1,(Y)) = A(Y). Cependant, comme nous I’avons vu, la caracté-
ristique d’Euler de I'homologie Instanton-Symplectique n’est pas A(Y'), mais
|H1(Y';Z)|. L’exemple des sphéres de Brieskorn illustre ce phénoméne :

Soient p, g, r trois entiers premiers deux a deux, et

Y =2(p,qr) = {(@9,2) €C*:fal’ + g + o = 1, o +y7+ 2" =0}

la sphére de Brieskorn correspondante. Fintushel et Stern ont démontré dans
[F'S90] que les Lagrangiennes dans la variété des caractéres d’un scindement
de Heegaard s’intersectaient transversalement. Il s’en suit que la variété des
caractéres de Y est un ensemble fini, et que I'intersection des Lagrangiennes
dans la variété des représentation est clean (PU(2) agit librement au voisi-
nage d’une orbite de représentations irréductibles).
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Rappelons que 'on distingue généralement trois types de caractéres dans
SU(2) : le caractére trivial, les caractéres centraux, et les caractéres irréduc-
tibles. A chacuns de ces types de caractéres correspondent des orbites dans
la variété des représentations, respectivement difféomorphes au point, a la
sphére S2, et a SO(3). Elles ont pour caractéristique d’Euler respective 1,2
et 0 : c’est pour cela que les caractéres irréductibles n’apparaissent pas dans
X(HSI(Y)). En revanche, bien que x(SO(3)) = 0, H,(SO(3)) # 0, ce qui
permet d’espérer que les caractéres irréductibles apparaissent dans HSI(Y)
(ils apparaissent tout du moins dans la premiére page de la suite spectrale
de la conjecture 7.5).

Concernant la sphére de Brieskorn Y, d’aprés ce qui précéde, 'homologie
de sa variété des représentations a coefficients dans R = Q, Z ou Zs est
isomorphe &

H,(pt; R) ® H.(SO(3); R) & --- & H.(5S0(3); R),

ouily a2A(Y) copies de H.(SO(3); R), une par caractere irréductible (sil’on
adopte la convention A(X(2,3,5) = 1). Par ailleurs, le rang de H,(SO(3); R)
est égal, pour R = Q, Z et Zy respectivement, & 2, 2 et 4. Par conséquent,
sous réserve que la suite spectale soit vraie, on aurait les inégalités suivantes :

rkHSI(Y,0;Q) < 4A(Y) + 1
rkHSI(Y,0;Z) < ANY) + 1
rkHSI(Y,0;Z2) < 8A(Y) + 1.

7.4 Un invariant pour des entrelacs et des variétés
suturées

Le foncteur que nous avons construit dans le chapitre 3 avait pour ca-
tégorie de départ la catégorie Cob, et non la catégorie classique des 3-
cobordismes entre surfaces : en effet il est nécessaire de retirer des disques
aux surfaces closes pour pouvoir considérer les espaces de modules étendus
de Jeffrey, et donc considérer des cobordismes avec un tube "vertical" reliant
les bords. Il est alors naturel de vouloir étendre cette construction a des sur-
faces & plusieurs composantes de bord, et & des cobordismes & plusieurs tels
tubes verticaux, qui sont des cas particuliers de variétés suturées.

Nous présentons dans la section 7.4.1 la variante de ’espace des modules
étendu de Jeffrey associée a une surface a plusieurs composantes de bord, que
nous avons déja rencontré dans la section 5.2 (A (Xey)). Puis, aprés avoir
défini une catégorie Coincob élargissant la catégorie Cob, nous proposons
une construction possible d’'un foncteur de Coincob vers une version modi-
fiée de Symp, puis nous expliquons comment obtenir des invariants pour des
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entrelacs. Cette construction est proche de la construction de Juhasz [Juh06]
pour 'homologie de Floer suturée, il n’est cependant pas clair que ’on puisse
définir des groupes d’homologie associés & des variétés suturées a partir d’un
tel foncteur, ce point sera discuté dans la remarque 7.11.

7.4.1 Espace des modules d’une surface & plusieurs bords

Soit 3 une surface compacte orientée de genre g, & N composantes de
bord, et p = p1 U---Upn: R/Z x {1,--- N} — 0¥ un paramétrage du
bord (ne respectant pas nécessairement 'orientation). On désigne par 9;% la
i-éme composante du bord.

Définition 7.6. ([Jef94, Section 5.2]) On définit .Z%(%, p) comme le quo-
tient 2 (X)/94(L), ou

dAE)={Ac Q) @su(2) | FAa=0, Appx =0ids},

avec v0;% un voisinage tubulaire du i-éme bord (non fixé¢), s désigne le pa-
ramétre de R/Z, et le groupe

G°(%) ={u: ¥ = G| upgs =1}

agit par transformations de jauge.
On note .4 (%, p) 'ouvert défini par la condition |§;| < mv/2, pour tout
i. Notons que .4 (X, p) n'est pas I'espace .49 introduit par Jeffrey.

Ces espaces admettent une description holonomique, voir [Jef94, Propo-
sition 5.3|. Ce sont des variétés algébriques réelles de dimension 6g+ 6N — 6,
et A (3, p) s’identifie & un ouvert dense de SU(2)%9+6N=6 et est donc lisse.
Ils admettent une 2-forme fermée, qui est symplectique et monotone sur
A (X, p) pour les mémes raisons que pour une surface a une composante de
bord.

Afin de pouvoir définir ’homologie de Floer dans .47 (X, p), décrivons une
compactification possible par découpage symplectique. L’espace .#Z%(3, p)
hérite d'une action Hamiltonienne de SU(2)", qui agit par transforma-
tions de jauge constantes sur les composantes du bord. Le moment & =
(®1,---,Pxn) a pour coordonnées ®;([A]) = 6;, et les fonctions |®;| en-
gendrent des actions du cercle sur le complémentaire de @;1(0). On peut
alors poser :

c/VC(E,p> = %Q(E’pM@llSWﬂyu'@N'Sﬂ—\/ﬁ
= A, p) | JR1U---URy,
olt R; = {|®1] = 72} JU(1) est une hypersurface symplectique.

En vertu de [MW12, Proposition 4.6], la 2-forme @ induite sur .47¢(3, p)
est encore monotone, mais dégénére sur les R;. Néanmoins il est possible



7.4. UNINVARIANT POUR DES ENTRELACS ET DES VARIETES SUTUREES105

d’obtenir une forme symplectique non-monotone w en découpant a mv/2 — €.
Il devrait alors étre possible de reproduire le raisonnement de Manolescu
et Woodward et de définir '’homologie matelassée pour des correspondances
compatibles avec chaque hypersurface.

Ainsi, li\citégorie symplectique d’arrivée devrait étre modifiée en une

catégorie Symp, dont les objets consisteraient en des variétés munies de
deux 2-formes et de plusieurs hypersurfaces, et les morphismes des corres-
pondances Lagrangiennes vérifiant une condition adéquate de compatibilité
avec les hypersurfaces, ainsi que des hypothéses similaires a celles de Symp.

7.4.2 Une catégorie de cobordismes a coins
La catégorie de cobordisme qui se substituera & Cob sera la suivante.

Définition 7.7 (Catégorie des cobordismes a coins). On appelle catégorie
des cobordismes a coins, avec classe d’homologie de degré 1 a coefficients
dans Zs, que 'on notera Coincob, la catégorie dont :

— les objets sont les couples (X,p), ou X est une surface compacte,
orientée, sans composante fermée, et p: R/Z x {1, N} — 0¥ est un
difféomorphisme (paramétrage).
les morphismes de (X, pg) vers (X1,p1) sont des classes de difféo-
morphismes de 5-uplets (W, 75, 7s,,p,¢), ou W est une 3-variété
compacte orientée a bord, 7y, ms, et p sont des plongements de ¥,
Y1 et R/Z x V, ou V est une variété a bord compacte de dimension
1, dans OW, my,, renverse 'orientation, 7s;, préserve 'orientation, et
tels que

OW = s, (o) U s, (31) Up(R/Z x V),

avec s, (Xo) et mx, (X1) disjoints, pour ¢ = 0, 1, et

(m50(30) U s, (21)) Np(R/Z X V) = 753 (po(R/Z)) U sy (p1(R/Z))
=p(R/Z x V),

pour v € 9V et i = 0 ou 1 est tel que p(s,v) € 7y, (pi(R/Z)), alors
p(s,v) =y, (pi(s)). Enfin, ¢ € H1 (W, Z2)).

On appellera p(R/Z x V') partie suturée de W, et on la notera 95“*W.
Deux tels 5-uplets (W, 7s,, ms,,p, ) et (W, 7y , 75, ,p',¢') sont dits
équivalents 8’1l existe un diffecomorphisme p: W — W' compatible
avec les plongements et préservant la classe.

la composition des morphismes consiste a recoller a 'aide des plon-
gements, et & ajouter les classes d’homologie.

Remarque 7.8. Une variété suturée (M,~) telle que Ry () et R_(y) n’ad-
mettent pas de composantes fermées peut étre vue comme un morphisme de
cette catégorie (pourvu que l'on se fixe un paramétrage de la suture). Notons
que tout morphisme de cette catégorie n’est pas nécessairement une variété,
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car on autorise un cylindre & revenir sur la méme surface, comme dans la
figure 7.3.

Remarque 7.9. Cette catégorie est différente de la catégorie Sut apparaissant
dans [Juh09], dans laquelle les variétés suturées sont des objets et non des
morphismes. Néanmoins ces deux catégories peuvent étre réunies dans une
2-catégorie, et le foncteur que I'on a construit devrait pouvoir étre promu en
un 2-foncteur sur cette 2-catégorie, a valeur dans une version appropriée de
la 2-catégorie de Wehrheim et Woodward.

De méme que dans le chapitre 3, on ne devrait pouvoir associer des
correspondances Lagrangiennes qu’a certains cobordismes "élémentaires" au
sens de la théorie de Cerf : il faudra introduire une catégorie Coincobelem
analogue a la catégorie Cobelem, définir un foncteur de Coincobelem vers

—~—

Symp, puis vérifier qu’il se factorise par Coincob. Une principale nouveauté
dans la catégorie Coincobelem sera des cobordismes "en U" entre surfaces
possédant un nombre différent de composantes de bord (qui ne sont pas a
proprement parler des cobordismes suturés), et il faudra vérifier un mou-
vement de Cerf supplémentaire, correspondant & I'annulation de deux tels
tubes, voir figure 7.3.

OO O O <

FIGURE 7.3 — A gauche, un cobordisme & coins élémentaire de type U, a
droite le mouvement de Cerf de naissance-mort pour de tels cobordismes.

7.4.3 Correspondances associées & un cobordisme élémen-
taire

Soit (W, ms,, s, ,p, ¢) un cobordisme & coins. Par souci de lisibilité, on
omettra de préciser les plongements par la suite. On peut définir .Z%(W, c)
et L(W,c) C M%(Xo) X A9(X1), puis LE(W,c) C AN (Xg) x A ¢(X1) de
maniére tout & fait analogue & ce que l'on a fait pour des cobordismes &
bord verticaux. Il faut alors vérifier que L¢(W, ¢) est compatible avec chaque
hypersurface R;, simplement connexe, et vérifie des hypothéses adéquates
afin d’exclure d’éventuels phénomeénes de bubbling./(zfl/ aura alors construit
un foncteur de Coincobelem vers la catégorie Symp. Il faudra ensuite
vérifier les six mouvements de Cerf pour obtenir un foncteur partant de
Coincob.
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7.4.4 Homologie pour des entrelacs

Soit L C Y un entrelacs, choisissons deux points p et ¢ sur L et reti-
rons deux boules de Y centrées en p et ¢, de fagon a obtenir un cobordisme
W de S? vers S?. Retirons & présent un voisinage tubulaire de L, de ma-
niére & obtenir un cobordisme a coins W de X vers X, ot X est la sphére
privée de deux disques (on prend comme suture le bord du voisinage tubu-
laire de L). En appliquant la construction précédente, on obtient une cor-
respondance Lagrangienne généralisée L(WW) de A7¢(X) vers lui-méme. Par
ailleurs, ./7¢(3) contient une Lagrangienne L privilégiée, correspondant aux
connexions nulles au voisinage du bord : ce sont exactement les connexions
qui s’étendent aux deux boules que 'on a retiié\.éupposons que l'on puisse

définir 'homologie de Floer matelassée dans Symp, on poserait alors :
HSI(Y,L) = HF (Lo, L(W), L{).

Remarque 7.10. Cette construction faisant intervenir les deux points p et g,
le groupe obtenu devrait en dépendre & priori. Néanmoins, le choix de la La-
grangienne Lg devrait annuler cette dépendance, car rajouter Ly correspond
précisément a reboucher les boules.

Remarque 7.11. Dans [Juh06|, Juhasz parvient a définir des groupes d’ho-
mologie associés & un certain type de variétés suturées, appelées "balanced",
généralisant I’homologie d’Heegaard-Floer pour les 3-variétés et pour les en-
trelacs. Il considére pour cela des produits symétriques Sym*Y de surfaces,
oll k n’est pas nécessairement égal au genre de Y. Ne disposant pas de tels
analogues, nous ne pouvons définir de tels groupes. Néanmoins, suivant la
remarque 3.24, la construction de Wehrheim et Woodward devrait permettre
d’associer & une variété suturée qui est un morphisme de Coincob un fonc-
teur entre des catégories de Donaldson, ou de Fukaya dérivées.
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Notations

Cob
Cobelem
E,E, &
Fw,ey,
Z(L)
HF(L)

Hol, A
HSI(Y,c,z2)
LT
L(W,p,c)

Somme connexe, ou cardinal algébrique d’une variété compacte
orientée de dimension zéro

Composition dans la catégorie Cobelem

Application antipodale de la sphére S™

Action matelassée

Catégorie des cobordismes a bord verticaux

Catégorie des cobordismes élémentaires & bord verticaux
Bouts d’une surface matelassée, bouts entrants, bouts sortants
Application associée au cobordisme W et a la classe ¢y
Points d’intersections généralisés

Homologie matelassée associée a la correspondance Lagrangienne
généralisée

Holonomie de la connexion A le long d’un chemin -~y
Homologie Instanton-Symplectique

Correspondance Lagrangienne généralisée avec I'ordre inversé

Correspondance Lagrangienne généralisée associée au cobordisme
a bord vertical (W, p, ¢)

Anneau du groupe R

Complétion de A

Variété symplectique M munie de la forme symplectique opposée
Espace des modules étendu

Partie de 'espace des modules étendu correspondant & |0 < 7v/2

Découpage de I'espace des modules étendu en |0] = mv/2
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Abstract: Symplectic instanton homology is an invariant for closed ori-
ented three-manifolds, defined by Manolescu and Woodward, which conjec-
turally corresponds to a symplectic version of a variant of Floer’s instanton
homology. In this thesis we study the behaviour of this invariant under
connected sum, Dehn surgery, and four-dimensional cobordisms.

We prove a Kiinneth-type formula for the connected sum : let Y and Y’ be
two closed oriented three-manifolds, we show that the symplectic instanton
homology of their connected sum is isomorphic to the direct sum of the
tensor product of their symplectic instanton homology, and a shift of their
torsion product.

We define twisted versions of this homology, and then prove an analog
of the Floer exact sequence, relating the invariants of a Dehn surgery triad.
We use this exact sequence to compute the rank of the groups associated
to branched double covers of quasi-alternating links, some plumbings of disc
bundles over spheres, and some integral Dehn surgeries along certain knots.

We then define invariants for four dimensional cobordisms as maps be-
tween the symplectic instanton homology of the two boundaries. We show
that among the three morphisms in the surgery exact sequence, two are
such maps, associated to the handle-attachment cobordisms. We also give a
vanishing criteria for such maps associated to blow-ups.

Keywords: low-dimensional topology, Dehn surgery, symplectic geome-
try, Floer homology, pseudo-holomorphic curves, gauge theory, moduli spaces
of connections.



Résumé :

L’homologie instanton-symplectique est un invariant associé a une variété
de dimension trois close orientée, qui a été défini par Manolescu et Wood-
ward, et qui correspond conjecturalement & une version symplectique d’une
homologie des instantons de Floer. Dans cette thése nous étudions le com-
portement de cet invariant sous 'effet d’'une somme connexe, d’une chirurgie
de Dehn, et d’un cobordisme de dimension quatre.

Nous établissons une formule de Kiinneth pour la somme connexe : si Y
et Y/ désignent deux variétés closes orientées de dimension trois, I’homologie
instanton-symplectique associée a leur somme connexe est isomorphe a la
somme directe du produit tensoriel de leurs groupes d’homologie instanton-
symplectique respectifs, et de leur produit de torsion (aprés décalage des
degrés).

Nous définissons des versions tordues de cette homologie, et prouvons un
analogue de la suite exacte de Floer, reliant les groupes associés a une triade
de chirurgie. Cette suite exacte nous permet de calculer le rang des groupes
associés a des familles de variétés, notamment les revétements doubles ra-
mifiés d’entrelacs quasi-alternés, des chirurgies entiéres de grande pente le
long de certains noeuds, ainsi que certaines variétés obtenues par plombage
de fibrés en disques au-dessus de sphéres.

Nous définissons enfin des invariants pour des cobordismes de dimen-
sion 4 prenant la forme d’applications entre groupes d’homologie instanton-
symplectique des bords, et prouvons que deux des morphismes intervenant
dans la suite exacte de chirurgie s’interprétent comme de telles applications,
associées aux cobordismes d’attachement d’anses. Nous donnons également
un critére d’annulation pour de telles applications associées a des éclate-
ments.

Mots clés : topologie de basse dimension, chirurgie de Dehn, géométrie
symplectique, homologie de Floer, courbes pseudo-holomorphes, théorie de
jauge, espace des modules de connexions.



