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Résumé

De nombreux traitements appliqués aux signaux audio travaillent sur une représentation
Temps-Fréquence (TF) des données. Lorsque le résultat de ces algorithmes est un champ
spectral d’amplitude, la question se pose, pour reconstituer un signal temporel, d’estimer le
champ de phase correspondant. C’est par exemple le cas dans les applications de séparation
de sources, qui estiment les spectrogrammes des sources individuelles à partir du mélange ;
la méthode dite de filtrage de Wiener, largement utilisée en pratique, fournit des résultats
satisfaisants mais est mise en défaut lorsque les sources se recouvrent dans le plan TF.

Cette thèse aborde le problème de la reconstruction de phase de signaux dans le domaine
TF appliquée à la séparation de sources audio. Une étude préliminaire révèle la nécessité
de mettre au point de nouvelles techniques de reconstruction de phase pour améliorer la
qualité de la séparation de sources. Nous proposons de baser celles-ci sur des modèles de
signaux. Notre approche consiste à exploiter des informations issues de modèles sous-jacents
aux données comme les mélanges de sinusoïdes. La prise en compte de ces informations permet
de préserver certaines propriétés intéressantes, comme la continuité temporelle ou la précision
des attaques. Nous intégrons ces contraintes dans des modèles de mélanges pour la séparation
de sources, où la phase du mélange est exploitée. Les amplitudes des sources pourront être
supposées connues, ou bien estimées conjointement dans un modèle inspiré de la factorisation
en matrices non-négatives complexe. Enfin, un modèle probabiliste de sources à phase non-
uniforme est mis au point. Il permet d’exploiter les à priori provenant de la modélisation de
signaux et de tenir compte d’une incertitude sur ceux-ci.

Ces méthodes sont testées sur de nombreuses bases de données de signaux de musique
réalistes. Leurs performances, en termes de qualité des signaux estimés et de temps de calcul,
sont supérieures à celles des méthodes traditionnelles. En particulier, nous observons une
diminution des interférences entre sources estimées, et une réduction des artéfacts dans les
basses fréquences, ce qui confirme l’intérêt des modèles de signaux pour la reconstruction de
phase.
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Abstract

A variety of audio signal processing techniques act on a Time-Frequency (TF) representa-
tion of the data. When the result of those algorithms is a magnitude spectrum, it is necessary
to reconstruct the corresponding phase field in order to resynthesize time-domain signals. For
instance, in the source separation framework the spectrograms of the individual sources are
estimated from the mixture ; the widely used Wiener filtering technique then provides satis-
factory results, but its performance decreases when the sources overlap in the TF domain.

This thesis addresses the problem of phase reconstruction in the TF domain for audio
source separation. From a preliminary study we highlight the need for novel phase recovery
methods. We therefore introduce new phase reconstruction techniques that are based on music
signal modeling : our approach consists in exploiting phase information that originates from
signal models such as mixtures of sinusoids. Taking those constraints into account enables us to
preserve desirable properties such as temporal continuity or transient precision. We integrate
these into several mixture models where the mixture phase is exploited ; the magnitudes of
the sources are either assumed to be known, or jointly estimated in a complex nonnegative
matrix factorization framework. Finally we design a phase-dependent probabilistic mixture
model that accounts for model-based phase priors.

Those methods are tested on a variety of realistic music signals. They compare favora-
bly or outperform traditional source separation techniques in terms of signal reconstruction
quality and computational cost. In particular, we observe a decrease in interferences between
the estimated sources and a reduction of artifacts in the low-frequency components, which
confirms the benefit of signal model-based phase reconstruction methods.
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1.1 Contexte général

Le traitement des signaux audio a connu ces dernières décennies un essor considérable, et
trouve aujourd’hui des applications dans de très nombreux domaines. En effet, du rehausse-
ment de la parole dans les télécommunications à des appareils médicaux tels que les prothèses
auditives, les applications de ce champ de recherche sont extrêmement variées.

Une branche de ce domaine est consacrée à la manipulation des signaux musicaux. Sys-
tèmes de recommandation comme Spotify 1, reconnaissance de morceaux de musique comme
la célèbre application Shazam 2, logiciels qui éditent une partition à partir d’un enregistre-
ment de musique : tous ces outils ont en commun de travailler sur ce même matériau brut.
Les applications de la recherche en traitement du signal musical sont donc à destination du
grand public, mais aussi des musiciens et des mélomanes, ainsi qu’à des industriels du cinéma,
de la télévision et de la musique.

Un thème principal de ces recherches consiste en l’extraction automatique d’informations
de nature musicale (on parle alors de MIR pour Music Information Retrieval). Il peut s’agir
d’informations comme le rythme, la tonalité, les instruments et les accords présents dans
un morceau, ou encore le genre musical. De telles données peuvent ensuite être utilisées pour
mettre au point des systèmes de recommandation, des transcripteurs automatiques de musique
ou bien des outils de détection de reprise ou de plagiat.

Une autre application du traitement du signal musical est la séparation de sources, qui
vise à reproduire automatiquement la faculté de l’oreille humaine à se focaliser uniquement
sur un instrument et à dissocier les différents flux musicaux présents dans un morceau. Un
système de séparation de sources prend un morceau de musique en entrée, et fournit en
sortie un ensemble de pistes assignées chacune à un instrument. En quelque sorte, il s’agit
de l’opération inverse du mixage qui est effectué lors de l’enregistrement du morceau. Une
telle séparation a de nombreuses applications en musique : débruitage des signaux, mixage
augmenté et respatialisation (typiquement sur de vieux enregistrements), ou encore génération
automatique d’accompagnement (karaoké).

Ces deux thèmes de recherche sont étroitement liés : la séparation de sources aide à la
transcription automatique ou à la reconnaissance d’instruments (il est toujours plus simple
d’opérer sur des sources isolées plutôt que sur des mélanges), et les informations de nature
musicale comme le rythme ou le contenu mélodique aident à l’identification et à la sépara-
tion des pistes instrumentales. On parle alors de séparation de sources informée lorsque des
informations additionnelles sur le contenu musical sont prises en compte, à l’inverse de la
séparation aveugle.

1.2 Reconstruction de phase

1.2.1 Représentation Temps-Fréquence

De nombreuses méthodes de traitement du signal agissent dans le domaine Temps-Fréquence
(TF), c’est-à-dire sur une représentation des signaux musicaux qui rend compte aussi bien
du contenu fréquentiel du signal que de son évolution temporelle. Intuitivement, on peut voir
une partition de musique comme une représentation TF : les notes sont organisées en fonc-
tion de leur hauteur selon un axe vertical (information fréquentielle) et en fonction de leur
ordre d’apparition selon un axe horizontal (information temporelle). De telles représentations
de signaux musicaux sont généralement parcimonieuses, c’est-à-dire qu’un grand nombre de

1. https://www.spotify.com/fr/
2. http://www.shazam.com
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leurs coefficients ont une valeur faible ou nulle, et que l’énergie est concentrée dans un nombre
réduit de points TF. Cette propriété de parcimonie est fréquemment exploitée en traitement
du signal musical Abdallah et Plumbley (2006).

Dans ce manuscrit, nous utilisons la Transformée de Fourier à Court Terme (TFCT),
qui est présentée dans l’Annexe A. La TFCT d’un signal x ∈ RN est une matrice à valeurs
complexes X ∈ CF×T , où F désigne le nombre de canaux fréquentiels de la transformée, et T
le nombre de trames temporelles. Le module et l’argument de X sont respectivement appelés
spectrogrammes d’amplitude 3 et de phase de X.

1.2.2 Position du problème

Dans de nombreuses applications, on considère que l’amplitude contient toute l’informa-
tion utile et on néglige l’importance de la phase. Par exemple, en traitement de la parole,
on a durant plus de deux décennies considéré que la phase n’apportait aucune information
supplémentaire à l’amplitude en termes d’intelligibilité Wang et Lim (1982). De nombreux
traitements dont le but est d’extraire de l’information musicale, telle que le rythme, la tonalité
ou le genre, agissent donc sur une quantité positive obtenue à partir de la TFCT, telle que son
spectrogramme d’amplitude |X| ou de puissance |X|�2 (où .� désigne la puissance matricielle
terme à terme).

Néanmoins, des applications comme le débruitage Mowlaee et al. (2012), la séparation
de sources Wang et Plumbley (2005), ou encore la modification de hauteur Laroche et
Dolson (1999), visent à resynthétiser des signaux dans le domaine temporel. On effectue
donc un certain nombre d’opérations sur une TFCT X afin d’en construire une nouvelle Y
(ou plusieurs, dans le cas de la séparation de sources), puis on applique la TFCT inverse à Y
pour synthétiser un signal temporel. Cette matrice Y doit donc comporter une information
d’amplitude et une information de phase. Lorsque l’on n’effectue des traitements que sur une
quantité positive extraite de X, l’information de phase est généralement perdue et il devient
nécessaire de reconstruire celle de Y .

En traitement du signal audio, une attention particulière est donc portée à la phase de
la TFCT dans des applications telles que l’étirement temporel Laroche et Dolson (1999),
le rehaussement Mowlaee et al. (2016) ou encore la synthèse Stylianou (2001) de la
parole. Le problème de la reconstruction de phase de TFCT dépasse par ailleurs le cadre
de l’audio : c’est en effet une tâche qui concerne de nombreux domaines de la physique
appliquée Jaganathan et al. (2015); Eldar et al. (2016) tels que l’optique Gerchberg et
Saxton (1972), la cristallographie ou encore l’imagerie médicale.

Le travail que nous présentons ici s’inscrit dans ce cadre. Les méthodes usuelles de recons-
truction de phase ne conduisent en effet pas toujours à des résultats de qualité. Aussi, nous
proposons de nouvelles techniques basées sur les propriétés spécifiques des signaux musicaux,
qui permettent une réduction des artéfacts dans les signaux estimés.

1.3 Application à la séparation de sources

La reconstruction de phase est un problème important en séparation de sources, qui est
l’application principale de cette thèse.

3. En toute rigueur, le terme "spectrogramme" désigne une densité spectrale de puissance, c’est-à-dire le
carré du module de X.
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Mélange

Séparation

Figure 1.1 – Illustration du problème de séparation de sources : à partir d’un morceau de musique,
on cherche à estimer chaque piste instrumentale isolée.

1.3.1 Mélange de sources

Considérons un modèle de mélange de sources linéaire instantané monocanal : les obser-
vations sont constituées d’un seul signal de mélange (contrairement au cas multicanal, comme
pour des mélanges stéréo), et on ne s’intéresse pas aux phénomènes convolutifs tels que la
réverbération. Ainsi, pour chaque instant n, le signal de mélange x(n) est égal à la somme de
K signaux sources notés xk :

x(n) =
K∑
k=1

xk(n). (1.1)

Le problème de la séparation de sources consiste à obtenir, ∀k ∈ J1,KK 4, un estimateur x̂k
des sources xk, comme c’est illustré sur la figure 1.1. On parle de problème sous-déterminé
car il y a plus d’inconnues (sources) que de données disponibles (mélanges observés).

D’autres modèles de mélange existent, notamment le modèle multicanal convolutif Le-
glaive et al. (2016b); Ozerov et Févotte (2010). Dans ce cadre, les phénomènes de salle
(tels que la réverbération) sont pris en compte. Considérer un mélange multicanal suppose
l’accès à davantage d’observations, et implique de devoir inclure les paramètres de mixage
dans le modèle.

En appliquant une transformation telle que la TFCT au modèle (1.1), on obtient le modèle
de mélange suivant dans le domaine TF :

∀(f, t), X(f, t) =

K∑
k=1

Xk(f, t). (1.2)

On cherche donc une estimation X̂k des TFCT Xk des différentes sources afin de pouvoir
resynthétiser des signaux temporels x̂k. Cette approche est illustrée sur la figure 1.2.

4. Dans tout ce manuscrit, Ja, bK désigne un intervalle d’entiers, c’est-à-dire l’ensemble des entiers compris
entre a et b.
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TFCT

Séparation

TFCT inverse

Figure 1.2 – Séparation de sources dans le domaine Temps-Fréquence.

1.3.2 Méthodes de séparation de sources

Pour estimer les composantes complexes X̂k, il est usuel d’appliquer un masque Gk à
valeurs non-négatives à la TFCT du mélange :

X̂k = Gk �X, (1.3)

où � désigne la multiplication matricielle terme à terme. Le filtrage de Wiener, très employé
dans ce contexte Févotte et al. (2009), consiste à fabriquer un tel masque à partir d’estima-
tions des spectrogrammes de puissance des sources : la séparation de sources se ramène alors
à un problème d’estimation de spectrogrammes d’amplitude ou de puissance.

De nombreuses méthodes de séparation de sources dans le domaine TF sont basées sur
une hypothèse de redondance des signaux musicaux. En effet, ces signaux sont composés
d’évènements (tels que les notes ou les frappes de batterie) qui se répètent au cours du temps,
répétitions auxquelles notre oreille est sensible. L’idée qui consiste à exploiter cette redondance
est à la base de diverses méthodes :

— L’analyse en composantes principales (PCA pour Principal Component Analysis) Huang
et al. (2012) ;

— L’analyse en composantes probabilistes latentes (PLCA pour Probabilistic Latent Com-
ponent Analysis) Smaragdis et al. (2006) ;

— Les factorisations en matrices non-négatives (NMF pour Nonnegative Matrix Factoriza-
tion) Lee et Seung (1999).

Nous nous sommes plus particulièrement intéressés aux approches NMF car celles-ci four-
nissent une factorisation des spectrogrammes audio qui fait sens : un des facteurs est un
dictionnaire d’atomes spectraux et l’autre est une matrice d’activations temporelles. Les mé-
thodes NMF fournissent donc une estimation des spectrogrammes d’amplitude des sources à
partir desquels on peut calculer un masque Gk.

1.3.3 Verrous

L’application d’une méthode de masquage (1.3) telle que le filtrage de Wiener revient à
donner la phase du mélange X à chacune des sources estimées X̂k. Or, l’hypothèse que les
sources ont pour phase celle du mélange n’est pas vérifiée lorsque les sources se recouvrent
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dans le domaine TF (ce qui est fréquent pour les signaux de musique). Même dans le cas où les
spectrogrammes d’amplitude sont parfaitement estimés, ce filtrage introduit des interférences
entre les sources estimées, et des artéfacts dans les basses fréquences Vincent (2010).

Des méthodes alternatives de reconstruction de phase reposent sur l’exploitation de pro-
priétés mathématiques de la TFCT Sun et Smith (2012). C’est le cas des approches qui
utilisent la consistance de la TFCT Griffin et Lim (1984); Le Roux et al. (2008c) et des
méthodes combinant consistance et masquage Le Roux et Vincent (2013); Sturmel et
Daudet (2013). Ces méthodes ne suppriment cependant pas complètement les artéfacts dans
les signaux estimés. En outre, elles n’exploitent pas les propriétés spécifiques des signaux
musicaux.

1.4 Approche et présentation du manuscrit

1.4.1 Approche retenue

Le premier objectif de cette thèse est d’évaluer l’impact de la phase sur la qualité des
signaux reconstruits dans le cadre de la séparation de sources. Une étude comparative des
principales techniques de reconstruction de phase dans les méthodes de séparation de sources
basées sur la NMF a conduit à deux conclusions. Tout d’abord, les techniques couramment
utilisées dans la littérature ne produisent pas toujours des signaux satisfaisants du point de
vue de la qualité audio : on observe notamment des interférences entre sources estimées et des
artéfacts dans les signaux reconstruits. Il est donc indispensable de s’intéresser à de nouvelles
méthodes de reconstruction de phase, car celle-ci limite la qualité de la séparation de sources.
En outre, les méthodes les plus prometteuses sont celles qui utilisent une structuration des
représentations TF basée sur la modélisation des signaux audio.

Ces conclusions ont défini l’axe de recherche de cette thèse : la reconstruction de phase
dans le domaine TF par modèles de signaux audio. Notre approche consiste à utiliser les
propriétés qui découlent de modèles tels que les mélanges de sinusoïdes et d’impulsions, et
les spécificités observées dans de nombreux signaux de musique (telle que la redondance des
évènements audio). Ces propriétés fournissent des contraintes pour structurer la phase dans
le domaine TF.

Ces méthodes sont utilisées pour la reconstruction aveugle de phase (par exemple en
restauration audio), ou intégrées dans le cadre de la séparation de sources (où la phase du
mélange peut être exploitée), qui est l’application principale de cette thèse. Nous considérons
aussi bien le cas de la seule estimation des phases (les amplitudes sont supposées connues)
que le cas de l’estimation conjointe des amplitudes et des phases, dans un modèle de type
NMF complexe Kameoka et al. (2009).

Nous constatons expérimentalement que l’incorporation d’informations sur la phase basées
sur les modèles de signaux améliore la qualité de la séparation de sources comparativement
aux approches usuelles, qui n’utilisent pas de tels à prioris. En particulier, la contrainte de
phase issue d’un modèle sinusoïdal réduit les artéfacts et les interférences entre sources, et
le modèle basé sur la redondance des évènements audio améliore perceptivement la précision
des attaques des sources.

1.4.2 Structure du document

Ce manuscrit est organisé comme suit. Tout d’abord, une première partie est consacrée à
un état de l’art et à une étude comparative des méthodes usuelles de reconstruction de phase
pour la séparation de sources.

— Le chapitre 2 présente ces méthodes ainsi qu’un certain nombre de rappels sur la NMF.
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— Ces différentes méthodes sont comparées expérimentalement dans le chapitre 3 afin d’en
identifier le potentiel et les limites.

Les conclusions de cette première partie ont défini l’orientation de notre travail pour la
suite de la thèse : la reconstruction de phase par modèles de signaux, qui fait l’objet de la
deuxième partie de ce manuscrit. Nous proposons notamment d’incorporer ces modèles de
phase dans des méthodes de séparation de sources.

— Le chapitre 4 présente la méthode de déroulé linéaire des phases à partir de l’analyse
de mélanges de sinusoïdes, et propose une première application qui est la restauration
d’enregistrements corrompus par des craquements.

— Le chapitre 5 présente une technique itérative de séparation de sources qui utilise ce
modèle de déroulé linéaire.

— Le chapitre 6 introduit un modèle de phase basé sur la répétition d’évènements audio
pour la reconstruction des phases dans les trames d’attaque.

— Le chapitre 7 décrit un modèle de NMF complexe avec les contraintes de phase précé-
demment établies.

Dans une troisième partie, nous mettons au point des modèles probabilistes de sources,
avec pour objectif de modéliser la phase de façon non-uniforme, et les amplitudes de façon
robuste.

— Dans le chapitre 8, la phase est considérée comme étant une variable aléatoire de Von
Mises, ce qui permet d’inclure un à priori basé sur le modèle de déroulé linéaire.

— Le chapitre 9 s’intéresse à la famille de lois positives α-stables qui modélisent de façon
robuste des données non-négatives telles que les spectrogrammes d’amplitude.

Enfin, un résumé des contributions de cette thèse, ainsi que quelques perspectives de
recherche future se trouvent dans le chapitre 10.
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Ce chapitre dresse un état de l’art des méthodes de reconstruction de phase combinées aux
approches NMF pour la séparation de sources audio dans le domaine TF. Nous présentons
dans la section 2.1 les principales techniques de reconstruction de phase qui sont employées
dans le domaine du traitement du signal audio, notamment dans le cadre de la séparation de
sources. Étant donné que ces méthodes nécessitent l’estimation préalable d’un spectrogramme
d’amplitude pour chaque source, nous effectuons dans la section 2.2 une présentation générale
de la NMF. Puis, dans la section 2.3, nous introduisons les méthodes de NMF complexe et de
NMF à haute résolution, dont le but est de procéder à l’estimation conjointe des amplitudes
et des phases. La section 2.4 présente les principaux indicateurs utilisés pour quantifier la
qualité de la séparation de sources. Enfin, nous résumons dans la section 2.5 les principaux
verrous scientifiques de ces approches et motivons ce travail de thèse.

2.1 La reconstruction de phase

2.1.1 Importance de la phase

La question de l’importance perceptive de la phase est sujette à débat. Dans Wang et
Lim (1982), les auteurs ont mesuré l’impact du spectrogramme et de la phase sur la qualité
du rehaussement de la parole, et en ont déduit que la phase jouait un rôle mineur comparé
au spectre d’amplitude. Le cadre expérimental était restreint (à des paramètres de longueur
et type de fenêtre, rapport signal sur bruit et mesure d’évaluation précises), ce qui limitait la
portée de ces conclusions. Dans Ephraim et Malah (1984), les auteurs ont montré qu’utiliser
la phase du signal de parole bruitée conduisait à l’obtention d’un estimateur optimal au sens
des moindres carrés (cf. section suivante) du signal de parole non bruité. Ainsi, durant de
nombreuses années, la reconstruction de phase n’a pas été considérée comme un thème majeur
d’investigation.

Les études plus récentes conduites dans Paliwal et Alsteris (2003, 2005); Shannon
et Paliwal (2006); Alsteris et Paliwal (2006, 2007) mettent en lumière l’importance
de la phase en matière d’intelligibilité des signaux de parole. Les auteurs montrent qu’un
choix judicieux des paramètres de la transformée (taux de recouvrement, longueur de la fe-
nêtre...) permet d’exploiter l’information de phase pour le débruitage de signaux de parole.
Les études Paliwal et al. (2011); Gerkmann et al. (2012) montrent également l’impact de
la phase sur la qualité globale de reconstruction de signaux de parole, et la nécessité de mettre
au point de nouvelles méthodes pour sa reconstruction.

Dans Gaich et Mowlaee (2015); Koutsogiannaki et al. (2014), il est montré qu’une
métrique utilisant l’information de phase rend mieux compte des observations subjectives en
matière d’intelligibilité de la parole qu’une métrique ne tenant compte que de l’information
d’amplitude. La technique de randomisation de phase Sugiyama et Miyahara (2013a), qui
confère à la phase un caractère aléatoire dans les points TF correspondant à certain bruits
(comme des craquements), améliore la qualité du débruitage de signaux par rapport à une
approche basée sur la seule amplitude.

En termes de séparation de sources musicales, nous avons soulevé la question de l’impor-
tance de la phase par une nouvelle étude, qui fait l’objet du chapitre 3. Nous y montrons
notamment que le choix de la méthode de reconstruction de phase dans une approche de
séparation de sources basée sur la NMF peut significativement altérer les résultats. Cette
conclusion fait écho à celles de précédentes études sur le sujet, comme Mowlaee et Mar-
tin (2012), où il est montré qu’un estimateur des sources utilisant une information de phase
améliore la qualité de la séparation par rapport à un estimateur ne la prenant pas en compte.
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CHAPITRE 2. RECONSTRUCTION DE PHASE DANS LES APPROCHES NMF

2.1.2 Masque temps-fréquence

Dans le cas de mélanges de plusieurs sources, l’approche communément employée dans la
littérature pour estimer les composantes complexes X̂k consiste à appliquer un masque Gk à
la TFCT du mélange X :

X̂k = Gk �X, (2.1)

où � désigne la multiplication terme à terme. On peut considérer un masque binaire : Gk =
{0, 1}F×T . La source complexe reconstruite est alors égale au mélange dans certains points TF,
et est nulle dans les autres Yilmaz et Rickard (2004). Ce masquage est efficace lorsqu’il
n’y a pas de recouvrement des sources dans le domaine TF. Sur des mélanges réalistes, il
produit des artéfacts auditifs, la binarité du masque créant des discontinuités dans les signaux
reconstruits.

En pratique, on utilise plutôt un masquage doux Gk ∈ [0, 1]F×T . Le filtrage de Wie-
ner Wiener (1949), fréquemment employé (voir par exemple Févotte et al. (2005)) consiste
à utiliser le masque suivant, appelé gain de Wiener et calculé à partir d’estimations V̂ �2

k des
spectrogrammes de puissance des sources :

Gk =
V̂ �2
k∑K

l=1 V̂
�2
l

. (2.2)

Il s’agit d’un estimateur MMSE (optimal au sens des moindres carrés, de l’anglais Minimum
Mean Square Error). C’est par exemple montré dans Ephraim et Malah (1984) pour des pro-
cessus aléatoires gaussiens. C’est pourquoi cette approche est depuis longtemps utilisée dans
la littérature, et que l’on cherche à obtenir une estimation des spectrogrammes de puissance
des sources. D’autres méthodes agissent sur les spectrogrammes d’amplitude, aussi certains
estimateurs de sources utilisent des masques similaires à (2.2) construits à partir d’estimations
des amplitudes V̂k plutôt que des puissances V̂ �2

k Virtanen (2007). Un cadre théorique est
fourni dans Liutkus et Badeau (2015) pour justifier l’utilisation de spectrogrammes frac-
tionnaires pour obtenir un estimateur des Xk (filtrage de Wiener généralisé), dans le cas où
les sources sont des variables aléatoires α-stables Nolan (2015).

Notons que le masquage TF n’est pas une technique de reconstruction de phase, il s’agit
d’une méthode d’estimation des composantes complexes à partir du mélange X qui implique
que la phase de chaque source estimée est égale à celle du mélange.

Cette approche présente l’avantage d’être rapide, simple à mettre en oeuvre, et de donner
de bons résultats lorsque les sources se recouvrent faiblement dans le domaine TF. Lorsque
le recouvrement est plus important, la propriété d’additivité des spectrogrammes n’est plus
vérifiée, et la phase du mélange n’est pas égale à celles des sources. Illustrons cette limite par
un exemple simple. Considérons un mélange composé de deux signaux synthétiques qui sont
des sommes de sinusoïdes amorties. Les sources sont observées successivement seules, puis
activées simultanément. Leurs fréquences sont choisies de sorte à observer un phénomène de
battements dans certains canaux lorsque les deux sources sont activées simultanément. Le
signal est échantillonné à 11025 Hz et la TFCT du mélange est calculée avec une fenêtre de
Hann de longueur 512 échantillons (soit 46 ms) et 75 % de recouvrement.

On suppose connus les spectrogrammes de puissance des deux sources et on applique le
filtrage de Wiener afin de reconstruire les composantes complexes. La figure 2.1 illustre alors
l’effet du filtrage de Wiener dans la bande de fréquences correspondant à 730 Hz. Cette figure
montre l’incapacité du filtrage de Wiener à estimer convenablement une composante complexe
à partir du mélange en cas de recouvrement. Dans ce cas, le phénomène de battements persiste
dans les sources séparées.
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Figure 2.1 – Spectrogramme d’un mélange constitué de deux sources synthétiques (à gauche), et
parties réelles de diverses composantes dans la bande de fréquences 730 Hz : mélange (en haut à
droite), première source originale (au milieu à droite) et première source estimée par filtrage de

Wiener (en bas à droite).

Le phénomène de recouvrement TF étant très fréquemment observé dans les mélanges
de signaux musicaux (sources en relations harmoniques), il apparait nécessaire de trouver de
nouvelles méthodes de reconstruction de phase pour l’estimation des composantes complexes
dans le plan TF afin de synthétiser des signaux temporels de plus haute qualité. En outre,
l’application du filtrage de Wiener dans ces points TF où les sources se recouvrent modifie les
amplitudes de celles-ci, même si elles sont initialement supposées connues.

Notons enfin que le filtrage deWiener peut également conduire à produire certains artéfacts
dans les basses fréquences (notamment lorsque les signaux sont une basse et une batterie). Des
méthodes de lissage de filtres de Wiener Vincent (2010) peuvent alors être envisagées pour
réduire ces artéfacts, mais cela ne supprime néanmoins pas les interférences entre sources.

2.1.3 Approches consistantes

La consistance, que nous définissons ci-après, désigne une propriété de la TFCT, indépen-
damment de la nature des signaux considérés. C’est en ce sens que nous l’entendrons dans le
reste de ce manuscrit. Il existe des méthodes de reconstruction de phase qui sont basées sur
la minimisation d’une fonction de coût qui pénalise l’inconsistance (ou, de façon équivalente,
favorise la consistance).

Notion de consistance

Le concept de consistance Le Roux et al. (2008c) est basé sur le fait que la TFCT n’est
pas une transformation surjective de RN dans CF×T . En effet, toute matrice complexe n’est
pas forcément la TFCT d’un signal réel. L’opérateur F = TFCT ◦ TFCT−1 n’est pas la
fonction identité dans CF×T . On dit alors d’une matrice complexe qu’elle est consistante si
elle est exactement la TFCT d’un signal 1. Formellement, on définit alors l’espace des matrices
consistantes comme étant l’ensemble image de l’opérateur de TFCT. L’application F est un
projecteur sur le sous-espace des matrices consistantes.

La fonction d’inconsistance mesure l’écart entre une matrice complexe X et la TFCT de
sa TFCT inverse. On définit la matrice d’inconsistance IX ∈ CF×T :

IX = X −F(X), (2.3)

1. On dit également par extension qu’un spectrogramme (d’amplitude) est consistant s’il est égal au module
d’une matrice consistante.
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Temps (s)

Figure 2.2 – Illustration de la notion de consistance : une matrice complexe quelconque n’est pas
nécessairement égale à la TFCT de sa TFCT inverse. L’écart entre les deux est appelé inconsistance.

Algorithme 1 Griffin et Lim
Entrées :

Spectrogramme V ∈ RF×T+ , phase initiale φ ∈ [0, 2π[F×T , nombre d’itérations Nit.

Initialisation :

X̂ = V eiφ

pour it = 1 à Nit faire

Y = F(X̂).

X̂ =
Y

|Y |
V .

fin pour

Sortie :

X̂ ∈ CF×T

et la fonction d’inconsistance est donnée par le carré de la norme de Frobenius de cette
matrice :

I(X) = ||IX ||22 =
∑
f,t

|IX(f, t)|2. (2.4)

La figure 2.2 illustre cette notion de consistance, qui est liée au caractère redondant de la
TFCT, calculée en utilisant des fenêtres d’analyse successives qui se recouvrent dans le temps.

Algorithme de Griffin et Lim

Principe général Des approches itératives ont été mises au point Nawab et al. (1983)
afin de produire, à partir d’un spectrogramme d’amplitude donné, une matrice complexe qui
soit la plus consistante possible. L’algorithme de Griffin et Lim (GL) Griffin et Lim (1984)
consiste à itérer l’opérateur F en forçant à chaque itération le module de la matrice obtenue
à être égal à une valeur objectif V , comme c’est détaillé dans l’Algorithme 1.
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Figure 2.3 – Principe de l’algorithme GL : à chaque itération, on applique à la composante
complexe estimée l’opérateur F puis on fixe son amplitude à la valeur objectif V .

Cette technique, illustrée sur la figure 2.3, permet de faire décroître la norme de Frobenius
de V −|F(X)| au cours des itérations, comme cela a été prouvé dans Griffin et Lim (1984).
Par la suite, Le Roux et al. (2008c) ont montré que cet algorithme faisait décroître la fonction
d’inconsistance (2.4).

Il est enfin à noter que des approches similaires existent dans le cadre de la reconstruction
de phase d’images de diffraction en optique : l’algorithme de Gerchberg-Saxton Gerchberg
et Saxton (1972) est en effet très proche en essence de l’algorithme GL. En outre, cette idée
qui consiste à utiliser la redondance de la transformée utilisée (et donc les dépendances qui
existent entre points TF successifs) pour contraindre la phase est appliquée à d’autres types
de transformations, comme la transformée en ondelettes Mallat et Waldspurger (2015).

Algorithme de Griffin et Lim rapide L’algorithme GL est relativement lourd en temps
de calcul puisqu’une itération requiert le calcul d’une TFCT et d’une TFCT inverse. Ainsi, Zhu
et al. (2007) proposent une implémentation de l’algorithme qui permet un calcul en temps réel :
c’est l’algorithme RTISI (pour Real-Time Iterative Spectrogram Inversion). Cette approche
est basée sur le fait que pour estimer la trame t d’une TFCT, seules les trames précédentes
sont nécessaires. Son approche conduit également à proposer une initialisation des phases qui
permet une convergence beaucoup plus rapide qu’une initialisation aléatoire. D’autres amélio-
rations ont depuis été proposées pour cet algorithme, comme dans Beauregard et al. (2015)
qui propose d’initialiser la phase d’une trame donnée par déroulé linéaire (nous reviendrons
plus loin sur ce type de méthodes) ou encore de Gnann et Spiertz (2010) qui propose en
plus de tenir compte de l’énergie des trames pour traiter prioritairement celles de plus grande
énergie. Par ailleurs, il est proposé dans Gnann et Spiertz (2009) d’utiliser des tailles de
fenêtre variables pour mieux estimer les phases des composantes transitoires.

Perraudin et al. (2013) formule l’algorithme GL comme solution d’un problème non-
convexe. Les règles de mise à jour sont modifiées pour que X̂(it) ne dépende plus seulement de
X̂(it−1) mais également de sa valeur à l’itération précédente X̂(it−2). Il observe expérimentale-
ment une nette amélioration de la vitesse de convergence, mais n’a par contre plus de garantie
théorique de convergence.
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Cas de la séparation de sources Dans le cadre de la séparation de sources, l’algorithme
peut être étendu à l’estimation des phases de plusieurs composantes en exploitant la phase du
mélange Gunawan et Sen (2010). À chaque itération, un terme complémentaire est ajouté
au calcul de X̂k afin de tenir compte de l’erreur entre le mélange observé et le mélange estimé.
Cet algorithme est dénommé MISI (pour Multiple Input Spectrogram Inversion).

Contrainte de consistance explicite

L’approche de Le Roux et al. (2008c) consiste à explicitement calculer la fonction d’in-
consistance I donnée par (2.4) et à la minimiser directement. On obtient ainsi un algorithme
itératif qui est en substance équivalent à celui de Griffin et Lim, mais a l’avantage d’être plus
rapide, car certaines approximations permettent d’éviter de calculer l’intégralité de la TFCT
et de la TFCT inverse à chaque itération.

En notant Nw la longueur de la fenêtre d’analyse utilisée, S le décalage (en échantillons)
entre deux trames d’analyse et Q = Nw/S, la fonction d’inconsistance est explicitement
donnée par I =

∑
f,t |IX(f, t)|2 avec, ∀(f, t) :

IX(f, t) =

Nw
2
−1∑

p=−Nw
2

Q−1∑
q=−(Q−1)

e
2iπ qf

Q α(p, q)X(f − p, t− q), (2.5)

où α est un noyau qui dépend uniquement des fenêtres d’analyse wa et de synthèse ws ainsi
que des paramètres de la TFCT :

α(p, q) =
1

Nw

Nw−1∑
k=0

wa(k)ws(k + qS)e2iπp k+qS
Nw − δpδq, (2.6)

avec δl = 1 si l = 0 et 0 sinon. L’équation (2.5) montre que l’inconsistance est donnée par
la convolution entre la TFCT X et le noyau α modulé par le terme e2iπ qf

Q . Une formule
alternative pour le calcul de α est disponible dans Le Roux (2009). L’intérêt de la méthode
de Le Roux est d’éviter le calcul de tout le produit de convolution en ne considérant que les
valeurs α(p, q) ou p et q sont proches de 0, car ce noyau de consistance décroit rapidement
(en module) lorsque p et q s’éloignent de 0. Il donne également une méthode pour construire
les fenêtres d’analyse et de synthèse de façon à ce que l’énergie du noyau soit concentrée de
façon maximale autour de (0, 0).

Sur la figure 2.4, nous représentons le module d’un noyau de consistance obtenu avec une
fenêtre d’analyse et de synthèse égales à la racine carrée d’une fenêtre de Hann de longueur
Nw = 512 échantillons (cette fenêtre est proposée dans Le Roux et al. (2008c)), avec 75 %
de recouvrement (S = 128 et Q = 4). On constate que la majorité de l’énergie du noyau est
contenue dans une amplitude d’environ 5 canaux fréquentiels. Pour être plus précis, nous pou-
vons examiner la proportion d’énergie du noyau contenue dans les 2P − 1 canaux fréquentiels
situés de part et d’autre de 0 (p ∈ J−P, P K) par rapport à son énergie totale (en fonction de
P ). Cette proportion d’énergie est :

P−1∑
p=−(P−1)

Q−1∑
q=−(Q−1)

|α(q, p)|

Nw
2
−1∑

p=−(Nw
2
−1)

Q−1∑
q=−(Q−1)

|α(q, p)|

. (2.7)
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La figure 2.5 montre que même pour de petites valeurs de P , la quasi-totalité de l’énergie du
noyau est contenue dans ces quelques canaux fréquentiels : pour P = 4, cette proportion est
de 93 %. L’idée au coeur de l’algorithme de Le Roux est donc de calculer la convolution (2.5)
sur 2P − 1 canaux fréquentiels plutôt que sur tous les canaux fréquentiels de la TFCT, en
choisissant P tel que P << Nw :

IX(f, t) ≈
P−1∑

p=−(P−1)

Q−1∑
q=−(Q−1)

e
j2π qf

Q α(p, q)X(f − p, t− q). (2.8)

I est minimisée par un algorithme de descente de gradient, ce qui conduit à une règle de mise
à jour de la phase :

φ(f, t)← ∠(IX(f, t) + α(0, 0)X(f, t)), (2.9)

où ∠ désigne l’argument complexe. D’autres simplifications (contrainte de parcimonie, uti-
lisation des symétries de la fenêtre...) permettent d’améliorer encore les performances de
l’algorithme. Une implémentation rapide de cette approche est détaillée dans Le Roux et al.
(2010a).

Limites des approches consistantes

Lorsque la matrice non-négative V utilisée dans les approches consistantes est un spec-
trogramme consistant, les approches consistantes fournissent des résultats de bonne qualité.
Néanmoins, lorsque ce n’est plus le cas (typiquement lorsque V est une approximation d’un
spectrogramme de source, obtenue par exemple par NMF), le résultat obtenu n’est pas satis-
faisant (cf. notre étude comparative menée au chapitre 3). Une idée intéressante serait alors
de pouvoir modifier au fur et à mesure des itérations le spectrogramme afin que la consistance
ne soit pas trop contraignante pour la reconstruction de phase.

En outre, les approches consistantes sont itératives, et donc souvent coûteuses en temps
de calcul, même si des améliorations ont été faites sur ce point, comme nous l’avons rap-
pelé. Enfin, ces approches visent toutes à résoudre un problème non-convexe, ce qui implique
qu’il existe de nombreux minima locaux de la fonction de coût considérée (inconsistance).
Certains auteurs (comme Sun et Smith (2012)) ont proposé de relâcher ce problème en un
problème d’optimisation convexe. Néanmoins, cette opération a pour conséquence d’agrandir
considérablement la dimension du problème, et pose à nouveau la question du temps de calcul.

2.1.4 Filtrage de Wiener consistant

Dans Le Roux et al. (2010b), les auteurs proposent de combiner la reconstruction de
phase par approche de consistance et le filtrage de Wiener. On estime alors les sources via le
schéma itératif suivant :

X̂
(it+1)
k =

1∑
k V
�2
k

�Gk �X + γF(X̂
(it)
k )

1∑
k V
�2
k

+ γ
, (2.10)

où Gk est le gain de Wiener traditionnel (2.2) et γ est un paramètre de pondération qui ajuste
l’importance de la contrainte de consistance. Cette approche fournit de meilleurs résultats que
les deux approches (GL et filtrage de Wiener) prises séparément, mais oblige à actualiser à
chaque itération la valeur du paramètre γ, ce qui peut s’avérer délicat en pratique.
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Dans Sturmel et Daudet (2012), les auteurs proposent un raffinement de l’approche
précédente. Il s’agit d’appliquer le masque de Wiener aux points TF où il n’y a pas de re-
couvrement, et d’appliquer une approche consistante dans les zones du domaine TF où des
sources se recouvrent. Il faut donc procéder en une partition du domaine TF, d’où l’appella-
tion de cette méthode PPR (Partitioned Phase Retrieval). Un domaine de confiance Ωk est
défini pour chaque source k :

Ωk = {(f, t) | Gk(f, t) > τ}, (2.11)

où Gk est gain de Wiener (2.2) et τ > 0 est un seuil défini par l’utilisateur. En clair, le
domaine de confiance Ωk est constitué des points (f, t) où la k-ième source est dominante. On
procède alors à l’initialisation X̂(0)

k = Gk �X, et à chaque itération :

X̂
(it+1)
k (f, t) =

{
|X̂(0)

k (f, t)|ei∠F(X̂
(it)
k )(f,t) si (f, t) /∈ Ωk,

X̂
(it)
k (f, t) si (f, t) ∈ Ωk.

(2.12)

Les résultats sont meilleurs que dans l’approche précédente, notamment au niveau du rejet
d’interférences. Par ailleurs, le seuil τ est fixé à l’initialisation, et n’est plus actualisé par la
suite.

Dans Sturmel et Daudet (2013), les auteurs proposent de combiner cette approche
(PPR) avec l’idée d’exploiter la phase du mélange (MISI). Cela permet notamment de préser-
ver l’énergie globale du mélange, puisque la somme des composantes estimées est alors égale
aux observations.

Enfin, une amélioration de cette approche par partition de domaines est proposée dans Wa-
tanabe et Mowlaee (2013). Elle consiste à considérer les sources comme des mélanges de
sinusoïdes, et donc à contraindre l’appartenance au domaine de confiance Ωk non pas seule-
ment par un seuil d’énergie, mais par l’appartenance au domaine sinusoïdal Ωk,sin défini
comme l’ensemble des bandes de fréquences du mélange de sinusoïdes de la source k.

Dans l’article Le Roux et Vincent (2013), Le Roux propose une nouvelle formulation
du problème de filtrage de Wiener consistant. Des d’expériences sont menées et montrent
que cette approche se compare favorablement à celles précédemment citées. Cependant, ces
expériences cherchent à reconstruire les phases de deux sources seulement (parole et bruit).
Par ailleurs, les spectrogrammes de ceux deux sources sont soit supposés connus (cas Oracle),
soit le spectrogramme de bruit est connu et alors celui de parole non bruitée est estimé par
soustraction spectrale. Nous proposons au chapitre 3 un cadre élargi, celui de la séparation
de sources musicales lorsque les spectrogrammes sont estimés par NMF.

On pourra enfin se référer à Sturmel et Daudet (2011) pour une vue d’ensemble des
techniques de reconstruction de phases basées sur ces approches consistantes.

2.1.5 Modèles de signaux

Alternativement, certaines méthodes de reconstruction de phase sont basées sur l’observa-
tion de signaux fondamentaux comme les mélanges de sinusoïdes. La modélisation de signaux
musicaux par mélanges de sinusoïdes est fréquemment employée dans la littérature (modèle
de McAulay et Quatieri McAuley et Quatieri (1986)). Dans l’algorithme du vocoder de
phase Flanagan et Golden (1966), la phase de la TFCT d’une sinusoïde est explicitée.
Cette approche exploite les relations naturelles qui existent entre phases de points TF succes-
sifs. Dans le vocoder de phase, cette idée est principalement appliquée à l’étirement temporel
et à la modification de hauteur, et nécessite la phase de la TFCT originale. L’exploitation
des phases de sinusoïdes a des applications dans divers domaines tels que la synthèse de
parole Stylianou (2001) et plus généralement de signaux audio Girin et al. (2003).
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Dans Gerkmann et al. (2012); Krawczyk et Gerkmann (2012, 2014), les auteurs uti-
lisent une technique similaire pour reconstruire les phases de signaux de parole bruités. Ces
approches modélisent des mélanges harmoniques et stationnaires, ce qui conduit à une propa-
gation de l’erreur d’estimation de fréquence fondamentale à travers les partiels et les trames
temporelles. Il est également intéressant de noter que le filtrage de Wiener et le modèle harmo-
nique ont été combinés afin de calculer un masque TF qui tienne compte du modèle sinusoidal
ainsi que de la phase du mélange Krawczyk et Gerkmann (2015).

Bronson et Depalle (2014) ont proposé une NMF complexe avec une contrainte de
phase basée sur une modélisation sinusoïdale, que nous détaillons dans la section 2.3.1.

Les modèles sinusoïdaux sont au coeur de nombreux développements sur la reconstruc-
tion de phase, et permettent notamment l’obtention d’estimateurs MMSE des composantes.
Connaissant l’amplitude et la phase du mélange, ainsi que les amplitudes des sources sépa-
rées, Mowlaee et al. (2012); Chacon et Mowlaee (2014) proposent une méthode d’esti-
mation des phases des sources s’appuyant sur l’écriture explicite des composantes complexes
dans le domaine TF (utilisant une décomposition polaire des composantes). Cette approche
est par la suite étendue à l’estimation des amplitudes et est appliquée au rehaussement de
la parole Mowlaee et Saeidi (2013) et à la séparation de sources Mowlaee et Martin
(2012). Néanmoins, cette méthode ne s’applique qu’à des mélanges de deux sources (parole et
bruit). Par ailleurs, ces dernières expériences sont conduites dans le cas où le signal de parole
est connu, aussi seul le bruit est estimé via cette technique.

Enfin, ces contributions ont été reprises dans Mowlaee et al. (2013) et Mowlaee et al.
(2014), où les auteurs insistent notamment sur la potentielle utilisation des structures au sein
du champ de phases (délai de groupe, dérivées...) pour interpréter celui-ci et l’utiliser au mieux
pour les applications audio. Dans Mowlaee et Saeidi (2014), il est proposé d’incorporer des
contraintes sur les sauts de phases entre partiels de sinusoides et le délai de groupe pour
améliorer l’estimation des phases dans ce contexte.

Ces approches ont pour intérêt principal l’utilisation de la phase pour une estimation
optimale (au sens MMSE) des composantes complexes, ou bien l’utilisation de cet estimateur
pour la reconstruction de la phase d’un signal de parole. Cependant, elles n’exploitent pas
toute l’information sur la nature sinusoidale des signaux, et ne sont envisagées que dans des cas
restreints (mélange de deux sources où l’une est connue) ou pour des applications particulières
(débruitage de parole).

2.1.6 Modèles probabilistes

Des modèles de phase non-uniforme ont été introduits dans un cadre probabiliste. Les
modèles Krawczyk et Gerkmann (2015); Sunnydayal et Kumar (2015) considèrent que
la phase est une variable aléatoire suivant une loi circulaire non-uniforme dont le paramètre
de localisation est égal à la phase obtenue par application d’un modèle sinusoïdal. Dans ces
travaux, les signaux étudiés sont des signaux de parole et de bruit : le mélange ne comprend
que deux sources, dont une qui est modélisée par un bruit blanc gaussien. Les lois employées
sont notamment la distribution de Von Mises Mardia et Zemroch (1975) et la loi normale
périodique dans le cadre de la modélisation de la parole Agiomyrgiannakis et Stylianou
(2009).

Un verrou de ces approches est qu’il n’est pas encore évident de les généraliser à des
modèles de sources multiples et musicales : il est en effet délicat d’estimer les paramètres de
ces modèles ainsi que d’obtenir un estimateur des sources.
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2.1.7 Méthodes temporelles

Dans Achan et al. (2003), il est proposé d’estimer la phase d’un signal de parole à partir
de son spectrogramme via un modèle statistique : connaissant le spectrogramme dans le
domaine TF, on suppose que le signal de parole dans le domaine temporel suit un modèle
autorégressif (AR). Ainsi, on peut estimer le signal temporel en le choisissant de sorte à ce
que son spectrogramme soit le plus proche possible de celui préalablement estimé. De fait, on
n’estime pas directement la phase mais on reconstruit le signal temporel.

Certains travaux Le Roux et al. (2008a); Yoshii et al. (2013); Févotte et Kowalski
(2014) proposent de séparer les sources dans le domaine temporel plutôt que dans le domaine
TF afin de s’affranchir de la problématique de la reconstruction de phase. Ces méthodes
reposent sur un modèle de mélange convolutif : les sources sont filtrées par une réponse de
salle ce qui résulte en des signaux dits sources images. On introduit des modèles de type
NMF pour structurer les paramètres des signaux sources. Néanmoins, ces méthodes sont très
coûteuses en temps de calcul et peu robustes face aux variations de forme d’onde des atomes
temporels d’une occurrence de la source à une autre. Enfin, ces méthodes sont appliquées dans
un cadre supervisé, où le dictionnaire d’atomes temporels est appris au préalable.

Il existe de nombreux travaux sur les méthodes de séparation de sources temporelles, mais
nous ne les détaillons pas davantage, car cette thèse s’intéresse à la séparation de sources dans
le domaine TF.

Comme nous l’avons mentionné dans le préambule de ce chapitre, les méthodes de recons-
truction de phase décrites dans cette section nécessitent l’estimation préalable d’un spectro-
gramme d’amplitude pour chaque source. Nous nous sommes intéressés aux approches NMF
car celles-ci sont très populaires en audio Smaragdis et Brown (2003); Virtanen (2007).
Nous effectuons donc ci-après une présentation générale des modèles NMF dans le cadre de
la séparation de sources.

2.2 Factorisation en matrices non-négatives

La NMF est une technique qui a été utilisée dans de nombreux domaines, tels que le
traitement d’images Lee et Seung (1999), la spectroscopie Liu et al. (2013) ou l’analyse de
données textuelles Pauca et al. (2004). On pourra consulter Cichocki et al. (2009) pour une
vue d’ensemble des applications de la NMF.

Dans le cadre du traitement du signal audio, des applications de la NMF sont par exemple
la transcription automatique de musique en partitions Smaragdis et Brown (2003), la sé-
paration de sources Wang et Plumbley (2005); Virtanen (2007) ou encore la restauration
audio Le Roux et al. (2008b). La NMF a également été utilisée dans le domaine du rehaus-
sement de la parole Wilson et al. (2008).

2.2.1 Principe général

Originellement, la NMF a été introduite comme une méthode de réduction de rang de
matrices Lee et Seung (1999). Le problème de la NMF s’exprime de la façon suivante : si
on considère une matrice V de dimensions F × T à coefficients non-négatifs, on cherche une
approximation de V sous la forme factorisée suivante :

V ≈ V̂ = WH, (2.13)

où W et H sont deux matrices à coefficients non-négatifs de dimensions F × K et K × T
respectivement. Pour réduire la dimension des données, K est choisi de sorte à ce que K(F +
T )� FT .
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Figure 2.6 – Résultat de 100 itérations de règles multiplicatives d’une NMF euclidienne sur un
spectrogramme constitué de deux notes de piano (E4 et B4).

En audio, V est généralement le spectrogramme |X|�α d’une représentation TF X d’un si-
gnal. Si α = 1, il s’agit du spectrogramme d’amplitude, et si α = 2, il s’agit du spectrogramme
de puissance (qui sont les deux représentations les plus couramment utilisées).

Un des principaux intérêts de la NMF est de fournir une factorisation qui soit interprétable
intuitivement. On peut en effet voirW comme un dictionnaire d’atomes spectraux etH comme
une matrice d’activations temporelles. Si Wk désigne la k-ième colonne de W et Hk la k-ième
ligne de H, alors V̂k = WkHk est le spectrogramme de la composante indexée par k. Par
construction, on a :

V̂ =

K∑
k=1

V̂k, (2.14)

ce qui traduit une propriété d’additivité des spectrogrammes. Si les Vk représentent des spec-
trogrammes empiriques, cette propriété n’est vérifiée que lorsque les sources ne se recouvrent
pas dans le plan TF : le module de la somme des composantes n’est pas égal à la somme
de leurs modules en général. Cependant, si les Vk représentent des spectrogrammes de puis-
sance théoriques (c’est-à-dire des densités spectrales de puissance, ou plus généralement des
paramètres de dispersion comme la variance dans des modèles probabilistes, présentés dans
la section 2.2.3), alors cette propriété est vérifiée en moyenne.

La contrainte de non-négativité des données et des paramètres dans le modèle NMF est
son principal atout par rapport aux autres techniques de réduction de rang (PCA, ICA...).
Cette contrainte conduit à une décomposition qui fait sens, les atomes spectraux ainsi que les
activations temporelles étant interprétables physiquement. On peut le voir sur la figure 2.6
qui montre un exemple de factorisation du spectrogramme d’un mélange de deux notes de
piano.
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Figure 2.7 – Fonction de β-divergence dβ(x, y) pour x = 1 et plusieurs valeurs de β.

2.2.2 Fonctions de coût

La factorisation (2.13) s’obtient en minimisant une fonction de coûtD(V, V̂ ) = D(V,WH).
On utilise des fonctions qui présentent deux propriétés :

— Ce sont des divergences, c’est-à-dire des fonctions à valeurs positives telles queD(X,Y ) =
0⇔ X = Y . À la différence des distances, elles ne vérifient pas forcément les propriétés
de symétrie et d’inégalité triangulaire.

— Elles sont séparables : D(X,Y ) =
∑

f,t d(X(f, t), Y (f, t)).

De nombreux choix de fonctions de coût sont possibles. Une classe de fonctions est parti-
culièrement populaire en traitement du signal audio, les β-divergences Cichocki et Amari
(2010), définies comme suit :

dβ(x, y) =



1

β(β − 1)
(xβ + (β − 1)yβ − βxyβ−1) β ∈ R\{0, 1}

x ln(
x

y
) + y − x β = 1

x

y
− ln(

x

y
)− 1 β = 0.

(2.15)

Cette famille de divergences généralise plusieurs fonctions fréquemment utilisées en analyse
de signaux :

— pour β = 2, c’est la distance euclidienne (Euc),

— pour β = 1, c’est la divergence de Kullback-Leibler (KL) Kullback et Leibler (1951),

— pour β = 0, c’est la divergence d’Itakura-Saito (IS) Itakura et Saito (1968).

La figure 2.7 illustre quelques β-divergences.
Les divergences Euc et KL sont utilisées comme fonctions de coût pour estimer le modèle

NMF dans Lee et Seung (1999). La divergence KL présente notamment l’intérêt d’être
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plus adaptée à la perception humaine, qui est construite sur une échelle logarithmique, que
la distance Euclidienne. La NMF avec divergence IS a été introduite dans Févotte et al.
(2009). Cette dernière présente l’avantage de l’invariance d’échelle :

∀a ∈ R+, d0(ax, ay) = d0(x, y). (2.16)

Cela signifie que les zones du plan TF où il y a peu d’énergie comptent autant dans le calcul
de la divergence que les zones de forte énergie. Cette propriété est pratique car des bandes
de fréquences de faible énergie en audio peuvent contribuer perceptivement autant que des
bandes de plus forte énergie (au niveau des harmoniques aigus notamment). Des études ont
par ailleurs été menées pour déterminer le paramètre β optimal dans un contexte de séparation
de sources musicales Fitzgerald et al. (2008).

2.2.3 Modélisation probabiliste

Les approches probabilistes pour la modélisation et la séparation de sources ont été très
populaires pendant cette dernière décennie. En effet, le cadre probabiliste permet non seule-
ment de modéliser les sources ainsi que les erreurs, mais fournit en outre un cadre rigoureux
pour introduire un certain nombre de contraintes dans le modèle via des à priori sur ses para-
mètres. Enfin, il ouvre également la voie à de nouvelles techniques d’estimation des modèles.
On pourra se référer à Vincent et al. (2010) pour une vue d’ensemble de ces modèles.

Modèles génératifs

Le principe des modèles génératifs est de modéliser le mécanisme qui gouverne la pro-
duction des données. Les observations sont alors vues comme la réalisation d’un processus
aléatoire qui dépend de variables dites latentes, car non observées (les sources) ainsi que de
certains paramètres qui les caractérisent. Le principe des modèles NMF probabilistes est alors
de structurer non pas les réalisations des variables latentes (comme effectué précédemment)
mais leurs paramètres de dispersion (comme les variances). Ces paramètres sont estimés par
diverses méthodes, comme la technique du maximum de vraisemblance (ML pour Maximum
Likelihood) ou du maximum à postériori (MAP). Dans certains cas, on peut montrer qu’une
estimation ML du modèle est équivalente à un problème de minimisation tel que présenté
précédemment. Dans Févotte et Cemgil (2009), les auteurs présentent en effet trois mo-
dèles probabilistes dont l’estimation est équivalente au problème de NMF avec la distance
Euclidienne et les divergences KL et IS.

Prenons l’exemple de Févotte et al. (2005). Dans ce travail, les sources sont modélisées
par des distributions gaussiennes, sous l’hypothèse que tous les points TF sont indépendants :

X(f, t) =
K∑
k=1

Xk(f, t) avec Xk(f, t) ∼ N (0, σk(f, t)
2), (2.17)

où N désigne la loi normale circulaire complexe. Les variances sont structurées par un modèle
NMF : σk(f, t)2 = W (f, k)H(k, t). On peut alors montrer que la maximisation de la log-
vraisemblance des données est équivalente à la minimisation de la divergence IS entre les
observations |X|�2 et le modèle NMF WH. Ce modèle est appelé ISNMF.

De façon similaire, les auteurs dans Virtanen et al. (2008) utilisent un modèle de Poisson
pour les sources. Ils montrent ainsi que l’estimation ML du modèle revient à effectuer une
NMF avec divergence de KL (on parlera alors de KLNMF) entre les données |X| et le modèle
WH. La loi de Poisson modélise cependant des variables aléatoires discrètes, aussi certains
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développements ont eu lieu pour fournir un cadre plus rigoureux à l’utilisation de cette loi
lorsque l’on traite des variables aléatoires continues Hoffman (2012).

De très nombreux modèles de sources ont été proposés dans la littérature, aussi il ne nous
semble pas justifié d’en faire ici l’inventaire exhaustif. Néanmoins, sur la base de ce qui vient
d’être dit, une question intéressante émerge : dans le modèle gaussien, la factorisation est
faite sur |X|�2 alors que dans le modèle de Poisson, elle est faite sur |X|. On peut donc se
demander s’il existe un exposant optimal du spectrogramme d’amplitude sur lequel appliquer
un modèle NMF, c’est-à-dire une valeur de l’exposant qui vérifie autant que possible une
propriété d’additivité. Cette question a fait l’objet de plusieurs travaux Hennequin (2011);
Liutkus et Badeau (2015); Voran (2015), et une piste possible pourrait être de s’intéresser
à une famille de distributions qui est celle des loi α-stables Nolan (2015). Celles-ci ont en effet
de bonnes propriétés (stabilité et robustesse notamment) et généralisent la loi normale ainsi
que la loi de Cauchy Liutkus et al. (2015). Elles fournissent un cadre théorique pour obtenir
un estimateur des sources par filtrage de Wiener généralisé (que nous avons évoqué dans la
section 2.1.2). Nous avons par ailleurs proposé certains développements sur les distributions
α-stables, qui sont présentés dans le chapitre 9.

Outre les sources, il est possible de modéliser le bruit, qui peut traduire une erreur entre
les données et l’approximation, ou bien un modèle physique de bruit, comme par exemple
les perturbations liées à l’acquisition des données. Ce bruit peut notamment être additif (par
exemple un bruit gaussien, cf. Schmidt et Laurberg (2008)) ou multiplicatif (par exemple
de loi Gamma cf. Févotte et al. (2009)).

Ces modèles supposent l’indépendance des points TF. Cette propriété est utilisée pour son
côté pratique et simplifie grandement les calculs effectués. Néanmoins, elle est peu réaliste :
même pour des signaux très simples (une sinusoïde), les points TF sont dépendants les uns
des autres. Ainsi, les relations entre points adjacents ne sont pas prises en compte. Des pro-
positions ont été faites pour prendre en compte ces relations : utilisation de chaîne de Markov
pour modéliser la dépendance des amplitudes entre trames adjacentes Mysore et al. (2010),
ou modèle autorégressif par bande de fréquences sur les sources complexes (c’est le modèle de
NMF à haute résolution Badeau (2011) que nous détaillons dans la section 2.3.2). L’intro-
duction de dépendances améliore la qualité des résultats obtenus et fournit une représentation
plus réaliste physiquement. Néanmoins, elle a tendance à compliquer les modèles, et donc leur
estimation. Il est donc nécessaire de trouver un compromis entre le pouvoir expressif d’un
modèle génératif et notre capacité à en estimer les paramètres.

Modèle de comptage

Alternativement aux modèles génératifs, l’analyse en composantes latentes (ou PLCA de
l’anglais Probabilistic Latent Component Analysis) Smaragdis et al. (2006, 2007) consiste en
un modèle de comptage. Les observations non-négatives V sont vues comme l’histogramme
issu du tirage des variables aléatoires f et t. Ces variables ont une loi jointe P (f, t) qui dépend
d’une variable cachée (composante latente) k. On peut alors écrire, en utilisant la règle de
Bayes ainsi que l’indépendance des variables :

P (f, t) =
K∑
k=1

P (f |k)P (k, t). (2.18)

On constate qu’estimer la log-vraisemblance des observations V est équivalent à une NMF avec
divergence KL Shashanka et al. (2008), en posant W (f, k) = P (f |k) et H(k, t) = P (k, t).
W est alors normalisée (les coefficients somment à 1).
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2.2.4 Estimation du modèle NMF

Que l’on adopte une approche déterministe ou probabiliste pour structurer des observa-
tions par un modèle NMF (2.13), son estimation se ramène à la minimisation d’une fonction
de coût C(θ). Bien souvent, C est une β-divergence, à laquelle peut être ajoutée une ou plu-
sieurs pénalités, et θ est l’ensemble des paramètres (constitué uniquement de W et H dans
une NMF classique).

De nombreux algorithmes existent pour effectuer cette minimisation : algorithme à gra-
dient projeté, méthode de Newton, moindres carrés alternés... On pourra se référer à Berry
et al. (2007) pour une présentation de ces algorithmes, mais nous nous limiterons ici aux
principales techniques rencontrées dans la littérature, et qui serviront dans la suite de ce
manuscrit.

Approche heuristique

Nous présentons ici l’approche qui a été initialement utilisée pour l’estimation du modèle
NMF Lee et Seung (1999). Cette approche est encore aujourd’hui très largement utilisée par
la communauté scientifique pour sa simplicité, et en raison du fait qu’elle conduit à des règles
de mise à jour multiplicatives (MUR pour Multiplicative Update Rules), efficaces sur le plan
du temps de calcul. L’idée est d’écrire le gradient de la fonction de coût C comme la différence
de deux composantes positives :

∇θC(θ) = ∇+
θ −∇

−
θ . (2.19)

On considère alors la mise à jour suivante :

θ ← θ ×
∇−θ
∇+
θ

. (2.20)

Une telle mise à jour est construite de sorte que le paramètre θ varie dans le sens de la
décroissance locale de C. Néanmoins, ce n’est aucunement une garantie de la décroissance
de la fonction de coût. Celle-ci est démontrée dans certains cas (où il s’avère que ces règles
de mises à jour sont les mêmes que celles obtenues par des méthodes plus rigoureuses) mais
ce n’est pas systématique. Dans Badeau et al. (2010) les auteurs montrent qu’il est parfois
préférable d’utiliser des règles de mise à jour qui ne font pas décroître la fonction de coût de
façon monotone, car elles accélèrent la vitesse de convergence de l’algorithme.

Dans le cadre de la NMF, Févotte et al. (2009) fournit les règles de mise à jour pour les
β-divergences :

H ← H � W T ((WH)�[β−2] � V )

W T (WH)�[β−1]
, (2.21)

W ←W � ((WH)�[β−2] � V )HT

(WH)�[β−1]HT
, (2.22)

où � (respectivement la barre de fraction) désigne la multiplication (respectivement la divi-
sion) de matrices terme à terme. La décroissance de la fonction de coût sous ces règles de mise
à jour a été démontrée pour β = 1 et 2 dans Lee et Seung (2001). Elle a ensuite été étendue
au cas β ∈ [1, 2] dans Kompass (2007), et la démonstration a été généralisée dans Févotte
et Idier (2011) à β ∈ [0, 2] (ce qui correspond au cas d’application pratique).

Ces règles multiplicatives garantissent la propriété de positivité des matrices W et H, à
condition que l’initialisation vérifie aussi cette propriété. En effet, les termes ∇+

θ et ∇−θ étant
positifs, le signe de θ ne change pas au cours des itérations dans (2.20).
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Figure 2.8 – Illustration de l’approche Majoration-Minimisation : la fonction de coût C est majorée
à l’itération (it) par la fonction auxiliaire Gθ(it) , dont la minimisation conduit à un nouveau

paramètre θ(it+1).

Pour β ∈ [1, 2], les β-divergences sont convexes par rapport aux variables W (à H fixé) et
à H (à W fixé). Ce n’est plus le cas lorsque β /∈ [1, 2], comme cela a été montré notamment
dans Bertin et al. (2009b). En outre, elles ne sont pas conjointement convexes par rapport
à W et H. Cela explique pourquoi une minimisation alternée par rapport à chacune de ces
deux variables est utilisée. Par ailleurs, cela pose le problème de la non-unicité des solutions
obtenues, en raison du grand nombre de minima locaux de la fonction. Le problème de la
non-unicité des solutions vient également de la structure de la factorisation. Par exemple,
si (W,H) est une solution, alors (WB,B−1H) en est une également (à condition que WB
et B−1H soit non-négatives). On lève en général cette indétermination en normalisant une
des deux matrices (il est commun de normaliser les colonnes de W ) pour avoir l’unicité par
rapport au facteur d’échelle, i.e. pour des matrices B diagonales. Par ailleurs, on peut imposer
un ordre (par exemple, les colonnes de W doivent être rangées par ordre d’énergie croissante)
pour éviter l’indétermination sur la permutation.

Algorithme Majoration-Minimisation (MM)

L’algorithme Majoration-Minimisation (MM) Hunter et Lange (2004) fournit un cadre
théorique rigoureux pour obtenir les règles précédentes. Le principe de l’algorithme MM est
de majorer la fonction de coût C(θ) (dans le cas de la NMF, θ = {W,H}) en un point θ(it) par
une fonction auxiliaire Gθ(it) , dont la minimisation est possible analytiquement, et conduit à
la décroissance de la fonction de coût 2. Cette méthode est illustrée sur la figure 2.8.

Une telle fonction doit vérifier les propriétés suivantes :

— elle est égale à la fonction de coût au point θ(it) : Gθ(it)(θ
(it)) = C(θ(it)),

2. De façon complètement équivalente, lorsque l’on souhaite faire croître un certain critère, on pourra
construite une fonction auxiliaire minorante et maximiser celle-ci, comme on le fait dans l’algorithme EM
présenté un peu plus loin.
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— elle doit majorer la fonction de coût : ∀θ, Gθ(it)(θ) ≥ C(θ).
L’idée est alors de minimiser Gθ(it) , ce qui conduit à la mise à jour :

θ(it+1) = arg min
θ
Gθ(it)(θ). (2.23)

Une telle mise à jour permet de faire décroître le critère C(θ(it)). En effet, par définition de
θ(it+1), on a ∀θ :

Gθ(it)(θ
(it+1)) ≤ Gθ(it)(θ). (2.24)

En particulier pour θ = θ(it), cela donne :

Gθ(it)(θ
(it+1)) ≤ Gθ(it)(θ

(it)) = C(θ(it)). (2.25)

Par ailleurs, par définition de la fonction auxiliaire, on sait que :

Gθ(it)(θ
(it+1)) ≥ C(θ(it+1)). (2.26)

Ainsi, en combinant (2.25) et (2.26), on aboutit à C(θ(it+1)) ≤ C(θ(it)) ce qui prouve la
décroissance du critère.

Dans le cadre de la NMF, cet algorithme a été utilisé pour justifier la décroissance de la
fonction de coût avec les règles (2.21) et (2.22) pour la distance Euclidienne et la divergence
KL Lee et Seung (2001). Dans Févotte et Idier (2011), les auteurs ont montré que pour
toute β-divergence telle que β ∈ [1, 2], la méthode MM conduit exactement à ces règles de
mise à jour.

La difficulté qui se pose en pratique est la construction d’une telle fonction auxiliaire.
Dans Févotte et Idier (2011), les auteurs suggèrent de décomposer la fonction de coût C en
une partie convexe et une partie concave : la partie convexe est majorée en utilisant l’inégalité
de Jensen, et la partie concave est majorée par sa tangente. Nous utiliserons cette technique
dans ce manuscrit, notamment au chapitre 9.

Méthode de la fonction auxiliaire

Il est parfois compliqué de trouver une fonction auxiliaire qui permette d’appliquer la
technique MM présentée précédemment. On peut alors concevoir une approche similaire, mais
qui consiste à augmenter la taille de l’espace des paramètres en introduisant des paramètres
auxiliaires θ̃. La méthode de la fonction auxiliaire considère une fonction g(θ, θ̃) telle que :

C(θ) = min
θ̃
g(θ, θ̃). (2.27)

On peut alors montrer que C est décroissante sous les règles de mise à jour suivantes :

θ̃ ← arg min
θ̃
g(θ, θ̃) et θ ← arg min

θ
g(θ, θ̃), (2.28)

ce qui revient à minimiser non plus C directement, mais g en alternant les mises à jour sur θ
et θ̃. En effet, considérons une valeur des paramètres θ(it). Les mises à jour s’écrivent :

θ̃(it+1) ← arg min
θ̃
g(θ(it), θ̃) et θ(it+1) ← arg min

θ
g(θ, θ̃(it+1)). (2.29)

En combinant la définition de g d’après (2.27) et la mise à jour sur θ̃, il est clair que :

C(θ(it)) = g(θ(it), θ̃(it+1)). (2.30)
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En utilisant à présent la mise à jour sur θ, on trouve que ∀θ, g(θ(it+1), θ̃(it+1)) ≤ g(θ, θ̃(it+1)).
En particulier, pour θ = θ(it), on a :

g(θ(it+1), θ̃(it+1)) ≤ g(θ(it), θ̃(it+1)). (2.31)

Enfin, par définition de la fonction auxiliaire on a C(θ(it+1)) = min
θ̃
g(θ(it+1), θ̃), soit :

∀θ̃, C(θ(it+1)) ≤ g(θ(it+1), θ̃), (2.32)

soit en particulier pour θ̃ = θ̃(it+1) :

C(θ(it+1)) ≤ g(θ(it+1), θ̃(it+1)). (2.33)

Finalement, en combinant les équations (2.30), (2.31) et (2.33), on obtient :

C(θ(it+1)) ≤ C(θ(it)), (2.34)

ce qui prouve la décroissance de C.
Cette technique est employée pour estimer les modèles de NMF complexe Kameoka

et al. (2009) et de NMF complexe consistante Le Roux et al. (2009) qui seront détaillés dans
la section 2.3.1. Un intérêt fort de la méthode de la fonction auxiliaire est de découpler les
paramères θ à estimer. En effet, ceux-ci sont liés dans la fonction objectif de départ C alors que
leur estimation peut se faire de façon indépendante lorsqu’on agit sur g. Plusieurs algorithmes
présentés dans ce manuscrit sont obtenus en utilisant la méthode de la fonction auxiliaire.

Approches probabilistes

Maximum de vraisemblance Dans un cadre probabiliste (cf. section 2.2.3), les obser-
vations X sont vues comme la réalisation d’un processus aléatoire dépendant de certains
paramètres θ, processus défini par une loi p(X|θ). La méthode naturelle d’estimation des pa-
ramètres, dans ce contexte, consiste à maximiser la vraisemblance des observations (méthode
ML), ou de façon équivalente, leur log-vraisemblance, donnée par :

L(θ) = log p(X|θ). (2.35)

En général (et notamment pour les modèles NMF qui nous intéressent ici), celle-ci peut être
réécrite sous la forme :

L(θ) ∝ −C(θ), (2.36)

où ∝ désigne l’égalité à une constante multiplicative positive et une constante additive près
(constantes qui ne dépendent pas des paramètres à estimer). Ainsi, l’estimation ML des pa-
ramètres se ramène à un problème de minimisation d’un critère C.

Maximum à postériori Alternativement, lorsque l’on souhaite introduire un à priori sur
un ou plusieurs paramètres, on maximise plutôt la distribution à postériori des paramètres
sachant les observations p(θ|X) (on parle alors d’estimateur du maximum à postériori MAP).
Si on note p(θ) cet à priori, on a, en vertu de la règle de Bayes :

p(θ|X) =
p(X|θ)p(θ)
p(X)

, (2.37)

et donc :
log p(θ|X)

c
= L(θ) + log p(θ), (2.38)
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où c
= désigne l’égalité à une constante additive près (en effet, p(X) ne dépend pas des para-

mètres θ). L’estimation MAP des paramètres donc revient à minimiser un critère qui inclut
un terme d’attache aux données (provenant de la vraisemblance L(θ)) et un terme d’à priori
sur les paramètres.

Dans ces deux approches, il est nécessaire de résoudre un problème d’optimisation pour
lesquels s’appliquent l’algorithme MM ou la méthode de la fonction auxiliaire.

Algorithme Espérance-Maximisation Dans certains modèles à variables latentes, lorsque
les distributions considérées sont sophistiqués, il devient parfois délicat de minimiser directe-
ment la fonction de coût. On peut alors voir l’algorithme Espérance-Maximisation (EM) Bi-
shop (2006) comme un cas particulier de l’algorithme MM adapté aux modèles probabilistes
à variables latentes, puisque cet algorithme est fondé sur la construction d’une fonction mi-
norante particulière. L’idée de base de cet algorithme est qu’il est plus simple d’estimer la
vraisemblance des données complètes (observations et variables latentes) que la vraisemblance
des observations seules Dempster et al. (1977).

En notant Z ces variables latentes et q une densité de probabilité sur ces variables, on
montre que l’on peut écrire la log-vraisemblance sous la forme :

L(θ) = L(q, θ) +DKL(q, p). (2.39)

Le terme L(q, θ) est appelé énergie variationnelle libre, et le terme DKL(q, p) est la divergence
KL entre les fonctions q(z) et p(z|X; θ). Cette divergence étant positive, l’énergie variationnelle
libre est une minorante de la vraisemblance (avec cas d’égalité pour q(z) = p(z|X; θ)). Le
principe de l’algorithme est de maximiser l’énergie variationnelle libre par rapport à θ, que
l’on peut réécrire :

L(q, θ) = Q(q, θ) +H(q), (2.40)

où Q est l’espérance des données complètes :

Q(q, θ) = Eq(log p(X, z|θ)), (2.41)

et le terme H(q) est l’entropie de la distribution q.
Originellement, l’algorithme EM consistait à considérer la "meilleure" minorante possible

pour L, c’est-à-dire L(q, θ), lorsque DKL(q, p) = 0 dans (2.39). À une itération (it) donnée,
on a donc q(it)(z) = p(z|X; θ(it)). Maximiser L par rapport à θ revient donc à maximiser

Q(q(it), θ) = Eq(it)(log p(X, z; θ)) = EZ|X;θ(it)(log p(X, z; θ)) (2.42)

par rapport à θ, car l’entropie ne dépend pas de θ. Synthétiquement, l’algorithme EM consiste
donc en l’alternance des étapes suivantes :

E Calcul de l’espérance : EZ|X;θ(it)(log p(X, z; θ)) ;

M Maximisation : θ(it+1) = arg maxθ EZ|X;θ(it)(log p(X, z; θ)).

Cet algorithme permet d’estimer un grand nombre de modèles probabilistes, en se basant
sur l’approche MM, garantissant ainsi la décroissance du critère de coût associé, c’est-à-dire
la croissance de la vraisemblance.

EM Variationnel Lorsqu’il est difficile d’estimer la distribution à postériori p(z|X; θ), on
peut chercher à réduire la divergence KL dans (2.39) plutôt que de l’annuler : on fait alors
croître une minorante de L plutôt que L directement. Cette idée est le fondement des approches
variationnelles (VEM) Beal et Ghahramani (2003), dans lesquelles q est recherchée dans
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un sous-ensemble de densités ayant des propriétés intéressantes. L’approximation mean field
consiste à écrire q(z) comme un produit de densités : q(z) =

∏
k qk(zk). Une telle approxima-

tion permet de découpler les variables latentes, ce qui rend les calculs plus aisés, et fournit
des algorithmes rapides. Par exemple, le modèle de NMF à haute résolution Badeau (2011)
a été initialement estimé par un algorithme EM, mais celui-ci conduisait à un temps de calcul
trop élevé. Une approche par algorithme VEM a été proposée Badeau et Dremeau (2013)
et mène à des performances similaires pour un coût en temps de calcul nettement moindre.

Algorithme SAGE Il est possible de simplifier les étapes E et M de l’algorithme EM en
raisonnant sur les paramètres θ de la façon suivante. Notons l’ensemble des paramètres sous la
forme θ = {θk} et supposons que chaque variable latente Zk ne dépende que du paramètre θk.
On peut montrer que la maximisation de Q revient à maximiser le critère suivant en fonction
de θk, pour tout k :

Qk(θk, θ) = EZk|X;θ(log p(zk; θk)). (2.43)

Lorsqu’il est plus simple d’estimer la distribution p(zk; θk) pour chaque k plutôt que directe-
ment la loi jointe p(z; θ), cette approche rend les calculs plus aisés. En outre, à la différence de
l’approche VEM, cette méthode (algorithme SAGE de l’anglais Space Alternating Generalized
EM Fessler et Hero (1994)) garantit la croissance de la vraisemblance. Néanmoins, SAGE
requiert une mise à jour séquentielle des différents paramètres (chaque couple d’étapes E-M
est effectué en utilisant les valeurs des autres paramètres les plus actuelles). Ainsi, elle peut
être plus lourde en temps de calcul que les approches variationnelles. Cette approche est no-
tamment employée pour l’estimation de modèles NMF dans Févotte et al. (2009) et Bertin
et al. (2010).

2.2.5 Extensions

Le modèle NMF (2.13) ne fournit généralement une décomposition satisfaisante que sur des
signaux simples. Lorsqu’on traite des données réalistes et complexes, il est nécessaire d’enrichir
ce modèle afin que la décomposition obtenue respecte certaines propriétés souhaitables. Nous
présentons ci-après ces extensions dans les grandes lignes.

NMF informée

Une approche efficace pour améliorer la qualité de la décomposition est d’incorporer dans
le modèle certaines informations sur les paramètres. Par exemple, il existe des cas où la matrice
d’atomes spectraux W est connue : on parle alors de NMF semi-supervisée. En général, on a
à disposition une base d’apprentissage constituée de sources séparées, à partir de laquelle il
est aisé d’apprendre un dictionnaire W . Lors de l’estimation du modèle NMF sur un morceau
test, on suppose alors connue la matrice W et on estime seulement H. Cette approche est par
exemple utilisée dans Laroche et al. (2016) qui utilise des dictionnaires de percussions W
adaptés au genre musical, ou dans Dessein et al. (2010) où les spectres de notes de piano
sont préalablement appris sur des notes isolées.

Il est également possible d’incorporer une information externe sur la partition d’un mor-
ceau de musique pour aider la décomposition Hennequin et al. (2011b); Ewert et al. (2014a).
Ces approches sont toutefois limitées à des morceaux pour lesquels cette information est dis-
ponible.

Enfin, la séparation de sources informée Liutkus et al. (2013) repose sur l’incorporation
d’information sur les sources dans le signal de mélange, lors du procédé de mixage. Par
exemple, les spectrogrammes des sources isolées peuvent être encodés dans le mélange et
récupérés en sortie : la séparation est alors effectuée par filtrage de Wiener avec un masque
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construit avec ces valeurs des spectrogrammes Liutkus et al. (2012). Afin de réduire la
quantité d’information à transmettre, on approche les spectrogrammes des sources isolées par
NMF à l’encodage.

Contraintes

Une façon naturelle de guider la décomposition consiste en l’incorporation de contraintes
dans le modèle, sous la forme d’ajout de pénalités dans la fonction objectif. Celle-ci s’écrit
sous la forme :

C(W,H) = D(V,WH) +

C∑
c=1

σcD̃c(W,H), (2.44)

où D est un terme d’attache aux données (en général une β-divergence entre le modèle et les
données) et les Dc sont des termes qui représentent un écart à un à priori, auquel est affecté un
poids σc qui ajuste l’importance relative de chaque contrainte. D’un point de vue probabiliste,
on peut voir −D comme étant la log-vraisemblance et −Dc comme les distributions à priori
dans le cadre d’une estimation MAP du modèle (cf. section 2.2.4).

De telles contraintes assurent que la décomposition NMF possède certaines propriétés
désirables. Parmi les plus courantes, citons :

— La parcimonie Hoyer (2004). Dans Smaragdis et Brown (2003), cette contrainte est
introduite sous la forme d’un terme de pénalité dans la fonction de coût de la forme
||H||p (norme p de H) avec p ∈]0, 2[ ;

— La décorrélation des activations temporelles Zhang et Fang (2007) ;

— La régularité temporelle Virtanen (2007) qui conduit à des activations H lisses ;

— L’harmonicité Bertin et al. (2009a, 2010) ou l’inharmonicité (dans le cas du piano) Ri-
gaud et al. (2013) des atomes spectraux W .

Les difficultés liées à la mise en oeuvre de ces contraintes sont par exemple la non-convexité
du critère, certains problèmes numériques (convergence) ou encore le choix des poids σc.
La contrainte de parcimonie est notamment très employée, mais son implémentation intui-
tive Smaragdis et Brown (2003) conduit, après normalisation de W et remise à échelle de
H, à rendre la fonction de coût non-monotone. Le Roux et al. (2015) propose une nouvelle
formulation de la NMF parcimonieuse qui permet d’éviter cet écueil.

Des contraintes mathématiques sur W et H peuvent également être formulées dans le but
de réduire l’espace des solutions du problème NMF, comme par exemple la NMF orthogonale.
Dans Laroche et al. (2015), une NMF structurée projective est proposée pour la séparation
de sources harmoniques / percussives : les composantes harmoniques sont stockées dans une
sous-matrice de W à composantes orthogonales, et les composantes percussives sont stockées
dans les autres colonnes de W .

Variations d’enveloppes spectrales et temporelles

Le modèle NMF suppose la stationnarité des spectres des évènements sonores. Cette hypo-
thèse n’est pas vérifiée par exemple pour des signaux comme ceux de parole ou d’instruments
à cordes frottées, qui contiennent des vibratos (variations de fréquences fondamentales). En
outre, supposer que H ne dépend pas de la fréquence revient à dire que tous les harmo-
niques constituant un atome ont la même enveloppe temporelle. Pour les signaux de piano
par exemple, on sait que le coefficient d’amortissement d’amplitude dépend de l’harmonique
considéré.
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Pour dépasser ces limitations, certains travaux introduisent les variations de fréquences et
d’enveloppes temporelles dans les modèles NMF. Le modèle de Durrieu (2011) représente les
variations d’enveloppe spectrale de la voix. Hennequin et al. (2011a) propose un modèle de
mélange de filtres (un par source) autorégressif à moyenne ajustée (ARMA), ce qui permet de
représenter des signaux à fréquences fondamentales variables. Les modèles source-filtre Vir-
tanen et Klapuri (2006); Bouvier et al. (2016) permettent également de représenter des
signaux à fréquence variable, comme ceux de parole.

Utilisation de la phase

Le modèle NMF est basé sur la propriété d’additivité des données non-négatives (2.14),
mais cette propriété n’est pas vérifiée lorsque plusieurs sources interfèrent dans un point du
plan TF. Comment, dans ce cadre, intégrer des informations sur la phase ?

Ewert et al. (2014b) proposent d’introduire un masque de pondération pour pénaliser la
fonction de coût aux points TF où il y a recouvrement de plusieurs sources. Après application
d’un premier algorithme d’estimation de NMF sur un mélange, un masque est calculé à partir
des énergies des sources estimées, afin d’identifier les zones du plan TF où les sources se
recouvrent (ce qui revient à considérer les points où les sources ne sont pas en phase). Une
nouvelle NMF, dite pondérée, est calculée en tenant compte de ce masque. Les règles de
mises à jour multiplicatives pour la minimisation d’une telle fonction de coût sont fournies
dans Blondel et al. (2007) pour la divergence KL et la distance euclidienne, et étendues aux
β-divergences dans Limem et al. (2013). Des développements sur la NMF pondérée en ont
notamment amélioré les techniques d’estimation Kim et Choi (2009).

La phase peut être exploitée de façon explicite pour dépasser ce problème de non-additivité
des spectrogrammes. Dans Parry et Essa (2007), les auteurs calculent le spectrogramme
d’un mélange de deux sources complexes dans le cas général où celles-ci ne sont pas en phase.
L’expression du spectrogramme du mélange fait alors apparaître un terme de différence de
phase entre les composantes, qui est supposée suivre une loi uniforme. Une telle démarche
permet de raffiner l’estimation des spectrogrammes des sources séparées, mais est limitée à
deux sources uniquement.

L’utilisation de la phase pour affiner l’estimation du spectrogramme dépasse par ailleurs
le cadre de la séparation de sources par NMF. En effet, on pourra se référer par exemple
à Gerkmann et Krawczyk (2013), où un estimateur MMSE du spectrogramme d’un signal
de parole est obtenu à partir de la donnée de la phase du signal non bruité, dans un contexte
de débruitage de la parole.

Ces approches exploitent la phase pour améliorer l’estimation des spectrogrammes, mais
ne s’intéressent toutefois pas à sa reconstruction.

2.2.6 Clustering

En traitement du signal musical, ce que l’on entend par source dans l’expression séparation
de sources possède différents sens. En effet, il peut s’agir d’un instrument, d’une note, où même
d’un harmonique composant une note. Selon le rang de la factorisation dans le modèle NMF,
on obtiendra donc une décomposition qui s’interprétera différemment. En général, une source
est considérée comme étant une piste correspondant à un instrument de musique donné. Le
j-ième instrument est donc constitué de la somme de Kj composantes dans la factorisation
NMF WH. Si on note K le rang total de la factorisation et qu’il y a J instruments qui
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composent le mélange, alors
∑

jKj = K, et on cherche une partition de J1,KK sous la forme :

{Kj ⊂ J1,KK, j ∈ J1, JK /
J⋃
j=1

Kj = J1,KK et, ∀i 6= j, Ki ∩ Kj = ∅}. (2.45)

Le spectrogramme de la j-ième source est alors donné par
∑

k∈Kj WkHk. Plusieurs approches
existent pour obtenir une telle partition (ou clustering). Le clustering oracle Barker et
Virtanen (2013) suppose la connaissance des sources isolées : chaque atome spectral Wk est
comparé aux sources de référence et associé à celle avec laquelle il a la plus forte similarité
(la comparaison se faisant en général par le calcul du SDR, sur lequel nous reviendrons dans
la section 2.4). Cette méthode est notamment présentée dans Spiertz et Gnann (2009).

Dans un contexte où l’on ne connaît plus la vérité terrain sur les sources séparées, le
clustering se fait par similarité spectrale : l’idée principale est de regrouper entre eux les atomes
spectraux qui se "ressemblent". Dans Casey et Westner (2000), les auteurs proposent une
mesure de similarité entre atomes spectraux basée sur la divergence KL. Spiertz et Gnann
(2009) proposent d’utiliser les MFCC (Mel Frequency Cepstral Coefficients) qui permettent
de caractériser le timbre des instruments.

Une autre direction consiste à effectuer une décomposition de type NMF "translatée" (Shif-
ted NMF en anglais) Fitzgerald et al. (2005). Dans un tel modèle, les atomes composant la
matrice spectrale W sont les translatés en fréquence d’atomes de référence. L’hypothèse sous-
jacente est que les notes issues d’un même instrument ont la même enveloppe spectrale, et
que seule la fréquence fondamentale change. Un tel modèle regroupe naturellement les atomes
par instruments. L’hypothèse d’enveloppe spectrale constante n’est cependant pas toujours
vérifiée en pratique et des développements ont été effectués en ce sens Jaiswal et al. (2011).

Ceci soulève quelques questions importantes, qui sont liées à des problématiques de sé-
lection de modèles : comment choisir le rang de la factorisation K, le nombre de clusters
(c’est-à-dire le nombre d’instruments) J , et la taille de ceux-ci ? Certaines réponses peuvent
être trouvées par des approches non-paramétriques pour la sélection de modèle Gershman
et Blei (2011), ainsi que par la fusion de modèles Jaureguiberry et al. (2013).

2.3 Estimation conjointe des spectrogrammes et des phases

Plutôt que d’effectuer une factorisation de spectrogramme par NMF d’une part, et de
reconstruire la phase de chaque source dans un second temps, des modèles ont été proposés
pour effectuer conjointement ces deux opérations.

2.3.1 NMF Complexe

Principe

La NMF complexe (CNMF) Kameoka et al. (2009) consiste à factoriser un spectro-
gramme d’amplitude tout en reconstruisant un champ de phases pour chaque source. Le
mélange observé X est donc approché par le modèle X̂ suivant :

∀(f, t), X̂(f, t) =
K∑
k=1

X̂k(f, t) =
K∑
k=1

W (f, k)H(k, t)eiφk(f,t). (2.46)

Il est à noter que le terme de "NMF complexe" peut prêter à confusion. En effet, le modèle
de CNMF n’est ni un modèle de données non-négatives (on traite des coefficients complexes),
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ni une factorisation au sens strict. Le modèle est estimé via la minimisation d’une fonction de
coût qui est la norme de Frobenius de la différence entre les observations X et le modèle X̂ :

D(X, X̂) = ||X − X̂||22 =
∑
f,t

|X(f, t)− X̂(f, t)|2. (2.47)

À ce terme est généralement ajoutée une pénalité afin de promouvoir la parcimonie des acti-
vations :

Cs(H) = 2||H||pp = 2
∑
k,t

|H(k, t)|p, (2.48)

où p est un paramètre de parcimonie (choisi entre 0 et 2). De plus amples détails sur la
procédure d’optimisation et les algorithmes d’estimation de ce modèle peuvent être trouvés
dans Sawada et al. (2011), et on pourra se référer à King et Atlas (2012) pour une implé-
mentation de cette méthode.

Ce modèle combine les deux problématiques précédentes (séparation de spectrogrammes et
reconstruction de phase) mais, comme nous le verrons dans le chapitre suivant, ne permet pas
d’obtenir de résultats satisfaisants sans contraindre la phase. Un réglage fin des paramètres
est nécessaire, mais conduit soit à obtenir une phase aléatoire (aucune forme de cohérence),
soit à ce que chaque source possède la phase du mélange.

Néanmoins, dans le cas où les bases spectrales W sont apprises préalablement, un tel
modèle peut conduire à des résultats intéressants, comme cela a été étudié dans King et
Atlas (2010, 2011). On pourra se référer à la thèse de Brian King King (2012) qui a conduit
un certain nombre de développements sur les factorisations de matrices complexes.

Contrainte de consistance

Le Roux et al. (2009) a proposé de contraindre le modèle précédent avec une contrainte
de consistance. Le principal avantage de cette méthode est d’estimer conjointement ampli-
tudes et phases, plutôt que d’estimer la phase depuis une amplitude imposée, comme dans la
combinaison de la NMF et de l’algorithme de Le Roux et al. (2008c). Le spectrogramme est
itérativement rendu de plus en plus consistant. La fonction de coût devient alors :

C(W,H, φ) = D(X, X̂) + λCs(H) + γ

K∑
k=1

I(X̂k), (2.49)

où I est la fonction d’inconsistance (2.5).
La méthode de la fonction auxiliaire présentée dans la section 2.2.4 est utilisée pour obtenir

une procédure de mise à jour des paramètres. Nous utiliserons cette approche comme une
référence dans notre étude comparative au chapitre 3.

Autres formes de contraintes

Enfin, d’autres contraintes ont été proposées pour la CNMF, basées sur la modélisation
de signaux. Dans Bronson et Depalle (2014), un modèle de phase basé sur les mélanges
de sinusoïdes est introduit afin de contraindre les composantes complexes dans le cadre d’une
CNMF. La fonction de coût est donnée par :

C(W,H, φ) = D(X, X̂) + λCs(H) + σCφ(φ), (2.50)

où le terme Cφ(φ) traduit la fonction d’évolution de la phase selon un modèle sinusoïdal :

Cφ(φ) =
∑
t,k,r

∑
f∈Nk,r

|eiφk(f,t) − eiφk(f,t−1)ei2πν0krS |2, (2.51)
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oùNk,r est l’ensemble des canaux fréquentiels qui composent le lobe principal de la transformée
de Fourier de la fenêtre d’analyse centrée autour de la fréquence réduite νrk = rν0k , ν0k étant
la fondamentale, r l’indice d’harmonique et S est le décalage temporel (en échantillons) entre
deux trames consécutives.

Cette approche, qui exploite la structure de signaux pour contraindre la phase, est déve-
loppée dans le cadre de signaux strictement harmoniques, et requiert la connaissance de la
fréquence fondamentale et du nombre d’harmoniques de chaque source. Cela la rend mal adap-
tée à la séparation de sources aveugle, ou lorsque les signaux diffèrent du modèle considéré
(transitoires, vibratos, signaux percussifs, sinusoïdes amorties, mélanges non harmoniques,
signaux à fréquences variables tels que la parole...).

Alternativement, l’approche de Kirchhoff et al. (2014) repose sur une hypothèse d’in-
variance de certains paramètres de phase des sources. Elle suppose en effet que les écarts de
phase entre partiels sont constants au cours du temps, ce qui permet de structurer les phases
des sources par cet invariant. Cette propriété est observée expérimentalement sur des sons de
saxophone, et un modèle de mélange de sources complexes est obtenu. Néanmoins, celui-ci
n’est estimé que lorsqu’il n’y a qu’un instrument (l’algorithme fourni n’est pas applicable
à davantage de sources), mais cela montre l’intérêt d’exploiter les propriétés physiques des
signaux pour contraindre les phases.

2.3.2 NMF Haute-Résolution

Le modèle de NMF à Haute Résolution (HRNMF) a été introduit par Badeau (2011).
L’idée est de modéliser chaque bande de fréquences de la représentation TF X d’un signal
par filtrage AR. Une telle technique, agissant sur les données complexes directement, cap-
ture naturellement les relations de phase et les dépendances temporelles des composantes. Le
mélange est modélisé comme suit :

X(f, t) = n(f, t) +
K∑
k=1

X̂k(f, t), (2.52)

où n(f, t) est un bruit blanc gaussien. Chaque source X̂k(f, t) est obtenue par filtrage temporel
AR d’un signal bk(f, t) :

X̂k(f, t) = bk(f, t) +

P (k,f)∑
p=1

ap(k, f)X̂k(f, t− p), (2.53)

où P (k, f) est l’ordre du filtre pour la source k dans le canal f , de coefficients ap(k, f). Enfin,
bk(f, t) suit une loi normale centrée de variance σk(f, t)2 telle que σk(f, t)2 = W (f, k)H(k, t),
tous les bk(f, t) étant indépendants. Ce modèle permet de généraliser certaines approches :

— Si P (k, f) = 0 pour tout f et k, alors le modèle est équivalent au mélange de gaussiennes
ISNMF décrit dans Févotte et al. (2009).

— Si H(k, t) = 1 pour tout t alors X̂k est simplement un processus AR d’ordre P (k, f)
dans le canal fréquentiel f .

— Lorsque H(k, t) est une impulsion, chaque source X̂k peut être écrite comme un poly-
nôme complexe qui correspond au modèle de sinusoïdes exponentielles (ESM) Badeau
(2012); Badeau et al. (2006), fréquemment utilisé dans les méthodes à haute résolution,
ce qui explique le nom du modèle HRNMF.
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Les paramètres du modèle peuvent être estimés par un algorithme EM, qui est assez lourd
en temps de calcul : la complexité est alors de O(K3FT (1 + P )3) où P = max

k,f
P (k, f). Une

approche variationnelle bayésienne (VBEM) Badeau et Dremeau (2013) permet un calcul
plus rapide sans véritable perte de qualité : la complexité peut alors être diminuée jusqu’à
O(KFT (1 + P )). Alternativement, l’estimation du gradient de la fonction de coût a permis
de remplacer le calcul de l’étape M par des mises à jours multiplicatives Badeau et Ozerov
(2013), accélérant la vitesse de convergence de l’algorithme. Le choix de l’initialisation de
l’algorithme est critique (cf. chapitre 3).

Le modèle HRNMF a été étendu au cas multicanal et aux mélanges convolutifs Badeau
et Plumbley (2013a,b). Il a également été repris et généralisé dans Badeau et Plumbley
(2013c) sous la forme d’un modèle probabiliste apte à représenter une plus grande variété de
signaux (processus ARMA, bruits et transitoires d’attaque avec une haute résolution tempo-
relle). Il est enfin à présent capable de modéliser les corrélations entre bandes de fréquences
Badeau et Plumbley (2014).

2.4 Qualité de la séparation de sources

La mesure de la qualité de la séparation est encore aujourd’hui un problème ouvert. Cela
s’explique par le fait que celle-ci est avant tout un critère perceptif et subjectif. La com-
plexité des phénomènes perceptifs présents dans les signaux musicaux est donc difficilement
synthétisable en un jeu d’indicateurs à vocation universelle.

Il existe principalement deux boîtes à outils qui fournissent de tels indicateurs. Le premier
est un jeu d’indicateurs objectifs, alors que le deuxième est lié à des expériences subjectives.
Globalement, ces méthodes visent à quantifier l’écart entre les sources réelles xk (vérité terrain
qui est disponible lorsqu’on travaille sur des bases de données, mais pas en pratique) et les
sources estimées x̂k.

2.4.1 BSS Eval

BSS Eval (pour Blind Source Separation Evaluation) est une boîte à outils qui permet
de calculer des critères objectifs de qualité de séparation de sources, à partir des sources
originales et des sources estimées. Introduite dans Vincent et al. (2006), elle a été étendue
au cas multicanal dans Vincent et al. (2007). Nous décrivons brièvement ici le principe de
construction de ces indicateurs.

La différence entre les sources xk et leurs estimées x̂k est décomposée en trois composantes :

xk − x̂k = etargetk + einterfk + eartifk , (2.54)

où les trois composantes sont respectivement l’erreur par rapport à la cible, la composante
d’interférence et la composante d’artéfact. Ces composantes sont calculées par projection de
x̂k sur divers sous-espaces. Par exemple, etargetk est obtenu par projection de x̂k sur l’espace
engendré par les xl, l ∈ J1,KK. Une fois ces composantes obtenues, on calcule divers rapports
d’énergies qui quantifient la qualité de séparation, à partir de définitions similaires au rapport
signal sur bruit :

— le SDR (Signal to Distortion Ratio) qui évalue la qualité globale de l’estimation,

— le SIR (Signal to Interference Ratio) qui mesure le rejet d’interférences,

— le SAR (Signal to Artifact Ratio) qui évalue le rejet d’artéfacts.
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Ces indicateurs, largement utilisés par la communauté scientifique, permettent de compa-
rer de nombreuses méthodes. Ils apparaissent comme des indicateurs significatifs des rejets
d’artéfacts et d’interférences, même si certains phénomènes (comme le masquage perceptif)
ne sont pas toujours bien pris en compte par ces quantités.

2.4.2 PEASS

Dans le but de proposer un ensemble de critères qui corresponde le plus possible à des
appréciations subjectives, Emiya et al. (2011) a proposé la boîte à outils PEASS (pour
Perceptual Evaluation of Audio Source Separation).

Similairement à BSS Eval, la première étape consiste à décomposer l’erreur entre sources
originales et sources estimées en trois composantes de distorsion (cf. équation (2.54)). La
technique pour obtenir ces composantes diffère néanmoins de celle employée dans BSS Eval,
dans le but d’améliorer la cohérence avec la perception.

Ils proposent d’utiliser des scores perceptifs plutôt que des rapports d’énergie, qui d’après
eux ne sont pas bien corrélés à la perception (les différences en basses fréquences notamment
affectent grandement les rapports d’énergie mais peu la perception). Les critères subjectifs
proposés sont au nombre de quatre :

— OPS : Overall Perceptual Score,

— TPS : Target-related Perceptual Score,

— IPS : Interference-related Perceptual Score,

— APS : Artifacts-related Perceptual Score.

Il faut donc relier les composantes de distorsion calculées précédemment avec ces scores.
Pour cela, les auteurs proposent d’appliquer une fonction non-linéaire aux composantes pour
obtenir les scores. La fonction est de forme sigmoïde, et ses paramètres sont appris en mini-
misant l’erreur quadratique entre les résultats calculés grâce à cette fonction et ceux obtenus
par un test subjectif d’écoute. Des améliorations ont par ailleurs été apportées dans Vincent
(2012) en jouant notamment sur les paramètres de cette fonction.

Des expériences ont montré que ces critères représentaient mieux que BSS Eval la per-
ception humaine. Cette boîte à outils est moins bien adaptée à des morceaux de musique
réalistes car très coûteuse en temps de calcul. Ainsi, nous avons choisi d’utiliser BSS Eval
pour nos différents tests dans cette thèse, pour une raison de temps de calcul. Les résultats
obtenus n’ont pas été significativement différents selon que l’on utilisait une boîte à outils
plutôt qu’une autre.

2.5 Motivation

En conclusion de cette présentation des méthodes de reconstruction de phase dans les ap-
proches NMF pour la séparation de sources, nous résumons les principaux verrous scientifiques
des méthodes de l’état de l’art, qui motivent la suite de cette thèse.

Tout d’abord, la méthode du filtrage de Wiener, qui consiste à attribuer la phase du mé-
lange à chaque source, ne donne pas de bons résultats lorsque les sources se recouvrent dans
le domaine TF, ce qui est pourtant fréquent en musique. Cette méthode conduit notamment à
des interférences entre sources estimées, et à des artéfacts dans les basses fréquences, qui sont
particulièrement marqués dans les pistes de basse et de batterie. On peut donc se demander si
ces interférences et artéfacts proviennent de la seule estimation des spectrogrammes de puis-
sance pour le calcul du masque de Wiener, ou bien si l’estimation de la phase joue également
un rôle dans cette propriété du filtrage de Wiener.
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Les approches par consistance, comme l’algorithme de Griffin et Lim ou de Le Roux,
utilisent une propriété de la TFCT pour contraindre les phases des signaux estimés. Elles
ont connu certains développements et ont été combinées au filtrage de Wiener. Mais peut-on
assurer que la consistance est synonyme de qualité audio ?

Le cadre probabiliste est prometteur car il permet de modéliser l’incertitude sur des candi-
dats potentiels de phase estimés par modèles de signaux. Ces approches s’avèrent complexes à
mettre en oeuvre étant donné que les distributions de probabilités sur des variables circulaires
(comme la phase) mènent à des modèles de mélanges dont on ne sait que rarement exprimer
analytiquement les lois des variables latentes. Les modèles présentés dans la section 2.1.6 sont
par ailleurs principalement appliqués au rehaussement de la parole, et pas à la séparation de
sources musicales.

Enfin, le potentiel des approches qui estiment conjointement amplitudes et phases (cf.
section 2.3) est encore incertain. La NMF complexe consistante repose sur une propriété de la
TFCT, alors que le modèle de NMF à haute résolution utilise une structuration de la TFCT
issue de modèles de signaux. Quels sont les potentiels de ces méthodes ? Quelle approche
choisir ?

40



Chapitre 3

Étude comparative

Sommaire
3.1 Méthodologie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.1.1 Approches aveugle et oracle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
3.1.2 Données . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
3.1.3 Protocole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.2 Initialisation et algorithme pour HRNMF . . . . . . . . . . . . . 45
3.3 Résultats de séparation de sources . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.3.1 Mélanges synthétiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
3.3.2 Notes de piano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.3.3 Extrait MIDI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
3.3.4 En résumé . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

3.4 Filtrage de Wiener consistant . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.5 Influence de la transformation temps-fréquence . . . . . . . . . . 50
3.6 Bilan de l’étude et approche . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

41



Nous avons introduit, dans le chapitre précédent, les principales techniques de séparation
de sources basées sur la NMF qui utilisent en complément de la séparation des spectrogrammes
une technique de reconstruction de phase. Étant donné que ce dernier aspect a été nettement
moins étudié ces dernières années dans le contexte de la séparation de sources, il nous a paru
intéressant de comparer les principales approches existantes et d’identifier les avantages et
inconvénients de chacune, afin de pouvoir orienter la suite de nos travaux vers des méthodes
de reconstruction de phase performantes.

Pour cela, nous avons réalisé une étude comparative de diverses méthodes, sur plusieurs
jeux de données, et avec deux approches, afin d’en mesurer non seulement les performances,
mais également le potentiel d’amélioration. Il parait irréaliste de comparer exhaustivement
tous les modèles. Nous avons donc retenu les approches basées sur la NMF "classique", c’est-
à-dire sans injection de connaissance à priori et sans contrainte, afin de centrer spécifiquement
l’étude sur la performance des méthodes en matière de reconstruction de phase. Nous avons
également souhaité examiner le potentiel de certaines extensions de la NMF qui permettent
la reconstruction de phase (NMF complexe et NMF à Haute Résolution). Nous avons donc
étudié les méthodes suivantes :

— NMF-Wiener NMF avec filtrage de Wiener Févotte et al. (2009),
— NMF-GL NMF avec algorithme de Griffin et Lim Griffin et Lim (1984),
— NMF-LR NMF avec algorithme de Le Roux Le Roux et al. (2008c),
— CNMF NMF complexe non contrainte Kameoka et al. (2009),
— CNMF-LR NMF complexe avec contrainte de consistance Le Roux et al. (2009),
— HRNMF NMF à Haute Résolution Badeau et Plumbley (2014).

Il est à noter que les méthodes de CNMF avec contraintes de phase par modèles de si-
gnaux Bronson et Depalle (2014); Kirchhoff et al. (2014) n’ont pas été retenues pour
cette étude : la première suppose la connaissance de certains paramètres (fréquences fonda-
mentales et nombres d’harmoniques), et le deuxième modèle n’est estimé que dans le cas
d’une seule source, et n’offre pas un cadre général de séparation. En outre, ces deux modèles
reposent sur une hypothèse de mélanges harmoniques, plus restrictif que les autres méthodes.

Les principales conclusions de cette étude comparative ont fait l’objet d’une publication
à la conférence ICASSP 2015 Magron et al. (2015d).

La section 3.1 présente la méthodologie employée dans cette étude : les différentes ap-
proches, les jeux de données ainsi que le protocole y sont décrits. Dans la section 3.2, nous
nous intéressons au problème de l’initialisation et du choix de l’algorithme pour le modèle
HRNMF. La section 3.3 détaille les résultats en termes de séparation de sources. La section 3.4
propose d’étudier le filtrage de Wiener consistant, et la section 3.5 s’intéresse à l’influence de
la représentation TF utilisée. Enfin, nous effectuons un bilan de cette étude dans la section 3.6,
et justifions ainsi l’orientation de la suite de nos travaux de thèse.

3.1 Méthodologie

3.1.1 Approches aveugle et oracle

Pour évaluer le potentiel (et donc les possibilités d’amélioration) de chaque méthode, nous
avons comparé les résultats obtenus avec une approche aveugle et avec une approche oracle.
L’approche aveugle consiste à estimer le modèle directement depuis le mélange de sources,
sans utiliser d’à priori sur les sources isolées. L’approche oracle, quant à elle, consiste à évaluer
la meilleure performance possible de chaque technique. Les paramètres du modèle sont appris
sur les sources séparées. Ainsi, pour les méthodes CNMF, CNMF-LR et HRNMF, il n’y
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a pas a proprement parler d’étape de séparation puisque les estimateurs des sources selon
ces modèles sont calculés uniquement en utilisant les sources séparées et non le mélange.
Pour la méthode NMF-Wiener (et donc en conséquence pour les approches consistantes qui
utilisent NMF-Wiener comme initialisation), les modèles NMF sont appris sur les sources
séparées, puis les sources sont estimées en appliquant un filtrage de Wiener au mélange :
c’est ce qui correspond au bloc "séparation" sur le schéma de la figure 3.1 qui illustre ces
approches. La comparaison entre les approches aveugle et oracle nous informe sur le potentiel
et les possibilités d’amélioration de chaque méthode.

Il est à noter qu’il existe une approche intermédiaire, dite semi-supervisée. Par exemple, le
dictionnaire d’atomes spectraux W peut être appris au préalable, et seules les activations H
sont estimées. Cette approche, utile en pratique lorsqu’on connaît par exemple l’instrument
qui a servi à produire les sons, n’est pas étudiée ici car on s’intéresse au potentiel de chaque
méthode : l’approche oracle nous fournit cette information.

3.1.2 Données

Plusieurs jeux de données ont été utilisés :

— Des mélanges synthétiques de sinusoïdes harmoniques amorties, dont les amplitudes, les
phases à l’origine, les fréquences et les coefficients d’amortissement sont aléatoires. Dans
la moitié des cas, on force un recouvrement temps-fréquence.

— La base de données MAPS (MIDI Aligned Piano Sounds) Emiya et al. (2010) fournit
de nombreuses données qui permettent de fabriquer des mélanges de sons de piano. Afin
de tester les modèles sur des données réelles, nous avons considéré 30 mélanges de deux
notes de piano tirées aléatoirement dans la base de données MAPS.

— Enfin, nous avons testé les modèles sur un court extrait MIDI d’un peu moins de 2
secondes. Il est composé de plusieurs occurrences de trois notes de basse et d’un accord
de guitare, chacun de ces évènements étant représenté par un atome NMF (ainsiK = 4).

Pour les données synthétiques et de piano, chaque source est activée seule successivement,
puis les deux sources sont ensuite activées simultanément. Un exemple de spectrogrammes de
mélanges synthétiques (avec et sans recouvrement) est donné sur la figure 3.2.

Ces signaux sont simples. Ce choix de notre part est volontaire, car nous avons voulu
utiliser des données qui permettent un contrôle précis des résultats. Notons enfin que dans ce
chapitre, chaque atome NMF correspond à une source : nous ne sommes donc pas confrontés
au problème du clustering de ces atomes.

3.1.3 Protocole

Il est important de préciser que pour le modèle HRNMF, nous avons choisi un ordre de
filtrage autoregressif de 1 pour toutes les sources et les bandes de fréquences. Ainsi, ce modèle
utilise deux fois plus de paramètres (dictionnaire d’atomes W et coefficients de filtrage a) que
la NMF standard (W seulement). Pour que la comparaison soit plus équitable, nous avons
donc calculé la TFCT avec deux fois plus de précision en travaillant sur la NMF standard.
Notons que la CNMF utilise beaucoup plus de paramètres que les autres modèles (puisque les
phases sont libres), mais il n’est pas nécessaire de régler le nombre de paramètres finement
puisque comme nous le verrons, ce modèle fournit de moins bons résultats que les autres, alors
qu’il utilise plus de paramètres.

Les modèles NMF (avec divergence KL) et CNMF sont estimés par 30 itérations de règles
de mise à jour multiplicatives, et la reconstruction de phase est effectuée par 50 itérations
(dans le cas des procédures itératives de GL et de LR). HRNMF est initialisé avec 30 itérations
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Figure 3.1 – Schéma de fonctionnement de notre étude. Deux approches complémentaires sont
utilisées : une approche aveugle (en haut) et une approche Oracle (en bas).
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Figure 3.2 – Spectrogrammes de mélanges synthétiques : sans recouvrement TF (gauche) et avec
recouvrement TF (droite).

de NMF et estimé par 30 itérations de l’algorithme VBEM (pour l’approche aveugle) et
10 itérations de cet algorithme pour chaque source (pour l’approche oracle). Ces nombres
d’itérations sont choisis de sorte que la performance n’est pas améliorée au-delà. Enfin, les
scores sont calculés sur 30 initialisations aléatoires afin de garantir la robustesse des résultats.

Afin de mesurer la qualité de la séparation de sources, nous utilisons la boîte à outils
BSS Eval Vincent et al. (2006), un ensemble de critères objectifs qui sont adaptés à cette
problématique. Notons que la boîte à outils PEASS Emiya et al. (2011) a fourni des résultats
similaires à BSS Eval pour nos tests, nous avons donc ici retenu la première pour un critère
de rapidité de calcul (cf. chapitre 2 section 2.4).

3.2 Initialisation et algorithme pour HRNMF

Le modèle HRNMF requiert une initialisation bien choisie pour produire des résultats
satisfaisants, probablement à cause du grand nombre de minima locaux de la fonction de coût.
Nous testons donc différentes initialisations : aléatoire, par KLNMF Lee et Seung (2001) ou
par ISNMF Févotte et al. (2009), calculés à l’aide de règles multiplicatives (MUR). Nous
comparons également les algorithmes Espérance-Maximisation (EM) Badeau (2011) et EM
variationnel Bayésien (VBEM) Badeau et Plumbley (2014). Les tests sont effectués sur des
mélanges de notes de piano.

Précisons que pour cette expérience, ainsi que pour toutes celles conduites dans ce ma-
nuscrit, les simulations sont effectuées sur un ordinateur muni d’un CPU cadencé à 3.6 GHz
et de 16 Go de RAM.

Algorithme Initialisation SDR SIR SAR Temps (s)

EM
Aléatoire 5.3 6.4 14.3 379
ISNMF 15.0 21.2 17.0 376
KLNMF 17.0 22.2 18.7 377

VBEM
Aléatoire 1.4 2.8 11.1 1.03
ISNMF 16.9 25.3 17.7 0.95
KLNMF 16.9 24.5 17.8 0.89

Tableau 3.1 – Influence de l’initialisation et du choix de l’algorithme pour HRNMF sur la
performance de séparation

Les résultats sont présentés dans le tableau 3.1, la meilleure performance étant mise en
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valeur en gras. Nous remarquons qu’initialiser HRNMF avec une NMF améliore significa-
tivement les résultats par rapport à une initialisation aléatoire. Le choix d’une NMF avec
divergence KL ou IS ne semble pas influencer grandement les résultats. Nous remarquons
également que l’algorithme VBEM fournit des résultats similaires à EM, avec un gain très
important en matière de temps de calcul. Nous utiliserons donc pour le reste de notre étude
l’algorithme VBEM avec une initialisation KLNMF afin d’estimer le modèle HRNMF.

3.3 Résultats de séparation de sources

3.3.1 Mélanges synthétiques

Les résultats des tests sur les données synthétiques sont présentés sur la figure 3.3. Les
boîtes à moustaches représentent les résultats de l’approche aveugle : chaque boîte à mous-
taches est constituée d’une ligne centrale indiquant la médiane des indicateurs, de bords
inférieurs et supérieurs indiquant les 1er et 3eme quartiles, et les moustaches indiquent les
valeurs extrémales. Les étoiles indiquent la performance de l’approche oracle.

Ces résultats montrent que les algorithmes de reconstruction de phase par approches
consistantes (GL et LR) ne mènent pas à des résultats satisfaisants en ce qui concerne la
qualité audio 1. Ces algorithmes minimisent par construction l’inconsistance des composantes
estimées, mais diminuent les SDR et SAR par rapport au filtrage de Wiener initial, diminution
légère dans le cas aveugle mais nettement plus marquée dans le cas Oracle. Il est à noter que
cette conclusion a déjà été suggérée dans une précédente étude Yoshii et al. (2013). Forcer
l’amplitude à être constante (égale à une valeur cible) au cours des itérations semble être trop
contraignant pour améliorer la qualité audio.

La NMF complexe avec contrainte de consistance CNMF-LR est supposée être une ré-
ponse à ce problème, puisque les spectrogrammes des sources sont ajustés au cours des ité-
rations afin de compenser la contrainte de consistance, mais on constate en réalité que ce
modèle ne conduit pas à une amélioration par rapport à NMF-LR. Nous observons que la
NMF complexe non contrainte CNMF donne de meilleurs résultats que CNMF-LR, ce qui
confirme que la consistance n’est pas forcément un critère adapté à la qualité audio.

Les résultats chutent globalement lorsque les sources se recouvrent dans le domaine TF,
à l’exception du SAR : le rejet d’artefacts semble amélioré lorsqu’il y a recouvrement.

Enfin, la séparation aveugle avec le modèle HRNMF fournit des résultats légèrement
meilleurs qu’avec les autres approches (excepté dans le cas de recouvrement, où les perfor-
mances de CNMF et HRNMF sont similaires). Ce modèle fournit la meilleure performance
dans la comparaison oracle. NMF-Wiener reste par contre la méthode la plus rapide (40
ms), les autres étant exécutées en environ 1.5 s. Les temps de calcul sont comparables sur les
données de piano.

Remarque : Des tests complémentaires sur des mélanges synthétiques avec vibratos
conduisent à des résultats similaires : le modèle HRNMF surpasse significativement les autres
modèles dans la comparaison oracle, ce qui montre sa capacité à représenter une grande variété
de signaux. À ce sujet, mentionnons qu’il peut être intéressant de travailler dans le domaine
de modulation de spectrogramme afin de prendre en compte les variations d’amplitude et de
fréquence des sources. Nous avons par ailleurs contribué à l’étude Stöter et al. (2016) qui
proposait de comparer HRNMF et des méthodes de NMF dans le domaine de modulation de
spectrogramme, montrant des résultats assez similaires.

1. Nous supposons ici que les indicateurs de SDR, SIR et SAR traduisent la qualité audio. Cette hypothèse
est cependant sujette à controverse, et il est fréquent dans la littérature de voir la pertinence de ces indicateurs
remise en question. Il faut donc garder à l’esprit que lorsqu’on se réfère ici à la "qualité audio", il est question
de ces indicateurs.
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Figure 3.3 – Performance de la séparation de mélanges synthétiques sans recouvrement TF (gauche)
et avec recouvrement TF (droite). Approches aveugle (boîtes à moustaches) et oracle (étoiles).

3.3.2 Notes de piano

Les résultats des tests sur les notes de piano sont présentés sur la figure 3.4. Les algorithmes
ne conduisent pas à des performances particulièrement plus mauvaises que sur les données
synthétiques, à l’exception de CNMF, dont la performance devient moins bonne que NMF-
Wiener, inversement au cas des signaux synthétiques. Comme précédemment, le modèle
HRNMF montre un potentiel très élevé par rapport aux autres méthodes (résultats oracle).

3.3.3 Extrait MIDI

La figure 3.5 présente les résultats expérimentaux sur un extrait MIDI. Ces résultats
montrent une baisse significative des performances des algorithmes en comparaison avec les
tests précédents. La complexité de ces signaux semble induire une baisse de qualité en termes
de séparation de sources. L’estimation HRNMF n’améliore pas le résultat sur l’initialisation
avec KLNMF en ce qui concerne les SDR et SIR dans le cas aveugle. Cependant, l’approche
oracle montre toujours le potentiel de cette méthode. NMF-Wiener est estimé en 60 ms et
les autres modèles entre 3 et 4 secondes.

3.3.4 En résumé

Les principaux résultats de cette étude comparative sont donc :

— Le modèle HRNMF possède le plus fort potentiel pour la séparation de sources, au vu
des résultats de l’approche oracle. La modélisation des dépendances temporelles des
composantes semble être une approche efficace pour améliorer la qualité de séparation.

— Ce modèle souffre néanmoins d’une estimation coûteuse en temps de calcul, malgré les
efforts faits sur le sujet, notamment grâce à l’algorithme VBEM.

— Il y a une grande différence entre l’approche aveugle et oracle pour ce modèle. HRNMF
semble bien fonctionner lorsque des informations sur les sources sont disponibles et
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Figure 3.4 – Performance de la séparation de notes de pianos. Approches aveugle (boîtes à

moustaches) et oracle (triangles).
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Figure 3.5 – Performance de la séparation des sources sur l’extrait MIDI. Approches aveugle
(boîtes à moustaches) et oracle (triangles).
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fonctionne moins bien en cas de séparation aveugle. Des applications en séparation
supervisée peuvent donc être envisagées.

— Le filtrage de Wiener fournit un estimateur des sources (et donc implicitement de la
phase) efficace et rapide. Néanmoins, lorsque les sources se recouvrent en temps et
en fréquence, ses performances baissent significativement. Des phénomènes comme les
battements créent alors des interférences entre sources.

— Les approches par consistance ne semblent pas adaptées à la séparation de sources car
la consistance de la représentation ne s’avère en réalité pas être un critère corrélé à la
qualité audio. Les contraintes de phase devraient donc reposer sur la consistance des
données (comme le fait HRNMF) plutôt que sur la consistance de la représentation (ici
la TFCT, ce que font GL et LR).

— La comparaison entre les résultats de la CNMF et de la CNMF consistante confirment
ce diagnostic : contraindre les sources obtenues à être la TFCT d’un signal ne semble
pas améliorer les SDR, SIR et SAR. Les NMF complexes ne fournissent par ailleurs pas
de meilleurs résultats que les NMF traditionnelles, probablement en raison de la nature
des contraintes (ou de l’absence de contrainte) sur les phases. La non-réduction de la
dimensionnalité des données de phase est par ailleurs handicapante pour ces méthodes.
Ces résultats ont déjà été partiellement observés précédemment (cf. King (2012)).

3.4 Filtrage de Wiener consistant

Les différentes méthodes qui consistent à combiner filtrage de Wiener et approche consis-
tante ont été présentées dans le chapitre 2, section 2.1.4. Nous n’avons pas retenu ces ap-
proches dans notre comparatif puisque nous voulions évaluer indépendamment le potentiel
des approches consistantes et du filtrage de Wiener dans le cas où il y a recouvrement TF des
sources.

On peut néanmoins se demander si une approche qui combine phase du mélange et
contrainte de consistante peut dépasser les performances de ces deux approches prises sé-
parément, limites que nous venons d’identifier. D’après Le Roux et Vincent (2013), la
méthode la plus aboutie, et celle qui fournit les meilleurs résultats parmi ces approches est le
filtrage de Wiener consistant. Nous proposons donc de tester cette approche dans le cadre de
la séparation de sources et de la comparer au filtrage de Wiener traditionnel et à l’algorithme
GL.

On considère un jeu de données constitué de 30 mélanges de notes de piano qui se re-
couvrent dans le domaine TF. Nous appliquons donc les méthodes sus-citées à partir d’es-
timations des spectrogrammes obtenues par KLNMF sur les sources séparées (amplitudes
oracle). Le filtrage de Wiener consistant dépend d’un paramètre γ ajustant l’importance re-
lative de la contrainte de consistance, aussi nous faisons varier ce paramètre de 10−2 à 107.
Les résultats moyennés sur la base de données sont présentés sur la figure 3.6.

On constate que pour une valeur du paramètre γ bien choisie (autour de 102), on obtient un
compromis entre les différents indicateurs. Ceux-ci sont alors supérieurs aux valeurs obtenues
par les deux méthodes (filtrage de Wiener et algorithme GL). Ce résultat montre l’intérêt
d’une telle approche. Néanmoins, celui-ci est à relativiser : tout d’abord, l’amélioration des
résultats reste modérée (le gain est de l’ordre de 0.1 dB en SDR et SAR, et de 0.2 dB en
SIR). Par ailleurs, le paramètre γ optimal est fortement dépendant du jeu de données utilisé :
en effet, dans les expériences conduites dans Le Roux et Vincent (2013), le paramètre
optimal obtenu se situe autour de 106 alors qu’il est de 102 ici. Il est donc crucial, pour
mettre efficacement en oeuvre ce type d’approche, de disposer d’une base d’apprentissage
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Figure 3.6 – Performance du filtrage de Wiener consistant en séparation de sources (mélanges de
notes de piano).

relativement similaire à la base de tests. On pourrait par exemple choisir γ de sorte à le "lier"
aux données, par exemple en prenant γ = γ̃||X||2. Ce choix de définition du paramètre est
notamment employé dans Bronson et Depalle (2014) pour ajuster la contrainte de phase
dans un modèle de NMF complexe, ou encore dans Kameoka et al. (2009) pour la contrainte
de parcimonie.

Enfin, l’algorithme de filtrage de Wiener consistant est relativement lourd en matière de
temps de calcul : sur un morceau plus réaliste (avec 4 sources instrumentales et d’une durée
d’environ 10 secondes), le filtrage de Wiener consistant est effectué en environ 30 secondes
contre moins d’une seconde pour le filtrage de Wiener traditionnel.

3.5 Influence de la transformation temps-fréquence

Les expériences précédentes montrent les limites des approches consistantes qui n’amé-
liorent pas les performances en matière de qualité audio par rapport au filtrage de Wiener.
Ainsi, ces approches étant basées sur la cohérence des informations redondantes de la trans-
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formation TF utilisée (ici la TFCT), il est légitime de se demander si cette propriété de
redondance bénéficie effectivement à la séparation de sources.

Nous avons donc complété cette étude par l’expérience suivante qui vise à comparer diffé-
rentes représentations TF :

— La transformée en cosinus discrète modifiée (MDCT de l’anglais Modified Discrete Co-
sine Transform) Princen et Bradley (1986). Celle-ci a montré de bons résultats
en séparation de sources musicales Plumbley et al. (2010). Elle permet notamment
d’augmenter la parcimonie des sources Tan et Févotte (2005).

— La transformée de Fourier discrète modifiée (MDFT de l’anglais Modified Discrete Fou-
rier Transform) Karp et Fliege (1999), qui vise notamment à s’affranchir des pro-
blèmes de recouvrement spectral inhérents à la transformée de Fourrier.

— La transformée à Q constant (CQT de l’anglais Constant-Q Transform) Fillon et
Prado (2012) qui a été rendue inversible récemment Holighaus et al. (2013). Cette
transformation est particulièrement adaptée au traitement du signal audio puisque sa
résolution variable est adaptée à la perception humaine. Nous avons utilisé la boîte à
outils MATLAB telle que décrite dans Schorkhuber et al. (2014).

Nous avons également étudié la TFCT avec plusieurs taux de recouvrement (0, 50 et 75 %).
Les données utilisées et le protocole sont les mêmes que précédemment.

La figure 3.7 présente les résultats moyennés sur 30 signaux de mélanges de notes de piano
(les résultats sont similaires sur les autres types de données). On constate qu’une séparation
basée sur la TFCT semble donner les meilleurs résultats. Par ailleurs, le recouvrement de
celle-ci influe sur les résultats : plus celui-ci est important, plus la séparation est de meilleure
qualité, ce qui fait écho à la conclusion de Raki et al. (2005).

Ainsi, même si l’optimisation directe de la fonction d’inconsistance ne semblent pas amé-
liorer les SDR, SIR et SAR par rapport au filtrage de Wiener initial, il semble que le taux
de recouvrement, qui est à la base de ces approches, soit tout de même important. On peut
donc suggérer que la consistance de la représentation puisse être utilisée dans un but de
reconstruction de phase, mais peut-être pas via une optimisation directe de ce critère.
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Figure 3.7 – Influence de la représentation temps-fréquence sur la performance de la séparation de
sources (mélanges de notes de piano en relations harmoniques) : SDR (haut), SIR (milieu) et SAR
(bas) en dB. Les barres claires représentent la performance aveugle, les barres foncées représentent la

performance oracle.
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3.6 Bilan de l’étude et approche

Les résultats de cette étude comparative soulignent la nécessité de mettre au point de
nouvelles techniques de reconstruction de phase. En effet, les résultats Oracle de cette étude
montrent que même lorsqu’un estimateur oracle du spectrogramme d’amplitude est disponible,
la qualité de la séparation est toujours limitée par la méthode de restauration de phase utilisée.

L’utilisation d’une transformation redondante joue un rôle dans la cohérence du signal
à travers les phases de sa TFCT, mais la propriété de consistance ne devrait pas être uti-
lisée comme critère à maximiser pour reconstruire les phases. Le filtrage de Wiener est une
technique rapide et efficace, mais lorsque les sources se recouvrent en temps et en fréquence,
ses performances baissent significativement. Des phénomènes comme les battements créent
alors des interférences entre sources, qui persistent dans le cas Oracle. Le filtrage de Wiener
consistant combine ces deux aspects, mais n’améliore pas significativement les performances,
même dans un cas Oracle, et est gourmand en temps de calcul. Il est à noter qu’une piste
intéressante a été envisagée : elle consiste en une initialisation des algorithmes consistants
qui exploite un modèle sinusoïdal Gnann et Spiertz (2010). Cela combine une propriété du
signal et la consistance de la représentation.

Le modèle HRNMF tire son potentiel de la modélisation des signaux. La méthode d’esti-
mation de ce modèle limite son emploi en pratique, même si des pistes d’amélioration peuvent
être envisagées (méthodes à haute résolution Hua et al. (2004) ou méthodes MCMC Andrieu
et al. (2003)).

La NMF complexe propose un cadre général utile car on peut facilement y inclure des
contraintes. En ce sens, l’approche de Bronson et Depalle (2014) est prometteuse.

La modélisation des signaux confère à HRNMF son potentiel, à la NMF complexe une
contrainte efficace Bronson et Depalle (2014), et aux approches consistantes une initiali-
sation de qualité Gnann et Spiertz (2010). La suite de nos recherches portera donc sur la
modélisation des signaux afin d’obtenir des contraintes de phase qui permettent de renforcer
certaines propriétés désirables des signaux de musique (comme la précision des attaques ou la
continuité temporelle). Ces contraintes pourront être intégrées dans le cadre de la séparation
de sources, notamment dans un modèle de NMF complexe contrainte. Nous pourrons enfin
mettre au point un modèle probabiliste de sources basé sur une phase non-uniforme, utilisant
ce type de modèles.
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Chapitre 4

Déroulé linéaire de phase par modèle
sinusoïdal
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Les conclusions du chapitre précédent ont orienté nos recherches sur la reconstruction de
phase par modèles de signaux. Nous nous intéressons dans ce chapitre au modèle de mélange
de sinusoïdes McAuley et Quatieri (1986), qui est fréquemment utilisé dans la littérature,
comme par exemple dans l’algorithme du vocodeur de phase Flanagan et Golden (1966),
la séparation de sources par NMF contrainte Bronson et Depalle (2014) ou encore le
rehaussement de la parole Mowlaee et Kulmer (2015).

Nous proposons une généralisation de cette approche qui consiste à contraindre les phases
de signaux musicaux dans le domaine TF par un modèle de mélanges de sinusoïdes. Nous
obtenons un algorithme de déroulé de phases horizontal, à travers les trames temporelles.
Notre technique s’applique à plusieurs types de signaux musicaux, tels que des sons de guitare
ou de piano. L’estimation locale (dans chaque trame) des fréquences instantanées 1 étend le
domaine de validité de cette méthode aux signaux non stationnaires comme des sons de violon
ou de parole.

Les principaux résultats liés à ce travail ont fait l’objet d’une publication à la conférence
EUSIPCO Magron et al. (2015b), et un rapport technique plus détaillé a été déposé dans la
base de données de Télécom ParisTech Magron et al. (2015c).

La section 4.1 présente le modèle sinusoïdal à partir duquel est obtenu le déroulé horizon-
tal. La section 4.2 présente une évaluation expérimentale de cette technique, et la section 4.3
applique cette méthode à la suppression de clics dans les enregistrements audio. Nous intro-
duisons dans la section 4.4 un modèle d’impulsion pour la reconstruction de phase dans les
trames d’attaque, avant de conclure dans la section 4.5.

4.1 Modèle sinusoïdal

4.1.1 Signal stationnaire

Considérons une sinusoïde complexe de fréquence instantanée ν0 ∈] − 1
2 ,

1
2 ], de phase à

l’origine φ0 ∈]− π, π] et d’amplitude A0 > 0 :

∀n ∈ Z, x(n) = A0e
2iπν0n+iφ0 . (4.1)

On rappelle l’expression de la TFCT, pour chaque bande de fréquences f ∈ J0, F−1K et trame
temporelle t ∈ Z :

X(f, t) =

Nw−1∑
n=0

x(n+ tS)w(n)e−2iπ f
F
n, (4.2)

où w est une fenêtre d’analyse de longueur Nw échantillons et S est le décalage temporel entre
deux trames. Soit W (ν) =

∑Nw−1
n=0 w(n)e−2iπνn la Transformée de Fourier à Temps Discret

(TFTD) de la fenêtre d’analyse w à la fréquence réduite ν ∈]− 1
2 ,

1
2 ]. La TFCT de la sinusoïde

(4.1) est :

X(f, t) = A0e
2iπν0St+iφ0W

(
f

F
− ν0

)
. (4.3)

On note φ = ∠X la phase de X (∠ désigne l’argument complexe). Elle s’écrit alors sous la
forme :

φ(f, t) = φ0 + 2πSν0t+ ∠W

(
f

F
− ν0

)
. (4.4)

1. Dans ce manuscrit, l’expression "fréquence instantanée" désigne une estimation de la fréquence dans une
trame t : il s’agit en toute rigueur de la fréquence instantanée (définie pour tout échantillon n dans le domaine
temporel) moyenne dans la trame d’analyse. Néanmoins, nous utiliserons l’expression "fréquence instantanée"
par commodité de langage.
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Cela conduit à une relation entre points TF successifs :

φ(f, t) = φ(f, t− 1) + 2πSν0. (4.5)

On voit qu’une telle équation permet, dans un canal fréquentiel donné, d’estimer la phase dans
une trame t en fonction de la phase dans la trame précédente et de la fréquence instantanée
de la sinusoïde ν0.

L’approche que nous proposons est donc similaire à l’étape de synthèse du vocoder de
phase : nous estimons les fréquences instantanées pour en déduire l’incrément de phase 2πSν0.
La différence est que le vocodeur de phase utilise les différences entre phases (supposées
connues à l’analyse) pour calculer la fréquence instantanée (et dérouler ensuite une phase de
synthèse), alors que nous proposons d’estimer cette fréquence par une méthode alternative,
qui n’utilise que les amplitudes.

4.1.2 Sinusoïdes multiples

Considérons à présent un mélange de P sinusoïdes de paramètres notés Ap, νp et φp,0 :

x(n) =

P∑
p=1

Ape
2iπνpn+iφp,0 . (4.6)

Sa TFCT s’écrit :

X(f, t) =
P∑
p=1

Ape
2iπνpSt+iφp,0W

(
f

F
− νp

)
. (4.7)

Nous supposons qu’il y a au plus une sinusoïde active par bande de fréquences, ce qui signifie
que dans une bande de fréquences donnée, la TFCT X peut simplement s’écrire comme étant
égale à la contribution d’un seul partiel (c’est-à-dire une composante sinusoïdale). Cette hypo-
thèse est peu réaliste pour des signaux de musique réalistes où plusieurs sources se recouvrent
dans le plan TF, mais nous opérerons dans ce cas de figure (cf. chapitre 5) sur les sources
séparées.

Nous proposons de découper l’espace des canaux fréquentiels en régions, dites régions
d’influence Laroche et Dolson (1999), pour s’assurer que la phase dans un canal fréquentiel
donné soit déroulée selon la fréquence instantanée appropriée.

Dans la trame t, on observe donc une amplitude |X(f, t)| que nous notons V (f) (on
s’affranchit de l’indice de trame par souci de lisibilité). Les canaux qui correspondent aux pics
d’amplitude sont notés fp. Nous définissons les limites des régions d’influence comme suit :

∀p ∈ J2, P K, lp =

⌊
V (fp)fp−1 + V (fp−1)fp

V (fp) + V (fp−1)

⌋
, (4.8)

où b.c désigne la partie entière, et l1 = 0, lP+1 = F . On définit alors la p-ième région
d’influence :

Ip = Jlp, lp+1 − 1K. (4.9)

Une telle définition présente deux avantages. Tout d’abord, plus le pic V (fp) est important
devant ses voisins, plus étendue sera la région d’influence correspondante. En outre, cette
définition assure que l’ensemble des régions d’influence forme une partition de l’ensemble des
canaux fréquentiels :

∀p 6= q, Ip ∩ Iq = ∅ et
P⋃
p=1

Ip = J0, F − 1K, (4.10)
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Figure 4.1 – Découpage en régions d’influence : un spectre (courbe en traits pleins) est segmenté en
régions d’influence, qui sont d’autant plus larges qu’un pic est plus important que ses voisins. Les

traits en pointillés représentent les frontières entre ces régions.

ce qui signifie que traiter toutes les régions Ip permet de traiter la totalité des canaux fré-
quentiels. Ce découpage en régions d’influence est illustré sur la figure 4.1.

D’autres choix de régions d’influence sont possibles Laroche et Dolson (1999). Par
exemple, la limite entre deux pics d’amplitude peut être le canal de plus petite énergie.
Toujours d’après Laroche et Dolson (1999), on peut choisir comme limite entre deux ré-
gions d’influence le milieu entre deux canaux fréquentiels correspondant aux pics d’amplitude
consécutifs. Nous avons choisi d’utiliser la définition (4.9) pour sa simplicité et sa facilité
d’implémentation.

Ainsi, si nous considérons à présent un canal dans la p-ième région d’influence, la TFCT
X (4.7) devient :

∀f ∈ Ip, X(f, t) ≈ Ape2iπνpSt+iφp,0W

(
f

F
− νp

)
, (4.11)

ce qui conduit à :
φ(f, t) = φ(f, t− 1) + 2πSνp. (4.12)

Nous pouvons donc proposer l’équation de déroulé linéaire suivante, qui généralise (4.5) :

φ(f, t) = φ(f, t− 1) + 2πSν(f), (4.13)

telle que ∀p ∈ J1, P K, ∀f ∈ Ip, ν(f) = νp.

4.1.3 Signal à fréquence variable

On peut calculer la phase de la TFCT d’un signal dont la fréquence instantanée varie au
cours du temps (pour un vibrato par exemple). Le calcul est conduit dans Abe et Smith
(2005) pour des signaux continus, et peut être étendu aux signaux à temps discret : si la
variation de fréquence entre deux trames consécutives t − 1 et t est petite devant la largeur
d’un canal fréquentiel, c’est-à-dire si un pic d’amplitude reste dans le même canal fréquentiel,
alors nous pouvons généraliser (4.13) :

φ(f, t) = φ(f, t− 1) + 2πSν(f, t). (4.14)
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Figure 4.2 – Illustration de la QIFFT : un pic d’amplitude est approché par une parabole, et le
calcul du maximum de cette parabole conduit à une estimation de la fréquence instantanée.

La fréquence instantanée est alors estimée dans chaque trame temporelle, afin de représenter
des signaux à fréquence variable tels que les vibratos, qui sont souvent présents en musique
(signaux de voie chantée ou de violon par exemple).

Notons enfin que l’on peut toujours appliquer ce résultat lorsque la variation de fréquence
instantanée devient plus importante Laroche et Dolson (1999), et que le canal fréquentiel
correspondant au p-ième pic devient variable au cours du temps : on note ce canal fp(t). On
estime alors la phase dans le point TF (fp(t), t) à partir de la phase dans le point TF (fp(t−
1), t− 1) :

φ(fp(t), t) = φ(fp(t− 1), t− 1) + 2πSν(fp(t), t). (4.15)

4.1.4 Estimation de fréquences instantanées

Pour estimer les fréquences instantanées, nous utilisons la technique d’interpolation qua-
dratique de FFT (QIFFT pour Quadratic Interpolated FFT ) Abe et Smith (2004a). Cette
méthode consiste à approcher la forme d’un spectre au voisinage d’un pic d’amplitude par
une parabole. Cette approximation parabolique est justifiée théoriquement pour des fenêtres
d’analyse gaussiennes Marques et Almeida (1986), et utilisée en pratique pour n’importe
quel type de fenêtre Abe et Smith (2004a). Le calcul du maximum de cette parabole fournit
l’estimation de la fréquence instantanée. Il est à noter que cette méthode n’est valable que si
une seule sinusoïde est active par bande de fréquences. La figure 4.2 illustre cette technique.

Le biais de cette méthode dépend d’une part du type de fenêtre, et d’autre part du
nombre de points utilisés pour le calcul de la transformée de Fourier. Dans Abe et Smith
(2004b), les auteurs donnent des méthodes pour réduire arbitrairement ce biais, notamment
en utilisant du bourrage de zéro. Des méthodes plus poussées existent pour l’estimation de
fréquences instantanées dans le domaine TF. Néanmoins, celles-ci sont généralement basées
sur l’hypothèse de mélanges harmoniques (somme et produit harmonique spectral, ou de façon
plus sophistiquée, l’algorithme PEFAC Gonzalez et Brookes (2014)), ou bien agissent sur
des données complexes. Ainsi, la QIFFT semble être un choix approprié dans notre cadre
d’étude.
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Algorithme 2 Reconstruction de phase par déroulé linéaire
Entrées :
Spectrogramme d’amplitude V ∈ RF×T+ ,
Trames d’attaque tm, ∀m ∈ J0,MK,
Phases d’attaque φ(f, tm), ∀m ∈ J0,M − 1K.
pour m = 0 à M − 1 faire
pour t = tm + 1 à tm+1 − 1 faire
Calculer v(f) = V (f, t).
Localisation de pics fp à partir de v(f).
Fréquences instantanées νp par QIFFT autour des pics fp.
Régions d’influence Ip à partir des pics fp et des amplitudes v(fp).
Attribution des fréquences ∀f ∈ Ip, ν(f) = νp .
Déroulé de phase ∀f , φ(f, t) = φ(f, t− 1) + 2πSν(f) .

fin pour
fin pour
Sortie :
φ ∈ RF×T

4.1.5 Algorithme de déroulé horizontal

Nous présentons dans l’algorithme 2 la procédure de reconstruction des phases d’une
TFCT à partir de son spectrogramme d’amplitude. On suppose connues les trames d’attaque
(qui peuvent être calculées, par exemple, à partir du spectrogramme via la boîte à outils
MATLAB Tempogram Toolbox Grosche et Müller (2011)). La détection des transitoires
d’attaque est en effet une problématique qui dépasse le cadre de cette thèse, et nous ne nous
y sommes pas intéressés directement : il existe en effet de multiples méthodes pour les estimer
(on pourra trouver dans Daudet (2005) une présentation de diverses méthodes d’extraction
de transitoires d’attaque). On note ces trames tm avec m ∈ J0,M − 1K, où M est le nombre
d’attaques. Pour éviter tout problème d’indices au bord, on note également tM = T , ainsi
tM − 1 = T − 1 désigne la dernière trame de la TFCT. Les phases dans les trames d’attaque
doivent être fournies à l’algorithme, puisque celui-ci repose sur une relation récursive. Dans
les expériences conduites dans la prochaine section, elles seront supposées connues, mais on
s’intéressera par la suite à des méthodes alternatives d’estimation de ces phases d’attaque.

4.2 Évaluation expérimentale

4.2.1 Protocole et données

La boîte à outils MATLAB Tempogram Grosche et Müller (2011) fournit une esti-
mation rapide et robuste des trames d’attaque 2 à partir d’un spectrogramme. Nous utilisons
plusieurs jeux de données :

A : 30 morceaux de piano tirés de la base MAPS Emiya et al. (2010) ;

B : 6 morceaux de guitare extraits de la base IDMT-SMT-GUITAR Kehling et al. (2014) ;

2. En réalité, cette boîte à outils est concue pour évaluer le tempo. Néanmoins, elle calcule l’ensemble des
trames d’attaque de façon intermédiaire, c’est donc l’information que nous avons exploitée.
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Données A B C D
Erreur ε̃ (%) 0.48 0.62 0.58 0.35

Tableau 4.1 – Erreur entre estimées de fréquence par QIFFT et vocodeur de phase sur plusieurs
jeux de données.

C : 12 quatuors à cordes tirés de la base de données SCISSDB (SCore Informed Source
Separation DataBase) Hennequin et al. (2011b) ;

D : 40 extraits de parole de la base ChiME (Computational Hearing in Multisource Envi-
ronments) Barker et al. (2013) ;

E : 50 morceaux de musique de divers styles (pop, rock, électronique...) issus de la base
DSD100 (Demixing Secret Database) : cette base de données est une version remasterisée
de la base mise à disposition pour la campagne SiSEC (Signal Separation Evaluation
Campaign) Ono et al. (2015).

Les signaux sont échantillonnés à Fs = 44100 Hz. La boîte à outils BSS Eval Vincent
et al. (2006) est utilisée pour évaluer la performance de la reconstruction : on quantifie celle-ci
en calculant le SDR entre le signal original et son estimé. L’algorithme itératif de Griffin et
Lim (GL) est utilisé comme référence, 200 itérations de cet algorithme étant effectuées (la
performance n’étant pas améliorée au-delà). Il est initialisé avec des phases aléatoires, sauf
dans les trames d’attaque où la phase est supposée connue.

4.2.2 Estimation des fréquences instantanées

Dans cette expérience, nous évaluons la qualité de la technique de QIFFT pour estimer
les fréquences instantanées. La TFCT est calculée avec une fenêtre de Hann de longueur 4096
échantillons (soit 92 ms), 75 % de recouvrement et pas de bourrage de zéros.

On considère dans un premier temps des signaux synthétiques constitués de mélanges
de sinusoïdes. De tels signaux nous permettent de connaître la vérité terrain (les fréquences
instantanées). On les compare alors aux valeurs estimées par QIFFT. Les signaux contiennent
en moyenne 40 harmoniques, et on effectue cette tâche sur 50 signaux. L’erreur moyenne
d’estimation des fréquences est de 0.002 %, ce qui montre l’efficacité de la QIFFT pour
l’estimation de fréquences instantanées de signaux sinusoïdaux.

On effectue une expérience similaire sur des signaux réalistes (données A à D). On note
ν∗(f, t) l’estimée de la fréquence instantanée par QIFFT au point temps-fréquence (f, t) et
ν(f, t) sa valeur calculée grâce à la technique du vocoder de phase Laroche et Dolson
(1999), c’est-à-dire en supposant la phase connue. Notons que cette estimation est une ré-
férence (et non pas la vérité terrain), le but dans cette expérience étant d’évaluer la diffé-
rence entre un estimateur basé sur la phase (vocoder) et un estimateur basé sur l’amplitude
(QIFFT).

La figure 4.3 illustre un spectrogramme de signal qui comporte des vibratos marqués,
ainsi que les fréquences instantanées estimées par ces deux méthodes. Les deux méthodes
conduisent à un résultat similaire.

L’erreur relative moyenne d’estimation en fréquence est :

ε̃ =
1

|Υ|
∑

(f,t)∈Υ

|ν∗(f, t)− ν(f, t)|
ν(f, t)

, (4.16)

où Υ désigne l’ensemble des points du plan TF qui correspondent aux pics détectés et |Υ|
désigne le cardinal de l’ensemble Υ.
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Figure 4.3 – Spectrogramme d’un mélange synthétique avec vibrato (gauche) et fréquences
instantanées correspondant au partiel oscillant autour de 3200 Hz (droite).

Dans le tableau 4.1, on peut lire l’erreur d’estimation moyenne (4.16) pour différents jeux
de données. Ces résultats confirment que la QIFFT conduit à une estimation de fréquence très
proche de celle obtenue en utilisant l’information de phase. Ce résultat confirme les travaux
plus extensifs de Betser et al. (2008).

Le choix de l’estimation de fréquence par la méthode du vocodeur de phase comme va-
leur de référence est tout à fait arbitraire : cette valeur n’est en effet pas égale à la vérité
terrain, indisponible ici. Cette expérience amène donc à la conclusion que l’estimation de
fréquences instantanées n’utilisant qu’une information d’amplitude (QIFFT) conduit à des
résultats proches d’une méthode utilisant également une information de phase (vocodeur de
phase). Ainsi, si on suppose que l’estimation par vocodeur de phase est de qualité relativement
bonne Betser et al. (2008), on peut considérer que la QIFFT est un outil adapté à cette
tâche sur des signaux réalistes.

4.2.3 Comparaison à l’algorithme de Griffin et Lim

Dans cette expérience, nous testons l’algorithme 2 sur les jeux de données introduits préa-
lablement. La TFCT est calculée comme précédemment. Le tableau 4.2 fournit les résultats
de la reconstruction avec l’algorithme GL et avec notre approche. Nous considérons deux cas :
les amplitudes peuvent être connues (cas Oracle) ou bien approchées par une KLNMF, qui
utilise 30 itérations de règles de mise à jour multiplicatives, et un rang de factorisation égal à
30. Ce scénario non-Oracle nous renseigne sur la dégradation de performance des algorithmes,
qui dépendent tous les deux des spectrogrammes d’amplitudes, lorsque ceux-ci ne sont plus
égaux à la vérité terrain.

Notre approche donne des résultats significativement meilleurs que l’approche de Griffin
et Lim. Les composantes stationnaires et à fréquence variable sont reconstruites avec une
meilleure précision dans les deux scénarios. Bien que les deux approches conduisent à une
performance moindre lorsque les amplitudes ne sont plus connues exactement, notre approche
semble plus prometteuse au niveau du SDR que l’algorithme GL.

Enfin, nous calculons la valeur de l’inconsistance (définie par l’équation (2.4) au chapitre 2)
pour les TFCT estimées par ces deux méthodes, dans le cas Oracle (amplitudes connues) sur
le jeux de données B. Cette valeur, moyennée sur les données, est de 2×102 pour l’algorithme
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Scénario Oracle Scénario non-Oracle
Griffin et Lim Déroulé de phase Griffin et Lim Déroulé de phase

A 0.4 5.8 −0.2 4.7

B −0.5 2.2 −11.2 −9.7
C −6.5 0.4 −8.9 −4.7
D 1.1 −1.8 −11.8 −11.6

Tableau 4.2 – Performance de reconstruction (SDR en dB) pour divers jeux de données.

GL contre 1 × 105 pour notre approche. Cela signifie donc qu’un meilleur SDR (ce que l’on
interprète comme un signal mieux reconstruit) peut être obtenu au détriment d’une inconsis-
tance plus élevée. Ce résultat confirme les conclusions du chapitre 3 : bien que l’inconsistance
puisse être un critère important pour attester de la qualité d’une TFCT complexe estimée, on
ne peut pas établir un lien direct entre consistance et critère objectif de reconstruction (comme
le SDR). Ainsi, l’optimisation directe de ce critère d’inconsistance n’est pas nécessairement
la meilleure approche pour reconstruire la phase d’une TFCT. Il pourrait être intéressant
d’envisager des méthodes alternatives pour prendre en compte cette propriété.

Notons enfin que les valeurs de SDR obtenues sont relativement faibles : ainsi, même si la
méthode de déroulé conduit à de meilleurs résultats que l’algorithme GL, les signaux restaurés
sont corrompus par des artéfacts (que nous identifions plus précisément dans l’expérience
suivante) dus à une propagation de l’erreur de phase qui est amplifiée à travers les trames. Il
n’est donc pas souhaitable d’utiliser cette méthode dans ce contexte (où il y a un grand nombre
de trames à restaurer et pas ou peu d’information disponible). Ainsi, nous considérerons
deux applications plus réalistes qui utilisent cette technique : la suppression de craquements
(présentée dans la section 4.3) où le nombre de trames successives à restaurer est faible, et
la séparation de sources (qui fait l’objet du chapitre 5) où l’on peut exploiter la phase du
mélange pour réduire les artéfacts.

4.2.4 Influence des paramètres de TFCT

Longueur de la fenêtre d’analyse

On s’intéresse dans cette expérience à l’influence de la longueur de la fenêtre d’analyse
sur la qualité de reconstruction de signal par déroulé linéaire. En effet, cette méthode dépend
des fréquences instantanées, et donc de la qualité d’estimation celles-ci. En augmentant la
longueur de la fenêtre d’analyse, on augmente également la résolution fréquentielle, et on
peut supposer que cela conduira à une meilleure estimation des fréquences instantanées.

On considère des signaux des jeux de données A (morceaux de piano) et C (quatuors à
cordes). La TFCT est calculée avec une longueur de fenêtre Nw variable et utilise toujours un
taux de recouvrement de 75 % (et pas de bourrage de zéros). Nous présentons sur la figure 4.4
les résultats obtenus.

On constate qu’il existe une grande disparité de SDR selon la longueur de fenêtre utilisée.
En particulier, on note la présence d’un pic de SDR pour chaque jeu de données : il semble
qu’une valeur optimale de fenêtre existe. En écoutant les résultats obtenus, on identifie deux
phénomènes qui caractérisent la dégradation du signal audio :

— Le bruit musical. Celui-ci est d’autant plus important que la fenêtre d’analyse est courte.
Une fenêtre d’analyse courte implique une résolution fréquentielle faible : l’estimation
des fréquences graves est alors peu précise, et le déroulé dans les basses fréquences
utilisant une valeur de fréquence instantanée erronnée peut conduire à de tels artéfacts.
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Figure 4.4 – Influence de la longueur de fenêtre d’analyse sur la qualité de reconstruction du signal
(SDR en dB). Les marqueurs centraux représentent la moyenne et les barres horizontales l’écart-type

calculés sur le jeu de données correspondant.

— La perte de précision des transitoires d’attaque. Ce phénomène est aussi connu sous le
nom de phasiness ou de reverberation et a déjà fait l’objet d’études approfondies dans le
cadre du vocodeur de phase Laroche et Dolson (1997). Il se manifeste d’autant plus
que la longueur de la fenêtre d’analyse est importante : la perte de résolution temporelle
conduit à une mauvaise estimation des phases au niveau des attaques.

Il semble donc qu’il faille trouver un compromis entre des longueurs de fenêtre importantes
(qui créent de la réverbération) et des fenêtres plus courtes (qui créent du bruit musical) 3. Le
pic de SDR observé expérimentalement pourrait correspondre à ce compromis. Néanmoins, il
n’est pas évident que le SDR capture à la fois l’information de bruit musical et de phasiness.
Perceptivement, certaines valeurs de la fenêtre d’analyse différentes de celle qui conduit au
pic de SDR conduisent à des résultats plus satisfaisants et équilibrés au niveau de l’écoute,
même s’il s’agit là d’une appréciation subjective de notre part. On constate enfin que pour
des quatuors à corde (signaux non-stationnaires en fréquence), le pic de SDR est obtenu pour
une fenêtre plus courte que pour les morceaux de piano. Cela peut s’expliquer par le fait
qu’en augmentant la longueur de la fenêtre, on perd l’hypothèse de stationarité locale des
fréquences, ce qui conduit à dégrader la performance pour des signaux à fréquence variable.

Taux de recouvrement

Dans cette expérience, on évalue l’impact du taux de recouvrement de la TFCT sur la
qualité du signal reconstruit. En effet, on suppose qu’en augmentant ce recouvrement, on
peut aboutir à une meilleure restitution des phases, notamment au niveau des transitoires
d’attaque, tout en conservant une résolution fréquentielle importante. On choisit une fenêtre
d’analyse de 4096 échantillons et on fait varier le taux de recouvrement.

Comme on l’a rappelé dans l’annexe A, la condition de reconstruction parfaite est vérifiée,
pour des fenêtres de Hann, Hamming et Blackman, pour certaines valeurs du taux de recou-
vrement. Nous considérons donc les taux de 50 %, 75 % et 87.5 %. La figure 4.5 présente les
résultats obtenus sur des morceaux de pianos (données A).

3. Cette notion de compromis entre résolutions temporelle et fréquentielle est centrale en analyse temps-
fréquence. Comme on le constate ici, celle-ci n’impacte pas seulement les amplitudes ou les densités spectrales
de puissance, mais est également déterminante dans le domaine de la reconstruction de phase.
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Figure 4.5 – Influence du taux de recouvrement de la TFCT sur la qualité de reconstruction du
signal (SDR en dB).

Les meilleurs résultats sont obtenus pour un taux de 75 %. Ce taux semble être un bon
candidat, puisqu’il conduit à de meilleurs résultats (pour ce jeux de données) qu’un taux de
50 %, pour un temps de calcul moindre qu’un taux de 87.5 % (qui ne conduit en outre pas à
améliorer les résultats).

Bourrage de zéros

Nous étudions à présent l’impact du facteur de bourrage de zéros sur la qualité de la
restauration de phase. Le facteur de bourrage de zéros est :

τ =
Nfft

Nw
, (4.17)

où Nfft est le nombre de points utilisés pour calculer la transformée de Fourier, soit ici
2(F − 1). On s’attend effectivement à ce qu’augmenter la précision fréquentielle permette une
meilleure estimation des basses fréquences, et atténue ainsi le bruit musical lorsque la fenêtre
d’analyse est courte. La figure 4.6 présente les résultats obtenus sur des morceaux de piano
et sur des quatuors à cordes, la TFCT utilisant une fenêtre de Hann et un recouvrement de
75 %.

Pour chaque jeu de données, l’augmentation du facteur de bourrage de zéros améliore
la qualité de reconstruction. Cette augmentation n’est toutefois significative que lorsqu’on
passe de τ = 1 à τ = 2. Augmenter davantage τ ne produit pas d’amélioration notable
de la qualité (aussi bien en matière de SDR que d’un point de vue perceptif). Par ailleurs,
cette augmentation est plus marquée lorsque la fenêtre d’analyse est courte (cas Nw = 512)
que lorsqu’elle est longue (cas Nw = 4096). En d’autres termes, augmenter ce paramètre
est pratique lorsque la fenêtre d’analyse est courte, ce qui correspond au cas où la résolution
fréquentielle est faible, et donc où les fréquences instantanées sont mal estimées (cf. expériences
précédentes). Néanmoins, son importance s’amoindrit lorsqu’on considère des fenêtres plus
longues, puisque la résolution fréquentielle est augmentée : un gain artificiel de précision ne
raffine pas l’estimation des fréquences.

On remarque cependant que même avec un facteur τ important, la restitution avec une
fenêtre courte n’atteint pas les résultats de celle avec une fenêtre longue sans bourrage de
zéros. En fin de compte, cette piste n’est pas satisfaisante pour réduire à la fois le bruit
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Figure 4.6 – Influence du facteur de bourrage de zéros sur la qualité de reconstruction du signal
(SDR en dB) pour des morceaux de piano (gauche) et des quatuors à cordes (droite).
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Figure 4.7 – Influence de la longueur de fenêtre et du facteur de bourrage de zéros sur la qualité de
reconstruction du signal (SDR en dB). Les marqueurs centraux représentent la moyenne et les barres

horizontales l’écart-type calculés sur le jeu de données correspondant (jeu de données E).

musical et le phénomène de réverbération. Pour de futures recherches, on pourra considérer
une approche multi-résolution pour traiter spécifiquement les transitoires d’attaques, comme
c’est notamment proposé dans une version améliorée du vocodeur de phase Röbel (2003b,a).

Expérience sur base DSD100

Considérons les morceaux de musique issus de la base DSD100 (jeu de données E). La
TFCT est calculée avec une fenêtre de Hann et un recouvrement de 75 %. Nous faisons varier
la longueur de la fenêtre d’analyse ainsi que le facteur de bourrage de zéros. Nous étudions
donc l’impact de ces paramètres sur la reconstruction, dans le cas de données polyphoniques.

Les résultats présentés sur la figure 4.7 confirment les diagnostics précédemment établis
sur des morceaux plus simples (avec piano ou cordes frottées uniquement). Augmenter le
facteur de bourrage de zéros améliore les résultats (entre 1 et 2 dB selon la longueur de la
fenêtre), et une fenêtre plus longue donne de meilleurs résultats qu’une fenêtre courte, avec
en contrepartie l’apparition du phénomène de réverbation qui n’est peut-être pas capturé par
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le SDR.
Pour traiter des signaux de musique réalistes, une bonne approche semble être d’effectuer

une TFCT avec une fenêtre de longueur comprise entre 46 et 92 ms, et d’éviter le bourrage
de zéro, puisque celui-ci n’améliore pas significativement les résultats, mais induit un coût de
calcul nettement plus important.

Rappelons cependant que, en théorie, la QIFFT (qui est un des éléments de base de notre
méthode) n’est valable que lorsqu’il n’y a qu’une seule sinusoïde par canal fréquentiel. Pour
les signaux du jeu de données E, les instruments se recouvrent et cette hypothèse n’est plus
vérifiée, ce qui peut expliquer les valeurs assez faibles de SDR obtenues. En séparation de
sources (cf. chapitre 5) cette méthode de reconstruction sera appliquée à des spectrogrammes
de sources isolées, ce qui permet de s’affranchir du problème de recouvrement : même si les
sources se recouvrent dans le domaine TF, on supposera que pour chaque source isolée, il y a
au plus une sinusoïde active par canal fréquentiel et par source.

4.3 Application à la suppression de clics

Nous proposons de tester la méthode de déroulé linéaire de phase dans le cadre de la
restauration de signaux audio corrompus par des clics Charbit et Cappé (1997). Les clics
sont des bruits de courte durée (de l’ordre de quelques échantillons), souvent observés dans
de vieux enregistrements (bandes magnétiques ou disques vinyles déteriorés) et se traduisent
perceptivement par des craquements. La restauration d’enregistrements est un thème de re-
cherche vivant en traitement du signal audio, aussi nous avons souhaité examiner le potentiel
d’un algorithme de reconstruction de phase pour une telle application. Nous supposons ici
que l’information de phase dans certaines trames (correspondant aux clics) est perdue, ce
qui signifie que l’on ne peut pas exploiter d’information supplémentaire (contrairement à la
séparation de sources, où la phase du mélange est disponible).

4.3.1 Méthodes de restauration audio

Synthèse des craquements

Nous considérons des signaux audio non corrompus et les déteriorons synthétiquement par
des clics. Ce protocole permet de comparer les sons originaux et restaurés. Pour fabriquer les
clics, nous avons dérivé des fenêtres de Hann d’une durée d’environ 1 ms, que nous avons
ajoutées au signal original comme montré sur la figure 4.8. Pour une application réaliste,
ceux-ci représentent au total moins de 1 % de la durée du signal original.

Détection

Dans les approches telles que Janssen et al. (1986), les clics sont détectés par le biais
d’une modélisation autorégressive (AR) du signal dans le domaine temporel. Ce modèle est
également utilisé pour la restauration. Les écarts entre les données et le modèle AR permettent
d’identifier la présence de craquements Esquef et al. (2002).

Dans le domaine TF, comme c’est suggéré dans Kahrs et Brandenburg (1998), nous
détectons les clics en étudiant l’énergie des signaux dans les hautes fréquences. En effet, les
clics étant des signaux quasi-impulsifs, ils sont localisés en temps et étalés en fréquence (ce
que montre la figure 4.9). Ainsi, le calcul des énergies spectrales dans les hautes fréquences
(dans lesquelles le signal original n’a que peu d’énergie) permet de localiser les clics.
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Figure 4.8 – Exemple d’un signal de piano en présence d’un craquement.

Méthode temporelle

La méthode de débruitage Janssen et al. (1986); Godsill et Rayner (1998) est une
méthode temporelle qui consiste en une modélisation AR du signal non bruité. Les craque-
ments sont modélisés comme des impulsions apparaissant à des instants aléatoires. L’idée de
la méthode est d’abord d’estimer les positions des craquements en mesurant l’écart entre le
modèle AR et le signal observé, puis de restaurer à ces endroits le signal par application du
filtrage AR dont les coefficients ont été préalablement estimés (par exemple via les équations
de Yule-Walker).

Cette méthode est simple à mettre en oeuvre et rapide, mais elle ne conduit à de bons
résultats que lorsque l’ordre du filtre AR est relativement faible (des artéfacts peuvent appa-
raître lorsqu’il y a de nombreux instruments dans le signal). En outre, elle requiert un réglage
fin du seuil de détection ainsi que de l’ordre du filtre AR.

Méthodes Temps-Fréquence

On peut restaurer le signal dans le domaine TF Adler et al. (2012). Il est envisageable de
restaurer directement la TFCT corrompue (à valeurs complexes) grâce par exemple au modèle
HRNMF : les paramètres du modèle sont appris sur la partie de la TFCT non corrompue,
puis, par application du modèle appris, on peut restaurer toute la TFCT Badeau (2011).
L’estimation du modèle HRNMF est cependant coûteuse en temps de calcul (cf. chapitre 3).

L’approche que nous proposons consiste à procéder en deux temps. Tout d’abord, on
restaure le spectrogramme. Nous proposons d’utiliser une interpolation linéaire sur le loga-
rithme de l’amplitude pour restaurer les amplitudes des points TF manquants (hypothèse
d’amplitudes exponentiellement décroissantes Badeau (2012)). Ce procédé est illustré par la
figure 4.9.

Dans un deuxième temps, nous restaurons la phase de ces points corrompus par différentes
méthodes :

— L’algorithme GL, en supposant connues (et donc fixes) les phases des points TF où le
signal n’est pas corrompu ;

— L’algorithme de déroulé linéaire. Plusieurs stratégies sont alors possibles :

— Le déroulé peut être fait dans le sens des temps croissants ("déroulé avant") ;
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Figure 4.9 – Restauration de spectrogrammes par interpolation linéaire de log-amplitude sur un
mélange de notes de piano : original (gauche), corrompu par des clics (centre) et restauré (droite).

Figure 4.10 – Méthode de déroulé de phase pour reconstruire des trames temporelles corrompues :
on combine un déroulé avant et un déroulé arrière que l’on moyenne ensuite.

— Similairement, on peut effectuer un "déroulé arrière" dans le sens des temps dé-
croissants ;

— Ces deux approches conduisent à une discontinuité de phase au niveau de la limite
entre la zone corrompue et celle qui ne l’est pas. Pour la réduire, on peut moyenner
les deux résultats. On parlera alors de "déroulé moyen". Cette méthode est illustrée
sur la figure 4.10.

Remarque : On aurait pu directement moyenner les phases avant et arrière dans cette
dernière approche. Néanmoins, en raison de la 2π-périodicité de celle-ci, si on avait une estimée
légèrement supérieure à 0 et une autre légèrement inférieure à 2π, la moyenne donnerait une
phase autour de π, alors que la phase souhaitée est proche de 0. Pour éviter ce problème, on
choisit donc plutôt de moyenner les composantes complexes X→ et X←.

4.3.2 Résultats expérimentaux

La première expérience utilise les données A à D qui sont majoritairement monophoniques,
alors que la deuxième expérience sera consacrée au jeu de données E constitué de morceaux de
musique polyphonique (ce sont les jeux de données présentés dans la section 4.2.1). Les signaux
sont échantillonnés à 44100 Hz. La TFCT est calculée avec une fenêtre de Hann de longueur
512 échantillons et un taux de recouvrement de 50 %. En effet, même si les craquements
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Données Modèle AR HRNMF Griffin et Lim Déroulé linéaire
Avant Arrière Moyen

A 26.4 19.1 16.0 17.5 17.2 18.4

B 24.1 18.4 15.5 22.1 22.1 25.1

C 25.0 18.3 15.3 17.9 17.9 19.1

D 22.6 20.6 19.2 19.3 19.4 20.2

Tableau 4.3 – Suppression de clics : performance (SDR en dB) sur plusieurs jeux de données.

sont de durée relativement courte, ils corrompent toute une trame d’analyse dans le plan TF.
Des fenêtres courtes et un recouvrement réduit limitent la proportion de trames corrompues.
L’algorithme GL utilise 50 itérations et la qualité de la restauration est mesurée par le SDR
(en dB).

Signaux monophoniques

Les résultats sur des signaux monophoniques (données A à D) sont présentés dans le
tableau 4.3.

La méthode temporelle AR fournit globalement les meilleurs résultats, excepté pour le
jeu de données B. La méthode AR est à priori très bien adaptée à ce type de données ce qui
explique cette bonne performance.

La méthode HRNMF donne également de bons résultats, légèrement inférieurs à ceux de
la méthode AR, et comparables à ceux de la technique proposée. Alors que le modèle HRNMF
est appris sur les trames de la TFCT non corrompues par les clics, notre méthode est aveugle.
Il serait donc intéressant d’incorporer la connaissance sur les phases de toute la partie non
corrompue (et pas seulement des trames directement adjacentes à la zone corrompue) à notre
méthode pour raffiner la restauration.

L’algorithme GL donne des résultats en deça de notre technique. Cela signifie qu’à res-
tauration d’amplitude égale (la même technique est utilisée), la reconstruction de phase par
déroulé linéaire fournit de meilleurs résultats que l’algorithme GL. Enfin, on constate que
le fait de combiner un déroulé avant et arrière pour les moyenner améliore les performances
par rapport à un simple déroulé avant. Cela se remarque au niveau du SDR, mais également
perceptivement : les artéfacts dûs aux discontinuités s’en voient réduits.

Morceaux de musiques polyphoniques

Nous présentons les résultats obtenus pour le jeu de données E sur la figure 4.11, en
omettant volontairement les méthodes de déroulé avant et arrière, pour ne laisser que le
résultat du déroulé moyen.

Notre méthode fournit des résultats nettement supérieurs à la méthode traditionnelle
(AR), et légèrement inférieurs à la technique basée sur le modèle HRNMF (environ −0.9 dB).
Cet exemple montre la limite de la méthode AR dans le cas où il y a de nombreux instruments
qui se recouvrent dans le domaine temporel : le filtre AR à estimer a alors un ordre très
élevé, et la technique traditionnelle n’est plus capable de fournir d’aussi bons résultats que
précédemment.

Notre méthode donne des résultats similaires à HRNMF, tout en étant plus rapide et
aveugle. Par ailleurs, la technique de déroulé ne nécessite pas le réglage des paramètres des
méthodes AR et HRNMF (nombre de sources, nombre d’itérations, ordre du filtre AR, para-
mètre de seuil etc.). Enfin, notre méthode est basée sur la reconstruction de phase, et il est
possible que sa performance soit limitée par la reconstruction d’amplitude.
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Figure 4.11 – Performance de la suppression de clics (SDR en dB) sur le jeu de données E pour
plusieurs méthodes.

Pour une comparaison équitable en matière de reconstruction de phase (qui agit donc uni-
quement sur la phase de la TFCT), il est logique de comparer notre méthode à l’algorithme
GL puisque ces deux approches utilisent la même technique préalable de reconstruction d’am-
plitude. Notre méthode fournit de meilleurs résultats que l’algorithme GL (+1.5 dB) et elle
est rapide en temps de calcul d’un facteur 2. Cependant, ce dernier point est à relativiser car
des implémentations rapides (temps réel) de l’algorithme GL existent Zhu et al. (2007).

4.4 Vers un modèle d’attaques

Nous avons jusqu’à présent supposé les phases dans les trames d’attaque connues. Pour
des applications réalistes, il est nécessaire de reconstruire celles-ci. Nous présentons dans cette
section un modèle pour la reconstruction des phases d’attaque. Il est important d’estimer avec
précision ces phases pour plusieurs raisons :

— L’attaque est primordiale au niveau perceptif car elle contribue au timbre et à la qualité
audio Iverson et Krumhansl (1993).

— L’algorithme 2 de déroulé de phase repose sur une relation récursive et a besoin d’un
point de départ, fourni au niveau de l’attaque.

— La cohérence de phase au niveau de l’attaque est ensuite préservée durant le déroulé, ce
qui garantit la cohérence entre les différents partiels qui composent la source.

Le problème de la reconstruction des phases d’attaque peut être lié à la problématique de
la cohérence verticale des phases. Cette propriété a été étudiée en acoustique musicale Ga-
lembo et al. (2001); Chaigne et Kergomard (2008) ainsi qu’en synthèse de signaux étirés
temporellement, comme dans l’algorithme du vocoder de phase. Dans Laroche et Dolson
(1997) et Laroche et Dolson (1999), les auteurs présentent une technique (dite phase lo-
cking) qui permet de conserver la cohérence verticale entre partiels lors de la reconstruction
de phase dans l’algorithme du vocoder. Ces travaux reposent sur une première approche Pu-
ckette (1995) dont le but était similaire. Néanmoins, les auteurs de ces études ne s’appuient
que sur une évaluation perceptive pour juger de la réduction de phasiness et mentionnent la
difficulté de trouver un indicateur adapté pour quantifier ce phénomène.

73



Dans le chapitre 6, nous proposerons un modèle permettant d’estimer les phases dans les
trames d’attaque utilisant la propriété de redondance des signaux audio. Dans cette section,
nous proposons une technique de reconstruction des phases d’attaque basée sur un modèle
d’impulsion, ce qui conduit à une méthode très similaire à celle présentée dans ce chapitre.

4.4.1 Modèle d’impulsion

Phase d’une impulsion

Nous modélisons les transitoires d’attaque dans le domaine TF par des impulsions. Bien
que de tels signaux ne modélisent pas parfaitement les attaques, il fournissent des équations
de déroulé vertical (à travers les fréquences) Sugiyama et Miyahara (2013b) qui pourront
ensuite être affinées. Une impulsion d’amplitude A > 0 centrée en un temps d’attaque n0 est,
∀n ∈ Z :

x(n) = Aδn−n0 , (4.18)

où δ vaut 1 si n = n0, et 0 sinon. Sa TFCT est nulle excepté au sein des trames d’attaque qui
contiennent n0 :

X(f, t) = Aw(n0 − St)e−2iπ f
F

(n0−St). (4.19)

Nous pouvons alors obtenir une relation entre la phase de canaux fréquentiels successifs au
sein d’une trame d’attaque :

φ(f, t) = φ(f − 1, t)− 2π

F
(n0 − St). (4.20)

Cette relation est similaire à l’équation de déroulé horizontal (4.5). Cette similarité était
prévisible car l’impulsion est le dual de la sinusoïde dans le plan TF. En pratique, les signaux
dans les trames d’attaque ne suivent pas exactement ce modèle d’impulsion, aussi on estimera
le temps d’attaque n0 dans chaque canal fréquentiel : on reprend en effet l’analogie entre le
modèle sinusoïdal (fréquence dépendant du temps) et le modèle d’impulsion (temps d’attaque
dépendant du temps).

Estimation du temps d’attaque

Observons l’amplitude de la TFCT dans le canal fréquentiel f :

|X(f, t)| = Aw(n0 − St). (4.21)

À un facteur d’amplitude près, l’amplitude de la TFCT à la fréquence f le long des trames
d’attaque est une version sous-échantillonnée de la fenêtre d’analyse, décalée de n0. Nous
pouvons alors estimer par moindres carrés la valeur de ce paramètre. Alternativement, on
peut s’inspirer du modèle sinusoïdal, et estimer ce paramètre n0 par une technique similaire
à la QIFFT : on effectue une interpolation parabolique autour du maximum d’amplitude
correspondant à la trame d’attaque.

Un exemple

Nous testons cette méthode sur un signal composé de deux impulsions d’amplitudes dif-
férentes. Les résultats de reconstruction de phase sont présentés sur la figure 4.12.

La phase est reconstruite avec une grande précision dans le domaine TF, indifféremment
des amplitudes et des temps d’attaque des impulsions. Nous observons une reconstruction par-
faite (plus de 270 dB de SDR). Comparativement, 100 itérations de l’algorithme GL donnent
une moyenne de −3.6 dB de SDR sur 30 initialisations aléatoires.
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Figure 4.12 – Mélange d’impulsions : spectrogramme (gauche) et reconstruction de phase par
déroulé linéaire en fonction du temps dans la bande de fréquences à 1800 Hz (centre) et en fonction

des fréquences dans la première trame d’attaque (droite).

4.4.2 Validation expérimentale

Instruments à hauteur définie

Dans cette expérience, nous proposons de reconstruire les phases dans les trames d’at-
taque par différentes méthodes. Nous testons l’équation de déroulé qui provient du modèle
d’impulsion (4.20), dont le paramètre de temps d’attaque n0 peut être estimé par moindre
carrés (LS), ou par interpolation parabolique (QI). Nous testons également des phases aléa-
toires (Rand, pas de cohérence verticale), des phases nulles (Null, partiels en phase) et des
phases de partiels alternées entre 0 et π (Alt, partiels en opposition de phase). Ces choix sont
justifiés par l’observation des relations de phases entre partiels de piano en acoustique musi-
cale Galembo et al. (2001); Chaigne et Kergomard (2008). Nous testons enfin des phases
d’attaque Oracle (supposées connues). Ces phases d’attaque sont fournies à l’algorithme 2,
qui achève la reconstruction des phases par déroulé horizontal. On teste enfin 200 itérations
de l’algorithme de Griffin et Lim (GL). Les amplitudes sont supposées connues.

Les signaux sont composés de deux notes de piano ou de guitare (cf. chapitre 3). Les
résultats présentés dans le tableau 4.4 montrent que toutes ces approches fournissent de
meilleurs résultats que l’algorithme GL sur ces signaux. L’estimation de phases d’attaque
utilisant le modèle d’impulsion (LS et QI) conduit aux meilleurs résultats. En particulier,
nous observons perceptivement que ces approches conduisent à une attaque nette et percussive,
alors que des phases aléatoires conduisent à des attaques floues et mal définies.

Partiels Déroulé linéaire GL
Attaques Oracle LS QI Rand Null Alt GL

Notes de piano 6.18 1.56 3.28 0.84 0.82 0.87 −0.58

Notes de guitare 3.89 2.96 2.50 2.62 2.64 2.64 −4.61

Tableau 4.4 – Performance de reconstruction (SDR en dB) de différentes méthodes de
reconstruction de phase.

Sons percussifs

Nous testons enfin ce modèle d’impulsion sur trois signaux percussifs (grosse caisse, caisse
claire et cymbale Charleston en position fermée), dont les spectrogrammes sont illustrés sur
la figure 4.13.

75



Temps (s)

F
ré

q
u
e
n
c
e
 (

H
z
)

0 0.1 0.2 0.3

1000

2000

3000

4000

5000

Temps (s)
0 0.1 0.2 0.3

1000

2000

3000

4000

5000

Temps (s)
0 0.1 0.2 0.3

1000

2000

3000

4000

5000

Figure 4.13 – Spectrogrammes de signaux percussifs : grosse caisse (gauche), caisse claire (centre)
et cymbale Charleston fermée (droite).

Partiels Griffin Déroulé linéaire
Attaques Lim LS QI Rand Null

Grosse caisse 18.8 11.6 15.5 0.7 9.7

Caisse claire 11.5 8.6 1.4 3.5 4.2

Cymbale (fermée) 9.0 1.8 0.6 0.3 0.8

Tableau 4.5 – Performance de reconstruction de signaux percussifs (SDR in dB).

Les phases d’attaque sont reconstruites avec les mêmes méthodes que présentées dans le
paragraphe précédent (à l’exception de l’alternance entre 0 et π qui ne fait pas sens ici). Le
déroulé horizontal est ensuite appliqué pour restaurer le reste des phases. Les résultats sont
présentés dans le tableau 4.5.

L’algorithme GL donne de meilleurs résultats que notre approche. Parmi les approches
utilisant le déroulé linéaire, les signaux de grosse caisse et de caisse claire sont mieux recons-
truits lorsque les phases d’attaque sont calculées par le modèle d’impulsion. L’estimation de
la phase de la cymbale n’est pas satisfaisante, probablement car ce type de sons comporte du
bruit et est assez mal modélisé par des mélanges de sinusoïdes et d’impulsions.

Il semble donc qu’un travail plus approfondi de modélisation des signaux percussifs soit
nécessaire pour aboutir à une méthode de reconstruction de phase adaptée à ces signaux.

4.5 Conclusion

La technique de reconstruction de phase introduite dans ce chapitre apparaît comme un
outil efficace et prometteur pour cette tâche, comparativement à la méthode de Griffin et
Lim basée sur la consistance de la TFCT. Les expériences ont montré le potentiel de cette
méthode, notamment dans le cadre de la restauration audio, où de meilleurs résultats qu’avec
la méthode temporelle ont été obtenus dans le cas de musiques polyphoniques. L’étude de
l’influence des paramètres de la TFCT a mis en évidence deux phénomènes perceptifs qui
surviennent lors de l’application de cette méthode : la réverbération due à une résolution
temporelle trop faible, et le bruit musical, dû à une résolution fréquentielle trop faible. Un
compromis peut être obtenu en choisissant convenablement les paramètres de la TFCT.

Nous proposons, dans le chapitre suivant, de nous intéresser à l’intégration de cette
contrainte de phase dans des modèles de mélanges pour la séparation de sources.

Enfin, le modèle d’impulsion qui a été introduit à la fin de ce chapitre n’est pas très satis-
faisant pour traiter des signaux complexes, mais peut servir de point de départ à l’élaboration
de modèles plus sophistiqués comme des mélanges d’impulsions au sein d’une même trame
d’attaque.
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Dans ce chapitre, nous intégrons la méthode de déroulé de phase dans le cadre de la
séparation de sources. Nous considérons le problème de séparation de sources comme un
problème d’optimisation, qui consiste à minimiser une fonction de coût traduisant l’écart entre
les mélanges observé et estimé, sous contrainte que le module des sources estimées est fixé à
une valeur objectif. Notre idée consiste alors à incorporer dans ce contexte une information à
priori sur la phase, calculée par la méthode de déroulé linéaire.

Les aspects techniques de cette procédure itérative ont fait l’objet d’un rapport technique
disponible en ligne Magron et al. (2016a). Un article reprenant certaines expériences du
chapitre précédent, ainsi que celles présentées dans ce chapitre a été soumis à publication
dans la revue IEEE Transactions on Audio, Speech and Language Processing Magron et al.
(2017b).

Dans la section 5.1, nous proposons une formulation de ce problème de séparation de
sources. Dans la section 5.2, nous obtenons donc un algorithme de séparation de sources. Nous
évaluons expérimentalement cette technique dans la section 5.3. Nous proposons également
une procédure contrainte alternative dans la section 5.4. Enfin, la section 5.5 présente quelques
remarques conclusives.

5.1 Position du problème

On raisonne dans cette section (et dans la suivante) dans un point TF (f, t), et on s’af-
franchit des indices pour plus de clarté. Nous cherchons à obtenir un estimateur X̂k des K
composantes complexes Xk à partir de leur somme X, en supposant que l’on a une estimation
de leurs modules V1,...,VK (qui peut être obtenue via une NMF préalable, par exemple). Ce
problème peut être résolu en minimisant la fonction de coût :

|E| = |X −
∑
k

X̂k|. (5.1)

Cette fonction possède en général plusieurs zéros. Par exemple, si K = 2, considérons deux
complexes X1 = V1e

iθ1 et X2 = V2e
iθ2 dont la somme vaut exactement X = V eiθ. Leurs

symétriques par rapport à X sont X̄1e
2θ et X̄2e

2θ, où z̄ désigne le complexe conjugué de z.
Leur somme est :

(X̄1 + X̄2)e2θ = X̄e2θ = V e−θe2θ = X. (5.2)

Ainsi, à partir d’un couple de solutions, on peut en identifier aisément un autre, ce qui motive
la recherche d’un "bon" minimum. En outre, lorsque K ≥ 3, il y a une infinité de solutions
à ce problème. La stratégie la plus répandue dans la littérature pour obtenir (de façon non-
itérative) un zéro de |E| consiste à appliquer un filtrage de type Wiener Liutkus et Badeau
(2015). Les estimées sont :

X̂k =
V 2
k∑

l

V 2
l

�X, (5.3)

et l’erreur vaut alors :

|E| = |X −
∑
k

X̂k| = |X|

∣∣∣∣∣∣∣∣1−
∑
k

V 2
k∑

l

V 2
l

∣∣∣∣∣∣∣∣ = |X||1− 1| = 0. (5.4)

Cependant, les estimées par filtrage de Wiener ne sont pas des solutions du problème car
|X̂k| 6= Vk, et ne conduisent pas toujours à des résultats satisfaisants du point de vue de
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la qualité audio lorsque les sources se recouvrent dans le domaine TF (cf. chapitre 3). Nous
proposons donc d’obtenir de nouvelles estimées des sources par une procédure itérative visant
à minimiser |E|. Une initialisation par déroulé linéaire confère ainsi à l’estimée obtenue une
propriété de régularité temporelle.

5.2 Procédure itérative d’estimation des composantes

Dans cette section, nous présentons l’algorithme que nous avons mis au point pour estimer
les composantes complexes à partir de leur mélange.

5.2.1 Exemple dans le cas de deux nombres complexes

Afin d’estimer les phases de chaque source dans le mélange, illustrons notre technique avec
le cas particulier de deux nombres complexes X1 et X2. Leurs modules V1 et V2 sont fixés.
La somme X des deux est connue, et on cherche donc à estimer leur argument, ou, formulé
différemment, on cherche ces deux complexes avec une contrainte sur leurs modules.

La procédure que nous utilisons est inspirée de Gunawan et Sen (2010), dont nous rap-
pelons le principe. À l’itération (it), on a une estimation de chacun des complexes, X̂(it)

1 et
X̂

(it)
2 . On peut donc calculer l’erreur entre la somme des deux estimées et le mélange X, soit

E(it) = X−X̂(it)
1 −X̂(it)

2 , erreur que l’on redistribue sur les composantes. On normalise ensuite
le module de chaque estimée à la valeur objectif, puis on réitère jusqu’à convergence. Ainsi,
on effectue à l’itération (it) les opérations suivantes :

1. Distribution de l’erreur : Y (it)
1 = X̂

(it−1)
1 +

E(it−1)

2
et Y (it)

2 = X̂
(it−1)
2 +

E(it−1)

2
;

2. Normalisation à la valeur objectif : X̂(it)
1 =

Y
(it)

1

|Y (it)
1 |

V1 et X̂(it)
2 =

Y
(it)

2

|Y (it)
2 |

V2 ;

3. Calcul de l’erreur : E(it) = X − X̂(it)
1 − X̂(it)

2 ;

4. Retour à l’étape 1 jusqu’à convergence.

Cette méthode itérative est illustrée par la figure 5.1. Notons qu’une approche similaire
a été utilisée dans Mowlaee et al. (2012) pour l’estimation des phases dans un mélange de
deux sources uniquement.

5.2.2 Procédure itérative dans le cas général

Nous étendons cette méthode au cas de la somme de K sources composant un mélange.
On a :

Y
(it+1)
k = X̂

(it)
k + λkE

(it), (5.5)

ce qui permet d’ajuster la distribution de l’erreur sur la composante k via un poids positif λk.
Nous souhaitons par ailleurs que les Yk somment à X, ce qui revient à imposer la condition
suivante : ∑

k

λk = 1. (5.6)

Par ailleurs, il est souhaitable que le k-ième poids soit d’autant plus grand que la composante
correspondante possède d’énergie : une composante de grande énergie est en effet majori-
tairement responsable de l’erreur de reconstruction. Ces deux conditions nous conduisent à
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Figure 5.1 – Illustration de la procédure itérative consistant à estimer deux nombres complexes
dont le module et la somme sont connus.

proposer la définition suivante pour les poids :

λk =
V 2
k∑

l

V 2
l

, (5.7)

qui correspond au gain de Wiener. D’autres définitions sont possibles, tant qu’elles res-
pectent (5.6). Nous choisissons (5.7) car elle a donné de bons résultats expérimentaux. L’Al-
gorithme 3 détaille cette procédure (dans le cas général où l’on peut utiliser n’importe quelle
définition pour les poids λk).

5.2.3 Décroissance de la fonction de coût

Nous prouvons ci-après que cette procédure fait décroître la fonction de coût au cours des
itérations. On a :

∣∣∣E(it+1)
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣X −∑
k

X̂
(it+1)
k

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
k

Y
(it+1)
k − X̂(it+1)

k

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
k

X̂
(it)
k + λkE

(it) −
X̂

(it)
k + λkE

(it)

|X̂(it)
k + λkE(it)|

Vk

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
k

(X̂
(it)
k + λkE

(it))

(
1− Vk

|X̂(it)
k + λkE(it)|

)∣∣∣∣∣ .
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Algorithme 3 Estimation des sources complexes à partir de leur mélange.
Entrées :

Mélange X ∈ C,

Modules Vk ∈ R+, poids λk et valeurs initiales X̂k ∈ C, ∀k ∈ J1,KK,

Nombre d’itérations Nit.

Erreur initiale : E = X −
∑

k X̂k.

pour it = 1 à Nit faire

pour k = 1 à K faire

Yk ← X̂k + λkE,

X̂k ←
Yk
|Yk|

Vk.

fin pour

E ← X −
∑

k X̂k.

fin pour

Sorties :

∀k ∈ J1,KK, X̂k ∈ C.

En appliquant l’inégalité triangulaire, il vient :

∣∣∣E(it+1)
∣∣∣ ≤∑

k

|X̂(it)
k + λkE

(it)|

∣∣∣∣∣1− Vk

|X̂(it)
k + λkE(it)|

∣∣∣∣∣
≤
∑
k

∣∣∣|X̂(it)
k + λkE

(it)| − Vk
∣∣∣

≤
∑
k

∣∣∣|X̂(it)
k + λkE

(it)| − |X̂(it)
k |
∣∣∣ .

On utilise alors une propriété des nombres complexes (aisément démontrable en utilisant
l’inégalité triangulaire) : ∀(a, b) ∈ C2,

||a| − |b|| ≤ |a− b| . (5.8)

En prenant a = X̂
(it)
k + λkE

(it) et b = X̂
(it)
k , on obtient l’inégalité suivante :∣∣∣|X̂(it)

k + λkE
(it)| − |X̂(it)

k |
∣∣∣ ≤ ∣∣∣λkE(it)

∣∣∣ . (5.9)

En injectant cette inégalité dans le calcul précédent, on obtient :∣∣∣E(it+1)
∣∣∣ ≤∑

k

∣∣∣λkE(it)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣E(it)

∣∣∣∑
k

λk. (5.10)

Or, les λk somment à l’unité, comme on l’a vu en (5.6), donc :∣∣∣E(it+1)
∣∣∣ ≤ ∣∣∣E(it)

∣∣∣ , (5.11)
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ce qui montre la décroissance de la fonction de coût au cours des itérations (et donc sa
convergence, vu qu’il s’agit d’une suite à termes positifs).

Remarque : Il est possible d’obtenir l’algorithme 3 en utilisant la méthode de la fonc-
tion auxiliaire, similairement à Kameoka et al. (2009). Cette méthode permet d’aboutir
naturellement à la procédure itérative, avec une garantie de convergence. Nous avons préféré
introduire cette procédure ici de façon intuitive, afin de ne pas surcharger ce chapitre de détails
mathématiques. Ceux-ci sont fournis dans l’Annexe B de ce manuscrit.

5.2.4 Initialisation de l’algorithme

D’après les remarques de la section 5.1, le choix de l’initialisation de l’algorithme condi-
tionne fortement la qualité des estimations ainsi que la vitesse de convergence.

Une idée consiste à initialiser les composantes en leur donnant la phase du mélange. Nous
montrons dans l’annexe B que cela est un point fixe de la procédure : après une ou deux
itérations (selon le choix des poids λk), les composantes ne sont plus modifiées, et sont alors
égales aux composantes initiales à un déphasage de π près, ce qui n’est pas le but recherché.

Cela nous incite à initialiser l’algorithme avec notre technique de déroulé de phase plutôt
qu’en donnant la phase du mélange aux composantes : on s’attend à ce que celle-ci soit assez
proche d’un minimum local, et permette non seulement une convergence rapide de l’algo-
rithme, mais également l’obtention d’une solution qui bénéficie de la propriété de régularité
temporelle issue du modèle sinusoïdal.

5.2.5 Protocole de séparation de sources

Notre approche repose sur l’utilisation du déroulé linéaire de phase introduit au chapitre
précédent. Le déroulé de phase étant récursif, il est initialisé aux trames d’attaque (cf. cha-
pitre 4 section 4.1.5).

Nous devons donc faire certaines hypothèses sur les phases des sources dans ces trames.
Tout d’abord, nous supposons connues leurs positions. En pratique, on utilise la boîte à outils
MATLAB Tempogram Grosche et Müller (2011) sur chaque spectrogramme de source
pour les déterminer. On obtient alors la fonction indicatrice des trames d’attaque :

1k(t) =

{
1 si t ∈ Ωk

0 sinon, (5.12)

où Ωk désigne l’ensemble des trames d’attaque de la source k. La fonction indicatrice du
complémentaire est donc 1̄k = 1 − 1k. Dans les expériences, les phases dans les trames
d’attaque seront supposées connues, à l’exception de l’expérience décrite dans la section 5.3.4
où elles seront égales à la phase du mélange, pour une comparaison équitable avec les autres
méthodes. Nous effectuerons néanmoins dans la section 5.3.5 une expérience visant à comparer
ces deux cas de figure afin de déterminer le potentiel d’amélioration d’estimation des phases
d’attaque.

Nous présentons dans l’Algorithme 4 la procédure complète de séparation de sources que
nous proposons. Notons que dans cette procédure, l’optimisation est effectuée trame par trame,
avant de procéder à l’initialisation de la trame suivante par déroulé linéaire. Nous verrons dans
l’expérience 5.3.2 l’intérêt de cette approche par rapport à une application de la procédure
d’optimisation directement sur toute la TFCT.
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Algorithme 4 Estimation de sources complexes dans un mélange à partir de leurs spectro-
grammes en utilisant le déroulé linéaire de phase
Entrées :

Mélange X ∈ CF×T ,

Spectrogrammes Vk ∈ RF×T+ , ∀k ∈ J1,KK,

Indicatrices des trames d’attaque 1k, ∀k ∈ J1,KK,

Phases d’attaque φok(f, t), ∀t ∈ Ωk,

Nombre d’itérations Nit.

Poids λk =
V 2
k∑
l V

2
l

.

pour t = 1 à T − 1 faire

pour k = 1 à K faire

si 1k(t) = 1 alors

Phase d’attaque : ∀f , φk(f, t) = φok(f, t).

sinon

Déroulé linéaire (cf. Algorithme 2).

fin si

∀f , X̂(0)
k (f, t) = Vk(f, t)e

iφk(f,t).

fin pour

Calculer ∀f : E(0)(f, t) = X(f, t)−
∑

k X̂
(0)
k (f, t).

pour it = 1 à Nit faire

Distribution de l’erreur ∀k, f : Y (it)
k (f, t) = X̂

(it−1)
k (f, t) + λk(t)E

(it−1)(f, t).

Normalisation ∀k, f : X̂(it)
k (f, t) =

Y
(it)
k (f,t)

|Y (it)
k (f,t)|

Vk(f, t).

Erreur ∀f : E(it)(f, t) = X(f, t)−
∑

k X̂
(it)
k (f, t).

fin pour

Composante complexe ∀k, f : X̂k(f, t) = X̂
(Nit)
k (f, t).

fin pour

Sortie :

∀k ∈ J1,KK, X̂k ∈ CF×T .
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5.3 Résultats expérimentaux

5.3.1 Protocole

Les signaux sont échantillonnées à 44100 Hz et la TFCT est calculée avec une fenêtre de
Hann de longueur 4096 échantillons (soit 92 ms), 75 % de recouvrement et pas de bourrage
de zéros.

Les données utilisées proviennent (à l’exception de certains mélanges de notes de piano
issues de la base MAPS Emiya et al. (2010)) de la base DSD100 Ono et al. (2015), pour
lesquels nous disposons des sources séparées :

— bass : il s’agit de la partie de basse électrique ;
— drums : il s’agit des percussions (batterie notamment) ;
— vocals : il s’agit de la voix chantée ;
— other : ce sont tous les autres instruments d’accompagnement (guitare, piano, sons

électroniques etc.).

On peut calculer le spectrogramme de chaque source isolément. Si on utilise ces valeurs
dans les différents algorithmes, on parlera de scénario Oracle. Alternativement, dans l’expé-
rience décrite à la section 5.3.4, on considérera des spectrogrammes d’amplitude estimés, afin
de tester l’efficacité des différentes méthodes dans un cadre plus réalistes où les Vk ne sont
plus parfaitement connus. Ces estimés sont obtenus par une KLNMF effectuée sur chaque
spectrogramme de source isolée. Chaque KLNMF utilise 50 itérations de règles de mises à
jour multiplicatives et un rang de factorisation égal à 10. Notons que ce n’est pas un scéna-
rio "aveugle", puisqu’on estime les spectrogrammes sur chaque source séparée, mais il nous
informe néanmoins sur la performance des méthodes lorsque les spectrogrammes ne sont plus
égaux à la vérité terrain.

À partir de ces spectrogrammes, on applique les méthodes d’estimation des composantes
complexes suivantes :

— Le filtrage de Wiener Févotte et al. (2009), noté Wiener ;
— Le filtrage de Wiener consistant Le Roux et Vincent (2013), noté W-Cons ;
— Le déroulé horizontal, effectué sur chaque source séparément, sans tenir compte de la

phase du mélange, noté Unwrap ;
— L’algorithme 3 d’estimation des composantes initialisé par la méthode de déroulé, ce

qui correspond donc à l’algorithme 4, noté Iter.

La qualité de la séparation de source est mesurée par les SDR, SIR et SAR, calculés par
la boîte à outils BSS Eval Vincent et al. (2006).

Le filtrage de Wiener consistant (introduit dans le chapitre 2, section 2.1.4) dépend d’un
paramètre γ qui ajuste l’importance relative du filtrage de Wiener et de la contrainte de
consistance. On apprend le paramètre γ optimal (au sens du maximum de SDR, SIR et SAR)
sur la base de développement (50 morceaux issus de la base DSD100 différents de ceux utilisés
pour les tests). L’influence du paramètre γ sur la qualité de la séparation est illustrée sur la
figure 5.2. On choisit la valeur γ = 4 pour l’expérience de séparation de sources qui correspond
à une valeur optimale pour l’utilisation du filtrage de Wiener consistant sur ce jeu de données,
aussi bien pour le scénario Oracle que pour le cas non-Oracle.

5.3.2 Impact du caractère séquentiel de l’algorithme

Nous proposons tout d’abord une expérience pour justifier l’intérêt de la procédure telle
que décrite dans l’Algorithme 4. En effet, dans cette procédure, on agit séquentiellement

84



CHAPITRE 5. DÉROULÉ DE PHASE ET SÉPARATION DE SOURCES

10 -2 10 0 10 2

S
D

R
 (

d
B

)

10

11

12

10 -2 10 0 10 2

S
IR

 (
d
B

)

16

18

20

22

γ

10 -2 10 0 10 2

S
A

R
 (

d
B

)

11

12

13

10
-2

10
0

10
2

6

6.5

7

10
-2

10
0

10
2

12

13

14

15

γ

10
-2

10
0

10
2

7.5

8

8.5

Figure 5.2 – Influence du paramètre de concentration γ sur la qualité de la séparation de sources
pour le filtrage de Wiener consistant sur la base d’apprentissage de DSD100, dans le cas Oracle (à

gauche) et non-Oracle (à droite).

SDR SIR SAR Temps (s)
Séquentiel 14.0 27.0 14.2 3.8

Direct 12.7 24.7 13.0 3.6

Tableau 5.1 – Performance de la séparation de sources sur la base DSD100 (SDR, SIR et SAR en
dB) pour différentes techniques d’utilisation de la procédure itérative.

sur les trames : ainsi, l’initialisation de l’Algorithme 3 dans une trame donnée est faite par
déroulé linéaire à partir de la phase obtenue après application de l’Algorithme 3 dans la trame
précédente. On pourrait penser qu’effectuer un déroulé sur toute la TFCT, puis appliquer
l’Algorithme 3 matriciellement serait moins gourmand en temps de calcul.

On considère donc 10 morceaux de musique issus de la base DSD100 (extraits de 10 se-
condes) et on applique deux méthodes de reconstruction des composantes complexes : une
méthode séquentielle, c’est-à-dire telle que présentée dans l’Algorithme 4, et une méthode di-
recte, c’est-à-dire en utilisant un déroulé complet (Algorithme 2) puis une application de
l’Algorithme 3 matriciellement. Dans les deux cas, les phases dans les trames d’attaque ainsi
que les amplitudes des sources sont supposées connues, et la procédure itérative utilise 10
itérations. Les résultats sont présentés dans le tableau 5.1.

La méthode séquentielle fournit des résultats supérieurs à la méthode directe. En effet, il
est préférable d’estimer convenablement les phases dans une trame donnée avant de procéder
au déroulé pour initialiser la trame suivante : la procédure itérative bénéficie alors d’une
meilleure initialisation, ce qui conduit à de meilleurs résultats. Bien que la méthode directe
soit très légèrement plus rapide, la perte de qualité nous incite à conserver la méthode telle
que décrite dans l’Algorithme 4 pour la suite des expériences.
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Initialisation SDR SIR SAR
Aléatoire 10.4 20.6 10.9

Déroulé 14.0 27.0 14.2

Tableau 5.2 – Performance de la séparation de sources sur la base DSD100 (SDR, SIR et SAR en
dB) pour différentes initialisations de l’algorithme 3.

Itérations
0 2 4 6 8 10

|E
|

10 -6

10 -4

10 -2

10 0

10 2

10 4

Figure 5.3 – Comparaison de l’erreur |E| calculée au cours des itérations au niveau d’un point TF
où deux sources (notes de piano C4 et G4) se recouvrent : les courbes en pointillés correspondent à
une initialisation aléatoire (pour 30 initialisations différentes, les 3 courbes sont donc le maximum, le

minimum et la valeur moyenne de l’erreur), et la courbe en traits pleins correspond à une
initialisation par déroulé linéaire.

5.3.3 Influence de l’initialisation

Nous montrons dans cette expérience l’intérêt de l’initialisation par déroulé linéaire dans
l’Algorithme 3. On considère 10 morceaux extraits de la base DSD100. Les phases d’attaque
sont supposées connues et les phases des partiels sont estimées par 10 itérations de l’algo-
rithme 4 à partir des amplitudes dans le scénario Oracle. Les phases des composantes com-
plexes peuvent être initialisées soit avec des valeurs aléatoires, soit par déroulé linéaire. Les
résultats de la séparation de sources sont fournis dans le tableau 5.2.

Initialiser l’algorithme par déroulé linéaire améliore significativement les résultats (gain
d’environ 3.5 dB en SDR et SAR, et d’environ 6.5 dB en SIR) par rapport à une initialisation
aléatoire.

Pour illustrer ce résultat, on effectue la séparation sur un mélange de notes de piano issues
de la base MAPS, C4 et G4. On trace sur la figure 5.3 l’erreur au cours des itérations avec ces
deux approches en un point TF où il y a recouvrement. Avec notre approche, l’erreur converge
vers une valeur nettement plus basse.

Enfin, afin d’illustrer la différence entre les deux approches après application de l’algo-
rithme, on trace sur la figure 5.4 les parties réelles des signaux originaux et reconstruits
par notre algorithme avec différentes initialisations. On constate que l’utilisation du déroulé
linéaire conduit à une reconstruction quasi-parfaite du partiel.
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Figure 5.4 – Reconstruction d’un partiel de piano (partie réelle) de la note C4 dans la bande de
fréquences à 796 Hz, sur une fenêtre de temps où les deux sources (C4 et G4) se recouvrent par

application de notre algorithme avec différentes initialisations.

5.3.4 Test sur la base DSD100

On considère dans cette expérience 50 morceaux issus de la base DSD100 (base de test) et
on applique les différentes méthodes de séparation de sources présentées dans la section 5.3.1.
L’algorithme d’estimation des phases à partir du mélange utilise Nit = 10 itérations. Les
résultats sont illustrés sur la figure 5.5.

Nous constatons que la méthode basée sur l’algorithme 4 conduit à une amélioration des
performances par rapport au filtrage de Wiener, notamment en SIR, et à la méthode de
déroulé linéaire appliqué isolément sur les sources. Cette dernière mène à des performances
moindres du fait des erreurs dues à l’estimation de fréquence qui sont propagées à travers les
trames.

L’algorithme que nous proposons mène à des résultats similaires au filtrage de Wiener
consistant. Les différences entre ces deux méthodes ne sont pas statistiquement significatives
en matière de SDR et SAR, mais notre approche conduit à une légère augmentation de SIR.
Dans le cas non-Oracle, notre approche donne des résultats moins bons que le filtrage de
Wiener consistant en SDR et SAR, et des résultats similaires pour le rejet d’interférences. Ce
résultat est à relativiser car notre méthode présente deux avantages : tout d’abord, son temps
de calcul est nettement moins élevé (d’un rapport 7). Par ailleurs, les résultats présentés ici
avec le filtrage de Wiener consistant sont optimaux car on a utilisé un paramètre γ appris
au préalable sur une base de développement. Notre méthode n’utilise pas de tel paramètre.
Les résultats du filtrage de Wiener consistant sont très dépendant du choix de ce paramètre,
et celui-ci peut varier significativement selon la base de données utilisée (pour les données de
l’article originel Le Roux et Vincent (2013), la valeur optimale est γ = 106 contre 4 ici).

On illustre ce résultat sur un mélange simple, constitué de deux notes de piano (C4 et
G4) qui se recouvrent dans le plan TF. On sépare les sources par différentes méthodes et on
trace la partie réelle de la première source (C4) estimée dans une bande de fréquences et sur
un intervalle de temps où le recouvrement est observé. Le résultat présenté sur la figure 5.6
montre une reconstruction du partiel quasi-parfaite avec la méthode basée sur l’algorithme 4.
Le filtrage de Wiener conduit quant à lui à utiliser la phase du mélange dans laquelle les
battements sont marqués, ce qui mène à une nette dégradation du signal reconstruit. Enfin, la
technique de déroulé linéaire seule n’est pas parfaite mais est néanmoins relativement proche
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Figure 5.5 – Performance de la séparation de sources (SDR, SIR et SAR en dB) sur des morceaux
de musiques de la base DSD100. Amplitudes Oracle (en haut) et estimées (en bas).

du résultat original (en comparaison avec le filtrage de Wiener), et permet notamment de
s’affranchir des battements. Le filtrage de Wiener consistant mène à un résultat similaire au
filtrage de Wiener.

Une évaluation subjective informelle de notre part montre que ces conclusions sont éga-
lement constatées perceptivement. Le filtrage de Wiener crée des interférences entre sources
à cause du recouvrement TF. Le déroulé seul élimine ces interférences, mais au prix de la
création d’artéfacts qui dégradent la qualité globale des signaux. L’approche utilisant le dé-
roulé linéaire ainsi que la phase du mélange s’affranchit de ces problèmes et conduit à des
signaux proches de la reconstruction parfaite, dans lesquels ni interférences ni artéfacts ne
sont audibles dans le cas Oracle.

5.3.5 Potentiel d’amélioration dans les trames d’attaque

Les phases dans les trames d’attaque étaient dans les expériences précédentes obtenues en
prenant la phase du mélange ou en les supposant connues. Nous proposons donc d’appliquer
l’algorithme 3 dans ces deux cas. La comparaison entre ces deux approches permettra une
estimation de l’impact de la phase d’attaque sur la reconstruction du reste des phases, et
pourra nous renseigner sur le potentiel d’amélioration d’estimation des phases d’attaque. Les
amplitudes sont ici supposées connues.

Les résultats présentés dans le tableau 5.3 montrent qu’en supposant une connaissance
parfaite des phases dans les trames d’attaque, on peut améliorer les résultats d’environ 2 dB
en SDR et SAR et de 3 dB en SIR. Il existe donc une marge de progression possible pour
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Figure 5.6 – Reconstruction d’un partiel de piano (partie réelle) de la note C4 dans le canal
fréquentiel à 796 Hz, sur une fenêtre de temps où les deux sources (C4 et G4) se recouvrent.

Plusieurs algorithmes de reconstruction des partiels sont comparés dans le cas Oracle.

Phases d’attaque SDR SIR SAR
Mélange 11.2 22.3 11.7

Oracle 13.2 25.4 13.6

Tableau 5.3 – Comparaison des performances de séparation de sources selon la technique utilisée
pour les phases d’attaque.

dépasser les résultats obtenus en utilisant la phase du mélange au niveau des attaques. Cela
traduit l’importance de ces phases d’attaque, et montre qu’il peut être intéressant de travailler
à les reconstruire plus proprement.

5.4 Algorithme contraint par le déroulé de phase

5.4.1 Principe

L’approche présentée dans ce chapitre consiste à minimiser une fonction de coût |E| qui
mesure l’écart entre le mélange et la somme des sources estimées. L’information à priori sur la
phase est introduite par le biais de l’initialisation. Dans cette section, nous proposons d’ajouter
à cette fonction de coût une contrainte sur la phase, pour que celle-ci reste relativement
"proche" du candidat que nous proposons (la composante obtenue par déroulé linéaire). C’est
ce type d’approche qui est proposé dans les algorithmes de NMF complexes à phase contrainte,
comme Le Roux et al. (2009) ou Bronson et Depalle (2014).

Cette approche est posée comme un problème d’optimisation, qui consiste à minimiser la
fonction :

C̃(θ) = |X −
∑
k

X̂k|2 + σ
∑
k

|X̂k − X̃k|2 (5.13)

sous la contrainte |X̂k| = Vk. Cette fonction objectif comporte un terme d’attache aux données
|E|2 et un terme d’attache à l’à priori, l’importance relative des deux étant réglée par le
paramètre σ. L’à priori est X̃k, dont la phase est obtenue par déroulé linéaire.

Pour minimiser cette fonction, on applique la méthode de la fonction auxiliaire de la même
façon que cela a été fait pour l’algorithme 3 (pour rappel, les détails de ce calcul sont présentés
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Algorithme 5 Estimation des sources complexes à partir de leur mélange, avec contrainte
sur la phase.
Entrées :
Mélange X ∈ C,
Modules Vk ∈ R+, poids λk et valeurs initiales X̂k ∈ C, ∀k ∈ J1,KK,
Candidat X̃k, ∀k ∈ J1,KK et paramètre σ ≥ 0,
Nombre d’itérations Nit.
Erreur initiale : E = X −

∑
k X̂k.

pour it = 1 à Nit faire
pour k = 1 à K faire
Yk ← X̂k + λkE,

X̂k ←
Yk + σλkX̃k

|Yk + σλkX̃k|
Vk.

fin pour
E ← X −

∑
k X̂k.

fin pour
Sorties :
∀k ∈ J1,KK, X̂k ∈ C.

dans l’annexe B). La fonction auxiliaire est obtenue en utilisant l’inégalité de Jensen pour la
fonction convexe |.|2 ce qui requiert d’introduire des poids λk. Les mises à jour des variables
auxiliaires Yk sont inchangées, puisque le terme supplémentaire dans (5.13) ne dépend pas de
ces variables. Enfin, la mise à jour des X̂k ne se fait plus dans la direction des Yk mais des
Yk + σλkX̃k.

Les règles de mise à jour pour l’estimation de ce modèle sont résumées dans l’Algorithme 5.
Les algorithmes 3 et 5 sont similaires, mais dans le 5, les composantes sont contraintes à

rester proche du candidat X̃k.

5.4.2 Résultats expérimentaux

Nous comparons ici expérimentalement les performances méthodes de séparation basées
sur les algorithmes 3 et 5. On considère 10 morceaux extraits de la base DSD100, et on fait
varier le paramètre σ. L’algorithme 5 peut être initialisé :

— Soit avec des composantes à phases aléatoires ;
— Soit avec des composantes dont les phases sont obtenues par déroulé linéaire.

On tire un certain nombre de conclusions à partir des résultats présentés sur la figure 5.7 :

— Si on initialise l’algorithme par déroulé linéaire, augmenter la valeur de σ à partir de 0
n’améliore pas les résultats. En d’autres termes, la performance maximale est obtenue
pour une contrainte de phase nulle. Comme l’algorithme est initialisé convenablement,
mieux vaut favoriser le terme d’attache aux données plutôt que forcer les solutions à
rester trop proches de cette valeur initiale.

— Lorsque le poids σ est grand, on obtient avec cet algorithme (pour les deux initiali-
sations) le même résultat qu’avec la méthode Unwrap. Le terme dans la fonction de
coût (5.13) qui mesure l’écart entre modèle et mélange devient alors négligeable : les
estimées des sources sont alors simplement données par les X̃k.
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Figure 5.7 – Séparation de sources (SDR, SIR et SAR en dB) pour différentes initialisations
(Aléatoire ou par Déroulé) de l’algorithme 5 sur le jeu de données E, et comparaison avec les

approches Iter et Unwrap.

— Avec une initialisation aléatoire, on constate qu’en augmentant la valeur de σ, les in-
dicateurs augmentent jusqu’à un certain seuil à partir duquel ils redescendent (pour le
SDR et le SAR), ou alors continuent globalement d’augmenter (pour le SIR). Ceci peut
s’expliquer par le fait qu’une initialisation aléatoire ne donne pas de très bons résultats
pour l’algorithme non contraint, et que forcer les composantes estimées à être proches
des X̃k augmentent nécessairement la qualité des résultats. Néanmoins, au-delà d’une
certaine valeur de σ, la contrainte devient trop importante par rapport à l’erreur de
reconstruction, ce qui se traduit par une chute des indicateurs SDR et SAR, même si
le SIR continue de croître (ce qui s’interprète aisément, compte-tenu du fait qu’en né-
gligeant le terme d’attache aux données, on ne tient plus compte du mélange, ce qui
implique une suppression des interférences).

— L’initialisation avec déroulé linéaire, couplée à une contrainte nulle, correspond à la
méthode Iter et donne donc les mêmes résultats. À partir de cette valeur, une augmen-
tation de σ conduit à une augmentation des SDR et SAR qui reste négligeable (non
visible sur la figure).

En fin de compte, on peut constater que la borne supérieure de résultats pour l’algorithme
avec contrainte est donnée par la méthode Iter, valeur atteinte lorsqu’on initialise l’algorithme
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avec le déroulé linéaire et que l’on fixe une contrainte nulle. En d’autres termes, cela revient
à utiliser directement la méthode Iter : contraindre les phases n’apporte pas d’amélioration
significative par rapport à une initialisation bien choisie.

5.5 Conclusion

Les expériences présentées dans ce chapitre ont montré l’intérêt de la technique de déroulé
linéaire de phase pour la séparation de sources. Nous avons introduit une procédure itérative
pour résoudre ce problème, qui permet, via son initialisation, d’introduire un à priori sur la
phase. Cette méthode a été expérimentalement testée sur une base de musiques réalistes et
nous avons obtenu des résultats comparables au filtrage de Wiener consistant avec un net
bénéfice en temps de calcul.

La phase au niveau des trames d’attaque était dans ces expériences soit supposée connue,
soit égale à la phase du mélange. Néanmoins, l’écart entre les deux identifié dans la section 5.3.5
suggère qu’il est possible d’améliorer les performances en travaillant à la reconstruction de
phases d’attaque, ce qui fera l’objet du chapitre 6.

En outre, la procédure introduite ici consiste à fixer à chaque itération les amplitudes à
une valeur objectif, qui n’est pas forcément réaliste. Il pourrait donc être préférable de mettre
au point un modèle dans lequel on s’accorde une certaine incertitude sur les amplitudes, et
dans lequel le mélange estimé est bien égal au mélange observé : cela fera l’objet du chapitre 8.
Enfin, il sera intéressant de mettre en place un cadre de séparation plus réaliste dans lequel
les amplitudes et les phases seront estimées conjointement à partir du mélange : c’est ce que
nous proposons au chapitre 7.
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Chapitre 6

Modèle de phase d’attaque basé sur la
répétition d’évènements audio
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Comme on l’a indiqué dans l’introduction de ce manuscrit, la majorité des techniques de
séparation de sources reposent sur le caractère répétitif des évènements qui constituent les
données. En audio, on peut voir une source comme étant constituée de la répétition d’un évène-
ment élémentaire (comme une note). La NMF repose sur le postulat de l’existence d’un spectre
associé à chaque évènement audio, qui est activé à différents instants avec un gain variable.
Néanmoins, les répétitions de phase ne sont guère exploitées. Or, comme c’est l’évènement
audio (un signal temporel) qui est redondant, on peut intuitivement penser qu’il existe une
forme de redondance qui se retrouve dans sa TFCT, aussi bien au niveau du spectrogramme
d’amplitude que de la phase.

Nous proposons donc d’exploiter ces redondances au niveau des attaques des sources mu-
sicales pour reconstruire les phases dans les trames d’attaque dans le domaine TF. On postule
l’existence d’une phase de référence et on suppose que pour une source donnée, la phase au
niveau des trames d’attaque est égale à cette phase de référence, à laquelle est ajouté un
décalage qui est une fonction linéaire de la fréquence. Ce modèle est testé sur divers signaux
afin d’en attester la validité. Nous proposons également de le combiner à l’algorithme de dé-
roulé linéaire afin de restaurer complètement la phase d’un signal, dans un cadre supervisé
(les phases de référence sont préalablement apprises à partir d’une base de données externe).

Nous proposons ensuite d’intégrer cette propriété dans un modèle de mélange de sources
complexes au niveau des attaques. Ce modèle de mélange est estimé par deux algorithmes, la
contrainte de phase pouvant être stricte ou relaxée. Une fois la restauration des phases com-
plétée par l’application de l’algorithme de déroulé linéaire, nous obtenons alors une procédure
complète de reconstruction de phase dans le cadre de la séparation de sources.

Les contributions de ce chapitre ont fait l’objet d’une publication à la conférence WASPAA
2015 Magron et al. (2015a).

La section 6.1 présente ce modèle de phase, qui est expérimentalement validé dans la
section 6.2. Cette propriété est intégrée à un modèle de mélange dans la section 6.3, dont
l’estimation des paramètres est décrite dans la section 6.4. Des expériences de séparation de
sources sont conduites dans la section 6.5, et nous concluons dans la section 6.6.

6.1 Modèle de phase d’évènements audio répétés

Considérons un signal réel x(n). On rappelle l’expression de sa TFCT, pour chaque canal
fréquentiel f ∈ J0, F − 1K et trame t ∈ J0, T − 1K :

X(f, t) =

Nw−1∑
n=0

x(n+ tS)w(n)e−2iπ f
F
n, (6.1)

où w est une fenêtre d’analyse de taille Nw, et S est le décalage temporel (en échantillons)
entre deux trames successives. On note xtw(n) = x(n+tS)w(n) le signal fenêtré correspondant
à la trame d’analyse t, et on a donc :

X(f, t) =

Nw−1∑
n=0

xtw(n)e−2iπ f
F
n. (6.2)

Supposons que le signal x représente un évènement audio élémentaire qui est activé plusieurs
fois (par exemple une note de piano) : les indices de trames tm, m ∈ J0,M−1K, correspondent
aux M trames d’attaque de cette source dans le domaine TF. L’idée qui est au coeur du
modèle de ce chapitre consiste à supposer que les signaux fenêtrés xtmw (n) dans les trames
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Figure 6.1 – Répétition d’un évènement audio (traits pleins) et positionnement de la fenêtre
d’analyse (pointillés) : on suppose que les signaux fenêtrés sont identiques à un délai et facteur

d’amplitude près.

d’attaque sont égaux, à un délai η et un facteur d’amplitude ρ près. Ainsi, en prenant comme
référence le signal fenêtré dans la première trame d’attaque, on a :

xtmw (n) ≈ ρ(m)xt0w (n− η(m)), (6.3)

comme c’est illustré sur la figure 6.1. Le délai de η(m) échantillons 1 dépend donc du position-
nement du signal par rapport à la fenêtre d’analyse. Cette hypothèse n’est vérifiée que pour
une fenêtre d’analyse rectangulaire et lorsque la totalité du signal se trouve à l’intérieur de
la fenêtre : cela ne correspond pas à des cas d’application pratiques, puisqu’on utilise géné-
ralement une fenêtre plus sophistiquée (afin d’éviter le phénomène de fuite spectrale), et que
les signaux sont tronqués par l’opération de fenêtrage. En outre, ce modèle repose sur l’hy-
pothèse que la forme d’onde des signaux correspondants aux diverses occurrences d’un même
évènement sonore soient identique (au facteur d’amplitude près) : pour plus de réalisme, il
faudrait considérer des variations de forme d’onde qui correspondent aux différentes nuances
du jeu du musicien. Nous étudierons expérimentalement la validité de ce modèle lorsque l’on
considère des occurrences d’une source qui comportent des variations de nuance.

La TFCT de x dans la trame tm est donc :

X(f, tm) =

Nw−1∑
n=0

xtmw (n)e−2iπ f
F
n

≈
Nw−1∑
n=0

ρ(m)xt0w (n− η(m))e−2iπ f
F
n

≈ ρ(m)e2iπ f
F
η(m)X(f, t0).

On pose λ(m) =
2πη(m)

F
, ce qui conduit à :

X(f, tm) ≈ ρ(m)eiλ(m)fX(f, t0). (6.4)

1. Cette écriture suppose que le délai η(m) soit entier. En effet, lorsque celui-ci devient fractionnaire,
l’expression (6.3) n’a plus de sens. Néanmoins, on introduit ultérieurement la notation λ(m) dans le domaine
TF, qui permet d’étendre la notation ç des valeurs continues du délai.
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En notant X sous forme polaire (module V et argument φ), (6.4) devient :

V (f, tm)eiφ(f,tm) ≈ ρ(m)V (f, t0)ei(φ(f,t0)+λ(m)f). (6.5)

La relation (6.5) contient à la fois une information sur les modules et sur les phases. Si on
note W (f) = V (f, t0) et H(tm) = ρ(m), on obtient V (f, tm) ≈ W (f)H(tm). En généralisant
ce résultat à toutes les trames, on retrouve le modèle NMF sur les amplitudes. Ainsi, ce
modèle d’évènements audio répétés conduit naturellement au modèle NMF traditionnel sur
les spectrogrammes d’amplitude. Ce qui nous intéresse ici est la relation sur les phases :

φ(f, tm) ≈ ψ(f) + λ(m)f, (6.6)

avec ψ(f) = φ(f, t0), à laquelle on se réfère sous le nom de phase de référence. L’équation (6.6)
traduit donc le modèle de phase que nous proposons : dans une trame d’attaque, la phase de la
TFCT X est égale à une phase de référence (ne dépendant pas de l’indice de trame) à laquelle
est ajouté un délai linéaire en fréquence. La forme de la phase de référence ψ(f) caractérise
alors le timbre de l’instrument (et notamment les relations de phase entre partiels), alors que
le délai λ informe sur le positionnement temporel du signal au sein de la fenêtre d’analyse.

6.2 Validation expérimentale préliminaire

On cherche dans cette partie à mettre en évidence la phase de référence introduite précé-
demment. On suppose connues les trames d’attaque tm, m ∈ J0, 1K, bien que l’on pourrait par
la suite les estimer (à partir par exemple de la MATLAB Tempogram Toolbox Grosche et
Müller (2011)).

6.2.1 Précision du modèle de phase

On considère dans cette expérience des signaux constitués d’une source (un évènement
audio) qui est activée à deux reprises. Ces signaux sont :

— des notes de piano tirées aléatoirement de la base MAPS Emiya et al. (2010),

— des notes de guitare électrique tirées aléatoirement de la base IDMT-SMT-GUITAR Keh-
ling et al. (2014).

Ces sources peuvent être activées soit à l’identique, c’est-à-dire sans variation de forme
d’onde, soit avec une certaine nuance (afin de reproduire de façon plus réaliste les variations
de jeu de l’instrumentiste). Dans le cas des notes de piano, les nuances possibles sont "mezzo-
forte","forte" et "piano". Pour les notes de guitare, les nuances sont obtenues en considérant
des notes qui sont jouées à différents endroits du manche (en effet, avec la guitare, on peut
produire une même note de plusieurs façons différentes, selon la case et la corde choisie).

On calcule la différence de phase ∆φ(f) = φ(f, t1)−φ(f, t0) entre les trames d’attaque. On
s’attend à ce que cet écart de phase soit linéaire en f pour qu’il respecte le modèle (6.6). On
calcule donc une approximation de ce décalage entre phases d’attaque par régression linéaire,
et on illustre cette expérience sur la figure 6.2 dans le cas où il n’y a pas de variation de forme
d’onde entre les deux occurrences de notes.

Afin de mesurer la pertinence de ce modèle, nous calculons (sur 25 signaux dans chaque cas
de figure) l’erreur moyennée sur les fréquences (en radians) entre décalages de phases d’attaque
observés et estimés par le modèle, et nous présentons les résulats dans le tableau 6.1.

La première ligne de ce tableau confirme ce que l’on constate visuellement sur la figure 6.2 :
lorsqu’une source est activée "à l’identique", c’est-à-dire sans variation de forme d’onde, le
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Figure 6.2 – Spectrogramme comportant deux occurrences d’une note de guitare sans variation de
forme d’onde (gauche) et décalages de phase entre attaques (droite).

Piano Guitare
Sans nuance 0.21 0.15

Avec nuance 1.48 1.49

Tableau 6.1 – Erreur moyenne (en radians) entre décalage de phases d’attaque observé et estimé
par régression linéaire pour plusieurs types de données.

modèle est relativement précis. Lorsque les notes sont activées avec une certaine nuance va-
riable, il reste possible d’exploiter une phase de référence pour caractériser la phase dans
les trames d’attaque, même si ce modèle perd nettement en précision par rapport au cas de
sources identiques.

6.2.2 Combinaison avec le déroulé linéaire

Nous combinons à présent le modèle de phase (6.6) et le déroulé linéaire introduit au
chapitre 4 pour achever la reconstruction des phases à partir de celle des attaques.

Phase apprise à partir d’une première occurrence de la note

Nous considérons des mélanges constitués de deux occurrences d’une note (piano ou gui-
tare) avec ou sans nuance. Nous reconstruisons la phase au niveau de la deuxième activation à
partir de la première. Après avoir reconstruit la phase dans la deuxième trame d’attaque, nous
achevons la reconstruction de phase de la deuxième occurrence de note par déroulé linéaire.
Nous effectuons également une reconstruction par l’algorithme de Griffin et Lim (GL) qui
utilise 200 itérations, et on mesure la qualité de la reconstruction par le SDR Vincent et al.
(2006). Les résultats sont présentés dans le tableau 6.2.

Globalement, notre modèle de phase améliore la qualité de reconstruction du signal par
rapport à l’algorithme GL. Cela montre l’importance de cette phase d’attaque, qui est non
seulement indispensable pour conduire à un résultat perceptif satisfaisant (attaque nette) mais
également pour initialiser un déroulé pertinent des phases des partiels.

Base de phases de référence

En pratique, comme toutes les phases sont inconnues, nous n’avons pas à disposition la
phase de référence. Une possibilité est alors d’utiliser une base de données de phases d’attaque.
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Griffin Lim Modèle + Déroulé
Piano (sans nuance) −3.4 −0.5
Guitare (sans nuance) −2.6 −0.3
Piano (avec nuance) −6.1 −5.1
Guitare (avec nuance) −1.0 0.3

Tableau 6.2 – Qaulité de reconstruction de phase (SDR en dB) d’une deuxième activation d’une
source à partir de la première via un modèle de phase d’attaque combiné au déroulé linéaire.

Griffin Lim Modèle+Déroulé Oracle+Déroulé
Morceaux de piano −4.4 −3.3 −0.1

Morceaux de guitare −4.3 −3.7 −0.6

Tableau 6.3 – Qualité de la reconstruction de signal (SDR en dB) en utilisant une base de données
de phases d’attaque combinée au déroulé linéaire.

Nous considérons donc deux ensembles de notes (piano et guitare) à partir desquels nous
fabriquons deux dictionnaires de phases de référence. Les dictionnaires sont construit avec
une seule nuance par note.

On considère ensuite deux jeux de données : des morceaux de piano tirés de la base MAPS
et des morceaux de guitare tirés de la base IDMT-SMT-GUITAR (ces bases comportent en
effet aussi bien des notes isolées que des morceaux de musique, qui comportent donc plusieurs
nuances des notes). Les trames d’attaque sont détectées grâce à la boîte à outils MATLAB
Tempogram toolbox. Le délai λ est estimé grâce à un calcul sur les amplitudes similaire à celui
conduit dans le chapitre 4 (section 4.4.1). Il est alors appliqué à la phase de référence contenue
dans la base afin de reconstruire la phase d’attaque du signal. Les phases des partiels sont
ensuite reconstruites par déroulé linéaire. A titre de comparaison, on reconstruit également
les phases par déroulé linéaire à partir de phases d’attaque connues (cas Oracle). Nous testons
enfin l’algorithme de Griffin Lim qui utilise 200 itérations.

Les résultats présentés dans le tableau 6.3 montrent l’intérêt d’utiliser une base de phases
de références pour la reconstruction des phases d’attaque. Ce modèle améliore en effet légè-
rement les résultats par rapport à l’algorithme GL, même si sa performance reste éloignée de
la performance Oracle.

6.3 Modèle de mélange de sources

Considérons à présent la TFCT X d’un mélange de K sources Xk, dont les amplitudes et
les phases sont notées Vk et φk respectivement. On note tm, m ∈ J0,M − 1K les indices des M
trames d’attaque de X. On peut extraire de X la matrice des attaques Y ∈ CF×M :

Y (f,m) = X(f, tm) =

K∑
k=1

Vk(f, tm)eiφk(f,tm). (6.7)

On introduit le modèle de phase (6.6) pour chaque source complexe :

φk(f, tm) = ψk(f) + λk(m)f. (6.8)

On aboutit alors au modèle de mélange suivant : ∀(f,m) ∈ J0, F − 1K× J0,M − 1K,

Ŷ (f,m) =
K∑
k=1

Vk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f . (6.9)
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Remarque : Il serait plus rigoureux de considérer des ensembles de trames d’attaque
différents pour chaque source, car les paramètres λk et ψk n’ont de sens que dans les trames
d’attaque pour la source k. Néanmoins, dans ce chapitre, on considère des données pour
lesquelles une trame d’attaque du mélange est une trame d’attaque pour toutes les sources,
ou bien telle que si une trame d’attaque pour une source ne l’est pas pour une autre, alors cette
autre source a une énergie nulle dans cette trame. Ainsi, le fait de considérer les amplitudes
dans le modèle de mélange permet de rendre compte de cette hypothèse. Pour des données
réalistes plus complexes, il est nécessaire de distinguer les trames d’attaque selon les sources :
c’est ce que nous proposons dans le chapitre 7.

Ce modèle basé sur la répétition de phases permet de réduire la dimension des données : les
phases des sources sont initialement représentées parKFM paramètres alors que notre modèle
utilise K(F +M −1) paramètres. Si M > 1 (ce qui est en pratique le cas, puisque on suppose
qu’il y a plusieurs activations des sources), on observe bien que K(F +M −1) < KFM . Pour
un mélange de 3 sources avec 5 trames d’attaque et une transformée de Fourier à 512 canaux,
ce modèle utilise presque cinq fois moins de paramètres que les données originales.

Ce modèle peut se réécrire sous la forme matricielle suivante :

Ŷ =

K∑
k=1

Vk � (ΨkΛk), (6.10)

où Ψk = diag(eiψk(0), ..., eiψk(F−1)) est une matrice diagonale de dimensions F ×F contenant
les phases de référence, et Λk est une matrice de Vandermonde de dimensions F×M contenant
les paramètres de délai :

Λk =


1 . . . 1

eiλk(0) . . . eiλk(M−1)

...
...

eiλk(0)(F−1) . . . eiλk(M−1)(F−1)

 (6.11)

6.4 Estimation des phases des composantes

Dans cette partie, nous estimons les paramètres du modèle (6.9). On suppose que les
amplitudes des sources Vk dans les trames d’attaque sont connues. On cherche donc à estimer
les paramètres ψk(f) et λk(m), ∀(f,m, k). Une première méthode consiste à minimiser une
fonction de coût représentant l’erreur entre les données et le modèle (contrainte stricte).

Lorsque les données ne correspondent plus exactement au modèle, une contrainte stricte
peut être trop forte pour estimer les paramètres. On s’inspire donc de Rigaud et al. (2013)
pour proposer une méthode alternative d’estimation, qui repose sur une contrainte relaxée.

6.4.1 Contrainte stricte

On considère la fonction de coût suivante :

Cs =
∑
f,m

∣∣∣∣∣Y (f,m)−
K∑
k=1

Vk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f

∣∣∣∣∣
2

. (6.12)

Nous minimisons cette fonction par rapport à chacune des variables successivement, ce qui
conduit à une procédure itérative. Cette méthode est connue sous le nom de méthode de
relaxation.
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Estimation de ψk(f)

Réécrivons Cs en isolant les termes dépendant de ψk(f) :

Cs =
∑
m

∣∣∣∣∣∣Y (f,m)−
∑
l 6=k

Vl(f, tm)eiψl(f)eiλl(m)f − Vk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f

∣∣∣∣∣∣
2

+
∑
m

∑
p 6=f

∣∣∣∣∣Y (p,m)−
∑
l

Vl(p, tm)eiψl(p)eiλl(m)p

∣∣∣∣∣
2

. (6.13)

On pose
Bk(f,m) = Y (f,m)−

∑
l 6=k

Vl(f, tm)eiψl(f)eiλl(m)f , (6.14)

et on note c
= l’égalité à une constante additive près, ne dépendant pas de la variable considérée,

ici ψk(f). On peut alors écrire :

Cs
c
=
∑
m

∣∣∣Bk(f,m)− Vk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f
∣∣∣2 , (6.15)

que l’on développe :

Cs
c
=
∑
m

∣∣∣Bk(f,m)− Vk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f
∣∣∣2

c
=
∑
m

|Bk(f,m)|2 + |Vk(f, tm)|2 − 2<(Bk(f,m)Vk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f )

c
= −2<

(∑
m

Bk(f,m)Vk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f

)
c
= −2<

(
eiψk(f)

∑
m

Bk(f,m)Vk(f, tm)eiλk(m)f

)
,

où < désigne la partie réelle. On pose zs =
∑

mBk(f,m)Vk(f, tm)e−iλk(m)f (on enlève les
indices k et f pour plus de clarté), que l’on note en coordonnées polaires zs = |zs|eiξs . On a :

Cs
c
= −2|zs|<

(
eiψk(f)e−iξs

)
c
= −2|zs| cos(ψk(f)− ξs).

La fonction de coût, ainsi écrite, est aisée à minimiser par rapport à ψk(f). En effet, minimiser
Cs revient à maximiser le cosinus de ψk(f)− ξs, ce qui conduit à ψk(f) = ξs = ∠(zs), soit :

ψk(f) = ∠

(∑
m

Bk(f,m)Vk(f, tm)e−iλk(m)f

)
. (6.16)

Remarque : Il est possible d’obtenir ce résultat en passant par la dérivée de Cs par rapport
à ψk(f) (ce que nous avons proposé dans Magron et al. (2015a)), qui est :

∂Cs
∂ψk(f)

= i
∑
m

Bk(f,m)Vk(f, tm)e−iλk(m)e−iψk(f) −Bk(f,m)Vk(f, tm)eiλk(m)eiψk(f). (6.17)
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Annuler cette dérivée partielle conduit à l’estimation suivante pour ψk(f) :

ψk(f) = ±∠

(∑
m

Bk(f,m)Vk(f, tm)e−iλk(m)f

)
. (6.18)

Pour lever l’ambiguïté sur le signe de l’argument, on peut examiner le signe de la dérivée
seconde. Pour la valeur donnée par (6.16), celle-ci est positive, ce qui confirme que cette
solution est bien un minimum de Cs.

Estimation de λk(m)

On écrit à présent Cs de façon similaire à (6.15) en isolant les termes dépendant de λk(m) :

Cs
c
=
∑
f

∣∣∣Bk(f,m)− Vk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f
∣∣∣2 . (6.19)

Minimiser Cs par rapport à λk(m) revient donc à minimiser la quantité suivante :

C̃s(k,m) =
∑
f

∣∣∣Bk(f,m)e−iψk(f) − Vk(f, tm)eiλk(m)f
∣∣∣2 . (6.20)

On note :

βk(f,m) = Bk(f,m)e−iψk(f),

β
k
(m) = [βk(0,m), ..., βk(F − 1,m)]T ,

Λk(m) = [1, eiλk(m), ..., eiλk(m)(F−1)]T ,

V k(m) = [Vk(0, tm), ..., Vk(F − 1, tm)]T .

La fonction (6.20) se reformule alors comme suit :

C̃s(k,m) = ||V k(m)� Λk(m)− β
k
(m)||2, (6.21)

où ||.|| désigne la norme euclidienne pour les vecteurs. La solution à ce problème peut être
obtenue en s’inspirant de l’algorithme ESPRIT Hua et al. (2004). En effet, lorsque la fonction
de coût C̃s est nulle, on remarque que (on s’affranchit des indices k etm pour plus de lisibilité) :

βH↓ β↑ = (V � Λ)H↓ (V � Λ)↑ = V H
↓ V ↑e

iλ, (6.22)

où .H désigne le transposé Hermitien, et la notation v↓ (respectivement v↑) désigne le vecteur
obtenu en retirant le dernier élément (respectivement le premier) d’un vecteur v. Ainsi :

eiλ =
βH↓ β↑

V H
↓ V ↑

. (6.23)

L’estimation de λk(m) est donc :

λk(m) = ∠
(
β
k
(m)H↓ βk(m)↑

)
. (6.24)
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Algorithme 6 Estimation des paramètres de phase sous contrainte stricte

Entrées : Y ∈ CF×M , Vk ∈ RF×M+ , ψinik ∈ RF×1, λinik ∈ R1×M .
Initialisation :
ψk = ψinik , λk = λinik .
Ŷk(f,m) = Vk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f .
Ŷ (f,m) =

∑K
k=1 Ŷk(f,m).

Bk(f,m) = Y (f,m)− Ŷ (f,m) + Ŷk(f,m).
tant que critère non atteint faire
pour k = 1 à K, f = 0 à F − 1 et m = 0 à M − 1 faire
Calculer ψ
ψk(f) = ∠

(∑
mBk(f,m)Vk(f, tm)e−iλk(m)f

)
.

Calculer β
βk(f,m) = Bk(f,m)e−iψk(f),
β
k
(m) = [βk(0,m), ..., βk(F − 1,m)]T .

Calculer λ
λk(m) = ∠

(
β
k
(m)H↓ βk(m)↑

)
.

Calculer Ŷ
Ŷk(f,m) = Vk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f ,
Ŷ (f,m) =

∑K
k=1 Ŷk(f,m).

Calculer B
Bk(f,m) = Y (f,m)− Ŷ (f,m) + Ŷk(f,m).

fin pour
fin tant que
Sorties : Ŷ , Ŷk, ψ, λ.

Algorithme d’estimation strict

Les équations (6.16) et (6.24) fournissent des règles de mises à jour pour estimer itérative-
ment les paramètres de phase. L’Algorithme 6 détaille cette procédure. Cet algorithme prend
en entrée la matrice des attaques, obtenue au préalable, grâce par exemple à la boîte à outils
MATLAB Tempogram Toolbox Grosche et Müller (2011). L’initialisation pourrait par
ailleurs être affinée en prenant pour ψk(f) la valeur de la phase du mélange en une trame où
l’on est sûr que seule la source k est active (la phase du mélange est alors égale à la phase de
la source, prise comme référence dans cette trame).

Notons que l’ordre dans lequel sont effectuées les mises à jour des paramètres dans l’al-
gorithme 6 (et de même plus loin dans l’algorithme 7) est arbitraire. Nous avons obtenu des
résultats similaires en inversant cet ordre.

6.4.2 Contrainte relaxée

On considère à présent une contrainte relaxée, ce qui mène à la fonction de coût suivante :

Cr =
∑
f,m

∣∣∣∣∣Y (f,m)−
K∑
k=1

Vk(f, tm)eiφk(f,tm)

∣∣∣∣∣
2

+ σ
∑
f,m,k

Vk(f, tm)2
∣∣∣eiφk(f,tm) − eiψk(f)eiλk(m)f

∣∣∣2 . (6.25)
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Le paramètre σ permet de donner plus ou moins d’importance à la contrainte issue du modèle
de phase. Pour σ = 0, les phases d’attaque ne sont plus contraintes, et lorsque σ devient très
grand, les sources ne somment plus au mélange : ainsi, il est nécessaire de choisir convena-
blement ce paramètre pour obtenir un compromis entre attache aux données et contrainte de
phase (c’est l’objet de l’expérience conduite dans la section 6.5.1).

Estimation de ψk(f)

On applique la même méthode que dans le cas strict, qui consiste à isoler dans la fonction
de coût les termes ne dépendant que de ψk(f) :

Cr
c
=
∑
m

Vk(f, tm)2
∣∣∣eiφk(f,tm) − eiψk(f)eiλk(m)f

∣∣∣2 . (6.26)

On a alors :

Cr
c
=
∑
m

Vk(f, tm)2
(

1 + 1− 2<(e−iφk(f,tm)eiψk(f)eiλk(m)f )
)

Cr
c
= −2<

(∑
m

Vk(f, tm)2e−iφk(f,tm)eiψk(f)eiλk(m)f

)

Cr
c
= −2<

(
eiψk(f)

∑
m

Vk(f, tm)2e−iφk(f,tm)eiλk(m)f

)
.

On pose zr =
∑

m Vk(f, tm)2e−iφk(f,tm)eiλk(m)f (on enlève les indices k et f pour plus de
clarté), que l’on écrit en coordonnées polaires zr = |zr|eiξr . On a :

Cr
c
= −2|zr| cos(ψk(f)− ξr).

Minimiser Cr par rapport à ψk(f) revient à maximiser le cosinus de ψk(f)− ξr, ce qui conduit
à ψk(f) = ξr = ∠(zr), soit :

ψk(f) = ∠

(∑
m

Vk(f, tm)2eiφk(f,tm)e−iλk(m)f

)
. (6.27)

Estimation de λk(m)

Nous estimons λk(m) en appliquant une méthode similaire au cas de la contrainte stricte.
Cela requiert d’introduire un nouveau paramètre γ (similaire au β de la partie précédente)
défini comme suit :

γk(f,m) = Vk(f, tm)eiφk(f,tm)e−iψk(f). (6.28)

On pose :
γ
k
(m) = [γk(0,m), ..., γk(F − 1,m)]T . (6.29)

L’adaptation de la méthode ESPRIT comme utilisée précédemment mène à l’estimation :

λk(m) = ∠
(
γ
k
(m)H↓ γk(m)↑

)
. (6.30)
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Estimation de φk(f, tm)

Enfin, il faut estimer, en plus des paramètres du modèle de phase, les termes φk(f, tm).
La méthode est la même que pour les termes ψk(f) : on réécrit la fonction de coût en isolant
les termes dépendant uniquement de φk(f, tm). On note ici, de façon similaire à la partie
précédente :

Bk(f,m) = Y (f,m)−
∑
l 6=k

Vl(f, tm)eiφl(f,tm), (6.31)

et on écrit donc la fonction de coût de la façon suivante :

Cr
c
=
∣∣∣Bk(f, tm)− Vk(f, tm)eiφk(f,tm)

∣∣∣2 + σVk(f, tm)2
∣∣∣eiφk(f,tm) − eiψk(f)eiλk(m)f

∣∣∣2 , (6.32)

que l’on réécrit :

Cr
c
= |Bk(f, tm)|2 + |Vk(f, tm)|2 − 2<(Bk(f, tm)Vk(f, tm)eiφk(f,tm))

+ σVk(f, tm)2
(

1 + 1− 2<(eiφk(f,tm)e−iψk(f)e−iλk(m)f )
)
. (6.33)

En retirant les termes ne dépendant pas de φk(f, tm), on peut simplifier cette expression :

Cr
c
= −2Vk(f, tm)<

(
Bk(f, tm)eiφk(f,tm) + σVk(f, tm)eiφk(f,tm)e−iψk(f)e−iλk(m)f

)
c
= −2Vk(f, tm)<

(
eiφk(f,tm)(Bk(f, tm) + σVk(f, tm)e−iψk(f)e−iλk(m)f )

)
.

On pose zφ = Bk(f, tm) + σVk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f (on enlève les indices k, f et m pour plus
de clarté), que l’on réécrit en coordonnées polaires zφ = |zφ|eiξφ , et on a :

Cr
c
= −2Vk(f, tm)|zφ| cos(φk(f, tm)− ξφ). (6.34)

En appliquant la même technique que précédemment, on a finalement :

φk(f, tm) = ∠
(
Bk(f, tm) + σVk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f

)
. (6.35)

Algorithme d’estimation relaxé

L’Algorithme 7 détaille la procédure d’estimation itérative des paramètres de phase obte-
nue grâce aux équations (6.27), (6.30) et (6.35) dans le cas relaxé.
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Algorithme 7 Estimation des paramètres de phase sous contrainte relaxée

Entrées Y ∈ CF×M , Vk ∈ RF×M+ , ψinik ∈ RF×1, λinik ∈ R1×M , φinik ∈ RF×T , σ ∈ R+.
Initialisation :
φ = φini, ψ = ψini, λ = λini.
Ŷk(f,m) = Vk(f, tm)eiφk(f,tm).
Ŷ (f,m) =

∑K
k=1 Ŷk(f,m).

Bk(f,m) = Y (f,m)− Ŷ (f,m) + Ŷk(f,m).
tant que critère non atteint faire
pour k = 1 à K, f = 0 à F − 1 et m = 0 à M − 1 faire
Calculer φ
φk(f, tm) = ∠(Bk(f,m) + σVk(f, tm)eiψk(f)eiλk(m)f ).
Calculer ψ
ψk(f) = ∠

(∑
m Vk(f, tm)2eiφk(f,tm)e−iλk(m)f

)
.

Calculer γ
γk(f,m) = Vk(f, tm)eiφk(f,tm)e−iψk(f),
γ
k
(m) = [γk(0,m), ..., γk(F − 1,m)]T .

Calculer λ
λk(m) = ∠

(
γ
k
(m)H↓ γk(m)↑

)
.

Calculer Ŷ
Ŷk(f,m) = Vk(f, tm)eiφk(f,tm),
Ŷ (f,m) =

∑K
k=1 Ŷk(f,m).

Calculer B
Bk(f,m) = Y (f,m)− Ŷ (f,m) + Ŷk(f,m).

fin pour
fin tant que
Sorties : Ŷ , Ŷk, ψ, λ, φ.

6.5 Résultats expérimentaux

Dans cette partie, nous présentons des expériences menées pour évaluer le potentiel de
notre méthode. Les signaux sont échantillonnés à Fs = 11025 Hz. La TFCT est calculée avec
une fenêtre de Hann de longueur 512 échantillons et 75 % de recouvrement. Les phases des
sources sont calculées par 100 itérations de nos algorithmes (strict et relaxé), la performance
n’étant pas améliorée au-delà.

La boîte à outils MATLAB Tempogram Toolbox est utilisée pour estimer les trames
d’attaque. Nous extrayons ensuite la matrice d’attaque Y à partir de la matrice complète X.
Nous utilisons les SDR, SIR et SAR comme mesure de la qualité de la séparation de sources.

6.5.1 Influence du paramètre σ

Dans cette expérience, on cherche à estimer les paramètres de phases d’attaque sur des
mélanges de deux sources (K = 2) dans lesquels on observe successivement chaque source
seule, puis la superposition des deux. Nous testons les algorithmes tout d’abord sur des données
synthétiques qui sont fabriquées en suivant le modèle (6.9), puis sur des données plus réalistes,
des mélanges de notes de piano.

On teste les algorithmes avec contrainte stricte et avec contrainte relaxée pour différentes
valeurs du paramètre de relaxation σ. Les valeurs des amplitudes des sources Vk sont supposées
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Figure 6.3 – Erreur (6.36) entre données et modèle estimé au niveau des attaques.

connues afin de s’intéresser spécifiquement à la reconstruction de phase. Ces algorithmes sont
comparés à l’approche traditionnelle du filtrage de Wiener. Pour toutes ces méthodes, nous
calculons l’erreur d’estimation moyennée sur les sources :

1

K

K∑
k=1

||Yk − Ŷk||2, (6.36)

où Ŷk est l’estimée de la k-ième source Yk dans les trames d’attaque. Les résultats sont
moyennés sur 30 signaux pour chaque jeu de données, et présentés sur la figure 6.3.

Lorsque les données suivent exactement notre modèle, l’algorithme avec contrainte stricte
conduit à un meilleur résultat que le filtrage de Wiener. Pour des données réelles, qui ne
suivent donc plus rigoureusement le modèle, l’algorithme d’estimation strict ne donne pas de
meilleurs résultats que le filtrage de Wiener, certainement en raison d’une contrainte trop forte
qui ne correspond plus à la réalité des données. Néanmoins, lorsque l’on applique l’algorithme
relaxé, on voit que pour certaines valeurs de σ, les résultats sont meilleurs qu’avec le filtrage
de Wiener. Cela traduit le potentiel d’un tel modèle de phase, à condition qu’il soit utilisé de
façon relaxée pour prendre en compte les écarts au modèle.

6.5.2 Performance du modèle de phase

Nous proposons d’appliquer cette technique de reconstruction de phase à la séparation de
sources. Nous considérons plusieurs jeux de données :

A : 30 mélanges de deux sources, composées de sinusoïdes amorties synthétiques. Les sources
ne se recouvrent pas dans le domaine TF ;

B : 30 mélanges de deux sources, composées de sinusoïdes amorties synthétiques. Les sources
se recouvrent dans le domaine TF ;

C : 30 mélanges de deux notes de piano tirées de la base MAPS ;
D : Un extrait MIDI de 1.57 secondes. Il est composé de plusieurs occurrences de trois notes

de basse, de trois notes de piano et d’un accord de guitare.

Pour les mélanges dans les jeux de données A, B et C, chaque source est successivement
observée seule, puis les deux sources sont activées simultanément. On applique l’algorithme
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Données SDR SIR SAR
A 0.16 0.3 0.14

B 0.002 0.003 0.001

C 0.05 0.1 0.02

D −0.09 0.15 −0.3

Tableau 6.4 – Variation de score (en dB) entre méthodes de reconstruction de phase par modèle
d’attaque et par filtrage de Wiener.

Données Méthode SDR SIR SAR

A Wiener 34.8 44.9 35.3
RePU 6.9 28.9 6.9

B Wiener 11.4 15.7 13.6
RePU 8.7 28.4 8.8

C Wiener 12.6 17.5 14.6
RePU 2.0 15.5 2.6

D Wiener 15.9 18.6 19.7
RePU 5.5 15.2 6.4

Tableau 6.5 – Performance de la séparation de source (SDR, SIR et SAR en dB) pour le filtrage de
Wiener et la méthode RePU.

relaxé avec σ = 0.1 pour restaurer les phases des attaques. Alternativement, on peut utiliser le
filtrage de Wiener pour la restauration des phases d’attaque. Par suite, les phases des partiels
des composantes sont estimées par filtrage de Wiener, ce qui permet de comparer les deux
méthodes utilisées pour restaurer les phases d’attaque en employant la même technique pour
reconstruire les phases des autres trames.

Nous présentons dans le tableau 6.4 la valeur ∆ = SR(Méthode proposée)−SR(Wiener),
ou SR représente le score considéré (SDR,SIR ou SAR). Ainsi, une valeur positive de cet
écart traduit une amélioration des performances par notre méthode par rapport au filtrage de
Wiener pour la restauration des phases d’attaque.

On constate que le modèle de phase améliore légèrement les résultats par rapport au
filtrage de Wiener sur ces jeux de données. Cette amélioration est faible en valeur absolue
et en erreur relative puisque les niveaux de performance sont déjà très élevés (entre 20 et 30
dB). Les hauts niveaux de performance sont expliqués par la simplicité des données, et la
relative modération de l’augmentation due au fait que les signaux reconstruits ne diffèrent
qu’au niveau des attaques. Ainsi, nous allons par la suite utiliser deux approches différentes
pour la reconstruction des phases de partiels.

6.5.3 Modèle de phase d’attaque et déroulé linéaire

L’expérience précédente montre l’intérêt d’utiliser notre modèle de phase d’attaque pour
l’estimation des composantes complexes dans le mélange. Néanmoins, les phases des partiels
étaient estimées par filtrage de Wiener. À présent, on estime les phases des partiels en appli-
quant l’algorithme de déroulé linéaire de phases introduit dans le chapitre 4. Cette méthode
est désignée par l’acronyme RePU (pour Repeating Phase with Unwrapping). Nous la com-
parons au filtrage de Wiener intégral (attaques + partiels) et présentons les résultats dans le
tableau 6.5.

Ces résultats montrent que le filtrage de Wiener fournit globalement de meilleurs résultats
que la combinaison du modèle de phases d’attaque et du déroulé linéaire.
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Figure 6.4 – Partie réelle de la source correspondant à la note G4 dans la bande de fréquences
autour de 796 Hz, sur une fenêtre de temps ou deux sources se recouvrent.

Une évaluation perceptive informelle de notre part sur les données audio obtenues suggère
cependant que les indicateurs utilisée dans ces tests (les SDR, SIR et SAR) ne sont pas aptes
à rendre compte de certaines propriétés des signaux séparés. Par exemple, le phénomène de
battements observé dans le jeu de données B (ainsi que sur d’autres tests effectués sur notes
de piano) est complètement supprimé lors de la séparation de sources avec notre méthode,
alors que le filtrage de Wiener ne permet pas de s’en affranchir. On illustre ce phénomène par
la figure 6.4 : considérant un mélange de deux notes de piano (C4 et G4), on représente sur
cette figure la partie réelle de la deuxième source (note G4) sur la fenêtre de temps et dans
une bande de fréquences où l’on observe un recouvrement. La méthode RePU approche mieux
le signal original que le filtrage de Wiener, qui conduit à des interférences entre sources.

Bien qu’une perte de définition des transitoires d’attaque soit également à déplorer avec
notre technique, ces critères perceptifs ne sont donc pas nécessairement capturés par ces
indicateurs.

On constate donc que similairement aux expériences menées dans le chapitre 5, lorsque le
déroulé est appliqué isolément sur chaque source (c’est-à-dire sans tenir compte de la phase
du mélange), les performances sont moindres qu’en utilisant le filtrage de Wiener. La baisse
de performance que nous avons constatée dans cette expérience provient donc probablement
de l’utilisation isolée du déroulé linéaire, qui n’exploite pas la phase du mélange au niveau
des partiels.

6.5.4 Prise en compte de la phase du mélange pour le déroulé

Dans cette expérience, nous cherchons à comparer uniquement l’impact de la méthode
choisie pour la reconstruction des phases d’attaque. Les phases des partiels sont reconstruites
en utilisant l’algorithme 3 introduit au chapitre 5. Trois choix sont possibles pour estimer les
composantes dans les trames d’attaque :

— Utiliser la phase du Mélange ;

— Le Modèle de phase introduit ici ;

— Une approche Oracle : les phases d’attaque sont supposées connues.

Les tests sont conduits sur des mélanges de sinusoïdes synthétiques avec recouvrement TF
et des mélanges de notes de piano, et les résultats sont présentés dans le tableau 6.6.
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Données Méthode SDR SIR SAR

Données synthétiques

Mélange 46.0 55.2 46.6
Modèle 46.7 56.1 47.3
Oracle 49.5 58.5 50.1

Notes de piano

Mélange 20.4 27.1 21.5
Modèle 21.0 27.9 22.1
Oracle 22.6 29.8 23.6

Tableau 6.6 – Performance de la séparation de sources (SDR, SIR et SAR en dB) pour diverses
méthodes de reconstruction des phases d’attaque.

Les interprétations que l’on peut faire à partir de ce tableau sont les mêmes pour les
deux jeux de données. Une comparaison entre Mélange et Oracle montre qu’en utilisant la
technique de déroulé linéaire, il existe une certaine marge de progression possible entre une
donner la phase du mélange aux sources dans les trames d’attaque et une approche Oracle
(phases d’attaque connues). Cette marge de progression est d’environ 3 dB selon l’indicateur
et le jeu de données considérés. Notre méthode conduit à un gain moyen de 0.7 dB par rapport
à Mélange.

La méthode proposée ici combine modèle de phases d’attaque et déroulé linéaire pour les
partiels. L’impact du déroulé linéaire est plus significatif que celui du modèle de phase dans
les trames d’attaque, mais ceci est expliqué par le fait que les trames concernées par cette
méthode (qui ne sont pas des trames d’attaque) représentent une proportion des données très
importante : sur un mélange de notes de piano tel qu’utilisé ici, il y a 3 trames d’attaque
pour un total de 262 trames. Le déroulé linéaire concerne donc presque 99 % des trames, ce
qui explique que son impact sur le résultat final soit plus important que celui de la technique
utilisée pour la reconstruction des phases d’attaque. Comme le déroulé linéaire dépend cepen-
dant de son initialisation (effectuée au niveau des trames d’attaque), la méthode employée
pour reconstruire les phases d’attaque influe à la fois sur la qualité des attaques reconstruites
mais également sur celle des partiels via le déroulé.

6.6 Conclusion

Nous avons introduit un modèle de phase basé sur la répétition d’évènements audio qui
exploite cette propriété au sein des trames d’attaque. Ce modèle a montré expérimentalement
sa pertinence sur plusieurs types de données. Combiné au déroulé linéaire dans le cas aveugle,
on constate que cette méthode permet une meilleure reconstruction du signal que l’utilisation
d’une phase aléatoire. Nous l’avons également intégré à un modèle de mélange de sources
dans les trames d’attaque pour la séparation de sources. De futures expériences pourraient
être conduites sur des signaux de musique plus réalistes et complexes. Néanmoins celles-ci
sont compliquées à réaliser car il faudrait pour cela disposer des amplitudes de chaque atome
spectral (i.e. de chaque note), ce qui peut être compliqué à obtenir pour un scénario Oracle.

Au demeurant assez simple, ce modèle pourrait être affiné, en prenant en compte le fait
qu’une partie du signal est tronquée d’une trame d’attaque à l’autre, et que la forme de
la fenêtre d’analyse et son positionnement pourraient également être utilisés. Les premiers
calculs que nous avons effectués sur ce sujet n’ont cependant pas abouti à la formulation d’un
modèle analytiquement simple, aussi nous avons préféré inclure ce premier modèle dans le
cadre de la séparation de sources afin d’évaluer son potentiel. Les résultats de séparation étant
mitigés du fait de la dépendance vis-à-vis du paramètre σ, il pourrait être utile de calculer
automatiquement un paramètre de relaxation optimal. Par ailleurs, outre la modélisation des
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répétitions de phase, il pourrait être intéressant de modéliser les phases au sein des trames
d’attaque afin d’exploiter les corrélations entre canaux fréquentiels Kirchhoff et al. (2014);
Badeau et Plumbley (2014) et donc de structurer la phase de référence ψ.

Les amplitudes des sources étaient supposées connues, ce qui n’est pas le cas en pratique.
Le chapitre 7 introduit cette contrainte de répétition dans un modèle de NMF complexe pour
l’estimation conjointe des amplitudes et des phases des différentes sources.
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Chapitre 7

NMF complexe à phase contrainte
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Les modèles de phase étudiés jusqu’à présent ont été utilisés dans un cadre de séparation
de sources, mais les amplitudes étaient supposées connues (ou estimées préalablement à la
reconstruction de phase). Nous nous intéressons dans ce chapitre à un modèle inspiré de la
NMF, de type NMF complexe (CNMF), qui factorise les spectrogrammes d’amplitude tout en
modélisant les phases. Comme nous l’avons vu dans le chapitre 3, les représentations CNMF
sont prometteuses pour la séparation de sources, mais requièrent que la phase soit contrainte
pour conduire à une séparation de qualité. Nous proposons donc des contraintes de phase
issues des modèles étudiés dans ce manuscrit : le déroulé linéaire introduit au chapitre 4, et
un modèle de phase dans les trames d’attaque (cf. chapitre 6).

Les résultats de ce travail ont fait l’objet d’une publication à la conférence ICASSP
2016 Magron et al. (2016b).

La section 7.1 introduit le modèle de CNMF à phase contrainte. La section 7.2 présente
les algorithmes par lesquels le modèle est estimé. La section 7.3 consiste en une validation
expérimentale de cette technique appliquée à la séparation de sources, et nous livrons nos
principales conclusions dans la section 7.4.

7.1 Modèle de NMF complexe à phase contrainte

7.1.1 Approche intuitive

Le modèle de NMF complexe que nous avons présenté dans le chapitre 2 consiste à appro-
cher une matrice de données complexes X (une TFCT en général) par le modèle X̂ tel que
pour tout canal fréquentiel f et trame temporelle t :

X̂(f, t) =

K∑
k=1

W (f, k)H(k, t)eiφk(f,t), (7.1)

avec W ∈ RF×K+ et H ∈ RK×T+ . L’estimation de ce modèle Kameoka et al. (2009) conduit à
minimiser une fonction de coût qui s’exprime comme la somme de deux termes : la distance
euclidienne entre X et X̂, et un terme de parcimonie Cs(H) = 2

∑
k,tH(k, t)p (p ∈]0, 2[)

multiplié par un poids σs.
Intuitivement, on peut considérer le problème d’estimation d’un modèle de NMF complexe

à phase contrainte comme un problème de minimisation d’une fonction de coût C qui serait
la somme de divers termes, qui traduisent les contraintes intégrées au modèle :

— Un terme de distance euclidienneD entre le modèle et les données, qui évalue la précision
de la reconstruction (terme d’attache aux données) ;

— Un terme de parcimonie Cs qui force cette propriété ;
— Un terme Cu qui tienne compte du déroulé linéaire de phases ;
— Un terme Cr qui tienne compte d’un modèle de phases d’attaque.

On reprend, pour D et Cs, les expressions obtenues dans le modèle originel Kameoka
et al. (2009), et on intègre les nouvelles contraintes décrites ci-après.

Déroulé linéaire Le déroulé linéaire de phase introduit dans le chapitre 4 modélise la phase
φk d’une source de la façon suivante :

φk(f, t) = φk(f, t− 1) + 2πSνk(f), (7.2)

où S est le décalage temporel entre deux trames successives (en échantillons) et νk(f) est la
fréquence réduite de la source k dans le canal f .
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Afin d’injecter cette propriété de déroulé linéaire sous forme de contrainte dans notre
problème d’estimation du modèle (7.1), on considère la fonction de coût suivante :

Cu(φ) =
∑
f,k

∑
t/∈Ωk

|X(f, t)|2|eiφk(f,t) − eiφk(f,t−1)e2iπSνk(f)|2, (7.3)

où Ωk désigne l’ensemble des trames d’attaque de la source k. En effet, le modèle de déroulé
linéaire n’est valable qu’en dehors des trames d’attaque. Ce type d’approche a déjà été uti-
lisé dans la littérature, notamment dans Bronson et Depalle (2014) et plus récemment
dans Rodriguez-Serrano et al. (2016). Contrairement à ces approches, la notre est adap-
tée à la séparation aveugle car elle ne suppose pas connues les nombres d’harmoniques et les
fréquences fondamentales, et ne requiert pas d’information externe (partition).

En posant ∀(k, f, t), uk(f, t) = |eiφk(f,t) − eiφk(f,t−1)e2iπSνk(f)|2, (7.3) se réécrit :

Cu(φ) =
∑
f,k

∑
t/∈Ωk

|X(f, t)|2uk(f, t). (7.4)

Nous proposons d’estimer les fréquences réduites par QIFFT sur les colonnes de W , et repre-
nons l’expression de la région d’influence utilisée dans le chapitre 4 pour associer à chaque
canal fréquentiel f la fréquence réduite correspondante νk(f).

Remarque : Dans nos précédents travaux, la fréquence instantanée dépendait de la trame
temporelle considérée t, afin de prendre en compte les variations de celle-ci, et donc les signaux
non-stationnaires. Ici, le modèle NMF utilisé suppose que les fréquences sont fixes au cours du
temps puisque le dictionnaireW d’atomes spectraux ne dépend pas du temps (les variations de
fréquence fondamentale ne sont pas prises en compte dans ce modèle). Ainsi, nous estimerons
les fréquences νk à partir de la matrice W , ces valeurs étant ensuite utilisées pour la totalité
du déroulé. Notons cependant qu’un modèle plus fin prenant en compte les variations de
fréquence pourra être ultérieurement envisagé, basé sur les travaux de Hennequin et al.
(2011a).

Phases dans les trames d’attaque Afin de tenir compte du caractère répétitif des atomes
temporels, nous proposons d’utiliser le modèle introduit dans le chapitre 6. La phase d’une
source φk dans une trame d’attaque t ∈ Ωk est modélisée par une phase de référence ψk à
laquelle est ajoutée un délai linéaire en fréquence de pente λk :

φk(f, t) = ψk(f) + λk(t)f. (7.5)

La notation t ∈ Ωk est préférée à la notation tm du chapitre 6 pour alléger les notations. On
a donc le critère suivant :

Cr(φ, ψ, λ) =
∑
f,k

∑
t∈Ωk

|X(f, t)|2|eiφk(f,t) − eiψk(f)eiλk(t)f |2. (7.6)

soit, en posant rk(f, t) = |eiφk(f,t) − eiψk(f)eiλk(t)f |2,

Cr(φ, ψ, λ) =
∑
f,k

∑
t∈Ωk

|X(f, t)|2rk(f, t). (7.7)

Fonction de coût globale En ajoutant les termes (7.4) et (7.7) à la distance euclidienne
entre les données et le modèle ainsi qu’à la contrainte de parcimonie, on obtient alors la
fonction de coût globale suivante :

C(θ) = D(X, X̂) + σuCu(φ),+σrCr(φ, ψ, λ) + σsCs(H). (7.8)

113



Dans l’article Magron et al. (2016b), nous avons formulé la fonction de coût de cette façon,
mais on peut également utiliser un cadre probabiliste pour y parvenir. C’est ce que nous
détaillons dans la section suivante.

7.1.2 Modélisation probabiliste

Estimateurs ML et MAP

On considère que les données X sont égales au modèle X̂ défini par (7.1) auquel est ajouté
un terme d’erreur, modélisé par un bruit blanc gaussien : ∀(f, t),

X(f, t) = X̂(f, t) + ε(f, t), (7.9)

où les ε(f, t) sont indépendants et de même loi N (0, σ̃2). On a alors X(f, t) ∼ N (X̂(f, t), σ̃2).
En notant θ = {W,H, φ} l’ensemble des paramètres du modèle, la log-vraisemblance est donc
donnée par :

L(θ) = log(pX|θ(X)) =
∑
f,t

log(pX(f,t)|θ(X(f, t)))

=
∑
f,t

− log(πσ̃2)−
|X(f, t)−

∑
k X̂k(f, t)|2

σ̃2

c
= −

∑
f,t

|X(f, t)−
∑

kW (f, k)H(k, t)eiφk(f,t)|2

σ̃2

c
= − 1

σ̃2

∑
f,t

|X(f, t)−
∑
k

W (f, k)H(k, t)eiφk(f,t)|2

c
= − 1

σ̃2
D(X, X̂).

On constate donc que maximiser la log-vraisemblance des données (approche ML) revient à
minimiser D. Néanmoins, on ne s’intéresse pas ici à la méthode ML puisque celle-ci ne permet
pas d’injecter des à priori sur les paramètres. Pour ce faire, on adopte plutôt une approche
MAP. Comme nous l’avons déjà rappelé dans le chapitre 2, section 2.2.4, l’approche MAP
consiste à maximiser la loi à postériori, ce qui revient à maximiser :

CMAP (θ) = L(θ) + log(pθ), (7.10)

où pθ désigne la loi à priori sur les variables θ. Nous allons donc incorporer la parcimonie via
un à priori sur H et les contraintes de phase via un à priori sur φ.

Parcimonie

Pour introduire une contrainte de parcimonie, on modélise chaque H(k, t) comme une
variable aléatoire suivant une loi normale généralisée Kameoka et al. (2009) :

pH(k,t)(H(k, t)) =
1

2Γ(1 + 1
p)b

e−
|H(k,t)|p

bp , (7.11)

où p et b sont deux paramètres qui déterminent la forme de la distribution, et Γ désigne la
fonction Gamma d’Euleur Artin (2015). Ainsi, en supposant toutes les sources et trames
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Figure 7.1 – Découpage de l’ensemble des trames selon les trames d’attaque.

temporelles indépendantes, on a :

log(pH) =
∑
k,t

log(pH(k,t)(H(k, t)))

c
= − 1

bp

∑
k,t

|H(k, t)|p.

En posant σs =
σ̃2

2bp
et Cs(H) = 2

∑
k,t |H(k, t)|p, on a :

log(pH) = −σs
σ̃2
Cs(H), (7.12)

Remarque : Sans à priori sur la phase, maximiser la distribution à postériori revient
à minimiser la fonction de coût D(X, X̂) + σsCs(H) : on retrouve exactement le modèle de
CNMF complexe originel Kameoka et al. (2009).

Contraintes de phase

Nous enrichissons le modèle précédent avec un terme d’à priori sur la phase φ. On com-
mence par décomposer ces termes, dans chaque bande de fréquences et pour chaque source,
sous hypothèse d’indépendance des sources et canaux fréquentiels :

pΦ =
∏
f,k

pΦk,f . (7.13)

On introduit les trames d’attaque tm (nous revenons temporairement à cette notation, simi-
laire à celle du chapitre 6, par souci de clarté) pour la source k, avec m ∈ J0,M − 1K où M
désigne le nombre de trames d’attaque pour la source k 1. On découpe les composantes Φk,f

selon les différentes attaques, comme c’est illustré sur la figure 7.1 :

pΦk,f =

M−1∏
m=0

pΦk,f,m . (7.14)

On utilise une structure d’à priori en chaînes de Markov pour tenir compte de la dépen-
dance des phases entre trames successives, comme cela est proposé dans Bertin et al. (2010)
pour modéliser la continuité temporelle des activations dans un modèle NMF :

pΦk,f,m = p(φk(f, tm))

tm+1−1∏
t=tm+1

p(φk(f, t)|φk(f, t− 1)). (7.15)

1. En toute rigueur, M et tm devraient dépendre de k, mais on retire ces indices pour plus de lisibilité.
Nous revenons temporairement à cette notation car elle rend le découpage des trames plus simple.
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On considère que φk(f, t)|φk(f, t− 1) suit une loi de Von Mises Mardia et Zemroch (1975)
de mode φk(f, t − 1) + 2πSνk(f) et de paramètre de concentration κk(f, t). Nous détaillons
cette loi et ses paramètres dans le chapitre 8, section 8.1.1. Cette distribution modélise des
variables 2π-périodiques, ce qui est adapté à la phase. Sa densité de probabilité est :

p(φk(f, t)|φk(f, t− 1)) =
eκk(f,t) cos(φk(f,t)−φk(f,t−1)−2πSνk(f))

2πI0(κk(f, t))
, (7.16)

où I0 désigne la fonction de Bessel modifiée de première espèce d’ordre 0. Ainsi :

log(pΦ)
c
=
∑
k,f

∑
m

log(p(φk(f, tm)))+
∑
k,f

∑
m

tm+1−1∑
t=tm+1

κk(f, t) cos(φk(f, t)−φk(f, t−1)−2πSνk(f)),

(7.17)
ce que l’on peut réécrire en utilisant la notation Ωk :

log(pΦ)
c
=
∑
k,f

∑
t∈Ωk

log(p(φk(f, t))) +
∑
k,f

∑
t/∈Ωk

κk(f, t) cos(φk(f, t)− φk(f, t− 1)− 2πSνk(f)).

(7.18)
Par ailleurs, on considère que les phases dans les trames d’attaque sont distribuées selon une
loi de Von Mises de localisation ψk(f) + λk(t)f , afin d’introduire le modèle de phase dans les
trames d’attaque :

∀t ∈ Ωk, p(φk(f, t)) =
eκk(f,t) cos(φk(f,t)−ψk(f)−λk(t)f)

2πI0(κk(f, t))
. (7.19)

Ainsi :

log(pΦ)
c
=
∑
k,f

∑
t∈Ωk

κk(f, t) cos(φk(f, t)− ψk(f)− λk(t)f)

+
∑
k,f

∑
t/∈Ωk

κk(f, t) cos(φk(f, t)− φk(f, t− 1)− 2πSνk(f)). (7.20)

Remarque : On aurait pu aboutir au même résultat en structurant les phases dans les
trames d’attaque avec un modèle de chaîne de Markov. Les termes ψ et λ auraient alors eu
une signification différente : ψ désignerait la phase dans la première trame d’attaque, et λ
le délai entre deux trames d’attaque consécutives. Dans le modèle tel que présenté ici, les λ
représentent le délai par rapport à une phase de référence ψ. Ces deux modèles sont équivalents
à condition de fixer λ = 0 pour la première trame d’attaque.

Afin de réécrire cette expression, on utilise le résultat suivant : ∀(a, b) ∈ R2,

|eia − eib|2 = |eia|2 + |eib|2 − 2<(eiae−ib) = 2− 2 cos(a− b). (7.21)

Ainsi :

cos(φk(f, t)− ψk(f)− λk(t)f)
c
= −1

2
|eiφk(f,t) − eiψk(f)eiλk(t)f |2, (7.22)

et :

cos(φk(f, t)− φk(f, t− 1)− 2πSνk(f))
c
= −1

2
|eiφk(f,t) − eiφk(f,t−1)e2iπSνk(f)|2. (7.23)
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On pose κk(f, t) = 2
σr|X(f, t)|2

σ̃2
dans les trames d’attaque et κk(f, t) = 2

σu|X(f, t)|2

σ̃2
dans

les autres trames 2, avec σu > 0 et σr > 0. Ainsi,

log(pΦ)
c
=
∑
k,f

∑
t∈Ωk

σr
σ̃2
|X(f, t)|2|eiφk(f,t) − eiψk(f)eiλk(t)f |2

+
∑
k,f

∑
t/∈Ωk

σu
σ̃2
|X(f, t)|2|eiφk(f,t) − eiφk(f,t−1)e2iπSνk(f)|2, (7.24)

soit, en utilisant les expressions (7.3) et (7.6),

log(pΦ)
c
= − 1

σ̃2
(σrCr(φ, ψ, λ) + σuCu(φ)) . (7.25)

Modèle complet

La maximisation de la distribution à postériori revient donc à maximiser :

CMAP (θ) = L(θ) + log(pΦ) + log(pH)

c
= − 1

σ̃2

(
D(X, X̂) + σuCu(φ),+σrCr(φ, ψ, λ) + σsCs(H)

)
,

ce qui revient à minimiser la fonction de coût complète suivante :

C(θ) = D(X, X̂) + σuCu(φ),+σrCr(φ, ψ, λ) + σsCs(H). (7.26)

On retrouve donc la fonction de coût introduite de façon intuitive dans la section 7.1.1.

7.2 Estimation du modèle

Nous présentons dans cette section les algorithmes d’estimation du modèle de NMF com-
plexe contrainte. Nous introduisons certaines notations afin de simplifier l’écriture des règles
de mise à jour. On commence par définir les matrices suivantes, ∀k ∈ J1,KK :

µk ∈ CF×1, µk(f) = e2iπSνk(f),

Λk ∈ CF×T , Λk(f, t) = 1k(t)e
ifλk(t),

Ψk ∈ CF×1, Ψk(f) = eiψk(f),

Φk ∈ CF×T , Φk(f, t) = eiφk(f,t).

On désigne par Hk la k-ième ligne de H et par Wk la k-ième colonne de W . On utilise
également les notations suivantes :

— M↓ (respectivement M↑) est la matrice obtenue en retirant la dernière ligne (respecti-
vement la première ligne) de M .

— M→ (respectivement M←) désigne la matrice obtenue en retirant la dernière (respecti-
vement la première) colonne de M et en insérant une colonne de 0 en tant que première
(respectivement en temps que dernière) colonne.

2. Les hyper-paramètres dépendent donc des observations |X(f, t)|2, ce qui peut sembler étrange, mais
donne expérimentalement de bons résultats. Ce type d’approches est connu sous le nom d’approches Bayé-
siennes empiriques Efron (2012).
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— diagv(v) désigne la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les termes du
vecteur v, et diagm(M) désigne le vecteur colonne obtenu par extraction des éléments
diagonaux de la matrice M .

— vand(v) désigne la matrice de Vandermonde obtenue à partir du vecteur v : si v ∈ C1×T ,
alors M = vand(v) ∈ CF×T , avec ∀(f, t), M(f, t) = v(t)f .

La minimisation de la fonction de coût (7.8) peut être effectuée par minimisation successive
par rapport à chacune des variables (annulation des dérivées partielles). Cela permet d’aboutir
à une procédure itérative. On n’a pas de garantie de convergence dans le cas général. Nous
donnons le détail mathématique de cette technique d’optimisation appliquée à la fonction de
coût (7.8) dans l’Annexe C (section C.1) de ce manuscrit afin de ne pas surcharger ce chapitre.
La procédure complète est décrite dans l’Algorithme 8. Notons que l’ordre dans lequel sont
effectuées les mises à jour des paramètres est arbitraire, et il pourrait être intéressant de
considérer un ordre différent pour en évaluer l’impact sur les résultats.

Alternativement, on peut appliquer la méthode de la fonction auxiliaire, qui fournit un
cadre théorique pour obtenir des règles de mise à jour. Les détails de calcul sont donnés
dans l’Annexe C (section C.2). Essentiellement, la différence avec la première méthode se
trouve dans la présence d’un terme Gk qui est un gain (ici choisi comme étant celui de
Wiener) qui permet de "redistribuer" l’erreur d’approximation sur les diverses composantes.
Ces gains proviennent des inégalités de convexité utilisées pour obtenir une fonction auxiliaire,
et pourraient tout à fait prendre des valeurs différentes que celles proposées ici. Les mises à
jour obtenues sont synthétisées dans l’Algorithme 9.

Pour l’initialisation, nous proposons d’appliquer une première NMF à |X| afin d’obtenir
une première approximation de W et de H. Alternativement, celles-ci peuvent être gardées
aléatoires et l’algorithme de NMF Complexe peut être appliqué directement sur ces valeurs.
Nous initialisons les phases en leur donnant celle du mélange : ∀k ∈ J1,KK, Φk = X

|X| , et
les paramètres de phases d’attaque Ψk et Λk par des valeurs aléatoires de module 1. Il faut
également déterminer 1k, qui est l’indicatrice de Ωk. Il est possible d’estimer directement
celle-ci à partir de Hk en utilisant par exemple Paulus et Virtanen (2005). Nous souhaitons
avoir une estimation précise des trames d’attaque (afin de se concentrer essentiellement sur
l’influence de la reconstruction de phase), aussi nous avons utilisé la boîte à outils MATLAB
Tempogram Toolbox Grosche et Müller (2011) appliquée sur chaque spectrogramme de
source isolément.
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Algorithme 8 Estimation du modèle CNMF à phase contrainte (méthode de relaxation)
Entrées :
X, K, σr, σu, σs.
Initialisation ∀k ∈ J1,KK :
Wk, Hk, Φk,
Λk, Ψk, 1k, 1k,
X̂k = (WkHk)� Φk,
Bk = X −

∑
l 6=k X̂l.

tant que critère non atteint faire
pour k = 1 à K faire

Calculer µk

QIFFT sur Wk et découpage en régions d’influence.

Calculer Ψk

Ψk =
diagm((Φk �X�2)(Λk)

H)

|diagm((Φk �X�2)(Λk)H)|
.

Calculer Λk

Λk = vand

(
(Ψk,↓ �Ψk,↑)

H(|X|↓ � |X|↑ � Φk,↓ � Φk,↑)

|(Ψk,↓ �Ψk,↑)H(|X|↓ � |X|↑ � Φk,↓ � Φk,↑)|

)
diagv(1k).

Calculer ρk

ρk = σr(Ψk1k)�Λk�|X|�2 +σu(µk1k)�Φk,→�|X|�2 +σu(µk1k,←)�Φk,←�|X←|�2.

Calculer Φk

Φk =
Bk � (WkHk) + ρk
|Bk � (WkHk) + ρk|

.

Actualiser X̂k et Bk

Calculer βk

βk = <(Bk � Φk).

Calculer W

Wk =
βk(Hk)

T

α((Hk)�2)T
.

Calculer H

Hk =
(Wk)

Tβk
pσs(Hk)�p−2 + ((Wk)�2)Tα

.

Projection de W et H sur l’orthant positif
Normaliser W et H
Actualiser X̂k et Bk

fin pour
fin tant que
Sorties :
X̂k, Wk, Hk, Φk,
Λk, Ψk, µk.
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Algorithme 9 Estimation du modèle CNMF à phase contrainte (méthode de la fonction
auxiliaire)
Entrées :
X, K, σr, σu, σs.
Initialisation ∀k ∈ J1,KK :
Wk, Hk, Φk,
Λk, Ψk, 1k, 1k,
X̂k = (WkHk)� Φk,
Gk = WkHk∑

lWlHl
,

Bk = X̂k +Gk � (X − X̂).
tant que critère non atteint faire
pour k = 1 à K faire

Calculer µk

QIFFT sur Wk et découpage en régions d’influence.

Calculer Ψk

Ψk =
diagm((Φk �X�2)(Λk)

H)

|diagm((Φk �X�2)(Λk)H)|
.

Calculer Λk

Λk = vand

(
(Ψk,↓ �Ψk,↑)

H(|X|↓ � |X|↑ � Φk,↓ � Φk,↑)

|(Ψk,↓ �Ψk,↑)H(|X|↓ � |X|↑ � Φk,↓ � Φk,↑)|

)
diagv(1k).

Calculer ρk

ρk = σr(Ψk1k)�Λk�|X|�2 +σu(µk1k)�Φk,→�|X|�2 +σu(µk1k,←)�Φk,←�|X←|�2.

Calculer Φk

Φk =
Bk � (WkHk)/Gk + ρk
|Bk � (WkHk)/Gk + ρk|

.

Actualiser X̂k, Bk et Gk

Calculer βk

βk = <(Bk � Φk).

Calculer W

Wk =

βk
Gk

(Hk)
T

1

Gk
((Hk)

�2)T
.

Calculer H

Hk =
(Wk)

T βk
Gk

pσs(H̄k)�p−2 + ((Wk)�2)T
1

Gk

.

Projection de W et H sur l’orthant positif
Normaliser W et H
Actualiser X̂k, Bk et Gk

fin pour
fin tant que
Sorties :
X̂k, Wk, Hk, Φk,
Λk, Ψk, µk.
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7.3 Résultats expérimentaux

Nous avons conduit un ensemble d’expériences afin d’évaluer la performance de notre mo-
dèle de NMF complexe. Tout d’abord, nous avons cherché à étudier l’influence des paramètres
σr et σu sur la performance de l’algorithme, mesurée grâce au SDR, SIR et SAR Vincent
et al. (2006). Puis, nous avons comparé cette approche dans le cadre de la séparation de
sources à d’autres méthodes : la NMF complexe non contrainte, et une NMF classique avec
filtrage de Wiener pour reconstruire la phase.

7.3.1 Données et protocole

Les jeux de données sont :

A : 30 mélanges de deux sources, composées de sinusoïdes amorties synthétiques. Les sources
se recouvrent dans le domaine TF.

B : 30 mélanges de deux notes de piano tirées de la base de données MAPS Emiya et al.
(2010). Les sources se recouvrent également dans le domaine TF.

C : 100 mélanges de morceaux de musique polyphonique tirés de la base DSD100 Ono et al.
(2015), que nous avons eu l’occasion de présenter dans le chapitre 4.

Pour les données A et B, chaque source est observée seule, puis les deux sont activées
simultanément. Les signaux sont échantillonnés à 11025 Hz sur ces jeux de données, et à
44100 Hz sur la base C. La TFCT est calculée avec une fenêtre de Hann de longueur 46 ms
(512 échantillons pour les données A et B et 2048 échantillons pour les données C). Le taux de
recouvrement est de 75 %. Les paramètres de parcimonie sont quant à eux fixés à des valeurs
régulièrement utilisées dans la litérature (cf. par exemple Kameoka et al. (2009)) : p = 1 et
σs = ||X||22K−(1−p/2)10−5.

7.3.2 Mélanges simples

Influence des paramètres

Dans cette expérience, nous évaluons, pour les jeux de données A et B, l’influence des
paramètres σr et σu sur la qualité de la séparation effectuée avec 10 itérations de l’algorithme 9,
initialisé avec 30 itérations de KLNMF.

Les résultats présentés dans l’article ICASSP Magron et al. (2016b) étaient obtenus par
l’algorithme 8. Nous présentons ici les résultats obtenus avec la méthode de la fonction auxi-
liaire, qui sont globalement meilleurs. Néanmoins, en utilisant l’algorithme 9, nous constatons
que le paramètre σr a une influence négligeable sur les résultats (ce qui n’est pas le cas avec
l’algorithme 8). Pour les expériences sur les données A et B, on considère donc σr = 0. Les
résultats de l’impact du paramètre σu sur la séparation de sources sont donnés sur la figure 7.2.

Globalement, des valeurs non-nulles de σu conduisent à améliorer les résultats par rap-
port à une valeur nulle, ce qui montre l’intérêt de notre méthode par rapport à une CNMF
non contrainte. Un compromis entre SDR, SIR et SAR semble obtenu pour σu = 1 (don-
nées synthétiques) et σu = 0.1 (notes de piano). Des valeurs plus faibles sont insuffisantes
pour contraindre efficacement le problème (on se rapproche alors du modèle de CNMF non
contrainte), et des valeurs plus importantes sont au contraire trop contraignantes car les
données ne respectent pas "suffisamment" le modèle (et l’influence du terme d’attache aux
données dans la fonction de coût devient négligeable).
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Figure 7.2 – Influence du paramètre σu sur la qualité de séparation de sources.

Données Méthode SDR SIR SAR

A
NMF-W 11.7 16.8 13.5
CNMF 9.6 16.7 10.7
CNMF-φ 12.3 23.2 12.8

B
NMF-W 14.7 18.5 17.4
CNMF 13.3 19.6 14.9
CNMF-φ 14.6 22.1 15.7

Tableau 7.1 – Performance de la séparation de source (SDR, SIR et SAR en dB) pour divers jeux
de données et méthodes.

Séparation de sources

Nous effectuons une tâche de séparation de sources avec différentes méthodes :

— NMF-W : Une KLNMF 3 suivie d’un filtrage de Wiener pour la reconstruction de
phase ;

— CNMF : La NMF complexe sans contraintes de phase ;
— CNMF-φ : Notre algorithme de NMF complexe à phase contrainte, avec σu = 1 pour

les données A et σu = 0.1 pour les données B.

La KLNMF est effectuée avec 30 itérations de mises à jour multiplicatives. Celle-ci sert
d’initialisation aux NMF complexes, qui utilisent ensuite 10 itérations de l’algorithme 9 (en ef-
fet, l’algorithme CNMF décrit dans Kameoka et al. (2009) revient à utiliser l’algorithme 9
avec σr = σu = 0). Par ailleurs, à partir de la KNLMF initiale, on effectue 10 itérations
supplémentaires de KLNMF afin que les différentes méthodes utilisent le même nombre d’ité-
rations en tout. Les résultats de la qualité de la séparation de sources (SDR, SIR et SAR)
sont présentés dans le tableau 7.1.

On constate un résultat similaire à celui observé dans le chapitre précédent, à savoir que
le gain en performance dû à cet algorithme est à nuancer selon les indicateurs. Pour des
signaux synthétiques (données A), on note une augmentation modérée de SDR et un gain
plus important de SIR, au détriment d’une légère dégradation de SAR par rapport au filtrage
de Wiener. L’amélioration reste significative par rapport à une NMF complexe non contrainte.

Sur les signaux de piano, le filtrage de Wiener conduit aux meilleurs résultats (en SDR et
SAR), bien que notre algorithme permette une nette augmentation de SIR. Il est possible que

3. Par souci d’équité, la KLNMF est également assortie d’une contrainte de parcimonie, pour ne pas
avantager les autres méthodes.
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Figure 7.3 – Reconstruction d’un partiel de la note B2 à partir d’un mélange (E2 et B2), dans le
canal fréquentiel à 495 Hz où les deux notes se recouvrent. Partie réelle (gauche) et amplitude

(droite).

la NMF avec filtrage de Wiener initial soit déjà un résultat de bonne qualité, aussi poursuivre
la séparation avec une CNMF ne semble pas forcément judicieux. Dans l’expérience suivante,
nous verrons si tel est toujours le cas lorsque l’on traite des signaux plus compliqués. Pour
nuancer ce résultat, notons que sur les notes de piano, la dégradation du SDR entre NMF-W
et CNMF-φ est faible (0.1 dB) alors que le gain en SIR est plus important (3.6 dB). La
diminution du SAR est également modérée.

Par ailleurs, on représente les signaux reconstruits (partie réelle et amplitude) dans une
bande de fréquences et sur une durée où il y a recouvrement afin d’illustrer ces résultats. On
choisit pour cela un mélange de deux notes de piano E2 et B2 et on représente le résultat sur
la figure 7.3. On constate que les signaux reconstruits par les méthodes NMF-W et CNMF
sont assez éloignés du signal original, dans le sens ou le phénomène de battement dû au
recouvrement des sources impacte les signaux séparés. Le fait de contraindre la phase permet
de s’en affranchir partiellement, ce qui se traduit également par une amélioration perceptive
de la qualité des signaux.

Enfin, en analysant plus précisément les résultats, on constate que pour des notes de piano
graves, la CNMF à phase contrainte donne de meilleurs résultats queNMF-W, alors que cette
tendance s’inverse à mesure que l’on monte dans les aigus. Ce phénomène peut s’expliquer par
le fait que dans les basses fréquences, les recouvrements et les battements qui en découlent
sont plus marqués que dans les hautes fréquences, d’où l’intêret particulier d’une contrainte
de phase pour cette gamme de sons.

7.3.3 Morceaux de musique polyphoniques

Nous reprenons les expériences précédentes, appliquées ici au jeu de données C. Plus
précisément, cette base de données comprend 50 morceaux d’apprentissage et 50 morceaux
de test. Nous étudions l’influence des paramètres sur les morceaux d’apprentissage, afin d’en
déduire les valeurs optimales pour effectuer la séparation de sources sur la base de test.
L’algorithme 9 est utilisé. Les sources sont reconstruites par clustering Oracle Barker et al.
(2013) à partir des atomes NMF, dont le principe est rappelé dans la section 2.2.6.
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Figure 7.4 – Influence des paramètres σu et σr sur la qualité de séparation de sources (données
DSD100), pour une initalisation par NMF (à gauche) et aléatoire (à droite).

Influence des paramètres

Nous testons deux initialisations :

— Une initialisation aléatoire, auquel cas l’algorithme de CNMF utilise 30 itérations ;
— Une initialisation par 30 itérations d’une KLNMF préalable, auquel cas l’algorithme de

CNMF utilise 10 itérations.

Les résultats obtenus sont illustrés sur la figure 7.4. Nous constatons que le jeu de para-
mètres qui permet de maximiser la qualité de la séparation de sources (au niveau des trois
indicateurs) semble être localisé autour du couple (σr, σu) ≈ (0.1, 0.1). Des valeurs plus faibles
sont insuffisantes pour contraindre efficacement le problème (on se rapproche alors du modèle
de CNMF non contrainte), et des valeurs plus importantes semblent au contraire trop contrai-
gnantes car les données ne respectent pas suffisamment le modèle. La valeur du paramètre σr
est peu influente : les résultats sont principalement dépendants de la contrainte de déroulé
linéaire, et non de la contrainte de répétition dans les trames d’attaque.

L’initialisation par KLNMF semble conduire à des résultats plus robustes (moins de varia-
bilité notamment en SIR) mais en revanche, les valeurs de SIR en particulier sont moindres.
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Méthode SDR SIR SAR
NMF-W 1.9 10.2 3.7
CNMF 1.4 10.9 2.9
CNMF-φ 1.7 12.2 2.9

Tableau 7.2 – Performance de la séparation de source (SDR, SIR et SAR en dB) pour diverses
méthodes sur la base DSD100.

En d’autres termes, le choix de l’initialisation n’impacte que peu les SDR et SAR, mais avec
une initialisation aléatoire, on peut s’attendre à un gain d’environ 3 dB en SIR. Ce résultat,
bien que suprenant, peut s’expliquer par le fait que la KLNMF initiale conduit à un minimum
local de la fonction de coût, dont il est ensuite difficile de s’éloigner par application de la
CNMF (similairement aux résultats de HRNMF dans le cas aveugle dans l’étude compara-
tive du chapitre 3). En outre, cette approche est moins coûteuse en nombre d’itérations. Ce
point est néanmoins à relativiser puisqu’on n’utilise alors aucune itération de KLNMF, mais
davantage d’itérations de CNMF (qui sont un peu plus lourdes en temps de calcul).

Pour la dernière expérience, nous choisissons donc une initialisation aléatoire et on fixe les
valeurs des paramètres comme suit : (σr, σu) ≈ (0.1, 0.1).

Séparation de sources

Nous testons la performance de notre méthode pour la séparation de sources sur la base
de test DSD100. Chacune des méthodes utilise 30 itérations des algorithmes impliqués, et
est initialisée avec des valeurs aléatoires pour W et H. Les résultats sont présentés dans le
tableau 7.2.

La CNMF à phase contrainte donne de meilleurs résultats en SDR et SIR que la CNMF
non contrainte, et une valeur similaire de SAR. Cela confirme l’intérêt de contraindre la NMF
complexe pour en améliorer la performance. Par rapport au filtrage de Wiener, elle conduit à
une baisse de 0.2 dB et 0.8 dB en SDR et SAR respectivement, et à un gain de 2 dB en SIR.
Aussi, le choix d’une technique plutôt qu’une autre pourrait être motivée par la recherche d’un
compromis entre ces différents indicateurs. On observe en particulier que l’utilisation d’une
contrainte de déroulé linéaire de phase à tendance à réduire les interférences entre sources,
conclusion déjà observée au chapitre 5.

7.4 Conclusion

Le modèle de NMF complexe à phase contrainte introduit dans ce chapitre est un outil
prometteur pour la séparation de sources, notamment pour la réduction des interférences qui
surviennent lorsqu’une méthode plus traditionnelle de reconstruction de phase est appliquée
à des mélanges dans lesquels les sources se recouvrent dans le domaine TF. Ces contraintes
de phase, basées sur les modèles de signaux que nous avons développés dans ce manuscrit,
améliorent les résultats par rapport à une approche non contrainte. Nous avons observé ex-
périmentalement que la contrainte au niveau des trames d’attaque n’avait pas un impact
significatif sur les résultats. On pourrait donc envisager, à l’avenir, de travailler principale-
ment à la reconstruction des phases des partiels dans le cadre d’une NMF complexe.

Nous avons supposé que le mélange était égal au modèle auquel est ajouté un bruit. Il
pourrait être plus judicieux de directement modéliser les sources comme des variables latentes,
ce qui permettrait de nouvelles techniques d’estimation. En outre, le modèle n’est pas conser-
vatif, c’est-à-dire que la somme des sources n’est (en général) pas égale au mélange observé.
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Le cadre probabiliste est donc plus adapté à ce type de problèmes, et c’est la direction que
nous envisageons de suivre dans la troisième partie de ce manuscrit.
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Troisième partie

Modèles probabilistes de sources à
phase non-uniforme
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Chapitre 8

Modèle gaussien anisotrope à phase
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La technique de déroulé linéaire de phase introduite au chapitre 4 a été appliquée à la
séparation de sources au chapitre 5. Cette méthode était basée sur la minimisation d’une
fonction de coût pénalisant l’écart entre modèle et mélange observé, et l’information sur la
phase provenant du modèle sinusoïdal était introduite dans l’algorithme via son initialisation.
Ce type d’approche souffre néanmoins de deux écueils. Tout d’abord, l’ensemble des sources
estimées ne constitue pas un modèle conservatif (la somme des estimées n’est pas égale au mé-
lange observé). En outre, nous avons constaté dans le cas non-Oracle (où les spectrogrammes
ne sont plus connus) une baisse des résultats, qui est due à une contrainte trop forte sur les
amplitudes.

Les modèles probabilistes sont des outils adaptés à l’injection de connaissance préalable
sur les paramètres que l’on cherche à estimer. Ils permettent donc d’éviter ces deux écueils,
puisque l’on peut alors introduire une certaine incertitude sur les paramètres. La plupart des
modèles probabilistes de sources, comme Févotte et al. (2009), sont basés sur une hypothèse
d’uniformité de la phase. Cette hypothèse est vérifiée lorsqu’on considère que tous les points
TF sont indépendants, et qu’on ne tient pas compte de la structure de la phase Parry et
Essa (2007). Néanmoins, comme le suggère le modèle de phase introduit dans le chapitre 4,
introduire des dépendances entre phases de points TF successifs améliore la qualité des signaux
reconstruits. Dans ce chapitre, nous proposons un modèle probabiliste de mélange dans lequel
les phases ne sont plus des variables aléatoires uniformes.

Les principales contributions de ce chapitre ont fait l’objet d’une publication à la confé-
rence ICASSP 2017 Magron et al. (2017a).

Dans la section 8.1, nous introduisons un nouveau modèle de mélange basé sur la distri-
bution de Von Mises pour représenter la phase. Nous approchons ensuite dans la section 8.2
celui-ci par un modèle gaussien équivalent, plus simple à manipuler. Dans la section 8.3,
nous montrons expérimentalement le potentiel de ce modèle pour la séparation de sources
musicales. Enfin, nous concluons dans la section 8.4.

8.1 Modèle de Von Mises

Nous proposons dans cette partie d’introduire un modèle de mélange basé sur la loi de
Von Mises pour représenter les phases.

8.1.1 Modèle de sources

On raisonne dans un point TF (f, t) donné, tous les points étant supposés indépendants.
Ainsi, on retire les indices f et t dans ce qui suit afin de clarifier les écritures. Le mélange X
est égal à une somme de sources Zk. Nous supposons les modules Vk des sources estimés au
préalable (par une NMF par exemple) ou bien connus (ils sont déterministes dans ce modèle).
Ainsi, sous forme polaire, on a, ∀k :

Zk = Vke
iφk . (8.1)

Notre idée consiste à considérer que les phases φk des sources sont des variables aléatoires
qui sont relativement "proches" d’une première estimation (obtenue par déroulé linéaire) que
nous notons µk. À la différence de l’approche probabiliste présentée dans le chapitre précédent,
notre but ici n’est pas d’estimer au sens MAP la phase, mais d’obtenir un estimateur MMSE
des variables Zk. Une façon naturelle de modéliser ce comportement serait de considérer que
φk est une gaussienne centrée en µk. Néanmoins, comme la phase est une variable périodique,
il est nécessaire d’utiliser une statistique circulaire. La loi normale périodique Mardia et
Jupp (2000) est une possibilité, et elle a été étudiée notamment dans Agiomyrgiannakis
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Figure 8.1 – Densité de probabilité d’une distribution de Von Mises pour un paramètre de
localisation µ et plusieurs valeurs du paramètre de concentration κ.

et Stylianou (2009) pour modéliser la phase dans une application de rehaussement de la
parole. Néanmoins, cette loi ne possède pas de densité analytiquement simple (elle s’écrit
comme une somme de série infinie), aussi nous avons choisi d’utiliser son approximation : la
loi de Von Mises Mardia et Zemroch (1975). Celle-ci est très populaire dans le domaine
des statistiques circulaires, et ce pour trois raisons :

— Sa densité de probabilité est simple à écrire analytiquement ;

— Elle constitue une bonne approximation de la loi normale périodique ;

— C’est la statistique circulaire à entropie maximale (à paramètres de localisation et de
concentration donnés), ce qui garantit une certaine régularité et donc de bonnes pro-
priétés mathématiques.

La loi de Von Mises, notée VM(µ, κ) dépend de deux paramètres : un paramètre de
localisation µ ∈ [0, 2π[ (µ peut être réel, mais on retient en général sa valeur principale), qui
joue le rôle de moyenne, et un paramètre de concentration κ ∈]0,+∞[ qui joue le rôle de
l’inverse d’une variance. Sa densité, définie sur un intervalle de longueur 2π, est donnée par :

p(φ|µ, κ) =
eκ cos(φ−µ)

2πI0(κ)
, (8.2)

où In désigne la fonction de Bessel modifiée de première espèce d’ordre n Watson (1995).
En particulier, on remarquera que :

— Lorsque κ → 0, la concentration autour du mode µ devient nulle : la loi de Von Mises
devient alors équivalente à une loi uniforme.

— Lorsque κ → +∞, toute la masse est concentrée sur le mode µ de la distribution : la
densité tend alors vers un dirac centré en µ, ce qui revient à dire que φ n’est plus une
variable aléatoire et devient déterministe égale à µ (modulo 2π).

La figure 8.1 représente la densité de la loi de Von Mises pour plusieurs valeurs de κ.
Le modèle de mélange est donc :

X =
∑
k

Zk avec Zk = Vke
iφk et φk ∼ VM(µk, κk). (8.3)
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8.1.2 Verrous du modèle

Connaissant les Vk, et supposant les κk fixés (par exemple estimés au préalable sur une
base d’apprentissage) et les µk estimés par déroulé linéaire, la tâche de séparation de sources
consiste à obtenir un estimateur des composantes complexes Zk. Les estimateurs les plus na-
turels sont donnés par l’estimateur du maximum de vraisemblance, l’estimateur du maximum
à postériori, et l’espérance à postériori de ces variables sachant les observations.

Le problème est qu’en pratique, le calcul de ces estimateurs requiert nécessairement le
calcul de la vraisemblance (la densité à postériori dépendant de la vraisemblance). Cela impose
donc d’être capable d’estimer la loi de X, ainsi que la loi des Zk. Or, malgré nos efforts
calculatoires, nous ne sommes pas parvenus à les obtenir sous une forme analytique simple.
En effet, bien que la densité de φk soit aisée à écrire, la densité de X s’écrit sous la forme
d’une intégrale d’ordre K − 1 à l’intérieur de laquelle apparaissent des sommes de séries de
Bessel.

L’estimation de l’espérance à postériori des variables Zk pourrait être effectuée par des
techniques de simulation telles que les méthodes de Monte Carlo par chaînes de Markov
(MCMC) Andrieu et al. (2003); Robert et Casella (2013). L’idée principale est d’ap-
procher l’espérance par la moyenne empirique calculée à partir d’échantillons suivant la loi
dont on cherche l’espérance (méthodes de Monte Carlo). Comme on n’a pas forcément accès à
cette loi (ici la loi à postériori des sources), on génère des échantillons selon un mécanisme de
chaîne de Markov qui est construite de sorte à "ressembler" à cette loi (c’est le principe de l’al-
gorithme de Metropolis-Hasting). Néanmoins, là encore, les algorithmes MCMC nécessitent
certaines informations comme la loi à priori sur les variables. Or, celle-ci n’est pas exprimable
analytiquement sous forme simple.

Ainsi, le modèle (8.3), malgré son apparente simplicité, semble trop complexe pour que les
méthodes traditionnelles permettent d’obtenir un estimateur des sources. Par ailleurs, bien
que des développements sur les méthodes MCMC pourraient permettre d’obtenir une solution,
celles-ci sont basées sur la simulation et donc sur une procédure itérative, nécessitant un grand
nombre d’itérations.

Nous proposons donc de l’approcher par un modèle simplifié, qui permette d’effectuer un
certain nombre de calculs, tout en conservant la contrainte de phase qui motive cette approche.

8.1.3 Relations avec d’autres modèles

De tels modèles de phase pour tenir compte d’un modèle sinusoïdal ont été utilisés dans
un cadre bayésien pour l’estimation de parole en milieu bruité, notamment dans Gerkmann
(2014); Kulmer et Mowlaee (2015); Mowlaee et Kulmer (2015). La loi de Von Mises
gagne donc depuis peu une certaine popularité en audio. Néanmoins, dans Mowlaee et
Kulmer (2015), la phase est estimée au sens du Maximum à Postériori, alors que nous nous
intéressons ici à l’obtention d’un estimateur MMSE des sources. Cette approche est conduite
dans Gerkmann (2014), mais ce modèle est limité à un mélange parole plus bruit : aussi, les
calculs deviennent plus aisés et il est possible d’obtenir une écriture de l’estimateur MMSE du
signal de parole sous la forme d’une intégrale relativement simple à approcher numériquement.
Dans notre cas (mélange de K sources), ce type d’approche ne fonctionne plus, d’où notre
idée d’une approximation par modèle simplifié.
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8.2 Modèle gaussien anisotrope

8.2.1 Loi normale complexe

L’idée que nous avons retenue consiste à approcher le modèle (8.3) par un modèle qui
soit plus aisé à manipuler. Pour cela, nous avons considéré un modèle gaussien complexe non
isotrope. En effet, les distributions gaussiennes sont omniprésentes en probabilités, avec de
très nombreux développements et résultats théoriques rendant leur utilisation agréable. Elles
apparaissent naturellement, comme c’est formalisé dans le théorème central limite notamment,
comme une famille de référence pouvant approcher bon nombre de lois. L’idée qui consiste
à approcher une somme de variables indépendantes à phases aléatoires par une somme de
gaussiennes équivalentes n’est d’ailleurs pas neuve, comme en témoigne Beckmann (1962).
On propose donc le modèle suivant :

X =
∑
k

Xk avec Xk ∼ N (mk, γk, ck), (8.4)

où les Xk sont indépendants, et mk ∈ C, γk ∈ R+ et ck ∈ C désignent respectivement la
moyenne, la variance et le terme de relation de Xk, définis comme suit :

mk = E(Xk),

γk = E(|Xk −mk|2),

ck = E((Xk −mk)
2).

Nous définissons également la matrice de covariance Γk du vecteur Xk =

(
Xk

X̄k

)
:

Γk =

(
γk ck
c̄k γk

)
, (8.5)

où .̄ désigne le conjugué complexe. Nous rappelons également l’expression de la densité de
probabilité d’une telle loi :

p(Xk|mk, γk, ck) =
1

π
√

det(Γk)
e−

1
2

(Xk−mk)HΓ−1
k (Xk−mk), (8.6)

où det est le déterminant et .H désigne la transposée Hermitienne. En particulier, si mk = 0
et ck = 0, on parle de loi normale complexe circulaire-symétrique. Si en outre la variance γk
est égale à 1, il s’agit de la loi normale complexe standard (l’équivalent complexe de la loi
normale centrée réduite).

La propriété d’additivité de la famille des lois normales implique alors :

X ∼ N (mX , γX , cX) avec mX =
∑
k

mk, γX =
∑
k

γk et cX =
∑
k

ck, (8.7)

la matrice de covariance de X étant égale à ΓX =
∑

k Γk.

8.2.2 Paramètres du modèle

Afin de garantir la cohérence entre notre modèle initial et son approximation gaussienne,
il convient que les moments des gaussiennes Xk soient identiques à ceux des sources Zk dans
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le modèle précédent de Von Mises :

mk = E(Xk) = E(Zk),

γk = E(|Xk −mk|2) = E(|Zk −mk|2),

ck = E((Xk −mk)
2) = E((Zk −mk)

2).

La conservation de ces moments est donc ce qui permet de conserver, dans ce nouveau modèle,
une propriété de non-uniformité des phases.

Moyenne Commençons par déterminer la moyenne mk de chaque composante :

mk = E(Xk) = E(Zk) = VkE(eiφk). (8.8)

Lorsque une variable est circulaire, on nommemoment circulaire d’ordre n la quantité E(einφk).
Dans le cas de la loi de Von Mises, on ne sait pas déterminer la loi de eiφk mais on sait en
revanche calculer ses moments circulaires Mardia et Zemroch (1975) :

∀n ∈ Z, E(einφk) =
I|n|(κk)

I0(κk)
einµk . (8.9)

Ainsi, la moyenne de Xk est donnée par :

mk = Vk
I1(κk)

I0(κk)
eiµk = λkX̃k, (8.10)

où l’on a posé λk =
I1(κk)

I0(κk)
, et X̃k = Vke

iµk est la source estimée par déroulé linéaire appliqué

isolément sur les sources.

Variance On cherche à présent à déterminer les termes de la matrice de covariance Γk de
Xk, ce qui implique de déterminer les paramètres de variance et de relation. On a :

γk = E(|Zk −mk|2)

= E(|Zk|2)− |mk|2

= V 2
k − V 2

k

I1(κk)
2

I0(κk)2
,

d’après le théorème de König-Huygens. Avec la notation λk, on a donc :

γk =
(
1− λ2

k

)
V 2
k . (8.11)

Terme de relation De façon similaire, on calcule le terme de relation :

ck = E((Zk −mk)
2)

= E(Z2
k)−m2

k

= V 2
k E(ei2φk)− V 2

k

I1(κk)
2

I0(κk)2
ei2µk

= V 2
k

I2(κk)

I0(κk)
ei2µk − V 2

k

I1(κk)
2

I0(κk)2
ei2µk

= ρkX̃
2
k .

où l’on a introduit la notation suivante :

ρk =
I2(κk)I0(κk)− I1(κk)

2

I0(κk)2
. (8.12)
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Mélange L’intérêt du modèle gaussien est que l’on peut sommer les distributions précé-
demment identifiées en vertu de l’équation (8.7). On a donc :

mX =
∑
k

λkX̃k, (8.13)

γX =
∑
k

(
1− λ2

k

)
V 2
k , (8.14)

cX =
∑
k

ρkX̃
2
k . (8.15)

8.2.3 Comparaison des deux modèles

Afin de comparer les deux modèles (Von Mises et gaussien anisotrope), nous générons
10000 échantillons de chaque variable aléatoire Zk et Xk, et ce pour différentes valeurs du
paramètre de concentration. Nous fixons le module à 1 et le paramètre de localisation de
phase à π/3. Nous représentons les histogrammes 2D de ces distributions sur la figure 8.2.
On observe tout d’abord que les échantillons générés dans le modèle de Von Mises sont tous
situés sur le cercle de rayon 1 : c’est logique puisque dans ce modèle, l’amplitude ne varie pas.
L’approximation par modèle gaussien introduit une incertitude sur cette amplitude, qui est
liée aussi bien au module qu’à la phase, mais également au paramètre de concentration. Plus
celui-ci est élevé, plus la variation d’amplitude devient faible. On remarque enfin que plus le
paramètre de concentration est élevé, plus les deux distributions ont tendance à se ressembler.

8.2.4 Estimateur MMSE des sources

Obtention de l’estimateur

Maintenant que l’on a accès à tous les éléments du modèle, on peut fournir un estimateur
MMSE des sources, donné par l’espérance à postériori de celles-ci. Dans le cadre d’un modèle
gaussien, il existe une formule simple qui donne cette espérance (voir par exemple Bishop
(2006)) :

X̂k = mk + ΓkΓ
−1
X (X −mX). (8.16)

L’expression ci-dessus donne l’estimateur X̂k ainsi que son conjugué ¯̂
Xk. Ainsi, pour éviter

cette redondance d’information, on ne considère que la première ligne de (8.16) :

X̂k = mk +
(
γk ck

)
Γ−1
X

(
X −mX

X̄ − m̄X

)
(8.17)

On constate d’ores et déjà que cet estimateur est conservatif. En effet, comme
∑

k Γk = ΓX ,
on a : ∑

k

X̂k =
∑
k

mk + (X −mX) = X. (8.18)

Cette propriété garantit que quelle que soit la valeur des κk, on est assuré que la somme
des estimateurs restera égale au mélange, ce qui ne serait pas le cas si on avait considéré les
estimateurs obtenus par déroulé linéaire isolé X̃k.

Interprétation

L’estimateur (8.16) réalise en fait une interpolation entre le filtrage de Wiener (qui n’utilise
que la phase du mélange), et l’estimateur construit en utilisant µk uniquement (et pas la
phase du mélange). Considérons ici que ∀k, les κk sont constants et égaux à une valeur κ. On
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Figure 8.2 – Histogrammes en 2D d’échantillons générés par le modèle de Von Mises (gauche) et le
modèle équivalent gaussien (droite), pour V = 1 et µ = π/3. Le paramètre de concentration κ prend,

de haut en bas, les valeurs 5, 10, 20 et 100.

désignera alors par λ et ρ les paramètres correspondants, et on illustre le comportement de
ceux-ci en fonction de κ sur la figure 8.3.
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Figure 8.3 – Evolution des paramètres λ et ρ en fonction de κ.

Supposons que le paramètre de concentration κ tende vers 0. On montre alors, en utilisant
les propriétés des fonctions de Bessel Watson (1995) (et comme c’est suggéré sur la figure 8.3)
que λ → 0 et ρ → 0. On a alors mk → 0, ck → 0 et γk → V 2

k . Ainsi, on constate que
l’estimateur (8.16) tend vers le filtrage de Wiener :

X̂k −→
κ→0

(
V 2
k 0

)
1∑
l V

2
l

0

0
1∑
l V

2
l

(XX̄
)

=
V 2
k∑
l V

2
l

X, (8.19)

où l’on reconnaît le gain de Wiener traditionnel Gk =
V 2
k∑
l V

2
l

. Ce résultat est logique, puis-

qu’une valeur nulle du paramètre de concentration dans la distribution de Von Mises corres-
pond, comme on l’a vu, à une distribution uniforme. Cela revient à dire que l’on a aucune
information à priori sur la phase, et on obtient finalement un modèle gaussien isotrope clas-
sique Févotte et al. (2009) pour lequel on sait que l’estimateur MMSE des sources est donné
par le filtrage de Wiener traditionnel.

Les deux estimateurs précédents (filtrage de Wiener et déroulé linéaire appliqué isolément
sur les sources) ont montré leurs limites, comme nous avons eu plusieurs fois l’occasion de
le rappeler. Le filtrage de Wiener introduit en effet des interférences lorsque les signaux sont
recouvrants dans le domaine TF, et le déroulé linéaire seul, appliqué isolément sur les sources,
a tendance à créer des artéfacts du fait des erreurs d’estimation sur les fréquences instantanées
(voir chapitre 4). L’estimateur (8.17) que nous proposons est un compromis entre ces deux
approches, dont la performance dépendra du réglage du paramètre κ.

De façon intéressante, ce type d’estimateur qui combine optimalement filtrage de Wiener
et modèle de phase par déroulé linéaire a déjà été introduit dans Krawczyk et Gerkmann
(2015) dans un but de débruitage de la parole, néanmoins sans utiliser un modèle de Von
Mises.
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Algorithme de séparation de sources

Comme on considère que tous les points TF sont indépendants, on pourrait appliquer l’es-
timateur 8.17 matriciellement et ainsi reconstruire directement toutes les sources. Néanmoins,
similairement à ce que nous avons constaté dans le chapitre 5, il est préférable d’adopter une
approche séquentielle sur les trames temporelles : en effet, mieux vaut estimer µk(f, t) par
déroulé linéaire à partir de φk(f, t − 1) = ∠X̂k(f, t − 1), qui est un estimateur de la phase
dans la trame précédente où l’erreur sur µk est "corrigée" par la phase du mélange, plutôt que
directement à partir de µk(f, t−1). Autrement dit, on choisit de calculer séquentiellement les
estimateurs afin d’éviter au maximum de propager les erreurs d’estimation qui proviennent
du déroulé linéaire.

L’algorithme 10 résume cette procédure de séparation de sources dans un cas informé (les
amplitudes sont préalablement estimées). On rappelle que Ωk désigne l’ensemble des trames
d’attaque pour la source k.

Un cas particulier : le modèle parole plus bruit

Comme nous l’avons rappelé plus haut, les modèles de mélanges de sources utilisant la
loi de Von Mises ont déjà été étudiés en audio, notamment dans le cadre du débruitage de la
parole Gerkmann (2014); Kulmer et Mowlaee (2015). On peut voir ce type de mélanges
comme un cas particulier de notre modèle avec K = 2 sources, en supposant néanmoins que
les paramètres de concentration ne sont pas les mêmes pour les deux sources. En effet, on a
X = S̃ + B, S̃ correspondant au signal de parole, que l’on peut écrire sous la forme V eiφ, φ
suivant une loi de Von Mises de paramètres κ et µ (phase obtenue par déroulé linéaire). B est
généralement considéré comme étant un bruit blanc gaussien.

Ainsi, on peut utiliser notre approximation par mélange de gaussiennes anisotropes. S̃ est
donc approchée par S, qui est une variable gaussienne dont les paramètres sont décrits par
les équations données dans la section 8.2.2. Le bruit suit également ce modèle, à condition
que l’on choisisse un paramètre de concentration nul (on a alors une gaussienne complexe
circulaire-symétrique).

À la différence de Gerkmann (2014) qui obtient un estimateur MMSE directement à
partir du modèle de Von Mises, le notre est obtenu à partir d’une approximation gaussienne.
Néanmoins, il ne requiert pas le calcul numérique d’une intégrale, aussi on peut supposer qu’il
soit plus efficace sur le plan du temps de calcul. L’application de ce modèle au débruitage de
la parole pourra donc être envisagée à l’avenir.
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Algorithme 10 Séparation de sources par application d’un estimateur MMSE combinant
filtrage de Wiener et déroulé linéaire.
Entrées :

Mélange X ∈ CF×T ,

Spectrogrammes Vk ∈ RF×T+ , ∀k ∈ J1,KK,

Ensembles des trames d’attaque Ωk, ∀k ∈ J1,KK,

Phases d’attaque φok(f, t), ∀t ∈ Ωk,

Paramètre de concentration κk ∈ RF×T+ .

pour t = 1 à T − 1 faire

pour k = 1 à K faire

si t ∈ Ωk alors

Phase d’attaque : ∀f , µk(f, t) = φok(f, t).

sinon

µk(f, t) est obtenue par déroulé linéaire (cf. Algorithme 2).

fin si

fin pour

Pour toutes les sources k et tous les canaux fréquentiels f :

À prioris X̃k(f, t) = Vk(f, t)e
iµk(f,t).

Paramètres λk(f, t) =
I1(κk(f, t))

I0(κk(f, t))
et ρk(f, t) =

I2(κk(f, t))I0(κk(f, t))− I1(κk(f, t))
2

I0(κk(f, t))2
.

Moments

mk(f, t) = λk(f, t)X̃k(f, t), mX(f, t) =
∑

kmk(f, t),

γk(f, t) = (1− λk(f, t)2)V 2
k , γX(f, t) =

∑
k γk(f, t),

ck(f, t) = ρk(f, t)X̃k(f, t)
2, cX(f, t) =

∑
k ck(f, t).

Estimateur MMSE

X̂k(f, t) = mk(f, t) +
(
γk(f, t) ck(f, t)

)γX(f, t) cX(f, t)

c̄X(f, t) γX(f, t)

−1X(f, t)−mX(f, t)

X̄(f, t)− m̄X(f, t)


fin pour

Sortie :

∀k ∈ J1,KK, X̂k ∈ CF×T .
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8.3 Validation expérimentale

Dans cette partie, nous conduisons une série d’expériences pour montrer le potentiel de
l’estimateur (8.17). Les données utilisées proviennent de la base DSD100 Ono et al. (2015),
constituée de 100 morceaux de musique polyphonique composés de K = 4 sources. Celle-ci
est divisée en deux moitiés (une pour l’apprentissage du paramètre de concentration optimal
et une autre pour l’expérience de séparation de sources). Les signaux sont échantillonnés à
Fs = 44100 Hz et la TFCT est calculée avec une fenêtre de Hann de longueur 4096 échantillons
et 75 % de recouvrement. Les amplitudes Vk sont soit supposées connues (cas Oracle) soit
estimées par NMF sur les sources séparées (cas semi-Oracle). On initialise les phases dans les
trames d’attaque en leur donnant celle du mélange. La qualité de la séparation est mesurée
par le SDR, le SIR et le SAR calculés avec la boîte à outils BSS Eval Vincent et al. (2006).

8.3.1 Influence du paramètre de concentration

Tout d’abord, nous considérons 50 morceaux issus de la base de données (base de dévelop-
pement) et appliquons l’algorithme 10 pour estimer les sources séparées à partir des mélanges
en faisant varier le paramètre de concentration κ. Nous examinons deux cas de figure : soit le
paramètre de concentration κ est le même pour tous les points TF, soit il est variable, auquel
cas on utilise un paramètre de concentration κ̃k(f, t) tel que :

κ̃k(f, t) = κ(1−Gk(f, t)), (8.20)

où Gk(f, t) est le gain de Wiener. En effet, ce choix est motivé par le fait que plus le gain de
Wiener est important, plus une source est prédominante dans un point TF considéré. Dans ce
cas, on peut s’attendre à ce que la phase du mélange soit très proche de la phase de la source
dominante, auquel cas la phase de X̃k dans l’estimateur des sources devient moins importante
que celle du mélange X.

Les résultats dans le cas Oracle sont présentés sur la figure 8.4. On constate tout d’abord
que lorsque κ devient proche de 0, les performances de l’estimateur deviennent similaires à
celles obtenues par filtrage de Wiener. Cela confirme notre interprétation de la section 8.2.4 et
montre que l’estimateur (8.17) est une généralisation du filtrage de Wiener. Nous observons ce
qui semble être un maximum de SDR et de SAR autour de κ = 1.6, qui permet d’augmenter
les performances par rapport à Wiener d’environ 2 dB pour ces indicateurs, et d’environ
3 dB pour le SIR. Le SIR ne semble pas maximisé pour cette valeur : en effet, augmenter
le paramètre de concentration continue d’augmenter le SIR. C’est logique puisque plus ce
paramètre est élevé, moins la phase du mélange devient importante, ce qui implique une
réduction des interférences entre les sources. Néanmoins, on constate que les SDR et SAR
décroissent après ce pic, ce qui là encore est expliqué par le fait qu’une concentration trop
forte autour de µk par rapport à la donnée de phase du mélange peut avoir tendance à créer
des artéfacts (dûs aux erreurs d’estimation et aux écarts au modèle lorsqu’on applique le
déroulé linéaire).

On constate par ailleurs que les paramètres de concentration variables (8.20) ne donnent
pas globalement de meilleurs résultats qu’un paramètre constant. On pourrait cependant
chercher une nouvelle définition de ces paramètres qui potentiellement mènerait à de meilleurs
résultats, car le choix (8.20) était arbitraire.

Les résultats dans le scénario semi-Oracle, présentés sur la figure 8.5, sont similaires, et
montrent qu’il est préférable, lorsque les amplitudes ne sont plus exactement égales à la vérité
terrain, d’utiliser un paramètre de concentration constant κ = 1 plutôt qu’un paramètre
variable.
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Figure 8.4 – Influence du paramètre de concentration κ sur la qualité de la séparation de sources
dans l’algorithme 10 (courbes en traits pleins) et comparaison au filtrage de Wiener (courbe en
pointillés) dans le cas Oracle. Le paramètre de concentration peut être constant pour toutes les

sources et les points TF ou bien variable, selon l’équation (8.20).

Cette première expérience montre l’intérêt de notre estimateur. Pour la suite de nos expé-
riences, nous utiliserons dans le cas Oracle la valeur κ = 1.6, qui semble être un bon compromis
entre les différents indicateurs. Dans le cas semi-Oracle, on prendra κ = 1.

8.3.2 Séparation de sources musicales

Nous considérons à présent la deuxième moitié de la base de données (50 morceaux consti-
tuant la base de tests) et les valeurs du paramètre de concentration apprises précédemment.
Nous appliquons le même protocole que dans l’expérience précédente, et comparons les résul-
tats de notre approche (notée MMSE) avec plusieurs autres méthodes :

— le filtrage de Wiener Févotte et al. (2009) qui sera noté Wiener ;

— le filtrage de Wiener consistant Le Roux et Vincent (2013), noté W-Cons. Confor-
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Figure 8.5 – Influence du paramètre de concentration κ sur la qualité de la séparation de sources
dans l’algorithme 10 (courbes en traits pleins) et comparaison au filtrage de Wiener (courbe en

pointillés) dans le cas semi-Oracle. Le paramètre de concentration peut être constant pour toutes les
sources et les points TF ou bien variable, selon l’équation (8.20).

mément aux résultats obtenus au chapitre 5 dans la section 5.3.1, nous choisissons un
paramètre de consistance égal à 4 pour cet algorithme.

— l’estimateur n’utilisant que le déroulé de phase X̃k, c’est-à-dire sans tenir compte de la
phase du mélange. Il sera noté Unwrap.

Les résultats sont présentés sur la figure 8.6. Nous constatons qu’aussi bien dans le cas
Oracle que semi-Oracle, l’estimateur que nous proposons fournit des résultats légèrement
meilleurs que le filtrage de Wiener, et légèrement moins bons que le filtrage de Wiener consis-
tant en SDR, SIR et SAR. La méthode Unwrap ne conduit pas à des résultats satisfaisants,
notamment au niveau du SDR et du SAR. On peut interpréter ceci comme au chapitre 5 :
l’application du déroulé sans tenir compte de la phase du mélange à tendance à faire se pro-
pager l’erreur de déroulé linéaire sans le corriger au fur et à mesure, ce qui créé des artéfacts
qui sont perceptibles. Le SIR, en revanche, n’est pas trop impacté, puisque cet estimateur
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Figure 8.6 – Performance de la séparation de sources (SDR, SIR et SAR en dB) pour diverses
méthodes sur la base DSD100. Résultats Oracle (en haut) et sur spectrogrammes approchés (en bas).

Scénario Oracle Scénario semi-Oracle
SDR SIR SAR SDR SIR SAR

Iter 10.0 20.5 10.4 5.3 15.0 5.9

MMSE 9.0 16.7 9.9 7.4 13.9 8.6

Tableau 8.1 – Performance de reconstruction (SDR en dB) pour divers jeux de données.

agissant sur les sources séparées, il créé moins d’interférences entre sources que les autres
méthodes, qui utilisent la phase du mélange. Du point de vue perceptif, nous n’avons pas
entendu de différence significative entre les pistes vocals, other et drum estimées par filtrage
de Wiener consistant et par notre approche, néanmoins nous avons noté une nette diminution
des artéfacts dans la piste bass par notre méthode. Enfin, soulignons que notre approche est
nettement moins gourmande que W-Cons en temps de calcul (d’un facteur 7).

Nous effectuons enfin une comparaison entre la méthode présentée au chapitre 5 (méthode
Iter) et celle introduite ici (MMSE). Les résultats moyennés sur les 50 morceaux de la
base de données sont présentés dans le tableau 8.1. Nous constatons que dans le cas Oracle,
l’approche itérative donne les meilleurs résultats pour tous les indicateurs. Néanmoins, lorsque
les amplitudes ne sont plus égales à la vérité terrain, l’estimateur MMSE conduit à un SDR
et un SAR plus élevés, bien que Iter donne toujours un meilleur SIR. Cela s’explique par le
fait que l’estimateur MMSE tienne compte d’une incertitude sur les amplitudes, alors que
dans l’approche itérative, celles-ci sont fixées à chaque itération à la valeur objectif, qui n’est
plus exacte dans le cas semi-Oracle. Les deux approches utilisent un temps de calcul similaire.

En fin de compte, on peut résumer ces conclusions comme suit :

— Si on est soucieux d’implémenter une méthode très rapide, quitte à perdre en qualité,
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on utilisera le filtrage de Wiener ;

— Si les spectrogrammes qui ont été préalablement estimés sont considérés comme étant
d’excellente qualité, on pourra appliquer la procédure Iter ;

— Si on s’éloigne de cette valeur Oracle, il est plus prudent d’appliquer l’estimateurMMSE
introduit dans ce chapitre.

Enfin, le filtrage de Wiener consistant donne de bons résultats, mais reste limitant du
point de vue du temps de calcul.

8.4 Conclusion

Le modèle introduit dans ce chapitre se base sur une hypothèse de phase non-uniforme,
contrairement à ce qui est fréquemment supposé dans la littérature. Du modèle gaussien
découle un estimateur MMSE des sources qui allie bonne qualité de séparation et rapidité
de calcul. Nous avons expérimentalement démontré son potentiel pour une application de
séparation de sources. Nous avons proposé que le paramètre de localisation de la phase soit
estimé par déroulé linéaire, mais n’importe quel µk pourrait en réalité être utilisé dans le
modèle.

Bien que l’on puisse considérer que l’approche itérative introduite au chapitre 5 mène à
des résultats légèrement meilleurs dans le cas Oracle, l’avantage de ce modèle est qu’il pose
les bases d’une méthode complète de séparation de sources. En effet, les amplitudes étaient
ici supposées estimées par avance, et nous n’avons pas directement modélisé l’incertitude sur
ces estimées (elle a été introduite par le passage au modèle gaussien anisotrope). On pourrait
alors envisager de modéliser les Vk comme des variables aléatoires suivant une loi à support
non-négatif (loi de Poisson, de Rayleigh, Gamma...), et structurer les paramètres de dispersion
de celle-ci par un modèle de type NMF. Des applications en séparation aveugle de sources
pourront alors être envisagées.
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Dans la deuxième partie de ce manuscrit, nous nous sommes intéressés à des modèles
de signaux qui permettent d’obtenir des contraintes de phase dans un but de reconstruction
de celle-ci. Au chapitre précédent, nous avons proposé un modèle probabiliste qui prend en
compte les à prioris que l’on peut obtenir sur la phase grâce à de tels modèles. Néanmoins,
nous avons jusqu’à présent supposé que les amplitudes des sources étaient connues (cas Oracle)
ou bien estimées par avance. En tout cas, elles étaient déterministes. Dans le but de mettre
au point un modèle de sources complet pour une application de séparation de sources réaliste,
nous allons chercher à modéliser les amplitudes des sources. En outre, nous avons constaté
expérimentalement (aux chapitres 5 et 8 en particulier) que la performance des techniques de
reconstruction de phase dépend de la qualité des amplitudes estimées préalablement.

C’est pourquoi, dans ce chapitre, nous nous intéressons à la modélisation de données non-
négatives. En particulier, nous mettons en évidence le fait que les lois usuelles (telles que la loi
de Poisson Virtanen et al. (2008); Cemgil (2009)) employées pour modéliser des données
non-négatives, notamment en traitement du signal audio, ne sont pas à queue lourde : cela
implique que de telles distributions représentent mal des valeurs éloignées de leurs modes et qui
sont considérées comme "abbérantes", alors que de telles valeurs sont pourtant fréquentes en
audio. Les lois α-stables Nolan (2015), en revanche, présentent cette propriété de robustesse
aux valeurs abbérantes tout en conservant la propriété d’additivité des lois de Poisson. Ces
distributions ont été utilisées avec succès dans des applications de traitement du signal robuste,
notamment en audio Samoradnitsky et Taqqu (1994); Godsill et Kuruoglu (1999);
Bassiou et al. (2013). Nous introduisons un sous-ensemble des lois stables : les distributions
Positives α-stables (PαS), qui sont à support non-négatif, et peuvent donc modéliser des
données non-négatives telles que des amplitudes de TFCT de signaux audio.

Après avoir introduit cette famille de lois, nous en étudions un cas particulier : la distribu-
tion de Lévy. Il s’agit du seul cas de loi PαS pour lequel nous pouvons écrire analytiquement la
densité de probabilité. Nous proposons un modèle de mélange de données non-négatives appelé
Lévy NMF, qui est appliqué à la séparation de sources non-négatives. Ceci ne porte que sur un
sous-problème particulier de notre objectif final, qui consiste à séparer des sources complexes
(en utilisant notamment un modèle de données non-négatives), mais nous avons trouvé intéres-
sant d’étudier plus en détail ce modèle, car il s’agit d’une thématique de recherche active. La
séparation de sources non-négatives est en effet un problème fondamental dans de nombreux
domaines tels que l’imagerie par résonance magnétique Sajda et al. (2004), la reconnaissance
de visage Guillamet et Vitria (2002) ou la fouille de données textuelles Pauca et al. (2004).
Nous proposons des applications en débruitage de spectrogrammes audio et en séparation de
sources en spectroscopie de fluorescence Liu et al. (2013).

Un des résultats forts de ce chapitre, la généralisation du filtrage de Wiener aux variables
PαS, a fait l’objet d’une publication dans un rapport technique déposé dans la base de don-
nées de Télécom ParisTech Magron et al. (2016c). Le modèle de Lévy NMF ainsi que la
partie expérimentale ont fait l’objet d’un article soumis dans la revue IEEE Signal Processing
Letters Magron et al. (2017c). Ce travail ayant été mené conjointement avec Antoine Liutkus
de l’INRIA Nancy, nous profitons de ce préambule pour le remercier.

Dans la section 9.1, nous introduisons les distributions PαS. Dans le section 9.2, nous
présentons un modèle de mélange de données non-négatives, dont nous estimons les paramètres
par différentes méthodes. Dans la section 9.3, nous fournissons une justification théorique à
l’utilisation d’un filtrage de Wiener généralisé pour estimer les sources de mélanges PαS. Une
validation expérimentale est proposée dans la section 9.4 avec des exemples d’application en
audio et en spectroscopie de fluorescence. Enfin, nous concluons dans la section 9.5.
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CHAPITRE 9. MODÉLISATION ROBUSTE DE DONNÉES NON-NÉGATIVES

9.1 Distributions Positives α-stables

9.1.1 Lois stables

Les distributions α-stables Nolan (2015), notées S(α, σ, µ, β), sont définies comme l’en-
semble des distributions sur la variable aléatoire X à valeurs dans R dont la fonction carac-
téristique est :

ϕX(t) = E(eitX) =

{
eitµ−σ

α|t|α(1−iβΦsg(t)) si α 6= 1,

eitµ−σ|t|(1+iβ 2
π

log(|t|)sg(t)) si α = 1,
(9.1)

où sg(t) désigne le signe de t ∈ R, et Φ = tan(πα2 ). Elles dépendent de 4 paramètres :

— Un exposant caractéristique ou paramètre de forme α ∈]0, 2] qui détermine la forme de
la queue de la distribution (pour des valeurs faibles de α, la distribution est dite à queue
lourde) ;

— Un paramètre d’échelle σ ∈]0,+∞[ qui mesure la dispersion de la distribution autour
de son mode ;

— Un paramètre de localisation µ ∈ R ;

— Un paramètre d’asymétrie β ∈ [−1, 1].

La propriété de stabilité se traduit par le fait que siK variables Xk suivent une loi α-stable
et sont indépendantes, alors la somme de ces variables suit également une loi α-stable. En
particulier, si Xk ∼ S(α, σk, µk, βk), alors :

X =
∑
k

Xk ∼ S(α, σ, µ, β) avec



σα =
∑
k

σαk ,

µ =
∑
k

µk,

β =

∑
k

βkσ
α
k∑

k

σαk
.

(9.2)

Cette propriété est utilisée pour manipuler les grandeurs X et obtenir un certain nombre de
résultats. Elle donne des informations sur la densité du mélange, ce qui permet l’application
de méthodes de type ML ou MAP pour l’estimation des paramètres.

Les distributions dont le paramètre d’asymétrie β est nul sont dites Symétriques α-stables
(SαS) Liutkus et Badeau (2015), notée SαS(α, σ, µ) = S(α, σ, µ, 0). Ces distributions sont à
support dans R et peuvent être étendues à C en raisonnant sur les parties réelles et imaginaires
des variables complexes considérées (lois SαS isotropes).

9.1.2 Variables à support non-négatif

Les distributions SαS ne sont pas adaptées à la modélisation de données non-négatives
puisqu’elles sont à support dans R (ou C). Nous proposons d’introduire un autre cas particulier
de distributions α-stables qui soient à support non-négatif : les distributions Positives α-stables
(PαS).

Lorsque β = 1 et α < 1, on peut montrer Nolan (2015) que la distribution a pour support
[µ,+∞[. Pour µ = 0, on obtient un ensemble de distributions qui sont à support non-négatif.
Une distribution PαS est donc telle que PαS(σ) = S(α, σ, 0, 1) avec α < 1.
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Soit Xk ∼ PαS(σk) pour k ∈ J1,KK, les Xk étant indépendants. On a, par stabilité :

X =
∑
k

Xk ∼ PαS(σ) avec σα =
∑
k

σαk . (9.3)

En règle générale, nous ne pouvons pas écrire analytiquement la densité de probabilité des dis-
tributions α-stables. Ainsi, pour estimer les paramètres de modèles de mélanges comme (9.3),
il faut mettre en oeuvre des méthodes de type MCMC. C’est ce qui a été effectué dans Sim-
sekli et al. (2015) pour les distributions SαS, et pourrait par la suite être étendu au cas de
distributions PαS.

9.1.3 Distribution de Lévy

Il existe trois cas de figure pour lesquels on a une expression analytique de la densité pour
des distributions α-stables :

— α = 2 et β = 0 : C’est la loi normale, très populaire notamment en audio Févotte
et al. (2009) ;

— α = 1 et β = 0 : C’est la loi de Cauchy, utilisée dans Liutkus et al. (2015) ;

— α = 1/2 et β = 1 : C’est la loi de Lévy.

Les deux premiers cas correspondent à des distributions SαS et ne nous intéressent donc
pas ici puisqu’on cherche à modéliser des données non-négatives. Par contre, la loi de Lévy
présente l’avantage d’être une distribution PαS puisque β = 1 et α < 1. Son paramètre de
localisation peut être fixé arbitrairement, et comme on cherche à modéliser des données non-
négatives, on choisit µ = 0. Par abus de langage, on désignera par loi de Lévy cette loi dans
le cas particulier où le paramètre de localisation est nul. Sa densité de probabilité, illustrée
sur la figure 9.1 est donnée par :

p(x|σ) =


√

σ

2π

1

x3/2
e−

σ
2x si x > 0

0 sinon.
(9.4)

Outre le fait d’avoir une densité de probabilité que l’on peut écrire analytiquement, la distri-
bution de Lévy possède une queue lourde, comme illustré sur la figure 9.2. Cela signifie que des
valeurs éloignées du mode de la distribution restent tout de même probables. Cette propriété
se traduit par la robustesse d’un modèle de Lévy par rapport aux valeurs aberrantes : en effet,
celles-ci modifient moins l’estimation des paramètres de la loi que pour des distributions à
queue non lourde.
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Figure 9.1 – Densité de probabilité d’une loi de Lévy de paramètre de localisation nul.
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Figure 9.2 – Densité de probabilité pour plusieurs lois avec le même paramètre σ = 1. On observe
que la distribution de Lévy possède la queue la plus lourde.
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9.2 Modèle de Lévy NMF

Dans cette partie, nous proposons un modèle de mélange de sources non-négatives basé
sur la distribution de Lévy.

9.2.1 Modèle de mélange

Considérons une matrice de données non-négatives X ∈ RF×T+ qui est le mélange de K
sources non-négatives Xk ∈ RF×T+ . On modélise les sources Xk comme des variables aléatoires
matricielles suivant une loi de Lévy de paramètre σk ∈ RF×T+∗ , notée L (σk), ∀k ∈ J1,KK. On
étend en effet les définitions aux variables matricielles, étant donné que l’on traite tous les
points TF indépendemment. Ainsi, on a, ∀(f, t), Xk ∼ L (σk(f, t)).

Comme X =
∑

kXk, on a, par additivité des distributions α-stables :

X ∼ L (σ) , avec σ�1/2 =
∑
k

σ
�1/2
k . (9.5)

Comme les observations et paramètres ci-dessus sont matriciels, on propose de structurer les
paramètres de dispersion par un modèle NMF :√

σk(f, t) = W (f, k)H(k, t). (9.6)

Ainsi, la dispersion du mélange est :

σ�1/2 = WH. (9.7)

Ce modèle de mélange est appelé Lévy NMF. Un tel modèle permet donc, similairement au
modèle de ISNMF, de conserver une structuration des données (qui peuvent être par exemple
des spectres de notes de musique), tout en autorisant en outre aux observations de s’éloigner
localement du modèle. Cela suggère donc que l’estimation des paramètres du modèle sera
moins affectée par des valeurs aberrantes que dans un modèle moins robuste (comme ISNMF,
qui n’est pas basé sur une distribution à queue lourde).

9.2.2 Estimation du modèle

Afin d’estimer les paramètresW etH du modèle précédemment établi, nous maximisons la
vraisemblance des données (ou de façon équivalente mais plus pratique, sa log-vraisemblance).
La log-vraisemblance est :

L(W,H) =
∑
f

∑
t

log(p(X(f, t)|σ(f, t)))

=
∑
f

∑
t

1

2
log(σ(f, t))− 1

2
log(2π)− 3

2
log(X(f, t))− σ(f, t)

2X(f, t)

c
=

1

2

∑
f

∑
t

log([WH](f, t)2)− [WH](f, t)2

X(f, t)
.

On remarque alors que :

L(W,H)
c
= −1

2
DIS([WH]�2, X), (9.8)
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où DIS désigne la divergence d’Itakura-Saito. Ainsi, maximiser la vraisemblance des données
dans le modèle Lévy NMF revient à minimiser la divergence IS entre [WH]�2 etX. En retirant
les termes constants, cela revient à minimiser la fonction de coût suivante :

C(W,H) =
∑
f,t

[WH](f, t)2

X(f, t)
− 2 log([WH](f, t)). (9.9)

Approche naïve

L’optimisation de la fonction C donnée par (9.9) peut-être effectuée par une approche
heuristique similaire à Lee et Seung (1999) et rappelée au chapitre 2, section 2.2.4. La
dérivée partielle de cette fonction par rapport à une variable θ est écrite sous forme d’une
différence entre deux termes positifs :

∂C
∂θ

= ∇+
θ −∇

−
θ . (9.10)

On considère alors la règle de mise à jour multiplicative suivante :

θ ← θ ×
∇−θ
∇+
θ

. (9.11)

Une telle mise à jour permet de s’assurer que le signe de θ ne change pas au cours des itérations
(ce qui garantit la positivité des variables tant que l’initialisation est faite avec des valeurs
positives), et que θ varie dans le sens de la décroissance (locale) de C (ce qui, rappelons-le,
n’est pas une garantie de décroissance de la fonction de coût).

On calcule donc la dérivée partielle de C par rapport à W (f, k) :

∂C
∂W (f, k)

=
∑
t

2H(k, t)
[WH](f, t)

X(f, t)︸ ︷︷ ︸
∇+
W (f,k)

−
∑
t

2
H(k, t)

[WH](f, t)︸ ︷︷ ︸
∇−
W (f,k)

. (9.12)

La mise à jour de W (f, k) est donnée par :

W (f, k)←W (f, k)

∑
t

H(k, t)

[WH](f, t)∑
t

H(k, t)
[WH](f, t)

X(f, t)

. (9.13)

De façon tout à fait similaire, on peut calculer la mise à jour de H(k, t) :

H(k, t)← H(k, t)

∑
f

W (f, k)

[WH](f, t)∑
f

W (f, k)
[WH](f, t)

X(f, t)

. (9.14)

Sous forme matricielle, on obtient donc :

W ←W � [WH]�−1HT

([WH]�X�−1)HT
, (9.15)
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et

H ← H � W T [WH]�−1

W T ([WH]�X�−1)
. (9.16)

Les équations (9.15) et (9.16) fournissent des règles de mise à jour pour les variables W et
H qui assurent que les variables sont actualisées dans le sens de la décroissance locale de la
fonction de coût. Nous avons cependant observé expérimentalement que ces règles ne faisaient
pas décroître la fonction de coût (9.9), et que celle-ci ne convergeait pas, même après un
grand nombre d’itérations. D’après Badeau et al. (2010), il peut être souhaitable d’utiliser
les règles de mise à jour suivantes :

W ←W �
(

[WH]�−1HT

([WH]�X�−1)HT

)�η
, (9.17)

et

H ← H �
(

W T [WH]�−1

W T ([WH]�X�−1)

)�η
, (9.18)

où η est un exposant qui, choisi judicieusement, augmente significativement la vitesse de
convergence. Nous proposons par la suite d’utiliser une nouvelle technique d’optimisation, qui
permet de se ramener à ce type de règles.

Approche Majoration-Minimisation

L’algorithme Majoration-Minimisation (MM) Hunter et Lange (2004) fournit un cadre
théorique qui permet de minimiser la fonction de coût C(θ). Le principe de l’algorithme MM
(cf. chapitre 2, section 2.2.4) est de majorer la fonction de coût C(θ) par une fonction auxiliaire
G(θ, θ̄), telle que G(θ̄, θ̄) = C(θ̄). À θ̄ fixé, la minimisation de G par rapport à θ produit une
mise à jour de ce paramètre qui conduit, par construction de G, à la décroissance de C.

Pour construire la fonction auxiliaire G, on s’inspire de la démarche conduite dans Fé-
votte et Idier (2011); Févotte (2011), qui consiste à écrire C comme somme de fonctions
convexes et concaves. Les termes convexes sont majorés via l’inégalité de Jensen, et les termes
concaves sont majorés par leurs tangentes.

Nous détaillons ici la construction de la fonction auxiliaire en un point W (f, k) (cette
notation ne désigne pas ici la conjugaison complexe, puisqu’on travaille sur des données non-
négatives). Un calcul semblable permet d’obtenir la fonction auxiliaire en un point H(k, t)
pour obtenir la règle de mise à jour sur H.

On s’intéresse tout d’abord au premier terme dans l’expression de C donnée par l’équa-
tion (9.9) :

C1(W,H) =
∑
f,t

[WH](f, t)2

X(f, t)
. (9.19)

On note V (f, t) = [WH](f, t) et ρk(f, t) =
W (f, k)H(k, t)

V (f, t)
. On peut alors introduire ces

termes dans la somme ci-dessous :

[WH](f, t)2 =

(∑
k

W (f, k)H(k, t)

)2

=

(∑
k

ρk(f, t)
W (f, k)H(k, t)

ρk(f, t)

)2

.
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Les termes ρk jouent le rôle de poids et ont pour propriété de sommer à l’unité (par définition
de V ). Comme la fonction carré est convexe et que les poids somment à l’unité, on peut
appliquer l’inégalité de Jensen :

[WH](f, t)2 ≤
∑
k

ρk(f, t)

(
W (f, k)H(k, t)

ρk(f, t)

)2

≤
∑
k

W (f, k)2H(k, t)2

W (f, k)H(k, t)
V (f, t)

≤ V (f, t)
∑
k

W (f, k)2H(k, t)

W (f, k)
.

Ainsi, on obtient finalement la majoration suivante du premier terme dans la fonction de
coût :

C1(W,H) ≤
∑
f,t

V (f, t)

X(f, t)

∑
k

W (f, k)2H(k, t)

W (f, k)
. (9.20)

On procède à présent au même type de majoration sur le deuxième terme de la fonction de
coût :

− 2 log([WH](f, t)) = −2 log

(∑
k

ρk(f, t)
W (f, k)H(k, t)

ρk(f, t)

)
. (9.21)

La fonction −2 log étant convexe (le logarithme étant concave), on applique de nouveau l’in-
égalité de convexité et on obtient :

−2 log([WH](f, t)) ≤
∑
k

ρk(f, t)

(
−2 log

W (f, k)H(k, t)

ρk(f, t)

)
≤ −2

∑
k

W (f, k)H(k, t)

V (f, t)
log

(
W (f, k)

V (f, t)

W (f, k)

)
.

Cela nous mène à une majoration du deuxième terme de la fonction de coût :

C2(W,H) ≤ −2
∑
f,t

∑
k

W (f, k)H(k, t)

V (f, t)
log

(
W (f, k)

V (f, t)

W (f, k)

)
. (9.22)

En combinant (9.20) et (9.22), on obtient finalement une majorante de la fonction de coût :
C(W,H) ≤ G(W,H,W ) avec :

G(W,H,W ) =
∑
f,t,k

V (f, t)H(k, t)

X(f, t)W (f, k)
W (f, k)2 − 2

W (f, k)H(k, t)

V (f, t)
log

(
W (f, k)

V (f, t)

W (f, k)

)
.

(9.23)
Il est par ailleurs aisé de constater que C(W,H) = G(W,H,W ) (c’est obtenu par construction).
G est donc une fonction auxiliaire à C.

On applique alors la méthode MM : on minimise la fonction auxiliaire G par rapport à la
variable W (f, k) à H et W fixés. La dérivée partielle est :

∂G

∂W (f, k)
(W,H,W ) =

∑
t

2
V (f, t)H(k, t)

X(f, t)W (f, k)
W (f, k)− 2

W (f, k)H(k, t)

V (f, t)

1

W (f, k)
, (9.24)
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et l’annulation de cette dérivée conduit à :

W (f, k)

W (f, k)

∑
t

V (f, t)H(k, t)

X(f, t)
=
W (f, k)

W (f, k)

∑
t

H(k, t)

V (f, t)
, (9.25)

soit, en remplaçant V par sa définition [WH] :

W (f, k)2 = W (f, k)2

∑
t

H(k, t)

[WH](f, t)∑
t

H(k, t)
[WH](f, t)

X(f, t)

, (9.26)

et donc (en ne gardant que la solution positive, la seule qui nous intéresse) :

W (f, k) = W (f, k)


∑
t

H(k, t)

[WH](f, t)∑
t

H(k, t)
[WH](f, t)

X(f, t)


1/2

. (9.27)

On retrouve une mise à jour similaire à celle de l’approche naïve, exceptée une puissance 1/2
supplémentaire. Comme on le faisait remarquer dans la section précédente, nous avons trouvé
un exposant η qui permette d’assurer la décroissance de la fonction de coût. En tenant compte
du fait que la variable W est ensuite actualisée en prenant la nouvelle valeur de W , on peut
synthétiser la mise à jour sur W sous forme matricielle :

W ←W �
(

[WH]�−1HT

([WH]�X�−1)HT

)�1/2

. (9.28)

Par un calcul similaire (on introduit la variable auxiliaire H et on utilise les mêmes inégalités
de convexité), on construit une fonction auxiliaire à C en un point H, et on peut obtenir la
mise à jour suivante :

H ← H �
(

W T [WH]�−1

W T ([WH]�X�−1)

)�1/2

. (9.29)

Les équations (9.28) et (9.29) fournissent donc les règles de mise à jour pour l’estimation des
paramètres W et H du modèle de Lévy NMF par l’approche MM. Par construction de ces
règles, nous avons la garantie de la monotonie de la fonction de coût, contrairement au cas de
l’approche naïve.

Approche Majoration-Égalisation

L’approche MM présentée ci-dessus est un moyen d’obtenir des règles de mise à jour pour
lesquelles on a une garantie de décroissance de la fonction de coût. Néanmoins, il y a d’autres
façons d’obtenir de telles mises à jour qu’en minimisant la fonction majorante : en effet, toute
mise à jour vérifiant C(θ(it+1)) ≤ C(θ(it)) convient. L’approche Majoration-Égalisation (ME)
consiste à choisir θ(it+1) tel que G(θ(it+1), θ(it)) = G(θ(it), θ(it)). Cette approche est illustrée
sur la figure 9.3.

Par construction de la fonction auxiliaire :

C(θ(it+1)) ≤ G(θ(it+1), θ(it)), (9.30)
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θ
(it) θ

MM

(it+1)
θ

ME

(it+1)

C(θ)

G(θ, θ(it))

Figure 9.3 – Illustration des approches MM et ME : la fonction de coût C(θ) est majorée à
l’itération (it) par la fonction auxiliaire G(θ, θ(it)). À partir de celle-ci, on peut obtenir les nouveaux

estimateurs de θ, par minimisation (MM) ou par égalisation (ME).

et donc, en appliquant l’approche ME, on a :

C(θ(it+1)) ≤ G(θ(it+1), θ(it)) = G(θ(it), θ(it)) = C(θ(it)), (9.31)

ce qui prouve que la fonction objectif C est décroissante sous cette mise à jour. Nous propo-
sons donc d’appliquer cette méthode pour obtenir une nouvelle procédure d’estimation des
paramètres. En effet, cette approche peut être intéressante car il est montré dans Févotte
et Idier (2011) que les mises à jour ME convergent plus rapidement que les mises à jour
MM dans le cas de la NMF avec β-divergence. Il est possible que pour notre cas d’application
également, de telles mises à jour accélèrent la convergence de l’algorithme. Pour l’estimation
de W (encore une fois, celle de H est équivalente, nous ne la détaillons donc pas), on est
amené à résoudre l’équation suivante :

G(W,H,W ) = G(W,H,W ). (9.32)

En utilisant la séparabilité des variables dans l’expression de G, c’est équivalent à résoudre,
pour tout (f, k) :

∑
t

V (f, t)H(k, t)

X(f, t)W (f, k)
W (f, k)2 − 2

W (f, k)H(k, t)

V (f, t)
log

(
W (f, k)

V (f, t)

W (f, k)

)
=
∑
t

V (f, t)H(k, t)

X(f, t)W (f, k)
W (f, k)2 − 2

W (f, k)H(k, t)

V (f, t)
log

(
W (f, k)

V (f, t)

W (f, k)

)
, (9.33)

que l’on peut simplifier et réécrire :(
W (f, k)2

W (f, k)
−W (f, k)

)∑
t

V (f, t)H(k, t)

X(f, t)
= 2W (f, k) log

(
W (f, k)

W (f, k)

)∑
t

H(k, t)

V (f, t)
. (9.34)
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En notant :

aW (f, k) =

∑
t

H(k, t)

V (f, t)∑
t

V (f, t)H(k, t)

X(f, t)

, (9.35)

on a alors :
W (f, k)2

W (f, k)2
− 1 = 2aW (f, k) log

(
W (f, k)

W (f, k)

)
. (9.36)

Dans le but d’obtenir des règles de mise à jour multiplicatives, on cherche, sans perte de
généralité, les solutions sous la forme W = Wa�ηWW où ηW ≥ 0 est à déterminer. On peut
alors réécrire l’équation ci-dessus :

aW (f, k)2ηW (f,k) = 1 + 2ηW (f, k)aW (f, k) log aW (f, k). (9.37)

On obtient exactement la même équation en raisonnant sur H plutôt que sur W : on utilise
alors le paramètre

aH(k, t) =

∑
f

W (f, k)

[WH](f, t)∑
f

W (f, k)
[WH](f, t)

X(f, t)

, (9.38)

et un exposant ηH . On peut donc écrire, sous forme matricielle, l’équation définissant l’expo-
sant ηθ (avec θ = W ou H ) qui mène à l’estimation ME :

a2ηθ
θ = 1 + 2ηθ � aθ � log aθ. (9.39)

Comme pour les deux matricesW etH, et pour toutes les entrées de ces matrices, on est amené
à résoudre l’équation ci-dessus, on choisit, par souci de clarté, de considérer une variable (W
ou H) et une entrée de cette variable, et on s’affranchit des notations d’indices et de matrices.
On cherche donc à résoudre sur R+ l’équation suivante :

a2η = 1 + 2ηa log a, (9.40)

ce qui autrement dit, revient à trouver un (ou plusieurs) zéro de la fonction définie sur R+

par :
d(η) = a2η − 1− 2ηa log a. (9.41)

La fonction d est illustrée sur la figure 9.4.
On considère le cas non-trivial où a 6= 1. Il est aisé de constater que d(0) = 0 et que

limη→+∞ d(η) = +∞. Un calcul élémentaire de dérivée montre que cette fonction possède un
minimum atteint en η = 1/2, que cette valeur minimale est négative, et que d est strictement
décroissante sur [0, 1/2] et croissante sur [1/2,+∞[. Ainsi, lorsque a 6= 1, le théorème des
valeurs intermédiaires garantit qu’il existe exactement 2 solutions à l’équation (9.40). Une de
ces solutions est triviale et correspond à η = 0, ce qui signifie que l’on a alors θ = θ̄ : la mise à
jour ne modifie pas la valeur des paramètres, ce qui ne nous intéresse pas ici. Nous cherchons
donc à obtenir l’autre solution de l’équation. Les solutions de cette équation peuvent être
écrites de façon exacte par le biais des fonctions de Lambert Corless et al. (1996), mais cela
ne nous fournit pas d’expression analytique simple de la solution.

Nous proposons donc d’approcher cette solution en utilisant un développement limité. Au
voisinage de a = 1, on a :

a2η = (1 + (a− 1))2η ≈ 1 + 2η(a− 1) +
2η(2η − 1)

2
(a− 1)2. (9.42)
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Figure 9.4 – Fonction d définie par (9.41) pour a = 1.2.

En réinjectant cette expression dans (9.40), on obtient :

1 + 2η(a− 1) +
2η(2η − 1)

2
(a− 1)2 = 1 + 2ηa log a, (9.43)

et, en simplifiant par 2η (que l’on suppose non-nul pour s’affranchir de cette solution triviale) :

(a− 1) +
(2η − 1)

2
(a− 1)2 = a log a

(2η − 1)(a− 1)2 = 2(a log a− (a− 1))

2η − 1 = 2
a log a− (a− 1)

(a− 1)2
,

soit finalement l’approximation de l’exposant optimal suivante :

η∗ =
1

2
+
a log a− (a− 1)

(a− 1)2
. (9.44)

Cette expression permet donc d’obtenir une approximation de l’exposant à utiliser dans les
règles de mise à jour de Lévy NMF par l’approche ME.

Nous souhaitons examiner la validité de cette approximation. Nous calculons, pour dif-
férentes valeurs de a, la valeur de η∗. Nous calculons également une solution approchée η̃
de l’équation (9.40) par la fonction Matlab fzero. Cette valeur est considérée comme une
référence (à la précision de Matlab près, elle annule l’équation (9.40)). Sur la figure 9.5, nous
traçons les exposants approché et de référence, ainsi que l’erreur relative entre les deux.

Nous constatons tout d’abord que l’erreur d’approximation est relativement faible (de
l’ordre de 3 %) pour des valeurs de a proches de 1. Cela signifie que plus on est proche de la
convergence (ce qui correspond à a = 1), plus l’approximation que nous avons proposée est de
bonne qualité. Par ailleurs, nous constatons que l’approximation η∗ semble être inférieure à
la valeur de référence η̃. Ce constat est intéressant car il traduit la propriété suivante : la mise
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Figure 9.5 – Estimations de l’exposant optimal dans l’approche ME (gauche), et erreur relative
(en %) entre référence et approximation (droite).

à jour obtenue avec l’exposant η∗ est "moins" éloignée de la valeur courante du paramètre
qu’avec l’exposant η̃. Autrement dit, la variation du paramètre θ est moins grande lors d’une
mise à jour utilisant cette approximation, ce qui conduit à une garantie sur la décroissance
de la fonction de coût. Considérons en effet le cas a > 1. On a alors :

θ(it) ≤ θ(it)aη
∗ ≤ θ(it)aη̃, (9.45)

soit

θ(it) ≤ θ(it+1)∗
ME ≤ θ(it+1)

ME , (9.46)

et par ailleurs, G(θ(it), θ(it)) = G(θ
(it+1)
ME , θ(it)). Donc, en utilisant la convexité de la fonction

G, on a :

G(θ
(it+1)∗
ME , θ(it)) ≤ G(θ(it), θ(it)) = C(θ(it)). (9.47)

Enfin, on a par construction de la fonction auxiliaire C(θ(it+1)∗
ME ) ≤ G(θ

(it+1)∗
ME , θ(it)), ce qui

conduit à :

C(θ(it+1)∗
ME ) ≤ C(θ(it)), (9.48)

ce qui montre la décroissance de la fonction de coût avec cette mise à jour. La démonstration
est similaire lorsque a < 1. En d’autres termes, tant que l’on utilise un exposant η∗ qui est
inférieur à l’exposant η̃, on a toujours une garantie de décroissance de la fonction de coût. Il
est donc intéressant de noter, à partir de la figure 9.5, que l’approximation que nous avons
proposée respecte cette condition. Néanmoins, il s’agit d’une observation empirique sur une
échelle réduite, et nous n’avons aucune garantie que cette propriété reste vraie pour toute
valeur de a.

On s’attend donc à constater la décroissance de la fonction de coût à l’approche de la
convergence (lorsque a se rapproche de 1), mais celle-ci n’est pas globalement garantie, no-
tamment pour les premières itérations. On pourrait alors imaginer un algorithme hybride qui
utilise les règles de mises à jour MM pour les premières itérations, puis les règles ME ensuite.
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Méthode Naïve MM ME

ηθ 1
1

2

1

2
+
aθ � log aθ − aθ + 1

(aθ − 1)�2

Tableau 9.1 – Exposant dans les règles de mise à jour pour l’estimation du modèle de Lévy NMF
selon la méthode choisie.

Algorithme 11 Lévy NMF (Approche Majoration-Minimisation)
Entrées :

Données X ∈ RF×T+ ,

Matrices initiales W ∈ RF×K+ et H ∈ RK×T+ ,

Nombre d’itérations Nit.

pour j = 1 à Nit faire

W ←W �
(

[WH]�−1HT

([WH]�X�−1)HT

)�1/2

.

H ← H �
(

W T [WH]�−1

W T ([WH]�X�−1)

)�1/2

.

Normalisation de W et H.

fin pour

Sortie :

W ∈ RF×K+ et H ∈ RK×T+ .

9.2.3 Algorithmes de Lévy NMF

Dans les trois cas que nous avons étudiés, nous avons abouti à des règles de mise à jour
des paramètres W et H qui sont multiplicatives, et qui possèdent une forme similaire :

θ ← θ � a�ηθθ , (9.49)

les paramètres aθ étant donnés par :

aW =
[WH]�−1HT

([WH]�X�−1)HT
et aH =

W T [WH]�−1

W T ([WH]�X�−1)
. (9.50)

L’exposant ηθ est donné, selon la méthode choisie, par le tableau 9.1. On présente dans
l’algorithme 11 la procédure itérative détaillée d’estimation des paramètres du modèle de
Lévy NMF par l’approche MM. La forme des autres algorithmes est donc la même, il suffit
de modifier l’exposant dans les règles de mise à jour conformément aux valeurs données dans
le tableau 9.1.

9.2.4 Interprétation des mises à jour

Nous proposons une interprétation des règles de mise à jour obtenues dans le cadre de
l’approche MM. Plaçons-nous dans le cas K = 1 et supposons que W (f) = 1 pour tout f . La
mise à jour sur H dans l’algorithme de Lévy NMF (par approche MM) s’écrit alors :

H(t)←

√√√√√√ F∑
f

1

X(f, t)

, (9.51)
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et, à titre de comparaison, nous donnons également la mise à jour dans le cas de l’algorithme
de ISNMF Févotte et al. (2009) :

H(t)← 1

F

∑
f

X(f, t). (9.52)

On constate donc que dans l’algorithme de ISNMF, la mise à jour sur H revient à effectuer
une moyenne arithmétique sur les lignes de X, alors que dans l’algorithme de Lévy NMF, on
effectue une opération de moyenne harmonique (élevée à la puissance 1/2).

Considérons que X est de dimensions 10× 10 et ne contient que des 1, à l’exception d’une
entrée (à la t-ième ligne) qui vaut 108. On cherche à factoriser X grâce à un modèle NMF
de rang 1 (c’est-à-dire tel que tous les coefficients de W et H valent 1, à la normalisation
près) : la valeur 108 est donc considérée comme aberrante dans un tel modèle. On souhaite
mettre au point une technique d’estimation du modèle robuste à cette valeur. Supposons qu’à
une itération donnée, on a W (f) = 1 pour tout f , et on cherche à estimer H(t). La mise à
jour dans le modèle de Lévy serait, d’après (9.51), H(t)← 1.05, alors que dans le modèle de
ISNMF, d’après (9.52), elle serait H(t)← 107.

Cet exemple illustre la propriété de robustesse aux valeurs aberrantes de l’algorithme de
Lévy NMF (construit sur une distribution à queue lourde) comparativement à l’algorithme
de ISNMF (construit sur un modèle gaussien, donc à queue non-lourde).

9.3 Estimateur des sources

L’algorithme de Lévy NMF permet d’estimer les paramètres des sources. On cherche à
présent à obtenir un estimateur des sources construit à partir de ces paramètres. Ce qui suit
est valable pour toute loi positive α-stable, et pas uniquement la distribution de Lévy.

Afin de clarifier la démonstration qui suit, on considère dans un premier temps un mélange
de 2 sources uniquement (K = 2) et une seule entrée matricielle. On note alors, pour un jeu
d’indices (f, t), x = X(f, t), s1 = X1(f, t) et s2 = X2(f, t), de sorte à ce que x = s1 + s2. Le
résultat sera par la suite étendu à K sources et à des variables matricielles.

9.3.1 Somme de 2 variables

Soit α ∈]0, 1[. Considérons deux variables s1 et s2 indépendantes et distribuées selon une
loi PαS de paramètres de dispersion σ1 et σ2 respectivement. Nous allons nous inspirer de la
démonstration qui est conduite dans Badeau et Liutkus (2014) (pour des variables aléatoires
SαS) pour obtenir les estimateurs des sources donnés par l’espérance à postériori des sources
sachant les observations, que nous notons ŝ1 et ŝ2. L’estimateur de s1 est donc :

ŝ1 = Es1|x(s1), (9.53)

et par ailleurs, cette espérance est définie si et seulement si la fonction caractéristique de
s1|x, ϕs1|x(t1) = Es1|x(eit1s1), est différentiable en t1 = 0, auquel cas on a (par exemple
d’après Badeau et Liutkus (2014)) :

Es1|x(s1) =
1

i

dϕs1|x

dt1
(0). (9.54)

Ainsi, en déterminant la fonction caractéristique de s1|x puis la dérivée de celle-ci, on pourra
en déduire l’estimateur de s1. L’intérêt de cette méthode est d’utiliser les fonctions caracté-
ristiques de lois stables, alors que l’on ne sait pas exprimer (dans le cas général) leurs densités
de probabilités.
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Étape 1 : Fonction caractéristique de s1|x. Tout d’abord, par stabilité des processus
PαS, x suit une loi PαS de paramètre σ tel que σα = σα1 + σα2 . La fonction caractéristique
d’une telle variable est donnée par :

ϕx(tx) = e−σ
α|tx|α+iΦσα|tx|αsg(tx), (9.55)

où Φ > 0 comme rappelé dans la section 9.1. La fonction caractéristique du vecteur (s1, x)
est :

ϕs1,x(t1, tx) = E(ei(t1s1+txx))

= E(ei(t1s1+tx(s1+s2)))

= E(ei((t1+tx)s1+txs2))

= ϕs1,s2(t1 + tx, tx).

Or, les variables s1 et s2 étant indépendantes, ϕs1,s2(t1 + tx, tx) = ϕs1(t1 + tx)ϕs2(tx). On
obtient donc :

ϕs1,x(t1, tx) = e−σ
α
1 |t1+tx|α−σα2 |tx|α+iΦ(σα1 |t1+tx|αsg(t1+tx)+σα2 |tx|αsg(tx)). (9.56)

Afin d’obtenir la fonction caractéristique de s1|x à partir de celle du vecteur (s1, x), nous
allons utiliser un résultat issu de Samoradnitsky et Taqqu (1994) (eq. (5.1.7) p. 226) :

ϕs1|x(t1) =

∫
R
ϕs1,x(t1, tx)e−itxxdtx∫

R
ϕs1,x(0, tx)e−itxxdtx

. (9.57)

Étape 2 : Dérivation de la fonction caractéristique. La dérivée de la fonction carac-
téristique de s1|x est donnée par :

dϕs1|x

dt1
(t1) =

∫
R

∂ϕs1,x
∂t1

(t1, tx)e−itxxdtx∫
R
ϕs1,x(0, tx)e−itxxdtx

, (9.58)

que l’on applique en t1 = 0 :

dϕs1|x

dt1
(0) =

∫
R

∂ϕs1,x
∂t1

(0, tx)e−itxxdtx∫
R
ϕs1,x(0, tx)e−itxxdtx

. (9.59)

Notons que la relation (9.58) est valable à condition qu’il soit possible de dériver sous le signe∫
, ce que nous montrons ci-après. On distingue deux cas à partir de l’équation (9.56) :

— Si t1 > −tx, on a :

ϕs1,x(t1, tx) = e−σ
α
1 (t1+tx)α−σα2 |tx|α+iΦ(σα1 (t1+tx)α+σα2 |tx|αsg(tx)), (9.60)

et donc :

∂ϕs1,x
∂t1

(t1, tx) = [−ασα1 (t1 + tx)α−1 + iαΦσα1 (t1 + tx)α−1]ϕs1,x(t1, tx) (9.61)
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— Si t1 < −tx, on a :

ϕs1,x(t1, tx) = e−σ
α
1 (−t1−tx)α−σα2 |tx|α+iΦ(−σα1 (−t1−tx)α+σα2 |tx|αsg(tx)), (9.62)

et donc :

∂ϕs1,x
∂t1

(t1, tx) = [ασα1 (−t1 − tx)α−1 + iαΦσα1 (−t1 − tx)α−1]ϕs1,x(t1, tx). (9.63)

On obtient dans les deux cas la même expression de la dérivée :

∂ϕs1,x
∂t1

(t1, tx) = ασα1 [−(t1 + tx)|t1 + tx|α−2 + iΦ|t1 + tx|α−1]ϕs1,x(t1, tx), (9.64)

qui, appliquée en t1 = 0, conduit à :

∂ϕs1,x
∂t1

(0, tx) = ασα1 [−tx|tx|α−2 + iΦ|tx|α−1]ϕs1,x(0, tx), (9.65)

avec :

ϕs1,x(0, tx) = e−σ
α
1 |tx|α−σα2 |tx|α+iΦ(σα1 |tx|αsg(tx)+σα2 |tx|αsg(tx)) (9.66)

= e−(σα1 +σα2 )|tx|α+iΦ(σα1 +σα2 )|tx|αsg(tx). (9.67)

Revenons à présent sur la dérivation sous l’intégrale (9.59). Pour montrer qu’il est possible
d’écrire cette dérivée, nous allons prouver que :

∂
∫
R+
ϕs1,x(t1, tx)e−itxxdtx

∂t1
(t1 = 0) =

∫
R+

∂ϕs1,x
∂t1

(0, tx)e−itxxdtx, (9.68)

∂
∫
R− ϕs1,x(t1, tx)e−itxxdtx

∂t1
(t1 = 0) =

∫
R−

∂ϕs1,x
∂t1

(0, tx)e−itxxdtx. (9.69)

Montrons l’équation (9.68) (la preuve est similaire pour (9.69)). Il nous faut trouver une borne
supérieure de

∣∣∣∂ϕs1,x∂t1
(t1, tx)e−itxx

∣∣∣. Comme α ∈]0, 1[, on montre avec les équations (9.56)
et (9.64) que :

∀t1 ∈ R+, ∀tx ∈ R+\{0},
∣∣∣∣∂ϕs1,x∂t1

(t1, tx)e−itxx
∣∣∣∣ ≤ g(t1 + tx)h(tx) ≤ ‖g‖∞h(tx) (9.70)

avec g(t) = ασα1
√

1 + Φ2e−σ
α
1 |t|α ∈ L∞(R+) et h(t) = 1

|t|1−α e
−σα2 |t|α ∈ L1(R+). Comme la

borne (terme de droite dans (9.70)) est indépendente de t1 et intégrable au sens de Lebesgue
sur R+\{0},et comme {0} est un ensemble négligeable, on peut conclure que :

∀t1 ∈ R+,
∂
∫
R+
ϕs1,x(t1, tx)e−itxxdtx

∂t1
=

∫
R+

∂ϕs1,x
∂t1

(t1, tx)e−itxxdtx, (9.71)

ce qui prouve l’équation (9.68). La preuve de (9.69) étant similaire, on montre finalement (9.59).
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Étape 3 : Intégration du numérateur dans (9.59). Calculons la dérivée du terme
ϕ̃(tx) = ϕs1,x(0, tx) par rapport à tx. On peut appliquer la même technique que précédemment
(découper R en deux parties pour éliminer la valeur absolue) dans l’équation (9.67), et on a
alors :

dϕ̃

dtx
(tx) = α(σα1 + σα2 )[−tx|tx|α−2 + iΦ|tx|α−1]ϕs1,x(0, tx). (9.72)

Ainsi, en combinant les équations (9.65) et (9.72), on obtient la relation :

∂ϕs1,x
∂t1

(0, tx) =
σα1

σα1 + σα2

dϕ̃

dtx
(tx). (9.73)

L’équation (9.73) est utile car elle nous permet de calculer l’intégrale au numérateur dans
l’équation (9.59). En effet :∫

R

∂ϕs1,x
∂t1

(0, tx)e−itxxdtx =
σα1

σα1 + σα2

∫
R

dϕ̃

dtx
(tx)e−itxxdtx, (9.74)

et une intégration par parties permet d’écrire 1 :∫
R

dϕ̃

dtx
(tx)e−itxxdtx = −

∫
R
ϕ̃(tx)

d(e−itxx)

dtx
dtx = ix

∫
R
ϕ̃(tx)e−itxxdtx. (9.75)

En combinant les équations (9.74) et (9.75), on obtient :∫
R

∂ϕs1,x
∂t1

(0, tx)e−itxxdtx = i
σα1

σα1 + σα2
x

∫
R
ϕs1,x(0, tx)e−itxxdtx, (9.76)

et on ré-injecte cette expression dans (9.59), ce qui conduit à :

dϕs1|x

dt1
(0) = i

σα1
σα1 + σα2

x. (9.77)

Étape 4 : Obtention de l’estimateur. Finalement, en utilisant (9.77) avec (9.53) et (9.54),
on obtient l’estimateur de la source s1 :

ŝ1 =
σα1

σα1 + σα2
x. (9.78)

De façon complètement analogue, on a naturellement l’estimateur de la source s2. Ainsi, pour
K = 2, on a le résultat suivant :

∀k ∈ J1,KK, ŝk =
σαk
K∑
l=1

σαl

x. (9.79)

Remarque : En fait, ce résultat reste valable pour n’importe-quelle valeur de β (nous
avons ici supposé qu’il valait 1 pour se placer dans le cas des distributions PαS). En effet, si
α ∈]0, 1[, la fonction caractéristique (9.55) devient :

∀tx ∈ R, ϕx(tx) = Ex(eitxx) = e−σ
α|tx|α+iβΦσα|tx|αsg(tx), (9.80)

Ainsi, si on remplace Φ par βΦ dans notre démonstration, le résultat reste valable. La nouvelle
constante βΦ peut cependant s’annuler (pour β = 0), ce qui perturbe la démonstration, mais
la distribution est alors symétrique α-stable (SαS) : le résultat (9.79) est toujours valable,
comme démontré dans Liutkus et Badeau (2015).

1. En toute rigueur, cette intégration par partie fait intervenir le produit des termes non dérivés évalué en
+∞ et −∞. Or ce produit de termes a pour module e−(σα1 +σα2 )|tx|α , il est donc nul en ±∞.
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9.3.2 Somme de K variables

Nous montrons à présent que (9.79) est valable quelque soit le nombre de sources K.
Considérons une somme de K ≥ 2 variables sk qui suivent une loi PαS de paramètre σk. On
définit alors, ∀k ∈ J1,KK, s̃k =

∑
l 6=k sl. Ainsi :

sk + s̃k = x, (9.81)

et par propriété de stabilité des lois PαS, s̃k est aussi une variable PαS de paramètre σ̃k telle
que σ̃αk =

∑
l 6=k σ

α
l . On utilise alors (9.79) avec les deux sources sk and s̃k :

ŝk =
σαk

σαk + σ̃αk
x =

σαk

σαk +
∑
l 6=k

σαl
x =

σαk∑
l

σαl
x. (9.82)

Comme ce résultat est valable quel que soit k ∈ J1,KK, l’équation (9.79) est donc valable pour
tout K. Enfin, on peut écrire ce résultat matriciellement en considérant que tous les entrées
de X sont indépendantes :

X̂k =
σ�αk∑
l

σ�αl

�X. (9.83)

En conclusion, nous avons démontré que le filtrage de Wiener généralisé (9.83) déjà justifié
par Liutkus et Badeau (2015) dans le cas des distributions SαS, restait valable pour les
distributions PαS. Nous avons à présent un outil pour estimer des sources à partir de mélange
de données non-négatives.

Dans le cas du modèle de Lévy NMF, on a donc, ∀k ∈ J1,KK,

X̂k =
σ
�1/2
k∑

l

σ
�1/2
l

�X =
WkHk∑
l

WlHl

�X, (9.84)

où Wk (resp. Hk) désigne la k-ième colonne (resp. ligne) de la matrice W (resp. H).
Remarque : Cet estimateur des sources est généralement optimal au sens des moindres

carrés (estimateur MMSE). Néanmoins, pour montrer que c’est le cas, il faut prouver que la
variance de sk|x est bien définie (c’est le cas pour des distributions gaussiennes).

9.4 Expériences

Nous menons une série d’expériences pour montrer l’intérêt des distributions PαS et de
l’algorithme de Lévy NMF pour diverses applications. Les données utilisées sont des mélanges
de notes de piano issues de la base MAPS Emiya et al. (2010), des morceaux de guitare issus de
la base IDMT-SMT-GUITAR Kehling et al. (2014), et des extraits de morceaux de musique
polyphoniques issus de la base DSD100 Ono et al. (2015). Les signaux sont échantillonnés
à 44100 Hz. La TFCT est calculée avec une fenêtre de Hann de longueur 93 ms et 75 % de
recouvrement. Plusieurs méthodes sont comparées :

— ISNMF : NMF avec divergence d’Itakura-Saito, correspondant au modèle gaussien Fé-
votte et al. (2009) ;

— KLNMF : NMF avec divergence de Kullback-Leibler, correspondant au modèle de Pois-
son Virtanen et al. (2008) ;
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Figure 9.6 – Évolution de la fonction de coût au cours des itérations pour les différentes approches
retenues pour l’algorithme de Lévy NMF.

— Cauchy NMF : modèle de Cauchy Liutkus et al. (2015) ;
— Lévy NMF : modèle de Lévy, présenté dans ce chapitre ;
— RPCA : Analyse en Composantes Principales Robuste Candès et al. (2011). Nous avons

utilisé l’implémentation Huang et al. (2012). Il est en effet intéressant de comparer les
approches NMF sus-citées à la PCA robuste, car celle-ci est précisément utilisée pour
sa robustesse aux bruits, ce qui, on le verra, est l’un des atouts de la Lévy NMF.

Les algorithmes utilisent 200 itérations (sauf explicitement mentionné), valeur pour la-
quelle la convergence est observée et au-delà de laquelle les résultats ne sont pas améliorés.

9.4.1 Algorithmes de Lévy NMF

Ces premières expériences étudient certaines propriétés des algorithmes de Lévy NMF
présentés dans la section 9.2.

Convergence des algorithmes

Nous testons les différents algorithmes sur un extrait de la base DSD100 Ono et al.
(2015), qui est un morceau de musique polyphonique. Nous effectuons une Lévy NMF par les
différentes approches avec un ordre de factorisation K = 40 et 30 itérations. Nous traçons
sur la figure 9.6 la fonction de coût (qui est, rappelons-le, la divergence IS entre le modèle
[WH]�2 et les données X, ici le spectrogramme d’amplitude du signal) pour les différentes
approches : naïve, MM et ME.

Nous constatons tout d’abord que l’utilisation de l’approche naïve produit une fonction
de coût non monotone. En outre, la convergence n’est pas observée (même en augmentant
significativement le nombre d’itérations). Les approches MM et ME, quant à elles, conduisent
à une fonction de coût décroissante. Conformément à notre résultat théorique, l’approche ME
fait décroître la fonction de coût plus lentement que l’approche MM durant les premières
itérations, mais à proximité du minimum local, c’est-à-dire pour les dernières itérations, cette
approche permet une décroissance de la fonction de coût légèrement plus importante.

Nous utiliserons néanmoins l’approche MM dans la suite des expériences, préférant en
effet avoir une garantie de décroissance de la fonction de coût. En outre, les résultats obtenus
par les deux approches ne diffèrent pas significativement.
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Figure 9.7 – Robustesse des algorithmes de NMF à l’initialisation (écart-type moyen de la
distribution d’erreur pour plusieurs initialisation aléatoires).

Robustesse à l’initialisation

Nous proposons de tester la robustesse à l’initialisation, c’est-à-dire la capacité d’un algo-
rithme à converger vers la même solution, avec des valeurs initiales différentes. Pour ce faire,
nous considérons des signaux de mélanges de notes de piano issus de la base MAPS. Afin
de mesurer la robustesse à l’initialisation, nous reconstruisons, par application du filtrage de
Wiener généralisé (9.83), les spectrogrammes d’amplitude des différentes sources X̂k, ce qui
permet de calculer l’erreur moyenne de reconstruction :

1

K

∑
k

||Xk − X̂k||2. (9.85)

Cette erreur est calculée pour 30 initialisations aléatoires et pour chaque méthode. On mesure
la robustesse à l’initialisation par l’écart-type de la distribution de l’erreur (9.85) : plus celui-
ci est faible, plus l’erreur est concentrée autour de sa moyenne, plus l’algorithme est alors
dit robuste. Enfin, cet écart-type est moyenné sur 30 signaux différents, l’écart-type moyen
étant représenté sur la figure 9.7. On constate que l’algorithme de Lévy NMF est le plus
robuste parmi les 4 considérés. C’est un avantage pour des applications pratiques puisque une
variation de l’initialisation conduit à faire moins varier le résultat de la factorisation qu’avec
les autres approches.

9.4.2 Représentation de bruits impulsionnels

Nous testons à présent la capacité du modèle de Lévy NMF à représenter des bruits de
nature impulsive. Pour ce faire, nous considérons des données synthétiques qui sont créées
en générant K = 5 paires de composantes W et H, obtenues en prenant la puissance qua-
trième d’un bruit blanc gaussien (ce qui permet d’obtenir des composantes parcimonieuses).
Le produit obtenu WH est alors de dimensions F × T = 50 × 50. On utilise celui-ci comme
paramètre d’échelle de distributions PαS (σ�α = WH) pour diverses valeurs de α, notam-
ment de faibles valeurs (comprises entre 0.01 et 0.5) : cela permet de représenter des signaux
très impulsionnels. Pour générer ces signaux tests, on utilise la boîte à outils Weron (2010).
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Figure 9.8 – Mesures de la qualité d’estimation des paramètres d’échelle.

On applique alors les différentes méthodes d’estimation des paramètres d’échelle σ̂ sur ces
données. Le rang de la factorisation est choisi à 5. Afin de quantifier la qualité d’estimation
des paramètres d’échelle, on utilise deux mesures, similairement à ce qui est fait dans Liutkus
et al. (2015) :

— La α-dispersion Lα =
∑
f,t

|σ(f, t)− σ̂(f, t)|1/α ;

— La divergence de Kullback-Leibler DKL =
∑
f,t

σ(f, t) log
σ(f, t)

σ̂(f, t)
− σ̂(f, t) + σ(f, t).

On calcule ces deux indicateurs (moyennés sur 100 signaux synthétiques) pour chaque
méthode et diverses valeurs de α. Les résultats sont présentés sur la figure 9.8.

Le modèle de Lévy NMF fournit des résultats comparables à la RPCA et à la Cauchy
NMF. En particulier, pour de petites valeurs de α (bruits très impulsionnels), la Lévy NMF
fournit des résultats légèrement meilleurs que les autres. Cela montre le potentiel de ce modèle
pour représenter des signaux de nature variable, qui peuvent aller jusqu’à des bruits très
impulsionnels.

9.4.3 Applications

Nous proposons enfin de tester la Lévy NMF dans le cadre de plusieurs applications sur
des données réalistes.

Restauration de signaux de musique corrompus synthétiquement

Nous reprenons l’idée de l’expérience précédente mais cette fois-ci en considérant des
morceaux de musique réels, qui sont corrompus synthétiquement avec des bruits impulsionnels
dans le domaine TF. Bien que ces bruits ne soient pas très réalistes, cela illustre le potentiel
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Figure 9.9 – Reconstruction de spectrogrammes corrompus grâce à diverses méthodes.

de notre technique en matière de robustesse par rapport à des bruits impulsionnels pour une
tâche de restauration de signaux audio.

Les signaux considérés sont issus de la base IDMT-SMT-GUITAR Kehling et al. (2014)
et sont de courts extraits de morceaux de guitare. Nous traçons sur la figure 9.9 divers spec-
trogrammes que l’on obtient après débruitage par simple application des méthodes de NMF
et de RPCA (KLNMF et ISNMF conduisent à des résultats similaires, de même que RPCA,
Cauchy NMF et Lévy NMF). On constate que la Lévy NMF semble très robuste aux bruits
et que l’estimation des paramètres d’échelle n’est pas perturbée par ceux-ci. Aucun modèle
de bruit n’est injecté dans le modèle, ce qui traduit la robustesse naturelle du modèle de Lévy
NMF aux bruits impulsionnels.

Ce constat est quantifiable par la divergence KL mesurée entre les spectrogrammes ori-
ginaux et restaurés. On présente celle-ci sur la figure 9.10. On constate que la Lévy NMF
conduit aux meilleurs résultats (c’est-à-dire à la plus basse divergence KL), ce qui confirme
l’intuition préalablement faite à partir des spectrogrammes.

On reconstruit ensuite les signaux temporels en appliquant la phase du signal original non
bruité (ce qui est un cas Oracle, mais n’a aucune justification théorique) aux spectrogrammes
estimés. On mesure la qualité de reconstruction par le SDR Vincent et al. (2006) et on
présente les résultats sous forme de boîtes à moustaches sur la figure 9.10. On constate que
la Lévy NMF donne les meilleurs résultats, confirmant le potentiel de celle-ci comme un
outil d’estimation de paramètres très robuste aux bruits impulsionnels dans le domaine TF,
notamment dans le cas de signaux audio.

Nous avons enfin mené une expérience complémentaire, qui consiste à informer le modèle
ISNMF par la localisation des bruits : on applique alors une ISNMF pondérée Limem et al.
(2013) par un masque qui vaut 0 pour les points TF corrompus, et 1 ailleurs. Les résultats s’en
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Figure 9.10 – Qualité de restauration des spectrogrammes mesurée par la divergence KL (gauche)
et de reconstruction de signal mesurée par le SDR (droite).

voient améliorés (on passe en moyenne de 9 u. environ 2 pour la ISNMF non informée à 3.8
u. pour la ISNMF pondérée). Néanmoins, les résultats restent moins bons que ceux obtenus
avec la Lévy NMF (environ 3.2 u.) sachant que celle-ci n’est pas informée. Cela traduit la
supériorité de ce modèle, qui mène de façon aveugle à des performances meilleures que certains
modèles informés (ISNMF pondérée) ou construits sur des propriétés de robustesse (RPCA).

Rehaussement de l’accompagnement musical

Nous considérons 30 signaux tirés de la base DSD100, composés d’une piste d’accom-
pagnement et d’une piste comportant la voix chantée. En appliquant une Lévy NMF (sans
aucun à priori ou modèle sur la voix), on s’attend à ce que la voix, traitée comme du bruit,
soit partiellement supprimée au profit de l’accompagnement. On choisit un rang de factori-
sation égal à 30 et 200 itérations de NMF. L’accompagnement est alors estimé par filtrage
de Wiener généralisé pour les différentes méthodes. Dans le cas de la Lévy NMF (et de la
RPCA), on applique la phase du mélange aux amplitudes estimées (ce qui pourrait être amé-
lioré par une technique plus avancée de reconstruction de phase). On calcule enfin le SDR
entre l’accompagnement musical original et sa version estimée. Les résultats sont présentés
sur la figure 9.11.

On constate que les méthodes Cauchy NMF, RPCA et Lévy NMF donnent des résultats
similaires et supérieures aux techniques plus traditionnelles de ISNMF et KLNMF (avec un
très léger avantage pour la Lévy NMF). Perceptivement, ce sont les seules méthodes sur
lesquelles on entend effectivement un rehaussement de l’accompagnement musical et une quasi-
suppression de la partie voix. Cette expérience montre donc le potentiel de Lévy NMF pour
de telles applications (ainsi que celui de modèles comme Cauchy NMF).

Application à la spectroscopie de fluorescence

L’intérêt du modèle de distribution PαS est de traiter directement des données non-
négatives. Les expériences précédentes ont montré le potentiel de la Lévy NMF, mais dans
le cadre de données audio, qui sont intrinsèquement complexes. L’avantage par rapport à la
méthode Cauchy NMF n’apparait donc pas clairement. Cette dernière possède en effet des pro-

2. On désigne par u. l’unité du logarithme de la divergence de Kullback-Leibler, par commodité d’écriture.
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Figure 9.11 – Qualité du rehaussement de l’accompagnement (SDR en dB).

priétés similaires (stabilité, robustesse) et pourrait paraître plus adapté pour des applications
audio, puisque la loi de Cauchy modélise directement des données complexes.

Le principal intérêt de la Lévy NMF est la modélisation et l’estimation de données non
négatives, aussi nous proposons une application différente de l’audio, où son potentiel peut
être encore davantage révélé. Dans un tel contexte, les modèles de type Cauchy NMF ou même
ISNMF (gaussiennes complexes) ne sont pas appropriés. Nous avons choisi de considérer l’ap-
plication de séparation de sources pour des données issues de la chimie, et plus spécifiquement
de la spectroscopie de fluorescence Liu et al. (2013).

Pour cette application, les données considérées sont des spectres d’émission de certaines
espèces chimiques : une fois une espèce excitée par une lumière incidente à une certaine
longueur d’onde (365 nm pour nos données), elle émet avec une intensité variable selon la
longueur d’onde d’émission considérée. En séparant le spectre d’émission d’un mélange d’es-
pèces données, on peut alors estimer les espèces chimiques pures qui composent le mélange
(spectres W ), et dans quelles proportions (matrice de concentration H).

Le jeu de données dont nous disposons est celui employé dans Gobinet et al. (2004) 3.
Ce jeu de données est composé de spectres d’émission d’un grain de blé, dans la bande de
longueurs d’onde allant de 350 à 670 nm (avec une précision d’environ 2.5 nm, soit F = 128
canaux fréquentiels). Ces spectres sont obtenus en différents points d’une section de grain (sur
une grille de 20× 20 points), ce qui conduit à T = 400 spectres en tout.

Les spectres d’émission de grains de blé sont composés principalement de 3 composantes,
qui sont les spectres de l’acide férulique, de l’acide férulique libre et de l’acide paracouma-
rique. Nous avons à notre disposition les spectres de ces composés purs. Ne connaissant pas
les concentrations exactes des espèces dans nos mélanges, on commence par appliquer une
NMF dans un cas "Oracle", en supposant les spectres des composantes isolées connues et en
n’estimant que les concentrations (c’est-à-dire la matrice H). Cela nous donne un point de
référence qui servira par la suite à mesurer l’erreur de séparation de sources. La figure 9.12
illustre les cartes de concentrations obtenues pour les différents composants dans le cas Oracle
(c’est donc une carte de 20× 20 coordonnées spatiales).

Ensuite, nous effectuons sur les mélanges diverses NMF aveugles (en apprenant donc
les spectres et les concentrations) utilisées dans la littérature dédiée à la spectroscopie de
fluorescence : NMF avec distance Euclidienne (Euc) Gobinet et al. (2004); Montcuquet

3. Les mesure ont été effectuées à l’INRA Montpellier et nous ont été fournies par Cyril Gobinet, l’auteur
de cet article. Nous en profitons donc pour le remercier.
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Figure 9.12 – Cartographie des concentrations des diverses espèces obtenues dans le cas Oracle.
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Figure 9.13 – Spectres d’émission (normalisés) réels et estimés par différentes méthodes pour les 3
composantes.

et al. (2009) et NMF avec divergence KL Gobinet et al. (2005). Les spectres obtenus sont
représentés sur la figure 9.13. On constate le potentiel du modèle de Lévy NMF pour apprendre
avec une certaine précision des spectres à partir de mélanges, avec des résultats similaires
aux autres méthodes de NMF. On remarquera notamment que la Lévy NMF a tendance à
approcher les spectres de référence par valeurs supérieures.

On peut alors estimer les sources par filtrage de Wiener généralisé. Pour chaque source
et pour chaque méthode, on évalue la qualité de l’estimation par la corrélation entre les
sources Oracle et estimées. Le résultat est présenté sur la figure 9.14. On constate que la
reconstruction des sources par Lévy NMF conduit à un résultat plus proche de l’oracle que
les autres approches. Cela confirme donc le potentiel de la Lévy NMF pour des applications
de séparation de sources non-négatives.
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Figure 9.14 – Qualité de la reconstruction des sources pour différentes méthodes NMF.

9.5 Conclusion

Nous avons introduit dans ce chapitre les distributions positives α-stables pour représenter
des données non-négatives. En prenant le cas particulier de la distribution de Lévy, nous avons
mis au point une procédure d’estimation des paramètres des sources dans un mélange, par un
modèle NMF estimé de différentes façons. Un estimateur des sources généralisant le filtrage
de Wiener a également été obtenu. Expérimentalement, nous avons constaté le potentiel de
cet outil en ce qui concerne sa robustesse au bruit impulsionnel dans le domaine TF, et vu
qu’il était compétitif avec d’autres méthodes de l’état de l’art pour diverses tâches.

De nombreuses disciplines s’intéressent à la modélisation et à la séparation de données
non-négatives par approches NMF, comme la physique appliquée Sajda et al. (2004) ou la
vision par ordinateur Lee et Seung (1999). Par ailleurs, la distribution de Lévy est utilisée
dans divers domaines tels que l’optique Rogers (2008) ou l’analyse du champ magnétique
terrestre Carbone et al. (2006).

Outre les nombreuses applications potentielles, la méthode présentée dans ce chapitre peut
servir de fondation à des techniques plus avancées. En estimant les paramètres au sens MAP,
il est possible d’intégrer certaines informations sur les matrices W (comme l’harmonicité) et
H (parcimonie, continuité temporelle), et ainsi obtenir des résultats plus satisfaisants. Dans
le cas général des distributions PαS, il serait intéressant de mettre en place une technique
d’estimation (basée sur les MCMC par exemple) afin de pleinement exploiter le potentiel de
ces distributions pour la modélisation robuste de données non négatives. Alternativement,
on pourrait s’intéresser aux distributions inverse-gamma Kounades-Bastian et al. (2016),
dont la loi de Lévy est un cas particulier, et dont la densité est exprimable analytiquement.
Néanmoins, cette famille de lois n’est pas additive dans le cas général, et il n’est pas évident
d’obtenir la loi d’une somme de variables inverse-gamma Witkovsky (2001), ce qui requiert
la mise en place de méthodes variationnelles.

Nous avons considéré, dans nos expériences en audio, que les spectrogrammes d’amplitude
suivaient une loi de Lévy : il est possible que de meilleurs résultats soient obtenu en modélisant
non plus les spectrogrammes d’amplitude, mais des spectrogrammes fractionnaires, comme le
suggèrent certains résultats récents sur le sujet Liutkus et Badeau (2015); Voran (2015).
Enfin, ces modèles pourraient être combinés à un modèle de phase non uniforme (cf. chapitre 8)
pour la séparation de sources audio.
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Cet ultime chapitre vise à conclure ce travail de thèse. Nous dressons un bilan de nos
contributions dans la section 10.1, et nous suggérons quelques directions de recherche qui pro-
longent et/ou complètent ce travail dans la section 10.2. Enfin, nous résumons les publications
qui ont résulté de nos travaux dans la section 10.3.

10.1 Contributions

La première contribution de cette thèse a été de de montrer la nécessité de la reconstruction
de phase dans la séparation de sources par approche NMF. Ce sujet a été durant longtemps
considéré d’importance moindre que l’estimation des amplitudes. Notre étude comparative
du chapitre 3 a montré que la qualité de la séparation de sources était limitée par celle
de l’estimation des phases des composantes. Une direction prometteuse a été identifiée : la
reconstruction de phase basée sur la modélisation de signaux.

Une partie importante de ce travail de thèse a consisté en l’utilisation de modèles sinu-
soïdaux qui fournissent des contraintes de phases dans le domaine TF. Nous avons contribué,
par une nouvelle approche pour l’estimation des paramètres, à rendre cette technique très
générale et applicable à une grande variété de signaux, notamment inharmoniques et non
stationnaires. Nous avons intégré cette approche dans le cadre de deux applications réalistes :
le débruitage audio ainsi que la séparation de sources, via une approche déterministe et un
modèle probabiliste. Les résultats obtenus ont confirmé le potentiel des modèles de signaux
pour la mise au point de techniques efficaces de reconstruction de phase.

Pour reconstruire les phases dans les trames d’attaque, nous avons proposé un modèle basé
sur la répétition des évènements audio. Il s’agit là d’une contribution originale, puisque c’est,
à notre connaissance, la première fois que le caractère répétitif des évènements qui composent
les signaux sources est exploité pour la reconstruction de phase, alors que cette propriété est
communément utilisée pour estimer les spectrogrammes. Nous avons également intégré cette
propriété à un modèle de mélange pour la séparation de sources dans les trames d’attaques.

Nous sommes ensuite revenus à une problématique d’estimation conjointe d’amplitudes
et de phases. Nous avons proposé un modèle inspiré de la NMF complexe, qui inclut des
contraintes sur les phases des composantes, utilisant donc les modèles précédemment intro-
duits. À la différence des approches similaires existantes, notre méthode ne requiert pas l’in-
jection d’information externe (de type partition) ni la restriction à une classe de signaux
particulière (harmoniques et stationnaires). Cette méthode est donc adaptée à la séparation
aveugle de sources.

Dans le but de mettre au point un modèle complet de sources complexes à phases non-
uniformes, nous avons étudié une famille de distributions à support non-négatif pour la mo-
délisation des spectrogrammes d’amplitudes : les distributions positives α-stables. Celles-ci
allient robustesse aux valeurs aberrantes et stabilité par somme. De façon quelque peu ortho-
gonale au fil conducteur de cette thèse (la reconstruction de phase), nous avons ainsi mis au
point un modèle de mélange basé sur ces distributions, et proposé un cadre complet pour la
séparation de sources non-négatives. Outre les bonnes performances obtenues sur des données
audio, ce type de modèles peut trouver des applications dans d’autres domaines de recherche.

10.2 Perspectives

10.2.1 Transformées multi-résolutions pour la reconstruction de phase

Les résultats du chapitre 4 ont montré que la technique de déroulé linéaire appliquée "à
l’aveugle" (sans tenir compte d’une information supplémentaire comme la phase du mélange
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dans le cadre de la séparation de sources) avait tendance à créer deux types d’artéfacts : le
bruit musical et la perte de précision au niveau des transitoires. Ces artéfacts sont étroitement
liés aux paramètres de la TFCT utilisés, et la recherche d’un compromis entre ces deux
types de perturbations fait écho au compromis fondamental de l’analyse temps-fréquence
entre résolution temporelle et fréquentielle. Pour pallier ce problème inhérent à la TFCT,
des transformations alternatives ont été proposées. Elles reposent sur le principe de multi-
résolution : c’est le cas par exemple de la transformée à Q-constant Fillon et Prado (2012),
adaptée à l’audio, de la transformée en ondelettes Mallat (1998), ou encore de la TFCT à
fenêtre variable Kwok et Jones (2000).

Il pourrait donc être intéressant de calculer la "phase" de mélanges de sinusoïdes dans de
telles représentations. Des algorithmes similaires au notre pourraient être obtenus, mais appli-
qués à des représentations TF qui permettent de s’affranchir de cette recherche de compromis
entre résolutions. Des versions sophistiquées du vocodeur de phase existent, et sont basées
sur le fait de traiter spécifiquement les transitoires d’attaque afin de réduire le phénomène
de phasiness Röbel (2003b). Ainsi, un cadre multi-résolution semble approprié pour lever ce
type de verrous, et pourra notamment être utilisé pour la reconstruction de phase.

10.2.2 Phases dans les trames d’attaque

Modèles d’attaque Les résultats obtenus dans le chapitre 4 sur la reconstruction des
phases de transitoires d’attaque étaient prometteurs, mais il apparaît clairement qu’il existe
une nette marge de progression pour cette tâche. En effet, le modèle que nous avons proposé
(impulsion) reste peu expressif de la diversité rencontrée dans les signaux réels. Il pourrait
être intéressant d’étudier un modèle de mélange d’impulsions, dont il faudrait alors détecter
les "temps d’attaque" multiples. Plus généralement, modéliser les dépendances entre canaux
fréquentiels dans les trames d’attaque par filtrage ARMA Leglaive et al. (2016a) est une
idée intéressante qui généralise le modèle d’impulsion.

Une approche différente pourrait également se trouver dans l’acoustique musicale, où les
relations de phase entre partiels ont été étudiées Galembo et al. (2001), et appliquées avec de
bons résultats préliminaires à la séparation de sources par NMF complexe contrainte Kirch-
hoff et al. (2014). Notons enfin qu’il serait intéressant d’étudier la pertinence de la phase des
attaques en tant que descripteur du timbre : on sait en effet que les attaques sont un élément
fondamental de la perception du timbre d’un instrument, aussi il pourrait être judicieux d’en
étudier spécifiquement la phase, afin d’évaluer si celle-ci joue ou pas un rôle prépondérant
dans la reconnaissance des instruments.

Enfin, les modèles que nous avons proposés dans cette thèse n’étaient pas dédiés aux sons
percussifs. Nous avons constaté, dans les expériences du chapitre 4, que combiner un modèle
d’impulsion avec celui de mélange de sinusoïdes ne donnait pas de résultats satisfaisants. Une
direction intéressante pour traiter ces sons est d’utiliser des atomes spectraux avec un modèle
de NMF convolutive, comme c’est proposé dans Laroche et al. (2017). Cette approche permet
de rendre compte du caractère fortement non-stationnaire de ces signaux. En étendant ces
modèles à des atomes complexes, donc en prenant en compte la phase de ces signaux, on peut
espérer améliorer la qualité des résultats obtenus.

Répétition des phases d’attaque Outre la modélisation des transitoires d’attaque dans le
domaine TF, nous avons également proposé d’utiliser leur caractère répétitif pour contraindre
la phase (cf. chapitre 6). Ce modèle a donné quelques bons résultats dans le cas Oracle où les
amplitudes sont égales à la vérité terrain, mais n’a pas vraiment amélioré les performances
par rapport à une approche non contrainte dans un cas réaliste, celui du chapitre 7, où les
amplitudes ne sont plus connues. Ce modèle pourrait être affiné en tenant compte du fait
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que l’attaque ne concerne en réalité pas qu’une seule trame, mais plusieurs (en raison du
caractère redondant de la TFCT). Ainsi, nous pourrions mettre au point un modèle inspiré de
la notion de consistance "locale" (au niveau des attaques), qui serait contraint par un modèle
de répétition.

10.2.3 Données non-négatives

Les distributions PαS introduites dans le chapitre 9 sont un outil prometteur pour la
modélisation et la séparation de données non-négatives. Néanmoins, nous nous sommes limités,
pour les applications pratiques, à la distribution de Lévy, qui est la seule à posséder une
densité exprimable analytiquement. Cependant, nous pourrions envisager de mettre en place
un modèle plus général de somme de sources PαS, dont les paramètres seraient par la suite
estimés grâce à des techniques plus avancées, comme les méthodes MCMC Simsekli et al.
(2015).

Dans une direction quelque peu similaire, on pourrait s’intéresser aux distributions inverse-
gamma, dont la loi de Lévy est également un cas particulier. Cette famille de distributions,
qui modélise des données non-négatives, a une densité qui s’écrit analytiquement de façon
simple dans le cas général, néanmoins elle n’est pas additive. Aussi, des méthodes d’inférence
variationnelle pourraient être mises en oeuvre pour estimer ces modèles Kounades-Bastian
et al. (2016).

Plus spécifiquement en audio, il est pertinent de s’interroger non seulement sur la distri-
bution la plus appropriée pour modéliser les données, mais également sur la nature même
de ces données : la problématique du choix de l’exposant optimal de spectrogramme Voran
(2015) résume bien cette question. Des expériences plus poussées pourraient être conduites
pour obtenir une combinaison optimale (en ce qui concerne la fidélité aux données) d’une
puissance de spectrogramme et d’un paramètre de forme de distribution (comme l’exposant
α pour les lois stables). Cette problématique rejoint d’ailleurs une perspective précédente sur
le travail sur une représentation multi-résolution, et plus généralement sur une représentation
TF alternative à la TFCT. On sait notamment que la MDCT donne de bons résultats en
audio, et que modéliser des coefficients MDCT de signaux audio par des lois de Student est
un choix relativement précis Févotte et Godsill (2005). Aussi, il est prometteur de s’in-
téresser à des représentations de signaux audio alternatives à la TFCT, dans lesquelles nous
avons une meilleure maîtrise du comportement de ces données.

10.2.4 Modèle de sources complexes à phase non-uniforme

Afin de mettre au point un modèle complet de sources décrivant aussi bien les phases que
les amplitudes, on pourra reprendre l’idée du chapitre 8, qui consiste à supposer que la phase
suit une loi de Von Mises (donc non-uniforme). On pourra compléter ce modèle en supposant
alors que les amplitudes ne sont plus déterministes, mais sont à présent des variables aléatoires
dont il deviendra nécessaire d’estimer les paramètres.

Modèle gaussien anisotrope Une première approche consiste à considérer que les am-
plitudes suivent une loi de Rayleigh. Ce choix est naturel car le modèle gaussien isotrope
classique Févotte et al. (2009) revient à considérer une phase uniforme et une amplitude
de Rayleigh. Nous proposons de conserver la modélisation de l’amplitude par une loi de Ray-
leigh, mais en modélisant à présent la phase par une loi de Von Mises. Cela conduit à un
modèle dans lequel on ne sait pas exprimer analytiquement les densités des sources, aussi il
est approché par un modèle gaussien anisotrope. On illustre sur la figure 10.1 la comparaison
entre modèle originel (Rayleigh+Von Mises) et approché (gaussien anisotrope).
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Figure 10.1 – Histogrammes en 2D d’échantillons générés par le modèle Von Mises + Rayleigh
(gauche) et modèle équivalent gaussien (droite), pour σ = 1, µ = π/3 et κ = 100. Les intersections

des lignes en pointillés correspondent aux valeurs moyennes.

Dans ce nouveau modèle, les distributions des sources Xk dépendent de paramètres θk =
{µk,Wk, Hk} où µk est le paramètre de localisation de la variable de phase, et Wk, Hk cor-
respondent aux paramètres du modèle NMF qui est utilisé pour structurer les paramètres de
dispersion des lois de Rayleigh. Afin d’estimer les paramètres de ce modèle, on peut adop-
ter une approche SAGE (Space-Alternating Generalized EM ), similairement à Bertin et al.
(2010), qui fournit les mises à jour suivantes :

θk ← arg max
θk

Qk(θk, θ), (10.1)

où le critère Qk est défini par Qk(θk, θ) = EXk|X,θ(log p(Xk|θk)). L’étape E consiste à calculer
ce critère (ce qui revient à déterminer les moments à postériori des variables latentes Xk, ce
qui est relativement aisé à faire dans le cas d’un modèle gaussien), et l’étape M consiste à
maximiser celle-ci. Afin d’introduire un à priori sur la forme du paramètre de localisation µk,
on pourra plutôt considérer le critère suivant :

QMAP
k (θk, θ) = EXk|X,θ(log p(Xk|θk)) + log p(µk), (10.2)

l’à priori sur ce paramètre étant donné par une structure en chaînes de Markov, afin de
garantir que la phase reste "proche" du modèle de déroulé linéaire. Il est à noter que ce
modèle dépend de certains paramètres λ et ρ similaires à ceux du chapitre 8 qui reflètent
la forme des distributions choisies (Von Mises et Rayleigh). Aussi, on pourrait aboutir à
un modèle tout à fait similaire en modélisant les amplitudes non plus comme des variables
de Rayleigh, mais comme des variables de Poisson ou Inverse-Gamma, et les phases comme
des variables gaussiennes circulaires ou Cauchy circulaires : seules les expressions de λ et ρ
changeraient.

Nos premiers calculs nous ont permis d’aboutir aux règles de mises à jour sur les paramètres
θk. Par la suite, nous implémenterons celles-ci et effectuerons un certain nombre d’expériences
pour attester du potentiel de ce modèle.

Modèle robuste de sources La mise au point d’un modèle de sources complexes dans le
domaine de la TFCT peut être effectuée, comme on l’a proposé, en modélisant les phases (par
une loi de Von Mises) et les amplitudes (par une loi de Rayleigh). Néanmoins, la loi de Rayleigh
n’est peut-être pas le meilleur candidat pour représenter des spectrogrammes d’amplitude car
ce n’est pas une distribution à queue lourde. Ainsi, la perspective précédente est intéressante
car elle conduit à un modèle dans lequel on peut aisément effectuer un certain nombre de
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calculs, mais n’est cependant pas la piste la plus prometteuse en matière de robustesse et de
fidélité aux données.

On pourrait donc inclure les distributions stables dans ce contexte : les amplitudes sui-
vraient alors une loi PαS. Cela pose néanmoins plusieurs problèmes. En particulier, dans ce
modèle, on ne sait pas exprimer analytiquement la densité du mélange. Même les méthodes
de type MCMC deviennent compliquées à mettre en oeuvre pour estimer ces modèles, dans
lesquels on ne connaît pas la loi des variables latentes. En outre, si on souhaite approcher ce
modèle par un modèle gaussien anisotrope, on se heurte au fait que l’on ne sait pas calculer
les moments de lois PαS : il est donc impossible d’obtenir de cette façon les paramètres du
modèle gaussien équivalent. Enfin, l’intérêt des distributions PαS est initialement de modé-
liser les données d’amplitudes de façon robuste : en approchant notre modèle par un modèle
gaussien, on perd cette propriété de robustesse.

Aussi, on pourrait s’intéresser à une autre famille de distributions : les lois stables multiva-
riées, ou lois elliptiques. Celles-ci sont aux lois normales multivariées ce que les lois stables sont
aux gaussiennes classiques. Elles sont notamment paramétrées par une matrice de forme non-
nécessairement diagonale : ainsi, en structurant cette matrice de forme, on pourrait obtenir
un modèle de sources qui soit à la fois stable par additivité, robuste et à phase non-uniforme.
Il s’agit là d’une piste intéressante car elle pose la question de la justification physique d’une
structuration de la matrice de forme, et également de l’estimation des paramètres du modèle.
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Annexe A

Transformée de Fourier à Court Terme

Le cadre approprié pour l’analyse de signaux musicaux est une représentation Temps-
Fréquence (TF), dans laquelle nous pouvons exploiter la propriété de parcimonie de ces si-
gnaux. Nous rappelons ici quelques définitions et propriétés élémentaires de la Transformée de
Fourier à Court Terme (TFCT) qui est la principale transformation utilisée dans cette thèse.

Définition L’expression de la TFCT X d’un signal x, pour chaque bande de fréquences
f ∈ J0, F − 1K et pour chaque trame temporelle t ∈ Z est :

X(f, t) =

Nw−1∑
n=0

x(n+ tS)wa(n)e−2iπ f
F
n, (A.1)

où wa est une fenêtre d’analyse de longueur Nw (elle est nulle en dehors de son support, donc
on peut sans perte de généralité écrire la somme sur Z) et S est le décalage temporel (exprimé
en échantillons) entre deux trames successives.

TFCT inverse Pour resynthétiser un signal temporel à partir d’une TFCT Y , on applique
la Transformée de Fourier Discrète (TFD) inverse à chaque trame, et celle-ci est multipliée
par une fenêtre appelée fenêtre de synthèse et notée ws :

ys(t, n) =

F−1∑
f=0

Y (f, t)ws(n)e2iπ f
F
n. (A.2)

On ajoute ensuite les signaux obtenus ys pour reconstituer le signal de départ par addition-
recouvrement (procédure Overlap-Add ou OLA) :

y(n) =
∑
t∈Z

ys(t, n− tS). (A.3)

Il est à noter que plusieurs conventions d’écriture de la TFCT inverse existent. En particulier,
la plupart des expressions utilisées dans la littérature utilisent un facteur 1/F dans l’expression
de la transformée inverse.
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Reconstruction parfaite La reconstruction parfaite est obtenue lorsque ∀n ∈ Z, y(n) =
x(n), où y est la TFCT inverse de la TFCT de x. On a :

y(n) =
∑
t∈Z

ys(t, n− tS)

=
∑
t∈Z

F−1∑
f=0

Y (f, t)ws(n− tS)e2iπ f
F

(n−tS)

=
∑
t∈Z

F−1∑
f=0

∑
m∈Z

x(m+ tS)wa(m)e−2iπ f
F
mws(n− tS)e2iπ f

F
(n−tS)

=
∑
t∈Z

∑
m∈Z

x(m+ tS)wa(m)ws(n− tS)
F−1∑
f=0

e2iπ f
F

(n−tS−m).

Or,
∑F−1

f=0 e
2iπ f

F
(n−tS−m) = 0 en général, sauf dans le cas où n − tS −m = rF (c’est-à-dire

m = n− tS + rF ), r ∈ Z, auquel cas chaque terme de la somme vaut 1, donc la somme vaut
F . On a donc 1 :

y(n) =
∑
t∈Z

x(n− tS + tS)Fwa(n− tS)ws(n− tS)

= x(n)
∑
t∈Z

Fwa(n− tS)ws(n− tS).

Il y a donc reconstruction parfaite lorsque, ∀n ∈ Z :∑
t∈Z

wa(n− tS)ws(n− tS) =
1

F
. (A.4)

Il est à noter qu’en pratique, les signaux audio que nous traitons n’ont pas une durée infinie.
Aussi, n ∈ J0, Nx − 1K et il n’y a donc qu’un certain nombre de trames T qui sont retenues
pour la TFCT. On peut alors voir une TFCT X comme une matrice à F lignes et T colonnes
dont les entrées sont des nombres complexes : X ∈ CF×T . La condition de reconstruction

parfaite peut alors être réécrite : en notant Q =
Nw

S
, on a ∀n ∈ J0, Nx − 1K :

Q−1∑
q=0

wa(n− tS)ws(n− tS) =
1

F
, (A.5)

condition qui a largement été décrite et exploitée dans la littérature Griffin et Lim (1984);
Le Roux et al. (2008c).

Dans tout ce manuscrit, on utilise la même fenêtre pour l’analyse et la synthèse, (c’est-à-
dire wa = ws), et celles-ci sont normalisées de sorte à vérifier la condition de reconstruction
parfaite (A.5). Il est intéressant de voir que la condition de reconstruction parfaite dépend
non seulement de la nature de la fenêtre, mais également du taux de recouvrement de la
transformée (via le paramètre Q). On peut vérifier expérimentalement (pour trois types de
fenêtres : Hann, Hamming et Blackman) que des taux de recouvrement vérifiant que Nw est
un multiple de 2S permettent d’atteindre la reconstruction parfaite. En particulier, les taux
de 50 %, 75 % et 87.5 % conduisent à une reconstruction parfaite pour ces trois types de
fenêtres. Dans la quasi-totalité de ce manuscrit, on utilisera un taux de 75 %, à l’exception
de certaines expériences du chapitre 4 où l’on adopte un taux de 50 ou de 87.5 %.

1. On ne retient en pratique que le cas r = 0 car la fenêtre d’analyse étant nulle en dehors de son support,
les autres valeurs de r ont une contribution nulle.
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Annexe B

Procédure itérative de séparation de
sources par la méthode de la fonction
auxiliaire

La procédure itérative qui permet la minimisation de la fonction de coût introduite dans le
chapitre 5 peut être obtenue de façon rigoureuse par l’application de la méthode de la fonction
auxiliaire, employée notamment dans Kameoka et al. (2009). On considère la fonction de
coût suivante (on retire les indices (f, t) pour plus de lisibilité, ce qui ne nuit pas à la rigueur
de la preuve puisque tous les points TF peuvent être traités indépendemment) :

C(θ) = |E|2 = |X −
∑
k

X̂k|2, (B.1)

avec θ = {X̂k, k ∈ J1,KK}, sous la contrainte |X̂k| = Vk pour tout k.

Fonction auxiliaire L’idée est d’introduire une fonction auxiliaire g(θ, θ̃) dépendant de
nouveaux paramètres auxiliaires θ̃, et qui vérifie :

C(θ) = min
θ̃
g(θ, θ̃). (B.2)

On peut alors montrer (comme on l’a rappelé dans la section 2.2.4 du chapitre 2) que f est
décroissante sous les règles de mises à jour suivantes :

θ̃ ← arg min
θ̃
g(θ, θ̃) et θ ← arg min

θ
g(θ, θ̃). (B.3)

Nous cherchons donc à construire une fonction auxiliaire à C. On introduit les variables auxi-
liaires θ̃ = {Yk, k ∈ J1,KK} telles que

∑
k Yk = X. On a alors :

|X −
∑
k

X̂k|2 = |
∑
k

(Yk − X̂k)|2. (B.4)

On introduit alors des termes λk positifs qui vérifient
∑

k λk = 1, et on peut écrire :

|X −
∑
k

X̂k|2 =

∣∣∣∣∣∑
k

λk

(
Yk − X̂k

λk

)∣∣∣∣∣
2

. (B.5)
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En appliquant l’inégalité de Jensen à la fonction convexe |.|2, on a alors :

|X −
∑
k

X̂k|2 ≤
∑
k

|Yk − X̂k|2

λk
. (B.6)

Ainsi, C(θ) ≤ g(θ, θ̃) avec :

g(θ, θ̃) =
∑
k

|Yk − X̂k|2

λk
, (B.7)

et le problème devient alors celui de la minimisation de g sous contraintes
∑

k Yk = X et ∀k,
|X̂k| = Vk. Montrons que g est une fonction auxiliaire de f , c’est-à-dire qu’elle vérifie (B.2).
Pour ce faire, on introduit la contrainte sur les variables auxiliaires dans g via la méthode des
multiplicateurs de Lagrange :

L(θ, θ̃, γ) = g(θ, θ̃) + γ(
∑
k

Ȳk − X̄). (B.8)

où .̄ désigne ici la conjugaison complexe. La minimisation de g par rapport à θ̃ se fait alors par
la recherche d’un point selle de L. On va donc calculer les dérivées partielles de L par rapport
aux variables complexes Yk, c’est-à-dire en calculant des dérivées au sens de Wirtinger Wir-
tinger (1927). En pratique on dérive par rapport à la variable Ȳk que l’on traite comme une
variable réelle, et en considérant Yk comme une constante Bouboulis (2010). Cela donne :

∂L
∂Yk

(θ, θ̃, γ) =
1

λk
(Yk − X̂k) + γ, (B.9)

ce qui, une fois annulé, conduit à :

Yk = X̂k + λkγ. (B.10)

Par ailleurs, l’annulation de la dérivée partielle de L par rapport au multiplicateur de Lagrange
γ conduit à la contrainte

∑
k Yk = X. En sommant alors les égalités (B.10) et en utilisant

cette contrainte, on a :

X =
∑
k

Yk =
∑
k

X̂k + γ
∑
k

λk, (B.11)

et comme les λk doivent sommer à 1, on obtient :

γ = X −
∑
k

X̂k, (B.12)

ce qui mène, en réinjectant cette relation dans (B.10) à :

Yk = X̂k + λk(X −
∑
k

X̂k). (B.13)
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ANNEXE B. PROCÉDURE ITÉRATIVE DE SÉPARATION DE SOURCES PAR LA
MÉTHODE DE LA FONCTION AUXILIAIRE

Ainsi, la valeur minimale de g(θ, θ̃) est obtenue pour un jeu de paramètres auxiliaires θ̃m
donné par (B.13). g vaut alors :

g(θ, θ̃m) =
∑
k

|X̂k + λk(X −
∑

k X̂k)− X̂k|2

λk

=
∑
k

λk|X −
∑
k

X̂k|2

= |X −
∑
k

X̂k|2
∑
k

λk

= |X −
∑
k

X̂k|2

= C(θ),

ce qui montre que g est bien une fonction auxiliaire de C.

Mises à jour On peut alors obtenir les mises à jours des paramètres grâce à (B.3). La
mise à jour des Yk est donnée par (B.13), comme on l’a déjà montré. Pour obtenir les mises
à jour des X̂k, on introduit, ∀k, les contraintes |X̂k| = Vk à nouveau par la méthode des
multiplicateurs de Lagrange :

H(θ, θ̃, γ) = g(θ, θ̃) +
∑
k

δk(|X̂k|2 − V 2
k ). (B.14)

On calcule ensuite les dérivées partielles de H par rapport aux variables X̂k comme précé-
demment (par la méthode des dérivées de Wirtinger) :

∂H
∂X̂k

(θ, θ̃) =
1

λk
(X̂k − Yk) + δkX̂k, (B.15)

et annuler cette dérivée conduit à :

X̂k =
Yk

1 + λkδk
. (B.16)

Par ailleurs, l’annulation de la dérivée partielle de H par rapport aux multiplicateurs de
Lagrange δk conduit là encore aux contraintes |X̂k| = Vk. En prenant le module dans (B.16)
et en utilisant cette contrainte, on obtient donc :

Vk = |X̂k| =
|Yk|

|1 + λkδk|
, (B.17)

soit :
1 + λkδk = ±|Yk|

Vk
, (B.18)

et donc finalement, en réinjectant cette relation dans (B.16) :

X̂k = ±Vk
Yk
|Yk|

. (B.19)

Afin de lever l’ambiguïté sur le signe dans (B.19), on peut calculer la valeur de g dans chacun
des cas. On constate aisément que, ∀k ∈ J1,KK :

|Yk − Vk
Yk
|Yk|
| = ||Yk| − Vk|, (B.20)
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et :
|Yk + Vk

Yk
|Yk|
| = ||Yk|+ Vk|. (B.21)

Comme |Yk| ≥ 0 et Vk ≥ 0, il est évident que ||Yk| − Vk| ≤ ||Yk| + Vk|. Ainsi, on retient la
solution conduisant à la valeur minimale de g, donc :

X̂k = Vk
Yk
|Yk|

. (B.22)

Remarque : On aurait pu obtenir la même mise à jour sans tenir compte explicitement
de la contrainte |X̂k| = Vk que l’on a introduite via les multiplicateurs de Lagrange. On
aurait alors obtenu la mise à jour X̂k = Yk, qui, une fois projetée sur l’espace contrainte (via
une normalisation), aurait de nouveau donné (B.22). C’est ce type de procédé qui est utilisé
dans Kameoka et al. (2009) pour tenir compte de la normalisation des colonnes W dans le
modèle de NMF complexe.

En conclusion, on peut, en vertu de (B.3), alterner les mises à jour sur Yk et X̂k en
utilisant (B.13) et (B.22), ce qui donne lieu à la procédure que nous avons présentée dans
l’Algorithme 3 au chapitre 5, avec une garantie de décroissance de la fonction de coût associée.

Impact d’une initialisation avec la phase du mélange Une idée intuitive consiste à
initialiser les composantes en leur donnant la phase du mélange. Nous montrons ici qu’il s’agit
alors d’un point fixe de la procédure. Avec une telle initialisation, on a :

X̂
(0)
k = Vk

X

|X|
, (B.23)

et l’erreur vaut :

E(0) = X −
∑
l

Vl
X

|X|
=

X

|X|

(
|X| −

∑
l

Vl

)
, (B.24)

ce qui mène à :

Y
(1)
k = X̂

(0)
k + λkE

(0) = Vk
X

|X|
+ λk

X

|X|

(
|X| −

∑
l

Vl

)
=

X

|X|

(
Vk + λk

(
|X| −

∑
l

Vl

))
.

(B.25)
Après normalisation, on obtient finalement :

X̂
(1)
k = sg(αk)Vk

X

|X|
= sg(αk)X̂

(0)
k , (B.26)

où sg désigne la fonction signe, et αk = Vk +λk(|X|−
∑

l Vl). Ainsi, les composantes sont soit
inchangées par la procédure, soit déphasées d’un angle π après une itération, selon le signe
du terme αk.

Dans le cas où |X| ≥
∑

l Vl, il est clair que αk ≥ 0. Ainsi, les composantes sont inchangées
par application de notre procédure. Considérons à présent le cas contraire 1, c’est-à-dire tel
que |X| ≤

∑
l Vl. La condition pour qu’une composante k ne soit pas modifiée par la procédure

est donc :
Vk + λk(|X| −

∑
l

Vl) ≥ 0, (B.27)

1. C’est notamment le cas dans le scénario Oracle : X =
∑
kXk =

∑
k Vke

iφk donc par inégalité triangu-
laire, on a |X| = |

∑
kXk| ≤

∑
k |Xk| =

∑
k Vk.
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ANNEXE B. PROCÉDURE ITÉRATIVE DE SÉPARATION DE SOURCES PAR LA
MÉTHODE DE LA FONCTION AUXILIAIRE

ce qui est équivalent à :

λk ≤
Vk∑

l Vl − |X|
. (B.28)

On considère en effet le cas où le dénominateur ne s’annule pas : lorsque c’est le cas, il est
aisé de vérifier que les composantes sont inchangées par la procédure (l’erreur est nulle).

On définit l’ensemble P ⊂ J1,KK des indices pour lesquels la condition (B.28) est respectée,
et Q = J1,KK\P l’ensemble des autres indices (qui ne vérifient pas la condition). Si Q est
vide, tous les indices respectent la condition (B.28) auquel cas notre conclusion est inchangée
(le schéma d’initialisation choisi est un point fixe de l’algorithme). Par ailleurs, P ne peut pas
être vide, car cela signifierait qu’aucun des poids λk ne respecte (B.28). On aurait alors ∀k :

λk >
Vk∑

l Vl − |X|
, (B.29)

ce qui en sommant conduirait à :∑
k

λk >

∑
k Vk∑

l Vl − |X|
> 1, (B.30)

ce qui est contradictoire avec le fait que les poids doivent sommer à 1. On considère donc le
cas où ni P ni Q ne sont vides. On aurait donc, en fin de première itération, pour tout p ∈ P
et q ∈ Q :

X̂(1)
p = Vp

X

|X|
et X̂(1)

q = −Vq
X

|X|
. (B.31)

A l’itération suivante, on a alors, pour p ∈ P :

Y (2)
p =

X

|X|

Vp + λp(|X| −
∑
p′∈P

Vp′ +
∑
q∈Q

Vq)

 . (B.32)

A partir de là, distinguons deux cas :

— Si |X| −
∑

p′∈P Vp′ +
∑

q∈Q Vq ≥ 0, alors Vp + λp(|X| −
∑

p′∈P Vp′ +
∑

q∈Q Vq) ≥ 0 ;

— Sinon, alors en utilisant la relation (B.28) sur λp, on a, ∀p ∈ P :

Vp + λp(|X| −
∑
p′∈P

Vp′ +
∑
q∈Q

Vq) ≥ Vp
(

1 +
|X| −

∑
p′∈P Vp′ +

∑
q∈Q Vq∑

l Vl − |X|

)
. (B.33)

Or, il est aisé de constater que : ∑
q∈Q

Vq ≥ −
∑
q∈Q

Vq

−|X|+
∑
p′∈P

Vp′ +
∑
q∈Q

Vq ≥ −|X|+
∑
p′∈P

Vp′ −
∑
q∈Q

Vq

−|X|+
∑
l

Vl ≥ −|X|+
∑
p′∈P

Vp′ −
∑
q∈Q

Vq

|X| −
∑

p′∈P Vp′ +
∑

q∈Q Vq∑
l Vl − |X|

≥ −1

Ainsi, on a tout de même Vp + λp(|X| −
∑

p′∈P Vp′ +
∑

q∈Q Vq) ≥ 0.
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Donc, comme le terme qui multiplie X
|X| dans (B.32) est positif, la mise à jour après

normalisation donne bien :
X̂(2)
p = Vp

X

|X|
, (B.34)

elle n’est donc toujours pas modifiée.
On procède alors à un calcul similaire pour un indice q ∈ Q. On a :

Y (2)
q =

X

|X|

−Vq + λp(|X| −
∑
p∈P

Vp +
∑
q′∈Q

Vq′)

 . (B.35)

Encore une fois, on peut distinguer les deux cas de figure. Si |X| −
∑

p∈P Vp +
∑

q′∈Q Vq′ est
négatif, alors tout le terme devant X

|X| dans l’équation (B.35) est négatif. Dans le cas contraire,
on a, en utilisant la non validité de la condition (B.28) sur λq :

− Vq + λq(|X| −
∑
p∈P

Vp +
∑
q′∈Q

Vq′) ≤ Vq
(
−1 +

|X| −
∑

p∈P Vp +
∑

q′∈Q Vq′∑
l Vl − |X|

)
(B.36)

Un calcul similaire au précédent montre alors que ce terme est négatif. Ainsi, dans les deux
cas, le terme devant X

|X| dans l’équation (B.35) est négatif et la mise à jour après normalisation
donne donc :

X̂(2)
q = −Vq

X

|X|
. (B.37)

En fin de compte, on observe que l’algorithme se stabilise après une itération, puisque, ∀k ∈
P
⋃
Q = J1,KK :

X̂
(2)
k = X̂

(1)
k . (B.38)

En conclusion, lorsqu’on initialise l’algorithme avec cette technique (donner la phase du mé-
lange à chaque source), le résultat dépend du choix qui est fait pour les poids λk :

— Soit tous les poids vérifient (B.28), auquel cas les valeurs initiales ne sont pas modifiées
par l’algorithme ;

— Soit ce n’est pas le cas. Alors, les composantes ne respectant pas cette condition verront
leur phase décalée de π par rapport à leur valeur initiale (i.e. ∠X). La procédure est
ensuite stabilisée après cette première itération.

206



Annexe C

Estimation du modèle de CNMF à
phase contrainte

Nous fournissons ici le détail mathématique de l’obtention des règles de mise à jour pour
les paramètres du modèle de NMF complexe à phase contrainte décrite dans le chapitre 7.
Deux méthodes d’estimation sont possibles : la méthode de relaxation, présentée dans la
section C.1, qui conduit à l’algorithme 8, et la méthode de la fonction auxiliaire, décrite dans
la section C.2, qui mène à l’algorithme 9.

C.1 Méthode de relaxation

La méthode de relaxation consiste à minimiser successivement la fonction de coût par
rapport à chaque variable.

C.1.1 Estimation de H

On commence par calculer la dérivée partielle de chacun des termes composant la fonction
de coût par rapport à H(k, t).

Terme NMF Réécrivons tout d’abord D en isolant les termes dépendant de cette variable
(on raisonne donc ici à k et t fixés) :

D(X, X̂) =
∑
f,t′

|X(f, t′)−
K∑
l=1

W (f, l)H(l, t′)eiφl(f,t
′)|2

=
∑
f

|X(f, t)−
K∑
l=1

W (f, l)H(l, t)eiφl(f,t)|2 +
∑
f,t′ 6=t

|X(f, t′)−
K∑
l=1

W (f, l)H(l, t′)eiφl(f,t
′)|2

c
=
∑
f

|X(f, t)−
∑
l 6=k

W (f, l)H(l, t)eiφl(f,t) −W (f, k)H(k, t)eiφk(f,t)|2.

On note :

Bk(f, t) = X(f, t)−
∑
l 6=k

W (f, l)H(l, t)eiφl(f,t). (C.1)
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Le terme D s’écrit alors, en notant < la partie réelle :

D(X, X̂)
c
=
∑
f

|Bk(f, t)−W (f, k)H(k, t)eiφk(f,t)|2

c
=
∑
f

W (f, k)2H(k, t)2 − 2W (f, k)H(k, t)<(Bk(f, t)e
−iφk(f,t)) +Bk(f, t)

2

c
=
∑
f

W (f, k)2H(k, t)2 − 2W (f, k)H(k, t)<(Bk(f, t)e
−iφk(f,t)).

Nous pouvons à présent aisément calculer la dérivée de D par rapport à H(k, t) :

∂D

∂H(k, t)
=
∑
f

2W (f, k)2H(k, t)− 2W (f, k)<(Bk(f, t)e
−iφk(f,t))

= 2

H(k, t)
∑
f

W (f, k)2 −
∑
f

W (f, k)<(Bk(f, t)e
−iφk(f,t))

 . (C.2)

Terme de parcimonie Le seul autre terme dépendant de H est le terme de parcimonie,
qui se réécrit en isolant l’unique terme en H(k, t) :

Cs(H) = 2
∑
l,t′

H(l, t′)p

= 2H(k, t)p + 2
∑

(l,t′) 6=(k,t)

H(l, t′)p

c
= 2H(k, t)p.

Sa dérivée partielle est donnée par :

∂Cs
∂H(k, t)

= 2pH(k, t)p−1. (C.3)

Dérivée complète La dérivée partielle de C par rapport à H(k, t) est alors obtenue en
combinant (C.2) et (C.3) :

∂C
∂H(k, t)

=2

H(k, t)
∑
f

W (f, k)2 −
∑
f

W (f, k)<(Bk(f, t)e
−iφk(f,t))


+ 2pσsH(k, t)p−1.

On peut alors simplifier cette expression :

1

2

∂C
∂H(k, t)

=H(k, t)

σsH(k, t)p−2 +
∑
f

W (f, k)2


−
∑
f

W (f, k)<(Bk(f, t)e
−iφk(f,t)).
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L’annulation de cette dérivée partielle conduit alors à la règle de mise à jour suivante pour
H(k, t) :

H(k, t) =

∑
f

W (f, k)<(Bk(f, t)e
−iφk(f,t))

σsH(k, t)p−2 +
∑
f

W (f, k)2
. (C.4)

On pose :

βk = <(Bk � Φk). (C.5)

et on note α la matrice de dimensions F×T dont tous les éléments valent 1. On peut à présent
écrire de façon compacte les mises à jour de H sous forme vectorielle à partir de (C.4) :

Hk =
(Wk)

Tβk
pσs(Hk)�p−2 + ((Wk)�2)Tα

. (C.6)

Cette mise à jour est ensuite projetée sur l’orthant positif afin de prendre en compte le fait
que les H doivent être positifs.

C.1.2 Estimation de W

Pour obtenir la règle de mise à jour sur W , nous allons procéder de la même façon que
pour obtenir celle sur H. Le calcul est similaire, le seul terme dépendant de W étant D, qui
peut se réécrire en isolant les termes dépendant de W (f, k) :

D(X, X̂)
c
=
∑
t

|Bk(f, t)−W (f, k)H(k, t)eiφk(f,t)|2

c
=
∑
t

W (f, k)2H(k, t)2 − 2W (f, k)H(k, t)<(Bk(f, t)e
−iφk(f,t)).

La dérivée partielle de D par rapport à W (f, k) est alors :

∂D

∂W (f, k)
= 2

W (f, k)
∑
t

H(k, t)2 −
∑
f

H(k, t)<(Bk(f, t)e
−iφk(f,t))

 . (C.7)

soit :
∂C

∂W (f, k)
= 2

W (f, k)
∑
t

H(k, t)2 −
∑
f

H(k, t)<(Bk(f, t)e
−iφk(f,t))

 . (C.8)

L’annulation de cette dérivée partielle conduit alors à la règle de mise à jour suivante pour
W (f, k) :

W (f, k) =

∑
t

H(k, t)<(Bk(f, t)e
−iφk(f,t))∑

t

H(k, t)2
. (C.9)

En utilisant les notations vectorielles, on a :

Wk =
βk(Hk)

T

α((Hk)�2)T
. (C.10)

On effectue également une projection sur l’orthant positif car les W doivent être positifs.
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C.1.3 Estimation de ψ

Nous allons à présent estimer le paramètre de phase de référence ψ. Le seul terme de la
fonction de coût qui dépend de ce paramètre est Cr. La démarche est alors similaire à celle
conduite dans le chapitre 6 quand nous avions considéré une contrainte relaxée. Nous devons
tout d’abord réécrire ce terme Cr en isolant les dépendances en ψk(f), et faire apparaître un
terme cosinusoïdal, aisé à maximiser. Le calcul est le même, à la différence que les amplitudes,
supposées connues dans le chapitre 6, ne le sont plus. On a alors :

ψk(f) = ∠

∑
t∈Ωk

|X(f, t)|2eiφk(f,t)e−iλk(t)f

 . (C.11)

En reprenant la règle de mise à jour de ψ (C.11) et en utilisant les notations matricielles
introduites dans le chapitre 7 (section 7.2), on obtient :

Ψk =
diagm((Φk �X�2)(Λk)

H)

|diagm((Φk �X�2)(Λk)H)|
. (C.12)

C.1.4 Estimation de λ

Minimiser C par rapport à λk(t) revient à minimiser uniquement Cr puisque seul ce terme
dépend de cette variable. Comme pour l’estimation de ψk(f), nous nous inspirons donc ce
que qui a été fait dans le chapitre 6. L’idée était d’adapter l’algorithme ESPRIT Hua et al.
(2004) pour estimer ce paramètre. En posant, ∀(k, f) et ∀t ∈ Ωk :

γk(f,m) = |X(f, t)|eiφk(f,t)e−iψk(f),

γ(t, k) = [γk(0, t), ..., γk(F − 1, t)]T ,

On obtient alors l’estimation de λk(t) pour les trames d’attaques t ∈ Ωk :

λk(t) = ∠
(
γ(t, k)H↓ γ(t, k)↑

)
. (C.13)

On réécrit alors cette mise à jour :

λk = ∠
[
(Ψk,↓ �Ψk,↑)

H(|X|↓ � |X|↑ � Φk,↓ � Φk,↑)
]
, (C.14)

et en utilisant la notation Λ, cela s’écrit :

Λk = vand

(
(Ψk,↓ �Ψk,↑)

H(|X|↓ � |X|↑ � Φk,↓ � Φk,↑)

|(Ψk,↓ �Ψk,↑)H(|X|↓ � |X|↑ � Φk,↓ � Φk,↑)|

)
diagv(1k). (C.15)

C.1.5 Estimation de φ

Pour pouvoir calculer la dérivée de la fonction de coût C par rapport à φk(f, t), il faudrait
distinguer les trames d’attaque t ∈ Ωk des autres. Afin de simplifier la formulation et d’éviter
de devoir systématiquement faire cette distinction, nous introduisons la fonction indicatrice
de l’ensemble Ωk, que nous notons de la façon suivante :

1k(t) =

{
1 si t ∈ Ωk

0 sinon. (C.16)

Nous notons de façon similaire 1k = 1−1k qui est la fonction indicatrice du complémentaire de
Ωk. L’estimation du paramètre φk(f, t) repose sur le calcul des dérivées partielles des différents
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termes de la fonction de coût. Ce calcul a déjà été conduit pour les termes D et Cr dans le
chapitre 6. Ainsi :

∂D

∂φk(f, t)
= −iBk(f, t)W (f, k)H(k, t)eiφk(f,t) + iBk(f, t)W (f, k)H(k, t)e−iφk(f,t)

= −iW (f, k)H(k, t)(Bk(f, t)e
iφk(f,t) − iBk(f, t)e−iφk(f,t)),

et :

∂Cr
∂φk(f, t)

= −i1k(t)|X(f, t)|2(eiφk(f,t)e−iλk(t)fe−iψk(f) − e−iφk(f,t)eiλk(t)feiψk(f)).

On en déduit, de façon analogue, la dérivée partielle du terme Cu (notons qu’il faut considérer
deux contributions du terme φk(f, t) puisque celui-ci est présent dans 2 termes de la somme,
faisant ainsi intervenir les valeurs en t− 1 et en t+ 1) :

∂Cu
∂φk(f, t)

= −i1k(t)|X(f, t)|2(eiφk(f,t)e−iφk(f,t−1)e−2iπSνk(f) − e−iφk(f,t)eiφk(f,t−1)e2iπSνk(f))

− i1k(t+ 1)|X(f, t+ 1)|2(eiφk(f,t)e−iφk(f,t+1)e2iπSνk(f) − e−iφk(f,t)eiφk(f,t+1)e−2iπSνk(f)).
(C.17)

On peut donc obtenir la dérivée partielle de la fonction de coût total par rapport à φk(f, t) :

i
∂C

∂φk(f, t)
= |X(f, t)|2σr1k(t)(eiφk(f,t)e−iλk(t)fe−iψk(f) − e−iφk(f,t)eiλk(t)feiψk(f))

+ |X(f, t)|2σu1k(t)(eiφk(f,t)e−iφk(f,t−1)e−2iπSνk(f) − e−iφk(f,t)eiφk(f,t−1)e2iπSνk(f))

+ |X(f, t+ 1)|2σu1k(t+ 1)(eiφk(f,t)e−iφk(f,t+1)e2iπSνk(f) − e−iφk(f,t)eiφk(f,t+1)e−2iπSνk(f))

+W (f, k)H(k, t)(Bk(f, t)e
iφk(f,t) − iBk(f, t)e−iφk(f,t)).

Ainsi, on aboutit à l’estimation de φk(f, t) :

φk(f, t) = ∠[Bk(f, t)W (f, k)H(k, t) + |X(f, t)|2σr1k(t)eiλk(t)feiψk(f)

+ |X(f, t)|2σu1k(t)eiφk(f,t−1)e2iπSνk(f) + |X(f, t+ 1)|2σu1k(t+ 1)eiφk(f,t+1)e−2iπSνk(f)].
(C.18)

Remarque : Comme on l’a fait remarquer dans le chapitre 6, il faudrait en toute rigueur
considérer deux solutions (celle-ci et la même modulo π). En examinant la dérivée seconde,
on trouve alors que c’est bien la solution donnée par (C.18) qui minimise la fonction de coût.

Nous définissons la variable ρk ∈ CF×T :

ρk = σr(Ψk1k)�Λk�|X|�2+σu(µk1k)�Φk,→�|X|�2+σu(µk1k,←)�Φk,←�|X←|�2. (C.19)

Ainsi, la mise à jour sur φ (C.18) se réécrit :

φk = ∠(Bk � (WkHk) + ρk). (C.20)

On utilisera plutôt la notation Φ et donc la mise à jour :

Φk =
Bk � (WkHk) + ρk
|Bk � (WkHk) + ρk|

. (C.21)
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C.1.6 Estimation de ν

Les derniers paramètres à estimer sont les fréquences instantanées νk(f). Cette estima-
tion est faite en utilisant la méthode présentée dans le chapitre 4 : sur chaque colonne de W
(c’est-à-dire sur chaque spectre constituant le dictionnaire d’atomes), on effectue une loca-
lisation de pics, puis on procède à une QIFFT, et on découpe l’ensemble des fréquences en
régions d’influence. Il est à noter que comme cette estimation est faite à chaque itération, les
paramètres νk(f) ne sont pas fixes. Ainsi, cela peut impacter la décroissance de la fonction
de coût.

Remarque : Nous avons écrit les mises à jour pour chacune des composantes k, et donc
nous n’avons pas tout écrit sous forme matricielle. Ceci est dû au fait que la méthode utilisée
(méthode de relaxation) implique de mettre à jour chaque composante θk en fonction des
valeurs actualisées des précédentes θ1, ..., θk−1. Aussi, il est nécessaire de faire cette mise à
jour séquentiellement.

C.2 Méthode de la fonction auxiliaire

Nous fournissons ici la dérivation mathématique de l’obtention des règles de mise à jour
pour les paramètres du modèle de NMF complexe à phase contrainte décrite dans le chapitre 7,
par la méthode de la fonction auxiliaire. Cela conduit à l’Algorithme 9.

C.2.1 Principe général

Rappelons l’expression de la fonction de coût :

C(θ) = D(X, X̂) + σuCu(φ),+σrCr(φ, ψ, λ) + σsCs(H), (C.22)

où les différents termes sont définis dans le chapitre 7. L’idée est de majorer C(θ) par une
fonction auxiliaire g(θ, θ̃) dépendant de nouveaux paramètres θ̃, et qui vérifie :

C(θ) = min
θ̃
g(θ, θ̃). (C.23)

Comme on l’a rappelé dans la section 2.2.4 du chapitre 2, la fonction de coût C est alors
décroissante sous les règles de mise à jour suivantes :

θ̃ ← arg min
θ̃
g(θ, θ̃) et θ ← arg min

θ
g(θ, θ̃). (C.24)

C.2.2 Obtention de la fonction auxiliaire

L’obtention de la fonction auxiliaire se fait de façon similaire à Kameoka et al. (2009),
à laquelle sont simplement ajoutés les termes de contraintes de phase. Ainsi, en considérant
les paramètres auxiliaire Bk ∈ CF×T tels que

∑
k Bk = X et en introduisant les termes

Gk ∈ [0, 1]F×T tels que ∀(f, t),
∑

kGk(f, t) = 1, on peut montrer en utilisant l’inégalité de
Jensen sur la fonction convexe |.|2 que :

D(X, X̂) ≤
∑
f,t,k

|Bk(f, t)−W (f, k)H(k, t)eiφk(f,t)|2

Gk(f, t)
. (C.25)

Le cas d’égalité est obtenu en recherchant le minimum du terme de droite par rapport à Bk.
Pour ce faire, on introduit la contrainte

∑
k Bk = X par la méthode des multiplicateurs de
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Lagrange, et la recherche du point selle du Lagrangien fournit la solution suivante (comme on
l’a déjà similairement prouvé dans l’Annexe B) :

Bk = X̂k +Gk(X − X̂), (C.26)

où X̂k(f, t) = W (f, k)H(k, t)eiφk(f,t) et X̂ =
∑

k X̂k. Par ailleurs, en introduisant les variables
auxiliaire H̄ ∈ RK×T+ , on montre également que :

Cs(H) ≤
∑
t,k

pH̄(k, t)p−2H(k, t)2 + (2− p)H̄(k, t)p. (C.27)

Cette inégalité est en effet montrée pour chaque terme de la somme en utilisant le fait que la
dérivée du terme de droite par rapport à H̄(k, t) est nulle lorsque H̄(k, t) = H(k, t). La valeur
du terme de droite vaut alors 2H(k, t)p. Il est enfin aisé de montrer que c’est un minimum,
en examinant par exemple la dérivée seconde en ce point, qui s’avère être positive.

En fin de compte, on a C(θ) ≤ g(θ, θ̃) avec :

g(θ, θ̃) =
∑
f,t,k

|Bk(f, t)−W (f, k)H(k, t)eiφk(f,t)|2

Gk(f, t)
+σs

∑
t,k

pH̄(k, t)p−2H(k, t)2+(2−p)H̄(k, t)p

+σu
∑
f,k

∑
t/∈Ωk

|X(f, t)|2|eiφk(f,t)−eiφk(f,t−1)e2iπSνk(f)|2+σu
∑
f,k

∑
t∈Ωk

|X(f, t)|2|eiφk(f,t)−eiψk(f)eiλk(t)f |2.

(C.28)

La fonction g est bien une fonction auxiliaire de C puisque sa valeur minimale en fonction des
paramètres auxiliaires θ̃ = {Bk, H̄} est exactement C(θ).

C.2.3 Mise à jour des paramètres auxiliaires

L’obtention des règles de mise à jour des paramètres auxiliaires se fait en minimisant g
par rapport à ces paramètres. On a déjà calculé ces valeurs minimales pour prouver que g
était une fonction auxiliaire, on les synthétise donc ici :

Bk = X̂k +Gk(X −
∑
k

X̂k), (C.29)

H̄ = H. (C.30)

C.2.4 Mise à jour des paramètres principaux

L’estimation des paramètres principaux du modèle se fait de façon similaire à la méthode
de relaxation (cf. section C.1), c’est-à-dire que l’on va successivement minimiser g par rapport
à chacune des variables θ.

Estimation de H Pour estimer H, on calcule la dérivée de g par rapport à cette variable
et on annule celle-ci. Le calcul est similaire à celui présenté dans le cas de la méthode de
relaxation, et conduit à :

∂g

∂H(k, t)
=2

H(k, t)
∑
f

W (f, k)2

Gk(f, t)
−
∑
f

W (f, k)

Gk(f, t)
<(Bk(f, t)e

−iφk(f,t))


+ 2pσsH(k, t)H̄(k, t)p−2,
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et son annulation conduit à :

H(k, t) =

∑
f

W (f, k)

Gk(f, t)
<(Bk(f, t)e

−iφk(f,t))

σsH̄(k, t)p−2 +
∑
f

W (f, k)2

Gk(f, t)

. (C.31)

On pose βk = <(Bk � Φk), et on obtient la mise à jour de H sous forme vectorielle :

Hk =
(Wk)

T βk
Gk

pσs(H̄k)�p−2 + ((Wk)�2)T
1

Gk

. (C.32)

Estimation de W Comme précédemment, on obtient la mise à jour de W en annulant la
dérivée partielle de g par rapport à cette variable :

∂g

∂W (f, k)
= 2

W (f, k)
∑
t

H(k, t)2

Gk(f, t)
−
∑
f

H(k, t)

Gk(f, t)
<(Bk(f, t)e

−iφk(f,t))

 , (C.33)

ce qui conduit à :

W (f, k) =

∑
t

H(k, t)

Gk(f, t)
<(Bk(f, t)e

−iφk(f,t))

∑
t

H(k, t)2

Gk(f, t)

. (C.34)

Avec les notations vectorielles, on peut donc écrire :

Wk =

βk
Gk

(Hk)
T

1

Gk
((Hk)

�2)T
. (C.35)

Paramètres de phases d’attaque Les paramètres du modèle de phase dans les trames
d’attaques ψ et λ n’apparaissent que dans le terme Cr de la fonction de coût, et donc de la
fonction auxiliaire. Aussi, la minimisation de g par rapport à ces paramètres est identique à
la minimisation de C par méthode de relaxation. On a donc les mêmes mises à jour :

Ψk =
diagm((Φk �X�2)(Λk)

H)

|diagm((Φk �X�2)(Λk)H)|
, (C.36)

Λk = vand

(
(Ψk,↓ �Ψk,↑)

H(|X|↓ � |X|↑ � Φk,↓ � Φk,↑)

|(Ψk,↓ �Ψk,↑)H(|X|↓ � |X|↑ � Φk,↓ � Φk,↑)|

)
diagv(1k). (C.37)

Estimation de la phase φ La phase est estimée de façon similaire au cas par relaxation.
Néanmoins, il faut prendre ici en compte la présence des poids Gk :

i
∂C

∂φk(f, t)
= |X(f, t)|2σr1k(t)(eiφk(f,t)e−iλk(t)fe−iψk(f) − e−iφk(f,t)eiλk(t)feiψk(f))

+ |X(f, t)|2σu1k(t)(eiφk(f,t)e−iφk(f,t−1)e−2iπSνk(f) − e−iφk(f,t)eiφk(f,t−1)e2iπSνk(f))

+ |X(f, t+ 1)|2σu1k(t+ 1)(eiφk(f,t)e−iφk(f,t+1)e2iπSνk(f) − e−iφk(f,t)eiφk(f,t+1)e−2iπSνk(f))

+
W (f, k)H(k, t)

Gk(f, t)
(Bk(f, t)e

iφk(f,t) − iBk(f, t)e−iφk(f,t)).
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Ainsi, on aboutit à l’estimation de φk(f, t) :

φk(f, t) = ∠[Bk(f, t)
W (f, k)H(k, t)

Gk(f, t)
+ |X(f, t)|2σr1k(t)eiλk(t)feiψk(f)

+ |X(f, t)|2σu1k(t)eiφk(f,t−1)e2iπSνk(f) + |X(f, t+ 1)|2σu1k(t+ 1)eiφk(f,t+1)e−2iπSνk(f)].
(C.38)

En notant :

ρk = σr(Ψk1k)�Λk�|X|�2+σu(µk1k)�Φk,→�|X|�2+σu(µk1k,←)�Φk,←�|X←|�2, (C.39)

la mise à jour se réécrit :

φk = ∠(Bk �
WkHk

Gk
+ ρk), (C.40)

soit, avec la notation Φ :

Φk =
Bk �

WkHk

Gk
+ ρk

|Bk �
WkHk

Gk
+ ρk|

. (C.41)
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RECONSTRUCTION DE PHASE PAR MODÈLES DE
SIGNAUX : APPLICATION À LA SÉPARATION DE

SOURCES AUDIO
Paul MAGRON

RESUME : De nombreux traitements appliqués aux signaux audio travaillent sur une représentation
Temps-Fréquence (TF) des données. Lorsque le résultat de ces algorithmes est un champ spectral d’ampli-
tude, la question se pose, pour reconstituer un signal temporel, d’estimer le champ de phase correspondant.
C’est par exemple le cas dans les applications de séparation de sources, qui estiment les spectrogrammes
des sources individuelles à partir du mélange ; la méthode dite de filtrage de Wiener, largement utilisée en
pratique, fournit des résultats satisfaisants mais est mise en défaut lorsque les sources se recouvrent dans le
plan TF.

Cette thèse aborde le problème de la reconstruction de phase de signaux dans le domaine TF appliquée
à la séparation de sources audio. Une étude préliminaire révèle la nécessité de mettre au point de nouvelles
techniques de reconstruction de phase pour améliorer la qualité de la séparation de sources. Nous proposons
de baser celles-ci sur des modèles de signaux. Notre approche consiste à exploiter des informations issues de
modèles sous-jacents aux données comme les mélanges de sinusoïdes. La prise en compte de ces informations
permet de préserver certaines propriétés intéressantes, comme la continuité temporelle ou la précision des
attaques. Nous intégrons ces contraintes dans des modèles de mélanges pour la séparation de sources, où
la phase du mélange est exploitée. Les amplitudes des sources pourront être supposées connues, ou bien
estimées conjointement dans un modèle inspiré de la factorisation en matrices non-négatives complexe.
Enfin, un modèle probabiliste de sources à phase non-uniforme est mis au point. Il permet d’exploiter les à
priori provenant de la modélisation de signaux et de tenir compte d’une incertitude sur ceux-ci.

Ces méthodes sont testées sur de nombreuses bases de données de signaux de musique réalistes. Leurs
performances, en termes de qualité des signaux estimés et de temps de calcul, sont supérieures à celles
des méthodes traditionnelles. En particulier, nous observons une diminution des interférences entre sources
estimées, et une réduction des artéfacts dans les basses fréquences, ce qui confirme l’intérêt des modèles de
signaux pour la reconstruction de phase.

MOTS-CLEFS : reconstruction de phase, modèles de signaux, séparation de sources audio, musique, mélanges
de sinusoïdes, factorisation en matrices non-négatives, analyse temps-fréquence, modèles probabilistes

ABSTRACT: A variety of audio signal processing techniques act on a Time-Frequency (TF) repre-
sentation of the data. When the result of those algorithms is a magnitude spectrum, it is necessary to
reconstruct the corresponding phase field in order to resynthesize time-domain signals. For instance, in the
source separation framework the spectrograms of the individual sources are estimated from the mixture ;
the widely used Wiener filtering technique then provides satisfactory results, but its performance decreases
when the sources overlap in the TF domain.

This thesis addresses the problem of phase reconstruction in the TF domain for audio source separation.
From a preliminary study we highlight the need for novel phase recovery methods. We therefore introduce
new phase reconstruction techniques that are based on music signal modeling : our approach consists in
exploiting phase information that originates from signal models such as mixtures of sinusoids. Taking those
constraints into account enables us to preserve desirable properties such as temporal continuity or transient
precision. We integrate these into several mixture models where the mixture phase is exploited ; the magni-
tudes of the sources are either assumed to be known, or jointly estimated in a complex nonnegative matrix
factorization framework. Finally we design a phase-dependent probabilistic mixture model that accounts for
model-based phase priors.

Those methods are tested on a variety of realistic music signals. They compare favorably or outperform
traditional source separation techniques in terms of signal reconstruction quality and computational cost. In
particular, we observe a decrease in interferences between the estimated sources and a reduction of artifacts
in the low-frequency components, which confirms the benefit of signal model-based phase reconstruction
methods.

KEY-WORDS: phase recovery, signal modeling, audio source separation, music, mixtures of sinusoids, non-
negative matrix factorization, time-frequency analysis, probabilistic modeling
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