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Introduction générale 

 

Le Service de l'Observation et des Statistiques (SOeS) [1] du Ministère français de 

l’Environnement, de l’Energie et de la Mer estime que la consommation énergétique en 

France s’est contractée sensiblement entre décembre 2014 et décembre 2015 de 7 %. Ce recul 

de la demande énergétique se répercute également sur le niveau des émissions du CO2 liées à 

la combustion d’énergie, qui diminuent de 8,9 % sur un an. Cette bonne nouvelle est hélas 

justifiée par des conditions météorologiques exceptionnelles. En effet, le climat du mois de 

décembre 2015 s’est révélé exceptionnellement clément, avec une température moyenne 

largement au-dessus de toutes les températures moyennes mesurées depuis le début des 

relevés météorologiques en France.  

Malgré cette diminution, la consommation finale énergétique reste élevée. Selon l’Institut 

National de la Statique et des Etudes Economiques (INSEE), elle était de 152,1 millions de 

tep en 2012, 151 millions de tep en 2013 et 150 millions de tep en 2014 [2].  

Une consommation d’énergie importante a un grand impact sur notre environnement. Les 

principales conséquences sont la pollution atmosphérique causant une augmentation de l’effet 

de serre qui provoque un réchauffement climatique. Ce réchauffement climatique risque 

d’engendrer une fonte partielle des calottes polaires élevant ainsi le niveau des mers, inondant 

les zones côtières basses, certaines îles et les deltas. 

La Conférence des Nations Unies sur le changement climatique (COP 21) tenue à Paris en 

décembre 2015 a montré une prise de conscience collective de ce réchauffement climatique à 

cause des émissions de gaz à effet.  La COP 21 s’est terminée par un accord visant à contenir 

le réchauffement planétaire à 2°C par rapport à l’époque pré-industrielle (1850-1900). 

 Pour atteindre cet objectif, tous les pays participants ont proposé un plan d’action 

détaillant la façon dont ils projettent de faire baisser leurs émissions de gaz à effet de serre. Le 

secteur du bâtiment est particulièrement concerné par ces engagements.  

En France, de tous les secteurs économiques, le bâtiment est le plus gros consommateur 

d'énergie : il représente 43% des consommations énergétiques françaises [2]. Au total, le 

bâtiment produit chaque année 24 % des émissions nationales de gaz à effet de serre. A l’issue 

du débat national sur la transition énergétique de 2013, la France s’est engagée sur un objectif 

de réduction de 50% de cette consommation énergétique d’ici 2050. 
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La baisse de la consommation énergétique en France en 2015 est essentiellement liée à la 

diminution de la demande d’énergie pour le chauffage des bâtiments. Dans un pays chaud 

comme le Sénégal, la hausse de la consommation énergétique est liée à l’augmentation de la 

demande d’énergie pour la climatisation des bâtiments en été. On peut donc en conclure que 

toute stratégie qui contribue à diminuer les besoins en énergie de chauffage ou de 

climatisation réduit de fait la consommation d’énergie et la pollution de l’environnement. 

C’est ce qui explique que les stratégies pour la réduction des besoins en énergie de chauffage 

ou de climatisation se concentrent non seulement sur l'amélioration de l'efficacité des 

appareils, sur la modification des styles de vie des citoyens, mais aussi sur l'amélioration des 

propriétés d'isolation de l'enveloppe du bâtiment [3]. 

 

Propriétés thermiques macroscopiques 

L’isolation thermique de l’enveloppe des bâtiments est reconnue comme étant le premier 

poste à améliorer puisqu’elle permet de réduire les déperditions de chaleur. Cependant, une 

forte isolation, si elle limite la consommation d'hiver liée au chauffage, induit de fortes 

surchauffes lors de la saison chaude [4]. Afin de lutter contre ce phénomène, il faut également 

agir sur l'inertie thermique de l’enveloppe des bâtiments. 

L’isolation et l’inertie thermique sont donc les deux paramètres sur lesquels il faut agir 

pour optimiser l’enveloppe des bâtiments. L’estimation de l’isolation peut être faite à partir de 

la connaissance de la conductivité thermique [5] et celle de l’inertie à partir de la 

connaissance de la capacité thermique surfacique [6].  

La conductivité thermique des matériaux hétérogènes n’est pas toujours disponible. On fait 

alors souvent appel à des modèles de conductivité thermique équivalente pour la déterminer. 

Il existe dans la littérature de nombreux modèles analytiques de conductivité thermique 

équivalente. Ils ont été établis à partir de structures généralement bidimensionnelles, et parfois 

tridimensionnelles. Ces modèles dépendent pour la plupart de la fraction volumique et des 

conductivités thermiques des constituants. L’établissement de ces modèles a souvent été fait 

en négligeant la contribution de la structure interne (la taille, la forme, les interactions 

(contact) ou la distribution spatiale des inclusions).  

 

Objectifs 

L’objectif principal de notre étude est d’étudier l’impact de la structure interne des 

matériaux hétérogènes sur leurs propriétés thermiques macroscopiques, à savoir la 

conductivité thermique équivalente et la capacité thermique surfacique. La compréhension de 
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ce lien permettrait de déboucher sur la conception de matériaux fonctionnels, c’est-à-dire 

conçus pour répondre à des fonctions précises, comme des propriétés thermiques cibles. On se 

rend cependant rapidement compte qu’il est difficile, voire impossible, de balayer le spectre 

des matériaux hétérogènes. Ainsi, notre étude s’est limitée aux matériaux granulaires 

tridimensionnels isotropes. Nous avons extensivement caractérisé la structure interne de ces 

matériaux et calculé leur conductivité thermique équivalente. 

Afin d’étudier l’impact de la structure sur la capacité thermique surfacique, nous avons 

développé une méthodologie qui couple un modèle analytique à une mesure expérimentale. 

Dans ce cas, les parois que nous étudions sont symétriques. 

 

Articulation du manuscrit 

Pour atteindre nos objectifs, nous avons, dans le premier chapitre, passé en revue les 

modèles de détermination de la conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes 

et de la capacité thermique surfacique des parois. Dans le deuxième chapitre, nous avons 

recensé les descripteurs structuraux utilisés dans la littérature pour caractériser les structures 

granulaires. En guise d’application, le calcul des descripteurs est fait sur des géométries 

représentatives des matériaux hétérogènes granulaires que nous avons générées. 

Dans le troisième chapitre, nous avons tout d’abord étudié l’impact de la structure interne sur 

la conductivité thermique équivalente des structures périodiques bidimensionnelles. Puis, 

nous avons développé un code de calcul basé sur la méthode des éléments finis. Ce code est 

couplé à un algorithme de génération de structures aléatoires RSA (RandomSequential 

Addition). Nous avons validé expérimentalement le code de calcul. Pour cela, nous avons 

utilisé la méthode du plan chaud asymétrique et fabriqué des échantillons de différentes 

fractions volumiques, à base de ciment et de billes de polystyrène. Une fois le code validé, 

nous avons caractérisé la structure interne des différentes géométries générées, et étudié 

l’impact de différents paramètres, comme la distribution et le rayon des inclusions,  sur la 

conductivité thermique équivalente.  

Nous pouvons résumer la méthodologie adoptée dans ce chapitre  par la figure (a) ci-dessous : 
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(a) Méthodologie adoptée pour l’étude de l’impact de la structure interne sur la 
conductivité thermique équivalente 

 

 

Le dernier chapitre aborde le développement d’une méthode de calcul de la capacité 

thermique surfacique des matériaux hétérogènes. Dans ce chapitre, nous avons proposé une 

expression analytique de la capacité thermique surfacique. Cette expression est obtenue à 

partir de l’analogie électrique du problème thermique d’un élément de paroi. Elle présente 

l’intérêt d’être indépendante des propriétés thermophysiques des matériaux. Le modèle 

analytique est couplé à une mesure expérimentale, dont l’objectif est de déterminer, pour 

différentes conditions aux limites, les déphasages et amortissement du flux thermique. La 

capacité thermique surfacique est ensuite calculée. 

La méthodologie adoptée est résumée par la figure (b) ci-dessous : 

 

Calcul de la conductivité 
thermique équivalente 

keq 

Caractérisation de la structure 
interne de la géométrie avec des 

indicateurs structuraux 

Etape 1 : Construction de la 
géométrie avec la méthode RSA 

 

 

Etape 2 : Détermination du 
champ thermique par un 
modèle à éléments finis 

 

 

Etude du lien 
entre la structure 

interne et keq 
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(b) Méthodologie adoptée pour la détermination de la capacité thermique surfacique 

 

 

 

 

Elément de paroi avec conditions aux limites 
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Tsi en x = L 
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Tse en x = 0 

Etude expérimentale dans ne chambre climatique 

 

mur isolé
Elément de paroi
testé

Chambre chaude

Tse Tsi

Chambre froide

Analogie électrique du problème thermique 

 

 

enZstZ
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siθseθ

seφ siφ

Calcul de la capacité thermique 
équivalente de l’élément de paroi 
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Projet professionnel 

Je suis enseignant-chercheur à l’Université de Bambey, au Sénégal. Bambey se trouve en 

zone rurale et bénéficie d’un climat tropical sec. Il y fait chaud toute l’année. La population 

est confrontée à un problème de confort thermique dans l’habitat. Ce problème de confort est 

accentué par l’abandon progressif de l’habitat traditionnel au profit d’un habitat moderne pas 

forcément adapté aux conditions climatiques. 

Partant de ce constat, j’ai décidé, dès l’entame de ma carrière universitaire, de m’investir dans 

la recherche et le développement de l’habitat bioclimatique. Un habitat bioclimatique requiert 

l'utilisation de matériaux de construction adéquats qui permettent d’assurer aux occupants le 

meilleur confort. 

C’est dans le but de développer mes compétences dans la caractérisation des matériaux de 

construction et dans la physique du bâtiment que j’ai effectué cette thèse sur les propriétés 

thermiques des matériaux. Les outils et méthodes développés dans ce cadre seront mis à profit 

pour développer, au Sénégal, une base de données sur les propriétés thermiques des matériaux 

de construction disponibles localement. Cette thèse est pour moi le premier pas vers la mise 

en place d’une équipe de recherche sur l’architecture bioclimatique en zone tropicale à 

l’Université de Bambey. 
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Chapitre I  Revue bibliographique sur les propriétés thermiques 

équivalentes des matériaux hétérogènes 

 

I.1 Introduction 
 

D’une manière générale, les matériaux utilisés dans les secteurs de l’industrie, du transport, 

du bâtiment et du sport sont hétérogènes, avec des structures internes complexes composées 

de deux ou de plusieurs constituants de différentes propriétés. Avec la demande de plus en 

plus importante de matériaux thermiquement performants dans tous ces secteurs, la recherche 

visant à adapter les matériaux hétérogènes dans le but d’obtenir des propriétés thermiques 

macroscopiques désirées a connu un essor ces dernières années.  

La conductivité thermique équivalente est l’une des propriétés thermiques utilisée pour 

quantifier le comportement thermique des matériaux hétérogènes. Une connaissance précise 

de cette conductivité est alors indispensable. Or, cette donnée n’est pas toujours disponible. 

Pour surmonter ce problème, les ingénieurs font souvent appel à des modèles de conductivité 

thermique équivalente. 

La conductivité thermique équivalente est étroitement liée à la composition du matériau et 

à sa structure interne [7]- [8]. En effet, la quantité, la conductivité thermique, la taille, la 

forme, les interactions (contact) et la distribution spatiale des inclusions déterminent 

largement le comportement macroscopique des matériaux hétérogènes. Plusieurs modèles 

pour le calcul de la conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes ont été 

proposés dans la littérature. 

Un autre paramètre utilisé pour caractériser la performance thermique des matériaux est la 

capacité thermique surfacique. La capacité thermique surfacique est utilisée pour estimer 

l’inertie des matériaux. Une bonne connaissance de la capacité thermique surfacique d’un 

matériau permet en effet de prédire sa capacité à emmagasiner, puis à restituer la chaleur. 

Cette possibilité pour un matériau de stocker et de restituer plus tard la chaleur permet 

d’obtenir un décalage entre les températures intérieure et extérieure des bâtiments. Elle 

permet également d’amortir le pic de température intérieure des bâtiments par rapport à la 

température extérieure. Ce phénomène est souvent mis à profit pour réduire de manière 

significative la consommation d’énergie dans le secteur du bâtiment. 
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Avec le changement climatique, l’économie d’énergie et le confort thermique dans 

l’habitat occupe aujourd’hui le devant de la scène. Ainsi, la capacité thermique, souvent 

ignorée par les chercheurs par le passé, devient un paramètre qui mérite autant d’attention que 

la conductivité thermique. Comme nous le verrons dans cette étude bibliographique, il existe 

peu de travaux sur la capacité thermique surfacique comparé à la conductivité thermique.  

L’objectif de ce chapitre est de passer en revue les méthodes de détermination de la 

conductivité thermique équivalente et de la capacité thermique surfacique des matériaux 

complexes. Nous nous efforcerons de montrer autant que possible l’impact de la structure 

interne dans l’établissement des modèles de conductivité thermique équivalente. En ce qui 

concerne la capacité thermique, les méthodes de calcul qui existent s’appuient uniquement sur 

des parois à structure interne simple comme les parois homogènes. . 

Cette revue bibliographique est organisée comme suit. Nous allons dans un premier temps 

présenter les matériaux hétérogènes (section 2). Ensuite, nous définissons la notion de 

propriété thermique équivalente des matériaux hétérogènes (section 3). Puis, les modèles 

théoriques de conductivité thermique équivalente des matériaux diphasiques sont présentés 

dans la section 4. Leurs limites sont détaillées et analysées. Cette même section passe en 

revue les outils numériques de génération de structure hétérogènes, ainsi que les méthodes 

numériques les plus utilisées pour la résolution des équations aux dérivées partielles. Dans la 

section 5, les différentes méthodes de détermination de la surfacique sont présentées. L’utilité 

et l’utilisation de cette capacité par différentes normes et réglementations sont discutées. 

 

I.2 Présentation des matériaux hétérogènes 
 

Dans le monde de l’ingénierie, la combinaison de deux ou plusieurs constituants conduit à 

un matériau hétérogène. Un matériau hétérogène est caractérisé par une variation des 

propriétés d’un point à l’autre du matériau. Quand cette variation est continue, le matériau est 

à morphologie polycristalline. En revanche, quand la variation est discontinue à cause de la 

présence d’interfaces, le matériau est à morphologie inclusion/matrice. Le matériau 

hétérogène est alors appelé matériau composite. La Figure 1 montre un exemple de 

morphologie inclusion/matrice [9] et un exemple de morphologie polycristalline [10] à 

l’échelle du micromètre.  

Notre travail s’intéresse uniquement aux matériaux à morphologie inclusion/matrice. 
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(a) Composite microcapsulé de 

paraffine/polymère [9] 

(b) Microstructure d’oxyde de zinc 

polycristallin [10] 

Figure 1 Différents types de morphologies : morphologie inclusion/matrice (a),                       

morphologie polycristalline (b) 

 

Dans l'industrie, le terme "composite" est utilisé pour désigner quelques familles de 

matériaux modernes, à base de résines plastiques, de céramiques, de carbone ou de métaux, 

renforcées par des fibres. Selon la définition donnée plus haut, ce terme devrait concerner 

d’autres types de matériaux comme le torchis, le béton armé ... Pour éviter toute ambiguïté, 

nous employons le terme matériaux hétérogènes pour désigner les composites "au sens large" 

du terme. 

Nous définissons donc un matériau hétérogène comme un matériau constitué d’une phase 

continue appelée matrice, dans laquelle est distribuée une phase discontinue appelée inclusion 

(Figure 2). 

 

 

Figure 2 Exemple de matériau hétérogène en 2D 

Matrice

Inclusion
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La structure interne des matériaux hétérogènes peut être classée en trois groupes : structure 

granulaire, fibreuse et cellulaire. La Figure 3a [11], la Figure 3b [12] et la Figure 3c [13] 

représentent, respectivement, une structure interne granulaire, fibreuse et cellulaire. 

 

   

(a) (b) (c) 

Figure 3 Différents types de structures internes : granulaire [11] (a), fibreuse [12] (b), 
cellulaire [13] (c). 

 

Dans cette thèse, nous avons fait le choix de nous intéresser à la structure interne des 

matériaux de construction. Nous nous intéressons particulièrement aux matériaux à structure 

interne granulaire, car ce sont les structures les plus communes des matériaux de construction. 

Par exemple, le béton de ciment, qui est un matériau de construction très utilisé, est constitué 

d’une matrice cimentaire et de granulats. Les granulats peuvent être des grains de formes 

différentes (sphériques, ellipsoïdes …) ou des fibres (fibres longues, fibres courtes). Les 

granulats sont d’origine minérale, végétale ou synthétique. Nous reviendrons sur le béton de 

ciment car nous l’avons utilisé pour nos expériences. 

Dans les paragraphes suivants, les différentes structures internes sont détaillées. 

 

I.2.1 Structure interne granulaire  
 

Les matériaux granulaires sont très courants : sable, béton, médicaments… Ils sont 

caractérisés par un réseau de particules solides en présence ou non d’une matrice de liaison. 
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Les particules peuvent être sphériques ou non sphériques. Dans certains matériaux, elles 

sont distribuées de manière périodique dans la matrice (Figure 4a). Dans d’autres, la 

distribution est aléatoire (Figure 4b).  

 

  

(a ) (b) 

Figure 4 Exemple de distribution des particules dans la matrice : structure interne granulaire 
périodique (a),  structure interne granulaire aléatoire (b) 

 

Nous reviendrons dans le chapitre II sur les matériaux granulaires pour caractériser la 

structure interne de ces types de matériaux. Dans le chapitre III, l’impact de la structure 

interne sur la conductivité thermique de ces matériaux sera également étudié. 

 

I.2.2 Structure interne fibreuse 
 

Les matériaux fibreux sont très utilisés dans les secteurs de l’industrie et du bâtiment. Ils 

sont constitués de fibres noyées dans une matrice qui joue le rôle de liant. Du point de vue 

géométrique, on distingue deux types de fibres : les fibres longues et les fibres courtes (Figure 

5). Les fibres longues ont une longueur comparable aux dimensions du matériau. Les fibres 

courtes ont une longueur faible devant les dimensions du matériau. 
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(a) (b) 

Figure 5 Matrice contenant des fibres : longues (a), courtes (b) 

 

Beaucoup de chercheurs se sont intéressés aux propriétés thermiques des matériaux fibreux 

[14]- [15].  

 

I.3 Notion de propriété thermique équivalente 
 

I.3.1 Equation de diffusion de la chaleur dans les matériaux homogènes et 
isotropes 

 

Le bilan thermique dans un élément de volume isotrope d’un matériau homogène conduit à 

une équation différentielle qui décrit la conduction de la chaleur à l’intérieur du matériau [16] 

: 
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C est la capacité thermique volumique du matériau (J.m-3 .K-1), t est le temps et x, y et z sont 

les coordonnées cartésiennes. k est la conductivité thermique du matériau (W.K-1 .m-1), 

 

L’Equation (I-1) est souvent appelée équation de diffusion de la chaleur.  

 

Si k est indépendante de la température, et que le régime est permanent, l’Equation (I-1) se 

réduit à l’équation de Laplace : 
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02 =∇ T  (I-2) 
 

 

 

I.3.2 Equation de diffusion de la chaleur dans les matériaux hétérogènes 
 

Les propriétés thermophysiques des matériaux hétérogènes (conductivité thermique et 

capacité thermique volumique) dépendent de la quantité des différents constituants et des 

coordonnées d’espace dans le cas de la conductivité thermique. Ceci rend l’équation de 

diffusion de la chaleur pour un matériau hétérogène plus complexe que l’Equation (I-1) : 

 

( ) ( )( )TzyxTk
t

T
zyxTC ∇∇=

∂
∂

,,,...,,,,,,...,,, 2121 νννν  
 
(I-3) 
 

 

où ν est la fraction volumique d’un constituant. 

 

Dans la réalité, il est difficile, souvent même impossible, de connaître avec précision 

l’emplacement des différents constituants dans le matériau. C’est pour cette raison que l’on 

parle de conductivité thermique équivalente. Le terme « équivalent » renvoie à l’hypothèse 

que le matériau hétérogène est équivalent à l’échelle macroscopique à un matériau homogène 

de conductivité thermique keq et de capacité thermique volumique Ceq. Ainsi, pour le matériau 

homogène équivalent au matériau hétérogène, l’Equation (I-1) devient : 
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(I-4) 
 

 

 

I.3.3 Méthodes de détermination expérimentale des propriétés thermiques 
équivalentes  
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I.3.3.1 Conductivité thermique équivalente 
 

La conduction thermique est décrite par la loi de Fourier [17]. Cette loi stipule que la 

densité de flux de chaleur, q (W/m2), résultant d’un transfert de chaleur par conduction est 

proportionnel au gradient de température. La loi de Fourier s’écrit sous la forme: 

 

Tkq eq ∇−=
rr

 (I-5) 

 

Dans les problèmes de conduction thermique unidirectionnelle, on utilise souvent la loi de 

Fourier sous sa forme scalaire simple : 

 

L

T
kq eq

∆=  
 
(I-6) 
 

 

où L est l’épaisseur dans la direction du flux de chaleur. q et ∆Τ  sont toutes les deux des 

quantités positives. 

La conductivité thermique équivalente peut donc s’écrire si le milieu est homogène et 
isotrope : 

 

T

Lq
keq ∆

=  
 
(I-7) 
 

 

L’Equation (I-7) montre que la conductivité thermique équivalente d’un matériau 

hétérogène peut être déterminée expérimentalement de manière simple. En effet, il suffit 

d’imposer un différence de température ∆Τ aux bornes du matériau d’épaisseur L et de 

mesurer, lorsque le régime permanent est atteint, le flux thermique q qui traverse le matériau.  

Il existe plusieurs méthodes analytiques qui permettent de calculer la conductivité 

thermique des matériaux hétérogènes. Nous reviendrons plus loin sur ces méthodes 

analytiques. 
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I.4 Revue bibliographique sur la conductivité thermique équivalente 
des matériaux hétérogènes  

 

I .4.1 Modélisation analytique de la conductivité thermique équivalente des 
matériaux hétérogènes 

 

I.4.1.1 Modèles Série-Parallèle  
 

Les modèles Série et Parallèle ont été proposés par O. Wiener en 1912 [18]. Ces modèles 

sont basés sur l’hypothèse d’un flux de chaleur unidimensionnel, et ont été obtenus par 

analogie électrique. 

Dans ces modèles, la structure interne du matériau hétérogène est supposée constituer des 

strates perpendiculaires (modèle série) et parallèles (modèle parallèle) au flux de chaleur. La 

Figure 6a et la Figure 6b montrent les structures internes constituées de strates, de 

conductivité k1 et k2, respectivement, perpendiculaires et parallèles au flux de chaleur.  

 

  

(a) (b) 

Figure 6  Structures internes d’un modèle Série (a) et d’un modèle Parallèle (b) 

 

Dans le cas d’un matériau diphasique, les conductivités thermiques équivalentes des 

modèles Série et Parallèle sont données par les Equations (I-8) et (I-9): 
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( ) 22121 kvkvkeqP +−=  (I-9) 

 

Le modèle Série modélise bien les matériaux hétérogènes constitués d’une matrice 

contenant des fibres longues perpendiculaires au flux thermique. Il sous-estime cependant la 

conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes isotropes.  

Le modèle Parallèle, quant à lui, modélise bien les matériaux hétérogènes constitués d’une 

matrice contenant des fibres longues parallèles au flux thermique. Mais il surestime la 

conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes isotropes.  

Les modèles Série et Parallèle ne sont pas appropriés pour modéliser des matériaux à 

structure interne granulaire. Ils permettent de définir en première approximation le domaine 

où se trouve la conductivité thermique de tout matériau hétérogène. On les appelle ainsi les 

bornes de Wiener.  

Nous constatons que les bornes de Wiener ne dépendent que de la composition et de la 

fraction volumique des constituants. Elles ignorent la forme, la taille et la répartition des 

inclusions dans la matrice. Les modèles Série et Parallèle ne sont donc pas appropriés pour 

étudier l’impact des détails structuraux sur la conductivité thermique équivalente des 

matériaux hétérogènes.  

Constatant que les modèles Série et Parallèle sont, respectivement, les limites inférieure et 

supérieure de la conductivité thermique de tout matériau hétérogène, certains auteurs 

proposent de les combiner pour modéliser la conductivité thermique des matériaux à structure 

interne complexe. Dans ce qui suit, nous présentons quelques modèles issus de la 

combinaison des modèles Série et Parallèle.  

 

I.4.1.2 Modèles empiriques 
 

Dans le but d’étendre le champ d’application des modèles Série et Parallèle, plusieurs 

auteurs ont combiné ces deux modèles. Les combinaisons se sont faites de manière empirique. 

Nous appelons les modèles ainsi obtenus « modèles empiriques ». Les modèles empiriques 

dépendent de la composition et de la fraction volumique des constituants, mais aussi de la 

contribution de chaque modèle de base (Série ou Parallèle) dans le modèle empirique. Cette 

contribution est notée f. La conductivité thermique équivalente est donc de la forme: 
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( )fvvkkkk eqeq ,,,....,, 2121=  (I-10) 
 

 

Il existe dans la littérature plusieurs modèles basés sur cette approche. Parmi ces modèles 

on peut citer ceux de Willy et Soutwick [19], Renaud [20], Krischer (cité dans [21]) et 

Chaudhary et Bhandari [22]. Nous présentons ici à titre d’exemple les deux derniers modèles 

qui sont très utilisés dans la littérature.  

 

I.4.1.2.1 Modèle de Krischer [21] 
 

Le modèle de Krischer est une combinaison des modèles Série et Parallèle (Figure 7). 

 

 

 
 

Figure 7  Structure interne du modèle de Krischer 

 

Pour un matériau diphasique, le modèle de Krischer s’écrit :  
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Le modèle de Krischer est une moyenne harmonique pondérée des modèles Série et 

Parallèle. 

Flux thermique
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I.4.1.2.2 Modèle de Chaudhary et Bhandari [22] 
 

Comme Krischer, Chaudhary et Bhandari ont proposé le modèle de conductivité thermique 

suivant : 
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(I-12) 
 

 

Ce modèle est basé sur la moyenne géométrique pondérée des modèles Série et Parallèle. 

En résumé : 

Les modèles empiriques sont adaptés à tous les types de structure interne. Le paramètre f  

permet de prendre en compte la contribution de la structure interne. La prise en compte de la 

structure interne par l’intermédiaire d’un paramètre f permet d’estimer l’impact de cette 

structure sur la conductivité thermique équivalente. La limite d’une telle approche est que le 

paramètre f ne peut pas être déterminé analytiquement à partir des informations structurales.   

Les modèles empiriques ne peuvent donc pas être utilisés pour étudier l’impact des détails 

structuraux sur la conductivité thermique équivalente.  

 

I.4.1.3 Modèles de type Maxwell 
 

I.4.1.3.1 Modèle de Maxwell 
 

La détermination des propriétés de transport des matériaux hétérogènes a commencé avec 

Maxwell (1873) [23]. Ce dernier a proposé une expression exacte pour le calcul de la 

conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes. Pour proposer son modèle de 

conductivité thermique équivalente, Maxwell considère une structure constituée d’une matrice 

dans laquelle sont arrangées régulièrement des particules sphériques identiques. Les particules 

sont supposées suffisamment éloignées pour que les interactions mutuelles entre elles soient 

négligeables. 

Le modèle de Maxwell est le modèle de référence d’un grand nombre de modèles basés sur 

les structures granulaires. Torquato [24] montre les différentes étapes qui ont conduit à son 
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établissement. Nous reprenons ici ces différentes étapes pour mettre en évidence les 

hypothèses simplificatrices posées par Maxwell.  

Le modèle de Maxwell traite le cas d’inclusions sphériques identiques isolées dans une 

matrice. Il repose sur l’hypothèse que le champ de température autour d’une particule n’est 

pas perturbé par celui de ses voisines. Cette hypothèse est valide si la distance 

interparticulaire est grande devant le rayon des inclusions.  

Maxwell, dans ses travaux, considère une inclusion sphérique de rayon R2 et de 

conductivité k2 plongée dans une matrice de conductivité k1. Cette matrice est soumise à un 

gradient de température constant E0 (Figure 8). 

 

 
 

Figure 8  Inclusion sphérique dans une matrice  
 

 
En régime stationnaire, la distribution de température à l’intérieur d’une région de 

conductivité thermique constante est donnée par l’équation de Laplace : 

 

( ) 0=∆ rT  (I-13) 
 

 

avec les conditions aux limites : 
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T2 est la température à l’intérieur de la sphère de rayon R2. T1 est la température à l’extérieur 

de cette sphère.  

 

21 TT = ,                                          en  2Rr =  (I-15) 
 

 

βcos01 rET −= ,                               pour 2Rr >>                 (I-16) 
 

 

Prenant le centre de la sphère comme origine et tenant compte de la symétrie sphérique du 

problème, la solution générale, en coordonnées sphériques, de l’Equation (I-13) est de la 

forme : 

 

ββ coscos 2
0

0 r

EA
rET −−=

                             
pour 2Rr ≥  

 
(I-17) 
 

 

ββ coscos 00 rEBrET +−=
                           

pour 2Rr ≤   
(I-18) 
 

 

Les constantes A et B sont obtenues à partir des conditions de continuité du flux (Equation 

(I-14)) et de la température (Equation (I-15)) à l’interface inclusion/matrice. 

 

En substituant la constante A ainsi obtenue dans l’Equation (I-17), le champ de 

température dans la matrice s’écrit : 
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Le modèle de Maxwell étant constitué de N petites sphères de rayon R2 et de conductivité 

k2 qui n’interagissent pas entre elles, l’Equation (I-19) devient : 
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Maxwell considère que les N petites sphères sont contenues dans une large sphère de rayon 

R1 et de conductivité k1. La  

Figure 9 est une représentation en 2D de la structure interne considérée par Maxwell mais 

le modèle de Maxwell est un modèle 3D. 

 

 
 

Figure 9  Plusieurs inclusions sphériques dans une matrice 
(Représentation du modèle de Maxwell) 

 

La fraction volumique des petites sphères s’écrit alors : 
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et l’Equation (I-20) devient : 
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En faisant l’hypothèse qu’à l’échelle macroscopique, les matériaux hétérogènes peuvent 

être traités comme des matériaux homogènes, Maxwell remplace la grande sphère de rayon R1 

contenant les N petites sphères par une sphère homogène de rayon R1 et de conductivité 

thermique équivalente keq. L’Equation (I-19) s’écrit alors : 
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Pour que les Equations (I-22) et (I-23) soient équivalentes, il faut que : 
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Le modèle de Maxwell s’écrit alors sous la forme : 
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(I-25) 

 

 

Comme nous l’avons dit plus haut, le modèle de Maxwell repose sur l’hypothèse que le 

champ de température autour d’une particule n’est pas perturbé par celui de ses voisines. Ce 

qui fait que ce modèle n’est valable que pour des structures internes fortement diluées c'est-à-

dire à très faible fraction volumique d’inclusions. Ceci limite son utilisation. Notons qu’on 

n’a pas trouvé dans la littérature une valeur quantifiée de cette fraction volumique. 

Plusieurs auteurs ont fait une extension du modèle de Maxwell.  Nous en présentons ici 

quelques unes. 
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I.4.1.3.2 Modèle de Hamilton-Crosser 
 

Le modèle de Hamilton [25]  est une extension du modèle de Maxwell. Il est basé sur une 

matrice de conductivité k1 contenant des inclusions de conductivité k2 de forme quelconque. 

Les interactions entre inclusions sont toujours négligées. Le modèle de Hamilton est donné 

par l’Equation (I-26) :   
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Contrairement au modèle de Maxwell, le modèle de Hamilton dépend, en plus de la 

fraction volumique (2ν ) et de la conductivité thermique des constituants (k1, k2), d’un facteur 

géométrique ζ . Ce paramètre ζ est la sphéricité. Il dépend de la forme des inclusions. De 

manière générale, il est défini par le rapport de la surface d’une inclusion sur la surface de la 

sphère hypothétique, ayant le même volume que l’inclusion.  

 

I.4.1.3.3 Modèle de Fricke 
 

Le modèle de Fricke cité dans [26] est basé sur le même principe que le modèle de 

Maxwell. Seulement, le modèle de Fricke considère des inclusions ellipsoïdales de 

conductivité thermique k2 dispersées dans un milieu continu de conductivité thermique k1. La 

conductivité thermique est donnée par l’expression suivante : 
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Pour les ellipsoïdes aplaties (Figure 10a), ga est donné par : 
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Pour les ellipsoïdes allongées (Figure 10b), ga est donné par : 
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a

c=α est le facteur de forme des inclusions.  

 

 

 

 

 

(a)     ellipsoïde aplatie (c < a) (b)     ellipsoïde allongée (c > a) 

Figure 10 Représentation d’une ellipsoïde aplatie (a) et d’une ellipsoïde allongée (b) 
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En résumé : 

Le modèle de Maxwell dépend uniquement de la faction volumique et de la composition 

des constituants. Il ne prend donc pas en compte la contribution de la structure interne. En 

revanche, les modèles de Hamilton-Crosser et de Fricke sont sensibles à une information 

structurale qui est la forme des inclusions. Ces modèles peuvent par conséquent être utilisés 

pour évaluer l’impact de la forme des inclusions sur la conductivité thermique équivalente des 

matériaux hétérogènes. Seulement, les limites de validité de ces modèles peuvent être 

contraignantes :  

- peu d’influence mutuelle entre les inclusions ; 

- faible concentration des inclusions. 

Les structures interne à inclusions dispersées ont été étudiées en utilisant d’autres 

approches notamment le Second principe de la thermodynamique et la théorie des milieux 

effectifs. Dans ce qui suit, nous allons rappeler quelques modèles de conductivité thermique 

équivalente issus de ces approches. 

 

I.4.1.4 Modèle de la sphère avec revêtement (Coated-Sphere Model) 
 

Ce modèle a été introduit en 1962 par Hashin et Shtrikman [27]. Il est basé sur le principe 

de minimisation de la fonction énergie par méthode variationnelle.  

La structure interne de ce modèle est constituée d’un assemblage de sphères de rayon R1 et 

de conductivité k1 enveloppée par une coquille de rayon R2 et de conductivité thermique k2. 

La structure est représentée en 2D dans la Figure 11. Le rayon des disques peut être 

infiniment petit pour que tout l’espace de la structure soit occupé par les disques. 

 

 

Figure 11  structure constituée de sphères avec revêtement extérieur [24]  
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Pour obtenir la conductivité thermique équivalente keq d’une telle structure, les auteurs ont 

montré qu’il suffit de déterminer le champ thermique d’un milieu constitué d’une sphère avec 

revêtement extérieur, plongée dans une matrice de conductivité thermique inconnue keq 

(Figure 12) soumise à un gradient de température constant E0. 

 

 
 

Figure 12  Sphère avec revêtement extérieur dans une matrice de conductivité keq 
 

 
La conductivité thermique équivalente de cette structure en 3D s’écrit [24] : 
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Ce modèle ne fait pas d’hypothèse sur l’interaction entre les constituants. Il est donc 

valable pour n’importe quelle fraction volumique contrairement aux modèles de type 

Maxwell. Il est cependant insensible aux détails structuraux. Nous ne pouvons donc pas 

l’utiliser pour étudier la relation structure interne/conductivité thermique équivalente. 

 

I.4.1.5 Théorie des milieux effectifs   
 

Les théories des milieux effectifs sont des modèles mathématiques permettant d'estimer les 

propriétés macroscopiques ou propriétés équivalentes d'un milieu en fonction des propriétés 

locales de chaque constituant, et d'un certain nombre d'informations sur la structure telle que 

la concentration de chaque constituant. Le but de ces modèles est de fournir soit des bornes 

E0 E0
k1

keq

k2



Chap. I. Revue bibliographique sur les propriétés thermiques équivalentes des matériaux 
hétérogènes 

27 
 

pour le comportement macroscopique des milieux aléatoires, soit des approximations du 

comportement macroscopique pour les milieux périodiques. 

 

 

I.4.1.5.1 Volume Elémentaire représentatif 
 

Les techniques d’homogénéisation cherchent à remplacer un volume réel contenant 

l’ensemble des informations structurales du matériau étudié par un volume homogène fictif 

(Figure 13). Les deux volumes doivent avoir en « moyenne » un comportement identique. Ce 

volume réel est appelé volume élémentaire représentatif. 

 

 

Figure 13  Volume élémentaire représentatif 

 

Le volume élémentaire représentatif (V.E.R) d’un matériau est le volume, Vre, au-delà 

duquel une propriété moyenne du matériau ne varie plus. La notion de propriété moyenne ou 

équivalente du matériau n’a de sens que pour des volumes égaux ou supérieurs à Vre. 

Le volume élémentaire représentatif d’un matériau doit satisfaire à deux conditions : 

• être plus grand que la taille caractéristique des constituants du matériau ;  

• être plus petit que la taille caractéristique du matériau. 

 

volume réel (hétérogène) volume fictif (homogène)
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I.4.1.5.2 Comportement équivalent d’un matériau hétérogène 
 

Le comportement équivalent d’un matériau hétérogène est obtenu en imposant à son V.E.R 

un gradient thermique. Ce dernier crée alors un flux de chaleur microscopique. 

L’homogénéisation vise à trouver la relation qui lie la moyenne du flux microscopique au 

gradient de température imposé.  

Dans le cas d’un V.E.R constitué d’une matrice m de fraction volumique mν  et d’une 

inclusion i de fraction volumique iν , le flux thermique moyen q
r

qui travers le V.E.R est 

donné par la relation : 

 

mmii qqq
rrr νν +=  (I-32) 

 

 

En utilisant la loi de Fourier : 

 

Tgradkq −=r
 (I-33) 

 

 

l’Equation (I-32) s’écrit : 

 

m
mm

i
iieq TgradkTgradkTgradk νν +=  (I-34) 

 

 

où eqk  est la conductivité thermique équivalent du matériau. 

Le gradient de température imposé peut être décomposé sur la structure suivant la relation : 

 

m
m

i
i TgradTgradTgrad νν +=  (I-35) 
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En combinant les Equations (I-34) et (I-35), on obtient l’équation du comportement 

thermique équivalent du V.E.R : 

 

( )
i

miimeq TgradkkTgradkTgradk −+= ν   
(I-36) 
 

Le gradient de température à l’intérieur de l’inclusion 
i

Tgrad est obtenu après résolution 

de l’équation de la chaleur à l’intérieur du V.E.R.  

Plusieurs cas de V.E.R ont été étudiés dans la littérature et ont conduit à différents modèles 

de conductivité thermique. Nous en présentons ici quelques. 

 

I.4.1.5.3 Les modèles d’homogénéisation  
 

I.4.1.5.3.1 Modèle auto-cohérent (Self-Consistent)  
 

Le modèle auto-cohérent a été introduit par Bruggeman en 1935 [28]. Dans ce modèle, le 

V.E.R représenté dans la Figure 14 est constitué d’une inclusion sphérique de conductivité k2 

plongée dans un milieu homogène équivalent infini dont la conductivité thermique 

équivalente keq est celle qui est recherchée.  

 

 
 

Figure 14  Sphère de conductivité k2 dans une matrice infinie de conductivité keq 
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Ce modèle prend en compte les interactions entre les inclusions et ne fait aucune hypothèse 

sur la distribution des inclusions. Il s’écrit :  
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L’Equation (I-37) est symétrique en ce sens qu’elle reste invariante par changement de la 

matrice par l’inclusion et vice versa.  

Dans la pratique, ce modèle est peu utilisé pour prédire la conductivité thermique 

équivalente des matériaux hétérogènes. Cela résulte de la difficulté de rencontrer des 

structures internes réelles dont les constituants sont interchangeables. 

 

I.4.1.5.3.2 Modèle du schéma différentiel 
 

Le modèle du schéma différentiel (MSD) a été également introduit par Bruggeman en 1935 

[28]. Contrairement au modèle auto-cohérent, ce modèle ne traite pas les phases de manière 

symétrique. Il est basé sur une homogénéisation incrémentale (étape par étape). 

Le modèle MSD considère au départ un volume de matrice V0 de conductivité thermique 

k1. A la première étape, un volume dV de la matrice est remplacé par le même volume 

d’inclusion de conductivité thermique k2. Une homogénéisation qui utilise la procédure de 

Maxwell (section I.4.3.1) est effectuée pour obtenir un matériau homogène équivalent. 

Ensuite, le processus est répété jusqu’à ce que la fraction volumique des inclusions 2ν  soit 

atteinte. La conductivité thermique équivalente s’écrit alors : 
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En résumé 

Les modèles d’homogénéisation ci-dessus peuvent être étendus à des inclusions de formes 

ellipsoïdales. De ce fait, les modèles d’homogénéisation sont des outils performants pour 

étudier l’impact d’un certain nombre de paramètres structuraux comme la forme et 
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l’orientation des inclusions. Ils sont cependant insensibles à d’autres paramètres comme la 

distribution, la taille et le nombre d’inclusions. 

 

I.4.1.6 Modèles Structuraux 
 

Les modèles empiriques, vus plus haut, modélisent la conductivité thermique équivalente 

des matériaux à structure interne complexe par une combinaison de structures simples (Série 

et Parallèle). Wang [29], s’inspirant de l’approche de Krischer, propose de modéliser une 

structure complexe par une combinaison des modèles Série, Parallèle, Maxwell et auto-

cohérent. Nous appellerons dans la suite ces modèles « structures de base ». 

La Figure 15 montre un matériau diphasique représenté par un mélange des structures de 

base parallèle et Maxwell. 

 

 

Figure 15  Représentation schématique d’un mélange de deux modèles, Parallèle et Maxwell, 

d’un matériau diphasique [29] 

 

Dans l’approche de Wang, contrairement à celle de Krischer, la part d’une structure de 

base j dans le mélange qui modélise le matériau hétérogène est donnée par la « fraction 

volumique structurale » : 

 

∑=
i

ijij σνε  (I-39) 

 

 

iν  est la fraction volumique du constituant i du matériau hétérogène.  
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ijσ  est le « facteur de composition structurale ». Il mesure la proportion d’un constituant i du 

matériau hétérogène dans la structure de base j. Il faut rappeler que la fraction volumique d’un 

constituant i ( iν ) mesure la proportion de ce constituant dans tout le matériau. 

Puisque l’ensemble des structures de base choisies forme le matériau, la fraction 

volumique structurale vérifie la relation : 

 

1=∑
j

jε  (I-40) 

 

 

De même, un constituant i étant réparti dans les différentes structures de base choisies, le 

 facteur de composition structurale vérifie la relation : 

 

1=∑
j

ijσ  (I-41) 

 

 

L’originalité du travail de Wang consiste à trouver une expression analytique liant  la 

contribution de chaque structure de base et les propriétés des constituants que sont la 

conductivité thermique ki et la fraction volumique iν . On rappelle que dans le modèle de 

Krischer la contribution des structures de base est déterminée de manière empirique.    

Nous présentons ci-dessous, à titre d’exemple,  le modèle structural obtenu par un mélange 

des structures de base : Parallèle et Maxwell. 

Deux hypothèses sont d’abord considérées : 

• Les deux structures considérées contribuent au mélange de manière identique. On a 

alors : 

 

2
1=jε  

(I-42) 

 

 

• La conductivité thermique de chaque structure de base jκ  est égale à la conductivité 

thermique équivalente : 
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21 κκ ==eqk  (I-43) 

 

 

A partir de l’Equation (I-43), du modèle Parallèle et du modèle de Maxwell, on peut 

écrire : 
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(I-44) 

 

 

A partir des Equations (I-39) et (I-42), on peut écrire : 

 

2

1
212111 =+ σνσν  

(I-45) 

 

 

2

1
222121 =+ σνσν  

(I-46) 

 

 

A partir de l’Equation (I-41), on peut écrire : 

 

11211 =+ σσ  (I-47) 

 

 

12221 =+ σσ  (I-48) 

 

 

La résolution du système d’équations (I-44)-(I-48) conduit à l’expression de la 

conductivité thermique équivalente d’un mélange modèle Parallèle-modèle Maxwell : 
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avec  
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où  

 

( )( )212121 2 kkkkA +−= νν  (I-51) 

 

 

21

1

2

3

kk

Ak
B

+
−=  

 
(I-52) 

 

 

En résumé 

Les modèles structuraux présentent deux avantages par rapport aux modèles empiriques : 

- les modèles structuraux peuvent modéliser aussi bien les structures isotropes qu’anisotropes, 

alors que les modèles empiriques sont plus adaptés aux structures anisotropes du fait qu’ils 

découlent de combinaisons des modèles Série et Parallèle ;  

- le choix des structures de base appropriées pour la modélisation de la conductivité thermique 

des matériaux à structure interne complexe peut se faire sur la base d’une démarche 

scientifique alors que la démarche est empirique dans le cas des modèles empiriques. 

Malgré tous ces avantages, les modèles structuraux ne contiennent pas de paramètres, en 

dehors de la fraction volumique, qui prennent en compte les informations structurales. Ils sont 

donc insensibles à toute variation de la structure interne. 
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I.4.1.7 Application aux matériaux de construction 
 

L’un des objectifs de cette thèse est d’étudier l’impact de la structure interne sur la 

conductivité thermique des matériaux hétérogènes. Il faut noter qu’il existe une grande variété 

de matériaux hétérogènes. Ces derniers peuvent être classés en fonction de l’échelle spatiale 

des constituants (du nm au mm), de la nature des constituants (minérale, organique ou 

métallique). Des études menées sur une classe donnée de matériaux hétérogènes n’est donc 

pas forcément valable pour l’ensemble des matériaux hétérogènes. Dans cette thèse, nous 

nous intéressons plus particulièrement aux matériaux de construction de type béton de ciment. 

Le béton de ciment est un matériau hétérogène constitué d’une matrice cimentaire contenant 

des inclusions (granulats). Les inclusions peuvent être de nature minérale (basalte), végétale 

(paille) ou synthétique (polystyrène). Les matériaux de construction à matrice cimentaire ont 

fait l’objet de plusieurs études en France. Idir et al. se sont intéressés aux propriétés 

mécaniques d’un mortier de ciment contenant des débris de verre pulvérisé [30]. Fraj et al. ont 

étudié la pénétration des ions chlorures dans le béton cimentaire [31]. Franquet et al.  [32] ont 

déterminé les propriétés thermiques d’un mortier de ciment contenant des matériaux à 

changement de phase micro-encapsulés. Au Sénégal, le béton de ciment est largement utilisé 

dans la construction, mais nous avons noté une absence de données sur leurs propriétés 

thermiques. Les modèles analytiques de conductivité thermique équivalente sont donc utilisés 

pour avoir des informations.  

Afin de mettre en évidence la disparité des valeurs obtenues par les différents modèles, 

nous allons à présent calculer la conductivité thermique d’un béton de ciment. La Figure 16 

montre les résultats de quelques modèles cités plus haut appliqués au béton de ciment.  

Les modèles dépendent exclusivement de la fraction volumique et de la conductivité 

thermique des constituants. Nous avons utilisé une matrice cimentaire de conductivité de 0,6 

W.K-1.m-1 et des granulats en  polystyrène de conductivité 0,04 W.K-1.m-1, et nous avons fait 

varier la fraction volumique de 0 à 1. La Figure 16 montre les résultats obtenus. 

Comme attendu, la conductivité thermique équivalente est décroissante lorsqu’on 

augmente la quantité de polystyrène. Cela est dû au fait que le polystyrène est un milieu 

isolant pour le passage de la chaleur à travers la matrice cimentaire. 
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Figure 16 Variation de la conductivité thermique équivalente en fonction de la fraction 

volumique de polystyrène pour différents modèles analytiques 
 

 

Les résultats présentés à la Figure 16 montrent que les modèles étudiés plus haut donnent 

des résultats différents pour le même matériau. La variation est bornée par les modèles Série 

(qui sous-estime la conductivité) et Parallèle (qui la surestime). Cela s’explique par la 

différence des hypothèses sur la structure interne posées par les auteurs. A ce stade de notre 

étude, il nous est donc impossible de choisir un de ces modèles pour prédire le comportement 

thermique du béton de ciment. 

 

I.4.1.8 Bilan de la revue bibliographique 
 

L’étude bibliographique sur les modèles analytiques montre que les chercheurs ont 

toujours compris qu’il existe un lien entre la structure interne des matériaux hétérogènes et la 

conductivité thermique équivalente. En effet, l’établissement d’un modèle analytique s’appuie 

toujours sur une structure interne spécifique. Cependant, le seul paramètre structural présent 

dans ces modèles est la fraction volumique, et dans de rares cas le facteur de forme des 

inclusions. 
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Les modèles analytiques sont donc insensibles à un grand nombre de paramètres 

structuraux comme par exemple la distribution, la taille et le nombre des inclusions. Par 

conséquent, ces modèles sont limités pour nous permettre une étude détaillée de l’impact de la 

structure interne sur la conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes. 

Nous allons dans ce qui suit présenter les modèles numériques utilisés pour le calcul de la 

conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes. 

 

I.4.2 Modélisation numérique de la conductivité thermique équivalente des 
matériaux hétérogènes 

 

Avant de développer le modèle de simulation de la conductivité thermique, nous devons 

nous intéresser à la génération de la structure. Pour cela, le paragraphe ci-dessous détaille les 

méthodes de génération de structures. 

 

I.4.2.1 Méthodes de génération de structure 
 

I.4.2.1.1 La méthode de Metropolis Monte Carlo 
 

La méthode de Metropolis Monte Carlo (MMC) a été développée par Metropolis en 1953 

[33]. Elle est utilisée pour simuler un système de particules où le nombre de particules N, le 

volume V et la température T sont constants. Elle permet de générer un grand nombre d’états 

ou de configurations et de faire des moyennes statistiques sur les grandeurs macroscopiques 

caractéristiques du système étudié. 

L’algorithme MMC se décline en 5 points [24] : 

1. Générer un état initial Nrm ≡  de N particules dans un volume V constant. 

{ }N
N rrrr ,...,, 21≡  est la position des N particules. Il existe alors dans le système de 

particules des forces d’interaction (forces attractives et forces répulsives) entre les 

particules. Ces forces dérivent d’une énergie potentielle. A l’état m, cette énergie 

potentielle est notée ( )mEN . La densité de probabilité de trouver un état particulier de 

N particules avec une énergie potentielle ( )mEN  est donnée par : 
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( ) ( )[ ]
( )[ ]∫ −
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χ
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(I-53) 
 

 

avec ( )TKB/1=χ , 123 .103806488,1 −−×= KJkB est la constante de Boltzmann et T est la 

température du système de particules. 

 

2. Déplacer aléatoirement une particule. Un nouvel état n est alors obtenu. Son énergie 

potentielle d’interaction est ( )nEN . La variation d’énergie potentielle entre les états m 

et n s’écrit : 

 

( ) ( )mEnEE NNN −=∆  (I-54) 
 

 
3. L’état n est accepté (Figure 17) avec une probabilité : 

 

( ) ( )[ ]NN Enmp ∆−=→ χexp,1min  (I-55) 
 

 

 

  

(a) état m (b) état n 

Figure 17 Etat des particules en 2D : état initial (a) et état accepté (b) 
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Autrement dit, si la variation d’énergie potentielle NE∆  est négative, ( ) 1=→ nmpN . 

Le déplacement est alors toujours accepté.   

Si 0≥∆ NE , alors ( ) ( )NN Enmp ∆−=→ χexp . On compare alors cette probabilité à 

une valeur pc choisie aléatoirement dans l’intervalle [0,1]. Si ( ) cN pnmp ≥→ , le 

déplacement est accepté, sinon il est rejeté. 

4. Les autres particules restantes sont placées les unes après les autres selon la même 

procédure qu’en 2 et 3. 

5. Répéter la procédure jusqu’à l’obtention d’un état d’équilibre. L’équilibre est atteint 

lorsque la moyenne de la fonction de corrélation deux-points n’évolue plus quand on 

déplace les particules. La fonction de corrélation deux-points sera définie en détail au 

chapitre II.4.2. 

La limite de la méthode de Monte Carlo se trouve dans le choix du pas de déplacement des 

particules. En effet, s’il est trop grand, beaucoup d’étapes seront rejetées et le système 

évoluera très lentement. S’il est trop petit, le système changera trop lentement. Dans les deux 

cas, le temps nécessaire pour faire évoluer le système de son état initial à son état d’équilibre 

peut être long.  

Pour cette raison, nous n’avons pas choisi la méthode de Monte Carlo pour générer nos 

structures. 

 

I.4.2.1.2 Méthode RSA (Random Sequential Addition) 
 

La méthode RSA est un processus irréversible par lequel des particules sont déposées sur 

une surface. Elle a été introduite par Feder [34]. Plusieurs phénomènes physiques, chimiques 

et biologiques [35]- [36] ont été étudiés numériquement en utilisant la méthode RSA. 

La méthode RSA introduit dans un cube élémentaire les centres des particules les uns après 

les autres et ceci de manière aléatoire. Son algorithme est détaillé dans [37]. Il suit les étapes 

suivantes : (i) une première particule test est d’abord déposée ; (ii) puis une deuxième est 

introduite en vérifiant si elle ne chevauche pas avec la première particule ou les faces du cube 

élémentaire. 

S’il y a chevauchement, la seconde particule est rejetée et sa position est tirée aléatoirement à 

nouveau. S’il n’y a pas chevauchement la particule est acceptée. 

Le processus est répété jusqu’à l’obtention de la fraction volumique désirée. 
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Plus le nombre de particules insérées augmente, plus il devient difficile de trouver de 

l’espace libre pour introduire de nouvelles particules. Ainsi, la méthode RSA ne permet pas 

d’atteindre des fractions volumiques élevées. Selon Feder [34], la fraction volumique limite 

est de 0,38 pour des particules de forme sphérique. 

Plusieurs variantes de la méthode RSA sont proposées dans la littérature pour augmenter 

cette fraction volumique. La méthode proposée par Segurado et Llorca [38] permet d’atteindre 

une fraction volumique de 0,5. Elle consiste à introduire dans un cube élémentaire une 

fraction volumique de particules inférieure à la limite admise et de comprimer ensuite étape 

par étape le cube élémentaire. A chaque étape de compression, les particules sont réorganisées 

pour éviter un chevauchement entre particules. Il est possible également d’augmenter la 

fraction volumique jusqu’à 0,6 en utilisant un système de particules polydispersées [39]. 

Dans le but de générer des matériaux à structure interne aléatoire représentatifs des 

matériaux réels dans un temps raisonnable, nous avons choisi la méthode RSA. Nous avons 

ainsi programmé la méthode. Ce qui nous permet d’avoir des structures aléatoires que nous 

utilisons par la suite pour étudier les phénomènes de transfert thermique au sein des matériaux 

hétérogènes granulaires.  

Notre étude porte sur les matériaux isotropes. Pour s’assurer de l’isotropie des structures 

générées par RSA, nous calculons les coordonnées du barycentre des particules : 

 

3,2,11 ==
∑

= j
N

x
x

N

i
ij

bj  

 
(I-56) 
 

  

ijx  est la coordonnée de la particule i suivant l’axe j. 

Si le barycentre est au centre du volume élémentaire représentatif, la structure générée est 

retenue. Nous calculons alors le moment d’inertie du système de particules par rapport aux  

axes de symétrie du matériau suivant les trois directions de l’espace. Le moment d'inertie est 

une grandeur physique qui caractérise la géométrie des masses d'un solide, c'est-à-dire la 

répartition de la matière en son sein.  Il est donné par la relation : 
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(I-57) 
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L’indice j indique l’axe de symétrie du matériau suivant les trois directions de l’espace. ir  est 

la distance de la particule i à l’axe j. im est la masse de la particule i. Toutes les particules 

étant identiques, nous prendrons la masse d’une particule comme étant égale à l’unité. 

Le matériau est isotrope lorsque : 

  

321 JJJ ==  (I-58) 

 

Le comportement thermique du matériau est donc le même dans les trois directions de 

l’espace. Nous allons donc restreindre l’étude du comportement thermique des matériaux à 

une seule direction. 

 

I.4.2.2 Méthodes numériques de résolution de l’équation de la chaleur  
 

Les modèles analytiques présentés plus haut permettent de prédire le comportement 

thermique d’un grand nombre de matériaux hétérogènes à structure interne simple. Pour les 

matériaux à structure interne complexe, ces modèles ne donnent pas toujours de bons 

résultats. Dans ce cas, il est souvent fait appel aux méthodes numériques. 

Le but des méthodes numériques est de trouver une solution approchée d’une équation aux 

dérivées partielles (EDP). Dans notre cas, l’équation à résoudre est l’équation de diffusion de 

la chaleur (I-3). 

Les méthodes numériques les plus utilisées pour la résolution des EDP sont les différences 

finies, les éléments finis et les volumes finis. Dans ce qui suit, nous allons présenter chacune 

de ces méthodes. Nous mettrons l’accent sur les avantages et les limites de chacune. 

 

I.4.2.2.1 Méthode des différences finies 
 

La méthode aux différences finies joue un rôle important dans la résolution des problèmes 

thermiques [40]- [41] et acoustiques [42]- [43]. Elle consiste à approcher la valeur de la 

température, solution de l’équation (I-3) en un nombre fini de points, appelés points de 

discrétisation du maillage. 
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La méthode aux différences finies est une méthode simple à implémenter. Elle n’utilise pas 

une grande taille de mémoire, et ne nécessite pas un temps de calcul long comparé aux autres 

méthodes numériques comme la méthode des éléments finis [44]. Cependant, elle ne 

s’applique que sur des domaines de calcul à géométrie simple. De plus, l’existence de 

discontinuité ou de forts gradients dans le domaine de calcul rend la méthode instable. 

 

I.4.2.2.2 Méthode des volumes finis 
 

Plusieurs auteurs ont utilisé la méthode des volumes finis pour résoudre les problèmes de 

transfert thermique [45], [46]. Cette méthode est basée sur l’intégration de l’EDP sur tous les 

volumes de contrôle issus du maillage du domaine de calcul. 

La mise en œuvre de la méthode des volumes finis est simple si les volumes de contrôle 

sont de forme simple. Contrairement à la méthode des différences finies, la méthode des 

volumes finis utilise des volumes de contrôle. Elle est donc adaptée aux domaines de calcul à 

géométrie complexe. Il faut noter qu’il n’existe pas d’étude théorique sur la convergence de 

cette méthode. 

 

I.4.2.2.3 Méthode des éléments finis  
 

La méthode des éléments finis est largement utilisée dans la littérature pour l’analyse des 

comportements mécaniques [47] et thermiques [48] des matériaux hétérogènes. Elle consiste à 

approcher dans un sous-espace de dimension finie un problème écrit sous forme variationnelle 

(minimisation de l’énergie) dans un espace de dimension infinie. 

La méthode des éléments finis est adaptée aux géométries complexes. Elle traite plus 

facilement les conditions aux limites. Elle donne également la possibilité de majorer les 

erreurs, ce qui n’est pas le cas dans la méthode aux différences finies. Cependant, les 

inconvénients majeurs de la méthode des éléments finis sont la complexité de sa mise en 

œuvre et son coût en temps de calcul et en mémoire. 

 

Nous avons choisi dans notre étude d’utiliser la méthode des éléments finis à cause de ses 

nombreux avantages. En effet, nous avons, dans le cadre de cette thèse, utilisé la méthode des 

éléments finis pour développer sous fortran un code de calcul. Ce code nous permet d’étudier 

les transferts thermiques au sein d’un matériau hétérogène aléatoire tridimensionnel.  
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I.5 Revue bibliographique sur la capacité thermique surfacique d’une 
paroi hétérogène 

 

Selon Perna et al. [49], la capacité thermique est un paramètre qui décrit la capacité d’un 

élément de paroi à accumuler de la chaleur. Tsilingiris [50] définit la capacité thermique d’un 

élément de paroi comme le produit de la masse de l’élément et de sa capacité thermique 

massique. Pour un élément de paroi composite de n couches de masse mi et de capacité 

thermique massique ci, la capacité thermique (HC ) est donnée par la relation : 

 

∑
=

⋅=
n

i
ii cmHC

1

 
 
(I-59) 

 

HC signifie en anglais Heat Capacity. 

 

Généralement, à la place de l’expression précédente, la capacité thermique surfacique est 

utilisée. Elle est donnée par la relation [50] : 

 

i
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HCA δρ ⋅⋅== ∑

=1

 
 
(I-60) 

 

où ρi et δi sont, respectivement, la densité et l’épaisseur de la couche i de l’élément de paroi. S 

est la surface de l’élément de paroi. Il faut noter que la capacité thermique massique (J.K-1.kg-

1), qui est une propriété intrinsèque d’un matériau, ne doit pas être confondue avec la capacité 

thermique surfacique (J.K-1 m-2). 

Une méthode alternative pour estimer la capacité thermique surfacique dans certains cas 

particuliers est proposée par la norme ISO 13786 [51]. La méthode utilise le formalisme des 

quadripôles introduit par Maillet et al. [52]. Dans ce formalisme, une matrice de transfert lie 

les variations de la température et du flux sur les deux faces d’un élément de paroi. La 
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méthode est valable pour un élément de paroi constitué de couches homogènes planes. La 

capacité thermique surfacique est estimée pour une période donnée.  

La détermination de cette capacité thermique surfacique par la méthode ISO 13786 ou 

celle de Tsiringiris nécessite la connaissance des propriétés thermo-physiques ki, ρi and ci des 

différentes couches de l’élément de paroi. Cependant, les matériaux utilisés en construction 

sont souvent hétérogènes et peuvent présenter des cavités d’air. Les transferts thermiques 

dans le matériau sont alors complexes, parce que, en plus des transferts de chaleur par 

conduction, des transferts convectif et radiatif s’y développent. Dans ce cas, les paramètres 

physiques et thermiques ne sont pas toujours connus avec précision. D’autres facteurs comme 

le processus de fabrication, l’humidité ou la méthode de construction de la paroi peuvent 

entrainer une évolution des paramètres physiques et thermiques.  

Du point de vue pratique, la capacité thermique surfacique est utilisée pour calculer la 

classe d’inertie dans la Réglementation Thermique Française [53]. Dans la réglementation 

thermique britannique [54], cette classe d’inertie est connue sous le nom de « Thermal Mass 

Parameter » (TPM). Le TPM caractérise l’inertie thermique d’un bâtiment. Il est défini 

comme la somme du produit de la surface de chaque paroi par sa capacité thermique 

surfacique, divisé par la surface totale du plancher bas (STP) : 

 

STP

SHCA
TMP

n

i
ii∑

=

⋅
= 1  

 
(I-61) 

 

où HCAi et Si sont, respectivement, la capacité thermique surfacique et la surface des murs et 

des planchers haut et bas. 

En fonction de la valeur du TPM, le bâtiment est qualifié de faible, de moyen ou de grande 

inertie thermique. Cette information, parmi d’autres, est nécessaire pour le calcul de la 

performance thermique des bâtiments [54]. 

Tsilingiris [50] utilise également la capacité thermique surfacique pour calculer la 

constante de temps d’un élément de paroi : 
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∑
=

h

HCAτ  
 
(I-62) 

 

où HCA est la capacité thermique surfacique de l’élément de paroi. ∑h  est la somme des 

coefficients de transfert sur les surfaces interne et externe de l’élément de paroi. S est la 

surface de la paroi.  

La constante de temps est un paramètre utilisé par certains auteurs [55] pour caractériser 

l’inertie thermique des parois. 

Il faut rappeler que l’inertie thermique d’une paroi est sa capacité à emmagasiner puis à 

restituer la chaleur. Plus l’inertie d’une paroi est importante, plus elle se réchauffe et se 

refroidie lentement. 

Contrairement à la conductivité thermique, on note qu’il existe peu de méthodes de 

détermination de la capacité thermique surfacique des parois. Cela s’explique par le fait que la 

résistance thermique (inverse de la conductivité thermique) a été par le passé l’unique 

paramètre pertinent pour caractériser la performance thermique d’une paroi. Aujourd’hui, les 

choses ont évolué. En effet, la Réglementation Thermique française (RT) de 2012 [53] fixe un 

certain nombre d’exigences supplémentaires pour les bâtiments neufs. Parmi ces exigences, 

on peut noter l’obligation d’assurer un bon niveau de confort en été sans avoir à recourir à un 

système actif de refroidissement. Pour certaines catégories de bâtiments, la réglementation 

impose que la température la plus chaude atteinte dans les locaux, au cours d’une séquence de 

5 jours consécutifs très chauds d’été n’excède pas un seuil. L’inertie thermique de l’enveloppe 

des bâtiments est l’un des paramètres sur lesquels il est possible d’agir pour atteindre 

l’objectif visé par la RT 2012. Il est donc nécessaire d’approfondir nos connaissances sur ce 

paramètre. Pour cela, il nous faut étudier davantage la capacité thermique surfacique des 

parois. Nous allons donc proposer dans le chapitre IV une méthode expérimentale pour le 

calcul de la capacité thermique surfacique des parois hétérogènes à structure interne 

complexe. 
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I.6 Conclusion 
 

Cette étude bibliographique nous a permis de nous rendre compte que les chercheurs ont 

toujours compris qu’il existe un lien entre la structure interne et la conductivité thermique 

équivalente. En effet, la plupart des modèles de conductivité thermique équivalente rencontrés 

dans la littérature s’appuient sur des structures bien identifiées. Cependant, ces modèles 

n’intègrent pas tous les paramètres qui prennent en compte l’impact de la structure interne sur 

la conductivité thermique. Les modèles Série-Parallèle, Maxwell, Sphère avec revêtement 

(Coated-Sphere), Bruggeman et Structuraux dépendent uniquement de la fraction volumique 

et des conductivités thermiques des constituants. Ils ne sont donc pas pertinents pour estimer 

l’impact de la structure interne sur la conductivité thermique équivalente. Les modèles de 

Hamilton-Crosser et de Fricke intègrent un paramètre qui permet d’évaluer l’impact de la 

forme des inclusions sur la conductivité thermique équivalente. Ils ne permettent pas de voir 

l’influence des autres paramètres structuraux tels que la taille et la distribution des inclusions 

sur la conductivité. Les modèles empiriques sont les plus adaptés pour estimer l’impact de la 

structure interne sur la conductivité thermique équivalente. Ils permettent en effet, grâce à un 

paramètre empirique, d’évaluer l’impact de l’ensemble des détails structuraux sur la 

conductivité thermique. Cependant, ce paramètre ne peut pas être déterminé analytiquement à 

partir des informations structurales. L’influence des détails structuraux sur la conductivité ne 

peut donc pas être connue à partir des modèles empiriques. 

Le calcul de la conductivité équivalente d’un béton cimentaire par les différents modèles 

analytiques a clairement mis en évidence la disparité des résultats obtenus. 

Les simulations numériques, grâce à leur plus grande flexibilité que les modèles 

analytiques, offrent plus d’opportunité d’examiner l’effet de certaines variables identifiées 

dans la littérature comme ayant un impact sur la conductivité thermique équivalente des 

matériaux hétérogènes. 

Pour la capacité thermique, force est de remarquer qu’il existe peu de travaux relatifs à 

cette propriété thermique. Pourtant, comme le montre notre étude bibliographique, elle est un 

paramètre indispensable pour caractériser l’inertie thermique des parois. La maîtrise des 

consommations énergétiques tout comme le confort thermique dans les bâtiments passe par la 

connaissance de ce paramètre. 

Avant de nous intéresser à l’impact de la structure interne sur la conductivité thermique 

équivalente, nous nous proposons de présenter dans le chapitre suivant les méthodes de 
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modélisation des matériaux hétérogènes. Les différents descripteurs structuraux qui 

permettent la caractérisation structurale de ces matériaux seront également passés en revue. 

 

 



 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



Chap. II.  Construction de la géométrie et caractérisation structurale des matériaux 
granulaires 

49 
 

Chapitre II  Construction de la géométrie et caractérisation 
structurale des matériaux granulaires 

 

 

II.1  Introduction 
 

L’étude des phénomènes de transport au sein d’un matériau hétérogène commence par la 

construction d’une géométrie représentative de la structure interne du matériau. La 

construction de la géométrie dépend de la nature du matériau. Si le matériau est périodique 

c'est-à-dire qu’il présente un schéma répétitif, la construction de sa géométrie est aisée. En 

revanche, si le matériau est aléatoire c'est-à-dire que les positions de ses différents 

constituants ne sont pas connues, la construction de la géométrie devient complexe. 

Le premier objectif de ce chapitre est de générer des géométries représentatives de la 

structure des bétons cimentaires. On rappelle que le béton cimentaire, qui nous intéresse dans 

le cadre de cette thèse, est formé d’une matrice cimentaire contenant des billes en polystyrène. 

Nous le classons donc dans la catégorie des matériaux granulaires. La construction de la 

géométrie des matériaux granulaires nécessite la connaissance de l’énergie potentielle 

d’interaction qui caractérise l’état du matériau. Nous allons donc, dans ce chapitre, passer en 

revue les différents modèles d’énergie potentielle et choisir celui qui peut représenter la 

structure interne de notre matériau. La méthode RSA, présentée dans le chapitre précédent, 

sera ensuite utilisée pour générer la géométrie.  

Le second objectif de ce chapitre est la caractérisation structurale des matériaux granulaires 

qui sont générées. Pour cela, nous allons recenser les descripteurs structuraux utilisés dans la 

littérature pour caractériser les structures internes de type granulaire. En guise d’application, 

le calcul des descripteurs sera fait sur des géométries représentatives du béton cimentaire qui 

seront générées. Nous allons, dans ce travail, mettre en évidence les informations structurales 

qui sont contenues dans chaque descripteur. 
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II.2  Présentation des structures granulaires  
 

Nous rappelons que les structures granulaires sont caractérisées par un réseau de particules 

solides en présence ou non d’une matrice de liaison. Ces particules peuvent être sphériques ou 

non sphériques.  

Les structures granulaires peuvent être classées en deux catégories : les structures 

périodiques et les structures aléatoires (chapitre I, section I.2.1). Dans ce qui suit, nous 

présentons plus en détail les deux types de structure pour mettre en exergue la particularité de 

chacune. 

 

II.2.1 Structure périodique 
 

Une structure périodique admet un schéma répétitif qui, par translation dans toutes les 

directions de l’espace, donnera la structure complète (Figure 18). Ce schéma qui est la cellule 

de base est appelé cellule unitaire. Il est pris comme le volume élémentaire représentatif du 

matériau étudié. Il est à noter que la cellule unitaire n’est pas définie de manière univoque 

comme le montre la Figure 18.  

 

 

Figure 18 Différentes possibilités de choix de la cellule unitaire [56] 
 

On choisit habituellement comme cellule élémentaire la cellule délimitée par les cotés les 

plus courts. Dans le cas de la structure représentée à la Figure 18, la cellule unitaire est celle 

donnée à la Figure 19. 
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Figure 19 Cellule élémentaire 
 

II.2.2 Structure aléatoire  
 

Une structure aléatoire est une structure dans laquelle les inclusions sont réparties 

aléatoirement à l’intérieur de la matrice. Une telle structure n’admet donc pas de cellule 

élémentaire. Le volume élémentaire représentatif d’un matériau à structure interne aléatoire 

est donné par le volume au-delà duquel une propriété moyenne du matériau ne varie plus.  

L’étude de la distribution des inclusions dans une structure aléatoire nécessite une 

approche probabiliste. Des fonctions de probabilité sont généralement utilisées pour 

caractériser la répartition des inclusions dans la matrice. Nous reviendrons plus en détail sur 

ces fonctions de probabilité, encore appelées descripteurs structuraux. 

 

II.3  Construction de la géométrie des structures granulaires aléatoires  
 

On rappelle que le béton cimentaire, qui nous intéresse dans le cadre de cette thèse, est 

formé d’une matrice cimentaire contenant des billes en polystyrène. Les billes sont 

aléatoirement distribuées à l’intérieur de la matrice. Nous classons donc le béton cimentaire 

dans la catégorie des matériaux granulaires aléatoires. Notre objectif dans cette section est de 

modéliser la géométrie des structures granulaires aléatoires représentative de notre matériau. 
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II.3.1 Les modèles de potentiel d’interaction  
 

Une structure granulaire peut être représentée par un système de N particules contenues 

dans un volume V constant. L’état n du système est caractérisé par son énergie potentielle

( )nEN . Nous rappelons que cette énergie potentielle est due aux forces d’interaction entre les 

particules. Elle est donnée par la relation : 

 

( ) ( )∑
<

=
N

ji
ijN rUnE  

 
(II-1) 

 

où ( )ijrU  est le potentiel d’interaction entre deux particules. 

 La construction de la géométrie d’une structure granulaire passe par la connaissance de 

l’énergie potentielle, et donc du potentiel d’interaction qui régit la structure interne.  

Nous présentons ici les modèles de potentiel d’interaction utilisés dans la littérature pour 

représenter les structures granulaires contenant des inclusions qui se chevauchent et celles 

contenant des inclusions qui ne se chevauchent pas. 

 

II.3.1.1 Modèle de potentiel d’interaction des « sphères molles » (Penetrable-Sphere 
model) 

 

Le modèle de potentiel d’interaction des « sphères molles » modélise l’énergie potentielle 

d’interaction des structures constituées de sphères de diamètre D distribuées aléatoirement 

dans une matrice de volume V , et qui peuvent se chevaucher (Figure 20).  

 

 

Figure 20 Particules représentées par des « sphères molles » 

Zone de chevauchement

D
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Le chevauchement des sphères n’a pas de réalité physique, mais c’est un moyen pour 

générer des matériaux hétérogènes avec une certaine structure interne. Le potentiel 

d’interaction qui décrit les interactions entre deux sphères au sein d'un tel matériau s’écrit 

sous la forme [24] : 

 

( )




≥
≤≤∞+

=
Dr

Dr
rU

λ
λ

0

0
 

 
(II-2) 

 
où λ est le paramètre d’impénétrabilité. Sa valeur est comprise entre 0 et 1.  

 

Cette énergie potentielle signifie que lorsque la distance des centres de deux sphères est 

plus faible que λD, alors les deux sphères exercent l’une sur l’autre une force répulsive 

infinie. En revanche, il n’y a pas d’interaction entre les sphères lorsque cette distance est 

supérieure à λD. Ainsi, chaque sphère est formée d’une partie sphérique impénétrable de 

diamètre λD entourée par une coquille d’épaisseur (1-λ)D/2 (Figure 21). Ce modèle d’énergie 

potentielle est souvent appelé dans la littérature « penetrable-concentric shell model » ou 

« Cherry-pit model » [57]. 

 

 

Figure 21 Représentation d’une « sphère molle » 
 

Il faut noter que les inclusions peuvent être de forme cylindrique [58]. 

Le modèle de potentiel d’interaction des « sphères molles » est utilisé pour modéliser des 

structures présentant une percolation complexe comme par exemple les matériaux poreux. 

 

DλD
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II.3.1.2 Modèle de potentiel d’interaction des « sphères dures » (hard-sphere model) 
 

Le modèle de potentiel d’interaction des « sphères dures » modélise l’énergie potentielle 

d’interaction des structures constituées de sphères de diamètre D distribuées aléatoirement 

dans une matrice de volume V. Dans ce modèle, les sphères ne se chevauchent pas. Deux cas 

peuvent se présenter (Figure 22). Dans le premier, les sphères ne se touchent pas. Dans le 

second, les sphères peuvent être en contact et former ainsi des amas. 

 

 

  
(a) système de particules dispersées (b) système de particules en contact 

 

Figure 22 Particules représentées par des « sphères dures » : (a) particules dispersées, (b) 
particules en contact 

 
Dans le cas où les sphères ne se touchent pas (Figure 22a), le modèle de potentiel qui décrit 

un tel matériau s’écrit sous la forme : 

 

( )




≥
≤≤∞+

=
Dr

Dr
rU

0

0
 

 
(II-3) 

 
 

où r est la distance entre les centres de deux sphères. 

Cette énergie potentielle signifie que lorsque la distance des centres de deux sphères est 

plus faible que le diamètre D, alors les deux sphères exercent l’une sur l’autre une force 

répulsive infinie. En revanche, il n’y a pas d’interaction entre les sphères lorsque cette 

distance est supérieure à D.  

Dans le cas où il y a possibilité de contact entre les sphères (Figure 22b), l’interaction entre 

les particules est décrite par le potentiel d’interaction ci-dessous [59]: 

 

D

r
D
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(II-4)  

 
τ  est l’épaisseur d’interaction et ϖ  prend en compte les interactions attractives entre les 
sphères. 
 

Le béton de ciment qui nous intéresse dans cette thèse est constitué d’une matrice 

cimentaire contenant des billes de polystyrène réparties aléatoirement. Les billes de 

polystyrène ne se chevauchent pas. Nous faisons l’hypothèse que les billes sont bien 

dispersées dans la matrice, elles ne sont donc pas en contact. L’énergie potentielle qui régit un 

tel matériau est donc celui donné par l’Equation (II-3). 

 

II.3.2 Procédure de génération des structures granulaires aléatoires par la méthode 
RSA 

 

Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, nous avons choisi de générer des 

matériaux à structure aléatoire à l’aide d’un algorithme basé sur le modèle d’absorption 

séquentielle aléatoire (RSA). Nous avons développé le modèle dans l’environnement Matlab. 

Le matériau hétérogène que nous étudions est un béton cimentaire. Il peut être représenté 

par un volume contenant des inclusions sphériques. Les inclusions sont aléatoirement 

distribuées à l’intérieur du volume. Nous supposons dans notre étude que les inclusions sont 

bien dispersées. Il n’existe donc pas de contact entre les inclusions. L’algorithme de 

construction de la géométrie de notre structure s’appuie donc sur le modèle d’énergie 

potentielle donné par l’Equation (II-3). 

Pour construire la géométrie de notre matériau, nous considérons le volume élémentaire 

représentatif (VER) cubique de volume L3 représenté à la Figure 23. Le VER contient N 

particules de rayon R qui ne se chevauchent pas. La fraction volumique des particules est le 

ratio du volume total des sphères sur le volume du cube : 

 

3
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(II-5) 
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Figure 23 Représentation du volume élémentaire représentatif étudié 
 

Nous avons choisi de contrôler la fraction volumique des particules par variation du 

nombre total des sphères N et du rayon R. L’arête du cube L est maintenue constante pour 

l’analyse de toutes les fractions volumiques.  

Pour introduire les sphères dans la matrice, l’algorithme RSA génère de manière aléatoire 

les coordonnées des centres des particules sphériques. Les particules sont introduites les unes 

après les autres.  

L’algorithme commence par l’introduction d’une particule test de coordonnées x1, y1 et z1 

dans le volume V. Une seconde particule de coordonnées x, y et z est ensuite introduite 

(Figure 24). Un test d’acceptation de la seconde particule est effectué sur la base des 

contraintes ci-dessous tirées de la thèse de Islam [60]. 

 

 

Figure 24 VER contenant la particule test et la seconde particule 

L

L

x

z
d1
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Les particules doivent être à une distance minimale d2 de la surface du cube. La distance d2 

retenue est donnée par la relation : 

 

RRd 1,02 +=  (II-6) 

 

Cette contrainte (Equation (II-6)) est imposée pour éviter les problèmes de maillage. Pour 

que cette contrainte soit remplie, les coordonnées du centre de la seconde particule doivent 

passer le test suivant : 

 

2dx ≥       

2dy ≥    

2dz ≥    

 
 

(II-7) 

 

et 

 

2dLx ≥−             

2dLy ≥−      

2dLz ≥−    

 
 
(II-8) 

 

Le système que nous étudions est formé de particules rigides, deux particules voisines ne 

peuvent donc pas se toucher. Pour que cette contrainte soit remplie, les coordonnées du centre 

de la seconde particule doivent passer le test suivant : 

 

( ) ( ) ( ) 1
2

1
2

1
2

1 dzzyyxx ≥−+−+−      (II-9) 

 

avec  

 
Rd 07,21 =     

La seconde particule est acceptée si toutes les conditions précédentes sont remplies. Sinon, 

elle est supprimée et sa position est tirée aléatoirement à nouveau. Le processus est répété 
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jusqu’à obtenir la fraction volumique souhaitée. Si au bout d’un certain nombre de tentatives, 

une nouvelle particule n’est pas acceptée, l’algorithme arrête le programme. 

La Figure 25 représente un exemple de structure que nous avons générée par la méthode 

RSA. C’est un cube d’arête 0,1 m contenant des inclusions sphériques de diamètre 0,01 m. Le 

cube contient 10,5 % d’inclusions soit un total de 200 sphères. Nous utiliserons cette 

géométrie pour présenter dans la section suivante les descripteurs structuraux qui nous 

servirons plus tard à caractériser la structure interne. 

 

 

Figure 25 Exemple de structure générée par la méthode RSA 
 

II.4  Les descripteurs structuraux  
 

Les propriétés thermiques équivalentes des matériaux hétérogènes dépendent des 

propriétés des constituants et des informations structurales [61], [62]. Ces informations 

structurales sont la morphologie (forme), la taille, la distribution et l’orientation des 

constituants. Pour prendre en compte correctement l’ensemble de ces paramètres, des 

descripteurs structuraux sont utilisés.  

Il existe plusieurs descripteurs statistiques de la structure interne qui sont classés par Xu 

[63] en trois catégories : les descripteurs de composition, les descripteurs de la dispersion et 

les descripteurs géométriques.  
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- Les descripteurs de composition décrivent la fraction volumique des différents 

constituants présents dans la structure interne.  

- Les descripteurs de la dispersion donnent des informations telles que la distance 

moyenne entre chaque particule de la structure interne et son voisin le plus proche [64], 

et la distribution spatiale des phases [65].  

- Les descripteurs géométriques fournissent des informations sur la forme des 

constituants [66]. Pour des structures particulaires, les descripteurs géométriques 

prennent en compte la taille, la surface spécifique, l’excentricité, l’élongation (le 

facteur de forme), la tortuosité, etc.  

Dans ce qui suit, nous présentons quelques descripteurs structuraux rencontrés dans la 

littérature. Le choix des descripteurs présentés s’explique par le fait qu’ils contiennent 

suffisamment d’informations sur la structure, et qu’ils sont adaptés aux structures granulaires. 

A l’exception de la fonction de corrélation 1-point, tous les autres descripteurs présentés ici 

sont des descripteurs de la dispersion. 

Le matériau qui nous intéresse dans cette étude, le béton de ciment, est constitué de deux 

constituants ou phases : la matrice cimentaire et les inclusions ou granulats. Pour fixer les 

idées, nous désignons par Ω1 la matrice de fraction volumique 1ν  et par Ω2 les inclusions de 

fraction volumique 2ν . Le volume de chaque constituant Ωi (i = 1, 2) est Vi , avec le volume 

total V=V1+V2. La frontière entre Ω1 et Ω2 est δΩ, et la surface de δΩ est S. Ω représente le 

matériau étudié. 

Pour indiquer la nature du constituant qui se trouve en un point quelconque A ϵ Ω, on 

définit la fonction indicateur qui est donnée par : 

 

( )



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Ω∈

=
,,0

,,1)(

i

ii
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(II-10) 

 

pour i = 1, 2   

 

avec 

 

1)()( )2()1( =+ AIAI  (II-11) 
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II.4.1 Fonction de corrélation 1-point (1-point correlation function) 
 

La fonction de corrélation 1-point ( )AS i )(
1  est un descripteur de composition. Elle est 

définie comme étant la probabilité de trouver un point A, choisi aléatoirement, en phase Ωi. 

Elle est donnée par la relation [24] :  

 

( ) { }1)()()(
1 == AIpAS ii  (II-12) 

 

Jefferson et al. [67] ont proposé une méthode simple pour estimer cette probabilité. Ils 

considèrent N points insérés aléatoirement à l’intérieur de la structure Ω et Ni le nombre de 

points dans la phase Ωi. La fonction de corrélation 1-point peut être calculée à travers la 

relation suivante : 

 

( )
N

N
AS ii =)(

1  
(II-13) 

 

Il est évident que lorsque N tend vers l’infini, ( )AS i )(
1  est égale à la fraction volumique iν

de la phase Ωi : 

 

i
iS ν=)(

1  (II-14) 

 

La fonction de corrélation 1-point représente la fraction volumique. Elle ne prend pas en 

compte la distribution, l’orientation et la forme de chaque phase. Une description 

morphologique plus complète de ces détails structuraux est possible en considérant des 

fonctions de probabilité d’ordre supérieur.  

 

II.4.2 Fonction de corrélation 2-points (2-point correlation function) 
 

La fonction de corrélation 2-points permet de quantifier la distribution et l’organisation 

relative des phases. 
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Dans la littérature, la fonction de corrélation 2-points ( )rS i )(
2  d’un ensemble aléatoire Ωi est 

la probabilité de trouver l’origine A et l’extrémité B d’un vecteur ABr =r  dans la phase Ωi 

[68] (Figure 26). Elle est définie par : 

 

( ) { }1)(,1)( )()()(
2 === BIAIprS iii  (II-15) 

 

 

Figure 26 Extrémités des vecteurs AB  dans la phase Ω2 

 

La fonction ( )rS i )(
2  peut être évaluée en insérant aléatoirement F vecteurs r

r
dans la 

structure Ω. Si Fii est le nombre de vecteurs r
r

dont l’origine et l’extrémité se trouvent dans la 

phase Ωi, la fonction de corrélation 2-points peut être calculée à travers la relation [68] : 

 

( )
F

F
rS iii =)(

2  
(II-16) 

 

Notons que pour un matériau statistiquement homogène et non périodique, la fonction de 

corrélation 2-points vérifie les deux propriétés suivantes [24] : 

 

( ) i
iS ν=0)(

2  (II-17) 

 

( ) 2)(
2 i
iS ν=∞  (II-18) 
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Dans le cas où le matériau est anisotrope, la fonction de corrélation 2-points peut être 

construite par l’analyse mutuelle de différentes coupes prises selon les trois axes principaux 

[69]. Une seule coupe plane suffit lorsque le matériau est isotrope. 

Les résultats de la fonction ( )rS i )(
2  , qui dépendent du module rr =  et de l’orientation α 

du vecteur r , sont caractéristiques de la taille et de l’agencement d’objets constituants 

l’ensemble Ωi. Pour un matériau isotrope, la fonction de corrélation dépend uniquement de la 

distance r.  

La Figure 27 représente l’évolution de la fonction de corrélation 2-points des inclusions en 

fonction de la norme du vecteur r
r

. Cette fonction est calculée pour la géométrie représentée à 

la Figure 25. Nous rappelons que cette géométrie représente la structure d’un béton de ciment 

contenant 10,5% de billes de polystyrène de diamètre 10 mm. 

 

 

 

Figure 27 Fonction de corrélation 2-points des inclusions en fonction de la 
distance r d’un système de sphères dures de fraction volumique 10,5% 

 
 

Frisch et Stillinger [70] ont montré que pour un système aléatoire de particules identiques 

de diamètre D qui ne se chevauchent pas,  ( )rS i )(
2  est donnée par  
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( )2)(
2 4

rr
s

S i
i ϑν +−=  

 
(II-19) 

 

où s est la surface spécifique des inclusions, définie comme étant la surface totale des 

interfaces matrice/inclusions par unité de volume. 

 

Contrairement à la fonction de corrélation 1-point, la fonction de corrélation 2-points est 

un descripteur statistique efficace de caractérisation d’une structure hétérogène. Cette fonction 

contient les informations quantitatives relatives aux propriétés structurales. Par exemple, 

l’ordonnée à l’origine de la fonction de corrélation 2-points permet d’accéder à la fraction 

volumique du matériau et la pente en r = 0 à la surface spécifique qui est un paramètre 

important dans les phénomènes de transfert thermique.  

 

II.4.3 Fonction du chemin linéaire (Lineal-Path Function) 
 

La fonction du chemin linéaire ( )lL i )(

 est la probabilité qu’un segment de longueur l se 

trouve entièrement dans la même phase Ωi [71] (Figure 28). Elle est une fonction décroissante 

de l. En effet, si on augmente la longueur l du segment, il devient plus difficile d’insérer le 

segment dans la phase Ωi. Par exemple, dans le cas de notre matériau, la fonction du chemin 

linéaire des inclusions s’annule lorsque la longueur du segment est plus grande que le 

diamètre des sphères.  

 

 

Figure 28 Représentation des segments de longueur l dans la phase Ω2 
 
 

Segment de 

longueur l
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Coker et al. [72] ont proposé un algorithme pour évaluer la fonction du chemin linéaire. 

Les valeurs limites de ( )lL i )(  sont : 

( ) i
iL ν=0)(  (II-20) 

 

( ) 0)( =∞iL  (II-21) 

 

Nous avons calculé la fonction de corrélation 2-points des inclusions en fonction de la 

longueur du segment l (La Figure 29) pour la géométrie représentée à la Figure 25. 

 

Figure 29 Fonction du chemin linéaire des inclusions d’un système de sphères 
dures en fonction de la longueur du segment l pour une fraction volumique de 

10,5% 
 

La fonction du chemin linéaire contient certaines informations structurales notamment la 

fraction volumique et la taille des inclusions. En effet, l’ordonnée à l’origine de cette fonction 

permet d’accéder à la fraction volumique, et la taille des inclusions est obtenue lorsque la 

fonction est nulle. 
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II.4.4 Fonction de K Ripley 
 

La fonction K de Ripley évalue la distribution spatiale d’un ensemble de particules par 

rapport à une distribution qui serait complètement aléatoire. Autrement dit, elle recense la 

proportion de centres de particules qui se trouvent à une distance comprise entre r et r + dr  

d’un centre de particule pris comme référence. La fonction K de Ripley permet donc 

d’évaluer la présence ou non d’amas dans une structure. 

La fonction K de Ripley est définie comme [73] : 

 

( ) ( )
γ
rN

rK = ,      0≥r  
(II-22) 

 

où ( )rN est le nombre moyen de particules contenues dans une sphère de rayon r et ayant le 

même centre que la particule de référence, γ  est le nombre de particules par unité de volume.  

Du point de vue pratique, K peut être approximée par [74] : 

 

( ) ( )
∑∑

= =

≤−
=

p pn

i

n

j

ji

N

rPPI
rK

1 1

1ˆ
γ

         avec 0>r   et ji ≠  
 
(II-23) 

 

r est la variable représentant la distance d’analyse.  

Pi sont les coordonnées cartésiennes des centres des N particules. 

I est une fonction indicateur égale à 1, si l’argument est vrai, ou 0 s’il est faux. 

La fonction K de Ripley permet de déterminer la fonction de distribution radiale que nous 

présentons dans le paragraphe suivant. 

 

II.4.5 Fonction de distribution radiale 
 

L’arrangement spatial d’un ensemble de particules est décrit par la fonction de distribution 

radiale g(r). Le produit g(r)dr est la probabilité de trouver le centre d’une particule dans une 

coquille sphérique de rayon interne r et d’épaisseur dr, dont le centre coïncide avec celui 

d’une particule choisie aléatoirement (Figure 30). 
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Figure 30 Discrétisation de l’espace dans le calcul de la fonction de distribution radiale 

 

On démontre que g(r) dérive de K(r) [75] : 

 

( ) ( )
dr

rdK

r
rg

π2
1=  

(II-24) 

 

La fonction g(r) donne des informations sur l’évolution de la densité de particules en 

fonction de leur distance par rapport à un point quelconque de la distribution. Pour un réseau 

de points complètement aléatoires, g(r) est égale à 1 quelque soit r [76]. Ainsi, si g(r) prend 

des valeurs supérieures à 1, cela signifie que les distances r correspondantes sont plus 

représentées que dans une distribution complètement aléatoire (et inversement si g(r) est 

inférieure à 1). 

 

 

r

dr
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Figure 31 Fonction de distribution radiale d’un système de sphères dures en 
fonction de la distance r pour une fraction volumique de 10,5 % 

 
 

La Figure 31 représente l’évolution de la fonction de distribution radiale (g(r)) en fonction 

de la distance r. Cette fonction est calculée pour la géométrie représentée à la Figure 25. On 

note que, pour une fraction volumique de 10,5 %, la fonction de distribution radiale présente 

des oscillations autour de 1. Cela signifie qu’à 10,5 %, la distribution des particules n’est pas 

complètement aléatoire. Il existe, en effet, des zones de forte présence de particules (g(r) > 1) 

et des zones où la présence de particule est moins importante (g(r) < 1). 

 

II.5  Conclusion 
 

Cette étude bibliographique nous a permis de passer en revue les différents modèles 

utilisés dans la littérature pour modéliser le potentiel d’interaction des matériaux hétérogènes. 

La connaissance du modèle de potentiel d’interaction est indispensable pour générer par la 

méthode RSA la géométrie représentative du matériau à étudier.  

Le matériau qui nous intéresse dans le cadre de cette thèse est le béton de ciment. Il est 

composé d’une matrice cimentaire et de billes en polystyrène. Nous avons adopté l’hypothèse 

que les billes de polystyrènes ne sont pas en contact. Ainsi, nous avons choisi le modèle de 

potentiel d’interaction des « sphères dures » dispersées. Partant de ce modèle, nous avons, en 
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utilisant la méthode RSA, généré une structure représentative de notre matériau. La fraction 

volumique de la structure considérée est de 10,5 %. 

Dans ce chapitre, les principaux descripteurs structuraux des structures particulaires 

rencontrées dans la littérature ont été recensés. Nous avons fait le calcul de ces descripteurs 

pour une géométrie représentative de notre matériau. Les calculs ont été faits par simulation 

numérique. Les résultats obtenus montrent que ces descripteurs permettent d’accéder à 

certaines informations structurales comme la fraction volumique, la surface spécifique, la 

taille des inclusions, la nature de la distribution … 

Dans le chapitre suivant, la conductivité thermique équivalente, déterminée à l’aide d’un 

code éléments finis, sera confrontée aux caractéristiques structurales des matériaux obtenus 

par simulation numérique dans le but de trouver le lien entre la structure interne et la 

conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes. 
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Chapitre III  Impact de la structure interne sur la conductivité 
thermique équivalente des matériaux granulaires 

 

 

III.1  Introduction  
 

L’introduction d’inclusions dans une matrice vise à améliorer les performances du 

matériau, notamment ses performances thermiques. 

Lorsqu’on mélange deux matériaux de masses volumiques différentes, la masse volumique 

du composite est la moyenne des masses volumiques pondérée par la fraction volumique des 

constituants. En revanche, les propriétés macroscopiques (ou équivalentes) des matériaux 

hétérogènes ne sont généralement pas obtenues à partir de relations simples impliquant les 

fractions volumiques comme on a pu le voir dans les différents modèles présentés au chapitre 

I.  

Pourtant, la conductivité thermique équivalente d’un matériau hétérogène est généralement 

déterminée en utilisant l’un des modèles de conductivité présentés dans le chapitre I. Outre la 

fraction volumique et les caractéristiques de chaque constituant, les paramètres structuraux 

pris en compte par certains modèles sont la forme et l’orientation des inclusions. Malgré les 

nombreux atouts de ces modèles, ils restent limités. Ils ne peuvent pas, par exemple, rendre 

compte de la distribution de taille des inclusions dans un composite. Ainsi, pour un modèle 

donné, les estimations de la conductivité thermique de deux matériaux hétérogènes présentant 

la même composition (les mêmes fractions volumiques), avec toutefois des distributions de 

taille différentes des inclusions, conduisent aux mêmes résultats. Ces modèles ne sont donc 

pas pertinents pour estimer l’impact d’un tel détail structural sur la conductivité thermique 

équivalente. Il en est de même pour d’autres détails structuraux comme l’arrangement. Ces 

détails de la structure interne des matériaux hétérogènes ont-ils un impact sur les propriétés 

équivalentes de ces matériaux? Autrement dit, quelle est l’influence sur les propriétés 

macroscopiques des paramètres structuraux tels que la distribution de taille ou l’arrangement 

des inclusions?  

Notre objectif dans ce chapitre est de répondre à ces questions en étudiant l’impact de la 

structure interne des matériaux de construction à structure granulaire sur la conductivité 

thermique équivalente de ces matériaux.  
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Les modèles présentés dans le chapitre I ne nous permettent pas d’atteindre cet objectif.  

Nous avons donc adopté la méthodologie suivante. D’abord, nous avons modélisé le transfert 

thermique au sein d’un matériau hétérogène. Ensuite, nous avons utilisé la méthode des 

éléments finis pour résoudre le problème thermique. Pour cela, nous avons développé un code 

de calcul couplant le modèle de transfert thermique et un algorithme de génération de 

structures hétérogènes aléatoires (algorithme RSA). Une fois ces outils mis en place, les 

structures générées sont d’abord caractérisées à l’aide des descripteurs structuraux présentés 

dans le chapitre précédent et leurs conductivités thermiques équivalentes sont ensuite 

déterminées. L’impact de la structure interne sur la conductivité thermique est alors analysé. 

 

III.2  Modélisation du transfert thermique   
 

Nous avons choisi de considérer un matériau constitué de billes placées dans un volume 

cubique de dimension LxLxL (Figure 25). Les billes sont placées de manière aléatoire en 

utilisant l’algorithme RSA présenté au chapitre II.  

Plusieurs logiciels peuvent être utilisés pour étudier le transfert thermique au sein de ce 

type de matériaux [77]- [78]. Notre étude utilise un code basé sur les éléments finis que nous 

avons développé sous Fortran. Nous appellerons ce code « code EF ». L’intérêt de ce code 

réside dans le couplage du modèle de transfert thermique avec l’algorithme RSA. Ce couplage 

permet de générer des matériaux hétérogènes contenant un grand nombre d’inclusions 

aléatoirement distribuées et d’étudier le transfert thermique au sein de ces matériaux. 

L’avantage de ce code est que les différentes étapes de calcul sont contrôlées.  

Dans un premier temps, le matériau hétérogène est généré, puis le champ de température à 

l’intérieur du matériau est déterminé avec la méthode des éléments finis. Ce champ de 

température permet par la suite d’accéder à la conductivité thermique équivalente du 

matériau.  

Dans ce qui suit, nous présentons le modèle mathématique et les différentes étapes de la 

résolution du problème thermique par la méthode des éléments finis.  
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III.2.1  Equations du transfert thermique  
 

III.2.1.1 Equation de conservation de l’énergie 
 

Comme vu au chapitre I, en régime instationnaire et en l’absence de toute source de 

chaleur, l’équation de conservation de l’énergie s’écrit : 

 

( )
t

T
cTk

∂
∂=∇∇ ρ.  

 
(III-1)  

 
où, ρ est la masse volumique, c la chaleur massique, T la température. k est la conductivité 

thermique équivalente du milieu. Elle dépend de la morphologie, de la composition et de la 

température du milieu. Dans notre étude, nous allons nous intéresser uniquement à la 

dépendance de la conductivité thermique avec la morphologie et la composition, mais pas 

avec la température. 

 

III.2.1.2 Conditions aux limites et initiale 
 

Les conditions aux limites sont montrées schématiquement sur la Figure 32.  

 

 

 Figure 32 Représentation schématique des conditions aux limites 
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Les conditions aux limites sont données par les équations suivantes : 

 


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n
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0,,00

0

1

2

 

 
 
(III-2)  

 
La condition initiale est :  

 

( )
2

0,,, 21 TT
tzyxT

+==  
(III-3) 

 

III.2.2  Formulation intégrale des équations du transfert thermique 
 

Pour résoudre l’équation de conservation de l’énergie (III-1), nous introduisons la quantité 

( )TR  appelée résidu et définie par : 

 

( ) ( )Tk
t

T
cTR ∇∇−

∂
∂= ρ  

(III-4)  

 

Le résidu s’annule évidemment lorsque T est solution de l’équation (III-1).  

La méthode des résidus pondérés consiste à rechercher les fonctions T qui annulent la 

forme intégrale ( )TW  de l’Equation (III-4). Cette forme intégrale est donnée par l’équation 

suivante : 

 

( ) ( ) 0== ∫ dVTRTW
V

ψ  (III-5)  
 

 

où ψ  est une fonction de pondération. 

 

En utilisant la formule de la divergence, la relation (III-5) devient : 

 



Chap. III. Impact de la structure interne sur la conductivité thermique équivalente des 
matériaux granulaires 

73 
 

( ) 0=∇⋅−






 ∇⋅∇+








∂
∂= ∫ ∫ TdSkdVTk

t

T
cTW

V S

ψψρψ  
 
(III-6)  

 

où S est la surface qui entoure le volume V.  

L’équation (III-6) est appelée forme intégrale faible. En effet, l’ordre maximum des dérivées 

de T y est plus faible que dans (III-4). 

Le domaine qui nous intéresse dans cette étude (Figure 32) est composé de deux portions : 

la surface latérale, SL, formée des 4 surfaces adiabatiques et la surface de base, Sb, formée des 

surfaces inférieure et supérieure où nous avons imposé des températures constantes, T2 et T1, 

respectivement. La surface latérale étant isolée, l’Equation (III-6) devient : 

 

( ) 0=∇⋅−






 ∇⋅∇+








∂
∂= ∫ ∫ STdkdVTk

t

T
cTW

V Sb

r
ψψρψ  

 
(III-7 ) 
 

 

Le flux échangé à travers la surface de base étant inconnu, nous avons choisi une fonction de 

pondération ψ  telle que 0=ψ  sur la surface de base Sb. Il existe plusieurs méthodes de choix 

des fonctions de pondération ψ  [79]. Nous adoptons dans ce travail la méthode de 

Galerkin qui consiste à choisir ψ  telle que : 

 

Tδψ =  (III-8) 

 

Tδ est l’ensemble des variations des fonctions T. La température étant constante en 0=z  et 
Lz = , 0=Tδ  sur la surface Sb. La méthode de Galerkin est donc adaptée à notre hypothèse : 
0=ψ  sur la surface de base Sb. 

 

Finalement, le problème à résoudre consiste à rechercher les fonctions T telles que : 

 

( ) ∫ =






 ∇⋅∇+








∂
∂=

V

dVTkT
t

T
cTTW 0δρδ  

 
(III-9)  

 

où  
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0=ψ     en 0=z et Lz =  

 

III.2.3  Résolution par la méthode des éléments finis 
 

La méthode des éléments finis (MEF) consiste à utiliser une approximation par éléments 

finis des fonctions inconnues T pour discrétiser la forme intégrale W, puis à résoudre le 

système d’équations algébriques ainsi obtenu. 

Nous choisissons d’abord de subdiviser le domaine de calcul V en « n » éléments cubiques 

à 8 nœuds tels que :  

 

∑
=

=
n

e

eVV
1

 
 
(III-10) 

 

La forme intégrale se décompose alors sur l’ensemble des éléments : 

 

∑
=

=
n

e

eWW
1

 
 
(III-11) 

Sur chaque élément, nous choisissons une approximation de la fonction-test Tδ et de la 

fonction solution T : 

 

{ }mTNT δδ =  (III-12) 

 

{ }mTNT =  (III-13) 

 

Les fonctions N sont appelées fonctions d’interpolation. 

La forme faible élémentaire discrétisée ehW s’écrit donc sous la forme :  

 

[ ] [ ]{ }






 +






= id

ie
h Tk

dt

dT
cTW δ  

 
(III-14) 

 

Après assemblage de l’ensemble des contributions élémentaires, nous pouvons écrire : 
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[ ] [ ]{ } 0=






 +

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



= XK
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CTWh δ  

 
(III-15) 

 

La résolution du problème consiste à trouver { }X  tel que : 

 

{ } { } 0][][ =+ XKXC &  (III-16) 

 

{ }X  est le vecteur global des températures nodales. 

[ ]K  est la matrice globale de conductivité thermique. 

[ ]C  est la matrice globale de capacité thermique. 
 

III.2.4  Calcul de la conductivité thermique équivalente 
 

Le code éléments finis que nous avons développé a été utilisé pour calculer la conductivité 

thermique équivalente à différentes fractions volumiques. La résolution de l’Equation  (III-16) 

est faite sur le domaine, et le champ de température dans le milieu est obtenu. La Figure 33 

montre un exemple de champ de température d’un matériau contenant des inclusions 

sphériques.  

 

Figure 33 Champ de température d’un matériau contenant des inclusions sphériques.  
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Le flux de chaleur dans la direction z, qz, est calculé. Le régime stationnaire est atteint 

quand la différence entre les flux calculés sur les faces supérieure et inférieure est inférieure à 

710− W. La conductivité thermique équivalente eqk est alors calculée à partir de l’expression : 

 

LT

dxdy
dz

dT
k

k

L

Lz

L

m

eq .

0 0

∆









−

=
∫ ∫

=  

 
(III-17) 

 

mk  est la conductivité thermique de la matrice. 

 

III.3  Etude de sensibilité du maillage 
 

La sensibilité du maillage joue un rôle dans la précision et la stabilité numérique du 

maillage. En effet, la forme et la taille des éléments ont un impact important sur la précision 

et la stabilité de la solution numérique. L’étude de la sensibilité du maillage consiste à trouver 

le nombre d’éléments qui conduit à une précision acceptable de la solution numérique en un 

minimum de temps. Pour ce faire, nous avons analysé l’effet du nombre d’éléments 

hexaédriques sur la précision de la conductivité thermique équivalente. Pour obtenir ces 

éléments hexaédriques, nous considérons un domaine cubique d’arrêt L contenant des billes 

qui ne se chevauchent pas et qui sont aléatoirement distribuées dans la matrice. Le domaine 

de volume V est subdivisé en  n  éléments cubiques à 8 nœuds en divisant chaque arrête L en 

Ni intervalles (ou subdivisions). Le nombre d’éléments hexaédriques n est lié au nombre 

d’intervalles par la relation n = Ni3. 

 Dans le cadre de notre étude, nous avons crée une géométrie cubique avec le modèle RSA 

de 526 billes qui ne se chevauchent pas. Ce nombre de billes correspond à une fraction 

volumique de 20 % qui est la plus grande fraction volumique que nous avons atteinte avec le 

modèle RSA. Les dimensions du cube sont : 10 cm x 10 cm x 10 cm. Les propriétés 

thermiques choisies sont :  

- 3/1900 mkg=ρ , -1-1.KJ.kg2000=c  et KmWk ./6,0=  pour la matrice  

- 3/33 mkg=ρ , -1-1.KJ.kg1300=c  et KmWk ./04,0=  pour les billes. 

Les températures imposées sont : CT °= 301 , CT °= 202 et CT °= 250 . 
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Les résultats du calcul de la conductivité thermique équivalente eqk   sont présentés à la 

Figure 34. Au-delà de 100 subdivisions par arête, la valeur de eqk  ne change plus de manière 

significative. Par exemple, pour 120 subdivisions, le temps de calcul est doublé comparé au 

cas où le nombre de subdivisions est de 100 alors que la conductivité thermique ne décroit 

que 0,6%. Par conséquent, nous adoptons le maillage avec 100 subdivisons par arête. Ce qui 

correspond à un maillage de 106 éléments hexaédriques. 

 

 

Figure 34 Evolution de la conductivité thermique équivalente d’un matériau 
hétérogène en fonction du nombre d’intervalles par arête d’un cube contenant 526 
billes (ν = 20 %) 

 
 

Cette étude de sensibilité porte sur le matériau qui a la plus grande fraction volumique et le 

plus grand nombre de billes parmi tous les matériaux que nous aurons à étudier. Ainsi, le 

maillage choisi pour ce matériau est valable pour tous les matériaux qui seront simulés. 
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III.4  Géométrie simple : comparaison entre les conductivités 
thermiques issues du code EF et celles issues des modèles 
analytiques  

 

Afin de vérifier la validité de notre code éléments finis, le problème thermique est résolu 

dans un premier temps sur des milieux à géométries simples, pour lesquels il est possible 

d’avoir des solutions analytiques. Les résultats obtenus sont alors comparés. 

L’étude est réalisée sur un cube de dimensions 10 cm x 10 cm x 10 cm. Le cas le plus 

simple considéré est la bicouche représentée à la Figure 35. Elle est constituée de deux phases 

c1 et c2. La fraction volumique considérée est de 50 % pour chacune des phases.  

Dans une première simulation, les deux couches sont placées perpendiculairement au flux 

thermique dû à la différence des températures T1 et T2. Les surfaces parallèles aux flux sont 

adiabatiques. Ces conditions aux limites sont représentées à la Figure 35a.  Nous obtenons 

ainsi la conductivité thermique Série. Dans une seconde simulation, les deux couches sont 

placées parallèlement au flux thermique comme représenté à la Figure 35b. Les surfaces 

parallèles aux flux sont adiabatiques. Nous obtenons ainsi la conductivité thermique Parallèle. 

 

  

(a) (b) 

Figure 35 Matériau bicouche simulé (a) Série, (b) Parallèle. 
 

En considérant la conductivité thermique de chaque constituant 
1ck  et 

2ck , les solutions 

analytiques de la conductivité thermique équivalente sont données par ( ) 2
21 cc kk +  pour le 

modèle parallèle et ( )
21

21211 cc kk +  pour le modèle série. Le Tableau 1 donne les 

conductivités thermiques équivalents données par notre modèle et celles des modèles 
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analytiques pour différents ratios 
21 cc kk . Nous avons gardé 

1ck  égal à 1 tandis que 
2ck  varie 

de 10 à 100. Ces résultats indiquent qu’il y a un écart d’au plus 0,76 % entre les résultats 

donnés par notre modèle et ceux des modèles analytiques considérés. Les faibles différences 

s’expliquent par le fait que nous avons fait notre simulation avec une structure en 3D alors 

que le modèle analytique est basé sur une structure en 2D. Pour ces géométries simples, notre 

code donne des résultats très satisfaisants. 

  

 

21 cc kk  Modèle Parallèle Modèle Série 

 Valeurs 
théoriques 

Presente 
étude   

Ecart 
relatif 
(%)   

Valeurs 
théoriques 

Presente 
étude   

Ecart 
relatif 
(%) 

1/10 

1/100 

5,50 

50,50 

5,49 

50,41 

0,18 

0,18 

1,82 

1,98 

1,83 

1,99 

0,49 

0,76 

Tableau 1 Comparaison entre les conductivités thermiques analytiques et celles du présent 

modèle – Cas d’un matériau bicouche 

 

III.5  Validation expérimentale du code éléments finis 
 

 

Pour valider notre code de calcul basé sur les éléments finis et développé sous Fortran, 

nous avons réalisé des échantillons constitués d’une matrice cimentaire contenant des billes 

de polystyrène. La conductivité thermique de ces échantillons est ensuite mesurée 

expérimentalement. Le dispositif expérimental utilisé pour les mesures est le Plan chaud 

asymétrique. Les résultats obtenus sont comparés à ceux donnés par notre code de calcul.  

Les expériences ont été réalisées au Laboratoire d’Energétique Appliquée de l’Ecole 

Supérieure Polytechnique de Dakar. 

Dans ce qui suit, nous présentons la formulation des échantillons confectionnés et le 

dispositif expérimental utilisé. Les résultats obtenus expérimentalement et numériquement 

seront également présentés. 
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III.5.1 Formulation des échantillons 
 

III.5.1.1 Préparation des échantillons 
 

Les échantillons réalisés dans cette étude sont composés d’une matrice cimentaire 

contenant des billes de polystyrène. Le ciment utilisé est un ciment de Portland Composite 

CEM II/B – 32,5 de la société Sococim Industries. Le diamètre des billes de polystyrène est 

compris entre 2,5 mm et 3,5 mm. La masse volumique des billes données par le fabriquant est 

de 44 kg/m3.   

Le dispositif utilisé pour le mélange du ciment, de l’eau et des billes de polystyrène est un 

malaxeur Matest. Une photo du dispositif est donnée à la Figure 36. Le malaxeur est composé 

d’un moteur, d’une hélice et d’un bac. Les échantillons sont mélangés et malaxés dans les 

mêmes conditions.  Le malaxage a été fait selon la procédure suivante : introduction de l’eau 

puis du ciment avec malaxage lent pendant 30 s, puis malaxage rapide pendant 1 min. Le 

malaxeur est ensuite arrêté pendant 15 secondes, le temps d’introduire les billes de 

polystyrène. Le malaxage rapide est repris pendant 1 min.  

 

Figure 36 Photo du Malaxeur utilisé 

 

Le mélange est ensuite versé dans un moule en aluminium. Les dimensions du moule sont 103 

mm x 103 mm x 20 mm (Figure 37). Une fois mise en place dans le moule, la pâte est vibrée 

manuellement. Le moule est laissé dans une chambre humide pendant 24 h avant d’être 

démoulé. Après démoulage, l’échantillon est laissé dans la chambre pendant 28 jours.  
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Figure 37 Moule utilisé pour la confection des échantillons 

 

Nous avons réalisé plusieurs séries de mélanges en faisant varier la masse des billes de 

polystyrène. La masse de ciment est maintenue constante. Le rapport masse d’eau sur masse 

de ciment est pris égale à 0,3. Cette valeur a été obtenue suite aux études faites au laboratoire 

sur la consistance du ciment de Portland distribué par la Sococim Industries. Le Tableau 2 

donne la masse des constituants de l’ensemble des mélanges réalisés.  

 

Désignation des échantillons E1 E2 E3 E4 

masse de ciment (g) 900  900  900  900  

masse d’eau (g) 270  270  270  270  

masse de billes de polystyrène (g) 0 0,52 0,8 1,39 

Tableau 2 Constitution des échantillons à base de ciment et de billes de polystyrène 

 

Les échantillons préparés sont présentés sur la Figure 38.  Après les 28 jours dans la 

chambre humide, nous avons gardé tous ces échantillons dans les mêmes conditions (étuve à 

50 °C) pendant 7 jours. La masse des échantillons est alors constante. Nous avons ensuite 

procédé à la mesure de la conductivité thermique des différents échantillons.  
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Figure 38 Echantillons réalisés 

 

 

III.5.1.2 Détermination de la fraction volumique des échantillons réalisés 
 

III.5.1.2.1 Expression de la fraction volumique 
 

La fraction volumique des billes de polystyrène dans les échantillons est différente de la 

fraction volumique théorique. La fraction volumique théorique est souvent calculée en ne 

tenant compte que des constituants solides utilisés dans la formulation. Dans notre cas, la 

présence de l’eau modifie de manière significative le volume du ciment, il est donc 

indispensable de déterminer la fraction volumique exacte des billes de polystyrène dans la 

matrice cimentaire. Cette détermination permet également de prendre en compte les 

éventuelles pertes lors de l’introduction des billes de polystyrène dans le malaxeur. 

Considérons un échantillon dont on veut mesurer la fraction volumique ν  de billes de 

polystyrène définie comme le rapport entre le volume de billes de polystyrène Vb sur le 

volume de l’échantillon Vech : 

 

ech

b
b V

V
=ν  

 
(III-18) 

 

Le volume et la masse d’un corps étant liés par la relation : 

 

ρ
m

V =  
 
(III-19) 
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ρ  est la masse volumique du corps, 

 

l’Equation (III-18) peut s’écrire : 

 

ech

ech

b

b
b m

m ρ
ρ

ν =  
 
(III-20) 

 

echρ  est la masse volumique apparente de l’échantillon. bρ  est la masse volumique des billes. 

 
La masse de l’échantillon est la somme des masses des billes (mb) et de la matrice cimentaire 

(mm). On peut donc écrire : 

 

ech

m

ech

b

ech

ech

V

m

V

m

V

m
+=  

 
(III-21) 

 
Soit 
 

ech

mm

ech

bb
ech V

V

V

V ρρρ +=  
 
(III-22) 

 

mρ  est la masse volumique de la matrice cimentaire. 

 
En combinant les équations (III-18) et (III-22), on a : 
 

( ) mbech ρνρνρ −+= 1   
(III-23) 

 
d’où 
 

mb

mech

ρρ
ρρν

−
−

=  
 
(III-24) 
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La masse volumique bρ  est donnée par le fabriquant. Les masses volumiques des 

échantillons ( echρ ) et de la matrice cimentaire (mρ ) ne sont pas connues. Nous allons donc les 

déterminer expérimentalement. 

 La masse volumique d’un échantillon est le rapport de la masse de l’échantillon par son 

volume. La masse de l’échantillon peut être obtenue avec précision en utilisant une balance. 

Le volume de l’échantillon peut être connu à travers ses dimensions. Mais dans notre cas, les 

dimensions des échantillons sont difficiles à appréhender du fait que les bords ne sont pas 

forcément droits. Nous utilisons dans ce travail une méthode basée sur le principe 

d’Archimède pour déterminer le volume des échantillons. Cette méthode est connue sous le 

nom de méthode de pesée par immersion. On présente dans ce qui suit les différentes étapes 

de la méthode. 

 

III.5.1.2.2 Détermination expérimentale de la fraction volumique 
 

Dans un premier temps, on pèse l’échantillon sec pour obtenir sa masse m1. Ensuite, 

l’échantillon est immergé dans de l’eau pendant 72 h pour le saturer en eau. On place sur une 

balance un bécher rempli d’eau, on tare la balance. On immerge l’échantillon saturé en eau 

dans l’eau contenue dans le bécher. L’échantillon est attaché à un fil inextensible de volume 

négligeable devant celui de l’échantillon. Le fil maintient l’échantillon immergé sans que ce 

dernier n’entre en contact avec le fond et les bords du bécher. La masse lue m2 correspond à la 

masse d’eau déplacée par l’échantillon (c’est la poussée d’Archimède). Le volume de 

l’échantillon s’obtient donc par : 

 

eau
ech

m
V

ρ
2=  

 
(III-25) 

  
La masse volumique est donnée par la relation : 
 

eauech m

m ρρ
2

1=  
 
(III-26) 

 
La masse volumique des différents échantillons sont présentés dans le Tableau 3 ainsi que la 

fraction volumique des billes de polystyrène obtenue à partir de l’Equation (III-24). 
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Echantillons Masse sèche 
de l’échantillon 

(g) 

Volume d’eau 
déplacée (cm3) 

Masse 
volumique de 
l’échantillon 

(g.cm-3) 
 

Fraction volumique des 
billes de polystyrène 
(%) 

E1 411,30 220,40 1,87 0  
E2 398,50 217,00 1,84 1,89  
E3 372,90 217,60 1,71 8,59 
E4 337,00 216,60 1,56 17,06 
Tableau 3 Valeurs de la masse volumique des échantillons et de la fraction volumique des 
billes de polystyrène 

 

 

III.5.2  Dispositif expérimental de mesure de la conductivité thermique des 
échantillons 

 

III.5.2.1  Présentation du dispositif expérimental  
 

Le dispositif (Figure 39) a été conçu par Bal [80]. Il est composé d’une plaque chauffante 

de surface 10 cm x 10 cm alimentée par un générateur de courant continu de marque TTI 

(Thurby Thandar Instruments) de caractéristiques 32V - 3A. Un thermocouple de type K, 

constitué de fils de 0,05 mm de diamètre, placé sous la plaque chauffante permet de mesurer 

la température au centre de celle-ci. La sonde de même section que l’échantillon est placée en 

dessous de l’échantillon. L’ensemble échantillon-sonde-thermocouple est placé entre deux 

blocs de mousse de polystyrène de 5,9 cm d’épaisseur. Le thermocouple étant en contact avec 

la mousse de polystyrène qui est un matériau déformable, sa présence ne devrait pas 

engendrer d’augmentation de résistance de contact. Le polystyrène étant un isolant, la 

résistance de contact peut être négligée. La surface extérieure de chaque bloc de mousse de 

polystyrène est en contact avec la surface d’un bloc d’aluminium de 4 cm en vue d’obtenir 

une température fixe sur cette surface. L’acquisition des mesures de température est assurée 

par la centrale de mesure de marque Agilent Benchlink Data Logger 34970A couplée à un 

ordinateur.  
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Figure 39 Dispositif expérimental du plan chaud asymétrique 

 

III.5.2.2 Modélisation du dispositif expérimental 
 

 Le principe de cette méthode consiste à appliquer un flux de chaleur constant à l’aide 

d’une résistance chauffante sur une face de l’échantillon à caractériser et à relever l’évolution 

de la température T(t) au centre de cette même résistance dans laquelle a été placé un 

thermocouple. Le schéma du principe de la méthode du plan chaud asymétrique est représenté 

sur la Figure 40.  

 

 
 

Figure 40 Schéma du dispositif expérimental du plan chaud asymétrique [80] 

 

  La modélisation des transferts de chaleur permet de calculer l’évolution de la 

température Tmod(t)  au centre de l’échantillon. On modélise le système en faisant l’hypothèse 

1Φ

'
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'
2Φ
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que le transfert reste unidirectionnel (1D) au centre du dispositif pendant toute la durée de la 

mesure. Cette hypothèse sera vérifiée par une analyse de résidus : différence entre la 

température donnée par le modèle Tmod(t) et celle donnée par l’expérience Texp(t). 

 Dans l’espace de Laplace, on peut écrire pour la partie supérieure du dispositif de la Figure 

40 (côté échantillon) l’écriture matricielle suivante :  
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(III-27) 

 

où  

sC  :  Capacité thermique de la plaque chaude  

CR  : Résistance de contact entre l’élément chauffant et l’échantillon 

θ  : Transformée de Laplace de la température T(t) 

1Φ  : Transformée de Laplace du flux de chaleur dissipé vers l’échantillon 

1′Φ  : Transformée de Laplace de la densité de flux transmise au boc d’aluminium supérieur 
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où 

e :    Épaisseur de l’échantillon 

ie  :   Épaisseur du polystyrène 

k  :     Conductivité thermique de l’échantillon 

ik  :   Conductivité thermique du polystyrène 
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avec 

a

p
q =  

i
i a

p
q =

 

 

où 

a :     Diffusivité thermique de l’échantillon 

ia  :   Diffusivité thermique du polystyrène 

p :     Variable de dans l’espace de Laplace 
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où 

E:    Effusivité thermique de l’échantillon 

iE  :  Effusivité thermique du polystyrène 

 

 En développant le produit matriciel précédent, on obtient l’expression de 1Φ : 

 

B

Dθ=Φ1  
(III-28) 

 

 Pour la partie inférieure du dispositif de la Figure 40 (côté isolant), on a la relation 

matricielle suivante : 
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(III-29) 
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où 

2Φ  : Transformée de Laplace du flux de chaleur dissipé vers le polystyrène 

2′Φ  : Transformée de Laplace de la densité de flux transmise au boc d’aluminium inferieur 

 

 En développant le produit matriciel précédent, on obtient l’expression de 2Φ  : 

 

i

i

B

Dθ=Φ2  
(III-30) 

 

Une partie du flux total 0φ produit par la plaque chauffante est absorbée par l’échantillon. 

L’autre partie est absorbée par l’isolant. Ce qui se traduit dans l’espace de Laplace par la 

relation : 

        

p
0

210

φ=Φ+Φ=Φ  
(III-31) 

 

où 

0Φ  : Transformée de Laplace du flux de chaleur total produit par l’élément chauffant 

 

Donc 
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(III-32) 

 

On en déduit la valeur de ( )pθ par la relation : 
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(III-33) 
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 Dans l’expression du modèle apparaissent les grandeurs comme la surface (S), la capacité 

thermique de la résistance chauffante Cs, les propriétés thermiques de l’isolant (ki, Ei) et les 

propriétés thermiques de l’échantillon (k, E)  à caractériser. Les propriétés thermiques de 

l’isolant sont supposées connues. L’objectif de la méthode est de déterminer les valeurs des 

paramètres inconnues, dont k et E, qui permettent de minimiser l’erreur quadratique moyenne 

de la somme Sm[] :
  
 

 

( ) ( )[ ]∑ −=
N

tTtTSm
1

2
modexp  

 

(III-34) 

 

expT  est la température expérimentale et modT est la température du modèle théorique. modT  est 

donnée par la transformation inverse de Laplace [81] de l’Equation (III-33). La méthode de 
Levenberg-Marquardt [82] - [83] est choisie pour résoudre le problème de minimisation. 
 

III.5.2.3 Procédure de mesure 
 

La première étape de la procédure consiste à imposer un flux de chaleur constant et à 

enregistrer l’évolution de la température au centre de la plaque chauffante. La Figure 41 

représente l’élévation de la température d’un échantillon de Polychlorure de vinyle (PVC), par 

rapport à la température ambiante, au cours du temps. On note que les variations de la 

température de l’échantillon ne dépassent pas 10 °C. Dans ces conditions, nous pouvons 

considérer que les propriétés thermophysiques de l’échantillon ne varient pas pendant 

l’expérience. 
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Figure 41 Elévation de la température au centre de la sonde en fonction du 
temps pour un flux de chaleur de 1,6 W - Echantillon en PVC. 

 
Dans la seconde étape, l’écart quadratique entre la courbe expérimentale et la courbe 

modèle est minimisé. Une analyse de résidus est faite pour s’assurer que l’hypothèse de 

transfert 1D est bien respectée. La courbe des résidus est représentée à la Figure 42. 

 

Figure 42 Evolution de la température en fonction du temps – 
Echantillon en PVC. 

 
 

0 200 400 600 800
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

t (s)

T
e

m
pé

ra
tu

re
 (

°C
)

0 100 200 300 400 500 600 700 800
-2

0

2

4

6

8

10

12

t(s)

T
e

m
pé

ra
tu

re
 (

°C
)

 

 

thermocouple placé au centre
 de la plaque chauffante
modèle théorique
 résidus



Chap. III. Impact de la structure interne sur la conductivité thermique équivalente des 
matériaux granulaires 

92 
 

III.5.2.4 Etalonnage de la plaque chauffante 
 

 Dans la perspective de mesurer les propriétés thermiques de nos matériaux de construction, 

on commence par étalonner la plaque chauffante. On réalise ainsi une mesure sur un matériau 

dont les propriétés thermiques sont connues (PVC-1). L’expérience consiste à déterminer la 

surface de la plaque chauffante (S) et la capacité thermique de la plaque chauffante (Cs) 

permettant de retrouver les propriétés thermiques du PVC-1 par estimation à partir de la 

courbe expérimentale. Dans notre cas, nous avons utilisé un PVC-1 dont la conductivité 

thermique k = 0,177 W.m-1.K-1 et l’effusivité thermique E = 502 J.K-1.m-2.s-1/2. L’épaisseur de 

l’échantillon est 5 mm. Ce matériau test nous a été fourni par le Laboratoire d’Energétique et 

de Mécanique Théorique et Appliquée de l’Université de Lorraine où il a été déjà caractérisé. 

 Après étalonnage de la plaque chauffante, nous avons trouvé une valeur moyenne de la 

capacité thermique de la plaque égale à 5,58 J/K et une surface moyenne de  0,01 m2. 

 

I II.5.2.5  Validation du dispositif expérimental 
 

Le but de cette section est de valider le dispositif expérimental utilisé. Pour cela, nous 

déterminons la conductivité et l’effusivité thermique d’un échantillon PVC-2 de propriétés 

thermiques connues. La conductivité de l’échantillon est de 0,196 W.m-1.K-1 et son effusivité 

est de 526 J.K-1.m-2.s-1/2. L’épaisseur de l’échantillon est de 10 mm. Ce matériau test nous a 

été également fourni par le Laboratoire d’Energétique et de Mécanique Théorique et 

Appliquée de l’Université de Lorraine où il a été caractérisé. 

 

Nous avons fait deux séries de mesures pour le même échantillon dans les mêmes 

conditions. Les deux séries de mesures sont espacées de 24 heures. Chaque série de mesures 

comporte 3 mesures. L’intervalle de temps entre deux mesures est au moins de 1 heure. Les 

mesures sont réalisées après démontage et remontage de tout le bloc de mesure (échantillon, 

plaque chauffante, polystyrène et bloc aluminium).  

 

Les résultats concernant la conductivité thermique et l’effusivité thermique obtenues pour 

les différentes mesures sont donnés, respectivement, dans le Tableau 4 et le Tableau 5. 
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 Conductivité thermique 

mesurée (W.m-1.K-1) 

Différence absolue 

entre valeur 

mesurée et valeur 

de référence  

(W.m-1.K-1) 

Différence 

relative (%) 

 

Série 1 

mesure 1 0,191 0,005 2,5 

mesure 2 0,193 0,003 1,5 

mesure 3 0,194 0,002 1 

 

Série 2 

mesure 4 0,195 0,001 0,5 

mesure 5 0,191 0,005 2,5 

mesure 6 0,195 0,001 0,5 

 moyenne 0,193 0,003 1,5 

Tableau 4 Conductivité thermique de l’échantillon test PVC-2 

 

 

 

 Effusivité thermique 

(J.K-1.m-2.s-1/2) 

Différence absolue 

entre valeur mesurée 

et valeur de référence 

(J.K-1.m-2.s-1/2) 

Différence 

relative (%) 

 

Série 1 

mesure 1 526 0 0 

mesure 2 537 11 2  

mesure 3 537 11 2 

 

Série 2 

mesure 4 550 24 4,3 

mesure 5 544 18 3,3 

mesure 6 554 28 5,5 

 moyenne 541 15 2,8 

Tableau 5 Effusivité thermique  de l’échantillon test PVC-2 

 

L’étude statistique réalisée pour la conductivité thermique conduit à une valeur moyenne 

de la conductivité thermique de 0,193 W.m-1.K-1. La différence absolue moyenne est de 0,003 

W.m-1.K-1 soit 1,5%. L’écart type est de 0,002 W.m-1.K-1 soit 0,95 %.  
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L’étude statistique réalisée pour l’effusivité thermique conduit à une valeur moyenne 

d’effusivité de 541 J.K-1.m-2.s-1/2. La différence absolue moyenne est de 15 J.K-1.m-2.s-1/2 soit 

2,8 %. L’écart type est de 10,4 J.K-1.m-2.s-1/2  soit 1,92 %.  

 

En conclusion, les faibles écarts types obtenus montrent que l’expérience est reproductible. 

Les faibles erreurs de mesure montrent que les valeurs de conductivité thermique et 

d’effusivité sont en accord avec celles attendues. Nous pouvons donc considérer que notre 

dispositif de mesure est validé. 

 

III.5.3 Comparaison des conductivités thermiques du code EF et expérimentales 
 

Pour valider notre code de calcul, nous avons généré, en utilisant la méthode RSA, trois 

échantillons, E2RSA, E3RSA et E4RSA, constitués d’une matrice cubique contenant des billes 

aléatoirement distribuées. La Figure 43 montre un exemple d’échantillon généré (échantillon 

E4RSA) 

 

 

Figure 43 Exemple d’échantillon généré – Echantillon E4RSA 
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Les caractéristiques de ces matériaux sont présentées dans le Tableau 6. Les fractions 

volumiques des échantillons obtenus avec la méthode RSA ne sont pas exactement égales à 

celles des échantillons confectionnés dans la section III.5.1.1. Les écarts entre les fractions 

volumiques des échantillons E2 et E2RSA, E3 et E3RSA et E4 et E4RSA sont, respectivement, de 

2,6 %, 0.8 % et 0,5 %. Les écarts sont faibles. Nous pouvons donc considérer que les 

échantillons virtuels sont représentatifs des échantillons réels que nous avons confectionnés. 

 

Echantillon Fraction 

volumique (%) 

Diamètre billes 

(mm) 

Nombres de 

billes 

Dimensions (cm3) 

du cube 

E2RSA 1,94 3 11 2 x 2 x 2 

E3RSA 8,66 3 49 2 x 2 x 2 

E4RSA 17,14 3 97 2 x 2 x 2 

Tableau 6 Caractéristiques des échantillons générés par le modèle RSA 

 

Rappelons que dans nos simulations, nous avons considéré que les matériaux sont 

constitués d’une matrice cimentaire et de billes de polystyrène. Nous avons donc dans un 

premier temps déterminé expérimentalement la conductivité thermique de la matrice 

cimentaire. La conductivité thermique obtenue est de 0,76 W.m-1.K-1. Cette conductivité a été 

utilisée comme donnée d’entrée dans nos simulations numériques. La conductivité thermique 

des billes de polystyrène utilisée comme donnée d’entrée dans nos simulations est celle issue 

de la littérature [84] : 0,04 W.m-1.K-1. 

 

Le Tableau 7 donne les résultats expérimentaux et numériques de la conductivité 

thermique, ainsi que l’écart relatif. Ces résultats indiquent qu’il y a un écart d’au plus 3 % 

entre les résultats donnés par notre code de calcul et ceux expérimentaux. 

 

Echantillons Fraction volumique 
des billes de 
polystyrène (%) 

Valeurs 
expérimentales 
(W.m-1.K-1) 

Valeurs numériques 
du code EF 
(W.m-1.K-1) 

Ecart relatif  
(%) 

E2 1,89  0,73 0,74 1,4 
E3 8,59 0,66 0,68 3,0 
E4 17,06 0,58 0,59 1,7 
Tableau 7 Résultats expérimentaux et numériques de la conductivité thermique 
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Notre code s’avère donc performant et donne des conductivités thermiques très proches des 

conductivités expérimentales. Nous pouvons ainsi considérer que le code de calcul est validé 

pour les matériaux hétérogènes aléatoires. 

 

III.6  Etude de l’impact de la structure interne des matériaux 
granulaires sur la conductivité thermique équivalente 

 

Nous avons montré dans le chapitre I que la plupart des modèles de conductivité thermique 

équivalente qui s’appuient sur un matériau tridimensionnel ne prennent pas en compte la 

contribution de la structure interne. L’hypothèse de négliger l’impact de la structure interne 

dans l’établissement des modèles est souvent validée par un faible écart entre les résultats 

expérimentaux et ceux issus de la théorie. De plus, nous n’avons pas trouvé dans la littérature 

une étude qui nous renseigne sur le domaine de validité de ces modèles. 

Notre objectif dans cette partie du travail est de faire une étude théorique qui permette de 

déterminer le domaine dans lequel l’hypothèse de négliger la contribution de la structure 

interne dans l’étude de la conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes est 

valable. Pour cela, nous allons étudier l’impact de la structure interne des matériaux 

granulaires tridimensionnels sur la conductivité thermique équivalente.   

Pour étudier l’impact de la structure interne des matériaux granulaires sur la conductivité 

thermique équivalente, nous allons d’abord générer des géométries représentatives des 

matériaux granulaires. Nous utiliserons ensuite les différents descripteurs structuraux 

présentés dans le chapitre II pour caractériser la structure interne des géométries générées. A 

la suite de ce travail, nous déterminerons la conductivité thermique équivalente des différentes 

structures. L’analyse des résultats de caractérisation structurale et de conductivité thermique 

nous permettra d’évaluer le lien entre la structure interne et la conductivité thermique 

équivalente des matériaux granulaires dans l’intervalle de fraction volumique considéré. 

Dans cette thèse, nous nous intéressons plus particulièrement aux matériaux de 

construction de type béton de ciment. Le béton de ciment est un matériau hétérogène 

constitué d’une matrice cimentaire contenant des billes de polystyrène. Dans notre étude, la 

fraction volumique des billes de polystyrène est limitée à 20 %. Ce choix s’explique par le fait 

que nous avons adopté l’hypothèse que les billes de polystyrènes ne se touchent pas. Au-delà  

de 20 % de billes de polystyrène, cette hypothèse est difficilement réalisable à cause de la 

méthode RSA, comme nous l’avons expliqué dans le chapitre II. 
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Pour des raisons de simplicité, nous commencerons notre étude de l’impact de la structure 

interne sur la conductivité thermique équivalente par une étude bidimensionnelle. Ensuite, 

nous montrerons que les résultats issus de simulations 2D doivent être utilisés pour les 

matériaux tridimensionnels hétérogènes avec prudence. Nous passerons par la suite à l’étude 

tridimensionnelle de l’impact de la structure interne sur la conductivité thermique équivalente. 

 

III.6.1 Etude bidimensionnelle de l’impact de la structure interne des matériaux 
granulaires sur la conductivité thermique équivalente  

 

La modélisation bidimensionnelle (2D) est souvent utilisée pour l’analyse des transferts 

thermiques au sein des matériaux hétérogènes. Rayleigh [85] est le pionnier de la 

modélisation 2D. En effet, il est le premier à considérer qu’une matrice cubique contenant un 

cylindre vertical, soumise aux conditions aux limites représentées sur la Figure 44a, est 

équivalente en deux dimensions à une matrice carrée contenant un disque (Figure 44b). La 

fraction volumique dans le premier cas est considérée équivalente à la fraction surfacique 

dans le second cas. Ainsi, Rayleigh a proposé un modèle analytique correspondant à une 

situation en 2D d’un disque dans une matrice carrée. 

 

 

(a) structure 3D (b) Coupe AA : structure 2D 

Figure 44 Représentation des microstructures (a) 3D et (b) 2D du modèle de Rayleigh 
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Plusieurs auteurs ont, à la suite de Rayleigh, utilisés la modélisation 2D pour déterminer la 

conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes. Akbari et al. [86] ont proposé 

un modèle analytique 2D de conductivité thermique des matériaux biphasés anisotropes. 

D’autres auteurs ont utilisé la simulation numérique en 2D pour étudier l’influence de certains 

facteurs structuraux sur la conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes. 

Dans leur travail, Carson et al. [87] ont utilisé la méthode des éléments finis pour analyser 

l’influence de la taille des pores dans les produits alimentaires. Ils ont conclu que l’effet de la 

taille des pores sur la conductivité thermique était négligeable. Jones et al. [88] ont utilisé la 

méthode des différences finies en 2D pour étudier les effets de la taille et de l’orientation des 

particules sur la conductivité thermique des composites biphasés. Les calculs sont effectués 

pour deux tailles et deux orientations différentes de particules distribuées aléatoirement dans 

une matrice. Selon les auteurs, des échantillons contenant des particules de taille et 

d’orientation différentes, ont des conductivités thermiques sensiblement différentes. Zain-ul-

abdein et al. [89] ont étudié, en utilisant la méthode des éléments finis en 2D, l’influence de la 

résistance de contact d’un composite Cuivre/Diamant sur la conductivité thermique 

équivalente. Les auteurs ont montré que l’impact de la résistance de contact sur la 

conductivité thermique dépend de la fraction volumique du Diamant. 

 Les études présentées plus haut concernent un certain nombre de paramètres structuraux. 

Dans cette section, nous utilisons la modélisation 2D pour évaluer l’impact d’autres 

paramètres structuraux. Les paramètres ciblés dans le cadre de cette étude sont la distance 

entre deux inclusions circulaires et l’arrangement spatial des inclusions sur la conductivité 

thermique équivalente.  

Le code de calcul que nous avons développé plus haut est basé sur une structure 3D. Nous 

ne pouvons pas l’utiliser pour nos simulations 2D. Nous avons donc choisi d’utiliser le 

logiciel Comsol Multiphysics 3.5 [90]. Comsol Multiphysics est un logiciel de simulation 

numérique basé sur la méthode des éléments finis. Ce logiciel permet de simuler de nombreux 

phénomènes physiques et applications en ingénierie, et tout particulièrement les phénomènes 

de transfert thermique. 
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III.6.1.1  Influence de la disposition des inclusions par rapport au flux sur la 
conductivité thermique équivalente 

 

L’objectif de cette section est d’examiner l’effet de la disposition des inclusions par 

rapport au flux de chaleur sur la conductivité thermique équivalente des matériaux 

hétérogènes.  

Pour cela, nous considérons la structure 2D représentée sur la Figure 45. Elle est soumise à 

une différence de températures (T2-T1) qui engendre un transfert de flux de chaleur. Sa 

fraction surfacique est de 0,11. La structure est formée de deux inclusions de formes carrées, 

de coté b, dispersées à l’intérieur d’une matrice carrée unité. Les inclusions peuvent être 

décalées l’une par rapport à l’autre d’une distance a dans le sens perpendiculaire au flux de 

chaleur. Nous définissons le niveau de décalage d’une inclusion par rapport à l’autre (Nd) 

comme étant le rapport entre la longueur de la partie décalée (a) sur le coté de l’inclusion (b). 

Lorsque Nd est nul, les deux inclusions sont alignées suivant la direction du flux de chaleur. 

Lorsque Nd est égal à 1, les deux inclusions sont complètement décalées l’une par rapport à 

l’autre. 

 

 

 Figure 45 Matrice contenant deux inclusions décalées l’une par rapport à 
l’autre 
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plus conductrice que les inclusions et que le ratio de conductivité est le rapport de la 

conductivité thermique de la matrice sur celle des inclusions (kr = km/ki).  

Les résultats des conductivités thermiques sont montrés à la Figure 46. Cette figure indique 

qu’il y a une décroissance linéaire de la conductivité thermique équivalente lorsque le niveau 

de décalage augmente. On peut donc conclure que la disposition des inclusions par rapport au 

flux de chaleur a un impact sur la conductivité thermique équivalente des matériaux 

hétérogènes. Cet impact est d’autant plus important que le ratio de conductivité est élevé. 

Nous rappelons que cet impact n’apparaît pas dans les modèles de conductivité thermique 

équivalente 2D. 

 

 

 Figure 46 Evolution de la conductivité thermique équivalente en fonction du 
niveau de décalage pour différents ratios de conductivité 

 
 

III.6.1.2  Lien entre la structure interne et la conductivité thermique équivalente  

 

Les résultats obtenus plus ci-dessus montrent que l’organisation interne des inclusions a un 

impact non négligeable sur la conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes. 

Notre objectif dans cette section est de trouver un paramètre pertinent pour expliquer l’impact 

de l’arrangement spatial des inclusions sur la conductivité thermique équivalente.  
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Pour cela, nous considérons les structures représentées sur la Figure 47. Elles sont 

soumises à une différence de températures (T2-T1) qui engendre un transfert de flux. Leur 

fraction surfacique est de 0,39. Les structures sont formées de disques dispersés à l’intérieur 

d’une matrice carrée unité. Dans la structure de la Figure 47a, les disques sont parfaitement 

alignés dans toutes les directions. L’arrangement des inclusions est dit « carré ». Dans la 

structure de la Figure 47b, une rangée de disques sur deux est décalée suivant la direction 

horizontale. L’arrangement des inclusions est dit « losange ». 

 

 

(a) (b) 
Figure 47  Arrangement périodique d’inclusions dans une matrice carrée : (a) arrangement 

« carré », (b) arrangement « losange» 

 

L’influence de l’arrangement spatial sur la conductivité thermique est étudiée pour des 

ratios de conductivité thermique de 15, 50 et 100.  

Les résultats des conductivités thermiques équivalentes sont donnés dans le Tableau 8. Ces 

résultats montrent que, pour une même fraction volumique, la structure à arrangement 

« losange » a une conductivité thermique équivalente plus faible que celle à arrangement 

« carré ». On peut donc conclure que l’arrangement des inclusions par rapport au flux de 

chaleur a un impact sur la conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes. Cet 

impact est d’autant plus important que le ratio de conductivité est élevé. 
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kr Conductivité thermique équivalente 
(W/m.K) 

 

 arrangement 
« carré » 

arrangement 
« losange » 

Ecart relatif (%) 

15 0,29 0,28 3,44 
50 0,9 0,86 4,44 
100 1,80 1,70 5,55 

Tableau 8 Conductivité thermique équivalente des différents arrangements pour différent ratio 
de conductivité 

L’étude de l’impact de la structure interne sur la conductivité thermique équivalente que 

nous avons effectuée dans cette section concerne une distribution périodique des inclusions. 

Les positions des inclusions dans la matrice sont donc bien connues. Nous ne pouvons pas, 

par conséquent, utiliser les descripteurs structuraux décrits dans le chapitre II pour caractériser 

ces structures. En effet, ces descripteurs sont destinés à des structures aléatoires.   

Comme nous l’avons indiqué plus haut, le gradient de température soumis aux structures 

engendre un transfert de flux de chaleur. Les lignes de flux  sont représentées sur la Figure 48. 

Cette figure indique que les lignes de flux ne sont pas identiques dans les deux structures. Ils 

sont plus sinueux dans l’arrangement « losange » que dans l’arrangement « carré ». Ceci 

laisse penser que la trajectoire du flux de chaleur est à l’origine de l’impact de la structure 

interne sur la conductivité. Nous nous proposons donc d’utiliser la tortuosité comme 

paramètre pour expliquer l’impact de la structure interne sur la conductivité thermique 

équivalente. 

  
(a) (b) 

 

Figure 48  Lignes de flux dans les arrangements (a) « carré » et (b) « losange» 
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La tortuosité est définie comme étant le rapport de la longueur réelle du chemin du flux de 

chaleur (��) sur la distance entre les points de départ et d’arrivée du flux (��).  

 

a

e

L

L
=τ  

 
(III-35) 

 

Nous allons calculer la tortuosité pour chacune des structures. Les schémas pour le calcul de 

la tortuosité sont esquissés dans la Figure 49. Nous avons choisi ces schémas de telle sorte 

que l’ensemble du matériau puisse être construit en répétant le même schéma dans la direction 

du flux. Pour le calcul de la tortuosité, nous considérons les lignes de flux représentées à la 

Figure 49. 

 

 

(a) (b) 
Figure 49  Représentation d’une ligne de flux : (a) arrangement « carré », (b) arrangement 

« losange» 

 

• Tortuosité de l’arrangement « carré » 
 

1=cτ  (III-36) 

 
• Tortuosité de l’arrangement « losange » 
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1 2







+= d
ddh  

 
(III-38) 

      

dLa 5=  (III-39) 

      
La combinaison des Equations (III-35), (III-37), (III-38) et (III-39) conduit à la tortuosité : 
 

2

5=lτ  
 
(III-40) 

 
 

La tortuosité est de 1 dans le cas d’un arrangement « carré » et 1,12 dans le cas d’un 

arrangement « losange ». On rappelle que la conductivité thermique équivalente est plus 

importante dans le cas d’un arrangement « carré » que dans le cas d’un arrangement « losange 

».  On peut conclure que pour une même fraction volumique, la conductivité thermique 

équivalente décroît lorsque la tortuosité augmente. La tortuosité est donc un paramètre 

pertinent pour caractériser le transfert thermique au sein des structures périodiques 

bidimensionnelles. Ces résultats confirment ceux obtenus par Spagnol [91] qui a montré que 

la tortuosité et la conductivité thermique équivalente varient en sens inverse dans les 

structures périodiques fractales 2D. 

 

III.6.2 Etude tridimensionnelle de l’impact de la structure interne des matériaux 
granulaires sur la conductivité thermique équivalente  

 

L’étude faite plus haut concerne des structures bidimensionnelles. De nombreux 

chercheurs ont utilisé la modélisation 2D pour déterminer la conductivité thermique 

équivalente des matériaux hétérogènes. En revanche, il existe dans la littérature peu de 

modèles de conductivité thermique basés sur la modélisation 3D.  

Thiele et al. [92] ont étudié en 3D l’effet de l’arrangement sur la conductivité thermique 

équivalente. Ils ont considéré dans leur étude trois types d’arrangement : arrangement cubique 

simple, arrangement cubique à face centrée et arrangement cubique centré. Les fractions 
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volumiques étudiées sont 0,05 et 0,25. Les auteurs ont montré que la conductivité thermique 

équivalente est indépendante du type d’arrangement choisi. Thiele et al. se sont également 

intéressés à l’influence du mode de variation de la fraction volumique sur la conductivité 

thermique équivalente. En effet, la fraction volumique d’un matériau hétérogène granulaire 

peut être augmentée, soit en augmentant la taille des inclusions tout en maintenant constant le 

volume du matériau, soit en diminuant le volume du matériau tout en maintenant constante la 

taille des inclusions. Les auteurs ont montré que le mode de variation de la fraction volumique 

n’influence pas la conductivité thermique équivalente du matériau. 

 

Nous allons dans ce qui suit faire la comparaison de la conductivité thermique équivalente 

d’un matériau en 2D et  en 3D. Notre objectif est de montrer que la modélisation 2D n’est pas 

toujours adaptée aux matériaux granulaires. 

 

III.6.2.1 Comparaison de l’impact de la disposition des inclusions sur la conductivité 
thermique équivalente en 2D et en 3D 

 

L’objectif de cette section est d’examiner l’effet de la disposition des inclusions par 

rapport au flux de chaleur sur la conductivité thermique équivalente des matériaux 

hétérogènes en 3D.  

Pour cela, nous considérons la structure représentée sur la Figure 45. La Figure 50 est la 

représentation en 3D de cette structure. Elle est soumise à un gradient de température qui 

engendre un transfert de flux de chaleur. Sa fraction volumique est de 0,04. La structure est 

formée de deux inclusions de formes cubique, d’arête b, dispersées à l’intérieur d’une matrice 

carrée unité. Les inclusions peuvent être décalées l’une par rapport à l’autre d’une distance a 

dans le sens perpendiculaire au flux de chaleur. Nous gardons la même définition du niveau 

de décalage d’une inclusion par rapport à l’autre (Nd) que celle donnée plus haut. 
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Figure 50 Matrice contenant deux inclusions décalées l’une par rapport à 
l’autre en 3D 

 
L’influence du niveau de décalage sur la conductivité thermique en 3D est étudiée pour des 

ratios de conductivité thermique de 15, 50 et 100.  

Les résultats des conductivités thermiques sont montrés à la Figure 51. Cette figure indique 

que la conductivité thermique équivalente est constante lorsque le niveau de décalage 

augmente, et ceci pour tous les ratios de conductivité thermique considérés dans cette étude. 

On peut donc conclure qu’en 3D, la disposition des inclusions par rapport au flux de chaleur 

n’a pas d’impact sur la conductivité thermique équivalente des matériaux hétérogènes pour 

une fraction volumique de 0,04.  
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 Figure 51 Evolution de la conductivité thermique équivalente 3D en fonction 
du niveau de décalage pour différents ratios de conductivité 

 
Cette étude montre que la conclusion de l’étude en 2D sur l’impact de la disposition des 

inclusions sur la conductivité thermique équivalente est différente de la conclusion de l’étude 

en 3D pour le même matériau. Cela montre que les résultats issus de simulations 2D doivent 

être utilisés pour les matériaux tridimensionnels hétérogènes avec prudence. Ces résultats sont 

conformes aux prédictions de Carson [13] et Bakker [15]. En effet, selon Carson, la 

conductivité thermique équivalente calculée pour une structure tridimensionnelle hétérogène 

est sensiblement différente de celle obtenue en 2D. Selon Bakker, le flux de chaleur a un 

nombre de degrés de liberté plus élevé dans une structure tridimensionnelle que dans une 

structure bidimensionnelle. Cela entraine que la conductivité thermique en 3D est toujours 

supérieure que la conductivité 2D.  

Pour toutes ces raisons, nous avons décidé de faire l’étude de l’impact de la structure 

interne sur la conductivité thermique équivalente des matériaux granulaires aléatoires en 3D. 

Pour cela, nous avons développé au laboratoire un code de calcul en éléments finis. Ce code 

est basé sur une structure 3D et permet de simuler le transfert thermique au sein d’une 

structure tridimensionnelle contenant des inclusions distribuées aléatoirement dans une 

matrice. Il a été décrit plus haut, dans le paragraphe III-2. 
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III.6.2.2 Influence de la distribution aléatoire des inclusions sur la conductivité 
thermique équivalente 

 

Comme nous l’avons vu, la méthode RSA permet de construire une géométrie 

représentative d’un matériau hétérogène en introduisant des sphères, les unes à la suite des 

autres, et de manière aléatoire à l’intérieur d’un volume. La position des sphères n’étant pas 

connue d’avance, il est possible de construire plusieurs géométries qui ont les mêmes 

caractéristiques (fraction volumique, rayon et nombre d’inclusions) mais une répartition des 

inclusions différentes.  

Pour étudier l’impact de la distribution des inclusions sur la conductivité thermique 

équivalente, nous considérons deux structures qui ont les mêmes caractéristiques (fraction 

volumique, nombre d’inclusions et rayon). Les deux structures ont cependant des distributions 

aléatoires des inclusions différentes car elles ont été générées par la méthode RSA à des 

instants différents. Les structures étudiées sont isotropes. L’étude est faite pour deux fractions 

volumiques 5 % et 20 %. Les caractéristiques structurales des structures simulées sont 

présentées dans le Tableau 9. 

 

Fraction volumique 

(%) 

Désignation de la 

structure 

Rayon des inclusions 

(cm) 

Nombre des 

inclusions 

 

5 

M56F5R6-a 0,6 56 

M56F5R6-b 0,6 56 

 

20 

M222F20R6-a 0,6 222 

M222F20R6-b 0,6 222 

Tableau 9  Caractéristiques structurales des structures simulées. 

La désignation M56F5R6 signifie : M56 = matrice contenant 56 inclusions ; F5 = fraction 

volume de 5 % et R6 = le rayon des inclusions est égale à de 6 mm. 

Les structures M56F5R6-a et M222F20R6-a obtenues par la méthode RSA sont 

représentées, respectivement, sur la Figure 52a et la Figure 52b. Les dimensions de la matrice 

sont 10 cm x 10 cm x 10 cm. 
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(a) (b) 

Figure 52 Représentation des structures M56F5R6-a (a) et M222F20R6-a (b) 

La simulation du comportement thermique des différentes structures donne les 

conductivités thermiques équivalentes présentées dans le Tableau 10 pour différents ratios de 

conductivité thermique. Les résultats montrent que la distribution des inclusions n’a pas 

d’impact sur la conductivité thermique équivalente des matériaux granulaires isotropes. 

 

Fraction 

volumique 

(%) 

Désignation de la 

structure 

Conductivité 

thermique 

équivalente 

pour kr = 15 

(W/(m.K)) 

Conductivité 

thermique 

équivalente 

pour kr = 100 

(W/(m.K)) 

 

5 

M56F5R6-a 0,56 3,72 

M56F5R6-b 0,56 3,72 

 

20 

M222F20R6-a 0,45 2,93 

M222F20R6-b 0,45 2,93 

Tableau 10 Résultats de conductivité thermique équivalente de différentes structures pour 
différents ratios de conductivité. 

 

La question que nous nous posons est alors la suivante : pourquoi deux structures isotropes 

qui ont les mêmes caractéristiques, mais qui ont une distribution des inclusions différentes, 

ont-elle la même conductivité thermique équivalente ? 

Pour répondre à cette question, nous allons faire la caractérisation structurale de ces 

structures. 
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III.6.2.2.1 Analyse structurale par la fonction de distribution radiale 
 

Dans cette partie du travail, nous allons caractériser les structures présentées dans le 

Tableau 9. Cette caractérisation structurale nous permettra de voir si les structures ayant la 

même fraction volumique et la même conductivité thermique équivalente sont identiques ou 

pas.  

Nous choisissons ici la fonction de distribution radiale (définie dans le chapitre II) comme 

fonction caractéristique de la distribution aléatoire des inclusions. Nous allons dans un 

premier temps étudier l’évolution de la fonction de distribution radiale en fonction de la 

fraction volumique. Avec les résultats obtenus, nous allons définir un paramètre 

caractéristique de la structure interne. Ce paramètre sera par la suite utilisé pour savoir si la 

fonction de distribution radiale est suffisante pour caractériser la structure interne. 

La fraction volumique est le paramètre structural le plus utilisé. Il existe plusieurs travaux 

relatifs à l’influence de la fraction volumique sur la conductivité thermique. En revanche, peu 

d’études se sont intéressées à l’influence de la fraction volumique sur la structure interne des 

matériaux granulaires. Nous allons, dans ce qui suit, étudier l’évolution de la fonction de 

distribution radiale en fonction la fraction volumique des inclusions. Pour cela, nous avons 

calculé la fonction de distribution radiale des structures représentées dans la Figure 52. 

La Figure 53 montre l’évolution de la fonction de distribution radiale en fonction de la 

distance adimensionnée (r/D) pour les fractions volumiques de 5 % et 20 %. D est le diamètre 

des inclusions. 

Les résultats montrent que la fonction de distribution radiale s’annule en plusieurs 

distances r/D pour des fractions volumiques faibles (5 %), ce qui n’est pas le cas pour des 

fractions volumiques plus élevées (20 %).  
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Figure 53 Fonction de distribution radiale en fonction de la distance 
adimensionnée (r/D) pour différentes fractions volumiques 

 
Comme vu au chapitre II, g(r/D) = 0 indique l’absence d’inclusion à l’intérieur d’une 

coquille sphérique située à une distance r/D du centre d’une bille de référence et d’épaisseur 

dr (Figure 30).  

La différence fondamentale entre les fonctions de distribution radiale lorsque la fraction 

volumique augmente est le nombre de coquilles sphériques vides. En effet, plus la fraction 

volumique augmente, moins il y a de coquilles sphériques vides. Ainsi, pour caractériser la 

structure interne, nous introduisons le paramètre τ  que nous appellerons « densité de 

coquilles vides dans la structure ». Ce paramètre est donné par le rapport entre le nombre de 

coquilles sphériques vide Nυ et le nombre total de coquilles sphériques NT obtenu par 

discrétisation de l’espace (Figure 30) : 

 

100×=
TN

Nυτ  
 
(III-41) 

 

La Figure 54 représente l’évolution de la densité de coquilles vides τ  en fonction de la 

fraction volumique. On constate que τ s’annule à partir de 15 %. Cela signifie que toutes les 

fractions volumiques au-delà de 15 % auront la même valeur de τ . Donc, au-delà de 15 %, 

les fonctions de distribution radiale ne présentent plus de différence significative. Nous 
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pouvons ainsi conclure que la fonction de distribution radiale n’est pas suffisante pour 

caractériser la structure. 

 

 

Figure 54 Evolution de la densité de coquilles vides en fonction de la fraction 
volumique 

 
 

Nous nous proposons, dans ce qui suit, d’utiliser la fonction de corrélation 2-points pour 

trouver un paramètre pertinent pour caractériser la structure interne. On rappelle que la 

fonction de corrélation 2-points permet de quantifier la distribution et l’organisation relative 

des phases. 

 

III.6.2.2.2 Analyse structurale par la fonction de corrélation 2-points 
 

Dans la section précédente, nous avons montré que la fonction de distribution n’est pas 

suffisante pour caractériser la structure interne. Nous allons donc utiliser la fonction de 

corrélation 2-points pour caractériser les structures présentées dans le Tableau 9. La fonction 

de corrélation 2-points présente l’avantage de contenir plus d’informations structurales que la 

fonction de distribution radiale. 
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La Figure 55 représente l’évolution de la fonction de corrélation 2-points en fonction de la 

distance r pour les fractions volumiques de 5 % et 20 %. Les résultats montrent que la 

fonction de corrélation 2-points est d’autant plus importante que la fraction volumique est 

élevée. Cela confirme que la fraction volumique modifie la structure interne du matériau 

hétérogène. 

 

 

Figure 55 Fonction de corrélation 2-points pour des fractions volumiques de 5 % 
et 20 % d’inclusions de rayon 0,6 cm 

 
 

Pour évaluer l’impact de la fraction volumique sur la structure interne, nous calculons la 

surface spécifique. La surface spécifique est le ratio de la surface totale des interfaces 

matrice/inclusions sur le volume du matériau [93]. La surface spécifique est un paramètre 

géométrique important. En effet, c’est au niveau des interfaces que se réalisent les échanges 

de chaleur entre la matrice et les inclusions. La surface spécifique est liée à la fonction de 

corrélation 2-points par la relation (II-19). 

La pente de la fonction S2 s’écrit alors : 
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Les courbes de tendance de la fonction de corrélation 2-points pour les faibles valeurs de r 

sont données à la Figure 56. Les pentes de ces courbes sont de -0,06 et -0,229 pour les 

structures contenant 5 % et 20 % d’inclusions de rayon 0,6 cm, respectivement.  

Les surfaces spécifiques des inclusions sont de 0,24 cm2/cm3 et 0,92 cm2/cm3 pour les 

structures contenant 5 % et 20 % d’inclusions de rayon 0,6 cm, respectivement.  

 

 

Figure 56 Courbes de tendance de la fonction de corrélation 2-points pour différentes 
fractions volumiques 

 

Les résultats montrent que la surface spécifique des inclusions augmente avec la fraction 

volumique. Nous pouvons donc retenir la surface spécifique comme un paramètre pertinent 

pour caractériser la structure interne. 

La Figure 57a montre la fonction de corrélation 2-points des structures M56F5R6-a et 

M56F5R6-b. La Figure 57b montre la fonction de corrélation 2-points des structures 

M222F20R6-a et M222F20R6-b. 

Les résultats montrent que pour une fraction volumique donnée, les structures ont les 

mêmes fonctions de corrélation 2-points. La surface spécifique est donc la même pour les 

structures qui ont la même fraction volumique. Nous pouvons ainsi conclure que les structures 

isotropes qui ont la même fraction volumique, mais qui ont été générées à des instants 

différents, ont la même structure interne et donc sont identiques.  
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                                   (a)                                (b) 
Figure 57 Fonction de corrélation 2-points de structures de mêmes 

caractéristiques structurales : M56F5R6-a et M56F5R6-b (a), M222F20R6-a et M222F20R6b 
(b) 

 

Nous rappelons que notre objectif de départ était de faire la caractérisation structurale des 

différentes structures afin de répondre à la question : pourquoi deux structures isotropes qui 

ont les mêmes caractéristiques, mais qui ont une distribution des inclusions différentes, ont-

elle la même conductivité thermique équivalente ? 

Il apparaît à l’issu de cette étude que les structures isotropes qui ont les mêmes 

caractéristiques (fraction volumique, nombre d’inclusions et rayon), mais qui ont une 

distribution des inclusions différentes, ont les mêmes paramètres structuraux (surfaces 

spécifiques). Elles sont donc identiques. Cela explique que la conductivité thermique est la 

même pour les structures ayant les mêmes caractéristiques. Ces résultats ne nous permettent 

pas pour l’instant de conclure sur le lien entre la structure interne et la conductivité thermique 

équivalente. 

Pour établir le lien entre la structure interne et la conductivité thermique, nous allons 

adopter une démarche inverse à la précédente. Elle consiste d’abord à construire des 

structures différentes car ayant des paramètres structuraux différents pour une même fraction 

volumique. Ensuite, on détermine la conductivité thermique équivalente de ces structures. 

L’analyse des résultats permettra de mettre en évidence le lien entre la structure interne et la 

conductivité thermique équivalente. 
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III.6.2.3 Analyse du lien Structure interne-Conductivité thermique équivalente 
 

Comme nous l’avons montré dans le chapitre I, les modèles de conductivité thermique des 

matériaux hétérogènes ont été souvent établis avec l’hypothèse que la structure interne n’avait 

pas d’impact sur la conductivité. A notre connaissance, il n’y a pas une étude détaillée qui 

confirme ou infirme cette hypothèse. De plus, nous n’avons pas trouvé dans la littérature un 

domaine de fraction volumique dans lequel cette hypothèse est acceptable. 

L’étude du transfert thermique en 2D que nous avons effectuée plus haut montre que cette 

hypothèse n’est pas acceptable, même pour des fractions volumiques faibles. Mais comme 

nous l’avons déjà indiqué, cette conclusion ne peut pas être généralisée aux matériaux 

tridimensionnels. 

Dans la section précédente, nous avons montré que deux structures qui ont la même 

fraction volumique et les mêmes caractéristiques structurales (surfaces spécifiques) ont la 

même conductivité thermique. Dans cette section, nous allons étudier le comportement 

thermique de deux structures qui ont la même fraction volumique et des caractéristiques 

structurales (surfaces spécifiques) différentes. 

 

III.6.2.3.1 Construction de structures avec des caractéristiques structurales différentes 
 

Pour construire des structures qui ont la même fraction volumique avec des caractéristiques 

structurales différentes, nous avons choisi de faire varier la taille des inclusions. Le volume 

des structures est maintenu constant (10 cm x 10 cm x 10 cm) alors que le nombre 

d’inclusions est différent d’une structure à une autre.  

Les structures étudiées sont présentées dans le Tableau 11. 

 

Fraction volumique 

(%) 

Désignation de la 

structure 

Rayon (cm) Nombre d’inclusions 

  

5  

M133F5R4,5 0,45 133 

M56F5R6 0,6 56 

 

20 

M526F20R4,5 0,45 526 

M222F20R6 0,6 222 

Tableau 11  Caractéristiques des inclusions utilisées pour construire des structures différentes 
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La Figure 58a représente l’évolution de la fonction de corrélation 2-points des structures 

M133F5R4,5 et M56F5R6. La Figure 58b  représente l’évolution de la fonction de corrélation 

2-points des structures M526F20R4,5 et M222F20R6.  

Les résultats montrent que pour une même fraction volumique, la fonction de corrélation 2-

points est d’autant plus importante que la taille des inclusions est élevée. Cela signifie que la 

taille des inclusions a une influence sur la structure interne du matériau. 

                                   (a)                                (b) 
Figure 58 Fonction de corrélation 2-points des inclusions de rayon 0,45 cm et 0,6 cm pour des 

fractions volumiques de 5 % (a) et 20 % (b) 
 

Les courbes de tendance de la fonction de corrélation 2-points pour les faibles valeurs de r 

sont données à la Figure 59. Les pentes de ces courbes et les surfaces spécifiques des 

inclusions sont données dans le Tableau 12. 

 

 
                                   (a)                                (b) 
Figure 59 Courbes de tendance de la fonction de corrélation 2-points pour des fractions 
volumiques de 5 % (a) et 20 % (b) 
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Fraction 

volumique (%) 

Désignation de 

la structure 

Rayon (cm) Pente Surface 

spécifique 

(cm2/cm3) 

  

5  

M133F5R4,5 0,45 -0,075 0,3  

M56F5R6 0,6 -0,06 0,24 

 

20 

M526F20R4,5 0,45 -0,282 1,13 

M222F20R6 0,6 -0,229 0,92 

Tableau 12 Surfaces spécifiques des inclusions des différentes structures 

 

Ces résultats montrent que pour une même fraction volumique nous avons deux structures 

qui ont des paramètres structuraux différents lorsque l’on change le rayon des inclusions. 

Nous pouvons donc conclure que le rayon des inclusions a un impact sur la structure interne 

des matériaux granulaires.  

Nous allons étudier dans la section suivante, en utilisant la technique du plan 

d’expériences, l’influence de plusieurs facteurs, rayon des inclusions, fraction volumique et 

ratio de conductivité, sur la conductivité thermique équivalente. Les résultats obtenus nous 

permettrons de connaître l’impact de la structure interne sur la conductivité thermique 

équivalente des matériaux de construction à structure granulaire sur l’intervalle de fraction 

volumique considéré. 

 

III.6.2.3.2 Etude de l’impact de la structure interne sur la conductivité thermique 
équivalente 

 

III.6.2.3.2.1 Présentation de l’étude 
 

Nous considèrons le plan d’expériences factoriel visant à étudier l’impact d’un ensemble 

de facteurs sur la conductivité thermique équivalente (keq) d’un matériau hétérogène 

granulaire. Trois facteurs sont étudiés : le rayon des inclusions (A), la fraction volumique (B) 

et le ratio de conductivité thermique (C). 

Nous réalisons un plan factoriel complet 23 pour déterminer quels sont les facteurs et 

interactions importants. Ce plan d’expériences va donc compter 8 simulations avec deux 

niveaux par facteur : le niveau bas (-1) et le niveau haut (+1). 
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Nous donnons dans le Tableau 13 les conditions du domaine d’étude. Ce tableau est connu 

sous le nom de matrice d’expériences. 

 

N° simulation A B C 
1 -1 -1 -1 
2 -1 -1 +1 
3 -1 +1 -1 
4 -1 +1 +1 
5 +1 -1 -1 
6 +1 -1 +1 
7 +1 +1 -1 
8 +1 +1 +1 

 

Niveau -1 0,45 5 % 15 
Niveau +1 0,6 20 % 100 

Tableau 13 Niveaux haut et bas des facteurs  

 

III.6.2.3.2.2 Calcul des effets et interactions 
 

Les plans d’expériences factoriels utilisent tous le modèle mathématique suivant qui relie 

la réponse y aux facteurs X1 , X2  … Xn : 

 

⋅⋅⋅+⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅+= ∑∑∑
≠≠=≠==

n

kjikji
kjiijk

n

jiji
jiij

n

i
ii XXXaXXaXaay

1,,1,1
0  

 
(III-43) 

 

 

où 0a , 1a … sont les coefficients du polynôme. 

 

0a est la valeur moyenne de la réponse. Les coefficients de type ia  sont les effets des facteurs 

Xi.  Les coefficients de type ija  sont les interactions entre les facteurs Xi et Xj. 

 
Dans notre cas, le rayon, la fraction volumique et le ratio de conductivité thermique sont 

les facteurs examinés pour la réponse qui est la conductivité thermique équivalente (keq) d’un 

matériau hétérogène granulaire. Le modèle mathématique s’écrit donc sous la forme :  

 

rrrreq kRakakRaRakaaRaak ⋅⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅⋅+⋅+⋅+⋅+= νννν 1232313123210  (III-44) 
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Nous pouvons alors écrire la matrice des effets et des interactions sous la forme d’un tableau 

(Tableau 14). Les résultats des simulations sont également donnés dans ce même tableau. 

 

N° 
simulation 

moyenne A B C AB AC BC ABC keq 

1 + - - - + + + - 0,56 
2 + - - + + - - + 3,72 
3 + - + - - + - + 0,45 
4 + - + + - - + - 2,95 
5 + + - - - - + + 0,56 
6 + + - + - + - - 3,72 
7 + + + - + - - - 0,45 
8 + + + + + + + + 2,93 

coefficient a0 = 
1,917 

 

a1 = 
-0,002 

 

a2 = 
-0,222 

 

a3 = 
1,412 

 

a12 = 
-0,002 

 

a13 = 
-0,002 

 

a23 = 
-0,167 

 

a123 = 
-0,002 

 

 

Tableau 14 Matrice des effets et des interactions 

 

L’Equation (III-45) ci-dessous montre un exemple de calcul d’un coefficient : 

 

8
87654321

1
eqeqeqeqeqeqeqeq kkkkkkkk

a
−−−−+++

=  
 
(III-45) 

 

où keqi est la conductivité thermique équivalente de la simulation i, [ ]8,1∈i  

III.6.2.3.2.3 Récapitulatif de l’étude du plan complet 
 

Nous rappelons que notre domaine d’étude est : 

- Rayon : 0,45 - 0, 6 cm, 
- Fraction volumique : 5 % - 20 %, 
- Ratio de conductivité thermique : 15  - 100. 

Les résultats présentés dans le Tableau 14 montrent que l’effet du facteur A (rayon des 

inclusions) n’est pas significatif par rapport aux effets de la fraction volumique et du ratio de 

conductivité thermique sur la conductivité thermique équivalente. Les interactions du rayon 

des inclusions avec les autres facteurs sont également peu significatives. Le rayon des 

inclusions n’a donc pas d’influence sur la conductivité thermique équivalente.  
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En résumé 

 

Dans l’intervalle de fraction volumique considéré, le rayon des inclusions a un impact 

significatif sur la structure interne des matériaux granulaires alors qu’il n’a pas d’impact sur la 

conductivité thermique équivalente. Nous pouvons donc conclure que pour des fractions 

volumiques inférieures à 20 %, la structure interne n’a pas de lien avec la conductivité 

thermique équivalente des matériaux de construction isotrope à structure granulaire.  

Les modèles analytiques de type Maxwell qui sont basés sur une structure granulaire 

tridimensionnelle et qui négligent la contribution de la structure interne peuvent donc être 

utilisés pour prédire la conductivité thermique équivalente des matériaux de construction 

comme le béton de ciment lorsque la fraction volumique des inclusions est inférieure à 20 %.  

Comme nous l’avons vu dans la section I.4.1.7, les autres modèles analytiques (Parallèle, 

Série, Structural …) donnent des résultats sensiblement différents à ceux données par les 

modèles de type Maxwell. On peut donc en déduire que ces modèles ne sont pas adaptés aux 

matériaux de construction comme le béton de ciment, quelque soit la fraction volumique des 

inclusions. 

 

III.7  Conclusion 
 

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au lien entre la structure interne et la 

conductivité thermique équivalente des matériaux à structure granulaire. Cette étude porte sur 

des structures isotropes. Les fractions volumiques des inclusions étudiées sont inférieures à 20 

%. Cette fraction volumique limite est imposée par notre modèle de génération de la structure 

(RSA). Au-delà de cette fraction volumique, les inclusions peuvent se présenter sous forme 

d’amas. Les structures contenant des amas d’inclusions sortent du cadre de notre étude.  

Dans un premier temps, nous avons montré que les résultats de l’étude de l’impact de la 

structure interne sur la conductivité thermique équivalente des structures bidimensionnelles ne 

pouvaient pas être généralisés aux structures tridimensionnelles. Cette étude préliminaire a été 

réalisée avec le logiciel Comsol. Ce résultat nous a conduit à faire une modélisation 

tridimensionnelle du transfert thermique à travers un matériau hétérogène.  

La modélisation du transfert thermique a conduit à un système d’équations que nous avons 

résolu en utilisant la méthode des éléments finis. Un code sous Fortran a été développé pour 
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calculer le champ de température à l’intérieur d’un matériau hétérogène. Ce code a été couplé 

avec l’algorithme RSA. Ce dernier nous a permis de générer des structures représentant les 

matériaux granulaires. Nous avons validé notre code de calcul par une étude expérimentale.   

A la suite de la validation du code de calcul, nous avons étudié l’impact de la distribution 

des inclusions sur la structure interne et sur la conductivité thermique équivalente. Les 

résultats ont montré que dans le cas des matériaux isotropes à structure granulaire, la 

distribution des inclusions n’avait pas d’impact, ni sur les caractéristiques structurales du 

matériau, ni sur la conductivité thermique équivalente du matériau. Une telle information 

structurale ne peut donc être utilisée pour étudier le lien entre la structure interne et la 

conductivité thermique des matériaux granulaires isotropes. 

Pour étudier la corrélation entre la structure interne et la conductivité thermique 

équivalente, nous nous sommes intéressés d’abord à l’impact du rayon des inclusions sur la 

structure interne. Les résultats ont montré que le rayon des inclusions avait un impact 

significatif sur la structure interne des matériaux granulaires. Nous avons ensuite, en utilisant 

la technique du plan d’expériences, étudié l’impact du rayon des inclusions sur la conductivité 

thermique. Les résultats ont montré que l’impact du rayon des inclusions sur la conductivité 

thermique équivalente des matériaux granulaires est peu significatif pour des fractions 

volumiques inférieures à 20 %.  

Ces résultats nous ont permis de conclure qu’il n’y a pas de lien entre la structure interne 

des matériaux granulaires isotropes et la conductivité thermique équivalente lorsque la 

fraction volumique des inclusions est inférieure à 20 %.  
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Chapitre IV  Proposition d’une méthode expérimentale de 
détermination de la capacité thermique surfacique 
d’un élément de paroi 

 

IV.1 Introduction 
 

La Réglementation Thermique Française de 2012 [53] fixe un certain nombre d’exigences 

pour les bâtiments neufs. Parmi ces exigences, on peut noter l’obligation d’assurer un bon 

niveau de confort en été sans avoir à recourir à un système actif de refroidissement. Pour 

certaines catégories de bâtiments, la réglementation impose que la température la plus chaude 

atteinte dans les locaux, au cours d’une séquence de 5 jours consécutifs très chauds d’été 

n’excède pas un seuil.  

L’inertie thermique de l’enveloppe des bâtiments est l’un des paramètres sur lesquels il est 

possible d’agir pour atteindre les objectifs visés par la RT 2012. Comme nous l’avons vu dans 

le chapitre I, l’estimation de l’inertie peut être faite à partir de la connaissance de la capacité 

thermique surfacique. La détermination de cette capacité thermique surfacique par la méthode 

ISO 13786 [51] ou celle de Tsiringiris [50] nécessite la connaissance des propriétés thermo-

physiques ki, ρi and ci des différentes couches de l’élément de paroi. Cependant, les matériaux 

utilisés en construction sont souvent hétérogènes, et peuvent présenter des cavités d’air. Les 

transferts thermiques dans le matériau sont alors complexes, parce que, en plus des transferts 

de chaleur par conduction, des transferts convectif et radiatif s’y développent. Dans ce cas, les 

paramètres physiques et thermiques ne sont pas toujours connus avec précision. D’autres 

facteurs comme le processus de fabrication, l’humidité ou la méthode de construction de la 

paroi peuvent entrainer une évolution des paramètres physiques et thermiques. A notre 

connaissance, il n’existe pas une méthode pour déterminer la capacité thermique surfacique 

d’un élément de paroi dont les propriétés thermiques sont inconnues. L’objectif de ce chapitre 

est de proposer une nouvelle méthode de mesure expérimentale de la capacité thermique 

surfacique d’un élément de paroi. Pour y parvenir, nous développons dans un premier temps 

un modèle analytique basé sur la méthode des quadripôles. Ce modèle ne nécessite que la 

connaissance des conditions aux limites. La connaissance des propriétés thermiques n’est pas 

nécessaire. Ensuite, nous allons associer à ce modèle une étude expérimentale pour calculer la 
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capacité thermique surfacique d’un élément de paroi hétérogène. L’élément de paroi 

considéré dans notre étude est la brique monomur. 

Ce chapitre a fait l’objet d’un article publié dans Energy and Building en 2015 [94]. 

 

IV.2   Matrice de transfert thermique d’un composant de bâtiment 
 

Nous considérons une paroi telle qu’un mur, un plancher ou une toiture, ou une partie de 

celle-ci. Ce composant peut être constitué d’une couche ou de plusieurs couches. Une couche 

peut être homogène ou hétérogène. La matrice de transfert d’une paroi permet de lier les flux 

et températures des deux faces de la paroi. La Figure 60 représente une paroi multicouche 

composée de N couches homogènes.   

 

 

Figure 60 Paroi multicouche 
 

IV.2.1  Matrice de transfert thermique d’une couche homogène 
 

Considérons une paroi homogène d’épaisseur L; les autres dimensions sont supposées 

infinies. La paroi n’a pas de source interne. A l’instant initial, la paroi est en équilibre 

thermique à la température Tinit. La paroi est soumise aux conditions aux limites présentées 

sur la Figure 61. Les propriétés thermiques de la paroi sont la diffusivité a et la conductivité k. 

 

 

1 2 N N-1 . . . 
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Figure 61. Températures et flux sur les surfaces d’une paroi homogène 

 

L’équation de transfert de chaleur dans ce cas s’écrit : 

 

( ) ( )
2

2 ,,
x

txT
a

t

txT

∂
∂=

∂
∂

 
 
(IV-1) 

 

où 
c

k
a

ρ
=  est la diffusivité thermique du matériau. 

La température initiale de l’élément de paroi s’écrit : 

 

( ) initTxT =0,  (IV-2) 

 

Le flux de chaleur q pour une surface unité à l’instant t et à la position x dans la paroi s’écrit : 

 

( ) ( )
x

txT
ktxq

∂
∂−= ,

,  
(IV-3) 

 

Les Equations (IV-1) et (IV-3) peuvent être résolues en utilisant la transformée de Laplace. 

x x = 0 x = L 

seT

seq siq

siT
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Pour cela, posons initTT −=χ , les Equations (IV-1) et (IV-2) s’écrivent : 

 

2

2

x
a

t ∂
∂=

∂
∂ χχ

 
 
(IV-4) 

 

( ) 00, =xχ   
(IV-5) 

 

La transformée de Laplace de la température χ  est Θ . Elle est donnée par l’expression: 

 

( ) ( )∫
∞

−=Θ
0

exp, dtpttxχ  
 
(IV-6) 

 

où  p est la variable de Laplace. 

Dans l’espace de Laplace, l’Equation (IV-4) s’écrit : 

 

2

2

dx

d
ap

Θ=Θ  
 
(IV-7) 

 

La solution de l’Equation (IV-7) est : 

 

( ) ( ) ( )xKxKpx ηη coshsinh, 21 +=Θ  (IV-8) 

 

où 
a

p=η  , 1K  et 2K sont des constantes 

La transformée de Laplace du flux de chaleur Φ  est donnée par: 

 

( ) ( )∫
∞

−=Φ
0

exp, dttptxq  
 
(IV-9) 
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Dans l’espace de Laplace, l’Equation (IV-3) s’écrit : 

 

x
k

∂
Θ∂−=Φ  

(IV-10) 

 

En combinant les Equations (IV-8) et (IV-10), nous obtenons : 

 

( ) ( ) ( )( )xKxKpx ηηη sinhcosh, 21 +−=Φ  (IV-11) 

 

Notons siΘ  et seΘ  les transformées de Laplace des températures initsisi TT −=χ  et 

initsese TT −=χ  , respectivement en 0=x et Lx =  (Figure 61), et siΦ et seΦ  les transformées 

de Laplace des flux siq  et seq  , respectivement en 0=x et Lx = . 

 

En 0=x , les Equations (IV-8) et (IV-11) deviennent, respectivement : 

 

2Ksi =Θ  (IV-12) 

 

1Kksi η−=Φ  (IV-13) 

 

En Lx = , les Equations (IV-8) et (IV-11) deviennent, respectivement : 

 

( ) ( )LKLKse ηη coshsinh 21 +=Θ  (IV-14) 

 

( ) ( )( )LKLKse ηηη sinhcosh 21 +−=Φ  (IV-15) 

 

Nous combinons les Equations (IV-12), (IV-13), (IV-14), et (IV-15) pour obtenir : 
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( ) ( )
( ) ( )






Φ+Θ=Φ

Φ+Θ=Θ

sesesi

sesesi

LLk

L
k

L

ηηη

η
η

η

coshsinh

sinh
1

cosh
 

 
(IV-16) 

 

Le système d’équations (IV-16) peut être écrit sous forme matricielle: 
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si M
DC
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(IV-17) 

 

où M est la matrice de transfert. 

avec 

( )LA ηcosh=  

( )L
k

B η
η

sinh
1=  

( )LkC ηη sinh=  

DA =  

On rappelle que 
a

p=η  . Les éléments de la matrice de transfert A, B, C et D dans l’espace 

de Laplace, dépendent donc, parmi d’autres paramètres, des propriétés thermiques de 

l’élément de paroi : la conductivité thermique k  et la diffusivité thermique a . 

 

IV.2.2  Matrice de transfert thermique d’un composant multicouche 
 

Une paroi est généralement composée de plusieurs couches adjacentes (Figure 62). A Chaque 

couche i on peut associer une matrice de transfert Mi. 

La matrice de transfert thermique d’un composant multicouche, de surface à surface, est 

NMMMM ....21 ⋅⋅=  
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où M1, M2, … MN, sont les matrices de transfert thermique des différentes couches du 

composant. 

 

Figure 62 Composant tricouche d’une paroi de bâtiment 

 

IV.3 Méthode de calcul de la capacité thermique surfacique selon la 
norme ISO 13786 

Dans cette section, nous considérons un élément de paroi. La Figure 63 montre la 

représentation des températures et flux sur les surfaces extérieure (x=0) et intérieure (x=L) 

d’un élément de paroi. Les conditions aux limites sont : 

� une température sinusoïdale du milieu extérieur Te(t),    

� une température du milieu intérieur laissée libre Ti(t).   

Sous ces conditions aux limites, les températures et flux sur les surfaces extérieure – Tse(t)  et 

qse(t)  – et intérieure – Tsi(t) et qsi(t) –  de l’élément de paroi sont sinusoïdaux.  
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Figure 63 Elément de paroi avec les conditions aux limites 

 

Les surfaces de l’élément de paroi perpendiculaires à l’axe z sont isolées. Le transfert de 

chaleur à travers l’élément de paroi est unidirectionnel suivant l’axe x. La relation entre les 

températures et flux des surfaces extérieure (x=0) et intérieure (x=L) dans l’espace de Laplace 

est donnée par l’Equation (IV-16).  

Dans le cas d’une sollicitation sinusoïdale, les températures et flux complexes sur les surfaces 

de l’élément de paroi sont donnés par les expressions : 

� sur la surface extérieure (x = 0) 

 

( )tjTsese ωθ exp⋅∆=  (IV-18a) 

 

( )sefsese tjq ϕωφ +⋅∆= exp  (IV-18b) 

 

� sur la surface intérieure (x = L) 

 

( )sitsisi tjT ϕωθ +⋅∆= exp  (IV-19a) 
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( )sifsisi tjq ϕωφ +⋅∆= exp  (IV-19b) 

 

où j = −1. 

L’Equation (IV-16) peut être réécrite dans l’espace complexe en remplaçant η  par  

[52].  

Par conséquent, la relation entre les températures et flux pariétaux dans l’espace complexe 

s’écrit : 

 

sesesi BA φθθ ˆˆ +=  (IV-20a) 

 

sesesi DC φθφ ˆˆ +=  (IV-20b) 

 

Les Equations (IV-20a) et (IV-20a) s’écrivent sous forme matricielle : 
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(IV-21) 

 

Nous rappelons qu’en électricité, les circuits électriques sont souvent représentés par « une 

boîte » munie de deux bornes d’entrée et de deux bornes de sortie que l’on nomme 

quadripôle. Quatre grandeurs électriques caractérisent ce quadripôle : le courant Ie et la 

tension Ue d’entrée, le courant Is et la tension Us de sortie. Pour les quadripôles ne contenant 

que des dipôles passifs, les grandeurs d’entrée et de sortie sont liées par une matrice de 

transfert M : 

 






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
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
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
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(IV-22) 

 

Dans le cadre de notre étude, l’élément de paroi modélisé ne possède pas de source interne. 

La modélisation a conduit à l’Equation (IV-21). En comparant cette équation à l’Equation 

ajω
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(IV-22), nous pouvons par analogie assimiler l’élément de paroi à un quadripôle passif. Dans 

ce cas, les élémentsÂ , B̂ , Ĉ  et D̂  obéissent à la relation : 

 

1ˆˆˆˆ =⋅−⋅ CBDA  (IV-23) 

 

L’analogie électrique du problème (Equation (IV-21)) en utilisant le quadripôle en “π” est 

présentée sur la Figure 64. Le quadripôle est fait de 3 impédances: l’impédance d’entrée Zen, 

l’impédance de transfert Ztr et l’impédance de sortie Zst. Ces impédances peuvent être 

exprimées sous la forme: 

 

XjRZ ⋅+=  (IV-24) 

 

où R = Re(Z) est la résistance de l’impédance et  X = Im(Z) est la réactance. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 64 Représentation électrique d’un élément de paroi en quadripôle «π » 

 

L’impédance d’entrée Zen, l’impédance de transfert Ztr, et l’impédance de sortie Zst du 

quadripôle en «π » sont données par les expressions suivantes [52] : 

 

enZstZ

trZ

siθseθ

seφ siφ
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1ˆ

ˆ

−
=

D

B
Zen  

 
(IV-25) 

 

1ˆ

ˆ

−
=

A

B
Zst  

 
(IV-26) 

 

BZtr
ˆ=  (IV-27) 

 

La norme ISO 13786 utilise l’analogie électrique et considère que les capacités thermiques 

surfaciques d’entrée et de sortie de l’élément de paroi s’écrivent : 

  

)(

1

en
en ZIm

HCA
ω

−=  
 
(IV-28) 

 

)(

1

st
st ZIm

HCA
ω

−=  
 
(IV-29) 

 

Le calcul de ces capacités thermiques surfaciques passe par la connaissance des éléments 

matricielsÂ , B̂ , Ĉ  et D̂ . On rappelle que ces éléments dépendent des dimensions et des 

propriétés thermiques (a et k) de chaque couche de l’élément de paroi. 

Ces 4 éléments sont liés par trois équations : Equations (IV-20a), (IV-20a) et (IV-23). Pour 

résoudre ce problème, nous supposons que l’élément de paroi est symétrique (Figure 62). 

Dans ce cas,  Â  et D̂  sont égaux.  

La résolution du système d’Equations (IV-20a), (IV-20a) et (IV-23) impose de choisir une 

méthode de résolution non linéaire du fait de l’équation 1ˆˆˆ 2 =⋅− CBA . Didier Gossard, dans 

le cadre de sa thèse, a choisi de résoudre ce système par la méthode de résolution numérique 

de Newton Raphson. Les éléments matriciels, une fois obtenus, sont utilisés pour déterminer 

la capacité thermique surfacique. 
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Nous proposons dans le cadre de cette thèse de développer une méthode analytique de 

calcul de la capacité thermique surfacique. L’avantage de cette méthode, par rapport à la 

méthode de résolution numérique de Newton Raphson, est qu’elle est plus facile d’utilisation.  

 

IV.4  Développement d’un modèle analytique de capacité thermique 
surfacique 

 

Pour une paroi quelconque, le calcul de la capacité thermique surfacique nécessite le calcul 

de la matrice de transfert. Nous proposons dans ce qui suit de déterminer analytiquement les 

éléments de la matrice de transfert d’une paroi quelconque à partir des conditions aux limites 

seules. Ceci nous permettra ensuite d’établir des expressions simples des impédances d’entrée 

et de sortie. Ainsi, nous pouvons proposer une expression analytique de la capacité thermique 

surfacique. L’avantage de cette expression analytique est qu’elle ne nécessite pas la 

connaissance des dimensions et des propriétés thermiques du matériau. Elle permet aussi 

d’éviter les méthodes de résolution numérique qui ne sont pas toujours à la portée de tous le 

monde. 

Tenant compte de l’hypothèse de symétrie du matériau, les Equations (IV-20a), (IV-20a) et 

(IV-23) deviennent : 

 

sesesi BA φθθ ˆˆ +=  (IV-30a) 

 

sesesi AC φθφ ˆˆ +=  (IV-30b) 

 

1ˆˆˆ 2 =⋅− CBA  (IV-31) 

 

Si l’élément est symétrique, alors nous pouvons aussi écrire que l’impédance d’entrée Zen et 

celle de sortie Zst sont égales. Par conséquent, la capacité thermique surfacique d’entrée 

HCAen et la capacité thermique surfacique de sortie HCAst sont égales. Finalement, on peut 

déduire des Equations (IV-28) et (IV-29) que la capacité thermique surfacique d’un tel 

matériau est HCA  = HCAen = HCAst. 
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HCA dépend de Zen (Equation (IV-28)). Puisque nous voulons déterminer Zen, nous nous 

intéressons aux coefficients Â  et B̂ . La combinaison des Equations (IV-30a), (IV-30a) et 

(IV-31) permet d’obtenir pour un matériau symétrique : 

 

sesisise

sisiseseA
φθφθ
φθφθ

⋅+⋅
⋅+⋅=ˆ  

 
(IV-32) 

 

sesisise

sesiB
φθφθ

θθ
⋅+⋅

−=
22

ˆ  
 
(IV-33) 

 

Ainsi, la connaissance des températures et flux pariétaux suffit pour calculer la matrice de 

transfert d’une paroi symétrique quelconque, et par la suite sa capacité thermique. 

Pour faire le calcul de la capacité thermique surfacique en une seule étape, nous proposons 

dans ce qui suit une expression analytique de la capacité thermique surfacique.  

L’introduction des Equations (IV-32) et (IV-33) dans (IV-25) donne l’expression : 

 

sesi

sise
enZ

φφ
θθ

−
+=  

 
(IV-34) 

 

Nous introduisons les Equations (IV-18a), (IV-18a), (IV-19a) et (IV-19a) dans (IV-34). La 

partie imaginaire de l’Equation (IV-24) s’écrit alors :  

 
 

( )( ) ( )
( ) 22 cos2

coscossinsinsincos

sisifsefsisese

sifsisefsesitsisifsisefsesitsise

qqqq

qqTqqTT
X

∆+−∆∆−∆
⋅∆−⋅∆⋅⋅∆−⋅∆−⋅∆⋅∆+∆

=
ϕϕ

ϕϕϕϕϕϕ
 

 (IV-35) 

 

Finalement, à partir de l’Equation (IV-28), la capacité thermique surfacique s’écrit: 

 

( )
( )( ) ( ) πϕϕϕϕϕϕ

ϕϕ
2coscossinsinsincos

cos2 22
P

qqTqqTT

qqqq
HCA

sifsisefsesitsisifsisefsesitsise

sisifsefsisese ⋅
⋅∆−⋅∆⋅⋅∆−⋅∆−⋅∆⋅∆+∆

∆+−∆∆−∆
=  

 (IV-36) 
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A titre d’exemple, nous illustrons sur la Figure 65 les amplitudes et le déphasage entre les 

températures extérieure et intérieure. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Figure 65 Amplitudes et déphasage entre les températures extérieure et intérieure 

 

IV.5 Proposition d’une procédure de mesure expérimentale de la 
capacité thermique surfacique 

 

Nous proposons une procédure de mesure expérimentale de la capacité thermique 

surfacique d’un élément de paroi en utilisant notre modèle analytique. Rappelons que 

l’élément de paroi étudié doit être symétrique. Il peut être hétérogène, mais le transfert de 

chaleur doit être unidirectionnel.  

L’élément de paroi est inséré dans un mur isolé qui sépare deux chambres complètement 

calorifugés : chambre chaude et chambre froide (Figure 66). Les chambres sont instrumentées 

et contrôlées thermiquement [95]. La chambre froide est refroidie par un refroidisseur qui 

permet de faire varier la température de l’enceinte entre 30°C et +25°C. Dans cette chambre, 

un signal sinusoïdal, représentant la température de l’environnement extérieur d’un bâtiment, 

est appliqué. La température de la chambre chaude est laissée libre.  

 ϕ

2
seT∆

2
siT∆

T (°C) 

t (s) 

Température extérieure 

Température intérieure 
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Les températures sur les deux faces de l’élément de paroi sont mesurées par des 

thermocouples de type K. Après calibration des thermocouples, l’incertitude sur la 

température est estimée à 0,3°C. Deux fluxmètres (100x100 mm2) mesurent les flux de 

chaleur sur les surfaces froide et chaude. La surface froide (surface extérieure) de l’élément de 

paroi est la surface en contact avec la chambre froide. La surface chaude (surface intérieure) 

de l’élément de paroi est la surface en contact avec la chambre chaude.  

Les températures et flux pariétaux sont mesurés en fonction du temps. Les amplitudes et 

déphasages entre les signaux sur les deux faces sont alors calculés et utilisés comme données 

d’entrée de notre modèle. Le calcul de la capacité thermique surfacique de l’élément de paroi 

est ensuite fait.  

 

 

Figure 66 Chambre climatique 

 

Les expériences présentées dans ce qui suit n’ont pas été réalisées dans le cadre de cette 

thèse. Elles ont été menées par différents chercheurs du laboratoire et seront précisées. Ces 

mesures permettront d’appliquer la méthode que nous avons développée. 
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Te
Tse Tsi Ti
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IV.6 Validation du modèle 

 

L’élément de paroi choisi pour la validation expérimentale est une plaque de plâtre. La 

plaque est homogène. Les propriétés thermo-physiques sont connues ou mesurées. Nous 

pouvons donc utiliser la norme ISO 13786 pour estimer sa capacité thermique surfacique.  

Dans cette validation, la détermination des températures et flux pariétaux nécessaires pour le 

calcul de la capacité thermique surfacique avec notre modèle est faite expérimentalement. Ces 

mesures ont été faites par Didier Gossard dans le cadre de sa thèse [96] . 

Les dimensions de la plaque étudiée sont H = 290 mm, l = 204 mm, et 100 mm d’épaisseur. 

La plaque est insérée dans un mur isolé qui sépare la chambre climatique en deux enceintes 

(Figure 66).  

Deux thermocouples sont placés sur chaque face de la plaque. Leurs valeurs sont 

moyennées pour obtenir la température des faces chaude et froide de la plaque.  

Les conditions aux limites imposées dans la chambre climatique sont : 

� température du milieu extérieur (dans la chambre froide): 






+= t
P

Te

π2
sin55 , 

� la température de l’ambiance intérieure (dans la chambre chaude) est libre.  

Pour obtenir les amplitudes et déphasages nécessaires pour le calcul, la procédure suivante 

est utilisée : le signal est d’abord filtré en utilisant la transformée de Fourier ; ensuite, une 

onde sinusoïdale est isolée. Les Figure 67a et 67b montrent, respectivement, la température et 

le flux, réels et filtrés, sur les surfaces chaude et froide.  
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(a) 

 

(b) 
Figure 67 Température (a) et flux (b) en fonction du temps sur la surface froide de la plaque - 

Période de 24 heures 

 

Les Figure 68a et 68b montrent la température et le flux réels et filtrés sur la surface chaude 

de la plaque. Dans ces figures, la période de l’onde est de 24 heures.  
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(a) 

 

(b) 
Figure 68 Température (a) et flux (b) en fonction du temps sur la surface chaude de la plaque 

- Période de 24 heures 

 

Les amplitudes et déphasages (Figure 65) obtenus à partir de ces mesures sont donnés dans le 
Tableau 15. L’Equation (IV-36) est utilisée pour calculer la capacité thermique surfacique de 
la plaque en plâtre.  
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Tableau 15. Amplitudes et déphasages des températures et flux sur la surface extérieure 
(froide) et intérieure (chaude) de la plaque en plâtre - Période de 24 heures. 

 

Pour calculer la capacité thermique surfacique avec la norme ISO 13786, la chaleur 

spécifique (c = 1000 J.kg-1.K-1) du plâtre a été utilisée. La densité (ρ = 930 kg.m-3) a été 

mesurée. La conductivité thermique de la plaque en plâtre a été aussi mesurée 

expérimentalement dans la chambre climatique en maintenant constante la température dans 

les deux chambres. La conductivité thermique mesurée est égale à 0,37 W.m-1.K-1  [96]. 

Les résultats donnés par les deux méthodes sont présentés dans le Tableau 16. Le faible 

écart montre un excellent accord entre les deux méthodes.  

 

ISO 13786 
(kJ.m-2.K-1) 

Méthode 
expérimentale 
(kJ.m-2.K-1) 

Ecart relatif 
(%) 

46,28 44,23 5 

Tableau 16 Comparaison de la capacité thermique surfacique de la plaque en plâtre obtenue 
avec la norme ISO 13786 et celle obtenue avec notre méthode expérimentale 

 

La méthode de résolution numérique de Newton Raphson utilisée par Didier Gossard dans le 

cadre de sa thèse conduit à un écart de 8 %, alors que la méthode analytique utilisée dans ce 

travail conduit à un écart relatif de 5 %. 

 

 Amplitude 
Déphasage 

(radian) 

siθ  0,7 -0,44 

siφ  9,4 -2,90 

seθ  3,5 0 

seφ  15,6 - 3,80 
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IV.7 Application de la méthode de détermination de la capacité thermique 
surfacique à une brique monomur 

 

Ces dernières années, les briques monomur en terre cuite ont été très utilisées en France 

dans les maisons passives. Elles présentent un double avantage. Elles ont une résistance 

thermique importante et une forte inertie. La brique monomur est un matériau hétérogène, 

avec des alvéoles remplies d’air séparées par des parois en terre cuite. Les propriétés thermo-

physiques équivalentes d’une brique monomur ne sont pas connues avec précision. Ce 

problème à fait l’objet d’études approfondies au laboratoire [97]- [98]- [99]. La norme ISO 

13786 ne peut donc pas être utilisée pour estimer la capacité thermique surfacique de la 

brique.  

Nous décrivons dans la suite le calcul de la capacité thermique surfacique d’une brique 

monomur en utilisant notre modèle analytique associé à une expérience. 

  

IV.7.1 Description des expériences 
 

Les expériences ont été réalisées au laboratoire PHASE par Stéphanie Cadrieu dans le 

cadre de son mémoire de Master II.  

L’élément de paroi choisi est une brique monomur (Figure 69a). Le réseau d’alvéoles de la 

brique est symétrique (Figure 69b). Les dimensions de la brique sont H = 220 mm, l = 275 

mm, et 300 mm d’épaisseur.  

Deux fluxmètres (100 x 100 mm2) mesurent les flux de chaleur sur les surfaces chaude et 

froide.   

Cinq thermocouples de type K sont placés sur chaque face de la brique monomur. Leurs 

positions sont montrées sur la Figure 69. 

Les conditions aux limites imposées dans la chambre climatique sont : 

� température du milieu extérieur (dans la chambre froide): 






+= t
P

Te

π2
sin1010 , 

� la température de l’ambiance intérieure (dans la chambre chaude) est libre.  

Des campagnes de mesures ont été faites pour trois périodes : 6 heures, 12 heures et 24 

heures. Les températures et flux pariétaux ont été mesurés en fonction du temps. 
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(a) Positions des thermocouples sur la face 

chaude 

(b) Coupe AA: réseau d’alvéoles de la brique 

monomur 

Figure 69 (a) Positions des thermocouples sur les faces de la brique étudiée et (b) réseau 
d’alvéoles de la brique 

 

Dans le but de vérifier que le transfert de chaleur à travers la brique est unidirectionnel, la 

différence de température entre les thermocouples sur chaque surface est étudiée pour chaque 

campagne de mesures. 

Dans ce qui suit, les résultats de la campagne de mesures pour une période de 12 heures 

sont présentés. La durée totale de l’expérience est de 5 jours. Les calculs sont faits sur les 

trois dernières périodes. Les températures sont enregistrées toutes les 5 minutes. Les 

différences de température sont calculées dans les directions verticale et horizontale.  

Suivant la direction verticale, les maximums de la différence de température entre les 

thermocouples aux points J et K (Figure 69a) sont de 0,27°C pour la face froide et de 0,34 °C 

pour la face chaude. Les valeurs moyennes sont de 0,15°C pour la face froide et de 0,17°C 

pour la face chaude.  

De la même manière, suivant la direction horizontale, les maximums de la différence de 

température entre les thermocouples aux points E et I (Figure 69a) sont de 0,18°C pour la face 

froide et de 0,18 °C pour la face chaude. Les valeurs moyennes sont de 0,04°C pour la face 

froide et de 0,08°C pour la face chaude.  
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Ces valeurs maximales et moyennes sont inférieures ou proches de l’incertitude des 

thermocouples qui est de 0,3°C. Elles confirment que les deux surfaces de la brique sont 

isothermes. Le transfert de chaleur à travers la brique suivant l’axe x (Figure 63) peut être 

considéré comme unidirectionnel. Nous rappelons que la brique testée est symétrique. 

L’ensemble des hypothèses de notre modèle sont donc vérifiées. Par conséquent, le modèle 

peut être appliqué pour estimer la capacité thermique surfacique de la brique monomur. 

 

IV.7.2 Résultats expérimentaux 
 

Pour le calcul de la capacité thermique surfacique, les cinq températures sur chaque face de 

la brique sont moyennées.  

Les températures et flux expérimentaux sur les surfaces froide et chaude de la brique dans 

le cas d’une période de 24 heures sont présentés dans la Figure 70 et la Figure 71. Ces 

courbes montrent l’atténuation et le déphasage de la température et du flux.  

 

Figure 70 Températures mesurées sur les surfaces de la brique en fonction du temps 
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Figure 71 Flux de chaleur mesurés sur les surfaces de la brique en fonction du temps. 

 

Les amplitudes et les déphasages obtenus à partir de ces mesures pour les trois périodes 

sont donnés dans le Tableau 17. Ces résultats sont utilisés pour le calcul de la capacité 

thermique surfacique de la brique monomur. 

 

Tableau 17. Amplitudes et déphasages des températures et flux sur les surfaces extérieure 

(froide) et intérieure (chaude) de la brique monomur, pour trois périodes 

 

 

 

0 5 10 15 20 25
-25

-20

-15

-10

-5

0

5

10

15

20

25

Temps (heures)

F
lu

x 
de

 c
ha

le
ur

 (
W

/m
2)

 

 

surface froide
 surface chaude

 Période de 6 heures Période de 12 heures Période de 24 heures 
Amplitude Déphasage Amplitude Déphasage Amplitude Déphasage 

siθ  0 Non défini 0 Non défini 1,13 2,16 

siφ  0 Non défini 1 4,58 1,66 3,95 

seθ  8,63 0 8,98 0 9,02 0 

seφ  56,46 - 0,80 34,41 - 0,87 24,2 - 0,92 
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IV.7.2.1 Capacité thermique surfacique d’une brique monomur 
 

Pour une période de 6 heures, la température et le flux sont constants sur la surface chaude, 

ce qui signifie que les deux signaux (température et flux) sont amortis. Par conséquent, les 

déphasages de la température et du flux ne sont pas définis (Tableau 17). Dans ce cas, notre 

modèle (Equation (IV-36)) ne peut être utilisé pour estimer la capacité thermique surfacique.  

Pour une période de 12 heures, la température sur la surface chaude est constante tandis 

que le flux est sinusoïdal. Par conséquent, le déphasage de la température sur la surface 

chaude n’est pas défini, mais le déphasage du flux est défini. Dans ce cas, la capacité 

thermique surfacique est donnée par l’Equation (IV-36) avec 0=∆ isT . 

Pour une période de 24 heures, la température et le flux sur la surface chaude sont 

sinusoïdaux. Par conséquent, les amplitudes et déphasages de la température et du flux sont 

calculés. L’Equation (IV-36) est utilisée pour calculer la capacité thermique surfacique de la 

brique monomur.  

Les résultats pour une période de 12 heures et 24 heures sont, respectivement, 34,2 kJ.m-2.K- 1 

and 47,1 kJ.m-2.K-1.  

Les résultats obtenus montrent que la capacité thermique surfacique dépend de la période du 
signal d’entrée. 

De cette conclusion, nous pouvons dire que la période (P) est un paramètre très important, 

mais comment pouvons-nous faire le choix raisonnable de la période quand on ne connaît pas 

les propriétés thermophysiques de l’élément de paroi étudié? 

Puisque notre méthode ne nécessite pas la connaissance des propriétés thermophysiques, il 

est impossible de trouver la période adéquate. Une solution pour avoir un ordre de grandeur 

de P peut être d'utiliser la profondeur de pénétration δ. La profondeur de pénétration est 

définie comme suit [52]  : 

 

Paπδ 2=  (IV-37) 

 

a est la diffusivité thermique du matériau 

 

 La période peut être approximé à partir de cette équation en prenant l'épaisseur de l'élément 

de paroi comme étant égale à la profondeur de pénétration, et en utilisant les propriétés 

thermophysiques des matériaux similaires connus.  
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IV.7.2.2 Méthode de calcul pour une paroi multicouche contenant une couche de 
briques monomur 

 

Les résultats présentés plus haut concernent un élément de paroi constitué d’une brique 

monomur. Ils ont été obtenus avec un dispositif expérimental adapté à un élément de paroi 

(Figure 66). Dans le cas d’un mur de briques monomur (ensemble de briques liées par des 

joints), le dispositif peut être adapté. De la même manière que pour la capacité thermique 

surfacique de la brique monomur, la capacité thermique surfacique du mur de briques 

monomur peut être alors obtenue par la méthode développée plus haut. Les mêmes contraintes 

sont appliquées : le mur peut être hétérogène mais doit être symétrique.  

Avec les valeurs expérimentales (températures et flux) obtenues dans le cas d’un mur de 

briques monomur, la capacité thermique surfacique d’une paroi multicouche contenant le mur 

de briques monomur peut être calculée en utilisant la norme ISO 13786 [51].  La paroi 

multicouche peut ne pas être symétrique. La procédure suivante est alors appliquée. 

Considérons une paroi composée d’une couche d’isolant sur la surface intérieure, du mur de 

briques monomur, et d’une couche de plâtre sur la surface extérieure. La méthode pour le 

calcul de la capacité thermique surfacique de la paroi multicouche est la suivante : 

� Si les propriétés thermo-physiques k, ρ  et c de l’isolant et du plâtre sont connues, les 

éléments de leurs matrices de transfert sont calculés à partir de l’Equation (IV-16).  

� Les éléments de la matrice de transfert de la couche de briques monomur ne peuvent 

pas être calculés de la même manière puisque les propriétés physiques et thermiques 

équivalentes ne sont pas connues avec précision. Dans ce cas, les éléments matriciels 

sont calculés à partir des Equations (IV-31), (IV-32) et (IV-33), en utilisant les 

amplitudes et les déphasages obtenus à partir des mesures expérimentales faites sur le 

mur de briques monomur. 

� La matrice de transfert de la paroi complète M est alors calculée en multipliant les 

matrices de transfert des différentes couches [51]. Ainsi les impédances d’entrée Zen et 

de sortie Zst du quadripôle en «π » de la paroi multicouche peuvent être calculées à 

partir des Equations (IV-25) and (IV-26). 

Finalement, les capacités thermiques d’entrée HCen et de sortie HCst de la paroi multicouche 

sont calculées, respectivement, à partir des Equations (IV-28) et (IV-29).  
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Application numérique 

 

Pour améliorer la résistance thermique des parois des bâtiments, les murs avec briques 

monomur sont souvent associés avec une couche d’isolant. La couche d’isolant peut être 

placée sur la surface intérieure ou sur la surface extérieure du mur de briques. En guise 

d’application, nous considérons une paroi multicouche composée d’un mur de brique 

monomur, d’un isolant en polystyrène sur la face intérieure du mur et d’une couche de plâtre 

sur la face extérieure.  

Les propriétés thermiques et les dimensions des matériaux homogènes sont données dans 

le Tableau 18. 

 

 Conductivité 
thermique 

(W.m-1.K-1) 

Masse volumique 
(kg.m-3) 

Chaleur spécifique 
(J.kg-1.K-1) 

Epaisseur (cm) 

Polystyrène 0.04 33 1300 5 
Plâtre 0,37 930 1000 2 

Tableau 18 Propriétés thermiques et dimensions des matériaux homogènes 

 

Le calcul des éléments des matrices de transfert de la plaque de polystyrène (Mpo), de la 

brique monomur (Mbm) et de la plaque de plâtre (Mpl) conduit aux résultats présentés dans le 

Tableau 19. Rappelons que ces éléments sont sous forme complexe. Les éléments des 

matrices de transfert des couches de polystyrène et de plâtre sont calculés à partir de des 

coefficients de l’Equation (IV-16) en fonction de leurs propriétés thermiques et de leurs 

dimensions. Ceux de la brique monomur sont calculés à partir des Equations (IV-31), (IV-32) 

et (IV-33), en utilisant les amplitudes et les déphasages obtenus à partir des mesures 

expérimentales faites sur la brique monomur (Tableau 17). 
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 Polystyrène(Mpo) Brique monomur(Mbm) Plâtre(Mpl) 

A 0,9984 + 0,0975i -11.9553 - 9.4753i 0,9998 + 0,0366i 

B 1,2496 + 0,0406i -0.1566 + 5.6907i 0,0541 + 0,0007i 

C -0,0051 + 0,1559i 39.5300 -10.2514i -0,0165 + 1,3526i 

D 0,9984 + 0,0975i -11.9553 - 9.4753i 0,9998 + 0,0366i 

Tableau 19 Eléments des matrices de transfert des différentes couches 

 

La matrice de transfert thermique de la multicouche, de surface à surface, est donnée dans ce 

cas par la relation : 

 

plbmpo MMMM ⋅⋅=  (IV-38) 

 

Nous pouvons donc calculer les impédances d’entrée et de sortie à partir des éléments 

matriciels de M : 

 

( )
( ) 12,2

2,1

−
=

M

M
Zen  

 
(IV-39) 

 

( )
( ) 11,1

2,1

−
=

M

M
Zst  

 
(IV-40) 

 

Les capacités thermiques d’entrée HCen et de sortie HCst de la paroi multicouche peuvent 

maintenant être calculées. Pour une période de 24 h, les résultats obtenus sont donnés dans le 

Tableau 20. 

 

HCen (kJ.m-2.K-1) HCst (kJ.m-2.K-1) 

51,72 58,71 

Tableau 20 Capacité thermique surfacique d’une paroi multicouche contenant un mur de 

briques monomur, des plaques de polystyrènes et de plâtre. 
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Rappelons que la capacité de la brique monomur pour une période de 24 h est de 47,1 

kJ.m-2.K-1. Les résultats obtenus montrent donc que l’utilisation de couches supplémentaires 

dans les parois en briques monomur entraine, en plus de l’augmentation de la résistance 

thermique de la paroi, une augmentation non négligeable de la capacité thermique.  

 

IV.8 Conclusion 
 

Nous avons dans ce chapitre développé un modèle analytique qui permet de calculer la 

capacité thermique surfacique d’un matériau hétérogène symétrique. Ce modèle ne nécessite 

que la connaissance des conditions aux limites. La connaissance des propriétés thermiques 

n’est pas nécessaire. Ensuite, nous avons associé à ce modèle une étude expérimentale pour 

calculer la capacité thermique surfacique d’un élément de paroi hétérogène. L’élément de 

paroi considéré dans notre étude est la brique monomur. Les résultats obtenus montrent que la 

capacité thermique surfacique dépend de la période du signal d’entrée. Ils montrent également 

que l’utilisation de couches supplémentaires dans les parois en briques monomur entraine une 

augmentation non négligeable de la capacité thermique.   
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Conclusion et perspectives 
 

 

Lien structure interne– conductivité thermique des matériaux granulaires 

Dans cette thèse, nous avons, pour commencer, réalisé une étude préliminaire dont l’objet 

est de comparer les modélisations bidimensionnelle et tridimensionnelle du transfert 

thermique au sein d’un matériau hétérogène constitué d’une matrice contenant des inclusions 

carrées. Cette étude a été réalisée avec le logiciel Comsol. Une structure 3D de fraction 

volumique 0,04 et sa structure équivalente en 2D dont la fraction surfacique est de 0,11 ont 

été étudiées. Les résultats obtenus ont montré qu’en 2D, la structure interne a un impact sur la 

conductivité thermique équivalente. En revanche, en 3D, l’impact s’estompe. Ces résultats 

montrent que l’impact de la structure interne sur la conductivité thermique équivalente obtenu  

à partir de la modélisation bidimensionnelle des matériaux ne peut pas être généralisé aux 

matériaux tridimensionnels. Il est donc nécessaire de mener une investigation poussée sur la 

modélisation tridimensionnelle des matériaux hétérogènes afin d’essayer d’établir un lien 

entre leur structure interne et leurs propriétés thermiques macroscopiques, comme cela a été 

fait de façon extensive en 2D.  

 

Pour étudier en détail le comportement thermique des matériaux hétérogènes, nous avons 

modélisé le transfert thermique au sein de ces matériaux. La modélisation est faite en 3D. 

Nous avons développé un code de calcul basé sur la méthode des éléments finis. Il a été 

développé sous Fortran et validé avec une étude expérimentale. 

Notre étude a porté sur les matériaux de construction de type béton de ciment. Pour 

construire des géométries représentatives de ce type de matériaux, nous avons utilisé 

l’algorithme RSA (Random Sequential Addition). Les matériaux générés sont des matrices 

cubiques contenant des inclusions sphériques aléatoirement distribuées plus isolantes que la 

matrice. L’algorithme RSA impose une fraction volumique limite des inclusions de 20 %.  

Pour évaluer le lien entre la structure interne et la conductivité thermique équivalente des 

matériaux hétérogènes granulaires, nous avons, dans un premier temps, déterminé la 

conductivité thermique équivalente de deux structures générée par la méthode RSA à des 

instants différents. Les deux structures ont la même fraction volumique et contiennent des 

inclusions de même taille, mais n’ont pas la même distribution des inclusions. Les résultats 

obtenus ont montré que les structures ont la même conductivité thermique. La caractérisation 
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structurale des structures a montré qu’elles ont les mêmes fonctions de corrélation-2 points. 

Les deux structures ont donc le même indicateur structural c’est-à-dire la même surface 

spécifique. Elles sont par conséquent identiques. Il est donc normal que la conductivité 

thermique soit la même pour les deux structures. 

L’étude de l’impact de la distribution des inclusions sur la conductivité thermique 

équivalente n’est pas suffisante pour donner une conclusion sur le lien entre la structure 

interne et la conductivité thermique. Nous avons donc adopté une autre démarche. Cette 

dernière consiste à générer d’abord des structures internes différentes et à déterminer ensuite 

leur conductivité thermique équivalente. 

Nous avons, dans un premier temps, généré deux structures de même fraction volumique 

contenant des inclusions de taille différente. La caractérisation structurale montre que les deux 

structures ont des fonctions de corrélation2-points différentes, donc des surfaces spécifiques 

différentes. Les structures considérées sont alors différentes. Ces résultats montrent que la 

taille des inclusions a un impact sur la structure interne.  

Nous avons, dans un second temps, étudié, en utilisant la technique du plan d’expériences, 

l’impact de la fraction volumique, du ratio de conductivité thermique et de la taille des 

inclusions sur la conductivité thermique équivalente. Les résultats ont montré que la fraction 

volumique et le ratio de conductivité thermique ont un impact sur la conductivité thermique 

équivalente. En revanche, la taille des inclusions n’en a pas.  

Il apparaît donc que la taille des inclusions a un impact sur la structure interne, mais n’a 

pas d’impact sur la conductivité thermique équivalente. Ainsi, deux matériaux de même 

fraction volumique mais de structures internes différentes peuvent avoir la même conductivité 

thermique équivalente. Ce résultat montre qu’il n’y a pas d’impact de la structure interne sur 

la conductivité thermique équivalente pour des matériaux hétérogènes isotropes granulaires 

lorsque la fraction volumique des inclusions est inférieure à 20 %. Bien sûr, la fraction 

volumique et le rapport des conductivités restent des facteurs impactant. 

 

Proposition d’une méthode de mesure expérimentale de la capacité thermique 

surfacique d’un élément de paroi 

Un autre objectif de notre travail est de proposer une méthode de mesure expérimentale de 

la capacité thermique surfacique d’un élément de paroi à structure interne complexe. Pour 

cela, nous avons développé un modèle analytique basé sur la méthode des quadripôles. Ce 

modèle est ensuite associé à une étude expérimentale pour calculer la capacité thermique 

surfacique d’un élément de paroi hétérogène. L’originalité de notre méthode consiste à 
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proposer un modèle analytique de la capacité thermique surfacique indépendant des propriétés 

thermiques des constituants, souvent inaccessibles. De plus, cette méthode s’applique à des 

structures complexes, c'est-à-dire à des éléments de paroi non-homogènes. Une contrainte est 

cependant appliquée à notre méthode : le matériau peut être hétérogène, mais doit être 

symétrique. 

Nous avons appliqué notre méthode à une brique monomur en terre cuite et à une paroi 

multicouche contenant la brique monomur. La paroi multicouche peut ne pas être symétrique. 

Les résultats ont montré que la capacité thermique surfacique de la brique dépend de la 

période du signal d’entrée. Cette conclusion conduit à la question suivante : comment 

pouvons-nous faire le choix raisonnable de la période quand on ne connaît pas les propriétés 

thermophysiques de l’élément de paroi étudié? Nous avons proposé la solution qui consiste à 

utiliser la profondeur de pénétration et les propriétés thermophysiques des matériaux 

similaires à ceux étudiés pour avoir un ordre de grandeur de la période. 

 

Perspectives 

 

Compte tenu des résultats obtenus, nous pouvons lister quelques perspectives à donner à 

cette thèse : 

 

• Impact de la structure interne sur la conductivité thermique équivalente 

- Elargir l’étude à des fractions volumiques supérieures à 20 %. Pour cela, il faudrait 

investiguer le couplage de notre code avec l’algorithme de génération de structures 

mis au point récemment par Catalanotti [100] qui permettrait d’augmenter la 

fraction volumique.  

 

- Elargir l’étude à d’autres types de structure, en commençant par les matériaux 

fibreux, Les études sur ces matériaux sont généralement faites en 2D. Il s’agira de 

développer un algorithme de génération de matériaux fibreux en 3D, qui permette 

la modélisation de l’enchevêtrement des fibres, afin d’obtenir des structures 

fibreuses représentatives des matériaux de construction. 
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• Capacité thermique surfacique 

- Une fois la capacité thermique surfacique déterminée expérimentalement par la 

méthode exposée dans cette thèse, des méthodes inverses pourraient être utilisées 

pour calculer les propriétés thermophysiques équivalentes des parois. 

 

- Coupler notre code éléments finis et notre modèle de capacité thermique surfacique 

pour étudier l’impact de différents paramètres comme la fraction volumique, le 

ratio de conductivité, la structure interne des parois sur la capacité thermique. Pour 

cela, il faudra intégrer dans le code des conditions aux limites avec des 

températures sinusoïdales. 

 

• Optimisation thermique des matériaux 

Une perspective à plus long terme serait de définir des propriétés macroscopiques cibles et 

de construire les structures internes permettant de les atteindre. Des méthodes 

d’optimisation de structure pourraient être utilisées. 
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ABSTRACT : 
 

The objective of this thesis is to study the impact of the internal structure of isotropic granular 
materials on the macroscopic thermal properties. We have developed a model to solve the heat transfer 
problem within a heterogeneous three-dimensional material. This code is coupled with an algorithm 
generating random structure. After an experimental validation, we first generated granular materials 
and we characterized their internal structure; then we studied the impact of this structure on the 
thermal conductivity. 

We also developed a new experimental method for measuring the heat capacity area of a wall 
element with complex internal structure. The originality of this method is the coupling of an analytical 
model of heat capacity area, which is independent of the thermal properties of the constituents, and an 
experimental study. 
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RESUME : 
 

L’objectif de cette thèse est d’étudier l’impact de la structure interne des matériaux isotropes 
granulaires sur leurs propriétés thermiques macroscopiques. Nous avons développé un code de calcul 
pour résoudre les transferts thermiques au sein d’un matériau hétérogène tridimensionnel. Ce code est 
couplé avec un algorithme de génération de structures aléatoires. Après validation expérimentale, nous 
avons généré des géométries granulaires dont nous avons caractérisé la structure interne, puis nous 
avons étudié l’impact de cette structure sur la conductivité thermique.  

Nous avons également développé une nouvelle méthode de mesure expérimentale de la capacité 
thermique surfacique d’un élément de paroi à structure interne complexe. L’originalité de cette 
méthode est le couplage d’un modèle analytique de la capacité thermique, indépendant des propriétés 
thermiques des constituants, et d’une étude expérimentale. 
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