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A ma mère, à mon père,à ma famille,





Mod�elisation du remplissage en propergol de moteur �a propulsion solideR�esum�e :Cette th�ese propose une mod�elisation num�erique du remplissage en propergol de mo-teur �a propulsion solide permettant de prendre en compte plusieurs 
uides. La r�esolutiondes �equations de Navier-Stokes diphasiques est assur�ee par une m�ethode compos�ee d'unepremi�ere �etape utilisant la m�ethode du Lagrangien Augment�e corrig�e par une m�ethodede projection vectorielle. Le transport d'interface est assur�e par un suivi d'interface vo-lumique sur maillage �xe, la m�ethode VOF CIAM. La m�ethodologie est valid�ee, sur desmaquettes exp�erimentales. La s�egr�egation des particules pr�esentes dans le propergol estprise en compte par le mod�ele de Phillips. Le mod�ele est alors valid�e sur l'�ecoulementdans un canal charg�e en particules. Les int�erêts de la simulation num�erique sont mis enavant dans le cas de la grosse propulsion par l'�etude du remplissage des boosters d'ArianeV lors d'un cas de panne.Mots clefs :Simulation num�erique, Ecoulement diphasique, M�ethode des Volumes Finis, M�ethodeVOF CIAM, Maquette exp�erimentale, M�ethode du Lagrangien Augment�e, M�ethode deprojection vectorielle, Mod�ele de PhillipsNumerical simulation of solid propellant motor �llingAbstract :This thesis proposes a numerical modeling of solid propellant motor �lling which makepossible to take into account several 
uids. The diphasic Navier-Stokes equations resolu-tion is ensured by an algorithm composed by an Augmented Lagrangian method correctedby a vectorial projection method. The interface transport is ensured by following a vo-luminal interface on a �xed grid, using the VOF CIAM method. The methodology isvalidated, on experimental model. The segregation of the particles present in propellantis taken into account by the Phillips model. This model is then validated with a particlecharged 
ow in a channel. The interest of the numerical simulation is emphasized for thelarge propulsion case thanks to the study of an ARIANE V booster rockets �lling takinginto account a defect of �lling.Key words :Numerical modelling, Diphasic 
ow, Finite volume method, VOF PLIC method, Ex-perimental model, Augmented Lagrangian method, Vectorial projection method, Phillipsmodel
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Introduction g�en�eraleGrâce �a la t�el�evision, tout t�el�espectateur peut assister au lancement des engins spa-tiaux, si bien que nous consid�erons la conquête spatiale comme accomplie et que la croi-si�ere spatiale ne sera plus, bientôt, le rêve d'un savant optimiste mais une r�ealit�e presquequotidienne. Pourtant, pour que la fus�ee atteigne sa puissance actuelle, il aura fallu dese�orts acharn�es men�es durant des si�ecles.En d�epit des e�orts entrepris, la confection des fus�ees a peu �evolu�e entre le XVIe etle XXe si�ecle, ainsi l'engin d�ecrit par Mortimer en 1824 ressemble aussi bien �a celui dontparlent au XVIe si�ecle Bate, Babington ou Malthus qu'�a celui de Brock au d�ebut du XXesi�ecle [Braun 77]. En 1922, Alan St. H. Brock remarquait: (( Les m�ethodes de chargementdes fus�ees employ�ees au XVIe si�ecle sont celles qu'on utilise aujourd'hui, et il est �etonnantqu'on n'ait pas encore trouv�e un moyen satisfaisant pour remplacer le chargement �a lamain. ))L'essor des propergols solides modernes co��ncide avec la d�ecouverte de la nitrocellulose(en toute rigueur nitrate de cellulose) qui rempla�ca �a la �n du XIXe si�ecle la poudrenoire comme constituant de base des poudres pour armes. Toutefois, le progr�es r�eellementsigni�catif fut r�ealis�e dans les ann�ees cinquante avec l'apparition des propergols composites�a liant polyur�ethane dont les propri�et�es remarquables permirent la r�ealisation de tr�es grospropulseurs r�ealis�es grâce au proc�ed�e dit (( moul�e-coll�e )).Un propergol solide est un mat�eriau dense, combustible, g�en�erateur de gaz stable �atemp�erature ambiante et qui permet une production d'�energie contrôl�ee sous la forme degaz �a haute temp�erature susceptibles de propulser un moteur fus�ee.Le proc�ed�e de fabrication par (( moul�e-coll�e )) est utilis�e pour les moteurs �a propergolsolide de grande taille. Il permet de construire des fus�ees sans limitation de diam�etre, cequi �etait l'inconv�enient des autres proc�ed�es comme l'extrusion.Actuellement, le Groupe SNPE (division propulsion), r�ealise des moteurs �a propergolsolide dont le cycle de fabrication peut être sch�ematis�e de la fa�con suivante :
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en formeFigure 1 : Cycle de fabrication [Davenas 89].Nous centrerons notre travail sur la simulation de l'op�eration de mise en forme desmoteurs �a propergol solide et plus particuli�erement le processus de remplissage des deuxboosters �a propergol solide pr�esents dans l'architecture du lanceur du satellite europ�eenAriane 5. La pr�evision num�erique de la ph�enom�enologie qui caract�erise la strati�cation dupropergol dans les boosters pendant le processus de remplissage est strat�egique au niveauindustriel. En e�et, exp�erimenter tout le processus n'est pas rentable �economiquement enraison des coûts �elev�es des moteurs.Les deux boosters �a propergol solide d'Ariane 5 sont employ�es comme propulseurspendant la phase de d�ecollage du lanceur. Chaque booster est partag�e en trois segments,S1-S2-S3. �A l'int�erieur de ceux-ci est stock�ee la charge de propergol, qui est un mat�e-riau composite constitu�e d'une matrice polym�ere et d'une dispersion granulaire d'oxyded'aluminium et de perchlorate d'ammonium. Ces compos�es sont respectivement l'oxydantet le r�educteur de la r�eaction chimique de combustion qui a lieu �a l'int�erieur du moteurpendant son fonctionnement. La technologie utilis�ee dans le processus de coulage pr�evoitla subdivision de toute la quantit�e de propergol �a couler, dans chaque segment, en aumoins 10 (( batches )). Ces batches sont coul�es l'un sur l'autre �a des instants di��erents.Pendant le remplissage le propergol se trouve �a l'�etat liquide et se comporte, en pre-mi�ere approximation, comme un 
uide newtonien tr�es visqueux. Il est immiscible avec unbatch d�ej�a coul�e, c'est �a dire qu'il se forme des interfaces de s�eparation entre les di��erentsbatches coul�es. En e�et, les 
uides de di��erents batchs ont des viscosit�es di��erentes maisune densit�e quasiment �egale. La viscosit�e du propergol coul�e varie en fonction du temps�a cause du processus de r�eticulation qui a�ecte sa matrice polym�ere. Localement au ni-veau des interfaces 
uides qui se forment pendant le coulage on observe une continuit�e



Introduction g�en�erale 7du champ de vitesse �a l'interface de deux batches en contact. Au niveau microscopiquedes d�efauts pi�eg�es dans le propergol une fois que le polym�ere est compl�etement r�eticul�ealt�erent localement la vitesse de combustion.L'objectif de la simulation num�erique du processus est de pr�evoir, au niveau macro-scopique, la strati�cation des di��erents batches de propergol �a l'int�erieur des boosters,a�n d'�etudier la distribution des d�efauts de remplissage.Pour pouvoir simuler correctement la strati�cation des di��erents batches il est n�e-cessaire de tracer des interfaces entre des 
uides ayant di��erentes propri�et�es physiques(discontinuit�e de contact). De nombreuses applications d'ing�enierie n�ecessitent la solu-tion d'�ecoulement caract�eris�ee par des surfaces libres ou par des interfaces entre deuxou plusieurs 
uides immiscibles. Cependant, des solutions analytiques de ces typologiesd'�ecoulement n'�etant pas disponibles, il est donc indispensable de recourir �a des m�ethodesnum�eriques.Une grande partie de la litt�erature concernant des m�ethodes de r�esolution d'�ecoule-ment avec des surfaces libres multiples ou caract�eris�ees par des interfaces entre plusieurs
uides immiscibles, provient des laboratoires de Los Alamos, New Mexico, USA. Des au-teurs comme C.W. Hirt, B.D. Nichols et R.S Hotchkiss ont d�evelopp�e une technique detracement num�erique des interfaces 
uides bas�ee sur le transport des fractions volumiquesrelatives �a deux ou plusieurs 
uides. Cette technique, appel�ee (( volume of 
uid )), a l'avan-tage d'être tr�es simple, e�cace, et avec une solide structure algorithmique [Nichols 80].Cette th�ese a �et�e r�ealis�ee dans le cadre de la collaboration entre le d�epartement Proc�ed�edu groupe SNPE Propulsion et le laboratoire MASTER. Elle porte sur la d�e�nition etla mise en �uvre d'un logiciel 3D permettant de simuler le remplissage de moules �ag�eom�etries complexes par des 
uides incompressibles tr�es visqueux. Ce code num�erique a�et�e baptis�e MONTREAL (MOd�elisation Num�erique TRidimensionnelle des EcoulementsA surface Libre).
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Chapitre 1Les �ecoulements de 
uide visqueux �asurface libre1.1 Pr�esentation des m�ethodes applicables aux �ecou-lements �a surface libreLes �ecoulements �a surfaces libres restent un probl�eme di�cile �a simuler num�erique-ment. Ils ont donn�e lieu �a une recherche abondante et de nombreuses m�ethodes num�eriquesont �et�e d�evelopp�ees. Le but de ce chapitre n'est pas de d�etailler pr�ecis�ement chaque m�e-thode mais plutôt de pr�esenter les di��erentes approches et de justi�er notre choix. Ene�et, c'est le probl�eme physique qui impose le choix d'une m�ethode plutôt qu'une autretout en sachant que chacune a ses avantages et ses inconv�enients. Il n'y a pas de m�ethodeglobale qui r�esoud tous les probl�emes surtout en ce qui concerne les �ecoulements dipha-siques. Pour les probl�emes de remplissage de moules que nous aurons �a traiter, il fautque la m�ethode que nous utilisons soit capable de repr�esenter des interfaces de topologiecomplexe et que la conservation de la masse soit bien respect�ee lors du transport de vo-lume ferm�e. De plus, comme nous travaillons sur des probl�emes de g�eom�etrie complexe,il faudra qu'elle se g�en�eralise facilement en 3D.Les �ecoulements �a surfaces libres sont caract�eris�es par le fait que l'interface s�epare deux
uides non miscibles. La non miscibilit�e des deux 
uides r�esulte de la force de coh�esiondes mol�ecules et d�epend de la nature de ces 
uides. La facilit�e avec laquelle on va pouvoirm�elanger ces deux 
uides est exprim�ee par un coe�cient d�etermin�e exp�erimentalement et
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uide visqueux �a surface libreconnu sous le nom de tension super�cielle. Plus ce coe�cient est grand, plus la r�esistanceau m�elange sera importante. Une valeur n�egative indique qu'il n'y a aucune r�esistance aum�elange ([Batchelor 67]).Les m�ethodes de transport d'interfaces peuvent être classi��ees en deux principalesfamilles (�gure 1.1) en fonction du maillage que l'on va utiliser: la m�ethode lagrangienne(sur maillage mobile) et la m�ethode eul�erienne (sur maillage �xe).
Interface

F=1 F=0

Interface reconstruite

Maillage fixe

Maillage mobile

Méthode Lagrangienne

Méthode Eulérienne

Figure 1.1 : deux grandes familles de m�ethodes pour le transport d'interface: la m�ethodeLagrangienne, sur maillage mobile et la m�ethode eul�erienne, sur maillage �xe.



1.1 Pr�esentation des m�ethodes applicables aux �ecoulements �a surface libre 111.1.1 M�ethodes lagrangiennesLes m�ethodes lagrangiennes, sur maillage mobile permettent de repr�esenter l'interfacecomme une r�eelle discontinuit�e et de suivre son �evolution de mani�ere tr�es pr�ecise. Letransport de l'interface s'e�ectue soit en d�eformant le maillage au cours du calcul soiten reg�en�erant le maillage apr�es avoir advect�ee l'interface. Le principal avantage de cettem�ethode est le suivi tr�es pr�ecis de l'interface qui permet d'imposer tr�es facilement etavec rigueur les conditions aux limites de l'interface. Ces m�ethodes sont limit�ees aux�ecoulements o�u l'interface ne subit pas de grandes d�eformations, car cela conduit �a desmaillages trop d�eform�es. Les r�esultats num�eriques pr�esent�es par Ramaswamy et Kawahara[Ramaswamy 87], sur l'e�ondrement d'une colonne d'eau montrent que l'on arrive �a cetype de probl�eme assez rapidement. De plus, les cas o�u l'on a rupture ou reconnection del'interface ne peuvent pas être trait�es.1.1.2 M�ethodes eul�eriennesLes m�ethodes eul�eriennes sont en g�en�eral utilis�ees sur un maillage �xe. Dans ces m�e-thodes, une fonction de pr�esence permet de localiser le 
uide. L'interface est alors recons-truite �a partir du changement des propri�et�es physiques. Les m�ethodes eul�eriennes peuventêtre class�ees en deux cat�egories :{ les m�ethodes de suivi de front{ les m�ethodes de suivi en volumeM�ethodes de suivi de frontIl existe di��erentes m�ethodes pour marquer l'interface :(a) Marqueurs de surface: Daly [Daly 69] pr�esente une m�ethode pour suivre uneinterface sur un maillage �xe : cette m�ethode permet de suivre la surface libre en marquantl'interface avec des particules sans masse. Le champ de vitesse local est alors utilis�e pouradvecter ces traceurs par une m�ethode lagrangienne classique (�gure 1.2 (a)).La m�ethode est sensible �a l'�ecartement que l'on a entre chaque traceur. En e�et,quand les particules sont trop espac�ees, le transport de l'interface manque de pr�ecision
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uide visqueux �a surface libre
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h h h
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(a) (b) (c)Figure 1.2 : di��erentes m�ethodes de suivi de front: (a) Marqueurs de surface, (b)Fonction de hauteur et (c) M�ethode de ligne de niveau.et si elles sont trop rapproch�ees il y en a de trop. De plus, cet espacement n'�etant pasconserv�e au cours du calcul, il est alors n�ecessaire d'ajouter ou d'enlever dynamiquementdes particules durant la simulation. En�n, pour le calcul d'angle de courbure de l'interface,il est n�ecessaire que les particules soient rang�ees. Il faut donc continuellement renum�eroteret ranger les traceurs.L'algorithme ci-dessus a un gros d�esavantage : il ne permet pas de traiter le cas o�u l'ona rupture ou connection des interfaces. De plus, en 3D, la gestion des particules devienttr�es complexe.(b) Fonction de hauteur: Nichols & Hirt [Nichols 73] ont �etendu l'id�ee de marqueuren reliant les points de l'interface �a des points pr�esents sur un plan de r�ef�erence. La positionde l'interface est alors donn�ee par une fonction de hauteur (�gure 1.2 (b)). La limitationmajeure de cette m�ethode est que chaque coordonn�ee ne peut repr�esenter qu'une seulehauteur. Il n'est donc pas possible de repr�esenter des interfaces complexes.(c) M�ethode de ligne de niveau: Dans les m�ethodes de ligne de niveau (level set),introduites par Osher et Sethian, [Osher 88] on d�e�nit une fonction �LS, continue surtout le domaine de calcul. La valeur de cette fonction qui permet de suivre l'interface est,en chaque point du maillage, d�e�nie comme �etant la plus courte distance entre ce point



1.1 Pr�esentation des m�ethodes applicables aux �ecoulements �a surface libre 13et la surface libre. L'interface, ainsi d�e�nie, se trouve l�a o�u la fonction ligne de niveauvaut z�ero comme on peut le voir sur la �gure 1.2 (b). Pour di��erencier les deux domainess�epar�es par l'interface, la valeur de la fonction d'un des deux 
uides est prise comme�etant n�egative. Soit U la vitesse du 
uide. La fonction �, est alors advect�ee en r�esolvantl'�equation hyperbolique qui r�egit son �evolution au cours du temps:@�LS@t +U:r�LS = 0 (1.1)L'absence de discontinuit�e de �LS permet d'utiliser des sch�emas num�eriques classiques(UPWIND, QUICK, ... [Patankar 80]) pour r�esoudre l'�equation d'advection 1.1. Le prin-cipal probl�eme de cette m�ethode est qu'elle ne conserve pas bien la masse. L'utilisation denouveaux algorithmes de r�einitialisation ont permis d'am�eliorer ce d�efaut [Sussman 94].M�ethodes de suivi en volumeDans les m�ethodes de suivi de volume, le 
uide est utilis�e commemarqueur en utilisantune fonction de pr�esence. C'est l�a que se situe le principal d�efaut de ces m�ethodes car laposition de l'interface n'est pas connue explicitement.
(c)(a) (b)Figure 1.3 : di��erentes m�ethodes de suivi en volume appliqu�ees �a une interfacequelconque : (a) M�ethode MAC, (b) Sch�ema TVD et (c) M�ethode VOF d'ordre 2.(a) M�ethode de marqueur de volume Dans la m�ethode MAC (\Marker and Cells")introduite par Harlow & Welch [Harlow 65b], on utilise une distribution de particules sansmasse pour identi�er le volume occup�e par le 
uide �a surface libre. Une cellule ne contenantpas de marqueur est consid�er�ee comme vide. Une cellule contenant des marqueurs et
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uide visqueux �a surface libreadjacente �a une cellule vide est travers�ee par la surface libre. Toutes les autres cellules quicontiennent des particules sont consid�er�ees comme pleines. Les particules sont advect�eesdirectement par l'�ecoulement �a l'aide d'une m�ethode lagrangienne.Daly a �etendu la m�ethode MAC pour e�ectuer des simulations avec deux 
uides.Initialement, des marqueurs sont a�ect�es �a chacun des 
uides. De la même mani�ere quepr�ec�edemment, l'interface se trouve dans les cellules qui contiennent les 
uides. Dans cettem�ethode, les marqueurs ne sont pas seulement utilis�es pour rep�erer les 
uides. Le calculde la masse volumique et de la viscosit�e dans les cellules o�u se trouve l'interface utilise lesmarqueurs pour �evaluer la quantit�e de chaque 
uide pr�esente dans la cellule.Cette m�ethode est tr�es int�eressante car elle permet de traiter des probl�emes de surfacelibre relativement compliqu�es. La reconnection d'interface n'a pas besoin d'algorithmesp�eci�que. Elle est, aussi, facilement transposable en 3D. Par contre, la n�ecessit�e de stockerles coordonn�ees de chacun des marqueurs en limite le nombre. De plus, pour conserverune bonne pr�ecision durant le calcul, il faut constamment redistribuer les marqueurs dansles zones o�u l'�ecoulement a provoqu�e leur dispersion.(b) Sch�emas TVD Pour ces m�ethodes, nous rep�erons les 
uides �a l'aide d'une fonctioncouleur C. Cette fonction vaut 1 lorsque la cellule de calcul est totalement remplie de 
uideet 0 lorsqu'il n'y a pas de 
uide. On trouvera l'interface dans les cellules de calcul o�u l'ona 0 < C < 1. La mise �a jour de la masse volumique et de la viscosit�e se fait en utilisantdirectement la valeur de la fonction couleur.Soit U la vitesse du 
uide. Le transport de la fonction couleur, et donc de l'interface,s'e�ectue en r�esolvant l'�equation de transport sur C:@C@t +U:rC = 0 (1.2)L'interface est donc repr�esent�ee par une fonction discontinue que l'on va advecter. Sil'on utilise des sch�emas num�eriques classiques, cette discontinuit�e va être di�cile �a traiter.Par exemple, avec un sch�ema UPWIND on aura trop de di�usion et la discontinuit�e vas'a�aisser. De la même mani�ere, si on emploie des sch�emas d'ordre plus �elev�e (LAX-WENDROFF, QUICK, ...) on obtiendra des oscillations dues �a la forte discontinuit�e �al'interface. Par cons�equent, ces types de sch�emas ne permettent pas un bon transport



1.1 Pr�esentation des m�ethodes applicables aux �ecoulements �a surface libre 15de l'interface. L'utilisation de sch�emas TVD (Total Variation Diminishing, [LeVeque 90],[Yee 87] et [Hirsh 90]) permet d'�eviter les probl�emes d'oscillation et r�eduit la di�usion dela discontinuit�e �a l'interface �a trois cellules seulement. De plus, l'�ecriture explicite de cessch�emas rend leur extension en 3D tr�es facile [Vincent 99a].(c) M�ethode de volume de 
uide Comme pour les sch�emas TVD, nous utilisons pourla m�ethode VOF (Volume of 
uid) une fonction scalaire dont la valeur varie entre z�ero etun pour rep�erer les deux 
uides. Cette fonction scalaire repr�esente le volume occup�e parle 
uide dans une cellule de calcul, donc une maille pleine de 
uide a une valeur de unet une maille vide z�ero. Si la valeur de la fraction volumique est comprise entre ces deuxvaleurs, cela indique la pr�esence de l'interface et on connâ�tra directement la proportionoccup�ee par le 
uide (�gure 1.4).
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Figure 1.4 : Fraction volumique associ�ee �a une interface sur un maillage discret.L'utilisation de la fraction volumique est plus �economique que les m�ethodes utilisantles marqueurs car une seule valeur (la fraction volumique) doit être associ�ee �a une maillede calcul. Un autre avantage de l'utilisation de la fraction volumique est que l'on connâ�texactement la position de l'interface. Dans les sch�emas TVD la fonction couleur di�usesur trois cellules, on connâ�t donc la position de l'interface sur le maillage mais on n'a pasd'information pr�ecise sur sa position dans la cellule de calcul.Il existe di��erentes m�ethodes VOF, mais l'algorithme reste le même quelle que soit lam�ethode utilis�ee. �A chaque it�eration du calcul on ne connâ�t pas la position de la surfacelibre. Le champ de fraction volumique nous permet, par une �etape de reconstructiong�eom�etrique de l'interface de d�eterminer la position exacte de la surface libre. C'est cette



16 Chapitre 1 Les �ecoulements de 
uide visqueux �a surface libre�etape de reconstruction qui fait la sp�eci�cit�e des di��erentes m�ethodes VOF. Lors de l'�etaped'advection, l'interface reconstruite est transport�ee en utilisant la vitesse du 
uide et on�evalue alors les 
ux volumiques qui passent entre les di��erentes cellules du domaine decalcul, ce qui permet de construire le nouveau champ de fraction volumique.Les m�ethodes VOF ont commenc�e a être d�evelopp�ees au d�ebut des ann�ees 70 et ellesn'ont cess�e de connâ�tre des �evolutions. La m�ethode VOF SLIC (Simple Line InterfaceCalculation) de Noh et Woodward [Noh 76] fait partie des premi�eres m�ethodes VOF d�e-velopp�ees. Dans cette m�ethode, on repr�esente l'interface dans chaque cellule du maillage�a l'aide de segments de droite align�es avec l'une des directions du maillage. Cette repr�e-sentation de la surface libre d�epend du sens de d�eplacement qui peut être suivant l'axehorizontal ou suivant l'axe vertical (�gure 1.5(b) et 1.5(c)).Chorin [Chorin 80] ainsi que Hirt et Nichols [Hirt 81] am�eliorent cette technique enajoutant un �el�ement \coin" dans la description de l'interface.On obtient par cette m�ethodeune repr�esentation en escalier de la surface libre. Mais cette m�ethode prend aussi enconsid�eration le sens de d�eplacement comme on peut le voir sur les �gures 1.5(d) et 1.5(e)et on a di��erentes con�gurations lorsque l'on se d�eplace suivant l'axe x ou y.De Bar [Bar 74] est le premier �a utiliser une repr�esentation de l'interface �a l'aide desegments a�nes non align�es avec les directions du maillage (�gure 1.5(f)). Cette m�ethodeest appel�ee VOF CIAM (Calcul d'Interface A�ne par Morceau) en fran�cais ou VOF PLIC(Piecewise Linear Interface Calculation) en anglais. La m�ethode de De Bar a �et�e am�elior�eepar Youngs [Youngs 82] et L�otstedt [L�otstedt 82]. Ces modi�cations ont permis de calculeravec plus de pr�ecision la normale �a l'interface et donc la position des segments a�nes.La m�ethode VOF PLIC, grâce �a ces am�eliorations successives, est maintenant largementutilis�ee [Zaleski 95] [Li 95] et a supplant�e la m�ethode SLIC.Ashgriz et Poo [Ashgriz 91] proposent une approche originale en construisant les seg-ments a�nes sur les faces des cellules. Les morceaux d'interfaces ont de plus la sp�eci�cit�ed'être connect�es entre eux (�gure 1.5(g)). Mais en imposant la continuit�e de l'interfacedans le domaine de calcul, on perd l'avantage des m�ethodes VOF classiques qui est laconservation du volume.Dans toutes les m�ethodes pr�esent�ees ci-dessus, le maillage rectangulaire est utilis�epar les algorithmes de reconstruction de l'interface. En 2D, cette �etape est relativementcomplexe. Lorsque l'on passe �a des interfaces quelconques en 3D, la complexit�e augmente
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(a)

(b)

(d) (e)

(c)

(g)(f)Figure 1.5 : (a) Surface libre quelconque sur un maillage, repr�esent�e par : (b) m�ethodeVOF SLIC dans la direction x, (c) m�ethode VOF SLIC dans la direction y, (d)reconstruction en escalier dans la direction x, (e) reconstruction en escalier dans ladirection y, (f) m�ethode VOF PLIC et (g) m�ethode FLAIR
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uide visqueux �a surface librecar pour la m�ethode VOF PLIC par exemple, on doit reconstruire l'interface avec desplans obliques.Pour utiliser ces m�ethodes en 3D, il est aussi pr�ef�erable d'utiliser une m�ethode �a pasfractionnaire. Avec cette m�ethode, on e�ectue le d�eplacement de l'interface dans chaquedirection du maillage les unes apr�es les autres. L'advection de l'interface �a l'aide d'un pasunique est plus pr�ecise mais reste surtout utilis�ee en 2D.La m�ethode VOF CIAM est donc celle que l'on utilise car les nouveaux algorithmes d�e-velopp�es ces derni�eres ann�ees [Zaleski 95] [Abadie 98] nous ont permis de l'�ecrire en 2D eten 3D sur maillage irr�egulier, nous avons même pu la tester sur maillage curviligne. Cettem�ethode nous apporte ainsi tous les avantages que nous avons donn�es pr�ec�edemment.1.2 Application au remplissage de moteurs �a proper-gol solideLa technologie employ�ee dans ce processus d�epend exclusivement des dimensions dumoteur, donc de la quantit�e de propergol qui doit être remplie. En g�en�eral dans le casde fus�ees de petite taille le propergol est coul�e en une seule fois. Dans ce cas on parle decoul�ee en continu. On emploie le terme "batch" ou "malax�ee" pour faire r�ef�erence �a laquantit�e de propergol coul�e en continu. Naturellement en augmentant les dimensions dumoteur, il est peu pratique voire impossible avec le proc�ed�e actuel pour des raisons des�ecurit�e, de couler des tonnes de propergol en une seule fois. Pour cette raison on utiliseun proc�ed�e de remplissage "multi-batch", qui rend possible le chargement des boostersavec des centaines de tonnes de propergol.1.2.1 Mise en forme des chargementsLa mise en forme des moteurs �a propergol solide est l'�etape durant laquelle on varemplir le moule, qui est le plus souvent constitu�e du corps de propulseur int�erieurementrecouvert de liner, avec le propergol �a l'�etat de pâte. Le propergol est alors directementissu du malaxeur (�gure 1.6) et contient le r�eticulant qui va amorcer la polym�erisation etdonc augmenter la viscosit�e de la pâte tout au long de l'op�eration de remplissage.Le choix du proc�ed�e de mise en forme, le dimensionnement des organes de remplissage



1.2 Application au remplissage de moteurs �a propergol solide 19
Figure 1.6 : malaxeur plan�etaireet la d�e�nition des conditions op�eratoires vont d�ependre, en dehors de la taille et de laforme du chargement �a r�ealiser, de l'aptitude du propergol non polym�eris�e �a s'�ecouler.Une donn�ee sur le comportement du propergol au cours du remplissage, sera fourniepar sa loi de comportement rh�eologique. C'est une caract�eristique de chaque formulation :elle relie la contrainte de cisaillement not�ee � , en fonction de l'e�ort appliqu�e au mat�eriau �ala vitesse de d�eformation r�esultante not�ee �
. Trois grands types de comportement peuventse rencontrer :{ les compositions pr�esentant un comportement newtonien : leur viscosit�e est constanteet donc ind�ependante des conditions de mise en forme.{ les compositions pr�esentant un comportement pseudo-plastique : leur viscosit�e d�e-crô�t quand le cisaillement crô�t. Ce caract�ere est assez g�en�eralement rencontr�e maisil est plus ou moins accentu�e. Une telle pâte s'�etale mais se prête bien �a un �ecoule-ment sous pression.{ les compositions pr�esentant un comportement dilatant; contrairement aux composi-tions pseudo-plastiques, leur viscosit�e crô�t avec la vitesse de cisaillement. Ce cas estassez rare. Un tel propergol pr�esenterait de grosses di�cult�es s'il devait être inject�e.Ainsi la connaissance de la loi de comportement apporte des renseignements utilespour d�e�nir le proc�ed�e et les conditions de mise en forme du propergol. Comme nousl'avons expliqu�e pr�ec�edemment, les familles de propergol les plus usuelles sont les deuxpremi�eres. Les compositions sont g�en�eralement tr�es peu pseudo-plastiques, nous pouvonsdonc les consid�erer en premi�ere approximation comme �etant newtoniennes.La g�eom�etrie des chargements est impos�ee par la mission que l'on veut assigner aumoteur. Pour les chargements qui pr�esentent un canal central, sa conformation est obtenue
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uide visqueux �a surface librele plus souvent par moulage �a l'aide d'une âme m�etallique, appel�ee noyau. Le noyau estdans la plupart des cas pr�esent dans le chargement pendant son remplissage.Le coulage du propergol est une op�eration d�elicate. En e�et, les objets �a fabriquer, sontd'une grande vari�et�e depuis les petits chargements pour roquettes jusqu'aux chargementspour engins balistiques ou spatiaux. Mais ils doivent tous être parfaitement moul�es etexempts de d�efauts de remplissage.La technique la plus r�epandue pour cette op�eration est la coul�ee sous vide partiel.C'est aujourd'hui la technique la plus performante pour fabriquer des pi�eces de formetr�es voisine de leur g�eom�etrie d�e�nitive. Cette op�eration n�ecessite cependant de longuesphases de mise au point du moule avant l'obtention d'une pi�ece saine.Le moule �a remplir, est alors plac�e dans une enceinte ferm�ee, chau�able et qui est miseen d�epression. Le niveau de pression est compris en g�en�eral entre 10 mm et 30 mm demercure. Le but est d'obtenir ainsi un d�egazage compl�ementaire de la pâte, n�ecessaire �ala r�ealisation de chargements exempts de bulles.Suivant la taille des objets �a r�ealiser, l'enceinte est une armoire ou une cloche (char-gements de petites et moyennes tailles) ou un puits de coul�ee (gros chargements pourmissiles balistiques ou lanceurs spatiaux).
Figure 1.7 : grille de coul�eeLa cuve de coul�ee qui contient le propergol est plac�ee au dessus de l'enceinte. Elle estreli�ee au plafond de l'enceinte par l'interm�ediaire d'un conduit, appel�e colonne de coul�ee.L'extr�emit�e de cette colonne d�ebouche dans l'enceinte de coul�ee, au-dessus du moule �aremplir. Elle est �equip�ee d'une plaque-crible appel�ee grille de coul�ee. Cette grille divisela pâte en �lets lors de la coul�ee a�n d'assurer un d�egazage e�cace du propergol (�gure1.7).



1.2 Application au remplissage de moteurs �a propergol solide 21Elle permet aussi d'organiser l'�ecoulement pour que le propergol tombe de fa�con directeet assez bien r�epartie entre le noyau et la structure. Le propergol s'�ecoule, sous l'e�et del'�ecart entre la pression dans la cuve de coul�ee et celle de l'enceinte. Les �lets de pâtes'empilent dans la structure et se tassent sous l'action de la gravit�e.
Figure 1.8 : Ariane VDans le cas de la con�guration du lanceur Ariane V (�gure 1.8), o�u l'on a deux boos-ters �a propergol solide d'importantes dimensions, la subdivision du moteur en plusieurssegments est n�ecessaire, surtout pour l'op�eration de remplissage du booster. En e�et,chaque MPS (Moteur �a Propergol Solide) a une masse de 268 tonnes, dont 237 tonnesde propergol, une hauteur de 27 m�etres pour un diam�etre de 3 m�etres. Dans Ariane V,nous avons une con�guration �a 3 segments, d�enomm�es S1, S2 et S3. Le segment avant, lepremier, a un chargement de 23 tonnes, de forme �etoil�ee ; les deux autres segments ontdes chargements cylindro-coniques de 105 tonnes.La con�guration en �etoile du premier segment est due en partie �a la n�ecessit�e d'avoirdans la phase d'allumage du propergol une plus grande pouss�ee (�gure 1.9 (a)) . Lacombustion dure environ 30 secondes, apportant, pendant cette p�eriode, la moiti�e de lapouss�ee totale du MPS. Pour r�egler la vitesse de combustion et la dur�ee de fonctionnement(environ 130 secondes) du moteur, les segments restants sont cylindriques et pr�esententune plus petite surface libre (�gure 1.9 (b)).En g�en�eral, quand les chargements poss�edent un canal �etoil�e, on emploie un nombre de
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uide visqueux �a surface libre
Figure 1.9 : di��erentes con�gurations de canal centralpoints de coul�ee correspondant au nombre de canaux que l'on a entre chaque branche del'�etoile. Par contre, dans le cas d'un canal cylindrique, le nombre de points de coul�ee estd'un ou plusieurs dispos�es sym�etriquement. Dans le chargement de S2 et S3 par exempleil y a trois points de coul�ee dispos�es �a 120 degr�es les uns par rapport aux autres, commeon peut le voir sur la �gure 1.10.

segment de jonction

Canal Central (noyau)

Point d’injection

Figure 1.10 : r�epartition des points de coul�eeDans cette con�guration est mis en �uvre un processus multi-batch qui, dans le casr�eel pr�evoit le coulage de 10 batchs de propergol. Comme le montre la �gure 1.11, ledeuxi�eme batch est coul�e sur le propergol relatif au premier batch qui est d�esormais enphase de r�eticulation, sa matrice �etant polym�erique. Sa viscosit�e a augment�e par rapportau propergol frais. Naturellement cette ph�enom�enologie caract�erisera le coulage des batchsrestant qui seront entre eux essentiellement immiscibles.
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Pied de coulée

segment de jonctionFigure 1.11 : remplissage d'un boosterAux pieds des trois jets il y aura la formation de trois pieds de coul�ee qui seront labase du remplissage. Les lignes de courant se rejoignent en des sections d�etermin�ees dispo-s�ees sym�etriquement par rapport �a la position des jets (�gure 1.11), ce sont les segmentsde jonction. La sym�etrie au niveau de ces sections, v�eri��ee exp�erimentalement, d�ependseulement des d�ebits plus au moins �equilibr�es des trois bouches de coul�ees. Exp�erimen-talement, la formation de surconcentration de mati�ere active (perchlorate d'ammonium)due aux �ecoulements entre les di��erentes interfaces de propergol apparâ�t au niveau dessegments de jonction. Cette probl�ematique est r�esolue en partie en mettant en �uvre destechnologies de coulage di��erentes, comme nous allons le montrer dans la partie suivante.1.2.2 In
uence des proc�ed�es sur leurs caract�eristiques cin�etiquesSur Ariane 5 des renforts au niveau de la protection thermique ont �et�e n�ecessaires �al'endroit o�u les malax�ees se rejoignent c'est �a dire �a l'intersection du moule et des segmentsde jonction (�gures 1.11 et 1.10). En e�et, on a remarqu�e une usure plus importante �acet endroit du booster. Cette ablation est directement li�ee �a une temp�erature plus �elev�eesur cette partie du chargement. La pr�esence de tels d�efauts est mise en �evidence par descourbes de pression anormales durant la combustion.
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uide visqueux �a surface libreDans la premi�ere g�en�eration de boosters �a propergol solide du Space Shuttle, r�ealis�espar Thiokol, �etait employ�ee une technologie de remplissage similaire �a celle mise en oeuvredans le chargement du deuxi�eme et du troisi�eme segments d'Ariane 5. Dans un des moteursde d�eveloppement furent d�ecouvertes des formations de cavit�e dans le propergol apr�es lacuisson. Comme action corrective fût introduit un cône de dispersion qui rempla�cait lestrois points de coul�ee et qui �elimina la strati�cation d�efectueuse du propergol.Dans la production du moteur �a solide Titan IV SRMU fût adopt�e un syst�eme rotatifde remplissage et aucune anomalie de fonctionnement n'a �et�e relev�ee.Le Titan 34D et le Titan IV SRMU furent r�ealis�es avec deux points de coul�ee et ontrouva une �erosion excessive du manteau au niveau des bissectrices entre les deux pointsde coul�ee.Tous ces exemples d�emontrent comment le fonctionnement du moteur est li�e �a l'�ecou-lement du propergol d�etermin�e par le proc�ed�e de remplissage. La pr�evision de ces ph�eno-m�enes dans la phase de d�eveloppement du processus dans le but de garantir une qualit�edu produit ad�equat aux sp�eci�cit�es du projet est strat�egique, d'un point de vue indus-triel. C'est pourquoi de nombreuses �etudes ont �et�e e�ectu�ees a�n de mieux comprendreles raisons des d�efauts remarqu�es lors de la conception de ces gros chargements.L'analyse des courbes de pression et de pouss�ee en fonction du temps des tirs dechargements montre que les proc�ed�es de fabrication ont une in
uence sur la cin�etique decombustion.Par exemple, les courbes de pression de tirs de blocs MIMOSA Butalane fabriqu�esselon un proc�ed�e de mise en forme avec noyau en place ou par noyautage apr�es la coul�eede la pâte pr�esentent des di��erences comme on peut le voir sur la �gure 1.12.On observe pour les premiers (noyau en place) une courbe d'�evolution de pressionpr�esentant une bosse caract�eristique situ�ee �a mi-�epaisseur brûl�ee alors que pour les seconds(noyaut�e apr�es la coul�ee) la courbe de pression est plate. Cette bosse montre que la vitessede combustion pour les blocs mis en forme avec le noyau en place est toujours sup�erieurede 3 �a 7%.D'autres essais e�ectu�es sur des blocs de type \BATES" con�rment ces r�esultats. Desessais d'extinction de blocs de ce type fabriqu�es suivant les deux proc�ed�es ont permis deconstater que la surface de combustion �a mi-�epaisseur brûl�ee est tr�es proche de la surfaceth�eorique, il faut donc attribuer l'e�et bosse de pression �a une variation de la vitesse de
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Figure 1.12 : Courbes de pression pour un même propergolcombustion en fonction de l'�epaisseur �a brûler.Aux U.S.A., L'AFRPL a tir�e 2500 moteurs de 7 �a 900 kg de propergol, r�ealis�es avec250 formulations dans le cadre du programme BATES. Ces tirs ont servi �a mettre en�evidence l'e�et bosse [Beckman 82].Ces exp�erimentations ont montr�e que les variations de vitesse de combustion dans lespropergols composites sont directement li�ees aux proc�ed�es de moulage des moteurs. Ces�ecarts observ�es par rapport aux pr�evisions sont en partie expliqu�es par les ph�enom�enes des�egr�egation des charges actives. �A la coul�ee, des zones enrichies en perchlorate d'ammo-nium se cr�eent lors du remplissage ; ces di��erences de concentration en particules activessont dues aux �ecoulements de la pâte dans les organes de coul�ee. Le principal facteur quirentre en compte dans le m�ecanisme de s�egr�egation est le taux de cisaillement pr�esent dansl'�ecoulement de la pâte. Ce cisaillement, va provoquer des chocs entre les particules quivont les conduire �a des �ecarts perpendiculairement au mouvement g�en�eral. Les particuless'accumulent dans les zones de l'�ecoulement o�u les cisaillements sont les moins importants[Brown 88].De telles probl�ematiques font nâ�tre l'exigence de pouvoir pr�evoir les facteurs qui in-
uencent le processus de remplissage du propergol, de fa�con �a garantir la qualit�e du mo-teur. Exp�erimentalement, l'�etude n�ecessite de nombreux essais ce qui devient un probl�emepour le cas de boosters de grandes dimensions car cela risque de devenir tr�es on�ereux. C'estpourquoi, la simulation num�erique semble être une bonne alternative pour l'�etude de telsprobl�emes surtout avec l'utilisation de m�ethode telles que VOF CIAM qui permet de bienprendre en compte les interactions existant entre les di��erentes malax�ees de propergol
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uide visqueux �a surface librecoul�ees.De plus, l'opportunit�e d'�evaluer �a grande �echelle les ph�enom�enes en jeu �a travers unesimulation num�erique permet de les reporter �a des exp�erimentations e�ectu�ees �a petite�echelle sur des cas opportun�ement con�cus pour tester les solutions num�eriques obtenues.Le d�eveloppement au niveau industriel d'un code de calcul ad hoc capable de simulernum�eriquement la physique ph�enom�enologique �a la base de la strati�cation de plusieurs
uides ayant des propri�et�es rh�eologiques di��erentes vient de l'inexistence d'un logicielcommercial sp�eci�que. De plus, les proc�ed�es utilis�es pour fabriquer les moteurs �a propergolsolide sont sp�eci�ques �a cette activit�e et on ne trouve que tr�es peu d'information dans lalitt�erature classique [Agassant 97].
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Chapitre 2Mod�elisation physique2.1 IntroductionL'�etat d'�ecoulement d'un 
uide incompressible est donn�e par le vecteur vitesseV (nousnotons u, v et w ses trois composantes dans un rep�ere cart�esien (O;x; y; z)) et la pressionp. L'�ecoulement est compl�etement d�etermin�e d�es l'instant o�u nous connaissons les com-posantes du vecteur vitesse et la pression en fonction de l'espace et du temps. Pour cela,il est n�ecessaire d'utiliser quatre �equations ind�ependantes :{ l'�equation de continuit�e qui exige la conservation de la masse de la particule (ausens de volume �el�ementaire) de 
uide ;{ les trois composantes de l'�equation de conservation de la quantit�e de mouvementqui traduit la loi de Newton appliqu�ee �a des particules de 
uide et qui est exprim�eesous la forme ddt (mV) =X F (2.1)(le membre de gauche d�esigne le taux de variation de la quantit�e de mouvementde la particule de masse m, et celui de droite, la somme vectorielle des forces quiagissent sur la particule).En supposant que la viscosit�e dynamique � soit connue, nous disposons d'�equations quipermettent de d�eterminer les cinq variables d�ependantes inconnues u, v, w, �, p, comme



28 Chapitre 2 Mod�elisation physiquefonctions de x, y, z et t. Il convient d'ajouter les conditions aux limites et les conditionsinitiales a�n d'obtenir une formulation compl�ete du point de vue math�ematique. Dans lecas d'un �ecoulement incompressible, et pour un liquide homog�ene, on admet que la massevolumique � est constante.2.2 �El�ements de cin�ematiqueA�n de d�ecrire un �ecoulement du point de vue cin�ematique, il nous faut connâ�trele champ de vitesse donn�e par le vecteur vitesse V(r; t) o�u r = (x; y; z) est le vecteurposition. Deux m�ethodes permettent de d�eterminer ce champ vectoriel.La premi�ere consiste �a suivre la particule de 
uide dans son mouvement en relevantl'endroit o�u elle se trouve lorsque le temps varie. Nous obtenons alors la trajectoire de laparticule. �A partir des conditions initiales qui, au temps t = t0, donnent la position exacter = r (t0) = r0 de la particule, nous pouvons d�eterminer les trajectoires des particules enfonction du temps, �a l'aide de la relation suivante :V = drdt (2.2)L'autre m�ethode est bas�ee sur la d�etermination, dans le champ de vitesse, des lignesqui, �a un instant t �x�e, poss�edent en chacun de leurs points une tangente parall�ele auvecteur vitesse V. Ces lignes, appel�ees lignes de courant, changent de position en fonctiondu temps. Si l'�ecoulement est stationnaire, c'est-�a-dire ind�ependant du temps, les parti-cules suivent continuellement les mêmes trajectoires engendrant ainsi les mêmes lignes decourant (trajectoires et lignes de courant sont alors confondues).Ces deux m�ethodes, introduites par le math�ematicien suisse Leonhard Euler (1707{1783) au XVIIIe si�ecle, reposent sur deux descriptions math�ematiques di��erentes :{ la description lagrangienne : le vecteur position r0 de la particule de 
uide �a untemps initial t0 est utilis�e comme �etiquette. L'�ecoulement est alors compl�etementd�etermin�e d�es lors que l'on connâ�t le vecteur position r de la particule, qui est unefonction de r0 et du temps t : r = r (r0; t) ;{ la description eul�erienne : toutes les grandeurs de l'�ecoulement, la vitesse V , lapression p, etc. sont donn�ees comme fonctions du vecteur position r = (x; y; z) et



2.3 �El�ements de rh�eologie 29du temps t. Apr�es avoir d�etermin�e le champ de vitesse, il faut r�esoudre l'�equation(2.2) avec la condition initiale r = r0 au temps t = t0 pour obtenir les trajectoiresdes particules.Dans la mesure o�u il n'est pas n�ecessaire d'obtenir les positions relatives des particulesle long des trajectoires par rapport au temps, nous adoptons la m�ethode d'Euler. Au lieude suivre une particule le long de sa trajectoire, l'�etude est concentr�ee sur un point donn�ede l'espace. �A chaque instant, des particules di��erentes passent par ce point o�u nous�etudions les variations temporelles de la vitesse, de la pression, de la masse volumique,etc.Soit F (r; t) une grandeur quelconque de l'�ecoulement. La variation totale dF de cettequantit�e est donn�ee en coordonn�ees cart�esiennes par :dF = @F@t dt+ @F@x dx+ @F@y dy + @F@z dz (2.3)ou encore : dFdt = @F@t +rF � drdt (2.4)Le vecteur r est interpr�et�e ici comme une fonction des coordonn�ees r0 et t, ce quidonne drdt = V dans la mesure o�u r0 est une constante.La d�eriv�ee totale de F, qui traduit sa variation pendant le temps dt lorsque la particulede 
uide se d�eplace sur la trajectoire, s'�ecrit donc :dFdt = @F@t + (V � r)F (2.5)Ce type de d�eriv�ee, appel�ee d�eriv�ee particulaire, s'applique sur une fonction scalaireou vectorielle.2.3 �El�ements de rh�eologie2.3.1 Le tenseur des taux de d�eformationUn 
uide �etant un milieu continu d�eformable, il est n�ecessaire d'exprimer les d�eforma-tions qu'il subit au cours de son mouvement.



30 Chapitre 2 Mod�elisation physiqueConsid�erons une particule de 
uide situ�ee enM(x; y; z) et au même instant, une autreparticule situ�ee en un point voisinM 0(x0; y0; z0). Nous avons, en coordonn�ees cart�esiennes 1 :x0i = xi + dxi (2.6)Le vecteur vitesse en M 0 a pour expression :V(M 0; t) = V(M; t) + dV (2.7)et ses composantes sont :V 0i = Vi + @Vi@x dx+ @Vi@y dy + @Vi@z dz= Vi + @Vi@xj dxj (i = 1 �a 3 et j = 1 �a 3) (2.8)Nous obtenons alors : V(M 0; t) = V(M; t) +rV � dr (2.9)avec r = (x; y; z) et o�u rV d�esigne le tenseur gradient du champ des vitesses.L'�equation (2.9) peut s'�ecrire sous forme matricielle :0BB@ u0v0w0 1CCA = 0BB@ uvw 1CCA+0BBBBB@ @u@x @u@y @u@z@v@x @v@y @v@z@w@x @w@y @w@z 1CCCCCA �0BB@ dxdydz 1CCA (2.10)Les di��erentes causes du mouvement relatif des deux particules peuvent être �etudi�eesen d�ecomposant le tenseur rV en une somme d'un tenseur sym�etriqueD et d'un tenseurantisym�etrique !, en observant que :rV = �12 �rV +rtV��+ �12 �rV �rtV��= D + ! (2.11)1. La notation tensorielle est utilis�ee par commodit�e ; de plus, i = 1 correspond �a x, i = 2 �a y eti = 3 �a z.



2.3 �El�ements de rh�eologie 31La relation (2.9) devient alors :V(M 0; t) = V(M; t) +D � dr+ ! � dr (2.12)La vitesse de la particule situ�ee en M 0 est donc la somme de trois termes repr�esentantrespectivement un mouvement de translation, un mouvement dû �a la d�eformation du
uide et un mouvement de rotation.Le tenseur sym�etriqueD est appel�e tenseur des taux de d�eformation. Ses composantesdij sont les taux de d�eformation (s�1). Les dii correspondent aux notions d'allongementou de raccourcissement tandis que les dij (i 6= j) expriment des d�eformations trans-versales. Pour un tenseur d'odre 2, on d�e�nit plusieurs invariants associ�es �a ce tenseur[Lemaitre 88] : J1 = tr[D] = DiiJ2 = 12tr[D]2 = 12DijDijJ3 = 13tr[D]3 = 13DijDjkDkiJ1 correspond au taux de dilatation volumique ; pour un milieu incompressible J1 = 0.Le taux de cisaillement g�en�eralis�e est une grandeur scalaire qui repr�esente l'intensit�edu tenseur D et est d�e�ni �a partir de J2. Il a pour expression :�
= 2pJ2 =q2tr[D]2 (2.13)Le tenseur antisym�etrique ! (!ij = �!ji; !ii = 0) est appel�e tenseur des taux derotation et ses composantes !ij sont les taux de rotation.2.3.2 Les contraintesLorsque l'on veut traiter un probl�eme de m�ecanique des 
uides, il faut consid�ererun ensemble de particules 
uides qui se trouvent, �a un instant donn�e, �a l'int�erieur d'unsyst�eme� (d�elimit�e par une fronti�ere ferm�ee �) et lui appliquer les principes fondamentaux



32 Chapitre 2 Mod�elisation physiquede la m�ecanique et de la thermodynamique. Cela implique qu'il faut �evaluer les forcesexerc�ees sur la fronti�ere � du domaine �.Soit d� un �el�ement de surface entourant un point M de �. La force de contact exer-c�ee sur d� par le milieu ext�erieur est not�ee T d�. Le vecteur T est la tension en M(Figure 2.1).
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Figure 2.1 : Force de contact T exerc�ee sur la surfacedu milieu mat�eriel.Ces forces, chacune ramen�ee �a un �el�ement de surface in�niment petit d�, induisent descontraintes T sur la fronti�ere mod�elis�ees localement �a l'aide d'un tenseur des contraintessym�etrique � d�e�ni par la relation : T = � � n (2.14)o�u n est la normale ext�erieure au syst�eme.Les composantes �ij du tenseur des contraintes sont les contraintes en M . Nous pou-vons remarquer qu'elles ont la même dimension que la pression, c'est-�a-dire le Pascal.Les �ii sont les contraintes normales en M . Elles repr�esentent un e�ort de traction(�ii > 0 par convention) ou un e�ort de compression (�ii < 0).Les �ij (i 6= j) sont les contraintes tangentielles ou de cisaillement. Elles agissent dansle plan de d� et tendent �a faire glisser deux �el�ements de surface l'un par rapport �a l'autre.2.3.3 L'hypoth�ese de fluide newtonienIntroduisons maintenant une loi de comportement du 
uide sous la forme d'une rela-tion liant les tenseurs des contraintes et des taux de d�eformation. En ce qui nous concerne,



2.3 �El�ements de rh�eologie 33nous consid�erons les liquides comme des 
uides newtoniens pour lesquels la loi de com-portement est lin�eaire : � = (�p+ �r �V) I + 2�D (2.15)Le terme � d�esigne la viscosit�e dynamique du 
uide et � la viscosit�e de dilatation. Cesdeux coe�cients ne d�ependent que de la temp�erature. La grandeur I d�esigne le tenseurunit�e (ses composantes �ij v�eri�ent les relations �ii = 1 et �ij = 0 pour i 6= j).Les composantes �p �ij du tenseur �p I sont des contraintes normales ind�ependantesdes d�eformations. Le param�etre p, toujours positif, est la pression statique au point M .La force de pression est donc dirig�ee en sens contraire de n, vers l'int�erieur du domaine�etudi�e. Cela traduit donc un e�ort de compression.Appelons V le volume du domaine �. Pendant un intervalle de temps �el�ementaire dt,le volume V varie de dV : dV = Z�(V dt) � n d�= dtZ�r �V d� (2.16)Le terme d� d�esigne un �el�ement de volume du syst�eme �. Nous en d�eduisons donc :dVdt = Z�r �V d� (2.17)La variation du volume du syst�eme est donc caract�eris�ee par la grandeur r�V, appel�eetaux de dilatation volumique.Les composantes du tenseur �r � V I sont des contraintes normales �a la fronti�ere etproportionnelles au taux de d�eformation volumique.Les composantes 2�dij du tenseur 2�D sont des contraintes proportionnelles au tauxde d�eformation.On pose habituellement : T = �pn + � (2.18)



34 Chapitre 2 Mod�elisation physiqueou, sous forme tensorielle : � = �p I + � (2.19)Le tenseur � d�e�ni par cette derni�ere relation est le tenseur des contraintes visqueuses.Il permet de dissocier, dans le tenseur des contraintes �, la contribution de la pressionp de celle des frottements visqueux. Le vecteur � est le vecteur contrainte visqueuse aupoint M .En excellente approximation, nous pouvons consid�erer que les liquides ne sont ni com-pressibles�@�@p ' 0� ni dilatables � @�@T ' 0�, et donc que les transformations s'e�ectuent�a volume constant. On en conclut que le taux de dilatation volumique r �V est nul 2. Letenseur des contraintes visqueuses se r�eduit alors �a :� = 2�D = � �rV +rtV� (2.21)ou encore : �ij = � �@Vi@xj + @Vj@xi� (i = 1 �a 3 et j = 1 �a 3) (2.22)2.3.4 Fluide non newtonienParmi les 
uides non newtoniens, nous consid�erons les lois qui ne tiennent pas comptedu facteur temps que l'on appelle newtoniens g�en�eralis�es [Meylheuc 96]. La caract�eristiqueprincipale de ces 
uides est qu'il sont mod�elisables, en �ecoulement incompressible (r�V =0), par une loi de type : � = 2�( �
)D (2.23)2. Dans le cas o�u �r �V I n'est pas nul ou n�egligeable, on admet fr�equemment la relation de Stokes� = �23 �. Alors : � = �23 �r �V I + � �rV+rtV� (2.20)



2.3 �El�ements de rh�eologie 35Cette �equation apparâ�t comme une g�en�eralisation de l'hypoth�ese de 
uide newtonienet pr�esente l'avantage d'être explicite en contrainte. Elle ne n�ecessite donc pas de traite-ment particulier de l'�equation du mouvement. Ces 
uides ont la particularit�e d'avoir lescontraintes li�ees directement aux d�eformations mais de mani�ere non lin�eaire (voir �gure2.2).
contrainte

fluide rhéoépaississant

fluide parfait

plastique

vitesse de déformation

fluide newtonien

fluide de Bingham

fluide rhéofluidifiant

Figure 2.2 : Comportements rh�eologiques ind�ependants du temps.L'ensemble des comportements que nous allons pr�esenter est une liste non exhaustivedes lois rh�eologiques des 
uides non newtoniens, mais elle pr�esente les mod�eles que l'onpeut utiliser pour mod�eliser les �ecoulements de propergols dont le comportement est non-lin�eaire.Les 
uides rh�eo
uidi�antsLa particularit�e de ces 
uides est que leur viscosit�e e�ective diminue lorsque lescontraintes s'�el�event. Le ph�enom�ene de rh�eo
uidi�ance est expliqu�e par les th�eories deGrassley et Bueche [Agassant 97]. Ces th�eories sont fond�ees sur le concept d'enchevêtre-ment des macromol�ecules. Dans le cas des propergols la matrice du propergol est consti-tu�ee de polym�ere. Les macromol�ecules pr�esentes dans le polym�ere s'orientent dans le sensde l'�ecoulement et plus le cisaillement pr�esent dans l'�ecoulement est important, plus ladensit�e d'enchevêtrement va faiblir et donc la viscosit�e. On a donc la viscosit�e du 
uide



36 Chapitre 2 Mod�elisation physiquequi va diminuer pour des vitesses de d�eformations croissantes.Il existe dans la litt�erature de nombreuses lois permettant de mod�eliser un comporte-ment rh�eo
uidi�ant. La plus connue est certainement la loi puissance ou loi d'Ostwald :� = 2�( �
)D tel que �( �
) = K �
n�1 (2.24)K est d�esign�e sous le nom de consistance du liquide ou indice de consistance et n(n 2 [0; 1]) repr�esente l'indice de pseudo-plasticit�e ou indice de rh�eo
uidi�ance. La loi deCarreau est un autre mod�ele que l'on peut aussi utiliser pour ce type de 
uide. Dans cecas, la viscosit�e se pr�esente sous la forme :�( �
) = �0(1 + (� �
)2)n�12 (2.25)o�u �0 est la viscosit�e de plateau que l'on a pour une faible vitesse de cisaillement et �correspond �a un temps caract�eristique.Les 
uides �a seuilLes 
uides �a seuil aussi appel�es plastiques, ont la particularit�e de ne se d�eformer quesous l'application d'une contrainte sup�erieure �a une contrainte seuil. Le domaine 
uidequi est soumis �a une contrainte en de�c�a de cette valeur critique ne s'�ecoule pas ou s'�ecoulepar bloc, emport�e par le reste du 
uide. On parle alors d'�ecoulement \bouchon".Lorsque les contraintes d�epassent ce seuil, le 
uide peut manifester di��erents compor-tements. Dans le mod�ele de Bingham, le 
uide devient newtonien :�( �
) = �0�
 + �0 (2.26)�0 et �0 repr�esentent respectivement la contrainte seuil et la viscosit�e newtonienne.On a donc grâce �a cette relation �!1 si �
! 0 et �! �0 quand �
!1.Si le 
uide devient rh�eo
uidi�ant, on utilise alors la loi de Herschel-Bulkley :



2.4 Les �equations de bilan avec une surface de discontinuit�e 37�( �
) = �0�
 +K �
n�1 (2.27)On obtient alors une loi de type puissance avec un seuil d'�ecoulement.2.4 Les �equations de bilan avec une surface de dis-continuit�eLes �equations g�en�erales peuvent être d�eduites, soit sous forme int�egrale, soit sous formelocale, d'une seule �equation g�en�erale de bilan.Consid�erons le syst�eme mat�eriel mobile continu et d�eformable �, de fronti�ere � etsupposons-le parcouru par une grandeur extensive, c'est-�a-dire susceptible de faire l'objetd'un bilan, pendant une dur�ee dt. Cette quantit�e, not�ee A, peut être une fonction scalaireou vectorielle.Appelons K la quantit�e totale de (( l'entit�e physique )) A contenue dans � �a l'instant t :K = Z�A(r; t) d� (2.28)La notion de d�eriv�ee particulaire peut s'appliquer �a cette grandeur. Nous avons alorsle r�esultat suivant :ddt Z�A(r; t) d� = Z� @A@t d� + Z�AW � n d� (th�eor�eme de transport) (2.29)Dans cette expression W repr�esente le vecteur vitesse de l'�el�ement de surface d�.Lorsque le volume � est le si�ege d'une surface de discontinuit�e 
, cette discontinuit�es�epare le domaine � en deux sous-domaines. W repr�esente la vitesse instantan�ee en unpoint du volume � et V la vitesse de 
 (voir �gure 2.3). Si on applique le th�eor�eme detransport 2.29 aux volumes et surfaces compl�ementaires de chaque côt�e de la surface dediscontinuit�e et que l'on ajoute membre �a membre les deux expressions ainsi obtenues, ontrouve imm�ediatement :ddt Z�A(r; t) d� = Z� @A@t d� + Z�AW � n d� � Z
[[A]]V � n d
 (2.30)
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Figure 2.3 : Pr�esence d'une surface de discontinuit�eDans cette expression le symbole [[A]] repr�esente le saut d'une grandeur A �a travers 
.On ajoute, �a la formule classique de transport la contribution due �a la vitesse de l'interfacesous la forme du 
ux de la discontinuit�e de A en 
.De même, pour un champ tensoriel f d'ordre quelconque, on obtient la formule dela divergence g�en�eralis�ee en appliquant la formule de la divergence habituelle aux deuxsous-domaines : Z� f � n d� = Z�r � f d� + Z
[[f ]] � n d
 (2.31)Cette relation nous permettra de passer de la forme int�egrale des �equations de bilan�a la forme locale et d'obtenir les conditions de saut de part et d'autre d'une surface dediscontinuit�e.2.4.1 Bilan de masseNous choisissons comme premier exemple d'entit�e physique, la masse de mati�ere mpr�esente dans le domaine � (K = m).Nous nous pla�cons dans le cas tr�es courant o�u l'�ecoulement est conservatif, c'est-�a-direqu'il n'y a ni apparition ni disparition de mati�ere au sein du 
uide en mouvement.D�es lors que l'on pose A = �, et W(r; t) = U(r; t), c'est-�a-dire que la vitesse U de



2.4 Les �equations de bilan avec une surface de discontinuit�e 39l'�el�ement mat�eriel en un point de la surface co��ncide avec la vitesse de la surface W, nouspouvons, �a partir de la relation (2.30), exprimer la conservation de la masse :dmdt = Z� @�@t d� + Z� �U � n d� � Z
[[�]]V � n d
 = 0 (2.32)et en appliquant le th�eor�eme de la divergence g�en�eralis�ee (2.31) :Z�(@�@t +r � �U) d� + Z
[[�U]] � n d
 � Z
[[�]]V � n d
 = 0soit : Z�(@�@t +r � �U) d� + Z
[[�(U�V)]] � n d
 = 0 (2.33)On obtient donc, sous forme locale, l'�equation de bilan de masse (�egalement appel�ee�equation de continuit�e) valable dans tout le domaine � :@�@t +r � (�U) = 0 (2.34)Cette �equation est associ�ee �a une condition de saut valable sur 
 qui exprime lacontinuit�e de 
ux de masse �a travers 
.[[�(U�V)]] � n = 0 (2.35)2.4.2 Bilan de quantit�e de mouvementExprimons maintenant le bilan de la quantit�e de mouvement sur le domaine �.D'apr�es la loi fondamentale de la dynamique, les (( sources )) de quantit�e de mouvementsont les forces ext�erieures appliqu�ees au syst�eme. Elles sont not�ees F et se divisent en deuxcat�egories :{ les forces de volume, s'exer�cant sur chaque �el�ement de volume, comme la force depesanteur ;



40 Chapitre 2 Mod�elisation physique{ les forces de surface, s'exer�cant sur chaque �el�ement de surface d�, comme les forcesd�e�nies par le tenseur des contraintes �, les forces de tension super�cielle si 
 estla surface fronti�ere entre deux phases dans un m�elange polyphasique, ou entre deuxconstituants non miscibles d'un m�elange h�et�erog�ene.En posant A = �U et W(r; t) = U(r; t) dans l'�equation (2.30), nous obtenons :X F = ddt Z� �U d�= Z� @ (�U)@t d� + Z� �U � (U � n) d� � Z
[[�U]]V � n d
= Z� � f d�| {z }forces de volume+ Z�� � n d�| {z }forces de surface (2.36)Dans cette �equation, la source volumique � f est remplac�ee par la force de pesanteur�g (le terme g d�esigne le vecteur gravit�e) et les forces de surface sont celles d�e�nies parle tenseur des contraintes � = �p I + � (�equation 2.19).En outre, la quantit�e de mouvement transport�ee par le 
uide �a travers � s'�ecrit :Z� �U � (U � n) d� = Z�P � n d� (2.37)Le param�etre P = �U 
U d�esigne le tenseur des quantit�es de mouvement, de com-posantes : Pij = �Ui Uj (i = 1 �a 3 et j = 1 �a 3) (2.38)�A l'aide du th�eor�eme de la divergence g�en�eralis�ee (2.31), nous obtenons :Z� � @ (�U)@t +r � P � �g �r � � � d� + Z
[[�U �(U�V) � n�� � � n]] d
 = 0 (2.39)Cette relation �etant valable pour tout volume � et pour toute surface 
, on en d�eduitla nullit�e des int�egrales de volume et de surface. En utilisant les hypoth�eses ou les relationssuivantes :{ l'�equation de continuit�e (2.34),



2.5 Hypoth�ese de deux 
uides non miscibles 41{ r � (p I) = r p,{ p I � n = pn,{ r � P = �U � rU+Ur � (�U),l'�equation (2.39) nous permet de retrouver la forme locale de l'�equation de bilan de laquantit�e de mouvement qui est valable dans tout le domaine � :��@U@t +U � rU� = �g �rp+r � � (2.40)De plus, on d�eduit de l'�equation (2.39) la condition de saut valable sur la surface 
 :[[ �U �(U �V) � n�+ pn � � � n]] = 0 (2.41)2.5 Hypoth�ese de deux 
uides non misciblesLes �ecoulements que nous consid�erons dans cette �etude, pr�esentent toujours une sur-face de discontinuit�e qui s�epare deux 
uides newtoniens incompressibles (ou newtoniensg�en�eralis�es incompressibles) suppos�es non miscibles. En prenant en compte cette hypo-th�ese nous allons pouvoir simpli�er les conditions de saut �a l'interface. En e�et, dans le casde 
uide newtonien, l'exp�erience montre qu'il n'y a pas de glissement de part et d'autrede l'interface et l'on fait l'hypoth�ese suppl�ementaire que le vecteur vitesse est continu. Onpeut donc �ecrire : Ufluide1 � n = Ufluide2 � n = Uinterface � n (2.42)Cette relation remplace donc la condition de saut associ�ee �a l'�equation de bilan demasse (2.35) qui est, elle, valable dans le cas g�en�eral.L'hypoth�ese de 
uide incompressible nous donne un taux de dilatation volumiqueidentiquement nul en tout point et �a tout instant :r �U = 0 (2.43)



42 Chapitre 2 Mod�elisation physiqueNotons que cette relation n'assure la conservation de la masse �a l'interface qu'�a conditionque la relation de saut (2.42) soit v�eri��ee (relation qui assure que l'interface reste unesurface de contact).En supposant maintenant que le comportement du 
uide est newtonien (relation 2.15),ou newtonien g�en�eralis�e, et que l'on ne prend pas en compte la tension super�cielle, nousallons obtenir l'�equation de bilan de la quantit�e de mouvement sous la forme locale :��@U@t +U � rU� = �g �rp+r � h� �rU+rtU�i (2.44)Les trois composantes de cette relation sont appel�ees �equations de Navier{Stokes.Et en ce qui concerne la relation de saut associ�e, nous obtenons :[[ pn� � �rU+rtU� � n]] = 0 (2.45)Le syst�eme d'�equations qui r�egit l'�ecoulement diphasique d'un 
uide newtonien danschacune des phases est donc :r �U = 0��@U@t +U � rU� = �g �rp+r � h� �rU+rtU�i (2.46)avec �a l'interface les relations de saut :Ufluide1 � n = Ufluide2 � n = Uinterface � n�� pn � � �rU+rtU� � n �� = 0 (2.47)2.6 Mod�ele �a un 
uide ou m�esoscopiqueLe mod�ele d�ecrit au paragraphe pr�ec�edent (2.46) est g�en�eral mais il n'est valable quedans chaque 
uide s�epar�ement, chaque phase �etant connect�ee par des relations de saut�a l'interface (2.47). Il contient par contre toutes les �echelles spatiales et temporelles desprocessus physiques qui interviennent dans un �ecoulement diphasique incompressible, sanschangement de phase et sans tension super�cielle �a l'interface de 
uides non miscibles.



2.6 Mod�ele �a un 
uide ou m�esoscopique 43Pour r�esoudre le syst�eme (2.46), on a besoin de connâ�tre la loi d'�evolution des fonctions� et � pr�esentes dans l'�equation de quantit�e de mouvement. Comme les variations de cesfonctions sont dues uniquement au d�eplacement de l'interface, il est n�ecessaire d'introduireune relation permettant de calculer la position de cette interface au cours du temps.Dans ce but, on introduit la fonction F binaire du point de l'espace et du tempssuivante : 8><>: F (x; t) = 1 x 2 
uide 1F (x; t) = 0 x 2 
uide 2F (x; t) est donc une fonction \couleur" permettant de connâ�tre au cours du temps laposition d'un des 
uides par rapport �a l'autre et donc celle de l'interface. Elle repr�esentela fraction volumique de 
uide pr�esent dans la cellule. Comme la fonction F (x; t) estutilis�ee comme traceur des deux 
uides, elle suit ceux-ci dans leurs mouvements respectifs.L'�equation de F s'�ecrit donc : @F@t +U � rF = 0 (2.48)Cette expression est tr�es importante car elle d�ecrit �a elle seule les �evolutions de � etde �, par l'adjonction de loi d'�etat sur la masse volumique et la viscosit�e. On peut parexemple exprimer les caract�eristiques physiques en fonction d'une loi lin�eaire en F par :�(x; t) = �1 F (x; t) + �2 (1� F (x; t))�(x; t) = �1 F (x; t) + �2 (1 � F (x; t))Ce calcul permet de conserver le poids r�eel dû �a la pr�esence des deux 
uides. Enrevanche, le calcul de la viscosit�e du 
uide ne peut être justi��e par aucune consid�erationphysique, bien que dans le cas particulier d'�ecoulement de cisaillement simple, on puissetrouver une viscosit�e �equivalente �a l'interface sous la forme d'une moyenne harmonique[Ritz 97]. L'utilisation d'une telle moyenne est surtout n�ecessaire dans l'interpolation auniveau des faces du volume de contrôle comme le montrent les r�esultats de la section 4.9.2.Consid�erons maintenant les conditions de saut (2.47). L'utilisation de l'�equation (2.48)permet de transporter l'interface sans discontinuit�e de vitesse car les deux 
uides sontconsid�er�es par cette �equation comme �etant compl�ementaires l'un de l'autre. Comme il



44 Chapitre 2 Mod�elisation physiqueen va de même pour le vecteur contrainte, les �equations de saut sont automatiquementsatisfaites. Le syst�eme d'�equations �a r�esoudre se restreint alors �a :r �U = 0��@U@t +U � rU� = �g �rp+r � h� �rU+rtU�i@F@t +U � rF = 0 (2.49)Ce syst�eme d'�equations (2.49) constitue le mod�ele 1-
uide ou mod�ele m�esoscopique.La d�enomination \1-
uide" illustre la reformulation des �equations de Navier{Stokes di-phasiques dans laquelle intervient un 
uide �equivalent, aux caract�eristiques physiquesvariables. L'appellation m�esoscopique est quant �a elle relative �a l'�echelle des ph�enom�enesinterfaciaux.



45
Chapitre 3La m�ethode VOF CIAM3.1 IntroductionDans ce chapitre nous donnons la m�ethode qui nous permet de r�esoudre l'�equa-tion (2.48) qui correspond au transport de l'interface entre deux 
uides. Pour cela, nousutilisons VOF CIAM qui est une m�ethode de construction d'interface a�ne par mor-ceaux. VOF CIAM se d�ecompose en trois parties : on doit tout d'abord reconstruire larepr�esentation de la surface libre �a partir de la fraction volumique ensuite on transportel'interface �a l'aide d'une m�ethode lagrangienne et en�n on calcule le nouveau champ defraction volumique. L'interface est alors approch�ee par un segment en 2D et par un planen 3D comme on peut le voir sur la �gure 3.1. La force de la m�ethode VOF CIAM estla reconstruction de l'interface qui se fait en fonction de son orientation et de la fractionvolumique. Ainsi, par rapport �a des m�ethodes qui utilisent des sch�emas de discr�etisation(sch�ema UPWIND, QUICK, TVD...), on �elimine totalement le ph�enom�ene de di�usionnum�erique, et par rapport �a d'autres m�ethodes VOF (VOF SLIC) on suit l'interface defa�con plus pr�ecise.La m�ethode VOF CIAM consiste, �a chaque pas de temps, en une reconstruction pr�ecisede l'interface �a partir de la fraction volumique du 
uide que l'on cherche �a advecter etd'un calcul du vecteur normal �a l'interface. Cette surface plane est advect�ee par le champde vitesse impos�e �a l'interface et le r�esultat est utilis�e pour calculer la nouvelle fractionvolumique. Nous d�etaillons maintenant ces di��erentes �etapes en 2D puis en 3D. A�n desimpli�er l'�ecriture, les �equations que nous donnerons seront valables pour un maillage
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FF

m

mFigure 3.1 : Positionnement de l'interface �a partir de la normale et de la fractionvolumique.r�egulier (�x = �y = �z = h), mais le code a �et�e programm�e en irr�egulier, aussi bien en2D qu'en 3D.3.2 Pr�esentation de la m�ethode en 2D3.2.1 Estimation de la normaleNous expliquons maintenant la m�ethode utilis�ee pour estimer la normale �a l'interface,la surface plane de chaque cellule, et le calcul du d�eplacement lagrangien de cette surface.La reconstruction est bas�ee sur le fait que la surface plane qui est dans une cellule decalcul est totalement d�etermin�ee par la normale �a la surfacem et par la fraction volumiquede cette cellule F . Cette normale est calcul�ee par di��erence �nie �a l'aide de la relation :m = �rF (3.1)Le signe n�egatif du gradient est utilis�e a�n d'obtenir un vecteur sortant. Le vecteur mest estim�e aux 4 coins du volume de contrôle ; par exemple en i + 12 ; j + 12 nous avons larelation : mxji+ 12 ;j+ 12 = � 12h(F ji+1;j � F ji;j + F ji+1;j+1 � F ji;j+1) (3.2)myji+ 12 ;j+ 12 = � 12h(F ji;j+1 � F ji;j + F ji+1;j+1 � F ji+1;j): (3.3)Puis au centre du volume on calcule le vecteurm en e�ectuant une moyenne :mji;j = 14(mji+ 12 ;j+ 12 +mji+ 12 ;j� 12 +mji� 12 ;j+ 12 +mji� 12 ;j� 12 ) (3.4)



3.2 Pr�esentation de la m�ethode en 2D 47En 2D, le gradient est donc approxim�e par une di��erence �nie �a neuf points. Pour lemaillage irr�egulier, nous utilisons des moyennes Q1, les expressions des di��erentes com-posantes du vecteur m sont alors plus complexes. Les r�esultats que nous obtenons aveccette m�ethode de calcul du gradient de la fraction volumique nous montrent que cettem�ethode est tout �a fait satisfaisante. Le seul probl�eme �etant bien sûr que les segmentsainsi calcul�es ne seront pas raccord�es entre deux cellules de calcul voisines. La �gure 3.2illustre cette repr�esentation de l'interface.Figure 3.2 : Segments repr�esentant l'interface.3.2.2 Positionnement de l'interfaceApr�es avoir d�etermin�e la normale �a l'interface, il nous reste �a positionner cette interface�a l'aide du volume de chaque 
uide contenu dans la cellule de calcul. Dans la pratique,trouver le volume �a partir d'une interface donn�ee (cf. partie suivante) est beaucoup plusfacile que le probl�eme inverse qui est de d�eterminer l'�equation d'un plan connaissantle volume de chacune des parties s�epar�ees par ce plan car il admet plusieurs solutions.Les deux probl�emes doivent être r�esolus dans la m�ethode VOF PLIC. Plus pr�ecisement,consid�erons une cellule carr�ee dont les côt�es sont de longueur h. L'�equation qui d�e�nittoutes les droites parall�eles de direction normale (mx;my) est donn�ee par :mxx+myy = r: (3.5)Le but de cette partie va être d'�evaluer le param�etre r d�e�ni dans l'�equation 3.5. Leparam�etre r permet de �xer une droite. Nous nous pla�cons dans le cas o�u 0 < mx � my,sachant que l'on obtient les autres cas par des op�erations de sym�etrie. Nous d�eduisons descalculs d'aires (section 3.2.4) les di��erentes aires critiques qui nous permettent de calculerles fractions volumiques critiques. Dans notre cas, lorsque le segment passe en (h; 0) et en(0; h), nous avons A1 = mxh2=(2my) et A2 = h2 �A1 avec F = A=h2. (�gure 3.3).Toujours �a partir des calculs de volumes, on d�etermine les �equations qui nous per-mettent de calculer r entre les volumes critiques. En 2D, on peut les obtenir analytique-
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F1

(0,h)

F2

(0,0) (h,0)

(h,h)

mFigure 3.3 : Volumes critiques avec 0 < mx � my.ment assez facilement. Ainsi pour notre cas nous obtenons les trois formules :r = hp2F mxmy pour 0 � F � F1 (3.6)r = h(2F my +mx)=2 pour F1 < F < F2 (3.7)r = mxh +myh� hq2(1 � F )mxmy pour F2 � F � 1 (3.8)3.2.3 D�eplacement de l'interfaceNous connaissons maintenant l'�equation du segment grâce �a l'�equation (3.5). Son d�e-placement va alors être e�ectu�e en 2 temps : dans la direction x puis dans la directiony. D�etaillons l'advection lagrangienne du segment dans la direction x. Le maillage �etantde type MAC, les donn�ees en vitesse se trouvent en 0 et en h (�gure 3.4).
0 UhU

(0,h)

(0,0) (h,0)

(h,h)

Figure 3.4 : Vitesses aux bornes du domaine.La vitesse d'un point x se trouvant entre 0 et h dans la cellule de calcul est une simple



3.2 Pr�esentation de la m�ethode en 2D 49interpolation lin�eaire de la forme :U(x) = U0 �1 � xh�+ Uhxh (3.9)Ainsi tous les points du segment qui se trouvent en x �a l'instant n seront not�es xjn etseront advect�es en xjn+1 :xjn+1 = xjn + U(xjn)�t = xjn(1 +�Uh � U0h ��t) + U0�t (3.10)Le pas de temps �t correspond �a une valeur de CFL qui ne devra pas d�epasser 0,5c'est-�a-dire que l'interface n'avancera pas de plus d'une demi-maille par pas de temps decalcul. En �ecrivant xjn comme �etant une fonction de xjn+1 on obtient :xjn = xjn+1 � U0�t1 + (Uh�U0h )�t (3.11)En rempla�cant cette expression dans l'�equation (3.5) nous arrivons �a l'expression :mxjn xjn+1 � U0�t1 + (Uh�U0h )�t! +myjnyjn = rjn (3.12)Or le champ de vitesse (3.9) que l'on applique au segment va le transformer en unautre segment d'�equation :mxjn+1xjn+1 +myjn+1yjn+1 = rjn+1 (3.13)on aura donc par identi�cation :mxjn+1 = mxjn1 + (Uh�U0h )�t (3.14)rjn+1 = rjn + mxjnU0�t1 + (Uh�U0h )�t (3.15)



50 Chapitre 3 La m�ethode VOF CIAMToutes les autres valeurs en (n+1) de (3.13) n'auront pas �et�e modi��ees et seront �egales�a leurs anciennes valeurs. Nous avons ainsi le nouveau segment.L'�etape suivante consiste �a calculer les fractions volumiques d�e�nies par ce nouveausegment. En e�et, comme on peut le voir sur la �gure 3.5, il faut maintenant d�eterminerF21, F23 et F22 qui correspondent respectivement au d�eplacement du segment de la cellule 2vers la cellule 1, de 2 vers 3 et bien sûr la modi�cation de la fraction volumique initialementen 2. Il est �a noter que l'avancement des segments ne pourra d�epasser une demi maillesoit une condition de CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) qui devra toujours être inf�erieure �a0.5. La CFL correspond au rapport de la taille de maille par la vitesse.
22

21 3

F21 F23
FFigure 3.5 : D�eplacement du segment.3.2.4 Calcul de la nouvelle fraction volumiqueLe calcul de la nouvelle fraction volumique est la derni�ere �etape de la m�ethode VOFCIAM. Elle correspond en fait �a un calcul d'aire en 2D. Nous avons toujours l'�equation dusegment d�e�nie par (3.5). Les points d'intersections entre la droite et les axes x et y sontrespectivement r=mx et r=my. Ils sont repr�esent�es par les points E et F sur la �gure 3.6.La hauteur de la cellule AD correspond �a la longueur �y = h, en revanche, AB correspond�a la portion qu'occupe le segment advect�e dans la cellule 1,2 ou 3 de la �gure 3.5. Nousnoterons AB comme �etant h0. L'aire correspondant �a la fraction volumique recherch�ee seraobtenue par la relation :A = 12mxmy �r2 �max(0; r�mxh0) (r �mxh0)�max(0; r �myh) (r �myh)� (3.16)avec F = Ahh0 .



3.3 Extension de la m�ethode en 3D 51Dans l'�equation (3.16), le terme r22mxmy correspond �a l'aire du triangle AEF. Si E etF restent �a l'int�erieur du rectangle, cela repr�esente l'aire recherch�ee. En revanche, si E ouF sortent du rectangle, (c'est-�a-dire que r > mxh0 et r > myh) alors il faut retrancher �al'aire de AEF les triangles qui d�epassent du rectangle ABCD. On remarquera que si cen'est pas le cas la fonction max annulera la valeur.
C

B

F

EA
x

F

D

y

Figure 3.6 : Calcul de la fraction volumique.3.3 Extension de la m�ethode en 3DL'extension de la m�ethode en 3D n�ecessite les mêmes �etapes qu'en 2D mais chaquephase devient beaucoup plus complexe. En e�et, en 3D nous devons construire et d�eplacerdes plans au lieu de segments la �nalit�e �etant de nous permettre de d�eterminer le nouveauchamp de fraction volumique. L'objectif que nous nous sommes �x�e lors de l'�ecriture duprogramme est d'obtenir un code de calcul qui ne soit pas trop coûteux en temps CPU.Pour cela, nous avons optimis�e l'algorithme de la m�ethode car de nombreux tests logiquessont utilis�es en cascade pour d�epartager les di��erents cas que l'on a en 3D.3.3.1 Estimation de la normaleComme en 2D, la reconstruction est bas�ee sur le fait que le plan qui est dans unecellule de calcul est totalement d�etermin�e par la normale �a la surface m et par la frac-



52 Chapitre 3 La m�ethode VOF CIAMtion volumique de cette cellule F . Cette normale est toujours d�etermin�ee par di��erence�nie (3.1).L'estimation de la normale est obtenue en 2 �etapes. Tout d'abord, le vecteur m estestim�e aux 8 coins du volume de contrôle ; par exemple en i+ 12 ; j + 12; k + 12 nous avons :mxji+ 12 ;j+ 12 ;k+ 12 = � 14h (F ji+1;j;k � F ji;j;k+F ji+1;j+1;k � F ji;j+1;k+F ji+1;j;k+1 � F ji;j;k+1+F ji+1;j+1;k+1 � F ji;j+1;k+1) (3.17)myji+ 12 ;j+ 12 ;k+ 12 = � 14h (F ji;j+1;k � F ji;j;k+F ji+1;j+1;k � F ji+1;j;k+F ji;j+1;k+1 � F ji;j;k+1+F ji+1;j+1;k+1 � F ji+1;j;k+1) (3.18)mzji+ 12 ;j+ 12 ;k+ 12 = � 14h (F ji;j;k+1 � F ji;j;k+F ji+1;j+1;k+1 � F ji+1;j+1;k+F ji;j+1;k+1 � F ji;j+1;k+F ji+1;j;k+1 � F ji+1;j;k) (3.19)On calcule alors le vecteurmji;j;k au centre du volume en e�ectuant une moyenne :mji;j = 18(mji+ 12 ;j+ 12 ;k+ 12 +mji+ 12 ;j� 12 ;k+ 12 +mji� 12 ;j+ 12 ;k+ 12 +mji� 12 ;j� 12 ;k+ 12 +mji+ 12 ;j+ 12 ;k� 12 +mji+ 12 ;j� 12 ;k� 12 +mji� 12 ;j+ 12 ;k� 12 +mji� 12 ;j� 12 ;k� 12 ): (3.20)Le gradient est approxim�e par une di��erence �nie �a 27 points. Pour le maillage irr�e-gulier, nous utilisons des moyennes Q1. Pour cela nous devons r�esoudre un syst�eme 8 � 8.Les expressions des di��erentes composantes du vecteurm sont alors beaucoup plus com-plexes. Une autre m�ethode de calcul de normale souvent retrouv�ee dans la litt�erature est



3.3 Extension de la m�ethode en 3D 53la m�ethode de moindre carr�e [Li 96]. Cet algorithme est n�eanmoins tr�es couteux en 2D etdevient inutilisable en 3D.3.3.2 Positionnement de l'interfaceApr�es avoir d�etermin�e la normale �a l'interface, il nous reste �a positionner cette interface�a l'aide du volume de chaque 
uide contenu dans la cellule de calcul. Plus pr�ecisement,consid�erons une cellule carr�ee dont les côt�es sont de longueur h. Le but de cette partie vaêtre d'�evaluer le param�etre r d�e�ni par l'�equation :mxx+myy +mzz = r (3.21)L'�equation 3.21 d�e�nit tous les plans parall�eles de direction normale m(mx;my;mz).Le param�etre r permet de �xer le plan qui correspond �a la fraction volumique de la cellule.Nous nous pla�cerons dans le cas 0 < mx < my < mz on obtiendra les autres cas par desop�erations de sym�etrie.Pour calculer le volume pr�esent dans le cube qui repr�esente la cellule du volume decontrôle, nous utilisons l'�equation du calcul de la nouvelle fraction volumique. Elle permetde calculer F en fonction de r et de m. Utiliser cette �equation n'est pas trivial car onne peut pas en d�eduire une solution g�en�erale. Comme en 2D nous allons devoir trouverles �equations donnant r en fonction de F et de m, mais qui ne sont valables qu'entredeux volumes critiques. En 2D lorsque l'on fait varier r la droite repr�esentant l'interfacene passe que par 2 sommets, en 3D le plan peut passer par jusqu'�a 6 sommets. Chaqueintersection avec un sommet du cube correspond �a un changement d'�equation du calculde r.De plus, l'ordre dans lequel les intersections s'op�erent change si l'on a mx +my < mzou mx+my > mz. En e�et, si nous sommes dans le cas mx+my < mz nous allons d'abordpasser par le sommet (h; h; 0) pour le troisi�eme volume critique alors que l'on passe parle sommet(0; 0; h) lorsque l'on a mx +my > mz comme on peut le voir sur les �gures 3.7et 3.8.Dans un premier temps nous allons donc donner les volumes critiques correspondant �aces deux di��erents cas et ensuite nous expliquerons comment nous remontons �a la valeur de
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yFigure 3.7 : Di��erents volumes critiques dans le cas mx +my < mz. Comme on peut levoir, �a chaque sommet du cube correspond un volume critique.r entre chaque cas. Nous aurons �nalement 12 volumes critiques di��erents et 14 �equationspour le calcul de r.Pour le cas mx + my < mz (cf. �gure 3.7), les six volumes critiques sont donn�es parles six �equations suivantes : V1 = h36 m2xmy mz (3.22)V2 = h36 m2x + 3m2y � 3mxmymy mz (3.23)V3 = h32 mx +mymz (3.24)V4 = h3 � V3 (3.25)V5 = h3 � V2 (3.26)V6 = h3 � V1 (3.27)
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yFigure 3.8 : Di��erents volumes critiques dans le cas mx +my > mz. Comme on peut levoir, �a chaque sommet du cube correspond un volume critique.Nous remarquons que les volumes critiques V4, V5 et V6 se d�eduisent facilement destrois premiers. Nous aurons les fractions volumiques critiques par la relation : F = V=h3.Pour le cas mx +my > mz (cf. �gure 3.8), les six volumes critiques sont donn�es parles six �equations suivantes :V1 = h36 m2xmymz (3.28)V2 = h36 m2x + 3m2y � 3mxmymymz (3.29)V3 = h36 m3z � (mz �mx)3 � (mz �my)3mxmy mz (3.30)V4 = h3 � V3 (3.31)V5 = h3 � V2 (3.32)V6 = h3 � V1 (3.33)



56 Chapitre 3 La m�ethode VOF CIAMGrâce �a cette classi�cation des di��erents volumes critiques, nous pouvons maintenantd�eterminer r en fonction de F et de m entre chacune de ces positions critiques. Prenonsl'exemple du calcul de r pour le cas o�u l'on a mx + my < mz et F2 < F < F3, celacorrespond �a la position du plan qui se trouve entre les volumes critiques de la �gure 3.7 (b)et la �gure 3.7 (c). L'expression de F (r) est alors donn�ee par un polynôme du troisi�emedegr�e :F (r) = 16mxmymz [�r3 + 3h (mx +my) r2 � 3h2 (m2x +m2y) r + h3(m3x +m3y)] (3.34)Notre probl�eme se r�eduit donc �a trouver r qui est une des trois racines de l'�equationsuivante :P (r) = r3 � 3h (mx +my) r2 + 3h2 (m2x +m2y) r � h3(m3x +m3y) + 6F mxmy mz = 0(3.35)Comme le param�etre r nous permet de d�eplacer le plan suivant la normale m nouspouvons en d�eduire que F (r) est une fonction croissante de r pourmy h < r < h (mx+my).Nous pouvons donner les cinq propri�et�es du polynôme F (r) :{ F (�1) = +1,{ F (my h) = F2,{ F (r) est une fonction croissante de r pour r 2 [my h; h (mx +my)],{ F (h (mx +my)) = F3,{ F (+1) = �1.D'apr�es ces propri�et�es, et comme F2 < F < F3, le polynôme F (r) prend au moins unefois la valeur F dans les intervalles : ]�1;my h[, ]my h; h (mx+my)[ et ]h (mx+my);+1[.Donc nous pouvons en d�eduire que le polynôme P (r) a trois racines r�eelles et celle quinous int�eresse est celle du milieu.



3.3 Extension de la m�ethode en 3D 573.3.3 D�eplacement de l'interfaceNous connaissons maintenant l'�equation du plan. Son d�eplacement va pouvoir êtree�ectu�e par la même m�ethode de pas fractionnaire qu'en 2D. Ainsi, pendant que l'one�ectue l'�etape en x, les coordonn�ees en y et z du plan restent constantes. Le plan quenous allons advecter est donn�e par :mxjnxjn +myjnyjn +mzjnzjn = rjn (3.36)Le r�esultat que nous avons obtenu en 2D reste valable et nous avons :mxjn+1 = mxjn1 + (Uh�U0h )�t (3.37)rjn+1 = rjn + mxjnU0�t1 + (Uh�U0h )�t (3.38)Toutes les autres valeurs en (n+1) n'auront pas a être modi��ees et nous avons ainsi lenouveau plan : mxjn+1xjn+1 +myjn+1yjn+1 +mzjn+1zjn+1 = rjn+1 (3.39)L'�etape suivante consiste �a calculer les fractions volumiques d�e�nies par ce nouveauplan.3.3.4 Calcul de la nouvelle fraction volumiqueEn 3D, le calcul de la nouvelle fraction volumique correspond au calcul du volume, not�eV du parall�el�epip�ede AA2A3A4A5A6A7B5C6D7 de la �gure 3.9. Les points d'intersectionentre le plan et les axes x, y et z sont respectivement r=mx, r=my et r=mz. Ils sontrepr�esent�es par les points A2, A3 et A4 sur la �gure 3.9. La dimension de la cellule suivantx est donn�e par AA2 = hx, AA3 = hy suivant y et AA4 = hz suivant z. Le volume dut�etra�edre 1 d�elimit�e par les points ABCD est donn�ee par :V1 = r36mxmymz (3.40)Pour calculer le volumeV il faut retrancher �a ce t�etra�edre les volumes des t�etra�edres 2,3et 4 qui sont respectivement d�elimit�es par les points A2B2CD2, A3BC3D3 et A4B4C4D.
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Figure 3.9 : Calcul de la fraction volumique �a partir du volume de t�etra�edre.



3.4 Validation de la m�ethode 59Nous remarquons que les volumes des t�etra�edres 5, 6 et 7 sont alors retranch�es deux fois.Il faut donc les rajouter pour obtenir le volume exact.Nous en d�eduisons :V = 16mxmy mz �r3 �max(0; r�mxhx) (r �mxhx)2�max(0; r�myhy) (r �myhy)2�max(0; r�mzhz) (r �mzhz)2+max(0; r�mxhx �myhy) (r �mxhx �myhy)2+max(0; r�mxhx �mzhz) (r �mxhx �mzhz)2+max(0; r�myhy �mzhz) (r �myhy �mzhz)2 �
(3.41)

avec F = Vhxhyhz .Dans l'�equation (3.41), les fonctions max nous permettent de tester si les points B, Cet D sont �a l'int�erieur du cube correspondant au volume de contrôle.3.4 Validation de la m�ethodeNous validons VOF CIAM sur une s�erie de cas test fr�equemment rencontr�es dans lalitt�erature qui consistent en l'advection par un champ de vitesse analytique de formessimples (cercle, carr�e, sph�ere...).3.4.1 Champ de vitesse tournant non d�eformantRotation d'un cercleDans un premier temps nous allons tester la rotation non d�eformante d'un cercle derayon 0.15 m�etre dans un domaine de 1 m�etre * 1 m�etre. Ce test est int�eressant car ilpermet de tester la reconstruction des segments ainsi que l'advection des droites danstoutes les directions. Pour ce calcul, nous avons choisi un pas de temps de 1 seconde quicorrespond �a la rotation d'un quart de tour du cercle. Le code de calcul e�ectue alorsdes sous it�erations en fonction de la CFL n�ecessaire �a notre m�ethode (CFL < 0:5). Le
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(i) Etat initial. (ii) Champ de vitesse analytique.

(iii) 150 it�erations. (iv) 300 it�erations.
(v) 450 it�erations. (vi) 600 it�erations.Figure 3.10 : Rotation d'un cercle dans un maillage 80*80.



3.4 Validation de la m�ethode 61maillage sur lequel est discr�etis�e le cercle est de 80*80. Le champ de vitesse analytique(�gure 3.10ii) V(x; y) = u(x; y)x+ v(x; y)y est donn�e par les fonctions :u(x; y) = ��2 �y � 12�v(x; y) = �2 �x� 12� (3.42)Les r�esultats (�gure 3.10) sont obtenus avec une conservation de la fraction volumique�a 10�15 pr�es soit la pr�ecision machine. Cette conservation est valable quel que soit lenombre d'it�erations e�ectu�ees. Apr�es un tour complet du cercle (�gure 3.10vi), la g�eom�e-trie respecte bien la forme initiale du cercle (�gure 3.10i). On remarque que la surface a �et�eliss�ee par le transport des fractions volumiques et grâce �a l'algorithme de reconstruction,l'interface se trouve exactement sur une maille de la grille de calcul. Le pro�l lisse obtenut�emoigne des performances de la m�ethode et permet de v�eri�er que les discontinuit�es entreles segments restent n�egligeables au cours du calcul.Rotation d'un carr�eEn utilisant le même champ de vitesse, nous allons maintenant advecter un carr�e(�gure 3.11i). A�n d'avoir une pr�ecision accrue des r�esultats, nous utilisons pour ce castest un maillage beaucoup plus important de 200*200. L'augmentation du maillage a poure�et imm�ediat l'augmentation du nombre d'it�erations. En e�et, il faut maintenant 1300it�erations pour e�ectuer la rotation d'un quart de tour (�gure 3.11ii).La conservation du volume lors de la rotation reste toujours �a la pr�ecision machinepr�es. Par contre, la forme initiale du cube va être l�eg�erement modi��ee pendant la rota-tion. En e�et, la reconstruction de l'interface a tendance �a arrondir les coins du carr�e.Cela commence par les coins les plus �eloign�es du centre de la rotation (�gure 3.11ii) etse propage aux autres coins (�gure 3.11iii, �gure 3.11iv). �A la �n de la simulation (�-gure 3.11v), apr�es 5200 it�erations, le carr�e revient bien �a sa position initiale mais persistela d�eformation au niveau des coins. Les parties rectilignes, c'est �a dire les faces du carr�e,sont elles parfaitement advect�ees pendant la rotation.Les r�esultats obtenus sont donc en accord avec la solution initiale malgr�e l'apparitionde singularit�es qui sont dues �a l'approximation faite lors de la discr�etisation de la formeinitiale sur notre maillage. L'augmentation du nombre de mailles permet d'obtenir unesolution plus pr�ecise mais il persiste une d�eformation sur les coins du carr�e.
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(i) Etat initial. (ii) 1300 it�erations.

(iii) 2600 it�erations. (iv) 3900 it�erations.
(v) 5200 it�erations.Figure 3.11 : Rotation d'un carr�e dans un maillage 200*200.



3.4 Validation de la m�ethode 633.4.2 Champ de vitesse d�eformant: �ecoulement potentiel sur uneplaque planeNous allons maintenant tester le cas o�u la topologie de l'interface est modi��ee parl'�ecoulement. Nous commen�cons par l'advection d'une tache circulaire dans un champ devitesse d�eformant engendr�e par l'�ecoulement potentiel g�en�er�e par la pr�esence d'une plaquerigide perpendiculairement �a la direction principale de l'�ecoulement.Un tel �ecoulement est donn�e par la fonction courant :	(x; y) = 2a(x� xa)(y � ya) (3.43)o�u xa et ya sont les coordonn�ees du point d'arrêt et a une constante arbitraire. Lechamp de vitesse analytique (�gure 3.4.2 avec a = 1, xa = 1 et ya = 0) V(x; y) =u(x; y)x+ v(x; y)y est donn�e par les fonctions :u(x; y) = @	@y = 2a (x� xa)v(x; y) = �@	@x = �2a (y � ya) (3.44)
Figure 3.12 : Repr�esentation du champ de vitesse.L'�equation des trajectoires des particules 
uides, qui sont confondues dans notre casavec les lignes de courant, ont une expression analytique qui se d�eduit des deux �equationsdi��erentielles suivantes : @x(t)@t = u(x) = 2a (x� xa)@y(t)@t = v(y) = �2a (y � ya) (3.45)La r�esolution de ces deux �equations di��erentielles du premier ordre donne :x(t) = xa + (x0 � xa)e2aty(t) = ya + (y0 � ya)e�2at (3.46)



64 Chapitre 3 La m�ethode VOF CIAMavec x0 et y0 les coordonn�ees initiales de la particule 
uide.On montre donc de fa�con �evidente que l'ensemble des trajectoires forme un r�eseau decourbes hyperboliques puisque :�x(t)� xax0 � xa ��y(t)� yay0 � ya � = 1 (3.47)Si l'on consid�ere maintenant les particules 
uides qui �a l'instant initial appartiennentau cercle centr�e au point (xa; yc0) et de rayon R0, on obtient :(x0 � xa)2 + (y0 � yc0)2 = R20 (3.48)Soit yc(t) l'ordonn�ee �a l'instant t de la particule 
uide confondue avec le centre ducercle �a l'instant initial.On a alors : (x(t)� xa)2 = (x0 � xa)2e4at(y(t)� yc(t))2 = (y0 � yc0)2e�4at (3.49)Soit : �x(t)� xaR0e2at �2 +�y(t)� yc(t)R0e�2at �2 = 1 (3.50)qui est l'�equation d'une ellipse de centre (xa; yc(t)), de demi grand axe a = R0e2at etde demi petit axe b = R0e�2at.Une tache circulaire initialement centr�ee �a l'abscisse du point d'arrêt est donc advect�eesous la forme d'une ellipse dont les ordonn�ees du centre et de la longueur des axes sontvariables au cours du temps.La partie gauche de la �gure 3.13 pr�esente les positions successives de l'interface cal-cul�ee par la m�ethode VOF-CIAM dans un maillage 200*100 pour un domaine de 2 m�etrespar 1 m�etre avec R0 = 0:15 et yc0 = 0:75. La partie droite de la �gure 3.13 montre lasolution analytique d�etaill�ee pr�ec�edemment. Les r�esultats sont satisfaisants mais, dansce champ de vitesse, la conservation de la fraction volumique n'est pas observ�ee alorsqu'analytiquement, nous avons bien conservation de l'aire de l'ellipse. A l'aide du calculde la fraction volumique, nous avons repr�esent�e sur la �gure 3.14i l'erreur num�erique enfonction de l'augmentation du maillage pour une CFL �x�ee et, sur la �gure 3.14ii, l'erreurnum�erique en fonction de l'�evolution de la CFL pour un maillage donn�e. Nous pouvonsdonc en d�eduire que la m�ethode VOF-CIAM est d'ordre un en temps et en espace.
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(i) t=0 s, calcul. 0
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(v) t=0.50 s, calcul. 0
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(vii) t=0.75 s, calcul. 0
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2(viii) t=0.75 s, analytique.Figure 3.13 : Comparaison entre la simulation num�erique sur un maillage de 200*100 etla solution analytique de l'advection d'une tache circulaire dans un champ de vitesseanalytique d�eformant
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ur(ii) Evolution de l'erreur en fonction du pasde temps.Figure 3.14 : D�etermination de l'ordre de la m�ethode en espace et en temps.3.4.3 Champ de vitesse �a fort taux de cisaillementNous allons maintenant �etudier un autre cas test o�u la topologie de l'interface est tr�esd�eform�ee par le champ de vitesse impos�e. Nous allons utiliser pour cela un champ devitesse avec un taux de cisaillement relativement important. Il est important de traiter cetype d'�ecoulement cisaill�e car il est souvent pr�esent dans les �ecoulements exp�erimentaux.La simulation consiste �a d�eformer un cercle dans un champ de vitesse cisaill�e (�gure 3.15).
(i) Etat initial. (ii) Champ de vitesse analytique.Figure 3.15 : Cercle et champ de vitesse initial.Pour ce cas nous utilisons un maillage de 200*200 dans un domaine carr�e de 1 m�etre



3.4 Validation de la m�ethode 67
(i) Apr�es 1200 it�erations. (ii) Retour �a l'�etat initial.
(iii) Apr�es 2700 it�erations. (iv) Retour �a l'�etat initial.
(v) Apr�es 4200 it�erations. (vi) Retour �a l'�etat initial.Figure 3.16 : D�eformation d'un cercle sur un maillage 200*200 puis retour �a l'�etatinitial.



68 Chapitre 3 La m�ethode VOF CIAMde côt�e. Les simulations sont e�ectu�ees avec une CFL de 0.3 qui nous est apparue êtreun bon compromis entre temps de calcul et pr�ecision sur les r�esultats num�eriques. Lechamp de vitesse analytique (�gure 3.15ii) V(x; y) = u(x; y)x+v(x; y)y est donn�e par lesfonctions : u(x; y) = K cos(�(x� x0)) sin(�(y � y0))v(x; y) = �K sin(�(x� x0)) cos(�(y � y0)) (3.51)o�u K est une fraction de �.Le cercle initial (�gure 3.15i) est d�eform�e (�gure 3.16ii, �gure 3.16iii et �gure 3.16v)durant N it�erations, puis nous inversons le champ de vitesse (3.51) et nous relan�cons lasimulation pour N nouvelles it�erations (�gure 3.16i, �gure 3.16iv et �gure 3.16vi). Ene�ectuant les N it�erations en sens inverse, nous devons obtenir de nouveau la solutioninitiale. Au bout de N=1200 it�erations, (�gure 3.16ii et �gure 3.16i) le retour �a l'�etatinitial s'e�ectue de mani�ere satisfaisante. Lorsque l'on passe �a N=2700 it�erations un �-lament commence �a apparâ�tre (�gure 3.16iv), apr�es avoir invers�e le champ de vitesse(�gure 3.16iv) le r�esultat est l�eg�erement aplati sur la partie inf�erieure. Pour N=4200 it�e-rations, le cercle initial a �et�e totalement d�eform�e (�gure 3.16v) sous la forme d'un long�lament le retour �a l'�etat initial nous donne une forme qui se rapproche d'un cercle l�eg�e-rement bossel�e (�gure 3.16vi).3.4.4 Rotation d'une sph�ereNous allons terminer par un cas test d'advection en 3D ; une sph�ere dans un champ devitesse tournant. Le champ de vitesse analytique V(x; y; z) = u(x; y; z)x+ v(x; y; z)y+w(x; y; z)z est donn�e par les fonctions :u(x; y; z) = ��2 �y � 12�v(x; y; z) = �2 �x� 12�w(x; y; z) = 0 (3.52)Pour cette validation, nous utilisons un maillage 64*64*64 avec une CFL de 0.3. Lesr�esultats obtenus (�gure 3.17) sont int�eressants car ils montrent que la m�ethode VOFCIAM donne d'aussi bon r�esultat en 3D qu'en 2D sur ce cas test. Le passage de la



3.4 Validation de la m�ethode 69
(i) Etat initial. (ii) 150 it�erations.

(iii) 300 it�erations. (iv) 450 it�erations.
(v) 600 it�erations. (vi) Visualisation des facettes obtenues parla m�ethode VOF-CIAM en 3D.Figure 3.17 : Rotation d'une sph�ere sur un maillage 64*64*64.



70 Chapitre 3 La m�ethode VOF CIAMm�ethode 2D �a la m�ethode en 3D n�ecessite malgr�e tout un e�ort de programmation nonn�egligeable. Comme nous pouvons le voir sur les �gures 3.17ii, 3.17iii, 3.17iv et 3.17v lasph�ere est advect�ee de mani�ere satisfaisante. La conservation de la fraction volumiques'e�ectue avec une pr�ecision de l'ordre de 10�10 lors d'un tour complet de la sph�ere ce quireste acceptable pour ce type de calcul apr�es 600 it�erations.La �gure 3.17vi nous montre les plans tels qu'ils sont reconstitu�es par la m�ethode VOFCIAM 3D. Nous pouvons voir que cette reconstruction est tr�es pr�ecise et les plans 3D quicoupent les volumes de contrôle nous donnent des facettes polygonales qui peuvent avoirjusqu'�a six côt�es. Ces facettes sont reconstruites sans aucune condition de reconnectionentre elles mais nous pouvons noter que malgr�e cette hypoth�ese, la sph�ere est parfaitementlisse.3.5 ConclusionNous avons pr�esent�e dans ce chapitre la m�ethode VOF CIAM que nous utilisons poursimuler le transport d'interface. La m�ethode est d�ecrite en 2D et en 3D. L'�ecriture du codequi nous permet de mod�eliser le transport de l'interface par cette m�ethode totalementg�eom�etrique a �et�e une �etape int�eressante. C'est une approche tr�es concr�ete du probl�emetotalement di��erente des approches plus classiques qui consistent �a utiliser des sch�emasde discr�etisation. Les validations que nous avons e�ectu�ees en utilisant des champs devitesse analytique nous ont permis de mettre en �evidence les limites de la m�ethode maisnous avons observ�e l'excellent comportement global de cette m�ethode.



71
Chapitre 4R�esolution des �equations deNavier-Stokes incompressible4.1 IntroductionLa r�esolution des �equations de Navier-Stokes sous la contrainte d'incompressibilit�e del'�ecoulement n�ecessite l'obtention, �a chaque instant, d'un champ de pression et d'un champde vitesse coh�erents, satisfaisant aux �equations du mouvement et �a l'�equation de conserva-tion de la masse. Ce couplage vitesse-pression est d�elicat �a traiter en incompressible car lapression n'apparâ�t pas explicitement dans la conservation de la masse. Plusieurs voies sontutilis�ees pour aborder ce probl�eme et correspondent �a des classes de m�ethodes di��erentes :les algorithmes de pr�ediction-correction du type Spalding-Patankhar [Patankar 80], lesm�ethodes de projection introduites par Chorin ([Chorin 67], [Chorin 68]) et leurs diversesvariantes (S. Hugues et A. Randriamampianina [Hugues 98]) et les m�ethodes de p�enali-sation ou de compressibilit�e arti�cielle d�ecrites par R. Peyret et T. Taylor [Peyret 83].D'autres techniques sortant du cadre de cet expos�e comme celles utilisant la d�eg�en�eres-cence �a petits nombres de Mach des algorithmes compressibles permettent de r�esoudre les�equations du mouvement sous la condition d'incompressibilit�e.Les algorithmes de pr�ediction-correction de type SIMPLE (Semi Implicit Method forPressure Linked Equations) sont bas�es sur la construction d'une �equation de correctionde pression en n�egligeant pour cela la contribution des voisins sur le point central ; lapseudo-�equation de Poisson conduit �a l'obtention de la correction de pression qui est



72 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressibleaussi utilis�ee pour corriger les vitesses. Dans l'algorithme SIMPLER (SIMPLE Revised)la correction de pression ne sert qu'�a corriger les vitesses. Plusieurs �etapes de correctioncomme pour PISO sont utilis�ees pour obtenir un champ de vitesse �a divergence nulle. Cesdeux m�ethodes ont �et�e d�evelopp�ees dans les ann�ees 1970 [Patankar 72, Patankar 80].Les m�ethodes de projection permettent de garder un formalisme math�ematique plusrigoureux. L'algorithme se d�ecompose en deux suites d'approximation de la vitesse, laseconde consistant �a projeter le champ de vitesse issu de la premi�ere approximation surun espace fonctionnel ad�equat (�a divergence nulle).Ces deux types de m�ethodes ne permettent pas d'assurer la consistance des condi-tions aux limites sur la vitesse ; en e�et, seule la composante normale de la vitesse eststrictement nulle pour des conditions physiques d�ecrivant l'adh�erence. Les conditions auxlimites portant sur les composantes tangentielles de la vitesse sont toutefois d'ordre deuxou trois suivant les m�ethodes. De plus, le couple r�esultat des deux �etapes n'est pas coh�e-rent puisque seule la pression �a l'instant pr�ec�edent est utilis�ee pour calculer la solution del'�equation du mouvement. On observe par ailleurs une convergence num�erique faible del'�equation de Poisson munie de conditions de Neumann homog�enes.Nous allons d�ecrire une nouvelle approche pour la r�esolution num�erique des �equationsde Navier-Stokes pour les �ecoulements incompressibles. Tout d'abord nous pr�esenterons lam�ethode du Lagrangien Augment�e qui nous permet, ici, d'obtenir une pr�ediction du champde vitesse. Cette �etape est suivie par une correction du champ de vitesse qui projette lechamp de vitesse sur un champ �a divergence nulle. Cet algorithme nous permet de v�eri�er�a chaque it�eration le syst�eme :8>><>>: r �U = 0��@U@t +U � rU� = �g �rp+r � h� �rU+rtU�i (4.1)o�u � et � sont des fonctions du point que l'on d�etermine �a partir de la position del'interface.4.2 Conditions aux limitesLes conditions limites que nous cherchons �a imposer dans notre cas sont soit desconditions de Neumann au bord du domaine soit des conditions de Dirichlet au bord



4.2 Conditions aux limites 73et dans le domaine. Pour cela nous utilisons une technique particuli�ere d�evelopp�ee aulaboratoire MASTER [Khadra 94] [Angot 89] qui consiste �a exprimer une condition limiteg�en�eralis�ee sous forme d'un 
ux surfacique :��@U@n�s = BiU (Us �U1): (4.2)Il convient de remarquer qu'il s'agit d'une �equation vectorielle qui porte sur les troiscomposantes du vecteur vitesse. Le terme BiU est, pour chacune des trois �equationsscalaires, un r�eel �eventuellement di��erent qui, dans notre cas, ne peut être que nul ouin�ni :{ BiU = 0 exprime une condition de Neumann homog�ene �@U@n = 0� ;{ BiU!1 exprime une condition de Dirichlet (Us = U1).La condition �a la limite est directement int�egr�ee dans l'�equation g�en�erale (4.1) en luiajoutant le terme BiU (Us �U1). La condition ��@U@n�s = 0 impos�ee sur les bords dudomaine de calcul est introduite lors de la discr�etisation de l'�equation de Navier{Stokes.Cette d�emarche se justi�e �a travers le r�esultat suivant : la solution du syst�eme8><>: @�@t ��� = f dans 
�@�@n = �� (�� �1) sur @
est identique �a celle du syst�eme8><>: @�@t ���+ �� (� ��1) = f dans 
�@�@n = 0 sur @
lorsque �� = 0 ou �� !1.Nous disposons ainsi d'une �equation unique, qui permet, �a l'aide du terme de p�enali-sation BiU (U�U1), d'imposer une vitesse sur un bord ou �a l'int�erieur du domaine decalcul. Cette �equation s'�ecrit :8>>>><>>>>: r �U = 0��@U@t +U � rU�+ BiU (U�U1)= �g �rp+r � h� �rU+rtU�i: (4.3)



74 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressibledans le domaine et �@U@n = 0� au bord du domaine.Cette formulation nous permet de modi�er tr�es facilement les conditions aux limiteset en passant des conditions de Neumann �a des conditions de Dirichlet de repr�esenterun large �eventail de condition aux limites : paroi solide, obstacle solide dans le domaine,sym�etrie ou glissement.4.3 Discr�etisation temporelleLe syst�eme d'�equations d�e�ni pr�ec�edemment est tout d'abord discr�etis�e en temps avantd'en e�ectuer une r�esolution spatiale. L'intervalle de temps est discr�etis�e en un nombre �nid'intervalles [tn; tn+1] de dur�ees �eventuellement di��erentes. L'approximation de la variable� �a l'instant tn est not�ee �jn.Lors de la discr�etisation en temps, l'approximation du terme @�@t �a l'instant tn+1 estobtenue �a partir d'un d�eveloppement en s�erie de Taylor tronqu�e �a un ordre N . Nouschoisissons un sch�ema d�ecentr�e d'ordre 1 qui s'�ecrit en posant �t = tn+1 � tn :@�@t ���n+1 = �jn+1 � �jn�t : (4.4)Nous e�ectuons un traitement implicite des divers termes formant le syst�eme d'�equa-tions �a r�esoudre. Ils seront tous �evalu�es �a l'instant n + 1, �a l'exception de ceux issus dela discr�etisation temporelle �evalu�es �a l'instant n et des termes faisant apparâ�tre une nonlin�earit�e.Les deux principales non lin�earit�es apparaissent dans l'�evaluation de la masse volu-mique �jn+1 et de la viscosit�e �jn+1 qui d�ependent de la position de l'interface. Elles serontdonc �evalu�es �a l'instant n. De plus, la pr�esence du terme Ujn+1 � rUjn+1 dans l'�equationde Navier{Stokes constitue la seconde source de non lin�earit�e. On lin�earise ce terme enl'�ecrivant sous la forme Ujn � rUjn+1.Nous utilisons donc une m�ethode semi-implicite. En e�et, elle permet de s'a�ranchir dela condition de stabilit�e de type CFL qui lie le pas de temps aux pas d'espace, autorisantde ce fait l'emploi de grands pas de temps. Ceci est particuli�erement int�eressant lorsquel'on veut obtenir rapidement la solution d'un probl�eme stationnaire ou comme dans notre



4.4 M�ethode du Lagrangien Augment�e appliqu�ee aux �ecoulements �a densit�evariable 75cas r�esoudre Navier{Stokes sur un temps plus important que le transport de l'interface. Deplus, le choix du pas de temps est bas�e sur le temps caract�eristique physique du probl�emeinstationnaire �etudi�e et ainsi, n'est plus li�e aux dimensions des cellules qui constituent lemaillage.Le seul �el�ement qui ne plaide pas en faveur de l'utilisation d'une m�ethode impliciteest qu'elle n�ecessite la r�esolution de syst�emes lin�eaires qui peuvent être de grande taille(notamment dans le cas de probl�emes tridimensionnels). Un solveur performant doit doncêtre associ�e �a l'emploi d'une telle m�ethode.La discr�etisation des �equations par une m�ethode implicite nous permet de reformulerle probl�eme lin�earis�e sous la forme du Tableau 4.1.Tableau 4.1 : M�ethode implicite pour la d�etermination de la vitesse,et de la pression.{ Les quantit�es Ujn, Ujn�1 et pjn sont suppos�ees connues.{ Nous d�eterminons alors Ujn+1 et pjn+1 en r�esolvant les �equations suivantes :r �Ujn+1 = 0 ; (4.5a)�jn�Ujn+1�t +Ujn � rUjn+1�+BiU (Ujn+1 �U1) = �jn g�rpjn+1 +r � h�jn �rUjn+1 +rtUjn+1�i+ �jn�Ujn�t � : (4.5b)4.4 M�ethode du Lagrangien Augment�e appliqu�ee aux�ecoulements �a densit�e variableUn des probl�emes rencontr�es lorsque l'on r�esout les �equations de Navier{Stokes ex-prim�ees en variables primitives vitesse-pression concerne le traitement du couplage entreces deux quantit�es. En e�et, en regardant les �equations (4.5), il apparâ�t clairement qu'iln'existe aucune �equation explicite permettant le calcul de la pression. Toute la di�cult�er�eside donc dans sa d�etermination sous la contrainte de continuit�e exprim�ee par la rela-tion (4.5a).Dans le cadre de cette �etude, nous utilisons la m�ethode du (( Lagrangien Augment�e ))



76 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressible[Khadra 00], apparue il y a quelques ann�ees, et �elabor�ee dans le but de r�esoudre le couplagevitesse-pression induit par les �equations de Navier{Stokes �ecrites pour un �ecoulementincompressible. Il s'agit d'une m�ethode de minimisation sous la contrainte de l'�equationde continuit�e, o�u la pression, qui est d�ecoupl�ee par rapport �a la vitesse, apparâ�t commeun multiplicateur de Lagrange [Fortin 82]. Ce probl�eme d'optimisation exprim�e sous uneformulation faible est transform�e en un probl�eme de recherche de point-selle (le couplevitesse-pression) �ecrit sous une formulation forte, sans contrainte. Notons que la contrainteest en fait directement introduite dans l'�equation du mouvement sous la forme du termede p�enalisation �dpr(r�U) qui couple les di��erentes composantes de la vitesse. Le calculdu couple vitesse-pression est e�ectu�e par l'algorithme it�eratif d'Uzawa.Les it�erations de Lagrangien Augment�e (not�ees k) sont r�ep�et�ees jusqu'�a ce que la valeurmoyenne de la divergence de la vitesse dans l'ensemble du domaine soit su�sammentpetite. En notantK le nombremaximal d'it�erations n�ecessaires pour satisfaire le pr�ec�edentcrit�ere, l'algorithme it�eratif du Lagrangien Augment�e est repr�esent�e par le Tableau 4.2.Tableau 4.2 : Algorithme du Lagrangien Augment�e.{ Initialisations : Ujk=0 = Ujn et pjk=0 = pjn.{ It�erations : Pour k = 0 �a K � 1 faire :� Calcul de Ujk+1 solution de l'�equation :�jn�Ujk+1�t +Ujk � rUjk+1�+BiU (Ujk+1 �U1)= �jn g �rpjk +r � h�jn �rUjk+1 +rtUjk+1�i+ �jn�Ujn�t �+ dr r(r �Ujk+1) : (4.6a)� Calcul de pjk+1 �a partir de l'�equation :pjk+1 = pjk � dpr �Ujk+1 : (4.6b){ Solutions : Ujn+1 = Ujk=K et pjn+1 = pjk=K .Les param�etres dp et dr, strictement positifs, sont �evalu�es selon des crit�eres de conver-gence [Fortin 82]. Lorsque les �equations sont pr�ealablement adimensionn�ees, c'est-�a-direlorsque les grandeurs physiques associ�ees aux champs U et p sont de l'ordre de 1, les



4.5 M�ethode de projection vectorielle 77deux param�etres sont �egalement choisis de l'ordre de 1. Cependant, notre code de calculn'est pas d�evelopp�e en variables adimensionn�ees mais en variables r�eelles. Le choix de cesdeux valeurs est donc un peu plus d�elicat. En pratique, plusieurs tests seront e�ectu�es demani�ere �a les d�eterminer.Notons que l'algorithme du Lagrangien Augment�e permet de s'a�ranchir de conditionsaux limites sur la pression.4.5 M�ethode de projection vectorielleComme nous l'avons expliqu�e pr�ec�edemment, la r�ealisation de la contrainte d'incom-pressibilit�e de l'�ecoulement dans les �equations de Navier{Stokes sera assur�ee de mani�ereimplicite par l'introduction d'un param�etre de Lagrange, en l'occurrence la pression, entransformant le probl�eme en une recherche de point{selle.Le param�etre dr de la premi�ere �equation (4.6a) est un terme de couplage des contraintessur le champ de vitesse qui doit satisfaire �a la fois �a l'�equation de Navier{Stokes et �a l'�equa-tion de continuit�e. Si dr = 0 on retrouve alors une m�ethode de pr�ediction classique o�ules composantes de cette �equation sont r�esolues s�epar�ement. Pour dr ! 1 , le champest bien �a divergence nulle mais ne satisfait pas les �equations de Navier{Stokes. La sa-tisfaction des deux contraintes n'est possible qu'associ�ee �a un processus it�eratif interneau lagrangien augment�e. Telle quelle cette m�ethode est robuste et e�cace mais conduit�a une convergence faible sur l'incompressibilit�e et �a des temps de calcul prohibitifs pourdes approximations �elev�ees.La technique propos�ee consiste �a garder la formulation implicite du lagrangien aug-ment�e comme �etape de pr�ediction. Le champ de vitesse U� qui correspond �a la solutionde l'algorithme du lagrangien augment�e est alors une approximation de la solution �a di-vergence non nulle. Il correspond �a une pr�ediction du champ de vitesse. Les champs Ujnet pjn correspondent �a l'instant qui pr�ec�ede la r�esolution de l'algorithme du LagrangienAugment�e.Suivant la raideur du probl�eme physique pos�e, l'augmentation du param�etre dr permet-tra de converger vers la solution avec des pas de temps raisonnables. Dans notre m�ethode,�a la di��erence des m�ethodes de projection classiques, seule la correction de la vitesse U0sera prise en compte pour calculer le champ �a divergence nulle Ujn+1 [Caltagirone 99] et



78 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressiblesera calcul�ee directement par : Ujn+1 = U� +U0 (4.7)Ujn+1 v�eri�e :�jn�Ujn+1 �Ujn�t +Ujn � rUjn+1� =�jn g �rpjn +r � h�jn �rUjn+1 +rtUjn+1�i+ dr r(r �Ujn+1) : (4.8)En remplacant Ujn+1 par U� +U0 dans (4.8), et en prenant dr ! 1 nous obtenonsla forme �nale de l'�equation correspondant �a l'�etape de correction qui nous permet ded�eterminer la correction de vitesse U0 :r(r �U0) = �r(r �U�) (4.9)Les champs de vitesses Ujn+1 et U� satisfont tous deux les conditions aux limitesphysiques du probl�eme. Nous pouvons en d�eduire les conditions aux limites sur U0 quisont des conditions aux limites homog�enes.Nous pouvons donc �ecrire le nouvel algorithme de r�esolution sous la forme du ta-bleau 4.3.4.6 Discr�etisation spatialeLa structure du maillage que nous utilisons est une grille d�ecal�ee vitesse pression detype MAC (Marker and Cell), [Harlow 65a]. Les �equations provenant des algorithmesde r�esolution pr�ec�edemment d�ecris vont pouvoir être discr�etis�ees. L'emploi d'un maillaged�ecal�e nous oblige �a adopter une num�erotation propre �a chaque grille. Les n�uds devitesse et de pression sont donc indic�es de fa�con �a conserver une certaine logique dans lanum�erotation (Figure 4.1).Le calcul du gradient de pression et de la divergence de la vitesse est facilit�e par lastructure du maillage d�ecal�e. Cela permet d'�eviter les oscillations en pression observ�eespour un maillage non d�ecal�e.La discr�etisation s'e�ectue suivant la m�ethode des volumes �nis consistant �a int�egrerles �equations locales de conservation sur chaque volume de contrôle. Les termes de di�usion



4.6 Discr�etisation spatiale 79
Tableau 4.3 : Algorithme de la projection vectorielle.{ Initialisations : Ujk=0 = Ujn et pjk=0 = pjn.{ It�erations : Pour k = 0 �a K � 1 faire :� Calcul de Ujk+1 solution de l'�equation :�jn�Ujk+1�t +Ujk � rUjk+1�+BiU (Ujk+1 �U1)= �jn g �rpjk +r � h�jn �rUjk+1 +rtUjk+1�i+ �jn�Ujn�t �+ dr r(r �Ujk+1) : (4.10a)� Calcul de pjk+1 �a partir de l'�equation :pjk+1 = pjk � dpr �Ujk+1 : (4.10b){ Solutions du Lagrangien Augment�e : U� = Ujk=K et p� = pjk=K .{ Projection vectorielle :� Calcul de U0 solution de l'�equation :r(r �U�) = �r(r �U0) : (4.11a){ Solutions : Ujn+1 = U� +U0 et pjn+1 = p�.
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4.6 Discr�etisation spatiale 81{ le sch�ema upwind ou simple-amont. La valeur �ji+ 12 est remplac�ee par celle situ�eeen amont de l'interface. Il s'�ecrit de la fa�con suivante :�ji+ 12 = 8<: �ji si uji+1 > 0�ji+1 si uji+1 < 0 ; (4.14){ le sch�ema hybride. Il est bas�e sur le nombre de P�eclet exprimant le rapport entre lesforces convectives et les forces di�usives. Ce nombre d�etermine le type de sch�emautilis�e :{ dans le cas o�u Pe � 2, il est �equivalent au sch�ema centr�e ;{ lorsque Pe� 2, son comportement se rapproche de celui du sch�ema upwind ;{ le sch�ema quick. L'�evaluation de l'inconnue sur la face i+ 12 du volume de contrôleest bas�ee sur une interpolation quadratique �a partir de deux n�uds situ�es en amontet d'un n�ud situ�e en aval de l'interface [Leonard 79] :{ dans le cas o�u la vitesse uji+ 12 est n�egative, une interpolation polynomiale �apartir des valeurs �ji, �ji+1 et �ji+2 est e�ectu�ee :�ji+ 12 = (�xci+1 + 2�xgi+2)�xci+1(�xci +�xci+1) (�xci +�xci+1 + 2�xgi+2) �ji+ 12 (�xci+1 + 2�xgi+2)�xci(�xci +�xci+1)�xgi+2 �ji+1 (4.15)� 12 �xci�xci+1(�xci +�xci+1 + 2�xgi+2)�xgi+2 �ji+2 ;{ quand la vitesse uji+ 12 est positive, l'interpolation est r�ealis�ee �a partir des va-leurs �ji�1, �ji et �ji+1 :�ji+ 12 = �12 �xci�xci+1(�xci +�xci+1 + 2�xgi)�xgi �ji�1+ 12 (�xci + 2�xgi)�xci+1(�xci +�xci+1)�xgi �ji (4.16)+ (�xci + 2�xgi)�xci(�xci +�xci+1) (�xci +�xci+1 + 2�xgi) �ji+1 ;{ dans le cas d'un maillage uniforme, nous avons alors :�ji+ 12 = 8><>: 38 �ji + 34 �ji+1 � 18 �ji+2 si uji+ 12 < 0�18 �ji�1 + 34 �ji + 38 �ji+1 si uji+ 12 > 0 : (4.17)



82 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressibleLes comportements de ces di��erents sch�emas au niveau de l'interface i+12 sont illustr�espar la Figure 4.2.
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ΦFigure 4.2 : Sch�emas num�eriques pour l'�evaluation de � �a l'interface i+ 12 .4.7 R�esolution des syst�emes lin�eairesLes syst�emes lin�eaires provenant de la discr�etisation tridimensionnelle des �equationsde Navier{Stokes et de la projection vectorielle sont extrêmement creux. Seul un nombrerestreint de diagonales non nulles intervient dans la r�esolution : nous d�enombrons 29 dia-gonales non nulles pour la matrice du syst�eme issue de la discr�etisation des �equations dede Navier{Stokes en 3D.Les m�ethodes it�eratives classiques (Jacobi, Gauss-Seidel, relaxation...) poss�edent untaux de convergence extrêmement lent du fait de la d�et�erioration de leur conditionnementavec l'augmentation de la dimension de la matrice. Elles ne sont donc pas forc�ementles plus adapt�ees �a la r�esolution de nos deux syst�emes lin�eaires. Nous utilisons un solveurit�eratif de type bi-gradient conjugu�e stabilis�e (Bi-CGStab), utilis�e dans les codes de calculsdu laboratoire. Cet algorithme, employ�e pour r�esoudre des syst�emes compos�es de matricesr�eguli�eres quelconques, a d�emontr�e des performances plus �elev�ees en termes de convergenceque la plupart des m�ethodes it�eratives [Vandervorst 92].



4.7 R�esolution des syst�emes lin�eaires 83Consid�erons le syst�eme lin�eaire A � x = b, de rang N quelconque. Partant d'un x0initial, les it�erations de gradient conjugu�e sont r�ep�et�ees jusqu'�a ce que le r�esidu (not�e rk)soit inf�erieur �a une valeur donn�ee. Une description de cet algorithme est donn�ee par leTableau 4.4. Tableau 4.4 : Algorithme du bi-gradient conjugu�e stabilis�e.Initialisations :�������������� x0 2 IRN quelconque ;r0 = b�Ax0 ;r̂0 = r0 ;p0 = r0 :It�erations : Pour k = 1 �a K faire :���������������������������
�k�1 = �r̂0; rk�1�(r̂0; A pk�1) ;sk�1 = rk�1 � �k�1Apk�1 ;�k�1 = �Ask�1; sk�1�(Ask�1; A sk�1) ;xk = xk�1 + �k�1 pk�1 + �k�1 sk�1 ;rk = sk�1 � �k�1Ask�1 ;�k = �k�1�k�1 �r̂0; rk�(r̂0; rk�1)pk = rk + �k �pk�1 � �k�1Apk�1� :La vitesse de convergence de l'algorithme d�epend essentiellement du conditionnementde la matrice du syst�eme. Ainsi, il est possible de l'augmenter en lui associant un pr�econ-ditionnement. Cela permet d'�eviter d'�eventuelles instabilit�es num�eriques. Cette op�erationconsiste �a appliquer l'algorithme du gradient conjugu�e �a la r�esolution d'un syst�eme lin�eairealg�ebriquement �equivalent au syst�eme initial mais poss�edant un meilleur conditionnement.Nous utilisons, pour cela, le pr�econditionnement qui consiste �a trouver les matrices T



84 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressibletriangulaire inf�erieure et S triangulaire sup�erieure, telles que :A = TS � R = C � R, o�u T et S doivent être tr�es creuses et R doit être aussivoisine de 0 que possible. C = TS est une matrice de pr�econditionnement. Dans le cas dupr�econditionnement MILU0, qui est le plus e�cace dans les probl�emes que nous avons �atraiter, on donne �a R = C �A la structure suivante :R = R̂ +D, o�u D est une matrice diagonale strictement positive, qui s'�ecrit sous laforme D = �diag(A) (avec � = 0:9 dans notre cas [Khadra 90]).on r�esoud alors le syst�eme :{ C�1A � x = C�1 � b, pour lequel, cond(C�1A)� cond(A){ (TL)�1A � x = (TL)�1 � b{ L�1T�1A � x = L�1T�1 � bAinsi dans l'algorithme du bi-gradient conjugu�e, chaque produit matrice vecteurA�x =y sera suivi du calcul de T�1 � y = z qui revient �a e�ectuer une �etape de descente et donc�a r�esoudre T � z = y, ce qui nous donne z, puis S�1 � z = w par une �etape de remont�eeS � w = z on obtiendra w. On applique la même transformation au second membre :T�1 � b = c nous donne c en r�esolvant par descente T � c = b et L�1 � c = d nous donne dpar remont�ee sur L � d = c.4.8 Une interface de calcul convivialeNous avons, en �equipe avec S. Glockner [Glockner 00], doctorant au laboratoire, in-dustrialis�e le code de calcul Aquilon en r�ealisant une interface de calcul permettant uneprise en main plus ais�ee du code. Le principe repose sur la lecture de �chiers de donn�eesr�ealisant toute la mise en donn�ees du probl�eme, du choix du 
uide, de la g�eom�etrie oubien des m�ethodes de calcul en passant par le type de maillage... Les �chiers de donn�eessont �ecrits �a l'aide de mots cl�es, analys�es par un module de lecture. Chacun de ces motscl�es a une action bien d�e�nie et une d�etection des erreurs permet de faciliter l'utilisationdes mots cl�es. Il existe trois types de �chiers de donn�ees :



4.8 Une interface de calcul conviviale 85Le �chier caract.parC'est une base de donn�ees contenant les caract�eristiques physiques de plusieurs 
uideset solides. Elle peut être enrichie par l'utilisateur. On y trouve le nom du 
uide ou du solidesuivi de sa masse volumique, viscosit�e, loi de comportement... Les valeurs �gurant dans ce�chier seront a�ect�ees aux tableaux correspondant en fonction du 
uide choisi. Nous avonsnotamment impl�ement�e un nombre important de lois de comportement pseudoplastique :{ Plastique{ Sutherland{ Carreau{ Cross{ Ostwald{ KriegerLe �chier defaut.donIl contient des param�etres par d�efaut tels que des crit�eres de convergence ou le choixdes m�ethodes num�eriques, mais aussi les param�etres qui varient peu d'un calcul �a l'autre.Le �chier castest.donIl est relatif au probl�eme physique trait�e et aux m�ethodes choisies par l'utilisateur.Dans ce �chier �gurent les di��erentes �etapes n�ecessaires �a la simulation d'un probl�emephysique :{ Type de calcul (2D ou 3D){ Choix du maillage (�a pas constant, �a variation exponentielle...){ Equations r�esolues (Navier{Stokes, Phillips...){ Conditions aux limites



86 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressible{ Conditions initiales{ Impositions{ Mise en place d'obstacles{ M�ethodes et param�etres num�eriques (choix des sch�emas, pas de temps, r�esidus...){ Impressions{ Test d'arrêt{ UtilitairesL'analyse des �chiers de donn�ees repose sur la reconnaissance de mots cl�es pr�e�etablis.Sur une même ligne, plusieurs mots cl�es peuvent se suivre, permettant ainsi un choixentre plusieurs possibilit�es. Par exemple le mot cl�e CALCUL peut être suivi de 2D oude 3D. Au cours de l'ex�ecution du programme, un basculement sera donc fait vers unesubroutine traitant les probl�emes 2D ou 3D. Un mot cl�e peut �egalement être suivi d'unechâ�ne de caract�eres pour indiquer par exemple le nom d'un �chier, ou d'une valeur nu-m�erique correspondant �a une donn�ee d'entr�ee. Des exemples de ces �chiers sont pr�esent�esen annexe C.Une gestion stricte de la m�emoire a �et�e mise en place par l'utilisation de l'allocationdynamique de la m�emoire. La partie haute du programme est donc �ecrite de fa�con compl�e-tement g�en�erale et s'adapte �a tous les cas r�esolvables par Aquilon sans avoir �a recompilerles �chiers sources. Bien entendu, si des cas particuliers n�ecessitent une programmationen Fortran, celle-ci reste possible.4.9 ValidationDans cette partie, nous allons chercher �a valider les di��erents mod�eles physiques quenous avons pr�esent�es. Les comparaisons se feront donc entre les r�esultats num�eriqueset des solutions qui seront soit analytiques (�ecoulement de Poiseuille pseudoplastiqueet diphasique) que l'on trouve dans la litt�erature (instabilit�e de Rayleigh-Taylor), soitexp�erimentales (les maquettes VALCODE).



4.9 Validation 874.9.1 �Ecoulement de Poiseuille pseudoplastiqueLa section 2.3.4 pr�esente les di��erents types de 
uides rencontr�es couramment, ainsique les lois qui permettent de mod�eliser leur comportement. Du fait de la complexit�e deces lois, il n'existe que peu de solutions analytiques �a ces probl�emes d'�ecoulements. Nousutiliserons dans ce cas de validation la loi rh�eologique la plus simple (la loi puissance) dansun �ecoulement de Poiseuille bidimensionnel. La solution analytique �a ce probl�eme existe,et est d�evelopp�ee dans l'annexe A. La pr�esentation de ce cas test r�ealis�e en collaborationavec H. Masse [Masse 00] nous permettra de mettre en �evidence les particularit�es des
uides pseudoplastiques.Nous faisons varier l'indice de pseudoplasticit�e n de n = 1 (�ecoulement Newtonien) �an = 0, ce qui correspond �a un �ecoulement (( bouchon )). On observe une diminution dela vitesse maximale de l'�ecoulement ainsi qu'un (( applatissement )) du pro�l des vitesses.Une excellente correspondance est observ�ee entre les pro�ls th�eoriques et num�eriques(�gure 4.3).
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Figure 4.3 : �Evolution du pro�l de vitesse en fonction de l'indice de pseudoplasticit�eCes r�esultats sont pr�esent�es �a d�ebit constant (et donc �a vitesse moyenne constante)



88 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressiblequel que soit l'indice de pseudoplasticit�e. En e�et, comme le montre la �gure 4.4, la pertede charge varie tr�es fortement avec l'indice de pseudoplasticit�e et une injection �a unepression donn�ee va entrâ�ner des vitesses extrêmement disparates. C'est une propri�et�eint�eressante des polym�eres : pour une pression d'injection impos�ee, le d�ebit d'entr�ee serad'autant plus important que l'indice de pseudoplasticit�e sera faible.On peut �egalement s'int�eresser �a la valeur de la viscosit�e en fonction de l'indice depseudoplasticit�e. Plus ce dernier est faible, plus la viscosit�e du 
uide cisaill�e (pr�es de laparoi) est importante. De plus, cette viscosit�e pr�es des parois entrâ�ne une diminutiondu gradient des vitesses et donc une augmentation de la viscosit�e dans la partie centralede l'�ecoulement. Nous avons donc a�aire �a un ph�enom�ene coupl�e gradient de vitesses{ viscosit�e, le couplage �etant d'autant plus marqu�e que l'indice de pseudoplasticit�e estfaible.
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Figure 4.4 : �Evolution de la perte de charge en fonction de l'indice de pseudoplasticit�eDu point de vue num�erique, la r�esolution est donc d�elicate, comme le montre latable 4.5. Il est n�ecessaire d'utiliser des maillages de plus en plus �ns au fur et �a me-sure de la baisse de l'indice de pseudoplasticit�e pour obtenir une bonne convergence ducalcul.



4.9 Validation 89Tableau 4.5 : Comparaison des erreurs num�eriques sur la vitesse maximale en fonctiondu maillage et de l'indice de pseudoplasticit�eTh�eorie 322 642 1282 2562 51221 0,37500 < 0; 01% a0,8 0,36111 0; 29% 0; 07% < 0; 01%0,6 0,34375 0; 33% 0; 08% 0; 02% < 0; 01%0,4 0,32143 0; 68% 0; 16% 0; 04% < 0; 01%0,2 0,29167 4; 1% 0; 58% 0; 18% 0; 04% < 0; 01%0,1 0,27273 20% 5; 4% 1; 4% 0; 49% < 0; 01% baEn fait la solution est exacte �a l'erreur machine pr�es, la m�ethode des volumes �nis donnant desr�esultats exacts pour les solutions d'ordre deux (en l'occurence ici une parabole).bLa convergence de ce calcul a n�ecessit�e un ajustement pr�ecis des param�etres de convergence dulagrangien augment�e ainsi qu'un temps de calcul important (30 heures CPU sur une station HP 9000).4.9.2 Poiseuille diphasique 2DDans la section 2.6, est introduite la m�ethode utilis�ee pour mod�eliser l'�ecoulementdiphasique. A�n de valider ce mod�ele �a un 
uide, nous allons maintenant �etudier unPoiseuille diphasique.Nous pr�esentons dans l'annexe B la solution analytique du probl�emede Poiseuille diphasique. Cette solution est valable dans le cas d'un �ecoulement laminaired'une strati�cation de deux 
uides visqueux non-miscibles entre deux plans parall�eles�xes. Dans notre cas, l'interface entre les deux 
uides se trouve au milieu du canal. Lahauteur du canal est de H = 0.2 m�etre, la longueur du canal est de L = 1 m�etre. Lemouvement est g�en�er�e dans le canal par un gradient de pression impos�e. Ce gradientest �elev�e dans notre cas �p = �5000Pa car le 
uide qui nous sert de r�ef�erence a pourviscosit�e �1 = 500Pa � s. Notre viscosit�e de r�ef�erence est importante car nous cherchons �anous rapprocher des viscosit�es du propergol qui sont de cet ordre de grandeur. Dans notre�etude nous augmentons graduellement le rapport des viscosit�es �2=�1, et pour chaquecas utilisons les interpolations de viscosit�e arithm�etique et g�eom�etrique (aussi appel�eemoyenne harmonique).Nous avons remarqu�e que quel que soit le calcul, le r�egime incompressible stationnaire



90 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressible(lorsque l'�ecoulement est �a divergence nulle et que les grandeurs caract�eristiques n'�evoluentplus) est rapidement atteint (une dizaine d'it�erations). Le temps de calcul ne d�epend doncque du maillage utilis�e. Toutes les simulations e�ectu�ees dans ce paragraphe utilisentun maillage 64 � 31. Le nombre de mailles impair suivant la hauteur nous permet deplacer l'interface entre les deux 
uides juste sur la face des volumes de contrôle (l�a o�u estinterpoll�ee la viscosit�e).La �gure 4.6 pr�esente les coupes suivant la hauteur du champ de vitesse selon l'axex. �A droite se trouve le 
uide 1 et �a gauche le 
uide 2 dont on fait varier la viscosit�e.Lorsque le rapport �2=�1 = 1 on retrouve la solution analytique �a la pr�ecision machinepr�es soit 1:10�15 et ce quelle que soit l'interpolation pour la viscosit�e que l'on utilise.Lorsque le rapport des viscosit�es �2=�1 augmente, nous calculons le pourcentage d'erreurmaximal emax = kVcalcul � Vanak=Vana pr�esent dans l'�ecoulement en comparant vitesseanalytique et vitesse calcul�ee lors de la simulation. Nous observons alors une tr�es rapideaugmentation de l'erreur pour la moyenne arithm�etique (�gure 4.5). Par exemple, pour�2=�1 = 4 on a une erreur de 0.14 % avec une moyenne g�eom�etrique alors qu'avec unemoyenne arithm�etique l'erreur est d�ej�a de 1,5 % (�gure 4.6i, 4.6ii) en passant �a un rapportde �2=�1 = 20 les erreurs sont respectivement de 0,73 % et 22,6 % (�gure 4.6iii, 4.6iv) eten�n pour �2=�1 = 50 les erreurs sont de 1,39 % pour la moyenne g�eom�etrique et 39 %pour la moyenne arithm�etique (�gure 4.6v, 4.6vi).
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Figure 4.5 : Pourcentage d'erreur en fonction du rapport de viscosit�e.Lorsque l'on utilise la moyenne arithm�etique l'interface se trouve d�ecal�ee de sa positionr�eelle car avec cette approximation, le 
uide le plus visqueux devient pr�epond�erant. Lamoyenne qui doit être utilis�ee pour les probl�emes diphasiques o�u l'on a un cisaillement
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(ii) �2=�1 = 4 moyenne g�eom�etrique.
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(iv) �2=�1 = 20 moyenne g�eom�etrique.
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(vi) �2=�1 = 50 moyenne g�eom�etrique.Figure 4.6 : Simulations num�eriques sur un maillage 64 � 31 de l'�ecoulement dePoiseuille diphasique 2D. Comparaison entre solutions analytiques et calculs e�ectu�esavec di��erentes moyennes pour l'interpolation de la viscosit�e.



92 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressibletangentiel �a l'interface est donc bien la moyenne g�eom�etrique.A�n de d�eterminer l'ordre de la m�ethode, nous nous sommes �x�e un rapport de visco-sit�e de �2=�1 = 10 et nous avons augment�e le nombre de mailles suivant la hauteur. Nousavons continu�e �a utiliser un nombre de mailles impair a�n de garder l'interface toujourspositionn�ee sur la face d'un volume de contrôle.La �gure 4.7 pr�esente l'erreur num�erique en fonction de l'approximation spatiale �al'�etat stationnaire. Le sch�ema est de type centr�e sur les termes de di�usion et QUICK surles termes d'inertie. L'approximation spatiale de ces sch�emas sur le champ de vitesse estd'ordre 2. On peut voir sur la �gure 4.7i que la moyenne g�eom�etrique conserve l'ordre 2de la m�ethode alors la moyenne arithm�etique est d'ordre 1 (�gure 4.7ii).
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ur(ii) Evolution de l'erreur pour une moyennearithm�etique.Figure 4.7 : Evolution de l'erreur en fonction du maillage.4.9.3 Instabilit�e d'un jet 3DLe but de cette validation est, comme pr�ecedemment, de d�emontrer que l'approchevolumes �nis que nous utilisons peut nous permettre de traiter des �ecoulements quipr�esentent de forts gradients de masse volumique et de viscosit�e �a l'interface de deux
uides. Nous allons simuler dans cette section l'instabilit�e d'un jet visqueux qui heurte uneplaque rigide. Ce ph�enom�ene a d�ej�a �et�e trait�e dans des �etudes pr�ec�edentes ([Vincent 99b,Tom�e 96]) en 2D et 3D avec des m�ethodes pour le transport d'interface tr�es diverses(technique Marker, sch�ema TVD). Dans cette �etude, nous allons utiliser la m�ethode dela projection vectorielle que nous avons d�evelopp�ee pour la r�esolution des �equations de
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D

U0

HFigure 4.8 : Con�guration du probl�eme de remplissage d'une cavit�e cubique par un 
uidevisqueux.Navier{Stokes et la m�ethode VOF CIAM 3D pour le transport de l'interface. Dans leurarticle, Tom�e et al. [Tom�e 96] donnent un crit�ere d'oscillation d'un jet heurtant une plaqueplane bas�e sur des essais exp�erimentaux et sur une �etude th�eorique. Ce crit�ere nous indiqueque le jet visqueux va osciller si les indications suivantes sont respect�ees :Re < 0:56HD > 3� (4.18)o�u Re = �U0D� est le nombre de Reynolds bas�e sur le diam�etre D de l'injecteur,la vitesse d'injection U0 du 
uide, la masse volumique � et la viscosit�e � du 
uide. Lagrandeur H correspond �a la hauteur entre l'injecteur et la plaque �xe (�gure 4.8).L'objectif des simulations que nous allons e�ectuer va être dans un cas de respecter lecrit�ere (4.18) et donc d'obtenir un jet oscillant et au contraire, dans un autre cas, de nepas satisfaire ce crit�ere a�n de nous retrouver dans une con�guration de jet non-oscillant.Dans les deux cas, le domaine que nous utiliserons sera une bô�te cubique de un m�etre decôt�e. Les parois verticales ainsi que le fond du cube seront des parois o�u l'on impose unevitesse nulle. Sur la paroi sup�erieure, nous imposons des conditions de 
ux nul pour lesvitesses sauf au niveau de l'injecteur dans lequel une vitesse est impos�ee.



94 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressibleLe 
uide initialement pr�esent dans le cube est de l'air dont les caract�eristiques sontles suivantes : �air = 1:85 10�5Pa:s�air = 1:1768 kg=m3Le 
uide que nous allons injecter dans le domaine aura lui une viscosit�e qui changera enfonction du caract�ere oscillant ou non-oscillant du jet, mais il aura une masse volumiqueconstante. Les valeurs que nous avons choisies correspondent �a des grandeurs que nousretrouvons dans les propergols utilis�es dans l'industrie :�fluide = 500 ou 300 Pa:s�fluide = 1800 kg=m3L'autre grandeur que nous ferons varier sera le diam�etre D de l'injecteur qui varierade D = 0:1 m dans le cas oscillant �a D = 0:12 m pour le cas non-oscillant. La vitessed'injection dans les deux cas trait�es sera de U0 = 1 m=s. Nous n'injectons donc pas lesdeux 
uides aux mêmes d�ebits.Cas oscillantLa premi�ere simulation que nous allons e�ectuer est celle du jet oscillant, nous allonspour celle-ci utiliser le 
uide de viscosit�e �fluide = 500 Pa:s a�n d'obtenir :Re = 0:36HD = 10 (4.19)D'apr�es (4.18) nous sommes bien dans le domaine oscillant. Les r�esultats sont pr�esen-t�es sur la �gure 4.9. Lors des premiers instants du calcul �a t=0.61 s. (�gure 4.9i) nousobservons la striction du jet due �a l'acc�el�eration du 
uide lors de sa chute. Elle permet deconserver le d�ebit constant au sein du jet. La forme du jet est alors encore axisym�etrique.Le caract�ere oscillant de l'�ecoulement est atteint entre les instants t=1.8 s. (�gure 4.9ii)et t=2.5 s. (�gure 4.9iii). Le jet vacille, dans un premier temps, dans un plan qui se trouveêtre dans la diagonale du cube que l'on remplit (�gure 4.9iv) puis, cette oscillation devientinstable et se transforme en une oscillation h�elico��dale (�gure 4.9v), que l'on conserve tout
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(i) t = 0.61 s. (ii) t = 1.8 s.
(iii) t = 2.5 s. (iv) t = 3.1 s.
(v) t = 4.3 s. (vi) t = 4.9 s.Figure 4.9 : Simulation sur un maillage 503 de l'�ecoulement d'un jet oscillant 3D.



96 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressibleau long du calcul (�gure 4.9vi). Ce mode d'instabilit�e est celui qui est observ�e exp�erimen-talement dans la litt�erature [Cruickshank 88] ainsi que dans les remplissages e�ectu�es parla SNPE pour ce type d'injection de 
uide.Le caract�ere oscillant du jet lors du remplissage peut devenir gênant car il g�en�eredes bulles lors de la rotation du jet. Ces bulles, exp�erimentalement observ�ees, sont re-trouv�ees dans la simulation (�gure4.10). Leurs tailles est tr�es fortement li�ee �a la mani�eredont se reconnecte l'interface pendant les oscillations du jet. Pour cela il faut pr�evoir unmaillage su�samment �n pour bien repr�esenter ce ph�enom�ene. En e�et, avec un maillage323 (�gure 4.10i) on obtient des bulles de taille beaucoup plus importante que sur unmaillage 503 (�gure 4.10ii). Donc un maillage su�samment �n permet de repr�esenter �a lafois qualitativement et quantitativement la taille des bulles. Dans l'�etat actuel du code, lemaillage 503 repr�esente une limite di�cile �a d�epasser. Des solutions sont en cours de d�e-veloppement au sein du laboratoire avec le maillage multigrille notamment qui permettrade mieux suivre l'interface par un ra�nement local.Dans un processus industriel tel que le remplissage de moteur d'engin �a propergolsolide, les bulles sont consid�er�ees comme des d�efauts de remplissage il est donc importantde pouvoir d�etecter leur formation, le but �etant d'empêcher l'apparition de tels d�efauts.
(i) Cr�eation de bulle sur un maillage 323. (ii) Cr�eation de bulle sur un maillage 503.Figure 4.10 : Mise en �evidence de la cr�eation de bulle lors de l'oscillation du jet.



4.9 Validation 97Cas non-oscillantPour la simulation du jet non-oscillant nous injectons le 
uide de viscosit�e �fluide =300 Pa:s et obtenons alors : Re = 0:72HD = 8:33 (4.20)Le remplissage de la cavit�e qui est d�ecrit dans cette con�guration est uniforme 4.11.Durant la phase o�u le 
uide roule sur la paroi la g�eom�etrie du jet est axisym�etrique(�gure 4.11i �a �gure 4.11iv) et le 
uide s'�etale de mani�ere circulaire. Lorsque le 
uidearrive aux parois verticales du domaine, l'�ecoulement est �etabli et la g�eom�etrie du probl�emedevient stationnaire si l'on se place dans le r�ef�erentiel de la surface libre qui monte au furet �a mesure que le volume de 
uide augmente.Le remplissage d'un moule dans ce type de con�guration se d�eroulera donc sans pro-bl�eme car il n'y aura pas de d�efaut de remplissage dû aux oscillations du jet.4.9.4 Remplissage de la maquette VALCODELa maquette VALCODE a �et�e r�ealis�ee a�n de valider le code diphasique sur une g�eo-m�etrie complexe et ce avec des viscosit�es relativement �elev�ees. La forme de la maquettes'inspire des formes �nocyl que l'on peut trouver dans les moteurs de missiles balistiques.La complexit�e de ce cas provient notamment des rapports que l'on a entre les di��erentesgrandeurs carat�eristiques de la maquette (hauteur/largeur, largeur/diam�etre de l'injec-teur).La maquette va être remplie avec deux 
uides de viscosit�e di��erentes 500 Pa.s et 1500Pa.s. La masse volumique pour ces deux 
uides est de 1765 kg=m3. Le d�ebit de coul�eepour ces deux cas tests est de 600 cm3=mn soit une vitesse d'injection de U0 = 0:056m=s.L'alimentation de la coul�ee lors des validations exp�erimentales �etait centr�ee par rapportaux parois avant et arri�ere du moule, ceci pour �eviter les probl�emes d'adh�erence du 
uideaux parois. La maquette est initialement remplie d'air dont les caract�eristiques ont �et�edonn�ees dans la section 4.9.3.



98 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressible
(i) t = 0.56 s. (ii) t = 1.4 s.
(iii) t = 2.4 s. (iv) t = 4.9 s.
(v) t = 7.4 s. (vi) t = 10 s.Figure 4.11 : Simulation sur un maillage 503 de l'�ecoulement d'un jet non-oscillant 3D.



4.9 Validation 99Cas 1 : remplissage avec � = 500Pa:sLe remplissage de la maquette exp�erimentale que l'on peut voir sur la �gure 4.13 nousmontre des instantan�es de la coul�ee du propergol dans le moule. La simulation que nousavons e�ectu�ee sur un maillage 50*30*150 est pr�esent�ee sur les �gures 4.14, 4.15 et 4.16.Nous remarquons que simulation et exp�erimental sont en bonne corr�elation au niveaudes temps de l'avancement du front de coul�ee. Le principal probl�eme que pose ce cas auniveau de la simulation se situe au niveau des parois car le 
uide que nous utilisons esttr�es visqueux et les deux parois du moule sont tr�es rapproch�ees l'une de l'autre. L'e�et3D comme nous pouvons le voir au niveau des oscillations du jet est important et il estbien repr�esent�e dans la simulation. Dans les premiers instants, (�gure 4.13i) la strictiondu jet dûe �a l'acc�el�eration lors de la coul�ee du propergol nous rappelle le cas test pr�e-sent�e dans la section pr�ec�edente. Nous retrouvons aussi les mêmes types d'oscillations. Lachute du propergol le long des dents de la g�eom�etrie est comparable �a celle que l'on peutobserver sur la maquette exp�erimentale. Le remplissage de la maquette est possible carl'�etanch�eit�e entre les di��erentes parties du moule n'est pas parfaite et de l'air s'�echappelors du remplissage c�edant la place au propergol. Nous avons pris en compte ce d�efautd'�etanch�eit�e en mettant un milieu poreux sous la derni�ere dent ce qui nous permet d'ob-server le remplissage de la partie basse de la maquette. Le r�etr�ecissement de la zone depassage du 
uide dû �a l'allongement progressif des dents est bien pris en compte et lacascade du 
uide sur ces dents est tout �a fait comparable �a celle que nous observons surla maquette exp�erimentale.Cas 2 : remplissage avec � = 1500Pa:sLorsque la viscosit�e est plus importante nous remarquons bien entendu que le propergols'�ecoule de mani�ere moins 
uide que ce soit sur la maquette exp�erimentale ou sur lasimulation num�erique (e�ectu�e sur le mêmemaillage que pr�ec�edemment). Nous observonstoujours la bonne corr�elation entre le cas exp�erimental et la simulation num�erique auniveau de l'avancement du front de coul�ee. Les calculs que nous avons e�ectu�e sont assezon�ereux en temps de calcul puisqu'il demande une semaine sur ORIGIN 2000. Ces tempsde calcul prohibitif sont dus au fait que pour ces simulations l'avancement de l'interfacenous oblige �a avoir un maillage r�egulier sur tout le domaine de calcul. L'am�eliorationque va apporter le ra�nement local d�evelopp�e au laboratoire nous permettra de cibler



100 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressiblela r�esolution autour de l'interface. Pour une même pr�ecision nous aurons un nombre depoints de discr�etisation moins important ce qui permettra une taille m�emoire et un tempsde calcul moindre.4.10 ConclusionNous avons pr�esent�e dans ce chapitre les m�ethodes du lagrangien augment�e et lam�ethode de projection vectorielle. Notre contribution a �et�e l'impl�ementation de l'�etapede projection en 2D et 3D dans le code de calcul de calcul Aquilon, la prise en compte de loirh�eologique de 
uide non-newtonien, la programmation d'une interface (en collaborationavec un doctorant du laboratoire) et une participation �a une r�e
exion globale sur lastructure du code. Les validations du code de calcul sur des cas ou des solutions analytiquessont disponibles et sur des cas exp�erimentaux nous ont permis de mettre en �evidence labonne repr�esentation des ph�enom�enes physiques et tout particuli�erement les �ecoulementsdiphasiques par le code de calcul Aquilon.
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102 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressible
(i) t = 3 s. (ii) t = 8 s. (iii) t = 14 s.
(iv) t = 18 s. (v) t = 22 s. (vi) t = 30 s.

(vii) t = 45 s. (viii) t = 50 s.Figure 4.13 : Remplissage de la maquette VALCODE Cas 1.
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(i) t = 1.4 s. (ii) t = 3.0 s. (iii) t = 3.9 s.
(iv) t = 5.1 s. (v) t = 6.5 s. (vi) t = 8.1 s.Figure 4.14 : Simulation du remplissage de la maquette VALCODE Cas 1.
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(i) t = 9.6 s. (ii) t = 11 s. (iii) t = 13 s.
(iv) t = 15 s. (v) t = 18.6 s. (vi) t = 20.2 s.Figure 4.15 : Simulation du remplissage de la maquette VALCODE Cas 1.
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(i) t = 23.3 s. (ii) t = 26.4 s. (iii) t = 30 s.
(iv) t = 33 s. (v) t = 37 s. (vi) t = 40 s.Figure 4.16 : Simulation du remplissage de la maquette VALCODE Cas 1.



106 Chapitre 4 R�esolution des �equations de Navier-Stokes incompressible
(i) t = 4 s. (ii) t = 14 s. (iii) t = 18 s.
(iv) t = 24 s. (v) t = 30 s. (vi) t = 35 s.

(vii) t = 40 s. (viii) t = 60 s.Figure 4.17 : Remplissage de la maquette VALCODE Cas 2.
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(i) t = 2.2 s. (ii) t = 4 s. (iii) t = 6.6 s.
(iv) t = 10 s. (v) t = 13 s. (vi) t = 17 s.Figure 4.18 : Simulation du remplissage de la maquette VALCODE Cas 2.
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(i) t = 21 s. (ii) t = 24 s. (iii) t = 28 s.
(iv) t = 31 s. (v) t = 35 s. (vi) t = 38 s.Figure 4.19 : Simulation du remplissage de la maquette VALCODE Cas 2.
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Chapitre 5Mod�ele de s�egr�egation de particules :l'�equation de Phillips5.1 IntroductionLe but de ce chapitre est de comprendre l'origine des inhomog�en�eit�es de vitesse decombustion constat�ees lors du fonctionnement des propulseurs �a poudre utilis�es par legroupe SNPE. Ces propulseurs sont remplis d'un propergol solide, constitu�e d'un m�elangede particules et d'un liant, la concentration volumique en particules �etant tr�es �elev�ee etatteignant la compacit�e maximale de m�elange. Dans le cas des propulseurs �a poudreutilis�es par la fus�ee Ariane V, les particules sont du perchlorate d'ammonium (diam�etremoyenD=200 �m et 6 �m) et de l'aluminium (D=30 �m). Le liant est un m�elange de poly-butadi�ene-hydroxy-t�el�ech�elique (PBHT), d'azelate de di-octyle (DOZ) et d'un r�eticulantisocyanate (�gure 5.1).Apr�es m�elange des composants, le contenu du malaxeur est vid�e dans le booster aumoyen de trois grilles de coul�ee dispos�ees �a 120� les unes des autres. Des essais en gran-deur nature ont montr�e que la vitesse de combustion est plus �elev�ee au niveau des seg-ments de jonction (�gure 1.11). L'hypoth�ese avanc�ee pour expliquer ce ph�enom�ene est lanon-homog�en�eit�e du m�elange �nal, les particules ayant pu s�egr�eger lors du processus deremplissage.Les ph�enom�enes de s�egr�egations de particules dans les �ecoulements charg�es sont en e�etincontournables. Seules �echappent �a ce ph�enom�ene, les suspensions charg�ees au maximum
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Figure 5.1 : Composition volumique d'un propergol solide.de ce que peut accepter le liant, soit 68% en taux volumique de charges, o�u l'�ecoulementde masse est de r�egle.Dans les suspensions moins charg�ees, les chocs entre les particules avan�cant dans ladirection de l'�ecoulement les conduisent �a des �ecarts perpendiculairement au mouvementg�en�eral. Il est �a noter que les grosses particules sont les plus sensibles �a ces m�ecanismes.On notera l'e�et des parois ou des obstacles qui peuvent entrâ�ner l'accumulation desparticules.Il existe un tr�es grand nombre de mod�eles essayant de mettre en �evidence les ph�eno-m�enes de migrations des particules dans un �ecoulement. On peut s�eparer l'ensemble desmod�eles en deux grandes cat�egories :{ Les mod�eles �a l'�echelle locale [Bossis 85, Ritz 96], o�u les particules sont suivies indi-viduellemnet dans leur mouvement, ont permis une avanc�ee dans la compr�ehensiondes ph�enom�enes de s�egr�egation. Cependant, ces mod�eles ne peuvent pas pr�esenterun �ecoulement complexe �a des �echelles industrielles.{ Les mod�eles globaux [Phillips 92], o�u les particules sont consid�er�ees comme unephase continue avec une loi de comportement �equivalente ou une �equation de trans-port permettent de traiter des �ecoulements plus complexes.Le mod�ele devra être choisi de mani�ere �a bien repr�esenter la physique du probl�eme �etudi�e.Comme dans notre cas, les �ecoulements sont tr�es complexes (pr�esence de surface libre,g�eom�etries complexe ...) nous avons opt�e pour un mod�ele global.



5.2 Pr�esentation du mod�ele 1115.2 Pr�esentation du mod�eleL'�equation de transport de la concentration que nous employons repose sur un mo-d�ele global initialement d�evelopp�e par Leighton et Acrivos [Leighton 87]. Philips et al.[Phillips 92] l'ont ensuite modi��e en une �equation de di�usion qui d�ecrit l'�evolution dupro�l de concentration en particules � au cours du temps. Le mod�ele global utilise tou-jours la formulation eul�erienne, il est bas�e sur une �etude locale des r�earrangements departicules soumises �a un cisaillement. L'�equation de transport associ�ee �a ce mod�ele estune �equation de type advection-di�usion [Phillips 92] :@�@t +V � r� = r � [Dr�] + S (5.1)Le terme convectif est d�e�ni �a partir du champ de vitesse obtenu par la r�esolution des�equations de Navier{Stokes. Le couplage avec l'�equation de Phillips s'e�ectue �a l'aide dela viscosit�e. En e�et, lorsque la concentration en particules varie, la viscosit�e du m�elangeest modi��ee. A�n de prendre en compte ce ph�enom�ene, Krieger [Krieger 87] a propos�eune loi empirique qui lie la viscosit�e du liant polym�ere �s �a sa concentration en charge �.Cette loi s'�ecrit : � = �(�) = �s�1� ��m��� (5.2)o�u � = 1:82 est une constante d�etermin�ee empiriquement, �s est la viscosit�e du liantet �m est la compacit�e maximale. Pour cette concentration, la viscosit�e relative �r = �=�stend vers +1. Pour des sph�eres dures de taille unique, �m = 0:68.Bien qu'elle ait �et�e d�eduite �a l'origine de mesures exp�erimentales e�ectu�ees sur dessuspensions dont la concentration � �etait comprise entre 0.01 et 0.50 Phillips et al. consi-d�erent que la loi de Krieger est valable pour 0 < � < 0:68.L'�ecriture du 
ux de particules en fonction du gradient de � conduit �a la d�e�nitiond'un coe�cient de di�usion D et d'un terme source S.Le coe�cient de di�usion est d�e�ni �a partir de consid�erations physiques. De mani�ereg�en�erale, les ph�enom�enes qui engendrent la migration des particules dans les �ecoulementscharg�es �a faible vitesse sont les suivants :{ le cisaillement non constant �
 qui entrâ�ne la migration des particules des zones defort cisaillement vers les zones de faible cisaillement. Ainsi, les particules s'agglo-



112 Chapitre 5 Mod�ele de s�egr�egation de particules : l'�equation de Phillipsm�erent dans les zones les moins cisaill�ees l�a o�u les forces sont trop peu intenses pourles mettre en mouvement.{ le diam�etre des particules, not�e a. Lorsque celui-ci augmente les particules migrentd'autant plus des zones fortement cisaill�ees vers les zones faiblement cisaill�ees.{ les collisions ou contacts au travers de la concentration �. En e�et, lorsque la concen-tration augmente le nombre de collisions ou contacts augmente ce qui induit unemigration des particules dans le sens d�ecroissant des cisaillements.Le coe�cient de di�usion de l'�equation de transport de la phase solide va donc être unefonction de �, �
 et a. Phillips et al. [Phillips 92], partant des consid�erations de Leightonet Acrivos [Leighton 87], ont d�e�ni de fa�con semi-empirique un coe�cient de di�usion D.Le coe�cient de di�usion apparâ�t comme la somme de deux termes, l'un repr�esentant ladi�usion li�ee aux collisions entre particules de la forme :Dc = Kc a2� �
 (5.3)l'autre repr�esentant la di�usion li�ee �a la variation de viscosit�e dans le 
uide �a la suitede la migration des particules de la forme :D� = K� a2�2 �
 @��@� (5.4)Kc = 0:41 et K� = 0:62 �etant deux constantes d�e�nies de fa�con empirique. Le termesource est de la forme : S = r � (Kc a2�2r �
) (5.5)Il implique que, même sans gradient de particule, nous aurons une migration due augradient de cisaillement.L'�equation de transport de la phase solide est de la forme :@�@t +V � r� = r ���Kc a2� �
 +K� a2�2 �
 @��@�� r��+r � �Kc a2�2r �
�(5.6)A�n de r�esoudre cette �equation (5.6), nous lui associons la condition �a la limite :n � �Kc �r( �
 �) +K� � �
 �2� @��@� r�� = 0 (5.7)



5.3 M�ethode num�erique 113o�u n est la normale ext�erieure �a la surface consid�er�ee sur laquelle s'applique cettecondition �a la limite. Celle-ci stipule un 
ux de concentration nul aux fronti�eres solidesdu domaine physique. Dans notre code de calcul, comme le terme source est calcul�e surle bord du domaine, il su�t d'imposer la condition �a la limite @�=@n = 0 aux fronti�eressolides du domaine pour satisfaire la condition (5.7).5.3 M�ethode num�eriqueLa m�ethode num�erique mise en �uvre pour r�esoudre l'�equation (5.6) est di��erente decelle utilis�ee dans la section 4.6. En e�et, les sch�emas de discr�etisation pr�esent�es peuventdi�user ou osciller �a l'approche de fort gradient. Pour �eviter ces probl�emes de di�usionet d'oscillation, il est possible de limiter les 
ux de sch�emas d'ordre �elev�e (propri�et�e deVariation Totale D�ecroissante ou TVD) [LeVeque 90, Yee 87, Hirsh 90]. Les principalespropri�et�es des sch�emas TVD sont de conserver le caract�ere monotone de la solution etaussi d'�eviter l'apparition d'extr�ema.Consid�erons l'�equation d'advection 1D :@�@t + u@�@x = 0 (5.8)En adoptant une discr�etisation conservative et une discr�etisation temporelle explicite,nous pouvons �ecrire l'�equation (5.8) sous la forme :�jn+1i = �jni � �t�x �F jni+ 12 � F jni� 12� (5.9)Dans cette approche, en utilisant une m�ethode �a limiteur de 
ux, nous allons �ecrire le
ux comme �etant la combinaison d'un 
ux �a un ordre �elev�e FH et d'un 
ux �a un ordremoins �elev�e monotone FL. F = FL + [FH � FL] 	 (5.10)o�u la fonction 	 est le limiteur de 
ux. Dans notre cas, nous utilisons le sch�emaUPWIND d'ordre 1 pour FL et le sch�ema Lax-Wendro� d'ordre 2 en espace et en tempspour FH. On remarque que si 	 = 0 on retrouve le sch�ema UPWIND et si 	 = 1, on



114 Chapitre 5 Mod�ele de s�egr�egation de particules : l'�equation de Phillipsobtient le sch�ema Lax-Wendro�. Nous pouvons alors �ecrire le 
ux F jni+ 12 sous la forme :F jni+ 12 = 8><>: uji+ 12�ji + 12uji+ 12 (1� �) (�ji+1 � �ji)	ji si uji+ 12 > 0uji+ 12�ji+1 + 12uji+ 12 (1� �) (�ji+1 � �ji)	ji si uji+ 12 < 0 (5.11)avec � = uji+ 12�t�x et 	ji = 	ji (�i) o�u �i correspond au rapport des gradients de � :�i = �ji � �ji�1�ji+1 � �ji (5.12)Dans l'�equation (5.11) le premier terme correspond au 
ux UPWIND et le secondterme est la correction de Lax-Wendro�. C'est donc bien une �ecriture du type (5.10). Lafonction 	 (�i) nous permet de choisir di��erents types de limiteur :{ limiteur superbee 	 (�i) = max (0;min(1; 2�i);min(�i; 2)){ limiteur Van Leer 	 (�i) = j�ij+ �i1 + j�ijDans le code de calcul du laboratoire S. Vincent [Vincent 99a] a d�evelopp�e un sch�emaTVD �a limiteur de pente qui, pour l'�equation scalaire 1D (5.8), est �equivalent au sch�emaTVD �a limiteur de 
ux. Par contre, ce sch�ema est beaucoup plus facilement g�en�eralisableen 2D et en 3D. De plus, la condition de CFL (Courant-Friedrichs-Lewy) sur le pas detemps est moins restrictive car elle est de 1 alors que pour les sch�emas TVD �a limiteurde 
ux elle est de 0.5 au plus.La partie di�usive de l'�equation de Phillips est ensuite discr�etis�ee et r�esolue de ma-ni�ere implicite selon la m�ethode it�erative du double gradient conjugu�e stabilis�e Bi-CGstabassoci�ee �a un pr�econditionnement MILU d'ordre 0 pr�esent�ee dans la section 4.7.5.4 Ecoulement dans un canal charg�ee en particuleA l'aide du mod�ele d�ecrit pr�ec�edemment, nous allons mod�eliser l'�ecoulement dans uncanal cylindrique d'un 
uide charg�e en particules. Pour cette �etude nous nous r�ef�erons �aune �etude exp�erimentale e�ectu�ee par Hampton et Al. [Hampton 97]. Cette �etude nousdonne des r�esultats exp�erimentaux pour di��erentes concentrations de particule en entr�ee



5.4 Ecoulement dans un canal charg�ee en particule 115du canal (� = 0:2, � = 0:3 et� = 0:45) et ce pour a=2R = 0:0256 qui est le rapport durayon des particules sur le diam�etre du canal. Le 
uide utilis�e a une viscosit�e de 2:1Pa:set une masse volumique de 1180 kg=m3. Les r�esultats exp�erimentaux que nous pr�esentonssont obtenus par RMN. Ils sont compar�es �a ceux que nous obtenons avec notre mod�ele.La simulation que nous avons e�ectu�e est une simulation 3D pour prendre en comptel'aspect cylindrique de l'�ecoulement car les codes 2D et 3D que nous avons d�evelopp�essont cart�esiens. Pour cela, nous prenons en compte seulement un quart de cylindre �al'aide de conditions de sym�etrie. Le canal a un rayon de R = 0:0125m et une longueurde L = 2m a�n que l'�ecoulement atteigne le r�egime stationnaire. Le maillage utilis�e pourtoutes les simulations est de 100*20*20. Les particules que nous utilisons ont un diam�etrede a = 640�m. La loi de Krieger d�ecrite dans l'�equation (5.2) est utilis�ee pour calculer laviscosit�e du 
uide charg�e en particule.Les r�esultats pr�esent�es sur la �gure 5.2 nous montre une bonne concordance entresimulation et exp�erimental. Les vitesses pr�esent�ees sont adimensionn�ees par rapport �a lavitesse moyenne �V . La vitesse moyenne est calcul�ee par :�V = 1S ZS V dSo�u S est la section du canal et V la vitesse de l'�ecoulement. On a alors bV = V=�V . Quelleque soit la concentration de particule en entr�ee, le champ de vitesse en sortie du canal estbien calcul�e. Cela montre que le couplage entre l'�equation de transport et les �equationsde Navier{Stokes est bien pris en compte par le calcul de la viscosit�e �a l'aide de la loi deKrieger. Les pro�ls de concentration que nous obtenons pour les di��erentes concentrations(� = 0:2, � = 0:3 et� = 0:45) se rapprochent bien des valeurs exp�erimentales. Pr�es de laparoi, la concentration mesur�ee devient nulle. Dans notre mod�ele cela n'est pas possiblecar nous imposons non pas une concentration nulle pr�es de la paroi mais un 
ux nul.Il est �a noter qu'aucun mod�ele ne permet d'avoir � = 0 �a la paroi ([Hampton 97]). Aucentre du canal, la concentration calcul�ee par notre mod�ele est inf�erieure �a celle mesur�eeexp�erimentalement en particulier pour les faibles concentrations (� = 0:2 et � = 0:3).La simulation de ce cas en coordonn�ees axisym�etriques devrait nous permettre de mieuxnous rapprocher de la compacit�e maximale qui est de �m = 0:68. Par contre, le cas de laforte concentration en particule � = 0:45 est tr�es bien repr�esent�e par ce mod�ele.
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lle(ii) Vitesse bV en sortie du canal pour� = 0:2
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lle(iv) Vitesse bV en sortie du canal pour� = 0:3
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lle(vi) Vitesse bV en sortie du canal pour� = 0:45Figure 5.2 : Comparaison entre r�esultats exp�erimentaux (�) et simulations num�eriques({) de la concentration en particule � et de la vitesse adimensionn�ee bV en sortie ducanal pour di��erentes concentrations en entr�ee du canal



5.5 Conclusion 1175.5 ConclusionLe mod�ele de Phillips et sa validation que nous pr�esentons dans ce chapitre nousont permis de montrer que pour des concentrations en particule �elev�ees nous avions unebonne repr�esentation des ph�enom�enes de s�egr�egation. Les concentrations en particule deperchlorate d'ammonium qui sont pr�esentes dans les propergols sont de l'ordre de 50%.Il apparâ�t donc que ce mod�ele est bien adapt�e �a ce type de 
uide. La mod�elisation duremplissage d'un chargement en prenant en compte la s�egr�egation des particules reste une�etape �a franchir. En e�et, malgr�e l'utilisation de sch�ema non-di�usif tel que les sch�emasTVD, la prise en compte des conditions �a la limite de la surface libre pose encore desprobl�emes. Le d�eveloppement au sein du laboratoire d'une nouvelle m�ethode de discr�eti-sation devrait permettre de palier ce d�efaut. En e�et, les conditions limites en 
ux qu'ilfaut imposer �a la surface libre serait alors possible.





119
Chapitre 6Calcul de remplissage multi-
uides6.1 IntroductionL'objectif de ce chapitre est de reconstruire les champs relatifs aux n fractions volu-miques advect�ees dans le but de pouvoir estimer les champs de viscosit�e et de densit�e. Ilfaut pour cela que la condition d'immiscibilit�e soit respect�ee et que le transport de ces
uides s'op�ere de mani�ere congruente (c'est �a dire que les 
uides soient en contact par-fait). Le concept de reconstruction de ces champs sur la base du transport des fractionsvolumiques est �evidemment de nature num�erique.De fa�con �a pr�esenter de mani�ere sch�ema-tique le remplissage multimalax�ee, nous allons nous int�eresser au cas bi-batch pour lequelnous avons besoin de transporter l'interface qui s�epare deux 
uides immiscibles. Si noustraitons ces deux 
uides s�epar�ement, nous allons devoir transporter les deux interfacesassoci�ees �a chaque 
uide comme l'illustre la �gure 6.1

1 2Figure 6.1 : Interfaces congruentes correspondant �a deux 
uides trait�es s�epar�ement.



120 Chapitre 6 Calcul de remplissage multi-
uidesSupposons que f1 et f2 soient les fractions volumiques respectives des 
uides 1 et 2.La �gure 6.2 repr�esente l'interface r�eelle que l'on devrait avoir plaqu�ee sur le maillage quiva nous servir �a discr�etiser notre probl�eme.
Figure 6.2 : Repr�esentation des interfaces sur la grille de calcul.L'algorithme de reconstruction de la m�ethode VOF CIAM nous permet, dans un pre-mier temps, de d�eterminer les normales aux interfaces �a partir des gradients de f puis,dans un deuxi�eme temps, de placer dans le volume de contrôle le segment en 2D et leplan en 3D qui repr�esente l'interface. Les �gures 6.3i et 6.3ii correspondent aux interfacescalcul�ees par la m�ethode VOF CIAM.

(i) Reconstruction de l'interface du 
uide 1. (ii) Reconstruction de l'interface du 
uide 2.Figure 6.3 : Repr�esentation des interfaces par la m�ethode VOF CIAM.Par construction, nous avons bien la conservation locale des fractions volumiques danschaque maille de la grille de calcul. En revanche, les interfaces que nous obtenons parcette m�ethode sont incongruentes. En e�et, la �gure 6.3 nous montre bien que si noussuperposons les deux interfaces nous allons avoir localement des segments qui se coupentet donc, lors du transport, nous risquons d'obtenir une fraction volumique sup�erieure �a



6.2 Pr�esentation de la m�ethode de calcul muti-
uides 121un : f1 + f2 > 1. Nous remarquons que les zones qui posent probl�eme sont pr�esentes lorsdes changements brusques d'orientation de l'interface alors que dans les r�egions courbesou planes nous n'aurons pas ces probl�emes.Pour �eviter de tels inconv�enients nous avons implant�e un algorithme qui permet letraitement de la congruence interfaciale bas�e sur le transport des champs de fractions vo-lumiques �ctifs et non sur ceux repr�esentant e�ectivement le contenu de chaque 
uide dansles cellules de calcul. Grâce �a ce traitement num�erique, les interfaces seront congruentes.6.2 Pr�esentation de la m�ethode de calcul muti-
uidesL'objectif de l'algorithmemulti-batch est de reconstruire au fur et �a mesure les champsfi e�ectifs, relatifs au i-�eme 
uide, sur la base des champs Fi �ctifs. Cette reconstructionest n�ecessaire du fait que l'algorithme VOF CIAM ne r�eussit pas �a transporter de mani�erecongruente 2 fractions volumiques di��erentes. Le transport qui est alors e�ectu�e corres-pond �a l'advection de l'interface qui s�epare deux 
uides adjacents et de cette fa�con lacongruence interfaciale est respect�ee.Les champs �ctifs Fi sont repr�esent�es sur la �gure 6.4. Pour obtenir les fractionsvolumiques qui nous permettront de calculer la masse volumique et la viscosit�e il vafalloir e�ectuer quelques op�erations de soustractions.
21

Figure 6.4 : champs de fractions volumiques �ctifs F1 et F2.Tout d'abord, nous remarquons qu'aucune op�eration n'est n�ecessaire pour obtenir lafraction volumique du premier 
uide. En e�et, comme le montre la �gure 6.5 le 
uide 1correspond en fait au 
uide 10 c'est �a dire que F1 = f1. Pour obtenir les champs de massevolumique et de viscosit�e relatifs �a la premi�ere malax�ee, il su�t d'utiliser F1.
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uides
1’1Figure 6.5 : Calcul de f1.En revanche, pour obtenir le deuxi�eme 
uide, il nous faut e�ectuer une op�eration desoustraction sur les 
uides 1 et 2 pour d�eterminer 20 : F2�F1 = f2. Sur la �gure 6.6 nousvoyons bien que le champ de fraction volumique f2 ainsi obtenu est �equivalent �a celui dela �gure 6.1.

1 2’2 Figure 6.6 : Calcul de f2.En�n, si nous voulons connâ�tre la fraction volumique qui correspond au 
uide ambiant(dans notre cas de l'air) not�e fair, il faut d�e�nir un champ Ffull dont les valeurs sont entous points �egales �a un. En enlevant le champ F2 au champ Ffull nous obtenons fair :Ffull � F2 = Fair (�gure 6.7).
Figure 6.7 : Calcul de fair.Ainsi, en g�en�eralisant au cas o�u nous avons N malax�ees nous pouvons d�eterminer lechamp fi par la m�ethode d�ecrite dans le tableau 6.1.



6.3 MONTREAL : Logiciel 3D de simulation de remplissage 123Tableau 6.1 : D�etermination des champs de fractions volumiques fi(x; t).Premier champ f1(x; t) :f1(x; t) = F1(x; t)Champ fi(x; t) : Pour i = 2 �a N :fi(x; t) = Fi(x; t)� Fi�1(x; t)Champ fair(x; t) :fair(x; t) = Ffull � FN(x; t)Par cette m�ethode, nous transportons nos fractions volumiques de mani�ere congruenteet nous pouvons maintenant calculer les champs de masse volumique � et de viscosit�e �de chaque 
uide par : �(x; t) = NXi=1 �i fi(x; t) + �air fair(x; t)�(x; t) = NXi=1 �i fi(x; t) + �air fair(x; t) (6.1)Les champs � et � calcul�es dans (6.1) sont utilis�es pour r�esoudre les �equations deNavier-Stokes.6.3 MONTREAL : Logiciel 3D de simulation de rem-plissageL'industrialisation du logiciel Aquilon que nous avons e�ectu�ee s'est appuy�ee sur unepremi�ere version r�ealis�ee sur le logiciel MONTREAL (MOd�elisation Num�erique TRidi-mensionnelle des Ecoulements A surface Libre) pour le compte de la SNPE. Ce logicielest utilis�e �a la SNPE pour mettre en �uvre les calculs multimalax�es de chargement qui



124 Chapitre 6 Calcul de remplissage multi-
uidesvont du missile tactique au missile balistique en passant par les boosters d'Ariane V. Leprincipe repose sur la lecture de �chiers r�ealisant toute la mise en donn�ees du probl�eme,du choix du 
uide, de la g�eom�etrie ou bien des m�ethodes de calcul en passant par le typede maillage... Les �chiers sont �ecrits �a l'aide de mots cl�es, analys�es par un module delecture. Chacun de ces mots cl�es a une action bien d�e�nie et une d�etection des erreurspermet de faciliter son utilisation. Il existe trois types de �chiers de donn�ees :Le �chier montreal.datCe �chier est utilis�e pour choisir les m�ethodes utilis�ees dans le calcul, les param�etresnum�eriques, le type d'injecteur. Le logiciel peut faire une reprise de calcul ou red�emarrersur un calcul pr�ec�edent. L'impression des r�esultats en binaire nous a permis de minimiserla taille m�emoire des �chiers �a stocker sur le disque dur.Le �chier debit.donIl nous permet de g�erer comme son nom l'indique les d�ebits �a utiliser pour le remplis-sage du moule ainsi que l'enchâ�nement des malax�ees. Les malax�ees peuvent se succ�ederen g�erant l'�egouttage entre deux malax�ees successives.Le �chier castest.LIMEn changeant les mots cl�es nous pourrons modi�er tr�es facilement les conditions auxlimites appliqu�ees sur les di��erentes faces du domaine de calcul.Le �chier castest.GEOCe �chier est cr�e�e par une interface que nous avons d�evelopp�ee, il permet d'implanterdans le code de calcul MONTREAL n'importe quelle g�eom�etrie 3D g�en�er�ee par le logicielIDEAS. Cette �etape permet de diminuer le handicap que nous avons �a utiliser un code 3Dcart�esien structur�e. En e�et, nous allons pouvoir prendre en compte les g�eom�etries tr�escomplexes que l'on peut construire dans le logiciel de CAO.



6.4 Remplissage de la maquette EC9 1256.4 Remplissage de la maquette EC9Le cas que nous pr�esentons maintenant correspond au remplissage d'un moule rectan-gulaire (�gure 6.8) de dimension 900*80*800 mm et dont les injecteurs ont un diam�etrede 10 mm.

800 mm

40 mm 40 mm

900 mm

80 mmFigure 6.8 : Con�guration g�eom�etrique de la maquette EC9.Cette maquette a �et�e r�ealis�ee a�n de valider la bonne prise en compte de l'empilementdes malax�ees. La con�guration des injecteurs s'inspire de la position des injecteurs que l'ontrouve dans les gros chargements. La simulation num�erique du remplissage de la cavit�e del'EC9 va être e�ectu�ee en utilisant des conditions de sym�etrie. En e�et, la dimension de lacavit�e et la con�guration des injecteurs nous permet de traiter num�eriquement seulementun quart du domaine. De plus, la simulation de l'ensemble de ce cas n�ecessiterait unmaillage beaucoup trop important et le temps d'une telle simulation serait prohibitif.
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uides
Figure 6.9 : Pr�esentation du dispositif exp�erimental de la maquette EC9.Au cours du remplissage, les viscosit�es des malax�ees �evoluent. Comme nous l'avonsd�ej�a expliqu�e dans la section 1.2 lors du passage �a la coul�ee de la malax�ee suivante, laviscosit�e des malax�ees d�ej�a pr�esentes dans le moule augmente car le polym�ere constituantla matrice du propergol r�eticule. L'�evolution des viscosit�es est donn�ee dans le tableau 6.2mais la masse volumique du propergol est, elle, constante durant tout le remplissage. Elleest de 1800kg:m�3 pour toutes les malax�ees.Tableau 6.2 : Evolution des viscosit�es au cours du remplissage de la maquette EC9malax�ee 1 malax�ee 2 malax�ee 3 malax�ee 4Coul�ee 1 465 Pa.sCoul�ee 2 1550 Pa.s 545 Pa.sCoul�ee 3 3300 Pa.s 1730 Pa.s 650 Pa.sCoul�ee 4 14000 Pa.s 15400 Pa.s 2600 Pa.s 506 Pa.sLe code de calcul MONTREAL enchâ�ne les malax�ees les unes apr�es les autres. Pourcela, un test d'arrêt associ�e au calcul du volume des malax�ees en cours de remplissage a�et�e impl�ement�e dans le code. Les volumes des malax�ees pr�esentes dans la maquette ainsique les d�ebits li�es �a ces malax�ees sont pr�esent�es dans le tableau 6.3.



6.4 Remplissage de la maquette EC9 127Tableau 6.3 : D�ebits massiques et volumes coul�es �a chaques �etapes du remplissage.Volume (m3) D�ebit (kg.s�1)Coul�ee 1 11:7 � 10�3 1:61 � 10�2Coul�ee 2 8:7 � 10�3 1:25 � 10�2Coul�ee 3 12:6 � 10�3 1:16 � 10�2Coul�ee 4 12:7 � 10�3 1:08 � 10�2La simulation est e�ectu�ee sur un maillage de 100*20*50 pour un quart du domainede dimension 0.9*.04*0.4 m�etre. Comme on peut le voir, nous ne donnons pas les d�ebits etles viscosit�es de la premi�ere coul�ee car elle est initialis�ee et nous simulons directement ladeuxi�eme coul�ee. Il est �a noter qu'une interpolation lin�eaire a dû être utilis�ee pour e�ectuercette simulation. En e�et, le caract�ere instationnaire et les nombreux gradients de vis-cosit�e pr�esents dans cette simulation font que l'interpolation g�eom�etrique sous-�evalue lesviscosit�es aux interfaces et ne permet pas de bien repr�esenter l'empilement des malax�ees.
Figure 6.10 : Visualisation du remplissage �a c�ur lors de la coul�ee 4.Lors de la simulation du remplissage, l'oscillation du jet (�gure 6.10) risque de cr�eer
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(i) Coul�ee 2 exp�erimentale (ii) Coul�ee 2 num�erique
(iii) Coul�ee 3 exp�erimentale (iv) Coul�ee 3 num�erique
(v) Coul�ee 4 exp�erimentale (vi) Coul�ee 4 num�eriqueFigure 6.11 : Comparaison entre r�esultats exp�erimentaux et simulations num�eriques �a la�n des coul�ees 2,3 et 4



6.4 Remplissage de la maquette EC9 129des bulles qui, comme nous l'avons vu pr�ec�edemment, sont di�ciles �a prendre en comptecar fortement d�ependantes du maillage choisi. Pour cela nous appliquons un traitementparticulier dans le plan de coul�ee a�n de colmater ces bulles.La comparaison des r�esultats �a la �n de chaque coul�ee (�gure 6.11) nous montre quel'on obtient de bonnes tendances sur l'empilement des malax�ees. Les l�eg�eres di��erencesque l'on constate proviennent de la prise en compte du pied de coul�ee qui est extrêmementdi�cile �a repr�esenter de fa�con exacte (�gure 6.12).
Figure 6.12 : Pied de coul�ee lors du remplissage.Les interfaces �a c�ur que l'on obtient �a la �n du remplissage, sont di��erentes de cellesque l'on peut visualiser sur les parois du moule (�gure 6.13). Ceci vient de la p�en�etrationde la malax�ee de propergol qui coule sur celle d�ej�a pr�esente. Cette superposition desmalax�ees s'e�ectue sans aucun m�elange d'une malax�ee dans l'autre.

Figure 6.13 : Visualisation des malax�ees �a c�ur apr�es la coul�ee 4.Si l'on compare le r�esultat de la simulation avec l'empilement que l'on obtient exp�e-rimentalement (�gure 6.14), on constate aussi une l�eg�ere di��erence entre nos r�esultats et



130 Chapitre 6 Calcul de remplissage multi-
uidesl'exp�erimentation mais la tendance de l'empilement est repr�esentative du ph�enom�ene. Lesdi��erences proviennent de la di�cult�e de bien d�eterminer l'interpolation de la viscosit�edans les zones de fort cisaillement.
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Figure 6.14 : Comparaison de l'empilement des malax�ees �a c�ur obtenuexp�erimentalement et par le calcul.La conservation du volume, sur les malax�ees coul�ees, reste toujours inf�erieure �a 5 %et ce grâce �a la projection vectorielle qui nous donne �a chaque it�eration un �ecoulement �adivergence nulle. Le même calcul, en utilisant le Lagrangien Augment�e seul, nous conduit�a des pertes en volumes de l'ordre de 15 % sur les malax�ees d�ej�a coul�ee ce qui conduit biensûr �a une modi�cation notable sur l'empilement des malax�ees. L'int�erêt de cette m�ethodeest d'être adapt�ee �a nos �ecoulements. En e�et, sur d'autre cas tests avec turbulence outhermique, notre m�ethode ne modi�e en rien la solution stationnaire de ces �ecoulementset ne modi�e pas la rapidit�e de convergence de ces calculs.6.5 Pr�esentation d'un cas d'�etude : cas de panne lorsdu remplissage d'un booster d'Ariane VLa fus�ee Europ�eenne Ariane V est compos�ee d'un �etage central cryotechnique et dedeux �etages d'acc�el�eration �a poudre qui fournissent 90 % de la pouss�ee durant les deux



6.5 Pr�esentation d'un cas d'�etude : cas de panne lors du remplissage d'unbooster d'Ariane V 131premi�eres minutes du vol. Le moteur �a propergol solide, dix fois plus gros que ceux pr�e-c�edemment construits par l'industrie Europ�eenne, mesure 27 m�etres de long pour undiam�etre de 3 m�etres. En raison de leur poids et de leur masse, pr�es de 270 tonnes, ilssont segment�es en trois parties : un segment avant et deux gros autres segments, centralet arri�ere, pesant pr�es de 110 tonnes et mesurant 10 m�etres de long. Les deux boosterspropulsant le lanceur hors de la zone de tir avec une pouss�ee de 600 tonnes chacun, celaexplique la n�ecessit�e d'avoir une pouss�ee sym�etrique.Pendant le remplissage, la strati�cation des malax�ees modi�e la progression du frontde 
amme. Si lors d'un remplissage un bouchon apparâ�t au niveau de la grille de coul�ee,il est n�ecessaire de connâ�tre son in
uence sur la combustion du propergol et donc d'avoirconnaissance du mode de strati�cation des malax�ees. Des tests in situ n�ecessiteraient unegrande quantit�e de propergol et de nombreux moteurs devraient être fabriqu�es, ce quireviendrait trop cher.Le cas que nous traitons dans cette �etude est un moule cylindrique de 10 m�etres dehaut et de 3 m�etres de diam�etre, avec un noyau central de 1.5 m�etre de diam�etre. Cechargement est rempli par 3 injecteurs qui sont plac�es �a 0.8 m�etre de l'axe central ets�epar�es par un angle de 120� les uns des autres. La panne qui est prise en compte danscette �etude correspond au bouchage de l'un des injecteurs. 10 malax�ees sont n�ecessairespour remplir ce moteur et comme nous l'avons expliqu�e dans la section 1.2.1, la viscosit�edes 
uides augmente durant le remplissage.La viscosit�e des malax�ees va de 300 Pa.s �a 6000 Pa.s. Ainsi, �a la �n du remplissage,la premi�ere malax�ee est solide alors que la derni�ere est 
uide. La densit�e du propergol estde 1800kg=m3.
Figure 6.15 : Remplissage de la deuxi�eme malax�ee



132 Chapitre 6 Calcul de remplissage multi-
uides

Figure 6.16 : Chargement apr�es le remplissage des 10 malax�eesLes vitesses utilis�ees sont de 5 m/s dans les deux injecteurs nominaux et 2.5 m/sdans l'injecteur bouch�e au d�ebut du remplissage Pour descendre �a 1 m/s dans l'injecteurnominal et 0.5 m/s dans l'injecteur bouch�e �a la �n du remplissage. A�n de prendre encompte le fait que l'on injecte le propergol �a des hauteurs qui varient pendant le calcul,les vitesses d'injection sont di��erentes au d�ebut et �a la �n du remplissage.Le pas de temps est modi��e durant le calcul car une condition de CFL = U�t=�x =0:5 doit être maintenue pour la m�ethode VOF. Comme la g�eom�etrie est trop importantepour une seule simulation et que les malax�ees deviennent solides pendant le calcul, nouse�ectuons la simulation du chargement en 4 morceaux sur des maillages de 60*40*40.La �gure 6.15 montre di��erentes �etapes du remplissage de la deuxi�eme malax�ee (lapremi�ere �etant initialis�ee). Nous pouvons voir que le propergol tombe en pluie. Cela estdû �a l'acc�el�eration du 
uide qui, pendant sa chute provoque la striction du jet jusqu'�asa rupture. Lorsque le volume de la malax�ee est atteint, le calcul continue durant laphase d'�egouttage a�n que les malax�ees soient bien stabilis�ees pour le calcul suivant.La di��erence de d�ebit que l'on a dans les injecteurs apparâ�t au niveau de l'�etalement dupropergol de la malax�ee en cours d'injection. En e�et, plus on injecte de mati�ere au niveaudes injecteurs nominaux et plus elle est �etal�ee par rapport �a l'injecteur qui est bouch�e.



6.6 Conclusion 133Toutes les simulations sont alors regroup�ees dans un seul �chier (�gure 6.16) quinous permet de visualiser tout le chargement. En utilisant une vue en transparence, nouspouvons constater une bonne sym�etrie du calcul et l'in
uence des d�ebits sur l'empilementdes malax�ees. Dans le milieu du chargement, l'empilement est p�eriodique. En revanche,sur la partie basse du chargement nous remarquons l'in
uence du fond du moule surl'empilement.Il faut deux mois de calcul pour remplir ce chargement. Le calcul n�ecessite �a chaque�etape le traitement des r�esultats pour relancer la simulation. Toutes ces contraintes ex-pliquent le fait que ce type de simulation soit di�cile �a mettre en �uvre. Le calcul �nalest alors livr�e au service de balistique interne pour e�ectuer le calcul de r�egression desurface qui simule la combustion du propergol.6.6 ConclusionLa m�ethode pr�esent�ee dans ce chapitre nous a permis de traiter le remplissage deschargements o�u plusieurs malax�ees sont n�ecessaires. Chaque malax�ee ayant ses proprespropri�et�es de masse volumique et de viscosit�e. Le d�eveloppement de l'interface utilisateursimpli�e grandement la prise en main et l'emploi du code de calcul. De plus, des g�eom�etriescomplexes peuvent être prises en compte avec l'approximation de la grille cart�esienne. Lavalidation du code de calcul sur la maquette EC9 nous a permis de montrer la bonnerepr�esentation des ph�enom�enes d'empilements que l'on observe dans le cas de remplissageavec plusieurs malax�ees.
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Conclusion g�en�erale et perspectivesLe travail qui a �et�e e�ectu�e au cours de cette th�ese est relatif �a la mod�elisation duremplissage de moteurs �a propergol solide. Nous avons d�evelopp�e MONTREAL, logicielde simulation 3D, qui nous permet de g�erer le remplissage multi-malax�ees et donc desimuler la fabrication de moteurs qui vont du missile tactique, de faibles dimensions, auxboosters d'Ariane V.Dans ce m�emoire, une mod�elisation num�erique du remplissage a �et�e d�evelopp�ee avecl'objectif de pouvoir mod�eliser l'�ecoulement de plusieurs 
uides non-miscibles entre eux.Ces hypoth�eses nous ont permis d'�elaborer un mod�ele 1 
uide dans lequel l'�ecoulement estr�esolu globalement �a partir des �equations de Navier{Stokes et o�u intervient le transportd'une fraction volumique qui nous permet de suivre les 
uides pr�esents dans le domaine.Le caract�ere non-newtonien de certains propergols a aussi pu être pris en compte enutilisant les lois des 
uides newtoniens g�en�eralis�es.Le transport de l'interface est alors trait�e par une m�ethode totalement g�eom�etriquequi fait partie de la famille des m�ethodes VOF : la m�ethode VOF CIAM (Calcul d'Inter-face A�ne par Morceau). Les �equations de Navier{Stokes, en mode incompressible, sontr�esolues par la m�ethode du Lagrangien Augment�e. Nous avons ajout�e une �etape de correc-tion pour obtenir la m�ethode de projection vectorielle. Cette m�ethode utilise la r�esolutiondu Lagrangien Augment�e comme une premi�ere �etape de pr�ediction. Apr�es correction, lechamp de vitesse est alors �a divergence nulle ce qui est n�ecessaire pour les �ecoulementsincompressibles instationnaires diphasiques que nous traitons.



136 Conclusion g�en�erale et perspectivesLe mod�ele ainsi con�cu a �et�e dans un premier temps valid�e sur des cas o�u des solutionsanalytiques �etaient disponibles. Nous avons pu ainsi mettre en �evidence la validit�e deshypoth�eses adopt�ees pour �elaborer le mod�ele 1 
uide ainsi que la prise en compte de
uides non-newtoniens. Des simulations de coul�ees 3D nous ont par la suite permis decomparer nos r�esultats �a des r�esultats exp�erimentaux et th�eoriques issus de la litt�erature.Les r�esultats obtenus ont fait apparâ�tre la n�ecessit�e d'un maillage su�samment �n.Un mod�ele global de s�egr�egation de particules a alors �et�e introduit. Il repose surle mod�ele de Phillips qui est une �equation de type advection-di�usion. La r�esolutiondes �equations de Navier-Stokes est coupl�ee avec ce mod�ele par le calcul de la viscosit�equi est bas�e sur la loi de Krieger. Le sch�ema TVD d�evelopp�e au laboratoire associ�e �aune r�esolution implicite du terme de di�usion nous a permis de discr�etiser l'�equation detransport. La validation sur un cas exp�erimental a pu montrer la bonne prise en comptedu couplage entre les di��erentes �equations. Le remplissage d'un chargement avec cettem�ethode pose n�eanmoins, et ce malgr�e le sch�ema TVD, des probl�emes de di�usion auniveau de la surface libre. Il est �a noter que le d�eveloppement de ce mod�ele n'a �et�e qu'und�ebut d'�etude de ces types d'�ecoulements charg�es. L'�etude plus compl�ete, c'est �a dire avecla prise en compte de la surface libre, pourrait donner lieu �a une �etude compl�ementaire.Pour pouvoir traiter le remplissage de gros chargements qui n�ecessitent la prise encompte de plusieurs malax�ees, nous devons adopter une m�ethode di��erente de celle quenous avons utilis�ee en diphasique classique. En e�et, des op�erations sur les fractions vo-lumiques sont n�ecessaires a�n de conserver la congruence des malax�ees entre elles. Lavalidation de la m�ethode nous montre que nous obtenons les bonnes tendances d'empile-ment des malax�ees. Dans cette partie, nous avons pu montrer l'avantage de la m�ethodede projection vectorielle dans le cas de nos �ecoulements multi
uides et surtout pendantle transport de volume ferm�e (malax�ees d�ej�a coul�ees). D'un point de vue industriel, cettepartie a fait l'objet de l'�ecriture de di��erents utilitaires qui permettent une utilisationrelativement simple du code de calcul MONTREAL. La prise en compte des g�eom�etriescomplexes est notamment possible en faisant l'approximation de la grille cart�esienne.



Conclusion g�en�erale et perspectives 137Les r�esultats que nous obtenons grâce �a MONTREAL sont alors utilis�es par le service(( balistique interne )) du groupe SNPE. Le booster est donc maintenant mod�elis�e, de lafabrication �a sa combustion, et ce en prenant en compte les couplages existants entreles di��erentes �etapes. L'outil num�erique que nous avons d�evelopp�e est donc totalementint�egr�e dans une logique industrielle.Les perspectives de cette �etude se situent au niveau de l'am�elioration de la prise encompte de l'interface et des g�eom�etries des moules mais une diminution du temps decalcul serait avant tout n�ecessaire. Pour une meilleure repr�esentation des chargements,l'utilisation des maillages curvilignes ou cylindriques pourrait pallier ce d�efaut. L'aspectessentiellement cylindrique des moteurs �a propergol solide nous permettrait de nous res-treindre au maillage cylindrique tout en b�en�e�ciant d'une meilleure prise en compte desparois. Le d�eveloppement d'un code cylindrique est d'ailleurs en cours de r�ealisation aulaboratoire et ce sous la forme d'un code unique qui permettra de travailler sur un maillageorthogonal (cart�esien, cylindrique et sph�erique).A�n de mieux suivre l'interface, une technique de ra�nement local par une m�ethodemultigrille est en cours de d�eveloppement. Cette m�ethode nous permettra de r�esoudre laphysique de nos probl�emes sur la zone qui nous int�eresse, c'est �a dire pr�es de l'interface.De plus, des gains en m�emoire et en temps de calcul ont �et�e obtenus sur des r�esultatspr�eliminaires. Un travail sur les interpolations reste n�eanmoins n�ecessaire.La parall�elisation du code de calcul devrait aussi permettre de diminuer le tempsde calcul. En e�et, ces simulations instationnaires de remplissage de moule sont surtoutp�enalis�ees par la dur�ee pass�ee en machine plus que par l'espace m�emoire requis.
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Annexe AEcoulement de Poiseuillepseudoplastique (loi puissance)Le cas consid�er�e ici est l'�ecoulement bidimensionnel d'un 
uide pseudoplastique (enloi puissance) entre deux plans parall�eles in�nis.L'hypoth�ese d'�ecoulement unidirectionnel permet d'�ecrire une vitesse de la forme u =u(y) ; le tenseur des vitesses de d�eformation est alors :�D� =0BB@ 0 12 dudy12 dudy 0 1CCALa loi rh�eologique d'Ostwald, �egalement appel�ee loi puissance s'�ecrit :��� = �p1 + 2K _
n�1 �D�D'o�u : ��� =0BB@ �p K �dudy�nK �dudy�n �p 1CCA



140 Annexe A Ecoulement de Poiseuille pseudoplastique (loi puissance)Par ailleurs, l'�equation d'�equilibre s'�ecrit :r:� = 0Ce qui conduit �a : @p@x = K ddy ��dudy�n�@p@y = 0! p = p(x)Donc dpdx = K ddy ��dudy�n� = Cte = �pLavec �p < 0Par int�egration, on obtient : dudy = ��pKL jyj+A� 1nL'hypoth�ese de sym�etrie du pro�l entrâ�ne :dudy ���y=0 = 0) A = 0L'int�egration de u am�ene alors :



Annexe A Ecoulement de Poiseuille pseudoplastique (loi puissance) 141u(y) = nn+ 1KL�p ��pKL jyj�n+1n +BL'hypoth�ese d'adh�erence du 
uide �a la paroi entrâ�ne :u(h2) = 0Ce qui permet de d�eterminer B :B = � nn+ 1KL�p ��ph2KL�n+1nEt donc : u(y) = nn+ 1KL�p "�h2�n+1n � jyjn+1n #
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Annexe BSolution analytique de l'�ecoulementde Poiseuille diphasiqueOn consid�ere un �ecoulement laminaire de 
uides visqueux non-miscibles entre deuxplans parall�eles �xes de longueur L et s�epar�es d'une distance H. Le mouvement est g�en�er�epar un gradient de pression @p@x = pd � pgL = �p (B.1)dans la direction x et le champ de vitesse qui en r�esulte poss�ede uniquement une com-posante dans cette même direction. Le syst�eme d'�equations de Navier-Stokes peut alorss'�ecrire : @ux@t = 0@ux@t = �1� @p@x + 1�r � [�(@ux@x + @ux@y )]@p@y = 0 (B.2)D'apr�es le syst�eme (B.2), u(ux; 0; 0) = (ux(y; t); 0; 0) et p = p(x; t). Si on suppose de plusque l'�ecoulement est stationnaire, on obtient alors l'�equation suivante, qui est valable dansles 
uides 1 et 2 : @p@x = @@y [�@ux@y ] (B.3)



144 Annexe B Solution analytique de l'�ecoulement de Poiseuille diphasiqueSoit apr�es int�egration de (B.3) :ux;1(y) = �p2�1 y2 + C1y + C 01ux;2(y) = �p2�2 y2 + C2y + C 02 (B.4)o�u ux;1 et ux;2 sont les composantes respectives de la vitesse des 
uides 1 et 2 dans ladirection x. Si on ajoute des conditions aux limites d'adh�erence aux parois et des relationsde saut �a l'interface,ux;1 = 0 en y = 0 (B.5)ux;2 = 0 sur y = H (B.6)[ux] = ux;2 � ux;1 = 0 sur l'interface 
uide1/
uide2 (B.7)[�@ux@y ] = �2@ux;2@y � �1@ux;1@y = 0 sur l'interface 
uide1/
uide2 (B.8)il est alors possible de trouver une solution analytique des champs de pression et devitesse pour le probl�eme de Poiseuille diphasique (B.3-B.5-B.6- B.7-B.8). Pour cela, ilfaut d�eterminer les constantes C1, C 01, C2 et C 02 grâce �a (B.4-B.5- B.6-B.7-B.8). On peutr�e�ecrire (B.8) en utilisant l'expression (B.4) :�1@ux;1@y = �1( 1�1�py + C1)�2@ux;2@y = �2( 1�2�py + C2) (B.9)Si d est la distance entre l'interface et le plan inf�erieur du canal, on a ainsi�pd+ �1C1 = �pd+ �2C2 (B.10)Soit, C1 = �2�1C2 (B.11)La condition limite sur la plaque du bas (B.5) nous permet de d�eterminer C 01 :C 01 = 0 (B.12)On exprime de plus C 02 en fonction de C2 grace �a la condition (B.6) sur ux;2 :C 02 = � 12�2�pH2 � C2H (B.13)



Annexe B Solution analytique de l'�ecoulement de Poiseuille diphasique 145En injectant l'expression des vitesses ux;1 et ux;2 dans (B.7), on obtient l'�egalit�e suivante :12�1�pd2 + C1d = 12�2�pd2 + C2d + C 02 (B.14)Soit en rempla�cant C1 et C 02 par leurs valeurs respectives dans l'expression (B.14), onacc�ede alors �a une �equation qui ne d�ecrit plus que la constante C2 :C2 = �p2�2 ��1(d2 �H2)� �2d2�2d + �1(H � d) � (B.15)En identi�ant la valeur de C 02 donn�ee par l'expression (B.15) dans le syst�eme (B.11-B.12-B.13), on d�etermine alors compl�etement l'ensemble des constantes qui d�e�nissent ux;1 etux;2: C1 = �p2�1 ��1(d2 �H2)� �2d2�2d+ �1(H � d) �C 01 = 0C2 = �p2�2 ��1(d2 �H2)� �2d2�2d+ �1(H � d) �C 02 = �pH2�2 �(�2 � �1)(d2 �Hd)�2d + �1(H � d) � (B.16)On peut ainsi exprimer analytiquement la vitesse de l'�ecoulement de Poiseuille stationnaire2D dans chaque 
uide parux;1 = �p2�1 �y2 + �1(d2 �H2)� �2d2�2d+ �1(H � d) y�ux;2 = �p2�2 �y2 + (�1(d2 �H2)� �2d2) y +H(d2 �Hd)(�2 � �1)�2d+ �1(H � d) � (B.17)La solution analytique de la pression d�ecoule directement de l'�equation (B.3) dans laquelleon injecte la solution th�eorique du champ de vitesse (B.17). On peut aussi directementint�egrer l'expression (B.1) : p1(x) = �px+K1p2(x) = �px+K2 (B.18)o�uK1 etK2 sont des constantes d'int�egration par rapport �a x. Or p1(x) = p2(x) en y = Hd ,donc K1 = K2. On a de plus p = pg en x = 0 et p = pd en x = L. D'o�u la solution



146 Annexe B Solution analytique de l'�ecoulement de Poiseuille diphasiqueanalytique en pression p(x) = (pd � pg)L x+ pg (B.19)
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Annexe CPr�esentation des �chiers de donn�eesde l'interface du code de calculAquilonNous pr�esentons ci-dessous une partie du �chier caract.par. Le mot cl�e CARACT FLUIDE(ou CARACT SOLIDE) est suivi sur la même ligne du nom du 
uide (ou du solide) et sur leslignes suivantes d'une s�erie de mots cl�es relatifs �a ses caract�eristiques physiques.Deux types de 
uides sont pr�esent�es : l'air �a une temp�erature de 300 K et une pressionde 101325 Pa et un propergol newtonien.CARACT FLUIDE AIRMASSE 1.1768293D0VISCOSITE 1.85D-5COMPRESSIBILITE 9.8692327D-6CAPACITE CAL 1006.D0CONDUCTIVITE 0.0263D0DILATATION 3.333333D-3GAMMA 1.4D0CONST GP 287.D0RAYON PART 0.D0CONTRAINTE SEUIL 0.D0RHEOFLUIDIFIANCE 0.D0



148 Annexe C Pr�esentation des �chiers de donn�ees de l'interface du code decalcul AquilonLOI ETAT GAZ PARFAITRHEOLOGIE NEWTONCARACT FLUIDE propergol1MASSE 1.8D3VISCOSITE 500.D0COMPRESSIBILITE 0.D0CAPACITE CAL 0.D0CONDUCTIVITE 0.D0DILATATION 0.D0GAMMA 0.D0CONST GP 0.D0RAYON PART 0.D0CONTRAINTE SEUIL 0.D0RHEOFLUIDIFIANCE 0.D0LOI ETAT LIQUIDERHEOLOGIE NEWTONLe �chier cou3d.don que nous pr�esentons est relatif au calcul du jet oscillant :============================================================================== Coulee 3D =============================================================================------------------------------------------------------------------------- DEFINITION DU TYPE DE MAILLAGE------------------------------------------------------------------------CALCUL 3D CARTESIEN------------------------------------------------------------------------- DIMENSION DU DOMAINE PHYSIQUE ET DU MAILLAGE------------------------------------------------------------------------



Annexe C Pr�esentation des �chiers de donn�ees de l'interface du code decalcul Aquilon 149DIM MIN 0.D0 0.D0 0.D0DIM MAX 1.D0 1.D0 1.D0MAILLAGE 50 50 50------------------------------------------------------------------------- GRILLE------------------------------------------------------------------------GRILLE CONSTANTE------------------------------------------------------------------------- PARAMETRES TEMPORELS------------------------------------------------------------------------ITERATION TEMPS 1000------------------------------------------------------------------------- EQUATIONS RESOLUES------------------------------------------------------------------------NAVIER OUIADVECTION VOF OUIPRODUIT PROPERGOL1------------------------------------------------------------------------- CONDITIONS AUX LIMITES------------------------------------------------------------------------LIMITE VITESSE SUP DISQUE CENTRE 0.5D0 0.5D0 RAYON 0.05 VAL -1.D0LIMITE VITESSE INF PAROILIMITE VITESSE GAUCHE PAROILIMITE VITESSE DROITE PAROILIMITE VITESSE AVANT PAROILIMITE VITESSE ARRIERE PAROILIMITE PROPERGOL1 SUP DISQUE CENTRE 0.5D0 0.5D0 RAYON 0.05 VAL 1.D0------------------------------------------------------------------------



150 Annexe C Pr�esentation des �chiers de donn�ees de l'interface du code decalcul Aquilon- PARAMETRES NAVIER-STOKES------------------------------------------------------------------------PAS DE TEMPS NAVIER .01D0METHODE NAVIER PROJECT VECTITERATION LAGRANGIEN 3RESIDU PROJECTION 1.D-20PARAMETRE DP 5000.D0RESIDU NAVIER 1.D-20DIVERGENCE 1.D-20------------------------------------------------------------------------- PARAMETRES ADVECTION------------------------------------------------------------------------PAS DE TEMPS ADVECTION .01D0------------------------------------------------------------------------- IMPRESSION------------------------------------------------------------------------IMPRESSION AVS BINIMPRIME SOLVEUR NONIMPRIME VITESSE 10IMPRIME PRESSION 0IMPRIME TEMPERATURE 0IMPRIME DIVERGENCE 0IMPRIME MASSE 0IMPRIME MASSE DYN 0IMPRIME VISCOSITE 0IMPRIME PERMEABILITE 0IMPRIME FCT COUR 0IMPRIME COULEUR 10CFL 1.D0VOLUME OUI



Annexe C Pr�esentation des �chiers de donn�ees de l'interface du code decalcul Aquilon 151Le �chier defaut.don est relatif aux donn�ees par d�efaut :------------------------------------------------------------------------- PARAMETRES TEMPORELS------------------------------------------------------------------------SCHEMA TEMPS GEA1------------------------------------------------------------------------- EQUATIONS RESOLUES------------------------------------------------------------------------NAVIER ENERGIE NONNAVIER NONNAVIER RHO NONNAVIER ENERGIE NONDARCY NONENERGIE NONTURBULENT KE NONTURBULENT RNG NONTURBULENT V2F NONTURBULENT KL NONADVECTION VOF NONADVECTION TVD NONTRANSPORT NONPARTICULE NONSOLIDE NONCHIMIE NON------------------------------------------------------------------------- PARAMETRES NAVIER-STOKES------------------------------------------------------------------------INCOMPRESSIBLE OUIPRESSION TOTALE



152 Annexe C Pr�esentation des �chiers de donn�ees de l'interface du code decalcul AquilonTENSION SUP NONINTERPOLATION COMPRESSIBILITE GEOMETRIQUEINTERPOLATION VISCOSITE GEOMETRIQUEINTERPOLATION MASSE LINEAIREINTERPOLATION PERMEABILITE GEOMETRIQUEMETHODE NAVIER PROJECT VECTSCHEMA NAVIER HYBRIDESOLVEUR NAVIER MASTERPRECONDITIONNEMENT NAVIER MILURESIDU NAVIER 1.D-15ITERATION LAGRANGIEN 2ITERATION BICG NAVIER 30ITERATION BICG PROJECTION 20RESIDU PROJECTION 1.D-15DIVERGENCE 1.D-15PARAMETRE DP 1.D0------------------------------------------------------------------------- PARAMETRES ENERGIE------------------------------------------------------------------------SCHEMA ENERGIE CENTRESOLVEUR ENERGIE MASTERPRECONDITIONNEMENT ENERGIE MILUITERATION BICG ENERGIE 30RESIDU ENERGIE 1.D-15INTERPOLATION CONDUCTIVITE GEOMETRIQUECONDUCTIVITE ISOTROPE OUICONDUCTIVITE RES THERMIQUE NON------------------------------------------------------------------------- PARAMETRES PARTICULE------------------------------------------------------------------------



Annexe C Pr�esentation des �chiers de donn�ees de l'interface du code decalcul Aquilon 153SCHEMA PARTICULE TVDSOLVEUR PARTICULE MASTERPRECONDITIONNEMENT PARTICULE MILUITERATION BICG PARTICULE 30RESIDU PARTICULE 1.D-15INTERPOLATION PARTICULE GEOMETRIQUE------------------------------------------------------------------------- PARAMETRES TURBULENT------------------------------------------------------------------------SCHEMA TURBULENT HYBRIDESOLVEUR TURBULENT MASTERPRECONDITIONNEMENT TURBULENT MILUITERATION BICG TURBULENT 30RESIDU TURBULENT 1.D-15INTERPOLATION TURBULENT LINEAIRE------------------------------------------------------------------------- PARAMETRES TRANSPORT------------------------------------------------------------------------SCHEMA TRANSPORT HYBRIDESOLVEUR TRANSPORT MASTERPRECONDITIONNEMENT TRANSPORT MILUITERATION BICG TRANSPORT 30RESIDU TRANSPORT 1.D-15INTERPOLATION DIFFUSION LINEAIREINTERPOLATION CARACTERISTIQUEGEOMETRIQUE------------------------------------------------------------------------- PARAMETRES CHIMIE------------------------------------------------------------------------SCHEMA CHIMIE CENTRESOLVEUR CHIMIE MASTERPRECONDITIONNEMENT CHIMIE MILU



154 Annexe C Pr�esentation des �chiers de donn�ees de l'interface du code decalcul AquilonITERATION BICG CHIMIE 30RESIDU CHIMIE 1.D-15------------------------------------------------------------------------- PARAMETRES PHYSIQUES DE REFERENCE------------------------------------------------------------------------REFERENCE TEMPERATURE 300.D0REFERENCE PRESSION 101325.D0------------------------------------------------------------------------- CHOIX DU FLUIDE------------------------------------------------------------------------FLUIDE AIR------------------------------------------------------------------------- GRAVITE------------------------------------------------------------------------INCLINAISON 0.D0GRAVITE 9.81D0------------------------------------------------------------------------- ADIMENSIONNEMENT------------------------------------------------------------------------ADIM TEMPERATURE 1.D0ADIM HAUTEUR 1.D0ADIM VITESSE 1.D0ADIM PRESSION 1.D0ADIM TRANSPORT 1.D0
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Annexe DSimulation num�erique destourbillons de Green Taylor par unem�ethode de projection vectorielleNous pr�esentons dans cette annexe un article qui est publi�e dans les comptes-rendusde l'Acad�emie des Sciences, s�erie II b ([Caltagirone 99]).
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