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Notations

Aspects généraux
Nous nous plaçons dans un repère Cartésien. Il est repéré par trois vecteurs unitaires

orientés dans le sens direct avec pour origine O : {O; ex,ey,ez}.
— r = xex + yey + zez = R + zez est un vecteur position dans ce repère.
— K± = kxex + kyey ± kzez = k± kzez. K est la norme de ce vecteur et k est la

norme du vecteur transverse k.
Nous choisissons comme convention pour le passage du repère cartésien {O; ex,ey,ez}

au repère dans les coordonnées sphériques {O; er,eφ,eθ} :

x = r cos (φ) sin (θ)
y = r sin (φ) sin (θ)
z = r cos (θ)

avec φ ∈ [0,2π] et θ = [0,π].
Le symbole

∑
est sous entendu pour toute sommation sur les indices répétés du

type, nous utiliserons la convention de sommation d’Einstein, par exemple∑
i

∑
j

GijGij = GijGij

Nous définissons le symbole
∑′ de la manière suivante :

′∑
n

fn = 1
2f0 +

∞∑
n=1

fn.

Constantes
— Constante de Planck

h = 6,626068.10−34 J.s
— Constante de Planck réduite

~ = 1,054571.10−34 J.s
— Vitesse de la lumière

c = 299792458 m.s−1
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— Constante de Boltzmann
kB = 1,38065.10−23 J.K−1

— Accélération de pesanteur
g = 9,80927 m.s−2

— Masse de l’atome de Rubidium 87
mRb = 86,9092 u.a = 1,44316.10−25 kg

Unités
Les équations et formules du chapitre II portant sur le potentiel de Casimir-Polder

sont exprimées dans le système d’unité international. Les données et calculs portant
sur les mesures ellipsométriques et de transmittance présentés dans ce chapitre sont
exprimés en fonction de différentes unités de fréquences :

— λ = 1 nm ⇔ ω = 2πc
10−9 ≈ 1,9.1018 rad.s−1

— 1
λ = 1 cm−1 ⇔ ω = 2πc

10−2 ≈ 1,9.1011 rad.s−1

Dans le chapitre III, l’ensemble des résultats est exprimé en terme des paramètres
du réseau optique de l’expérience FORCA-G, unités adéquates pour les grandeurs
étudiées :

— Énergie de recul
Er
h = 8,11 kHz

— Pas du réseau optique
a = λl

2 = 266 nm
— Notons que

Er ≈ 8,55.10−31 J≈ 5,34.10−12 eV



Chapitre I

Introduction

Le travail de thèse que j’ai réalisé au laboratoire Kastler Brossel avait pour objectif
de fournir certaines évaluations théoriques pour l’expérience FORCA-G (force de Ca-
simir et gravitation à courte distance). Le but de cette expérience est de réaliser des
mesures de forces à faible distance entre des atomes et un miroir en utilisant des tech-
niques d’interférométrie atomique [1]. Ces techniques permettent de mesurer de très
petits déphasages, ce qui est particulièrement intéressant pour rechercher une déviation
à la loi de la gravitation universelle de Newton à faible distance. Cette déviation est
prédite dans de nombreuses théories d’unification de la mécanique quantique et de la
relativité générale. Si cette déviation existe, elle est forcément très faible, n’ayant pas
été encore observée. La précision de l’interféromètre atomique pourrait être un atout
dans la recherche de cette déviation.

Cette expérience a donc deux objectifs principaux : utiliser un interféromètre ato-
mique afin de mesurer les interactions des atomes avec une surface massive à très courte
distance ; et grâce à la configuration particulière de l’expérience, réaliser une mesure
de précision de l’effet Casimir-Polder qui est l’interaction dominante aux distances
considérées entre l’atome et la surface. Notre travail porte sur ce second sujet, déter-
miner le plus précisément possible les états des atomes interagissant avec la surface.
Cet aspect de l’expérience avait déjà été abordé dans un précédent travail théorique
[2]. Mais cette étude ne considérait encore qu’un cas idéal, où la surface utilisée était
parfaitement réfléchissante, la température de la surface n’était pas prise en compte : la
modélisation du problème n’était pas suffisamment réaliste par rapport à la précision
des mesures visée par l’expérience. De plus la manière de résoudre la régularisation du
potentiel près de la surface en représentant l’atome par une sphère dure mérite d’être
reconsidérée.

Dans la suite de cette introduction, nous présentons le dispositif expérimental de
FORCA-G. Nous expliquerons les différentes étapes historiques aboutissant à la mise
en évidence de l’effet Casimir d’un point de vue théorique. Puis nous résumerons les
différents progrès réalisés dans la mesure de l’effet Casimir au cours de ces trente
dernières années.

1



2 Chapitre I. Introduction

I.1 Expérience FORCA-G : dispositif expérimental et principe
de mesure

Le dispositif expérimental proposé pour FORCA-G (voir figure I.1) a été conçu afin
de permettre la mesure des interactions gravitationnelle et électromagnétique entre un
atome piégé dans une onde stationnaire et le miroir réfléchissant cette onde. Les atomes
sont piégés dans un réseau optique vertical réalisé par un laser de longueur d’onde
λl = 532 nm. Ils sont confinés de manière transverse à l’aide d’un laser de longueur
d’onde 1064 nm.

Bragg mirror

g

87Rb atoms

λl/2 = 266 nm

Figure I.1 – Schéma de la configuration de l’expérience FORCA-G.

I.1.1 Réseau optique : piège dipolaire

Le principe du piège dipolaire repose sur le fait qu’un atome plongé dans le champ
électromagnétique d’un laser subit un décalage de ses niveaux d’énergies qui dépend
de sa polarisabilité, de l’intensité du champ et du désaccord entre la fréquence du laser
et la fréquence atomique proche de celle du laser [3]. La force s’exerçant sur les atomes
provient de l’interaction du champ incident avec le dipôle induit par ce champ.
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Considérons une onde laser de polarisation linéaire suivant ez et de fréquence ωl
dont le champ électrique s’écrit

E(r,t) = E0(r)ez cos (ωlt− φ(r)) ,

où E0(r) est l’amplitude du champ et φ(r) sa phase à la position r. Prenons un atome
à deux niveaux : nous modélisons une transition atomique par un état fondamental
de moment cinétique nul |g〉, et un niveau excité de moment cinétique unité, de base
{|e,mz〉 ,mz = −1,0,+ 1} où l’axe de quantification pour la base du moment cinétique
est pris parallèle à ez. ~ωeg est la différence d’énergie entre |g〉 et |e〉.

Dans le cadre de l’approximation dipolaire électrique, nous pouvons écrire l’inter-
action dipolaire électrique entre l’atome et le champ sous la forme

Vd.e.(r,t) = −d ·E(r,t)
= −d0E0(r)(σ+ + σ−) cos (ωlt− φ(r)) ,

où d0 est le dipôle atomique réduit, caractéristique de la transition atomique considérée
et où nous avons introduit les opérateurs σ+ = |e〉 〈g| et σ− = |g〉 〈e|.

La force exercée sur l’atome s’écrit alors

F = −∇rVd.e.(r,t). (I.1.1)

On peut montrer que dans le régime stationnaire, le dipôle atomique moyen est
égal à

d(t) = − d2
0

~∆E(r,t), (I.1.2)

où nous avons posé

1
∆ = 1

ωl − ωeg
− 1
ωl + ωeg

.

Ainsi selon le signe de ∆, le dipôle est en phase ou en opposition de phase avec le
champ.

La valeur moyenne f de l’opérateur force F (I.1.1) s’écrit

f = ε · d∇ [E0 cos (ωlt− φ)] .

L’expression de la force dipolaire fdip = −∇V dérive alors du potentiel V

V (r) = d2
0 |E0(r)|2

4~∆ .

Le faisceau lumineux éclairant l’atome induit un dipôle d = α(ω)E, où la polarisabilité
α(ω) se déduit de (I.1.2)

α(ω) = − d2
0

~∆ .

Le potentiel, pour ce traitement perturbatif, s’écrit alors
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V (r) = −α(ω)
4 |E0(r)|2 .

Ce résultat se généralise sans aucun problème au cas d’un atome à plusieurs niveaux.
La polarisabilité totale est obtenue en faisant la somme sur ces différents niveaux.

Plusieurs points sont à noter. Le potentiel est d’abord proportionnel à l’intensité
du laser. La fréquence du champ monochromatique du laser va déterminer la force
s’exerçant sur l’atome. Si ωl > ωeg, le piège est désaccordé vers le bleu, ∆ est positif,
ce qui implique que la polarisabilité est négative, donc le potentiel de piégeage est
positif. Les atomes sont alors attirés vers les zones où le potentiel est minimal : les
atomes sont attirés vers les noeuds de l’onde stationnaire. Si ωl < ωeg, le piège est
désaccordé vers le rouge, ∆ est négatif, ce qui implique que le potentiel de piégeage
est négatif, les atomes sont attirés vers les ventres de l’onde stationnaire. L’expérience
FORCA-G se trouve dans une configuration où le désaccord est vers le bleu, λl = 532
nm et λeg = 780 nm (longueur d’onde pour la première transition de l’atome de
rubidium), ce qui entraîne que les atomes sont piégés dans les minima du potentiel.

I.1.2 Principe de mesure
On veut séparer un paquet atomique en deux parties localisées dans des puits

différents puis les recombiner pour les faire interférer, le déphasage étant sensible à la
différence de potentiel entre ces deux puits. Pour plus de détails sur le fonctionnement
de l’interféromètre atomique, nous nous reporterons aux travaux [2, 4].

Pour déplacer les atomes de puits en puits du réseau, des transitions Raman sont
utilisées. Ces transitions ont lieu lorsque la différence de fréquence entre les deux fais-
ceaux correspond à la différence d’énergie entre deux niveaux de puits voisins traduite
en fréquence.

a Interféromètre à impulsion Raman

Ici nous exposons le principe de base d’une transition Raman stimulée et leur
utilisation dans un interféromètre.

Considérons un atome à trois niveaux modélisé sur la figure I.2. L’atome est éclairé
par deux lasers dont la différence de fréquence est accordée sur la transition des deux
niveaux hyperfins |g〉 et |e〉. Pour l’expérience utilisant du 87Rb, |g〉 correspond à∣∣∣52S1/2,F = 1,mF = 0

〉
et |e〉 à

∣∣∣52S1/2,F = 2,mF = 0
〉
. Les fréquences des deux la-

sers, ω1 et ω2, sont proches de la transition optique vers le niveau |c〉 =
∣∣∣52P3/2

〉
à

780 nm. L’écart entre la pulsation de transition atomique et la pulsation des lasers est
appelé le désaccord Raman et s’écrit

∆ = ωc − ωg − ω1.

Si l’atome est initialement dans l’état |g〉 avec une quantité de mouvement p, il absorbe
alors un photon du champ classique E1(r,t) ∝ ei(ω1t−k1·r+φ1) qui lui confère l’impulsion
de ce photon ~k1. Le photon est ensuite diffusé par émission stimulée dans le mode
du deuxième laser dont le champ classique est donné par E2(r,t) ∝ ei(ω2t−k2·r+φ1) et
l’atome acquiert donc l’impulsion ~k2 par conservation de la quantité de mouvement.
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À la fin de la transition, l’atome a donc une quantité de mouvement totale valant
p′ = p + ~keff avec keff = k1 − k2. De plus lorsque le désaccord Raman ∆ est grand
devant la largeur naturelle Γ de l’état supérieur, alors l’état |c〉 est très peu peuplé et
nous pouvons négliger l’émission spontanée. La cohérence de la superposition des états
|g〉 et |e〉 n’est alors plus limitée par la largeur naturelle Γ de l’état excité, et nous
pouvons donc traiter l’atome comme un atome à deux niveaux.

Figure I.2 – Diagramme représentant un système atomique à trois niveaux. La pulsa-
tion des lasers utilisés pour effectuer la transition Raman sont ω1 et ω2 (figure extraite
de [2]).

L’interaction entre un champ électromagnétique et un atome à deux niveaux est
un problème classique en mécanique quantique. Si nous écrivons la fonction d’onde
atomique comme

|ψ(t)〉 = ag(t)e−iωgt |g〉+ ae(t)e−iωet |e〉 ,

où ag(t)e−iωgt et ae(t)e−iωet sont respectivement les amplitudes de état propres |g〉 et
|e〉, alors l’équation de Schrödinger, si nous supposons que les lasers sont à résonance
parfaite au système d’équation suivant{

iȧg(t) = Ω1Ω2
2∆ eiφae(t)

iȧe(t) = Ω1Ω2
2∆ eiφag(t)

(I.1.3)

où Ω1 et Ω2 sont les fréquences de Rabi décrivant l’interaction entre un état |i〉 avec un
champ k et φ représente la phase effective des deux lasers. En utilisant l’approximation
dipolaire, ces fréquences s’écrivent

Ωk = 〈g|d.Ek |e〉 .

La résolution du système (I.1.3) donne ag(t) = cos
(Ωeff t

2

)
ag(0)− ieiφ sin

(Ωeff t
2

)
ae(0)

ae(t) = −ie−iφ sin
(Ωeff t

2

)
ag(0) + cos

(Ωeff t
2

)
ae(0)
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où nous avons posé Ωeff = Ω1Ω2
∆ . Si nous nous intéressons maintenant à la probabilité

de présence dans chaque état hyperfin, nous obtenons les oscillations de Rabi entre les
deux états de la superposition

 Pg(t) = 1− sin2
(Ωeff

2

)
Pe(t) = sin2

(Ωeff
2

)
en supposant que les conditions initiales sont telles que ag(0) = 1 et ae(0) = 0. Deux
cas particuliers sont intéressant pour construire un interféromètre. Le premier cas
est lorsque nous choisissons le temps t tel que Ωeff t = Pi

2 . La répartition est alors
équiprobable sur les deux états, et l’état de l’atome peut s’écrire

|ψ〉 = 1√
2

(|g,p〉+ |e,p + ~keff 〉) ,

où les deux paquets d’onde s’éloignent l’un de l’autre du fait de leur différence de
quantité de mouvement. Le deuxième cas d’intérêt pour les expériences est le cas
où Ωeff t = π. Dans ce cas, nous avons un transfert total de l’état |g,p〉 vers l’état
|e,p + ~keff 〉.

Figure I.3 – Interféromètre de Mach-Zehnder atomique. Les ondes lumineuses formant
le réseau de diffraction sont représentées par les lignes horizontales noires tandis que
les ondes de De Broglie sont représentées par les lignes pointillées orange.

Les séquences de ces impulsions π/2 ou π séparées par des temps d’évolution libre T
sont utilisées pour les interféromètres atomiques. La figure I.3 représente l’équivalent
d’un interféromètre de Mach-Zehnder pour les ondes atomiques qui est un des plus
simples que l’on puisse imaginer. Dans ce cas, une première impulsion π/2 sépare
les deux composantes de la fonction d’onde. Après une durée T, une impulsion π les
redirige l’une vers l’autre jusqu’à ce qu’elles se rejoignent au bout d’un nouveau laps
de temps T. Enfin, une dernière impulsion recombine les deux paquets d’onde afin de
les faire interférer. La probabilité de transition finale peut être calculée à l’aide d’un
formalisme matriciel, déjà expliqué dans des thèses précédentes sur le projet FORCA-G
[2, 4].
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Pour des atomes en début d’interféromètre dans l’état |g〉, il en résulte la probabilité
de transition finale Pe des atomes dans l’état |e〉 après un temps total d’interféromètre
Tinterf

Pe = |ae(Tinterf )|2

|ae(Tinterf )|2 + |ag(Tinterf )|2
= 1

2 (1− C cos(∆φ)) ,

où C est le contraste de l’interféromètre. Le déphasage ∆φ dépend du type d’interfé-
romètre réalisé, et la mesure de ce déphasage permet dans différents cas de remonter
à une mesure de la différence de potentiel entre deux puits.

b Mesure

Le schéma interférométrique (voir schéma I.4) consiste donc à séparer un paquet
d’onde atomique dans un puits n en deux à l’aide d’une impulsion π

2 micro-onde. On
fait ensuite voyager les deux paquets d’onde ainsi séparés dans les deux puits voisins
n+1 et n−1 (il est possible de séparer les deux paquets vers des puits plus éloignés) à
l’aide d’impulsions Raman π dont le désaccord correspond à la différence de potentiel
entre les puits. On laisse ensuite les paquets d’onde évoluer librement dans chaque
puits pendant un temps T . Le fait d’ajouter une impulsion de symétrisation permet
de s’affranchir de la dépendance en ωeg du déphasage total. En effet

∆φ = 2
~

(mRbgλl + Vn+1 − Vn−1)T +
(
ω(n+1)
eg − ω(n−1)

eg

)
T

− φ(1) + 2
(
φ(2) − φ(3) + φ(4)

)
− φ(5) (I.1.4)

dans le cas où deux paquets d’onde sont initialement dans le puits n et sont séparés
de deux puits avant d’être recombinés. Dans cette équation, Vn correspond à l’effet du
potentiel dû à la surface sur un atome dans le puits n. Les φis sont les facteurs de phase
pour chaque impulsion utilisée pour réaliser l’interféromètre, elles dépendent du laser
utilisé et sont connues. Le terme mRbgλl représente la différence d’énergie potentielle
gravitationnelle entre les deux puits due à la configuration verticale du dispositif. Enfin
ω

(n)
eg correspond à la différence d’énergie entre les deux niveaux hyperfins de l’atome

dans le puits n.
Ce schéma interférométrique repose sur des transitions Raman entre deux puits

voisins. Il en résulte que la force de Rabi qui définit la force du couplage, donnée
dans le cas précédent pour des atomes en l’absence de potentiel lumineux et de miroir,
devient

Ωnn′ = Ωeff 〈ψn| e−ikeffz |ψn′〉 ,
où ψn est l’état externe de l’atome dans le puits n et keff le vecteur d’onde effectif des
lasers Raman. Cette fréquence de Rabi doit être optimisée en fonction des paramètres
du réseau afin de favoriser les transitions souhaitées entre puits voisins.

Le couplage ne sera évidemment efficace que si la différence de fréquence des fais-
ceaux Raman correspond à la différence d’énergie entre les états couplés

ωRam = ωeg + En − En′
~

,
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Figure I.4 – Schéma papillon pour l’interféromètre. Les lignes pointillées rouges re-
présentent les impulsions π

2 micro-ondes utilisées pour créer la superposition cohérente
et pour recombiner le paquet d’onde à la sortie du schéma interférométrique. Les lignes
bleues symbolisent les impulsions π Raman entre un puits et son voisin tandis que les
tirets verts représentent les impulsions π micro-ondes dans les deux puits séparés. La
séquence des impulsions est donnée par les chiffres de 1 à 5.

avec ωeg la différence entre les deux niveaux hyperfins de l’atome et En le niveau
d’énergie de l’état externe de cet atome. Il faut donc pour chaque transition fixer le
désaccord ωRam et choisir la durée et la puissance de l’impulsion Raman de façon à
réaliser une impulsion π ou π

2 .
L’objectif de l’expérience est de mesurer la différence de potentiel de l’équation

(I.1.4) avec une précision de 10−4 Hz. Cet objectif tient compte des sources de bruits
pouvant intervenir dans l’expérience et limiter la précision de la mesure sur la diffé-
rence de phase. En effet, chaque terme de cette équation est soumis à des incertitudes
provenant de l’erreur commise sur la connaissance de la phase des lasers utilisés pour
effectuer les transitions Raman dans l’interféromètre soit de la modification anisotrope
des niveaux d’énergie atomiques le long du piège. Pour le détail de ces incertitudes,
nous nous reporterons aux différents travaux réalisés précédemment [4, 5].

I.1.3 Recherche d’une déviation à la loi de Newton

La recherche de déviation à la loi de la gravité de Newton est un problème ré-
current de ces dernières années. Initialement motivée par de possibles déviations à la
gravité standard dues à de nouvelles forces dont le couplage serait du même ordre
que la gravité, cette recherche a récemment été encouragée par les modèles de théories
d’unification qui prédisent l’existence de forces dix mille fois plus grandes que la gravité
entre 1 et 100 µm. Même si les premiers résultats n’ont pas permis l’observation de
cette «cinquième force», ces recherches ont amélioré notre compréhension de la gravité
et permis de réduire la fenêtre des paramètres possibles pour l’existence de cette force
(voir figure I.5).

Cette cinquième force est souvent paramétrée par un potentiel de Yukawa qui
s’ajoute au potentiel de gravitation :



I.1. FORCA-G : dispositif expérimental et principe de mesure 9

U(r) = GMm

r

(
1 + αe−

r
λ

)
,

où les paramètres α et λ représentent respectivement l’amplitude de la déviation et
sa portée. G, M et m sont respectivement la constante de gravitation, la masse du
miroir, et la masse de l’atome. Cette paramétrisation permet de comparer prédictions
et contraintes expérimentales, et d’établir à l’aide des données expérimentales des zones
d’exclusion dans le plan des paramètres (λ,α) résumant ces interactions.

Ainsi toute mesure de forces à faible distance permet de poursuivre la recherche
de cette déviation et dans le cas d’un résultat négatif d’étendre la zone d’exclusion du
plan (λ,α). La recherche de cette force pour la plage des faibles distances est difficile à
cause de la présence des forces électromagnétiques (van der Waals, Casimir-Polder) qui
sont dominantes de plusieurs ordres de grandeur. Toute expérience visant la recherche
de cette déviation à la gravitation pour ces distances s’accompagne alors de l’objectif
premier de mesurer l’effet Casimir-Polder avec une grande précision afin de pouvoir
contrôler cet effet et pouvoir éventuellement observer cette déviation recherchée [1].

Figure I.5 – Plan des paramètres (λ,α) résumant les contraintes sur la recherche de
la déviation à la loi de la gravitation.

Les prédictions des tests pour l’expérience FORCA-G sont représentées par diffé-
rentes courbes en bleu, rouge et noir sur la figure I.6. Ces courbes ont été obtenues
[6, 2] pour différentes méthodes de mesures réalisables. Ces calculs ont été réalisés en
considérant une sensibilité expérimentale de 10−4 Hz. La courbe en noir représente
une mesure de la différence de potentiel pour des atomes de 87Rb situés dans le puits
n = 70, en plaçant le puits n = 0 au niveau de la surface, et dont l’interféromètre
réaliserait une transition ∆n = ±1. La courbe en bleu correspond à des atomes placés
dans le puits n = 40 réalisant la même transition. Quant à la courbe en rouge, elle
représente une mesure différentielle à l’aide d’atomes de 85Rb et 87Rb placés dans le
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puits n = 5 et réalisant une transition ∆n = ±1. L’utilisation de deux isotopes dif-
férents permet de s’affranchir des effets dus à la force de Casimir-Polder, et ainsi de
n’être sensible qu’à la différence de masse.

Figure I.6 – Contraintes attendues pour l’expérience FORCA-G. Les zones en jaune
sont les zones exclues par des expériences antérieures (figure extraite de [6]). Les trois
courbes superposées correspondent aux contraintes calculées théoriquement dans le cas
de deux isotopes initialement dans les quatrième et sixième puits du réseau (courbe en
rouge) et avec un seul isotope dans le puits 40 (courbe en noir) et 70 (courbe en bleu).

I.2 Interaction de Casimir-Polder
Deux objets électriquement neutres interagissent entre eux via la force de van der

Waals. Il y a maintenant bientôt un siècle et demi, en 1873 dans son travail de thèse
[7], Johannes Diderik van der Waals modifie l’équation d’état des gaz parfaits afin de
prendre en compte l’existence d’une force attractive entre les molécules constituant un
gaz. À cette période l’origine de cette force reste inexpliquée. C’est en 1930 que London
montre, à l’aide de la nouvelle théorie quantique, par un calcul perturbatif au second
ordre, une interaction attractive en r−6 entre deux atomes identiques sans moment
dipolaire permanent [8]. L’interaction est due aux moments dipolaires instantanés qui
proviennent des fluctuations des nuages électroniques des atomes.

Overbeek et Verwey [9] étudièrent les interactions attractives entre colloïdes en
attribuant l’origine de ces interactions à la force de van der Waals. Mais la théorie de
London échouait à expliquer leurs résultats expérimentaux, l’énergie attractive entre
les colloïdes décroissait plus vite que prévu à grande distance. Overbeek suggéra alors
que le temps de propagation du champ électromagnétique d’une particule à l’autre
devait être pris en compte pour l’interaction à grande distance.

C’est Hendrik Casimir et Dirk Polder qui étudièrent alors le problème de l’inter-
action de van der Waals dans le cadre de l’électrodynamique quantique en utilisant la
théorie des perturbations. Ils étudièrent l’interaction retardée dans les configurations
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atome-surface et atome-atome [10]. Comme l’avait suggéré Overbeek, ils mirent en
évidence que l’interaction à grande distance pour la configuration atome-atome était
en r−7. Le calcul de Casimir et Polder est l’une des premières applications des mé-
thodes de l’électrodynamique quantique. Le résultat important du travail de Casimir
est l’interprétation qu’il fait du résultat à partir de la notion d’énergie de point zéro
du champ électromagnétique.

I.2.1 Effet Casimir-Polder entre un atome et un miroir
Dans leur travail original [10], Casimir et Polder ont décrit le problème dans l’ap-

proximation du couplage minimal qui consiste à substituer p → pα − qαA(r) afin
de prendre en compte l’interaction particule-champ, où A(r) est le potentiel vecteur
en jauge de Coulomb, p la quantité de mouvement et qα la charge de la particule α
considérée.

H = 1
2

∫
d3r

[
ε0E⊥2(r,t) + 1

µ0
B2(r,t)

]
+
∑
α

1
2mα

[
p2
α − qαA(r)

]
+
∑
α 6=α′

qαqα′

8πε0 |rα − rα′ |
.

(I.2.1)
Mais le problème peut être considérablement simplifié en formulant le problème

sous la forme de l’approximation du couplage multipolaire (multipolar coupling scheme
). Cette approximation repose sur le traitement de l’interaction atome-champ comme
une interaction dipolaire. Elle a été proposée en 1959 par E. Power et S. Zienau [11].
Elle consiste à transformer les variables dynamiques au moyen d’une transformation
de la forme Ô′ = Û ÔÛ † avec l’opérateur unitaire

Û = e
i
~

∫
d3rP̂(r)·Â(r)

dépendant de la polarisation P̂ et du potentiel vecteur du champ électromagnétique. En
exprimant l’Hamiltonien (I.2.1) en terme des variables transformées et en appliquant
un développement au premier ordre, nous obtenons l’Hamiltonien

H ′ = 1
2

∫
d3r

[
ε0E′⊥2(r,t) + 1

µ0
B2(r,t)

]
+
∑
α

p2
α

2mα
− d ·E′⊥2(r) + 1

2ε0

∫
d3rP2(r),

où d le moment dipolaire est défini par

d =
∑
α

qαrα,

et le champ électrique transformé

E′⊥(r) = E⊥(r) + 1
ε0

P⊥(r).

L’interaction atome-champ peut s’écrire à présent sous la forme de l’Hamiltonien d’in-
teraction

Hint = −d ·E′⊥(r). (I.2.2)
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Notre nouveau champ E′⊥, que nous noterons à présent E, peut être quantifié sous
la forme standard

E(r) =
∑
K,p

√
~ωK
2ε0

(
fK,p(r)aK,p + f∗K,p(r)a†K,p

)
,

où chaque terme correspond à une onde progressive de vecteur d’onde K et de polarisa-
tion p et où les opérateurs a†K,p et aK,p sont respectivement les opérateurs de création
et d’annihilation d’un photon dans le mode {K,p}. Les fonctions fK,p(r) sont les fonc-
tions modes associées aux conditions aux limites choisies. Dans notre cas, la présence
de la surface peut être modélisée par une boite de taille L parfaitement conductrice
avec les conditions aux limites suivantes

−L
2 ≤ x ≤

L
2 , −

L
2 ≤ y ≤

L
2 , 0 ≤ z ≤ L ,

où nous faisons tendre L vers l’infini à la fin du calcul pour revenir au cas d’une surface
infinie. Dans ces cas, les fonctions fK,p(r) s’expriment en fonction de x, y et z comme

(fK,p(r))x =
√

8
V

(εK,p)x cos
[
kx

(
x+ L

2

)]
sin
[
ky

(
y + L

2

)]
sin [kzz] (I.2.3)

(fK,p(r))y =
√

8
V

(εK,p)y sin
[
kx

(
x+ L

2

)]
cos

[
ky

(
y + L

2

)]
sin [kzz]

(fK,p(r))z =
√

8
V

(εK,p)z sin
[
kx

(
x+ L

2

)]
sin
[
ky

(
y + L

2

)]
cos [kzz] ,

où les εK,p sont les vecteurs unitaires de polarisation tels que

∑
p

∣∣(εK,p)i
∣∣2 = 1− k2

i
K2 , i = x,y,z (I.2.4)

et les valeurs des composantes du vecteur K autorisées sont

kx = nxπ
L , ky = nyπ

L , kz = nzπ
L , {nx,ny,nz} ∈ N .

À présent, nous pouvons calculer la force subie par l’atome due à l’interaction
atome-champ modélisé par l’Hamiltonien d’interaction Hint (I.2.2). Le calcul pertur-
batif doit se faire au second ordre car l’opérateur moment dipolaire est impair, la
perturbation au premier ordre est nulle.

∆E(r) =
∑
e

∑
K,p

|〈e, 1K,p| − d ·E(r) |g,0〉|2

~(ωK + ωeg)
,

où l’état initial |g,0〉 correspond à un atome dans son état fondamental g en l’absence
de photon et l’état excité |e,1K,p〉 correspond à un atome dans un état excité e en
présence d’un photon du champ dans le mode {K,p}.

Nous insérons dans cette équation les composantes de fK,p(r) (I.2.3). En obser-
vant que, dans la limite où L → ∞, nous pouvons remplacer les fonctions trigono-
métriques par leurs valeurs moyennes de sorte que sin(kx/yL/2) cos(kx/yL/2) → 0 et
cos(kx/yL/2)2 → 1/2 (car ces fonctions oscillent avec ki très rapidement par rapport
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aux autres fonctions dans l’intégrant), nous montrons que la perturbation au deuxième
ordre de l’énergie s’écrit

∆E(z) =
∑
e

∑
K,p

1
~(ωK + ωeg)

~ωK
2ε0

2
V

[∣∣∣dxeg∣∣∣2 |(εK,p)x|2 sin(kzz)2

+
∣∣∣dyeg∣∣∣2 |(εK,p)y|2 sin(kzz)2 +

∣∣∣dzeg∣∣∣2 |(εK,p)z|2 cos(kzz)2
]
.

Nous décidons de considérer le cas où il n’y a qu’une seule particule α, dans notre cas,
un atome : d = qr. Nous faisons l’hypothèse que cette atome est à symétrie sphérique,
ainsi nous pouvons écrire

∣∣∣dxeg∣∣∣2 =
∣∣∣dyeg∣∣∣2 =

∣∣∣dzeg∣∣∣2 = |deg|2. En utilisant également la
relation (I.2.4) sur les vecteurs de polarisation, la correction en énergie s’écrit

∆E(z) =
∑
e

∑
K

|deg|2

~(ωK + ωeg)
~ωK
2ε0

2
V

(
1− k2

z

K2 cos(2kzz)
)
.

À présent nous faisons tendre vers l’infini le volume de notre boite fictive. Dans ce cas
la somme sur K devient une intégrale suivant la condition

∑
K
→ V

(2π)3

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
d3K→ V

(2π)2

∫ +∞

−∞

∫ π

0
K2dKdθ sin(θ),

où le dernier membre de cette relation est exprimée en coordonnées sphériques. La
correction en énergie se réécrit alors

∆E(z) = −
∑
e

∫ ∞
0

K2dK

∫ π

0
dθ sin(θ) |deg|2

~c(K +Keg)
~cK
4π2ε0

(
1− cos2(θ) cos(2K cos(θ)z)

)
.

En intégrant selon la variable θ, nous obtenons

∆E(z) = −
∑
e

∫ ∞
0

K2dK
|deg|2

~c(K +Keg)
~cK
4π2ε0

(sin(2Kz)
Kz

+ cos(2Kz)
(Kz)2 − sin(2Kz)

2(Kz)3

)
,

∆E(z) = −
∑
e

[∫ ∞
0

K2dK
|deg|2

~c(K +Keg)
~cKe2iKz

4π2ε0

( 1
2iKz + 1

2(Kz)2 −
1

4i(Kz)3

)

−
∫ 0

−∞
K2dK

|deg|2

~c(−K +Keg)
~cKe2iKz

4π2ε0

( 1
2iKz + 1

2(Kz)2 −
1

4i(Kz)3

)]
.

En passant dans le plan complexe à l’aide d’une rotation de Wick : nous introduisons
les variables u = −iK pour faire l’intégration, nous obtenons
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∆E(z) = − ~c
4π2ε0

∫ ∞
0

u2du
∑
e

2 |deg|2Keg

~c(u2 +K2
eg)

e−2uz

2z

(
1 + 2

2uz + 2
4u2z2

)
que nous pouvons réécrire en faisant apparaître la polarisabilité atomique, définie
comme il suit pour un atome dans son état fondamental

α(ω) = 2
~
∑
e

ωeg |deg|2

ω2
eg − ω2 ,

∆E(z) = − ~c
4π2ε0

∫ ∞
0

u2duα(iu)e
−2uz

2z

(
1 + 1

uz
+ 1

2u2z2

)
. (I.2.5)

Nous retrouvons alors le résultat démontré par Casimir et Polder.
L’expression (I.2.5) peut être explicitée en calculant l’intégrale à l’aide d’hypo-

thèses sur la distance atome-surface z ce qui est généralement fait en distinguant deux
régimes : l’un à grande distance, appelé régime de Casimir-Polder et l’autre à courte
distance nommé régime de van der Waals. Cette distinction se fait par la comparaison
de la distance z avec la longueur d’onde typique de la transition atomique λat.

Dans le cas où z << λat, nous nous trouvons dans le régime de van der Waals et
nous pouvons considérer que la vitesse de la lumière est très grande devant les autres
quantités en jeu dans (I.2.5). Ceci permet de considérer que le produit uz << 1, donc
l’exponentielle dans (I.2.5) tend vers 1 tandis que le terme u2

2z

(
1 + 2

2uz −
2

4u2z2

)
tend

vers 1
4z3 . L’expression du potentiel devient

VvdW (z) = − ~c
16π2ε0z3

∫ ∞
0

duα(iu).

Dans le cas où z >> λat, l’exponentielle dans (I.2.5) décroît beaucoup plus rapi-
dement que la polarisabilité de l’atome. Nous pouvons remplacer α(icu) par sa valeur
statique α(0) = α0. Dans ce cas nous pouvons nous ramener à une expression simple
du potentiel 1

VCP (z) = − 3~cα0
32π2ε0z4 . (I.2.6)

I.2.2 Effet Casimir entre deux surfaces conductrices
Après avoir travaillé sur les interactions atome-atome et atome-miroir parfait en

termes de différences d’énergie de point zéro [12], Casimir calcula la différence d’éner-
gie de point zéro entre une «grande cavité» et une cavité dont deux des parois sont
plus rapprochées. Il démontra ainsi l’existence d’une interaction attractive entre deux
plaques parfaitement conductrices placées dans le vide [13]. Cet effet peut être vu
comme une manifestation physique des conditions aux limites imposées au champ fluc-
tuant du vide. Qualitativement, la différence entre l’intérieur et l’extérieur de la cavité
vient du fait que les modes propres sont différents à l’intérieur et à l’extérieur.

1. À noter que (I.2.6) est obtenue en opérant le changement de variable x = uz et en utilisant la
formule

∫∞
0 x2dxe−2x (1 + 1

x
+ 1

2x2

)
= 3

4
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Nous partons de la quantification du champ électromagnétique. Nous avons l’Ha-
miltonien classique

HEM =
∑
K,p

~ωK
(
a†K,paK,p + 1

2

)
,

où chaque terme correspond à une onde progressive de vecteur d’onde K et de polarisa-
tion p et où les opérateurs a†K,p et aK,p sont respectivement les opérateurs de création
et d’annihilation d’un photon dans le mode {K,p}. Le terme 1

2 représente ce qui est
appelé «l’énergie de point zéro» et correspond à la valeur moyenne de l’Hamiltonien
sur l’état à zéro photon.

Nous considérons deux cavités de volume différent : une première cavité (1) cubique
de volume L3 constituée de paroi parfaitement conductrice dont les différentes parois
sont à grande distance les unes des autres ; une deuxième cavité (2) où les deux parois
parallèles au plan (xOy) sont proches l’une de l’autre avec une distance a. Dans les
deux cas, l’énergie totale dans les deux cavités est

E =
∑
K,p

~ωK
2 ,

où la somme est opérée sur l’ensemble des fréquences de résonance de la cavité. Comme
nous le savons, ce résultat est divergent. Le résultat qui a un sens physique est la
différence d’énergie entre les deux types de cavité, cette différence s’interprète comme
l’interaction entre les deux surfaces réfléchissantes parallèles dans le plan (xOy).

Les conditions aux limites de la cavité (1) imposent aux nombres d’onde

kx = π
Lnx, ky = π

Lny, kz = π
Lnz

et pour la cavité (2)

kx = π
Lnx, ky = π

Lny, kz = π
anz ,

avec dans les deux cas nx, ny et nz des entiers positifs. Nous rappelons la relation
suivante entre K et ωK :

ωK = cK = c
√
k2
x + k2

y + k2
z .

Nous pouvons alors calculer la valeur de l’énergie dans la cavité (2)

E2(a) =
′∑
n,p

∫
dkx

∫
dky

~c
2

√
k2
x + k2

y +
(
nπ

a

)2
.

L’énergie dans la cavité (1) s’écrit également

E1(∞) =
′∑
n,p

∫
dkx

∫
dky

~c
2

√
k2
x + k2

y + k2
z .

À partir de ces deux quantités, nous pouvons calculer la différence d’énergie entre ces
deux situations
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E(a) = E1(∞)− E2(a).

Nous obtenons alors une quantité finie. En utilisant la formule d’Euler-Maclaurin, nous
obtenons l’expression obtenue par Casimir

E(a) = −~cπ2A

720a3

qui dépend de la distance entre les deux surfaces conductrices et de l’aire A = L2 de
ces deux surfaces.

I.2.3 Petit historique des expériences

a Mesure de la force de Casimir

La première expérience de mesure de la force de Casimir entre deux surface mé-
talliques a été réalisée par Sparnaay en 1958 [14]. Les surfaces métalliques étaient
séparées de 0,5 à 0,2 µm. Les mesures furent réalisées avec des surfaces Al-Al, Cr-Cr
et Cr-acier. Les difficultés principales de cette expérience étaient le contrôle du paral-
lélisme des surfaces, ainsi que le contrôle de la neutralité des surfaces métalliques. En
effet la force de Casimir peut être facilement occultée par les forces électrostatiques.
L’expérience mit en évidence une force attractive entre les deux surfaces, mais l’erreur
estimée était d’environ 100 %.

L’une des premières expériences qui donna une mesure non-ambiguë de la force de
Casimir fut réalisée par van Blokland et Overbeek en 1978 [15]. La force fut mesurée
à l’aide d’un peson placé entre une lentille et une surface, toutes les deux recouvertes
avec une couche de chrome de 50 à 100 nm, séparées d’une distance de 132 à 670 nm.
L’utilisation d’une lentille au lieu d’une seconde surface simplifiait le contrôle de la
géométrie en supprimant le problème de parallélisme. La comparaison des résultats
de mesure avec les calculs obtenus par la théorie de Lifshitz permit de conclure à un
accord entre les valeurs mesurées et calculées . La précision de cette expérience était
de l’ordre de 25 %.

Ces vingt dernières années, grâce à de nouvelles techniques de mesures, de nou-
velles expériences ont été réalisées afin d’améliorer la précision sur la mesure de l’effet
Casimir. La plupart de ces expériences de mesures de la force de Casimir est également
motivée par la recherche de contraintes sur les paramètres (λ,α) pour l’existence d’une
déviation à la loi de la gravitation.

En 1997 Steve Lamoreaux put mesurer cette force en utilisant un pendule de torsion
[16], mesurée entre une sphère métallique et un plan métallique. Comme les forces
électrostatique et de Casimir agissent simultanément, il est nécessaire de soustraire
précisément l’effet de la force électrostatique afin de déterminer la valeur de la force de
Casimir. La mesure fut faite pour des distances comprises entre 0,6 et 6 µm. L’accord
entre les résultats expérimentaux et théoriques était de l’ordre de 5 %, mais après
correction la force dut être mesurée avec une erreur de l’ordre de 10 % à courte distance
[17, 18, 19].

Après cette première expérience de Lamoreaux, Mohideen réalisa une deuxième
série d’expériences avec une précision améliorée [20, 21, 22]. Ces expériences étaient
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basées sur l’utilisation d’un microscope à force atomique. Une sphère métallique est
fixée sur un bras du microscope (micro-poutres ou microcantilever), et portée au voi-
sinage d’une surface métallique à une distance comprise entre 0,1 et 0,9 µm. D’autres
expériences utilisant le même type de dispositif [23, 24] furent également menées par
la suite et permirent d’améliorer la mesure de la force de Casimir. L’ensemble de ces
mesures de force de Casimir permit également d’améliorer les contraintes pour les pa-
ramètres (λ,α) dans la recherche de déviation à la loi de la gravitation. L’ensemble de
ces résultats est présenté sur le diagramme d’exclusion I.6.

Nous nous arrêterons ici dans l’exposé non-exhaustif des différents travaux sur la
mesure des forces de Casimir.

b Mesure de la force de Casimir-Polder

Parallèlement à ces expériences sur la force de Casimir, d’autres utilisant des atomes
furent menées afin de mesurer les forces de van der Waals et de Casimir-Polder.

Une des premières expériences fut réalisée en 1993 [25]. Elle mesurait la déflexion
d’atomes de sodium passant à proximité d’une surface en fonction de la distance entre
les atomes et cette surface (distance supérieure au micromètre). Une deuxième expé-
rience réalisée en 1996 [26] mesura la force de van der Waals à l’aide d’un miroir à
atomes : des atomes froids sont lâchés au dessus d’une surface, et une onde évanescente
désaccordée dans le bleu de la transition est créée au niveau de la surface. La puissance
et le désaccord de l’onde sont ajustés pour que les atomes soient repoussés par l’onde
évanescente et rebondissent sur la surface. Pour une puissance laser fixée, il faut alors
tenir compte du potentiel de Casimir-Polder pour voir correspondre le désaccord à
partir duquel les atomes sont réfléchis et le désaccord théorique.

Une autre expérience de 2011 utilisa le principe de réflexion spéculaire [27]. Lorsque
des atomes arrivent vers une surface avec une vitesse faible, ils peuvent être réfléchis
par cette surface, à cause d’un phénomène de réflexion quantique. La dépendance
de la réflexion en fonction de la vitesse d’incidence est expliquée par l’interaction de
Casimir-Polder. D’autres expériences reprirent par la suite le même principe [28, 29,
30]. Néanmoins ces différentes mesures, insuffisament précises, ne permirent pas de
nouvelle contrainte sur l’existence d’une cinquième force.

Plus récemment une expérience utilisant un condensat de 87Rb fut menée par E.
Cornell en 2005 [31] basée sur une proposition dans [32]. Le principe de cette expé-
rience était d’approcher le condensat d’une surface et de mesurer la modification de la
fréquence d’oscillation du piège par la force de Casimir-Polder à longue portée (entre
3 et 10 µm). En 2007, une autre expérience permit de mesurer pour la première fois
la force de Casimir-Polder en situation de déséquilibre thermique entre la surface et le
champ du vide [33].

Une autre approche permit d’étudier la dépendance du potentiel de Casimir-Polder
à plus courte portée (environ 100 nm, van der Waals) [34]. Elle utilise le principe de
la spectroscopie de réflexion sélective à une interface. L’intérêt de cette méthode est
que les atomes n’ont pas besoin d’être refroidis. Il est possible de varier la température
et le matériau de surface utilisé. Cette équipe de l’université de Villetaneuse a récem-
ment étudié le comportement du C3 du potentiel de van der Waals en fonction de la
température [35] pour un atome excité.
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Toutes ces mesures ont pour grande incertitude la distance réelle de l’atome à la
surface. De nouveaux projets sont imaginés. Ils impliquent des atomes piégés dans des
réseaux et des mesures différentielles permettant de raffiner la précision sur la distance.
Utiliser des techniques d’interférométrie atomique permet des mesures très précises. Il
est possible d’envisager de mesurer une cinquième force si elle est seulement 1000 fois
plus grande que la gravité à courte distance [36]. C’est au sein de ces nouveaux projets
que s’inscrit l’expérience FORCA-G qui comme beaucoup des expériences présentées
ici a le double objectif de mesurer l’effet Casimir-Polder avec une excellente précision
et de contraindre les paramètres d’une éventuelle déviation à la loi de la gravitation.

I.3 Organisation de la thèse
Le chapitre II de cette thèse se concentre sur la détermination du potentiel de

Casimir-Polder pour le miroir conçu pour l’expérience FORCA-G. Nous calculons les
coefficients de réflexions caractérisant ce miroir. Nous déterminons particulièrement
l’incertitude que nous avons sur le calcul du potentiel de Casimir-Polder résultant de
notre connaissance limitée de certaines caractéristiques du miroir.

Le chapitre III se concentre sur la détermination des niveaux d’énergie des atomes
piégés dans le réseau face au miroir. Après avoir rappelé certains résultats des calculs
déjà réalisés lors de précédentes études [2]. Nous montrons l’impossibilité d’utiliser
une méthode perturbative pour résoudre le problème de la modification des niveaux
d’énergie par l’interaction Casimir-Polder. Nous développons alors une méthode numé-
rique non-perturbative pour résoudre le problème aux valeurs propres et choisissons de
modéliser l’interaction très courte distance entre l’atome et le miroir par un potentiel
de Lennard-Jones.

Le chapitre IV considère la situation d’un déséquilibre thermique, c’est-à-dire le cas
où le miroir est à une température différente de l’environnement. Après avoir présenté
les résultats et calculs déjà réalisés sur ce sujet, nous les appliquons à la configuration
de l’expérience FORCA-G pour estimer si un tel déséquilibre serait observable.

Pour finir, différents résultats mathématiques sont présentés dans l’appendice por-
tant particulièrement sur le formalisme des fonctions de Green utilisé dans la détermi-
nation du potentiel de Casimir-Polder.



Chapitre II
Potentiel Casimir-Polder pour l’ex-
périence FORCA-G

L’expérience FORCA-G utilise un miroir spécialement fabriqué pour le dispositif
expérimental. Il nous faut déterminer avec la meilleure précision possible le potentiel
de Casimir-Polder induit par ce miroir, afin de pouvoir par la suite calculer l’effet dû au
potentiel de Casimir-Polder sur les niveaux d’énergie des atomes piégés dans le réseau
optique. Nous présenterons d’abord trois calculs du potentiel de Casimir-Polder. Nous
déterminerons ensuite les coefficients de réflexion du miroir nécessaires pour calculer
le potentiel. Enfin nous estimerons l’incertitude sur la connaissance du potentiel due
aux incertitudes sur les différents paramètres entrant dans le calcul des coefficients de
réflexion.

II.1 Potentiel de Casimir-Polder

Nous présentons ici trois méthodes différentes pour calculer le potentiel de Casimir-
Polder, méthodes qui seront utilisées par la suite. La méthode qui utilise des opérateurs
bosoniques de création et d’annihilation des excitations du champ électromagnétique
[37], sera pratique pour calculer l’effet induit par le potentiel de Casimir-Polder sur les
niveaux d’énergie des atomes piégés. La méthode qui utilise le théorème de fluctuation-
dissipation sera introduite pour calculer le potentiel dans le cas d’un déséquilibre ther-
mique entre le miroir et l’environnement [38, 39]. La méthode utilisant les matrices de
diffusion [40, 41] a pour avantage d’être générale, elle donne un résultat valable pour
tout type de géométrie et de plus à l’inverse des deux autres méthodes n’est pas un
développement au premier ordre en α(ω), où α(ω) est la polarisabilité de l’atome.

II.1.1 Opérateurs bosoniques de création et annihilation

Nous considérons la situation d’une surface diélectrique traitée comme un milieu
dispersif continu et local caractérisé par une constante diélectrique ε(ω) et une per-
méabilité µ(ω) = 1. Cette surface se trouve dans le plan xOy positionnée en z = 0
dans le vide. Un atome de rubidium 87 dans son état fondamental est placé face à
cette surface à la position z. L’Hamiltonien du système s’écrit alors

19
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H = HEM +Hat +Hint,

avec
Hat =

∑
i

~ωi |i〉 〈i|,

HEM =
∑
λ

∫
d3r

∫ +∞

0
dω~ωf̂ †λ(r,ω)f̂λ(r,ω),

Hint = −d̂ · Ê(z).

Hat est associé au degré de liberté interne de l’atome où |i〉 est un état interne atomique
ayant pour énergie ~ωi. HEM est l’Hamiltonien du système constitué par l’ensemble
vide et miroir. Les opérateurs f̂ †λ(r,ω) et f̂λ(r,ω) sont des opérateurs bosoniques de
création et d’annihilation d’un quantum d’énergie ~ω de polarisation λ. L’action de
l’opérateur f̂ †λ(r,ω) sur l’état vide |{0}〉 s’écrit |1λ(r,ω)〉 = f̂ †λ(r,ω) |{0}〉.

L’effet Casimir-Polder provient de l’interaction entre l’atome et le champ électro-
magnétique modifié par la surface. Nous représenterons cette interaction par l’Hamil-
tonien dipolaire Hint [11]. d̂ correspond à l’opérateur moment dipolaire pour l’atome
et Ê(z) est le champ électrique à la position z de l’atome qui s’exprime sous la forme :

Ê(r) =i
√

~
πε0

∫ +∞

0
dω
ω2

c2

∫
d3r′

√
ε′′(r′,ω)

(
G(r,r′,ω) · f̂(r′,ω) + h.c.

)
, (II.1.1)

où G(r,r′,ω) est ici la fonction de Green (voir appendice A) pour le champ électrique
induit par les fluctuations du champ de polarisation du milieu (la sommation sur les
polarisations λ du champ est sous entendue dans l’ensemble du calcul). ε′′(r,ω) est la
partie imaginaire de la permittivité du matériau constituant le miroir.

Nous devons prendre en compte la température T d’équilibre thermique à laquelle
se fera l’expérience FORCA-G. L’état initial s’écrit sous la forme : |I〉 = |g〉 |n(r,ω)〉
où |g〉 est l’état fondamental interne de l’atome et |n(r,ω)〉 l’état du vide en présence
du miroir à la position r de l’atome. Cet état correspond à l’excitation d’un nombre
moyen n de quanta d’énergie ~ω à la température T avec n(ω,T ) = 1/(e~ω/kBT − 1).
D’après la théorie des perturbations, nous avons au second ordre (le premier ordre est
nul car l’opérateur moment dipolaire est impair)

∆E(r) = −
∑
e

∫
d3r′

∫
dω


∣∣∣〈g| 〈n(r,ω)| d̂i · ˆEi(r) |n + 1(r,ω)〉 |e〉

∣∣∣2
~(ω + ωeg)

+

∣∣∣〈g| 〈n(r,ω)| d̂i · ˆEi(r) |n− 1(r,ω)〉 |e〉
∣∣∣2

~(ω + ωeg)

 . (II.1.2)

L’état intermédiaire |n± 1(r′,ω)〉 |e〉 correspond à un état interne excité |e〉 de l’atome
d’énergie ~ωe et |n± 1(r′,ω)〉 un état du système {vide+miroir} où il y a un quantum
d’excitation ~ω en plus ou en moins par rapport à l’état initial |n(r,ω)〉. Notons qu’à
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température nulle, seul le premier terme d’émission existe : de l’état |{0}〉 seul l’état
|1(r′,ω)〉 peut être créé.

∆E(r) = − ~
πε0c4

∫
d3r′

∫
dω
∑
e

dgei d
eg
j ω

4

~(ω + ωeg)

〈n(r,ω)|
∫
d3r′′ε′′(r′′,ω)Gik(r,r′′,ω)f̂k(r′′,ω) |n + 1(r,ω)〉

× 〈n + 1(r,ω)|
∫
d3r′′ε′′(r′′,ω)G∗jk(r,r′′,ω)f̂ †k(r′′,ω) |n(r,ω)〉

+ 〈n(r,ω)|
∫
d3r′′ε′′(r′′,ω)Gik(r,r′′,ω)f̂ †k(r′′,ω) |n− 1(r,ω)〉

× 〈n− 1(r,ω)|
∫
d3r′′ε′′(r′′,ω)G∗jk(r,r′′,ω)f̂k(r′′,ω) |n(r,ω)〉

En utilisant les propriétés des opérateurs de création et d’annihilation et le fait que le
milieu est local

f̂ †i (r,ω)
∣∣n(r′,ω)

〉
= δi(r− r′)

√
n(ω,T ) + 1

∣∣n + 1(r′,ω)
〉
,

f̂i(r,ω)
∣∣n(r′,ω)

〉
= δi(r− r′)

√
n(ω,T )

∣∣n− 1(r′,ω)
〉
,

nous obtenons

∆E(r) = − ~
πε0c4

∫
d3r′

∫
dω
∑
e

dgei d
eg
j ω

4

~(ω + ωeg)
(2n(ω,T ) + 1)∫

d3r′′Gik(r,r′′,ω)δk(r′ − r′′)
∫
d3r′′G∗jk(r,r′′,ω)δk(r′ − r′′),

soit

∆E(r) = − ~
πε0c4

∫
d3r′

∫
dω

dgei d
eg
j ω

4

~(ω + ωeg)
(2n(ω,T ) + 1)ε′′(r′,ω)Gik(r,r′,ω)G∗jk(r,r′,ω).

Comme la fonction de Green G obéit à la relation suivante (voir A.4) :

ω2

c2

∫
d3r′′ε′′(r′′,ω)Gik(r,r′′,ω)G∗jk(r′,r′′,ω) = =(Gij(r,r′,ω),

la correction du niveau d’énergie de l’atome dans son état fondamental donne :

∆E(r) = − ~
πε0c2

∑
e

∫
dω

dgei d
eg
j ω

2

~(ω + ωeg)
coth

( ~ω
2kBT

)
=(Gij(r,r,ω)),

où nous avons utilisé également la relation 2n(ω,T )+1 = coth
(

~ω
2kBT

)
. Avec les relations

G(r,r′,− ω∗) = G∗(r,r′,ω) et =(G) = G−G∗
2i , nous obtenons
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∆E(r) = − ~
2iπε0c2

[∫ ∞
0

dω
dgei d

eg
j ω

2

~(ω + ωeg)
coth

( ~ω
2kBT

)
Gij(r,r,ω)

+
∫ +∞

0
dω

dgei d
eg
j ω

2

~(−ω + ωeg)
coth

( ~ω
2kBT

)
Gij(r,r,ω)

]
.

Nous définissons alors la polarisabilité α(ω) de l’atome dans son état fondamental

αij(ω) =
∑
e

2
~
∑
e

ωegd
eg
i d

eg
j

(ω2
eg − ω2) . (II.1.3)

Pour obtenir le potentiel de Casimir-Polder, nous ne considérons que la contribution
du champ réfléchi Gr par la surface (voir A.2) qui est la partie de la fonction de Green
due à la présence de la surface diélectrique. Les autres contributions du champ vont
correspondre au décalage de Lamb.

VCP (r) = ~
2πε0c2

∫ ∞
0

dωω2 coth
( ~ω

2kBT

)
Tr [= (α(ω).Gr(r,r,ω))]

Nous exprimons le potentiel de Casimir-Polder sur les fréquences imaginaires iξ = ω
en procédant à une rotation de Wick. Sur l’axe des fréquences imaginaires la fonc-
tion coth( ~ω

2kBT ) a pour pôles les fréquences de Matsubara ξ = 2nπkBT/~. Grâce au
théorème des résidus, l’intégrale s’écrit

VCP (r) = kBT

ε0c2

′∑
n

ξ2
nTr [α(iξn).Gr(r,r,iξn)].

Pour un miroir plan, la fonction de Green G(r) A.2 s’écrit

G(r)(r,r,ω) = i

∫
d2k

(2π)22kz
(εTErTEεTE + εTM+rTMεTM−)e(K+·r−K−·r),

où rTE et rTM sont les coefficients de réflexion du miroir respectivement pour les
polarisations transverse électrique et transverse magnétique. εTE et εTM± sont les
vecteurs polarisations associées définis par

εTE = k ∧ ez,

εTM± = εTE ∧K±,

avec k le vecteur d’onde transverse, le vecteur d’onde K+ = k + kzez si l’onde se
propage en s’éloignant du miroir et K− = k− kzez si l’onde se propage vers le miroir.
L’expérience utilise des atomes de 87Rb. Nous supposons que l’atome est à symétrie
sphérique (isotrope) car il ne possède qu’un unique électron sur sa dernière couche
électronique. À partir de (II.1.3), nous avons alors
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αij(ω) =
∑
e

2
3~
∑
e

ωeg |deg|2

(ω2
eg − ω2)δij = α(ω)δij , (II.1.4)

où α(ω) est la polarisabilité scalaire de l’atome. Le potentiel de Casimir-Polder s’écrit
dans ce cas

VCP (z) = 2kBT
πc2

′∑
n

ξ2
n

α(iξn)
4πε0

∫ +∞

0

kdk

2κ e
−2κz

[
rTE − (2κ

2c2

ξ2
n

+ 1)rTM
]
. (II.1.5)

Le miroir utilisé dans l’expérience FORCA-G a été élaboré pour avoir certaines pro-
priétés de réflexion donc ce n’est pas un miroir formé d’une seule couche. La difficulté
est de trouver les coefficients de réflexion d’un miroir multicouche qui correspondent
le mieux aux propriétés optiques de ce miroir.

II.1.2 Utilisation du théorème de fluctuation-dissipation

Nous définissons deux demi-espaces V1 et V2 qui correspondent respectivement
au vide avec une permittivité ε1(ω,r) = 1 et au miroir avec une permittivité ε2(ω,r).
L’atome se trouve dans le demi-espace V1 à une distance z de l’interface entre le vide et
le miroir. Nous considérons un atome décrit par la fonction complexe de polarisabilité
diélectrique α(ω) = α′(ω) + iα′′(ω). La force diélectrique agissant sur l’atome neutre
s’écrit

F (r) =
〈
dtoti (t,r)∇′Etoti (r′,t)|r

〉
. (II.1.6)

Le champ électrique Etot correspond à la somme du champ électrique créée par les
fluctuations du vide Efl et du champ électrique induit par le moment dipolaire élec-
trique Eind. Le moment dipolaire électrique dtot correspond également à la somme du
moment dipolaire électrique induit par le champ électrique environnant dind et de la
partie fluctuante du moment dipolaire électrique dfl. Le moment dipolaire induit par
le champ électrique pour un atome isotrope s’écrit

dind = α(ω)Etot, (II.1.7)

où nous supposons comme précédemment que l’atome est isotrope avec la polarisabilité
atomique α(ω) défini par (II.1.4) . Nous modélisons l’atome comme un dipôle source
ponctuel d(t,r) =

∫
dωd(ω)e−iωt Alors le champ de polarisation électrique créé par

l’atome à une position r′′ est P(ω,r′′) = d(ω)δ(r′′ − r). Le champ électrique induit à
la position r′ par un dipôle électrique en r s’écrit1

Eind(ω,r′) =
∫
d3rG(ω,r′,r) ·P(ω,r) = G(ω,r′,r) · dtot(ω). (II.1.8)

1. Il est à noter qu’ici les définitions de la fonction de Green G(ω,r′,r) de (II.1.1) et (II.1.8) sont
légèrement différentes. Les deux fonctions de Green diffèrent d’un facteur ω2

ε0c2 , le champ de polarisation

électrique et l’opérateur bosonique étant reliés par P(r,ω) = i

√
~ε0
π

√
=(ε(r,ω)f̂e(r,ω)
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Nous choisissons de faire ce calcul à l’ordre le plus bas, ainsi les équations (II.1.7),
(II.1.8), et (II.1.6) se réécrivent respectivement

dind ≈ α(ω)Efl, (II.1.9)

Eind(ω,r′) ≈ G(ω,r′,r) · dfl(ω), (II.1.10)

F (r) ≈
〈
dindi (t)∇′Efli (r′,t)|r

〉
+
〈
dfli (t)∇′Eindi (r′,t)|r

〉
. (II.1.11)

À partir des équations (II.1.9) et (II.1.10), nous obtenons pour les deux membres de
l’équation (II.1.11)

〈
dindi (t)∇′Eflj (r′,t)|r

〉
=
〈∫

dω

2π d
ind
i (ω,r)e−iωt∇′

∫
dω′

2π E
fl†
j (ω′,r′)|reiω

′t
〉
(II.1.12)

=
∫ ∫

dω

2π
dω′

2π e
−i(ω−ω′)tα(ω)

〈
Efli (ω,r)∇′Efl†j (ω′,r′)|r

〉
,

〈
dindi (t)∇′Eflj (r′,t)|r

〉
=
〈∫

dω

2π d
fl
i (ω,r)e−iωt∇′

∫
dω′

2π E
ind†
j (ω′,r′)|reiω

′t
〉

(II.1.13)

=
∫ ∫

dω

2π
dω′

2π e
−i(ω−ω′)t∇′G∗jk(ω,r′,r)|r

〈
dfli (ω)dfl†k (ω′)

〉
.

À l’équilibre thermique pour une température T , nous pouvons appliquer le théo-
rème de fluctuation dissipation afin de calculer la valeur moyenne de (II.1.12) et
(II.1.13). Ce théorème nous donne pour le dipôle électrique fluctuant

〈
dfli (ω)dfl†k (ω′)

〉
= 4π~δ(ω − ω′)δik

1− e−~ω/kBT
α′′(ω) (II.1.14)

et pour le champ électrique fluctuant

〈
Efli (ω,r)Efl†j (ω′,r′)

〉
= 4π~δ(ω − ω′)

1− e−~ω/kBT
=(Gij(ω,r,r′)). (II.1.15)

Ces deux expressions permettent de calculer la force de Casimir-Polder entre l’atome
et la surface à l’équilibre à la température T . Nous obtenons en combinant ensemble
les expressions (II.1.12), (II.1.13), (II.1.14) et (II.1.15) dans (II.1.11) :

F (T,r) =
∫
dω

π

~
1− e−~ω/kBT

(
α(ω)∇′=(Gii(ω,r,r′))|r +∇′G∗ii(ω,r′,r)|rα′′(ω)

)
=
∫ ∞

0

dω

π

~
1− e−~ω/kBT

(
α(ω)∇′=(Gii(ω,r,r′))|r +∇′G∗ii(ω,r′,r)|rα′′(ω)

)
+
∫ ∞

0

dω

π

~
1− e~ω/kBT

(
α(−ω)∇′=(Gii(−ω,r,r′))|r +∇′G∗ii(−ω,r′,r)|rα′′(−ω)

)
.

Or d’après le théorème de réciprocité, nous avons la relation Gij(ω,r,r′) = Gji(ω,r′,r).
Nous avons également la relation G∗ij(ω,r,r′) = Gij(−ω,r,r′) du fait de la causalité.
De plus la fonction complexe de la polarisabilité de l’atome α(ω) a pour propriété :
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α′(ω) est une fonction paire et α′′(ω) est une fonction impaire. Enfin, nous utilisons les
relations suivantes : 1

1−e−~ω/kBT
= 1 + 1

e~ω/kBT−1 = 1 + n(ω,T ) où n(ω,T ) correspond
au nombre de photons de fréquence ω à la température T . Nous obtenons le résultat
suivant :

F (T,r) = ~
π

∫ ∞
0

dω

(
1 + 1

e~ω/kBT − 1

) (
α(ω)∇′=(Gii(ω,r,r′))|r +∇′G∗ii(ω,r,r′)|rα′′(ω)

)
− 1
e~ω/kBT − 1

(
α∗(ω)∇′=(G∗ii(ω,r,r′))|r −∇′Gii(ω,r,r′)|rα′′(ω)

)
= ~
π

∫ ∞
0

dω

(
1 + 2 1

e~ω/kBT − 1

)
=(α(ω)∇′Gii(ω,r,r′)|r)

= F0(r) + F eqth (r,T ),

où F0(r) est la contribution des fluctuations du vide en l’absence de photons thermiques
et F eqth (r,T ) la contribution des photons thermiques pour une température T . Nous
pouvons sommer ces deux contributions et réécrire :

F eq(T,r) = ~
π

∫ ∞
0

dω coth
( ~ω

2kBT

)
=(α(ω)∇′Gii(ω,r,r′)|r). (II.1.16)

Nous souhaitons exprimer F eq(T,r) sous la forme d’une intégrale sur les fréquences
complexes iξ = ω, nous réalisons comme précédemment une rotation de Wick et notons
que les fréquences de Matsubara ξn = 2nπkBT/~ sont les pôles de coth

(
~ω

2kBT

)
. Nous

obtenons la force de Casimir-Polder comme une somme sur ces fréquences (II.1.17) :

F eq(T,z) = 2kBT
πc2

∑
n

ξ2
n

α(iξn)
4πε0

∫
kdke−2κz

[
rTE − (2κ

2c2

ξ2
n

+ 1)rTM
]
. (II.1.17)

Il est à noter que la possibilité de faire une rotation de Wick vient de la sommabilité de
la contribution du vide F0(r) et de la contribution des photons thermiques F eqth (r,T ),
ce qui nous permet de faire apparaître la fonction coth

(
~ω

2kBT

)
qui est développable

en série sur ces pôles. Nous verrons ultérieurement que dans le cas d’un déséquilibre
thermique entre la température du miroir et du vide, ces deux contributions ne peuvent
pas être réunies, nous devrons garder l’intégrale sur les fréquences réelles. Afin de
comparer avec le résultat (II.1.5), nous voulons obtenir, à partir de la force F eq(T,z),
le potentiel V eq(T,z). Comme nous sommes à l’équilibre thermique, nous avons la
relation suivante entre la force de Casimir-Polder et son énergie :

E = −
∫ +∞

z
F (z′)dz′. (II.1.18)

Nous obtenons alors le résultat attendu calculé dans le paragraphe II.1.1 :

V eq(T,z) = 2kBT
πc2

∑
n

ξ2
n

α(iξn)
4πε0

∫
kdk

2κ e
−2κz

[
rTE − (2κ

2c2

ξ2
n

+ 1)rTM
]
. (II.1.19)
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II.1.3 Formalisme des matrices de diffusion

a Pression de radiation

Nous considérons deux objets au repos, à savoir l’objet 1 et 2. Ces deux objets sont
séparés d’une distance L l’un de l’autre et se trouvent à l’équilibre thermique avec leur
environnement à une température T . Nous considérons que nos deux objets (dans la
pratique un miroir plan et un atome) ont un axe de symétrie selon la direction ez.
Ainsi la pression de radiation subie par ces deux objets s’écrit

Tzz(r, t) = ε0

[
EzEz + c2BzBz −

1
2
(
E2 + c2B2

)]
.

Le champ électrique E et B peut s’écrire sous la forme d’une décomposition sur les
fréquences :

E(r,t) = 1
√
ε0

∑
p,φ

∫
d2k

(2π)2

∫
dkz
2π

~ω
2
(
e−i(ωt−Kφ.r)εp,φeφp(k,kz) + h.c.

)
,

B(r,t) = 1
ε0c2

∑
p,φ

∫
d2k

(2π)2

∫
dkz
2π

~ω
2
(
e−i(ωt−Kφ.r)βp,φeφp(k,kz) + h.c.

)
,

où ω = c |K|. La somme se fait sur la polarisation p = {TE, TM} et sur le sens de
propagation φ = {+,−}. εp,φ est le vecteur polarisation du champ électrique (A.2.2)
et (A.2.3). βp,φ le vecteur polarisation du champ magnétique qui est défini par

βTE = −εTM , (II.1.20)

βTM = εTE . (II.1.21)

Les amplitudes du champ ep,φ(k,kz) et (ep,φ)†(k,kz) correspondent aux opérateurs de
création et d’annihilation du champ électromagnétique. Les fonction de corrélation à
l’équilibre thermique à la température T sont les suivantes

〈
ep,φ(k,kz)ep

′,φ′(k′,k′z)
〉
therm

= 0 (II.1.22)〈
(ep,φ)†(k,kz)(ep

′,φ′)†(k′,k′z)
〉
therm

= 0〈
ep,φ(k,kz)(ep

′,φ′)†(k′,k′z)
〉
therm

= (2π)3δpp′δφφ′δ(k− k′)δ(kz − k′z)(1 + n(ω,T ))〈
(ep,φ)†(k,kz)ep

′,φ′(k′,k′z)
〉
therm

= (2π)3δpp′δφφ′δ(k− k′)δ(kz − k′z)n(ω,T ).

La valeur moyenne de la pression de radiation s’écrit alors

〈Tzz(r, z)〉therm = 1
2
∑
p,φ

∫
d2k

(2π)2

∫
dkz
2π

~ω
2 ×

〈
eφp(eφp)† + (eφp)†eφp

〉
therm

×
[
εp,φz (εp,φz )∗ − εp,φx (εp,φx )∗ − εp,φy (εp,φy )∗

+βp,φz (βp,φz )∗ − βp,φx (βp,φx )∗ − βp,φy (βp,φy )∗
]
.
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À partir de la définition des vecteurs de polarisations (A.2.2), (A.2.3), (II.1.20) et
(II.1.21), nous obtenons

[
εp,φz (εp′,φ′z )∗ − εp,φx (εp′,φ′x )∗ − εp,φy (εp′,φ′y )∗ + βp,φz (βp′,φ′z )∗

−βp,φx (βp′,φ′x )∗ − βp,φy (βp′,φ′y )∗
]

= −δpp′
2c2

ω2

(
k2
z + |kz|2

)
.

Au final, nous trouvons que la pression de radiation exercée par le vide en z est

〈Tzz(r, z)〉therm = 1
2
∑
p,φ

∫
d2k

(2π)2

∫
dω

2π ~kz ×
〈
eφp(eφp)† + (eφp)†eφp

〉
therm

.

b Réflexion et transmission par un miroir plan

Nous décrivons l’interaction de chaque objet avec le champ électromagnétique via
un opérateur de réflexionR± et un opérateur de transmission T ± qui relient les champs
incidents, réfléchis et transmis. Les deux objets sont au repos, donc le processus de dif-
fraction conserve les fréquences. De manière générale nous avons les relations suivantes :

E−p,out(k,ω) =
∑
p′

∫
d2k′

(2π)2 〈p,k|R
− ∣∣p′,k′〉E+

p′,in(k′,ω),

E+
p,out(k,ω) =

∑
p′

∫
d2k′

(2π)2 〈p,k|R
+ ∣∣p′,k′〉E−p′,in(k′,ω),

E+
p,out(k,ω) =

∑
p′

∫
d2k′

(2π)2 〈p,k| T
+ ∣∣p′,k′〉E+

p′,in(k′,ω),

E−p,out(k,ω) =
∑
p′

∫
d2k′

(2π)2 〈p,k| T
− ∣∣p′,k′〉E−p′,in(k′,ω).

Les opérateurs de réflexion et de transmission respectent les propriétés suivantes. Le
processus est causal, donc le champ réfléchi ou transmis ne peut précéder le champ
incident. Ceci assure que les opérateurs R± et T ± sont analytiques dans le demi-
plan supérieur des fréquences complexes. Le principe de réflexion de Schwarz permet
d’étendre les fonctions au domaine complet des fréquences complexes, ainsi les opéra-
teurs respectent la propriété (

R±p
)∗

(ω,k) = R±p (−ω∗,k), (II.1.23)(
T ±p

)∗
(ω,k) = T ±p (−ω∗,k).

L’objet 1 qui est un miroir plan, est également invariant par translation dans le plan
{xOy}, donc le vecteur d’onde k et la polarisation sont aussi conservés. Seul le para-
mètre φ peut changer lorsque le champ se réfléchit sur l’objet 1. Nous allons décrire
la cavité formée par les deux objets 1 et 2 à l’aide de deux matrices de diffusion, une
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Figure II.1 – Représentation schématique de la diffusion du champ électrique en
présence d’une cavité formée par deux objets

matrice S qui relie les champs extérieurs entrant et sortant et une matrice R qui relie
le champ à l’intérieur de la cavité au champ extérieur entrant. Nous considérons que
l’objet 1 se trouve à la position z = 0, l’objet 2 se trouve à la position z = L, et nous
étudions le champ EC(z) dans la cavité.

(
E−out
E+
out

)
= S

(
E+
in

E−in

) (
E+
C

E−C

)
= R

(
E+
in

E−in

)
où les matrices S et R sont définies par

S = 1
D

(
DR−1 e−ikzL + T −1 R

−
2 T

+
1 eikzL T +

1 T
+

2
T −1 T

−
2 DR+

2 e
−ikzL + T +

2 R
+
1 T
−

2 eikzL

)

R = 1
D

(
T +

1 R+
1 T
−

2 eikzL

R−2 T
+

1 eikzL T −2

)
où D = 1 − R+

1 R
−
2 e

2ikzL correspond aux résonances dans la cavité, c’est-à-dire aux
multiples réflexions possibles du champ à l’intérieur de celle-ci. S et R sont obtenus à
l’aide du formalisme des matrices de transfert (voir paragraphe II.2.2).

À présent nous pouvons exprimer le champ dans la cavité en fonction du champ
du vide à l’extérieur et ainsi déterminer la fonction de corrélation

〈
ep,C(ω,k).e†p,C(ω,k) + e†p,C(ω,k).ep,C(ω,k)

〉
therm

= Tr(RR†)
〈
ep,in(ω,k)e†p,in(ω,k) + e†p,in(ω,k)ep,in(ω,k)

〉
therm

.

Or à partir de (II.1.22), nous obtenons〈
ep,C(ω,k).e†p,C(ω,k) + e†p,C(ω,k).ep,C(ω,k)

〉
therm

= 2
(
1 + fp(ω,k) + f∗p (ω,k)

)
(1 + 2n(ω,T )) , (II.1.24)

avec la définition

fp(ω,k) = 〈p,k| R
+
1 R
−
2

D
|p,k〉 .
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c Énergie de Casimir-Polder

Nous avons déterminé l’expression générale de la pression de radiation exercée par
le champ du vide sur un objet de symétrie axiale ez à la position z. Cet objet subit
cette pression de radiation exercée par le champ du vide à gauche et à droite. Les
pressions totales exercées sur l’objet 1 et 2 s’écrivent alors pour la situation du schéma
II.1

〈P1(z)〉therm = 1
2
∑
p

∫
d2k

(2π)2

∫
dω

2π ~kz ×
〈
e+
p,L(e+

p,L)† + (e+
p,L)†e+

p,L + e−p,L(e−p,L)†

+(e−p,L)†e−p,L − e
+
p,C(e+

p,C)† − (e+
p,C)†e+

p,C − e
−
p,C(e−p,C)† − (e−p,C)†e−p,C

〉
therm

,

〈P2(z)〉therm = 1
2
∑
p

∫
d2k

(2π)2

∫
dω

2π ~kz ×
〈
e+
p,C(e+

p,C)† + (e+
p,C)†e+

p,C + e−p,C(e−p,C)†

+(e−p,C)†e−p,C − e
+
p,R(e+

p,R)† − (e+
p,R)†e+

p,R − e
−
p,R(e−p,R)† − (e−p,R)†e−p,R

〉
therm

.

Utilisant (II.1.22) et (II.1.24) respectivement les fonctions de corrélations du champ
du vide dans le demi-espace de gauche et de droite et les fonctions de corrélations du
champ du vide dans la cavité formée par les objets 1 et 2, nous obtenons les pressions
de radiations exercées sur 1 et 2

〈P1(z)〉therm = −
∑
p

∫
dω

2π

∫
d2k

(2π)2~kz (1 + 2n(ω,T ))
(
fp(ω,k) + f∗p (ω,k)

)
,

〈P2(z)〉therm =
∑
p

∫
dω

2π

∫
d2k

(2π)2~kz (1 + 2n(ω,T ))
(
fp(ω,k) + f∗p (ω,k)

)
.

L’intégrale s’étend sur tout le spectre des fréquences qui contient les ondes évanescentes
et les ondes propagatives. La force de Casimir-Polder qui s’exerce sur l’objet 2 est

FCP (z) = A2
∑
p

∫ +∞

0

dω

2π

∫
d2k

(2π)2~kz (1 + 2n(ω,T ))
(
fp(ω,k) + f∗p (ω,k)

)
,

où A2 est la surface de l’objet 2 sur laquelle s’exerce cette pression P2(z)−P1(z). Il est à
noter que cette formulation n’est valable que pour des objets plans car nous avons écrit
les champs E−p,out(k,ω), E+

p,out(k,ω), E−p,in(k,ω) et E+
p,in(k,ω) dépendant uniquement

du vecteur d’onde transverse k, privilégiant un axe de symétrie ez. Comme dans les
paragraphes précédents, nous opérons une rotation de Wick pour exprimer l’intégrale
sur les fréquences complexes ω = iξ. Grâce à la relation (II.1.23), f∗p (iξ,k) = fp(iξ,k),
la force s’écrie

FCP (L) = kBTA2
∑
p

′∑
n

∫
d2k

(2π)2 2κfp(iξn,k),
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avec ξn les fréquences de Matsubara.
Dans notre expérience l’objet 1 correspond à un miroir plan et l’objet 2 à un atome

de rubidium [42], nous avons alors

〈p,k|R+
1
∣∣p′,k′〉 = (2π)2δ(k− k′)δpp′rp(ω,k),

〈p,k|Rφ2
∣∣p′,k′〉 = iω2α(ω)

2ε0c2kz
ei(k

′−k).Re−iφ(kz+k′z)z
[
εφp(ω,k).ε−φp′ (ω,k′)

]
,

avec rp(ω,k) les coefficients de réflexion du miroir, et α(ω) la polarisabilité de l’atome et
{R,z} la position de l’atome. Nous ne prenons pas en compte les réflexions multiples
sur l’atome qui est un objet microscopique, un développement sur α(ω) au premier
ordre suffit. Comme nous sommes à l’équilibre thermodynamique à la température T ,
la relation (II.1.18) donne :

V eq(T,z) = 2kBT
c2

∑
n

ξ2
n

α(iξn)
4πε0

∫
kdk

2κ e
−2κz

[
rTE − (2κ

2c2

ξ2
n

+ 1)rTM
]
.

II.2 Détermination des coefficients de réflexion du miroir

Pour calculer numériquement le potentiel de Casimir-Polder (II.1.19) pour l’expé-
rience FORCA-G, il faut déterminer les coefficients de réflexion du miroir. Le miroir,
fabriqué par le LMA (laboratoire des matériaux avancés), est constitué de deux types
de matériaux, de la silice SiO2 et du pentoxyde de tantale Ta2O5. Ces deux matériaux
sont déposés en couche sur un substrat, en BK7 ou en silice. Il est composé de 15
couches de Ta2O5 et de 15 couches de SiO2 qui sont déposées en alternance, formant
un miroir de Bragg. La première couche face à l’atome de rubidium 87 est une couche
de silice. Nous allons d’abord présenter les données utilisées pour le calcul de la per-
mittivité en fréquence complexe ε(iξ) des deux matériaux. Ensuite nous déterminons
par le calcul des matrices de transfert les coefficients de réflexion du miroir. Nous com-
parons ces résultats aux mesures de transmittance et d’ellipsométrie réalisées par le
LISV (laboratoire d’ingénérie des systèmes de Versailles). Ceci nous permet de mettre
en évidence les diverses sources d’incertitude sur les coefficients de réflexion du miroir.

II.2.1 Permittivités des matériaux constituant le miroir

a Permittivité du SiO2

La permittivité d’un matériau traduit la réponse du milieu à la présence d’un champ
électrique. Pour déterminer la permittivité du SiO2, nous avons utilisé les données
optiques compilées dans [43]. Dans cet ouvrage sont répertoriés n et k, respectivement
l’indice de réfraction et le coefficient d’extinction qui sont reliés à la permittivité par
la relation suivante :

ε(ω) = (n+ ik)2.

Nous obtenons, avec ε′(ω) la partie réelle et ε′′(ω) la partie imaginaire de la permitti-
vité :
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Figure II.2 – ε′(ω) et ε′′(ω) respectivement à gauche et à droite en fonction de ω
exprimée en rad.s−1 obtenues à partir de [43]

ε′(ω) = n2 − k2

ε′′(ω) = 2nk

.
ε′(ω) et ε′′(ω) sont reliées par les relations de Kramers-Kronig :

ε′(ω) = 1 + 2
π
P

∫ ∞
0

xε′′(x)
x2 − ω2dx,

ε′′(ω) = −2ω
π
P

∫ ∞
0

ε′(x)− 1
x2 − ω2 dx.

Le potentiel de Casimir-Polder (II.1.19) s’exprime comme une intégrale ou une somme
sur les fréquences complexes. Il nous est nécessaire de calculer la permittivité ε(iξ). À
partir des relations de Kramers-Kronig, nous avons la relation

ε(iξ) = 1 + 2
π

∫ ∞
0

xε′′(x)
x2 + ξ2dx. (II.2.1)

À partir des données optiques du SiO2, nous obtenons ε′ et ε′′ (voir figure II.2).
Pour obtenir ε(iξ), il est évident que nous ne pouvons pas intégrer sur l’ensemble des
fréquences ω, mais nous savons que ε′′(ω) est une fonction impaire [44] donc ε′′(0) = 0
car la silice est un diélectrique et nous pouvons supposer au vu du comportement de
la fonction sur la figure II.2 que ε′′(ω) tend vers 0 en ω aux basses fréquences. Pour
ω > 1020 rad.s−1, le milieu devient transparent aux hautes fréquences, ε′′(ω) tend vers
0 en ω, donc sa contribution est négligeable dans l’intégration.

ε(iξ) est représentée sur la figure II.3. Nous remarquons que la fonction possède
deux marches, l’une à environ 1014 rad.s−1 et l’autre à 1016 rad.s−1. Ces deux marches
correspondent aux deux résonances principales que nous observons sur la courbe de
ε′′(ω) et ε′(ω) vers 1014 rad.s−1 et 1016 rad.s−1 sur la figure II.2. Il est à noter également
que ε(iω) tend vers 1 lorsque ω tend vers ∞ ce qui découle directement de la relation
(II.2.1). Nous pouvons aussi remarquer que d’après les relations de Kramers-Kronig et
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Figure II.3 – ε(iξ) en fonction de ξ exprimée en rad.s−1

sur les figure II.2 et II.3, ε(iω) tend vers la valeur statique ε0 lorsque ω tend vers 0.
L’avantage de travailler en fréquences complexes est d’obtenir une permittivité (ou une
polarisabilité α(iξ) pour l’atome) sans résonances ce qui permet d’avoir un intégrant
avec un comportement moins pathologique qu’en fréquences réelles.

b Permittivité du Ta2O5

Il a été plus difficile d’obtenir des données optiques sur un intervalle en fréquence
suffisamment large pour le pentoxyde de tantale. Nous n’avons trouvé qu’une unique
source de données pour la permittivité de ce matériau dans [45]. Le modèle de permit-
tivité pour le Ta2O5 proprosé dans cet article est

ε(ω) =
(
A+ B

λ

)2
−

ω2
p,0

ω2 + iγ0ω
+

N∑
n=1

ω2
p,n

ω2
n − ω2 − iγnω

. (II.2.2)

Le premier terme correspond à l’indice de réfraction selon la loi de Cauchy qui est
valable pour les hautes fréquences où le milieu devient transparent, c’est en fait un
développement limité en 1/λ. Le second terme est un terme de Drude pour un électron
libre dans le cas de pentoxyde de tantale non-cristallisé (amorphe). Le troisième terme
correspond à la somme de N oscillateurs qui représentent les bandes d’absorption
des phonons dans l’infra-rouge lointain. Les différents paramètres de ce modèle ont
été obtenus grâce à différentes mesures ellipsométriques et spectrométriques sur une
couche de Ta2O5 déposée sur un substrat de silice pour des fréquences allant de 10
cm−1 à 10000 cm−1. Nous avons répertorié dans le tableau II.1 les valeurs numériques
des différents paramètres pour du Ta2O5 amorphe.

Nous pouvons remarquer sur la figure II.4 que ε′′(ω) tend rapidement vers 0 à
partir de 1014 rad.s−1, le matériau devient transparent pour les hautes fréquences.
Ainsi nous pouvons nous fixer comme borne supérieure d’intégration pour calculer la
permittivité en fréquence complexe ω = 1015, afin de prendre en compte l’oscillateur
à la fréquence ωn = 3020 cm−1 soit ωn = 5,7.1014 rad.s−1. D’après (II.2.2), ε′′(ω)
diverge si ω tend vers 0. Dans l’hypothèse où Ta2O5 se comporte comme un diélectrique



II.2. Détermination des coefficients de réflexion du miroir 33

n ωn (cm−1) ωp,n (cm−1) γj (cm−1)
0 6490 6,5.105

1 266 1040 188
2 500 573 112
3 609 634 88
4 672 408 43
5 868 277 113
6 3020 373 652

Table II.1 – Paramètre de ε(ω) pour du Ta2O5 amorphe.

aux basses fréquences, ε′′(ω) doit tendre vers 0 quand ω tend vers 0. Pour réaliser
l’intégration (II.2.1), nous choisissons cependant un comportement diélectrique. La
relation ε′(0) = ε(i0) doit nous aider à choisir la borne inférieure d’intégration dans
l’expression (II.2.1). Sur la figure II.4, ε(iξ) a les mêmes caractéristiques que dans le
cas de la silice, une asymptote égale à 1 pour ω qui tend vers ∞ et une asymptote
ε0 = 22,41 pour ω qui tend vers 0. Cette fois-ci la fonction ε(iξ) du Ta2O5 ne possède
qu’une seule marche car ε′′(ω) n’a qu’une seule résonance significative pour ωn = 266
cm−1 soit ω = 5,01.1013 rad.s−1.
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Figure II.4 – À gauche ε′′(ω) en fonction de ω exprimée en rad.s−1 et à droite ε(iξ)
calculée en fonction de ξ exprimées en rad.s−1.

II.2.2 Calcul des coefficients du miroir

Nous présentons ici la méthode utilisée [40, 46] pour calculer les coefficients de
réflexion d’un miroir constitué de n couches de matériau quelconque d’épaisseur en
et l’appliquons pour les coefficients de réflexion caractérisant le miroir de l’expérience
FORCA-G.
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Figure II.5 – Réfraction sur une interface avec une polarisation TE à gauche et une
polarisation TM à droite.

a Coefficients de réflexion de Fresnel et matrices S et T

Tout d’abord nous introduisons les coefficients de Fresnel. Pour un champ électrique
incident d’amplitude E in caractérisé par une onde plane de fréquence ω et de vecteur
d’onde K, l’amplitude E in dans le milieu 0 est reliée par les coefficients de Fresnel
r01 et t01 respectivement au champ réfléchi Eref dans le milieu 0 et transmis E tr dans
le milieu 1. Sur le schéma II.5, nous montrons la réfraction d’une onde incidente de
polarisation transverse électrique (TE) et transverse magnétique (TM) à une interface
entre deux milieux 0 et 1. Dans cette configuration, les coefficients de Fresnel s’écrivent

rTE01 = κ0 − κ1
κ0 + κ1

= −e−βTE ,

rTM01 = ε1κ0 − ε0κ1
ε1κ0 + ε0κ1

= −e−βTM ,

tTE01 = 2κ0
κ0 + κ1

,

tTM01 =
2√ε1κ0

ε1κ0 + ε0κ1
,

avec κi =
√
εi
ξ2

c2 + k2 la partie longitudinale du vecteur d’onde K± où ω = iξ, c la
vitesse de la lumière, et, ε0 et ε1 la permittivité des milieux 0 et 1. Les coefficients de
réflexion d’une onde incidente allant du milieu 1 vers le milieu 0 r̄01 et t̄01 sont reliés
à r01 et t01 par les relations

r̄01 = −r01,

t̄01 = κ1
κ0
t01.

À présent, nous donnons la définition et le lien entre la matrice S et la matrice de
transfert T qui vont nous servir par la suite à calculer les coefficients de réflexion pour
un miroir multi-couche. La matrice de diffusion S relie les composantes du champ en-
trant Ein, c’est-à-dire qui se dirige vers l’interface, aux composantes du champ sortant
Eout, c’est-à-dire qui s’éloigne de l’interface. La matrice S s’écrie alors
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Figure II.6 – Représentation sous forme de réseau de l’interface du milieu 0 et 1.

|Ein〉 =
(
E+
in

E−in

)
|Eout〉 =

(
E−out
E+
out

)

|Eout〉 = S |Ein〉 S =
(
r t̄
t r̄

)
où r et t correspondent au coefficient de Fresnel à l’interface entre le milieu de gauche
et de droite. La matrice de tranfert T est définie afin de relier le champ qui se trouve
à gauche EL de l’interface au champ qui se trouve à droite ER.

|EL〉 =
(
E+
in

E−out

)
|ER〉 =

(
E+
out

E−in

)

|EL〉 = T |ER〉 T =
(
a b
c d

)
Nous pouvons ainsi en déduire les relations suivantes entre les matrices S et T

a = 1
t b = −r̄

t

c = r
t d = tt̄−rr̄

t

(II.2.3)

Les matrices T sont parfaitement adaptées pour notre problème de miroir multi-couche.
Pour obtenir la matrice de transfert du miroir total, il suffira de multiplier les différentes
matrices de transfert pour chaque couche du miroir. Nous obtiendrons les coefficients de
réflexion du miroir grâce aux relations (II.2.3) qui nous donnent facilement le lien entre
les coefficients des matrices de transfert et le coefficients de réflexion. Cette formulation
à partir des matrices de transfert est également parfaitement adaptée pour écrire le
champ électrique E décomposé sur une base d’onde progressive (sens des z croissant)
et régressive tel que E = E+eiK

+·r + E−eiK
−·r (cf. A.3).

b Matrice de transfert pour une couche d’épaisseur donnée

La matrice de transfert pour une lame d’épaisseur donnée s’écrit à l’aide de deux
matrices de transfert de base, une matrice pour l’interface entre le milieu 0 et le milieu
1 et son inverse pour l’interface entre le milieu 1 et le milieu 0, et une matrice de
propagation à travers le milieu 1. La matrice de transfert du milieu 0 au milieu 1 se
détermine à partir des relations (II.2.3).
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T01 =
√

κ1
κ0

1√
2 sinhβ

(
e
β
2 −e−

β
2

−e−
β
2 e

β
2

)
T prop1 =

(
eα1 0
0 e−α1

)
avec βTE = ln(κ1+κ0

κ1−κ0
), βTM = ln(κ1+ε1κ0

ε1κ0−κ0
) et αi = κie où e est l’épaisseur de la lame.

Donc nous obtenons les coefficients de réflexion pour une lame constituée d’une seule
couche 1 dans un milieu 0 en faisant le produit

T lame = T01T
prop
1 T10.

Grâce aux relations (II.2.3) entre les coefficients des matrices de diffusion S et de
transfert T , nous avons r = a

c , ainsi nous obtenons pour un miroir constitué d’une
seule couche d’épaisseur e

r = − sinh β
sinh(α+ β) .

c Calcul des coefficients rTE et rTM

Pour un miroir multi-couche, nous procédons de la même manière. Dans notre cas,
nous calculons les 30 matrices de transferts des 30 couches du miroir, chaque matrice
de transfert ayant une épaisseur différente en. Pour obtenir la matrice de transfert du
miroir complet, nous faisons le produit des matrices des différentes couches dans l’ordre
où elles apparaissent dans le miroir, de la dernière couche déposée sur le substrat à la
première face à l’atome de rubidium dans l’expérience :

Tmiroir =
30∏
n=1

T lamen .
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Figure II.7 – À gauche rTE , à droite rTM en fonction de ξ en rad.s−1 pour différentes
valeurs de k : en bleu k = 1 m−1, en rouge k = 10 m−1, en vert k = 100 m−1 et en
orange k = 1000 m−1.

Nous obtenons les coefficients de réflexion rTE et rTM en utilisant à nouveau les
relations (II.2.3). Nous ne donnerons pas l’expression littérale des coefficients de ré-
flexion car évidemment vu la complexité du miroir, leur expression ne peut pas s’écrire
simplement.
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Sur la figure II.7, nous avons tracé les coefficients rTE(iξ,k) et rTM (iξ,k) pour
différents valeurs de k, la norme du vecteur d’onde transverse. Nous constatons que |r|
est inférieure à 1, comme attendu, par principe de conservation de l’énergie. rTE et rTM
tendent vers 0 en 1/ω2 pour les hautes fréquences ce qui correspond à la transparence
du miroir à haute fréquence. À ces fréquences, le mouvement des électrons du matériau
constituant le miroir ne peuvent pas suivre les oscillations du champ. Quant au basses
fréquences, nous pouvons observer que rTE(iξ,k) tend vers 0 en ω2 et rTM (iξ,k) tend
vers une constante non nulle. Ce cas correspond à la situation de l’électrostatique, en
fréquences réelles, où rTM tend vers le coefficient de Fresnel statique ε(0)−1

ε(0)+1 .

II.3 Mesures optiques des caractéristiques du miroir

Pour pouvoir tester notre modèle de miroir et vérifier la précision du calcul théo-
rique de nos coefficients de réflexion, nous avons fait réaliser plusieurs mesures sur le
miroir de l’expérience. Nous avons obtenu des mesures ellipsométriques dans l’infra-
rouge proche pour des longueurs d’onde comprises entre 1.7 et 30 µm et des mesure de
transmittance dans le visible pour des longueurs d’onde comprises entre 400 et 1500
nm. Nous allons dans cette partie comparer ces résultats à nos calculs de transmittance
et de paramètres ellipsométriques. Nous mettrons ensuite en évidence que la différence
entre nos calculs et ces mesures viennent de diverses sources d’incertitude.

II.3.1 Transmittance du miroir dans le visible

La transmittance est définie par T = |t|2. Comme nous travaillons sur les coefficients
de réflexion, nous allons plutôt faire le lien avec la réflectance R définie par R = |r|2 =(∣∣∣rTE∣∣∣2 +

∣∣∣rTM ∣∣∣2) /2. La transmittance T et la réflectance sont reliées par l’équation
(II.3.1) qui est une conséquence de la conservation de l’énergie, à savoir l’énergie du
champ électrique incident est égale à la somme de l’énergie du champ électrique réfléchi
et du champ électrique transmis.

R+ T = 1 (II.3.1)

Ce calcul de transmittance doit être réalisé en fréquence réelle. Les mesures de trans-
mittance que nous avons, ont été réalisées pour un angle d’incidence de 0◦, donc le
vecteur d’onde Ki dans un milieu i quelconque n’a qu’une unique composante selon
ez et s’écrit ki,z = √εi ωc .

Comme nous pouvons le voir sur le graphique II.8, notre modèle des coefficients
de réflexion nous donne un résultat pour la transmittance du miroir assez proche des
mesures. Néanmoins nous cherchons à calculer le potentiel de Casimir-Polder le plus
précisément possible pour ce miroir. Les différences entre la mesure et le calcul de
la transmittance peuvent provenir soit de l’épaisseur des couches du miroir, soit de
la permittivité des matériaux constituant le miroir que nous ne connaissons qu’avec
une certaine précision. Nous pouvons déjà faire le constat que si nous modifions par
exemple l’épaisseur des deux premières couches du miroir, la transmittance du mi-
roir est modifiée de manière significative pour certaines longueurs d’onde (voir figure
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Figure II.8 – À gauche, comparaison de la transmittance mesurée en bleu pour le mi-
roir entre 400 et 1500 nm et de la transmittance calculée en rouge à partir des données
optiques du SiO2 et du Ta2O5. Transmittance exprimée en %. À droite, comparaison
de la transmittance mesurée en bleu pour le miroir entre 400 et 1500 nm et de la
transmittance calculée en rouge à partir des données optiques du SiO2 et du Ta2O5
où nous avons modifié l’épaisseur de la première couche en silice de +10 nm et de la
deuxième couche en pentoxyde de tantale de +30 nm.

II.8). Par contre après cette légère modification, l’aspect général de la fonction T (λ)
est conservé, ainsi la bonne réflexion de la lumière verte autour de 500 − 600 nm est
l’une des caractéristiques souhaitées afin de construire le réseau optique. Cette der-
nière propriété vient de la périodicité des couches des matériaux choisis, propriété qui
peut être retrouvée par un modèle de miroir de Bragg qui est un miroir qui alterne
périodiquement 2N couches composées de deux types de milieux. Dans ce modèle de
miroir [47], nous avons les relations

|R|2 = |C|2

|C|2 + sinhKΛ
sinhNKΛ

,

|K|2 = 1
Λ cos−1[12(A+D)],

ATE = eik1,za

[
cos k2,zb+ 1

2 i(
k2,z
k1,z

+ k1,z
k2,z

) sin k2,zb

]
,

CTE = eik1,za

[
−1

2 i(
k2,z
k1,z
− k1,z
k2,z

) sin k2,zb

]
,

DTE = e−ik1,za

[
cos k2,zb−

1
2 i(

k2,z
k1,z

+ k1,z
k2,z

) sin k2,zb

]
,

ATM = eik1,za

[
cos k2,zb+ 1

2 i(
n2

1k2,z
n2

2k1,z
+ n2

2k1,z
n2

1k2,z
) sin k2,zb

]
,

CTM = eik1za

[
−1

2 i(−
n2

1k2z
n2

2k1z
+ n2

2k1z
n2

1k2z
) sin k2zb

]
,



II.3. Mesures optiques des caractéristiques du miroir 39

Figure II.9 – Transmittance exprimée en % pour un miroir de Bragg constitué de
Ta2O5 pour la première couche et de SiO2 pour la deuxième. Les différentes couleurs
identifient le nombre N de cellules constituées de deux couches : N = 2 en rouge,
N = 5 en bleu, N = 10 en vert, N = 20 en orange, et N = 40 en violet.

DTM = e−ik1za

[
cos k2zb−

1
2 i(

n2
1k2z
n2

2k1z
+ n2

2k1z
n2

1k2z
) sin k2zb

]
,

avec k1,z et k2,z respectivement la composante du vecteur d’onde selon z dans le milieu
1 et le milieu 2, N le nombre de cellules où une cellule est composée d’une couche du
milieu 1 d’épaisseur a et d’une couche du milieu 2 d’épaisseur b avec Λ = a+ b. Nous
observons sur la figure II.9 le pic entre 500 − 600 nm dû à l’interférence constructive
des réflexions sur toutes les couches. Le nombre de cellules permet de faire varier
le nombre de période d’oscillation et la profondeur du pic entre 500 − 600 nm. Les
épaisseurs des premières couches du miroir permettent de faire varier la transmittance
pour certaines longueurs d’ondes, par exemple l’expérience FORCA-G nécessite une
bonne transmission autour de certaines transitions du rubidium.

Avec ces mesures de la transmittance, nous n’avons pu tester que les longueurs
d’onde dans le domaine visible. Or pour la permittivité du Ta2O5 [b], ce sont les
longueurs d’onde dans l’infrarouge entre 200 et 1500 cm−1 soit entre 6 et 50 µm
qui donnent la réponse la plus significative au champ électrique. Alors que pour le
SiO2, la réponse la plus significative est centrée autour de 1014 rad.s−1 soit quelques
micromètres. Lorsque nous passons en fréquences complexes ce sont ces résonances qui
contribueront principalement à ε(iξ) et ainsi à l’effet Casimir-Polder. Nous présentons
dans le paragraphe qui suit, des mesures ellipsométriques dans le proche infrarouge
afin de tester cette gamme de longueurs d’onde.

II.3.2 Mesures ellipsométriques dans le proche infrarouge

Les mesures complémentaires demandées dans l’infrarouge ont été réalisées par el-
lipsométrie entre 1,7 et 30 µm. L’ellipsométrie est une technique d’analyse optique
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basée sur le changement de polarisation de la lumière lors d’une réflexion en inci-
dence optique sur une surface plane. On envoie sur un échantillon, ici le miroir, une
onde lumineuse polarisée, et on analyse la modification de polarisation introduite par
l’échantillon. L’ellipsométrie analyse cette modification par l’intermédiaire du rapport
ρ (II.3.2) des coefficients de réflexion rTE et rTM .

ρ = rTM

rTE
= tan(Ψ)ei∆ (II.3.2)

Ψ et ∆ sont des angles et prennent respectivement des valeurs entre 0 et π
2 , et entre

0 et 2π. tan(Ψ) représente le rapport des modules des coefficients de réflexion. ∆ =
δTM − δTE est la différence de phase introduite par la réflexion.

À présent, nous calculons Ψ et ∆ pour différents angles d’incidence en fonction de
la longueur d’onde λ à partir des coefficients de réflexion. L’angle d’incidence θ est
donné dans le vide par la relation : c |k| = sin(θ)ω. En fréquences réelles, kz s’écrit
kz =

√
ε(ω)ω2

c2 − k2. Ainsi nous calculons les coefficients de réflexion en fonction de la
fréquence rélle ω et de l’angle d’incidence θ. Nous pouvons alors obtenir ρ(ω,θ) :

ρ(ω,θ) =
rTM (ω, sin(θ)ωc )
rTE(ω, sin(θ)ωc ) ,

Ψ = arctan(|ρ|),

∆ = arg(ρ).

L’ellipsomètre infrarouge utilisé a réalisé des mesures pour un spectre en longueurs
d’onde entre 1.7 µm et 30 µm, ce qui correspond à un intervalle entre 303 cm−1 et 5800
cm−1, avec une précision de l’ordre du cm−1. Les mesures sont réalisées pour des angles
d’incidence compris entre 30◦ et 80◦. L’ellipsomètre fournit les valeurs des angles Ψ
et ∆ en fonction de la longueur d’onde λ. Nous pouvons voir sur les figures II.10 et
II.11 la comparaison entre les mesures en bleu et le calcul théorique réalisé en rouge à
partir du calcul des coefficients de réflexion. Nous pouvons faire la même observation
que pour la transmittance, nous n’obtenons que grossièrement un comportement iden-
tique. Nous avons une assez bonne correspondance pour les longueurs d’onde entre
300 cm−1 et 1500 cm−1. Ces mesures d’angles ellipsométriques ne nous permettent
pas néanmoins de couvrir tout le spectre qui pourrait nous intéresser notamment la
résonance principale de la permittivité du pentoxyde de tantale pour une fréquence de
266 cm−1 qui vient de la partie Drude de la permittivité. Nous ne pouvons pas vérifier
son éventuel caractère métallique.

II.3.3 Évaluation de l’incertitude sur les coefficients de réflexion

Nous avons mis en évidence un désaccord important entre les mesures d’angles
ellipsométriques et de transmittance du miroir et les calculs théoriques de ces mêmes
grandeurs à l’aide de notre modèle de coefficients de réflexion. Dans ce paragraphe le
but est de déterminer l’incertitude que nous faisons dans notre calcul théorique et de
mettre en évidence quelles sont les principales sources de cette incertitude dans notre
calcul, en comparant toujours aux mesures précédentes.
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Figure II.10 – De gauche à droite et de haut en bas, ∆(λ−1,θ = 30◦), Ψ(λ−1,θ = 30◦),
∆(λ−1,θ = 40◦), Ψ(λ−1,θ = 40◦), ∆(λ−1,θ = 50◦), Ψ(λ−1,θ = 50◦), ∆(λ−1,θ = 60◦),
Ψ(λ−1,θ = 60◦), avec en rouge la courbe calculée théoriquement et en bleu les mesures
de l’ellipsomètre exprimées en fonction de λ−1 en cm−1.
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Figure II.11 – De gauche à droite et de haut en bas, ∆(λ−1,θ = 70◦), Ψ(λ−1,θ = 70◦),
∆(λ−1,θ = 80◦), Ψ(λ−1,θ = 80◦) avec en rouge la courbe calculée théoriquement et en
bleu les mesures de l’ellipsomètre exprimées en fonction de λ−1 en cm−1.

Les sources d’incertitudes comme nous l’avons déjà évoqué sont les données op-
tiques utilisées pour déterminer la permittivité des matériaux et l’épaisseur des couches
du miroir. Notre connaissance de la permittivité des matériaux est issue de mesures
optiques (du type ellispométrique ou autre, voir [43, 45]). Ces grandeurs sont ainsi
seulement connues avec une certaine précision. Les épaisseurs des couches du miroir
qui nous ont été fournies sont théoriques et déterminées pour remplir les conditions
demandées par l’expérience. Les épaisseurs effectives du miroir peuvent être différentes
en raison des techniques de fabrication du miroir.

a Paramètres du modèle de la permittivité du Ta2O5

Dans le paragraphe b, nous avons présenté un modèle pour la permittivité du pen-
toxyde de tantale. Pour ce modèle différents paramètres entrent en compte (voir tableau
II.1). Ces paramètres ont été déterminés par différentes procédures d’ajustement des
données mesurées (angles ellipsométriques, ou transmittance). Ces paramètres sont
connus à partir de [45] sans aucune information sur la précision avec laquelle ils sont
connus. Nous savons que les mesures ont été réalisées avec une résolution spectrale
de 4 cm−1, mais nous ne connaissons ni l’incertitude sur les mesures ni le coefficient
χ2 qui caractérisent l’accord entre les mesures et le modèle utilisé pour la procédure
d’ajustement. Pour la suite nous allons choisir arbitrairement une incertitude relative
de 5% pour l’ensemble des paramètres et testerons également le cas où elle serait de
10%.

Pour caractériser l’incertitude avec laquelle nous connaissons ces paramètres, nous
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définissons la fonction gaussienne pωj (x) pour la fréquence ωj qui donne la probabilité
que la fréquence ωj vaille x (loi normale)

pωj (x) = 1
σωj
√

2π
e
−

(x−ωj)2

2(σωj )2
.

En pratique si on répète un grand nombre de fois une mesure physique, on obtient
le plus souvent pour les résultats de la mesure une distribution de probabilité gaus-
sienne. Ce résultat peut être démontré pour toutes mesures soumises à des erreurs
systématiques négligeables mais à de nombreuses sources d’erreurs aléatoires indépen-
dantes (en mathématique théorème central limite). Les paramètres de la permittivité
du Ta2O5 sont issus de l’ajustement de données expérimentales, d’où le choix de cette
distribution de probabilité gaussienne.

Ayant choisi une incertitude relative 5% pour l’ensemble des paramètres, σωj =
0.05ωj , nous définissons la même fonction pour tous les paramètres ωj , ωp,j et γj . Pour
déterminer l’incertitude sur les angles ellipsométriques, sur la transmittance du miroir,
ou par la suite sur le potentiel de Casimir-Polder due à σ, nous procédons ainsi : nous
tirons au sort chacun des paramètres du modèle (II.2.2) du Ta2O5 et chaque valeur x
choisie pour un paramètre sort avec la probabilité p(x) définie pour celui-ci ; une fois
le choix de tous les paramètres réalisé, nous pouvons calculer la quantité souhaitée.
Nous réitérons le processus un grand nombre de fois pour obtenir l’incertitude σ (ou
écart type) et la valeur moyenne sur la quantité calculée.

Nous présentons les résultats obtenus par cette méthode. Nous pouvons voir que
pour Ψ(λ−1,Π6 ), ∆(λ−1,Π6 ) et T (λ) calculés, représentés en rouge sur les figures II.12 et
II.13, l’incertitude induite sur l’incertitude des paramètres ωj , ωp,j et γj est négligeable.
Pour ces trois quantités, nous trouvons une incertitude inférieure à 10−10.

Figure II.12 – À gauche l’angle ellipsométrique Ψ(λ−1,Π6 ). À droite l’angle ellipso-
métrique ∆(λ−1,Π6 ). En bleu les mesures réalisées entre 1.7 et 33 µm (soit entre 303
cm−1 et 5800 cm−1), en rouge le calcul théorique avec l’incertitude induite par les
incertitudes des paramètres du modèle de Ta2O5.

Ces résultats montrent que l’importante différence entre la transmittance mesurée
et celle calculée ne peut être expliquée par l’incertitude sur les paramètres du modèle
(II.2.2) du Ta2O5. La même observation peut être faite pour les angles ellipsométriques
Ψ(λ−1,θ) et ∆(λ−1,θ). Même en considérant une incertitude relative plus élevée sur
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les paramètres de la permittivité, par exemple de l’ordre de 10%, l’effet est toujours
négligeable.
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Figure II.13 – La transmittance du miroir T (λ). En rouge le calcul théorique de l’in-
certitude induite par la méconnaissance des paramètres du modèle de Ta2O5 (épaisseur
du point rouge), en vert la transmittance mesurée.

b Incertitude sur la permittivité de la silice

Comme nous l’avons montré dans le paragraphe a, la permittivité de la silice est
calculée à partir des indices de réfraction n et d’extinction k. Dans [43], la valeur de
ces deux indices est donnée sur un large spectre, mais ces valeurs ne proviennent pas
toutes des mêmes mesures. L’incertitude n’est alors pas la même pour l’ensemble du
spectre, et toutes ces sources ne précisent pas l’erreur faite lors des mesures. Comme
pour le pentoxyde de tantale, nous allons regarder l’effet d’une incertitude de 10% sur
les indices n et k de la silice sur la transmittance et des angles ellipsométriques.

Figure II.14 – À gauche l’angle ellipsométrique Ψ(λ−1,Π6 ). À droite l’angle ellipsomé-
trique ∆(λ−1,Π6 ). En bleu les mesures réalisées entre 1.7 et 33 µm (soit entre 303 cm−1

et 5800 cm−1), en rouge le calcul théorique avec l’incertitude induite par l’incertitude
sur les indices des réfraction et d’extinction de la silice.
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Figure II.15 – La transmittance du miroir T (λ). En rouge le calcul théorique avec le
calcul théorique avec l’incertitude induite par l’incertitude sur les indices des réfraction
et d’extinction de la silice, en vert la transmittance mesurée.

Pour évaluer l’incertitude théorique induite par celle sur les indices n et k de la
silice, nous procédons comme précédemment.

Sur les figures II.14 et II.15, nous observons que l’effet d’une incertitude de 10% sur
les indices de la silice est également négligeable, inférieure à 1%. En fait pour les deux
matériaux, introduire une incertitude ne fait qu’ajouter une sorte de bruit à la permit-
tivité. Mais globalement celle-ci garde le même comportement. Ainsi les coefficients
de réflexion et par conséquence la transmittance et les angles ellipsométriques sont
faiblement impactés par ce type d’incertitude. De plus le potentiel de Casimir-Polder
est exprimé sous la forme d’une intégrale sur les fréquences complexes. Comme nous
l’avons déjà noté le passage en fréquences complexes pour la permittivité opère une
sorte de moyenne sur l’ensemble du spectre, ainsi l’effet de bruit dû aux incertitudes
sur certaines fréquences est également moyenné.

c Épaisseurs des couches du miroir

N’ayant que peu d’informations sur les techniques utilisées pour la fabrication du
miroir, nous n’avons aucun moyen d’estimer l’incertitude sur les épaisseurs des couches
du miroir par rapport à leur valeur théorique. Nous savons que la précision avec laquelle
est déposée une couche est de l’ordre de 2 nm. Nous pouvons considérer que le choix
d’une incertitude relative de l’ordre de 5% est alors une limite supérieure suffisante.
Nous procédons comme précédemment pour les paramètres du modèle de permittivité
du Ta2O5, et nous définissons la fonction pei(x) pour l’épaisseur de la couche i qui
donne la probabilité que l’épaisseur de la couche i vaille x

pei(x) = 1
σe
√

2π
e
− (x−ei)

2

2(σe)2 .
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Comme nous avons supposé que les épaisseurs des couches du miroir sont connues avec
une précision de l’ordre de 5%, nous posons σei = 0.05ei.

Nous pouvons déjà constater sur les figures II.16 et II.17 qu’une incertitude sur
les épaisseurs des couches du miroir est bien plus significative qu’une incertitude sur
la permittivité. Cette incertitude peut expliquer l’importante différence entre la trans-
mittance mesurée en bleu sur la figure II.16 et la transmittance calculée en rouge. Pour
les angles ellipsométriques Ψ(λ−1,π6 ) et ∆(λ−1,π6 ), nous pouvons voir également que
les résultats correspondent mieux aux mesures expérimentales en tenant compte de
cette variation sur les épaisseurs, mais restent incompatibles pour certaines plages de
fréquences.

Figure II.16 – À gauche l’angle ellipsométrique Ψ(λ−1,Π6 ). À droite l’angle ellipso-
métrique ∆(λ−1,Π6 ). En bleu les mesures réalisées entre 1.7 et 33 µm (soit entre 303
cm−1 et 5800 cm−1), en rouge le calcul théorique avec l’incertitude induite par les
incertitudes sur les épaisseurs des couches du miroir avec σei = 0.05ei.
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Figure II.17 – La transmittance du miroir T (λ). En rouge le calcul théorique avec
le calcul théorique avec l’incertitude induite par les incertitudes sur les épaisseurs des
couches du miroir avec σei = 0.05ei. En vert la transmittance mesurée.

Nous pouvons constater la très faible incertitude sur la transmittance autour de
500-600 nm, cette propriété est très stable. Comme nous l’avons montré précédemment
II.3.1, la bonne réflexivité du miroir pour ces longueurs d’onde est une caractéristique
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d’un miroir de Bragg qui alterne des couches de silice de 90 nm et de pentoxyde de
tantale de 65 nm. Sur la figure II.9, nous pouvions voir que déjà pour N = 10, c’est-à-
dire 20 couches, cette caractéristique était obtenue. L’ajout de couches supplémentaires
et l’ajustement de leur épaisseur servent à obtenir les autres caractéristiques voulues
pour le miroir, à savoir une bonne transparence pour 780 nm et 1064 nm, en faisant
le nombre d’oscillations et l’amplitude de celles-ci. Ainsi ces dernières caractéristiques
du miroir sont beaucoup plus sensibles aux variations d’épaisseurs des couches.

À noter également sur la figure II.3.1 pour certaines longueurs d’onde, des barres
d’erreur laissent à penser que la transmittance pourrait prendre des valeurs supérieures
à 1 ou inférieure à 0. La transmittance prend des valeurs comprises entre 0 et 1. Pour
les longueurs d’onde où la valeur moyenne de T (λ) prend une valeur proche de 0 ou
1, la distribution des valeurs prises par T (λ) est asymétrique autour de cette valeur
moyenne car bornée par 0 ou 1. Il est donc erroné de choisir une distribution gaussienne
pour caractériser cette distribution, or c’est ce que nous supposons ici en représentant
la valeur moyenne de T (λ) avec une barre d’erreur 2 ± σ (95 % des valeurs que peut
prendre T (λ) se trouvent dans cet intervalle), d’où des valeurs de T (λ) négative ou
supérieure à 1.

d Miroir modélisé avec ou sans substrat

Malgré la prise en considération d’une forte incertitude sur les épaisseurs des
couches, nous pouvons voir sur les figures II.16 et II.17 que l’évaluation théorique
des paramètres ellipsométriques et de transmittance ne correspond pas aux mesures
qui ont pu être réalisées. Or, jusqu’à présent, la modélisation que nous avons faite de
notre miroir à trente couches ne prenait pas en compte le substrat sur lequel ces trente
couches sont déposées. En effet, le LMA a fabriqué deux miroirs selon la configuration
déjà citée : l’un déposé sur un substrat en BK7, l’autre sur un substrat en silice, tous
les deux d’environ 5 mm d’épaisseur.

Nous avons recalculé Ψ, ∆ et T en considérant cette fois-ci le miroir dont les couches
ont été déposées sur un substrat en silice. Nous considérons l’épaisseur de ce substrat
comme infinie car les atomes piégés dans le réseau face au miroir seront à des distances
de celui-ci de l’ordre de quelques micromètres. Nous pouvons voir sur les figures II.18
et II.19 que les mesures et l’évaluation théorique des paramètres ellipsométriques cor-
respondent mieux. Les fortes oscillations de périodes 1000 cm−1 observables sur les
courbes théoriques de Ψ et ∆ dans le cas sans substrat (voir figures II.10 et II.11) sont
ici atténuées. Pour comprendre d’où viennent ces résonances, nous pouvons considé-
rer le cas d’un miroir constitué d’une seule couche de silice et un miroir également
en silice mais d’épaisseur infinie. Si nous traçons leurs paramètres ellipsométriques
∆(λ−1,θ = 60◦) et Ψ(λ−1,θ = 60◦), nous pouvons constater sur la figure II.20 que
ces oscillations sont présentes pour le miroir d’épaisseur finie mais disparaît pour le
miroir d’épaisseur infinie. Ces résonances sont donc liées à l’épaisseur du miroir qui
se comporte comme une cavité Fabry-Perot. L’ajout du substrat d’épaisseur infinie a
pour effet d’atténuer cet effet.

Nous avons également calculé la transmittance du miroir dans le cas où nous pre-
nons en compte le substrat de silice. Nous avons aussi déterminé l’incertitude sur la
transmittance qu’implique une incertitude de l’ordre de 5% sur l’épaisseur des couches



48 Chapitre II. Potentiel Casimir-Polder pour l’expérience FORCA-G

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Λ

-1Icm-1M

50

100

150

200

250
DH°L

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Λ

-1Icm-1M10

20

30

40

50
YH°L

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Λ

-1Icm-1M

50

100

150

200

250
DH°L

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Λ

-1Icm-1M0

10

20

30

40

50
YH°L

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Λ

-1Icm-1M

50

100

150

200

250

300
DH°L

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Λ

-1Icm-1M0

10

20

30

40

50
YH°L

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Λ

-1Icm-1M

-100

0

100

200

300

DH°L

1000 2000 3000 4000 5000 6000
Λ

-1Icm-1M0

10

20

30

40

50

YH°L

Figure II.18 – Déterminés en considérant le substrat en silice : de gauche à droite et
de haut en bas : ∆(λ−1,θ = 30◦), Ψ(λ−1,θ = 30◦), ∆(λ−1,θ = 40◦), Ψ(λ−1,θ = 40◦),
∆(λ−1,θ = 50◦), Ψ(λ−1,θ = 50◦), ∆(λ−1,θ = 60◦), avec en rouge la courbe calculée
théoriquement et en bleu les mesures de l’ellipsomètre exprimées en fonction de λ−1

en cm−1.

du miroir. Ces résultats sont représentés sur la figure II.21. Nous pouvons observer
que la transmittance mesurée en vert et calculée en rouge correspondent mieux et
cette incertitude sur l’épaisseur des couches suffit pour expliquer la différence entre les
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Figure II.19 – Déterminés en considérant le substrat en silice : de gauche à droite et
de haut en bas : Ψ(λ−1,θ = 60◦), ∆(λ−1,θ = 70◦), Ψ(λ−1,θ = 70◦), ∆(λ−1,θ = 80◦),
Ψ(λ−1,θ = 80◦) avec en rouge la courbe calculée théoriquement et en bleu les mesures
de l’ellipsomètre exprimées en fonction de λ−1 en cm−1.
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Figure II.20 – À droite Ψ(λ−1,θ = 60◦) calculé en rouge pour un miroir en silice
d’épaisseur 20 µm et en bleu pour un miroir en silice d’épaisseur infinie. À gauche
∆(λ−1,θ = 60◦) calculé en rouge pour un miroir en silice d’épaisseur 20 µm et en bleu
pour un miroir en silice d’épaisseur infinie.

mesures et notre calcul.

Ces derniers résultats montrent la nécessité de considérer le substrat sur lequel est
déposé notre miroir pour déterminer les coefficients de réflexion nécessaires au calcul
du potentiel de Casimir-Polder.
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Figure II.21 – Dans le cas où le substrat est pris en compte : la transmittance du
miroir T (λ). En rouge le calcul théorique avec le calcul théorique avec l’incertitude
induite par les incertitudes sur les épaisseurs des couches du miroir avec σei = 0.05ei.
En vert la transmittance mesurée.

II.4 Calcul du potentiel de Casimir-Polder pour FORCA-G

À présent nous pouvons calculer le potentiel de Casimir-Polder dans le cas d’un
atome de rubidium 87 face au miroir conçu pour l’expérience FORCA-G. Nous mon-
trons l’influence de la température d’équilibre sur le potentiel. Nous étudions ensuite la
relation entre la distance de l’atome au miroir et l’épaisseur de ce dernier, et nous mon-
trons qu’à courte distance seule la première couche du miroir multi-couche contribue.
Enfin à partir de notre travail d’évaluation des sources d’incertitudes, nous déterminons
l’imprécision sur le potentiel de Casimir-Polder.

II.4.1 Influence de la température

Le potentiel de Casimir-Polder subi par un atome de rubidium 87 de polarisabilité
α(ω) à la température T à la distance z du miroir s’écrit d’après (II.1.19)

VCP (z, T ) = 1
βz3

′∑
n

U2
n

α(iUnc/z)
4πε0

×
[∫ ∞

0

KdK√
K2 + U2

n

e−2
√
K2+U2

n(rTE(Un,K)− (1 + 2K2

U2
n

)rTM (Un,K))
]
,

où nous avons introduit les variables adimensionnées Un et K, définies par K = |k| z et
les fréquences de Matsubara adimensionnées Un = 2πkBTnz

c~ . Nous définissons également
le facteur de réduction η comme le rapport entre le potentiel de Casimir-Polder exact,
c’est-à-dire celui pour le miroir de l’expérience, et le potentiel de Casimir-Polder dans
le cas d’un miroir parfait V perf>

CP à la limite retardée qui s’écrit sous la forme
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V perf>
CP (z,T ) = −C

perf
4 (T )
z4 .

avec Cperf4 (T ) ≈ 10−54 J.m4 pour T = 290 K
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Figure II.22 – À gauche, valeur absolue du potentiel donnée en joule en fonction de z
en mètre calculé pour différentes températures . À droite rapport entre le potentiel et le
comportement à longue distance en fonction de z en mètre. Tbleu = 100 K, Tvert = 200
K, Torange = 300 K, Trouge = 400 K

Sur le graphique de droite de la figure II.22, nous pouvons observer les deux régimes
différents attendus. À courte distance, η(z) est linéaire donc le potentiel est de la
forme VCP (z) = C3(T )

z3 . Comme z tend vers 0, la variable adimensionnée Un tend vers
0 également. L’expression du coefficient C3(T ) s’écrit

C3(T ) = kBT

′∑
n

α(iUnc/z)
4πε0c

∫ ∞
0

2K2dKe−2KrTM (0,K).

À longue distance, η devient constant donc le potentiel s’écrit à présent sous la forme
VCP (z,T ) = C4(T )

z4 . De plus l’écart entre les courbes est linéaire en T car à longue
distance, seule la première fréquence de Matsubara Un = 0 contribue au calcul du po-
tentiel de Casimir-Polder. En effet si la distance z augmente, la variable adimensionnée
Un croit et donc la valeur de l’intégrale diminue à cause du terme e−2

√
K2+U2 , ainsi

nous obtenons la relation

C4(T ) = kBT
α(0)
4πε0

∫ ∞
0

KdKe−2K2K2rTM (0,K).

À longue distance, nous obtenons le rapport η(z,T1)
η(z,T2) = T1

T2 , par exemple pour z = 10−3

m, nous trouvons bien que η(z,T=200)
η(z,T=100) = 2.

Le miroir de l’expérience sera à température ambiante, températures comprises
entre 290 K et 300 K. Sur la figure II.23, nous avons tracé l’écart relatif ∆(z) entre le
potentiel à la température de 290 K (et également 292.5 K, 295 K et 297.5 K) et le
potentiel à la température de 300 K, nous pouvons voir qu’il y a une différence signi-
ficative de l’ordre de quelques pour-cents. Le changement de régime du potentiel peut
également s’observer sur ce dernier graphique. En effet les deux paliers correspondent à
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deux régimes différents : à courte distance ∆(z;T ) = C3(T )−C3(300)
C3(300) et à longue distance

∆(z;T ) = C4(T )−C4(300)
C4(300) = T−300

300 . Il s’agira de montrer par la suite si cette différence
peut être significative sur les niveaux d’énergie des atomes qui seront piégés dans le
réseau optique.
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Figure II.23 – Écarts relatifs entre le potentiel Casimir-Polder à différente température
T et le potentiel Casimir-Polder à la température T = 300 K.

II.4.2 Influence de l’épaisseur des couches du miroir

a Cas du miroir à une couche (slab)

Nous considérons ici un miroir constitué d’une seule couche d’épaisseur e de silice
(SiO2). Il est assez simple à partir des coefficients de réflexion de ce miroir exprimés
en fréquence complexe (II.4.1), de voir que si l’épaisseur du miroir tend vers l’infini, R
tend vers r le coefficient de Fresnel. Nous retrouvons bien le cas du miroir d’épaisseur
infinie (bulk), la situation géométrique est celle d’une interface séparant deux milieux,
le vide où se trouve l’atome et la silice.

R = r(1− e−2κe)
1− r2e−2κe (II.4.1)

La figure II.24 montre l’évolution du rapport entre le potentiel de Casimir-Polder
VCP (e,z) pour ce miroir une couche et le potentiel de Casimir-Polder V bulk

CP (z) pour
un bulk en fonction de l’épaisseur e du miroir pour différentes distances z fixées entre
l’atome et le miroir. Nous observons clairement que pour e >> z, le potentiel VCP (e,z)
tend vers la valeur du potentiel de Casimir-Polder V bulk

CP (z) à la distance z considérée.
Il suffit d’ailleurs que l’épaisseur e soit supérieure à la distance z entre l’atome et le
miroir. Pour e<z, VCP (e,z) est inférieure à V bulk

CP (z).
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Figure II.24 – Rapport entre le potentiel de Casimir-Polder VCP (e,z) pour un miroir
d’épaisseur e à une distance z, et le potentiel de Casimir-Polder à cette même distance
pour le cas d’un bulk V bulk

CP (z) pour différentes distances au miroir : en bleu z = 10−4

m, en vert z = 10−5 m, en orange z = 10−6 m et en rouge z = 10−7m. Les fonctions
f(z) = 1 et z = 10−7, z = 10−6, z = 10−5 et z = 10−4 sont également représentées.

b Cas d’un miroir multi-couche

À la lumière du résultat précédent, nous pouvons supposer que si la distance z
entre le miroir multi-couche et l’atome est inférieure à l’épaisseur de la première couche
d’épaisseur e1 alors la valeur du potentiel de Casimir-Polder sera identique à celle d’un
bulk constitué du même matériau.

Nous considérons un miroir avec deux couches d’épaisseur e1 et e2. La couche
e1 qui est celle face à l’atome, est constituée de silice, quant à la deuxième couche,
elle est constituée de Ta2O5. Sur la figure II.25, nous avons tracé le rapport entre le
potentiel Casimir-Polder du miroir constitué de deux couches V multi

CP (z) et un potentiel
de Casimir-Polder V slab

CP (z) pour un miroir ayant une seule couche d’épaisseur e1 en
silice. Nous retrouvons le comportement attendu, pour des distances z inférieures à
l’épaisseur de la première couche e1, le potentiel V multi

CP (z) est égal V slab
CP (z). Cette

propriété des miroirs multi-couche peut être utile si on veut calculer le coefficient
C3 du potentiel Casimir-Polder, il suffit de se restreindre au cas simple d’un miroir
constitué uniquement de la première couche du miroir multi-couche considéré.

À présent, nous considérons le miroir de l’expérience FORCA-G. Nous savons que la
première couche face à l’atome de rubidium est constituée de silice et a une épaisseur
de 148 nm. Comme ci-dessus, nous calculons le rapport entre la force de Casimir-
Polder F slabCP (z) pour un miroir ayant une seule couche de silice d’épaisseur 148 nm et
la force de Casimir-Polder FFORCA−GCP (z) pour le miroir de l’expérience FORCA-G.
Nous pouvons voir sur la figure II.26 le même comportement. Pour une distance z
inférieure à l’épaisseur de la première couche du miroir multi-couche, nous voyons que
la force de Casimir-Polder est identique à la force de Casimir-Polder pour un miroir
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Figure II.25 – Rapport entre le potentiel de Casimir-Polder V multi
CP (z) et le potentiel

de Casimir-Polder V slab
CP (z) tracé en fonction de la distance z au miroir. En bleu un

miroir avec e1 = 10 µm, en rouge e1 = 1 µm, en orange e1 = 0.1 µm et en vert
e1 = 0.01 µm. Les fonctions f(z) = 1 et z = 10−8, z = 10−7, z = 10−6 et z = 10−5

sont également représentées.

constitué de la seule première couche du miroir multi-couche.
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Figure II.26 – Rapport entre F slabCP (z), la force de Casimir-Polder d’un miroir avec une
couche d’épaisseur 148 nm, et FFORCA−GCP (z) la force de Casimir-Polder pour le miroir
de l’expérience. Les droites f(z) = 1 et z = 148.10−9 sont également représentées.
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II.4.3 Incertitude sur le potentiel de Casimir-Polder
Dans notre calcul de potentiel de Casimir-Polder, nous avons deux sources d’incer-

titudes : l’incertitude sur les coefficients de réflexion du miroir et l’incertitude sur la
polarisabilité du rubidium. Nous avons mis en évidence au paragraphe II.3.3 que c’était
l’incertitude sur les épaisseurs des couches du miroir qui avait un impact significatif
sur celle des coefficients de réflexion et pouvait expliquer la différence entre les mesures
de transmittance et d’angles ellipsométrique et nos calculs. Nous ne prendrons comme
source d’incertitude sur les coefficients du miroir seulement celle liée à l’épaisseur des
couches. La polarisabilité α(iξ) utilisée est le résultat d’un calcul théorique [48] à l’aide
de différentes méthodes dont la précision est supérieure à 99%. Ainsi nous négligerons
l’éventuelle incertitude due à la polarisabilité de l’atome.
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Figure II.27 – Écart type σVCP (z) du potentiel de Casimir-Polder pour des distances
comprises entre 100 nm et 100 µm, et entre 10 µm et 1 mm.

Pour estimer l’incertitude sur le potentiel de Casimir-Polder, nous procédons de
manière identique que pour la transmittance et les angles ellipsométriques au para-
graphe II.3.3 afin d’obtenir l’écart type σVCP (z) en fonction de la distance au miroir
du potentiel Casimir-Polder. Nous choisissons une incertitude relative de 5% pour les
épaisseurs des couches du miroir car nous avons montré que c’est pour cette incerti-
tude que notre calcul et les mesures sont compatibles. Sur la figure II.27, nous avons
représenté l’écart type σVCP (z), il croît avec la distance au miroir. Si l’atome est très
proche du miroir, comme nous l’avons montré II.4.2, l’atome ne voit que la première
couche du miroir et le potentiel de Casimir-Polder est le même dans le cas d’un miroir
d’épaisseur infini, donc l’incertitude sur les épaisseurs des couches n’a que très peu
d’influence pour les courtes distances. Nous pouvons voir que pour une distance infé-
rieure à environ 100 nm qui correspond à l’épaisseur de la première couche du miroir,
l’incertitude est inférieure à 0.5% et tend vers 0 plus rapidement.

L’incertitude sur le potentiel de Casimir-Polder reste inférieure à 10% pour les
distances considérées dans l’expérience FORCA-G. Les atomes se trouveront dans la
première dizaine de puits près du miroir, c’est-à-dire à une distance maximale de
quelques dizaines de micromètres.
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Chapitre III
Effet Casimir-Polder sur des atomes
piégés

Dans ce chapitre, nous nous plaçons dans la situation expérimentale de l’expérience
FORCA-G, à savoir un atome de rubidium 87 piégé dans un réseau optique vertical
de longueur d’onde λl = 532 nm face à un miroir. Nous considérons dans un premier
temps la situation d’un atome piégé dans ce réseau en l’absence de miroir, et mon-
trons que dans ce cas l’atome est caractérisé par des états de Wannier-Stark. Dans
une deuxième partie, nous cherchons à déterminer par la méthode des perturbations
l’effet sur les états Wannier-Stark du potentiel de Casimir-Polder déterminé dans le
chapitre précédent. Nous mettons en évidence que ce calcul, dans lequel ce potentiel est
traité comme une perturbation, n’est pas adapté pour les atomes piégés dans les puits
proches du miroir. Nous présentons alors une méthode numérique non-perturbative
pour calculer les niveaux d’énergie et les états des atomes piégés.

III.1 Atomes dans un réseau

III.1.1 Fonctions de Bloch

Nous considérons un réseau unidimensionnel [49]. Nous avons un atome de masse
mRb piégé dans un potentiel périodique de profondeur V0 de période a = π

kl
= λl

2 où kl
est le nombre d’onde du faisceau laser utilisé pour créer le potentiel périodique. Pour
l’expérience FORCA-G, nous avons a = 266 nm. L’Hamiltonien du système dans cette
situation s’écrit

HBloch = p2

2mRb
+ V0 sin2(klx).

Le nombre d’onde kl permet d’introduire une échelle d’énergie appelée énergie de recul
Er = ~2k2

l
2mRb . Dans l’expérience FORCA-G, la profondeur des puits est choisie égale à

V0 = 3 Er, avec Er = 8.11 kHz, pour favoriser les transitions entre puits voisins. Nous
gardons cette valeur pour nos calculs. Nous pouvons alors écrire l’équation aux valeurs
propres

57
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Figure III.1 – Premières bandes d’énergie Eb(q)
Er

en fonction de q
kl

pour un potentiel
V0
Er

= 3 à gauche et V0
Er

= 20 à droite.

−ψ′′(X) + V0
2Er

sin2(X)ψ(X) = E

Er
ψ(X),

où X = klx. D’après le théorème de Bloch, nous pouvons chercher les états propres
d’un Hamiltonien correspondant au potentiel spatialement périodique sous la forme
d’onde de Bloch ψq(x) avec

ψq(x) = eixquq(x),

uq(x) =
∑
j∈Z

Cj(q)eix2πj/a,

où q est appelée la quasi-impulsion, avec pour conditions aux limites uq(x) = uq(x+a).
Pour une valeur donnée de q, nous avons plusieurs solutions Eb(q) et les conditions
aux limites impliquent que Eb(q + 2π/a) = Eb(q). Afin de former une base avec les
états propres du hamiltonien, nous imposons que q soit restreint à la première zone
de Brillouin −π

a < q < π
a afin de ne compter qu’une seule fois chaque état propre.

En réécrivant l’équation d’onde avec ψ sous forme d’ondes de Bloch, nous obtenons le
système d’équations suivant :[

(2j + q

kl
)2 + V0

2Er

]
Cj −

V0
4Er

(Cj−1 + Cj+1) = E

Er
Cj .

Ce système d’équations peut être résolu sous forme matricielle afin d’obtenir les valeurs
propres Eb(q) et les vecteurs propres, c’est-à-dire les coefficients Cj(q). Les énergies
Eb(q) ont une structure de bande (voir figure III.1), bandes indicées par b, et plus les
puits sont profonds plus les bandes sont séparées entre elles, donc la transition de l’état
atomique du niveau d’énergie d’une bande b à une bande b±1 est moins probable. Les
coefficients Cj (voir figure III.2) convergent rapidement pour des grandes valeurs de j,
nous nous limiterons donc dans nos calculs à |j| ≤ 20.
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Figure III.2 – Coefficients Cj(b,q) en fonction de leur indice j pour V0
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= 5, de gauche
à droite (b = 0, q = 0) et (b = 1, q = 0)
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Figure III.3 – Fonction de Bloch en fonction de x
a pour V0

Er
= 20, et b = 0 et pour

q = 0 en rouge et q = π
a en bleu.
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Figure III.4 – Fonction de Bloch en fonction de x
a pour V0

Er
= 20, et b = 1 et pour

q = 0 en rouge et q = π
a en bleu.
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Figure III.5 – Fonction de Bloch en fonction de x
a pour V0

Er
= 20, et b = 2 et pour

q = 0 en rouge et q = π
a en bleu.
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III.1.2 Fonctions de Wannier

Comme nous avons pu le voir sur les figures III.3, III.4, et III.5, les états de Bloch
sont délocalisés, les fonctions d’onde ne donnent aucune information sur la probabilité
qu’a l’atome de se trouver à une position donnée. L’introduction des fonctions de
Wannier est très utile car elle permet d’avoir des fonctions localisées au voisinage des
minima locaux du réseau [50]. Ainsi l’hamiltonien pour cette base de fonctions permet
de raisonner de manière intuitive par rapport aux sites du réseau. Pour définir cette
base des fonctions de Wannier, nous choisissons une série de points correspondant aux
minima du réseau, xn = na = nλ2 avec n le numéro du puits. Nous définissons alors les
fonctions de Wannier pour une bande b donnée telle que

wb,n(x) = 1√
2kL

∫ kL

−kL
ψb,q(x)e−inaqdq.

La fonction de Wannier wb,n(x) est la transformée de Fourier de la fonction de Bloch
ψb,q(x), qui de manière analogue, en traitement du signal, permet de passer d’un signal
continu à un signal discret.
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Figure III.6 – Fonctions de Wannier w0,0(x) en rouge et w0,−1(x) en bleu en fonction
de 2x/λl pour V0

Er
= 1 à gauche et V0

Er
= 20 à droite.

Nous pouvons remarquer sur la figure III.6 que plus la profondeur des puits du
réseau est grande, plus les fonctions sont localisées au niveau de leur site d’indice n.
Pour un puits où V0

Er
= 1, il y a plus d’oscillations autour du pic principal. Pour un

puits avec V0
Er

= 20, la fonction d’onde n’a que le pic en x = na, elle est totalement
localisée dans ce puits.

Nous cherchons à présent à écrire l’Hamiltonien en seconde quantification. Pour les
fonctions de Bloch, nous avons les opérateurs ab,q et a†b,q d’annihilation et de création
d’une particule dans l’onde de Bloch ψb,q. Le changement de base donne les opérateurs
bb,n et b†b,n pour l’onde de Wannier wb,n.

ab,q = 1√
2kL

∑
n

einaqbb,n

Nous obtenons l’Hamiltonien
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H =
∑
b

∑
n,n′

Jb(n− n′)b†b,nbb,n′ .

Il décrit le saut d’une particule d’un site n vers un site n’ avec l’amplitude Jb(n− n′)
qui dépend de la bande considérée. Pour une bande b donnée, l’énergie d’une particule
dans un puits n est : Eb,n = Jb(0). L’élément de matrice Jb(n) s’écrit en fonction des
énergies Eb(q) et inversement

Jb(n) = 1
2πkL

∫ kL

−kL
dqEb(q)einaq, (III.1.1)

Eb(q) = Jn(0) + 2
∞∑
n=1

Jb(n) cos(naq). (III.1.2)

III.1.3 Force de pesanteur et états de Wannier-Stark
Dans l’expérience le réseau optique est vertical et les atomes sont piégés dans le

réseau sous le miroir, nous devons prendre en compte la force de pesanteur [51]. Nous
ajoutons à notre Hamiltonien le potentiel qui est un terme linéaire :

HWS = p2

2m + V0
Er

sin2(klz)−
mRbg

Er
z, (III.1.3)

avec g ≈ 9,80927 m.s−2 et mRb = 1,44316.10−25 kg pour le rubidium 87. Ce terme
linéaire brise la symétrie de translation ce qui a pour effet de localiser les états propres
des atomes piégés dans le réseau. Précédemment du fait de la symétrie de translation,
les états de Bloch étaient périodiques et non localisés, chaque puits du réseau était
équivalent pour l’atome. La présence du potentiel de pesanteur va induire une différence
d’énergie mRbga entre chaque puits, la symétrie de translation est brisée, l’état de
l’atome dépendra de l’indice du puits.

Nous supposons afin de simplifier notre problème que nous pouvons nous placer
dans une bande d’énergie b et considérer cette dernière comme isolée. Cette approxi-
mation consiste à négliger les couplages des états entre bandes qui sont appelés effet
Landau-Zener. Par transitions successives entre les différentes bandes de Bloch, les
atomes peuvent sortir du piège. Il a été montré dans [2] que pour la situation expéri-
mentale considérée, le temps de vie des états Wannier-Stark est suffisamment long pour
que nous puissions négliger cet effet. Ainsi nous cherchons les solutions de l’équation
aux valeurs propres

HWS |Wb,n〉 = Eb,n |Wb,n〉 .
Nous écrivons toujours notre fonction d’ondeWb,n(z) sous la forme d’une superposition
d’états de Bloch

Wb,n(z) =
∫ kL

−kL
ψb,q(z)fn(q)dq.

En injectant l’expression deWb,n(z) dans l’équation aux valeurs propres, nous trouvons
l’équation

(Eb(q)− Eb,n)fn(q)− imRbg

Er

∂

∂q
fn(q) = 0.



III.1. Atomes dans un réseau 63

-2 -1 1 2

2 z

Λl

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

¡Wb=0,n=0HzL¥
2

-6 -4 -2 2 4 6

2 z

Λl

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

¡Wb=0,n=0HzL¥
2

Figure III.7 – Fonctions de Wannier-Stark |W0,0(z)|2 pour V0
Er

= 10 à gauche et
V0
Er

= 3 à droite. L’abscisse est exprimée en 2z/λl, ainsi numéro de puits et abscisses
correspondent.

Nous obtenons alors la solution

fn(q) = Ae
−i Er

mRbg
(qEb,n−

∫ q
0 Eb(q′)dq′),

où A est une constante d’intégration. D’après le résultat de (III.1.2) et l’équation
(III.1.3), nous avons les relations

Eb,n = Jb(0)−mRbgna,∫ q

0
Eb(q′)dq′ = qJb(0) + 2

∑
n=1

Jb,n

∫ q

0
cos(naq′)dq′ = qJb(0) + 2

∑
n=1

klJb(n)
nπ

sin(nqπ
kl

).

Dans notre cas, mRbga vaut 0,0700738 Er et chaque niveau Wannier-Stark pour une
bande de Bloch b donnée est séparé des autres d’un facteur mRbga. Quant à la dépen-
dance des niveaux de Wannier-Stark à la profondeur des puits du réseau et à la bande
de Bloch, elle est contenue dans Jb(0) (III.1.1) qui est la somme des énergies de Bloch
Eb(q) sur la première zone de Brillouin (voir figure III.1). Le tableau III.1 montre la
dépendance de J0(0), c’est-à-dire E0,0, à la profondeur V0 : plus les puits sont profonds,
plus E0,0 est élevée.

V0 en Er Jb(0) = E0,0 en Er V0 en Er Jb(0) = E0,0 en Er
1 0,771523 7 2,36079
2 1,13055 8 2,54641
3 1,43683 9 2,72047
4 1,70481 10 2,88484
5 1,94403 15 3,60223
6 2,16113 20 4,20493

Table III.1 – Dépendance des énergies de Wannier-Stark E0,0 à la profondeur V0 des
puits du réseau.
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Nous pouvons remarquer sur la figure III.7 que plus les puits du réseau sont pro-
fonds, plus les fonctions d’onde sont localisées autour de leur site d’indice n. La forme
de la fonction est indépendante du puits, les fonctions d’onde sont simplement trans-
latées d’un puits à l’autre. En effet le réseau créé par le potentiel V0 sin(klz) est infini,
la symétrie du problème est conservée en partie, d’où l’invariance par translation de
la fonction d’onde W0,n(z) pour tout n.

III.2 Traitement perturbatif de l’effet Casimir-Polder
Dans cette partie, nous abordons l’effet du miroir sur les atomes de rubidium dans

le piège à l’aide d’un traitement perturbatif, malgré la divergence du potentiel de
Casimir-Polder très près du miroir. Dans [2, 6], un tel traitement perturbatif a déjà
été utilisé, et la régularisation du potentiel a été faite en modélisant l’atome par une
sphère dure. Ce choix a l’avantage de permettre de calculer les niveaux d’énergie des
atomes piégés en présence du miroir, mais le résultat dépend fortement du choix du
rayon effectif de l’atome. Nous espérons mieux modéliser ce qui se passe très près de
la surface en introduisant un potentiel de Lennard-Jones et choisissons de régulariser
le potentiel via l’introduction d’une coupure.

III.2.1 Présence du miroir et modification des états de Wannier-Stark
Dans III.1.3, nous avons déterminé les états de Wannier-Stark dans le cas d’un

réseau infini en présence de la force de pesanteur. Or le miroir crée un mur à la
position z = 0 et brise totalement la symétrie, la fonction d’onde des états propres des
atomes ne doit plus être invariante par translation. Nous imposons comme conditions
aux limites que la fonction d’onde ψ(z = 0) = 0 et pour le potentiel V (z = 0) = ∞.
L’Hamiltonien est le suivant :

— si z > 0
Hmod
WS = −~

2

2m
d2

dz2 + V0 sin2(kzz)−mgz

— si z ≤ 0

Hmod
WS = −~

2

2m
d2

dz2 + V0 sin2(kzz) +∞

En adimensionnant la coordonnée z par le pas du réseau λl
2 = 266 nm et l’énergie par

l’énergie de recul Er = 8.11 kHz, nous pouvons réécrire Hmod
WS sous la forme

Hmod
WS = −1

4π2
d2

dz̃2 + V0
Er

sin2(πz̃)− mgλ

Er2
z̃.

Pour résoudre l’équation aux valeurs propres, nous utilisons la méthode des différences
finies, méthode déjà utilisée dans [2, 6]. Cette méthode consiste à choisir une boite
de dimension L, et nous discrétisons l’espace avec un pas δz = L

N+1 . Nous imposons
les conditions aux bords : ψ(z = 0) = 0 et ψ(z = L) = 0. La condition en z = 0
est une condition physique due à la présence de la surface, la condition en z = L est
simplement numérique afin de réaliser le calcul. Nous prendrons soin de choisir une
boite suffisamment grande pour que l’effet de la condition en z = L soit négligeable
pour les fonctions d’onde des atomes. Nous divisons donc notre boite en N + 1 points :
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z0 = 0, z1, z2,...,zN+1 = L et nous exprimons l’Hamiltonien sous la forme d’une matrice
sur cette espace discrétisé,

d2f

dz2 (z) = lim
δz→0

f(z + δz) + f(z − δz)− 2f(z)
δz2 .

Nous avons pour la partie cinétique la matrice

T =



2
π2δz2

−1
π2δz2 0 · · · · · · 0

−1
π2δz2

2
π2δz2

−1
π2δz2 0 . . . ...

0 . . . . . . . . . . . . ...
... . . . . . . . . . . . . 0
... . . . 0 −1

π2δz2
2

π2δz2
−1
π2δz2

0 · · · · · · 0 −1
π2δz2

2
π2δz2


.

Nous y ajoutons la matrice diagonale du potentiel V (zi).

n Emod0,n exprimée en Er δEmodn (10−2 Er)
1 1,47573 13,707
2 1,33866 9,959
3 1,23907 8,036
4 1,15871 7,217
5 1,08654 7,029
6 1,01625 7,0085
7 0,946165 7,0074
8 0,876091 7,0074
9 0,806017 7,0074
10 0,735943 7,0074
11 0,665869 7,0074
12 0,595795 7,0074
13 0,525722 7,0074
14 0,455648 7,0074
15 0,385574

Table III.2 – Les 15 premières valeurs des énergies propres modifiées Emodn par le
potentiel infini en z = 0 et la différence δEn entre chaque énergie propre successive.

Dans le tableau III.2, nous avons reporté les 15 premières énergies propres modifiées
par le potentiel infini en z = 0 modélisant l’impénétrabilité du miroir par les atomes.
Nous avons également reporté δEmodn = Emod0,n − Emod0,n+1. Nous voyons qu’à partir du
puit n = 7, δEmodn = mgλ

Er2 = 0.0700738 Er, donc la présence matérielle du miroir (hors
interactions Casimir-Polder ou Lennard-Jones) ne se fait plus sentir et les fonctions
d’onde modifiées sont identiques à celles de Wannier-Stark pour la première bande
calculées en l’absence du mur créé par le miroir. Nous pouvons constater sur les figures
III.8 et III.9 que plus l’atome s’éloigne du miroir, plus les fonctions d’onde retrouvent
la forme des fonctions de Wannier-Stark. En effet pour cette profondeur de puits V0 =
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3 Er, les états propres de Wannier-Stark sont étalés sur 5 puits de part et d’autre
du puits central n. Ainsi à partir de n = 6, l’effet du mur en z = 0 commence à
devenir négligeable. Pour des atomes piégés suffisamment loin du miroir, nous pouvons
considérer que le réseau est infini et que les états propres de ces atomes correspondent
aux états Wannier-Stark.

Les nouveaux états propres des atomes ont été obtenus en calculant les valeurs et
vecteurs propres de la matrice T+V , c’est-à-dire en diagonalisant celle-ci. Ces nouveaux
états modifiés par la présence du miroir sont toujours orthogonaux. Ils forment une
base pour le système auquel nous nous sommes réduits sur l’intervalle [0;L], mais ne
correspondent évidemment plus à la base complète des états du système physique réel
qui est infinie (le réseau est formellement non borné). De plus le calcul des valeurs
et vecteurs propres de la matrice T + V ne fournit pas seulement les états propres
dans la première bande d’énergie de Bloch, mais contient également les états propres
des bandes supérieures et des états de boites, états d’une particule se trouvant entre
deux potentiels infinis. Ces états de boites apparaissent lorsque les états de bandes
supérieures ont des fonctions d’onde dont l’étalement est bien plus grand que la taille
de la boite choisie.

2 4 6 8 10 12 14

2 z

Λl

0.2

0.4

0.6

0.8

¡Ψ0,1HzL¥
2

2 4 6 8 10 12 14

2 z

Λl

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

¡Ψ0,2HzL¥
2

2 4 6 8 10 12 14

2 z

Λl

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

¡Ψ0,3HzL¥
2

2 4 6 8 10 12 14

2 z

Λl

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

¡Ψ0,4HzL¥
2

Figure III.8 – Les quatre premières fonctions d’onde modifiées en rouge et en bleu
les fonctions de Wannier-Stark correspondantes, avec de gauche à droite et de haut en
bas |ψ0,1(z)|2, |ψ0,2(z)|2, |ψ0,3(z)|2, et |ψ0,4(z)|2

Nous noterons dans la suite ψ0,n et Emod0,n les états et énergies Wannier-Stark d’un
atome piégé dans un puits n dans la première bande de Bloch modifiée par le potentiel
infini en z = 0.
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Figure III.9 – Les fonctions d’onde modifiées en bleu, et en rouge les fonctions de
Wannier-Stark correspondantes, avec de gauche à droite |ψ0,5(z)|2, et |ψ0,7(z)|2

III.2.2 Effet Casimir-Polder et fonctions de Wannier-Stark
Nous avons choisi de faire l’hypothèse que l’effet Casimir-Polder est une perturba-

tion sur les niveaux d’énergie des atomes. Pour déterminer la modification des états
Wannier-Stark modifiés, nous utilisons la théorie des perturbations indépendantes du
temps sur l’état fondamental :

|I〉 = |g〉 |ne(r,ω)〉 |ψ0,n〉

de l’Hamiltonien non perturbé H = Hmod
WS + HEM + Hat. La différence avec le para-

graphe II.1.1 est l’introduction Hmod
WS dans l’Hamiltonien total et de |ψ0,n〉 dans l’état

initial. Dans le cas de l’approximation dipolaire et pour un miroir diélectrique, l’effet
Casimir-Polder s’écrit

Hint = −d.E(z),

où d est le moment dipolaire électrique.
Nous retrouvons au second ordre un résultat similaire à (II.1.2)

∆E(r) = −
∑
n′

∑
e

∫
d3r′

∫
dω


∣∣∣〈ψ0,n| 〈g| 〈ne(r,ω)| d̂i. ˆEi(r) |(n+ 1)e(r,ω)〉 |e〉

∣∣ψ0,n′
〉∣∣∣2

~(ω + ωeg + ωn′n)

+

∣∣∣〈ψ0,n| 〈g| 〈ne(r,ω)| d̂i. ˆEi(r) |(n− 1)e(r,ω)〉 |e〉
∣∣ψ0,n′

〉∣∣∣2
~(ω + ωeg + ωn′n)

 .
Les états Wannier-Stark modifiés sont des états orthogonaux, donc il ne peut pas y
avoir de couplage entre deux états externes n et n′. Au final, nous opérons le même
calcul que dans II.1.1 et trouvons le résultat

∆En =
∫ ∞

0
dzVCP (z) |ψ0,n(z)|2, (III.2.1)
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où VCP est le potentiel de Casimir-Polder (II.1.5) en fonction de la distance z au miroir.
Les fonctions de Wannier-Stark modifiées sont étendues spatialement sur plusieurs
puits du réseau, la correction d’un niveau d’énergie s’exprime alors comme une valeur
moyenne sur l’ensemble des positions de l’énergie de Casimir-Polder.

III.2.3 Interaction à courtes distances : potentiel de Lennard-Jones
Nous venons de montrer que la correction des niveaux d’énergie d’un état de

Wannier-Stark s’exprime sous la forme d’une intégrale sur l’ensemble des positions de
l’atome (III.2.1). Un premier problème se présente à nous. Cette intégrale s’opère sur
l’ensemble des distances de z = 0 à l’infini. Or le potentiel de Casimir-Polder n’est pas
valable aux très courtes distances. Ce potentiel provient de l’interaction entre l’atome
et le champ électrique du vide réfléchi sur le miroir. Mais à très courte distance, le
miroir ne peut plus être considéré comme un objet plan dont la réponse est modélisée
par des coefficients de réflexion et de transmission.

L’atome ayant une taille de l’ordre de l’ångström, nous considérons que le potentiel
de Casimir-Polder est valide pour des distances minimales comprises entre 1 et 10 nm.
Pour des distances inférieures entre la surface et l’atome, nous choisissons de modéliser
l’interaction par un potentiel de Lennard-Jones qui devient répulsif pour des distances
de l’ordre de l’ångström. Il caractérise l’interaction entre le nuage électronique de
l’atome avec le nuage électronique des atomes constituant le miroir.

Figure III.10 – Potentiel de Lennard-Jones VLJ(z) exprimée en eV pour zmin = 4 Å
en fonction de la distance z au miroir exprimée en Å.

Nous écrivons le potentiel de Lennard-Jones sous la forme suivante :

VLJ(z) = V 0
LJ

3

[(
z

zmin

)12
− 4

(
z

zmin

)3
]
,

où V 0
LJ correspond à la profondeur du puits, et zmin est la distance à l’équilibre qui

correspond l’adsorption de l’atome sur la surface (voir figure III.10). Classiquement un
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potentiel de type physisorption qui modélise l’interaction entre un atome et une surface
est choisi sous la forme d’un potentiel de Lennard-Jones 9-3, résultant de la sommation
par paire d’un Lennard-Jones 12-6 modélisant une interaction atome-atome. Le choix
de 12-3 permet d’accentuer la pente de la barrière infinie. Nous définissons alors un
nouveau potentiel V (z) pour l’interaction entre l’atome et la surface :

V (z) =
{
VLJ(z) z < zs
VCP (z) z > zs

(III.2.2)

où zs est la distance à laquelle nous recollons les deux potentiels. Pour recoller conti-
nûment le potentiel de Lennard-Jones au potentiel de Casimir-Polder, nous raccordons
ces deux potentiels via la relation

V 0
LJ = 3VCP (zc)[(

zs
zmin

)12
− 4

(
zs
zmin

)3
] . (III.2.3)

Ainsi notre nouveau potentiel ne dépend pas de trois paramètres mais seulement de
deux. En fait pour une distance à l’équilibre zmin = 4 Å, zs = 1 nm et le potentiel
de Casimir-Polder évalué pour le miroir de l’expérience à température ambiante à
l’équilibre de T = 295 K, nous trouvons pour V 0

LJ) = 7,9 meV. Or nous savons que pour
ce type d’interaction, V 0

LJ est de l’ordre de quelques centaines de meV [52]. En réalité
l’interaction atome-surface pour des distances inférieures au nanomètre est notre plus
grand inconnu. Une détermination précise de cette interaction nécessiterait un calcul
complet de l’ensemble des interactions mises en jeu à ces distances. Le potentiel de
Casimir-Polder pourrait également être modifié en prenant en compte la possibilité
qu’une partie des atomes de rubidium viennent se coller sur la surface [53], ce qui
permettrait peut-être d’expliquer le désaccord entre V 0

LJ calculé et celui mesuré pour
ce modèle de Lennard-Jones. Néanmoins nous nous contenterons pour ce travail de
modéliser l’interaction à très courte distance par le potentiel de Lennard-Jones et nous
étudierons par la suite l’influence des deux paramètres zs et zmin introduits.

III.2.4 Calcul des corrections des niveaux d’énergie

Dans le paragraphe III.2.1, nous avons déterminé les fonctions d’ondes pour l’Ha-
miltonien Hmod

WS . Ces fonctions d’onde tendent vers 0 lorsque z tend vers 0, ce qui est
dû à la présence du miroir : l’atome ne peut pas être à cette position. Néanmoins si
nous regardons un peu plus attentivement le comportement de ces fonctions d’ondes,
nous pouvons remarquer III.11 que |ψ0,n(z)|2 tend vers 0 à la vitesse de z2. Or notre
potentiel diverge beaucoup plus vite que |ψ0,n(z)|2. La correction ∆En divergera.

Rappelons que l’un des objectifs de l’expérience est de mesurer la force de Casimir-
Polder pour des distances proches du miroir, c’est-à-dire dans le quatrième ou le cin-
quième puits. Le réseau optique donne des pseudo-états de Wannier-Stark qui ont
l’avantage d’être localisés autour des puits du réseau. Ainsi lors du calcul de la correc-
tion des niveaux d’énergie, nous pouvons comparer ∆En et VCP (nλ/2), et obtenir une
sorte de mesure du potentiel de Casimir-Polder. Pour cette raison, nous allons tout de
même essayer de traiter ce problème à l’aide du traitement perturbatif.
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Figure III.11 – Comparaison de |ψ0,5(z)|2 en rouge avec z2 en bleu.

Nous appliquons une coupure à l’intégrale de (III.2.1). Nous réécrivons la correction
des niveaux d’énergie des états Wannier-Stark modifiés

∆En =
∫ +∞

zc
dzV (z) |ψ0,n(z)|2,

avec V (z) le nouveau potentiel défini ci-dessus (III.2.2) et zc la position de la coupure.
Mais où placer la coupure ? Nous savons que le rayon atomique mesuré du rubidium
rRb est d’environ 235 pm (le rayon calculé est de 265 pm). La coupure peut être choisie
comme zc = rRb, mais dans ce cas nous faisons l’hypothèse que l’atome est une sphère
dure et que l’interaction avec la surface relève d’une simple condition d’impénétrabilité
(plus ou moins équivalent à la régularisation du potentiel [6]). Nous pouvons également
appliquer une coupure arbitraire à zc = 1 nm, en considérant d’après les figures III.8 et
III.9 que la probabilité que les atomes se trouvent à une distance inférieure du miroir
est négligeable, en fait nous faisons l’hypothèse que l’interaction de l’atome avec le
miroir à très courte distance est négligeable : nous négligeons l’effet du potentiel de
Lennard-Jones.

À présent nous fixons arbitrairement zmin = 2,3 Å et zs = 1 nm, et nous concen-
trons uniquement sur la dépendance au paramètre zc. Nous appliquons une série de
coupures différentes de 2 Å à 1 nm pour étudier l’influence de celle-ci sur les résultats
des corrections en énergie ∆En. Sur la figure III.12 de gauche, nous observons deux
zones. Pour les puits loin de la surface n ≥8 ou 9, les corrections en énergie ∆En suivent
un comportement similaire au potentiel de Casimir-Polder VCP (nλ/2) ; d’ailleurs si
nous avons des puits plus profonds, par exemple V0 = 10 Er, les états Wannier-Stark
modifiés sont mieux localisés autour d’un puits, et dans ce cas, ∆En ≈ VCP (nλ/2)
(voir figure III.12 de droite). Pour les puits proches de la surface, les corrections ∆En
diffèrent totalement du comportement de VCP (nλ/2).

Sur la figure III.13, nous avons représenté l’écart relatif entre les corrections en
énergie ∆En calculées pour zc = 1 nm avec celles calculées pour zc ∈ J2,9K. Pour des
puits n ≥ 10, l’écart relatif entre tous ces résultats est inférieure à 10−6 et il est nul pour
n > 14 : pour les puits lointains, le choix du paramètre de coupure n’est pas significatif.
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Comme nous l’observons sur la figure III.13, l’écart relatif est important pour les puits
près du miroir avec des écarts relatifs allant de 5 à 100%. Ces écarts sont importants
pour ces puits car la probabilité d’être très proche du miroir est significative, et la
partie du potentiel de Lennard-Jones contribue également de manière importante à
∆En, ainsi l’influence de la coupure qui a pour effet de minimiser l’effet du miroir à
courte distance, est significative.
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Figure III.12 – À gauche correction ∆En calculées pour différentes coupures. En rouge
le potentiel de Casimir-Polder VCP (nλ/2) au centre du puits n. À droite : en bleu les
corrections ∆En calculées pour une coupure zc = 2 Å pour un réseau avec des puits de
profondeurs V0 = 10 Er ; en rouge le potentiel de Casimir-Polder VCP (nλ/2) au centre
du puits n.
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Figure III.13 – Ecart relatif ∆n entre la correction En calculée pour zc = 1 nm et :
en rouge zc = 2 Å, en orange zc = 3 Å, en jaune zc = 4 Å, en vert zc = 5 Å, en cyan
zc = 6 Å, en bleu zc = 7 Å, en magenta zc = 8 et en violet zc = 9 Å.
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III.2.5 Comparaison avec la méthode de régularisation du potentiel de
Casimir-Polder par une sphère

Avant de conclure sur ce traitement pertubatif de l’interaction entre l’atome et le
miroir (Casimir-Polder et Lennard-Jones), nous voudrions comparer cette méthode de
calcul utilisant un paramètre de coupure dans l’intégrale de (III.2.1) et la méthode
utilisée dans la thèse de Sophie Pelisson [2, 6]. Cette méthode de régularisation consi-
dère l’atome comme une sphère dure de rayon rRb. Dans le cas d’une sphère métallique
devant un miroir [54, 55, 56], il a été démontré que le comportement du potentiel de
Casimir est : à grande distance z−4 (limite retardée), un comportement intermédiaire
en z−3 (van der Waals) et à courte distance en z−1, résultat de la régularisation. Ce
dernier comportement à courte distance permet de ne pas avoir un résultat divergent
pour les corrections.

L’atome est modélisé par une distribution sphérique de densité de probabilité ρ(r′).
Deux types de distribution sont testées, une distribution uniforme

ρ1(r′) = N1,

et une distribution parabolique

ρ2(r′) = N2(R2 − x′2 − y′2 − (z′ − z − rRb)2),

où l’atome est constitué d’un noyau qui contient la majorité de la densité de proba-
bilité caractérisant le noyau atomique au centre de la sphère, et le cortège d’électrons
qui représente une densité plus faible vers les bords de la sphère. N1 et N2 sont des
constantes de normalisation. Ainsi le potentiel régularisé s’écrit

Vreg(z) =
∫

Ω
d3r′ρ(r′)V (z′),

avec Ω le volume atomique et z′ = rRb + z + r′ cos(θ′) où z est le centre de l’atome
et {r′,θ′,φ′} les coordonnées sphériques de l’atome dans le repère cartésien de centre
{0,0,z + rRb}.

Pour les puits éloignés du miroir, nous retrouvons un résultat similaire au cas où
nous opérons une coupure sur l’intégration (voir figure III.14) avec un comportement
proche du potentiel de Casimir-Polder. Pour les puits proches du miroir n < 8, la
correction ∆En dépend fortement de la méthode utilisée, avec par exemple des écarts
relatifs de l’ordre de 1 à 10 % entre la méthode de régularisation et l’introduction
d’une coupure (voir figure III.15). De plus entre ces deux méthodes, l’écart relatif est
non nul pour les puits lointains, mais tout de même inférieur à 0.1 %. Quant à l’écart
relatif entre deux corrections ∆En calculées pour deux rayons différents, [2] a montré
que pour les puits lointains, il était inférieur à 1 %.

Nous avons pu voir que ces deux méthodes ne donnent aucun résultat précis pour
les corrections en énergie ∆En dans les puits n < 8. À l’inverse pour les puits lointains
l’écart relatif entre ces deux méthodes est très faible, inférieur à 1 %. Pour les puits n >
14, le calcul de ∆En dépend très faiblement du rayon de l’atome pour la méthode de
régularisation avec la sphère, et ne dépend pas du paramètre de coupure zc pour l’autre
méthode. Ce dernier point nous permet de choisir préférentiellement la méthode de la
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Figure III.14 – En bleu ∆En calculée par régularisation du potentiel de Casimir-
Polder pour une distribution parabolique sphérique de rayon 200 pm. En rouge ∆En
calculée pour une coupure zc = 1 nm.
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coupure, plus précise pour les puits lointains. Physiquement l’atome a une probabilité
quasiment nulle de se trouver près du miroir pour des états n > 14. Néanmoins pour
les premiers puits, la méthode de la coupure est la plus imprécise.

III.3 Traitement non perturbatif

Dans cette partie, nous mettons d’abord en évidence l’impossibilité d’appliquer un
traitement perturbatif et donc d’utiliser le résultat (III.2.1) pour calculer les niveaux
d’énergie des atomes. Nous déterminons ensuite les niveaux d’énergie des atomes par
un traitement non perturbatif à l’aide de la méthode numérique des différences finies
introduite précédemment pour déterminer les états Wannier-Stark modifiés III.2.1.
Nous étudions alors la dépendance de ces états aux paramètres introduits dans le
potentiel de Lennard-Jones, et à la température. Enfin nous déterminons l’impact sur
ces niveaux d’énergie de l’incertitude déjà calculée pour le potentiel de Casimir-Polder
II.4.3.
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Figure III.16 – Potentiel total V (z) exprimé en énergie de recul Er. En rouge le
potentiel de pesanteur et en bleu le potentiel de Casimir-Polder.

III.3.1 Comparaison des différents potentiels près de la surface

Le problème de convergence de ∆En (III.2.1) provient du comportement de la fonc-
tion d’onde |ψ0,n(x)|2 pour les z proches de la surface et nous avons essayé de résoudre
ce problème en supprimant la divergence, mais est-ce vraiment justifié ? En réalité les
potentiels de Casimir-Polder et de Lennard-Jones ne peuvent pas être considérés à ces
distances comme une perturbation devant les autres contributions de l’Hamiltonien.
Comme nous pouvons le voir sur la figure III.16, VCP et VLJ sont de l’ordre de 108 Er
près du miroir alors que le potentiel optique et le potentiel de pesanteur ne sont que de
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quelques énergies de recul. Comme les fonctions d’onde des états Wannier-Stark modi-
fiés par le potentiel infini sont étalées sur plusieurs puits (voir figures III.8 et III.9), la
probabilité d’être près de la surface pour un atome est non nul pour les premiers puits
n < 10. Comme les potentiels VCP et VLJ ne sont pas des perturbations près de la
surface, la méthode perturbative n’est donc pas applicable pour les états des premiers
puits du piège.

III.3.2 Résultats numériques

Nous proposons de résoudre ce problème en traitant la totalité du hamiltonien
H = p2

2m + Vtot(z) par la méthode des différences finies avec

Vtot(z̃) = U0 sin(πz̃) + mgλ

2Er
z̃ +

V (λ2 z̃)
Er

,

où V (z) est le potentiel défini par (III.2.2). Nous avons choisi une boite de taille L = 36
que l’on divise en 106 intervalles. Nous gardons toujours fixé zmin = 4 Å et zs = 1 nm.
Pour comparer les méthodes perturbative et non-perturbative, nous avons d’abord la
relation

Eptn = Emod0,n + ∆En (III.3.1)

qui est la définition des niveaux d’énergie Eptn des atomes calculées par une méthode
perturbative avec ∆En la correction due à la perturbation induite par le potentiel V (z)
(III.2.2). Nous définissons également la relation suivante :

En ≡ Emod0,n + δEn (III.3.2)

où En sont les niveaux d’énergie des atomes calculées par la non-perturbative. Cette
dernière égalité est arbitraire, elle permet de définir la grandeur δEn qui va servir
à comparer les deux méthodes utilisées. Nous avons reporté dans le tableau III.3 les
énergies propres En calculées par cette dernière méthode, les énergies propres des états
Wannier-Stark Emod0,n modifiés par le potentiel infini en z = 0, et la grandeur δEn.

Si la méthode perturbative est justifiée, alors la correction en énergie ∆En et la
différence δEn doivent être égales. Sur la figure III.17, le graphique de gauche montre
en rouge ∆En et en bleu δEn. Nous pouvons voir que pour les puits proches du miroir
n < 8, ces deux courbes ne correspondent pas. À l’inverse pour les puits loin de la
surface n ≥ 8, ∆En et δEn ont des valeurs similaires, l’écart relatif est alors inférieur à
1% entre ces deux grandeurs (voir figure III.17). Ces observations viennent confirmer
que pour les premiers puits nous ne pouvons pas appliquer un traitement perturbatif.
Pour les puits lointains, le traitement perturbatif peut être appliqué, il est possible de
l’appliquer dès le puits n = 8−9, et non seulement à partir de n = 22, car l’écart relatif
est déjà inférieur à 1%. Sur la figure III.17, nous avons mis en évidence que le traitement
perturbatif qui utilise la méthode introduisant une coupure dans l’intégration, est plus
précis que la méthode de régularisation par une sphère : l’écart relatif entre δEn et
∆En converge plus vite vers zéro pour ∆En calculé avec une coupure zc. En réalité, il
est peu probable pour un atome dans un état n ∈ J8,21K de se trouver à une distance
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n En en Er Emod0,n en Er δEn en Er n En en Er Emod0,n en Er δEn en Er
1 0,73075 1,47574 0,74499 11 0,665471 0,665869 0,000416
2 1,37186 1,33867 -0,03319 12 0,595509 0,595795 0,000398
3 1,24405 1,23907 -0,00498 13 0,525509 0,525722 0,000213
4 1,14885 1,15871 0,00986 14 0,455485 0,455648 0,000168
5 1,07457 1,08654 0,01197 15 0,385446 0,385574 0,000163
6 1,00953 1,01625 0,00672 16 0,315398 0,315500 0,000102
7 0,943121 0,946165 0,003044 17 0,245343 0,245426 0,000083
8 0,874539 0,876091 0,001552 18 0,175284 0,175352 0,000068
9 0,805109 0,806017 0,000908 19 0,105221 0,105279 0,000058
10 0,73536 0,735943 0,000583 20 0,0351562 0,0352047 0,0000485

Table III.3 – Les 20 premières valeurs des énergie propres

du miroir inférieure à λl. Nous pouvons supprimer la divergence de l’intégrale de ∆En
(III.2.1).

Nous pouvons voir sur les figures III.18 à III.20 que les fonctions d’onde φn(z) des
atomes calculées par la méthode non-perturbative retrouvent la forme des fonctions
de Wannier-Stark modifiées ψ0,n(z) par le potentiel infini en z = 0 à partir du puits
n = 6. Pour les premières fonctions n ≤ 7, nous notons la présence d’oscillations entre
le miroir et le premier puits. Ces oscillations sont dues au potentiel de Lennard-Jones
qui crée un puits entre le miroir et le premier puits du réseau. Ces oscillations rapides
correspondent à la vitesse acquise par les atomes dans le puits due à la pente très raide
du potentiel Lennard-Jones. Comme dans le cas du potentiel harmonique, ces oscilla-
tions sont liées aux modes de résonance de l’atome dans le puits. Ces premiers états
comme nous allons le voir par la suite sont des états liés à la surface. Lorsque l’atome
est assez loin de ce puits, la probabilité de présence d’être dans le puits Lennard-Jones
devient très faible et ces oscillations ne sont plus significatives. Néanmoins ces oscil-
lations existent toujours pour tout état n dont l’énergie En est supérieure à V 0

LJ . Par
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Figure III.17 – À gauche en vert potentiel de Casimir-Polder VCP , en rouge ∆En et
en bleu δEn exprimés en Er. À droite l’écart relatif entre δEn et ∆En, en rouge ∆En
calculé par la méthode de la coupure avec zc = 1 nm et en bleu ∆En calculé par la
méthode de régularisation avec rRb = 2 Å.
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exemple, le choix de zmin = 4 Å impose V 0
LJ = 8.107 Er. Les états Wannier-Stark

ont une différence d’énergie d’environ 0.07 Er entre deux puits voisins, donc il faut
atteindre un état n = 109 afin que la probabilité pour l’atome d’être dans le puits
Lennard-Jones soit formellement nulle.
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Figure III.18 – En haut à gauche |φ1(x)|2 en rouge et |ψ0,1(z)|2 en bleu. En haut
à droite |φ2(x)|2 en rouge et |ψ0,2(z)|2 en bleu. En bas à gauche |φ3(x)|2 en rouge et
|ψ0,3(z)|2 en bleu. En bas à droite |φ4(x)|2 en rouge et |ψ0,4(z)|2 en bleu.
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Figure III.19 – À gauche |φ5(x)|2 en rouge et |ψ0,5(z)|2 en bleu. À droite |φ6(x)|2 en
rouge et |ψ0,6(z)|2 en bleu.
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Figure III.20 – À gauche |φ7(x)|2 en rouge et |ψ0,7(z)|2 en bleu. À droite |φ8(x)|2 en
rouge et |ψ0,8(z)|2 en bleu.

III.3.3 Dépendance des états atomiques aux divers paramètres

a Paramètres de la méthode numérique

Nous proposons ici d’étudier la stabilité des résultats en fonction de certains para-
mètres introduits et qui pourraient paraître arbitraires. Nous allons d’abord regarder
l’influence de la valeur du potentiel que nous imposons en z = 0, puis l’influence du
nombre N de points choisis pour la méthode des différences finies sur la précision des
résultats obtenus.

Nous pouvons montrer que déjà pour N = 105 la précision relative est d’au moins
10−6, soit une précision de l’ordre de 10−7−10−8 Er, c’est-à-dire la limite de la précision
de l’expérience FORCA-G qui est de 10−8 Er (nous verrons par la suite qu’il n’est
pas nécessaire d’avoir une précision supérieure car l’incertitude sur le potentiel de
Casimir-Polder II.4.3 est plus grande). Afin que les valeurs propres convergent plus
rapidement et nos résultats soient plus précis pour un plus petit N , nous choisissons
l’approximation à l’ordre supérieur de la dérivée seconde

d2f

dz2 (z) = lim
δz→0

−f(z + 2δz) + 16f(z + δz) + 16f(z − δz)− f(z − 2δz)− 30f(z)
12δz2 .

Malheureusement lorsque nous voulons calculer les niveaux d’énergie en présence du
potentiel V (z), la valeur des premiers niveaux d’énergie ne converge pas suffisamment
rapidement et pour N = 107, la précision relative n’est que de 10−2 (ce qui n’est
pas suffisant pour étudier l’effet Casimir-Polder qui est ici de l’ordre de 10−4 Er). Le
problème est que le potentiel de Lennard-Jones est défini pour des distances de [0,1]
nm. Le choix d’avoir un pas de discrétisation constant fait que nous n’avons pas assez
de points près de la surface pour caractériser avec précision le potentiel. Nous décidons
ainsi d’utiliser une échelle logarithmique afin de concentrer un nombre plus important
de points près de la surface et de garder un pas linéaire loin de la surface. Nous avons
alors

ρ = z + ln z,
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ρ correspondant à la nouvelle variable de l’échelle logarithmique. La dérivée seconde
de la fonction se réécrit

d2f

dz2 (z) =
(
d2ρ

dz2

)
df

dρ
+
(
dρ

dz

)2 d2f

dρ2 .

ρ est la nouvelle variable à discrétiser. L’utilisation de l’échelle logarithmique permet
d’avoir des valeurs de En qui sont très stables pour tout n avec une précision relative
inférieure à 10−6, sauf pour n = 1 qui a une précision relative de seulement 10−4 pour
N = 105 (N correspond à présent aux nombres de points pour la nouvelle variable ρ).

b Influence du paramètre zmin du potentiel de Lennard-Jones

Le potentiel de Lennard-Jones que nous avons introduit, sert à modéliser l’interac-
tion à très courte distance entre l’atome et la surface de silice constituant la première
couche du miroir. Nous savons que pour ce type d’interaction la position zmin du poten-
tiel est de l’ordre de quelques ångströms. Dans [52], un calcul de l’interaction entre une
surface de silice et un atome de rubidium adsorbé sur cette surface donne zmin = 2,3
Å qui correspond au rayon de covalence de l’atome et une énergie de liaison de 0.35
eV. Or par notre méthode de recollement des deux potentiels de Lennard-Jones et de
Casimir-Polder, pour zmin = 2.3 Å, nous trouvons seulement V 0

LJ = 7,7 meV. Comme
nous l’avions déjà noté dans III.2.3, l’impossibilité de recoller le potentiel de Casimir-
Polder et de Lennard-Jones signifie que le potentiel de Lennard-Jones ne correspond
pas à l’interaction réelle à ces distances. À défaut d’étudier les interactions réelles mises
en jeu à ces distances entre l’atome et la surface de silice, nous nous contenterons du
modèle introduit et étudierons l’influence du paramètre zmin dans un intervalle autour
de la valeur calculée par [52]. Nous choisissons de varier zmin sur un intervalle entre
2,2 Å et 2,6 Å. Nous avons gardé les mêmes paramètres que précédemment : N = 104

et L = 40 qui nous permettent d’avoir une précision relative de 10−6.
Le potentiel de Lennard-Jones donne un nombre fini d’états liés dans le puits. Ces

états représentent les états vibrationnels d’un atome lié à la surface, indexés par un
nombre quantique v. Comme nous ne connaissons pas le nombre d’états liés dans le
puits du potentiel à cause de l’incertitude sur la profondeur, nous les indexons de
v = −1 pour le premier niveau d’énergie le moins lié, puis v = −2 pour le second, etc.

Sur la figure III.21, nous représentons les vingt-huit premiers niveaux d’énergie. Dé-
crivons la figure que nous avons. D’abord, nous observons un motif pseudo-périodique.
Pour chaque période, le niveau d’énergie E1 croit lorsque zmin croît. Lorsque le niveau
d’énergie E1 atteint une valeur proche de celle de l’état n = 7, cet état E1 se transforme
progressivement en l’état n = 7 (l’indexation des états se fait en comparant la forme
des fonctions d’ondes à celle des états Wannier-Stark ψ0,n(z) modifiés par le potentiel
infini en z = 0), l’état n = 7 en l’état n = 6,..., et l’état n = 2 s’échappe du puits dans
lequel il est piégé. En réalité les sept premiers niveaux d’énergie sont fortement liés
au puits du potentiel Lennard-Jones. De bas en haut nous trouvons les autres niveaux
d’énergie E28 à E8 qui sont extrêmement stables et ne dépendent quasiment pas de
zmin.

D’après (III.2.3), lorsque zmin croît la profondeur V 0
LJ du puits du potentiel de

Lennard-Jones décroît, ainsi les états liés dans le puits Lennard-Jones ainsi que l’état
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Figure III.21 – Les vingt-huit premiers niveaux d’énergies en fonction de zmin expri-
més en Er

E1, que nous pouvons considérer comme l’énergie v = −1, croissent. Les états dans les
puits du réseau pour n > 7 ne sont pas, ou extrêmement peu influencés par le potentiel
de Lennard-Jones, ces états ne sont pas liés à la surface. À l’inverse les états de n = 1
à n = 7 sont fortement liés à la surface et dépendent de la profondeur du puits V 0

LJ , les
états Wannier-Stark modifiés par le potentiel infini en z = 0 (en l’absence du potentiel
V (z)) étant étalés sur cinq à six puits de chaque côté du puits central n. Comme nous
l’avons déjà observé lorsque l’état E1 atteint le niveau d’énergie de l’état n = 7, les
différents niveaux d’énergie montent et l’état se transforme dans l’état suivant n − 1
jusqu’à l’état n = 2 qui se trouve alors à la limite de l’énergie de dissociation d’un puits
effectif englobant le premier puits et le puits Lennard-Jones ; l’état n = 2 sort du puits.
Quant à l’état n = 1 se transformant en l’état n = 7, le nouvel état n = 1 correspond à
l’ancien état v = −2 du puits Lennard-Jones, états du puits Lennard-Jones qui sortent
également progressivement de ce puits lorsque V 0

LJ diminue.
En réalité nous retrouvons le même type de comportement que pour un potentiel

de Lennard-Jones simple où lorsque l’état v = −1 atteint la limite de l’énergie de
dissociation, cet état sort du puits ; par contre ici le puits effectif englobe le puits
Lennard-Jones et le premier puits du réseau incluant alors les 7 premiers états des
puits du réseau dans ceux liés à la surface.

L’expérience FORCA-G mesure les niveaux d’énergie des atomes dans le piège
optique par interférométrie atomique (voir schéma de l’interféromètre papillon I.4).
Ainsi le déphasage mesuré est proportionnel à En+1 − En−1 . Nous avons représenté
sur la figure III.22 la différence En+1−En−1 pour n = 8 à n = 11. Comme nous pouvons
l’observer, l’effet du paramètre zmin devient négligeable à partir du niveau d’énergie
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n = 10 où l’incertitude relative est inférieure à 10−6. Étant donné que l’expérience
FORCA-G souhaite réaliser des mesures précises pour des faibles distances au miroir,
c’est-à-dire pour les premiers puits, il est nécessaire de pouvoir déterminer zmin.
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Figure III.22 – Différences En+1 − En−1 exprimées en Er en fonction de zmin pour
de haut en bas et de gauche à droite n = 8, n = 9, n = 10 et n = 11.

c Détermination du paramètre zmin

À ce stade, nous pourrions finalement considérer le paramètre zmin comme négli-
geable étant donné que nous obtenons les énergies En avec une précision de l’ordre
de 1 % à partir du 7e. Cependant l’expérience FORCA-G réalise une mesure interfé-
rométrique, donc des différences d’énergie En+1 − En−1 sont mesurées. Dans ce cas,
comme nous avons pu le voir sur la figure III.22, l’impact du paramètre zmin n’est plus
négligeable.

Pour un ensemble donné de niveaux d’énergie En, nous avons un ensemble de valeur
de zmin possibles. Pour chacun de ces zmin, nous obtenons le même spectre en énergie
et les mêmes fonctions à une petite différence près. Comme nous l’avons rappelé, cette
pseudo-périodicité en fonction de zmin est liée au nombre d’états liés dans le puits
Lennard-Jones. Ainsi pour un ensemble de zmin qui donne le même spectre en énergie,
chaque zmin est lié à une profondeur du puits Lennard-Jones différente, à un nombre
de niveaux d’énergie dans ce puits différent et donc les fonctions d’onde ne sont pas
identiques près du minimum du potentiel de Lennard-Jones. Ces fonctions d’onde ont
quelques oscillations de plus ou de moins, nombre d’oscillations lié également au nombre
de niveaux d’énergie (le vième niveau d’énergie, en comptant à partir du fond du puits,
a v oscillations dans sa fonction d’onde).

Nous pouvons observer ce comportement sur la figure III.23. Nous avons calculé la
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Figure III.23 – Fonction d’onde |ψ2(z)|2 dans le cas où E2 = 1,36388 Er pour
zmin = 2,2 Å en rouge, zmin = 2,25971 Å en bleu et zmin = 2,32189 Å en vert.

fonction ψ2(z) dans le cas où E2 = 1,36388 pour trois valeurs de zmin différentes. Sur le
graphique de gauche nous pouvons voir que les trois fonctions d’onde sont identiques.
Sur le graphique de droite, nous pouvons voir que pour des distances inférieures au
nanomètre, les trois fonctions d’onde diffèrent près du minimum du Lennard-Jones car
la position et la profondeur de ce minimum sont différentes. Pour zmin = 2,2 Å il y
a v oscillations dans le premier puits du réseau optique, pour zmin = 2,25971 Å, il y
a v − 1 oscillations et pour zmin = 2,32189 Å, v − 2 oscillations. Néanmoins les trois
fonctions deviennent rapidement identiques.

À défaut de pouvoir déterminer le paramètre zmin de manière unique, nous pouvons
associer à un spectre expérimental donné un ensemble de zmin possibles.

d Explication de l’effet du paramètre zmin par un modèle simple

Nous allons dans ce paragraphe modéliser le potentiel de Lennard-Jones par un
puits carré d’une profondeur V0(zmin) de largeur a et une barrière infinie pour le
miroir en z = 0. (voir figure III.24). L’équation de Schrödinger s’écrit

−~2

2m
d2ψ

dz2 (z) + V (z)ψ(z) = Eψ(z).

Nous pouvons définir trois zones I, II et III pour résoudre l’équation de Schrödinger.
Dans la zone I, le potentiel V (z) est infini donc ψI(z) = 0. Dans la zone III, l’équation
s’écrit

−~2

2m
d2ψIII
dz2 (z) = EψIII(z).

Nous posons E = −~2k2

2m et la solution est ψIII(z) = Aekz +Be−kz. Comme la fonction
ne doit pas diverger à l’infini, ψIII(z) = Be−kz. Dans la zone II, l’équation s’écrit

−~2

2m
d2ψIII
dz2 (z) = (E + V0)ψIII(z).

Nous posons E+V0 = ~2K2

2m soit 2mV0
~2 = K2 +k2. La solution de l’équation s’écrit alors

ψII(z) = αeiKz + βe−iKz. La continuité entre la zone I et II donne ψI(0) = ψII(0)
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Figure III.24 – Schéma du potentiel simplifié choisi V(z).

donc ψII = 2iα sin(Kz). La continuité entre la zone II et III donne{
2iα sin(aK) = Be−ka

2iα cos(aK) = Bke−ka

ce qui donne comme équation pour déterminer Kn,

tan(aK) = K√
2mV0
~2 −K2

. (III.3.3)

Nous pouvons voir sur la figure III.25 la résolution graphique de l’équation (III.3.3).
La fonction tangente définie une période de π

a . Le second membre de l’équation pos-
sède une divergence pour K = 2mV0

~2 , quand la profondeur du potentiel diminue son
asymptote se déplace vers la gauche, quand cette asymptote croise une asymptote de la
fonction tan(aK), il y a une intersection de moins entre les deux courbes donc le puits
perd un niveau d’énergie En = ~2K2

2m − V0. Nous pouvons également remarquer que
lorsque la profondeur du puits diminue, le déplacement de l’asymptote a pour consé-
quence d’augmenter la pente de la courbe. Comme la fonction tangente est croissante
les intersections entre les deux courbes se font pour des Kn plus grands. Ce compor-
tement explique le déplacement progressif des niveaux d’énergie vers le haut du puits
de potentiel lorsque V0 diminue.

Notre objectif est d’estimer la période de zmin que nous avons mise en évidence dans
notre calcul précédent. Comme nous l’avons montré par l’aide de ce modèle simple de
puits carré, cette période est définie par le déplacement de l’asymptote d’une période
π
a . Ainsi la période λzmin = |zmin − z′min| est définie par

∆V 0
LJ =

∣∣∣∣∣∣
√

2mV 0
LJ(zmin)
~2 −

√
2mV 0

LJ(z′min)
~2

∣∣∣∣∣∣ = π

a
, (III.3.4)

où zmin et z′min correspondent à deux paramètres qui donnent le même spectre en
énergie et qui sont consécutifs.
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Figure III.25 – En rouge la fonction tan(aK) pour a = 3 et en bleu K√
2mV0
~2 −K2

pour

différentes profondeurs V0 : 2mV0
~2 = 9,10,11,12,13,14.

La principale difficulté de ce modèle simplifié est l’identification du paramètre a
pour le vrai potentiel V (z). Nous choisissons de définir le paramètre a comme la dis-
tance entre le point z1 et z2 représenté sur la figure III.26. Le point z1 est la position
où VLJ(z1) = 0 et le point z2 est l’intersection avec l’axe des abscisses de la tangente
au potentiel Lennard-Jones dont la pente est maximale. Dans ce cas nous trouvons que
a = 3,6 Å. Pour déterminer une période, nous choisissons zmin = 2,2 Å et le premier
z′min suivant qui donne le même spectre est z′min = 2,25971 Å (voir figure III.21 et pa-
ragraphe c) ; ce qui nous donne

√
2mV 0

LJ (zmin)
~2 −

√
2mV 0

LJ (z′min)
~2 = 1,0.1010, soit a = 3,1

Å. Ainsi nous avons montré que ce modèle de puits carré extrêmement simple permet
d’estimer grossièrement la période λzmin et explique mathématiquement l’origine de
cette périodicité.

En fait nous retrouvons un résultat connu sur les phases accumulées [57]. Soit un

Figure III.26 – Potentiel de Lennard-Jones avec zmin = 2,2 Å exprimé en Er et
tangente du potentiel au point où elle est maximale.
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potentiel V (z) quelconque et l’opérateur L

L = − ~2

2m
∂2

∂z2 + V (z)− E

L’équation de Schrödinger indépendante du temps de solution ψ(z) est Lψ(z) = 0.
Pour résoudre cette équation nous pouvons écrire la solution sous la forme suivante :

ψ(z) = α(z)eiφ(z)

avec l’amplitude α(z) et la phase φ(z). L’équation de Schrödinger donne alors deux
équations :

Lα(z) = α−3(z),

φ′(z) = α−2(z).

Cette seconde équation donne directement la solution suivante pour la phase

φ(z) =
∫ z

−∞
α−2(z)dz

Nous considérons le cas d’un potentiel V (z) ayant des états liés E et avec seulement
deux points tournants z1 et z2 définis par V (z1,2) = E. Dans ce cas l’opérateur L
dépend de l’énergie E et la condition pour avoir un état lié est

φ(∞) = nπ

avec n un entier. Les états liés En sont ceux dont la phase accumulée φ(∞) est un
multiple de π.

À présent, si nous nous plaçons dans l’approximation WKB [58], nous définissons
une phase φWKB(z), définie dans la région z1 < z < z2, par l’expression

φWKB(z) =
∫ z

z1

√
2m(E − V (z))

~2 dz,

La figure III.27 montre les deux fonctions α−2(z) et
√

2m(E − V (z)/~2 pour un po-
tentiel d’un oscillateur harmonique V (z) = 1

2mz
2. Loin des points tournants z1 et

z2, l’approximation WKB est valide et les deux fonctions coïncident. Près des points
tournants, l’approximation n’est plus valide.

Dans notre cas très simple de puits carré, l’approximation WKB donne un résultat
exact. Nous avons V (z) = −V 1

0 , z1− z2 = a et nous considérons l’énergie limite E = 0
qui est le dernier état lié possible pour le V 1

0 choisi dans le puits. Quand nous cherchons
la période de zmin, dans cet exemple, cela revient à chercher un autre V 2

0 qui donne
E = 0 comme étant un état lié dans le puits. Alors pour ces deux V 1

0 et V 2
0 , la relation

φWKB(z2) = nπ est vérifiée donc φ1
WKB(a) − φ2

WKB(a) =
√

2mV 1
0

~2 a −
√

2mV 2
0

~2 a = nπ
qui correspond à la condition (III.3.4) où n = 1.
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Figure III.27 – Les fonctions α−2(z) et
√

2m(E − V (z)/~2 respectivement en noir
et en rouge calculées pour un potentiel harmonique. Les deux lignes verticales corres-
pondent aux points tournants.

e Influence de la position du recollement entre les deux potentiels Lennard-
Jones et Casimir-Polder

Nous proposons ici de regarder l’influence de la position du recollement zs entre
le potentiel Lennard-Jones et le potentiel Casimir-Polder sur les niveaux d’énergies
(III.2.2). Jusqu’à présent nous avions fixé arbitrairement la position de ce recollement
à une distance au miroir de 1 nm. Comme nous l’avons déjà mentionné le potentiel de
Casimir-Polder ne devient plus pertinent lorsque l’atome commence à voir la structure
du miroir, mais il n’y a aucune raison de privilégier 1 nm plutôt que 5 nm. Nous avons
choisi pour ce calcul de fixer le minimum du potentiel de Lennard-Jones à zmin = 2,4
Å, et d’étudier la dépendance à zs sur un intervalle compris entre 5 Å et 5 nm.

Figure III.28 – À gauche, les neuf premiers niveaux d’énergies exprimés en Er en
fonction de zs, avec de haut en bas En pour n = 2 à n = 10. La plus basse énergie
correspond à E1. Les énergies sont exprimées en énergie de recule Er. À droite les
écarts relatifs de En(zs) par rapport à En(zs = 1) avec de haut en bas En pour n = 1
à n = 10.

Sur la figure III.28, nous pouvons voir la dépendance des premiers niveaux d’énergie
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en fonction de zs. Il apparaît que les niveaux d’énergie ne sont pas affectés par ce
paramètre entre 8 et 5 Å, seul E1 est fortement dépendant de zs pour des valeurs
inférieures à 8 Å. Sur le deuxième graphique de droite de la figure III.28, nous avons
calculé en fonction de zs l’écart relatif par rapport à En(zs = 1 nm). Mis à part E1,
pour zs > 1 nm, les niveaux d’énergie ne sont pas ou peu dépendants du paramètre de
recollement, avec des écarts relatifs inférieurs à 10−6. Même pour zs = 0,5 nm, l’écart
relatif entre En(0,5) et En(1) est inférieur à 10−4 ; néanmoins le cas zs = 0,5 est un
cas limite car zs est proche de la position de zmin. Ce potentiel de Lennard-Jones a
été construit afin de le raccorder au potentiel de Casimir-Polder : autour du raccord
des deux potentiels, le potentiel V (z) (III.2.2) doit se comporter en 1/z3. Ceci nous
permet de définir comme condition :

(
zmin
zs

)12
/

(
zmin
zs

)3
<< 1,

la partie en 1/z12 du potentiel de Lennard-Jones doit être négligeable au niveau du
raccord des potentiels devant la partie en 1/z3. Ainsi pour zs = 1 nm, il y a 6 ordres de
différence entre la partie en 1/z12 et en 1/z3 alors que pour zs = 5 Å, il n’y a déjà plus
que 3 ordres de différence, d’où un plus grand écart relatif pour le niveau d’énergie E1
qui est quasiment un état lié du Lennard-Jones, les autres niveaux d’énergie restent
encore peu influencés par zs avec un écart relatif inférieur à 10−4.

La variation du paramètre zs entre 0,8 nm et 5 nm est totalement négligeable sur
les niveaux d’énergie en regard à la précision visée par l’expérience. Seul E1 dépend
significativement du paramètre zs, mais l’expérience FORCA-G n’envisage pas de por-
ter des atomes dans ce puits car cet état sera instable et les atomes tendront à se coller
sur la surface.

f Incertitudes sur les niveaux d’énergie des atomes piégés

Nous avons déterminé comment l’incertitude sur les épaisseurs des couches du mi-
roir et sur la permittivité du Ta2O5 se répercutait sur le potentiel de Casimir-Polder
II.4.3. Nous pouvons calculer l’incertitude sur les niveaux d’énergie des atomes dans
le réseau optique.

Nous connaissons l’incertitude σCP (z) en fonction de la distance de l’atome au
miroir. Pour chaque mesure des niveaux d’énergie de l’atome, nous tirons avec la
probabilité P (x,z) la valeur x du potentiel de Casimir-Polder à la position z, où la
fonction P est définie par :

P (x,z) = 1√
2πσCP (z)

e
−(x−VCP (z))2

2σCP (z)2

Nous obtenons ainsi de manière aléatoire le potentiel de Casimir-Polder en fonction
de z pour des positions discrètes. Pour chaque tirage du potentiel de Casimir-Polder,
nous calculons les niveaux d’énergie de l’atome dans les puits du réseau par la méthode
développée dans les paragraphes précédents. Après un nombre suffisamment important
de tirages, nous pouvons calculer la valeur moyenne des niveaux d’énergie pour chaque
puits et l’incertitude associée.
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n 〈En〉 en Er σEn en Er n 〈En〉 en Er σEn en Er
11 0.665471 2.0.10−6

2 1.36545 9.4.10−5 12 0.595509 1.3.10−6

3 1.23697 8.9.10−5 13 0.525509 9.10−7

4 1.14242 8.0.10−5 14 0.455485 10.10−7

5 1.07082 5.4.10−5 15 0.385446 7.10−7

6 1.00870 1.5.10−5 16 0.315398 7.10−7

7 0.943052 5.6.10−6 17 0.245343 6.10−7

8 0.874535 3.1.10−6 18 0.175284 5.10−7

9 0.805109 1.3.10−6 19 0.105221 5.10−7

10 0.735360 1.9.10−6 20 0.0351563 4.5.10−7

Table III.4 – Valeur moyenne des niveaux d’énergie des 20 premiers puits calculée à
partir de 10 tirages et écart-type associé aux niveaux d’énergie exprimés en terme de
l’énergie de recul Er.

Nous réalisons ce calcul à une température T = 295 K, pour des puits d’une pro-
fondeur de U0 = 3 Er. Nous avons choisi comme paramètre pour le potentiel Lennard-
Jones zmin = 4.1 Å. Le calcul des niveaux d’énergie s’effectue sur une grille de points
(logarithmique) avec N = 105 points et la taille de la boite a été fixée à environ L = 30
puits. Avec ces paramètres la précision relative de la méthode numérique sera de 10−6

(excepté pour le premier niveau E1). Nous obtenons les résultats suivants pour 10 me-
sures, résumées dans le tableau III.4. Nous pouvons constater à partir des résultats du
tableau que l’incertitude due à l’épaisseur des couches du miroir et de la permittivité
du Ta2O5 est inférieure à l’incertitude due à la méthode numérique utilisée, alors que
nous n’avons réalisé seulement que 10 mesures. Ainsi l’incertitude sur la connaissance
des caractéristiques du miroir ne sera pas un facteur limitant pour la détermination des
niveaux d’énergie En des atomes dans les puits. Évidemment si nous choisissons une
grille de points plus dense pour faire notre calcul, par exemple N = 107, l’incertitude
sur les paramètres du miroir deviendra significative.

L’évolution de σEn montre que l’incertitude sur les niveaux d’énergie des atomes
proches du miroir est décroissante en fonction des n croissants (voir figure III.29). Cette
observation semble en contradiction avec l’évolution de l’incertitude σCP (z) qui est
croissante pour les z croissants (le potentiel est plus sensible aux variations d’épaisseur
des couches II.3.3). Si l’atome est loin du miroir, le potentiel de Casimir-Polder devient
négligeable devant le potentiel optique du réseau et le potentiel de pesanteur, ainsi
l’incertitude de Casimir-Polder aura un faible impact ; finalement, à ces distances, le
potentiel de Casimir-Polder devient quasiment négligeable et nous retrouvons les états
de Wannier-Stark.

Si l’atome est piégé près du miroir, le potentiel de Casimir-Polder et le potentiel de
Lennard-Jones sont dominants devant le potentiel optique. L’incertitude est très faible
pour le potentiel de Casimir-Polder (l’atome ne voit que la première couche du miroir),
mais du fait de la construction du potentiel de Lennard-Jones (cf. III.2.3), une petite
variation du potentiel de Casimir-Polder impacte significativement la valeur de V 0

LJ

pour un zmin fixé. Comme les niveaux d’énergie des atomes piégés dans les premiers
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Figure III.29 – Incertitude σEn exprimée en Er sur la valeur moyenne 〈En〉 pour 100
mesures.

puits sont très sensibles aux paramètre V 0
LJ , ils sont plus sensibles à l’incertitude sur

le potentiel de Casimir-Polder. En réalité cette sensibilité des niveaux d’énergie En à
courte distance est essentiellement un artefact de la méthode de calcul.

Sur la figure III.29, nous avons réalisé les mêmes calculs mais pour 100 tirages.
Nous pouvons voir que nous obtenons une excellente précision. Ainsi l’incertitude sur
la détermination du potentiel de Casimir-Polder ne sera pas un facteur limitant pour
le calcul des niveaux d’énergie des atomes, le facteur limitant reste la précision de la
méthode de calcul.

g Influence de la température sur les niveaux d’énergie

L’expérience se fait à température ambiante. La température de la salle d’expé-
rience n’est pas régulée avec précision, nous devons donc considérer des écarts possibles
de quelques degrés Celsius. Or comme nous l’avons déjà montré II.4.1, la température
a un effet significatif sur la valeur du potentiel de Casimir-Polder avec une différence de
l’ordre du pour-cent pour un écart de 2 K aux distances considérées qui sont de l’ordre
du micro-mètre. Dans ce paragraphe, nous regardons comment cette dépendance se
répercute sur les niveaux d’énergie de l’atome et si elle peut être observable, comparée
aux autres sources d’incertitude.

Nous gardons les paramètres suivants : N = 104, L = 40 et zmin = 2.3 Å. Nous
avons calculé les premiers niveaux d’énergie En(T ) pour quatre températures diffé-
rentes : T = 290 K, T = 292,5 K, T = 295 K et T = 297,5 K. Comme nous le voyons
sur la figure III.30, la température semble avoir un effet négligeable hormis pour les
premiers niveaux d’énergie. L’effet qui peut paraître significatif pour les premiers puits
est une fois encore un artefact de calcul dû à la méthode de construction du potentiel :
un faible effet de la température à courte distance sur le potentiel de Casimir-Polder
joue énormément sur la valeur de V 0

LJ lors du recollement, et par conséquent influe
fortement sur En pour n = 1 à n = 6.

Les écarts entre les niveaux d’énergie En calculés à deux températures différentes
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Figure III.30 – Corrections δEn exprimées en Er pour différentes températures :
T = 300 K en rouge, T = 297,5 K en orange, T = 295 K en jaune, T = 292,5 K en
vert et T = 290 K en bleu.
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Figure III.31 – Écarts exprimés en Er entre les niveaux d’énergie En calculés à
T = 300 K et : en bleu les niveaux d’énergie En calculés à T = 290 K, en vert
T = 292,5 K, en orange T = 295 K et en rouge T = 297,5K.

(voir figure III.31) sont compris entre 10−5 et 10−6. Cet écart est supérieur à la précision
que nous pouvons avoir avec cette méthode numérique pour un nombre N raisonnable,
il est donc pertinent de le prendre en compte dans notre calcul.L’effet de la température
est également supérieur à la sensibilité que désire atteindre l’expérience qui est de 10−4

Hz, soit environ 10−8 Er. La température précise de la salle d’expérience doit donc
être prise en compte lors des mesures des niveaux d’énergie, car une différence de 2 K
implique un écart d’environ 10−6 Er sur les niveaux d’énergie En. Cet effet significatif
de la température à l’équilibre thermique en comparaison de la précision visée par
l’expérience permet d’envisager également une mise en évidence de cette dépendance
thermique de l’effet Casimir-Polder.
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III.4 Méthode perturbative et puits du réseau optique

Dans le dernier paragraphe de ce chapitre, nous revenons sur l’utilisation du trai-
tement perturbatif et montrons qu’il peut être utilisé pour des puits plus proches de
la surface dans le cas d’un réseau plus profond.

III.4.1 Profondeur des puits et étalement des fonctions d’onde

L’un des objectifs de l’expérience FORCA-G est de réaliser une mesure de l’effet
Casimir-Polder à courte distance, c’est-à-dire pour les premiers puits du réseau n = 4
ou n = 5. Nous avons montré, que pour les vingt premiers puits du réseau, l’utilisation
de la méthode perturbative était inadaptée. Nous avons alors développé une méthode
non-perturbative numérique afin de traiter ce problème, or cette méthode de calcul
ne permet pas d’écrire les niveaux d’énergie des atomes sous la forme de (III.3.1) car
V (z), le potentiel Casimir-Polder prolongé par le potentiel Lennard-Jones (III.2.2),
ne peut pas être considéré comme une perturbation comparée au reste du potentiel.
L’impossibilité d’utiliser la méthode perturbative, même pour des puits aussi éloignés
que n = 10, est due à l’étalement des fonctions d’onde Wannier-Stark modifiées sur
plusieurs puits. Si nous voulons pouvoir écrire les niveaux d’énergie sous la forme
de l’équation (III.3.1), afin de pouvoir obtenir une sorte d’effet Casimir-Polder moyen
exercé à la position z = nλl2 , il nous faut pouvoir appliquer la méthode perturbative. Le
seul paramètre sur lequel nous pouvons agir pour contrôler l’étalement de la fonction
d’onde des atomes piégés, est la profondeur des puits V0 du réseau. Nous pouvons
voir clairement sur la figure III.33 que plus les puits du réseau sont profonds, plus la
fonction d’onde ψ2

n(z) est localisée autour du puits n. La méthode perturbative serait
ainsi applicable pour des atomes plus proches de la surface. Comme la correction des
niveaux d’énergie due à l’effet Casimir-Polder s’écrit :

∆En =
∫
|ψ0,n(z)|2 V (z)dz

plus la fonction d’onde est localisée, plus ∆En coïncide avec la valeur du potentiel
Casimir-Polder au centre du puits n.

Jusqu’à présent pour nos calculs, nous avons utilisé V0 = 3 Er qui est la profon-
deur envisagée pour l’expérience FORCA-G. Il nous faut cependant garder à l’esprit
que cette profondeur pour le réseau a été choisie pour maximiser, lors de la mesure
interférométrique, les transitions du type n→ n±1 (n est le numéro du puits), et pour
minimiser les transitions supérieures [2, 59, 60]. Néanmoins nous pouvons voir sur la
figure 4 de [59] et la figure 2.7 de [4] qu’il est peut être possible de trouver un autre
maximum pour les transitions du type n → n ± 1 pour V0 ≈ 7 Er qui permettrait de
minimiser également les transitions du type n→ n, n→ n± 2 et n→ n± 3. D’autre
part, l’expérience peut être réalisée avec des transitions n→ n± 4− 5, ce qui permet
d’envisager des profondeurs de puits plus importantes et plus favorables à des mesures
de Casimir-Polder.
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III.4.2 Comparaison des deux méthodes en fonction de la profondeur des
puits

Nous nous proposons de calculer les niveaux d’énergie des atomes dans la confi-
guration de l’expérience FORCA-G pour des différentes profondeurs de puits. Nous
choisissons de faire les calculs pour différentes valeurs de V0 comprises entre 3 Er et 10
Er. Pour chacune de ces valeurs de V0, nous calculons les niveaux d’énergie par les deux
méthodes, peturbative et non-perturbative. Par la méthode perturbative, nous obte-
nons la correction ∆En induite par le potentiel V (z). Par la méthode non-perturbatrice,
nous obtenons l’énergie totale En de l’atome dans l’état n. Pour comparer ces deux
méthodes nous calculons la grandeur δEn définie par (III.3.2) qui correspondra à ∆En
si les deux méthodes sont équivalentes III.3.2.

Pour ce calcul, nous avons choisi comme paramètre zmin = 2,3 Å pour la position
du minimum du potentiel Lennard-Jones. Pour la méthode perturbative, nous avons
choisi comme coupure zc = 10 Å. Les autres paramètres du calcul sont les mêmes :
L = 40, N = 104, zs = 1 nm et T = 295 K. Sur la figure III.34, nous avons représenté,
pour différentes profondeurs V0, ∆En et δEn ainsi que VCP (n), la valeur du potentiel
de Casimir-Polder au centre du puits. Nous pouvons voir clairement que plus les puits
sont profonds, plus ∆En ou δEn converge vers la même valeur que VCP (n), ce qui est
normal car les fonctions d’onde deviennent plus localisées. Nous constatons également
que plus les puits sont profonds, plus ∆En et δEn tendent à être identiques pour les
premiers puits. Pour préciser ce dernier point, nous traçons l’écart relatif ∆n afin de
pouvoir comparer précisément ces deux méthodes : ∆n = (∆En − δEn) /δEn.
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Figure III.32 – Écart relatif ∆n de la méthode perturbative par rapport à la méthode
non-perturbative pour différentes profondeurs de puits : en rouge V0 = 3 Er, en orange
V0 = 4 Er, en jaune V0 = 5 Er, en vert V0 = 6 Er, en bleu V0 = 7 Er, en violet,
V0 = 8 Er, en rose V0 = 9 Er et en noir V0 = 10 Er. Sont représentées également les
asymptotes ∆n = 0,1, ∆n = 0,01 et les droites n = 5, n = 7 et n = 9

Nous avons représenté ∆n sur la figure III.32. Nous retrouvons déjà les résultats
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Figure III.33 – Fonctions d’onde |ψ0,n(z)|2 pour différentes profondeurs de puits du
réseau, pour un puits n suffisamment loin de la surface. De gauche à droite et de haut
en bas, V0 est égale respectivement à 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9 et 10 Er.
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Figure III.34 – De gauche à droite et de haut en bas, V0 est égal respectivement à 3,
4, 5, 6, 7, 8, 9 et 10 Er. En rouge ∆En calculée par traitement perturbatif, en orange
δEn calculée par traitement non perturbatif et en bleu VCP (n) la valeur du potentiel
de Casimir-Polder au centre du puits n.
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constatés, l’écart relatif est inférieur à 1 % à partir de n = 9 pour V0 = 3 Er, ce
qui nous avait permis de noter que la méthode perturbative pouvait être appliquée
avant n = 21. Nous cherchons à trouver une profondeur de puits qui nous permettrait
d’extraire l’effet Casimir-Polder pour des atomes dans le quatrième ou le cinquième
puits en appliquant la méthode perturbative. Nous pouvons voir que l’écart relatif est
inférieur à 1% seulement à partir de V0 = 9 Er pour n = 5. De même pour le puits
n = 6, V0 doit être supérieur ou égal à 7 Er, et pour une mesure dans le puits n = 7,
V0 doit être supérieur ou égal à 5 Er.

À partir de la figure 3 de [59] et de la périodicité des amplitudes de transitions
n→ n±1, il est peut-être envisageable d’utiliser un réseau avec des puits de profondeur
U ≈ 7.
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Chapitre IV
Déséquilibre thermique : interaction
atome-surface

Au cours de l’expérience FORCA-G, les lasers présents pourraient chauffer le mi-
roir. Nous aurions alors une situation de déséquilibre thermique entre la température
du miroir et celle du vide qui correspond à la température ambiante de la salle d’ex-
périence, à savoir environ TE = 300 K. D’ailleurs le montage a été conçu de manière à
pouvoir chauffer volontairement le miroir pour une expérience avec déséquilibre ther-
mique. Dans ce dernier chapitre, nous nous intéressons à l’effet d’un tel déséquilibre
sur les niveaux d’énergie des états des atomes piégés dans le réseau optique. Dans un
premier temps, nous présentons le calcul de la force de Casimir-Polder développé dans
[39, 61, 62] dans le cas d’un miroir d’épaisseur infinie, puis dans une deuxième partie,
nous déterminons la force pour le cas d’un miroir d’épaisseur finie et comparons aux
résultats obtenus dans [63]. Enfin nous déterminons l’effet de ce déséquilibre sur les
niveaux d’énergie des atomes, et estimons si cet effet pourrait être observé au sein de
l’expérience FORCA-G.

IV.1 Configuration géométrique : miroir d’épaisseur infinie

IV.1.1 Calcul de la force entre l’atome et le miroir dans le cas d’un dés-
équilibre thermique

Nous considérons la configuration suivante : l’atome toujours dans son état fonda-
mental est placé dans le vide à une distance z > 0 d’un miroir diélectrique d’épaisseur
infinie placé en z = 0. Nous faisons l’hypothèse que le vide et le miroir sont localement
à l’équilibre thermique respectivement à la température TE et TS . Nous avons donc
deux zones (1) et (2), respectivement de volumes V1 pour le vide et V2 pour le miroir.
Le champ électrique fluctuant Efl dans le vide ou le matériau constituant le miroir a
pour origine les fluctuations du champ de polarisation P(ω,r) :

Efl(ω,r) =
∫
d3r′Gij(ω,r,r′)Pj(ω,r′), (IV.1.1)

champ de polarisation P(ω,r), dont la fonction de corrélation à l’équilibre thermique
à la température T et pour un milieu de permittivité ε(ω) est donnée par le théorème

97
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de fluctuation dissipation

〈
Pi(ω,r)P ∗j (ω′,r′)

〉
= 4πδ(ω − ω′)δ(r− r′)δij~ε0ε′′(ω)

1− e−~ω/kBT
. (IV.1.2)

Cette expression est valide dans le cas où nous faisons l’hypothèse que les corrélations
du champ de polarisation sont locales. Afin de pouvoir appliquer ce théorème dans le
volume V1 qui correspond au vide, nous assignons à ce dernier une permittivité ε1(ω)
que nous ferons tendre vers 1 à la fin de notre calcul. Ceci nous permet de décrire les
fluctuations du champ électrique venant de l’environnement à l’aide du théorème de
fluctuation dissipation.

Nous partons de l’expression de la force dipolaire au premier ordre que nous avions
établie (II.1.11). Dans cette expression, seul le membre de gauche nous intéresse pour la
contribution des fluctuations du champ électrique, le membre de droite correspondant
aux fluctuations du dipôle qui n’est pas affecté par le déséquilibre thermique et dont
la contribution a déjà été calculée précédemment II.1.2. Dans le cas du déséquilibre
thermique nous avons deux contributions, celle du champ électrique provenant du
demi-espace V1 délimité par le vide et celle provenant du demi-espace V2 délimité par
le miroir. À partir de (II.1.11), (IV.1.1) et (IV.1.2), nous pouvons écrire

〈
dindi (t)∇′Efli (r′,t)|r

〉
=
∫ ∫

dω

2π
dω′

2π e
−i(ω−ω′)tα(ω)∇′

〈
Efli (ω,r)Efl†i (ω′,r′)

〉
|r

=
∫ ∞

0

dω

π

α(ω)~ε0ε′′(ω)
1− e−~ω/kBT

∫
dr′′Gik(ω,r,r′′)∇′G∗ik(ω,r′,r′′)|r

−
∫ ∞

0

dω

π

α(−ω)~ε0ε′′(−ω)
e~ω/kBT − 1

∫
dr′′Gik(−ω,r,r′′)∇′G∗ik(−ω,r′,r′′)|r.

Or ε′′(ω) et α′′(ω) sont deux fonctions impaires et ε′(ω) et α′(ω) deux fonctions paires
et de plus nous avons la relation G∗ij(ω,r,r′) = Gij(−ω,r,r′) du fait de la causalité.

〈
dindi (t)∇′Efli (r′,t)|r

〉
=
∫ ∞

0

dω

π

α(ω)~ε0ε′′(ω)
1− e−~ω/kBT

∫
dr′′Gik(ω,r,r′′)∇′G∗ik(ω,r′,r′′)|r

+
∫ ∞

0

dω

π

α∗(ω)~ε0ε′′(ω)
e~ω/kBT − 1

∫
dr′′G∗ik(ω,r,r′′)∇′Gik(ω,r′,r′′)|r

= ~
π

∫ ∞
0

dωε0ε
′′(ω)α(ω)

∫
dr′′Gik(ω,r,r′′)∇′G∗ik(ω,r′,r′′)|r

+ 2~
π

∫ ∞
0

dω
ε0ε
′′(ω)

e~ω/kBT − 1
<
(
α(ω)

∫
dr′′Gik(ω,r,r′′)∇′G∗ik(ω,r′,r′′)|r

)

Les fluctuations du champ à la température TS dont la source se trouve dans le
milieu (2) (dans notre cas le miroir) donnent

〈
dindi (t)∇′Efli (r′,t)|r

〉
S

= ~
π

∫ ∞
0

dωε0ε
′′
2(ω)α(ω)

∫
V2
dr′′G(t)

ik (ω,r,r′′)∇′G(t)∗
ik (ω,r′,r′′)|r

+ 2~
π

∫ ∞
0

dω
ε0ε
′′
2(ω)

e~ω/kBTS − 1
<
(
α(ω)

∫
V2
dr′′G(t)

ik (ω,r,r′′)∇′G(t)∗
ik (ω,r′,r′′)|r

)
.
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Nous pouvons écrire〈
dindi (t)∇′Efli (r′,t)|r

〉
S

= FS0 (r) + Fneqth (TS ,0,r),

avec

FS0 (r) = ~
π

∫ ∞
0

dωε0ε
′′
2(ω)α(ω)

∫
V2
dr′′G(t)

ik (ω,r,r′′)∇′G(t)∗
ik (ω,r′,r′′)|r (IV.1.3)

qui ne dépend pas de la température. Cette contribution provient uniquement des
fluctuations du champ dans la zone (2) en l’absence de photons thermiques, et

Fneqth (TS ,0,r) = 2~
π

∫ ∞
0

dω
ε0ε
′′
2(ω)

e~ω/kBTS − 1
<
(
α(ω)

∫
V2
dr′′G(t)

ik (ω,r,r′′)∇′G(t)∗
ik (ω,r′,r′′)|r

)
.

(IV.1.4)
Seule la partie transmise du champ venant du demi-espace V2 contribue car l’atome
se trouve dans le demi-espace V1. Quant aux fluctuations du champ qui viennent de
la zone (1), les parties incidentes i, locales l et réfléchies r contribuent (voir appendice
A.2)

Les fluctuations du champ à la température TE dont la source se trouve dans le
milieu (1) donnent

〈
dindi (t)∇′Efli (r′,t)|r

〉
E

=∑
(a,b)∈{i,l,r}

~
π

∫ ∞
0

dωε0ε
′′
1(ω)α(ω)

∫
V1
dr′′G(a)

ik (ω,r,r′′)∇′G(b)∗
ik (ω,r′,r′′)|r

+
∑

(a,b)∈{i,l,r}

2~
π

∫ ∞
0

dω
ε0ε
′′
1(ω)

e~ω/kBTE − 1
<
(
α(ω)

∫
V1
dr′′G(a)

ik (ω,r,r′′)∇′G(b)∗
ik (ω,r′,r′′)|r

)
.

Nous pouvons écrire alors〈
dindi (t)∇′Efli (r′,t)|r

〉
E

= FE0 (r) + Fneqth (0,TE ,r),

avec

FE0 (r) =
∑

(a,b)∈{i,l,r}

~
π

∫ ∞
0

dωε0ε
′′
1(ω)α(ω)

∫
V1
dr′′G(a)

ik (ω,r,r′′)∇′G(b)∗
ik (ω,r′,r′′)|r

(IV.1.5)
qui ne dépend pas de la température. Cette contribution provient uniquement des
fluctuations du champ du vide en l’absence de photons thermiques, et

Fneqth (0,TE ,r) =
∑

(a,b)∈{i,l,r}

2~
π

∫ ∞
0

dω
ε0ε
′′
1(ω)

e~ω/kBTE − 1
< (α(ω)

×
∫
V1
dr′′G(a)

ik (ω,r,r′′)∇′G(b)∗
ik (ω,r′,r′′)|r

)
.
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Le théorème démontré dans [64] donne la relation suivante sur les différentes fonc-
tions de Green du champ électrique pour la configuration donnée ici A.4 :

∑
(a,b)∈{i,l,r}

∫
V1
dr′′ε′′1(ω)G(a)

ik (ω,r,r′′)G(b)∗
ik (ω,r′,r′′) +

∫
V2
dr′′ε′′2(ω)G(t)

ik (ω,r,r′′)G(t)∗
ik (ω,r′,r′′)

(IV.1.6)

= 1
ε0
=(G(i)

ik (ω,r,r′) +G
(l)
ik (ω,r,r′) +G

(r)
ik (ω,r,r′)).

Cette relation est la conséquence de l’identité entre les deux méthodes qui permettent
de décrire macroscopiquement les fluctuations du champ électromagnétique : la théorie
de la réponse linéaire et la théorie de Langevin. En utilisant cette équation, nous
pouvons sommer de manière incohérente les deux parties FE0 (IV.1.5) et FS0 (IV.1.3)
indépendantes de la température :

FS0 (r) + FE0 (r) = ~
π

∫ ∞
0

dωα(ω)∇′=(Gii(ω,r,r′))|r.

À partir de la relation (IV.1.6), nous pouvons également réécrire IV.1.1 afin de faire
apparaître la force F eqth :

Fneqth (0,TE ,r) = 2~
π

∫ ∞
0

dω
1

e~ω/kBT − 1
<
[
α(ω)∇′=(Gii(ω,r,r′))|r

]
− Fneqth (TE ,0,r),

où Fneqth (TE ,0,r) correspond à (IV.1.4) à la température TE . À présent nous pouvons
écrire la force dipolaire totale au premier ordre pour le cas d’un déséquilibre thermique
entre le miroir et le vide :

F (TS ,TE ,r) =
〈
dindi (t)∇′Efli (r′,t)|r

〉
+
〈
dfli (t)∇′Eindi (r′,t)|r

〉
= Fneqth (TS ,0,r)− Fneqth (TE ,0,r) + ~

π

∫ ∞
0

dωα(ω)∇′=(Gii(ω,r,r′))|r

+
∫ ∞

0

dω

π

2~
e~ω/kBTE − 1

<
[
α(ω)∇′=(Gii(ω,r,r′))|r

]
+
∫ ∞

0

dω

π

~
1− e−~ω/kBTE

∇′G∗ii(ω,r′,r)|rα′′(ω)

+
∫ ∞

0

dω

π

~
1− e~ω/kBTE

∇′G∗ii(−ω,r′,r)|rα′′(−ω)

= Fneqth (TS ,0,r)− Fneqth (TE ,0,r) + ~
π

∫ ∞
0

dω=
(
α(ω)∇′Gii(ω,r,r′)|r

)
+ 2~

π

∫ ∞
0

dω
1

e~ω/kBTE − 1
=
(
α(ω)∇′Gii(ω,r,r′)|r

)
= Fneqth (TS ,0,r)− Fneqth (TE ,0,r) + F0(r) + F eqth (TE ,r).
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Au final, nous obtenons la force agissant entre l’atome et le miroir dans le cas d’un
déséquilibre thermique comme la somme de la force à l’équilibre et d’un terme addi-
tionnel :

Fneqth (T,0,r) = 2~
π

∫ ∞
0

dω
ε0ε
′′
2(ω)

e~ω/kBTS − 1
< (α(ω)

×
∫
dr′′G(t)

ik (ω,r,r′′)∇′G(t)∗
ik (ω,r′,r′′)|r

)
, (IV.1.7)

F (TS ,TE ,r) = F eq(TE ,r) + Fneqth (TS ,0,r)− Fneqth (TE ,0,r). (IV.1.8)
À présent nous allons déterminer l’expression analytique de Fneqth (T,0,r) en fonction

des coefficients de réflexion et de transmission du miroir. Il nous faut déterminer la
fonction de Green G(t)(ω,r,r′) dans le cas d’une interface de type plan. Nous utilisons
le formalisme développé dans [65] pour ce type de géométrie. La partie transmission
s’écrit alors A.2

G
(t)
ij (ω,r,r′) =

∫
d2k

(2π)2 e
ik.(R−R′)g

(t)
ij (ω,k,z,z′),

où nous avons les relations habituelles ε(ω)ω2

c2 = k2+k2
z et r = R+z.ez et g(t)(ω,k,r,r′)

est présenté dans A.2 :

g
(t)
ij (ω,k,z,z′) = iω2

2ε0c2kz2
ei(kz1z−kz2z

′)
((
εTE1

)
i
tTE21

(
εTE2

)
j

+
(
εTM+
1

)
i
tTM21

(
εTM+
2

)
j

)
,

où kz1 et kz2 sont respectivement la composante selon ez du vecteur d’onde dans le
milieu 1 et le milieu 2. tTE21 et tTM21 sont respectivement les coefficients de transmission
du milieu 2 (le miroir) vers le milieu 1 (le vide) pour les polarisations TE et TM . Pour
une simple interface plan, les coefficients de transmission correspondent aux coefficients
de Fresnel.

tTE21 = 2kz2

kz2 + kz1

tTM21 = 2
√
ε2(ω)kz2

ε1(ω)kz2 + ε2(ω)kz1

Pour déterminer l’expression de Fneqth (T,0,z), nous devons d’abord développer la
partie suivante :

∫
V2
dr′′G(t)

ik (ω,r,r′′)∇′G(t)∗
ik (ω,r′,r′′)|r′=r

= ω4

4ε20c4 |kz2 |
2

∫
d2k

(2π)2

∫ 0

−∞
dz′′eik.(R−R′)(−i)k∗z1e

i(kz1z−k
∗
z1z
′)e2=(kz2 )z′′a(ω,k)|r′=r

= ω2

4ε20ε′′2(ω)c2 |kz2 |
2

∫
d2k

(2π)2 (−i)k∗z1<(kz2)e−2=(kz1 )za(ω,k),
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où nous avons utilisé la relation 2=(kz2)<(kz2) = ω2

c2 ε
′′
2(ω) et a(ω,k) a pour expression

a(ω,k) =
∣∣∣tTE21

∣∣∣2 + k2 + |kz1 |
2

ω2/c2
k2 + |kz2 |

2

|ε2(ω)|ω2/c2

∣∣∣tTM21

∣∣∣2 .
En remplaçant cette dernière expression calculée dans l’expression de (IV.1.7), nous
obtenons le résultat

Fneqth (T,0,z) = ~
πc2

∫ ∞
0

dω
ω2

e~ω/kBT − 1

∫ ∞
0

kdk<(kz2)e
−2z=(kz1 )

|kz2 |
2

<
(
α(ω)
4πε0

(−i)k∗z1

[∣∣∣tTE21

∣∣∣2 + k2 + |kz1 |
2

ω2/c2
k2 + |kz2 |

2

|ε2(ω)|ω2/c2

∣∣∣tTM21

∣∣∣2]) . (IV.1.9)

IV.1.2 Comportement à courte distance
Considérer le régime à courte distance, ou le régime non-retardé, revient à considé-

rer le cas où la longueur d’onde λ du champ électromagnétique est très grande devant
la distance z qui sépare l’atome du miroir. La condition à considérer est la suivante
ωz/c→ 0, et les conditions physiques ω → 0, z → 0 et c→∞ sont alors équivalentes.
Nous repartons de l’expression (IV.1.9) que nous écrivons en séparant la contribution
des ondes évanescentes ω/c < k et des ondes propagatives ω/c > k :

Fneqth (T,0,z) = ~
πc2

∫ ∞
0

dω
ω2

e~ω/kBT − 1

×
(∫ ω

c

0
kdk
<(kz2)
|kz2 |

2
=(α(ω))

4πε0
kz1

[∣∣∣tTE21

∣∣∣2 + k2 + |kz1 |
2

ω2/c2
k2 + |kz2 |

2

|ε2(ω)|ω2/c2

∣∣∣tTM21

∣∣∣2]

+
∫ ∞
ω
c

kdk<(kz2)e
−2zkz1

|kz2 |
2
<(−α(ω))

4πε0
)kz1

[∣∣∣tTE21

∣∣∣2 + k2 + |kz1 |
2

ω2/c2
k2 + |kz2 |

2

|ε2(ω)|ω2/c2

∣∣∣tTM21

∣∣∣2]) .
(IV.1.10)

Comme nous considérons le cas où z/λ << 1 ( valable en particulier pour λat, la
condition kBT << ~ωat étant respectée), nous pouvons ignorer la partie imaginaire de
la polarisabilité atomique, ce qui annule l’intégrale relative aux ondes propagatives :

Fneqth (T,0,z) = ~
πc2

∫ ∞
0

dω
ω2

e~ω/kBT − 1

×
∫ ∞
ω
c

kdk<(kz2)e
−2zkz1

|kz2 |
2
<(−α(ω))

4πε0
kz1

[∣∣∣tTE21

∣∣∣2 + k2 + |kz1 |
2

ω2/c2
k2 + |kz2 |

2

|ε2(ω)|ω2/c2

∣∣∣tTM21

∣∣∣2] .
À partir des formules suivantes,

<(kz2)
∣∣∣tTE21

∣∣∣2
|kz2 |

2 =
<(kz1)(1−

∣∣∣rTE12

∣∣∣2) + 2=(kz1)=(rTE12 )

|kz1 |
2 ,
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<(ε∗2kz2)
∣∣∣tTM21

∣∣∣2
|ε2| |kz2 |

2 =
<(ε∗1kz1)(1−

∣∣∣rTM12

∣∣∣2) + 2=(ε∗1kz1)=(rTM12 )

|ε1| |kz1 |
2 ,

nous pouvons réécrire les coefficients de transmission de Fresnel de l’interface en fonc-
tion des coefficients de réflexion. Notons que pour les ondes évanescentes, <(kz1) = 0.
Dans ce régime à courte distance, équivalent au régime basse fréquence, le coefficient
de Fresnel rTE12 tend vers 0 (rTM12 tend vers la valeur statique ε(0)−1

ε(0)+1), l’expression de
(IV.1.10) devient

Fneq(T,0,z) = −2~
πc2

∫ ∞
0

dω
ω2

e
~ω
kBT − 1

∫ ∞
ω
c

kdke−2kz1z
<(α(ω))

4πε0
=(rTM12 )

(
2 k2

ω2/c2 − 1
)
.

(IV.1.11)
Le comportement Lorentzien de α(ω) et le terme e−2kz1z permettent de garder l’hypo-
thèse ωz/c << 1.

Pour obtenir la force totale s’exerçant sur l’atome, nous avons l’expression (IV.1.8).
Dans ce régime à courte distance F eq(T,t) (II.1.16) donne

F eq(T,z) = −~
πc2

∫ ∞
0

dωω2
(

1 + 2

e
~ω
kBT − 1

)∫ ∞
ω
c

kdke−2kz1z
<(α(ω))

4πε0

(
2 k2

ω2/c2 − 1
)
=(rTM12 ),

(IV.1.12)
où comme précédemment α′′(ω) ne contribue pas. Nous obtenons pour la force totale
à partir des expressions de F eq(T,z) (IV.1.12) et Fneq(T,0,z) (IV.1.11) déterminées à
courte distance.

F (TS ,TE ,z) = Fneq(TS ,0,z) + F0(z),
où F0(z) est la partie de la force ne dépendant pas de la température qui est la force de
Casimir-Polder en l’absence de photons thermiques. À courte distance, seule la partie
évanescente (ayant ces sources dans le miroir) contribue à la force.

IV.1.3 Application à un exemple simple
Nous choisissons pour notre exemple de considérer un atome de rubidium 87 devant

un miroir en silice. Pour ce calcul, nous prenons la fonction ε(ω) de la silice [43].
Contrairement au calcul de la force de Casimir-Polder à l’équilibre, il est nécessaire
d’avoir la polarisabilité de l’atome en fonction des fréquence réelles. Nous choisissons
un modèle de polarisabilité où nous ne considérons que les deux premières transitions
D1 et D2 de l’atome de rubidium. En effet ce sont principalement les deux premières
transitions qui contribuent.

α(ω) = 2
3~

ω5S−5P3/2

〈
5P3/2 ‖D‖ 5S1/2

〉2

ω2
5S−5P3/2

− ω2 − iωΓ5S−5P3/2

+
ω5S−5P1/2

〈
5P1/2 ‖D‖ 5S1/2

〉2

ω2
5S−5P1/2

− ω2 − iωΓ5S−5P1/2


Comme nous l’avons montré, Fneqth (T,0,z) est composée de deux parties. Pour TS = 600
K et TE = 300 K nous trouvons que
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— la partie propagative vaut

Fneq,PWth (TS = 600,0,10−6)−Fneq,PWth (TE = 300,0,10−6) = −1,23785.10−33N,

— la partie évanescente est égale à

Fneq,EWth (TS = 300,0,10−6)− Fneq,EWth (TE = 600,0,10−6) = −9,76492.10−27N

qui est supérieure de 5 ordres à la partie propagative. Cette dernière est donc négli-
geable à ces températures. Par contre si on se place à une température proche de la
fréquence de résonance de l’atome T = 1.8.104 K. La partie propagatrive n’est plus
négligeable et devient l’effet dominant

Fneq,PWth (TS = 18100,0,10−6)− Fneq,PWth (TE = 18400,0,10−6) = −3,27022.10−22N.

4. ´ 10-6 6. ´ 10-6 8. ´ 10-6 0.00001
zHmL

-4. ´ 10-27

-3. ´ 10-27

-2. ´ 10-27

-1. ´ 10-27

0

FHNewtonL

TE=600K; TS=300K

TE=TS=600K

TE=TS=300K

TE=300K; TS=600K

Figure IV.1 – Force entre l’atome et le miroir exprimée en newton dans les cas où le
vide est à l’équilibre à la température TE et le miroir à l’équilibre à la température TS .
En rouge TE = 300 K TS = 600 K, en vert TE = TS = 600 K, en orange TE = TS = 300
K et en bleu TE = 600 K et TS = 300 K.

Nous retrouvons l’observation déjà faite par Antezza [61] pour une surface de saphir,
si TS < TE la force peut devenir répulsive à certaines distances, ce qui vient du terme

1
e~ω/kBTS−1 −

1
e~ω/kBTE−1 qui est clairement de signe opposé au cas TS > TE . (préciser

comportement longue distance)

IV.2 Configuration géométrique : miroir d’épaisseur finie multi-
couche

Jusqu’ici nous avons considéré un miroir d’épaisseur infinie. Nous aimerions à pré-
sent étudier le cas d’un miroir d’épaisseur finie constitué de plusieurs couches diélec-
triques. Dans ce cas la configuration géométrique du problème est la suivante : le vide
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occupe le demi-espace V0 avec une permittivité ε0(ω) que nous faisons tendre vers 1 à
la fin du calcul, le miroir est divisé en N volumes Vi d’épaisseur ei et de permittivité
εi(ω) avec i ∈ [1,N ]. Nous avons déjà calculé la force de Casimir-Polder dans le cas
d’un miroir d’épaisseur finie à l’équilibre thermique, grâce au formalisme des matrices
de transfert. En utilisant le théorème d’additivité de manière généralisée [64] pour plu-
sieurs couches de diélectrique nous avons une expression similaire à la précédente pour
la force subie par l’atome. Chaque couche apporte une contribution Fneq,ith (TS ,0,z) due
au fait qu’elle est à la température TS et il faut soustraire la contribution Fneq,ith (TE ,0,z),
contribution qui est contenue dans F eq(TE ,z).

F (TS ,TE ,z) = F eq(TE ,z) +
N∑
i=1

Fneq,ith (TS ,0,z)− Fneq,ith (TE ,0,z) (IV.2.1)

L’intégration sur le volume Vi dans Fneqth ne se fait plus sur ]−∞,0] mais sur [−ei−1,ei].
La fonction de Green G(t)(ω,r,r′) est également différente pour une couche finie car il
peut y avoir des réflexions multiples dans une couche. Tout d’abord, il est nécessaire
de déterminer cette fonction de Green pour une couche d’épaisseur finie.

IV.2.1 Calcul de la partie hors équilibre de la force dans le cas d’une surface
d’épaisseur finie

Soit trois zones de l’espace (voir figure A.1) : une zone (1) de volume V1 comprise
selon l’axe de coordonnée z entre [0,∞[ avec pour permittivité ε1, une zone (2) de
volume V2 comprise selon l’axe de coordonnée z entre [0, − e] de permittivité ε2, et
une zone (3) de volume V3 comprise selon l’axe de coordonnée z entre ] −∞, − e] de
permittivité ε1. Pour le calcul de Fneqth (IV.1.7) dans le cas d’un miroir d’épaisseur e,
il nous faut connaître la fonction de Green G(tEp)

ij qui caractérise le champ électrique
induit dans la zone (1) par une source de polarisation dans la zone (2)

P(r) = P(z)eik·R.

Pour déterminer G(tEp)
ij , nous utilisons le formalisme des matrices de transfert II.2.2 et

procédons de la même manière que dans [65] et A.3. Nous trouvons alors que

G
(tEp)
ij (ω,k,z,z′) = iω2

2ε0c2k2z

∑
p

∫
d2k

(2π)2

[
tp21

1− rp21r
p
21e

2ikz2e

(
εp+2

)
i

(
εp+1

)
j
e(ikz1z−ikz2z′)

+ tp21r
p
21e

2ikz2e

1− rp21r
p
21e

2ikz2e

(
εp−2

)
i

(
εp+1

)
j
e(ikz1z+ikz2z′)

]
.

Pour le calcul de Fneqth (T,0,z), nous devons calculer
∫
dr′′G(tEp)

ik (ω,r,r′′)G(tEp)∗
ik (ω,r′,r′′).

Nous noterons à présent cette intégrale S(tt)
ii (ω,r,r′) =

∫ d2k
(2π)2 e

ik(R−R′)s
(tt)
ii (ω,z,z′).
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s
(tt)
ii (ω,z,z′) = ω4

4ε20c4 |kz2|2
∫ 0

−e
dz′′(

|tp21|
2

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
∣∣∣εp+2

∣∣∣2 ∣∣∣εp+1

∣∣∣2 ei(kz1z−k∗z1z
′)ei(k

∗
z2−kz2)z′′

+ |t
p
21|

2 |rp21|
2
e2i(kz2−k∗z2)e

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
∣∣∣εp−2 ∣∣∣2 ∣∣∣εp+1

∣∣∣2 ei(kz1z−k∗z1z
′)ei(kz2−k∗z2)z′′

+ |tp21|
2
rp∗21e

−2ik∗z2e

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
εp+2i

(
εp−2i

)∗ ∣∣∣εp+1

∣∣∣2 ei(kz1z−k∗z1z
′)e−i(kz2+k∗z2)z′′

+ |tp21|
2
rp21e

2ikz2e

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
(
εp+2i

)∗
εp−2i

∣∣∣εp+1

∣∣∣2 ei(kz1z−k∗z1z
′)ei(kz2+k∗z2)z′′

)

L’intégrale sur z′′ donne quatre contributions différentes :

s
(tt)
ii (ω,z,z′) = ω4

4ε20c4 |kz2|2

×
(

|tp21|
2

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
∣∣∣εp+2

∣∣∣2 ∣∣∣εp+1

∣∣∣2 ei(kz1z−k∗z1z
′) 1− e−2=(kz2)e

2=(kz2)

+ |t
p
21|

2 |rp21|
2
e−4=(kz2)e

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
∣∣∣εp−2 ∣∣∣2 ∣∣∣εp+1

∣∣∣2 ei(kz1z−k∗z1z
′) 1− e2=(kz2)e

−2=(kz2)

+ |tp21|
2
rp∗21e

−2ik∗z2e

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
εp+2i

(
εp−2i

)∗ ∣∣∣εp+1

∣∣∣2 ei(kz1z−k∗z1z
′) 1− e2i<(kz2)e

−2i<(kz2)

+ |tp21|
2
rp21e

2ikz2e

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
(
εp+2i

)∗
εp−2i

∣∣∣εp+1

∣∣∣2 ei(kz1z−k∗z1z
′) 1− e−2i<(kz2)e

2i<(kz2)

)
.

La relation 2<(kz2)=(kz2) = ε′′(ω)ω2

c2 permet de réécrire

s
(tt)
ii (ω,z,z′) = ω2

2ε20c2ε′′(ω) |kz2|2

×
(
<(kz2) |tp21|

2

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
∣∣∣εp+2

∣∣∣2 ∣∣∣εp+1

∣∣∣2 ei(kz1z−k∗z1z
′)e−=(kz2)e sinh(=(kz2)e)

+<(kz2) |tp21|
2 |rp21|

2

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
∣∣∣εp−2 ∣∣∣2 |εp1+|2 ei(kz1z−k∗z1z

′)e−3=(kz2)e sinh(=(kz2)e)

+=(kz2) |t
p
21|

2
rp∗21e

−2ik∗z2e

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
εp+2i

(
εp−2i

)∗ ∣∣∣εp+1

∣∣∣2 ei(kz1z−k∗z1z
′)ei<(kz2)e sin(<(kz2)e)

+=(kz2) |t
p
21|

2
rp21e

2ikz2e

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
(
εp+2i

)∗
εp−2i

∣∣∣εp+1

∣∣∣2 ei(kz1z−k∗z1z
′)e−i<(kz2)e sin(<(kz2)e)

)
.
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Nous avons également les relations suivantes sur les vecteurs polarisations :

∣∣∣εTE±∣∣∣2 = 1∣∣∣εTM±∣∣∣2 = k2 + |kz|2

ε(ω)ω2/c2(
εp+i

)∗
εp−i = εp+i

(
εp−i

)∗
= k2 − |kz|2

ε(ω)ω2/c2 .

En remplaçant ces différentes expressions dans IV.1.7, nous obtenons

Fneqth (T,0,z) = 2~
πc2

∫ ∞
0

dω
ω2

e~ω/kBTS − 1
<
[
α(ω)
4πε0

∫
kdk

|kz2|2
(−ik∗z1)e−2=(kz1)z

<(kz2) |tp21|
2

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
∣∣∣εp+2

∣∣∣2 ∣∣∣εp+1

∣∣∣2 e−=(kz2)e sinh(=(kz2)e)

+<(kz2) |tp21|
2 |rp21|

2

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
∣∣∣εp−2 ∣∣∣2 ∣∣∣εp+1

∣∣∣2 e−3=(kz2)e sinh(=(kz2)e)

+=(kz2) |tp21|
2
rp∗21

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
εp+2i

(
εp−2i

)∗ ∣∣∣εp+1

∣∣∣2 e−i<(kz2)ee−2=(kz2)e sin(<(kz2)e)

+=(kz2) |tp21|
2
rp21

|1− (rp21)2e2ikz2e|2
(
εp+2i

)∗
εp−2i

∣∣∣εp+1

∣∣∣2 ei<(kz2)ee−2=(kz2)e sin(<(kz2)e)
]
.

(IV.2.2)

Pour le cas multi-couche, nous devrions considérer la fonction de Green G(t)(ω,r,r′)
de chaque couche et utiliser le formalisme des matrices de transfert pour déterminer
les coefficients de réflexion et de transmission pour chaque interface à l’intérieur du mi-
roir entre la couche considérée et le vide, soit pour un miroir à 30 couches déterminer
120 coefficients de réflexion et de transmission et 30 fonction de Green. Le forma-
lisme développé dans ce paragraphe est beaucoup trop fastidieux pour être facilement
implémenté.

IV.2.2 Comparaison avec le résultat obtenu par la méthode des matrices
de diffusion

Dans [63], une autre méthode est développée pour déterminer la force de Casimir-
Polder dans le cas du déséquilibre thermique. Cette méthode reprend le formalisme des
matrices de diffusion II.1.3, ici développée dans le cas de ce déséquilibre. Cette méthode
a l’avantage de donner un résultat exprimé à partir des coefficients de réflexion du
miroir, indépendamment des coefficients de Fresnel caractérisant chaque couche. La
force totale subie par l’atome s’écrit :

FCP (z,TS ,TE) = 1
2(F eq(z,TS) + F eq(z,TE)) + ∆F (z,TS ,TE),
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où F eq(z,T ) correspond à l’expression habituelle de la force de Casimir-Polder dans le
cas d’équilibre thermique. ∆F (z,TS ,TE) est la contribution à la force due au déséqui-
libre thermique entre la température du miroir et de l’environnement.

∆F (z,TS ,TE) = −~
4π2ε0c2=

[∑
p

∫ +∞

0
dωω2α(ω)n(TS ,TE)

×
(∫ ω/c

0
kdk(|Rp|2 + |T p|2 − 1− εp+ · εp−Rpe2ikzz)

−
∫ +∞

ω/c
kdkεp+ · εp−Rp∗e2ikzz

)]
, (IV.2.3)

où Rp et T p sont les coefficients de réflexion et de transmission du miroir considérés,
et n(TS ,TE) = n(TS) − n(TE) avec n(T ) = 1/

(
e

~ω
kBT − 1

)
. Ce résultat est valable

uniquement dans le cas où nous faisons l’hypothèse que le miroir et l’environnement
sont à l’équilibre, et chacun a ainsi respectivement sa température TS et TE .

L’avantage de cette formulation est qu’elle est utilisable pour tout type de miroir
composé d’un nombre quelconque de couches de différents matériaux. La formulation
présentée précédemment permet a priori de faire le même type de calcul, mais néces-
siterait, comme nous l’avons expliqué, de calculer la contribution de chaque couche à
la force de Casimir-Polder dans le cas du déséquilibre thermique. Nous proposons de
montrer dans ce paragraphe l’équivalence des deux résultats pour le cas d’un miroir
constitué d’une seule couche d’épaisseur e d’un matériau de permittivité ε2(ω).

Réécrivons d’abord FCP (z,TS ,TE) dans cette formulation pour faire apparaître la
force écrite sous la forme FCP (z,TS ,TE) = F eq(z,TE) + Fneq(z,TS) − Fneq(z,TE) dé-
montrée par la méthode précédente (IV.1.8) :

FCP (z,TS ,TE) = −~
2πc2

∑
p

∫ +∞

0
dωω2=

[
α(ω)
4πε0

×
∫ +∞

0
kdkεp+ · εp−Rpe2ikzz(2n(TS) + 2n(TE) + 2)

]
− ~
πc2

∑
p

∫ +∞

0
dωω2=

[
α(ω)
4πε0

(
(n(TS)− n(TE))

∫ ω/c

0
kdk(|Rp|2 + |T p|2 − 1)

+(n(TE)− n(TS))
∫ ω/c

0
kdkεp+ · εp−Rpe2ikzz

+(n(TE)− n(TS))
∫ +∞

ω/c
kdkεp+ · εp−Rp∗e2ikzz

)]
.

En séparant les contributions thermiques qui viennent de la surface à la température
TS de celle de l’environnement à la température TE , nous obtenons
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FCP (z,TS ,TE) = ~
πc2

∑
p

∫ +∞

0
dωω2n(TS)=

[
α(ω)
4πε0

×
(∫ ω/c

0
kdk

(
− |Rp|2 − |T p|2 + 1 + εp+ · εp−e2i<(kz)z(Rp −Rp)

)
+
∫ +∞

ω/c
kdkεp+ · εp−e−2=(kz)z(Rp∗ −Rp)

)]

+ ~
πc2

∑
p

∫ +∞

0
dωω2n(TE)=

[
α(ω)
4πε0

×
(∫ ω/c

0
kdk

(
|Rp|2 + |T p|2 − 1− εp+ · εp−e2i<(kz)z(Rp +Rp)

)
+
∫ +∞

ω/c
kdkεp+ · εp−e−2=(kz)z(−Rp∗ −Rp)

)]

− ~
πc2

∑
p

∫ +∞

0
dωω2=

[
α(ω)
4πε0

∫ +∞

0
kdkεp+ · εp−e2ikzzRp

]

Afin de faire apparaître l’expression de F eq(z,TE), nous réécrivons

FCP (z,TS ,TE) = ~
πc2

∑
p

∫ +∞

0
dωω2n(TS)=

[
α(ω)
4πε0

∫ ω/c

0
kdk

(
− |Rp|2 − |T p|2 + 1

)

+
∫ +∞

ω/c
kdkεp+ · εp−e−2=(kz)z(Rp∗ −Rp)

]

− ~
πc2

∑
p

∫ +∞

0
dωω2n(TE)=

[
α(ω)
4πε0

∫ ω/c

0
kdk

(
− |Rp|2 − |T p|2 + 1

)

+
∫ +∞

ω/c
kdkεp+ · εp−e−2=(kz)z(Rp∗ −Rp)

]

− ~
πc2

∑
p

∫ +∞

0
dωω2=

[
α(ω)
4πε0

∫ +∞

0
kdkεp+ · εp−e2ikzzRp(1 + 2n(TE))

]

Nous trouvons ainsi la forme souhaitée (IV.1.8)

FCP (z,TS ,TE) = Fneq(z,TS)− Fneq(z,TE) + F eq(z,TE),

où nous définissons Fneq(z,T ) par
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Fneq(z,T ) = ~
πc2

∑
p

∫ +∞

0
dωω2n(T )=

[
α(ω)
4πε0

∫ ω/c

0
kdk

(
− |Rp|2 − |T p|2 + 1

)

+
∫ +∞

ω/c
kdkεp+ · εp−e−2=(kz)z(Rp∗ −Rp)

]
. (IV.2.4)

Il faut à présent montrer que Fneq(z,T ) est bien égale à l’expression (IV.2.2) de
Fneqth (T,0,z). Tout d’abord nous devons réécrire IV.2.2 sous la forme d’une intégrale sur
k séparée en partie évanescente et partie propageante. Nous allons également utiliser les
relations suivantes qui relient les coefficients de Fresnel de transmission et de réflexion
entre eux :

k2 + |kz2 |
2

ω2/c2 = <(ε∗2kz2)
<(kz2) , (IV.2.5)

k2 − |kz2 |
2

ω2/c2 = =(ε∗2kz2)
=(kz2) , (IV.2.6)

<(kz2)
∣∣∣tTE21

∣∣∣2
|kz2 |

2 =
<(kz1)(1−

∣∣∣rTE12

∣∣∣2) + 2=(kz1)=(rTE12 )

|kz1 |
2 , (IV.2.7)

<(ε∗2kz2)
∣∣∣tTM21

∣∣∣2
|ε2| |kz2 |

2 =
<(ε∗1kz1)(1−

∣∣∣rTM12

∣∣∣2) + 2=(ε∗1kz1)=(rTM12 )

|ε1| |kz1 |
2 , (IV.2.8)

=(kz2)
∣∣∣tTE21

∣∣∣2
|kz2 |

2 =
=(kz1)(1−

∣∣∣rTE12

∣∣∣2)− 2<(kz1)=(rTE12 )

|kz1 |
2 , (IV.2.9)

=(ε∗2kz2)
∣∣∣tTM21

∣∣∣2
|ε2| |kz2 |

2 =
=(ε∗1kz1)(1−

∣∣∣rTM12

∣∣∣2) + 2<(ε∗1kz1)=(rTM12 )

|ε1| |kz1 |
2 . (IV.2.10)

À partir de ces différentes formules nous pouvons réécrire l’expression ci-dessous valable
pour la polarisation TE

Fneqth (T,0,z) = ~
πc2

∫ +∞

0
dωω2n(T )<

[
α(ω)
4πε0

∫ +∞

0
kdk(−ik∗z)e−2=(kz)z

∣∣∣εTE+
1

∣∣∣2(
<(kz2) |t21|2

|kz2 |
2 |D|2

(1− e−2=(kz2 )e)− <(kz2) |t21|2

|kz2 |
2 |D|2

|r12|2 (e−4=(kz2 )e − e−2=(kz2 )e)

−i=(kz2) |t21|2

|kz2 |
2 |D|2

r∗12(e−2ik∗z2e − e−2=(kz2 )e) + i
=(kz2) |t21|2

|kz2 |
2 |D|2

r12(e2ik∗z2e − e−2=(kz2 )e)
)]

,

où nous avons noté D = (1− r2
12e

2ikz2e). En utilisant les relations (IV.2.7) et (IV.2.9),
et en notant que pour les ondes propagatives ω

c > k,
∣∣∣εTE+

1

∣∣∣2 = 1 et pour les ondes

évanescentes ω
c < k,

∣∣∣εTE+
1

∣∣∣2 = 1 = εTE+.εTE−, nous obtenons
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Fneqth (T,0,z) = ~
πc2

∑
p

∫ +∞

0
dωω2n(T )(

=
[
α(ω)
4πε0

∫ ω/c

0

kdk

|D|2
(
(1− |r12|2)(1− e−2=(kz2 )e)− (1− |r12|2) |r12|2 (e−4=(kz2 )e − e−2=(kz2 )e)

+2i=(r12)r∗12(e−2ik∗z2e − e−2=(kz2 )e)− 2i=(r12)r12(e2ik∗z2e − e−2=(kz2 )e)
)]

+<
[
α(ω)
4πε0

∫ +∞

ω/c
kdk

εp+ · εp−

|D|2
(
2=(r12)(1− e−2=(kz2 )e)− 2=(r12) |r12|2 (e−4=(kz2 )e − e−2=(kz2 )e)

−i(1− |r12|2)r∗12(e−2ik∗z2e − e−2=(kz2 )e) + i(1− |r12|2)r12(e2ik∗z2e − e−2=(kz2 )e)
)])

.

Ce dernier résultat est similaire pour la polarisation TM grâce aux relations (IV.2.5),
(IV.2.6), (IV.2.8) et (IV.2.10) et grâce au fait que le milieu 1 correspond au vide, d’où
ε∗1 = 1. La seule différence pour le terme de la polarisation TM est qu’il faut multiplier
par

∣∣∣εTM+
1

∣∣∣2 =
(
k2 + |kz1 |

2
)
/
(
ω2/c2). Nous pouvons faire le même constat que pré-

cédemment : pour les ondes propagatives
∣∣∣εTM+

1

∣∣∣2 = 1, et pour les ondes évanescentes∣∣∣εTM+
1

∣∣∣2 = k2+|kz1 |
2

ω2/c2 = 2k2−ω2/c2

ω2/c2 = εTM+.εTM−.
À présent pour le cas du miroir avec une seule couche, nous développons dans

l’expression de Fneq(z,T ) (IV.2.4) les coefficients R et T en terme de coefficient de
Fresnel

R = r12
1− e2ikz2e

D
,

T = (1 + r12r21)e2ikz2e

D
.

En injectant ces deux expressions de R et T dans Fneq(z,t) (IV.2.4), et en multipliant
l’intégrant par D∗ pour mettre au même dénominateur que l’expression de Fneqth (T,0,z),
nous pouvons montrer que Fneq(z,T ) et Fneqth (T,0,z) sont bien égales.

IV.2.3 Application à un exemple
Nous choisissons ici de calculer la force de Casimir-Polder dans le cas d’un dés-

équilibre entre le miroir et l’environnement pour un atome de rubidium 87 devant un
miroir constitué d’une couche d’épaisseur e de silice SiO2. Pour faire ce calcul nous
allons utiliser la deuxième formulation que nous avons présentée qui introduit direc-
tement les coefficients de réflexion et de transmission du miroir dans la partie contri-
buant au déséquilibre. Sur la figure IV.2, nous avons tracé la force de Casimir-Polder
FCP (z,e,TS ,TE) dans le cas où le miroir a une épaisseur e = 10 µm. Nous pouvons
faire la même observation que dans le cas du miroir d’épaisseur infinie, la force peut
devenir répulsive si la température TS du miroir est inférieure à la température TE
de l’environnement. Sur la figure IV.3, nous avons tracé la force FCP (z,e,TS ,TE) en
fonction de l’épaisseur e du miroir pour une distance au miroir de z = 1 µm. Nous
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retrouvons le même comportement que dans le cas à l’équilibre, la force tend vers une
valeur asymptotique constante si le rapport e

z devient grand.

4. ´ 10-6 6. ´ 10-6 8. ´ 10-6 0.00001
zHmL

-2. ´ 10-27

-1.5 ´ 10-27

-1. ´ 10-27

-5. ´ 10-28

0

FCPIz, e, TS, TãM

Figure IV.2 – Force de Casimir-Polder dans le cas du déséquilibre thermique
FCP (z,e,TS ,TE) exprimée en Newton en fonction de la distance z au miroir expri-
mée en mètre pour un miroir d’épaisseur e = 10 µm : en rouge pour TS = 600 K et
TE = 300 K, en orange pour TS = TE = 600 K, en vert pour TE = TS = 300 K et en
bleu pour TS = 300 K et TE = 600 K.

1. ´ 10-7 1. ´ 10-6 0.00001 0.00005
eHmL

-2.6 ´ 10-25

-2.2 ´ 10-25

-1.8 ´ 10-25

-1.4 ´ 10-25

FCPIz, e, TS, TãM

Figure IV.3 – Force de Casimir-Polder dans le cas du déséquilibre thermique
FCP (z,e,TS ,TE) à une distance z = 1 µm exprimée en Newton en fonction de l’épais-
seur e du miroir exprimée en mètre. En rouge pour TS = 600 K et TE = 300 K, en
orange pour TS = TE = 600 K, en vert pour TE = TS = 300 K et en bleu pour
TS = 300 K et TE = 600 K.
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IV.3 Application à l’expérience FORCA-G

L’expérience FORCA-G est conçue de telle manière qu’il serait possible d’étudier
le cas du déséquilibre thermique présenté dans les paragraphes précédents. Cette étude
ne pourrait se faire que dans le cas où la température du miroir serait plus élevée que
celle de l’environnement, la température du miroir ne pouvant être modifiée que par
un chauffage laser. Pour pouvoir calculer les niveaux d’énergie des atomes dans le piège
optique, il faut déterminer le potentiel de Casimir-Polder dans le cas du déséquilibre
thermique.

IV.3.1 Calcul de la partie déséquilibre du potentiel de Casimir-Polder

a Relation entre la force et le potentiel de Casimir-Polder dans le cas du
déséquilibre thermique

Reprécisons quelques hypothèses omises lors de nos calculs. Soit un Hamiltonien
H = H0 + V où V représente une petite variation d’énergie devant H0. Dans notre
situation, H0 se compose de trois parties : l’Hamiltonien qui décrit le système «exté-
rieur» (réseau, potentiel de pesanteur, etc.), l’Hamiltonien de l’atome qui caractérise
l’état interne de l’atome |a〉 et l’Hamiltonien du champ qui caractérise l’état du champ
|n(ω)〉 constitué pour chaque mode de n(ω,T ) photons d’énergie ~ω à la tempéra-
ture T . V correspond à l’interaction atome-champ. D’après la théorie quantique des
perturbations la correction en énergie au deuxième ordre d’un état |i〉 = |a〉 |n(ω)〉
s’écrit :

Ei = E0
i + V aa

nn +
∑
b6=a

∑
m6=n

∣∣∣V ab
nm

∣∣∣2
E0
n − E0

m

, (IV.3.1)

où E0
i correspond à l’énergie d’un état |i〉 non-perturbé.

Or nous voulons déterminer la correction en énergie des états atomiques et non ceux
des états atomes-champs car c’est ce que nous mesurons : le temps caractéristique
des fluctuations du champ est beaucoup plus court que le temps caractéristique de
transition d’un atome. Nous devons alors faire une moyenne statistique sur les états
du réservoir. La fonction thermodynamique à considérer pour avoir la correction en
énergie d’un atome sera donc F = E − TS avec F l’énergie libre, S l’entropie et E
l’énergie interne du système. L’expression (IV.3.1) doit être substituée dans

e−βF
a =

∑
n

e−βE
a
n

qui correspond à la fonction de partition Z où nous pouvons voir clairement que nous
sommons sur toutes les états |n(ω)〉 possibles du champ pour un état atomique |a〉
donné. Nous trouvons alors
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Fa = Fa,0 +
∑
n

V aa
nnpn +

∑
b 6=a

∑
n

∑
m6=n

∣∣∣V ab
nm

∣∣∣2 pn
E0
n − E0

m

− 1
2kBT

∑
n

(V aa
nn )2 pn + 1

2kBT

(∑
n

V aa
nnpn

)2

où pn = eβEn/Z est la probabilité que le champ soit dans l’état |n(ω)〉.
Jusqu’à présent dans le cas de l’équilibre thermique avec TS = TE , ce que nous

avons appelé VCP (z) dans les chapitres précédents, était donc cette correction δFg de
l’énergie libre au deuxième ordre pour un atome dans l’état fondamental |g〉, due au
couplage atome-champ.

Dans le cas de déséquilibre thermique entre le miroir et l’environnement, notre
calcul précédent de la force FCP (TS ,TE ,z) fait plusieurs hypothèses. Le miroir est à
l’équilibre à la température TS et l’environnement est à l’équilibre à la température
TE , nous négligeons les échanges thermiques entre eux. C’est cette hypothèse qui nous
permet également de justifier la sommation de manière incohérente de la contribution
des deux champs venant du miroir et de l’environnement pour déterminer la force
FCP (TS ,TE ,z) (voir paragraphe IV.2.1). Dans la pratique, cela signifie que le temps de
mesure est beaucoup plus petit que le temps nécessaire au miroir pour se thermaliser
avec l’environnement. Cette dernière hypothèse est pour l’instant non vérifiée dans la
situation expérimentale considérée et reste à démontrer. Dans cette situation, nous
pouvons alors écrire

F = −
∫ +∞

z
FCP (z′)dz′,

comme pour une force conservative. Ainsi nous pouvons écrire pour le potentiel de
Casimir-Polder dans le cas d’un déséquilibre thermique entre le miroir et l’environne-
ment :

VCP (z,TS ,TE) = 1
2 (V eq(z,TS) + V eq(z,TE)) + ∆V (z,TS ,TE),

où la partie déséquilibre ∆V correspond à

∆V (z,TS ,TE) = −
∫ +∞

z
∆F (z′,TS ,TE)dz′.

Rappelons que nous considérons des températures où kBT << ~ωat, loin de la
résonance atomique, ainsi le terme indépendant de z dans (IV.2.3) ne contribue pas
car la partie imaginaire de la polarisabilité α′′(ω) est nulle si ω est loin de la résonance
atomique : ce terme correspond à l’absorption de photons par l’atome. Nous trouvons
alors
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∆V (z,TS ,TE) = ~
4π2ε0c2=

[∑
p

∫ +∞

0
dωω2α(ω)n(TS ,TE)

×
(∫ ω/c

0
kdk(−εp+ · εp−Rpe2ikzz)

−
∫ +∞

ω/c
kdkεp+ · εp−Rp∗e2ikzz

)]
.

b Potentiel de Casimir-Polder pour l’expérience FORCA-G

Pour déterminer les niveaux d’énergie des atomes piégés dans le potentiel optique, il
ne suffit pas de connaître le potentiel de Casimir-Polder au centre du puits considéré car
les fonctions d’onde sont étalées sur plusieurs puits. Il nous faut connaître le potentiel
sur un large intervalle : z ∈ [10−9,10−4]. Cependant le calcul d’un point du potentiel
est très long numériquement car les coefficients de réflexion et de transmission du
miroir de l’expérience sont plus complexes que pour une seule couche, et à l’inverse du
cas à l’équilibre thermique nous intégrons sur toutes les fréquences et non seulement
sur les fréquences de Matsubara. Le fait de travailler en fréquences réelles pose un
problème qui avait pu être plus ou moins écarté dans le chapitre II : la connaissance
du comportement de la permittivité du pentoxyde de tantale pour des fréquences
inférieures à 10 cm−1 b.

Nous savons que le pentoxyde de tantale est un diélectrique, ce qui implique la
propriété suivante : ε′′(−ω) = −ε′′(ω) d’où ε′′(0) = 0. Or sur l’intervalle en fréquence
[0,10] cm−1, nous ne connaissons absolument pas le comportement de ε(ω). Cette
méconnaissance n’était pas un frein dans nos précédents calculs car nous travaillions
en fréquences complexes, et nous avions pu imposer une borne inférieure d’intégration
(une coupure) ω = 11,6 cm−1 dans l’intégrale (II.2.1), grâce à la propriété ε(i0) = ε′(0).

À présent, nous devons travailler en fréquences réelles et par conséquent connaître
le comportement de la permittivité du pentoxyde de tantale sur l’ensemble du spectre.
Or comme nous l’illustrons sur la figure IV.4, nous avons de multiples façons de faire
converger ε′′(ω) vers 0 en ω = 0. ∆F (z,TS ,TE) dépend alors fortement du compor-
tement que nous imposons à ε′′(ω) sur l’intervalle [0,10] cm−1 (soit

[
0,1012] rad.s−1).

En effet, ces différents choix accentuent plus ou moins l’existence hypothétique d’une
résonance à une fréquence inférieure à 10 cm−1. Pour exemple, nous avons représenté
sur la figure IV.4 l’intégrant f(ω,z,TS ,TE) de ∆F (z,TS ,TE) (IV.2.3) en fonction de ω.

f(ω,z,TS ,TE) = −=
[∑
p

ω2α(ω)n(TS ,TE)
∫ +∞

ω/c
kdkεp+ · εp−Rp∗ e

2ikzz

2ikz

]

En raison de cette difficulté qui n’est pas soluble en l’état de nos connaissances sur
les propriétés optiques du matériau constituant le miroir, et afin de pouvoir estimer
l’effet de l’application d’un déséquilibre thermique dans un système du type de l’ex-
périence de FORCA-G, nous allons considérer un miroir constitué uniquement d’une
couche de silice d’épaisseur e = 2 µm (épaisseur du miroir de l’expérience).
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Figure IV.4 – À gauche, la permittivité ε′′(ω) du pentoxyde de tantale pour diffé-
rentes convergences vers ω = 0. À droite représentation de l’intégrant f(ω,z,TS ,TE) en
fonction de ω (ici variable adimensionnée) pour z = 10−6 m, TS = 300 K et TE = 300
K pour les différents comportements représentés pour ε′′(ω).

IV.3.2 Effet du déséquilibre thermique sur les atomes piégés

a Effet des lasers de l’expérience

Rappelons que l’expérience FORCA-G utilise deux lasers qui sont en permanence
allumés et dirigés vers le miroir : le laser vert qui crée le réseau optique, et un laser rouge
qui sert au confinement transverse des atomes. Ces deux lasers sont donc susceptibles
de chauffer le miroir. Nous ne considérons pas les deux lasers Raman, ceux-ci n’étant
utilisés que pendant des temps très courts (la durée d’un pulse π, cf. I.1.2). Le laser
créant le réseau a pour longueur d’onde λl = 532 nm, un rayon à 1/e2 (pour les
faisceaux gaussiens, c’est le rayon lorsque la puissance nominale du laser à diminué de
e−2) wl de l’ordre de 700 µm et une puissance Pl = 8 W. Le laser de confinement a
pour longueur d’onde λc = 1064 nm, un rayon à 1/e2 wc = 190 µm et une puissance
Pc = 2.15 W [4].

La relation (IV.3.2) nous permet de déterminer l’ordre de la variation de tempé-
rature du miroir soumis à un laser [66] par rapport à la température d’équilibre en
l’absence de laser :

∆T = PiA

2πwiκ
, (IV.3.2)

où Pi est la puissance du laser considéré, wi est le rayon 1/e2 pour ce faisceau laser,
A le coefficient d’absorption du miroir, et κ la conductivité thermique du matériau
constituant le miroir. La variation de température a une forme gaussienne autour
du point d’impact du laser. Pour simplifier notre problème, nous supposerons que la
variation de température à la surface du miroir est homogène et de l’ordre de ∆T
(IV.3.2). Pour une surface constituée de silice sur un substrat en BK7 (c’est le cas
d’un des miroirs de l’expérience), nous avons κ = 1,4 W.m−1.K−1 et le coefficient
d’absorption A est de l’ordre de 10−4 [67]. Ainsi le laser vert du réseau qui est le plus
puissant, induit une variation de température ∆T de l’ordre de 10−1 K.

Nous procédons comme dans le chapitre III pour déterminer les niveaux d’énergie
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des atomes piégés dans le réseau optique face à ce miroir à la température TS . Nous
choisissons un potentiel de Lennard-Jones avec un paramètre zmin = 4 Å. Nous réali-
sons le calcul en choisissant une boite de taille L = 40, divisée en N = 104 points (grille
logarithmique). Nous pouvons l’observer sur la figure IV.5 que la différence entre les
niveaux d’énergie calculés à l’équilibre thermique à TE = 300 K et les niveaux d’éner-
gie calculés à TE = 300 K et TS = 300,1 K est de l’ordre de 10−6 à 10−7 Er pour
les puits suffisamment éloignés de la surface (voir tableau IV.1). L’effet non voulu du
chauffage du miroir par le laser du réseau est supérieur à la précision de 10−8 Er visée
par l’expérience : soit il faut considérer cet effet comme une source d’incertitude, soit
pour chaque mesure la température du miroir doit être connue précisément à chaque
mesure.

Comme nous l’avons déjà noté précédemment, l’écart plus important pour les ni-
veaux des atomes piégés dans les premiers puits proches de la surface est dû à la
méthode utilisée pour recoller continûment le potentiel de Lennard-Jones et le poten-
tiel de Casimir-Polder. L’écart calculé ici ne prend pas seulement en compte l’effet du
déséquilibre thermique ∆T induit sur le miroir. Seuls les niveaux d’énergie pour des
atomes dans des puits suffisamment éloignés sont pertinents pour calculer un tel écart.

n En(300,300) En(300 + ∆T,300) n En(300,300) En(300 + ∆T,300)
2 1,35082 1,33694 11 0,665425 0,665370
3 1,22342 1,20940 12 0,595483 0,595452
4 1,12825 1,11258 13 0,525494 0,525475
5 1,05778 1,03760 14 0,455476 0,455465
6 1,00351 0,99158 15 0,385441 0,385434
7 0,941889 0,940222 16 0,315396 0,315391
8 0,874162 0,873733 17 0,245342 0,245340
9 0,804944 0,804754 18 0,175284 0,175282
10 0,735276 0,735178 19 0,105222 0,105221

Table IV.1 – Niveaux d’énergie En(TS ,TE) exprimés en Er pour différentes situations
de déséquilibre thermique.

L’étude présentée dans [67] met en lumière l’extrême dépendance du coefficient
d’absorption aux différents paramètres caractérisant la surface. Par exemple, suivant
que le substrat sur lequel est déposée la couche de matériau est du BK7 ou du silica,
le coefficient d’absorption peut être dix fois plus grand et par conséquent la variation
de température également. Il est à noter qu’une mesure du coefficient d’absorption du
miroir est alors nécessaire pour connaître la variation de température qu’induira le
laser dans les conditions de l’expérience FORCA-G.

b Ajout d’un laser de chauffage

L’expérience FORCA-G est construite de telle manière que seul le cas du chauffage
du miroir est envisageable. Nous considérons la situation où l’environnement est à la
température ambiante de la salle d’expérience avec TE = 300 K et trois cas où le
miroir est porté à la température TS = 400 K, TS = 500 K et TS = 600 K. Ces trois
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Figure IV.5 – L’écart exprimé en Er entre les niveaux d’énergie En calculés dans la
situation d’équilibre à TE = 300 K et la situation de léger de déséquilibre où TS = 300.1
K.

températures de chauffage ont été choisies en se référant à l’expérience exposée dans
[33], où le miroir est chauffé par laser à des températures de 605 K, où 479 K pour une
température de l’environnement à 310 K.

Nous procédons comme dans le chapitre III pour déterminer les niveaux d’énergie
des atomes piégés dans le réseau optique face à ce miroir à la température TS . Nous
choisissons un potentiel de Lennard-Jones avec un paramètre zmin = 4 Å. Nous réali-
sons le calcul en choisissant une boite de taille L = 40, divisée en N = 104 points. Nous
obtenons les énergies En résumées dans le tableau IV.2 pour les trois températures TS
envisagées. À noter que le fort impact du déséquilibre thermique sur les niveaux d’éner-
gie des atomes piégés dans les premiers puits n’est pas forcément pertinent, toujours en
raison de la manière dont nous raccordons le potentiel de Casimir-Polder et le poten-
tiel de Lennard-Jones qui impacte fortement les paramètres de ce dernier III.2.3. Nous
pouvons voir sur la figure IV.6 que la différence entre les niveaux d’énergie En calculés
à l’équilibre thermique et les niveaux d’énergie calculés dans le cas du déséquilibre est
de l’ordre 10−4 Er pour TS = 600 K et 10−5 Er pour TS = 400 K : l’effet que nous
pouvons constater sur le potentiel est clairement identifiable sur les niveaux d’énergie,
plus le miroir a une température élevée, plus l’écart par rapport au cas à l’équilibre
thermique est grand. L’effet du déséquilibre sur les niveaux d’énergie des atomes est
bien supérieur aux variations de température à l’équilibre thermique. Cet effet est alors
bien supérieur à la précision visée par l’expérience de 10−8 Er. Si le chauffage du mi-
roir par laser est envisagé et mis en œuvre avec succès, alors cet effet semble a priori
facilement observable. De plus le paragraphe précédent montre qu’un faible chauffage
de quelques degrés peut suffire pour avoir un effet significatif en regard de la précision
de l’expérience.
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n En(300,300) En(400,300) En(500,300) En(600,300)
2 1,35082 1,33613 1,34258 1,34072
3 1,22342 1,20815 1,21444 1,21290
4 1,12825 1,11179 1,11806 1,11649
5 1,05778 1,03850 1,04604 1,04390
6 1,00351 0,995095 0,998187 0,996515
7 0,941889 0,941167 0,940888 0,940335
8 0,874162 0,873945 0,873683 0,873365
9 0,804944 0,804798 0,804607 0,804375
10 0,735276 0,735165 0,735016 0,734834
11 0,665425 0,665335 0,665213 0,665065
12 0,595483 0,595408 0,595307 0,595182
13 0,525494 0,525430 0,525343 0,525236
14 0,455476 0,455420 0,455345 0,455253
15 0,385441 0,385392 0,385326 0,385245
16 0,315396 0,315352 0,315293 0,315221
17 0,245342 0,245303 0,245250 0,245186
18 0,175284 0,175249 0,175201 0,175144
19 0,105222 0,105190 0,105147 0,105095
20 0,0351577 0,0351281 0,0350888 0,0350415

Table IV.2 – Niveaux d’énergie En(TS ,TE) exprimés en Er pour différentes situations
de déséquilibre thermique.
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Figure IV.6 – À gauche le potentiel de Casimir-Polder exprimé en joule pour TS =
TE = 300 K en bleu, pour TS = 400 K et TE = 300 K en vert, pour TS = 500 K et
TE = 300 K en orange, et pour TS = 600 K et TE = 300 K en rouge. À droite l’écart
exprimé en Er entre les niveaux d’énergie En calculés dans la situation d’équilibre à
TE = 300 K et la situation de déséquilibre où TS = 400 K (en bleu), TS = 500 K (en
vert) et TS = 600 K (en rouge).
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Conclusion

Dans ce travail, nous avons cherché à fournir l’évaluation théorique la plus réaliste
et précise possible des états et niveaux d’énergie d’atomes piégés dans un réseau optique
proche d’une surface, selon la situation développée dans l’expérience FORCA-G. Cette
expérience en cours de réalisation a pour but de mesurer entre autre l’effet Casimir-
Polder et d’atteindre une précision mesure jamais égalée de l’ordre de 10−4 Hz, soit
10−8 Er.

Nous avons d’abord déterminé le potentiel de Casimir-Polder pour le miroir utilisé
dans l’expérience à l’équilibre thermique. La difficulté a été la bonne modélisation du
miroir. Le manque de connaissances sur la permittivité d’un des matériaux constituant
le miroir semblait le facteur limitant pour obtenir le potentiel avec une bonne précision.
Nous avons montré qu’il n’en était rien, et que c’était plutôt la précision avec laquelle
nous connaissons l’épaisseur des couches de différents matériaux constituant le miroir
qui avait le plus fort impact. Néanmoins l’ensemble de ces incertitudes n’a qu’un effet
limité sur l’incertitude du potentiel de Casimir-Polder aux distances considérées dans
l’expérience.

Dans une deuxième partie, nous avons calculé les états des atomes dans le piège.
Nous avons d’abord rappelé le travail déjà réalisé avec un traitement perturbatif du
potentiel de Casimir-Polder, et montré l’impossibilité d’utiliser cette méthode pour
des atomes piégés dans les premiers puits du réseau, puits trop près de la surface.
Nous avons alors développé une méthode non perturbative numérique pour calculer
ces états. Nous avons caractérisé l’interaction entre l’atome et la surface à des distances
inférieures au nanomètre par un potentiel de Lennard-Jones qui modélise l’interaction
répulsive entre le nuage électronique de l’atome et celui des atomes constituant le
miroir. Ce modèle introduit alors un paramètre libre zmin, la position du minimum
du potentiel de Lennard-Jones. Nous espérons que ce paramètre introduit puisse être
déterminé à l’aide d’une mesure.

Nous avons aussi montré que l’effet de la température était significatif. Une dif-
férence de quelques degrés implique une différence d’environ 10−5 − 10−6 Er sur les
niveaux d’énergie des atomes, effet supérieur aux autres incertitudes dues au potentiel
ou à la méthode de calcul sur les niveaux d’énergie, et surtout effet bien supérieur à la
précision visée. Ainsi, grâce à la précision par l’expérience, la dépendance à la tempé-
rature du potentiel de Casimir-Polder pourrait être mesurée simplement à travers les
fluctuations de température de la salle d’expérience.

Dans une dernière partie, nous nous sommes intéressés à la situation où nous pour-
rions appliquer un déséquilibre thermique entre le miroir et l’environnement. Nous
avons présenté deux méthodes pour calculer la force de Casimir-Polder dans cette si-
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tuation, l’une utilisant le formalisme des fonctions de Green, et une autre utilisant les
matrices de diffusion. Nous n’avons pu donner qu’un ordre d’idée de l’effet de ce dés-
équilibre sur les niveaux d’énergie des atomes car nous avons choisi de faire ce calcul
en utilisant un miroir plus simple que celui de l’expérience. En effet le manque d’infor-
mation sur la permittivité du pentoxyde de tantale dans le domaine infra-rouge limite
fortement la pertinence d’une telle évaluation pour le miroir réel de l’expérience.

L’excellente précision visée par l’expérience FORCA-G nous permet d’envisager de
nombreux autres effets à étudier, comme la dépendance à la rugosité de la surface du
miroir, ou encore, la modélisation des effets sur le potentiel Casimir-Polder des atomes
qui se collent au miroir. Néanmoins toute étude d’un déséquilibre thermique entre
l’environnement et le miroir nécessite un approfondissement de nos connaissances sur
la permittivité des matériaux constituant le miroir de l’expérience.



Annexe A
Fonctions de Green

Dans cet appendice, nous présentons le formalisme des fonctions de Green solutions
de l’équation d’onde (A.1.6). Ensuite grâce au formalisme développé dans [65] pour
les surfaces optiques, nous présentons l’expression de la fonction de Green, solution de
cette équation d’onde, dans la géométrie qui nous intéresse. Pour finir nous rappelons
la relation (IV.1.6) et la redémontrons dans le cas d’une configuration à trois couches.

A.1 Formalisme

Nous considérons un milieu continu homogène diélectrique de permittivité relative
ε(ω) de volume V . Les équations de Maxwell classiques pour les champs électriques et
magnétiques s’écrivent alors :

div D = 0

div B = 0

rot E = −∂B
∂t

(A.1.1)

rot H = ∂D
∂t

(A.1.2)

où le champ D est l’induction électrique, H le champ magnétique et B l’induction
magnétique. Ils sont reliés par les relations :

D = ε0ε(ω)E + P (A.1.3)

H = 1
µ0

B−M

avec P le champ de polarisation, et M le champ de magnétisation. Nous ne considérons
pas ici de champ de magnétisation car nous avons un matériau diélectrique. À partir
des équations et relations (A.1.1), (A.1.2) et (A.1.3), nous obtenons l’équation d’onde
suivante qui relie le champ électrique E et le champ de polarisation P
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∇∧∇E− ε(ω)ω2

c2 E = µ0ω
2P. (A.1.4)

Nous pouvons écrire le champ électrique E à la position r comme la convolution

E(ω,r) =
∫
V
d3r′G(ω,r,r′).P(ω,r′), (A.1.5)

du champ de polarisation P(ω,r′) à la position r′ avec la fonction de Green G(ω,r,r′)
du système considéré. La fonction de Green décrit entièrement . Dans ce cas l’équation
d’onde précédente (A.1.4) donne :

∇∧∇G(ω,r,r′)− ε(ω)ω2

c2 G(ω,r,r′) = µ0ω
2δ(r− r′). (A.1.6)

Dans la suite nous allons utiliser le formalisme des fonctions de Green développé par
Sipe [65] pour les surfaces optiques. Ce formalisme a l’avantage d’exprimer ces fonctions
à l’aide de coefficients de réflexion et de transmission des interfaces considérées et des
vecteurs de polarisations εTE et εTM±, ce qui est totalement adapté à la géométrie
que nous avons dans notre problème, à savoir un atome devant un miroir plan.

A.2 Configuration d’un atome face à une interface

Nous considérons la configuration où nous avons deux milieux diélectriques 1 et 2
séparés par une interface plan qui correspond dans notre cas à un miroir diélectrique,
qui se trouve dans le plan xOy à la position z = 0. Le milieu 1 de permittivité ε1 est
dans la zone de l’espace où z > 0 (à droite de l’interface) et le milieu 2 de permittivité ε2
est dans la zone de l’espace où z < 0 (à gauche de l’interface). Du fait de la géométrie,
nous pouvons écrire la fonction de Green sous la forme d’une transformée de Fourier
2D

Gij(ω,r,r′) =
∫

d2k
(2π)2 e

ik(R−R′)gij(ω,k,z,z′) (A.2.1)

où la fonction gij(ω,k,z,z′) ne dépend que du vecteur d’onde transverse et de la coor-
donnée selon l’axe ez.

Le champ électrique observé dans la zone 1 en r (z > 0) se décompose en quatre
contributions. Ce champ peut être généré par une source de radiation également dans
la zone 1 à la position r′ qui atteint la position d’observation du champ en r sans
aucune réflexion sur l’interface, c’est la partie incidente du champ E(i)(ω,r). Le champ
peut être généré par une source de radiation dans la zone 1 à la position r′ qui atteint
la position d’observation du champ en r en se réfléchissant sur l’interface, c’est la partie
réfléchie du champ E(r)(ω,r). Enfin il y a une dernière composante au champ qui est
la partie locale E(l)(ω,r). Ce champ peut être généré par une source de radiation qui
provient de la zone 2 à la position r′ qui atteint la position d’observation du champ en
r dans la zone 1 en traversant l’interface, c’est la partie transmise du champ E(t)(ω,r).

Les transformées de Fourier des fonctions de Green correspondantes à ces différentes
contributions du champ électrique observé depuis la zone 1 s’écrivent
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où la polarisation est εTM+ si z′ < z, et εTM− si z′ > z,
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où rTE , rTM , tTE et tTM sont respectivement les coefficients de réflexion à l’interface
dans la zone 1 et de transmission de la zone 2 vers la zone 1 pour les polarisations trans-
verse électrique et transverse magnétique. La définition des vecteurs de polarisation
εTE1/2 et εTM1/2 dans le milieu 1 ou 2 est

εTE1/2 = k ∧ ez = 1
k

kykx
0

 , (A.2.2)

εTM±1/2 = εTE1/2 ∧K±1/2 = 1
K1/2k

∓kxkz1/2

∓kykz1/2

k2

 . (A.2.3)

avec le vecteur d’onde K1/2 dans le milieu 1 ou 2 et le vecteur d’onde transverse k.

A.3 Configuration d’un atome face à un milieu d’épaisseur finie
Nous considérons à présent trois milieux 1, 2 et 3 respectivement de permittivité

ε1(ω), ε2(ω) et ε3(ω) selon la configuration représentée sur la figure A.1. Nous utilisons
le formalisme des matrices de transfert développé dans II.2.2 où le champ électrique
dans un milieu i s’écrie sous la forme d’un vecteur ayant pour

E(r) = E+εp+eiK
+·r + E−εp−eiK

−·r (A.3.1)

où E+ correspond à la composante du champ se propageant dans le sens des z croissant
et E− dans le sens des z décroissant. εp± est le vecteur polarisation avec p ∈ {TE,TM}.
Ici le champ est décomposé sur la base des ondes progressives et régressives.

Nous souhaitons déterminer le champ créé dans le milieu 1 par une source se trou-
vant dans dans le milieu 2. Nous considérons une source

P(r) = Pδ(z − z0)eik·R,
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Figure A.1 – Représentation schématique d’un configuration de la situation

où 0 > z0 > −e. Considérons le champ créé par cette source dans le cas où le milieu 2
emplit tout l’espace. Dans ce cas le champ électrique s’écrit E(r) = E(z)eik·R avec

E(z) = iω2

2ε0c2kz2

∑
p

[(
εp+2

)
i

(
εp+2

)
j
Pjθ(z − z0)eikz2 (z−z0)

+
(
εp−2

)
i

(
εp−2

)
j
Pjθ(z − z0)eikz2 (z−z0)

]
− 1
ε0ε2

Piδ(z − z0) (A.3.2)

À partir de (A.3.2) et de (A.3.1), nous pouvons remarquer que E−2 = 0 si z > z0 et
E+

2 = 0 si z < z0, alors le champ créé par une source à la position z0 s’écrie

E2(z+
0 ) =

(
v+

−v−

)
+ E2(z−0 ) = v + E2(z−0 ), (A.3.3)

où

v± = iω2

2ε0c2
1
kz2
εp±2 ·P

Grâce au formalisme des matrices de transfert, nous pouvons relier les champs
E1(0), E2(z+

0 ), E2(z0−) et E3(−e) par les relations

E1(0) = T12 (T prop2 (−z0))−1
E2(z+

0 ),

E2(z−0 ) = (T prop2 (z0 + e))−1
T23E3(−e).

À partir de (A.3.3), nous obtenons la relation suivante
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E1(0) = T12 (T prop2 (−z0))−1
v + T12 (T prop2 (e))−1

T23E3(−e), (A.3.4)
où Tij est la matrice de transfert au niveau de l’interface du milieu i vers le milieu j
et T propi (z) est la matrice de transfert dans le milieu i sur une distance z. Si le champ
électrique créé dans le milieu 1 ou le milieu 3 est uniquement dû à la source dans le
milieu 2, c’est-à-dire qu’il n’y a pas de champ incident venant de z = ±∞, alors nous
avons

E1(0) =
(
E+

1
0

)
E2(−e) =

(
0

E−2 e
ikz3e

)
(A.3.5)

À partir des équations (A.3.4) et (A.3.5), nous pouvons déterminer E+
1 et E−2 , et en

particulier nous obtenons

E+
1 = t21

e−kz2z0v+ + r23e
2ikz2eeikz2z0v−

1− r23r21e
2ikz2e

.

Nous considérons, à présent, une source plus générale de la forme

P(r) = P(z)eik·R,
avec −e < z < 0, la solution est obtenue grâce au principe de superposition. Nous
trouvons pour un champ de la forme E1(r) = E1e

iK+
1 ·r = E1+ε

p+
1 eiK

+
1 ·r qui se propage

dans le sens des z croissant dans la région 1

E1+ = iω2

2ε0c2k2z

∑
p

tp21
1− rp21r

p
21e

2ik2ze

[∫ 0

−e
e−ik2zz′εp+2 ·P(z′)dz′

+rp21e
2ikz2e

∫ 0

−e
eikz2z′εp−2 ·P(z′)dz′

]
où nous avons remplacé v± par son expression. À partir de (A.1.5) et (A.2.1), l’expres-
sion de E1+ nous permet de déduire la fonction de green transmise G(tEp)

ij (ω,k,z,z′) du
milieu (2) vers le milieu (1), ainsi nous avons l’expression suivante

g
(tEp)
ij (ω,k,z,z′) = iω2

2ε0c2k2z

∑
p

[
tp21

1− rp21r
p
21e

2ikz2e

(
εp+2

)
i

(
εp+1

)
j
e(ikz1z−ikz2z′)

+ tp21r
p
21e

2ikz2e

1− rp21r
p
21e

2ikz2e

(
εp−2

)
i

(
εp+1

)
j
e(ikz1z+ikz2z′)

]
.

A.4 Relation entre la théorie de la réponse-linéaire et la théorie
de Langevin

À plusieurs reprises, nous avons utilisé la relation ci-dessous [64], par exemple dans
le chapitre II afin de remplacer le produit de convolution de fonction Green par la
partie imaginaire de celle-ci.
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1
ε0
=(G(i)

ik (ω,r,r′) +G
(l)
ik (ω,r,r′) +G

(r)
ik (ω,r,r′)) =∑

(a,b)∈{i,l,r}

∫
dr′′ε′′1(ω)G(a)

ik (ω,r,r′′)G(b)∗
ik (ω,r′,r′′)+

∫
dr′′ε′′2(ω)G(t)

ik (ω,r,r′′)G(t)∗
ik (ω,r′,r′′)

(A.4.1)

Soit un système constitué de deux régions de volume V1 et V2. La région V2 cor-
respond au vide séparé par une interface de la région V1. Cette dernière région est
elle-même constituée de N régions diélectriques de volume V1i. Nous avons alors la
fonction diélectrique déterminée pour l’ensemble du système par

εij(ω,r,r′) =


ε
(1i)
ij (ω,r,r′) pour {r,r′} ∈ V1i
δ(r− r′) pour {r,r′} ∈ V1i
0 si r et r′ n’appartiennent pas au même milieu

(A.4.2)

Rien n’exclut que le milieu matériel de l’une des régions V1i soit le vide.
Dans l’approche théorique de la réponse-linéaire, le champ électrique dans (A.1.5)

est interprété en terme de valeur moyenne. Cette valeur moyenne du champ disparaît
si le champ de polarisation P est absent. Le théorème de fluctuation-dissipation relie
alors la fonction de corrélation symétrisée à la fonction de réponse

〈1
2
{
Ei(r,t),E∗j (r,t)

}〉
=
∫ ∞
−∞

dω

2π e
−iω(t−t′)~ coth

( ~ω
2kBT

)
=
(
Gij(ω,r,r′)

)
. (A.4.3)

Dans l’approche théorique de Langevin, les champs électrique et magnétique sont
interprétés comme des variables stochastiques qui sont gouvernées par les champs de
polarisation P(r) et de magnétisation M(r). Ces champs décrivent un processus aléa-
toire gaussien. Ainsi pour décrire ce processus, la connaissance de la fonction de corréla-
tion est suffisante. Nous avons alors la relation symétrisée suivante pour la polarisation〈1

2
{
Pi(ω,r),P ∗j (ω′,r′)

}〉
= 4πε0~ coth

( ~ω
2kBT

)
ε′′ij(ω,r,r′)δ(ω − ω′).

C’est ce point de vue que nous avons utilisé pour déterminer la force de Casimir-Polder
dans le cas du déséquilibre thermique. En écrivant la fonction de corrélation symétrisée

〈1
2 {Ei(r1,t),Ej(r2,t)}

〉
=
∫ ∞
−∞

dω

2π e
−iω(t−t′)

∫
V
d3r

∫
V
d3r′ε0~ coth

( ~ω
2kBT

)
×Gik(ω,r1,r)G∗jl(ω,r2,r′)ε′′kl(ω,r,r′). (A.4.4)

Si l’ensemble du système défini est à l’équilibre thermodynamique, nous nous at-
tendons à ce que les deux points de vues mènent à un résultat identique. Ainsi par
comparaison de (A.4.3) et (A.4.4), nous trouvons la condition
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= (Gij(ω,r1,r2)) = ε0

∫
V
d3r

∫
V
d3r′Gik(ω,r1,r)G∗jl(ω,r2,r′)ε′′kl(ω,r,r′).

Cette condition est démontrée rigoureusement dans [64]. Cette dernière expression est
équivalente à la formule (A.4.1) appliquée dans le cas où le système est constitué de
seulement un volume V1 d’un milieu de permittivité ε1(ω) et V2 de permittivité ε2(ω),
où les corrélations du champ de polarisation sont locales (permittivité indépendante de
la position). L’expression (IV.2.1) donnant la force de Casimir-Polder dans le cas d’un
miroir multi-couche découle de (A.4.1) établie pour un système constitué de plusieurs
régions V1i de permittivité diélectrique (A.4.2).
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Sujet : Effet Casimir-Polder sur des atomes piégés

Résumé : Ce travail de thèse présente la modélisation théorique de l’expérience FORCA-
G. L’objectif de cette expérience est la mesure des interactions à courte portée entre des
atomes piégés dans un réseau optique et une surface massive à une grande précision.
Nous nous sommes intéressés plus particulièrement à l’effet Casimir-Polder induit par la
surface sur les atomes. Le but était de fournir la prédiction la plus précise possible des
états atomiques. Ceci a consisté à considérer les effets de la température sur l’interaction
Casimir-Polder et modéliser la surface de la manière la plus réaliste possible. Afin de
résoudre le problème de divergence qu’impliquait un traitement perturbatif de l’interaction
atome-surface, nous avons développé une méthode numérique pour un traitement non-
perturbatif de l’interaction Casimir-Polder et modélisé l’interaction atome-surface à très
courte distance par un potentiel de Lennard-Jones. Chaque effet et incertitude sur les
états atomiques ont été évalués afin de déterminer s’ils seraient observables ou un facteur
limitant en regard de la précision visée par l’expérience. Enfin nous nous sommes intéressés
au cas d’un déséquilibre thermique entre la température du miroir et la température de
l’environnement qui pourrait être induit par les lasers en présence ou un laser de chauffage.
Nous avons calculé la correction du potentiel Casimir-Polder due au déséquilibre et évalué
l’effet sur les niveaux d’énergie atomiques pour déterminer si cet effet pouvait être mesuré.

Mots clés : Effet Casimir-Polder, Effet Casimir-Polder hors équilibre thermique, Potentiel
de Lennard-Jones, réseau optique, état Wannier-Stark, miroir multi-couche

Subject : Casimir-Polder interaction of atoms trapped in a lattice

Abstract: This thesis presents the theoretical modeling of the experiment FORCA-G.
The purpose of this experiment is to measure short-range interactions between trapped
atoms in an optical lattice and a massive surface with a high precision. We are focused
on Casimir-Polder effect induced by the surface on the atoms. The aim was to give the
most possible precise prediction of atomic states. This work took the temperature effects
on Casimir-Polder interaction into account, modelled the surface of the experiment. In
order to solve the divergence problem due to the perturbative treatment of the atom-
surface interaction, we developed a digital method for a non-perturbative treatment of
the Casimir-Polder interaction and modelled the short-range atom-surface interaction by a
Lennard-Jones potential. Each effect and uncertainties on the atomic states were evaluated
so that we know if they could be observable or a limiting factor compared to the experiment
precision. Finally we were focused on an out of thermal equilibrium situation between the
miroir and environment temperature which may be induced by the lasers. We computed
the correction to the Casimir-Polder potential due to this disequilibrium and evaluated the
effect on the atomic states.

Keywords : Casimir-Polder interaction, Out of thermal equilibrium Casimir-Polder inter-
action, Lennard-Jones potential, Optical lattice, Wannier-Stark states, multi-layer mirror


