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L I S T E D E S N O TAT I O N S

définitions et notations générales

R̄ droite réelle achevée R̄ = R∪ {−∞,+∞},

Id matrice identité,

ek ∈ RN k-ème vecteur de la base canonique de RN,

]S cardinalité (i. e. nombre d’éléments) de l’ensemble S,

IN ensemble des N ∈N+ premiers indices IN := {1, . . . ,N},

ωc complémentaire de l’ensemble ω,

algèbre linéaire

〈·, ·〉 produit scalaire euclidien,

‖ · ‖p norme-`p pour p > 0 définie par ‖x‖p := (
∑
i |xi|

p)1/p ,

‖ · ‖∞ norme-`∞ définie par ‖x‖∞ := maxi |xi| ,

‖ · ‖ lorsque l’indice n’est pas spécifié, désigne la norme euclidienne (`2) pour
un vecteur et spectrale pour une matrice,

‖ · ‖2,1 norme mixte «2-1» définie pour x ∈ RN×M par ‖x‖2,1 =∑
i∈IN

‖(xi1, . . . , xiM)‖,
‖ · ‖0 pseudo norme1-`0 définie par ‖x‖0 := ] {xi, i = 1, . . . ,N : xi 6= 0},
| · |0 fonction «1-0» (norme-`0 dans R), |u|0 = {0 si u = 0, 1 sinon},

rank(A) rang de la matrice A,

ker(A) noyau de A : ker(A) := {x : Ax = 0},

span(A) espace vectoriel engendré par les colonnes de A,

A† pseudo-inverse de la matrice A,

Bp(c, ρ) boule ouverte `p (p ∈ {1, 2,∞}) de centre c et de rayon ρ, Bp(x, ρ) := {x :

‖x − c‖p < ρ},
B̄p(c, ρ) boule fermée `p (p ∈ {1, 2,∞}) de centre c et de rayon ρ, Bp(x, ρ) := {x :

‖x − c‖p 6 ρ},

1. Dans la suite du manuscrit, nous utiliserons la dénomination «norme-`0» même si ce n’est pas une norme
car elle ne vérifie pas l’hypothèse d’homogénéité : ∀(λ, x) ∈ R \ {−1, 1}×R \ {0}, ‖λx‖0 = ‖x‖0 6= |λ|‖x‖0.
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xii liste des notations

définitions et opérations sur des fonctions

1{x∈E} indicatrice «0/1» sur l’ensemble E définie par 1{x∈E} := {1 si x ∈
E, 0 sinon},

iC indicatrice «0/∞» sur l’ensemble C définie par iC(x) := {0 si x ∈
C, +∞ sinon},

Fi(t; x(i)) restriction de la fonction F à la i-ème variable au point x, Fi(t; x(i)) =

F(x(i) + eit) avec x(i) défini ci-dessous,

cl F fermeture de F (i. e. epi(cl F) = cl(epi F)),

co F enveloppe convexe de F (définition 9.1 page 95),

F?(x?) transformée de Legendre-Fenchel de la fonction F (fonction conjuguée,
définition 9.2 page 96),

F??(x) enveloppe convexe fermée de la fonction F (fonction biconjuguée),

∂F(x) gradient généralisé de la fonction F en x (définition 9.8 page 99),

proxγF(·) opérateur proximal de F défini en (3.22) (page 34) et en (8.5) (page 77),

(·)+ fonction (u)+ = max(0, u),

notations associées au problème ma-tirf

Ω ⊆ R2 domaine image 2D (x, y),

u := (x, y) ∈ Ω position du domaine image Ω,

ni indice de réfraction du milieu incident ou inférieur (verre),

nt indice de réfraction du milieu transmit ou supérieur,

Ugv tension appliquée au miroir galvanométrique,

NA ouverture numérique de l’objectif : NA = n sin(α) où n représente
l’indice du milieu et α le demi angle d’ouverture de la lentille fron-
tale,

Fobj distance focale de l’objectif,

F1 distance focale de la lentille 1 (voir figure 4 page 14),

αc angle critique αc = arcsin(nt/ni),

αmax angle maximal du système αmax = arcsin(NA/ni),

A = {α1, . . . , αL} angles MA-TIRF tels que ∀α ∈ Aα ∈ (αc, αmax],

p(α) inverse de la profondeur de pénétration de l’onde évanescente défi-
nie en (1.3) page 12,

I0(α) intensité à l’interface donnée par (1.7) page 15,

bi signal de fond au pixel i ∈ IN défini en (1.8) page 15,

Qe efficacité quantique définie en (1.9) page 16,

f : Ω×R+ → R+ densité de fluorophores,

f ∈ RN×M version discrète de f où N est le nombre de pixels discrétisant Ω et
M est le nombre de points de discrétisation selon z,

s(α) ∈ RN acquisition TIRF pour l’angle α ∈ (αc, αmax],

S := {s(α) : α ∈ A} acquisition MA-TIRF,



xiii

définitions et notations associées au problème `2 -`0

A ∈ RM×N matrice d’observation du signal ou dictionnaire,

d ∈ RM signal observé,

λ ∈ R+ hyperparamètre du problème régularisé `2-`0 ,

(Ck) problème arg minx∈RN ‖Ax − d‖22 s.c. ‖x‖0 6 k,

(Cε) problème arg minx∈RN ‖x‖0 s.c. ‖Ax − d‖22 6 ε,

(Pλ) problème arg minx∈RN G`0 (x) := 1
2 ‖Ax − d‖22 + λ‖x‖0 ,

ai ∈ RM i-ème colonne de A ∈ RM×N . On considère ai 6= 0RM ,

G`0 (x) fonction objectif `2-`0 définie en (Pλ),

φ(a, λ ; u) pénalité CEL0 1D définie en (9.5) page 96,

ΦCEL0(x) pénalité CEL0 ND définie par ΦCEL0(x) :=
∑
iφCEL0(‖ai‖, λ; xi),

GCEL0(x) fonction objectif `2-CEL0 définie en (9.9) page 98,

Aω = (aω[1], . . . , aω[]ω]) restriction de A ∈ RM×N aux colonnes indexées par ω ⊆ IN,

xω = (xω[1], . . . , xω[]ω]) restriction de x ∈ RN aux entrées indexées par ω ⊆ IN,

x(i) ∈ RN définit le vecteur x(i) := (x1, . . . , xi−1, 0, xi+1, . . . , xN) ,

σ(x) ⊆ IN support de x ∈ RN défini par σ(x) := {i ∈ IN; xi 6= 0},
σ−(x) ⊆ σ(x) sous ensemble du support de x ∈ RN défini en (9.21) page 101,

σ+(x) ⊇ σ−(x) ensemble défini en (9.22) page 101 (pas forcément inclus dans
σ(x)),

σ−n = σ−(xn) notation utilisée dans le macro-algo du chapitre 10,

(P1) propriété arg minx∈RN G̃(x) = arg minx∈RN G`0(x) utilisée
dans le chapitre 12 (page 165),

(P2) propriété
(
x̂ minimiseur (local) de G̃ =⇒ x̂ minimiseur (local) de G`0

)
utilisée dans le chapitre 12 (page 165),





C O N T E X T E G É N É R A L D E L A T H È S E E T C O N T R I B U T I O N S

contexte général

Cette thèse s’articule autour de deux parties pouvant être lues de manière indépendante.
La première est dédiée à un problème de reconstruction rencontré en microscopie par ré-
flexion totale interne (TIRF en anglais). Ce travail s’inscrit dans le contexte d’un système TIRF

expérimental développé à l’Institut de Biologie Valrose (iBV) (Nice) par Sébastien Schaub,
pour lequel il est possible de faire varier rapidement l’angle d’incidence de la lumière d’ex-
citation (grâce à une électronique dédiée) permettant ainsi d’obtenir des acquisitions dites
multi-angles (MA-TIRF). Notons qu’il n’existe pas encore de tel système dans le commerce.
Les acquisitions ainsi obtenues ont le potentiel, grâce au développement d’algorithmes de
reconstructions dédiés, de révéler une information super-résolue (de l’ordre de quelques
dizaines de nanomètres) concernant la position axiale des structures observées sur une fine
couche (≈ 500 nm) adjacente à la lamelle de verre. L’objectif premier des travaux réalisés
dans ce contexte concerne donc la mise en place d’une méthode de reconstruction à partir
de données acquises par le système MA-TIRF expérimental. Par ailleurs, une question fonda-
mentale concerne l’étalonnage du système ainsi que la simplification du modèle décrivant
la physique de l’acquisition et la validation de ce dernier sur des expériences réelles. Ce
travail s’inscrit donc également dans une collaboration avec l’équipe de biologistes d’Ellen
Van Obberghen-Schilling afin de se confronter aux difficultés rencontrées sur des données
réelles.

Le problème de reconstruction MA-TIRF étant mal posé, il est nécessaire de le régula-
riser en ajoutant de l’information a priori. En s’intéressant à la reconstruction de molé-
cules isolées et de la membrane cellulaire, dont l’épaisseur est de l’ordre de 10 nm, nous
nous sommes orientés vers les modèles parcimonieux ce qui fut le point de départ de la
deuxième partie de ce manuscrit. Dans cette deuxième partie, nous nous intéressons à la
minimisation du critère (NP-Difficile) des moindres carrés pénalisé en norme-`0. Plus pré-
cisément, nos travaux rentrent dans le contexte des reformulations continues exactes du
problème. L’objectif consiste en la définition de relaxations continues de la fonctionnelle
initiale préservant ses minimiseurs globaux. Par ailleurs, nous posons également la ques-
tion de la relation entre les minimiseurs locaux des deux fonctionnelles et recherchons des
relaxations pour lesquelles de tout minimiseur local on peut définir un minimiseur local du
critère initial par une opération simple (e. g. seuillage). L’idée d’une telle relaxation n’est
pas nouvelle mais les résultats théoriques concernant la relation entre les minimiseurs des
fonctionnelles initiale et relaxée n’étaient jusqu’ici que partiels. La deuxième partie de cette
thèse est donc principalement consacrée à l’étude de telles relaxations pour lesquelles nous
nous efforçons de fournir des résultats complets sur les liens entre les minimiseurs des
deux fonctionnelles. Bien que toujours non-convexes, ces relaxations ont l’avantage d’être
continues permettant l’utilisation d’un certain nombre d’algorithmes récemment proposés
pour l’optimisation non-convexe. Ainsi, nous terminons ce travail par une étude des per-
formances de quelques uns de ces algorithmes dans le cadre de différentes applications en
traitement du signal et des images.

1



2 contexte général de la thèse et contributions

contributions

Reconstruction MA-TIRF

Suite à une introduction du problème et une revue des méthodes de reconstruction de la
littérature dans les chapitres 1 et 2, les contributions concernant la reconstruction MA-TIRF

sont présentées dans les chapitres suivants et peuvent être classées en deux catégories :

Étude du problème inverse et résolution numérique : en considérant une étude numé-
rique en dimension 1, nous montrons dans le chapitre 3 que la régularisation du problème
doit être choisie avec précaution.

En effet, bien qu’imposer la positivité de la solution soit complètement naturel pour
ce type de problème inverse, nous montrons qu’une telle contrainte nécessite de prendre
en compte précisément le signal de fond présent sur les images afin d’être en mesure de
reconstruire correctement les objets imagés. Pour ce faire, nous proposons de réaliser une
estimation jointe de la densité de fluorophores et du signal de fond, tous deux soumis à
une contrainte de positivité.

D’autre part, l’atténuation du contraste provoquée par une régularisation de variation
totale (due à la norme-`1) s’avère être problématique. En particulier, nous mettons en
évidence que ce phénomène entraine une perte de résolution axiale (pour les objets re-
construits) ce qui est contraire à l’objectif recherché. Nous préconisons alors d’utiliser une
telle régularisation ou bien de manière mesurée ou bien de ne l’appliquer que dans les
directions latérales x et y.

Enfin, toujours dans le cadre d’une étude numérique en dimension 1, nous montrons
que la qualité des reconstructions n’est pas influencée par la considération d’une vraisem-
blance gaussienne ou poissoniene lorsque les données sont dégradées par un bruit mixte
poissonien-gaussien comme cela est généralement le cas en microscopie.

Étalonnage du système et validation du modèle : afin de contrôler avec précision l’angle
d’incidence (qui est un paramètre du modèle) du laser d’excitation sur le spécimen, nous
proposons une adaptation simplifiée d’une méthode de la littérature fondée sur l’observa-
tion du plan focal arrière de l’objectif (chapitre 4). Ainsi, nous sommes en mesure d’éta-
lonner précisément le système allant même jusqu’à détecter des différences en fonction de
la longueur d’onde d’excitation utilisée dues à l’achromaticité non parfaite des éléments
optiques du système.

D’autre part, toujours dans le chapitre 4, nous montrons que nous sommes capable de
reconstruire précisément un échantillon de géométrie connue, 2 à partir du modèle TIRF

pour lequel nous avons fait des simplifications (chapitre 1). En particulier, l’objet imagé
est correctement reconstruit, avec une précision de l’ordre de 20 nm, sur une épaisseur de
400 nm. Cela est à mettre en perspective avec d’autres expériences similaires publiées dans
la littérature ne présentant pas de résultats au-delà de 200 nm. Cette expérience est confor-
tée par une expérience de co-localisation à deux couleurs où nous proposons de marquer
une même structure biologique avec deux molécules fluorescentes différentes. Nous mon-
trons alors que les reconstructions obtenues avec le modèle simplifié co-localisent avec une
précision de l’ordre de 20-40 nm.

Pour finir, des phénomènes biologiques connus ont pu être observés à l’aide de la mé-
thode proposée (chapitre 5) ce qui conforte encore sa validité et ouvre d’intéressantes pers-
pectives pour l’étude des interactions entre différentes molécules au niveau de la mem-
brane cellulaire.

2. Construit simplement à l’aide d’une lentille de verre et d’une solution fluorescente homogène.
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Relaxations continues exactes du critère `2-`0

La deuxième partie du document concerne la minimisation de la fonctionnelle :

G`0(x) :=
1

2
‖Ax − d‖2 + λ‖x‖0,

où A ∈ RM×N, d ∈ RM, λ > 0 et ‖x‖0 compte le nombre de composantes non-nulles de
x ∈ RN. Une introduction du problème ainsi qu’un état de l’art sur l’optimisation parcimo-
nieuse sont les objets respectivement des chapitres 7 et 8. La suite de la deuxième partie du
manuscrit est quant à elle dédiée aux différentes contributions apportées dans ce contexte :

La pénalité CEL0 : dans le chapitre 9 nous proposons la pénalité ΦCEL0 : RN → R (Conti-
nuous Exact `0) pour laquelle la fonctionnelle continue relaxée non-convexe,

GCEL0(x) :=
1

2
‖Ax − d‖2 +ΦCEL0(x),

vérifie les propriétés principales suivantes :
— arg minx∈RN G`0(x) ⊆ arg minx∈RN GCEL0(x) ;
— de tout minimiseur (local) de GCEL0 on peut déduire un minimiseur (local) de G`0 par

un simple seuillage ;
— la réciproque de la propriété précédente n’est pas vraie et GCEL0 élimine des minimi-

seurs locaux (non-globaux) de G`0 .
Une étude complète entre les minimiseurs des fonctionnelles GCEL0 et G`0 est donc pro-

posée et une caractérisation des minimiseurs de GCEL0 est également détaillée. Ces résultats
montrent que la pénalité CEL0 est une alternative continue à la pseudo norme-`0 idéale.
Notons qu’à notre connaissance c’est la première fois qu’une telle pénalité, avec toutes les
propriétés mentionnées ci-dessus assurant une reformulation exacte du problème, est pro-
posée.

Algorithmes pour la minimisation de GCEL0 : la continuité de la fonctionnelle GCEL0 nous
donne accès à un éventail d’algorithmes récents d’optimisation non-convexes adaptés à
sa minimisation et donc indirectement à celle de G`0 . À partir de tels algorithmes, nous
proposons dans le chapitre 10 :

— un Macro-Algo assurant la convergence vers un point qui est à la fois point critique
de GCEL0 et minimiseur local de G`0 ;

— une heuristique inspirée des méthodes Graduated Non Convexity permettant d’amé-
liorer la minimisation de la fonctionnelle ;

— une règle permettant de déterminer un «chemin de régularisation» pour GCEL0 afin de
s’affranchir du choix du paramètre λ.

Applications en traitement du signal et des images : les algorithmes du paragraphe
précédent (ou de la littérature) sont utilisés dans le cadre de diverses applications :

— déconvolution de trains d’impulsions ;
— estimation de canal et des directions d’arrivées en traitement d’antennes ;
— reconstruction en microscopie de super-résolution PALM.
Pour chacune de ces applications, nous montrons dans le chapitre 11 l’intérêt de minimi-

ser GCEL0 plutôt que de minimiser directement G`0 . En particulier, le fait que GCEL0 élimine
des minimiseurs locaux (non-globaux) de G`0 rend les algorithmes minimisant cette fonc-
tionnelle plus robustes aux minimiseurs locaux que les algorithmes traitant directement
G`0 . Ainsi, nous montrons que minimiser GCEL0 permet d’obtenir de meilleurs résultats no-
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tamment en terme de reconstruction du support de la solution dans les différents contextes
d’applications considérés.

Une vue unifiée : nous proposons dans le chapitre 12 une vue unifiée des pénalités conti-
nues approchant la pseudo norme-`0, notées Φ, dans le contexte des relaxations continues
exactes de G`0 . Pour ce faire, nous dérivons cinq conditions sur la pénalité Φ nécessaires
et suffisantes pour que la fonctionnelle relaxée G̃ associée vérifie les mêmes propriétés que
GCEL0. Plus précisément, trois de ces conditions sont nécessaires et suffisantes pour que la
fonctionnelle relaxée G̃ préserve les minimiseurs globaux de G`0 alors que l’ensemble des
cinq conditions sont nécessaires est suffisantes pour préserver les minimiseurs globaux et
ne pas ajouter de minimiseurs locaux.

Par ailleurs, nous montrons que la pénalité CEL0 n’est autre que la limite inférieure de
la classe de pénalités définie par les cinq conditions précédentes et que c’est celle qui peut
potentiellement éliminer le plus de minimiseurs locaux de G`0 (ce qui la rend d’autant plus
intéressante).

Enfin, nous proposons une analyse de différentes pénalités de la littérature dans ce
contexte de reformulations continues exactes. Nous montrons que pour certaines d’entre
elles, il existe des valeurs pour les paramètres les définissant permettant de vérifier les
conditions précédemment établies.
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AVA N T- P R O P O S

La microscopie de fluorescence est devenue aujourd’hui une technique majeure pour
l’observation de structures biologiques. En effet, le marquage fluorescent utilisé dans ce
contexte permet de cibler les structures d’intérêt et de s’affranchir de la visualisation du
reste de l’échantillon. Cependant, les techniques conventionnelles (épifluorescence, confo-
cale, biphotonique...) sont limitées en résolution par la diffraction. En microscopie classique
à épifluorescence, cette limite est connue d’après les travaux de Ernst Abbe, réalisés au
cours du XIXème siècle, comme étant λ/(2×NA) où λ représente la longueur d’onde de la
lumière d’excitation et NA l’ouverture numérique de l’objectif. En microscopie confocale,
inventée par Minsky en 1955

3, cette limite est légèrement inférieure permettant d’obtenir
des images mieux résolues. Il a fallu attendre la fin du XXème et le début du XXIème siècle
pour voir émerger de nouvelles modalités d’acquisition permettant de dépasser la limite
de diffraction (STED (Hell et Wichmann, 1994), SIM (Gustafsson, 2000), STORM (Rust et
al., 2006), PALM (Betzig et al., 2006) parmi d’autres) atteignant pour certaines une résolu-
tion latérale de l’ordre du nanomètre. Des méthodes 3D-PALM et 3D-STED ont également
été développées, en utilisant des PSF spécifiques dont la forme dépend de la profondeur,
permettant aussi une amélioration de la résolution axiale (Huang et al., 2008). Cependant,
ces méthodes nécessitent d’une part des marquages particuliers qui peuvent être lourds à
mettre en œuvre et d’autre part un nombre très important d’acquisitions pour réaliser la re-
construction super-résolue du volume, ce qui peut être limitant pour certaines applications
invivo.

Dans cette partie du manuscrit, nous nous intéressons à la microscopie par réflexion
totale interne (Total Internal Reflection Fluorescence (TIRF) en anglais) capable de limiter
le champ d’excitation à une fine couche, inférieure à la longueur d’onde, adjacente à la
lamelle de verre. Cette propriété de sélectivité axiale en fait une technique idéale pour
la visualisation des processus cellulaires se produisant dans le voisinage de la membrane
plasmique comme par exemple l’étude des échanges entre la cellule et le milieu extérieur.
De nombreuses applications peuvent tirer bénéfice d’une telle modalité d’acquisition et
nous renvoyons le lecteur vers la review de Axelrod (2001), auteur à l’origine de cette
technique de microscopie (Axelrod, 1981), pour plus de détails sur ces applications (voir
aussi (Axelrod, 2008)). Il est également à noter que cette technique ne requiert pas de pré-
paration particulière de l’échantillon.

Le chapitre 1 commence par présenter cette technique de microscopie ainsi que le sys-
tème avec lequel nous travaillerons dans la suite de cette thèse. Par ailleurs, le principe du
Multi-Angle Total Internal Reflection Fluorescence (MA-TIRF) de même que le problème de
reconstruction 3D associé, permettant une amélioration significative de la résolution axiale,
sont également présentés dans ce chapitre. Un état de l’art sur les méthodes de reconstruc-
tion est effectué dans le chapitre 2 et le chapitre 3 présente les travaux que nous avons
réalisés dans ce contexte. Un aspect crucial de la reconstruction MA-TIRF concerne l’étalon-
nage du système ainsi que la validation du modèle simplifié utilisé pour la résolution du
problème. Le chapitre 4 est donc dédié à ces questions. Enfin, des applications en biologie
sont traitées dans le chapitre 5.

3. Pour l’histoire, voir le mémoire (Minsky, 1988).
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1.1 formation d’une image en microscopie tirf

1.1.1 Lois de Snell-Descartes et angle critique

Nous commençons ce chapitre par quelques rappels d’optique classique, nécessaires à
la compréhension du principe de la microscopie TIRF. D’après les lois de Willebrord Snell
et René Descartes nous savons que lorsqu’un rayon incident rencontre une interface entre
un milieu d’indice de réfraction ni et une autre milieu d’indice de réfraction nt < ni,
une partie de la lumière est réfléchie dans le milieu incident alors que l’autre partie est
transmise (réfractée) dans le second milieu (figure 1 gauche). Plus précisément, nous avons
les deux lois suivantes :

— Loi de la réflexion : αr = α ;
— Loi de la réfraction : ni sin(α) = nt sin(αt) ;

où α, αr et αt définissent respectivement les angles incident, réfléchi et transmis. Le cas
limite, avant réflexion totale (figure 1 centre), est obtenu pour αt = 90° et correspond à un
angle incident égal à l’angle critique αc vérifiant :

sin(αc) =
nt

ni
. (1.1)

1.1.2 Principe de la microscopie TIRF

Le principe du TIRF repose sur le phénomène de réflexion totale interne d’une source
lumineuse sur une interface diélectrique comme décrit dans la section précédente. Ainsi, en
TIRF, l’angle incident α de la lumière d’excitation vérifie α > αc afin d’être dans le régime
de réflexion totale (figure 1 droite). Dans un tel régime, bien que toute la lumière incidente
soit réfléchie vers le milieu inférieur (verre), il y a création d’une onde évanescente se

11
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αc

Réfraction : α < αc

ni

nt < ni

α
αr

αt

Réfraction limite : α = αc

αr
αc

Réflexion totale : α > αc

α
αc

αr

Figure 1 – Illustration des lois de Snell-Descartes [Schéma extrait et modifié depuis http://
femto-physique.fr/optique/opt_C1.php]. Milieu incident en bleu et rayon lumineux
en rouge.

propageant parallèlement au dioptre (Axelrod, 2008) permettant d’exciter les molécules
fluorescentes (fluorophores) présentes dans une fine couche immédiatement adjacente à
l’interface (voir figure 2).

α > αc

Figure 2 – Principe de la microscopie TIRF [Image extraite de http://www.photonics.com/Article.
aspx?AID=33691].

Cette sélectivité axiale est due à la décroissance exponentielle de l’onde évanescente dans
la direction (Oz), i. e. normale à l’interface. Plus précisément, l’onde évanescente décroît
avec la profondeur z selon (Axelrod, 1981, 2001, 2008 ; Martin-Fernandez et al., 2013)

I(z, α) := I0(α) exp (−zp(α)) , (1.2)

où p est caractéristique de l’inverse de la profondeur de pénétration de l’onde évanescente :

p(α) :=
4πni
λ

(
sin2(α) − sin2(αc)

)
, (1.3)

http://femto-physique.fr/optique/opt_C1.php
http://femto-physique.fr/optique/opt_C1.php
http://www.photonics.com/Article.aspx?AID=33691
http://www.photonics.com/Article.aspx?AID=33691
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avec λ la longueur d’onde de la lumière incidente. Concernant l’intensité à l’interface I0
(i. e. pour z = 0), elle dépend de la polarisation du laser incident. Il existe deux types de
polarisations : la polarisation dite «s» pour laquelle la direction du champ électrique est
normale au plan d’incidence et la polarisation dite «p» pour laquelle la direction du champ
électrique est contenue dans le plan d’incidence. À partir des lois de Snell-Descartes ainsi
que des équations de Fresnel (Born et Wolf, 2000), il est possible d’obtenir une expression
analytique des intensités Is0 et Ip0 :

Is0(α) :=
4 cos2(α)
(1−n2)

, (1.4)

I
p
0 (α) :=

4 cos2(α)(2 sin2(α) −n2)
n4 cos2(α) + sin2(α) −n2

, (1.5)

où n = nt
ni

. Pour plus de détails, nous renvoyons le lecteur vers l’article très éclaircissant
de Martin-Fernandez et al. (2013). Enfin, l’intensité I0 pondérant la décroissance (1.2) est
obtenue par combinaison linéaire des intensités Is0 et Ip0 dont les coefficients dépendent de
la géométrie du système (voir paragraphe 1.1.3).

L’imagerie TIRF, de part sa sélectivité dans la direction axiale, permet donc de s’affran-
chir des plans «hors-champ» et les images résultantes ont ainsi peu de fluorescence de
fond ainsi qu’un meilleur Rapport Signal sur Bruit, Signal to Noise Ratio en anglais (SNR),
en comparaison avec d’autres techniques de microscopie (e. g. champ large, confocal...). À
titre d’illustration, la figure 3 compare deux acquisitions d’un même échantillon : la pre-
mière résultant de la microscopie à épifluorescence (champ large), intégrant l’échantillon
sur toute sa profondeur, et la deuxième ayant été obtenue par microscopie TIRF limitant
l’excitation à une fine couche adjacente à l’interface.

Figure 3 – Comparaison d’une acquisition par microscopie à épifluorescence (gauche) avec une
acquisition du même échantillon en TIRF (droite). Différentes structures sont imagées :
actine (vert), fibronectine (rouge) et le noyau (bleu). On voit clairement la « disparition »
des structures les plus éloignées sur l’acquisition TIRF.

1.1.3 Description physique du système

Nous décrivons ici le système TIRF développé à l’iBV par Sébastien Schaub sur lequel
nous travaillerons par la suite. Un schéma simplifié du système est présenté sur la figure 4.
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L’élément central est le miroir galvanométrique (2) permettant de contrôler et de modifier
rapidement l’angle d’incidence du rayon lumineux d’excitation.

Afin d’obtenir un rayon incident sur l’échantillon avec un angle α donné, le miroir (2)
est positionné de manière à focaliser la source lumineuse en un point du plan focal arrière,
Back Focal Plane en anglais (BFP), de l’objectif. En effet, la distance entre l’axe optique et un
point de focalisation sur le BFP est caractéristique de l’angle avec lequel ce rayon incident
arrive sur l’échantillon (voir chapitre 4).

L’émission des fluorophores générée par leur excitation est ensuite collectée par une
caméra Electron Multiplying Charge-Coupled Device (EMCCD) focalisée sur le plan focal
(avant) de l’objectif. Notons que sur le chemin optique de la figure 4, le miroir dichroïque
(4) a la particularité de réfléchir la lumière incidente (bleue) et d’être «transparent» pour la
lumière émise (verte). En ce qui concerne le miroir (8), il est amovible et permet, lorsqu’il
est utilisé, de récupérer l’image du BFP de l’objectif avec une autre caméra focalisée sur ce
dernier.

5

4

3

2

6

Cam
Focal Plane

Cam
BFP

7

8
9

1

Laser bench
(405/491/561/641 nm)

1 - Optical �ber
2 - Galvanometric mirror
3 - Lens 75mm
4- Dichroic 4 bands
5 - 100x/1.49O Nikon objective
6- Sample
7- Nikon Tube lens 1.5x
8 - Kinematic mirror
9 - Lens 75mm  

1. fibre optique,
2. miroir galvanométrique,
3. lentille 75 mm,
4. miroir dichroïque 4 bandes,
5. objectif (Nikon 100×/1.49O),
6. échantillon,
7. lentille de tube (Nikon 1.5×),
8. miroir cinématique,
9. lentille 75 mm.

Source lumineuse
(405,491,561,641 nm)

Caméra
plan focal

C
am

éra
BFP

Figure 4 – Système TIRF. Le rayon d’excitation est représentée en bleu et l’émission des fluoro-
phores en vert. Les tirets rouge représentent respectivement le BFP de la lentille (3) et de
l’objectif (5).

Par ailleurs, notons qu’il existe deux types de montages TIRF (Axelrod, 2008) :
— montage avec prisme ;
— montage avec objectif.

Dans notre cas, nous utilisons un montage avec objectif, c’est-à-dire que l’objectif est utilisé
pour dévier le faisceau incident afin de former l’angle d’illumination souhaité. L’objectif
se trouve donc sous l’échantillon. Au contraire avec l’autre type de montage, la lumière
incidente est déviée à l’aide d’un prisme et dans ce cas, l’objectif se trouve au dessus de
l’échantillon. Le montage avec objectif impose une limite maximale sur l’angle incident que
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l’on peut produire. Cette limite est dépendante de l’ouverture numérique de l’objectif NA 1

et est donnée par

αmax := sin−1(NA/ni). (1.6)

Pour terminer la description du système, nous devons ajouter qu’une rotation azimutale
du rayon incident est effectuée. Nous n’avons donc pas un point de focalisation du rayon
incident sur le BFP de l’objectif, mais un ensemble de points décrivant un cercle (voir cha-
pitre 4). Cette méthode a été développée par plusieurs auteurs (Mattheyses et al., 2006 ;
Fiolka et al., 2008a ; Fiolka, 2009) dans le but d’homogénéiser le champ d’excitation et de
réduire certains artefacts produits par la diffusion et la diffraction de la lumière cohérente
(laser) par les éléments optiques qu’elle traverse. D’autre part, cette rotation «mélange» les
polarisation s et p de la lumière incidente et l’intensité de l’onde évanescente à l’interface
(z = 0) est alors donnée par (Boulanger et al., 2014) :

I0(α) =
3

4
Is0(α) +

1

4
I
p
0 (α), (1.7)

où Is0 et Ip0 sont respectivement définies par (1.4) et (1.5).

1.1.4 Le modèle TIRF

Nous sommes maintenant en mesure de définir le modèle décrivant la formation d’une
image à travers le microscope TIRF. Notons f : Ω×R+ → R+ la densité de fluorophores
de l’échantillon 3D, où Ω ⊂ R2 est le domaine d’observation 2D, i. e. correspondant aux
variables latérales (x, y) ∈ Ω, et z ∈ R+ est la variable axiale (de profondeur). Afin d’alléger
les notations, on notera par la suite u = (x, y). Pour un angle incident α ∈]αc, αmax] donné,
nous obtenons l’acquisition échantillonnée s(α) ∈ RN définie par 2 : ∀i ∈ IN,

s(α)i :=
x

u∈Ai

Qe

x

u ′∈Ω

h(u− u ′)

(∫+∞
z=0

Q(z)I(z, α)f (u ′, z) dz
)
du ′

 du+ bi, (1.8)

où Ai ⊂ Ω représente la région de Ω correspondant au i-ème pixel, h est la fonction
d’étalement du point, Point Spread Function en anglais (PSF), qui est considérée 2D ici
(i. e. constante en z), Qe est l’efficacité quantique (quantum efficiency en anglais), Q(z) re-
présente l’efficacité de collection (collection efficiency en anglais), I modélise la décroissance
de l’onde évanescente dans la direction axiale et est donnée par (1.2) et enfin bi modélise
un signal de fond (bruit de fond) présent au pixel i ∈ IN et indépendant de l’angle incident
α. Ce signal de fond est dû à des sources lumineuses parasites présentes dans l’environne-
ment observé qui peuvent être la conséquence de la réflexion de la lumière, par exemple,
ou bien de la diffusion de la fluorescence dans l’échantillon. Dans les paragraphes suivants,
nous donnons des détails supplémentaires sur les termes composant le modèle (1.8).

efficacité quantique Qe Lorsqu’ils sont excités par l’onde évanescente, les fluoro-
phores émettent des photons qui sont ensuite collectés par une caméra EMCCD afin de les
convertir en électrons puis d’encoder le signal résultant pour former une image. L’efficacité
quantique Qe (électrons/photons) représente le rapport entre le nombre de charges élec-

1. NA = n sin(θ), où n est l’indice de l’huile dans laquelle l’objectif est immergé et θ et le plus grand angle
que l’on puisse obtenir entre l’axe optique et un rayon entrant dans l’objectif depuis le foyer.

2. Ici N ∈N? représente le nombre de pixels de l’image acquise s(α). De plus, chaque pixel de cette image
sera indexé par un seul indice i ∈ IN = {1, . . . ,N}.
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triques générées par le capteur EMCCD (avant l’étape d’amplification d’électrons utilisée
dans ce type de capteurs) et le nombre de photons incidents. En notant respectivement Ne
et Np le nombre d’électrons générés et le nombre de photons incidents pour un pixel, on
définit :

Qe :=
Ne

Np
. (1.9)

L’efficacité quantique n’affecte donc les images résultantes que par un facteur multipli-
catif.

efficacité de collection Q Au vu de la décroissance exponentielle de l’intensité
de l’onde évanescente (excitation) donnée par l’équation (1.2), il est naturel de considé-
rer que l’émission d’une molécule fluorescente excitée suit également une décroissance
exponentielle avec la profondeur z. Cependant, cela n’est pas exactement correct. En ef-
fet, l’émission d’un fluorophore à proximité d’une interface diélectrique est perturbée par
cette dernière (Hellen et Axelrod, 1987). Une description qualitative de ce phénomène
est également donnée par Axelrod (2008).

Le modèle d’émission d’un fluorophore est donc dépendant de sa distance à l’interface
d’une manière assez complexe. Cette dépendance peut être modélisée par un facteur Q(z)

dont le rôle principal est de «déformer» le profil exponentiel lorsque z est proche de 0.
Notons qu’il n’existe pas d’expression analytique pour Q(z) qui dépend aussi d’autres
facteurs comme l’ouverture numérique de l’objectif, la polarisation de l’excitation, ou en-
core l’orientation des fluorophores (Hellen et Axelrod, 1987 ; Axelrod, 2008). Certains
auteurs (Rohrbach, 2000 ; Mattheyses et Axelrod, 2006 ; Ölveczky et al., 1997) ont pro-
posé des méthodes permettant de mesurer le profil de décroissance de l’onde évanescente
prenant ainsi en compte l’efficacité de collection Q(z).

fonction d’étalement du point Étant donné l’épaisseur très fine que l’on observe
(entre 100 et 500 nm), la PSF du système peut être considérée constante en z. Ainsi, son
effet sur les acquisitions peut être modélisé via une convolution 2D comme cela est le cas
dans le modèle (1.8). Avec un tel modèle, h est alors une fonction 2D représentant la tâche
de diffraction (ou tâche d’Airy) qui dépend de la longueur d’onde de la lumière incidente
ainsi que de l’ouverture numérique de l’objectif comme cela est présenté par la figure 5.
Une formulation théorique de la PSF peut être trouvée dans (Born et Wolf, 2000), et dans
certain cas, le lobe central peut être bien approché par une gaussienne (Zhang et al., 2007).

Figure 5 – Tâche d’Airy pour deux valeurs différentes de l’ouverture numérique de l’objectif :
NA = 0.32 (gauche) et NA = 1.16 (droite). Ces images ont été réalisées avec les
illustrations interactives des tutoriels Zeiss [http://www.zeiss.com/microscopy/en_de/
solutions/reference/all-tutorials/].

http://www.zeiss.com/microscopy/en_de/solutions/reference/all-tutorials/
http://www.zeiss.com/microscopy/en_de/solutions/reference/all-tutorials/
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note sur les modèles multi-indices Lors d’acquisitions in vivo, la simple inter-
face entre la lamelle de verre et la solution aqueuse contenant l’échantillon considérée
précédemment n’est pas complètement réaliste. En effet, un modèle plus complet devrait
prendre en compte différentes interfaces séparant les différentes couches de l’échantillon
(e. g. verre, eau, membrane, cytoplasme...), chacune ayant un indice de réfraction différent.
Un tel modèle, considérant 4 couches, a été proposé par Gingell et al. (1987). Cependant
ce modèle est très complexe et nous garderons, dans la suite, l’hypothèse d’une unique
interface entre deux milieux d’indices différents. Notons que Ölveczky et al. (1997) ont
étudié en simulations l’influence d’une telle simplification. Leurs conclusions indiquent
qu’un léger biais sur l’estimation de la profondeur des structures biologiques est intro-
duit par le modèle simplifié et qu’il peut être réduit en augmentant l’indice de la solution
aqueuse de sorte à le rapprocher de celui du cytoplasme et de la membrane cellulaire.
Aussi, Boulanger et al. (2014) ont proposé un modèle où l’indice du milieu observé, bien
que considéré constant selon z, peut varier dans le plan Ω. Des exemples numériques sur
des données réelles montrent alors qu’estimer à la fois l’indice variable et la densité de
fluorophores permet une meilleure localisation axiale des structures en comparaison à la
seule estimation de la densité de fluorophores pour un indice fixé.

simplification du modèle Dans la suite de ce manuscrit nous utiliserons une ver-
sion simplifiée de (1.8) faisant abstraction de l’efficacité quantique Qe (facteur multiplicatif),
de l’efficacité de collection Q(z) et de l’effet de la PSF. Ce modèle simplifié s’écrit : ∀i ∈ IN,

s(α)i :=
x

u∈Ai

(
I0(α)

∫+∞
z=0

exp(−zp(α))f (u, z) dz
)
du+ bi. (1.10)

Notons qu’avec un tel modèle, f représente la densité de fluorophores de l’échantillon
convoluée par la PSF. Nous verrons au chapitre 4 qu’une telle simplification du modèle
reste tout a fait représentative du système utilisé.

1.2 varier l’angle d’incidence : un accès à une information tridimen-
sionnelle

1.2.1 Variation de la décroissance de l’intensité de l’onde évanescente avec l’angle d’incidence

Nous nous intéressons maintenant aux acquisitions dites MA-TIRF. Considérons un en-
semble de L ∈N? angles incidents :

A := {αl, l ∈ IL : αc < α1 < · · · < αL 6 αmax} . (1.11)

Une acquisition MA-TIRF est alors définie comme étant l’ensemble des acquisitions TIRF

obtenues pour les angles incidents appartenant à A. On note :

S := (s(α1), . . . , s(αL)) ∈ RN×L, (1.12)

où s(α) est défini par le modèle (1.8).

La profondeur de pénétration de l’onde évanescente étant directement liée à l’angle
incident par la relation (1.3), la variation de ce dernier entraîne une modification de la
décroissance du champ d’excitation. En particulier, plus l’angle incident est grand, plus
la décroissance de l’onde évanescente est rapide comme cela est illustré sur la figure 6. Il
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en résulte que les fluorophores les plus distants de l’interface ne sont plus excités pour
des angles incidents éloignés de l’angle critique. Cela suggère qu’à partir d’acquisitions
MA-TIRF, il est possible d’extraire une information tridimensionnelle sur les structures bio-
logiques observées avec le potentiel de repousser les limites de résolution (axiale) rencon-
trées en microscopie conventionnelle.

αc αc αc αc

Figure 6 – MA-TIRF. La ligne du haut schématise l’évolution de l’onde évanescente lorsque l’angle
incident augmente. La ligne du bas montre des exemples d’acquisitions d’un échantillon
pour différents angles d’incidence évoluant comme sur la ligne supérieure.

À titre d’exemple, alors que la résolution axiale est d’environ 500 nm pour un micro-
scope confocal ou de l’ordre de 250 nm pour un microscope à feuille de lumière (Selective
Plane Illumination Microscopy), une simple acquisition TIRF pour un angle incident proche
de l’angle maximal αmax est capable de limiter l’excitation sur une épaisseur de l’ordre de
100 nm au niveau de l’interface. Une reconstruction à partir d’acquisitions MA-TIRF peut
quant à elle fournir des images ayant une résolution axiale de quelques dizaines de na-
nomètres sur une épaisseur allant de 500 à 800 nm (Boulanger et al., 2014 ; Dos Santos

et al., 2014). Cependant, ces approches ne permettent qu’une amélioration de la résolu-
tion axiale et la résolution latérale reste identique à celle des microscopes conventionnels.
Notons tout de même qu’il est envisageable de combiner le MA-TIRF avec des techniques
de microscopie permettant une amélioration de la résolution latérale. Par exemple Fiolka

et al. (2008b) combinent le TIRF avec la Harmonic Excitation Light Microscopy (HELM) qui
est une technique utilisant une illumination structurée pour améliorer la résolution latérale
des images (Frohn et al., 2000).

1.2.2 Un problème inverse mal posé

Afin d’atteindre une telle résolution axiale, tout l’enjeu est de résoudre le problème
inverse. C’est-à-dire, estimer la position axiale des structures biologiques d’intérêt (inacces-
sible par une mesure directe) à partir d’une acquisition MA-TIRF constituée, comme nous ve-
nons de le voir, d’un ensemble d’acquisitions TIRF pour différents angles d’incidence. Tout
d’abord, un premier travail consiste à étudier si le problème est bien posé. Un problème est
dit bien posé au sens de Hadamard (1902) si il vérifie les trois propriétés suivantes :

1. une solution existe ;

2. la solution est unique ;

3. la solution est continue par rapport aux données.
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Pour étudier brièvement le caractère mal-posé de notre problème de reconstruction
MA-TIRF, commençons par remarquer son lien avec la transformée de Laplace. En effet,
en ignorant l’intégration sur Ai, le modèle simplifié (1.10) n’est autre qu’une transformée
Laplace pondérée par le facteur I0. Pour rappel, la transformée de Laplace d’une fonction
f réelle continue définie sur R+ est donnée par :

Lf (p) :=
∫+∞
0

f (x) exp(−px)dx, (1.13)

où p ∈ C est une variable complexe 3. Étant donné une fonction F(p), p ∈ C, vérifiant
certaines conditions (Bellman et Roth, 1984 ; Schiff, 2013), une formule d’inversion de la
transformée de Laplace existe permettant de déterminer une fonction f telle que Lf = F.
Par ailleurs, le théorème de Lerch (1903) nous assure que si deux fonctions f1 et f2 sont
telles que Lf1 = Lf2, alors f1 et f2 sont égales sauf au plus en des points isolés. Ainsi, en se
restreignant aux fonctions continues, l’inverse de la transformée de Laplace est uniquement
définie.

Cependant pour notre problème, nous avons accès qu’à un nombre fini de mesures d’une
fonction F(p) pour des valeurs de p ∈ [p0,+∞) (p0 ∈ R+). L’inversion numérique à partir
de telles données ne peut donc pas être réalisée à partir de méthodes numériques basées
sur la formule d’inversion de la transformée de Laplace qui nécessite de connaître F(p)
sur une droite du plan complexe parallèle à l’axe imaginaire (Schiff, 2013, chapitre 4). Par
ailleurs, le problème d’inversion de la transformée de Laplace à partir de valeurs sur la
droite réelle 4 est connu pour être difficile et très instable (Epstein et Schotland, 2008).

Prenons l’exemple proposé par Bellman et Roth (1984) où ils considèrent la fonction
εω(t) = sin(ωt) dont la transformée de Laplace est donnée par

Lεω(p) =
ω

p2 +ω2
. (1.14)

Considérons une suite (ωn)n∈N telle que limn→+∞ ωn = +∞. Alors on a,

lim
n→+∞ Lεωn = 0, (1.15)

ce qui montre que la condition de continuité de la solution par rapport aux données n’est
pas vérifiée. En effet, nous avons

lim
n→+∞ L(f+ εωn) = Lf, (1.16)

mais

lim
n→+∞ f+ εωn 6= f. (1.17)

Une autre façon de voir le caractère mal-posé du problème inverse MA-TIRF est de s’inté-
resser à sa version discrète qui est finalement celle que nous allons réellement utiliser en
pratique. En considérant le cas unidimensionnel où f ∈ RM est un vecteur représentant une

3. Notons que cette intégrale peut ne pas exister. En particulier, des conditions suffisante pour qu’elle existe
sont que f soit intégrable sur [0, T ] pour tout T ∈ R+ et qu’elle vérifie |f (x)| 6 aebt pour certaines constantes
a et b. Sous de telles conditions, la transformée de Laplace existe pour tout p appartenant au demi plan
complexe Re(b) > 0 (Bellman et Roth, 1984 ; Schiff, 2013).

4. Problème qui se pose généralement pour les phénomènes physiques réels.
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discrétisation de f selon l’axe z pour une certaine position u ∈ Ω, le modèle linéaire (1.10)
se réécrit :

s = Hf+ b, (1.18)

où s ∈ RL est un vecteur contenant les mesures pour les L angles incidents, b ∈ R est une
constante modélisant le signal de fond et H ∈ RL×M est la matrice de l’opérateur discré-
tisé. Clairement, le problème inverse consistant à retrouver f à partir des données s admet
une unique solution si et seulement si H est inversible. Cela impose d’une part d’avoir
L = M, et d’autre part que Ker(H) = {0RM}. Généralement, l’une ou l’autre de ces deux
conditions n’est pas vérifiée pour des configurations (i. e. L, M choix des discrétisations...)
intéressantes en pratique. De plus, lorsque l’on se place dans un cadre favorable pour as-
surer l’inversibilité de H, son conditionnement reste très mauvais et le problème mal-posé.

Estimer la position axiale de structures biologiques à partir d’acquisitions MA-TIRF est
donc un problème inverse mal posé et il sera nécessaire de le régulariser afin de le ré-
soudre numériquement. Ces points seront abordés dans le chapitre 3 où nous verrons en
particulier qu’imposer la positivité de la solution, qui est une contrainte complètement
justifiée par la physique du problème, se révèle être très importante.

1.3 les différents types de bruits

Nous nous intéressons dans cette section aux différents types de bruits venant dégrader
la qualité des images acquises. Nous distinguerons deux types de bruit : ceux qui sont
intrinsèques au signal reçu et ceux provenant du capteur.

1.3.1 Bruit intrinsèque au signal reçu : le bruit de photons

Le bruit de photons 5 (ou encore bruit de grenaille ou bruit quantique) est dû à la nature
quantique de la lumière. Son origine vient du fait que les fluorophores émettent aléatoire-
ment des photons, ce qui fait qu’entre t et t+ τe (où τe représente le temps d’exposition),
un nombre variable de photons ont été émis, et donc également un nombre variable de
photons ont été collectés par le capteur. Ainsi l’amplitude du signal électrique généré dans
le capteur (en chaque pixel) fluctue selon une statistique de Poisson dont la variance est
donnée par

σ2pht = QeΦphtτe, (1.19)

où Φpht (photons/second/pixel) représente le flux de photons incident et Qe l’efficacité
quantique (1.9). Ce bruit est d’autant plus perceptible que l’émission de photons par les
fluorophores excités est faible.

1.3.2 Bruits émanant de la caméra

En plus du bruit de photons, le capteur lui même introduit d’autres types de bruits (Rob-
bins et Hadwen, 2003 ; Dussault et Hoess, 2004 ; Fellers et Davidson, 2004). Commen-
çons tout d’abord par rappeler le fonctionnement des capteurs EMCCD. La toute première
fonction d’un tel capteur consiste en la création d’une charge électrique (électron) en réac-

5. Shot noise en Anglais.
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tion à une illumination (photon). Cette étape est réalisée par effet photoélectrique 6 au sein
d’un semi-conducteur. La surface semi-conductrice du capteur est organisée sous forme de
matrice où chaque élément correspond à un pixel. Chaque pixel est ainsi constitué d’un
puits capable de collecter les électrons générés par effet photoélectrique lors de l’exposition.
La quantité d’électrons retenue dans un puits est ainsi proportionnelle à la quantité de lu-
mière reçue par ce pixel. Ensuite, une fois l’exposition terminée, les paquets d’électrons
sont transférés lignes par lignes puis colonnes par colonnes vers un convertisseur en ten-
sion. Notons que les caméras EMCCD possèdent un amplificateur d’électrons placé avant
le convertisseur de sortie. Enfin, la tension résultante est alors quantifiée afin d’encoder
numériquement l’image observée.

bruit généré par le courant d’obscurité Le courant d’obscurité 7 (ou encore bruit
thermique) est un phénomène dû à l’agitation naturelle des électrons. Cette agitation natu-
relle est suffisante pour éjecter occasionnellement un électron de la bande de valence vers
la bande de conduction sans effet photoélectrique. Il y a donc création de charges supplé-
mentaires qui viennent perturber le signal. Tout comme pour l’arrivée des photons sur le
détecteur, le nombre d’électrons générés par agitation thermique suit une distribution de
Poisson dont la variance est donnée par

σ2obs = Dcτe, (1.20)

où Dc (électrons/secondes/pixels) représente le courant d’obscurité. Une expression de
Dc fonction (entre autres) de la température peut être trouvée dans (Dussault et Hoess,
2004). L’agitation des électrons augmentant avec la température, il est possible de réduire
nettement ce bruit par refroidissement. Les cameras EMCCD actuelles sont généralement
suffisamment refroidies (≈ −70°) pour que ce phénomène soit négligeable.

bruit d’amplification et de lecture Ce bruit est produit par le circuit électro-
nique réalisant l’amplification et la conversion des paquets d’électrons en tension. C’est
une combinaison de plusieurs bruits. En particulier nous pouvons dissocier :

— le bruit de Johnson-Nyquist (ou bruit thermique) produit par l’agitation thermique des
électrons au sein d’une résistance de l’amplificateur de sortie ;

— le bruit de reset (reset noise ou encore KTC noise), lié aux fluctuations de la tension de
référence d’une capacité impliquée dans la conversion charge/tension ;

— le bruit de filcker (ou bruit 1/f) qui est inversement proportionnel à la fréquence de
lecture des pixels ;

— le bruit de quantification.

Nous renvoyons le lecteur à (Fellers et Davidson, 2004) pour plus de détails. Générale-
ment ce bruit de lecture est considéré gaussien et on notera sa variance σ2lec.

6. Passage d’un électron de la bande de valence à la bande de conduction lorsqu’on lui fournit une énergie
suffisante. La particularité des semi-conducteurs, comparés aux isolants, est que le «gap» entre ces deux bandes
est suffisamment faible pour permettre d’arracher un électron à la bande de valence et de créer une paire
électron-trou.

7. Dark noise en Anglais.
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1.3.3 Quel(s) bruit(s) considérer dans le modèle ?

D’après ce qui précède, et en incluant quelques simplifications 8, le bruit présent sur une
acquisition peut être modélisé par un bruit mixte poissonien-gaussien :

P(σ2pht) +N(0, σ2lec), (1.21)

où σ2pht, la quantité d’électrons générée en réponse aux photons incidents, est dans le
cas du TIRF donnée par le modèle (1.8). Ces bruits seront à considérer pour la résolution
numérique du problème inverse qui sera présentée dans le chapitre 3.

8. Notamment en supposant la caméra suffisamment refroidie pour négliger le courant d’obscurité qui,
d’après Zhang et Chen (2009), représente le bruit le plus important apporté par la caméra en dehors du bruit
de lecture.
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux différentes méthodes numériques de la
littérature dédiées à la reconstruction MA-TIRF. Nous en distinguons plusieurs catégories.
D’une part celles basées sur un a priori de forme des structures biologiques observées. Dans
ce contexte, l’objectif consiste alors en l’estimation des paramètres d’un certain modèle de
forme défini à partir des connaissances disponibles sur l’échantillon observé. D’autre part,
nous verrons aussi que certains auteurs se sont penchés sur des méthodes variationnelles
avec régularisation afin d’aborder le problème inverse. Enfin, nous présenterons des tra-
vaux récents où les auteurs proposent une méthode originale d’acquisition permettant de
s’affranchir du problème de reconstruction.

2.1 les méthodes basées sur un a priori de forme

2.1.1 Modèles unidimensionnels

Déterminer la profondeur de la membrane cellulaire est sans doute une des premières
applications à avoir été étudiée à partir d’acquisitions TIRF/MA-TIRF. Une idée assez natu-
relle pour résoudre ce problème est basée sur les trois points suivant :

— définir un modèle paramétrique simple pour l’inconnue f (u, ·), où au moins l’un
des paramètres est caractéristique de la profondeur de la membrane pour la position
latérale u ∈ Ω ;

— réaliser l’intégration TIRF simplifiée pour le modèle f (u, ·) précédent :

s(α, u) = I0(α)
∫+∞
0

exp(−zp(α))f(u, z)dz, (2.1)

afin d’obtenir une expression exacte (fonction des paramètres introduits précédem-
ment) des observations TIRF pour ce modèle ;

— estimer, pour chaque position discrète ui ∈ Ω, i ∈ IN, les paramètres du modèle par
ajustement aux données TIRF/MA-TIRF s(α, ui) (mesurées pour différents α > αc).

modèles proposés Trois modèles pour f (u, ·) reviennent dans plusieurs travaux de la
littérature. En notant respectivement Cu ∈ R+ et zu ∈ R+ la concentration en fluorophores
et la position axiale de la membrane pour la position latérale u ∈ Ω, ces modèles sont les
suivants :

23
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— le modèle Dirac, utilisé dans le cas où la membrane contient le marquage fluorescent,
est défini par (Reichert et Truskey, 1990 ; Truskey et al., 1992 ; Burmeister et al.,
1994 ; Ölveczky et al., 1997 ; Dos Santos et al., 2014 ; Dos Santos et al., 2016) :

f (u, z) = Cuδ0(z− zu). (2.2)

Pour ce modèle, l’équation (2.1) devient :

s(α, u) = I0(α)Cu exp(−zup(α)). (2.3)

— le modèle Top-Hat, adapté pour la configuration où le marquage est réalisé sur la solu-
tion englobant la cellule, est donné par (Ölveczky et al., 1997) :

f (u, z) = Cu1{z6zu}, (2.4)

et conduit à

s(α, u) = I0(α)
Cu

p(α)

(
1− exp(−zup(α))

)
. (2.5)

— le modèle shifted step function, proposé pour le cas où les marqueurs fluorescents sont
injectés dans le cytoplasme, s’exprime (Ölveczky et al., 1997) :

f (u, z) = Cu1{z>zu}. (2.6)

Pour ce dernier modèle, (2.1) devient

s(α, u) = I0(α)
Cu

p(α)
exp(−zup(α)). (2.7)

estimation des paramètres Là encore, plusieurs méthodes d’estimation des pa-
ramètres Cu et zu ont été utilisées par différents auteurs. La plus intuitive est certai-
nement l’ajustement par moindres carrés des modèles (2.3), (2.5) et (2.7) aux données
mesurées s(α, ui). Ölveczky et al. (1997) réalisent cela avec l’algorithme de Levemberg-
Marquardt (Marquardt, 1963).

Une autre méthode, utilisée par Dos Santos et al. (2014), Dos Santos et al. (2016) et Saf-
farian et Kirchhausen (2008) consiste à normaliser une acquisition TIRF avec une image
du même échantillon acquise par épifluorescence. Ce ratio a la particularité d’éliminer l’in-
connue Cu du problème. Ainsi, seule la dépendance en l’inconnue zu est conservée et une
expression directe de cette dernière est dérivée. Notons que cette méthode nécessite un
pré-traitement dû à la dégradation de l’image acquise en épifluorescence par un signal
hors champ. Similairement, Stabley et al. (2015) utilisent le ratio entre deux acquisitions
TIRF obtenues pour un même angle incident mais avec des longueurs d’ondes d’excitation
différentes afin d’estimer la position axiale de molécules possédant un double marquage.

La principale limitation de ce type d’approches vient d’une part de la forte contrainte
de forme imposée qui doit rester une hypothèse physiquement acceptable et d’autre part
du fait que le bruit présent sur les images n’est pas pris en compte (en général les auteurs
réalisent un filtrage des données avant la reconstruction pour diminuer le bruit mais cela
a l’inconvénient de modifier également les acquisitions).
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2.1.2 Modèles 3D pour les vésicules de sécrétion

Des méthodes très similaires à celles présentées dans le paragraphe précédent ont été
proposées par Rohrbach (2000) ou encore Loerke et al. (2002) afin d’estimer la position
et le diamètre de vésicules de sécrétion. Les auteurs modélisent de telles structures biolo-
giques par des volumes sphériques (Rohrbach, 2000) ou cubiques (Loerke et al., 2002) et
réalisent ensuite l’estimation (moindres carrés) des paramètres définissant ces modèles à
partir d’acquisitions MA-TIRF. Notons que de telles méthodes ne fonctionnent que pour des
vésicules isolées préalablement détectées sur l’une des acquisitions MA-TIRF.

Dans (Soubies et al., 2014a), nous avons également utilisé un modèle de sphères pour
représenter des vésicules de sécrétion. Dans un contexte bayésien, nous avions formulé le
problème comme la minimisation d’un terme d’attache aux données, prenant en considé-
ration la statistique de Poisson du bruit de photons, plus un terme a priori imposant en
particulier une contrainte de non-recouvrement des objets. Ensuite, étant donné que les
inconnues d’un tel problème sont à la fois le nombre d’objets et leurs paramètres, l’esti-
mation était réalisée par Processus Ponctuels Marqués (Descombes, 2011 ; Van Lieshout,
2000).

Enfin, Liang et al. (2012) ont proposé une méthode bayésienne pour l’estimation des
caractéristiques (position axiale, rayon, intensité...) de particules subcellulaires. Considé-
rant des particules de l’ordre de grandeur de la résolution latérale des pixels des images
MA-TIRF, et prenant en considération l’effet de la PSF, les auteurs proposent de modéliser
la distribution spatiale des fluorophores dans la plan Ω d’une image du stack MA-TIRF

par une somme de gaussiennes dont les paramètres (positions, variance, intensité...) sont
reliées aux caractéristiques des particules observées.

Après une détection des particules sur la moyenne du stack MA-TIRF (afin de réduire le
bruit), les paramètres des gaussiennes sont estimés par Maximum A Posteriori (MAP). Le
problème de maximisation résultant étant trop compliqué pour le résoudre directement,
les auteurs proposent une alternative consistant en l’estimation successive des différents
paramètres. Nous renvoyons le lecteur vers (Liang et al., 2012) pour plus de détails. En-
fin, bien que les rayons des particules dans le plan Ω soient estimés, ces dernières sont
considérées ponctuelles (diracs) selon la direction axiale.

2.1.3 Structures curvilignes

Dans sa thèse, Yang (2010) (voir aussi (Yang et al., 2011)) s’intéresse à la reconstruction
3D de microtubules 1 à partir de données MA-TIRF. La méthode développée exploite la
structure curviligne des microtubules et fonctionne en deux étapes :

1. segmentation des microtubules (dans Ω) par une méthode de plus court chemin (Co-
hen et Kimmel, 1997) en ayant la connaissance des deux extrémités de ces derniers
(indiquées manuellement) ;

2. estimation de la position axiale le long de chaque microbutule segmenté en excluant
les points où deux microtubules se croisent afin d’éviter toute ambiguïté. Cette es-
timation est réalisée par MAP en considérant une statistique de bruit poissonienne
prenant ainsi en compte le bruit de photons. Un a priori géométrique est également

1. Petits cylindres creux (' 25 nm) qui ont deux fonctions principales au sein de la cellule. D’une part
ils permettent de transporter les vésicules ainsi que d’autres composants vers la membrane ou vers le corps
cellulaire. D’autre part ils sont également impliqués dans le mécanisme de division cellulaire (mitose) où ils
jouent un rôle très important en permettant le déplacement des chromosomes.
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utilisé permettant de contrôler «l’élasticité» et la «rigidité» des microtubules. Enfin,
l’optimisation du critère résultant est effectuée par un algorithme de descente de
gradient.

Soulignons que Yang (2010) ne considère pas le modèle théorique (1.2) mais propose
d’estimer le profil de décroissance de l’onde évanescente à partir d’une grande bille mar-
quée sur sa surface par des molécules fluorescentes s’inspirant de la méthode proposée
par Mattheyses et Axelrod (2006). Aussi, une méthode d’estimation de l’intensité à l’in-
terface I0 (donnée théoriquement par (1.4) et (1.5) suivant la polarisation) est proposée à
partir d’une acquisition de petites billes fluorescentes placées à l’interface entre la lamelle
de verre et l’échantillon.

2.2 approches variationnelles régularisées

Boulanger et al. (2014) ont proposé une approche variationnelle pour estimer la densité
tridimensionnelle de fluorophores à partir d’acquisitions MA-TIRF. À notre connaissance,
ces travaux sont les premiers et les seuls à ce jour à utiliser une telle approche basée sur
l’inversion de l’opérateur TIRF. Étant donné que le problème est mal posé (cf. chapitre 1),
les auteurs imposent une contrainte de positivité et de régularité spatiale à la solution
recherchée. Plus précisément, ils se proposent de résoudre le problème suivant :

f̂ ∈ arg min
f
‖Hf− s‖2 + λ‖f‖TV +

1

2
d2f>0, (2.8)

où H et f sont des versions discrètes respectivement de l’opérateur TIRF et de la densité de
fluorophores, s représente les acquisitions MA-TIRF, ‖ · ‖TV est la norme de variation totale
définie en (3.18) (page 33) et enfin d2f>0 définit la distance au carré de f à l’ensemble des
positifs :

d2f>0 =
∑
i∈IN
fi<0

f2i . (2.9)

Cette dernière contrainte est volontairement plus souple que la contrainte de positi-
vité classique impliquant la fonction indicatrice. En effet, le terme d2f>0 est un moyen
de prendre en compte l’incertitude sur l’estimation du background (signal de fond) réalisée
par Boulanger et al. (2014) à partir d’une image supplémentaire, dite dark image, qui est
lissée et soustraite à l’acquisition. Enfin, l’optimisation de cette fonctionnelle est réalisée
avec le Parallel ProXimal Algorithm (PPXA) (Combettes et Pesquet, 2008).

Afin de prendre en compte les variations de l’indice de réfraction dans l’échantillon, les
auteurs proposent de sélectionner parmi un ensemble d’indices préalablement définis celui
minimisant l’erreur de reconstruction (pour chaque pixel du plan Ω).

Pour finir, une dernière méthode de reconstruction aveugle est proposée. Dans ce cas,
l’opérateur H ainsi que la densité de fluorophores f sont estimés de manière jointe. De
plus, l’opérateur recherché est contraint à avoir une norme unitaire (‖H‖ = 1) et à être
positif (H > 0).

Ces différentes méthodes ont été utilisées pour observer des filaments d’actine 2, des mi-
crotubules ainsi que le phénomène d’exocytose 3 de vésicules de sécrétion. Une résolution

2. Plus de détails sur les filaments d’actine seront donnés dans le chapitre 5.
3. Processus de fusion d’une vésicule intra-cellulaire à la membrane permettant de libérer son contenu à

l’extérieur de la cellule.
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axiale de l’ordre de 40− 50 nm est atteinte sur une épaisseur de 800 nm. Notons que l’ap-
proche aveugle a permis de révéler plus de détails quant à la position axiale des structures
observées en comparaison avec la méthode non-aveugle.

2.3 une technique d’acquisition directe du volume 3d

Une méthode originale a récemment été proposée par Fu et al. (2016) pour extraire une
information tridimensionnelle à partir d’images MA-TIRF. L’idée est relativement simple et
consiste en une succession d’acquisitions et de photoblanchiment en partant de l’angle
maximal vers l’angle critique comme cela est illustré par la figure 7. Pour le plus grand
angle incident admissible, la profondeur de pénétration de l’onde évanescente est la plus
courte. La première acquisition (dite «prebleach») vient donc imager une couche très fine
adjacente à la lamelle de verre. Cette acquisition est suivie d’un photoblanchiment réalisé
avec le même angle d’incidence ce qui a pour effet d’entraîner l’extinction de la fluorescence
des molécules présentes dans cette couche. Une nouvelle acquisition dite «postbleach» est
alors réalisée et la soustraction de l’image «prebleach» par l’image «postbleach» donne ac-
cès à une section axiale de l’échantillon. En répétant l’opération avec un angle incident plus
faible, les auteurs ont maintenant directement accès à un plan plus profond de l’échantillon.
Cette méthode permet donc de construire un volume 3D de l’échantillon dès l’acquisition
sans avoir recours à des méthodes de reconstruction.

Figure 7 – Illustration schématique du processus séquentiel d’acquisition et photoblanchiment
(ligne du haut). Exemple réel sur une bille marquée sur sa surface (ligne du bas). [Image
extraite de (Fu et al., 2016)]

Les auteurs affirment atteindre avec cette méthode une résolution axiale de l’ordre de
20 nm sur une épaisseur de 200 nm. Notons que cette approche reste limitée pour des
acquisitions invivo à cause du photoblanchiment qui est réalisé.
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Ce chapitre présente l’approche que nous avons utilisée pour résoudre le problème in-
verse rencontré dans le contexte de reconstruction d’images biologiques à partir de don-
nées MA-TIRF. Après avoir discrétisé le modèle, nous formulons le problème de recons-
truction en termes de minimisation d’une fonctionnelle, définie dans un cadre bayésien, à
laquelle nous ajoutons un terme de régularisation afin de stabiliser la solution. Une étude
en dimension 1 est ensuite réalisée pour comprendre l’effet des différents termes de régu-
larisation ou encore de la modélisation du signal de fond.

3.1 approche bayésienne du problème inverse

3.1.1 Du modèle continu au modèle discret

Afin de résoudre le problème inverse numériquement, nous devons tout d’abord discré-
tiser le modèle TIRF présenté dans le chapitre 1, et en particulier le modèle simplifié (1.10)
dont nous rappelons l’expression : pour α ∈]αc, αmax], ∀i ∈ IN,

s(α)i :=
x

u∈Ai

(
I0(α)

∫+∞
z=0

exp(−zp(α))f (u, z) dz
)
du+ bi, (3.1)

où s(α) ∈ RN définit l’acquisition obtenue pour l’angle incident α, Ai ⊂ Ω représente la
région de Ω correspondant au i-ème pixel 1, f : Ω×R+ → R+ est la densité de fluoro-
phores de l’échantillon observé et bi modélise un signal de fond présent au pixel i ∈ IN

de l’acquisition s(α).

Nous commençons donc par discrétiser l’inconnue f du problème inverse. La discré-
tisation dans le plan Ω étant définie par l’acquisition s(α) (i. e. par le capteur EMCCD),

1. Où Ω ⊂ R2 est le domaine d’observation 2D.

29
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nous nous focalisons sur la discrétisation dans la direction axiale (Oz). Soit zmax ∈ R+,
une borne supérieure à partir de laquelle nous considérons que le système TIRF n’est plus
capable d’imager l’échantillon (typiquement 500− 600 nm). On se donne alors une discré-
tisation {z1, . . . , zM}, M ∈ N? de [0, zmax] correspondant aux centres de cellules de taille
{δz1 , . . . , δzM} (i. e. la discrétisation n’est pas nécessairement régulière). Puis on considère
que,

∀i ∈ IN, ∀j ∈ IM, f (u, z) = fij ∈ R ∀(u, z) ∈ Ai ×
[
zj −

δzj
2
, zj +

δzj
2

[
. (3.2)

Autrement dit, on approche f par une fonction constante par morceaux dont les coeffi-
cients dans la base (φij)i∈IN,j∈IM , définie par

∀(u, z) ∈ Ω× [0, zmax], φij(u, z) =

 1 si (u, z) ∈ Ai ×
[
zj −

δzj
2 , zj +

δzj
2

[
,

0 sinon ,
(3.3)

sont donnés par f ∈ RN×M (i. e. fij = 〈f , φij〉). Notons que nous aurions également pu
représenter f dans une autre base (e. g. une base de B-Splines).

Considérons maintenant S = (s(α1), . . . , s(αL)) ∈ RN×L, une acquisition MA-TIRF obte-
nue pour L angles incidents différents appartenant à A (défini en (1.11) page 17). Alors
nous avons ∀i ∈ IN,

Si· = H̃fi· + bi, (3.4)

où bi ∈ R est une constante 2, Si· = [s(α1)i, . . . , s(αL)i]T , fi· = [fi1, . . . , fiM]T et H̃ ∈ RL×M

définit la matrice d’acquisition dont les coefficients sont donnés par : ∀(l, j) ∈ IL × IM,

H̃lj = I0(αl)

∫z+j
z−j

exp (−zp(αl))dz =
I0(αl)

p(αl)

[
exp

(
−z−j p(αl)

)
− exp

(
−z+j p(αl)

)]
, (3.5)

avec z−j = zj −
δzj
2 et z+j = zj +

δzj
2 . Un exemple d’une telle matrice est présenté sur la

figure 8. On remarque clairement que les colonnes correspondants aux z grands sont très
corrélées (i. e. presque identiques) ce qui suggère que la qualité de la reconstruction sera
moindre pour des objets éloignés de l’interface. D’autre part, le conditionnement de cette
matrice est très mauvais (5e+17 pour l’exemple de la figure 8), montrant une fois de plus le
caractère mal posé du problème de reconstruction associé (voir aussi la figure 10). Notons
tout de même que ce conditionnement dépend du choix de la discrétisation axiale et de
l’échantillonnage des angles incidents, mais reste toujours très mauvais pour des discréti-
sations intéressantes en pratique (i. e. δz 6 50 nm et un nombre d’angles L suffisamment
petit, e. g. 10− 20, pour rester en mesure d’imager des dynamiques rapides).

Dans la suite, afin d’alléger les notations, nous définissons l’opérateur linéaire suivant :

H : RN×(M+1) −→ RN×L

(f, b) 7−→ S tel que Sil = (H̃fi·)l + bi (3.6)

On a donc S = H(f, b) et on notera H?(S) l’opérateur adjoint de H vérifiant :

〈H(f, b), S〉RN×L = 〈H?(S), [f, b]〉RN×(M+1) . (3.7)

2. En effet, on considère que le signal de fond est indépendant du phénomène TIRF et donc indépendant
de l’angle incident. Cependant, il peut varier dans le plan latéral Ω.
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z

α

Figure 8 – Exemple d’une matrice d’acquisition TIRF.

3.1.2 Vraisemblance des observations

Dans le but de résoudre le problème inverse, une méthode classique consiste à maximiser
la vraisemblance des observations sachant le modèle, i. e.

(f̂, b̂) ∈ arg max
f∈RN×M

b∈RN

P(S|f, b). (3.8)

Généralement, on s’intéressera plutôt à la minimisation de l’anti-logarithme de P(S|f, b)

(ou encore neg-log vraisemblance) :

(f̂, b̂) ∈ arg min
f∈RN×M

b∈RN

− log
(
P(S|f, b)

)
. (3.9)

Bien que le signal de fond b puisse être estimé à partir d’une zone de l’image ne conte-
nant pas de structures biologiques, nous nous plaçons dans le contexte de l’estimation
jointe de f et b. Nous reviendrons sur l’intérêt d’une telle estimation dans la section 3.2.4.

Dans les deux prochains paragraphes, nous explicitons la fonction de vraisemblance
dans le cas où le bruit est considéré respectivement gaussien et poissonien. Le principe
général est le suivant :

1. on détermine la probabilité conditionnelle P(Sil|H(f, b)il) qui n’est autre que la pro-
babilité du bruit étant donné que l’on est sous l’hypothèse : H(f, b)il connu ;

2. l’indépendance du bruit (∀i ∈ IN), et donc des probabilités conditionnelles, permet
ensuite de déterminer la loi jointe conditionnelle (i. e. la vraisemblance) comme il
suit :

P(S|f, b) =
∏

(i,l)∈IN×IL

P(Sil|H(f, b)il). (3.10)

cas gaussien Lorsque le bruit est considéré gaussien de variance σg connue, la proba-
bilité conditionnelle P(Sil|H(f, b)il) est donnée par

P(Sil|H(f, b)il) =
1√
2πσg

exp
(
−
(Sil −H(f, b)il)

2

2σ2g

)
, (3.11)
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et l’estimation de f et b à partir des observations S nécessite alors la résolution du problème
de moindres carrés (minimisation de la neg-log vraisemblance),

(f̂, b̂) ∈ arg min
f∈RN×M

b∈RN

‖H(f, b) − S‖2. (3.12)

cas poissonien Dans le cas d’un bruit poissonien, nous avons

P(Sil|H(f, b)il) =
[H(f, b)il]

Sil exp (−H(f, b)il)

Sil!
, (3.13)

où Sil représente ici un comptage de photons. Cette expression conduit au problème de
minimisation suivant :

(f̂, b̂) ∈ arg min
f∈RN×M

b∈RN

∑
(i,l)∈IN×IL

−Sil log (H(f, b)il +β) +H(f, b)il, (3.14)

où nous avons introduit un paramètre β ∈ R?
+ afin d’éviter la singularité de la fonctionnelle

lorsque f et b sont nuls.

Notons que les deux problèmes (3.12) et (3.14) sont convexes et peuvent être résolus par
de nombreux algorithmes (voir section 3.1.4).

cas poissonien-gaussien Comme nous l’avons vu dans la section 1.3, une descrip-
tion plus précise du bruit présent sur les données consiste à prendre en compte un bruit
mixte poissonien-gaussien. Dans ce cas, la vraisemblance est une fonction plus complexe
résultant d’une convolution entre les deux types de distributions (Benvenuto et al., 2008).
L’optimisation de la fonctionnelle neg-log résultante est alors un problème plus difficile
que dans le cas où seul le bruit gaussien (resp. poissonien) est considéré. C’est pourquoi,
il est très souvent considéré que seulement l’un de ces deux types de bruit est présent. Ce-
pendant, plusieurs auteurs ont montré la (stricte) convexité et l’existence de minimiseurs
pour la neg-log associée au cas poissonien-gaussien (Benvenuto et al., 2008). Par ailleurs,
il a aussi été montré que cette fonctionnelle était à gradient-Lipschitz (Jezierska, 2013 ;
Chouzenoux et al., 2015) et des algorithmes d’optimisation itératifs ont été proposés.

L’existence de ces travaux est donnée à titre informatif et nous ferons, dans la suite,
l’hypothèse qu’un seul type de bruit dégrade les acquisitions (gaussien ou poissonien).

3.1.3 Régularisation

Étant donné que le problème inverse auquel nous nous intéressons est mal-posé, il est
nécessaire de le régulariser en ajoutant des a priori sur la solution recherchée. Ainsi, nous
sommes amenés à minimiser un critère «régularisé» de la forme :

J(f, b) = Jd(f, b) + λrJr(f, b), (3.15)

où Jd est le terme dit d’attache aux données, correspondant généralement à la neg-log vrai-
semblance présentée dans le paragraphe précédent et Jr est le terme de régularisation tra-
duisant les informations a priori que l’on souhaite imposer à la solution. Enfin, λr ∈ R+

est un paramètre de régularisation permettant de contrôler l’effet de cette dernière.
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positivité de la solution L’inconnue f représentant une concentration en fluoro-
phores, il est naturel de s’intéresser aux solutions du problème qui sont positives. Cette
contrainte vaut aussi pour le signal de fond b. Ainsi, nous considérons le terme

Jr(f, b) = i>0([f, b]) :=

{
0 si (f, b) ∈ R

N×(M+1)
+ ,

+∞ sinon.
(3.16)

régularisation spatiale Il est aussi courant d’ajouter un terme de régularisation
spatiale permettant de limiter les petites variations de l’image et ainsi d’être plus robuste
au bruit. Pour notre problème, nous appliquerons une telle régularisation uniquement sur
la variable f étant donné que nous ne sommes pas réellement intéressés par l’estimation du
signal de fond b qui peut donc permettre de collecter une partie du bruit 3. Par exemple, il
est possible d’utiliser une régularisation de Tikhonov d’ordre 1 :

Jr(f, b) := ‖∇f‖22, (3.17)

où ∇ : RN×M → (RN×M)3 représente l’opérateur gradient discret défini par différences fi-
nies décentrées. Cependant, une telle régularisation lisse de manière importante les contours
des objets reconstruits. Ainsi, afin de préserver au mieux ces contours, la régularisation par
variation totale est souvent préférée :

Jr(f, b) := ‖f‖TV = ‖∇f‖2,1 =
∑

(i,j)∈IN×IM

√
(∇f)2ij1 + (∇f)2ij2 + (∇f)2ij3, (3.18)

où (∇f)ij1 (resp. (∇f)ij2 et (∇f)ij3) correspond au gradient de f selon la direction (Ox)

(resp. (Oy) et (Oz)) au point (i, j) ∈ IN × IM. Ce terme de régularisation a l’inconvénient
de ne pas être différentiable en zéro 4 et il est alors possible de considérer l’alternative
différentiable suivante :

Jr(f, b) := ‖f‖TVε =
∑

(i,j)∈IN×IM

√
(∇f)2ij1 + (∇f)2ij2 + (∇f)2ij3 + ε, (3.19)

où ε ∈ R?
+ est un paramètre permettant de régulariser la fonctionnelle au voisinage de

zéro. Dans la suite, les deux problèmes régularisés suivants seront considérés :

— unique contrainte de positivité,

(f̂, b̂) ∈ arg min
f∈RN×M

b∈RN

Jd(f, b) + i>0([f, b]); (3.20)

— positivité et variation totale

(f̂, b̂) ∈ arg min
f∈RN×M

b∈RN

Jd(f, b) + λr‖f‖TV + i>0([f, b]), (3.21)

ou encore le cas où ‖f‖TV est remplacée par sa version différentiable ‖f‖TVε .

3. En effet, nous verrons dans la section 3.2.4 que la modélisation du signal de fond b est surtout im-
portante pour éviter de biaiser f lorsque l’on impose également une contrainte de positivité comme celle de
l’équation (3.16).

4. Notons que c’est aussi cette particularité qui favorise des solutions dont le gradient est parcimonieux,
permettant ainsi de mieux préserver les contours.
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3.1.4 Algorithmes pour l’optimisation du critère régularisé

Afin de résoudre les problèmes convexes (3.20) et (3.21), plusieurs possibilités s’offrent à
nous et sont présentées dans la suite de cette section.

3.1.4.1 Forward-Backward Splitting

L’algorithme Forward-Backward Splitting (FBS) est un algorithme itératif permettant de
minimiser des fonctionnelles du type J(x) = J1(x) + J2(x) où J1 est différentiable et où
nous sommes en mesure de calculer efficacement l’opérateur proximal (Moreau, 1962) de
J2 défini par :

proxJ2(y) = arg min
x

1

2
‖x − y‖2 + J2(x). (3.22)

L’algorithme FBS itère entre une étape de descente de gradient sur le terme J1 et le calcul
du proximal de J2. Ainsi, pour le problème (3.20), on a J1 = Jd, J2 = i>0 et FBS réalise les
itérés suivants :

(fn+1, bn+1) = proxγi>0

(
[fn, bn] − γ∇Jd(fn, bn)

)
. (3.23)

Dans le cas du problème (3.21) avec le terme λr‖f‖TVε , la différentiabilité de ce dernier
permet de l’introduire dans J1 et on obtient :

(fn+1, bn+1) = proxγi>0

(
[fn, bn] − γ

(
∇Jd(fn, bn) +

[
λr∇‖fn‖TVε , 0RN

]))
. (3.24)

La convergence de l’algorithme FBS vers un minimiseur global du critère J est démontrée
dans (Combettes et Wajs, 2005 ; Combettes et Pesquet, 2011) lorsque les fonctions J1 et
J2 sont convexes et lorsque γ ∈

]
0, 2L

[
, où L est la constante de Lipschitz du gradient de J1 :

‖∇J1(x) −∇J1(y)‖ 6 L‖x − y‖, ∀(x, y). (3.25)

Afin de mettre en œuvre cet algorithme pour les problèmes (3.20) et (3.21), nous avons
besoin des expressions suivantes :

— opérateur proximal de γi>0 : pour y ∈ RN,

proxγi>0(y) =
(

yi1{yi>0}

)
i∈IN

(3.26)

— gradient de Jd : Lorsque Jd(f, b) = ‖H(f, b) − S‖2, on a

∇Jd(f, b) = 2H?
(
H(f, b) − S

)
, (3.27)

où H? définit l’adjoint de H. La constante de Lipschitz du gradient est alors donnée
par

L 6 ‖H‖ = sup
‖[f,b]‖=1

‖H(f, b)‖. (3.28)
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Pour le cas poissonien, où Jd(f, b) =
∑

(i,l)∈IN×IL
−Sil log (H(f, b)il +β) +H(f, b)il,

il vient :

∇Jd(f, b) = H?(1) −H?

(
S

H(f, b) +β

)
, (3.29)

où 1 représente l’élément de RN×L dont toutes les composantes sont égales à 1. Ce
gradient est également L-Lipschitz (Harmany et al., 2012, lemme 1) avec

L 6
max(S)
β2

‖H‖2; (3.30)

— gradient de ‖ · ‖TVε :

∇‖f‖TVε = −div

(
∇f√

‖(∇f)ij·‖2 + ε

)
, (3.31)

où div est l’opérateur divergence tel que ∇∗ = −div et ‖(∇f)ij·‖2 = (∇f)2ij1 +
(∇f)2ij2 + (∇f)2ij3.

3.1.4.2 Algorithme de Chambolle-Pock

Une alternative pour résoudre le problème (3.20), lorsque Jd = 1
2‖H(·) − S‖

2, est l’algo-
rithme proposé par Chambolle et Pock (2011). Cet algorithme primal-dual du premier
ordre permet de minimiser des fonctionnelles du type J(x) = J1(Kx) + J2(x) où K est un
opérateur linéaire et J1 et J?2 sont propres, convexes et semi-continues inférieures s.c.i., avec
J?2 la fonction conjuguée de J2 définie par la transformée de Legendre-Fenchel (Fenchel,
1949) :

J?2(x
?) = sup

x
〈x?, x〉− J2(x). (3.32)

Pour le problème (3.20), on prendra J1 = 1
2‖ ·−S‖

2, K = H, J2 = i>0 et l’algorithme de
Chambolle-Pock (CP) réalise alors les itérations suivantes :

— gn+1 = proxσJ?1

(
gn + σH([f̄n, b̄n])

)
;

— [fn+1, bn+1] = proxτJ2

(
[fn, bn] − τH?(gn+1)

)
;

— [f̄n+1, b̄n+1] = [fn+1, bn+1] + θ([fn+1, bn+1] − [fn, bn]),
dans le but de calculer un point selle ([f̂, b̂], ĝ) ∈ RN×(M+1) ×RN×L du problème primal-
dual associé. L’algorithme converge vers un tel point lorsque les paramètres vérifient θ = 1

et στ‖H‖2 < 1 (Chambolle et Pock, 2011, théorème 1). Enfin, pour mettre en œuvre cet
algorithme, nous avons besoin de l’opérateur proximal de i>0, donné en (3.26), mais aussi
du proximal de la fonction conjuguée de J1 = 1

2‖ ·−S‖
2 qui s’exprime comme il suit :

proxσJ?1(g) =
g− σS

σ+ 1
. (3.33)

3.1.4.3 Algorithme de Richardson-Lucy

Dans le cas où le terme d’attache aux données (Jd) est celui associé à la statistique de
Poisson (problème (3.14)), il est possible d’utiliser l’algorithme de Richardson-Lucy (RL) (Ri-
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chardson, 1972 ; Lucy, 1974). Dans sa version multiplicative, une itération est donnée par

[fn+1, bn+1] =
[fn, bn]

H?(1)
�H?

(
S

H(fn, bn) +β

)
, (3.34)

où � définit le produit d’Hadamard (i. e. produit composantes par composantes). Les di-
visions sont aussi à considérer composantes par composantes. Un des intérêts de cet al-
gorithme est qu’il préserve la positivité des itérés (fn, bn) dès lors que l’initialisation est
positive, (f0, b0) ∈ R

N×(M+1)
+ . Il existe également une version de cet algorithme pour le

critère régularisé avec le terme λr‖ · ‖TVε proposée par Dey et al. (2006). Dans ce cas, le
schéma (3.34) est modifié selon :

[fn+1, bn+1] =
[fn, bn]

H?(1) −

[
λrdiv

(
∇fn√

‖(∇f)ij·‖2+ε

)
, 0RN

] �H?

(
S

H(fn, bn) +β

)
. (3.35)

Notons qu’ici la positivité des itérés (fn, bn) n’est plus assurée pour toutes les valeurs
de λr, paramètre qui est donc à choisir avec précaution.

3.1.4.4 Parallel ProXimal Algorithm

Enfin, lorsque nous considérons le problème (3.21) avec le terme λr‖f‖TV ainsi que l’at-
tache aux données quadratique, le critère objectif est alors composé de trois termes dont
deux non-différentiables. L’algorithme PPXA (Combettes et Pesquet, 2008) permet de mi-
nimiser de telles fonctionnelles composées d’une somme de fonction convexes pour les-
quelles nous sommes en mesure de calculer l’opérateur proximal associé 5. Le schéma de
PPXA est présenté dans l’algorithme 1. Pour le mettre en œuvre, nous avons besoin du
proximal de i>0 qui est donné en (3.26) ainsi que ceux des termes 12‖H(·) − S‖

2 et λr‖ · ‖TV .
Pour le premier, nous avons,

proxγ
2 ‖H(·)−S‖2([f, b]) = (Id+ γH?H)−1 ([f, b] + γH?(S)) , (3.36)

où Id représente l’opérateur identité. En ce qui concerne la norme TV, on doit résoudre

proxγ‖·‖TV (g) = arg min
f∈RN×M

1

2γ
‖f− g‖2 + λr‖∇f‖2,1, (3.37)

ce qui peut être réalisé avec l’algorithme CP présenté précédemment en prenant K = ∇,
J1 = λr‖ · ‖2,1 et J2 = 1

2γ‖ ·−g‖. Notons que nous avons pour h ∈ RN×M,

prox τ
2γ‖·−g‖

(h) =
γh+ τg

γ+ τ
, (3.38)

et, pour h ∈ (RN×M)3,

proxσ(λr‖·‖2,1)?(h) =

(
λrhijk

max
(
λr, ‖hij·‖

))
(i,j,k)∈IN×IM×{1,2,3}

. (3.39)

5. Il est aussi possible d’appliquer cet algorithme dans le cas où l’attache aux données est celle associée au
bruit de Poisson mais le calcul du proximal de cette dernière n’est pas direct et nécessitera la résolution d’un
sous-problème comme nous le faisons ici pour la norme TV.
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Algorithme 1 : PPXA pour le problème (3.21)

Entrées : λr ∈ R+, γ ∈ R?
+,
(
uj,0

)
16j63 ∈ (RN×(M+1))3

1 Poser ω1 = ω3 = 1
2+λr

et ω2 = λr
2+λr

/* Ainsi
∑3
j=1ωj = 1 */

2 Définir [f0, b0] =
∑3
j=0ωjuj,0;

3 répéter
4 p1,n = prox γ

ω1
Jd

(u1,n);

5 p2,n = prox γ
ω2
‖·‖TV (u2,n)/* ici le prox s’applique uniquement sur la partie

..................... de u2,n correspondant à f (on ignore b) */

6 p3,n = prox γ
ω3
i>0

(u3,n);

7 pn =
∑3
j=1ωjpj,n;

8 Choisir λn ∈]0, 2[;
9 pour j=1,2,3 faire

10 uj,n+1 = uj,n + λn(2pn − [fn, bn] − pj,n);

11 [fn+1, bn+1] = [fn, bn] + λn(pn − [fn, bn]);
12 jusqu’à convergence;

Sorties : [fn, bn]

3.2 étude unidimensionnelle

Dans cette section, nous réalisons une étude numérique pour le cas unidimensionnel.
L’objectif est d’une part d’observer l’effet, sur la solution, des différentes fonctionnelles
présentées précédemment, et d’autre part de mettre en avant l’importance de la modéli-
sation et l’estimation du signal de fond b. Bien qu’en pratique, le problème concerne la
reconstruction d’un volume 3D, l’étude réalisée ici permet de mettre en évidence et de
comprendre certains phénomènes plus facilement. Par ailleurs, dans ce contexte de recons-
truction MA-TIRF, la représentation de reconstructions 1D est plus démonstrative que la
visualisation d’un volume 3D dont les dimensions n’ont pas du tout le même ordre de
grandeur (la profondeur z est très inférieure au champ d’observation latéral Ω).

3.2.1 Simulation des données

Tout d’abord, nous générons un ensemble «d’objets» pour différentes profondeurs comme
cela est représenté sur la figure 9 (gauche). On peut par exemple considérer que ce sont
des coupes de vésicules à l’intérieur desquelles la densité de fluorophores est homogène.
Notons que chaque objet (i. e. correspondant à une certaine profondeur) sera traité indé-
pendamment dans la suite de cette section (on ne considèrera donc pas de multiples objets
alignés en z ici). La figure 9 (droite) présente les acquisitions MA-TIRF (non-bruitées et sans
ajout d’un signal de fond) obtenues pour ces objets et pour les paramètres mentionnés en
légende. En notant f? ∈ RM le profil d’un l’objet, l’acquisition s? ∈ RL correspondante sur
la figure 9 (droite) est calculée selon,

s? = H̃f?, (3.40)

où H̃ est la matrice d’acquisition, définie en (3.5), et représentée sur la figure 8.
Remarquons avec la figure 9 (droite) que les réponses, à travers le système MA-TIRF, des

objets les plus éloignés sont très similaires, illustrant la difficulté à différencier de telles
structures.
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Figure 9 – Simulation d’objets 1D (gauche) d’épaisseur 50 nm et d’amplitude 0.5 pour différentes
profondeurs z ∈ {50, 150, 250, 350, 450} (nm), et acquisitions MA-TIRF, pour chaque objet
considéré séparément, non-bruitées correspondantes (droite) pour ni = 1.518, nt =
1.333, λ = 491 nm et L = 15 angles incidents différents.

3.2.2 Positivité de la solution

Afin de visualiser l’effet et l’importance d’une contrainte de positivité, nous avons calculé
la solution du système (3.40) au sens des moindres carrés pour une discrétisation axiale
régulière, de pas δz = 1 nm, donnée par {0.5, 1, . . . , 499.5}(nm). Le système est alors extrê-
mement sous-déterminé (H̃ ∈ R15×500) et admet une infinité de solutions. La figure 10

(gauche) présente la solution de norme minimale (donnée par la pseudo-inverse de H̃)
obtenue pour chacun des objets simulés. On voit clairement apparaître des oscillations
indésirables montrant une fois de plus le caractère mal posé de ce problème de reconstruc-
tion. Au contraire, comme nous pouvons le constater sur la figure 10 (droite), contraindre
la solution à être positive permet d’obtenir un résultat bien plus intéressant. Enfin, notons
que la précision de la localisation décroît avec la profondeur des objets.
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Figure 10 – Solutions obtenues pour une discrétisation axiale régulière, de pas δz = 1 nm, donnée
par {0.5, 1, . . . , 499.5}(nm), avec : la pseudo inverse de H̃ (gauche) ou la résolution du
problème de moindres carrés avec contrainte de positivité (i. e. problème (3.20) où Jd =
1
2‖H̃ ·−s?‖2) en utilisant l’algorithme CP (droite).
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3.2.3 Effet de la régularisation TV

En pratique, les données étant dégradées par différents types de bruits (voir section 1.3
page 20), il est classique d’ajouter un terme de régularisation au problème afin d’imposer
un a priori sur la régularité de la solution (en plus de la positivité). Nous avons entre
autres évoqué précédemment la régularisation par variation totale (TV) définie par (3.18)
(ou (3.19) pour sa version différentiable). Une telle régularisation a pour but de promou-
voir les solutions constantes par morceaux, c’est-à-dire constituées de zones homogènes
séparées par des contours bien marqués. La norme TV étant définie par la norme-`1 de
l’amplitude du gradient, elle favorise la parcimonie des discontinuités (ce qui est recher-
ché) mais atténue également leurs amplitudes et donc l’intensité des zones homogènes.

Ce phénomène est bien connu (Strong et Chan, 2003) et est généralement peu probléma-
tique pour des applications telles que la segmentation, le débruitage ou encore la déconvo-
lution par exemple, résultant simplement en une atténuation de l’intensité de l’image seg-
mentée (restaurée). Cependant, ce n’est pas le cas du problème de reconstruction MA-TIRF

auquel nous nous intéressons. En effet, l’illustration présentée sur la figure 11 (voir aussi la
table 1) suggère qu’une régularisation TV pour le problème MA-TIRF doit être utilisée avec
précaution.
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Figure 11 – Différentes solutions pour la reconstruction (non-bruitée) de l’objet en bleu positionné
à 350 nm de l’interface. Pour chacune de ces solutions, la valeur du terme d’attache aux
données Jd = 1

2‖H̃ ·−s?‖2, ainsi que celle de la régularisation TV, sont mentionnées.
La figure de gauche représente différents objets de même largeur (50 nm) mais ayant
des intensités différentes. La figure de droite correspond aux objets minimisant Jd pour
une valeur de TV fixée.

La figure 11, ainsi que la table 1, présentent les valeurs de Jd = 1
2‖H̃ ·−s?‖2 et ‖ · ‖TV

pour plusieurs objets différant de part leurs intensités et leurs «largeurs», mais étant tous
centrés en z = 350 nm. Notons que le terme Jd est défini avec s? ∈ RL correspondant à
l’acquisition de l’objet de la figure 9 positionné à 350 nm (en bleu, également représenté
sur la figure 11). Alors que sur la figure de gauche, les objets ne diffèrent que de part leurs
intensités, la largeur des objets de la figure de droite a été déterminée par minimisation
de Jd pour une intensité fixée (et donc la valeur de TV fixée). Cette illustration permet de
constater que lorsque TV diminue (et donc l’intensité de l’objet diminue), il est possible,
sans changer la valeur de TV, de décroître Jd en augmentant l’épaisseur (en z) de l’objet.

Ainsi, pour le problème de reconstruction MA-TIRF, l’atténuation des zones homogènes
provoquée par TV entraine une dégradation de la localisation axiale des objets reconstruits, ce
qui est en opposition avec l’objectif premier d’une telle reconstruction visant à localiser
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précisément les structures biologiques dans la direction axiale. Cet effet est d’autant plus
important que la position axiale de l’objet en question est éloignée de l’interface.

Notons que nous avions également observé ce phénomène dans (Soubies et al., 2014b)
où nous nous intéressions à la reconstruction de membranes par microscopie MA-TIRF en
considérant que de telles structures étaient parcimonieuses selon (Oz). Dans le cadre de ce
travail, nous avions constaté qu’utiliser une norme-`1 sur les coefficients de la solution, non
seulement les atténuait, mais introduisait un biais sur la localisation axiale de la membrane
pour les parties les plus éloignées de l’interface . La position axiale de la membrane dans
ces zones était alors sous-estimée (trop proche de l’interface). D’autre part, nous avions
montré que ce problème pouvait était limité avec une méthode basée sur une approxima-
tion de la pseudo norme-`0 remplaçant la norme-`1.

TV \ LO (nm) 50 100 200 ≈ 357

0.5 595 0.0279 — —
0.25 1340 — 0.6193 —
0.145 1761 — — 6.935

Table 1 – Résumé des valeurs de Jd présentées sur la figure 11 où LO représente la Largeur de
l’Objet centré en z = 350 nm.

Cependant, TV reste intéressant en 3D pour régulariser dans les directions latérales (Ox)
et (Oy), notamment lorsque nous sommes en présence d’un bruit important. Dans ce cas, il
est important de ne pas prendre un valeur trop grande de λr affectée au terme TV pour ne
pas trop dégrader la localisation axiale des structures. On peut aussi envisager de mettre
TV uniquement en (x,y). Dans les applications réelles des chapitres 4 et 5, nous utiliserons
une régularisation TV que dans les cas très bruités. Pour les images où le bruit n’est pas
très important, nous nous contenterons de la positivité avec le problème (3.20). 6

3.2.4 Importance de la modélisation du signal de fond

Afin d’étudier l’effet de la modélisation du signal de fond, une constante bg ∈ R?
+ a été

ajoutée aux acquisitions de la figure 9 (droite), puis nous avons réalisé une reconstruction
avec contrainte de positivité mais sans prendre en compte ce signal de fond dans le modèle.
Les résultats obtenus avec et sans le terme TV, et pour deux valeurs de bg différentes (1 et
5), sont présentés sur la figure 12. On observe sur cette figure la présence d’un fort signal en
z = 0 ainsi qu’une erreur sur la position axiale des structures reconstruites. L’amplitude du
«pic» en z = 0, aussi bien que l’erreur de localisation axiale, augmentent avec la constante
bg ajoutée aux acquisitions. Ce phénomène est expliqué par la proposition suivante.

Proposition 3.1. Soit H : L2(R+) → RL, l’opérateur TIRF 1D ne modélisant pas de signal de
fond :

∀f ∈ L2(R+), H(f )(α) = I0(α)
∫+∞
0

f (z) exp (−zp(α))dz. (3.41)

6. Si le bruit est visible sur la solution obtenue par minimisation de (3.20), alors c’est qu’il est prférable de
considérer le terme TV.
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Figure 12 – Reconstructions obtenues avec les données de la figure 9 (droite) auxquelles une
constante positive bg = 1 (ligne du haut) et bg = 5 (ligne du bas) a été ajoutée. Les
reconstructions sont déterminées par minimisation de (3.20) (gauche) et (3.21) (pour
λr = 0.01, droite) avec Jd le critère moindre carrés et respectivement les algorithmes CP
et PPXA. Lors de la reconstruction, seule la variable f est optimisée et le signal de fond
n’est pas estimé et est considéré nul.

Considérons un signal (non-bruitée) constant s(α) = bg ∈ R?
+ ∀α ∈ A. Alors, la meilleure

approximation f ? ∈ L2(R+) au sens des moindres carrés avec contrainte de positivité, telle que
s ≈ H(f ?), est donnée par :

f ?(z) = K?δ0(z), ∀z ∈ R+, (3.42)

où δ0 est la fonction de Dirac et,

K? =

∑
α∈A I0(α)∑

α∈A
(
I0(α)

)2bg. (3.43)

Démonstration. On s’intéresse à la solution de

f ? ∈ arg min
f∈L2(R+), f>0

J(f ) :=
1

2
‖H(f ) − s‖2 = 1

2

∑
α∈A

(H(f )(α) − bg)
2 . (3.44)

Soit fK(z) = Kδ0(z) pour K > 0, alors on a

J(fK) =
1

2

∑
α∈A

(I0(α)K− bg)
2 , (3.45)
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et ∀K > 0, J(fK) > J(fK?) où K? est donné par

∑
α∈A

I20(α)K
? − I0(α)bg = 0 ⇐⇒ K? =

∑
α∈A I0(α)∑
α∈A I

2
0(α)

bg. (3.46)

Considérons maintenant g ∈ L2(R+), g > 0 et posons G(α) = H(g)(α)/I0(α). G est
une fonction décroissante et positive et il en est de même pour I0. Ainsi, α 7→ I0(α)G(α)

est également positive décroissante. Nous rappelons que les angles incidents dans A sont
ordonnés : α1 < · · · < αL. Nous distinguons trois cas :

— si I0(α1)G(α1) 6 bg alors,

∀α ∈ A, I0(α)G(α) 6 I0(α)G(α1) 6 I0(α1)G(α1) 6 bg,

⇐⇒ ∀α ∈ A, I0(α)G(α) − bg 6 I0(α)G(α1) − bg 6 0,

⇐⇒ ∀α ∈ A, |I0(α)G(α) − bg| > |I0(α)G(α1) − bg|,

=⇒ J(g) > J(fG(α1)) > J(fK?).

— si I0(αL)G(αL) > bg alors,

∀α ∈ A, I0(α)G(α) > I0(α)G(αL) > I0(αL)G(αL) > bg,

⇐⇒ ∀α ∈ A, I0(α)G(α) − bg > I0(α)G(αL) − bg > 0,

=⇒ J(g) > J(fG(αL)) > J(fK?).

— enfin, s’il existe l ∈ {2, . . . , L− 1} tel que I0(αl)G(αl) > bg > I0(αl+1)G(αl+1) alors
par continuité de α 7→ I0(α)G(α) il existe α? ∈ [αl, αl+1] tel que I0(α?)G(α?) = bg
(théorème des valeurs intermédiaires) et,

∀α ∈ A,

{
α 6 α? =⇒ I0(α)G(α) > I0(α)G(α?) > bg,

α > α? =⇒ I0(α)G(α) 6 I0(α)G(α?) 6 bg,

⇐⇒ ∀α ∈ A,

{
α 6 α? =⇒ I0(α)G(α) − bg > I0(α)G(α?) − bg > 0,

α > α? =⇒ I0(α)G(α) − bg 6 I0(α)G(α?) − bg 6 0,

⇐⇒ ∀α ∈ A, |I0(α)G(α) − bg| > |I0(α)G(α
?) − bg|,

=⇒ J(g) > J(fG(α?)) > J(fK?).

On a donc toujours J(g) > J(fK?) ce qui montre que fK? est solution de (3.44) et termine
la démonstration.

Ainsi, la meilleure interprétation (au sens des moindres carrés positifs) d’un signal
constant par le modèle TIRF (sans prise en compte d’un signal de fond) est un Dirac en z = 0.
Bien qu’en pratique nous n’ayons pas uniquement un signal constant mais la somme du
signal émis par les structures d’intérêt et d’un signal de fond (considéré constant en fonc-
tion des angles d’incidence), les résultats de reconstruction ne présentent pas un Dirac en
z = 0 plus les objets correctement reconstruits. En effet, une partie du signal de fond a
bien généré un Dirac en z = 0 mais une autre partie de ce signal est venu dégrader la
localisation axiale des structures reconstruites.

Afin de pallier ce problème, deux options sont envisageables :

1. estimer au préalable le signal de fond puis le soustraire aux acquisitions. Boulanger

et al. (2014) utilisent une telle approche où l’estimation du signal de fond est réali-
sée à partir d’un acquisition supplémentaire (dite dark image) lissée puis soustraite
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à toutes les acquisitions. L’incertitude d’une telle estimation est prise en compte en
relâchant la contrainte de positivité stricte par la distance à l’ensemble des positifs
(voir section 2.2, page 26) ;

2. estimer conjointement la densité f et le background b en imposant leur positivité ;
Dans ce manuscrit, nous avons choisi la deuxième approche et les résultats, pour les

mêmes configurations que ceux de la figure 12, sont présentés sur la figure 13. On peut
constater que la modélisation du signal de fond permet d’obtenir des reconstructions d’une
qualité similaire à celles de la figure 10 (droite) correspondant au cas où les données ne sont
pas dégradées par un signal de fond. Par ailleurs, remarquons que le signal de fond est
bien estimé. Enfin, notons que l’effet de la régularisation TV présenté dans le paragraphe
précédent est visible pour les objets les plus éloignés.
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Figure 13 – Même expérience que sur la figure 12 à la différence qu’ici une estimation simultanée
de f et du signal de fond b est réalisée. La ligne du haut correspond au cas où une
constante bg = 1 a été ajoutée aux acquisitions et celle du bas au cas bg = 5. La
colonne de gauche présente les résultats obtenus par moindres carrés en imposant une
contrainte de positivité sur f et b (problème (3.20)) et celle de droite présente le cas où
une régularisation TV (λr = 0.01) sur f est également considérée en plus de la positivité
de f et b (problème (3.21)). Les valeurs estimées pour le signal de fond b sont données
en légende de chaque sous figure.

3.2.5 Comparaison poissonien/gaussien

Nous avons évoqué précédemment le fait que les acquisitions étaient entachées d’un
bruit mixte poissonien-gaussien mais que pour des raisons de simplicité, nous nous restrei-
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gnons à un modèle purement gaussien ou purement poissonien. Dans ce contexte, la ques-
tion de savoir si l’un de ces deux modèles est préférable se pose. Afin de répondre à cette
question, nous nous proposons de réaliser une expérience visant à comparer les reconstruc-
tions obtenues par minimisation du critère imposant la positivité de la solution (3.20) en
utilisant :

— l’algorithme CP lorsque Jd(f, b) =
1

2
‖H(f, b) − s‖2 (modèle gaussien) ;

— l’algorithme RL lorsque Jd(f, b) =
L∑
l=1

−sl log (H(f, b)l +β) +H(f, b)l (modèle poisso-

nien).
Les données bruitées ont été générées selon :

s̃ =
1

γ
P

γ( =s?︷ ︸︸ ︷
H̃f? + bg)


︸ ︷︷ ︸

=sP

+N
(
0, σ2g

)
, (3.47)

où γ ∈ R?
+ est un paramètre permettant de contrôler la variance du bruit de Poisson,

bg ∈ R est le signal de fond et σ2g représente la variance du bruit gaussien donnée par

σ2g =
‖s?‖2

L× 10SNRP/10
, (3.48)

avec SNRP le SNR associé au bruit de Poisson :

SNRP = 10 log10

(
‖s?‖2

‖s? − sP‖2

)
. (3.49)

L’idée ici est d’avoir approximativement une contribution égale des deux bruits gaussien
et poissonien. Le paramètre γ est donc modifié pour obtenir des SNR globaux (i. e. équa-
tion (3.49) en remplaçant sP par s̃) différents.

Afin d’être en mesure d’évaluer la qualité des reconstructions, il convient de se donner
une mesure d’erreur. En notant f? la solution recherchée (i. e. l’objet simulé), on peut par
exemple calculer l’Erreur Quadratique Moyenne (EQM) entre l’estimation f̂ et f?,

EQM(f̂, f?) =
1

M
‖f̂− f?‖2, (3.50)

où on rapelle que M est le nombre de points de la discrétisation axiale (i. e. f ∈ RM).
Cependant, comme nous l’avons déjà évoqué, nous sommes principalement intéressés par
la localisation axiale des structures, ce qui n’est pas reflété par le critère EQM. En notant
f̂εz une version translatée (selon (Oz)) de f̂ d’un pas εz ∈ R, nous définissons l’erreur de
localisation suivante :

εz(f̂, f
?) = arg min

εz∈R
EQM(f̂εz , f

?). (3.51)

Autrement dit ce critère met en avant la translation (selon (Oz)) minimisant l’EQM.

La figure 14 présente l’évolution de cette erreur de localisation en fonction du SNR pour
deux objets respectivement positionnés en z = 50 nm et z = 350 nm. Ces courbes ont été ob-
tenues pour un signal de fond bg = 2 et moyennées sur 50 réalisations de bruit poissonien-
gaussien. Les reconstructions f̂ sont réalisées avec une discrétisation axiale δz = 20 nm et
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par résolution du problème avec contrainte de positivité (3.20) en utilisant l’algorithme CP,
lorsque le terme d’attache aux données Jd est celui associé au bruit gaussien (quadratique),
et l’algorithme RL, lorsque Jd correspond à la vraisemblance associée au bruit poissonien.
Étant donné que la simulation f? est quant à elle générée sur une grille de pas δz = 1 nm,
cette dernière est projetée sur les fonctions de base correspondant à δz = 20 nm afin de
calculer l’erreur (3.51).

On peut constater, d’après les courbes de la figure 14, que les résultats obtenus en consi-
dérant un bruit purement gaussien ou purement poissonien sont très similaires. Dans la
suite, nous considèrerons donc principalement la modélisation gaussienne. Notons cepen-
dant que dans cette expérience nous avons simulé un bruit mixte poissonien-gaussien dont
les contributions de chacun des deux bruits sont du même ordre de grandeur. C’est une
hypothèse acceptable pour les applications réelles présentées dans les chapitres suivants
étant donné que le signal des acquisitions est généralement (notamment pour les angles
incidents les plus proches de l’angle critique) assez fort.
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Figure 14 – Erreur de localisation moyenne en fonction du SNR pour deux objets localisés respecti-
vement en z = 50 nm et z = 350 nm. Pour chaque valeur de SNR, 50 réalisations de bruit
poissonien-gaussien sont générées et les reconstructions sont effectuées par minimisa-
tion du critère avec contrainte de positivité (3.20) en utilisant l’algorithme CP, lorsque
Jd correspond à la vraisemblance pour une statistique gaussienne, et l’algorithme RL,
lorsque Jd correspond au cas poissonien. Pour chacune des reconstructions ainsi obte-
nue, l’erreur de localisation (3.51) est calculée puis moyennée sur les 50 réalisations.

3.3 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé de résoudre le problème inverse MA-TIRF avec une
méthode variationnelle fondée sur une formulation bayésienne du problème. Après avoir
discrétisé le modèle simplifié (2.1), nous avons présenté différents algorithmes qui sont
à notre disposition pour résoudre les problèmes d’optimisation obtenus. Ensuite, nous
nous sommes consacré à une étude 1D du problème afin de mettre en évidence l’effet que
peuvent avoir les différents termes de régularisation considérés. Tout d’abord, nous avons
montré qu’imposer la positivité de la solution nécessitait de prendre en considération le
signal de fond présent sur les acquisitions. En effet, la meilleure interprétation d’un signal
constant au sens des moindres carrés positifs avec le modèle MA-TIRF est un Dirac en zéro
(proposition 3.1). Ceci se révèle être très problématique pour les reconstructions des objets
simulés lorsque ce signal de fond n’est pas pris en compte. Nous avons alors proposé de
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réaliser une estimation jointe de la densité de fluorophores f et du signal de fond b en
imposant la positivité de ces deux inconnues.

Par ailleurs, une étude du terme de régularisation TV a montré que l’atténuation du
contraste de la solution provoquée par ce dernier se traduisait par une perte de résolu-
tion axiale allant à l’encontre de l’objectif premier d’une telle reconstruction. Il est donc
important, pour ce problème, de considérer avec précaution ce type de régularisation.

Enfin, nous avons comparé la minimisation des vraisemblances poissoniennes et gaus-
siennes sur des simulations où un bruit mixte poissonien-gaussien était ajouté aux ac-
quisitions afin d’essayer autant que possible de simuler le type de bruit présent sur les
acquisitions réelles. Les résultats obtenus ont montré qu’il y avait peu de différence entre
les deux vraisemblances considérées pour la reconstruction.
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Comme nous avons pu le voir dans le chapitre 1, l’angle d’incidence α du laser d’exci-
tation est un paramètre clé du modèle TIRF (1.8). En effet, la profondeur de pénétration de
l’onde évanescente (1.3) est directement contrôlée par cet angle. D’autre part, la question
de la validité du modèle simplifié (1.10) se pose. Dans le présent chapitre, nous proposons
plusieurs expériences permettant à la fois d’étalonner le système, afin d’avoir un contrôle
précis sur l’angle d’incidence, et de valider le modèle TIRF simplifié (1.10). Ce travail à fait
l’objet d’une communication (Soubies et al., 2016a).

4.1 mesurer l’angle d’incidence

L’angle d’incidence du laser est contrôlé par un miroir galvanométrique (voir section 1.1.3,
page 13). Plus précisément, la position de ce dernier est fonction de la tension, notée Ugv,
qui lui est appliquée ainsi que de certaines caractéristiques des éléments optiques consti-
tuants le système. À partir du schéma du microscope présenté sur la figure 4 (page 14),
quelques calculs d’optique nous amènent à la relation

α = arcsin
(

sin(KUgv)
Fobjni

F1

)
, (4.1)

où Fobj = 2 mm et F1 = 75 mm sont respectivement les distances focales de l’objectif et de
la lentille 3 (voir figure 4), ni = 1.518 est l’indice de réfraction du milieu incident (verre) et
K est une constante caractéristique du miroir galvanométrique spécifiée par le constructeur
comme étant égale à 2°.V−1. Afin d’être en mesure de produire des reconstructions de
qualité, il est donc essentiel de s’assurer que la relation (4.1) est bien vérifiée en pratique et
si besoin d’ajuster certains paramètres (e. g. K) en fonction du système physique utilisé.

4.1.1 Une figure caractéristique sur le plan focal arrière

Sur le BFP de l’objectif, nous pouvons observer une configuration caractéristique qui
est illustrée sur la figure 15. On observe ainsi deux spots lumineux correspondants res-
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α = 0 α = αmax

Figure 15 – Figure observée sur le plan focal arrière de l’objectif lorsque l’angle d’incidence α
augmente. Haut : sans rotation azimutale, on voit les spots incident et réfléchi s’éloigner
le long d’une droite symétriquement par rapport à leur position centrale. Bas : avec
rotation azimutale, on observe un cercle dont le rayon augmente.

pectivement aux faisceaux incident et réfléchi du laser d’excitation. Ces deux spots sont
superposés lorsque l’angle d’incidence est nul (α = 0°) et s’éloignent le long d’une droite,
symétriquement par rapport à cette position centrale, lorsque α augmente (ligne du haut
sur la figure 15). Cependant, étant donné que notre système effectue une rotation azimutale
(cf. section 1.1.3, page 13) lors de l’acquisition, nous observons un anneau dont le rayon
croît avec l’angle d’incidence comme cela est présenté sur la figure 15 (bas). Dans ce qui
suit, l’idée est donc d’extraire l’information contenue dans le BFP de l’objectif dans le but
d’étalonner la relation tension/angle (4.1).

4.1.2 Varier l’indice du milieu supérieur pour étalonner l’angle incident

Dos Santos et al. (2014) ont récemment utilisé une stratégie originale afin de mesu-
rer l’angle d’incidence. Leur idée consiste dans un premier temps à déposer une très fine
couche fluorescente, ≈ 10 nm, de polyméthacrylate de méthyle dopé avec des points quan-
tiques 1 sur la lamelle de verre, et ensuite à imager le BFP de l’objectif. Nous pouvons alors
observer un anneau lumineux caractéristique de l’angle critique pour l’interface considérée.
Or, à partir de l’indice du milieu supérieur nt, nous savons que l’angle critique associé à
cet anneau est donné par αc = arcsin(nt/ni). Ainsi, Dos Santos et al. (2014) proposent
d’immerger cette fine couche fluorescente dans plusieurs solutions ayant des indices de
réfraction nt différents (air, eau, butanol), correspondant donc à différents angles critiques.
Les acquisitions du BFP obtenues avec ces différentes configurations leur permettent ensuite
de contrôler précisément l’angle d’incidence du laser sur l’échantillon.

Le dépôt de la fine couche fluorescente est réalisé grâce à la technique d’enduction par
centrifugation (spin coating en anglais) nécessitant un peu de préparation. Dans la suite,
nous proposons un protocole simplifié pour lequel uniquement des solutions ayant des
indices de réfraction différents sont utilisées. La figure 16 présente l’évolution du BFP de
l’objectif lorsque l’angle d’incidence croît pour une interface verre-air. On retrouve bien la
configuration illustrée sur la figure 15.

1. Quantum dots en anglais utilisés en biologie comme des marqueurs fluorescents.
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Figure 16 – Acquisitions du plan focal arrière de l’objectif pour différents angles d’incidence α
pour une interface verre-air. De gauche à droite : angle croissant.

Par ailleurs, notons que l’intensité du cercle observé augmente nettement lorsque l’angle
incident est supérieur à l’angle critique étant donné qu’il y a réflexion totale de la lumière
incidente. Ainsi, moyenner les différentes acquisitions du BFP obtenues pour différents
angles d’incidence α ∈ A permet de mettre en évidence le cercle associé à l’angle critique
comme nous pouvons le voir sur la figure 17. Sur cette figure, on distingue trois cercles
caractéristiques associés respectivement à l’angle maximal αmax (vert), l’angle critique αc
(rouge) et le premier angle utilisé lors de l’acquisition 2 (bleu).

Angle max

Angle critique

Premier angle

Figure 17 – Moyenne des images du plan focal arrière acquises pour différents α ∈ A. Gauche :
interface verre-air (αc = 41.2◦). Droite : interface verre-eau (αc = 61.18◦).

4.1.2.1 Extraction des caractéristiques

L’idée consiste donc à extraire le rayon, noté rc, du cercle correspondant à l’angle cri-
tique αc pour différentes interfaces verre-milieu 3 afin d’obtenir une correspondance an-
gle/rayon. La détection du cercle sur les images moyennées de la figure 17 est réalisée
grâce à la transformation de Hough (Duda et Hart, 1972). Ensuite, nous recherchons dans
le stack d’images du BFP (e. g. figure 16), pour un milieu supérieur donné, l’acquisition pour
laquelle le rayon du cercle observé est le plus proche du rayon critique rc précédemment
déterminé. Cette acquisition ayant été obtenue pour une certaine tension Ucgv appliquée au
miroir galvanométrique, nous obtenons un couple (αc, Ucgv). Afin de déterminer le cercle
observé sur chaque acquisition, nous employons encore une fois une méthode très simple
basée sur la localisation des maxima locaux de l’image le long de droites radiales (passant
par le centre du cercle correspondant à l’angle critique précédemment déterminé) comme
sur la figure 18 (gauche). Ces maxima locaux correspondent à l’intersection des droites
radiales avec le cercle recherché. Nous pouvons ainsi déterminer une estimation du rayon,
pour chaque image du stack, par moyenne des rayons obtenus le long de chacune des
droites utilisées. Quelques résultats de détection sont présentés sur la figure 18.

2. Qui n’est pas nécessairement α = 0°.
3. Nous utilisons comme milieu supérieur : l’air, l’eau, et des solutions contenant différentes concentrations

en sucrose.



50 étalonnage du système ma-tirf

Figure 18 – Gauche : droites radiales utilisées pour détecter le cercle. Droite : résultats de détection
pour quelques angles d’incidence.

4.1.2.2 Ajustement du modèle

Finalement, nous avons déterminé un ensemble de points {(αc, U
c
gv)}, où chaque couple

angle/tension correspond à une interface verre-milieu pour des milieux d’indices diffé-
rents. La figure 19 présente les points obtenus pour deux longueur d’ondes, 546 nm (croix
rouges) et 488 nm (cercles verts), du laser d’excitation ainsi que la courbe théorique (4.1)
(courbe noire). Tout d’abord, notons que les points obtenus pour les deux longueurs
d’ondes ne coïncident pas ce qui s’explique par le fait que l’achromaticité des éléments
optiques présents dans le système n’est pas parfaite. Ensuite, il est clair que le modèle
théorique (i. e. (4.1) avec K = 2°.V−1) n’est pas adapté à notre système. Nous avons donc
réalisé un ajustement du modèle (4.1) par rapport au paramètre K par moindres carrés.
Les valeurs de K ainsi estimées, et qui seront utilisées dans la suite, sont respectivement
K = 1.967°.V−1 et K = 1.952°.V−1 pour les longueurs d’ondes du laser incident 546 nm et
488 nm. Nous avons également réalisé des ajustements par rapport aux autres paramètres
du modèle (4.1) (et aussi par rapport à plusieurs paramètres simultanément) et il s’est avéré
que le paramètre K était le plus influent. C’est pourquoi nous ne présentons que l’ajuste-
ment du modèle par rapport à K. Enfin, notons que le manque de données entre les deux
premiers points (de gauche à droite) sur la figure 19 est dû au fait que nous sommes dans
l’impossibilité d’avoir un milieu dont l’indice est entre celui de l’air (' 1.0002) et celui de
l’eau (' 1.333).
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Figure 19 – Couples de points {(αc, U
c
gv)} calculés à partir de différentes interfaces verre-milieu

pour deux longueurs d’ondes du laser incident : 546 nm (croix rouges) et 488 nm
(cercles verts). Courbes théoriques (4.1) pour K = 2°.V−1 (spécifications constructeur)
en noir, K = 1.967°.V−1 (ajustement du modèle aux données 546 nm) en tirets rouges
et K = 1.952°.V−1 (ajustement du modèle aux données 488 nm) en tirets verts.
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4.2 validation du profil de décroissance

Outre la nécessité de mesurer précisément l’angle d’incidence du laser, un autre point
essentiel concerne la validation du modèle simplifié (1.10). En effet, la réponse d’un spé-
cimen biologique au travers d’un système MA-TIRF est extrêmement liée à la décroissance
de l’onde évanescente. Ainsi, la qualité des reconstructions numériques sera directement
impactée par la capacité du modèle (1.10) (résultant de nombreuses simplifications) à dé-
crire notre système MA-TIRF. Afin de valider ce modèle, l’une des problématiques princi-
pales concerne la conception d’un échantillon dont la géométrie est connue (échantillon dit
phantom). Avec un tel échantillon, nous sommes en mesure d’évaluer la qualité des recons-
tructions réalisées. Plusieurs auteurs se sont penchés sur la question. Par exemple, Fiolka

et al. (2008a) ou encore Boulanger et al. (2014) ont utilisé de petites billes fluorescentes
disposées le long d’un plan incliné dont la pente est connue. Ainsi, connaissant la posi-
tion latérale (i. e. dans le plan Ω) d’une bille, il est aisé d’en déduire sa profondeur afin
d’étalonner/valider le modèle à partir des acquisitions multi-angles. Cependant, la mise
en place d’une telle expérience est minutieuse, notamment pour bien maitriser la géomé-
trie de l’échantillon. Dans la suite, nous proposons une méthode, similaire à (Ölveczky et
al., 1997), pour laquelle la construction de l’échantillon phantom ne requiert qu’une lentille
ainsi qu’une solution fluorescente homogène.

4.2.1 Protocole expérimental

Afin de construire notre échantillon de référence, nous avons immergé une lentille de
rayon de courbure Rc = 288.2 mm et de diamètre � = 25.4 mm dans une solution fluo-
rescente homogène comme cela est schématisé sur la figure 20. Étant donné que l’ordre de
grandeur du diamètre de la lentille est très supérieur à la taille de la zone observée (en
rouge sur la figure 20), nous considérons que le profil de la lentille est linéaire (cf. figure 20

centre). Des exemples d’acquisitions d’un tel échantillon pour différents angles d’incidence
sont présentés sur la figure 20 (droite). Enfin, notons que certains auteurs (Ölveczky et al.,
1997) ont également utilisé une approche similaire où la lentille est remplacée par une bille.
Cependant, les expériences que nous avons pu mener avec un tel dispositif n’étaient pas
convaincantes. En effet, les acquisitions étaient dégradées par des phénomènes de réflexion
dus à la géométrie de la bille.

α

Figure 20 – Échantillon phantom construit à partir d’une lentille et d’une solution fluorescente
homogène. La zone rouge définie la région observée par le microscope. La figure du
centre illustre le fait que sur la région observée, le profil de la lentille est considéré
linéaire. Des exemples d’acquisitions pour différents angles d’incidence sont présentés
à droite.

4.2.2 Méthode de reconstruction

Étant donné la géométrie particulière de l’échantillon présenté dans le paragraphe pré-
cédent, nous allons utiliser un a priori de forme pour reconstruire cet échantillon à partir
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d’acquisitions MA-TIRF. Pour chaque pixel i ∈ IN, on considère que la couche fluorescente
f (ui, ·), où ui ∈ Ω correspond au centre du i-ème pixel, peut être modélisée par une fonc-
tion Top-Hat par rapport à la variable z :

∀z ∈ R+, f (ui, z) = Ci1{z6Z̄i}, (4.2)

où Ci ∈ R+ et Z̄i ∈ R+ définissent respectivement la «concentration» en fluorophores et
l’épaisseur de solution comprise entre la lamelle de verre et la lentille pour le pixel i ∈ IN.
La réponse du microscope (1.10) pour une telle densité de fluorophores est alors donnée
par :

∀ i ∈ IN, ∀α ∈ A, s(α)i =
Ci
p(α)

I0(α)
[
1− e−Z̄ip(α)

]
+ bi. (4.3)

Ainsi, pour chaque pixel i ∈ IN des acquisitions, une estimation de Ci, Z̄i et bi est
réalisée par moindres carrés non-linéaires sous contrainte de positivité en utilisant une
version de l’algorithme Levemberg-Marquardt adaptée à cette contrainte (Kanzow et al.,
2004).

4.2.3 Résultats

Nous présentons dans cette section les résultats de reconstruction. Tout d’abord, obser-
vons l’ajustement du modèle (4.3) aux données mesurées. La figure 21 (ligne du haut)
montre les ajustements obtenus pour certains pixels i ∈ IN. Au vu de ces figures, le mo-
dèle semble donc être particulièrement bien adapté pour représenter les données issues du
système MA-TIRF que nous utilisons. Cependant, l’objectif principal étant la détermination
de la position axiale de la lentille, il convient de s’intéresser plus précisément aux valeur
Z̄i estimées.
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Figure 21 – Haut : Ajustement du modèle (4.3) aux données mesurées pour différents pixels i ∈
IN. Les croix bleues correspondent aux données et la courbe rouge au modèle ajusté
(intensité en fonction des angles). Bas : une acquisition du phantom (figure 20) pour un
angle incident α ∈ A.

Pour ce faire, nous avons calculé la valeur moyenne ainsi que l’écart-type des estimations
de Z̄i (i ∈ IN) le long de la direction Y dans la zone verte de la figure 21. En effet, de par
la géométrie de la lentille, pour x fixé (sur la figure 21), la profondeur de la lentille est
considérée constante par rapport à la variable y du plan image Ω.

Ces moyennes et écarts-types sont présentées sur la figure 22 où une droite a été ajustée
en utilisant les points présents entre les deux droites verticales. Nous restreignons le «fit»
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à ces points étant donné que la précision de la reconstruction diminue lorsque la distance
lamelle-lentille augmente. En effet, on voit clairement qu’à partir d’une certaine profondeur,
le profil estimé n’est plus linéaire. Par ailleurs, nous ne sommes pas non plus assuré du
comportement linéaire de la lentille au voisinage de l’interface (i. e. z = 0) étant donné que
le bord de la lentille est poli lors de la fabrication pour éviter d’éventuelles blessures lors
des manipulations. 4
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Figure 22 – Moyennes et écarts-types (le long de la direction Y) des estimés Z̄i correspondants à
la zone verte de la figure 21. La droite verte a été ajustée aux points présents entre les
deux droites verticales. La pente de la lentille attendue, calculée à partir de la géométrie
de cette dernière, est représentée en rouge.

Connaissant les caractéristiques Rc et � de la lentille, nous estimons la pente que nous
devrions reconstruire à 2.53° (en utilisant le fait que 1 pixel = 106 nm selon la direction
X). Cette pente est en accord avec celle de la droite verte ajustée sur les données de la
figure 22 déterminée à 2.51°. Ainsi le profil reconstruit suit précisément la pente calcu-
lée analytiquement d’après les caractéristiques de la lentille, jusqu’à une limite d’environ
400 nm. Notons que dans les expériences similaires réalisées par le passé, les résultats
étaient généralement présentés seulement sur les 200 premiers nanomètres (Boulanger et
al., 2014 ; Ölveczky et al., 1997). Cela illustre bien la limitation de ce type d’approches (re-
constructions MA-TIRF) à localiser précisément les structures biologiques les plus éloignées.
Enfin, comme évoqué précédemment, on observe une perte de précision au voisinage de
l’interface qui, en plus des irrégularités de la lentille dues au polissage des bords, peut
provenir de la non-uniformité de l’émission d’un fluorophore à proximité d’une interface
diélectrique (Hellen et Axelrod, 1987, et références associées) caractérisée par l’efficacité
de collection 5 qui n’est pas prise en compte dans le modèle simplifié (1.10).

4.3 co-localisation à deux couleurs

Afin de compléter la validation du modèle et l’étalonnage du système, nous avons réa-
lisé une dernière expérience visant à faire co-localiser deux reconstructions issues d’acqui-
sitions indépendantes d’un même spécimen.

4. On voit très bien les irrégularités du bord de la lentille sur l’acquisition présentée sur la figure 21.
5. Cette terminologie est présentée en 1.1.4, page 15.



54 étalonnage du système ma-tirf

4.3.1 Protocole expérimental

Étant donné que le système TIRF, décrit dans la section 1.1.3 (page 13), permet d’utiliser
plusieurs longueurs d’onde d’excitation et que le modèle (1.10) dépend de cette longueur
d’onde, l’idée consiste à imager un échantillon pour lequel les structures d’intérêt ont été
marquées par deux protéines fluorescentes, chacune sensible à une longueur d’onde par-
ticulière, et émettant respectivement dans deux couleurs différentes. Ainsi, nous obtenons
deux acquisitions indépendantes des mêmes structures biologiques pour lesquelles les re-
constructions doivent co-localiser. Le schéma présenté sur la figure 23 résume le principe
de l’expérience réalisée dans cette section.

Excitation λ1 nm

Excitation λ2 nm

5
0
0

nm
5
0
0

nm

Co-localization ?

Figure 23 – Schéma du processus d’acquisition et de reconstruction pour l’expérience de co-
localisation à deux couleurs. De gauche à droite : structures d’intérêt (tridimension-
nelles) marquées par deux molécules fluorescentes différentes, chacune sensible à une
longueur d’onde d’excitation particulière ; acquisitions pour les deux longueurs d’onde
en question ; reconstruction numérique.

Pour cette expérience, les filaments d’actine de cellules endothéliales ont été marqués
avec de la phalloïdine (toxine se liant à l’actine) couplée à deux types de fluorophores
différents : Alexa Fluor 488 (fluorophores émettant dans le vert) et Alexa Fluor 546 (fluoro-
phores émettant dans le jaune).

En ce qui concerne la méthode de reconstruction, étant donné que le signal sur les images
MA-TIRF acquises est assez fort et très peu bruité, nous n’avons pas utilisé de régularisation
TV et simplement minimisé le critère (3.20) dans le cas d’un modèle de bruit gaussien avec
l’algorithme CP (voir section 3.1.4 page 34).

4.3.2 Résultats

Des résultats de co-localisation sont présentés sur la figure 24. Les reconstructions ont été
réalisées pour une discrétisation axiale régulière de pas δz = 20 nm et en considérant que
l’indice de réfraction de l’échantillon (supposé être celui de l’eau 6) est différent en fonction
de la longueur d’onde d’excitation. En particulier, nous avons choisi nt = 1.34 pour Alexa
Fluor 488 et nt = 1.335 pour Alexa Fluor 546 d’après (Segelstein, 2011). D’autre part,
rappelons que nous utilisons des valeurs de K (voir équation (4.1)) différentes en fonction
de la longueur d’onde d’après l’étalonnage de l’angle incident réalisé dans la section 4.1.
Afin de visualiser les volumes reconstruits dont la dimension axiale est très inférieure aux

6. Nous sommes sur des échantillons fixés dont le cytoplasme a été remplacé par de l’eau.
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Figure 24 – Résultats de co-localisation. La colonne de gauche présente les reconstructions pour
les acquisitions Alexa Fluor 488 alors que la colonne du milieu correspond à Alexa
Fluor 546, les deux molécules marquant les mêmes structures d’intérêt (actine). Le code
couleur caractérise la profondeur des objets (selon (Oz)) en utilisant la colorbar affichée
(rouge = 0 nm). Enfin, la colonne de droite montre la superposition des profils axiaux,
extraits le long des flèches, pour les deux reconstructions (Alexa 488 est représenté
en vert et Alexa 546 en rouge). Les reconstructions ont été réalisées par minimisation
de (3.20) avec l’algorithme CP à partir de L = 18 angles incidents et en utilisant une
discrétisation axiale régulière de pas δz = 20 nm.
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deux autres dimensions latérales, une méthode assez répandue consiste à représenter une
carte de profondeur où la couleur est caractéristique de la distance des structures à l’inter-
face. Une telle représentation est utilisée sur la figure 24 et nous avons également extrait
quelques coupes axiales des différents volumes reconstruits le long de segments représen-
tés par des flèches sur la figure 24.

Nous pouvons voir à travers ces résultats que nous obtenons bien l’effet escompté, à
savoir la co-localisation des deux reconstructions obtenues à partir de deux acquisitions
indépendantes. D’autre part, gardons à l’esprit que le modèle (1.10) dépend de la longueur
d’onde d’excitation qui est différente pour les deux acquisitions réalisées dans cette ex-
périence. Ainsi la concordance des reconstructions confirme la validité du modèle simpli-
fié (1.10) pour décrire notre système MA-TIRF. Enfin, les profils extraits révèlent une co-
localisation avec une précision d’environ 20-40 nm (correspondant à l’ordre de grandeur
des fibres observées) sur une épaisseur variant de 300 à 500 nm selon les échantillons.

4.4 conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à l’étalonnage et la validation du système
qui sont deux étapes fondamentales en vue de la réalisation de reconstructions à partir
d’acquisitions réelles. Nous avons ainsi proposé 3 expériences simples à mettre en œuvre
en comparaisons avec des expériences similaires proposées dans la littérature :

1. étalonnage de l’angle incident à partir d’acquisitions du BFP de l’objectif pour plu-
sieurs solutions aqueuses ayant des indices de réfraction différents. En particulier,
cette expérience nous a permis d’ajuster la relation entre la tension appliquée au mi-
roir galvanométrique et l’angle incident, nous permettant de contrôler précisément
ce dernier ;

2. validation du modèle à partir d’un échantillon dont la géométrie est connue (construit
avec une lentille de verre et une solution fluorescente homogène). La précision de la
reconstruction obtenue pour un tel échantillon, sur une épaisseur de 400 nm adjacente
à la lamelle de verre, a montré que le modèle simplifié (1.10) était suffisant pour
décrire notre système MA-TIRF. À titre de comparaison, les expériences du même
type que l’on peut trouver dans la littérature ne présentent que des résultats sur une
couche de 200 nm d’épaisseur ;

3. confirmation de la validité du modèle avec une expérience de co-localisation qui
a montré la concordance (avec une précision de l’ordre de 20-40 nm) entre deux
reconstructions obtenues à partir de deux acquisitions indépendantes d’un même
spécimen marqué par deux molécules fluorescentes sensible à différentes longueurs
d’onde d’excitation.
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Dans ce chapitre nous présentons quelques résultats obtenus sur des données expéri-
mentales pour l’étude du phénomène d’adhésion cellulaire et de l’assemblage de la ma-
trice extracellulaire dans le contexte de l’angiogenèse 1 tumorale. Ce travail a été réalisé en
collaboration avec l’équipe d’Ellen Van Obberghen-Schilling à l’iBV (Nice) qui s’intéresse à
cette problématique. En particulier, la préparation des échantillons utilisés dans la suite 2 a
été réalisée par Agata Radwanska et Dominique Grall.

5.1 une explication synthétique du phénomène d’adhésion cellulaire

Le mécanisme d’adhésion cellulaire, pour les cellules endothéliales 3 considérées ici, est
résumé de manière synthétique sur la figure 25 et suit les deux processus suivants :

1. liaison de la cellule à la matrice extracellulaire : cette liaison est réalisée à l’aide de pro-
téines transmembranaires, les intégrines, dont une extrémité est capable de se lier à la
matrice extracellulaire et l’autre extrémité peut se lier aux filaments d’actine consti-
tuant, avec d’autres structures, le cytosquelette de la cellule. Par ailleurs, les intégrines
jouent aussi un rôle dans la mise en forme de la matrice extracellulaire, notamment
pour son organisation sous forme de fibres ;

2. assemblage de la fibronectine (fibrogénèse de la fibronectine) : les cellules endothéliales
sécrètent par exocytose une protéine, la fibronectine, qui est ensuite assemblée sous
l’action de certaines intégrines en un maillage de fibres, appelé matrice extracellulaire,
sur lequel la cellule va pouvoir «s’accrocher».

Notons que ces deux processus ne sont pas séquentiels, la cellule est en permanence en
train de produire et de sécréter de la fibronectine, de l’assembler sous forme de fibres pour
constituer la matrice extracellulaire, et de créer (renforcer) des adhésions.

Enfin, la formation de la matrice extracellulaire est encore aujourd’hui un phénomène
qui n’est pas complètement compris. En particulier, plusieurs types d’intégrines sont connus,
mais leur rôle précis dans la mise en forme de la matrice extracellulaire est quant à lui tou-
jours incompris pour certaines d’entre elles.

1. Processus de croissance de nouveaux vaisseaux sanguins à partir des vaisseaux existants.
2. Et également ceux pour l’expérience de co-localisation présentée dans le chapitre 4.
3. Cellules qui tapissent les vaisseaux sanguins.

57
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Vésicules
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fibronectine Intégrines

Matrice extracellulaire

Actine

Figure 25 – Schématisation du processus d’adhésion cellulaire et d’assemblage de la matrice ex-
tracellulaire pour les cellules endothéliales.

5.2 expérience réalisée

Nous avons vu dans le paragraphe précédent qu’il y avait plusieurs structures impli-
quées dans le mécanisme d’adhésion cellulaire. En particulier, nous avons mis l’accent sur
la fibronectine, présente dans la matrice extracellulaire, les intégrines, localisées au niveau
de la membrane cellulaire, et enfin les filaments d’actine, constituant en partie le cytosque-
lette de la cellule.

Plusieurs échantillons de cellules endothéliales ont donc été préparés en marquant la
fibronectine, l’intégrine et l’actine avec trois fluorophores différents. Ces échantillons ont
ensuite été imagés avec le système TIRF présenté dans le chapitre 1 étant donné qu’il permet
l’utilisation de différentes longueurs d’onde d’excitation (voir section 1.1.3, page 13). Par
ailleurs, l’un des objectifs étant la comparaison de différentes intégrines dans le but de
comprendre leur rôle sur l’assemblage de la matrice extracellulaire, l’intégrine α5β1 a été
marquée pour certains echantillons alors que pour d’autres le marquage a été réalisé sur
l’intégrine αVβ3.

À partir des acquisitions MA-TIRF obtenues, les volumes 3D des échantillons ont été re-
construits, en considérant une discrétisation axiale δz = 20 nm, avec les méthodes présen-
tées précédemment. Nous précisons juste qu’ici une régularisation TV (avec un paramètre
λr = 1e

−6) a été utilisée étant donné que le bruit présent sur les acquisitions était plus im-
portant que celui des acquisitions réalisées pour l’expérience de co-localisation, ou plutôt
que le signal émis par les fluorophores était plus faible.

5.3 résultats et analyse

Au moment de l’écriture de ce manuscrit, les reconstructions MA-TIRF sont encore en
cours d’analyse afin de voir si les expériences réalisées permettent d’analyser le compor-
tement des différents types d’intégrine et d’en définir le rôle. Cependant, quelques ob-
servations peuvent déjà être faites et constituent des résultats préliminaires qu’il faudra
confirmer par la suite avec une analyse plus approfondie des reconstructions (e. g. extrac-
tion de données sur les différentes reconstructions pour faire des statistiques) ainsi que la
réalisation d’expériences supplémentaires.
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5.3.1 Positions relatives entre fibronectine, intégrine et actine

Une des premières observations que l’on peut faire sur de telles reconstructions, permet-
tant de renforcer la validation de la méthode de reconstruction effectuée dans le chapitre 4,
concerne la position relative des différentes structures imagées. En effet, on doit avoir (cf. fi-
gure 25) :

Extracellulaire Intracellulaire
Fibronectine

Intégrines

Actine

Z

Les figures 26, 27 et 28, présentent des diagrammes décrivant les positions relatives
d’un type de structures par rapport à un autre. Ces diagrammes ont été construits de la
manière suivante. Soit R1 ∈ RN×M et R2 ∈ RN×M deux reconstructions obtenues pour
deux types de structures différentes (e. g. actine et fibronectine). On définit alors les cartes
de profondeur moyenne (en pixels) CP1 ∈ RN et CP2 ∈ RN par :

∀i ∈ IN, CP
1
i =

 1∑
j∈IM

R1ij

∑
j∈IM

j× R1ij

 (5.1)

(respectivement pour CP2 avec R2), où [·] définit l’arrondi au plus proche entier. Autrement
dit, pour chaque pixel i ∈ IN du plan latéral des reconstructions, on calcule la profondeur
moyenne (en pixels) des objets reconstruits. À partir de telles cartes de profondeur, nous
pouvons maintenant définir un diagramme de position relative D ∈ RM×M, entre les
deux types de structures. Un tel diagramme doit être lu en sachant que l’axe des abscisses
représente la profondeur du premier type de structures observées et l’axe des ordonnées
représente la profondeur du deuxième type de structures (provenant du même échantillon
mais imagées avec deux couleurs différentes).

Afin de construire D, nous parcourons les pixels i ∈ IN des deux cartes CP1 et CP2 et
en réalisons l’incrément :

D(CP1i , CP
2
i ) = D(CP1i , CP

2
i ) +

√√√√√
∑
j∈IM

R1ij

×
∑
j∈IM

R2ij

. (5.2)

En d’autre termes, ce diagramme reflète le positionnement axial de R1 par rapport à R2

en tenant compte de l’intensité de ces derniers (si le signal est faible pour un pixel i ∈ IN,
il contribuera peu au diagramme). La localisation des points les plus intenses de ce dia-
gramme par rapport à la diagonale montre alors comment les deux type de structures se
positionnent l’une par rapport à l’autre (selon (Oz)).

D’après les figures 26, 27 et 28 on peut constater que l’on a bien toujours la fibronectine
plus proche de l’interface que l’intégrine qui est elle même moins profonde que les fila-
ments d’actine. Notons également qu’entre ces différentes configurations, les fluorophores
utilisés pour marquer les structures d’intérêt ont été intervertis. C’est-à-dire que pour cer-
taines expériences, l’actine a été marquée par un fluorophore F1, l’intégrine par F2 et la
fibronectine par F3, alors que pour d’autres échantillons F1 était utilisé pour la fibronectine
et F3 pour l’actine par exemple. Cela permet de montrer la robustesse de la méthode par
rapport à la longueur d’onde d’excitation utilisée et vient conforter les expériences menées
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dans le chapitre 4.
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Figure 26 – Diagrammes des positions relatives entre l’actine, la fibronectine et l’intégrine α5β1
après 6h de culture cellulaire. Chaque ligne représente un échantillon particulier.

Enfin, toujours sur les diagrammes des figures 26 et 27, nous pouvons remarquer que
les structures observées semblent s’être rapprochées de l’interface (après 48h de culture),
en particulier pour la fibronectine. En se rappelant que la fibronectine est sécrétée par la
cellule elle-même, on peut donc expliquer ce phénomène par le fait qu’entre 6h et 48h de
culture, la cellule a eu le temps de sécréter et d’assembler la fibronectine au niveau de la
lamelle de verre (i. e. z = 0). Ainsi à 6h, la majeure partie de la fibronectine se trouve à
l’intérieur de la cellule sous forme de vésicules alors qu’à 48h, une partie importante de
celle-ci constitue la matrice extracellulaire au niveau de l’interface (voir par exemple les
images sur la figure 29).

5.3.2 Différences entre les intégrines α5β1 et αVβ3

Pour finir, nous nous intéressons plus particulièrement aux intégrines α5β1 et αVβ3
dont le rôle (simplifié) est résumé ci-dessous (Geiger et al., 2001) :

— αVβ3 permet à la cellule de réaliser des adhésions sur le substrat lorsque la fibronec-
tine n’est pas encore assemblée. Ce sont des adhésions focales (visibles sous forme
de tâches ovales) ;

— α5β1 est responsable d’une part de l’assemblage de la fibronectine sous forme de
fibre et d’autre part de la création d’adhésions fibrillaires stables (en comparaison
avec celles produites par αVβ3) en réalisant un lien entre la matrice extracellulaire et
les filaments d’actine à l’intérieur de la cellule. Cette intégrine est donc localisée le
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Figure 27 – Diagrammes des positions relatives entre l’actine, la fibronectine et l’intégrine α5β1
après 48h de culture cellulaire. Chaque ligne représente un échantillon particulier.
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Figure 28 – Diagrammes des positions relatives entre l’actine, la fibronectine et l’intégrine αVβ3
après 48h de culture cellulaire.

long des fibres de fibronectine au dessus de celles-ci.

La figure 29 présente les quatre premières images du stack reconstruit pour les acquisi-
tions à 48h où l’intégrine marquée est soit α5β1 (image du haut), soit αVβ3 (image du bas).
On peut alors observer que αVβ3 est présent sous forme de spots au niveau de l’interface
alors que α5β1 est localisée plus en profondeur, au dessus de la fibronectine, et suit la
structure fibrillaire de cette dernière. Ces observations sont en accord avec la connaissance
que nous avons du rôle de ces intégrines (décrit ci-dessus).
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Fibronectine / α5β1 / Actine

Fibronectine / αVβ3 / Actine

Fibronectine / α5β1 / Actine

Fibronectine / αVβ3 / Actine

Figure 29 – Les quatre premières images du stack (de gauche à droite) reconstruit pour les échan-
tillons à 48h où le marquage de l’intégrine est porté sur α5β1 (haut) ou αVβ3 (bas). Sur
ces images, l’actine est représentée en bleu, l’intégrine en vert et enfin la fibronectine
en rouge. La barre blanche représente 10 µm.

5.4 conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre une étude expérimentale préliminaire utilisant la
reconstruction MA-TIRF dans le but de répondre à certaines questions biologiques concer-
nant le mécanisme d’adhésion cellulaire. Nous avons montré d’une part que la position
axiale relative des structures reconstruites les unes par rapport aux autres est cohérente
avec leurs caractéristiques biologiques. En effet, les protéines constituant la matrice extracel-
lulaire sont bien reconstruites en dessous (i. e. plus proche de l’interface) que les protéines
situées au niveau de la membrane, elles mêmes sous les structures intracellulaires.

D’autre part, nous avons pu observer des comportements connus concernant les inté-
grines α5β1 et αVβ3. Ces observations viennent compléter d’autres expériences menées
précédemment par l’équipe d’Ellen Van Obberghen-Schilling pour lesquelles la troisième
dimension (selon (Oz)) n’était pas disponible. Cette information sur la position axiale des
structures a été rendu possible avec la méthode basée sur la microscopie MA-TIRF déve-
loppée dans cette thèse. Ces résultats montrent que la méthode est capable de délivrer
des informations tridimensionnelles précises avec trois couleurs différentes ce qui ouvre
des possibilités intéressantes pour les biologistes cherchant à étudier les interactions entre
différentes molécules à proximité de la membrane cellulaire.
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conclusion

Cette partie de la thèse a été consacrée au développement d’une méthode de reconstruc-
tion tridimensionnelle à partir d’acquisitions MA-TIRF issues d’un système expérimental
développé à l’iBV. Dans ce contexte, diverses contributions ont été apportées. Tout d’abord,
après s’être placé dans un cadre bayésien et avoir formulé le problème de reconstruction
comme la minimisation d’une fonctionnelle, nous avons proposé une étude 1D visant à
mettre en avant les effets des différents termes de régularisation utilisés pour la résolution
de ce problème inverse mal-posé. Cette étude a permis de révéler plusieurs comportements
intéressants qu’il est important de prendre en compte lors de la reconstruction numérique
des structures biologiques observées :

— modélisation du signal de fond : nous avons montré qu’un signal constant pour les dif-
férents angles d’incidence était vu par la reconstruction moindres carrés (positifs) à
travers le modèle MA-TIRF comme un Dirac au niveau de l’interface (proposition 3.1).
En partant de ce fait, il est alors indispensable de prendre en compte le signal de fond
présent sur les acquisitions dans la méthode de reconstruction. Nous avons alors pro-
posé de réaliser l’estimation jointe de la densité de fluorophores et du signal de fond.
Des simulations numériques ont souligné le gain apporté par une telle modélisation.

— régularisation TV : une régularisation classique pour les problèmes inverses en si-
gnal/image est la régularisation de variation totale. Elle permet de favoriser les so-
lutions constantes par morceaux et de préserver les contours. Cependant, elle est
également connue pour atténuer le contraste de la solution. Dans le contexte de la
reconstruction MA-TIRF, ce phénomène n’est pas sans conséquences et nous avons
montré qu’il entrainait une perte de résolution axiale des objets reconstruits. L’ob-
jectif de ce problème étant de faire de la super-résolution axiale, nous en concluons
qu’une telle régularisation doit être utilisée avec précaution dans la direction axiale.

— Poisson Vs gaussien : nous nous sommes également intéressés, dans cette étude 1D,
aux différences entre l’utilisation d’une vraisemblance poissoniene ou gaussienne
dans un contexte de bruit mixte poissonien-gaussien. Une expérience numérique en
simulation a alors montré qu’il n’y avait pas de différence majeure à considérer une
fonctionnelle plutôt que l’autre. Notons tout de même que dans ces simulations, nous
nous sommes placés dans un contexte de bruit mixte poissonien-gaussien pour lequel
les contributions des deux types de bruits sont du même ordre.

Dans un second temps, nous nous sommes intéressés à l’étalonnage du système et la
validation du modèle qui sont deux étapes fondamentales dans le but d’effectuer des re-
constructions sur des acquisitions réelles. Pour ce faire, nous avons proposé et mis en place
plusieurs expériences. La première concerne l’étalonnage de l’angle incident du laser sur
l’échantillon et est réalisée à partir d’acquisitions du plan focal arrière de l’objectif. À partir
de telles acquisitions, nous sommes alors en mesure d’extraire les données nécessaires à
l’ajustement d’un modèle théorique décrivant la relation entre l’angle incident et la tension
appliquée au miroir galvanométrique contrôlant ce dernier. Concernant la validation du
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modèle simplifié, nous avons réalisé l’acquisition d’un échantillon de géométrie connue
pour lequel nous avons obtenus des résultats de reconstruction (en utilisant un a priori de
forme) d’une précision de l’ordre de 20 nm sur un épaisseur de 400 nm. Ces résultats sont
à mettre en perspective avec des expériences similaires de la littérature où les reconstruc-
tions ne sont pas présentées au-delà de 200 nm. Enfin, une expérience de co-localisation
à deux couleurs a permis de conforter la validation du modèle ainsi que la méthode de
reconstruction en étant capable de faire co-localiser deux reconstructions issues de deux ac-
quisitions indépendantes des mêmes structures contenant un double marquage fluorescent.

Pour terminer, nous avons aussi confronté notre méthode à d’autres données expérimen-
tales biologiques dans le contexte de l’adhésion cellulaire. Les reconstructions obtenues ont
permis d’observer des phénomènes connus confortant une fois de plus la validité du mo-
dèle et de la méthode de reconstruction. Ces résultats ouvrent d’intéressantes perspectives
pour d’autres applications en biologie nécessitant une telle modalité d’acquisition afin de
visualiser différents phénomènes au niveau de la membrane cellulaire.

perspectives

Outre l’utilisation de la méthode pour d’autres applications en biologie, une première
perspective concerne l’accélération de l’algorithme de reconstruction. Les reconstructions
présentées dans ce manuscrit sont réalisées avec Matlab en un temps de calcul d’environ
30 min pour des images de taille (512× 512× 30). Vue l’expression du modèle TIRF (1.10),
il est possible d’effectuer une importante parallélisation du code pour le calcul du modèle
direct (et adjoint) étant donné que chaque pixel du plan Ω peut être calculé de manière
indépendante ce qui suggère la possibilité d’améliorer de façon significative les temps de
calculs en utilisant par exemple une implémentation GPU.

Comme nous l’avons déjà mentionné dans certains chapitres, une autre perspective
concerne la prise en compte de la PSF dans le modèle simplifié utilisé pour la reconstruc-
tion. Pour que cela soit efficace, il sera alors nécessaire de modéliser précisément la PSF du
système utilisé.

Enfin, la technique MA-TIRF utilisée ici ne permet qu’une amélioration de la résolution
axiale. Afin d’obtenir des reconstructions avec une résolution isotrope dans toutes les di-
rections, une idée consisterait alors à combiner les techniques MA-TIRF et PALM 1. Une telle
reconstruction nécessiterait de localiser les molécules activées dans le volume reconstruit
à l’aide de méthodes d’optimisation parcimonieuses telles que celles qui font l’objet de la
deuxième partie de ce manuscrit.

1. Voir la section 11.3 page 154 pour une description de la microscopie PALM.
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L’approximation parcimonieuse est aujourd’hui un domaine de recherche en plein essor.
Ces dernières années, de nombreuses contributions ont été apportées à ce problème qui
est encore aujourd’hui un sujet de recherche très actif. Cet engouement pour cette problé-
matique dans le domaine du traitement du signal et des images est en grande partie la
conséquence des nombreuses applications que l’on y trouve de part la nature même des
signaux qui nous entourent qui sont soit parcimonieux en tant que tels soit compressibles
permettant ainsi de les représenter de manière parcimonieuse dans une base bien choisie.
L’origine du travail sur ce sujet réalisé dans cette thèse étant le problème MA-TIRF étudié
dans la première partie du manuscrit, nous nous sommes naturellement orientés vers le
cas des problèmes où l’opérateur modélisant l’acquisition des données est complètement
caractérisé par la physique du problème. Il est important de bien distinguer ce type de
problèmes avec ceux rencontrés dans le contexte très répandu de l’échantillonnage com-
pressé où la conception de la matrice d’échantillonnage (d’acquisition) concerne également
une partie majeure du problème permettant alors de vérifier certaines hypothèses ayant
conduit à d’important résultats théoriques qui ont valu à ce principe la popularité qu’on
lui connaît.

Le problème central de cette partie concerne donc la minimisation du critère moindres
carrés pénalisé en norme-`0 (critère mixte `2-`0) connu pour être NP-Difficile. Dans ce
contexte, nous nous intéressons à des relaxations continues de la fonctionnelle et plus pré-
cisément aux liens qui existent entre les minimiseurs d’une telle relaxation et ceux de
la fonctionnelle initiale. Ainsi, le travail réalisé se focalise sur l’étude et l’analyse de re-
laxations continues dites exactes dans le sens où elles ne changent pas le problème initial
(mêmes minimiseurs globaux) et le rendent plus accessible de part la continuité apportée
et l’élimination d’un certain nombre de minimiseurs locaux.

Après une introduction générale sur les signaux parcimonieux et les problèmes d’op-
timisation associés, ainsi qu’une une revue des méthodes existantes dans la littérature
(chapitres 7 et 8), nous introduisons la pénalité CEL0 (Continuous Exact `0) dans le cha-
pitre 9. Cette pénalité, déterminée dans le cas 1D et le cas ND orthogonal en calculant
l’enveloppe convexe du critère `2-`0, est démontrée être une alternative continue exacte (au
sens défini ci-dessus) de la nome-`0. La continuité du critère moindre carrés pénalisé ré-
sultant permet alors l’utilisation d’un certain nombre d’algorithmes récents d’optimisation
non-convexe dont certains sont présentés dans le chapitre 10. Par ailleurs, nous proposons
dans ce même chapitre des méthodes itératives basées sur des appels successifs de tels
algorithmes afin d’améliorer la minimisation de la fonctionnelle ou encore de s’affranchir
du choix du paramètre de régularisation. Le chapitre 11 est dédié à l’application de ces
algorithmes à différents problèmes rencontrés en traitement du signal et des images. En
particulier, nous mettons en évidence l’intérêt de minimiser la relaxation continue propo-
sée en comparaison avec une minimisation directe du critère `2-`0. Enfin, une vue unifiée
des pénalités continues approchant la norme-`0 est étudiée dans ce contexte de reformula-
tion exacte (chapitre 12). Nous établissons alors des conditions nécessaires et suffisantes sur
les pénalités afin d’assurer le caractère exact du critère pénalisé relaxé résultant.
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7.1 les signaux parcimonieux

De nombreux phénomènes physiques ne sont pas directement observables et nécessitent
la résolution d’un problème inverse afin de reconstruire le signal d’intérêt. Généralement,
de part la nature même du phénomène, de tels problèmes sont mal posés 1 et peuvent ne
pas admettre de solution unique mais aussi être très sensibles à de petites perturbations
(e. g. bruits). Une manière d’aborder ce genre de problèmes consiste alors à ajouter une
information a priori, i. e. à régulariser le problème. En particulier, une méthode très répan-
due vise à imposer la parcimonie de la solution. C’est le cas par exemple pour le problème
de déconvolution d’impulsions (spikes deconvolution en anglais) que l’on rencontre en mi-
croscopie, en astronomie, mais aussi en géophysique. La séparation de sources en est un
autre exemple qui se présente dans plusieurs domaines comme les télécommunications, le
médical ou encore pour l’analyse de signaux audio. D’autre part, l’approximation parcimo-
nieuse est largement utilisée en statistique pour la sélection de variables et l’apprentissage
(Machine learning). Dans toutes ces applications, le signal recherché est parcimonieux en
tant que tel. Cependant, la problématique de l’approximation parcimonieuse va au delà de
ce type de signaux vraiment parcimonieux avec le constat que la plupart des autres signaux
qui nous entourent sont généralement compressibles et peuvent alors être bien représentés
par des signaux parcimonieux dans une base bien choisie. En traitement du signal et des
images, ce concept de représentation parcimonieuse a pris de l’ampleur avec l’arrivée de
l’échantillonnage compressé (compressed sensing, compressive sampling ou encore compressive
sensing en anglais).

Dans ce contexte, l’idée consiste à compresser un signal dès son acquisition. Ainsi, plu-
tôt que d’acquérir toute l’information contenue dans le signal pour le compresser par la
suite, le principe repose sur l’acquisition d’un nombre limité de mesures tout en s’assurant
d’être capable de reconstruire le signal original. Une motivation évidente est la réduction
du temps d’acquisition. Le problème ici pose donc à la fois la question de l’échantillonnage
(i. e. de la matrice d’échantillonnage) et celle de la reconstruction du signal, contrairement
aux autres problèmes inverses présentés au début du paragraphe où l’opérateur à inverser
est complètement déterminé par la physique du problème (e. g. déconvolution). Cette diffé-
rence entre ces deux types de problèmes se révèle être très importante pour les algorithmes
d’optimisation. En effet, en échantillonnage compressé la conception de la matrice d’acqui-
sition est un aspect majeur qui peut être réalisé dans l’objectif de vérifier des propriétés/-
hypothèses (voir section 8.1) assurant une reconstruction exacte du signal parcimonieux
mesuré avec certains algorithmes. Malheureusement, pour les problèmes où la physique
régit le modèle, les hypothèses utilisées en échantillonnage compressé sont généralement

1. Voir chapitre 1 pour une définition.
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trop restrictives et d’autres algorithmes de reconstruction sont alors préférés. Dans la suite
de ce manuscrit, nous nous plaçons dans le contexte de cette deuxième catégories de pro-
blèmes.

Nous considèrerons le cas d’observations linéaires suivant :

d = Ax? + η, (7.1)

où A ∈ RM×N représente un dictionnaire d’atomes ou bien la matrice d’observation du
signal (définie par la physique du problème), d ∈ RM est un vecteur contenant les mesures
(données), x? ∈ RN définit le signal parcimonieux recherché et enfin η ∈ RM est un bruit
additif.

7.2 approximation parcimonieuse : différentes formulation

Dans le but d’estimer le signal parcimonieux x? ∈ RN à partir des données bruitées
d ∈ RM, et étant donné que le système linéaire est généralement sous-déterminé (M� N),
une méthode classique consiste à imposer une contrainte définie à partir de la pseudo-
norme 2-`0 :

‖x‖0 := ] {xi, i ∈ IN : xi 6= 0} , (7.2)

où ] définit la cardinalité de l’ensemble et IN := {1, . . . ,N}. En d’autre termes, cette norme
compte le nombre de coefficients non nuls de x ce qui en fait une mesure de parcimonie
que l’on peut qualifier «d’idéale». Lorsque que l’on se restreint à la droite réelle, on notera
| · |0 la fonction dite «0-1» et définie par :

∀u ∈ R, |u|0 =

{
0 si u = 0,

1 si u 6= 0.
(7.3)

On a alors ‖x‖0 =
∑
i∈IN

|xi|0.

On distingue plusieurs formulations du problème d’approximation parcimonieuse : les
formes contraintes, utilisées lorsque l’on a une information sur la parcimonie du signal
recherché ou bien sur la variance du bruit, ainsi que la forme pénalisée, utilisée lorsque
nous n’avons pas accès à de telles informations. Par exemple, si l’on souhaite imposer une
contrainte du type ‖x‖0 6 k ∈N sur la parcimonie de la solution, le problème s’écrit :

x̂ ∈ arg min
x∈RN

‖Ax − d‖22 s.c. ‖x‖0 6 k, (Ck)

alors que si nous avons une connaissance sur le bruit nous allons plutôt préférer une
formulation de la forme suivante :

x̂ ∈ arg min
x∈RN

‖x‖0 s.c. ‖Ax − d‖22 6 ε, (Cε)

où ε ∈ R+ est déterminé par la variance du bruit η. Enfin, si nous n’avons aucune informa-
tion de ce type, la forme pénalisée

x̂ ∈ arg min
x∈RN

G`0(x) :=
1

2
‖Ax − d‖22 + λ‖x‖0, (Pλ)

2. Par abus de langage, nous parlerons dans la suite de norme-`0.
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est généralement considérée. Ici, λ ∈ R+ est un paramètre de régularisation permettant de
donner plus ou moins d’importance à la pénalisation `0. Enfin, on notera, pour un support
donné ω ⊂ IN, l’erreur quadratique minimale par

L2(ω) := min
t∈R]ω

‖Aωt− d‖22, (7.4)

où Aω := (aω[1], . . . , aω[]ω]) définit la restriction de A aux colonnes indexées par les
éléments de ω.

Tous ces problèmes sont connus pour être NP-Difficiles (Natarajan, 1995 ; Davis et al.,
1997). Afin de préciser un peu plus cette notion, nous rappelons les différentes classes de
complexité 3 (Cormen et al., 2009, Chapitre 34) :

— P : classe des problèmes pouvant être résolus en un temps polynomial ;
— NP : classe des problèmes dont une solution peut être vérifiée (mais pas forcément

trouvée) en un temps polynomial. En particulier on a P ⊂ NP ;
— NP−Complet (NPC) : sous-classe de NP contenant les problèmes «les plus difficiles»

de cette classe. Plus précisément, P ∈ NPC si

1. P ∈ NP,

2. pour tout P ′ ∈ NP, P ′ est réductible en temps polynomial 4 à P ;

— NP −Difficile : classe des problèmes «au moins aussi difficiles» que ceux de NP −
Complet. C’est à dire les problèmes qui vérifient le deuxième point ci-dessus mais
pas forcément le premier. En particulier, pour ces problèmes, une solution peut ne
pas être vérifiable en un temps polynomial.

La figure 30 illustre les relations entre ces classes de complexité.

P NP−DifficileNPC

NP

Figure 30 – Diagramme d’Euler pour les classes de complexité P, NP, NP − Complet (NPC) et
NP−Difficile.

Les problèmes (Ck), (Cε) et (Pλ) sont donc extrêmement difficiles et à ce jour il n’existe
pas d’algorithmes permettant de les résoudre efficacement sans restrictions particulières
sur la matrice A. De plus, toujours dans un cadre général, il n’est même pas possible de
vérifier la validité d’une solution de ces problèmes. Bien que la question de savoir si P = NP

est toujours ouverte, la majorité des chercheurs considèrent que de tels problèmes ne sont
pas solvables.

Most theoretical computer scientists believe that the NP-complete problems are intrac-
table, since given the wide range of NP-complete problems that have been studied to

3. Initialement ces classes de complexité ont été introduites pour des problèmes de décision. Cependant,
il est commun de les utiliser également pour décrire les problèmes d’optimisation étant donné les liens qu’il
existe entre ces deux types de problèmes (Cormen et al., 2009, Chapitre 34).

4. Voir (Cormen et al., 2009) pour une définition.



72 introduction

date —– without anyone having discovered a polynomial time solution to any of them
–— it would be truly astounding if all of them could be solved in polynomial time.

(Cormen et al., 2009, Chapitre 34)

Par conséquent, une multitude de travaux ont été consacrés d’une part à la détermination
de conditions sur A pour lesquelles il existe des algorithmes efficaces ayant des garanties
d’optimalité pour les problèmes (Ck), (Cε) et (Pλ), et d’autre part au développement d’al-
gorithmes (sous-optimaux) permettant d’approcher une solution de ces problèmes lorsque
de telles conditions ne sont pas vérifiées. Une revue de la littérature à ce propos sera effec-
tuée dans le chapitre 8.

Par ailleurs, de part la non-convexité de la norme-`0, (Pλ) n’est pas équivalent à (Ck) et
(Cε) (Soussen et al., 2015 ; Nikolova, 2016). En particulier, pour un vecteur d ∈ RM donné,
il peut exister des valeurs de k pour lesquelles un minimiseur global de (Ck) n’est pas un
minimiseur global de (Pλ) pour tout λ ∈ R?

+. On peut également relier les problèmes (Ck),
(Cε) et (Pλ) à l’optimisation bi-objectif où l’on cherche à minimiser à la fois l’erreur quadra-
tique et la taille du support de la solution. Dans ce contexte, on s’intéresse généralement
à la frontière de Pareto définie par les points pour lesquels il n’existe pas d’autres points
permettant de décroître les deux critères simultanément (Marler et Arora, 2004). Dans
le cas `2-`0 qui nous intéresse ici, nous pouvons voir que les solutions de (Ck) (resp. (Cε))
pour différentes valeurs de k ∈N (resp. ε ∈ R+) constituent la frontière de Pareto, pouvant
être non convexe, alors que les solutions de (Pλ) appartiennent uniquement à l’enveloppe
convexe de cette frontière (Soussen et al., 2015).

7.3 quelques propriétés utilisées pour l’étude des garanties d’optima-
lité

Afin d’étudier les garanties d’optimalité de certains algorithmes, plusieurs propriétés/-
hypothèses sur la matriceA ont été introduites par différents auteurs. Nous les répertorions
ici à titre informatif.

Définition 7.1 (Cohérence de A (Donoho et Huo, 2001)). Pour une matrice A ∈ RM×N

dont les colonnes sont normalisées, on appelle cohérence de A la quantité,

µ(A) = max
16i,j6N,i6=j

|〈ai, aj〉|, (7.5)

où ai (i ∈ IN) définit la i-ème colonne de la matrice A.

La cohérence reflète donc la dépendance entre les colonnes de la matrice.

Définition 7.2 (Spark (Donoho et Elad, 2003)). On appelle spark de la matrice A ∈
RM×N le plus petit nombre de colonnes de A linéairement dépendantes.

spark(A) = min
x6=0

RN

‖x‖0 s.c. Ax = 0. (7.6)
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Définition 7.3 (Null Space Property (NSP) d’ordre k ∈ N (Gribonval et Nielsen, 2003 ;
Cohen et al., 2009)). Une matrice A ∈ RM×N est dite vérifier la NSP d’ordre k ∈N avec
la constante γ ∈ (0, 1) si pour tous les sous-ensembles ω ⊂ IN tels que ]ω = k on a :

‖xω‖1 < γ‖xωc‖1 ∀x ∈ kerA \ {0}. (7.7)

où xω = (xω[1], . . . , xω[]ω]) et ker(A) := {x : Ax = 0}.

Définition 7.4 (Restricted Isometry Property (RIP) d’ordre k ∈N (Candès et Tao, 2005)).
Une matrice A ∈ RM×N vérifie la propriété RIP d’ordre k ∈ N si il existe une constante
δk ∈ (0, 1) telle que

(1− δk)‖x‖2 6 ‖Ax‖2 6 (1+ δk)‖x‖2, ∀x ∈ RN t.q. ‖x‖0 6 k. (7.8)

Cette condition assure que les sous-matrices de A formées en retenant k colonnes sont
bien conditionnées et qu’elles se comportent comme un système orthogonal. Notons qu’il
existe des relations entre ces différentes propriétés. En particulier, la condition RIP implique
la NSP (Candès, 2008, lemme 2.2) et la constante RIP est bornée par la cohérence µ (Tropp,
2006, proposition 21).
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Dans ce chapitre nous passons en revue différentes méthodes proposées dans la littéra-
ture pour l’approximation parcimonieuse. Étant donné l’étendue des travaux réalisés sur le
sujet depuis plusieurs années, l’état de l’art effectué ici est loin d’être une revue exhaustive
et nous renvoyons également le lecteur aux références des travaux cités. Nous distinguons
cinq familles de méthodes :

1. relaxation convexe `1,

2. algorithmes gloutons,

3. algorithmes de seuillage itératif,

4. relaxations continues non-convexes (i. e. pénalités continues approchant la norme-`0),

5. reformulations «exactes».

Ces catégories constituent une certaine vision des algorithmes/méthodes existants et
ne sont pas forcément toutes établies en tant que telles dans la littérature mais permettent,
entre autres, d’introduire certaines idées qui seront développées dans les chapitres suivants.
Notons aussi que certaines de ces classes peuvent se recouper.
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8.1 relaxation convexe `1

Une alternative à la norme-`0 consiste à considérer la relaxation convexe `1 des pro-
blèmes combinatoires présentés précédemment. Une telle relaxation a initialement été in-
troduite sous le nom de Basis Pursuit (BP) (Chen et al., 1998) définissant le problème

arg min
x∈RN

‖x‖1 s.c. Ax = d . (8.1)

Des versions prenant en compte des données bruitées ont également été proposées :

arg min
x∈RN

‖x‖1 s.c. ‖Ax − d‖ 6 ε et arg min
x∈RN

1

2
‖Ax − d‖2 + λ‖x‖1, (8.2)

où ε ∈ R+ et λ ∈ R+. Ces dernières sont également connues sous le nom de Basis Pursuit
De-Noising (BPDN) ou LASSO en statistique (Tibshirani, 1996).

Dans un contexte non bruité, afin de trouver la solution la plus parcimonieuse d’un
système linéaire Ax = d, il est naturel de s’intéresser au problème

arg min
x∈RN

‖x‖0 s.c. Ax = d. (8.3)

En effet, si A vérifie la condition RIP d’ordre 2k avec la constante δ2k < 1, alors le pro-
blème (8.3) admet une unique solution k-parcimonieuse 1. Ainsi, sous ces conditions, tout
vecteur k-parcimonieux peut être exactement reconstruit par (8.3) (Candès et Tao, 2005).
Une autre condition pour qu’un signal k-parcimonieux x puisse être exactement reconstruit
par (8.3) est que 2‖x‖0 6 spark(A) (Donoho et Elad, 2003).

Par ailleurs, plusieurs auteurs ont montré que, sous certaines hypothèses sur A (plus
restrictives que les précédentes), la résolution de BP permettait également de trouver la
solution la plus parcimonieuse du système linéaire. Dans ce cas, BP et (8.3) sont équivalents.

Par exemple, Donoho et Elad (2003) et Gribonval et Nielsen (2003) ont montré que
tout signal x∗ vérifiant ‖x?‖0 < (1+ µ−1(A))/2 pouvait être exactement retrouvé par BP.
Aussi, Gribonval et Nielsen (2003) ont utilisé la NSP afin de montrer l’optimalité de
BP pour des signaux k-parcimonieux. Par ailleurs, Candès (2008) montre le même résul-
tat si A vérifie la condition RIP d’ordre 2k avec la constante δ2k <

√
2 − 1. Enfin, des

résultats similaires impliquant la condition RIP ont également été montrés dans le cas
de données bruitées, c’est-à-dire pour les problèmes relaxés (8.2) (Candès et al., 2006 ;
Candès, 2008). Pour plus de détails sur le sujet, nous renvoyons le lecteur vers la vaste
littérature comme par exemple les articles introductifs (Candès et Wakin, 2008 ; Tropp

et Wright, 2010 ; Elad, 2010 ; Foucart et Rauhut, 2013) ou encore le site web http:

//www.compressedsensing.com/.

De nombreux algorithmes issus de l’optimisation convexe peuvent alors permettre de
résoudre les problèmes relaxés (8.1) et (8.2). En particulier, ces problèmes peuvent être
reformulés sous la forme de problèmes de programmation linéaire pouvant être ensuite ré-
solus par l’algorithme du simplexe (Dantzig, 1998), ou encore par les méthodes de points
intérieurs (Boyd et Vandenberghe, 2004). Aussi, il est possible d’attaquer ces problèmes
convexes avec l’algorithme FBS (Combettes et Wajs, 2005 ; Combettes et Pesquet, 2011).

1. Dont le nombre de coefficients non nuls est k ∈N.

http://www.compressedsensing.com/
http://www.compressedsensing.com/
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Cet algorithme, également connu sous le nom de gradient proximal, est dédié aux pro-
blèmes du type

x̂ ∈ arg min
x∈RN

J(x) := f(x) + g(x), (8.4)

où f est une fonction différentiable et g est «simple» dans le sens où l’on peut obtenir une
forme analytique de l’opérateur proximal défini par (Moreau, 1962) :

proxg(y) = arg min
x∈RN

1

2
‖x − y‖2 + g(x). (8.5)

L’algorithme 2 présente les itérations de FBS.

Algorithme 2 : Forward-Backward Splitting (FBS) ou Gradient Proximal

Entrées : γ ∈
]
0, 2L

[
, x0 ∈ RN

1 répéter
2 xn+1 ∈ proxγg (x

n − γ∇f(xn)) ;
3 jusqu’à convergence;

Sorties : xn

Notons que plusieurs interprétations peuvent être données à ce schéma. Par exemple,
il peut être vu comme un algorithme de Majorisation-Minimisation (MM) ou encore une
méthode de point fixe (Parikh et Boyd, 2014). Lorsque le gradient de f est L-Lipschitz 2 et
que les fonctions f et g sont convexes, FBS converges vers un minimiseur global du critère
J dès lors que γ ∈

]
0, 2L

[
(Combettes et Wajs, 2005 ; Combettes et Pesquet, 2011). Dans le

cas du problème (8.2), où f(x) = 1
2‖Ax − d‖2 et g(x) = λ‖x‖1, l’algorithme est également

connu sous de nom de Iterative Shrinkage Thresholding Algorithm (ISTA) (Figueiredo et
Nowak, 2003 ; Daubechies et al., 2004 ; Bect et al., 2004) et on a :

∇f(x) = AT (Ax − d), (8.6)

et

proxλγ‖x‖1(x) :=
(

sign(xi)(|xi|− λγ)+

)
i∈IN

, (8.7)

définissant le seuillage doux avec (u)+ = max(0, u). Bien que cet algorithme soit très
simple à mettre en œuvre, son principal inconvénient est que sa convergence vers un mini-
miseur x? de J est lente. En effet, il a été montré que J(xn) − J(x?) ≈ O

(
1
n

)
. Des versions

accélérées de cet algorithme ont alors été proposées par Beck et Teboulle (2009) avec
le Fast Iterative Shrinkage Thresholding Algorithm (FISTA), ou encore par Nesterov (2013).
Ces versions atteignent un taux de convergence de O

(
1
n2

)
en terme de décroissance de

la fonction objectif. Cependant, la convergence de la séquence (xn)n∈N générée par ces
algorithmes (plus particulièrement FISTA) n’a été démontrée que récemment (Chambolle

et Dossal, 2015). L’algorithme 3 présente une version générale de FISTA.

Pour terminer, mentionnons que Efron et al. (2004) ont proposé la méthode Least Angle
Regression (LARS) permettant de calculer un «chemin de régularisation» (i. e. l’ensemble
des solutions pour un continuum de valeur de λ ∈ R+) pour le problème pénalisé (8.2).

2. I. e. il existe L ∈ R?
+ tel que ‖∇f(x) −∇f(y)‖ 6 L‖x − y‖, ∀(x, y) ∈ RN ×RN.
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Algorithme 3 : Fast Iterative Shrinkage Algorithm (FISTA)

Entrées : γ ∈
]
0, 1L

[
, x0 ∈ RN et (tn)n∈N une séquence de réels positifs

1 répéter
2 xn ∈ proxγg (y

n − γ∇f(yn)) ;

3 yn+1 = xn +
tn − 1

tn−1
(xn − xn−1);

4 jusqu’à convergence;
Sorties : xn

8.2 les algorithmes gloutons

Dans cette section nous nous intéressons à une autre classe d’algorithmes très répan-
dus pour l’optimisation parcimonieuse. Ce sont les algorithmes dits «gloutons» (greedy en
anglais) dont l’idée est de mettre à jour, itérativement, un ensemble de composantes ac-
tives (i. e. correspondant au support de l’inconnue x) par ajout ou suppression de certains
éléments. 3

8.2.1 L’algorithme Matching Pursuit (MP)

L’algorithme Matching Pursuit (MP), proposé par Mallat et Zhang (1993), est sans
doute la méthode gloutonne la plus simple et la moins coûteuse en ressources numériques
parmi toutes les méthodes gloutonnes que nous présenterons dans la suite. Le problème
étant de représenter un signal d ∈ RM par une combinaison linéaire d’atomes d’un dic-
tionnaire A ∈ RM×N (les atomes sont les colonnes ai, i ∈ IN, de A et sont normalisées
‖ai‖ = 1) :

d =
∑
i∈IN

xiai ⇐⇒ d = Ax, (8.8)

Mallat et Zhang (1993) proposent un algorithme itératif dont le but est de réduire au
maximum l’erreur d’approximation à chaque itération en modifiant uniquement une seule
composante de la représentation actuelle xn.

Considérons, à l’itération n, que l’on a la représentation xn et le résidu Rn = d−Axn.
Alors, pour i ∈ IN, la réduction maximale du résidu en modifiant uniquement la compo-
sante xni est donnée par

min
α∈R

‖Rn −αai‖2 = ‖Rn − 〈ai, Rn〉ai‖2 = ‖Rn‖2 − 〈ai, Rn〉2. (8.9)

La composante in générant la plus grande décroissance du résidu est donc :

in ∈ arg max
j∈IN

|〈aj, Rn〉|, (8.10)

et la nouvelle représentation du signal d est donnée par

xn+1 = xn + 〈ain , R
n〉ein , (8.11)

3. Notons qu’à l’origine le terme glouton désigne des algorithmes ajoutant des atomes un à un au signal
estimé. Cependant, par la suite, des algorithmes permettant la sélection comme la dé-sélection d’atomes ont
été proposés et la dénomination «glouton» a été préservée.
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où ein représente le in-ème vecteur de la base canonique de RN. MP est résumé dans
l’algorithme 4.

Algorithme 4 : Matching Pursuit (MP)

Entrées : dictionnaire A ∈ RM×N, signal d ∈ RM, ε > 0
1 x0 = 0RN ;
2 R0 = d;
3 tant que ‖Rn‖ > ε faire
4 i? ∈ arg maxj∈IN |〈aj, Rn〉|;
5 xn+1 = xn + 〈ai? , Rn〉ei? ;
6 Rn+1 = Rn − 〈ai? , Rn〉ai? ;

Sorties : représentation xn

Les auteurs ont montré que la norme du résidu ‖Rn‖ converge exponentiellement vers
0 (Mallat et Zhang, 1993, lemme 2). Il est cependant à noter que la représentation xn

ne donne pas la meilleure approximation (Axn) du signal d que l’on peut obtenir par
combinaison linéaire des éléments (ai)i∈σ(xn), où σ(xn) représente le support de xn. En
effet, Mallat et Zhang (1993) ont montré qu’une rétro-projection (back-projection en an-
glais), consistant à re-projeter le résidu Rn sur l’espace vectoriel engendré par les atomes
(ai)i∈σ(xn), permettait de réduire l’erreur d’approximation.

Enfin, il est possible de définir, pour l’étape de sélection (8.10), d’autres fonctions de cor-
rélation différentes du produit scalaire usuel 〈·, ·〉. Par exemple, cela a été réalisé dans (Gri-
bonval et al., 1996) où les auteurs montrent les bénéfices d’une nouvelle fonction de corré-
lation dans le contexte de la représentation temps-fréquence de signaux sonores.

8.2.2 Les algorithmes Orthogonal Matching Pursuit (OMP), Orthogonal Least Squares (OLS) et
leurs variantes

orthogonal matching pursuit Comme nous l’avons mentionné précédemment,
un des principaux défauts de MP est qu’à chaque itération de l’algorithme, la représentation
xn obtenue est sous-optimale au sens où le résidu peut être diminué en re-projetant le
signal d sur l’ensemble vectoriel généré par les atomes sélectionnés. Pati et al. (1993), tout
comme Davis et al. (1994), ont exploité cette idée dans une version modifiée de MP connue
sous le nom de Orthogonal Matching Pursuit (OMP) 4. Le principe de OMP consiste donc
à projeter, à chaque itération, le signal d sur l’ensemble vectoriel engendré par les atomes
sélectionnés. Autrement dit, les lignes 5 et 6 de l’algorithme 4 deviennent respectivement

xn+1 ∈ arg min
x∈RN

‖Ax − d‖2 s.c. xi = 0 ∀i /∈ ω := σ(xn)∪ {i?}, (8.12)

où σ(xn) représente le support de xn, et

Rn+1 = d−Axn+1, (8.13)

Ainsi, à chaque itération, la représentation xn fournie par OMP est optimale au sens où
le résidu appartient toujours à l’espace supplémentaire orthogonal de l’espace engendré
par les atomes sélectionnés. L’approximation (Axn) de d résultante est donc la meilleure
que l’on puisse obtenir pour cette sélection d’atomes. Il s’en suit qu’un nouvel atome est
alors sélectionné à chaque itération pour OMP contrairement à MP qui peut potentiellement

4. Ou encore greedy algorithm et stepwise regression dans d’autres domaines.
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(re)sélectionner un atome déjà actif et faire une mise à jour de la composante de xn corres-
pondante. Par conséquent, OMP converge en au plus N itérations.

Pour une même itération n ∈ N, OMP produit une meilleure approximation xn de d
(résidu plus faible) que MP, au prix d’un coût calculatoire plus important dû à la projec-
tion (8.12). Enfin, des garanties d’optimalité similaires à celle obtenues dans le cas de la
relaxation convexe `1 ont été démontrées par Tropp (2004).

orthogonal least squares Cet algorithme, proposé par Chen et al. (1989) est très
similaire à OMP. La différence réside dans le choix de la composante à ajouter au support de
la solution courante. Alors que OMP utilise la même stratégie que MP, c’est à dire la sélection
de l’atome du dictionnaire le plus corrélé avec le résidu courant (ligne 4 de l’algorithme 4),
Orthogonal Least Squares (OLS) recherche l’atome maximisant la décroissance du résidu.
En d’autres termes, à chaque itération, OLS sélectionne l’atome ai? tel que

i? ∈ arg min
j∈IN\σn

L2(σ
n ∪ {j}), (8.14)

où σn = σ(xn) correspond au support de xn et L2 est définie en (7.4). Ainsi, à chaque itéra-
tion, OLS effectue N− n projections orthogonales de d sur les sous-espaces span(Aσn∪{j})
pour j ∈ IN \ σn. Notons que les auteurs dans (Chen et al., 1989) utilisent des implé-
mentations astucieuses — basées sur des décompositions (Choleski, orthogonale, valeurs
singulières...) de la matrice A — afin de résoudre efficacement ces problèmes de moindres
carrés (8.14). Malgré cela, OLS reste bien plus coûteux que OMP mais fournit souvent une
meilleure approximation xn de d (pour une même valeur de ‖xn‖0) que OMP. Une com-
paraison intéressante entre OMP et OLS ainsi qu’une revue des confusions que l’on peut
rencontrer dans la littérature entre ces deux algorithmes peuvent être trouvées dans (Blu-
mensath et Davies, 2007). Enfin, Soussen et al. (2013) ont étendu les travaux de Tropp

(2004), concernant les garanties d’optimalité de OMP, au cas de OLS.

variantes Tout d’abord, mentionnons qu’il existe de nombreuses variantes modifiant
la règle de sélection de l’atome à insérer au support. Nous renvoyons par exemple le lecteur
vers l’article de Temlyakov (2008).

D’autre part, afin d’améliorer les temps de calcul sur des problèmes de grande taille, Do-
noho et al. (2012) ont proposé l’algorithme Stagewise Orthogonal Matching Pursuit (StOMP)
basé sur le même principe que OMP mais permettant de sélectionner plusieurs atomes à
chaque itération. En effet, la mise à jour du support est effectuée par

ω = σ(xn)∪ {i ∈ IN : |(ATRn)i| > s}, (8.15)

où s ∈ R?
+ est un seuil prédéfini. Ensuite xn+1 est calculé par (8.12) en remplaçant ω par la

version (8.15). À partir de diagrammes de phase 5, Donoho et al. (2012) montrent que les
performances de StOMP sont aussi bonnes, voire meilleures, que celles de BP et OMP pour
un moindre coût calculatoire. Notons que d’autres variantes permettant la sélection de
plusieurs atomes à chaque itération ont été proposées comme l’algorithme Generalized Or-
thogonal Matching Pursuit (gOMP) (Wang et al., 2012) ou encore l’algorithme Regularized
Orthogonal Matching Pursuit (ROMP) (Needell et Vershynin, 2009).

Tous ces algorithmes du type OMP et OLS sont des algorithmes gloutons dits «forward»,
c’est à dire qu’ils ajoutent itérativement des composantes non-nulles à la solution. Inver-
sement, bien que cela semble a priori moins intuitif étant donné que l’on recherche des
solutions parcimonieuses, on pourrait imaginer un algorithme itératif «backward» fixant

5. Voir la section 10.5.3 page 135 pour une définition.
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itérativement à zéro certaines composantes non nulles de la solution à partir d’une ini-
tialisation non parcimonieuse (i. e. x0i 6= 0 ∀i ∈ IN). Couvreur et Bresler (2000) ont
exploré cette idée et proposé le Backward Greedy Algorithm dont le principe consiste en
la dé-sélection, à chaque itération, de l’atome du dictionnaire minimisant la croissance du
résidu. En comparaison avec OLS, (8.14) devient,

i? ∈ arg min
j∈σn

L2(σ
n \ {j}), (8.16)

et l’atome ai? est alors dé-sélectionné. Dans le cas où la matrice A ∈ RM×N est sur-
déterminée (M > N), les auteurs montrent que le Backward Greedy Algorithm permet de
retrouver exactement le support du signal x? (problème (7.1)) lorsque le bruit est suffisam-
ment faible, i. e. ‖η‖ 6 δ. Notons que la borne δ est explicité dans (Couvreur et Bresler,
2000) et est fonction de la matrice A. En particulier elle décroît lorsque le conditionnement
de A augmente.

8.2.3 Extensions «forward-backward» de OMP et OLS

Les algorithmes gloutons forward présentés précédemment peuvent être vus comme
des algorithmes de descente pour le problème contraint (Ck) (Soussen, 2013). En ce qui
concerne la minimisation de G`0 (i. e. problème (Pλ)), des extensions bidirectionnelles
(forward-backward) de OMP et OLS ont été proposées.

En particulier, dans un contexte bayésien, il a été montré par plusieurs auteurs (Sous-
sen et al., 2011 ; Herzet et Drémeau, 2010) que le problème pénalisé (Pλ) pouvait être vu
comme un cas limite de l’estimation MAP d’un modèle Bernoulli-gaussien. En effet, modéli-
ser un signal parcimonieux x ∈ RN par un processus Bernoulli-gaussien revient à définir :

— un vecteur aléatoire Bernoulli de paramètre ρ, q ∼ B(ρ), représentant les composantes
du support de x ;

— un vecteur aléatoire gaussien centré de variance σ2x , r ∼ N(0, σ2x IN), définissant l’am-
plitude des entrées non nulles de x.

Ainsi, nous avons xi = qiri pour tout i ∈ IN. Avec une telle modélisation du signal
x = (q, r) ∈ {0, 1}N ×RN, l’estimation MAP pour le problème (7.1) revient à minimiser la
fonction objectif suivante (Kormylo et Mendel, 1982) :

L(q, r) := ‖d−A∆qr‖2 +
σ2η

σ2x
‖r‖2 + 2σ2η log(1/ρ− 1)‖q‖0, (8.17)

où σ2η représente la variance du bruit (considéré gaussien) et ∆q est une matrice diagonale
(N×N) dont les entrées sur la diagonale sont les qi. Parallèlement, Herzet et Drémeau

(2010) ainsi que Soussen et al. (2011) ont montré que le problème limite de (8.17), lorsque
σ2x → +∞ — i. e. aucune contrainte sur l’amplitude des composantes de x — était équi-
valent au problème (Pλ). Cela les a conduit à proposer des extensions bidirectionnelles
respectivement de OMP et OLS que nous présentons dans les deux prochains paragraphes.

algorithmes de poursuite bayésiens Dans ce contexte bayésien, Herzet et Dré-
meau (2010) proposent quatre algorithmes gloutons dans le but de maximiser la probabi-
lité a posteriori du modèle Bernoulli-gaussien. 6 Ces algorithmes sont présentés comme des
versions bayésiennes de MP, OMP, StOMP et CoSaMP et sont construits, comme les méthodes
gloutonnes, selon deux étapes :

6. Ou de manière équivalente minimiser (8.17).
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1. mise à jour du support ;

2. mise à jour des coefficients de la solution.

Ces deux étapes sont détaillées dans (Herzet et Drémeau, 2010) ainsi que dans le rapport
technique (Herzet et Drémeau, 2014).

Une particularité des versions bayésiennes et qu’elles permettent la dé-sélection d’atomes,
ce qui n’est pas toujours le cas des méthodes initiales «non-bayésiennes». Par ailleurs, il
est à noter que les algorithmes proposés ne se placent pas dans le cas limite σx → +∞
comme présenté précédemment et permettent ainsi de prendre en compte un a priori sur
l’amplitude des coefficients de la solution. Enfin, une autre flexibilité de cette approche est
de pouvoir considérer un paramètre de Bernoulli ρi différent pour chacune des variables
xi (i ∈ IN) permettant d’imposer un a priori sur la parcimonie de la solution.

single best replacement (sbr) Cet algorithme, proposé par Soussen et al. (2011),
est basé sur l’algorithme Single Most Likely Replacement (SMLR) initialement introduit
par Kormylo et Mendel (1982) pour la minimisation de la fonctionnelle L définie en (8.17).
Au vu de la relation entre (8.17) et (Pλ) détaillée précédemment, une adaptation naturelle
de l’algorithme SMLR au problème (Pλ) a donc été proposée sous le nom de Single Best Re-
placement (SBR) et s’apparente à une extension «forward-backward» de OLS (en particulier
lorsque λ = 0, les deux algorithmes coïncident).

Plus précisément, à chaque itération, SBR recherche le remplacement élémentaire — ajout
ou retrait d’un atome du support courant — produisant la décroissance du critère objectif
G`0 du problème (Pλ) (voir page 70) la plus importante. Cette recherche est faite de manière
exhaustive en résolvant les N problèmes moindres carrés associés. Notons encore une fois
qu’il existe des implémentations efficaces pour réaliser ces inversions récursivement dans
ce contexte où seulement une modification élémentaire est effectuée (Soussen et al., 2011).
Enfin, des expériences numériques sur des problèmes de déconvolution et de détection de
discontinuités ont montré la supériorité de SBR par rapport à OMP et OLS au prix d’un coût
calculatoire plus important.

D’autres extensions forward-backward des algorithmes OMP et OLS ont également été pro-
posées dans la littérature. Cependant ces méthodes n’ont pas été développées en tant qu’al-
gorithmes de descente pour G`0 contrairement à SBR et aux algorithmes de poursuite bayé-
siens présentés précédemment. Par exemple, Zhang (2011) a proposé l’algorithme FoBa

pouvant être vu comme une modification forward-backward de OMP où soit une insertion
soit un retrait est effectué à chaque itération en utilisant des règles de sélection similaires
à OMP. Nous pouvons également mentionner l’algorithme Orthogonal Matching Pursuit
with Replacement (OMPR) proposé par Jain et al. (2011) basé sur le remplacement d’un élé-
ment du support par un nouvel élément à chaque itération. Il maintient ainsi toujours un
support de taille K ∈N et l’initialisation doit vérifier cette contrainte. Les auteurs des deux
algorithmes FoBa et OMPR ont également montré des résultats d’optimalité sous la condi-
tion RIP. Enfin Haugland (2007) a proposé une extension bidirectionnelle de OLS similaire
à SBR, la différence résidant dans les stratégies de recherches et d’implémentations.

8.2.4 Les algorithmes Continuation Single Best Replacement (CSBR) et `0-Path Descent (L0-PD)

Nous avons vu que certains des algorithmes bidirectionnels (forward-backward) présen-
tés dans la section précédente pouvaient être vus comme des algorithmes de descente pour
G`0 . En pratique, pour un problème donné, une question fondamentale se pose : comment
choisir la valeur de l’hyperparamètre λ ? Cela est loin d’être évident a priori. Une idée
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consiste alors à estimer un «chemin de régularisation» pour G`0 , c’est à dire à rechercher
un ensemble de solutions pour un continuum de valeurs de λ dans l’esprit de l’algorithme
LARS proposé par Efron et al. (2004) pour le problème `2-`1.

À partir du constat que l’ensemble des solutions de (Pλ) est constant par morceaux
en fonction de λ, Soussen et al. (2015) ont proposé deux heuristiques de recherche sous-
optimales afin de minimiser G`0 pour un continuum de valeurs de λ. La première méthode
est principalement une extension de l’algorithme SBR alors que la deuxième exploite le fait
que la «courbe-`0», i. e. {min G`0(x)} fonction de λ, est affine par morceaux et concave. Nous
présentons ces deux algorithmes dans les deux prochains paragraphes.

continuation single best replacement Considérons λn > 0 et σ̂n le support
estimé par l’algorithme SBR pour cette valeur de l’hyperparamètre. Alors, en notant σ̂n± {i}

le remplacement élémentaire impliquant l’élément ai (ajout si i /∈ σ̂n et retrait sinon), σ̂n
vérifie la condition d’optimalité suivante (Soussen et al., 2015) :

∀i ∈ IN, L2(σ̂n ± {i}) + λn](σ̂n ± {i}) > L2(σ̂n) + λn]σ̂n. (8.18)

En d’autres termes, tout remplacement élémentaire conduit à un accroissement de la fonc-
tion objectif. Ensuite, en remarquant que cette condition est également vérifiée pour tout
λ ∈ [λ−, λ+], où λ− (resp. λ+) est défini par

λ− := max
i/∈σ̂n

L2(σ̂n) −L2(σ̂n ∪ {i}),
(

resp. λ+ := min
i∈σ̂n

L2(σ̂n \ {i}) −L2(σ̂n)

)
, (8.19)

Soussen et al. (2015) définissent λn+1 = λ− 6 λn et proposent d’exécuter à nouveau l’al-
gorithme SBR initialisé avec σ̂n ∪ {i?}, où i? est l’argument du max défini en (8.19). Étant
donné que L2(σ̂n) + λn+1]σ̂n = L2(σ̂n ∪ {i?}) + λn+1(]σ̂n + 1), les auteurs interdisent la
dé-sélection de i? lors de la première itération du nouvel appel à SBR. La génération de
cette séquence décroissance (λn)n∈N et des supports associés (σ̂n)n∈N par appels succes-
sifs à l’algorithme SBR constitue l’algorithme Continuation Single Best Replacement (CSBR),
initialisé par λ0 = +∞ et σ̂0 = ∅.

`0 -path descent Le second algorithme est motivé par le fait que la «courbe-`0» que
l’on pourrait construire en sortie de CSBR (sous-optimale) n’est pas continue et concave
alors que de telles conditions sont nécessaires pour l’optimalité du chemin de régulari-
sation (Soussen et al., 2015). L’idée n’est donc plus de déterminer successivement des
solutions pour des valeurs de λ décroissantes mais de mettre à jour, itérativement, une
liste de supports S = {σn } associés à des valeurs critiques Λ = {λn } (caractérisant un
changement de support de la solution) allant de +∞ à 0, de façon à décroître le polygone
concave associé. 7

Concrètement, à chaque itération de l’algorithme `0-Path Descent (L0-PD), un nouveau
support candidat σnew est proposé et intégré à l’ensemble S uniquement s’il permet de dé-
croître le polygone concave. En d’autres termes, σnew est intégré à S si la droite affine qu’il
génère dans le plan {min G`0(x)} versus λ intersecte le polygone concave actuel. Dans ce
cas, S ainsi que la liste des valeurs critiques Λ associée sont mis à jour. Concernant le choix
du support σnew à proposer, nous renvoyons le lecteur à (Soussen et al., 2015). Enfin, il est

7. Dans le plan
{

min G`0(x)
}

versus λ, un support σ ⊆ IN se traduit par une droite affine de pente ]σ.
Ainsi, le polygone concave associé à S est défini comme l’enveloppe concave des droites affines supportées
par les éléments de S (Soussen et al., 2015). Les sommets de ce polygone sont les valeurs critiques de Λ
pour lesquelles le support de la solution est modifié. Enfin, le polygone minimal (ou «courbe-`0») est donc
l’enveloppe concave des droites affines supportées par l’ensemble des supports σ ⊆ IN.
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à noter que L0-PD tire bénéfice des deux bornes λ− et λ+ définies en (8.19) contrairement à
CSBR qui n’exploite que la borne λ−. Ainsi L0-PD peut potentiellement «corriger» n’importe
quelle solution du chemin de régularisation courant à chaque itération alors que CSBR cal-
cule uniquement de nouvelles solutions pour des λ plus faibles. Cependant, la complexité
de L0-PD est plus importante que celle de CSBR.

8.2.5 L’algorithme Greedy Sparse Simplex (GSS)

Pour terminer cette section sur les algorithmes gloutons, nous pouvons évoquer les tra-
vaux de Beck et Eldar (2013) pour le problème (Ck). Après avoir introduit différentes
conditions d’optimalité :

— basic feasibility, généralisant la condition d’annulation du gradient des problèmes non-
contraints différentiables ;

— L-stationarity, inspirée des conditions de stationnarité pour les problèmes contraints
sur un ensemble convexe ;

— optimalité Coordinate-Wise (CW) (Voir section 9.3.1.4 page 108),

et étudié leurs relations, les auteurs en déduisent deux algorithmes.

Le premier n’est autre que le Iterative Hard Thresholding (IHT), qui sera présenté dans
la prochaine section, pour lequel la convergence vers des points L-stationnaires est démon-
trée (Beck et Eldar, 2013, théorème 3.2).

Le second repose principalement sur une minimisation coordonnée par coordonnée, 8

modifiant ainsi un seul élément de la solution à chaque itération, ce qui lui a valu le nom
de Greedy Sparse Simplex (GSS) par analogie avec l’algorithme du simplexe. Les auteurs
montrent alors que les points d’accumulation de l’algorithme GSS sont des minimiseurs
CW du problème (Ck) (Beck et Eldar, 2013, théorème 3.3). Cette condition d’optimalité
étant la plus sévère des trois conditions proposées, GSS est donc potentiellement capable
d’éviter des minima locaux (ceux qui ne sont pas CW). Cela est illustré par des exemples
numériques de petite dimension.

8.3 les algorithmes de seuillage itératif

8.3.1 L’algorithme Iterative Hard Thresholding (IHT)

L’algorithme IHT a été introduit par Blumensath et Davies (2008). Il itère entre une
étape de descente de gradient et une étape de seuillage dur comme cela est présenté dans
le schéma général de l’algorithme 5 où le seuillage S est défini ci-après (équations (8.20)
et (8.21)).

Algorithme 5 : Iterative Hard Thresholding (forme générale)

Entrées : A ∈ RM×N, d ∈ RM, γ > 0, x0 ∈ RN

1 répéter
2 xn+1 = S

(
xn − γAT (Axn − d)

)
;

3 jusqu’à convergence;
Sorties : xn

8. Voir section 10.1.4 page 121.
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Dans les travaux initiaux (Blumensath et Davies, 2008), les auteurs proposent l’algo-
rithme 5 avec γ = 1 ainsi que le seuillage

Sλ(x) :=
(

xi1{|xi|>
√
2λ}

)
i∈IN

(8.20)

pour la minimisation de (Pλ) et le seuillage

Sk(x) :=
(

xi1{|xi|>λkx }

)
i∈IN

(8.21)

pour la minimisation de (Ck), où λkx correspond à l’amplitude de la k-ème plus grande
composante de x. La version utilisant le seuillage (8.20) peut également être trouvée dans
des travaux antérieurs (Herrity et al., 2006 ; Blumensath et al., 2007).

La convergence de ces deux versions de l’algorithme vers des minimiseurs locaux respec-
tivement de (Pλ) et (Ck) a été établie par Blumensath et Davies (2008) lorsque ‖A‖ < 1.

Pour la version associée au problème (Pλ), cette contrainte sur l’opérateur A a récemment
été relâchée par Attouch et al. (2013) en considérant un pas de descente γ ∈]0, 1/‖A‖2[.
Dans ce contexte, l’algorithme IHT n’est autre que l’algorithme FBS (présenté dans l’algo-
rithme 2 page 77) appliqué à G`0 où :

proxγλ‖·‖0(y) =
(

proxγλ|·|0(yi)
)
i∈IN

et proxγλ|·|0(u) =


0 si |u| <

√
2γλ ,

{0, u} si |u| =
√
2γλ ,

u sinon .

(8.22)

La preuve de convergence repose sur le fait que G`0 vérifie l’inégalité de Kurdyka-
Lojasiewicz (KL) 9. Par une autre approche, et sans la nécessité pour G`0 de vérifier l’in-
égalité KL, Kowalski (2014) montre la convergence de cette version de l’algorithme pour
n’importe quelle règle de seuillage S 10. Aussi, Marjanovic et al. (2015) ont récemment pro-
posé, et montré la convergence, d’une version accélérée de l’algorithme IHT pour le pro-
blème pénalisé (Pλ). Cette méthode s’apparente à une extension de la version accélérée
FISTA (Beck et Teboulle, 2009) initialement proposée pour le cas convexe.

Enfin, l’algorithme 5 pour le problème (Ck) (i. e. utilisant le seuillage (8.21)) avec un
paramètre γ différent de 1, ou même variable, a été étudié par Blumensath et Davies

(2010) et Garg et Khandekar (2009). Là encore, la considération d’un pas de descente γ
permet d’assurer la convergence de l’algorithme sans la nécessité d’avoir ‖A‖ < 1.

8.3.2 Compressive Sampling Matching Pursuit, Subspace Pursuit et Hard Thresholding Pursuit

Tout d’abord, mentionnons que les algorithmes présentés ici sont très liés à OMP, intro-
duit dans la section précédente. Nous avons cependant choisi de ne pas les classer parmi
les méthodes gloutonnes étant donné qu’ils ne partagent pas la structure d’ajouter (ou de
retirer), à chaque itération, des composantes au support de la solution. En d’autres termes,
à l’itération n ∈N, nous n’avons pas σn−1 ⊂ σn ou bien σn ⊂ σn−1, avec σn le support de
la solution. Par ailleurs, ces algorithmes contiennent une étape de seuillage très similaire

9. Voir (Attouch et al., 2013, Section 2.2) et les références associées pour plus de détails sur cette inégalité.
La preuve de convergence proposée par ces auteurs rentre en fait dans un cadre plus large dont l’algorithme
IHT en est un exemple.

10. Également des seuillages associés à d’autres pénalités (Voir section 8.4).
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à celle de l’algorithme IHT et nous les classons donc dans la famille des algorithmes de
seuillage itératif 11.

L’algorithme Compressive Sampling Matching Pursuit (CoSaMP), proposé par Needell

et Tropp (2009), est devenu très populaire notamment pour les applications en échantillon-
nage compressé. Il est présenté dans l’algorithme 6. On peut voir qu’il a une structure très
similaire à celle de OMP mais diffère selon deux aspects :

— plusieurs composantes sont sélectionnées à chaque itération (ligne 4) et sont intégrées
au support de la solution courante (ligne 5) ;

— après projection orthogonale du signal d sur span(Aω) (ligne 6), xn+1 est défini en
préservant les k coefficients de plus forte amplitude (ligne 7).

Par ailleurs, notons que les étapes 4 et 7 de l’algorithme sont définies par un seuillage
dur, c’est pourquoi nous classons CoSaMP parmi les méthodes de seuillage itératif. Enfin,
les auteurs montrent que CoSaMP possède des garanties d’optimalité du même ordre que
BP mais à un moindre coût calculatoire, propriétés qui lui ont valu son succès.

Algorithme 6 : Compressive Sampling Matching Pursuit (CoSaMP)

Entrées : dictionnaire A ∈ RM×N, signal d ∈ RM, niveau de parcimonie k ∈N

1 x0 = 0RN ;
2 R0 = d;
3 répéter
4 ω̃ = S2k(|A

TRn|) /* où S2k est défini par (8.21) et préserve les 2k

------------- composantes de plus forte amplitude. */

5 ω = ω̃∪ σ(xn);
6 y ∈ arg minx∈RN ‖Ax − d‖2 s.c. xi = 0 ∀i /∈ ω;
7 xn+1 = Sk(y);
8 Rn+1 = d−Axn+1;
9 jusqu’à convergence;

Sorties : xn

Parallèlement, Dai et Milenkovic (2009) ont proposé un algorithme très similaire nommé
Subspace Pursuit (SP). La principale différence avec CoSaMP réside dans le fait que SP sé-
lectionne uniquement les k plus grands coefficients de |ATRn| au lieu des 2k pour CoSaMP

(ligne 4 de l’algorithme 6). Une analyse théorique avec des résultats similaires à ceux obte-
nus pour CoSaMP est aussi proposée par Dai et Milenkovic (2009).

Enfin, un peu plus récemment, Foucart (2011) a proposé l’algorithme Hard Threshol-
ding Pursuit (HTP), une combinaison des algorithmes CoSaMP (ou SP) et IHT. Au lieu de
sélectionner les k plus grandes entrées de |ATRn|, HTP sélectionne les k plus grands coeffi-
cients de |xn + γAT (d−Axn)| = |xn + γATRn|, pour γ > 0, en s’inspirant des itérés de IHT.
Ainsi, HTP itère entre les deux étapes suivantes :

— ω = Sk

(
|xn + γ(d−Axn)|

)
;

— xn+1 ∈ arg minx∈RN ‖Ax − d‖2 s.c. xi = 0 ∀i /∈ ω.

Nous renvoyons le lecteur à Foucart (2011) pour une étude de la convergence de l’algo-
rithme ainsi que des garanties d’optimalité en terme de reconstruction exacte de signaux
parcimonieux.

11. C’est un point de vue et ces algorithmes sont également souvent considérés parmi les méthodes glou-
tonnes dans la littérature.
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8.4 relaxations continues non-convexes

Outre la non-convexité de la norme-`0, sa discontinuité en 0 est une difficulté supplémen-
taire dans la conception d’algorithmes pour minimiser les problèmes (Cε), (Ck) ou (Pλ).
Nous avons vu précédemment que la relaxation `1 pouvait être une très bonne alternative.
Cependant, cette dernière introduit également un biais sur les coefficients estimés qui peut
s’avérer problématique pour certaines applications (Fan et Li, 2001 ; Zou, 2006) et les condi-
tions (incohérence, NSP, RIP...) assurant l’optimalité de la solution `1 sont généralement trop
restrictives pour de nombreux problèmes inverses mal posés. Divers travaux ont alors été
consacrés à la définition et l’étude de pénalités continues approchant mieux la norme-`0 que
ne le fait la norme-`1 au détriment de la convexité. À l’origine, de telles approximations
ont principalement été étudiées en statistiques dans le contexte de la sélection de variables
mais se sont rapidement répandues à d’autres domaines d’application, notamment en trai-
tement du signal et des images. Dans la suite, nous présentons un certain nombre de ces
pénalités que l’on peut trouver dans la littérature. Nous nous restreignons ici uniquement
à la description des pénalités étant donné que les différents algorithmes permettant de
minimiser les fonctionnelles sous-jacentes seront abordés dans le chapitre 10. Ces pénalités
sont généralement séparables et s’écrivent sous la forme

Φ(x) :=
∑
i∈IN

φ(pi; xi), (8.23)

où pi représente un ou plusieurs paramètres pouvant être différents pour chaque compo-
sante et φ : R→ R.

8.4.1 Adaptative LASSO , NonNenegative Garrote et pénalité Log-sum

Afin de réduire le biais introduit par la norme-`1, plusieurs auteurs ont proposé de
pondérer différemment chacun des termes de cette pénalité. Autrement dit, ils définissent
une version pondérée de `1 donnée par (8.23) avec

φ(w;u) := w|u|, (8.24)

où w ∈ R?
+. Le problème est toujours convexe mais nous incluons cette méthode dans

cette section étant donné que l’objectif de cette approche est de réduire le biais introduit
par le LASSO. Ainsi Zou (2006) propose l’Adaptative LASSO où les poids wi (i ∈ IN) sont
définis à partir d’une solution initiale x̂ (par exemple l’estimation par moindres carrés) et
d’un paramètre γ > 0 selon,

wi :=
1

|x̂i|γ
. (8.25)

L’idée ici est de pénaliser plus fortement les petits coefficients de x̂. Notons, qu’en prenant
γ = 1, x̂LS la solution moindres carrés et en ajoutant une contrainte du type xix̂LSi >
0, l’Adaptative Lasso n’est autre que le NonNegative Garrote précedemment proposé
par Breiman (1995).
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Par ailleurs, Candès et al. (2008) ont proposé un algorithme basé sur la résolution d’une
séquence de problèmes `1 pondérés, connu sous le nom de Iteratively Reweighted `1 (IRL1),
dont les poids à l’itération n ∈N sont donnés par :

wni =
1

|xn−1i |+ ε
. (8.26)

Le gain en performance apporté par la (re)pondération par rapport à la relaxation `1
classique a été mis en évidence sur plusieurs exemples d’applications en signal/image.
Les auteurs justifient le choix des poids (8.26) en montrant qu’utiliser une telle approche
revient à minimiser la pénalité dite «Log-Sum», ayant la propriété de mieux approcher la
norme-`0 que la relaxation `1 (voir figure 31), et qui est définie par

φLog(θ;u) := log (1+ |u|θ) , (8.27)

avec θ ∈ R?
+. Cette pénalité avait également été proposée quelques années auparavant

par Weston et al. (2003) comme alternative continue à la norme-`0 dans le contexte de
l’apprentissage statistique.

8.4.2 Smoothly Clipped Absolute Deviation

Selon Fan et Li (2001), une «bonne» fonction de pénalisation doit fournir une solution :

1. non-biaisée lorsque la variable inconnue prend de grandes valeurs ;

2. parcimonieuse, c’est à dire que la solution est donnée par un seuillage qui met directe-
ment les petits coefficients à zéro et simplifie ainsi la complexité du modèle ;

3. continue par rapport aux données afin d’avoir un modèle stable.

En se plaçant dans le cas orthonormé (i. e. ATA = Id, où Id est la matrice identité) et en
considérant une pénalité de la forme Φ(x) =

∑
i∈IN

φ(xi), Fan et Li (2001) établissent trois
conditions sur φ permettant de vérifier les propriétés précédentes :

1. φ ′(u) = 0 pour |u| grand [suffisante pour avoir une solution (presque) non-biaisée] ;

2. 0 < minu {|u| + φ ′(u)} [nécessaire et suffisante pour que la solution résulte d’un
seuillage] ;

3. 0 = arg minu {|u|+φ ′(u)} [nécessaire et suffisante pour avoir la condition de conti-
nuité].

Notons que les deux dernières conditions imposent la non-différentiabilité de la pénalité
φ à l’origine alors que la première condition impose à la pénalité d’être constante pour
|u| grand. La norme-`1, associée au seuillage doux (8.7), ne vérifie pas la première condi-
tion (biais pour les grands coefficients) contrairement à la norme-`0, associée au seuillage
dur (8.20), qui ne vérifie pas la dernière condition (discontinuité du seuillage). Afin de véri-
fier les trois conditions simultanément, les auteurs proposent la pénalité Smoothly Clipped
Absolute Deviation (SCAD) dont l’expression est donnée par :

φSCAD(γ, λ̃;u) = λ̃
{
|u|1{|u|6λ̃} −

λ̃2 − 2γλ̃|u|+ u2

2(γ− 1)λ̃
1{λ̃<|u|6γλ̃} +

(γ+ 1)λ̃

2
1{|u|>γλ̃}

}
, (8.28)

où γ ∈]2,+∞[ et λ̃ ∈ R?
+. Un exemple de graphe de φSCAD est représenté sur la figure 31.
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8.4.3 Minimax Concave Penalty

Dans le même esprit, Zhang (2010) a proposé la Minimax Concave Penalty (MCP) définie
par :

φMCP(γ, λ̃;u) := λ̃
∫ |u|
0

(
1− x/(γλ̃)

)
+
dx (8.29)

= λ̃

(
γλ̃

2
1{|u|>γλ̃} +

(
|u|−

u2

2γλ̃

)
1{|u|6γλ̃}

)
, (8.30)

où γ ∈ R?
+, λ̃ ∈ R?

+ (voir aussi la version «résumée» (Zhang, 2008)). L’allure de φMCP est
présentée sur la figure 31. Cette pénalité est celle minimisant le maximum de concavité κ
défini par :

κ(φ) = max
u∈R?

+

−φ ′′(u) (8.31)

sous les contraintes,

φ ′(u) = 0 ∀u > γλ̃, (8.32)

φ ′(0+) = λ̃. (8.33)

La contrainte (8.32) donne à la fonction de pénalisation φ la caractéristique nécessaire
pour obtenir une solution non-biaisée alors que la contrainte (8.33) procure à la pénalité φ
la caractéristique permettant d’obtenir une solution parcimonieuse. Afin de justifier l’intérêt
de la pénalité MCP, Zhang (2010) introduit la notion de «sparse convexity».

Définition 8.1 (Sparse convexity). La fonctionnelle x 7→ 1
2‖Ax − d‖2 +

∑
i∈IN

φ(xi) est
dite sparse convex de rang r? si :

κ(φ) < min
ω⊆IN, ]ω6r?

λmin
(
(Aω)TAω

)
(8.34)

où λmin((Aω)TAω) représente la plus petite valeur propre de la matrice (Aω)TAω.

En d’autres termes, la fonctionnelle est sparse convex de rang r? si la convexité du terme
d’attache aux données réduit (12‖(Aω)TAω ·−d‖2) est supérieure à la concavité de la péna-
lité φ pour tout support ω ∈ IN dont la taille est inférieure à r?. En effet, pour un support
ω ⊆ IN tel que ]ω 6 r?, la fonctionnelle x 7→ 1

2‖(Aω)TAωx − d‖2 +
∑
i∈I]ω

φ(xi) est
convexe dès lors que la matrice (Aω)TAω − κ(φ)Id est définie positive. On peut alors voir
que les valeurs propres de cette dernière sont données par {vj − κ(φ)}j∈I]ω , où les {vj}j∈I]ω

représentent les valeurs propres de (Aω)TAω. Ainsi, la condition (8.34) assure la convexité
de x 7→ 1

2‖(Aω)TAωx − d‖2 +
∑
i∈I]ω

φ(xi) pour tout ω ∈ IN tel que ]ω 6 r?.
Par définition, la pénalité MCP minimise le maximum de concavité (8.31), c’est donc celle

qui permet d’obtenir le rang de sparse convexity le plus grand parmi les pénalités vérifiant
les conditions (8.32) et (8.33) ce qui motive son utilisation. Enfin, notons que si γ → +∞
dans (8.30) on retrouve la norme-`1 et lorsque γ→ 0 la pénalité MCP tend vers la norme-`0.

8.4.4 Et bien d’autres !

Nous pouvons citer un certain nombre d’autres pénalités continues non-convexes intro-
duites pour approcher la norme-`0. L’une des premières remonte certainement aux travaux
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de Mangasarian (1996) qui propose une approximation exponentielle du type (8.23) avec

φexp(θ;u) := 1− exp (−θ|u|) , (8.35)

pour θ ∈ R?
+. Le graphe de cette pénalité est représenté sur la figure 31. Nous pouvons

aussi mentionner la pénalité dite «Capped-`1» (ou `1 tronquée), définie par (8.23) avec

φCap(θ;u) := min{θ|u|, 1}, (8.36)

pour θ ∈ R?
+. Cette pénalité, représentée sur la figure 31, est connue pour être une bonne

alternative à la norme-`0 (Fan, 1997 ; Zhang, 2009 ; Le Thi et al., 2014).
Considérer les normes-`p pour p ∈]0, 1[ semble tout naturel en vue de trouver un com-

promis entre `0 et `1. Dans ce cas, les pénalités utilisées sont définies par (8.23) avec

φ(p, θ;u) := θ|u|p, (8.37)

où θ ∈ R?
+ et p ∈]0, 1[. Plusieurs auteurs se sont intéressés à l’étude de ces normes-`p en

terme de reconstruction exacte comme prolongement du cas p = 1 très largement étudié
(voir section 8.1). Par exemple, Chartrand (2007) aborde le problème du point de vue de
la condition RIP sur la matrice A et une autre version de ces résultats peut être trouvée
dans (Foucart et Lai, 2009).

Mohimani et al. (2009) ont utilisé des approximations non-convexes différentiables défi-
nies par

φ(θ;u) := 1− fθ(u), (8.38)

où fθ appartient à une famille de fonctions approchant la fonction «0-1» lorsque θ tend vers
0. Par exemple, les auteurs utilisent une approximation exponentielle fθ(u) := exp(−u2/(2θ2))
ou encore fθ(u) := θ2/(u2 + θ2) ainsi que la fonction quadratique tronquée fθ(u) :=

1 − min(u2/θ2, 1). Ces approximations sont ensuite utilisées dans un schéma du type
Graduated Non Convexity (GNC) détaillé dans le chapitre 10.

Enfin, notons que certains auteurs ont également utilisé le ratio `1/`2 comme mesure de
parcimonie (Repetti et al., 2015, et références associées).

Nous renvoyons aussi le lecteur à (Antoniadis et al., 2011) pour d’autres pénalités (non)-
convexes, (non)-différentiables en zéro et continues.

Toutes ces pénalités sont généralement associées à des seuillages obtenus en étudiant le
cas orthogonal (i. e. ATA diagonale). Comme il est parfois plus instructif de visualiser de
tels seuillages plutôt que les pénalités elles mêmes, quelques expressions de ces derniers
sont données dans la table 2 et les graphes associés sur la figure 32. Remarquons que pour
certaines valeurs des paramètres, les pénalités Capped-`1 et MCP produisent un seuillage
dur comme pour la pénalité `0.

8.5 reformulations «exactes»

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que de nombreuses relaxations continues
des problèmes (Ck), (Cε) et (Pλ) avaient été proposées principalement à partir d’approxi-
mations continues non-convexes de la norme-`0. Cependant, le choix d’une relaxation par
rapport à une autre reste obscur. En particulier, une question importante concerne l’étude
de la consistance entre les minimiseurs de la fonctionnelle initiale et ceux de la relaxation.
En d’autres termes :
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Figure 31 – Pénalités `0, `1, Capped-`1, `0.5, Log-Sum, Exp, SCAD et MCP. Le paramètre λ est fixé à
1. Notons que pour SCAD et MCP, les paramètres γ et λ̃ ont été choisis afin d’avoir une
pénalité constante égale à λ(= 1) pour |u| grand.

Pénalité φ(u) Seuillage S(v)

`0 λ|u|0 v1{|v|>
√
2λ} + {0, v}1{|v|=

√
2λ}

`1 λ|u| sign(v)(|v|− λ)+

Cap-`1 λmin(θ|u|, 1)

 v1{|v|>
√
2λ} + {0, v}1{|v|=

√
2λ} si λθ2 > 2,

sign(v)(|v|− λθ)1{λθ<|v|< 1
θ+

λθ
2 }

+ d1{|v|> 1
θ+

λθ
2 }

si λθ2 < 2,

MCP (8.29)

 v1{
|v|>
√
γλ̃2
} + {0, v}1{

|v|=
√
γλ̃2
} si γ 6 1,

sign(v)min
(
γ(|v|−λ̃)+
γ−1 , |v|

)
si γ > 1,

SCAD (8.28)


sign(d)(|v|− λ̃)+ si |v| 6 2λ̃,

((γ− 1)v− sign(v)γλ̃)/(γ− 2) si 2λ̃ < |v| 6 γλ̃,

v sinon,

Table 2 – Expressions des seuillages associés aux pénalités `0, `1, Capped-`1, MCP et SCAD. Ils sont
déterminés selon : S(v) := arg minu∈R

1
2 (u− v)2 +φ(u).

— la relaxation continue préserve-t-elle les minimiseurs globaux de la fonctionnelle ini-
tiale ?

— ajoute-t-elle de nouveaux minimiseurs locaux ?

Dans le cas où la réponse est affirmative pour la première question et négative pour
la seconde, nous parlerons alors de reformulation (relaxation) exacte. Plusieurs auteurs
se sont intéressés à ces questions et nous présentons leurs travaux dans la suite de ce
paragraphe.
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Figure 32 – Seuillages (sur R+) associés aux pénalités `0, `1, Capped-`1, `0.5, Log-Sum, Exp, SCAD
et MCP. Le paramètre λ n’est pas le même pour tous les seuillages afin d’avoir l’inter-
valle [0, 1] nul pour chacune des représentations. Notons que les seuillages associés aux
pénalités `0.5, Log-Sum et Exp ont été calculés numériquement.

8.5.1 Une classe de pénalités non-convexes et différentiables

Une classe de pénalités continues et différentiables a été proposée par Chouzenoux et al.
(2013) afin d’approcher la norme-`0. Plus précisément, les auteurs utilisent des pénalités
continues φδ : R→ R (δ ∈ R?

+) vérifiant
— ∀(δ1, δ2) ∈ (0,+∞)2, δ1 6 δ2 ⇒ ∀t ∈ R, φδ1(t) > φδ2(t),
— ∃λ ∈ R tel que ∀t ∈ R, lim

δ→
>
0
φδ(t) = λ|t|0.

Considérant un critère objectif régularisé par un terme du type λ‖x‖0 + ‖x‖2 12, noté F,
les auteurs montrent des connections asymptotiques entre les minimiseurs de F et ceux
de Fδ (où la norme-`0 est remplacée par φδ) lorsque δ → 0 (Chouzenoux et al., 2013,
proposition 2). Un minimiseur de F peut alors être bien approché par la minimisation de
Fδ pour δ suffisamment petit. Notons par ailleurs qu’une approche du type GNC pourrait
être envisagée avec une telle classe de fonctions (voir chapitre 10).

8.5.2 Pénalités `p et approximation exponentielle

Considérant le problème d’estimation de la solution la plus parcimonieuse d’un système
d’égalités et d’inégalités linéaires, exprimé sous la forme :

min
x∈RN

‖x‖0 s.c. Ax = a, Bx > b, ‖x‖∞ 6 1, (8.39)

Fung et Mangasarian (2011) montrent que ce dernier est équivalent au problème

min
x∈RN

‖x‖p s.c. Ax = a, Bx > b, ‖x‖∞ 6 1, (8.40)

pour p 6 1 suffisamment petit. Plus précisément, après avoir reformulé ces deux problèmes
comme la minimisation d’une fonction objectif non-convexe sur un ensemble polyédral

12. Le terme `2 permet d’assurer certaines propriétés concernant les minimiseurs, notamment l’existence.



8.5 reformulations «exactes» 93

borné 13, les auteurs prouvent l’existence d’un sommet de cet ensemble qui est solution des
deux problèmes pour certains p 6 1 (Fung et Mangasarian, 2011, proposition 3.1).

La preuve de ce résultat est inspirée de travaux plus anciens (Bradley et al., 1998, théo-
rème 2.1) où les auteurs montrent l’équivalence entre les problèmes :

min
x∈S

f(x) + λ
∑
i∈IN

wi|xi|0 et min
x∈S

f(x) + λ
∑
i∈IN

wiφexp(θ; xi), (8.41)

pour θ ∈ R?
+ suffisamment grand, φexp l’approximation exponentielle de la norme-`0 don-

née par (8.35), f concave sur RN et bornée inférieurement sur l’ensemble polyédral S et
enfin w ∈ RN+ . Ici l’équivalence est à comprendre au sens où l’intersection de l’ensemble
des solutions des deux problèmes est non-vide. Notons qu’une vision unifiée de ces ré-
sultats peut être trouvée dans (Rinaldi et al., 2010), incluant par ailleurs l’approximation
Log-Sum (8.27).

8.5.3 Programmation Mixte en Nombres Entiers

Bourguignon et al. (2015, 2016) ont récemment proposé de reformuler les problèmes (Ck),
(Cε) et (Pλ) sous la forme de problèmes de Programmation Mixte en Nombres Entiers
(PMNE) mêlant variables continues et variables entières (Bixby, 2012). Sous l’hypothèse que
la solution du problème est bornée selon ‖x‖∞ < M ∈ R+, les auteurs reformulent la
norme-`0 en introduisant des variables binaires comme il suit :

‖x‖0 6 K ⇔ ∃b ∈ {0, 1}N t.q.

{ ∑
i∈IN

bi 6 K,

−Mb 6 x 6Mb,
(8.42)

min
x∈RN

‖x‖0 ⇔ min
x∈RN, b∈{0,1}N

∑
i∈IN

bi t.q. −Mb 6 x 6Mb. (8.43)

À partir de (8.42) et (8.43), (Ck), (Cε) et (Pλ) sont reformulés sous la forme PMNE (Bour-
guignon et al., 2016, Table 1). Bien que les problèmes ainsi obtenus soient également
NP-difficiles, les progrès concernant d’une part la puissance de calcul des ordinateurs
et d’autre part les méthodes numériques, permettent de résoudre exactement de tels pro-
blèmes lorsque leur taille n’excède pas quelques centaines de variables. Les auteurs optent
pour l’algorithme CPLEX combinant la méthode de séparation et évaluation (branch and
bound en anglais) et celle des plans sécants (cutting plan method en anglais). L’idée der-
rière ces méthodes est d’éliminer d’importantes parties du domaine de recherche afin de
converger plus rapidement vers la solution globale du problème.

À notre connaissance, l’approche proposée par Bourguignon et al. (2015, 2016) est à ce
jour la seule (outre la recherche exhaustive) à assurer la convergence vers un minimiseur
global des problèmes (Ck) (Cε) et (Pλ) sans aucune restrictions sur la matrice A. Cepen-
dant, de part sa complexité de calcul, une telle approche reste tout de même limitée à des
problèmes de taille modérée, de l’ordre de quelques centaines de variables.

8.5.4 Approximations DC de la norme-`0

Enfin, les récents travaux de Le Thi et al. (2015) sont consacrés à l’étude de la consistance
entre les minimiseurs de la fonctionnelle

F(x, y) := f(x, y) + λ‖x‖0, (x, y) ∈ K, (8.44)

13. Qui est le même pour les problèmes (8.39) et (8.40)
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où K ∈ RN ×RM est un ensemble convexe, λ ∈ R?
+ et f admet une décomposition DC

(Difference of Convex functions : f = g− h où g et h sont des fonctions convexes), et ceux
de l’approximation

Fθ(x, y) := f(x, y) + λ
∑
i∈IN

φ(θ; xi), (x, y) ∈ K, (8.45)

avec φ(θ; ·) une pénalité DC vérifiant un certain nombre de propriétés dont, entre autres,
la parité et la convergence simple vers | · |0 lorsque θ tend vers +∞ (Le Thi et al., 2015,
Hypothèse 1). Dans ce contexte, les auteurs montrent plusieurs résultats :

— pour θ suffisamment grand, tout minimiseur global de Fθ est dans un ε-voisinage
d’un minimiseur global de F (Le Thi et al., 2015, théorème 1) ;

— le point précédent est également vrai pour les minimiseurs locaux (Le Thi et al., 2015,
théorème 2) ;

— si f est concave et bornée inférieurement sur K, alors quelque soit la valeur du para-
mètre θ, les minimiseurs globaux de Fθ sont aussi des minimiseurs globaux de F (Le

Thi et al., 2015, corolaire 1) ;
— pour le cas des pénalités Capped-`1 et SCAD, et pour un choix du paramètre θ appro-

prié, les minimiseurs globaux des deux fonctionnelles coïncident (Le Thi et al., 2015,
propositions 3, 4 et 5) (voir aussi (Le Thi et al., 2014)) ;

Notons cependant que les deux derniers résultats ne sont pas valables pour les minimi-
seurs locaux comme nous le verrons dans le chapitre 12 pour le problème (Pλ).
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons au problème pénalisé (Pλ). À partir du calcul
de l’enveloppe convexe de la fonctionnelle dans le cas unidimensionnel et dans le cas
orthogonal en dimension quelconque (sections 9.1 et 9.2), nous proposons une relaxation
(non-convexe) continue de la norme-`0 menant à une reformulation continue exacte du
problème (Pλ) sans aucune restriction sur les données du problème (i. e. A ∈ RM×N et
d ∈ RM). Le caractère exact de la relaxation proposée est mis en évidence par une étude
des liens entre les minimiseurs de la fonctionnelle initiale (fonction objectif de (Pλ)) et ceux
de la fonctionnelle relaxée, menée dans la section 9.3.

Le travail présenté dans ce chapitre peut être trouvé dans l’article (Soubies et al., 2015a)
ainsi que dans les communications (Soubies et al., 2015b,c).

9.1 l’enveloppe convexe dans le cas unidimensionnel

Commençons par considérer le cas N = 1 (1D). Nous pouvons alors réécrire (Pλ) comme
il suit :

û = arg min
u∈R

g0(u) :=
1

2
(au− d)2 + λ|u|0, (9.1)

où a ∈ R?
+ et d ∈ R.

Notons que la restriction a ∈ R?
+ ne fait perdre en aucun cas la généralité des dévelop-

pements qui vont suivre. En effet, nous pouvons aisément voir que g0 reste inchangée en
multipliant a et d par −1.

Une notion importante en optimisation non-convexe est celle d’enveloppe convexe dont
la définition est donné ci-dessous.

Définition 9.1 (Enveloppe convexe (Rockafellar et Wets, 2009)). L’enveloppe convexe
d’une fonction f : RN → R̄ est la plus grande fonction convexe co f : RN → R̄ minorant
f, c’est à dire :

∀x ∈ RN, (co f)(x) := sup
{
h(x) : h(x ′) 6 f(x ′) ∀x ′ ∈ RN, h convexe

}
. (9.2)

L’enveloppe convexe d’une fonction possède des propriétés particulièrement intéres-
santes pour l’optimisation. En effet, les minimiseurs globaux d’une fonction sont inclus

95
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dans ceux de son enveloppe convexe et les valeurs minimales de ces deux fonctions coïn-
cident 1. De fait, si nous sommes en mesure de calculer l’enveloppe convexe d’une fonc-
tionnelle non-convexe, la minimisation de cette dernière peut alors être simplifiée à la
minimisation d’une fonction convexe. Malheureusement, le calcul de l’enveloppe convexe
d’une fonction non-convexe est généralement un problème difficile.

Cependant, pour le problème unidimensionnel (7.3), une forme analytique de l’enve-
loppe convexe fermée de g0 peut aisément être calculée comme nous nous proposons de
le faire dans la suite. Un moyen d’accéder à l’enveloppe convexe fermée d’une fonction est
de calculer sa biconjuguée, c’est-à-dire d’appliquer deux fois la transformée de Legendre-
Fenchel définie comme il suit.

Définition 9.2 (Transformée de Legendre-Fenchel (Fenchel, 1949)). La transformée de
Legendre-Fenchel (ou fonction conjuguée) de f : RN → R̄ est donnée par :

f?(x?) = sup
x∈RN

〈x?, x〉− f(x). (9.3)

On a f?? = (f?)? = cl(co f) où cl(·) défini la fermeture de f. La proposition suivante
donne l’expression de la fonction biconjuguée (enveloppe convexe fermée) g??

0 de g0.

Proposition 9.3 (Enveloppe convexe de g0). L’enveloppe convexe (ou biconjuguée) de g0,
notée g??

0 , est donnée par

∀u ∈ R, g??
0 (u) =

1

2
(au− d)2 +φ(a, λ;u), (9.4)

où pour a ∈ R?
+ et λ ∈ R+,

∀u ∈ R, φ(a, λ;u) = λ−
a2

2

(
|u|−

√
2λ

a

)2
1{

|u|6
√
2λ
a

}. (9.5)

Démonstration. La preuve est donnée en annexe A.1.1 (page 187). Notons que le calcul de
l’enveloppe convexe dans le cas unidimensionel peut aussi être trouvé dans (Dinh et Le

Thi, 2014 ; Jojic et al., 2011). À titre informatif, des résultats similaires existent aussi pour
l’approximation de matrices de rang faible (Larsson et al., 2014).

Au regard de la proposition 9.3, l’enveloppe convexe de g0 est donc obtenue en rempla-
çant le terme de régularisation `0, dans (9.1), par la pénalité φ donnée en (9.5). Remarquons
que cette pénalité est non-convexe, non-différentiable en 0 mais continue (cf. figure 34). La
figure 33 présente trois exemples montrant g0 et son enveloppe convexe g??

0 où les minima
globaux sont respectivement 0 (gauche), {0, da } (centre, dans ce cas tout l’intervalle [0, da ] est
minimiseur global pour g??

0 ) et da (droite).
Sur la figure 34, nous avons tracé la pénalité (9.5) ainsi que la fonction «0-1». Il est à noter

que cette pénalité vérifie les conditions proposées par Fan et Li (2001) à savoir être non-
différentiable en 0 pour favoriser la parcimonie ainsi qu’être constante pour de grandes

1. Par définition, co f 6 f. Supposons que f admette au moins un minimiseur global et que inf co f < min f.
Alors, étant donné que co f est convexe, la fonction h(x) := max{min f, co f(x)} est également convexe, vérifie
co f 6 h 6 f et ∃ x ∈ RN tel que co f(x) < h(x) ce qui est en contradiction avec la définition de l’enveloppe
convexe d’une fonction. Donc co f admet aussi des minimiseurs globaux et min co f = min f. De plus, l’inégalité
co f 6 f montre que arg min f ⊆ arg min co f.



9.2 extension au cas multidimensionnel orthogonal 97

−2 0 2

0

2

4
g0
g??
0

−2 0 2 4 6

2

4

6

−2 0 2 4 6

2

4

6

Figure 33 – Fonction g0 (bleu) et son enveloppe convexe g??
0 (rouge) pour a = 0.7, λ = 1 et d = 0.5

(gauche), d =
√
2 (centre) ou d = 2 (droite).

valeur de |u| afin d’obtenir une solution non-biaisée (dont l’amplitude des coefficients non-
nuls n’est pas atténuée par rapport à ceux de la solution recherchée).
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0

0.5

1

λ| · |0
φ(a, λ; ·)

Figure 34 – Graphe de λ| · |0 (bleu) et φ(a, λ; ·) pour a = 0.7 et λ = 1.

9.2 extension au cas multidimensionnel orthogonal

Étendre les résultats de la section précédente à la dimension N ∈N sans aucune restric-
tion sur la matrice A ∈ RM×N n’est pas envisageable. En effet, la fonction conjuguée de
G`0 : RN → R, définie en (Pλ), est donnée par

G?
`0
(x?) = sup

x∈RN

{
〈x?, x〉RN −

1

2
‖Ax − d‖2 − λ‖x‖0

}
, (9.6)

qui est un problème combinatoire aussi difficile que l’original (Pλ). Cependant, dans le cas
particulier où les colonnes de A sont deux à deux orthogonales (i. e. ATA est diagonale)
et non nulles, le problème (9.6) peut être résolu analytiquement et nous avons le résultat
suivant.

Proposition 9.4. Lorsque A ∈ RM×N est une matrice dont les colonnes sont deux à deux
orthogonales (i. e. ATA est diagonale) et non nulles (‖ai‖ > 0 ∀i ∈ IN), l’enveloppe convexe de
G`0 , notée G??

`0
, est donnée par

∀x ∈ RN, G??
`0
(x) =

1

2
‖Ax − d‖2 +

∑
i∈IN

φ(‖ai‖, λ; xi), (9.7)
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où, pour a ∈ R?
+ et λ ∈ R+, φ(a, λ; ·) est définie en (9.5) et ‖ai‖ représente la norme de la

i-ème colonne de A.

Démonstration. La preuve est donnée en annexe A.1.2 (page 189).

Ainsi, comme dans le cas unidimensionnel, l’enveloppe convexe de G`0 lorsque les co-
lonnes de la matrice A sont orthogonales et non nulles est obtenue en remplaçant norme `0
par une pénalité également non-convexe mais continue, nommée Continuous Exact `0 (CEL0)
et définie par

ΦCEL0(x) :=
∑
i∈IN

φ(‖ai‖, λ, xi) =
∑
i∈IN

λ−
‖ai‖2

2

(
|xi|−

√
2λ

‖ai‖

)2
1{

|xi|6
√
2λ
‖ai‖

}, (9.8)

pour λ ∈ R+.
Dans la section suivante, nous étudions les propriétés de cette pénalité lorsqueA ∈ RM×N

est arbitraire (pas forcément ATA diagonale).

9.3 etude du cas général multidimensionnel

Nous considérons maintenant une matrice A ∈ RM×N quelconque et nous nous inté-
ressons à la fonctionnelle

GCEL0(x) :=
1

2
‖Ax − d‖2 +ΦCEL0(x), (9.9)

qui est une relaxation (non-convexe) continue de G`0 . Étant donné qu’elle est définie à partir
de la pénalité CEL0, donnée en (9.8), nous l’appellerons la fonctionnelle CEL0. Notons que le
terme CEL0 est dû aux deux principaux résultats, concernant les liens entre les minimiseurs
de G`0 et GCEL0, qui sont présentés dans la suite de cette section.

Le premier, établi par le théorème 9.16, assure que l’ensemble des minimiseurs globaux
de G`0 est inclus dans l’ensemble des minimiseurs globaux de GCEL0 et qu’à partir de tout
minimiseur global de GCEL0 on peut facilement extraire un minimiseur global de G`0 par un
simple seuillage.

Le second résultat, donné par le théorème 9.21, étend partiellement le théorème 9.16 aux
minimiseurs locaux : de tout minimiseur local de GCEL0, on extrait simplement un minimi-
seur local de G`0 . De plus, il est montré que certains minimiseurs locaux de G`0 ne sont pas
des points critiques de GCEL0. Cela est illustré numériquement sur des exemples montrant
qu’un nombre non-négligeable de minimiseurs locaux de G`0 sont ainsi éliminés par GCEL0.

Remarque 9.5. On peut aisément voir que GCEL0 minore G`0 . En effet, pour λ > 0, nous avons
0 6 φ(‖ai‖, λ;u) 6 1 ∀u ∈ R, ∀i ∈ IN. Ensuite, comme φ(‖ai‖, λ; 0) = 0, il vient que
φ(‖ai‖, λ;u) 6 |u|0, ∀u ∈ R, ∀i ∈ IN ce qui prouve la précédente affirmation.

Une première propriété de GCEL0 qui découle directement de l’étude 1D faite dans la
section 9.1 est donnée par la proposition suivante.

Proposition 9.6. Pour x ∈ RN et i ∈ IN, la restriction GiCEL0(·; x(i)) de GCEL0 à la i-ème variable
au point x s’écrit : ∀t ∈ R,

GiCEL0(t; x(i)) = Ci +

 t〈ai, Ax(i) − d〉+ |t| ‖ai‖
√
2λ si 0 6 |t| 6

√
2λ
‖ai‖ ,

1
2‖ai‖

2t2 + t〈ai, Ax(i) − d〉+ λ si |t| >
√
2λ
‖ai‖

(9.10)
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où Ci est une constante indépendante de t donnée par

Ci =
1

2
‖Ax(i) − d‖2 +

∑
j6=i

φ(‖aj‖, λ; xj), (9.11)

x(i) = (x1, · · · , xi−1, 0, xi+1, · · · , xN). (9.12)

De plus GiCEL0(·; x(i)) est convexe et plus précisément elle est affine sur
]
−
√
2λ
‖ai‖ , 0

[
et
]
0,
√
2λ
‖ai‖

[
et strictement convexe au delà.

Démonstration. Prenons x ∈ RN et i ∈ IN. Alors GiCEL0(·; x(i)), la restriction de GCEL0 à la i-ème
variable au point x s’écrit : ∀t ∈ R

GiCEL0(t; x(i)) = GCEL0(x(i) + tei),

=
1

2
‖Ax(i) + ait− d‖2 +

∑
j∈IN\{i}

φ(‖aj‖, λ; xj) +φ(‖ai‖, λ; t),

=
1

2
‖Ax(i) − d‖2 + t〈ai, Ax(i) − d〉+ 1

2
‖ai‖2t2

+
∑

j∈IN\{i}

φ(‖aj‖, λ; xj) +φ(‖ai‖, λ; t),

=
(9.5)

Ci + t〈ai, Ax(i) − d〉+

 |t| ‖ai‖
√
2λ si |t| 6

√
2λ
‖ai‖ ,

1
2‖ai‖

2t2 + λ si |t| >
√
2λ
‖ai‖ .

où Ci est donnée par (9.11). Enfin, la dernière assertion de la proposition est évidente avec
l’expression précédente.

9.3.1 Résultats théoriques

9.3.1.1 Les points critiques de GCEL0

Afin d’étudier les minimiseurs de GCEL0, il convient tout d’abord de s’intéresser à ses
points critiques. Étant donné que GCEL0 est une fonction non-convexe, nous utiliserons la
notion de gradient généralisé introduit par Clarke (1990) qui étend la notion de sous-
différentiel pour les fonctions convexes aux fonctions non-convexes. Avant de donner la
définition du gradient généralisé, nous avons besoin d’introduire la définition suivante :

Définition 9.7 (Fonction localement Lipschitz). Une fonction f est dite être localement
Lipschitz au point x si,

∃ε > 0, ∀(y, y ′) ∈ B(x, ε)2 |f(y) − f(y ′)| 6 K‖y − y ′‖, (9.13)

où K ∈ R+ et B(x, ε) est un ε-voisinage de x.

Nous pouvons maintenant définir le gradient généralisé d’une fonction localement Lip-
schitz en un point x.

Définition 9.8 (Gradient généralisé (Clarke, 1990)). Le gradient généralisé d’une fonction
f : RN → R localement Lipschitz en x, noté ∂f(x), est défini par

∂f(x) :=
{
ξ ∈ RN : f0(x, v) > 〈v, ξ〉 ∀v ∈ RN

}
, (9.14)
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où f0(x, v) représente la dérivée directionnelle généralisée de f en x dans la direction v,

f0(x, v) = lim sup
y→x
η↓0

f(y + ηv) − f(y)
η

. (9.15)

Il est à noter que lorsque f est continument différentiable, ∂f(x) est réduit au singleton
{∇f(x)} (Clarke, 1990, proposition 2.2.4 et corolaires associés) et, dans le cas convexe, le gra-
dient généralisé de Clarke coïncide avec la définition classique du sous-différentiel (Clarke,
1990, proposition 2.2.7). La proposition suivante montre l’importance de cette notion de
gradient généralisé lorsque l’on souhaite étudier les minimiseurs d’une fonction.

Proposition 9.9 (Extrema local (Clarke, 1990)). Si f atteint un minimum ou maximum local
en x, alors 0 ∈ ∂f(x).

La condition 0 ∈ ∂f(x) est donc nécessaire pour que x soit un minimiseur (ou maximiseur)
local de f. On appelle points critiques de f les points x ∈ RN vérifiant 0 ∈ ∂f(x).

À partir de la définition 9.8 nous pouvons calculer ∂φ(a, λ; ·) où φ(a, λ; ·) est définie
en (9.5). Étant donné que pour tout u 6= 0, φ(a, λ; ·) est différentiable, nous avons pour
a ∈ R?

+ et λ ∈ R+,

∀u 6= 0, ∂φ(a, λ;u) =

{
sign(u)

√
2λa− a2u si 0 < |u| 6

√
2λ
a ,

0 si |u| >
√
2λ
a .

(9.16)

Il reste à traiter le cas u = 0. Tout d’abord, commençons par calculer la dérivée direction-
nelle généralisée (9.15) en u = 0,

∀v ∈ R, f0(0, v) = lim sup
y→0
η↓0

φ(y + ηv) −φ(y)
η

,

= lim sup
y→0
η↓0

1

2η

[(
a|y|−

√
2λ
)2

−
(
a|y + ηv|−

√
2λ
)2]

.

En développant les termes dans l’expression précédente, on montre facilement que,

f0(0, v) = a|v|
√
2λ. (9.17)

Ainsi, d’après (9.14), ∂φ(0) contient tous les ξ ∈ R vérifiant a|v|
√
2λ > ξv ∀v ∈ R, c’est à

dire

∂φ(a, λ; 0) =
[
−a
√
2λ, a

√
2λ
]

. (9.18)

Nous pouvons à présent déduire du gradient généralisé de la pénalité 1D φ(a, λ; ·) celui
de la pénalité CEL0 ΦCEL0. Pour λ ∈ R+,

∂ΦCEL0(x) =
∏
i∈IN

[
−
√
2λ‖ai‖,

√
2λ‖ai‖

]
1{xi=0}

+ ‖ai‖
{

sign(xi)
√
2λ− ‖ai‖xi

}
1{
0<|xi|6

√
2λ
‖ai‖

}. (9.19)
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Le lemme suivant caractérise les points critiques de GCEL0 qui, d’après ce qui précède,
sont les points x ∈ RN vérifiant 0RN ∈ ∂GCEL0(x)

Lemme 9.10 (Points critiques de GCEL0). Soit GCEL0 définie en (9.9). Posons
si = sign(〈ai, Ax̂(i) − d〉). Alors x̂ ∈ RN est un point critique de GCEL0 (i. e. 0RN ∈ ∂GCEL0(x̂))
si et seulement si

∀i ∈ IN



x̂i = 0 ssi |〈ai, Ax̂(i) − d〉| 6
√
2λ‖ai‖,

x̂i = −sit, t ∈

[
0,

√
2λ

‖ai‖

]
ssi |〈ai, Ax̂(i) − d〉| =

√
2λ‖ai‖,

x̂i = −
〈ai, Ax̂(i) − d〉
‖ai‖2

ssi |〈ai, Ax̂(i) − d〉| >
√
2λ‖ai‖.

(9.20)

où x(i) est définie en (9.12).

Démonstration. La preuve est donnée en annexe A.1.3 (page 190).

Pour la suite, nous introduisons les deux sous ensembles d’indices suivants :

∀x ∈ RN, σ−(x) :=

{
i ∈ IN : 0 < |xi| <

√
2λ

‖ai‖

}
⊆ σ(x), (9.21)

et pour un point critique x̂ ∈ RN de GCEL0,

σ+(x̂) :=
{
i : |〈ai, Ax̂(i) − d〉| =

√
2λ‖ai‖

}
=

(9.20)

{
i : x̂i = 0 and |〈ai, Ax̂(i) − d〉| =

√
2λ‖ai‖

}
∪
{
i : 0 < |xi| 6

√
2λ
‖ai‖

}
,

(9.22)

où nous rappelons que σ(x) représente le support de x. Notons que σ+(x̂) n’est pas né-
cessairement inclus σ(x̂) et en particulier, pour un point critique x̂ ∈ RN de GCEL0, on a
σ−(x̂) = σ+(x̂)∩ σ(x̂).

9.3.1.2 Sur les minimiseurs de GCEL0

Nous commençons par rapeller deux résultats démontrés par Nikolova (2013). Le pre-
mier fournit une borne inférieure sur l’amplitude des coefficients non nuls des minimiseurs
globaux de G`0 alors que le second caractérise les minimiseurs (locaux) 2 de G`0 .

Proposition 9.11 (Nikolova, 2013). Si G`0 admet un minimum global en x̂ ∈ RN. Alors,

i ∈ σ(x̂) =⇒ |x̂i| >
√
2λ

‖ai‖
, (9.23)

Démonstration. La preuve est donnée dans (Nikolova, 2013, annexe 8.2). Ce résultat est
aussi connu de (Nikolova, 2005, proposition 3.4) dans un contexte plus général.

2. Dans la suite de ce manuscrit, la notation «(local)» avec les parenthèses réfèrera à tous les minimiseurs de
la fonctionnelle considérée. Lorsque l’on s’intéressera au minimiseurs globaux cela sera spécifié et on parlera
aussi, au contraire, de minimiseurs locaux (non globaux).
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Corolaire 9.12 (Nikolova, 2013). Soit x̂ ∈ RN un minimiseur (local) de G`0 . Posons σ̂ =

σ(x̂). Alors,

x̂σ̂ est solution du système (Aσ̂)
TAσ̂x̂σ̂ = (Aσ̂)

Td. (9.24)

Réciproquement, si x̂ ∈ RN vérifie (9.24) pour σ̂ = σ(x̂), alors x̂ est un minimiseur (local) de
G`0 .

Démonstration. La preuve se déduit directement de (Nikolova, 2013, lemme 2.4) pour (9.24)
et (Nikolova, 2013, proposition 2.3) pour la réciproque.

Pour la fonctionnelle GCEL0, le lemme suivant fournit un résultat similaire à celui établi
par la proposition 9.11 pour G`0 .

Lemme 9.13. Soit x̂ ∈ RN un minimiseur (local) de GCEL0. Posons si = sign(〈ai, Ax̂(i) − d〉)
et σ̂+ := σ+(x̂). Alors,

(i) ∀i ∈ σ̂+, ∃Ti ⊆
[
0,
√
2λ
‖ai‖

]
, un intervalle non-dégénéré (i. e. non réduit à un singleton) de

R, tel que |x̂i| ∈ Ti et ∀t ∈ Ti,

x̄ = x̂(i) − sieit est aussi un minimiseur (local) de GCEL0. (9.25)

(ii) si x̂ est un minimiseur global, alors ∀i ∈ σ̂+, Ti =
[
0,
√
2λ
‖ai‖

]
et x̄ est aussi global.

Démonstration. La preuve est donnée en annexe A.1.4 (page 191).

Remarque 9.14. Au regard du lemme 9.13 (et de sa preuve), nous pouvons interpréter
σ+(x̂) (pour un point critique x̂ de GCEL0) comme l’ensemble des indices pour lesquels
t 7→ GCEL0(x̂(i) − sieit) est une fonction constante sur

[
0,
√
2λ
‖ai‖

]
.

Le corolaire suivant découle du lemme 9.13.

Corolaire 9.15. Tous les minimiseurs stricts de GCEL0— i.e. les points x̂ ∈ RN tels qu’il existe
un voisinage V ⊂ RN contenant x̂ pour lequel ∀y ∈ V \ {x̂}, GCEL0(x̂) < GCEL0(y) — vérifient
σ+(x̂) = ∅.

Démonstration. Supposons qu’un minimiseur strict de GCEL0, noté x̂, est tel que σ+(x̂) 6= ∅.
Alors le lemme 9.13 nous assure que ∀i ∈ σ+(x̂), il existe Ti ⊆ [0,

√
2λ/‖ai‖], un intervalle

non-dégénéré de R contenant |x̂i|, tel que ∀t ∈ Ti \ {|x̂i|}, x̄ = x̂(i) − sieit est aussi un
minimiseur de GCEL0 ce qui est en contradiction avec le fait que x̂ est strict et termine la
démonstration.

Pour un minimiseur global non-strict x̂ ∈ RN de GCEL0, fixer toutes ses composantes non
nulles indexées par σ−(x̂) à zéro résulte, d’après le lemme 9.13 (ii), en un autre minimiseur
global défini par

∀i ∈ IN, x̂0i :=

{
x̂i si i /∈ σ−(x̂)
0 si i ∈ σ−(x̂)

= x̂i1{|x̂i|> √2λ‖ai‖

}, (9.26)
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et qui vérifie

GCEL0(x̂0) = GCEL0(x̂). (9.27)

Basé sur le lemme 9.13, le théorème suivant établit une relation entre les minimiseurs
globaux de G`0 et GCEL0.

Theorème 9.16 (Lien entre les minimiseurs globaux de G`0 et GCEL0).
(i) L’ensemble des minimiseurs globaux de G`0 est inclus dans l’ensemble des minimiseurs

globaux de GCEL0,

arg min
x∈RN

G`0(x) ⊆ arg min
x∈RN

GCEL0(x), (9.28)

(ii) Réciproquement, si x̂ ∈ RN est un minimiseur global de GCEL0, alors x̂0, défini par (9.26),
est un minimiseur global de G`0 et

GCEL0(x̂) = GCEL0(x̂0) = G`0(x̂
0). (9.29)

Démonstration. La preuve est détaillée en annexe A.1.5 (page 192).

Remarque 9.17. Comme x̂0 est un minimiseur global de G`0 , il est strict (Nikolova, 2013,
théorème 4.4 (ii)) et nous pouvons conclure d’après (Nikolova, 2013, théorème 3.2) que
Aσ(x̂0) est de rang plein (i. e. rank(Aσ(x̂0)) = ]σ(x̂0)). Ainsi, en notant σ̂0 = σ(x̂0), nous
avons

x̂0σ̂0 =
(
(Aσ̂0)

TAσ̂0
)−1

(Aσ̂0)
Td et x̂0

IN\σ̂0 = 0. (9.30)

Proposition 9.18 (Existence de minimiseurs globaux pour GCEL0). L’ensemble des minimi-
seurs globaux de GCEL0 est non-vide.

Démonstration. (Nikolova, 2013, théorème 4.4 (i)) nous assure que l’ensemble des minimi-
seurs globaux de G`0 est non-vide ce qui, avec (9.28), entraine le résultat.

Sous certaines conditions, les minimiseurs globaux des deux fonctionnelles coïncident
exactement.

Corolaire 9.19.

arg min
x∈RN

G`0(x) = arg min
x∈RN

GCEL0(x), (9.31)

si et seulement si pour tout couple (x̂1, x̂2) de minimiseurs globaux de G`0 (x̂1 6= x̂2),

‖x̂1 − x̂2‖0 > 1. (9.32)

En particulier, c’est le cas lorsque G`0 admet un unique minimiseur global (voir Nikolova, 2013,
pour l’unicité concernant G`0).

Démonstration. La preuve est donnée en annexe A.1.6 (page 193).
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Il existe également un résultat similaire au théorème 9.16 pour les minimiseurs locaux
(non globaux). Afin de démontrer ce résultat, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 9.20. Si GCEL0 admet un minimum en x̂ ∈ RN, alors

∀i ∈ σ+(x̂), ∀j ∈ σ(x̂)\{i}, 〈ai, aj〉 = 0. (9.33)

Démonstration. La preuve est détaillée en annexe A.1.7 (page 194).

Theorème 9.21 (Lien entre les minimiseurs locaux de G`0 et GCEL0). Si GCEL0 admet un
minimiseur local (non global) en x̂ ∈ RN. Alors x̂0, défini par (9.26), est un minimiseur local
(non global) de G`0 et (9.29) est vérifiée.

Démonstration. La preuve est détaillée en annexe A.1.8 (page 195).

Remarque 9.22. Bien que, pour un minimiseur global x̂ de GCEL0, x̂0 soit un minimiseur
strict pour G`0 (remarque 9.17), ce n’est pas toujours le cas pour un minimiseur local
(non global) de GCEL0. En effet, soit x̂ un minimiseur local (non global) de GCEL0 tel que
rank(Aσ̂0) 6 ]σ̂0 − 1 où σ̂0 = σ(x̂0) et x̂0 est défini par (9.26) (on considère σ̂0 6= ∅). Alors,
d’après le théorème 9.21, x̂0 est un minimiseur local de G`0 mais n’est pas strict d’après (Ni-
kolova, 2013, théorème 3.2). De plus, le point x̂0 défini par le théorème 9.21 comme un
minimiseur local (non global) de G`0 , n’est pas assuré d’être un point critique (et donc pos-
siblement un minimiseur) de GCEL0 contrairement au cas des minimiseurs globaux énoncé
par le théorème 9.16.

Au regard du théorème 9.21 et de la remarque 9.22, de tout minimiseur local (non global)
de GCEL0, on peut construire par un simple seuillage un minimiseur local (non global) de
G`0 . Cependant, il est essentiel de vérifier que ce minimiseur soit un point critique pour
GCEL0 (ce qui n’est pas assuré par le théorème 9.21).

Remarque 9.23. Pour un minimiseur (local) x̂ de GCEL0, on peut fixer x̂i , ∀i ∈ σ̂− = σ−(x̂),
à 0 ou à −si

√
2λ
‖ai‖ afin obtenir un minimiseur (local), noté x̃, de G`0 . En effet, considérons

{ω−,ω+}, une partition de σ̂− (i.e. ω− ⊆ σ̂−, ω+ ⊆ σ̂− tels que ω− ∪ω+ = σ̂− et ω− ∩
ω+ = ∅) et définissons

∀i ∈ IN, x̃i =


x̂i si i /∈ (ω− ∪ω+) ,

0 si i ∈ ω− ,

−si
√
2λ
‖ai‖ si i ∈ ω+ .

(9.34)
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où si = sign(〈ai, Ax̂(i)−d〉). Étant donné que x̂ est un point critique de GCEL0, le lemme 9.10

nous dit que ∀i ∈ σ̂−, |〈ai, Ax̂(i) − d〉| =
√
2λ‖ai‖ et ∀i ∈ σ̂ \ σ̂−, x̂i = −〈ai, Ax̂(i) −

d〉/‖ai‖2. Ainsi,

∀i ∈ σ(x̃), x̃i = −
〈ai, Ax̂(i) − d〉
‖ai‖2

,

⇐⇒
(9.33) & (9.34)

x̃i = −
〈ai, Ax̃(i) − d〉
‖ai‖2

−
1

‖ai‖2
∑
j∈ω−

〈ai, aj〉︸ ︷︷ ︸
=0

x̂j

−
1

‖ai‖2
∑
j∈ω+
j6=i

〈ai, aj〉︸ ︷︷ ︸
=0

(
x̂j + sj

√
2λ

‖aj‖

)
,

⇐⇒ 〈ai, Aσ(x̃)x̃σ(x̃) − d〉 = 0,

qui, avec (Nikolova, 2013, Corollary 2.5), assure que x̃ est un minimiseur (local) de G`0 . Il
existe 2]σ̂

−
minimiseurs pouvant être définis de la sorte. Parmi ces minimiseurs, x̂0 est le

plus parcimonieux. Il est à noter que cette remarque peut être étendue aux points x̃ définis
par (9.34) avec {ω−,ω+} une partition de σ+(x̂) telle que ∀(i, j) ∈ (ω+\σ(x̂))2, 〈ai, aj〉 = 0.

En d’autres termes, le théorème 9.21 est le pendant du théorème 9.16 pour les mini-
miseurs locaux (non globaux). En particulier, il affirme que le deuxième point du théo-
rème 9.16 est également valable pour les minimiseurs locaux (non globaux) de GCEL0. Ce-
pendant, la réciproque n’est pas vérifiée pour tous les minimiseurs locaux (non globaux)
de G`0 . En effet, considérons le cas N = 1 (i.e. le problème 9.1) avec a = 1 et d >

√
2λ. Dans

un tel cas, g0 atteint un minimum global en u = d et un minimum local en u = 0 alors que
g??
0 admet un unique minimum global en u = d. Ainsi, tous les minimiseurs locaux de g0

ne sont pas des minimiseurs locaux de g??
0 . Cette remarque s’étend facilement au cas ND

orthogonal étant donné que, dans ce cas, remplacer la norme-`0 par la pénalité CEL0 donne
l’enveloppe convexe de G`0 (voir la section 9.2) qui n’admet pas de minimiseurs locaux
(non globaux).

Plus généralement, pour toute matrice A ∈ RM×N, considérons x̂ ∈ RN un minimi-
seur local (non global) de G`0 . Alors, d’après le corolaire 9.12, x̂σ̂ est solution du système
suivant :

(Aσ̂)
TAσ̂x̂σ̂ = (Aσ̂)

Td, (9.35)

où σ̂ = σ(x̂). Afin d’être également un point critique de GCEL0, x̂ doit vérifier les condi-
tions (9.20). On en déduit que x̂ est un point critique de GCEL0 si et seulement si, en plus
d’être solution de (9.35), il vérifie les conditions suivantes :

|〈ai, Ax̂(i) − d〉| 6
√
2λ‖ai‖ ∀i /∈ σ(x̂),

|〈ai, Ax̂(i) − d〉| =
√
2λ‖ai‖ ∀i ∈ σ−(x̂),

|〈ai, Ax̂(i) − d〉| >
√
2λ‖ai‖ ∀i ∈ σ(x̂)\σ−(x̂).

(9.36)

Par conséquent si x̂, un minimiseur local (non global) de G`0 , ne vérifie pas (9.36), alors
il n’est pas point critique de GCEL0 et donc GCEL0 n’admet pas de minimum local (non global)
en x̂.
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En particulier, si x̂ est solution de (9.35) alors ∀i ∈ σ(x̂) x̂i = −〈ai, Ax̂(i) − d〉/‖ai‖2 et on
obtient,

∀i ∈ σ(x̂),

 i ∈ σ(x̂)\σ−(x̂)
(
i. e. |x̂i| >

√
2λ
‖ai‖

)
⇒ |〈ai, Ax̂(i) − d〉| >

√
2λ‖ai‖,

i ∈ σ−(x̂)
(
i. e. 0 < |x̂i| <

√
2λ
‖ai‖

)
⇒ 0 < |〈ai, Ax̂(i) − d〉| <

√
2λ‖ai‖.

De fait, un minimiseur local (non global) x̂ de G`0 , qui est nécessairement solution
de (9.35), ne peut pas vérifier la seconde ligne de (9.36) dès lors que σ−(x̂) 6= ∅. De plus,
rien ne permet d’assurer qu’il vérifie la première ligne de (9.36). Ainsi, tous les minimiseurs
locaux (non globaux) de G`0 ne sont pas des points critiques de GCEL0.

On en déduit que GCEL0 élimine les minimiseurs locaux (non globaux) x̂ de G`0 tels que σ−(x̂) 6=
∅. Nous résumons ce résultat dans la proposition suivante.

Proposition 9.24. Soit x̂ ∈ RN minimiseur de G`0 . Si x̂ est aussi un point critique de GCEL0,
alors σ−(x̂) = ∅.

Notons que les minimiseurs globaux de G`0 vérifient nécessairement σ−(x̂) = ∅ d’après
la proposition 9.11 ce qui est en accord avec le fait qu’il sont préservés par GCEL0 (théo-
rème 9.16).

Enfin, une conséquence du corolaire 9.15 et des théorèmes 9.16 et 9.21 est donnée par le
corolaire suivant.

Corolaire 9.25. Soit x̂ un minimiseur (local) strict de GCEL0. Alors x̂ est un minimiseur (local)
strict de G`0 . De plus, Aσ(x̂) est de rang plein.

Démonstration. Étant donné que x̂ est un minimiseur (local) strict de GCEL0, le corolaire 9.15

nous assure que σ−(x̂) = ∅. Il s’en suit, d’après les théorèmes 9.16 et 9.21, que x̂ est un
minimiseur (local) de G`0 et que GCEL0(x̂) = G`0(x̂).

Supposons maintenant que x̂ n’est pas strict pour G`0 . Alors, il existe un voisinage
V0 ⊂ RN de x̂ tel que pour tout V ⊂ V0 contenant x̂, il existe x̄ ∈ V vérifiant G`0(x̄) = G`0(x̂).
Comme par définition GCEL0 minore G`0 (remarque 9.5), nous avons

∀V ⊂ V0, t.q. x̂ ∈ V, ∃x̄ ∈ V, GCEL0(x̄) 6 G`0(x̄) = G`0(x̂) = GCEL0(x̂), (9.37)

ce qui est en contradiction avec le fait que x̂ est un minimiseur (local) strict de GCEL0. Par
conséquent, x̂ est un minimiseur (local) strict de G`0 . Enfin, (Nikolova, 2013, Theorem 3.2)
montre que rank(Aσ(x̂)) = ]σ(x̂) ce qui termine la preuve.

Nous venons de caractériser les liens entre les minimiseurs des fonctionnelles G`0 et
GCEL0. Cependant, nous ne disposons que d’une caractérisation des points critiques de GCEL0

(lemme 9.10). Il serait donc intéressant d’être en mesure de discerner, parmi les points
critiques de GCEL0, ceux qui sont des minimiseurs. Le théorème suivant caractérise les mini-
miseurs stricts de GCEL0.

Theorème 9.26 (Minimiseurs (locaux) stricts de GCEL0). Soit x̂ ∈ RN, un point critique de
GCEL0. Alors l’équivalence suivante est vérifiée :

x̂ est un minimiseur (local) strict de GCEL0 ⇐⇒ σ+(x̂) = ∅ et rank(Aσ(x̂)) = ]σ(x̂). (9.38)
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Démonstration. La preuve est donnée en annexe A.1.9 (page 195).

Une telle caractéristique des minimiseurs stricts de GCEL0 est importante notamment
lorsque nous sommes dans le cadre du corolaire 9.19 où les minimiseurs globaux de GCEL0

sont stricts. En revanche, en ce qui concerne les minimiseurs (locaux) non-stricts, nous
n’avons que la condition suffisante suivante.

Theorème 9.27 (Condition suffisante pour être minimiseur (local) de GCEL0). Soit x̂ ∈ RN

un point critique de GCEL0. Alors,

σ+(x̂) = ∅ =⇒ x̂ est un minimiseur (local) de GCEL0. (9.39)

Démonstration. On considère ρ > 0 défini comme dans la preuve du théorème 9.26. Alors,
d’après les équations (A.56) et (A.57) de cette même preuve, on a

∀ε ∈ B∞(0RN , ρ) \ {0RN}, GCEL0(x̂ + ε) > GCEL0(x̂), (9.40)

ce qui termine la démonstration.

Cependant, sous certaines conditions sur la matrice A ∈ RM×N, on peut avoir une
caractérisation complète (conditions nécessaires et suffisantes) des minimiseurs (locaux)
non-stricts de GCEL0.

Corolaire 9.28. Supposons que la matrice A ∈ RM×N soit telle que

∀i ∈ IN, ∀j ∈ IN\{i}, 〈ai, aj〉 6= 0. (9.41)

Alors, pour x̂ ∈ RN point critique de GCEL0 tel que ‖x̂‖0 > 1, l’équivalence suivante est vérifiée :

x̂ est un minimiseur (local) de GCEL0 ⇐⇒ σ+(x̂) = ∅. (9.42)

Notons que dans ce cas x̂ est aussi un minimiseur (local) de G`0 d’après le théorème 9.21.

Démonstration. ⇐= est direct d’après le théorème 9.27. Afin de démontrer la réciproque
(=⇒), considérons x̂ ∈ RN un minimiseur (local) de GCEL0 vérifiant ‖x̂‖0 > 1. Supposons
que σ+(x̂) 6= ∅. Le lemme 9.20 nous assure alors que

∀i ∈ σ+(x̂), ∀j ∈ σ(x̂)\{i}, 〈ai, aj〉 = 0. (9.43)

Le fait que ‖x̂‖0 > 1 (i. e. ]σ(x̂) > 1) et ]σ+(x̂) > 1 implique que

∃(i, j) ∈ σ+(x̂)× σ(x̂) t.q. i 6= j et 〈ai, aj〉 = 0, (9.44)

ce qui est en contradiction avec l’hypothèse faite sur A et termine la preuve.

Sous les conditions du corolaire 9.28, qui peuvent être vues comme l’extrême opposé
du cas orthogonal où toutes les colonnes sont orthogonales deux à deux, il est possible
de conclure sur le fait qu’un point critique est minimiseur (local) ou non dès lors qu’il
admet au moins deux composantes non-nulles. Notons qu’une telle condition sur A est
généralement vérifiée pour des problèmes où les colonnes de A sont très corrélées (e. g. dé-
convolution).
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9.3.1.3 Retour sur le cas orthogonal

Comme cela a été montré dans la section 9.2, lorsque les colonnes de la matrice A sont
deux à deux orthogonales et non nulles, la fonctionnelle GCEL0 définit l’enveloppe convexe
de G`0 . Dans ce cas, GCEL0 est alors convexe et tous ses points critiques sont des minimiseurs
globaux à partir desquels le théorème 9.16 nous permet d’extraire des minimiseurs globaux
de G`0 . En utilisant l’orthogonalité de A, la caractérisation des points critiques de GCEL0

donnée par le lemme 9.10 se réécrit

∀i ∈ IN,



x̂i = 0 si |〈ai, d〉| 6
√
2λ‖ai‖,

x̂i = −sit, t ∈

[
0,

√
2λ

‖ai‖

]
si |〈ai, d〉| =

√
2λ‖ai‖,

x̂i =
〈ai, d〉
‖ai‖2

si |〈ai, d〉| >
√
2λ‖ai‖.

(9.45)

Posons z = ATd, alors le minimiseur global de GCEL0 le plus parcimonieux, noté x̂0, est
donné par la règle de seuillage suivante :

∀i ∈ IN, x̂0i =
zi
‖ai‖2

1{|zi|>
√
2λ‖ai‖}. (9.46)

Finalement, lorsque ATA est diagonale, remplacer la norme-`0 par la pénalité CEL0 trans-
forme le problème initial en un problème convexe (son enveloppe convexe) pour lequel
le minimiseur global le plus parcimonieux s’obtient par un simple seuillage dur. Nous
retrouvons ici un résultat bien connu. Notons que si les colonnes de A ne sont pas norma-
lisées (i. e. ‖ai‖ = 1, ∀i ∈ IN), le seuillage en (9.46) est alors différent pour chacune des
composantes de x.

9.3.1.4 Étude des minimiseurs dits «Coordinate-Wise» de GCEL0 et G`0

Nous nous intéressons maintenant à un type particulier de minimiseurs de G`0 et GCEL0 :
les minimiseurs Coordinate-Wise (CW). Cette notion est sans doute apparue pour la pre-
mière fois dans les travaux de Geman et Reynolds (1992) et a récemment été utilisée
par Beck et Eldar (2013) dans le contexte du problème (Ck).

Définition 9.29. (Minimiseur «Coordinate-Wise») Soit F : RN → R, alors x̂ ∈ RN est
appelé minimiseur CW de F si

∀i ∈ IN, F(x̂) = min
t∈R

F(x̂ + tei) (9.47)

Notons que pour une fonction F générale, un minimiseur CW peut ne pas être un mini-
miseur de F (e. g. nous pouvons avoir F(x̂) > F(x̂ + t(ei + ej)) pour tout t dans un ouvert
contenant zéro). Cependant, nous avons aussi le résultat suivant.

Lemme 9.30. Tout minimiseur global d’une fonction F : RN → R est CW.

Démonstration. La preuve découle directement de (9.47) et de la définition d’un minimiseur
global.

Ainsi, être un minimiseur CW est une condition nécessaire d’optimalité globale. De plus,
certains minimiseurs locaux (non globaux) peuvent ne pas être CW (il suffit de regarder le
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problème `2-`0 en 1D). Cette notion est donc intéressante dans le sens où elle permet de
réduire le nombre de «candidats» (parmi les minimiseurs d’une fonction non-convexe) qui
pourraient être des minimiseurs globaux (Beck et Eldar, 2013).

Nous avons vu précédemment que certains minimiseurs locaux (non globaux) de G`0
étaient éliminés par GCEL0 (proposition 9.24). La notion de minimiseur CW va nous per-
mettre de préciser cette propriété de la fonctionnelle CEL0. Commençons par caractériser
les minimiseurs CW de GCEL0 avec le lemme suivant.

Lemme 9.31. x̂ ∈ RN est un minimiseur CW de GCEL0 si et seulement si c’est un point critique
de GCEL0

Démonstration.

=⇒ Soit x̂ ∈ RN un minimiseur CW de GCEL0. Alors, par définition on a

∀i ∈ IN , 0 ∈ ∂GiCEL0( x̂i ; x̂(i)), (9.48)

et, comme ∂GCEL0 =
∏
i ∂GiCEL0, 0RN ∈ ∂GCEL0( x̂) et x̂ est un point critique de GCEL0.

⇐= Soit x̂ ∈ RN un point critique de GCEL0. Alors 0RN ∈ ∂GCEL0( x̂) et (9.48) est vérifié.
Enfin, la convexité de GiCEL0(· ; x(i)), ∀i ∈ IN (proposition 9.6) termine la démonstra-
tion.

Theorème 9.32. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :

(i) x̂ est un minimiseur CW de G`0 ,

(ii) x̂ est un minimiseur CW de GCEL0 et σ−( x̂) = ∅.

Démonstration. La preuve est donnée en annexe A.1.10 (page 197).

Nous pouvons déduire de ce résultat le corolaire suivant.

Corolaire 9.33. Tout minimiseur CW de G`0 est minimiseur (local) de G`0 .

Démonstration. Soit x̂ un minimiseur CW de G`0 . Alors, d’après le lemme 9.31 et le théo-
rème 9.32, x̂ est un point critique de GCEL0 tel que σ−( x̂) = ∅ et le lemme 10.1 (voir
chapitre 10) stipule que x̂ est un minimiseur (local) de G`0 .

Finalement, les résultats qui précèdent montrent que la fonctionnelle CEL0 élimine en
particulier tous les minimiseurs locaux de G`0 qui ne sont pas CW. Cela sera illustré dans la
section suivante. Par ailleurs, obtenir un minimiseur CW de G`0 peut être réalisé en assurant
la convergence d’un algorithme vers un point critique de GCEL0 pour lequel σ−(x̂) = ∅. Dans
le chapitre 10, nous présenterons une méthode permettant d’assurer un telle convergence.

9.3.2 Illustrations numériques

Dans cette section, nous illustrons numériquement, sur des problèmes de petite taille, le
fait que GCEL0 «élimine» des minimiseurs locaux (en particulier les CW) de G`0 .
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9.3.2.1 Exemples en dimension 2

Nous considérons le cas N =M = 2. Sur la figure 35, les lignes de niveau des deux fonc-
tionnelles G`0 et GCEL0 sont représentées pour différents A ∈ R2×2, d ∈ R2 et λ > 0. Dans
tous les cas, les minimiseurs globaux de G`0 le sont aussi pour GCEL0 comme cela est affirmé
par le théorème 9.16. Concernant l’exemple proposé sur les figures 35a et 35b, ∀x? ∈ [0, 1]2,
x? est un minimiseur global de GCEL0. Soit x̂ ∈]0, 1[2 un de ces optima globaux de GCEL0,
alors il est clair que, pour cet exemple, x̂0 défini par (9.26) est un minimiseur global pour
les deux fonctionnelles GCEL0 et G`0 comme énoncé par le second point du théorème 9.16.
Notons que cet exemple illustre également la remarque 9.23.

Les autres exemples proposés sur la figure 35 illustrent le fait que GCEL0 admet en général
moins de minimiseurs locaux (non globaux) que G`0 . Lorsque A ∈ R2×2, G`0 admet tou-
jours quatre minimiseurs (locaux et globaux confondus). Pour l’exemple des figures 35c
et 35d nous pouvons voir que GCEL0, au contraire, admet uniquement deux minimiseurs
globaux et pour l’exemple correspondant aux figures 35e et 35f, GCEL0 n’a qu’un unique
minimum global. Dans ces deux cas, l’utilisation de la pénalité CEL0 permet d’éliminer tous
les minima locaux (non globaux) de G`0 tout en préservant les minima globaux. Cependant, ce
n’est pas toujours le cas comme nous pouvons le constater avec l’exemple des figures 35g
et 35h où GCEL0 a un minimiseur global et un local (non global). Pour cet exemple GCEL0

admet deux minimiseurs locaux (non globaux) de moins que G`0 .
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Figure 35 – Lignes de niveau de G`0 et GCEL0 pour quatre exemples où N = M = 2. (a)-(b)
A = [1, 0; 0, 1], b = [1; 1] et λ = 0.5 (c)-(d) A = [1, 2; 2, 1], b = [1; 1] et λ = 0.5 (e)-(f)
A = [0.5, 2; 2, 1], b = [2; 1.5] et λ = 0.5 (g)-(h) A = [3, 2; 1, 3], b = [1; 2] et λ = 1. Les
minimiseurs locaux (non globaux) sont représentés en vert et les globaux en rouge.

9.3.2.2 Exemples en plus grande dimension

Nous considérons maintenant des exemples en plus grande dimension tout en restant
suffisamment faible pour envisager une recherche exhaustive. En suivant les simulations
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numériques proposées dans (Nikolova, 2013, §6.2), nous définissons G`0 avec M = 5,
N = 10,

A =



7 2 4 9 0 3 3 6 6 7

3 4 9 3 3 9 1 3 1 5

5 4 2 4 0 7 1 9 2 9

8 4 0 9 6 0 4 2 3 7

6 3 6 5 0 9 0 0 3 8


, (9.49)

et

d = Ax? avec x? = (0, 1, 8, 0, 3, 0, 0, 0, 0, 9)T . (9.50)

Pour ce problème, nous allons nous intéresser aux minimiseurs (locaux) stricts de G`0 et
GCEL0. Comme cela est énoncé par Nikolova (2013, théorème 4.4), les minimiseurs globaux
de G`0 sont stricts. Cela donne un intérêt tout particulier aux minimiseurs stricts. Toujours
d’après Nikolova (2013, corolaire 3.3), un minimiseur (local) strict de G`0 peut être faci-
lement obtenu en choisissant un support ω ∈ Ωmax, où Ωmax est défini par (Nikolova,
2013, définition 3.1)

Ωmax =

M⋃
r=0

Ωr où Ωr =
{
ω ⊂ IN : #ω = r = rank (Aω)

}
, (9.51)

et en résolvant le système des équations normales restreintes au support choisi (comme
en (9.24)). En d’autres termes, les minimiseurs (locaux) stricts de G`0 sont ceux dont le
support appartient à Ωmax.

Ainsi, nous pouvons calculer tous les minimiseurs (locaux) stricts de G`0 en résolvant
les systèmes d’équations normales restreintes à tous les supports de Ωmax qui est un
ensemble fini. Cela a été réalisé pour G`0 défini avec (9.49) et (9.50). Les résultats sont
présentés sur la figure 36a en respectant la même convention de représentation que celle
utilisée dans (Nikolova, 2013) où l’axe des abscisses liste tous les minimiseurs (locaux)
stricts en fonction de la taille de leur support et l’axe des ordonnées représente la valeur
de la fonctionnelle G`0 associée.

Parmi les 638 minimiseurs (locaux) stricts de G`0 , nous pouvons nous intéresser à ceux
qui sont des points critiques de GCEL0 et qui vérifient donc les conditions (9.36). Ces points
sont représentés sur la figure 36c. On remarque que seulement 283 des 638 minimiseurs (lo-
caux) stricts de G`0 sont ainsi préservés. En vertu du corolaire 9.25, ces 283 points critiques
de GCEL0 contiennent tous les minimiseurs (locaux) stricts de GCEL0. En effet, supposons que
x̂ ∈ RN, un minimiseur (local) strict de GCEL0, n’est pas représenté sur la figure 36c. Alors,
par construction, il n’est pas non plus représenté sur la figure 36a. Or, d’après le coro-
laire 9.25, c’est également un minimiseur (local) strict de G`0 ce qui contredit le fait que
la figure 36a contient tous les minimiseurs (locaux) stricts de G`0 et prouve l’affirmation
précédente.

Cependant, les minimiseurs (locaux) stricts de G`0 qui sont aussi des points critiques de
GCEL0 (figure 36c) ne sont pas nécessairement des minimiseurs de GCEL0. En effet, A vérifiant
les hypothèses du corolaire 9.28 et en remarquant sur la figure 36c que tous les minimiseurs
stricts de G`0 tels que ‖x̂‖0 6 1 ne sont pas des points critiques de GCEL0 (pour cet exemple),
une condition nécessaire et suffisante pour que ceux qui sont des points critiques de GCEL0

soient des minimiseurs est donnée par σ+(x̂) = ∅. Or, nous savons uniquement que les
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Figure 36 – (a)-(b) Minimiseurs (locaux) stricts de G`0 définie avec les équations (9.49) et (9.50)
pour λ = 50. (c)-(d) Ceux vérifiant les conditions (9.36) et qui sont donc des points
critiques de GCEL0.

points de la figure 36c vérifient σ−(x̂) = ∅ (proposition 9.24) et σ−(x̂) ⊆ σ+(x̂) ne nous
permet pas de conclure.

Par contre, les points critiques de la figure 36c qui sont des minimiseurs de GCEL0 sont
nécessairement stricts (théorème 9.26) étant donné qu’ils sont stricts pour G`0 impliquant
rank(Aσ(x̂)) = ]σ(x̂) par définition de Ωmax en (9.51).

Par conséquent, utiliser la pénalité CEL0 au lieu de la norme-`0 semble éliminer un nombre
non négligeable de minimiseurs locaux (non globaux) stricts de G`0 . Cette propriété est intérés-
sante étant donné que les algorithmes utilisés pour la minimisation de GCEL0 auront une
«plus faible probabilité» de converger vers un minimiseur local non optimal. Nous pou-
vons aussi observer, sur les zooms 36b and 36d, que l’unique minimiseur global de G`0
(voir (Nikolova, 2013) pour l’unicité sur cet exemple) est préservé par GCEL0 illustrant ainsi
le théorème 9.16. Finalement, il est à noter que parmi les minimiseurs locaux (non globaux)
stricts de G`0 , GCEL0 semble préserver ceux pour lesquels la valeur de la fonction objectif G`0
ou GCEL0 (nous avons égalité des deux fonctionnelles pour ces points) est la plus faible.

La table 3 dénombre les minimiseurs (locaux) stricts de G`0 pour différentes valeurs de
M et N. Pour chaque couple (M,N), 1000 matrices A ∈ RM×N et d ∈ RM ont été générées
aléatoirement selon une distribution uniforme et le nombre de minimiseurs (locaux) stricts
de G`0 préservés par GCEL0 (on notera ce nombre P) a été calculé. Nous reportons dans
la table 3 la valeur minimale, maximale et moyenne de P sur les 1000 réalisations. Ces
expériences sont en accord avec le fait que GCEL0 admet moins de minimiseurs locaux (non
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globaux) 3 stricts que G`0 . Nous pouvons aussi noter, à travers les résultats de la table 3,
que le nombre de minimiseurs stricts éliminés par GCEL0 est plus important pour de grandes
valeurs de λ.

Table 3 – Nombre de minimiseurs (locaux) stricts (#Ωmax) de G`0 ainsi que le nombre P d’entre
eux qui sont des points critiques de GCEL0. Ces valeurs sont calculées à partir de 1000
matrices générées aléatoirement selon une distribution uniforme. Pmin, Pmax et P̄ cor-
respondent respectivement aux valeurs minimale, maximale et moyenne de P sur les
1000 réalisations. Cette expérience est répétée pour différentes tailles de matrices et deux
valeurs différentes de λ.

#Ωmax Pmin Pmax P̄

λ = 0.5
M = 3, N = 5 26 1 20 9

M = 5, N = 10 638 39 347 206

M = 7, N = 15 16384 2237 7374 5037

λ = 0.1
M = 3, N = 5 26 4 23 13

M = 5, N = 10 638 173 444 306

M = 7, N = 15 16384 5370 9431 7570

9.4 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons introduit la pénalité CEL0 et proposé une analyse théorique
des liens qui existent entre les minimiseurs de la fonctionnelle CEL0 sous-jacente et ceux du
critère `2-`0. Cette relaxation de la pseudo norme-`0 apparaît naturellement lorsqu’on s’in-
téresse au calcul de l’enveloppe convexe du problème `2-`0 dans les cas unidimensionnel
et multidimensionnel orthogonal.

Bien que cette propriété d’enveloppe convexe ne soit plus vérifiée en dehors de ces deux
cas particuliers, la relaxation continue GCEL0 de G`0 obtenue en remplaçant la norme-`0
par la pénalité CEL0 n’en reste pas moins intéressante dans un cadre général. En effet, les
minimiseurs globaux de GCEL0 contiennent ceux de G`0 et réciproquement, de tout mini-
miseur global de GCEL0 on peut facilement en déduire un minimiseur global de G`0 (théo-
rème 9.16). Et même, sous certaines conditions, les ensembles des minimiseurs globaux des
deux fonctionnelles coïncident (corolaire 9.19). Ensuite nous avons aussi montré, avec le
théorème 9.21, que ce résultat s’étend partiellement aux minimiseurs locaux (non globaux).
Tout minimiseur local de GCEL0 est associé à un minimiseur local de G`0 au travers d’une
simple opération de seuillage. Cependant, contrairement aux minimiseurs globaux, la réci-
proque n’est pas toujours vérifiée pour de tels minimiseurs locaux de G`0 . Plus précisément,
GCEL0 élimine les minimiseurs locaux x̂ de G`0 pour lesquels σ−(x̂) 6= ∅ (proposition 9.24) ou
encore les minimiseurs de G`0 qui ne sont pas CW. Cela a été illustré numériquement sur
des exemples en petite dimension montrant qu’un nombre non négligeable de minimiseurs
locaux (non globaux) de G`0 n’étaient pas préservés par GCEL0.

De nombreuses perspectives s’ouvrent alors autour de cette pénalité et de ses liens avec
le problème `2-`0 initial.

— comment minimiser la relaxation continue GCEL0 ? Bien que ce problème soit toujours
non convexe, il est continu et les liens établis entre les fonctionnelles GCEL0 et G`0 per-
mettent d’envisager l’utilisation d’algorithmes récents d’optimisation non-convexe ne
pouvant pas s’appliquer directement à G`0 , de part les discontinuités de la norme-`0,

3. Le théorème 9.16 assure que les minimiseurs éliminés ne sont pas globaux.
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mais pouvant parfaitement être utilisés pour la minimisation de GCEL0. Cette problé-
matique sera discutée dans le Chapitre 10.

— le présent chapitre présente la pénalité CEL0 et montre les propriétés intéressantes
qui existent entre les minimiseurs des deux fonctionnelles GCEL0 et G`0 . Cependant, il
n’explique pas pourquoi cela fonctionne. En d’autres termes, quelle(s) particularité(s)
possède la pénalité CEL0 par rapport aux nombreuses autres pénalités proposées dans
la littérature pour approcher continument la norme-`0 ? Il est alors naturel de se poser
la question de l’existence d’autres pénalités continues conduisant à des relaxations
de G`0 possédant le même genre de propriétés que GCEL0. Cette question sera adressée
dans le Chapitre 12.

— enfin, une extension tout à fait intéressante concerne le cas où le terme d’attache aux
données n’est pas quadratique. Existe-t-il une pénalité analogue à CEL0 pour de tels
problèmes ? Cette question est importante étant donné que de nombreux problèmes,
notamment en apprentissage, utilisent des termes d’attache aux données non quadra-
tiques. Nous discuterons d’une telle extension dans les perspectives de cette partie
du manuscrit.
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L’étude menée dans le chapitre précédent montre que le problème (Pλ) peut être abordé
par la minimisation de la fonctionnelle continue GCEL0 de manière équivalente (au sens
des minimiseurs). Nous nous intéressons donc, dans ce chapitre, à la minimisation de
GCEL0. L’optimisation non-convexe et non-différentiable est un domaine en plein essor où
de nombreux algorithmes (sous-optimaux), pouvant s’appliquer directement à GCEL0, ont
été proposés très récemment. Nous commençons donc par présenter quelques uns de ces
algorithmes avant de se focaliser plus précisément sur certains d’entre eux.

10.1 revue des algorithmes dits «nonsmooth-nonconvex»

Dans cette section nous présentons cinq familles d’algorithmes d’optimisation non-convexe
pouvant être utilisés pour la minimisation de GCEL0.

10.1.1 Forward-Backward Splitting

L’algorithme FBS, évoqué dans le chapitre 8 (algorithme 2, page 77), est également appli-
cable pour des fonctionnelles non-convexes. En effet, les récents travaux de Attouch et al.
(2013) assurent la convergence de la séquence (xk)k∈N, générée par

xn+1 ∈ proxγg (x
n − γ∇f(xn)) , (10.1)

115
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vers un point critique de la fonctionnelle J(x) := f(x) + g(x) 1. Cette convergence est établie
pour J vérifiant l’inégalité de Kurdyka-Lojasiewicz (KL) et pour γ ∈

]
0, 1L

[
, où L est la

constante de Lipschitz du gradient de f (Attouch et al., 2013, théorème 5.1). Comme
nous l’avons vu dans la section 8.3.1, ces résultats permettent notamment de montrer la
convergence de l’algorithme IHT pour (Pλ) sans condition sur A contrairement aux travaux
initiaux de Blumensath et Davies (2008). Dans ce cas, nous rappelons que l’opérateur
proximal de la norme-`0 n’est autre que le seuillage dur

proxγλ‖·‖0(y) =
(

proxγλ|·|0(yi)
)
i∈IN

, (10.2)

avec

proxγλ|·|0(u) =


0 si |u| <

√
2γλ ,

{0, u} si |u| =
√
2γλ ,

u sinon .

(10.3)

Pour GCEL0, en suivant (Attouch et al., 2013), étant donné que x 7→ 1
2‖Ax − d‖2 est une

fonction polynomiale et que ΦCEL0 est polynomiale par morceaux, GCEL0 est semi-algébrique
et vérifie donc l’inégalité KL. Ainsi, la séquence (xk)k∈N générée par (10.1) avec

proxγΦCEL0
(y) =

(
proxγφ(‖ai‖,λ;·)(yi)

)
i∈IN

, (10.4)

et, pour a ∈ R?
+,

proxγφ(a,λ;·)(u) =


sign(u)min

(
|u|,

(|u|−
√
2λγa)+

1− a2γ

)
si a2γ < 1,

u1{|u|>
√
2γλ} + {0, u}1{|u|=

√
2γλ} si a2γ > 1,

(10.5a)

(10.5b)

est assurée de converger vers un point critique de GCEL0. Lorsque a2γ < 1, on obtient
ainsi un seuillage continu (10.5a) qui est présenté sur la figure 37 en bleu pour a = 0.5 et
λ = γ = 1. Dans le cas contraire, on retrouve le seuillage dur (10.5b). Cependant, pour GCEL0,
la constante de Lipschitz du gradient de x 7→ 1

2‖Ax− d‖2 est donnée par L = ‖A‖2 et on a

‖A‖ = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ > max
i∈IN

‖ai‖, (10.6)

puisque pour le vecteur ei (i ∈ IN), ‖ei‖ = 1 et ‖Aei‖ = ‖ai‖. La condition γ ∈
]
0, 1L

[
implique alors que

∀i ∈ IN, ‖ai‖2γ < 1, (10.7)

et proxγΦCEL0
est réduit à la partie continue (10.5a) pour chacune des variables. Notons

que proxγΦCEL0
définit un seuillage (comme ceux présentés dans la table 3 pour d’autres

pénalités continues non-convexes approchant la norme-`0). On retrouve ici le seuillage
FIRM introduit par Bruce et Gao (1995) comme un compromis entre les seuillages doux
et dur. Ce seuillage est défini par deux paramètres {λ1,λ2} et on peut identifier à partir
de (10.5a) que le seuillage CEL0 correspond à λ1 =

√
2λγa et λ2 =

√
2λ/a où a = ‖ai‖ est

1. f différentiable à gradient Lipschitz et g admettant une forme explicite de l’opérateur proximal. Par
ailleurs J = f+ g doit être s.c.i. et bornée inférieurement.
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ici différent pour chacune des composantes du signal i ∈ IN (si les colonnes de A ne sont
pas normalisées).

0 1 2 3 4
0

1

2

3

4
Dur
CEL0

Figure 37 – Seuillages dur (rouge) et CEL0 (bleu) pour a = 0.5 et λ = γ = 1.

Enfin, là encore, il existe des versions accélérées de FBS dans le cas non-convexe. Par
exemple, l’algorithme General Iterative Shrinkage Thresholding (GIST) proposé par Gong

et al. (2013) inclue une étape de recherche linéaire afin de déterminer un bon pas de des-
cente à chaque itération. D’autres accélérations ont été proposées par Ochs et al. (2014)
ou encore Liang et al. (2016) en suivant l’idée de la méthode dite heavy ball proposée ini-
tialement par Polyak (1964). Le principe de telles méthodes repose sur l’ajout d’un terme
combinant les itérés précédents, comme c’est le cas par exemple pour FISTA présenté dans
l’algorithme 3 (page 78).

10.1.2 Majorisation-Minimisation

Une autre classe d’algorithmes couramment employés en optimisation est la classe des
algorithmes MM (rappelons que FBS peut aussi être vu comme un algorithme MM (Parikh

et Boyd, 2014)). Le principe de ces méthodes est de générer et de minimiser une suite de
fonctionnelles convexes majorantes et égales à la fonction objectif initiale au point courant
(voir figure 38). L’idée sous-jacente est de transformer la résolution d’un problème difficile
en la résolution d’une succession de problème plus simples. Le schéma général de ce type
d’algorithme, pour la minimisation d’une fonction F : RN → R̄ semi-continue inférieure-
ment (s.c.i.) et propre, est le suivant.

Algorithme 7 : Schéma général des algorithmes MM

Entrées : x0 ∈ RN

1 répéter
2 Construire une fonction majorante Mxn : RN → R telle que :

1. ∀x ∈ RN, F(x) 6Mxn(x) ;

2. F(xn) =Mxn(xn) ;

3. Mxn s.c.i., propre et convexe ;

xn+1 ∈ arg min
x∈RN

Mxn(x), ;

3 jusqu’à convergence;
Sorties : xn
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Toute la difficulté se trouve donc dans la construction de fonctions majorantes Mxn qui
puissent être minimisées efficacement par des algorithmes d’optimisation convexe.

Une famille importante d’algorithmes MM est basée sur des majorisations quadratiques
de la fonction objectif. De telles majorisations ont vu le jour dans le contexte de la régu-
larisation semi-quadratique (Geman et Reynolds, 1992 ; Charbonnier et al., 1997) où les
auteurs reformulent certaines fonctions de régularisation comme l’infimum d’une famille
de fonctions quadratiques. Par ailleurs, dans le contexte de l’approximation parcimonieuse
pour la minimisation de critères `p (p 6 1), un algorithme MM très répandu est l’algo-
rithme Iteratively Reweighted Least Squares (IRLS) (Daubechies et al., 2010), aussi connu
sous le nom de FOCal Underdetermined System Solver (FOCUSS) (Gorodnitsky et Rao,
1997 ; Rao et al., 2003). La méthode consiste en la résolution d’une séquence de problèmes
impliquant une norme-`2 pondérée (i. e.

∑
iwix

2
i ), où les poids wi sont calculés à partir de

la solution à l’itération précédente.

Cependant, IRLS est adapté à des fonctionnelles suffisamment lisses pouvant être bien
approchées par des majorants quadratiques ce qui n’est pas le cas de la pénalité ΦCEL0 (ainsi
que la plupart des pénalités introduites dans la section 8.4) qui est non-différentiable à
l’origine. Une alternative «nonsmooth» pour la minimisation de critères du type

J(x) :=
1

2
‖Ax − d‖2 +

∑
i∈IN

φi(|xi|), (10.8)

où φi : R+ → R (i ∈ IN) est concave et non-décroissante, est donnée par l’algorithme
Iteratively Reweighted `1 (IRL1) minimisant une séquence de problèmes `1 pondérés (Ochs

et al., 2015) qui sont des majorants de la fonction objectif J vérifiant les conditions détaillées
dans l’algorithme 7.

Algorithme 8 : Iteratively Reweighted `1 (IRL1)

Entrées : x0 ∈ RN

1 répéter
2 wxn

i ∈ ∂+φi(|xni |) ∀i ∈ IN ;

3 xn+1 ∈ arg min
x∈RN

1

2
‖Ax − d‖2 +

∑
i∈IN

wxn
i |xi| ;

4 jusqu’à convergence;
Sorties : xn

Dans l’algorithme 8, ∂+φi(|xn|) = −∂−[−φi(|xn|)] où ∂− définit le «limiting-subgradient»
(Rockafellar et Wets, 2009, définition 8.3 page 301). De part la concavité de φi sur R+,
u 7→ wxn

i |u| est un majorant de φi (à une constante près). En effet, si on considère φi
différentiable sur [0+,+∞), φi est majorée par sa tangente en |xni | donnée par

u ∈ R+ 7−→ wxn
i u−wxn

i |xni |+φi(|x
n
i |) = w

xn
i u+Cxni , (10.9)

où Cxni ∈ R. La justification pour le cas non-différentiable est similaire en considérant les
demi-tangentes. Des illustrations sont présentées sur la figure 38.
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Figure 38 – Trois itérations de l’algorithme IRL1 pour minimiser la fonctionnelle x 7→ 1
2 (0.3x −

1.6)2 + log(1 + 2|x|) (rouge). La courbe bleue représente la fonction majorante x 7→
1
2 (0.3x − 1.6)2 +wxn |x|+Cxn où wxn = 2/(1+ 2|xn|) et Cxn ∈ R est une constante (car
la fonction majorante de l’algorithme 8 est définie à une constante près). Le sous graphe
en haut à droite de chaque figure montre la majorisation de la pénalité log(1 + 2|x|)
correspondante. Notons que nous n’avons pas utilisé la pénalité CEL0 pour cet exemple
puisque, dans le cas unidimensionnel, la fonctionnelle CEL0 résultante est convexe.

Dans le cadre de la minimisation de GCEL0 avec l’algorithme IRL1, les poids utilisés dans
l’algorithme 8 sont donnés par : ∀i ∈ IN,

wxn
i =

{ √
2λ‖ai‖− ‖ai‖2|xni | si 0 6 |xni | <

√
2λ/‖ai‖,

0 si |xni | >
√
2λ/‖ai‖.

(10.10)

Ensuite le problème convexe de la ligne 3 de l’algorithme 8 peut être traité avec FISTA par
exemple. La convergence de l’algorithme 8 est démontrée par Ochs et al. (2015) sous la
condition que la fonction objectif J dans (10.8) vérifie la propriété KL (ce qui est le cas
lorsque φi(u) = φ(‖ai‖, λ;u), u ∈ R+). Notons que Ochs et al. (2015) s’intéressent à une
classe plus large d’algorithmes de majorisation convexe applicables à des fonctionnelles
plus générales que (10.8). Cependant, afin de simplifier la lecture au cas qui nous intéresse,
IRL1 est présenté dans l’algorithme 8 pour le cas particulier des problèmes du type (10.8).
Une illustration des itérés de l’algorithme est proposée sur la figure 38.

10.1.3 Programmation DC

Décomposer une fonction objectif J : RN → R (non-convexe) comme une Différence de
fonctions Convexes (DC) :

J(x) = J1(x) − J2(x), (10.11)

où J1 : RN → R et J2 : RN → R sont s.c.i., propres et convexes, est également une
méthode permettant de transformer un problème d’optimisation difficile en une séquence
de problèmes plus simples. Cette méthode est connue sous le nom de programmation DC et
est couramment employée en optimisation non-convexe (Horst et Thoai, 1999 ; Tao et al.,
2005). L’idée des algorithmes DC est alors de générer deux séquences (xn)n∈N et (yn)n∈N

convergeant respectivement vers un point critique x̂ du problème primal

min
x∈RN

J1(x) − J2(x), (10.12)
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et un point critique ŷ du problème dual (Tao et al., 2005, section 2.2)

min
y∈RN

J?2(y) − J
?
1(y), (10.13)

où J?1 (resp. J?2) définit la fonction conjuguée 2 de J1 (resp. J2). Ces séquences sont générées
selon le schéma présenté dans l’algorithme 9. À chaque itération de l’algorithme, la mise à
jour de yn est effectuée par minimisation d’une approximation (convexe) de (10.13) définie
par linéarisation du terme J?1 au point yn−1 (sachant xn ∈ ∂J?1(yn−1)) :

yn ∈ arg min
y∈RN

J?2(y) − J
?
1(y

n−1) − 〈y − yn−1, xn〉, (10.14)

= arg min
y∈RN

J?2(y) − 〈y, xn〉, (10.15)

ce qui est équivalent à yn ∈ ∂J2(xn) (voir Rockafellar et Wets, 2009, Proposition 11.3
page 476). De manière similaire, xn+1 est calculé par minimisation de l’approximation
de (10.12) suivante (sachant yn ∈ ∂J2(xn)) :

xn+1 ∈ arg min
x∈RN

J1(x) − J2(xn) − 〈x − xn, yn〉, (10.16)

= arg min
x∈RN

J1(x) − 〈x, yn〉, (10.17)

qui n’est autre que xn+1 ∈ ∂J?1(yn).

Algorithme 9 : Algorithme DC

Entrées : x0 ∈ RN

1 répéter
2 yn ∈ ∂J2(xn);
3 xn+1 ∈ ∂J?1(yn);
4 jusqu’à convergence;

Sorties : xn, yn

En suivant l’idée proposée par Gasso et al. (2009) nous pouvons décomposer GCEL0

comme il suit :

GCEL0(x) =
1

2
‖A(x+ − x−) − d‖2 +

∑
i∈IN

√
2λ‖ai‖(x+i + x−i )︸ ︷︷ ︸

J1(x+,x−)

−
∑
i∈IN

hi(x+i + x−i )︸ ︷︷ ︸
J2(x+,x−)

, (10.18)

avec x = x+ − x− pour (x+, x−) ∈ R2N+ et où les hi : R+ → R (i ∈ IN) sont définies par

∀u ∈ R+, hi(u) :=


‖ai‖
2
u2 si u 6

√
2λ

‖ai‖
,

√
2λ‖ai‖u− λ sinon.

(10.19)

Notons que (10.18) provient uniquement de la décomposition de φi(a, λ; ·) (a ∈ R+,
λ ∈ R+) comme la différence des fonctions

√
2λa| · | et hi(| · |) dont un exemple est présenté

sur la figure 39.

2. Voir définition 9.2.
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Figure 39 – Décomposition de la pénalité CEL0 donnée par l’équation (10.18) pour a = 0.5 et λ = 1.

Avec une telle décomposition (10.18), l’étape 2 de l’algorithme 9 est simplement donnée
par ∀i ∈ IN,

yni = h ′i((x
+
i )
n + (x−i )

n) avec ∀u ∈ R+, h
′
i(u) =

 ‖ai‖
2u si u 6

√
2λ

‖ai‖
,

√
2λ‖ai‖ sinon.

(10.20)

Ensuite l’étape 3 de l’algorithme revient, d’après (10.17), à résoudre le problème

xn+1 ∈ arg min
(x+,x−)∈R2N+

J1(x+, x−) − 〈x+ + x−, yn〉, (10.21)

qui peut se réécrire comme le problème `1 pondéré suivant :

xn+1 ∈ arg min
x∈RN

1

2
‖Ax − d‖2 +

∑
i∈IN

wi|xi|, (10.22)

avec ∀i ∈ IN, wi donné par (10.10). On retrouve donc ici exactement le schéma de l’algo-
rithme 8 avec les poids (10.10). En effet, la programmation DC peut être également interpré-
tée comme une méthode MM. Pour la convergence de l’algorithme 9 vers un point critique
de la fonctionnelle DC nous renvoyons à (Gasso et al., 2009, théorème 1 et références as-
sociées). Enfin, notons qu’avec une décomposition différente de celle proposée en (10.18),
nous aurions eu un schéma différent de celui présenté dans la section précédente.

10.1.4 Minimisation Coordinate-Wise

Nous évoquons ici très brièvement les algorithmes dits «Coordinate-Wise» dont le prin-
cipe est, à chaque itération, de minimiser la fonction objectif J : RN → R par rapport à une
variable en fixant les autres comme cela est présenté par l’algorithme 10

3.
L’étape de sélection à la ligne 2 de l’algorithme 10 peut par exemple être cyclique (on

incrémente i à chaque itération et on revient à 1 lorsque l’on atteint N) ou encore corres-
pondre à la composante générant la décroissance la plus importante du critère.

De telles méthodes ont été développées dans le contexte de l’optimisation parcimonieuse.
Par exemple, nous trouvons l’algorithme GSS (Beck et Eldar, 2013), pour le problème (Ck),

3. Nous rappelons que u 7→ Ji(u; (xk)(i)) définit la restriction de J à la i-ème variable au point xk
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Algorithme 10 : Minimisation Coordinate-Wise

Entrées : x0 ∈ RN

1 répéter
2 choisir i ∈ IN;
3 xk+1i ∈ arg min

u∈R
Ji(u; (xk)(i));

4 jusqu’à convergence;
Sorties : xk

que nous avions déjà évoqué dans la chapitre 2. Aussi, des auteurs ont proposé des al-
gorithmes de descente par coordonnées pour la minimisation de critères moindres carrés
régularisés par des pénalités non-convexes comme MCP (Mazumder et al., 2012 ; Breheny

et Huang, 2011).

Cependant, nous nous intéresserons pas à ce genre de méthodes pour la minimisation
de GCEL0. Une première raison est que la restriction de GCEL0 à une variable étant l’enve-
loppe convexe (à une constante près) de G`0 restreinte à la même variable, appliquer l’algo-
rithme 10 sur GCEL0 ou directement sur G`0 revient au même. Une autre raison est que nous
avons pu constater sur des exemples numériques que cet algorithme était souvent moins
performant que les méthodes présentées précédemment.

10.1.5 Graduated Non Convexity

Nous présentons pour finir une dernière classe de méthodes pouvant être utilisées pour
la minimisation de GCEL0. Il s’agit de la classe des méthodes dites GNC (également connues
sous le nom de méthodes de continuation) initialement introduites par Blake et Zisser-
man (1987). Encore une fois, l’idée consiste en la résolution d’une séquence de problèmes
permettant d’approcher la solution d’un problème plus complexe. Contrairement aux mé-
thodes MM présentées précédemment qui sont basées sur la résolution d’un problème
convexe à chaque itération, le GNC commence par la minimisation d’une fonction convexe,
puis déforme cette dernière en introduisant progressivement la non-convexité de la fonc-
tion objectif finale. La non-convexité des problèmes ainsi générés par la méthode est donc
de plus en plus importante au fil des itérations.

Plus formellement, considérons un critère objectif J : RN → R non-convexe ainsi qu’une
approximation paramétrée Jδ (δ ∈ R+) telle que :

∃δ0 ∈ R+ tel que Jδ0 est convexe, (10.23)

lim
δ→
>
0
Jδ = J. (10.24)

Le principe de la méthode GNC est alors détaillé dans l’algorithme 11 et illustré sur la
figure 40.

Afin d’assurer la convergence d’une telle approche vers un minimiseur global du critère
J, deux ingrédients doivent être vérifiés :

1. atteindre un minimiseur global de la fonctionnelle initiale convexe Jδ0 ;

2. pour tout k ∈ {1, . . . , K} et tout minimiseur global x̂ de Jδk
— il existe une région V 3 x̂ sur laquelle Jδk est localement convexe ;
— V∩ arg minx∈RN Jδk−1 6= ∅.
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Algorithme 11 : Méthode Graduated Non Convexity (GNC)

Entrées : x0 ∈ RN, (δ0, . . . , δK) une séquence décroissante
1 pour k ∈ {0, . . . , K} faire
2 xk+1 ←−Minimiser(Jδk , x

k) où Minimiser représente n’importe quel algorithme
(sous-optimal) minimisant Jδk initialisé par xk;

Sorties : xK

Bien que le premier point ci-dessus soit facilement réalisable, le deuxième est bien plus
compliqué et il n’est généralement possible d’assurer l’optimalité de la méthode que pour
des problèmes particuliers (Blake et Zisserman, 1987). Pour une analyse théorique de
la méthode nous renvoyons le lecteur vers les récents travaux de Mobahi et Fisher III
(2015a,b).

x0 x1
x2

x3

J = Jδ0 Jδ1 Jδ2

Figure 40 – Illustration de la méthode GNC pour minimiser la fonctionnelle J (noir, trait plein).
Trois itérations sont effectuées.

Dans le contexte de l’optimisation parcimonieuse, plusieurs auteurs ont employé une
telle approche. Par exemple Leclerc (1989) proposa une méthode du type GNC pour mini-
miser un critère pénalisé en norme-`0 dans le cadre de la segmentation d’images. D’autre
part, une généralisation de ces méthodes GNC a été proposé ultérieurement par Nikolova

(1999) pour des applications en reconstruction d’images. Ce travail considère un ensemble
de pénalités (fonctions de potentiel), incluant la norme-`0, et propose une étude sur la
construction et l’initialisation de la séquence de fonctionnelles approchantes. Notons aussi
les progrès apportés par Robini et al. (2007) (voir aussi (Robini et Magnin, 2010)) avec
la méthode dite Stochastic Continuation (SC) combinant recuit simulé 4 et GNC en tirant
bénéfice des avantages des deux approches comme les garanties de convergence globale
du recuit simulé et l’efficacité (en terme de coût de calcul) du GNC.

Enfin, Mohimani et al. (2009) ont utilisé une approche GNC pour le problème

x̂ ∈ arg min
x∈RN

‖x‖0 s.c. Ax = b, (10.25)

Pour ce faire, ils introduisent une famille de fonctions continues et différentiable appro-
chant | · |0 et dont un exemple est donné par

φδ(u) := 1− exp
(
−
u2

2δ2

)
. (10.26)

Les auteurs mettent en place un schéma similaire à celui présenté par l’algorithme 11

(voir Mohimani et al., 2009, figure 1) qu’ils nomment Smoothed-`0 (SL0). Sous certaines

4. Voir par exemple les travaux de Geman et Geman (1984).
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conditions définies en terme de constante RIP asymétriques 5 et de ‖A‖, la convergence
de l’algorithme vers la solution la plus parcimonieuse du système linéaire Ax = b est
partiellement montrée dans (Mohimani et al., 2009) puis complétée dans (Mohimani et
al., 2010).

10.2 un macro-algo assurant la convergence vers un minimiseur local

de G`0

Tous les algorithmes présentés précédemment nous permettent de minimiser GCEL0 mais
ne nous assurent généralement qu’une convergence vers des points critiques de la fonction-
nelle. Au contraire, les théorèmes 9.16 et 9.21 établissent les relations entre les minimiseurs
des fonctionnelles GCEL0 et G`0 . Bien que nous sachions partiellement (resp. complètement)
caractériser les points critiques de GCEL0 qui sont des minimiseurs (resp. des minimiseurs
stricts) grâce au théorème 9.27 (resp. théorème 9.26), comment peut-on assurer la conver-
gence de l’algorithme vers de tels points ? En particulier, une condition que l’on retrouve
dans les théorèmes 9.27 et 9.26 est que le point critique en question, disons x̂, vérifie
σ+( x̂) = ∅. Avant de voir comment nous pouvons répondre à la question que nous ve-
nons de soulever, nous introduisons le résultat suivant.

Lemme 10.1 (Lien entre les points critiques de GCEL0 et les minimiseurs de G`0 ). Soit
x̂ ∈ RN un point critique de GCEL0 tel que σ−( x̂) = ∅. Alors, x̂ est un minimiseur (local) de
G`0 et

GCEL0( x̂) = G`0 ( x̂) . (10.27)

Démonstration. D’après le lemme 9.10, nous savons que x̂, qui est un point critique de GCEL0

tel que σ−( x̂) = ∅ (i. e. ∀i ∈ σ( x̂), | x̂i | >
√
2λ
‖ai‖ ), vérifie

∀i ∈ σ( x̂), x̂i = −
〈ai , A x̂(i) − d〉

‖ai‖2
⇐⇒ 〈ai , A x̂ − d〉 = 0 . (10.28)

Notons σ̂ = σ( x̂), alors nous avons

(Aσ̂)
T (A x̂ − d) = 0 ⇐⇒ (Aσ̂)

T (Aσ̂ x̂σ̂ + Aσ̂c x̂σ̂c︸︷︷︸
=0

−d) = 0, (10.29)

⇐⇒ (Aσ̂)
TAσ̂ x̂σ̂ = (Aσ̂)

T d . (10.30)

Il s’en suit, d’après le corolaire 9.12, que x̂ est un minimiseur (local) de G`0 . Enfin, le fait
que GCEL0( x̂) = G`0 ( x̂) provient des mêmes arguments que ceux utilisés dans la preuve
du théorème 9.16.

Ce lemme nous donne donc une condition nécessaire pour qu’un point critique de GCEL0

soit un minimiseur de G`0 . Cette condition est plus faible que σ+( x̂) = ∅ mais ne nous
assure pas qu’un tel point soit aussi un minimiseur local de GCEL0 qui, d’après le théo-
rème 9.16 est une condition nécessaire d’optimalité globale pour les deux fonctionnelles
GCEL0 et G`0 . Cependant, ce résultat va nous servir à garantir une convergence vers un
point qui est à la fois point critique de GCEL0 et minimiseur local de G`0 mais n’est pas

5. On appelle constante RIP asymétrique d’ordre k, les plus petites constantes positives δmink et δmaxk telles
que (1− δmink )‖x‖2 6 ‖Ax‖2 6 (1+ δmaxk )‖x‖2 pour tout x ∈ RN vérifiant ‖x‖0 6 k.
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forcément un minimiseur pour GCEL0 (voir remarque 9.22).

10.2.1 Hypothèses de travail et description de l’algorithme

Dans la suite, nous considérons un algorithme, noté Alg(xinit, λ), initialisé par xinit ∈
RN et produisant une séquence d’itérés (xn)n∈N vérifiant les deux hypothèses suivantes :

H1. convergence vers un point critique de GCEL0,

H2. décroissance suffisante de la fonction objectif

∀n ∈N, GCEL0(xn+1) 6 GCEL0(xn) −β‖xn+1 − xn‖2 , (10.31)

où β ∈ R?
+.

L’hypothèse H2 impose à l’algorithme Alg de décroître suffisamment le critère à chaque
itération. Cette condition est généralement à la base des preuves de convergence des algo-
rithmes de descente et est donc vérifiée pour de nombreux algorithmes comme ceux pré-
sentés précédemment. À partir de maintenant, nous utiliserons la notation σ−n = σ−(xn).

Soit xn ∈ RN un point critique de GCEL0 déterminé par Alg vérifiant les hypothèses H1

et H2. Supposons que ce point vérifie ]σ−n > 1. Alors, d’après le lemme 9.10 et la proposi-
tion 9.6, nous pouvons voir que, pour i ∈ σ−n , la restriction GiCEL0(·; (xn)(i)) est constante sur
l’intervalle 6[

0,

√
2λ

‖ai‖

]
si sign(xni ) > 0, (10.32)[

−

√
2λ

‖ai‖
, 0

]
si sign(xni ) < 0. (10.33)

Par conséquent, pour i ∈ σ−n , l’égalité suivante est vérifiée,

GCEL0((xn)(i)) = GCEL0(xn), (10.34)

où nous rappelons que (xn)(i) = {xn1 , . . . , x
n
i−1, 0, x

n
i+1, . . . , x

n
N}. Posons xtemp = (xn)(i),

deux configurations se présentent :

1. soit xtemp est un point critique de GCEL0 et on peut alors poser xn+1 = xtemp qui
vérifiera ]σ−n+1 = ]σ−n − 1 ;

2. soit xtemp n’est pas un point critique de GCEL0 et on peut alors faire un nouvel appel à
Alg pour définir un nouveau point :

xn+1 ← Alg(xtemp, λ).

Ainsi, xn+1 sera un nouveau point critique de GCEL0 (par H1) tel que GCEL0(xn+1) <
GCEL0(xn) (par H2).

Dans les deux cas, xn+1 est un point critique de GCEL0 pour lequel, si ]σn+1 > 1, les deux
configurations présentées ci dessus se posent à nouveau et le processus précédent peut
être répété avec un nouvel indice i ′ ∈ σ−n+1. Dans le cas où σn+1 = ∅, xn+1 vérifie les
hypothèses du lemme 10.1 et est donc un minimiseur local de G`0 .

6. Voir preuve du lemme 9.13 en annexe A.1.4 page 191.
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Le raisonnement précédent est la base du Macro-Algo que nous proposons ci-après (algo-
rithme 12).

Algorithme 12 : Macro-Algo pour la détermination d’un point critique de GCEL0 qui soit
aussi un minimiseur (local) de G`0 .

Entrées : Alg vérifiant H1 et H2, xinit ∈ RN, λ > 0
1 x1 ← Alg(xinit, λ);
2 Calculer σ−1 ;
3 tant que σ−n 6= ∅ faire
4 xtemp = xn ;
5 tant que xtemp est un point critique de GCEL0 et σ−n 6= ∅ faire
6 Sélectionner i ∈ σ−n ;
7 xtempi = 0;
8 σ−n = σ−n\{i};

9 xn+1 ← Alg(xtemp, λ);
10 Calculer σ−n ;

Sorties : xn

Pour résumer, à partir d’un algorithme Alg vérifiant les hypothèses H1 et H2 (par exemple
un de ceux présentés dans la section 10.1), le Macro-Algo itère d’un point critique de GCEL0

à un autre, tout en assurant la décroissance de la fonction objectif, jusqu’à atteindre un
point critique x̂ vérifiant σ−(x̂) = ∅. D’après le lemme 10.1, un tel point critique de GCEL0 est
aussi un minimiseur (local) de G`0 .

Remarque 10.2. Le fait que la restriction GiCEL0(·; xni ) soit constante sur l’intervalle défini
par (10.32) et (10.33) est également vrai pour i ∈ σ+(xn). Ainsi, nous pouvons définir
σ−n := σ−(xn) ∪

{
i ∈ IN : |xni | =

√
2λ
‖ai‖

}
. Cela permet de mettre plus de composantes de xn

à zéro.

10.2.2 Résultat de convergence

Pour avoir convergence du Macro-Algo, il faut d’abord s’assurer que l’ensemble des
points critiques de GCEL0 vérifiant σ−(x̂) = ∅ est non-vide. Cela est vérifié car pour tout
minimiseur global x̂ ∈ RN de GCEL0 (il en existe au moins un d’après la proposition 9.18), le
théorème 9.16 permet de définir un autre minimiseur global x̂0 (défini par (9.26)) tel que
σ−(x̂0) = ∅. Ensuite le théorème suivant nous permet de conclure sur la convergence de
l’algorithme en un nombre fini d’étapes.

Theorème 10.3 (Convergence du Macro-Algo). Soit (xn)n∈N la séquence générée par le
Macro-Algo (algorithme 12). Alors, il existe n? ∈ N tel que σ−n? = ∅ et xn

?
est un minimiseur

(local) de G`0 .

Démonstration. La preuve est détaillée en annexe A.2.1 page 198.

Remarque 10.4. La preuve du théorème 10.3 repose sur le fait que l’ensemble image des
points critiques GCEL0 (au sens de Clarke) par GCEL0 est fini. Le nombre d’éléments de cet
ensemble peut être très important et ainsi n? ∈N très grand. Cependant, pour les illustra-
tions numériques qui seront présentées dans la section 10.5, le Macro-Algo s’arrête généra-
lement après une ou deux itérations.
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En effet, chaque nouvelle itération de la boucle externe de l’algorithme 12 réalisée signi-
fie que Alg avait atteint, à l’itération précédente, un point critique que l’on qualifiera de
«instable» (i. e. point critique qui n’est pas un minimiseur). Bien que Alg puisse converger
vers de tels points, cela est moins fréquent que de s’enfermer dans un minimiseur (local)
de la fonctionnelle de part l’instabilité de ces points.

Remarque 10.5. L’étape de sélection du Macro-Algo à la ligne 6 de l’algorithme 12 est arbi-
traire et la question de savoir s’il existe une sélection «optimale» (dans un sens qu’il faut
également définir) reste à étudier.

10.2.3 Illustrations numériques

Nous présentons ici un petit exemple en dimension 2 montrant le comportement du
Macro-Algo en pratique. La figure 41 représente l’évolution des itérés du Macro-Algo
(points verts) ainsi que ceux de l’algorithme interne Alg (croix rouges). D’autre part, les
croix vertes correspondent à la variable temporaire xtemp utilisée dans l’algorithme 12.

Étant donné que le Macro-Algo minimise GCEL0, nous représentons à la fois les itérés et
les lignes de niveau de la fonctionnelle sur le même graphe. En ce qui concerne le choix de
Alg, deux options ont été considérées :

— IRL1 (voir section 10.1.2) correspondant à la figure 41a ;
— FBS (voir section 10.1.1) correspondant aux figures 41b et 41c, la différence résidant

dans l’étape de sélection (ligne 6) de l’algorithme 12.

Lorsque l’algorithme IRL1 est utilisé, le Macro-Algo (croix vertes) converge en une ité-
ration vers le minimiseur global de GCEL0. Au contraire, avec le même point initial, l’algo-
rithme FBS converge vers un point critique «instable» tel que σ−(x̂) = {1, 2} (i. e. les deux
composantes de x̂ appartiennent à σ−(x̂)) et le Macro-Algo doit alors réaliser une deuxième
itération. Dans cette situation, l’algorithme doit mettre une des deux composantes à zéro
(line 6 de l’algorithme 12).

On voit clairement sur les figures 41b et 41c que ce choix est déterminant pour la
convergence de l’algorithme vers le minimiseur global de GCEL0. Cette observation reflète
la remarque 10.5 sur l’éventuelle possibilité de définir une règle de sélection «optimale»
permettant d’assurer la convergence vers le «meilleur» (en terme de minimisation de la
fonctionnelle) minimiseur (local) que l’algorithme peut atteindre pour une configuration
initiale donnée.
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(a) Macro-Algo avec IRL1
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(b) Macro-Algo avec FBS
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(c) Macro-Algo avec FBS

Figure 41 – Évolution des itérés du Macro-Algo (algorithme 12) sur l’exemple défini par la fi-
gure 35h (i. e. A = [3, 2; 1, 3], b = [1, 2] et λ = 1). La différence entre (b) et (c) réside dans
le choix de la composante à la ligne 6 de l’algorithme 12.



128 algorithmes pour la minimisation du critère l2-cel0

Il est à noter que sur les exemples de la figure 41, le point initial xinit a été défini afin
que le Macro-Algo réalise deux itérations dans sa boucle externe lorsque qu’il est combiné
avec l’algorithme FBS. Ce point initial a été déterminé avec une précision de l’ordre de gran-
deur de celle du critère d’arrêt (i. e. ‖xn − xn−1‖ 6 10−5). Si on diminue la tolérance de
ce critère d’arrêt sans recalculer plus précisément le point initial pour avoir convergence,
lors du premier appel à FBS, vers le point critique instable, ce dernier va être «évité» et
FBS convergera directement vers un minimiseur (local) de GCEL0. Ces observations illustrent
la remarque 10.4 étant donné qu’il est nécessaire de définir un point initial très spécifique
pour atteindre un des points critiques que nous qualifions d’instables. Ainsi, nous pouvons
prétendre qu’en général, l’algorithme 12 va converger en une ou très peu d’itérations (pour
la boucle externe).

10.3 une méthode inspirée gnc pour la minimisation de GCEL0

Dans cette section, nous nous intéressons à une approche du type GNC pour la minimisa-
tion de GCEL0. L’algorithme proposé dans la suite est plus une preuve de concept de l’intérêt
que peut apporter une telle approche pour la minimisation de GCEL0, qu’une méthode bien
établie et étudiée théoriquement. C’est donc un travail préliminaire qui demande à être
affiné par la suite.

10.3.1 Paramétrisation de la fonctionnelle

Tout d’abord, nous devons définir une fonction Gδ vérifiant les conditions (10.23) et (10.24).
Nous avons fait le choix de paramétrer la pénalité ΦCEL0 comme il suit :

Φδ(x) :=
∑
i∈IN

φCEL0(‖ai‖, λ ; δxi), (10.35)

=Nλ −
∑
i∈IN

‖ai‖2

2

(
δ |xi | −

√
2λ

‖ai‖

)2
1{
δ|xi |6

√
2λ

‖ai‖

} , (10.36)

pour δ ∈ [0, 1]. Notons qu’ici Gδ → GCEL0 lorsque δ → 1. La figure 42 illustre cette pénalité
pour différentes valeurs de δ. La fonctionnelle Gδ est donc définie par :

Gδ(x) :=
1

2
‖Ax − d‖2 + Φδ(x) . (10.37)

La proposition suivante montre que Gδ vérifie les conditions (10.23) et (10.24).

Proposition 10.6. Lorsque δ = 0, Gδ(x) = 1
2‖Ax − d‖2 est convexe et lorsque δ = 1, Gδ =

GCEL0.

Démonstration. La preuve est directe d’après la définition de Φδ en (10.35).

10.3.2 Une heuristique pour la variation du paramètre

À partir de la paramétrisation Gδ de la fonctionnelle CEL0, l’objectif est maintenant de dé-
finir une séquence croissante (δk)k∈IK telle que δK = 1 puis de minimiser successivement
les fonctionnelles Gδk (en utilisant n’importe quel algorithme assurant la convergence vers
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Figure 42 – Graphe 1D de la pénalitéΦδ, définie en (10.35), pour différentes valeurs de δ ∈ [0, 1] et a = λ = 1.

un point critique de cette dernière) tout en tirant bénéfice d’une initialisation «à chaud»,
donnée par la solution x̂k−1 obtenue pour le paramètre δk−1 précédent (voir figure 40,
page 123, pour un exemple illustratif).

Considérons une valeur initiale δ0 ∈ [0, 1] ainsi que la sortie x̂0 de l’algorithme IRL1,
par exemple, utilisé pour minimiser Gδ0 . Comment peut-on alors déterminer la prochaine
valeur δ1 ∈]δ0, 1] ? Plus généralement, à partir de x̂k et δk à l’itération k de la procédure
GNC, comment sélectionner la valeur δk+1 ∈]δk, 1] ? Dans la suite, nous proposons une
heuristique simple pour répondre à cette question.

Soit x̂k la solution après k itérations (i. e. un point critique de Gδk), alors les composantes
de x̂k peuvent être divisées en trois ensembles :

— i /∈ σ(x̂k), i. e. xki = 0,
— i ∈ σ−(x̂k) où σ− est défini pour Gδ (δ ∈ (0, 1]) de manière similaire au cas corres-

pondant à GCEL0, i. e.

σ−(x) :=

{
i ∈ σ(x) : 0 < |xi| <

√
2λ

‖ai‖δ

}
. (10.38)

Les composantes de x̂k appartenant à σ−(x̂k) sont appelées «composantes pénalisées»
étant donné qu’une petite perturbation de ces dernières entraine une modification
de la valeur de la pénalité, i. e. ∃µ > 0 tel que Φδk(x̂

k + εei) 6= Φδk(x̂
k) pour tout

i ∈ σ−(x̂k) et tout |ε| 6 µ.
— par opposition, i ∈ σ(x̂k)\σ−(x̂k) sont les composantes dites «non-pénalisées» puisque
∃µ > 0 tel que Φδk(x̂

k + εei) = Φδk(x̂
k) pour tout i ∈ σ(x̂k) \ σ−(x̂k) et |ε| < µ (ex-

cepté pour x̂ki =
√
2λ

‖ai‖δ où l’égalité précédente n’est vraie que pour ε du même signe
que x̂ki ).

L’idée consiste alors à choisir δk+1 de sorte que les ensembles décrits ci-dessus restent
inchangés pour la nouvelle valeur δk+1 (avant minimisation). Ce choix est motivé par le
fait que nous pouvons voir l’ensemble des composantes non-pénalisées comme un ensemble
de composantes actives candidates à faire partie du support de la solution finale. La pro-
cédure GNC est alors vue comme une méthode sélectionnant et/ou dé-sélectionnant des
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composantes à chaque itération pour terminer, lorsque δ = 1, avec une solution x̂ conte-
nant uniquement des composantes nulles et non-pénalisées (i. e. σ−(x̂) = ∅).

En suivant cette heuristique, les ensembles définis ci-dessus restent inchangés pour tout
δ ∈ [δk, δ?[ où

δ? = min
i∈σ−(x̂k)

√
2λ

‖ai‖|x̂ki |
. (10.39)

L’objectif étant de définir une séquence croissante (δk)k∈IK , nous considérons

δk+1 := δ? × δacc > δk, (10.40)

où δacc > 1 est un coefficient d’accroissement pour δ donné en entrée de l’algorithme.
Notons que ce coefficient est en contradiction avec la règle que nous nous sommes fixé pré-
cédemment, à savoir préserver les trois ensembles que nous avons décrits ci-dessus, mais
il est utile en pratique afin d’éviter de faire des «pas» trop petits et permet d’accélérer la
convergence (typiquement, on prendra δacc = 1.01). L’algorithme 13 résume la procédure
inspirée GNC proposée, nommée Graduated Non convexity Celo (GNCelo).

Algorithme 13 : GNCelo pour la minimisation de GCEL0.

Entrées : Algo, δ0 ∈ [0, 1[, δacc > 1, xinit ∈ RN

1 /* Algo(x̃, δ, λ) est un algorithme, initialisé par x̃, convergeant vers un

point critique de Gδ pour le λ donné (et tel que σ−(x̂) = ∅ lorsque

δ = 1). */

2 x̂0 ← Algo(xinit, δ0, λ);
3 tant que δk < 1 faire

4 δk+1 = min

(
1, δacc × min

i∈σ−(x̂k)

√
2λ

‖ai‖|x̂ki |

)
;

5 x̂k+1 ← Algo(x̂k, δk+1, λ);
Sorties : xk

La proposition suivante assure la terminaison de l’algorithme GNCelo.

Proposition 10.7. (Terminaison de l’algorithme GNCelo) La séquence (δk)k∈IK générée par l’al-
gorithme GNCelo est strictement croissante. De plus, si δ0 > 0, l’algorithme est assuré de terminer
en moins de

K? = −
ln(δ0)

ln(δacc)
(10.41)

itérations.
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Démonstration. Soit x̂k la solution à l’itération k ∈ N associée au paramètre δk. Par défini-
tion de σ−(x̂k) en (10.38), nous avons

∀i ∈ σ−(x̂k), |x̂ki | <
√
2λ

‖ai‖δk
(10.42)

=⇒ ∀i ∈ σ−(x̂k), δk <
√
2λ

‖ai‖|x̂ki |
(10.43)

=⇒ δk < min
i∈σ−(x̂k)

√
2λ

‖ai‖|x̂ki |
= δ? (10.44)

=⇒ δk+1 = δ? × δacc > δ? > δk.. (10.45)

Ainsi, la séquence (δk)k∈IK générée par l’algorithme est strictement croissante. Par ailleurs,
des inégalités précédentes on tire

δ? > δk =⇒ δk+1 = δ? × δacc > δk × δacc =⇒ δk+1 > δ0 × (δacc)
k+1, (10.46)

La suite géométrique (δ0 × (δacc)
k+1)k∈N divergeant vers +∞ (car δacc > 1) assure qu’il

existe K? ∈N tel que δK? > 1 et l’algorithme s’arrête. En particulier on a

δ0 × (δacc)
K?

> 1 ⇐⇒ K? > −
ln(δ0)

ln(δacc)
, (10.47)

ce qui termine la preuve.

Remarque 10.8. La borne (10.41) donnée par la proposition 10.7 est très pessimiste (la ma-
joration dans la preuve est grossière). En pratique, l’algorithme s’arrête après un nombre
d’itérations bien moins important que celui suggéré par cette borne. Par ailleurs, la condi-
tion δ0 > 0 est utilisée pour alléger la preuve mais on peut également montrer que le résul-
tat de la proposition est valable lorsque δ0 = 0 (en modifiant légèrement la borne (10.41)).
Cependant, nous verrons qu’en pratique, il est préférable de ne pas choisir δ0 trop faible.

10.4 chemin de régularisation pour GCEL0

Lorsque l’on travaille avec des problèmes pénalisés du type (Pλ), la question du choix
du paramètre λ est toujours délicate mais cruciale en pratique. Une idée consiste alors à
chercher un ensemble de solutions pour un continuum de valeurs décroissantes de λ, al-
lant de +∞ à 0, plutôt que de résoudre le problème pour λ ∈ R?

+ fixé. On appelle ainsi
l’ensemble des solutions obtenues chemin de régularisation pour la fonctionnelle considérée
(regularization path en anglais). Une telle approche a été utilisée par Efron et al. (2004) pour
le problème de moindres carrés pénalisé en norme `1 (BPDN) ou encore par Mazumder et
al. (2012) lorsque la pénalité MCP est substituée à la norme-`0 dans (Pλ) (notons que dans
ces travaux, la séquence +∞ = λ0 < λ1 < · · · < λK = 0 est fixée par l’utilisateur). Enfin,
les algorithmes CSBR et L0-PD, proposés par Soussen et al. (2015), ont été développés dans le
but de déterminer un chemin de régularisation (sous-optimal) pour le problème (Pλ) où la
séquence (λk)k∈N est déterminée par l’algorithme comme pour le LARS (Efron et al., 2004).

Afin de proposer une méthode capable de construire à la fois une séquence (λk)k∈N ainsi
qu’une séquence (x̂λk)k∈N de points critiques de GCEL0 associés vérifiant σ−(x̂λk) = ∅ (qui
sont donc aussi des minimiseurs locaux de G`0 d’après le lemme 10.1), nous introduisons
le résultat suivant.
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Proposition 10.9. Soit x̂ ∈ RN un point critique de GCEL0 pour λ ∈ R+ tel que σ̂− = σ−(x̂) = ∅.
Notons σ̂ = σ(x̂). Alors, il existe

¯
λ := max

i∈σ̂c
〈ai, Ax̂ − d〉2

2‖ai‖2
et λ̄ := min

i∈σ̂

x̂2i ‖ai‖2

2
, (10.48)

tels que x̂ est également un point critique de GCEL0 pour tout λ ′ ∈ [
¯
λ, λ̄]. De plus si σ(x̂) = IN

(resp. σ(x̂) = ∅), alors
¯
λ = 0 (resp. λ̄ = +∞).

Démonstration. Puisque que x̂ est un point critique de GCEL0 tel que σ̂− = ∅ il vérifie, d’après
le lemme 9.10 (page 101),

∀i ∈ σ̂, x̂i‖ai‖2 = −〈ai, Ax̂(i) − d〉, (10.49)

qui est indépendant de λ, ainsi que les inégalités suivantes :{
|〈ai, Ax̂(i) − d〉| 6

√
2λ‖ai‖ ∀i ∈ σ̂c,

|〈ai, Ax̂(i) − d〉| >
√
2λ‖ai‖ ∀i ∈ σ̂,

(10.50)

⇐⇒
(10.49)

{
〈ai, Ax̂ − d〉2/(2‖ai‖2) 6 λ ∀i ∈ σ̂c,
x̂2i ‖ai‖2/2 > λ ∀i ∈ σ̂,

(10.51)

Ainsi x̂ vérifie toujours σ̂− = ∅, (10.49) et (10.51) pour tout λ ∈ [
¯
λ, λ̄] où

¯
λ et λ̄ sont définis

par (10.48) ce qui termine la preuve.

La proposition 10.9 suggère donc l’algorithme 14 dans le but de déterminer un ensemble
de points critiques de GCEL0 pour un continuum de valeurs décroissantes de λ allant de +∞
à 0. Notons que pour λ = +∞ le minimiseur global de GCEL0 (et G`0) est x̂ = 0 et lorsque
λ = 0, on considèrera la solution de norme minimale donnée par la pseudo inverse A† avec
x̂ = A†d.

Algorithme 14 : «Chemin de régularisation» pour GCEL0.
Entrées : Algo, λdec ∈]0, 1[, λstop ∈ R+

1 /* Algo(x̃, λ) est un algorithme, initialisé par x̃, convergeant vers un point

critique x̂ de GCEL0 (pour le λ donné) tel que σ−(x̂) = ∅ (par exemple le

Macro-Algo, ou le GNCelo). */

2 λ0 = +∞;
3 x0 = 0RN ;
4 tant que λk > λstop faire

5
¯
λ = max

i∈(σ(xk))c

〈ai, Axk − d〉2

2‖ai‖2
;

6 λk+1 =
¯
λ× λdec;

7 xk+1 ← Algo(xk, λk+1);
8 λk+1 = 0;
9 xk+1 = A†d;

Sorties : (xk)k∈IK ,(λk)k∈IK



10.5 quelques comparaisons numériques 133

10.5 quelques comparaisons numériques

Dans cette section, nous présentons quelques expériences numériques en petite dimen-
sion utilisant les méthodes décrites dans le présent chapitre pour la minimisation de GCEL0.
En particulier, nous montrerons que minimiser CEL0 plutôt que minimiser directement G`0
(avec l’algorithme IHT par exemple), permet d’atteindre de «meilleurs» minima locaux en
terme de valeur de la fonction objectif G`0 . Pour des résultats numériques en plus grande
dimension, nous renvoyons le lecteur au chapitre 11 dédié à différentes applications que
l’on peut rencontrer, entre autres, en microscopie et traitement d’antennes.

10.5.1 Capacité à minimiser la fonctionnelle CEL0

Afin d’étudier la capacité des algorithmes à minimiser GCEL0 (et donc G`0 d’après les résul-
tats théoriques du chapitre 9), nous considérons des problèmes de petite taille (e. g. M = 7

et N = 15) pour lesquels nous sommes en mesure d’effectuer une recherche exhaustive de
la valeur minimale de la fonctionnelle.

La comparaison entre l’algorithme IHT (minimisant directement G`0) et le Macro-Algo
combiné avec l’algorithme FBS ou IRL1 (minimisant G`0 par l’intermédiaire de GCEL0), sera
effectuée en terme de minimisation de la fonction objectif G`0 . En d’autres termes, on
dira qu’un algorithme est meilleur qu’un autre s’il converge vers une valeur plus faible
de la fonction objectif G`0 . Pour ce faire, pour chaque problème considéré, une recherche
exhaustive sera réalisée afin de déterminer un minimiseur global x? ainsi que la valeur de
la fonctionnelle associée G`0(x

?). Nous pourrons alors considérer l’erreur

ε(x̂, x?) := |G`0(x̂) − G`0(x
?)|, (10.52)

comme mesure de performance. Plus cette erreur est faible, meilleure est la solution esti-
mée x̂ ∈ RN.

description de l’expérience Dans la suite, nous réalisons l’expérience suivante :

1. génération aléatoire de 1000 problèmes (Pλ) de taille (7× 15) où les entrées de A ∈
R7×15 et de d ∈ R7 sont tirées selon une distribution uniforme.

2. pour chacun de ces problèmes, on exécute l’algorithme IHT ainsi que le Macro-Algo
combiné avec FBS et IRL1 à partir de deux initialisations différentes :
— xinit = ATd ;
— xinit = x̂`1 , la solution du problème relaxé `1.

3. pour chaque solution x̂ estimée par l’un des algorithmes mentionnées dans l’étape 2,
nous calculons l’erreur ε(x̂, x?) (équation (10.52)), où x? est une solution globale du
problème (Pλ) déterminée par recherche exhaustive.

Le pas de descente utilisé dans les algorithmes IHT, FBS et FISTA 7 est fixé à 0.99
L où

L = ‖A‖2 correspond à la constante de Lipschitz du gradient du terme quadratique de la
fonction objectif de (Pλ).

résultats Sur la figure 43, nous pouvons observer les histogrammes cumulés norma-
lisés des erreurs ε(x̂, x?) obtenues pour les 1000 générations de problèmes, les deux ini-
tialisations mentionnées précédemment et enfin trois valeurs différentes de λ (0.1, 0.5 et

7. FISTA (Beck et Teboulle, 2009) est utilisé dans la boucle interne de l’algorithme IRL1.
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1). Ces courbes représentent donc la proportion des problèmes générés pour lesquels l’al-
gorithme a convergé vers une solution x̂ dont l’erreur ε(x̂, x?) est inférieure à la valeur
correspondante sur l’axe des abscisses. Ainsi,

— l’ordonnée à l’origine de ces courbes correspond à la proportion, sur les 1000 réalisa-
tions, où l’algorithme a atteint un minimum global du problème ;

— la plus petite valeur de l’erreur ε pour laquelle la courbe est égale à 1 nous donne la
plus grande erreur obtenue parmi toutes les générations de problèmes ;

— enfin, la rapidité de la courbe à tendre vers 1 est caractéristique du bon comporte-
ment de l’algorithme.

0 0.5 1
0

0.5

1

xinit = ATd, λ = 0.1

0 2 4 6

xinit = ATd, λ = 0.5

0 5 10

xinit = ATd, λ = 1

0 0.1 0.2 0.3 0.4
0

0.5

1

xinit = x̂`1 , λ = 0.1

0 1 2

xinit = x̂`1 , λ = 0.5

0 2 4

xinit = x̂`1 , λ = 1

IHT
MA-FBS
MA-IRL1

Figure 43 – Histogrammes cumulés normalisés des erreurs |G`0(x̂) − G`0(x
?)|, où x̂ est la solution

estimée par l’algorithme et x? est un minimiseur global de G`0 . Ces histogrammes sont
déterminés à partir de 1000 générations aléatoires de A ∈ R7×15 et d ∈ R7 selon une
distribution uniforme. Deux initialisations différentes sont considérées : xinit = ATd
et xinit = x̂`1 la solution du problème relaxé `1. L’expérience est répétée pour trois
valeurs de λ (0.1, 0.5 and 1). Pour chaque configuration, l’estimation d’une solution est
réalisée avec l’algorithme IHT (bleu) ainsi que le Macro-Algo combiné avec IRL1 (rouge)
ou FBS (vert).

Comme nous pouvons l’observer sur la figure 43, le Macro-Algo produit de meilleurs
résultats que IHT quelque soit la configuration. Cette observation est en accord avec le fait
que GCEL0 élimine des minimiseurs locaux de G`0 ce qui rend le Macro-Algo plus apte à «évi-
ter» des minimiseurs locaux de G`0 . Nous pouvons aussi remarquer une légère différence
entre l’utilisation de l’algorithme FBS ou IRL1 à l’intérieur du Macro-Algo. Cela illustre un
point souligné par Ochs et al. (2014) concernant la capacité de l’algorithme IRL1 à éviter
des minimiseurs locaux (voir aussi l’exemple 1D de la figure 38 page 119).

Concernant l’initialisation, elle affecte grandement l’efficacité de l’algorithme IHT alors
que le Macro-Algo semble être moins sensible à cette dernière. En effet, initialiser avec
la solution de la relaxation convexe `1 améliore clairement les résultats de IHT ce qui est



10.5 quelques comparaisons numériques 135

moins le cas pour le Macro-Algo lorsque λ = 0.5 ou λ = 1. Pour le cas λ = 0.1, on observe
aussi une amélioration des performances du Macro-Algo lorsque il est initialisé par x̂`1 . Ce
phénomène peut s’expliquer avec les résultats présentés dans la table 3 (page 113) où l’on
observe qu’un nombre plus important de minimiseurs stricts de G`0 sont éliminés par GCEL0

lorsque λ prend de grandes valeurs.

Finalement, les résultats de la figure 43 montrent un comportement très intéressant du
Macro-Algo et suggère qu’il est préférable d’attaquer le problème (Pλ) par l’intermédiaire
de la minimisation de la fonctionnelle GCEL0.

10.5.2 Gain apporté par la méthode inspirée GNC

Dans la section 10.3, nous avons proposé la méthode GNCelo, utilisant les idées des mé-
thodes GNC pour minimiser GCEL0 (voir algorithme 13). Afin de voir le gain apporté par
cette méthode en comparaison avec une minimisation directe de GCEL0, nous reprenons l’ex-
périence du paragraphe précédent (figure 43).

La figure 44 présente les résultats obtenus avec l’algorithme GNCelo (combiné avec le
Macro-Algo utilisant IRL1) pour différentes valeurs du paramètre initial δ0. Clairement,
la stratégie GNC employée par l’algorithme GNCelo permet de mieux minimiser GCEL0 par
rapport à une minimisation directe.

Cependant, nous pouvons remarquer que la performance de la méthode proposée est
dépendante du paramètre initial δ0. En effet, on peut voir sur la figure 44 que pour λ = 1,
une valeur de δ0 trop petite (par exemple 10−6) produit des résultats moins bons que la
minimisation directe. Au contraire, pour des λ plus petits, comme par exemple λ = 0.1, les
résultats obtenus avec δ0 = 10−6 s’améliorent alors que ceux correspondants à δ0 = 0.5
se dégradent (en comparaisons avec ceux obtenus pour δ0 = 0.1 et δ0 = 10−3). On peut
expliquer ce comportement par le fait que, plus δ0 est faible, moins la première solution
obtenue x̂δ0 est parcimonieuse et ainsi :

— pour de grandes valeurs de λ, les minimiseurs globaux de GCEL0 étant très parcimo-
nieux, prendre δ0 trop faible (tel que x̂δ0 ne soit pas parcimonieux) entraîne l’algo-
rithme vers un «mauvais» minimiseur local.

— inversement lorsque λ décroît, les minimiseurs globaux de GCEL0 sont de moins en
moins parcimonieux et une première solution x̂δ0 peu parcimonieuse peut alors de-
venir une bonne initialisation pour les minimisations suivantes.

Notons aussi que sur la figure 44, l’algorithme GNCelo est initialisé par xinit = 0RN ce
qui peut expliquer les légères différences que l’on observe pour le cas δ0 = 1 avec la courbe
correspondant à MA-IRL1 sur la figure 43.

Au vu de ces résultats, l’algorithme GNCelo doit être plutôt vu comme une stratégie
d’initialisation par déformation de la fonctionnelle GCEL0 plutôt que comme une méthode
GNC à proprement parler étant donné qu’il est nécessaire de l’initialiser avec une fonction-
nelle Gδ0 non-convexe. Dans la suite (en particulier la section 11.1 du chapitre 11), nous
considèrerons généralement δ0 = 0.1 qui s’est révélé être efficace en pratique.

10.5.3 Reconstruction exacte (Exact Recovery)

Une expérience classique dans le contexte de l’optimisation parcimonieuse, et plus par-
ticulièrement en échantillonnage compressé, s’intéresse à la capacité des algorithmes à re-
construire exactement un signal parcimonieux observé à travers une matrice d’acquisition.
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Figure 44 – . Histogrammes cumulés des erreurs |G`0(x̂) − G`0(x
?)|, calculées comme sur la fi-

gure 43, pour l’algorithme GNCelo initialisé par xinit = 0RN et différentes valeurs du
paramètre initial δ0

Considérons une matrice A ∈ RM×N dont les entrées sont générées selon une distribu-
tion gaussienne et un signal x? composé de K 6 N entrées non-nulles générées comme les
composantes de A. Les données non-bruitées sont alors définies par y = Ax?.

Plusieurs réalisations de A et de x? sont ainsi effectuées et pour chacune d’entre elles, le
signal x̂, obtenu avec l’algorithme étudié, est dit reconstruire exactement x? dès lors que

‖x̂ − x?‖∞ 6 10−3. (10.53)

On peut alors définir une figure, appelée Diagramme de Phase, qui reflète la probabilité qu’a
l’algorithme de reconstruire exactement un signal parcimonieux en fonction de M et K.

La figure 45 présente les résultats obtenus pour M ∈ [50 : 5 : 130], N = 256 et K ∈ [20 :

5 : 100] avec l’algorithme IRL1 de Candès et al. (2008) 8 et GNCelo (δ0 = 0.1). On peut voir
sur cette figure que l’algorithme GNCelo produit de meilleurs résultats que IRL1 qui est déjà
plus performant que la simple relaxation convexe `1.

10.6 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté différents algorithmes «nonsmooth-nonconvex»
pouvant être utilisés pour la minimisation de GCEL0. Notons que ces algorithmes ont été pro-
posés, pour la plupart, ces dernières années et ce domaine de recherche est actuellement
très actif. Cela suggère que des améliorations seront encore faites dans les prochaines an-
nées ce qui sera sans doute bénéfique pour la minimisation de GCEL0.

Étant donné que de tels algorithmes ne nous assurent généralement qu’une convergence
vers des points critiques de la fonctionnelle, nous avons proposé un Macro-Algo permet-
tant d’ajouter une boucle externe à n’importe quel algorithme de l’état de l’art (pourvu
qu’il converge vers un point critique de GCEL0 et qu’il vérifie une condition de décroissance
suffisante du critère) assurant la convergence de la séquence générée vers un point critique
de GCEL0 qui est aussi minimiseur (local) de G`0 (théorème 10.3). Des illustrations numé-
riques ont alors montré l’intérêt de minimiser la fonctionnelle CEL0 en comparaison avec
une minimisation directe de G`0 .

8. Nous utilisons le logiciel `1-MAGIC www.l1-magic.org développé entre autres par les auteurs (Candès

et al., 2008).

www.l1-magic.org
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Figure 45 – Diagrammes de Phase pour les algorithmes IRL1 et GNCelo (pour δ0 = 0.1). Pour chaque
valeur de M ∈ [50 : 5 : 130] et de K ∈ [20 : 5 : 100], 100 matrices AM×256 et vecteurs
K-parcimonieux x? ∈ R256 sont générés selon une distribution gaussienne. À partir
des données non-bruitées y = Ax?, les deux algorithmes sont exécutés et l’estimation
x̂ obtenue est considérée exacte lorsque (10.53) est vérifiée. Les diagrammes de cette
figure représentent la probabilité de l’algorithme a exactement reconstruire x? (blanc =
1 et noir = 0). Les droites représentent les transitions où la probabilité de reconstruction
vaut 1 (traits pleins) et 0.5 (tirets).

D’autre part, nous nous sommes inspiré des méthodes GNC pour proposer l’algorithme
GNCelo (algorithme 13) dont les performances se sont révélées être meilleures qu’une mi-
nimisation directe du critère GCEL0 avec un algorithme de l’état de l’art. GNCelo résout une
séquence de problèmes pour lesquels la fonction objectif est une déformation de GCEL0 en ti-
rant bénéfice, pour chaque problème de la séquence, d’une initialisation «à chaud» donnée
par la solution obtenue pour le problème précédent.

Afin de s’affranchir de la sélection du paramètre λ, nous avons également proposé une
méthode (algorithme 14) permettant de déterminer un «chemin de régularisation» (sous-
optimal) pour GCEL0. Cette méthode utilise la caractérisation des points critiques de GCEL0

dans le but de générer une séquence de problèmes pour différentes valeurs de λ décrois-
santes allant de +∞ à 0. Des résultats intéressants ont alors été montrés dans le contexte du
problème de reconstruction exacte de signaux. Notons que cette stratégie sera également
utilisée dans la section 11.1 du chapitre 11 sur un problème de déconvolution d’impulsions.

Les résultats obtenus ici, ainsi que ceux que nous présenterons dans le chapitre 11, sont
prometteurs et montrent que GCEL0 est une très bonne alternative (exacte) à G`0 .
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Ce chapitre est dédié à l’application des algorithmes présentés précédemment pour la
minimisation de GCEL0 à différentes types de problèmes rencontrés en traitement du signal
et des images. Nous aborderons en particulier les problèmes de déconvolution de trains
d’impulsions, d’estimation de canal et de directions d’arrivées en traitement d’antennes
ou encore le problème de reconstruction PALM pour la super-résolution en microscopie de
fluorescence.

11.1 déconvolution de trains d’impulsions

11.1.1 Présentation du problème

Nous commençons avec le problème classique de déconvolution parcimonieuse d’impul-
sions (sparse spikes deconvolution en anglais) que l’on rencontre dans de nombreux domaines
comme par exemple la sismologie, l’astronomie ou encore le contrôle non-destructif (Idier,
2013, chapitre 5). Le problème s’écrit :

y = h ∗ x? +n, (11.1)

où x? représente le signal parcimonieux recherché, h la réponse impulsionnelle du sys-
tème d’acquisition (noyau de convolution) et n est un bruit gaussien. Étant donné que ce
problème est linéaire il peut évidemment être réécrit sous la forme matricielle suivante :

y = Hx? + n, (11.2)

139
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avec y ∈ RN+M−1, H ∈ R(N+M−1)×N une matrice de Toeplitz dont les colonnes sont des
versions translatées du noyau h et n ∼ N(0, σ2nIN+M−1). Dans la formulation précédente,
le support de h est considéré de tailleM ∈N et la matrice H n’est pas carrée afin d’intégrer
des conditions aux bords nulles. Une illustration de ce problème est donnée par la figure 46.
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Figure 46 – Problème de déconvolution de train d’impulsions.

11.1.2 Génération des données, algorithmes et critères de performance

Dans la suite, nous reprenons en partie certaines expériences menées dans (Soussen et
al., 2015).

génération des données Les données utilisées pour l’évaluation des algorithmes
sont générées en considérant :

— un noyau h construit en tronquant une gaussienne de variance σ2g sur [−3σg, 3σg] ;
— les K ∈ N entrées non-nulles de x? sélectionnées uniformément et leurs valeurs

générées de manière i.i.d. selon une distribution gaussienne ;
— la variance du bruit déterminée par :

σ2n =
‖Hx?‖2

(M+N− 1)10−SNR/10 , (11.3)

pour un SNR (dB) fixé ;
Trois configurations (N,σg, K, SNR), présentées dans la table 4, seront utilisées dans la

suite et pour chacune d’entre elles 50 réalisations de problèmes (i. e. x? et le bruit) seront
effectuées afin de moyenner les résultats.

Configuration N+M− 1 N K σg SNR (dB)

C1 300 282 30 3 25

C2 900 756 10 24 25

C3 1800 1692 30 18 25

Table 4 – Configurations utilisées pour générer les données.

algorithmes Nous souhaitons comparer des algorithmes de la littérature avec la mé-
thode proposée dans le chapitre 10 permettant la détermination d’un «chemin de régu-
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larisation» pour GCEL0, combinée avec l’algorithme GNCelo 1. On notera cette combinaison
GNCelo Regularization Path (GNCeloRP) dans la suite. Pour ce faire, nous avons choisi les
algorithmes CSBR et L0-PD, proposés par Soussen et al. (2015) (voir section 8.2.4), comme
référence étant donné que :

1. ces deux algorithmes minimisent directement G`0 et calculent un ensemble de solu-
tions (sous-optimales) pour un continuum de valeurs du paramètre λ. Ils sont donc
directement comparables avec GNCeloRP ;

2. ils ont été comparés récemment dans (Soussen et al., 2015) à plusieurs algorithmes
de l’état de l’art et se sont révélés être plus efficaces en terme de minimisation de la
fonctionnelle G`0 .

Les trois algorithmes sont stoppés une fois que les solutions pour λ ∈ [1e−5,+∞) aient
été déterminées. Par ailleurs, pour GNCeloRP nous fixons λdec = 0.9, δ0 = 0.1, δacc = 1.1 et
l’algorithme interne IRL1 (exécuté à chaque itération de GNCelo) est stoppé lorsque les deux
conditions suivantes sont vérifiées :

‖xn − xn−1‖
‖xn−1‖+ ε

< 1e−5 et
G`0(x

n) − G`0(x
n−1)

G`0(xn−1) + ε
< 1e−5, (11.4)

pour ε ∈ R?
+ petit. Pour les algorithmes CSBR et L0-PD, nous utilisons les implémentations

fournies sur la page personnelle des auteurs : http://w3.cran.univ-lorraine.fr/perso/
charles.soussen/software.html.

Enfin dans GNCeloRP, pour chaque nouvelle valeur λk+1 déterminée, l’appel à GNCelo

est initialisé par 0RN au lieu de xk comme cela est le cas sur la ligne 7 de l’algorithme 14.
En effet, nous avons constaté qu’une initialisation avec la solution précédente lorsque les
données étaient bruitées conduisait souvent l’algorithme à converger vers de «mauvais»
minima locaux et que de meilleurs résultats étaient obtenus en initialisant toujours par 0RN .
Cependant, nous préservons la stratégie de calcul automatique de la séquence décroissante
de λ.

Remarque 11.1. Le noyau h étant normalisé, les normes des colonnes de l’opérateur H,
nécessaires à la définition de GCEL0, sont égales à 1.

critères de performance Afin de comparer les performances des algorithmes, nous
utiliserons trois types de représentations à partir des solutions estimées x̂λ :

— tracé du résidu normalisé ‖Hx̂λ−y‖2/‖Hx?‖2 en fonction de la cardinalité ‖x̂λ‖0. Sur
une telle représentation, plus la courbe obtenue est basse, meilleurs sont les résultats ;

— tracé de la valeur objectif normalisée G`0(x̂λ)/‖d‖2 en fonction de λ, reflétant la ca-
pacité de l’algorithme à minimiser G`0 . Là encore, plus la courbe est basse, meilleurs
sont les résultats ;

— tracé des Détections Correctes (DC) en fonction des Fausses Alarmes (FA) pour le
support de la solution estimée σ(x̂λ). Nous introduisons un paramètre ∆ > 0 définis-
sant une tolérance comme cela est représenté sur la figure 47.

11.1.3 Résultats numériques

Nous présentons maintenant les résultats obtenus, moyennés sur 50 réalisations de bruit,
pour les trois configurations de la table 4. La figure 48 présente les courbes du résidu nor-
malisé en fonction de la cardinalité alors que les figures 49 et 50 montrent respectivement
les tracés de la valeur objectif normalisée en fonction de λ et des DC en fonction des FA.

1. Voir l’algorithme 13 page 130 pour GNCelo et l’algorithme 14 page 132 pour la construction de la séquence
de λ.

http://w3.cran.univ-lorraine.fr/perso/charles.soussen/software.html
http://w3.cran.univ-lorraine.fr/perso/charles.soussen/software.html
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Figure 47 – Détections Correctes (DC) et Fausses Alarmes (FA) avec une tolérance ∆ > 0. La
détection en rouge la plus à gauche n’est pas considérée comme correcte, bien qu’elle
soit dans la zone de tolérance, étant donné que le «pic» exact au centre de cette zone
est déjà associé à une meilleure détection.
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Figure 48 – Résidu normalisé ‖Hx̂λ− y‖2/‖Hx?‖2 en fonction de la cardinalité ‖x̂λ‖0 moyenné sur
les solutions obtenues pour 50 réalisations de bruit. Chaque courbe correspond à un
algorithme et chaque graphe à une configuration de la table 4.
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Figure 49 – Valeur objectif normalisée G`0(x̂λ)/‖d‖
2 en fonction de λ moyennée sur les solutions

obtenues pour 50 réalisations de bruit. Chaque courbe correspond à un algorithme et
chaque graphe à une configuration de la table 4.

Tout d’abord, nous pouvons remarquer sur les courbes de la figure 48 que pour un
niveau de parcimonie donné K = ‖x̂‖0, l’algorithme GNCeloRP a convergé vers une solution
pour laquelle le résidu est plus faible. En d’autre termes, GNCeloRP permet de déterminer
une meilleure K-approximation du signal x? que les algorithmes CSBR et L0-PD. Cependant,
ce n’est plus vrai lorsque le niveau de parcimonie augmente. Cela s’explique en partie avec
les résultats de la figure 49 où nous pouvons voir que GNCeloRP minimise mieux le critère
G`0 pour des valeurs de λ généralement supérieures à 5e−4 (sur ces exemples), alors que
pour des λ inférieurs à cette limite les solutions déterminées par GNCeloRP sont nettement
moins bonnes que celles obtenues par L0-PD. Ainsi, la cardinalité de la solution augmentant
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Figure 50 – Détections correctes en fonction des fausses alarmes, moyennées sur les solutions obte-
nues pour 50 réalisations de bruit, pour différentes tolérances ∆ > 0 (de gauche à droite
∆ = 0, 1, 2). Chaque courbe correspond à un algorithme et chaque ligne correspond à
une configuration de la table 4 (de haut en bas C1, C2 et C3).

avec la diminution du paramètre λ, les résultats de la figure 49 correspondant aux valeurs
de λ les plus faibles expliquent que les algorithmes L0-PD et CSBR fournissent un meilleur
résidu pour les cardinalités les plus grandes de la figure 48.

Notons tout de même que l’on peut améliorer les résultats de GNCeloRP lorsque λ dimi-
nue en considérant un paramètre initial δ0 plus petit. Étant donné que de telles valeurs
de λ ne sont pas celles qui nous intéressent ici (elles produisent des solutions pas assez
parcimonieuses pour les problèmes générés), nous ne présentons que les résultats obtenus
avec δ0 = 0.1.

Si on s’intéresse maintenant à la figure 50, on peut observer la meilleure capacité de
GNCeloRP à localiser les impulsions avec peu de fausses détections bien que l’on ai jamais
reconstruction exacte pour les configurations de problèmes considérées ici. Un exemple de
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reconstruction pour la configuration C1 avec les algorithmes GNCeloRP et L0-PD est présenté
sur la figure 51. Les différences entre les solutions des deux algorithmes, pour une même
cardinalité, sont mises en avant sur les zooms. On peut ainsi voir la meilleure localisation
des impulsions produite par GNCeloRP qui permet généralement de bien estimer le support
de la solution correspondant aux impulsions dont l’intensité est suffisamment importante.

Pour finir, nous pouvons mentionner que nous avons également testé des configurations
avec un SNR plus faible (e. g. 10 dB) pour lesquelles nous n’avons pas noté de grande
différence entre GNCelo et L0-PD (excepté bien sûr pour les λ les plus faibles comme nous
venons de l’évoquer).
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Figure 51 – Exemples de reconstructions obtenues avec les algorithmes L0-PD et GNCeloRP pour la
configuration C1. Nous présentons deux solutions, parmi l’ensemble des solutions ob-
tenues pour différentes valeurs de λ, correspondant à des cardinalités ‖x̂‖0 = 10 (haut)
et ‖x̂‖0 = 28 (bas). Les zooms rouges montrent des cas où L0-PD a localisé correcte-
ment une impulsion alors que GNCeloRP a échoué et les zooms verts mettent en avant
l’inverse.

11.2 traitement d’antennes : estimation de canal et de directions d’ar-
rivées

Nous nous intéressons maintenant à deux autres problèmes rencontrés dans le domaine
du traitement d’antennes. Ce travail a été réalisé en collaboration principalement avec Adil-
son Chinatto de l’université de Campinas (Brésil) dont une partie a été présentée lors du
workshop CAMSAP 2015 (Chinatto et al., 2015). Avant de rentrer dans la présentation de
ces deux problèmes et des résultats de simulation, nous devons étendre la pénalité CEL0 au
cas complexe et au cas d’une parcimonie structurée par ligne.

11.2.1 Extension de la pénalité CEL0 au cas complexe et à la parcimonie structurée par ligne

Le problème d’estimation des directions d’arrivées, présenté dans la suite, nécessite la
minimisation de la fonctionnelle

X ∈ arg min
X∈CN×L

G`2,0(X) :=
1

2
‖AX− Y‖2 + λ‖X‖2,0, (11.5)
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où A ∈ CM×N définit la matrice d’acquisition, Y ∈ CM×L représente les données mesurées
bruitées et ‖ · ‖2,0 est la norme mixe `2,0 donnée par,

‖X‖2,0 = ] {i ∈ IN : ‖Xi·‖ > 0} =
N∑
i=1

| ‖Xi·‖ |0, (11.6)

avec Xi· la i-ème ligne de la matrice X ∈ CN×L. La solution recherchée ici est donc une
matrice ayant seulement quelques lignes non-nulles. On parlera de parcimonie structurée
par ligne. Par ailleurs, les variables sont à valeurs complexes. La question est alors de savoir
si les résultats obtenus dans le cas réel vectoriel (voir chapitre 9) sont aussi valables pour
le problème (11.5), et dans ce cas de déterminer l’expression de la pénalité CEL0. À la vue
de (11.5), il semble qu’il n’y ait pas vraiment de problème à étendre les résultats précédents
étant donné que chaque ligne de X ∈ CN×L est associée à une colonne de A ∈ CM×N. En
particulier, en se restreignant au cas «1D» de (11.5) défini par

x̂ ∈ arg min
x∈C1×L

g2,0(x) :=
1

2
‖ax − y‖2 + λ| ‖x‖ |0, (11.7)

où a ∈ C et y ∈ C1×L sont les versions «1D» 2 de la matrice A et des données Y, on peut
montrer le résultat suivant.

Proposition 11.2. L’enveloppe convexe de g2,0 définie en (11.7) est donnée par

g??
2,0(x) =

1

2
‖ax − y‖2 +φ(a, λ; x), (11.8)

où φ(a, λ; ·) est définie par : ∀x ∈ C1×L

φ(a, λ; x) = λ−
|a|2

2

(
‖x‖−

√
2λ

|a|

)2
1{
‖x‖6

√
2λ
|a|

}. (11.9)

avec |a| le module du nombre complexe a ∈ C et ‖x‖ la norme euclidienne de x ∈ C1×L.

Démonstration. La preuve est simplement une réécriture de celle de la Proposition 9.3.

Nous retrouvons donc la même pénalité CEL0 que pour le cas réel vectoriel excepté la
considération du module de a ∈ C et de la norme ‖x‖. Nous pouvons ensuite étendre ce
résultat au cas où AHA est diagonale en suivant les mêmes arguments que ceux utilisés
dans la section 9.2. Enfin, en adaptant les résultats de (Nikolova, 2013) et ceux du cha-
pitre 9 au cas du problème (11.5), tous les résultats démontrés pour CEL0 sont également
valables pour le problème (11.5) avec la pénalité CEL0 définie par la proposition 11.2. Enfin,
on notera la fonction objectif associée par GCEL20 .

11.2.2 Problème d’estimation de canal

Un problème majeur dans la transmission de l’information concerne la détermination
de la fonction de transfert du milieu dans lequel le signal se propage. La connaissance de
cette fonction est importante afin de diminuer les erreurs de transmission et d’optimiser

2. On entend par «1D» pour x et y que ce sont des vecteurs ligne, étant donné qu’on utilise la norme mixte
`2,0.
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la vitesse du transfert. Cependant, elle est généralement inconnue et il est nécessaire de
l’estimer. On parle alors d’estimation de canal étant donné que l’on recherche les propriétés
du canal de transmission. Une manière d’aborder ce problème consiste, par exemple, à
utiliser un signal pilote connu à la fois de l’émetteur et du récepteur (Tang et al., 2007)
comme cela est décrit dans le paragraphe suivant.

11.2.2.1 Modélisation

Lorsqu’un émetteur envoie un signal vers un récepteur, ce dernier reçoit plusieurs ver-
sions retardées et atténuées du signal initial. Cela est dû aux multiples réflexions du signal
émis sur l’environnement dans lequel il se propage (canal de transmission) comme cela est
représenté sur la figure 52. La réponse impulsionnelle du canal de transmission peut alors
être modélisée comme un ensemble fini de K délais {τ1, . . . , τK} et atténuations {a1, . . . , aK}.
Formellement, en notant h cette réponse impulsionnelle, on a :

h(t) =
K∑
i=1

aiδ0(t− τi), (11.10)

où δ0 est la fonction de Dirac. Ainsi, pour un signal s émis, le signal reçu au niveau du
récepteur est donné par

y(t) = (h ∗ s)(t) + b(t), (11.11)

où b est un bruit additif.

Considérons maintenant que ces K délais peuvent être représentés sur une grille de
taille N� K dont les échantillons sont séparés de TS secondes et que les signaux s envoyés
par l’antenne émettrice peuvent être échantillonnés (émis) avec une fréquence fS = 1/TS.
Prenons alors un signal s ∈ CP (P > N) échantillonné et supposé connu à la fois de
l’émetteur et du récepteur (signal pilote ou séquence d’apprentissage). Au vu de ce qui précède,
le signal ỹ ∈ CN+P−1 au niveau du récepteur est donné par

ỹ = S̃h + b, (11.12)

où h ∈ CN représente la version discrète de la réponse impulsionnelle h, b ∈ CN+P−1 est
un vecteur de bruit et

S̃ =



s0 ?
...

. . .

sN−1 s0
...

. . .
...

sP−1 sP−N
. . .

...
? sP−1


∈ C(N+P−1)×N (11.13)

est une matrice dont les colonnes sont des versions décalées du pilote s. Les éléments
notés par ? dans S̃ correspondent soit à des zéros lorsque la séquence s est précédée et
suivie d’un intervalle de garde de taille N− 1 (durée pendant laquelle aucune information
n’est transmise), soit à des éléments inconnus. Nous nous plaçons dans le deuxième cas et
réduisons alors le système à la partie connue (en rouge) de S̃, notée S̃R ∈ C(P−N+1)×N.
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Les futures générations de systèmes de communication (5G) (Pirinen, 2014) vont de-
mander des fréquences fS de plus en plus importantes augmentant ainsi considérablement
la complexité, le coût et la consommation d’énergie au niveau du récepteur. Afin de s’af-
franchir de ces inconvénients, une idée consiste à diminuer la fréquence d’échantillonnage
au niveau du récepteur tout en assurant la même qualité d’estimation du canal. En consi-
dérant un échantillonnage de fréquence fR < fS au niveau du récepteur, le signal reçu
y ∈ CM (avec M < P−N+ 1) est maintenant donné par :

y = Sh+ b, avec S = US̃R, (11.14)

où ici b ∈ CM et U ∈ CM×(P−N+1) est une matrice modélisant l’opération d’échantillon-
nage au niveau du récepteur. Par exemple, si on a fR = fS/3, la matrice U s’écrit :

U =



1 0 0 0 0 0 0 0 · · · 0
0 0 0 1 0 0 0 0 · · · 0
0 0 0 0 0 0 1 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
. . . . . . . . . 0

0 0 0 0 0 0 0 0 · · · 1


. (11.15)

Cette diminution de la fréquence d’échantillonnage au niveau du récepteur entraine gé-
néralement un violation de la condition de Shannon-Nyquist. Cependant, étant donné que
N� K, il est possible de tirer bénéfice de la parcimonie du canal afin de préserver la même
résolution pour l’estimation de ce dernier que lorsque Shannon-Nyquist est respecté. Dans
la suite, nous traiterons le problème d’estimation parcimonieuse résultant par minimisation
de GCEL0.

Figure 52 – Transmission d’un signal depuis un émetteur (TX) vers un récepteur (RX) avec les
différentes réflexions de ce signal sur l’environnement.

11.2.2.2 Génération des données, algorithmes et critères de performance

simulation des données On considère un modèle de canal de transmission dit Ex-
tended Vehicular A (EVA), défini par le 3rd Generation Partnership Project (3GPP) pour les
télécommunications (3GPP, Mar. 2010). La table 5 présente les délais considérés dans les
simulations qui vont suivre.

Ensuite, un signal pilote de largeur de bande fLB = 50 MHz (i. e. fmax = 25 MHz),
suréchantillonné à fS = 100 MHz (afin d’améliorer la résolution de l’estimation des délais
qui seront ainsi calculés sur une grille de pas 1/fS = 10 ns), est transmis à travers le canal
de communication considéré et est échantillonné au niveau du récepteur à une fréquence
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Délais (ns) 0 30 150 310 370 710 1090 1730 2510

Puissance relative (dB) 0.0 -1.5 -1.4 -3.6 -0.6 -9.1 -7.0 -12.0 -16.9

Table 5 – Modèle de canal EVA utilisé dans les simulations.

fR = fS/3 ≈ 33.3 MHz < fLB (on est donc inférieur à la fréquence de Nyquist). Dans ce cas,
la matrice U est définie exactement par (11.15) et en considérant que les délais à estimer
ne dépassent pas 6000 ns, on prend N = 600. Enfin, M est choisi égal à 200 et la taille du
pilote s échantillonné est déterminée en conséquence (i. e. P = 3M+ 1+N− 1 = 1200).

En ce qui concerne le bruit, plusieurs valeurs de SNR sont considérées ([0 : 2.5 : 22.5] dB)
et 100 générations de bruit sont réalisées pour chaque SNR afin de moyenner les résultats.

algorithmes L’estimation est effectuée par minimisation de GCEL0 avec les algorithmes
FBS et IRL1 (voir chapitre 10) en comparaison avec l’algorithme IHT (voir section 8.3.1) mi-
nimisant directement G`0 . Pour chacun des algorithmes et chaque instance du problème,
plusieurs valeurs de λ sont testées de 0.1 à 10 par pas de 0.1. Les algorithmes sont initialisés
avec le vecteur nul et limités à 10000 itérations.

critères de performance Les résultats des algorithmes sont évalués en terme d’EQM

(plus précisément la racine de l’EQM), définie pour un SNR donné par :

REQM =

√√√√100∑
i=1

1

100
‖ĥi − h?‖2, (11.16)

où ĥi ∈ CN est le vecteur estimé 3 pour la i-ème réalisation de bruit et h? ∈ CN le vecteur
simulé. On peut ainsi tracer des courbes montrant l’évolution de la racine de l’EQM en
fonction du SNR pour chaque algorithme testé. Nous représentons également la racine de
l’EQM de l’estimateur oracle, donnée pour un SNR fixé par (Candes et Tao, 2007) :

REQMOracle :=
√
σ2ntr{(SH

σ(h?)Sσ(h?))−1}, (11.17)

où Sσ(h?) est la sous-matrice de S composée des colonnes indexées par les éléments du
support σ(h?) de h?, σ2n représente la variance du bruit gaussien pour le SNR considéré et
tr{} définit l’opérateur trace. Cette racine de l’EQM de l’estimateur oracle fournit une borne
inférieure théorique aux résultats numériques obtenus.

Étant donné que l’objectif premier de ce problème concerne l’estimation des retards τk
k ∈ IK (i. e. le support de h?), il convient d’utiliser une autre mesure de performance
reflétant la capacité de l’algorithme à estimer correctement ce support (ce qui n’est pas le
cas du critère REQM). Nous avons donc tout simplement choisi de tracer la probabilité
d’estimation exacte des délais en fonction du SNR. Pour ce faire on compte le nombre de
fois (sur les 100 simulations à SNR fixé) où l’on a :

σ(ĥ) = σ(h?), (11.18)

(on rappelle que σ(·) est la fonction retournant le support de la solution) puis on divise le
résultat par le nombre de simulations (100).

3. On ne retient que la solution produisant la plus faible EQM parmi toutes les solutions obtenues avec les
différents λ testés.
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11.2.2.3 Résultats numériques

La figure 53 présente les résultats obtenus en termes d’EQM (gauche) et en termes de
probabilité d’estimation exacte du support (droite). On voit clairement le gain apporté par
la minimisation de GCEL0 en comparaison avec la minimisation directe de G`0 . En effet, les
résultats obtenus par minimisation de GCEL0 en utilisant FBS et IRL1 sont nettement meilleurs
que ceux obtenus avec l’algorithme IHT (i. e. FBS pour minimiser G`0) que ce soit en termes
d’EQM ou en termes d’estimation exacte du support. En particulier, pour des SNR forts (> 15
dB) les performances des algorithmes minimisant GCEL0 tendent vers la référence donnée par
l’estimateur oracle. Rappelons que le calcul de l’estimateur oracle nécessite la connaissance
du support de la solution ce qui n’est pas envisageable pour des situations réelles. Ici, nous
montrons qu’avec un choix du paramètre λ approprié, la méthode proposée est capable
d’atteindre cette performance «idéale» de l’estimateur oracle pour des SNR au dessus de
15 dB. Les mêmes conclusions peuvent être tirées des courbes de reconstruction exactes.
Au contraire, les deux critères révèlent des performances beaucoup moins bonnes pour IHT

qui ne parvient pas à estimer correctement le support et ce quelque soit le SNR. Par ailleurs,
on notera encore une fois que l’algorithme IRL1 se comporte mieux que FBS ce qui peux
s’expliquer par sa plus grande capacité à «éviter» des minima locaux de la fonctionnelle
GCEL0. Pour finir, notons qu’une minimisation `1 pour ce problème produit des résultats
encore moins bons que ceux obtenus avec l’algorithme IHT (voir Chinatto et al., 2015).
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Figure 53 – Racine de l’EQM (gauche) et probabilité d’estimation exacte du support de la solution
(droite) en fonction du SNR pour les algorithmes FBS et IRL1minimisant GCEL0 et IHT mini-
misant G`0 . Les courbes sont déterminées en moyennant les résultats obtenus pour 100
réalisations de bruit. Enfin, plusieurs valeurs de λ sont testées pour chaque réalisation
de bruit et seule la solution produisant la plus faible REQM est alors utilisée pour le
calcul des moyennes.

Enfin, un point essentiel dans ce type de problèmes concerne le choix du paramètre λ.
Étant donné que pour chaque simulation nous avons considéré la solution minimisant la
REQM parmi les solutions obtenues pour différentes valeurs de λ, nous pouvons tracer
l’évolution de la valeur du λ sélectionné (en moyenne) en fonction du SNR. La figure 54

présente les courbes obtenues. On peut voir que plus le SNR est faible, plus il faut donner
de l’importance au terme de régularisation. En d’autres termes, plus les données sont
bruitées plus l’estimation requiert d’information a priori. Par ailleurs, alors que les courbes
pour FBS et IRL1 sont similaires, IHT nécessite de prendre des valeurs de λ beaucoup plus
grandes. Étant donné que les minimiseurs locaux de G`0 ne dépendent pas de λ (Nikolova,
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2013, remarque 5), le fait de devoir considérer des λ plus grands pour IHT est une manière
d’éviter de «mauvais» minima locaux.

Les courbes de la figure 54 peuvent également être utilisées afin de choisir la valeur de
λ dans le cas de données réelles pour lesquelles une estimation du SNR est disponible.
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Figure 54 – Valeur moyenne (sur les 100 simulations de problèmes) du paramètre λ sélectionné
(comme étant celui résultant en la solution minimisant la REQM parmi l’ensemble des
valeurs testées) en fonction du SNR pour les algorithmes FBS, IRL1 (minimisation de
GCEL0) et IHT (minimisation de G`0 ).

11.2.3 Problème d’estimation des directions d’arrivées

Un autre problème classique en traitement d’antennes, et plus précisément en array pro-
cessing, 4 concerne l’estimation des directions d’arrivées 5 d’un signal, généré par un en-
semble fini de sources, sur un ensemble d’antennes (array) de géométrie connue. Ce pro-
blème est rencontré dans de nombreuses applications à commencer par le développement
de systèmes radars/sonars ou encore dans le contexte des communications sans fils.

11.2.3.1 Modélisation

Dans ce travail, nous considérons les systèmes radio (utilisant des ondes radio) ainsi
que le cas d’un ensemble de M antennes omnidirectionnelles 6 équidistantes d’une demi-
longueur d’onde (de l’onde radio considérée) le long d’un axe. Ce type de configuration
est appelé en anglais Uniform Linear Array (ULA) et nous utiliserons cette notation dans
la suite. Soient K signaux incidents sk (k ∈ IK) à bande limité, arrivant sur le ULA avec
des directions d’arrivées φk ∈ [−90°,+90°] (k ∈ IK) calculées depuis la normale à l’axe
contenant les antennes comme cela est représenté sur la figure 55. À chaque instant t, le
signal reçu par l’antenne m ∈ IM est donné par (Tuncer et Friedlander, 2009) :

ym(t) =
∑
k∈IK

sk(t)e
jπ(m−1) sin(φk) + bm(t), (11.19)

où bm (m ∈ IM) est un bruit additif associé à la m-ème antenne.

4. Thématique de recherche s’intéressant à l’estimation des caractéristiques de signaux à partir de données
mesurées par un ensemble d’antennes de géométrie connue.

5. Direction of Arrivals (DoA) en anglais.
6. i. e. qui rayonnent uniformément dans toutes les directions du plan horizontal.
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Figure 55 – Représentation de deux signaux s1(t) et s2(t) arrivant sur un ULA constitué de M
antennes omnidirectionnelles espacées d’une demi longueur d’onde.

En notant

ak(φk) =
[
1, ejπ sin(φk), ej2π sin(φk), . . . , ejπ(M−1) sin(φk)

]T
, (11.20)

le vecteur de direction (steering vector) du k-ème signal, le modèle à l’instant t pour l’en-
semble des M antennes est donné par :

y(t) = Aφs(t) + b(t), (11.21)

avec les variables y(t) = [y1(t), . . . , yM(t)]T ∈ CM, b(t) = [b1(t), . . . , bM(t)]T ∈ CM,
s(t) = [s1(t), . . . , sK(t)]

T ∈ CK et la matrice Aφ = [a1(φ1), . . . , aK(φK)] ∈ CM×K. En
prenant des mesures pour différents temps tl, l ∈ IL, on a

Y = AφS+B, (11.22)

où Y, S et B sont maintenant des matrices contenant les vecteurs de (11.21) pour les
différents temps tl : Y = [y(t1), . . . , y(tL)] ∈ CM×L, B = [b(t1), . . . , b(tL)] ∈ CM×L et
S = [s(t1), . . . , s(tL)] ∈ CK×L. Dans la littérature les modèles (11.21) et (11.22) sont sou-
vent nommés respectivement Single Measurement Vector (SMV) et Multiple Measurement
Vector (MMV).

L’objectif étant d’estimer les directions d’arrivées φk (k ∈ IK), le modèle (11.22) est
donc non linéaire par rapport aux variables d’intérêt. Une idée consiste alors à linéariser
le problème en découpant l’ensemble des angles possibles [−90°,+90°] en N intervalles
de taille ∆φ° (voir figure 56 gauche). On obtient de la sorte N steering vectors candidats
an (voir équation (11.20)), permettant de définir une nouvelle matrice AN ∈ CM×N. En
prenant ∆φ petit, nous avons N � K et le problème est alors réduit à l’estimation d’une
matrice SN ∈ CN×L parcimonieuse selon les lignes avec uniquement K lignes non-nulles
(voir figure 56 droite). Les positions des lignes non-nulles étant alors caractéristiques des
directions d’arrivées. Le modèle devient :

Y = ANSN +B. (11.23)

Nous sommes donc exactement dans le cadre de la parcimonie structurée par ligne
introduite dans la section 11.2.1 et nous pouvons donc utiliser l’extension de la pénalité
CEL0 associée (11.9).
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Figure 56 – Linéarisation du modèle DoA par discrétisation des directions d’arrivées (gauche) et
matrice SN pour deux signaux incidents s1(t) et s2(t) (droite).

11.2.3.2 Génération des données, algorithmes et critères de performance

simulations des données Nous nous proposons de réaliser des simulations en
considérant :

— un ULA constitué de M = 10 antennes omnidirectionnelles espacées de la moitié de
la longueur d’onde utilisée ;

— deux signaux incidents (K = 2) à bande étroite, arrivant sur le ULA respectivement
avec les directions φ1 = 0° et φ2 = 5°. La proximité de ces deux directions d’arrivées
rend le problème plus difficile et permet de tester les limites des algorithmes ;

— L = 10 pas de temps ;
Enfin, comme précédemment, plusieurs valeurs de SNR sont considérées ([0 : 5 : 40] dB)

et 100 générations de bruit sont réalisées pour chaque SNR afin de moyenner les résultats.

algorithmes Au vu du problème, nous considérons les versions structurées (selon les
lignes) G`2,0 et GCEL20 présentées dans la section 11.2.1. La minimisation de ces fonction-
nelles est quant à elle toujours effectuée avec les algorithmes FBS et IRL1 pour GCEL20 et IHT

(FBS) pour G`2,0 . Notons que les opérateurs proximaux nécessaires pour la mise en œuvre
de ces algorithmes sont définis par les mêmes expressions que dans le cas vectoriel réel en
remplaçant les valeurs absolues par la norme euclidienne ‖ · ‖ et sign(x) par

x
‖x‖

si x 6= 0,

0 si x = 0.
(11.24)

Afin de déterminer les estimés φ̂1 et φ̂2, nous considérons une discrétisation de l’en-
semble [−45°,+45°] de pas ∆φ = 1° résultant en une matrice AN ∈ C10×91. Étant donné
que le nombre d’antennes est M = 10 et que les deux angles incidents sont espacés de 5°,
les sources ne sont pas séparées par beamforming puisque les deux signaux sont dans la
région (3 dB) du lobe principal qui est de l’ordre de 10°, ce qui rend le problème d’esti-
mation difficile. Enfin, comme pour le cas de l’estimation de canal, plusieurs valeurs du
paramètres λ sont testées de 0.5 à 20 par pas de 0.5 et les algorithmes sont initialisés par
une solution nulle et limités à 10000 itérations.

Pour finir, il existe deux algorithmes très répandus pour ce type de problème qui sont les
algorithmes MUltiple SIgnal Classification (MUSIC) (Schmidt, 1986) et Estimation of Signal
Parameters via Rotational Invariance Technique (ESPRIT) (Roy et Kailath, 1989). Dans la
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suite, nous utiliserons l’algorithme MUSIC à titre de comparaison. Notons que ce dernier
n’étant pas basé sur une grille discrète d’angles, la solution obtenue est projetée sur la grille
utilisée par les autres algorithmes. Plus précisément, à partir des deux angles estimés par
MUSIC (il utilise le fait que deux angles sont recherchés), nous construisons le support ω
(de taille 2) correspondant sur notre grille d’angles. Ensuite, nous obtenons ŜN avec (11.26)
(voir ci-après) qui est maintenant comparable aux sorties des autres algorithmes considérés.

critères de performances Tout comme pour le problème d’estimation de canal,
nous nous intéressons à la racine de l’EQM définie ici, pour un SNR fixé, par :

REQM =

√√√√ 1

100× L

100∑
i=1

‖SN − ŜiN‖2, (11.25)

où SN est la matrice recherchée composée de deux lignes non nulles dont les positions
correspondent aux deux angles φ1 et φ2, et ŜiN est la solution estimée lors de la i-ème
génération de bruit 7 pour le SNR considéré. Notons que la principale difficulté étant l’es-
timation du support, la matrice ŜiN dans (11.25) est considérée comme étant la solution
moindres carrés sur le support estimé. Autrement dit, en notant ω ⊆ {1, . . . ,N} le support
estimé, nous considérons

ŜiN =

{
(AN)

†
ωY sur ω,

0 sinon,
(11.26)

où (AN)
†
ω est la pseudo inverse de la restriction de AN aux colonnes indexées par les

éléments de ω.
La racine de l’EQM de l’estimateur oracle, pour un SNR fixé, est donnée ici par :

REQMOracle =
√
σ2ntr{[(AN)Hω∗(AN)ω∗ ]−1}, (11.27)

où ω∗ correspond au support exact sur notre grille d’angles. Les résultats seront donc
présentés en comparaison avec les performances de l’oracle.

La racine de l’EQM ne reflétant ni la parcimonie de la solution, ni la capacité de l’algo-
rithme à déterminer le support exact de cette dernière, nous présenterons conjointement
aux courbes REQM, les probabilités d’estimation exacte du support.

11.2.3.3 Résultats numériques

La figure 57 (gauche) présente l’évolution de la racine de l’EQM en fonction du SNR

pour les différents algorithmes considérés. Comme on pouvait s’y attendre, les erreurs
augmentent lorsque le SNR diminue. Pour des niveaux de bruit faibles (SNR forts), les
performances des algorithmes minimisant la fonctionnelle CEL20 ainsi que l’algorithme
MUSIC atteignent les performances de l’oracle. Cependant, pour des SNR en dessous de
25 dB, IRL1-CEL20 et FBS-CEL20 produisent de meilleurs résultats que les deux autres
algorithmes. De plus, on retrouve encore le meilleur comportement de IRL1 en comparaison
avec FBS pour la minimisation de GCEL20 . Notons aussi la très mauvaise performance de IHT

qui s’explique par le fait que cet algorithme échoue à trouver une solution parcimonieuse
pour la configuration étudiée. En effet, pour l’ensemble des simulations effectuées, les
solutions estimées avec IHT ont toujours un support étalé autour des deux positions exactes.

7. Une fois de plus, nous retenons la solution pour laquelle l’erreur est la plus faible parmi les solutions
obtenues avec les différents λ considérés.
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Étant donné que MUSIC utilise le fait qu’il y a deux signaux incidents à estimer, nous avons
introduit cette connaissance dans le calcul de la REQM pour les trois autres algorithmes.
Pour ce faire, pour chaque solution déterminée, nous considérons que le support estimé
contient seulement les indices des deux lignes de plus grande norme. Ensuite ŜiN est calculé
avec (11.26) pour ce support de taille 2. Les résultats sont présentés sur la figure 57 (droite).

Alors que cette modification affecte très peu les résultats de IRL1-CEL20 et FBS-CEL20,
les performances de IHT sont considérablement améliorées. Ainsi, en utilisant le même
a priori que MUSIC, IHT obtient de meilleures performances que ce dernier en régime de
faible SNR. Cependant, les méthodes fondées sur la minimisation de la fonctionnelle CEL20
restent les plus performantes dans un tel régime de bruit.
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Figure 57 – Racine de l’erreur quadratique moyenne en fonction du SNR pour les algorithmes FBS
et IRL1 minimisant la fonctionnelle GCEL20 , IHT minimisant G`2,0 et l’algorithme MUSIC.
Les courbes sont déterminées en moyennant les résultats obtenus pour 100 réalisations
de bruit. Enfin, plusieurs valeurs de λ sont testées pour chaque réalisation de bruit et
seule la solution produisant la plus faible REQM est alors utilisée pour le calcul des
moyennes. La figure de gauche calcule la REQM en considérant le support estimé tout
entier alors que celle de droite réduit le support estimé aux deux lignes de plus grande
norme.

Enfin, les probabilités d’estimation exacte du support de la solution présentées sur la
figure 58 viennent renforcer les observations faites à partir de la racine de l’EQM.

11.3 microscopie palm/storm et super-résolution

Ce dernier exemple d’application pour lequel minimiser la fonctionnelle GCEL0 s’avère per-
tinent concerne la microscopie PALM/STORM. Ce travail préliminaire, et toujours en cours
au moment de l’écriture de ce manuscrit, a été effectué avec Simon Gazagnes lors de son
stage de master au sein de l’équipe MORPHEME.

11.3.1 Principe de la microscopie PALM/STORM

Les techniques PALM (Betzig et al., 2006) et STORM (Rust et al., 2006) sont fondées sur la
localisation de molécules isolées afin de «contourner» la limite de résolution de la microsco-
pie conventionnelle due à la diffraction de la lumière. Le principe repose sur l’utilisation
de protéines fluorescentes spécifiques dites photoactivables. De telles molécules sont carac-
térisées par deux états : un état non-fluorescent et un état fluorescent pour lequel elles
peuvent alors émettre lorsque qu’elles sont excitées avec une longueur d’onde appropriée.
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Figure 58 – Probabilité d’estimation exacte du support de la solution en fonction du SNR pour les
algorithmes FBS et IRL1 minimisant la fonctionnelle GCEL20 , IHT minimisant G`2,0 et
l’algorithme MUSIC. Les courbes sont déterminées en moyennant les résultats obtenus
pour 100 réalisations de bruit. Enfin, plusieurs valeurs de λ sont testées pour chaque
réalisation de bruit et seule la solution produisant la plus faible REQM est alors utilisée
pour le calcul des moyennes. IHT-bis correspond au cas où l’on restreint le support
estimé aux deux lignes de plus grande norme (cf. figure 57 droite).

Afin de pouvoir les imager, il est donc d’abord nécessaire de les activer pour les faire passer
dans leur état fluorescent (généralement avec une excitation dans l’ultraviolet) puis ce n’est
qu’une fois qu’elles sont dans cet état qu’il est possible de réaliser l’acquisition comme en
microscopie classique. Notons qu’ils est aussi courant d’utiliser des molécules photoconver-
tibles, possédant deux états de fluorescence sensibles à des longueurs d’onde différentes.
L’idée est donc de limiter le nombre de molécules qui émettent simultanément afin d’être
en mesure de les localiser précisément. Le processus d’acquisition, illustré par la figure 59,
consiste alors à répéter les trois étapes suivantes :

1. photoactivation de quelques molécules de l’échantillon ;

2. excitation des molécules photoactivées et acquisition d’une image par microscopie
classique ;

3. localisation des molécules (isolées) à partir de l’image basse résolution obtenue pré-
cédemment.

Figure 59 – Illustration du principe de la microscopie PALM/STORM. Image extraite et adaptée
de (Linde et al., 2011).

La partie qui nous intéresse ici concerne la localisation des molécules qui peut être for-
mulée comme un problème d’optimisation parcimonieuse que nous présentons dans le
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paragraphe suivant. Notons que de nombreuses méthodes ont été proposées pour réali-
ser une telle localisation et nous renvoyons le lecteur vers l’article de Sage et al. (2015)
comparant les performances de nombreux algorithmes proposés ces dernières années.

Enfin, il est important de souligner que cette technique de microscopie nécessite l’acqui-
sition d’un très grand nombre d’images (quelques centaines voire quelques milliers) pour
bien représenter l’objet biologique observé. Cela pose clairement un problème en ce qui
concerne la résolution temporelle que l’on peut espérer pour des acquisitions invivo. En
effet, si le déplacement des objets observés est trop rapide par rapport au temps nécessaire
pour l’acquisition de toutes les images utilisées pour la localisation, la méthode n’est pas
applicable. Cependant, ce temps peut être réduit en activant un nombre plus important
de molécules simultanément et ainsi en acquérant un nombre moins important d’images à
défaut de rendre le problème de localisation plus difficile avec le recouvrement des «spots»
présents sur les acquisitions. Il est alors important de s’intéresser à des méthodes de locali-
sation pouvant être précises lorsque la densité de fluorophores photoactivés est importante.

11.3.2 Un problème de reconstruction parcimonieuse

Soit Y ∈ RN×N une image correspondant à une acquisition obtenue suite à l’activation
de certaines molécules. Le but étant de localiser le plus précisément possible les molécules
à l’origine des «spots» sur l’image Y, nous cherchons la position de ces molécules sur une
grille L2 fois plus fine (L ∈N) définie en discrétisant chaque pixel de la grille de Y en L× L
pixels. Notre inconnue est donc une image X ∈ RNL×NL et le modèle linéaire (non-bruité)
de formation de l’image Y est donné par :

Y =ML

(
H(X)

)
, (11.28)

où H : RNL×NL −→ RNL×NL représente l’opération de convolution par le noyau Hker et
ML : RNL×NL −→ RN×N est l’opérateur moyennant les groupes de pixels L×L permettant
de passer de la grille haute résolution à la grille basse résolution initiale. Plus précisément,
pour X ∈ RNL×NL,

ML(X) =MXM
T , (11.29)

où M ∈ RN×NL est définie par

M =



1 · · · 1 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0

0 · · · 0 1 · · · 1
...

...
. . .

...
... 1 · · · 1 0 · · · 0
0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · 0 1 · · · 1


(11.30)

avec chaque séquence 1 · · · 1 de taille L. Étant donné qu’en pratique les données sont dé-
gradées par du bruit, 8 nous considèrerons le problème de moindres carrés pénalisé en
norme-`0 afin d’imposer des solutions parcimonieuses :

X̂ ∈ arg min
X∈RNL×NL

1

2
‖ML

(
H(X)

)
− Y‖2 + λ‖X‖0 + i>0(X), (11.31)

8. Les mêmes types de bruits que ceux présentés dans la section 1.3 page 20 sont présents ici.
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avec λ ∈ R?
+. Notons que ce problème est à résoudre pour chacune des multiples acqui-

sitions nécessaires à la reconstruction PALM/STORM et la somme de toutes les solutions
obtenues nous donnera l’image super-résolue recherchée.

Nous aborderons le problème (11.31) par minimisation de GCEL0 (en ajoutant également
le terme i>0(X), assurant la positivité de la solution, qui ne change en rien les résultats des
chapitres précédents) avec l’algorithme IRL1 étant donné que nous avons pu constater sur
les applications précédentes qu’il était plus efficace que l’algorithme FBS.

En ce qui concerne la norme des colonnes de l’opérateur ML

(
H(·)

)
, nécessaires à la dé-

finition de la pénalité CEL0, nous n’en avons pas une expression exacte. Si il n’y avait que
l’opérateur de convolution, alors toutes les colonnes auraient la même norme qui serait
égale à la norme du noyau Hker. Cependant, du fait de l’opérateur ML moyennant les
pixels L par L, cela n’est plus vrai ici. Une façon de procéder consiste alors à considérer
tous les vecteurs ei ∈ RNL×NL de la base canonique de RNL×NL et à calculer ‖ML

(
H(ei)

)
‖

correspondant à la norme de la i-ème colonne de l’opérateur linéaire. Notons qu’en procé-
dant de la sorte, les valeurs obtenues vont se répéter périodiquement et il n’y a en fait que
L2 coefficients à déterminer.

11.3.3 Capacité de l’algorithme à séparer trois points sources

Nous nous sommes tout d’abord intéressés à la capacité de l’algorithme à séparer trois
points sources. Pour ce faire, nous avons généré des images de taille 100 × 100 sur les-
quelles nous avons placé trois molécules sur un cercle de diamètre D centré sur l’image. La
variation du diamètre du cercle nous permet ainsi de modifier la distance entre les points
afin de tester les limites de la méthode. Des exemples de simulations sont présentés sur la
ligne du haut de la figure 61.

Ensuite, l’acquisition PALM (i. e. qui en pratique correspondrait à une seule activation de
molécules) est réalisée en considérant une PSF gaussienne donnée par :

Hker(x, y) =
1

σh
√
2π

exp
(
−

x2 + y2

2σ2h

)
, (11.32)

avec σh = 15 px, et en utilisant des grilles d’acquisition de taille 50× 50 (N = 50 et L = 2),
25× 25 (N = 25 et L = 4) et 10× 10 (N = 10 et L = 10). La figure 60 présente la PSF utilisée
(sur la grille 100× 100) et la figure 61 montre les acquisitions obtenues avec les trois grilles
basse résolution considérées.

Figure 60 – PSF gaussienne σ = 15 px utilisée pour les expériences menées dans cette section.
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Figure 61 – Images simulées avec trois molécules localisées sur un cercle de diamètre 4 px, 20 px
et 40 px (ligne du haut de gauche à droite). Les autres images correspondent aux
acquisitions associées, utilisant le noyau de convolution de la figure 60 et les grilles
grossières de tailles (de haut en bas) 50× 50, 25× 25 et 10× 10.

Les résultats obtenus avec l’algorithme IRL1 sont reportés dans la table 6 pour différents
diamètres D, pour les trois grilles basse résolution mentionnées précédemment et enfin
pour différentes valeurs du paramètre de régularisation λ. Ces résultats sont présentés en
terme de nombre de molécules estimées (i. e. taille du support de X ∈ R100×100) et les cas
où la position des molécules a été exactement déterminée sont en bleu.

On peut voir qu’au delà d’un diamètre de 12 px (pour lequel l’intersection des «taches»
sur les acquisitions est déjà très importante au vu des exemples de la figure 61), il y a
toujours des valeurs de λ pour lesquelles on retrouve exactement la position des molécules.
Notons par ailleurs qu’il y a généralement une plage de valeurs de λ pour lesquelles nous
avons une reconstruction exacte et que cette plage varie peu en fonction du diamètre (donc
en fonction de la distance entre les points) et de la taille de la grille basse résolution. Dans
ce cas idéal non bruité, il est donc possible d’améliorer la résolution d’un facteur 10 tant
que les molécules activées ne sont pas trop proches. Cependant, elles peuvent être tout de
même suffisamment proches pour ne pas être distinguables sur les acquisitions.
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Taille Acqui D (px) λ→ 10000 1000 500 100 50 10 1 0.1 0.01

4 1 1 1 1 1 8 32 39 41

8 1 1 1 2 2 2 55 83 90

50× 50 12 1 3 3 3 3 9 39 53 62

20 1 3 3 3 3 19 26 31 31

40 0 3 3 3 3 15 15 15 15

4 1 1 1 5 10 31 37 41 41

8 1 1 1 1 1 3 78 103 110

25× 25 12 1 3 3 3 3 33 54 69 70

20 1 3 3 5 19 24 31 31 32

40 3 3 3 9 15 15 15 15 15

4 1 1 9 27 31 33 41 41 41

8 1 1 1 3 7 49 105 117 121

10× 10 12 3 3 3 23 37 52 68 73 77

20 3 3 9 23 24 31 33 33 33

40 3 5 15 15 15 15 15 17 17

Table 6 – Nombre de molécules reconstruites pour les différentes configurations de la figure 61

(différents diamètres D du cercle sur lequel sont générées les molécules et différentes
grilles d’acquisition). Les reconstructions sont effectuées sur une grille de taille 100× 100.
Plusieurs valeurs du paramètre de régularisation λ sont reportées et les reconstructions
exactes sont représentées en bleu.

Afin de raffiner les résultats présentés dans la table 6, nous avons procédé à une re-
cherche dichotomique sur λ afin d’obtenir une reconstruction exacte pour les diamètres
D = 4 px et D = 8 px. Les résultats sont présentés dans la table 7. Nous pouvons voir
que pour un diamètre D = 8px, nous avons toujours trouvé une valeur de λ permettant
de reconstruire exactement les molécules simulées. Notons que la recherche dichotomique
est stoppée dès qu’une reconstruction exacte a été réalisée et les valeurs de λ présentées
dans la table 7 ne sont donc sans doute pas les seules permettant un tel résultat. En ce
qui concerne le cas D = 4 px, nous n’avons jamais trouvé de λ permettant une localisation
exacte et nous atteignons ici les limites de la méthode utilisée.

D (px) 50× 50 25× 25 10× 10

4 X X X
8 λ = 3 λ = 8.5 λ = 47.5

Table 7 – Recherche dichotomique du paramètre λ pour avoir reconstruction exacte. Les croix
rouges signifient que l’intervalle de recherche sur λ a été réduit à une taille de 10−5 sans
jamais obtenir de reconstruction exacte.

11.3.4 Résultats numériques dans le cas bruité en fonction de la densité de molécules

Nous nous intéressons maintenant à l’étude des performances de la méthode pour des
données bruitées contenant différentes densités de molécules. Ces dernières sont générées
sur une image de taille 512× 512 où les pixels sont considérés de taille 25 nm. Cinq densités
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de molécules sont utilisées : 1, 2.5, 5, 7, 5 et 10 µm−2. Ensuite, nous prenons σh = 150 nm
et L = 4 produisant ainsi des données de taille 128× 128 pour lesquelles la taille du pixel
est de 100 nm. Des exemples de telles acquisitions pour les différentes densités considérées
sont présentés sur la figure 62. Enfin, un bruit poissonnien est ajouté à ces données afin
d’avoir un SNR de 10 dB ou 20 dB avec :

SNR = 10 log10

(
‖Y?‖2

‖Y? − Yb‖2

)
, (11.33)

où Y? et Yb représentent respectivement les données non-bruitées et bruitées.

Figure 62 – Exemples d’acquisitions 128× 128 (taille pixel 100 nm) avec des densités de molécules
égales à (de gauche à droite) : 1 µm−2, 5 µm−2 et 10 µm−2.

Pour chaque densité et chaque SNR considéré, nous avons généré 20 réalisations de bruit
puis minimisé GCEL0 avec l’algorithme IRL1 afin de reconstruire les molécules simulées sur
la grille haute résolution 512× 512. Différentes valeurs du paramètre λ sont utilisées et
pour chaque solution ainsi obtenue, nous calculons le nombre de molécules correctement
détectées (CD), le nombre de fausses alarmes (FA) et le nombre de non détections (ND).
Afin de déterminer ces quantités, un graphe biparti est construit entre les molécules es-
timées et celles de la vérité de terrain (VT) permettant ainsi de réaliser un appariement
entre ces molécules de sorte à minimiser la somme des distances entre les molécules de
chaque appariement (Sage et al., 2015). De plus, une molécule estimée peut être appariée
avec une molécule VT uniquement si la distance les séparant est inférieure à une tolérance
∆ comme cela est schématisé sur la figure 63. Toutes les molécules appariées sont ainsi
classées comme CD, les molécules estimées restantes comme FA et les molécules VT non
appariées comme ND. Finalement, les performances seront évaluées en termes d’indice de
Jaccard défini par :

Jacc (%) :=
CD

CD + FA + ND
× 100. (11.34)

∆ ∆∆

VT
CD
FA
ND

Figure 63 – Exemple d’appariements (flèches bleues) entre des molécules de la vérité de terrain
(VT) et des molécules estimées. Les disques de tolérance de rayon ∆ sont représentés
ainsi que les molécules CD, FA et ND.
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D’autre part, nous utilisons comme référence l’algorithme DAOSTORM (Holden et al.,
2011) qui s’est avéré être bien approprié pour des données haute densité (Sage et al., 2015).
Tout comme l’algorithme MUSIC pour l’estimation des direction d’arrivées, l’algorithme
DAOSTORM retourne des positions absolues. Afin d’être en mesure de comparer les résul-
tats, nous avons donc projeté les molécules estimées par DAOSTORM sur la grille utilisée
par notre méthode.

La figure 64 présente l’évolution de l’indice de Jaccard (moyenné sur les 20 réalisations
de bruit) 9 en fonction de la densité de molécules simulées pour deux SNR différents. Ici
le calcul des DC, FA et ND est réalisé à partir d’une tolérance de ∆ = 100 nm ce qui
correspond à un tiers de la largeur à mi-hauteur de la PSF utilisée (≈ 2.355σh = 350.25 nm).
Clairement, on peut observer que l’indice de Jaccard décroît avec la densité de molécules
ce qui est en accord avec l’augmentation de la difficulté du problème de localisation. Par
ailleurs, nous pouvons voir que la minimisation de CEL0 avec l’algorithme IRL1 fournit de
meilleurs résultats que l’algorithme DAOSTORM. De plus, l’écart entre les performances
des deux méthodes augmente avec la densité.
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Figure 64 – Évolution de l’indice de Jaccard (moyenné sur les 20 réalisations de bruit) en fonction
de la densité des molécules simulées. Les courbes discontinues représentent l’écart type.
Gauche : SNR 10 dB. Droite : SNR 20 dB.

11.3.5 Un exemple sur des données réelles

Pour terminer, nous donnons un exemple sur des données réelles qui ont été proposées
pour le challenge ISBI 2013 dédié aux méthodes de localisation en microscopie de super-
résolution 10. Quelques acquisitions, parmi l’ensemble des 500 images acquises pour cet
échantillon de microtubules, sont présentées sur la figure 65. Remarquons que la densité
de molécules est très élevée. Ces images ont une taille de 128× 128 et la taille du pixel
est de 100 nm. La PSF est considérée gaussienne avec σh = 151 nm d’après la mesure
expérimentale réalisée par Chahid (2014).

Les résultats, pour L = 4 (donc la taille de l’image haute résolution est 512× 512 avec
une taille de pixel de 25 nm), sont présentés sur la figure 66. On peut apprécier le gain en
résolution obtenu et notamment la meilleure séparation des différentes fibres produite par

9. Pour chaque SNR et chaque réalisation de bruit, nous retenons l’estimation ayant le meilleur indice de
Jaccard parmi les solutions obtenues avec les différentes valeurs des paramètres testées.

10. http://bigwww.epfl.ch/smlm/challenge2013/index.html

http://bigwww.epfl.ch/smlm/challenge2013/index.html
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IRL1-CEL0 en comparaison avec DAOSTORM. Notons également qu’un nombre important
de molécules ont été reconstruites permettant de bien représenter les structures sur l’image
haute résolution, ce qui n’est pas toujours le cas avec des acquisitions ayant une telle
densité de molécules (voir par exemple les résultats de certains algorithmes sur ce même
échantillon qui sont présentés dans (Chahid, 2014)).

Figure 65 – Quelques acquisitions réelles parmi les 500 images acquises pour cet échantillon. La
densité de molécules activées sur ces acquisitions est forte.

Figure 66 – Somme des 500 acquisitions PALM dont certaines sont présentées sur la figure 65

(gauche). Image haute résolution reconstruite par DAOSTORM (centre) et par IRL1-
CEL0 (droite). Les images haute résolution sont reconstruites pour L = 4.

11.4 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté plusieurs applications en traitement du signal et
des images pour lesquelles la minimisation de GCEL0, avec des algorithmes de l’état de l’art
mais aussi avec la stratégie GNC ainsi que la méthode calculant un «chemin de régularisa-
tion» présentées dans le chapitre 10, est pertinente. Pour tous ces problèmes, la solution
est directement parcimonieuse et nous n’en cherchons pas une représentation parcimo-
nieuse dans une certaine base. Ainsi, imposer une parcimonie «stricte» avec la norme-`0
est complètement justifié. Par ailleurs, nous avons également vu avec le problème DoA que
les propriétés obtenues pour la pénalité CEL0 dans les chapitres précédents sont également
valables pour une parcimonie structurée par ligne.
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Les résultats obtenus pour ces différentes applications se sont révélés être plus précis (ou
au moins aussi bons dans certains cas), en terme de localisation du support, que d’autres
algorithmes de la littérature proposés pour de tels problèmes. Tous ces résultats sont donc
très encourageants et motivants pour la conception ou l’amélioration d’algorithmes per-
mettant de mieux minimiser GCEL0.

Enfin, il est à noter que si nous avons utilisé l’algorithme GNCeloRP uniquement pour la
déconvolution de trains d’impulsions, cela est purement chronologique, le développement
de la méthode GNCeloRP ayant été effectuée en fin de thèse. Nous prévoyons par la suite de
tester cette méthode sur les autres problèmes considérés dans ce chapitre.
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Dans la lignée des résultats du chapitre 9 mais aussi par rapport aux idées développées
dans (Le Thi et al., 2015), il semble tout à fait pertinent de s’intéresser à une vue unifiée
des approximations continues de la norme-`0 dans le contexte des relaxations continues
exactes de G`0 dont nous rappelons l’expression

G`0(x) =
1

2
‖Ax − d‖2 + λ‖x‖0, (12.1)

où A ∈ RM×N, d ∈ RM et λ ∈ R?
+. Dans la suite, nous considérons des approximations

continues de la norme-`0 de la forme :

Φ(x) =
N∑
i=1

φi(xi), (12.2)

où les φi sont des pénalités continues 1D approchant λ| · |0. Nous obtenons ainsi des re-
laxations continues de G`0 définies par

G̃(x) =
1

2
‖Ax − d‖2 +Φ(x). (12.3)

Considérons maintenant une matrice (de manière équivalente un opérateur linéaire) A ∈
RM×N. L’objectif de ce chapitre concerne alors la détermination de conditions nécessaires et
suffisantes sur φi (conditions qui peuvent dépendre des éléments de A mais ne requièrent
aucune hypothèse sur A) assurant les deux propriétés suivantes pour tout d ∈ RM :

arg min
x∈RN

G̃(x) = arg min
x∈RN

G`0(x), (P1)

x̂ minimiseur (local) de G̃ =⇒ x̂ minimiseur (local) de G`0 . (P2)

En d’autres termes, nous souhaitons déterminer une classe de relaxations continues de
G`0 , préservant tous ses minimiseurs globaux et pour lesquelles tout minimiseur local
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est aussi un minimiseur local de la fonctionnelle initiale G`0 . Notons que d’après (P2), G̃
peut potentiellement éliminer des minimiseurs locaux (non-globaux) de G`0 ce qui est une
propriété intéressante pour une telle fonctionnelle non-convexe. D’autre part, les approxi-
mations 1D φi dépendent de λ, peuvent dépendre de A mais ne doivent pas dépendre de
d. En effet, l’approximation recherchée peut dépendre du problème (défini par la matrice
A) mais doit rester indépendant des données dans le but de pouvoir utiliser la même
relaxation pour toutes les données acquises par un même système.

Ce travail a été soumis à SIAM Journal on Optimization (SIOPT) (Soubies et al., 2016b).

12.1 étude unidimensionnelle

Nous commençons encore une fois avec une étude en dimension 1 où nous considérons
le problème

û ∈ arg min
u∈R

g0(u) :=
1

2
(au− d)2 + λ|u|0, (12.4)

avec a ∈ R?
+, λ ∈ R?

+ et d ∈ R. Nous sommes intéressés par une relaxation continue de
λ| · |0, notée φ, associée à la relaxation de g0 suivante :

g̃(u) :=
1

2
(au− d)2 +φ(u). (12.5)

L’objectif est alors de dériver des conditions nécessaires et suffisantes sur cette pénalité
φ assurant la validité des propriétés (P1) et (P2) pour g̃. Afin d’éviter de définir φ à une
constante additive près, nous considérons la condition supplémentaire (naturelle) suivante :

min
u∈R

g0(u) = min
u∈R

g̃(u). (12.6)

D’autre part, nous considérons uniquement les pénalités φ indépendantes de d (i. e. les
conditions que nous recherchons ne doivent pas dépendre de d) afin d’être en mesure
d’étendre les résultats obtenus en dimension 1 au cas d’une dimension quelconque N
mais aussi, comme nous l’avons mentionné précédemment, dans le but de pouvoir utiliser
l’approximation définie quelque soit les observations pour un problème donné (i. e. pour
a donné).

Par ailleurs, tout au long du chapitre, nous considèrerons les deux hypothèses suivantes
sur φ.

Hypothèse 12.1. φ est deux fois continument différentiable (C2) sur R sauf en un nombre
fini de points de R appartenant à un ensemble que l’on notera B. De plus, pour tout
v ∈ B, les limites

lim
u→v
u<v

φ ′(u) et lim
u→v
u>v

φ ′(u) (12.7)

existent et sont différentes (i. e. φ n’est pas différentiable sur B).

Hypothèse 12.2. φ est localement Lipschitz, c’est à dire ∀u ∈ R,

∃ε > 0, ∀(v, v ′) ∈]u− ε, u+ ε[2, |φ(v) −φ(v ′)| 6 Ku|v− v
′|, (12.8)
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pour Ku positif.

Tout d’abord, nous rappelons la caractérisation des minimiseurs globaux de g0 déjà
utilisée dans le chapitre 9.

Proposition 12.3 (Minimiseurs globaux de g0). Soient a ∈ R?
+, λ ∈ R?

+ et d ∈ R. Alors,
un minimiseur global, u? ∈ R, de g0 vérifie

u? =

{
0 ssi |d| 6

√
2λ,

d
a ssi |d| >

√
2λ.

(12.9)

Démonstration. Il est clair que g0 admet toujours deux minimiseurs (locaux) u1 = 0 et
u2 =

d
a . Alors, en remarquant que

g0(0) =
d2

2
and g0

(
d

a

)
= λ, (12.10)

la preuve est terminée.

Ensuite, dans le but d’assurer la préservation des minimiseurs globaux de g0 par g̃, il est
nécessaire dans un premier temps de caractériser les points critiques de g̃ (i. e. les points
û ∈ R tels que 0 ∈ ∂g̃(û) où ∂g̃ définit le gradient généralisé de g̃ (Clarke, 1990)) et ensuite
d’assurer que les minimiseurs globaux de g0 sont des points critiques de g̃.

Nous rappelons tout d’abord la définition de la dérivée directionnelle généralisée de
Clarke pour φ au point u ∈ R dans la direction w ∈ R :

φ◦(u;w) := lim sup
v→u
t↓0

φ(v+ tw) −φ(v)

t
, (12.11)

à partir de laquelle nous pouvons définir le gradient généralisé de Clarke (1990) :

∂φ(u) := {ξ ∈ R : φ◦(u;w) > ξw, ∀w ∈ R}. (12.12)

Ces définitions sont données sous l’hypothèse 12.2. La proposition suivante caractérise les
points critiques de g̃.

Proposition 12.4 (Points critiques de g̃). Soient a ∈ R?
+, λ ∈ R?

+ et d ∈ R. Alors, û ∈ R est
un point critique de g̃ (i. e. 0 ∈ ∂g̃(û)) si et seulement si{

ad− a2û ∈
[

¯
δû, δ̄û

]
ssi û ∈ B,

a2û− ad+φ ′(û) = 0 ssi û ∈ R \B,
(12.13)

où

∀v ∈ B,
¯
δv = min{l−v , l

+
v } et δ̄v = max{l−v , l

+
v }, (12.14)

avec

l−v = lim
u→v
u<v

φ ′(u) et l+v = lim
u→v
u>v

φ ′(u). (12.15)
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Démonstration. Considérons le cas u ∈ R \ B. D’après (Clarke, 1990, corollaire de la pro-
position 2.1.2), ∂φ(u) est réduit au singleton {φ ′(u)} si et seulement si φ est continument
différentiable dans un voisinage de u. Ainsi, ∂φ(u) = {φ ′(u)} pour tout u ∈ R \ B par
l’hypothèse 12.1.

Considérons maintenant le cas u ∈ B. Alors nous avons d’après (Clarke, 1990, corolaire
du théorème 2.5.1) que

φ◦(u;w) = lim sup
v→u

{φ ′(v)w : v /∈ S∪B}, (12.16)

où S est un ensemble de mesure nulle. Cette égalité avec la définition donnée en (12.12)
entraîne

ξ ∈ ∂φ(u) ⇐⇒ ∀w ∈ R, lim sup
v→u

{φ ′(v)w : v /∈ S∪B} > ξw

⇐⇒

 ∀w ∈ R+, w× lim sup
v→u

{φ ′(v) : v /∈ S∪B} > ξw

∀w ∈ R−, w× lim inf
v→u

{φ ′(v) : v /∈ S∪B} > ξw

⇐⇒ lim inf
v→u

{φ ′(v) : v /∈ S∪B} 6 ξ 6 lim sup
v→u

{φ ′(v) : v /∈ S∪B}

⇐⇒ min{l−v , l
+
v } 6 ξ 6 max{l−v , l

+
v },

pour l−v et l+v donnés par (12.15) (notons que ces limites existent par l’hypothèse 12.1).
Ainsi, d’après ce qui précède, nous avons

∂φ(u) =

{ [
¯
δu, δ̄u

]
si u ∈ B,

{φ ′(u)} si u ∈ R \B.
(12.17)

Finalement, la différentiabilité du terme quadratique de (12.5) entraine

∂g̃(u) = a(au− d) + ∂φ(u), (12.18)

ce qui termine la preuve.

D’après les propositions 12.3 et 12.4, nous sommes maintenant en mesure de définir des
conditions sur φ nécessaires et suffisantes pour que les minimiseurs globaux u? ∈

{
0, da
}

de g0 soient des points critiques de g̃.

Lemme 12.5 (Les minimiseurs globaux de g0 sont des points critiques de g̃). Soient
a ∈ R?

+ et λ ∈ R?
+, alors les minimiseurs globaux de g0 sont des points critiques de g̃ pour tout

d ∈ R si et seulement si φ vérifie les deux conditions suivantes :

0 ∈ B et
¯
δ0 6 −

√
2λa et δ̄0 >

√
2λa, (12.19a)

B ⊂ [−
√
2λ/a,

√
2λ/a] et ∀u ∈ R \ [−

√
2λ/a,

√
2λ/a], φ ′(u) = 0, (12.19b)

Démonstration. La preuve est détaillée en annexe A.3.1 page 200.

Notons que lorsque d = ±
√
2λ, 0 et da sont tous deux des minimiseurs globaux de g0

et, sous les conditions (12.19), sont aussi des points critiques de g̃. La figure 67 illustre les
conditions (12.19).
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φ ′ = 0 φ ′ = 0

u

φ(u)

−
√
2λ
a

√
2λ
a

lim
u→0+

φ ′(u) >
√
2λa

Figure 67 – Illustration des conditions sur φ données par le lemme 12.5. Les flèches représentent
la condition (12.19a) (en rouge) avec des demi-tangentes admissibles pour φ en 0 (en
bleu). La zone rose sur laquelle φ doit être constante illustre la condition (12.19b).

Lemme 12.6. Soient a ∈ R?
+ et λ ∈ R?

+, alors g̃ n’admet aucun minimiseur global sur
] −
√
2λ
a , 0[∪]0,

√
2λ
a [ pour tout d ∈ R si et seulement si φ vérifie :

∀u ∈] −
√
2λ/a, 0[∪]0,

√
2λ/a[, φ(u) > φCEL0(a, λ;u), (12.20)

où φCEL0 est la pénalité CEL0 (1D) donnée en (9.5) (page 96).

Démonstration. La preuve est donnée en annexe A.3.2 page 202.

À partir du lemme 12.6, nous sommes en mesure de démontrer le théorème suivant
donnant des conditions nécessaires et suffisantes sur φ afin d’avoir la propriété (P1) pour g̃.

Theorème 12.7 (Conditions nécessaires et suffisantes pour (P1)). Soient a ∈ R?
+ et λ ∈

R?
+, alors g̃ a la propriété (P1) (et (12.6)) pour tout d ∈ R si et seulement si φ vérifie les trois

conditions suivantes :

φ(0) = 0, (12.21a)

∀u ∈ R\] −
√
2λ/a,

√
2λ/a[, φ(u) = λ|u|0 = λ, (12.21b)

∀u ∈] −
√
2λ/a,

√
2λ/a[\{0}, φ(u) > φCEL0(a, λ;u), (12.21c)

Démonstration. La preuve est présentée en annexe A.3.3 page 202.

Remarque 12.8. Il est à noter que (12.21c) impose à la pénalité φ d’être singulière à l’origine.
Nous retrouvons une fois de plus le fait que pour obtenir des solutions parcimonieuses, la
pénalité doit être non-différentiable en 0. De plus, la condition (12.21b) impose à la péna-
lité d’être constante pour |u| grand. Cette propriété était connue pour être une condition
permettant d’obtenir des solutions non-biaisées (Fan et Li, 2001).

Une illustration des conditions (12.21) est présentée sur la figure 68. Nous pouvons voir
qu’à l’intérieur de la zone grise, la pénalité peut être complètement arbitraire dès lors
qu’elle est continue, égale à 0 à l’origine et égale à λ en ±

√
2λ/a. Enfin, pour |u| >

√
2λ/a,
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λ

u

φ(u)

φCEL0

−
√
2λ
a

√
2λ
a

Figure 68 – Illustration des conditions données par le théorème 12.7. Les courbes rouges avec
le point rouge en 0 représentent les conditions (12.21). La zone grise représente la
région du plan admissible pour le graphe de φ. Un exemple de pénalité vérifiant les
conditions (12.21) est tracé en bleu.

la pénalité doit être constante égale à λ.

Maintenant que nous avons des conditions nécessaires et suffisantes sous lesquelles la
relaxation g̃ préserve tous les minimiseurs globaux de la fonctionnelle initiale g0 (i. e. elle
vérifie (P1)), nous pouvons nous intéresser au cas des minimiseurs locaux (non-globaux).
Le théorème suivant établit des conditions nécessaires et suffisantes sur φ afin que les deux
propriétés (P1) and (P2) soient vérifiées pour la relaxation g̃.

Theorème 12.9 (Conditions nécessaires et suffisantes pour (P1) et (P2)). Soient a ∈ R?
+ et

λ ∈ R?
+, alors g̃ a les deux propriétés (P1) et (P2) pour tout d ∈ R si et seulement si, en plus

des conditions (12.21) données par le théorème 12.7, φ vérifie des deux conditions suivantes :

∀u ∈ B \ {0}, lim
v→u
v<u

φ ′(v) > lim
v→u
v>u

φ ′(v), (12.22a)

∀u ∈]β−, β+[\B,

{
φ ′′(u) 6 −a2 et il existe un intervalle V ⊂ R \B

t.q. u ∈ V et ∀v ∈ V \ {u}, φ ′′(v) < −a2
(12.22b)

pour β− ∈
[
−
√
2λ/a, 0

[
(resp. β+ ∈

]
0,
√
2λ/a

]
) défini comme le plus grand (resp. le plus

petit) réel pour lequel φ est constante sur l’intervalle ] −∞, β−] (resp. [β+,+∞[). Avec cette
définition on a B ⊂ [β−, β+].

Démonstration. La preuve est donnée en annexe A.3.4 (page 203).

Remarque 12.10. Pour la pénalité CEL0 (9.5), la condition (12.22b) n’est pas vérifiée. En effet,
nous avons,

∀ 0 < |u| <

√
2λ

a
, φ ′′CEL0(a, λ;u) = −a2. (12.23)

Cependant, dans ce cas, lorsque φ ′CEL0(a, λ;u) = ad−a2u ⇔ |ad| =
√
2λa (par définition de

CEL0), tous les points de l’intervalle [0,
√
2λ
a ] (resp. [−

√
2λ
a , 0] suivant le signe de la quantité

ad) sont des minimiseurs de g̃ et on peut aisément en déduire un minimiseur de g0 par un
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simple seuillage (théorème 9.21 page 104). De plus, la condition (12.21c) n’est également
pas vérifiée par φCEL0. Au final, CEL0 peut être vu comme la limite inférieure de la classe de
pénalités résultant des conditions données par les théorèmes 12.7 et 12.9.

Remarque 12.11. Sous les conditions des théorèmes 12.7 et 12.9, φ est strictement concave
décroissante sur [β−, 0] (resp. strictement concave croissante sur [0, β+]). Par conséquent,
d’après (12.21c), si β− = −

√
2λ
a (resp. β+ =

√
2λ
a ) alors nécessairement β− /∈ B (resp.

β+ /∈ B) et φ ′(β−) = 0 (resp. φ ′(β+) = 0). Voir la figure 69 pour une illustration.

Finalement, les théorèmes 12.7 et 12.9 nous donnent des conditions nécessaires et suffi-
santes sur la pénalité φ afin que la relaxation continue g̃ associée vérifie les propriétés (P1)
et (P2). Ces conditions sont illustrées sur la figure 69.

λ

u

φ(u)

φCEL0

−
√
2λ
a

√
2λ
a

β− β+

Figure 69 – Illustrations de l’ensemble des conditions établies par les théorèmes 12.7 et 12.9 qui
sont nécessaires et suffisantes pour avoir (P1) et (P2). Les courbes rouges et le point
rouge en 0 représentent les conditions alors que les courbes bleu correspondent à un
exemple d’une pénalité vérifiant de telles conditions. Entre β− et β+, la pénalité doit
rester dans la zone grise et vérifier les conditions de concavité (12.22).

12.2 le cas où les colonnes de la matrice a sont orthogonales

Tout comme nous avions déduit la pénalité CEL0 dans le cas où les colonnes de la matrice
A sont deux à deux orthogonales à partir de l’étude en dimension 1 (voir section 9.2
page 97), nous pouvons déduire des résultats précédents des conditions nécessaires et
suffisantes pour avoir (P1) et (P2) dans le cas où ATA est diagonale. Notons que dans
ce cas nous avons nécessairement M > N. Rappelons qu’en posant d̂ = AD−2ATd et
z̃ = D−1ATd, où D ∈ RN×N est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont
donnés par di = ‖ai‖ ∀i ∈ IN (D−1 est bien définie puisque nous considérons que ‖ai‖ > 0
pour tout i ∈ IN), nous avons

1

2
‖Ax − d‖2 = 1

2
‖d− d̂‖2 + 1

2
‖Dx − z̃‖2, (12.24)

qui nous permet de réécrire G`0 (donnée en (12.1)) selon

G`0(x) =
1

2
‖d− d̂‖2 +

∑
i∈IN

1

2
(‖ai‖2xi − z̃i)2 + λ|xi|0. (12.25)

Ainsi, la minimisation de G`0 est réduite à la minimisation de N fonctionnelles 1D.
D’après les résultats des théorèmes 12.7 et 12.9, on en déduit facilement des conditions
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nécessaires et suffisantes sur Φ afin d’assurer la validité de (P1) et (P2) pour G̃ définie
en (12.3). Ces conditions sont les suivantes : ∀i ∈ IN,

φi(0) = 0, (12.26a)

∃βi− ∈
[
−
√
2λ
‖ai‖ , 0

[
et βi+ ∈

]
0,
√
2λ
‖ai‖

]
t.q. ∀u ∈ R\]βi−, βi+[, φi(u) = λ, (12.26b)

∀u ∈]βi−, βi+[\{0}, φi(u) > φCEL0(‖ai‖, λ;u), (12.26c)

∀u ∈ Bi \ {0}, lim
v→u
v<u

φ ′i(v) > lim
v→u
v>u

φ ′i(v), (12.26d)

∀u ∈]βi−, βi+[\Bi,

{
φ ′′(u) 6 −‖ai‖2 et il existe un intervalle V ⊂ R \Bi

t.q. u ∈ V et ∀v ∈ V \ {u}, φ ′′(v) < −‖ai‖2
(12.26e)

où Bi 3 0 est un sous-ensemble de [βi−, βi+] contenant un nombre fini de points pour
lesquels φi n’est pas différentiable. Nous rappelons que la pénalité ND Φ est donnée par,

Φ(x) =
∑
i∈IN

φi(xi). (12.27)

et est associée à la fonctionnelle relaxée :

G̃(x) =
1

2
‖Ax − d‖2 +Φ(x) (12.28)

La proposition suivante établie une relation entre les conditions (12.26) qui peut s’avérer
utile en pratique pour définir des pénalités vérifiant les cinq conditions (12.26).

Proposition 12.12. Soient i ∈ IN et Bi ⊆ {βi−, 0, βi+}, alors on a :

{(12.26a),(12.26b),(12.26e)} =⇒ (12.26c).

Démonstration. Soit φi vérifiant les conditions (12.26a), (12.26b), (12.26e) et

f = φi −φCEL0(‖ai‖, λ; ·).

Alors nous avons f(0) = 0 et f(βi+) = λ−φCEL0(‖ai‖, λ;βi+) > 0. De plus, par hypothèse
sur Bi, f est deux fois différentiable sur ]0, βi+[ et ∀u ∈]0, βi+[,{

f ′′(u) = φ ′′i (u) + ‖ai‖2 6 0 et il existe un intervalle V ⊂ R \Bi

t.q. u ∈ V et ∀v ∈ V \ {u}, f ′′(v) = φ ′′i (v) + ‖ai‖2 < 0
, (12.29)

montrant que f ′′(u) = 0 uniquement pour des points isolés dans ]0, βi+[. Ainsi f est stric-
tement concave sur ]0, βi+[ impliquant que ∀u ∈]0, βi+[ φi(u) > φCEL0(‖ai‖, λ;u). Le même
raisonnement peut être suivi pour montrer le résultat sur ]βi−, 0[.

D’après la section 12.1, alors que les cinq conditions (12.26) sont nécessaires et suffisantes
pour avoir {(P1),(P2)} (théorème 12.9), seules les conditions (12.26a), (12.26b) et (12.26c) sont
nécessaires et suffisantes pour avoir seulement (P1) (théorème 12.7). La principale question
est maintenant de savoir si ces conditions sont également valables pour une matrice A ∈
RM×N quelconque.
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12.3 extension au cas général nd

Dans cette section, nous montrons que les conditions (12.26) sont également nécessaires
et suffisantes pour que G̃, défini en (12.3), ait les propriétés (P1) et (P2) pour une matrice
A ∈ RM×N quelconque (avec ‖ai‖ > 0 pour tout i). Tout d’abord, étant donné que le cas
où les colonnes de A sont deux à deux orthogonales est un cas particulier de A ∈ RM×N,
nous déduisons de la section précédente que si nous ne considérons pas d’hypothèses par-
ticulières sur A ∈ RM×N,

— les conditions (12.26) sont nécessaires pour avoir {(P1),(P2)},
— seules les conditions (12.26a), (12.26b) et (12.26c) sont nécessaires pour avoir (P1).

Notons qu’il est sans doute possible de déterminer des conditions plus faibles pour une
matrice spécifique A ∈ RM×N et un vecteur d ∈ RM particulier. Cependant, dans ce
travail nous sommes intéressés par des conditions valides pour n’importe quel vecteur d ∈
RM et qui ne requièrent pas d’hypothèse sur la matrice A ∈ RM×N (mais les conditions
peuvent dépendre des éléments de A). Le but de cette section est donc de montrer que les
conditions (12.26) sont également suffisantes dans ce contexte général.

Theorème 12.13 (Liens entre les minimiseurs globaux de G̃ et G`0). Soient A ∈ RM×N,
λ ∈ R?

+ et G̃ définie avec Φ vérifiant les conditions (12.26a), (12.26b) et (12.26c). Alors, ∀d ∈
RM

arg min
x∈RN

G`0(x) = arg min
x∈RN

G̃(x), (12.30)

et,

min
x∈RN

G`0(x) = min
x∈RN

G̃(x). (12.31)

Démonstration. D’après (12.26a), (12.26b) et (12.26c), nous avons

∀x ∈ RN, GCEL0(x) 6 G̃(x). (12.32)

Prenons x̂ ∈ RN un minimiseur global de G`0 , alors d’après (Nikolova, 2013, proposition
4.1) il vient,

∀i ∈ σ(x̂), x̂i ∈ R \
]
−
√
2λ
‖ai‖ ,

√
2λ
‖ai‖

[
(12.33)

ce qui implique, d’après (12.26a) et (12.26b),

G`0(x̂) = GCEL0(x̂) = G̃(x̂). (12.34)

Ensuite, le théorème 9.16 affirme que x̂ est aussi un minimiseur global de GCEL0 qui,
avec (12.32) et (12.34), prouve l’inclusion ⊆ de l’égalité (12.30).

Il existe donc au moins un point, que nous notons x? ∈ RN, qui est un minimiseur global
des trois fonctionnelles (nous rappelons que l’existence de minimiseurs pour G`0 a été
établie dans (Nikolova, 2013, théorème 4.4 (i))). Considérons maintenant un minimiseur
global x̂ ∈ RN de G̃. Il est clair que G̃(x̂) = G̃(x?) = GCEL0(x?) et puisque GCEL0 6 G̃
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(eq. (12.32)), x̂ est également un minimiseur global de GCEL0 et G̃(x̂) = GCEL0(x̂). En combinant
cette dernière égalité avec (12.26c) on obtient

∀i ∈ σ(x̂), x̂i /∈]βi−, βi+[, (12.35)

et nous avons alors avec (12.26a) et (12.26b) que G`0(x̂) = G̃(x̂) = G̃(x?) = G`0(x
?). Ainsi,

x̂ est un minimiseur global de G`0 ce qui prouve l’inclusion ⊇ dans (12.30). Enfin, l’éga-
lité (12.31) est triviale d’après ce qui précède.

Le théorème 12.13 montre donc que les conditions (12.26a), (12.26b) et (12.26c) sont suf-
fisantes pour avoir (P1). De plus, nous pouvons déduire de ce résultat, l’existence de mini-
miseurs pour G̃ comme cela est énoncé par la proposition suivante.

Proposition 12.14 (Existence de minimiseurs globaux pour G̃). Soit G̃ définie comme dans
le théorème 12.13. Alors, l’ensemble des minimiseurs globaux de G̃ est non-vide.

Démonstration. D’après (Nikolova, 2013, théorème 4.4 (i)), l’ensemble des minimiseurs glo-
baux de G`0 est non-vide et (12.30) termine la preuve.

Afin d’analyser maintenant les liens entre les minimiseurs (locaux) des fonctionnelles G̃
et G`0 , nous commençons par démontrer deux résultats préliminaires.

Proposition 12.15. Soient A ∈ RM×N, λ ∈ R?
+ et G̃ définie avec Φ vérifiant les condi-

tions (12.26b), (12.26d) et (12.26e). Alors ∀i ∈ IN, G̃i(·; x(i)), la restriction de G̃ à la i-ème
variable au point x ∈ RN, est strictement concave sur ]βi−, 0[ et sur ]0, βi+[ et strictement
convexe au delà.

Démonstration. Soit i ∈ IN et considérons la restriction de G̃ à la i-ème variable au point
x ∈ RN,

f(t) = G̃i(t; x(i)) =
‖ai‖2

2
t2 + t〈ai, Ax(i) − d〉+φi(t) +C, (12.36)

où C = 1
2‖Ax(i) − d‖2 +

∑
j∈IN\{i}φj(xj) est une constante indépendante de t. Alors,

d’après (12.26e), nous pouvons voir que

∀t ∈]βi−, βi+[\Bi,

{
f ′′(t) = φ ′′i (t) + ‖ai‖2 6 0 et ∃ un intervalle V ⊂ R \Bi

t.q. u ∈ V et ∀v ∈ V \ {u}, f ′′(t) = φ ′′i (t) + ‖ai‖2 < 0

De plus (12.26d) entraine

∀t ∈ Bi \ {0}, lim
u→t
u<t

f ′(u) > lim
u→t
u>t

f ′(u). (12.37)

Ces deux résultats prouvent la stricte concavité de f sur ]βi−, 0[ et sur ]0, βi+[. Ensuite
d’après (12.26b) nous avons ∀t ∈] −∞, βi−[∪]βi+,+∞[ f ′′(t) = ‖ai‖2 > 0 ce qui termine
la démonstration.

Une conséquence de la proposition 12.15 est donnée par la proposition suivante.
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Proposition 12.16. Soit G̃ définie comme dans la proposition 12.15. Si G̃ admet un minimiseur
(local) en x̂ ∈ RN, alors

∀i ∈ σ(x̂), x̂i ∈] −∞, βi−]∪ [βi+,+∞[. (12.38)

De plus, si βi− ∈ B (resp. βi+ ∈ B), alors l’intervalle ]−∞, βi−] (resp. [βi+,+∞[) dans (12.38)
peut être réduit à ] −∞, βi−[ (resp. ]βi+,+∞[).

Démonstration. La preuve de ce résultat est aisée à partir de la proposition 12.15 qui affirme
que la restriction de G̃ à la i-ème variable au point x ∈ RN est strictement concave sur
]βi−, 0[ et sur ]0, βi+[. Ensuite, le fait que l’on puisse considérer des intervalles ouverts
lorsque βi− ∈ B (resp. βi+ ∈ B) provient d’arguments similaires à ceux utilisés dans la
preuve de la proposition 12.15 pour les points appartenant à Bi.

Remarque 12.17. Nous avons vu dans le chapitre 9 (proposition 9.24 page 106) que les
minimiseurs locaux (non-globaux) de G`0 pour lesquels ∃i ∈ σ(x̂) tel que |x̂i| <

√
2λ
‖ai‖

sont éliminés par la fonctionnelle CEL0. La proposition 12.16 étend ce résultat à G̃ (si les
conditions (12.26b), (12.26d) et (12.26e) sont vérifiées) et montre qu’une telle fonctionnelle
G̃ élimine les minimiseurs x̂ de G`0 pour lesquels

∃i ∈ σ(x̂) tel que x̂i ∈]βi−, βi+[. (12.39)

Ainsi, d’après (12.26b), G̃ va potentiellement éliminer «moins» de minimiseurs locaux (non-
globaux) de G`0 que GCEL0.

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat suivant concernant les
liens entre les minimiseurs (locaux) de G̃ et G`0 .

Theorème 12.18 (Liens entre les minimiseurs (locaux) de G̃ et G`0). Soient A ∈ RM×N,
λ ∈ R?

+ et G̃ définie avec Φ vérifiant les conditions (12.26). Alors, ∀d ∈ RM les deux assertions
suivantes sont vérifiées,

1. x̂ est un minimiseur (local) de G̃ =⇒ x̂ est un minimiseur (local) de G`0 , (12.40)

2. G̃(x̂) = G`0(x̂). (12.41)

Démonstration. Soit x̂ ∈ RN un minimiseur (local) de G̃ et posons σ̂ = σ(x̂). Alors nous
avons 0RN ∈ ∂G̃(x̂) qui est une condition nécessaire pour qu’un point soit un optimum
local de G̃. Étant donné que le terme quadratique dans G̃ est différentiable on a,

∀x ∈ RN, ∂G̃(x) = AT (Ax − d) + ∂Φ(x) =
∏
i∈IN

[
AT (Ax − d)

]
i
+ ∂φi(xi). (12.42)

D’après la proposition 12.16, x̂ vérifie (12.38) qui, combiné avec les conditions (12.26b)
et (12.26c) entraine

0RN ∈ ∂G̃(x̂) ⇐⇒ ∀i ∈ IN,

{
〈ai, d−Ax̂〉 ∈

[
¯
δ0i , δ̄

0
i

]
si i /∈ σ̂,

〈ai, d−Ax̂〉 = 0 si i ∈ σ̂.
(12.43)

où
¯
δ0i et δ̄0i sont définis comme en (12.14) pour φi. La seconde ligne de (12.43) peut être

réécrite comme il suit :

(Aσ̂)
TAσ̂x̂σ̂ = (Aσ̂)

Td, (12.44)
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montrant que x̂ est un minimiseur (local) de G`0 (Nikolova, 2013, corolaire 2.5). Enfin,
l’égalité (12.41) provient du résultat de la proposition 12.16 et des conditions (12.26a) et
(12.26b).

Le théorème 12.18 est donc le pendant du théorème 12.13 pour la propriété (P2) mon-
trant que les conditions (12.26) sont suffisantes pour que G̃ ait la propriété (P2).

Finalement, les conditions dérivées dans les cas unidimensionnel et orthogonal sont en
fait valables pour n’importe quelle matrice A ∈ RM×N. En résumé :

— (12.26a),(12.26b) (12.26c) sont nécessaires et suffisantes pour avoir (P1) ;
— l’ensemble des conditions (12.26) sont nécessaires et suffisantes pour avoir (P1) et

(P2).

12.4 analyse de quelques pénalités de l’état de l’art

Cette section est dédiée à l’analyse de pénalités qui ont été proposées dans la littérature
(voir section 8.4 page 87) dans le contexte des reformulations continues exactes étudié en
première partie de ce chapitre. Grâce aux conditions (12.26) précédemment déterminées,
nous sommes en mesure de calculer des bornes sur les paramètres définissant les pénalités
analysées afin d’assurer la validité des propriétés (P1) ou {(P1),(P2)} pour la fonctionnelle
relaxée G̃ associée.

12.4.1 `1 tronquée (Capped-`1)

La pénalité Capped-`1 (ou `1 tronquée) (Zhang et Chen, 2009) est définie par

ΦCap(x) :=
∑
i∈IN

λmin {θi|xi|, 1} , (12.45)

où θi ∈ R?
+ pour tout i ∈ IN.

Comme cela est énoncé par la proposition suivante, avec un choix approprié des para-
mètres θi (i ∈ IN) la fonctionnelle relaxée associée, notée GCap, vérifie la propriété (P1).

Proposition 12.19. GCap a la propriété (P1) si et seulement si

∀i ∈ IN, λθi >
√
2λ‖ai‖. (12.46)

D’autre part, GCap ne peut jamais vérifier (P2).

Démonstration. Par définition de ΦCap, la condition (12.26a) est vérifiée pour tout θi ∈ R?
+.

Ensuite, nous pouvons voir que pour la pénalité Capped-`1, nous avons

∀i ∈ IN, β
i− = −

1

θi
et βi+ =

1

θi
. (12.47)

Alors,

(12.46) =⇒ ∀i ∈ IN,
1

θi
6

√
λ√

2‖ai‖
6

√
2λ

‖ai‖
=⇒

(12.47)
(12.26b). (12.48)
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De plus,

∀i ∈ IN, lim
u→0+

φ ′Cap(θi, λ;u) = λθi and lim
u→0−

φ ′Cap(θi, λ;u) = −λθi, (12.49)

où φCap(θ, λ;u) = λmin {θ|u|, 1} pour u ∈ R, θ ∈ R?
+ et λ ∈ R?

+.
Le fait que φ ′CEL0(‖ai‖, λ;u)→

√
2λ‖ai‖ lorsque u→ 0+ (resp. −

√
2λ‖ai‖ lorsque u→ 0−)

combiné avec (12.49) et le fait que sur [β−, 0] et [0, β+], φCap est linéaire et φCEL0 strictement
concave, montre que (12.26c)⇐⇒ (12.46).

Enfin, il est facile de voir que (12.26e) ne peut pas être vérifiée étant donné que φCap est
linéaire sur [β−, 0] et sur [0, β+].

La figure 70 présente la pénalité Capped-`1 pour différents paramètres θ choisis en sui-
vant le résultat de la proposition 12.19. Nous pouvons voir sur le graphe de droite que le
minimiseur global est préservé et cela est vrai pour n’importe quelle valeur de d ∈ R étant
donné que (P1) est vérifiée pour les valeurs de θ utilisées. Cependant, sur ces exemples, un
minimiseur local de GCap qui n’est pas un minimiseur pour G`0 existe lorsque λθ =

√
2λa.

Ce minimiseur local û ∈]0, 1/θ[ vérifie

φ ′Cap(θ, λ; û) = ad− a2û ⇐⇒ λθ = ad− a2û ⇐⇒ û =
ad− λθ

a2
. (12.50)

En fait, pour tout u0 ∈]0, 1/θ[, il existe d0 = (λθ + a2u0)/a ∈ R pour lequel u0 est un
minimiseur local de la fonctionnelle relaxée GCap mais n’en est pas un pour G`0 . Cela illustre
le fait que (P2) ne peux jamais être vérifiée avec la pénalité Capped-`1.

-3 -2 -1 0 1 2 3

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

ΦCEL0

λθ =
√

2λa

λθ = 2
√

2λa

λθ = 3
√

2λa

λθ = 4
√

2λa

λθ = 5
√

2λa

-1 0 1 2 3 4 5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

GCEL0

λθ =
√

2λa

λθ = 2
√

2λa

λθ = 3
√

2λa

λθ = 4
√

2λa

λθ = 5
√

2λa

Figure 70 – Pénalité Capped-`1 (gauche) et relaxation continue GCap associée (droite) pour diffé-
rents paramètres θ choisis en suivant le résultat de la proposition 12.19 afin de véri-
fier (P1). Les courbes sont tracées pour a = 0.5, λ = 1 et d = 1.8. Le point rouge
représente un minimiseur local de GCap qui n’est pas un minimiseur pour G`0 .

Notons que des résultats similaires (concernant les minimiseurs globaux) pour la péna-
lité Capped-`1 ont été montrés dans (Le Thi et al., 2014, 2015).

12.4.2 Smoothly Clipped Absolute Deviation

La pénalité SCAD, qui peut être vue comme une version «lissée» de la pénalité Capped-`1,
a été proposée par Fan et Li (2001) et son expression est donnée par :

ΦSCAD(x) :=
∑
i∈IN

φSCAD(γi, λ̃i; xi), (12.51)
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où γi ∈]2,+∞[, λ̃i ∈ R?
+ pour tout i ∈ IN et φSCAD est donnée par : ∀u ∈ R,

φSCAD(γ, λ̃;u) :=

λ̃

(
|u|1{|u|6λ̃} −

λ̃2 − 2γλ̃|u|+ u2

2(γ− 1)λ̃
1{λ̃<|u|6γλ̃} +

(γ+ 1)λ̃

2
1{|u|>γλ̃}

)
. (12.52)

Pour cette pénalité nous avons un résultat similaire à celui de la proposition 12.19 établi
pour la pénalité Capped-`1.

Proposition 12.20. Considérons ‖ai‖ < 1/
√
3 pour tout i ∈ IN. Alors, GSCAD a la propriété (P1)

si et seulement si

∀i ∈ IN,
(γi + 1)λ̃

2
i

2
= λ et 2 < γi 6

1

‖ai‖2
− 1. (12.53)

D’autre part, GSCAD ne peut jamais vérifier (P2).

Démonstration. La preuve est détaillée en annexe A.3.5 page 205.

L’hypothèse ‖ai‖ < 1/
√
3 (i ∈ IN) dans la proposition 12.20 peut toujours être vérifiée

en normalisant les colonnes de A puis en multipliant la matrice par un réel ζ < 1/
√
3 car

cela ne change pas le problème (changement de variable dans G`0). La figure 71 présente
la pénalité SCAD (gauche) ainsi que la relaxation continue GSCAD associée (droite) pour diffé-
rents paramètres γ choisis selon le résultat de la proposition 12.20 (λ̃ est donc également
déterminé par (12.53)). Les mêmes conclusions que pour la pénalité Capped-`1 (figure 70)
peuvent être faites.
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Figure 71 – Pénalité SCAD (gauche) et relaxation continue GSCAD associée (droite) pour différents
paramètres γ choisis en suivant le résultat de la proposition 12.20 afin de vérifier (P1)
(λ̃ est également déterminé par (12.53)). Les courbes sont tracées pour a = 0.5 < 1/

√
3,

λ = 1 et d = 1.8.

12.4.3 Minimax Concave Penalty

La pénalité MCP, proposée par Zhang (2010), est définie par

ΦMCP(x) :=
∑
i∈IN

φMCP(γi, λ̃i; xi), (12.54)
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où γi ∈ R?
+, λ̃i ∈ R?

+ pour tout i ∈ IN et φMCP est donnée par : ∀u ∈ R,

φMCP(γ, λ̃;u) :=

λ̃

∫ |u|
0

(
1− x/(γλ̃)

)
+
dx = λ̃

(
γλ̃

2
1{|u|>γλ̃} +

(
|u|−

u2

2γλ̃

)
1{|u|6γλ̃}

)
. (12.55)

D’après les conditions (12.26) établies dans la section précédente, nous pouvons montrer
qu’avec un choix judicieux des paramètres γi et λ̃i (i ∈ IN), il est possible d’avoir les
propriétés (P1) et (P2) pour la fonctionnelle relaxée GMCP.

Proposition 12.21. GMCP a les deux propriétés (P1) et (P2) si et seulement si

∀i ∈ IN,
γiλ̃

2
i

2
= λ et γi <

1

‖ai‖2
. (12.56)

Démonstration. Par définition de ΦMCP, les conditions (12.26a) et (12.26d) sont vérifiées pour
tout γi ∈ R?

+ et λ̃i ∈ R?
+ (i ∈ IN). Alors, la preuve consiste maintenant à montrer que

(12.56) est équivalente aux trois conditions (12.26b), (12.26c) et (12.26e). Avec la définition
de ΦMCP, nous avons (par symétrie nous restreignons la preuve à R+),

(12.26b) ⇐⇒ ∀i ∈ IN,
γiλ̃

2
i

2
= λ et γiλ̃i = βi+ 6

√
2λ

‖ai‖
(12.57)

⇐⇒ ∀i ∈ IN,
γiλ̃

2
i

2
= λ et γi 6

1

‖ai‖2
(12.58)

(12.26e) ⇐⇒ ∀i ∈ IN, ∀u ∈] − γiλ̃i, γiλ̃i[\{0}, φ ′′MCP(u) = −
1

γi
< −‖ai‖2 (12.59)

⇐⇒ ∀i ∈ IN, γi <
1

‖ai‖2
(12.60)

D’après les équivalences précédentes il est clair que (12.56) est équivalente à l’ensemble
des conditions {(12.26b),(12.26e)}. Il ne reste alors plus qu’à montrer que (12.56) =⇒ (12.26c)
ce qui est direct avec le résultat de la proposition 12.12 et termine la preuve.

Prenons ΦMCP définie en suivant les conditions de la proposition 12.21, alors on peut
réécrire l’expression de cette pénalité en utilisant seulement le paramètre γi (i. e. on enlève

la dépendance en λ̃i grâce à la condition γiλ̃
2
i

2 = λ),

ΦMCP(x) =
∑
i∈IN

λ−
1

2γi

(
|xi|−

√
2λγi

)2
1{|xi|6

√
2λγi}

. (12.61)

Ainsi, ∀i ∈ IN, ∀γi < 1
‖ai‖2

, la fonctionnelle relaxée GMCP a les propriétés (P1) et (P2). Cela
définit une sous-famille de MCP qui sont des approximations continues exactes de la norme-
`0. Finalement, nous pouvons également noter que la limite inférieure de cette sous-famille
est donnée par

∀x ∈ RN, lim
γi→1/‖ai‖2
∀i∈IN

ΦMCP(x) = ΦCEL0(x). (12.62)

La figure 72 présente la pénalité MCP et la relaxation GMCP associée pour différentes valeurs
de γ vérifiant les conditions de la proposition 12.21 afin d’avoir les propriétés (P1) et (P2)
pour GMCP.
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Figure 72 – Pénalité MCP (gauche) et relaxation continue GMCP associée (droite) pour différents pa-
ramètres γ choisis en suivant la proposition 12.21 afin d’avoir les propriétés (P1) et (P2)
pour GMCP. Les courbes sont tracées pour a = 0.5, λ = 1 et d = 1.8.

12.4.4 `p tronquée (p ∈]0, 1[)

Il est évident que les approximations de la norme-`0 telles que la pénalité log-sum ou
encore les normes-`p (0 < p < 1) ne peuvent pas permettre d’avoir (P1) ni (P2) étant donné
qu’elle ne vérifient pas la condition (12.26b). Cependant, nous pouvons définir des versions
tronquées de ces pénalités dans le même esprit que Capped-`1 étudié dans le paragraphe
12.4.1. Dans la suite, nous analysons les pénalités `p-tronquées définies par :

ΦTLp(x) :=
∑
i∈IN

λmin
{
(θi|xi|+ εi)pi , 1+ ε

pi
i

}
− λεpii , (12.63)

où θi ∈ R?
+, εi ∈ R?

+ et pi ∈]0, 1[ pour tout i ∈ IN. Notons que les paramètres εi rendent
la pénalité localement Lipschitz en 0 afin de satisfaire l’hypothèse 12.2.

Tout comme pour MCP, pour pi et εi donnés (i ∈ IN), il existe des paramètres θi pour
lesquels la relaxation continue GTLp a les deux propriétés (P1) et (P2).

Proposition 12.22. GTLp a les deux propriétés (P1) et (P2) si et seulement si

∀i ∈ IN, θi > θ
i
0 := ‖ai‖max

{
(1+ εpii )1/pi−0.5√

pi(1− pi)λ
,
(1+ εpii )1/pi − εi√

2λ

}
. (12.64)

Démonstration. De manière évidente, les conditions (12.26a) et (12.26d) sont vérifiées, par
définition de ΦTLp, pour tout θi > 0, pi ∈]0, 1[ et εi ∈ R?

+ (i ∈ IN). Ensuite, (12.26e)
est équivalente à (nous restreignons la preuve à R+ par symétrie) : ∀i ∈ IN, ∀u ∈]
0, 1θi

(
(1+ εpii )1/pi − εi

)[
,


φ ′′TLp(θi, pi, εi, λ;u) = pi(pi − 1)λθ2i (θiu+ εi)

pi−2 6 −‖ai‖2,
et il existe un intervalle V ⊆ R

t.q. u ∈ V et ∀v ∈ V \ {u}, φ ′′TLp(θi, pi, εi, λ; v) < −‖ai‖2
(12.65)
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où φTLp(θ, p, ε, λ;u) := λmin {(θ|u|+ ε)p, 1+ εp}− λεp pour u ∈ R, θ ∈ R?
+, p ∈]0, 1[, ε ∈

R?
+ et λ ∈ R?

+. Comme φ ′′TLp(θi, pi, εi, λ; ·) est strictement croissante, (12.65) se réduit à

∀i ∈ IN, φ
′′
TLp(θi, pi, εi, λ;βi+) = pi(pi − 1)λθ2i (1+ ε

pi
i )1−2/pi 6 −‖ai‖2, (12.66)

⇐⇒ θi >
‖ai‖√

pi(1− pi)λ
(1+ εpii )1/pi−0.5, (12.67)

où βi+ = 1
θi

(
(1+ εpii )1/pi − εi

)
. Ensuite, nous pouvons voir que

(12.26b)⇐⇒ ∀i ∈ IN, β
i+ =

1

θi

(
(1+ εpii )1/pi − εi

)
6

√
2λ

‖ai‖
, (12.68)

⇐⇒ θi >
‖ai‖√
2λ

(
(1+ εpii )1/pi − εi

)
. (12.69)

Ainsi (12.64) ⇐⇒ {(12.26b),(12.26e)}. Finalement ce qui précède avec la proposition 12.12

montre que (12.64) =⇒ (12.26c) et complète la démonstration.

Une analyse similaire pourrait être effectuée avec une version tronquée de la pénalité
log-sum ou n’importe quelle pénalité n’étant pas constante pour des grandes valeurs de
|u|. Enfin, la figure 73 présente la pénalité `p-tronquée (gauche) et la relaxation continue
GTLp associée (droite) pour différents paramètres θ et p = 0.5 choisis en accord avec la
proposition 12.22 afin d’avoir les propriétés (P1) et (P2) pour GTLp.
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Figure 73 – Pénalité `p-tronquée (gauche) et relaxation continue GTLp associée (droite) pour dif-
férents paramètres θ et p = 0.5 choisis en suivant la proposition 12.22 afin d’avoir les
propriétés (P1) et (P2) pour GTLp. Les courbes sont tracées pour a = 0.5, λ = 1 et d = 1.8.

La table 8 résume l’ensemble des résultats obtenus dans cette section pour les différentes
pénalités de l’état de l’art qui ont été analysées.

12.5 conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé une vue unifiée des pénalités continues approchant
la norme-`0 dans le contexte des reformulations continues exactes du problème de moindres
carrés pénalisé en norme-`0. Plus précisément, nous avons établi cinq conditions nécessaires
et suffisantes pour qu’une pénalité continue approchant la norme-`0 résulte en une relaxa-
tion continue G̃ préservant tous les minimiseurs globaux de la fonctionnelle initiale G`0
(théorème 12.13), et dont les minimiseurs (locaux) sont également des minimiseurs locaux
de G`0 (théorème 12.18). Bien que la relaxation résultante soit toujours non-convexe, un
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Pénalité Définition φi (P1) (P2) Conditions

Cap-`1 λmin {θi|xi|, 1} 4 8 λθi >
√
2λ‖ai‖

SCAD


λ̃i|u| if |u| 6 λ̃i,
2γiλ̃i|u|−λ̃

2
i−u

2

2(γi−1)
if λ̃i < |u| 6 γiλ̃i,

(γi+1)λ̃
2
i

2 if |u| > γiλ̃i

4 8

(γi+1)λ̃
2
i

2 = λ

2 < γi 6
1
‖ai‖2

− 1

MCP


γiλ̃

2
i

2 if |u| > γiλ̃i(
λ̃i|u|−

u2

2γi

)
if |u| 6 γiλ̃i

4 4

γiλ̃
2
i

2 = λ

γi <
1
‖ai‖2

`p-Tronq λmin
{
(θi|xi|+ εi)pi , 1+ ε

pi
i

}
− λεpii 4 4 (12.64)

Table 8 – Récapitulatif des conditions sur les paramètres des pénalités Capped-`1, SCAD, MCP et
`p-tronquée permettant d’avoir la propriété (P1) ou les deux propriétés {(P1),(P2)}

point intéressant est que certains minimiseurs locaux (non-globaux) de la fonctionnelle
initiale sont éliminés par une telle relaxation continue (remarque 12.17).

L’unification proposée donne accès à une nouvelle façon de comparer les pénalités ap-
prochant la norme-`0 pour G`0 . Nous avons ainsi montré, pour différentes pénalités de la
littérature, qu’un choix judicieux des paramètres les définissant résultait en une relaxation
continue exacte du critère G`0 vérifiant les propriétés (P1) et (P2) (pour MCP et `p-tronquée)
alors qu’il n’est possible de vérifier que (P1) pour d’autres pénalités comme Capped-`1 ou
SCAD. Par ailleurs, la pénalité CEL0 est la limite inférieure de la classe de pénalités déter-
minée dans le présent chapitre (remarque 12.17). De plus c’est celle qui potentiellement
élimine le plus de minimiseurs locaux de G`0 . Cette observation, combinée à sa convexité
par rapport à chacune des variables de la base canonique de RN, et au fait qu’elle résulte
en l’enveloppe convexe de G`0 dans le cas orthogonal, en font l’alternative à la norme-`0 la
plus intéressante.
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conclusion

Dans cette partie, des contributions ont été apportées tant sur le plan théorique que
sur des applications dans le contexte de la minimisation du critère des moindres carrés
pénalisé en norme-`0.

Les contributions les plus importantes de ce travail concernent la définition et l’analyse
de relaxations continues exactes du problème. Bien que l’intérêt envers de telles relaxations
ne soit pas nouveau, c’est à notre connaissance la première fois qu’une étude complète
concernant les liens entre les minimiseurs locaux et globaux des deux fonctionnelles est
proposée. Nous avons ainsi mis en évidence qu’il était possible de s’attaquer au problème
`2-`0 (minimisation de G`0) par la minimisation d’une fonctionnelle continue (non-convexe)
GCEL0 telle que

— arg minx G`0(x) ⊆ arg minx GCEL0(x) ;
— x̂ ∈ RN minimiseur (local) de GCEL0 =⇒ x̂0 minimiseur (local) de G`0 , où x̂0 est déter-

miné à partir de x̂ par une simple opération de seuillage ;
— certains minimiseurs locaux de G`0 ne sont pas des points critiques de GCEL0.

La continuité de cette relaxation GCEL0 nous a ensuite permis d’adresser le problème de
minimisation avec différents algorithmes d’optimisation non-convexe ne pouvant pas s’ap-
pliquer directement sur G`0 . En s’appuyant sur de tels algorithmes de la littérature, nous
avons également proposé différentes stratégies pour améliorer les résultats de minimisation
de la fonctionnelle non-convexe mais aussi pour s’affranchir de la sélection du paramètre
de régularisation en calculant un «chemin de régularisation» pour GCEL0.

Ces méthodes, ainsi que certains algorithmes de l’état de l’art ont été utilisés ensuite
pour la minimisation de GCEL0 dans le contexte de divers problèmes en traitement du signal
et des images. À travers ces expériences, nous avons mis en évidence l’intérêt de minimiser
la fonctionnelle relaxée plutôt que de travailler directement sur la fonctionnelle initiale G`0 .
En particulier, la propriété qu’a GCEL0 d’éliminer des minimiseurs locaux de G`0 est en entre
autres l’élément permettant aux algorithmes optimisant GCEL0 d’être plus performants, en
évitant ces minimiseurs locaux, que ceux traitant directement avec G`0 .

Nous avons finalement proposé une vue unifiée des pénalités continues approchant la
norme-`0 dans ce contexte de relaxations exactes. Ce travail, constituant une autre contri-
bution importante de ce manuscrit, offre une nouvelle vision de ces pénalités et donne de
nouveaux critères pour les comparer. En effet, nous avons dérivé cinq conditions nécessaires
et suffisantes que doit vérifier une pénalité continue approchant la norme-`0 dans l’objectif
que le critère moindres carrés pénalité G̃ associé vérifie les deux propriétés suivantes :

— arg minx G`0(x) = arg minx G̃(x) ;
— x̂ ∈ RN minimiseur (local) de G̃ =⇒ x̂ minimiseur (local) de G`0 .

Nous avons ainsi pu identifier des paramètres pour certaines pénalités de la littérature
permettant de vérifier uniquement la première (Capped-`1 et SCAD) ou les deux (MCP et

183



184 conclusions et perspectives sur l’optimisation de critères pénalisés en norme l0

`p-tronquée, p ∈]0, 1[) propriétés décrites ci-dessus. Par ailleurs, cette étude nous a conduit
une fois de plus à la pénalité CEL0 qui est la limite inférieure de la classe de pénalités définie
par les conditions obtenues. Par ailleurs, CEL0 est aussi la pénalité qui peut potentiellement
éliminer le plus de minimiseurs locaux mais également la seule à être convexe par rapport
à chacune des variables et à résulter en l’enveloppe convexe de G`0 dans le cas orthogonal.
Ces propriétés font de CEL0 la pénalité qui semble être la mieux appropriée dans le but
d’obtenir une relaxation continue exacte de G`0 .

perspectives

Au delà des perspectives qui ont pu être mentionnées en conclusion des différents cha-
pitres, deux directions principales de recherche se dégagent suite au travail réalisé dans
cette partie de la thèse.

Minimisation de la fonctionnelle GCEL0

La première concerne la minimisation de GCEL0. Plusieurs algorithmes permettant de mi-
nimiser GCEL0 ont été présentés dans le chapitre 10 et une heuristique inspirée des méthodes
GNC a été proposée. Les résultats obtenus sur le problème de déconvolution de trains d’im-
pulsions dans le chapitre 11 sont d’une certaine manière un preuve de concept qu’une telle
stratégie peut être intéressante pour la minimisation de GCEL0. Plusieurs pistes pour prolon-
ger le travail réalisé dans cette thèse sont envisageables :

— comment déformer la fonctionnelle GCEL0 dans un cadre GNC ? Cette question est loin
d’être triviale et nécessite d’être analysée plus précisément.

— convergence globale sous certaines conditions ?

Par ailleurs, nous avons présenté dans l’état de l’art du chapitre 2 des algorithmes glou-
tons bidirectionnels comme SBR construit dans l’objectif de minimiser la fonctionnelle G`0 .
Ainsi à chaque itération de l’algorithme la solution est un minimiseur local de G`0 . Étant
donné que GCEL0 élimine des minimiseurs locaux de G`0 , il semble intéressant de voir si ces
algorithmes construisent également une séquence de minimiseurs pour GCEL0. Si ce n’est
pas le cas, est-ce que cela peut être assuré en modifiant par exemple la règle de sélection
de la composante à ajouter ou à retirer ? (par exemple en se basant sur la caractérisation
des points critiques de GCEL0).

Généralisation des reformulations continues exactes à d’autres problèmes

Dans l’objectif d’étendre les travaux réalisés dans cette thèse à d’autre fonctionnelles non-
convexes, une première étape naturelle serait de considérer un critère non-quadratique pé-
nalisé en norme-`0 ce qui correspondrait à la prise en compte d’autres types de bruits que le
bruit gaussien. En s’inspirant de la généralisation proposée dans le chapitre 12 pour le cas
`2-`0, une idée consisterait alors à définir un ensemble de conditions (au moins suffisantes)
permettant d’assurer les propriétés que nous recherchons concernant les minimiseurs de la
fonctionnelle relaxée. Une telle étude a commencé à être explorée sur la fin de cette thèse.
La difficulté majeure n’est alors pas tant la définition de conditions, mais la définition de
conditions qui soient calculables et utilisables en pratique. En effet, dans le cas quadratique, la
définition de CEL0 ne nécessite que le calcul de la norme des colonnes de l’opérateur et tout
est séparable ce qui facilite la manipulation. Malheureusement, ce n’est en général pas le
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cas avec des fonctionnelles non-quadratiques pour lesquelles le calculs des conjuguées et
biconjuguées (même en 1D) est plus complexe et ne conduit pas toujours à des solutions
explicites.

La pénalité CEL0 a été introduite dans le chapitre 9 à partir de l’enveloppe convexe
dans le cas orthogonal. On peut alors se poser la question de savoir s’il n’existe pas une
transformation plus directe permettant de passer de G`0 à GCEL0 sans la nécessité d’étudier le
cas orthogonal. Aussi, cela laisse entrevoir qu’une telle transformation pourrait être valide
pour d’autres fonctionnelles ce qui serait une forme de généralisation des travaux présentés
dans cette thèse. Nous avons commencé à explorer cette piste et nous avons été amenés à
définir une transformation que l’on appelle Recursive Coordinate Convex Hull qui s’exprime
comme suit :

Soit f : RN → R̄ une fonction non-convexe, propre admettant une minorante affine.
Nous appelons Recursive Coordinate Convex Hull de f, la fonction f??rJ définie par

f??rJ = ((f??(j1))??(j2) · · · )??(jN), (13.1)

avec J := {j1, . . . , jN} ∈ PIN := {I ∈ P(IN) : |I| = N} une permutation donnée de IN et f??(j)

la fonctionnelle obtenue par application de l’enveloppe convexe (1D) dans la direction
j ∈ IN :

∀x ∈ RN, (f??(j))jx = (fjx)
??. (13.2)

où la notation (fjx) est utilisée pour mentionner la restriction de f à la j-ème variable au
point x ∈ RN. Notons que dans le cas du problème `2-`0, appliquer une telle transfor-
mation résulte exactement en la fonctionnelle CEL0 avec les propriétés qu’on lui connaît
et ce indépendamment de l’ordre des composantes utilisé pour le calcul des enveloppes
convexes récurcives. Dans le cas d’une fonction f quelconque nous avons montré quelques
résultats préliminaires :

— arg minx∈RN f(x) ⊆ arg minx∈RN f??rJ (x) pour tout J ∈ PIN ;
— de tout minimiseur global x̂ de f??rJ (x), on peut déterminer un minimiseur global x̂0

de f en modifiant les composantes de x̂ une à une le long de segments de RN sur
lesquels GCEL0 est constante.

Ces premiers résultats sont encourageants et plusieurs questions nécessitent d’être étu-
diées :

— qu’en est t-il pour les minimiseurs locaux ?
— est-ce que des minimiseurs locaux de la fonctionnelle initiale sont éliminés par f??rJ

et ce quelque soit f ?
— quel est l’influence de l’ordre de la récursion (i. e. le choix de J ∈ PIN) ?
— dans quels cas peut-on calculer une telle transformation pour être capable de l’utili-

ser en pratique ?

Ainsi, si nous sommes en mesure de montrer que cette transformation permet d’obtenir
les mêmes propriétés que CEL0 et ce, pour toute fonction f (ou certaines classes de fonc-
tions), de nombreuses applications nécessitant la résolution de problèmes non-convexes
pourraient alors bénéficier d’une reformulation continue exacte telle que CEL0 pour le cas
`2-`0 si tant est qu’on sache calculer explicitement les biconjuguées (1D) récursives. Cela
motive la réalisation d’une étude approfondie de cette transformation.
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a.1 démonstrations du chapitre 9

a.1.1 Preuve de la proposition 9.3

Nous commençons par le calcul de la conjuguée (transformée de Legendre-Fenchel) de
g0 qui est donné par

∀u? ∈ R, g?
0(u

?) = sup
u∈R

hu?(u) := u?u− g0(u) . (A.1)

D’après la définition de |u|0 en (7.3), il est évident que hu? admet au plus deux minima
(locaux) sur R. Le premier est atteint en u0 = 0 et correspond à

hu?(u0) = −
d2

2
. (A.2)

Le deuxième est quant à lui atteint en u1 6= 0 et correspond à la partie continue de hu?

(i. e. lorsque |u|0 = 1). Il est donc solution de

h ′u?(u1) = 0, u1 6= 0 ⇐⇒ u? − a2u1 + ad = 0, u1 6= 0 , (A.3)

qui est encore équivalent à

u1 =
1

a2
(u? + ad), u? 6= −ad , (A.4)
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et nous avons

hu?(u1) =
(u?)2

2a2
+
u?d

a
− λ =

1

2a2
(u? + ad)2 −

d2

2
− λ, u? 6= −ad . (A.5)

Il convient donc maintenant de comparer les valeurs données en (A.2) et (A.5) afin de
déterminer qui de u0 ou u1 maximise hu? .

Si u? = −ad alors u0 = u1 = 0 et g?
0(u

?) = hu?(0) = −d
2

2 . Sinon, le supremum de hu?

est atteint en u1 si et seulement si

1

2a2
(u? + ad)2 −

d2

2
− λ+

d2

2
> 0 ⇐⇒ |u? + ad| >

√
2λa, (A.6)

et il est atteint en u0 si et seulement si |u? + ad| 6
√
2λa.

On en déduit ainsi l’expression de g?
0 :

∀u? ∈ R, g?
0(u

?) =

{
1

2a2
(u? + ad)2 − λ

}
1{|u?+ad|>

√
2λa} −

d2

2
. (A.7)

Nous pouvons maintenant calculer la biconjuguée de g0 an appliquant la transformée
de Legendre-Fenchel à g?

0,

∀u ∈ R, g??
0 (u) = sup

v∈R

h?u(v) := uv− g?
0(v). (A.8)

Deux cas sont alors à distinguer :

1. Si |v+ ad| <
√
2λa alors

h?u(v) = uv+
d2

2
. (A.9)

Dans ce cas h?u est linéaire et on cherche le supremum sur l’intervalle[
−ad−

√
2λa,−ad+

√
2λa

]
.

Il s’en suit que le supremum de h?u est atteint en tout point de cet intervalle lorsque
u = 0 et en l’une des deux bornes de ce dernier si u 6= 0 (dépendant du signe de u).
On peut donc en déduire que

v1 = −ad+ sign(u)
√
2λa, (A.10)

maximise h?u et nous avons

h?u(v1) = −adu+ sign(u)u
√
2λa+

d2

2
= −adu+ |u|

√
2λa+

d2

2
. (A.11)

2. Si |v+ ad| >
√
2λa alors

h?u(v) = uv−
1

2a2
(v+ ad)2 + λ+

d2

2
, (A.12)

qui atteint son supremum en v2 vérifiant

(h?u)
′(v2) = 0 ⇐⇒ u−

1

a2
(v2 + ad) = 0 ⇐⇒ v2 = a

2u− ad. (A.13)
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Ensuite, nous devons vérifier que

|v2 + ad| >
√
2λa ⇐⇒ |u| >

√
2λ

a
. (A.14)

Finalement, si u vérifie la condition (A.14) alors v2 = a2u − ad maximise h?u sur
R \ [−ad−

√
2λa,−ad+

√
2λa] et

h?u(v2) =
a2u2

2
− aud+

d2

2
+ λ =

1

2
(au− d)2 + λ. (A.15)

Sinon le supremum de h?u sur R \ [−ad−
√
2λa,−ad+

√
2λa] est donné par (A.11).

D’après les deux cas précédents et en remarquant que les expressions (A.11) et (A.15)
sont égales pour |u| =

√
2λ
a , il est évident que

g??
0 (u) =


−adu+ |u|

√
2λa+

d2

2
si |u| 6

√
2λ

a
,

1

2
(au− d)2 + λ si |u| >

√
2λ

a
,

(A.16)

qui se réécrit encore

g??
0 (u) =

1

2
(au− d)2 + λ−

a2

2

(
|u|−

√
2λ

a

)2
1{

|u|6
√
2λ
a

}. (A.17)

et complète la preuve.

a.1.2 Preuve de la proposition 9.4

Soit D ∈ RN×N une matrice diagonale dont les entrées diagonales sont définies par
di = ‖ai‖ ∀i ∈ IN. Notons que D−1 est bien définie par hypothèse que ‖ai‖ 6= 0 ∀i ∈ IN.
Posons d̂ = AD−2ATd et z̃ = D−1ATd. Étant donné que ATA est diagonale, le terme
quadratique dans (9.6) peut être réécrit comme il suit :

1

2
‖Ax − d‖2 = 1

2
‖d− d̂‖2 + 1

2
‖Dx − z̃‖2. (A.18)

En combinant (9.6) et (A.18) on obtient,

G?
`0
(x?) = sup

x∈RN

〈x?, x〉RN −
1

2
‖d− d̂‖2 − 1

2
‖Dx − z̃‖2 − λ‖x‖0,

= −
1

2
‖d− d̂‖2 + sup

x∈RN

∑
i∈IN

x?ixi −
1

2
(‖ai‖xi − z̃i)2 − λ|xi|0,

= −
1

2
‖d− d̂‖2 +

∑
i∈IN

sup
xi∈R

x?ixi −
1

2
(‖ai‖xi − z̃i)2 − λ|xi|0. (A.19)

Finalement, lorsque les colonnes de A sont deux à deux orthogonales et non nulles,
résoudre (9.6) est équivalent à résoudre N problèmes 1D indépendants. En utilisant la
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fonction conjuguée obtenue dans le cas 1D (voir preuve proposition 9.3), donnée en (A.7),
il vient

G?
`0
(x?) = −

1

2
‖d− d̂‖2

+
∑
i∈IN

{
1

2‖ai‖2
(x?i + ‖ai‖z̃i)

2 − λ

}
1{|x?i+‖ai‖z̃i|>

√
2λ‖ai‖} −

z̃2i
2

. (A.20)

Enfin, le calcul de la biconjuguée se réduit également à la résolution de N problèmes
1D indépendants. En utilisant l’expression de l’enveloppe convexe 1D g??

0 , donnée par la
proposition 9.3 (eq. 9.4), on obtient

G??
`0
(x) =

1

2
‖d− d̂‖2 +

∑
i∈IN

1

2
(‖ai‖xi − z̃i)2 +φ(‖ai‖, λ; xi),

=
1

2
‖d− d̂‖2 + 1

2
‖Dx − z̃‖2 +

∑
i∈IN

φ(‖ai‖, λ; xi),

=
(A.18)

1

2
‖Ax − d‖2 +

∑
i∈IN

φ(‖ai‖, λ; xi), (A.21)

ce qui complète la preuve.

a.1.3 Preuve du lemme 9.10

Tout d’abord, rappelons que par hypothèse nous avons

∀i ∈ IN, ‖ai‖ > 0, (A.22)

et les conditions (9.20) sont alors bien définies. Ensuite, étant donné que le terme d’attache
aux données (12‖Ax − d‖2) dans GCEL0 est différentiable, on a

∀x ∈ RN, ∂GCEL0(x) = AT (Ax − d) + ∂ΦCEL0(x). (A.23)

Soit x̂ ∈ RN un point critique de GCEL0, alors

0RN ∈ ∂GCEL0(x̂), (A.24)

qui, en suivant (A.23), se réécrit comme il suit :

0RN ∈
∏
i∈IN

[
AT (Ax̂ − d)

]
i
+ ∂φ(‖ai‖, λ; x̂i).

En injectant l’expression du sous-différentiel ∂φ(‖ai‖, λ; x̂i), donné par les équations (9.16)
et (9.18), l’équation précédente devient, ∀i ∈ IN



0 ∈ [〈ai, Ax̂ − d〉−
√
2λ‖ai‖, 〈ai, Ax̂ − d〉+

√
2λ‖ai‖] ssi x̂i = 0,

0 = 〈ai, Ax̂ − d〉− ‖ai‖2x̂i + sign(x̂i)
√
2λ‖ai‖ ssi 0 < |x̂i| 6

√
2λ

‖ai‖
,

0 = 〈ai, Ax̂ − d〉 ssi |x̂i| >
√
2λ

‖ai‖
,
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⇐⇒



|〈ai, Ax̂(i) − d〉| 6
√
2λ‖ai‖ ssi x̂i = 0,

0 = 〈ai, Ax̂(i) − d〉+ sign(x̂i)
√
2λ‖ai‖ ssi 0 < |x̂i| 6

√
2λ

‖ai‖
,

0 = 〈ai, Ax̂(i) − d〉+ ‖ai‖2x̂i ssi |x̂i| >
√
2λ

‖ai‖
,

⇐⇒



x̂i = 0 ssi |〈ai, Ax̂(i) − d〉| 6
√
2λ‖ai‖,

x̂i = −sit, t ∈

[
0,

√
2λ

‖ai‖

]
ssi |〈ai, Ax̂(i) − d〉| =

√
2λ‖ai‖,

x̂i = −
〈ai, Ax̂(i) − d〉
‖ai‖2

ssi |〈ai, Ax̂(i) − d〉| >
√
2λ‖ai‖,

où x̂(i) = (x̂1, · · · , x̂i−1, 0, x̂i+1, · · · , x̂N) et si = sign(〈ai, Ax̂(i) − d〉) = −sign(x̂i), ce qui
termine la preuve.

a.1.4 Preuve du lemme 9.13

Soit x̂ ∈ RN un minimiseur (local) de GCEL0. À partir du résultat de la proposition 9.6,
nous pouvons voir que

∀i ∈ σ+(x̂), ∀t ∈

[
0,

√
2λ

‖ai‖

]
, GiCEL0(−sit; x̂(i)) = GCEL0(x̂(i) − sieit) = C, (A.25)

où C est une constante de R+. En effet, étant donné que x̂ est un minimiseur (local) de
GCEL0, il doit vérifier les conditions données en (9.20) (point critique) desquelles on déduit
que

∀i ∈ σ+(x̂), 〈ai, Ax̂(i) − d〉 = si
√
2λ‖ai‖. (A.26)

Puisque que si = sign(〈ai, Ax̂(i) − d〉) (voir preuve lemme 9.10).

Il s’en suit, d’après la proposition 9.6, que pour tout i ∈ σ+(x̂),

∀t ∈

[
0,

√
2λ

‖ai‖

]
, GiCEL0(−sit; x̂(i)) = −sit〈ai, Ax(i) −d〉+ t ‖ai‖

√
2λ+Ci =

(A.26)
Ci, (A.27)

où Ci est une constante, donnée par (9.11), indépendante de t ce qui prouve (A.25). Nous
pouvons maintenant démontrer les points (i) et (ii) du lemme.

(i) Étant donné que x̂ est un minimiseur (local) de GCEL0, il existe ε > 0 tel que

∀x ∈ B2(x̂, ε), GCEL0(x̂) 6 GCEL0(x). (A.28)

où B2(x̂, ε) dénote la boule ouverte `2 de centre x̂ et de rayon ε. Ainsi, à partir des
équations (A.25) and (A.28), on obtient le résultat donné en (9.25). En effet, ∀i ∈ σ+(x̂),
posons

Ti =

{
t ∈

[
0,

√
2λ

‖ai‖

]
: x = x̂(i) − sieit ∈ B2(x̂, ε)

}
, (A.29)
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Il est clair que comme ε > 0 et |x̂i| ∈
[
0,
√
2λ
‖ai‖

]
, Ti est un intervalle non-dégénéré de

R. Il s’en suit que

∀t ∈ Ti, ∃ε ′ ∈ (0, ε), tel que B2(x̄, ε ′) ⊂ B2(x̂, ε), (A.30)

où x̄ = x̂(i) − sieit et on a

∀x ∈ B2(x̄, ε ′), GCEL0(x̄) =
(A.25)

GCEL0(x̂) 6
(A.28)&(A.30)

GCEL0(x), (A.31)

ce qui prouve l’assertion (i) du lemme.
(ii) En utilisant le fait que x̂ est un minimiseur global de GCEL0, (A.25) termine la preuve.

a.1.5 Preuve du théorème 9.16

Tout d’abord, notons que par définition de GCEL0 en (9.9), nous avons

GCEL0(x) = G`0(x), ∀x ∈ RN \ S où S :=
{

x ∈ RN : σ−(x) 6= ∅
}

. (A.32)

(i) Soit x̂ ∈ RN un minimiseur global de G`0 (il en existe au moins un d’après (Nikolova,
2013, Theorem 4.4)). La proposition 9.11 avec (A.32) nous assure alors que

GCEL0(x̂) = G`0(x̂). (A.33)

Supposons maintenant qu’il existe x̄ ∈ RN tel que

GCEL0(x̄) < GCEL0(x̂) = G`0(x̂). (A.34)

— si x̄ ∈ RN \ S alors, d’après (A.32),

G`0(x̄) = GCEL0(x̄) < GCEL0(x̂) = G`0(x̂), (A.35)

qui est en contradiction avec le fait que x̂ est un minimiseur global de G`0 .
— si x̄ ∈ S, prenons i ∈ σ−(x̄) et notons GiCEL0(·; x̄(i)) la restriction de GCEL0 à la i-

ème variable au point x̄. La proposition 9.6 nous montre alors que GiCEL0(·; x̄(i)) est
convexe et on déduit facilement de l’expression (9.10) que

∀t ∈ R, GiCEL0(t; x̄(i)) =
1

2
(‖ai‖t− d̃)2 +φ(‖ai‖, λ; t) +Ci −

d̃2

2
, (A.36)

où Ci est une constante donnée en (9.11) et d̃ = 〈ai, d−Ax̄(i)〉/‖ai‖ ∈ R. Posons

t̂ ∈ arg min
t∈R

GiCEL0(t). (A.37)

D’après le lemme 9.10 et (A.36), un tel t̂ vérifie,

t̂ =


0 si |d̃| 6

√
2λ,

sign(d̃)t, t ∈
[
0, d̃
‖ai‖

]
si |d̃| =

√
2λ,

d̃
‖ai‖ si |d̃| >

√
2λ.

(A.38)
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Définissons,

x̄1 = x̄(i) + ei
d̃

‖ai‖
1{|d̃|>

√
2λ}. (A.39)

Clairement, |x̄1i | ∈ {0, d̃/‖ai‖} et d’après (A.37) et (A.38) GCEL0(x̄1) 6 GCEL0(x̄). De
plus ]σ−(x̄1) = ]σ−(x̄) − 1. Ce processus peut alors être répété pour un autre
i ∈ σ−(x̄1) ⊂ σ−(x̄) et nous pouvons ainsi construire une séquence (x̄k)k∈{1···K}
(où K = ]σ−(x̄)) telle que,

GCEL0(x̄K) 6 GCEL0(x̄K−1) 6 · · · 6 GCEL0(x̄1) 6 GCEL0(x̄), (A.40)

]σ−(x̄K) = ]σ−(x̄K−1) − 1 = · · · = ]σ−(x̄) − ]σ−(x̄) = 0. (A.41)

Ensuite, d’après (A.32), (A.34), (A.40) et (A.41) on obtient

G`0(x̄
K) = GCEL0(x̄K) 6 GCEL0(x̄) < GCEL0(x̂) = G`0(x̂) , (A.42)

qui est en contradiction avec le fait que x̂ est un minimiseur global de G`0 et
complète la preuve de l’assertion (i).

(ii) Soit x̂ ∈ RN un minimiseur global de GCEL0. D’après le lemme 9.13 (ii), x̂0, défini
par (9.26), est aussi un minimiseur global de GCEL0 tel que σ−(x̂0) = ∅ et, avec (A.32),
nous avons

GCEL0(x̂) = GCEL0(x̂0) = G`0(x̂
0). (A.43)

Étant donné que GCEL0 minore G`0 (remarque 9.5), x̂0 est un minimiseur global de G`0
ce qui termine la démonstration.

a.1.6 Preuve du corolaire 9.19

On note S0 = arg minx∈RN G`0(x) et SCEL0 = arg minx∈RN GCEL0(x).

=⇒ Tout d’abord, étant donné que les minimiseurs globaux de G`0 sont stricts (Ni-
kolova, 2013, théorème 4.4 (ii)), l’égalité S0 = SCEL0 implique que ces minimiseurs
globaux sont également stricts pour GCEL0. Alors, pour x̂ ∈ SCEL0 = S0 , σ+( x̂) = ∅
d’après le corolaire 9.15.
Supposons maintenant qu’il existe deux minimiseurs ( x̂1 , x̂2) ∈ S2CEL0 tels que ‖ x̂1 −
x̂2‖0 6 1. Deux cas sont alors possibles, ‖ x̂1 − x̂2‖0 = 1 et ‖ x̂1 − x̂2‖0 = 0. Ce-
pendant seul le premier cas est intéressant étant que les minimiseurs sont stricts et
donc que ‖ x̂1 − x̂2‖0 = 0 ⇒ x̂1 = x̂2 . Soit i ∈ IN l’indice de la composante pour
laquelle les solutions x̂1 et x̂2 diffèrent. Par définition, on a x̂1i 6= x̂2i et tout deux sont
des minimiseurs globaux de la restriction convexe (proposition 9.6) GiCEL0(· ; x̂(i)). Il
s’en suit que l’intervalle [

min( x̂1i , x̂2i ),max( x̂1i , x̂2i )
]

tout entier minimise GiCEL0(· ; x̂(i)) ce qui contredit le fait que x̂1 et x̂2 sont stricts
pour GCEL0. Ainsi, (9.32) est nécessairement vérifiée.

⇐= Nous avons déjà l’inclusion S0 ⊆ SCEL0 avec le théorème 9.16 (i). Supposons main-
tenant qu’il existe x̂ ∈ SCEL0 tel que x̂ /∈ S0 . Alors, d’après le théorème 9.16 (ii),
σ−( x̂) 6= ∅ et x̂0 ∈ S0 ∩ SCEL0. D’autre part, pour i ∈ σ−( x̂), le lemme 9.13 nous
assure que x̃ := x̂0 − siei

√
2λ
‖ai‖ est un minimiseur global de GCEL0 qui est donc aussi
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un minimiseur global de G`0 d’après le théorème 9.16 (car σ−( x̃) = ∅ par définition).
On a donc x̃ ∈ S0 ∩ SCEL0 et

‖ x̂0 − x̃‖0 = 1,

ce qui est en contradiction avec (9.32). Ainsi, x̂ ∈ S0 et termine la démonstration.

a.1.7 Preuve du lemme 9.20

Notons σ̂ = σ(x̂), σ̂− = σ−(x̂) et σ̂+ = σ+(x̂). Prenons i ∈ σ̂+, alors comme x̂ est
un minimiseur (local) de GCEL0, le lemme 9.13 nous assure l’existence d’un intervalle non-
dégénéré de R, noté Ti, tel que |x̂i| ∈ Ti et tel que pour tout t ∈ Ti, x̄ = x̂(i) − sieit est
aussi un minimiseur (local) de GCEL0. Soit t̄ ∈ Ti \ {|x̂i|}, alors x̄ := x̂(i) − sieit̄ vérifie les
conditions du lemme 9.10 (points critiques). Par construction,

∀j ∈ IN\{i}, x̂j = x̄j. (A.44)

Ensuite, les conditions du lemme 9.10 entrainent

∀j ∈ σ̂\{i},


|〈aj, Ax̄(j) − d〉| =

√
2λ‖aj‖ si j ∈ σ̂−,

x̄j = −
〈aj,Ax̄(j)−d〉
‖aj‖2

si j ∈ σ̂\σ̂−,
(A.45)

D’après (A.44), ∀j ∈ IN\{i}, x̄(j) = x̂(j)− x̂iei+ x̄iei et (A.45) peut se réécrire comme il suit :

∀j ∈ σ̂\{i},


|〈aj, Ax̂(j) − d〉+ 〈aj, ai〉(x̄i − x̂i)| =

√
2λ‖aj‖ si j ∈ σ̂−,

x̄j = −
〈aj,Ax̂(j)−d〉
‖aj‖2

+
〈aj,ai〉
‖aj‖2

(x̂i − x̄i) si j ∈ σ̂\σ̂−.
(A.46)

Comme x̂ est un point critique de GCEL0 on obtient, ∀j ∈ σ̂\{i}
|sj
√
2λ‖aj‖+ 〈aj, ai〉(x̄i − x̂i)| =

√
2λ‖aj‖ si j ∈ σ̂−,

x̄j = x̂j +
〈aj,ai〉
‖aj‖2

(x̂i − x̄i) si j ∈ σ̂\σ̂−,

=⇒
x̂i 6=x̄i & (A.44)

 〈aj, ai〉 = 0 si j ∈ σ̂−,

〈aj, ai〉 = 0 si j ∈ σ̂\σ̂−,
(A.47)

qui, avec le fait que σ̂− ⊆ σ̂, termine la démonstration.
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a.1.8 Preuve du théorème 9.21

Posons σ̂ = σ(x̂), σ̂− = σ−(x̂) et σ̂0 = σ(x̂0). D’après le lemme 9.20, étant donné que x̂
est un minimiseur de GCEL0, nous avons (9.33). De plus, x̂ est un point critique de GCEL0 et
d’après le lemme 9.10 on obtient

∀i ∈ σ̂0 = σ̂ \ σ̂−, x̂i = x̂0i = −
〈ai, Ax̂(i) − d〉
‖ai‖2

,

⇐⇒ x̂0i = −
〈ai, Aσ̂0(x̂0σ̂0)

(i) +
∑
j∈σ̂− ajx̂j − d〉

‖ai‖2
,

⇐⇒
(9.33)

x̂0i = −
〈ai, Aσ̂0(x̂0σ̂0)

(i) − d〉
‖ai‖2

−
1

‖ai‖2
∑
j∈σ̂−

〈ai, aj〉︸ ︷︷ ︸
=0

x̂j,

⇐⇒ 〈ai, Aσ̂0 x̂0σ̂0 − d〉 = 0.

Ainsi, nous avons (Aσ̂0)
TAσ̂0 x̂0σ̂0 = (Aσ̂0)

Td qui, avec (Nikolova, 2013, corolaire 2.5), as-
sure que x̂0 est un minimiseur local de G`0 . Le fait que x̂0 ne soit pas global pour G`0 vient
du fait qu’il n’est pas global pour GCEL0 (en vertu du théorème 9.16 (i)). Ensuite,

GCEL0(x̂) =
1

2
‖A(σ̂−)c x̂(σ̂−)c +Aσ̂− x̂σ̂− − d‖2 +

∑
i∈IN

φ(‖ai‖, λ; x̂i),

=
1

2
‖A(σ̂−)c x̂(σ̂−)c − d‖2 + 〈Aσ̂− x̂σ̂− , A(σ̂−)c x̂(σ̂−)c − d〉

+
1

2
‖Aσ̂− x̂σ̂−‖2 +

∑
i∈IN

φ(‖ai‖, λ; x̂i),

= GCEL0(x̂0) +
∑
i∈σ̂−

(
φ(‖ai‖, λ; x̂i) + x̂i〈ai, A(σ̂−)c x̂(σ̂−)c − d〉+

x̂i
2
〈ai, Aσ̂− x̂σ̂−〉

)
,

=
(9.33)

GCEL0(x̂0) +
∑
i∈σ̂−

(
φ(‖ai‖, λ; x̂i) + x̂i〈ai, Ax̂(i) − d〉+ ‖ai‖

2

2
x̂2i

)
,

et, comme x̂ est un point critique de GCEL0, nous avons

GCEL0(x̂) = GCEL0(x̂0) +
∑
i∈σ̂−

(
φ(‖ai‖, λ; x̂i) − sign(x̂i)

√
2λ‖ai‖x̂i +

‖ai‖2

2
x̂2i

)
= GCEL0(x̂0). (A.48)

Ici, nous avons utilisé la définition de φ en (9.8) entrainant

∀i ∈ σ̂−, φ(‖ai‖, λ; x̂i) − sign(x̂i)
√
2λ‖ai‖x̂i +

‖ai‖2

2
x̂2i = 0, (A.49)

Enfin, GCEL0(x̂0) = G`0(x̂
0) provient des mêmes arguments que ceux utilisés dans la preuve

du théorème 9.16 et termine la démonstration.

a.1.9 Preuve du théorème 9.26

Posons σ̂ = σ(x̂) et σ̂+ = σ+(x̂). On procède alors en montrant les deux implications.

=⇒ La preuve est directe d’après les corolaires 9.15 et 9.25.
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⇐= Soit σ̂+ = ∅ et rank(Aσ̂) = ]σ̂. On définit

ρ = min

{
min
i∈σ̂

(
| x̂i | −

√
2λ

‖ai‖

)
, min
i∈σ̂c

√
2λ

‖ai‖
, min
i∈σ̂c

2

√
2λ‖ai‖ − |〈ai , A x̂ − d〉 |

‖ai‖2

}
.

Clairement, ρ > 0 étant donné que,

σ̂+ = ∅ ⇒ (∀i ∈ σ̂, |x̂i| >
√
2λ/‖ai‖ et ∀i ∈ σ̂c, |〈 ai, Ax̂ − d〉| <

√
2λ‖ai‖).

Pour tout ε ∈ B∞(0RN , ρ) (boule ouverte `∞ de centre 0RN et de rayon ρ), on a par
définition de ρ,

∀i ∈ σ̂, |x̂i + εi| > |x̂i|− ρ

> |x̂i|− min
j∈σ̂

(
|x̂j|−

√
2λ

‖aj‖

)

> |x̂i|− |x̂i|+
√
2λ

‖ai‖
=

√
2λ

‖ai‖
, (A.50)

et

∀i ∈ σ̂c, |x̂i + εi| = |εi| < ρ 6 min
j∈σ̂c

√
2λ

‖aj‖
6

√
2λ

‖ai‖
. (A.51)

Ainsi, d’après (A.50) et la définition de φ en (9.5), on a

∀i ∈ σ̂, φ(‖ai‖, λ; x̂i + εi) = φ(‖ai‖, λ; x̂i) , (A.52)

et il vient

ΦCEL0(x̂ + ε) =
∑
i∈σ̂

φ(‖ai‖, λ; x̂i) +
∑
i∈σ̂c

φ(‖ai‖, λ; εi). (A.53)

Dans la suite on utilisera la notation φi(·) = φ(‖ai‖, λ; ·).
Prenons ε ∈ B∞(0RN , ρ)\{0RN} et intéressons nous à la quantité GCEL0(x̂ + ε),

GCEL0(x̂ + ε) =
(A.53)

1

2
‖A(x̂ + ε) − d‖2 +

∑
i∈σ̂

φi(x̂i) +
∑
i∈σ̂c

φi(εi),

=
1

2
‖Ax̂ − d‖2 + 1

2
‖Aε‖2 + 〈Aε,Ax̂ − d〉+

∑
i∈σ̂

φi(x̂i) +
∑
i∈σ̂c

φi(εi),

= GCEL0(x̂) +
1

2
‖Aε‖2 + 〈εσ̂, (Aσ̂)T (Ax̂ − d)〉

+ 〈εσ̂c , (Aσ̂c)T (Ax̂ − d)〉+
∑
i∈σ̂c

φi(εi).

Étant donné que x̂ est un point critique de GCEL0 et que σ̂+ = ∅, le lemme 9.10 nous
assure que (Aσ̂)

T (Ax̂ − d) = 0R]σ̂ et on a alors

GCEL0(x̂ + ε) = GCEL0(x̂) +
1

2
‖Aε‖2 +

∑
i∈σ̂c

εi〈ai, Ax̂ − d〉+φi(εi), (A.54)

> GCEL0(x̂) +
1

2
‖Aε‖2 +

∑
i∈σ̂c

φi(εi) − |εi| |〈ai, Ax̂ − d〉|. (A.55)
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Or d’après (A.51) nous savons que ∀ε ∈ B∞(0RN , ρ)\{0RN}, 0 6 |εi| <
√
2λ/‖ai‖ ∀i ∈

σ̂c et par définition de φi(·), (A.55) devient

GCEL0(x̂ + ε) > GCEL0(x̂) +
1

2
‖Aε‖2

+
∑
i∈σ̂c

|εi|

(√
2λ‖ai‖−

‖ai‖2

2
|εi|− |〈ai, Ax̂ − d〉|

)
. (A.56)

De plus,

∀i ∈ σ̂c,
√
2λ‖ai‖−

‖ai‖2

2
|εi|− |〈ai, Ax̂ − d〉| > 0, (A.57)

⇐⇒ ∀i ∈ σ̂c, |εi| <
2

‖ai‖2
(√
2λ‖ai‖− |〈ai, Ax̂ − d〉|

)
. (A.58)

ce qui est vrai par définition de ρ.

Finalement, étant donné que rank(Aσ̂) = ]σ̂ et ε 6= 0RN , au moins une des deux
assertions suivantes est vérifiée :

- ∃i ∈ σ̂ tel que |εi| > 0 impliquant ‖Aε‖ > 0,
- ∃i ∈ σ̂c tel que |εi| > 0 et la somme dans (A.56) est donc positive.

L’inégalité dans (A.56) est donc stricte :

GCEL0(x̂ + ε) > GCEL0(x̂), (A.59)

ce qui termine la preuve.

a.1.10 Preuve du théorème 9.32

Rappelons tout d’abord que pour x ∈ RN, nous avons (d’après (9.10)),

∀i ∈ IN ∀t ∈ R, GiCEL0(t; x(i)) = Ci +
1

2
(‖ai‖t− d̃i)2 +φ(‖ai‖, λ; t), (A.60)

où d̃i = 〈ai, d−Ax(i)〉/‖ai‖ et Ci est une constante indépendante de t donnée par (9.11).
De manière similaire, il est facile de voir que

∀i ∈ IN ∀t ∈ R, Gi`0(t; x(i)) = C ′i +
1

2
(‖ai‖t− d̃i)2 + λ|t|0, (A.61)

où C ′i =
1
2‖Ax(i) − d‖2 + λ

∑
j6=i |xj|0.

Ensuite, d’après la proposition 9.3, il vient que pour tout i ∈ IN et x ∈ RN, GiCEL0(·; x(i))
n’est autre que l’enveloppe convexe de Gi`0(·; x(i)) à une constante C = C ′i −Ci > 0 près.
Dans la suite de la preuve, la notation (EC), pour Enveloppe Convexe, réfèrera à cette
propriété.

=⇒ Soit x̂ ∈ RN un minimiseur CW de G`0 . Alors, d’après la définition 9.29, pour tout
i ∈ IN , x̂i est un minimiseur global de Gi`0 (· ; x̂(i)). Il découle alors de (EC) que
pour tout i ∈ IN , x̂i est aussi un minimiseur global de GiCEL0(· ; x̂(i)) étant donné
qu’un minimiseur global d’une fonction est également un minimiseur global de son
enveloppe convexe. Par conséquent, x̂ est un minimiseur CW de GCEL0.
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Supposons maintenant que σ−( x̂) 6= ∅ et prenons j ∈ σ−( x̂). Alors, par définition
de σ− et de la pénalité CEL0 (9.5), nous avons

GjCEL0(x̂j; x̂(j)) +C ′j −Cj < Gj`0(x̂j; x̂(j)), (A.62)

ce qui est en contradiction 1 avec (EC) et prouve que σ−(x̂) = ∅.

⇐= Soit x̂ ∈ RN un minimiseur CW de GCEL0 tel que σ−( x̂) = ∅. Alors, par définition
de σ− et de ΦCEL0, nous avons

GCEL0( x̂) = G`0 ( x̂) . (A.63)

Ensuite, avec des arguments similaires à ceux utilisés pour la preuve de =⇒, (EC)
termine la démonstration.

a.2 démonstrations du chapitre 10

a.2.1 Preuve du théorème 10.3

Dans cette preuve, nous considérons la restriction de GCEL0 définie par :

GE
CEL0 : E −→ R, (A.64)

où E := {x ∈ RN , GCEL0(x) < GCEL0(xinit)} ⊂ RN . Notons que puisque le Macro-Algo
est un algorithme de descente, ses itérés sont contraints à rester dans E et nous pouvons
donc limiter la preuve à l’étude de la restriction GE

CEL0.
On note C l’ensemble des points critiques (au sens de Clarke) de GE

CEL0. Nous commen-
çons par montrer que l’image de C par GE

CEL0, notée GE
CEL0(C), est un ensemble fini. Soit

x̂ ∈ C, σ̂ = σ( x̂) et σ̂− = σ−( x̂). Alors, d’après la première accolade dans la preuve du
lemme 9.10 (annexe A.1.3 page 190), x̂ est solution de

∀i ∈ σ̂

 0 = 〈ai , A x̂ − d〉 − ‖ai‖2 x̂i + sign( x̂i)
√
2λ‖ai‖ ssi i ∈ σ̂− ,

0 = 〈ai , A x̂ − d〉 ssi i ∈ σ̂ \ σ̂− .

⇐⇒

 0 = (Aσ̂− )T (Aσ̂ x̂σ̂ − d) − Dσ̂− x̂σ̂− +
√
2λbσ̂− ,

0 = (Aσ̂\σ̂− )T (Aσ̂ x̂σ̂ − d) .

(A.65)

où D ∈ RN×N est une matrice diagonale telle que Dii = ‖ai‖21{i∈σ̂− } et b ∈ RN est
un vecteur défini par bi = sign( x̂i)‖ai‖1{i∈σ̂− } . Alors (A.65) se réécrit

[(Aσ̂)
TAσ̂ − Dσ̂ ] x̂σ̂ = (Aσ̂)

T d −
√
2λbσ̂ . (A.66)

Ainsi, appartenir à E et être solution du système (A.66) est une condition nécessaire 2

pour être un point critique de GE
CEL0. Considérons maintenant ω ⊂ IN, ω− ⊂ ω et x̄ ∈ RN

solution de[
(Aω)TAω −Dω

]
x̄ω = (Aω)Td−

√
2λbω, (A.67)

1. Le min d’une fonction coïncide avec celui de son enveloppe convexe.
2. Mais pas suffisante étant donné que, d’après le lemme 9.10, un point critique de GCEL0 doit aussi vérifier

|〈ai, Ax̂(i) − d〉| 6
√
2λ‖ai‖, ∀i ∈ σ̂c, condition qui n’est pas prise en compte dans (A.66).
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où bi = ±‖ai‖1{i∈ω−} et Dii = ‖ai‖21{i∈ω−}. Alors un tel x̄ est point critique de GE
CEL0

si et seulement si x̄ ∈ E, est solution de (A.66) (i. e. σ(x̄) = ω, σ−(x̄) = ω− et sign(x̄i) =

sign(bi), ∀i ∈ ω−) et vérifie |〈ai, Ax̄(i) − d〉| 6
√
2λ‖ai‖, ∀i ∈ σ(x̄)c.

Un nombre fini de systèmes du type (A.67) peuvent être construits en choisissant, ω, ω−

ainsi que le signe des composantes non-nulles de b. En effet, le nombre de sous-ensembles
ω ⊂ IN est égal à

∑N
k=1

(
N
k

)
et le nombre de sous-ensembles ω− ⊂ ω à

∑#ω
l=1

(#ω
l

)
. Enfin,

il y a le choix du signe des entrées non-nulles de b, i. e. 2#ω−
possibilités. Au final, il existe

N∑
k=1

(
N

k

)
×

k∑
l=1

(
k

l

)
× (2l) < +∞, (A.68)

différents systèmes du type (A.67). Ce nombre est extrêmement grand mais fini. Rappelons
que les solutions, x̄, de ces systèmes sont des points critiques de GE

CEL0 si et seulement si elles
appartiennent à E, elles sont solution de (A.66) et vérifient |〈ai, Ax̄(i)−d〉| 6

√
2λ‖ai‖, ∀i ∈

σ(x̄)c. De fait, le nombre de systèmes comme (A.67) résultants en des points critiques de
GE

CEL0 est inférieur à (A.68).

De tels systèmes (A.67) peuvent admettre
— une unique solution si rank((Aω)TAω −Dω) = #ω ;
— aucune ou une infinité de solutions si rank((Aω)TAω −Dω) 6 #ω− 1.

Dans le cas où le système admet une infinité de solutions, elles appartiennent à un sous-
espace affine de RN (translation du sous-espace vectoriel défini par les solutions de l’équa-
tion homogène). Parmi ces solutions, les points critiques de GE

CEL0 appartiennent à l’intersec-
tion entre le sous-espace affine des solutions, E et E défini par

E := I0 ∩
∏
i∈IN

Ii, (A.69)

où,

Ii =



{0} si i ∈ ωc ,[
−
√
2λ
‖ai‖ , 0

[
, si i ∈ ω− and bi < 0,]

0,
√
2λ
‖ai‖

]
, si i ∈ ω− and bi > 0,]

−∞,−√2λ‖ai‖]∪ [√2λ‖ai‖ ,+∞[ si i ∈ ω\ω−,

(A.70)

et

I0 =
⋂
i∈ωc

{
x ∈ RN : |〈ai, Ax(i) − d〉| 6

√
2λ‖ai‖

}
, (A.71)

On peut voir que E (eq. A.69) est composé d’un nombre fini de composantes connexes
dans RN. En effet, comme x 7→ 〈ai, Ax(i) − d〉 est linéaire, chaque ensemble de l’intersec-
tion définissant I0 est une composante connexe dans RN. Par conséquent I0 est aussi une
composante connexe dans RN. Finalement, intersecter I0 avec le produit cartésien des Ii
(i ∈ IN) prouve l’affirmation précédente.

Un système du type (A.67) résulte (au plus) en un nombre fini de composantes connexes
dans C. En combinant cela avec (A.68), on en déduit que C contient un nombre fini de com-
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posantes connexes. Ensuite, en suivant (Attouch et al., 2013), étant donné que 1
2‖Ax − d‖2

est une fonction polynomiale et que ΦCEL0 a un graphe polynomial par morceaux, GE
CEL0

est semi-algébrique et donc sous-analytique. Nous avons donc toutes les conditions requises
par (Bolte et al., 2005, théorème 7) stipulant que GE

CEL0 est alors constante sur chacune de
ces composantes connexes de C. Par conséquent GE

CEL0(C) est un ensemble fini.

Nous sommes maintenant en mesure de terminer la démonstration. D’après H1 et par
construction de l’algorithme, ∀n ∈ N, xn ∈ C. Alors, comme cela est démontré dans la
preuve du lemme 9.13 (annexe A.1.4 page 191), pour i ∈ σ−n ,

GE
CEL0((x

n)(i)) = GE
CEL0(x

n). (A.72)

et GE
CEL0(xtemp) = GE

CEL0(xn). De plus, avec les hypothèses H1 et H2 sur Alg, on a d’une part

∀n ∈N, GE
CEL0(x

n+1) 6 GE
CEL0(x

temp) −β‖xn+1 − xtemp‖2, (A.73)

et d’autre part que xn+1 est un point critique de GE
CEL0. Nous distinguons deux cas :

— si xn+1 = xtemp, alors xtemp était un point critique et la boucle interne du Macro-
Algo a été stoppée par la condition σ−n = ∅. Dans ce cas, l’algorithme s’arrête.

— si xn+1 6= xtemp nous avons, d’après (A.73),

GE
CEL0(x

n+1) < GE
CEL0(x

temp) = GE
CEL0(x

n). (A.74)

Enfin, pour tout minimiseur global x̂ ∈ C (il en existe au moins un d’après la proposi-
tion 9.18), le lemme 9.13 assure que x̂0 est aussi un minimiseur global vérifiant σ−(x̂0) = ∅.
Ainsi, il existe au moins un élément x̄ ∈ C vérifiant σ−(x̄) = ∅ et GE

CEL0(x̄) = min{GE
CEL0(C)}.

Ce dernier point avec (A.74) et le fait que GE
CEL0(C) est un ensemble fini permet de conclure

qu’il existe n? ∈N tel que σ−n? = ∅.

Finalement, d’après le lemme 10.1, xn
?

est un minimiseur (local) de G`0 ce qui termine
la preuve.

a.3 démonstrations du chapitre 12

a.3.1 Preuve du lemme 12.5

Soit u?d un minimiseur global de g0 pour d ∈ R. Alors la proposition 12.3 établie que

∀d ∈ R,

 |d| 6
√
2λ =⇒ u?d = 0,

|d| >
√
2λ =⇒ u?d = d

a .

(A.75)

De plus, d’après la proposition 12.4, nous avons les deux équivalences suivantes :

0 est un point critique de g̃ ⇐⇒

 ad ∈
[

¯
δ0, δ̄0

]
si 0 ∈ B,

φ ′ (0) = ad si 0 ∈ R \B,

(A.76)
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d

a
est un point critique de g̃ ⇐⇒

 0 ∈
[

¯
δd/a, δ̄d/a

]
si da ∈ B,

φ ′
(
d
a

)
= 0 si da ∈ R \B.

(A.77)

Alors, il découle des deux équations précédentes que

{∀d ∈ R, u? est un minimiseur global de g0 =⇒ u? est un point critique de g̃} (A.78)

est équivalent à : ∀d ∈ R,

|d| 6
√
2λ =⇒

 ad ∈
[

¯
δ0, δ̄0

]
si 0 ∈ B,

φ ′ (0) = ad si 0 ∈ R \B.

(A.79)

|d| >
√
2λ =⇒

 0 ∈
[

¯
δd/a, δ̄d/a

]
si da ∈ B,

φ ′
(
d
a

)
= 0 si da ∈ R \B.

(A.80)

En gardant à l’esprit que (A.79) est vérifiée ∀d ∈ R, nous pouvons la réécrire comme il
suit,  [−

√
2λa,

√
2λa] ⊆

[
¯
δ0, δ̄0

]
si 0 ∈ B,

φ ′ (0) = ad ∀|d| 6
√
2λ si 0 ∈ R \B.

(A.81)

La seconde ligne de (A.81) est impossible pour φ fixé. Ainsi (A.79) est équivalent à (12.19a).

Similairement, nous pouvons réécrire (A.80) par

∀|u| >
√
2λ/a,

 0 ∈
[

¯
δu, δ̄u

]
si u ∈ B,

φ ′(u) = 0 si u ∈ R \B.

(A.82)

Le fait que B contienne un nombre fini de points de R et par continuité de φ, seulement
la deuxième ligne de (A.82) peut être vérifiée pour |u| >

√
2λ/a. En effet, supposons qu’il

existe u ∈ B tel que u >
√
2λ/a (on peut faire la même chose pour u < −

√
2λ/a). Alors

étant donné que B est un ensemble fini de points de R, il contient uniquement des points
isolés, i. e.

∃ε > 0, t.q. B∩]u− ε, u+ ε[= {u}. (A.83)

Il s’en suit, d’après la deuxième ligne de (A.82), que

∀v ∈
]
max

(√
2λ/a, u− ε

)
, u+ ε

[
\ {u}, φ ′(v) = 0, (A.84)

et que φ est constante sur ]max(
√
2λ/a, u− ε), u[ et sur ]u, u+ ε[. Alors par continuité, φ

est constante sur ]max(
√
2λ/a, u− ε), u+ ε[ tout entier ce qui est en contradiction avec le

fait que u ∈ B (i. e. que φ n’est pas différentiable en u). Ainsi, B ⊆ [−
√
2λ/a,

√
2λ/a] et

∀u ∈ R \ [−
√
2λ/a,

√
2λ/a], φ ′(u) = 0 ce qui termine la preuve.



202 démonstrations

a.3.2 Preuve du lemme 12.6

Étant donné que nous considérons (12.6), «g̃ n’admet aucun minimiseur global sur ] −√
2λ
a , 0[∪]0,

√
2λ
a [ pour tout d ∈ R» est équivalent à,

∀u ∈] −
√
2λ/a, 0[∪]0,

√
2λ/a[, g̃(u) >

 g0(0) = d2

2 si |d| 6
√
2λ,

g0
(
d
a

)
= λ si |d| >

√
2λ,

∀d ∈ R, (A.85)

ce qui s’écrit encore,

∀u ∈] −
√
2λ/a, 0[∪]0,

√
2λ/a[, φ(u) > φmin(u) := sup

d∈R

fu(d), (A.86)

où

fu(d) =

 −a
2u2

2 + aud si |d| 6
√
2λ,

λ− 1
2(au− d)2 si |d| >

√
2λ.

(A.87)

Alors, il est aisé de voir que

sup
|d|6
√
2λ

fu(d) = −
a2u2

2
+
√
2λa|u|, (A.88)

et

sup
|d|>
√
2λ

fu(d) =

 λ if |u| >
√
2λ
a ,

−a
2u2

2 +
√
2λa|u| sinon,

(A.89)

Finalement nous avons

∀u ∈] −
√
2λ/a, 0[∪]0,

√
2λ/a[, φmin(u) = −

a2u2

2
+
√
2λa|u| = φCEL0(a, λ;u), (A.90)

où φCEL0 est donné par (9.5) (page 96), ce qui termine la preuve.

a.3.3 Preuve du théorème 12.7

Nous démontrons chaque implication indépendamment.

⇐= remarquons tout d’abord que (12.21) =⇒ (12.19). En effet, il est évident que (12.21b)
=⇒ (12.19b) et, par définition de φCEL0, nous avons φCEL0(0) = 0 et

lim
u→0
u>0

φ ′CEL0(u) =
√
2λa et lim

u→0
u<0

φ ′CEL0(u) = −
√
2λa . (A.91)

Ainsi, (A.91) avec (12.21a) et (12.21c) (i. e. φ(0) = 0 et φ > φCEL0 sur ] −
√
2λ/a,

√
2λ/a[\{0})

impliquent

lim
u→0
u<0

φ ′(u) 6 −
√
2λa et lim

u→0
u>0

φ ′(u) >
√
2λa, (A.92)
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qui peut être réécrit comme [−
√
2λa,

√
2λa] ⊆ [

¯
δ0 , δ̄0 ] et montre que (12.19a) est

vérifiée (le fait que 0 ∈ B est une conséquence de [−
√
2λa,

√
2λa] ⊆ [

¯
δ0 , δ̄0 ]).

Il s’en suit, d’après le lemme 12.5, que les minimiseurs globaux de g0 sont des points
critiques de g̃ et que g̃ a au moins un point critique puisque g0 a toujours au moins un
minimiseur global dans {0, d/a} (proposition 12.3). Alors, parmi les points critiques
de g̃ il en existe au moins un qui est un minimiseur global de g̃. En effet, de part
la continuité de φ et d’après les conditions (12.21a) et (12.21b), φ est bornée. De
plus, l’attache aux données quadratique de g̃ est coercive. Ainsi g̃ est coercive et sa
contiuité assure l’existence d’un minimiseur global.
Maintenant, d’après (12.21a) et (12.21b) nous avons que

∀u /∈] −
√
2λ/a, 0[∪]0,

√
2λ/a[, φ(u) = λ|u|0. (A.93)

Par ailleurs, (12.21c) avec le lemme 12.6 assurent que g̃ n’admet pas de minimiseurs
globaux sur ] −

√
2λ/a, 0[∪]0,

√
2λ/a[ et la proposition 12.3 montre la même chose

pour g0. Ainsi, nous venons de montrer que g0 et g̃ étaient égales en tout point qui
est potentiellement un minimiseur global de l’une des deux fonctionnelles ce qui
nous permet de conclure que (P1) est vérifiée (avec (12.6)).

=⇒ sous la condition (P1), tous les minimiseurs globaux de g0 sont des points cri-
tiques de g̃ ce qui, d’après le lemme 12.5, est équivalent à (12.19). De plus, (12.6)
entraine (12.21a) et permet de réduire (12.19b) à (12.21b).
Supposons que (12.21c) n’est pas vérifiée et qu’il existe u0 ∈ (0,

√
2λ/a) tel que

φ(u0) 6 φCEL0(u0). Alors, il est facile de déterminer un d0 =
√
2λ pour lequel

g0 admet deux minimiseurs globaux {0, d0a } et pour lequel l’intervalle [0, d0a ] =

[0,
√
2λ
a ] tout entier minimise la fonctionnelle gCEL0 (définie par (12.5) avec φ = φCEL0)

puisque gCEL0 est l’enveloppe convexe de g0 (voir section 9.1 page 95). Ainsi nous
avons u0 /∈ {0, d0a } et néanmoins g̃(u0) 6 gCEL0(u0) = g0(0) = g0( d0a ) ce qui
contredit (P1) et termine la preuve.

a.3.4 Preuve du théorème 12.9

Étant donné que g0 a toujours deux minimiseurs (locaux), û1 = 0 et û2 = d
a , qui

coïncident lorsque d = 0, nous pouvons voir que vérifier (P2) est équivalent à vérifier

∀d ∈ R, û ∈ C \

{
0,
d

a

}
=⇒ û n’est pas un minimiseur (local) de g̃, (A.94)

où C = {u ∈ R : 0 ∈ ∂g̃(u)} est l’ensemble des points critiques de g̃. Ainsi, la démonstra-
tion consiste maintenant à montrer que, sous les conditions (12.21), (A.94) est équivalent
à (12.22).

(12 .22) =⇒ (A.94) Soit û ∈ C \
{
0, da
}

pour d ∈ R. Alors, d’après la caractérisation
des points critiques de g̃ donnée par (12.13) et la définition des bornes β− et β+,
nous en déduisons que û ∈ [β− , β+ ] \ {0}. En effet, un point critique de g̃ sur
la partie constante de φ vérifie nécessairement û = d/a d’après (12.13). De plus,
d’après (12.22) on a :
— si û ∈ B, alors

lim
v→û
v<û

g̃ ′(v) = a2 û− ad+ lim
v→û
v<û

φ ′(v) >
(12.22a)

a2 û− ad+ lim
v→û
v>û

φ ′(v) = lim
v→û
v>û

g̃ ′(v),

montrant que û n’est pas un minimiseur (local) de g̃.
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— si û /∈ B, alors puisque û 6= d/a nous avons φ ′(û) 6= 0 et nécessairement û ∈
]β− , β+ [\B (en effet si û = β−, ou β+, alors par (12.21) et étant donné que nous
sommes dans le cas û /∈ B, nous obtenons φ ′(β−) = 0 ce qui est incompatible
avec ce qui précède impliquant û 6= β− et β+). Enfin, d’après (12.22b) on obtient g̃ ′′(û) = a2 +φ ′′(û) 6 0 et il existe un intervalle V ⊂ R \B

t.q. û ∈ V et ∀v ∈ V \ {û}, g̃ ′′(v) = a2 +φ ′′(v) < 0,

montrant que û n’est pas un minimiseur (local) de g̃.

(12 .22) ⇐= (A.94) D’après la caractérisation des points critiques (12.13), on peut ré-
écrire (A.94) comme il suit :

∀d ∈ R, û ∈ C \

{
0,
d

a

}

=⇒



 g̃ ′′(û) 6 0 et il existe un intervalle V ⊂ R \ B

t.q. û ∈ V et ∀v ∈ V \ {û}, g̃ ′′(v) < 0

si û /∈ B,

lim
v→û
v<û

g̃ ′(v) > lim
v→û
v>û

g̃ ′(v) si û ∈ B .

(A.95)

Notons que la deuxième partie du «premier si» est utile pour discerner les minimi-
seurs (locaux) des autres points critiques lorsque g̃ ′′(û) = 0. En ce qui concerne le
«deuxième si», puisque nous sommes dans le cas où û ∈ B est un point critique, les
dérivées à gauche et à droite de g̃ au point û sont de signe différent et l’inégalité
donnée est alors nécessaire pour assurer que û n’est pas un minimiseur (local).

Ensuite, nous pouvons voir que

∀u ∈
[
−
√
2λ/a,

√
2λ/a

]
\
{
{0} ∪ {u /∈ B : φ ′(u) = 0}

}
,

il existe d0 ∈ R tel que d0 6= au et a
2u − ad0 + φ

′(u) = 0 si u /∈ B,

ad0 − a
2u ∈

[
¯
δu , δ̄u

]
si u ∈ B .
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impliquant, d’après (12.13), que u ∈ C \
{
0, d0a

}
. En combinant cela avec (A.95)

nous obtenons

u ∈
[
−
√
2λ/a,

√
2λ/a

]
\
{
{0} ∪ {u /∈ B : φ ′(u) = 0}

}

=⇒



 g̃ ′′(u) 6 0 et il existe un intervalle V ⊂ R \ B

t.q. u ∈ V et ∀v ∈ V \ {u}, g̃ ′′(v) < 0

si u /∈ B,

lim
v→u
v<u

g̃ ′(v) > lim
v→u
v>u

g̃ ′(v) si u ∈ B,

⇐⇒



 φ ′′(u) 6 −a2 et il existe un intervalle V ⊂ R \ B

t.q. u ∈ V et ∀v ∈ V \ {u}, φ ′′(v) < −a2
si u /∈ B,

lim
v→u
v<u

φ ′(v) > lim
v→u
v>u

φ ′(v) si u ∈ B .

(A.96)

Ainsi, nous avons montré (12.22a). Pour (12.22b), nous devons nous intéresser aux
points u ∈ [−

√
2λ/a,

√
2λ/a] \ B tels que φ ′(u) = 0. Remarquons tout d’abord que

d’après (12.21) nous avons

lim
u→0
u>0

φ ′(u) >
√
2λa > 0 et lim

u→
√
2λ/a

u>
√
2λ/a

φ ′(u) = 0, (A.97)

et que, d’après (A.96), la «dérivée» de φ est une fonction discontinue (aux points
dans B) et décroissante sur [0,

√
2λ/a]. Ainsi, s’il existe ū ∈ [0,

√
2λ/a] \ B tel que

φ ′(ū) = 0, alors φ ′(u) = 0 ∀u ∈ [ū,+∞). Un raisonnement similaire peut être réalisé
sur R− et alors, en définissant β− et β+ comme dans l’énoncé du théorème, nous
obtenons que B ⊂ [β−, β+] et que ∀u ∈]β−, β+[\B, φ ′(u) 6= 0. De là, (A.96) devient :
∀u ∈]β−, β+[\{0},

 φ ′′(u) 6 −a2 et il existe un intervalle V ⊂ R \B

t.q. u ∈ V et ∀v ∈ V \ {u}, φ ′′(v) < −a2
si u /∈ B,

lim
v→u
v<u

φ ′(v) > lim
v→u
v>u

φ ′(v) si u ∈ B,

(A.98)

ce qui termine la preuve.

a.3.5 Preuve de la proposition 12.20

Par définition deΦSCAD, la condition (12.26a) est vérifiée pour tout γi > 2 et λ̃i > 0 (i ∈ IN).
De plus, on obtient facilement que

(12.26b) ⇐⇒ ∀i ∈ IN,
(γi + 1)λ̃

2
i

2
= λ et γiλ̃i = βi+ 6

√
2λ

‖ai‖
, (A.99)

(12.26c) =⇒ ∀i ∈ IN, λ̃i >
√
2λ‖ai‖, (A.100)
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où la dernière implication provient du même argument que celui utilisé dans la preuve de
la proposition 12.19 (par symétrie βi− = −βi+). Regardons maintenant si les conditions
ci-dessus sur γi and λ̃i peuvent être vérifiées simultanément. On a, ∀i ∈ IN

λ̃i =

√
2λ

γi + 1
et

γi√
γi + 1

6
1

‖ai‖
et

1√
γi + 1

> ‖ai‖, (A.101)

⇐⇒
γi>2

λ̃i =

√
2λ

γi + 1
et ‖ai‖ 6

1√
γi + 1

<

√
γi + 1

γi
et ‖ai‖ <

1√
3

. (A.102)

⇐⇒ λ̃i =

√
2λ

γi + 1
et γi 6

1

‖ai‖2
− 1 et ‖ai‖ <

1√
3

. (A.103)

Afin de conclure la preuve, nous devons montrer que (12.53) =⇒ (12.26c). Par symétrie
on restreint la preuve à R+. En utilisant les mêmes arguments que dans la preuve de la
proposition 12.19, nous avons sous la condition (12.53)

∀i ∈ IN, ∀u ∈]0, λ̃i], φCEL0(‖ai‖, λ;u) < φSCAD(γi, λ̃i;u), (A.104)

puisque (12.53) =⇒ λ̃i >
√
2λ‖ai‖ ∀i. Ensuite, ∀i ∈ IN, ∀u ∈ [λ̃i, γiλ̃i], nous avons

φCEL0(‖ai‖, λ;u) = P1(u) = −
‖ai‖2

2
u2 +

√
2λ‖ai‖u,

φSCAD(γi, λ̃i;u) = P2(u) = −
λ̃2i − 2γiλ̃i|u|+ u

2

2(γi − 1)

où (P1, P2) ∈ (R2[X])2 sont deux polynomes d’ordre 2. Considérons le polynôme Q = P2−

P1. Alors, (A.99) et (A.104) nous assurent que Q(λ̃i) > 0 et Q(γiλ̃i) > 0 (étant donné que

l’on est toujours sous la condition (12.53) et que (12.53) =⇒ ( (γi+1)λ̃
2
i

2 = λ et γiλ̃i 6
√
2λ
‖ai‖ ).

De plus, nous pouvons voir que

∀u ∈ [λ̃i, γiλ̃i], Q
′′(u) = ‖ai‖2 −

1

γi − 1
<

(12.53)
0 (A.105)

Ainsi, Q est strictement positif et concave sur [λ̃i, γiλ̃i] ce qui, avec Q(λ̃i) > 0 et Q(γiλ̃i) >
0, implique que that Q(u) > 0 ∀u ∈ [λ̃i, γiλ̃i[. Cela montre que (12.53) =⇒ (12.26c). Enfin,
le fait que GSCAD ne puisse jamais avoir la propriété (P2) provient des mêmes arguments que
ceux utilisés dans la preuve de la proposition 12.19 pour la pénalité Capped-`1.
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Résumé :
Cette thèse s’intéresse à deux problèmes rencontrés en traitement du signal et des images. Le premier concerne

la reconstruction 3D de structures biologiques à partir d’acquisitions multi-angles en microscopie par réflexion

totale interne (MA-TIRF). Dans ce contexte, nous proposons de résoudre le problème inverse avec une approche

variationnelle et étudions l’effet de la régularisation. Une batterie d’expériences, simples à mettre en œuvre, sont

ensuite proposées pour étalonner le système et valider le modèle utilisé. La méthode proposée s’est montrée être en

mesure de reconstruire avec précision un échantillon phantom de géométrie connue sur une épaisseur de 400 nm,

de co-localiser deux molécules fluorescentes marquant les mêmes structures biologiques et d’observer des phéno-

mènes biologiques connus, le tout avec une résolution axiale de l’ordre de 20 nm. La deuxième partie de cette

thèse considère plus précisément la régularisation `0 et la minimisation du critère moindres carrés pénalisé (`2-

`0) dans le contexte des relaxations continues exactes de cette fonctionnelle. Nous proposons dans un premier

temps la pénalité CEL0 (Continuous Exact `0) résultant en une relaxation de la fonctionnelle `2-`0 préservant

ses minimiseurs globaux et pour laquelle de tout minimiseur local on peut définir un minimiseur local de `2-`0
par un simple seuillage. Par ailleurs, nous montrons que cette relaxation élimine des minimiseurs locaux de la

fonctionnelle initiale. La minimisation de cette fonctionnelle avec des algorithmes d’optimisation non-convexe est

ensuite utilisée pour différentes applications montrant l’intérêt de la minimisation de la relaxation par rapport

à une minimisation directe du critère `2-`0. Enfin, une vue unifiée des pénalités continues de la littérature est

proposée dans ce contexte de reformulation exacte du problème.

Mots clés : problèmes inverses, microscopie MA-TIRF, reconstruction 3D, étalonnage microscope, optimisation

parcimonieuse, norme-`0, relaxations continues exactes, équivalence des minimiseurs.

Abstract :
This thesis is devoted to two problems encountered in signal and image processing. The first one concerns the

3D reconstruction of biological structures from multi-angle total interval reflection fluorescence microscopy (MA-

TIRF). Within this context, we propose to tackle the inverse problem by using a variational approach and we

analyze the effect of the regularization. A set of simple experiments is then proposed to both calibrate the system

and validate the used model. The proposed method has been shown to be able to reconstruct precisely a phantom

sample of known geometry on a 400 nm depth layer, to co-localize two fluorescent molecules used to mark the

same biological structures and also to observe known biological phenomena, everything with an axial resolution

of 20 nm. The second part of this thesis considers more precisely the `0 regularization and the minimization of

the penalized least squares criteria (`2-`0) within the context of exact continuous relaxations of this functional.

Firstly, we propose the Continuous Exact `0 (CEL0) penalty leading to a relaxation of the `2-`0 functional which

preserves its global minimizers and for which from each local minimizer we can define a local minimizer of `2-`0
by a simple thresholding. Moreover, we show that this relaxed functional eliminates some local minimizers of the

initial functional. The minimization of this functional with nonsmooth nonconvex algorithms is then used on

various applications showing the interest of minimizing the relaxation in contrast to a direct minimization of the

`2-`0 criteria. Finally we propose a unified view of continuous penalties of the literature within this exact problem

reformulation framework.

Key words : inverse problems, MA-TIRF microscopy, 3D reconstruction, microscope calibration, sparse optimi-

zation, `0-norm, exact continuous relaxations, minimizers equivalence.
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