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Introduction

If the electrons move in a periodic potential [...], the analysis becomes quite complica-
ted, but again results in a diamagnetic susceptibility of the same order of magnitude as
the paramagnetic [Pauli] susceptibility.

Voici une citation du célèbre « Ashcroft et Mermin » [6], l’un des livres de référence de la physique
des solides. Cet ouvrage fut l’un des premiers à réaliser le tour de force de présenter un grand
nombre d’aspects de la physique des solides, chacun étant traité avec profondeur. Cependant, si l’on
devait résumer en quelques mots les travaux de cette thèse, on pourrait dire qu’il s’agit de montrer
à quel point le magnétisme orbital dans les cristaux est plus riche que ce que les auteurs peuvent
le laisser penser dans cette citation. Avant de détailler les surprises que celui-ci recèle, faisons un
détour par la notion de magnétisme en général et l’historique de la théorie des bandes des cristaux.

L’étude du magnétisme sous toutes ses formes est un sujet ancien dont la compréhension pro-
gressive a contribué à l’émergence de plusieurs théories considérées comme des piliers de la phy-
sique à l’heure actuelle. La compréhension à l’échelle macroscopique du magnétisme des aimants
a débouché sur l’unification de l’électricité et du magnétisme au XIXe siècle résultant en les équa-
tions de Maxwell ; puis la recherche d’une interprétation microscopique a fortement contribué à
l’apparition d’une nouvelle théorie capable de décrire les phénomènes atomiques et dépassant la
mécanique classique ; enfin, la compréhension de l’origine du moment cinétique propre (le spin)
a nécessité la combinaison de la mécanique quantique et de la relativité restreinte au début du
XXe siècle à travers l’équation de Dirac. Si le magnétisme a mis du temps à être appréhendé de
façon globale, c’est probablement parce qu’il en existe de nombreuses manifestations, provenant de
sources microscopiques différentes.

Une première manifestation est associée aux noms de Curie, Langevin et Brillouin, c’est le ma-
gnétisme localisé : des moments magnétiques indépendants réagissent de façon paramagnétique à
l’excitation extérieure d’un champ magnétique. Cet aspect a été compris à la fin du XIXe siècle, et a
été complété par la théorie de Langevin du diamagnétisme d’atomes isolés (également dénommée
magnétisme de Larmor) qui explique la présence d’une faible contribution négative supplémentaire
dans la susceptibilité, indépendante de la température (contrairement au paramagnétisme qui suit
la loi de Curie).

Le développement de la théorie quantique des solides notamment par Bloch posa de nouvelles
questions sur le magnétisme, en particulier sur la possibilité d’un magnétisme itinérant produit par
les électrons de conduction d’un métal. [65] Pauli montra en 1927 que l’existence du spin et le cou-
plage Zeeman avec le champ magnétique impliquaient une réponse paramagnétique des électrons
itinérants au niveau de Fermi, que l’on appelle maintenant paramagnétisme de Pauli. En ajoutant
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INTRODUCTION

le magnétisme des électrons de cœur, sa formule permettait d’expliquer les susceptibilités mesurées
du rubidium et du césium, et sous-estimait étonnamment la réponse paramagnétique d’alcalins
(maintenant expliquée par des effets d’interactions). Seuls les résultats sur le fort diamagnétisme
du bismuth et de l’antimoine pouvaient suggérer l’existence d’une contribution diamagnétique au
magnétisme itinérant.

En 1930, Landau [78] calcula les niveaux d’énergie de particules libres placées dans un champ
magnétique, qui portent maintenant son nom. Les niveaux de Landau constituent le pendant quan-
tique des orbites circulaires d’électrons classiques dans un champ magnétique dites orbites cyclo-
trons. Si la description semi-classique d’orbites circulaires reste valide, une hypothèse fondamentale
apparaît : l’électron étant confiné sur une orbite fermée, les niveaux accessibles sont quantifiés,
et l’état fondamental a une énergie strictement positive. Alors que le diamagnétisme ne peut se
comprendre en mécanique classique car la force de Lorentz ne travaille pas, cet argument montre
que l’origine du magnétisme est dans l’existence d’une énergie minimale strictement positive sous
champ magnétique liée au confinement des électrons dans des états localisés. À partir de ces ni-
veaux, Landau définit deux régimes distincts en comparant l’énergie thermique kBT et l’énergie
magnétique εB = ~ωc où ωc ∝ B est la pulsation cyclotron :

(i) εB � kBT : la grande énergie thermique permet aux électrons de passer facilement d’un
niveau de Landau à l’autre. Lorsque le potentiel chimique µ traverse l’énergie d’un niveau
de Landau, toutes les grandeurs physiques évoluent continûment avec µ. Dans ce régime
correspondant à la théorie de perturbation, Landau met en avant une contribution purement
orbitale pour la susceptibilité itinérante et qui vaut (dans le cas d’électrons libres) −1/3 de la
susceptibilité de Pauli. C’est le diamagnétisme de Landau.

(ii) εB � kBT : dans ce cas, la traversée de l’énergie d’un niveau de Landau par le potentiel chi-
mique est spéciale : la conductivité augmente lorsque µ est dans le voisinage direct de l’éner-
gie d’un niveau de Landau. Landau prévoit dans ce régime un effet auquel lui-même ne croît
pas [65] : les oscillations de de Haas–van Alphen. Ces oscillations quantiques de grandeurs
thermodynamiques (telles que l’aimantation) ont été mises en évidence sans connexion avec
le résultat théorique de Landau la même année [25].

La découverte de Landau a ouvert la voie à l’étude de nouveaux phénomènes dont l’effet Hall quan-
tique entier et fractionnaire dans le régime dominé par l’énergie magnétique.

Ces deux sources du magnétisme (orbitale et de spin) peuvent interagir pour donner une réponse
croisée, appelée couplage spin-orbite. Comme celles-ci, le couplage spin-orbite a des effets localisés
(structure hyperfine de l’atome par exemple) et itinérants (couplage Rashba, couplage spin-orbite
intrinsèque, etc.). Il suscite une forte attention dans la recherche de nouvelles phases de la matière :
les isolants topologiques ont récemment été mis en évidence grâce à un fort couplage spin-orbite.
Il a de plus relancé la recherche de particules initialement introduites en physique des hautes
énergies : les fermions de Majorana.

Dans notre exposé, nous ne considérerons pas ce couplage spin-orbite (qui est d’ailleurs négli-
geable dans le graphène, système que nous considérerons avec une attention particulière). Dans
cette approximation, la susceptibilité magnétique totale s’écrit simplement comme la somme d’une
contribution orbitale et d’une contribution de spin. De plus, comme nous nous intéressons à l’effet
du potentiel périodique du cristal sur la susceptibilité magnétique, tous les effets localisés ne se-
ront pas traités explicitement. Enfin, la contribution de spin étant facilement calculée à partir de
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INTRODUCTION

la susceptibilité de Pauli 1, nous la mettrons de côté, et nous considérerons des électrons sans spin
dans l’ensemble du manuscrit.

À partir de la théorie de Bloch centrée sur la notion de relation de dispersion Enk, Peierls com-
prit que le résultat de Landau était forcément restreint soit aux électrons libres, soit aux électrons
presque libres où l’effet du réseau est essentiellement de leur associer une masse effective liée à
la courbure du potentiel périodique. En 1933, il développa une théorie pour un modèle cristallin à
une bande dans l’approximation des liaisons fortes, prenant en compte l’intégralité de la relation
de dispersion. [114] Son résultat, fortement sous-évalué à son époque, met en avant des résultats
très surprenants : la susceptibilité orbitale dépend d’une fonction des dérivées de la relation de
dispersion, prise au niveau de Fermi. En particulier, cette formule est compatible avec une suscep-
tibilité orbitale qui change de signe, et devient paramagnétique, phénomène jamais évoqué dans la
littérature jusque-là !

Un demi-siècle après les travaux fondateurs de Bloch, la théorie des bandes a connu dans les
années 80 une renaissance basée sur le concept de géométrie. Le travail théorique pionnier de Thou-
less, Kohmoto, Nightingale et den Nijs [147], puis ceux de Avron [7], Thouless [146], Berry [14] et
Simon [135] mettent sur le devant de la scène scientifique une théorie géométrique des bandes : il
n’y a pas que la relation de dispersion Enk qui importe, les fonctions propres unk(r) contiennent éga-
lement une information physique mesurable. Apparaissent alors les notions de tenseur métrique,
courbure, connexion et phase de Berry, déjà anticipées par Blount [16] mais sans donner d’interpré-
tation géométrique. L’effet de projeter le hamiltonien sur une bande précise n’est pas une opération
anodine, et nous verrons par exemple que la réponse magnétique orbitale d’un modèle de cristal à
plusieurs bandes n’est pas la somme des réponses de chacune des bandes ; à l’inverse de la réponse
de spin qui ne dépend que de la densité d’états à champ nul, et s’écrit donc comme la somme des
susceptibilités de chaque bande.

Avec la géométrie des bandes (comprendre géométrie différentielle sur le fibré de Bloch), appa-
raît aussi la notion d’invariant topologique dont le nombre de Chern. Cette approche a permis de
réinterpréter des résultats expérimentaux comme l’effet Hall quantique ou de reformuler des gran-
deurs physiques comme l’aimantation spontanée d’un cristal, et a motivé des recherches théoriques
et expérimentales qui ont débouché sur la découverte des isolants topologiques. [12, 68, 71]

Dans ce manuscrit, nous nous concentrons sur les aspects géométriques, c’est-à-dire l’influence
du couplage entre bandes, contrôlé par des quantités géométriques (courbure de Berry, tenseur mé-
trique). En l’absence de champ magnétique, nous ne considérerons que des phases non-topologiques
(i.e. de nombre de Chern nul), situation déjà riche. Dans le CHAP. 3, nous présenterons une méthode
numérique originale pour obtenir la susceptibilité orbitale, utilisant le papillon de Hofstadter et
c’est à cette seule occasion qu’apparaîtra la topologie : les bandes magnétiques peuvent posséder
des nombres de Chern non nuls. C’est d’ailleurs le papillon de Hofstadter qui a établit historique-
ment le lien entre effet Hall quantique et topologie.

Malgré toutes les hypothèses déjà évoquées (électrons sans spin et modèle de liaisons fortes)
auxquelles on peut rajouter l’absence d’interaction coulombienne et de désordre, l’étude du ma-
gnétisme orbital cristallin dévoile un certain nombre de résultats surprenants dus à la structure de
bandes et au couplage interbandes. Mais revenons à la citation initiale : en quoi Ashcroft et Mermin
ont-ils pu sous-estimer l’intérêt du magnétisme orbital cristallin ?

1. Dans le cas d’un cristal, cette susceptibilité reste proportionnelle à la densité d’états à champ nul.
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• Tout d’abord, nous remontrerons que le magnétisme orbital n’est pas nécessairement diama-
gnétique, et qu’il existe du paramagnétisme orbital (CHAP. 5). C’est un effet spectaculaire, déjà
connu (ou deviné) par Peierls en 1933. Après avoir rappelé la démonstration de sa susceptibi-
lité orbitale pour un modèle à une bande, nous mettrons en évidence ce paramagnétisme avec
un modèle très simple à une bande sur réseau carré dans le CHAP. 5. Mieux, le paramagné-
tisme peut devenir très fort à très basse température près d’une singularité de Van Hove de
la densité d’états. D’ailleurs, nous montrerons que la susceptibilité doit nécessairement deve-
nir positive dans tout modèle de liaisons fortes, parce que celle-ci doit respecter une règle de
somme contraignante (CHAP. 3).

• En faisant référence au diamagnétisme, et donc à la susceptibilité de Landau, Ashcroft et
Mermin sous-entendent que le magnétisme orbital est une propriété ne dépendant que du
niveau de Fermi, comme la susceptibilité de Pauli. Or dans le CHAP. 7, nous mettrons en
évidence qu’il a également des contributions importantes de la mer de Fermi, c’est-à-dire de
tous les électrons des bandes remplies —comme la comparaison avec le diamagnétisme d’un
atome dont les couches sont remplies pourrait le laisser penser d’ailleurs.

• Contrairement au paramagnétisme de Pauli, il ne suffit pas de sommer les contributions de
chacune des bandes pour obtenir la réponse totale d’un cristal. Des effets interbandes sont
présents, et peuvent même dominer la réponse magnétique. Cette notion, centrale dans le
manuscrit, sera démontrée de façon flagrante sur le cas du graphène (CHAP. 7) qui présente
une susceptibilité négative divergente (à dopage nul), et sur le nitrure de bore : un isolant de
bandes qui possède une susceptibilité orbitale diamagnétique dans la bande interdite.

• « Effets interbandes » sont aujourd’hui synonymes d’« effets géométriques ». Le CHAP. 2 per-
mettra de définir des quantités fondamentales comme la courbure de Berry et le tenseur
métrique. À part un terme dépendant du spectre (la susceptibilité de Landau-Peierls), nous
montrerons que la susceptibilité d’un modèle à deux bandes est donné par trois termes très
fortement dépendant de ces grandeurs géométriques (CHAP. 7).

• Un modèle illustre de façon spectaculaire l’importance des effets géométriques : le modèle
α − T3 introduit dans le CHAP. 8 possède un paramètre libre α, dont le spectre à champ nul
est totalement indépendant, et qui extrapole entre le graphène et le modèle dit T3. Si l’on
peut naïvement croire que la susceptibilité devrait rester inchangée puisque le spectre l’est,
nous verrons qu’elle subit en réalité des changements surprenants, en passant d’une réponse
diamagnétique à paramagnétique à dopage nul lorsque le paramètre α varie de 0 (graphène)
à 1 (modèle T3).

• Il faut également insister sur deux points : d’abord, parler de géométrie sur le fibré de Bloch
ne veut pas nécessairement dire étudier des systèmes topologiques. En effet, tous les systèmes
que nous regardons dans ce travail sont des systèmes « triviaux » (sans nombre de Chern, sans
états de bords dans la bande interdite), mais présentant pourtant des contributions géomé-
triques intéressantes. Deuxièmement, il est fréquent de lire que les effets géométriques sont
décrits essentiellement par la courbure de Berry ; mais cette affirmation oublie le rôle du ten-
seur métrique. Nous exhiberons un cas très simple dans le CHAP. 7 où la courbure de Berry est
identiquement nulle, mais où les effets géométriques (caractérisés par ce tenseur métrique)
sont dominants !
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Afin d’appréhender tous ces résultats, les premiers chapitres rappelleront les résultats et défini-
tions importantes : le CHAP. 1 posera les bases du magnétisme localisé mais surtout itinérant (celui
qui nous intéressera dans ce travail), et le CHAP. 2 introduira la théorie géométrique des bandes
d’un système cristallin ; en passant, on clarifiera l’importance du choix de la base dans le calcul
de ces quantités géométriques, et on y définira l’approximation de liaisons fortes dans laquelle on
se placera par la suite. Le CHAP. 3 permettra quant à lui de faire le pont entre les deux premiers
chapitres en reliant magnétisme et modèle de liaisons fortes, et on introduira une méthode nu-
mérique originale de calcul de la susceptibilité orbitale basée sur le papillon de Hofstadter. Cette
approche permettra de tester les calculs analytiques qui suivront. Tous les résultats énoncés dans
les paragraphes précédents sont basés sur les deux résultats-clés de ce manuscrit : une théorie de
perturbation invariante de jauge dans le CHAP. 6, et une expression géométrique pour les systèmes
à deux bandes dans le CHAP. 7.

L’annexe D contient une introduction à l’étude semi-classique du magnétisme orbital via la dy-
namique d’un paquet d’ondes électronique. Si aucun résultat nouveau n’y sera présenté, cette ap-
proche donnera un éclairage complémentaire intéressant sur le magnétisme orbital. On y rappellera
entre autres les équations semi-classiques pour un paquet d’ondes en prenant en compte les effets
géométriques à l’ordre 1 en champ magnétique.

Par défaut, « magnétisme » signifiera dans ce manuscrit « magnétisme orbital », et plus précisé-
ment aimantation orbitale spontanée ou susceptibilité orbitale à champ nul. De même, « géométrie »
fera référence à la géométrie des états de Bloch.
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Chapitre 1

Magnétisme localisé et magnétisme
itinérant d’électrons libres

Dans ce chapitre introductif nous allons rappeler les notions connues de magnétisme orbital,
qu’il soit localisé ou itinérant. On reviendra aussi brièvement sur un théorème célèbre du début du
XXe siècle, le théorème de Bohr-Van Leeuwen. Si le magnétisme de spin sera évoqué ici, il sera par
la suite laissé de côté dans tout le manuscrit, en considérant des électrons sans spin.

1.1 Définitions et cadre d’étude
Commençons par introduire les notions bien connues mais centrales concernant le magnétisme

et son traitement dans l’ensemble grand-canonique.

Excitation magnétique
De façon très générale, un système physique est sensible à la présence d’un champ magnétique,

et répond en présentant une aimantation M correspondant à une densité volumique de moments
magnétiques. Cette aimantation participe rétroactivement au champ magnétique à l’intérieur et à
l’extérieur du matériau. Afin de séparer l’effet du champ d’origine « externe » de celui dû à l’aiman-
tation, on introduit un second champ vectoriel : l’excitation magnétique H 1 définie par

H =
B

µ0
−M . (1.1)

Ce champ peut être vu comme le champ magnétique dû aux causes « externes », c’est-à-dire où l’on
a retiré les effets rétroactifs de l’aimantation M . 2

Tout système possède une équation constitutive (ou équation d’état) qui relie les champs M et
H, que l’on notera M(H), et que l’on écrit

M(H) = M0 + χorbH. (1.2)

1. Bien que la terminologie officielle veuille que B soit appelé densité de flux magnétique et H champ magnétique.
2. Cela s’observe en particulier en réécrivant l’équation de Maxwell-Ampère : rotH = jlibres + ε0

∂E
∂t

où jlié = rotM a
été absorbé dans le membre de gauche. Cette interprétation a cependant des limites, puisque div H dépend de M .
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Si l’on suppose la réponse du matériau linéaire, alors χorb est un tenseur indépendant de H. Dans
le cas bidimensionnel, B et M sont colinéaires à l’axe (Oz) perpendiculaire au système et χorb est
simplement scalaire. C’est dans cette situation que l’on se placera dans la suite du manuscrit. Si
nous nous focalisons sur la partie orbitale de la susceptibilité, ces arguments sont bien sûr très
génériques et s’appliquent également au magnétisme de spin.

Aimantation orbitale spontanée

Dans l’équation (1.2),M0 = M0ez est l’aimantation orbitale spontanée, c’est-à-dire l’aimantation
du système en l’absence d’excitation magnétique. Les systèmes oùM0 est non nulle sont rares 3, car
cela nécessite de briser spontanément la symétrie de renversement du temps. Par exemple le mo-
dèle de Haldane sur réseau hexagonal [60] qui brise explicitement la symétrie de renversement du
temps, présente une aimantation spontanée. Si dans la suite de ce manuscrit nous ne considérerons
que des systèmes symétriques par renversement du temps, nous dériverons de notre théorie l’ex-
pression générale de l’aimantation spontanée orbitale quelles que soient les symétries du système.

Susceptibilité orbitale

La susceptibilité orbitale χorb est la fonction de réponse linéaire reliée à l’aimantation induite
du système. D’après (1.2), la susceptibilité peut s’écrire

χorb =
∂M

∂H
. (1.3)

Il existe cependant une autre définition de la susceptibilité notée χ̃orb, à partir du champ magné-
tique :

χ̃orb = µ0
∂M

∂B
. (1.4)

Bien que ces deux définitions soient différentes, elles sont reliées par une relation que l’on trouve à
partir de (1.1) et (1.2) :

χ̃orb = µ0
∂M

∂B
= µ0

∂H

∂B

∂M

∂H
= µ0

(
1

µ0
− χ̃orb

µ0

)
χorb = (1− χ̃orb)χorb. (1.5)

Ainsi
χ̃orb =

χorb

1 + χorb
. (1.6)

La susceptibilité étant généralement petite devant 1 en module (les susceptibilités diamagnétiques
ou paramagnétiques étant typiquement de l’ordre de 10−7 à 10−4 en valeur absolue), ces deux défi-
nitions peuvent être expérimentalement confondues. Les rares cas où la susceptibilité χ̃orb diverge
théoriquement sont toujours éliminés expérimentalement par une limitation physique (la tempé-
rature, le désordre, les interactions, etc.). Le contre-exemple célèbre où la susceptibilité n’est pas
petite devant 1 est bien sûr la supraconductivité (de type 1). Dans ce cas χorb = −1, le champ ma-
gnétique est totalement expulsé : à l’intérieur du matériau B = 0, et χ̃orb = −∞ : il faut un champ
H infini pour créer un champ B non nul dans le matériau. Par la suite, en écartant les supracon-
ducteurs, nous assimilerons les deux susceptibilités que nous noterons χorb, en gardant en mémoire
que « divergence » signifie plutôt « valeur anormalement grande », mais toujours� 1.

3. L’équivalent dans le magnétisme de spin est plus fréquent, et donne en particulier le ferromagnétisme.
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En particulier, lorsque M0 est nulle, les deux champs B et H sont directement proportionnels :

B ≈ µ0H, (1.7)

approximation que nous utiliserons par la suite, et nous ne considérerons plus que B.

Ensemble statistique
Le magnétisme orbital est une propriété statistique reliée à la réponse magnétique d’une as-

semblée de particules chargées. On fait le choix de se placer dans l’ensemble grand-canonique où
l’énergie totale et le nombre de particules du système ne sont fixés qu’en moyenne, et où sont impo-
sés une température T et un potentiel chimique µ par des réservoirs d’énergie et de particules. Le
potentiel thermodynamique adapté est appelé grand potentiel, et noté Ξ. Ce potentiel et ses dépen-
dances vis-à-vis des différents paramètres du problème (T , µ, champ magnétique, etc.) contiennent
toute l’information nécessaire sur le système. Le choix de l’ensemble statistique (canonique, grand-
canonique, etc.) n’est pas important pour les grands systèmes car il a été montré [128] que les
aimantations et les susceptibilités tendent vers la même valeur dans une limite thermodynamique.

On se focalise sur les systèmes bidimensionnels, sur lesquels on applique un champ magné-
tique perpendiculaire B = Bez. Cette limitation n’est pas une restriction en soi puisque les effets
dus au champ B sont essentiellement dans le plan perpendiculaire, et des travaux donnent la ré-
ponse magnétique de systèmes tridimensionnels [49], mais cela permettra de simplifier les calculs
à suivre, afin de faire ressortir de façon plus éclatante les interprétations physiques essentielles de
nos résultats.

Les deux fonctions-clés de la réponse magnétique orbitale, l’aimantation spontanée orbitale et la
susceptibilité orbitale, sont des dérivées du grand potentiel. On peut écrire

M3D
0 = − 1

V

∂Ξ

∂B

∣∣∣∣
B=0

et χ3D
orb = − µ0

V

∂2Ξ

∂B2

∣∣∣∣
B=0

. (1.8)

Les systèmes que nous considérerons étant bidimensionnels, nous diviserons plutôt par l’aire de
la surface du système (χorb étant alors dimensionnée à une longueur), ainsi les définitions pour la
suite du manuscrit (excepté pour les rappels sur les résultats connus de ce chapitre) seront

M0 = − 1

S

∂Ξ

∂B

∣∣∣∣
B=0

(1.9)

et

χorb = −µ0

S

∂2Ξ

∂B2

∣∣∣∣
B=0

. (1.10)

Dans le Système International d’unités, χ3D
orb est sans dimension, et χorb est homogène à une lon-

gueur. Souvent, les articles expérimentaux utilisent plus volontiers le système cgs avec une suscep-
tibilité adimensionnée (sans unité ou en emu/cm3) que l’on multiplie par 4π pour obtenir la valeur
dans le S.I.

1.2 Le magnétisme : propriété quantique
Le magnétisme est une propriété fondamentale de la matière que l’on peut observer de façon

quotidienne : la majorité des disques durs utilise le spin pour stocker l’information sous forme de
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domaines de Weiss, la force magnétique d’un aimant peut être utilisée pour sceller magnétiquement
une porte ou porter des objets, la robustesse de l’orientation permet au géologue de remonter aux
inversions du champ magnétique terrestre, la précession des moments magnétiques est à la base
du fonctionnement de l’imagerie par résonance magnétique, etc.

Comme la supraconductivité, le magnétisme est une preuve éclatante de la mécanique quan-
tique : elles font partie de ces propriétés purement quantiques observables à l’échelle macrosco-
pique. En effet, après les travaux de Langevin au tout début du XXe siècle sur une théorie microsco-
pique classique du magnétisme dont les hypothèses furent très débattues, c’est Bohr qui le premier
donna un argument dans ses travaux de thèse de 1911 montrant que le magnétisme n’était pas
explicable par une théorie purement classique. Van Vleck, lors de la remise de son prix Nobel [150]
a assuré que la publication de Bohr a été « perhaps the most deflationary publication of all time in
Physics », ce qui n’est pas peu dire ! Ce théorème a très certainement motivé Bohr à présenter peu
de temps après son modèle de l’atome, date de naissance de la « théorie des quanta ».

Van Leeuwen [149] a démontré cette impossibilité classique dans ses travaux de thèse de façon
indépendante. Sa preuve repose sur le fait que la fonction de partition d’un système classique ne
dépend pas du champ magnétique appliqué. En effet, considérons un gaz classique de particules
ponctuelles (classiques) délimité par un domaine Ω, et soit H le hamiltonien du système, de forme
très générale

∑
iPi/2m+ V ({ri}). Dans l’ensemble canonique, la fonction de partition Z s’écrit

Z(T,N,B) =
1

N !h3N

∫
Ω

dr1 · · · drN

∫ ∞
−∞

dP1 · · · dPNe
−βH(r1,...,rN ;P1,...,PN ). (1.11)

En présence d’un champ magnétique, seules les impulsions sont modifiées via le couplage minimal
pj → Pj − qAj(ri). On peut faire un changement de variables{

r′j = rj
P ′j = Pj − qAj(ri)

(1.12)

de jacobien unité (puisque la matrice jacobienne est triangulaire avec des 1 sur la diagonale). La
fonction de partition en présence d’un champ magnétique est donc égale à la fonction de partition
sans champ, et sa dérivée —l’aimantation— est nulle :

M = − 1

V

∂Ξ

∂B
=
kBT

V

∂ lnZ

∂B
= 0. (1.13)

Cette élégante démonstration a un caractère général puisque le hamiltonien n’a pas été spécifié : il
peut par exemple contenir un potentiel de confinement, l’argument resterait le même puisque les
bornes de l’intégrale des impulsions ne sont pas modifiées. Ce résultat peut s’appliquer à un gaz de
Drude-Lorentz classique (sphères dures) où V contiendrait un terme d’interaction entre électrons
qui ne dépend que des positions. Ainsi, à l’équilibre thermodynamique, il n’existerait qu’un état
d’équilibre à savoir un état d’aimantation nulle, quel que soit le champ magnétique extérieur. 4 En
mécanique quantique, cette démonstration n’est plus valide, et ce à cause de la présence d’opéra-
teurs ne commutant pas dans le hamiltonien, qui interdisent le changement de variables (1.12),
ce dont on pourrait conclure que le magnétisme provient de la non-commutation d’opérateurs en
mécanique quantique ; Peierls développe ce point de vue que l’on reverra au CHAP. 5.

4. D’un point de vue qualitatif, on peut aussi dire qu’un champ magnétique transfère une énergie nulle aux particules
puisqu’il ne travaille pas. Les propriétés statistiques ne dépendant que de l’énergie, les particules ont les mêmes propriétés
statistiques avec ou sans champ magnétique ; d’où une aimantation nulle. Cet argument peut être trouvé dans les cours de
Feynman.
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Le théorème de Larmor vient cependant porter ombrage à la généralité du résultat précédent,
puisque celui-ci assure que tout système de particules chargées classiques peut se mettre en ro-
tation sous l’action d’un champ magnétique constant et uniforme, et produit un champ opposé au
champ extérieur, preuve de l’existence d’un diamagnétisme classique. [80] Nous sommes alors obli-
gés de limiter la portée du théorème de façon péremptoire aux systèmes ne pouvant entrer en
rotation globale comme le note Feynman dans ses cours de physique. 5

Bien que d’aspect très général, ce théorème cache une hypothèse réductrice importante : il sup-
pose que le potentiel vecteur ne dépend que des positions des particules. Et si cela est exact pour une
description non-relativiste, Darwin [24] montra qu’à l’ordre v2/c2, on peut inclure des corrections
relativistes au lagrangien classique faisant apparaître un potentiel vecteur dû au champ créé par
les particules, et qui dépend explicitement de leur vitesse. Cette correction, dont on peut montrer
qu’elle cherche à écranter le champ extérieur [33, 34] soutiendrait l’existence d’un diamagnétisme
non-quantique.

1.3 Magnétisme localisé
Avant de s’attaquer au magnétisme orbital dû à des électrons délocalisés (le magnétisme iti-

nérant), rappelons les différentes contributions de la réponse d’une assemblée d’atomes isolés à
l’établissement d’un champ magnétique : le magnétisme localisé.

Hamiltonien d’un électron localisé
Confiné dans un atome, le hamiltonien d’un électron (dont on considère le spin par souci de

généralité) s’écrit

Ĥ0 =
P̂ 2

2m
+ V (r̂) (1.14)

où V (r) est le potentiel que subit l’électron, créé par le noyau et les autres Z − 1 électrons.
La partie cinétique du hamiltonien d’une particule dans un champ magnétique s’obtient en opé-

rant le couplage minimal, où l’on remplace P̂ par P̂ − qA(r̂). Pour un électron, q = −e, et donc

P̂ 2

2m
−→ (P̂ + eA(r̂))2

2m
=
P̂ 2

2m
+

e

2m
(P̂ ·A(r̂) +A(r̂) · P̂ ) +

e2

2m
A(r̂)2. (1.15)

Choisissons la jauge symétrique pour le potentiel vecteur : A(r) = 1
2B ∧ r 6. L’opérateur P̂ commu-

tant avec A(r̂) 7, la partie cinétique peut s’écrire

P̂ 2

2m
+

e~
2m
B · L̂+

e2

8m
(B ∧ r̂)2 (1.16)

avec L̂ = 1
~ r̂ ∧ P̂ l’opérateur moment cinétique orbital adimensionné.

En plus d’une modification du terme cinétique, se rajoute au hamiltonien un terme dû au cou-
plage entre le spin et le champ magnétique : g0µBB ·S où g0 est un coefficient adimensionné proche
de 2, et µB est le magnéton de Bohr de l’électron défini par

µB =
e~
2m

. (1.17)

5. Ces cours ont été mis en ligne en 2013 par Caltech à cette adresse : http://feynmanlectures.caltech.edu/.
6. À opposer à la jauge de Landau utilisée plus loin dans le manuscrit A(r) = −Byex ou A(r) = Bxey .
7. On rappelle que [r̂i, P̂j ] = i~δij .
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Ainsi, le hamiltonien de l’électron dans un champ magnétique s’écrit finalement

Ĥ(B) = Ĥ0 + µBB · (L̂+ g0Ŝ) +
e2

8m
B2(x̂2 + ŷ2). (1.18)

Variation d’énergie dans un champ magnétique

Comment varie l’énergie d’un état propre |ψ〉 de Ĥ0 lors de l’établissement d’un champ magné-
tique? Comme notre but est de faire tendre la perturbation vers 0, nous pouvons utiliser la théorie
de perturbation stationnaire pour trouver l’expression de la variation d’énergie. En supposant l’état
fondamental |ψ〉 non dégénéré,

Eψ → Eψ +
〈
ψ
∣∣∣∆Ĥ∣∣∣ψ〉+

∑
|φ〉6=|ψ〉

∣∣∣〈ψ∣∣∣∆Ĥ∣∣∣φ〉∣∣∣2
Eψ − Eφ

. (1.19)

En ne gardant que les termes au plus quadratiques en champ magnétique, on obtient finalement
pour la variation d’énergie d’un état propre :

∆Eψ = µBB ·
〈
ψ
∣∣∣(L̂+ g0Ŝ)

∣∣∣ψ〉+
∑
|φ〉6=|ψ〉

∣∣∣〈ψ∣∣∣µBB · (L̂+ g0Ŝ)
∣∣∣φ〉∣∣∣2

Eψ − Eφ
+

e2

8m
B2
〈
ψ
∣∣x̂2 + ŷ2

∣∣ψ〉 . (1.20)

Une différence majeure entre le premier et les deux derniers termes est leur dépendance en B :
contrairement aux deux derniers qui sont quadratiques, le premier est linéaire enB, ce qui implique
l’existence d’un moment magnétique en l’absence de champ. Une seconde différence est le signe de
leur variation énergétique : le premier et le deuxième sont négatifs, alors que le troisième est positif.
Étudions rapidement chacun de ces terme ; nous verrons que le terme linéaire domine la réponse
magnétique lorsqu’il est non-nul.

Afin d’obtenir la susceptibilité, il ne suffit pas d’avoir la variation d’énergie d’un atome : χorb

est une grandeur statistique, et à moins d’être à température nulle, il faut donc en toute rigueur
calculer l’énergie libre d’une assemblée d’atomes.

Diamagnétisme de Larmor

Dans le cas d’un état fondamental où les couches atomiques des atomes sont totalement rem-
plies, L̂ |ψ〉 = Ŝ |ψ〉 = 0. Les deux premiers termes de (1.20) sont nuls, seul le terme positif contribue.
Par symétrie sphérique de l’état fondamental d’un atome à couches remplies,

〈
ψ
∣∣x̂2 + ŷ2

∣∣ψ〉 =
2

3

〈
ψ
∣∣r̂2
∣∣ψ〉 , (1.21)

où
〈
ψ
∣∣r̂2
∣∣ψ〉 peut être semi-classiquement interprétée comme le carré du rayon quadratique moyen

r2 de l’orbitale atomique |ψ〉.
Sauf à très haute température, la probabilité que l’électron ne soit pas dans l’état fondamen-

tal est négligeable ; les électrons peuvent être considérés dans le même état, et la susceptibilité
s’obtient alors facilement à partir de la variation d’énergie

χLarmor = −µ0
1

V

∂2N∆Eψ
∂B2

= −µ0
ne2r2

6m
(1.22)

6
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avecN le nombre d’atomes, et n la densité. Cette susceptibilité de Larmor 8 est négative, donc donne
une réponse diamagnétique. Cette réponse est faible, les valeurs absolues typiques étant de l’ordre
de ∼ 10−7. Ce terme n’est jamais nul, et la réponse est présente pour tous les atomes. Tous les
éléments sont donc magnétiques.

La formule (1.22) peut être également obtenue par un argument semi-classique basé sur l’ap-
plication de la loi de Lenz à des électrons sur des orbites autour du noyau. On se reportera à la
Réf. [107] pour une critique de cette approche, qui préconise plutôt une approche semi-classique
basée sur un moment cinétique quantifié.

Paramagnétisme de Van Vleck
Si toutes les couches électroniques sont remplies, alors le moment cinétique total J est nul. Ce-

pendant, il existe d’autres cas où J = 0 (si la couche est presque à demi-remplie par exemple). Par
symétrie, cela impose que le terme linéaire en B de (1.20) s’annule, mais pas forcément le second
terme appelé terme de Van Vleck. L’état fondamental étant toujours non-dégénéré, la réponse de
l’assemblée d’atomes est presque toujours déterminée par la balance énergétique entre les contri-
butions de Larmor et de Van Vleck qui sont du même ordre de grandeur.

Si la contribution de Larmor provient de la réponse d’un unique état à la présence d’un champ
extérieur, on voit que la réponse de Van Vleck a une structure différente : celle-ci nécessite l’exis-
tence d’états à plus haute énergie. On pourrait appeler cela un couplage inter-niveaux atomiques. Le
magnétisme de Van Vleck existe aussi dans les molécules, en remplaçant les orbitales atomiques
par des orbitales moléculaires. Sa structure laisse présager l’existence de couplage interbandes
dans le cas d’un cristal à plusieurs bandes d’énergie.

Paramagnétisme d’orientation
Dans les autres cas où J 6= 0, le terme linéaire en B est non-nul, et il est alors dominant devant

les deux autres termes. Il contribue à donner une aimantation spontanée au système. Grâce au
théorème de Wigner-Eckart [57], on peut montrer que

µBB ·
〈
ψ
∣∣∣(L̂+ g0Ŝ)

∣∣∣ψ〉 = g(JLS)µBJ ·B (1.23)

avec g(JLS) un coefficient numérique appelé facteur de Landé et valant

g(JLS) =
g0 + 1

2
+
g0 − 1

2

S(S + 1)− L(L+ 1)

J(J + 1)
. (1.24)

Le terme linéaire dans (1.20) peut alors être compris comme l’énergie −µeff · B d’un moment
magnétique effectif µeff = −g(JLS)µBJ dans un champ magnétique. La situation la plus favorable
énergétiquement pour un dipôle est d’être aligné avec le champ magnétique. Cependant, l’état fon-
damental sans champ étant ici dégénéré 2J+1 fois, obtenir la susceptibilité du système à l’équilibre
demande un calcul de physique statistique qui s’écrit explicitement avec la fonction de Brillouin 9

B(x) =
2J + 1

2J
coth

(
2J + 1

2J
x

)
− 1

2J
coth

(
1

2J
x

)
. (1.25)

8. Elle est aussi connue sous le nom de susceptibilité de Langevin aux États-Unis. En France, le magnétisme de Langevin
désigne généralement le magnétisme de Brillouin traité d’un point de vue semi-classique.

9. Une approche semi-classique fait apparaître la fonction de Langevin L(x) = coth(x) − 1
x

. Le résultat quantique tend
vers celui-ci lorsque J →∞.
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En particulier, on retrouve la loi de Curie à haute température :

χCurie =
n(gµB)2

3

J(J + 1)

kBT
∝ 1

T
. (1.26)

La susceptibilité d’orientation vaut typiquement 10−3 à température ambiante. Elle est donc petite
devant 1 (l’hypothèse B ≈ µ0H est bien vérifiée), mais grande devant les réponses de Larmor et de
Van Vleck.

Si on a pu définir une susceptibilité finie à température nulle pour les termes de Van Vleck et
Larmor, on remarque ici que la susceptibilité d’orientation diverge à température nulle. Cela est
directement lié à l’existence d’une aimantation spontanée. En effet, si T = 0, appliquer un champ
magnétique sur un système aimanté va tourner cette aimantation, quelque soit la force du champ.
Ceci correspond à une susceptibilité divergente.

1.4 Magnétisme itinérant d’électrons libres
En supplément du magnétisme localisé étudié dans le paragraphe précédent, un cristal présente

du magnétisme itinérant, provenant de la réponse magnétique des électrons délocalisés sur le cris-
tal. Étudions le cas le plus simple de la réponse magnétique d’un gaz d’électrons bidimensionnel où
est négligé le potentiel cristallin, c’est-à-dire des électrons libres. On considère deux hamiltoniens,
l’un avec une relation de dispersion quadratique caractéristique des électrons non-relativistes, et
l’autre avec une relation de dispersion linéaire, correspondant à des électrons ultra-relativistes (le
cas pertinent dans le cadre d’une approximation continue de la structure de bandes du graphène
près des points de Dirac par exemple).

Électrons non-relativistes
Considérons le cas le plus simple d’électrons ayant pour hamiltonien

Ĥ =
P̂ 2

2m
(1.27)

dont le spectre est présenté FIG. 1.1. Comme déjà discuté, le champ magnétique B = Bez s’insère
dans le hamiltonien via le couplage minimal. En fixant une jauge, il est possible de résoudre exac-
tement l’équation aux valeurs propres, et on obtient les célèbres niveaux de Landau [6, 78] : les
énergies accessibles ne forment plus un continuum indicé par l’impulsion mais un ensemble discret
de valeurs régulièrement espacées

En = ~ωc

(
n+

1

2

)
, n ∈ N (1.28)

avec ωc = eB
m la pulsation cyclotron. Ces niveaux sont très fortement dégénérés : la dégénérescence

peut s’exprimer comme le rapport entre le flux du champ magnétique à travers le système entier
φ = SB et le quantum de flux (ou flux élémentaire) φ0 = h/e :

NB =
SBe

h
=

φ

φ0
(1.29)

où S est l’aire du système.

8
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B

E
n
(B
)

FIGURE 1.1 – À gauche : spectre d’électrons libres non-relativistes avec une énergie normalisée
par ~2/2ma2, a étant une longueur caractéristique. À droite : niveaux de Landau associés, linéaires

en champ magnétique et équidistants.

À partir de ce spectre, il est possible de calculer le grand potentiel Ξ(B) en présence d’un champ
magnétique, et en particulier d’en déduire la susceptibilité χLandau.

Ξ(B) = −kBT
∑
états

ln
(

1 + e−β(ε−µ)
)

= −kBTNB
∑
n>0

ln
(

1 + e−β(~ωc(n+ 1
2 )−µ)

)
, (1.30)

ce que l’on peut écrire

Ξ(B) = −m
(
kBT

~

)2
S

2π
α
∑
n>0

f

((
n+

1

2

)
α

)
(1.31)

en ayant défini le paramètre sans dimension α = β~ωc, et la fonction f(x) = ln
(
1 + e−x+βµ

)
. Dans

l’esprit de la démonstration de Landau [78], utilisons la formule d’Euler-MacLaurin, qui nous per-
met de trouver un développement à un ordre arbitraire en α de Ξ(B). On se place dans la situation
α � 1, c’est-à-dire lorsque l’espacement ~ωc entre niveaux de Landau est petit devant l’énergie
thermique kBT . 10 À l’ordre 2 en α, elle s’écrit :

α
∑

06n<N

f

((
n+

1

2

)
α

)
=

∫ Nα

0

f(x) dx− α2

24
(f ′(Nα)− f ′(0)) + o(α2)

−→
N→∞

∫ ∞
0

f(x) dx− α2

24
(f ′(∞)− f ′(0)) + o(α2).

(1.32)

(1.33)

10. Cela a pour effet de « lisser » le passage d’un niveau de Landau pour µ. Dans la situation α � 1, dès que µ passe
un niveau de Landau, un changement abrupt est visible dans Ξ, et a fortiori dans ses dérivées. Ce régime est celui des
oscillations quantiques.
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Ainsi,

Ξ(B) = −m
(
kBT

~

)2
S

2π

[∫ ∞
0

f(x) dx− α2

24
(f ′(∞)− f ′(0)) + o(α2)

]
. (1.34)

Le premier terme entre crochets donne le grand potentiel en champ nul, alors que le second donne
la susceptibilité. f étant reliée à la fonction de Fermi nF par f ′ = −nF, on a f ′(∞) = 0 et f ′(0) = 1,
d’où

χLandau = −µ0m

(
kBT

~

)2
1

2π

2

24

(
~e

mkBT

)2

nF(0). (1.35)

On trouve finalement à T = 0 :

χLandau = − µ0e
2

24πm
. (1.36)

Cette susceptibilité est le résultat de Landau (ici dans le cas bidimensionnel) : un gaz d’électrons
libres possède une susceptibilité orbitale négative, c’est-à-dire une réponse diamagnétique (le dia-
magnétisme de Landau). Celle-ci peut se réécrire

χLandau = −µ0µ
2
Bρ0

3
(1.37)

où ρ0 = m/(2π~2) est la densité d’états en l’absence de champ magnétique, et µB le magnéton de
Bohr.

Comparaison au magnétisme de spin itinérant

Nous avons vu dans les paragraphes précédents des effets localisés du magnétisme de spin,
mais il existe également un effet itinérant. Dans le cas où le couplage spin-orbite est négligé, l’effet
du spin est d’ajouter au hamiltonien sans spin un terme Zeeman g0µBB · Ŝ (cf. (1.18)). Celui-ci va
asymétriser le remplissage des bandes d’énergie, ce qui se traduit par une réponse magnétique de
spin dépendant de la densité d’états près du niveau de Fermi ρ0. On montre que la susceptibilité de
Pauli s’écrit à température nulle : [6]

χspin = µ0µ
2
Bρ0. (1.38)

Sans couplage spin-orbite, la susceptibilité totale est simplement la somme des contributions orbi-
tale et de spin :

χ = χorb + χspin. (1.39)

Pour des électrons libres non-relativistes, χLandau = − 1
3χspin, la réponse est donc toujours parama-

gnétique.
Si le calcul de Landau ne concerne que les électrons libres, le calcul de Pauli pour l’effet du spin

est très général, ce qui montre que la contribution du spin est facile à calculer et ne prend pas
en compte d’éventuels couplages entre bandes d’un cristal ; pour cette raison nous l’oublierons par
la suite, et nous ne considérerons des électrons sans spin. À partir des résultats de susceptibilité
orbitale des chapitres suivants, la susceptibilité totale s’obtient immédiatement en multipliant par
la dégénérescence de spin gs = 2 le résultat orbital, et en ajoutant la susceptibilité de Pauli.

10
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Retour sur le caractère quantique du magnétisme
En quoi ces niveaux de Landau permettent-ils de comprendre l’existence du magnétisme en

mécanique quantique? Une propriété fondamentale de ces niveaux est l’existence d’une énergie
minimale ~ωc/2, alors que le spectre sans champ commence à E = 0. Cette propriété permet de
comprendre de façon intuitive que l’énergie du système va donc être augmentée en présence de
champ magnétique, et va provoquer une réponse diamagnétique du système tentant de fuir les
zones de fort champ. Cette énergie de seuil étant dû à un commutateur non-nul entre les opérateurs
Π̂i = P̂i + eAi(r̂), on peut qualitativement comprendre le magnétisme quantique comme issu d’une
non-commutation qui engendre cette énergie de l’état fondamental.

On note de plus un résultat surprenant : la susceptibilité magnétique à température nulle ne dé-
pend pas du potentiel chimique : peu importe le nombre d’électrons dans le système, la susceptibilité
de Landau est toujours la même ! Pour un hamiltonien général, nous verrons que la susceptibilité
dépend en fait du potentiel chimique.

Le caractère quantique est donc indispensable à la compréhension du magnétisme. Cependant,
on peut s’étonner que ~ n’apparaisse pas dans le résultat de Landau.

Remarque : dépendance en ~ de la susceptibilité
L’équation (1.36) —pourtant totalement quantique— ne dépend pas de ~. Ceci est surprenant

puisque on s’attend à une susceptibilité qui tende vers 0 lorsqu’on passe à la limite classique, c’est-
à-dire dans la limite ~ → 0. Il n’y a ici aucune contradiction, et ce résultat découle directement
des hypothèses de la dérivation de la susceptibilité. Cette problématique peut être séparée en deux
questions distinctes :

• Pourquoi la susceptibilité est-elle indépendante de ~ ? À T = 0, ce résultat découle du principe
de Pauli. En effet, cherchons la modification du grand potentiel dû au champ magnétique à
l’ordre 2 en B pour un spectre quadratique. Puisque les électrons sont des fermions, on définit
l’énergie de Fermi εF =

~2k2F
2m , et le grand potentiel à champ nul vaut typiquement Ξ(0) ∼ NεF

où N est le nombre d’électrons dans le gaz. On peut écrire perturbativement

Ξ(B) = Ξ(0)

(
1 + α

(
~ωc
εF

)2
)

(1.40)

puisque le premier ordre est nécessairement nul par symétrie de renversement du temps, et
avec α une constante numérique. D’où une susceptibilité

χ ∼ µ0

S
N

~2k2
F

2m

~2e2

m

4m2

~4k4
F

∼ µ0e
2

m
(1.41)

indépendante de ~.

• Maintenant, à température non-nulle, la susceptibilité va-t-elle à 0 si ~→ 0 ? Dans l’ensemble
grand-canonique, on peut fixer la densité moyenne de particules 〈n〉, ce qui donne un potentiel
chimique µ(〈n〉, T ) fixé, mais dépendant du choix de 〈n〉.
Lorsque ~→ 0 à T fixée, on quitte le régime quantique, la distribution de Fermi-Dirac devient
celle de Maxwell-Boltzmann. Ainsi, d’après (1.35),

χorb(µ, T ) = − µ0e
2

24πm

1

e−µ/kBT + 1
≈ − µ0e

2

24πm
eµ/kBT . (1.42)
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B

E
n
(B
)

FIGURE 1.2 – À gauche : spectre des électrons de Dirac, avec une énergie normalisée par ~v/a. À
droite : niveaux de Landau associés en racine carrée du champ magnétique.

Or la relation entre µ et 〈n〉 s’écrit 〈n〉 = −∂Ξ
∂µ ≈ ρ0Te

µ/kBT , d’où

χorb(µ, T ) ≈ −1

3

µ2
Bn

T
∝ −~2 −→

~→0
0, (1.43)

la susceptibilité tend bien vers 0, on retrouve le résultat classique de Bohr-Van Leeuwen. Si
on avait cependant conservé µ fixé, alors la relation entre µ et 〈n〉 montrerait que la densité
de particules diverge lorsque ~→ 0, ce qui n’est physiquement pas acceptable.

Électrons ultra-relativistes

Dans le cas de particules sans masse (photons ou fermions régis par l’équation de Dirac avec
une masse nulle), le hamiltonien n’est plus quadratique en l’opérateur impulsion P̂ mais linéaire,
ce qui donne un spectre conique (FIG. 1.2). L’exemple probablement le plus emblématique en ma-
tière condensée est celui des électrons de conduction du graphène se propageant dans un réseau
hexagonal proche du demi-remplissage. Le hamiltonien d’un électron est approximé par

Ĥ = ~vk · σ (1.44)

où σ = (σx, σy) est le vecteur des matrices de Pauli, v la pente du spectre qui correspond à une
vitesse caractéristique (pour le graphène c’est la vitesse au niveau de Fermi à faible dopage vF ≈
c/300). La relation de dispersion s’écrit Ek = ±~v|k|.

En appliquant le couplage minimal au hamiltonien (1.44), on trouve l’existence de niveaux de
Landau possédant un comportement différent de ceux associés au hamiltonien quadratique :

En = ±~ωlin

√
n, n ∈ N, (1.45)
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avec ωlin = v
√

2eB~. Ils ne sont pas également espacés et sont en racine du champ magnétique. De
plus, un des niveaux de Landau a une énergie nulle. La transformation du n+ 1

2 en n est purement
quantique, et vient du calcul d’un commutateur dans la diagonalisation du problème. 11

En appliquant la formule d’Euler-MacLaurin, on trouve une susceptibilité

χMcC =
µ0e

2v2

6π
n′F(0) −→

T→0
−µ0e

2v2

6π
δ(µ). (1.46)

McClure [89] fut le premier à dériver cette expression de la susceptibilité d’électrons ultra-relativistes,
en cherchant à comprendre la forte réponse diamagnétique du graphite. Il a de plus noté que les
niveaux de Landau semi-classiques n’étaient pas en accord avec les niveaux de Landau purement
quantiques où le facteur 1

2 était manquant. Il attribue —à juste titre comme nous le verrons plus
loin— cette forte réponse magnétique à des transitions interbandes entre les deux bandes du gra-
phène.

On notera qu’ici la susceptibilité qui diverge est χ̃orb introduite au début du chapitre. Cela signi-
fie expulsion totale du champ magnétique à température nulle. [111]

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons introduit les grandeurs magnétiques orbitalesM0 et χorb que nous

chercherons à calculer par la suite. Nous avons également rappelé des résultats de magnétisme
localisé et de magnétisme itinérant, en les adjoignant de remarques moins connues comme l’inter-
prétation classique ou quantique du magnétisme et l’indépendance de χLandau en ~. Si ces résultats
concernant les particules libres sont bien connus, ils serviront de référence dans la suite de ce ma-
nuscrit, soit lorsque la relation de dispersion prendra des formes simples (linéaire ou quadratique),
soit lorsqu’on cherchera à retrouver la limite d’atomes isolés.

11. On trouvera les détails de cette dérivation par exemple dans les notes de séminaire de G. Montambaux et M.O. Goer-
big : http://www.bourbaphy.fr/juin2014.html.
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Chapitre 2

Introduction à la théorie
géométrique des bandes

Après avoir défini les grandeurs caractérisant la réponse magnétique du système, l’objectif est
maintenant de donner une courte introduction à la théorie géométrique des bandes. De même que la
conductivité transverse σxy, nous verrons que la susceptibilité orbitale est une grandeur dépendant
de la géométrie de l’espace des états de Bloch (ou plutôt de leur partie périodique), et cela va s’avérer
important pour interpréter physiquement les différentes contributions de χorb.

Si de nombreux physiciens [16, 69, 84, 125, 154] avaient déjà travaillé sur ces effets interbandes,
c’est dans les années 80 que les publications de Berry [14] et Simon [135] ont relié ces aspects à une
théorie géométrique des bandes, et ont fait le lien entre conductivité de Hall [147] et invariants
topologiques (nombre de Chern). Alors que ce manuscrit est en rédaction, le prix Nobel de physique
de cette année a entre autres récompensé les travaux de D. Haldane et D. Thouless ayant contribué
à la naissance de cette théorie géométrique.

Nous commencerons par rappeler le théorème de Bloch, puis l’approximation de liaisons fortes
qui sera détaillée dans le cas d’un ou deux atomes par maille. Ensuite, en s’appuyant sur les défi-
nitions précédentes, nous introduirons la théorie géométrique des bandes et nous conclurons avec
un paragraphe sur les symétries discrètes que peuvent présenter les modèles cristallins que nous
allons étudier.

2.1 Théorème de Bloch et bandes d’énergies

L’étude du problème d’un électron dans un potentiel créé par un arrangement périodique d’atomes
est au cœur de la physique du solide sans interaction. Cet arrangement périodique appelé cristal
est la combinaison d’un réseau, et d’une maille élémentaire, groupe d’atomes qui se retrouvent en
chaque point du réseau. Le hamiltonien d’un électron dans un cristal peut s’écrire

Ĥ =
P̂ 2

2m
+ U(r̂) (2.1)
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où U(r) est une fonction périodique, de même périodicité que le réseau cristallin. Cette périodicité
impose que [

Ĥ, T̂R
]

= 0, (2.2)

avec T̂R l’opérateur de translation d’un vecteur R quelconque du réseau de Bravais, T̂R agissant
sur les fonctions d’ondes par T̂RΨ(r) = Ψ(r +R). Or une famille d’opérateurs qui commutent sont
co-diagonalisables, il existe donc une base d’états propres |Ψα〉 de Ĥ qui sont aussi vecteurs propres
des T̂R pour toutR du réseau de Bravais. Les valeurs propres de l’opérateur de translation T̂R étant
les eik·R, on en déduit que pour toute fonction propre Ψα de cette famille

T̂RΨα(r) = Ψα(r +R) = eik·RΨα(r) (2.3)

où k est un vecteur bidimensionnel, a priori quelconque 1 ; l’indice α de la base pouvant alors se
factoriser en un couple (k, n). Ce résultat appelé théorème de Bloch est équivalent à dire que les
fonctions Ψnk(r) peuvent se mettre sous la forme

Ψnk(r) = eik·runk(r) (2.4)

avec unk(r) une fonction périodique en r, de même périodicité que le réseau de Bravais. En termes
d’états, on écrira avec l’opérateur position r̂ :

|Ψnk〉 = eik·r̂ |unk〉 . (2.5)

Les fonctions propres Ψnk et les états |Ψnk〉 associés sont appelés respectivement fonctions de Bloch
et états de Bloch. Les parties périodiques des états de Bloch sont associés à des états |unk〉, et
une description en termes des |Ψnk〉 ou des |unk〉 est équivalente, bien que ces états possèdent des
propriétés différentes que nous détaillons dans les paragraphes suivants.

Transformation unitaire dépendante de k
Un état de Bloch |Ψnk〉 vérifie l’équation aux valeurs propres

Ĥ |Ψnk〉 = Enk |Ψnk〉 (2.6)

où l’on choisit d’indicer les solutions par un vecteur k et un entier naturel n. Les états |unk〉 vérifient
alors :

Ĥk |unk〉 = Enk |unk〉 , (2.7)

avec Ĥk = e−ik·r̂Ĥeik·r̂ une transformée unitaire de Ĥ. Pour tout k fixé, le hamiltonien dans l’espace
réciproque Ĥk contient toute l’information de Ĥ. On construit ici une famille d’opérateurs {Ĥk}k a
priori redondante. On notera la différence fondamentale entre l’opérateur Ĥ où n et k sont des
nombres quantiques, et l’opérateur Ĥk où n est toujours un nombre quantique, mais k est sim-
plement un paramètre continu. On note que k en tant que nombre quantique est restreint à la
première zone de Brillouin, mais n’a pas cette limitation en tant que paramètre.

A priori, à chaque vecteur k correspond une infinité dénombrable d’états indicés par n (puisque
chaque atome possède typiquement une infinité d’orbitales), l’indice de bandes. Concrètement ce-
pendant, on limite toujours l’étude à un nombre fini N de bandes en projetant le hamiltonien :

1. Pour les cristaux de taille finie selon une direction, le vecteur d’onde prend un nombre fini de valeurs égal au nombre
de sites dans cette direction.
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si Pk est le projecteur orthogonal sur le sous-espace des bandes considérées, l’opérateur projeté
PkĤkPk =

∑
nEnk |unk〉〈unk| peut être représenté par une matrice carrée Hk de taille N qu’on ap-

pellera hamiltonien de Bloch ou matrice hamiltonienne. Hk dépend du choix de la base des |unk〉,
notion sur laquelle nous reviendrons dans le paragraphe sur le modèle de liaisons fortes.

Périodicité en k

Dans l’espace réel, la périodicité des fonctions unk(r) est directement reliée à la périodicité du
potentiel cristallin U(r), les fonctions de Bloch étant le produit de ces fonctions périodiques et
d’ondes planes.

Intéressons-nous à la périodicité dans l’espace réciproque. Par définition des états de Bloch, on
peut décomposer le hamiltonien sous la forme

Ĥ =
∑

n,k∈PBZ

Enk |Ψnk〉〈Ψnk| . (2.8)

Celui-ci ne dépendant pas de k, et comme nous avons contraint k à la première zone de Brillouin
pour des raisons de redondance, une translation k→ k+K avecK un vecteur du réseau réciproque
ne doit pas changer la somme. On en déduit que Enk est une fonction périodique de k, de période la
première zone de Brillouin (PZB) ; mais ce n’est pas forcément le cas des états de Bloch. En toute
généralité, on a

|Ψnk+K〉 = eiϕk |Ψnk〉 , (2.9)

la phase ϕk ne pouvant pas toujours être prise nulle. La périodicité en k des états de Bloch est
assujettie à l’existence d’un choix de jauge qui donne pour |Ψnk〉 des fonctions continues de k. Si un
tel choix est possible, alors les états de Bloch sont périodiques. Loin d’être anodin, on peut montrer
que l’existence de cette jauge est équivalente à la trivialité de la topologie de la phase considérée
(c’est-à-dire avec un nombre de Chern nul ; grandeur définie plus loin dans ce chapitre). Pour un
nombre de Chern non-nul, la phase de |Ψnk〉 sera une fonction discontinue, avec une singularité
souvent rapportée sur un des bords de la PZB [137]. Dans la suite, on s’intéressera aux phases non
topologiques, on pourra toujours faire un choix de jauge périodique où les états de Bloch seront
périodiques en k, de période la PZB.

Dans cette jauge périodique où |Ψnk+K〉 = |Ψnk〉, d’après la définition (2.5), on observe que les
états |unk〉 vérifient :

|unk+K〉 = e−iK·r̂ |unk〉 ; (2.10)

ou en termes de fonctions d’ondes

unk+K(r) = e−ir·(k+K)Ψnk+K(r) = e−ir·Ke−ir·kΨnk(r) = e−ir·Kunk(r). (2.11)

L’état |unk〉 est modifié d’une phase locale, qui dépend du point r considéré et n’est donc pas pé-
riodique en k. Si cela n’a pas d’influence dans le cas d’un réseau à un atome par maille, nous
verrons que ce résultat est critique à la compréhension des couplages interbandes dans les cris-
taux à plusieurs atomes par maille. De même, notons que les hamiltoniens Ĥk et Hk ne sont pas
nécessairement périodiques en k de période la PZB. 2

2. Les quantités physiques dont nous discuterons plus loin, à savoir la courbure de Berry, le moment magnétique orbital
et le tenseur géométrique sont des quantités périodiques en k de période la PZB.
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2.2 Approximation de liaisons fortes
Aborder le problème général d’électrons dans un potentiel périodique est analytiquement impos-

sible sans approximation. Il existe maintenant de nombreuses méthodes pour trouver des fonctions
d’onde approchées et les énergies associées des électrons dans un cristal. [6] Celle que nous déve-
lopperons et utiliserons par la suite est l’approximation de liaisons fortes (tight-binding approxima-
tion) ; elle est valide lorsque les orbitales atomiques sont peu modifiées par la présence du réseau
(ce qui nécessite entre autres que l’extension des orbitales atomiques soit petite devant la distance
inter-atomique).

Cristaux à un atome par maille
Considérons un cristal de N atomes disposés sur un réseau de Bravais : la maille élémentaire

contient donc un unique atome. Nous étudierons au CHAP. 5 deux exemples de tels modèles, un sur
réseau carré et un sur réseau triangulaire. On repère la position des mailles élémentaires par le
vecteur R.

Soit Ĥat
R le hamiltonien d’un atome à la position R. Supposons pour simplifier le problème que

celui-ci n’ait qu’une orbitale 3 |R〉, et d’énergie ε : Ĥat
R |R〉 = ε |R〉. Le hamiltonien d’une assemblée

d’atomes isolés s’écrit simplement Ĥiso =
∑
R Ĥat

R .
Cependant, lorsque les atomes sont proches, le hamiltonien d’un électron doit prendre en compte

les interactions entre atomes voisins, et peut s’écrire formellement Ĥ =
∑
R Ĥat

R + ∆UR. Les états
localisés |R〉 ne sont plus des états propres de Ĥ.

Afin de simplifier l’étude qui va suivre, supposons que les orbitales |R〉 soient orthogonales, ce
qui revient à négliger la matrice de recouvrement entre orbitales. 4 On définit pour R 6= R′ les
éléments de matrice du hamiltonien par

t(R−R′) =
〈
R′
∣∣∣Ĥ∣∣∣R〉 , (2.12)

qui ne sont des fonctions que de la distance entre les atomes R−R′ appelées intégrales de saut. Le
hamiltonien s’écrit

Ĥ =
∑
R

ε |R〉〈R|+
∑
R,R′

t(R−R′) |R′〉〈R| . (2.13)

La famille {|R〉}R est une base orthonormée de l’espace de Hilbert, et on peut chercher les états
propres de Ĥ indicés par α en développant |Ψα〉 sur la base |R〉 :

|Ψα〉 =
1√
N

∑
R

Cα(R) |R〉 . (2.14)

Le hamiltonien Ĥ étant périodique, on sait qu’il vérifie le théorème de Bloch, c’est-à-dire que les
fonctions propres peuvent être cherchées sous la forme

Ψnk(r +R) = eik·RΨnk(r) (2.15)

3. ou simplement que les orbitales soient très éloignées en énergie, et donc qu’elles ne puissent que peu interférer.
4. Nous adoptons ici une approche élémentaire afin de le pas obscurcir la discussion qui va suivre sur l’importance du

choix de la base pour les états |unk〉. Le modèle des liaisons fortes est plus rigoureusement décrit en termes de fonctions
de Wannier, méthode détaillée dans la revue de Modugno et al. [93] ou dans le cours de J. Dalibard de 2015 disponible
à l’adresse http://www.college-de-france.fr/media/jean-dalibard/UPL3520254961557932367_cours_2016_
_____Chapitre_4.pdf.
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où l’indice α est remplacé par le couple (n,k) ; condition qui impose une contrainte forte sur les
Cnk(R) (la famille {|R〉}R étant une base orthonormée) :

Cnk(R+ S) = eik·SCnk(R) ou encore Cnk(R) = eik·RCnk(0). (2.16)

La fonction propre de Bloch est ainsi déterminée à un préfacteur complexe Cnk(0) près. La norma-
lisation de |Ψnk〉 assure que |Cnk(0)| = 1. Ainsi, l’état de Bloch est entièrement déterminé par Ĥ, à
une phase globale (éventuellement dépendante de k) qui n’a pas d’influence physique. On en déduit
en particulier que l’indice n est superflu, le modèle n’a qu’une seule bande. Finalement, on peut
choisir :

|Ψk〉 =
1√
N

∑
R

eik·R |R〉 . (2.17)

La famille de vecteurs propres {|Ψk〉}k est une base orthonormée de l’espace de Hilbert, associée
aux valeurs propres {Ek}k qui sont directement déterminées par les intégrales de saut :

Ek =
〈

Ψk

∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψk〉 =
1

N

∑
R,R′

eik·(R−R
′)
〈
R
∣∣∣Ĥ∣∣∣R′〉

=
N

N
ε+

1

N

∑
R,R′

eik·(R−R
′)t(R−R′)

= ε+
∑
R

eik·Rt(R)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

Les fonctions Ek et t(R) sont transformées de Fourier l’une de l’autre. Pour faciliter les calculs, on
se limite souvent aux liens entre plus proches voisins, c’est-à-dire t(R−R′) ≈ 0 dès que |R−R′| > a.

En passant, on remarque que les états |uk〉 pour un cristal à une bande s’écrivent

|uk〉 = e−ik·r̂ |Ψk〉 =
1√
N

∑
R

|R〉 = |Ψnk=0〉 (2.21)

et sont donc indépendants de k. Tous les |uk〉 sont identiques, alors que les |Ψk〉 sont tous orthogo-
naux entre eux !

Cristal à deux atomes par maille
Le cas d’un cristal à plusieurs atomes par maille est plus délicat, mais fondamental pour l’étude

des interactions interbandes. On considère toujours des atomes à une seule orbitale. 5

Supposons cette fois que le cristal soit composé de 2N atomes à une orbitale chacun, répartis
sur un réseau de Bravais et avec deux atomes par maille appelés A et B (on pense par exemple
au graphène). Notons |R, `〉 l’orbitale située à la position R` = R + d`, R indiquant la position
de la maille élémentaire considérée, et d` la position de l’atome dans cette maille (on prend par
convention dA = 0). Le hamiltonien s’écrit

Ĥ =
∑
R,`

ε` |R, `〉〈R, `|+
∑

R,`,R′,`′

t(R` −R′`′) |R′, `′〉〈R, `| , (2.22)

5. La multiplication du nombre d’orbitales par atome va, comme le nombre d’atomes par maille, augmenter le nombre
de bandes. Cependant, les orbitales sont souvent 1) de symétries différentes, et 2) très éloignées en énergie (typiquement
∆E ∼ 5 eV > t) ; pour ces raisons les orbitales ne se couplent pas ou peu entre elles. De plus, plusieurs orbitales ayant la
même position dans la maille, toutes les subtilités qui suivent concernant le choix de la base ne s’appliquent pas.
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ce que l’on abrégera dans les chapitres suivants en :

Ĥ =
∑
i

εi |i〉〈i|+
∑
〈i,j〉

tij |i〉〈j| , (2.23)

où 〈i, j〉 signifie que i et j sont des atomes du réseau plus proches voisins (abrégé ppv).
En supposant que ces orbitales sont orthogonales, une fonction propre du hamiltonien peut

s’écrire par combinaison linéaire des orbitales atomiques (CLOA) :

|Ψnk〉 =
1√
2N

∑
R,`

C`nk(R) |R, `〉 . (2.24)

La périodicité du hamiltonien va imposer une condition similaire à (2.16) sur les coefficients, d’où

|Ψnk〉 =
1√
2N

∑
R,`

C`nk(0)eik·R |R, `〉

=
CAnk(0)√

2N

∑
R

eik·R |R, A〉+
CBnk(0)√

2N

∑
R

eik·R |R, B〉 .

(2.25)

(2.26)

Cette expression pousse à définir une base dans laquelle les états de Bloch s’écriront plus simple-
ment, essentiellement donnée par la transformée de Fourier des états |R, `〉. On peut définir les 2N

états

|k, A〉 =
1√
N

∑
R

eik·R |R, A〉 et |k, B〉α =
eiαk

√
N

∑
R

eik·R |R, B〉 (2.27)

qui forment une base orthonormée de l’espace de Hilbert. La fonction αk est a priori indéterminée,
elle constitue un choix de base. Si une infinité de choix sont possibles pour αk, deux bases ont
un caractère particulier car elles simplifient les expressions des états de Bloch ou de leur partie
périodique. Celles-ci ont été introduites dans la Réf. [10] dans le contexte du réseau nid d’abeille, et
nous nous focaliserons sur la description de ces deux bases notées I et II.

Base I Le choix le plus simple et utilisé par exemple dans Ashcroft et Mermin [6] est sûrement
de prendre αk = 0, ce que l’on appellera « base I ». La phase relative entre les deux états |k, A〉 et
|k, B〉 est nulle, les fonctions de Bloch s’écrivent

|Ψnk〉 =
1√
2

(
CAnk(0) |k, A〉+ CBnk(0) |k, B〉I

)
(2.28)

et le hamiltonien peut se diagonaliser par bloc :

Ĥ =
∑
k

(
|k, A〉 |k, B〉I

)
HI
k

( 〈k, A|
〈k, B|I

)
(2.29)

où HI
k est une matrice 2× 2 hermitienne. Celle-ci se paramètre

HI
k =

(
εA (f I

k)?

f I
k εB

)
, (2.30)

où la fonction f I
k vaut dans l’exemple du réseau nid d’abeille de vecteurs de base a1 et a2

f I
k = −t

(
1 + eik·a1 + eik·a2

)
. (2.31)
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On définit la phase de cette fonction par f I
k = |f I

k|e−iφI(k). Un des avantages de ce choix de base est
que HI

k est périodique dans l’espace réciproque de période la zone de Brillouin, comme on le voit
sur (2.31).

Pour simplifier l’argumentation, on suppose les deux atomes de même énergie sur site : εA =

εB = 0, alors Enk = n|f I
k| où n = ±1, et à une phase globale près les états de Bloch s’écrivent

simplement

|Ψnk〉 =
1√
2

(
|k, A〉+ neiφI(k) |k, B〉I

)
. (2.32)

Les |Ψnk〉 ont une expression faisant intervenir la phase φI(k) présente dans le hamiltonien. Cette
caractéristique n’est vraie qu’avec ce choix de base.

Maintenant calculons les |unk〉 associés aux états de Bloch, et pour cela, repassons dans l’espace
réel avec l’équation (2.26) :

|Ψnk〉 =
1√
2N

∑
R

eik·R
(
|R, A〉+ neiφI |R, B〉

)
. (2.33)

Dans cette situation, il est tentant, et c’est ce qui est fait en général, de définir l’opérateur position
de la maille

R̂ =
∑
R

R |R, `〉〈R, `| , (2.34)

puis de factoriser l’expression des états de Bloch

|Ψnk〉 = eik·R̂
1√
2N

∑
R

(
|R, A〉+ neiφI |R, B〉

)
= eik·R̂ |ũnk〉 ,

(2.35)

(2.36)

les vecteurs |ũnk〉 pouvant s’écrire simplement

|ũnk〉 =
1√
2N

∑
R

(
|R, A〉+ neiφI |R, B〉

)
=

1√
2

(
|k = 0, A〉+ neiφI |k = 0, B〉I

)
(2.37)

(2.38)

Cette expression est utilisée dans la littérature, en général sous la forme

|ũnk〉 =
1√
2

(
1

neiφI(k)

)
I

. (2.39)

Cependant, les |ũnk〉 ne sont pas les |unk〉 usuellement définis à partir du vrai opérateur position r̂. 6

Alors que R̂ donne la position d’une maille, r̂ donne la position physique des atomes :

r̂ =
∑
R,`

(R+ d`) |R, `〉〈R, `| . (2.40)

6. Notons que le hamiltonien (2.22) ne fait pas intervenir l’opérateur position r̂, et ne contient pas réellement toute
l’information sur le modèle. Cette information est présente dans Ĥk car celui-ci fait intervenir r̂ dans sa définition. Cette
propriété contraire à l’intuition provient du fait que dans le modèle de liaisons fortes, on considère les amplitudes t comme
des paramètres indépendants de la position des atomes. Physiquement, on s’attend au contraire à ce que les amplitudes de
sauts dépendent fortement des distances interatomiques.
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Si l’on utilise le vrai opérateur position pour factoriser les états de Bloch (2.33), cela donne

|Ψnk〉 = eik·r̂
1√
2N

∑
R

(
|R, A〉+ neiφI−ik·dB |R, B〉

)
(2.41)

ce qui suggère de définir une nouvelle base pour laquelle φII(k) = φI(k)− k · dB .

Base II Un autre choix de base utilisé entre autres par Wallace [153] —dite base II— est de
prendre la fonction αk = k ·dB où dB est le vecteur position de l’atome B dans la maille élémentaire.
Avec ce choix, la matrice hamiltonienne HII

k s’écrit

HII
k =

(
εA (f II

k )?

f II
k εB

)
(2.42)

où la fonction f II
k s’écrit en fonction de f I

k :

f II
k = −t

∑
j

eik·δi = eik·dBf I
k (2.43)

où les δi sont les vecteurs reliant un atome A aux atomes B plus proches voisins. On remarque que
la norme de fk ne dépend pas du choix de la base I ou II, seule sa phase est modifiée : φII(k) =

φI(k) − k · dB . Avec ce choix, la matrice hamiltonienne HII
k n’est plus nécessairement périodique en

k de période la PZB. Cependant, ce choix de base présente l’avantage d’avoir une expression très
simple des états |unk〉 : reprenons (2.41) et introduisons les vecteurs (2.27) associés à la base II ; on
obtient

|unk〉 =
1√
2

(
|k = 0, A〉+ neiφII |k = 0, B〉II

)
=

1√
2

(
1

neiφII(k)

)
II

. (2.44)

L’utilité de la base II est d’avoir une expression simple des |unk〉 dans une base qui est indépen-
dante de k. Ceci permet en particulier de calculer des grandeurs géométriques, qui comme nous le
verrons dans la suite de ce chapitre dépendent des dérivées des |unk〉.

Dans la suite du manuscrit, la matrice hamiltonienne des modèles étudiés sera toujours écrite
dans la base II, et prendra l’une des formes suivantes

Ĥ =
∑
i

εi |i〉〈i|+
∑
〈i,j〉

tij |i〉〈j|

=
∑
k

(
|k, A〉 |k, B〉

)
II
HII
k

(〈k, A|
〈k, B|

)
II

=
∑
nk

Enk |unk〉〈unk|

(2.45)

(2.46)

(2.47)

2.3 Théorie géométrique des bandes
Dans le paragraphe précédent, nous avons introduit le modèle de liaisons fortes, et nous avons

rapporté le problème initial à l’étude d’une matrice Hk (représentant le hamiltonien) qui dépend
du paramètre k dans la zone de Brillouin avec des conditions aux bords périodiques. Cette matrice
Hk est directement liée aux |unk〉, et non aux |Ψnk〉. Nous allons voir qu’on peut étudier l’évolution

22



2.3. THÉORIE GÉOMÉTRIQUE DES BANDES

en fonction de k de cette base |unk〉, et que ces notions se révéleront utiles dans une description
géométrique de la susceptibilité, quantité thermodynamique faisant intervenir le remplissage de
toutes les bandes.

Les états de Bloch (2.15), en tant que vecteurs propres normés de l’opérateur Ĥ, forment une
base orthonormée de l’espace de Hilbert. En conséquence

〈Ψnk|Ψmk′〉 = δnmδ(k − k′). (2.48)

Les états |unk〉 sont quant à eux des vecteurs propres de Ĥk et ils vérifient :

〈unk|umk〉 = δnm. (2.49)

Attention, |unk〉 et |unk′〉 sont deux vecteurs propres de différents hamiltoniens Ĥk et Ĥk′ ; on ne
sait donc rien du recouvrement de ces deux états, et en général

〈unk|unk′〉 6= δ(k − k′). (2.50)

De cette constatation, on définit la matrice de recouvrement [16] des états |unk〉 par

Snm(k,k′) = 〈unk|umk′〉 . (2.51)

2.3.1 Première approche et définitions
Comment évolue un système dans un état stationnaire lorsqu’on modifie « lentement » un pa-

ramètre extérieur? Cette question, définissant la notion d’adiabaticité, a été posée par Berry en
prenant comme paramètre le temps dans l’équation de Schrödinger. [14] De là, il définit la notion
de phase de Berry, qui animera tant les physiciens de la matière condensée, mais également d’autres
domaines dont la physique atomique, la chimie quantique, etc. Une introduction très pédagogique
à la phase de Berry dans l’équation de Schrödinger se trouve dans les cours de J. Dalibard donnés
au Collège de France 7.

Si la notion d’adiabaticité est cruciale pour une évolution temporelle, en matière condensée nous
considérons des évolutions fictives en le paramètre k, que l’on peut supposer aussi lentes que l’on
veut. Si les bandes sont séparées en énergie par une bande interdite (ou gap), on peut s’intéresser
à l’évolution d’un état projeté sur sa bande n, où la dynamique rapide des transitions interbandes
sera incluse dans une évolution lente « effective » le long de la bande n. Fixons donc l’indice n, et
supposons que le spectre d’énergie soit non-dégénéré, c’est-à-dire qu’il n’existe qu’une droite C |unk〉
par valeur propre Enk, ce qui exclut en théorie le graphène et tous les systèmes où les bandes se
touchent (métaux et semi-métaux). 8

Le point de départ est l’observation de la non-orthogonalité de la famille {|unk〉}k : on cherche à
quantifier de « combien » les vecteurs ne sont pas orthogonaux. 9 Pour cela, Provost & Vallée [120]
ont introduit la notion de distance entre états quantiques dépendant d’un paramètre (ici k) :

d(k1,k2) =

√
1− |〈unk1

|unk2
〉|2 =

√
1− |Snn(k1,k2)|2. (2.52)

7. http://www.college-de-france.fr/site/jean-dalibard/course-2014-05-28-09h30.htm
8. Ce formalisme sera étendu à ces systèmes, avec prudence près de ces points singuliers.
9. Cela ne serait pas possible avec les états |Ψnk〉 puisque ceux-ci sont directement orthogonaux, dès que k′ 6= k. De

plus, la construction de Berry se base sur un hamiltonien dépendant d’un paramètre, ce qui ne s’applique pas directement à
Ĥ.
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Cette définition satisfait tous les axiomes de la distance mathématique. 10 La distance entre deux
états est maximale et égale à 1 lorsque les états sont orthogonaux.

On peut donner une version locale de la définition globale (2.52) lorsque k2 est proche de k1.
Écrivons k1 = k et k2 = k + dk, alors

|unk+ dk〉 = |unk〉+ dki∂i |unk〉+
1

2
dki dkj∂ij |unk〉 , (2.53)

avec le raccourci d’écriture ∂i = ∂ki . La distance (2.52) étant une forme quadratique symétrique,
son développement limité ne contient que des termes pairs en dk, et impose une condition sur le
terme d’ordre 1 du développement (2.53) 11 :

<e 〈unk|∂iunk〉 = 0. (2.54)

On définit une quantité appelée connexion de Berry :

Ank = i 〈unk|∂kunk〉 = −=m 〈unk|∂kunk〉 (2.55)

qui est un vecteur à composantes réelles.
Le développement limité dans la définition de la distance entre états donne :

[d(k,k + dk)]
2

= 1−
(

1 +
1

2
dki dkj<e 〈unk|∂ijunk〉

)2

−
(
−dkiAnk,i +

1

2
dki dkj=m 〈unk|∂ijunk〉

)2

,

(2.56)

qui se simplifie en se limitant à l’ordre 2 en :

d(k,k + dk)2 = dki dkj (−<e 〈unk|∂ijunk〉 − Ank,iAnk,j) . (2.57)

Cette expression peut se réécrire plus simplement en utilisant à nouveau la propriété (2.54), et en
la dérivant par rapport à kj :

<e 〈∂junk|∂iunk〉+ <e 〈unk|∂ijunk〉 = 0, (2.58)

d’où finalement
d(k,k + dk)2 = dki dkj (<e 〈∂junk|∂iunk〉 − Ank,iAnk,j) . (2.59)

L’équation (2.59) définit le tenseur métrique

gnk,ij = <e 〈∂junk|∂iunk〉 − Ank,iAnk,j , (2.60)

forme bilinéaire symétrique en l’échange i ↔ j. Avec l’expression explicite de Ank,i, on peut ré-
écrire :

gnk,ij = <e 〈∂junk|(1− |unk〉〈unk|)|∂iunk〉 = <e
〈
∂junk

∣∣∣Q̂nk∣∣∣∂iunk〉 , (2.61)

où l’opérateur Q̂nk = 1 − |unk〉〈unk| est un projecteur orthogonal sur l’hyperplan orthogonal à la
droite C |unk〉.

10. On aurait aussi pu penser peut-être plus naturellement à introduire la distance ||unk1
− unk2

|| qui vérifie également
les axiomes mathématiques. Cependant, il est facile de voir que cette distance n’est pas invariante de jauge, et n’étant donc
pas une observable physique, il faut la corriger en conséquence. La métrique corrigée est identique à la métrique définie
dans ce paragraphe. [120]

11. Un argument donnant le même résultat serait d’utiliser le caractère normé de |unk〉.
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Invariance de jauge et dérivée covariante
Rappelons-nous qu’en mécanique quantique, la seule partie physiquement mesurable de la fonc-

tion d’onde du système est son module ; sa phase pouvant être choisie de façon arbitraire : c’est ce
qu’on appelle une liberté de jauge. Cela signifie que précédemment, il n’y avait pas de raison de
préférer l’état |unk〉 à l’état eiϕk |unk〉 où ϕk est une fonction réelle de k quelconque. Ce choix étant
arbitraire, il ne doit pas se répercuter sur les grandeurs physiquement mesurables. Or, si l’on fait
une transformation de jauge de Berry 12

|unk〉 −→ eiϕnk |unk〉 , (2.62)

la connexion de Berry est également modifiée :

Ank −→ Ank − ∂kϕnk. (2.63)

On en déduit que A n’est pas une grandeur physiquement mesurable à l’instar du potentiel vecteur
en électromagnétisme. Cependant, par une compensation des termes supplémentaires, la métrique
gnk,ij se retrouve être indépendante de la jauge de Berry, et celle-ci est une quantité physique,
théoriquement mesurable [102].

En considérant |unk〉 comme une fonction de k, la dérivée du vecteur n’est pas non plus indépen-
dante de la jauge. En revanche, la dérivée définie par :

|Dnkunk〉 = |∂kunk〉+ iAnk |unk〉 (2.64)

laisse passer la phase à travers la dérivée, comme on le voit facilement avec le changement de jauge
de la connexion de Berry. Cette dérivation est appelée dérivée covariante. Par définition,

〈unk|Dnkunk〉 = 0. (2.65)

Courbure de Berry
Si la connexion de Berry est comparable à un potentiel vecteur, on peut définir l’équivalent du

champ magnétique appelé courbure de Berry :

Ωnk = rotkAnk. (2.66)

La courbure de Berry ne dépend pas du choix de la jauge de Berry, tout comme le champ B ne
dépend pas de la jauge magnétique. Elle s’exprime simplement en termes des |unk〉 :

Ωnk = i 〈∂kunk| × |∂kunk〉 , (2.67)

ou de façon équivalente en composantes

Ω`nk = ε`ij 〈∂iunk|∂junk〉 (2.68)

avec ε`ij le tenseur totalement antisymétrique. Cette expression est celle d’un pseudo-vecteur (dont
l’exemple le plus célèbre est le champ magnétique), et qui représente la partie antisymétrique d’un
tenseur à trois dimensions. En particulier, si le vecteur |unk〉 n’a que des composantes réelles, alors
la courbure de Berry est nulle (en dehors des éventuels points de dégénérescence du spectre).

12. La jauge de Berry est une jauge U(1) au même titre que la jauge électromagnétique, mais qui ne doivent pas être
confondues.
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Tenseur géométrique
Les expressions (2.61) et (2.67) ont la même homogénéité, et sont en fait deux parties d’un même

objet mathématique, le tenseur géométrique, défini par

Tnk,ij =
〈
∂junk

∣∣∣Q̂nk∣∣∣∂iunk〉 . (2.69)

On montre que

Tnk,ij = gnk,ij − iε`ij
Ω`nk

2
. (2.70)

La grandeur gnk,ij (resp. Ωijnk) est la partie réelle (resp. imaginaire à un facteur −2 près) et symé-
trique (antisymétrique à un facteur −2 près) du tenseur géométrique.

Phase de Berry
La distance entre états définie précédemment est une mesure de l’orthogonalité de deux vec-

teurs. Mais étant définie par le module du produit scalaire, toute information sur l’évolution de
la phase entre les deux états est perdue. Cela pourrait être sans importance puisque celle-ci est
a priori dépendante du choix de la jauge de Berry : entre deux états infiniment proches |Ψnk〉 et
|Ψnk+ dk〉, la différence de phase s’écrit

∆ϕnk = Ank · dk (2.71)

avec Ank qui dépend du choix de jauge. Cependant, en intégrant maintenant sur un contour fermé
C de la PZB, nous obtenons

Γn,C =

∮
C
Ank · dk =

∫∫
S

Ωnk · dSk (2.72)

où S est une surface ouverte s’appuyant sur le contour C. Cette expression ne dépend plus que du
flux de la courbure de Berry à travers une surface s’appuyant sur C. De plus, Ω étant un champ de
vecteur à divergence nulle, l’intégrale ne dépend pas du choix de S, seulement du contour C. Cette
grandeur indépendante de la jauge s’appelle la phase de Berry accumulée sur le contour C. Γ mesure
le flux de la courbure de Berry à travers une surface de l’espace réciproque.

La phase de Berry permet de caractériser des points singuliers du champ k → |unk〉 : elle sera
typiquement non-nulle autour d’un point de Dirac dans le cas du graphène. C’est l’équivalent de la
phase Aharonov-Bohm dans le contexte électromagnétique. Elle est à mi-chemin entre géométrie et
topologie, puisqu’elle n’est ni une quantité locale, ni une quantité topologique (cf. discussion sur la
partie topologique de la phase de Berry [36]).

Nombre de Chern
Nous avons vu que la phase de Berry se comprenait comme le flux de la courbure de Berry à

travers une surface ouverte de l’espace réciproque. Si on s’intéresse au flux à travers une surface
fermée, celui-ci est quantifié : 13

1

2π

∫∫
PZB

Ωnk · dSk = Cn (2.73)

13. À deux dimensions, la seule surface fermée possible est le tore. À trois dimensions en revanche, on peut définir un
nombre de Chern pour chaque surface non équivalente, typiquement les bords de la PZB à trois dimensions.
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où Cn est un entier relatif, appelé nombre de Chern. En prolongeant l’analogie avec l’électroma-
gnétisme, cela revient à étudier la divergence du champ magnétique divB. Dirac, dans son article
fondateur [29], montra que la quantification de la charge électrique pouvait être reliée à l’exis-
tence d’un monopôle magnétique. Si celui-ci existe, alors les charges électriques et magnétiques
sont quantifiées. Le flux du champ magnétique à travers une surface fermée entourant un de ces
monopôle est donc également quantifiée. 14

Moment magnétique orbital
Lors de l’étude semi-classique du magnétisme développée par Gao, Chang et Niu [49] que nous

esquisserons dans l’annexe D, une autre quantité géométrique apparaît, qui peut être comprise
comme un mélange entre quantités géométriques et spectrales. Cette quantité appelée moment
cinétique orbital vaut

mnk = −i e
~
〈∂kunk|×(Hk − Enk)|∂kunk〉 , (2.74)

expression proche de la courbure de Berry, avec une dimension d’énergie supplémentaire.
Dans une théorie semi-classique développée par Chang et Niu [22] où l’on s’intéresse à la dy-

namique d’un paquet d’ondes, mnk s’interprète comme le moment magnétique orbital du paquet
d’onde lié à son extension spatiale. Parce qu’on projette la dynamique sur une unique bande dans
l’espace réciproque, celui-ci a nécessairement une taille minimale dans l’espace réel de l’ordre de
celle de la maille élémentaire. Cette extension spatiale lui associe alors un moment orbital propre.
On se reportera également à la revue de Di Xiao, Chang et Niu [157] pour des détails sur la théorie
semi-classique.

2.3.2 Expressions explicites des quantités géométriques
À l’aide de la théorie de perturbation, il est possible de donner des expressions explicites pour

les quantités géométriques définies précédemment. En effet, |unk+ dk〉 est un état proche de |unk〉,
mais pas tout à fait un état propre de Hk. Écrivons Hk+ dk ≈ Hk + dk ·∂kHk, on peut formellement
interpréter le second terme comme une perturbation deHk. L’état propre |unk〉 va évoluer avec cette
perturbation, et la théorie de perturbation non dégénérée au premier ordre donne

|unk+ dk〉 ≈ |unk〉+
∑
m6=n

〈umk|dk · ∂kHk|unk〉
Emk − Enk

|umk〉 . (2.75)

En passant à la limite, la relation devient une égalité, et

∂k |unk〉 =
∑
m 6=n

〈umk|∂kHk|unk〉
Emk − Enk

|umk〉 . (2.76)

Cette façon de relier deux états qui ne sont pas des états propres du même opérateur, et donc ne
vivent pas dans le même espace, fait appel à la notion de connexion et de transport parallèle. En
utilisant la définition (2.55) on voit tout de suite que la fonction k → Ank est ici nulle sur son
ensemble de définition. Ceci est lié au choix implicite de la jauge liée au transport parallèle où la

14. Si l’existence d’un monopôle magnétique n’a pas été démontrée à ce jour, il est possible d’avoir des monopôles d’exci-
tation magnétique : div B = 0 implique div H = −div M . On observe effectivement des monopôles de H dans les bulles
magnétiques de spin, les skyrmions, les systèmes frustrés comme les glaces de spin, etc.
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phase de l’état |unk〉 ne varie pas ; ce qui a pour conséquence d’avoir ∂k |unk〉 orthogonal à |unk〉 [124].
Dans cette jauge, les fonctions k→ unk ne sont pas univaluées. 15 C’est cependant une jauge simple
pour calculer des quantités qui in fine ne dépendront pas de la jauge. On obtient par exemple une
expression du tenseur géométrique :

gnk,ij = <e
∑
m6=n

〈umk|∂iHk|unk〉 〈unk|∂jHk|umk〉
(Emk − Enk)2

, (2.77)

de la courbure de Berry :

Ω`nk = iεij`
∑
m 6=n

〈umk|∂iHk|unk〉 〈unk|∂jHk|umk〉
(Emk − Enk)2

(2.78)

et du moment magnétique orbital :

m`
nk = − ie

2~
εij`

∑
m 6=n

〈umk|∂iHk|unk〉 〈unk|∂jHk|umk〉
Emk − Enk

. (2.79)

Comme dans la théorie de perturbation, on peut interpréter ces formules par des transitions
virtuelles vers d’autres bandes : par exemple pour (2.77) : on part de l’état |unk〉, on fait un saut
virtuel vers une autre bande m grâce à l’opérateur vitesse vk = ∂kHk dans l’espace réciproque, puis
on refait un saut vers la bande n initiale avec une autre composante j du même opérateur vitesse.
On retrouve cette idée dans la dénomination vertical mixing de certains auteurs. [49, 110]

2.3.3 Formulation mathématique
Les grandeurs introduites dans la section précédente de façon élémentaire sont en fait bien

connues des géomètres, et ont une portée plus générale en géométrie différentielle complexe. L’ob-
jet de cette partie est de mettre rapidement en contexte mathématique la Berry-ologie introduite
précédemment.

Appelons C le cristal, défini sur le réseau de Bravais Z2. Le hamiltonien Ĥ est défini sur l’espace
de Hilbert `2(C,C) des fonctions de carré sommable sur le cristal.

À k fixé, l’ensemble des états de Bloch Hk = {|Ψnk〉}n où k est pris dans la première zone de
Brillouin forme un espace vectoriel de dimension N égale au nombre d’orbitales dans la maille
élémentaire du cristal. Dans le cas du graphène, Hk sera par exemple un espace de dimension 2.
L’ensemble H = {Hk}k est un fibré vectoriel à N dimensions sur la PZB (un tore), c’est-à-dire qu’à
chaque k on associe un espace de dimension N . Les Hk sont appelés fibres de H . On appelle section
une fonction k 7→ fk qui associe à chaque k un élément de Hk. Les fonctions de Bloch Ψn : k 7→ Ψnk

sont des exemples de sections.
Les Hk sont a priori décorrélés les uns des autres. Afin de comparer deux vecteurs dans des

Hk différents, il est possible de les « relier » entre eux en choisissant une connexion. Une connexion
est la donnée d’une dérivée covariante des sections du fibré, et elle définit un transport parallèle :
comme |Ψnk〉 et |Ψnk′〉 vivent dans des espaces différents, il faut pouvoir transporter parallèlement
le second dans l’espace du premier pour pouvoir les comparer. Ce choix de transport parallèle n’est
pas unique, mais certains choix sont plus physiques que d’autres.

15. Dans cette jauge, le calcul de la phase de Berry doit prendre en compte la différence de valeurs de unk sur les bords
de la zone de Brillouin, en plus de la circulation de la connexion.
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Les variétés riemaniennes n’ont besoin que d’une seule quantité (à savoir le tenseur métrique)
pour être complètement caractérisées (la métrique définie naturellement la connexion de Lévi-
Civita). Les variétés complexes que l’on considère ici possèdent entre guillemets un degré de liberté
supplémentaire dû à leur caractère complexe : les états |unk〉 sont des vecteurs complexes, lors d’un
transport parallèle il faut suivre leur norme (via le tenseur métrique) et leur phase (via la courbure
de Berry).

Pour un fibré trivial comme H , la donnée d’une famille de sections suffit à définir le choix de la
connexion alors donnée par l’équation (3) de la Réf. [35]. Ces sections sont des bases orthonormées
de Hk pour tout k. On notera que le caractère trivial du fibré H a une conséquence importante sur
les nombres de Chern des bandes du système :∑

n

Cn = 0. (2.80)

Le hamiltonien Ĥk sur le N -espace vectoriel peut être représenté sous forme matricielle, et
cette représentation dépendra de la base de sections choisie, par exemple les bases I ou II défi-
nies ci-dessus. Le choix de la base II s’avère plus physique, puisque la connexion est reliée à la
transformée de Fourier de l’opérateur position r̂ [35, 36]. Pour une description plus approfondie de
cette formulation mathématique de la topologie des bandes, ainsi qu’à l’application à un modèle sur
réseau en nid d’abeille, on se reportera par exemple à la revue de D. Carpentier [20].

2.4 Symétries discrètes
Lorsqu’un système est invariant par une transformation, on dit que cette transformation est une

symétrie du système. La présence d’une symétrie impose des contraintes sur certaines grandeurs
physiques telles que le hamiltonien. Dans le cas d’un cristal, la périodicité du potentiel cristallin
est par exemple à l’origine du théorème de Bloch : le hamiltonien commute avec tous les opérateurs
de translation par des vecteurs du réseau de Bravais.

Certaines transformations sont particulièrement pertinentes dans le cas de modèles cristallins :
la symétrie de renversement du temps, la symétrie d’inversion, et les symétries chirales. L’objectif
sera ici de définir ces symétries, et d’en déduire des conséquences sur le hamiltonien, ses états
propres, ses énergies propres, et les quantités géométriques.

2.4.1 Symétrie de reversement du temps

Transformation de renversement du temps

Une première symétrie discrète est l’opération de renversement du temps T . Celui-ci laisse
l’opérateur position invariant, mais oppose les impulsions des particules. On peut montrer que c’est
un opérateur anti-unitaire qu’on écrit [13]

T = UK, (2.81)

où U est une matrice unitaire, et K un opérateur qui prend le complexe conjugué de toutes les
quantités à sa droite (opérateur qui ne peut pas être représenté comme une matrice). Dans le
cas de particules sans spin U = 1 convient, et T = K est simplement l’opérateur de conjugaison
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complexe. Dans la suite de la discussion, nous nous plaçons dans ce cas particulier où le hamiltonien
ne dépend que de l’espace et non du spin des particules.

Dans le cas d’un hamiltonien de liaisons fortes (2.46), le renversement du temps revient dans
l’espace réel à tij → t?ij (puisqu’il conserve l’opérateur position T r̂ = r̂T ). Dans l’espace réciproque,
il change k→ −k car

T |k, `〉 = T
∑
R

eik·R |R, `〉 =
∑
R

e−ik·R |R, `〉 T = |−k, `〉 T . (2.82)

Ainsi, lorsqu’on applique le renversement du temps, la décomposition (2.46) montre que Hk → H?−k
et les énergies deviennent Enk → En−k. 16

Systèmes symétriques par T
Supposons que le renversement du temps soit une symétrie du système, c’est-à-dire[

Ĥ, T
]

= 0 ou T ĤT −1 = Ĥ. (2.83)

Dans l’espace réel, la symétrie par renversement du temps impose à la matrice d’être réelle :
tij = t?ij (on verra avec la substitution de Peierls qu’un champ magnétique brise cette symétrie).
Dans l’espace réciproque, la matrice hamiltonienne vérifie

H?−k = Hk . (2.84)

On en déduit que si |Ψk〉 est un état propre de Hk d’énergie Ek, alors T |Ψk〉 est aussi état propre
de Hk d’énergie E−k. Le spectre est donc pair en k.

Tous les modèles que nous considérerons auront cette symétrie en l’absence de champ magné-
tique. Un exemple de modèle brisant le renversement du temps est le modèle de Haldane [60].

Conséquences sur les quantités géométriques
Sous l’action de T , les unk(r) sont transformées en un−k(r)?. À partir des expressions (2.77),

(2.78) et (2.79), on peut calculer les nouvelles quantités géométriques après l’opération de renver-
sement du temps [13] :

gnk,ij −→ gn−k,ij
Ωnk −→ −Ωn−k
mnk −→ −mn−k.

(2.85)

À l’image d’un champ magnétique et d’une aimantation respectivement, la courbure de Berry et le
moment orbital changent de signe après renversement du temps.

2.4.2 Symétrie d’inversion spatiale
Transformation d’inversion

Beaucoup de cristaux possèdent une symétrie d’inversion spatiale ponctuelle ; c’est-à-dire qu’il
existe un point à la position r0 (sur le réseau ou non) tel que le cristal après rotation de 180° autour
de ce point se superpose au cristal initial (ce qui n’impose pas qu’un atome A soit envoyé sur un

16. Dans le cas des particules avec spin, ce résultat se généralise en reliant deux énergies reliées à des spins opposés.
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autre atome A). Par définition de cette transformation, un point r de l’espace se transforme en r′

vérifiant
r′ − r0 = −(r − r0). (2.86)

Dans le cas d’un réseau carré par exemple, r0 = 0 convient, et la transformation d’inversion revient
à opposer toutes les positions. Dans le cas d’un réseau sur nid d’abeille, r0 peut être choisi au milieu
d’un lien reliant les deux atomes dans la maille, et les atomes A et B seront inversés.

Sans détailler les calculs, on retiendra que pour les réseaux que nous étudierons dans les cha-
pitres suivants (carré, triangulaire et nid d’abeille), l’effet sur la matrice hamiltonienne est de chan-
ger k→ −k ; de plus, pour le nid d’abeille, les atomes A et B sont échangés.

Cependant, un réseau peut posséder une symétrie d’inversion sans que le modèle en lui-même
soit symétrique. L’exemple du nitrure de bore est emblématique : le réseau nid d’abeille est symé-
trique par inversion avec un centre d’inversion au milieu d’un lien entre deux atomes, mais si les
atomes A et B ont des énergies différentes, alors le hamiltonien n’est pas invariant.

Conséquences d’une symétrie d’inversion

Si un modèle possède une symétrie d’inversion
[
Ĥ, I

]
= 0, de même que pour la symétrie de ren-

versement du temps, le spectre est pair en k. De plus, les quantités géométriques se transforment
de la façon suivante :

gnk,ij −→ gn−k,ij
Ωnk −→ Ωn−k
mnk −→ mn−k.

(2.87)

Toutes les fonctions géométriques d’un modèle possédant une symétrie d’inversion sont donc paires
en k.

Une conséquence importante pour les systèmes possédant la symétrie de renversement du temps
et une symétrie d’inversion est que la courbure de Berry est nulle, partout où les |unk〉 sont bien
définis (c’est-à-dire si le spectre n’est pas dégénéré). En revanche, cela n’impose au tenseur géo-
métrique que d’être pair. Nous reviendrons sur cette situation dans le CHAP. 7 lors de l’étude du
modèle à deux bandes sur réseau carré où on montrera que les effets interbandes ne sont contrôlés
que par le tenseur métrique.

2.4.3 Symétrie chirale
Un autre type de symétrie discrète peut se produire : il peut exister un opérateur unitaire S qui

anti-commute avec le hamiltonien
{
Ĥ,S

}
= 0 tout en étant une symétrie S2 = 11. Cette situation

se présente fréquemment lorsque le système possède un degré de liberté interne.

Réseaux bipartis
Un réseau biparti est un graphe où l’on peut séparer tous les sommets en deux familles U et V

telles que tous les liens connectent un élément de U à un élément de V . Par exemple, un réseau
carré est biparti, un réseau nid d’abeille est biparti avec U = {atomes A} et V = {atomes B}, tant
qu’on ne considère pas de potentiel sur site. Le modèle du graphène avec sauts seconds voisins n’est
pas biparti puisqu’il connecte des atomes A aux atomes A ; et de même le modèle du nitrure de bore
n’est pas biparti puisque le potentiel sur site est considéré comme un lien avec retour sur le même
site.
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Les réseaux bipartis sont des exemples de systèmes présentant une symétrie chirale, souvent
appelée symétrie de sous-réseau dans ce contexte. Nous verrons que le hamiltonien des modèles sur
réseau biparti à deux atomes par maille s’écrit à l’aide de deux matrices de Pauli (par exemple σx
et σy pour le graphène) ; laissant ainsi la dernière (σz) anti-commuter avec Ĥ.

Conséquence d’une symétrie chirale
Soit S un opérateur unitaire qui anti-commute avec le hamiltonien ĤS = −SĤ. Si |Ψ〉 est un

état propre du hamiltonien d’énergie E, alors S |Ψ〉 est également état propre d’énergie −E : les
deux bandes étant symétriques par rapport à E = 0.

Le cas des modèles à trois bandes est particulièrement intéressant : un modèle à trois bandes
possédant la symétrie chirale a deux bandes appariées, et sa troisième est nécessairement une
bande plate à énergie nulle. Cette symétrie n’étant pas brisée en présence d’un champ magnétique,
la bande plate est inerte avec le champ magnétique. Cependant, nous verrons au CHAP. 8 que les
caractéristiques magnétiques du système peuvent être grandement altérées par l’existence de cette
bande (modèle α− T3).

Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons introduit la théorie des bandes de Bloch, puis l’approximation des

liaisons fortes. Cette méthode est l’une des méthodes d’approximation les plus utilisées en phy-
sique des solides pour étudier les systèmes avec et sans interaction. La simulation de systèmes
de matière condensée avec des expériences d’atomes froids permet de réaliser exactement des mo-
dèles de liaisons fortes, sur réseau carré ou nid d’abeille (on consultera par exemple la revue de
N. Goldman [53] à ce sujet). Nous avons mis l’accent sur des aspects géométriques peu connus lors
de modèles à plusieurs atomes par maille, en particulier le choix de la base d’écriture de la ma-
trice hamiltonienne, liberté qui a provoqué une certaine confusion lors des premiers travaux sur les
réseaux hexagonaux (voir la Réf. [10]). Nous avons introduit une vision géométrique moderne de
théorie des bandes, qui nous permettra de formuler et d’interpréter le plus simplement possible la
susceptibilité magnétique orbitale. Enfin, nous avons détaillé trois types de symétries discrètes qui
se retrouveront dans les modèles étudiés par la suite, symétries qui imposeront des contraintes sur
la forme de la susceptibilité orbitale.
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Chapitre 3

Magnétisme dans un modèle de
liaisons fortes

Dans le CHAP. 1, nous avons introduit une méthode systématique pour inclure les effets du
champ magnétique dans le hamiltonien d’un système de particules via le couplage minimal, et dans
le CHAP. 2, nous avons définit l’approximation de liaisons fortes permettant de simplifier l’approche
des propriétés électroniques dans un potentiel périodique. Si cette approximation s’avère très pra-
tique, la façon dont le champ magnétique peut être intégré dans le hamiltonien n’est pas évidente.
Dans cette partie, il s’agira de détailler une méthode appelée substitution de Peierls qui permet de
concilier approximation de liaisons fortes et champ magnétique. Cette méthode bien connue pré-
sente des limitations que nous détaillerons, et nous montrerons comment les dépasser. Ensuite,
nous l’appliquerons pour dériver le papillon de Hofstadter, et introduire une méthode originale de
détermination de la susceptibilité orbitale. Enfin, nous détaillerons la démonstration d’une règle
de somme du grand potentiel d’un modèle de liaisons fortes avec la substitution de Peierls, qui
contraint la susceptibilité orbitale de tels systèmes.

3.1 Approche à la Peierls du magnétisme dans l’approxima-
tion de liaisons fortes

Lors de l’établissement d’un champ magnétique, celui-ci va modifier plusieurs grandeurs élec-
troniques, ce qui va engendrer différentes contributions à la réponse magnétique totale :

• Les propriétés atomiques vont tout d’abord être altérées. Ceci a été vu dans le CHAP. 1, et a
pour effet de modifier les énergies des états atomiques |i〉. À la contribution diamagnétique
de Larmor toujours présente, s’ajoute le paramagnétisme de Langevin si le moment orbital
atomique est non nul. L’orbitale |i〉 n’étant plus exactement un état propre du hamiltonien, des
termes de couplages entre orbitales sont possibles, ce qui donne naissance à la contribution de
Van Vleck.

• Parce que le potentiel vecteur varie spatialement, la base des orbitales à considérer pour écrire
les états de Bloch diagonalisant le hamiltonien ne sera plus {|i〉}, mais une famille composée
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d’états transformés de jauge 1 de ceux-ci. Même si les états étaient initialement orthogonaux,
un recouvrement va apparaître, et va modifier l’amplitude de saut tij entre sites du réseau,
en phase et en module.

En champ magnétique, on prévoit donc un hamiltonien liaisons fortes (2.23) de la forme

Ĥ(B) =
∑
i

εi(B)
B
|Φi〉〈Φi|B +

∑
〈i,j〉

tij(B)
B
|Φi〉〈Φj |B , (3.1)

où les tij(B) sont maintenant des paramètres complexes, et les nouvelles orbitales |Φi〉B sont à
définir à partir des orbitales sans champ |i〉 et forment une base orthonormée. Afin de trouver ces
nouveaux paramètres, nous allons suivre la procédure proposée par Matsuura et Ogata [86].

Modification des quantités atomiques

Comme nous l’avons précisé, l’énergie des orbitales atomiques va être modifiée en présence d’un
champ magnétique. On se cantonnera à écrire phénoménologiquement

εi(B) = εi + ε′iB + ε′′i
B2

2
(3.2)

où les paramètres ε′i et ε′′i sont déterminés par la résolution de l’équation de Schrödinger vérifiée
par l’orbitale |i〉. La correction ε′i est non-nulle uniquement si le système brise la symétrie par
renversement du temps. Dans les cas les plus fréquents, εi(B) = εi + ε′′i

B2

2 .
Insistons sur le fait que les énergies considérées sont bien les énergies des orbitales électro-

niques sur lesquelles nous allons former les états de Bloch, et sont donc les énergies des électrons
itinérants. Les électrons de cœur ne sont pas considérés dans cette approche, même si en toute
rigueur ils contribuent également à la réponse magnétique totale du système de la même manière.

Transformation de jauge

En l’absence de champ magnétique, toutes les orbitales |i〉 ont le même hamiltonien Ĥat. En
présence d’un champ magnétique, celui-ci est modifié avec P̂ → P̂ + eA(r). Or, le potentiel vecteur
dépendant linéairement de la position de l’atome, chaque atome aura un potentiel vecteur (et donc
un hamiltonien) différent, translaté par rapport au potentiel de l’atome placé à l’origine du repère.
Le champ magnétique étant constant sur le réseau tous les sites doivent être équivalents : cet effet
est nécessairement non-physique, et peut être éliminé par une transformation de jauge. Définissons
la phase de Peierls

θ(r1, r2) = − e
~

∫ r2

r1

A(r′) · dr′ (3.3)

reliée à l’intégrale curviligne du potentiel vecteur, intégrale calculée sur la ligne droite joignant les
deux positions r1 et r2. Comme [

P̂ , eiθ(R,r̂)
]

= −eA(r̂)eiθ(R,r̂), (3.4)

1. On parle ici et dans tout ce chapitre de jauge électromagnétique, à ne pas confondre avec la jauge de Berry du chapitre
précédent.
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FORTES

on définit alors de nouvelles orbitales

|i〉B = exp

[
−i e

~

∫ r̂

Ri

A(r′, t) dr′
]
|i〉 = eiθ(Ri,r̂) |i〉 , (3.5)

qui sont physiquement équivalentes aux anciennes (puisqu’elles en sont déduites par une transfor-
mation de jauge), mais qui « voient » maintenant toutes le même hamiltonien, celui de l’atome placé
à l’origine du repère. En effet : (

P̂ + eA(r̂)
)
|i〉B = eiθ(Ri,r̂)P̂ |i〉 , (3.6)

d’où
Ĥ(B) |i〉B = eiθ(Ri,r̂)Ĥ |i〉 . (3.7)

Nouvelle base de fonctions orthonormées
À cause de la modification de jauge, les nouvelles orbitales (3.5) ne sont plus orthogonales entre

elles dès que B 6= 0 (à supposer qu’elles l’étaient initialement, c’est-à-dire que nous ayons considérés
les états de Wannier plutôt que les orbitales atomiques « nues », cf. discussion dans le CHAP. 2), et
on peut définir l’intégrale de recouvrement

Sij =
B
〈i|j〉B − δij . (3.8)

Une base adéquate pour décomposer le hamiltonien Ĥ(B) serait formée de combinaisons linéaires
d’orbitales |i〉B :

|Φi〉B =
∑
j

1

δij + Sij
|j〉B ≈ |i〉B −

1

2

∑
j 6=i

Sij |j〉B . (3.9)

La famille {|Φi〉B} est orthonormée, les coefficients de la combinaison linéaire ayant été choisis
pour.

Modification des amplitudes de sauts
Il reste maintenant à obtenir les nouvelles amplitudes de saut du hamiltonien liaisons fortes (3.1)

sous champ magnétique, définies par

tij(B) =
B

〈
Φj

∣∣∣Ĥ(B)
∣∣∣Φi〉

B

=
B

〈
j
∣∣∣Ĥ(B)

∣∣∣i〉
B

+O(B).

(3.10)

(3.11)

L’orthogonalisation des orbitales sous champ implique des corrections complexes des tij qui viennent
modifier normes et phases des tij .

Le premier terme du second membre de (3.11) va également modifier les liens dans le hamilto-
nien puisque :

B

〈
j
∣∣∣Ĥ(B)

∣∣∣i〉
B

=
〈
j
∣∣∣ei(θ(Ri,r̂)+θ(r̂,Rj))Ĥ

∣∣∣i〉 = eiθ(Ri,Rj)
〈
j
∣∣∣eiΦRir̂Rj Ĥ

∣∣∣i〉 (3.12)

où l’on a définit ΦRir̂Rj comme l’intégrale du potentiel vecteur le long du chemin fermé Ri → r̂ →
Rj → Ri :

ΦRir̂Rj = − e
~

∮
Rir̂Rj

A(r′) · dr′ = − e
~

∫∫
Rir̂Rj

B · dS. (3.13)
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Toujours perturbativement en champ magnétique, on peut développer l’exponentielle :

B

〈
j
∣∣∣Ĥ(B)

∣∣∣i〉
B

= eiθ(Ri,Rj)
〈
j
∣∣∣Ĥ∣∣∣i〉+O(B) = eiθ(Ri,Rj) (tij +O(B)) . (3.14)

Finalement, les coefficients dans le hamiltonien en champ magnétique sont différents en module
et en phase des tij . En regroupant les deux effets des équations (3.11) et (3.14), on peut écrire de
façon phénoménologique

tij(B) = eiθ(Ri,Rj)
(
tij + t′ijB + t′′ij

B2

2

)
. (3.15)

Lorsque le système est symétrique par renversement du temps, t′ij = 0 ; et fréquemment nous avons
t′′ij < 0, ce qui conduit à une contribution diamagnétique, et à une contraction de la bande d’énergie.

Dans son article séminal de 1933, Peierls [114] avait déjà compris chacune des conséquences
du champ magnétique, aussi bien sur la phase des amplitudes de saut que sur leur module, ou
sur les énergies de site. La postérité n’a cependant retenu que la célèbre substitution de Peierls
qui ne prend en compte que la modification de la phase des tij , et que l’on résume fréquemment
ainsi : prendre en compte le champ magnétique dans un modèle de liaisons fortes revient à faire la
substitution

tij −→ tije
iθ(Ri,Rj) (3.16)

dans le hamiltonien.
Ces différents effets du champ magnétique ont été ré-exposés dans l’article récent de Mat-

suura et al. [86], et les auteurs y présentent la susceptibilité totale d’un modèle à une bande sur
réseau carré à une bande en la comparant à celle obtenue par la substitution de Peierls seule
(cf. CHAP. 5). En particulier, ils montrent que cette contribution qui est une contribution de mer de
Fermi n’est pas négligeable devant la contribution de surface de Fermi produite par la substitution
de Peierls.

3.2 Limites de la substitution de Peierls
Calcul de l’intégrale curviligne

Pour deux sites voisins i et j, la substitution de Peierls et le choix de la ligne droite comme
chemin d’intégration du potentiel vecteur semble intuitif. Cependant, le champ magnétique n’étant
pas à rotationnel nul, le choix du chemin est important. Ceci est d’autant plus critique dans le
cas de deux sites i et j qui ne sont pas plus proches voisins, mais avec un site k entre les deux :
quel chemin d’intégration choisir entre i et j ? La ligne droite (ij), ou une ligne brisée (ikj) qui
suit les liens (ik) et (kj) ? Boykin et al. [18], après un calcul fastidieux en repartant du hamiltonien
microscopique et en opérant le couplage minimal, ont confirmé que le choix de la ligne droite comme
chemin d’intégration est celui physiquement correct dans tous les cas de figure.

Intensités des champs magnétiques
• En matière condensée, l’hypothèse de faible champ magnétique est toujours vérifiée : prenons
B ∼ 1 T, l’aire typique de la cellule élémentaire est a2 ∼ 10−20 m2, alors

2π
φ

φ0
∼ 2π

10−19 · 10−20

6·10−34 ∼ 10−4 � 1 (3.17)
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où φ est le flux de B à travers une cellule unité. Ceci justifie l’utilisation de la substitution de
Peierls pour l’étude des modèles liaisons fortes en matière condensée sous champ magnétique
puisque B est une perturbation.

• Il est cependant possible de la mettre en défaut avec des réseaux d’atomes froids [3] ou des
réseaux de Moiré [26], l’aire de la cellule élémentaire du réseau résultant peut être plusieurs
ordres de grandeur plus grande, et le flux magnétique étant alors de l’ordre de φ0. 2 Mention-
nons aussi la physique des réseaux de fils supraconducteurs pour lesquels la température de
transition Tc est reliée au bas de bande du spectre de Hofstadter. Le pas de ces réseaux est
tel que le champ correspondant à un quantum de flux est de l’ordre de quelques mT. Dans ce
cas, la température critique est reliée à la plus basse valeur propre de l’équation de Ginzburg-
Landau sur réseau qui est formellement équivalente à un problème de liaisons fortes sous
champ donc au spectre de Hofstadter [113].

• Lorsqu’on se place dans un régime où le potentiel périodique est une perturbation comparée au
champ magnétique, c’est-à-dire lorsque le potentiel périodique vient lever la dégénérescence
des niveaux de Landau, Hasegawa et al. [61] et plus systématiquement Montambaux [95] ont
montré que l’énergie d’un gaz d’électrons dans un modèle de liaisons fortes avec un quantum
de flux par électron est toujours plus petite que l’énergie sans champ magnétique, et donc le
système favoriserait cet état avec un niveau de Landau rempli. Cette prédiction doit être prise
avec précaution puisqu’elle s’appuie sur des calculs utilisant la substitution de Peierls utilisée
dans de forts champs magnétiques. Un commentaire à cette lettre [104] modère ce résultat
en montrant qu’il ne s’applique pas pour tout potentiel périodique, et en particulier que le
phénomène peut s’inverser lorsque la force du potentiel augmente.

• En champ magnétique fort, Alexandrov et Capellmann [4] précisent de façon semi-quantitative
une correction à la formule de Peierls, que ce dernier avait qualitativement comprise : l’inté-
grale de saut entre deux voisins va diminuer exponentiellement avec le champ magnétique, ce
qui va contribuer à localiser les électrons et donc à augmenter leur énergie. La réponse sera
donc d’autant plus diamagnétique. Comme déjà mentionné, la Réf. [86] discute en détail ces
corrections qui vont affecter la susceptibilité orbitale.

Limite des électrons presque libres
Alexandrov et Capellmann [4] étudient le régime opposé du modèle des liaisons fortes, à savoir

celui des électrons presque libres. Ils mettent en avant que quelle que soit la densité électronique,
la substitution de Peierls n’est pas utilisable dans l’approximation des électrons quasi-libres ; ceci
étant dû à la forte dégénérescence des états propres du système en présence d’un champ magné-
tique, comparables à des niveaux de Landau. Si cette non-validité était effectivement attendue
dans une limite opposée à l’approximation des liaisons fortes, il est bon de garder à l’esprit que la
substitution de Peierls n’est pas universelle.

Champs magnétiques fortement inhomogènes
La substitution de Peierls peut également être mise en défaut dans des modèles de liaisons

fortes avec des faibles champs magnétiques, si ceux-ci sont rapidement variables à l’échelle de la

2. Nous reviendrons brièvement sur cette approximation lors de l’étude du papillon de Hofstadter, qui consiste justement
à étudier les champs magnétiques forts.
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cellule unité. Ibañez-Azpiroz et al. [67] considèrent le modèle de Haldane pour lequel le champ ma-
gnétique change de signe à l’intérieur d’une maille élémentaire, ce qui implique une forte variation
du potentiel vecteur à l’échelle de la maille atomique. Le modèle de liaisons fortes en champ ma-
gnétique est dérivé de deux façons différentes : (i) par la substitution de Peierls (ii) en considérant
le potentiel vecteur comme variant à la période du potentiel cristallin, et en le prenant en compte
directement dans le modèle. Si on s’attend à ce que la substitution de Peierls ne dise rien du module
des tij et des énergies εi(B), leurs résultats montrent que la substitution de Peierls donne des ré-
sultats quantitativement et qualitativement faux pour la phase des tij , et ce même à faible champ
magnétique (voir en particulier la FIG. 3 de la Réf. [67]).

Couplage minimal dans le hamiltonien de Bloch
La substitution de Peierls ainsi définie permet de prendre en compte le champ magnétique dans

l’espace réel. Très souvent, on développe le hamiltonien de Bloch (dans l’espace complexe) en puis-
sances de k − k0 dans le voisinage d’un point k0. Comment intégrer le champ magnétique directe-
ment dans ce hamiltonien simplifié?

Peierls montre que dans la limite de validité de sa substitution, le champ magnétique peut
être pris en compte en opérant un « couplage minimal » comme on le ferait pour le hamiltonien
microscopique, c’est-à-dire remplacer :

k −→ Π̂ =
1

~
(P̂ + eA(r̂)) (3.18)

dans la matrice hamiltonienne Hk, qui (re)devient un opérateur qu’il faut diagonaliser. [70, 114] Ce
remplacement, valable tant que le potentiel vecteur ne varie pas trop vite à l’échelle de la maille
atomique, est également appelé « substitution de Peierls » dans la littérature ; afin d’éviter les confu-
sions, nous l’appellerons substitution de Peierls continue. La proposition de Peierls constitue une
première méthode d’obtention d’un hamiltonien effectif en présence de champ magnétique ; travaux
qui seront enrichis par la suite (voir l’annexe D).

3.3 Calcul de la susceptibilité via le papillon de Hofstadter
La substitution de Peierls donne une prescription dans l’espace réel pour introduire le champ

magnétique dans le hamiltonien de liaisons fortes. L’objet de cette partie est de présenter une mé-
thode de calcul semi-numérique de la susceptibilité orbitale d’un modèle de liaisons fortes à partir
du hamiltonien dans l’espace réel, que nous utiliserons sur un modèle plus proches voisins (ppv) sur
réseau carré. Nous allons présenter l’équation de Harper, ainsi que le papillon de Hofstadter, deux
notions bien connues, mais que nous utiliserons ici de manière originale. Cette méthode de calcul
de χorb ne dépendant que du hamiltonien de liaisons fortes Ĥ et de la substitution de Peierls, elle
servira dans tout le manuscrit de point de comparaison numérique pour les formules analytiques
dérivées indépendamment dans l’espace réciproque.

3.3.1 Modèle à une bande sur réseau carré
Afin de mettre en application la substitution de Peierls, on choisit un modèle simple sur ré-

seau carré à un atome par maille, avec des sauts limités aux premiers voisins. Celui-ci est pré-
senté FIG. 3.1, soit a le pas du réseau et t l’amplitude de saut entre plus proches voisins.
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FIGURE 3.1 – À gauche, le réseau carré avec l’intégrale de saut entre plus proches voisins (ppv) t.
À droite le spectre du modèle à une bande associé sur réseau carré (en ordonnée E/t variant entre
−4 et 4, en abscisses kxa et kya sur une zone de Brillouin). Le minimum de la bande est atteint au

point Γ, et il présente des points cols sur les limites de la PZB.

Le hamiltonien de ce modèle de liaisons fortes dans l’espace réel s’écrit 3

Ĥ = −t
∑
〈i,j〉
|i〉〈j|

= −t
∑
m,n∈Z

(|m,n〉〈m+ 1, n|+ |m,n〉〈m− 1, n|+ |m,n〉〈m,n+ 1|+ |m,n〉〈m,n− 1|)

(3.19)

(3.20)

en repérant un site i par deux indices (m,n) ∈ Z2. Puisqu’il n’y a qu’une orbitale par atome, et un
atome par maille, celui-ci a un spectre donné par (2.20), ce qui donne dans notre cas :

Ek = −2t (cos(kxa) + cos(kya)) . (3.21)

Ce spectre est présenté FIG. 3.1. Les vecteurs k sont pris dans la première zone de Brillouin rec-
tangulaire, d’aire 4π2/a2. On remarque en particulier que près du bas de la bande, ce spectre peut
être approximé par une relation de dispersion parabolique

Ek ≈
~2k2

2m?
avec

1

m?
=

2ta2

~2
. (3.22)

Un électron vérifiant cette relation de dispersion est « presque libre », dans le sens où sa relation
de dispersion est quadratique, mais où sa masse propre m est remplacée par la masse effective du
réseau m?.

3. On choisit ici la convention où t > 0, avec un facteur −t devant le hamiltonien ; celà a pour conséquence de donner un
minimum de la relation de dispersion au point Γ. Dans le CHAP. 7, nous changerons de convention lors de l’étude des modèles
à bandes plates, avec t < 0 ; ceci afin que la bande plate soit celle de plus basse énergie. Ce choix n’influence aucunement la
physique du problème, et sert juste à en simplifier l’analyse.
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3.3.2 Équation de Harper du réseau carré
Afin de simplifier les calculs, on choisit la jauge de Landau A = −Byex, compatible avec un

champ magnétique constant B = Bez. La phase de Peierls s’écrit alors :

θ(Ri,Rj) =
−e
~

∫ Rj

Ri

A(r′) · dr′ =
eB

~

∫ Rj

Ri

y dx =
eB

~
yi + yj

2
(xj − xi). (3.23)

Celle-ci est en particulier nulle pour les liens verticaux puisque le potentiel vecteur leur est ortho-
gonal. Une autre jauge aurait donné un résultat différent pour la phase de Peierls ; cependant, la
quantité physique pertinente —la phase accumulée sur un cycle fermé— est reliée au flux du champ
magnétique à travers celui-ci et est donc indépendante de la jauge.

En utilisant la substitution de Peierls, le hamiltonien du modèle sur réseau carré en présence
d’un champ magnétique s’écrit

Ĥ(B) =
∑
〈i,j〉

teiθ(Ri,Rj) |i〉〈j| = t
∑
m,n∈Z

(
eiθm,n |m+ 1, n〉〈m,n|+ |m,n+ 1〉〈m,n|+ h.c.

)
(3.24)

où Ri = mex + ney et

θm,n =
eB

~
na2 = 2πn

φ

φ0
= 2πfn (3.25)

avec φ = Ba2, φ0 = h/e le quantum de flux, et f = φ
φ0

le flux réduit.

Définition

La plaquette du réseau est par définition la plus petite surface du réseau cristallin délimitée
par des sauts entre sites. Dans ce modèle à un atome par maille, la plaquette est égale à la maille
élémentaire qui est un carré de surface a2. Cependant, ceci n’est pas toujours vérifié, il suffit de
penser par exemple au réseau carré à deux atomes par maille. La maille élémentaire est alors dou-
blée, mais la plaquette reste identique. On retiendra que φ = Ba2 est le flux à travers la plaquette
élémentaire du réseau. 4

Théorème de Bloch magnétique

On remarque que la phase (3.25) ne dépend que de n. Le hamiltonien conserve sa périodicité
selon (Ox) ; on peut donc appliquer le théorème de Bloch dans cette direction et on peut choisir les
fonctions propres de Ĥ(B) sous la forme

Ψk(r) = eikxxΨ̃k(r) (3.26)

où Ψ̃k est une fonction périodique selon (Ox) de période a. Cependant, le hamiltonien ayant perdu
sa périodicité selon l’axe (Oy), les fonctions propres ne peuvent se factoriser simplement selon cet
axe, et sont donc à chercher sous la forme générale :

|Ψk〉 =
∑
m

eikxma
∑
n

ane
ikyna |m,n〉 , (3.27)

4. Dans certains réseaux à plusieurs atomes par maille, il peut y avoir plusieurs plaquettes élémentaires. Si celles-ci ne
sont pas commensurables, alors la méthode ci-après n’est pas utilisable.
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qui se ramène bien sûr à (2.17) si la périodicité est restaurée (c’est-à-dire an = 1 pour tout n).
L’équation de Schrödinger associée Ĥ |Ψk〉 = Ek |Ψk〉 est appelée équation de Harper, elle donne un
système à Ny équations pour les coefficients an avec Ny le nombre d’atomes selon (Oy). Pour un
système infini, les an sont reliés par une infinité d’équations

Ekan = te−ikyae2iπf(n− 1
2 )an−1 + teikyae2iπf(n+ 1

2 )an+1 + 2t cos (kxa) an. (3.28)

Flux rationnels

Un cas se démarque par sa simplicité cependant, celui où f = φ/φ0 est un nombre rationnel, que
l’on peut écrire p/q. Dans cette situation, les équations de Harper vérifiées par an et an+q sont les
mêmes, et on peut donc les chercher égaux. Ainsi, la suite infinie d’équations devient un système
linéaire à q équations, qu’il est facile de résoudre numériquement, dans la limite où q ne dépasse pas
la dizaine de milliers. Physiquement, avoir f = φ/φ0 rationnel signifie qu’on a commensurabilité
entre le flux passant à travers une maille élémentaire, et le flux élémentaire h/e.

Si, f = p
q , alors les tij sont périodiques de période qa. Le système récupère une périodicité globale

qa dans la direction y, et se comporte comme un cristal sur réseau rectangulaire à q atomes par
maille. Ces q atomes apportent q bandes magnétiques, souvent appelées sous-bandes magnétiques.
On se placera toujours dans ce cas pour les approches numériques.

3.3.3 Papillon de Hofstadter

Grâce à la restauration du théorème de Bloch, il est possible de trouver facilement les énergies
propres du réseau pour n’importe quel champ magnétique rationnel. Après l’étude de la struc-
ture mathématique de ces équations par Azbel [8], Hofstadter [66] traça le graphe des énergies
propres En en fonction de la variable f pour le modèle une bande sur réseau carré. Celui-ci est
présenté FIG. 3.2. Sa forme suggestive a laissé à la postérité le nom de papillon de Hofstadter, nom
donné au graphe (En, f) pour tout modèle de liaisons fortes en champ magnétique.

Symétries

Le papillon de Hofstadter du réseau carré présente un grand nombre de propriétés, dont un
caractère fractal. Celui-ci intéresse particulièrement les mathématiciens, et est considéré comme
un objet d’étude en soit. Le papillon possède également des propriétés de symétrie :

• Tout d’abord, le papillon possède la symétrie φ → φ + φ0, c’est-à-dire f → f + 1. Pour cette
raison, il n’est tracé qu’entre 0 et 1 sur la FIG. 3.2. Cette symétrie provient de la substitution
de Peierls, car si f = 1, alors les phases de Peierls sont des multiples de 2π, et le hamiltonien
est donc le même qu’en l’absence de champ. Évidemment, cette symétrie n’existe pas dans les
systèmes réels, et n’est qu’un artefact de la modélisation. En effet, lorsque f ∼ 1, le potentiel
vecteur varie spatialement trop vite à l’échelle de la maille atomique pour que la substitution
de Peierls soit justifiée (cf. SEC. 3.1). Il faut aller au-delà de cette approximation pour avoir
un résultat physique cohérent.

• On peut aussi observer une symétrie f → 1 − f , qui est équivalente avec la symétrie pré-
cédente, à une symétrie f → −f . Celle-ci est une manifestation directe de la symétrie de
renversement du temps que vérifie le système en l’absence de champ. Tous les modèles que
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FIGURE 3.2 – Papillon de Hofstadter du modèle une bande sur réseau carré. On a tracé tous les
0 < p/q < 1 avec 1 6 q 6 60.

nous étudierons possèdent cette symétrie ; le papillon du modèle de Haldane sur réseau nid
d’abeille ne serait en revanche pas tenu d’avoir cette propriété.

• Enfin, le papillon possède une symétrie En → −En. Celle-ci est reliée à la symétrie chirale du
modèle sous-jacent, le réseau étant biparti.

Niveaux de Landau

Si globalement le papillon a l’air d’avoir une structure compliquée, il est possible d’en interpréter
certaines parties. Le voisinage de (f = 0, En = −4) en est un exemple : on observe une série de
niveaux qui augmentent linéairement avec le champ magnétique, et qui sont également espacés en
énergie pour un f donné. Ces niveaux résultent de la structure locale du spectre du modèle qui se
trouve être quadratique en bas de bande. Ce sont des niveaux de Landau classiques espacés de ~ωc,
avec une masse correspondant à la masse effective m? du réseau dans l’approximation parabolique
proche du bord de bandes.

Ces niveaux augmentent avec le champ magnétique, et donc si seuls ces niveaux sont peuplés,
on prédit une réponse diamagnétique du système. Cette réponse est en tout point similaire à celle
des électrons libres avec une masse effective (cf. SEC. 1.4).
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3.3.4 Susceptibilité orbitale numérique

À l’aide du spectre en champ magnétique obtenu dans la partie précédente, on obtient toutes les
propriétés thermodynamiques, en particulier la susceptibilité orbitale définie à l’équation (1.10).
Les auteurs de la Réf. [112] utilisent également le spectre numérique en champ magnétique pour
calculer la susceptibilité. Concrètement, le grand potentiel s’écrit

Ξ(µ, T ) = −kBT
∑
états

ln
(

1 + e−β(En−µ)
)
. (3.29)

Dans un champ magnétique rationnel où f = p
q , le système présente q bandes d’énergies, d’où

Ξ(µ, T ) = −kBT
∑
états

ln
(

1 + e−β(En−µ)
)

= −kBT
∑

k,bandes

ln
(

1 + e−β(En(k)−µ)
)

= −kBT
∑

16i6q

∫
ln
(

1 + e−β(Ei(k)−µ)
) S d2k

4π2
.

(3.30)

(3.31)

(3.32)

La bande d’énergie s’est décomposée en q sous-bandes. En contre-partie, la première zone de
Brillouin a été réduite d’un facteur q, ce qui assure la conservation du nombre d’états avant et
après l’établissement du champ magnétique. On l’appelle PZB magnétique.

Utilisons l’astuce proposée dans la Réf. [95] pour simplifier ce calcul : la largeur de bande en
l’absence de champ étant de l’ordre de grandeur de l’amplitude de saut t, pour un grand dénomina-
teur q ∼ 1000, les bandes d’énergies en présence du champ sont très étroites. Dans ces conditions,
pour une fonction g dans l’espace réciproque suffisamment lentement variable,∫

g(k)
S d2k

4π2
≈ g(k0)

S

4π2
× SPZB (3.33)

avec k0 un vecteur d’onde quelconque de la PZB, et SPZB l’aire de la PZB magnétique. Comme
S = N × Sm = Na2 est la surface du système, et SPZB = 2π

a × 2π
qa , le grand potentiel s’écrit comme

une simple somme :

Ξ(µ, T ) = −kBT
N

q

∑
16i62q

ln
(

1 + e−β(Ei(k0)−µ)
)
, (3.34)

dont on déduit la susceptibilité orbitale

χorb(µ, T ) = −µ0

S

∂2Ξ

∂B2
= −µ0kBT

S

∂2

∂B2

∑
16i62q

N

q
ln
(

1 + e−β(Ei(k0)−µ)
)
. (3.35)

La figure 3.3 montre le résultat d’un tel calcul numérique pour le modèle sur réseau carré. Malgré
la simplicité de ce modèle, de nombreuses choses sont à commenter sur cette susceptibilité, ce qui
sera fait dans le CHAP. 5. On peut déjà remarquer un résultat spectaculaire : la susceptibilité n’est
pas toujours diamagnétique comme l’annonçait la Réf. [6], et diverge même positivement à µ = 0 !
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FIGURE 3.3 – Susceptibilité magnétique orbitale numérique du modèle à une bande sur réseau
carré en fonction du potentiel chimique µ, tracée pour plusieurs températures. La susceptibilité

est normalisée par χ0 = µ0te
2a2/~2, et le potentiel chimique par la largueur de bande t. Lorsque T

diminue, la divergence se fait plus piquée. De plus, pour le dernier graphe, on atteint la limite où
l’énergie thermique n’est plus grande devant l’énergie magnétique (avec p = 1, 2, 3 et q = 2201) ; ce

qui explique l’apparition d’oscillations.

Limites

Avant de clore cette partie, mentionnons les limites de cette méthode de calcul de la suscepti-
bilité. Les températures de calcul utilisées dans la FIG. 3.3 mettent en avant le compromis néces-
saire : on souhaite avoir la température la plus basse possible afin de bien discerner au mieux les
éventuelles divergences et plateaux, mais on doit tout de même la choisir de telle sorte que l’énergie
thermique reste grande devant l’énergie magnétique (qui correspond à l’espacement entre niveaux
de Landau) afin de rester hors de la zone des oscillations quantiques ; une grande température va
permettre aux électrons de passer d’un niveau de Landau à l’autre facilement, et va ainsi « lisser »
le passage du potentiel chimique à travers les niveaux de Landau.

Regardons l’ordre de grandeur de cette température limite. Aux bords de bande du modèle sur
réseau carré, la masse effective est donnée par 1

m? = 2ta2

~2 , d’où une énergie magnétique

EB ∼ ~ωB = ~
eB

m?
=

2e

~
(Ba2)t = 4π

φ

φ0
t = 2t× 2π

p

q
. (3.36)

Typiquement, pour p = 1 et q ∼ 1000, on obtient EB ∼ 6/1000× t ∼ 0.01t. Cette valeur est une borne
inférieure pour l’énergie thermique. Nous pouvons en effet remarquer que pour kBT = 0.005t, la
susceptibilité présente des oscillations magnétiques, qui disparaissent si B diminue (pour q = 3000

par exemple).
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3.4 Règle de somme pour un hamiltonien de liaisons fortes
Dans un modèle de liaisons fortes avec la substitution de Peierls, le grand potentiel du système

est contraint, et vérifie une règle de somme que nous allons démontrer dans cette section. Cette
règle de somme sera un outil puissant pour vérifier lors du calcul de susceptibilités si celles-ci sont
compatibles avec le modèle énoncé. Cette contrainte s’écrit :∫

χorb(µ,B) dµ = 0 . (3.37)

La démonstration utilise des résultats liés au choix du modèle de liaisons fortes, avec la substi-
tution de Peierls :

• On suppose que le spectre est borné, et qu’il se comporte continûment avec le champ magné-
tique. Cette hypothèse élimine donc les spectres continus habituels des électrons libres, et en
toute rigueur demande de tronquer nécessairement à une nombre fini de bandes. Le spectre
est donc < Emax(B).

• Tr 11 est indépendant du champ magnétique ; c’est-à-dire que le nombre d’états Ntot ne dépend
pas du champ. Cette hypothèse n’est pas restrictive.

• Tr Ĥ(B) est indépendant du champ magnétique. Ceci est vrai car on suppose que les énergies
sur site ne sont pas modifiées : εi(B) ≈ εi, puisque le champ magnétique n’intervient que dans
la phase des tij .

• Tr Ĥ2(B) est indépendant du champ magnétique. De même, ceci est vrai uniquement parce
qu’on suppose les |tij | inchangés en champ magnétique. En effet, les termes diagonaux de
Ĥ2 font apparaître des produits tiktki qui sont indépendants de B dans l’approximation de la
substitution de Peierls.

3.4.1 Démonstration à T = 0

Commençons par montrer la relation à température nulle, qui est la situation dans laquelle on se
place dans la suite du manuscrit, puisque même à température ambiante kBT � t. À température
nulle, le grand potentiel s’écrit simplement en fonction de la densité d’états doublement intégrée :

Ξ(µ, T,B) = −kBT

∫ ∞
−∞

ρ(E,B) ln
(

1 + e−(E−µ)/kBT
)

dE −→
T→0

∫ µ

−∞
ρ(E,B)(E − µ) dE. (3.38)

En définissant les densités d’états intégrée N et doublement intégrée N par

N(E,B) =

∫ E

−∞
ρ(E′, B) dE′ et N (E,B) =

∫ E

−∞
N(E′, B) dE′ (3.39)

on obtient

Ξ(µ, 0, B) =

∫ µ

−∞
ρ(E,B)(E − µ) dE =

∫ µ

−∞
ρ(E,B)E dE − µN(µ,B)

= [N(E,B)]
µ
−∞ − µN(µ,B)

= −N (µ,B).

(3.40)

(3.41)

(3.42)
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En particulier,

Tr Ĥ =

∫ ∞
−∞

Eρ(E,B) dE = µN(µ,B)−N (µ,B) (3.43)

pour tout µ > Emax(B). Au-dessus du spectre, ρ(µ,B) est nulle, N(µ,B) = Ntot est constante, et
N (µ,B) est linéaire en µ comme l’indique (3.43) ; le terme de gauche étant indépendant du champ
par hypothèse.

Fixons une énergie E > Emax(B) pour tous les champs magnétiques considérés ici, et calculons
Tr Ĥ2 :

Tr Ĥ2 =

∫ ∞
−∞

E2ρ(E,B) dE =

∫ E
−∞

E2ρ(E,B) dE

=
[
E2N(E,B)

]E
−∞ − 2

∫ E
−∞

EN(E,B) dE

= E2Ntot − 2 [EN (E,B)]
E
−∞ + 2

∫ E
−∞
N (E,B) dE

= −E2Ntot + 2ETr Ĥ − 2

∫ E
−∞

Ξ(µ, 0, B) dµ

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

où l’on a utilisé (3.43) dans la dernière ligne. Ceci conclut la démonstration : nous pouvons donc
exprimer l’intégrale du grand potentiel sur une plage comprenant tout le spectre, de façon indépen-
dante de B : ∫ E

−∞
Ξ(µ, 0, B) dµ = −E

2

2
Ntot + ETr Ĥ − 1

2
Tr Ĥ2 (3.48)

et on en déduit de suite la règle de somme sur χorb en dérivant deux fois par rapport au champ
magnétique.

3.4.2 Extension à température non-nulle

On peut étendre la règle de somme précédente puisque le grand potentiel à température quel-
conque peut s’écrire comme une convolution du grand potentiel à température nulle :

Ξ(µ, T,B) = −
∫ +∞

−∞
Ξ(E, 0, B)n′F(µ− E, T ) dE, (3.49)

où l’on peut remplacer +∞ par E puisqu’il n’y a pas d’états au-dessus de E . D’où la suite d’égalités∫ E
−∞

Ξ(µ, T,B) dµ = −
∫ E
−∞

∫ E
−∞

Ξ(µ, 0, B)n′F(µ− E, T ) dE dµ

= −
∫ E
−∞

Ξ(E, 0, B)

∫ E
−∞

n′F(µ− E, T ) dµ︸ ︷︷ ︸
=−1

dE

=

∫ E
−∞

Ξ(E, 0, B) dE,

(3.50)

(3.51)

(3.52)

qui prouve le résultat à température quelconque.
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Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons discuté de façon détaillée une méthode très fréquemment utili-

sée en matière condensée qui permet de concilier champ magnétique et approximation de liaisons
fortes. Nous avons ensuite mis à profit la substitution de Peierls pour calculer de façon numérique
la susceptibilité orbitale. Cette technique simple sera utilisée pour tous les autres modèles étudiés
dans ce manuscrit en tant que vérification de l’approche analytique. Cette vérification ne sera pas
toujours rappelée pour les modèles à deux bandes, mais sera l’outil principal d’investigation pour
les modèles à trois bandes. Elle n’est pas restreinte aux systèmes cristallins, mais peut être utilisée
pour calculer la susceptibilité de systèmes désordonnés ou quasi-périodiques.
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Chapitre 4

État de l’art du magnétisme orbital

Nous avons introduit les notions fondamentales concernant le magnétisme dans les modèles de
liaisons fortes dans les chapitres précédents. Avant d’exposer en détail les principaux travaux réa-
lisés durant cette thèse, ce chapitre va permettre de faire un tour d’horizon des différents résultats
à la fois théoriques et expérimentaux des dernières décennies sur le magnétisme orbital.

4.1 Historique des travaux théoriques concernant la suscep-
tibilité orbitale

Dans cette partie on s’intéresse à l’état de la recherche théorique sur le magnétisme orbital,
qu’il soit antérieur, contemporain ou postérieur aux résultats obtenus durant cette thèse. Si nous
avons essayé de brosser un paysage assez large des recherches sur le sujet, ce paragraphe n’a pas
la prétention d’être exhaustif sur tous les résultats obtenus durant le XXe siècle.

Travaux pionniers de Landau et Peierls

C’est Landau [78] en 1930 qui a montré l’existence du diamagnétisme orbital itinérant. Même
si celui-ci est plus faible pour les électrons libres que le paramagnétisme de Pauli, son existence
intrinsèque a ouvert la voie à des généralisations aux modèles cristallins. Peierls [114] a généralisé
le travail de Landau à un modèle à une bande en proposant un hamiltonien électronique effectif
dans un champ magnétique. Son article fondateur donne naissance à la substitution de Peierls
(cf. CHAP. 3), et la formule de Landau-Peierls de la susceptibilité orbitale, dont nous esquisserons
la démonstration au CHAP. 5.

Premiers essais de Adams

Si Peierls avait posé les jalons d’une théorie de la susceptibilité orbitale, il fallut attendre une
vingtaine d’années que des physiciens s’intéressent au problème multibandes. Celui-ci s’est proba-
blement débloqué avec l’apparition de nouvelles représentations des états de Bloch : Luttinger [83]
utilisa les fonctions de Wannier pour étudier l’effet du champ magnétique sur les électrons dans
un cristal, et démontra en particulier la substitution continue de Peierls (3.18) consistant à rem-
placer k par k − e

~A dans la relation de dispersion Enk. Adams généralisa cette représentation en
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dérivant un hamiltonien dans la base des fonctions de Wannier [1, 2], et obtint une formule pour la
susceptibilité orbitale.

Travaux de Hebborn et Sondheimer

Plus tard, Hebborn et Sondheimer s’intéressèrent à cette question, et dérivèrent une formule
pour χorb en partant successivement de la base des fonctions de Bloch, puis de la base des fonctions
unk périodiques [62–64]. Ce résultat fondé sur le calcul de la fonction de partition du système est
très fastidieux, et donne une formule pour la susceptibilité loin d’être transparente. Une différence
majeure avec les travaux d’Adams étant dans le choix d’un potentiel variant faiblement, qui élimine
les problèmes de divergences apparaissant chez Adams. Kohn [70] donne également une dérivation
d’un hamiltonien effectif en présence d’un champ magnétique, mais sa dérivation et son résultat
restent obscurs. Dans le CHAP. 5, nous comparerons la formule dérivée par Hebborn et Sondheimer
à la formule de Peierls dans le cas d’un modèle à une bande.

Généralisation au spin-orbite

Roth et Misra [92, 125] reprirent le calcul de χorb avec un potentiel vecteur lentement variable,
cette fois dans la base des fonctions de Wannier puis une base d’ondes planes orthogonalisée, et re-
trouvèrent le résultat de Hebborn et Sondheimer. À la fin de leur article, ils comparent difficilement
théorie et expériences pour Al, Li et Na (références expérimentales dans la Réf. [92]).

Misra et Kleinman [91] généralisèrent ce calcul en incorporant le couplage spin-orbite, et mon-
trèrent que la susceptibilité résultante se décompose en trois termes : un terme purement orbital,
un terme de spin avec un facteur g modifié par la structure de bandes, et un terme mixte lié au
couplage spin-orbite, qu’ils calculent explicitement, mais difficilement interprétable.

Tous les résultats précédents, bien qu’impressionnants d’un point de vue calculatoire, laissent
les lecteurs sur leur faim car peu d’applications sont proposées, ce qui est sûrement lié à la grande
difficulté d’appréhension des formules dans leur globalité.

Approche géométrique avant l’heure

Indépendamment, Blount en 1962 [16] dérive d’une façon que l’on pourrait a posteriori qualifier
de « moderne », un hamiltonien multibandes effectif en présence d’un champ magnétique, et re-
trouve à l’ordre le plus bas le hamiltonien à une bande de Peierls. Il inclut également le spin-orbite
dans son traitement, et obtient une autre formulation de la susceptibilité. Sa démonstration se base
sur l’utilisation d’une théorie qu’il a développée [17] et qui est à la source de la théorie géométrique
actuelle, utilisant sans les nommer la connexion, la courbure de Berry, le moment magnétique orbi-
tal, la dérivation covariante, etc.

Formulation en fonctions de Green

Une décennie plus tard, Fukuyama s’intéressa pendant sa thèse au même problème. En par-
tant d’une autre base de fonctions —celle de Luttinger et Kohn [84]— et en utilisant la technique
de Hebborn et al. du potentiel vecteur sinusoïdal, celui-ci fut capable de trouver une formule ex-
trêmement compacte et élégante de la susceptibilité orbitale, en terme de produits matriciels de
fonctions de Green et de dérivées du hamiltonien de Bloch (on précisera les notations au chapitre
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ORBITALE

suivant) [37, 41] :

χFuku = − µ0e
2

2π~2
=m

(∫
nF(E)

∫∫
Tr {hxghyghxghyg} d2k

4π2
dE

)
. (4.1)

Il appliqua cette formule au bismuth [43], puis inclua dans un second temps les effets de spin-
orbite [44]. Avec sa méthode, il s’intéressa également à la conductivité de Hall. [39, 40] Plus tard,
Ogata et Fukuyama [110] donneront une version « géométrique » de la formule de Fukuyama, c’est-
à-dire en termes d’intégrales de produits scalaires des fonctions unk et leurs dérivées. Ils montreront
en particulier l’équivalence de leur formule avec le résultat de Hebborn et al.

Extension aux modèles de liaisons fortes
La formule de Fukuyama, comme toutes les formules précédentes, a été démontrée en partant

du hamiltonien microscopique quadratique avec un potentiel périodique. Cependant, dans les mo-
dèles liaisons fortes, le hamiltonien de Bloch Ĥk est une projection du hamiltonien Ĥ sur un sous-
ensemble de bandes, possédant en conséquence des propriétés différentes. En particulier, celui-ci
présente des termes croisés en kxky non-nuls qui peuvent donner des contributions supplémentaires
à la susceptibilité. Gómez-Santos et Stauber [55], en suivant également une méthode de fonctions
de Green, ont proposé une formule généralisant celle de Fukuyama (déjà proposée dans un cas
particulier par Koshino et Ando [74]) et s’appliquant dans le cadre d’un hamiltonien de Bloch d’un
modèle de liaisons fortes. Leur dérivation utilise une technique développée dans un article précé-
dent [138] rendant continu le hamiltonien initial. Lapidaire, leur démonstration laisse le lecteur
perplexe quant à la validité de la preuve, bien que la formule finale χGSS semble satisfaisante :

χGSS = − µ0e
2

2π~2
=m

(∫
nF(E)

∫∫
Tr

{
hxghyghxghyg +

1

2
hxy (ghxghy + ghyghx)

}
d2k

4π2
dE

)
. (4.2)

Ce travail de thèse se situe après la publication de Gómez-Santos et Stauber, et va contourner
certains problèmes présents dans leur démonstration. Nous obtiendrons une autre formulation de
la susceptibilité, mais nous montrerons qu’elle est équivalente à la leur.

Approche semi-classique
Une approche semi-classique de la physique cristalline s’est développée en parallèle des théories

de perturbation décrites précédemment, sur laquelle nous reviendrons dans l’annexe D. L’équipe de
Q. Niu travaille depuis quelques années sur cette approche, et a en particulier dérivé un hamil-
tonien effectif pour un paquet d’ondes se déplaçant sur une bande d’énergie [141], en incluant les
effets de projection sur une bande, c’est-à-dire des termes de phase de Berry. Avec ce point de dé-
part, ils ont étudié l’effet au second ordre d’un champ magnétique sur le paquet d’ondes, ce qui
leur a permis d’obtenir une formule de la susceptibilité orbitale d’un cristal en termes des proprié-
tés géométriques [49]. À un préfacteur numérique près, leur résultat est équivalent à la formule
proposée par Blount quelques décennies auparavant. [16]

Approches numérique
Peu de chercheurs se sont penchés sur la simulation numérique ab initio de la susceptibilité

orbitale. Mauri et Louie [87] proposèrent une simulation numérique utilisant la théorie de la fonc-
tionnelle densité (DFT), et appliquèrent leur résultats au cas du diamant et au néon ; cependant,
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FIGURE 4.1 – Mise en évidence du diamagnétisme du graphite : lévitation à température
ambiante de graphite pyrolitique grâce à un agencement quadripolaire d’aimants néodymes.

Empruntée à https://www.supermagnete.fr/

ces travaux étaient axés sur le magnétisme d’électrons dans des cristaux moléculaires plutôt que
le magnétisme d’électrons réellement itinérants en utilisant la formulation de Vignale [152] de
la susceptibilité. Il donne des résultats proches à 10% près des valeurs expérimentales. Dans ces
cristaux, la réponse magnétique totale est simplement donnée par la somme des contributions de
chaque entité.

4.2 Approches expérimentales du magnétisme orbital

Choix des résultats présentés

Nous présentons ici des résultats concernant essentiellement le magnétisme orbital de systèmes
physiques dont le spectre peut être approximé à des fermions de Dirac, puisque ce sont eux qui
présentent les susceptibilités diamagnétiques les plus fortes, permettant (FIG. 4.1) au graphite de
léviter à température ambiante ! Comme des supraconducteurs à température ambiante n’ont pas
été mis en évidence à l’heure actuelle, le graphène est l’élément le plus diamagnétique connu à
température ambiante.

Propriétés du bismuth

Comme nous l’avons déjà noté dans l’introduction, les résultats expérimentaux suggérant l’exis-
tence d’un diamagnétisme itinérant étaient concentrés sur le bismuth et l’antimoine dans les an-
nées ’20. Outre des propriétés électriques et thermodynamiques intéressantes [45], c’est la mise en
évidence des oscillations quantiques dans l’aimantation par de Haas et Van Alphen [25] et dans
la conductivité électrique par Shubnikov et de Haas [134] à basse température qui a déclenché un
vif intérêt pour le magnétisme orbital. Ces deux types d’oscillations sont visibles dans le régime
kBT � ~ωc où ~ωc ∝ B est l’énergie typique entre deux niveaux de Landau (équidistants pour
des électrons libres, mais pas nécessairement dans des modèles cristallins). Lorsque le champ ma-
gnétique varie, les niveaux de Landau défilent devant le potentiel chimique, ce qui implique des
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ÉLÉMENT χ× 105

Supraconducteur (T ∼ 1 K) −105

Eau −0,9
Bismuth (//) [52] −1,7

Diamant [52] −0,58
Graphite (⊥) [85] −17

Graphite (//) [85, 131] −82
Graphène (//, T = 4,2 K) [105] −360
−χ3D

0 = −µ0e
2ta2

~2dCC
(graphite) −8,9

TABLE 4.1 – Valeurs typiques de susceptibilités magnétiques à température ambiante (sauf si
précisé) de quelques matériaux diamagnétiques

oscillations de la conductivité en particulier.
Outre ces oscillations quantiques à fort champ (ou basse température), le bismuth a une forte

réponse diamagnétique à bas champ (ou haute température), dont la découverte par Faraday date
du XIXe siècle. Mesurée à l’aide d’une balance de Gouy 1, la valeur typique pour le bismuth pur
à des températures de l’ordre du kelvin est χ = −1,7·10−5 [52], mais on remarque que la réponse
est anisotrope (la réponse parallèle χ// = −2,3·10−5 à l’axe extraordinaire est supérieure de 30%

à la réponse perpendiculaire χ⊥ = −1,5·10−5). La Réf. [133] montre des valeurs de χ// sur une
grande plage de température (jusqu’à environ 400 K) : la susceptibilité varie très peu (6 10%), ce
qui est caractéristique du diamagnétisme. Elle présente également les réponses magnétiques de
plusieurs alliages entre le bismuth et un autre élément métallique (plomb, tellure, antimoine) ; la
susceptibilité varie typiquement entre −0,8·10−5 et −2,7·10−5. Plus de détails sur le magnétisme et
les propriétés électriques du bismuth peuvent être trouvées dans la revue [45].

Diamagnétisme du graphite

Le graphite est un autre exemple de matériau diamagnétique, à ce jour le matériau tridimen-
sionnel avec la plus grande susceptibilité diamagnétique (en valeur absolue) à température am-
biante ! À cause de sa structure cristalline en plans d’atomes de carbone (feuilles de graphène) liés
par des interactions de van der Waals, sa réponse est très anisotrope, jusqu’à 20 fois plus grande
lorsque le champ magnétique est parallèle à l’axe extraordinaire, typiquement χ// ∼ −36·10−5. [47,
118] Les mesures les plus récentes donnent une valeur de χ// = −58·10−5 (voir la Réf. [85] pour une
revue sur les susceptibilités de différentes formes allotropiques du graphite). La FIG. 4.2 montre
un tel graphe.

Grâce à cette spectaculaire réponse diamagnétique, il est possible de faire léviter à température
ambiante du graphite pyrolitique (cf. FIG. 4.1). 2 Cette lévitation est plus facile (mais peut-être
moins impressionnante?) que celle d’une grenouille, basée sur le diamagnétisme de l’eau [15]. 3

1. La balance de Gouy mesure la variation de poids apparent d’un échantillon dont on veut mesurer la susceptibilité,
lorsqu’on le place dans un champ magnétique uniforme.

2. Ce résultat a d’ailleurs fait l’objet d’un problème posé à un concours international étudiant de physique : l’édition 2015
de l’International Physicists’ Tournament : http://iptnet.info.

3. Geim a co-découvert le graphène, Berry a fortement influencé la théorie géométrique des solides, et ils se sont associés
pour travailler sur le magnétisme [15] : les trois thèmes de ce manuscrit !
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Fig. 3. Experimental values of magnetic susceptibility of
highly oriented pyrolytic graphite (HOPG) in the longitudi-
nal (χ||) and transverse (χ⊥) directions, powdered HOPG
(χav), a graphite rod, multiple-wall nanotubes (MWNTs),
single-wall nanohorns (SWNHs), and C60 and C70
fullerenes [48].

FIGURE 4.2 – Susceptibilités magnétiques massiques de différentes formes allotropiques du
graphite en fonction de la température. Pour obtenir χ dans le S.I. on calcule χ = 4πρχm (emu/g)

avec une masse volumique typique ρ = 2,2·103 kg·cm−3. Figure tirée de la Réf. [85].

Du graphite au graphène

Le graphène, un unique plan d’atomes de carbone, est un matériau purement bidimensionnel
formé d’atomes disposés sur un réseau nid d’abeille. Durant le XXe siècle, il a été théoriquement étu-
dié en tant qu’intermédiaire intéressant pour en déduire la réponse magnétique du graphite [153],
mais en restant un objet théorique.

Depuis sa découverte expérimentale [106], le graphène a attiré un grand nombre de chercheurs
par ses caractéristiques hors du commun 4. La revue de Castro Neto et al. [21] donne un panorama
très complet des travaux sur le graphène entre le début des années 2000 et 2009, le graphène
étant célèbre pour la réalisation en matière condensée d’un spectre linéaire de particules ultra-

4. Pour un détail de ces caractéristiques, on pourra lire la dernière page du texte informatif du comité Nobel à l’adresse
http://www.nobelprize.org/nobel_prizes/physics/laureates/2010/advanced-physicsprize2010.pdf.
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relativistes. Cela se passe près de deux points de la première zone de Brillouin, depuis appelés
points de Dirac. Cette particularité apporte un parallèle avec la physique des hautes énergies, où
la vitesse de la lumière est remplacée par la vitesse de Fermi dans le graphène (vF ≈ c/300).

Susceptibilité orbitale du graphène

La mesure de susceptibilité orbitale d’un système bidimensionnel s’avère plus délicate que celle
d’un matériau tridimensionnel, parce qu’à susceptibilités similaires, les moments magnétiques in-
duits sont nettement plus faibles, et donc les signaux difficiles à isoler. Une possibilité pour augmen-
ter le signal mesuré est d’empiler de façon aléatoire des feuilles de graphène, et retrouver ainsi un
matériau tridimensionnel. À cause du caractère aléatoire, cet empilement est censé réagir comme
plusieurs couches de graphène décorrélées, et non comme un morceau de graphite.

Sepioni et al. [131] produisent des multicouches de graphène à partir de graphite pyrolytique
fortement orienté (HOPG) en cassant les liaisons de van der Waals intercouches par bombardement
d’ultrasons dans différents solvants organiques. Après centrifugation, ils obtiennent des agglomé-
rats de petits cristaux de graphène multicouches (entre 1 et 5 couches). Ces cristaux font typique-
ment 50 nm de largeur, et l’échantillon composite s’étend sur une taille macroscopique de 1 cm. Afin
de mesurer l’aimantation de l’échantillon, ils utilisent un magnétomètre à SQUID. L’article conclut
à l’absence de ferromagnétisme dans le graphène (question débattue à l’époque), et confirme le ca-
ractère diamagnétique à température ambiante (qui varie peu en température) du graphène, avec
une valeur cependant plus faible que celle qu’ils mesurent pour le graphite : χ = −82·10−5. De
plus, ils détectent une réponse paramagnétique à basse température, et proposent plusieurs ex-
plications, dont l’existence de défauts dans le réseau cristallin, ou du magnétisme dû aux bords
des échantillons. Un travail ultérieur [100] montre que des impuretés (de fluorine) ou des lacunes
dans le réseau (produits par bombardement d’ions) donnent effectivement du paramagnétisme de
moments (spins 1/2) isolés.

Dans la même optique d’utiliser un matériau tridimensionnel, il est également possible de partir
de graphite quasi-bidimensionnel (quasi-two-dimensional graphite QTDG) qui est une forme allo-
tropique particulière du graphite : les plans de graphène sont disposés de façon aléatoire les uns
au-dessus des autres, et la distance entre plans est plus grande que celle du graphite standard
(dQTDG = 0,343 nm contre dc = 0,335 nm), ce qui tend à voir les différents plans comme découplés.
Kotosonov [77] a mesuré la susceptibilité magnétique d’un tel système, sur une grande gamme de
températures (100 − 1 000 K) à l’aide d’une balance de Faraday. 5 Il compare ses résultats aux pré-
visions de McClure [89], mais la comparaison est limitée, car il est nécessaire de renormaliser la
température apparaissant dans la formule de McClure pour obtenir un résultat quantitatif ; renor-
malisation justifiée par la présence de désordre (un décalage de typiquement 200 K, soit 20 meV).

Nikolaev et al. [105] étudient également du QTDG, mais mesurent la susceptibilité à l’aide d’une
autre méthode basée sur des techniques de résonance magnétique nucléaire (en croisant le résultat
avec celui obtenu avec un magnétomètre (ballistic magnometer)). Ils mesurent une susceptibilité
à T = 4,2 K de χm = −1,3·10−4 emu/g, soit χ = −3,6·10−3, ce qui est un record à température
ambiante. 6

5. La balance de Faraday est une variante de la balance de Gouy (comme celles de Evans et Watt) où on utilise un champ
inhomogène, et on mesure la force subie par le système.

6. Pour la masse volumique de leur échantillon ρ = 2,2·103 kg·m−3, on obtient une susceptibilité χ = 0,28 emu/cm3 qui
est convertie en unités SI en multipliant par un facteur 4π10−3.
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FIGURE 4.3 – Aimantation du graphène en fonction du champ magnétique appliqué à température
fixée, et en fonction de la température à champ magnétique fixé. Figure tirée de la Réf. [81].

Magnétisme du graphène dans le régime des oscillations quantiques

Mesurer une susceptibilité magnétique sous-entend se placer dans le régime linéaire où l’éner-
gie thermique est grande devant l’énergie magnétique, le régime inverse étant celui des oscillations
quantiques. Li et al. dans un article récent [81] ont étudié les deux régimes dans le cas du graphène
en partant de cristaux de SiC et en mesurant l’aimantation d’un échantillon en fonction du champ
magnétique. Après 8h de croissance, leur échantillon est finalement composé d’un assemblage aléa-
toire de feuilles de graphène. Les feuilles de graphène obtenues ont une taille de quelques microns.
La méthode de mesure de l’aimantation n’est étonnement pas détaillée. La FIG. 4.3 présente une
comparaison entre théorie et expériences dans les deux régimes : à régime à haute température, ils
vérifient qu’une relation linéaire M ∝ B est justifiée. En revanche, dans le régime de basse tempé-
rature, ils obtiennent une aimantation M ∝

√
B, qu’ils valident théoriquement à l’aide d’un calcul

explicite du grand potentiel à température nulle.
Afin d’interpréter au mieux ces résultats, nous préférons reporter cette analyse lors de l’étude du

graphène au CHAP. 7 ; nous aurons alors tous les éléments, à savoir le comportement des fermions
de Dirac à fort et bas champ, ainsi que la contribution du réseau.

Travaux de mesures de la susceptibilité du graphène

Les méthodes précédentes utilisant des empilements de couches de graphène permettent d’obte-
nir des signaux relativement facilement mesurables. Cependant, une limitation importante est qu’il
n’est alors pas possible de modifier le dopage du graphène. Pour étudier la variation en potentiel
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chimique, il est nécessaire de travailler avec une couche monoatomique de graphène sur laquelle
une grille électrostatique pourra imposer un potentiel.

Dans mon laboratoire d’accueil, le groupe Physique mésoscopique travaille actuellement sous
l’impulsion d’H. Bouchiat à la mesure de la susceptibilité orbitale du graphène monocouche. Pour
cela, ils investiguent plusieurs méthodes de mesures dont l’utilisation d’un SQUID déjà citée, ainsi
qu’une méthode mesurant des courants induits à l’aide d’une barre de Hall. Enfin, ils démarrent une
collaboration avec l’équipe de V. Jacques spécialiste des centres N/V dans le diamant. 7 Ces centres,
essentiellement des systèmes quantiques à deux niveaux, sont fortement sensibles au champ ma-
gnétique local. L’idée serait de placer un nanocristal de diamant avec un centre N/V à la pointe d’un
microscope à force atomique (AFM) pour obtenir une sonde locale de champ.

Remarque : influence du couplage spin-orbite
Le couplage spin-orbite attire beaucoup d’attention depuis quelques années, et nous nous limite-

rons à citer le travail de Schober et al. [129] sur le semiconducteur BiTeI, qui montre une tendance
du couplage spin-orbite à générer du paramagnétisme de bord de bandes. Le couplage spin-orbite
modifie les niveaux de Landau, jusqu’à les rendre décroissant en champ magnétique, ce qui se tra-
duit par du paramagnétisme de bord de bande là où on attendrait du diamagnétisme de Landau !

Remarque : normalisation des susceptibilités dans ce manuscrit
Comme nous l’avons déjà mentionné, toutes les susceptibilités présentées de modèles de liaisons

fortes sont normalisées par

χ0 =
µ0te

2a2

~2
(4.3)

où t est l’amplitude de saut entre deux plus proches voisins espacés d’une distance a. Cette suscepti-
bilité dépend bien sûr du modèle ; pour le graphène par exemple t ∼ 2,8 eV, a ∼ 0,15 nm, on obtient
un ordre de grandeur χ0 ∼ 2,9·10−14 m, qui correspond à une susceptibilité tridimensionnelle pour
le graphite χ3D

0 = χ0

dCC
∼ 8,9·10−5 où dCC ∼ 0,3 nm est ici la distance entre plans de graphène selon

l’axe extraordinaire du graphite.

7. Les centres N/V sont l’un des défauts ponctuels du diamant, où un atome d’azote a remplacé un atome de carbone, et
une lacune s’est créée à proximité.
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Chapitre 5

Formule de Peierls et modèles à
une bande

Peierls proposa trois ans après le travail de Landau une formule pour la susceptibilité orbitale
d’un modèle à une bande d’un cristal. Dans son article fondateur de 1933 [114], il détaille sa mé-
thode de calcul de façon pédagogique en traitant successivement le cas des électrons libres avec une
statistique classique ou quantique en retrouvant le résultat de Landau, puis enfin le cas des élec-
trons dans un modèle de liaisons fortes à une bande d’un cristal. Pour cela, il introduit dans le même
article la méthode maintenant connue sous le nom de substitution de Peierls. Au-delà de l’effet sur
les phases des intégrales de saut, Peierls a conscience des autres effets jouant sur le magnétisme
orbital, et donne deux autres contributions très souvent oubliées et partiellement redécouvertes
dans des articles récents [86]. Pour son aspect historique fondateur, nous développerons dans cette
partie avec une légère adaptation les grandes lignes du calcul de Peierls en faisant ressortir les
problématiques dominantes.

Le résultat de la formule de Peierls sur un exemple concret (le modèle à une bande ppv sur
réseau carré) sera comparé au résultat obtenu par la méthode de calcul du CHAP. 3. Nous regarde-
rons un second exemple de modèle sur réseau triangulaire, modèle qui permettra de comparer les
résultats obtenus par différentes formules postérieures à Peierls, dont celle de Hebborn et Sondhei-
mer [32] et Fukuyama [41].

5.1 Dérivation de la formule de Peierls

Peierls cherche les modifications du potentiel thermodynamique Ξ en présence d’un champ ma-
gnétique B à l’aide d’un développement limité de Ξ à l’ordre 2. Pour un gaz de Fermi,

Ξ = Tr
{
f(Ĥ)

}
où f(Ĥ) = −kBT ln

(
1 + e−β(Ĥ−µ)

)
. (5.1)

Il s’agit donc de calculer la trace d’une fonction du hamiltonien. Il examine dans son article les
différentes difficultés auxquelles il faut se confronter pour mener à bien ce calcul. La problématique
centrale est la suivante : comment calculer la trace d’une fonction d’une somme d’opérateurs f(Û +

V̂ ) uniquement en fonction des valeurs propres de Û et V̂ ?
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5.1.1 Cas des électrons libres
Pour suivre l’idée de Peierls, reprenons rapidement le cas des électrons libres dont le hamiltonien

s’écrit

Ĥ =
(P̂ + eA(r̂))

2m
=

Π2
x

2m
+

Π2
y

2m
+

Π2
z

2m
= Û + V̂ + Ŵ (5.2)

avec Π le vecteur des impulsions invariantes de jauge. On note que pour un champ B = Bez,
l’impulsion généralisée Πz commute avec les deux autres composantes du vecteur, mais

[Πx,Πy] = −ie~B = −i ~
2

`2B
où `B =

√
~
eB

. (5.3)

La grandeur `B est dénommée longueur magnétique. Peierls montre que ce simple résultat de non-
commutation est en fait à l’origine de l’existence du magnétisme en mécanique quantique.

Afin de calculer Tr {f(Û + V̂ )}, Peierls passe dans l’espace de Fourier, en écrivant :

f(E) =

∫ ∞
−∞

α(λ)eiλE dλ, (5.4)

pour calculer séparément chaque trace Tr {eiλ(Û+V̂ )}. On cherche à exprimer ces traces en fonction
seulement des valeurs propres Um et Vn des deux opérateurs, la difficulté venant de leur non-
commutation, et donc

Tr
{
eiλ(Û+V̂ )

}
6= Tr

{
eiλÛeiλV̂

}
(?)
=
∑
m,n

eiλ(Um+Vn). (5.5)

Le terme de droite est de la forme souhaitée puisqu’il ne dépend que des valeurs propres des opé-
rateurs Û et V̂ . L’égalité (?) n’est pas immédiate, elle est démontrée dans l’article de Peierls. En
mécanique classique où toutes les grandeurs commutent, (5.5) serait une égalité. Mais le terme de
droite n’est rien d’autre que le potentiel thermodynamique évalué en champ nul ! Ce qui confirme
que le magnétisme est intrinsèquement lié à des non-commutations d’opérateurs quantiques.

Peierls calcule la différence entre les deux membres de l’équation (5.5) en considérant comme
petit paramètre les commutateurs des opérateurs entre eux ; autrement dit, il se place dans la limite
où µBB/kBT � 1. Quelques lignes d’algèbre linéaire et un développement limité plus tard, on a

eiλ(Û+V̂ ) − 1

2

(
eiλÛeiλV̂ + eiλV̂ eiλÛ

)
≈
[
−λ

4

8
ε̂2 − i α̂− β̂

12
λ3

]
eiλ(Û+V̂ ) (5.6)

où ε̂ = [Û , V̂ ], α̂ = [Û , ε̂] et β̂ = [V̂ , ε̂]. Il se limite donc à l’ordre 2 en ε̂ et l’ordre 1 en α̂ et β̂.
En multipliant (5.6) par α(λ), en intégrant sur λ, et en prenant la trace, la variation du grand

potentiel s’exprime comme

∆Ξ(B) = Tr

[
ε̂2

8
f iv(Û + V̂ ) +

α̂− β̂
12

f ′′′(Û + V̂ )

]
. (5.7)

Or dans un champ magnétique uniforme, toujours au deuxième ordre en µBB/kBT ,

ε̂2 = − 4

m
µ2
BB

2Π2
xΠ2

y et α̂− β̂ = − 4

m
µ2
BB

2(Π2
x + Π2

y). (5.8)
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Comme on ne s’intéresse qu’à l’ordre quadratique en B, on peut calculer la trace des deux derniers
termes du membre de droite comme si les opérateurs commutaient entre eux (les corrections sont
des puissances plus grandes de B). Cette trace correspond à l’intégrale sur toutes les valeurs de
Πx et Πy. Les dérivées de la fonction f s’annulant exponentiellement à l’infini, des intégrations par
parties n’apportent pas de termes de bord. L’utilisation de la règle de la chaîne

∂f

∂Πx
(E(Πx,Πy)) =

∂E

∂Πx
f ′(E) =

Πx

m
f ′(E) (5.9)

permet de simplifier l’expression (5.7), et de retrouver le résultat de Landau

∆Ξ = −µ
2
BB

2

6
Tr

{
d2f

dE2

}
, (5.10)

d’où

χLandau = −µ0

V

∂2Ξ

∂B2
=
µ0µ

2
B

3

∫
f ′′(E(Πx,Πy,Πz))

d3Π

(2π)3

=
µ0µ

2
B

3

∫
n′F(E(Πx,Πy,Πz))

d3Π

(2π)3

= −µ0µ
2
Bn

3

(5.11)

(5.12)

(5.13)

avec n la densité électronique du système. On retrouve la susceptibilité de Landau des électrons
libres discutée précédemment (1.36).

5.1.2 Cas d’un cristal dans un modèle à une bande

Dans un modèle cristallin à une bande, la relation de dispersion est plus complexe : le hamilto-
nien n’est plus la somme de deux carrés d’opérateurs dont le commutateur est petit. Par exemple,
le réseau carré a une relation de dispersion en cos(kxa) + cos(kya). Comment alors appliquer la mé-
thode précédente? Peierls utilise sa substitution (3.18) dans la relation de dispersion (qui est ici
égale au hamiltonien de Bloch car il n’y a qu’une bande), et cherche à nouveau à évaluer la trace de
cet opérateur en utilisant une décomposition de Fourier.

Après des manipulations similaires au cas des électrons libres, mais considérablement plus cal-
culatoires, Peierls écrit la susceptibilité magnétique orbitale des électrons de valence sous la forme :

χorb = χ1 + χ2 + χLP , (5.14)

avec

1. Une première contributions qui provient de la modification des énergies des orbitales ato-
miques ε(B) = ε+ ε′′B2/2 des électrons de conduction (cf. (3.2)). Celle-ci s’écrit simplement

χ1 = µ0ε
′′
∫∫

BZ

nF(Ek)
d2k

4π2
(5.15)

et est donc directement proportionnelle à la densité d’états intégrée. Autrement dit, à T = 0,
χ1 est proportionnelle au nombre total d’électrons (à B = 0).
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2. Une seconde contribution provenant de la modification de la structure de bandes, c’est-à-dire
de la largeur de bandes (3.16) t(B) = t + t′′B

2

2 en présence du champ magnétique. Alors, la
structure de bande Ek est modifiée, Ek → Ek + E′′k

B2

2 , on obtient

χ2 = −µ0

∫∫
BZ

E′′knF(Ek)
d2k

4π2
, (5.16)

également un terme de mer de Fermi. Dans le cas simple d’un modèle plus proches voisins, la
susceptibilité prend la forme très simple suivante :

χ2 = −µ0t
′′
∫∫

BZ

EknF(Ek)
d2k

4π2
, (5.17)

ce qui signifie qu’à T = 0, χ2 est directement proportionnelle à l’énergie totale du gaz d’élec-
trons (à B = 0).

3. Enfin, un terme purement lié à la structure cristalline et directement dû à la phase acquise
par les tij :

χLP =
µ0e

2

12~2

∫∫
BZ

(
∂2Ek
∂k2

x

∂2Ek
∂k2

y

−
(
∂2Ek
∂kx∂ky

)2
)
n′F(Ek)

d2k

4π2
. (5.18)

Ce troisième terme fait intervenir le hessien de la relation de dispersion, qui représente la
courbure de la surface E(kx, ky). Cette courbure est moyennée sur le niveau de Fermi.

S’il faut génériquement considérer les trois termes comme partie intégrante du résultat de
Peierls, c’est la troisième contribution χLP qui a été a posteriori dénommée susceptibilité de Landau-
Peierls ou simplement susceptibilité de Peierls. On notera que les deux premiers termes sont liés à
la mer de Fermi, et seulement le troisième est déterminé par le voisinage du niveau de Fermi.

5.2 Application au réseau carré
Comme application immédiate de la formule de Peierls, on s’intéresse au modèle sur réseau

carré introduit au CHAP. 3 lors de l’étude numérique de la susceptibilité via le papillon de Hofstad-
ter (FIG. 3.1). Rappelons que son spectre (3.21) est donné par

Ek = −2t (cos(kxa) + cos(kya)) , (5.19)

et la densité d’états ρ(E) en l’absence de champ magnétique est tracée FIG. 5.1. En particulier on
note deux propriétés : (1) en bord de bandes, l’approximation quadratique du spectre correspond à
une valeur constante de ρ(E) (typique des électrons libres à deux dimensions) ; (2) les points cols du
spectre près de E = 0 donnent naissance à une singularité de Van Hove dans la densité d’états, qui
se manifeste à deux dimensions par une divergence logarithmique en E = 0 [6]. Celle-ci se calcule
exactement en fonction de l’intégrale elliptique complète de première espèce K (résultat connu
depuis les années ’50 ; pour les détails du calcul, on peut se référer à l’annexe B de la Réf. [108]) :

ρ(ε) =

∫∫
BZ

δ(ε− Ek)
d2k

4π2
a =

1

2π2ta2
K

(√
1−

( ε
4t

)2
)
. (5.20)
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−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

E/t

ρ
(E

)

FIGURE 5.1 – Densité d’états du modèle à une bande avec sauts entre plus proches voisins sur
réseau carré. Elle présente une singularité de Van Hove à E = 0 (correspondant à un point col

dans le spectre). Sur les bords, on a une densité approximativement constante caractéristique d’un
gaz d’électrons libres bidimensionnel.

Susceptibilité orbitale

Pour les modèles à une bande, la connaissance du spectre Ek (puisque égale à l’unique coefficient
du hamiltonien) détermine la susceptibilité orbitale et toutes les autres propriétés. À cause de la
géométrie à angles droits du réseau carré, celui-ci a un spectre séparable en kx et ky (le spectre
s’écrit comme une somme f(kx) + f(ky)), et la dérivée croisée ∂2E

∂kx∂ky
est nulle : 1

χLP(T, µ) =
µ0e

2

12~2

∫∫
BZ

n′F(Ek)
∂2E

∂k2
x

∂2E

∂k2
y

d2k

4π2

=
µ0e

2t2a4

3~2

∫∫
BZ

n′F(Ek) cos(kxa) cos(kya)
d2k

4π2

= −µ0e
2a2

24~2

[
(µ2 − 8t2)ρ(µ)−

∫ µ

−∞
ρ(ε)ε dε

]
(5.21)

(5.22)

(5.23)

où l’on se reportera aux Réfs. [54, 108, 136] pour le passage à la dernière ligne, en particulier à la
Réf. [108] pour les détails de calcul d’intégrales.

La susceptibilité à T = 0 2 est présentée sur la FIG. 5.2 ; elle présente différentes caractéristiques
bien identifiables que nous retrouverons dans nombre de modèles multibandes :

• La susceptibilité est négative près du bord de bande, et tend vers une valeur finie. Cette
propriété est une conséquence directe de la structure de bandes : près de ses extrémités, elle
peut être approximée par une dispersion quadratique isotrope, avec une masse effective pour

1. On dérivera par la suite d’autres formules pour la susceptibilité orbitale, qui donnent des limites à une bande diffé-
rentes. Dans ce contexte où Exy = 0, elles donneront cependant toutes le même résultat.

2. Les susceptibilités ne seront jamais tracées à T strictement nulle, mais dans une limite où kBT est négligeable devant
les autres énergies du problème.
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FIGURE 5.2 – Susceptibilité orbitale d’un modèle à une bande sur réseau carré, normalisée par
χ0 = µ0e

2a2t/~2 pour une énergie thermique kBT = 0.005t négligeable devant les autres énergies
en jeu (sauf exactement à µ = 0 où c’est l’énergie limitant la divergence de la susceptibilité. Elle

change continûment de signe avec µ, et diverge à µ = 0.

les électrons m? communément appelée masse de bande. En développant le spectre (5.19) près
du point Γ, on trouve Ek ≈ −4t+ tk2a2, c’est-à-dire un spectre quadratique de masse effective

1

m?
=

2ta2

~2
. (5.24)

Cette masse détermine la limite de la susceptibilité, puisque celle-ci vérifie la formule de
Landau

χLP(µ ∼ −4) = − µ0e
2

24πm?
(5.25)

où la masse nue des électrons me a été remplacée par la masse de bande m?.

• On peut vérifier sur ce graphe que la règle de somme (3.37) est respectée comme il se doit en
calculant l’intégrale sous la courbe.

• On remarque à µ = 0 une divergence positive de χLP que nous discutons dans le paragraphe
suivant.

5.3 Existence du paramagnétisme orbital

Comme cela s’observe sur la FIG. 5.2, la susceptibilité peut prendre des valeurs positives. En
fait, puisque χLP vérifie la règle de somme (3.37), elle doit nécessairement avoir des valeurs positives
pour compenser ses parties négatives.

Dans le cas du modèle sur réseau carré, il est possible de comprendre de façon qualitative pour-
quoi la susceptibilité change de signe lorsque µ approche d’un point col : proche d’un tel point, la
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FIGURE 5.3 – À gauche, mise en évidence d’un point col sur le spectre du réseau carré. À droite,
trajectoires semi-classiques des électrons sur les lignes isoénergétiques. Près d’un point col,

celles-ci étant proches, l’électron peut sauter sur d’autres lignes par effet tunnel, ce qui revient à
parcourir la trajectoire en pointillés dans un sens opposé aux trajectoires initiales. Figure tirée

de [152].

relation de dispersion est approximativement quadratique dans deux directions perpendiculaires
avec des masses m1 et m2 de signes opposés. Le hessien ~2/(m1m2) est alors négatif, d’où l’on déduit

χpoint selle
LP ≈ − µ0e

2

12π~2
× ~4

m1m2
ρ(EF) =

µ0e
2~2ρ(EF)

12π|m1m2|
> 0. (5.26)

Non seulement la susceptibilité est positive, mais elle diverge de façon concomitante avec la densité
d’états ! La formule de Peierls met en évidence quelque chose de très décrié lors de la publication
de son article, et toujours peu connu : la susceptibilité orbitale n’est pas limitée à des contribu-
tions négatives, mais peut exhiber du paramagnétisme orbital. Même si les autres contributions à
la susceptibilité orbitale (χ1 et χ2 entre autres) peuvent renforcer la réponse diamagnétique, la di-
vergence de χLP assure qu’il est possible (au moins théoriquement) de mesurer du paramagnétisme
qui n’est pas lié au spin.

Vignale [152] confirma ce résultat en démontrant l’existence du paramagnétisme orbital en par-
tant du hamiltonien d’un électron dans un potentiel périodique perturbé par un champ magnétique
et en calculant la différence d’énergie entre les deux états à l’ordre 2. Aux abords d’un point col,
cette différence prend une forme très simple, l’annulation de ∂kEk imposant aux fonctions de Bloch
d’être réelles, approche qui confirme la forme (5.26) de la susceptibilité.

Cet argument quantique peut également être interprété de façon semi-classique : dans cette
vision, les électrons sont des particules ponctuelles qui subissent la force de Lorentz ; comme celle-
ci ne travaille pas, l’énergie des électrons ne change pas. Ils parcourent des lignes isoénergétiques
sur le spectre Ek, et le sens de parcours est imposé par la force : les orbites fermées de l’électron sont
parcourues dans le sens donnant une réponse diamagnétique. À l’approche d’un point col comme sur
la FIG. 5.3, ces courbes isoénergétiques se rapprochent, et sont séparées d’une barrière de potentiel
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faible. L’effet tunnel permet de passer de l’une à l’autre, et donner finalement une orbite parcourue
dans le sens opposé au sens initial. Ce phénomène est appelé rupture magnétique.

5.4 Commentaires et limites de la susceptibilité de Peierls
Au-delà des observations sur le comportement de la susceptibilité propres au modèle précédent,

on peut noter quelques propriétés générales de la susceptibilité de Peierls ; ainsi que certaines de
ses limites.

• La formule (5.18) généralise au cas d’électrons dans un cristal à une bande la formule de
Landau (1.36) des électrons libres : si on choisit une relation de dispersion quadratique Ek =

~2k2/2m, la formule de Peierls se réduit au diamagnétisme de Landau.

• L’intégrande de (5.18) n’est rien d’autre que le hessien de la relation de dispersion Ek, c’est-
à-dire le déterminant de la matrice jacobienne

(
∂2Ek

∂ki∂kj

)
16i,j62

. Cela généralise la notion de

masse de bande, puisque si la relation de dispersion est quadratique dans deux directions
orthogonales, le hessien sera ∼ 1

m1m2
où m1 et m2 sont les masses effectives dans ces deux

directions.

• La susceptibilité de Peierls vérifie la règle de somme (3.37), ce qui se traduit en∫∫
BZ

(
∂2Ek
∂k2

x

∂2Ek
∂k2

y

−
(
∂2Ek
∂kx∂ky

)2
)

d2k

4π2
= 0, (5.27)

c’est-à-dire que l’intégrale du hessien sur toute la zone de Brillouin est nulle.

• Les deux précédentes remarques démontrent l’existence du paramagnétisme orbital, en par-
ticulier lorsque le potentiel chimique coïncide avec l’énergie d’un point col du spectre.

• Pour des électrons libres ultra-relativistes, le résultat est surprenant puisqu’il prédit une sus-
ceptibilité nulle quel que soit le potentiel chimique, en contradiction avec le résultat de Mc-
Clure (1.46) démontré précédemment. Ceci est dû à la limite de validité de la formule de
Peierls, incorrecte dans le cas des électrons relativistes qui présentent deux bandes d’énergie.
Une discussion supplémentaire sera faite lors de l’étude du graphène et du nitrure de bore au
CHAP. 7.

• Bien sûr, cette formule a été dérivée à partir de la substitution de Peierls, elle est donc limitée
aux modèles de liaisons fortes tout comme la substitution de Peierls.

• De plus, il faut ajouter à χLP les deux autres contributions des électrons de conduction χ1 et
χ2 discutées dans la SEC. 5.1.2. Matsuura et Ogata dans un article récent [86] ont redémontré
l’existence de ces contributions, et les ont tracées dans le cas particulier du modèle à une
bande sur réseau carré (cf. FIG. 5.4).

Si la formule de Landau-Peierls n’est valide que pour les modèles à une bande, il est possible
d’en définir artificiellement une version multibandes en sommant les contributions de chacune des
bandes :

χLP =
µ0e

2

~2

1

12

∑
n

∫∫
BZ

(
∂2Enk
∂k2

x

∂2Enk
∂k2

y

−
(
∂2Enk
∂kx∂ky

)2
)
n′F(Enk)

d2k

4π2
. (5.28)
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FIGURE 5.4 – Les différentes contributions de la susceptibilité orbitale du modèle sur réseau
carré : χLP la contribution de surface de Fermi, χ1 reliée à la variation d’énergie sur site ε(B)

d’après la définition (3.2) proportionnelle au nombre d’électrons du gaz, et χ2 due à la variation de
l’amplitude de saut t(B) selon (3.16) où t′′ a été adimensionné par a2/φ0, proportionnelle à

l’énergie totale du gaz. Figure adaptée de la Réf. [86].

On ne s’attend pas à ce que cette expression soit correcte, mais elle servira de point de comparaison
pour isoler les effets interbandes de la susceptibilité.

5.5 Lien avec la conductivité de Hall σxy à une bande
Les modèles à une bande Ek présentent une curiosité : un lien entre la susceptibilité orbitale

χLP et la conductivité de Hall σxy d’un métal. La Réf. [40] donne par exemple pour σxy (en enlevant
le facteur gs = 2) :

σxy = − e
3

~4
τ2B

∫∫
BZ

∂Ek
∂kx

(
∂Ek
∂kx

∂2Ek
∂k2

y

− ∂Ek
∂ky

∂2Ek
∂kx∂ky

)
n′F(Ek)

d2k

4π2
(5.29)

où τ est le temps de relaxation, supposé indépendant de k.
À l’aide d’une intégration par partie, on peut montrer une relation de proportionnalité entre σxy

et χLP à une bande. En effet, en intégrant par partie sur kx (5.29) il vient

σxy =
e3

~4
τ2B

∫∫
BZ

(
∂2Ek
∂k2

x

∂2Ek
∂k2

y

+
∂Ek
∂kx

∂3Ek
∂kx∂k2

y

−
(
∂2Ek
∂kx∂ky

)2

− ∂Ek
∂kx

∂3Ek
∂k2

x∂ky

)
nF(Ek)

d2k

4π2
(5.30)

le terme intégré étant nul puisqu’un modèle à une bande totalement remplie ou totalement vide
a nécessairement une conductivité de Hall nulle. L’équation (5.30) n’est pas symétrique en x et
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y, mais n’a pourtant aucune raison de les différencier. En échangeant les deux variables, puis en
intégrant par partie sur y, on obtient

σxy =
e3

~4
τ2B

∫∫
BZ

(
∂2Ek
∂k2

x

∂2Ek
∂k2

y

+
∂Ek
∂ky

∂3Ek
∂k2

x∂ky
−
(
∂2Ek
∂kx∂ky

)2

− ∂Ek
∂ky

∂3Ek
∂kx∂k2

y

)
nF(Ek)

d2k

4π2
. (5.31)

En faisant la moyenne de ces deux expressions, on trouve alors :

σxy =
e3

~4
τ2B

∫∫
BZ

(
∂2Ek
∂k2

x

∂2Ek
∂k2

y

−
(
∂2Ek
∂kx∂ky

)2
)
nF(Ek)

d2k

4π2
, (5.32)

formule très proche de χLP. On en déduit la relation

χLP =
µ0~2

12eτ2B

∂σxy
∂µ

. (5.33)

Cette relation permet d’interpréter les changements de signe de la susceptibilité orbitale comme
des variations de la conductivité de Hall.

La relation (5.33) n’a été démontrée qu’à une bande, et n’est probablement pas vérifiée pour des
systèmes multibandes. Cependant, il pourrait être intéressant de voir à quel point les propriétés de
transport dans σxy peuvent être reliées à des propriétés thermodynamiques telles que χorb. Il existe
une autre relation entre σxy et le magnétisme orbital, cette fois avec l’aimantation orbitale. Dans la
bande interdite d’un isolant, la formule de Streda [140] démontrée en une phrase par Widom [155]
est vérifiée :

σgap
xy = e

∂N

∂B

∣∣∣∣
E=µ

= e
∂M

∂µ
=
e2

h
C, (5.34)

où C est la somme des nombres de Chern des bandes remplies.

5.6 Comparaison avec les formules de susceptibilité posté-
rieures aux travaux de Peierls

Après la formule de Peierls, de nombreux travaux ont cherché à généraliser cette approche à
des modèles à plusieurs bandes (cf. CHAP. 4). Ici, nous chercherons à comparer ces généralisations
projetées à une bande avec la formule de Peierls en les appliquant sur un modèle à une bande sur
réseau triangulaire, qui malgré son caractère simpliste capture les différences fondamentales entre
ces approches. Nous verrons qu’elles ne sont pas toutes compatibles entre elles, et nous tenterons
d’expliquer les raisons de ces différences.

Dans la section précédente, nous avons vu que les expressions peuvent devenir longues à cause
de notations non-efficaces. Nous noterons maintenant les dérivées ∂

∂ki
sous la forme d’un exposant :

∂Ek

∂ki
= Ei, et où l’indice k est implicite. De même, on notera les hamiltoniens en l’absence de champ

magnétique Hk = h.

5.6.1 Susceptibilité orbitale à une bande
Dans le cas simple d’un modèle à une bande, la matrice hamiltonienne Hk = h est de taille 1×1,

et se réduit à un scalaire qui est la relation de dispersion Ek de la bande. Puisque l’espace vectoriel
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est une droite, n’importe quel vecteur de norme 1 est un vecteur propre associé ; on peut donc le
fixer indépendant de k. Les notions de courbure de Berry et de tenseur géométrique n’ont pas de
sens pour les modèles à une bande.

Formule de Peierls

Réécrivons la formule de Peierls

χLP =
µ0e

2

12~2

∫∫
n′F(Ek)

(
ExxEyy − (Exy)

2
) d2k

4π2
(5.35)

qui nous servira d’« étalon » pour la suite.

Formule de Hebborn-Sondheimer

Hebborn et Sondheimer [32] ont proposé une autre formule pour les modèles à une bande :

χHebborn =
µ0e

2

12~2

∫∫
n′F(Ek)

(
ExxEyy − (Exy)2 +

3

2
(ExxyEy + ExyyEx)

2

)
d2k

4π2
. (5.36)

Bien que similaire dans la structure à la formule de Peierls (5.35), elle prédit des résultats quanti-
tativement et qualitativement différents.

Formule de Fukuyama

La formule historique de Fukuyama multibandes (4.1) peut être projetée sur des modèles à
une bande. Après quelques manipulations (intégrations par parties et symétrisations en x et y), on
obtient

χ1b
Fuku = −µ0e

2

12~2

∫∫
n′F(Ek)

(
ExxEyy + 2(Exy)2 +

3

2
(ExxyEy + ExyyEx)

2

)
.

d2k

4π2
(5.37)

Ce résultat est différent de ceux de Peierls et de Hebborn, et Fukuyama commente cette différence
dans son article [41]. Il associe la non-concordance des formules à une mauvaise définition de l’ap-
proximation des systèmes à une bande. En effet, l’hypothèse d’une structure à une bande est utilisée
à différents moments dans les deux démonstrations : Peierls part dès le début avec une structure de
bandes simplifiée (modèle liaisons fortes à une bande), alors que Fukuyama démontre sa formule
dans un cadre général (hamiltonien microscopique avec une infinité de bandes), puis projette son
résultat sur une structure à une bande, procédure qui, contrairement au calcul de Peierls, inclut
des termes « interbandes » correspondant à des allers-retours virtuels entre la bande de projection
et les autres bandes.

Formule de Gómez-Santos et Stauber

Cherchons la limite une bande de la susceptibilité de Gómez-Santos et Stauber, qui généralise
celle de Fukuyama aux modèles liaisons fortes (4.2). Le premier terme de cette équation est égal à
celui de Fukuyama, il s’agit donc de trouver la limite du second ; pour une bande, il s’écrit

χ1b
GSS − χ1b

Fuku = − µ0e
2

2π~2
=m

(∫
nF(Ek)

∫∫
ExEyExy

(E − Ek)3

d2k

4π2

)
. (5.38)
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Après une intégration par partie et une symétrisation entre x et y, on obtient

χ1b
GSS − χ1b

Fuku =
µ0e

2

2π~2
=m

(∫
nF(E)

∫∫
1

(E − Ek)2

(
(Exy)2 +

1

2
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)
d2k

4π2
dE

)
(5.39)

d’où finalement

χ1b
GSS = χ1b

Fuku −
µ0e

2

12π~2
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n′F(Ek)
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3(Exy)2 +

3

2
(ExxyEy + ExyyEx)

)
d2k

4π2

=
µ0e

2

12π~2
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n′F(Ek)

(
ExxEyy − (Exy)2

) d2k

4π2

= χLP.

(5.40)

(5.41)

(5.42)

Ainsi, le terme supplémentaire de la formule de Fukuyama à une bande est compensé, et on re-
trouve la formule (5.35). On retient donc que la généralisation de la formule de Fukuyama aux
modèles de liaisons fortes donne le même résultat que la formule de Peierls.

Nous dérivons également un formule (6.32) de la susceptibilité orbitale notée χRPFM, et nous
montrerons qu’elle est équivalente à (4.2). Nous montrerons que la projection à une bande se fait
très simplement, tout en redonnant le résultat de Peierls.

Ce paragraphe montre donc que trois formules « concurrentes » ressortent pour les modèles à
une bande : (1) la formule de Peierls, identique à celle de Gómez-Santos et Stauber et celle RPFM;
(2) la formule de Hebborn et Sondheimer ; (3) la formule de Fukuyama.

5.6.2 Modèle à une bande sur réseau triangulaire
Dans une partie précédente, nous avons appliqué la formule de Peierls à un modèle à une bande

sur réseau carré. Parce que ce modèle est séparable, c’est-à-dire hxy = 0, les trois formules concur-
rentes décrites dans le paragraphe ci-dessus donnent le même résultat. Afin de pouvoir les diffé-
rencier, nous changeons la géométrie du réseau sous-jacent de façon à obtenir un hamiltonien avec
des dérivées croisées non-nulles. Prenons un modèle une bande (limité aux liens entre premiers
voisins) sur réseau triangulaire (FIG. 5.5).

Pour ce modèle, la relation de dispersion qui est identique à la matrice hamiltonienne vaut

Ek = −2t

(
cos(kxa) + 2 cos

(
kxa

2

)
cos

√
3kya

2

)
. (5.43)

La première zone de Brillouin a une forme hexagonale d’aire de 8π2/(
√

3a2). On vérifie qu’à la dif-
férence de (3.21), cette relation de dispersion n’est pas séparable. Le spectre de ce modèle premiers
voisins est représenté sur la FIG. 5.5. Comme le modèle sur réseau carré, celui-ci possède une sin-
gularité de Van Hove, localisée cette fois-ci en E = −2t.

Sur la FIG. 5.6 sont représentées les résultats des différentes formules à une bande, soit χLP (qui
coïncide à une bande avec χGSS et χRPFM que nous dériverons dans le CHAP. 6), χFuku et χHebborn.
Les trois expressions donnent des résultats quantitativement et qualitativement différents, voire
contradictoires. En pointillés est représenté le résultat de la méthode numérique décrite dans
le CHAP. 3, et vient complètement valider l’utilisation de la formule de Landau-Peierls. En plus
de ne pas être conforme au résultat numérique, les deux autres ont des problèmes intrinsèques :

70



5.6. COMPARAISON AVEC LES FORMULES DE SUSCEPTIBILITÉ POSTÉRIEURES AUX
TRAVAUX DE PEIERLS

FIGURE 5.5 – À gauche, le réseau triangulaire. À droite, le spectre du modèle plus proches voisins
(ppv) à une bande sur réseau triangulaire. Il est tracé sur une zone contenant la première zone de
Brillouin, hexagonale. La relation de dispersion est minimale au point Γ et maximale aux points K

et K ′ de la PZB.

• χFuku vérifie la règle de somme, mais prédit une susceptibilité négative près de la singula-
rité de Van Hove. Cette observation est en contradiction avec le résultat du modèle précédent
et l’argument de la Réf. [152]. Par conséquent, cette susceptibilité orbitale ne peut être rete-
nue, et la formule de Fukuyama n’est donc pas correcte pour les modèles à une bande non
séparables.

• χHebborn donne quant à elle un résultat proche de la formule de Landau-Peierls, mais telle que
χHebborn(µ) > χLP(µ) pour tout µ. Comme χLP vérifie la règle de somme, cela implique que ce
n’est pas le cas pour χHebborn, et donc comme χFuku, cette formule n’est pas correcte pour les
modèles à une seule bande.

Cela peut paraître surprenant que la formule de Fukuyama, pourtant dérivée à partir du ha-
miltonien le plus général pour un électron dans un potentiel périodique Ĥ = P̂ 2

2m + V (r̂) donne une
réponse erronée pour un modèle aussi simple. Comme Fukuyama et ses co-auteurs le font eux-
même remarquer [41], cette différence est due à un effet de projection : à quel moment précise-t-on
que le modèle a une unique bande? Peierls le suppose dès le début du calcul, Fukuyama à la toute
fin, et Hebborn et Sondheimer lors d’une étape intermédiaire. Cela introduit dans la formule pro-
jetée des termes intrabandes qui nécessitent l’existence d’autres bandes dans le modèle pour être
bien définis. Cette approximation d’un espace de Hilbert de dimension infinie vers un espace de di-
mension finie induit des projections, qui peuvent résulter en l’apparition de termes non-séparables
dans le hamiltonien du système, inexistants dans un hamiltonien microscopique.

Pour cette raison, les modèles à une bande étant « les plus projetés », on s’attend à ce que les ré-
sultats entre les deux formules soient les plus différents. Nous verrons que l’accord avec les modèles
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FIGURE 5.6 – Résultats des trois formules pour la susceptibilité orbitale du modèle à une bande
sur réseau triangulaire : formule de Landau-Peierls, Fukuyama et Hebborn-Sondheimer. En

pointillés noirs est tracé le résultat de la méthode numérique via le papillon de Hofstadter, en
parfait accord avec la susceptibilité de Landau-Peierls.

deux bandes entre la susceptibilité de Fukuyama et la susceptibilité numérique est bien meilleure
(cf. FIG. 7.11)

Conclusion
Après avoir redonné les étapes de la démonstration de la formule de Peierls (aussi appelée sus-

ceptibilité de Landau-Peierls) pour les modèles à une bande, nous avons appliqué cette formule au
cas d’un modèle simple sur réseau carré. Le résultat est en tout point semblable à celui obtenu par
une approche numérique au CHAP. 3. Nous avons enfin proposé une comparaison entre l’expression
de Peierls et les formules ultérieures de Hebborn et Sondheimer, et Fukuyama sur un réseau trian-
gulaire. Le caractère non-séparable du réseau a permis de différencier les différentes formulations ;
la conclusion étant que la susceptibilité d’un modèle à une bande est bien décrit par la formule de
Peierls. Dans la suite, l’objectif sera de généraliser la formulation de Peierls à plusieurs bandes,
tout en étant sûr de retrouver l’expression correcte pour les modèles à une bande.
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Chapitre 6

Théorie de perturbation
invariante de jauge

Après le résultat de Peierls, plusieurs travaux ont tenté de le généraliser aux modèles multi-
bandes, mais il a cependant fallu attendre plusieurs décennies avant d’obtenir des formules gé-
néralisant le terme χLP qui soient utilisables, compactes, et qui se prêtent à une interprétation
physique au moins partielle.

Nous l’avons déjà mentionné, mais rappelons que le calcul de la susceptibilité de Pauli liée
au magnétisme de spin ne présente pas de difficultés même dans le cas d’un modèle multibandes
puisque celle-ci est simplement proportionnelle à la densité d’états sans champ magnétique. Avec
plusieurs bandes d’énergie, il suffit de sommer les contributions de chacune des bandes. De même,
généraliser les deux premières contributions du résultat de Peierls χ1 (liée à la variation d’énergie
de l’orbitale atomique) et χ2 (liée à la modification de l’amplitude de saut) ne pose pas de problème
conceptuel, ces contributions étant intrinsèques à chacune des bandes. C’est la généralisation de
χLP qui va attirer notre attention dans la suite du manuscrit, celle-ci faisant apparaître des termes
de couplage entre bandes rendant son calcul explicite délicat.

Nous allons présenter une théorie de perturbation en champ magnétique originale, permettant
de travailler avec des quantités indépendantes de la jauge choisie pour le potentiel vecteur. Cette
méthode de perturbation est a priori valide à tout ordre, nous montrerons dans les parties suivantes
comment cette méthode permet de dériver l’aimantation spontanée et la susceptibilité magnétique
orbitale d’un système, qu’il soit cristallin ou non. Cette théorie de perturbation et la formule de
susceptibilité résultante peuvent également être lus dans [123].

Nous noterons les hamiltoniens et fonctions de Green dépendantes du champ magnétique en
capitales (Hk ou G), et celles du système sans champ en minuscules (h et g).

Enfin, dans ce chapitre, la lettre g sera utilisée pour la fonction de Green g et ses éléments de
matrice gij , à ne pas confondre avec le tenseur métrique gij absent ici, qui ré-apparaîtra dans les
prochains chapitres.
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FIGURE 6.1 – Φjki est un paramètre sans dimension proportionnel au flux magnétique à travers
l’aire d’un triangle (ijk). Sur cette figure sont représentés les deux types de termes apparaissant

dans le développement (6.12).

6.1 Hamiltonien et phases
Partons d’un hamiltonien liaisons fortes en présence d’un champ magnétique, où l’on a pris en

compte la seule contribution provenant de la substitution de Peierls (c’est-à-dire en introduisant la
phase de Peierls) :

Ĥ(B) =
∑
i,j

tije
iθij |i〉 〈j| (6.1)

où les phases θij ont été définies au chapitre 3. Définissons

Φijk = θij + θjk + θki =
e

~

∮
ijk

A(r) · dl =
e

~

∫∫
ijk

B · dS. (6.2)

Si θij dépend de la jauge, Φijk n’en dépend pas d’après la formule de Stokes puisque Φijk est pro-
portionnel au flux magnétique dans le triangle orienté (ijk) (cf. FIG. 6.1). Cette quantité s’écrit
explicitement en coordonnées cartésiennes :

Φijk =
eB

2~
[(xi − xk)(yk − yj)− (yi − yk)(xk − xj)] . (6.3)

On retiendra que Φijk est proportionnel au champ magnétique.

6.2 Théorie de perturbation
Écrivons le grand potentiel en présence d’un champ magnétique à l’aide de la densité d’états

(DOS) ρ(E,B) du système :

Ξ(T, µ,B) = −T
∫ +∞

−∞
ln
(

1 + e−(E−µ)/kBT
)
ρ(E,B) dE. (6.4)

En introduisant la fonction de Green retardée G par

G =
(
E − Ĥ+ iη

)−1

(6.5)
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où η → 0, il est possible d’exprimer facilement la densité d’état en fonction de G :

ρ(E,B) = − 1

π
=mTr G(E,B). (6.6)

Formuler une théorie de perturbation pour Ξ revient donc à en trouver une pour la fonction de Green
G(B). Pour cela, il est possible de développer simplement G(B) en puissances de g = G(B = 0).
Cependant, le résultat obtenu ainsi que la procédure sont dépendantes de la jauge du potentiel
vecteur choisie. 1 Une astuce pour contourner ce problème consiste à définir une fonction de Green
modifiée g̃ qui dépend du champ magnétique : [19, 23]

g̃ij = eiθijgij . (6.7)

On développe ensuite G en fonctions de g̃, et ce développement sera indépendant de jauge comme
nous allons le voir. On réintroduit g à la fin de la procédure, ce qui laisse des expressions explicite-
ment invariantes de jauge pour les éléments diagonaux de la matrice G qui sont les seuls à entrer
dans le calcul de la DOS (6.6).

Par définition de la fonction de Green, suivi d’un calcul élémentaire, on peut montrer la suite
d’égalités

G−1(E) = E − Ĥ = (1− T )g̃−1 (6.8)

avec T valant :
Tij = eiθij

∑
k

(
eiΦikj − 1

)
tikgkj . (6.9)

L’équation (6.8) fournit un développement en puissances de l’opérateur T pour la fonction de Green
en champ magnétique

G(E) = (E − Ĥ)−1 = g̃(1− T )−1 = g̃
∑
n>0

T n. (6.10)

Remarquons cependant que les puissances de l’opérateur T ne correspondent pas directement à des
puissances du champ magnétique :, soient G(1) et G(2) les ordres 1 et 2 en champ magnétique. Dans
le calcul de la trace de G n’interviennent que les éléments diagonaux, (6.10) permet ainsi d’écrire

G(1)
ii = i

∑
jk

Φjki gij tjk gki (6.11)

et
G(2)
ii =− 1

2

∑
jk

Φ2
jki gij tjk gki −

∑
jklm

ΦjklΦlmi gij tjk gkl tlm gmi, (6.12)

où G(1)
ii ∝ B et G(2)

ii ∝ B2. Contrairement aux éléments hors-diagonaux, les G(m)
ii (m ∈ N) ne dé-

pendent pas de la jauge. L’ordre 2 G(2)
ii du développement en B contient deux termes qui proviennent

de deux puissances différentes en T .
En utilisant (6.3) dans les équations (6.11) et (6.12), on fait apparaître des produits d’opérateurs

avec des valeurs propres d’opérateurs positions x̂ et ŷ, qui peuvent s’écrire

x̂ =
∑
i

xi |i〉 〈i| et ŷ =
∑
i

yi |i〉 〈i| . (6.13)

1. Dans les cristaux, cette méthode a aussi le défaut de briser l’invariance par translation puisque les phases dépendent
explicitement de la position.
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Après quelques lignes de calculs élémentaires, G(1)
ii et G(2)

ii peuvent s’exprimer comme des commu-
tateurs de h, g, x̂ et ŷ. Afin de simplifier les notations, notons

Ôx = − i
~

[x̂, Ô], (6.14)

et de façon équivalente Ôy si Ô est un opérateur. Ce commutateur algébrique correspond, dans le
cas des cristaux, à une dérivée dans l’espace réciproque pour la représentation Ok de Ô. Le cas
particulier où Ô est le hamiltonien définit les composantes de l’opérateur vitesse

v̂x = ˙̂x = − i
~

[x̂, h] et v̂y = ˙̂y = − i
~

[ŷ, h]. (6.15)

Avec ces notations, on montre que (6.11) et (6.12) s’écrivent

G(1)
ii = − ieB

2~
(ghxgy − ghygx)ii (6.16)

et

G(2)
ii = −e

2B2

8~2
[g(hxxgyy + hyygxx − 2hxygxy + 2 (hxgy − hygx)

2
)]ii . (6.17)

Le dernier terme de (6.17) ressemble au carré de la correction d’ordre 1, il correspond au terme de
Van Vleck de la physique atomique.

Si nous n’avons donné que les expressions des deux premiers ordres, il est également possible
de calculer les ordres supérieurs. Cette théorie de perturbation présente l’avantage de conserver
l’invariance de jauge pour les éléments diagonaux de la fonction de Green à tous les ordres. De
plus, celle-ci se base sur un hamiltonien de liaisons fortes avec la substitution de Peierls, mais ne
nécessite pas la notion de cristal, c’est-à-dire l’invariance par translation : elle est valable sur des
systèmes désordonnés ou quasi-cristallins par exemple.

6.3 Définitions et propriétés

Dans les parties suivantes, nous allons manipuler les fonctions de Green et les intégrales sur
l’énergie et les vecteurs d’onde afin de dériver les expressions de l’aimantation et de la susceptibilité.
Définissons quelques notations, et rappelons des propriétés utiles.

Trace

Pour les systèmes cristallins, la trace d’un opérateur peut s’écrire à l’aide d’une intégrale sur la
première zone de Brillouin dans l’espace réciproque :

Tr Ô =

∫∫
BZ

tr {Ok}
d2k

4π2
=
∑
n

∫∫
BZ

Onk
d2k

4π2
(6.18)

où tr est l’opérateur de trace partielle sur les bandes indicées par n ∈ N.
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Relation d’équivalence

Pour simplifier les calculs, nous définissons la relation d’équivalence entre deux opérateurs sui-
vante :

â ∼= b̂ ⇐⇒ Tr â = Tr b̂ ⇐⇒
∫∫

BZ

tr {ak}
d2k

4π2
=

∫∫
BZ

tr {bk}
d2k

4π2
. (6.19)

En particulier, deux expressions obtenues par intégration par parties dans l’espace réciproque sont
équivalentes pour ∼=, propriété que l’on utilisera fréquemment (les termes tout intégrés étant tou-
jours nuls). De plus, âb̂ ∼= b̂â puisque la trace est cyclique. 2

Fonction de Green

Enfin, on mettra à profit quelques propriétés de la fonction de Green

∂g

∂E
=

∂

∂E

(
1

E − h

)
= −g2, (6.20)

et de sa version dans l’espace réciproque

∂gk
∂kx

=
∂

∂kx

(
1

E − hk

)
= gkh

x
kgk, (6.21)

qui devient dans l’espace réel

gx = − i
~

[x̂, g] = ghxg. (6.22)

6.4 Aimantation spontanée
L’aimantation spontanée d’un système s’obtient en introduisant le résultat (6.16) de la théorie

de perturbation au premier ordre dans la définition (1.9) utilisée avec (6.4) et (6.6). Alors

M0 = − 1

S

∂Ξ

∂B

∣∣∣∣
B=0

=
kBT

S

∫ ∞
−∞

ln
(

1 + e−(E−µ)/kBT
) ∂ρ

∂B
(E,B = 0) dE

= −kBT

πS
=m

∫ ∞
−∞

ln
(

1 + e−(E−µ)/kBT
)

Tr

{
− ie

2~
(ghxgy − ghygx)

}
dE

=
iekBT

2~πS
=m

∫ ∞
−∞

ln
(

1 + e−(E−µ)/kBT
)

Tr {ghxgy − ghygx} dE.

(6.23)

(6.24)

(6.25)

(6.26)

Comme la théorie de perturbation, l’équation (6.26) est une expression générale de l’aimantation
spontanée d’un système en termes de ses fonctions de Green, et n’est pas restreinte au cas des
cristaux. Ne faisant intervenir que des commutateurs, elle s’applique aussi aux systèmes non pé-
riodiques.

Cependant, dans le cas des cristaux il est possible de trouver une expression en termes des
grandeurs géométriques comme la courbure de Berry. En effet, en utilisant les expressions de g,

2. On supposera être en dimension finie. En dimension infinie, cela n’est plus vrai comme le montre Tr
[
x̂, P̂x

]
=

Tr (i~) 6= 0.
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Ωnk et mnk en termes des fonctions unk, l’annexe B montre que l’aimantation peut s’écrire :

M0 =
∑
n

∫ [
nF(Enk)mnk +

ekBT

~
ln
(

1 + e−β(Enk−µ)
)

Ωnk

]
d2k

4π2
. (6.27)

L’équation (6.27) est identique aux formules dérivées en 2005 par deux groupes avec des méthodes
indépendantes [145, 158], maintenant bien établies et utilisées dans les calculs ab initio. Cette
expression est à l’origine de la « théorie moderne de l’aimantation », voir [144] pour un article de
revue sur le sujet.

L’équation (6.27) montre que l’aimantation spontanée peut avoir deux sources différentes : la
première est un terme de mer de Fermi, où on somme tous les moments magnétiques orbitaux mnk

des électrons dans les bandes remplies. Le second est relié à la courbure de Berry, caractérisant la
géométrie de l’espace des bandes. Il peut être interprété comme un magnétisme dû aux fonctions
de Wannier sur les bords du cristal. [145]

Dans le cas très courant où le modèle est symétrique par renversement du temps, la courbure
de Berry et le moment magnétique orbital sont impairs en k. L’aimantation spontanée du système
est donc nulle, et il faut aller à l’ordre suivant en champ magnétique pour connaître la réponse à
un champ extérieur.

6.5 Susceptibilité orbitale
Intéressons-nous maintenant à l’ordre 2 de la théorie de perturbation. En utilisant (6.17), la

susceptibilité peut s’écrire :

χRPFM = −µ0

S

∂2Ξ

∂B2

∣∣∣∣
B=0

= −µ0

S

kBT

π
=m

∫ ∞
−∞

ln
(

1 + e−(E−µ)/kBT
)

Tr
∂2G(2)

∂B2

∣∣∣∣
B=0

dE

= −µ0

S

kBT

π

(
− 2e2

8~2

)
=m

∫ ∞
−∞

ln
(

1 + e−(E−µ)/kBT
)

Tr {Γ} dE

(6.28)

(6.29)

(6.30)

où
Γ = ghxxgyy + ghyygxx − 2ghxygxy + 2g (hxgy − hygx)

2
. (6.31)

La notation χRPFM sera utilisée dans ce manuscrit pour distinguer les différentes formulations et
approches de la susceptibilité orbitale. Lorsqu’aucune confusion ne sera possible, nous la noterons
simplement χorb.

L’objet de cette partie va être de trouver une expression satisfaisante pour la susceptibilité orbi-
tale, et précisément, nous allons montrer que celle-ci peut s’écrire

χRPFM = −µ0e
2

12~2

=m

πS

∫ ∞
−∞

nF(E)Tr {ghxxghyy − ghxyghxy − 4(ghxghxghyghy − ghxghyghxghy)} dE .

(6.32)

Pour ce faire, le calcul sera décomposé en deux étapes : une première pour éliminer le logarithme
dans l’intégrale (6.30), puis une seconde pour réécrire le terme dans la trace de façon symétrique.
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Étape n◦1

L’objet de cette étape est d’écrire le terme dans la trace de (6.17) comme une dérivée totale de
l’énergie. En utilisant les propriétés des dérivées des fonctions de Green, Γ peut se développer en
trois termes :

Γ = ghxxgyy + ghyygxx − 2ghxygxy + 2g (hxgy − hygx)
2

= g (hxxghyy + hyyghxx − 2hxyghxy) g

+ 2g (hxxghyghy + hyyghxghx − hxyghxghy − hxyghyghx) g

+ 2g (hxghyghxghy − hxghyghyghx − hyghxghxghy + hyghxghyghx) g.

(6.33)

(6.34)

(6.35)

(6.36)

Le premier terme (6.34) noté Γ1 se réécrit facilement comme une dérivée totale de E :

Γ1 = g (hxxghyy + hyyghxx − 2hxyghxy) g = − ∂

∂E
(hxxghyyg − hxyghxyg) . (6.37)

Le reste demande un peu plus de manipulations, en particulier des intégrations par parties dans
l’espace réciproque sur kx et ky. Remarquons que

ghxxghyghyg ∼= −g (2hxghxghyghy + hxghxyghy + hxghyghxghy + hxghyghxy + hxghyghyghx) g

ghyyghxghxg ∼= −g (2hyghyghxghx + hyghxyghx + hyghxghyghx + hyghxghxy + hyghxghxghy) g,

ce qui permet de réécrire (6.35) et (6.36) comme la somme Γ2 + Γ3 d’expressions :

Γ2 = −2g (hxghxyghy + hxghyghxy + hyghxyghx + hyghxghxy + hxyghxghy + hxyghyghx) g

Γ3 = −4g (hxghxghyghy + hyghyghxghx + hyghxghxghy + hxghyghyghx) g.

(6.38)

(6.39)

Ces deux termes peuvent s’écrire comme des dérivées totales :

Γ2 = 2
∂

∂E
(ghxyghyghx + ghxyghxghy)

Γ3 =
∂

∂E
(4ghxghxghyghy) .

(6.40)

(6.41)

Ainsi on peut factoriser la trace,

Tr {Γ} =
∂

∂E
Tr {∆} (6.42)

avec
∆ = −ghxxghyy + ghxyghxy + 2ghxy(ghyghx + ghxghy) + 4ghxghxghyghy. (6.43)

À l’aide d’une intégration par parties sur l’énergie, on fait donc disparaître le logarithme dans
la susceptibilité 3, celle-ci peut s’exprimer avec des produits d’au plus quatre fonctions de Green :

χRPFM = −µ0e
2

S~2

kBT

4π
=m

∫ ∞
−∞

(
− 1

kBT
nF(E)

)
Tr Λ dE

=
µ0e

2

S~2

1

4π
=m

∫ ∞
−∞

nF(E) Tr ∆ dE.

(6.44)

(6.45)

3. Le terme tout intégré étant nulle à cause de la décroissance des fonctions de Green en ±∞.
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Étape n◦2
Si la formule précédente est correcte et de portée générale, son expression n’est pas totalement

satisfaisante pour notre objectif de mettre en évidence les effets interbandes. La formulation à une
bande étant connue (cf. (5.18)), on cherche un expression qui la généralise de façon « naturelle », en
explicitant la contribution des autres bandes.

Une telle formulation s’obtient avec des manipulations sur Tr ∆, en particulier des intégrations
par parties dans l’espace réciproque. Utilisons les égalités suivantes :

ghxyghyghx ∼= −ghxghyghyghx − ghyghxghyghx − ghyghxyghx − ghyghyghxghx − ghyghyghxx

ghxyghxghy ∼= −ghyghxghxghy − ghxghyghxghy − ghxghxyghy − ghxghxghyghy − ghxghxghyy

ghxghxghyy = gxhxghyy ∼= −ghxxghyy − ghxghxghyy − ghxghxxy

ghyghyghxx = gyhyghxx ∼= −ghxxghyy − ghyghyghxx − ghyghxxy.

(6.46)

(6.47)

(6.48)

(6.49)

En combinant ces quatre relations, nous obtenons l’identité

3ghxy(ghyghx + ghxghy) ∼= ghxxghyy − ghxyghxy − 4ghxghxghyghy − 2ghxghyghxghy. (6.50)

Et en utilisant (6.50) dans l’expression (6.43) de ∆, on obtient

∆ = −1

3
(ghxxghyy − ghxyghxy) +

4

3
ghxghxghyghy − 4

3
ghxghyghxghy

= −1

3
(ghxxghyy − ghxyghxy − 4(ghxghxghyghy − ghxghyghxghy)) .

(6.51)

(6.52)

Finalement, en insérant ce résultat dans l’expression (6.45) de χRPFM, on retrouve le résultat an-
noncé au début de la section, à savoir (6.32).

La théorie de perturbation précédente, et l’équation (6.32), notée RPFM dans la suite du ma-
nuscrit, font partie des résultats centraux de ce travail de thèse. De façon similaire à l’aimantation
orbitale, cette formule est également valable dans le cas d’un système non cristallin. En effet, il
est possible (même si très fastidieux) d’obtenir ce résultat en ne manipulant que les commutateurs
des fonctions de Green et dérivées du hamiltonien dans l’espace réel, sans faire appel à l’espace
réciproque. En particulier, on pourra l’appliquer dans le cas de molécules, rubans, ou systèmes
désordonnés.

Généralisation de la formule de Peierls
L’expression (6.32) a la propriété que l’on recherchait initialement, c’est-à-dire qu’elle généralise

« naturellement » la formule de Peierls donnée dans le chapitre précédent. En effet, le premier
terme a exactement la même structure, où l’on a remplacé les dérivées secondes de la relation
de dispersion par celles du hamiltonien, et à une bande le terme de droite disparaît puisque les
scalaires commutent. Si les matrices en jeu étaient diagonales, ce premier terme serait exactement
la somme sur toutes les bandes de la contribution de Peierls. Le fait que le produit fasse intervenir
des éléments non-diagonaux révèle la présence d’un couplage interbandes.

Équivalence avec la formule GSS
En utilisant une nouvelle fois (6.50), il est facile de montrer l’équivalence entre (6.32) et l’ex-

pression dérivée par Goméz-Santos et Stauber (4.2).
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En particulier, notre formule n’est pas équivalente à celle de Fukuyama [41]. Cela provient du
point de départ de la dérivation : par hypothèse, nous étudions des hamiltoniens de liaisons fortes,
qui peuvent avoir des termes croisés non nuls hxy 6= 0 (systèmes non-séparables) et se limitent à
un nombre fini de bandes. Rappelons que ceci est fondamentalement différent du point de départ
microscopique de Fukuyama, qui démontre son résultat à partir d’un hamiltonien à un électron en
P̂ 2/2m+ V (r̂) possédant par définition une infinité de bandes.

Conclusion
L’objectif de ce chapitre a été la dérivation d’une théorie de perturbation invariante de jauge

en champ magnétique. Nous avons calculé l’ordre 1 (l’aimantation) et l’ordre 2 (la susceptibilité
orbitale), résultats écrit en termes de fonctions de Green (retardées). Dans la suite du manuscrit ,
nous allons appliquer ces formules à l’étude de modèles multibandes afin de mettre en évidence les
effets de couplage interbandes.
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Chapitre 7

Magnétisme orbital des modèles à
deux bandes

Dans ce chapitre, le plus long du manuscrit, nous allons dériver une formulation géométrique
de la susceptibilité orbitale pour les modèles à deux bandes, ceux-ci étant les plus pertinents pour
sonder les effets interbandes sur la susceptibilité. 1 Cette formulation, avec les différentes contribu-
tions χLP, χg, χΩ et χ̃g permettra de détailler de nombreuses conséquences des effets géométriques
du hamiltonien sur la susceptibilité orbitale. Nous illustrerons cette formule sur divers modèles,
présentant ou non une symétrie chirale, qu’ils soient isolants ou semi-métalliques, avec éventuel-
lement des nombres d’enroulements non nuls. Dans la dernière section, on s’intéresse aux modèles
sans symétrie chirale dont le spectre présente une bande plate : ce sont des modèles très utiles pour
étudier l’aspect géométrique de la susceptibilité, la contribution du spectre de cette bande étant
nulle.

7.1 Position du problème
Un modèle à deux bandes est caractérisé par une matrice hamiltonienne que l’on peut toujours

écrire sous la forme
Hk = E0,k1 + Eknk · σ, (7.1)

avec nk = (nx, ny, nz) un vecteur dépendant de k de norme 1, et σ = (σx, σy, σz) le vecteur des
matrices de Pauli. Les énergies propres d’une telle matrice sont les Eαk = E0,k +αEk où α = ±1 est
l’indice de bande. 2 Ces valeurs propres sont associés aux vecteurs propres

|uαk〉 =
1

1 + α(2nz + 1)

(
nz + α

nx + iny

)
(7.2)

de projecteurs

Pαk =
1 + αnk · σ

2
. (7.3)

1. Comme illustré dans la Réf. [58], les études avec la prise en compte d’un grand nombre de bandes corrigent essentiel-
lement les phénomènes observés à deux bandes.

2. On conservera par la suite la notationEnk pour les considérations générales, etEαk pour le cas particulier des modèles
à deux bandes.
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Les quantités géométriques telles que la courbure de Berry et le tenseur métrique peuvent s’ex-
primer simplement en termes des dérivées du vecteur nk. Seule la composante selon Oz de la
courbure de Berry est non-nulle, et vaut :

Ωαk = α
nxk ∧ nyk · nk

2
= αΩk. (7.4)

Le tenseur métrique est quant à lui indépendant de la bande :

gαk,ij =
nik · njk

4
= gij . (7.5)

On définit l’inverse du tenseur métrique gij par gijgjk = δik.
À deux bandes, toutes les quantités géométriques sont directement reliées puisque le dévelop-

pement de (7.4) et (7.5) montre la relation

Ω2
k = 4(gxxgyy − g2

xy) = 4det gij . (7.6)

Enfin, le moment magnétique orbital se trouve être proportionnel à la courbure de Berry :

mαk =
e

~
αEkΩαk =

e

~
EkΩk . (7.7)

Comme le tenseur métrique, celui-ci ne dépend pas de la bande α. La fonction de Green (à ne pas
confondre avec le tenseur métrique gij) est diagonale dans l’espace réciproque :

g(E) =
∑
αk

gαk(E)Pαk =
∑
αk

1

E − Eαk
Pαk. (7.8)

7.2 Susceptibilité orbitale géométrique à deux bandes
Comme nous l’avons signalé, nous allons nous limiter à des modèles à deux bandes de systèmes

bidimensionnels afin d’avoir des expressions de susceptibilités les plus facilement interprétables, et
qui illustrent très bien les couplages interbandes. La susceptibilité calculée par notre méthode sera
notée χorb excepté lorsqu’on cherchera à la comparer à d’autres formulations, et nous la noterons
χRPFM.

Pour un modèle à deux bandes, il est possible de simplifier l’expression (6.32) en faisant dispa-
raître les fonctions de Green, et l’intégrale sur l’énergie. La formule résultante sera alors écrite en
termes d’intégrales sur la première zone de Brillouin. Comme pour la formulation avec les fonc-
tions de Green, des intégrales par parties peuvent permettre d’écrire des formules différentes mais
équivalentes.

Partons de (6.32)

χRPFM = −µ0e
2

12~2

=m

πS

∫ ∞
−∞

nF(E)

∫∫
BZ

{Uk(E) + Vk(E)} d2k

4π2
dE (7.9)

où on a défini
Uk(E) = tr {ghxxghyy − ghxyghxy}
Vk(E) = −4tr {ghxghxghyghy − ghxghyghxghy} .

(7.10)

(7.11)
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Dans l’annexe C, on montre que la susceptibilité peut se décomposer sous la forme :

χ2b
orb = χLP + χΩ + χg + χ̃g (7.12)

où les différents termes sont :

• la susceptibilité de Landau-Peierls χLP (somme des contributions de chacune des bandes)

χLP =
µ0e

2

12~2

∑
α=±1

∫∫
BZ

n′F (Eαk)
(
Exxα Eyyα − (Exyα )

2
) d2k

4π2
; (7.13)

• la susceptibilité χΩ contrôlée par la courbure de Berry (ou mαk d’après (7.7))

χΩ =
µ0e

2

~2

∑
α=±1

∫∫
BZ

(
−n′F (Eαk) + α

nF (Eαk)

Ek

)
E2
kΩ2

k

d2k

4π2
; (7.14)

• la susceptibilité χg caractérisée par le tenseur métrique gij et son inverse gij

χg =
µ0e

2

2~2

∑
α=±1

∫∫
BZ

−αnF (Eαk)

Ek
∂j
(
E2
k∂i
(
det(g)gij

)) d2k

4π2
; (7.15)

• et la susceptibilité χ̃g également caractérisée par gij , mais nulle si le système possède une
symétrie particule-trou

χ̃g =
µ0e

2

~2

∑
α=±1

∫∫
BZ

det(g)gijEi0

[(
n′F (Eαk)− αnF (Eαk)

Ek

)
Ej0 + αn′F (Eαk)Ej

]
d2k

4π2
. (7.16)

Bien sûr, comme nous l’avons déjà précisé, ce découpage est un découpage parmi d’autres pos-
sibles. Au cours de ce travail de thèse nous avons rencontré différentes façons d’écrire la suscep-
tibilité, entre autre celui de la Réf. [49], similaire au découpage historique de Blount [16]. Notre
première dérivation de la susceptibilité (dans le cas de modèles respectant la symétrie chirale) a
fait apparaître également une formulation différente mais équivalente [123].

Nous avons ici choisi de ne présenter qu’un seul découpage, celui présentant probablement le
plus grand intérêt physique. [117] Les arguments principaux sont que :

• la structure χorb = χLP + χinter met en évidence les contributions interbandes ;

• chacun des termes est (relativement) simple. Ceux-ci ne font intervenir que la fonction de
Fermi et sa dérivée (contrairement à la Réf. [123] qui utilise la dérivée seconde également) ;

• chaque terme séparément vérifie la règle de somme (3.37), contrairement aux termes de la
Réf. [49] pour laquelle des contribution sont non-nulles même lorsque tout les états sont rem-
plis ;

• le comportement de chacun des termes est guidé par les symétries du modèle :

(?) si le modèle respecte la symétrie particule-trou (par exemple avec une symétrie chirale),
E0,k = 0, donc χ̃g = 0 ;

(?) si le modèle respecte la symétrie d’inversion et la symétrie par renversement du temps,
χΩ = 0.
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Lien avec la formulation de Gao, Chang et Niu

Il est particulièrement intéressant de comparer le découpage proposé avec celui de la Réf. [49].
Cette comparaison est détaillée dans l’annexe D où nous esquissons la méthode semi-classique uti-
lisée pour calculer la susceptibilité orbitale. On montre en particulier que les deux résultats sont
équivalents (à un facteur numérique près). Ce travail a été fait de façon contemporaine à nos tra-
vaux. Leur expression est intéressante, parce qu’elle cherche à faire le lien avec le magnétisme
d’atomes libres, en identifiant des contributions dites de Langevin (ou Larmor) et de Van Vleck.
Elle souffre cependant de quelques limitations, en particulier elle ne permet pas de retrouver la
susceptibilité de Landau-Peierls avec leur formalisme. Leur expression est très proche de celle pro-
posée par Blount dans la seconde moitié du XXe siècle. [16]

7.3 Applications à des modèles avec symétrie particule-trou

Nous avons obtenu une formule présentant l’avantage de mettre en évidence les effets inter-
bandes, et sur laquelle se traduisaient aisément les symétries du modèle choisi. Il est maintenant
temps de la mettre en application sur une large gamme de modèles, l’objectif étant d’expliquer les
différents comportements observés, plus riches que sur les systèmes à une seule bande.

Ici, on s’intéresse tout d’abord aux modèles où la symétrie particule-trou est respectée, ce qui
a pour conséquence χ̃g = 0 : seuls les termes χLP, χg et χΩ contribueront à la susceptibilité. Ces
modèles sont très fréquents en physique théorique de la matière condensée, car faciles à étudier.
De plus, l’ajout d’un terme proportionnel à la matrice unité dans le hamiltonien n’a pas d’effet sur
les propriétés géométriques du hamiltonien puisqu’il ne modifie pas ses fonctions propres. Nous
étudierons quelques-uns de ces modèles dans un second temps dans le cas particulier de bandes
plates.

7.3.1 Modèles sur réseau carré

Une méthode très simple pour obtenir un modèle à deux bandes à partir du modèle sur réseau
carré du CHAP. 5 est de remplir le réseau avec deux types d’atomes, dont les orbitales ont des
énergies différentes. Quitte à soustraire au hamiltonien une matrice proportionnelle à la matrice
unité, on peut supposer que les énergies sur site sont opposées de valeur ∆. Supposons de plus une
asymétrie dans les amplitudes de probabilité de saut entre plus proches voisins, comme indiqué sur
la FIG. 7.1. Cette dernière hypothèse permettra d’interpoler entre deux modèles bien connus : un
modèle sur réseau carré et le modèle de briques ; proche du réseau nid d’abeille du graphène. Cela
a été récemment implémenté dans une simulation quantique à base d’atomes froids afin de mettre
en évidence la fusion de points de Dirac (phénomène que l’on reverra ci-dessous). [143]

La matrice hamiltonienne du modèle limité aux plus proches voisins peut s’écrire Hk = Eknk ·σ
avec

Eknk = t

 2 cos(kxa) + (1 + λ) cos(kya)

(1− λ) sin(kya)

∆

 où λ =
t′

t
. (7.17)
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FIGURE 7.1 – À gauche : réseau de briques (avec un motif entouré en vert) ; on définit le
paramètre sans dimension λ = t′/t. À droite : spectre du modèle à deux bandes sur réseau carré
(λ = 1) tracé pour ∆ = 0.3t. Le minimum de la bande de conduction est atteint sur une ligne de

points et non des points isolés (à l’image d’un « chapeau mexicain »).

7.3.1.1 Réseau carré avec bande interdite (λ = 1)

Commençons par le cas λ = 1 où le réseau est carré. Si ∆ 6= 0, alors les sites du réseau ne
sont pas équivalents, et il s’agit d’un modèle à deux atomes par maille sur réseau carré. Ce modèle
respecte la symétrie par renversement du temps, la symétrie d’inversion, et la symétrie chirale.
En conséquence, χΩ = χ̃g = 0, c’est un modèle où la susceptibilité interbandes est uniquement
contrainte par le tenseur métrique. On peut écrire la susceptibilité sous la forme :

χorb = χLP + χg. (7.18)

Les différents termes de la susceptibilité sont représentés sur la FIG. 7.2. Alors que dans la litté-
rature le couplage interbandes est souvent sous-entendu comme la conséquence d’une courbure de
Berry non-nulle, ce système très simple est un exemple avec de forts effets interbandes (il suffit de
regarder la contribution χg de la FIG. 7.2 pour s’en convaincre) sans courbure de Berry ! [117] Ce fait
remarquable met en avant une quantité physique —le tenseur métrique— jusqu’ici peu considérée
dans la littérature, qui contrôle totalement les effets géométriques dans ce modèle.

Comparaison avec le modèle à une bande

On remarque que la susceptibilité est similaire à celle du modèle à une bande, mais avec une
nette différence à l’intérieur de la bande interdite. En effet, la susceptibilité est constante entre −∆

et ∆, ce qui est dû à la dépendance en la fonction de Fermi et sa dérivée de χorb : quel que soit µ
à l’intérieur de la bande interdite, nF est constante, et donc n′F nulle. Ceci explique en particulier
que χLP = 0 dans le gap ; la susceptibilité n’est pas qu’un effet de surface de Fermi, mais inclut
des contributions de la mer de Fermi, et quelles que soient les intégrations par parties réalisées,
celles-ci ne pourront pas faire disparaître le terme en nF.
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FIGURE 7.2 – Les différentes contributions de la susceptibilité orbitale sont tracées pour le
modèle à deux bandes sur réseau de briques (kBT = 0.005t) avec ∆ = 0.3t. De haut en bas : λ = 1

(modèle sur réseau carré), λ = 0.7 (intermédiaire) et λ = 0 (réseau de briques). Si λ = 1, la
courbure de Berry est nulle. Quand λ passe de 1 à 0, la contribution dominante des effets

interbandes passe de χg à χΩ.
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On remarque de plus que χg ne contribue de façon significative que lorsque µ est proche de l’in-
tervalle [−∆,∆], c’est-à-dire là où l’on s’attend à des couplages entre les deux bandes maximaux.
La contribution χg vient corriger la contribution de Peierls sur les bords du gap (E = ±∆), pour
donner une valeur constante à χorb dans le gap. Nous verrons que cette caractéristique est assez
rare en réalité : c’est souvent χΩ qui contribue majoritairement à la susceptibilité dans la bande in-
terdite. Que χg soit dominant est une particularité des modèles avec les symétries de renversement
du temps et d’inversion.

La contribution de Peierls donne quant à elle le comportement correct près des bords de bande
externes : une susceptibilité négative correspondant au résultat de Landau où la masse nue de
l’électron est remplacée par la masse de bande. Cependant, on observe un comportement original
près des bords de bandes bordant la bande interdite : la susceptibilité est —contre toute attente—
positive, et la réponse paramagnétique. Ceci est dû à la relation de dispersion atypique pour un
bord de bande : la valeur propre positive de (7.17) est par exemple

Ek =

√
∆2 + 4 (cos(kxa) + cos(kya))

2 (7.19)

d’où

Ei =
∂Ek
∂ki

= −a sin(kia)

√
E2
k −∆2

Ek
. (7.20)

On remarque que les deux dérivées selon kx et kx sont simultanément nulles en des points isolés de
la zone de Brillouin qui correspondent aux maxima d’énergie (kx = ky = 0 [π]), mais également sur
des lignes kxa+kya = π et kxa−kya = π qui correspondent aux minima. Avec une rotation de 45°des
axes kx et ky on comprend que le hessien (quantité géométrique caractéristique 3 de la surface
E(kx, ky) qui ne dépend pas du changement de coordonnées) est nul sur le bord de la bande interdite.
Une étude des dérivées du hessien montre que celui-ci est négatif proche des bords des bandes,
d’où une réponse paramagnétique pour la susceptibilité de Peierls. Ceci est un autre exemple de
singularité de Van Hove, ici le spectre n’a pas de point col, mais est parabolique dans une direction
et constant dans l’autre.

Évolution en fonction de λ [117]

Faisons varier le paramètre λ, et autorisons ainsi la courbure de Berry à être non-nulle (le
modèle perdant la symétrie d’inversion). La FIG. 7.2 montre l’évolution des différentes contributions
pour la susceptibilité orbitale pour une valeur intermédiaire de λ = 0.7.

On constate la diminution de χg au profit de χΩ. La contribution du terme χLP près des bords
de bandes internes change de signe, et devient négative, comme pour des bords de bande habituels.
Ceci montre la levée de dégénérescence des lignes d’extrema en fonction de λ vers des extrema
isolés.

7.3.1.2 Réseau de briques (λ = 0)

Lorsque λ = 0, le réseau obtenu est appelé « réseau de briques » ; c’est en quelque sorte le réseau
nid d’abeille du graphène avec des angles droits. Avec la présence de la bande interdite, ce modèle
est à comparer au nitrure de bore. Contrairement au réseau carré, celui-ci brise la symétrie par

3. On parle ici de la géométrie de la surface E(kx, ky), qui est une notion différente de la géométrie des états |unk〉 sur
le fibré de Bloch.
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FIGURE 7.3 – Tenseur métrique et courbure de Berry du réseau de briques. Les composantes gxx
et gyy ont une forme similaire, mais avec des valeurs maximales différentes ; elles sont toutes les
deux positives puisque ce sont des normes de vecteurs (gxx = 1

2n
x · nx par exemple). La courbure

de Berry est nettement plus localisé dans l’espace réciproque que le tenseur métrique.

inversion, et autorise une courbure de Berry non-nulle qui va alors contribuer à la susceptibilité
totale. On remarque que l’intégrande de (7.14) est le produit d’une combinaison de fonctions de
Fermi et d’un terme toujours positif. Lorsque −∆ 6 µ 6 ∆, seul le terme de mer de Fermi nF

contribue, qui donne nécessairement un terme positif.
Sur la FIG. 7.2, l’importance relative des différentes susceptibilités a maintenant changé : le

couplage interbandes est ici dominé par χΩ, au moins aux bords de bandes. Afin de visualiser leurs
variations typiques dans l’espace réciproque, les quantités géométriques (tenseur métrique et cour-
bure de Berry) sont tracées sur la FIG. 7.3. Si les deux composantes gxx et gyy sont nécessairement
positives, le signe de gxy n’est pas fixé. On remarque que la courbure de Berry est plus localisée
dans la zone de Brillouin que le tenseur métrique.

La susceptibilité totale a une forme très similaire à celle du nitrure de bore, comme nous le
verrons dans le paragraphe suivant.

7.3.2 Graphène et nitrure de bore

Le graphène a été l’un des premiers modèles auxquels nous avons appliqué notre formule de sus-
ceptibilité : si le magnétisme était déjà une thématique d’intérêt dans l’équipe qui m’a accueilli [27,
28, 36], le travail de Goméz-Santos et Stauber [55] a motivé une recherche plus approfondie sur
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FIGURE 7.4 – Réseau nid d’abeille des modèles à deux bandes. Pour le graphène, les liens entre
seconds voisins t2 sont nuls. En vert est entouré un motif.

la susceptibilité orbitale du graphène, et des cristaux en général [98, 122, 148], recherche dont ce
travail de thèse est issu. Une présentation des résultats expérimentaux relatifs au magnétisme or-
bital du graphène a déjà été donnée au CHAP. 4, mais nous reviendrons particulièrement sur une
expérience récente [81] à la lumière des résultats de cette section.

Modèle sur réseau nid d’abeille

Intéressons-nous à un réseau nid d’abeille formé d’un réseau de Bravais triangulaire avec deux
atomes par maille (atomes identiques pour le graphène ou différents pour le nitrure de bore), celui-
ci est représenté sur la FIG. 7.4.

En notant 2∆ la différence d’énergie des sites A et B, et en ne prenant en compte que les sauts
vers les plus proches voisins, le hamiltonien de Bloch peut s’écrire

h =

(
∆ tf(k)

tf?(k) −∆

)
(7.21)

où

f(k) =
∑
δi

eiδj ·k = eikya + 2e−ikya/2 cos

(√
3

2
kxa

)
(7.22)

et les trois vecteurs δj représentent les liens entre plus proches voisins A et B. Le modèle où ∆ 6= 0

est celui du nitrure de bore, et lorsque ∆→ 0 on retrouve celui du graphène. 4

À l’instar du modèle sur réseau carré, l’ouverture de la bande interdite est engendrée par la
brisure de la symétrie d’inversion en même temps que la brisure de la symétrie chirale (dans le
cas présent, le hamiltonien n’anti-commute plus avec σz dès que ∆ 6= 0), et autorise une courbure
de Berry non-nulle. On peut obtenir une expression simple de celle-ci, à condition de changer le

4. En réalité, pour obtenir une limite non-divergente pour la courbure de Berry, la susceptibilité du graphène ainsi que
des autres semi-métaux seront tracées avec une bande interdite, petite devant toutes les énergies du problème.
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FIGURE 7.5 – À gauche, le spectre du graphène sur une zone contenant la première zone de
Brillouin hexagonale. Le graphène a deux bandes qui sont dégénérées aux points K et K ′. Près de

ces points, la relation de dispersion est linéaire. À droite le spectre du nitrure de bore avec
∆ = 0.3t : une bande interdite s’est ouverte au niveau des points de Dirac de 2∆.

paramétrage du hamiltonien de Bloch [36] :

h = Eknk · σ = Ek

(
cosβ sinβe−iθ

sinβe+iθ cosβ

)
(7.23)

où Ek est le spectre de la bande α = +1 :

Ek =
√

∆2 + |f(k)|2. (7.24)

Le spectre Eαk = αEk est représenté sur la FIG. 7.5 pour le graphène (∆ = 0) et le nitrure de bore
(∆ = 0.3t). On voit en particulier que les deux bandes sont dégénérées aux points de Dirac, dont
deux points K et K ′ inéquivalents dans la première zone de Brillouin ; leur voisinage sont les deux
vallées du graphène. Près de ces points, la relation de dispersion est approximativement linéaire.

Géométrie des états de Bloch, et nombre d’enroulement

En choisissant comme vecteurs propres les

|u+k〉 =

(
cos(β/2)

sin(β/2)eiθ

)
et |u−k〉 =

( − sin(β/2)e−iθ

cos(β/2),

)
(7.25)

la connexion de Berry s’exprime simplement : [36]

Aαk = 〈uαk|∂kuαk〉 = −α sin2 β

2
∂kθ. (7.26)
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On en déduit la courbure de Berry

Ωαk = ∂k ∧Aαk =
α

2
∇k cosβ ∧∇kθ = −α

2
sinβ (∂xβ∂yθ − ∂yβ∂xθ) ez. (7.27)

À partir de la courbure, on peut calculer la phase de Berry le long d’un chemin CK entourant une
fois un point K :

Γα(CK) =

∮
CK

Aαk · dk = πWα(CK)(1− cosβ) (7.28)

où nous avons défini le nombre d’enroulement Wα(CK) du champ de vecteurs |uαk〉 autour de K par :

Wα(CK) = − α

2π

∮
CK

dθ. (7.29)

Celui-ci est un nombre topologique, c’est-à-dire qu’il ne varie pas si l’on déforme continûment CK :
en effet, il ne dépend que du nombre de zéros du champ de vecteurs enlacés par le chemin et de leur
multiplicité. C’est un entier, qui vaut ici Wα(CK) = α. Dans l’autre vallée (près de K ′), les nombres
d’enroulement (et donc les phases de Berry) sont opposés.

Dans le cas particulier du graphène, l’expression (7.27) suggère que sa courbure de Berry est
nulle pour tout k où θ est bien défini ; ceci étant attendu puisque le graphène respecte la symétrie
d’inversion. Lorsque le spectre est dégénéré (Ek = 0), le paramétrage (7.23) n’est plus valable car
la phase θ n’est plus définie. Pour comprendre ce qui se passe alors, revenons au calcul de la phase
de Berry : celle-ci tend vers une valeur finie πWα(CK) lorsque le gap tend vers zéro. Ce résultat
montre que la courbure de Berry ne peut être uniformément nulle pour le graphène. Comme elle
est nulle dès que k 6= 0, elle est singulière (et opposée) aux deux points de Dirac. Nous retiendrons
qu’il faut être prudent dans l’évaluation des quantités géométriques lorsque la structure de bandes
est dégénérée.

Susceptibilité orbitale du graphène
Commençons par le cas ∆ = 0 du graphène. Comme nous l’avons mentionné, la dégénérescence

du spectre autorise une courbure de Berry non nulle malgré la symétrie d’inversion, et χΩ n’est pas
nulle.

Les contributions χLP, χΩ et χg ainsi que le total sont tracés en fonction du potentiel chimique
sur la FIG. 7.6. Cette figure est en excellent accord avec le résultat de la Réf. [55], ainsi qu’avec
une approche numérique par le papillon de Hofstadter. 5 Alors que le résultat de la FIG. 7.6 pro-
vient d’une théorie de perturbation, la méthode numérique est construite sur une diagonalisation
exacte du hamiltonien liaisons fortes en présence d’un faible champ magnétique obtenu avec la
substitution de Peierls.

La caractéristique la plus flagrante de cette susceptibilité est sa grande valeur absolue en
µ = 0, qui diverge lorsque la température tend vers 0. Ce comportement ∝ 1/T a été prévu par
McClure [89] pour des fermions de Dirac à potentiel chimique exactement nul (cf. (1.46)) :

χMcC(µ, T ) =
3

4π
tn′F(0)χ0

µ=0
= − 3t

16πkBT
χ0. (7.30)

La FIG. 7.7 montre le résultat de notre prédiction à µ = 0, qui est qualitativement en accord avec la
loi de McClure ; cependant, et comme l’avait remarqué les auteurs de la Réf. [55], il y a un décalage

5. Tous les modèles étudiés analytiquement ont été vérifiés par une approche numérique comme décrite dans le CHAP. 3.
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FIGURE 7.6 – Susceptibilité du graphène et ses trois contributions en fonction du potentiel
chimique (kBT = 0.005t). On peut observer le plateau paramagnétique à χ ≈ 0.089χ0χ0. On observe

facilement que la règle de somme n’est pas respectée par χLP, ce qui est dû à la nullité de la
densité d’états à E = 0.

vertical constant, que l’on note χpl et qu’on appelle plateau paramagnétique. Il est facile de trouver
une expression analytique pour cette correction, qui est évaluée numériquement à [123]

χpl ≈ 0.089χ0, (7.31)

soit une valeur approximativement cinq fois plus grande que le diamagnétisme de Landau du bord
de bandes.

Si on s’éloigne de µ = 0 mais en restant dans son voisinage, la formule de McClure prédit une
susceptibilité nulle à T = 0 d’après (7.30). Nous observons une valeur positive, qui correspond au
plateau défini précédemment. Cette valeur constante, non prévue par la théorie de McClure, est
donc nécessairement une correction due au réseau cristallin sous-jacent.

À µ = ±t, on observe une divergence (logarithmique) vers +∞ qui correspond à des singularités
de van Hove dans la densité d’état [152] ; résultat similaire à la divergence de la susceptibilité du
modèle sur réseau carré à µ = 0. On note que la susceptibilité de Peierls prédit un tel effet, puisque
ceci est encodé dans la densité d’états et la courbure du spectre.

En dehors de ces singularités (|µ| > t), la susceptibilité suit qualitativement la susceptibilité de
Peierls, en convergeant sur les bords de bandes vers du diamagnétisme de Landau avec

χLandau = − µ0e
2

24πm?
= − χ0

16π
≈ −0.02χ0 (7.32)

où la masse de bande m? = 2~2/(3ta2) provient du développement quadratique du spectre proche
de µ = ±3t.

Le pic diamagnétique ainsi que le plateau paramagnétique n’étant pas prévus par la suscepti-
bilité de Peierls (tendant vers zéro en µ = 0 avec la densité d’états), ces effets sont à interpréter
comme des effets interbandes, effets qui se manifestent majoritairement à l’intérieur des singulari-
tés de Van Hove.
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FIGURE 7.7 – Susceptibilité du graphène à potentiel chimique nul en fonction de l’inverse de la
température. Résultat en accord avec la susceptibilité de McClure.

Pour terminer cette description, notons que la règle de somme (3.37) est vérifiée pour notre
calcul, mais ni pour χMcC, ni pour χLP séparément (nous reviendrons sur cette dernière dans le cas
du nitrure de bore). Bien que χMcC contienne des effets interbandes, et χLP des effets de réseau, la
susceptibilité totale n’est pas simplement la somme de ces deux contributions.

Pic diamagnétique : approche basse énergie

Si on s’intéresse particulièrement à la susceptibilité à potentiel chimique nul, il est possible de
linéariser le problème près du point de contact entre les bandes. En effet, McClure a utilisé un
spectre de Dirac, qui lui a permis de trouver les niveaux de Landau associés, et de remonter à
la susceptibilité via la formule d’Euler-MacLaurin. S’il a trouvé la divergence en température, sa
méthode n’a cependant pas permis de mettre en évidence le plateau paramagnétique. Koshino et
Ando [73] ont étendu ce calcul au nitrure de bore.

Une approche alternative consiste à linéariser le hamiltonien près d’un point k de l’espace réci-
proque et à calculer directement la susceptibilité grâce à son expression en termes des fonctions de
Green. Cette méthode a déjà été employée dans le passé à partir de la formule de Fukuyama pour le
graphite [127], le graphène bicouche [126], les électrons semi-Dirac [9], les électrons de Dirac. [38]

Dans l’exemple du graphène, on choisit les points de Dirac où les bandes se touchent comme
point de développement. Près d’un point K de position kD = (0, 4π/(3

√
3a)), écrivons q = k − kD, le

hamiltonien se linéarise en
h ≈ ~vF(qxσx + kyσy) = ~vFq · σ (7.33)

avec vF = 3ta/(2~) la vitesse de Fermi dans le graphène. La fonction de Green associée est alors

g(E) = (E − h)−1 ≈ E + vFqxσx + vFqyσy
E2 − v2

Fq
2

. (7.34)

Le hamiltonien étant linéaire, il est plus facile de choisir (4.2) comme point de départ de calcul de
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χorb, puisque le second membre est directement nul. Pour le premier, on a

tr {hxghyghxghyg} =
16v4

Fq
2
xq

2
y

(E − v2
Fq

2)4
− 2

(E2 − v2
Fq

2)2
. (7.35)

Il s’agit ensuite de calculer l’intégrale sur qx et qy, ce qui peut se faire en utilisant les coordonnées
polaires q et θ (q = qeiθ) :∫∫

BZ

tr {hxghyghxghyg} d2q

4π2
=

∫ ∞
0

q

[
16v4

Fq
2q2

(E − v2
Fq

2)4

∫ 2π

0

cos2 θ sin2 θ dθ − 2

(E2 − v2
Fq

2)2
2π

]
dq. (7.36)

Avec une décomposition de 1/(E2 − v2
Fq

2)n (n = 2 ou 4) en fractions rationnelles élémentaires, et un
changement de variable q̃ = vFq, les deux intégrales peuvent être calculées, ce qui donne :∫∫

BZ

tr {hxghyghxghyg} d2q

4π2
=

v2
F

3πE2
. (7.37)

Finalement, en utilisant (A.1),

χorb =
µ0e

2v2
F

6π~2
n′F(0) =

3χ0

4π
t n′F(0). (7.38)

On retrouve donc le résultat de McClure (7.30), et celui de Fukuyama [38] (puisque le terme cor-
rectif de χGSS ne contribue pas). Cette méthode ne permet pas non plus de retrouver le plateau
paramagnétique, et ce même en allant à l’ordre suivant dans le développement limité du hamilto-
nien près de K qui suffit pourtant pour calculer le hessien exact. Cela montre que la contribution
du plateau n’est pas une contribution de la surface de Fermi, mais une propriété qui dépend du
remplissage des bandes, et ne se retrouve pas avec une approximation locale du hamiltonien [59].

Niveaux de Landau et papillon de Hofstadter

Ce caractère fortement diamagnétique du graphène est surprenant, mais peut-être compris
énergétiquement à partir d’une analyse des niveaux de Landau de la relation de dispersion li-
néarisée près des points de Dirac, comme nous l’avons présenté dans la Réf. [122]. Essentiellement,
connaissant la relation de dispersion, la densité d’états du système sans champ, et les niveaux de
Landau, on découpe le spectre en « tranches » avec autant d’états que la dégénérescence des niveaux
de Landau, et on associe cette tranche d’états sans champ à un niveau de Landau. En répétant cette
opération sur tout le spectre, on obtient le résultat exact de la différence d’énergie avant et sans
champ magnétique (cf. FIG. 7.8). Alors que tous les autres niveaux donnent une variation d’éner-
gie négative, le premier niveau de Landau augmente l’énergie du système de sorte à dominer la
correction des autres niveaux : la réponse est donc gouvernée par le premier niveau. [122]

Le papillon de Hofstadter du graphène généralise l’approche précédente des niveaux de Lan-
dau limitée à la relation de dispersion linéarisée près des points de Dirac. Ayant été étudié par
Rammal [121], celui-ci est appelé spectre de Hofstadter-Rammal ; il est présenté sur la FIG. 7.9.
On observe des niveaux de Landau linéaire en bas et en haut du spectre. On observe également
des niveaux en racine carrée près de l’énergie nulle, qui correspondent aux niveaux d’un spectre
linéaire à champ nul, et en particulier le niveau à énergie nulle, qui est responsable de la forte
réponse diamagnétique comme nous venons de le voir.
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FIGURE 7.8 – Répartition des états du spectre à champ nul dans les niveaux de Landau du
graphène. Le niveau à énergie nulle fait augmenter l’énergie du système, tandis que les autres

niveaux apportent une petite contribution positive.

Variation en champ magnétique de la réponse orbitale
Nous avons donc vu que le graphène possède deux contributions qui se superposent à potentiel

chimique nul, à savoir le pic de McClure et le plateau paramagnétique. Le pic de divergence est
lié au hamiltonien effectif à basse énergie, alors que la contribution du plateau est un effet de ré-
seau. Cette divergence varie de plus avec la température, ce qui est inhabituel pour une réponse
magnétique issue d’une théorie linéaire (dans le CHAP. 4, nous avons rappelé que le diamagné-
tisme est très peu sensible à la température). La divergence anormale et la dépendance en T de la
susceptibilité suggère d’étudier son comportement à B et T finis.

Cas des fermions de Dirac L’expression analytique à température nulle de l’énergie de fer-
mions de Dirac a été dérivée en 2002 dans la Réf. [103] dans le contexte des cuprates, et les expres-
sions des différentes grandeurs thermodynamiques (en particulier l’aimantation) à température
nulle a été obtenue par Sharapov et al. [132] Montambaux, dans des notes non publiées, a montré
que le grand potentiel de fermions de Dirac à dopage nul pouvait être calculé pour toute valeur du
rapport kBT/εB à l’aide d’une sommation de Poisson : 6

Ξ(µ = 0, T, B) =
ε3B

4π2~2v2
F

∑
p>1

1

p3/2

∫ ∞
0

β/4

cosh2(βE/2)

(
1− 2S

(
2
√
p
E

εB

))
dE (7.39)

où εB = vF

√
2~eB et où S est l’intégrale de Fresnel définie par

S(x) =

∫ x

0

(
πt2

2

)
dt. (7.40)

Essentiellement, on peut retenir de l’expression (7.39) que le grand potentiel s’écrit

Ξ(µ = 0, T, B) ∝ ε4B
kBT

G

(
εB
kBT

)
(7.41)

6. Ce calcul, basé sur la connaissance des niveaux de Landau, peut-être généralisé au cas de spectres linéaires avec des
phases de Berry différentes, ce qui a été appliqué pour le α−T3 dans la Réf. [122] afin d’interpréter le changement de signe
de la susceptibilité.
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FIGURE 7.9 – Papillon de Hofstadter-Rammal du graphène. On trace tous les énergies pour
φ/φ0 = p/q avec 1 6 q 6 70 et 1 6 p 6 q. Les niveaux d’énergie sont en racine du champ près de

E = 0, et linéaires sur les bords de bandes ±3t.

où G est une fonction continue telle que G(0) = 1 et G(x) ∼
x→∞

1
x .

Du grand potentiel, on déduit l’aimantation et la susceptibilité en fonction du champ. Qualitati-
vement, on obtient donc :

(i) Si εB � kBT , alors Ξ(µ = 0, T, B) ∝ ε4B
kBT

, on obtient une aimantation ∝ B/T , et une suscepti-
bilité ∝ 1/T . C’est le régime dans lequel nous avons calculé la susceptibilité précédemment.

(ii) Si maintenant εB � kBT , c’est-à-dire qu’on se place dans le régime des oscillations quan-
tiques, 7 le grand potentiel est ∝ B3/2, donc l’aimantation ∝

√
B ; résultat qui implique une

divergence de la susceptibilité à champ nul !

À la lumière de ces résultats, on peut revenir sur l’analyse des résultats de la Réf. [81] présentés
sur la FIG. 4.3. À température nulle, cette expression s’accorde qualitativement avec les mesures
de la Réf. [81]. L’aimantation M(B) étant en racine carrée du champ, la susceptibilité est en 1/

√
B.

Dans le régime où kBT est l’énergie dominante, ils retrouvent une dépendance qui pourrait être en
1/T .

7. À potentiel chimique nul, il n’y a en réalité pas d’oscillations quantiques, puisqu’aucun niveau de Landau ne traverse
l’énergie E = 0. On retrouve des oscillations dès que µ 6= 0.
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L’analyse précédente est exacte dans le cas de fermions de Dirac. Pour le modèle de liaisons fortes
du graphène, la structure de bandes va avoir un effet supplémentaire, même à potentiel chimique
exactement nul : c’est le plateau paramagnétique. À la susceptibilité en 1/T , il faut ajouter une
contribution constante χpl = 0,089χ0. Pour cette raison, on montre que l’aimantation du graphène
dans le régime des forts champs (εB � kBT ) suit une loi mixte de la forme :

M(T = 0) = −C
√
B + χplB (7.42)

où C est un coefficient positif indépendant du champ magnétique. Dans la Réf. [122], on étudie
l’évolution des coefficients devant les deux lois de puissances pour le modèle α − T3 à trois bandes,
que l’on reverra au CHAP. 8.

Extension au nitrure de bore

Le cas ∆ 6= 0 8 est en fait plus simple à traiter que le cas du graphène, puisque la brisure de
la symétrie d’inversion lève la dégénérescence aux points de Dirac [130], et permet d’avoir deux
bandes isolées (cf. FIG. 7.5) sur lesquelles les quantités géométriques sont bien définies.

On note que si la phase de Berry autour d’un point K évolue avec ∆ (correspondant à β dans le
paramétrage choisi), le nombre d’enroulement est quant à lui fixé. En ce sens, le premier caractérise
les couplages entre bandes alors que le second est une propriété ne s’intéressant qu’à la topologie
de la fonction d’onde.

La susceptibilité orbitale du nitrure de bore sur la FIG. 7.10 montre un comportement intéres-
sant : la susceptibilité multi-bandes de Landau-Peierls étant la somme des contributions de cha-
cune des bandes et étant uniquement déterminée par n′F, elle prévoit une contribution nulle dans
la bande interdite séparant les deux bandes. Cependant, χorb présente une contribution diamagné-
tique résiduelle dans la bande interdite, non-négligeable même lorsque le gap est comparable à t

(ici 2∆ = 0,6t). Ceci est la manifestation des effets interbandes, présents bien que les bandes soient
très éloignées en énergie. Cet effet est similaire à celui trouvé dans le bismuth [44], mais d’un ordre
de grandeur plus grand.

Lorsque µ franchit ±∆, on note une discontinuité dans la susceptibilité qui la fait changer de
signe. Le nitrure de bore est un modèle avec un bord de bande parabolique qui donne cependant une
susceptibilité paramagnétique, en désaccord avec la prédiction de Landau : cette contribution très
similaire au plateau paramagnétique du graphène, ne peut se comprendre seulement avec le spectre
du modèle (comme dans le cas du modèle sur réseau carré), et consiste en un effet interbandes, qui
vient contre-balancer le diamagnétisme de Landau sous-jacent (visible dans la susceptibilité de
Peierls). Ce signe de la susceptibilité peut être expliqué à partir des niveaux de Landau de la bande
de conduction du modèle, qui s’écrivent En − ∆ ≈ ~ eBm∗n avec n ∈ N et m∗ = 4∆~2

9t2a2 , au lieu d’une
relation typique ~ eBm∗ (n+ 1

2 ). La translation n+ 1
2 → n dans les indices des niveaux de Landau a été

attribué à une phase de Berry topologique de π (ou un nombre d’enroulement ±1) [36].
Dans la limite où ∆ tend vers 0, on retrouve le cas du graphène. Étonnement, la susceptibilité

de Landau-Peierls vérifie la règle de somme (3.37) pour tout ∆ > 0. Le passage à la limite ∆ → 0

est singulier parce que χLP doit être nulle à µ = 0, ce qui élimine la divergence des deux pics
diamagnétiques visibles sur la FIG. 7.10. La susceptibilité de Landau-Peierls vérifie la règle de
somme pour tout système isolant.

8. Pour le nitrure de bore, la bande interdite est très grande, typiquement ∆ ∼ 3 eV, soit du même ordre de grandeur
que t. Ici, on choisit 2∆ = 0.6t.
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Comparaison au modèle basse énergie

Si on compare au cas du graphène, la présence du gap va élargir le pic diamagnétique δ(µ) de
la susceptibilité à T = 0. Ceci peut se comprendre qualitativement avec un développement à basse
énergie où l’on trouve un comportement χorb ∝ 1/∆. Tous calculs faits,

χorb =
µ0e

2

6π~2
t
nF(∆)− nF(−∆)

2∆
−→
∆→0

µ0e
2

6π~2
t n′F(0). (7.43)

Vue la loi à basse énergie, on remarque que
∫ +∆

−∆
χorb ≈ ∆ cste

∆ ≈ cste. le poids de χorb dans la bande
interdite est donc conservé, ce qui correspond dans le cas du graphène à la divergence en −δ(µ). La
loi (7.43) peut être vue comme une formule de McClure généralisée [73, 101], et elle redonne le cas
du graphène lorsque ∆→ 0.

Plus précisément, il est possible de calculer chacun des termes de la susceptibilité séparé-
ment dans le modèle basse énergie. Les résultats sont résumés dans le tableau de la FIG. 7.10,
où β =

√
3

8π
1
∆ est une constante de normalisation. Cette décomposition apporte une information

supplémentaire : la nullité de la susceptibilité en dehors du gap dans le modèle linéarisé provient
d’une annulation fortuite entre les différentes contributions, chacune suivant une loi de décrois-
sance en 1/µ3. Les susceptibilités à basse énergie sont tracées dans la partie basse de la FIG. 7.10.
On remarque que χΩ du modèle linéarisé est très proche du modèle sur réseau. Les valeurs des
susceptibilités totales dans la bande interdite ne coïncident pas cependant, à cause d’une mauvaise
approximation de χg. Au moins pour ce modèle, χΩ ne nécessite donc pour être estimée que le voi-
sinage des points de Dirac, contrairement à χg qui nécessite une intégrale sur la zone de Brillouin.
Cela est confirmé par ce qu’on observait sur le modèle à deux bandes sur réseau carré FIG. 7.3.

Effet de la température et du désordre

Dans les tracés des susceptibilités, nous n’avons pas discuté de l’effet de la température. Comme
t ∼ 1 eV, à température ambiante l’énergie thermique est négligeable kBT ∼ 25 meV � t. Celle-ci
ne se manifeste sur les graphes des susceptibilités qu’aux valeurs de µ où la susceptibilité varie très
vite, typiquement près des divergences : soit les singularités de Van Hove, soit le pic diamagnétique
du graphène à µ = 0. La température a pour effet de « lisser » ces divergences.

L’effet du désordre est similaire à celui de la température, et va lisser la susceptibilité, en par-
ticulier près de ses divergences. Expérimentalement, on s’attend à ce que ce soit ce phénomène qui
soit largement dominant, devant l’effet de température ou même l’élargissement naturel dû à la
bande interdite. La formule de Fukuyama [41] a été utilisée dans le cas du graphène [42, 109], et il
a été confirmé que l’effet du désordre est d’élargir le pic diamagnétique. [101]

En résumé, l’effet du désordre, de la température et d’une bande interdite sur le diamagnétisme
du graphène sont assez similaires : ils viennent adoucir la divergence à potentiel chimique nul.

Comparaison avec la susceptibilité de Fukuyama

Comme nous l’avons fait dans le cas du réseau triangulaire, comparons le résultat obtenu par
la formule de Fukuyama et celui obtenu précédemment. La susceptibilité de Fukuyama χFuku, la
correction de Gómez-Santos et Stauber χGSS − χFuku et χRPFM sont tracées sur la FIG. 7.11. On
vérifie bien que χRPFM = χFuku + (χGSS − χFuku) comme nous l’avons montré de façon générale.
Contrairement au cas du modèle à une bande sur réseau triangulaire, le résultat de Fukuyama
est étonnement proche de la susceptibilité totale ; ceci a de plus été vérifié sur les autres modèles
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FIGURE 7.10 – En haut : susceptibilité orbitale du nitrure de bore. On a choisit une bande
interdite 2∆ = 0.6t plus petite qu’en réalité afin de pouvoir observer le comportement entre les

singularités de Van Hove et la divergence diamagnétique (kBT = 0.005t). Au milieu : les différentes
contributions pour le modèle linéarisé près des points de Dirac. En bas : tableau regroupant les

différentes contributions dans l’approximation basse énergie. β =
√

3
8π

1
∆ est une constante de

normalisation.
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FIGURE 7.11 – Comparaison des susceptibilités χRPFM, χFuku et χGSS − χFuku sur l’exemple du
nitrure de bore (kBT = 0.005t). La somme des deux dernières contributions est affichée sur χRPFM

en pointillés ; les deux courbes sont superposées (y compris dans la bande interdite). On note que
la différence entre χRPFM et χFuku est faible.

deux bandes que nous allons détailler. Cette observation vient renforcer (sans la démontrer) notre
spéculation sur l’origine de la différence entre les deux approches, à savoir l’opération de projection
sur un nombre fini de bandes.

Prédictions théoriques sur le magnétisme du graphène

De nombreux travaux théoriques ont été récemment réalisés sur le magnétisme du graphène,
au-delà de la réponse magnétique de systèmes infinis. Le groupe de recherche autour de Koshino et
Ando est en particulier très actif dans le domaine : ils ont étudié la force répulsive du graphène (due
au diamagnétisme) sur un objet magnétique et l’écrantage du champ magnétique [75], le magné-
tisme d’échantillons finis de graphène [111, 112] en calculant la susceptibilité orbitale et étudiant
l’influence en fonction de la taille et des bords choisis. Ils introduisirent également [72, 73] la notion
de paramagnétisme de vallée (analogue au paramagnétisme de spin, mais le degré de liberté est ici
la position dans l’espace réciproque) que l’on retrouve dans le nitrure de bore.

7.3.3 Fusion des points de Dirac et au-delà

Avec les exemples précédents, on a vu qu’il était possible d’ouvrir un gap dans la structure
de bandes à condition de briser la symétrie d’inversion. Est-ce cependant nécessaire ? Non, mais
tant que la symétrie est conservée, la présence des points de Dirac et leurs propriétés topologiques
empêchent toute déformation de lever la dégénérescence entre les bandes. Il faut donc se « débar-
rasser » tout d’abord de ces points de Dirac avant de pouvoir ouvrir une bande interdite.

Tout en conservant la structure en nid d’abeille, supposons que l’on étire le graphène selon
une direction du réseau. La déformation va engendrer une modification des amplitudes de sauts,
phénoménologiquement on aura deux amplitudes à une valeur t et une autre à t′. La matrice ha-
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FIGURE 7.12 – Susceptibilité orbitale d’électrons du graphène étiré (kBT = 0.005t). En haut,
t′/t = 1.5, les points de Dirac se sont séparés en deux Au milieu, t′/t = 2, les points de Dirac ont

fusionnés. En bas, t′/t = 2.5, les points de Dirac ont disparu, une bande interdite est apparue dans
la structure de bandes.
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FIGURE 7.13 – De gauche à droite, spectres d’électrons pour le graphène étiré avec t′/t = 1.5, 2 et
2.5. Pour t′/t < 2, les points de Dirac se rapprochent, puis fusionnent à t′/t = 2 ; la relation de

dispersion à b = 2 est linéaire selon kx et quadratique selon ky. À t′/t = 2.5 > 2, une bande
interdite s’est ouverte dans la structure

miltonienne correspondante s’écrit [28]

h = t

 t′

t cos(kya) + 2 cos(kya/2) cos(
√

3kxa/2)

− t′t sin(kya) + 2 sin(kya/2) cos(
√

3kxa/2)

0

 · σ. (7.44)

Cas t′ < 2t : mouvement des points de Dirac
Dans la PZB, augmenter le paramètre t′/t < 2 aura pour effet de déplacer les points de Dirac, qui

vont quitter les points K et K ′ pour se rapprocher du point M . La structure de bandes reste qualita-
tivement la même, les points de Dirac étant déplacés selon les axes KMK ′ de la zone de Brillouin.
La susceptibilité magnétique d’un cas t′ < 2t est tracée sur la FIG. 7.12 (en haut). On remarque un
dédoublement des singularités de Van Hove. En effet, les points de Dirac se rapprochant, le point
col les reliant change d’énergie.

Cas t′ = 2t : électrons semi-Dirac
À la valeur critique t′ = 2t, se produit une transition topologique de Lifshitz où fusionnent les

points de Dirac [96, 97] aux points M de la PZB, et le spectre à basse énergie devient anisotrope : il
reste linéaire dans une direction, mais devient quadratique sur l’axe perpendiculaire (cf. FIG. 7.13) ;
les électrons dans ce modèle sont qualifiés de semi-Dirac puisqu’ils constituent un intermédiaire
exotique entre électrons de Schrödinger et de Dirac. [96, 97, 115, 156]

La susceptibilité orbitale de ce modèle de fusion des points de Dirac et ses différentes contri-
butions sont représentées sur la FIG. 7.12. On remarque en particulier que la susceptibilité de
Landau-Peierls prédit la divergence à µ = 0 de la susceptibilité lorsque T → 0. Cependant, la loi
d’échelle n’est pas la même que celle de χorb : χLP(µ = 0) ∝ 1/T , mais une analyse à basse énergie
similaire à celle du graphène montre que

χlow(T ) ≈ − χ0√
T

Γ(3/4)2

π5/2

∫ ∞
0

sech2x2 dx (7.45)

avec Γ(x) la fonction d’Euler, et
∫∞

0
sech2x2 dx ≈ 0.952781. Une étude antérieure avait été menée sur

104



7.3. APPLICATIONS À DES MODÈLES AVEC SYMÉTRIE PARTICULE-TROU

ce modèle [9], mais à partir de χ1b
Fuku. La loi d’échelle est la même, mais avec un pré-facteur différent.

De façon fortuite (car elle néglige une partie des effets interbandes), cette approche donne la même
loi d’échelle.

Dans cet exemple, l’effet du couplage interbandes est différent, puisqu’il ne créé pas une diver-
gence diamagnétique comme dans le cas du graphène, mais au contraire « adoucit » une divergence
déjà présente dans la formule de Peierls.

Le nombre d’enroulement autour du point M est la somme de ceux des points de Dirac qui
s’annulent. On a donc une phase où tout nombre d’enroulement est nul. La protection des points de
Dirac est levée, continuer à changer t′ va séparer les bandes. Pour une vision plus générale de la
fusion de points de Dirac selon leur nombre d’enroulement, on pourra consulter la Réf. [46].

Cas t′ > 2t : ouverture d’un gap

Lorsqu’on continue d’augmenter t′/t au-delà de 2, les points de Dirac ont disparu, et une bande
interdite apparaît au-dessus des points M . [96, 97] Cette situation est différente du nitrure de
bore où les points de Dirac ont été scindés par un gap : ici ils ont fusionné puis ouvert une bande
interdite. En fusionnant les points de Dirac, les nombres d’enroulement autour des ex-points sont
nuls, la courbure de Berry est alors identiquement nulle. La susceptibilité orbitale de ce modèle est
présentée sur la FIG. 7.12.

Comme le nitrure de bore, la susceptibilité est diamagnétique dans la bande interdite, cepen-
dant son comportement est différent puisqu’elle reste diamagnétique lorsque µ passe à travers les
extrema des bandes. On remarque que contrairement au nitrure de bore, la susceptibilité est qua-
litativement bien décrite par χLP, ce qui indique que les effets interbandes ont été drastiquement
réduit après l’annihilation des points de Dirac.

Une approche basse énergie montre que la susceptibilité dans le gap varie avec une loi d’échelle
différente :

χlow(µ ∈ gap, T = 0) ∝ − 1√
∆∗

(7.46)

où le gap dans la structure de bandes est donné par 2∆∗ = 2(t′ − 2t).

7.3.4 Graphène bicouche simulé

Le graphène bicouche

Après l’essor du graphène, les systèmes multicouches ont également attiré l’attention pour des
propriétés topologiques différentes. Le graphène bicouche (généralement avec un empilement A−B
où les atomes A sont au-dessus des atomes B, appelé AB stacking) présente un intérêt particulier :
dans sa structure à quatre bandes, les deux bandes centrales possèdent deux points de contact
quadratiques en K et K ′ là où la monocouche avait un spectre linéaire. La surprise provient d’un
nombre d’enroulement de 2 (resp. -2) autour de K (resp. K ′). En perturbant le hamiltonien du
bicouche, il est même possible de décomposer le contact +2 en trois points de Dirac +1 et un point
de Dirac -1 ; et de même en changeant les signes en K ′. L’étude des fusions des points de Dirac est
détaillée dans les Réfs. [46, 76], et on trouvera une revue sur les propriétés du graphène bicouche
par McCann et Koshino [88].
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FIGURE 7.14 – Susceptibilité orbitale d’un modèle sur réseau nid d’abeille simulant le graphène
bicouche (kBT = 0.005t). La susceptibilité de Landau-Peierls est similaire à celle de deux réseaux

triangulaires.

Modèle à deux bandes

Bien que le graphène bicouche soit un modèle à quatre atomes par maille, Montambaux [94] a
montré qu’il existe un modèle à deux bandes qui reproduit le hamiltonien du graphène bicouche à
basse énergie, c’est-à-dire près des points K et K ′.

On considère un modèle-jouet sur réseau nid d’abeille avec (comme le graphène) des sauts entre
plus proches voisins d’amplitude t, et des sauts vers les troisièmes plus proches voisins d’ampli-
tude t3 = t/2. 9 Parce que les liens ne couplent que des atomes appartenant à des sous-réseaux
différents, le modèle a toujours la symétrie chirale, donc le spectre est symétrique particule-trou
(contrairement au graphène avec seconds voisins par exemple).

En tant que modèle de liaisons fortes à deux bandes, il est possible d’utiliser (7.12) pour calculer
la susceptibilité orbitale. Le hamiltonien de ce modèle s’écrit

h = t

 cos(2ky) + 2 cos(ky) cos(
√

3kx)

sin(2ky)− 2 sin(ky) cos(
√

3kx)

0

 · σ. (7.47)

Susceptibilité orbitale

La FIG. 7.14 montre la susceptibilité du modèle. On s’attend à ce que le comportement à dopage
nul (µ = 0) soit similaire à celui du bicouche 10 : la susceptibilité diverge négativement à l’énergie du
contact des bandes, mais cette fois avec une loi logarithmique (cf. FIG. 7.14) qui diffère du graphène

9. La Réf. [139] a étudié de façon plus générale l’influence d’interaction à plus longues distances sur un réseau nid
d’abeille et mis en évidence des situations où la dégénérescence a lieu sur une ligne entourant le pointK lui-même dégénéré.

10. Bien sûr, comme nous l’avons déjà vu, χorb ne dépend pas seulement du niveau de Fermi, mais également du remplis-
sage des bandes. Celles-ci apporteront éventuellement une contribution constante à la susceptibilité ; pour cette raison, on
s’intéresse uniquement à la loi d’échelle en µ = 0.
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monocouche. La contribution de Peierls donne une valeur négative finie due au comportement pa-
rabolique des bandes à énergie nulle.

Une approche basse énergie permet de retrouver ce comportement :

χlow = − χ0

16π

∫ Ec

−Ec
n′F(E)

(
ln
|E|
Ec

+
1

3

)
dE (7.48)

qui est cohérent avec des calculs précédents [74, 126], où Ec est une énergie de coupure ultraviolette
(de l’ordre de t dans notre modèle sur réseau, et de t⊥ l’amplitude de saut inter-couches dans le vrai
bicouche, qui donne la limite de validité de l’approximation à deux bandes du modèle total à quatre
bandes). En particulier, χlow(µ = 0, T ) ∝ lnT .

7.4 Conclusions sur les modèles à symétrie particule-trou
Faisons ici un point sur les informations apprises lors de l’étude des modèles deux bandes sy-

métriques particule-trou. On s’intéressera à des systèmes brisant cette symétrie dans la partie
suivante.

Systèmes métalliques
Tous les systèmes métalliques (modèles sans gap) étudiés ici ont une susceptibilité divergente

lorsque le potentiel chimique est à l’énergie des points de contact ; de plus cette divergence est
diamagnétique dans les trois exemples (graphène, électrons semi-Dirac et pseudo-bicouche). Ceci
n’est cependant pas à généraliser trop rapidement : dans la Réf. [122], nous avons mis en avant un
modèle-jouet à trois bandes où la valeur de la susceptibilité à énergie nulle pouvait changer continû-
ment de signe ; nous détaillerons ce modèle riche en surprises dans le chapitre suivant concernant
les modèles à trois bandes. De plus, dans la suite de ce chapitre, nous verrons un système à deux
bandes (le modèle de Mielke) qui a une divergence paramagnétique au point de contact des deux
bandes.

Systèmes isolants
L’étude de modèles isolants (modèle sur réseau carré, nitrure de bore et graphène étiré au-delà

de la fusion des points de Dirac) a montré une variété de comportements, dont nous retenons des
résultats surprenants :

• Un isolant de bande, avec un potentiel chimique à l’intérieur de la bande interdite peut avoir
une réponse magnétique non-nulle (voir aussi la Réf. [44]). Cette conclusion va à l’encontre
de la pensée commune que toute bande remplie est inerte. Cela peut se révéler faux pour le
transport dans des matériaux topologiques (σxy est non-nulle si le nombre de Chern ne l’est
pas non plus), mais également pour des quantités thermodynamiques telles que la susceptibi-
lité orbitale. Pis, tous les modèles étudiés ici ont une réponse magnétique non-nulle dans leur
gap, suggérant que ce caractère est très général.

• Tous les systèmes étudiés ici présentent du diamagnétisme dans leur bande interdite. Comme
pour les métaux, il serait dangereux de généraliser ce résultat trop rapidement : nous verrons
dans la section suivante des modèles à deux bandes exhibant du paramagnétisme de bande
interdite. Ce magnétisme peut être vu comme une généralisation du magnétisme de Van Vleck
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pour un atome isolé : lorsque la moitié des orbitales est occupée, l’atome exhibe une réponse
magnétique due aux transitions inter-orbitales fictives ; ici il faut remplacer inter-orbitales
par interbandes.

• Alors qu’il est courant de penser que la courbure de Berry est l’unique quantité géométrique
qui créé des effets géométriques, nous avons vu grâce à un modèle à deux bandes sur réseau
carré que le tenseur métrique peut être également à l’origine d’un fort couplage interbandes,
alors même que la courbure de Berry est nulle. Celle-ci peut d’ailleurs fréquemment être nulle
pour des raisons de symétries, alors que le tenseur métrique est en général toujours présent.

• Un autre résultat notable est le comportement de la susceptibilité en bord de bande : sur les
bords de la bande interdite, la susceptibilité n’est pas forcée de converger vers la susceptibilité
de Landau attendue par la contribution de Landau-Peierls, même si le bord de bandes est
parabolique. Nous interprétons ce résultat comme une preuve de l’importance des couplages
interbandes, même pour si celles-ci sont très éloignées en énergie.

7.5 Cas des systèmes à bandes plates
Il existe des modèles qui ont la particularité d’avoir une relation de dispersion constante Ek =

cste, c’est-à-dire une bande plate. Ces modèles se rencontrent rarement dans les cristaux habituels,
et peuvent être considérés comme pathologiques puisque cela signifie qu’un nombre macroscopique
d’états a exactement la même énergie.

Cependant cette situation se présente fréquemment dès que l’on se place en présence d’un champ
magnétique : en effet, on transforme une relation de dispersion continue en une série de niveaux
de Landau discrets. Ces niveaux sont régulièrement espacés dans le cas des électrons libres (où
lorsqu’une approximation quadratique de la relation de dispersion est possible) d’une énergie ~ωc

proportionnelle au champ magnétique. Si le champ est suffisamment grand, il est possible de mettre
tous les électrons dans le plus bas niveau, et alors le système possède une relation de dispersion
constante : une bande plate.

Notons un point physique important dans les systèmes à bandes plates : supposons qu’en par-
tant d’un réseau avec des bandes dispersives, nous puissions modifier un paramètre du hamiltonien
pour aplatir peu à peu l’une des bandes, jusqu’à la rendre totalement plate. Alors physiquement,
l’aplatissement de la bande signifie une diminution de l’importance de l’énergie cinétique : tous les
électrons ont la même énergie cinétique dans un modèle à bande plate. Ainsi, plus la bande s’apla-
tit, plus l’interaction coulombienne prend de l’importance. Les systèmes fortement corrélés peuvent
présenter des phases thermodynamiquement stables exotiques, telles que les cristaux de Wigner ou
un effet Hall quantique fractionnaire décrit en termes de fermions composites. [51]

Dans ce qui suivra, et malgré la remarque précédente, nous ne prendrons pas en compte l’inter-
action coulombienne dans l’étude des bandes plates. Nous nous focaliserons sur la conséquence de la
présence d’une telle bande sur la réponse magnétique orbitale du système. Une relation de disper-
sion constante donnant une contribution de Peierls nulle, le magnétisme orbital d’une bande plate
est essentiellement dû à des effets interbandes, autrement dit des effets géométriques de k 7→ Hk
et des états propres de Hk. Les modèles à bandes plates sont donc idéaux pour étudier l’effet des
propriétés géométriques sur la susceptibilité orbitale.

Dans cette section, nous commencerons par donner une méthode générale permettant de trouver
des modèles à bandes plates à partir d’un réseau sous-jacent donné. Nous utiliserons cette méthode
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pour trouver trois modèles à bandes plates choisis pour leur différentes symétries qui vont se réper-
cuter sur la réponse magnétique orbitale. Nous nous permettrons également quelques digressions
vis-à-vis de la susceptibilité pour quelques considérations sur le papillon de Hofstadter de tels sys-
tèmes, et en particulier comment étudier la dispersion de la bande plate lors de l’établissement du
champ magnétique.

7.5.1 Obtenir des bandes plates
Si les systèmes possédant une bande plate sont rares, il est possible de construire des modèles

présentant une telle structure à l’aide d’une méthode générique. Tout d’abord, commençons par une
remarque importante qui va guider notre recherche de système à bande plate : un modèle à deux
bandes avec une bande plate et une bande dispersive brise nécessairement la symétrie chirale. En
effet, celle-ci impose au système une contrainte très forte : pour toute énergieEk accessible, l’énergie
−Ek l’est également ; ce qui apparie les bandes dispersives dans un cristal. Ainsi, un système à
symétrie chirale a nécessairement un nombre pair de bandes dispersives.

Concrètement, les modèles à deux atomes par maille brisant la symétrie chirale sont ceux qui
brisent le caractère biparti du réseau : des atomes A peuvent être reliés à des atomes B mais
également à des atomes A. Afin de construire ces modèles, nous allons partir de réseaux simples
bipartis, et ajouter des liens supplémentaires dont l’amplitude de saut sera variable.

Partons de la matrice hamiltonienne dans l’espace réciproque la plus générale pour un modèle
à deux bandes :

h =

(
g1(k) f(k)

f?(k) g2(k)

)
(7.49)

avec g1 et g2 des fonctions réelles de k et f une fonction complexe. Les énergies propres du hamilto-
nien (7.49) sont des solutions de l’équation polynomiale

E2 − (g1(k) + g2(k))E + g1(k)g2(k)− |f(k)|2 = 0. (7.50)

Imposer une bande plate au modèle, revient à résoudre Ek = K pour une des solutions.

7.5.2 Modèle de Mielke
7.5.2.1 Réseau carré décoré

Le modèle de Mielke part du réseau le plus simple à deux dimensions : le réseau carré. A priori,
ce réseau est à un seul atome par maille, mais il est toujours possible de séparer le réseau en deux
parties formant aussi des réseaux carrés, de telle sorte que le réseau soit biparti. On recherche un
modèle possédant une bande plate, et nous allons voir que dans une approche de liaisons fortes,
il est possible de se limiter à un hamiltonien avec des sauts second voisins. Cela impose donc
f(k) = 2t(cos(kxa) + cos(kya)) où a est la distance entre plus proches voisins et t l’amplitude de
saut entre eux. g1 et g2 encodent les sauts vers des sites du même sous-réseau, et leur forme est
alors contrainte. Ils sont des combinaisons linéaires des fonctions cos(kxa + kya) et cos(kxa − kya),
ce qu’on écrit génériquement{

g1(k) = α cos(kxa+ kya) + β cos(kxa− kya)

g2(k) = γ cos(kxa+ kya) + δ cos(kxa− kya).

(7.51a)

(7.51b)

109



CHAPITRE 7. MAGNÉTISME ORBITAL DES MODÈLES À DEUX BANDES

FIGURE 7.15 – À gauche le schéma du réseau carré décoré. En vert est entouré une maille
élémentaire, et on montre en violet un état localisé associé à un carré non décoré du réseau. À

droite, le spectre du modèle échiquier sur la première zone de Brillouin. Il est composé d’une bande
plate à E = −2t accolée à une bande dispersive très similaire à celle d’un réseau carré.

En substituant cet ansatz dans (7.50), on obtient après quelques manipulations élémentaires
deux solutions équivalentes par échange des sous-réseaux. L’une d’entre elle s’écrit

α = δ = −K = ∓2t

β = γ = 0.

(7.52a)

(7.52b)

Afin d’être cohérent avec la définition du hamiltonien, et d’avoir un système physiquement plau-
sible, on choisit α, β, γ, δ > 0. Finalement, nous arrivons à un modèle possédant une bande plate
construit sur un « réseau carré décoré ». [90] Le hamiltonien a la forme de (7.49) avec


f(k) = 2t(cos kxa+ cos kya)

g1(k) = 2t cos(kxa+ kya)

g2(k) = 2t cos(kxa− kya).

(7.53a)

(7.53b)

(7.53c)

Ce réseau schématisé sur la FIG. 7.15 a déjà été étudié dans le passé [5, 90] et est connu en tant
que réseau de Mielke ou réseau échiquier.Son spectre est représenté sur la FIG. 7.15. Il est composé
d’une bande plate à E = −2t, et une bande dispersive qui touche la bande plate dans la première
zone de Brillouin en (0, π) et (π, 0).

États localisés

La présence d’une bande plate est de plus corrélée avec l’existence d’états localisés sur le sys-
tème : la technique précédente revient en réalité à faire varier les intégrales de saut t et t2 et les

110



7.5. CAS DES SYSTÈMES À BANDES PLATES

ajuster de telle sorte que les différents chemins menant à un atome interfèrent destructivement, ce
qui annule certains éléments de matrice du hamiltonien.

Dans l’exemple du réseau échiquier et du modèle à deux bandes, on peut trouver un nombre
macroscopique d’états localisés d’énergie propre E = −2t. En effet, considérons la superposition
d’états des quatre orbitales atomiques d’atomes entourant un carré vide du réseau (FIG. 7.15) selon
cette définition :

|Ψloc〉 =
1

2
(|A〉 − |B〉+ |C〉 − |D〉) . (7.54)

Cet état est un état propre localisé du hamiltonien dans l’espace réel. Pour le vérifier, calculons
par exemple

〈
E
∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψloc

〉
avec E un état d’un atome voisin (FIG. 7.15). Deux contributions apparaî-

tront de cet élément de matrice : le saut depuis A et celui depuis B. À cause de la différence de
signes dans (7.54), ces contributions vont interférer destructivement et s’annuler. Le raisonnement
précédent s’applique de la même façon aux autres sites voisins. Cet argument montre que |Ψloc〉 est
localisé, et un calcul élémentaire montre de plus que c’est un état propre.

Les autres états propres sont des translation de |Ψloc〉, et puisqu’à chaque carré « non décoré »
du réseau est associé un état localisé, il y a autant d’états localisés que d’états dans la bande plate
c’est-à-dire N/2 où N est le nombre d’atomes. Cette famille forme une base d’états propres du sous-
espace associé à la bande plate, mais pas une base orthogonale.

7.5.2.2 Susceptibilité orbitale

Le hamiltonien du réseau échiquier

h = 2t

(
cos(kxa+ kya) cos(kxa) + cos(kya)

cos(kxa) + cos(kya) cos(kxa− kya)

)
(7.55)

peut s’écrire sous la forme (7.1) avec

E0,k = 2t cos(kxa) cos(kya)

Ek = 2t(1 + cos(kxa) cos(kya))

(7.56)

(7.57)

et

nk =
1

1 + cos(kxa) cos(kya)

 cos(kxa) + cos(kya)

0

sin(kxa) sin(kya)

 . (7.58)

De l’expression (2.67), on remarque que la courbure de Berry est nulle ; ce qui est le cas pour tout
hamiltonien réel. Plus généralement, ceci se produit dès que k 7→ n(k) décrit une surface dégénérée
(une ligne) sur S2 : par exemple lorsqu’une composante de nk est constante.

La susceptibilité orbitale du modèle est présentée sur la FIG. 7.16. La susceptibilité totale du
modèle est paramagnétique en bord de bande ! Plus précisément, comme dans les systèmes présen-
tant la symétrie chirale, χg donne une contribution négative près d’une dégénérescence ; cependant
celle-ci est plus que compensée par la nouvelle contribution χ̃g, ce qui résulte en une divergence
paramagnétique à l’énergie de la bande plate.

Le reste du spectre se comprend avec des arguments déjà vus précédemment : plus on s’éloigne
de la bande plate, plus χorb se rapproche de la susceptibilité de Peierls, possède en particulier une
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FIGURE 7.16 – Susceptibilité orbitale du modèle deux bandes sur réseau échiquier (kBT = 0.005t).
La contribution χ̃g est non nulle, divergente sur la bande plate, et dominante pour ce modèle.

divergence paramagnétique au niveau de la singularité de Van Hove du modèle, et tend vers une va-
leur diamagnétique en bord de bande compatible avec la susceptibilité de Landau. Comme attendu,
la contribution de Peierls ne « voit » pas la bande plate.

On a donc mis en évidence un modèle où la contribution χ̃g peut devenir dominante, et donner
un caractère paramagnétique divergent à température nulle au bord de bande. Cette caractéristique
peut également se comprendre à l’aide du papillon de Hofstadter, comme nous allons le voir.

7.5.2.3 Papillon de Hofstadter

Dans le modèle à une bande sur réseau carré, la plaquette était la maille élémentaire. Ici cepen-
dant, la plaquette est un triangle (par exemple ABE sur la FIG. 7.15) d’aire a2/2, le flux magnétique
est défini par φ = Ba2/2, et le papillon est tracé sur la FIG. 7.17. Très près de φ = 0, on peut séparer
le papillon en deux régions :

• E 6 −2t : à l’énergie de la bande plate on observe un ensemble d’états qui vont diminuer en
énergie lorsque φ/φ0 augmente. On est alors tenté de les associer à la bande plate puisqu’on a
vu qu’elle donnait une contribution paramagnétique.

• E > −2t : cette partie du spectre ressemble au papillon du réseau carré —ce qui n’est pas très
surprenant. On reconnaît en particulier des niveaux de Landau près de E = 6t et proches de
la bande plate à E = −2t.

Afin d’approfondir ces deux interprétations, regardons précisément le devenir de la bande plate
lorsque le champ magnétique est branché.

Dispersion de la bande plate
On remarque que le champ magnétique va détruire la bande plate présente à énergie nulle. Si

ce caractère est fréquent, il n’est pas obligatoire comme nous le verrons dans le chapitre suivant
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FIGURE 7.17 – Papillon de Hofstadter du modèle deux bandes sur réseau échiquier. On a colorié
en deux couleurs différentes les états appartenant aux deux bandes. On voit en particulier à φ = 0

un niveau de Landau montant qui provient de la bande plate. [5]

sur l’exemple du modèle α− T3.
Lors de l’établissement d’un champ magnétique, il est en fait possible d’interpréter le compor-

tement du spectre proche de E = −2t comme des niveaux de Landau. Choisissons par exemple de
développer le hamiltonien (7.55) près d’un point M de la zone de Brillouin où les bandes sont en
contact kM = (0, π). Soit q = k − kM, le hamiltonien approché s’écrit

h ≈ t
( −2 + (qx + qy)2a2 q2

ya
2 − q2

xa
2

q2
ya

2 − q2
xa

2 −2 + (qx − qy)2a2

)
. (7.59)

De plus, une rotation selon la matrice σx transforme σy en σz et σz en −σy, laissant σx inchangé.
Après cette transformation, on réintroduit le champ magnétique dans le hamiltonien approché « à
la Peierls », c’est-à-dire en remplaçant q par des opérateurs. Ici :

qx →
â+ â†√

2`B
et qy → i

â− â†√
2`B

(7.60)

ce qui donne pour le hamiltonien effectif

heff = −2t11 + 2t
a2

`2B

(
â†â + 1

2 (â )2

(â†)2 â†â + 1
2

)
. (7.61)
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FIGURE 7.18 – Zoom sur le papillon de Hofstadter près de l’énergie fondamentale au niveau de la
bande plate du modèle sur réseau échiquier. Trois familles de niveaux de Landau (bleus, vert et

noir) sont visibles. Si les bleus correspondent à la bande dispersive, les verts montrent la
dispersion de la bande plate en champ magnétique. Les noirs sont d’origine mixte.

Cette substitution a transformé une matrice de nombres en opérateur dont il faut trouver les
états propres. Vue la présence de l’opérateur nombre N̂ = â†â , il paraît judicieux de les chercher
sous la forme d’états nombres |n〉, n ∈ N. En effet, on vérifie que les états propres du hamilto-
nien (7.61) sont formés de deux familles notées +/− et indexées par n ∈ N, accompagnées de deux
états un peu à part notés avec n = −1 :

∣∣ψ+
−1

〉
=

(
0

|0〉

)
,

∣∣ψ−−1

〉
=

(
0

|1〉

)
,

∣∣ψ±n 〉 =
1√
2

( |n〉
± |n+ 2〉

)
.

(7.62)

(7.63)

Leurs énergies respectives sont

E±−1 = −2t+
2t

`2B
± t

`2B
,

E±n = −2t+
t

`2B

(
2n+ 3± 2

√
n2 + 3n+ 3

)
.

(7.64a)

(7.64b)

Ces états dont l’énergie varie linéairement avec le champ magnétique sont des niveaux de Lan-
dau issus de la bande plate et de la partie supérieure du spectre concernant le modèle une bande
sur réseau carré.

Il est possible de vérifier la validité de cette approche en zoomant sur le papillon de Hofstadter,
près de la zone E = −2t à faible champ magnétique. Sur la FIG. 7.18 on superpose au papillon
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les solutions précédentes. L’accord entre l’approche numérique et cette approximation est très bon
lorsque les effets de réseau ne sont pas dominants (faibles champs magnétiques). On peut distin-
guer trois familles de niveaux de Landau :

• la famille E+
n diamagnétique, directement issue des niveaux de Landau du modèle à une

bande ;

• la famille E−n dont l’énergie diminue avec le champ magnétique, ce qui est inattendu pour des
niveaux de Landau. Cette famille tend vers l’énergie de la bande plate lorsque n → ∞ : si n
est grand

E−n ≈ −2t− 3

4`2B

t

n
(7.65)

où l’on voit plus clairement la décroissance des niveaux avec le champ magnétique. Cette pro-
priété a déjà été observée sur un autre modèle présentant une bande plate par Xiao et al. [159].
Cette série de niveaux de Landau permet de mieux comprendre la divergence paramagnétique
de la susceptibilité.

• Enfin les deux niveaux E±−1 isolés, qui sont diamagnétiques. En réalité, un argument basé
sur le comptage du nombre d’états montre que ces deux états n’appartiennent pas à la même
partie du spectre : l’énergie E±−1 provient de la bande ±, ce qui justifie la notation initiale. Cela
se voit avec le coloriage de la FIG. 7.18.

On retiendra donc que la bande plate peut donner naissance à des niveaux de Landau décrois-
sants avec le champ magnétique, qui sont à l’origine d’une réponse globalement paramagnétique
du système. Dans la suite de cette partie, nous allons étudier deux autres modèles à bande plate,
un sur réseau carré l’autre sur réseau nid d’abeille, présentant tous deux une bande interdite.

7.5.3 Modèle de Tasaki

Il existe d’autres méthodes pour décorer un réseau carré et obtenir des bandes plates au-delà du
modèle précédent : on peut considérer des sauts plus lointains, avec les troisièmes voisins (saut t3).

Le hamiltonien de Bloch s’écrit

h = t

(
t2
t f(k) + t3

t (g1(k) + g2(k)) g1(k2 ) + g2(k2 )

g1(k2 ) + g2(k2 ) 0

)
(7.66)

avec f , g1 et g2 les mêmes fonctions que celle du modèle échiquier. Résoudre l’équation (7.50) nous
donne une solution avec t3 = t/2. Le spectre obtenu est présenté sur la FIG. 7.19.Comme dans le cas
du modèle sur réseau carré avec gap, le minimum de la bande dispersive est atteint sur une ligne
de vecteur k. Les deux comportements sont cependant différents, puisqu’ici la ligne est refermée
sur elle-même. Le bas de bandes en forme de « chapeau mexicain » 11 est pseudo-1D, contrairement
aux points isolés habituels.

11. On parle ici d’une ressemblance qualitative uniquement, puisque que le spectre d’un chapeau mexicain est en−x2+x4,
alors qu’il s’agit ici d’une relation à basse énergie du type −|x|+ x2.
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FIGURE 7.19 – À gauche : réseau carré décoré avec couplage A−A entre seconds et troisièmes
voisins. En vert une cellule unité, et en violet un état localisé propre. À droite : le spectre du

modèle de Tasaki avec une bande plate et une bande dispersive séparées par une bande interdite.

États localisés
Intéressons-nous aux états localisés à l’énergie E = −2t. Soient |A〉 l’orbitale d’un atome rouge

et |Bi〉 celles des quatre atomes bleus premiers voisins, si on les suppose orthogonaux, alors l’état

|Ψloc〉 =
1√
2

− |A〉+
1

2

∑
16i64

|Bi〉

 (7.67)

est localisé. Celui-ci est représenté schématiquement sur la FIG. 7.19. Il y a autant d’états localisés
que d’atomes A, donc N/2 états qui constituent la bande plate. La famille d’états localisés est une
base des états de la bande plate, mais toujours non-orthogonale.

Susceptibilité orbitale
Le hamiltonien (7.66), peut facilement se récrire comme (7.1), avec

E0,k =
t

2
(cos kx + cos ky + cos kx cos ky)

Ek =
t

2
(4 + cos kx + cos ky + cos kx cos ky)

(7.68)

(7.69)

et

nk =
1

Ek

 g1(k2 ) + g2(k2 )

0
1
2

(
t2
t f + t3

t (g1 + g2)
)
 . (7.70)

Comme dans le modèle précédent, la courbure de Berry s’annule, puisque le vecteur nk a une com-
posante nulle.
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FIGURE 7.20 – Susceptibilité orbitale du modèle de Tasaki (kBT = 0.005t). Bien que la symétrie de
sous-réseau soit brisée dans ce modèle, χ̃g est nul de façon fortuite. χΩ étant nulle, les effets

interbandes sont de nouveau totalement décrits par χg.

La FIG. 7.20 montre la susceptibilité orbitale du modèle. Par un jeu de compensations forfuites,
on montre que χ̃g = 0. À l’opposé du modèle précédent, la contribution de la bande plate à E = −2t

est finie. La susceptibilité est non-nulle, constante et paramagnétique dans le gap. Ceci est possible
car la courbure de Berry est nulle, et la contribution χΩ normalement dominante est nulle, et c’est
χg qui domine les effets interbandes. On a de plus une valeur paramagnétique sur le bord de la
bande dispersive, étonnement due à la partie de Peierls. Comme dans le cas du modèle sur réseau
carré, cette curiosité provient de la structure non-parabolique du spectre à basse énergie.

7.5.4 Modèle nid d’abeille avec second voisins
Pour conclure sur les modèles à deux bandes avec une bande plate, on s’intéresse à un modèle

sur un réseau nid d’abeille avec interactions seconds voisins pour l’un des sous-réseaux. Ce modèle
est intéressant parce qu’il possède une bande interdite comme le modèle de Tasaki, et sa contribu-
tion χΩ est non nulle puisque le modèle brise la symétrie d’inversion. Le réseau est identique au
graphène avec des liens A − A entre seconds voisins supplémentaires (cf. FIG. 7.4), le hamiltonien
s’écrit

h = −
(
t2g̃1(k) tf̃(k)

tf̃?(k) 0

)
(7.71)

où

f̃(k) = eikya + 2e−ikya/2 cos

(√
3

2
kxa

)

g̃1(k) = 2 cos
(√

3kxa
)

+ 4 cos

(
3

2
kya

)
cos

(√
3

2
kxa

) (7.72a)

(7.72b)

et t2 est le paramètre du lien A − A. La résolution de (7.50) montre qu’une bande plate apparaît
pour t2 = t/

√
3.
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FIGURE 7.21 – Spectre du modèle sur réseau nid d’abeille avec bande plate

États localisés

Les états localisés associés à la bande plate sont centrés sur les atomes du sous-réseau A et
s’expriment

|Ψloc〉 =
1√
2

− |A〉+
∑
〈A,j〉

|Bj〉

 . (7.73)

Susceptibilité orbitale

On peut montrer que pour ce modèle

E0,k =
t2
2
g̃1

Ek =

√
t2|f̃ |2 +

t22
4
g̃2

1

(7.74)

(7.75)

et

nk =
1

Ek

 t<ef̃
t=mf̃
t2
2 g̃1

 . (7.76)

La géométrie du réseau nid d’abeille implique un vecteur nk pour ce modèle qui a trois composantes
qui varient (tel que k 7→ n(k) n’est plus une ligne sur la sphère, mais bien une surface), et donc
une courbure de Berry non-nulle. La contribution χΩ va contribuer à la susceptibilité totale. Dans
cet exemple, on retrouve la prédominance de χΩ sur les effets interbandes. Celle-ci fait diverger la
susceptibilité sur la bande plate, et donne une réponse diamagnétique dans le gap (c’est toujours le
cas puisque l’intégrande de χΩ devant les fonctions de Fermi est toujours positif). On retrouve une
susceptibilité diamagnétique pour χLP et plus globalement une réponse similaire à celle du modèle
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FIGURE 7.22 – Susceptibilité orbitale du modèle à bande plate sur réseau nid d’abeille
(kBT = 0.005t). Tous les termes contribuent à χorb. Contrairement au cas du modèle échiquier, la

susceptibilité χ̃g ne diverge pas sur la bande plate.

une bande sur réseau triangulaire, mais effacée par la réponse de χΩ au bord de la bande dispersive.
En s’éloignant de la bande interdite, les effets interbandes s’effacent, et χLP devient la contribution
dominante.

Conclusion
L’étude de la susceptibilité orbitale de modèles à plusieurs bandes présente plusieurs aspects

importants :

• L’étude des différents modèles à deux bandes, mais également les systèmes à une bande
(sur réseau carré et triangulaire) a montré une multitude de comportements para- et dia-
magnétiques, nuls, finis et divergents. Le paramagnétisme orbital compris entre autres par
Vignale [152] était déjà intuité par Peierls (bien que le titre de son article contienne « diama-
gnétisme »). La contribution venant de la substitution de Peierls devant respecter la règle de
somme

∫
χorb dµ = 0, celle-ci passe nécessairement par un comportement paramagnétique si

on varie le potentiel chimique. De plus, la susceptibilité orbitale n’est pas nécessairement du
même ordre de grandeur que la susceptibilité de Pauli : dans le cas du graphène, le magné-
tisme orbital diverge à énergie nulle, alors que le magnétisme de spin va à zéro avec la densité
d’états.

• La susceptibilité orbitale dérivée d’une théorie de perturbation à l’ordre 2 n’est pas déterminée
seulement par le spectre du modèle en champ nul, mais dépend de façon cruciale des vecteurs
propres du hamiltonien. La formule de Peierls qui ne dépend que des dérivées du spectre ne
peut donc n’être exact que pour les modèles à une bande. Les couplages interbandes modifient
drastiquement la susceptibilité que ce soit celle des isolants ou des métaux. Ces couplages
provenant des projecteurs du hamiltonien et des états sur une bande peuvent être compris en
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tant que propriétés géométriques du fibré de Bloch ; propriétés communément connues sous le
nom d’effets de phases de Berry [157] qui sont donc une mesure du couplage entre bandes.

• L’approche perturbative peut être remplacée par une approche numérique utilisant le spectre
en champ magnétique. La susceptibilité orbitale étant une quantité thermodynamique, elle
peut s’exprimer complètement à l’aide du spectre en champ magnétique. La remarque pré-
cédente montre que ce spectre n’est pas seulement déterminé par le spectre en champ nul.
Cette approche a été développée par Landau pour le cas des électrons libres [78], et s’il n’est
pas possible de trouver l’expression des niveaux de Landau pour un hamiltonien de Bloch,
la méthode numérique via le papillon de Hofstadter est toujours utilisable dans le cas d’un
cristal.

• La formule de Fukyama [41] ne s’applique pas de façon générale aux modèles de liaisons
fortes puisqu’elle suppose que la dérivée croisée hxy est toujours nulle. [55, 74] Dans le cas
des modèles à une bande, celle-ci fonctionne pour les modèles séparables (réseau carré) mais
est fortement invalide pour d’autres (réseau triangulaire). Celle-ci est obtenue à partir d’un
modèle microscopique où le hamiltonien de l’électron a une partie cinétique triviale, ce qui
n’est pas le cas des modèles liaisons fortes avec un nombre fini de bandes. Nous avons cepen-
dant remarqué que l’accord entre χorb et χFuku était nettement meilleur à deux bandes sur
le nitrure de bore, étude qui donne les mêmes conclusions sur les autres modèles. Pour cette
raison, nous supposons que la différence quantitative entre χFuku et χorb provient de la pro-
jection d’un modèle microscopique à un nombre infini de bandes vers un modèle (typiquement
liaisons fortes) à un nombre fini de bandes.

• La susceptibilité orbitale des modèles à plusieurs bandes n’est jamais une propriété de la
surface de Fermi seule [59], mais dépend du remplissage des bandes et contient des contribu-
tions non négligeables de la mer de Fermi. Ceci est particulièrement frappant sur la présence
d’une contribution non nulle à la susceptibilité dans une bande interdite d’isolant. Dans le
nitrure de bore par exemple, la susceptibilité orbitale passe d’une valeur négative dans le gap
à une valeur positive en bord de bandes (le plateau paramagnétique). Ces observations sont à
opposer au diamagnétisme supposé de Landau près d’un bord de bande parabolique.
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Chapitre 8

Systèmes à trois bandes

L’examen des systèmes à deux bandes a permis l’étude approfondie des conséquences du cou-
plage interbandes sur le magnétisme orbital. En effet, certains systèmes ont une susceptibilité très
différente de celle donnée par la formule de Landau-Peierls, en particulier lorsque le potentiel chi-
mique est énergétiquement proche des deux bandes. Une réponse initialement diamagnétique et
fidèle à la formule de Landau des électrons libres (avec une masse de bandes) peut se transformer
en réponse paramagnétique. De même, nous avons montré que la susceptibilité magnétique dans
une bande interdite d’un système isolant n’est pas forcément nulle. Les systèmes à bandes plates
sont un terrain de jeu particulièrement intéressant de ce côté, car la contribution de Landau-Peierls
est par définition nulle sur la bande plate, il ne reste que les effets interbandes dans la réponse ma-
gnétique.

Si l’expression (6.32) est valide quelque soit le nombre de bandes du modèle, la dérivation et
l’interprétation d’une formulation en termes géométriques comme (7.12) est plus délicate pour un
modèle à trois bandes. Ceux-ci apportent en particulier un ingrédient supplémentaire en présence
de symétries contraignantes. Comme déjà mentionné (cf. SEC. 2.4), une symétrie chirale impose
aux bandes la propriété d’être appariées par la symétrie E → −E. Dans les modèles à trois bandes
avec une symétrie chirale, deux des trois bandes sont symétriques l’une de l’autre (E1k = −E2k),
la dernière devant être conjuguée à elle-même (E3k = −E3k) et est donc nécessairement une bande
plate d’énergie nulle. La présence d’une bande plate dans le spectre d’un modèle à trois bandes peut
avoir une origine plus fondamentale que le hasard d’interférences destructives des modèles à deux
bandes du chapitre précédent : elle est une conséquence directe de la symétrie de sous-réseau (qui
est une symétrie chirale).

Dans cette partie, nous allons discuter de modèles à trois bandes respectant la symétrie chirale,
et donc présentant une bande plate à énergie nulle. De plus, on construit un modèle original dérivé
du réseau nid d’abeille du graphène dépendant d’un paramètre α qui interpole continûment entre
le graphène et le modèle T3 (ou réseau de dés), mais dont le spectre à champ nul est totalement
indépendant. On montre que la réponse magnétique dépend drastiquement du paramètre α, et
subit une transition paramagnétique / diamagnétique à µ = 0 ! Modifier α revient à changer les
effets interbandes dans le modèle sans changer les propriétés spectrales ; ce qui montre de façon
claire l’importance du couplage interbandes dans la susceptibilité magnétique orbitale.
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FIGURE 8.1 – À gauche le réseau du modèle T3. Il est triangulaire à trois atomes par maille ; un
motif est mis en avant en pointillés verts. Dans la nomenclature de Sutherland [142], les sites A et
C à trois voisins sont des jantes (rim), les sites C à six voisins, des moyeux (hub). À droite : spectre

à trois bandes du modèle T3. Les deux bandes dispersives sont identiques à celles du graphène.

8.1 Modèle T3

8.1.1 Réseau, hamiltonien et spectre
Considérons le réseau représenté sur la FIG. 8.1, avec tous les liens égaux. Celui-ci se comprend

comme un réseau de Bravais triangulaire à trois atomes par maille. Il se construit en partant d’un
réseau hexagonal, et en ajoutant au centre de chaque hexagone un site relié à trois voisins. Il existe
donc trois sites non-équivalents notés A, B et C sur la FIG. 8.1, et ces sites ont des coordinences
différentes (3 ou 6). Celui-ci mime un arrangement de cubes tri-dimensionnel, et à cause de cet effet
d’optique il est souvent appelé réseau de dés (ou dice lattice).

Le modèle de plus proches voisins appelé modèle T3 a déjà été examiné par Sutherland [142] en
recherchant des réseaux possédant des états localisés et stables devant le désordre. Comme nous
l’avons déjà détaillé lors de la discussion sur les modèles à bandes plates, la présence d’une bande
plate révèle l’existence d’états localisés.

Sans changer la physique du modèle, nous choisissons t
√

2 comme amplitude de saut entre plus
proches voisins, t étant l’amplitude de saut dans le graphène. Ce choix facilitera la comparaison
entre les deux modèles, sans influencer les observables physiques. La matrice hamiltonienne dans
l’espace réciproque s’écrit :

h =
t√
2

 0 f(k) 0

f?(k) 0 f(k)

0 f?(k) 0

 (8.1)

où f(k) est la fonction définie pour le graphène (7.22). Le spectre de ce hamiltonien est représenté
sur la FIG. 8.1. Ses valeurs propres sont E0 = 0 et Eλk = λEk avec λ = ±1 et Ek = |f(k)|. À ces trois
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valeurs propres sont associés les vecteurs propres

|ψλk〉 =
1

2

 eiθk

2λ

e−iθk

 , |ψ0k〉 =
1√
2

 eiθk

0

−e−iθk

 (8.2)

où θk est l’argument dans le plan complexe de f(k) = |f(k)|eiθk .
Mis à part la bande plate, ce modèle a la même relation de dispersion que le graphène et possède

les mêmes points de Dirac K et K ′ en ξkD (avec ξ = ± l’indice de vallée et kD la position du
point K définis lors de l’étude du graphène). Au voisinage de ces points où s’annule f(k), écrivons
k = ξkD + q, alors f(k) ' vF(ξqx − iqy) où vF = 3ta/(2~) est la vitesse de Fermi du graphène, et le
hamiltonien effectif peut alors s’écrire [11]

Hq = ±vFS · q, (8.3)

expression très similaire au hamiltonien effectif des électrons du graphène, à la différence que S est
un vecteur de matrices de spin 1, et non de spin 1/2 (les matrices de Pauli). Le spectre est linéaire
au voisinage de ces points : Eλ ' λvF|q| et E0 = 0.

À cause des termes de phases présents dans (8.2), l’enroulement de la phase des vecteurs d’ondes
autour des points K et K ′ n’est pas trivial ; les nombres d’enroulement sont non-nuls, et par ins-
pection des vecteurs d’ondes, les nombres d’enroulement des deux bandes dispersives sont égaux.
Ce résultat est surprenant car opposé au graphène où les deux bandes ont un nombre d’enrou-
lement opposé. Pour compenser, la bande plate a un nombre d’enroulement opposé et double des
bandes dispersives. Si les propriétés spectrales du graphène et du modèle T3 sont donc identiques,
les propriétés géométriques sont très différentes puisque que les bandes dispersives sont mainte-
nant symétriques.

8.1.2 Magnétisme orbital du modèle T3

Pour calculer la susceptibilité orbitale du modèle T3, il faut repartir de son expression en termes
de fonctions de Green et généraliser la formulation géométrique (7.12) à deux bandes. On peut
sinon utiliser la formulation de [49]. Les calculs devenant lourds et d’interprétation difficile, nous
privilégions pour ce modèle une approche perturbative (cf. annexe 6), complétée d’une vérification
numérique à partir du papillon de Hofstadter.

Approche perturbative

Afin de trouver le comportement de la susceptibilité lorsque le potentiel chimique est proche de
la bande plate, utilisons à nouveau l’approche perturbative à basse énergie en partant de (4.2) avec
le hamiltonien approché dans l’une des vallées (le résultat est similaire dans l’autre)

h =
~vF√

2

 0 q? 0

q 0 q?

0 q 0

 . (8.4)
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où q = qx + iqy. La dérivée croisée hxy étant nulle, le terme « Stauber » ne contribue pas dans (4.2).
La fonction de Green s’écrit

g(E) = (E − h)−1 =

√
2

~vF

1

Ē(Ē2 − 2|q|2)

 Ē2 − |q|2 Ēq? (q?)2

Ēq Ē2 Ēq?

q2 Ēq Ē2 − |q|2

 (8.5)

où Ē = E
~vF/

√
2
. À partir de cette expression, la trace sous l’intégrale en k se calcule de façon élé-

mentaire, pour obtenir

Tr
{

(hxghyg)
2
}

=
162

(Ē2 − 2|q|2)4
q2
xq

2
y. (8.6)

L’intégrale dans l’espace réciproque s’étend (fictivement) sur tout le plan. En opérant un change-
ment de variable polaire (qx = q cos θ et qy = q sin θ), on peut séparer l’intégrale en un produit :∫

Tr
{

(hxghyg)
2
} d2q

4π2
=

64

π2

(∫ ∞
0

q5

(Ē2 − 2q2)
dq

)
︸ ︷︷ ︸

=A

×
(∫ 2π

0

cos2 θ sin2 θ dθ

)
︸ ︷︷ ︸

=B

. (8.7)

On vérifie que B = π/4, et on calcule A par intégration par parties successives en dérivant le
numérateur et intégrant le dénominateur. Après deux IPP, on obtient

A =
4

12

[
1

4

1

Ē2 − 2q2

]∞
0

= − 1

12Ē2
. (8.8)

Ce qui donne pour la susceptibilité correspondant au spectre linéarisé

χlow = −µ0e
2

~2

1

2π
=m

∫ −16

48π

nF(E)

Ē2
dE = −µ0e

2v2
F

12π
n′F(µ), (8.9)

et en particulier

χlow −→
T→0

= +
µ0e

2v2
F

12π
δ(µ). (8.10)

À un facteur 1/2 et un signe près, on retrouve la susceptibilité à basse énergie du graphène (7.38).
Le signe opposé implique cependant une réponse magnétique totalement différente du graphène :
le modèle T3 est paramagnétique.

Le modèle T3, qui est un modèle identique au graphène en terme de spectre (modulo la bande
plate, inerte en champ magnétique comme nous allons le voir), a une réponse magnétique opposée.
Ceci montre une fois de plus l’effet des couplages interbandes sur la réponse magnétique d’un cris-
tal. Dans la suite, nous allons confirmer cette approche basse énergie par une résolution numérique
de la susceptibilité basée sur le calcul du spectre en champ magnétique.

Approche numérique
La méthode précédente ne donnait que la susceptibilité proche des points de Dirac, puisque le

spectre a été développé au voisinage de E = 0. Regardons ce que la méthode numérique basée sur
le papillon de Hofstadter (cf. CHAP. 3) peut nous apprendre de plus sur la susceptibilité. Le papillon
de Hofstadter du modèle T3 — déjà étudié dans la Réf. [151]— est reproduit FIG. 8.2.

Comme nous l’avons déjà mentionné lors de l’étude des modèles deux bandes à bande plate, un
modèle préservant la symétrie chirale de sous-réseau a un spectre symétrique par E → −E. Cette
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FIGURE 8.2 – Papillon de Hofstadter du modèle T3. La bande plate à champ nul reste à E = 0.
φ = φ0/2 est un point particulièrement intéressant, avec des cages d’Aharonov-Bohm. [98, 151]

symétrie n’étant pas brisée par le champ magnétique (seule la phase des termes de sauts change, le
modèle reste biparti), le papillon de Hofstadter est également symétrique selon son axe horizontal.

On remarque que la bande plate reste à énergie nulle, ce qui est imposé par la symétrie chirale.
On distingue donc les bandes plates des modèles précédemment étudiés, qu’on pourrait appeler
« accidentelles », de la bande plate du modèle T3 qui est robuste, et imposée par les symétries du
problème.

Comme à température nulle, la susceptibilité est directement déterminée par la variation d’éner-
gie lorsqu’on établit le champ, la bande plate ne contribue donc pas à la réponse magnétique puisque
son énergie en champ magnétique est toujours nulle. Il est tentant d’en déduire que ce modèle se
comporte comme le graphène. En effet, le papillon de la FIG. 8.2 présente de nombreuses similarités
avec le papillon du graphène : des niveaux de Landau linéaires en B en bas du spectre, des niveaux
en
√
B près de E = 0, et des points d’accumulation qui rappellent les singularités de Van Hove du

graphène, aussi présentes sur le spectre du modèle T3. On note cependant que dans le cas du gra-
phène, le niveau à énergie nulle est un niveau de Landau, donc de dégénérescence proportionnelle
au champ ; ici le nombre d’états est fixé : c’est le nombre d’états dans la bande plate.

Le résultat de la méthode numérique utilisant le papillon pour le calcul de la susceptibilité orbi-
tale du modèle T3 est tracé sur la FIG. 8.3. La susceptibilité orbitale du modèle T3 est très proche de
celle du graphène lorsque |µ| > t, ce qui était attendu par la similarité de leur spectre. Cependant,
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FIGURE 8.3 – Susceptibilité orbitale du modèle T3 obtenue à partir du papillon de Hofstadter. Elle
est tracée pour kBT = 0.01t, soit une énergie thermique dix fois plus importante que les

susceptibilités du CHAP. 7. La diminution en température est simplement limitée par le temps et
la mémoire de calcul.

leur réponse est totalement opposée si |µ| < t, bien que la bande plate soit magnétiquement inerte.
La susceptibilité à µ = 0 est bien cohérente avec le développement perturbatif du paragraphe pré-
cédent.

Ce papillon présente de nombreux aspects intéressants, dont un caractère fortement dégénéré
à f = 1

2 : les seules énergies possibles sont ±3 et 0. Les états sont alors localisés dans ce qui sera
dénommé des cages Aharonov-Bohm [151]. Le rapport de stage de M. Morigi [98] décrit un grand
nombre de caractéristiques de ce papillon, avec une attention particulière aux flux φ = φ0/3 et
φ = φ0/2.

8.2 Généralisation au modèle α− T3

Afin de mieux cerner ce changement drastique de réponse magnétique entre le graphène et le
modèle T3, introduisons un paramètre supplémentaire dans le modèle précédent : supposons que le
lien d’un atome B vers un atome C soit t′ différent de t, et introduisons la force relative entre t′ et t
—que par originalité débordante nous nommerons α = t′/t.

8.2.1 Réseau, hamiltonien et spectre

Le réseau est le même que celui sous-jacent au modèle T3, et nous appellerons ce nouveau modèle
α − T3. Cette nomenclature est d’ailleurs passée dans la littérature, suite à la publication de la
Réf. [122]. Pour α = 1, tous les liens ont la même valeur et on retrouve le modèle T3. Si α = 0,
les sites C ne sont pas reliés au réseau cristallin, et les atomes sont donc isolés : ils produisent
trivialement une bande plate d’énergie égale à l’énergie sur site donc 0 ; avec les autres sites A et B
disposés en nid d’abeille on retrouve le réseau du graphène.
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Si toutes les valeurs de α (positives) sont possibles, on peut se restreindre à l’intervalle [0, 1] car
le système présente une symétrie α 7→ 1/α où les sites centraux deviennent les sites des hexagones
et vice versa. Un paramétrage qui va faciliter les calculs par la suite est d’introduire le paramètre
angulaire β tel que α = tanβ. Pour le graphène : β = 0, et pour le modèle T3 : β = π/4.

Le hamiltonien de ce problème se déduit de celui du modèle T3 à un facteur d’échelle (dépendant
de α) près :

h =
t√

1 + α2

 0 f(k) 0

f?(k) 0 αf(k)

0 αf?(k) 0

 = t

 0 cosβf(k) 0

cosβf?(k) 0 sinβf(k)

0 sinβf?(k) 0

 . (8.11)

La propriété remarquable de ce modèle et qui en fait son intérêt est que toute la famille α−T3 a
le même spectre à trois bandes ; indépendant de α. Comme pour le modèle T3, les énergies propres
sont données par : E0 = 0 et Eλk = λ|f(k)| avec λ = ±1 l’indice de bande. Il possède les mêmes
cônes de Dirac à basse énergie que le graphène. Les vecteurs propres associés s’écrivent

|ψλk〉 =
1√
2

 cosβeiθk

λ

sinβe−iθk

 , |ψ0k〉 =

 sinβeiθk

0

− cosβe−iθk

 . (8.12)

Phases de Berry
Les phases de Berry autour des points de Dirac K et K ′ peuvent se calculer de façon similaire à

celles du modèle T3. À α fixé, la phase de Berry dans les trois bandes (λ, 0) autour du point de Dirac
de la vallée ξ, vaut

φλ,ξ = ξπ cos 2β et φ0,ξ = −2ξπ cos 2β. (8.13)

Ces phases de Berry sont donc les mêmes dans les deux bandes λ = ±, et de signe opposé à celle de
la bande plate. Dans le cas limite β = 0 du graphène, la phase des bandes dispersives tend vers π
identique à −π. Celle de la bande plate tend vers 2π équivalent à 0. Comme dans le graphène, les
phases de Berry des deux vallées sont opposées dans chaque bande.

8.2.2 Approche basse énergie
Le calcul dans le cas du modèle T3 peut être adapté pour le réseau α− T3. De même que pour le

modèle T3, le second terme de la formule (4.2) est nul pour le hamiltonien linéarisé près d’un point
de Dirac :

h = ~v

 0 q? cosβ 0

q cosβ 0 q? sinβ

0 q sinβ 0

 . (8.14)

Comme nous l’avons déjà remarqué, lorsque α = 1 le hamiltonien s’écrit comme celui d’un spin 1
alors que pour α = 0 on retrouve le graphène, et la matrice (restreinte aux atomes A et B) s’écrivant
comme une matrice de spin 1/2. Pour un α intermédiaire, h ne peut pas s’écrire avec des matrices
de spin. Cette propriété du modèle a des conséquences surprenantes : si α = 0, 1, le système a une
conductance minimale non-nulle, qui disparaît dès que 0 < α < 1. [82]

Après quelques étapes élémentaires, nous obtenons :

χlow =
µ0e

2v2

6π

1 + 3 cos 4β

4
n′F(µ). (8.15)
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FIGURE 8.4 – Susceptibilité numérique du α− T3 pour différentes valeurs de α. On observe la
disparition de la divergence diamagnétique à α = αc ≈ 0,52 ; au-delà, la divergence devient

paramagnétique.

Cette expression interpole entre la susceptibilité négative du graphène (β = 0) à µ = 0, et la sus-
ceptibilité positive du modèle T3 (β = π/4). Elle est strictement nulle pour α = αc tel que

αc = tan

[
1

4
arccos

(
−1

3

)]
=

√
3− 1

2
. (8.16)

On observe donc que la susceptibilité orbitale à basse énergie change continûment avec α, et passe
d’une situation diamagnétique à paramagnétique. Ceci est nécessairement le fruit des effets inter-
bandes, puisque le spectre à champ nul du α − T3 est indépendant de α. Vérifions maintenant ce
comportement sur la susceptibilité en fonction de µ.

8.2.3 Susceptibilité orbitale numérique
La FIG. 8.4 montre l’évolution de la susceptibilité orbitale en fonction du paramètre α. Elle

change de signe à µ = 0 pour α = αc. On observe effectivement cette transition entre paramagné-
tisme et diamagnétisme pour une valeur critique du paramètre α. Dans un modèle où le spectre est
indépendant de α, ce résultat montre de façon spectaculaire comme la susceptibilité est fortement
déterminée par les propriétés des états propres du hamiltonien du modèle.

8.2.4 Niveaux de Landau
Si le spectre en champ nul est indépendant de α, il y a plusieurs quantités qui évoluent en

fonction de α, et en particulier les niveaux de Landau approchés près de l’énergie nulle. On sait que
les niveaux sont en racine carrée du champ dans le cas du graphène près d’un point de Dirac (voir
l’Éq. (1.45)), et on s’attend à un comportement similaire puisque le spectre est toujours linéaire.

Afin d’obtenir une expression approchée des niveaux de Landau à bas champ magnétique, on
utilise la substitution de Peierls continue dans le hamiltonien (8.11) linéarisé près d’un point de
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Dirac. On introduit les opérateurs création â† et annihilation â sans dimension :

â† =
`B√

2
(qx + iqy) et â =

`B√
2

(qx − iqy) (8.17)

ce qui transforme la matrice (8.11) en opérateur :

h = EB

 0 cosβâ† 0

cosβâ 0 sinβâ†

0 sinβâ 0

 avec EB =
~v
√

2

`B
=

v

2π

√
2eB

h
(8.18)

Près du point K ′, on obtiendrait un résultat similaire en remplaçant â par −â†. On peut typique-
ment chercher des solutions de l’équation aux valeurs propres avec des vecteurs d’états nombres
|n〉 vecteurs propres de l’opérateur nombre N̂ = â†â . Les valeurs propres correspondantes sont les
énergies de niveaux de Landau, et sont différents dans chaque vallée :

Ep = ±EB
√
p+ γξ où p ∈ N (8.19)

avec γξ un facteur dépendant de la vallée ξ : γ+ = sin2 β = 1− γ−. La bande plate contient toujours
un tiers des états à énergie nulle. Il est possible de réindexer les niveaux pour avoir une seule
expression pour les deux vallées : 1

En = ±EB
√
|n+ γ| où n ∈ Z. (8.20)

On a choisi γ = γ+ = sin2 β ; l’indice n est maintenant un entier relatif. On remarque donc quelque
chose de surprenant : les niveaux de Landau ne coïncident dans les deux vallées du réseau α−T3 que
pour α = 0 et 1 (cf. FIG. 8.5). Pour α 6∈ {0; 1}, il serait donc possible de distinguer expérimentalement
les deux vallées par des mesures d’énergie. Cette levée de dégénérescence est difficile à obtenir
dans le graphène, puisqu’il faut considérer des processus à grand vecteur d’onde, c’est-à-dire dont
la longueur d’onde est similaire à une dimension de la maille.

Sur la FIG. 8.5, on remarque que seul le graphène possède un niveau de Landau à énergie nulle.
Dès que α 6= 0, En 6= 0 pour tout n. À partir des niveaux de Landau, il est possible de mener la
même analyse qu’avec les niveaux du graphène, à savoir répartir les états du spectre sans champ
dans les niveaux de Landau (de dégénérescence eB

h ). Ce processus est montré sur la FIG. 8.6.
Sur la FIG. 8.6, sont tracés les spectres à champ nul et les niveaux de Landau pour le graphène

(déjà vus dans le chapitre précédent, FIG. 7.8) et pour le α−T3. Dans le cas du graphène (α = 0), le
niveau de Landau à énergie nulle revêt un rôle particulier car il fait augmenter l’énergie totale des
états arrivant à énergie nulle. Bien qu’on puisse montrer que tous les autres niveaux de Landau
font baisser l’énergie totale de leur tranche d’états associée, le comportement global est dominé par
le niveau d’énergie nulle, ce qui résulte en une réponse diamagnétique. Lorsqu’on branche α en
revanche, ce niveau va baisser en énergie jusqu’à atteindre la situation de la FIG. 8.6, et contribuer
également à diminuer l’énergie totale du système. Ce raisonnement explique le changement de
signe de χorb en fonction de α, et a fortiori à α = 1.

1. On peut aussi les obtenir par un raisonnement semi-classique en utilisant les travaux de la Réf. [50] comme décrit
dans l’annexe D.
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FIGURE 8.5 – Évolution des niveaux de Landau du réseau α− T3 en fonction de α. Les deux
vallées ne sont dégénérées qu’à α = 0 et α = 1.

Conclusion
Dans ce dernier chapitre, nous avons abordé les modèles à trois bandes, essentiellement de

façon numérique. Grâce à un bon choix de réseau, nous avons obtenu un modèle fonction d’un
paramètre α dont les bandes d’énergie ne dépendaient pas. Ce modèle présente une bande plate à
E = 0, comme tous les modèles possédant une symétrie chirale. L’étude de la susceptibilité orbitale
a révélé l’importance des effets interbandes sur cette susceptibilité, et modifier le paramètre permet
d’observer une transition dia-/paramagnétique.

Il aurait été possible de regarder à nouveau chacun des systèmes semi-métalliques du CHAP. 7
en ajoutant un atome central, et nous aurions découvert de nouvelles propriétés. Piéchon et al. [116]
étudie ces généralisations à trois bandes. Un des résultats est de montrer que malgré la diver-
sité des densités d’états à champ nul, tous les modèles considérés subissent une transition dia-
/paramagnétique à demi-remplissage.

Nous avons discuté dans le cas du graphène de la susceptibilité en tant que fonction du champ
magnétique. Cette étude peut être menée dans le α−T3 pour caractériser plus finement la transition
observée [122].
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FIGURE 8.6 – Sur les deux figures, on montre comment le spectre à champ nul se répartit dans les
niveaux de Landau εn à champ fini (graphène à gauche, et modèle T3 à droite). L’état à énergie

nulle du graphène a une importance particulière, puisque c’est lui qui gouverne sa réponse
diamagnétique. Son absence pour le modèle α− T3 rend le système paramagnétique.
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Conclusion

À la lumière des résultats présentés dans ce manuscrit, revenons à la citation d’Ashcroft et Mer-
min de notre introduction, et répondons à deux questions : quelles sont les sources du magnétisme
orbital ? Qu’est-ce qui caractérise le magnétisme orbital dans les cristaux?

Si on écarte le magnétisme de couplage spin-orbite, le magnétisme orbital et le magnétisme
de spin sont deux contributions découplées à la réponse magnétique totale, et la réponse de spin
est simplement calculable à partir de la densité d’états du cristal (sans champ magnétique). Le
magnétisme orbital est composé de la contribution des électrons de cœur (magnétisme localisé),
et des électrons itinérants, qui ont été le sujet central de ce manuscrit. Nous avons vu, et cela
était déjà connu de Peierls, que le champ magnétique intervient de trois façons différentes : il
modifie les énergies des orbitales électroniques formant les fonctions de Bloch ; il renormalise les
intégrales de saut entre atomes voisins car il change la forme des orbitales atomiques ; et enfin il
donne une phase à ces intégrales de saut. Ces trois phénomènes apportent autant de contributions
au magnétisme orbital itinérant, mais alors que les deux premières contributions se calculent bande
par bande comme la susceptibilité de Pauli, la troisième contribution fait réellement intervenir des
effets interbandes à travers la géométrie de l’espace des bandes du hamiltonien cristallin.

Grâce à une formulation générale en termes de fonctions de Green (CHAP. 6), une formulation
géométrique pour les modèles à deux bandes (CHAP. 7), et en s’appuyant essentiellement sur les
résultats précédents de Peierls, Blount, Fukuyama, ou plus récemment Gomez-Santos et Stauber,
nous avons tenté d’illustrer les différentes facettes du magnétisme orbital itinérant :

• la susceptibilité orbitale n’est pas une propriété du seul niveau de Fermi, mais implique la mer
de Fermi, c’est-à-dire la contribution de tous les électrons, y compris des bandes remplies ;

• en conséquence, un système avec des bandes d’énergie totalement remplies ou vides a généri-
quement une réponse magnétique non nulle ;

• la susceptibilité de bord de bande ne suit pas toujours le diamagnétisme de Landau, que ce
soit sur des bords de bandes bordant un gap (effets interbandes comme dans le nitrure de
bore) ou des bords extrêmes de la structure de bandes comme l’a montré l’étude des modèles
à bandes plates ;

• le couplage interbandes peut induire une divergence de la susceptibilité orbitale au niveau
d’un point de dégénérescence du spectre. On note que ce n’est pas une propriété exclusive de
la susceptibilité interbandes, puisque la contribution de Peierls peut également diverger dans
certains cas (par exemple à une singularité de van Hove de la densité d’états) ;
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• le magnétisme orbital, s’exprimant à l’aide de quantités géométriques, ne dépend pas unique-
ment du spectre électronique à champ nul. La susceptibilité peut s’exprimer avec la combi-
naison du spectre à champ nul, et des quantités géométriques (courbure de Berry, moment
orbital et tenseur métrique). Cette dépendance en les quantités géométriques est particuliè-
rement flagrante dans le modèle α− T3.

Au-delà de présenter les résultats de mon travail de thèse, l’objectif de ce manuscrit était éga-
lement de donner un panorama général de l’avancée des recherches théoriques sur le magnétisme
orbital au cours des 80 dernières années. Cela nous a permis de rappeler le travail remarquable de
Peierls qui avait compris le magnétisme orbital des modèles liaisons fortes à une bande, ainsi que
de noter que le travail de Blount qui contient déjà essentiellement une formulation semi-classique
très similaire à des résultats publiés récemment, ajoutant ce qui manquait au travail de Peierls à
savoir les effets interbandes.

Bien sûr, ces résultats lèvent de nombreuses questions qui mériteraient d’approfondir le travail
initié dans ce manuscrit :

• Si le magnétisme de spin ne donne qu’une contribution triviale puisque proportionnelle à la
densité d’états à champ nul, obtenir la réponse magnétique totale doit passer par l’étude du
couplage spin-orbite, et de l’intégration de cet effet dans la susceptibilité orbitale. L’effet conju-
gué du magnétisme de spin-orbite et du couplage Zeeman pourrait en particulier apporter des
phénomènes magnétiques nouveaux, comme des bords de bande paramagnétiques.

• Ce manuscrit a donné de nombreux exemples de modèles à deux bandes, présentant isolants
ou semi-métalliques. Nous avons aussi présenté un modèle à trois bandes qui permettait
d’illustrer la dépendance géométrique de la susceptibilité ; cependant, la formule de la sus-
ceptibilité orbitale faisant intervenir quatre fonctions de Green, on s’attend à ce que les mo-
dèles à quatre bandes puissent présenter des propriétés nouvelles. A minima, il serait possible
d’étudier les corrections apportées par la prise en compte de bandes voisines dans les modèles
décrits au CHAP. 7. La Réf. [58] donne la susceptibilité du graphène avec un modèle à huit
bandes ; comme on peut s’y attendre, l’ajout des contributions des autres bandes ne change
pas qualitativement le résultat obtenu, et ce à cause de l’éloignement en énergie des autres
bandes qui limite l’intensité des couplages interbandes.

• Nous n’avons pas parlé de l’effet des interactions électroniques sur la réponse magnétique, et
ce champ difficile reste peu exploré à ce jour, à l’exception de résultats sur les fermions de
Dirac [119] suggérant l’existence d’un paramagnétisme dans le voisinage du dopage nul mais
en négligeant les effets du réseau.

• Nous avons étudié principalement des modèles bidimensionnels parfaits. Mais expérimenta-
lement, les cristaux présentent toujours un certain nombres de défauts, qui peuvent modifier
drastiquement les caractéristiques électroniques de transport des cristaux. Comment la sus-
ceptibilité orbitale itinérante serait-elle modifiée par la présence de fort désordre, en particu-
lier sur des systèmes à basse dimension? de localisation forte ? La méthode numérique basée
sur le papillon de Hofstadter serait un outil de choix pour aborder ces problématiques.
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Annexe A

Formules d’intégration de la
fonction de Fermi

Une formule très utile pour calculer les intégrales sur l’énergie dans la théorie de perturbation
est

=m
∫

nF(E)

(E − α)i
dE = − π

(i− 1)!
n

(i−1)
F (α). (A.1)

Celle-ci se montre simplement par récurrence, tous les termes intégrés étant nuls. En effet :∫
nF(E)

(E − α)i
dE =

1

i

∫
nF(E)

(E − α)i−1
dE

=
1

i!

∫
n

(i)
F (E)

E − α dE,

(A.2)

(A.3)

puis on utilise la définition de la partie principale de Cauchy pour la fonction inverse :

1

E − α = P 1

E − α − iπδ(E − α). (A.4)

On en déduit la formule recherchée :

=m
∫

nF(E)

(E − α)i
dE = − π

(i− 1)!
n

(i−1)
F (α) . (A.5)
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Annexe B

Expression de l’aimantation
orbitale

B.1 Position du problème

Partons de l’expression (6.26) de l’aimantation orbitale dérivée avec la théorie de perturbation :

M0 =
iekBT

2~πS
=m

∫ ∞
−∞

ln
(

1 + e−(E−µ)/kBT
)

Tr {ghxgy − ghygx} dE. (B.1)

On peut écrire la fonction de Green g dans la base des |unk〉 :

g(E) =
∑
n

∫ |unk〉 〈unk|
E − Enk

d2k

4π2
. (B.2)

De plus, rappelons les expressions de la courbure de Berry et de l’aimantation orbitale :

Ωnk = i 〈∂kunk|×|∂kunk〉 = i (〈∂xunk|∂yunk〉 − 〈∂yunk|∂xunk〉) ez

= i
∑
m6=n

〈
unk

∣∣∣∣hxPmkhy − hyPmkhx(Enk − Emk)2

∣∣∣∣unk〉 ez,
(B.3)

(B.4)

et

mnk = − ie
2~
〈∂kunk|×(h− Enk)|∂kunk〉

= − ie
2~

(〈∂xunk| (h− Enk)|∂yunk〉 − 〈∂yunk|(h− Enk) |∂xunk〉) ez

=
ie

2~
∑
m 6=n

〈
unk

∣∣∣∣hxPmkhy − hyPmkhxEnk − Emk

∣∣∣∣unk〉 ez,

(B.5)

(B.6)

(B.7)

avec Pnk = |unk〉〈unk| le projecteur sur l’état |unk〉.
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ANNEXE B. EXPRESSION DE L’AIMANTATION ORBITALE

B.2 Calcul de la trace
Calculons le premier morceau de la trace de l’équation (6.27) en introduisant des relations de

fermeture :

Tr ghxghyg =
∑
n

∫
d2k

4π2

〈
unk

∣∣∣∣∣∑
m

∫ |umk1
〉 〈umk1

|
(E − Emk1)2

d2k1

4π2
hx
∑
l

∫ |ulk2
〉 〈ulk2

|
E − Elk2

d2k2

4π2

∣∣∣∣∣hyunk
〉

(B.8)

Comme hi et g sont diagonaux en k, et g diagonal en n, l’expression se simplifie :

Tr ghxghyg =
∑
n,l

∫ 〈unk|hx |ulk〉 〈ulk|hy |unk〉
(E − Enk)2(E − Elk)

d2k

4π2
(B.9)

d’où

Tr {ghxghyg − ghyghxg} =
∑
n,l

∫ 〈unk|hxPlkhy − hyPlkhx |unk〉
(E − Enk)2(E − Elk)

d2k

4π2
. (B.10)

Ainsi,

M0(µ) =
kBT

2π
=m

∫
ln
(

1 + e−β(E−µ)
) ∑
n,l 6=n

ie

~

∫ 〈unk|hxPlkhy − hyPlkhx |unk〉
(E − Enk)2(E − Elk)

d2k

4π2
dE. (B.11)

Le terme l = n étant nul, on peut l’enlever sans changer l’expression. Il s’agit de calculer la partie
imaginaire et l’intégrale sur E de l’expression (B.11). Pour cela, on écrit

1

(E − Enk)2(E − Elk)
=

1

Enk − Elk
1

(E − Enk)2
− 1

(Enk − Elk)2

1

E − Enk
+

1

(Enk − Elk)2

1

E − Elk
.

(B.12)

En injectant (B.12) dans (B.11), on obtient trois termes : le premier fait apparaître le moment
magnétique, et le second la courbure de Berry :

M0(µ) =
e

~
kBT

2π
=m

∫
ln
(

1 + e−β(E−µ)
)∫ ∑

n

{
2~
e

mnk

(E − Enk)2
− Ωnk

(E − Enk)

+i
∑
l 6=n

〈unk|hxPlkhy − hyPlkhx |unk〉
(Enk − Elk)2(E − Elk)

 d2k

4π2
dE. (B.13)

Reste à changer le nom des variables n → l et l → n dans le troisième terme, puis l’ordre des
sommes ; en réorganisant les termes, on obtient :

i
∑
n,l 6=n

〈unk|hxPlkhy − hyPlkhx |unk〉
(Enk − Elk)2(E − Elk)

= −i
∑
n,l 6=n

〈unk|hxPlkhy − hyPlkhx |unk〉
(Enk − Elk)2(E − Enk)

= − Ωnk
(E − Enk)

.

(B.14)

On peut calculer l’intégrale sur E avec (A.1) pour obtenir

M0(µ) = − e
~
kBT

2

∑
n

∫ [
(−β)nF(Enk)

2~
e
mnk − 2 ln

(
1 + e−β(Enk−µ)

)
Ωnk

]
d2k

4π2

=
∑
n

∫ [
nF(Enk)mnk +

e

~β
ln
(

1 + e−β(Enk−µ)
)

Ωnk

]
d2k

4π2
.

(B.15)

(B.16)

qui est identique à la formule présentée dans [144].
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Annexe C

Dérivation de la formule à 2
bandes

C.1 Quelques éléments de matrice
On donne ici quelques relations utiles pour dériver explicitement la formule à deux bandes.

Relations géométriques sur les |unk〉
On commence par rappeler les relations générales reliées à la géométrie du fibré de Bloch :

l’orthogonalité des fonctions appartenant à différentes bandes (des vecteurs propres d’un même
hamiltonien)

〈unk|umk〉 = δmn. (C.1)

Les |unk〉 ne sont cependant pas orthogonaux en k puisqu’ils ne sont pas vecteurs propres des mêmes
opérateurs :

〈unk|i∂kunk〉 = Ank

〈unk|Djunk〉 = 0
(C.2)

puisque

|Dunk〉 = |∂kunk〉+ iAnk |unk〉 =
∑
m 6=n

〈umk|∂kh|unk〉
Emk − Enk

|umk〉 . (C.3)

De plus, par définition :

〈Diunk|Djunk〉 = T ijnk = gij −
i

2
εijpΩk,p. (C.4)

Relations supplémentaires à deux bandes

Plus spécifiquement, il y a quelques relations très utiles pour les modèles à deux bandes, où les
quantités géométriques sont toutes reliées. Si α = ±1 est l’indice de bande, Ωαk = αΩk, gαk,ij = gij
(où la dépendance en k est implicite). On a :

mαk = αEkΩk
4(gxxgyy − (gxy) = (Ωk)2 (C.5)
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ANNEXE C. DÉRIVATION DE LA FORMULE À 2 BANDES

Avec un hamiltonien à deux bandes h = E0k + Ekn · σ, on a également

〈uαk|h|uα′k〉 = δαα′Eαk〈
uαk

∣∣hi |u−αk〉〈u−αk|hj∣∣uαk〉 = ni · nj = 4gij〈
uαk

∣∣hij∣∣uαk〉 = Eijαk − 4αEkgij〈
Diuαk

∣∣hkl∣∣Djuαk
〉

= gij(E
kl
−α + 4αEkgkl)

(C.6)

C.2 Dérivation de la formule géométrique à deux bandes
Cette dérivation est essentiellement extraite du supplément de la Réf. [117]. On présente la

dérivation des quatre contributions χLP, χΩ, χg et χ̃g. Commençons par réécrire la susceptibilité en
termes de fonctions de Green (6.32) sous la forme :

χorb = −µ0e
2

12~2

=m
πS

∫ ∞
−∞

nF(E)

∫∫
BZ

(U(k, E) + V (k, E))
d2k

4π2
dE. (C.7)

avec
U(k, E) = tr (ghxxghyy − ghxyghxy) ,

V (k, E) = 2tr
(
(ghxghy − ghyghx)2

)
.

(C.8)

En utilisant des étapes identiques à celles décrites dans l’annexe D de la Réf. [123], on obtient

U =
∑
α g

2
αU

(1)
α + gαg−αU (2),

V =
∑
α g

3
αg−αV

(1)
α + g2

αg
2
−αV

(2)
(C.9)

avec gα(k, E) = 1
E−Eαk

et où

U
(1)
α (k) = (Exxα Eyyα − Exyα Exyα ) + 4(E2

kΩ2 − αEkgijEijα ),

U (2)(k) = −4(E2
kΩ2 + 1

2∂ij(E
2
kg
ij)− EkgijEij),

V
(1)
α (k) = −16ε2gijEiαE

j
α,

V (2)(k) = −16E2
k(2E2

kΩ2 − gijEiαEj−α),

(C.10)

où on a choisi gij comme l’inverse de gij multiplié par det g. On choisit cette définition dans cette
annexe pour des raisons de longueur ; dans tout le corps du manuscrit gij est l’inverse du tenseur
métrique.

À partir de là, en utilisant l’identité ∂i(gnα) = ngn+1
α Eiα et en intégrant par parties, on trouve :∫

BZ

d2k

4π2

∑
α

g3
αg−αV

(1)
α =

∫
BZ

d2k

4π2

∑
α

8[g2
αg

2
−α(ε2gijEiαE

j
−α) + g2

αg−α(ε2gijEijα )− 1

2
gαg−α∂ij(E

2
kg
ij)].

(C.11)

En utilisant maintenant les identités suivantes

gαg−α = α
2Ek

(gα − g−α),

g2
αg

2
−α = 1

4E2
k

(g2
α + g2

−α − 2gαg−α),

g2
αg−α = α

2Ek
(g2
α − gαg−α),

(C.12)

il est possible de réécrire (C.9) comme

U =
∑
α g

2
αU

(1)
α + α gα

Ek
U (2),

V =
∑
α g

2
αṼ

(1)
α + α gα

Ek
Ṽ (2)

(C.13)
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C.3. EXPRESSIONS EXPLICITES DES CONTRIBUTIONS DANS LA SUSCEPTIBILITÉ À
DEUX BANDES

où
Ṽ

(1)
α (k) = 4(−4E2

kΩ2 + 3gijEiαE
j
−α + αEkg

ijEijα ),

Ṽ (2)(k) = −4(−4E2
kΩ2 + 3gijEiαE

j
−α + Ekg

ijEij + ∂ij(E
2
kg
ij)).

(C.14)

Sommer U et V donne

U + V

12
=
∑
α

g2
α

[
1

12
(Exxα Eyyα − Exyα Exyα )− E2

kΩ2 + gijEiαE
j
−α]

+ α
gα
Ek

[E2
kΩ2 − gijEiαEj−α −

1

2
∂ij(E

2
kg
ij)

]
. (C.15)

L’étape ultime consiste à calculer l’intégrale explicite sur la variable E, en utilisant (A.1)
Les différents termes qui apparaissent dans (C.15) donnent plusieurs contributions à la suscep-

tibilité :
χorb = χLP + χΩ + χg + χ̃g, (C.16)

où les expressions sont données dans le texte.

C.3 Expressions explicites des contributions dans la suscep-
tibilité à deux bandes

L’expression de la susceptibilité orbitale à deux bandes peut être écrite de façon moins concise,
mais plus pratique pour les calculs. Nous regroupons ici les expressions utilisées pour chacun des
termes. Ces expressions permettent de plus de faire le lien avec les formulations alternatives (semi-
classique entre autre).

C.3.1 Terme de courbure de Berry

χΩ =
µ0e

2

~2

∑
α=±1

∫∫
BZ

(
−n′F (Eαk) + α

nF (Eαk)

Ek

)
m2
αk

d2k

4π2

=
µ0e

2

~2

∑
α=±1

∫∫
BZ

(
−n′F (Eαk) + α

nF (Eαk)

Ek

)
E2
k

[(nx ∧ ny) · n]2

4

d2k

4π2

(C.17)

(C.18)

C.3.2 Terme de tenseur géométrique

χg =
µ0e

2

2~2

∑
α=±1

∫∫
BZ

−αnF (Eαk)

Ek
∂j
(
E2
k∂i
(
gij
)) d2k

4π2
(C.19)

c’est-à-dire

χg =
µ0e

2

~2

∑
α=±1

∫∫
BZ

−αnF (Eαk)

2

[
Ex(∂xgyy − ∂ygxy) + Ey(∂ygxx − ∂xgxy)

+
Ek
4

(nxy · nxy − nxx · nyy)

]
d2k

4π2
(C.20)
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C.3.3 Terme de brisure de symétrie particule-trou

χ̃g = χ̃1
g + χ̃2

g (C.21)

où

χ̃1
g =

µ0e
2

~2

∑
α=±1

∫∫
BZ

−αnF (Eαk)

Ek

(
gij∂iE0∂jE0

) d2k

4π2

=
µ0e

2

~2

∑
α=±1

∫∫
BZ

(
n′F (Eαk)− αnF (Eαk)

Ek

)(
(Ex0k)2gyy + (Ey0k)2gxx − 2Ex0kE

y
0kgxy

) d2k

4π2

(C.22)

(C.23)

et

χ̃2
g =

µ0e
2

~2

∑
α=±1

∫∫
BZ

αn′F (Eαk) (Ex0kE
xgyy + Ey0kE

ygxx − (Ey0kE
x + Ex0kE

y)gxy)
d2k

4π2
(C.24)
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Annexe D

Magnétisme semi-classique et
effets géométriques

D.1 Court historique des approches semi-classiques
Les effets de magnétisme orbital et plus généralement les effets de projection sur une bande

peuvent être étudiés d’un point de vue différent mais très riche : celui de l’étude semi-classique
du mouvement d’un paquet d’ondes de Bloch restreint à une bande, mais en présence des autres
bandes. Les équations historiques de Bloch-Peierls

ṙ = vnk =
1

~
∂kEnk

~Π̇ = −e(E + vnk ∧B),

(D.1)

(D.2)

détaillées par exemple dans la Réf. [6], ne capturent pas certains effets géométriques de phase de
Berry.

Une fois de plus, c’est à Peierls [114] que l’on doit les début du magnétisme semi-classique,
avec sa substitution continue, qui donne un hamiltonien effectif à une bande en présence d’un
champ magnétique. La recherche d’un tel hamiltonien a été le moteur de nombreuses recherches
de physiciens tels que Slater, Luttinger, Kohn, Adams, Blount, Roth, Karplus, Wannier, etc., on
consultera la revue [141] et les références 1 à 25 sur ce sujet. La première approche rigoureuse de
recherche d’un hamiltonien effectif est basée sur l’utilisation des fonctions de Wannier ; une théorie
basée sur l’approximation WKB a aussi été développée, en particulier pour étudier le comportement
semi-classique des équations de Harper.

L’hypothèse fondamentale, commune à toutes les approches, est qu’un paquet d’ondes va être
forcé de rester sur une bande : c’est l’hypothèse d’adiabaticité. L’interdiction de transitions Landau-
Zener et donc la projection de la dynamique sur une seule bande va créer des termes nouveaux
dans les équations semi-classiques, basés sur les quantités géométriques déjà introduites. En pré-
sence de champ magnétique ou électrique, cette hypothèse est respectée si l’énergie séparant cette
bande des autres est grande devant ~ωc = ~eB/m et eEa respectivement, c’est-à-dire en évitant les
phénomènes de ruptures magnétique et électrique.

L’approche que nous allons développer ici est basée sur une méthode variationnelle dépendante
du temps développée par Chang et Niu [141], où l’on cherche à extrémiser une action dépendant des
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paramètres d’un paquet d’ondes. Nous ne ferons pas les calculs détaillés, nous renvoyons le lecteur
vers la Réf. [141] pour plus de détails.

D.2 Définitions
On considère un électron de Bloch sans spin, restreint à se mouvoir dans la ne bande. Un pa-

quet d’ondes est une superposition d’états propres du hamiltonien localisé dans l’espace réel et
l’espace réciproque. Si rc est la position moyenne de ce paquet d’ondes, l’idée de l’approximation
semi-classique va être de développer le hamiltonien vu par le paquet d’ondes près de cette position
moyenne :

Ĥ(r̂, P̂ ) = Ĥc(P̂ ) +
1

2

(
(r̂ − rc) · ∂rĤ(rc) + ∂rĤ(rc) · (r̂ − rc)

)
+O((r̂ − rc)2) (D.3)

où Ĥc(P̂ , B) = Ĥ(rc, P̂ ) est appelé hamiltonien local. Soient |ψc
nk〉 les états propres de Ĥc, de valeurs

propres Ec
nk. Soit Ψc l’état quantique du paquet d’ondes, on peut l’écrire dans la base des fonctions

propres :

|Ψc〉 =

∫
wc(k, t) |ψc

nk(k)〉 d3k. (D.4)

Pour que la dénomination ait un sens, on suppose que la fonction wc(k, t) reste localisée dans l’es-
pace réciproque, et on définit le vecteur d’onde typique kc par

kc(t) =

∫
k |wc(k, t)|2 d3k. (D.5)

Si l’on pose wc(k) = |wc(k)|e−iγc(k), la position moyenne du paquet d’ondes doit vérifier la relation
de cohérence suivante :

rc = 〈Ψc|r̂|Ψc〉 =

∫
|wc(k)|2 [∂kγ

c(k) + An(k)] d3k ≈ ∂kγc(kc) + An(kc). (D.6)

Cette relation implicite est une contrainte, dont il faudra tenir compte dans une formulation la-
grangienne où l’on souhaiterait voir rc(t) et kc(t) comme deux fonctions indépendantes. Attention,
rc dépend de n, et ne correspond donc pas à la position canonique de l’électron. On l’appelle position
invariante de jauge, ou position projetée sur la ne bande.

D.3 Énergie d’un paquet d’ondes dans un champ électroma-
gnétique

On cherche à calculer l’énergie E(rc,kc) d’un paquet d’ondes dans un champ électromagnétique.
De façon générale, le hamiltonien en champ magnétique est obtenu par le couplage minimal sur le
hamiltonien Ĥ0 en l’absence de champ magnétique

Ĥ(r̂, P̂ , B) = Ĥ0(r̂, P̂ + eA(r̂))− eV (r̂) (D.7)

avec B = rotA et E = −gradV . Le paquet d’ondes ayant une extension spatiale finie, il n’est
cependant pas déterminé uniquement par

Ĥc = Ĥ(rc, P̂ , B) = Ĥ0(rc, P̂ + eA(rc))− eV (rc) (D.8)
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mais également par les variations de Ĥ proches de rc. On peut donc faire un développement limité
en r̂ − rc :

Ĥ(r̂, P̂ , B) ≈ Ĥc(P̂ , B) + Ĥc
1(P̂ , B) + Ĥc

2(P̂ , B) + . . . (D.9)

À l’ordre 1, pour des champs E et B uniformes, on obtient l’énergie d’un paquet d’ondes

Ẽ(rc,kc) =
〈

Ψc
∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψc

〉
≈
〈

Ψc
∣∣∣Ĥc

∣∣∣Ψc
〉

+ e 〈Ψc|r̂ − rc|Ψc〉 ·E +
e

2m

〈
Ψc
∣∣∣(r̂ − rc) ∧ (P̂ + eA(rc))

∣∣∣Ψc
〉
·B

= E0(Πc)− eV (rc) +
e

2m
L(Πc) ·B

(D.10)

(D.11)

(D.12)

où l’on a défini le moment invariant de jauge Πc = kc + e
~A(rc), et le moment cinétique orbital du

paquet d’ondes

L(k) =
〈

Ψc
∣∣∣L̂∣∣∣Ψc

〉
=
〈

Ψc
∣∣∣(r̂ − rc) ∧ P̂

∣∣∣Ψc
〉
. (D.13)

Le premier terme de (D.12) consiste en la substitution de Peierls, le deuxième est l’abaissement de
l’énergie par le champ électrique en rc, et le dernier provient de l’existence d’un moment cinétique
du paquet d’ondes dû à son extension spatiale finie et son éventuelle rotation. On remarque qu’à
l’ordre 1, le champ E n’apporte aucune contribution supplémentaire puisque l’élément de matrice
est nul par définition.

L’énergie d’un paquet d’ondes s’écrit finalement

Ẽ(rc,kc) = E0(Πc)− eV (rc)−mn(Πc) ·B (D.14)

où mn(Πc) est le moment magnétique associé au paquet d’ondes. 1 On montre que celui-ci peut
s’écrire :

m`
n(Πc) =

−e
2m
L(Πc) = − ie

2~
εij`

∑
m6=n

〈unk|∂iHk|umk〉 〈umk|∂jHk|unk〉
Emk − Enk

. (D.15)

Cette interprétation physique justifie l’introduction un peu abstraite présentée dans le CHAP. 2.

D.4 Lagrangien effectif du paquet d’ondes
Dans le cas statique, résoudre un problème par une méthode variationnelle revient à trouver les

paramètres rc et kc qui minimisent l’énergie
〈

Ψc
∣∣∣Ĥ∣∣∣Ψc

〉
. Afin de trouver l’évolution des fonctions

rc(t) et kc(t), on passe par une approche lagrangienne 2 en définissant

Leff(t, rc, ṙc,kc, k̇c) =

〈
Ψc

∣∣∣∣i~ d

dt
− Ĥ

∣∣∣∣Ψc

〉
(D.16)

et en cherchant à minimiser l’action Seff =
∫
Leff dt. Cette fois-ci, on veut minimiser une fonction-

nelle des fonctions rc(t) et kc(t).

1. Si on voulait re-quantifier le problème, l’énergie E deviendrait le hamiltonien effectif à une bande. On note que celui-ci
dépasse l’approximation de Peierls, puisqu’il contient le terme de moment magnétique orbital (voir par exemple le Landau
et Lifschitz vol. 9 équation 59.9 [79])

2. Dans les travaux numériques, cette approche est connue sous le nom de Dirac-Frenckel.
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Le second terme de (D.16) a été calculé dans le paragraphe précédent, et on montre que :〈
Ψc

∣∣∣∣i~ d

dt

∣∣∣∣Ψc

〉
= ~

〈
unk

∣∣∣∣ dunk
dt

〉
+ ~kc · ṙc = ~Π̇c ·An(Πc) + ~kc · ṙc. (D.17)

Cette expression prend en compte la contrainte (D.6).
Le lagrangien effectif s’écrit

Leff(t, rc, ṙc,kc, k̇c) = ~Π̇c ·An(Πc) + ~kc · ṙc − E0(Πc)− eV (rc) +mn(Πc) ·B (D.18)

Pour un champ magnétique uniforme, Πc est une fonction affine de rc, et on peut faire le chan-
gement de variable (kc, k̇c) → (Πc, Π̇c) dans le lagrangien sans changer la forme des équations
d’Euler-Lagrange. Finalement :

Leff(t, rc, ṙc,Πc, Π̇c) = ~Π̇c ·An(Πc) + (~Πc − eA(rc)) · ṙc − E0(Πc)− eV (rc) +mn(Πc) ·B (D.19)

D.5 Équations du mouvement semi-classiques à l’ordre 1

À partir du lagrangien (D.19), on obtient les deux équations d’Euler-Lagrange suivantes :

ṙc =
∂Ẽn
∂~Πc

− Π̇c ∧Ωn(Πc)

~Π̇c = −∂Ẽn
∂rc

− eṙc ∧B

(D.20)

(D.21)

où l’énergie du paquet d’ondes s’écrit

Ẽn = E0(Πc)− eV (rc)−mn(Πc) ·B. (D.22)

Ce sont les équations semi-classiques de la dynamique d’un paquet d’onde contraint à une bande.
Ces équations déterminent l’évolution de la position moyenne du paquet d’ondes et de son vecteur
d’onde moyen. La seconde équation se résume à la force de Lorentz. La première ligne montre
que l’évolution de rc est liée à la courbure de Berry. Les termes supplémentaires introduisent les
nouveautés suivantes :

(i) l’énergie Ẽn d’un paquet d’ondes fait intervenir le moment magnétique orbital, auquel est
associé un effet Zeeman ;

(ii) le nouveau terme dans l’évolution de ṙc ressemble à une version duale de la partie magnétique
d’une force de Lorentz, où la position et le champ magnétique sont remplacés respectivement
par l’impulsion et la courbure de Berry. Cette modification de la vitesse, appelée vitesse anor-
male a été obtenue par Karplus et Luttinger. [69]

(iii) Comme pour un moment magnétique dans un champ magnétique inhomogène, la seconde
équation assure que dans un champ inhomogène, le paquet d’ondes va subir une force de
déviation dont le sens va dépendre du signe de mn.
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Les propriétés de transport en champ électromagnétique s’étudient de façon semi-classique en uti-
lisant ces équations dans l’équation de Boltzmann. [22]

On insiste sur le fait que les variables rc et Πc ne sont pas canoniquement conjuguées, ce sont
les quantités invariantes de jauge. Les position et impulsion canoniques i∂kc et kc sont conjuguées,
et ne dépendent pas de la bande n, et les position et impulsion invariantes de jauge sont définies
par :

rc = i∂kc
+ An(kc)

Πc = kc +
e

~
A(rc)

(D.23)

(D.24)

ce sont les position et impulsion projetées sur la ne bande.
Les équations semi-classiques peuvent également s’obtenir à partir d’une approche hamilto-

nienne équivalente. Cependant, la remarque précédente demande de la prudence : avec des va-
riables non-conjuguées la forme des équations de Hamilton n’est pas standard. [30, 56, 99]

Ces termes supplémentaires contribuent également dans la quantification semi-classique des
orbites cyclotrons, on se reportera à la Réf. [36] pour plus de détails.

D.6 Densité d’états effective et aimantation spontanée
La description en termes des variables (rc,Πc) est plus naturelle que celle avec (rc,kc) puisque

Πc (resp. rc) est une quantité indépendante de la jauge électromagnétique (resp. de Berry). Cepen-
dant, les variables rc et Πc ne sont pas conjuguées ; en utilisant ces variables, la forme volume de
l’espace des phases est modifiée : [31, 158]

dV =
(

1 +
e

~
Ωn ·B

)
d3r d3Π. (D.25)

La densité d’états étant 1/(2π)3, une observable O a pour valeur moyenne

〈O〉 =

∫∫∫
BZ

On(Π)
dV

(2π)3
(D.26)

Si on choisit le grand potentiel pour O, on peut en déduire l’aimantation spontanée d’un système à
température nulle :

M0 = − 1

V

∂Ξ

∂B

∣∣∣∣
B=0

= −
∑
n

∫∫∫
BZ

∂

∂B

[
(E0(Π)−mn(Π) ·B)

(
1 +

e

~
Ωn ·B

)]
B=0

d3Π

8π3

= −
∑
n

∫∫∫
BZ

( e
~

(µ− E0)Ωn +mn

) d3Π

8π3

(D.27)

(D.28)

(D.29)

D.7 Approche semi-classique de la susceptibilité orbitale

D.7.1 Modifications d’ordre supérieur dans la théorie semi-classique
Afin d’obtenir la susceptibilité orbitale de façon semi-classique, il faut développer la théorie à

l’ordre suivant en champ magnétique. Ce travail a été fait dans les Réfs. [48, 49], et les modifications
essentielles de la théorie sont :
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• il faut prendre en compte une contribution d’ordre 2 dans l’énergie du paquet d’ondes ; [49]

• les fonctions unk subissent un déplacement, qui induit une correction linéaire en B pour la
courbure de Berry ; ce qui doit être inclus dans les termes d’ordre 0 et 1. [48]. En particulier,
la forme des équations semi-classiques n’est pas modifiée à l’ordre suivant, mais les quantités
sont à évaluer à k 6= kc, ce qui entraîne une correction effective linéaire en B pour la courbure
de Berry.

D.7.2 Formulation générale

La susceptibilité dérivée par Gao, Yang et Niu [49] s’écrit finalement sous la forme

χGao = χLP + χps + χPol + χVV + χLang + χsea (D.30)

où

1. χLP est la contribution de Peierls dérivée dans le CHAP. 5 ; 3

2. χps a la forme d’une susceptibilité de Pauli associée au moment magnétique orbital :

χps = − ∂2

∂B2

∫∫
BZ

∑
n

n′F(Enk)

2
(mnk ·B)2 d2k

4π2
(D.31)

3. χPol est une susceptibilité d’« une énergie de polarisation dans l’espace réciproque »

χPol = −2
∂2

∂B2

∫∫
BZ

∑
n

n′F(Enk)

4
∇Enk · Pnk

d2k

4π2
, (D.32)

la quantité Pnk étant définie par :

P ink =
1

4

[〈
(B ∧D)iunk

∣∣∂jEnk11 + ∂jHk
∣∣(B ∧D)junk

〉]
(D.33)

où D est le vecteur de dérivation covariante, défini par D = ∂ + iA. Le facteur 2 en rouge
n’est pas présent dans la publication initiale [49], mais n’est pas cohérent avec la littérature
dont est issue cette formule [16], a été reporté comme manquant par d’autres auteurs [110,
p. 13], et est confirmé par nos propres expressions.

4. χVV serait l’équivalent de la susceptibilité de Van Vleck pour les cristaux :

χVV = − ∂2

∂B2

∫∫
BZ

∑
n

nF(Enk)
∑
m 6=n

GnmGmn
Enk − Emk

d2k

4π2
(D.34)

avec Gij = −B · (∂E0k ∧Anm), où Amn = i 〈unk|∂umk〉 est la connexion de Berry interbande.

3. Cependant, dans cette approche semi-classique, la susceptibilité de Peierls doit être postulée : l’approche se base sur
le cas de modèles à plusieurs bandes où l’on projette sur l’une d’entre elles. Dans le cas à une bande, le grand potentiel semi-
classique ne dépend pas du champ magnétique, on obtient une susceptibilité nulle. Possiblement, l’ingrédient manquant
pour trouver la susceptibilité de Peierls est la largeur intrinsèque d’un paquet d’ondes qui est négligée dans cette approche.
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5. χLang serait l’équivalent de la susceptibilité de Larmor (/ Langevin) pour un atome isolé :

χLang = − ∂2

∂B2

∫∫
BZ

∑
n

nF(Enk)

16
[−2 〈(B ∧D)iunk|∂ijHk|(B ∧D)junk〉

+ (B ∧D)i(B ∧D)j 〈unk|∂ijHk|unk〉]
d2k

4π2
(D.35)

6. et enfin χsea est un terme de mer de Fermi

χsea =
∂2

∂B2

∫∫
BZ

∑
n

nF(Enk)

[
3

4
(B ·Ωnk)(B ·mnk) +

1

8
εsikεtjlBsBtgij∂klEnk

]
d2k

4π2
(D.36)

D.7.3 Cas bidimensionnel d’un modèle à deux bandes

Contribution de Van Vleck

Le calcul de χVV est conditionné à celui de Gnm, qui s’exprime à partir de la connexion de Berry
hors-diagonale, en particulier pour un modèle à deux bandes

G+−G−+ = B2((Ex0k)2A+−,yA−+,y + (Ey0k)2A+−,xA−+,x − Ex0kEy0k(A+−,xA−+,y +A+−,yA−+,x))

(D.37)
où A+−,i est la composante i de A+−. Or

A+−,iA−+,j = i 〈u+k|∂iu−k〉 i 〈u−k|∂ju+k〉

=
ni · nj

4

= gij .

(D.38)

(D.39)

(D.40)

Ainsi
G+−G−+ = B2((Ex0k)2gyy + (Ey0k)2gxx − 2Ex0kE

y
0kgxy) (D.41)

d’où

χVV = − ∂2

∂B2

∫∫
BZ

∑
n

nF(Enk)
∑
m 6=n

GnmGmn
Enk − Emk

d2k

4π2

= − ∂2

∂B2

∫∫
BZ

∑
α

nF(Eαk)
GαᾱGᾱα

2αEk

d2k

4π2

=

∫∫
BZ

∑
α

−αnF(Eαk)

Ek
[(Ex0k)2gyy + (Ey0k)2gxx − 2Ex0kE

y
0kgxy]

d2k

4π2

(D.42)

(D.43)

(D.44)

Ce terme est exactement égal à (C.23), terme apparaissant dans χ̃g.

Contribution de polarisation énergétique

Pour le terme de polarisation

χPol = −2
∂2

∂B2

∫∫
BZ

∑
n

n′F(Enk)

4
∇Enk · Pnk

d2k

4π2
, (D.45)
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il s’agit de calculer des éléments de matrices avec les dérivées du hamiltonien :

P xn = −B
2

2
[−〈Dyunk|Ex + hx|Dyunk〉+ 〈Dxunk|Ey + hy|Dxunk〉+ c.c.] (D.46)

De façon générale,

〈Diunk|Djunk〉 = gij (D.47)

et en particulier dans les systèmes à deux bandes

〈Diuαk|hm|Djuαk〉 = Emᾱkgij (D.48)

ce qui permet d’écrire :

Pn = B2

(
Ex0 gyy − Ey0gxy
Ey0gxx − Ex0 gxy

)
(D.49)

et donc

χPol =

∫∫
BZ

∑
α

n′F(Eαk) [Exα(Ex0 gyy − Ey0gxy) + Eyα(Ey0gxx − Ex0 gxy)]
d2k

4π2
. (D.50)

En séparant les énergies Eαk = E0k + αEk, on obtient deux termes qui, additionnés à χVV,
viennent compléter χ̃g. On retient donc (modulo le facteur 2 dans l’article original) :

χ̃g = χVV + χPol (D.51)

Contribution de pseudo-spin

La contribution semblable à la susceptibilité de Pauli pour l’aimantation orbitale mnk du paquet
d’ondes s’écrit à deux bandes simplement

χps = − ∂2

∂B2

∫∫
BZ

∑
n

n′F(Enk)

2
(mnk ·B)2 d2k

4π2

=

∫∫
BZ

∑
α

−n′F(Eαk)mαkΩαk
d2k

4π2

(D.52)

(D.53)

(D.54)

Ce terme est à comparer à χΩ : il est égal au terme de surface de Fermi.

Contribution de mer de Fermi

Le terme « non interprété » de la Réf. [49] s’écrit facilement à deux bandes :

χsea =
∂2

∂B2

∫∫
BZ

∑
n

nF(Enk)

[
3

4
(B ·Ωnk)(B ·mnk) +

1

8
εsikεtjlBsBtgij∂klE0k

]
d2k

4π2

=

∫∫
BZ

∑
α

nF(Eαk)

[
3

2
mαkΩαk +

1

4
(gxxE

yy
α + gyyE

xx
α − gxyExyα )

]
d2k

4π2
.

(D.55)

(D.56)

Mis à part le facteur 3/2 (qui sera compensé dans le terme de Langevin), la première partie s’ajoute
à χps pour donner χΩ.
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Contribution de Langevin
Pour terminer la démonstration de l’équivalence avec l’expression de Gao et Niu —et par transi-

tivité celle de Blount— que le second terme de (D.55) et la contribution de Langevin font exactement
χg. On a :

χLang = − ∂2

∂B2

∫∫
BZ

∑
n

nF(Enk)

16
[−2 〈(B ∧D)iunk|∂ijHk|(B ∧D)junk〉

+ (B ∧D)i(B ∧D)j 〈unk|∂ijHk|unk〉]
d2k

4π2
. (D.57)

Il s’agit de calculer des éléments de matrice hors diagonaux avec les dérivées du hamiltonien, et
des éléments diagonaux des dérivées secondes.

On obtient :

χLang = −
∫∫

BZ

∑
α

nF(Eαk)

[
α

2
mαkΩk

+ Ex(∂xgyy − ∂ygxy) + Ey(∂ygxx − ∂xgxy) +
Ek
4

(nxy · nxy − nxx · nyy)

+
α

2
(Exxgyy + Eyygxx − 2Exygxy) +

1

4
(Exxᾱ gyy + Eyyᾱ gxx− 2Exyᾱ gxy)

]
d2k

4π2

(D.58)

(D.59)

(D.60)

La première ligne vient compensé le facteur 3/2 malheureux de la contribution de la mer de Fermi,
la seconde est exactement χg, et la troisième s’annule exactement avec la deuxième moitié de la
contribution χsea. Ceci complète donc la preuve de l’égalité entre les différentes formulations.

Commentaires et exemple
Le calcul nous éclaire également sur un point intéressant : des « termes parasites » apparaissent

dans les deux dernières contributions, qui viennent s’annuler, et χsea + χLang est nettement plus
simple que chacun des deux termes séparément. Au-delà de l’écriture, il s’agit également d’un pro-
blème d’interprétation physique : ces termes supplémentaires donnent des propriétés trompeuses
aux deux contributions : celles-ci ne respectent plus la règle de somme, et elles ne tendent pas
vers 0 lorsque l’ensemble des états est rempli, c’est-à-dire que toutes les bandes sont remplis. Nous
pouvons illustrer ce résultat sur le modèle deux bandes du graphène, où l’on ajoute un terme se-
cond voisin identique pour les atomes A et B (ce qui brise la symétrie chirale, et montre alors les
contributions χPol et χVV). Les différents termes de la formulation de Gao et Niu sont tracés sur
la FIG. D.1.

Grâce au coloriage, on reconnaît facilement la non-nullité des deux termes lorsque les deux
bandes sont remplies. Quant à la règle de somme... aucune des contributions ne la vérifie ici.

Les auteurs de la Réf. [49] associent de façon intéressante les deux contributions χVV et χLang

des propriétés lorsque le potentiel périodique tend vers zéro, et retrouvent le magnétisme d’atomes
isolés (d’où le nom choisi par les auteurs pour ces contributions). D’une part, ce découpage sé-
paré peut sembler quelque peut artificiel puisque la susceptibilité orbitale totale est toujours nulle
lorsque toutes les bandes sont remplies (corollaire direct de la règle de somme), ce qui revient à
écrire 0 = a− a et ajuster a. De plus, il faut rester prudent sur cette limite d’atomes isolés, puisque
cette dérivation n’est valable que dans un modèle de liaisons fortes et non dans un régime d’élec-
trons presque libres. Pis, il a été montré que la substitution de Peierls n’est même qualitativement
pas valable dans cette limite.
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FIGURE D.1 – Contributions de la susceptibilité de Gao et Niu (excepté χLP) pour le modèle du
nitrure de bore (∆ = 0.2t) avec des sauts vers les seconds voisins t′ = 0.1t. En pointillés noirs est

superposée la susceptibilité orbitale obtenue par notre méthode.
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Titre : Magnétisme orbital et aspects géométriques de la théorie des bandes
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Résumé : Mon travail de recherche a porté sur
l’étude de la réponse magnétique orbitale d’un gaz
d’électrons dans le potentiel cristallin d’un solide.
Cette étude est dans la continuité du travail de
Landau (diamagnétisme de Landau) et de Peierls,
ce dernier ayant développé une formule de sus-
ceptibilité orbitale valable pour les modèles cris-
tallins à une bande. L’objet de ma thèse a été de
généraliser cette formule à un nombre quelconque
de bandes, travail réalisé à l’aide d’une théorie de
perturbation invariante de jauge. Je me concentre
particulièrement sur l’étude des modèles à deux
bandes, afin de mettre en évidence l’importance

des couplages interbandes dans la susceptibilité
orbitale. Cela fait intervenir la courbure de Berry,
grandeur classiquement associée à ces couplages,
mais également le tenseur métrique qui joue un
rôle crucial. En particulier, je montre qu’un iso-
lant de bandes peut avoir une réponse magnétique
même si sa bande de valence est remplie, et je mets
en évidence un modèle où les propriétés géomé-
triques peuvent être variées tout en maintenant
fixes les propriétés spectrales, ce qui induit des
modifications importantes de la réponse magné-
tique.

Title : Orbital magnetism and geometrical aspects of band theory

Keywords : orbital magnetism, susceptibility, band theory, Berry curvature

Abstract : My research project has been to study
the orbital magnetic response of a electron gas in
the periodic potential of a crystal. Its purpose is
to generalize Landau’s diamagnetism and Peierls’
formula for one-band crystals. The main goal was
to generalize Peierls’ work to any number of bands.
Then, I applied the obtained formula to 2-band
systems in order to highlight the role of interband
effects in the orbital susceptibility. The susceptibi-

lity can be written using Berry curvature, quantity
associated to interband effects, as well as the me-
tric tensor. In particular, I show that a band isu-
lator can have a non-vanishing magnetic response
even if the chemical potential lies in the gap. Mo-
reover, I study a model where the geometric pro-
perties can be tuned without changing the disper-
sion relation. This tuning can drastically modify
the orbital magnetic response.
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