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Résumé

Cette thèse est consacrée à l'étude et à la simulation numérique de dispositifs d'extraction
de faisceaux d'ions. Elle est constituée de deux parties distinctes.

La première partie traite d'un dispositif d'extraction d'un faisceau d'ions à partir d'un
plasma. La di�culté réside dans la transition entre la zone plasma et le faisceau. Le
modèle de plasma consiste en une équation cinétique ionique munie d'un terme source
d'ionisation simpli�é, couplée à des électrons Boltzmaniens et à l'équation de Poisson
pour le potentiel électrostatique. Pour limiter la simulation sur le plasma, très coûteuse,
on y dé�nit une frontière émissive �ctive. Dans le cas monodimensionnel, la réduction du
système à une équation de Poisson non linéaire et l'étude de la limite quasi-neutre donnent
les conditions limites sur cette frontière. Les simulations numériques bidimensionnelles
utilisent une méthode particulaire de type PIC, l'originalité du travail consistant en la
prise en compte des conditions d'injection singulières. Un algorithme de coalescence est
développé. Des validations sur des cas réalistes sont proposées.

La seconde partie s'intéresse à l'expansion d'un plasma créé par l'impact d'un faisceau
d'électrons sur une anode (plasma à spot anodique). Le modèle proposé est constitué
des équations de conservation sur les électrons, les ions positifs et les neutres. Un certain
nombre d'hypothèse permet de se ramener à un système de cinq équations de conser-
vation. Une perte locale d'hyperbolicité, appelée "résonnance non linéaire", est mise en
évidence. La di�culté de la résolution (cas monodimensionnel) réside dans la transition
entre la zone de chau�age du plasma par le courant extérieur et la zone de détente du
plasma dans le vide. La résonnance non linéaire se traduit par un comportement non
physique de la solution. Pour pallier cet inconvénient, la transition est traitée comme une
interface, à l'aide de la dé�nition d'un �ux numérique original.

Abstract

This thesis is dedicated to the study and the numerical computation of ion beams ex-
traction devices. It is made of two distintcts parts.

In the �rst part, we consider the extraction of an ion beam from a plasma. The di�-
culty lies in the transition between the plasma area and the beam. The model of plasma
consists in a kinetic Vlasov's equation for the ions with a simpli�ed ionisation term,
coupled with Boltzmanian electrons and with the Poisson's equation for the electrostatic
potential. In order to reduce the cost of the simulation in the plasma, an arti�cial emissive
boundary is de�ned there. In the one-dimensional case, the reduction of the system to a
nonlinear Poisson's equation and the study of the quasi-neutral limit gives the boundary
conditions. A particle PIC method is used for the bidimensional numerical computations.
The main feature of this work consists in dealing with singular injection conditions. An
algorithm of coalescence is developed. Validations on realistic cases are presented.



The second part treats of the expansion of a plasma created by the impact of an
electron beam on an anode. The model which is proposed is made of conservation laws
on electrons, positive ions and neutrals. Some hypothesis allow to come up to a �ve
equations system. A local loss in hyperbolicity, called "non linear resonance", is shown.
The di�culty in solving the one-dimensional system lies in the transition between the
area where the plasma is heated by the external current and the expansion area of the
plasma in vacuum. The nonlinear resonance involves a non physical behaviour of the
solution. To cope with this problem, the transition is treated as an interface, thanks to
the de�nition of an original numerical �ux.
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Introduction

0.1 Les faisceaux d'ions et la simulation numérique

L'utilisation de faisceaux d'ions recouvre de nombreux domaines dans l'industrie ou
dans la recherche :

• Le traitement de surface : il s'agit de recouvrir un matériau 'récepteur' par un mince
�lm de surface composé de métaux (ou d'alliages) ; un faisceau d'ions bombarde une cible
composée du métal à déposer, et les neutres arrachés de la cible se déposent sur le substrat
du récepteur à recouvrir.

• La gravure, utilisée en micro-électronique pour la fabrication de circuits intégrés :
un masque représentant le circuit est déposé sur un �lm, et l'ensemble est bombardé par
un faisceau d'ions qui érode le �lm non protégé par le masque, qui est ensuite retiré [13].

Plus spéci�quement, des faisceaux d'ions légers peuvent être utilisés pour :

• La production de neutrons ; nous reviendrons sur cette application qui est à l'origine
des travaux présentés dans cette thèse.

• La fusion par con�nement inertiel, pour laquelle une des voies de recherche consiste
à utiliser un faisceau d'ions légers dont l'énergie est convertie en rayonnement X, renvoyé
sur la cible (attaque indirecte) [4].

La technique générique utilisée pour produire un faisceau d'ions est la suivante : la
source est un plasma neutre, composé de particules neutres (atomes ou molécules), d'ions
et d'électrons, con�né dans une enceinte percée d'un ori�ce d'extraction. Le plasma est
créé et entretenu par ionisation à partir d'un gaz, qui peut être ionisé par di�érents
moyens, tels qu'une décharge, un courant électronique ou la résonnance cyclotron élec-
tronique. Une ou plusieurs électrodes, situées à l'extérieur de l'enceinte, permettent d'im-
poser un champ électrique extérieur qui repousse les électrons et attire les ions hors
du plasma pour former un faisceau. Ce dernier doit respecter un certain nombre de
contraintes. Il faut dans un premier temps que la densité de courant soit la plus élevée
possible, c'est-à-dire en particulier que le rendement (énergie déposée divisée par l'éner-
gie consommée) soit su�samment bon. La divergence du faisceau (l'angle formé par la
direction des particules et l'axe de propagation) doit rester faible si on veut focaliser le
faisceau sur un point donné, ou le propager sur de longues distances ; il est notamment
indispensable d'éviter que les ions ne frappent les électrodes, qui risqueraient alors d'être
rapidement détériorées. Pour maintenir ces caractéristiques, il faut également veiller à
ce que le plasma demeure stable au sein de l'enceinte. Pour les contrôler, on peut jouer
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d'une part sur le plasma (sa température, sa densité), d'autre part sur les qualités du
système optique (forme et épaisseur des électrodes, potentiels appliqués, dimensions du
système). Les études menées dans ce domaine ont montré que la densité de courant du
faisceau dépend essentiellement des caractéristiques du plasma, alors que ses propriétés
géométriques sont plus in�uencées par le système d'extraction [29].

Les réglages nécessaires pour obtenir le meilleur faisceau sont complexes et nécessitent
l'utilisation de la simulation numérique a�n d'optimiser les caractéristiques du plasma et
du système optique. Les phénomènes physiques qui entrent en jeux sont nombreux ( phé-
nomènes d'ionisation, collisions, propagation de particules chargées, calculs de champs,
...), souvent tridimensionnels : il semble impossible d'en réaliser une modélisation exhaus-
tive dans le but de proposer un code de simulation adapté à toutes les sources d'ions. Il
s'agit plutôt de réaliser une modélisation adaptée à une source d'ions donnée.

Les outils numériques utilisés dans ces simulations sont ceux mis en ÷uvre pour re-
produire le déplacement de particules chargées dans un champ électromagnétique ; ils
peuvent donc être utilisés pour d'autres problèmes que l'étude de faisceaux d'ions. Des
équations de transport et d'interactions entre particules (Vlasov, Fokker-Planck, Euler,
...) sont couplées aux équations de Maxwell. Des hypothèses complémentaires (absence
de champ magnétique) peuvent simpli�er ces dernières. Pour les équations qui décrivent
le comportement des particules, deux classes de modèles peuvent être distinguées :

• la première est l'approche hydrodynamique ; elle est utilisée pour des plasmas dans
lesquels les collisions dominent. L'évolution du plasma est étudiée de manière globale, en
utilisant des systèmes de lois de conservation. La résolution de ces équations est relative-
ment peu coûteuse en temps et en capacité mémoire ; cette méthode permet de décrire le
comportement macroscopique d'un système, mais ne peut pas rendre compte de phéno-
mènes microscopiques, comme par exemple les croisements de particules qui se produisent
lors de la focalisation d'un faisceau ; elle est bien adaptée à l'étude de plasmas au repos,
ou tout au moins pour lesquels les comportements transverses sont négligeables.

• la seconde est l'approche cinétique : chaque espèce de particule est modélisée par
une fonction de distribution dans l'espace des phases (position-vitesse). Cette fonction
est solution d'une équation aux dérivées partielles, telle que l'équation de Vlasov, ou
l'équation de Fokker-Planck si on veut prendre en compte des collisions entre particules
chargées. Ces modèles cinétiques sont adaptés à une étude plus �ne, mais sont en contre-
partie beaucoup moins économiques dans leur mise en ÷uvre.

Ce document est consacré à l'étude de la génération de faisceaux d'ions et des plas-
mas dont ils sont extraits, et se compose de deux parties bien distinctes, que ce soit au
niveau des dispositifs étudiés, de la modélisation envisagée ou des méthodes de simula-
tions numériques employées. Dans la première partie, une frontière arti�cielle �xe permet
de modéliser l'extraction d'un faisceau à partir d'un plasma de décharge, et nous cher-
chons à déterminer les caractéristiques de cette frontière. Le modèle cinétique utilisé est
basé sur la résolution auto-consistante du système de Vlasov-Poisson par une méthode
particulaire. La validation de cette technique conduit à étudier plus généralement tout
le dispositif de génération du faisceau (plasma + électrodes extractrices). La deuxième
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partie est consacrée à la modélisation beaucoup plus exhaustive d'un plasma d'hydrogène
créé par interaction entre un faisceau d'électrons et une électrode composée d'hydrure
de titane. Un modèle hydrodynamique permet de prendre en compte la formation et le
chau�age du plasma sous l'action du courant, puis son expansion dans le vide.

0.2 Première partie : modélisation de l'extraction d'un

faisceau d'ions

0.2.1 Contexte de l'étude

Les travaux présentés dans cette première partie ont pour origine le projet TRISPAL
développé par le C.E.A./D.A.M. Il s'agit de produire du tritium par capture neutronique
sur des éléments lithiés. Ces neutrons sont produits par réaction de spallation entre un
faisceau de protons très énergétiques (600 MeV) et une cible composée d'éléments lourds,
typiquement du plomb. Une installation de spallation peut être décomposée en plusieurs
�étages� (Fig 1) :

• une source de protons, IPHI (Injecteur de Protons à Haute Intensité), qui est l'objet
de notre étude ;

• une chaîne d'accélérateurs pour amener les protons à l'énergie voulue ;

• une cible de spallation.

Figure 1 � Schématisation de l'installation TRISPAL.

Le Département de Physique Théorique et Appliquée (D.P.T.A.) a été particulière-
ment engagé dans ce projet, de par ses compétences aussi bien en matière d'accélérateurs
[17] qu'en physique nucléaire (réactions dans la cible). Les recherches conduites pour ce
projet ont d'autres applications, telles que des systèmes hybrides, couplant un accélé-
rateur de particules à un réacteur sous-critique, qui présente l'avantage d'être plus sûr.
L'accélérateur délivre des particules légères sur une cible de noyaux lourds à l'intérieur
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du réacteur a�n d'initier des réactions de spallation. Les neutrons ainsi produits consti-
tuent une source neutronique externe au réacteur, permettant le maintien de son taux
de réactivité malgré la sous-criticité. L'utilisation de tels systèmes est étudiée au C.E.A..
Elle est envisagée dans le cadre de la transmutation des déchets radioactifs : les neutrons
produits sont utilisés pour transformer des éléments à vie longue en éléments de période
radioactive plus courte. Plus généralement, une source de spallation peut intéresser tous
les domaines qui utilisent des neutrons, que ce soit à des �ns expérimentales, en rem-
placement de réacteurs qui fournissent des �ux de neutrons plus faibles, ou pour de la
recherche fondamentale.

Des projets de systèmes incinérateurs basés sur la spallation sont menés en Europe par
le CERN (autour de C. Rubbia) ou au Japon (Institut JAERI). En Europe également, le
projet E.S.S. (European Spallation Source) a pour but la réalisation d'une source intense
de neutrons de spallation [47]. Des travaux équivalents sont conduits aux Etats-Unis,
sous l'égide du Department Of Energy : le projet S.N.S., �Spallation Neutron Source�,
rassemble les compétences de plusieurs Laboratoires Nationaux : Lawrence Berkeley pour
la source d'ions, Los Alamos pour l'accélérateur, Oak Ridge pour la cible, ainsi que les
Laboratoires de Brookhaven et d'Argonne.

0.2.2 Description de la source d'ions et dé�nitions

Figure 2 � Schéma d'un dispositif d'extraction : diode Pierce.

Un plasma est créé de manière permanente par une décharge électrique basse pression
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dans de l'hydrogène gazeux. Sous l'action de cette décharge un plasma composé de molé-
cules et d'atomes d'hydrogène, d'électrons et d'ions se forme. C'est un plasma faiblement
ionisé, de faible densité (1017 particules par m3) et de basse température (Te ' 105 K).
Un dispositif d'extraction composé d'électrodes trouées de formes adaptées attire les ions
hors du plasma et permet de former un faisceau de divergence optimale (Fig. 2). Le
plasma source est situé en amont de la première électrode, appelée électrode plasma. Les
autres électrodes sont les électrodes extractrices. La chambre à plasma est l'espace où le
plasma est créé et entretenu (Fig. 3).

La formation du faisceau repose sur les principes suivants : le plasma neutre est en
contact avec une paroi reliée à la masse. Les électrons du plasma ont une vitesse de
dérive supérieure à celle des ions et s'éloignent donc plus vite vers la paroi, ce qui tend
à briser la neutralité du plasma. Toutefois, la paroi se charge très vite négativement,
et cette polarisation ralentit la fuite des électrons vers la paroi, tout en accélérant les
ions, ce qui permet de maintenir la neutralité du plasma. La di�érence de potentiel ainsi
créée entre le plasma et la paroi (notée Φc < 0) dépend de la température électronique Te
(voir Section 1.3). Cela permet de mettre en évidence l'existence d'une zone intermédiaire
entre le plasma neutre et la paroi ; l'égalité des �ux sur la paroi y entraîne la perte de la
neutralité, tandis qu'un équilibre est assuré par la décroissance du potentiel. Cette zone
est appelée une gaine . La littérature distingue deux types de gaines : si l'électrode est
reliée à la masse, ou est portée à un potentiel faiblement négatif (de l'ordre de −kTe/e),
on parle de gaine anodique (c'est le cas dans notre étude) ; si l'électrode est polarisée
négativement par rapport au plasma (potentiel très petit devant −kTe/e), il s'agit d'une
gaine cathodique [13]. Par commodité, le potentiel est initialisé à 0 dans le plasma neutre,
ce qui revient à dire que Φc est le potentiel de l'électrode. En allant de la chambre à plasma
à l'électrode plasma, plusieurs zones peuvent alors être distinguées :

� le plasma au repos : la densité électronique ne et la densité ionique ni sont égales ;
on y pose ni = ne = n0, le champ électrique est nul, de même que le potentiel (par
choix).

� La pré-gaine 1, où la quasi-neutralité est toujours respectée (ni ' ne), mais où la
densité est inférieure à n0 et le potentiel décroît (le champ électrique reste faible).
Ces deux premiers sous-domaines forment la zone quasi-neutre ; comme cela est fait
dans [11], cette zone peut être caractérisée par |ni−ne|

ne
<< 1.

� Plus près de la paroi, on perd la neutralité tandis que le potentiel décroît de plus
en plus vite ; c'est la gaine dé�nie plus haut, où ni > ne.

� Ensuite, le champ électrique extérieur attire les ions et repousse les électrons ce qui
permet de dé�nir une troisième zone, le faisceau, où la densité électronique s'annule
( ne << ni) et il n'y a plus que des ions.

Suivant la valeur des potentiel appliqués, deux situations peuvent se présenter : si le
champ est faible, le plasma (ions+électrons) sort par le trou pratiqué dans la paroi et ce
n'est que hors de la chambre que le faisceau est créé. La surface de séparation plasma /
faisceau (appelée `ménisque' ) est convexe, et le faisceau est initialement divergent (Fig.
4). Si le champ est plus important, le faisceau se forme dans la chambre, et le ménisque

1. Nous dé�nissons cette zone pour mémoire, de nombreux auteurs considérant qu'on passe directe-
ment du plasma neutre à la gaine.
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est concave. Dans ce cas, le faisceau est initialement convergent.

0.2.3 Méthodologie et résolution numérique

La création d'un plasma par décharge fait appel à des mécanismes complexes qui ne
sont pas encore complètement décrits et dont la modélisation semble encore hors de portée
(voir par exemple [27]). Une procédure couramment retenue dans l'étude de la génération
d'un faisceau consiste à se donner des conditions limites sur une surface émissive dans
le plasma [5][29] [52]. Dans la lignée de ce type de méthodes, l'objectif de la première
partie est de proposer et de valider un modèle d'extraction basé sur la détermination de
la position d'une frontière émissive arti�cielle plane et immobile et des caractéristiques
du plasma et du potentiel sur cette frontière. Cette méthode doit permettre de réaliser
des simulations numériques dans le but d'optimiser des dispositifs d'extraction tels que
celui de la Figure 2.

A�n d'exposer le modèle et la résolution numérique, nous considérons un extracteur
simpli�é constitué de deux électrodes planes (Fig 3). Le domaine d'étude, noté Ω, est com-
posé du réservoir de plasma, de l'électrode plasma trouée, et d'une électrode extractrice
pleine. On note Γ sa frontière, incluant la frontière émissive, notée Γi.

Figure 3 � Schéma simpli�é de l'extracteur : diode modèle.

Nous supposons qu'il n'y a que trois espèces de particules : des molécules d'hydrogène,
des protons et des électrons. Un modèle susceptible de prendre en compte les interactions
entre les particules chargées et le champ électrique (le champ magnétique est supposé
négligeable) est proposé dans le Chapitre 1. Les électrons sont considérés à l'équilibre, et
véri�ent l'équation de Maxwell-Boltzmann (description hydrodynamique), tandis que les
ions sont représentés par leur fonction de distribution, solution de l'équation de Vlasov
(description cinétique). On modélise la création d'ions par collisions entre les électrons et
les molécules d'hydrogène contenues dans la chambre, ce qui se traduit par l'ajout d'un
terme source ad-hoc à l'équation de Vlasov. Les particules chargées interagissent entre
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elles et avec le champ électrique par l'intermédiaire de l'équation de Poisson. L'adimen-
sionnement des équations fait apparaître un paramètre qui dépend de la densité et de la
température du plasma et dont les variations permettent de décrire di�érents types de
plasmas. Nous envisageons une résolution auto-consistante de ce modèle, qui se révèle
fortement non linéaire. Il convient pour cela de se donner des conditions limites sur Γ.

La di�culté consiste à déterminer ces conditions sur la partie de la frontière située
dans le plasma, la surface émissive Γi, ce qui revient à y préciser les valeurs du potentiel et
de la fonction de distribution ionique (Chapitre 2). A une certaine distance de l'électrode
plasma, le comportement du plasma et celui du champ électrique sont supposés mono-
dimensionnels, comme cela est généralement admis [29][50]. Nous nous ramenons donc
à une étude 1D. Un modèle simpli�é permet de ramener le système de Vlasov-Poisson
à une équation de Poisson non linéaire (Section 2.3). La résolution numérique de cette
équation intégro-di�érentielle fournit la valeur du potentiel sur Γi. La prise en compte
d'un modèle de plasma quasi-neutre permet ensuite de calculer de manière analytique la
fonction de distribution ionique solution de l'équation de Vlasov (Section 2.4). En faisant
en sorte que Γi soit positionnée dans une zone où la neutralité du plasma est véri�ée, il
est possible d'utiliser cette solution pour calculer la distribution ionique sur la frontière
émissive (Section 2.5).

Une fois les conditions limites obtenues, nous recherchons une solution stationnaire
du système de Vlasov-Poisson en coordonnées planes 2D ou cylindriques axisymétriques
(Chapitre 3). Nous utilisons une méthode particulaire qui consiste à coupler une approxi-
mation particulaire de l'équation de Vlasov à une approximation par di�érences �nies
de l'équation de Poisson sur un maillage structuré. Un code PIC a été développé pour
la résolution numérique auto-consistante de ce problème. Nous proposons une technique
d'injection des particules adaptée à la fonction de distribution précédemment déterminée
sur la frontière émissive Γi (Section 3.4), et nous prenons en compte les particules créées
par ionisation (Section 3.5). La linéarisation et la résolution de l'équation de Poisson est
e�ectuée par une méthode de Newton et un algorithme de gradient conjugué précondi-
tionné (Section 3.6). Dans ce type de simulations, le nombre de particules peut devenir
très important. Une technique de coalescence permet de réduire le nombre de particules
tout en conservant l'essentiel des phénomènes à décrire (Section 3.7).

Un tel code de simulation numérique sert à e�ectuer une étude paramétrique qu'on
confronte à l'expérience : en l'absence d'une réelle connaissance du plasma source, on
fait varier le paramètre introduit lors de l'adimensionnement pour que les résultats de
la simulation correspondent aux mesures expérimentales. Une fois cette étape réalisée, il
est alors possible d'optimiser le dispositif d'extraction. Après voir validé la méthode d'in-
jection et les procédures de résolution numérique, un cas test dérivé de la source d'ions
SILHI du C.E.A. est proposé à titre d'application (Chapitre 4).

D'autres études faisant appel à la notion de surface émissive pour résoudre des pro-
blèmes d'extraction ont été e�ectuées par ailleurs. Un modèle �uide utilisant des tech-
niques équivalentes pour déterminer les conditions d'injection sur Γi a été développé par
S. Jaouen [26] ; elle donne de bons résultats dans la zone neutre et dans la gaine. B. Bodin,
dans sa thèse [5], considère que la gaine est in�niment mince, et devient une frontière libre
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de séparation entre le plasma neutre, pour lequel une modélisation hydrodynamique est
utilisée, et le faisceau, modélisé de façon cinétique. Les caractéristiques du plasma sont
calculées une fois pour toutes, puis une méthode itérative permet de calculer la forme
du faisceau et la position de la surface libre. Cette méthode est appliquée sur une diode
d'extraction dans un cas particulier pour lequel le champ électrique est su�samment
faible pour qu'une bulle de plasma se forme en aval de l'électrode plasma, de sorte que le
faisceau est généré à l'extérieur de la chambre à plasma (ménisque convexe, Fig. 4). Aux
Etats-Unis, le Laboratoire National d'Oak Ridge travaille depuis une vingtaine d'années
sur l'extraction de faisceau d'ions. Les méthodes développées par J.H. Whealton placent
la frontière émissive dans la gaine [50][51][55]. Le potentiel sur cette frontière, ainsi que les
conditions limites sur les particules sont également calculés grâce à la résolution d'un pro-
blème 1D. Des méthodes de relaxation permettent de déterminer la solution stationnaire
du système de Vlasov-Poisson : l'équation de Vlasov est résolue indirectement en calcu-
lant les trajectoires des ions et donne le terme source de l'équation de Poisson, elle-même
résolue par une méthode de di�érences �nies. Un code 3D a été développé en utilisant
ces techniques [54].

Figure 4 � Modèle développé dans [5] : cas d'un menisque convexe.

0.3 Deuxième partie : modélisation d'un plasma d'anode

0.3.1 Cadre de l'étude

Nous considérons maintenant une source de protons à arc sous vide. Cette source dif-
fère dans son principe de celle étudiée dans la première partie : un plasma d'hydrogène est
créé au voisinage d'une électrode et se détend dans le vide jusqu'à ce qu'un champ élec-
trique extérieur sépare les protons des électrons. Le fonctionnement de telles sources, qui
sont utilisées dans certains dispositifs industriels, n'est pas parfaitement compris : dans
le but de mieux décrire ces sources, leur modélisation en vue de simulations numériques
fait l'objet d'une étude entreprise au Département de Physique Théorique et Appliquée.
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L'approche est di�érente de ce qui est fait dans la première partie, où la dé�nition
d'une surface d'émission arti�cielle permet de compenser le manque d'information sur
le plasma de décharge. Nous disposons de plus de connaissances quant aux mécanismes
qui régissent la formation du plasma, ce qui permet d'en envisager une modélisation plus
complète.

0.3.2 Description de la source d'ions

C'est une source d'ions �à gaz occlus� [16] qui fonctionne sous vide, ce qui présente
de nombreux avantages du point de vue de la mise en oeuvre [15]. La géométrie du tube
à décharge est coaxiale (Fig. 5) : une cathode annulaire et une anode reposent sur un
substrat isolant. Ces deux électrodes sont composées d'hydrure de titane : le titane à
la propriété de pouvoir adsorber une grande quantité d'hydrogène, ce qui explique son
emploi. Un faisceau d'électrons émis par la cathode chau�e l'anode, ce qui provoque la
désorption de l'hydrogène. Sous l'action du faisceau, l'hydrogène désorbé est ionisé ; le
plasma qui résulte de ce processus est chau�é puis se détend dans le vide. Une électrode
d'extraction percée permet d'imposer un champ électrique et de séparer les électrons des
ions qui vont former le faisceau. L'intérêt de cette géométrie particulière est d'augmenter
l'e�cacité de la source : le chau�age de l'anode peut entraîner une émission parasite d'ions
titane (jusqu'à 90% de l'ensemble des ions produits). Avec ce dispositif, il est possible
de contrôler le chau�age de l'anode de façon à ce que sa température soit supérieur à
500 ◦C (température de dissociation de TiH2) et inférieure à 4000 ◦C (température de
vaporisation du titane), ce qui permet d'avoir un rendement en ions H+ proche de 100%.
L'écran permet d'occulter le plasma formé au voisinage de la cathode (qui lui est très
pollué par les ions titane) a�n qu'il ne s'étende pas jusqu'à l'électrode extractrice.

La description de cette source peut être décomposée en plusieurs parties :

• Une description de la décharge très basse pression au voisinage de la cathode. Elle est
peu in�uencée par les phénomènes se produisant près de l'anode, à cause de la géométrie
[49].

• La détermination du �ux et de l'énergie des électrons issus de la cathode qui se
déposent au voisinage de l'anode [7] [34].

• La description du dépôt d'énergie dans l'hydrure de titane. La température de
surface de l'anode se stabilise à une valeur su�sante pour permettre l'extraction de
l'hydrogène gazeux. L'évaluation de l'énergie nécessaire à la désorption de l'hydrogène
permet de déterminer quelle énergie est disponible pour l'ionisation du gaz et le chau�age
du plasma.

• La description de l'ionisation de l'hydrogène, de son chau�age et de sa détente. La
modélisation de cette détente doit être compatible avec les observations expérimentales
concernant le �ux d'ions, son spectre énergétique spatial, sa distribution en espèces, la
température électronique mesurée près de la surface de l'anode et dans la détente du
plasma. Les travaux conduits par le D.P.T.A. se situent à l'heure actuelle sur cette qua-
trième partie, que nous allons maintenant détailler.

Le courant qui circule de la cathode à l'anode, quali�é dans la suite de courant exté-
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Figure 5 � Coupe schématique de la source d'ions [15].

rieur, est supposé constant, et de densité donnée. Le milieu à étudier s'étend de l'anode
en hydrure de titane à la zone de formation du faisceau d'ions. Il a été schématique-
ment divisé en cinq zones numérotées de 1 à 5 (Fig. 6), correspondant chacune à des
phénomènes physiques di�érents :

1. le solide de titane deutéré, chau�é à une température de surface de 500 ◦C à 700 ◦C,
lorsqu'un régime d'équilibre s'est établi après un régime transitoire de chau�age
allant de 100 ns à 1 µs. A cette température, les molécules d'hydrogène désorbent
du titane.

2. la zone d'ionisation et de dissociation de l'hydrogène moléculaire, dues à l'apport
d'énergie par le courant de décharge. Les espèces présentes dans cette zone sont
des neutres, H2, H, des ions H+

2 , H
+ et des électrons e−. En toute rigueur, il faut

également évoquer la présence de titane (atomes et ions).

3. la zone de chau�age résistif du plasma complètement ionisé, composé de protons H+

et d'électrons. La température de cette zone est comprise entre 1, 5 eV (11 104 K)
et plusieurs dizaines d'électronvolts (∼ 106 K).

4. Une zone d'expansion libre du plasma (H+, e−) dans le vide, découplée de la dé-
charge.

5. Une zone de formation du faisceau de protons déterminée par le champ électrique
extérieur.

Seules les trois premières zones sont soumises à l'in�uence du courant extérieur. L'éner-
gie qu'il transporte sert à désorber l'hydrogène (zone 1), à le ioniser et le dissocier (zone
2), et à chau�er le plasma (zone 3). Une di�culté de ce problème est qu'en parcourant
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Figure 6 � Découpage schématique du milieu en 5 zones.

les zones 2 et 3 on passe d'un plasma faiblement ionisé et froid à un plasma fortement
ionisé et chaud. Dans la suite de ce document, nous ferons référence à cette numérotation
des zones.

0.3.3 Etablissement d'un modèle et résolution numérique

Les travaux décrits dans ce document sont consacrés à la modélisation des zones 2, 3 et
4 et à leur résolution numérique. L'étude de la zone 1 est également menée au D.P.T.A. :
elle permet de déterminer les conditions limites en amont de la zone 2. La description de
la formation du faisceau (5) n'entre pas, à l'heure actuelle, dans le cadre de cette étude.
L'utilisation d'outils identiques à ceux qui sont développés dans la première partie de ce
document est toutefois envisageable.

A notre connaissance, peu d'études ont été conduites sur des sujets équivalents. La
problématique est d'envisager une modélisation su�samment �ne pour rendre compte
des nombreux phénomènes physiques intervenant, tout en veillant à ce que les systèmes
d'équations obtenus aient autant que possible de bonnes propriétés mathématiques. La
méthodologie retenue consiste en une complexi�cation progressive du modèle, avec à
chaque étape l'identi�cation des di�cultés numériques leur résolution.

La modélisation proposée permet de prendre en compte l'ionisation d'un gaz d'hy-
drogène sous l'action d'un courant extérieur, le chau�age du plasma ainsi formé et son
expansion dans le vide (Chapitre 5). Le plasma considéré est composé de trois espèces de
particules (neutres, ions et électrons). La densité du plasma étant su�samment élevée (de
l'ordre de 1023 particules par mètre cube), nous employons une description hydrodyna-
mique du plasma, permettant de prendre en compte les collisions entre les électrons d'une
part et les neutres et les ions d'autre part. Un certain nombre d'hypothèses sur le plasma
et le courant extérieur permettent de simpli�er l'expression des lois de conservation de
la densité, de la quantité de mouvement et de l'énergie pour se ramener à un système à
cinq équations.
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Nous nous intéressons ensuite aux propriétés mathématiques de ce système. En dehors
de l'Equilibre Thermodynamique Local (ETL) il est généralement hyperbolique ; il peut
néanmoins y avoir une perte locale d'hyperbolicité due à des croisements de valeurs
propres de natures di�érentes (Section 5.2.2). Le système est alors dit résonnant. Si on
suppose par contre que l'ETL est atteint, il peut y avoir des valeurs propres non réelles,
et le système n'est plus hyperbolique. En l'absence de choc, une formulation en entropie
permet de l'écrire sous forme conservative (Section 5.2.3). Nous proposons ensuite un
modèle plus simple, limité aux zones 3 et 4, de sorte que le plasma est maintenant
totalement ionisé (Section 5.3). Des conditions limites sont données à l'interface entre les
zones 2 et 3. Ce modèle a les mêmes propriétés mathématiques que le modèle �global�,
de sorte que sa résolution numérique nécessite des méthodes équivalentes et présente les
mêmes di�cultés.

La résolution numérique du système issu de ce modèle totalement ionisé est décrite
dans le cas monodimensionnel plan en utilisant une approximation par di�érences �-
nies (Chapitre 6). Le chau�age imposé sur la zone 3 donne un terme source raide dans
l'équation de conservation de l'énergie, qui conduit à la formation le long de la frontière
(interface entre les zones 2 et 3) d'une couche limite qui nécessite une gestion particulière
(Section 6.4). Cela peut être considéré comme une des particularités du problème que
nous traitons : dans d'autres situations, comme par exemple un dépôt d'énergie par la-
ser, les phénomènes de conduction thermique sont très important, et il n'existe donc pas
de couche limite. L'expansion du plasma dans le vide impose également un traitement
adéquat (Section 6.5). Outre ces points particuliers, la principale di�culté réside dans
le traitement de l'interface entre les zones 3 et 4, qui sépare une zone où le plasma est
soumis au courant extérieur et une zone où il n'est plus chau�é.

Des études préliminaires [36] ont permis de montrer que l'utilisation de la méthode
des caractéristiques donne rapidement des densités négatives, ce qui amène à utiliser
le schéma HLLE, positif. Ce schéma, utilisé tel quel, conduit à l'apparition de points
résonnants, et donc à une perte d'hyperbolicité du système, et donne des solutions non
physiques (Section 6.6.2 ). Pour résoudre ce problème, nous avons développé une méthode
qui repose sur la résolution couplée de deux systèmes qui di�érent par leur fonction �ux.
Le couplage des deux schémas correspondants a lieu sur l'interface qui sépare les zones
3 et 4 (Section 6.7). Cette technique, pour laquelle il est possible de véri�er certaines
propriétés théoriques (voir également Annexe C) prévient l'apparition des résonnances,
et permet donc d'obtenir des solutions en accord avec l'intuition physique.

Remarque. Les deux parties qui composent ce document semblent a priori di�érentes
l'une de l'autre, tant par les dispositifs étudiés que par les modélisations et les méthodes
de résolution numérique employées. Dans la première partie, nous proposons un modèle
d'extraction fondé sur la dé�nition d'une surface émissive arti�cielle dans le plasma. Un
modèle cinétique est résolu à l'aide de méthodes particulaires qui conduisent à l'élabora-
tion d'un code PIC. Dans la deuxième partie, nous modélisons explicitement un plasma
créé au voisinage d'une électrode à l'aide d'un modèle hydrodynamique, et nous utilisons
des méthodes adaptées à la résolution de systèmes hyperboliques de lois de conservation.
En fait, nous verrons que les deux parties se rejoignent dans leurs perspectives : nous
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envisageons d'utiliser un modèle hydrodynamique dans la chambre à plasma du dispo-
sitif étudié dans la première partie, et un modèle cinétique pour décrire l'extraction du
faisceau en aval du plasma d'anode de la deuxième partie.
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Première partie

Extraction d'un faisceau d'ions
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Notations employées dans la première

partie

Les unités utilisées sont celles du Système International, a l'exception de l'énergie,
exprimée en électronvolts ; par extension, la température est également exprimée en élec-
tronvolts, en rappelant la conversion d'unité : T [eV] = e

k
T [K] = 11605 T [K].

Constantes physiques
e : charge de l'électron
k : constante de Boltzmann
mi : masse du proton
me : masse de l'électron

Symboles
E : champ électrique
Φ : potentiel électrique
λD : longueur de Debye
f : fonction de distribution ionique
n (ou ρ),j, k : densité, densité de courant et densité d'énergie particulaires associées

aux ions
n0 : densité constante du plasma neutre au repos
s : taux d'ionisation
ν : fréquence de collisions électrons-neutres
cs : vitesse acoustique ionique
ε : paramètre caractéristique du plasma
γ : paramètre caractéristique de l'ionisation
Φa : potentiel solution de l'approximation quasi-neutre
aγ : limite de validité de l'approximation quasi-neutre

D : fonction de Dawson
χ : fonction test
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Chapitre 1

Modélisation de la source

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, les caractéristiques typiques des installations que nous souhaitons
décrire nous permettent de faire un certain nombre d'hypothèses générales et d'établir
le modèle d'extraction. En l'absence de champ magnétique, les équations de Maxwell
se réduisent à l'équation de Poisson sur le potentiel électrique. Nous adoptons une mo-
délisation hydrodynamique des électrons, ce qui nous permet d'exprimer directement la
densité électronique en fonction du potentiel, et une description cinétique des ions par
l'équation de Vlasov. Celle-ci est enrichie par un modèle d'ionisation collisionnelle. Nous
concevons ainsi notre étude comme la recherche d'une solution stationnaire du système
de Vlasov-Poisson en temps, qui se révèle fortement non linéaire. Nous dé�nissons en-
suite le potentiel plasma, qui nous servira ultérieurement à compléter les conditions aux
limites. La dé�nition des grandeurs caractéristiques du problème nous conduit à ramener
l'optimisation du dispositif d'extraction à une étude paramétrique du système de Vlasov-
Poisson. Nous introduisons en�n le domaine d'étude, sous la forme d'une diode �modèle�,
de façon à préciser les conditions aux limites.

1.2 Construction du modèle d'extraction

Le plasma est composé de trois espèces de particules : des ions H+ de charge +e,
des électrons de charge −e et des molécules d'hydrogène H2. Nous nous limitons pour
simpli�er à une seule espèce d'ions ; pour la description d'un modèle multi-espèces, on
renvoie le lecteur à [10]. Les ions sont produits par des collisions ionisantes entre les
électrons (électrons primaires de la décharge, électrons secondaires du plasma) et les
neutres. Ce plasma est soumis à un champ électrique extérieur et on fait les hypothèses
générales suivantes :

(i) Les électrons sont à l'équilibre, leur température 1 Te est de l'ordre de 10 eV ; les
ions sont froids, i.e. Ti � Te.

1. On rappelle la formule de conversion d'unité : T [eV] =
e

k
T [K] = 11605 T [K]. Par abus de langage,

on parle de température en eV, alors qu'il s'agit d'une énergie.
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(ii) Le plasma neutre est peu dense, sa densité n0 = ni = ne est comprise entre 1016 et
1018 particules par mètre cube.

(iii) Il est faiblement ionisé, c'est-à-dire que le degré d'ionisation véri�e
n0

n0 + nn
� 1 où

nn est la densité des molécules d'hydrogène.

(iv) Il n'y a pas de champ magnétique extérieur, et les courants sont su�samment faibles
pour négliger le champ magnétique propre.

(v) Les ions sont non collisionnels : on ne prend pas en compte les collisions entre
particules chargées.

Par ailleurs, les vitesses des particules sont su�samment faibles pour pouvoir négliger
les e�ets relativistes.

Nous devons décrire l'évolution du champ électrique et le transport des deux popula-
tions de particules chargées soumises à ce champ.

1.2.1 Le champ électrique

Le champ électrique est la somme du champ extérieur imposé et du champ auto-
consistant induit par les particules. Le champ magnétique étant nul, E véri�e les équations{

∇× E = 0

∇.E =
e

ε0

(ni − ne).

De la première équation on déduit que le champ E dérive d'un potentiel Φ, E = −∇Φ,
et de la deuxième que le potentiel est solution de l'équation de Poisson :

∆Φ = − e

ε0

(ni − ne). (1.1)

1.2.2 Les électrons

Nous supposons que les électrons sont à l'équilibre, ce qui permet d'adopter une
description hydrodynamique ; ils ont une masse me, se déplacent à la vitesse ue et sont
assimilés à un �uide isotherme de température Te. La conservation de la quantité de
mouvement des électrons s'écrit :

me (∂t(neue) +∇.(neue ⊗ ue)) +∇Pe = −eE = ene∇Φ (1.2)

où
pe = nekTe (1.3)

est la pression électronique, k étant la constante de Boltzmann. Si on néglige l'inertie des
électrons devant les forces de pression, l'équation (1.2) devient

∇Pe = ene∇Φ.

D'après l'hypothèse de �uide isotherme, (1.3) donne

∇Pe = kTe∇ne,
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de telle sorte que

∇ne =
e

kTe
ne∇Φ. (1.4)

D'autre part,

ne(0) = n0,

et nous avons choisi de prendre

Φ(0) = 0.

En intégrant (1.4) entre 0 et x, on obtient la relation de Maxwell-Boltzmann entre la
densité électronique et le potentiel :

ne = n0 exp

(
eΦ

kTe

)
. (1.5)

Remarque. La comparaison des fréquences de collisions et des temps caractéristiques
ne permet pas toujours de justi�er la thermalisation des électrons par les collisions entre
particules. Toutefois, les expériences réalisées justi�ent cette hypothèse qui est connue
sous le nom de paradoxe de Langmuir [28].�

1.2.3 Les ions

Les ions sont caractérisés par leur fonction de distribution, fi(x, v, t), dé�nie dans
l'espace des phases (x, v) au temps t. Cette fonction véri�e l'équation de Vlasov :

∂tfi(x, v, t) + v∇xfi(x, v, t)−
e

mi

∇Φ∇vfi = s.

L'hypothèse fondamentale qui est exprimée par le choix de l'équation de Vlasov est que
les particules interagissent entre elles par un e�et collectif. Le couplage avec l'équation
de Poisson est assuré par le potentiel Φ. Le terme de production s au second membre
modélise un processus d'ionisation à partir des collisions entre électrons et neutres. Nous
e�ectuons les hypothèses suivantes :

1- les neutres ont une très faible énergie et n'en communiquent quasiment pas aux
ions ce qui permet de considérer que l'ionisation se fait à vitesse nulle.

2- Puisque la chambre à plasma est en permanence alimentée en hydrogène, nous
considérons que la densité des neutres est constante : le taux d'ionisation ne dépend que
de la densité électronique.

3- On suppose que les électrons libérés par les collisions, plus mobiles que les ions, sont
rapidement absorbés par le bord de l'enceinte. Cela permet de négliger les recombinaisons.

Une fois ces hypothèses faites, trois types d'ionisation peuvent être distingués :
• s = νenn0 : le taux d'ionisation est constant. C'est le cas lorsque l'ionisation est

principalement due aux électrons primaires ; ces électrons qui proviennent de la décharge
sont plus énergétiques, et peu sensibles à la di�érence de potentiel à travers la gaine, ce
qui explique que le taux soit constant.
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• s = νenne : le taux d'ionisation est proportionnel à la densité électronique : cette
situation se produit si les collisions ont majoritairement lieu entre les neutres et les élec-
trons secondaires, ceux du plasma. Même s'il est vrai que l'énergie moyenne des électrons,
de l'ordre de 10 eV, est inférieure à l'énergie d'ionisation de l'hydrogène (13, 6 eV), l'ioni-
sation reste possible avec les électrons situés dans la queue de distribution. Leur énergie
peut atteindre 50 eV.

• s = νen
n2
e

n0

: l'ionisation se fait en deux phases : une première collision avec un

électron fait passer l'atome dans un état excité ; une deuxième collision va produire les
particules chargées.

Ces trois situations peuvent être résumées en écrivant de manière générale que le taux
d'ionisation est de la forme

s(ne) = νenn0

(
ne
n0

)γ
= νenn0exp(γ

eΦ

kTe
), γ = 0, 1 ou 2. (1.6)

Comme le taux d'ionisation est proportionnel à

(
ne
n0

)γ
, avec ne < n0, l'ionisation est

d'autant plus faible que γ augmente. D'autre part, puisque les électrons sont con�nés
dans le plasma neutre et dans la gaine, l'ionisation ne se produit que dans ces deux
zones. Nous pouvons calculer une estimation de la fréquence de collision νen : elle est
donnée par

νen = nn < σionve >,

où σion est la section e�cace d'ionisation. Nous utilisons l'approximation simple des
sphères rigides [21] : on dé�nit le rayon de Bohr de l'atome d'hydrogène,

a0 = h
2ε0

mee2
,

et on pose

σion ' πa2
0.

Les électrons étant à l'équilibre, on considère que

ve ' vth =

√
kTe
m
,

si bien que

νea ' nnπa
2
0vth.

A partir de maintenant, nous notons simplement ν = νen la fréquence de collisions
électrons-neutres.

L'équation de Vlasov qui décrit le mouvement des ions s'écrit �nalement

∂tfi + v∇xfi −
e

mi

∇Φ∇vfi = s(ne)δ(v), (1.7)
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la masse de Dirac en v caractérisant l'ionisation à vitesse nulle. Le taux d'ionisation est
donné par (1.6). Dans la suite, nous noterons plus simplement f(x, v, t) la fonction de
distribution ionique. Les premiers moments de cette fonction de distribution permettent
de calculer la densité et le courant particulaires :{

ni(x) =
∫ +∞
−∞ f(x, v, t)dv

ji(x) =
∫ +∞
−∞ vf(x, v, t)dv.

1.2.4 Dé�nition du problème de Vlasov-Poisson

Il est possible de voir la relation de Maxwell-Boltzmann comme une équation d'état
qui donne immédiatement la densité électronique une fois le potentiel connu. Le problème
est donc de trouver ni et Φ solutions des équations (1.1) et (1.7) qui forment le système
de Vlasov-Poisson qui s'écrit �nalement

∆Φ = − e

ε0

(
ni − n0 exp

(
eΦ
kTe

))
∂tfi + v∇xfi −

e

mi

∇Φ∇vfi = s(Φ)δ(v)

ni =
∫ +∞
−∞ f(v)dv.

Ce système doit être complété par des conditions aux limites dont la description fait
l'objet des Chapitres 1.5 et 2.

C'est un problème fortement non linéaire, pour lequel on décèle plusieurs sources de
non-linéarité : le couplage Vlasov-Poisson, qui engendre une non-linéarité quadratique
due au terme ∇Φ∇vf , et la dé�nition du second membre de l'équation de Poisson qui
dépend de ne, donné par (1.5).

1.3 Calcul du potentiel plasma

Nous avons vu dans l'introduction (p. 9) qu'une di�érence de potentiel s'établit entre
le plasma et la paroi qui le con�ne. L'origine du potentiel ayant été �xée dans le plasma,
cette di�érence est vue comme un potentiel négatif appliqué sur la paroi. Nous l'appelons
potentiel plasma. Un modèle simple monodimensionnel permet d'établir que, dans le cas
d'une gaine anodique, cette di�érence est dé�nie par :

Φc = −kTe
2e

ln

(
mi

me

)
. (1.8)

En e�et, la neutralité du plasma se traduit par l'égalité des �ux ionique et électronique
en sortie de plasma, soit

nivi = neve. (1.9)

En faisant l'hypothèse des ions froids (Ti << Te), la vitesse des ions est égale à la vitesse
acoustique ionique, soit

vi = cs =

√
kTe
mi

.
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Cela correspond au critère de Bohm : la vitesse des ions doit être supérieure ou égale à
la vitesse acoustique ionique pour qu'il y ait e�ectivement la création d'une gaine [13]
[18][40].

La vitesse des électrons est quant à elle égale à la vitesse thermique,

ve =

√
kTe
me

,

si bien que
vi
ve

=

√
me

mi

.

D'autre part, la densité électronique véri�ant ne = n0 exp(
eΦc

kTe
), l'égalité des �ux (1.9)

s'écrit

n0vi = n0 exp(
eΦc

kTe
)ve,

de telle sorte que

Φc =
kTe
e

ln

(√
me

mi

)
.

Ce résultat nous permet de lier le potentiel plasma à la température électronique.

1.4 Adimensionnement du modèle

Soit Ā la grandeur caractéristique associée à la variable A, et A′ véri�ant A = A′Ā la
quantité sans dimension associée.

Comme l'objet de l'étude est d'obtenir une description su�samment précise du plasma
émetteur et de la gaine, c'est dans cette zone que doivent être déterminées les dimensions
caractéristiques.

Nous prenons comme potentiel caractéristique

Φ̄ = −kTe
e
,

qui est du même ordre de grandeur 2 que le potentiel plasma donné par (1.8). Remar-
quons que, Φ̄ étant négatif, les ions se dirigent maintenant dans le sens des potentiels
(adimensionnés) croissants.

Dans une gaine, la vitesse caractéristique est donnée par la vitesse acoustique ionique,

v̄ = cs =

√
kTe
mi

La densité caractéristique est la densité au centre du plasma, soit

2. Pour un plasma d'hydrogène, ln

(√
me

mi

)
' 3, 7.
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n̄ = n0,

et on pose

f̄ =
n̄

v̄
.

Il reste à dé�nir la longueur caractéristique x̄. Elle est classiquement donnée par la di-
mension du domaine [5][40]. Or, du fait de la stratégie que nous avons employée, nous ne
connaissons pas la taille du domaine : elle dépend de la position d'une frontière arti�cielle
dont les caractéristiques seront précisées dans le chapitre suivant. Nous verrons alors (p.
38 ) qu'on est amené à prendre comme longueur caractéristique

x̄ =
1

ν

√
2kTe
mi

=

√
2vs
ν

.

Cette quantité est de l'ordre de grandeur de la distance moyenne parcourue par un ion
entre deux collisions ionisantes électron-neutre. On en déduit

t̄ =
x̄

v̄
.

Le système de Vlasov-Poisson s'écrit donc
n̄

x̄
(∂t′f

′ + v′∇x′f
′ +∇Φ′∇v′f

′) =
νn̄

v̄
e−γΦ′δ(v)

−ε0Φ̄

ex̄2
∆′Φ′ = n̄ (n′i − n′e) .

On introduit la longueur de Debye électronique 3 au centre du plasma, donnée par

λD =

√
ε0kTe
n0e2

,

et le paramètre

ε =
λD
x̄

qui représente donc la longueur de Debye adimensionnée.
On peut en outre poser

s̄ =
νn̄√

2

et écrire que s(ne) = s̄s′(n′e) avec le taux d'ionisation adimensionné s′(n′e) =
√

2e−γΦ.
En enlevant les � ′ � pour plus de lisibilité, on écrit les équivalents adimensionnés de

l'équation de Poisson (1.1)
ε2∆Φ = ni(Φ)− ne(Φ), (1.10)

3. Cette quantité représente la distance d'interraction entre particules dans un plasma. Pour les
plasmas étudiés ici, elle est de l'ordre de 10−5, 10−4 mètres.
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de la relation de Maxwell-Boltzmann (1.5)

ne(Φ) = e−Φ, (1.11)

et de l'équation de Vlasov (1.7)

∂tf + v∇xf +∇Φ∇vf = s(ne)δ(v).

Dans la suite, si rien n'est précisé, nous n'utiliserons que des grandeurs adimensionnées.
Si on a besoin ponctuellement des grandeurs physiques, on les notera Adim.

Observons que le paramètre ε dé�ni par

ε =
λD
x̄

=

√
miε0

2e2

ν(nn, Te)√
n0

:

dépend de la densité des neutres, de celle des particules chargées, et de la température
électronique. Ce sont les grandeurs qui caractérisent le plasma. Le résultat des simulations
en fonction des variations de ce paramètre doit donc permettre de dé�nir des valeurs rela-
tives de ces grandeurs pour lesquelles la source fonctionne de manière optimale. Un second
paramètre, γ, permet en outre d'envisager de façon simple di�érents types d'ionisation.

1.5 Dé�nition du domaine d'étude

Le dispositif simpli�é que nous considérons est une diode (Fig. 1.1), formée de deux
électrodes planes, l'une munie d'un ori�ce, appelée électrode plasma, et l'autre pleine et
in�niment mince, quali�ée d'électrode extractrice. Cette diode est supposée in�nie dans
la direction transverse, et elle est symétrique par rapport à l'axe (0, x). Elle n'est pas
explicitement bornée en amont de l'électrode plasma, là où se trouve le plasma émet-
teur, homogène, au repos. Des potentiels négatifs sont appliqués sur les électrodes. Nous
supposons que le champ électrique est uniquement longitudinal si on est su�samment
éloigné de l'électrode trouée, de sorte que les équipotentielles sont parallèles au plan des
électrodes (Fig. 1.1).

Il faut maintenant dé�nir un domaine borné (Fig. 1.2 ) pour la résolution numérique. Il
est donc nécessaire de se donner des frontières arti�cielles pour le fermer dans la direction
transverse et dans la direction longitudinale au sein du plasma neutre. Nous appelons ce
domaine Ω et sa frontière Γ = Γd ∪ Γn ∪ Γs ∪ Γi. Notons de manière générique ~να la
normale extérieure à Γα.

Il s'agit maintenant de caractériser les frontières Γα, et notamment de préciser la
valeur du potentiel Φ et de la fonction de distribution ionique f sur Γ. Il convient de
distinguer les frontières physiques des frontières arti�cielles.

• La frontière Γd correspond au bord de l'électrode plasma ; le potentiel est imposé
(condition de Dirichlet), et les ions sont absorbés :
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Figure 1.1 � Schématisation de la diode d'extraction et hypothèses sur les lignes de
potentiels.

Figure 1.2 � Dé�nition des frontières.
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{
Φ|Γd = Φd

f |Γd(x, v) = 0 pour v.~νd < 0.

• La frontière aval Γs est l'électrode de sortie. Sur cette frontière purement absorbante
qui ferme le domaine, les conditions sont les mêmes que sur Γd (potentiel imposé, pas de
réémission d'ions). Dans le cas où une électrode trouée est placée en sortie, nous serons
amenés à proposer une autre caractérisation de Γs (cf. Section 4.4.4).

• La frontière Γn est une première frontière arti�cielle. En considérant qu'elle est suf-
�samment éloignée de l'axe de symétrie de la diode, nous pouvons dire que la composante
transverse du champ y est nulle. Cela revient à imposer une condition de type Neumann
sur le potentiel,

∇Φ. ~νn|Γn = 0.

Les particules ont donc un comportement monodimensionnel dans la direction longitudi-
nale, ce que l'on traduit par une condition de ré�exion sur Γn :

f |Γn(x, v; (v.~νn < 0)) = f |Γn(x, v; (v.~νn > 0)).

Au cours des simulations que nous avons e�ectuées, nous avons véri�é que cette condition
était la bonne en constatant qu'il n'y avait pas de particules qui franchissaient Γn.
• Nous achevons la caractérisation de Γ en dé�nissant une deuxième frontière arti�-

cielle, Γi. C'est une frontière purement émettrice, si bien que

f |Γi(x, v) = 0 pour (v.~νi) > 0.

L'émission est caractérisée par

f |Γi(x, v) = fi pour (v.~νi) < 0,

et le potentiel est
Φ|Γi = Φi.

La détermination des valeurs de Φi et fi est l'objet du chapitre suivant. Pour cela, nous
supposons que la frontière d'injection est située dans une zone où la composante trans-
verse du champ est nulle. Le comportement du plasma est donc monodimensionnel, dans
la direction longitudinale.

Lors de la résolution numérique sur des dispositifs axisymétriques en coordonnées cy-
lindriques, nous aurons à caractériser une troisième frontière arti�cielle correspondant à
l'axe de symétrie du dispositif (Chapitre 3.8).

Remarque. Les dispositifs réels comportent plusieurs électrodes trouées. Cela revient
simplement à multiplier les frontières de type Γd et Γn.
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Chapitre 2

Etude monodimensionnelle :

détermination des conditions limites

sur Γi

2.1 Introduction

Le but de ce chapitre est de déterminer le potentiel Φi et la fonction de distribution
fi sur la frontière émettrice Γi, dé�nie dans le chapitre précédent. Nous commençons par
établir un modèle simpli�é sur un domaine monodimensionnel permettant d'étudier le
comportement d'un plasma soumis à un champ électrique. Ce modèle est en fait très
voisin de celui que nous avons dé�ni dans le chapitre précédent. Dans le cadre de ce
modèle, nous dérivons ensuite le problème de Vlasov-Poisson présenté dans la Section
1.2.4. Nous le réduisons à un problème de Poisson non linéaire, qui s'exprime sous la
forme d'une équation intégro-di�érentielle sur le potentiel (Section 2.3). La résolution
numérique de cette équation donne le pro�l du potentiel et de la densité dans le domaine
monodimensionnel. Nous regardons alors l'e�et des variations des paramètres ε et γ sur
les tailles respectives de la zone neutre et de la gaine.

Dans la Section 2.4, nous faisons une hypothèse supplémentaire de quasi-neutralité
du plasma. Nous précisons les bornes du domaine sur lequel cette approximation est
valable, et nous comparons les valeurs analytiques obtenues aux résultats numériques de
la Section 2.3. Nous pouvons alors calculer une expression analytique de la fonction de
distribution ionique solution de l'équation de Vlasov, fp. Nous complétons cette section
par la dé�nition et l'étude de l'approximation de gaine qui, si elle n'est pas nécessaire à
l'obtention des conditions limites sur Γi, nous procure une validation supplémentaire de
nos travaux.

La Section 2.5 est consacrée à la détermination proprement dite des conditions limites
sur Γi. Puisque nous avons supposé que le comportement du plasma était monodimen-
sionnel en Γi, nous pourrons utiliser les résultats obtenus jusqu'alors dans ce chapitre. La
Section 2.3 permet de calculer la valeur de Φi. Nous nous servons ensuite de l'expression
analytique de la fonction de distribution fp pour calculer fi = fp(Φi).
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2.2 Réduction à un domaine monodimensionnel plan

Nous considérons maintenant un modèle élémentaire proposé par Langmuir : un
plasma homogène est contenu entre deux électrodes planes, reliées à la masse. Elles sont
séparées par une distance 2Lc suivant x, et in�ni dans la direction perpendiculaire. Le
plasma est injecté entre les deux électrodes, ce qui conduit à la formation d'une gaine
anodique entre le plasma neutre et les électrodes, et donc d'une di�érence de potentiel
(cf. Section 1.3). Le potentiel étant dé�ni à une constante près, nous choisissons ici aussi
de le prendre égal à 0 au centre du plasma, ce qui revient à appliquer un potentiel négatif,
noté −Φc, sur les deux électrodes (Fig ; 2.1).

Figure 2.1 � Modèle simpli�é de Langmuir.

Le plasma étant homogène, la symétrie du domaine de part et d'autre d'un axe vertical
passant par x = 0 implique une symétrie du plasma : il y a autant d'ions qui traversent
cet axe de droite à gauche qu'en sens inverse, et avec les mêmes caractéristiques. Cette
symétrie et l'absence de champ électrique radial permettent de se restreindre pour la suite
à une étude monodimensionnelle sur le domaine Ω1D = [0, Lc].

Les conditions aux limites de ce domaine sur le potentiel sont donc{
Φ(0) = 0
Φ(Lc) = −Φc.

(2.1)

Elles sont complétées par une condition sur la dérivée du potentiel, due à la symétrie en
0 :

dΦ

dx
(0) = 0. (2.2)

Dans le problème traité par Langmuir, le potentiel de l'électrode n'est pas connu ; dans
notre modèle d'extraction, la taille du domaine Lc est une inconnue : dans les deux cas,
la caractérisation du potentiel à la fois par les conditions (2.1) et par cette condition sur
sa dérivée à l'origine n'introduit pas de conditions surabondantes.

Nous supposons qu'il n'y a pas d'ion piégé, et donc que le potentiel est monotone
décroissant entre 0 et Lc.



2.3. Détermination des conditions aux limites sur le potentiel 35

Les conditions limites sur la fonction de distribution s'écrivent{
f(0, v > 0) = 0
f(Lc, v < 0) = 0.

(2.3)

La condition en 0 vient de la symétrie du plasma, qui donne

f(x = 0, v > 0) = f(x = 0, v < 0).

La condition en Lc suppose qu'il n'y pas ré�exion des ions à partir de la cathode, ce qui est
consistant avec les hypothèses faites quant à la monotonie du potentiel. En conséquence,
on considère que les ions présents sur [0, Lc] sont uniquement ceux qui ont été créés par
ionisation.

A l'instar de ce qui est fait dans l'étude bidimensionnelle (Introduction générale, Sec-
tion 0.2.2), nous décomposons le domaine Ω1D en deux sous-domaines : plasma neutre
(ni = ne) et gaine (ni > ne).

Remarque. Comparaison entre le modèle de Langmuir et le modèle d'extraction.
Nous avons supposé dans la dé�nition de la diode d'extraction que le champ électrique

transverse est nul à une certaine distance de l'électrode plasma. Cela revient à dire que le
plasma se comporte dans cette zone comme s'il �voyait� une électrode plane. Nous pouvons
donc considérer qu'il existe un voisinage du centre du plasma dans lequel le modèle de
Langmuir est une approximation acceptable du modèle d'extraction. Cet argument nous
permettra d'utiliser les résultats obtenus dans le cadre du modèle de Langmuir pour
déterminer les conditions limites dans le modèle d'extraction.

2.3 Détermination des conditions aux limites sur le po-

tentiel

Dans cette section, nous montrons que, dans le cas monodimensionnel plan, résoudre
le problème de Vlasov-Poisson revient à trouver Φ solution d'une équation di�érentielle
du premier ordre, complétée par des conditions initiales (en x = 0). Rappelons que nous
cherchons un potentiel strictement monotone. Cela revient à trouver le pro�l du potentiel
entre le �centre du plasma� et la paroi de la chambre.

2.3.1 Réduction à un problème de Poisson non linéaire

Nous revenons aux variables physiques (non adimensionnées). Les conditions limites
sur le potentiel sont données par (2.1) et (2.2) et sur la distribution ionique par (2.3).

Soit (Φ, ni) la solution du problème de Vlasov-Poisson monodimensionnel : le potentiel
et la densité ionique véri�ent en premier lieu l'équation de Poisson

d2Φ

dx2
= − e

ε0

(ni − ne). (2.4)
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La densité électronique ne est donnée par la relation de Maxwell-Boltzmann (1.5). Il reste
à exprimer la densité ionique.

Rappelons que le taux d'ionisation s'écrit (Section 1.2.3)

s(x) = νn0 exp(γ
eΦ(x)

kTe
)

et nous le noterons également s(ne) ou s(Φ), car Φ est une fonction monotone de x et
ne une fonction monotone de Φ. L'équation de Vlasov stationnaire monodimensionnelle
s'écrit

v
∂f(x, v)

∂x
− e

mi

dΦ(x)

dx

∂f(x, v)

∂v
= s(x)δ(v), (2.5)

On peut alors démontrer le lemme suivant :

Lemme 1
Si le potentiel est monotone décroissant sur Ω1D et si f est solution de l'équation de
Vlasov (2.5) munie des conditions limites (2.3), alors f s'écrit :

f(x, v) =

∫ x

0

s(y)

v(y, x)
δ(v − v(y, x))dy, (2.6)

où

v(y, x) =

√
2e

mi

(Φ(y)− Φ(x)). (2.7)

Avant de véri�er ce lemme, rappelons la dé�nition suivante :

De�nition 2
On dit que f est solution mesure de (2.5) si pour toute fonction χ = χ(x, v) C1 à support
compact (χ ∈ C1

0([0, Lc]× IR)), telle que χ(0, v) = 0, v < 0 et χ(Lc, v) = 0, v > 0, on a

−
∫ Lc

0

∫ +∞

−∞
f

(
v
∂χ

∂x
− e

mi

dΦ

∂x

∂χ

∂v

)
dxdv =

∫ Lc

0

∫ +∞

−∞
s(x)δ(v)χdxdv.

Les
∫
désignent ici la dualité < mesures,fonctions continues > .

Preuve du Lemme 1. La démonstration consiste à établir que f dé�nie par (2.6) est
solution mesure de l'équation de Vlasov (2.5).

En remplaçant f par sa valeur tirée de (2.6), nous devons donc montrer que

−
∫ Lc

0

∫ +∞

−∞

(∫ x

0

s(y)

v(y, x)
δ(w − v(y, x))dy

)(
w
∂χ

∂x
− e

mi

dΦ

∂x

∂χ

∂w

)
dxdw =

=

∫ Lc

0

∫ +∞

−∞
s(x)δ(w)χdxdw.

Puisque ∫ Lc

0

(∫ x

0

dy

)
dx =

∫ Lc

0

(∫ Lc

y

dx

)
dy,
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cela revient à établir que

−
∫ Lc

0

∫ Lc

y

s(y)

v(y, x)

(
v(y, x)

∂χ

∂x
(x, v(y, x))− e

mi

dΦ

∂x

∂χ

∂v
(x, v(y, x))

)
dxdy =

∫ Lc

0

s(x)χ(x, 0)dx.

(2.8)
En vertu de l'expression (2.7), on a

∂v(y, x)

∂x
= − e

mi

1

v(y, x)

dΦ

dx
(x)

et donc, en notant v = v(y, x),

d

dx
χ(x, v) =

∂χ

∂x
(x, v) +

∂χ

∂v
(x, v)

∂v

∂x

=
∂χ

∂x
(x, v)− e

mi

∂χ

∂v
(x, v)

1

v

dΦ

dx
(x).

Par conséquent,∫ Lc
0

∫ Lc
y

s(y)

v

(
v
∂χ

∂x
(x, v)− e

mi

dΦ

∂x

∂χ

∂v
(x, v)

)
dxdy =

=
∫ Lc

0

∫ Lc
y

s(y)

v

(
v
∂χ

∂x
(x, v) + v

(
d

dx
χ(x, v)− ∂χ

∂x
(x, v)

))
dxdy =

=
∫ Lc

0

∫ Lc
y
s(y)

(
d

dx
χ(x, v)

)
dxdy =

=
∫ Lc

0
s(y) (χ(Lc, v(y, Lc)− χ(y, v(y, y))) dy.

Or, puisque d'une part χ ∈ C1
0([0, Lc[×IR) et donc χ(Lc, v(y, Lc) = 0, et que d'autre part

v(y, y) = 0, il en découle que

−
∫ Lc

0

∫ Lc

y

s(y)

v

(
v
∂χ

∂x
(x, v)− e

mi

dΦ

∂x

∂χ

∂v
(x, v)

)
dxdy =

∫ Lc

0

s(y)χ(y, 0)dy.

Nous avons bien démontré l'égalité (2.8), ce qui achève la démonstration.�

Remarque. L'expression (2.6) de f revient à dire que la distribution ionique en x dépend
uniquement des particules créées en tout y compris entre 0 et x au taux s(y). C'est vrai
puisqu'il n'y a ni injection de particules en 0 ni réémission en Lc.

D'autre part, v(y, x) est la vitesse d'une particule créée en y quand elle arrive en x.
La conservation de l'énergie entre y et x s'écrit

1

2
miv

2(y, y) + eΦ(y) =
1

2
miv

2(y, x) + eΦ(x).

L'ionisation se faisant à vitesse nulle, v(y, y) = 0 et v(y, x) est alors donnée par (2.7).
En�n, la stricte décroissance de Φ donne un sens aux expressions (2.6) et (2.7) en tout

y. �
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L'intégration de f par rapport à v permet maintenant de donner une expression de
la densité ionique sur Ω1D en fonction du potentiel :

ni(x) =

∫ x

0

s(y)√
2e
mi

(Φ(y)− Φ(x))
dy. (2.9)

Trouver Φ et ni solution du système de Vlasov-Poisson (2.4)-(2.5) est donc équivalent à
chercher Φ solution de l'équation intégro-di�érentielle

d2Φ

dx2
+

e

ε0

∫ x

0

νn0exp(−γ eΦ(y)
kTe

)√
2e
mi

(Φ(y)− Φ(x))
dy − n0exp(

eΦ(x)

kTe
)

 = 0, (2.10)

obtenue en remplaçant dans (2.4) ni par sa valeur tirée de (2.9). En utilisant l'adimen-
sionnement dé�ni dans la Section 1.4 et en multipliant (2.10) par ε0

n0e
, on obtient

(
λD
x̄

)2
d2Φ′

dx′2
− x̄
√

e

kTe

∫ x′

0

e−γΦ′(y′)√
2e
mi

(Φ′(x′)− Φ′(y′))
dy

+ e−Φ′(x′) = 0.

En choisissant comme distance caractéristique

x̄ =
1

ν

√
2kTe
mi

,

la forme adimensionnée de (2.10) est

ε2d
2Φ

dx2
+ e−Φ −

∫ x

0

e−γΦ(y)√
Φ(x)− Φ(y))

dy = 0. (2.11)

Rappelons que le potentiel adimensionné est positif et croissant sur Ω1D, entre 0 et Φc,
contrairement au potentiel physique qui est négatif et décroissant.

On peut trouver une intégrale première de l'équation (2.11) : en la multipliant par dΦ
dx

et en intégrant sur[0, x], on se ramène à l'équation intégro-di�érentielle du premier ordre

ε2

2

(
dΦ

dx

)2

− 2

∫ x

0

e−γΦ(y)
√

Φ(x)− Φ(y))dy + 1− e−Φ = 0, (2.12)

autrement dit

dΦ

dx
=

√
2

ε
V (Φ),

en posant

V (Φ) = 2

∫ x

0

e−γΦ(y)
√

Φ(x)− Φ(y))dy + e−Φ − 1. (2.13)
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La solution Φ doit en outre véri�er la condition initiale

Φ(0) = 0. (2.14)

Il y a une singularité à l'origine, puisque dΦ
dx

(0) = 0 et V (Φ(0)) = V (0) = 0 : Φ = 0 est
clairement solution de ce problème. Il est possible d'énoncer le théorème suivant, dont la
démonstration est technique [38] :

Théorème 3
Pour tout ε > 0, l'équation (2.12) munie des conditions initiales (2.14) possède une
solution strictement croissante dé�nie sur [0,+∞[.

La détermination numérique de cette solution fait l'objet du chapitre suivant.

2.3.2 Résolution numérique de l'équation di�érentielle

Pour résoudre l'équation intégro-di�érentielle (2.12), on se �xe un pas d'espace ∆x,
et on note xj = j∆x, et Φj = Φ(xj) avec Φ0 = 0. On pose également

V0(Φ) = 0

et

Vj(Φ) = ∆x

j−1∑
k=0

(
e−γΦk

√
Φj − Φk + e−γΦj+1

√
Φj − Φk+1

)
+ e−Φj − 1 pour j > 0.

Cette approximation de (2.13) est obtenue au moyen de la formule des trapèzes. L'équa-
tion (2.12) est alors discrétisée par une méthode d'Euler explicite,

Φj+1 = Φj +

√
2∆x

ε

√
Vj(Φ). (2.15)

Traitement de l'indétermination à l'origine

Sans traitement particulier, on ne peut trouver ainsi que la solution identiquement
nulle ; le lemme suivant permet de calculer la solution non triviale.

Lemme 4
La solution non nulle de (2.12) admet le développement Φ(x) ' α2x

2 + o(x3), où α2 peut
être calculé analytiquement en fonction de ε :

α2 =

(
3

√
−q

2
+D + 3

√
−q

2
−D

)2

avec p =
1

2ε2
, q = − π

4ε2
et D =

√(
p
3

)3
+
(
q
2

)2
.
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Preuve. Un développement polynomial de Φ en 0 permet d'écrire

Φ(x) =
N∑
j=0

αjx
j + o(xN+1),

avec α0 = 0 et α1 = 0 en vertu des conditions initiales (2.14). Un développement au
troisième ordre au voisinage de 0 donne donc

Φ(x) ' α2x
2 + o(x3).

Puisque Φ est solution de (2.12), on a

ε2

2
(2α2x)2 − 2

∫ x

0

e−γα2x2
√
α2x2 − α2y2dy + 1− e−α2x2 = 0. (2.16)

En développant l'exponentielle au voisinage de x = 0, l'intégrale s'écrit∫ x
0
e−γα2x2

√
α2x2 − α2y2dy =

∫ x
0

√
α2x2 − α2y2dy − γα2x

2
∫ x

0

√
α2x2 − α2y2dy

= π
4

√
α2x

2 + o(x3),

si bien que l'équation (2.16) est équivalente à

2ε2(α2x)2 − π

2

√
α2x

2 + α2x
2 + o(x3) = 0

que l'on écrit, en négligeant les termes d'ordres élevés,

x2(2ε2X4 +X2 − π

2
X) = 0 , en posant X =

√
α2.

Cette équation est bien véri�ée par α2 = 0, ce qui correspond à la solution triviale Φ = 0.
Pour obtenir les autres solutions, nous sommes amenés à résoudre le polynôme de degré
3,

2ε2X3 +X − π

2
= 0,

ou
X3 + pX + q = 0

avec

p =
1

2ε2
et q = − π

4ε2
.

Ce polynôme a comme unique solution réelle

X1 = 3

√
−q

2
+D + 3

√
−q

2
−D

avec D =
√(

p
3

)3
+
(
q
2

)2
. Outre α2 = 0, (2.16) admet donc α2 = X2

1 comme solution de

(2.16) au voisinage de 0.�
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Remarque. Un développement limité de X1 au voisinage de 0 permet de calculer

X1 =
π

2
+ o(ε),

de sorte que

lim
ε→0

α2 =
π2

4
.

�

Il est maintenant possible d'initialiser la relation (2.15) en prenant{
Φ0 = 0
Φj = α2j

2∆x2 pour j < j0.

En théorie, il n'est nécessaire d'utiliser cette approximation que pour le calcul de Φ1. Tou-
tefois, Vj(Φ) = ∆x (

∑
...)+(e−Φj−1) est la somme de deux termes de signes contraires et

est très proche de 0 au voisinage de l'origine. Dans la pratique, Vj(Φ) a tendance à devenir
négatif du fait de l'imprécision des calculs numériques (et on a besoin de

√
Vj(Φ) !).

Il faut donc poursuivre l'approximation sur un certain nombre de pas d'espace, que
nous notons j0 ; il est nécessaire de prendre un j0 d'autant plus grand que ε est petit.
Néanmoins, il ne semble pas possible d'établir un critère absolu permettant de déterminer
j0 en fonction de ε. D'autre part, l'approximation Φ(xj) ' α2j

2∆x2 n'est valable que tant
que j0∆x reste proche de 0, ce qui oblige à diminuer le pas d'espace quand ε décroît. Nous
avons retenu le choix ∆x = ε2 qui paraît être le plus approprié pour des valeurs de ε
supérieures à 10−3.

Pour des valeurs plus petites, cette méthode ne permet plus de résoudre numérique-
ment l'équation di�érentielle (2.12). Une autre technique, plus adaptée à cette situation,
sera proposée dans la Section 2.4.2 à la suite de l'étude d'un modèle quasi-neutre.

Calcul de la solution

La longueur Lc de Ω1D n'est pas connue, puisque l'origine du repère que nous utilisons,
le �centre du plasma�, n'a pas de signi�cation précise. Par contre, les conditions limites
(2.1) donnent

Φ(Lc) = Φc.

En utilisant la relation (2.15), on calcule la solution non nulle de l'équation intégro-
di�érentielle (2.12), notée ΦCI , jusqu'à ce que Φj+1 > Φc. On en déduit par interpolation
la longueur Lc du domaine, telle que ΦCI(Lc) = Φc. Nous avons ainsi déterminé le poten-
tiel solution de Vlasov-Poisson sur Ω1D (Fig. 2.10, page 59).

Par ailleurs, une fois connu le pro�l du potentiel sur Ω1D, l'équation de Boltzmann
(1.11) et l'équation de Poisson (1.10) discrétisée permettent de calculer les densités élec-
tronique et ionique entre 0 et Lc :

ne(j∆x) = e−Φj ,

ni(j∆x) = ε2 Φj+1 − 2Φj + Φj−1

∆x2
+ ne(j∆x).

(2.17)
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Nous disposons ainsi d'une solution de référence en une dimension qui nous permettra de
valider la résolution numérique particulaire de Vlasov-Poisson (Chapitre 4).

2.3.3 Résultats et interprétations

Dans cette section, nous analysons l'in�uence des paramètres ε et γ sur la solution du
problème de Poisson non linéaire que nous venons d'étudier. Nous en tirons des conclu-
sions quant aux tailles respectives du plasma et de la gaine.

Nous caractérisons ces di�érentes zones suivant la proportion entre les densités ionique
et électronique. Nous proposons de manière arbitraire, mais en accord avec ce qui est fait
classiquement [11], les critères suivant :
Si ni > ne > 0, 99ni le plasma est supposé neutre.
Si 0, 99ni > ne > 0, 01ni, on est dans la gaine.
Si ne < 0, 01ni, on considère que l'in�uence des électrons est négligeable. Dans le cas de
la diode d'extraction bidimensionnelle du Chapitre 1.5, ce critère délimiterait le faisceau.

La température et la densité du plasma neutre sont

Te = 10 eV,

n0 = 1016 m−3 .

Dans ces conditions, la longueur de Debye est

λD = 2, 35.10−4 m .

Il en découle que la dimension caractéristique et la fréquence de collision ne dépendent
plus que du paramètre ε, respectivement par

x̄ =
λD
ε

et

ν =
1

λD

√
2kTe
mi

ε = ε

√
2n0e

2

ε0mi

.

On donne dans le tableau suivant les valeurs de ces deux quantités pour di�érents ε :

ε x̄(m) ν(s−1)
10−1 2, 35 10−3 1, 34 107

10−2 2, 35 10−2 1, 34 106

10−3 2, 35 10−1 1, 34 105

4 10−4 5, 875 10−1 7, 387 104

Comme n0 et Te sont �xés, la fréquence de collision est proportionnelle à la densité
des neutres, nn (Section 1.2.3). Diminuer ε revient à diminuer nn, et donc ν. Comme le
taux d'ionisation est donné par

s(ne) = νn0

(
ne
n0

)γ
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et que ne < n0, il augmente quand γ diminue (ε �xé) ou quand ε augmente (γ �xé).
Quand l'ionisation est plus importante, il y a plus d'ions créés et le seuil 0, 99ni > ne est
atteint plus vite : la taille du plasma neutre diminue. D'autre part, comme ni − ne croît
plus vite, la dérivée seconde du potentiel augmente plus rapidement (par l'équation de
Poisson), ce qui accélère la séparation de charge, si bien que la gaine va être plus réduite.
Cependant, un phénomène contraire se produit dans la gaine : comme la séparation de
charge augmente, ne diminue, et par conséquent le taux d'ionisation dans la gaine est
plus faible (les ions sont créés en moins grande quantité). On peut donc s'attendre à ce
que la taille de la gaine diminue moins que la taille du plasma. Nous pouvons résumer
cela en écrivant que quand γ diminue (ε �xé) ou quand ε augmente (γ �xé),

• la taille de la gaine diminue,

• la taille du plasma neutre diminue,

• la gaine est de moins en moins petite devant la zone plasma, c'est�à-dire que la taille
de la gaine diminue moins vite que celle du plasma.

Nous allons maintenant déterminer le potentiel et les densités à l'aide des sections
précédentes, avec l'intention de véri�er l'analyse que nous venons de faire.

Nous représentons sur la Figure 2.2 le potentiel Φ solution de l'équation di�érentielle
(2.12) en fonction de ε (pour γ = 0) et en fonction de γ (avec ε = 10−2). Nous avons
validé ces résultats en les comparant avec ceux obtenus dans [43].

Nous utilisons ensuite (2.17) pour tracer sur la Figure 2.3 les densités ionique et
électronique selon les variations de ces deux paramètres. Il est plus aisé d'en tirer des
conclusions.

Nous résumons dans les tableaux suivants les valeurs que nous avons trouvées pour
la position xg de la limite plasma-gaine et pour la borne supérieure xd de la gaine. Nous
indiquons également la largeur de la gaine, adimensionnée et réelle, le rapport de la taille
de la gaine sur la taille de la zone plasma et la taille du plasma, en millimètres.

γ = 0 :

ε xg xd gaine (adim) gaine (mm)
xd − xg
xg

plasma (mm)

10−1 0, 125 0, 827 0, 702 ' 7ε 1, 65 5, 616 0, 294
10−2 0, 307 0, 438 0, 130 ' 13ε 3, 07 0, 427 7, 21
10−3 0, 344 0, 359 0, 015 ' 15ε 3, 51 0, 0436 80, 84

γ = 1 :

ε xg xd gaine (adim) gaine (mm)
xd − xg
xg

plasma (mm)

10−1 0, 177 1, 066 0, 889 ' 9ε 2, 09 5, 022 0, 415
10−2 0, 375 0, 5172 0, 1421 ' 14ε 3, 34 0, 3792 8, 81
10−3 0, 406 0, 421 0, 015 ' 15ε 3, 59 0, 0369 95, 4

4 10−4 0, 405827 0, 411976 0, 006149 ' 15ε 3, 61 0, 01515 238, 4
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γ = 2 :

ε xg xd gaine (adim) gaine (mm)
xd − xg
xg

plasma (mm)

10−1 0, 393 1, 290 0, 897 ' 9ε 2, 1 2, 282 0, 924
10−2 0, 473 0, 621 0, 148 ' 15ε 3, 47 0, 3128 11, 1
10−3 0, 495 0, 510 0, 015 ' 15ε 3, 52 0, 03 116, 3

4 10−4 0, 4941 0, 5003 0, 0062 ' 15ε 3, 64 0, 0125 290

On constate que pour γ �xé, quand ε augmente, le rapport entre les dimensions de
la gaine et de la zone plasma augmente, tandis que les tailles des deux zones diminuent.
On a une évolution identique quand on �xe ε et qu'on diminue γ. Ces observations sont
bien conformes à l'analyse précédente.

On remarque également que la taille de la gaine est de l'ordre de la dizaine de longueurs
de Debye (ε étant la longueur de Debye adimensionnée). Pour ε su�samment petit, cette
taille varie peu en fonction des valeurs de γ et de ε.
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Figure 2.2 � Solution du problème de Cauchy en fonction des paramètres γ et ε. Φc = 6.
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Figure 2.3 � Densités ionique (rouge) et électronique (noir) en fonction de γ et ε. Φc =
100
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2.4 Conditions aux limites sur la fonction de distribu-

tion fi

Le domaine Ω1D dé�ni dans la section précédente recouvre deux sous-domaines, le
plasma neutre et la gaine, dont les caractéristiques sont di�érentes. Dans cette section,
nous allons dé�nir deux modèles approchés, l'approximation quasi-neutre et l'approximation
de gaine, respectivement valables sur les deux sous-domaines précédemment cités. Les
résultats analytiques obtenus à la suite de l'étude de l'approximation quasi-neutre per-
mettront de dé�nir la distribution ionique sur la frontière d'injection Γi.

2.4.1 Approximation quasi-neutre

Nous restons dans le cadre du modèle de Langmuir, en gardant les notations de la
Figure 2.1. On peut donc appliquer le Lemme 1, qui donne la solution f de l'équation de
Vlasov. On en déduit la densité ionique, adimensionnée à partir de la relation (2.9) :

ni(x) =

∫ x

0

s(x1)√
2(Φ(x)− Φ(x1))

dx1.

Nous supposons maintenant que le plasma est quasi-neutre, si bien que le potentiel doit
véri�er l'égalité

ni(Φ) = ne(Φ), (2.18)

que nous appelons l'équation plasma. Cette approximation de plasma neutre revient à
poser ε = 0 dans l'équation de Poisson (2.4). Puisque le potentiel est monotone, chercher
Φ = Φ(x) solution de (2.18) est équivalent à chercher x = x(Φ) solution de

ni(x) = ne(x).

Trouver Φ et f solution du système de Vlasov-Poisson quasi-neutre sur Ω1D revient donc
à trouver x = x(Φ) solution de l'équation plasma, que nous écrivons sous la forme∫ x

0

s(x1)√
2(Φ(x)− Φ(x1))

dx1 − e−Φ(x) = 0, (2.19)

avec
s(x1) =

√
2 exp(−γΦ(x1))

Nous établissons tout d'abord le résultat suivant, en notant x′(Φ) =
dx

dΦ
et Φ′(x) =

dΦ

dx
:

Théorème 5
La solution x(Φ) de l'approximation quasi-neutre véri�e

x′(Φ) =

√
2

πs(Φ)

(
1√
Φ
− 2D

(√
Φ
))

(2.20)

où D est l'intégrale de Dawson dé�nie par :

D(u) = e−u
2

∫ u

0

et
2

dt =
1

2

∫ u2

0

e−y√
u2 − y

dy.
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Pour cela, nous avons besoin du résultat préliminaire suivant (transformée de Hilbert)
[40] :

Lemme 6
La transformation f → H(f) dé�nie par

H(f)(u) =

∫ u

0

f(y)√
u− y

dy = g(u), u ≥ 0

est inversible, et la transformation inverse g → H−1(g) est donnée par

H−1(g)(u) =
1

π

(
g(0)√
u

+

∫ u

0

g′(y)√
u− y

dy

)
, x ≥ 0.

Preuve du Théorème 5. En faisant le changement de variable Ψ = Φ(x1) dans (2.19),
l'équation plasma peut s'écrire :∫ Φ

0

s(Ψ)x′Ψ√
2(Φ−Ψ)

dΨ = e−Φ.

On applique le Lemme 6 à cette équation en prenant f(Ψ) =
s(Ψ)x′(Ψ)√

2
g(Φ) = e−Φ,

de sorte que
s(Φ)x′(Φ)√

2
=

1

π

(
1√
Φ
−
∫ Φ

0

e−Ψ

√
Φ−Ψ

dΨ

)
,

ce qui donne bien (2.20). �

Dans le cas où γ = 0, on a s(Φ) =
√

2. Si on remarque que

d

dx
D(
√
x) =

1

2
√
x
−D(

√
x), (2.21)

on peut déduire immédiatement de (2.20) la solution de l'équation plasma :

x(Φ) =
2

π
D(
√

Φ). (2.22)

Cette fonction est représentée sur la Figure 2.4. Elle n'est pas monotone. Puisque nous
cherchons une fonction x croissante, seule la partie gauche de la courbe est admissible.

Plus généralement (γ = 0, 1, 2), nous montrons le théorème suivant :
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Figure 2.4 � Solution x(Φ) de l'approximation plasma, γ = 0.

Théorème 7
Il existe un nombre Φa strictement positif tel que la fonction x(Φ) n'est monotone crois-
sante que sur [0,Φa]. De plus, la valeur de Φa est indépendante de la valeur de γ.

Preuve. La fonction x′ s'annule en un point unique, noté Φa qui véri�e

1√
Φa

= 2D
(√

Φa

)
.

Quand Φ→ 0,

x′(Φ) ' 1

πe−γΦ
√

Φ
> 0,

alors que pour Φ→ +∞,

x′(Φ) ' −2

πe−γΦ
D
(√

Φ
)
< 0.

La fonction x(Φ) est donc strictement croissante sur [0,Φa[ et strictement décroissante
sur ]Φa,+∞[. La valeur Φa est indépendante du taux d'ionisation, et on calcule

Φa ' 0, 854.

�

Figure 2.5 � Pro�l de la fonction g(Φ) = 1√
Φ
− 2D

(√
Φ
)
.
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Notons aγ = x(Φa). Cette valeur dépend du type d'ionisation.
• Pour γ = 0, (2.22) donne

a0 =
2

π
D(
√

Φa).

• Pour γ = 1, on a

x′(Φ) =

√
2

πe−Φ

(
1√
Φ
− 2D

(√
Φ
))

,

c'est-à-dire, en utilisant (2.21) et en intégrant entre 0 et Φ,

x(Φ) =
2

π

∫ Φ

0

eψ
d

dψ

(
D
(√

ψ
))

dψ.

En intégrant par parties, on obtient

x(Φ) =
2

π

(
−
∫ Φ

0

eψD(
√
ψ)dψ + eΦD(

√
Φ)

)
.

• Pour γ = 2, les mêmes outils permettent de calculer

x(Φ) =
1

π

∫ Φ

0

e2ψ

(
1√
ψ
− 2D

(√
ψ
))

ds

=
2

π

∫ 2Φ

0

et
d

dt

(
D
(√

t/2
))

dt , t = 2ψ

=
2

π

(
e2ΦD(

√
Φ)−

∫ 2Φ

0

etD(
√
t/2)dt

)
.

On calcule les valeurs de aγ = x(Φa) :
γ = 0 ⇒ a0 = 0, 3444,
γ = 1 ⇒ a1 = 0, 4046,
γ = 2 ⇒ a2 = 0, 4920.

Revenons au potentiel solution de l'approximation quasi-neutre ; il n'est dé�ni que
pour x ≤ aγ. Nous voyons sur la Figure 2.6 qu'il est bivalué : seule la branche inférieure
est physiquement admissible puisque le potentiel doit être monotone croissant.

Remarque. On a les résultats suivants :

lim
x→0

Φ′(x) = 0,

lim
x→aγ

Φ′(x) = +∞.

Ces limites sont déduites respectivement de

lim
Φ−→0

x′(Φ) = lim

√
2eγΦ

π
√

Φ
= +∞

et de
x′(Φa) = 0.
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Figure 2.6 � Potentiel Plasma.

2.4.2 Compatibilité avec le problème de Poisson non linéaire

Notre propos est ici de véri�er dans quelle mesure les résultats de l'approximation
quasi-neutre sont équivalents à ceux du problème de Poisson non linéaire. Nous indiquons
à nouveau dans le tableau ci-dessous les positions de l'interface plasma-gaine trouvées
dans la Section 2.3, et nous constatons que cette position tend vers la limite de validité
de l'approximation quasi-neutre quand ε tend vers 0 (colonne de droite).

ε 10−1 10−2 10−3 4 10−4 0
aγ=0 0, 125 0, 307 0, 344 ... 0, 3444
aγ=1 0, 177 0, 375 0, 406 0, 405827 0,4046
aγ=2 0, 393 0, 473 0, 495 0, 4941 0,492

Figure 2.7 � Solution de l'équation plasma comparée aux solutions du problème de poisson
non linéaire quand ε→ 0.

On rappelle également sur la Figure 2.7 pour γ = 0 et pour di�érentes valeurs de ε les
solutions Φε du problème de Poisson non linéaire étudié dans la section précédente et on
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les complète par la solution de l'approximation quasi-neutre, notée Φneutre. On constate
sur ces courbes que

lim
ε→0

Φε(x) = Φneutre(x)

pour x < a0.
On peut donc voir l'approximation quasi-neutre, là où elle est dé�nie, comme une

limite du problème de Poisson, ε2 d2Φ
dx2

= ni − ne quand ε → 0. En e�et, le terme ε2 d2Φ
dx2

est faible quand x est proche de 0 puisque le potentiel croît très lentement dans cette
région ; on a donc ni ' ne. Quand on s'éloigne du centre du plasma, la dérivée seconde
augmente et ε2 d2Φ

dx2
n'est plus négligeable, et ni − ne 6= 0 : la solution du problème aux

conditions initiales et la solution plasma divergent, et ce d'autant plus vite que ε est grand.

Remarque. Nous constatons également que la taille de la gaine diminue quand ε tend
vers 0 (la taille de la gaine est de l'ordre de 15ε) : dans le cas de l'approximation quasi-
neutre, on peut considérer que la gaine est in�niment mince, c'est-à-dire que les ions
quittent le plasma en x = aγ, alors que les électrons restent dans [0, aγ].

Application à la résolution du problème de Poisson non linéaire.
En considérant l'approximation quasi-neutre comme une situation limite du problème

de Poisson non linéaire, nous pouvons maintenant proposer un autre moyen de lever l'in-
détermination en 0 de l'équation di�érentielle (2.12), qui permet de trouver la solution
de ce problème. Pour ε su�samment petit, nous supposons que la solution de l'approxi-
mation quasi-neutre et celle de (2.12) sont équivalentes au voisinage de 0. Elles véri�ent
toutes deux les conditions Φ(0) = Φ′(0) = 0.

Nous repartons de l'équation (2.20) (expression de x′(Φ)) : le changement de variable
Ψ =

√
Φ donne

dx

dΨ
(Ψ) =

2

π exp(−γΨ2)
(1− 2ΨD (Ψ)) ,

de sorte que
dx

dΨ
(0) =

2

π
.

Au voisinage de l'origine, où x(0) = 0, un développement de x au premier ordre s'écrit

x(Ψ) =
2

π
Ψ + o(Ψ),

soit

Φ(x) ' π2

4
x2 pour x ' 0.

Lors de la résolution numérique de (2.12), il est donc possible de lever l'indétermination
à l'origine en prenant

Φj =
π2

4
j2∆x2 , j = 0, 1, ...

Rappelons que dans la Section 2.3.2 nous avons montré que lim
ε→0

α2 =
π2

4
(Φ(x) ' α2x

2

pour x ' 0). Cela nous renforce dans notre interprétation de l'approximation quasi-neutre
comme un problème de Poisson limite.
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2.4.3 La fonction de distribution de l'approximation quasi-neutre

A partir de maintenant, l'indice �p� désignera les grandeurs (analytiques) relatives à
l'approximation quasi-neutre. Comme Φ est une fonction monotone de x, on peut passer
en variables (Φ, v) plutôt qu'en variables (x, v).

Théorème 8
Si Φ : [0, a] → [0,Φa] est la solution de l'équation plasma, la fonction de distribution
ionique solution de l'équation de Vlasov s'écrit

fp(Φ, v) =


√

2

π

 1√
Φ− v2

2

− 2D(
√

Φ− v2

2
)

 , 0 < v <
√

2Φ

0, sinon.

. (2.23)

Preuve. Nous avons établi dans la Section 2.4 que, en variables physiques, la solution
de l'équation de Vlasov est donnée par la relation

f(x, v) =

∫ x

0

√
mi

2e

s(y)√
Φ(y)− Φ(x)

δ(v − v(y, x))dy.

En variables adimensionnées sur Ω1D × [0,
√

2Φc], elle s'écrit par conséquent

f(x, v) =

∫ x

0

s(y)√
2(Φ(x)− Φ(y))

δ(v −
√

2(Φ(x)− Φ(y)))dy.

Avec le changement de variable Ψ = Φ(y), elle devient

f(Φ, v) =

∫ Φ

0

s(Ψ)√
2(Φ−Ψ)

x′(Ψ)δ(v −
√

2(Φ−Ψ))dΨ,

pour (Φ, v) ∈ [0,Φc]× [0,
√

2Φc]. Remplaçons x′(Ψ) par sa valeur donnée par (2.20) ; il en
découle que

f(Φ, v) =

∫ Φ

0

h(Ψ)√
Φ−Ψ

δ(v −
√

2(Φ−Ψ))dΨ,

en notant

h(Ψ) =
1

π

(
1√
Ψ
− 2D(

√
(Ψ))

)
.

Multiplions f par une fonction test χ ∈ C0
0(IR) et intégrons sur v ∈ IR :∫ +∞

−∞
f(Φ, v)χ(v)dv =

∫ Φ

0

h(Ψ)√
Φ−Ψ

χ(
√

2(Φ−Ψ))dΨ

Si nous e�ectuons le changement de variable v =
√

2(Φ−Ψ), cette relation est équiva-
lente à ∫ +∞

−∞
f(Φ, v)χ(v)dv =

√
2

∫ √2Φ

0

h(Φ− v2

2
)χ(v)dv

ce qui permet bien de retrouver (2.23).�
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Corollaire 9
Cette fonction de distribution est indépendante du taux d'ionisation. D'autre part, elle
véri�e

lim
v→vmax

fp(Φ, v) = +∞

avec vmax =
√

2Φ (Fig. 2.8).

Figure 2.8 � Approximation quasi-neutre : fonction de distribution pour Φ = 0.1718 .

Par intégration de fp, nous pouvons en calculer les premiers moments, et ainsi carac-
tériser le plasma

densité : np(Φ) = e−Φ,

courant : jp(Φ) =
2
√

2

π
D(
√

Φ), (2.24)

énergie :
1

2

(
1− e−Φ

)
. (2.25)

La densité ionique est bien égale à la densité électronique, ce qui est bien consistant avec
l'hypothèse de quasi-neutralité. La densité de courant s'obtient à partir de

jp(Φ) =

∫
fp(Φ, v)vdv =

∫ √2Φ

0

fp(Φ, v)vdv

en remplaçant fp par sa valeur (2.23) et en invoquant le fait que
d

dx
D(
√
x) =

1

2
√
x
−

D(
√
x). Remarquons que dans le cas où γ = 0, les résultat (2.22) et (2.24) donnent

x(Φ) =
jp(Φ)√

2
. (2.26)

Le calcul de l'énergie, kp(Φ) =
1

2

∫
f(Φ, v)v2dv, est quant à lui plus technique [10].�
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2.4.4 Approximation de gaine

Les résultats obtenus jusqu'ici dans ce chapitre sont su�sants pour déterminer les
conditions limites sur la frontière d'injection. Nous allons compléter l'étude du modèle
simpli�é de Langmuir par cette section, dont l'intérêt sera de fournir une validation
supplémentaire de nos travaux. Nous avons dé�ni l'approximation quasi-neutre, valable
sur la zone plasma, [0, aγ] ⊂ Ω1D. Nous allons maintenant étudier un autre modèle qui
nous permettra de donner une solution approchée du système de Vlasov-Poisson dans la
gaine, c'est-à-dire Ω1D\[0, aγ] =]aγ, Lc].

Pour des valeurs su�samment petites de ε, nous supposons que la gaine est petite par
rapport à la zone de validité de l'approximation quasi-neutre, en accord avec les résultats
de la Section 2.3.3. Nous pouvons donc considérer que la fraction d'ions produits dans la
gaine est négligeable, ce qui nous permet de faire l'hypothèse (g1) :

(g1) L'ionisation est négligeable dans la gaine, de telle sorte que s(ne(x)) = 0 pour
aγ < x < Lc.

D'autre part, nous faisons l'hypothèse que la solution de l'équation plasma est égale à
la solution du problème de Vlasov-Poisson dans la zone quasi-neutre pour ε su�samment
petit (rappelons qu'elle en est la limite quand ε→ 0), ce que l'on traduit par l'hypothèse
(g2) :

(g2) L'approximation quasi-neutre est valable en x ≤ aγ.

Ces deux hypothèses permettent d'établir le modèle dit d'approximation de gaine, dé-
�ni sur ]aγ, Lc]. Nous allons déterminer le potentiel solution du système de Vlasov-Poisson
(2.4) (2.5) dans le cadre de ces hypothèses.

Commençons par réécrire ce système (en stationnaire) en e�ectuant le changement de
variable x = Lc − εy et en rappelant que s(ne) = 0 :

v∇yf +∇Φ∇vf = −εs(ne)δ(v) = 0
d2Φ

dy2
= ni − ne

ne = e−φ

(2.27)

On peut alors démontrer le théorème suivant :

Théorème 10
Le potentiel solution de l'approximation de gaine véri�e pour y ∈[0,+∞[ l'équation dif-
férentielle (

dΦ

dy

)2

=
4

π

∫ Φa

0

√
Φ−Ψ

(
1√
Ψ
− 2D(

√
Ψ)

)
dΨ− 2(1− e−Φ). (2.28)

De plus, on a  lim
y→∞

Φ(y) = Φa

lim
y→∞

f(y, v) = fp(aγ, v)
(2.29)
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et {
Φ(0) = Φc

f(0, v) = 0.
(2.30)

Preuve. Les courbes caractéristiques de l'opérateur de Vlasov (2.27) sont données par

v2 − 2Φ(y) = cte. (2.31)

Par conséquent, en notant yγ = L−aγ
ε

et Φγ = Φ(yγ), on a

v2(yγ)− 2Φγ = v(y)2 − 2Φ(y),

ou

v(yγ) =
√
v2 − 2Φ(y) + 2Φγ, (2.32)

ce qui impose v >
√

2(Φ(y)− Φγ), en notant v = v(y).
La fonction Φ étant monotone sur [0, yγ], f est constante sur les courbes (2.31) si bien

que, en utilisant (2.32),

f(y, v) = f(yγ,
√
v2 − 2Φ(y) + 2Φγ , v >

√
(2(Φ(y)− Φγ).

On obtient la densité ionique en y par intégration de f(v) sur ]
√

(2(Φ(y)− Φγ),+∞[ :

ni(y) =

∫ ∞
√

2(Φ(y)−Φγ)

f(yγ,
√
v2 − 2Φ(y) + 2Φγ)dv,

soit, avec le changement de variable w =
√
v2 − 2(Φ(y)− Φγ),

ni(y) =

∫ ∞
0

f(yγ, w)
w√

w2 + 2(Φ(y)− Φγ)
dw. (2.33)

Comme nous l'avons fait jusqu'à présent, étant donné que le potentiel est monotone, nous
écrivons f(Φ = Φγ, w) = f(y = yγ, w). En injectant (2.33) dans l'équation de Poisson
(2.27), nous sommes donc amenés à résoudre une équation di�érentielle du second ordre,

d2Φ

dy2
=

∫ √2Φγ

0

f(Φγ, w)
w√

w2 + 2(Φ(y)− Φγ)
dw − e−Φ(y) (2.34)

On se ramène à une équation du premier ordre en multipliant (2.34) par 2dΦ
dy

et en
intégrant de y à yγ :(

dΦ

dy

)2

yγ

−
(
dΦ

dy

)2

= Iyγ − Iy + 2(e−Φγ − e−Φ) (2.35)

avec

Iyγ = 2

∫ √2Φγ

0

f(Φγ, v)v2dv (2.36)
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et

Iy = 2

∫ √2Φγ

0

f(Φγ, v)
√
v2 + 2(Φ− Φγ)vdv. (2.37)

Lorsque y = yγ = Lc−aγ
ε

, soit x = aγ, et que ε = 0, l'approximation quasi-neutre doit être
véri�ée de sorte que {

Φγ = Φa

f (Φγ, v(Φγ)) = fp (Φγ, v(Φγ))
.

Cela revient à rejeter le point yγ = Lc−aγ
ε

à l'in�ni et donne le résultat (2.29). Cela nous
permet également d'écrire que (

dΦ

dy

)
yγ

= lim
y→∞

dΦ

dy
= 0. (2.38)

Avec fp donnée par (2.23) et l'énergie kp donnée par (2.25), (2.36) s'écrit

Iyγ = 4kp(Φa) = 2(1− e−Φa), (2.39)

tandis que (2.37) donne

Iy = 2

√
2

π

∫ √2Φa

0

1√
Φa − v2

2

− 2D(

√
Φa −

v2

2
)
√
v2 + 2(Φ− Φa)dv

=
4

π

∫ Φa

0

√
Φ−Ψ

(
1√
Ψ
− 2D(

√
Ψ)

)
dΨ, (2.40)

avec le changement de variable Ψ = Φa − v2

2
.

Les résultats (2.38) (2.39) et (2.40) permettent de réécrire l'équation (2.35), et de
montrer que le potentiel de gaine est bien solution de (2.28).

Le résultat (2.30) vient des conditions limites du problème de Vlasov-Poisson à droite
dans le modèle de Langmuir.�

Nous pouvons simpli�er l'équation (2.28) en écrivant∫ Φa

0

√
Φ−Ψ

(
1√
Ψ
− 2D(

√
Ψ)

)
dΨ = 2

∫ Φa

0

√
Φ−Ψ

(
d

dΨ
D(
√

Ψ)

)
dΨ

(d'après la remarque (2.21)). Une intégration par parties et le changement de variable
t =
√

Ψ nous conduisent à écrire que cette intégrale est égale à

2

(√
Φ− ΦaD(

√
Φa) +

∫ √Φa

0

t√
Φ− t2

D(t)dt

)
.

En notant

F (Φ) =
8

π

(√
Φ− ΦaD(

√
Φa) +

∫ √Φa

0

t√
Φ− t2

D(t)dt

)
− 2

(
1− e−Φ

)
,
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l'équation de gaine (2.28) devient donc

(
dΦ

dy

)2

= F (Φ).

Pour obtenir le potentiel solution du système Vlasov-Poisson inverse (2.27), il reste à
compléter cette équation par la condition initiale Φ(0) = Φc. La résolution numérique de
ce problème de Cauchy se fait par une méthode d'Euler, en posant Φ0 = Φc et en itérant
la relation

Φj+1 = Φj −∆y
√
F (Φj),

car on cherche un potentiel décroissant de [0,+∞[ sur [Φc,Φa[. On poursuit le calcul tant
que Φi+1 > Φa, puisqu'en-deçà de cette valeur c'est l'approximation quasi-neutre qui est
valable.

Sur la Figure 2.9, on trace la solution numérique du problème de Poisson non linéaire
avec γ = 0 et ε = 0, 01 (noir), la solution de gaine (bleu) et la solution plasma (rouge).

Figure 2.9 � Solution du problème de Poisson non linéaire et solutions approchées (ap-
proximation plasma et approximation de gaine).

Dans la gaine (à droite), la densité électronique tend vers 0 de sorte que le taux
d'ionisation s(ne) tend vers 0 : l'hypothèse g1 est bien véri�ée et on constate e�ective-
ment que la solution du problème de Poisson tend vers la solution de gaine quand on
s'éloigne du centre du plasma. De l'autre côté, quand x tend vers 0, le potentiel de gaine
tend asymptotiquement vers Φa (hypothèse g2). On remarque bien sur cette Figure que
les deux approximations que nous avons faites dans cette section permettent de valider
la solution du problème de Poisson que nous avons trouvée.

Remarque. Prendre ε = 0 conduit dans l'approximation quasi-neutre (échelle des x)
à avoir une gaine in�niment mince et dans l'approximation de gaine (échelle des y) à
rejeter le plasma à l'in�ni.
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2.5 Application à la détermination des conditions li-

mites sur Γi

2.5.1 Conditions limites

Il faut faire en sorte que la position de la frontière émissive permette d'appliquer
les résultats obtenus jusqu'ici dans ce chapitre. On note δl la distance entre l'électrode
plasma et Γi et Li = Lc − δl la position de la frontière émissive.

La distance δl doit être su�samment grande pour que
� le comportement du plasma en Li soit monodimensionnel ;
� la solution du problème de Poisson non-linéaire et celle de l'approximation quasi-
neutre coïncident. Cette dernière n'a de sens que si

0 < Lc − δl < aγ.

D'autre critères, liés à la résolution numérique, seront précisés dans la Section 3.2.
Dans ces conditions, nous pouvons utiliser les résultats obtenus dans les Sections 2.3

et 2.4 pour calculer Φi et fi, les valeurs du potentiel et de la fonction de distribution sur
la frontière émettrice :

nous avons déterminé ΦCI : [0, Lc]→ [0,Φc] la solution de l'équation intégro-di�érentielle
(2.12), équivalente au problème de Vlasov-Poisson dans le modèle de Langmuir. On cal-
cule par interpolation (Fig. 2.10) la valeur du potentiel sur Γi,

Φi = ΦCI(Li).

Figure 2.10 � Calcul du potentiel sur la frontière Γi.

Puisque ΦCI et la solution de l'approximation quasi-neutre coïncident, il est possible
d'appliquer le Théorème 8, de sorte que fp(ΦCI(x), v) (donnée par (2.23)) est solution de
l'équation de Vlasov sur [Lc − δl, aγ].

La fonction de distribution sur Γi est alors

fi(v) = fp(Φi, v).
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2.5.2 Compatibilité de l'approximation quasi-neutre avec le mo-

dèle d'extraction

Nous pouvons véri�er que l'approximation quasi-neutre est compatible avec un certain
nombre hypothèses faites lors de la construction du modèle :

1 : critère de Bohm :
Dans la zone plasma, la vitesse ionique est donnée par

ui(x) =
jp(x)

np(x)
, pour x ∈ [0, a]

A la limite de cette zone, c'est-à-dire pour x = aγ, on est à l'entrée de la gaine et la
vitesse est alors

ui(aγ) =
2
√

2
π
D(
√

Φa)

e−Φa
= 1, 143,

quelle que soit la valeur de γ. Nous en déduisons que la vitesse exprimée en unités phy-
siques est

uidim(a) = 1, 143

√
kTe
mi

[ms−1].

Cette vitesse est supérieure à la vitesse acoustique ionique,

√
kTe
mi

, si bien qu'elle véri�e

le critère de Bohm dé�ni dans la Section 1.3.

2 : ions froids :
La température ionique adimensionnée est dé�nie par :

Ti =
1

ni

∫
|v − ui|2fdv =

2kp
np
− u2

i

de sorte que la température en aγ est

Ti(x = aγ) = Ti(Φ = Φa) = 0, 046,

et donc que

Tidim(aγ) = 0, 046Tedim(aγ) [K].

De plus,
dTi
dΦ

(x) est positif sur [0, aγ] ce qui signi�e que la température ionique est majorée

par Tidim(aγ) sur cet intervalle. D'autre part, on a supposé que les électrons se compor-
taient comme un �uide isotherme (Te = constante). Nous pouvons en conclure que, sur
le domaine de validité de l'approximation quasi-neutre, on a

Tidim < 0, 046Tedim [K],

ce qui permet de justi�er l'hypothèse des ions froids dans le plasma neutre.
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes ramenés à un problème monodimensionnel plus
simple. Nous avons alors pu déterminer la solution du système de Vlasov-Poisson en résol-
vant numériquement une équation intégro-di�érentielle. Avec une hypothèse supplémen-
taire de quasi-neutralité, nous avons calculé analytiquement la fonction de distribution
solution de l'équation de Vlasov. Ces deux résultats permettent de calculer le potentiel et
la distribution ionique sur la frontière d'injection Γi dans le cas bidimensionnel. Pour cela,
la position de Γi doit véri�er certains critères que nous avons précisés. Nous disposons
ainsi de l'ensemble des conditions aux limites du domaine d'étude Ω.

Ce résultat, primordial dans l'élaboration du modèle d'extraction, n'est pas le seul
que nous ayons obtenu. La modi�cation des solutions en fonction de ε et γ montre que les
variations de ces paramètres traduisent des solutions physiques di�érentes. Par ailleurs,
la comparaison de la solution du problème de Poisson non linéaire à celles des approxima-
tions de gaine et quasi-neutre fournit un bon moyen de véri�cation des travaux e�ectués.
En�n, les résultats obtenus dans ce chapitre permettront de valider la méthode particu-
laire de résolution numérique dont la présentation fait l'objet du chapitre suivant.



Chapitre 2. Etude monodimensionnelle : détermination des conditions limites sur Γi 62



63

Chapitre 3

Résolution numérique du système

adimensionné

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on notera ρ la densité ionique, au lieu de ni, et Γp plutôt que Γi la
frontière d'injection ; toutes les quantités indicées par p sont relatives à cette frontière.
On notera également f 1D

p la fonction de distribution analytique monodimensionnelle dé-
terminée dans la Section 2.4.3.

Nous commençons par rappeler dans la Section (3.2) le problème que nous voulons
résoudre, et par préciser les conditions limites, en insistant sur le choix de la position de la
frontière arti�cielle Γp. Nous discrétisons ensuite le système de Vlasov-Poisson en utilisant
une méthode particulaire dont les principes généraux sont rappelés dans la Section 3.3.
Nous insistons sur les particularités de cette méthode dans le cas qui nous intéresse.
Le pro�l de la fonction de distribution en Γp nous conduit à proposer une technique
adaptée d'injection des particules (Section 3.4). Nous traitons ensuite l'introduction de
particules créées par ionisation, puis dans la Section 3.6 la linéarisation (par un algorithme
de Newton) et la résolution (par une méthode de di�érences �nies) de l'équation de
Poisson. Nous complétons cette étude par la description d'une méthode de coalescence
des particules destinée à réduire le nombre de particules présentes dans le domaine, tout en
conservant l'essentiel des phénomènes physiques (Section 3.7). Pour �nir, nous adaptons
cette méthode particulaire à des coordonnées cylindriques (z, r), en vue de la résolution
de problèmes axisymétriques (Section 3.8).

3.2 Rappel du problème adimensionné

Nous devons résoudre le problème suivant :
Problème P
Soit Ω ⊂ IR2 un domaine borné de frontière Γ. On cherche Φ et ρ solutions stationnaires
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du système de Vlasov-Poisson instationnaire,{
∂tf + v∇Xf +∇Φ∇V f = s(ne)δ(V )
ε∆Φ = (ρ− e−Φ),

(3.1)

où la densité électronique est donnée par la relation de Maxwell-Boltzmann,

ne = e−Φ,

et la densité ionique par

ρ(X) =

∫ +∞

−∞
f(X, V, t)dV.

Ce système est complété par les conditions limites sur le potentiel et sur la distribution,

f(X, V, t) = fΓ(X, V, t) sur Γ, v.ν < 0,

où ν représente la normale extérieure à Γ, ainsi que par les conditions initiales

f(X, V, 0) = f0(X, V ).

Les méthodes numériques utilisées pour résoudre ce problème sont présentées sur le
domaine simpli�é introduit dans le Chapitre 1.5 (Fig. 3.1). Il sera aisé de les étendre
aux dispositifs plus complexes dont nous voulons simuler le fonctionnement (plusieurs
électrodes extractrices). Nous raisonnons pour commencer en coordonnées planes X =
(x, y). Puisque nous devons également être à même de résoudre le problème P sur des
géométries axisymétriques, la mise en oeuvre des méthodes numériques en coordonnées
cylindriques sera traitée.

Figure 3.1 � Domaine d'étude.

La frontière de Ω est dé�nie par Γ = Γp∪Γd∪Γn∪Γs. Le domaine Ω est symétrique, et
on note Γ0 la droite de symétrie (axe de symétrie si on est en coordonnées cylindriques).
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Conditions aux limites

Nous ne reviendrons pas sur les conditions limites sur Γd, Γn et Γs qui ont été dé�nies
dans la Section 1.5. Rappelons simplement qu'elles sont de types Neumann ou Dirichlet
(non homogène) pour le potentiel et ré�échissantes ou purement absorbantes pour les
particules. Nous allons par contre nous attarder sur le choix de la position de la frontière
Γp. On rappelle notamment les critères qui nous ont permis d'utiliser les résultats du
Chapitre 2 (Section 2.5).
• Il faut avant tout être su�samment loin de l'électrode extractrice pour que le champ

transverse soit nul, soit
∂Φ

∂y

∣∣∣∣
Γp

= 0,

a�n de se ramener au cas monodimensionnel.
Nous voulons pouvoir injecter le long de Γp toutes les particules de façon équivalente.

Pour cela, il faut que fp soit constante sur Γp. Comme fp est une fonction de Φ, il faut
que le potentiel soit constant sur cette frontière.

Ces deux conditions impliquent que cette frontière doit être perpendiculaire à l'axe
de propagation (0, x), et

∇.Φ(Lp, y) ∝ ~νp
où ~νp désigne toujours la normale extérieure à Γp, et Lp la position de Γp.
• Il n'est possible d'utiliser la fonction analytique f 1D

p que si Γp est située dans la zone
de validité de l'approximation quasi-neutre, c'est-à-dire si Lp < aγ.

La position de Γp doit également tenir compte de contraintes supplémentaires :
• Comme il a été dit dans l'introduction, le comportement du faisceau que l'on veut

obtenir dépend en partie des caractéristiques du plasma et de la gaine, les deux zones
comprises entre la frontière d'injection et l'électrode plasma (Fig. 3.1). Il faut donc que
la longueur Lc − Lp soit su�samment grande devant le pas d'espace ∆x (dont le choix
sera discuté dans la section suivante), de façon à ce que ces deux zones soient maillées
assez �nement et que l'approximation numérique y soit su�samment précise.
• Inversement, il faut éviter que la frontière soit �trop� éloignée de l'électrode plasma,

et ce pour une raison liée à la résolution numérique. On verra au cours de la discus-
sion des résultats (Chapitre 4) que le nombre de particules par maille est élevé dans le
plasma et dans la gaine. Par conséquent, le temps de calcul consacré à la résolution de
Vlasov-Poisson sur ces deux zones est important. Il faut donc faire en sorte que le rapport
(Lc − Lp) /∆x ne soit pas trop grand. Pour respecter ces deux dernières contraintes, on
retiendra comme critère que Lc − Lp doit être de l'ordre de quelques dizaines de ∆x.

Une fois Lp �xé en fonction de ces quatre contraintes, il ne reste plus qu'à appliquer
les résultats obtenus dans le Chapitre 2 qui permettent de calculer Φp, puis la fonction de
distribution analytique monodimensionnelle f 1D

p (Φp, V ). Dès lors, les conditions limites
sur la frontière d'injection sont{

Φ|Γp = Φp

f |Γp(x, y, vx, vy, t) = f 1D
p (Φp, vx), vx > 0.
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Conditions initiales

Le choix des conditions initiales n'est pas déterminant du moment que la solution
stationnaire ne présente pas de particules piégées : le dispositif est étudié pour qu'il en
soit ainsi On verra dans les résultats (Section 4.3) que pour di�érentes initialisations on
obtient la même solution stationnaire au problème P .

3.3 Description de la méthode PIC

3.3.1 Principe de la méthode et notations

Cette méthode est classiquement utilisée pour résoudre les problèmes de particules
chargées soumises à des champs électro-magnétiques, et une littérature abondante existe
sur ce sujet [3][23]. Nous en rappelons les principales caractéristiques en coordonnées
planes.

Cette méthode repose sur une approximation particulaire de la fonction de distri-
bution f solution de l'équation de Vlasov (3.1). Elle consiste à approcher la fonction
de distribution f par une combinaison linéaire de masses de Dirac fh dans l'espace des
phases Π = Ω× IR2 :

f(X, V, t) ' fh(X, V, t) (3.2)

où

fh(X, V, t) =
I∑
i=1

piδ(x− xi(t))δ(y − yi(t))δ(vx − vxi(t))δ(vy − vyi(t)).

Terminologie : la fonction de distribution est approchée par I �particules� caractérisées
au temps t par leur position

ξi = (xi, yi),

leur vitesse

Vi = (vxi, vyi),

et leur poids

pi,

correspondant à un nombre de particules �réelles�.�

Remarque. L'approximation (3.2) se fait au sens des mesures. Il faut que, pour toute
fonction test χ continue à support compact sur l'espace des phases Π (χ ∈ C0

0(Π)),

< f, χ >'< fh, χ > .

Ici, < ., . > désigne la dualité entre M(Π) l'espace des mesures sur Π et C0
0(Π). En

particulier, si une fonction g est localement intégrable sur Π (g ∈ L1
loc(Π)), alors

< g, χ >=

∫
Π

g(s)χ(s)ds.
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Pour plus de détails, on renvoie le lecteur à [5] [41].�

Le domaine Ω est recouvert d'un maillage rectangulaire. Les di�érentes parties de la
frontière Γ correspondent à des lignes de ce maillage. Une méthode de type PIC (Particle
In Cell) est une méthode de pas à pas en temps. Au temps tn = n∆t, on connaît

(ξni , V
n− 1

2
i , pni )

pour chaque particule, ainsi que
Φn
h,

une approximation discrète de Φ, solution de l'équation de Poisson (on utilise ici une
méthode de di�érences �nies).

On calcule alors la force Fi qui agit sur la particule i (modi�cation de sa vitesse et de
sa position), par interpolation du champ électrique déduit de Φn

h. La nouvelle répartition
des particules à l'itération n + 1 permet de calculer la densité aux noeuds, et donc le
second membre de l'équation de Poisson. On reproduit ainsi le couplage entre Vlasov et
Poisson. Ce cycle est reproduit lors de l'itération suivante (Fig. 3.2).

Figure 3.2 � Cycle d'une méthode PIC sur une itération.

Avant de regarder plus en détail les di�érentes étapes du cycle , précisons quelques
notations :
Les indices j et k sont liés à la discrétisation en espace dans les directions x et y. L'or-
donnée des particules est mesurée à partir de l'axe de symétrie du dispositif, Γ0. Les pas
d'espace dans les deux directions sont ∆x et ∆y.
On note

Ξj,k = (Xj, Yk) = (Lp + j∆x, k∆y)

la position du n÷ud (j, k), et de manière générique

Fj,k = F (Xj, Yk)

chacune des grandeurs F calculées en ce n÷ud.
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3.3.2 Cycle sur une itération

1] Calcul du champ. Les composantes du champ électrique sont obtenues en calcu-
lant la dérivée du potentiel au centre des arêtes (Fig. 3.3) :

Ex
j−1/2,k =

Φj,k − Φj−1,k

∆x
,

Ey
j,k−1/2 =

Φj,k − Φj,k−1

∆y
.

En centrant ainsi le calcul du champ, on a une méthode d'ordre 2 en espace [3].

Figure 3.3 � Calcul du champ électrique.

2] Calcul de Fi, force agissant sur la particule i
Cela revient à calculer Ei le champ �vu� par la particule i. Il se pose maintenant un

problème inverse de celui qu'on a rencontré dans le calcul de la densité aux noeuds : nous
disposons d'un champ constant par morceaux, et nous avons besoin d'une représentation
continue de ce champ pour calculer la trajectoire des particules. Nous traitons séparément
les composantes Ex et Ey du champ électrique.
• Si ξi ∈ Mj−1/2,k = [Xj−1/2, Xj+1/2] × [Yk, Yk+1], la composante axiale du champ vu

par la particule i est interpolé linéairement à partir des composantes axiales du champ
calculées en Ξj−1/2,k, Ξj+1/2,k, Ξj−1/2,k+1, Ξj+1/2,k+1.

En notant
Sxi,j,k = S(ξi,Ξj−1/2,k),

on obtient

Ex
i =

(
Sxi,j,kE

x
j−1/2,k + Sxi,j+1,kE

x
j+1/2,k + Sxi,j,k+1E

x
j−1/2,k+1 + Sxi,j+1,k+1E

x
j+1/2,k+1

)
∆x∆y.

• De même, si ξi ∈ Mj,k−1/2 = [Xj, Xj+1] × [Yk−1/2, Yk+1/2], on calcule la composante
transverse du champ en ξi à partir des composantes transverses du champ calculées en
Ξj,k−1/2, Ξj,k+1/2, Ξj+1,k−1/2, Ξj+1,k+1/2. Si on note

Syi,j,k = S(ξi,Ξj,k−1/2),
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on a maintenant

Ey
i =

(
Syi,j,kE

y
j,k−1/2 + Syi,j,k+1E

y
j,k+1/2 + Syi,j+1,kE

y
j+1,k−1/2 + Syi,j+1,k+1E

y
j+1,k+1/2

)
∆x∆y.

3] Avancée des particules.
L'équation de Vlasov est discrétisée dans l'espace des phases (ξ, V ) : les équations

caractéristiques de cette équation sont données par ξ′ = ξ +
∫ t′
t
V dt

V ′ = V +
∫ t′
t

1

mi

Fdt.
(3.3)

La fonction f est constante le long des courbes caractéristiques dé�nie par (3.3), soit

f(ξ′, V ′, t′) = f(ξ, V, t).

Le système caractéristique (3.3) est discrétisé en utilisant un schéma �saute-mouton� (ou
�leapfrog�) centré :  V

n+ 1
2

i = V
n− 1

2
i +

F n
i

mi

∆t

ξn+1
i = ξni + V

n+ 1
2

i ∆t.

(3.4)

Ce schéma est consistant et d'ordre 2 en temps. Il est stable si ∆t est su�samment petit
(voir section suivante, choix du pas de temps).

4]Traitement des conditions limites et des termes sources sur les particules, à
savoir élimination des particules qui sont sorties du domaine, introduction des nouvelles
particules soit par injection, soit par ionisation. Ces deux derniers points sont développés
dans les Sections 3.4 et 3.5 .

5] Calcul de la densité ρj,k au noeud (j, k) par une méthode d'ordre 1.
Une approximation particulaire de la densité est donnée par ρh telle que :

ρh(X) =

∫ ∞
−∞

fh(X, V )dV =
∑
i∈Ω

piδ(x− xi)δ(y − yi) (3.5)

en utilisant l'approximation particulaire (3.2).
C'est une approximation de ρ au sens de

< ρh, χ >'< ρ, χ >, (3.6)

pour toute fonction χ ∈ C0
0(Ω).

Pour résoudre l'équation de Poisson par une méthode de di�érences �nies, on a be-
soin de connaître la valeur de la densité aux n÷uds, alors qu'on ne dispose que d'une
approximation de ρ par des mesures, combinaisons linéaires de masses de Dirac.

Dans le cas d'une méthode PIC, la densité particulaire ρj,k dépend du poids et de la
position des particules situées dans les mailles dont le n÷ud (j, k) est un sommet. Ces
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mailles sont au nombre de 4 pour un n÷ud intérieur à Ω ; il peut y en avoir de 1 à 3 pour
un n÷ud situé sur la frontière Γ. On note Ωj,k l'ensemble des mailles voisines de (j, k)
(Fig. 3.3) et on dé�nit les fonctions ψj,k linéaires par morceaux sur Ω par

ψj,k(x, y) =


(

1− |x−Xj|
∆x

)(
1− |y − Yk|

∆y

)
si (x, y) ∈ Ωj,k

0 sinon
.

Ces fonctions sont continues à support compact sur Ω. On peut donc écrire (3.6) avec
χ = ψj,k de sorte que

< ρh, ψj,k >'< ρ, ψj,k > .

La densité étant continue et bornée, ρ ∈ L1
loc(Ω), de sorte que

< ρ, ψj,k >=

∫
Ω

ρψj,kdxdy =

∫
Ωj,k

ρψj,kdxdy.

En approchant cette intégrale par une formule de quadrature,∫
Ωj,k

ρψj,kdxdy ' ρj,k

∫
Ωj,k

ψj,kdxdy,

on dé�nit la densité au n÷ud par

ρj,k =
< ρh, ψj,k >∫
Ωj,k

ψj,kdxdy
.

Or ρh est donnée par (3.5) si bien que

< ρh, ψj,k >=
∑
i∈Ω

piψj,k(ξi) =
∑
i∈Ωj,k

piψj,k(ξi).

Pour un n÷ud intérieur, on calcule∫
Ωj,k

ψj,kdxdy = ∆x∆y.

On écrit alors la densité au noeud (j, k) intérieur sous la forme

ρj,k =
∑

ξi∈Ωj,k

S(ξi,Ξj,k)pi, Ωj,k = [Xj−1, Xj+1]× [Yk−1, Yk+1]

avec

S(ξi,Ξj,k) =
1

∆x

(
1− |xi −Xj|

∆x

)
× 1

∆y

(
1− |yi − Yk|

∆y

)
.

Dans le cas d'un noeud extérieur, il su�t de recalculer
∫

Ωj,k
ψj,kdxdy avec Ωj,k réduit à

une, deux ou trois mailles suivant la position du noeud sur la frontière, ce qui donne une
expression di�érente de S(ξi,Ξj,k).
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Remarque. Nous avons également envisagé l'utilisation de méthodes d'ordre plus élevé
que la méthode PIC, en prenant des fonctions ψ quadratiques ou même cubiques [8].
Toutefois, l'amélioration des résultats, tant en terme de précision que de limitation du
bruit numérique, ne nous a pas semblé su�sante en regard du coût plus élevé de ces
méthodes en temps de calcul.

6] Calcul du potentiel aux noeuds, Φj,k, obtenu en résolvant l'équation de Pois-
son par une méthode que nous détaillerons dans la Section 3.6.

A ces six phases d'une itération en temps il convient d'ajouter la sortie des diagnostics
désirés, ainsi que des traitements plus spéci�ques, comme la coalescence des particules,
qui permettent d'optimiser la méthode numérique. Nous reviendrons en détail sur cette
technique dans la Section 3.7.

3.3.3 Choix des pas d'espace et de temps

Pas d'espace

Le choix du pas d'espace est induit par des considérations sur les échelles de longueurs
caractéristiques du phénomène physique que l'on modélise. Il intervient dans la discréti-
sation de l'équation de Poisson. La longueur qui nous intéresse ici est la longueur d'onde
des oscillations électrostatiques [23], qui est la longueur de Debye,

λD(ρ) =

√
ε0kTe
ρe2

.

La longueur de Debye est minimale pour les plus fortes densités du plasma, c'est-à-dire
au centre du plasma (ρ = n0). On choisit de prendre un pas d'espace du même ordre de
grandeur, soit en dimensions réelles

∆xdim = λD(no),

ce qui s'écrit en grandeurs adimensionnées

∆x = ε.

Ce choix permet en outre d'avoir une bonne description de la gaine, dont la taille est de
l'ordre de quelques longueurs de Debye [42].

Pas de temps

Le schéma �Saute-Mouton� utilisé pour l'avancement des particules est consistant,
d'ordre 2 en temps, et stable si le pas de temps véri�e le critère

ω∆tdim < 2,
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où ω est la plus grande fréquence caractéristique du problème [23]. Comme seuls les
ions sont réellement traités et qu'il n'y a pas de champ magnétique, la seule fréquence à
considérer est la pulsation plasma ionique

ωpi =

√
ρe2

ε0mi

qui est maximale pour ρmax = max(ρ(X), X ∈ Ω). Une focalisation très brutale du
faisceau peut conduire localement, sur l'axe, à une densité particulaire supérieure à la
densité du plasma neutre. Toutefois, pour des dispositifs correctement con�gurés, on a
ρmax = n0 et le critère s'écrit √

n0e2

ε0mi

∆tdim < 2

qui devient en grandeurs adimensionnées, avec ωpi =
v̄

λD
,

∆t < 2ε.

C'est la condition de stabilité relative aux oscillations plasma utilisée dans les méthodes
particulaires.

Dans le problème que l'on cherche à résoudre, ∆t doit en outre véri�er un critère lié à
la discrétisation de l'injection des particules sur Γp. Cette contrainte s'avère plus stricte,
et nous montrerons dans la section suivante qu'elle s'écrit

∆t <
∆x√
2Φa

,

où Φa désigne la valeur maximale (et limite) du potentiel solution de l'équation plasma,
calculé dans la Section 2.4.

3.4 Traitement de l'injection des particules

En Lp, le plasma a un comportement monodimensionnel dans la direction x et on
impose que Γp soit perpendiculaire à cette direction. Cela se traduit par le fait que

1- les particules sont injectées de la même façon sur chacune des mailles adjacentes à
Γp.

2- la vitesse des particules injectées est axiale :

vyi = 0.

Pour simpli�er, on note dans cette section v = vxi.
Les particules sont injectées dans le domaine sur Γp suivant la fonction de distribution

de l'approximation quasi-neutre calculée dans la Section 2.4 et donnée par la formule

fp(y, v, t) = f 1D
p (Φp, v) =


√

2

π

 1√
Φp − v2

2

− 2D(

√
Φp −

v2

2
)

 , 0 < v <
√

2Φp

0, sinon.
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Cette fonction est en fait invariante en y et en t. Elle est donc notée fp(v). On en déduit
par intégration en v les densités de charge et de courant en Lp, ρp = e−Φp

jp =
2
√

2

π
D(
√

Φp).

3.4.1 Méthode d'injection classique

Calcul des vitesses

Soit la fonction normalisée

g(v) =
fp(v)∫ +∞

0
fp(w)dw

=
fp(v)

ρp
.

On en cherche une approximation sur κ particules en tout point de Γi et à chaque instant
sous la forme

gh(v) =
κ∑
i=1

αiδ(v − vi), κ ∈ IN∗. (3.7)

Dé�nissons la fonction G de ]0,+∞[ sur [0, 1] par

G(v) =

∫ v

0

g(w)dw

et posons

I =

∫ +∞

0

g(v)χ(v)dv,

où χ est une fonction continue à support compact. En faisant le changement de variable
w = G(v), on a

I =

∫ +∞

0

χ(v)G′(v)dv =

∫ 1

0

χ(G−1(w))dw

Une formule de quadrature permet d'écrire, pour κ ∈ IN∗,

I ' 1

κ

κ∑
i=1

χ

(
G−1

(
i− 1

2

κ

))
' 1

κ

κ∑
i=1

χ(vi),

en notant

vi = G−1

(
i− 1

2

κ

)
. (3.8)

Ainsi, une approximation de la distribution normalisée s'écrit

gh(v) =
1

κ

κ∑
i=1

δ(v − vi),



Chapitre 3. Résolution numérique du système adimensionné 74

de sorte que dans (3.7) αi = 1
κ
pour tout i.

On véri�e bien que ∫ ∞
0

gh(v)dv =
1

κ

κ∑
i=1

1 = 1
def
=

∫ ∞
0

g(v)dv

Pour calculer la vitesse des κ particules qui approchent g, on utilise la relation (3.8).
Comme il n'est pas possible d'obtenir une expression analytique de la fonction G−1, les
vitesses sont calculées numériquement par interpolation entre des valeurs tabulées de
G :[0, vmax]→ [0, 1], où vmax =

√
2Φp majore les vitesses d'injection. C'est possible dans

la mesure où G est strictement croissante sur [0,+∞[, puisque fp l'est.

On représente sur la Figure 3.4 G(v) sur [0, vmax], pour Φp = 0, 17187 et donc vmax =
0, 5863.

Figure 3.4 � Intégrale normalisée de la fonction de distribution.

Comme l'injection est invariante en y et en t, on décrit l'injection de η particules sur la
maille M0,k = [0,∆x] × [k∆y, (k + 1)∆y] et sur un pas de temps. Les résultats obtenus
sont ensuite appliqués sur toutes les mailles frontière à chaque itération.

Les vitesses des particules injectées sont calculées en prenant κ = η.

Poids des particules entrantes

Nous choisissons d'injecter toutes les particules avec le même poids, calculé à partir
de la charge qui entre dans la maille M0,k pendant un temps ∆t. Cette charge est égale à∫ (k+1)∆y

k∆y

∫ t+∆t

t

∫ +∞

0

fp(v)v dv dt dy,
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ou, comme fp est invariante en y et en t,

∆t∆y

∫ +∞

0

fp(v)v dv = ∆t∆yjp.

Le poids pi de chaque particule entrante est donc

pi =
jp∆t∆y

η
=

2
√

2D(
√

Φp)

πη
∆t∆y.

Position des particules

La position (xi, yi) des particules doit permettre d'approcher une injection qui se fait
de façon équiprobable sur toute la frontière Γp et continue en temps. Ces deux contraintes
sont traitées respectivement par le choix de l'ordonnée et de l'abscisse des particules
injectées.

Une injection sans précaution telle que celle qui est représentée sur la Figure 3.5-a
(particules toutes injectées sur la frontière, même répartition régulière en espace et en
vitesse) peut se traduire par l'apparitions d'artefacts numériques au cours de la simula-
tion (regroupements en �paquets� de particules de même vitesse, ...) qui induisent une
mauvaise interprétation physique des résultats.

Figure 3.5 � Position initiale des particules injectées (η = 5).

Dans notre procédure d'injection, l'ordonnée des η particules est calculée de manière
aléatoire entre k∆y et (k + 1)∆y (Fig. 3.5-b). On attribue ensuite à chacune de ces par-
ticules une des η vitesses précédemment calculées.

Le choix de l'abscisse de la particule doit permettre de simuler une injection continue
en temps. Les particules injectées au temps discret tn, transportent la charge qui est
e�ectivement entrée dans le domaine entre les temps (n− 1) ∆ t et n∆t. Connaissant la
vitesse d'injection vi d'une particule, nous traduisons cela en plaçant la particule en

xi = Lp + βivi∆t,
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où βi est un nombre tiré aléatoirement entre 0 et 1.
Cela revient à dire que la particule a été réellement injectée à l'instant

(n− 1)∆t+ (1− βi)∆t

en Lp, et donc qu'elle a parcouru la distance βivi∆t avant le temps n∆t où l'injection est
e�ectuée numériquement.

Remarque. Conséquence sur le choix du pas de temps.
Il convient de s'assurer que les particules ne sont injectées que dans la première maille

(dans la direction longitudinale), de façon à contrôler la densité projetée sur Γi. Comme
les vitesses d'injection sont majorées par vmax, il convient que

vmax∆t =
√

2Φp∆t < ∆x.

Puisque la frontière d'injection est placée dans la zone de validité de l'approximation
quasi-neutre, Φp est inférieur à Φa. Il su�t donc que

∆t <
∆x√
2Φa

=
∆x

1.31

pour que cette contrainte soit respectée.�

Cette façon de calculer poids et vitesses des particules injectées ne pose pas de pro-
blème avec des distributions plus classiques (maxwellienne). Par contre, dans notre si-
tuation, certaines particules ont des vitesses initiales trop faibles, et s'accumulent dans
les premières mailles. Cette situation est ampli�ée par le fait que le champ est faible au
niveau de la frontière d'injection, et accélère peu les particules. Cela se traduit par une
surestimation de la densité à l'origine (voir Figure 4.3 p. 111).

Une méthode d'injection à poids variable [35] a également été testée. Au lieu d'injec-
ter des particules de poids constant et de calculer ensuite les vitesses, on considère une
distribution régulière de vitesses et on déduit de la vitesse vi le poids de la i

éme particule
injectée, proportionnel à fp(vi). Cette méthode donne de bons résultats avec une distri-
bution maxwellienne, mais est di�cilement applicable dans notre cas. En e�et, plus la
discrétisation en vitesse est �ne plus les particules rapides ont des vitesses v′i proches de
vmax. Or fp présente une asymptote en vmax. On a donc fp(v

′
i) → +∞ et les poids de

ces particules rapides tendent vers l'in�ni ! D'autre part, même si on limite le nombre
de particules injectées pour faire en sorte que les poids des particules ne soient pas trop
importants, le fait d'avoir des particules de poids trop di�érents n'est pas compatible
avec la méthode de coalescence que nous avons choisi de mettre en ÷uvre (Section 3.7).

Nous allons décrire dans la section suivante une technique plus adaptée à notre problème.

3.4.2 Correction de l'injection : suppression des particules lentes.

L'idée est de ne pas émettre les particules de vitesse trop lente : une vitesse minimale
vmin est �xée.
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On commence par calculer avec la méthode classique les vitesses des η particules
injectées. On note η̄ le nombre de particules qui ont une vitesse supérieure à vmin. On
considère donc qu'il n'y a plus que η̄ particules injectées.

On introduit l'approximation de la fonction de distribution normalisée ḡh(v) dé�nie
par

ḡh(v) = γ gh(v)Y (v − vmin),

où Y est la fonction de Heaviside, et γ un coe�cient de normalisation que l'on doit
calculer de façon à ce que ∫ +∞

0

ḡh(v)dv =

∫ +∞

0

gh(v)dv = 1.

On a ∫ +∞

0

ḡh(v)dv = γ

∫ +∞

0

gh(v)Y (v − vmin)dv

= γ

η∑
i=1

1

η
Y (vi − vmin)

= γ

η̄∑
i=1

1

η
.

Par conséquent, ∫ +∞

0

ḡh(v)dv = 1⇐⇒ γ =
η

η̄
,

de sorte que

ḡhp (v) =


1

η̄

η̄∑
i=1

δ(v − vi) pour vmin < v < vmax

0 sinon
.

Pour déterminer les vitesses d'injection, on procède comme dans la section précédente.
On dé�nit la fonction Ḡ par

Ḡ(v) =

∫ v

0

η

η̄
g(w)dw

et on calcule

v̄i = Ḡ−1

(
i− 1

2

η̄

)
, i = 1, ..., η̄.

Il ne reste qu'à choisir la vitesse minimale. On pose de manière arbitraire

vmin =
〈v〉
2
,

où 〈v〉 est la vitesse moyenne des η particules injectées avant limitation.
Dans le cas illustré par la Figure 3.4, (Φp = 0.17187), si η = 100, alors 〈v〉 = 0, 3958.

Le critère choisi conduit à η̄ = 82. Cela revient à supprimer environ 20% des particules.
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Nous véri�erons sur un résultats numérique la validité de cette technique (Section 4.2).

La charge jp∆t∆y injectée sur un pas de temps dans la maille ne change pas. Elle est
maintenant répartie uniformément sur η̄ particules dont le poids est

p̄i =
jp∆t∆y

η̄
.

La position initiale des particules est déterminée de la même façon que lors de l'injection
classique. Les abscisses sont calculées à partir des vitesses v̄i.

3.5 Traitement de l'ionisation

On décrit maintenant la discrétisation du terme source, s(ne)δ(v), avec s(ne(X)) =√
2e−γΦ(X). A chaque pas de temps, l'ionisation consiste à rajouter dans le domaine des

particules dont le poids est calculé à partir du taux d'ionisation.
Ces particules sont créées aux noeuds intérieurs, c'est-à-dire que la particule i est

créée à la position

(xi, yi) = (Xj, Yk).

L'ionisation se faisant à vitesse nulle (Section 1.2.3), la vitesse de la particule i est

(vxi, vyi) = (0, 0).

Son poids est donné par

p(xi) =

∫ t+∆t

t

∫ Xj+1/2

Xj−1/2

∫ Yk+1/2

Yk−1/2

s(ne)dydxdt =
√

2

∫ t+∆t

t

∫ Xj+1/2

Xj−1/2

∫ Yk+1/2

Yk−1/2

e−γΦ(x)dxdt,

et après approximation

pi =
√

2e−γΦj,k∆t∆x∆y.

Pour que cette approximation soit valable, il faut que le potentiel ne varie pas trop
au voisinage de Ξj,k = (Xj,Xk). Il faut donc que le maillage soit su�samment �n, surtout
dans la gaine où les gradients de potentiel sont importants dans la direction axiale. Cette
condition est respectée si on prend un pas d'espace de l'ordre de la longueur de Debye.

Remarques.
1- Physiquement, l'ionisation ne se produit que dans le plasma et la gaine. On ne

crée donc des particules que sur les noeuds Ξj,k tels que Xj < Lc. Dans le cas où γ = 1
ou 2, l'ionisation dépend du potentiel et est d'autant plus faible qu'il augmente, ce qui
pourrait conduire à créer, même dans la gaine, des particules de poids si faible qu'elles
n'auraient aucune in�uence, mais dont la présence alourdirait les calculs. Il faut donc se
�xer un poids minimum ; ce poids seuil correspond à une fraction du poids des particules
injectées, par exemple 1%.
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2- Des simulations montrent qu'on peut indi�éremment introduire les particules aux
noeuds ou au centre des mailles. Répartir le poids sur plusieurs particules n'améliore le
résultat �nal que dans la mesure où le nombre total de particules est plus grand.

3- Quand la frontière d'injection est éloignée de l'électrode plasma (donc proche du
�centre du plasma� où Φ = 0), le potentiel est faible près de Γp. On crée alors par ionisation
des particules dont le poids est proche de celui des particules injectées. On a constaté
dans ce cas une augmentation notable du bruit numérique.

3.6 Résolution de l'équation de Poisson

Au temps tn = n∆t, on connaît Φn−1 le potentiel calculé au temps précédent et ρn.
On doit trouver Φn solution de l'équation de Poisson, elliptique non linéaire :

∆Φn(x, y) =
1

ε2
(ρn(x, y)− e−Φn(x,y)). (3.9)

Nous allons discrétiser cette équation par une méthode de di�érences �nies et aboutir
ainsi à un système non linéaire. La solution de ce système sera déterminée en faisant
converger une méthode itérative (méthode de Newton). A chaque itération de cet algo-
rithme, nous serons amenés à résoudre un système linéaire. A cette �n, nous utiliserons
un algorithme de Cholesky ou un algorithme de gradient conjugué préconditionné selon
que l'étude est monodimensionnelle ou bidimensionnelle.

Figure 3.6 � Maillage de Ω̄.

Nous détaillons tout d'abord le maillage sur lequel s'e�ectue la discrétisation de l'équa-
tion de Poisson. Notons Ω̄ le rectangle circonscrit au domaine Ω, c'est-à-dire que Ω̄
contient Ω et l'électrode plasma (Fig. 3.6). C'est ce domaine qui est e�ectivement maillé.
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On ne considère que les n÷uds intérieurs à Ω̄ (les n÷uds situés sur le plan de symétrie
de Ω sont assimilés à des n÷uds intérieurs). Les n÷uds sont numérotés ligne par ligne,
de k = 0 à k = K et de j = 1à j = J .

Les n÷uds (j, k) pour j compris entre j1 et j2 et k ≥ k1 (représentés par des � sur
la Figure 3.6) se trouvent sur l'électrode. Ils ont été inclus au domaine pour simpli�er la
numérotation des n÷uds et la forme des matrices. Le potentiel y étant connu (égal à Φc),
leur présence n'implique pas de calculs supplémentaires. Ces noeuds étant peu nombreux
par rapport aux noeuds de Ω (représentés par des •), le surcroît de place mémoire qu'ils
induisent ne prête pas à conséquence.

Remarque.Dans ce qui suit, nous ne détaillerons pas le traitement des conditions limites.
Elles sont de type Dirichlet et Neumann, et que la prise en compte de telles conditions
est classique et ne di�ère pas de ce qui se fait pour résoudre l'équation de Laplace.�

3.6.1 Discrétisation et linéarisation

La discrétisation spatiale de l'équation (3.9) donne

Φn
j+1,k − 2Φn

j,k + Φn
j−1,k

∆x2
+

Φn
j,k+1 − 2Φn

j,k + Φn
j,k−1

∆y2
=

1

ε2
(ρnj,k − e

−Φnj,k),

pour j compris entre 1 et J et k compris entre 0 et K. Nous dé�nissons le vecteur g(Φ)
de dimension N = J(K + 1) par

gkJ+j(Φ) = −∆y2(Φn
j+1,k − 2Φn

j,k + Φn
j−1,k)−∆x2(Φn

j,k+1 − 2Φn
j,k + Φn

j,k−1)+

+

(
∆x∆y

ε

)2

(ρnj,k − e
−Φnj,k).

La discrétisation de l'équation de Poisson nous conduit donc à résoudre le système de N
équations non linéaires,

g(Φ) = 0.

Pour linéariser ce système, on utilise une méthode itérative de Newton.
Algorithme de Newton :
On l'initialise en posant

ϕ0
kJ+j = Φn−1

j,k

Notons ϕm la valeur du potentiel (rangé dans un vecteur de taille N) à l'itération m de
l'algorithme. La méthode de Newton est issue d'un développement à l'ordre 1 de g et
consiste à écrire que

g(ϕm) + g′(ϕm)
(
ϕm+1 − ϕm

)
= 0,

où g′(ϕm) est la matrice jacobienne dé�nie par

[g′(ϕ)]µν =

[
∂gµ
∂ϕν

]
µ,ν

.
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C'est une matrice de dimension N ×N , symétrique et pentadiagonale qui s'écrit

g′(ϕm) =


A0 B1 0 · · · 0

B0 A1 B2
. . .

...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . BK

0 · · · 0 BK−1 AK

 . (3.10)

Les Ak sont des matrices de taille J × J

Ak =


ak1 −∆y2 0 · · · 0

−∆y2 ak2 −∆y2 . . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . . . . . . . −∆y2

0 · · · 0 −∆y2 akJ

 ,

avec

akj = 2(∆x2 + ∆y2) +

(
∆x∆y

ε

)2

e−ϕ
m
kJ+j .

Les Bk sont des matrices diagonales de taille J × J, identiques entre elles :

Bk =


−∆x2 0 . . . 0

0
. . . . . .

...
...

. . . . . . 0
0 . . . 0 −∆x2

 .

La matrice (3.10) di�ère de la matrice du Laplacien par les termes diagonaux akj . Le

terme provenant de la non linéarité,
(

∆x∆y
ε

)2
e−ϕ

m
kJ+j , est positif et renforce la diagonale.

On montre aisément que la jacobienne est à diagonale strictement dominante et symé-
trique : elle est donc dé�nie positive 1.

Nous sommes maintenant amenés à résoudre à chaque itération de l'algorithme de
Newton le système linéaire

g′(ϕm)(ϕm − ϕm+1) = g(ϕm). (3.11)

Nous itérons ce procédé jusqu'à ce que l'algorithme ait convergé, c'est-à-dire que l'erreur
relative |ϕm+1 − ϕm|/|ϕm| soit inférieure à une valeur donnée. On a alors

Φn
j,k = ϕm+1

kJ+j.

Remarque. On peut facilement constater que les procédures de discrétisation et de
linéarisation sont ici commutatives.

1. Nous avons véri�é que la prise en compte des conditions limites ne modi�e pas les propriétés de
cette matrice.
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3.6.2 Résolution du système linéaire

A chaque itération de l'algorithme de Newton, on doit trouver x = ϕm−ϕm+1 solution
du système linéaire (3.11) que nous écrivons sous la forme générique

Ax = b,

avec A = g′(ϕm) et b = g(ϕm).
La matrice A, de taille N × N (N = J(K + 1)), est symétrique, dé�nie positive et

creuse (penta-diagonale). On peut utiliser une factorisation régulière de Cholesky [46],

A = LLt,

où L une matrice triangulaire inférieure dont les éléments sont classiquement dé�nis par

ljj =

√
ajj −

j−1∑
k=1

ljk,

lij = (aij −
j−1∑
k=1

likljk)/ljj pour i ≥ j + 1.

(3.12)

La résolution du système linéaire est rapide et on obtient la solution exacte. Couplé à
cette méthode, l'algorithme de linéarisation converge en quelques itérations. C'est cette
procédure qui a été utilisée pour obtenir les résultats de validation en une dimension qui
seront présentés dans le Chapitre 4.

Pour des dimensions supérieures, la méthode de Cholesky n'est plus adaptée, car elle
est très coûteuse en place mémoire ; en e�et, la factorisation à la mauvaise propriété de
�remplir� le pro�l de la matrice, creuse à l'origine. Il est possible d'estimer le surcoût
induit. Avant tout, introduisons la dé�nition suivante :

De�nition 11
Soit A une matrice symétrique. Notons ji le premier élément non nul de la ligne i de la
matrice A. On appelle pro�l de A l'ensemble des éléments (i, j) de la matrice tels que
ji ≤ j ≤ i. On dit que ce pro�l est complet si ai,j 6= 0 ∀j ≥ ji.

Estimons tout d'abord le nombre d'éléments non nuls de A. En reprenant les notations
utilisées dans la section précédente, chacun des (K + 1) blocs diagonaux Aj contient
J + 2(J − 1) éléments non nuls, tandis que les 2×K blocs extra-diagonaux comptent J
éléments non nuls. Au total, il y a donc 5JK + 3J − 2K − 2 éléments non nuls dans A
dont le pro�l est représenté sur la Figure 3.7-a, toujours aux conditions limites près.

Construisons maintenant la matrice L : en utilisant l'algorithme (3.12) on constate
que le pro�l de L est identique à celui de A, mais il est complet (Fig. 3.7-b). La matrice
L contient 2J2K + J2 + J éléments non nuls.

La factorisation fait donc passer d'une matrice dont le nombre d'éléments non nuls
est de l'ordre de JK à une matrice qui en compte de l'ordre de J2K (par exemple,pour
J = 500 et K = 30, on passe donc de 75.000 à 15.500.000 éléments non nuls). Or la place
mémoire est un réel problème, à cause des centaines de milliers (voire de millions) de
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Figure 3.7 � Pro�l des matrices A ( a) et L (b).

particules qu'il faut gérer, et un tel surcoût est à proscrire.

Il a donc été préféré à cette résolution directe une méthode de gradient conjugué
préconditionné, moins exigeante en mémoire. Rappelons en l'algorithme (itératif), en
notant C une matrice de préconditionnement à dé�nir. On initialise en posant

x0 = ϕm donné,
r0 = b− Ax0,
Cp0 = r0,
z0 = p0.

Pour k ≥ 0 (ici k désigne l'itération du gradient conjugué), on calcule

αk =
(rk|zk)

(Apk|pk)
,

xk+1 = xk + αkpk,
rk+1 = rk − αkApk,
Czk+1 = rk+1,

βk+1 =
(rk+1|zk+1)

(rk|rk)
,

pk+1 = zk+1 + βk+1pk.

Cet algorithme est itéré jusqu'à ce que le résidu rk soit inférieur à une valeur donnée.
Pour accélérer la convergence, on utilise un préconditionnement SSOR d'Evans ce qui

revient à dé�nir ainsi la matrice C :
On décompose A en A = D − E − Et, en introduisant D la diagonale de A, et E la

matrice triangulaire inférieure. On pose alors

C = TT t,

avec

T =
(D − ωE)D−

1
2√

ω(2− ω)
.
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Dans l'expression de T , ω est un paramètre de relaxation. Dans [46], on propose ω =
1, 77686 comme paramètre optimal pour le Laplacien. Nous avons retenu cette valeur.

Rappelons que A est une matrice creuse. D'une part cela permet de simpli�er le calcul
des produits matrice-vecteur, et donc de rendre cette méthode moins coûteuse en temps
de calcul. D'autre part, C est également une matrice creuse : le calcul de zk+1, donné par
zk+1 = C−1rk+1, peut se faire sans avoir à inverser C de manière explicite.

Remarque. On peut aussi préconditionner par la diagonale, c'est-à-dire poser C = D.
Le calcul de zk+1 = D−1rk+1 demande moins de calculs à chaque itération de l'algo-
rithme, mais il faut beaucoup plus d'itérations qu'avec le préconditionnement d'Evans
pour converger, ce qui nous a fait opter pour ce dernier.�

Toujours dans le but de gérer le problème de taille mémoire, nous allons mainte-
nant présenter une technique numérique permettant de réduire le nombre de particules à
traiter.

3.7 Coalescence des particules

Dans le domaine de calcul Ω, nous trouvons à la fois des particules qui sont injectées
en permanence en Γp, et les particules créées à chaque itération par ionisation dans le
plasma et la gaine. Cela représente un très grand nombre de particules, nombre qui en
général atteint un maximum pendant la phase transitoire puis décroît lorsque l'on tend
vers le régime stationnaire. Le traitement d'un si grand nombre d'inconnues (poids, vi-
tesses, positions des particules) est pénalisant, aussi bien en terme de temps de calcul
que de capacité mémoire. Le but de cette section est de présenter une technique qui per-
met de diminuer le nombre de particules contenues dans Ω sans a�ecter la précision de
l'approximation de la fonction de distribution.

Pour cela, nous nous inspirons de [24] : dans cet article, les auteurs s'intéressent à la
résolution de l'équation de Boltzmann homogène en espace, de la forme{

∂f

∂t
(t, v) = F (t, v)

f(0, v) = f0(v).

Ils résolvent cette équation dans l'espace des vitesses IR3 par une méthode qui consiste
à créer à chaque itération en temps un grand nombre de couples (pi, vi), pi ∈ IR. Pour
que cet algorithme soit applicable, il leur faut réduire le nombre de couples. La réduction
qu'ils proposent consiste à réduire ce nombre de N à deux tout en conservant la masse,
la quantité de mouvement et la quantité d'énergie.

Nous allons appliquer cette méthode à notre problème : on considère N particules
(particules initiales) dans une maille, N ≥ 3. Elles sont caractérisées par leur position
ξi = (xi, yi), leur vecteur vitesse vi = (vxi, vyi), et leur poids pi. On les réduit en deux
particules (particules résultantes), (x̃1, ṽ1, p̃1) et (x̃2, ṽ2, p̃2). Le choix des poids et des
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vitesses permet de conserver les trois premiers moments sur les particules. Il est égale-
ment nécessaire de conserver la densité calculée aux noeuds par projection des poids des
particules 2. C'est en choisissant la position des particules résultantes que nous pouvons
contrôler la projection de leur poids sur les noeuds.

Remarque. Il est connu que les méthodes particulaires se caractérisent par un 'bruit'
numérique qui peut être important s'il n'y a pas su�samment de particules par maille. Ce
bruit se révèle plus important si des particules ont localement des poids trop di�érents. Il
est nécessaire de tenir compte de ces éléments lors de la mise en oeuvre d'une technique
de coalescence.

3.7.1 Conservation des moments sur les particules

Nous dé�nissons pour commencer le poids des N particules, leur quantité de mouve-
ment et leur énergie, 

p =
N∑
i=1

pi

pv =
N∑
i=1

pivi

pe =
N∑
i=1

pi|vi|2.

Nous en déduisons leur vitesse moyenne

v =
1

p

N∑
i=1

pivi

et leur énergie moyenne

e =
1

p

N∑
i=1

pi|vi|2.

Les poids et vitesses des deux particules résultantes doivent véri�er
p̃1 + p̃2 = p
p̃1ṽ1 + p̃2ṽ2 = pv
p̃1|ṽ1|2 + p̃2|ṽ2|2 = pe.

(3.13)

Avant de les déterminer, démontrons le lemme suivant :

Lemme 12
Etant donné N couples (pi, vi) ∈ IR+ × IR3, 1 ≤ i ≤ N véri�ant vi 6= vj pour i 6= j, on a

E = e− |v|2 =
1

p

N∑
i=1

pi |vi|2 −

∣∣∣∣∣1p
N∑
i=1

pivi

∣∣∣∣∣
2

> 0.

2. Dans le cas de la résolution de Vlasov-Maxwell, il faudrait également conserver la densité de courant
aux noeuds.
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Preuve :

p2E =
∑
i

(
p2
i |vi|

2)+
∑
i

(
pi
∑
j 6=i

pj |vj|2
)
−

∣∣∣∣∣∑
i

(pivi)

∣∣∣∣∣
2

Or

∑
i

(
pi

(∑
j 6=i

pj |vj|2
))

=
∑
i

(
pi
∑
j<i

pj |vj|2
)

+
∑
i

(
pi
∑
j>i

pj |vj|2
)

=
∑
i

∑
j<i

pipj |vj|2 +
∑
j

∑
i>j

pjpi |vi|2

=
∑
i,j<i

pipj
(
|vi|2 + |vj|2

)
et ∣∣∣∣∣∑

i

(pivi)

∣∣∣∣∣
2

=
∑
i

(
p2
i |vi|

2)+ 2
∑
i,j<i

pipj(vi, vj)

où (vi, vj) est le produit scalaire de ces deux vecteurs. Il en découle que

E =
1

p2

(∑
i,j<i

pipj
(
|vi|2 + |vj|2

)
− 2

∑
i,j<i

pipj(vi, vj)

)

=
1

p2

∑
i,j<i

pipj |vi − vj|2 > 0,

ce qui est bien le résultat annoncé.�

Revenons aux caractéristiques des particules résultantes. Leurs vitesses sont calculées
par rapport à la vitesse moyenne : on introduit deux réels α1 et α2 tels que{

ṽ1 = v − α1V
ṽ2 = v + α2V,

(3.14)

où V est un vecteur quelconque véri�ant |V | = 1. Le système (3.13) devient
p̃1 + p̃2 = p
p̃1α1 − p̃2α2 = 0

p̃1α
2
1 + p̃2α

2
2 = p(e− |v|2).

Nous avons trois équations et quatre inconnues. Comme il est préférable de ne pas ac-
croître les di�érences de poids entre particules (cf remarque page 85), nous choisissons
p̃1 = p̃2. Ce choix impose de prendre

α1 = α2
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et donc {
p̃1 = p̃2 =

p

2
α1 = α2 =

√
e− |v|2.

(3.15)

avec e− |v|2 > 0 d'après le Lemme 12.
Nous disposons alors du poids des particules résultantes ainsi que de leurs vitesses,

après avoir choisi arbitrairement un V unitaire. Il reste à déterminer la position des
deux particules après réduction. Pour cela, nous allons distinguer la coalescence en une
dimension d'espace de la coalescence en deux dimensions.

3.7.2 Cas monodimensionnel

Conservation de la densité aux n÷uds

Soit N particules contenues dans la maille Mj = [j, j + 1]. Elles contribuent aux
densités aux n÷uds j et j + 1, et nous notons ρdj et ρ

g
j+1 leurs contributions respectives

sur ces deux n÷uds, obtenues par projection (on a ρj = ρdj + ρgj ). On veut que les deux
particules issues de la coalescence des N particules véri�ent les deux conditions suivantes :

1. elles demeurent dans la mailleMj. Cette condition permet d'e�ectuer la coalescence
maille par maille ;

2. les contributions de ces deux particules aux densités sur les noeuds j et j+1 restent
respectivement égales à ρdj et ρ

g
j+1.

Proposition 13
Soit x =

1

p

∑N
i=1 pixi le barycentre des particules initiales, et β un réel positif véri�ant

β < min(Xj+1 − x, x−Xj).
Si les positions des particules résultantes sont données par{

x̃1 = x+ β
x̃2 = x− β, (3.16)

alors les conditions 1 et 2 sont véri�ées.

Preuve.
• Sur le n÷ud j, on a

ρdj =
i=N∑
i=1

ψi,j
pi

∆x
,

avec ψi,j = 1− |xi−Xj |
∆x

=
Xj+1−xi

∆x
, et Xj = Lp + j∆x.

Après coalescence, les deux particules résultantes doivent véri�er la condition 2 qui
s'écrit pour le n÷ud j(

1− |x̃1 −Xj|
∆x

)
p̃1 +

(
1− |x̃2 −Xj|

∆x

)
p̃2 = ∆x ρdj . (3.17)
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Pour que ces deux particules restent toutes les deux dans la maille Mj (condition 1), il
faut que

(x̃1 −Xj) > 0 et (x̃2 −Xj) > 0,
(Xj+1 − x̃1) > 0 et (Xj+1 − x̃2) > 0.

L'équation (3.17) devient donc

(Xj+1 − x̃1)p̃1 + (Xj+1 − x̃2)p̃2 =
i=N∑
i=1

(Xj+1 − xi)pi.

Comme p̃1 = p̃2 = p/2, cette équation est équivalente à

x̃1 + x̃2 =
2

p

i=N∑
i=1

pixi. (3.18)

Si x̃1 et x̃2 sont donnés par (3.16) avec β < min(Xj+1 − x, x −Xj), les particules résul-
tantes sont dans la maille Mj. Par ailleurs, la relation (3.18) est véri�ée.

• La conservation de la densité ρgj+1 =
∑i=N

i=1 ψi,j+1
pi
∆x

revient elle aussi à véri�er la
relation (3.18), ce qui achève la démonstration.�

On a fait ce choix de la position en s'inspirant de ce qui était fait pour les vitesses.
Pour la déterminer, il su�t donc de tirer β au hasard entre 0 et min(Xj+1 − x, x−Xj).

Mise en oeuvre de la coalescence sur Ω

La mise en oeuvre de la coalescence nécessitant un certain nombre de calculs, nous
avons choisi de ne pas l'appliquer à chaque itération. Le paramètre T traduit la fréquence
à laquelle on e�ectue la coalescence (T = 50 signi�e que l'on e�ectue la coalescence toutes
les 50 itérations). Nous l'exécutons maille par maille. On note Nj le nombre de particules
dans la maille Mj à l'itération où la coalescence est e�ectuée.

On choisit deux paramètres entiers :
� N1 le nombre �maximum� de particules dans une maille.
� N2 < N1 le nombre minimum de particules dans une maille.
La valeur de N2 doit permettre un bon compromis entre vitesse de calcul et précision

des résultats. Si Nj > N1 on e�ectue la coalescence dans la maille Mj. Les Nj particules
sont réparties entre N2

2
groupes de tailles équivalentes au sein desquels on e�ectue la

coalescence. On se retrouve bien avec N2 particules dans la maille à l'issue de la procédure
(voir illustration dans le cas bidimensionnel, Fig. 3.14).

Résultats :

La description du cas de référence est donnée précisément dans la Section 4.2. Le
domaine est discrétisé sur 100 mailles. On injecte 85 particules par itération, de poids
pi = 5, 091 10−6. On ajoute une particule par maille et par itération pour prendre en
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compte l'ionisation. Le poids de ces particules est maximum sur la frontière d'injection
(pi ' 2 10−6), puis décroît lorsqu'on s'en éloigne (Fig 3.8). Les résultats sont présentés
au bout de 5 000 ∆t : la solution stationnaire est atteinte, et il y a alors 23000 particules
dans le domaine. Nous verrons dans le Chapitre 4 que leur répartition est loin d'être
homogène, et qu'il y a d'autant plus de particules par maille qu'on est proche de la
frontière d'injection.

Nous considérons les trois cas de coalescence suivants :

1 T = 100, N1 = 60, N2 = 40 (Fig. 3.9).

2 T = 50, N1 = 60, N2 = 40 (Fig. 3.10).

3 T = 50, N1 = 40, N2 = 20 (Fig. 3.11).

Pour chacun de ces trois cas on trace (en grandeurs adimensionnées) à l'itération
5 000 :

(a) la densité de charge (noir), la densité de charge �ltrée 3 (bleu) et la densité de charge
sans coalescence (rouge).

(b) le poids des particules en fonction de leur position.

(c) le nombre de particules dans le domaine en fonction de l'itération.

Notons r le rapport entre les poids les plus importants et le poids médian des parti-
cules créées par ionisation (10−6), les plus légères des particules présentes dans le domaine.
Quand il n'y a pas de coalescence, le poids le plus important est celui des particules injec-
tées, de sorte que r ' 5. L'accroissement de ce rapport permet d'évaluer l'augmentation
du poids des particules du fait de la coalescence.

Chaque fois que l'on e�ectue la coalescence, on crée des particules plus lourdes (Fig.3.9-
3.11 (b)). Le rapport r augmente, et cela se traduit par une densité plus bruitée (Fig.3.9-
3.11 (a)). Plus on exerce la coalescence fréquemment, plus r augmente (r ' 144 pour le
cas 1, r ' 242 pour le cas 2 ), et on observe un bruit accru.

Entre le cas 2 et le cas 3, on réduit le nombre de particules par maille après la phase
de coalescence : on regroupe un plus grand nombre de particules entre elles, si bien que
les particules résultantes sont plus lourdes (r ' 500 pour le cas 3 ) et ici encore on génère
plus de bruit. En outre, on a maintenant en moyenne 6 000 particules dans le domaine
(Fig. 3.11 (c)), au lieu des 8 000 du cas 2 (Fig. 3.10 (c)), ce qui tend à détériorer les
résultats.

Nous avons distingué deux sources de bruit numérique (cf Remarque, page 85). Nous
voulons véri�er que l'accroissement du bruit observé provient principalement de la di�é-
rence entre les poids, et qu'il n'est pas dû à un nombre insu�sant de particules par maille.
A cette �n, nous dé�nissons un nouveau cas sans coalescence en réduisant le nombre de
particules injectées à chaque itération par rapport au cas de référence. Au bout de 5 000
itérations, il n'y a plus que 17 014 particules. On constate que la densité n'est guère plus
bruitée que la densité de référence, calculée à partir de 23 000 particules (Fig. 3.12-(a)).

3. La densité �ltrée au n÷ud k est obtenue en moyennant les densités sur les n÷uds k − 5 à k + 5.
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Nous comparons ensuite cette densité avec le cas 1 avec coalescence : le nombre de
particules est équivalent (16 780), et pourtant la densité est sensiblement plus bruitée si
la coalescence est mise en oeuvre 3.12-(b)).

Sur la Figure 3.13, on a tracé à l'itération 5 000 le potentiel solution du cas de réfé-
rence et les potentiels pour les cas 1, 2 et 3 : ils sont identiques.

Nous pouvons donc conclure en disant que la mise en ÷uvre de la coalescence induit
un bruit numérique plus accru sur la densité du fait de plus fortes di�érences de poids
entre les particules. C'est en particulier cet argument qui nous a fait rejeter la méthode
d'injection des particules à poids variable (Section 3.4). Néanmoins, la coalescence ne
modi�e pas fondamentalement les résultats : même quand la densité calculée est très
bruitée (cas 3 ), la densité �ltrée reste proche de la densité de référence. Le potentiel n'est
quant à lui pas perturbé par la mise en ÷uvre de la coalescence.
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Figure 3.8 � Cas de référence, sans coalescence : poids des particules.

Figure 3.9 � Coalescence, cas 1 : T = 100, N1 = 60, N2 = 40.
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Figure 3.10 � Coalescence, cas 2 : T = 50, N1 = 60, N2 = 40.

Figure 3.11 � Coalescence, cas 3 : T = 50, N1 = 60, N2 = 20.



3.7. Coalescence des particules 93

Figure 3.12 � Détermination de l'origine de l'accroissement du bruit numérique.

Figure 3.13 � In�uence de la coalescence sur le potentiel en 1D.
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3.7.3 Cas bidimensionnel

Dans le cas bidimensionnel, la coalescence n'est utile qu'en amont de l'électrode
plasma, puisqu'au delà (c'est-à-dire dans le faisceau) il y a beaucoup moins de parti-
cules par maille (voir Chapitre 4).

Conservation de la densité aux noeuds

Nous allons étendre les résultats de la section précédente à deux dimensions. On
considère N particules situées dans la maille Mj,k de sommets (j, k), (j, k + 1), (j + 1, k)
et (j + 1, k + 1).

Comme dans le cas monodimensionnel, on souhaite que les particules résultantes res-
tent dans la maille Mj,k (condition 1) tout en permettant la conservation de la densité
aux sommets de la maille Mj,k (condition 2). Nous nous intéressons tout d'abord à la
contribution des particules au n÷ud (j, k). Pour que celle-ci ne change pas après la coa-
lescence, les positions (x̃1, ỹ1) et (x̃2, ỹ2) doivent véri�er la condition 2 qui s'écrit en ce
n÷ud (

1− |x̃1−Xj |
∆x

)(
1− |ỹ1−Yk|

∆y

)
p̃1 +

(
1− |x̃2−Xj |

∆x

)(
1− |ỹ2−Yk|

∆y

)
p̃2 =

=
i=N∑
i=1

i=N∑
i=1

(Xj+1 − xi)
∆x

(Yk+1 − yi)
∆y

pi.

Si les particules résultantes sont dans la maille Mj,k, cette relation devient

−(x̃1 + x̃2)Yk+1 − (ỹ1 + ỹ2)Xj+1 + (x̃1ỹ1 + x̃2ỹ2) = 2

(
−xLk+1 − yLj+1 +

1

p

i=N∑
i=1

xiyipi

)
,

(3.19)
avec

y =
1

p

N∑
i=1

piyi.

Cette relation est l'équivalent bidimensionnel de (3.18).

Comme en 1D, nous dé�nissons les positions par

x̃1 = x+ β, ỹ1 = y + γ,
x̃2 = x− β, ỹ2 = y − γ, (3.20)

avec β et γ deux réels à déterminer de façon à véri�er les conditions 1 et (3.19). La
relation (3.19) est donc équivalente à

1

p

i=N∑
i=1

xiyipi − xy = βγ. (3.21)

On peut alors démontrer la proposition suivante :
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Proposition 14
Soit N particules de positions (xi, yi) et de poids pi contenues dans la maille Mj,k et (x, y)
les coordonnées de leur barycentre.

Soit βM = min(Xj+1 − x, x−Xj) et γM = min(Yk+1 − y, y − Yk).
Il est possible de trouver deux réels β et γ permettant de véri�er simultanément les

conditions 1 et (3.21) si et seulement si les positions et les poids des particules sont telles
que ∣∣∣∣∣1p

i=N∑
i=1

xiyipi − xy

∣∣∣∣∣ < βMγM . (3.22)

Preuve. Deux cas se présentent

• Si 1

p

∑i=N
i=1 xiyipi > xy, βγ > 0. Nous choisissons β > 0 et γ > 0 (si on prenait β

et γ négatifs, cela reviendrait à échanger les particules 1 et 2). Les particules résultantes
dont la position est donnée par (3.20) doivent véri�er{

Xj < x̃l < Xj+1

Yk < ỹl < Yk+1
, l = 1, 2,

ce qui revient à imposer la contrainte{
0 < β < min(Xj+1 − x, x−Xj) = βM
0 < γ < min(Yk+1 − y, y − Yk) = γM .

(3.23)

Il existe β et γ véri�ant (3.21) et (3.23) si et seulement si

1

p

i=N∑
i=1

xiyipi − xy < βMγM . (3.24)

• Si 1

p

∑i=N
i=1 xiyipi < xy, alors βγ < 0 et on choisit β < 0 et γ > 0. La contrainte (3.23)

s'écrit alors {
−min(Xj+1 − x, x−Xj) = −βM < β < 0
0 < γ < min(Yk+1 − y, y − Yk) = γM

et la condition de compatibilité (3.24) devient

1

p

i=N∑
i=1

xiyipi − xy > −βMγM .

D'une manière générale, la condition de compatibilité s'écrit bien sous la forme (3.22).�

Les particules dont les positions sont données par (3.20) sont alors dans la maille
Mj,k et assurent la conservation de la contribution à la densité au noeud (j, k). On véri�e
aisément qu'il en est de même sur les trois autres noeuds de la maille.

Application : calcul des positions des particules résultantes
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Si la relation (3.24) est véri�ée, on a

|β| = 1

γ

∣∣∣∣∣1p
i=N∑
i=1

xiyipi − xy

∣∣∣∣∣ .
On tire donc γ au hasard entre

∣∣∣∣1p∑i=N
i=1 xiyipi − xy

∣∣∣∣ /βM et γM , puis on en déduit la

valeur de |β|. Il ne reste plus qu'à prendre

β = signe(
1

p

i=N∑
i=1

xiyipi − xy). |β| .

Toutefois, la condition de compatibilité (3.22) n'est pas toujours véri�ée : cela veut
dire qu'il n'est pas possible d'assurer la conservation de la densité tout en maintenant les
particules résultantes dans la maille si leurs positions sont données par (3.20). Dans ce
cas, on pose simplement {

x̃1 = x̃2 = x
ỹ1 = ỹ2 = y

.

On privilégie ainsi la véri�cation de la condition 1 de façon à continuer à exercer la
coalescence maille par maille.

Nous avons constaté que cette situation se rencontre assez rarement. Cette méthode
permet donc de conserver la densité sur une grande majorité des n÷uds (Fig. 3.16-b). En
outre, l'erreur commise sur quelques n÷uds perturbe peu les résultats (voir Résultats).�

La mise en ÷uvre de la coalescence est réalisée de la même façon que dans le cas
monodimensionnel, maille par maille. S'il y a Nj,k particules dans la maille Mj,k, on les
répartit entre N2/2 groupes ; on e�ectue la coalescence de manière à avoir N2 particules
dans la maille à l'issue de la procédure (Figure 3.14).

Figure 3.14 � Coalescence sur la maille Mk,j avec N2 = 10, Nk,j = 26.
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Résultats

On considère une simulation sur la diode modèle (cf. Fig. 3.1). Ce cas test est détaillé
dans la Section 4.3. On injecte 85 particules par maille voisine de la frontière d'injection,
et on crée une particule par n÷ud et par itération pour l'ionisation. La coalescence n'est
pratiquée qu'en amont de l'électrode plasma. Le maillage qui recouvre ce sous-domaine
est constitué de 1 500 mailles, correspondant à 1 616 n÷uds (j = 0 à 100, k = 0 à 15).
On regarde la solution stationnaire (sans coalescence) au temps 10 000 ∆t ; on considère
que la solution stationnaire est alors atteinte, et on compte 339 000 particules.
Nous commençons par regarder l'e�et de la phase de coalescence. Pour cela, nous ef-
fectuons 10 000 itérations sans coalescence, puis nous appliquons la coalescence, en se
ramenant à 40 particules par maille dans la chambre à plasma, ce qui donne 70 000 par-
ticules dans le domaine.

On représente sur la Figure 3.15 le nombre de particules contenues dans une tranche
verticale de 10 mailles de large (j = 1 à 10 et k = 1 à 15 pour la première tranche, j = 11
à 20 et k = 1 à 15 pour la deuxième, ...) avant et après la phase de coalescence.

Figure 3.15 � Réduction du nombre de particules par tranche verticale sous l'e�et de la
coalescence.

On a tout d'abord véri�é que l'erreur due à la coalescence sur la charge totale, les
composantes moyennes des vitesses et l'énergie moyenne est rigoureusement nulle. Il en
va de même pour la projection des poids des particules sur les n÷uds. Dans ce cas précis,
la condition de compatibilité (3.22) ne peut pas être véri�ée pour 59 groupes de particules
sur 56 520. Toutes les autres véri�cations qui ont été faites donnent une proportion de un
groupe sur mille pour lequel on n'e�ectue pas la coalescence : cette situation se rencontre
donc très rarement. Sur la Figure 3.16-(a), on trace une coupe longitudinale de la densité
(k = 7) avant (rouge) et après (noir) la coalescence : il n'y a pas de di�érence visible.
En�n, on représente la position des particules dans une maille (k = 8, j = 20) avant et
après coalescence (b), ce qui permet de constater que la répartition des particules issues
de la coalescence est homogène.

Il s'agit de voir si l'erreur sur la densité ne s'ampli�e pas au cours du temps. Nous al-
lons donc comparer une simulation sans coalescence avec une simulation avec coalescence
au bout de 10 000 itérations. On considère un cas pour lequel on applique la coalescence
toutes les 100 itérations, avec N1 = 60 et N2 = 40. Ce sont les mêmes valeurs que dans
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la dé�nition du cas 1 en une dimension (voir Section précédente, page 89). Sur la Fi-
gure 3.17-(a) on représente le nombre de particules dans tout le domaine en fonction du
temps. Il y a en moyenne 160 000 particules dans le domaine (70 000 immédiatement après
coalescence), contre 340 000 en l'absence de coalescence. On représente sur la Figure 3.17-
(b), une coupe de la densité (k = 7) sans coalescence (rouge), et avec coalescence (noir).
Comme en une dimension, nous constatons que la coalescence introduit un bruit numé-
rique. Il est également dû à la présence de particules de poids très di�érents. Toutefois,
ce bruit n'est guère plus important en 2D qu'en 1D (comparer avec la Figure 3.9-(a)).
Quand on lisse la densité (courbe bleu), nous observons qu'il y a très peu de di�érence
par rapport à la densité sans coalescence.
On trace également le courant qui traverse l'électrode plasma en fonction des itérations
(Fig. 3.19) : la coalescence fait peu varier le niveau du courant (lissé). Nous constatons
par ailleurs que l'accroissement du bruit numérique sur la densité et le courant n'ont pas
d'in�uence sur le potentiel, qui est identique avec ou sans coalescence (Fig. 3.18).

Nous avons vu que la coalescence était plus délicate à réaliser en 2D qu'en 1D. En
particulier, on ne peut pas assurer la conservation stricte de la densité aux n÷uds avec
la méthode choisie. Ces travaux préliminaires ont permis d'explorer une technique de
coalescence. Il reste du travail à accomplir, notamment si l'on veut conserver la densité
de courant projetée sur les n÷uds. Dans ce cas, il faudra très certainement choisir la
vitesse des particules résultantes de manière moins arbitraire que ce qui est fait dans
la Section3.7.1. Pour l'heure, nous constatons que la di�érence avec une simulation sans
coalescence ne réside que dans l'augmentation du bruit numérique. L'observation de la
densité lissée, ou du potentiel montre que, en 2D comme en 1D, la coalescence permet de
conserver l'essentiel des phénomènes à décrire.
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Figure 3.16 � Mise en ÷uvre de la coalescence sur une itération

Figure 3.17 � Coalescence en 2D, cas 1 : T = 100, N1 = 60,N2 = 40.
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Figure 3.18 � In�uence de la coalescence sur le courant de sortie en 2D.

Figure 3.19 � In�uence de la coalescence sur le potentiel en 2D (coupe dans la chambre
à plasma).
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3.8 Particularités pour une géométrie axisymétrique.

Coordonnées cylindriques

Pour un problème axisymétrique, en coordonnées cylindriques, une maille est un an-
neau d'épaisseur ∆z et de rayon ∆r (Fig. 3.20). Une particule numérique est un anneau
qui se déplace dans un cylindre d'axe z. L'ordonnée d'une particule, r, est le rayon de cet
anneau, qui reste dans un plan normal à l'axe.

Figure 3.20 � Géométrie axisymétrique.

L'axe de symétrie du système est noté Γ0. C'est une frontière arti�cielle où nous
devons véri�er les deux conditions

∂Φ

∂ν
|Γ0 = 0

et

f |Γ0(v)(v.ν)<0 = f |Γ0(v)(v.ν)>0,

qui est une condition de ré�exion.
Les di�érences par rapport à ce qui est fait en géométrie cartésienne résident
� dans le calcul du poids des particules injectées et des particules créées par ionisation,
� dans la projection sur les n÷uds pour y calculer la densité,
� dans la discrétisation de l'équation de Poisson.

3.8.1 Calcul du poids des particules

• Commençons par calculer le poids des particules injectées sur la frontière Γp. On
Considère la maille M0,k = [0, 1] × [k, k + 1]. La surface d'une tranche verticale de cette
maille est Ak=(2k + 1)π∆r2. La charge qui entre dans cette maille pendant ∆t est donc
égale à

pk = jp∆Akpk = jp∆t(2k + 1)π∆r2,
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la densité de courant étant donnée par 2.24. On choisit d'injecter toutes les particules
entre rk et rk+1 avec le même poids (on note toujours η le nombre de ces particules). Le
poids d'une particule i injectée sur la maille M0,k est alors

pki =
jp∆t

η
(2k + 1)π∆r2.

• Le poids des particules créées par ionisation sur les n÷uds (j, k), au taux s(ne) =√
2e−γΦ(z,r) est quant à lui donné par

pi =

∫ t+∆t

t

∫ 2π

0

∫ zj+1/2

zj−1/2

∫ rk+1/2

rk−1/2

sh(ne)rdrdzdθdt = 2π
√

2∆t

∫ zj+1/2

zj−1/2

∫ rk+1/2

rk−1/2

e−γΦh(z,r)rdrdt,

de sorte que, avec Φh constant sur le volume d'intégration Mj−1/2,k−1/2 (Fig. 3.20), pi = 2π
√

2k∆r2∆z∆t exp(−γΦj,k) si k 6= 0

pi =
π
√

2

2
∆r2∆z∆t exp(−γΦj,0) si k = 0

.

Il reste à traiter la projection des poids des particules sur les n÷uds a�n d'y calculer la
densité.

3.8.2 Calcul de la densité aux n÷uds

Le n÷ud (j, k) est sommet de l mailles notées Ml, avec 1 ≤ l ≤ 4 (l = 4 correspond
à un n÷ud intérieur, l < 4 à un n÷ud situé sur une frontière). La densité en ce n÷ud
dépend des particules, de coordonnées (zi, ri), contenues dans Ωj,k = ∪Ml.

En coordonnées cylindriques, on approche rf au sens des mesures par (rf)h dé�nie
par

(rf)h(z, r, vz, vr, t) =
∑
i∈Ω

piδ(z − zi)δ(r − ri)δ(vz − vzi)δ(vr − vri).

On dé�nit la densité approchée ρh par

(rρ)h(z, r) =

∫
(rf)h(z, r, v)dv

de telle façon que, pour toute fonction test χ ∈ C0
0(Π),

< rρ, χ >'< (rρ)h, χ > .

Comme en géométrie cartésienne, on considère les fonctions linéaires par morceaux

ψj,k(z, r) =


(

1− |z − Zj|
∆z

)(
1− |r −Rj|

∆r

)
si (z, r) ∈ Ωj,k

0 sinon
,
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puis on dé�nit la densité au n÷ud (j, k) par

ρj,k =
< (rρ)h, ψj,k >∫

Ω
ψj,krdrdzdθ

=
1∫

Ω
ψj,krdrdzdθ

∑
i∈Ωj,k

piψj,k(ξi).

Si (j, k) est un n÷ud intérieur on calcule,∫
Ω

ψj,krdrdzdθ = 2π∆r2∆z

(
2× 3k − 1

12
+ 2× 3k + 1

12

)
= 2πk∆r2∆z,

et de ce fait la densité sur ce n÷ud est

ρj,k =
1

2πk∆r2∆z

∑
i∈Ωj,k

(
1− |zi − Zj|

∆z

)(
1− |ri −Rk|

∆r

)
pi.

Les densités aux autres n÷uds sont calculées de manière similaire, seule l'expression de∫
Ω
ψj,krdrdzdθ changeant. En particulier, si le n÷ud se trouve sur l'axe du cylindre,

ρj,0 =
3

π∆r3∆z

∑
i∈Ωj,k

(
1− |zi − Zj|

∆z

)
(∆r − ri) pi.

3.8.3 Résolution de l'équation de Poisson

Comme en géométrie cartésienne, nous linéarisons l'équation de Poisson par une mé-
thode de Newton. Nous devons ensuite à chaque itération m de l'algorithme de Newton
résoudre l'équation

ε2∆ϕm − am−1ϕm = gm−1 = ρ− e−ϕm−1

(1 + ϕm−1), (3.25)

en notant am−1 = e−ϕ
m−1

. Pour cela, nous utilisons la méthode de gradient conjugué
décrite dans la Section 3.6.

La di�érence avec le cas cartésien réside dans la forme du système linéaire. En e�et,
le laplacien en coordonnées cylindriques s'écrit dans le cas axisymétrique

∆ϕ =
1

r

∂

∂r
(r
∂ϕ

∂r
) +

∂2ϕ

∂z2
=
∂2ϕ

∂z2
+
∂2ϕ

∂r2
+

1

r

∂ϕ

∂r
.

La discrétisation de (3.25) sur la maille duale Mj−1/2,k−1/2, k 6= 0 (Fig. 3.21), donne alors

ε2ϕj+1,k − 2ϕj,k + ϕj−1,k

∆z2
+ ε2ϕj,k+1 − 2ϕj,k + ϕj,k−1

∆r2
+ ε2ϕj,k+1 − ϕj,k−1

2rk∆r
− aj,kϕj,k = gj,k,

(3.26)
en approchant r par rk = k∆r sur Mj−1/2,k−1/2.

Sur l'axe, pour k = 0, on a

1

r

∂

∂r
(r
∂ϕ

∂r
)

∣∣∣∣
k=0

=
1

r

∂

∂r
(rEr)

∣∣∣∣
k=0

.
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Le volume de contrôle Mj−1/2,−1/2 représente une demi-maille. Comme le champ radial
est nul sur l'axe, on a

1

r

∂

∂r
(r
∂ϕ

∂r
)

∣∣∣∣
j,0

' 1

r0

1

∆r/2

(
r1/2

ϕj,1 − ϕj,0
∆r

)
avec r0 = ∆r/4, de sorte que

ε2ϕj+1,0 − 2ϕj,0 + ϕj−1,0

∆z2
+ ε2ϕj,1 − ϕj,0

r0∆r
− aj,0ϕj,0 = gj,0. (3.27)

La modi�cation du système linéaire formé des équations (3.26) et (3.27) par la prise
en compte des autres conditions limites ne di�ère pas de ce qui est fait en géométrie
cartésienne.

Figure 3.21 � Dé�nition des volumes de contrôle.

3.9 Conclusion

A l'issu de ce chapitre, nous disposons d'un code particulaire permettant la résolu-
tion du système de Vlasov-Poisson dé�ni dans le chapitre 1, ainsi que la prise en compte
des conditions limites sur la frontière arti�cielle Γi, déterminées dans le chapitre 2. Les
spéci�cités de ce code �PIC�, adapté à des géométries axisymétriques, résident dans le
traitement de l'injection des particules sur Γi, dans la création de particules par ionisation
et dans la résolution de l'équation de Poisson, linéarisée par une méthode de Newton.



3.9. Conclusion 105

Une méthode de coalescence a également été développée dans le but de réduire le nombre
de particules. Nous avons véri�é que cette méthode, même si elle se traduit par l'accrois-
sement du bruit numérique donne des résultats comparables à ceux d'une simulation sans
coalescence.

La validation de ce code et son application sur un cas test sont présentées dans le
chapitre suivant.
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Chapitre 4

Résultats

4.1 Introduction

Le but de ce chapitre est tout d'abord de valider le code particulaire décrit dans
le Chapitre 3. Dans le cas monodimensionnel, des solutions de référence sont données
par la résolution du problème de Poisson non linéaire (cf. Section 2.3) et par les résul-
tats analytiques de l'approximation quasi-neutre (cf. Section 2.4). Nous véri�ons que le
code particulaire en 1D, cartésien, donne les mêmes résultats, en restant en grandeurs
adimensionnées (Section 4.2). Nous procédons de manière identique pour le code parti-
culaire bidimensionnel sur la diode modèle qui a servi à illustrer la résolution numérique
(Section 4.3).

L'objet de la Section 4.4 est de valider le modèle d'extraction. A cette �n, nous adap-
tons un cas test lié à la source d'ions SILHI et pour lequel on dispose de résultats expé-
rimentaux et numériques. Nous montrons dans quelle mesure la méthode de simulation
que nous avons développée permet de les retrouver.

4.2 Validation 1D

Nous allons valider la détermination des conditions aux limites et la méthode particu-
laire utilisée pour résoudre le problème de Vlasov-Poisson monodimensionnel et adimen-
sionné. On considère un plasma neutre borné par une électrode portée au potentiel Φc).

Nous traitons le cas de référence monodimensionnel correspondant aux données suivantes :
Paramètres caractéristiques :

ε = 10−2

γ = 1 (taux d'ionisation proportionnel à ne)
Potentiel de l'électrode et position par rapport au �centre� du plasma :

Φc = 10, 0153

Lc = 0, 5409
Caractéristiques de la frontière d'injection :

Φp = 0, 3773
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Lp = 0, 3407 (La taille du domaine considéré correspond à 20λD).
Pas de discrétisation :

∆x = 2 10−3, ce qui représente donc 101 noeuds et 100 mailles.
∆t = 10−3

Nombre de particules injectées à chaque itération : η = 100.
Nombre de particules e�ectivement injectées à chaque itération (après correction) η̄ = 85.

Nous observons les résultats de la simulation particulaire au bout de 5 000 itérations.
Nous considérons que la solution stationnaire est atteinte. On compte 24 500 particules
dans le domaine, soit près de 250 par maille. Cela est censé procurer une approximation
su�samment précise de la fonction de distribution ionique au regard des critères usuelle-
ment retenus dans les simulations particulaires 1D. Rappelons que la densité, le courant
et l'énergie sont calculés respectivement par la projection sur les n÷uds des poids pi et

des produits pivi et
1

2
piv

2
i . La vitesse vi aux n÷uds est donnée par le rapport du courant

sur la densité. Ces quantités sont représentées par les courbes noires sur les Figures 4.1,
4.2 et 4.3.

Nous comparons tout d'abord ces résultats à la solution analytique de l'approximation
quasi-neutre (Section 2.4.3). La densité, le courant et l'énergie sont respectivement donnés
par

ρp(Φ) = e−Φ,

jp(Φ) =
2
√

2

π
D(
√

Φ)

et

kp(Φ) =
1

2

(
1− e−Φ

)
.

La vitesse est donnée par

vp(Φ) =
jp(Φ)

ρp(Φ)
=

2
√

2

π
D(
√

Φ)eΦ.

Rappelons que le domaine de validité de cette approximation est limité à x < a1 = 0, 404,
et Φ < Φa = 0, 854. Nous constatons sur la Figure 4.1 qu'il y a concordance entre les deux
solutions pour x < a1. Au-delà, la comparaison n'a bien sûr plus de sens. Nous pouvons
faire d'autres observations annexes : le courant et l'énergie sont d'autant plus bruités que
l'on s'éloigne de la zone plasma ; c'est dû au fait que dans le même temps le potentiel
croît de plus en plus vite, ce qui accélère les particules qui avaient tendance à stagner
dans la zone plasma. La répartition des particules dans le domaine de calcul n'est donc
pas homogène : il y a moins de particules par maille dans la gaine (à droite) si bien que
l'approximation particulaire est moins précise. Notons toutefois que la vitesse, donnée
par le rapport de deux quantités bruités, ne fait pas apparaître d'oscillations numériques
aussi marquées.
Nous pouvons également comparer les résultats de la simulation particulaire à la solu-
tion du problème de Poisson non linéaire (autrement quali�é ici de problème de Cauchy)
obtenue dans la Section 2.3.2, et représentée en rouge sur la Figure 4.2. Nous constatons
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ici aussi que les résultats sont similaires. Notons également qu'il n'y a pas d'oscillations
visibles sur le potentiel. En e�et, il est obtenu par une double intégration de la densité
dans l'équation de Poisson, et de ce fait est lissé par l'e�et régularisateur de l'intégration.

La simulation particulaire que nous étudions a été réalisée en utilisant la technique de
correction de l'injection développée dans la Section 3.4. Nous représentons sur la Figure
4.3 les résultats d'une simulation particulaire pour laquelle l'injection n'est pas corrigée,
en les comparant à la solution du problème de Poisson non linéaire. Nous constatons une
mauvaise approximation de la densité, qui est en particulier largement surestimée à l'ori-
gine. Le potentiel est lui aussi a�ecté, quoique dans une moindre mesure. Remarquons que
l'erreur se corrige, puisqu'aussi bien la densité que le potentiel sont corrects en sortie de
domaine. La correction de l'injection permet toutefois d'avoir une bonne approximation
sur l'ensemble du domaine (Fig. 4.2).

Dans les résultats que nous avons montré jusqu'à présent, nous avons utilisé le pas
d'espace ∆x = 2 10−3 = ε/5, soit un cinquième de la longueur de Debye adimensionnée,
alors que nous avons établi qu'il su�sait de prendre ∆x = ε pour avoir une approximation
su�samment précise (Section 3.3.3). Nous avons fait ce choix car en une dimension il n'est
pas trop pénalisant de considérer un maillage plus �n qu'il n'est nécessaire. Pour véri�er
qu'il su�t bien de prendre un pas d'espace égal à la longueur de Debye, nous comparons
sur la Figure 4.4 les résultats d'une simulation PIC avec ∆x = ε/5 (noir, discrétisation
sur 100 mailles) et ceux d'une simulation avec ∆x = ε (bleu, discrétisation sur 20 mailles).
Ils sont bien équivalents. La densité est moins bruitée avec un pas d'espace plus grand,
et le potentiel est identique dans les deux cas.
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Figure 4.1 � Comparaison PIC 1D et approximation quasi-neutre.

Figure 4.2 � Comparaison PIC 1D et problème de Poisson non linéaire.
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Figure 4.3 � Conséquence d'une injection non corrigée.

Figure 4.4 � Modi�cation du pas d'espace.
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4.3 Résultats bidimensionnels sur la diode modèle

Nous allons appliquer la méthode particulaire en deux dimensions sur la diode modèle
que nous avons dé�nie dans la Section 1.5. Le domaine considéré est rappelé sur la Figure
4.5. Pour valider la simulation 2D, nous la comparons avec des résultats de référence 1D.
Nous regardons ensuite comment ce problème modèle nous permet d'ores et déjà d'illus-
trer l'in�uence d'un paramètre extérieur, en l'occurrence le potentiel d'extraction. En�n,
nous véri�ons que di�érentes initialisations de la simulation donnent la même solution
stationnaire.

Le cas traité est dé�ni par les données suivantes
Paramètres caractéristiques :
ε = 10−2

γ = 1
Potentiel de l'électrode plasma et position par rapport au �centre� du plasma :
Φc = 10, 0153
Lc = 0, 5409
Caractéristiques de la frontière d'injection :
Φp = 0, 3773
Lp = 0, 3407
Caractéristiques de l'électrode extractrice :
Φs = 100
Ls = 0, 6
Pas de discrétisation :
∆x = 2 10−3, ce qui représente donc 101 noeuds et 100 mailles.
∆y = 2 10−3, soit 16 mailles suivant l'axe y.
∆t = 10−3

Nombre de particules injectées à chaque itération : η = 100.
Nombre de particules e�ectivement injectées à chaque itération (après correction) η̄ = 85.

Figure 4.5 � Domaine d'étude 2D, diode modèle.

Les abscisses intermédiaires considérées lors de la représentation des résultats (Fig.
4.7) sont L1 = 0, 52, L2 = 0, 535 et L3 = 0, 558, et les coupes horizontales sont faites en
y = 7∆y (au niveau du trou).
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Les résultats sont présentés à l'itération 5 000 (solution stationnaire atteinte). Il y a
alors exactement 339 624 particules dans le domaine. Le domaine peut se diviser entre
la chambre à plasma en amont de l'électrode plasma (1), le trou pratiqué dans cette
électrode (2), et la zone qui s'étend dans la prolongation du trou jusqu'à l'électrode
d'extraction (3) (cf. Fig. 4.5 ). Nous indiquons dans le tableau suivant pour chacune de
ces zones le nombre de mailles, le nombre de particules qui s'y trouvent et en�n le nombre
de particules par maille en moyenne.

chambre plasma trou faisceau
nombre de mailles 1 600 48 192

nombre de particules 331 115 2 992 5 517
particules par mailles 207 62 29

La répartition est inhomogène, et ce sont les particules situées dans la chambre qui
sont responsables d'une grande partie du temps de calcul. Cela restera vrai, même dans
les cas réalistes présentés dans la section suivante et pour lesquels la taille de la chambre
a été minimisée. Il serait certes possible de diminuer la quantité de particules contenues
dans la chambre à plasma en limitant le nombre de particules injectées sur la frontière
émissive Γi, mais cela se traduirait également par une diminution du nombre de particules
dans le faisceau, ce qui ne permettrait plus d'obtenir une discrétisation su�sante de la
fonction de distribution dans cette zone. C'est un des principaux inconvénients de cette
méthode entièrement particulaire.

Figure 4.6 : validation. On représente une coupe de la densité dans la chambre à
plasma (Lp < x < Lc). On la compare à la densité solution du problème de Poisson non
linéaire : elles sont semblables, au bruit numérique près. On constate par ailleurs que le
bruit ne présente pas plus d'amplitude qu'en 1D (Fig. 4.1). La simulation PIC permet en
outre de retrouver exactement le potentiel de référence.

Figure 4.7 : in�uence de paramètres sur la forme du faisceau. Nous compa-
rons maintenant deux cas bidimensionnels : celui que nous avons dé�ni plus haut, et un
second dans lequel on fait varier le potentiel de sortie Φs, toutes les autres données res-
tant identiques. Nous représentons, à gauche pour Φs = 100 et à droite pour Φs = 500,
la densité (a) et le potentiel (b) en isovaleurs sur tout le domaine, un zoom sur ces deux
grandeurs au niveau du trou, pour L2 < x < L3 ((c) et (d)), et la position des particules
pour L1 < x < Ls. Notons que la proportion entre les axes x et y n'est pas respectée sur
ces Figures.

Quand Φs augmente, le champ est plus élevé dans le trou (les lignes de potentiels
sont plus rapprochées) et le potentiel est perturbé jusque dans la chambre à plasma (cas
d'un ménisque rentrant) (d2 ). Les particules, qui se déplacent perpendiculairement aux
lignes de potentiel, se croisent dès la sortie du trou (e2 ) ; on observe une focalisation trop
brutale du faisceau (densité élevée (c2 )) qui est suivie d'une divergence des particules
((a2 ) (e2 )).

Dans le cas Φs = 100, le champ est plus faible dans le trou, les particules convergent
plus lentement et le faisceau n'explose plus avant d'avoir atteint l'électrode de sortie ((a1 )
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(e1 )).

Figure 4.8 : e�ets de l'initialisation. Nous considérons les deux initialisations sui-
vantes de la densité et du potentiel :

1] en bleu :
n = ρp(Φp) = exp(−Φp) dans la chambre,
n = 0 ailleurs.
Φ croît linéairement de Φp à Φs sur [Lp, Ls].

2] en rouge :
n = 0 partout.
Φ = ΦCI (solution 1D du problème de Cauchy) dans la chambre à plasma,
Φ = Φc dans le trou,
Φ croît linéairement de Φc à Φs au-delà de l'électrode.

Dans tous les cas, l'initialisation est monodimensionnelle dans le sens où les fonctions
ne varient pas dans la direction transverse.

Nous représentons la densité et le potentiel à t = 0 pour ces deux initialisations ((a)
et (b)) par une coupe longitudinale sur tout le domaine (chambre + trou + espace inter-
électrodes). Nous traçons ensuite les solutions stationnaires pour les deux initialisations
au temps t = 5 000 ∆t ((c) et (d)). Nous constatons qu'elles sont identiques, tant sur le
potentiel que sur la densité (coupes entre Lp et Ls), ce qui justi�e bien que l'initialisation
ne joue pas sur le résultat �nal.



4.3. Résultats bidimensionnels sur la diode modèle 115

Figure 4.6 � Comparaison PIC 2D / Cauchy 1D.
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Figure 4.7 � In�uence du potentiel de sortie sur la forme du faisceau.
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Figure 4.8 � In�uence de l'initialisation sur la densité et le potentiel (coupe sur le
domaine complet).
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4.4 Application à un cas réaliste

4.4.1 Structure du code MEFISTO

Le nom de ce code est un acronyme pour Modélisation de l'Extraction d'un Faisceau
d'Ions à partir d'un plaSma neuTre d'hydrOgène. Il est structuré ainsi :

Un pré-processeur destiné à calculer le potentiel sur la frontière d'injection, Φp à partir
du potentiel plasma imposé sur l'électrode plasma (Section 1.3) et en utilisant la
méthode décrite dans la Section 2.5.

Un second pré-processeur pour déterminer les vitesses d'injection sur chaque maille de
la frontière Γp avec la technique de correction de l'injection (page 76).

Un programme principal qui gère la résolution auto-consistante du système de Vlasov-
Poisson, sur un maillage structuré, en géométrie cartésienne ou cylindrique (axisy-
métrique), ainsi que la sortie de certains diagnostics. Il résout le système adimen-
sionné. Lors des simulations sur des cas réalistes, les résultats sont convertis en
grandeurs physiques avant la sortie des diagnostics.

Divers post-processeurs pour le traitement des diagnostics sur les particules.

Le code, écrit en FORTRAN 90, permet une gestion dynamique des tableaux de par-
ticules (positions, vitesses, poids). Cela permet d'adapter la taille de ces tableaux en
fonction des particules �créées� (injectées ou dues à l'ionisation) et des particules �suppri-
mées� (sorties du domaine, ou à la suite de la coalescence). Remarquons que, à cause de
l'ionisation qui a lieu ou pas en fonction de la valeur du potentiel (seules des particules
�su�samment lourdes� sont créées) et de la coalescence, il est di�cile de savoir à priori
combien le domaine peut compter de particules. C'est ce qui nous a orienté vers cette
gestion dynamique.

Les simulations ont été e�ectuées sur des stations (pour les validations), sur Cray T90
(vectorisation de certaines procédures), et principalement sur DEC Alpha. L'avantage de
cette machine par rapport à une station de travail réside dans sa mémoire vive (2 Go
de RAM), et dans les temps d'accès réduit entre le processeur, cadencé à 531 MHz (1.06
G�ops en crête), et la mémoire Cette caractéristique est particulièrement intéressant pour
gérer des tableaux de grande taille où sont stockées les quantités liées aux particules.

4.4.2 Description du cas de référence

Nous nous sommes inspirés des calculs réalisés dans le cadre du projet IPHI 1 dans
[2], rapport qui traite de simulations numériques réalisées sur la ligne de transport basse
énergie de l'injecteur (voir Figure 1 dans l'introduction générale). Celle-ci est composée
du système axi-symétrique d'électrodes d'extraction qui nous intéresse, suivi de dispositifs
destinés à maintenir la focalisation du faisceau (on utilise des solénoïdes pour imposer

1. IPHI=Injecteur de Protons à Haute Intensité, CEA / Direction de la Science et de la Matière,
Saclay.
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un champ magnétique extérieur). Le plasma émetteur est composé de protons (85 %), de
H+

2 (10 %) et de H+
3 (5 %), la densité de courant est de 1500 A m−2.

Les simulations numériques sur la zone d'extraction ont été réalisées avec un code
�industriel�, AXCEL. Le dispositif d'extraction (axi-symétrique), ainsi que la forme du
faisceau calculé par AXCEL, sont représentés sur la Figure 4.9. Le courant calculé en
sortie de l'extracteur est de 118 mA (dont 100 mA pour les protons).

4.4.3 Dé�nition d'un cas test

Notre code n'étant pas prévu pour gérer des maillages non structurés, nous simpli-
�ons le dispositif, qui reste axi-symétrique, en considérant une série d'électrodes planes et
rectangulaires. L'épaisseur des électrodes et les distances qui les séparent sont adaptés en
fonction du cas de référence. Nous gardons les mêmes potentiels 2. Comme les électrodes
sont planes, le champ radial est nul quand on s'éloigne de l'axe. De plus, les particules
émises loin de l'axe ne contribuent pas à la formation du faisceau : il est donc possible
de réduire le rayon total du domaine. Les caractéristiques du domaine de simulation sont
représentées sur la Figure 4.10. Nous rappelons par ailleurs que nous traitons qu'une seule
espèce d'ions, des protons.

Les paramètres de la simulation sont les suivants :
Densité du plasma : n0 = 1017 m−3

Température électronique Te = 10 eV = 116 050 K
ε = 5, 18 10−5

Absence d'ionisation (voir Section 4.4.5)
Pas d'espace : ∆z = ∆r = 2, 34 10−4 m
Pas de temps : ∆t = 9, 45 10−11 s
Nombre de mailles : 11 628
Potentiel de l'électrode plasma : Φc = − 39, 86 V
Potentiel sur la frontière d'injection : Φp = − 7, 031 V
Nombre de particules injectées par maille de Γp et par pas de temps : η = 10

A partir de ces paramètres, nous pouvons calculer la distance caractéristique

x̄ = 0, 5859 m,

puis certaines caractéristiques du plasma :
Longueur de Debye : λD = 3, 035 10−5 m
Fréquence de collision ionisante : νen = 74 705 s−1

Densité des neutres : l'approximation des �sphères rigides� donne νen = 10−14 nn, soit
nn = 7, 47 10

18
m−3

La densité de courant injectée est donnée par (Section 2.4.3)

Jp =
2
√

2

π
D(
√

Φp)n0e

√
kTe
mi

,

2. Les potentiels sont décroissants du plasma jusqu'à l'électrode 4, et croissants entre l'électrode 4 et
l'électrode de sortie : on quali�e d'ACCEL-DECEL un tel dispositif, étudié pour permettre la focalisation
du faisceau.
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soit Jp = 1 445, 8 A m−2. Le courant qui entre dans le domaine est donc de 321, 8 mA. Par
ailleurs, si on néglige les phénomènes 2D, une estimation du courant I0 qui passe dans le
trou de l'électrode plasma est obtenu en multipliant la densité de courant par la surface
du trou, ce qui donne I0 = 109, 37 mA.

4.4.4 Résultats de la simulation

La seule di�érence entre le domaine traité ici et la diode modèle que nous avons
considérée jusqu'ici réside dans le traitement de la frontière de sortie, qui était une élec-
trode pleine dans le cas de la diode. Nous avons maintenant une électrode creuse. C'est
une situation que nous avons évoquée dans la remarque 2 de la Section 1.5. L'électrode
elle-même est traitée comme les autres électrodes (type de frontière Γd). Si on note Γs la
frontière du domaine correspondant au trou, nous proposons de prendre comme condition
limite {

∇Φ.νs|Γs = 0
f |Γs(v) = 0 pour v.νs < 0

,

où νs est la normale extérieure à Γs. Cela revient à dire qu'il n'y a pas de réémission
de particules à droite, et que le champ axial est nul. Prendre un champ Ez nul sur la
frontière est une méthode couramment utilisée pour décrire une frontière libre, même si
elle est assez grossière. Il serait plus juste de faire une approximation paraxiale [35] en
sortie de domaine. Cela consiste à supposer que les dérivées en z sont faibles devant les
dérivées en r et d'en déduire une condition limite sur le champ. Cependant, comme nous
cherchons surtout à valider l'injection, nous pouvons à l'heure actuelle nous contenter de
cette approximation. Intéressons nous maintenant aux résultats de la simulation.

Nous cherchons une solution stationnaire. Pour décider que la solution stationnaire
est atteinte, nous disposons à priori de deux critères, illustrés sur la Figure 4.11. Le
premier d'entre eux est le nombre de particules contenues dans le domaine : quand un
état stationnaire est atteint, il y a autant de particules qui entrent que de particules qui
sortent, et donc le nombre de particules se stabilise. Dans cette simulation, le nombre
de particules croît pendant environ 8 000 itérations, soit pendant environ 0, 8µs puis se
stabilise autour de 711 000 (a). Le second critère est la di�érence sur le potentiel entre
deux itérations. Nous représentons sur la courbe (b) l'erreur relative√√√√√ ∑

k=0,K+1

∑
j=1,J+1

∣∣∣(Φn+1
k,j

)2 −
(
Φn
k,j

)2
∣∣∣(

Φn
k,j

)2 .

Elle se stabilise autour de 10−3 au bout d'environ 6 000 itérations (0, 6µs). Le critère sur
le nombre de particules étant le plus restrictif, nous choisissons de nous référer à celui-ci.
Dans la suite, les résultats stationnaires seront présentés à l'itération 20 000 (t ' 2µs),
qui était l'itération maximale retenue pour ce cas. on compte alors 710 915 particules
dans le domaine.
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De nombreux diagnostics servent à illustrer ce type de simulations. On peut représen-
ter le potentiel, le champ électrique, la densité de charge ou de courant sur le maillage.
Ces deux derniers résultats donnent des indications sur la forme du faisceau en un point
quelconque du dispositif. Les positions dans l'espace réel (z, r) ou dans un espace de
phase, (r, vr) par exemple, apportent également des renseignements précieux. Nous don-
nons dans la suite des éléments d'interprétation de quelques uns de ces diagnostics.

Sur les Figures 4.12 et 4.13, les particules sont représentées 3 dans l'espace (z, r) et colo-
rées en fonction de leur charge (a), du module de leur vitesse (b), de leur vitesse axiale
(c) et de leur vitesse radiale (d). Ces résultats permettent de mettre en évidence la fo-
calisation du faisceau au niveau de l'électrode plasma, et l'accélération des particules.
Les lignes de potentiel au voisinage de l'électrode plasma sont indiquées sur la Figure
4.14, avec en particulier l'équipotentielle plasma, correspondant au potentiel de l'élec-
trode, Φp ' −40 V. Cette ligne représente en fait ce qu'on appelle le ménisque. C'est la
frontière théorique entre le plasma d'un côté et le faisceau de l'autre. Le ménisque est
ici légèrement concave, ce qui explique que le faisceau soit initialement convergent (les
particules se déplacent perpendiculairement aux lignes de potentiel).

Sur la Figure 4.15, on trace la position des particules à l'itération 1 000 (0, 1µs, 338 000
particules) et à l'itération 5 000 (0, 5µs, 690 000 particules). On se rend compte de l'in-
�uence de la charge d'espace dans la focalisation du faisceau : à l'itération 1 000, il n'y
a pas su�samment de particules en aval de l'électrode plasma. Ces particules, essentiel-
lement soumises au champ extérieur, se focalisent fortement au niveau de l'électrode 2
(voir numérotation sur la Figure 4.10 ), puis le faisceau diverge. Au fur et à mesure que
le nombre de particules augmente, le champ qu'elles génèrent permet de compenser cette
�sur-focalisation�. Le faisceau s"élargit et reste concentré. Sa forme est proche de ce que
montre la solution stationnaire (Fig. 4.12) qui n'est pas encore atteinte.

Un autre diagnostic utile aux expérimentateurs est le diagramme d'émittance d'un fais-
ceau, qui permet d'en préciser les caractéristiques. Nous avons représenté sur la Figure
4.16, pour di�érents z, la position des particules dans l'espace r−θ, où θ est l'angle entre
l'axe de symétrie du dispositif et la direction de la particule. Ces diagrammes permettent
de mesurer la divergence du faisceau. On visualise très bien les aberrations dues aux non
linéarités (courbures pour les grands r). Ces diagrammes sont tracés au droit de l'élec-
trode plasma (au début (a), au milieu (b) et à la sortie (c) de l'ori�ce), et sous les autres
électrodes ((d) à (g)). Les résultats pour les r négatifs (non calculés) sont tracés par
symétrie. La divergence maximale en sortie du dispositif (z = 74 mm est de 6 10−2 rad.
Le diamètre du faisceau est alors de 9, 8 mm.
Dans la simulation de référence, le code AXCEL mesure la divergence de sortie en
z = 115 mm (Fig. 4.16 -h). Elle est identique à celle que nous trouvons. Le diamètre
du faisceau est alors de 14 mm. D'après la Figure 4.9, on peut estimer qu'il est de 9.3 mm
en z = 74 mm, ce qui est proche de notre résultat.

3. Dans toutes les graphiques représentant les particules, nous ne traçons qu'une particule sur 10, ce
qui explique certains artefacts, uniquement liés à cet échantillonage.
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Nous représentons ensuite sur la Figure 4.17 le courant mesuré sur di�érents plans. On
véri�e bien la conservation du courant au-delà de l'électrode plasma (a), ce qui est nor-
mal puisque le faisceau n'est plus intercepté par aucune électrode. Il subsiste toutefois
un problème : le courant que nous mesurons est d'environ 90 mA, ce qui est inférieur aux
109 mA théoriquement attendus. En fait, nous trouvons à l'entrée du trou un courant
de l'ordre de 105 mA (b), ce qui est conforme à nos attentes. Les 15 mA qui manquent
correspondent en fait à des particules qui ont été absorbées sous l'électrode, comme on
peut le visualiser sur la Figure 4.18 (représentation des vitesses des particules, zoom
sous l'électrode plasma). La trajectoire de ces particules est imposée par la forme des
lignes de potentiel autour de l'électrode (Figure 4.14, isopotentiels 10 V et 20 V). Cette
perte de courant est clairement liée à la forme rectangulaire que nous avons dû donner
à l'électrode, et d'ailleurs on constate que la simulation AXCEL sur le cas de référence,
où l'électrode plasma est biseautée (donc in�niment mince au niveau du trou), permet
de retrouver le courant théorique. Cela illustre bien le fait que la forme des électrodes a
une in�uence capitale sur les caractéristiques du faisceau.

Remarque. On constate que la répartition des particules est très hétérogène, puisque sur
les 710 915 particules de la simulation, il y en a 534 799 en amont de l'électrode plasma
(dont 334 043 dans la première moitié de la chambre à plasma), et seulement 76 116
au-delà. Un tel constat permet d'envisager de nouvelles perspectives de développement.
En e�et, nous avons dans ce travail utilisé une modélisation entièrement cinétique des
ions. Il pourrait être judicieux d'envisager une modélisation hydrodynamique des ions
dans une partie du plasma neutre.Cela présenterait un avantage indéniable en terme de
temps de calcul et de mémoire utilisée, puisque c'est précisément dans cette zone que l'on
rencontre le plus grand nombre de particules. Les di�cultés à prévoir résident dans le
couplage entre cette méthode �uide et la méthode cinétique Cette dernière reste néces-
saire pour décrire correctement les croisements de particules et la formation du faisceau.
Il faudrait en particulier dé�nir l'interface entre la �partie �uide� et la �partie cinétique�,
certainement dépendante du temps, et en calculer la position.

4.4.5 E�et de l'ionisation

Nous avons jusqu'ici étudié un cas sans ionisation. Nous modi�ons maintenant le cas
test en incluant une ionisation de type γ = 1, c'est-à-dire proportionnelle à la densité
électronique. L'ionisation a lieu en amont de l'électrode plasma, et nous ne créons que
des particules dont le poids est supérieur à un millième du poids des particules injectées.

Au bout de 20 000 itérations, on compte 5 500 000 particules dans le domaine. Nous
comparons sur la Figure 4.19 certains résultats de cette simulation avec le cas sans io-
nisation (particules bleues sur les diagrammes d'émittance). Le diagramme d'émittance
à l'entrée du trou de l'électrode plasma (a) est extrêmement bruité et ne permet pas de
distinguer de structure particulière. Toutefois, quand on avance dans le trou (b et c), une
structure équivalente à celle du cas sans ionisation émerge. La divergence maximum est
plus grande (0,8 rad au lieu de 0,4), mais seul un petit nombre de particules est concerné.
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Ces di�érences se sont estompées sur l'émittance mesurée à la sortie du domaine (d). Par
ailleurs, on mesure le même courant de sortie dans les deux cas (e).

Nous pouvons proposer l'explication suivante : pour savoir s'il y a e�ectivement des
collisions ionisantes, il faut comparer les dimensions du domaine en amont de l'électrode
plasma avec le libre parcours moyen des électrons, donné par

Λ =
ve
ν

=
1

ν

√
kTe
me

= x̄

√
me

2mi

= 9, 37 10−3 m,

La taille du domaine d'ionisation est ici de 30 ∆z = 7 10−3 m, légèrement inférieure
au libre parcours moyen des électrons, ce qui peut justi�er l'absence d'in�uence de l'io-
nisation visible sur les cas tests.

Remarque. Ce genre de cas illustre la nécessité d'utiliser la technique de coalescence, si
on veut que les simulations puissent s'e�ectuer dans des temps raisonnables, et en utili-
sant des capacités mémoires raisonnables : pour le cas avec ionisation, les tableaux sur les
particules, de type réels, représentent 110 Mo (contre 279 ko pour les quantités calculées
aux n÷uds).

4.5 Conclusion

Ce chapitre a permis de valider la méthode de simulation, modèle d'extraction +
code particulaire. Nous avons tout d'abord considéré des situations simples, en véri�ant
en particulier l'e�cacité de la correction de l'injection des particules. Un cas test plus
réaliste a ensuite été dé�ni en se référant à la source d'ions SILHI. Du fait de l'utilisation
d'un maillage structuré, il a fallu simpli�er la forme des électrodes. Si tous les résultats de
la simulation de référence n'ont pas été reproduits, nous avons justi�é que cela provenait
de cette simpli�cation. Nous avons toutefois retrouvé le même courant injecté Si on ne
retrouve pas exactement les mêmes résultats, nous avons véri�é que cela provenait de la
simpli�cation de la forme des électrodes, nécessaire dans la mesure où l'on travaille sur
un et la même forme de faisceau à la sortie du dispositif. Pour ce cas test, la prise en
compte de l'ionisation dans la gaine n'est pas nécessaire. La simulation avec ionisation
montre malgré tout l'intérêt d'étudier les méthodes de coalescence.
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Figure 4.9 � Cas de référence : domaine et pro�l du faisceau, simulation "AXCEL"
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Figure 4.10 � Caractéristiques de la simulation : dimensions et potentiels.
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Figure 4.11 � critères de convergence : nombre de particules et erreur sur le potentiel.
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Figure 4.12 � Représentation des particules dans l'espace (x,y), charge (a) et norme de
la vitesse (b).
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Figure 4.13 � représentation des particules dans l'espace (x,y), vitesses axiale (c) et
radiale (d).
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Figure 4.14 � Lignes de potentiel au voisinage de l'électrode plasma.
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Figure 4.15 � E�et de la charge d'espace sur la forme du faisceau.
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Figure 4.16 � Diagramme d'emittance radiale pour di�érents z. Colonne de gauche :
résultats a, b, c, h. Colonne de droite : résultats d, e, f, g.



Chapitre 4. Résultats 132

Figure 4.17 � Mesure du courant au cours du temps.
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Figure 4.18 � Absorption de particules sous l'électrode.
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Figure 4.19 � E�et de l'ionisation.
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Conclusion et perspectives

Cette thèse a été initiée à la suite d'une précédente thèse réalisée au C.E.A par B.
Bodin [5] qui introduisait une modélisation de l'extraction d'un faisceau d'ions fondée
sur la notion de surface libre. La gaine était réduite à une surface équipotentielle d'où
les ions sont extraits suivant une loi de Child-Langmuir. Dans ce travail, on négligeait
l'ionisation dans la gaine et on ne considérait que le cas d'une surface libre (ou ménisque)
convexe. Notre but était de déterminer un modèle d'extraction adaptée à la source d'ions
de TRISPAL pour laquelle le ménisque est nécessairement concave et d'aboutir à un code
numérique susceptible de déterminer les caractéristiques du faisceau d'ions.

Nous avons mis au point un modèle d'extraction qui repose sur la dé�nition d'une
frontière émissive située dans le plasma neutre et la résolution auto-consistante du système
de Vlasov-Poisson, fortement non linéaire. Lors d'une étude préalable unidimensionnelle,
la résolution d'un problème de Poisson non linéaire et la détermination de la solution
analytique de l'équation de Vlasov dans le cadre d'une hypothèse de quasi-neutralité ont
permis de calculer les valeurs du potentiel et de la fonction de distribution ionique sur cette
frontière. La véri�cation de l'hypothèse de quasi-neutralité dicte le choix de la position
de la frontière, située à quelques dizaines de longueur de Debye de l'électrode plasma.
Cette méthode revient à dé�nir de manière auto-consistante la forme et la position du
ménisque en fonction des caractéristiques du plasma. Le fait de se donner une frontière
arti�cielle dans le plasma plutôt que de la relier au ménisque permet de préciser une
fois pour toute sa position, et évite la mise au point d'algorithmes complexes de suivi
d'interface. Un modèle simple d'ionisation nous a permis de véri�er que l'ionisation dans
la gaine pouvait être négligée dans certains cas.

Pour la résolution du système de Vlasov-Poisson, nous avons utilisé une méthode par-
ticulaire instationnaire couplée à une approximation par di�érences �nies. Une technique
d'injection de particules permettant de supprimer les particules les plus lentes a été dé-
veloppée pour discrétiser la fonction de distribution sur la frontière d'émission. La non
linéarité de l'équation de Poisson a été traitée par un algorithme itératif de Newton. A
chaque itération, une méthode de gradient conjugué préconditionné, également itératif
est utilisé pour résoudre l'équation linéaire.

Devant le nombre très important de particules dans certaines simulations, nous avons
été amenés à proposer une technique de coalescence fondée sur la conservation du poids,
de la vitesse et de l'énergie des particules ainsi que de la densité aux n÷uds a�n de limiter
le nombre de particules. Ce procédé induit un bruit numérique important, du fait de la
présence dans chaque maille de particules de poids très di�érents, mais l'essentiel des
phénomènes physiques est néanmoins préservé.
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Les deux problèmes unidimensionnels que nous avons résolus nous ont fourni un pre-
mier moyen de validation de la méthode d'injection et de la résolution numérique. A
titre d'application et de validation, nous avons abordé le problème de l'optimisation de
faisceau à l'aide du code de simulation PIC 2D axisymétrique que nous avons élaboré. Du
fait de l'adimensionnement des équations, cette optimisation peut être e�ectuée par une
étude paramétrique sur les variations d'un paramètre qui dépend des caractéristiques du
plasma source. Si nous n'avons pas exactement retrouvé les résultats des expériences et
ceux de simulations numériques réalisées à l'aide d'un code industriel, nous avons établi
que la di�érence entre ces résultats et ceux de nos simulations numériques provenait d'une
simpli�cation excessive des électrodes d'extraction, et non de la méthode d'injection elle-
même.

Cette constatation nous ouvre une perspective immédiate : il s'agit d'intégrer notre
procédure d'injection à un code plus élaboré, tel que le code M2V du Service de Phy-
sique des Plasmas et d'Electromagnétisme. Ce code, qui peut résoudre le système de
Vlasov-Poisson sur des maillages non structurés, doit permettre de modéliser les formes
d'électrodes complexes que l'on trouve dans les systèmes d'extraction, et ainsi de retrou-
ver réellement les résultats passés. Il sera alors possible de réaliser une étude paramétrique
poussée de manière à optimiser les propriétés physiques et géométriques du faisceau. Dans
l'optique d'une utilisation intensive d'un code basé sur notre modèle d'injection, la vitesse
de calcul est un élément important.

Nous avons établi que le temps de calcul est fortement grevé par le nombre important
de particules situées dans la chambre à plasma. Une modélisation hydrodynamique de
cette zone, conduisant à une résolution plus rapide, peut être envisagée puisqu'une part
importante de la chambre à plasma ne connaît pas de phénomènes transverses. Dans ce
cas, il faut prévoir un couplage entre cette méthode hydrodynamique et la méthode ciné-
tique qui reste nécessaire au-delà de la gaine, dé�nir une interface entre les modélisation
et être capable de calculer sa position au cours du temps. Des travaux allant dans ce sens
ont été entrepris au laboratoire de Los Alamos, et peuvent donner des premières pistes
[32][33].

Il serait intéressant de dériver de notre étude un modèle d'injection adapté à plusieurs
espèces ioniques. Dans ce cas, on peut également déterminer une forme analytique des
fonctions de distributions ioniques, semblables à celle que nous avons trouvée. La première
di�culté qui apparaît est le calcul à partir de ces distributions des densités de courant
nécessaires au calcul des poids des particules [10].

On peut également prévoir l'amélioration de la procédure de coalescence pour pouvoir
l'adapter à des problèmes qui font intervenir des champs magnétiques, ce qui nécessite-
rait, outre la conservation de la densité aux n÷uds, celle de la densité de courant.

Nous terminons en disant que si, à l'origine, ces travaux était directement liés au
projet TRISPAL, les éléments qui ont été développés peuvent être appliqués à d'autres
études. La technique d'injection des particules n'étant pas lié à la position ou à la forme
du ménisque, on peut l'adapter à d'autres sources d'ions, de même que la méthode de
coalescence peut avoir d'autres applications, au-delà de la physique des faisceaux.
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Deuxième partie

Modélisation d'un plasma d'anode
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Notations employées dans la seconde

partie

L'indice α désigne une espèce de particule. Les quantités se rapportant aux ions, aux
électrons et aux neutres sont indicés respectivement par i, e, a. Sauf exception signalée,
les unités utilisées sont celles du Système International.

Constantes physiques
e : charge de l'électron.
k : constante de Boltzmann
h : constante de Planck
mi : masse du proton
me : masse de l'électron
εion : énergie d'ionisation de l'atome d'hydrogène

Symboles

J0 : densité du courant extérieur, α =
mi

e
J0

E : champ électrique.
nα, ρα : densité, densité de masse pour l'espèce α
pα, Tα,uα,Wα : pression, température, vitesse, énergie totale pour l'espèce α
Cα,β, Dα,β : termes de collisions en entre les particules α et β
να,β, Ωα,β : fréquences de collisions associées à ces termes
Kion, Krec : coe�cients d'ionisation et de recombinaison
γ : rapport des chaleurs spéci�ques
λD : longueur de Debye

xl : position de l'interface entre la zone de chau�age et la zone d'expansion du plasma
U, F : inconnue et �ux d'un système hyperbolique écrit sous forme conservative
U : inconnue d'un système hyperbolique écrit sous forme non conservative
Y : fonction de Heaviside
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Chapitre 5

Etablissement des modèles et propriétés

5.1 Introduction

Le but de cette partie est de proposer une modélisation de la formation et de la
détente d'un plasma créé au voisinage d'une anode par un courant extérieur. En suivant la
nomenclature exposée dans l'introduction générale (page 15), le domaine d'étude recouvre
les trois zones suivantes :
• zone d'ionisation (2) : ionisation et dissociation de l'hydrogène moléculaire, sous
l'action du faisceau d'électrons.
• zone de chau�age (3) : chau�age résistif du plasma totalement ionisé.
• zone d'expansion (4) : détente libre du plasma dans le vide, découplée de la décharge.

Figure 5.1 � Rappel du découpage du domaine d'étude.

En amont de ce domaine, des conditions limites sont données à l'interface entre l'anode
(zone 1) et la zone d'ionisation. Le plasma se détend sans contrainte en aval du domaine.

Nous commençons par présenter un modèle susceptible de décrire la création et l'ex-
pansion du plasma (Section 5.2). Nous le quali�ons de modèle global dans la mesure où
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il doit être valable sur l'ensemble du domaine d'étude, et par opposition au modèle sim-
pli�é présenté par la suite. Nous examinons d'un point de vue mathématique le système
ainsi obtenu, en montrant qu'il est possible de l'écrire sous forme conservative dans une
formulation en entropie. Nous constatons également que l'hyperbolicité du système n'est
pas toujours assurée, ce qui laisse présager de di�cultés numériques lors de la résolution.
Nous présentons ensuite un modèle plus simple, limité à un plasma entièrement ionisé
(Section 5.3). Ce modèle, dérivé du modèle global, permet de décrire le chau�age et la
propagation du plasma (restriction aux zones 3 et 4). Il présente en outre des propriétés
mathématiques semblables à celles du modèle global, et nous servira donc à illustrer la
résolution numérique dans le chapitre suivant.

5.2 Modèle global

Le courant établi entre les deux électrodes rejoint l'anode en un point quelconque. Des
ions y sont alors formés, ce qui tend à attirer les électrons du courant autour du point
d'impact initial. La surface a�ectée par le courant, appelée 'spot anodique' 1, se stabilise.
Son aire, notée S, est estimée expérimentalement.

Figure 5.2 � Dé�nition de la densité de courant extérieur.

Nous supposons que le courant a atteint un régime stationnaire ; son intensité I, est
constante. Ces deux grandeurs étant données, on en déduit la densité du courant extérieur
à l'interface anode/plasma :

J0
0 =

1

S
I.

A partir de là, la densité du courant extérieur J0 est dé�nie comme une fonction dépen-
dant de la position, et véri�ant J0 = J0

0 sur l'interface. C'est cette quantité qui permettra
de quanti�er les in�uences extérieurs sur le plasma (chau�age).

Nous adoptons une modélisation hydrodynamique du plasma (dense). Nous considé-
rons un plasma partiellement ionisé formé de trois populations de particules : les électrons
(indicés par e), les ions (i), et des neutres (a). Les ions sont simplement chargés, de sorte
que

qe = −e qi = e qa = 0.

1. De la même façon, un 'spot cathodique' se forme à l'autre extrémité du faisceau d'électrons [49].
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Chaque espèce α est caractérisée par sa densité nα, sa masse mα, sa température Tα,
sa pression pα, sa vitesse uα et sa densité d'énergie Wα. Pour un gaz monoatomique, le

rapport des chaleurs spéci�ques est γ =
5

3
; on note k la constante de Boltzmann.

5.2.1 Lois de conservation

Ecrivons pour chaque espèce α, sous forme di�érentielle, les lois de conservation de la
densité

∂nα
∂t

+∇.(nαuα) =

(
∂nα
∂t

)
ion

, (5.1)

de la quantité de mouvement

mα{
∂

∂t
(nαuα) +∇.(nαuα ⊗ uα)}+∇pα = qαnαE +

∑
β 6=α

Cαβ, (5.2)

et de l'énergie
∂Wα

∂t
+∇.((Wα + pα)uα) = qαnαuα.E +

∑
β 6=α

Dαβ, (5.3)

avec la relation de fermeture
pα = nαkTα. (5.4)

Dans (5.2) et (5.3), E désigne le champ électrique.

Les collisions sont prises en compte dans le second membre de l'équation (5.1),

(
∂nα
∂t

)
ion

étant le taux de variation de la densité des particules de l'espèce α dû à la réaction d'io-
nisation et de recombinaison

e+ a� 2e+ i, (5.5)

D'autre part, les termes Cαβ et Dαβ dans les équations (5.2) et (5.3) traduisent respecti-
vement l'échange de quantité de mouvement et l'échange d'énergie du fait des collisions
α− β. Ces termes seront explicités plus loin. Ils véri�ent

Cαβ = −Cβα,

Dαβ = −Dβα.

En choisissant d'associer l'énergie d'ionisation εion à l'énergie électronique, nous écrivons

Wα =


ne

(
kTe
γ − 1

+
1

2
me |ue|2 + εion

)
, α = e

nα

(
kTα
γ − 1

+
1

2
mα |uα|2

)
, α = i, a.

En outre, en l'absence de champ magnétique, les densités ioniques et électroniques sont
reliées au champ électrique par l'équation de Poisson,

∇.E =
e

εo
(ni − ne).
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Comme dans la première partie, on a E = −∇Φ, et l'équation de Poisson s'écrit

−∆Φ =
e

εo
(ni − ne).

On adimensionne cette équation, en notant L la taille du domaine et en considérant les
grandeurs caractéristiques 

Φ̄ =
e

kTe
x̄ = L
n̄ = na.

Contrairement à la situation envisagée dans la Première Partie (Section 1.4), on connaît
ici la dimension du domaine d'étude, ce qui permet de prendre x̄ = L. En désignant de
façon générique par A′ la variable adimensionnée associée à la variable réelle A et véri�ant
A = A′Ā, l'équation de Poisson s'écrit

n′i − n′e =
1

L2

kTeε0

e2na(0)
∆′Φ′ =

(
λD
L

)2

∆′Φ′,

d'où, en enlevant les ′, (
λD
L

)2

∆Φ = ni − ne, (5.6)

où λD désigne la longueur de Debye. Nous allons maintenant faire plusieurs hypothèses
de façon à simpli�er ce modèle. On considère tout d'abord que

(i) les dimensions du domaine et les caractéristiques du plasma (densité, température)
impliquent que

λD � L.

En supposant que le potentiel ne varie pas trop fortement, cette hypothèse et l'équa-
tion de Poisson (5.6) permettent de considérer que

(ii) le plasma est quasi-neutre, de densité

ne = ni = n. (5.7)

Nous supposons également que

(iii) la densité de courant J du plasma est donnée égale à J0, c'est-à-dire

J = e(niui − neue) = en(ui − ue) = J0, (5.8)

ce qui revient à négliger le courant interne du plasma devant le courant extérieur.

(iv) Les ions et les atomes neutres se comportent comme un même �uide, i.e.

ui = ua = u,
Ti = Ta = T.

(5.9)

Pour faire cette hypothèse, nous supposons que les ions créés à partir des atomes
ont la même vitesse et la même température qu'eux, et que les e�ets du champ
électrique ne sont pas su�sants pour ensuite di�érencier les ions des atomes.
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(v) Nous supposons que l'inertie des électrons est faible, c'est-à-dire que les termes
convectifs dans l'équation de conservation de la quantité de mouvement des électrons
sont négligés, et que l'énergie cinétique des électrons est négligée devant leur énergie
potentielle.

Nous allons maintenant réécrire les équations de conservation en fonction de ces hy-
pothèses.

Conservation de la densité

Les taux de variation des densités ionique et électronique sont identiques et véri�ent(
∂ne
∂t

)
ion

=

(
∂ni
∂t

)
ion

=

(
∂n

∂t

)
ion

= Kionnna −Krecn
3 (5.10)

où Kion et Krec sont respectivement les coe�cients d'ionisation et de recombinaison de
la réaction (5.5) [44]. De plus, la variation des neutres est l'inverse de celle des particules
chargées : (

∂na
∂t

)
ion

= −
(
∂n

∂t

)
ion

.

En tenant compte de l'hypothèse (5.7), les équations de conservation de la densité s'écrivent
donc

∂n

∂t
+∇.(nue) =

(
∂n

∂t

)
ion

,

∂n

∂t
+∇.(nu) =

(
∂n

∂t

)
ion

,

∂na
∂t

+∇.(nau) = −
(
∂n

∂t

)
ion

.

On en déduit que

∂

∂t
(n+ na) +∇.((n+ na)u) = 0, (5.11)

et d'autre part, avec l'hypothèse (5.8), que

∇.J0 = 0. (5.12)

On complète alors les équations (5.11) et (5.12) par

∂na
∂t

+∇.(nau) = Kionnna −Krecn
3. (5.13)

Les équations de conservation de la densité se réduisent donc aux équations (5.11),(5.12)
et (5.13).
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Conservation de la quantité de mouvement

Compte tenu des hypothèses (ii), (iv) et (v), les équations (5.2) et (5.4) donnent

∇pe = −enE + Cei + Cea, (5.14)

mi{
∂

∂t
(nu) +∇.(nu⊗ u)}+∇pi = enE + Cie + Cia,

ma{
∂

∂t
(nau) +∇.(nau⊗ u)}+∇pa = Cae + Cai.

Puisque me � ma, la masse des ions est sensiblement égale à la masse des atomes
d'hydrogène, soit mi ' ma. En sommant les équations relatives aux �lourds� (les ions et
les neutres), on obtient

mi{
∂

∂t
((na + n)u) +∇.((na + n)u⊗ u)}+∇p = enE−Cei −Cea, (5.15)

en posant
p = pa + pi = (n+ na)kT. (5.16)

Si on somme les équations (5.14) et (5.15) on trouve que

mi{
∂

∂t
((na + n)u) +∇.((na + n)u⊗ u)}+∇(pe + p) = 0, (5.17)

Les équations de conservation de la quantité de mouvement se réduisent ainsi aux équa-
tions (5.14), (5.15), 5.16) ou encore de façon équivalente aux équations (5.14), (5.16),
(5.17).

Conservation de l'énergie

L'hypothèse (5.8) sur le courant permet d'exprimer la vitesse électronique en fonction
de celle des lourds,

ue = u− 1

en
J0, (5.18)

et l'hypothèse (v) permet de négliger l'énergie cinétique des électrons devant leur énergie
potentielle et l'énergie d'ionisation, soit

We = ne

(
kTe
γ − 1

+ εion

)
.

En vertu de (5.14), l'équation de conservation de l'énergie des électrons devient

∂We

∂t
+∇.((We + pe)ue) = ue∇pe +Dei − ue.Cei +Dea − ue.Cea. (5.19)

En sommant les équations de conservation de l'énergie relatives aux lourds et en utilisant
(5.14), on obtient

∂W

∂t
+∇.((W + p)u) = −u∇pe − (Dei +Dea − u.(Cei + Cea)) (5.20)
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avec

W = Wi +Wa = (n+ na)

(
kT

γ − 1
+

1

2
mi |u|2

)
.

Les équations de conservation de l'énergie sont donc équivalentes aux équations (5.19) et
(5.20) où ue est donnée par (5.18). Les équations (5.19) et (5.20) ne sont pas conservatives.

Avant d'aller plus loin, explicitons les termes de collisions, qui n'interviennent plus que
dans la conservation de l'énergie. De manière générale [12], Cα,β et Dαβ sont respective-
ment de la forme

Cαβ = −mαnαναβ(uα − uβ)

et

Dαβ = −mαnαναβ
mαuα +mβuβ
mα +mβ

.(uα − uβ)− nαΩαβk

γ − 1
(Tα − Tβ),

Les termes ναβ et Ωαβ sont des fréquences de collision α− β qui véri�ent les relations Ωei = 2
me

mi

νei

Ωea = 2
me

ma

νea
.

et

mαnαναβ = mβnβνβα,

nαΩαβ = nβΩαβ.

En supposant, et c'est ce qui sera fait dans la suite, que

me

mi

|ue| � |u| , (5.21)

on obtient en particulier

Deβ = −menνeβu.(ue − u)− nΩeβk

γ − 1
(Te − T )

= u.Ceβ −
nΩeβk

γ − 1
(Te − T ).

On trouve ainsi

Cei + Cea = −men(νei + νea)(ue − u), (5.22)

Dei +Dea − u.(Cei + Cea) = − nk

γ − 1
(Ωei + Ωea)(Te − T ). (5.23)

En utilisant ces deux dernières relations, l'équation de conservation (5.19) devient

∂We

∂t
+∇.((We + pe)ue)− ue.∇pe = (u− ue).(Cei + Cea)−

nk

γ − 1
(Ωei + Ωea)(Te − T ),
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soit
∂We

∂t
+∇.((We+pe)ue)−ue.∇pe = −men(νei + νea) |ue − u|2︸ ︷︷ ︸− nk

γ − 1
(Ωei + Ωea)(Te − T )︸ ︷︷ ︸ .

Les termes sources de cette équation sont de deux types : le premier terme est identi�able
à un chau�age par e�et Joule tandis que le deuxième est un terme de relaxation vers
l'équilibre thermique.

L'équation (5.20) sur les lourds donne quant à elle

∂W

∂t
+∇.((W + p)u) + u.∇pe =

nk

γ − 1
(Ωei + Ωea)(Te − T ),

avec uniquement le terme de relaxation au second membre.
La di�érence de la nature des seconds membres de ces deux équations rend compte

du fait que ce sont les électrons qui sont chau�és par le courant extérieur. L'énergie
qu'ils reçoivent ainsi est ensuite transférée aux lourds par l'intermédiaire des termes de
relaxation.

Bilan : système de lois de conservation

En remplaçant ue par sa valeur tirée de (5.18), on ferme le système de lois de conser-
vation et on obtient �nalement le modèle à deux températures :

∂

∂t
(n+ na) +∇.((n+ na)u) = 0

∂na
∂t

+∇.(nau) = Kionnna −Krecn
3

mi{
∂

∂t
((na + n)u) +∇.((na + n)u⊗ u)}+∇(pe + p) = 0

∂W

∂t
+∇.((W + p)u) + u.∇pe =

nk

γ − 1
(Ωei + Ωea)(Te − T )

∂We

∂t
+∇.

(
(We + pe)(u−

J0

en
)

)
− (u− J0

en
).∇pe =

me

e2

νei + νea
n

|J0|2 −
nk

γ − 1
(Ωei + Ωea)(Te − T ).

(5.24)
Le système (5.24) est complété par les �équations d'état�

pe = nkTe, p = (n+ na)kT

W = (n+ na)

(
kT

γ − 1
+

1

2
ma |u|2

)
We = ne

(
kTe
γ − 1

+ εion

)
.

(5.25)

Remarque. L'équation de conservation de la quantité de mouvement des électrons, (5.14)
ainsi que l'équation (5.22) permettent d'exprimer le champ électrique sous la forme

E =
1

en
(Cei + Cea −∇pe) =

1

en
(men(νei + νea)(u− ue)−∇pe) ,

c'est-à-dire

E =
me(νei + νea)

e2n
Jo −

1

en
∇pe.
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5.2.2 Hyperbolicité du modèle

Ecriture du modèle en variables U = (n+ na, na,u, pe, p)

Nous allons maintenant examiner les propriétés d'hyperbolicité du modèle (5.24),
(5.25). Il est alors agréable de travailler avec le système en variables p et pe, qui possède
les mêmes propriétés que le système en variables W et We.

Compte tenu de la première équation de (5.24), on a

∂

∂t
((n+ na)u) +∇.((n+ na)u⊗ u) = (n+ na)(

∂u

∂t
+ u∇.u),

de sorte que la troisième équation de (5.24) devient

∂u

∂t
+ u∇.u +

1

mi(n+ na)
∇(p+ pe) = 0. (5.26)

Passons à l'équation de conservation de l'énergie des électrons (5.19). On note que

We =
1

γ − 1
pe + nεion,

si bien que

∂We

∂t
+∇.((We+pe)ue)−ue.∇pe =

1

γ − 1
(
∂pe
∂t

+ue.∇pe)+
γ

γ − 1
pe∇.ue+εion(

∂n

∂t
+∇.(nue)).

Il en découle que l'équation (5.19) s'écrit

∂pe
∂t

+ ue.∇pe + γpe∇.ue = Se,

l'équation (5.1) permettant d'exprimer le second membre sous la forme

Se = (γ − 1)

(
Dei +Dea − ue. (Cea + Cei)−

(
∂n

∂t

)
ion

εion

)
.

En exprimant les termes de collision en fonction de leurs valeurs établies dans la section
précédente, il est équivalent d'écrire que

Se = (γ − 1)

(
me

e2

νei + νea
n

|J0|2 + εion
(
Krecn

3 +Kionnna
))

− nk(Ωei + Ωea)(Te − T ).

Il reste à transformer la quatrième équation (ou équation de conservation de l'énergie des
lourds), avec

W =
1

γ − 1
p+

1

2
(n+ na)mi |u|2 .

On a d'une part

∂W

∂t
=

1

γ − 1

∂p

∂t
+

1

2
mi |u|2

∂

∂t
(n+ na) + (n+ na)miu.

∂u

∂t
,
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et d'autre part

(W + p)u =
γ

γ − 1
pu +

1

2
mi(n+ na)u |u|2 ,

soit

∇.((W + p)u) =
γ

γ − 1
∇. (pu) +

1

2
mi |u|2∇.((n+ na)u) +mi(n+ na)u.(u∇.u).

On en déduit

∂W

∂t
+∇.((W + p)u) + u.∇pe =

1

γ − 1

∂p

∂t
+

γ

γ − 1
∇. (pu) +

+
1

2
mi |u|2

(
∂

∂t
(n+ na) +∇.((n+ na)u)

)
+

+ (n+ na)miu.

(
∂u

∂t
+ u∇.u

)
+ u.∇pe

c'est-à-dire, en utilisant (5.11) et (5.26),

∂W

∂t
+∇.((W + p)u) + u.∇pe =

1

γ − 1

∂p

∂t
+

γ

γ − 1
∇. (pu)

− u.∇(p+ pe) + u.∇pe
d'où �nalement

∂W

∂t
+∇.((W + p)u) + u.∇pe =

1

γ − 1
(
∂p

∂t
+ u.∇p) +

γ

γ − 1
p∇.u.

Ainsi l'équation de conservation de l'énergie des lourds (5.20) devient

∂p

∂t
+ u.∇p+ γp∇.u = S,

avec
S = −(γ − 1)(Dei +Dea − u.(Cei + Cea))

ou, de manière équivalente avec (5.23),

S = nk(Ωei + Ωea)(Te − T ).

En résumé, on peut écrire le système (5.24) sous la forme équivalente suivante :

∂

∂t
(n+ na) +∇.((n+ na)u) = 0

∂na
∂t

+∇.(nau) = Kionnna −Krecn
3

∂u

∂t
+ u∇.u +

1

mi(n+ na)
∇(p+ pe) = 0

∂p

∂t
+ u.∇p+ γp∇.u = S

∂pe
∂t

+ ue.∇pe + γpe∇.ue = Se,

(5.27)

en rappelant que ue est donnée par

ue = u− 1

en
J0.
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Calcul des valeurs propres

Pour étudier l'hyperbolicité du système (5.27), nous nous plaçons dans le cas mono-
dimensionnel plan. Nous introduisons en outre la densité de masse des lourds,

ρ = mi(n+ na).

Le système s'écrit

∂

∂t


ρ
na
u
p
pe

+M ∂

∂x


ρ
na
u
p
pe

 = second membre, (5.28)

avec

M =


u 0 ρ 0 0
0 u na 0 0
0 0 u 1/ρ 1/ρ
0 0 γp u 0

γpeJ0

emin2

−γpeJ0

en2
γpe 0 ue

 .

En dé�nissant la vitesse du son du �uide global (électrons + ions + neutres) par

c =

√
γ(pe + p)

ρ
,

on calcule les valeurs propres deM, qui sont
λ1 = u− c

λ2 = ue = u− J0

en
λ3 = λ4 = u
λ5 = u+ c.

La numérotation des valeurs propres ne présage pas de l'ordre de λ1 et λ2. Un point

sonique peut apparaître si u = c ou si u =
J0

en
.

Vecteurs propres et nature des champs caractéristiques

Les vecteurs propres à droite associés aux cinq valeurs propres sont respectivement

r1 =

(
1,
na
ρ
,− c

ρ
,
γp

ρ
,
γpe
ρ

)t
,

r2 =

(
1,
na
ρ
,− J0

enρ
,
γp

ρ
,
J2

0

e2n2
− γp

ρ

)t
,
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r3 =

(
1, 1, 0,

mi − 1

min
,
1−mi

min

)t
,

r4 =

(
1,−1, 0,−1 +mi

min
,
1 +mi

min

)t
et

r5 =

(
1,
na
ρ
,
c

ρ
,
γp

ρ
,
γpe
ρ

)t
.

Le sous-espace propre associé à la valeur propre double u est bien de dimension 2.
On peut calculer 

∇λ1(U) · r1(U) = − c

2ρ
(γ + 1) 6= 0 ∀U

∇λ2(U) · r2(U) = 0 ∀U
∇λ3(U) · r3(U) = 0 ∀U
∇λ4(U) · r4(U) = 0 ∀U
∇λ5(U) · r5(U) =

c

2ρ
(γ − 1) 6= 0 ∀U .

Les champs caractéristiques associés aux valeurs propres u et ue sont donc Linéairement
Dégénérés (LD) et correspondent à une discontinuité de contact, tandis que les champs
associés à u−c et u+c sont Vraiment Non Linéaires (VNL). Les ondes associées sont donc
soit un choc, soit une onde de raréfaction. La première possibilité est à écarter, puisque
physiquement on ne s'attend pas à la présence d'ondes de choc. Puisque les champs sont
soit LD soit VNL, le système est dit convexe.

Si

J0

en
6= c,

le système (5.28) hors équilibre est hyperbolique (non strictement). Dans le cas contraire,

les valeurs propres λ2 = ue = u− J0

en
et λ1 = u− c sont égales. On a alors

r1 = r2.

Autrement dit, λ1 = λ2 est une valeur propre double, tandis que le sous-espace propre
correspondant est de dimension 1 : le système n'est plus hyperbolique. On parle alors de
résonnance non linéaire. Cette perte locale de l'hyperbolicité, liée à la construction du
modèle, entraîne un comportement non physique de la solution qui sera évoqué dans le
Chapitre 6. Pour plus de détails sur ces résonnances, nous renvoyons le lecteur à [25].

Nous traduisons cette perte locale en disant que le système (5.27), est faiblement hy-
perbolique.

Remarque. Perte de l'hyperbolicité à l'Equilibre Thermodynamique Local.
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Supposons qu'on est à l'équilibre thermodynamique local (ETL). Cette hypothèse est
faite en considérant que les temps caractéristiques d'ionisation sont petits, et donc que le
système relaxe vers un état d'équilibre.

Cela implique tout d'abord que les collisions n'entraînent pas de variation de la densité
(équilibre stationnaire), soit (

∂n

∂t

)
ion

= 0,

ou, avec (5.10),
Kionnna = Krecn

3.

Cela permet de remplacer la deuxième équation du système (5.27) (conservation de la
densité des neutres) par

na = (Keq(Te))
−1 n2 (5.29)

avec

Keq =
Kion

Krec

.

Dans le cas de l'ETL, Keq véri�e en outre la loi de Saha [14], qui s'écrit (pour un atome
d'hydrogène)

Keq(Te) =

(
2πmekTe

h2

)3/2

exp

(
−εion
kTe

)
(5.30)

où h est la constante de Planck, et εion l'énergie d'ionisation de l'atome d'hydrogène.
En notant toujours

ρ = mi(n+ na)

la densité de masse des �lourds�, la relation (5.29) permet d'écrire

ρ = mi

(
n+

n2

Keq(Te)

)
ce qui donne

n(ρ, Te) =
Keq(Te)

2

(√
1 +

4ρ

miKeq(Te)
− 1

)
.

Comme pe = nkTe, on peut déterminer

n(ρ, pe) = n(ρ, Te).

Le modèle à l'ETL conduit donc à un nouveau système dont la partie homogène s'écrit,
en variables (ρ, u, p, pe)

∂ρ

∂t
+

∂

∂x
(ρu) = 0

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+

1

ρ

∂

∂x
(p+ pe) = 0

∂p

∂t
+ γp

∂u

∂x
+ u

∂p

∂x
= 0

∂pe
∂t

+ γpe
∂u

∂x
+ ue

∂pe
∂x
− γpeJ0

e

∂

∂x

(
1

n(ρ, pe)

)
= 0.
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On a
∂

∂x

(
1

n(ρ, pe)

)
= − 1

n2

(
∂n

∂ρ

∣∣∣∣
Pe

∂ρ

∂x
+

∂n

∂pe

∣∣∣∣
ρ

∂pe
∂x

)
,

de sorte que la dernière équation du système devient

∂pe
∂t

+
γpeJ0

en2

(
∂n

∂ρ

∣∣∣∣
Pe

)
∂ρ

∂x
+ γpe

∂u

∂x
+

(
u− J0

en
+
γpeJ0

en2

(
∂n

∂pe

∣∣∣∣
ρ

))
∂pe
∂x

= 0

Nous n'entrerons pas dans le détail de la dérivation de n par rapport à ρ et pe ni du calcul
du polynôme caractéristique du système. Disons qu'il est possible de trouver des valeurs
de Te pour lesquelles l'hyperbolicité n'est plus vraie. Il semble toutefois di�cile d'obtenir
un critère précis d'hyperbolicité. On ne peut la garantir que dans la limite Te −→ 0 ou
Te −→∞.

5.2.3 Ecriture conservative : passage en entropie

Les deux équations de conservation d'énergie (5.19) et (5.20) ne sont pas conserva-
tives. En vue de la résolution numérique, il serait agréable de pouvoir écrire le système
(5.27) sous forme conservative, et ainsi utiliser des méthodes classiques. Ceci s'e�ectue
simplement en formulant ces équations d'énergie en terme d'entropies. Ce passage a été
suggéré par F. Coquel. Ceci est légitime dans la mesure où les solutions physiques que
nous envisageons ne présentent pas de choc.

De manière standard pour un gaz parfait, l'entropie (physique) est de la forme

s = s0 + Cv log
( p
nγ

)
.

Cas des électrons

On remarque que
pe
nγ

, et plus généralement toute fonction concave de
pe
nγ

est une

entropie.
On évalue d'abord

∂

∂t

(
n
pe
nγ

)
+∇.

(
nue

pe
nγ

)
:

on a

∂

∂t

(
n
pe
nγ

)
+∇.

(
nue

pe
nγ

)
=

1

nγ−1

(
∂pe
∂t

+∇.(peue)
)

+ (1− γ)
pe
nγ

(
∂n

∂t
+ ue.∇n

)
.

Mais, utilisant d'une part la cinquième équation de (5.27 ),

∂pe
∂t

+∇.(peue) = Se + (1− γ)pe∇.ue (5.31)

et d'autre part l'équation de conservation de la densité des électrons,

∂n

∂t
+ ue.∇n =

(
∂n

∂t

)
ion

− n∇.ue, (5.32)
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on obtient
∂

∂t

(
n
pe
nγ

)
+∇.

(
nue

pe
nγ

)
=

1

nγ−1
Se + (1− γ)

pe
nγ

(
∂n

∂t

)
ion

qui est une équation conservative.

Plus généralement, on cherche une loi de conservation pour l'entropie s = Φ
( pe
nγ

)
, où

Φ est une fonction concave. On écrit

∂

∂t

(
nΦ
( pe
nγ

))
+∇.

(
nueΦ

( pe
nγ

))
=

= Φ
( pe
nγ

)(∂n
∂t

+∇. (nue)

)
+ Φ′

( pe
nγ

)(
n
∂

∂t

( pe
nγ

)
+ nue.∇

( pe
nγ

))
.

En utilisant (5.31) et (5.32), on obtient à nouveau l'équation de conservation

∂

∂t

(
nΦ
( pe
nγ

))
+∇.

(
nueΦ

( pe
nγ

))
=

=
(

Φ
( pe
nγ

)
− γ pe

nγ
Φ′
( pe
nγ

))(∂n
∂t

)
ion

+
1

nγ−1
Φ′
( pe
nγ

)
Se.

On peut en fait simpli�er le second membre de cette loi de conservation pour le choix
particulier de la fonction Φ

Φ(a) = a

1

γ ,

de sorte que
Φ(a) = γaΦ′(a). (5.33)

On obtient alors
∂

∂t
pγe +∇.(uepγe ) =

1

nγ−1
Φ′
( pe
nγ

)
Se.

Puisque

Φ′
( pe
nγ

)
=

1

γ
nγ−1p

1−γ
γ

e ,

on obtient �nalement

∂

∂t

(
p

1
γ
e

)
+∇.

(
uep

1
γ
e

)
=

1

γ
Sep

1−γ
γ

e .

Cas des lourds

La technique est la même : on évalue

∂

∂t

(
(n+ na)

p

(n+ na)γ

)
+∇.

(
(n+ na)u

p

(n+ na)γ

)
=

=
1

(n+ na)γ−1

(
∂p

∂t
+ u.∇p+ p∇.u

)
− (γ − 1)

p

(n+ na)γ

(
∂

∂t
(n+ na) + u.∇ (n+ na)

)
=

1

(n+ na)γ−1
(S − (γ − 1)p∇.u) + (γ − 1)

p

(n+ na)γ
(n+ na)∇.u,
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soit
∂

∂t

(
p

(n+ na)γ

)
+∇.

(
p

(n+ na)γ
u

)
=

S
(n+ na)γ−1

.

De la même façon que précédemment, on trouve

∂

∂t

(
(n+ na)Φ

(
p

(n+ na)γ

))
+∇.

(
(n+ na)uΦ

(
p

(n+ na)γ

))
=

=
1

(n+ na)γ−1
Φ′
(

p

(n+ na)γ

)
S.

En particulier, si Φ est de la forme (5.33), on obtient

∂

∂t

(
p

1
γ

)
+∇.

(
up

1
γ

)
=

1

γ
Sp

1−γ
γ .

Bilan

Le système (5.27) s'écrit donc sous la forme conservative

∂

∂t
(n+ na) +∇.((n+ na)u) = 0

∂na
∂t

+∇.(nau) = Kionnna −Krecn
3

∂

∂t
((na + n)u) +∇.

(
(na + n)u⊗ u +

1

mi

(pe + p)

)
= 0

∂

∂t
((n+ na)s) +∇. ((n+ na)su) =

1

γ
Sp

1−γ
γ

∂

∂t
(nse) +∇. (nseue) =

1

γ
Sep

1−γ
γ

e ,

(5.34)

avec les variables (n+ na, na, (n+ na)u, (n+ na)s, nse), les entropies étant dé�nies par

s =
p

1
γ

n+ na
et

se =
p

1
γ
e

n
.

Rappelons que
S = nk(Ωei + Ωea)(Te − T ).

et

Se = (γ − 1)

(
me

e2

νei + νea
n

|J0|2 + εion
(
Krecn

3 +Kionnna
))

− nk(Ωei + Ωea)(Te − T ),

A l'instar du système (5.27) écrit sous forme non conservative, le système (5.34) est
"convexe" et faiblement hyperbolique (le système est résonnant si J0 = cen). L'avantage
de cette formulation conservative est double : d'une part elle permet l'application de
méthodes classiques, et d'autre part elle rend le système plus robuste [30].
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5.3 Etablissement d'un modèle totalement ionisé

La résolution numérique du modèle général présente de nombreuses di�cultés numé-
riques. On s'attend notamment à ce que l'ionisation se fasse dans une couche limite, ce qui
nécessite des traitements numériques adéquats [30]. Nous proposons dans cette section un
modèle plus simple, limité à un plasma totalement ionisé. Il est néanmoins physiquement
représentatif, et conduit à un système possédant les mêmes propriétés d'hyperbolicité
que dans le cas général. Les méthodes mises en oeuvre en vue de sa résolution numérique
(Chapitre 6) pourront donc être appliquées pour la recherche de la solution dans le cas
général.

5.3.1 Elaboration du modèle simpli�é

Nous repartons du système (5.24), écrit sous forme non conservative :

∂

∂t
(n+ na) +∇.((n+ na)u) = 0

∂na
∂t

+∇.(nau) = Kionnna −Krecn
3

mi{
∂

∂t
((na + n)u) +∇.((na + n)u⊗ u)}+∇(pe + p) = 0

∂W

∂t
+∇.((W + p)u) + u.∇pe = n(Ωei + Ωea)k(Te − T )

∂We

∂t
+∇.

(
(We + pe)(u−

J0

en
)

)
− (u− J0

en
).∇pe =

me

e2

νei + νea
n

|J0|2 − n(Ωei + Ωea)k(Te − T ),

(5.35)
avec 

pe = nkTe, p = (n+ na)kT

W = (n+ na)

(
kT

γ − 1
+

1

2
ma |u|2

)
We = ne

(
kTe
γ − 1

+ εion

) . (5.36)

Le plasma est supposé entièrement ionisé, de sorte que na = 0. Avec cette hypothèse,
nous limitons le champ d'application de ce modèle à la zone de chau�age et à la zone
d'expansion. Ce modèle devra être complété par de nouvelles conditions limites à gauche
qui seront données dans la Section 5.3.3.

La deuxième équation de (5.35) disparaît donc, et la première devient

∂

∂t
n+∇.(nu) = 0.

En outre, on a νea = Ωea = 0 d'une part, et εion = 0 d'autre part.
Les hypothèses (i-v) de la Section (5.2.1) demeurent valables. On suppose maintenant

que les ions sont froids, de sorte que

T + Te ' Te.
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Cela permet de se ramener à un modèle à une température. Cette hypothèse (vi), justi�ée
par la Remarque 2, (page 159), et la quasi-neutralité du plasma (i) conduisent à

pe + p ' pe.

La troisième équation de (5.35) s'écrit donc

mi{
∂

∂t
(nu) +∇.(nu⊗ u)}+∇pe = 0.

En sommant les deux équations de conservation de l'énergie, on obtient

∂(We +W )

∂t
+∇.

(
(We +W + pe)u− (We + pe)

J0

en

)
+

J0

en
.∇pe =

me

e2

νei
n
|J0|2 . (5.37)

Pour un plasma totalement ionisé et froid, les équations d'états (5.36) donnent

We +W =
ρ |u|2

2
+

pe
γ − 1

et
We + pe =

γ

γ − 1
pe,

de sorte que (5.37) s'écrit, en notant W̃ = We +W ,

∂W̃

∂t
+∇.

(
(W̃ + pe)u−

γ

γ − 1
pe

J0

en

)
+

J0

en
.∇pe =

me

e2

νei
n
|J0|2

En introduisant
α =

mi

e
J0, (5.38)

cette équation devient

∂W̃

∂t
+∇.

(
(W̃ + pe)u

)
− γ

γ − 1

(
pe
ρ
∇.α + α.∇pe

ρ

)
+
α

ρ
.∇pe =

me

mi

νei
ρ
|α|2 .

En résumé, le système de lois de conservation pour un plasma totalement ionisé est

∂ρ

∂t
+∇. (ρu) = 0, (5.39a)

∂ (ρu)

∂t
+∇. (ρu⊗ u) +∇pe = 0, (5.39b)

∂W̃

∂t
+∇.

(
(W̃ + pe)u

)
− γ

γ − 1
α.∇(

pe
ρ

) +
1

ρ
α.∇pe =

meνei |α|2

mi

1

ρ
+

γ

γ − 1

pe
ρ
∇.α,

(5.39c)

avec les relations de fermeture 
W̃ =

pe
γ − 1

+
ρ |u|2

2

pe =
ρkTe
mi

.
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Remarque 1.Comparaison avec le modèle global.
· La quasi-neutralité (ii) et la condition sur le courant (iii) conduisent toujours à

div J0 = 0

· L'hypothèse (iii) et l'équation (5.38) permettent d'exprimer la vitesse électronique
sous la forme

ue = u− 1

ρ
α.

· Le champ électrique, toujours calculé à partir de l'équation de conservation de la
quantité de mouvement des électrons, s'écrit ici

E =
1

en
(Cei −∇pe)

avec

Cei = −menνei(ue − u) =
meνei
e

J0.

Il s'ensuit que

E =
meνei
eρ

α− |α|
|J0|

1

ρ
∇pe.

Remarque 2. Justi�cation de l'hypothèses (vi) des ions froids.
Décrivons le processus de chau�age du plasma : ce sont essentiellement les électrons

qui reçoivent l'énergie apportée par le courant extérieur, et donc Te augmente. Quand
la densité est élevée, les processus collisionnels sont importants et il y a transfert de
l'énergie acquise par les électrons vers les lourds. Lors de la détente du plasma, la densité
décroît, ce qui signi�e qu'il y a moins d'échange d'énergie entre les électrons et les lourds.
Ainsi quand on parcourt la zone d'ionisation en s'éloignant de l'anode, les électrons sont
toujours autant chau�és, mais transfèrent de moins en moins d'énergie aux lourds, c'est-
à-dire que Te − Ti augmente. Il est donc raisonnable de supposer que dans les zones de
chau�age et d'expansion la température ionique est faible devant la température électro-
nique.

Remarque 3. Si |α| = 0, Le système (5.39a -5.39c) est tout simplement le système
de la dynamique des gaz. �

5.3.2 Propriétés mathématiques du système

Ecriture conservative en énergie

Dans le cas monodimensionnel, l'équation (5.39b) permet d'écrire

−α
ρ

∂pe
∂x

= α
∂u

∂t
+
α

2

∂u2

∂x
= α

∂u

∂t
+

1

2

∂ (αu2)

∂x
− u2

2

∂α

∂x
.
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En injectant ce résultat dans l'équation sur l'énergie (5.39c) et en rappelant que le courant
extérieur (et donc α) est constant au cours du temps, on peut réécrire le système (5.39a)-
(5.39c) sous forme conservative, avec l'inconnue U = (ρ, ρu, W̃ − αu)t :

∂ρ

∂t
+
∂ (ρu)

∂x
= 0

∂ (ρu)

∂t
+
∂ (ρu2)

∂x
+
∂pe
∂x

= 0

∂(W̃ − αu)

∂t
+

∂

∂x

(
(W̃ + pe −

αu

2
)u− γα

γ − 1

pe
ρ

)
=
meνeiα

2

mi

1

ρ
− u2

2

∂α

∂x
.

(5.40)

Hyperbolicité du système

Pour étudier l'hyperbolicité de ce système, la variable non conservative U = (ρ, u, pe)
permet de simpli�er les calculs. La troisième équation s'écrit alors

∂pe
∂t

+ (u− α

ρ
)
∂pe
∂x

+ γα
pe
ρ2

∂ρ

∂x
+ γpe

∂u

∂x
= (γ − 1)

meνeiα
2

mi

1

ρ
+ γ

pe
ρ

∂α

∂x
. (5.41)

Les propriétés d'hyperbolicité du système (5.40) sont équivalentes à celles du système
homogène

∂U
∂t

+M∂U
∂x

= 0,

avec

M =


u ρ 0

0 u
1

ρ
γαpe
ρ2

γpe u− α

ρ

 .
Les valeurs propres de cette matrice sont

λ1 = u− c
λ2 = u− α

ρ
= ue

λ3 = u+ c,

avec

c =

√
γpe
ρ

la vitesse du son du �uide. Notons que la valeur propre λ2, est la vitesse électronique
dans la zone de chau�age, et la vitesse ionique dans la zone d'expansion.

Ce système à les mêmes propriétés que le système (5.27) issu du modèle global : les
champs caractéristiques associés à λ1 et λ3 sont VNL, tandis que celui associé à λ2 est
LD. Le système est �convexe� et faiblement hyperbolique. Il devient résonnant si λ1 = λ2,
et des points soniques apparaissent si u = c ou si u = α/ρ. De plus, le système est
strictement hyperbolique dans la zone d'expansion (α = 0).
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Ecriture conservative en entropie

Même si le système en énergie est ici conservatif, il est possible, comme pour le modèle
global, de proposer une autre écriture de l'équation de conservation de l'énergie (5.41),
en utilisant les variables (ρ, ρu, ρs). L'entropie s est dé�nie comme dans la Section 5.2.3
par

s =
p

1/γ
e

ρ
.

On calcule

∂(ρs)

∂t
+
∂(uρs)

∂x
=

1

γ
p1/γ−1
e

(
∂pe
∂t

+ u
∂pe
∂x

)
+ p1/γ

e

∂u

∂x

= α
∂s

∂x
+

1

γ
p1/γ−1
e S1 + s

∂α

∂x
,

en remplaçant

(
∂pe
∂t

+ u
∂pe
∂x

)
par sa valeur tirée de (5.41 ) et en notant

S1 = (γ − 1)
meνeiα

2

mi

1

ρ
.

Le système (5.40) est donc équivalent au système, également conservatif,

∂ρ

∂t
+
∂ (ρu)

∂x
= 0

∂ (ρu)

∂t
+
∂ (ρu2)

∂x
+
∂pe
∂x

= 0

∂(ρs)

∂t
+

∂

∂x
((ρu− α) s) =

γ − 1

γ

meνeiα
2

mi

p
1/γ−1
e

ρ
.

(5.42)

Ce système demeure convexe et faiblement hyperbolique. La di�érence par rapport au
système �en énergie� (5.40), réside dans le fait que le courant extérieur, α, n'apparaît
plus que dans le �ux de la troisième équation, et non dans la variable. Cet argument sera
utilisé dans la Section 6.7.

5.3.3 Détermination des conditions limites à gauche

Ne pas modéliser explicitement la zone d'ionisation revient à supposer que l'ionisation
se fait sur une couche limite. Il faut donc se donner des conditions aux limites sur la
frontière amont du domaine en supposant que l'ionisation y est totale. Nous devons dans
cette section déterminer les valeurs limites de la vitesse, de la densité et de la température.
On suppose que les ions sont soniques sur la frontière, de sorte que leur vitesse est donnée
en fonction de la température électronique par

u =

√
kTe
mi

.
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On connaît par ailleurs le �ux de molécules d'hydrogène arrachées de l'anode. Il est
donné par d'autres travaux sur la source d'ions, conduit parallèlement à notre étude. On
en déduit le �ux d'atomes, noté ϕ, puis de la valeur de la densité limite.

n =
ϕ

u
.

Il reste maintenant à estimer la température Te sur la frontière. Nous allons procéder
de manière heuristique, en considérant que l'équilibre thermodynamique local (ETL) est
atteint. On a donc

n2

na
= Keq(Te) (5.43)

où Keq est donné par la loi de Saha (5.30), et représenté sur la Figure 5.3.

Figure 5.3 � Evaluation de la température limite.

La croissance rapide de Keq en fonction de Te correspond à une ionisation rapide de
l'hydrogène. On considère que l'ionisation est totale quand Keq se stabilise, soit d'après
la courbe quand Te ' 20 000 K. On prend cette valeur comme température limite. On
calcule alors la vitesse (de l'ordre de 104ms−1) et la densité des particules (' 1023m−3).
Les conditions limites sont constantes puisqu'on est à l'équilibre. Dans la suite on notera
ug, ng, Tg la valeur des variables sur la frontière.

Remarque. On peut véri�er a posteriori que notre estimation de la température est
correcte : on dé�nit la densité des "lourds" par

N0 = na + ni =
ρ

mi

puis on pose

r =
n

N0

,

et

a =
1

N0

Keq(Te).

La relation (5.43) s'écrit alors
n2

N0 − n
= N0a,
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ou
r2 + ar − a = 0.

Puisque r doit être positif et que a > 0, la solution admissible de ce polynôme est

r =
−a+

√
a2 + 4a

2
. (5.44)

Supposer que l'ionisation est complète revient à écrire que N0 ' n, de sorte que

r = 1− o(N0 − n)

et donc l'équation (5.44) est équivalente à

o(N0 − n)a = 1− o(N0 − n),

ce qui implique formellement que
a� 1

et donc que
Keq(Te)� N0.

On considère donc que l'ionisation est totale si Keq est supérieur d'un ordre de grandeur à
N0, alors égale à n. Puisque n ' 1023m−3, il faut que Keq(Te) ' 1024m−3, soit Te ' 18 000
K d'après la formule (5.30).

5.4 Conclusion

Nous avons exposé un modèle hydrodynamique apte à rendre compte de la création
d'un plasma à partir d'un gaz neutre et de son chau�age par un courant d'électrons exté-
rieur. Un certain nombre d'hypothèses, dont la quasi-neutralité du plasma permettent de
négliger l'équation de champ et de se ramener à un système de lois de conservation (trois
espèces, deux températures). Son hyperbolicité n'est pas garantie, en particulier si on fait
l'hypothèse de l'ETL. Hors ETL, le système est faiblement hyperbolique : des résonnances
non linéaires (croisements de valeurs propres de natures di�érentes) peuvent se produire
et entraîner une perte locale d'hyperbolicité. En l'absence de choc, une formulation en
entropie conduit à l'écriture sous forme conservative du système.

Le modèle a ensuite été réduit à un plasma entièrement ionisé (deux espèces, une
température). Etant donné qu'il n'est valable que sur les zones de chau�age et d'expan-
sion, il a fallu préciser les conditions limites à l'interface entre la zone d'ionisation et la
zone de chau�age. Le système qui résulte de ce modèle présente les mêmes propriétés que
le système hors ETL précédemment évoqué. Sa résolution numérique est traitée dans le
chapitre suivant.
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Chapitre 6

Résolution numérique en 1D du modèle

totalement ionisé

6.1 Introduction

Nous nous intéressons dans ce chapitre aux di�érentes méthodes numériques em-
ployées lors de la résolution monodimensionnelle du système issu du modèle totalement
ionisé présenté dans la Section 5.3. Nous commençons par décrire le problème dans la
Section 6.2. La première di�culté consiste à proposer une modélisation acceptable du
courant extérieur (Section 6.3). Lors d'études préliminaires qui ne seront pas détaillées
ici [36], l'utilisation de la méthode des caractéristiques a permis de mettre en évidence cer-
taines di�cultés inhérentes au modèle. Notamment, nous avons constaté que la présence
d'un terme de chau�age et du terme source dans l'équation de conservation de l'énergie
(5.40) se traduit par de forts gradients de température entre la zone d'ionisation (où sont
données les conditions limites) et la zone de chau�age. L'utilisation de la méthode des
caractéristiques entraîne très rapidement (deux ou trois itérations) des densités négatives.
Ce constat nous a incité à nous orienter vers un schéma conservant la positivité de la
densité et de l'énergie, le schéma HLLE (Section 6.6). Avant de nous intéresser à la réso-
lution complète du système, nous présentons des traitements spéci�ques liés à la couche
limite qui se forme en amont de la zone de chau�age (Section 6.4) et à la détente dans le
vide qui se produit dans la zone d'expansion (Section 6.5). En dehors de ces spéci�cités,
le schéma HLLE est utilisé de manière standard. Cette procédure donne des solutions non
physiques, à cause de la perte d'hyperbolicité due à l'existence de points résonnants. Nous
proposons alors une autre méthode de résolution, fondée sur un couplage de schémas à
l'interface entre la zone de chau�age et la zone d'expansion, qui permet de supprimer les
résonnances (Section 6.7).

Pour simpli�er l'écriture, nous noterons dans cette section p et T la pression et la
température électroniques, au lieu de pe et Te, et W l'énergie totale, plutôt que W̃ .
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6.2 Description du problème

6.2.1 Description du problème et notations

Nous cherchons U solution sur Ω× IR+ du système

∂U

∂t
+
∂F(U)

∂x
= T , (6.1)

où Ω ⊂ IR+ désigne l'ensemble formé de la zone de chau�age (Ωc) et de la zone d'expansion
(Ωe). Nous utilisons la formulation en entropie du système, de sorte que

U =

 ρ
ρu
ρs


et

F(U) =

 ρu
ρu2 + p

(ρu− α) s

 .

Le terme source T est dé�ni par

T =


0
0

γ − 1

γ

meνeiα
2

mi

p1/γ−1

ρ

 ,

avec
νei =

ρ

mi

aei(T, ρ)T
−1
γ−1 ,

où aei est dé�ni dans l'Annexe A. Le système (6.1) est faiblement hyperbolique, et il peut
devenir résonnant dans la zone de chau�age.

Il doit être complété par une condition initiale et des conditions aux limites. La condi-
tion initiale, U0(x) = U(x, 0), doit permettre de décrire la détente du plasma dans le
vide, soit

U0(x) = 0 sur Ωe.

La détente dans le vide n'ayant été traitée que pour α = 0, nous nous donnons une
condition initiale ad-hoc dans la zone de chau�age, véri�ant U0(0) = Ug : sur Ωc, ρ0(x)
est décroissante linéairement, u0(x) est croissante avec la pente opposée et T0(x) = Tg
(cf. Figure 6.1).
Les conditions limites sont forcément arti�cielles dans la mesure où le domaine d'étude a
été restreint.
• A gauche, nous posons

U(0, t) = Ug,

les composantes de Ug ayant été dé�nies dans la Section 5.3.3. • Tant que le plasma ne
s'est pas propagé dans tout Ωe, il n'est pas nécessaire de préciser une condition limite
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à droite, puisque le domaine y est vide. Il faut savoir que, dans la source que nous étu-
dions, la zone d'expansion est très grande devant la zone de chau�age (d'un rapport 2
000). Dans les cas tests que nous envisageons dans ce chapitre, nous nous contentons de
prendre Ωe 20 fois plus grand que Ωc : c'est su�sant pour que le plasma n'ait pas encore
atteint le bord du domaine à l'instant où les résultats sont présentés. Pour les simulations
de validation que nous avons e�ectuées, nous avons toutefois dû imposer une condition
limite à droite. Elle est arti�cielle, puisque physiquement la frontière droite représente
l'endroit où les particules chargées commencent à ressentir l'e�et du champ électrique
extérieur (voir décomposition du domaine, Introduction générale, Section 0.2.2 ). Nous
avons choisi des conditions limites absorbantes. Elles sont décrites dans l'Annexe B.

Figure 6.1 � Dé�nitions des conditions initiales.

Nous discrétisons le système (6.1) par une méthode de di�érences �nies. Le domaine Ω
est maillé régulièrement avec K n÷uds (Fig. 6.2), auxquels on ajoute deux noeuds �ctifs
pour la prise en compte des conditions aux limites, j = 0 et j = K + 1. On note Un

j la

valeur de U au temps n∆t au point j∆x, c'est à dire sur la maille [
(
j − 1

2

)
∆x,

(
j + 1

2

)
∆x],

notéeMj. La zone de chau�age contient les n÷uds numérotés de 1 à l ; la zone d'expansion
contient les n÷uds numérotés de l+ 1 à K + 1. L'interface entre ces deux zones est donc
située entre les mailles Ml et Ml+1, en

xl =

(
l +

1

2

)
∆x.

Le pas d'espace ∆x étant choisi, le pas de temps est calculé à partir d'une condition
CFL qui dépend du schéma utilisé. Les schémas considérés peuvent s'écrire sous forme
conservative, c'est-à-dire que, pour tout j ∈ [0, K + 1],

Un+1
j = Un

j −
∆t

∆x
[g(Un

j ,U
n
j+1)− g(Un

j−1,U
n
j )]

où g(Un
j ,U

n
j+1) désigne le �ux numérique du schéma, calculé à l'interface entre les mailles

Mj et Mj+1.
La valeur importante du terme source peut nécessiter un traitement particulier sur la

première maille. Cela fait l'objet de la Section 6.4. Avant tout, nous précisons la valeur
de α, ce qui revient à dé�nir J0.
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Figure 6.2 � Résolution numérique : notations.

6.3 Dé�nition du courant extérieur

Lors de l'établissement des modèles, que ce soit le modèle global ou le modèle totale-
ment ionisé, nous avons fait les hypothèses{

ni = ne
J ' J0

qui impliquent
∇.J0 = 0.

Dans le cas monodimensionnel plan, cette relation devient

dJ0

dx
= 0 (6.2)

c'est-à-dire que J0 est une constante. Or il est clair que le chau�age ne se fait que sur une
partie du plasma, ce qui a conduit à dé�nir la zone d'expansion par J0 = 0. Dans le cas
monodimensionnel, il y a une incompatibilité entre cette dé�nition et la condition (6.2
). Cette di�culté illustre l'incohérence de fond qu'il y a à vouloir résoudre un problème
clairement multi-dimensionnel (au moins 2D) en se restreignant à la résolution d'un sys-
tème monodimensionnel. Cependant, dans l'étude de problèmes aussi complexes, cette
étape est nécessaire. Il faut donc se donner une dé�nition du courant extérieur qui soit
la plus raisonnable possible. Nous avons envisagé deux possibilités.

La première est de dé�nir le courant extérieur par une fonction de Heaviside centrée
en xl :

J0(x) = J0
0Y (x− xl) (6.3)

où J0
0 est la valeur donnée du courant à l'interface entre les zones d'ionisation et de

chau�age. Le courant est dé�ni comme une constante par morceaux, nulle dans la zone
d'expansion. Sa dérivée est nulle presque partout, mais sa dérivée en xl est une masse de
Dirac, ce qui introduit une di�culté dans la mesure où le calcul de cette dérivée intervient
au cours de la résolution (voir par exemple l'équation (5.40)).

Pour éviter cet inconvénient, une méthode qui paraît naturelle consiste à lisser le
courant à l'interface entre les zones de chau�age et d'expansion, de façon à ce qu'il soit
C1 partout, tout en restant nul dans la zone d'expansion. Nous dé�nissons donc J0 par

J0(x) =


J0

0 sur [0, xl − ε]
fε(x) sur [xl − ε, xl]
0 pour x ≥ xl

, (6.4)
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où ε représente la longueur sur laquelle le courant est lissé (ε ≤ xl). C'est un paramètre
qui permet de régler la pente du courant lors de la transition entre les zones de chau�age
et d'expansion. Il reste à dé�nir une fonction fε ayant la régularité désirée. Nous pouvons
par exemple prendre un polynôme du troisième degré. Les coe�cients de ce polynôme
sont déterminés de manière unique, ce qui donne

fε(x) =
J0

0

ε3

(
2(x− xl)3 + 3ε(x− xl)2

)
.

On véri�e bien que 
fε(xl − ε) = J0

0

fε(xl) = 0
f ′ε(xl − ε) = f ′ε(xl) = 0

.

Nous verrons plus loin (Sections 6.6.2 et 6.7.3) que cette dé�nition, bien que naturelle,
conduit à l'apparition de résonnances dans le système et à des solutions non physiques.

Figure 6.3 � Dé�nition du courant extérieur (normalisé) sur [0, 1], avec saut (noir) ou
lissé : ε = 0.1 (vert), ε = 0.05 (rouge). xl = 0.5.

Nous représentons sur la Figure 6.3 di�érents types de courant, dé�nis par (6.3) ou
par (6.4). Dans tous les cas, on a

J0 = α = 0

dans la zone d'expansion et donc le système (6.1) y est équivalent au système de la
dynamique des gaz.

6.4 Traitement de la couche limite

Nous avons dû envisagé ce traitement particulier du fait de la présence du terme
source qui s'avère �grand� dans l'équation de conservation de l'énergie (ou de l'entropie).
Cela se traduit par un fort gradient de température entre la frontière (n÷ud k = 0) où
elle est �xée constante et le n÷ud k = 1. Comme nous ne devons faire face à ce problème
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que sur la troisième équation du système (6.1), nous décrivons la technique retenue sur
l'équation de conservation scalaire

∂u(x, t)

∂t
+
∂f(u(x, t))

∂x
= T (u)

où T est un terme source �grand�, avec la condition limite

u(0, t) = C, constante.

La méthode employée consiste à ra�ner localement le maillage en temps et en espace.
Soit κ un entier. On fait le changement de variable{

y = κx
s = κt

.

L'équation devient

∂

∂s

(
u(
y

κ
,
s

κ
)
)

+
∂

∂y

[
f(u(

y

κ
,
s

κ
))
]

=
1

κ
T (u).

On pose

w(y, s) = u(
y

κ
,
s

κ
)

et on ra�ne la première maille en la divisant en κ mailles réduites : connaissant un0 = C
et un1 on approche w par

w0
i = un0 + i

un1 − un0
κ

, pour i ∈ [0, κ]

et

w0
κ+1 = un1 +

un2 − un1
κ

.

On doit résoudre pour i ∈ [1, κ] et m ∈ [0, κ− 1]

wm+1
i = wmi −

∆t

κ
(gm
i+ 1

2
− gm

i− 1
2
) +

∆t

κ

T (wi)

κ

où gmi+1/2 désigne la valeur du �ux numérique en (i +
1

2
)
∆x

κ
. On utilise le même �ux

numérique pour la résolution sur le maillage �n que sur le maillage initial.
La valeur de w0 reste inchangé, puisque w0 = u0 = C est la condition limite imposée.

Il ne reste qu'à prendre
un+1

1 = wκκ.

Ce ra�nement de maillage revient en fait à considérer un terme source plus réduit à
chaque �sous-itération� en temps.
Il n'est pas toujours nécessaire d'appliquer cette technique. Dans le cas où le ra�nement
n'est pas indispensable, nous véri�ons que sa mise en oeuvre ne modi�e pas les résultats
(voir Figure 6.10 , page 183).
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6.5 Traitement de l'expansion dans le vide

Nous ne traitons ce problème que pour un courant extérieur nul, c'est-à-dire α(x) = 0,
et on cherche U = (ρ, u, p)t solution du système d'Euler

∂U
∂t

+ A(U)
∂U
∂x

= 0. (6.5)

On veut calculer le �ux numérique à l'interface matière / vide.
Une technique habituelle consiste à approcher le vide par un gaz de densité très faible

et à calculer le �ux numérique de la même façon que ce qui est fait entre deux mailles non
vides. Or l'étude que nous menons présente par ailleurs un certain nombre de di�cultés
numériques : pour limiter les erreurs d'interprétation qui pourraient être dues à cette
approximation, une méthode plus rigoureuse a été préférée : elle consiste à utiliser le �ux
numérique du schéma de Godunov. Ce schéma est basé sur une résolution exacte d'un
problème de Riemann.

Connaissant Ung la valeur de l'inconnue au temps n sur la dernière maille non vide, on
peut calculer la valeur moyenne UI = (ρI , uI , pI)

t à l'interface entre une �maille pleine� et
une �maille vide�. Nous allons montrer le résultat suivant :

Proposition 15
Dans le cas d'une détente, la valeur UI de l'inconnue à l'interface est donnée par

ρI =

[
ρ
γ−1
2

g +
γ − 1

(γ + 1)

√
ργg
γpg

(ug − cg)

] 2
γ−1

pI = ργI
pg
ργg

uI = ug +
2

γ − 1
(cg − cI)

avec

cg =

√
γpg
ρg

, cI =

√
γpI
ρI

.

Dans le cas d'une propagation, la valeur intermédiaire est

UI = Ug

Il s'agit de résoudre de manière exacte un problème de Riemann entre un état gauche
(ρg, ug, pg) et un état droit qui véri�e ρd = pd = 0.
D'une manière générale, la solution du problème de Riemann pour le système de la
dynamique des gaz est composé de quatre états constants séparés par trois ondes se
propageant aux vitesses λi : une onde de raréfaction, une discontinuité de contact et une
onde de choc. Avant d'établir la preuve de la proposition, on montre le résultat

Lemme 16
Une onde de choc ne peut pas border le vide.
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Preuve. Supposons qu'une onde de choc sépare un état gauche non vide d'un état droit
vide, et qu'elle se déplace à la vitesse S. Les relations de Rankine-Hugoniot sur le système
5.40 s'écrivent : 

ρgug − ρdud = S(ug − ud)
ρgu

2
g + pg − (ρdu

2
d + pd) = S(ρgug − ρdud)

ug(Wg + pg)− ud(Wd + pd) = S(Wg −Wd).

Or ρd = Wd = 0, et donc ces relations donnent ug = ud = S et pg = pd, ce qui est
incompatible avec un choc. �

Preuve de la proposition15. Dans le cas où l'état droite est le vide, la structure de la
solution du problème de Riemann consiste en une 1-détente qui vient fusionner avec une
discontinuité de contact (Fig. 6.4). A travers cette détente, les invariants de Riemann (i.e.
les quantités conservées de part et d'autre de l'onde [20]) sont l'entropie s, proportionnelle
à p/pγ, et u+ l, avec

l =
2c

γ − 1
. (6.6)

De l'invariant u+ l on déduit que la vitesse de la discontinuité de contact, notée ud s'écrit

ud = ug +
2cg
γ − 1

.

C'est la vitesse de propagation de l'interface matière-vide.La vitesse d'onde en amont de
la détente est quant à elle donnée par λ1(Ug) = ug − cg.
En notant ξ = x

t
, la solution du problème de Riemann est donnée par

UR(x, t) =


Ug si ξ < ug − cg
V(ξ) si ug − cg ≤ ξ ≤ ud
Ud si ξ > ud.

Figure 6.4 � Détente dans le vide, solution du problème de Riemann.

La valeur à l'interface est donnée par UI = UR(0) ; trois cas se présentent :
• Si ug − cg > 0 (Fig. 6.4-1), les ondes sont sortantes, et

UI = Ug.
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Cette situation correspond à une propagation.
• Si ud < 0 (Fig. 6.4-2), les ondes vont de droite à gauche et

ρI = ρd

pI = pd.

Cette situation n'a lieu que si ug < 0, et correspond à un recul du plasma, ce qui ne se
produit pas dans notre étude.
• Sinon, et là on peut réellement parler d'une détente,

UI = V(0).

Nous allons maintenant déterminer la valeur de V(0). Puisque U est solution de (6.5), V
véri�e

(A(V(ξ))− ξI)V ′(ξ) = 0,

où A est la matrice jacobienne du système d'Euler, ce qui implique que{
V ′(ξ) = βr1(V(ξ))
ξ = λ1(V(ξ)),

(6.7)

où A r1 = (ρ,−c, 0)t est le vecteur propre normalisé de A associée à la valeur propre λ1

La dérivation de la seconde équation de (6.7) par rapport à ξ donne

1 = ∇λ1(V(ξ)) · V ′(ξ),

soit
β∇λ1(V(ξ)) · r1(V(ξ)) = 1.

Comme

∇λ1(V(ξ)) · r1(V(ξ)) = −γ + 1

2

c

ρ
,

on a

β =
−2

γ + 1

ρ

c
. (6.8)

Etant donné que l'entropie s est un invariant,

p

ργ
=
pg
ργg
. (6.9)

et donc

c =

√
γp

ρ
= ζg

√
ργ−1 (6.10)

en posant

ζg =

√
γpg
ργg

.

De la première équation (6.7) et de l'expression de r1 on déduit que

∂ρ

∂ξ
= β.
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Les équations (6.8) et (6.10) donnent alors

∂ρ

∂ξ
=

−2

(γ + 1)ζg
ρ

3−γ
2 .

En intégrant cette relation entre ξg et ξ, on obtient

ρ(ξ) =

[
ρ
γ−1
2

g +
γ − 1

(γ + 1)ζg
(ξg − ξ)

] 2
γ−1

.

Comme

ξg = λ1(Ug) = ug − cg,

la valeur de la densité à l'interface est

ρI = ρ(0) =

[
ρ
γ−1
2

g +
γ − 1

(γ + 1)ζg
(ug − cg)

] 2
γ−1

.

A partir des invariants de Riemann, on déduit les valeurs de la pression et de la vitesse
à l'interface, pI et uI , ce qui achève la démonstration de la Proposition (15). �

Connaissant UI , on en déduit UI , la variable conservative. Le �ux numérique à l'in-
terface, noté gG est ensuite calculé à partir du �ux exact :

gG(Ug,Ud) = F(UI)

Dans notre problème, nous avons le plus souvent ug− cg > 0, de sorte que l'expansion du
plasma correspond plus à une propagation qu'à une réelle détente dans le vide.

Remarque. Lors de la mise en oeuvre de cette méthode, il convient de prendre certaines
précautions pour ne pas avoir des densités trop faibles : si on n'impose pas un traitement
particulier, les densités sur les mailles proches du front de détente (ou de propagation)
sont inférieures à la précision machine. On remédie à ce problème en considérant les
mailles où la densité est inférieure à une valeur critique ρmin comme des mailles vides. Si
on choisit un ρmin su�samment petit, on reste cohérent avec la physique, puisqu'il n'est
de toute façon pas possible de mesurer des densités trop faibles.

6.6 Calcul du �ux numérique par une méthode sans

couplage

6.6.1 Schéma HLLE

Nous avons évoqué dans l'introduction de ce chapitre la nécessité d'utiliser un schéma
positif. Nous allons décrire le schéma HLLE ainsi que son extension à l'ordre 2.
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Schéma HLLE, ordre 1

C'est un schéma �de type Godunov�[22], basé sur la résolution à chaque interface entre
mailles le problème de Riemann suivant :

∂U

∂t
+
∂F(U)

∂x
= 0

U(x, 0) = Ug , x < 0
U(x, 0) = Ud , x > 0

(6.11)

Quand le système est hyperbolique et convexe (c'est le cas du système que nous étudions,
cf. Section 5.3.2), le problème (6.11) admet une unique solution entropique exacte dans
la classe d'états constants séparés par des ondes simples. Elle est composée de quatre
états constants séparés par les trois ondes de vitesse λ1, λ2 et λ3. Un schéma �de type
Godunov� est un schéma qui donne une solution approchée de (6.11). En particulier, la
méthode HLLE consiste à ne considérer qu'un seul état intermédiaire U∗ pour passer de
Ug à Ud ; dans ces conditions, le solveur de Riemann approché est

w(
x

t
) =


Ug si x < bgt
U∗ si bgt < x < bdt
Ud si x > bdt

, (6.12)

où bg (resp. bd) est une approximation de la plus petite (resp. la plus grande) vitesse
d'onde. Pour que U∗ recouvre bien les deux états intermédiaires de la solution exacte, il
faut que {

bg ≤ min(λi(Ug), λi(Ud))
bd ≥ max(λi(Ug), λi(Ud))

, i = 1, 2, 3.

L'état intermédiaire U∗ est dé�ni de telle sorte que le solveur approché soit consistant

Figure 6.5 � Solution approchée du problème de Riemann

avec la forme intégrale de la loi de conservation, c'est-à-dire∫ ∆x
2

−∆x
2

w
(x
t

)
dx =

∆x

2
(Ug + Ud)−∆t(F(Ud)− F(Ug)), (6.13)
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sous la condition CFL
∆t

∆x
max(λi(Ug), λi(Ud)) ≤

1

2
.

Avec la dé�nition (6.12), la résolution de (6.13) donne

U∗ =
bdUd − bgUg

bd − bg
− F(Ud)− F(Ug)

bd − bg
.

Comme tous les schémas de type Godunov, le schéma HLLE peut s'écrire sous forme
conservative, et son �ux numérique, noté gH , est dé�ni par

gH(Ug,Ud) =


F(Ug) si 0 < bg
bdF(Ug)− bgF(Ud)

bd − bg
+
bdbg(Ud −Ug)

bd − bg
si bg < 0 < bd

F(Ud) si bd < 0

,

ou, plus simplement par

gH(Ug,Ud) =
b+F(Ug)− b−F(Ud)

b+ − b−
+
b+b−(Ud −Ug)

b+ − b−
. (6.14)

en dé�nissant b+ et b− par

b+ = max(0, bd)

b− = min(0, bg)

Pour calculer le �ux à l'interface entre les mailles Mj et Mj+1, on prend Ug = Uj,Ud =
Uj+1 et {

b− = min(0, λi(Uj), λi(Uj+1))
b+ = max(0, λi(Uj), λi(Uj+1))

, i = 1, 2, 3.

Passage à l'ordre 2 : méthode MUSCL

Il est possible de dériver à partir de ce schéma un schéma d'ordre 2. Pour cela, on
utilise une méthode de type �limiteur de pente� [31][48][37]. Cette méthode consiste à
résoudre le problème de Riemann aux interfaces non plus avec des fonctions constantes
par morceaux, mais avec les traces sur l'interface de fonctions linéaires par cellule. Cette
méthode se compose de trois étapes :

1. Reconstruction d'une fonction linéaire par maille à partir de la solution au temps
n, et détermination de ses traces sur les interfaces, U+

i−1/2 et U−i+1/2.

Cette fonction est dé�nie par

Ũ(x, tn) = Un
i + σni (x− xi) sur la maille Mi,

où σni est un triplet de pentes pour les composantes de U, qui sera déterminé plus
loin. Les traces de cette fonction sont donc

U+
i−1/2 = Ũ(xi−1/2, t

n) = Un
i −

1

2
δi

U−i+1/2 = Ũ(xi+1/2, t
n) = Un

i +
1

2
δi

en notant δi = σni ∆x.
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Figure 6.6 � Schéma HLLE, ordre 2.

2. Calcul de

Ūi = Un
i −

∆t

2∆x

(
F
(
U−i+1/2

)
− F

(
U+
i−1/2

))
puis reconstruction de cette fonction constante par maille, comme dans l'étape 1

Ū+
i−1/2 = Ūi −

1

2
δ̄i

Ū−i+1/2 = Ūi +
1

2
δ̄i

3. Détermination des solutions du problème de Riemann

Ut + F(U)x = 0

U(x, 0) =

{
Ū−i+1/2 si x < 0

Ū+
i+1/2 si x > 0


en utilisant le �ux du premier ordre (6.14) en remplaçant Ug,Ud par Ū−i+1/2, Ū

+
i+1/2.

Il s'agit maintenant de déterminer les composantes du vecteur pente δi. Pour cela, on
étend des résultats scalaires au cas d'un système, en notant µ chaque composante de U.
Il s'agit de choisir ces composantes telles que

� la variation totale 1 soit décroissante
� il n'y ait pas de création d'extrema.

Ces conditions sont véri�ées si on impose que

µ+
i−1/2 ∈ [µi,

µi + µi−1

2
],

µ−i+1/2 ∈ [µi,
µi + µi+1

2
].

On déduit de ce choix que

δi = minmod(µi+1 − µi, µi − µi−1),

1. dé�nie par TV (µ) =
∑

(µi+1 − µi)
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en dé�nissant la fonction minmod par

minmod(x, y) =

{
signe(x) min(|x|, |y|) si x et y sont de même signe,
0 sinon.

Cette méthode est ainsi conservative et TVD (résultats véri�és dans le cas scalaire).
Il est alors possible d'exécuter les étapes 1, 2 et 3 ; le �ux numérique du schéma du

second ordre s'écrit

gH(Ui,Ui+1) = gH(Ū−i+1/2, Ū
+
i+1/2) =

bdF(Ū−i+1/2)− bgF(Ū+
i+1/2)

bd − bg
+
bdbg(Ū

+
i+1/2 − Ū−i+1/2)

bd − bg
,

c'est-à-dire que

Un+1
i = Un

i −
∆t

∆x

(
gH(Ū−i+1/2, Ū

+
i+1/2)− gH(Ū−i−1/2, Ū

+
i−1/2)

)
.

6.6.2 Application

Nous utilisons le schéma HLLE au premier ordre sur le domaine �non vide�, et le
schéma de Godunov à l'interface matière/vide. On calcule donc à chaque itération

Un+1
i = Un

i −
∆t

∆x

(
gi+1/2 − gi−1/2

)
.

Si on désigne par i0 le dernier n÷ud avant le vide, le �ux considéré est
gi+1/2 = gH(Ui,Ui+1) pour i = 0, ..., i0
gi0+1 = gG(Ui0 ,0)
gi+1/2 = gH(Ui,Ui+1) = 0 pour i = i0 + 1, ..., K

.

Nous parlons ici deméthode sans couplage dans la mesure où l'on ne fait pas de distinction
explicite entre la zone de chau�age et la zone d'extension, et par opposition à la méthode
présentée dans la Section 6.7.

Dé�nition d'un cas test

Nous avons vu dans le chapitre précédent comment déterminer les conditions limites
à gauche (Section 5.3.3). <on considère une température de 1,5 eV, soit

Tg ' 17 250 K .

Le �ux entrant de molécules d'hydrogène est

ϕg = 0, 25mol.cm−2s−1,

soit
ϕg = 1, 5 1023 molécules.cm−2s−1 = 3 1027 atomes.cm−2s−1.
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On en déduit la vitesse des ions, la densité de particules, la densité de masse et la pression :

ρg = 4, 1 10−4 kg.m−3,
ug = 1, 19 104 m.s−1,
ng = 2, 5 1023 m−3,
pg = 5, 98 105 Pa .

Pour ng et Tg ainsi donnés, la fréquence de collision νei vaut 1, 6 1012 s (cf Annexe A). La
densité du courant extérieur est

J0 = 109 A.m−2.

On dé�nit alors un cas test sur Ω = [0, 1], caractérisé par le pas d'espace ∆x = 10−3 (1 000
mailles) et le pas de temps ∆t = 10−10 (unités S.I.). On a l = 50 (nombre de mailles sur la
zone de chau�age), de sorte que xl = 50, 5 10−3. La position de l'interface est matérialisée
sur les résultats. L'initialisation est celle résumée sur la Figure (6.1) (zone d'expansion
vide). Trois dé�nitions possibles du courant sont envisagées (cf. Section 6.3) :
• un courant lissé sur 10 mailles (ε = 10−2).
• un courant lissé sur 5 mailles (ε = 5 10−3).
• un courant non lissé.

Analyse des résultats

Pour ces trois cas, nous représentons sur la Figure 6.7 la température, la densité de
masse, la vitesse et la pression au temps 10 000 ∆t. La position du front du plasma est en
x = 0, 17. Nous pouvons faire plusieurs remarques sur la température. La couche limite
est bien visible, puisqu'on passe de 1, 5 eV à 52, 5 eV sur une maille. Le chau�age a lieu
essentiellement avant que le courant ne commence à être lissé (J0 = J0

0 ), et il porte la
plasma à la même température maximale dans les trois cas. Par contre, il y a peu de
di�usion à travers l'interface, et la température du plasma chute brusquement à l'entrée
de la zone d'expansion, d'autant plus que le courant est moins lissé. D'autre part, on ob-
serve juste après l'interface une remontée de la température qui n'est pas physique. Dans
le cas extrême d'un courant sans lissage, la température est voisine de 0 entre l'interface
et cette remontée. D'ailleurs, on obtient un peu plus tard (itération 12 000) des tempé-
ratures négatives, ce qui montre bien que la méthode de résolution n'est pas compatible
avec cette dé�nition du courant.

Pour comprendre l'origine de ces problèmes, nous étudions les valeurs propres : on les
représente dans les trois cas sur la Figure 6.8, en donnant leur valeur sur Ω au temps
10 000 ∆t et en indiquant leur évolution au cours du temps de part et d'autre de l'interface,
sur les n÷uds l et l + 1.

On constate qu'il y a dans la zone de chau�age à la fois des points résonnants (croi-
sement des courbes noire et rouge, correspondant à λ1 = λ2, cf. Section 5.3.2) et des
points soniques puisque λ1 et λ2 s'annulent. Dans les deux cas avec lissage, les valeurs
propres ont un comportement similaire. On peut remarquer qu'au voisinage du front du
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plasma, les trois valeurs propres sont positives, c'est-à-dire que la progression du plasma
correspond à une propagation, et non à une détente (cf. Section 6.5).

Quand le courant n'est pas lissé, les valeurs propres λ1 et λ2 se croisent au n÷ud l au
temps 9 000 ∆t, et au-delà de cet instant les trois valeurs propres mesurées au n÷ud l+ 1
sont égales, c'est-à-dire que c = 0 : il n'y a plus �d'information� qui franchit l'interface,
ce qui explique que le chau�age n'a plus d'in�uence sur la zone d'expansion.

Des méthodes de Lagrange-projection pour la résolution numérique ont été mises en
÷uvre par Kim-Claire Le Thanh [30]. Dans ce cas également, on a les mêmes solutions
non physiques. Or l'écriture du système en coordonnées lagrangiennes présente l'avan-
tage de faire disparaître les points soniques dans la zone de chau�age (les valeurs propres
deviennent −√γpρ, −α et

√
γpρ) : ce ne sont donc pas les points soniques qui sont à

l'origine du mauvais comportement de la solution. Nous allons dans la suite proposer une
méthode permettant d'éviter l'apparition des résonnances et donc la perte d'hyperbolicité
du système.

Remarque 1. La Figure (6.9) illustre l'intérêt d'utiliser la formulation en entropie (sys-
tème (5.42)) plutôt que la formulation en énergie (système (5.40)). On représente la
température et la densité pour des courants lissés sur 10 mailles puis sur 40 mailles, soit
sur quasiment toute la zone de chau�age. Remarquons déjà que pour le lissage sur 40
mailles la température maximale est de 51, 75 eV , légèrement inférieure à la température
du plateau dans les autres cas de lissages (cf. Fig. 6.7), et que dans ce cas la remontée de
température après l'interface est à peine perceptible. Il y a peu de di�érences entre les
deux formulations. Par contre, avec le lissage sur 10 mailles, même si le pro�l global de
la température ne change pas, on peut noter certaines nuances en aval de l'interface : la
position du front du plasma est di�érente, et la température décroît plus régulièrement
vers 0 avec la formulation entropique. D'autre part, les changements de monotonie de la
température sont eux aussi plus �lisses� avec cette formulation.

Remarque 2. Pour ce cas test, il n'est pas nécessaire de mettre en ÷uvre un traite-
ment particulier pour la couche limite. Cette procédure se révèle toutefois indispensable
si on augmente la valeur du courant extérieur. On représente sur la Figure 6.10 la tem-
pérature obtenue avec un ra�nement de 10 sous-mailles sur la première maille (courbe
rouge). Elle est semblable à la température calculée sans ra�nement (courbe noire).

Remarque 3. L'utilisation de schémas numériques du second ordre conduit également à
l'apparition de poins résonnants et à des solutions aussi peu satisfaisantes d'un point de
vue physique [30].
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Figure 6.7 � Solution à t = 10000∆t (1µs) en fonction de la dé�nition du courant
extérieur.
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Figure 6.8 � Valeurs propres en fonction de la dé�nition du courant extérieur.
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Figure 6.9 � Intérêt de la formulation entropique

Figure 6.10 � Traitement de la couche limite : ra�nement sur la première maille.
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6.7 Méthode de couplage de schémas

6.7.1 Principe du couplage

Nous considérons la partie homogène du système �en entropie� (5.42). Puisque la
fonction α est dé�nie par

α(x) =

{
miJ0(x)

e
si x ≤ xl

0 si x > xl
,

nous sommes amenés à résoudre deux systèmes di�érents :
• Pour x ≤ xl, on cherche

U = (ρ, ρu, ρs)

solution de 
∂ρ

∂t
+
∂ (ρu)

∂x
= 0

∂ (ρu)

∂t
+
∂ (ρu2)

∂x
+
∂p

∂x
= 0

∂(ρs)

∂t
+

∂

∂x
((ρu− α) s) = 0

. (6.15)

Rappelons qu'il faut compléter ce système par le terme source

T =

(
0, 0,

γ − 1

γ

meνeiα
2

mi

p1/γ−1

ρ

)t
dont le traitement explicite ne di�ère pas de ce qui est fait dans la méthode sans couplage.
• Pour x > xl, on cherche U solution du système de la dynamique des gaz

∂ρ

∂t
+
∂ (ρu)

∂x
= 0

∂ (ρu)

∂t
+
∂ (ρu2)

∂x
+
∂p

∂x
= 0

∂(ρs)

∂t
+

∂

∂x
(ρus) = 0.

. (6.16)

En notant FG et FD les �ux respectivement associés à ces deux systèmes, nous devons
donc résoudre le système écrit sous la forme générique

∂U

∂t
+
∂F(U)

∂x
= 0

avec {
F(U) = FG(U) , si x ≤ xl
F(U) = FD(U) , si x > xl

On note gG, gD et g les �ux numériques calculés respectivement à partir de FG, FD

et F. Connaissant Un, le calcul de Un+1 est standard en dehors des n÷uds voisins de
l'interface, si bien que pour j allant de 1 à l − 1 on a

Un+1
j = Un

j −
∆t

∆x
[gG(Un

j ,U
n
j+1)− gG(Un

j−1,U
n
j )],
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et pour j compris entre l + 2 et K on a

Un+1
j = Un

j −
∆t

∆x
[gD(Un

j ,U
n
j+1)− gD(Un

j−1,U
n
j )].

Il s'agit maintenant de proposer un moyen de coupler les deux schémas à l'interface entre
les maillesMl etMl+1. A cette �n, nous calculons deux �ux numériques à cette interface :
un en supposant que xl et xl+1 sont �à gauche�, auquel cas nous sommes amenés à utiliser
le �ux numérique gG(Un

l ,U
n
l+1), l'autre en supposant que ces deux noeuds sont �à droite�,

de sorte que nous nous servons de gD(Un
l ,U

n
l+1) :

Un+1
l = Un

l −
∆t

∆x
[gG(Un

l ,U
n
l+1)− gG(Un

l−1,U
n
l )]

et

Un+1
l+1 = Un

l+1 −
∆t

∆x
[gD(Un

l+1,U
n
l+2)− gD(Un

l ,U
n
l+1)].

Nous illustrons cette procédure sur la Figure 6.11.

Figure 6.11 � Schématisation du couplage à l'interface.

Une façon d'interpréter cette méthode est de voir Un
l comme une condition limite

gauche pour la zone d'expansion, et Un
l+1 comme une condition à droite pour la zone de

chau�age ; c'est une méthode de couplage avec recouvrement.

Dans la pratique, pour résoudre notre problème, nous utilisons le �ux numérique du
schéma HLLE à gauche et à droite, calculé à partir de fg ou de fd. Le schéma global est
consistant, mais il n'est pas conservatif. En e�et, puisque le schéma HLLE est consistant,
on a

gG(U,U) = FG(U) si x < xl

et
gD(U,U) = FD(U) si x > xl,

et donc g(U,U) = F(U) pour tout x. Cependant, la valeur du �ux numérique global à
l'interface, g(Un

l ,U
n
l+1), n'est pas dé�ni de manière unique, d'où la non conservativité.

D'autres résultats plus généraux concernant cette procédure de couplage seront données
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dans l'Annexe C. Nous verrons également, à titre d'exemple, l'application (formelle) d'un
de ces résultat à notre problème.

Remarque 1. Si on utilise la formulation en énergie de (6.15) et (6.16) (système 5.40),
le couplage introduit une discontinuité non seulement sur la fonction �ux correspondante,
mais sur la variable aussi, comme cela est résumé dans le tableau suivant.

�ux variable

gauche W − αu (W + p− αu

2
)u− γα

γ − 1

p

ρ
droite W (W + p)u

C'est pour cette raison que nous avons préféré utiliser la formulation en entropie. Avec
la formulation en énergie, il ne serait en particulier pas possible de véri�er la consistance
du schéma global.

Remarque 2. Une procédure de couplage analogue a été introduite indépendamment
par Abgrall et Karni pour le traitement numérique d'une discontinuité de contact entre
deux �uides ayant des équations d'état di�érentes [1].

6.7.2 Estimation d'erreur

Le but de cette section est d'estimer l'erreur que l'on commet en utilisant la méthode
avec couplage, non conservative, plutôt que la méthode conservative sans couplage. Pour
cela, nous supposons que la valeur de Un est connue, et nous regardons quelles sont les
di�érences sur Un+1 suivant la méthode utilisée. Les deux méthodes ne di�èrent que par
la troisième composante du �ux numérique calculé en l + 1/2, et donc par la valeur de
l'entropie spéci�que (ρs)n+1 aux n÷uds l et l+ 1. Nous notons gD (resp. gG) la troisième
composante du �ux numérique gD (resp. gG), et nous di�érencions les grandeurs associées
à la méthode conservative en les écrivant sous la forme générique x̄.

Erreur sur Un+1
l .

Le �ux numérique en l + 1/2 �vu de la gauche� avec couplage est donné par

gG(Ul,Ul+1) =
b+((ρlul − α)sl)− b−G((ρl+1ul+1 − α)sl+1)

b+ − b−G
+
b+b−G(ρl+1sl+1 − ρlsl)

b+ − b−G
.

avec

b+ = max(0, ul + cl, ul+1 + cl+1)

b−G = min(0, ul − cl, ul+1 − cl+1, ul −
α

ρl
, ul+1 −

α

ρl+1

),

tandis que le �ux sans couplage est donné par

ḡ(Ul,Ul+1) =
b̄+(ρlul − α)sl − b̄−(ρl+1ul+1sl+1)

b̄+ − b̄−
+
b̄+b̄−(ρl+1sl+1 − ρlsl)

b̄+ − b̄−
(6.17)
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avec

b̄+ = max(0, ul + cl, ul+1 + cl+1)

b̄− = min(0, ul − cl, ul+1 − cl+1, ul −
α

ρl
).

Nous remarquons que b̄+ = b+ et que b−G ≤ b̄−. Nous faisons en outre l'hypothèse simpli-
�catrice que

ul − cl < ul −
α

ρl
(6.18)

et

ul+1 − cl+1 < ul+1 −
α

ρl+1

de sorte que

b−G = b̄−.

Cette supposition correspond à la situation généralement observée dans notre problème
(voir Figure 6.8). La di�érence entre les deux �ux est alors

∆gG = ḡ(Ul,Ul+1)− gG(Ul,Ul+1) = −α b−

b+ − b−
snl+1 ≥ 0,

et la di�érence sur la variable est

(ρ̄s̄)n+1
l − (ρs)n+1

l = −∆t

∆x
∆gG.

Comme il n'y a pas d'erreur sur la première composante du �ux, on a ρ̄n+1
l+1 = ρn+1

l+1 de
sorte que l'erreur sur l'entropie est

∆sn+1
l = s̄n+1

l − sn+1
l =

1

ρn+1
l

∆t

∆x
α

b−

b+ − b−
snl+1 ≤ 0. (6.19)

Erreur sur Un+1
l+1

Ecrivons maintenant le �ux numérique de la méthode de couplage �vu de la droite� :

gD(Ul,Ul+1) =
b+(ρlul)sl − b−D(ρl+1ul+1)sl+1

b+ − b−D
+
b+b−D(ρl+1sl+1 − ρlsl)

b+ − b−D
,

avec

b−D = min(0, ul − cl, ul+1 − cl+1),

et le �ux sans couplage reste bien sûr identique, donné par (6.17). L'hypothèse (6.18)
étant toujours valable, on a b−D = b̄− et la di�érence entre les deux �ux s'écrit

∆gD = ḡ(Ul,Ul+1)− gG(Ul,Ul+1) = −α b+

b+ − b−
sl < 0,
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de sorte que la di�érence sur la variable devient

∆sn+1
l+1 = s̄n+1

l+1 − s
n+1
l+1 =

∆t

∆x
∆gD = − 1

ρn+1
l+1

∆t

∆x
α

b+

b+ − b−
snl < 0. (6.20)

Il est tout d'abord évident que ∆gD, ∆sn+1
l+1 , ∆gG et ∆sn+1

l tendent vers 0 quand α
tend vers 0. Le couplage permet de diminuer le �ux qui sort de la zone de chau�age par
rapport à la méthode conservative (∆gG ≥ 0) et d'augmenter le �ux qui entre dans la
zone d'expansion (∆gD < 0). Cela se traduit par une surestimation de l'entropie sur les
n÷uds limites l et l + 1 ( résultats ). Par ailleurs, l'erreur sur l'entropie est en O(∆t),
c'est-à-dire du même ordre que la précision du schéma HLLE.

Examinons un cas particulier qui se produit quand toutes les valeurs propres sont
positives, de sorte que

b− = 0.

Dans ce cas, (6.19) et (6.20) donnent

∆sn+1
l = 0,

∆sn+1
l+1 = − 1

ρn+1
l+1

∆t

∆x
αsnl .

Lors des itérations suivantes, les deux méthodes donneront toujours la même entropie au
n÷ud l. Sur le n÷ud l + 1, l'erreur sur l'entropie ne dépendra que de l'entropie en l à
l'itération précédente, de sorte que l'erreur sur sl+1 ne s'ampli�e pas : pour tout k > 2,
on a

∆sn+k
l+1 = − 1

ρn+1
l+1

∆t

∆x
αsn+k−1

l .

Nous allons voir dans la section suivante en quoi ces estimations d'erreurs peuvent nous
aider à comprendre les résultats obtenus à l'aide de la méthode de couplage.

6.7.3 Validation de la méthode

Le cas test est le même que celui décrit dans la Section 6.6.2. Si le courant est lissé,
la valeur de α sur le n÷ud qui précède l'interface est faible, et donc l'erreur estimée dans
la section précédente entre les méthodes avec et sans couplage est faible. Nous véri�ons
sur la Figure 6.12 que c'est e�ectivement le cas. On considère un lissage sur 10 mailles,
et on représente la température, la densité et les valeurs propres λ1 et λ2 au temps
10 000 ∆t obtenues avec les deux méthodes. On ne constate de di�érences que dans la
zone d'expansion, au voisinage de l'interface. On est précisément dans le cas où b− = 0,
puisque toutes les valeurs propres sont positives au voisinage de l'interface. Dans ce cas,
la méthode de couplage ne procure pas d'amélioration, étant donné qu'il y a toujours des
points résonnants, et que la solution reste non physique.

Nous allons maintenant envisager un courant discontinu à l'interface qui, on l'a vu dans
la Section 6.6.2, n'est pas compatible avec la méthode sans couplage. Sur la Figure 6.13,
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nous représentons les variables, toujours au même temps, ainsi que les valeurs propres. Il
n'y a plus de points résonnants, de sorte que le système qu'on résout est bien hyperbolique.
L'ordre des valeurs propres reste u − c < λ2 < u + c, des deux côtés de l'interface. De
plus, λ1 et λ2 sont négatives dans la zone de chau�age (on n'a plus b− = 0). Le saut sur
λ2 s'explique par le fait que cette valeur propre est égale à

u− α

ρ
= u− J0

0

en

dans la zone de chau�age et à u dans la zone d'expansion. Les deux autres valeurs propres
restent continues.

Le pro�l de la température correspond plus à l'intuition physique : le chau�age se
di�use mieux dans la zone d'expansion, et il n'y a plus cette remontée de température
que nous avions observée avec des courants lissés.

On trace sur la Figure (6.15) l'entropie, la quantité de mouvement et la masse totales
en fonction du temps pour les deux méthodes (avec et sans couplage) : dans les deux cas,
il y a conservation rigoureuse de la masse et de la quantité de mouvement. Par contre,
l'entropie croît plus vite quand on utilise la méthode avec couplage. C'est conforme avec
la surestimation de l'entropie de part et d'autre de l'interface, établie dans la section
précédente.

Remarque. Comme nous l'avions fait pour la méthode sans couplage, nous pouvons
comparer les résultats obtenus à partir de la formulation en entropie du système et de
sa formulation en énergie, avec un courant non lissé (Fig. 6.14). Ici aussi, la formulation
entropique donne de meilleurs résultats : la forme du front d'expansion est plus régulière,
et on évite le point d'in�exion que l'on peut observer (x ' 0.1) avec la formulation en
énergie lors du refroidissement du plasma.
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Figure 6.12 � Comparaison méthode avec couplage et méthode sans couplage ; lissage sur
10 mailles.
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Figure 6.13 � Solution et valeurs propres pour la méthode avec couplage ; absence de
lissage.
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Figure 6.14 � Grandeurs conservées, méthodes avec et sans couplage.
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Figure 6.15 � Comparaison système en entropie et système en énergie.
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Conclusion de la deuxième partie

La deuxième partie de cette thèse prend place dans un ensemble d'études conduites
par le Département de Physique Théorique et Appliquée dans le but de comprendre le
fonctionnement d'une source d'ions. Ces ions sont extraits d'un plasma formé au voisinage
d'une anode à la suite de l'établissement d'un courant entre une cathode et cette anode.
Nous nous sommes consacrés à l'étude de la formation du plasma d'anode par ionisation
d'un gaz d'hydrogène et à son chau�age par le courant extérieur, ainsi qu'à son expan-
sion dans le vide. Le but de ce travail est de proposer un modèle susceptible de décrire
ces phénomènes, et des outils numériques pour les résoudre. Une des particularités de ce
problème est qu'il s'agit de décrire un milieu dense qui est d'un côté gazeux et froid, et
de l'autre totalement ionisé et chaud, alors qu'un grand nombre d'études en physique des
plasmas peuvent se limiter à l'un ou l'autre de ces deux milieux. A notre connaissance,
peu d'études équivalentes ont été menées. Des résultats expérimentaux peuvent fournir un
moyen de validation, mais avant d'aboutir à un modèle et un code de simulation su�sam-
ment complets pour pouvoir être confrontés à l'expérience, il est nécessaire de progresser
avec précaution, ce qui revient à complexi�er le modèle par étapes, en faisant évoluer
les méthodes de résolution numérique en parallèle. L'inconvénient d'une telle démarche
est que certaines di�cultés numériques peuvent n'être liées qu'à la simplicité transitoire
du modèle. Nous avons choisi de conclure en reprenant le travail e�ectué dans un ordre
chronologique qui di�ère de l'organisation de ce document.

Le plasma étant très dense, nous avons opté dans cette partie sur une modélisation
hydrodynamique qui conduit à la résolution de systèmes de lois de conservation. Nous
avons commencé par élaborer un modèle volontairement très simple (une seule vitesse,
�modèle 1�) qui est présenté dans [36]. Il nous a servi à mettre au point une méthode
basée sur la résolution d'un problème de Riemann exact sur un système hyperbolique
pour décrire l'expansion dans le vide d'un plasma neutre, qu'il s'agisse d'une propaga-
tion ou d'une détente. Nous avons ensuite élaboré un modèle totalement ionisé à deux
espèces (protons et électrons) qui permet en plus de prendre en compte le chau�age du
plasma par le courant extérieur (�modèle 2�). Cette amélioration du modèle se traduit
par une détérioration des propriétés mathématiques du système obtenu : certes il peut
toujours être écrit sous forme conservative, mais il n'est plus que faiblement hyperbolique
du fait de la présence de points résonnants, ce qui laisse présager de di�cultés lors de la
résolution, que nous e�ectuons dans le cas monodimensionnel plan à l'aide d'approxima-
tions par di�érences �nies. Le chau�age du plasma conduit à la formation d'une couche
limite pour laquelle nous avons proposé un traitement adéquat, et nécessite l'utilisation
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d'un schéma positif tel que le schéma HLLE. La mise en ÷uvre classique de ce schéma
se traduit par l'apparition de résonnances dans le système et donne des solutions non
physiques. Nous proposons une méthode qui consiste à coupler deux fonctions �ux sur
l'interface qui sépare la zone de chau�age du plasma et la zone d'expansion libre, dé-
couplée du courant extérieur. Cette méthode, en évitant la formation des résonnances,
permet de conserver l'hyperbolicité du modèle et conduit à l'obtention de solutions plus
conformes à l'intuition physique. Nous avons ensuite complexi�é le modèle dans le but de
prendre en compte les collisions entre particules et la formation du plasma par ionisation
du gaz (�modèle 3�). C'est un modèle à trois espèces et à deux températures. Si on sup-
pose qu'on est hors ETL, les propriétés d'hyperbolicité de ce modèle sont les mêmes que
celles du "modèle 2". Pour obtenir une formulation conservative de ce système, il a fallu
écrire les lois de conservation de l'énergie sous forme entropique, ce qui est possible car
nous considérons qu'il n'y a pas de choc. En fait, nous avons véri�é que la formulation
en entropie appliquée au "modèle 2" donnait de meilleurs résultats.

Les travaux menés actuellement au Service de Physique des Plasmas et d'Electro-
magnétisme par K. C. Le Thanh [30] visent à résoudre ce modèle, toujours dans le cas
monodimensionnel plan. La di�culté est que les échelles de temps des phénomènes d'io-
nisation sont faibles devant celles du chau�age et de l'expansion du plasma. Le terme
source, jusqu'ici traité de manière explicite, a dû être implicité. Des modèles de surface
libre en coordonnées de Lagrange sont également en cours d'étude.

Les perspectives à plus long terme sont nombreuses. Il est nécessaire de passer à une
résolution bidimensionnelle, plus proche de la réalité et qui permettrait en particulier de
lever l'inconsistance de la dé�nition du courant extérieur avec le modèle dans le cas mono-
dimensionnel. Il faut également prévoir une description plus �ne de ce courant extérieur.
Il ne faut pas perdre de vue qu'un des objectifs est de fournir un modèle su�samment
précis pour envisager une comparaison avec des résultats expérimentaux. A cette �n, il
est indispensable de pouvoir prendre en compte plusieurs espèces de particules.

En�n, si on veut décrire l'extraction d'un faisceau d'ions à partir de ce plasma, le
couplage de ces modèles hydrodynamiques avec un modèle cinétique doit être étudié.
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Annexe A

Calcul des fréquences de collision

Pour la résolution du modèle totalement ionisé, il est nécessaire de connaître la fré-
quence de collision νei. Elle est calculée à partir de formules trouvées dans [12] ; Z est de
façon générique le taux d'ionisation, qui véri�e ici Z = 1. On se restreint au cas adia-
batique, soit γ = 5/3. La fréquence de collision entre électrons et ions est donnée par la
relation

νei =
4
√

2π

3

[
e2

4πε0

]2
Zne ln Λei√
me(kTe)3/2

= 3.633 10−6Zne ln ΛeiT
−3/2
e

où le logarithme coulombien véri�e

ln Λei =
1

2
ln

(
1 +

k2
M,ei

k2
D,ei

)
,

avec

k2
D,ei = 2.0998 10−4(1 +

Z

2
)
ne
Te

et
kM,ei = min[1.1969 105Te, 9.5117 107

√
Te]

De façon simpli�ée,
νei = aeineT

−3/2
e , (A.1)

avec
aei = 3.633 10−6 ln Λei.
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Annexe B

Traitement de conditions limites

absorbantes

Nous proposons ici un moyen de prendre en compte des conditions limites absorbantes.
La dé�nition de ces conditions est basée sur une méthode de di�érences �nies issue direc-
tement de la méthode des caractéristiques [45]. Nous proposons ici une façon plus simple
d'interpréter cette méthode, qui nous a été particulièrement utile lors d'études prélimi-
naires que nous n'avons fait qu'évoquer dans ce document (page 165). Il s'agissait alors
d'utiliser une méthode de caractéristiques pour résoudre le système conservatif en énergie
(5.40).

Nous cherchons U(x, t) solution sur [a, b] × IR d'un système non linéaire écrit sous
forme non conservative

∂U
∂t

+ A(U)
∂U
∂x

+ C = 0 (B.1)

où C est un terme source. La frontière absorbante est située en x = b. On note λi et li les
valeurs propres et les vecteurs propres à gauche associés à la matrice A. En �multipliant�
(B.1) par li, on obtient le système caractéristique

li ·
∂U
∂t

+ λili ·
∂U
∂x

+ li ·C = 0. (B.2)

Si on dé�nit V par

dVi = li · dU + li ·Cdt,

(B.2) devient
∂Vi
∂t

+ λi
∂Vi
∂x

= 0

Ces équations dé�nissent des ondes d'amplitude Vi se propageant à la vitesse λi. La
condition de paroi absorbante consiste à supposer que l'amplitude des ondes entrantes en
x = b, dé�nies par λi < 0 est constante en temps, ce qui revient à écrire

∂Vi
∂t

∣∣∣∣
x=b

= 0 pour λi < 0
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Sur la variable U , c'est équivalent à

li ·
∂U
∂t

+ li ·C = 0.

Nous pouvons donc écrire la condition limite en x = b comme ceci :

li ·
∂U
∂t

+ Li + li ·C = 0 (B.3)

avec

Li =

{
λili ·

∂U
∂x

pour λi > 0, caractéristiques sortantes

0 pour λi < 0, caractéristiques entrantes.

Dans le cas où toutes les ondes sont sortantes, on retrouve bien pour la condition
limite l'expression générale du système caractéristique (B.1).

En terme d'application, regardons ce que cela implique sur le système d'Euler, avec
U = (ρ, ρu,W )t, U = (ρ, u, p)t et C = 0. Soit l'entier K tel que b = (K + 1)∆x. On
cherche à calculer Un+1

K+1 en fonction de Un
K+1. L'égalité (B.3) s'écrit

∂p

∂t
− ρc∂u

∂t
+ L1 = 0

∂p

∂t
− c2∂ρ

∂t
+ L2 = 0

∂p

∂t
+ ρc

∂u

∂t
+ L3 = 0

où les Li sont donnés par

L1 = λ1

(
∂p

∂x
− ρc∂u

∂x

)
si λ1 ≥ 0,

L2 = λ2

(
∂p

∂x
− c2 ∂ρ

∂x

)
si λ2 ≥ 0,

L3 = λ3

(
∂p

∂x
+ ρc

∂u

∂x

)
si λ3 ≥ 0.

On calcule une approximation de Li au temps n∆t en approchant de manière générale
∂a

∂x
par

anK+1 − anK
∆x

. Cela permet de calculer
∂U

∂t

∣∣∣∣
K+1

:

∂ρ

∂t

∣∣∣∣
K+1

=
−Ln1 + 2Ln2 − Ln3

2c2

∂u

∂t

∣∣∣∣
K+1

=
1

2ρc
(Ln1 − Ln3 )

∂p

∂t

∣∣∣∣
K+1

=
−1

2
(Ln1 + Ln3 )
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En exprimant
∂U

∂t

∣∣∣∣
K+1

en fonction de
∂U
∂t

∣∣∣∣
K+1

, on obtient

Un+1
K+1 = Un

K+1 +
∂U

∂t

∣∣∣∣
K+1

Remarquons que dans le cadre où nous avons principalement utilisé cette méthode, il
s'agissait de déterminer des conditions limites pour le système (5.40) (i.e. α 6= 0). Nous
avons choisi de ne pas illustrer cette méthode sur ce système là à cause de la forme
beaucoup plus compliquée que prennent alors les équations caractéristiques.
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Annexe C

Couplage de deux systèmes

hyperboliques

C.1 Introduction

Dans cette annexe, nous établissons des résultats généraux liés au couplage entre deux
systèmes. Nous regarderons ensuite comment ces résultats se traduisent pour la résolution
du modèle totalement ionisé.

Nous considérons les deux systèmes hyperboliques non linéaires

∂u

∂t
+

∂

∂x
fG(u) = 0 , x < 0, t > 0 (C.1)

∂u

∂t
+

∂

∂x
fD(u) = 0 , x > 0, t > 0 (C.2)

que l'on veut coupler en x = 0. Cela signi�e qu'il faut assurer une certaine continuité de
u à préciser en x = 0. Par exemple, on peut vouloir résoudre

∂u

∂t
+

∂

∂x
fG(u) = 0 , x < 0, t > 0

u(0−, t) ∈ F(u(0+, t)) , t > 0
u(x, 0) = u0(x) , x < 0

et 
∂u

∂t
+

∂

∂x
fD(u) = 0 , x > 0, t > 0

u(0+, t) ∈ F(u(0−, t)) , t > 0
u(x, 0) = u0(x) , x > 0,

où F(h) désigne un ensemble d'états admissibles que l'on peut relier à h.
Contrairement à ce qui est fait dans le Chapitre 6, l'inconnue est calculée en xj+1/2 =

(j + 1/2)∆x et le �ux en xj. On note alors unj+1/2 une approximation de u(xj+1/2, n∆t).
On utilise les schémas numériques

1

∆t

(
un+1
j−1/2 − unj−1/2

)
+

1

∆x

(
gnG,j − gnG,j−1

)
= 0 , j ≤ 0 (C.3)

1

∆t

(
un+1
j+1/2 − unj+1/2

)
+

1

∆x

(
gnD,j+1 − gnD,j

)
= 0 , j ≥ 0 (C.4)
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où gα,j = gα(uj−1/2,uj+1/2) pour des �ux numériques gα à 3 points véri�ant les conditions
de consistance habituelles

gα(u,u) = fα(u).

Remarquons que pour j = 0, gnG,j fait intervenir des valeurs de uni+1/2, comme si elles

correspondaient à une approximation de u(x, tn) pour x < 0. On ne tient donc pas
compte du fait que uni+1/2 correspond à une approximation de la solution pour x > 0. Il
en va de même pour gnD,0.

Avant d'aller plus loin sur les systèmes hyperboliques, nous allons établir un résultat
qui n'a de sens que dans le cas scalaire.

C.2 Un résultat scalaire

Nous gardons les mêmes notations que dans la section précédente, en remplaçant
de manière générique les vecteurs h par des scalaires h. Nous pouvons alors énoncer la
proposition suivante :

Proposition 17
Si les deux schémas sont VTD (variation totale décroissante), alors le schéma global est
également VTD.

Rappelons qu'un schéma numérique est dit VTD si∑
j

(un+1
j − un+1

j ) ≤
∑
j

(unj − unj ) pour tout n,

ce qui présente l'avantage de prévenir l'apparition d'oscillations.
Preuve. Ecrivons les schémas sous forme incrémentale [19] :

un+1
j−1/2 = unj−1/2 − Cn

G,j−1/2∆unj−1 +Dn
G,j−1/2∆unj , j ≤ 0

un+1
j+1/2 = unj+1/2 − Cn

D,j+1/2∆unj +Dn
D,j+1/2∆unj+1 , j ≥ 0

où

∆uj = uj+1/2 − uj−1/2.

Ils sont VTD si

Cn
G,j−1/2 ≥ 0, Dn

G,j−1/2 ≥ 0, Cn
G,j−1/2 +Dn

G,,j−1/2 ≤ 1 , j ≤ 0

Cn
D,j+1/2 ≥ 0, Dn

D,j+1/2 ≥ 0, Cn
D,j+1/2 +Dn

D,j+1/2 ≤ 1 , j ≥ 0

Dans le cas d'un schéma à trois points, cette condition est nécessaire et su�sante. Il est
alors évident que le schéma global est VTD : il su�t d'e�ectuer la démonstration habi-
tuelle en ne distinguant pas les indices G et D. �
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C.3 Un résultat de type Lax-Wendro�

Nous revenons maintenant au cas de systèmes hyperboliques. Il s'agit maintenant de
voir quel problème couplé on résout e�ectivement en utilisant (C.3) et (C.4). Les résultats
qui suivent ainsi que les méthodes utilisées ont été adaptées de [19].

Nous allons ici supposer que
(
uni+1/2

)
converge dans un sens convenable vers une

fonction u et nous allons chercher à caractériser u. De manière classique, on associe à la

suite
(
uni+1/2

)
une fonction étagée u∆ dé�nie par

u∆(x, t) = unj+1/2 ,xj < x < xj+1, tn ≤ t ≤ tn+1.

On dé�nit également {
u∆(0−, t) = un−1/2

u∆(0+, t) = un1/2
, tn ≤ t ≤ tn+1.

Avant d'énoncer le théorème, rappelons les dé�nitions suivantes :

De�nition 18
On dé�nit la variation totale d'une fonction h ∈ L1

loc(Ω) par

TV (h) = sup

{∫
Ω

h divχdx , χ ∈ C1
0(Ω), ‖χ‖L∞(Ω) ≤ 1

}
.

De�nition 19
On dit que h ∈ L1

loc(Ω) est à variation bornée dans Ω si TV (h) < +∞ et on dé�nit

BV (Ω) =
{
h ∈ L1

loc(Ω) ; TV (h) < +∞
}
.

Théorème 20
On suppose que

u0
1/2 =

1

∆x

∫ xj+1

xj

u0(x)

et qu'il existe une fonction u ∈ L∞(IR×[0,+∞[)∩L1
loc(IR×[0,+∞[) avec u(., t) ∈ BV (IR)

pour tout t, telle que pour λ = ∆t/∆x �xé,

‖u∆‖L∞(IR×[0,+∞[) ≤ c,

u∆ → u dans L1
loc(IR× [0,+∞[) et presque partout,

u∆(0±, .)→ u(0±, .) dans L1
loc([0,+∞[) et presque partout. (C.5)

Alors, la fonction u est solution au sens faible de (C.1 ),(C.2) avec la condition initiale

u(x, 0) = u0(x) (C.6)

et la condition de couplage formelle

(gG − gD)(u(0−, t),u(0+, t)) = fG(u(0−, t))− fD(u(0+, t)). (C.7)
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Preuve. Elle est analogue à la démonstration du théorème de Lax-Wendro�. Soit χ une
fonction test de C1

0 (IR× [0,+∞[), on peut écrire

∑
n≥0

(
un+1
j+1/2 − unj+1/2

)
.χnj+1/2 = −

∑
n≥0

unj+1/2.
(
χnj+1/2 − χn−1

j+1/2

)
− u0

j+1/2.χ
−1
j+1/2

et ∑
j≤0

(
gnG,j − gnG,j−1

)
.χnj−1/2 = −

∑
j≤−1

gnG,j.
(
χnj+1/2 − χnj−1/2

)
+ gnG,0.χ

n
−1/2∑

j≥0

(
gnD,j+1 − gnD,j

)
.χnj+1/2 = −

∑
j≥1

gnD,j.
(
χnj+1/2 − χnj−1/2

)
− gnD,0.χ

n
1/2

On obtient ainsi, à partir de (C.3),

−∆x
∑
n≥0

∑
j≤0

unj−1/2.
(
χnj−1/2 − χn−1

j−1/2

)
−∆x

∑
j≤0

u0
j−1/2.χ

−1
j−1/2

−∆t
∑
n≥0

∑
j≤−1

gnG,j.
(
χnj+1/2 − χnj−1/2

)
+ ∆tgnG,0.χ

n
−1/2 = 0

et à partir de (C.4)

−∆x
∑
n≥0

∑
j≥0

unj+1/2.
(
χnj+1/2 − χn−1

j+1/2

)
−∆x

∑
j≥0

u0
j+1/2.χ

−1
j+1/2

−∆t
∑
n≥0

∑
j≥1

gnD,j.
(
χnj+1/2 − χnj−1/2

)
−∆tgnD,0.χ

n
1/2 = 0

d'où

∆t
∑
n≥0

{
∆x
∑
j∈ZZ

unj+1/2.
χnj+1/2 − χ

n−1
j+1/2

∆t
+ ∆x

∑
j≤−1

gnG,j.
χnj+1/2 − χnj−1/2

∆x
+

+ ∆x
∑
j≥1

gnD,j.
χnj+1/2 − χnj−1/2

∆x
+ gnD,0.χ

n
1/2 − gnG,0.χ

n
−1/2

}
+

+ ∆x
∑
j∈ZZ

u0
j+1/2.χ

−1
j+1/2 = 0.

Comme

gnD,0.χ
n
1/2 − gnG,0.χ

n
−1/2 =

1

2

(
gnD,0 + gnG,0

)
.
(
χn1/2 − χn−1/2

)
+

+
1

2

(
gnD,0 − gnG,0

)
.
(
χn1/2 + χn−1/2

)
,
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on obtient �nalement que

∆t
∑
n≥0

{
∆x
∑
j∈ZZ

unj+1/2.
χnj+1/2 − χ

n−1
j+1/2

∆t
+ ∆x

∑
j≤−1

gnG,j.
χnj+1/2 − χnj−1/2

∆x
+

+
∆x

2
gnG,0.

χn1/2 − χn−1/2

∆x
+ ∆x

∑
j≥1

gnD,j.
χnj+1/2 − χnj−1/2

∆x
+

+
∆x

2
gnD,0.

χn1/2 − χn−1/2

∆x
+

1

2

(
gnD,0 − gnG,0

)
.
(
χn1/2 + χn−1/2

)}
+

+ ∆x
∑
j∈ZZ

u0
j+1/2.χ

−1
j+1/2 = 0.

On dé�nit alors la fonction g∆ dans IR× [0,+∞[ par

g∆(x, t) =


gnG,j , xj−1/2 < x < xj+1/2 , j ≤ −1
gnG,0 , x−1/2 < x < 0
gnD,0 , 0 < x < x1/2

gnD,j , xj−1/2 < x < xj+1/2 , j ≥ 1

.

Alors la fonction précédente s'écrit∫ ∞
0

∫
IR

{
u∆(x, t).

1

∆t
(χ(x, t)− χ(x, t−∆t)) +

+g∆(x, t).
1

∆x

(
χ(x+

∆x

2
, t)− χ(x− ∆x

2
, t)

)}
dxdt+

+

∫ ∞
0

1

2
(g∆(0+, t)− g∆(0−, t)) . (χ∆(0+, t) + χ∆(0−, t)) dt+

+

∫
IR

u0(x).χ∆(x,−∆t)dx = 0

On peut maintenant passer à la limite dans cette expression. En utilisant la méthode de
démonstration du théorème de Lax-Wendro�, on obtient que∫ ∞

0

∫
IR

u∆(x, t).
1

∆t
(χ(x, t)− χ(x, t−∆t)) dxdt→

∫ ∞
0

∫
IR

u.
∂χ

∂t
dxdt

et que∫ ∞
0

∫ 0

−∞
g∆(x, t).

1

∆x

(
χ(x+

∆x

2
, t)− χ(x− ∆x

2
, t)

)
dxdt→

∫ ∞
0

∫ 0

−∞
fG(u).

∂χ

∂t
dxdt

d'une part, et∫ ∞
0

∫ ∞
0

g∆(x, t).
1

∆x

(
χ(x+

∆x

2
, t)− χ(x− ∆x

2
, t)

)
dxdt→

∫ ∞
0

∫ ∞
0

fG(u).
∂χ

∂t
dxdt
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d'autre part. Par ailleurs, on a∫
IR

u0(x).χ∆(x,−∆t)dx→
∫

IR

u0.χ∆(., 0)dx.

Il reste à examiner la convergence de∫ ∞
0

1

2
g∆(0±, t). (χ∆(0+, t) + χ∆(0−, t)) dt.

On a
g∆(0+, t) = gD(u∆(0−, t),u∆(0+, t)),
g∆(0−, t) = gG(u∆(0−, t),u∆(0+, t)).

En utilisant l'hypothèse (C.5) du théorème, on obtient que∫ ∞
0

1

2
g∆(0+, t). (χ∆(0+, t) + χ∆(0−, t)) dt→

∫ ∞
0

1

2
gD(u(0−, t),u(0+, t))χ∆(0, t)dt

et ∫ ∞
0

1

2
g∆(0−, t). (χ∆(0+, t) + χ∆(0−, t)) dt→

∫ ∞
0

1

2
gG(u(0−, t),u(0+, t))χ∆(0, t)dt.

Il en résulte que la fonction u véri�e pour toute fonction χ ∈ C1
0 (IR× [0,+∞[)∫ ∞

0

{∫ 0

−∞

(
u.
∂χ

∂t
+ fG(u).

∂χ

∂x

)
dx+

∫ ∞
0

(
u.
∂χ

∂t
+ fD(u).

∂χ

∂x

)
dx+

+(gD − gG)(u(0−, t),u(0+, t)).χ(0, t)} dt+ (C.8)

+

∫ ∞
−∞

u0.χ(., 0)dx = 0.

La suite de la démonstration est formelle, dans la mesure où elle fait appel à des formules
de Green dont les conditions de validité sont à préciser.

En prenant χ ∈ C1
0 (]−∞, 0]× [0,+∞[) (resp. χ ∈ C1

0 ([0,+∞]× [0,+∞[)), on ob-
tient immédiatement que la fonction u est solution de (C.1) (resp. (C.2)), avec la condition
initiale (C.6). On en déduit que pour toute fonction test χ ∈ C1

0 (IR× [0,+∞[)∫ ∞
0

{∫ 0

−∞

(
∂u

∂t
+
∂fG(u)

∂x

)
.χdx+

∫ ∞
0

(
∂u

∂t
+
∂fD(u)

∂x

)
.χdx

}
dt = 0,

et, par utilisation de la formule de Green,

∫ ∞
0

{∫ 0

−∞

(
u.
∂χ

∂t
+ fL(u).

∂χ

∂x

)
dx− fG(u(0−, t)).χ(0, t) +

+

∫ ∞
0

(
u.
∂χ

∂t
+ fD(u).

∂χ

∂x

)
dx+ fD(u(0+, t)).χ(0, t)

}
dt+ (C.9)

+

∫ ∞
−∞

u0.χ(., 0)dx = 0.
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En comparant (C.8) et (C.9), on obtient que∫ ∞
0

(gG − gD)(u(0−, t),u(0+, t)).χ(0, t)dt =

∫ ∞
0

(fG(u(0−, t))− fD(u(0+, t))) .χ(0, t)dt,

d'où (C.7). Réciproquement, (C.7) et (C.9) impliquent (C.8).

Ainsi, la fonction u véri�e (C.8) si et seulement si elle est solution de (C.1) et (C.2)
avec la condition initiale (C.6) et la condition de couplage (C.7 ).�

C.4 Application au schéma HLLE

On note de manière générique h± = h(0±, t).
Regardons ce que donne la relation de couplage appliquée à la résolution du modèle
totalement ionisé. On reprend les notations du Chapitre 6 et on dé�nit

b+ = b+
G = b+

D = max(0, u− + c−, u+ + c+),

b−D = min(0, u− − c−, u+ − c+),

b−G = min(0, u− − c−, u+ − c+, u− −
α

ρ−
).

Les �ux numériques s'écrivent

gD(U−,U+) =
b+fD(U−)− b−DfD(U+)

b+ − b−D
+
b+b−D(U+ −U−)

b+ − b−D

et

gG(U−,U+) =
b+fG(U−)− b−GfG(U+)

b+ − b−G
+
b+b−G(U+ −U−)

b+ − b−G
.

Comme nous l'avons fait dans la Section (6.7), nous supposons que

u− − c− < u− −
α

ρ−

de sorte que

b−G = b−D
def
= b−.

La relation de couplage (C.7) s'écrit alors

b+fD(U−)− b−fD(U+)

b+ − b−
− b+fG(U−)− b−fG(U+)

b+ − b−
= fD(U+)− fG(U−),

soit

−b−fG(U−)− b+fD(U+) = −b−fG(U+)− b+fD(U−).
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On suppose maintenant que nous sommes dans la situation illustrée par la Figure (6.13),
c'est-à-dire que b−b+ 6= 0, et on pose β = b−/b+. En désignant par [h] le saut de la
variable h et en explicitant les composantes des �ux, la relation de couplage devient

[ρu] = β[ρu]
[ρu2 + p] = β[ρu2 + p]
[ρus] = β[(ρu− α)s]

.

La première équation implique que [ρu] = 0, et la troisième équation s'écrit donc

(1− β)ρu[s] = −αβ[s].

Si αβ 6= (β − 1)ρu, cette relation implique que

[s] = 0.

Avec p = (ρs)γ, la deuxième équation devient

ρu[u] + sγ[ργ] = 0.

Ainsi, si on suppose que la vitesse est continue, la condition de compatibilité s'écrit

u(0+, t) = u(0−, t),

c'est-à-dire que la résolution du problème pour x < 0 fournit la condition aux limites en
x = 0 pour le problème pour x > 0 et inversement.
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