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Frédéric Hecht LJLL, Université Pierre et Marie Curie
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1 Méthodes Lagrangiennes et semi-Lagrangiennes pour le transport 5
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1.3 Une méthode lagrangienne avant-arrière . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2 Approximation compatible non-conforme des équations de Maxwell 21
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Introduction

What I cannot create, I do not understand. (Richard Feynman)

Pour un mathématicien appliqué, la physique des plasmas représente un vaste domaine de pro-
blèmes passionnants. Discipline relativement jeune à l’échelle des sciences modernes, les gaz ionisés
n’ayant été isolés et étudiés en tant que tels qu’à la fin du XIXe siècle (le terme “plasma” étant proposé
pour les désigner par Irving Langmuir en 1928), elle a connu un essor très important au cours du XXe
siècle, en raison notamment de ses applications dans les domaines de la fusion nucléaire et de l’astro-
physique, la matière étant essentiellement à l’état de plasma dans l’univers. Depuis les années 1950,
l’avènement du calcul scientifique a nourri ces avancées en suscitant le développement de méthodes
efficaces pour la simulation numérique des plasmas, méthodes qui ont à la fois joué le rôle d’outil
scientifique dans l’analyse des propriétés de la matière et de sujet de recherche en elles-mêmes.

Pour le système de Vlasov-Maxwell par exemple, qu’on peut considérer comme un modèle précis
pour décrire le comportement des plasmas de fusion par confinement magnétique, diverses méthodes
numériques ont été développées dès les années 1960, et leurs propriétés ont pu être justifiées par des
travaux conjoints de mathématiciens et physiciens. Néanmoins, il est possible de dire qu’en raison
des interactions complexes entre les champs et les particules d’une part, et de la taille des grands
tokamaks et la durée de confinement actuellement prévus pour la fusion d’autre part, ces méthodes
requièrent encore un nombre de calculs trop important pour en permettre une utilisation routinière
dans la simulation de scénarios expérimentaux réalistes.

Partant de ce constat, on s’est attaché à l’amélioration des performances des méthodes numériques
existantes, en concentrant nos efforts sur les étapes de conception des méthodes et en donnant un rôle
central à l’analyse mathématique de leurs propriétés. Pour l’équation de Vlasov

∂tf(t, x, v) + v · ∇xf(t, x, v) + F (t, x) · ∇vf(t, x, v) = 0

qui modélise le transport des particules chargées représentées ici par leur densité f dans l’espace des
phases (x, v) sous l’effet de forces électro-magnétiques F , on a travaillé au développement de méthodes
devant permettre d’augmenter significativement la précision des calculs à un coût modéré. Dans le cadre
des méthodes semi-Lagrangiennes, qui combinent le transport lagrangien par un suivi des trajectoires
caractéristiques et la projection des densités ainsi transportées sur des grilles de discrétisation, on a
étudié des schémas de prédiction de grilles adaptatives permettant de garantir a priori la précision des
densités approchées. On s’est ensuite intéressé aux méthodes numériques particulaires (lagrangiennes)
en raison de leur prédominance dans de très nombreux codes numériques utilisés par des physiciens.
Un écueil des simulations particulaires étant la présence d’un bruit numérique important, caractérisé
par des oscillations de nature probabiliste ou déterministe dans les densités approchées, on a proposé
plusieurs méthodes permettant de reconstruire des approximations précises des densités transportées
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Introduction

à partir des positions existantes des particules.

Notre intérêt pour les équations de Maxwell
{
∂tB + curlE = 0

∂tE − curlB = −J
qui modélisent l’évolution du champ électro-magnétique en présence d’une densité de courant J , s’est
d’abord porté sur l’étude du couplage compatible de solveurs de type éléments finis avec une discréti-
sation particulaire des sources de courant. Dans le cadre des schémas de différences finies développés
depuis plusieurs décennies pour les équations de Maxwell, il existait en effet des techniques d’ap-
proximation du courant porté par les particules numériques qui permettent de préserver de façon
satisfaisante les contraintes en divergence exprimées par les lois de Gauss

{
divB = 0

divE = ρ

sans qu’il soit nécessaire de les prendre en compte de façon explicite sous la forme d’équations sup-
plémentaires à résoudre comme c’est le cas dans les méthodes dites de divergence cleaning. En col-
laboration avec Eric Sonnendrücker et son équipe, nous avons alors étendu ces techniques, dite de
déposition conservative du courant, aux solveurs par éléments finis sur maillages non-structurés. Nos
travaux pour généraliser ces méthodes au cadre des solveurs de type Galerkin discontinus, qui mettent
en jeu des espaces de fonctions totalement discontinues pour une plus grande localité des calculs et
une gestion plus souple des maillages non-conformes, nous ont alors permis d’éclaircir deux points im-
portants. D’une part, que les propriétés de stabilité en temps long des solutions approchées pouvaient
être garantis lorsque les solveurs reproduisaient au niveau discret certaines propriétés de structure bien
connues, vérifiées par les opérateurs différentiels exacts et leurs espaces fonctionnels associés, et que
cette structure discrète était le critère naturel pour l’approximation compatible des sources de cou-
rant. D’autre part, qu’il était aisé, en s’appuyant sur les travaux importants menés par la communauté
mathématicienne sur les discrétisations conformes, de concevoir des schémas de type Garlerkin dis-
continus qui préservent cette structure fondamentale. Ces études nous ont ainsi amené à proposer une
nouvelle classe de discrétisations non-conformes (appelée “Conga” pour Conforming/Nonconforming
Galerkin), qui semblent étendre naturellement aux espaces de fonctions totalement discontinues l’es-
sentiel des propriétés de stabilité et de précision (notamment spectrales) établies pour les méthodes
d’éléments finis conformes, sans qu’il soit nécessaire d’introduire des termes de pénalisation, comme
c’est généralement le cas pour les méthodes non-conformes existantes. Leur mise en œuvre dans des
codes de calcul nous a permis de vérifier que ces propriétés théoriques se traduisaient par de bonnes
qualités numériques, et a donné l’occasion de mettre en évidence certaines similitudes avec des mé-
thodes Galerkin discontinues existantes.

Depuis quelques années j’ai également étudié divers modèles réduits pour les plasmas, sous l’im-
pulsion notamment de Bruno Després. Dans le cadre de la thèse de Mehdi Badsi, nous avons étudié
un modèle mathématique pour les gaines de plasma, qui sont des fines couches chargées au voisinage
d’une paroi métallique absorbante, dont le potentiel s’ajuste pour garantir la neutralité du plasma.
Leur comportement n’ayant pas été décrit de façon entièrement satisfaisante par des modèles mathé-
matiques, nous avons proposé un premier modèle auto-consistant dans une configuration simple uni-
dimensionnelle, dont nous avons pu montrer le caractère bien posé sous des conditions qui recouvrent
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certains critères utilisés classiquement en physique des plasmas. Nous avons également étudié, dans le
modèle réduit dit de “plasma froid”, plusieurs problèmes de propagation d’ondes électromagnétiques
lorsque un champ magnétique intense est imposé par un mécanisme externe comme c’est le cas dans
un tokamak. Après avoir résolu certaines difficultés de discrétisation qui provoquaient des instabilités
numériques dans des codes standards utilisés par des physiciens, nous avons proposé une nouvelle
formulation du système des plasmas froids en présence de résonances hybrides correspondant à un
transfert d’énergie entre l’onde et le bain d’ions environnant, dans la limite où la collisionnalité ions-
électrons tendait vers 0. Le problème limite étant mal posé (défaut d’unicité), nous avons montré que
notre reformulation permettait de retrouver le caractère bien posé en ajoutant des contraintes inté-
grales faisant intervenir des solutions manufacturées contenant des singularités de même nature que
celles des solutions exactes.

Ce manuscrit propose une synthèse de ces travaux en trois parties. La première décrit les méthodes
semi-Lagrangiennes et Lagrangiennes développées pour l’approximation des problèmes de transport
dont l’équation de Vlasov ci-dessus est un cas particulier. Les grandes lignes de leur analyse sont égale-
ment présentées, ainsi que les principales estimations d’erreur a priori. L’approximation des équations
de Maxwell par des méthodes compatibles est présentée dans la seconde partie. Après avoir rappelé la
structure des discrétisations par éléments finis mixtes conformes, on présente la forme de la discrétisa-
tion Conga et ses principales propriétés, notamment dans le contexte de l’approximation compatible
des termes sources. Ces résultats sont alors appliqués au cadre des discrétisations particulaires du
courant, et le lien est fait avec certaines méthodes de type Galerkin discontinues. La troisième partie
présente enfin les travaux réalisés dans l’étude des problèmes de gaines électrostatiques et de propa-
gation d’ondes électromagnétiques dans des plasmas magnétisés.
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Chapitre 1

Méthodes Lagrangiennes et
semi-Lagrangiennes pour le transport

On s’intéresse dans ce chapitre à l’approximation d’une équation de transport

∂tf(t, x) + u(t, x) · ∇f(t, x) = 0, t ∈ [0, T ], x ∈ Rd (1.1)

associée à une donnée initiale f0 : Rd → R, un temps final T et un champ de vitesse u : [0, T ]×Rd → Rd.
Dans la plupart des cas, u dépend lui-même de la densité f de sorte que le problème est non-linéaire.

Pour simplifier la présentation on supposera ici que u est donné, et suffisamment régulier pour qu’on
puisse définir des trajectoires caracteristiques X(t) = X(t; s, x), solutions du problème de Cauchy

X ′(t) = u(t,X(t)), X(s) = x, t ∈ [0, T ] (1.2)

avec x ∈ Rd et s ∈ [0, T ]. Le flot Fs,t : x 7→ X(t) est alors inversible et vérifie (Fs,t)
−1 = Ft,s. En

particulier, la solution de (1.1) peut se mettre sous la forme

f(t, x) = f0((F0,t)
−1(x)) pour t ∈ [0, T ], x ∈ Rd. (1.3)

On s’intéresse alors à la question suivante : si l’on dispose d’un schéma numérique performant pour
approcher le flot caractéristique entre deux instants tn = n∆t, qu’il s’agisse du flot avant

Fn,n+1 = Ftn,tn+1 (1.4)

comme c’est le cas dans l’approche particulaire [99, 95], ou du flot arrière

Bn,n+1 = (Ftn,tn+1)−1 (1.5)

comme c’est le cas dans l’approche semi-Lagrangienne classique [122, 127, 125], quelles méthodes
peut-on utiliser pour approcher fn = f(tn) de façon efficace ?

Liste de publications

Le contenu de ce chapitre s’appuie sur les travaux suivants :

[[39]] M. Campos Pinto, Adaptive semi-Lagrangian schemes for Vlasov equations, in Analytical and
Numerical Aspects of Partial Differential Equations, E. Emmrich and P. Wittbold (Eds.) de
Gruyter, Berlin, 2009
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[[40]] M. Campos Pinto, How to predict accurate wavelet grids in adaptive semi-Lagrangian schemes ?
ESAIM : Proc. 29, 2009

[[55]] M. Campos Pinto, E. Sonnendrücker, A. Friedman, D.P. Grote and S.M. Lund, Noiseless
Vlasov–Poisson simulations with linearly transformed particles, Journal of Computational Phy-
sics 275, 2014

[[41]] M. Campos Pinto, Towards smooth particle methods without smoothing, Journal of Scientific
Computing 65, 2015

[[44]] M. Campos Pinto, J.A. Carrillo, F. Charles and Y.P. Choi, Convergence of a linearly trans-
formed particle method for aggregation equations, 〈arXiv :1507.07405〉, 2015

[[46]] M. Campos Pinto and F. Charles, Uniform Convergence of a Linearly Transformed Particle
Method for the Vlasov–Poisson System, SIAM Journal on Numerical Analysis 54, 2016

[[45]] M. Campos Pinto and F. Charles, From particle methods to hybrid semi-Lagrangian schemes,
〈hal-01385676〉, submitted, 2016

1.1 Une méthode semi-Lagrangienne adaptative par ondelettes in-
terpolantes

Dans mes travaux de thèse [[38, 50]] j’avais étudié avec Michel Mehrenberger un schéma semi-
Lagrangien adaptatif dans lequel la solution était approchée par interpolations de type éléments finis
P1 sur des maillages adaptés dynamiquement. Dans cette direction je me suis d’abord intéressé à une
extension de cette approche à des représentations dans des base d’ondelettes interpolantes.

Cette méthode s’inspire d’un schéma similaire proposé dans [14], mais s’en distingue par le fait
qu’elle s’articule autour d’une notion de bonne adaptation d’un arbre d’ondelettes à une fonction
donnée. Cette notion nous a permis de proposer une méthode de prédiction de grille adaptative qui
s’accompagne d’une estimation d’erreur a priori pour les densités transportées et projetées sur cette
grille.

Les méthodes semi-Lagrangiennes [122, 121, 127, 125] calculent des solutions discrètes fnh appro-
chant la solution exacte f(tn) aux instants tn = n∆t, n = 0, 1, . . . , N = T/∆t, en suivant deux
principes :

— chaque solution approchée fnh est déterminée par ses valeurs ponctuelles sur une grille Γh ;
— les valeurs ponctuelles de fn+1

h sont calculées à partir de celles de fnh en utilisant la méthode
des caractéristiques, via une formule du type

fn+1
h (xi) = fnh (Bn,n+1

h (xi)), xi ∈ Γh

où Bn,n+1
h est une approximation du flot arrière (1.5) calculée à partir de fnh .

Ces étapes doivent bien sûr être précisées pour pouvoir définir un schéma numérique. Par exemple,
dans le cas le plus simple où l’on utiliserait une grille régulière Γh = hZ pour résoudre en dimension 1
une équation à vitesse u connue, on pourra utiliser un schéma de Runge-Kutta pour définir le flot
arrière approché. Le calcul des valeurs de fn+1

h sur les points de grille se ramène alors à l’évaluation
de fnh aux points de la forme Bn+1

h (xi), i ∈ Z. Cela peut se faire par des interpolations locales d’ordre
2R, en désignant par

Lk,j(x) =
R∏

j′=−R+1
j′ 6=j

x− xk+j′

xk+j − xk+j′
, j = −R+ 1, . . . , R

6



1.1. Une méthode semi-Lagrangienne adaptative par ondelettes interpolantes

les 2R polynômes de Lagrange associés aux noeuds xk−R+1, · · · , xk+R, avec k ∈ Z, et en posant ensuite

fnh (x) =
R∑

l=−R+1

Lk,l(x)fnh (xk+l) où k est tel que x ∈ [xk, xk+1]. (1.6)

La méthode d’interpolation définit ainsi la façon dont la solution approchée fnh est déterminée par ses
valeurs ponctuelles sur la grille Γh.

Dans les travaux [[39, 40]], j’ai développé une méthode où (en dimension d = 2, par simplicité) les
densités transportées sont approchées dans des bases d’ondelettes interpolantes, sous la forme

fnh (x) =
∑

λ∈Λn

dnλϕλ(x), Λn ⊂ Γ∞ := {2−`k : ` ∈ N, k ∈ Z2}.

Ici Λn est une grille dyadique non-uniforme, la fonction ϕλ est l’ondelette interpolante associée au
noeud dyadique λ, et les scalaires dnλ ∈ R sont les coefficients d’ondelettes également appelés détails.
Basées sur une représentation hiérarchique des fonctions continues, les ondelettes interpolantes offrent à
la fois une technique d’interpolation d’ordre elevé sur des grilles non uniformes, et un critère pratique
de raffinement (ou de déraffinement) de la grille. Leur construction repose sur un procédé itératif
d’interpolation dyadique que l’on rappelle ici. Après avoir partitionné l’ensemble des noeuds dyadiques
en niveaux successifs,

Γ∞ = Γ0 ∪
(
∪`≥1 ∇`

)
avec ∇` = Γ` \ Γ`−1 et Γ` = 2−`Z2,

on désigne par |λ| le niveau d’un noeud λ, caractérisé par la relation λ ∈ ∇|λ|. Sur la grille uniforme
correspondante on pose alors

ϕλ(γ) = δλ,γ , γ ∈ Γ|λ| (1.7)

et la construction est ensuite itérative : à partir des valeurs construites sur Γ` avec ` ≥ |λ|, on définit
celles du niveau `+1 en utilisant une formule d’interpolation centrée semblable à (1.6). Pour γ ∈ ∇`+1

cela consiste à définir une grille locale (ou stencil) d’interpolation Sγ ⊂ Γ`, par

Sγ =





γ + 2−`
(
{−R+ 1, . . . , R} − 1

2 × {0}
)

si γ ∈ 2−(`+1)
(
(2Z + 1)× 2Z

)

γ + 2−`
(
{0} × {−R+ 1, . . . , R} − 1

2

)
si γ ∈ 2−(`+1)

(
2Z× (2Z + 1)

)

γ + 2−`
(
{−R+ 1, . . . , R} − 1

2

)2
si γ ∈ 2−(`+1)(2Z + 1)2

(1.8)

comme représenté sur la figure 1.1, et à poser

ϕλ(γ) =
∑

µ∈Sγ
πγ,µϕλ(µ) pour γ ∈ ∇`+1, ` ≥ |λ| (1.9)

où πγ,µ correspond à la valeur en γ du polynôme de Lagrange associé au noeud µ dans le stencil Sγ .
Il est connu (voir par exemple [71, 62]) qu’on obtient par ce procédé une base de C0(R2), et

une conséquence de son caractère multi-échelles est que les fonctions y sont représentées de façon
hiérarchique : on a

g =
∑

γ∈Γ0

g(γ)ϕγ +
∑

`≥1

∑

γ∈∇`
dγ(g)ϕγ avec dγ(g) = g(γ)−

∑

µ∈Sγ
πγ,µg(µ)

pour tout g ∈ C0(R2), la somme infinie étant convergente dans L∞. Ainsi, les coefficients successifs
de g dans cette base correspondent à des erreurs d’interpolation qui seront d’autant plus petites que
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γ

µ

Sλ

Sµ

Sγ

λ

Figure 1.1 – Allure des stencils d’interpolation dyadique (1.8) dans Γ` = 2−`Z2 pour les 3 types de
noeuds de niveau `+ 1, avec R = 2.

g est régulière localement. Dans notre methode, cette propriété est exploitée en introduisant (i) des
grilles admissibles de noeuds dyadiques Λ ⊂ Γ∞ devant vérifier

γ ∈ Λ =⇒ Sγ ⊂ Λ (1.10)

et (ii) une interpolation par ondelettes sur ces grilles,

PΛg :=
∑

γ∈Λ∩Γ0

g(γ)ϕγ +
∑

γ∈Λ\Γ0

dγ(g)ϕγ , g ∈ C0(R2).

Grace à (1.10) on vérifie qu’il s’agit bien d’une interpolation, au sens où g et PΛg cöıncident sur Λ, de
sorte que les fonctions représentées de cette façon sont bien déterminées par leurs valeurs sur la grille.
Nous nous retrouvons donc dans un cadre propice à une méthode semi-Lagrangienne.

L’objectif est alors, partant d’une bonne approximation fnh de f(tn) sur une grille Λn, de prédire
une grille Λn+1 qui sera bien adaptée à l’approximation de f(tn+1). Pour cela nous avons proposé
une stratégie simple de transport de grille dyadique, dont l’analyse repose sur une notion de bonne
adaptation à une fonction donnée. Pour préciser cette notion et en déduire un critère constructif,
on introduit quelques notations supplémentaires. A tout noeud γ de niveau `, on associe des noeuds
enfants (de niveau `+ 1) définis par

C(γ) =





γ + 2−`
(
{−1

2 ,
1
2} × {0}

)
si γ ∈ 2−`

(
(2Z + 1)× 2Z

)

γ + 2−`
(
{0} × {−1

2 ,
1
2}
)

si γ ∈ 2−`
(
2Z× (2Z + 1)

)

γ + 2−`
(
{−1

2 , 0,
1
2}2 \ (0, 0)

)
sinon, i.e. si γ ∈ 2−`(2Z + 1)2

(1.11)

comme représenté sur la figure 1.2, et on désigne par P(λ) le parent d’un noeud λ, caractérisé par la
relation λ ∈ C(P(λ)). Clairement, une grille admissible au sens de (1.10) est un arbre, au sens où si
λ ∈ Λ alors P(λ) ∈ Λ. Les feuilles externes d’un arbre sont alors définies comme l’ensemble

Lout(Λ) = {λ ∈ Γ∞ \ Λ : P(λ) ∈ Λ}.

Ensuite, on appelle noeuds-étoile de niveau ` les éléments de ∇∗` = 2−`(2Z + 1)2 ⊂ ∇` correspondant
au raffinement simultané des deux dimensions, comme c’est le cas aux 3e lignes de (1.8) ou (1.11).
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1.1. Une méthode semi-Lagrangienne adaptative par ondelettes interpolantes

Figure 1.2 – Structure d’arbre des grilles d’ondelettes. Ici les noeuds noirs sont sur la grille uniforme
Γ`−1 = 21−`Z2, les grands noeuds blancs sont dans ∇` = Γ` \ Γ`−1 et les petits noeuds blancs sont
dans ∇`+1. Les flèches indiquent les relations parents → enfants.

L’ensemble de tous les noeuds étoile est Γ∗∞ = ∪`∈Z∇∗` , et on peut vérifier que si Λ est une grille
admissible, les feuilles externes de type étoile permettent de définir un maillage associé à Λ. L’ensemble

M(Λ) := {Ωλ : λ ∈ Lout(Λ) ∩ Γ∗∞} (1.12)

composé de cellules de la forme

Ωλ := λ+ 2−|λ|]− 1, 1[2

est une partition de R2 dont la résolution locale correspond au niveau maximal des noeuds étoiles
de Λ. Enfin, les voisins d’un noeud-étoile γ ∈ Γ∗∞ sont les noeuds dont le domaine d’influence Σλ =
λ+ 2−|λ|(2R− 1)[−1, 1]2 (correspondant à l’enveloppe convexe du stencil Sλ) intersecte sa cellule Ωγ :
on note leur ensemble par

N (γ) = {λ ∈ Γ∞ : Σλ ∩ Ωγ 6= ∅}, γ ∈ Γ∗∞.

On peut alors préciser la notion de bonne adaptation à une fonction donnée. On va en réalité en définir
deux versions, l’une faible et l’autre forte.

Définition 1.1 Soit 0 < κ < 1 une constante fixée. Etant donné ε > 0 et g ∈ C0(R2), une grille
dyadique Λ est dite faiblement ε-adaptée à g si

sup
γ∈Lout(Λ)∩Γ∗∞

sup
λ∈N (γ)\Λ

2κ(|λ|−|γ|)|dλ(g)| ≤ ε.

Si la deuxième borne supérieure peut être prise sur tous les voisins N (γ), y compris ceux présents
dans la grille Λ, alors cette dernière est dite fortement ε-adaptée à g.

Ces critères fournissent un guide pratique pour la construction d’arbres bien adaptés à une fonction
connue : on vérifiera en effet ces propriétés en raffinant le maillage dyadique (1.12) associé aux noeuds-
étoile de telle sorte que sur chacune de ses cellules Ωγ , on ait 2κ|λ||dλ(g)| ≤ ε2κ|γ| pour tous les noeuds
λ dont le domaine Σλ intersecte Ωγ . La particularité de la propriété faible est qu’elle exclut de ce
critère les coefficients dont les noeuds sont présents dans l’arbre, au motif que seuls les détails absents
de l’arbre contribuent à l’erreur d’interpolation. On a en effet le résultat suivant :
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Chapitre 1. Méthodes Lagrangiennes et semi-Lagrangiennes pour le transport

Lemme 1.2 Si Λ est une grille faiblement ε-adaptée à g ∈ C0(R2) et graduée, au sens où l’on a
N (γ) ∩ Γ|γ|−1 ⊂ Λ pour tout γ ∈ Λ, alors l’erreur d’interpolation associée vérifie

‖g − PΛg‖L∞(R2) . ε

avec une constante indépendente de g.

Ainsi, l’adaptation faible est suffisante à l’approximation précise d’une fonction donnée.
Le principe de l’adaptation forte (qui demande de raffiner localement les grilles au voisinage des

grands détails, quand bien même leurs noeuds seraient présents dans l’arbre), est qu’elle doit être
assez robuste pour être préservée par un algorithme simple de transport d’arbres dyadiques. Un tel
algorithme peut être obtenu en raffinant successivement les noeuds dont les images par le flot arrière
touche une maille de niveau essentiellement supérieur. La forme précise de cet algorithme fait intervenir
un entier fixé δ ≥ 1 correspondant à un nombre de raffinement additionels.

Algorithme 1.3 (TB(Λ) : transport de grilles) Soit δ ∈ N\{0}. Etant donné un flot B, et partant
de Λ∗0 := Γ∗0, on construit

Λ∗`+1 := Λ∗` ∪
{
γ ∈ Lout(Λ

∗
` ) ∩ Γ∗∞ : min{|λ| : λ ∈ Lout(Λ) ∩ Γ∗∞, B(γ) ∈ Ωλ} > |γ| − δ

}

jusqu’à ce que Λ∗L+1 = Λ∗L, et on note TB(Λ) := Λ∗L la grille dyadique ainsi obtenue.

Le théorème suivant nous indique que ce procédé permet de contruire des grilles bien adaptées aux
fonctions transportées par le flot B.

Théorème 1.1 (voir [[39]], Th. 6.9) Si le flot B et son inverse sont Lipschitziens, de constantes
respectives L et L′, et si δ ≥ 1 + ln2

(
L(8R + 2LL′ − 3)

)
, alors l’algorithme 1.3 préserve l’adaptation

des grilles au sens où

si Λ est fortement ε-adaptée à g, alors TB(Λ) est faiblement Cε-adaptée à TBg = g ◦B

avec une constante C qui ne dépend que de B. De plus les cardinalités des grilles prédites sont stables,

#
(
TB(Λ)

)
. #(Λ). (1.13)

On en déduit le schéma adaptatif suivant. En utilisant un algorithme Aε qui construit une grille
fortement adaptée à une fonction donnée suivant le critère plus haut, et un algorithme G de graduation
d’arbre (voir [[39]], Sec. 6.1), on commence par interpoler la densité initiale sur l’arbre gradué qui lui
est adapté,

f0
ε := PΛ0

ε
f0 où Λ0

ε := G(Aε(f0)). (1.14)

Pour n+ 1 ≤ N = T/∆t, on calcule alors en deux temps.
(i) On transporte d’abord la densité approchée par une méthode semi-Lagrangienne en utilisant

l’arbre prédit par notre méthode

f̃n+1
ε := PΛ̃n+1

ε
T fnε où Λ̃n+1

ε := G
(
T
Bn,n+1
h

(Λnε )
)
. (1.15)

Ici, T fnε = fnε ◦Bn,n+1
h désigne la densité transportée suivant un flot approché calculé à partir

de fnε .
(ii) On corrige ensuite la grille de façon à assurer qu’elle reste fortement adaptée à la densité

approchée,
fn+1
ε := PΛn+1

ε
f̃nε où Λn+1

ε := G
(
Aε(f̃n+1

ε )
)
. (1.16)
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1.2. Particules régulières à déformations polynomiales

Dans la mesure où le flot approché est calculé à partir de fnε , ou pourra supposer qu’il vérifie
∥∥Bn,n+1 −Bn,n+1

h

∥∥
L∞(Ω)

. ∆tr + ∆t‖f(tn)− fnε ‖L∞(Ω) (1.17)

pour un entier r correspondant à l’ordre du schéma en temps utilisé. On peut alors démontrer l’esti-
mation a priori suivante.

Théorème 1.2 On suppose que le flot approché vérifie une estimation telle que (1.17). Si la donnée
initiale f0 est Lipschitzienne, ainsi que les flots exacts avant (1.4) et arrière (1.5), alors la solution
approchée calculée par le schéma (1.14)-(1.16) vérifie

‖f(tn)− fnε ‖L∞(Ω) . (∆t)r−1 + ε/∆t (1.18)

pour n∆t ≤ T , avec une constante indépendante de ε et ∆t.

1.2 Particules régulières à déformations polynomiales

Malgré leur précision, les méthodes semi-lagrangiennes restent relativement peu utilisées en phy-
sique des plasmas. En dehors du code Gysela [86, 87] la majorité des grands codes cinétiques dévelopés
en physique des plasmas sont en effet basés sur des approches purement eulériennes ou lagrangiennes
(voir par exemple [82, Sec. 3.1] pour une revue dans le domaine des plasmas de fusions gyrociné-
tiques). Pour l’essentiel, les solveurs lagrangiens se fondent sur une représentation particulaire des
densités dans l’espace des phases. Utilisée depuis les années 50 en physique des plasmas [78, 72, 37] (et
en dynamique des fluides, cf. [59, 68]), cette approche a comme principaux avantages son coût relative-
ment faible (pas de maillage de l’espace des phases contrairement aux méthodes semi-Lagrangiennes,
et adaptation naturelle des ressources de calcul aux zones où se trouve le plasma), sa simplicité de
mise en oeuvre et sa robustesse sur de longs temps de simulation, notamment due à la conservation
de plusieurs quantités physiques fondamentales [99, 95].

Les méthodes particulaires ne sont pour autant pas exemptes de défauts. En particulier, leurs
résultats sont souvent marqués par des oscillations non-physiques (dont la nature peut être probabiliste
ou déterministe) qui, s’ils n’empêchent pas totalement leur exploitation, en dégradent significativement
la qualité. De nombreuses méthodes existent pour réduire ces oscillations (par exemple en re-projetant
périodiquement la densité sur de nouvelles grilles de particules [73, 98, 113, 101], ou en moyennant les
poids des particules voisines [10, 66], ou encore en proposant des formules locales de reconstruction
de la densité [131, 63], pour n’en citer que quelques unes) mais leur analyse mathématique ne permet
que rarement d’en estimer précisément leurs performances.

Partant de ce constat, j’ai voulu étudier des schémas numériques permettant une représentation
précise des densités, et dont la mise en oeuvre serait relativement aisée dans le cadre d’un code parti-
culaire existant. Par simplicité j’ai essentiellement travaillé dans un cadre déterministe (les particules
étant initialement situés sur une grille prescrite), mais sans perdre de vue l’application de mes travaux
au cadre probabiliste des méthodes Monte-Carlo, suivi dans de nombreux codes particulaires, voir
p.ex. [28].

Dans sa version déterministe, la méthode particulaire standard [100, 118] approche la densité f
par une superposition de particules numériques de la forme

fnh,ε(x) =
∑

k∈Zd
wkϕε(x− xnk). (1.19)

Ici wk est le poids de la particule centrée en xnk , et ϕε désigne une régularisation de paramètre ε > 0
de la masse de Dirac, typiquement de la forme ϕε(x) = ε−dϕ(ε−1x) avec ϕ une fonction régulière à
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Chapitre 1. Méthodes Lagrangiennes et semi-Lagrangiennes pour le transport

support compact telle qu’une B-spline ou un noyau de régularisation, voir p. ex. [68, 98]. Le paramètre
h correspond quand à lui à une distance moyenne entre les centres. Pour simplifier notre présentation
on pourra considérer des particules initialement placées sur une grille cartésienne,

x0
k = hk, k ∈ Zd, (1.20)

et on supposera que leurs trajectoires suivent le flot exact (1.4),

xn+1
k = Fn,n+1(xnk).

Dans ce contexte, les poids sont usuellement donnés par une approximation initiale des masses locales,
par exemple wk = hdf0(x0

k). L’analyse classique voit alors ce procédé comme (i) une approximation
(au sens des distributions) de f0 par une somme pondérée de mesures de Dirac, (ii) le transport exact
de cette distribution, et (iii) la régularisation de cette approximation par le noyau de convolution ϕε.
Sous réserve que ce dernier vérifie une condition d’ordre r ≥ 1 sur ses moments, l’estimation d’erreur
standard [11, 118] prend la forme

‖f(tn)− fnh,ε‖Lp ≤ C
(
εr‖f0‖W r,p + (h/ε)m‖f0‖Wm,p

)
, 1 ≤ p ≤ ∞. (1.21)

Il est possible d’améliorer cette estimation en modifiant les quadratures initiales [63], mais dans tous
les cas ce type de résultats met en évidence une faiblesse de l’approche (1.19), à savoir la nécessité de
devoir choisir ε� h lorsque ε, h→ 0 pour garantir la convergence forte des densités, ce qui se traduit
par un recouvrement croissant des particules qui pénalise fortement les applications numériques. En
pratique les méthodes particulaires sont souvent utilisées avec un recouvrement limité, suffisant pour
la convergence faible des densités et, dans la configuration la plus générale où le flot exact dépend
lui-même de la densité transportée, pour une précision jugée acceptable des trajectoires des particules.

L’absence de convergence forte se matérialise en général par des oscillations dans les densités appro-
chées. Pour réduire ces oscillations tout en conservant un recouvrement borné (ε ∼ h) des particules, de
nombreux auteurs ont proposé des méthodes dites semi-lagrangiennes avant (FSL, en anglais) consis-
tant à re-projeter périodiquement la densité (1.19) sur la grille (opération souvent désignée sous le
terme de remapping) [73, 98, 113, 65, 69, 101]. Ces projections ont un effet régularisant qui tend à
éliminer les oscillations dues à la distortion du nuage de particules, mais elles introduisent également
une diffusion numérique qui peut détériorer la validité des calculs sur des longues durées, de sorte que
plusieurs auteurs ont mis au point des techniques avancées de remaillages, voir [101] ou [12, 13, 133]
pour des méthodes multi-échelles .

Pour réduire ces oscillations tout en conservant un recours limité aux remappings et un recouvre-
ment limité des particules, j’ai étudié dans une série de travaux [[41, 55, 46]] une classe de méthodes
dans laquelle les particules sont progressivement déformées de façon à mieux suivre le flot caracté-
ristique de l’équation de transport. La densité initiale est à nouveau approchée par un ensemble de
particules pondérées,

f0
h(x) =

∑

k∈Zd
wkϕh(x− x0

k) (1.22)

mais contrairement à (1.19) où les particules sont simplement translatées le long des trajectoires, on
les transforme maintenant en utilisant des approximations locales du flot arrière B0,n = (F0,tn)−1. Au
premier ordre la méthode consiste à linéariser le flot arrière autour de chaque trajectoire

B0,n
(1),k : x 7→ x0

k +Dn
k (x− xnk) (1.23)
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1.2. Particules régulières à déformations polynomiales

où Dn
k est une matrice de déformation qui correspond à la matrice Jacobienne JB0,n(xnk), et à trans-

porter les fonctions de forme suivant

ϕh(x− x0
k) 7→ ϕh(B0,n

(1),k(x)− x0
k) = ϕh(Dn

k (x− xnk)).

L’approximation par particules transformées linéairement (LTP) prend alors la forme

fnh (x) =
∑

k∈Zd
wkϕh(Dn

k (x− xnk)) (1.24)

et on a le résultat suivant (voir [[41]], Th. 1).

Théorème 1.3 L’approximation LTP (1.24) vérifie

‖f(tn)− fnh ‖L∞ ≤ ‖f0 − f0
h‖L∞ + Ch‖f0‖L∞ (1.25)

avec une constante C qui dépend de la régularité du flot F 0,n et de son inverse.

Au deuxième ordre le développement local du flot arrière prend la forme

B0,n
(2),k : x 7→ x0

k +Dn
k (x− xnk) +

1

2

(
(x− xnk)t(Qnk)i(x− xnk)

)
1≤i≤d

)

où le terme quadratique (Qnk)i correspond à la matrice Hessienne H(B0,n)i(x
n
k) de la i-ème composante

du flot. On généralise cette approche à tout ordre r en posant

B0,n
(r),k(x) := (x− xnk) + x0

k + φ′k(0) + · · ·+ 1

r!
φ

(r)
k (0) où φk(s) = (B0,n − I)(xnk + s(x− xnk)).

En revanche, l’application B0,n
(r),k n’est en général pas injective et le support de ϕh(B0,n

(r),k(x)− x0
k) n’a

aucune raison d’être contenu dans un voisinage de xnk . Pour définir la transformation polynomiale
des particules il est donc nécessaire d’introduire une restriction a priori des supports. La localisation
proposée dans [[41]] consiste à transporter par le flot linéarisé F 0,n

(1),k = (B0,n
(1),k)

−1 une extension du

support initial de la particule. Si ce dernier est inclus dans une boule Σ0
h,k = B`∞(x0

k, hρ
0), on pose

Σn
h,k := F 0,n

(1),k

(
B`∞(x0

k, hρ
n
h,k)
)

avec ρnh,k := ρ0 +
1

h
‖B0,n

(1),k −B
0,n‖L∞(F 0,n(Σ0

h,k)) (1.26)

et on définit la déformation polynomiale des particules régulières par

ϕh(x− x0
k) 7→ 1Σnh,k

(x)ϕh
(
B0,n

(r),k(x)− x0
k

)
.

Le résultat suivant (voir [[41]], Th. 2) établit la convergence à l’ordre r de cette approximation.

Théorème 1.4 L’approximation par particules transformées polynomialement à l’ordre r, définie par

fnh (x) =
∑

k∈Zd
wk1Σnh,k

(x)ϕh
(
B0,n

(r),k(x)− x0
k

)
(1.27)

vérifie

‖f(tn)− fnh ‖L∞ ≤ ‖f0 − f0
h‖L∞ + Chr‖f0‖L∞ (1.28)

avec une constante C qui dépend de la régularité du flot F 0,n et de son inverse.
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La forme explicite des constantes C apparaissant dans les théorèmes ci-dessus (donnée dans [[41]])
indique une forte détérioration de la précision lorsque le flot devient irrégulier. Pour cette raison il est
bénéfique d’effectuer des re-projections, car elles permettent de redémarrer le procédé décrit plus haut
avec un flot caractéristique réinitialisé. On observe qu’avec des projections périodiques sur la grille
la méthode prend une tournure semi-Lagrangienne. La déformation polynomiale des particules peut
alors être vue comme un moyen de limiter le recours à ces projections, car nos estimations indiquent
une convergence forte pour h→ 0 sans qu’il soit nécessaire de re-projeter.

Les matrices Dn
k et (Qnk)i apparaissant dans les flots linéaires et quadratiques (si l’on se limite aux

premiers ordres) étant des approximations des matrices Jacobiennes et Hessiennes du flot arrière, à
savoir JB0,n(xnk) et H(B0,n)i(x

n
k), il est possible en pratique de les calculer à partir de la position des

marqueurs voisins. Une approximation par différences finies sur la grille de départ des dérivées du flot
avant F 0,n = F0,tn donne en effet

Jnk :=

(
(xnk+ej

− xnk−ej )i
2h

)

1≤i,j≤d
≈ JF 0,n(x0

k) (1.29)

et suivant l’identité JF 0,n(x0
k)JB0,n(xnk) = Id, on peut poser

Dn
k := (Jnk )−1. (1.30)

Pour les termes quadratiques on approche les matrices Hessiennes du flot avant par

(Hn
k )i :=

(
(h)−2

1∑

α1,α2=0

(−1)α1+α2
(
xnk+α1ej1+α2ej2

)
i

)
1≤j1,j2≤d

≈ H(F 0,n)i(x
0
k). (1.31)

En dérivant deux fois (en x0
k) l’identité I = B0,nF 0,n on obtient d’autre part

0 =
(
JF̄n(x0

k)
)t
H(B0,n)i(x

n
k)JF 0,n(x0

k) +
d∑

j=1

(
JB0,n(xnk)

)
i,j
H(F 0,n)j (x

0
k),

on pose alors

(Qnk)i := −(Dn
k )t
( d∑

j=1

(Dn
k )i,j(H

n
k )j

)
Dn
k . (1.32)

On peut vérifier la précision de ces approximations. En particulier, il existe un seuil h∗(F 0,n) en dessous
duquel les matrices Jnk sont inversibles et l’on a, pour tout k ∈ Zd,

h ≤ h∗(F 0,n) =⇒ ‖Dn
k − JB0,n(xnk)‖ ≤ Ch2 et ‖(Qnk)i −H(B0,n)i(x

n
k)‖ ≤ Ch (1.33)

avec des constantes C qui dépendent du flot exact F 0,n, voir par exemple [[45]], Annexe.
Plusieurs tests numériques ont mis en évidence les qualités de convergence de cette approche. Ainsi,

la figure 1.3 représente les courbes d’erreur obtenues en transportant une densité initiale régulière
dans un champ de vitesse u(t, x) = cos

(
πt
T

)
curlφ(x) avec φ(x) := − 1

π sin2(πx1) sin2(πx2), tel que la
solution revient à son état initial en t = T après avoir été étirée jusqu’en t = T/2. On y vérifie que
l’approximation particulaire classique (1.19), représentée (sous l’acronyme TSP) pour plusieurs valeurs
d’un exposant q déterminant le rayon des particules ε = hq, ne converge que pour des valeurs q < 1
correspondant à un recouvrement croissant des particules, et que cette convergence est relativement
lente. Celle de la méthode FSL (avec remappings, sans déformation) est plus rapide mais requiert
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une décroissance de la période de remapping ∆tr, semblable en pratique à une condition CFL. La
principale qualité des méthodes LTP et QTP (avec déformations linéaires et quadratiques) est que
la convergence a lieu pour valeurs constantes de la période ∆tr, et que les valeurs optimales de cette
période, correspondant au meilleur compromis entre les erreurs de remapping et la distortion du flot,
sont sensiblement plus grandes avec la méthode QTP.

En collaboration avec des physiciens du groupe “Heavy Ion Fusion” du Laboratoire Lawrence Ber-
keley, j’ai décrit et validé numériquement un schéma Linearly-Transformed Particle-In-Cell (LTPIC)
pour l’équation de Vlasov-Poisson 1d1v, où les particules sont déformées suivant la méthode LTP, le
champ électrique étant résolu par une méthode traditionnelle. Les résultats numériques obtenus dans
cette voie [[55]] montrent une précision comparable à celle de solveurs d’ordre élevés sur grille (p. ex.
semi-Lagrangiens), réputés pour leur qualité.

Avec Frédérique Charles (LJLL) nous avons étendu l’analyse à ce système non-linéaire de Vlasov-
Poisson 1d1v. Dans l’article [[46]] nous avons prouvé la convergence a priori de la densité approchée
en norme uniforme (à l’ordre 1) et des trajectoires approchées pour les particules (à l’ordre 2). Par
rapport aux estimations classiques de Cottet et Raviart [67] appliquées au cas où les particules ne se
recouvrent qu’en nombre fini (ε ∼ h), notre approche permet de gagner un ordre de convergence au
prix de la transformation linéaire des profils des particules.

Avec Frédérique Charles (LJLL), Young-Pil Choi et José Antonio Carrillo (Imperial College) nous
avons également appliqué la méthode LTP à une classe d’équations d’agrégation, pour laquelle nous
avons montré (théoriquement et numériquement) des résultats de convergence forte pour la densité,
ce qui ne semble pas pouvoir être le cas avec des méthodes particulaires à échelle fixe. Ces résultats
ont fait l’objet d’un article soumis [[44]].

1.3 Une méthode lagrangienne avant-arrière

Malgré le gain de précision apporté par les déformations polynomiales, la méthode décrite dans la
section précédente a l’inconvénient de produire des particules dont le support peut s’étendre indéfini-
ment dans certaines directions, rendant délicate leur localisation a priori. En particulier, il n’est pas
aisé de déterminer rapidement quelles particules interviennent dans l’évaluation des densités (1.24) ou
(1.27) en un point x donné, et leur distance à x pouvant crôıtre indéfiniment entre deux remappings,
leur recensement devient vite très coûteux en plusieurs dimensions d’espace.

Pour éviter ce phénomène, l’option la plus simple est d’abandonner la représentation de fn sous la
forme d’une superposition de particules régulières. On souhaite toutefois préserver l’ingrédient central
des méthodes LTP et QTP, à savoir l’approximation locale du flot arrière B0,n au voisinage des
marqueurs xnk par les formules (1.29)-(1.32). En effet celles-ci ont l’avantage de fournir des résultats
précis (au vu des simulations numériques illustrées dans la figure 1.3 par exemple) et de ne faire
intervenir que la position des marqueurs voisins.

Pour atteindre cet objectif, une solution naturelle consiste à adapter au cadre des méthodes
particulaires l’approche locale utilisée par Colombi et Alard dans [64] pour concevoir des schémas
semi-lagrangiens très précis. En effet, aux particules ponctuelles transportées en avant il est possible
d’associer une représentation fondée sur l’approximation locale du flot arrière par les techniques dé-
crites plus haut. Précisément, la méthode que nous avons proposée dans [[45]] approche la densité
f(tn, x) = f0(B0,n(x)) par les étapes suivantes :

(i) A chaque marqueur xnk on associe une approximation locale B0,n
h,k du flot arrière, calculée de la

même façon que dans les méthodes LTP ou QTP par différences finies. On rappelle qu’au premier
ordre ce flot approché prend la forme

B0,n
h,k(x) = x0

k +Dn
k (x− xnk) (1.34)
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Figure 1.3 – Courbes de convergence (erreurs L∞ vs. nombre de particules N ∼ h−2) pour un pro-
blème de transport passif à flot réversible, approché par diverses méthodes décrites dans la section 1.2 :
la méthode TSP (traditional smooth particle) utilise des particules régulières de rayon ε = hq sans
remappings, la méthode FSL (forward semi-Lagrangian) remappe des particules ε = h avec diverses
périodes ∆tr, comme les méthodes LTP et QTP qui imposent en plus une déformation (linéaire et
quadratique) des particules régulières. Les figures du haut montrent la solution exacte en t = 0 et T
à gauche, et en t = T/2 l’instant d’étirement maximal, à droite.

avec une matrice Dn
k calculée par les formules (1.29)-(1.30), et au deuxième ordre on a

B0,n
h,k(x) = x0

k +Dn
k (x− xnk) +

1

2

(
(x− xnk)t(Qnk)i(x− xnk)

)
1≤i≤d (1.35)

avec des matrices (Qnk)i calculées par les formules (1.31)-(1.32).

(ii) Pour rassembler ces approximations locales du flot arrière de façon régulière, on considère ensuite
une partition de l’unité ∑

i∈Zd
S(x− i) = 1, x ∈ Rd (1.36)
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mettant en jeu une fonction de forme S ≥ 0 à support compact, par exemple une B-spline.
Utilisant à nouveau une grille de pas h, dont les noeuds seront notés ξi = ih pour éviter une
confusion avec les marqueurs, on note Sh,i(x) = S

(
(x − ξi)/h

)
la fonction de forme associée au

noeud ξi. Une approximation globale du flot arrière est alors donnée par

B0,n
h (x) :=

∑

i∈Zd
B0,n
h,k∗(n,i)(x)Sh,i(x) (1.37)

où le marqueur d’indice k∗(n, i) est défini comme le plus proche du noeud ξi à l’instant tn, i.e.,

k∗(n, i) := argmin
k∈Zd

‖xnk − ξi‖∞.

(iii) La densité approchée est alors donnée par une représentation lagrangienne standard,

fnh (x) := f0
(
B0,n
h (x)

)
(1.38)

qu’on qualifiera d’approximation lagrangienne avant-arrière (FBL, forward-backward lagrangian),
en précisant éventuellement : L-FBL ou Q-FBL, suivant que les flots locaux sont linéaires (1.34)
ou quadratiques (1.35).

A nouveau, il est important de pouvoir réinitialiser les flots caractéristiques lorsque ceux-ci deviennent
trop irréguliers pour pouvoir être approchés correctement, et comme dans la section précédente cela
peut être réalisé par un remapping, i.e. une ré-initialisation des particules approchant la densité ap-
prochée transportée jusque là.

On vérifie qu’avec ce nouveau procédé l’évaluation de la densité en un point donné est a priori
beaucoup plus locale qu’avec les méthodes LTP et QTP, où la déformation polynomiale des parti-
cules peut étendre rapidement (et indéfiniment) leur support. Dans les simulations numériques, cette
meilleure localité se traduit par un gain important de temps cpu, déjà visible en dimension d = 2 sur
les méthodes de second ordre illustrées figure 1.4, en raison de l’accroissement plus rapide du support
des particules dans la méthode QTP, voir (1.26). Ce gain sera d’autant plus important que la dimen-
sion d’espace d est grande, notamment dans le cas d’équations de Vlasov dimensions d = 2 + 2 ou
3 + 3 actuellement en cours d’implémentation dans la plate-forme logicielle Selalib [124], développée
en collaboration avec des équipes de l’IPP à Garching (Allemagne), de l’IRMA à Strasbourg et de
l’IRMAR à Rennes.

On dispose également des estimations a priori suivantes, dans lesquelles le seuil h∗(F 0,n) correspond
à l’inversibilité de la matrice Jacobienne approchée par différences finies, voir (1.33).

Théorème 1.5 Soit h ≤ h∗(F 0,n). Si le flot exact F 0,n et son inverse B0,n sont dans W 2,∞(Rd),
l’approximation (1.38) de premier ordre (L-FBL) vérifie

‖f(tn)− fnh ‖ ≤ Ch2

avec une constante indépendente de h. Si de plus F 0,n et B0,n sont dans W 3,∞(Rd), alors l’approxi-
mation (1.38) de second ordre (Q-FBL) vérifie

‖f(tn)− fnh ‖ ≤ Ch3

avec une constante indépendente de h.
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Figure 1.4 – Courbes de convergence (erreurs L∞ vs. nombre de particules N ∼ h−2) pour le pro-
blème de transport passif illustré sur la figure 1.3. Les courbes du haut reprennent les résultats des
méthodes à déformation polynomiale (LTP et QTP), tandis que les courbes du bas indiquent celles
des approximations lagrangiennes avant-arrière (1.38) de premier et second ordre (L-FBL et Q-FBL).
Les nombres entre parenthèses indiquent les temps cpu (en secondes) de chaque simulation.

Figure 1.5 – Courbes de convergence (erreurs relatives L2 vs. h) pour le problème de transport
passif illustré sur la figure 1.3, approché par les méthodes LTP et L-FBL. Le gain d’un ordre apparâıt
clairement sur ces courbes d’erreur L2, lorsqu’on augmente la période entre deux remappings.

En comparaison avec les méthodes particulaires à déformation polynomiales, ces estimations per-
mettent de gagner un ordre de convergence. La raison étant essentiellement que dans la densité ap-
prochée, la décomposition en termes d’échelle h est maintenant réalisée sur le flot arrière, plutôt que
sur la densité elle-même, ce qui évite de perdre une puissance de h via la constante de Lipschitz de la
densité numérique. Ce gain de convergence n’est pas seulement visible dans les estimations a priori :
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on l’observe dans les simulations numériques lorsque le transport (sans remapping) est réalisé sur des
périodes suffisamment grandes, comme illustré figure 1.5.
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Chapitre 2. Approximation compatible non-conforme des équations de Maxwell

2.1 Le système de Maxwell temporel

Pour approcher les équations de Maxwell (écrites ici en 2D, où la présence de deux opérateurs
rotationnels, l’un scalaire et l’autre vectoriel noté en caractères gras, permet de clarifier certains
aspects de notre exposé) 




∂tB + curlE = 0

∂tE − c2 curlB = − 1

ε0
J ,

(2.1)

les éléments finis mixtes [85, 18] sont une méthode de référence. Caractérisés par la présence de plusieurs
espaces distincts reliés entre eux par des relations de compatibilité traduisant la structure géométrique
des espaces fonctionnels dans lesquels s’ecrivent certaines propriétés importantes des équations consi-
dérées, ces schémas permettent d’atteindre des ordres élevés dans des domaines complexes et possèdent
d’importantes propriétés de stabilité et d’approximabilité, qu’il s’agisse des équations temporelles ou
du problème aux valeurs propres

curl curlE = λE

comme cela a pu être mis en évidence par plusieurs auteurs, voir p.ex. [106, 27, 93, 16, 135, 17].

Pour décrire cette structure, on empruntera certaines notations à la géométrie différentielle et au
calcul extérieur par élements finis, voir [25, 27, 93, 2, 3, 94]. Ayant posé

W 0 = L2(Ω), W 1 = L2(Ω)2, W 2 = L2(Ω), W 3 = R, (2.2)

on introduit des opérateurs dl, l ∈ {0, 1, 2}, définis sur V l ⊂W l et à valeurs dans W l+1, par

V 0 = H1
0 (Ω)

d0 = −grad−−−−−−−−−−→ V 1 = H0(curl; Ω)
d1 = curl−−−−−−−−→ V 2 = L2(Ω)

d2 =
ffl

Ω−−−−−−→ V 3 = R (2.3)

où
ffl

Ω = |Ω|−1
´

Ω. On supposera ici que le domaine Ω est Lipschitzien, borné et simplement connexe
de sorte que cette suite est exacte, au sens où l’image de chaque opérateur cöıncide avec le noyau de
l’opérateur suivant, voir par exemple [140, Rem. 3.17]. Les adjoints (dl)∗ sont définis sur V ∗l+1 ⊂W l+1

et à valeurs dans W l, par

V ∗3 = R
(d2)∗ = ι−−−−−−−→ V ∗2 = H(curl; Ω)

(d1)∗ = curl−−−−−−−−−−→ V ∗1 = H(div; Ω)
(d0)∗ = div−−−−−−−−−→ V ∗0 = L2(Ω)

(2.4)
où ι désigne l’injection canonique R→ L2(Ω). Cette suite est également exacte [140, Cor. 3.16]. Suivant
[1, 57] on peut alors utiliser un opérateur “composite” pour représenter l’action combinée des deux
rotationels,

A := c

(
0 −d1

(d1)∗ 0

)
= c

(
0 − curl

curl 0

)
. (2.5)

C’est un opérateur non borné de W := W 2 ×W 1 dans lui-même, défini sur V := D(A) = V ∗2 × V 1,
i.e., V = H(curl; Ω) ×H0(curl; Ω). Muni de conditions aux bords metalliques E × n = 0 sur ∂Ω, le
système de Maxwell (2.1) peut alors se réécrire sous la forme

∂tU −AU = −F (2.6)

avec U = (cB,E)T et F = (0, ε−1
0 J)T . Le caractère bien posé de cette équation s’établit alors avec

des arguments standards : A étant anti-symétrique au sens où A∗ = −A, il génère un semi-groupe
de contractions de classe C0 [139, section IX.8] et le problème de Cauchy (2.6) peut s’étudier avec
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des outils classiques [117]. Par exemple si F ∈ C1([0, T ];W), alors (2.6) muni d’une condition initiale
U0 ∈ V possède une unique solution U ∈ C0([0, T [;V).

Le système complet des équations de Maxwell comprend également les lois de Gauss, qui s’ob-
tiennent en prenant formellement la divergence des équations d’Ampère et Faraday (2.1) et peuvent
se voir comme un critère d’admissibilité pour les solutions générales de (2.6). Ainsi, la loi de Gauss
éléctrique

divE =
1

ε0
ρ (2.7)

représente une condition sur le champ E initial et sur la densité de charge ρ, dans la mesure où elle
sera vérifiée en tout temps à condition de l’être en t = 0, et si les sources vérifient l’équation “de
continuité”

∂tρ+ divJ = 0

exprimant le fait que la densité de courant J est le flux de la densité de charges ρ. Un raisonnement
similaire s’applique pour la loi de Gauss magnétique, pour laquelle les sources sont en principe toujours
nulles. En 3D celle-ci s’écrit divB = 0, et dans le modèle 2D présenté ici cette relation dégénère enffl

ΩB = cst, compte tenu de la suite restreinte (2.3). A nouveau on peut écrire ces lois sous une forme
“composite”

DU = R avec D =

(
d2 0
0 (d0)∗

)
=

(ffl
Ω 0
0 div

)
(2.8)

et en écrivant R = (
ffl

ΩcB
0, ε−1

0 ρ)T la densité de charge généralisée dans ce modèle 2D.

2.2 Approximation conforme par des éléments finis mixtes

L’approche standard consiste à choisir une discrétisation conforme V l
h ⊂ V l de la suite primale (2.3),

sur laquelle les opérateurs discrets peuvent être définis par simple restriction dlh = dl|V lh . Plusieurs choix

sont possibles, des constructions systématiques étant proposées dans [92, 2]. Un choix usuel [106, 108]
consiste à prendre, Th désignant une triangulation conforme de Ω,

V 0
h = Lp,0(Ω, Th)

d0
h = −grad |V 0

h−−−−−−−−−−−−−→ V 1
h = Np−1,0(Ω, Th)

d1
h = curl |V 1

h−−−−−−−−−−→ V 2
h = Pp−1(Th) (2.9)

où l’on a noté, en remontant la suite :

Pp−1(Th) = {v ∈ L2(Ω) : v|T ∈ Pp−1(T ), T ∈ Th} (2.10)

l’espace des polynômes par morceaux de degré maximal p− 1 sur la triangulation Th,

Np−1,0(Ω, Th) = Np−1(Th) ∩H0(curl; Ω) avec Np−1(T ) = Pp−1(T )2 +
(−y
x

)
Pp−1(T ) (2.11)

l’espace de Nédélec (de première espèce) muni de conditions aux bords homogènes, et

Lp,0(Ω, Th) = Pp(Th) ∩ C0(Ω) (2.12)

l’espace des éléments continus (de “Lagrange”) nuls aux bords. L’espace (2.11) est associé à des degrés
de libertés d’arêtes curl-conformes dont nous ne rappelerons pas ici la forme précise (on renvoie pour
cela à [18] ou [[52]] par exemple), mais qui sont destinés à assurer la continuité des composantes
tangentielles des champs de part et d’autre des arêtes. En deux dimensions ces éléments correspondent
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à une rotation de π/2 des éléments div-conformes introduits dans [119] et leur extension au cas tri-
dimensionel a été proposée dans [114]. Ces éléments ont été longuements étudiés, voir p.ex. [85, 18].
Notamment, on sait que la suite discrète (2.9) est encore exacte, ce qui peut se vérifier directement
([[52]], Lemme 3.2) ou se déduire du fait que ces espaces sont des cas particuliers de la construction
générale proposée dans [2]. On notera que ce cadre a été étendu à d’autres espaces conformes tels que
les éléments finis par splines dans [36].

L’approximation par éléments finis mixtes de (2.1) basée sur ces espaces conformes consiste alors
à calculer (Bh,Eh) ∈ C0([0, T [;V 2

h × V 1
h ), solution de





〈∂tBh, ϕ〉+ 〈curlEh, ϕ〉 = 0 ϕ ∈ V 2
h ⊂ L2(Ω)

〈∂tEh,ϕ〉 − c2〈Bh, curlϕ〉 = − 1
ε0
〈Jh,ϕ〉 ϕ ∈ V 1

h ⊂ H0(curl; Ω)
(2.13)

où 〈·, ·〉 est le produit scalaire usuel de L2(Ω) et Jh ∈ C0([0, T ];V 1
h ) représente une approximation

du terme source J . Un choix usuel [106, 108, 103], [[48]] consiste à définir ce terme par une simple
projection L2 dans l’espace discret V 1

h , i.e.

〈Jh,ϕ〉 = 〈J ,ϕ〉, ϕ ∈ V 1
h . (2.14)

On rappellera dans la section 2.4 que pour les éléments utilisés ici, ce choix permet de vérifier un
diagramme commutant qui conduit à une propriété de stabilité en temps long, mais ce n’est pas
toujours le cas.

Utilisant l’inclusion curlV 1
h ⊂ V 2

h , on note que la première équation est vérifiée au sens fort,

∂tBh + curlEh = 0 (dans V 2
h ). (2.15)

En particulier, on voit qu’en 3D cette approche calcule un champ Bh dont la divergence reste nulle dès
lors qu’elle l’est au temps initial, sans qu’il soit besoin de le calculer dans un sous-espace de H(div; Ω).

On observera que l’égalité (2.15) entrâıne, par dérivation temporelle de la deuxième équation de
(2.13), que le champ approché vérifie ici

〈∂2
tEh,ϕ〉+ c2〈curlEh, curlϕ〉 = − 1

ε0
〈∂tJh,ϕ〉 (2.16)

une formulation étudiée dans l’article classique [107].
D’autre part, il est possible de construire sur le même principe une discrétisation basée sur la suite

duale (2.4). Cette approche est suivie dans plusieurs travaux [1, 106, 130] et nous l’avons également
analysée, dans [[52]] pour le cas bi-dimensionnel et dans [[54]] pour le cas tri-dimensionnel. Les conditions
aux bords sont alors discrétisées de façon naturelle, et c’est l’équation d’Ampère (avec un courant
approché) qui est vérifiée au sens fort par les solutions discrètes.

Une qualité importante de la discrétisation mixte est que sous certaines conditions sur les espaces
sous-jacents, l’opérateur d’évolution défini par le schéma (2.13),

Ah := c

(
0 −d1

h

(d1
h)∗ 0

)
= c

(
0 − curl |V 1

h

(curl |V 1
h

)∗ 0

)
: (V 2

h × V 1
h ) → (V 2

h × V 1
h ), (2.17)

est spectralement correct au sens où ses modes propres approchent correctement ceux de l’opérateur
exact A dans le domaine Ω considéré. Ce type de propriétés a été longuement étudié dans de nombreux
travaux, voir par exemple [26, 19, 22, 15, 110, 56], et on peut en rappeler la version synthétique
présentée dans [3] sous les hypothèses que

— (H1) l’intersection V 1 ∩ V ∗1 est dense et s’injecte de façon compacte dans W 1
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— (H2) il existe une suite de projections πlh : W l → V l
h, bornées uniformément par rapport à h

dans W l et dans V l, pour lesquelles le diagramme suivant commute

V 0 V 1 V 2 V 3

V 0
h V 1

h V 2
h V 3

h

π0
h

d0

π1
h

d1

π2
h

d2

π3
h

d0 d1 d2

(2.18)

au sens où dlπlh = πl+1
h dl pour l ∈ {0, 1, 2}. On a bien sûr posé ici V 3

h = R.
Ces hypothèses sont bien vérifiées : (H1) correspond à l’inclusion compacte de H0(curl; Ω)∩H(div; Ω)
dans L2(Ω)2 et se déduit de [109, cor. 3.49] qui établit son analogue dans R3. La propriété (H2) peut
s’obtenir grâce à la construction générale proposée dans [60, cor. 6.3] pour une famille de suites exactes
d’espaces discrets décrite dans [2], à laquelle (2.9) appartient. On peut alors préciser cette propriété
en considérant un opérateur G qui représente l’inverse de curl curl sur l’espace

X1 := (ker d1)⊥ ∩ V 1 = {u ∈ H0(curl; Ω) : divu = 0}. (2.19)

Précisément, G : L2(Ω)2 → X1 est défini par

〈curlGu, curlv〉 = 〈u,v〉, v ∈ X1. (2.20)

G est un opérateur compact et auto-adjoint de L2(Ω)2 dans lui-même, et en tant que tel il possède un
nombre au plus dénombrable de valeurs propres positives, dont le seul point d’accumulation est 0 : on
peut ainsi écrire

0 < λ1 ≤ λ2 ≤ · · ·
les inverses de ses valeurs propres non nulles, en répétant les valeurs propres multiples. On désigne par
(ui)i≥1 une suite orthonormale de vecteurs propres associés, et on appelle Ei l’espace engendré par ui.
Suivant [20] on note alors m(N) la dimension de l’espace généré par les N premières valeurs propres
distinctes : cet espace, E1 + · · ·+Em(N), ne dépend pas du choix des ui. On montre alors que les modes
propres non nuls de A, qui sont de la forme générique −iω en raison de son caractère antisymétrique,
peuvent être associées de façon bijective à ceux de G : on a

A
(
cb
e

)
= −iω

(
cb
e

)
⇐⇒





Ge =
(ω
c

)−2
e

b =
1

iω
curl e.

(2.21)

Pour caractériser les modes propres de la discrétisation conforme (2.13), (2.17), on approche alors X1

par l’espace discret

X1
h := (ker d1

h)⊥ ∩ V 1
h = {u ∈ V 1

h : 〈u,gradϕ〉 = 0, ϕ ∈ V 0
h }, (2.22)

et on considère Gh : L2(Ω)2 → X1
h défini par

〈curlGhu, curlv〉 = 〈u,v〉, v ∈ X1
h. (2.23)

A nouveau c’est un opérateur compact et auto-adjoint de L2(Ω)2 dans lui-même, et on peut ordonner
les inverses de ses valeurs propres non-nulles,

0 < λ1,h ≤ λ2,h ≤ · · ·
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en répétant les valeurs propres multiples. Comme plus haut, on désigne par (ui,h)i≥1 une suite ortho-
normale de vecteurs propres associés, et on note Ei,h l’espace engendré par ui,h. A nouveau, ces modes
propres peuvent être associées de façon univoque à ceux de Ah, via une équivalence identique à (2.21).

L’analyse développée dans [3] permet alors d’établir la convergence

‖G−Gh‖L(L2(Ω)2,L2(Ω)2) → 0,

et la théorie des perturbations des opérateurs linéaires nous garantit que les modes propres approchés
(λi,h,ui,h)i≥1 convergent vers les modes exacts (λi,ui)i≥1 au sens de la définition 2.1 de [16] : pour
tout ε > 0 et tout N ≥ 1, il existe h0 > 0 tel que pour tout h ≤ h0 on a

max
1≤i≤m(N)

|λi − λi,h| ≤ ε et gap

(
m(N)∑

1=i

Ei,

m(N)∑

1=i

Ei,h

)
≤ ε, (2.24)

le gap entre deux espaces étant défini classiquement comme

gap(E,F) := max

(
sup
u∈E
‖u‖≤1

inf
v∈F
‖u− v‖, sup

v∈F
‖v‖≤1

inf
u∈E
‖u− v‖

)
. (2.25)

2.3 Discrétisation Conga (Galerkin conforme / non-conforme)

Un objectif important que nous nous étions fixés ici a été d’étendre des approximations telles
que (2.13) à des espaces d’éléments finis entièrement discontinus, tout en préservant l’essentiel des
propriétés citées plus haut, notamment :

(i) dans l’extension à R3, la possibilité de calculer un champ Bh à divergence exactement nulle,

sans faire intervenir d’espaces discrets conformes dans H(div; Ω),

(ii) la correction spectrale de l’opérateur d’évolution discret Ah, sans ajout de terme dissipatif,

(iii) des estimations d’erreur d’ordre élevé, stables en temps long.
(2.26)

Si elle augmente la taille des problèmes discrets en dupliquant potentiellement des degrés de li-
berté aux interfaces entre les élements (et complexifie parfois leur pré-conditionnement, cf. [[31, 32]])
l’utilisation d’espaces discontinus offre plusieurs avantages. D’une part, elle peut être particulièrement
appropriée lorsqu’on sait que les solutions recherchées sont a priori discontinues de part et d’autres d’in-
terfaces connues, pour éviter des phénomènes de Gibbs. D’autre part, la localité des calculs est souvent
requise dans des codes parallèles devant réduire au minimum les communications inter-processeurs.
Ainsi, lorsqu’on souhaite résoudre un problème instationnaire tel que (2.1) au moyen d’un schéma
explicite en temps, l’inversion des matrices de masse doit se faire à chaque pas de temps. Dans le
cadre d’une discrétisation conforme telle que (2.13), où les fonctions de base de V 1

h sont en général
supportées sur plus d’un élément, cette inversion est une opération a priori globale qui entrâıne des
calculs coûteux. Plusieurs auteurs ont d’ailleurs proposé des techniques de diagonalisation des matrices
de masse, mais aucune technique ne semble entièrement satisfaisante dans le cadre général d’éléments
non-structurés. Avec des espaces discontinus les matrices de masse sont diagonales par blocs et leur
inversion s’effectue maille par maille.

L’approche communément suivie pour mettre en oeuvre des espaces discontinus est celle des mé-
thodes Galerkin discontinues (voir p.ex. [80, 96]), mais elle ne permet pas, en principe, de préserver les
propriétés que nous souhaitons : la correction spectrale semble nécessiter l’introduction de termes dis-
sipatifs [89, 134, 35, 29] et la stabilité en temps long requiert de corriger les champs via des techniques
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dites de divergence cleaning qui nécessitent la résolution d’équations additionnelles paraboliques ou
hyperboliques, voir par exemple [112, 97, 129].

Pour cette raison, nous avons proposé une discrétisation dans laquelle des espaces non-conformes
sont incorporés tout en préservant l’essentiel de la structure géométrique des approximations conformes
telles que (2.13). La méthode qui en résulte a été dénommée Conga dans [[54]], pour“COnforming/Non-
conforming GAlerkin”.

Le principe consiste à partir d’une formulation conforme de référence et de relaxer les contraintes
de continuité inter-éléments dans les espaces discrets, de façon à n’utiliser que des espaces discontinus.
Ici V 2

h est déjà discontinu, nous n’avons donc besoin d’introduire qu’un seul nouvel espace Ṽ 1
h 6⊂

H0(curl; Ω). Il sera agréable de supposer que cet espace vérifie

V 1
h ⊂ Ṽ 1

h 6⊂ V 1.

Dans le contexte de la discrétisation (2.9), il ressort de notre analyse que le choix naturel est de
considérer un espace de Nédélec brisé

Ṽ 1
h := Np−1(Th) = {u ∈ L2(Ω)2 : u|T ∈ Np−1(T ), T ∈ Th}. (2.27)

On note qu’il est également possible d’utiliser pour Ṽ 1
h un espace standard de polynômes par morceaux

tel que Pp−1(Th)2, à condition de construire la suite conforme de référence (2.9) autour de l’espace de
Nédélec de deuxième espèce [115], cf. [[53]], Rem. 4.5.

Le deuxième ingrédient est une projection bornée sur l’espace conforme,

P1
h : L2(Ω)2 → V 1

h ⊂ Ṽ 1
h , (P1

h)2 = P1
h, (2.28)

qui permettra d’étendre naturellement la méthode conforme aux espaces discontinus. On demandera
à cette projection de préserver les m ≥ 1 premiers moments sur chaque maille,

〈(P1
h − I)u,v〉 = 0, u ∈ L2(Ω)2, v ∈ Pm−1(Th)2,

de sorte que le projecteur adjoint est une approximation de l’identité

(P1
h)∗u→ u, h→ 0, (2.29)

pour tout u ∈ L2(Ω)2. Comme l’espace discontinu Ṽ 1
h se compose des restrictions des fonctions de

l’espace conforme V 1
h sur les différentes mailles de Th, il est naturel de définir ses degrés de liberté

comme les restrictions à chaque maille de ceux de V 1
h . Notre projecteur consistera alors à moyenner les

degrés de libertés provenant de plusieurs mailles, et son extension stable à L2 sera assurée si l’on utilise
comme degrés de libertés pour V 1

h des intégrales contre des polynômes locaux, déduits par dualité des
bases locales de l’espace conforme V 1

h , suivant la procédure proposée dans [77]. L’application de P1
h sur

l’espace Ṽ 1
h est alors locale, et presque triviale. Nous renvoyons à [[53]] pour sa construction détaillée.

L’approximation Conga associée à (2.13) consiste alors à calculer (Bh,Eh) ∈ C0([0, T ];V 2
h × Ṽ 1

h )
solution de





〈∂tBh, ϕ〉+ 〈curlP1
hEh, ϕ〉 = 0 ϕ ∈ V 2

h ⊂ L2(Ω)

〈∂tEh, ϕ̃〉 − c2〈Bh, curlP1
hϕ̃〉 = − 1

ε0
〈Jh, ϕ̃〉 ϕ̃ ∈ Ṽ 1

h 6⊂ H0(curl; Ω)
(2.30)

où Jh désigne à nouveau une approximation discrète (cette fois dans Ṽ 1
h ) du terme source J . A la

différence du cas conforme, nous verrons qu’une projection L2 n’est pas appropriée pour définir Jh, et
devra être remplacée par une approximation faisant intervenir la projection conforme P1

h.
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La première propriété listée dans nos objectifs (2.26) se déduit immédiatement de la forme de
(2.30) : en utilisant l’inclusion curlP1

hṼ
1
h ⊂ V 2

h , on observe en effet que la première équation peut à
nouveau se lire de façon forte dans V 2

h ,

∂tBh + curlP1
hEh = 0. (2.31)

En particulier (lorsque cela a du sens, par exemple en 3D), la divergence du champ discret Bh sera
exactement nulle, dès que ce sera le cas à l’instant initial. Et similairement au cas conforme, on observe
qu’en dérivant temporellement la deuxième équation de (2.30) et en utilisant (2.31), le champ approché
vérifie ici

〈∂2
tEh, ϕ̃〉+ c2〈curlP1

hEh, curlP1
hϕ̃〉 = − 1

ε0
〈∂tJh, ϕ̃〉 (2.32)

formulation a priori nouvelle qu’on pourra comparer à (2.16).
En reprenant le fil d’analyse résumé plus haut pour la discrétisation conforme, il est également

possible de démontrer la deuxième propriété listée en (2.26), à savoir que l’opérateur d’évolution Conga

Ãh := c

(
0 −d1

hP1
h

(d1
hP1

h)∗ 0

)
= c

(
0 − curlP1

h|Ṽ 1
h

(curlP1
h|Ṽ 1

h
)∗ 0

)
: (V 2

h × Ṽ 1
h ) → (V 2

h × Ṽ 1
h ) (2.33)

approche correctement les modes propres de l’opérateur exact A. Comme plus haut, on commence par
introduire une discrétisation appropriée de l’espace X1, qui repose sur l’identification d’une nouvelle
suite exacte faisant intervenir l’espace non-conforme Ṽ 1

h . En s’appuyant sur les propriétés de la suite
exacte conforme (2.9) et de la projection conforme (2.28), on vérifie l’identité clef

ker(d1
hP1

h|Ṽ 1
h

) = ker d1
h ⊕ ker(P1

h|Ṽ 1
h

) = d0
hV

0
h ⊕ (I − P1

h)Ṽ 1
h , (2.34)

d’où l’on déduit que la suite suivante, non-conforme, est encore exacte [[42]]

Ṽ 0
h := V 0

h × Ṽ 1
h

d̃0
h−−−→ Ṽ 1

h

d̃1
h = d1

hP1
h|V 1

h−−−−−−−−−−−→ V 2
h . (2.35)

Ici Ṽ 0
h est donc une nouvelle discrétisation non-conforme de l’espace V 0 (ici H1

0 ) et la discrétisation
correspondante de l’opérateur d0 (ici le gradient) induite par (2.34) est définie par

d̃0
h : Ṽ 0

h 3 (ϕ, ṽ) 7→ d0
hϕ+ (I − P1

h)ṽ. (2.36)

i.e., d̃0
h(ϕ, ṽ) = gradϕ+ (I − P1

h)ṽ. On approche alors l’espace X1 = (ker d1)⊥ ∩ V 1 par

X̃1
h := (ker d1

hP1
h)⊥ ∩ Ṽ 1

h = {ũ ∈ Ṽ 1
h : 〈ũ,gradϕ〉+ 〈ũ, (I − P1

h)ṽ〉 = 0, ϕ ∈ V 0
h , ṽ ∈ Ṽ 1

h }, (2.37)

et la discrétisation non-conforme du problème aux valeurs propres (2.20) prend la forme d’un opérateur
G̃h : L2(Ω)2 → X̃1

h, défini par

〈curlP1
hG̃hu, curlP1

hv〉 = 〈u,v〉, v ∈ X̃1
h. (2.38)

A nouveau c’est un opérateur compact et auto-adjoint de L2(Ω)2 dans lui-même, dont on peut ordonner
les inverses des valeurs propres non-nulles

0 < λ̃1,h ≤ λ̃2,h ≤ · · ·

en répétant les valeurs propres multiples. On note (ũi,h)i≥1 une suite orthonormale de vecteurs propres
associés, et Ẽi,h l’espace engendré par ũi,h. Enfin, ces modes propres peuvent être associées de façon
univoque à ceux de Ãh, via une équivalence semblable à (2.21). En utilisant les propriétés (2.28)-(2.29)
de la projection P1

h et les relations des suites exactes discrètes, on montre alors le résultat suivant.
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Théorème 2.1 ([[54]]) L’approximation non-conforme (Conga) G̃h de l’inverse de curl curl définie
par (2.38) s’exprime en fonction de son analogue conforme (2.23) comme

G̃h = PX̃1
h
GhPX̃1

h

où PX̃1
h

désigne la projection L2 dans l’espace discontinu (2.37). De plus cet opérateur converge vers

l’inverse exact (2.20),

‖G− G̃h‖L(L2(Ω)2,L2(Ω)2) → 0, h→ 0.

En particulier, les modes propres approchés (λ̃i,h, ũi,h)i≥1 des opérateurs Conga G̃h et Ãh convergent
vers les modes exacts (λi,ui)i≥1 au sens de (2.24).

Dans R2, on a montré [[53]] que l’opérateur Conga (2.33) cöıncidait avec la discrétisation DG
standard par flux centrés (sans pénalisation), dont le caractère spectralement correct a été étudié
et vérifié numériquement [89] mais pas formellement démontré, du moins à notre connaissance. Les
discrétisations Conga et DG diffèrent en revanche dans le cas tridimensionnel, où l’on sait que cette
dernière n’est spectralement correcte qu’à condition d’ajouter une pénalisation des sauts, voir [89,
134, 35, 34], ou bien de faire intervenir des solutions vérifiant certaines conditions d’interface [29]
qui interdisent l’usage de fonctions totalement discontinues. Dans ce sens, on pourra consulter [91]
pour une démonstration du caractère nécessaire de ces conditions d’interfaces pour l’approximation
d’un problème elliptique (une équation de Poisson) sous forme mixte, lorsque le schéma ne réalise pas
lui-même un certain couplage des mailles voisines au travers de ses opérateurs discrets. En un sens, la
discrétisation Conga permet donc de réaliser ce couplage au niveau des opérateurs discrets, sans faire
intervenir de pénalisation.

On notera que la correction spectrale est un ingrédient essentiel à la bonne approximation du
problème d’évolution associé. C’est assez clair dans la mesure où des modes parasites (resp. corrects),
pourraient se propager (resp. ne pas se propager) dans le cas d’une approximation spectrale incorrecte,
et cela a été précisé par des estimations d’erreur a priori uniformes dans [21]. L’absence de pénalisation
est également un avantage pour l’approximation de problèmes d’évolution, où elle revient à une absence
de termes dissipatifs et offre ainsi de meilleures propriétés de conservation discrètes.

2.4 Critères abstraits pour l’approximation compatible des sources

La stabilité en temps long des méthodes numériques pour le système de Maxwell (2.1) est liée à
leur propriétés de conservation des contraintes en divergence. Nous avons vu en effet qu’au niveau
continu, les lois de Gauss étaient préservées par les équations d’Ampère et Faraday, ce qui se vérifie
facilement en prenant la divergence de ces dernières. Lorsque les méthodes numériques ne préservent
pas ce principe, ce qui est généralement le cas des schémas Galerkin discontinus (DG), elles sont
susceptibles de développer des instabilités en temps long par accumulation de petites erreurs [129]
quand bien même leur convergence en h→ 0 serait établie à l’ordre élevé. Pour éviter ces instabilités,
les techniques usuelles consistent à introduire des termes dissipatifs [88, 89] ou à corriger les champs
par des techniques de résolution approchée des lois de Gauss, d’abord introduites dans le cadre des
schémas par différences finies [24, 105, 104] et ensuite généralisées à d’autres méthodes sous la forme
de corrections elliptiques, paraboliques ou hyperboliques [111, 96, 9, 61], voir également [[51]] pour une
revue récente sur ces techniques.

On propose ici de formuler de façon précise certaines relations de compatibilité que les sources
numériques devraient vérifier pour éliminer ces instabilités, sans qu’il soit nécessaire d’ajouter de la
dissipation ou de corriger les champs via des équations supplémentaires. Comme on le verra, ces critères
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de compatibilité sont vérifiés naturellement dans le cadre des formulations mixtes de type conformes,
et leur mise en oeuvre dans les schémas discontinus de type Conga est aisée et peu coûteuse.

Le principe des discrétisations compatibles est donc de préserver les relations qui guarantissent la
conservation exacte des lois de Gauss. On pense ainsi à l’identité fondamentale div curl = 0, mais on
va voir qu’il est d’abord nécessaire de ré-exprimer convenablement cette relation dans le cadre d’une
discrétisation donnée, puisqu’elle n’est qu’un ingrédient parmi d’autres au sein d’un système plus large.
Pour préciser ce point, considérons une discrétisation en espace des équations de Maxwell (2.1) de la
forme 




∂tBh + curlhEh = 0

∂tEh − c2 curlhBh = − 1

ε0
Jh.

(2.39)

Reproduire l’identité div curl = 0 dans ce cadre consiste à identifier un opérateur de divergence
discrète divh vérifiant

divh curlh = 0. (2.40)

Il est alors clair que le système (2.39) préservera une loi de Gauss discrète de la forme

divhEh =
1

ε0
ρh (2.41)

dès lors que les sources discrètes vérifient l’équation de continuité associée

∂tρh + divh Jh = 0. (2.42)

Un raisonnement similaire s’applique pour la loi de Gauss magnétique. Il n’est toutefois pas certain
que l’équation (2.41) soit suffisamment forte pour garantir la stabilité en temps long des solutions
discrètes. Pour que cela soit le cas, il faut que (2.41) permette de déterminer la partie “discrètement
irrotationnelle” du champ électrique, i.e., les champs dans ker curlh, puisque leur croissance temporelle
n’est pas contrôlée par l’équation d’évolution (2.39). L’équation (2.42) peut alors servir de critère pour
identifier des opérateurs d’approximation des sources compatibles avec la discrétisation (2.39). Nous
pouvons alors décomposer le dernier objectif de notre liste (2.26) de la façon suivante.

(iii-a) dans un cadre abstrait, identifier certaines propriétés des opérateurs différentiels discrets

et de l’approximation des sources qui garantissent une stabilité en temps long,

(iii-b) pour divers schémas (conformes ou non), identifier des opérateurs d’approximation

des sources vérifiant ces critères,

(iii-c) étudier la mise en oeuvre numérique de ces approximations dans le cas où les sources

sont données par un solveur particulaire.
(2.43)

Dans le cas particulier où les sources exactes sont connues, il est possible de réaliser une version
simplifiée de notre programme qui ne fasse pas apparâıtre de divergence discrète. Pour le voir, on
déduit de la suite exacte (2.4) et d’une propriété standard des opérateurs adjoints, voir p.ex. [30,
Cor. 2.18], que ker(d0)∗ = (Im d0)⊥ = (d0V 0)⊥ = (ker d1)⊥ où l’exposant ⊥ désigne le complémentaire
orthogonal dans l’espace de Hilbert naturel. Il s’en suit que

kerD = R⊥ × ker(d0)∗ = (ker(d1)∗)⊥ × (ker d1)⊥ = (kerA)⊥. (2.44)

Ainsi, en l’absence de sources nous voyons que la loi de Gauss (2.8) contraint les solutions générales
de l’équation d’évolution (2.6) à être orthogonales aux champs irrotationels, ce qui correspond aux
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modes réellement oscillants de l’opérateur linéaire A. D’après son caractère anti-symétrique on peut
en effet décomposer l’espace complet W = W 2 ×W 1 sous la forme

W = kerA ⊕ (kerA)⊥ avec

{
kerA = {U ∈ S : ∂tU = 0}
(kerA)⊥ = Span({U ∈ S : ∂tU = −iωU, ω 6= 0})

(2.45)

où S est l’ensemble des solutions du système homogène d’Ampère-Faraday (2.6).
Si la source est connue on peut considérer des schémas semi-discrets pour (2.6) de la forme

∂tUh −AhUh = −ΠhF (2.46)

où Ah : Vh → Vh est un opérateur anti-symétrique approchant A sur un espace discret Vh ⊂ W, qui
pourra correspondre à (2.17) ou (2.33), et Πh est un opérateur d’approximation sur Vh qui converge
vers l’identité lorsque h→ 0.

Dans [[54]] nous avons proposé un critère pour identifier des schémas de type (2.46) qui sont com-
patibles avec la contrainte orthogonale exprimée par les lois de Gauss, sans faire intervenir la version
discrète elle-même de ces lois. En l’absence de sources, cette contrainte s’écrit U ∈ (kerA)⊥ et un
analogue discret est Uh ∈ (kerAh)⊥, ce qui peut à nouveau s’interpréter comme l’absence de modes
stationnaires relatifs à Ah, suivant une décomposition de l’espace analogue à (2.45) pour cet opéra-
teur anti-symétrique. En présence de sources, une extension naturelle de cette contrainte consiste à
demander que lorsque la solution exacte ne contient pas de modes stationnaires pour A, la solution ap-
prochée n’en contienne pas pour Ah. On observe alors que cette contrainte sera satisfaite si l’opérateur
Πh vérifie

Z ∈ (kerA)⊥ =⇒ ΠhZ ∈ (kerAh)⊥

ou de façon équivalente, A étant anti-symétrique, fermé et à domaine dense, si Πh(ImA) ⊂ ImAh.
Cette propriété peut essentiellement s’exprimer sous la forme d’un diagramme commutant.

Définition 2.1 ([[54]]) Le schéma semi-discret (2.46) est dit Gauss-compatible sur un espace donné
V̂ ⊂ V s’il existe un opérateur d’approximation auxiliaire Π̂h : V̂ → Vh qui converge ponctuellement
vers l’identité pour h→ 0, tel que

ΠhA = AhΠ̂h sur V̂, (2.47)

où A désigne l’opérateur d’évolution exact (2.5).

Typiquement, V̂ représente la régularité nécessaire à l’application des opérateurs d’approximation
choisis. La relation (2.47) peut s’écrire sous la forme d’un diagramme commutant

V̂ AV̂

Vh Vh

Π̂h

A

Πh

Ah

(2.48)

qui entrâıne rapidement une estimation d’erreur et des propriétés de stabilité en temps long.

Théorème 2.2 ([[54]], Th. 3.2) Si le schéma semi-discret (2.46) est Gauss-compatible sur un espace
V̂, alors la solution approchée vérifie

‖(Uh − Π̂hU)(t)‖ ≤ ‖(Uh − Π̂hU)(0)‖+

ˆ t

0
‖(Πh − Π̂h)∂tU(s)‖ds (2.49)

pour toute solution U ∈ C0([0, T ]; V̂) des équations de Maxwell temporelles (2.6).
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Chapitre 2. Approximation compatible non-conforme des équations de Maxwell

Preuve. L’argument tient en quelques lignes et peut être donné ici. En appliquant l’opérateur Πh au
système de Maxwell (2.6) et en utilisant le diagramme commutant (2.47), on obtient

∂tΠhU −AhΠ̂hU = Πh(∂tU −AU) = −ΠhF = ∂tUh −AhUh,

d’où l’on voit que Π̂hU − Uh vérifie une équation d’évolution avec terme source (Π̂h −Πh)∂tU ,

∂t(Π̂hU − Uh)−Ah(Π̂hU − Uh) = (Π̂h −Πh)∂tU.

L’estimation (2.49) se déduit alors des propriétés de contraction du semi-groupe généré par Ah.

On déduit immédiatement de cette estimation un résultat de stabilité en temps long, relatif aux
solutions stationnaires.

Corollaire 2.2 (stabilité en temps long) Si Ū = Ū(0) ∈ V̂ est une solution stationnaire de (2.6),
alors Uh := Π̂hŪ est une solution stationnaire de (2.46). Plus important, l’estimation

‖(Uh − Π̂hŪ)(t)‖ ≤ ‖(Uh − Π̂hŪ)(0)‖, t ≥ 0

est valable pour toute donnée initiale Uh(0) ∈ Vh.

Dans le cas général où l’on dispose seulement d’une source approchée Fh, il nous faut considérer
un schéma semi-discret de la forme

∂tUh −AhUh = −Fh. (2.50)

L’analyse précédente n’étant plus applicable, on revient au programme consistant à identifier des
conditions suffisantes sous lesquelles une loi de Gauss discrète (2.41) permette de contrôler la croissance
temporelle du champ Eh. On introduit alors la définition suivante dans laquelle les espaces V l

h ne sont
pas nécessairement ceux définis dans la suite (2.9), ni même des sous-espaces des V l de (2.3).

Définition 2.3 ([[52]], Déf. 2.7 et 2.9) On dira qu’une discrétisation en espace des équations de
Maxwell (2.1) de la forme





∂tBh + curlhEh = 0

∂tEh − c2 curlhBh = − 1

ε0
Jh

avec





curlh : V 1
h → V 2

h

curlh = (curlh)∗ : V 2
h → V 1

h

(2.51)

(et des espaces V l
h non nécessairement conformes) complétée par des lois de Gauss discrètes





divhEh =
1

ε0
ρh

ffl
ΩBh =

ffl
ΩB

0
h

avec





divh : V 1
h → V 0

hffl
Ω : V 2

h → R
(2.52)

préserve la structure si, avec gradh := −(divh)∗ : V 0
h → V 1

h , on a les propriétés suivantes.
— Suite exacte : la suite

V 0
h

gradh−−−−−→ V 1
h

curlh−−−−→ V 2
h

ffl
Ω−−−−→ R (2.53)

est exacte au sens où gradh V
0
h = ker curlh et curlh V

1
h = ker(

ffl
Ω|V 2

h
).

— Stabilité : les opérateurs apparaissant dans (2.53) vérifient des inégalités de Poincaré-Friedrichs

‖u‖ ≤ cP ‖gradh u‖, u ∈ V 0
h ∩ (ker gradh)⊥

‖u‖ ≤ cP ‖curlh u‖, u ∈ V 1
h ∩ (ker curlh)⊥

‖u‖ ≤ cP ‖
ffl

Ωu‖, u ∈ V 2
h ∩ (ker

ffl
Ω)⊥

(2.54)

avec une constante cP indépendante de h.

32



2.4. Critères abstraits pour l’approximation compatible des sources

A nouveau, on notera ici la présence de l’injection canonique ι : R → L2(Ω) et de son adjointffl
Ω, dûs à la forme dégénérée de la loi de Gauss dans ce modèle 2D. En 3D, ces opérateurs devraient

être respectivement remplacés par un gradient discret et une divergence discrète définie comme son
adjoint, a priori différents de ceux apparaissant dans la définition ci-dessus.

Il est intéressant d’observer que les propriétés (2.53)-(2.54) peuvent également se formuler sur la
suite discrète duale

R ι−−−→ V 2
h

curlh−−−−−→ V 1
h

divh−−−−→ V 0
h .

D’autre part, la structure sous-jacente à cette définition apparâıt peut-être plus clairement en refor-
mulant ces propriétés sur les opérateurs composites

Ah = c

(
0 − curlh

curlh 0

)
et Dh =

(ffl
Ω 0
0 divh

)
.

La propriété de suite exacte (2.53) revient alors à l’orthogonalité des noyaux, kerDh = (kerAh)⊥, et
les inégalités (2.54) reviennent à la stabilité des opérateurs composites,

‖Z‖ ≤ cP ‖DhZ‖, Z ∈ (kerDh)⊥ et ‖Z‖ ≤ cP ‖AhZ‖, Z ∈ (kerAh)⊥.

La définition 2.3 ayant précisé les critères de compatibilité recherchés pour les opérateurs différentiels
discrets, on est en mesure d’utiliser l’équation de continuité discrète (2.42) comme un critère de
compatibilité pour la source approchée. Suivant la terminologie usuelle [132], on introduit une nouvelle
définition.

Définition 2.4 ([[52]], Déf. 2.12) On dira qu’une discrétisation en espace des équations de Max-
well (2.1) de la forme (2.51)-(2.52) conserve la charge si elle préserve la structure au sens de la
définition 2.3, et si les sources approchées vérifient l’équation de continuité discrète associée,

∂tρh + divh Jh = 0. (2.55)

On est alors en mesure de démontrer deux types d’estimations : sous la seule hypothèse de conser-
vation de la charge correspondant à la définition 2.4 (qui inclut la préservation de la structure), on
dispose d’un résultat de stabilité en temps long, voir [[52]], Th. 2.14. Sous une hypothèse supplémen-
taire de diagramme commutant, on dispose également d’une estimation d’erreur faisant intervenir la
précision des sources approchées.

Théorème 2.3 ([[52]], Th. 2.15) Si le schéma semi-discret (2.51)-(2.52) conserve la charge au sens
de la définition 2.4 et si l’opérateur d’évolution associé Ah vérifie une relation de diagramme com-
mutant (2.47) pour des opérateurs d’approximation Πh et Π̂h, alors la solution Uh = (cBh,Eh)T de
(2.51) vérifie les lois de Gauss discrètes (2.52) ainsi que l’estimation a priori

‖(Uh−ΠhU)(t)‖ ≤ cP
(
‖Ah(U0

h − Π̂hU
0)‖+ ‖F 0

h −ΠhF
0‖+ ‖(Rh−DhΠhU)(t)‖+ ‖(Fh−ΠhF )(t)‖

+ ‖
(
Ah(Πh − Π̂h)U(t)‖+

ˆ t

0
‖∂t
(
Ah(Πh − Π̂h)U + (Fh −ΠhF )

)
(s)‖ds

)

avec Rh = (c
ffl

ΩB
0
h, ε
−1
0 ρh)T et Fh = (0, ε−1

0 Jh)T . Ici cP est la constante de (2.54).
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Chapitre 2. Approximation compatible non-conforme des équations de Maxwell

2.5 Application aux discrétisations conformes et Conga

Les résultats suivants montrent que le cadre abstrait développé dans la section précédente s’applique
naturellement aux formulations mixtes conforme et Conga présentées dans les sections 2.2 et 2.3, à
condition de bien choisir l’opérateur d’approximation des sources. Conformément au choix fait plus
haut, on présente ici certains de nos résultats dans R2, correspondant aux travaux présentés dans [[53]].
Le cas de R3 est traité dans l’article [[54]]. On suppose enfin que le domaine Ω ne possède pas ici de
coins rentrants, de sorte que les solutions exactes peuvent être considérées régulières dans un premier
temps, voir p.ex. [4, 5].

Théorème 2.4 La discrétisation conforme (2.13) associée à une projection orthogonale du courant
Jh = PV 1

h
J caractérisée par (2.14) est Gauss-compatible sur l’espace produit V̂ = V ∗2 × (H1(Ω)2∩V 1).

L’énoncé complet de ce théorème, donné dans [[53]], précise les opérateurs d’approximation mis en jeu
dans la définition 2.1. Ceux-ci s’écrivent

Πh =

(
PV 2

h
0

0 PV 1
h

)
et Π̂h =

(
PV 2

h
0

0 πcurl
h

)

où πcurl
h désigne l’interpolation canonique des éléments d’arête. Les propriétés d’approximation de ces

opérateurs permettent d’expliciter l’estimation a priori (2.49), sous la forme

‖(B −Bh)(t)‖+ ‖(E −Eh)(t)‖ . ‖Bh(0)− PV 2
h
B(0)‖+ ‖Eh(0)− πcurl

h E(0)‖

+ hm
(
|B(0)|m +

ˆ t

0
|∂tB(s)|m ds

)
+ hm

′
(
|E(0)|m′ +

ˆ t

0
|∂tE(s)|m′ ds

)

pour 0 ≤ m ≤ p, 1 ≤ m′ ≤ p, et avec une constante indépendante de h et t.

Théorème 2.5 La discrétisation Conga (2.30) associée à un courant approché discontinu Jh ∈ Ṽ 1
h

défini par les relations
〈Jh,ϕ〉 = 〈J ,P1

hϕ〉, ϕ ∈ Ṽ 1
h , (2.56)

i.e., Jh = (P1
h)∗J , est Gauss-compatible sur l’espace produit V̂ := V ∗2 × (H1(Ω)2 ∩ V 1).

On observera que le calcul du courant approché est ici local, en effet la projection P1
h l’est, ainsi que

l’inversion de la matrice de masse dans l’espace Ṽ 1
h . L’énoncé complet de ce théorème donné dans [[53]]

précise les opérateurs d’approximation mis en jeu dans la définition 2.1. Ils s’écrivent

Πh =

(
PV 2

h
0

0 (P1
h)∗

)
et Π̂h =

(
PV 2

h
0

0 πcurl
h

)

où πcurl
h désigne à nouveau l’interpolation canonique des éléments d’arête. Les propriétés d’approxi-

mation de ces opérateurs permettent d’expliciter l’estimation a priori (2.49), sous la forme

‖(B −Bh)(t)‖+ ‖(E −Eh)(t)‖ . ‖Bh(0)− PV 2
h
B(0)‖+ ‖Eh(0)− πcurl

h E(0)‖

+ hm
(
|B(0)|m +

ˆ t

0
|∂tB(s)|m ds

)
+ hm

′
(
|E(0)|m′ +

ˆ t

0
(|∂tE(s)|m′) ds

)

pour 0 ≤ m ≤ p, 1 ≤ m′ ≤ p− 1, et avec une constante indépendante de h et t.
Notre analyse unifiée permet ici de retrouver des ordres de convergence connus pour les schémas

par éléments finis conformes (voir p.ex. [107]) ou discontinus ([80]). En revanche, les propriétés de
stabilité en temps long garanties par ces estimations n’étaient jusqu’à présent établies que pour des
méthodes conformes.
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2.6. Application au couplage avec une méthode particulaire

Lemme 2.5 La discrétisation conforme (2.13) associée aux lois de Gauss discrètes (2.52) définies
par

(divh)∗ := −grad : V 0
h → V 1

h (2.57)

voir (2.9), préserve la structure au sens de la définition 2.3.

Lemme 2.6 La discrétisation Conga (2.30) associée aux lois de Gauss discrètes (2.52) définies par





gradh : (V 0
h × Ṽ 1

h ) 3 (φ, ũ) 7→ gradφ+ (I − P1
h)ũ ∈ Ṽ 1

h

divh := −(gradh)∗ : Ṽ 1
h → (V 0

h × Ṽ 1
h )

(2.58)

voir (2.9), préserve la structure au sens de la définition 2.3.

On observe qu’avec l’opérateur (2.57) apparaissant dans l’analyse du cas conforme, la loi de Gauss
discrète (2.52) prend la forme faible standard des éléments finis

−〈Eh(t),gradφ〉 =
1

ε0
〈ρh(t), φ〉, φ ∈ V 0

h . (2.59)

Sa forme est moins standard dans le cas de la discrétisation Conga : avec (2.58), elle prend la forme

−〈Eh(t),gradφ+ (I − P1
h)ũ〉 =

1

ε0
〈ρh(t), φ〉 (φ, ũ) ∈ V 0

h × Ṽ 1
h . (2.60)

2.6 Application au couplage avec une méthode particulaire

On considère maintenant le cas où les sources sont données par une méthode particulaire sous la
forme de N (macro) particules de positions xκ(t) et vitesses vκ(t) = x′κ(t), κ = 1, . . . N , poussées en
avant le long de courbes intégrales données. Associant à chaque macro-particule une charge qκ et une
fonction de forme ζε de rayon ε ≥ 0 (soit la mesure de Dirac si ε = 0, soit une régularisation si ε > 0,
voir p.ex. [96]), on définit les densités de charge et de courant correspondantes comme

ρN (t,x) :=

N∑

κ=1

qκζε(x− xκ(t)) et JN (t,x) :=

N∑

κ=1

qκvκ(t)ζε(x− xκ(t)). (2.61)

Comme vκ(t) = x′κ(t), on vérifie qu’elles satisfont une équation de continuité exacte ∂tρN+divJN = 0,
valable au sens faible dans le cas de particules ponctuelles.

Théorème 2.6 Soit ε > 0. Les discrétisations conforme (2.13) et Conga (2.30), associées aux lois de
Gauss discrètes (2.52) définies par les opérateurs respectifs (2.57) et (2.58), conservent la charge au
sens de la définition 2.4 lorsque les sources discrètes sont définies à partir de (2.61) par

ρh(t) := PV 0
h
ρN (t) ∈ V 0

h et Jh(t) := PV 1
h
JN (t) ∈ V 1

h (2.62)

pour la discrétisation conforme (2.13), et

ρh(t) := PV 0
h
ρN (t) ∈ V 0

h et Jh(t) := (P1
h)∗JN (t) ∈ Ṽ 1

h (2.63)

pour la discrétisation Conga (discontinue) (2.30).
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Chapitre 2. Approximation compatible non-conforme des équations de Maxwell

Ici PV 0
h

et PV 1
h

étant les projections L2 sur des espaces conformes dans H1 et H(curl), leur ap-

plication implique la résolution d’un système global, à la différence de l’approximation (P1
h)∗ dont

l’application est locale à chaque maille comme on l’a constaté sur (2.56).

Dans l’article [[49]] nous avons proposé une implémentation d’ordre élevé de ces opérateurs appliqués
à des particules régulières, dans le cadre de schémas discrétisant la suite duale (2.4), et vérifié leurs
propriétés de stabilité.

Pour étendre ces résultats au cas de particules ponctuelles, il est agréable de considérer une dis-
crétisation en temps des solveurs Maxwell. Avec un schéma explicite saute-mouton, par exemple, la

méthode conforme (2.13) calcule des champs (B
n+1/2
h ,En

h ) ∈ V 2
h × V 1

h suivant





B
n+ 1

2
h −Bn− 1

2
h + ∆t curlEn

h = 0 (dans V 2
h )

〈En+1
h −En

h ,ϕ〉 − c2∆t〈Bn+ 1
2

h , curlϕ〉 = −∆t
ε0
〈Jn+ 1

2
h ,ϕ〉 ϕ ∈ V 1

h

(2.64)

et la méthode Conga (2.30) calcule (B
n+1/2
h ,En

h ) ∈ V 2
h × Ṽ 1

h suivant





B
n+ 1

2
h −Bn− 1

2
h + ∆t curlP1

hE
n
h = 0 (dans V 2

h )

〈En+1
h −En

h , ϕ̃〉 − c2∆t〈Bn+ 1
2

h , curlP1
hϕ̃〉 = −∆t

ε0
〈Jn+ 1

2
h , ϕ̃〉 ϕ̃ ∈ Ṽ 1

h .

(2.65)

On a montré dans [[48]] qu’un courant J
n+1/2
h obtenu par projection orthogonale dans l’espace

conforme V 1
h d’une moyenne temporelle du courant particulaire,

〈Jn+ 1
2

h ,ϕ〉 =

〈ˆ tn+1

tn
JN (τ)

dτ

∆t
,ϕ

〉
=

N∑

κ=1

qκ

ˆ tn+1

tn
vκ(τ) ·ϕ(xκ(τ))

dτ

∆t
, ϕ ∈ V 1

h , (2.66)

était bien défini et vérifiait l’équation de continuité discrète appropriée, i.e.,

〈Jn+ 1
2

h ,gradφ〉 =
1

ε0
〈 1

∆t
(ρn+1
h − ρnh), φ〉, φ ∈ V 0

h

où 〈ρnh, φ〉 = 〈ρN (tn), φ〉. De même, un courant discontinu J
n+1/2
h obtenu par l’approximation (P1

h)∗,

〈Jn+ 1
2

h , ϕ̃〉 =

〈ˆ tn+1

tn
JN (τ)

dτ

∆t
,P1

hϕ̃

〉
=

N∑

κ=1

qκ

ˆ tn+1

tn
vκ(τ) · (P1

hϕ̃)(xκ(τ))
dτ

∆t
, ϕ̃ ∈ Ṽ 1

h (2.67)

permet de vérifier l’équation de continuité discrète (2.55) correspondant à la formulation Conga, i.e.,

〈Jn+ 1
2

h ,gradφ+ (I − P1
h)ũ〉 =

1

ε0
〈 1

∆t
(ρn+1
h − ρnh), φ〉, (φ, ũ) ∈ V 0

h × Ṽ 1
h .

On peut préciser que la raison pour laquelle les produits (2.66) et (2.67) sont bien définis (et stables
par rapport aux trajectoires des particules) est que les fonctions test H(curl) ont des composantes
tangentielles continues sur les arêtes du maillage. Enfin, lorsque les trajectoires sont polynômiales par
morceaux, il est possible d’évaluer exactement ces produits en utilisant quelques points de Gauss par
maille traversée, ce qui est également décrit en détails dans [[48]].
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2.7. Lien avec les discrétisations DG standard

2.7 Lien avec les discrétisations DG standard

On peut montrer qu’en deux dimensions, la discrétisation Conga proposée dans la section 2.3 cöın-
cide avec la formulation DG à flux centrés (non dissipatifs) étudiée par exemple dans [80]. L’argument
est assez simple pour être reproduit ici. On utilise la notation classique ([35]) pour les sauts tangentiels
et les moyennes de part et d’autre d’une arête e du maillage, i.e.

[[u]]e := (n−e ×u|T− +n+
e ×u|T+)|e et {{u}}e :=

1

2
(u|T− +u|T+))|e pour e ∈ Eh \ EBh (2.68)

s’il s’agit d’une arête intérieure (séparant deux mailles T± = T±(e) de normales sortantes n±e ), et

[[u]]e := (n−e × u|T−)|e et {{u}}e := (u|T−)|e pour e ∈ EBh . (2.69)

s’il s’agit d’une arête de bord (portée par une seule maille T− = T−(e) de normale sortante n−e ). Pour
un champ scalaire u les définitions sont formellement les mêmes, avec la convention qu’en 2D le produit
n× u désigne le vecteur (nyu,−nxu)t. Les opérateurs rotationels apparaissant dans les discrétisations
DG par flux centrés s’écrivent alors





〈curlDG
h u, v〉 =

∑

T∈Th
〈u, curl v〉T −

∑

e∈Eh\EBh

〈{{u}}, [[v]]〉e

〈curlDG
h v,u〉 =

∑

T∈Th
〈v, curlu〉T −

∑

e∈Eh
〈{{v}}, [[u]]〉e

pour u ∈ Ṽ 1
h , v ∈ V 2

h . (2.70)

En utilisant le fait que la projection conforme P1
h moyenne les degrés de liberté d’arêtes de l’espace

de Nédélec (2.11), on calcule alors

〈curlP1
hu, v〉 =

∑

T∈Th

(
〈P1

hu, curl v〉T + 〈n× P1
hu, v〉∂T

)

=
∑

T∈Th

(
〈u, curl v〉T + 〈n× {{u}}, v〉∂T\∂Ω

)

=
∑

T∈Th
〈u, curl v〉T −

∑

e∈Eh\EBh

〈{{u}}, [[v]]〉e

= 〈curlDG
h u, v〉

d’où l’on déduit l’équivalence annoncée, i.e., curlDG
h = curlP1

h sur Ṽ 1
h . Un calcul élémentaire à base

de formules de Green permettant de vérifier la dualité curlDG
h = (curlDG

h )∗, notre analyse établit la
correction spectrale de la discrétisation basée sur les opérateurs DG par flux centrés en 2D (2.70),
observée numériquement [89] mais qui ne semblait pas démontrée jusqu’à présent.

D’autre part, qu’on soit en 2D ou en 3D, il est possible de voir l’approximation compatible du
courant (2.63), Jh = (P1

h)∗JN , comme une correction locale de la projection standard

Jnc
h = PṼ 1

h
JN

implémentée habituellement dans les schémas discontinus. L’exposant“nc”signifie ici“non-compatible”
dans la mesure où cette approximation ne vérifie a priori ni les hypothèses de Gauss-compatibilité, ni
l’équation de continuité discrète établie dans le cas du schéma non-conforme.
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Chapitre 2. Approximation compatible non-conforme des équations de Maxwell

En effet, en désignant pour chaque maille T par ϕT,λ, λ ∈ Λ1(T ), une base des polynômes de Ṽ 1
h

sur T , et en observant que l’espace conforme V 1
h est un sous-espace de Ṽ 1

h par construction, on voit
qu’il est possible de représenter la projection conforme P1

h par une matrice P vérifiant

P1
hϕT,λ =

∑

T ′∈Th,γ∈Λ1(T ′)

P(T,λ),(T ′,γ)ϕT ′,γ .

Les moments “compatibles” mT,λ(JN ) := 〈JN ,P1
hϕT,γ〉 (déterminant le courant (2.63)) sont alors

aisément calculables à partir des moments standards (non-compatibles) mnc
T,λ(JN ) := 〈JN ,ϕT,γ〉, via

les formules locales
mT,λ(JN ) =

∑

T ′,γ

P(T,λ),(T ′,γ)m
nc
T ′,γ(JN ). (2.71)

En particulier, les vecteurs J et Jnc contenant les coefficients des courants discontinus Jh et Jnc
h

vérifient la relation
J = M−1PMJnc

où M représente la matrice de masse (diagonale par blocs) associée à cette base de Ṽ 1
h . Ces corrections

sont donc locales, de plus leur calcul est élémentaire : si les bases locales ϕT,λ sont définies par
restrictions des bases duales des degrés de liberté d’arête, les coefficients non nuls de la matrice P
valent simplement 1

2 pour les degrés de liberté d’arêtes, et 1 pour les degrés de liberté intérieurs [[52]].
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Etude théorique et numérique de
quelques modèles réduits

Liste de publications

Le contenu de ce chapitre s’appuie sur les travaux suivants :

[[8]] M. Badsi, M. Campos Pinto and B. Després, A minimization formulation of a bi-kinetic sheath,
Kinetic and related models 9, 2016

[[70]] F. Da Silva, M. Campos Pinto, B. Després and S. Heuraux, Stable explicit coupling of the
Yee scheme with a linear current model in fluctuating magnetized plasmas, Journal of Compu-
tational Physics 295, 2015

[[90]] S. Heuraux, F. da Silva, T. Ribeiro, B. Després, M. Campos Pinto, J. Jacquot, E. Faudot,
S. Wengerowsky, L. Colas and L. Lu, Simulation as a tool to improve wave heating in fusion
plasmas, Journal of Plasma Physics 81, 2015

[[47]] M. Campos Pinto and B. Després, Constructive formulations of resonant Maxwell’s equations,
〈hal-01278860〉, under revision for SIAM Journal on Mathematical Analysis, 2016

3.1 Gaines cinétiques dans un plasma électrostatique

Les gaines de plasma sont des phénomènes d’auto-régulation au cours desquels une paroi absorbante
voit son potentiel électrique varier de façon à équilibrer les flux d’électrons et d’ions provenant du
plasma. En général cette variation est négative, l’équilibre étant assuré par une accélération des ions
(positifs) et un ralentissement des électrons. En effet, la grande légèreté relative de ces derniers fait que
dans un plasma globalement neutre en équilibre thermique, dans lequel on supposera que les densités
des particules chargées sont maxwelliennes dans l’espace des phases,

fs(x, v) =

(
ms

2πkBT

)d/2
exp

(
−msv

2

2kBT

)
, s = i ou e,

les électrons possèdent une vitesse caractéristique v∗e = (kBTme )1/2 supérieure à celle des ions, comme
l’illustre la figure 3.1. Le flux de charges négatives quittant le plasma ne pouvant rester longtemps
supérieur à celui des charges positives, il faut qu’un mécanisme d’auto-régulation se mette en place pour
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équilibrer ces flux. En pratique, ce mécanisme se manifeste sous la forme d’une chute du potentiel sur
la paroi et de la mise en place d’un champ électrique dirigé vers la paroi. Sur cette couche limite dont
l’épaisseur ne dépasse pas quelques longueurs de Debye (la distance caractéristique des phénomènes
d’écrantage des charges dans le plasma), on observe alors que le plasma se charge positivement, comme
on peut l’attendre au regard de la loi de Gauss.
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4.6.Numericalapproximationof(NLP-MMAG)
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equation(4.47).Thenumericalapproximationofsolutionsto(NLP-MMAG)isnaturallyintwo
independentstep.Namelygiven↵2[0,1),!i >0,µ>0andf ini 2I adin (↵,!i ,µ):

1.weneedtoapproximatethewallpotential�w solutionto(4.47)andconstructanapprox-
imationofn0 .

2.given">0,weapproximate�" minimizingthefunctionalJ" onVad (↵,!i ,µ).

4.6.1
Descriptionofthenumericalmethods

Numericalquadratureforvelocityintegrals

Bothstepofthenumericalapproximationrequiretocomputevelocityintegrals.Wepresentthe
wayweproceednumericallytocomputethem.Foratargetfunctiong:[0,+1)⇥(�1,�

!i2 ]⇥
R!R +thatisL 1andsmoothwedefine:

I(g):= ZR Z�
!i2

�1 Z
+10

g(vx ,vy ,vz )dvx dvz dvy = ZR Z
0�1 Z

+10

g(vx ,vy ,ṽz �
!i2 )dvx dṽz dvy .(4.70)

Toavoidanunnecessarynumericaltruncationoftheintegrationdomainwedecidetousespherical
coordinates:

8>>>><>>>>: vx =vr cos(u)cos(✓)

vy =vr cos(u)sin(✓)

ṽz =vr sin(u)

vr = qv 2x +v 2y +ṽz 2,

where(u,✓)2[�
⇡2 ,0]⇥[�

⇡2 , ⇡2 ].Onehastherefore

I(g)= Z
+10

Z
⇡2

�
⇡2 Z

⇡2

0

g(vr cos(u)cos(✓),vr cos(u)sin(✓),vr sin(u)�
!i2 )v 2r cos(u)dud✓dvr .

Wesplittheintegralas

I(g)= Z
v cut

r

0

Z
⇡2

�
⇡2 Z
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g(vr cos(u)cos(✓),vr cos(u)sin(✓),vr sin(u)�
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+1v cut
r Z
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�
⇡2 Z
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g(vr cos(u)cos(✓),vr cos(u)sin(✓),vr sin(u)�
!i2 )v 2r cos(u)dud✓dvr

wherev cut
r

>
0ischosensuchthatgissmallerthan10 �6onthecomplementarysetofthe

semi-ball

B�
!i2 (v cut

r
)={(vx ,vy ,vz )2[0,+1)⇥(�1,� !i2 ]⇥Rsuchthat rv 2x +v 2y +(vz +

!i2 ) 26v cut
r }.

Workinprogressasof6 thJuly,2016
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equation(4.47).Thenumericalapproximationofsolutionsto(NLP-MMAG)isnaturallyintwo
independentstep.Namelygiven↵2[0,1),!i >0,µ>0andf ini 2I adin (↵,!i ,µ):

1.weneedtoapproximatethewallpotential�w solutionto(4.47)andconstructanapprox-
imationofn0 .

2.given">0,weapproximate�" minimizingthefunctionalJ" onVad (↵,!i ,µ).

4.6.1
Descriptionofthenumericalmethods

Numericalquadratureforvelocityintegrals

Bothstepofthenumericalapproximationrequiretocomputevelocityintegrals.Wepresentthe
wayweproceednumericallytocomputethem.Foratargetfunctiong:[0,+1)⇥(�1,�

!i2 ]⇥
R!R +thatisL 1andsmoothwedefine:

I(g):= ZR Z�
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�1 Z
+10

g(vx ,vy ,vz )dvx dvz dvy = ZR Z
0�1 Z

+10

g(vx ,vy ,ṽz �
!i2 )dvx dṽz dvy .(4.70)

Toavoidanunnecessarynumericaltruncationoftheintegrationdomainwedecidetousespherical
coordinates:

8>>>><>>>>: vx =vr cos(u)cos(✓)

vy =vr cos(u)sin(✓)

ṽz =vr sin(u)
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Figure 3.1 – Allure des densités électronique et ionique dans l’espace des phases (x, v) pour un plasma
globalement neutre et maxwellien, à distance d’une paroi absorbante située sur la droite. L’échelle en
vitesse est ici arbitraire, mais la même pour les deux espèces. Plus légers, les électrons ont une mobilité
supérieure aux ions de sorte qu’en l’absence de phénomène d’auto-régulation aux parois une charge
positive se développerait rapidement à l’intérieur du plasma. La gaine désigne la zone proche de la
paroi dans laquelle le plasma perd son caractère neutre et homogène, de façon à équilibrer les flux de
charges sortantes.

L’analyse classique fait apparâıtre une propriété importante suivant laquelle, dans un modèle sim-
plifié monocinétique, les ions doivent pénétrer dans la gaine avec une vitesse ui supérieure ou égale à
leur vitesse caractéristique,

ui ≥ v∗i =

(
kBT

mi

) 1
2

(3.1)

de façon cohérente avec le rôle régulateur de la gaine décrit plus haut. Cette propriété est connue
sous le nom de critère de Bohm[58], et il en existe une version cinétique [120, 126], selon laquelle la
distribution en vitesse des ions entrant dans la gaine doit vérifier l’inégalité

´∞
0 v−2fi(v) dv´∞

0 fi(v) dv
≤ 1

(v∗i )
2
. (3.2)

Dans le cadre de la thèse de Mehdi Badsi [7], dirigée par Bruno Després et moi-même, nous avons
proposé [[8]] un modèle cinétique uni-dimensionnel capable de reproduire les principaux traits de ce
phénomène, notamment dans le but de

— préciser le rôle (dans ce modèle) des critères de Bohm fluide (3.1) et cinétique (3.2),
— déterminer une caractérisation simple du potentiel “flottant” à la paroi.

En effet, ces questions n’avaient jusqu’à présent pas reçu de réponses entièrement satisfaisantes à nos
yeux, malgré plusieurs travaux existant dans la littérature mathématique, voir p.ex. [102, 79] et les
travaux récents [83, 84] portant sur une modélisation fluide du plasma au voisinage de la paroi.

Dans notre modèle, les densités ioniques et électroniques sont des solutions stationnaires d’équa-
tions de Vlasov écrites dans un domaine adimensionné [0, 1]×R, les bornes x = 0 et x = 1 représentant
respectivement un point à l’intérieur du plasma et la paroi absorbante. Désignant par µ = me/mi < 1
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3.1. Gaines cinétiques dans un plasma électrostatique

la masse relative des électrons, elles prennent la forme





v∂xfi − φ′(x)∂vfi = 0

v∂xfe +
1

µ
φ′(x)∂vfe = 0

(3.3)

et sont couplées à une équation de Poisson déterminant le potentiel électrostatique φ,

−ε2φ′′(x) =

ˆ
(fi + fe) dv. (3.4)

Ici ε < 1 représente la longueur de Debye relative au domaine considéré, sa valeur devant caractériser
la taille de la couche limite au voisinage de x = 1. On ajoute à ces équations une contrainte de flux
neutre ˆ

v(fi + fe) dv = 0 (3.5)

qu’on pourra voir comme une conséquence directe de l’équation d’Ampère en régime stationnaire, et
une condition de neutralité en x = 0, exprimant le fait que ce point n’est pas dans la gaine,

ˆ
(fi + fe)(x = 0) dv = 0. (3.6)

A ce système on ajoute des conditions aux bords : pour le potentiel, des conditions de type Dirichlet

φ(0) = 0, φ(1) = φw (3.7)

où la valeur en 0 est arbitraire et où φw désigne le potentiel à la paroi. Devant résulter du phénomène
d’auto-régulation, sa valeur est une inconnue du problème. Enfin, on spécifie des conditions entrantes
pour les densités ioniques et électroniques,





fi(0, v) = f in
i (v), v > 0

fi(1, v) = 0, v < 0

fe(0, v) = f in
e (v) := n0

√
µ exp

(
− µv2

2

)
, v > 0

fe(1, v) = αfe(1,−v), v < 0.

(3.8)

Ici 0 ≤ α < 1 est un paramètre de ré-émission des électrons à la paroi (qu’on peut supposer nul dans
une première analyse), et n0 est une densité de référence liée à la quantité totale d’électrons entrant
dans la gaine. La forme choisie pour la distribution entrante f in

e correspond à l’hypothèse classique
d’une distribution maxwellienne pour des électrons situés loin des parois. Enfin, nous ne spécifions
pas pour l’instant la fonction f in

i décrivant la distribution en vitesse des ions entrant dans la gaine,
notamment pour pouvoir dégager des critères sur cette distribution. Les questions qu’on se pose sont
en effet les suivantes :

— peut-on caractériser le potentiel au mur φw d’une façon qui permette de le calculer à partir des
paramètres physiques µ, ε et α ?

— peut-on identifier des conditions sur f in
i telles qu’il existe une solution non triviale (φ 6≡ 0) au

problème (3.3)-(3.8) ci-dessus ?

Pour répondre à ces questions nous avons commencé par supposer connu un potentiel φ stricte-
ment décroissant, de façon à pouvoir exprimer la valeur des densités fi et fe par une méthode des
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Chapitre 3. Etude théorique et numérique de quelques modèles réduits

caractéristiques consistant à calculer fi(x, v) = f in
i (v̂i(x, v)) et fe(x, v) = f in

e (v̂e(x, v)), où v̂i(x, v) et
v̂e(x, v) sont des vitesses à l’origine reliés à (x, v) par des trajectoires caractéristiques solutions de

{
v′i(t) = −φ′(xi(t))
x′i(t) = vi(t)

et




v′e(t) =

1

µ
φ′(xe(t))

x′e(t) = ve(t).

En utilisant le fait que ces trajectoires possèdent les invariants 1
2v

2
e − 1

µφ(xe) et 1
2v

2
i +φ(xi), on obtient

fi(x, v) =

{
f in
i (
√
v2 + 2φ(x)) si v ≥

√
−2φ(x)

0 sinon

et

fe(x, v) =




f in
e (
√
v2 − 2

µφ(x)) si v ≥ −
√

2
µ(φ(x)− φw)

αf in
e (
√
v2 − 2

µφ(x)) sinon.

On déduit de ces expressions la forme explicite des densités macroscopiques ns(x) =
´
R fs(x, v) dv,

ainsi que des flux γs(x) =
´
R vfs(x, v) dv = γs(0). Les contraintes (3.5) et (3.6) exprimant la neutralité

des flux et de la charge en x = 0 nous conduisent alors à deux relations scalaires faisant intervenir f in
i ,

n0 et φw, mais pas la fonction φ elle-même :





ˆ ∞
0

vf in
i (v) dv = n0

1− α√
µ
eφw

ˆ ∞
0

f in
i (v) dv = n0

(√
2π − (1− α)

ˆ ∞
√−2φw

e−
v2

2 dv
)
.

(3.9)

On a alors le résultat suivant.

Théorème 3.1 Sous la condition nécessaire et suffisante

´∞
0 vf in

i (v) dv´∞
0 f in

i (v) dv
<

√
2

πµ

1− α
1 + α

, (3.10)

le système (3.9) possède une unique solution (n0, φw) ∈ R∗+ × R∗−.

En particulier, la valeur du potentiel au mur est définie de façon unique par une relation implicite
de la forme a(φw) = b avec a strictement croissante, de sorte qu’elle peut être calculée à partir des
paramètres physiques α, µ, et de f in

i la distribution en vitesse des ions entrant.
Le potentiel au mur étant ainsi déterminé, le système (3.3)-(3.8) peut se mettre sous la forme d’une

équation de Poisson non-linéaire

−ε2φ′′(x) = −U ′(φ(x))

avec U(ψ) :=
´∞

0 v
√
v2 − 2ψ f in

i (v) dv+n0

(√
2πeψ − (1−α)

´∞√−2φw
v
√
v2 + 2ψ e−

v2

2 dv
)

et les condi-
tions au bord (3.7). L’étude de cette équation peut alors se faire par une approche variationnelle où
l’on cherche les minimiseurs de la fonctionnelle

Jε(φ) :=

ˆ 1

0
ε2 |φ′(x)|2

2
+ U(φ(x)) dx. (3.11)

On prouve alors le résultat suivant.
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3.1. Gaines cinétiques dans un plasma électrostatique

Figure 3.2 – Résultats numériques obtenus par Mehdi Badsi : distributions électronique et ionique
au voisinage de d’une paroi parfaitement absorbante (α = 0) située en x = 1, pour une longueur de
Debye (normalisée) ε = 0.1. La différence des échelles en vitesse traduit la grande mobilité relative des
électrons, et on observe que dans la couche limite les électrons sont bien repoussés et les ions accélérés.

Figure 3.3 – Résultats numériques obtenus par Mehdi Badsi : à gauche, les densités macroscopiques
des ions et des électrons correspondant aux mêmes paramètres que dans la figure 3.2. A droite, plusieurs
potentiels électrostatique correspondant à différentes valeurs du paramètre ε représentant la longueur
de Debye dans ce modèle adimensionné.

Théorème 3.2 Si la distribution d’ions entrant f in
i vérifie les conditions (3.10) et

´∞
0 v−2f in

i (v) dv´∞
0 f in

i (v) dv
<

(√
2π + (1− α)

´∞√−2φw
v−2e−

v2

2 dv
)

(√
2π − (1− α)

´∞√−2φw
e−

v2

2 dv
) , (3.12)

alors le système (3.3)-(3.8) possède une unique solution fi, fe, φ.

Le membre de droite de (3.12) étant supérieur à 1, nous constatons que cette condition est plus
faible que la condition classique (3.2), en raison de l’adimensionnement qui entrâıne ici v∗i = 1. Cette
solution présente les traits caractéristiques d’une couche limite au voisinage de x = 1, et reproduit
les principaux phénomènes physiques d’une gaine électrostatique tels que nous les avons décrits plus
haut. Les simulations numériques obtenues par Mehdi Badsi [7] à l’aide d’une méthode de gradient,
obtenue en discrétisant le problème de minimisation de la fonctionnelle (3.11), valident ces conclusions
d’un point de vue quantitatif. Nous en reproduisons certains dans les figures 3.2 et 3.3.
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Chapitre 3. Etude théorique et numérique de quelques modèles réduits

3.2 Propagation d’ondes par FDTD dans un plasma magnétisé

La réflectométrie est une technique consistant à propager des ondes électromagnétiques à hautes
fréquences (∼ 35 GHz) dans un plasma et à en détecter la partie réfléchie, afin d’en déduire des cartes
de densité du plasma ainsi sondé (voir figure 3.4).

Figure 3.4 – Allure d’une onde électromagnétique émise par une antenne et réflechie par un plasma
électronique dont la densité est indiquée par ses lignes de niveau en bleu. Sur la figure de gauche la
densité de plasma est une fonction régulière croissante en x, sur celle de droite elle est marquée par
de fortes oscillations caractéristiques des plasmas turbulents présents dans les tokamaks.

Pour en réaliser des simulations numériques en présence d’un champ magnétique intense, les phy-
siciens utilisent un modèle simplifié dans lequel on se donne

— la partie dominante B0 du champ magnétique, stationnaire et souvent constante,
— la densité électronique du plasma Ne(x), considérée ici comme stationnaire sur la durée de la

simulation.

Les inconnues étant le champ éléctromagnétique variable (E,H) et la densité de courant électronique
J induite par le déplacement des charges, on considère alors le problème linéarisé





ε0∂tE = ∇∧H − J
µ0∂tH = −∇ ∧ E
∂tJ = ε0ω

2
pE + ωcb ∧ J

(3.13)

où ωp(x) :=
√

q2eNe(x)
mε0

, ωc(x) := qe|B0(x)|
me

et b(x) := − B0(x)
|B0(x)| désignent respectivement la pulsation

plasma, la pulsation cyclotronique et le vecteur unitaire porteur du champ magnétique dominant.

L’approche standard [137] pour discrétiser ces équations consiste à partir du schéma FDTD (Finite
Differences Time Domain) proposé par Yee [138] pour les équations de Maxwell dans le vide (J = 0).
Le domaine de calcul étant divisé en cubes réguliers de taille h, les composantes x, y et z des champs E
et H sont discrétisées sur des grilles décalées comme représenté figure 3.5, de façon à pouvoir approcher
les différentes dérivées mises en jeu dans le rotationnel par des différences finies centrées. Le schéma

44



3.2. Propagation d’ondes par FDTD dans un plasma magnétisé

de Yee prend alors la forme 



ε0
∆t(E

n+1 − En) = RHn+ 1
2

µ0
∆t(H

n+ 1
2 −Hn− 1

2 ) = −RtEn
(3.14)

où R est la matrice représentant l’approximation du rotationnel par différences finies centrées sur
les faces, et Rt sa transposée, correspondant aux différences finies centrées sur les arêtes. On note

Figure 3.5 – Localisation des noeuds pour la discrétisation des composantes des champs E et H
(à gauche et au centre) dans le schéma de Yee sur grilles décalées. A droite, localisation des noeuds
utilisés pour la densité de courant J dans les simulations de réflectométrie.

que la discrétisation en temps est également décalée, de façon à approcher les dérivées en temps par
des différences finies également centrées. Ce choix a l’avantage de préserver exactement une pseudo-
énergie au cours du temps, à savoir la quantité Ẽn := En − ∆t〈En, RHn−1/2〉h où En := ε0‖En‖2h +
µ0‖Hn−1/2‖2h est l’énergie quadratique de la solution discrète. En observant que |〈En, RHn−1/2〉| ≤
c
2‖R‖hEn entrâıne En(1 − c∆t

2 ‖R‖h) ≤ Ẽn, on deduit de cette conservation exacte que le schéma est
stable en temps long dès lors que

c∆t < 2/‖R‖h = h/
√

3, (3.15)

abstraction faite du traitement des conditions aux bords.
Pour étendre ce schéma au cas d’un courant non nul, il est naturel de faire apparâıtre ce courant au

second membre de la première équation (d’Ampère) dans (3.14). On discrétise donc les composantes
de J sur les mêmes noeuds que celles de E, et aux instants demi-entiers. Ce choix entrâıne une
discrétisation de la troisième équation de (3.13) par une différence finie en temps centrée sur les
instants entiers, ce qui donne lieu au schéma suivant





ε0
∆t(E

n+1 − En) = RHn+ 1
2 − Jn+ 1

2

µ0
∆t(H

n+ 1
2 −Hn− 1

2 ) = −RtEn
1

∆t(J
n+ 1

2 − Jn− 1
2 ) = ε0ω

2
pE

n + ωcb ∧ 1
2(Jn+ 1

2 + Jn−
1
2 ).

(3.16)

Ici la troisième équation est implicite en Jn+ 1
2 , mais on peut la rendre explicite de la façon suivante.

En déduisant du fait que b est un vecteur unitaire la relation

(b∧)3 = −(b∧), (3.17)

on verifie que (I − θb∧)−1 = I + θ
1+θ2

(b∧) + θ2

1+θ2
(b∧)2. L’équation implicite sur J , mise sous la forme

Jn+ 1
2 = Wn + θb ∧ Jn+ 1

2 , peut alors se réécrire comme Jn+ 1
2 =

(
I + θ

1+θ2
(b∧) + θ2

1+θ2
(b∧)2

)
Wn.

En principe, le schéma explicite résultant de cette approche est encore stable sous une condition
CFL adéquate. En effet, l’analyse esquissée pour le schéma de Yee peut s’étendre au système (3.16),
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Chapitre 3. Etude théorique et numérique de quelques modèles réduits

en observant que la pseudo-énergie Ẽn := En −∆t〈En, (RHn−1/2 − Jn−1/2)〉h est conservée de façon

exacte, avec En := ε0‖En‖2h+µ0‖Hn−1/2‖2h+ 1
ε0
‖Jn−1/2

ωp
‖2h l’énergie quadratique de la solution discrète.

Un argument algébrique basé sur la majoration |〈En, Jn−1/2〉| ≤ ‖ωp‖L∞‖En‖h‖Jn−1/2‖h montre alors
que le schéma (3.16) est stable sous la condition

∆t

2
(
12c2

h2
+ ‖ωp‖2L∞)

1
2 < 1.

Il est d’ailleurs possible d’améliorer cette condition : en discrétisant le courant aux instants entiers,
on retrouve la condition de stabilité du schéma de Yee (3.15), qui a l’avantage de ne pas dépendre des
valeurs maximales de la densité électronique.

Si cette approche peut sembler satisfaisante, elle souffre néanmoins d’une faiblesse qui finit par
apparâıtre lorsque la densité électronique Ne présente de forts gradients (comme cela se produit dans
des plasmas turbulents) et que les simulations sont très longues (de l’ordre de quelques milliers, voire
dizaines de milliers d’itérations), sous la forme d’une croissance exponentielle des solutions numériques,
caractéristiques d’une instabilité du schéma. L’origine de cette instabilité est alors à chercher dans le
fait que la résolution formelle de l’équation implicite sur J n’est valide que lorsque le produit vectoriel
effectivement utilisé dans le schéma (3.16) vérifie la relation (3.17).

En effet, l’utilisation de grilles décalées dans la discrétisation des composantes du champs J fait
qu’il n’est pas possible d’utiliser le produit vectoriel exact (ponctuel) dans la troisième équation (3.16).
Le choix communément fait consiste à utiliser une formule centrée pour approcher le produit vectoriel.
Ainsi, on pose

(b∧hJ)x|i+ 1
2
,j,k := by{Jz}i+ 1

2
,j,k − bz{Jy}|i+ 1

2
,j,k

(b∧hJ)y|i,j+ 1
2
,k := bz{Jx}i,j+ 1

2
,k − bx{Jz}i,j+ 1

2
,k

(b∧hJ)z|i,j,k+ 1
2

:= bx{Jy}i,j,k+ 1
2
− by{Jx}i,j,k+ 1

2

(3.18)

où les accolades désignent des moyennes calculées sur les quatre noeuds voisins (représentés figure 3.6),
par exemple {Jz}i+1/2,j,k = 1

4

(
Jz|i,j,k−1/2 +Jz|i,j,k+1/2 +Jz|i+1,j,k−1/2 +Jz|i+1,j,k+1/2

)
. C’est ce produit

vectoriel qui est utilisé dans la version explicite du schéma (3.16). Le problème est alors que le produit
(3.18) ne saurait satisfaire la relation clef (3.17), en effet sa portée augmente à chaque itération.
En d’autres termes, la version explicite (et programmée) du schéma (3.16) n’est pas équivalente à
sa version implicite sur laquelle porte l’analyse de stabilité. On comprend alors que des instabilités
numériques puissent se déclencher pour ce schéma, et ceci d’autant plus vite que la densité Ne est plus
turbulente.

Pour résoudre ce problème, on a proposé avec Bruno Després un nouveau schéma numérique dans
lequel le produit vectoriel moyenné (3.18) était remplacé par un produit vectoriel groupé. Ayant choisi
un motif (α, β, γ) ∈ {±1}3, on définit ce dernier par les relations

(b∧hJ)x|i+α
2
,j,k := byJz|i,j,k+ γ

2
− bzJy|i,j+β

2
,k

(b∧hJ)y|i,j+β
2
,k

:= bzJx|i+α
2
,j,k − bxJz|i,j,k+ γ

2

(b∧hJ)z|i,j,k+ γ
2

:= bxJy|i,j+β
2
,k
− byJx|i+α

2
,j,k.

(3.19)

Ce produit est bien local, au sens où la matrice de l’opérateur J → b∧h J est diagonale par bloc (voir
figure 3.6), et il vérifie bien la propriété clef (3.17). En particulier, le schéma explicite correspondant est
cette fois équivalent à sa version implicite (3.16), et on s’attend à obtenir un schéma parfaitement stable
sous une condition CLF appropriée. Cette approche a été mise en oeuvre dans un code développé par
Filipe Da Silva (IST, Lisbonne) et Stéphane Heuraux (IJL, Nancy) [[70, 90]] et les résultats numériques
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3.3. Résonnances hybrides dans un plasma magnétisé

Figure 3.6 – Stencils (noeuds de J) utilisés pour la composante x du produit vectoriel b∧h J dans le
cas du produit vectoriel moyenné (3.18) (à gauche) et dans le cas du produit vectoriel groupé (3.19)
(à droite), correspondant au choix (α, β, γ) = (−1, 1, 1). Pour le produit groupé, le stencil est en fait
le même dans le calcul des trois composantes, de sorte que la matrice de l’opérateur J → b ∧h J est
diagonale par bloc.

ont permis de valider la stabilité de notre schéma sur des profils électroniques très turbulents et des
simulations de l’ordre du million d’itérations, voir figure 3.7.
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Figure 3.7 – Amplitude du champ H approché calculé par le schéma standard (à gauche) et par le
nouveau schéma (à droite). La couleur des courbes correspond à la proportion des turbulences dans
la densité électronique, indiquée en légende. On notera que les amplitudes sont tracées en échelle
logarithmique sur la figure de gauche, et que les instabilités sont d’autant plus fortes que le niveau de
turbulence est élevé. Sur la figure de droite, l’absence d’instabilités est mis en évidence par l’échelle
linéaire et la durée des simulations, de l’ordre de 10 fois plus longues.

3.3 Résonnances hybrides dans un plasma magnétisé

En plus de servir à effectuer des mesures de densité comme nous l’avons vu dans la section 3.2,
les ondes électromagnétiques jouent un rôle important dans le chauffage des plasmas de fusion. Les
phénomènes de résonnances, notamment, sont utilisés pour transmettre aux particules chargées l’éner-
gie portée par les ondes. Un modèle simplifié permettant de décrire ces phénomènes peut être obtenu
à partir du système linéarisé (3.13), correspondant à l’interaction de l’onde onde avec un plasma
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électronique (les ions étant supposés immobiles en première approximation), plongé dans un champ
magnétique dominant B0. En considérant que les composantes de l’onde oscillent à une pulsation ω
imposée par l’antenne (X(t,x) = e−iωtX(x)), et en éliminant le champ H au moyen de la deuxième
équation, le système devient 




1

iωµ0
∇∧∇ ∧ E + iωε0E = J

− iωJ − ωcb ∧ J = ε0ω
2
pE

(3.20)

où l’on rappelle que les pulsations plasma ωp = ωp(x) et cyclotronique ωc = ωc(x) caractérisent
respectivement la densité électronique et l’intensité du champ magnétique dominant. Comme plus
haut, il est possible d’inverser l’opérateur (iωI + ωcb∧) et d’exprimer J en fonction de E. Dans la
configuration classique où l’orientation du champ dominant est supposée constante, b = ez, on arrive
à l’équation

∇∧∇ ∧ E −
(ω
c

)2
εω E = 0,

où εω = εω(x) désigne le tenseur diélectrique du plasma froid [136, 81], donné par

εω(x) =




1− ω2
p

ω2−ω2
c

i
ωcω2

p

ω(ω2−ω2
c )

0

−i ωcω2
p

ω(ω2−ω2
c )

1− ω2
p

ω2−ω2
c

0

0 0 1− ω2
p

ω2


 . (3.21)

Si l’on suppose de plus que les différents paramètres ne dépendent que de x, la direction de propagation
de l’onde, on peut chercher des solutions dépendant de cette variable uniquement. On obtient alors
deux problèmes découplés sur l’intervalle Ω =] − 1, 1[. D’une part, une équation scalaire portant sur
la composante Ez parallèle au champ B0, souvent désignée sous le terme d’onde ordinaire (mode O)
par les physiciens,

(∂x)2Ez +
ω2 − ω2

p

c2
Ez = 0. (3.22)

Pour cette composante, le plasma est un milieu propagatif dans les zones où ω2
p(x) = q2e

meε0
Ne(x) < ω2.

La région où ω2
p(x) = ω2 est appelée zone de coupure [128, 76], l’équation d’Airy u′′− xu = 0 pouvant

alors servir de prototype pour décrire finement la transition entre la zone propagative et la zone
evanescente.

D’autre part, un système portant sur les composantes orthogonales Ex, Ey désignées sous le terme
d’onde extraordinaire (mode X), dans lequel intervient le bloc supérieur gauche du tenseur diélectrique
(3.21),

(
0

−(∂x)2Ey

)
−
(
α(x) iδ(x)
−iδ(x) α(x)

)(
Ex
Ey

)
= 0 avec




α =

(
ω
c

)2 (
1− ω2

p

ω2−ω2
c

)

δ =
(
ω
c

)2 ( ωcω2
p

ω(ω2−ω2
c )

)
.

(3.23)

En éliminant formellement la première composante au profit de la deuxième, ce système conduit à
l’équation de Budden [33, 136]

−(∂x)2Ey +

(
δ2

α
− α

)
Ey = 0 (3.24)

à laquelle les physiciens associent deux types de résonnances. La résonnance cyclotron ω = ωc(x)
correspondant aux pôles des coefficients α et δ, et la résonnance hybride ω2 = ω2

c (x) + ω2
p(x), corres-

pondant aux zéros du coefficient α. Dans la configuration considérée ici (et dans d’autres, voir [74])
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les pôles ω = ωc ne posent en fait pas de problème. Un simple calcul donne en effet

δ2

α
− α =

ω2ω2
c − (ω2 − ω2

p)
2

c2(ω2 − ω2
c − ω2

p)

de sorte que les résonnances cyclotrons ne sont pas associées à de réelles singularités. La présence de
résonnances hybrides, en revanche, pose plusieurs difficultés. En utilisant comme prototype l’équation
de Whittaker u′′ +

(
1
x − 1

4

)
u = 0 pour lesquelles on dispose de solutions exactes explicites, on peut en

effet montrer [75] qu’au voisinage d’un zéro de α l’équation (3.24), assortie de conditions aux limites
standard du type E′y(±1) ∓ iλEy(±1) = f±, possède au moins deux solutions a priori distinctes. De

plus ces solutions ne s’annulent pas forcément en ce point, de sorte que Ex = −i δαEy présente une
singularité en 1

x , non intégrable localement.
Une façon de mieux comprendre la nature des résonnances hybrides consiste à prendre en compte

la faible friction entre les électrons et les ions que nous avons jusque là supposés immobiles, en ajoutant
un terme dissipatif dans le système (3.13) où la troisième équation devient

∂tJ = ε0ω
2
pE + ωcb ∧ J − νJ,

le petit paramètre ν décrivant le taux de collisions entre les électrons et le bain d’ions environnant. Pour
des raisons physiques ce paramètre doit être positif, néanmoins il est possible de considérer également
des valeurs négatives lors de l’analyse mathématique. En reportant ce terme dans les calculs on arrive
à une version modifiée du système (3.23) dans lequel les coefficients du plasma s’écrivent

αν =
(ω
c

)2
(

1−
ω̃ω2

p

ω(ω̃2 − ω2
c )

)
et δν =

(ω
c

)2
(

ωcω
2
p

ω(ω̃2 − ω2
c )

)
, ω̃ = ω + iν.

En particulier, αν ne peut plus s’annuler pour des valeurs réelles de ω et l’équation (3.24) redevient
bien posée [6]. Conformément au principe d’absorption limite [123] le problème résonnant peut alors
être vu comme une limite singulière ν → 0+ du cas dissipatif, qu’il peut être agréable de reformuler
sous la forme d’un problème du premier ordre en réintroduisant le champ magnétique,





iωBz − ∂xEy = 0

−ανEx − iδνEy = 0

−iω∂xBz + iδνEx − ανEy = 0.

(3.25)

Cette approche a été suivie dans [75], où les auteurs ont considéré des coefficients simplifiés

αν = α+ iν et δν = δ (3.26)

et le cas générique où la fonction α possédait un zéro isolé en 0 ∈ Ω. Ils ont alors justifié le principe
d’absorption limite et quantifié de façon fine la singularité de la solution E+ := limν→0+ E

ν 6∈ L1
loc et

B+ := limν→0+ B
ν . De plus ils ont montré que la quantité d’énergie transmise aux ions par une onde

résonnante était strictement positive,

Q(E+) = lim
ν→0+

ν

ˆ
Ω
|Eν |2 = lim

ν→0+
ν

ˆ
Ω
|Eνx |2 > 0.

Dans l’article [[47]] nous avons étudié plusieurs caractérisations des solutions résonnantes de (3.24)
qui semblent appropriées au développement de méthodes numériques. En particulier, nos formulations
permettent de compléter (3.24) en des problèmes bien posés, qui contiennent chacun l’information de
la limite ν → 0+ sans faire intervenir les solutions dissipatives elles-mêmes.
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A l’origine de ce travail, Bruno Després était inspiré par un principe de comparaison utilisé en
théorie des équations hyperboliques pour établir des conditions d’entropies sur les solutions discon-
tinues. Dans le contexte du système des plasmas froids (3.25), ce principe l’a conduit à chercher des
pseudo-solutions sur le modèle des solutions manufacturées utilisées dans la validation de certaines
méthodes numériques. Ici, il s’agit de fonctions explicites F νx , F

ν
y , C

ν
z vérifiant





iωCνz − ∂xF νy = qν

−ανF νx − iδνF νy = 0

−iω∂xCνz + iδνF νx − ανF νy = gν
(3.27)

avec les coefficients simplifiés (3.26) et des seconds membres choisis de telle sorte que les limites
F νy → F+

y et Cνz → C+
z , ainsi que qν → q+ et gν → g+, pour ν → 0+, soient valables dans L2 et

triviales à calculer. En dimension 1, on trouve essentiellement deux types de telles solutions, dont les
principales caractéristiques reproduisent celles des solutions de (3.24) :

— des solutions manufacturées régulières, où le champ Cz est continu et non nul en 0,
— des solutions manufacturées singulières, où le champ Fy ne s’annule pas en 0.

Au vu de (3.27), les solutions du premier type auront a priori une composante Fx intégrable. Ce ne
sera pas le cas des solutions du deuxième type, et leur composante Cz sera a priori discontinue en
0. Ainsi, on peut considérer comme spécimen de solution manufacturée singulière une fonction de la
forme

F νy :=
i

δ
= F+

y , (3.28)

ce qui entrâıne

F νx := − 1

α+ iν
→ F+

x = − 1

α
, (3.29)

la convergence ayant lieu presque partout dans Ω. Pour vérifier la troisième équation de (3.27) avec
une fonction gν de carré uniformément intégrable, on a ensuite posé

Cνz :=
δ(0)

ωr

(
1

2
log
(
r2x2 + ν2

)
− i arctan

(rx
ν

))
→ C+

z =
δ(0)

ωr

(
log (|rx|)− iπ

2
sign(rx)

)
(3.30)

avec r := α′(0) 6= 0. La convergence a ici lieu dans L2(Ω), et on observe que le signe de la partie
imaginaire de C+

z garde la mémoire de la limite ν → 0+. Le principe de comparaison évoqué plus haut
conduit alors à évaluer l’énergie dissipée par la différence entre les solutions exactes et manufacturée,
via le vecteur de Poynting Πν := <

(
(Eν − F ν) ∧ (Bν − Cν)

)
dont la divergence vérifie

∇ ·Πν −<
(
qν(Bν − Cν)z − (Eν − F ν)y

(gν
iω

))
= − ν

ω
|Eν − F ν |2 ≤ 0. (3.31)

En utilisant le fait que les solutions régulières Eνy et Bν
z possèdent des sous-suites convergentes dans

L2 on en déduit que l’inégalité passe à la limite, ce qui entrâıne une relation dissipative de la forme

J :=

ˆ
Ω
<
(
(E+

y − kF+
y )(B+

z − kC+
z )
)
ϕ′ +

ˆ
Ω
<
(
kq+(B+ − kC+)z − (E+ − kF+)y

(kg+

iω

))
ϕ ≥ 0

où k ∈ C est un degré de liberté complexe et ϕ ≥ 0 une fonction test positive. Il est alors natu-
rel d’écrire les équations d’Euler-Lagrange pour la fonctionnelle J = J (E+, B+, k) associée à des
contraintes correspondant à l’équation (3.24). Dans [[47]] nous avons montré que ces relations caracté-
risent entièrement la solution résonnante, sous la forme d’un système linéaire à 5 équations, dont une
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3.3. Résonnances hybrides dans un plasma magnétisé

équation scalaire. La solution de ce système contient alors, via la valeur de k, l’intensité du chauffage
résonnant Q(E+).

Il est intéressant de noter qu’une deuxième formulation, sensiblement plus simple car ne faisant
intervenir que 3 équations dont une scalaire, peut être obtenue par une variante. A nouveau, on
compare les solutions dissipatives avec les solutions manufacturées, mais à la place de (3.31) on calcule

∇ · (Eν ∧ Cν − F ν ∧Bν) = (EνxC
ν
z − F νy Bν

z )′ =
(
qνBν

z −
gν

iω
Eνy

)
.

Bien que l’interpretation physique de ce terme ne soit pas immédiate, les propriétés de convergence des
différentes composantes de la solution permettent de passer à la limite dans une formulation intégrale

ˆ
Ω

(E+
y C

+
z − F+

y B
+
z )ϕ′ dx =

ˆ
Ω

(
q+B+

z −
g+

iω
E+
y

)
ϕdx (3.32)

où ϕ est une fonction régulière arbitraire. On en déduit le problème suivant, où l’on suppose à nouveau
que α possède une racine isolée en 0, à l’intérieur de l’intervalle Ω =]− 1, 1[ (si α′(0) = 0 la singularité
est plus forte encore et le problème demeure ouvert).

Problème 3.1 Trouver (Ey, Bz) ∈ L2(Ω)× L2(Ω) vérifiant :

i) le problème limite (3.24) au sens faible,





ˆ
Ω

(iωBzϕ1 + Eyϕ
′
1)dx = 0, ∀ϕ1 ∈ H1

0 (Ω),

ˆ
Ω

(
iωBzϕ

′
2 +

(
δ2

α
− α

)
Eyϕ2

)
dx = 0, ∀ϕ2 ∈ H1

0 (Ω), ϕ2(0) = 0,

ii) des conditions aux bords décrivant la présence d’une antenne

iωBz(−1) + iλEy(−1) = f− et iωBz(1)− iλEy(1) = f+,

au sens des distributions,

iii) une relation intégrale (3.32) associée à une solution manufacturée singulière telle que (3.28)-
(3.30), et à une fonction test ϕ ∈ H1

0 (Ω) vérifiant ϕ(0) 6= 0.

Ici la restriction de la deuxième équation variationnelle aux fonctions tests s’annulant en 0 est nécessaire
à l’intégrabilité du produit 1

αEyϕ2, et grâce à l’inégalité de Hardy elle est aussi suffisante. On observe
alors que si Ey et ϕ2 sont approchés par des éléments finis de type P1, l’absence de la fonction
test associée au noeud x = 0 empêchera a priori le système discret d’être carré, défaut qui rappelle
évidemment le manque d’unicité pour l’équation (3.24). Dans ce contexte, le rôle joué par la relation
intégrale (3.32) est clair, et il est naturel de penser que son introduction permettra de retrouver
l’unicité perdue. On a en effet le résultat suivant.

Théorème 3.3 ([[47]]) Pour tout (f−, f+) ∈ C2, il existe une unique solution (Ey, Bz) au problème 3.1,
qui cöıncide avec la limite (E+

y , B
+
z ) = limν→0+(Eνy , B

ν
z ) des solutions dissipatives de (3.25).

En dimension 2 nous avons étendu cette étude en construisant des solutions manufacturées dont
la forme semble compatible d’une part avec les phénomènes connus en 1D, d’autre part avec certaines
solutions singulières observées dans des méta-matériaux [23]. Sous des hypothèses naturelles sur la
singularité des solutions exactes ces fonctions permettent d’écrire de nouvelles formulations pour le
problème limite, dont le caractère bien posé reste toutefois à démontrer.
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Enfin, ces travaux ont été poursuivis lors du stage de M2 d’Anouk Nicolopoulos [116], qui a
démontré que le système du problème 3.1, reformulé sur une décomposition de la solution en une
partie régulière (à déterminer) et une autre singulière (fournie par une solution manufacturée), faisait
intervenir un opérateur de Fredholm d’indice 0. Anouk Nicolopoulos a également mis en oeuvre deux
schémas numériques, basés soit directement sur la formulation proposée dans le problème 3.1, soit sur
la décomposition en partie régulière et singulière. Dans les deux cas, la qualité de ses résultats a établi
la validité de cette approche (voir figure 3.8), ainsi que sa pertinence dans le cadre des applications
numériques.

un certain maillage et pour di↵érentes valeurs de ✏, on remarque que les paramètres N et ✏

semblent être liés.

Figure 2.6 – Solutions pour 1200 mailles et ✏ = 10�20, 10�6, 10�3 et 1 (de gauche à droite et
de haut en bas)

Pour la seconde méthode, c’est à dire la discrétisation de (FV3) et l’approximation par des

éléments finis P1/P0, on obtient des résultats similaires à ceux de la première méthode.
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Figure 3.8 – Simulation numérique de l’équation de Budden (3.24) en 1D réalisée par Anouk Nicolo-
poulos, pour des coefficients particuliers α(x) = −x et δ(x) =

√
1− x/4 + x2 (équation de Whittaker)

donnant lieu à une solution exacte connue (tracée ici en trait noir), qui présente une singularité en
0. A gauche, le calcul est réalisé avec une méthode näıve pour régulariser localement la singularité
(utilisant un petit paramètre dont la valeur est manifestement mal choisie ici), tandis qu’à droite le
schéma numérique discrétise la nouvelle formulation du problème 3.1, bien posée.
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Perspectives

Mes recherches se situant à l’interface entre les mathématiques et la physique des plasmas, les
suites naturelles aux travaux présentés ici peuvent se répartir entre : la poursuite d’objectifs non
encore pleinement réalisés d’une part, l’extension de certains outils développés ici à des problèmes
voisins d’autre part, et enfin la recherche de nouveaux problèmes de physique pour lesquels l’apport
de l’analyse numérique est susceptible d’apporter un éclairage fécond.

L’amélioration de la précision des codes particulaires entre dans la première catégorie. Comme on
l’a vu, les méthodes telles que PIC (Particle-In-Cell) sont parmi les plus populaires en physique des
plasmas, notamment en raison de leur efficacité en hautes dimensions comparée à celle des méthodes
sur grilles (Eulériennes ou semi-Lagrangiennes). Elles souffrent cependant d’un niveau important de
“bruit numérique” caractérisé par des oscillations importantes sur les densités transportées. Dans ce
cadre, les méthodes LTPIC (Linearly-Transformed PIC) et FBL (Forward-Backward Lagrangian) pré-
sentées dans ce mémoire semblent offrir un cadre agréable pour améliorer la qualité de ces densités via
une exploitation locale des données calculées par le solveur particulaire. La précision de ces méthodes
d’approximation ayant été validée sur des problèmes simples, l’étape naturelle consiste à présent à
étudier leur efficacité dans le débruitage de simulations particulaires de plus grandes tailles. Ces tra-
vaux ont en fait déjà démarré dans le cadre d’un projet Eurofusion mené sur la plate-forme logicielle
Selalib sur laquelle je programme régulièrement. Développée en partenariat entre le CEA, l’INRIA,
l’IPP (Institut de Physique des Plasmas) à Garching (Allemagne), l’IRMA à Strasbourg, l’IRMAR à
Rennes et le LJLL à Paris, cette plateforme permet à des mathématiciens, physiciens et informaticiens
d’implémenter et d’utiliser de façon collaborative des méthodes numériques propres à la simulation
Lagrangienne et semi-Lagrangienne des plasmas, ainsi que des cas-tests et des outils de diagnostic.

En parallèle, il me semble naturel d’étudier l’extension des discrétisations non-conformes com-
patibles à de nouveaux problèmes. Mes résultats ayant permis d’identifier de nouveaux schémas de
type Galerkin discontinus préservant la structure des équations de Maxwell, induisant ainsi de bonnes
propriétés de stabilité et de conservation, j’envisage d’en étendre l’application à d’autres problèmes,
notamment fluides et MHD. Des études plus approfondies des propriétés numériques de ces schémas
sont également prévues, à court ou moyen terme, et avec des physiciens du Max Planck-IPP à Gar-
ching nous avons le projet d’appliquer ces méthodes de discrétisation compatibles discontinues à la
modélisation numérique de réflectomètres plasmas, destinés à mesurer la densité du plasma dans les
tokamaks.
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Perspectives

Enfin, je compte poursuivre mes travaux sur la modélisation des ondes électro-magnétiques, me-
nés récemment avec Bruno Després dans le cadre du projet ANR Chrome et en vue d’améliorer les
méthodes de simulation du chauffage résonant dans les plasmas de tokamaks. Ce projet se mènera
de façon naturelle en collaboration avec des physiciens des plasmas, et il ne fait aucun doute que de
nouveaux problèmes se présenteront au cours de ces échanges, qui susciteront de nouvelles questions
intéressantes. Il s’inscrit également dans le cadre de la thèse d’Anouk Nicolopoulos qui débute en ce
moment sur de nouveaux modèles constructifs pour la propagation d’ondes résonantes dans les plasmas
magnétisés.
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[5] F. Assous, P. Ciarlet, Jr, and E. Sonnendrücker. Resolution of the Maxwell equations in a domain
with reentrant corners. M2AN. Mathematical Modelling and Numerical Analysis, 32(3) :359–389,
1998.

[6] A. Back, T. Hattori, S. Labrunie, J.R. Roche, and P. Bertrand. Electromagnetic wave propaga-
tion and absorption in magnetised plasmas : variational formulations and domain decomposition.
M2AN. Mathematical Modelling and Numerical Analysis, 49(5) :1239–1260, 2015.
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slab geometry. Journal de Mathématiques Pures et Appliquées, 101(5) :623–659, 2014.

[76] R. Dumont. Waves in plasmas. In M2 lecture notes, pages 1–117. CEA, IRFM F-13108 Saint-
Paul-lez-Durance, France., 2011.

[77] A. Ern and J.-L. Guermond. Finite Element Quasi-Interpolation and Best Approximation .
〈hal-01155412v2〉, 2015.

[78] M.W. Evans, F.H. Harlow, and E. Bromberg. The Particle-in-Cell Method for Hydrodynamic
Calculations. Technical Report LAMS-2139, Los Alamos Laboratory, 1957.

[79] M. Feldman, S.-Y. Ha, and M. Slemrod. A Geometric Level-Set Formulation of a Plasma-Sheath
Interface. Archive for Rational Mechanics and Analysis, 178(1) :81–123, 2005.

[80] L. Fezoui, S. Lanteri, S. Lohrengel, and S. Piperno. Convergence and stability of a discontinuous
Galerkin time-domain method for the 3D heterogeneous Maxwell equations on unstructured
meshes. ESAIM : Mathematical Modelling and Numerical Analysis, 39(6) :1149–1176, 2005.

[81] J.P. Freidberg. Plasma physics and fusion energy. Cambridge : Cambridge University Press,
2007.

[82] X. Garbet, Y. Idomura, L. Villard, and T.H. Watanabe. TOPICAL REVIEW : Gyrokinetic
simulations of turbulent transport. Nuclear Fusion, 50(4) :043002, 2010.

[83] D. Gérard-Varet, D. Han-Kwan, and F. Rousset. Quasineutral limit of the Euler-Poisson system
for ions in a domain with boundaries. Indiana University Mathematics Journal, 62(2) :359–402,
2013.

[84] D. Gérard-Varet, D. Han-Kwan, and F. Rousset. Quasineutral limit of the Euler-Poisson system
for ions in a domain with boundaries II. Journal de l’École Polytechnique. Mathématiques,
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[115] J.-C. Nédélec. A new family of mixed finite elements in R3. Numerische Mathematik, 50(1) :57–
81, 1986.

[116] A. Nicolopoulos. Formulations Variationnelles des Equations de Maxwell (in french). Master’s
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