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Résumé : 

Nous étudions une classe de modèles conditionnellement hétéroscédastiques (ARCH) 

non linéaires. La volatilité de la variable à la date t dépend de la position relative des 

variables passées. Nous montrons qu'une famille de tels modèles admet une repré- 

sentation Markovienne permettant d'en étudier la stabilité. A partir de critères de 

Lyapounov, nous établissons des conditions d'existence des moments. Les propriétés 

asymptotiques (convergence forte et en loi) de trois types d'estimateurs des para- 

mètres sont établies. Ces résultats sont illustrés à distance finie à partir de méthodes 

simulées et sur des séries réelles. 

Mots clés : modèles ARCH, modèles à seuils, séries temporelles non linéaires, sta- 

tionnarité, maximum de vraisemblance, méthode des moments, critères d'érgodicité. 

abstract 

In this thesis, we study a class of conditional heteroskedastic nonlinear models 

(ARCH). The volatility of the variable, at  time t ,  depends on the relative position 

of the past variables. We show that such a family of models admits a Markovian 

representation which allows us to study the stability. From Lyapounov's criteria, we 

establish the conditions under which the moments exist. Furthermore, asymptotic 

properties (strong convergence and convergence in law) of three kinds of parameters 

estimators are given. These results are illustrated at  finite distance from simulated 

and real data sets. 

Keywords : ARCH models, threshold models, nonlinear time series, stationarity, 

maximum likelihood, method of moments, criteria for ergodicity. 
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Chapitre O 

Introduction générale 
Il est connu depuis longtemps que la modélisation des séries financières pose des 

problèmes spécifiques. L'analyse traditionnelle, ou méthodologie de Box et Jenkins 

(1976), essentiellement fondée sur les propriétés du second-ordre des séries, est in- 

opérante car la plupart des séries financières (actions, indices, taux de change) ont, 

une fois différenciées, les propriétés au second-ordre d'un bruit blanc. 

Dans un article paru en 1963, Mandelbrot mettait en évidence un certain nombre 

de caractéristiques communes à ces séries. Les principales propriétés (compatibles 

avec celle de bruit blanc) sont : (i) l'autocorrélation des carrés des variations de prix, 

(ii) les regroupements de variations de grand module (volatility clustering), (iii) la 

leptokurticité des distributions marginales, traduisant le grand nombre (relativement 

à une loi normale) de valeurs de grand module ou de module proche de zéro. A ces 

propriétés, étayées par de nombreuses études empiriques, il faut ajouter celle dite 

d'effet de levier, consistant en une asymétrie entre variations positives et négatives 

des prix quant à leur effet aux dates ultérieures. Les variations négatives (baisses) 

tendent à générer plus de turbulences que les hausses de même ampleur. 

La traduction mathématique de ces observations passe par le concept, central en fi- 
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nance, de volatilité. Pour les économètres, la volatilité est définie comme la variance 

du processus observé conditionnellement à ses valeurs passées. En théorie financière, 

le terme de volatilité peut recouvrir des notions un peu différentes. Depuis une 

vingtaine d'années, de grands efforts ont été faits pour modéliser de manière adé- 

quate la volatilité. La capacité des modèles à imiter les caractéristiques précédentes, 

la possibilité d'étudier les propriétés probabilistes de leurs solutions, l'existence de 

méthodes d'estimation permettant de les ajuster aux séries réelles sont autant de 

critères permettant de juger de leur pertinence. 

Depuis l'article de Engle (1982) introduisant les modèles ARCH (autorégressifs 

conditionnellement hétéroscédastiques) de nombreuses spécifications de la volatilité 

ont été proposées. En parallèle, divers articles (voir par exemple Pagan et Hong 

(1990)' Gallant et Tauchen (1989)) on étudié l'apport des méthodes non paramé- 

triques, ou semi-paramétriques, pour la modélisation de l'espérance conditionnelle 

du carré du processus. 

Cette thèse est centrée sur une nouvelle classe de modèles conditionnellement hé- 

téroscédastiques. Celle-ci s'apparente aux modèles à seuils introduits dans le cadre 

ARMA par Tong et Lim (1980) et dans le cadre GARCH par Nelson (1991), Za- 

koïan (1994). Dans ces modèles, la dynamique du processus Xt à la date présente 

dépend de la position d'une variable spécifique, notée A,. On peut donc voir cette 

dernière comme une variable de changement de régimes, ceux-ci consistant en les 

divers modèles possibles lorsque At est dans telle ou telle région de l'espace. Un 

exemple simple est l'autorégressif d'ordre 1 à seuil défini par 

où (&) constitue une partition de la droite réelle, ( e t )  est un bruit et At est une 



variable réelle, généralement supposée indépendante de et. Les régimes sont ici des 

AR(1) classiques. On distingue de grandes classes de tels processus, selon les hypo- 

thèses faites sur At. On obtient ainsi les modèles dits à coefficients aléatoires si l'on 

suppose que (At) est un processus indépendant. Les modèles à changement de ré- 

gime markoviens sont obtenus en prenant pour (A,) une chaîne de Markov à espace 

discret. Les modèles de type SETAR (Self Exciting Threshold AR) font de At une 

fonction du passé de Xt (par exemple At = Xt-l pour le modèle le plus courant), 

permettant par exemple de modéliser des cycles asymétriques. 

Dans le cadre des modèles GARCH les principaux modèles de type SETAR étudiés 

(voir références indiquées plus haut) font dépendre la volatilité à la date t du signe 

des innovations passées (la partition se limitant à R- et IR'). Cette spécification 

permet de prendre en compte l'effet de levier décrit précédemment. Une générali- 

sation introduite par Liu, Li et Li (1997) spécifie la volatilité comme une fonction 

dépendant de la position des innovations passées. On peut ainsi, par exemple, ob- 

tenir une forme de volatilité différente dans les périodes turbulentes et dans les 

périodes calmes. La spécification étudiée dans cette thèse fait dépendre la volatilité 

de la position relative des innovations passées. Ce n'est donc pas le niveau des varia- 

tions de prix qui gouverne les changements de régime mais le fait qu'une variation 

soit grande, ou petite, par rapport aux variations des dates précédentes. L'étude 

probabiliste de modèles de ce type est complexe et ne peut être menée à partir de 

représentations linéaires markoviennes, comme c'est le cas, à notre connaissance, 

pour toutes les classes de modèles GARCH introduites dans la littérature. 

La suite de cette thèse comporte trois chapitres. Dans le chapitre 1, intitulé "Stabi- 

lité des chaînes de Markov à espace d'états continu", nous introduisons les principaux 
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outils et concepts probabilistes utilisés dans les chapitres suivants. Ce chapitre s'ap- 

puie principalement sur le livre de Meyn et Tweedie (1996). Le chapitre 2, intitulé 

"Etude probabiliste" présente la classe de modèles considérée et établit des condi- 

tions de stationnarité. Nous commençons par considérer le cas particulier du modèle 

déterministe. Nous étudions ensuite les propriétés de chaîne de Markov (irréducti- 

bilité, apériodicité, caractérisation des petits ensembles) du modèle écrit sous une 

forme vectorielle adéquate. Ceci permet d'établir, à partir de critères de type Foster- 

Lyapounov, une condition d'ergodicité géométrique dans la partie suivante. Nous 

étudions ensuite les propriétés de stationnarité au second-ordre du modèle. La der- 

nière partie donne des conditions d'existence des moments d'ordre supérieur, illus- 

trées dans les cas particuliers de lois uniforme et gaussienne. Le chapitre 3, intitulé 

"Inférence statistique", est essentiellement consacré à l'estimation de modèles ARCH 

plus généraux que ceux présentés dans le chapitre précédent. Divers estimateurs sont 

présentés (estimateur des moindres carrés, estimateur des moments, estimateur du 

maximum de vraisemblance) et leurs propriétés asymptotiques (convergence forte, 

normalité asymptotique) sont établies sous diverses hypothèses que nous discutons. 

Des expériences de Monte-Carlo permettent d'évaluer numériquement les variances 

asymptotiques obtenues pour diverses valeurs des paramètres. Le chapitre 4 intitulé 

"Applications empiriques" présente, dans une première partie, une méthode de test, 

inspirée de la méthode développée par Tsay (1989) pour les modèles autorégressifs 

à seuils. La deuxième partie met en œuvre les méthodes précédentes et obtient des 

résultats encourageants quant à la pertinence de la modélisation proposée. 
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Chapitre 1 

Stabilité des chaînes de Markov à 

espace d'états continu 

L'étude des modèles de séries temporelles comporte généralement une partie cru- 

ciale liée aux conditions d'existence de solutions stationnaires. 11 n'est pas toujours 

simple d'obtenir des conditions suffisantes (portant sur les paramètres, la loi des 

erreurs ...) pour qu'un modèle admette des solutions stationnaires (au sens strict ou 

au second ordre). Dans le cas des modèles ARMA (Autoregressive Moving Average) 

univariés, les conditions portent sur les racines des polynômes retard (autorègressif 

et moyenne mobile) et ces conditions sont les mêmes pour les deux types de sta- 

tionnarité (voir par exemple Brockwell et Davis (1991) ou Gouriéroux et Monfort 

(1989)). Pour d'autres modèles, il existe des représentations Markoviennes linéaires, 

de la forme 
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où les matrices A, et B, sont aléatoires mais constituent une suite (An, B,) in- 

dépendante et identiquement distribuée (i.i.d)) permettant de relier l'étude de la 

stationnarité au comportement de produits de matrices aléatoires. De nombreux 

modèles de type GARCH ont ainsi été étudiés, à partir des travaux de Brandt 

(1986) et Bouger01 et Picard (1992a' 199213). 

D'autres modèles conduisent à des représentations markoviennes de la forme : 

où (en) est une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. et F est une application non li- 

néaire. Une approche du problème de la stationnarité pour ce type de modèles, 

est fondée sur la théorie des chaînes de Markov à espace d'états continu, exposée 

dans le livre de Meyn et Tweedie (1996). Cette approche est par exemple utilisée 

lorsque la spécification du modèle comporte des effets de seuils excluant l'existence 

de représentations linéaires du type précédent. 

L'objet de ce chapitre est d'introduire les principaux outils et concepts de cette 

théorie, que nous utiliserons dans les chapitres suivants. 

Les propriétés des chaînes de Markov à temps discret et espace d'états dénombrable 

sont bien connues et elles figurent dans de nombreux manuels (voir par exemple 

Meyn et Tweedie (1996)). En particulier, les états d'une chaîne de Markov homogène 

sur un espace dénombrable sont transitoires ou récurrents, selon que la probabilité 

que le temps de retour dans cet état soit fini est strictement inférieur à 1 ou non. 

Chaque état récurrent peut ensuite être classé comme étant "nul" ou "positif" : on 

dira qu'un état récurrent est nul si la probabilité de retour dans cet état en n étapes 

tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini, et positif sinon. Enfin, si la chaîne est 

irréductible, ce qui de manière heuristique signifie que tous les états communiquent 
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avec probabilité positive, tous les états ont la même classification. 

Même si les notions ne coïncident pas toujours, une classification similaire existe 

pour les chaînes de Markov à espace d'états général. Nous renvoyons aux ouvrages 

de Duflo (1990), Meyn et Tweedie (1996), Numelin (1984) pour une étude détaillée. 

1.1 Noyau de transition et définition d'une chaîne 

de Markov 

La définition suivante introduit la notion de noyau de transition sur un ensemble 

quelconque X muni d'une tribu B. 

Définition 1.1.1 On appelle noyau de transition toute famille P = {P(x, B), x E 

X, B E D) telle que : 

1. pour tout B E 13, x -+ P(x, B) est une fonction mesurable de (X, B) dans 

(Pl 111 N O ,  11)) ; 

2. pour tout x E X ,  P(x, .) est une mesure de probabilité sur (X, B) 

Les P(x, B) sont appelées probabilités de transition (de x vers B). 

Etant donnée une mesure de probabilité initiale p sur (X, B), la définition d'une 

chaîne de Markov homogène (X,) sur (X, 23) repose sur ses distributions fini dimen- 

sionnelles. Pour tout entier n et tout (n + 1)-uplet (Bo, ..., B,) de parties de B, on 

pose : 

IPp[Xo E Bo, ..., X, E B,] = 
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Pour le passage des lois fini-dimensionnelles aux probabilités d'évènements impli- 

quant un nombre quelconque de variables Xn, le théorème de Kolmogorov impose 

des conditions à l'espace d'états : il s'applique si (X ,  8) est : i) (Etd, B(IFtd)), ou 

ii) un espace dénombrable muni de la tribu de toutes ses parties, ou iii) un es- 

pace métrique complet possédant une base dénombrable d'ouverts muni de sa tribu 

borélienne. Nous nous placerons toujours dans l'un de ces cas par la suite. 

A condition de choisir comme espace R l'espace xN, muni de la tribu produit 

Pm, il existe donc un processus X = (Xn)n,M et une probabilité P, sur BM telle 

que (1.1) soit vraie et pour tout B E Bm, P,(B) soit la probabilité de l'évènement 

[X E BI. Remarquons en particulier que, si {x) E B et p({x)) # O, P (x ,  B )  = 

lP,[X1 E B 1 Xo = XI.  

Définition 1.1.2 Le processus X = (X,) dont les lois fini-dimensionnelles satisfont 

(1.1) est appelé c h a h e  de Markov homogène de noyau de transition P et de mesure 

initiale p.  

Etant donnés deux noyaux de transition P = {P(x ,  B) )  et Q = {Q(x, B)) sur 

(X ,  B), il est utile d'introduire leur produit PQ = {[PQ](x, B) )  défini par : 

On vérifie facilement que cette égalité définit un nouveau noyau de transition sur 

(X ,  B). En particulier, on notera Pn le noyau de transition obtenu en effectuant 

(n  - 1) produits de P avec lui même. On a pour tout n 2 1 : Vx E X ,  VB E 

B, Pn (x ,  B) = JYEX P ( x ,  dy)Pn-'(y, B) ,  en prenant pour PO(y,  B) la mesure de 

Dirac en y (PO(y, B) = 1 si y E B,  B )  = O sinon). On vérifie que Pn(x,  B) 

s'interprète comme la probabilité de l'évènement Xn E B conditionnelle à Xo = x. 



Une généralisation utile est la relation de Chapman-Kolmogorov : 

'dn E IN, 'dm, O <  m <  n, 'dx E X ,  'dB E B 

Pn(x ,  B) = LEX prnix,  ~ Y ) P ~ - ~ ( Y ,  B) 

On montre cette relation à partir de (1.1) en choisissant Bi = X pour 1 < i 5 n - 1 

et Bo = {x). Cette équation admet une interprétation intéressante : pour atteindre 

B en n étapes, partant de x, la chaîne doit nécessairement passer par une valeur y en 

m étapes, puis tout se passe comme si la chaîne démarrait en y, pour atteindre B en 

n - m étapes. Les valeurs prises antérieurement en y n'ont donc plus d'importance 

pour ce qui est postérieur à l'étape m. Plus généralement, la propriété suivante 

traduit l'indépendance entre futur et passé conditionnellement au présent : 

Propriété 1.1.1 Si X = (Xn)n,m: est une chahe de  Markov de mesure initiale p, 

pour toute fonction mesurable bornée h : R --+ R, on a 

E[h(Xn+l,Xn+2, . a . )  1 XO, S . . ,  Xn;Xn = x] = E [ h ( x ~ ,  X1, . . a )  I XO = X] 

[voir Meyn et Tweedie(1996), Proposition 3.4.31 

1.2 Irréductibilité, apériodicité 

L'irréductibilité traduit le fait que, partant de n'importe quel point, la chaîne peut 

atteindre toute partie de mesure positive de l'espace d'états, pour une mesure ap- 

propriée. Au préalable, définissons pour tout B E B, 

- le temps de séjour dans B (après la date initiale) 
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où lA désigne la variable indicatrice d'un évènement A ; 

- le temps de premier passage dans B (hormis l'état initial) : 

TB = min{n > 1, Xn E B) .  

La durée moyenne de séjour dans B  partant de x E X s'obtient comme 

La famille {U(x, B ) )  a des propriétés similaires à celles d'un noyau de transition 

mais les U(x, .) ne sont pas des probabilités. On utilisera également la probabilité 

de passage dans B  partant de x : 

Nous pouvons maintenant définir le concept de $-irréductibilité. 

Définition 1.2.1 Soit q5 une mesure non identiquement nulle définie sur (X,  B). 

On dit que @ est une mesure d'irréductibilité si 

On dit alors que la chahe X = (X,) est qhirréductible. 

On vérifie facilement qu'une définition équivalente de l'irréductibilité est obtenue 

en remplaçant L(x, B )  par U(x, B).  Le choix de la mesure d'irréductibilité condi- 

tionnant la classification de la chaîne, comme nous le verrons ensuite, il importe de 

choisir une mesure de support le plus large possible. On définit ainsi une mesure 

d'irréductibilité "maximale", dont l'existence est assurée par la propriété suivante : 



Propriété 1.2.1 Si (Xn),€rn est pirréductible, il existe une mesure $ sur (X,  B )  

telle que : 

1. (Xn),,rn est $-irréductible ; 

2. Pour toute autre mesure cp ' sur (X,  B) ,  (X,) est p '-irréductible si et seulement 

si cp ' est absolument continue par rapport à $ (S, + cp ') ; 

3. Si $(B) = O ,  alors $(B) = O où B = {x; L(x ,  B )  > 0) .  

La mesure $ est alors appelée mesure d'irréductibilité maximale. 

[voir Meyn et Tweedie (1996), Proposition 4.2.21 

Nous noterons, pour une chaîne de mesure d'irréductibilité maximale $ : 

D'après la propriété précédente, cet ensemble ne dépend pas du choix de $, car 

toutes les mesures d'irréductibilité maximales sont équivalentes. 

Exemple : Etant donnée une suite ( E ~ ) ~ ~ ~  de variables i.i.d centrées, soit (Xt),,rn 

le processus AR(1) défini par 

où 8 E R . Si l'on se donne une mesure initiale, la suite (X,),,rn constitue clairement 

une chaîne de Markov sur (R, B(R)) ,  de probabilités de transition définies par : 

P ( x ,  B )  = P,(B - ex), où P, désigne la loi des E ~ .  Si cette loi est absolument 

continue par rapport à la mesure de Lebesgue X sur R et admet une densité partout 

positive sur R, il en est de même de P ( x ,  .) pour tout x E X. Donc toute mesure <F 



14 CHAPITRE 1. STABILITÉ DES CHAINES DE MARKOV 

absolument continue par rapport à X est une mesure d'irréductibilité. De plus X est 

une mesure d'irréductibilité maximale. 

Si, par contre, la densité des E~ n'est pas partout positive sur R l'existence d'une 

mesure d'irréductibilité n'est pas garantie. Supposons par exemple que les et suivent 

une loi uniforme sur [-Il 11. Si 161 5 1, on voit facilement que la chaîne est 

irréductible, où désigne la restriction de la mesure de Lebesgue à [-1'11. Mais 
1 si par exemple 6 > 1 et Xo = xo > e=l on a : xo < X1 < X2...., quels que soient 

les E ~ .  Donc la chaîne est explosive et il ne peut exister de mesure d'irréductibilité : 

une telle mesure devrait vérifier cp(]-ml xo]) = O, Vxo E R, ce qui conduirait à cp = 0. 

L'existence d'une mesure d'irréductibilité est compatible avec un comportement 

périodique de la chaîne. Afin d'exclure cette possibilité, définissons précisément un 

concept de périodicité pour les chaînes à espace d'états quelconque. Dans le cas où 

X est dénombrable et la chaîne irréductible (tout les états communiquent), il suffit 

que P ( x ,  x)  > O pour un état z pour que la chaîne soit apériodique : on parle alors 

de chaîne fortement apériodique. La définition est moins immédiate pour un espace 

d'états quelconque. 

Nous commençons par définir les notions de "small set" et "petite set". 

Définition 1.2.2 O n  appelle vm-small set tout  C E B tel qu'il existe rn > O et une  

mesure n o n  triviale vm sur  B tels que : 



O n  appelle va-petite set tout C E B tel que : 

où a = (a,) est une suite de constantes positives de somme égale à 1 et va est une 

mesure n o n  triviale sur B. 

Remarque. On montre que (i) si C est va-petite, il existe (b,) telle que C soit vb- 

petite, avec vb mesure maximale d'irréductibilité ; (ii) l'union de deux petite (resp. 

small) sets est également un petite (resp. small) set (Meyn et Tweedie (1996), Pro- 

position 5.5 .5 . ) .  

Soit un vM-small set C, où la mesure v~ := v est telle que v(C) > O. Une telle 

mesure existe toujours si C E DS (voir Meyn et Tweedie (1996), Proposition 5.2.4.) .  

On considère l'ensemble des entiers m tels que C est v,-small pour une mesure vm 

proportionnelle à v : 

Ec = {m L 11 C est vm-small, avec v, = 6,v, pour un 6, > 0). 

Définition 1.2.3 Soit (Xn)nEm une chaîne pirréductible. Soit C E P. Alors d = 

p.g.c.d.(Ec) ne  dépend pas du choix de C et est appelé période de la chatne. Si 

d = 1, (X,) est dite apériodique. S i  1 E Ec, (X,) est dite fortement apériodique. 

Notons en particulier que dans le cas fortement apériodique, P (x ,  C )  > O, Vx E C, 

ce qui fait le lien avec la définition dans le cas dénombrable. 

On a le résultat suivant 

Théorème 1.2.1 Pour une  chatne apériodique, les petite sets sont des small sets. 

[voir Meyn et Tweedie(l996), Théorème 5.5.7.1 
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Pour les chaînes irréductibles et fortement apériodique, une première classification 

est fondée sur la notion de récurrence. 

1.3 Chaînes récurrentes, chaînes transitoires 

Lorsque X est dénombrable et la chaîne (X,) irréductible, un état est dit transi- 

toire si le temps de séjour moyen dans cet état, partant de ce même état, est fini 

et il est dit récurrent dans le cas contraire. De plus tous les états sont de même 

nature (récurrents ou transitoires) et la chaîne peut être qualifiée de récurrente ou 

transitoire. 

On retrouve la même dichotomie pour un espace d'états quelconque, mais les défini- 

tions sont plus délicates. La classification repose sur le (pseudo) noyau de transition 

{U(x, B)), U(x, B) représentant le temps de séjour moyen dans B partant de x. 

Définition 1.3.1 L'ensemble B E B est dit 

1. récurrent si U(x, B )  = +CO, 'dx E B; 

2. uniformément transitoire si 3M < cc t.q U(x, B) < M ,  'dx E B ; 

3. transitoire s'il existe une famille dénombrable (B,) d'ensembles uniformément 

transitoires telle que B = U, B,. 

Avec cette définition, un ensemble récurrent peut également être transitoire. Ainsi X 

est toujours récurrent et s'il est dénombrable, on peut évidemment l'écrire comme la 

réunion de tous les singletons. Si (X,) est transitoire, tous les états sont transitoires 

donc les singletons sont uniformément transitoires et X est transitoire. Le résultat 

suivant fournit une première dichotomie de l'ensemble des chaînes irréductibles. 
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Définition 1.3.2 O n  note R la classe des chaînes récurrentes, définies par : 

O n  note 7 la classe des chaînes transitoires, définies par : 

Théorème 1.3.1 S i  (Xn) est une chaîne 9-irréductible, elle est soit récurrente soit 

transitoire. 

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théorème 8.3.41 

Une notion de récurrence un peu plus forte, mais permettant d'obtenir des résul- 

tats également plus forts, est celle de Harris-récurrence. Au lieu d'être fondée sur 

l'espérance du temps de séjour dans B, la définition repose sur la probabilité que ce 

temps de séjour soit infini. 

Définition 1.3.3 Une chaîne (X,) 9-irréductible est dite Harris-récurrente si 

Autrement dit, partant d'un point quelconque, la chaîne visite infiniment souvent 

tout ensemble de p-mesure positive. On peut de manière équivalente (voir Meyn et 

Tweedie (l996), Proposition 9.1.1) définir la Harris-récurrence par : 

Si (X,) est récurrente elle n'est pas nécessairement Harris- récurrente mais il existe 

un ensemble absorbant H sur lequelle la restriction de la chaîne est Harris-récurrente, 
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et tel que y ( H c )  = O. Le critère suivant montre l'importance des petite sets (voir 

Meyn et Tweedie (l996), Théorème 8.3.6). 

Théorème 1.3.2 S i  (X,) est une c h a h e  9-irréductible. S'il existe u n  petite set C 

tel que Vx E X, L(x, C) = 1 alors (X,) est Harris-récurrente. 

1.4 Existence de mesures invariantes 

Afin d'obtenir des propriétés de stabilité plus fortes, on est amené à pousser plus 

loin la classification des chaînes récurrentes. La stabilité maximale pour une chaîne 

de Markov consiste en ce que les variables Xn soient toutes de même loi. Ceci nous 

amène à introduire les notions de mesure invariante et sous-invariante 

Définition 1.4.1 Une mesure non  nulle a-finie T sur B telle que 

est dite invariante [resp. sous-invariante]. S'il existe une mesure de probabilité in- 

variante, la chatne est dite positive. 

Pour une chaîne récurrente, une mesure invariante peut ou non exister. Lorsqu'une 

telle mesure existe et est finie, on peut toujours la normaliser pour obtenir une 

mesure de probabilité invariante. Remarquons qu'étant donnée une mesure de pro- 

babilité initiale p, on a 



1.4. EXISTENCE DE MESURES INVARIANTES 

Donc pour tout n, P,[X, E BI = p(B) ('dB E 23). En utilisant la propriété de 

Markov, cela équivaut à la stricte stationnarité de la chaîne : la loi du processus 

(Xn, X,+l, . . . , Xn+k) est indépendante de n ,  pour tout entier k. 

Inversement si (X,) est strictement stationnaire, X1 et Xo ont la même loi, ce qui 

s'écrit 'dB E B, p(B)  = P(x ,  B)dp(x), où p désigne la probabilité initiale. On a 

donc le résultat suivant. 

Propriété 1.4.1 La chazne (X,) est strictement stationnaire si et seulement si sa 

loi de  probabilité initiale est invariante. 

Cette propriété rend cruciale la recherche de mesures invariantes de masse finie. 

Une autre raison de l'importance des mesures de probabilité invariantes est liée au 

comportement ergodique (ou de long terme) de la chaîne. Supposons en effet qu'il 

existe une mesure de probabilité limite T,, définie par : 'dB E 23, IPp[Xn E B] - 
T,(B) quand n -+ +m. 

Alors 

r , (B )=  lim p(dx)Pn(lç,B) 
n++w 



20 CHAPITRE 1. STABILITÉ DES CHAINES DE MARKOV 

Donc n-, est invariante. En particulier, s'il existe une unique mesure de probabilité 

invariante, la probabilité limite sera indépendante de p. On a le résultat suivant : 

Théorème 1.4.1 Si  (Xn) est récurrente, elle admet une unique mesure sous-invariante 

n- (à une constante multiplicative près) et cette mesure est invariante. De plus n- est 

équivalente à toute mesure d'irréductibilité maximale S). 

[voir Meyn et Tweedie (l996), théorèmes 10.4.4 et 10.4.91 

Ce théorème nous conduit à une nouvelle dichotomie parmi les chaînes récurrentes. 

On distingue celles admettant une mesure de probabilité invariante (la chaîne est 

dite positive récurrente) des autres (la chaîne est dite nulle récurrente). Avec des 

notations évidentes, cette dichotomie s'écrit : R = P + N ,  avec pour (Xn) E R : 

où n- est une mesure de probabilité, et 

où p est une mesure telle que p ( X )  = +m. Notons qu'il existe d'autres caractérisa- 

tions de la positive (ou nulle) récurrence fondées sur le temps de retour : par exemple 

si l'on peut trouver un compact C tel que sup,,, E [ T ~  1 Xo = y] < +CO, la chaîne est 

positive récurrente moyennant quelques conditions supplémentaires [assurant que les 

compacts sont des petite sets, voir Théorème 1.6.1 plus bas]. 

Ergodicité 

Jusqu'ici nous avons caractérisé la stabilité d'une chaîne en terme de récurrence. 

Une autre façon d'envisager la stabilité d'une chaîne consiste à étudier si elle converge 



vers un état stationnaire quelque soit son point de départ. Nous avons déja vu que 

l'existence d'une mesure de probabilité invariante était une condition nécessaire 

pour qu'une telle convergence ait lieu. Nous allons voir que pour les chaînes S)- 

irreductibles et positives récurrentes la propriété est verifiée pour une notion forte 

de la convergence que nous allons préciser. Rappelons que la norme en variation 

totale d'une mesure p est définie par \ \ p  1 1  = Sup J f dp, où le supremum est pris sur 

{f : X 4 R , f mesurable et 1 f 1 5 1) .  Plus généralement, on définit )IpII, = 

Sup{J fdp : (f 1 5 g), où g : X - IR+ est mesurable. 

Théorème 1.5.1 Si ( X t )  est une chaine d e  Markov Harris récurrente, positive d e  

mesure invariante IT et apériodique, alors pour toute mesure initiale p 

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théorème 13.3.31 

En prenant pour p la masse de Dirac en x, un corrolaire de ce théorème est que 

pour toute fonction f bornée et mesurable : 

En particulier, pour f = lB: B E B : Pn(x ,  B) - T(B), Vx E X. 

Les chaînes vérifiant les hypothèses du théorème sont dites ergodiques. 

Lorsque f est n'est pas supposée bornée, on a le résultat suivant 

Théorème 1.5.2 Soit ( X t )  une chatne d e  Markov Harris récurrente, positive d e  

mesure invariante T, fortement apériodique, de  mesure d'irréductibilité maximale $, 

et soit f : X -t [l, +CO[. Alors 
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1. si J f = +cc, E[f (Xn) 1 Xo = X] --i +cc quand n - +cc 
2. si J f d~ < +cm, alors pour tout x E A, où A est absorbant et tel que $(AC) = 0, 

on a 

I I  P n h  4 - , I l f  --+ 0 quand n -+ +oo. 

[voir Meyn et Tweedie (1996)' Théorème 14.3.31 

On obtient en particulier, cette fois-ci pour f non nécessairement bornée (mais sous 

des hypothèses un peu plus fortes) 

V X E A ,  n-+cc lirn E [ f ( X n ) I X o = x ] = / f d n .  

Si dans le théorème, la condition 2. est vraie pour tout x, la chaîne est dite f - 

ergodique. Il est parfois nécessaire de connaître la vitesse de convergence vers O 

de ( 1  Pn(x ,  .) - i.r 1 1  f. Sous les hypothèses du théorème précédent, nous dirons que 

la chaîne est f -géométriquement ergodique (ou plus simplement géométriquement 

ergodique si f = 1) si : il existe une constante rf > 1 telle que 

Nous donnerons dans la partie suivante un critère assurant une telle propriété. 

Enfin (Xn) est dite uniformément ergodique si 

sup II Pn(x ,  .) - T I I - +  O quand n -+ $00 
x E X  

Le résultat suivant donne des caractérisations équivalentes de I'ergodicité uniforme. 
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Théorème 1.5.3 Soit (Xt)  une chaîne quelconque. Les propriétés suivantes sont 

équivalentes : 

1. ( X t )  est uniformément ergodique. 

2. 3 p < 1 , 3 R < m , V x ,  I IPn(x, . ) - . i r I IsRpn.  

3. 3n E IV, sup,,, I I  Pn (x ,  .) - .ir I I <  1. 

[voir Meyn et Tweedie (l996), Théorème 16.2.11 

Une conséquence importante de l'ergodicité uniforme est le lien avec la notion de 

mélange. On a le 

Théorème 1.5.4 S i  (Xt) est uniformément ergodique, il existe des composantes 

R < +CO et p < 1 telles que, pour toutes fonctions h et g telles que 1 g I <  1 et 

1 h l< 1, Vn,k, Vx E X 

La chaîne est donc géométriquement mélangeante. 

[voir Meyn et Tweedie (1996)' Théorème 16.1.51 

1.6 Critères de classification 

Pour des modèles particuliers, il n'est généralement pas facile de vérifier directement 

les propriétés de chaîne de Markov transitoire, récurrente ou admettant une loi de 

probabilité invariante. Il existe heureusement des critères s'exprimant simplement à 

partir de conditions sur les probabilités de transition en une étape. Ces contraintes 
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sont de deux types : continuité et contrôle de la dérive moyenne. Pour simplifier la 

présentation nous supposerons dans cette partie que l'espace d'états X est égal à 

IRd, où d est un entier, muni de sa topologie usuelle. 

La condition suivante est appelée forte continuité : 

(Co) : L'application P(. ,  B) est continue, pour tout  B E B. 

Cette contrainte se révèle souvent trop forte, par exemple pour les dynamiques avec 

effets de seuil. Rappelons qu'une fonction h : X -t R est semi-continue inférieure- 

ment si l'ensemble {x : h(x) > c) est ouvert pour toute constante c. Une chaîne telle 

que, pour tout ouvert B, l'application P(. ,  B) est semi-continue inférieurement est 

dite Fellerienne. Plus généralement, on a la définition suivante. 

Définition 1.6.1 S'il existe une  application T(. ,  .) telle que 

1. Vx E X,  VB E B, P (x ,  B )  > T(x,  B), 

2. T( . ,  B) est semi-continue inférieurement, VB E 23, 

3. T(x ,  .) est une  mesure n o n  nulle sur  ( X ,  B), b'x E X 

(X,) est appelée T-chaîne .  

Une chaîne vérifiant (Co) est évidemment une T-chaîne. La condition 1. peut être 

remplacée, si nécessaire, par des contraintes moins fortes, portant sur toutes les 

probabilités de transition, du type 

1. ' Il existe une  suite (a,) de constantes positives de s o m m e  égale à 1 telle que 

K,(x, B) = anPn(x ,  B) 2 T(x,  B). 
n > l  

T est alors appelée composante continue de Ka. 
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Ces contraintes de continuité ne sont pas nécessaires pour la stabilité, mais elles 

permettent d'obtenir des caractérisations en se limitant aux ensembles compacts. 

Théorème 1.6.1 Si (Xt)  est une T-chaîne $-irréductible, les compacts sont des 

petite sets. 

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théorème 6.2.51 

L'autre type de conditions porte sur l'opérateur de dérive A. A toute fonction 

V : X -t IR+, intégrable par rapport aux mesures P ( x ,  .) (Vx E X) ,  on associe 

Cet opérateur calcule, pour tout point initial x, la valeur moyenne de la variation 

de V(x) en une étape. On a le critère de récurrence suivant : 

Théorème 1.6.2 Soit (X,) une chaîne de markov $-irréductible, V une fonction de 

X + R+, intégrable par rapport aux mesures P ( x ,  .), Vx E X ,  et C u n  compact (ou 

u n  petite set). Alors si (Co) est vraie, ou si (X,) est une T-chaîne,  et si AV(x) < 
0 ,  'dx E CC, la chaîne (X,) est récurrente. 

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théorème 8.4.31 

L'interprétation de l'inégalité est évidente : si la chaîne sort d'un certain compact, 

il existe une "force de rappel" faisant diminuer, en moyenne, la valeur de V(Xt). En 

pratique, il s'agit de trouver une telle fonction V (appelée fonction test, ou fonction 

de Lyapounov) ainsi qu'un compact C permettant de conclure. L'existence d'une loi 
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de probabilité invariante peut être obtenue à partir du résultat suivant. 

Théorème 1.6.3 SOUS les hypothéses du Théorème 1.6.2 et si 

où M est une constante, la chaine (Xt) est positive récurrente. 

Dans la première inégalité, la valeur -1 peut être remplacée par n'importe quelle 

constante strictement négative (quitte à modifier V). Le critère suivant permet d'ob- 

tenir l'existence de moments de la probabilité invariante. 

Théorème 1.6.4 Soit (Xt)  une chatne de Markov positive récurrente de loi de pro- 

babilité invariante sr. Soient V, f et s des fonctions X -t R+ telles que 

Alors / f dsr / s d ~ .  

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théorème 14.3.71 

Si dans ce Théorème on peut choisir s de la forme : s(x) = bllc(x), où b est une 

constante positive et C E B, on obtient 

Théorème 1.6.5 SOUS les hypothèses du Théorème 1.6.2, si ( X t )  est apériodique et 

si pour des constantes p > O et b < +m, u n  petite set C et V : X -t [l, +m[ on a 
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pour tout x  E X 

alors il existe r > 1 tel que 

'iPn(x'.)-?r'iv. La chaîne est dite V-uniformément ergo- o ~ I / / P n - ~ I I I v = S ~ P x e x  v(,) 

dique. 

[voir Meyn et Sweedie (1996): Théorème 16.1.21. 

Remarques : 1. Sous les conditions du Théorème précédent on a 

donc E, {V(X t ) )  < +CO, en utilisant le Théorème 1.6.4 avec s ( x )  = b l c ( x ) .  

2. Une conséquence immédiate de (1.5) est que 

pour une constante R finie. La chaîne est donc géométriquement ergodique. 

Il est parfois utile de disposer de critères ne reposant pas sur les probabilités de 

transition en une étape. Le résultat suivant montre comment adapter ce qui précède. 

Théorème 1.6.6 SOUS les hypothèses du Théorème 1.6.5 et si la condition (1.4) est 

remplacée par 

alors (1.6) est vérifiée. La chaZne est donc géométriquement ergodique. 
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Ce résultat peut être étendu en faisant dépendre de l'état x l'entier n et le réel P. 
[voir Meyn et Sweedie (1996)' Théorème 19.1.31. 

Donnons pour conclure cette partie, des critères utilisant l'opérateur de dérive 

peuvent être vérifiés pour établir des réciproques aux conditions de stabilité. 

Théorème 1.6.7 Si (Xt) est une chaine de Markov +-irréductible et si, pour V : 

si de plus {x E X 1 V(x) > supyEc V(y)) E B+ alors la chaîne n'est pas positive 

récurrente 

[voir Meyn et Tweedie (1996)' Théorème 11.5.11 

Théorème 1.6.8 Soit (Xt) est une chaîne de Markov $-irréductible. Alors ( X t )  

est transitoire si et seulement si il existe une fonction, V : X -t lRS bornée, et r 3 O 

tels que 

1. {x 1 V(x) 5 r )  et {x 1 V(x) > r )  appartiennent à B+ 

2. Pour tout x tel que V(x) > r ,  on a AV(x) > O 

[voir Meyn et Tweedie (1996)' Théorème 8.4.21 
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Chapitre 2 

Etude probabiliste 

2.1 Introduction 

Le modèle GARCH(p, q) standard, introduit par Engle (1982) et généralisé par 

Bollerslev, se présente sous la forme 

où (qt) est une suite de variables indépendantes, identiquement distribuées (i.i.d.) 

centrées et de variance unité, les ai et Dj sont des constantes positives et w est 

une constante strictement positive. Sous certaines conditions sur les paramètres 

et la loi de qt, le modèle admet une unique solution strictement stationnaire non 

anticipative (ie. telle que et soit une fonction mesurable de qt et de son passé). Sous 

des conditions plus fortes, le processus solution admet des moments d'ordre pair. 

En particulier, ce modèle est compatible avec l'existence d'une variance marginale 

pour le processus E ~ .  La variable ht, appelée volatilité, s'interprète comme la variance 
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de ct conditionnellement à son passé. Cette spécification a connu un grand succès 

car elle permet de reproduire les trajectoires des séries financières caractérisées par 

des périodes calmes, suivies de périodes agitées. Elle a également la propriété de 

leptokurticité des distributions marginales (queues plus épaisses que pour les lois 

gaussiennes), tout en étant suffisamment simple pour permettre une étude étendue 

des propriétés probabilistes et statistiques du modèle. 

Cependant, diverses limitations du modèle initial ont conduit des auteurs à propo- 

ser des généralisations. Une première classe d'extensions a visé à la prise en compte 

d'asymétries (voir Nelson (1991), modèle GARCH expoentiel ; Rabemananjara et 

Zakoïan (1993), modèle GARCH à seuil, TGARCH) dans les modèles GARCH. Par 

construction, la volatilité du modèle (2.1) ne dépend que du module des variables 

passées : l'effet sur la volatilité de la date présente des innovations passées posi- 

tives et négatives est donc identique. Cette propriété est en contradiction avec de 

nombreuses études sur les séries d'action, qui mettent en évidence une corrélation 

négative entre le carré des innovations de la date présente et les innovations pas- 

sées : si la distribution conditionnelle était symétrique en les variables passées, cette 

corrélation serait nulle. Or, on observe une asymétrie marquée : l'accroissement de 

volatilité dû à une baisse des prix est généralement supérieur à celui résultant d'une 

hausse de même ampleur. Une façon de prendre en compte cette asymétrie consiste à 

faire dépendre la volatilité du signe des valeurs passées comme par exemple (modèle 

TGARCH ( P ,  q ) )  

où ET = O),  E; = min(et, O),  les constantes ai,+, ai,-, /3j sont positives et w 
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strictement positive. Dans ce modèle, comme dans le GARCH standard, la volatilité 

dépend évidemment du module des valeurs passées mais la dynamique est la même 

pour les grandes et petites valeurs (en module). 

Une classe de généralisations permettant de dissocier les dynamiques des grandes 

et petites innovations est celle des modèles GARCH à changements de régimes mar- 

koviens (voir Hamilton et Susmel (1994)' Francq, Roussignol et Zakoïan (2001)). Ils 

s'obtiennent en faisant dépendre les coefficients w,  ai et ,Dj dans (2.1) d'une chaîne 

de Markov à nombre fini d'états. Cette spécification permet par exemple de spécifier 

des volatilités différentes pour les innovations de petit module et pour celles de grand 

module. On constate empiriquement lorsqu'on estime ces modèles que la volatilité 

est presque constante dans les régimes correspondant aux petites innovations, et que 

l'effet ARCH n'apparaît significativement que pour les régimes des innovations de 

grands modules. 

Le modèle que nous allons étudier se rattache aux extensions précédentes par 

l'existence de plusieurs régimes. Dans le modèle TGARCH, les deux régimes corres- 

pondent au signe des valeurs passées. Dans les modèles à changements de régimes 

markoviens, ceux-ci sont exogènes, les régimes correspondant aux états d'une d'une 

chaîne de Markov inobservable. Dans le modèle proposé dans ce chapitre, la vola- 

tilité dépend de la position relative des innovations passées. Nous commençons par 

présenter le modèle le plus simple. 
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2.2 Le modèle et ses propriétés élémentaires 

On considère dans cette partie le modèle d'ordre 1 défini par 

où (rlt)t,z est une suite de variables i.i.d centrées et de variance 1, définies sur 

un espace probabilisé (il ,A, IP) ; w > O, a 2 O, k 2 O. On suppsose que qt est 

indépendante de { E ~ - ~ ,  j > 0). 

Dans ce modèle, ht s'interprète comme la variance conditionnelle au passé de Q. 

Celle-ci étant non constante, le modèle est de type ARCH à deux régimes dès que 

k # o. 
On obtient le modèle ARCH(1) standard 

en choisissont k = O dans (2.2). Si on prend a = O, on obtient le modèle condi- 

tionnellement homoscédastique E~ = f i q t .  Notons que si k est "grand" on obtient 

également un modèle proche de l'homoscédasticité. En effet, lorsque k = CO, la 

contrainte n'est jamais vérifiée et le modèle (2.2) se ramène à un bruit blanc fort à 

volatilité constante. 

Pour des valeurs non particulières de a et k, la dynamique définie par (2.2) présente 

deux régimes : conditionnellement homoscédastique et ARCH(1). En effet, lorsque 

O < k < oo, le processus "saute" entre un régime à volatilité constante (lorsque et-, 
2 est "faible" par rapport à k ~ k , )  et un régime à volatilité ARCH(1) (lorsque E,-, est 

"grand" par rapport à /CE:-'_,). 
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L'occurence de l'un des deux régimes à la date t dépend uniquement de la valeur 

du ratio Ti. Tant que ce ratio reste inférieur à k, la dynamique reste dans le régime 
f t - 2  

homoscédastique. 

Les simulations suivantes illustrent la flexibilité de la spécification (Figures 2.1 à 

2.10). Toutes les simulations ont été effectuées avec la même suite (q t ) .  La Figure 

2.1 correspond à un modèle ARCH(1) standard, admettant des moments d'ordre 2 

mais pas de moments d'ordre 4. Ceci explique l'occurence de valeurs de très grands 

modules. Dans la Figure 2.2 on a k = 1.5 : l'introduction du régime homoscédastique 

a pour effet de supprimer certaines valeurs de grand module (autour de l'observation 

500) dans les périodes turbulentes. Si l'on augmente a le modèle peut devenir explosif 

en variance, comme cela semble être le cas dans la simulation de la Figure 2.3. L'étude 

de la stationnarité menée plus loin montrera que le processus simulé est strictement 

stationnaire mais, pour cette série, les conditions (suffisantes) de stationnarité au 

second-ordre sont violées. En revanche les simulations présentées dans les Figures 

2.4 à 2.10 vérifient les conditions de stationnarité au second-ordre. Certaines de 

ces simulations, par exemple celle de la Figure 2.8, correspondent pourtant à une 

valeur de a très supérieure à 1. Pour de telles valeurs les dynamiques sont très 

différentes dans les deux régimes. La Figure 2.10 permet de voir plus précisément 

le comportement de ces processus. Les traits en pointillés indiquent l'appartenance 

au régime homoscédastique (valeur O) ou ARCH (valeur 10 pour plus de visibilité). 

On constate que les transitions d'un régime à l'autre sont fréquentes, que la série 

passe des durées totales voisines dans chaque régime et que les observations de grand 

module correspondent à un séjour de plusieurs dates dans le régime ARCH. 
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FIG. 2.1 - Trajectoire du modèle (2.2) avec k = O,  a = 0.9. 

FIG. 2.2 - Trajectoire du modèle (2.2) avec k = 1.5, a = 0.9. 
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1 O 0 0  

Time 

FIG. 2.3 - Trajectoire du modèle (2.2) avec k = 1.5, çu = 1.1. 

1 O 0 0  

Time 

FIG. 2.4 - Trajectoire du modèle (2.2) avec k = 4, cu = 0.9. 
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FIG. 2.5 - Trajectoire du modèle (2.2) avec k = 4, a = 1.1. 

1 

O 500 1 O00 1500 2000 

Time 

FIG. 2.6 - Trajectoire du modèle (2.2) avec k = 9, a = 1.1. 
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l O 0 0  

Time 

FIG. 2.7 - Trajectoire du modèle (2.2) avec k = 9, a = 1.5. 

FIG. 2.8 - Trajectoire du modèle (2.2) avec k = 15, a = 2. 
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1  O 0 0  

Time 

FIG. 2.9 - Trajectoire du modèle (2.2) avec k = 15, a = 3. 

1 0 0  

Time 

FIG. 2.10 - Trajectoire du modèle (2.2) avec k = 15, a = 3. 



Il est clair que d'après les simulations précédentes que si k est petit et a est grand, 

les trajectoires auront tendance à présenter un caractère explosif. 

Ce modèle s'inscrit dans la ligne des modèles ARCH asymétriques (dont les plus 

utilisés ont été cités dans l'introduction) où la spécification de la volatilité présente 

plusieurs régimes en fonction du signe ou de la taille des innovations. L'originalité 

du modèle réside dans la prise en compte d'une évolution relative des innovations. 

Afin d'avoir une intuition plus précise sur les contraintes de stabilité à imposer sur 

les coefficients, nous considérons pour commencer le modèle déterministe. 

2.3 Stabilité du modèle déterministe 

Supposons que dans (2.2)' on ait pour tout t ,  $ = 1,p.s. 

Nous appellerons ce modèle déterministe bien que E~ soit une variable aléatoire. 

Pour la simplicité de l'exposé nous supposons que = O mais toute autre valeur 

initiale conduirait au même résultat. 

Le modèle déterministe s'écrit donc 

Le résultat suivant fournit les conditions de stabilité du modèle, en fonction de a 

et k. 



42 CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE 

Théorème 2.3.1 Soit ( E ~ ) ~ > ~  - défini par (2.3). Alors : 

i) Si max(a, 1) < k, il existe i 2 O tel que : Vt  > i ,  E: = w  p.^; 

ii) Si a < 1 et k 5 1, E: -+ 1-0 p.s, quand t -, +cc; 

iii) Si a 2 max(1, k), e; - +cc P.S. quand t -t +cc. 

Preuve : On a, presque sûrement E: = w et ei = w ( l  + a ) .  La valeur de ci dépend 

de la position de 1 + a par rapport à k. On introduit, pour tout i 2 0, l'ensemble 

1 
Ei = {(a ,  k) ; a +  1 + a  + ... + ai 5 k} 

Puisque a 2 O, la suite ( a  + l+a:,,+,,)i>o est décroissante. Donc les ensembles Ei 

constituent une suite croissante pour l'inclusion. On a 

E , :=uEi  = { a = O , k 2 l ) ~ { O < a < l <  k ) u { l < a < k )  
i20 

= {max(a, 1) < k) u {(O, 1)). 

Examinons les divers cas. 

Cas i). On a (a, k) E E,, donc il existe i 2 O tel que (a ,  k) E Ei. 

Soit io = min{i > O, (a, k) E E,}. On a pour 1 < i 5 io + 2, ES  = W ( I +  . . . + ai-'). 

Donc 

Par suite E : ~ + ~  = w et puisque = 1 < 1 < k, ES = w pour tout 1+a+...+a~0+~ - 

i 2 io + 3. 

Cas ii). Si (a, k) # (0, l), alors (a ,  k) $! E,. Donc pour tout i 2 1, ES = w(1 + 
. . . + ai-l) et on a la convergence annoncée. Lorsque (a, k) = (0, l), la suite ( E : )  est 

constante et vaut W. 



Cas iii). On a (a, k) $ E,. Donc pour tout i 2 1, ES = w(1+ . . . + ai-') et la suite 

( E S )  converge vers +m. 

De ce théorème, il découle que la zone de non explosion du modèle déterministe est 

donnée par 

a < Max(1, k) (2.4) 

Cette région est tracée dans la Figure 2.11. La Figure 2.12 représente des trajec- 

FIG. 2.11 - La région de stabilité du modèle (2.3 ). 

toires du processus déterministe (2.3) avec ou sans contrainte (2.4). 
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O e o  -IO 8 0  8 0  i o o  i z o  i r o  i e o  1 - 0  z o o  

O  2 0  *O 6 0  8 0  1 0 0  1 2 0  I r 0  1 6 0  1 8 0  ZOO 

t=+-*po 

FIG. 2.12 - Trajectoires du modèle (2 .3)  : (1) (w=2,a=1.4,  k=1.5),  ( 2 )  (w=0.4,  a=0.9 ,  k=0.3),  

( 3 )  (w=2,  a=1.55 ,  k=1.5) .  
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2.4 Propriétés de chaîne de Markov 

Contrairement aux modèles GARCH standard, la recherche de conditions de sta- 

tionnarité (au sens strict ou au second ordre) ne peut être effectuée à partir des 

techniques de Bouger01 et Picard (1992b) car il n'existe pas de représentation mar- 

kovienne linéaire de la forme Xt = AtXt-l + bt. Nous utilisons les techniques de 

chaîne de Markov présentées dans le chapitre introductif. 

On note 

et 

'dx E IR2, $(x) = w + ctxlL,>lczz. 

La représentation vectorielle du modèle (2.2) prend la forme d'une équation de 

récurrence stochastique non linéaire autorégressive d'ordre 1 : 

La fonction F : x IR + IR+' n'est pas continue, à cause de la non-continuité de 

$, ce qui va compliquer l'étude de la stationnarité. Nous commençons par montrer 

plusieurs lemmes sur le processus (Xt). 

Lemme 2.4.1 Le processus (Xt)  est une chaine de Mnrkov sur R'~, de probabilités 

de transition définies par : 

'dx = (x l ,x2)  E VB = BI x BZ E B(R')2i 
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Preuve : Le caractère markovien découle de l'indépendance entre qt et le passé de 

~ t .  L'homogénéité de la chaîne par rapport au temps est évidente car les qt ont même 

loi. 

Nous considérons maintenant le problème de l'irréductibilité. Rappelons que ( X t )  

est &irréductible, où q5 est une mesure sur (IR", B(IR+')), si : 

où Pt désigne le noyau de la transition en t étapes. Soit AT la mesure de lebesgue 

sur IR+ et A: la mesure de lebesgue sur Dans tout ce qui suit nous ferons 

l'hypothèse 

H : Les variables $ admettent une densité f par rapport à la mesure de lebesgue 

sur IR+, avec f > 0. 

Comme pour les modèles à seuils, cette hypothèse peut être remplacée par une 

condition moins forte (par exemple en supposant l'existence d'une densité positive 

dans un voisinage fixe de O) mais au prix de complications peu utiles. 

Lemme 2.4.2 SOUS l'hypothèse H, (Xt) est Al-irreductible et A l  est une mesure 

maximale d'irréductibilité. 

Preuve : Les probabilités de transition en 2 étapes sont définies par : 



2.4. PROPRIÉTÉS DE CHAINE DE MARKOV 

par le théorème de Fubini, en utilisant l'indépendance entre qt et qt-1 et en notant 

que $(.) 2 w > O. Si X:(B1) > O, on a pour tout y E IR', P[qt E ${$(x)y, X ~ } - ~ B ~ ]  > 

O d'après l'hypothèse sur la densité de qt. De même X~{$-l(x)B2} > O si XT(B2) > 

O. Par suite P2(x ,  B)  > O ce qui prouve l'irréductibilité de A;. La mesure est évi- 

demment maximale, (Xt)  prenant ses valeurs dans le quadrant positif. 

Remarque : Nous avons déjà vu que la probabilité de transition (2.6) n'est géné- 

ralement pas une fonction continue de x, pour B E B(R')~. Elle n'est pas non plus 

semi-continue inférieurement (s.c.i.) pour tout ouvert B : en effet, pour O 5 cu < 1, 

la propriété que P[$ E $(x)-'B1] > a,  supposée vérifiée en un x E R", n'est 

généralement pas vraie sur un voisinage de x d'intersection non vide avec la droite 

XI = kx2 (en particulier si x appartient à cette droite). En conséquence, la chaîne 

(Xt) n'est pas Fellerienne et on ne peut pas considérer a priori les compacts comme 

des small sets, utilisés dans les critères d'ergodicité. Cette propriété, les compacts 

sont des small sets, découlera du résultat suivant. 

Lemme 2.4.3 Sous les hypothèses du Lemme 2.4.2, le processus (Xt) est une T- 
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Preuve : Comme dans la preuve précédente, on raisonne sur P2(x,  B) pour B = 

BI x B2 E B(R+'). Partitionnons le quadrant positif de IR2 en trois régions Dl  = 

{xl < kx2), D2 = {xl = kx2) et D3 = {xl > kx2), représentées sur la Figure 4.2 . 

FIG. 2.13 - Les régions D l ,  D2 et D3 

Pour x E Dl U D2, on a $(x) = w donc, d'après (2.7) et en utilisant Fubini et 

l'indépendance entre qt et q t - ~  : 

+ / ~ u - l B 2 n l u - ~ a z l . + m r ( ~ ) p [ ~ ~  E { w ( l +  ~ Y ) I - ' B ~ I ~ ( Y ) ~ x : ( Y ) .  

Par application du théorème de Lebesgue, en utilisant les hypothèses de positivité 

en tout point de R+ des densités de qL1 et $, on obtient que P2( . ,  B )  est continue 
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sur Dl.  Cela n'est généralement pas le cas pour x E D2. Cependant si x, - x, 

avec x, E Dl U D2, on a P2(xn,  B) + P2(x ,  B) par les mêmes arguments. Pour 

Zn = (xnl , xnz) E D3, on a 

car $(xn) = w + aixni. Donc en procédant comme précédemment sur Dl, 

lirn p2(xn ,  B) 
x ~ + x , x ~ € D ~  

Par suite, si on pose 

on définit une mesure pour tout x, non triviale car T(x,  = 1, une application 

continue pour tout B et on a P2(x ,  B) 2 T(x,  B )  pour tout x et tout B.  Donc T est 

une composante continue de P 2 .  De plus ce qui prouve que (X,) est une T-chaîne. 

Une conséquence importante de la propriété précédente est que les compacts sont 

des petite sets. Les démonstrations classiques de l'ergodicité pour les modèles non li- 

néaires (par exemple les modèles TAR, voir Petruccelli et Woolford (1984)) reposent 

sur l'existence d'une "force de rappel" en dehors d'un compact, permettant de vérifier 

les critères de type Foster-Lyapounov. Dans le modèle étudié ici, cette force n'existe 

pas dans la région {xl 5 kx2). Il est donc impossible de vérifier les critères d'ergo- 

dicité en raisonnant seulement à partir des compacts et de leurs complémentaires. 

Nous montrons donc la propriété suivante. 
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Lemme 2.4.4 Sous les hypothèses du Lemme 2.4.2, l'ensemble C = {XI 5 kx2) est 

u n  petite set pour la chaine (Xt) et celle-ci est apériodique. 

Preuve : Dans la première partie de cette preuve nous raisonnons à nouveau sur 

les probabilités de transition en deux étapes. Pour x = (XI ,  2 2 )  E C, on a @(x) = w, 

donc d'après (2.7), pour tout B = B1 x B2 E B(]R+~) 

Soit E > O. Pour x1 > E, on a 

Pour xl 5 E ,  on a 

Il est clair que les mesures pl et pz sont non triviales. 

Par suite, les ensembles Cl = {xl 5 E) n C et C2 = {xl > E) n C sont des petite 

(small avec m = 2) sets. En vertu de la remarque suivant la Définition 1.2.2, l'union 

de deux petite sets est un petite set. Donc C = Cl U C2 est également un petite 

(small) set. 
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Pour montrer l'apériodicité, nous considérons maintenant la probabilité de transi- 

tion en trois étapes. On choisit comme petite set l'ensemble 6 = C n {xl > &}, pour 

E > O quelconque. Pour x = (xl, x2) E et pour tout B = B1 x B2 E B(R+~) ,  on a 

d'après (2.9), en translatant les dates d'une unité, 

L'ensemble 6 est donc un v2-small set et un v3-small set, pour v2 = v3 = p. Il est 

clair que cette mesure est non triviale. Le pgcd de l'ensemble EC intervenant dans 

la Définition 1.2.3 est donc 1. Ce pgcd étant indépendant du choix du petite set 6, 
on en déduit l'apériodicité de la chaîne. 
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2.5 Ergodicité 

Nous pouvons maintenant établir le résultat suivant, qui fournit une condition 

suffisante de stationnarité stricte pour le modèle (2.2). 

Théorème 2.5.1 Sous l'hypothèse H et si 

le processus ( E ~ ) ~ > ~  - solution d e  (2.2) est géométriquement ergodique. De plus il existe 

un entier r > O tel que En($) < 00, où i~ désigne la loi invariante de ( E ~ ) .  

Remarques : 1. L'espérance dans (2.10) existe toujours dans [-CO, +CO[ car 

+ 2 E(1og 7, ) < E($) = 1. On a également par Jensen,  log' $) 5 log E($) = 0. 

Donc le terme en exponentielle est plus grand que 1. Dans le cas du modèle ARCH(1) 

standard (k  = O) on retrouve la condition usuelle de stationnarité stricte. 

2. Dans le cas déterministe, q,2 = l ,p.s. ,  la condition devient : 

On sait d'après le Théorème 2.3.1 que cette condition est trop forte lorsque k > 1. 

Preuve : Soit r un réel strictement positif, r €]O,l]. Notons E(q,2') = pz,. Nous 

utilisons le Théorème 1.6.6 du chapitre introductif avec n = 2, c'est à dire en tra- 

vaillant sur les transitions en deux étapes. Grâce aux Lemmes 2.4.1-2.4.4, il suffit 

d'exhiber une fonction mesurable g : X t R+ et un petite set C tels que 



pour des constantes finies strictement positives ,8 et b. On a g = V - 1 avec les 

notations du Théorème 1.6.6. 

Soit g(x) = g(xl,  x2) = xr. L'espérance conditionnelle en (i) et (ii) s'écrit 

Pour r € ] O , 1 ]  on a l'inégalité élémentaire (a  + b)' 5 a' + br pour tous a ,  b > O. En 

effet, x' > x pour tout x E [ O , l ] ,  donc si a + b  > 0, ($)'+(&)' > &+& = 1. 

Par suite il vient 

Donc pour XI > kx2, 

Lorsque xl -t +CO, le terme de droite dans cette inégalité est équivalent à : 

Au voisinage de r = O on a ,  par le théorème de Lebesgue, le développement limité : 

Donc arpzT = 1 + {log a + E(1og r1,2))r + o(r)  au  voisinage de r = O. Le terme entre 

accolades est strictement négatif, donc aTp2, < 1 pour r suffisamment petit. Par 
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suite il existe ,B > O, r > O et M > O tels que 

De plus pour x1 < M on a $(xl, 2 2 )  < w + Q M  et donc d'après (2.12), en utilisant 

Enfin pour xl  5 kx2 on a @(xl, x2) = w et donc toujours d'après (2.12) 

On en conclut que (i) et (ii) sont vérifiés, avec C = [O, Ml2 U {xl < kx2) et b = 

p2,wT + piTaT(w + Q M ) ~ .  Le fait que C soit un petite set résulte des lemmes 2.4.3 

et 2.4.4 et de la remarque suivant la définition des petite sets dans le chapitre 

introductif. On en déduit que le processus (Xt) est géométriquement ergodique, et 

par suite que ( E ~ )  est géométriquement ergodique. 

Pour montrer l'existence du moment d'ordre 2r, on utilise la Remarque 1 suivant 

le Théorème 1.5. D'après ce qui précède, la chaîne Xzt est uniformément ergodique, 

de mesure invariante n-2, et on a ET2{g(Xt)) = ET,(&&) < W. Puisque (Xt) est 

uniformément ergodique, sa mesure invariante n- coïncide nécessairement avec n-2 et 

ET(&?) est une constante finie indépendante de t. 

Exemples : La région de stationnarité stricte peut être explicitée pour ces lois 

particulières. Avec une loi normale centrée réduite pour la condition s'écrit : 

O < a < 3.56. 
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Si qt suit une loi uniforme symétrique centrée de variance 1, c'est-à-dire la loi 

uniforme sur [-A, A] on a : O 5 a < e2/3 = 2.46. 

2.6 Stationnarité au second-ordre 

Dans le résultat suivant nous établissons une condition d'existence d'une solution 

strictement stationnaire possédant un moment d'ordre 2. 

Théorème 2.6.1 Soit E($m) = pzrn, pour m > O. Alors sous l'hypothèse H ,  si 

le processus ( E ~ ) ~ > ~  - solution de (2.2) est géométriquement ergodique. De plus on a 

ET(&:) < cm, où T désigne la loi invariante de (Q). 

Remarques : 1. Si k 5 1, la borne supérieure (i.e. le membre de droite dans (2.13)) 

est 1 (obtenu pour m = 1)'  quelle que soit la distribution du processus i.i.d. (qt). 

En particulier pour k = O on obtient (avec la convention que O0 = 1) la condition 

de stationnarité classique pour le modèle ARCH(1) standard, i.e. a < 1. 

2. Soit m réalisant le maximum dans (2.13). Un tel rn existe toujours car E($) = 

p2 = 1 par hypothèse, donc en utilisant Holder, 1 5 pzm < W. Le terme de droite 

dans (2.13) est donc toujours strictement inférieur à max(1, k). Si k > 1, la borne 

supérieure est donc toujours strictement inférieure à k et supérieure ou égale à 1 

(valeur obtenue pour m = 1). On obtient donc une zone de stationnarité au second 

ordre plus large que pour l'ARCH(1) standard. 

3. Si la distribution de (2) est la masse de Dirac en 1, on trouve comme bonne 

supérieure max(1, k), ce qui confirme la borne obtenue dans le cas déterministe. 
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4. Pour des grandes valeurs de k ,  la condition d'ergodicité (2.13) peut se révé- 

ler préférable à (2.10). Par exemple pour m = 2, le second membre de (2.13) est 

strictement plus grand que celui de (2.10) dés que k > pd exp {-SE(log2)). 

Preuve : Soit g(x) = g(xl ,  x2) = xl. Comme pour la preuve du Théorème 2.5.1 il 

s'agit de trouver un petite set C et des constantes tels que (i) et (ii) soient vérifiées. 

L'espérance conditionnelle en (i) et (ii) s'écrit 

Par les inégalités de Holder et Markov on a, pour m > 1 

Donc pour xl > kxs, d'après (2.14) 

Lorsque xl  -t +ml le terme de droite dans cette inégalité est équivalent à : 
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pour une constante p > O suffisamment petite, le terme entre accolades étant stric- 

tement inférieur à 1. Donc il existe M > O tel que 

De plus pour xl 5 M on a q (x l ,  x2) 5 w + aM et donc d'après (2.14), en utilisant 

Enfin pour xl < kxz on a $(xl, x2) = w et donc d'après (2.14) 

On en conclut que (i) et (ii) sont vérifiés, avec C = [O, Ml2 U {xl < kx2) et 

b = w + a ( w  + a M ) .  On en déduit que le processus (Xt) est géométriquement 

ergodique, et par suite que (E,) est géométriquement ergodique. Comme dans la 

preuve du Théorème 2.5.1 on en déduit également que ET($) est une constante 

finie indépendante de t .  

Pour certaines lois classiques sur qt la condition de stationnarité peut être déter- 

minée de manière plus explicite. 

Exemple 1 : Prenons pour loi de qt une uniforme symétrique centrée de variance 
m 

1, c'est-à-dire la loi uniforme sur [-a, fi]. Alors p2, = & et la condition (2.13) 

s'écrit : 

O < a < max . . - max h(m). 
rn€{1,2, ...} rn€{l,2, ...} 
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On a,  pour m > O 

La suite apparaissant en facteur de 3 / k 2  dans l'accolade est croissante. Le maximum 

dans (2.13) est donc atteint pour 

m o  = min m :  - < 
m€{1,2 ...) { k2 3 - ( 2 ,  (2m + + 31m+1 1)m+2 1 

la contrainte de stationnarité s'écrivant alors 

La Table 2.1 donne pour les premières valeurs de k les valeurs numériques de a  

conduisant à des solutions ergodiques. On constate que pour des valeurs de k as- 

sez grandes, les conditions de stationnarité stricte peuvent être beaucoup moins 

contraignantes sur a  que pour un A R C H ( 1 )  classique. 

Exemple 2 : On choisit la loi gaussienne standard comme distribution de (q t ) .  On 
. . (2m)! a ici p2, = - 2mm! a Il est facile de vérifier que le maximum dans (2.13) est atteint 

pour 
( 2 m  - 1)" 

mo = min 
m€{2,3 ...) irn: k < (  p2(m- 1) ) ' l 2 } - 1  

la contrainte de stationnarité s'écrivant alors : 

km0-12momO! mo+l 

O < a <  ( 
( 2 m o ) !  )&. 

Pour k 2 3 des valeurs de a supérieures à 1 peuvent conduire à des solutions 

stationnaires, comme le montre la Table 2.2 suivante. Les différences par rapport à 
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TAB. 2.1 - Contraintes de stationnarité pour la loi uniforme sur [-fi, fi] en fonc- 
tion des valeurs de k. La dernière colonne donne la valeur maximale de a pour la 
valeur de k correspondant à la borne supérieure de l'intervalle. 

k O &mur 

[O, 1 . q  10, l[ 1 

5k 113 [1.8, 2.338[ [O, {%} [ 1.091 

[2.338, 2.7721 [O, {$}'14[ 1.188 

[2.772, 3.1461 [O, {?$}'la[ 1.282 

[3.146, 3.480[ [O, {"}'/'[ 1.371 

[3.480, 3.785[ [O, {"}Il7[ 1.456 

[3.785, 4.066[ [O, {%}'l8[ 1.536 

[4.066, 4.329[ [O, {$}'19[ 1.613 

[4.329, 4.577[ [O, { } 1 1 0 [  1.686 
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TAB. 2.2 - Contraintes de stationnarité pour la loi normale standard en fonction 
des valeurs de k. La dernière colonne donne la valeur maximale de a pour la valeur 
de k correspondant à la borne supérieure de l'intervalle. 

k 113 [O, {,} [ 1.291 

k2 114 [O, {,) [ 1.807 

k3 115 [O, {,} [ 2.635 

[O, { 3.936 

[O, { 5 } 1 / ~ [  5.976 
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l'ARCH(1) classique sont évidemment plus marquées que dans l'exemple précédent. 

Des valeurs de k encore plus grandes conduiraient à une condition plus large que 

a < 3.56 obtenue à partir de la condition (2.10). 

Il est facile d'obtenir une condition nécessaire de stationnarité au second-ordre. En 

effet, si ( E ~ )  est une solution stationnaire au second-ordre de (2.2), on a 

soit 

Remarquons que dans ce qui précède, la troisième égalité implique 

On en déduit le résultat suivant. 

Lemme 2.6.1 Une condition nécessaire d'existence d'une solution stationnaire au 

second ordre de (2.2) est 

a(1- k )  < 1. (2.15) 

O n  a alors 

Sia<1 o n  a d e p l u s  E ( E : ) ~  &, 



CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE 

Remarque. Dans le cas k = 0, cet encadrement fournit la valeur de E($)  pour 

un ARCH(1) standard. La condition (2.15) n'est intéressante que si k < 1 et parti- 

culièrement si k est proche de 0, c'est à dire au voisinage de l'ARCH(1) standard. 

2.7 Moments d'ordre supérieur 

Nous avons vu dans la partie précédente que (2.13) est une condition suffisante 

de stationnarité stricte et au second-ordre pour ( E ~ ) .  Des conditions d'existence des 

moments d'ordre supérieur peuvent être obtenues à partir de critères de Foster- 

Lyapounov. On a le résultat suivant : 

Théorème 2.7.1 SOUS l'hypothèse H ,  si k > O et si pour un entier r 

O 5 a < max 
m ~ { 1 , 2 ,  ...} 1 - 1  1 

P2rP2mrn PTmr 

le processus ( E ~ ) ~ > ~  - solution de (2.2) est géométriquement ergodique. De plus on a 

ET($) < m, OU T désigne la loi invariante de ( E ~ ) .  

Remarques : 1. Si k 5 1, la borne supérieure obtenue pour m = 1 et la contrainte 

devient 

P2TaT < (2.17) 

comme pour le modèle ARCH(1) standard. 

2. Si k > 1, la borne supérieure est toujours strictement inférieure à k et supérieure 

ou égale à 1 (valeur obtenue pour m = 1). Si la distribution de (q;) est la masse de 

Dirac en 1, on retrouve comme bonne supérieure max(1, k). 
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Preuve : Si p2, = cc le terme de droite dans (2.16) vaut zéro et l'ensemble des 

valeurs de cu satisfaisant la contrainte est vide. Supposons donc p2, < m. 

Nous procédons comme dans la preuve des Théorèmes 2.5.1 et 2.6.1, en montrant 

les inégalités (i) et (ii) avec g(x) = g(xl, x2) = x;. 

Pour les mêmes raisons que précédemment, le membre de droite dans (2.16) est 

strictement inférieur à max(1, k). Soit m réalisant le maximum dans (2.13). 

En procédant comme pour la preuve du Théorème 2.6.1 on obtient 

Par les inégalités de Holder et Markov on a,  pour m > 1 

Lorsque XI > kx2 et xl + +oo, (2.18) est donc majoré par un terme équivalent à : 
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pour une constante /3 > O suffisamment petite, le terme entre accolades étant stric- 

tement inférieur à 1. Donc il existe M > O tel que 

De plus pour XI < M on a $(xl, x2) < w + Q M  et donc d'après (2.18)' 

Enfin pour xl j kx2 on a $(xl, x2) = w et donc d'après (2.18) 

On en conclut que (i) et (ii) sont vérifiés, avec C = [O, Ml2 U {xl 5 kx2) et b = 

p2,{w + a ( w  + a M ) I T .  On en déduit que le processus ( E ~ )  est géométriquement 

ergodique et qu'il admet un moment d'ordre 2r. 

Reprenons les exemples de la partie précédente. 

Exemple 1 : Pour la loi uniforme sur [-a, fi] des calculs analogues à ceux 

effectués précédemment montrent que la borne supérieure de la condition (2.16) est 

atteinte pour 
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A titre illustratif, la Table 2.3 donne pour les premières zones de valeurs de k les 

contraintes sur a assurant l'existence du moment d'ordre 4 ( r  = 2). Le premier 

intervalle pour k conduit à mo = 1. Pour chacun des intervalles suivants rno  s'accroit 

d'une unité. 

Exemple 2 : Dans le cas de la loi N(0, 1)' la Table 2.4 fournit les valeurs de 

a compatibles avec l'existence d'un moment d'ordre 4, pour différentes plages de 

valeurs de k .  Les valeurs de m conduisant au maximum dans (2.16) ont été obtenues 

numériquement pour les différentes valeurs de k .  Pour k < 3.416, le maximum 

est atteint pour rn = 1 et la contrainte est celle d'une modèle ARCH(1) standard 

(3a2 < 1). Lorsque k augmente, le maximum est atteint pour des rn > 1 et des 

valeurs de plus en plus grandes de a sont autorisées. Des tables analogues peuvent 

être construites pour toute valeur de r .  

Afin d'obtenir une condition nécessaire, soit ( E ~ )  une solution de (2.2) admettant 

un moment d'ordre 2r. On a 

On en déduit le résultat suivant. 
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TAB. 2.3 - Contraintes d'existence du moment d'ordre 4 Dour la loi uniforme sur 
[-fi, fi] en fonction des valeurs de k. La dernière colonne donne la valeur maximale 
de a pour la valeur de k correspondant à la borne supérieure de l'intervalle. 

k CY Qmaz 

[O, 1.667[ 10, p2[ O. 745 

[1.763, 1.886[ [O, ik1/351/671/9131/18}[ 0.771 

[1.886, 1.9981 [O, 9k3/751/793/28 171/28 [ 0.790 

[1.998, 2.097[ [O, f k1/251/81 11/10211/40[ 0.810 

[2.097, 2.186[ [O, fk5/951/9135/54251/54[ 0.828 

[2.186, 2.2661 [O, fk3/551/10153/28291/56[ 0.908 

[2.266, 2.339[ [O, fk7/1151/11177/72331/72[ 0.916 

[2.339, 2.407[ [O, ik2/351/12194/45371/90[ 0.926 
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TAB. 2.4 - Contraintes d'existence du moment d'ordre 4 pour la loi normale standard 
en fonction des valeurs de k. La dernière colonne donne la valeur maximale de a 
pour la valeur de k correspondant à la borne supérieure de l'intervalle. 

k CY Qmax 

[O, 3.416[ 10, *[ 0.577 
p4 

[3.416, 4.579[ O {&}15 0.612 
p4 p8 

14.579, 6.373[ [O, { $ 1 3 } 1 6 [  0.684 
p4p6 pl2 

[6.373, 8.846[ [O, { 2: 1,}1/7[ 0.787 
p4p8 pl6 

[8.846, 12.1831 [ O  { 2; 1/5}1/8[ 0.923 
P4P10 Pz0 

[12.183, 16.656[ [O, { ,$ 1,6}1/9[ 1.098 
p4p12 p24 

[16.656, 22.626[ [O, { ,$ 1,,}1/10[ 1.320 
p4pi4 p28 

[22.626, 30.571[ [O, { $8 1/8}11"[ 1.599 
p4pl6 p32 

[30.571, 41.1221 [O, { $ 1/}1'12[ 1.948 
p4p18 p36 
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Lemme 2.7.1 Une condition nécessaire d'existence d'une solution admettant u n  

moment  d'ordre 2r7 où T est u n  entier positzf, est 

O n  a alors 

Remarque. Dans le cas k = 0, (2.20) coïncide avec (2.17) et fournit la condition 

nécessaire et suffisante d'existence de E($) pour un ARCH(1) standard. 



Bibliographie 

[ l]  Bollerslev, T .  ( 1 9 8 6 ) ,  Generalixed Autoregressive Conditional Heteroskedas- 

ticity , Journal o f  Econometrics, 31, pp. 307-327. 

[2] Bougerol, P., et N. Picard ( 1 9 9 2 b ) ,  Stationnarity of GARCH Processus 

and of Some Non-Negative Time Series, Journal o f  Econometrics, 52, 115-127. 

[3] Engle, R. F. (1982) ,  Autoregressive Conditional Heteroskedasticity With Es- 

timates of the Variance of U. K Inflation, Econometrica, 50,pp.987-1008. 

[4] Feigin, Paul D. et Tweedie Richard L. ( 1 9 8 5 ) ,  Random Coeficient Auto- 

regressive Processes : A Markov Chain Analysis of Stationarity and Finiteness 

of Moments, Journal o f  Times Series Analysis, Vol. 6 ,  No. 1. 

[5] Francq, C., Roussignol, M. et J.-M. Zakoïan ( 2 0 0 1 )  Conditional Heteros- 

kedasticity Driven b y  Hidden Markov Chains, Journal o f  T ime Series Analysis, 

[6] Hamilton, J. D. et R. Susmel ( 1 9 9 4 ) ,  Autoregressive Conditional Heteros- 

kedasticity and Changes in  Regime, Journal o f  Econometrics, 64 (1994), 307-333. 

[7] Nelson, Daniel B. ( 1 9 9 1 ) ,  Conditional Heteroskedasticity in  Asset Returns : 

A New Approach, Economica, Vol. 59, No. 2, 347-370. 



BIBLIOGRAPHIE 

[8] Pet ruccel l i ,  J. D. et Woolford,  S. W. (1984), A Threshold AR(1) Model, 

J.  Appl. Prob. 21, 270-286. 

[9] R a b e m a n a n j a r a  R. et J.M. Zakoïan  ( l993) ,  Threshold ARCH Models and 

Asymmetriesin Volatility, Journal of Applied Econometrics, 8, 31-49. 

[IO] R e v u z  D. (1975), Markov Chains, North-Holland. 

[ I l ]  Tweedie, R. L. (1975), Suficient Conditions for Ergodicity and Recurrence 

of Markov Chains on General State Space, Stochastic Processes and Their Ap- 

plications, 3, 385-403. 

[12] Tweedie, R. L. (1983a), Criteria for Rates of Convergence of Markov Chains, 

with Application to Queueing and Storage Theory, Probability, Statistics and 

Analysis édité par J .  F. C. Kingman et G. E. H. Reuter. Cambridge University 

Press : Cambridge. 

[13] Tweedie,  R. L. (1983b), The Existence of Moments for Stationary Markov 

Chains, J .  Appl. Prob. 20, 191-196. 

[14] Zakoïan,  J.-M. (IgCJO), Thershold Heteroskedastic Models, Journal of Econo- 

mics Dynamics and Control, 18 (1994), 931-955. 



Chapitre 3 

Inférence statist iaue 

3.1 Introduction 

Dans cette partie nous nous intéressons à des problèmes d'estimation sur les modèles 

ARCH à seuils du type de ceux considérés dans les chapitres précédents. 

L'estimation des modèles GARCH(p, q) standard a donné lieu à une abondante lit- 

térature depuis leur introduction par Engle (1982) et Bollerslev (1986). La principale 

méthode d'estimation est celle du Maximum de Vraisemblance (MV), ou Pseudo- 

Maximum de Vraisemblance (PMV) lorsque l'hypothèse de normalité du processus 

i.i.d n'est utilisée que pour construire le critère. Les propriétés asymptotiques de 

l'estimateur du PMV ont été établies sous des hypothèses de plus en plus faibles 

portant sur l'espace des paramètres, la vraie valeur du paramètre et le processus i.i.d. 

Des références récentes sur ce thème sont Lee et Hansen (1994), Lumsdaine (1996), 

Boussama (1998, 2000)' Berkes, Horvath et Kokoszka (2003)' Francq et Zakoïan 

(2003). 
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La nécessité de disposer de valeurs initiales dans la mise en œuvre de la méthode du 

PMV, ou celle d'obtenir des estimateurs plus simples à calculer et étudier, ou plus 

robuste à la non-normalité du processus i.i.d, ont conduit des chercheurs à s'intéres- 

ser à d'autres méthodes d'estimation. Les propriétés asymptotiques de l'estimateur 

des moindres carrés ont été étudiées par Weiss (1986). Récemment, Baillie et Chung 

(2001) ont proposé un estimateur fondé sur l'écart entre autocorrélations théoriques 

et empiriques du carré des observations. Horvath et Liese (2003) ont introduit une 

famille d'estimateurs L, pondérés pour les modèles ARCH(q), permettant de réduire 

les hypothèses de moments. 

Nous commencerons par développer une méthode des moments permettant d'obte- 

nir des estimateurs explicites. Nous considérerons ensuite une méthode des moindres 

carrés. Puis nous étudierons les propriétés théoriques de la méthode du PMV. 

3.2 Modèle et hypothèses 

Dans ce chapitre nous allons considérer l'estimation du modèle ARCH(1) à seuils 

de la forme 
112 

Et  = ht rlt ' 
( 3 4  

ht = wo + (C;=, QOJ,-,,a) EL 
où est une suite de variables i.i.d centrées et de variance 1, définies sur un 

espace probabilisé (Cl ,A, IP) ; Zt-l est une variable à valeurs dans IRd (d E (1'2, . . .)) 

appartenant à la tribu Ft-, engendrée par { E ~ - ~ ,  j > O) ; (Ri)i=l,,,.,r est une partition 

de E t d  ; w > O et pour i = 1, . . . , r ,  ai > O. On suppose que qt est indépendante de 

j > O). On note pzrn = E(rltm). 

Le modèle ARCH(1) standard est obtenu lorsque les soi sont égaux ou lorsque r = 1. 



Le modèle TARCH(1) introduit par Rabemananjara et Zakoïan (1993)' correspond 

à Zt-1 = et-1, r = 2, RI = IR+ et R2 = IR-. Le modèle ARCH(1) à seuil étudié dans 

le chapitre 2 est obtenu pour Zt-l = E ~ - ~ / E ~ - ~ ,  r = 2, RI = [O, k] et RL =]k, +CO[. La 

formulation plus générale présentée ici permet de prendre en compte des dynamiques 

plus complexes, l'impact de &Ll sur la volatilité de la date t dépendant de la position 

(absolue ou relative) de certaines variables antérieures à la date t .  

On observe une réalisation de taille n, (c l , .  . . , E,) du processus et. On attribue la 

valeur O aux variables antérieures à la date 1. Les variables Zt-l sont des fonctions 

connues des et+. L'entier r et la partition (Ri) seront également supposés connus. 

Le vecteur des paramètres inconnus est 

O = (O1, ...O,+l)' := (w, al, ..., a,)' E O CIO, oo[x[O, +car, 

où O est l'espace des paramètres. La vraie valeur du paramètre est inconnue et notée 

00 = ( d o ,  0 0 1 , .  3 . '  a04  

Nous serons amenés à considérer, dans un premier temps, les hypothèses suivantes : 

A l  : Le processus (et) est une solution non anticipative strictement station- 

naire et ergodique du modèle (3.1). 

A2 : pour tout i E (1,. . . r ) ,  Peo[Zt E Ri] > 0. 

A3 : Il n'existe aucun ensemble A de cardinal r tel que P(q: E A)  = 1. 

A4 : EBo(et) < +m. 

Remarque. Des conditions assurant la validité de l'hypothèse A l  ont été obtenues 

pour les modèles spécifiques cités plus haut (voir les références correspondantes 

ainsi que le chapitre 2). L'hypothèse A2 est nécessaire pour l'identifiabilité des pa- 

ramètres, car si PBo[Zt E Ri] = O le coefficient ai ne peut être identifié. L'hypothèse 
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A 3  est requise pour obtenir des lois limites d'estimateurs non dégénérées. La condi- 

tion A4,  enfin, est requise, pour la méthode des MCO, mais pourra être affaiblie 

pour la méthode des moments ou du maximum de vraisemblance. 

3.3 Méthode des moindres carrés 

Dans cette partie nous considérons l'estimation par la méthode des moindres carrés 

ordinaires (MCO) du modèle (3.1).Supposons que ( E ; )  soit strictement stationnaire 

et admette des moments jusqu'à l'ordre 4 au moins. On a le modèle AR(1) non 

où ut = E: - ht = (T$ - l )h t .  La suite (ut, .FPl), constitue donc une différence de 

martingale. Les estimateurs des moindres carrés des composantes de 6' sont obtenus 

en minimisant 

On note J ( i ) ,  i = 1, . . . , r l'ensemble des entiers (1 5 t < n : Zt-1 E Ri), 

On obtient facilement en dérivant le critère Qn(B) les estimateurs des MC0 suivants : 
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On en déduit un estimateur naturel de ai = Vareo(ut) : 

Notons pour k 2 O, 

On a le résultat suivant. 

Théorème 3.3.1 Sous  les hypothèse Al-A4, W, &, i = 1,.  . . , r  et â2 sont des 

est imateurs fortement convergents de w ,  des ai et de a2 respectiuement. 

Preuve. Les processus (Zt) est ergodique car Zt est une fonction mesurable de 

~ t - ~ ,  s > O et (Q) est ergodique d'après A l .  Par suite, quand n 4 cm, pour k = 

Pour tout i la variable et-llzt-lERi est P.S. strictement positive, pour k = 2 ou 

Xi = 4, sous l'hypothèse A2. Elle n'est pas P.S. constante, sinon appartiendrait 

P.S. à Ft-l, ce qui est exclu, ou serait P.S. constante, donc égale à 1, ce qui est 

(2) 2 également exclu par A3. Donc O < (mi ) < mi4) < +cm, en utilisant A4 pour la 

dernière inégalité. Cette remarque permet, en écrivant les relations d'orthogonalité 
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d'obtenir les relations 

La convergence forte des estimateurs découle trivialement des convergences précé- 

dentes. 

17 

Pour établir la normalité asymptotique de l'estimateur des MCO, nous introduisons 

les matrices 
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où pour i =  1 , . . . ,  r et k = 0 , 1 , 2  

Remarquons que Ego ( ~ f  ) = p4 CI=l [:O) 

Le résultat suivant établit la normalité asymptotique de l'estimateur des M C 0  sous 

des hypothèses de moments plus fortes que pour la convergence. L'inversibilité de J 

sera montrée dans la preuve. 

Théorème 3.3.2 SOUS les hypothèse Al-A3 et si E e o ( ~ : )  < +oo, 

Preuve. A partir de (3.2) on obtient facilement 
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en probabilité quand n tend vers l'infini. De plus, pour toute constante E > 0, 

2 
car {lutF&, 1 > f i e )  fl et E  ut^'&) < oo. Le théorème central limite pour 

tableaux triangulaires de différences de martingales (voir Billingsley (1995)) permet 

de déduire de ce qui précède que 

et par suite, en utilisant la propriété de Cramer-Wold, que 

Montrons que cette loi limite est non dégénérée, c'est-à-dire que I est inversible. 

11 est clair que les dk)  sont non nuls sous l'hypothèse A2 et que les r premières 

colonnes de I sont linéairement indépendantes. Supposons que la r + 1-ème colonne 

soit combinaison linéaire des autres. Donc il existe (XI ,  . . . , AT) tel que : $) = X t i 2 )  2 %  ' 

i = 1, . . . , r et Cl=, [!O) = Cl=i Xi[/'). On en déduit que 

Or l'inégalité de Schwarz implique que 
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L'une de ces inégalités est stricte car sinon il existerait des constantes pi telles que, 

P.S., (s:-:_, - p i ) lZ t - ,E~ i  ht = O. On en déduirait en sommant sur i que la variable 

( E : - ~  prendrait P.S. au plus r valeurs distinctes. Il en serait de même de ht et par 

suite $' prendrait P.S. au plus 2r valeurs distinctes, ce qui est impossible d'après 

A3. Par suite (3.6) est impossible donc I est bien inversible. 

Dans (3.4) la matrice j converge P.S. lorsque n tend vers l'infini vers J .  On montre 

que J est inversible de manière similaire à ce qui a été fait pour I. Le théorème se 

déduit de (3.4) et (3.5) par un raisonnement classique. 

O 

Remarque : on obtient un estirnateur des coefficients ,.$jk) à partir de (3.3) en rem- 

plaqant les moments théoriques, @, par les moments empiriques &y) .  En utilisant 

les convergences montrées précédemment, on obtient ainsi des estimateurs conver- 

gents P.S. des matrices I et J. Si on suppose p4 connu on en déduit un estimateur 

fortement convergent de la matrice de variance asymptotique. 

Exemples : 1. Dans le cas où r = 1 on obtient la variance asymptotique de 

l'estimateur des MC0 dans le cas ARCH standard. On a, si p8a4 < 1, en omettant 
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les indices 

A titre d'exemple, voici quelques valeurs numériques de cette matrice pour diffé- 

rentes valeurs des paramètres lorsque qt suit la loi normale (0'1) : 

1 paramètres w = 1, a = 0.1 w = 1, a = 0.2 w = 1, a = 0.3 

La précision asymptotique du paramètre w ,  et globalement celle du couple 8,  devient 

très faible au voisinage de la frontière d'existence du moment d'odre 8 (a < 0.312). 

La convergence est cependant obtenue sous existence du moment d'ordre 4 (a < 

0.577). Pour des valeurs de a pas trop élevées la méthode peut donc fournir de 

bonnes valeurs initiales dans l'algorithme de maximisation de la vraisemblance. 
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2. Dans le cas où r = 2 on obtient 

Les valeurs théoriques des composantes de I ne peuvent être calculées analytique- 

ment mais elles peuvent être estimées par simulations. A titre illustratif, nous présen- 

tons ci-dessous des expériences de Monte-Carlo pour quelques exemples de modèles 

à deux régimes, avec 

On a effectué N = 1000 simulations de taille n = 10000 du modèle, calculé pour 

chaque simulation un estirnateur 8, de Bo. La moyenne sur les N simulations est notée 
- 
B N .  On donne également la fréquence empirique (sur une simulation) du régime 1, 

notée @(RI). Ces résultats seront comparés ultérieurement avec ceux correspondant 

à la méthode des moments. 
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3.3.2 - Estimation de la variance asymptotique de l'estimateur des M C 0  
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3.4 Méthode des moments 

Dans cette partie nous considérons l'estimation par la méthode des moments du 

modèle (3.1). Supposons à nouveau que (E: )  soit strictement stationnaire et admette 

des moments jusqu'à l'ordre 4 au moins. Les moments et autocovariance usuels du 

processus ( E : )  semblent impossibles à calculer analytiquement mais on a les relations 

suivantes entre les moments de variables tronquées de la forme E : ~ Z ~ - ~ ~ R ~  : 

( i=l 

soit sous forme vectorielle 

en posant, pour i = 1 , .  . . , r ,  k = O 1, .  . . , h = 0 , l . .  . 

(k) mi ( h )  = E O o ( & t ~ Z , - h ~ ~ i )  
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(k) et en remarquant que mi (O) = mik). On a la propriété suivante. 

Lemme 3.4.1 Sous les hypothèse A1-A4 la matrice A. existe et est inversible. 

Il est clair que les r dernières colonnes de A. sont linéairement indépendantes. Sup- 

posons que la première colonne, notée Co, soit combinaison linéaire des autres, notées 

Ci, i = 1,. . . , r. Donc il existe des constantes pi telles que CO = xz=, PiCi. Puisque 
m!') 

P[Zt E Ri] > 0, mjk)(h) > O pour k pair. Donc ,& = Par suite, la dernière 
mi2' (O) ' 

ligne donne, 

en utilisant Schwarz et le fait que C:=, I l Z t E R ,  = 1. L'inégalité est stricte par les 

arguments déjà donnés dans la preuve du Théorème 3.3.2. Donc les colonnes de A. 

sont linéairement indépendantes. 

O 

L'équation (3.9) permet donc d'identifier O0 à partir de bo et Ao. 

On définit un estimateur des moments de 0 en posant, si Â est inversible, 
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où 6 et Â sont obtenus en remplaçant les moments théoriques par leur contrepartie 

empirique, c'est-à-dire 

rnjz'(0) O . . . O 

lnp O rn2)(0) O . . . O 

m$o> O . . . O 1ni2) (O) 

' E n  &2 
n t=l t-1 &?'(O) . . . . . . fi?' (O) 

Les résultats suivants établissent la convergence forte et la normalité asymptotique 

de l'estimateur 8,. 

Théorème 3.4.1 SOUS les hypothèses Al-A4, 8, est u n  estimateurfortement convergent 

de 8. 

Preuve. Le processus (Zt) est ergodique car Zt est une fonction mesurable de 

~ t - ~ ,  s > O et (Q) est ergodique. Par suite, quand n -+ oo 
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Par suite Â -+ A. P.S.. Donc, d'après le Lemme 3.4.1, Â est P.S. inversible pour 

n assez grand et fin est bien défini. La convergence forte de l'estimateur découle 

trivialement des convergences précédentes. 

O 

Le résultat suivant établit la normalité asymptotique de l'estimateur des moments 

sous les mêmes hypothèses que celles de la convergence. On définit 

L'inversibilité de 1* sera montrée dans la preuve du théorème suivant. 

Théorème 3.4.2 Sous les hypothèse Al-A4 

fi(& - oo) + &'(O, ( p 4  - I ) A ; ~ I * ( A ; ) - ~ ) .  

Preuve. En utilisant (3.2) on remarque que 
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ce qui s'écrit vectoriellement 

Par suite 
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Notons Wt-1 = ( ~ z ~ - ~ E R ~ ,  . . . , ~ Z ~ - ~ E R , ,  &LI)'. Pour tout vecteur P = (BI, . . . , 
la suite ( & U ~ B ' W ~ - ~ ,  .Ft-l)L est une différence de martingale. On a 

en probabilité quand n tend vers l'infini. De plus, pour toute constante E > 0, 

+ O, quand n -t cc 
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par le même raisonnement que dans la preuve du Théorème 3.3.2. En appliquant 

comme précédemment le théorème central limite pour tableaux triangulaires de dif- 

férences de martingales on obtient 

et par suite, en utilisant la propriété de Cramer-Wold, que 

On montre que I* est inversible par le même raisonnement que pour la matrice I. 

On conclut en utilisant les équations (3.12) et (3.13)' le fait que A + A. P.S. et 

l'inversibilité de A. d'après le Lemme 3.4.1. 
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Exemples (suite) : 1. Dans le cas où r = 1 on obtient, si p8a4 < 1, 

Par suite, on retrouve la matrice de variance obtenue dans le cas des MCO. Les lois 

asymptotiques des estimateurs des M C 0  et des moments sont donc les mêmes car 

les deux méthodes sont, dans ce cas, fondées sur les mêmes relations d'orthogona- 

lité. Numériquement, les estimateurs sont également très proches mais diffèrent par 

quelques observations. 

2. Dans le cas où r = 2 on obtient 

Il est évidemment possible d'appliquer la méthode des moments à partir d'autres 

équations que (3.7) et (3.8),  
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3.4.1 : Estimation de la variance asymptotique de l'estimateur des moments 
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3.5 Méthode du maximum de vraisemblance 

Nous présentons dans cette partie la méthode du maximum de vraisemblance. Sous 

l'hypothèse de normalité des variables qt, la vraisemblance peut être écrite comme 

pour les modèles ARCH classiques. Nous ne ferons cependant pas l'hypothèse que 

cette loi constitue la vraie densité des qt, mais nous l'utiliserons pour définir le 

critère. Conditionnellement à des valeurs initiales E: et ~2~ la pseudo-vraisemblance 

gaussienne est donnée par 

- - - - * 

avec ht = ht(0) est définie par hl = h2 = w et ht = ht pour t = 3, ..., n ,  calculé à 

partir de la deuxième équation du modèle (3.1). Notons i(0) la log-vraisemblance 

associée à E, conditionnellement au passé. La log-vraisemlance conditionnelle s'écrit, 

normalisée par n,  à une constante additive près : 

On définit un estimateur du maximum de vraisemblance 8,' comme une solution 

mesurable de : 

8, = arg max Ln (O) = arg max in (O), 
B E Q  BEO 

Afin de démontrer la convergence forte de l'estimateur du maximum de vraisem- 

blance, nous remplacerons l'hypothèse A4 par : 

A4' : 3s > O, E,,(E,"~) < +m. 

Nous ferons également l'hypothèse 

A5 : O. E O et O est un compact. 
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Théorème 3.5.1 Soit 8,  solutions d e  (3.14). Sous les hypothèses A l ,  A 2 ,  A 3 ,  

A4' et A 5 ,  on a 

8, - Bo quand n - +m 

Preuve. La démonstration de ce théorème est basée sur une adaptation de la 

démonstration de Francq et Zakoïan (2003)' Théorème 2.1. Il sera utile d'introduire 

Sous les hypothèses du théorème 3.5.1, nous montrons les Lemmes suivants 

Lemme 3.5.1 lim sup 1 ln(0)  - & ( O )  1 =O, P.S. 
&O 

Lemme 3.5.2 ht(0)  = ht(OO) Poo P.S. + O = B o .  

-1 
Lemme 3.5.3 la fonction ï ( O )  = -EIEt(0)] admet un unique maximum en 00. 

2 

Lemme 3.5.4 EBo 1 e t ( B )  I <  m, 'v'O E O et si O # Bo,  Eeo!t(0) > EBoet(Oo), 

Lemme 3.5.5 Pour tout O # Bo il existe un voisinage V(O) tel que lim inf inf in ( O * )  > 
n-tm e*~v(e) 

Eeo&(Oo), P . S .  

Preuve du Lemme 3.5.1 : Le résultat est immédiat car 

où tous les numérateurs sont minorés par un réel strictement positif puisque @ est 

compact et LJ > 0. 
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Preuve du Lemme 3.5.2 : 

Supposons que ht (O) = ht (O0) Po, presque sûrement. Alors 

où ai , t -2  = (ai - aoi)ht-i. Donc si ai # a o i ,  'di = 1, ..., r 

1 ;  
wo-W 
CYl,t-2 

si Zt-l E Ri 

* 2 
Vt-1 = (3.15) 

wg-W 

Or,t-2 
si Zt-1 E R, 

Puisque les {Ri ) l , , , , ,  constituent une partition de JRd et d'après A l ,  qt-1 est indépen- 

dante du passé { ct-2, E ~ - ~ ,  ... ) donc r7Ll n'a que r valeurs ce qui est incompatible 

avec l'hypothèse A3,  d'où ai = aioi 'di = 1, ..., r et par conséquence w = wo ie O = Bo. 

Preuve du Lemme 3.5.3 : 

Remarquons tout d'abord que Ï(O) est bien défini et ne dépend pas de t ,  en vertu 

du Lemme précédent et de l'hypothèse A l .  
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Formons 
1 ht(Q) 1 

i(o0) - i ( e )  = [ln- ht ( B o )  1 - Es0 1- E t - -1 et 
ht(Q0) ht(Q) 

On a E~ = h:'2($)B. Donc 

- 1 ht(Q) 1 ht ( Q o )  
l(@o) - Ï ( Q )  = Eso [ln-] - - [l - Es, (-)] 

ht(Q0) 2 ht (4 

1 
en utilisant la relation Ln x 2 1 - - pour x > O. Cette dernière inégalité est stricte 

x 
sauf si x = 1, ce qui permet d'affirmer que T ( Q O )  -i(Q) > O sauf si ht(OO) = ht(Q) P.S. 

Preuve du Lemme 3.5.4 : 

Dans le cas où & ( O )  est négative, on a EeOlt(B) 5 EO,ln-ht < max(0, -1nw) < m. 

Nous montrons aussi que E0,.!?(Q) < O. En effet, d'après l'hypothèse A4' on a 

3s > O, E O , ( ~ ~ s )  < +m. Or E0,($7 = E0,,(,(r7tSht) = EOo(7$7 Eeo(ht) < +cc donc 

E0,(ht) < +m car Eco($") < +m. Donc 

D'après le Lemme 3.5.3, si 0 # Bo alors ] ( B o )  - Ï(0) = Es [et (Q)]  - Eso [ w o ) ]  > 
O d'ou le résultat. Notons que EBo!;(0) 5 Eeoln-ht 5 max(0, 4 n w )  < m et 

EsoL(Q) = Eso& (6).  
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Preuve du Lemme 3.5.5 : 

La preuve de ce Lemme est la même que dans Francq et Zakoïan (2003), Théorème 

2.1. Elle est basée sur les résultats des Lemmes 3.5.1, 3.5.3. Par l'hypothèse A5, 

nous complétons la preuve du théorème 3.5.1. 

Pour montrer la normalité asymptotique nous adaptons la démonstration de Francq 

et Zakoïan (2003), Théorème 2.2. Nous introduisons les deux hypothèses suivantes 
O O 

A 6  : Bo EO, avec 0, désigne l'intérieur de O. 

A 7 :  6, := E(77:) < 00. 

Théorème 3.5.2 Sous  les hypothèses du Théorème 3.5.1 et sous A6-A7, fi(& - 

Bo)  est asymptotiquement de loi N ( 0 ,  (K ,  - 1) J - l )  avec 

Il est intéressant de comparer la variance asymptotique de l'estimateur du MV avec 

celles obtenues par les méthodes précédentes. 

Exemples (suite) : 1. Dans le cas où r = 1 
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On obtient par simulation (N = 1000 simulations de séries de taille n = 10000 avec 

bruit qt gaussien standard) : 

3.5.1 : Estimation de la variance asymptotique de l'estimateur du MV 

Comme pour l'estimateur des MCO, la précision asymptotique se déteriore glo- 

balement lorsque a augmente. Elle se déteriore également pour chaque coefficient, 

paramètres 

Var,{~7i(ê, - 00)) 

contrairement au cas MCO. Pour a = 0.1 ou a = 0.5 aucun des estimateurs ne 

l'emporte globalement sur l'autre. L'écart entre les précisions asymptotiques est ce- 

pendant nettement plus important en ce qui concerne w que a, ceci en faveur du 

MV. Même lorsque a est très proche de 1, ce qui correspond aux séries réelles, la 

précision asymptotique de l'estimateur du MV reste correcte : par exemple pour 

une valeur estimée de (1,0.95), à partir d'une série de longueur 10000, l'utilisation 

w = 1 ,  a = 0 . 1  

3.46 -1.34 

-1.34 1.87 

de cette matrice conduirait à approximer l'intervalle de confiance pour a, au seuil 

95%' par [0.90,1.00]. Rappelons que la matrice asymptotique de l'estimateur MC0 

n'existe pas pour les valeurs de ai supérieures à 0.577. 

2. On a lorsque r = 2 

w = 1 ,  a = 0 . 5  

4.85 -2.15 

-2.15 3.99 

w = 1 ,  a = 0 . 9 5  

6.61 -2.83 

-2.83 6.67 
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La variance asymptotique de l'estimateur du MV est présentée dans le Tableau 

suivant pour les valeurs utilisées pour la méthode M C 0  et celle des moments. La 

méthode du MV n'apparaît strictement supérieure aux deux autres dans aucun cas, 

excepté lorsque k = 1 et 0 = (1,3,0.1) où l'écart entre les variances asymptotiques 

de l'estimateur des moments et du MV est une matrice définie positive. Cependant, 

la méthode du MV se distingue des deux autres par le fait que les variances asymp- 

totiques ne prennent généralement pas de très grandes valeurs (sauf dans le cas cité 

plus haut pour le coefficient a l ) .  



3.5. MÉTHODE DU MAXIMUM DE VRAISEMBLANCE 

3.5.2 : Estimation de la variance asymptotique de l'estimateur du MV 
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Preuve : 

Le résultat de ce théorème est basé sur les développements suivants : 
n a - 

O = n-'12 C -et(&) 
t=l 80 

~ t 2  où les sont entre 8,  et B o .  Les dérivées de & ( O )  = ln[ht] + - sont données par 
ht 

Afin de prouver le théorème 3.5.2, nous montrons sous ces hypothèses, les Lemmes 

suivants 

Lemme 3.5.6 Ee0 

Lemme 3.5.7 J 

Lemme 3.5.8 Il existe u n  voisinage V(OO) de 00 tel que pour tout 

i, j ,  k~ {l, ..., r + l } ,  
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d 
Lemme 3.5.10 n-'12 ,lt(O0) + N ( 0 ,  (s - 1) J ) .  

t= l  

Lemme 3.5.9 

d2 
Lemme 3.5.11 n-' -tt(6:,) + J ( i ,  j) p.s. 

t=l dBi dej 

n-lI2 
t= l  

Preuve du Lemme 3.5.6 : 

Nous utilisons pour une matrice A = (aij) la norme définie par IlAl1 = C 1 aij 1. 

Pour montrer les deux inégalités, nous utilisons (3.17) et (3.18). On a 

&2 Pour l9 = Bo, - = rlt2 indépendant de ht et de ses dérivées. On a aussi 
ht 

e t  sup 
 BO) 

n-1 {- ""(19) - - d2it(a)} 
dl9dl9' 8080' 

- O e n  probabiii t i  quand n + r, 
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D'après l'hypothèse A7, on a 

t 00) W Q o )  1 1 
~ e ~ q ~  5 (-+ min (aioi) Ee0 (1 - d )  

W0 i<i<r 

En utilisant (3.18) nous pouvons montrer facilement la deuxième inégalité. En effet 

Alors 

d 2 W 0 )  1 

'-O 1 1 8680' 1 1 ' (' + min (aioi) 
W0 16i<r 

Preuve du Lemme 3.5.7 : 

En utilisant (3.18) et le Lemme 3.5.6, la matrice J existe et (3.16) est vérifiée et 
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nous avons aussi 

Posons X = (Ao,  A l ,  ..., A,). Sous les deux hypothèses A l ,  A4' et en utilisant le 

même raisonnement que pour le Lemme 3.5.2, nous pouvons montrer facilement que 

Xo = Al = ... = A, = O d'où la fin de la démonstration du Lemme. 

Preuve du Lemme 3.5.8 : 

Nous dérivons l'égalité (3.18) : 

Soit O* un compact inclus dans 6. Pour tout 6 > O, il existe un voisinage V(Bo) de 

80 inclus dans O* tel que wo 5 (1 + 6)w, soi 5 (1 + S)olj, tj 1 5 i, j 5 T pour tout 
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0  E V(eo) .  NOUS avons 

Notons par IIXI, := E 1 l p ( x p ) .  On a 

En utilisant (3.20)' les résultats du Lemme précédent et l'inégalité de Holder 

Preuve du Lemme 3.5.9 : 

D'après les résultats des Lemmes 3.5.6 et 3.5.7 , on a 
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En utilisant l'inégalité de Markov, pour tout E > 0, 

2 2 1 
n1I2 C ( 1  + q;) (- + 

t=l min (aoi) 
W 0  i<i<r 

4 < (: + ) + 0 
E min ( Q O ~ )  

l<i<r 

De la même façon, on a 

n 

< n-' C sup 
a2et ( e )  a2& ( e )  

2 

= n-'C sup 
t=l eEV(eo)  

2 2 2 2 
1 aht &t2 

5 nlx sup 1 2 - 1 1  sup - -  + s u  2 - 1  sup 
1 aht 

t=l ~ W ~ O I  e w ( e o )  ht t=l e w : e o )  I i t  I eEvreo)  h 1 1  
2 

( 4q ; (1+6)+1)  sup (:+ ) min (aoi) 
+ (27:(1+ 6 )  + 1 )  sup L] 

t=l ~ E V ( ~ O )  i<i<r BEV(BO) w2 
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En utilisant l'inégalité de Markov, pour tout E > 0, 

Preuve du Lemme 3.5.10 : 

Pour montrer cette convergence en loi, nous utilisons nous aussi le théorème cen- 

tral limite pour les différences martingales. Soit Ft la a-algèbre engendrée par 

les variables ~ t - i ,  i > O. On a E ~ ~ ( - & ~ ~ ( B ~ ) ~ F ~ - ~ )  = O et par le Lemme 3.5.7, 

V ~ r ~ ~ ( d ! ~ ( B ~ ) / d û )  existe. Par le Lemme 3.5.7, les hypothèses A4' etA6 et le faite 

que O < K, < CO, Vare,(dLt(Bo)/dû) est non dégénérée. Donc pout tout X E IRT+', 

la suite {x'&&(B), Ft), est une différence martingale stationnaire et carrée inté- 

grable. En utilisant le théorème central limite de Billingsley (1961) et la technique 

de Cramer-Wold, nous avons la normalité asymptotique. 

Preuve du Lemme 3.5.11 : 

La preuve de ce Lemme est la même que dans Francq et Zakoïan (2003), Théorème 

2.2. 

La méthode de maximum de vraisemblance nous permet d'estimer le modèle (3.1) 

avec des estimateurs convergents quelque soit le nombre r de changements de régime. 
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Cette dernière sera utilisée dans le chapitre suivant pour estimer notre modèle pour 

des données simulées et réelles. 
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Chapitre 4 

Applications empiriques 

Dans ce chapitre, nous illustrons la pertinence des modèles non linéaires condition- 

nellement hétéroscédastiques développés dans les parties précédentes à partir des 

données réelles. Nous commençons par présenter une méthode de test de l'existence 

de plusieurs régimes. 

4.1 Test de l'existence de plusieurs régimes 

L'inférence des modèles à seuils (inconnus) est composée d'une partie identification 

des valeurs des seuils et d'une partie estimation classique. Des tests qui permettent 

de justifier la présence de plusieurs régimes ont été introduits dans la littérature. Ce 

problème de détection de seuils a attiré l'attention de nombreux auteurs (voir Chan 

et Tong (l99O), Hansen (1996)). Par exemple, Tsay (1989, 1998) propose un test 

statistique pour des modèles AR à seuils pour tester l'hypothèse de linéarité contre 

celle de présence de seuils. 
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Nous proposons d'adapter la méthode de Tsay (1989,1998) développée initialement 

pour des modèles à seuil (TAR) sur la moyenne. Cette méthode ne nécessite pas 

d'estimer le modèle contraint (plusieurs régimes) et donc de connaître les seuils. 

Elle se fonde sur l'orthogonalité des résidus prédictifs par rapport aux variables pas- 

sées lorsque le modèle linéaire (dans notre cas ARCH(1) classique) est bien spécifié. 

Dans cette partie, nous utilisons le modèle (3.1) avec r = 2, d = 1 (c à d il existe 

k > O, RI = [O, k] et R2 =]k, +oo[) que nous réécrivons pour faciliter la présentation. 

Nous rappelons que ZtPl est une variable à valeurs dans IR,' appartenant à la tribu 

Ft-, engendrée par j > O}. Par exemple, Zt = 9, ou Zt = E:~. Le but est 
t-2 

de détecter la présence de changements de régime et de localiser le seuil k. 

On dispose d'observations el, . , E ,  ; ainsi que no valeurs initiales, qui permettent 

d'obtenir les Zt, t = 1, a - ,  n. 

On souhaite tester 

HO : aol = a02 ou k = O contre Ha : a01 # a02 et k > O 

(un seul régime) (deux régimes) 

Pour construire le test, nous considérons la statistique d'ordre sur (Z t )  et notons 
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Z(i) le ieme plus petit élément. Posons ~ ( i )  la date (aléatoire) correspondant à Z(i) : 

La statistique d'ordre sur Zt permet de ranger les E~ dans l'ordre suivant : &,(II, 

. . . ' ET (n) 
Avec ces notations, les équations du modèle (4.1) s'écrivent, pour ces observations : 

'di = 1 ' 2  ,..., n ,  

où s satisfait Z(,) 5 k < Z(,+l). C'est un classement tel que les s premières obser- 

vations sont dans le premier régime et les n - s suivantes dans le second. Pour 

ce classement, seul le nombre s dépend du seuil k. 

Considérons le modèle de régression 

2 2 
Er($) = W + a E T ( i ) - l  + V T ( ~ )  i = 1, ..., n (4.3) 

Soit 9(m) = dm)) l'estimateur des moindres carrés de B = (w, a) obtenu à par- 

tir des m premières valeurs des L'idée du test est que si (Q) est de type (4.1)' 

quand i 5 s les résidus (v,(~)) constituent approximativement un bruit blanc donc 

sont (approximativement) orthogonaux aux valeurs passés (uT(i) non corrélées 

avec E:(~)-,) . Quand m excède s, les résidus (u,(~)) vont être biaisés car le régime 

change à l'indice (s + 1). Donc l'orthogonalité entre les résidus (u,(i)) et 

va se détruire progressivement à partir du moment où le nombre d'observations m 

prend des valeurs supérieures à S. 
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Les étapes du test sont les suivantes : 

Étape 1 : Reclassement des observations selon la statistique d'ordre sur Zt et le 

calcul des estimateurs ê(m) = d m ) ) ,  m = mo, mo + 1, ..., n - 1, pour une 

valeur mo arbitraire suffisament grande, par la méthode des moindres carrés. 

Étape 2 : Calcul des résidus fiT(m+l) = E:(_+,) - y ( 4  - @ 4 & 2  ~(m+l)-l et calcul des 

résidus normalisés 

Étape 3 : Régression, par la méthode des moindres carrés, 

et calcul des résidus  CI,(^). 

Étape 4 : Test de l'hypothèse nulle Ho : \Iro = 61 = O contre l'hypothèse alternative 

Ha : Q0 # O ou QI # O. Si Ho est rejetée on rejette Ho. 

Si, dans l'étape 4, l'hypothèse Ho est vraie, alors la statistique : 

est approximativement, pour n grand, de loi de Fisher-Snedecor F(2 ,  n - mo - 2). 

D'où la règle de décision 

- Si F > FI-,(2, n - mo - 2), alors Ho est rejetée au profit de Ha ; 

- Si F < F1-a(2, n - mo - 2), alors Ho n'est pas rejetée au profit de Ha ; 

où a! est le niveau de risque du test. 

Remarque : 

La loi asymptotique de F ne change pas si on utilise les résidus (fit) à la place des 
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(8,) dans la régression (4.4). Pour les séries de taille faible, les expériences montrent 

quYl est préférable d'utiliser les résidus (8,). 

Hormis le test précédent, la procédure de régressions successives permet de localiser 

k. Dans la partie suivante nous décrivons un procédé graphique permettant cette 

localisation. 

4.2 Étude par simulations 

Dans cette partie, nous effectuons le test précédent sur des séries simulées et utili- 

sons la classification pour localiser k. Nous examinons ensuite le comportement des 

estimateurs présentés au chapitre 3. 

4.2.1 Test 

Nous utilisons 100 simulations, de taille n = 2400, du modèle (4.1) avec Zt = 9 et 
t -2 

(k, w, al, az) = (4,0.1,0.1,0.6) (pour une étude de puissance) et d'un ARCH(1) avec 

(w, a) = (0.1,0.2) (pour une étude de niveau). Nous appliquons les étapes 1, 2, 3 du 

test précédent pour rno = 500. Cette valeur est suffisamment grande pour fournir 

des estimateurs assez précis dés les premières valeurs. Nous donnons les résultats 

dans le Tableau 4.1. 

On constate que la fréquence empirique de rejet sous Ho dépasse la valeur nominale 

de 5%. Sous l'alternative Ha, cette fréquence dépasse la valeurs nominale de 1%. 
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TAB. 4.1 - Test de changement de régime : fréquences de rejets d'un ARCH(1) sur 

100 simulations. 
1 1 1 1 

1 (sous Ho) 1 5% 1 7% 1 

Paramètres 

(sous Ha) 99% 

4.2.2 Localisation du seuil k et estimation des paramètres 

Seuil 

Nous reprenons l'une des 100 simulations précédentes pour laquelle le changement 

de régime à été validé par les résultats de test. D'après les résultats de cette simu- 

lation, nous notons que le passage de Zt par la valeur k = 4 se fait entre io = 1718 

et io + 1 = 1719. Nous devons nous attendre à voir apparaître une rupture dans les 

coefficients estimés pour des i > io. 

Pour localiser k, nous représentons graphiquement dans la Figure 4.1, les valeurs 

des estimateurs de a et w de la régression (800 < m < 2400) de l'étape 1. Sur 

le graphique des a, nous remarquons de fortes variations entre m = 1700 et 2000. 

Nous avons observé ce phénomène chez plusieurs simulations. Pour affiner cette lo- 

calisation, nous balayons la région Z(i) E [2.4,21.2] (i.e 2.4,2.5, . .. ,21.2) en calculant 

les estimateurs de al et cr2 par la méthode de maximum de vraisemblance. Nous 

avons fixé dans notre programme (w, cul, a2) = (1.1,0.1,0.1). Nous avons choisi w 

plus grande que la valeur réelle car dans la pratique les paramètres sont inconnus. 

Fréquence des rejets de Ho 

Nous choisissons la valeur k qui correspond à la plus grande vraisemblance. Nous 
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800 900 1000 1100 l e00  iaoo 1400 isoo 1600 1700 1800 isoo 2000 2100 2200 2300 2. 

m 

FIG. 4.1 - Localisation graphique de k pour une simulation de taille 2400 avec ( k ,  w ,  al ,  a z )  = 

(4,0.1,0.1,0.6). Graphique du haut : en abscisses : taille m de l'échantillon ; en ordonnées : valeurs 

de ~ ( ~ 1 .  Graphique du milieu : en abscisses : taille m de l'échantillon ; en ordonnées : valeurs de 

dm). Graphique du bas : vraisemblance en fonction de k .  
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affinons, le balayage autour de cette valeur avec une précision de l'ordre et nous 

constatons que k  = 3.8 a la plus grande vraisemblance dans la région de balayage. 

Le graphique du bas de la Figure 4.1 nous confirme le choix de k  = 3.8. Nous 

pouvons expliquer ce biais dans la localisation de k  par le mauvais choix des valeurs 

initiales des paramètres dans le programme d'estimation. Nous pouvons justement 

éviter ce problème en estimant ces valeurs par la méthode des moments que nous 

avons présentée précédemment. 

4.2.3 Méthodes d'estimations 

Dans cette partie numérique, nous comparons sur N = 100 échantillons simulés 

la méthode des moments et celle du maximum de vraisemblance présentées dans le 

chapitre 3. 

Dans la première application de l'estimation par la méthode de Maximum de vrai- 

semblance, nous testons cette dernière pour les valeurs ( k  = 4, w = 0.1, al = 0.1, 

012 = 0.2). Nous étudions dans l'expérience 1, cette méthode pour le cas où la taille 

de l'échantillon est n = 100. Dans les expériences 2 et 3, nous traitons successivement 

les cas où n = 1000 et n = 5000. A chaque fois N = 100 échantillons indépendants 

sont générés. 

Dans la deuxième application, nous étudions la même méthode mais pour d'autres 

données qui sont le résultat d'une simulation de notre modèle selon des nouvelles 

valeurs ( k  = 1, w = 0.1, al = 0.3, a2 = 0.15). Nous nous limitons à une seule taille 

d'échantillon n = 1000. 

Dans la troisième application, nous testons ainsi la même méthode (MV) pour le 

cas où k  est assez grand ( k  = 6, w = 0.1, al = 0.3, 012 = 0.15). 
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Pour tester la méthode des moments, nous réutilisons les 100 échantillons de taille 

n=1000 pour les différentes valeurs de k = 1, 4, 6. Nous l'avons comparé avec la 

méthodes de MV. Les résultats sont donnés dans des tableaux. 

Première application de la méthode de MV 

Nous générons suivant le modèle (4.1) un nombre N d'échantillons de taille n. Pour 

ne pas influencer les résultats, nous avons pris, dans le programme d'estimation par la 

méthode de MV, des valeurs initiales différentes des vraies valeurs (w=a2=al=0.5). 

Nous donnons les résultats numériques obtenus selon les expériences suivantes : 

Expérience 1 : n=100, N=100. Nous avons testé cette méthode sur N = 100 

simulations du modèle (4.1) de taille n = 100, avec (k = 4, w = 0.1, al = 0.1, 

a 2  = 0.2 ). Un exemple de trajectoire est donné dans le graphique 4.2. 

Le Tableau 4.2 présente des statistiques descriptives pour ces simulations. Celles-ci 

étant menées sans contrainte, nous constatons parfois des valeurs négatives pour les 

paramètres al et û.2. Le nombre de ces valeurs négatives est noté no. 

Expérience 2 : n=1000, N=100. Pour les mêmes valeurs réelles de w, a 2  et al, 

nous avons augmenté la taille des échantillons à 1000. Nous avons testé à nouveau la 

procédure d'estimation sur 100 échantillons. Le Tableau 4.3 montre une amélioration 

des estimations, par comparaison avec le Tableau 4.2, à la fois en terme de biais et 

de précision. Par ailleurs le nombre d'estimations négatives diminue fortement. 
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FIG. 4.2 - une simulation du modèle (4.1) [k = 4, w = 0.1, cul = 0.1, a2 = 0.21 

Expérience 3 : n=5000, N=100. La même expérience est conduite pour une 

taille 5000. On constate (Tableau 4.4) que les valeurs négatives disparaissent com- 

plètement, et que tous les paramètres sont bien estimés. 

La variabilité est moindre pour w,  cependant, ce qui peut s'expliquer par le fait que 

ce paramètre apparaît dans les deux régimes alors que al et a2 n'apparaissent que 

dans un seul. 

Deuxième application de la méthode de MV 

Nous utilisons d'autres échantillons qui correspondent à une simulation de notre 

modèle selon les nouvelles valeurs ( k  = 1, w = 0.1, al = 0.3, a2 = 0.15) en nous 

limitant à une taille de 1000. Le Tableau 4.5 fait apparaître des résultats voisins de 

ceux de la Table 4.4. 
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Estimation des paramètres par la méthode de MV 

Estimation des paramètres par la méthode de MV 

00 

k = 4  

w = 0.1 

al = 0.1 

ai2  = 0.2 

Max 1 no 1 

00 Moy E-type Min Q1 Méd 

k = 4  

TAB. 4.2 - n=100, N=100 

Moy 

0,104 

0,059 

0,196 

Max 

0,119 

0,224 

0,353 

TAB. 4.3 - n = 1000 N = 100 

Troisième application de la méthode de MV 

E-type 

0,023 

0,1732 

0,212 

Dans cette application, nous augmentons la valeur de k ( k  = 6) afin de tester la 

performance de cette méthode dans ce type de situation. Les résultats sont donnés 

dans le Tableau 4.6. D'après les résultats de la première application, en utilisant une 

taille d'échantillon plus grand que n = 1000, nous pourrons améliorer les estimations 

de al. Nous avons obtenu une seule estimation négative concernant seulement az. 

Min 

0,054 

-0,293 

-0,162 

Q I  

0,0912 

-0,058 

0,032 

Med 

0,1025 

0,052 

0,176 
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Min QI Méd Q3 Max 

1 

1 Estimation des paramètres par la méthode de MV / 
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i Min Max 

4.3 Application de la méthode des moments 

Dans cette méthode, les estimateurs de w,  al et a2 ont une forme explicite. Nous 

souhaitons comparer cette méthode avec celle de maximum de vraisemblance. Pour 

cela, nous avons réutilisé ici les mêmes échantillons de taille 1000. 

Les résultats d'estimation pour les valeurs (k = 4, w = 0.1, a1 = 0.1, a2 = 0.2) sont 

donnés dans le Tableau 4.7. Par comparaison avec la Table 4.3, nous remarquons 

que le paramètre w s'estime mieux par la méthode de maximum de vraisemblance 
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avec une variance plus faible. Par contre, la moyenne des estimations du paramètre 

al est plus proche de la valeur réelle par la méthode des moments ; mais le nombre 

de mauvaises estimations par cette dernière (onze valeurs négatives contre une pour 

celle de MV) est très important. Les moyennes d'estimation du paramètre a2 par 

les deux méthodes sont très proches. Une variance plus petite et une médiane plus 

proche de la valeur réelle font que la méthode de maximum de vraisemblance est 

plus précise que celle de moments pour ce cas. 

Estimation des paramètres par la méthode de MV 

Nous testons la méthode pour les valeurs des paramètres (k = 1, w = 0.1, al = 0.3, 

012 = 0.15). NOUS présentons les résultats des estimations dans le Tableau 4.8. Pour 

ce qui concerne w, cette méthode l'estime presque avec la même précision que celle 

de maximum de vraisemblance. Les paramètres al et a2 ne sont pas mieux estimés 

en comparant le Tableau 4.8 avec celui de la méthode du maximum de vraisemblance 

(voir le Tableau 4.5). Nous avons obtenu cinq estimations négatives de al par cette 

méthode alors que par celle de maximum de vraisemblance toutes les estimations 

sont positives. 

00 

k = 6  

w = O . l  

al = 0.3 

a2 = 0.15 

Moy 

0,103 

0,180 

0,141 

Q3 

0,108 

0,215 

0,177 

E-type 

0,007 

0,062 

0,068 

Max 

0,120 

0,334 

0,322 

no 

O 

O 

1 

Min 

0,082 

0,043 

-0,035 

QI  

0,097 

0,143 

0,095 

Méd 

0,104 

0,183 

0,138 
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/ Estimation des paramètres par la méthode des moments / 
Min 

0,082 

-0,104 

0,083 

00 

k = 4  

w = 0.1 

a1 = 0.1 

a2 = 0.2 

Les paramètres al et a2 s'estiment mieux par la méthode de maximum de vraisem- 

blance que par cette méthode (voir le Tableau 4.9). D'après les résultats que nous 

avons obtenus, nous pouvons juger que la méthode de maximum de vraisemblance 

donne des meilleurs résultats que celle des moments pour de grandes valeurs de k. 

Moy 

0,101 

0,094 

0,198 

/ Estimation des paramètres par la méthode des moments 

Q1 E-type 

0,007 

0,073 

0,056 

1 
Max 

Méd 

0,101 

0,265 

0,141 

no Méd 

00 

Q3 

Moy E-type Min Q1 
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1 Estimation des paramètres par la méthode des moments 1 
Moy 1 E-type 1 Min 1 Q1 1 Méd 1 Q3 Max 
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4.4 Résultats Empiriques : l'indice CAC 40 

L'indice CAC 40 est l'indice de la Bourse de Paris qui porte sur les 40 plus grandes 

ou plus représentatives sociétés françaises cotées au Premier Marché. CAC signifie 

cotation assistée en continu (avant, Cie des agents de change). 

Nous utilisons la série journalière des rendements du CAC 40 (logarithme du rap- 

port du prix à la date t sur le prix à la date t - 1) sur la période 1988-98 qui 

correspond à 2385 observations. Nous donnons sa trajectoire dans la Figure 4.3. 

O  1 O 0 0  E O O O  3 0 0 0  

Jour -  

FIG. 4.3 - Série journalière des rendements du CAC 40 sur la période 1988-98 (2385 observations) 

4.4.1 Test de changements de régime 

Nous nous plaçons pour la suite de cette étude dans le cadre du modèle (4.1) avec , - ~ t - 1  - -. Nous commençons par appliquer le test de changement de régime introduit 
€ t - 2  

dans la section 4.1 avec mo = 500. En utilisant (4.5)' nous avons calculé F = 11.83. 

Pour un niveau de risque a = 0.01 on a : FI-,(2, n-mo - 2) = F O , ~ ~ ( ~ ,  1781) = 4.61. 
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Donc, d'après la règle de décision, Ho est largement rejetée au profit de Ha. Ce qui 

nous permet de conclure à l'existence de changements de régime de type (4.1). 

4.4.2 Estimation des paramètres 

Afin de localiser k ,  nous représentons graphiquement les estimations de w ( ~ )  et 

dm) de l'étape 1 du test (voir les deux premiers graphiques de la Figure 4.4). Nous 

observons une nette décroissance des estimations de a à partir de valeurs de m 

proches de 1600, correspondant à Z(i) = 3.22 . Ceci nous permet de localiser k avant 

cette valeur. 

Afin d'affiner la localisation, nous balayons la région Z(i) E [1.23,3.21] en calculant 

les estimations de w,  al et a2 par la méthode du maximum de vraisemblance. Nous 

choisissons, selon le premier balayage, k = 2.5 qui correspond à la plus grande 

vraisemblance . 

Nous affinons le balayage autour de cette valeur avec une précision de l'ordre IOp2 

et nous constatons que cette valeur a vraiment la plus grande vraisemblance. Le 

troisième graphique de la Figure 4.4 nous confirme le choix de k = 2.5. 

Nous estimons, par la méthode du maximum de vraisemblance, le modèle (4.1) 

pour k = 2.5. Nous donnons les estimations des paramètres w,  al et a 2  ainsi que 

leurs caractéristiques dans le Tableau 4.10. 

Afin de vérifier la plausibilité du modèle (4.1) estimé (voir le Tableau 4.10), nous 

le comparons avec d'autres modèles ARCH en utilisant des simulations. 
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O 1 E 3 4 5 6 

k 

FIG. 4.4 - Rendements du CAC 40 : localisation graphique de k. Graphique du haut : en abscisses : 

taille m de l'échantillon ; en ordonnées : valeurs de ~ ( " 1 .  Graphique du milieu : en abscisses : taille 

m de l'échantillon ; en ordonnées : valeurs de dm). Graphique du bas : vraisemblance en fonction 

de k. 
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En utilisant la série des rendements du CAC 40, nous avons estimé ainsi par la mé- 

thode du maximum de vraisemblance deux spécifications ARCH(2) et GARCH(l,l),  

nous avons comparé les séries des simulations des trois spécifications avec celle du 

CAC 40. Le Tableau 4.11 présente les caractéristiques des distributions marginales 

des séries. Le Tableau 4.12 présente les autocorrélations empiriques de ces séries 

(réelles et simulées) et leurs carrés. 

.Io - Rendements du CAC 40 : Estimation par MV des paramètres du modèle 

Comme on pouvait s'y attendre, les autocorrélations empiriques des quatre séries 

sont proches de O. Des différences apparaissent dans les autocorrélations des carrés. 

Le modèle (4.1) semble plus proche de la série réelle pour l'autocorrélation d'ordre 

1 que les autres modèles, mais les résultats sont inversés pour les ordres supérieurs. 

Paramètres 

k = 2.5 

w 

Qi 1 

a2 

T-stat 

41.97 

6.12 

4.43 

Signif 

0.00 

0.00 

9.6 * 

Estimation 

0.0001 

0.30 

0.07 

Ecart-type 

estimé [RATS] 

0.26 * 10-~ 

0.49 * 10-1 

0.16 * IO-' 
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TAB. 4.11 - Caractéristiques empiriques de la série des rendements du CAC 40 et de celles des 

simulées des modèles estimés (4.1) , ARCH(2) et GARCH(1,l) (taille n = 2385). 

Série du CAC 40 

Moyenne E-type 

Simulé du modèle (4.1) avec [ Ic  = 2.5, w = 0.0001, cul = 0.30, a 2  = 0.071 

Carrés des valeurs simulées du modèle (4.1) 

0.0002 

Simulé d'un ARCH(2) avec [w = 0.0001, a1 = 0.096, a 2  = 0.1121 

Carrés des valeurs simulées du modèle ARCH(2) 

Min / QI 

Carrés des valeurs simulées du modèle GARCH(1,l) 

0.0113 

 IO-^ 

Méd 1 Q3 

0.0114 

Max 

-0.0451 

Simulé d'un GARCH(1,l) avec [w = 9 * 10-~, al = 0.09, Pi = 0.841 

-0.0702 

0.0074 

-0.0002 

0.0075 

0.0439 -0.0075 

0.0369 -0.007 

0.0001 

Carrés des valeurs de la série du CAC 40 

0.0002 

0.0112 0.0077 0.0443 -0.0430 -0.0079 -0.0004 
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TAB. 4.12 - Autocorrélations empiriques d'ordre 1,2 et 3 de la série des rendements du CAC 40 

et de celles des simulées des modèles estimés : (4.1) [k = 2.5, w = 0.0001, al = 0.30, û.2 = 0.071, 

ARCH(2) [w = 0.0001, û.1 = 0.096, a2 = 0.1121 et GARCH(1,l) [w = 9*  10V6, ai = 0.09, Pi  = 0.841 

(taille n = 2385). 

Rendements 

1 CAC 40 1 0.03016438 1 0.005338 1 -0.0317397 1 
1 modèle (4.1) 1 0.00579572 1 -0.01136637 1 0.00154891 1 

1 modèle GARCH(1,l) 1 0.01548441 1 -0.01064883 1 -0.03003595 1 
modèle ARCH(2) -0.01171023 

Carrés des Rendements 

-0.02221684 

0.11678609 

0.001722466 

0.02302493 

0.06212848 

CAC 40 

modèle (4.1) 

modèle ARCH(2) 

modèle GARCH(1,l) 

0.0136662 

0.12935535 

0.13131777 

0.1616179 

0.14204794 

0.12715937 

0.06273975 

0.11869827 

0.02162795 
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4.5 Résultats Empiriques : l'indice S&P 500 

L'indice S&P 500 (Standard & Poor's 500) est constitué à partir du prix de 500 

titres de la bourse de New York. Ces titres représentent environ 75 % de la capitalisa- 

tion totale de la bourse de New York. Considéré comme l'indice le plus représentatif 

du marché américain, il est la principale référence pour mesurer la performance des 

gestionnaires sur ce marché. De nombreuses études empiriques ont estimé les mo- 

dèles GARCH et leurs extensions, sur cette série (voir Noh, Engle et Kane (1994), 

Rockinger et Jondeau (2001)). 

Nous donnons la trajectoire des données (logarithmes des rendements) de cet indice 

dans la Figure 4.5. Nous avons supprimé les valeurs nulles correspondant à des jours 

de fermeture de la bourse. 

FIG. 4.5 - La série des rendements en logarithme de l'indice S&P 500 



4.5. RÉSULTATS EMPIRIQUES : L'INDICE S&P 500 

4.5.1 Test de changements de régime 

Nous appliquons le test de changement de régime sur la série des rendements en lo- 

- -. Nous choisissons garithme du S&P 500 dans le cadre du modèle (4.1) avec Z - 
% - 2  

mo = 500. En utilisant (4.5), nous avons calculé F = 5.33. Pour un niveau de risque 

a = 0.01 on a : FI-, (2, n - mo - 2) = Fo.99(2, 5284) = 4.61. Donc, d'après la règle de 

décision, Ho est rejetée au profit de Ha. Ce qui nous permet de conclure à l'existence 

de changements de régime de type (4.1) avec un niveau de risque a = 0.01. 

4.5.2 Estimation des paramètres 

Dans la série des données S&P 500, il existe deux valeurs {-0.2289,8.71 * 
qui sont très grandes par rapport aux autres en valeur absolue (voir la Figure 4.5). 

Elles correspondent aux dates t l  = 2215 et t2 = 2217. En classant la série par ordre 

croissant de Zt, nous remarquons que le carré de la première valeur (-0.2289)2 prend 

la position t ;  = 4109. Cette valeur doit changer fortement les valeurs estimées de 

dm) et A cause de cette valeur, les deux premiers graphiques de la Figure 4.6 

montrent rupture à partir de m = 4150. 

Pour localiser k ,  nous avons balayé la zone m E [3576,4900] qui correspond à 

Z(i) E [2.4,21.2] en estimant les paramètres w, clil et a2 par la méthode du maximum 

de vraisemblance. le Tableau 4.13 donne les estimations des paramètres, ainsi que 

leurs caractéristiques, pour k = 5 correspondant à la plus grande vraisemblance 

(voir aussi le troisième graphique de la Figure 4.6). 

Afin d'améliorer nos résultats, nous reprenons la procédure de localisation de Ic et 

d'estimation des autres paramètres en supprimant les valeurs aberrantes de la série 
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de rendements de S&P 500. Les deux premiers graphiques de la nouvelle Figure 4.7 

montrent plus de régularité. Nous proposons de balayer la zone m E [1946,4672] 

correspondante à Z(i) E [0.3,13]. La plus grande vraisemblance est obtenue sous la 

valeur de k = 1.4 (voir le troisième graphique de la Figure 4.7). Nous donnons les 

résultats, de l'estimation du modèle (4.1) sous k = 1.4, dans le Tableau 4.14. 

Une étude empirique du modèle (4.1), similaire au cas de la série du CAC 40, est 

donnée dans les Tableaux 4.15 et 4.16. Les modèles ARCH(1) et GARCH(1,l) sont 

estimés à partir de la série des rendements du S&P 500 sans les valeurs aberrantes. 

D'après les résultats, nous remarquons que ces valeurs influencent l'estimation du 

modèle (4.1). D'après le Tableau 4.15, nous avons obtenu de meilleures valeurs avec 

la simulation (II) du modèle (4.1). Les autocorrélations empiriques des carrées de la 

série simulée (II) du modèle (4.1) sont plus proches de celles de la série réelle que 

de celles du modèle ARCH(2). 

TAB. 4.13 - Rendements du S&P 500 : estimation par MV des paramètres du modèle 

(4.1) 

/ Paramètres 1 Estimation 1 Ecart-type T-stat Signif I I 1  
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FIG. 4.6 - Rendements du Standard & Poor's 500 : localisation graphique de k. Graphique 

du haut : en abscisses : taille m de l'échantillon ; en ordonnées : valeurs de w ( ~ ) .  Graphique du 

milieu : en abscisses : taille m de l'échantillon ; en ordonnées : valeurs de Graphique du bas : 

vraisemblance en fonction de k.  
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FIG. 4.7 - Rendements du Standard & Poor's 500 après la suppression des valeurs aberrantes :lo- 

calisation graphique de k. Graphique du haut : en abscisses : taille m de l'échantillon ; en ordonnées : 

valeurs de w(~). Graphique du milieu : en abscisses : taille m de l'échantillon ; en ordonnées : valeurs 

de dm). Graphique du bas : vraisemblance en fonction de k. 



4.5.  RÉSULTATS EMPIRIQUES : L'INDICE S&P 500 

TAB. 4.14 - Estimation par MV des paramètres du modèle (4.1) après la suppression 

des valeurs aberrantes des rendements du S&P 500 

Paramètres 

k = 1.4 

w 

a1 

a 2  

Estimation 

7.78 * 
0.568 

0.094 

T-stat Ecart-type Signif 

[RATS] 

9.824 *  IO-^ 

0.039 

0.010 

79.24 

14.36 

9.20 

0.00 

0.00 

0.00 
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TAB. 4.15 - Caractéristiques empiriques de la série des rendements du S&P 500 et de celles des 

Simulé (1) du modèle (4.1) avec /k = 5, w = 0.78167,al = 0.08548, a 2  = 0.376951 

simulées des modèles estimés (4.1),ARCH(2) et GARCH(1,l) (taille n = 5788). 

Simulé (II) du modèle (4.1) avec [k = 1.4, w = 7.78 * 10-~,  al = 0.56800, a 2  = 0.093571 

Moyenne 

Simulé d'un ARCH(2) avec [w = 6.6 * 10-~,  al = 0.164237, a 2  = 0.1737591 

Simulé d'un GARCH(1,l) avec [w = 2 * 10-~,  al = 0.08256, Pi = 0.899781 

Série du S&P 500 

E-type 

Carrés des valeurs de la série du S&P 500 

Carrés des valeurs simulées (1) du modèle (4.1) 

Min &l 

Carrés des valeurs simulées (II) du modèle (4.1) 

Méd 1 Q3 1 Max 

Carrés des valeurs simulées d'un modèle ARCH(2) 

0.0051 9.7 * IOF5 

o.ooo1 0.0002 

0.0001 0.0002 

Carrés des valeurs simulées d'un modèle GARCH(1,l) 

2 * IO-l2 

9.76 * 10-l~ 

0.0043 o.ooo1 

10-5 

9.77 * 10-~  

4.4 * 10-~  1 0.0001 / 0.0023 

0.0002 

4.19 *  IO-^ 

3 * IO-l6 1 10-5 4.5 * 1 0 - ~  0.0001 
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TAB. 4.16 - Autocorrélations empiriques d'ordre 1, 2 et 3 de la série des rendements du 

S&P 500 et de celles des simulées des modèles estimés : (4.1)-(1) [k = 5, w = 0.78167,a1 = 

Valeurs de rendement du S&P 500 ( E ~ )  

Carrés des valeurs de rendement du S&P 500 ( E : )  

S & P 500 

modèle (4.1)-(1) 

modèle (4.1)-(II) 

modèle ARCH(2) 

modèle GARCH(1,l) 

0.03770181 

0.03110298 

-0.02697171 

-0.01524802 

0.02651659 

I I I 

modèle (4.1)-(II) 

modèle ARCH(2) 

-0.03765795 

0.00458911 

-0.01010968 

0.00365087 

0.00529818 

-0.00427009 modèle (4.1)- (1) 

modèle GARCH(1,l) 

-0.03514824 

0.02128153 

-0.00196357 

-0.02230645 

-0.03642704 

0.151192 

0.18677668 

0.22775493 

0.12565087 

-0.00319569 

0.12090335 

0.22835592 

0.04730214 

0.05280784 

0.14601436 0.1 1467397 
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4.6 Annexe 

TAB. 4.17 - Effectif en fonction de k  des observations telles que E; > k & L 1  pour 
la série des rendements en logarithme de l'indice CAC 40 sur la période 1988-1998. 
(2385 observations) 

Effectif (%) 
78.94 
59.86 
50.92 
40.10 
33.77 
30.41 
27.56 
21.22 
18.25 
15.48 
13.17 
11.58 
10.11 
7.47 
2.89 
1.93 
0.59 
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TAB. 4.18 - Effectif en fonction de k  des observations telles que E: > k & L 1  pour la 
série des rendements en logarithme de l'indice S&P500. (5804 observations) 

Effectif (%) 
78.46 
59.74 
49.81 
40.88 
35.25 
31.66 
29.08 
21.70 
18.18 
15.94 
13.05 
11.34 
10.10 
7.15 
3.24 
2.38 
0.93 
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