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Résumé :
Nous étudions une classe de modéles conditionnellement hétéroscédastiques (ARCH)
non linéaires. La volatilité de la variable 4 la date t dépend de la position relative des
variables passées. Nous montrons qu’une famille de tels modéles admet une repré-
sentation Markovienne permettant d’en étudier la stabilité. A partir de critéres de
Lyapounov, nous établissons des conditions d’existence des moments. Les propriétés
asymptotiques (convergence forte et en loi) de trois types d’estimateurs des para-
métres sont établies. Ces résultats sont illustrés 4 distance finie & partir de méthodes

simulées et sur des séries réelles.

Mots clés : modéles ARCH, modéles & seuils, séries temporelles non linéaires, sta-

tionnarité, maximum de vraisemblance, méthode des moments, critéres d’érgodicité.

abstract

In this thesis, we study a class of conditional heteroskedastic nonlinear models
(ARCH). The volatility of the variable, at time t, depends on the relative position
of the past variables. We show that such a family of models admits a Markovian
representation which allows us to study the stability. From Lyapounov’s criteria, we
establish the conditions under which the moments exist. Furthermore, asymptotic
properties (strong convergence and convergence in law) of three kinds of parameters
estimators are given. These results are illustrated at finite distance from simulated

and real data sets.

Keywords : ARCH models, threshold models, nonlinear time series, stationarity,

maximum likelihood, method of moments, criteria for ergodicity.
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Chapitre 0

Introduction générale

Il est connu depuis longtemps que la modélisation des séries financiéres pose des
problémes spécifiques. L’analyse traditionnelle, ou méthodologie de Box et Jenkins
(1976), essentiellement fondée sur les propriétés du second-ordre des séries, est in-
opérante car la plupart des séries financiéres (actions, indices, taux de change) ont,
une fois différenciées, les propriétés au second-ordre d’un bruit blanc.

Dans un article paru en 1963, Mandelbrot mettait en évidence un certain nombre
de caractéristiques communes & ces séries. Les principales propriétés (compatibles
avec celle de bruit blanc) sont : (i) ’autocorrélation des carrés des variations de prix,
(ii) les regroupements de variations de grand module (volatility clustering), (iii) la
leptokurticité des distributions marginales, traduisant le grand nombre (relativement
a une loi normale) de valeurs de grand module ou de module proche de zéro. A ces
propriétés, étayées par de nombreuses études empiriques, il faut ajouter celle dite
d’effet de levier, consistant en une asymétrie entre variations positives et négatives
des prix quant a leur effet aux dates ultérieures. Les variations négatives (baisses)

tendent & générer plus de turbulences que les hausses de méme ampleur.

La traduction mathématique de ces observations passe par le concept, central en fi-
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nance, de volatilité. Pour les économétres, la volatilité est définie comme la variance
du processus observé conditionnellement & ses valeurs passées. En théorie financiére,
le terme de volatilité peut recouvrir des notions un peu différentes. Depuis une
vingtaine d’années, de grands efforts ont été faits pour modéliser de maniére adé-
quate la volatilité. La capacité des modéles a imiter les caractéristiques précédentes,
la possibilité d’étudier les propriétés probabilistes de leurs solutions, 1’existence de
méthodes d’estimation permettant de les ajuster aux séries réelles sont autant de
critéres permettant de juger de leur pertinence.

Depuis 'article de Engle (1982) introduisant les modéles ARCH (autorégressifs
conditionnellement hétéroscédastiques) de nombreuses spécifications de la volatilité
ont été proposées. En paralléle, divers articles (voir par exemple Pagan et Hong
(1990), Gallant et Tauchen (1989)) on étudié 'apport des méthodes non paramé-
triques, ou semi-paramétriques, pour la modélisation de ’espérance conditionnelle
du carré du processus.

Cette thése est centrée sur une nouvelle classe de modéles conditionnellement hé-
téroscédastiques. Celle-ci s’apparente aux modéles & seuils introduits dans le cadre
ARMA par Tong et Lim (1980) et dans le cadre GARCH par Nelson (1991), Za-
koian (1994). Dans ces modéles, la dynamique du processus X; & la date présente
dépend de la position d’une variable spécifique, notée A;. On peut donc voir cette
derniére comme une variable de changement de régimes, ceux-ci consistant en les
divers modéles possibles lorsque A; est dans telle ou telle région de I’espace. Un

exemple simple est 'autorégressif d’ordre 1 & seuil défini par
Xt=a/iXt_1+€t, si AteRi, i=l,...,m

ou (R;) constitue une partition de la droite réelle, (¢;) est un bruit et A; est une



variable réelle, généralement supposée indépendante de ¢;. Les régimes sont ici des
AR(1) classiques. On distingue de grandes classes de tels processus, selon les hypo-
théses faites sur A;. On obtient ainsi les modéles dits & coefficients aléatoires si ’on
suppose que (A¢) est un processus indépendant. Les modéles & changement de ré-
gime markoviens sont obtenus en prenant pour (A;) une chaine de Markov 4 espace
discret. Les modéles de type SETAR (Self Exciting Threshold AR) font de A; une
fonction du passé de X, (par exemple A; = X;_; pour le modéle le plus courant),

permettant par exemple de modéliser des cycles asymétriques.

Dans le cadre des modéles GARCH les principaux modéles de type SETAR étudiés
(voir références indiquées plus haut) font dépendre la volatilité & la date ¢ du signe
des innovations passées (la partition se limitant &4 R~ et R"). Cette spécification
permet de prendre en compte 'effet de levier décrit précédemment. Une générali-
sation introduite par Liu, Li et Li (1997) spécifie la volatilité comme une fonction
dépendant de la position des innovations passées. On peut ainsi, par exemple, ob-
tenir une forme de volatilité différente dans les périodes turbulentes et dans les
périodes calmes. La spécification étudiée dans cette thése fait dépendre la volatilité
de la position relative des innovations passées. Ce n’est donc pas le niveau des varia-
tions de prix qui gouverne les changements de régime mais le fait qu’une variation
soit grande, ou petite, par rapport aux variations des dates précédentes. L'étude
probabiliste de modéles de ce type est complexe et ne peut étre menée & partir de
représentations linéaires markoviennes, comme c’est le cas, & notre connaissance,

pour toutes les classes de modéles GARCH introduites dans la littérature.

La suite de cette thése comporte trois chapitres. Dans le chapitre 1, intitulé “Stabi-

lité des chaines de Markov & espace d’états continu”, nous introduisons les principaux
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outils et concepts probabilistes utilisés dans les chapitres suivants. Ce chapitre s’ap-
puie principalement sur le livre de Meyn et Tweedie (1996). Le chapitre 2, intitulé
“Etude probabiliste” présente la classe de modéles considérée et établit des condi-
tions de stationnarité. Nous commencons par considérer le cas particulier du modéle
déterministe. Nous étudions ensuite les propriétés de chaine de Markov (irréducti-
bilité, apériodicité, caractérisation des petits ensembles) du modéle écrit sous une
forme vectorielle adéquate. Ceci permet d’établir, & partir de critéres de type Foster-
Lyapounov, une condition d’ergodicité géométrique dans la partie suivante. Nous
étudions ensuite les propriétés de stationnarité au second-ordre du modéle. La der-
niére partie donne des conditions d’existence des moments d’ordre supérieur, illus-
trées dans les cas particuliers de lois uniforme et gaussienne. Le chapitre 3, intitulé
“Inférence statistique”, est essentiellement consacré a ’estimation de modéles ARCH
plus généraux que ceux présentés dans le chapitre précédent. Divers estimateurs sont
présentés (estimateur des moindres carrés, estimateur des moments, estimateur du
maximum de vraisemblance) et leurs propriétés asymptotiques (convergence forte,
normalité asymptotique) sont établies sous diverses hypothéses que nous discutons.
Des expériences de Monte-Carlo permettent d’évaluer numériquement les variances
asymptotiques obtenues pour diverses valeurs des paramétres. Le chapitre 4 intitulé
“Applications empiriques” présente, dans une premiére partie, une méthode de test,
inspirée de la méthode développée par Tsay (1989) pour les modéles autorégressifs
a seuils. La deuxiéme partie met en ceuvre les méthodes précédentes et obtient des

résultats encourageants quant 4 la pertinence de la modélisation proposée.
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Chapitre 1

Stabilité des chaines de Markov a

espace d’états continu

L’étude des modéles de séries temporelles comporte généralement une partie cru-
ciale liée aux conditions d’existence de solutions stationnaires. Il n’est pas toujours
simple d’obtenir des conditions suffisantes (portant sur les paramétres, la loi des
erreurs ...) pour qu'un modeéle admette des solutions stationnaires (au sens strict ou
au second ordre). Dans le cas des modéles ARMA (Autoregressive Moving Average)
univariés, les conditions portent sur les racines des polynomes retard (autorégressif
et moyenne mobile) et ces conditions sont les mémes pour les deux types de sta-
tionnarité (voir par exemple Brockwell et Davis (1991) ou Gouriéroux et Monfort
(1989)). Pour d’autres modéles, il existe des représentations Markoviennes linéaires,

de la forme

Xn = Aan—-l + Bna

7



8 CHAPITRE 1. STABILITE DES CHAINES DE MARKOV

ou les matrices A, et B, sont aléatoires mais constituent une suite (A,, B,) in-
dépendante et identiquement distribuée (i.i.d)) permettant de relier ’étude de la
stationnarité au comportement de produits de matrices aléatoires. De nombreux
modéles de type GARCH ont ainsi été étudiés, a partir des travaux de Brandt
(1986) et Bougerol et Picard (1992a, 1992b).

D’autres modéles conduisent a des représentations markoviennes de la forme :
Xn = F(Xn-la En)

ol (e,) est une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. et F est une application non li-
néaire. Une approche du probléme de la stationnarité pour ce type de modéles,
est fondée sur la théorie des chaines de Markov & espace d’états continu, exposée
dans le livre de Meyn et Tweedie (1996). Cette approche est par exemple utilisée
lorsque la spécification du modéle comporte des effets de seuils excluant I’existence
de représentations linéaires du type précédent.

L'objet de ce chapitre est d’introduire les principaux outils et concepts de cette
théorie, que nous utiliserons dans les chapitres suivants.

Les propriétés des chaines de Markov & temps discret et espace d’états dénombrable
sont bien connues et elles figurent dans de nombreux manuels (voir par exemple
Meyn et Tweedie (1996)). En particulier, les états d’une chaine de Markov homogéne
sur un espace dénombrable sont transitoires ou récurrents, selon que la probabilité
que le temps de retour dans cet état soit fini est strictement inférieur & 1 ou non.
Chaque état récurrent peut ensuite étre classé comme étant "nul" ou "positif" : on
dira qu’un état récurrent est nul si la probabilité de retour dans cet état en n étapes
tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini, et positif sinon. Enfin, si la chaine est

irréductible, ce qui de maniére heuristique signifie que tous les états communiquent
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avec probabilité positive, tous les états ont la méme classification.
Méme si les notions ne coincident pas toujours, une classification similaire existe
pour les chaines de Markov & espace d’états général. Nous renvoyons aux ouvrages

de Duflo (1990), Meyn et Tweedie (1996), Numelin (1984) pour une étude détaillée.

1.1 Noyau de transition et définition d’une chaine

de Markov

La définition suivante introduit la notion de noyau de transition sur un ensemble
quelconque X muni d’une tribu B.

Définition 1.1.1 On appelle noyau de transition toute famille P = {P(z,B), z €
X, B € B} telle que :

1. pour tout B € B, t — P(z, B) est une fonction mesurable de (X,B) dans
(0,1], B([0,1])) ;

2. pour tout x € X, P(z,.) est une mesure de probabilité sur (X, B).

Les P(z, B) sont appelées probabilités de transition (de z vers B).

Etant donnée une mesure de probabilité initiale u sur (X, B), la définition d’une
chaine de Markov homogéne (X,,) sur (X, B) repose sur ses distributions fini dimen-
sionnelles. Pour tout entier n et tout (n + 1)—uplet (By, ..., B,) de parties de B, on

pose :

P, Xo € By, ..., Xn€Byl=

/ / p(dzo)P(zo, dzy)...P(2n-1, By) (1.1)
moEBO ZTn—1€Bn-1
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Pour le passage des lois fini-dimensionnelles aux probabilités d’événements impli-
quant un nombre quelconque de variables X,,, le théoréme de Kolmogorov impose
des conditions a I’espace d’états : il s’applique si (X, B) est : i) (R B(R?)), ou
il) un espace dénombrable muni de la tribu de toutes ses parties, ou iii) un es-
pace métrique complet possédant une base dénombrable d’ouverts muni de sa tribu
borélienne. Nous nous placerons toujours dans I'un de ces cas par la suite.

A condition de choisir comme espace {2 ’espace x N , muni de la tribu produit
B2IN il existe donc un processus X = (Xn),eIN €t une probabilité IP, sur BN telle
que (1.1) soit vraie et pour tout B € BN, IP,(B) soit la probabilité de I’événement
[X € B]. Remarquons en particulier que, si {z} € B et u({z}) # 0, P(z,B) =
P,[X, € B|Xo=z]

Définition 1.1.2 Le processus X = (X,,) dont les lois fini-dimensionnelles satisfont

(1.1) est appelé chaine de Markov homogéne de noyau de transition P et de mesure

inttiale p.

Etant donnés deux noyaux de transition P = {P(z,B)} et Q = {Q(z, B)} sur

(X, B), il est utile d’introduire leur produit PQ = {[PQ](z, B)} défini par :
[PQ](z, B) =/ P(z,dy)Q(y, B), Vre X,VBeB

yex
On vérifie facilement que cette égalité définit un nouveau noyau de transition sur
(X, B). En particulier, on notera P" le noyau de transition obtenu en effectuant
(n — 1) produits de P avec lui méme. On a pour tout n > 1 :Vx € X, VB €
B, P"(z,B) = fyex
Dirac en y (P%y,B) = 1si y € B, P°(y, B) = 0 sinon). On vérifie que P*(z, B)

P(z,dy)P"(y, B), en prenant pour P%(y, B) la mesure de

s’interpréte comme la probabilité de ’événement X,, € B conditionnelle & Xy = z.
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Une généralisation utile est la relation de Chapman-Kolmogorov :
VneN, Vm, 0<m<n, VxeX, VBeB

PMe.B)= [ Pmady) P B)
yeX
On montre cette relation a partir de (1.1) en choisissant B; = X pour 1 <i<n-1
et By = {z}. Cette équation admet une interprétation intéressante : pour atteindre
B en n étapes, partant de z, la chaine doit nécessairement passer par une valeur y en
m étapes, puis tout se passe comme si la chaine démarrait en y, pour atteindre B en
n — m étapes. Les valeurs prises antérieurement en y n’ont donc plus d’importance
pour ce qui est postérieur & 1'étape m. Plus généralement, la propriété suivante

traduit 'indépendance entre futur et passé conditionnellement au présent :

Propriété 1.1.1 51 X = (Xn)neﬂV est une chaine de Markov de mesure initiale p,

pour toute fonction mesurable bornée h: Q@ — R, on a
E[h(Xn+1,Xn+2, ) | Xo, ...,Xn;Xn = l'] = E[h(Xl,XQ, ) ] Xo = l‘]

[voir Meyn et Tweedie(1996), Proposition 3.4.3)

1.2 Irréductibilité, apériodicité

L’irréductibilité traduit le fait que, partant de n’importe quel point, la chaine peut
atteindre toute partie de mesure positive de I'espace d’états, pour une mesure ap-
propriée. Au préalable, définissons pour tout B € B,

— le temps de séjour dans B (apreés la date initiale) :

o
nB = Z Ix.en
n=1
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ou 1, désigne la variable indicatrice d’un événement A ;

- le temps de premier passage dans B (hormis I’état initial) :
75 = min{n > 1, X,, € B}.

La durée moyenne de séjour dans B partant de z € X s’obtient comme :

Els | Xo=2] =) _ P"[z,B]=U(z,B)

n=1
La famille {U(z, B)} a des propriétés similaires a celles d’'un noyau de transition
mais les U(z,.) ne sont pas des probabilités. On utilisera également la probabilité

de passage dans B partant de z :
L(CU,B):-]P(TB < oo | X0=I)

Nous pouvons maintenant définir le concept de ¢-irréductibilité.

Définition 1.2.1 Soit ¢ une mesure non identiquement nulle définie sur (X, B).

On dit que ¢ est une mesure d’irréductibilité si
Vee X, VBeB, ¢(B)>0= L(z,B)>0

On dit alors que la chaine X = (X,) est ¢-irréductible.

On vérifie facilement qu’une définition équivalente de l’irréductibilité est obtenue
en remplagant L(z, B) par U(z, B). Le choix de la mesure d’irréductibilité condi-
tionnant la classification de la chaine, comme nous le verrons ensuite, il importe de
choisir une mesure de support le plus large possible. On définit ainsi une mesure

d’irréductibilité "maximale", dont ’existence est assurée par la propriété suivante :
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Propriété 1.2.1 Si (X,), v est p-irréductible, il existe une mesure ¢ sur (X, B)
telle que :

1. (Xn)neﬂ\’ est W-irréductible ;

2. Pour toute autre mesure @’ sur (X, B), (X,) est ¢’ -irréductible si et seulement

st @’ est absolument continue par rapport 4 ¥ (¥ > ¢’);
3. Siyp(B) =0, alors(B) =002 B={x; L(z,B)>0}.

La mesure ¢ est alors appelée mesure d’irréductibilité mazimale.
[voir Meyn et Tweedie (1996), Proposition 4.2.2]

Nous noterons, pour une chaine de mesure d’irréductibilité maximale v :
B*={BeB ; u(B)>0}

D’apres la propriété précédente, cet ensemble ne dépend pas du choix de %, car

toutes les mesures d’irréductibilité maximales sont équivalentes.

Exemple : Etant donnée une suite (s;), .y de variables i.i.d centrées, soit (X), N

le processus AR(1) défini par
X =0X;:_1 + ¢4, t>0

ou § € R. Sil'on se donne une mesure initiale, la suite (X;), v constitue clairement
une chaine de Markov sur (R,B(IR)), de probabilités de transition définies par :
P(z,B) = P.(B — 0z), ot P, désigne la loi des ;. Si cette loi est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue A sur R et admet une densité partout

positive sur R, il en est de méme de P(z,.) pour tout z € X. Donc toute mesure ¢
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absolument continue par rapport 4 A est une mesure d’irréductibilité. De plus X est

une mesure d’irréductibilité maximale.

Si, par contre, la densité des £, n’est pas partout positive sur R l’existence d’une
mesure d’irréductibilité n’est pas garantie. Supposons par exemple que les ¢; suivent
une loi uniforme sur [—1,1]. Si |#] < 1, on voit facilement que la chaine est Ai_y y-
irréductible, ol A;_; ;) désigne la restriction de la mesure de Lebesgue & [—1, 1]. Mais
si par exemple § > 1 et Xy = 2o > gi—l ona: ry < X; < Xs...., quels que soient
les ;. Donc la chaine est explosive et il ne peut exister de mesure d’irréductibilité :

une telle mesure devrait vérifier ¢(]—oc, zo]) = 0, Vzo € R, ce qui conduirait a ¢ = 0.

L’existence d’'une mesure d’irréductibilité est compatible avec un comportement
périodique de la chaine. Afin d’exclure cette possibilité, définissons précisément un
concept de périodicité pour les chaines & espace d’états quelconque. Dans le cas ou
X est dénombrable et la chaine irréductible (tout les états communiquent), il suffit
que P(z,z) > 0 pour un état z pour que la chaine soit apériodique : on parle alors
de chaine fortement apériodique. La définition est moins immédiate pour un espace

d’états quelconque.

Nous commencgons par définir les notions de “small set” et “petite set”.

Définition 1.2.2 On appelle v,,-small set tout C € B tel qu’il eziste m > 0 et une

mesure non triviale v, sur B tels que :

P™(z,B) > vy(B), Vze€C,VBeEB.
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On appelle v,-petite set tout C € B tel que :
o
K,(z,B):= ) anP™x,B) > 1,(B), Vz€C,VBEB
m=0
ot a = (ay,) est une suite de constantes positives de somme égale & 1 et v, est une
mesure non triviale sur B.

Remarque. On montre que (i) si C est v,-petite, il existe (b,,) telle que C soit v~
petite, avec v, mesure maximale d’irréductibilité; (ii) I'union de deux petite (resp.
small) sets est également un petite (resp. small) set (Meyn et Tweedie (1996), Pro-
position 5.5.5.).

Soit un vy-small set C, ol la mesure vy, := v est telle que ¥(C) > 0. Une telle
mesure existe toujours si C € B (voir Meyn et Tweedie (1996), Proposition 5.2.4.).
On considére 'ensemble des entiers m tels que C est v,,-small pour une mesure vy,

proportionnelle & v :
Ec = {m > 1| C est v-small, avec v, = é,v, pour un 4, > C}.

Définition 1.2.3 Soit (X,), v une chaine p-irréductible. Soit C' € BT. Alorsd =
p.g.c.d.(Ec) ne dépend pas du choiz de C et est appelé période de la chaine. St
d=1, (X,) est dite apériodique. Si 1 € E¢, (X,) est dite fortement apériodique.
Notons en particulier que dans le cas fortement apériodique, P(z,C) > 0, Vz € C,
ce qui fait le lien avec la définition dans le cas dénombrable.
On a le résultat suivant :

Théoréme 1.2.1 Pour une chaine apériodique, les petite sets sont des small sets.

[voir Meyn et Tweedie(1996), Théoréme 5.5.7.]
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Pour les chaines irréductibles et fortement apériodique, une premiére classification

est fondée sur la notion de récurrence.

1.3 Chaines récurrentes, chaines transitoires

Lorsque X est dénombrable et la chaine (X,,) irréductible, un état est dit transi-
toire si le temps de séjour moyen dans cet état, partant de ce méme état, est fini
et il est dit récurrent dans le cas contraire. De plus tous les états sont de méme
nature (récurrents ou transitoires) et la chaine peut étre qualifiée de récurrente ou
transitoire.

On retrouve la méme dichotomie pour un espace d’états quelconque, mais les défini-
tions sont plus délicates. La classification repose sur le (pseudo) noyau de transition

{U(z, B)}, U(z, B) représentant le temps de séjour moyen dans B partant de z.

Définition 1.3.1 L’ensemble B € B est dit
1. récurrent si U(z, B) = 400, Vz € B;
2. uniformément transitoire si IM < oo t.q U(z,B) < M, Vz € B;

3. transitoire s’il existe une famille dénombrable (B,) d’ensembles uniformément

transitoires telle que B =], Bn.

Avec cette définition, un ensemble récurrent peut également étre transitoire. Ainsi X
est toujours récurrent et s’il est dénombrable, on peut évidemment ’écrire comme la
réunion de tous les singletons. Si (X,,) est transitoire, tous les états sont transitoires
donc les singletons sont uniformément transitoires et A" est transitoire. Le résultat

suivant fournit une premiére dichotomie de I’ensemble des chaines irréductibles.
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Définition 1.3.2 On note R la classe des chaines récurrentes, définies par :
(Xn) ER <= U(z,B)=+00, VzelX, VBeB*
On note T la classe des chaines transitoires, définies par :

(X,) €T <= 3(By);, X=|JB), Uz, B))<M;<o0 ,VzeX.
J

Théoréme 1.3.1 Si (X,,) est une chaine p-irréductible, elle est soit récurrente soit
transitoire.

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 8.3.4]

Une notion de récurrence un peu plus forte, mais permettant d’obtenir des résul-
tats également plus forts, est celle de Harris-récurrence. Au lieu d’étre fondée sur
I'espérance du temps de séjour dans B, la définition repose sur la probabilité que ce

temps de séjour soit infini.

Définition 1.3.3 Une chaine (X,,) p-irréductible est dite Harris-récurrente si
Ve X, VB e Bt Q(z,B)=Png=+00 | Xo=12]=1

Autrement dit, partant d’un point quelconque, la chaine visite infiniment souvent
tout ensemble de p-mesure positive. On peut de maniére équivalente (voir Meyn et

Tweedie (1996), Proposition 9.1.1) définir la Harris-récurrence par :
Yz € X, VB € BT, L(z,B)=Plrg < | Xo=2z]=1.

Si (X,,) est récurrente elle n’est pas nécessairement Harris- récurrente mais il existe
n D

un ensemble absorbant H sur lequelle la restriction de la chaine est Harris-récurrente,
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et tel que p(H®) = 0. Le critére suivant montre I'importance des petite sets (voir
2

Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 8.3.6).

Théoréme 1.3.2 Si (X,,) est une chaine p-irréductible. S’il existe un petite set C

tel que Vx € X, L(z,C) =1 alors (X,) est Harris-récurrente.

1.4 Existence de mesures invariantes

Afin d’obtenir des propriétés de stabilité plus fortes, on est amené & pousser plus
loin la classification des chaines récurrentes. La stabilité maximale pour une chaine
de Markov consiste en ce que les variables X, soient toutes de méme loi. Ceci nous

ameéne 3 introduire les notions de mesure invariante et sous-invariante

Définition 1.4.1 Une mesure non nulle o-finie © sur B telle que
VBeB, w(B)= / P(z, B)r(dz) [resp. (B)> / P(z, B)r(dz)]

est dite invariante [resp. sous-invariante]. S’il existe une mesure de probabilité in-
variante, la chaine est dite positive.

Pour une chaine récurrente, une mesure invariante peut ou non exister. Lorsqu’une
telle mesure existe et est finie, on peut toujours la normaliser pour obtenir une
mesure de probabilité invariante. Remarquons qu’étant donnée une mesure de pro-

babilité initiale y, on a

/ P(z, B)u(dz) = P,[X; € B].

Donc si p est invariante :

u(B) = P,ix; € B = [1 [ Ply,dou(dy)|Plz. B)
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- [ i@y [ Ply.dx)P(z. B)

= /u(dy)Pg(y,B)
= ]P#[XQ € B]

Donc pour tout n, P,[X, € B] = u(B) (VB € B). En utilisant la propriété de
Markov, cela équivaut & la stricte stationnarité de la chaine : la loi du processus
(Xn, Xn+1, ..., Xntk) est indépendante de n, pour tout entier k.

Inversement si (X,,) est strictement stationnaire, X; et X; ont la méme loi, ce qui
s'écrit VB € B, u(B) = [ P(z,B)du(z), ot p désigne la probabilité initiale. On a

donc le résultat suivant.

Propriété 1.4.1 La chaine (X,,) est strictement stationnaire si et seulement si sa
loi de probabilité initiale est invariante.

Cette propriété rend cruciale la recherche de mesures invariantes de masse finie.
Une autre raison de I'importance des mesures de probabilité invariantes est liée au
comportement ergodique (ou de long terme) de la chaine. Supposons en effet qu'’il
existe une mesure de probabilité limite «,, définie par : VB € B, P,[X, € B] —

7,(B) quand n — +o0.

Alors
m.(B) = lirf u(dz)P"(z, B)
= lirf u(dz)/P"“l(a:,dy)P(y, B)
- [ PwB) lim_ [ P dyutaa)

- / P(y, B, (dy)
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Donc 7, est invariante. En particulier, s’il existe une unique mesure de probabilité

invariante, la probabilité limite sera indépendante de x. On a le résultat suivant :

Théoréme 1.4.1 Si(X,) est récurrente, elle admet une unique mesure sous-invariante
7 (G une constante multiplicative prés) et cette mesure est invariante. De plus m est
équivalente a toute mesure d’irréductibilité mazimale .

[voir Meyn et Tweedie (1996), théorémes 10.4.4 et 10.4.9]

Ce théoréme nous conduit & une nouvelle dichotomie parmi les chaines récurrentes.
On distingue celles admettant une mesure de probabilité invariante (la chaine est
dite positive récurrente) des autres (la chaine est dite nulle récurrente). Avec des

notations évidentes, cette dichotomie s’écrit : R = P + N, avec pour (X,) € R :
(Xn) €eP = VB € B, 7(B) = /P(CL‘, B)rw(dzx)

ol 7 est une mesure de probabilité, et
(Xn) eN = VB € B, u(B) > /P(:r, B)u(dzx)

oll u est une mesure telle que p(X') = +00. Notons qu’il existe d’autres caractérisa-
tions de la positive (ou nulle) récurrence fondées sur le temps de retour : par exemple
si l'on peut trouver un compact C tel que sup, .o E[7c | Xo = y] < +00, la chaine est
positive récurrente moyennant quelques conditions supplémentaires [assurant que les

compacts sont des petite sets, voir Théoréme 1.6.1 plus bas].

1.5 Ergodicité

Jusqu’ici nous avons caractérisé la stabilité d’une chaine en terme de récurrence.

Une autre facon d’envisager la stabilité d’une chaine consiste & étudier si elle converge
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vers un état stationnaire quelque soit son point de départ. Nous avons déja vu que
Pexistence d’une mesure de probabilité invariante était une condition nécessaire
pour qu’une telle convergence ait lieu. Nous allons voir que pour les chaines -
irreductibles et positives récurrentes la propriété est verifiée pour une notion forte
de la convergence que nous allons préciser. Rappelons que la norme en variation
totale d’une mesure p est définie par ||p|l = Sup [ fdu, oi le supremum est pris sur
{f + X — R, f mesurable et |f| < 1}. Plus généralement, on définit |ul, =
Sup{[ fdu : |f| < g}, o g: X — R™ est mesurable.

Théoréme 1.5.1 Si (X,) est une chaine de Markov Harris récurrente, positive de

mesure invariante 7 et apériodique, alors pour toute mesure initiale p
I /P"(m, Ju(dz)y =7 ||— 0 quand n ~— +0o

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 13.3.3]

En prenant pour u la masse de Dirac en z, un corrolaire de ce théoréme est que

pour toute fonction f bornée et mesurable :

Vee X, lim E[f(X,)|Xo=2]= /fd7r. (1.2)

n—+00
En particulier, pour f =15, B€ B: P*(z,B) — =n(B), Vz € X.
Les chaines vérifiant les hypothéses du théoréme sont dites ergodiques.

Lorsque f est n’est pas supposée bornée, on a le résultat suivant :

Théoréme 1.5.2 Soit (X;) une chaine de Markov Harris récurrente, positive de
mesure invariante 7, fortement apériodique, de mesure d’irréductibilité mazimale ¥,

et soit f: X — [1,+0o0|. Alors
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1. si [ fdr =400, E[f(X,)]|Xo=z] — +00 quand n — +o0
2. si [ fdm < +00, alors pour tout x € A, ot A est absorbant et tel que ¥(A°) = 0,

on a

| P (z,.) =7 ||;— 0 quand n — +00.

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 14.3.3]

On obtient en particulier, cette fois-ci pour f non nécessairement bornée (mais sous

des hypothéses un peu plus fortes)

Ve A, lim E[f(X,)|Xo=1z]= /fd7r. (1.3)

n—-=+0co

Si dans le théoréme, la condition 2. est vraie pour tout z, la chaine est dite f-
ergodique. 11 est parfois nécessaire de connaitre la vitesse de convergence vers 0
de || P*(z,.) — 7 ||s. Sous les hypothéses du théoréme précédent, nous dirons que
la chaine est f-géométriquement ergodique (ou plus simplement géométriquement

ergodique si f = 1) si : il existe une constante 7y > 1 telle que

> rpl PMz,.) = 7 |s< oo, VreX.

n=1
Nous donnerons dans la partie suivante un critére assurant une telle propriété.

Enfin (X,,) est dite uniformément ergodique si
sup | P*(z,.) =7 ||— O quand n — 400
zeX

Le résultat suivant donne des caractérisations équivalentes de ’ergodicité uniforme.



1.6. CRITERES DE CLASSIFICATION 23

Théoréme 1.5.3 Soit (X;) une chaine quelconque. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :
1. (Xi) est uniformément ergodique.
2.3p<1,3R< 0, V2, || P*(z,.)— 7 ||< Rp"
8. In€ N, sup,cy || P*(z,.)— 7| <l

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 16.2.1]

Une conséquence importante de 1’ergodicité uniforme est le lien avec la notion de

mélange. On a le

Théoréme 1.5.4 Si (X;) est uniformément ergodique, il ezxiste des composantes
R < 400 et p < 1 telles que, pour toutes fonctions h et g telles que | g |[< 1 et
|h|<1, Vn,k,Vz € X

|E{g(Xi)h(Xnsk) | Xo = 2} ~E{9(X) | Xo = 2} E{h(Xn+k) | Xo = 2}| < Rp"[1+5"]

La chaine est donc géométriguement mélangeante.

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 16.1.5]

1.6 Critéres de classification

Pour des modéles particuliers, il n’est généralement pas facile de vérifier directement
les propriétés de chaine de Markov transitoire, récurrente ou admettant une loi de
probabilité invariante. Il existe heureusement des critéres s’exprimant simplement &

partir de conditions sur les probabilités de transition en une étape. Ces contraintes
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sont de deux types : continuité et controle de la dérive moyenne. Pour simplifier la
présentation nous supposerons dans cette partie que ’espace d’états X est égal a
R¢, o1 d est un entier, muni de sa topologie usuelle.

La condition suivante est appelée forte continuité :

(Co) : L’application P(., B) est continue, pour tout B € B.

Cette contrainte se révéle souvent trop forte, par exemple pour les dynamiques avec
effets de seuil. Rappelons qu’une fonction A : X — R est semi-continue inférieure-
ment si ’ensemble {z : h(z) > ¢} est ouvert pour toute constante c. Une chaine telle
que, pour tout ouvert B, I’application P(., B) est semi-continue inférieurement est

dite Fellerienne. Plus généralement, on a la définition suivante.

Définition 1.6.1 S’il existe une application T(.,.) telle que
1. Vx € X,VB € B, P(x,B) > T(z, B),
2. T(.,B) est semi-continue inférieurement, VB € B,
3. T(z,.) est une mesure non nulle sur (X,B), Ve € X

(X:) est appelée T-chaine.

Une chaine vérifiant (Cp) est évidemment une T-chaine. La condition 1. peut étre
remplacée, si nécessaire, par des contraintes moins fortes, portant sur toutes les
probabilités de transition, du type

1.7 Il existe une suite (a,) de constantes positives de somme égale & 1 telle que

K,(z,B) = Z anP*(z,B) > T(z, B).

n>1

T est alors appelée composante continue de K,.
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Ces contraintes de continuité ne sont pas nécessaires pour la stabilité, mais elles

permettent d’obtenir des caractérisations en se limitant aux ensembles compacts.

Théoréme 1.6.1 Si (X;) est une T-chaine y-irréductible, les compacts sont des
petite sets.

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 6.2.5]

L’autre type de conditions porte sur I’opérateur de dérive A. A toute fonction

V : X — R", intégrable par rapport aux mesures P(z,.) (Vz € X), on associe

AV(z) = / Pz, dy)V(y) - V(z) = E[V (Xe2) = V(X,) | X, =]

Cet opérateur calcule, pour tout point initial z, la valeur moyenne de la variation

de V(z) en une étape. On a le critére de récurrence suivant :

Théoréme 1.6.2 Soit (X,,) une chaine de markov v-irréductible, V une fonction de
X — R, intégrable par rapport aur mesures P(x,.), Vz € X, et C un compact (ou
un petite set). Alors si (Cy) est vraie, ou si (X,) est une T-chaine, et si AV (z) <
0, Vz € C° la chatne (X,) est récurrente.

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 8.4.3]

L’interprétation de 1'inégalité est évidente : si la chaine sort d’un certain compact,
il existe une "force de rappel" faisant diminuer, en moyenne, la valeur de V(X;). En
pratique, il s’agit de trouver une telle fonction V' (appelée fonction test, ou fonction

de Lyapounov) ainsi qu’un compact C permettant de conclure. L’existence d’une loi
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de probabilité invariante peut étre obtenue & partir du résultat suivant.

Théoréme 1.6.3 Sous les hypothéses du Théoréme 1.6.2 et si

AV (z)

IN

-1, Vr € C°
AV(zr) < M, Yz eC

ot M est une constante, la chaine (X;) est positive récurrente.
Dans la premiére inégalité, la valeur —1 peut étre remplacée par n’importe quelle
constante strictement négative (quitte & modifier V'). Le critére suivant permet d’ob-

tenir I'existence de moments de la probabilité invariante.

Théoréme 1.6.4 Soit (X;) une chaine de Markov positive récurrente de loi de pro-

babilité invariante w. Soient V, f et s des fonctions X — R™ telles que

AV(z) < —f(x) + s(z), Vr e X.

Alors [ fdr < [ sdnm.
[voir Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 14.3.7]

Si dans ce Théoréme on peut choisir s de la forme : s(z) = blc(z), ot b est une

constante positive et C € B, on obtient

/fdﬂ' < br(C) < +o0.

Théoréme 1.6.5 Sous les hypothéses du Théoréme 1.6.2, si (X;) est apériodique et

si pour des constantes B > 0 et b < +00, un petite set C et V : X — [1,+00[ on a
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pour tout x € X
AV(z) £ =BV (z)+blc(z), (1.4)

alors il existe r > 1 tel que

S ot Pt =x |flv< +oo (1.5)
n>0
ou ||| P* — 7 ||lv= supgex l—'l(‘”j—(%)_ﬂ‘i La chaine est dite V—uniformément ergo-

dique.
[voir Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 16.1.2].

Remarques : 1. Sous les conditions du Théoréme précédent on a
/ Vdr < +o0,

donc E {V(X;)} < +o0, en utilisant le Théoréme 1.6.4 avec s(z) = blc(x).
2. Une conséquence immeédiate de (1.5) est que

Vr € X, Zr" | P*(z, ) — 7 |[< RV (x) (1.6)

n>0

pour une constante R finie. La chaine est donc géométriquement ergodique.
1l est parfois utile de disposer de critéres ne reposant pas sur les probabilités de

transition en une étape. Le résultat suivant montre comment adapter ce qui précede.

Théoréme 1.6.6 Sous les hypothéses du Théoréme 1.6.5 et si la condition (1.4) est
remplacée par

ElV(Xen)Xe=12] < (1-8)V(z)+blo(z),

alors (1.6) est vérifiée. La chaine est donc géométriquement ergodique.
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Ce résultat peut étre étendu en faisant dépendre de I’état = ’entier n et le réel 5.
[voir Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 19.1.3].
Donnons pour conclure cette partie, des critéres utilisant 'opérateur de dérive

peuvent &tre vérifiés pour établir des réciproques aux conditions de stabilité.

Théoréme 1.6.7 Si (X;) est une chaine de Markov v-irréductible et si, pour V :
X—>R",ona AV(z)>0 VzeC°
ou C € B, et

sup/P(:r, dy) | V(z) = V(y) I< oo,
zeX

si de plus {x € X | V(z) > sup,cc V(y)} € B alors la chaine n’est pas positive
récurrente

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 11.5.1]

Théoréme 1.6.8 Soit (X;) est une chaine de Markov y—irréductible. Alors (X;)
est transitoire si et seulement si il existe une fonction, V : X — R" bornée, et > 0

tels que
1. {z | V(z) <r} et {z | V(z) > r} appartiennent & BT
2. Pour tout x tel que V(z) >r, on a AV (z) >0

[voir Meyn et Tweedie (1996), Théoréme 8.4.2]
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Chapitre 2

Etude probabiliste

2.1 Introduction
Le modéle GARCH(p, q) standard, introduit par Engle (1982) et généralisé par
Bollerslev, se présente sous la forme

& = hi/Zﬂt
he =w+ 30 el + E?:l Bihi—;

ot (1) est une suite de variables indépendantes, identiquement distribuées (i.i.d.)

(2.1)

centrées et de variance unité, les o; et §3; sont des constantes positives et w est
une constante strictement positive. Sous certaines conditions sur les paramétres
et la loi de m;, le modéle admet une unique solution strictement stationnaire non
anticipative (i.e. telle que g; soit une fonction mesurable de 7, et de son passé). Sous
des conditions plus fortes, le processus solution admet des moments d’ordre pair.
En particulier, ce modéle est compatible avec 'existence d’une variance marginale

pour le processus ¢;. La variable h;, appelée volatilité, s’interpréte comme la variance

31
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de €; conditionnellement & son passé. Cette spécification a connu un grand succés
car elle permet de reproduire les trajectoires des séries financiéres caractérisées par
des périodes calmes, suivies de périodes agitées. Elle a également la propriété de
leptokurticité des distributions marginales (queues plus épaisses que pour les lois
gaussiennes), tout en étant suffisamment simple pour permettre une étude étendue
des propriétés probabilistes et statistiques du modéle.

Cependant, diverses limitations du modéle initial ont conduit des auteurs a propo-
ser des généralisations. Une premiére classe d’extensions a visé & la prise en compte
d’asymétries (voir Nelson (1991), modéle GARCH expoentiel ; Rabemananjara et
Zakoian (1993), modéle GARCH a seuil, TGARCH) dans les modéles GARCH. Par
construction, la volatilité du modéle (2.1) ne dépend que du module des variables
passées : l'effet sur la volatilité de la date présente des innovations passées posi-
tives et négatives est donc identique. Cette propriété est en contradiction avec de
nombreuses études sur les séries d’action, qui mettent en évidence une corrélation
négative entre le carré des innovations de la date présente et les innovations pas-
sées : si la distribution conditionnelle était symétrique en les variables passées, cette
corrélation serait nulle. Or, on observe une asymétrie marquée : ’accroissement de
volatilité di & une baisse des prix est généralement supérieur & celui résultant d’une
hausse de méme ampleur. Une fagon de prendre en compte cette asymétrie consiste &

faire dépendre la volatilité du signe des valeurs passées comme par exemple (modéle

TGARCH (p,q))

q p
- + -
he=w+ Y aigei, —oi s+ Y Bihy
i=1 j=1

ol & = max(e;, 0), &7 = min(g,, 0), les constantes «; 4, a; —, 3; sont positives et w
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strictement positive. Dans ce modéle, comme dans le GARCH standard, la volatilité
dépend évidemment du module des valeurs passées mais la dynamique est la méme

pour les grandes et petites valeurs (en module).

Une classe de généralisations permettant de dissocier les dynamiques des grandes
et petites innovations est celle des modéles GARCH a changements de régimes mar-
koviens (voir Hamilton et Susmel (1994), Francq, Roussignol et Zakoian (2001)). Ils
s'obtiennent en faisant dépendre les coefficients w, o; et §; dans (2.1) d’une chaine
de Markov & nombre fini d’états. Cette spécification permet par exemple de spécifier
des volatilités différentes pour les innovations de petit module et pour celles de grand
module. On constate empiriquement lorsqu’on estime ces modéles que la volatilité
est presque constante dans les régimes correspondant aux petites innovations, et que
I'effet ARCH n’apparait significativement que pour les régimes des innovations de

grands modules.

Le modéle que nous allons étudier se rattache aux extensions précédentes par
Iexistence de plusieurs régimes. Dans le modéle TGARCH, les deux régimes corres-
pondent au signe des valeurs passées. Dans les modéles & changements de régimes
markoviens, ceux-ci sont exogénes, les régimes correspondant aux états d’une d’une
chaine de Markov inobservable. Dans le modéle proposé dans ce chapitre, la vola-
tilité dépend de la position relative des innovations passées. Nous commengons par

présenter le modéle le plus simple.



34 CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE

2.2 Le modéle et ses propriétés élémentaires

On considére dans cette partie le modéle d’ordre 1 défini par

€t = hi/Z'r]t,

hi =w+aeg? ;|1 22)
t = t—1L[e2_ >ke?_,]
ol (7:),.zz est une suite de variables i.i.d centrées et de variance 1, définies sur
un espace probabilisé (Q ,4, P); w > 0, @ > 0, ¥ > 0. On suppsose que 7; est
indépendante de {e;—;,j > 0}.

Dans ce modéle, h; s’interpréte comme la variance conditionnelle au passé de ¢;.
Celle-ci étant non constante, le modéle est de type ARCH & deux régimes dés que
k0.

On obtient le modéle ARCH(1) standard

g = \/w+ agt n

en choisissont £ = 0 dans (2.2). Si on prend a = 0, on obtient le modéle condi-
tionnellement homoscédastique ¢; = y/wn;. Notons que si k est "grand" on obtient
également un modéle proche de ’homoscédasticité. En effet, lorsque £ = oo, la
contrainte n’est jamais vérifiée et le modeéle (2.2) se raméne & un bruit blanc fort &
volatilité constante.

Pour des valeurs non particuliéres de « et k, la dynamique définie par (2.2) présente
deux régimes : conditionnellement homoscédastique et ARCH(1). En effet, lorsque
0 < k < o0, le processus "saute" entre un régime & volatilité constante (lorsque £2_;
est "faible" par rapport & ke2_,) et un régime & volatilit¢ ARCH(1) (lorsque €Z_, est

"grand" par rapport a ke2_,).
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L’occurence de I'un des deux régimes a la date ¢ dépend uniquement de la valeur
2
. €. . . s e N . PO
du ratio 3=*. Tant que ce ratio reste inférieur a &, la dynamique reste dans le régime
t—2

homoscédastique.

Les simulations suivantes illustrent la flexibilité de la spécification (Figures 2.1 &
2.10). Toutes les simulations ont été effectuées avec la méme suite (7;). La Figure
2.1 correspond & un modéle ARCH(1) standard, admettant des moments d’ordre 2
mais pas de moments d’ordre 4. Ceci explique 'occurence de valeurs de trés grands
modules. Dans la Figure 2.2 on a £k = 1.5 : 'introduction du régime homoscédastique
a pour effet de supprimer certaines valeurs de grand module (autour de 'observation
500) dans les périodes turbulentes. Si l’on augmente « le modéle peut devenir explosif
en variance, comme cela semble étre le cas dans la simulation de la Figure 2.3. L’étude
de la stationnarité menée plus loin montrera que le processus simulé est strictement
stationnaire mais, pour cette série, les conditions (suffisantes) de stationnarité au
second-ordre sont violées. En revanche les simulations présentées dans les Figures
2.4 & 2.10 vérifient les conditions de stationnarité au second-ordre. Certaines de
ces simulations, par exemple celle de la Figure 2.8, correspondent pourtant & une
valeur de o trés supérieure & 1. Pour de telles valeurs les dynamiques sont trés
différentes dans les deux régimes. La Figure 2.10 permet de voir plus précisément
le comportement de ces processus. Les traits en pointillés indiquent ’appartenance
au régime homoscédastique (valeur 0) ou ARCH (valeur 10 pour plus de visibilité).
On constate que les transitions d’un régime a 'autre sont fréquentes, que la série
passe des durées totales voisines dans chaque régime et que les observations de grand

module correspondent & un séjour de plusieurs dates dans le régime ARCH.
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c?‘ =
-
a -
T T L} L T
o 500 1000 1500 2000
Time
F1G. 2.1 — Trajectoire du modéle (2.2) avec k = 0, a = 0.9.
&+
=
= -
e
<
= T T T T T
[+] 500 1000 1500 2000

Time

F1G. 2.2 — Trajectoire du modéle (2.2) avec k = 1.5, a = 0.9.
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e e

T ¥ T T
(] 500 1000 1500 2000

Time

F1G. 2.3 — Trajectoire du modéle (2.2) avec k == 1.5, a« = 1.1.

T T T T T
o 500 1000 1500 2000

Time

FIG. 2.4 — Trajectoire du modele (2.2) avec k = 4, a = 0.9.



38

20

1

-10

15 20

10

10

CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE
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s00 1000 1500 2000
Time

F1G. 2.5 — Trajectoire du modéle (2.2) avec k =4, a = 1.1.
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Time

F1G. 2.6 — Trajectoire du modéle (2.2) avec k =9, a = 1.1.
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T T T
500 1000 1500 2000

Time

F1G. 2.7 — Trajectoire du modéle (2.2) avec k =9, a = 1.5.

T L L T
o 500 1000 1800 2000
Time

F1G. 2.8 — Trajectoire du modéle (2.2) avec k = 15, a = 2.
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T T T
o 500 1000 1500 2000

Time

F1G. 2.9 — Trajectoire du modéle (2.2) avec k = 15, o = 3.

T T T T
o 50 100 150 200

Time

F1G. 2.10 - Trajectoire du modéle (2.2) avec & = 15, a = 3.
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Il est clair que d’aprés les simulations précédentes que si k est petit et o est grand,

les trajectoires auront tendance & présenter un caractére explosif.

Ce modéle s’inscrit dans la ligne des modéles ARCH asymétriques (dont les plus
utilisés ont été cités dans 'introduction) ou la spécification de la volatilité présente
plusieurs régimes en fonction du signe ou de la taille des innovations. L’originalité

du modéle réside dans la prise en compte d’une évolution relative des innovations.

Afin d’avoir une intuition plus précise sur les contraintes de stabilité & imposer sur

les coefficients, nous considérons pour commencer le modéle déterministe.

2.3 Stabilité du modéle déterministe

Supposons que dans (2.2), on ait pour tout ¢, nZ = 1, p.s.
Nous appellerons ce modéle déterministe bien que &; soit une variable aléatoire.
Pour la simplicité de ’exposé nous supposons que ¢y = 0 mais toute autre valeur

initiale conduirait au méme résultat.
Le modéle déterministe s’écrit donc

50=0, 51=\/(;

(2.3)
5? =W+ a€$—11[53_1>k63_2]a t>1 D.s

Le résultat suivant fournit les conditions de stabilité du modéle, en fonction de

et k.
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Théoréme 2.3.1 Soit (g:)1>0 défini par (2.3). Alors :

i) §i max(a, 1) < k, il existe i > 0 tel que : Vt > i, €2 = w p.s;

i) Sia<letk<1l, e — = ps, quandt — +00;

i) Si o > max(l,k), &2 — +00 p.s. quand t — +oc.
Preuve : On a, presque stirement £2 = w et £2 = w(l + a). La valeur de &3 dépend
de la position de 1 + o par rapport & k. On introduit, pour tout ¢ > 0, I’ensemble

1
1+a+..+ao

Ei={(o,k) ; a+ < k}

Puisque o > 0, la suite (o + )i>o est décroissante. Donc les ensembles E;

1
1+a+..+a
constituent une suite croissante pour l'inclusion. On a

Ew:={JE = {a=0k>21}u{0<a<l<kluU{l<a<k}
i>0

= {max(a,1) < k} U{(0,1)}.

Examinons les divers cas.
Cas ). On a (o, k) € E, donc il existe ¢ > 0 tel que (o, k) € E;.
Soit 4o = min{i > 0, (o, k) € E;}. Onapour 1 <i<ip+2, el =w(l+...+a1).

Donc

2

€; 1

5041 l+a+..+ta

2
. 2 _ : Sigt3 __ 1 2 _

Par suite Eio+3 = W et puisque ., = Tar.sa0d <1 <k, ¢ = w pour tout
1> 19+ 3.

Cas ii). Si (a, k) # (0,1), alors (a, k) € Eo. Donc pour tout ¢ > 1, &2 = w(l +
...+ a' 1) et on a la convergence annoncée. Lorsque (a, k) = (0, 1), la suite (£2) est

constante et vaut w.
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Cas 11). On a (o, k) € Es. Donc pour tout i > 1, e2 = w(l+...+ o' ) et la suite

(€?) converge vers +0c.

O

De ce théoréme, il découle que la zone de non explosion du modéle déterministe est

donnée par

a < Maz(1,k) (2.4)

Cette région est tracée dans la Figure 2.11. La Figure 2.12 représente des trajec-

[
o

alpha
O HF N W & U0 060 N 0 v
i

F1G. 2.11 — La région de stabilité du modele (2.3 ).

toires du processus déterministe (2.3) avec ou sans contrainte (2.4).
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FIG. 2.12 — Trajectoires du modele (2.3) : (1) (w=2,a=1.4, k=1.5), (2) (w=0.4, a=0.9, k=0.3),

(3) (w=2, =1.55, k=1.5).
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2.4 Propriétés de chaine de Markov

Contrairement aux modéles GARCH standard, la recherche de conditions de sta-
tionnarité (au sens strict ou au second ordre) ne peut étre effectuée & partir des
techniques de Bougerol et Picard (1992b) car il n’existe pas de représentation mar-
kovienne linéaire de la forme X; = A.X;_1 + b;. Nous utilisons les techniques de
chaine de Markov présentées dans le chapitre introductif.

On note
2
€ X1t
X, = O -
5?—1 Xot
et

vz € R?, Y(z) = w+ ar1 Lz ke,

La représentation vectorielle du modeéle (2.2) prend la forme d’une équation de

récurrence stochastique non linéaire autorégressive d’ordre 1 :

Xi_1)n?
Xi = W 1>nt = F(Xi-1, ). (2.5)

Xit-1
. 2 2 . N . ..
La fonction F : RT" x R — R™ n’est pas continue, & cause de la non-continuité de
Y, ce qui va compliquer ’étude de la stationnarité. Nous commencgons par montrer

plusieurs lemmes sur le processus (X;).

Lemme 2.4.1 Le processus (X;) est une chaine de Markov sur R+2, de probabilités

de transition définies par :

Vz = (z1,33) € RY’, VB = B; x B, € B(R")?,

P(z, B) = P[} € ¢¥(2) ' Bi]La,eB,- (2.6)
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Preuve : Le caractére markovien découle de I’indépendance entre 7, et le passé de
¢:. L’homogénéité de la chaine par rapport au temps est évidente car les 7; ont méme

loi.

Nous considérons maintenant le probléme de l'irréductibilité. Rappelons que (X;)

est ¢-irréductible, ol ¢ est une mesure sur (]R+2, B(R+2)), si:

x
VBEBR™), VzeR™, ¢(B)>0 = Y Pz,B)>0
n=1
olt P* désigne le noyau de la transition en t étapes. Soit A} la mesure de lebesgue
sur R et \J la mesure de lebesgue sur R*’. Dans tout ce qui suit nous ferons

I’hypothése

H : Les variables n? admettent une densité f par rapport & la mesure de lebesgue

sur R™, avec f > 0.

Comme pour les modéles & seuils, cette hypothése peut étre remplacée par une
condition moins forte (par exemple en supposant I’existence d’une densité positive

dans un voisinage fixe de 0) mais au prix de complications peu utiles.

Lemme 2.4.2 Sous l’hypothése H, (X;) est \J-irreductible et ] est une mesure

mazimale d’irréductibilité.

Preuve : Les probabilités de transition en 2 étapes sont définies par :
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VB = B; x By € B(R*)?, Vz = (z1,15) € R*,

P%(z,B) = P[X;€ B|X;_s = 1]
= PR(Xe1)7; € By, ¥(z)n, € By | Xop = 1
= Plp{o(a)niy, z1}ni € By, ¥(z)n, € By (2.7)
= / Ly)-18, () Pl € ${0(2)y, 21} " Bilf ()dAf (v)  (2:8)

par le théoréme de Fubini, en utilisant 'indépendance entre 7; et 7;_; et en notant
que (.) > w > 0.Si AT (B;) > 0,0n apour touty € R™, P[n? € ¥{v(z)y, .} 1By >
0 d’aprés I'hypotheése sur la densité de n;. De méme A\ {¢"(z)Bs} > 0si AT (By) >
0. Par suite P2(z, B) > 0 ce qui prouve lirréductibilité de A\J. La mesure est évi-

demment maximale, (X;) prenant ses valeurs dans le quadrant positif.

O

Remarque : Nous avons déja vu que la probabilité de transition (2.6) n’est géné-
ralement pas une fonction continue de z, pour B € B(R™)2 Elle n’est pas non plus
semi-continue inférieurement (s.c.i.) pour tout ouvert B : en effet, pour 0 < a < 1,
la propriété que Pln? € ¥(z)~!B;] > «, supposée vérifiée en un z € R*’, n'est
généralement pas vraie sur un voisinage de z d’intersection non vide avec la droite
T, = kzy (en particulier si z appartient & cette droite). En conséquence, la chaine
(X¢) n’est pas Fellerienne et on ne peut pas considérer a priori les compacts comme
des small sets, utilisés dans les critéres d’ergodicité. Cette propriété, les compacts

sont des small sets, découlera du résultat suivant.

Lemme 2.4.3 Sous les hypothéses du Lemme 2.4.2, le processus (X;) est une T-

chaine.
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{

Preuve : Comme dans la preuve précédente, on raisonne sur P%(z, B) pour B
By x By € B(]R*z). Partitionnons le quadrant positif de R? en trois régions D; =

{z1 < kz3}, Dy = {z1 = kxo} et D3 = {z; > kxzs}, représentées sur la Figure 4.2 .

xX2 D={x; <kx}
/\ Dz,={x1=kx;_}
Di={x;>kx,}

D,
D,

—
X1

F1G. 2.13 — Les régions D1, D2 et D3
Pour z € Dy|JDs, on a ¥(z) = w donc, d’aprés (2.7) et en utilisant Fubini et
I’indépendance entre 7; et 1, :
P2(z,B) = P(wni_y, )7 € B, wni_; € By
= [t WPl € 0T BN W)
+ [ Leipiten sl PIE € {01+ @)} BN @),

Par application du théoréme de Lebesgue, en utilisant les hypothéses de positivité

en tout point de R™ des densités de n2_, et n2, on obtient que P?(., B) est continue
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sur D;. Cela n’est généralement pas le cas pour z € D,. Cependant si z, — =,
avec z, € D; U Ds, on a P*(z,, B) — P?(z, B) par les mémes arguments. Pour

ZTp = (Zp,,Zn,) € D3, 0n a
Pz(zna B) = P[¢{(w + azm)nt?—l’ ﬂfm}??tz € Bl’ (w + al’m)ﬂf—l € B2]
car ¥(z,) = w + az,,. Donc en procédant comme précédemment sur D,

lim P?*z,,B) = Pl{(w+ az)n?_ |, z1}n? € By, (w+ azy)n, € By

Tn—T,2pn€D3

Par suite, si on pose

T(z,B) = P[w{wnf_l,xl}nf € B, wnf_l € B,,

Y{(w + az)ni 1, z1}nf € By, (w+ azi)nf; € Ba),

on définit une mesure pour tout z, non triviale car T'(z, R*?) = 1, une application
continue pour tout B et on a P?(z, B) > T(z, B) pour tout z et tout B. Donc T est

une composante continue de P2, De plus ce qui prouve que (X;) est une T-chaine.
a

Une conséquence importante de la propriété précédente est que les compacts sont
des petite sets. Les démonstrations classiques de I’ergodicité pour les modéles non li-
néaires (par exemple les modéles TAR, voir Petruccelli et Woolford (1984)) reposent
sur l'existence d’une “force de rappel” en dehors d’un compact, permettant de vérifier
les critéres de type Foster-Lyapounov. Dans le modéle étudié ici, cette force n’existe
pas dans la région {z; < kz,}. Il est donc impossible de vérifier les critéres d’ergo-
dicité en raisonnant seulement & partir des compacts et de leurs complémentaires.

Nous montrons donc la propriété suivante.
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Lemme 2.4.4 Sous les hypothéses du Lemme 2.4.2, ’ensemble C = {z; < kxz,} est

un petite set pour la chaine (X;) et celle-ci est apériodique.

Preuve : Dans la premiére partie de cette preuve nous raisonnons 4 nouveau sur
les probabilités de transition en deux étapes. Pour z = (z1,22) € C, on a ¥(z) = w,

donc d’aprés (2.7), pour tout B = B; x B, € B(R'?)

P*(z,B) = PyY(wnii,z1)nf € By, wni; € By
= Plwn? € By, wn? | < kxy, wn? | € By
+P[(w + awn? | )n? € By, wn? | > kx1, wnt; € By
= Pq(z, B) + Ps(z, B)

Soit £ > 0. Pour z; > ¢, on a

Pi(z,B) > Plwn?€ By, wn?, <ke, wnt, € By) (2.9)

= m(B)
Pour z; <¢,0on a

Py(z,B) > P[(w+ awn?)n? € By,wn? > ke,wn? | € By)

= ua(B)

Il est clair que les mesures yu; et ps sont non triviales.

Par suite, les ensembles C; = {z; < e} NC et Cy = {21 > £} N C sont des petite
(small avec m = 2) sets. En vertu de la remarque suivant la Définition 1.2.2, 'union
de deux petite sets est un petite set. Donc C' = C; U C; est également un petite

(small) set.
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Pour montrer I’apériodicité, nous considérons maintenant la probabilité de transi-
tion en trois étapes. On choisit comme petite set ’ensemble C = C'N {z1 > ¢}, pour
e > 0 quelconque. Pour z = (x;,2;) € C et pour tout B = By x B, € B(R*?), on a

d’aprés (2.9), en translatant les dates d’une unité,

P*(z,B) > P[Wh2+1 € By, wn? < ke, wn? € By
> Plwn?, € By, wnf, < ke, wn?<ke, wnf€ By, n <kni,]

= p(B)

P3(z,B) = P{¢(wnii, zi)n?, wniiInt, € Bi, v(wniy,z1)nf € By)
= Plp{wn?, wni Ini,, € By, wniy <k, wnf € By
+ Plp{(w -+ awnt)n?, wni,}Int, € By,

wnp_y > kzy, (w+ awn?_)n; € B

2 P[w{wnf, wnf_l}nt2+1 € By, Wﬂtz—1 < ke, ‘*’77? € By
> P[wnt2+1 € By, wnf_l < ke, ‘*”73 € Bs, 77t2 < k’?tz—l]
> u(B).

L’ensemble C est donc un ve-small set et un vs-small set, pour vy = vz = pu. Il est
clair que cette mesure est non triviale. Le pgcd de ’ensemble Es intervenant dans
la Définition 1.2.3 est donc 1. Ce pged étant indépendant du choix du petite set C,

on en déduit ’apériodicité de la chaine.
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2.5 Ergodicité

Nous pouvons maintenant établir le résultat suivant, qui fournit une condition

suffisante de stationnarité stricte pour le modéle (2.2).

Théoréme 2.5.1 Sous ’hypothése H et si
0<a<exp{—E(logn?)}, (2.10)

le processus (e1)i>0 solution de (2.2) est géométriqguement ergodigque. De plus il existe

un entier v > 0 tel que E,(¢?") < 0o, ot w désigne la loi invariante de ().

Remarques : 1. L’espérance dans (2.10) existe toujours dans [—oo,+0oo] car
E(log* n?) < E(n?) = 1. On a également par Jensen, E(log™ n?) < log E(n?) = 0.
Donc le terme en exponentielle est plus grand que 1. Dans le cas du modéle ARCH(1)
standard (k = 0) on retrouve la condition usuelle de stationnarité stricte.

2. Dans le cas déterministe, 2 = 1, p.s., la condition devient :
0<axl. (2.11)

On sait d’aprés le Théoréme 2.3.1 que cette condition est trop forte lorsque k& > 1.

Preuve : Soit r un réel strictement positif, 7 €]0, 1]. Notons E(n¥") = us,. Nous
utilisons le Théoréme 1.6.6 du chapitre introductif avec n = 2, c’est & dire en tra-
vaillant sur les transitions en deux étapes. Grace aux Lemmes 2.4.1-2.4.4, il suffit

d’exhiber une fonction mesurable g : X — R* et un petite set C tels que

(1) Elg(Xis2)| Xe = 2]
(1) Elg(Xip2)| X, = 7]

IA

(1-B)g(z) -8, z€C
b, zeC,

IA
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pour des constantes finies strictement positives 3 et b. On a ¢ = V — 1 avec les
notations du Théoréme 1.6.6.

Soit g(z) = g(z1,z2) = z]. L’espérance conditionnelle en (i) et (ii) s’écrit

Bl X, = (21,22)] = Enfw{v(zy, 22)nfy, 21} | Xe = (21, 22)]
= ,UerW{w(ifl,11?2)77t2+1>$1}r]

T
— :u’27'E {w + a/l)b(xl’ IZ)nt+117lt+1>?&<T1J=_z)'} .

Pour 7 €]0, 1] on a l'inégalité élémentaire (a + b)" < a” + b" pour tous a,b > 0. En

effet, 2" > z pour tout z € [0,1], donc si a+b > 0, (a+b)r+ (3%)7" > a+b+a+b 1.
Par suite il vient
[€t+2)Xt (ml,fz)] < pogrw” + MZTO‘Tw(Ila rz)’"E[mHlm >__ko1
+17 Y(z1,22)
< pgrw” + i a(xy, 12)" (2.12)

Donc pour z; > kxo,
ElelialXe = (21,22)] < porw” + p3,0" (w + azy)"
Lorsque z; — +00, le terme de droite dans cette inégalité est équivalent & :
(0" o )2 2t
Au voisinage de r = 0 on a, par le théoréme de Lebesgue, le développement limité :
por = 14 E(logn})r + o(r).

Donc a"pg, =1+ {loga + E(logn?)}r + o(r) au voisinage de r = 0. Le terme entre

accolades est strictement négatif, donc a”por < 1 pour r suffisamment petit. Par
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suite il existe 3> 0, r > 0 et M > 0 tels que
1> M et 11 > kzyg = E[s?iﬂXt = (z1,22)] < (1 = B)z] - 5.

De plus pour z; < M on a ¢¥(z1,22) < w+ aM et donc d’aprés (2.12), en utilisant

E[nf-:11ng+l>_;w(kz | < Enfy] = por,

z1,22)

EleZio]X: = (z1,72)] < porw” + pd0" (w+ M)
Enfin pour z; < kzs on a (21, 22) = w et donc toujours d’aprés (2.12)
E[e715]X: = (21,72)] < parw” (1 + pora”).

On en conclut que (i) et (ii) sont vérifies, avec C = [0, M]> U {z; < kzp} et b =
porw” + pu3.a"(w + aM)". Le fait que C soit un petite set résulte des lemmes 2.4.3
et 2.4.4 et de la remarque suivant la définition des petite sets dans le chapitre
introductif. On en déduit que le processus (X;) est géométriquement ergodique, et
par suite que (¢;) est géométriquement ergodique.

Pour montrer 'existence du moment d’ordre 27, on utilise la Remarque 1 suivant
le Théoréme 1.5. D’aprés ce qui précéde, la chaine X,; est uniformément ergodique,
de mesure invariante 7o, et on a E.,{g(X;)} = En,(3,) < oo. Puisque (X;) est
uniformément ergodique, sa mesure invariante 7 coincide nécessairement avec m, et

E.(e?) est une constante finie indépendante de .

d

Exemples : La région de stationnarité stricte peut étre explicitée pour ces lois
particuliéres. Avec une loi normale centrée réduite pour 7, la condition s’écrit :

0 < a<3.56.
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Si 7, suit une loi uniforme symétrique centrée de variance 1, c’est-a-dire la loi

uniforme sur [—+/3, \/§] ona:0<a<e?/3 =246

2.6 Stationnarité au second-ordre

Dans le résultat suivant nous établissons une condition d’existence d’une solution

strictement stationnaire possédant un moment d’ordre 2.

Théoréme 2.6.1 Soit E(n*™) = uam, pour m > 0. Alors sous I’hypothése H, si
k>0et

km—1 ?n%ﬁ
0<a< max ( ) : (2.13)
me{1,2,..} \ Uam

le processus (&¢)1>0 solution de (2.2) est géométriquement ergodique. De plus on a
E.(?) < o0, ot 7 désigne la loi invariante de ().

Remarques : 1. Si k < 1, la borne supérieure (i.e. le membre de droite dans (2.13))
est 1 (obtenu pour m = 1), quelle que soit la distribution du processus i.i.d. (7).
En particulier pour £ = 0 on obtient (avec la convention que 0° = 1) la condition
de stationnarité classique pour le modéle ARCH(1) standard, i.e. o < 1.

2. Soit m réalisant le maximum dans (2.13). Un tel m existe toujours car E(n?) =
p2 = 1 par hypothése, donc en utilisant Holder, 1 < po,, < o0. Le terme de droite
dans (2.13) est donc toujours strictement inférieur & max(1,k). Si £ > 1, la borne
supérieure est donc toujours strictement inférieure a k et supérieure ou égale a 1
(valeur obtenue pour m = 1). On obtient donc une zone de stationnarité au second
ordre plus large que pour ’ARCH(1) standard.

3. Si la distribution de (7?) est la masse de Dirac en 1, on trouve comme bonne

supérieure max(1, k), ce qui confirme la borne obtenue dans le cas déterministe.
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4. Pour des grandes valeurs de k, la condition d’ergodicité (2.13) peut se révé-
ler préférable 4 (2.10). Par exemple pour m = 2, le second membre de (2.13) est

strictement plus grand que celui de (2.10) dés que k > pqexp {—3E(logn?)}.

Preuve : Soit g(z) = g(z1,z2) = z;. Comme pour la preuve du Théoréme 2.5.1 il
s’agit de trouver un petite set C et des constantes tels que (i) et (ii) soient vérifiées.

L’espérance conditionnelle en (i) et (ii) s’écrit

Ele} o X = (z1,22)] = Ef0{v(z1, z2)nf1, 71} Xe = (21, 29)]
= E[w{¢($1,1‘2)77t2+1,1‘1}]
= w+ay(zr,z2)EMZ 1, ] (2.14)

77t.+.1> (a:l z3)

Par les inégalités de Holder et Markov on a, pour m > 1

m=1

E(nt+1l7h+1>———l~—) S {E(ntzzll)}; {E(l"l?+1>¢—(%lz_2)‘)}

- et el (22

m—1

(B0 { EELEL |
o {2

k.’l?l

(A

Donc pour z; > kz,, d’aprés (2.14)

-~1
W+ ar }m

E[5t2+2[Xt = (z1,22)] £ w+ a(w+ azri)pem { =

Lorsque z; — +00, le terme de droite dans cette inégalité est équivalent & :

m m+1
{a(g2)"™"} s<a-om-s
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pour une constante 8 > 0 suffisamment petite, le terme entre accolades étant stric-

tement inférieur 4 1. Donc il existe M > 0 tel que

1> M et 21 > kzy = Elg] ,|X; = (21,32)] < (1 = B)z1 — 8.
De plus pour z; < M on a ¢¥(z1,22) < w+ aM et donc d’aprés (2.14), en utilisant
E[n§+11"3+1>wfi1?25] < Elnfn] =1,

Elel | X; = (21,%2)] S w + a(w + aM).
Enfin pour z; < kzs on a ¢¥(x;,x2) = w et donc d’aprés (2.14)
Elel ol X: = (z1,22)] S w(l + ).

On en conclut que (i) et (ii) sont vérifies, avec C = [0, M]? U {z; < kz,} et
b = w+ afw+ aM). On en déduit que le processus (X;) est géométriquement
ergodique, et par suite que (g;) est géométriquement ergodique. Comme dans la
preuve du Théoréme 2.5.1 on en déduit également que E,(c?) est une constante

finie indépendante de t.

Pour certaines lois classiques sur 7; la condition de stationnarité peut étre déter-

minée de maniére plus explicite.

Exemple 1 : Prenons pour loi de 7; une uniforme symétrique centrée de variance

1, c’est-a-dire la loi uniforme sur [—+/3,/3]. Alors uym = 52— et la condition (2.13)

2m—+1
s’écrit : .
2m + 1)km=1\ 7+
0<a< max (—Tij_—)——-— := max h{m).
me{1,2,...} 3m me{1,2,...}



58 CHAPITRE 2. ETUDE PROBABILISTE

On a, pour m >0

h(m) (2m + 1)™+2 3 | TEmED
h{m + 1) :

T\ em+3)mtiE2
La suite apparaissant en facteur de 3/k* dans I'accolade est croissante. Le maximum
dans (2.13) est donc atteint pour

(2m + 1)m+2}

, k?
mpy = min {m . 'g < W

me{l1,2...}
la contrainte de stationnarité s’écrivant alors :

km°’1(2m0 + 1) Rol—'ﬁ
3mo '

O<a<<

La Table 2.1 donne pour les premiéres valeurs de k les valeurs numériques de «
conduisant & des solutions ergodiques. On constate que pour des valeurs de k as-
sez grandes, les conditions de stationnarité stricte peuvent étre beaucoup moins

contraignantes sur o que pour un ARCH(1) classique.

Exemple 2 : On choisit la loi gaussienne standard comme distribution de (7). On

a ici po, = —é?nl"):, Il est facile de vérifier que le maximum dans (2.13) est atteint

2m — 1)™\ /2
™mo = min m: k<<(—m————)—) -1
me{2,3...} Kaim~1)

la contrainte de stationnarité s’écrivant alors :

pour

1
kmo-12m0m0!> o+t

O<ac ( (2mo)!

Pour £ > 3 des valeurs de a supérieures & 1 peuvent conduire & des solutions

stationnaires, comme le montre la Table 2.2 suivante. Les différences par rapport a
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TAB. 2.1 — Contraintes de stationnarité pour la loi uniforme sur [—+v/3, /3] en fonc-
tion des valeurs de k. La derniére colonne donne la valeur maximale de o pour la

valeur de k correspondant a la borne supérieure de 'intervalle.

k « Omaz
0, 1.8] 0, 1] ]

[1.8, 2.338[ [0, {&}V/3[ 1.091
[2.338, 2.772[ [0, {Z&}V4 1.188
2772, 3.146] [0, {%&}V3] 1.282
3.146, 3.480[ [0, {ME}VS[ 1371
(3.480, 3.785[ [0, {1&E}V7[ 1.456
3.785, 4.066] [0, {3&&}/8] 1.536
[4.066, 4.329] [0, {MA}V/9] 1.613
[4.329, 4.577] [0, {3%°}V/19] 1.686
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TAB. 2.2 — Contraintes de stationnarité pour la loi normale standard en fonction
des valeurs de k. La derniére colonne donne la valeur maximale de o pour la valeur
de k correspondant a la borne supérieure de l'intervalle.

k « Omaz
[0, 3 [0, 1] 1
[3, 6.455] 0, {E}/3[ 1.201

6.455, 12.652[ [0, {£}V4 1.807
12652, 23.714] [0, {£}V3[ 2.635
[23.714, 43.297] [0, {£}5[ 3.936
[43.297, 77.694] [0, {£}V7[ 5.976

[77.694, 137.715] [0, {£=}8 9.181

14
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PARCH(1) classique sont évidemment plus marquées que dans I’exemple précédent.
Des valeurs de k encore plus grandes conduiraient 4 une condition plus large que

o < 3.56 obtenue a partir de la condition (2.10).

11 est facile d’obtenir une condition nécessaire de stationnarité au second-ordre. En

effet, si (e;) est une solution stationnaire au second-ordre de (2.2), on a

E(e) = B{n/(w+oe_ 1l sk )}

2
w + aE{Et—1153_1>k53_2}

w+ aE(e?) — aFE{e |1, <ke2_,}

g1

v

w+aFE(e?) — akE(s2,),

soit

{1-a(l-k)}E(ED) > w.

Remarquons que dans ce qui précéde, la troisiéme égalité implique
(1-a)E(e)) <w.

On en déduit le résultat suivant.

Lemme 2.6.1 Une condition nécessaire d’existence d’une solution stationnaire au
second ordre de (2.2) est
a(l - k) < 1. (2.15)

On a alors
w

> —
- 1l-a(l-k)
Sia<lonadeplus E()< 2.

E(e?)
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Remarque. Dans le cas k£ = 0, cet encadrement fournit la valeur de E(c?) pour
un ARCH(1) standard. La condition (2.15) n’est intéressante que si k < 1 et parti-

culiérement si k est proche de 0, c’est & dire au voisinage de ’ARCH(1) standard.

2.7 Moments d’ordre supérieur

Nous avons vu dans la partie précédente que (2.13) est une condition suffisante
de stationnarité stricte et au second-ordre pour (e;). Des conditions d’existence des
moments d’ordre supérieur peuvent étre obtenues & partir de critéres de Foster-

Lyapounov. On a le résultat suivant :

Théoréme 2.7.1 Sous l’hypothése H, si k > 0 et si pour un entier r

km—l 21‘-%-1?
0<a< max <_____> , .10

me{l1,2,... -4 =
{ } :u’27'lu’2mm uénmr

le processus (g:)1>0 solution de (2.2) est géométriqguement ergodique. De plus on a

Er(£27) < o0, ou 7 désigne la loi invariante de (&).

Remarques : 1. Si k£ < 1, la borne supérieure obtenue pour m = 1 et la contrainte

devient

pora” <1 (2.17)

comme pour le modéle ARCH(1) standard.
2. Si k > 1, la borne supérieure est toujours strictement inférieure & k et supérieure
ou égale a 1 (valeur obtenue pour m = 1). Si la distribution de (n?) est la masse de

Dirac en 1, on retrouve comme bonne supérieure max(1, k).
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Preuve : Si puy = oo le terme de droite dans (2.16) vaut zéro et ’ensemble des
valeurs de o satisfaisant la contrainte est vide. Supposons donc o, < oc.

Nous procédons comme dans la preuve des Théorémes 2.5.1 et 2.6.1, en montrant
les inégalités (i) et (ii) avec g(z) = g(z1, z2) = 7.

Pour les mémes raisons que précédemment, le membre de droite dans (2.16) est
strictement inférieur & max(1, k). Soit m réalisant le maximum dans (2.13).

En procédant comme pour la preuve du Théoréme 2.6.1 on obtient

Elefio] X, = (z1,72)]
= Enfw{v(z, z)nt g, 21} | X1 = (21, 22))
B M2TE {w M aw(xl’ x2>77t+1 17)t+1> (z1 z2) }

r

s
= Lo Z w oY (x, 352)SE[77t+1]l

s=0 r

] (2.18)

_kzy
M1 Tare)

Par les inégalités de Holder et Markov on a, pour m > 1

ms - m k1E1 .mT
E(nt+1]lm+l>_g) < {E@Z)} {P [nt2+1>( ml,x2)> }}

P(z1,22)

m—-i

L E(772m1)¢(331>x2)
(B {2 b

- (kl'l)
-1
2 ma ((zy,x) "
= UZmstom {—EZ’T— - (2.19)
Lorsque z1 > kzy et 23 — 400, (2.18) est donc majoré par un terme équivalent a :
m—1 2r4+m-1
1 m—1 o m—-1 M221-+m luén(2r+m 1) ;(2r+m—1)
M?Ta lu2mru2m {7;} iL‘; = - - m-1 - x;
k2r+m-1

IA

1-p)et -8
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pour une constante 3 > 0 suffisamment petite, le terme entre accolades étant stric-

tement inférieur & 1. Donc il existe M > 0 tel que
Ty > M et zy > kzo = E[eZ,| X, = (z1,%2)] < (1 - B)z] - .
De plus pour z; < M on a ¥(z1,22) < w+ aM et donc d’apres (2.18),
. s
ElefialX: = (21, 22)] < piar Z Wt (w+ aM)® = po{w + afw + aM)}".
s=0 r

Enfin pour z; < kz; on a ¢(x1,22) = w et donc d’aprés (2.18)
E[5?+21Xt = (21, 22)] < por{w + aw}’.

On en conclut que (i) et (ii) sont vérifiés, avec C = [0, M]? U {z; < kz,} et b =
por{w + a(w + aM)}". On en déduit que le processus (c;) est géométriquement

ergodique et qu’il admet un moment d’ordre 2r.

Reprenons les exemples de la partie précédente.

Exemple 1 : Pour la loi uniforme sur [—+/3,/3] des calculs analogues & ceux
effectués précédemment montrent que la borne supérieure de la condition (2.16) est

atteinte pour

. k2r
Mo = Milpmeq12.) {m ¢ In <2r n 1> <

— 2 -1
(m — 1)(2r +m) In(2m+1) - ™ :n++ml ) In(2m + 3)
-1
M mr 1) = T om 1) + 1)} .
m+1
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A titre illustratif, la Table 2.3 donne pour les premiéres zones de valeurs de k les
contraintes sur « assurant ’existence du moment d’ordre 4 (r = 2). Le premier
intervalle pour k£ conduit & my = 1. Pour chacun des intervalles suivants mg s’accroit

d’une unite.

Exemple 2 : Dans le cas de la loi A'(0,1), la Table 2.4 fournit les valeurs de
o compatibles avec l'existence d’un moment d’ordre 4, pour différentes plages de
valeurs de k. Les valeurs de m conduisant au maximum dans (2.16) ont été obtenues
numériquement pour les différentes valeurs de k. Pour £ < 3.416, le maximum
est atteint pour m = 1 et la contrainte est celle d’'une modéle ARCH(1) standard
(3a? < 1). Lorsque k augmente, le maximum est atteint pour des m > 1 et des
valeurs de plus en plus grandes de o sont autorisées. Des tables analogues peuvent

étre construites pour toute valeur de r.

Afin d’obtenir une condition nécessaire, soit (&;) une solution de (2.2) admettant

un moment d’ordre 2r. On a

E(5?r> > por[w” + aTE{Eff—l]lsf_1>ksf_2}]
= oW+ E(e]") — " E{e}l 12 <ke2 }]
> gl + aTE(F) — oK E(e,).
Par suite
{1 = por@” (1 = K")}E(e") 2 prove”.

On en déduit le résultat suivant.
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TAB. 2.3 — Contraintes d’existence du moment d’ordre 4 pour la loi uniforme sur
[—\/5 , \/5] en fonction des valeurs de k. La derniére colonne donne la valeur maximale
de a pour la valeur de k correspondant & la borne supérieure de 'intervalle.

k (01 Cmaz
[0, 1.667[ [0, 357 0.745

[1.667, 1.763| [0, 1k1/591/1053/10}1 0.754
[1.763, 1.886] [0, 1kY/351/67Y/9131/18}[  0.771
[1.886, 1.998] [0, £k%/75Y/793/28171/28[  0.790
[1.998, 2.097] [0, 1k/25%/8111/1021/40[  0.810
[2.097, 2.186] [0, 1k5/°5%/°13%/54251/54[  (.828
[2.186, 2.266] [0, 1k3/55%/1015%/28291/%6 0.908
[2.266, 2.339[ [0, 1k7/115Y/11177/7233L/72[ (.916

2.339, 2.407[ [0, 1k*/351/12194/4537/°01  0.926
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TAB. 2.4 — Contraintes d’existence du moment d’ordre 4 pour la loi normale standard
en fonction des valeurs de k. La derniére colonne donne la valeur maximale de o
pour la valeur de k correspondant a la borne supérieure de l'intervalle.

k (s} Omax
[0, 3.416[ [0, —%[ 0.577

1
4

R

[3.416, 4.579] |0, {W}W[ 0.612
[4.579, 6373 [0, {-—Fm 2/3 1,3}16[ 0.684
(6.373, 8.846[ [0, {——3%2’——1/—4}1/7[ 0.787

[8.846, 12.183] [0, {—&irz}/3] 0.923

HaP1Q Had

12.183, 16.656] [0, {—re — ke s} 1.008

HaHip Moy

[16.656, 22.626] [0, {—&r—7 V1] 1.320

Moty Hog

[22.626, 30.571] [0, {—=&rm )Y 1.599

Hall1e Ha2

[30.571, 41.122[ [0, {——-Bm}l/l"‘[ 1.948

Mg Hze
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Lemme 2.7.1 Une condition nécessaire d’eristence d’une solution admettant un

moment d’ordre 2r, ot r est un entier positif, est
pora (1 — k") < 1. (2.20)

On a alors

N?rwr
E 2r > .
=2 1 — pgram(1 —k7)

Remarque. Dans le cas k = 0, (2.20) coincide avec (2.17) et fournit la condition

nécessaire et suffisante d’existence de E(e?") pour un ARCH(1) standard.
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Chapitre 3

Inférence statistique

3.1 Introduction

Dans cette partie nous nous intéressons a des problémes d’estimation sur les modéles
ARCH a seuils du type de ceux considérés dans les chapitres précédents.
L’estimation des modéles GARCH(p, ¢) standard a donné lieu & une abondante lit-
térature depuis leur introduction par Engle (1982) et Bollerslev (1986). La principale
méthode d’estimation est celle du Maximum de Vraisemblance (MV), ou Pseudo-
Maximum de Vraisemblance (PMV) lorsque '’hypothése de normalité du processus
ii.d n’est utilisée que pour construire le critére. Les propriétés asymptotiques de
Pestimateur du PMV ont été établies sous des hypothéses de plus en plus faibles
portant sur I’espace des paramétres, la vraie valeur du paramétre et le processus i.i.d.
Des références récentes sur ce théme sont Lee et Hansen (1994), Lumsdaine (1996),
Boussama (1998, 2000), Berkes, Horvath et Kokoszka (2003), Francq et Zakoian
(2003).

71
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La nécessité de disposer de valeurs initiales dans la mise en ceuvre de la méthode du
PMYV, ou celle d’obtenir des estimateurs plus simples & calculer et étudier, ou plus
robuste & la non-normalité du processus i.i.d, ont conduit des chercheurs & s’intéres-
ser & d’autres méthodes d’estimation. Les propriétés asymptotiques de 'estimateur
des moindres carrés ont été étudiées par Weiss (1986). Récemment, Baillie et Chung
(2001) ont proposé un estimateur fondé sur I’écart entre autocorrélations théoriques
et empiriques du carré des observations. Horvath et Liese (2003) ont introduit une
famille d’estimateurs L, pondérés pour les modéles ARCH(q), permettant de réduire
les hypothéses de moments.

Nous commencerons par développer une méthode des moments permettant d’obte-
nir des estimateurs explicites. Nous considérerons ensuite une méthode des moindres

carrés. Puis nous étudierons les propriétés théoriques de la méthode du PMV.

3.2 Modéle et hypothéses

Dans ce chapitre nous allons considérer ’estimation du modéle ARCH(1) & seuils

de la forme

& = htl/Qnt,

ht = wo + (ZLl aOi]th—leR") =

ol (n;),.7z est une suite de variables i.i.d centrées et de variance 1, définies sur un

(3.1)

espace probabilisé (2,4, IP) ; Z;_; est une variable a valeurs dans R (d € {1,2,...})
appartenant a la tribu F,_; engendrée par {e;_;, j > 0}; (R;)i=1,....r est une partition
de R w>0etpouri=1,...,r, a; > 0. On suppose que 7; est indépendante de
{€t~;,7 > 0}. On note uay, = E(ni™).

Le modéle ARCH(1) standard est obtenu lorsque les a; sont égaux ou lorsque r = 1.
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Le modéle TARCH(1) introduit par Rabemananjara et Zakoian (1993), correspond
472y =¢e4_1, 7 =2, By =R" et Ry = R™. Le modéle ARCH(1) a seuil étudié dans
le chapitre 2 est obtenu pour Z;_; = &2, /e ,,r =2, Ry = [0, k] et Ry =]k, +o0]. La
formulation plus générale présentée ici permet de prendre en compte des dynamiques
plus complexes, I'impact de £2_; sur la volatilité de la date ¢t dépendant de la position
(absolue ou relative) de certaines variables antérieures a la date ¢.

On observe une réalisation de taille n, (g1,...,&,) du processus ;. On attribue la
valeur 0 aux variables antérieures i la date 1. Les variables Z;_; sont des fonctions
connues des €;_;. L’entier r et la partition (R;) seront également supposés connus.

Le vecteur des paramétres inconnus est
0= (61,..0r11) = (w,q,...,a.) € © CJ0,00[%x[0, +00],

ol © est I'espace des paramétres. La vraie valeur du paramétre est inconnue et notée
0o = (wo, a0y, - - -, Qor)-
Nous serons amenés & considérer, dans un premier temps, les hypothéses suivantes :
A1 : Le processus (&;) est une solution non anticipative strictement station-
naire et ergodique du modéle (3.1).
A2 : pour tout i € {1,...r}, Py [Z: € R;] > 0.
A3 : Il n’existe aucun ensemble A de cardinal r tel que P(n? € A) = 1.
A4 : By (e}) < +o0.

Remarque. Des conditions assurant la validité de I’hypothése A1 ont été obtenues
pour les modéles spécifiques cités plus haut (voir les références correspondantes
ainsi que le chapitre 2). L’hypothése A2 est nécessaire pour l'identifiabilité des pa-

ramétres, car si Py [Z; € R;] = 0 le coefficient o; ne peut étre identifié. L’hypothése
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A3 est requise pour obtenir des lois limites d’estimateurs non dégénérées. La condi-
tion A4, enfin, est requise, pour la méthode des MCO, mais pourra étre affaiblie

pour la méthode des moments ou du maximum de vraisemblance.

3.3 Meéthode des moindres carrés

Dans cette partie nous considérons ’estimation par la méthode des moindres carrés
ordinaires (MCO) du modele (3.1).Supposons que (£2) soit strictement stationnaire
et admette des moments jusqu'a l'ordre 4 au moins. On a le modéle AR(1) non
linéaire

T
8? =Wy + (Z aOi]l-Zt—leRi> 6?—1 + U (32)
i=1
ol u; = €2 — hy = (n? — 1)h;. La suite (uys, Fy_1)¢ constitue donc une différence de
martingale. Les estimateurs des moindres carrés des composantes de 8 sont obtenus
en minimisant
n T 2
00 =3 - (Sotuen )} -
t=1 i=1
On note J(i),i =1,...,r 'ensemble des entiers {1 <t <n:Z;1 € R},
m® = L > ek, éi=l ety  i=1,...,m k=24
i n . - n ‘ t~t—
teJ(i) teJ (i)
On obtient facilement en dérivant le critére Q,(9) les estimateurs des MCO suivants :

r - (2) r s @y2) 7!
L2y My (M)
i=1 i

i=1 Y
@
2

&
I

3

. C; .
Oy = @ — W

(3

3
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On en déduit un estimateur naturel de o2 = Varg, (u;) :

2
1 & -
) 2 ~ A 2
o = —ﬁz {55 —Ww - (Z ai]th—lERi> gt—l} !
t=1 =1
Notons pour k£ > 0,

k .
m§ ) = Eeo(‘sf—l]lzt—1€Rz‘)> 1<i<,

2.2 -
¢ = Egy(eiei 11z, 1em,), 151

On a le résultat suivant.

Théoréme 3.3.1 Sous les hypothése A1-A4, O, G&;, i = 1,...,7 et &% sont des

2

estimateurs fortement convergents de w, des oy et de o° respectivement.

Preuve. Les processus (Z;) est ergodique car Z; est une fonction mesurable de
Ei—s,8 > 0 et (&) est ergodique d’aprés Al. Par suite, quand n — oo, pour k =
1,...,4

i

n
OB k (k) ;
™, _E;St—llzt—leRi —m p.s., 1<i<r,

1 n

A 2.2 :

C; = - E ei€i 1z, .er, — ¢ D8, 11T
t=1

Pour tout 4 la variable ¥ 1, _ .. est p.s. strictement positive, pour k = 2 ou
k = 4, sous I’hypothése A2. Elle n’est pas p.s. constante, sinon 77 appartiendrait
p.s. & F,_1, ce qui est exclu, ou serait p.s. constante, donc égale & 1, ce qui est
également exclu par A3. Donc 0 < (m§2>)2 < m§4) < 400, en utilisant A4 pour la

derniére inégalité. Cette remarque permet, en écrivant les relations d’orthogonalité

Egy(us) = Egy(weei_y) =0,
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d’obtenir les relations

i=1 m; =1 My
2
C; mf )
o = —w , i=1,...,r
(4) (4)
m; m;

La convergence forte des estimateurs découle trivialement des convergences précé-

dentes.

Pour établir la normalité asymptotique de 'estimateur des MCO, nous introduisons

les matrices

&2 0 0 Y

0 & 0 o0 X
I= :

0 0 §2) 5(1)

3K D MY

et

m§2) m§4) 0 0

még) 0 mgl) 0 0
J =

m$2) 0 m,(n4)

(2)

1 m§2> my
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oupouri=1,...,ret k=0,1,2

M = o112, er,h3) = w2m™ + 2wpaom®* + aZm®**Y. (3.3)

i 7

Remarquons que Eg, (4) = pug 37, €9,

Le résultat suivant établit la normalité asymptotique de I’estimateur des MCO sous
des hypothéses de moments plus fortes que pour la convergence. L’inversibilité de J

sera montrée dans la preuve.

Théoréme 3.3.2 Sous les hypothése A1-A3 et si Ey,(c8) < +oo,

V(bn —60) = N (0, (pa—1)J7HI(J)7Y).

Preuve. A partir de (3.2) on obtient facilement

' n
; 2 + 3 aganl® ! 2 _
C; = Wwohy + QoM +-/;; UtEy_1, 1= 1,...,7",
i=1 t=1

1 n r 1 n
- E? = WO"FZOéol'Thgz) +'T'L' Ug.
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Par suite, Y ;. , €7/n étant asymptotiquement équivalente & Y ._, rhgz), on a

(m® m® o .. 0 \ [ viG-w) )

1
w0 wmY o0 ... 0 Va(ar — o)
m? 0 L. i

\ 1 oad m® |\ valér - ao) |

1 n 2
( v D1 Wi lz,_er \

1y 2
vn Dot WeEi1 1z, iR

1\ 2
vn Dote1 WeEt1 1z, ier,

\ =T )

Notonse? | = (62 1z, _,cry,---,62 11z, ,er,,1)". Pour tout vecteur 3 = (51, ..., Bri1),

la suite (;}‘,—;Utﬁléf_p Fi_1)¢ est une différence de martingale. On a en utilisant u; =

(77t2 -1

n 2
Z Eg, { (%utﬁ/-&?—l) |-7:t—1}
t=1

l n T T
= - ; E(n; - 1)? (wg + Y alz, emei + 2w Z aoilz, ieri€i1

=1 i=1

T r
X (Z /Bizlzt—leRiE?—l +2 Z /Bith—1€RuBT+15§—l + 63—!—1)
i=1 i=1

= (pa—1) {Z B2ED + 286" + m?”} ,

i=1
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en probabilité quand n tend vers l'infini. De plus, pour toute constante € > 0,

n 1 2
Z E { (%Ut5/§§_1> l{n—l/zlutﬁ/ég_llze}}
t=1

2
= FE {(utﬂ’gf_l) ]l{mtﬁlég_l[z\/ﬁe}} — 0, quand n — o0

car {|u,d'e2 ;| > v/ne} | B et B (w,8e2,)" < oc. Le théoréme central limite pour
tableaux triangulaires de différences de martingales (voir Billingsley (1995)) permet

de déduire de ce qui précéde que

% dowf, =N (o, (ks —1) {wad” +20:8r167) + G718 })
t=1

i=1
et par suite, en utilisant la propriété de Cramer-Wold, que
=3 gk = MO, (- DD (35)
t=1

Montrons que cette loi limite est non dégénérée, c’est-a-dire que I est inversible.
Il est clair que les §§k) sont non nuls sous I’hypothése A2 et que les r premiéres
colonnes de I sont linéairement indépendantes. Supposons que la r + 1-éme colonne
soit combinaison linéaire des autres. Donc il existe (A, ..., A,) tel que: 551) = Ai§§2),
i=1,...,ret >, §Z.(O) =3 )\igfl). On en déduit que

Ser-y it (55)

i=1 o1 &

Or l'inégalité de Schwarz implique que

(DY = (B [(217_enhi) (L2, ,er,he)]}?
Ego (6;1—1]1215—1632']1?) E90 (]th—leRih?) = 51(2)61(0)

IA
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L’une de ces inégalités est stricte car sinon il existerait des constantes p; telles que,
ps., (€f1 — )1z, _,cr,h? = 0. On en déduirait en sommant sur ¢ que la variable
(e}, prendrait p.s. au plus 7 valeurs distinctes. Il en serait de méme de h; et par
suite n? prendrait p.s. au plus 2r valeurs distinctes, ce qui est impossible d’aprés

A3. Par suite (3.6) est impossible donc I est bien inversible.

Dans (3.4) la matrice J converge p.s. lorsque n tend vers Iinfini vers J. On montre
que J est inversible de maniére similaire 4 ce qui a été fait pour I. Le théoréme se

déduit de (3.4) et (3.5) par un raisonnement classique.

0
Remarque : on obtient un estimateur des coefficients fi(k) a partir de (3.3) en rem-

placant les moments théoriques, mgj >, par les moments empiriques r”ngj ). En utilisant
les convergences montrées précédemment, on obtient ainsi des estimateurs conver-
gents p.s. des matrices I et J. Si on suppose u4 connu on en déduit un estimateur

fortement convergent de la matrice de variance asymptotique.

Exemples : 1. Dans le cas ou 7 = 1 on obtient la variance asymptotique de

Iestimateur des MCO dans le cas ARCH standard. On a, si uga* < 1, en omettant
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les indices

@ @ m®  m®
I == € 5 R ,] = ,
€0 ¢O 1 m®
2
@ - _“¥ @__ w(l+a
" 1-a’ m (1 - pge?)(1 —a) Ha
6 _ {1420+ pe?(2+a)}
m - 1= (1~ 2)(1 — He,
(1 — pea?) psa?)(1 — )
m® = w1+ 30 + buga® + 3(ug + pe)a® + Susa* + papea®(3 + o)} )
(1= psat)(1 — pea®)(1 — paa®)(1 — o) i
W = E(e25,h)) = *m®) + 20wm ) 4 oPmFHY,

A titre d’exemple, voici quelques valeurs numériques de cette matrice pour diffé-

rentes valeurs des parameétres lorsque 7; suit la loi normale (0,1) :

paramétres w=1 a=01 w=1l, a=02 w=1, aa=0.3
. 3.976 —1.850 8.031 —5.261 151.0 -106.5
Vargs{v/n(6, — 60)}
—1.850 2.151 —5.261 5.460 —-106.5 77.6

La précision asymptotique du paramétre w, et globalement celle du couple 6, devient
trés faible au voisinage de la frontiére d’existence du moment d’odre 8 (a < 0.312).
La convergence est cependant obtenue sous existence du moment d’ordre 4 (o <
0.577). Pour des valeurs de « pas trop élevées la méthode peut donc fournir de

bonnes valeurs initiales dans ’algorithme de maximisation de la vraisemblance.
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2. Dans le cas oll 7 = 2 on obtient

69 0 él) m?) mg4) 0
=l o @ & | s=| @ o mf
el &b 2 e 1 m? md

Les valeurs théoriques des composantes de I ne peuvent étre calculées analytique-
ment mais elles peuvent étre estimées par simulations. A titre illustratif, nous présen-
tons ci-dessous des expériences de Monte-Carlo pour quelques exemples de modéles

a deux régimes, avec

Zy = 5%—1/‘9?—27 Ry =[0,k], Ry =]k,+ocl.

On a effectué N = 1000 simulations de taille n = 10000 du modéle, calculé pour
chaque simulation un estimateur én de #y. La moyenne sur les NV simulations est notée
Ox. On donne également la fréquence empirique (sur une simulation) du régime 1,
notée p(R;). Ces résultats seront comparés ultérieurement avec ceux correspondant

3 la méthode des moments.
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3.3.2 - Estimation de la variance asymptotique de ’estimateur des MCO

83

k=1
(wo, o1, Qto2) (1, 0.3, 0.5) (1, 3.0, 0.1)
On (1.062, 0.279, 0.460) (1.051, 2.924, 0.087)
73 15.356 58.942
P(R1) 0.490 0.486
0.855 —1.344 0.238 0.717 —1.463 0.263
Ty —1.344 18.463 —3.033 —1.463 64.635 —7.971
0.238 —3.033 7.230 0.263 —7.971 20.720
k=3
(wo, o1, Cto2) (1, 0.3, 0.5) (1, 0.5, 0.1)
On (1.019, 0.284, 0.490) (1.012, 0.482, 0.096)
73 8.12 5.013
H(Ry) 0.679 0.667
1.504 —1.367 0.178 1.259 —1.116 0.253
by —~1.367 11.480 —1.463 —1.116 6.843 —1.546
0.178 —1.464 1.561 0.253 —1.546 2.159
k=5
(wo, a1, Cl02) (1, 0.2, 1.1) (1, 0.7, 0.2)
Oy (1.138, 0.178, 0.956) (1.192, 0.570, 0.187)
72 76.55 58.00
p(R:) 0.745 0.755
1.920 —1.585 0.063 5924 —4.231 0.108
x —-1.585 80.971 —1.851 —~4.231 63.185 —1.554
0.063 —1.851 1.355 0.108 —1.554 1.028
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3.4 Méthode des moments

Dans cette partie nous considérons l’estimation par la méthode des moments du
modéle (3.1). Supposons & nouveau que (£?) soit strictement stationnaire et admette
des moments jusqu’a l'ordre 4 au moins. Les moments et autocovariance usuels du

2 blent i ibles & calcul lyti i 1 lati
processus (£7) semblent impossibles & calculer analytiquement mais on a les relations

suivantes entre les moments de variables tronquées de la forme €71z, ,cg, :

Eq, (531%—161{7’) C‘JOE90 (]I'Zt—leRj> + {Z i Lg, (Eg—llzt—leRi ]th—1€Rj )}

i=1

= woEp,(1z,_,er;) + a0; Eoy(€7 112,_,ery), (3.7)
Egy(efei_y) = woBay(ei1) + {Z ao; Egy (Sf_llzt_lem)} : (3.8)
i=1
soit sous forme vectorielle
by = Aobo, (3.9)
[ P n®  m® o 0
m$® (1) me 0 md 0
bo = : , Ag= :
mt? (1) m® 0 0 m?
ACEE Ego(e?) mf” my?
en posant, pour¢=1,...,r, k=0,1,..., h=0,1

m

() (h) = Egy(e1z,_,en,)

)



3.4. METHODE DES MOMENTS 85

et en remarquant que mgk)(O) = mgk). On a la propriété suivante.

Lemme 3.4.1 Sous les hypothése A1-A4 la matrice Ay eziste et est inversible.

Il est clair que les r derniéres colonnes de Ag sont linéairement indépendantes. Sup-
posons que la premiére colonne, notée Cy, soit combinaison linéaire des autres, notées
Cs,i=1,...,7. Donc il existe des constantes 3; telles que Cp = Y_;_; 3;C;. Puisque
P(Z; € R}] > 0, mgk)(h) > 0 pour k pair. Donc §; = m—’?%% Par suite, la derniére

ligne donne,

r 2
En(cty) = 3 gm0 =3 T © Z;;O >Z{m } - E(e2.)
i=1 B

(3.10)

en utilisant Schwarz et le fait que Y . ; 1zecr, = 1. L’inégalité est stricte par les
arguments déja donnés dans la preuve du Théoréme 3.3.2. Donc les colonnes de A

sont linéairement indépendantes.

O

L’équation (3.9) permet donc d’identifier 6, & partir de by et Ay.

On définit un estimateur des moments de # en posant, si A est inversible,

6, =A"'b (3.11)
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o b et A sont obtenus en remplacant les moments théoriques par leur contrepartie

empirique, c’est-a-dire

M (1) 0 AP0 o 0
g (1) iy 0 @mP0) o 0
6= , A — : .
(1) 7O 0 0 w20
\ 3 Sekl, Ly, s, wl) m(0)
et
1 n
Z_Z]IZtERI; Z‘=17...,7",
n t=1
1< ,
=;Zgicnzt—h€Ria 1=1,...,7, k=0,1,..., h=0,1

Les résultats suivants établissent la convergence forte et la normalité asymptotique

de Vestimateur 6,,.

Théoréme 3.4.1 Sous les hypothéses A1-A4, 0, est un estimateur fortement convergent

de 0.

Preuve. Le processus (Z;) est ergodique car Z; est une fonction mesurable de

€1-s, 8 > 0 et (g4) est ergodique. Par suite, quand n — oo
m§°> — mz(-o) p.s., 1<i<r,

m§k>(h) — mgk)(h) ps., 1<i<r, k=1,2, h=0,1,

1
2
~ Qi — Ee;, ps., — E e2e? | — E(gl? ;) p.s.
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Par suite A — A, p.s.. Donc, d’aprés le Lemme 3.4.1, A est p.s. inversible pour
n assez grand et 6, est bien défini. La convergence forte de I’estimateur découle
trivialement des convergences précédentes.

O
Le résultat suivant établit la normalité asymptotique de l'estimateur des moments

sous les mémes hypothéses que celles de la convergence. On définit

£ 0 o0 ... o

o &£ o o .. %
ol

o 0 ... e

Mo &b e

L’inversibilité de I* sera montrée dans la preuve du théoréme suivant.

Théoréme 3.4.2 Sous les hypothése A1-A4
V(B — 60) = N(0, (ua—1)AF (497,
Preuve. En utilisant (3.2) on remarque que

. A @2, 1¢ |
P 1) = wonl? + ag® + - Z utlz,_;er;, i=1...,m
t=1

n n r n
1 Z 2.2 1 Z 2 Z ~(4) 1 Z 2
ﬁ €81 = Ldo;l- € 1 + Qo™ + '7’; Ut€r_q
t=1 t=1 =1 t=1
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ce qui s’écrit vectoriellement

1 n

n Zt=1 utlz,_ier, \
1 n

n Zt:l ut]th—léRz
1 n

E Zt:l ut]th—lGRr

1 n 2
poy D ieg Uiy

Par suite

ﬁ Z?:l ut]"Zt—].ERl
ﬁ Z?:l ut]l‘Zt—IERZ
A6, — 6) = : : (3.12)

1 n
7= 21 Utlz,_er,

1 n 2
7n Zt:l Utei1

Notons Wi_; = (1z,_,erss-- > 12,_1er,, €2 ;). Pour tout vecteur 3 = (51,. .., Brs1),

la suite (Lnutﬂ’I/Vt_l, Fi_1): est une différence de martingale. On a

Z E { <——utﬁ W, 1>2 :J—'H}

i=1 =1

T
X (Z /@'let-leRi +2 Z ﬁz‘]th-leRiﬁrHE?q + ﬁfﬂaf—l)
i=1 i=1

— (u4—1){2ﬁ?€§0)+25¢5r+1§¢(1)+ m&("’}

i=1
en probabilité quand n tend vers l'infini. De plus, pour toute constante € > 0,

2
Z E { <—utﬁ Wi 1> ]l{n_l/zmﬁlwt_ﬂzﬁ} — 0, quand n — o0
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par le méme raisonnement que dans la preuve du Théoréme 3.3.2. En appliquant
comme précédemment le théoréme central limite pour tableaux triangulaires de dif-

férences de martingales on obtient

1 n T
— ) wfWii =N ([0, (g —1) 51-2@(0) + 2ﬂiﬂr+1£¢(1) + 53+1§§2)
Vn
t=1 i=1
et par suite, en utilisant la propriété de Cramer-Wold, que
J .
% Zutwt—l = N0, (ug—1)I"). (3.13)
t=1

On montre que I* est inversible par le méme raisonnement que pour la matrice I.
On conclut en utilisant les équations (3.12) et (3.13), le fait que A— Ay ps. et

I'inversibilité de Ay d’aprés le Lemme 3.4.1.
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Exemples (suite) : 1. Dans le cas ol 7 = 1 on obtient, si yga? < 1,

0 ¢ 1 m®
I = & ¢ , Ag =
5(1) 5(2) m2 m@
Par suite, on retrouve la matrice de variance obtenue dans le cas des MCO. Les lois
asymptotiques des estimateurs des MCO et des moments sont donc les mémes car
les deux méthodes sont, dans ce cas, fondées sur les mémes relations d’orthogona-

lité. Numériquement, les estimateurs sont également trés proches mais différent par

quelques observations.

2. Dans le cas oil 7 = 2 on obtient

e g 38 m® m® 0
=\, o £ Y , Ao=| m® 0 mP
1 1 2 2 4 4
e &P T2 e Eg(2) miY m)

I1 est évidemment possible d’appliquer la méthode des moments & partir d’autres

équations que (3.7) et (3.8),
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3.4.1 : Estimation de la variance asymptotique de I'estimateur des moments

k=1
(wo, o1, Cvo2) (1, 0.3, 0.5) (1, 3.0, 0.1)
O (1.094, 0.172, 0.465) (1.080, 2.898, 0.078)
72, 10.250 22.214
H(Ry) 0.490 0.486
21.438 —14.240 —0.539 94.066 —93.771 0.349
Ty —14.240 53.820 —3.941 —93.771 278.812 —6.104
—0.539 —3.941 1.378 0.349 —6.104 1.106
k=3
(wo, o1, 0ig2) (1, 0.3, 0.5) (1, 0.5, 0.1)
Oy (1.030, 0.273, 0.487) (1.013, 0.484, 0.094)
72, 7.95 5.287
P(Ry) 0.679 0.667
11.805 —1.959 —1.265 7.084 —2.374 —0.757
Ty ~1.959 4.189 —1.939 —2.373 5526 —1.428
~1.265 —1.939 3.594 —0.757 —1.428 2.179
k=
(wo, o1, Cr02) (1, 0.2, 1.1) (1, 0.7, 0.2)
O (1.279, 0.039, 1.012) (1.227, 0.578, 0.119)
52, 27.01 27.435
P(Ry) 0.745 0.755
116.475 ~26.927 —2.182 76.161 —5.283 —15.073
TN —26.927 24.419 —7.995 ~5.283 5.566 —3.968
—2.182 -7.995 15.889 —15.073 —3.968 30.117
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3.5 Méthode du maximum de vraisemblance

Nous présentons dans cette partie la méthode du maximum de vraisemblance. Sous
I’hypothése de normalité des variables 7, la vraisemblance peut étre écrite comme
pour les modéles ARCH classiques. Nous ne ferons cependant pas ’hypothese que
cette loi constitue la vraie densité des 7;, mais nous l’utiliserons pour définir le
critére. Conditionnellement & des valeurs initiales 3 et £, la pseudo-vraisemblance

gaussienne est donnée par

n 1 22
Ln(e) = Ln(e,El, -‘-7571) = H —el‘p(——t>

t=1 V 27Tht 2ht

avec hy = Bt(9) est définie par By = hy = w et hy = hy pour t = 3,...,n, calculé &
partir de la deuxiéme équation du modéle (3.1). Notons 1(d) la log-vraisemblance
associée 4 ; conditionnellement au passé. La log-vraisemlance conditionnelle s’écrit,

normalisée par n, & une constante additive prés :

1,(6) = — ;nz t———Zlnht+

On définit un estimateur du maximum de vraisemblance Gn, comme une solution

mesurable de :

~

6, = argmax L,(0) = arg max 1,(0), (3.14)

gee

Afin de démontrer la convergence forte de l'estimateur du maximum de vraisem-
blance, nous remplacerons ’hypothése A4 par :

A4’ : 35> 0, Ep, (%) < Ho0.
Nous ferons également ’hypothése

Ab5 : 6y € O et O est un compact.
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Théoréme 3.5.1 Soit §, solutions de (8.14). Sous les hypothéses Al, A2, A3,
A4’ et A5, ona

6, — 6y quand n — +00

Preuve. La démonstration de ce théoréme est basée sur une adaptation de la

démonstration de Francq et Zakoian (2003), Théoréme 2.1. Il sera utile d’introduire

&

L(8) = 1n(8, €n,En1, o) = (=20)1 D &, l = 6(6) = Infhy] + 5*.
t=1 ¢

Sous les hypothéses du théoréme 3.5.1, nous montrons les Lemmes suivants
Lemme 3.5.1 lim sup | 1,(8) — 1,(6) |=0, p.s.
n—=00 geo
Lemme 3.5.2 h,(0) = hi(6) Py, p.s. = 6 = b,.
Lemme 3.5.3 la fonction 1(6) = %lE[Et(H)] admet un unique mazimum en 6.

Lemme 3.5.4 Ej, | £,(0) |< 0o, Y0 € © et si 0 # 0o, Egle(8) > Ep,ls(6p),

Lemme 3.5.5 Pour tout 8 # 0, il existe un voisinage V (0) tel que lim inf , h%/f(o) 1,(6") >
n—oo @*e
Egogl(eo), D.S.

Preuve du Lemme 3.5.1 : Le résultat est immeédiat car

oll tous les numérateurs sont minorés par un réel strictement positif puisque © est

compact et w > 0.
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Preuve du Lemme 3.5.2 :

Supposons que h:(8) = ht(6y) Ps, presque stirement. Alors

r T
E 2 _ E 2
w + ailzt—leRiEt—l = Wy + aOi]LZt_leRiEt—l
i=1 i=1

2
<= w Wo +Z Q; — Qo ]th 1€R;€1—1 =0
< (w—wo +Z — o)1y 1z,_ser, =

= (w—wo)+ Z Qipolli-117, 1er, =0
i=1

o @;t2 = (04 — ag;)hs—1. Done si a; # g, Vi = 1,...,7

wo—w o
P si Z;_1 € Ry

= Ma=1q (3.15)

Lo gj Zt—l € R’r

Qrt—2
Puisque les {R;}1,.. » constituent une partition de R? et d’aprés A1, n:_; est indépen-
dante du passé { €;_g, €1_3, ... } donc 2, n’a que r valeurs ce qui est incompatible

avec I’hypothése A3, d’oll a; = a; Vi = 1, ..., r et par conséquence w = wy ie § = f.

Preuve du Lemme 3.5.3 :
Remarquons tout d’abord que 1(f) est bien défini et ne dépend pas de ¢, en vertu

du Lemme précédent et de I’hypothése A1l.
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Formons

T(60) ~ 1(6) = 5 B, [m%] _ %E[m -

Onacg = hi/z(t%)nt. Donc

1(90> — 1(9) = %E@O [ZTL }Zt<(:o))] - %[1 — Eeo(};;((%o)) )]
> 3= Bl - it - Bu(Ga ) =0

en utilisant la relation {n x > 1 — — pour z > 0. Cette derniére inégalité est stricte
T

sauf si z = 1, ce qui permet d’affirmer que 1(6p) —1(8) > 0 sauf si ~:(6) = h:() p.s.
O

Preuve du Lemme 3.5.4 :

Dans le cas ot 4;(9) est négative, on a Eg,¢; (6) < Egln~hy < max{0, —lnw} < co.
Nous montrons aussi que Ey ¢ () < 0. En effet, d’aprés 'hypothése A4’ on a
ds > 0, Eg,(e2*) < +00. Or Eg,(¢2) = Ep,(n2°h$) = Epy(n*)Eg,(h§) < +0c donc
Eg(h$) < +oo car Eg,(n?*) < +o00. Donc

1 1
Egglnhe(6) = Ego =In{lu(6)}" < <InEg, {he(6)}* < o0

et
Eeoet(e) = E90{

MOIE -+ Bun (0} = B (70} + tn(8) < 0

D’aprés le Lemme 3.5.3, si 6 # 6 alors 1(6g) — 1(6) = 1[Eg,[¢:(8)] — Ego[€:(60)] >
0 d’ou le résultat. Notons que Fj l; (6) < Egln~h: < maz{0, —inw} < oo et
Egoln(g) = Egoft(e).
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Preuve du Lemme 3.5.5 :
La preuve de ce Lemme est la méme que dans Francq et Zakoian (2003), Théoréme
2.1. Elle est basée sur les résultats des Lemmes 3.5.1, 3.5.3. Par '’hypothése A5,

nous complétons la preuve du théoréme 3.5.1.

Pour montrer la normalité asymptotique nous adaptons la démonstration de Francq
et Zakoian (2003), Théoréme 2.2. Nous introduisons les deux hypothéses suivantes
A6 : 0, Eé, avec é, désigne Pintérieur de ©.
AT : Kk, = E(n}) < oo

Théoréme 3.5.2 Sous les hypothéses du Théoréme 3.5.1 et sous AB-AT, ﬁ(én —
Bo) est asymptotiquement de loi N(0, (k, — 1)J ™) avec

. 0, (60) 1 Bh(6p) 6ht(00)>
/= Loy (W)_E%(hf(eo) 56 80 ) (3.16)

I1 est intéressant de comparer la variance asymptotique de 'estimateur du MV avec

celles obtenues par les méthodes précédentes.

Exemples (suite) : 1. Dans lecas ot r =1 on a

2
1 €t-1

(wo+aoe?_q)? (wo+coe2_,)
2

2

J = Ejy
0 €1 €1

(wotapeZ_1)2  (wotaoer_,)?
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On obtient par simulation (N = 1000 simulations de séries de taille n = 10000 avec

bruit 7, gaussien standard) :

3.5.1 : Estimation de la variance asymptotique de 'estimateur du MV

parameétres w=1, a=0.1 w=1 a=105 w=1, a=0.95

3.46 —1.34 4.85 =215 6.61 -—2.83
-1.34 1.87 -2.15 3.99 —-2.83 6.67

Varge{ \/ﬁ(én —6o)}

Comme pour l'estimateur des MCO, la précision asymptotique se déteriore glo-
balement lorsque a augmente. Elle se déteriore également pour chaque coefficient,
contrairement au cas MCO. Pour a = 0.1 ou a = 0.5 aucun des estimateurs ne
I’emporte globalement sur ’autre. L’écart entre les précisions asymptotiques est ce-
pendant nettement plus important en ce qui concerne w que a, ceci en faveur du
MV. Méme lorsque « est trés proche de 1, ce qui correspond aux séries réelles, la
précision asymptotique de l'estimateur du MV reste correcte : par exemple pour
une valeur estimée de (1,0.95), & partir d’une série de longueur 10000, 'utilisation
de cette matrice conduirait & approximer 'intervalle de confiance pour «, au seuil
95%, par [0.90,1.00]. Rappelons que la matrice asymptotique de I'estimateur MCO
n’existe pas pour les valeurs de « supérieures & 0.577.

2. On a lorsque r = 2

1
J = Eg{
0 2 2
(u.)o + aOlEt—l]LZt—leRl + aO?Et—llzt-1€R2)2
2 2
1 61,‘~1]th—1€1:€1 Et—llzt—leRZ
2 4
X1 e _qlz,_ier €_1lz._ier 0

2 4
€it——l]lzt—léRz 0 Et—l]th—leRz
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La variance asymptotique de l'estimateur du MV est présentée dans le Tableau
suivant pour les valeurs utilisées pour la méthode MCO et celle des moments. La
méthode du MV n’apparait strictement supérieure aux deux autres dans aucun cas,
excepté lorsque k = 1 et 6 = (1,3,0.1) ou I’écart entre les variances asymptotiques
de 'estimateur des moments et du MV est une matrice définie positive. Cependant,
la méthode du MV se distingue des deux autres par le fait que les variances asymp-
totiques ne prennent généralement pas de trés grandes valeurs (sauf dans le cas cité

plus haut pour le coefficient o).
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3.5.2 : Estimation de la variance asymptotique de I'estimateur du MV

k=1
(wo, o1, 0t02) (1, 0.3, 0.5) (1, 3.0, 0.1)
H(Ry) 0.490 0.486
4693 —2.818 —1.783 4932 -8312 —0.920
b —2.818 10.401 1.071 ~8.312 153.793 1.552
—1.783 1.071 4.676 ~0.920 1.552  0.759
k=3
(wo, o1, Cr02) (1, 0.3, 0.5) (1, 0.5, 0.1)
P(Ry) 0.679 0.667
4426 —1.997 —1.775 4232 —2.802 —1.145
pyY —~1.997 4.612  0.801 —2.802 9.955 0.758
~-1.775 0.801  7.378 ~1.145 0.758  1.730
k=5
(wo, @1, 002) (1, 0.2, 1.1) (1, 0.7, 0.2)
P(Ry) 0.745 0.755
4188 —1.349 —2.112 4.923 —2.679 —1.418
Ty ~1.349 2.186  0.680 —2.679 8652 0.772
—2.112 0.680 25.493 ~1.418 0.772 3.334

99



100 CHAPITRE 3. INFERENCE STATISTIQUE

Preuve :

Le résultat de ce théoréme est basé sur les développements suivants :
n
- 12 = 7.(b

= —1/22 _gt 90 ( Z 60 69 ) \/ﬁ(én - 90)’

2
R €;
ot les 0; sont entre 6, et 6. Les dérivées de £;(0) = In[h;] + -~ sont données par

hy
1
84,(9) 2 oh oh il
t o 1 Ohy ¢ a2t
=<1 == [——. —_— = Fi-2 A7
56 { ht} {ht 09 } ’ wee oe : (3.17)
ey 111— R

TN AR R U £~ D EL A FE.
0000 hy h: 8606’ hy hy 06 h: 00’
&2 1 Oh 1 Oh:
= {9 1 —=* 3.18
- e w e @19
Afin de prouver le théoréme 3.5.2, nous montrons sous ces hypothéses, les Lemmes
04:(60) 04:(6o) 0%4:(6)
o0 og ||~ || Teae || <
. . 0l(60)\
Lemme 3.5.7 J est inversible et Varg, 50 (= {kn—1}J.

suivants

Lemme 3.5.6 Ep,

Lemme 3.5.8 Il existe un voisinage V(6y) de 8y tel que pour tout
i, j, ke {l,..,r+1},

834,(6)
56;00,06,

E@o sup
gy 90
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Lemme 3.5.9 —1/22 {8&5 (6o) (%t 90 }H
n 2
T o) LAMEC }H 0 en pobabi quand .

Lemme 3.5.10 n‘1/2z —et (6) = N(0, (5, — 1)J).

n 82
Lemme 3.5.11 n‘lz
£ 96,06,

L(05) — J(i,5) p.s

Preuve du Lemme 3.5.6 :
Nous utilisons pour une matrice A = (a;;) la norme définie par [|A] = 3 | ai; |.

Pour montrer les deux inégalités, nous utilisons (3.17) et (3.18). On a

\

IA

l \ 04,(6) 44 (85)
20 of

10k
hy 08

"

= (1-2%
( ht)
Pour 6 = 6,, 2

ht =7; indépendant de h; et de ses dérivées. On a aussi
t

1 Ohy(6o)]?
h:(8,) 06
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D’aprés 'hypothése A7, on a

04:(6o) 0L:(0 1 1
a5 < (G gpa) B0
SIST ,
= i"‘ -1 (ky — 1)
“o i loo)
<

En utilisant (3.18) nous pouvons montrer facilement la deuxiéme inégalité. En effet

(92&(90) 9 E? 1 1 3ht(90) 8ht(90)
5650 e (60) WG 86 06
2
i | (ot * )
hs(6o) he(6o) ~ he(0o)
2
1 1
e Y e
0 i<i<r 0i
Alors
2
924,(6) 1 1
< B
Bt 0606’ \ =3 w0+1r£1_i£1 (ap;)

Preuve du Lemme 3.5.7 :

En utilisant (3.18) et le Lemme 3.5.6, la matrice J existe et (3.16) est vérifiee et
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nous avons aussi

Vareo{(%t(e())} _ Eeo{aet(eo) 8&(90)}

00 o6 o9
Ohy(6o) Ohs(6o)

_ _2\2 t\V0 t\Y0

— Bl B { T

= (ky—1)J.
Nous supposons que \'J\ = E| ! ()\/aht(%)f] = 0 pour A € R™™. Donc

hi(6o)" 00

presque stirement, by 3hg(990) = 0.

Posons A = (Ao, A1, ..., Ar). Sous les deux hypothéses A1, A4’ et en utilisant le
méme raisonnement que pour le Lemme 3.5.2, nous pouvons montrer facilement que

A=A =..= X =0don la fin de la démonstration du Lemme.

Preuve du Lemme 3.5.8 :

Nous dérivons 1’égalité (3.18) :
__83£t(9> = - ﬁaht 1 0h _1_%} (3.19)
06;00,00; h2 86; | \ hs 06; | | he 08y '
2
s _ g\ [ gL 9hiOhiOhs
+{2ht 1}{ > 73 56, 96 96,

_ Lyt [ L0 Oh 0N
B h: |\ k2 86; 98, 56y,

[e]
Soit ©* un compact inclus dans ©. Pour tout § > 0, il existe un voisinage V(6,) de

6y inclus dans ©* tel que wy < (1 + §w, ag; < (1 +8)ay, V1 < 4,5 < r pour tout
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6 € V(6y). Nous avons

r 2
he(fo) _ wo+ i coilz,_ieriEiy
= i .
ht(g) w + Zi:l C“i]]-Zt—1€RiEt—1
r 2
“o Zi=1 aoilz,_ eri€i g

wt i ails jeria W+ i oilz erel
ﬂ Z::l aOi]th—leRi

w Z;=1 ailzt—leRi

< 2(149)

IA

Notons par || X||, := EYP(X?). On a

2
sup -t ky/? || sup he(80) (3.20)
6V (00) Pt ) 6evipo) Pt ||,
< 2k12(1+9)
En utilisant (3.20), les résultats du Lemme précédent et I'inégalité de Holder
83€t<9> { 52 } { 1 8ht 8ht 8ht } }
Eyp, sup |————=—| = E4 su 2-6LFd
% ocvize | 06:00;00; % v he | \ 13 86; 96, 98,
52 1 8ht 2
< sup |2 —6-L||| max| sup |—
eviin) Al | ped 17 36| |
O

Preuve du Lemme 3.5.9 :

D’aprés les résultats des Lemmes 3.5.6 et 3.5.7 , on a

1ans | 06(60)  00(6p)
s - 2|

t=1
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2 2 7
1 6h g2 } 1 0h
_ 1/2 t 1/2 t t
= +n 218 ==t Y8
>{i- }{htae} {3 {ht 9} )
2 2
nl/2 _ 1/2 2 1
< I +nt2Y - —
t=1
< 1/2z2:1+77t(2+———1 )
t=1 “o 1@}2"(&01)

En utilisant 'inégalité de Markov, pour tout € > 0,

2 1
P 1/2 1 -
(n Z + nt (w + mm (aOi)) > 6)

t=1 0 1<i<
< én_l/2 2 + —1‘(—'—) — 0
€ Wo 11%1i1£r Qg

De la méme fagon, on a

sup
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Z{ 0000 5660 }H
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< nt su
= ;9@}30) {aaae 5006 }H

2 2 9 ~ ~

1 6h 1 Oh £ 1 6h 1 Oh,

= -1 2 _—t}{ t} {2~—t—1} ':"-——"t = A
" ;Qﬁ}?w { he } {ht 86 § \ 7 86 3 7.6 ()7 00

10k
e 00

2 2 2
-1
n E sup |2+ —1
“~ 9ev(ge) |

1 8ht
he 86

-1 2?—?—1

he

IA

sup
6V (6o)

sup
t=1 QEV(Qo)

sup
eV (6o)

IA

w
p— 9€V(60) B 6€V(6o)

2
1 1 ) 1
n- Z[llnt 1+6)+1) sup (;—%—m) +(2n;(1+6)+1) sup —;

}
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En utilisant 'inégalité de Markov, pour tout € > 0,

2
2

1 1 1
1/2 (4 2 1 5 il 2 i
n n;(14+6)+1) sup +———] +@Cn;(1+6)+1) sup > €
; e+ h ge iz (o) I S
2
2 1 1 1|
<-|(46+5) sup | =+ ——+—] +(20+3) sup —|n" —0
¢ 6V (60) \ ¥ 1111@.137(0400 6V (6o) W

O

Preuve du Lemme 3.5.10 :

Pour montrer cette convergence en loi, nous utilisons nous aussi le théoréme cen-
tral limite pour les différences martingales. Soit F; la o-algébre engendrée par
les variables ¢;_;, 7 > 0. On a Ego((—%ét(%)yft_l) = 0 et par le Lemme 3.5.7,
Varg,(04,(68)/00) existe. Par le Lemme 3.5.7, les hypothéses A4’ etA6 et le faite
que 0 < K, < 00, Varg,(04:(6y)/08) est non dégénérée. Donc pout tout A € R™,
la suite {/\'%Etw),}}}t est une différence martingale stationnaire et carrée inté-
grable. En utilisant le théoréme central limite de Billingsley (1961) et la technique

de Cramer-Wold, nous avons la normalité asymptotique.

Preuve du Lemme 3.5.11 :

La preuve de ce Lemme est la méme que dans Francq et Zakoian (2003), Théoréme

2.2.
a

La méthode de maximum de vraisemblance nous permet d’estimer le modéle (3.1)

avec des estimateurs convergents quelque soit le nombre r de changements de régime.
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Cette derniére sera utilisée dans le chapitre suivant pour estimer notre modéle pour

des données simulées et réelles.
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Chapitre 4
Applications empiriques

Dans ce chapitre, nous illustrons la pertinence des modéles non linéaires condition-
nellement hétéroscédastiques développés dans les parties précédentes & partir des
données réelles. Nous commencgons par présenter une méthode de test de ’existence

de plusieurs régimes.

4.1 Test de 'existence de plusieurs régimes

L’inférence des modéles & seuils (inconnus) est composée d’une partie identification
des valeurs des seuils et d’une partie estimation classique. Des tests qui permettent
de justifier la présence de plusieurs régimes ont été introduits dans la littérature. Ce
probléme de détection de seuils a attiré ’attention de nombreux auteurs (voir Chan
et Tong (1990), Hansen (1996)). Par exemple, Tsay (1989, 1998) propose un test
statistique pour des modéles AR & seuils pour tester I’hypothése de linéarité contre

celle de présence de seuils.

111



112 CHAPITRE 4. APPLICATIONS EMPIRIQUES

Nous proposons d’adapter la méthode de Tsay (1989,1998) développée initialement
pour des modéles & seuil (TAR) sur la moyenne. Cette méthode ne nécessite pas
d’estimer le modéle contraint (plusieurs régimes) et donc de connaitre les seuils.
Elle se fonde sur 'orthogonalité des résidus prédictifs par rapport aux variables pas-

sées lorsque le modéle linéaire (dans notre cas ARCH(1) classique) est bien spécifié.

Dans cette partie, nous utilisons le modeéle (3.1) avec r = 2, d =1 (c & d il existe

k> 0, R, = [0, k] et Ry =]k, +00[) que nous réécrivons pour faciliter la présentation.

wp + a0162_ si Zt—l < k
Et =/ htnt s ht = =1 ) (41)
wo + Qg2 st Zy1 >k

Nous rappelons que Z;_; est une variable & valeurs dans R™ appartenant  la tribu
2

Fi—1 engendrée par {e;_;,j > 0}. Par exemple, Z; = ;%, ou Z; = ¢ ;. Le but est
t—

de détecter la présence de changements de régime et de localiser le seuil k.

On dispose d’observations ¢1, - - -, &, ; ainsi que ng valeurs initiales, qui permettent

d’obtenir les Z;, t =1, ---, n.

On souhaite tester

Hy:oap=agp ou k=0 contre H,:ap #agp et £E>0

(un seul régime) (deux régimes)

Pour construire le test, nous considérons la statistique d’ordre sur (Z;) et notons
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Z ;) le i°™ plus petit élément. Posons 7(i) la date (aléatoire) correspondant & Z; :
Vi=1,2,...,n, At = 7(i), Zt=Z(i)

La statistique d’ordre sur Z; permet de ranger les ¢; dans l'ordre suivant : (),
*ty Er(n)-

Avec ces notations, les équations du modéle (4.1) s’écrivent, pour ces observations :

1

ey = hZyMeG)
Vi=1,2,..,n, hetiy = wo + 0013y, S i< s (4.2)

h—,—(l) = wqy + 040253_@)_1 sii>8

ol s satisfait Z) < k < Z(,41). C'est un classement tel que les s premiéres obser-
vations (£,(;)) sont dans le premier régime et les n — s suivantes dans le second. Pour

ce classement, seul le nombre s dépend du seuil k.
Considérons le modéle de régression

Soit §(™ = (™, &™) Pestimateur des moindres carrés de 6 = (w, &) obtenu & par-
tir des m premiéres valeurs des (sf(l.)). L’idée du test est que si (&) est de type (4.1),
quand 7 < s les résidus (VT(i)) constituent approximativement un bruit blanc donc
sont (approximativement) orthogonaux aux valeurs passés €2, ; (vr(;) non corrélées
avec 53(1)—1) . Quand m excéde s, les résidus (v,(;)) vont étre biaisés car le régime
change & Vindice (s + 1). Donc D'orthogonalité entre les résidus (vr(;)) et (e2;,_;)
va se détruire progressivement & partir du moment ou le nombre d’observations m

prend des valeurs supérieures a s.
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Les étapes du test sont les suivantes :

Etape 1 : Reclassement des observations selon la statistique d’ordre sur Z; et le
calcul des estimateurs 80™ = (&™), &™) m = myg, my+ 1, ...,n — 1, pour une
valeur my arbitraire suffisament grande, par la méthode des moindres carrés.

~

Etape 2 : Calcul des résidus Drim+1) = 53( — ot — d(m)sf(mﬂ)_l et calcul des

m+1)
résidus normalisés

m 2

Drime1) = Drimey/[1 + €2 (T2 e2) DR m=mo, mo+1, .n— 1.

Etape 3 : Régression, par la méthode des moindres carrés,
1§*r(l) =Wy + \Illsf(l)_l + Wy, [l=mog+1,mg+2,..n. (4.4)

et calcul des résidus w-(,.

Etape 4 : Test de ’hypothése nulle H{| : ¥y = ¥, =0 contre I’hypothése alternative
H) : ¥y #£0ou ¥y #0. Si Hj est rejetée on rejette Hp.

Si, dans ’étape 4, I'hypothése H| est vraie, alors la statistique :

PR 0
est approximativement, pour n grand, de loi de Fisher-Snedecor F(2,n — mg — 2).
D’oti la régle de décision
~-SiF> Fi_o(2,n —mp — 2), alors Hy est rejetée au profit de H,;
~SiF< Fi_4(2,n —mg — 2), alors Hy n’est pas rejetée au profit de Hy;
oll « est le niveau de risque du test.

Remarque :

La loi asymptotique de F ne change pas si on utilise les résidus (#;) & la place des



4.2. ETUDE PAR SIMULATIONS 115

(9,) dans la régression (4.4). Pour les séries de taille faible, les expériences montrent

qu’il est préférable d’utiliser les résidus (1%).

Hormis le test précédent, la procédure de régressions successives permet de localiser
k. Dans la partie suivante nous décrivons un procédé graphique permettant cette

localisation.

4.2 Etude par simulations

Dans cette partie, nous effectuons le test précédent sur des séries simulées et utili-
sons la classification pour localiser k. Nous examinons ensuite le comportement des

estimateurs présentés au chapitre 3.

4.2.1 Test

Nous utilisons 100 simulations, de taille n = 2400, du modéle (4.1) avec Z; = ;fg:—: et
(k,w, a1, a2) = (4,0.1,0.1,0.6) (pour une étude de puissance) et d'un ARCH(1) avec
(w,a) = (0.1,0.2) (pour une étude de niveau). Nous appliquons les étapes 1, 2, 3 du
test précédent pour mg = 500. Cette valeur est suffisamment grande pour fournir
des estimateurs assez précis dés les premiéres valeurs. Nous donnons les résultats
dans le Tableau 4.1.

On constate que la fréquence empirique de rejet sous Hy dépasse la valeur nominale

de 5%. Sous lalternative H,, cette fréquence dépasse la valeurs nominale de 1%.
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TAB. 4.1 — Test de changement de régime : fréquences de rejets d'un ARCH(1) sur

100 simulations.

Parameétres Seuil | Fréquence des rejets de Hy
w=0.1a=02 1% 3%
(sous Hy) 5% %
k=4 w=01a=010a=02| 1% 98%
(sous H,) 5% 99%

4.2.2 Localisation du seuil k et estimation des paramétres

Nous reprenons 'une des 100 simulations précédentes pour laquelle le changement
de régime & été validé par les résultats de test. D’aprés les résultats de cette simu-
lation, nous notons que le passage de Z; par la valeur k = 4 se fait entre ip = 1718
et ig + 1 = 1719. Nous devons nous attendre & voir apparaitre une rupture dans les

coefficients estimés pour des ¢ > 4.

Pour localiser k, nous représentons graphiquement dans la Figure 4.1, les valeurs
des estimateurs de o et w de la régression (800 < m < 2400) de ’étape 1. Sur
le graphique des «, nous remarquons de fortes variations entre m = 1700 et 2000.
Nous avons observé ce phénomeéne chez plusieurs simulations. Pour affiner cette lo-
calisation, nous balayons la région Z;; € [2.4,21.2] (i.e 2.4,2.5, ...,21.2) en calculant
les estimateurs de a; et ay par la méthode de maximum de vraisemblance. Nous
avons fixé dans notre programme (w,ai, o) = (1.1,0.1,0.1). Nous avons choisi w

plus grande que la valeur réelle car dans la pratique les paramétres sont inconnus.

Nous choisissons la valeur k£ qui correspond a la plus grande vraisemblance. Nous
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affinons, le balayage autour de cette valeur avec une précision de I’'ordre 1072 et nous
constatons que £ = 3.8 a la plus grande vraisemblance dans la région de balayage.
Le graphique du bas de la Figure 4.1 nous confirme le choix de k¥ = 3.8. Nous
pouvons expliquer ce biais dans la localisation de k par le mauvais choix des valeurs
initiales des paramétres dans le programme d’estimation. Nous pouvons justement
éviter ce probléme en estimant ces valeurs par la méthode des moments que nous

avons présentée précédemment.

4.2.3 Meéthodes d’estimations

Dans cette partie numérique, nous comparons sur N = 100 échantillons simulés
la méthode des moments et celle du maximum de vraisemblance présentées dans le
chapitre 3.

Dans la premiére application de l'estimation par la méthode de Maximum de vrai-
semblance, nous testons cette derniére pour les valeurs (k = 4, w = 0.1, a; = 0.1,
oz = 0.2). Nous étudions dans ’expérience 1, cette méthode pour le cas ou la taille
de ’échantillon est n = 100. Dans les expériences 2 et 3, nous traitons successivement
les cas ott » = 1000 et n = 5000. A chaque fois N = 100 échantillons indépendants
sont générés.

Dans la deuxiéme application, nous étudions la méme méthode mais pour d’autres
données qui sont le résultat d’une simulation de notre modéle selon des nouvelles
valeurs (k =1, w = 0.1, a; = 0.3, ap = 0.15). Nous nous limitons & une seule taille
d’échantillon n = 1000.

Dans la troisiéme application, nous testons ainsi la méme méthode (MV) pour le

cas ou k est assez grand (k =6, w = 0.1, oy = 0.3, @z = 0.15).
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Pour tester la méthode des moments, nous réutilisons les 100 échantillons de taille
n=1000 pour les différentes valeurs de k£ = 1, 4, 6. Nous ’avons comparé avec la

méthodes de MV. Les résultats sont donnés dans des tableaux.

Premiére application de la méthode de MV

Nous générons suivant le modeéle (4.1) un nombre N d’échantillons de taille n. Pour
ne pas influencer les résultats, nous avons pris, dans le programme d’estimation par la
méthode de MV, des valeurs initiales différentes des vraies valeurs (w=ay=0;=0.5).

Nous donnons les résultats numériques obtenus selon les expériences suivantes :

Expérience 1 : n=100, N=100. Nous avons testé cette méthode sur N = 100
simulations du modéle (4.1) de taille n = 100, avec (k = 4, w = 0.1, oy = 0.1,
ay = 0.2 ). Un exemple de trajectoire est donné dans le graphique 4.2.

Le Tableau 4.2 présente des statistiques descriptives pour ces simulations. Celles-ci
étant menées sans contrainte, nous constatons parfois des valeurs négatives pour les

parameétres a; et ap. Le nombre de ces valeurs négatives est noté nyg.

Expérience 2 : n=1000, N=100. Pour les mémes valeurs réelles de w, as et o,
nous avons augmenté la taille des échantillons & 1000. Nous avons testé & nouveau la
procédure d’estimation sur 100 échantillons. Le Tableau 4.3 montre une amélioration
des estimations, par comparaison avec le Tableau 4.2, & la fois en terme de biais et

de précision. Par ailleurs le nombre d’estimations négatives diminue fortement.
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F1G. 4.2 — une simulation du modéle (4.1) [k =4, w = 0.1, a; = 0.1, ap = 0.2]

Expérience 3 : n=5000, N=100. La méme expérience est conduite pour une
taille 5000. On constate (Tableau 4.4) que les valeurs négatives disparaissent com-
plétement, et que tous les paramétres sont bien estimés.

La variabilité est moindre pour w, cependant, ce qui peut s’expliquer par le fait que
ce paramétre apparait dans les deux régimes alors que «o; et o n’apparaissent que

dans un seul.

Deuxiéme application de la méthode de MV

Nous utilisons d’autres échantillons qui correspondent & une simulation de notre
modéle selon les nouvelles valeurs (k = 1, w = 0.1, &y = 0.3, @z = 0.15) en nous
limitant & une taille de 1000. Le Tableau 4.5 fait apparaitre des résultats voisins de

ceux de la Table 4.4.
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Estimation des paramétres par la méthode de MV

6o Moy | E-type | Min Q1 Med Q3 | Max | ng
k=4
w=20.1 |0,104 | 0,023 | 0,054 | 0,0912 | 0,1025 | 0,115 | 0,184 | O
o1 =0.110,059 | 0,1732 | -0,293 | -0,058 | 0,052 | 0,156 | 0,567 | 42
o =0.210,196 | 0,212 |-0,162 { 0,032 | 0,176 | 0,342 | 0,884 | 19
TAB. 4.2 — n=100, N=100
Estimation des paramétres par la méthode de MV
6o Moy | E-type | Min Ql | Méd | Q3 | Max | ng
k=4
w=20.1 |0,100| 0,006 | 0,087 | 0,096 | 0,100 | 0,104 | 0,119 | O
o; =0.10,110 | 0,047 | -0,017 | 0,075 | 0,110 | 0,148 | 0,224 | 1
ay; =0.2 0,198 | 0,054 | 0,064 | 0,160 | 0,200 | 0,230 { 0,333 | O

TAB. 4.3 — n=1000 N = 100

Troisiéme application de la méthode de MV

121

Dans cette application, nous augmentons la valeur de k£ (k = 6) afin de tester la

performance de cette méthode dans ce type de situation. Les résultats sont donnés

dans le Tableau 4.6. D’aprés les résultats de la premiére application, en utilisant une

taille d’échantillon plus grand que n = 1000, nous pourrons améliorer les estimations

de ay. Nous avons obtenu une seule estimation négative concernant seulement .
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Estimation des paramétres par la méthode de MV

B Moy | E-type | Min | Q1 | Méd | Q3 | Max | ng

w=20.1 |0,100 | 0,003 | 0,092 | 0,098 | 0,100 | 0,102 | 0,105 | O
o =0.110,103 | 0,025 | 0,041 | 0,086 | 0,101 | 0,119 | 0,163 | O
ap =0.2 0,201 | 0,028 | 0,128 | 0,186 | 0,199 | 0,218 | 0,263 | O

TAB. 4.4 — n = 5000 N = 100

Estimation des paramétres par la méthode de MV

6o Moy | E-type | Min | Q1 | Méd | Q3 | Max | ng
k=1
w=01 |0,101 | 0,006 | 0,086 | 0,097 | 0,100 | 0,104 | 0,117 | O
a; =03 |0,286 | 0,118 | 0,068 | 0,202 | 0,279 | 0,362 | 0,653 | O
ag =0.15 | 0,147 | 0,041 | 0,057 | 0,117 | 0,145 | 0,173 | 0,278 | O

TAB. 4.5 — n=1000 N = 100

4.3 Application de la méthode des moments

Dans cette méthode, les estimateurs de w, a; et a ont une forme explicite. Nous
souhaitons comparer cette méthode avec celle de maximum de vraisemblance. Pour
cela, nous avons réutilisé ici les mémes échantillons de taille 1000.

Les résultats d’estimation pour les valeurs (k = 4, w = 0.1, a; = 0.1, ap = 0.2) sont
donnés dans le Tableau 4.7. Par comparaison avec la Table 4.3, nous remarquons

que le paramétre w s’estime mieux par la méthode de maximum de vraisemblance
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Estimation des paramétres par la méthode de MV

6o Moy | E-type | Min Ql | Méd | Q3 | Max | ng
k=

w=0.1 0,103 | 0,007 | 0,082 | 0,097 | 0,104 | 0,108 | 0,120 | O
o =03 |0,180 | 0,062 | 0,043 | 0,143 | 0,183 | 0,215 | 0,334 | O
ap = 0.15 | 0,141 | 0,068 | -0,035 | 0,095 | 0,138 | 0,177 | 0,322 | 1

TAB. 4.6 — n =1000 N = 100

avec une variance plus faible. Par contre, la moyenne des estimations du paramétre
o est plus proche de la valeur réelle par la méthode des moments; mais le nombre
de mauvaises estimations par cette derniére (onze valeurs négatives contre une pour
celle de MV) est trés important. Les moyennes d’estimation du paramétre c, par
les deux méthodes sont trés proches. Une variance plus petite et une médiane plus
proche de la valeur réelle font que la méthode de maximum de vraisemblance est

plus précise que celle de moments pour ce cas.

Nous testons la méthode pour les valeurs des paramétres (k = 1, w = 0.1, a; = 0.3,
ay = 0.15). Nous présentons les résultats des estimations dans le Tableau 4.8. Pour
ce qui concerne w, cette méthode 'estime presque avec la méme précision que celle
de maximum de vraisemblance. Les paramétres o et as ne sont pas mieux estimés
en comparant le Tableau 4.8 avec celui de la méthode du maximum de vraisemblance
(voir le Tableau 4.5). Nous avons obtenu cing estimations négatives de o par cette
méthode alors que par celle de maximum de vraisemblance toutes les estimations

sont positives.
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Estimation des paramétres par la méthode des moments

8o Moy | E-type | Min Ql | Méd | Q3 | Max | ng

w=20.1 {0,101 | 0,007 | 0,082 | 0,096 | 0,101 | 0,106 | 0,117 | O
a; =0.110,094 | 0,073 |-0,104 | 0,047 | 0,101 | 0,141 | 0,270 | 11
ap =0.2 0,198 | 0,056 | 0,083 | 0.157 | 0,195 | 0,226 | 0,362 | O

TAB. 4.7 — n=1000 N = 100

Les parameétres oy et ap s’estiment mieux par la méthode de maximum de vraisem-
blance que par cette méthode (voir le Tableau 4.9). D’aprés les résultats que nous
avons obtenus, nous pouvons juger que la méthode de maximum de vraisemblance

donne des meilleurs résultats que celle des moments pour de grandes valeurs de k.

Estimation des paramétres par la méthode des moments

o Moy | E-type | Min Q1 | Méd | Q3 | Max | ng

k=
w=20.1 0,101 | 0,008 | 0,074 | 0,097 | 0,101 | 0,105 | 0,120 | O
a; =03 |0,274| 0,178 | -0,110 | 0,145 | 0,265 | 0,370 | 0,706 | 5
ay =0.15| 0,146 | 0,047 | 0,048 | 0.115 | 0,141 | 0,174 | 0,295 | O

TAB. 4.8 — n=1000 N =100



4.3. APPLICATION DE LA METHODE DES MOMENTS

Estimation des paramétres par la méthode des moments

6o Moy | E-type | Min Q1 Méd | Q3 | Max | ng
k=6

w=0.1 0.103 | 0.008 | 0.082 | 0.099 | 0.104 | 0.108 | 0.124 | O
ap =03 |0.165| 0.076 |-0.042 | 0.116 | 0.162 | 0.213 | 0.426 | 1
ap = 0.15 | 0.137 | 0.071 | -0.045 | 0.084 | 0.138 | 0.177 | 0.351 | 2

TAB. 4.9 — n=1000 N = 100

125
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4.4 Reésultats Empiriques : I'indice CAC 40

L’indice CAC 40 est 'indice de la Bourse de Paris qui porte sur les 40 plus grandes
ou plus représentatives sociétés francaises cotées au Premier Marché. CAC signifie
cotation assistée en continu (avant, Cie des agents de change).

Nous utilisons la série journaliére des rendements du CAC 40 (logarithme du rap-
port du prix & la date ¢ sur le prix & la date ¢ — 1) sur la période 1988-98 qui

correspond & 2385 observations. Nous donnons sa trajectoire dans la Figure 4.3.
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F1G. 4.3 — Série journaliére des rendements du CAC 40 sur la période 1988-98 (2385 observations)

4.4.1 Test de changements de régime

Nous nous placons pour la suite de cette étude dans le cadre du modéle (4.1) avec
2
Ly = ?‘rz Nous commencons par appliquer le test de changement de régime introduit
z
dans la section 4.1 avec mo = 500. En utilisant (4.5), nous avons calculé F' = 11.83.

Pour un niveau de risque o = 0.0l on a: Fi_4(2,n—mg—2) = Fpg9(2,1781) = 4.61.
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Donc, d’aprés la régle de décision, Hy est largement rejetée au profit de H,. Ce qui

nous permet de conclure & 'existence de changements de régime de type (4.1).

4.4.2 Estimation des paramétres

Afin de localiser k, nous représentons graphiquement les estimations de &(™ et
&™ de ’étape 1 du test (voir les deux premiers graphiques de la Figure 4.4). Nous
observons une nette décroissance des estimations de o & partir de valeurs de m
proches de 1600, correspondant & Z(;, = 3.22 . Ceci nous permet de localiser k£ avant

cette valeur.

Afin d’affiner la localisation, nous balayons la région Z; € [1.23,3.21] en calculant
les estimations de w, o et ay par la méthode du maximum de vraisemblance. Nous
choisissons, selon le premier balayage, k = 2.5 qui correspond & la plus grande

vraisemblance .

Nous affinons le balayage autour de cette valeur avec une précision de l'ordre 1072
et nous constatons que cette valeur a vraiment la plus grande vraisemblance. Le

troisiéme graphique de la Figure 4.4 nous confirme le choix de k=25

Nous estimons, par la méthode du maximum de vraisemblance, le modéle (4.1)
pour k = 2.5. Nous donnons les estimations des paramétres w, o et oy ainsi que
leurs caractéristiques dans le Tableau 4.10.

Afin de vérifier la plausibilité du modeéle (4.1) estimé (voir le Tableau 4.10), nous

le comparons avec d’autres modéles ARCH en utilisant des simulations.
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Paramétres | Estimation Ecart-type T-stat Signif
estimé [RATS]

k=25

w 0.0001 0.26 x 1075 41.97 0.00

(o%) 0.30 0.49 x 107! 6.12 0.00

Qg 0.07 0.16 % 107! 443 | 9.6%107
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TAB. 4.10 — Rendements du CAC 40 : Estimation par MV des paramétres du modéle (4.1)

En utilisant la série des rendements du CAC 40, nous avons estimé ainsi par la mé-
thode du maximum de vraisemblance deux spécifications ARCH(2) et GARCH(1,1),
nous avons comparé les séries des simulations des trois spécifications avec celle du
CAC 40. Le Tableau 4.11 présente les caractéristiques des distributions marginales
des séries. Le Tableau 4.12 présente les autocorrélations empiriques de ces séries

(réelles et simulées) et leurs carrés.

Comme on pouvait s’y attendre, les autocorrélations empiriques des quatre séries
sont proches de 0. Des différences apparaissent dans les autocorrélations des carrés.
Le modéle (4.1) semble plus proche de la série réelle pour I’autocorrélation d’ordre

1 que les autres modéles, mais les résultats sont inversés pour les ordres supérieurs.
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TAB. 4.11 — Caractéristiques empiriques de la série des rendements du CAC 40 et de celles des
simulées des modéles estimés (4.1) , ARCH(2) et GARCH(1,1) (taille n = 2385).

Moyenne | E-type | Min Q1 Meéd Q3 Max
Série du CAC 40

0.0004 0.0113 | -0.0757 -0.0062 0.0004 0.0073 | 0.0681
Simulé du modéle (4.1) avec [k = 2.5,w = 0.0001, &1 = 0.30, 2 = 0.07)

0.0002 0.0113 | -0.0702 -0.007 0.0002 0.0075 | 0.0369

Simulé d’un ARCH(2) avec [w = 0.0001, ; = 0.096, a2 = 0.112]
10~% 0.0114 | -0.0451 -0.0075 0.0001 0.0074 | 0.0439
Simulé d’un GARCH(1,1) avec [w = 9% 1075, a3 = 0.09, 81 = 0.84]
-0.0002 0.0112 | -0.0430 -0.0079 -0.0004 0.0077 | 0.0443

Carrés des valeurs de la série du CAC 40

0.0001 0.0003 | 1.04%107% | 9.68 %1073 | 4.48%10~° | 0.0001 | 0.0057

Carrés des valeurs simulées du modéle (4.1)

0.0001 0.0002 | 2.9%10712 | 1.43%107% | 5.7%107% | 0.0002 | 0.0017

Carrés des valeurs simulées du modéle ARCH(2)
0.0001 0.0002 | 1.4%1071° | 1.3%x1075 | 5.5%107° | 0.0002 | 0.0020

" Carrés des valeurs simulées du modéle GARCH(1,1)
0.0001 0.0002 | 7.1%107™ | 1.4%107% | 6x107° 0.0002 | 0.0020
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TAB. 4.12 — Autocorrélations empiriques d’ordre 1,2 et 3 de la série des rendements du CAC 40
et de celles des simulées des modéles estimés : (4.1) [k = 2.5,w = 0.0001, 7 = 0.30, 2 = 0.07],
ARCH(2) [w = 0.0001, a1 = 0.096, ap = 0.112] et GARCH(1,1) [w = 951076, ; = 0.09, 51 = 0.84]
(taille n = 2385).

type p(1) p(2) p(3)
Rendements

CAC 40 0.03016438 | 0.005338 -0.0317397

modele (4.1) 0.00579572 | -0.01136637 | 0.00154891

modéle ARCH(2) -0.01171023 | -0.02221684 | 0.0136662

modéle GARCH(1,1) | 0.01548441 | -0.01064883 | -0.03003595

Carrés des Rendements

CAC 40 0.12935535 | 0.12715937 | 0.11678609
modéle (4.1) 0.13131777 | 0.06273975 | 0.001722466
modéle ARCH(2) 0.1616179 | 0.11869827 | 0.02302493

modéle GARCH(1,1) | 0.14204794 | 0.02162795 | 0.06212848
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4.5 Reésultats Empiriques : 'indice S&P 500

L’indice S&P 500 (Standard & Poor’s 500) est constitué a partir du prix de 500
titres de la bourse de New York. Ces titres représentent environ 75 % de la capitalisa-
tion totale de la bourse de New York. Considéré comme l'indice le plus représentatif
du marché américain, il est la principale référence pour mesurer la performance des
gestionnaires sur ce marché. De nombreuses études empiriques ont estimé les mo-
déles GARCH et leurs extensions, sur cette série (voir Noh, Engle et Kane (1994),
Rockinger et Jondeau (2001)).

Nous donnons la trajectoire des données (logarithmes des rendements) de cet indice
dans la Figure 4.5. Nous avons supprimé les valeurs nulles correspondant a des jours

de fermeture de la bourse.

T T T T T T
o 1000 2000 aooo 4000 5000 6000

F1G. 4.5 — La série des rendements en logarithme de I'indice S&P 500
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4.5.1 Test de changements de régime

Nous appliquons le test de changement de régime sur la série des rendements en lo-
garithme du S&P 500 dans le cadre du modéle (4.1) avec Z; = Zg—:: Nous choisissons
mg = 500. En utilisant (4.5), nous avons calculé F' = 5.33. Pour un niveau de risque
a=00lona: Fi_,(2,n—mg—2) = Fyg9(2,5284) = 4.61. Donc, d’aprés la régle de
décision, Hy est rejetée au profit de H,. Ce qui nous permet de conclure & l'existence

de changements de régime de type (4.1) avec un niveau de risque o = 0.01.

4.5.2 Estimation des paramétres

Dans la série des données S&P 500, il existe deux valeurs {—0.2289,8.71 x 102}
qui sont trés grandes par rapport aux autres en valeur absolue (voir la Figure 4.5).
Elles correspondent aux dates t; = 2215 et t; = 2217. En classant la série par ordre
croissant de Z;, nous remarquons que le carré de la premiére valeur (—0.2289)? prend
la position t; = 4109. Cette valeur doit changer fortement les valeurs estimées de
&™) et O™, A cause de cette valeur, les deux premiers graphiques de la Figure 4.6
montrent rupture & partir de m = 4150.

Pour localiser k, nous avons balayé la zone m € [3576,4900] qui correspond &
Z;y € [2.4,21.2] en estimant les paramétres w, o et o par la méthode du maximum
de vraisemblance. le Tableau 4.13 donne les estimations des paramétres, ainsi que
leurs caractéristiques, pour k=5 correspondant & la plus grande vraisemblance
(voir aussi le troisiéme graphique de la Figure 4.6).

Afin d’améliorer nos résultats, nous reprenons la procédure de localisation de k et

d’estimation des autres parameétres en supprimant les valeurs aberrantes de la série
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de rendements de S&P 500. Les deux premiers graphiques de la nouvelle Figure 4.7
montrent plus de régularité. Nous proposons de balayer la zone m € [1946, 4672]
correspondante & Z;) € [0.3,13]. La plus grande vraisemblance est obtenue sous la
valeur de k = 1.4 (voir le troisiéme graphique de la Figure 4.7). Nous donnons les
résultats, de l'estimation du modéle (4.1) sous k = 1.4, dans le Tableau 4.14.

Une étude empirique du modéle (4.1), similaire au cas de la série du CAC 40, est
donnée dans les Tableaux 4.15 et 4.16. Les modéles ARCH(1) et GARCH(1,1) sont
estimés & partir de la série des rendements du S&P 500 sans les valeurs aberrantes.
D’aprés les résultats, nous remarquons que ces valeurs influencent l'estimation du
modéle (4.1). D’aprés le Tableau 4.15, nous avons obtenu de meilleures valeurs avec
la simulation (II) du modéle (4.1). Les autocorrélations empiriques des carrées de la
série simulée (II) du modéle (4.1) sont plus proches de celles de la série réelle que

de celles du modéle ARCH(2).

TAB. 4.13 — Rendements du S&P 500 : estimation par MV des paramétres du modéle
(4.1)

Parameétres | Estimation | Ecart-type | T-stat | Signif
[RATS]

k=5

w 0.78 0.009 82.78 | 0.00

o 0.08 0.012 7.21 | 0.00

lo%) 0.38 0.014 25.93 | 0.00
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des valeurs aberrantes des rendements du S&P 500

4.5. RESULTATS EMPIRIQUES : L’INDICE S&P 500

Paramétres | Estimation | Ecart-type | T-stat | Signif
[RATS]

k=14

w 7.78x107° | 9.824 % 1077 | 79.24 | 0.00

(o %) 0.568 0.039 14.36 | 0.00

oo 0.094 0.010 9.20 | 0.00
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TAB. 4.14 — Estimation par MV des paramétres du modéle (4.1) aprés la suppression
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TAB. 4.15 — Caractéristiques empiriques de la série des rendements du S&P 500 et de celles des
simulées des modéles estimés (4.1),ARCH(2) et GARCH(1,1) (taille n = 5788).

Moyenne E-type Min Q1 Meéd Q3 Max
Série du S&P 500
0.0004 0.0103 -0.2290 -0.0046 0.0005 0.0056 0.0871
Simulé (I) du modéle (4.1) avec [k = 5,w = 0.78167, a3 = 0.08548, arp = 0.37695]
0.0032 1.009 -5.9216 -0.6500 0.0155 0.6575 4.4302
Simulé (II) du modeéle (4.1) avec [k = 1.4,w = 7.78 x 107%, a1 = 0.56800, cro = 0.09357]
6.11%107° | 0.0099 | -0.0370 -0.0064 | 5.66%1075 | 0.0065 0.0714
Simulé d’un ARCH(2) avec [w = 6.6 % 1073, a1 = 0.164237, ap = 0.173759)
1.5% 1073 0.0103 -0.0475 -0.0067 3.2%107° 0.0066 0.0463
Simulé d’'un GARCH(1,1) avec [w = 2 x 1076, a; = 0.08256, 8; = 0.89978]
-0.0002 0.0108 -0.0500 -0.0068 -0.0001 0.0065 0.0658

Carrés des valeurs de la série du S&P 500

0.0001 0.0007 | 8x10~1 51%107% | 2.6%107°% | 9x10°° 0.0524

Carrés des valeurs simulées (I) du modéle (4.1)

1.0175 1.6341 | 1.7x1078 0.0960 0.4270 1.2678 35.0658

Carrés des valeurs simulées (I1I) du modeéle (4.1)

9.7%1075 | 0.0002 | 9.76 %1075 | 9.77%107% | 4.19% 1075 | 0.0001 0.0051

Carrés des valeurs simulées d'un modéle ARCH(2)

0.0001 0.0002 2% 10712 10~° 4.4%107° 0.0001 0.0023

Carrés des valeurs simulées d'un modéle GARCH(1,1)

0.0001 0.0002 3x10716 1073 4.5%1075 0.0001 0.0043
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TAB. 4.16 — Autocorrélations empiriques d’ordre 1, 2 et 3 de la série des rendements du
: (4D)-) [k = 5w = 0.78167,a; =
0.08548, &z = 0.37695], (4.1)-(IT) [k = 1.4, 0 = 7.78+ 105, & = 0.56800, arz = 0.09357] , ARCH(2)
[w = 0.000066, a; = 0.164237, a2 = 0.173759] et GARCH(1,1) [w = 0.000002, a; = 0.08256, 5, =

S&P 500 et de celles des simulées des modéles estimés

0.89978] (n = 5788).

type p(1) p(2) p(3)
Valeurs de rendement du S&P 500 (&)
S & P 500 0.03770181 | -0.03765795 | -0.03514824
modéle (4.1)-(I) 0.03110298 | 0.00458911 | 0.02128153
modéle (4.1)-(II) -0.02697171 | -0.01010968 | -0.00196357
modéle ARCH(2) -0.01524802 | 0.00365087 | -0.02230645
modéle GARCH(1,1) | 0.02651659 | 0.00529818 | -0.03642704
Carrés des valeurs de rendement du S&P 500 (e7)
S & P 500 0.11227068 | 0.14841353 | 0.07608516
modsle (4.1)-(I) 0.22775493 | -0.00319569 | -0.00427009
modéle (4.1)-(II) 0.151192 | 0.12090335 | 0.04730214
modeéle ARCH(2) 0.18677668 | 0.22835592 | 0.05280784
modéle GARCH(1,1) | 0.12565087 | 0.14601436 | 0.11467397
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4.6 Annexe

TAB. 4.17 — Effectif en fonction de k des observations telles que £? > ks2_; pour
la série des rendements en logarithme de I'indice CAC 40 sur la période 1988-1998.
(2385 observations)

| k| Effectif (%) |

0.1 78.94
0.5 59.86
1 50.92
2 40.10
3 33.77
4 30.41
5 27.56
10 21.22
15 18.25
20 15.48
30 13.17
40 11.58
50 10.11
100 7.47
500 2.89
1000 1.93
10000 0.59
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TAB. 4.18 — Effectif en fonction de k des observations telles que €? > ke?_, pour la
série des rendements en logarithme de Iindice S&P500. (5804 observations)

|k Effectif (%) |
0,1 78.46
0,5 59.74
1 49.81
2 40.88
3 35.25
4 31.66
) 29.08
10 21.70
15 18.18
20 15.94
30 13.05
40 11.34
50 10.10
100 7.15
500 3.24
1000 2.38
10000 0.93
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