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Introduction

Un bref survol du contexte

Le développement de la théorie de Galois des équations différentielles linéaires com-
mence avec Emile Picard et Ernest Vessiot à la fin du xixe siècle en adaptant les idées de
la théorie de Galois des équations polynomiales (voir [33] et [41]). Il s’agit notamment de
déterminer à partir d’un objet algébrique ou géométrique si une solution d’une équation
peut être exprimée à l’aide de solutions d’équations plus simples. L’objet en question est
"le" groupe de Galois qui n’est défini qu’au choix d’un système fondamental de solutions
près ou au choix de conditions initiales. Un système différentiel linéaire (E) est décrit
géométriquement par une connexion D sur un fibré principal. Le choix d’un point Y0 de ce
fibré correspond au choix de conditions initiales pour un système fondamental de solutions.
Le groupe de Galois en un point Y0 de la connexion D associée à un système différentiel
linéaire (E) sera noté Gal(D, Y0) ou Gal((E), Y0). Au milieu du xxe siècle, Ellis Robert
Kolchin formalise cette théorie des équations différentielles linéaires en termes d’extensions
de corps et établit l’équivalence entre la résolubilité "du" groupe de Galois et la résolubilité
par quadratures de l’équation lorsque le corps des constantes est algébriquement clos. (voir
[21])

Quand l’équation contient des paramètres, l’exemple suivant montre que les groupes
de Galois changent drastiquement en fonction de la valeur donnée au paramètre :

dy

dx
= t0
x
y (Et0)

Les groupes de Galois sont

• Gal((Et0), (t0, x0, y0)) = C∗ si t0 /∈ Q

• Gal((Et0), (t0, x0, y0)) = Z/qZ si t0 = p/q où (p, q) = 1

Leurs dimensions valent donc 1 pour t0 dans C \ Q et 0 pour t0 dans Q. Nous dirons
qu’une affirmation est vraie généralement ou sur un ensemble général si elle vraie sur une
intersection dénombrable d’ouverts de Zariski dense alors que génériquement signifiera
sur un ouvert de Zariski dense. Dans ces termes, les dimensions des groupes de Galois
Gal((Et0), (t0, x0, y0)) sont généralement les mêmes et cette valeur maximise la dimension
de tous les groupes de Galois. Lawrence Goldman a montré dans [17] que ce fait est vrai
pour toute famille d’équations différentielles. Plus récemment Yves André a généralisé ces
résultats de spécialisation en utilisant une approche tannakienne dans [2].

Etudier un système différentiel linéaire consiste à étudier les systèmes matriciels de la
forme Y ′ = A(x)Y pour A ∈ GL(n,C(x)). Un analogue discret consiste à regarder les
équations

τhY = A(x)Y
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où τh(Y (x)) = Y (x + h). Ces équations sont appelées équations linéaires aux différences.
S’il existe un système aux différences

τhY = A(x, h)Y (Eh)

avec A ∈ C(x, h) telle que A(x, h) = Id + hB(x) + o(h), nous dirons que la famille (Eh)
conflue vers le système différentiel

Y ′ = B(x)Y (E′0)

Les analogues de ces équations pour l’opérateur σq(Y )(x) = Y (qx) sont appelés équa-
tions aux q-différences. Une étude systématique de ces équations, aux différences et aux
q-différences, a été initiée par Carmichael, Birkhoff et Adams en démontrant l’existence
de systèmes fondamentaux de solutions (voir [14]). La théorie de Galois des équations
linéaires aux différences a été développée par C.H.Franke dans [16]. La généralisation de
Y.André dans [2] citée ci-dessus donne en particulier des résultats de confluence. Ces théo-
rèmes peuvent être utilisés pour obtenir une borne sur le groupe de Galois d’une équation
différentielle obtenue par confluence d’une famille d’équations aux différences.

Les idées d’une théorie de Galois pour les équations différentielles non linéaires sont
données par Jules Drach [15] et E. Vessiot [41]. Parallèlement, dans les leçons de Stockholm
[32] Paul Painlevé donne une définition de l’irréductibilité d’une équation différentielle qui
sera formalisée par Keiji Nishioka [26]. Il tente ensuite de montrer l’irréductibilité de
la première des équations qui portent aujourd’hui son nom en calculant son "groupe de
rationnalité de J. Drach". C’est vers la fin du xxe siècle que K. Nishioka puis Hiroshi
Umemura démontrent réellement l’irréductibilité de cette équation. L’irréductibilité des
équations de P. Painlevé pour des valeurs génériques des paramètres est maintenant connue
(voir [26], [28], [39], [42], [43]) mais les preuves sont très spécialisées à ces équations et
difficilement généralisables. Notamment, elles ne font pas appel à une théorie de Galois
des équations différentielles non linéaires.

Pour élaborer une telle théorie, il faudra attendre la fin du xxe siècle avec les travaux de
H.Umemura [38] qui reprend les idées de J.Drach et E.Vessiot. Indépendamment, Bernard
Malgrange donne une théorie équivalente dans [24]. L’objet que B.Malgrange associe à
un feuilletage est un pseudo-groupe. Il est important de noter que ce pseudo-groupe est
intrinsèquement défini à partir du feuilletage. Il ne dépend ni du choix de conditions
initiales ni du choix d’une extension de corps comme en dépendent les groupes de Galois
de la théorie classique.

Pour étudier l’irréductibilité et le pseudo-groupe de Malgrange d’une équation diffé-
rentielle ordinaire (E), nous regardons le champ de vecteurs X associé à cette équation
sur l’espace des phases M paramétré par les variables dépendantes et indépendantes. Le
pseudo-groupe de Malgrange de l’équation, noté Mal(X) ou Mal(E) est grosso modo le
pseudo-groupe algébrique des transformations locales holomorphes de M engendré par
X. Pour une équation donnée, la détermination du pseudo-groupe de Malgrange est très
difficile. Guy Casale dans [10], Frank Loray et Serge Cantat dans [6] puis G. Casale et
Jacques-Arthur Weil dans [8] ont respectivement calculé le pseudo-groupe de Malgrange
des équations de Painlevé PI , Pvi et Pii(0) (ces équations sont données dans la section
(4.2)).

Les éléments du pseudo-groupe de Malgrange d’un champ de vecteurs X préservent
la forme temps et le champ X. G. Casale montre dans [11] que si le pseudo-groupe de
Malgrange d’une équation différentielle d’ordre 2 est l’ensemble des transformations qui
préservent la forme temps, le champ associé à l’équation et une 3-forme alors cette équation
est irréductible.
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Concernant les analogues discrets, nous étudierons un système dynamique Φ : M 99K
M . L’espace des phases M est une variété algébrique et Φ est une application rationnelle
dominante. Le pseudo-groupe de Malgrange est l’enveloppe algébrique de Φ, il décrit la
structure géométrique la plus riche invariante par Φ. Sa définition et les premiers exemples
sont donnés dans [9] et dans [19].

Principales questions abordées
Nous savons par [28] que la deuxième équation de Painlevé

y′′ = 2y3 + xy + γ (Pii(γ))

est irréductible. Nous nous demandons si ce résultat peut être démontré directement avec
la connaissance de l’irréductibilité de Pii(0) en une valeur générale du paramètre γ. Cette
question se traduit en terme de variation de la croissance du pseudo-groupe de Malgrange
de notre équation en fonction des paramètres. La croissance du pseudo-groupe de Mal-
grange de Pii(0) est connue grâce à [8], nous verrons les conséquences que nous pouvons en
tirer sur la croissance des pseudo-groupes de Malgrange des autres équations de la famille
Pii(γ). Ces questions seront abordées dans le cadre général des équations différentielles
non-linéaires dans la section 3.6. Nous appliquerons ce résultat à l’étude des équations de
Painlevé dans le chapitre 4.

Nous chercherons ensuite si la croissance du pseudo-groupe de Malgrange détermine ce
pseudo-groupe. Dans un cas général, ceci est faux comme le montre l’exemple des équations
différentielles linéaires (sans paramètres) pour lesquelles la croissance est constante, égale à
la dimension du groupe de Galois plus 1. Nous verrons les conséquences sur l’irréductibilité.

Dans le cadre des systèmes dynamiques discrets, nous cherchons à montrer un analogue
du résultat de spécialisation et de confluence d’Y.André dans le cadre des équations non-
linéaires. Considérons l’exemple de l’équation de Painlevé ii discrète

dPii(a, b, c) : x(n+ 1) + x(n− 1) = (a+ bn)x(n) + c

1− x(n)2 .

Pour ε ∈ C∗, t = nε et en renormalisant les variables et paramètres, cette équation conflue
vers la deuxième équation de Painlevé quand ε tend vers 0. Nous chercherons à utiliser
la connaissance du pseudo-groupe de Malgrange de Pii et la confluence pour étudier le
pseudo-groupe de Malgrange de dPii. Nous nous poserons ces questions dans un cadre plus
général.

Présentation des résultats

Théorie de Galois d’équations linéaires

Nous entamons le chapitre 1 par quelques rappels de géométrie différentielle et al-
gébrique sur les fibrés principaux P sous l’action d’un groupe algébrique linéaire G. Le
groupoïde des isométries de P , noté Iso(P ), est l’ensemble des bijections G-équivariantes
entre fibres de P . Nous verrons que ce dernier est isomorphe au quotient (P × P )/G. Ces
rappels peuvent être trouvés dans [5], [23], [27] et [36]. Nous donnons des résultats stan-
dards de la théorie de Galois différentielle linéaire sous un point de vue géométrique, i.e.
nous étudions des variétés minimales tangentes à une distribution principale. Ces variétés
minimales tangentes sont génériquement des fibrés principaux dont les groupes structu-
raux sont les groupes de Galois. Sous l’hypothèse que la distribution domine la base, ce
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qui correspond au cas du corps des constantes réduit à C, nous retrouvons que les groupes
de Galois sont conjugués. Nous faisons ensuite le lien avec le point de vue algébrique des
extensions de Picard-Vessiot qui peut être trouvé dans [13] et [40] en observant que gé-
néralement, le corps des fractions d’une variété minimale tangente est une extension de
Picard-Vessiot.

Nous allons définir un objet qui est intrinsèque à la distribution D et qui ne dépendra
pas de conditions initiales. Cet objet est une sous-variété du groupoïde des isométries du
fibré principal que nous appellerons le groupoïde de Galois de la distribution et noterons
Gal(D). Nous en verrons plusieurs définitions. La première que nous évoquons se situe
dans le contexte d’une distribution qui domine la base. C’est le groupoïde des isométries
d’une réduction minimale du fibré principal. Nous donnons ensuite trois autres définitions
sans cette hypothèse de domination, à savoir :

• Ga la plus petite sous-variété tangente à la distribution qui est un groupoïde au-
dessus d’un ouvert

• Gb la sous-variété minimale tangente à la distribution contenant l’identité du grou-
poïde,

• et Gc la sous-variété des isométries conservant les intégrales premières rationnelles
de la distribution.

Nous montrons :

Théorème 1.5.16. Soit D une distribution rationnelle principale sur un fibré principal
P de base B et de groupe G. Les trois définitions du groupoïde de Galois de la distribution
sont équivalentes, i.e. Ga = Gb = Gc. Cette sous-variété de Iso(P ) sera notée Gal(D).

En particulier cet objet est défini pour une distribution principale sans hypothèse
d’intégrabilité. Cet élargissement de la théorie classique est en fait un cas particulier de la
généralisation donnée par Y.André dans [2] exprimé à l’aide de groupoïdes plutôt que de
groupes. Puis nous établissons la compatibilité avec la toute première définition où nous
supposons que la distribution domine la base.

Proposition 1.5.18. Soient D une distribution rationnelle principale sur un fibré prin-
cipal P de base B de groupe G et V une sous-variété minimale tangente à la distribution.
Si V domine la base B, alors le groupoïde de Galois est égal à (V × V )/G, l’adhérence de
Zariski de l’image du produit V ×V dans Iso(P ). Sous les mêmes hypothèses, et en notant
Iso(V ) le quotient du produit V ×V sous l’action diagonale du groupe de Galois associé à
V , alors le groupoïde de Galois est birationnellement équivalent à Iso(V ).

Une fois ces définitions posées, nous allons pouvoir comparer les groupoïdes de Galois
d’équations à paramètres avant et après spécialisation. Plus précisément, nous regardons
d’un côté le spécialisé en une valeur des paramètres du groupoïde de Galois d’une telle
équation et d’un autre côté le groupoïde de Galois de cette équation spécialisée en cette
valeur des paramètres. Grâce à la définition de Ga nous montrons que le premier contient
le deuxième. Un théorème de P. Bonnet [3] nous permet de montrer qu’il y a égalité pour
une valeur générale des paramètres.

Théorème 1.6.3. Soient ρ : B → S un morphisme surjectif lisse entre deux variétés
lisses, D une distribution rationnelle principale sur un fibré principal p : P → B, de
groupe structural G qui est tangente aux fibres du morphisme ρ. Supposons que les fibres
de la composition ρ ◦ p sont connexes. Alors pour tout q ∈ S où cela a un sens :

10
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• dimS(Gal(D)) ≥ dimC(Gal(Dq))

• Gal(Dq) ⊂ Gal(D)|Pq×Pq

De plus, pour un q ∈ S général,

• dimS(Gal(D)) = dimC(Gal(Dq))

• Gal(Dq) = Gal(D)|Pq×Pq

Nous retrouvons en particulier le résultat de spécialisation de L. Goldman [17].

Théorie de Galois d’équations non linéaires

Dans le chapitre 2 nous utilisons les résultats démontrés au premier chapitre pour
simplifier la définition du pseudo-groupe de Malgrange. Pour étudier un champ de vecteurs
X sur une variété M , nous construisons une suite de fibrés principaux RkM pour k ∈ N.
Plus précisément, ces espaces sont des espaces de jets d’ordre k de biholomorphismes de
(Cm, 0) dans M (voir [12],[24] et pour les espaces des jets en eux-mêmes voir [31]). Ils ont
les propriétés suivantes :

• ce sont des fibrés principaux,

• le champ X se relève canoniquement en un champ invariant que nous appelons RkX.

D’après le chapitre précédent, nous obtenons une suite de groupoïdes de Galois Galk(X),
dans J∗k (M,M) le groupoïde des isométries de RkM .

En utilisant le théorème d’involutivité générique de B. Malgrange pour les pseudo-
groupes algébriques, nous montrons :

Proposition 2.5.7. Soit X un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisse M . Le
pseudo-groupe de Malgrange de X défini dans [24] coïncide avec la limite projective de
notre suite de groupoïdes (Galk(X))k.

En particulier, en utilisant la première des trois définitions données dans le cadre
linéaire, nous obtenons que le pseudo-groupe de Malgrange est la clôture de Zariski des
flots du champ de vecteurs X dans l’espace des jets de biholomorphismes locaux de M
dans M qui s’identifie à J∗(M,M), la limite projective des J∗k (M,M).

Dans la deuxième partie, nous suivons les mêmes étapes en effectuant les modifications
nécessaires à l’oubli des paramètres. Nous définissons le fibré des repères des fibres d’un
morphisme Rk(M/S). Ils sont appelés repères partiels. La structure de fibré principal de
ces espaces découle de la même manière que dans la première partie. Nous pouvons leur
associer des groupoïdes J∗k (M/S,M/S) et relever les champs de vecteurs tangents aux
fibres du morphisme sur ceux-ci et ainsi définir les groupoides de Galois Galk(X/S).

Le pseudo-groupe de Malgrange partiel d’un champ de vecteurs tangent aux fibres du
morphisme est la limite projective de la suite des groupoïdes de Galois. Etant donné un
champ de vecteurs tangent aux fibres d’un morphisme, le résultat principal de spéciali-
sation porte sur la comparaison entre d’un côté, son pseudo-groupe de Malgrange partiel
restreint à une fibre du morphisme et d’un autre, le pseudo-groupe de Malgrange de la
restriction du champ de vecteurs à cette même fibre. Ce résultat est une application directe
du résultat de spécialisation donné dans le chapitre 1 et dit que le premier objet contient
le deuxième avec égalité sur une fibre générale :

11
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Théorème 3.6.1. Soit ρ : M → S un morphisme lisse entre deux variétés lisses dont les
fibres sont connexes. Si X est un champ de vecteurs rationnel sur M tangent aux fibres
du morphisme ρ, alors pour tout q ∈ S où ça a un sens :

• dimS(Galk(X/S)) ≥ dimC(Galk(Xq))

• Galk(Xq) ⊂ Galk(X/S)|RkMq×RkMq

De plus, pour un q ∈ S général,

• dimS(Galk(X/S)) = dimC(Galk(Xq))

• Galk(Xq) = Galk(X/S)|RkMq×RkMq

Dans [22], E. Kolchin a donné un analogue du polynôme de Hilbert dans le cadre
de l’algèbre différentielle. C’est le polynôme de dimension différentielle. Le résultat d’E.
Kolchin dans notre contexte donne :

Corollaire 4.1.6. Soit X un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisseM . Il existe
un polynôme P ∈ Q[x] tel que :

• il existe k0 ∈ N tel que pour tout k ≥ k0, P (k) = dim(Galk(X))

• deg(P ) = d ≤ dim(M) et le polynôme P peut s’écrire sous la forme P (k) =∑
0≤i≤d

ai
(
k+i
i

)
où ai ∈ Z

• le coefficient ad est le degré de transcendance différentiel de C(Mal(X)) sur C

Nous pouvons parler de croissance du pseudo-groupe de Galois d’un champ de vecteurs
en terme de degré de son polynôme de dimension différentielle. Un tel pseudo-groupe est
à croissance linéaire, quadratique, etc, si son polynôme de dimension différentielle est de
degré 1, 2, etc. Dans le cas où le champ de vecteurs est à paramètres, la connaissance
de la croissance du pseudo-groupe de Malgrange du champ en une valeur spéciale des
paramètres donne une borne inférieure sur la croissance du pseudo-groupe de Malgrange du
champ en une valeur générale des paramètres. C’est une conséquence directe du théorème
de spécialisation 3.6.1. Dans le chapitre suivant nous verrons que le pseudo-groupe de
Malgrange d’un champ de vecteurs donné par une équation différentielle du second ordre
est à croissance au plus quadratique.

Théorème 4.1.8. Soit ρ : M → S un morphisme lisse entre deux variétés irréductibles
lisses dont les fibres sont connexes. Soit X un champ de vecteurs rationnel sur M tangent
aux fibres du morphisme ρ. S’il existe q0 ∈ S tel que le pseudo-groupe de Malgrange de la
restriction (Xq0) à Mq0 soit à croissance de degré d alors pour q ∈ S général le pseudo-
groupe de Malgrange de (Xq) est au moins à croissance de degré d.

Applications aux équations de Painlevé

Les équations de Painlevé sont des équations différentielles du second ordre vérifiant la
propriété de Painlevé : en dehors d’un ensemble fini de points Σ de C, les solutions locales de
l’équation peuvent se prolonger méromorphiquement suivant n’importe quel lacet évitant
Σ. L’ensemble des singularités Σ ne dépend pas des conditions initiales. Ces singularités
sont dites non-mobiles. Painlevé et ses élèves ont déterminé toutes les équations du second
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ordre ayant cette propriété. Parmi celle-ci, six familles n’ont pu être intégrées en utilisant
les fonctions usuelles.

Dans le chapitre 3 nous appliquons les résultats de spécialisation aux équations dif-
férentielles du second ordre à paramètres, en particulier aux équations de Painlevé, pour
en déduire des résultats d’irréductibilité. Pour décrire ce chapitre nous nous appuyons sur
l’exemple suivant de la famille d’équations donnée de la deuxième équation de Painlevé :

y′′ = 2y3 + xy + γ (Pii(γ))

Nous commençons par reprendre la définition de Nishioka-Umemura d’une équation irré-
ductible. Nous utiliserons le résultat pouvant être trouvé dans [11] qui donne une condition
suffisante sur le pseudo-groupe de Malgrange pour qu’une équation différentielle soit irré-
ductible :

Proposition 4.1.12. Si le pseudo-groupe de Malgrange d’une équation différentielle du
second ordre est le pseudo-groupe des transformations qui préservent la forme temps, le
champs associé à l’équation et une 3-forme, alors l’équation est irréductible.

A ce stade, si nous voulions utiliser directement cette proposition pour montrer l’ir-
réductibilité de Pii(γ) il nous faudrait calculer le pseudo-groupe de Malgrange de cette
équation i.e. du champ de vecteurs Yii(γ) = ∂

∂x + z ∂
∂y + (2y3 + xy + γ) ∂∂z . Ce n’est pas

chose aisée. Le pseudo-groupe de Malgrange de Pii(0) a été calculé dans [8]. C’est le pseudo-
groupe d’applications préservant Yii(0), la forme temps dx et la 3-forme dx ∧ dy ∧ dz :

{φ ∈ J∗(M,M) | φ∗dx = dx, φ∗Yii(0) = Yii(0), φ∗dx ∧ dy ∧ dz = dx ∧ dy ∧ dz}

C’est là qu’intervient le résultat de spécialisation du chapitre précédent qui permet de
montrer pour les équations différentielles d’ordre 2 :

Corollaire 4.1.13. Soient S une variété, (Eq) : y′′ = F (x, y, y′, q) une équation diffé-
rentielle à paramètres dans S. Si le champ de vecteurs préserve une 3-forme et s’il existe
q0 ∈ S tel que le pseudo-groupe de Malgrange de (Eq0) soit à croissance quadratique alors
pour q ∈ S général le pseudo-groupe de Malgrange est le pseudo-groupe des transformations
qui préservent la forme temps dx, le champs associé à l’équation et la 3-forme dx∧dy∧dz.

Ce corollaire utilise la classification de Cartan des pseudo-groupes algébriques de trans-
formations de C2 (voir [7]). Nous pouvons conclure sur l’irréductibilité de l’équation Pii(γ)
pour une valeur générale du paramètre γ.

Dans l’avant dernière section de ce chapitre, nous donnons le détail des changements
de variables des équations de Painlevé qui permettent de passer de l’une à l’autre par
spécialisation. Les champs de vecteurs YJ associés aux équations de Painlevé préservent
tous une 3-forme sur C3 que nous noterons dvol. Ceci implique l’inclusion :

Mal(YJ) ⊂ {φ ∈ J∗(M,M) | φ∗dx = dx, φ∗YJ = YJ , φ
∗dvol = dvol}

Pour une valeur générale des paramètres, nous déterminons exactement le pseudo-groupe
de Malgrange des équations de Painlevé.

Théorème 4.2.4. Pour J = i, ii, iii, iv,v,vi et pour des paramètres généraux, nous avons
l’égalité

Mal(YJ) = {φ ∈ J∗(M,M) | φ∗dx = dx, φ∗YJ = YJ , φ
∗dvol = dvol}

et PJ est irréductible.
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Confluence des équations aux q-différences

Soient B une variété algébrique irréductible lisse et σ : B 99K B une application
rationnelle dominante. Il lui correspond un corps aux différences de fonctions rationnelles
(C(B), σ∗). Soient une variété algébrique irréductible lisseM , une projection τ : M → B et
un relèvement Φ : M 99KM de σ rationnel dominant. L’équation aux différences associée
à ces données est l’équation y ◦ σ = Φ ◦ y sur les sections locales holomorphes de τ ,
y : U →M , U ⊂ B.

Afin de définir le pseudo-groupe de Malgrange d’une équation discrète, nous adaptons
les définitions données dans le cadre différentiel :

• R(M/B) est le fibré principal des repères dans les fibres de τ

• J∗(M/B,M/B) est le groupoïde associé dont les éléments sont les applications for-
melles (Mb, p)→ (Mb′ , q) d’une fibre de τ sur une autre

Le pseudo-groupe de Malgrange Mal(Φ/B) est grosso modo le sous-pseudo-groupe algé-
brique de J∗(M/B,M/B) engendré par Φ. En considérant les jets d’ordre k ∈ N de tous
les éléments de Mal(Φ/B) en tous leurs points de définition, nous obtenons une variété
algébrique de dimension finie notée Malk(Φ/B). Comme dans le cas des champs de vec-
teurs, nous donnons trois définitions de Malk(Φ/B). L’équivalence de ces définitions se
démontre en étudiant la manière dont s’organisent les clôtures de Zariski des orbites de
Φ et la variation de leurs dimensions. D’après un résultat d’Ekaterina Amerik et Frédéric
Campana ([1]), les clôtures de Zariski de ces orbites forment les fibres d’une application
rationnelle. Nous prouvons la "semi-continuité" de la dimension des clôtures de Zariski des
orbites en recopiant la preuve de P. Bonnet dans ce contexte.

Confluence et spécialisation

Soit B 99K S une application rationnelle invariante par Φ. Nous pouvons choisir une
valeur q ∈ S et considérer la restriction du système dynamique Φq : Mq 99KMq au-dessus
de σq : Bq 99K Bq. L’avis général est que le comportement dynamique de Φq pour une
valeur particulière q ∈ S doit être plus simple que celui obtenu sur une fibre générale.
C’est le théorème de spécialisation :

Théorème 5.2.1. Dans cette situation, dimMalk(Φq/Bq) ≤ dimSMalk(Φ/B) avec éga-
lité pour q ∈ S général.

Comme dans le cas des champs de vecteurs, ce théorème se démontre en utilisant les
trois définitions ci-dessus et les analogues des théorèmes de P. Bonnet montrés par E.
Amerik et F. Campana. Le deuxième théorème concerne les champs de vecteurs obtenus
par limite continue (confluence) d’un système dynamique discret. Nous nous plaçons dans
le contexte suivant : S est de dimension 1 et près d’un point spécial q0 ∈ S, nous pouvons
écrire Φq = Id + (q − q0)X + o(q − q0) ; Id est l’application identité de Mq0 et X est un
champ de vecteurs rationnel sur Mq0 . Nous montrons que le comportement du système
dynamique de X est plus simple que celui de Φ. C’est le théorème de confluence :

Théorème 5.2.3. Dans cette situation, dimMalk(X/Bs0) ≤ dimSMalk(Φ/B)

Applications aux équations de Painlevé discrètes

Une équation de Painlevé discrète est une application birationnelle Φ de C2 × C × S
fibrée au-dessus d’un automorphisme de C × S paramétrée par la variable indépendante
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n dans la courbe C et les paramètres a dans l’espace des paramètres S. L’espace C × S
peut être non compact. Formellement, l’équation aux différences de courbes invariantes
paramétrées par n est l’équation aux différences. En suivant [34], deux propriétés doivent
être respectées pour que Φ soit appelée "une équation de Painlevé discrète" :

1. Elle doit avoir la propriété de confinement des singularités. Il existe une compactifi-
cation M des fibres de C2×C ×S → C ×S telle que Φ peut être étendu comme un
biholomorphisme de M .

2. Elle doit dégénérer sur une équation différentielle de Painlevé. Il existe une défor-
mation M̃ de M au-dessus de C et une déformation Φ̃ de Φ telles que pour ε ∈ C∗,
(M̃ε, Φ̃ε) est birationnelle à (M,Φ) et en 0 nous avons un développement de Taylor
Φ̃ε = Id+εX+o(ε) où X est un champ de vecteurs sur M̃0 dont les trajectoires para-
métrées par un ouvert de C sont les fonctions transcendantes de Painlevé et tel que
a ∈ S → X(a) recouvre les équations de Painlevé PJ(γ) pour J ∈ {i, ii, iii, iv,v,vi}
fixé et des paramètres génériques γ. Ce champ de vecteurs est appelé la limite conti-
nue de Φ.

Un exemple : l’équation de Painlevé ii discrète

Considérons l’application rationnelle dominante :

Φii : C6 −→ C6

n
x
y
a
b
c

 7→



n+ 1
−y + (a+bn)x+c

1−x2

x
a
b
c


.

Les courbes analytiques invariantes paramétrées par n sont solutions de ce qui est
appelé l’équation de Painlevé ii discrète.

dPii(a, b, c) : x(n+ 1) + x(n− 1) = (a+ bn)x(n) + c

1− x(n)2 .

Cette équation dégénère sur la deuxième équation de Painlevé. Pour ε ∈ C∗, le changement
de variables t = nε, f = y/ε, g = (x−y)/ε2, α = (a−2)/ε4, β = (b−ε2)/ε4 et γ = c/ε3 peut
être utilisé pour obtenir une famille triviale Φii(ε) d’applications rationnelles dominantes
au-dessus de C∗ avec une fibre spéciale qui dégénère en 0. Un calcul direct donne

Φii(ε) : C6 −→ C6

t
g
f
α
β
γ

 7→



t
g
f
α
β
γ

+ ε



1
2f3 + tf + γ

g
0
0
0

+ o(ε) .

duquel nous obtenons la confluence de la famille Φii(α, β, γ, ε) sur le champ de vecteurs
Yii(γ) = ∂

∂t + g ∂
∂f + (2f3 + tf + γ) ∂∂g dont les trajectoires paramétrées par t sont solutions

de la deuxième équation de Painlevé Pii(γ) : d
2f
dt2 = tf + 2f3 + γ.
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Grâce à [8] nous connaissons le pseudo-groupe de Malgrange de Yii(0) et par le théo-
rème (4.1.10) nous connaissons le pseudo-groupe de Malgrange de Yii(γ) pour des valeurs
générales de γ. C’est le pseudo-groupe d’invariance de la forme temps dt et de la 2-forme
fermée ιYii(γ)dt ∧ df ∧ dg. Les principaux théorèmes (5.2.1) et (5.2.3) peuvent être utili-
sés pour déterminer le pseudo-groupe de Malgrange de Φii(a, b, c). Notons τ : C3 → C ;
(n, x, y) 7→ n et ω = dx ∧ dy la 2-forme sur les fibres de τ ,

Mal(Φii/C(n)) = {ϕ : (τ−1(n), p)→ (τ−1(n′), q)|(n, n′) ∈ C2, ϕ∗ω = ω}.

Le pseudo-groupe de Malgrange des équations de Painlevé discrètes

Pour chaque groupe de Weyl affine W il existe une famille de dimension finie d’équa-
tions de Painlevé discrètes dPW (a). Chacune de ces équations préserve une 2-forme ω de
rang maximal le long des fibres ([35]). Du théorème (5.2.3) et de la classification de Cartan
des pseudo-groupes, il vient :

Théorème 5.2.4. Pour tout groupe de Weyl affine W et pour des valeurs générales des
paramètres a

Mal(dPW (a)/C ) = {ϕ : (Mn, p)→Mn′ , q)|(n, n′) ∈ C 2, ϕ∗ω = ω}.
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Chapitre 1

Théorie de Galois différentielle
linéaire

Nous commençons par quelques rappels de géométrie différentielle et algébrique sur
les fibrés principaux et les groupoïdes que nous pouvons trouver dans [36], [5], [27] et
[23] en donnant quelques preuves que nous jugeons intéressantes. Puis nous présentons
les groupes de Galois d’une distribution d’un point de vue géométrique, le point de vue
algébrique pouvant être trouvé dans [13] et [40]. Nous donnons ensuite plusieurs définitions
du groupoïde de Galois d’une distribution et montrons leur équivalence. Nous terminons
par le résultat de spécialisation. Dans ce texte, les variétés algébriques seront supposées
quasi-projectives lisses et les groupes seront supposés algébriques affines.

1.1 Fibrés principaux et groupoïdes
Nous introduisons les objets sur lesquels nous travaillerons. Nous commençons par les

fibrés principaux puis construisons les G-fibrés à partir de ces fibrés et les extensions de
groupes structuraux de fibrés principaux. Nous rappelons les définitions de fibrés vectoriels
et de fibrés en grassmanniennes. Le point important est la construction du groupoïde des
isométries d’un fibré principal.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Soient B et P deux variétés algébriques, G un groupe algébrique af-
fine. Supposons la variété P munie d’une action algébrique du groupe G, donnée par le
morphisme de variétés algébriques noté :

S : P ×G −→ P
(x, g) 7−→ x.g =: Sg(x)

La variété P est un fibré principal de base B et de groupe G si :

• il existe une application p : P −→ B surjective lisse,

• l’application
µ : P ×G −→ P ×B P

(x, g) 7−→ (x, x.g)
est bien définie et est un isomorphisme.

Si V est un sous-ensemble de B alors nous définissons PV par p−1(V ).
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Notons en particulier que si V est un ouvert ou un fermé de Zariski de B alors PV est
encore un fibré principal et µ|PV ×G est encore un isomorphisme. Dans les chapitres suivants,
l’action du groupe structural sur son fibré principal sera une action par composition à la
source, c’est pourquoi nous avons choisi de la noter S.

Exemple 1.1.2. Le fibré trivial P = B ×G est un fibré principal pour l’action de G par
multiplication.

Dans ce texte nous considérerons toujours le fibré B × G → B comme principal sous
la multiplication à droite.

Exemple 1.1.3. Soit M une variété lisse de dimension m. Nous notons

R1M := {` : Cm → TxM linéaire inversible, x ∈M}

l’espace des repères d’ordre 1 de M . La projection R1M → M et l’action du groupe
GL(m,C) à droite sur R1M par composition à la source donnent une structure de fibré
principal à R1M qui sera détaillée dans la suite.

Proposition 1.1.4. Soit p : P → B un morphisme de variétés. Supposons que P est muni
d’une action algébrique d’un groupe algébrique G et que le morphisme p est G-invariant.

L’application p : P → B est un fibré principal si et seulement s’il est localement
isotrivial, i.e. pour tout a ∈ B, il existe un ouvert de Zariski U ⊂ B contenant a et
un revêtement non ramifié V → U tel que P ×U V → V est isomorphe au fibré trivial
G× V → V .

Dans ces conditions, B est le quotient géométrique de P par son groupe structural.
Ces résultats peuvent être trouvés dans [5].

Corollaire 1.1.5. Si P est un fibré principal de base B de groupe structural G, alors il
existe un ouvert affine B0 tel que PB0 soit aussi affine.

Démonstration. Commençons par énoncer un fait qui peut être trouvé dans [36] :
Fait : Si M et N sont deux variétés telles que N est affine et telles qu’il existe un

revêtement M → N , alors M est affine.
Maintenant, par la proposition (1.1.4), il existe un ouvert B0 ⊂ B qui peut être supposé

affine et un revêtement non ramifié V → B0 tels que le produit fibré P×B0V soit isomorphe
au fibré trivial G× V . D’une part, la projection P ×B0 V → PB0 est aussi un revêtement
non ramifié (voir [36]). D’autre part, le fait nous dit que la variété V est affine. Puisque
G est affine, le produit fibré P ×B0 V est aussi affine. De nouveau dans [36], il est montrer
l’existence d’une variété W qui fasse commuter le diagramme

W //

$$

P ×B0 V

��
PB0

de telle sorte que W → P ×B0 V soit un revêtement et que W → PB0 soit un revêtement
galoisien non ramifié. Le fait implique que la variété W est affine. En quotientant W par
le groupe de Galois du revêtement, nous obtenons une variété affine qui est isomorphe à
PB0 .
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1.1.2 G-fibré

Définition 1.1.6. Soient P un fibré principal de groupe structural G et M une variété
munie d’une action algébrique du groupe G. Ce groupe G agit sur le produit P ×M dia-
gonalement à droite. Le G-fibré associé, s’il existe, est le quotient noté P [M ] du produit
P ×M sous l’action diagonale de G tel que l’application quotient q : P ×M → P [M ] fasse
de P ×M un fibré principal de base P [M ] de groupe structural G.

En reprenant les notations de la définition, remarquons que si G agit à gauche sur M
alors l’action diagonale à droite est donnée par (x, y).g := (x.g, g−1.y). En notant B la
base du fibré principal P , remarquons aussi que le diagramme suivant commute

P ×M //

q

��

B

P [M ]

;;

et que le G-fibré P [M ] est un fibré sur B de fibres isomorphes à M .
Une condition qui nous sera utile pour assurer l’existence d’un G-fibré est donnée par

la proposition de [36] suivante :

Proposition 1.1.7. Soit P → B un fibré principal de groupe structural G, et M une
variété munie d’une action de G. Supposons que pour tout ensemble fini F inclus dans M ,
il existe un ouvert affine de M qui contienne F . Alors le G-fibré P [M ] existe.

Notons que si M est quasi-projective alors elle vérifie la condition de la proposition.
Comme les variétés rencontrées sont supposées quasi-projectives, il sera aisé de voir que
les G-fibrés existent.

1.1.2.1 Fibré vectoriel

Soient P un fibré principal de groupe structural G et E un espace vectoriel sur lequel
le groupe G agit à gauche. Le G-fibré P [E] est appelé le fibré vectoriel associé à P .

Exemple 1.1.8. Soit M une variété de dimension m. Le groupe linéaire GL(m,C) agit
à droite par composition à la source sur R1M et agit à gauche sur Cm. L’espace tangent
TM est le fibré vectoriel R1M [Cm].

1.1.2.2 Fibré en grassmannienne

Notons G(d,m) la grassmannienne des sous-espaces de dimension d de Cm. Le groupe
GL(m,C) agit naturellement à gauche sur cette variété.

Définition 1.1.9. SoientM une variété de dimensionm et d ≤ m un entier. Le GL(m,C)-
fibré G(d, TM) := R1M [G(d,m)] est appelé le fibré en grassmannienne des sous-espaces
de dimension d.

Le fibré en grassmannienne des sous-espaces de dimensions d sur une variété M s’ob-
tient aussi en quotientant la variété {` : Cd → TxM linéaire injective, x ∈ M} par le
groupe GL(d,C) qui agit par composition à la source.
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Soit f : M → N un isomorphisme. Nous définissons l’application df : G(d, TM) →
G(d, TN) de telle sorte que le diagramme commute

{` : Cd → TxM linéaire injective, x ∈M} df◦. //

��

{` : Cd → Txy linéaire injective, y ∈ N}

��
G(d, TM) df // G(d, TN)

(1.1)
Cette application est bien définie puisque la composition au but par df passe au quotient
sous l’action de GL(d,C) qui, rappelons-le, agit par composition à la source. C’est un
isomorphisme d’inverse df−1. Si f est seulement supposée être un morphisme de rang
supérieur ou égal à d, alors nous pouvons tout de même en déduire une application df :
G(d, TM) 99K G(d, TN) qui sera rationnelle.

Soient P un fibré principal de groupe structural G et g ∈ G. Ce qui précède s’applique
à l’isomorphisme Sg : P → P . Ainsi, le groupe G agit sur le fibré en grassmannienne par
composition au but :

G×G(d, TP ) −→ G(d, TP )
(g, `) 7−→ dSg ◦ `

1.1.2.3 Extension et réduction d’un G-fibré

Soient G un groupe algébrique, H un sous-groupe algébrique et P un fibré principal
de groupe H. Ce groupe H agit naturellement à gauche sur le groupe G. Le H-fibré P [G]
existe bien puisque les groupes sont supposés affines (voir (1.1.7)). Dans cet exemple de
H-fibré, nous disposons d’une structure supplémentaire : le groupe G agit sur lui-même à
droite. Il agit ainsi sur le produit P × G sur le membre de droite, et finalement agit sur
P [G] à droite puisque cette action commute avec l’action diagonale de H. Cette action
fait du H-fibré P [G] un fibré principal de groupe structural G.

Définition 1.1.10. En reprenant les notations précédentes, le H-fibré P [G] est appelé
l’extension du fibré P de groupe H au groupe G. A l’inverse, un fibré principal P̃ de
groupe G est dit réductible au fibré principal P de groupe H avec H < G si P [G] = P̃ .

1.1.3 Groupoïde

Voici la définition de groupoïde dont la définition ensembliste peut être trouvée dans
[23].

Définition 1.1.11. Un groupoïde algébrique est la donnée

• de deux variétés G et B appelées respectivement le groupoïde et la base

• de deux morphismes de variétés s, t : G → B appelés respectivement source et but

• d’un morphisme de variétés e : B → G appelé identité

• en notant G ×
sBt
G le produit fibré de G s→ B et G t→ B, d’un morphisme de variétés

appelé composition partielle

m : G ×
sBt
G → G

(x, y) 7→ x ◦ y
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• d’un morphisme de variétés appelé inverse

inv : G → G
x 7→ x−1

de telle sorte que les diagrammes commutent :

G ×
sBt
G m //

s◦pr2/t◦pr1
��

G

s/t
}}

B

G ×
sBt
G ×
sBt
G m×id //

id×m
��

G ×
sBt
G

m

��
G ×
sBt
G m

// G

G
s/t
��
B B

id
oo

e
__

diag(G × G)
id×(id◦s)/(id◦t)×id //

id
**

G ×
sBt
G

m
��
G

G inv //

s/t
��

G

t/s��
B

diag(G × G)
inv×id/id×inv//

s/t

��

G ×
sBt
G

m
��

B e
// G

Exemple 1.1.12. Si M est une variété, alors M ×M est un groupoïde de base M d’ap-
plications associées :

• Si pri : M ×M → M est la projection sur la i-ème composante alors s = pr1 et
t = pr2.

• L’identité est la diagonale de M ×M

• La composition partielle est

m : (M ×M) ×
sMt

(M ×M) −→ M ×M

((y, z), (x, y)) 7−→ (x, z)

• L’inversion est
inv : M ×M → M ×M

(x, y) 7−→ (y, x)

Les sous-groupoïdes de M ×M sont les relations d’équivalence.

Définition 1.1.13. Soit p : P → B un fibré principal de groupe structural G. Le groupoïde
ensembliste Iso(P ) associé est la donnée, pour tout (b, b′) ∈ B2, de l’ensemble des bijections
G-équivariantes de la fibre Pb dans la fibre Pb′ et des applications :

• source et but qui associent à une telle bijection Pb → Pb′ respectivement b et b′

• identité qui à b ∈ B associe idPb : Pb → Pb ∈ Iso(P )

• composition partielle qui, à deux bijections G-équivariantes vérifiant que la fibre de
départ de l’une est la fibre d’arrivée de l’autre, associe leur composition

• inversion qui associe à une bijection G-équivariante son inverse
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Pour (x, y) ∈ P 2, il existe un unique élément de Iso(P ) qui envoie x sur y, il est
noté φxy. En effet, si l’application φxy existe elle doit vérifier φxy(x.g) = y.g. Ceci donne
l’unicité. Pour montrer l’existence, définissons l’application φxy par φxy(x.g) := y.g. Elle
est bien définie puisque le groupe G agit simplement sur chaque fibre de P → B. Elle est
définie sur toute la fibre passant par x car l’action est de plus transitive sur chaque fibre.
Cette construction donne bien l’existence d’un tel élément de Iso(P ). Le lemme suivant
confère à Iso(P ) une structure algébrique.

Lemme 1.1.14. Soit P un fibré principal. Le groupoïde ensembliste Iso(P ) est muni d’une
structure de variété de telle sorte que l’application

Φ : P × P → Iso(P )
(x, y) 7→ φxy

soit un morphisme de groupoïde algébrique. Plus précisément Φ est le quotient par l’action
diagonale de G.

Cette application donne une bijection entre les relations d’équivalence de P ×P stables
sous l’action diagonale du groupe G et les sous-groupoïdes de Iso(P ).

Démonstration. Remarquons tout d’abord que l’application Φ est un morphisme de grou-
poïde ensembliste. Ensuite, le groupe G agit diagonalement à droite sur P × P de la
manière suivante : si (x, y) ∈ P 2 et g ∈ G, alors (x, y).g := (x.g, y.g). L’application Φ est
donc G-équivariante. Plus précisément, elle induit une bijection, de l’ensemble quotient
(P × P )/G vers Iso(P ).

Le fibré P est supposé quasi-projectif. La proposition (1.1.7) nous dit que le quotient
géométrique (P × P )/G existe. Un tel quotient étant catégorique, nous en déduisons des
morphismes s, t, e,m et inv faisant de (P×P )/G un groupoïde algébrique. Cette structure
se transporte à Iso(P ). Ceci se lit sur les diagrammes commutatifs suivants en notant que
les flèches "pleines" sont les applications existantes et les flèches "en pointillé" sont les
applications déduites :

P × P

Φ

��

pr1/pr2 //

��

P

p

��
(P × P )/G

xx

s/t // B

Iso(P )
s/t

77

P × P inv //

��
Φ

##

P × P

��
Φ

{{

(P × P )/G

��

inv // (P × P )/G

��
Iso(P ) inv // Iso(P )

P × P

Φ

��

��

P
eoo

p

��
(P × P )/G

xx

B
eoo

e
rr

Iso(P )

P × (P ×
pr1P pr2

P )× P

Φ×Φ

))

��

m // P × P

Φ

||

��
(P × P )/G ×

sBt
(P × P )/G

��

m // (P × P )/G

��
Iso(P ) ×

sBt
Iso(P ) m // Iso(P )

Après transport de la structure algébrique, toutes les flèches sont algébriques. Le mor-
phisme Φ devient un morphisme surjectif de groupoïde algébrique et son noyau est l’iden-
tité de P ×P , i.e. l’image de P par le morphisme identité. La dernière assertion du lemme
est une conséquence directe de la première.
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Le groupoïde algébrique Iso(P ) dispose d’une structure semblable à celle du fibré
principal P , et plus important pour la suite, il y a une certaine correspondance entre des
sous-groupoïdes de Iso(P ) et les sous-fibrés de P :

Lemme 1.1.15. Soit P un fibré principal de base B, de groupe structural G. Notons
Iso(P )s=t, la sous-variété de Iso(P ) donnée par l’image réciproque de la diagonale de
B ×B par le morphisme Iso(P ) s×t−→ B ×B.

i) L’évaluation d’un élément de Iso(P ) en un point de P est algébrique :

Iso(P ) ×
sB
P −→ P

(φ, x) 7−→ φ(x)

ii) La variété Iso(P )s=t est un fibré en groupe au-dessus de la base B. De plus, chaque
fibre est isomorphe au groupe G, où un tel isomorphisme dépend du choix d’un point
de P .

iii) Le fibré en groupe Iso(P )s=t agit sur Iso(P ) au-dessus de B à droite en composant
à la source. Ce groupoïde fibre en fibré principal au-dessus de B par le but. De plus,
chaque fibre de l’application but est isomorphe au fibré P , où l’isomorphisme dépend
du choix d’un point de P .

iv) A chaque sous-groupoïde G de Iso(P ) vérifiant que G s×t→ B ×B est surjectif, il peut
être associé un sous-fibré principal PG de P isomorphe à n’importe laquelle des fibres
de t : G → B. Un tel sous-fibré n’est défini qu’à translation près par le groupe G,
mais quel que soit le choix, il vérifie Iso(PG) = G. Les groupes structuraux associés
sont eux conjugués.

Démonstration. i) L’identification de Iso(P ) à (P ×P )/G permet de voir que l’évalua-
tion revient à la projection de (P × P )/G ×

sB
P sur le deuxième des trois facteurs.

ii) La variété Iso(P )s=t hérite de la composition partielle de Iso(P ) :

m : Iso(P )s=t ×B Iso(P )s=t −→ Iso(P )s=t
(φx,x.g, φx,x.h) 7−→ φx,x.g ◦ φx,x.h = φx,x.g.h

qui en fait un fibré en groupe au-dessus de B. Ensuite, notons Iso(P )bb la fibre
de Iso(P )s=t → B au point b ∈ B et choisissons x ∈ Pb. Rappelons que µ est
l’isomorphisme du fibré principal P et Φ est le morphisme défini dans le lemme ci-
dessus, alors Φ ◦µ(x, .) : G→ Iso(P )bb est un isomorphisme de variété. C’est de plus
un morphisme de groupe puisqu’il commute à la composition partielle et à la loi de
composition de G.

iii) L’action de Iso(P )s=t sur Iso(P ) est elle aussi héritée de la composition partielle de
Iso(P ) et il vient l’isomorphisme :

id×m : Iso(P ) ×
sB
Iso(P )s=t −→ Iso(P ) ×

sBt
Iso(P )

(φx,y, φx,x.g) 7−→ (φx,y, φx,y.g)

ce qui fait de Iso(P ) t→ B un fibré en fibrés principaux. Ensuite, notons Iso(P )b la
fibre de Iso(P ) t→ B au point b ∈ B et choisissons x ∈ Pb. Alors Φ(., x) : P → Iso(P )b
est un isomorphisme de variété. C’est de plus un morphisme de fibré principal puisqu’il
commute à µ et id×m.
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iv) Soit G un sous-groupoïde. Choisissons x ∈ P , b ∈ B tels que p(x) = b. L’isomorphisme
Φ(., x) : P → Iso(P )b permet d’obtenir un sous-fibré principal PG de P isomorphe à
la fibre de G en b. Maintenant, si x′ ∈ P et b′ ∈ B sont un autre choix alors, comme
par hypothèse G s×t→ B ×B est surjectif, il existe x′′ ∈ P , g ∈ G tels que x′ = x′′.g et
φx,x′′ ∈ G. La commutativité du diagramme

Iso(P )b
m(.,φx,x′′ ) // Iso(P )b′

P

Φ(.,x)
OO

Φ(.,x′′)
55

Sg
// P

Φ(.,x′)
OO

permet de voir que le sous-fibré P ′G défini à partir de l’isomorphisme Φ(., x′) est le
translaté du fibré PG par g.
Montrons ensuite l’égalité Iso(PG) = G en reprenant les notations du paragraphe
précédent. La restriction de Φ à PG × PG a son image dans G puisque si y, z ∈ PG ,
alors par définition φy,x, φz,x ∈ G, donc φy,z = φy,x ◦ φ−1

z,x ∈ G. Cette restriction passe
ensuite au quotient sous l’action diagonale du groupe structural de PG , ce qui donne
une injection de Iso(PG) dans G. De plus ces deux groupoïdes se surjectent sur B
par le but et les fibres associées sont isomorphes à PG . Il s’ensuit donc que l’injection
entre ces deux groupoïdes est un isomorphisme.
Enfin, nous avons vu que les fibrés principaux PG et P ′G de groupe structural respectif
H et H ′ vérifient P ′G = PG .g. Il vient alors : H ′ = g.H.g−1.

1.2 Distribution principale

1.2.1 Définitions

Une distribution sur une variété est une famille de sous-espaces vectoriels de même
dimension de l’espace tangent. Nous donnons la définition avec les grassmanniennes. Ceci
nous permet de donner un caractère algébrique aux distributions.

Définition 1.2.1. Soit P une variété algébrique. Rappelons que G(d, TP ) désigne le fi-
bré en grassmannienne des sous-espaces de dimension d. Une distribution D de rang d
au-dessus d’un ouvert de P est une section du fibré G(d, TP ) → P sur cet ouvert. La
distribution est rationnelle si la section est rationnelle.

Exemple 1.2.2. L’ensemble des sous espaces de dimension 1 engendré par un champ de
vecteurs rationnel sur une variété P est une distribution rationnelle. En effet, notons m
la dimension de la variété P et X : P 99K TP le champ de vecteurs rationnel. Nous avons
déjà vu dans l’exemple (1.1.3) que TP = R1P [Cm]. La projection Cm → G(1,m) induit la
projection TP → G(1, TP ). La composition du champ X et de cette projection nous donne
une distribution rationnelle P 99K G(1, TP ).

Dans la définition suivante, quand nous dirons qu’un champ de vecteurs X est inclus
dans une distribution D, ceci signifiera que la distribution engendrée par le champ X est
incluse dans D.

Définition 1.2.3. Soient P un fibré principal de base B, de groupe structural G et D une
distribution.
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• La distribution D est dite principale si elle est G-équivariante. En rappelant que pour
g ∈ G, Sg désigne l’action de g et que dSg est l’application déduite sur les fibrés en
grassmannienne (voir (1.1)), cela signifie que le diagramme commute :

G(d, TP )
dSg // G(d, TP )

P

D

OO

Sg
// P

D

OO

• Elle est dite intégrable si pour tous champs de vecteurs X,Y : P 99K TP tels que
X ⊂ D et Y ⊂ D nous avons [X,Y ] ⊂ D

• La distribution domine la base si pour x ∈ P générique l’image de Dx par l’application
tangente dxp : TxP → TxB est TxB.

Notons qu’une distribution D est principale si et seulement si pour tout champ de
vecteurs X tel que X ⊂ D et pour tout g ∈ G, dSg.X ⊂ D.

Définition 1.2.4. Soient P un fibré principal et π la projection naturelle TP → P . La
suite exacte P p→ B → 0 induit la suite exacte tangente :

0 −→ V −→ TP
dp×π−→ TB ×B P −→ 0

où le noyau V de dp×π est appelé le tangent vertical. Une connexion est une distribution
D qui est un supplémentaire du tangent vertical : TxP = Vx ⊕ Dx. Elle est aussi appelée
tangent horizontal.

Remarquons qu’une connexion domine la base.

Lemme 1.2.5. Soit P un fibré principal de base B. Une section rationnelle ∇ : TB ×B
P 99K TP de la suite exacte définie précédemment engendre une connexion rationnelle.

Démonstration. Notons m la dimension du fibré principal P et d la dimension de sa base
B. La section rationnelle ∇ régulière sur un ouvert O de B induit le morphisme suivant :

f : R1O ×O PO −→ {` : Cd → TxP linéaire injective, x ∈ P}
(h, x) 7−→ ∇ ◦ h

Remarquons que la composition de ce morphisme au but par l’application tangente dp×π,
où π est la projection naturelle TP → P , est l’identité de R1O ×O PO. Le quotient de
R1B×B P par l’action du groupe GL(d,C) par composition à la source est isomorphe à P .
Le morphisme f induit une distribution rationnelle D : P 99K G(d, TP ) régulière sur PO
en passant au quotient de part et d’autre par le groupe GL(d,C). La composition au but
par l’application tangente dp × π passe aussi au quotient et nous obtenons l’application
dp× π ◦D : P 99K G(d, TB)×B P où cette fois-ci dp désigne l’application définie en (1.1).
Le fait que cette application soit bien définie implique que la distribution D domine la
base. Ainsi, pour x ∈ P générique, TxP = Vx +Dx. Le fait que la distribution soit de rang
d, la dimension de la base B, nous dit que cette somme est directe. La distribution D est
une connexion.
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Exemple 1.2.6. Soit P = C × GL(m,C) le fibré principal trivial de base B = C et de
groupe structural G = GL(m,C) avec m ∈ N. Nous noterons x les points de C et (yij)
les points de GL(m,C). Par commodité, nous noterons alors P = Cx ×GL(m,C)(yij). Si
A ∈ GL(m,C(x)), alors ∇( d

dx , (yij)) = ∂
∂x +

∑
Aij(x)yjk ∂

∂yik
est une section rationnelle

GL(m,C)-équivariante de TP → TB ×B P = TCx × GL(m,C). D’ailleurs, une section
rationnelle GL(m,C)-équivariante s’écrit nécessairement sous cette forme.

1.2.2 Distribution induite sur un G-fibré

La structure de G-fibré étant donnée, regardons maintenant les distributions issues des
fibrés principaux. Donnons-nous un fibré principal P de dimension n de groupe structural
G, une variété M de dimension m munie d’une action du groupe G et un entier d ≤
n. L’injection TP × M ↪→ T (P × M) induit l’injection ensembliste G(d, TP ) × M ↪→
G(d, T (P ×M)).
Fait : Cette injection est un morphisme.

En effet les injections des repères R1P ×R1M → R1(P ×M) et des grassmanniennes
G(d, n) × {0}m → G(d, n + m) induisent l’injection R1P × R1M × G(d, n) × {0}m ↪→
R1(P × M) × G(d, n + m). Il vient un morphisme R1P × R1M × G(d, n) × {0}m →
G(d, T (P ×M)) en composant cette injection avec le passage au quotient sous l’action du
groupeGL(n+m,C). L’injection attendue s’obtient en quotientant le morphisme précédent
sous l’action diagonale du groupe produit GL(n,C)×GL(m,C).

Fort de cette injection, nous pouvons maintenant déduire la distribution rationnelle
D(P [M ]) sur le G-fibré G(d, T (P [M ])) à partir d’une distribution rationnelle D de rang d
sur le fibré P . En effet, reprenons la notation q : P ×M → P [M ] de l’application quotient
de la définition (1.1.6) et considérons le diagramme commutatif suivant :

G(d, TP )×M �
� // G(d, T (P ×M)) dq //

��

G(d, T (P [M ]))

��
P ×M

D×id

ii

q // P [M ]
D(P [M ])

gg

L’égalité dq ◦ (D × id)(x, y) = dq ◦ (D × id)(x.g, y.g) pour (x, y, g) ∈ P ×M × G permet
de factoriser la distribution par q et d’obtenir l’application rationnelle D(P [M ]) notée en
"pointillé" sur le diagramme. Cette nouvelle distribution rationnelle est intégrable si la
distribution rationnelle D est intégrable. Si G est un sous-groupe d’un groupe H, alors la
distribution rationnelle D(P [H]) est principale sur l’extension P [H].

De la même manière nous déduisons une section rationnelle ∇(P [M ]) sur P [M ] d’une
section rationnelle ∇ sur P en factorisant par q.

TB ×B P ×M
∇⊕0 //

��

T (P ×M)

��
TB ×B P [M ]

∇(P [M ])
// T (P [M ])

Si D est la connexion rationnelle engendrée par ∇ (voir 1.2.5), alors D(P [M ]) est la
connexion rationnelle engendrée par ∇(P [M ]).

Soit m ∈ N et GL(m,C) le groupe structural du fibré principal P . Une section ra-
tionnelle GL(m,C)-équivariante de TP → TB ×B P induit une dérivée covariante sur les
fibrés vectoriels associés.
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Exemple 1.2.7. Reprenons l’exemple (1.2.6). Soit A ∈ GL(m,C(x)). Sur le fibré principal
trivial P = Cx × GL(m,C)(yij), la section ∇( d

dx , (yij)) = ∂
∂x +

∑
Aij(x)yjk ∂

∂yik
induit la

section ∇(P [Cm]) : ( d
dx , (yi) 7→

∑
Aij(x)yj ∂

∂yi
sur P [Cm] = Cx × Cm(yi).

Définition 1.2.8. Soient D une distribution rationnelle et principale sur un fibré principal
P de groupe structural G, H un sous-groupe de G et D̃ une distribution rationnelle et
principale sur un fibré principal P̃ de groupe structural H. Le couple (P,D) est dit réductible
au couple (P̃ , D̃) si P̃ [G] = P et D̃(P̃ [G]) = D.

1.2.3 Distribution induite sur un groupoïde

Soit P un fibré principal. La structure de groupoïde algébrique sur Iso(P ) a été donnée
de telle sorte qu’elle soit isomorphe à celle du quotient de P × P sous l’action diagonale
du groupe structural. Pour induire une distribution principale de P sur Iso(P ), nous
reprenons l’idée ci-dessus. Il y a deux façons d’induire une telle distribution : par la source
ou par le but. Nous utilisons alors l’injection G(k, TP )×P ↪→ G(k, T (P×P )) ou l’injection
P ×G(k, TP ) ↪→ G(k, T (P × P )) :

Définition 1.2.9. Soit D une distribution rationnelle principale de rang d sur un fibré
principal P .

• Les distributions rationnelles Ds : P × P 99K G(d, T (P × P )) et Ds : Iso(P ) 99K
G(d, T (Iso(P ))) sont définies en faisant commuter le diagramme suivant :

G(d, TP )× P �
� // G(d, T (P × P )) dΦ //

��

G(d, T (Iso(P )))

��
P × P

Ds
ZZ

D×id

hh

Φ // Iso(P )

Ds
ZZ

• Les distributions rationnelles Dt : P × P 99K G(d, T (P × P )) et Dt : Iso(P ) 99K
G(d, T (Iso(P ))) sont définies en faisant commuter le diagramme suivant :

P ×G(d, TP ) �
� // G(d, T (P × P )) dΦ //

��

G(d, T (Iso(P )))

��
P × P

Dt
ZZ

id×D

hh

Φ // Iso(P )

Dt
ZZ

1.3 Les groupes de Galois
Du point de vue des extensions de corps, un groupe de Galois d’une équation est l’en-

semble des automorphismes différentiels d’une extension de Picard-Vessiot du corps de
base. De notre point de vue géométrique, un groupe de Galois d’une distribution est le
stabilisateur d’une sous-variété minimale tangente à cette distribution dont la définition
est donnée ci-dessous. Ces deux définitions coïncident. Nous retrouvons dans cette sec-
tion certaines de ses propriétés. En supposant que la distribution domine la base, nous
terminons par le résultat de réductibilité du fibré principal de départ à une sous-variété
minimale tangente à la distribution qui est un fibré principal dont le groupe structural est
un groupe de Galois.

Définition 1.3.1. Soient M une variété irréductible, D une distribution rationnelle sur
M et M0 une sous-variété irréductible de M . La variété minimale tangente V (D,M0) est
la plus petite sous-variété de M vérifiant les deux conditions suivantes :
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• M0 ⊂ V (D,M0)

• Dx ⊂ TxV (D,M0) pour tout point x de V (D,M0) là où ça a un sens

Nous donnons quelques propriétés des variétés minimales tangentes en annexe en uti-
lisant notamment un théorème de P. Bonnet.

Lemme 1.3.2. Soient P un fibré principal de groupe structural G et D une distribution
rationnelle et principale. Soient g ∈ G, x ∈ P tel que D est bien définie en x et V (D, x)
la sous-variété minimale tangente contenant x, alors V (D, x).g = V (D, x.g).

Démonstration. L’isomorphisme de P , Sg, envoie un fermé sur un fermé. Donc la variété
V (D, x).g est fermée et contient le point x.g. Cette variété V (D, x).g est tangente à la dis-
tribution puisque que cette dernière est principale. Par minimalité, il en découle l’inclusion
V (D, x.g) ⊂ V (D, x).g. Pour l’inclusion inverse, de la même manière que précédemment,
nous obtenons l’inclusion V (D, x.g.g−1) ⊂ V (D, x.g).g−1, qui induit l’inclusion voulue
V (D, x).g ⊂ V (D, x.g) en multipliant à droite par g.

La conséquence de ce lemme est que le groupe G agit sur l’ensemble des sous-variétés
minimales tangentes. La définition de groupe de Galois qui suit vient alors naturellement.

Définition 1.3.3. Soient D une distribution rationnelle principale et x un point dans le
domaine de D. Le groupe de Galois Gal(D, x) de la distribution D en x est le stabilisa-
teur de la sous-variété minimale tangente V (D, x) sous l’action du groupe structural G :
Gal(D, x) := {g ∈ G tels que V (D, x).g ⊂ V (D, x)}.

En faisant l’hypothèse que la distribution domine la base, nous obtenons que les groupes
de Galois sont conjugués.

Proposition 1.3.4. Soit D une distribution rationnelle principale sur un fibré principal
de groupe structural G, alors :

i) Le groupe de Galois Gal(D, x) est un sous-groupe algébrique de G qui est égal à
l’ensemble {g ∈ G tels que V (D, x).g = V (D, x)}.

ii) Soient x, x′ deux points du fibré et g ∈ G tels que x′ = x.g, alors : Gal(D, x) =
g.Gal(D, x′).g−1

iii) Si de plus la distribution domine la base alors tous les groupes de Galois sont conju-
gués entre eux.

Démonstration. i) La première assertion provient du fait que le groupe de Galois est
le stabilisateur d’une sous-variété fermée. Voir [4](p 52).

ii) Soit h ∈ Gal(D, x′), alors

V (D, x).g.h = V (D, x′).h par le lemme (1.3.2)
⊂ V (D, x′) par définition de h
⊂ V (D, x).g par le lemme (1.3.2)

Donc g.h.g−1 ∈ Gal(D, x). Nous obtenons l’inclusion g.Gal(D, x′).g−1 ⊂ Gal(D, x).
L’inclusion inverse vient du même calcul en échangeant les rôles de x et x′.
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iii) Le lemme (6.1.6) nous dit que les sous-variétés minimales tangentes dominent la base.
Si V et V ′ sont deux variétés minimales tangentes alors il existe une fibre de P → B
qui soit d’intersection non vide avec chacune d’elles. Notons x un point contenu dans
la première intersection et x.g un point contenu dans la deuxième. Le lemme (6.1.6)
nous dit aussi que les sous-variétés minimales tangentes forment une partition du
fibré P au-dessus d’un ouvert de la base. Ainsi V = V (D, x) et V ′ = V (D, x.g). Le
point précédent conclut ce troisième point.

Lemme 1.3.5. Soit p : P → B un fibré principal de groupe structural G muni d’une
distribution D rationnelle, principale et qui domine TB. Notons D̃ la restriction de D à
une sous-variété minimale tangente V = V (D, x). Alors il existe un ouvert O de la base
B tel que :

• VO → O est un fibré principal de groupe structural Gal(D, x)

• le couple (PO,D) est réductible au couple (VO, D̃).

Démonstration. Fait : Il existe un ouvert O′ de B tel que VO′ est une variété lisse.
Pour montrer ce fait, remarquons d’une part que si V est lisse en un point y, alors

elle est lisse sur Vp(y). En effet, prenons g ∈ G vérifiant y.g ∈ V . Comme y.g ∈ V.g, et
que V et V.g sont soit distincts soit égaux par le lemme (6.1.6), il vient V = V.g. Donc
dSgTyV = Ty.gV . Autrement dit V est lisse au point y.g. D’autre part, l’ensemble des
points lisses forment un ouvert de V qui domine la base puisque V domine elle-même la
base par le lemme (6.1.6). La variété V est alors lisse sur chaque fibre contenant un de ces
points ce qui montre le fait.

Le théorème de lissité générique donne l’existence d’un ouvert O ⊂ O′ de la base tel
que VO → O est lisse. Enfin, le morphisme µ̃ : VO ×Gal(D, x) −→ VO ×O VO est surjectif,
car, comme il a été vu ci-dessus, si y ∈ VO et g ∈ G vérifient y.g ∈ VO alors g ∈ Gal(D, x).
C’est même un isomorphisme puisque µ en est un.

Il reste maintenant à montrer la réductibilité. La restriction de l’action VO×G −→ PO
est invariante sous l’action diagonale du groupe de Galois. En passant au quotient par
cette action diagonale, il vient le morphisme VO[G] → PO qui s’avère être bijectif. Il est
donc birationnel. Comme de plus la variété PO est lisse, par le théorème principal de
Zariski, c’est un isomorphisme (voir [37] p 78-85). Enfin, les distributions D et D̃(VO[G])
sont principales et coïncident sur VO qui domine O, elles coïncident donc partout.

Nous savons que les sous-variétés minimales tangentes forment une partition du fibré
principal. Sous l’hypothèse de domination nous pouvons voir en annexe que ce lemme
implique que cette partition est un feuilletage. Grâce au théorème de X. Gomez-Mont,
nous pouvons voir que les feuilles s’arrangent entre elles pour former les fibres d’une
application rationnelle.

1.4 Extension de Picard Vessiot

Nous rappelons ici le point de vue algébrique en terme d’extensions de corps différentiels
et donnons le lien avec le point de vue géométrique que nous adoptons dans ce texte. Dans
cette section, (k, ∂1, . . . , ∂m) désigne un corps différentiel qui est une extension de type fini
sur le corps des complexes C. Le corps des constantes Ck est le corps C.
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Définition 1.4.1. Un système d’opérateurs différentiels linéaires sur le corps différentiel
(k, ∂1, . . . , ∂m) est un ensemble de m opérateurs différentiels de la forme ∂i−Ai où les Ai
sont dans gln(k)

Exprimons ces données dans le langage des fibrés à connexions.

• Pour la structure de fibré, nous nous donnons une variété affine lisse B vérifiant
k = C(B) et le fibré principal trivial P = B ×Gl(n,C)→ B.

• Munissons ce fibré principal de la section ∇ : TB×B P 99K TP , associée au système
d’opérateurs différentiels linéaires {∂i −Ai}i. C’est à dire, sachant que les dérivations
∂i sur le corps k induisent des champs de vecteurs rationnels notés aussi ∂i sur B,
cette section est définie par ∇(∂i, Y ) = ∂i +

∑
jkl

Ai,jkYkl
∂

∂Yjl
.

Le rôle du corps de rupture en théorie de Galois différentielle est joué par les extensions
de Picard Vessiot et le groupe de Galois de l’extension sera un sous-groupe de GL(n,C).

Définition 1.4.2. Une extension de Picard Vessiot associée au système d’opérateurs
différentiels linéaires {∂i −Ai}i est une extension différentielle (K, ∂1, . . . , ∂m) du corps
(k, ∂1, . . . , ∂m) vérifiant :

• K = k(Zij) où les Zij sont les coefficients d’une matrice Z vérifiant ∂iZ = AiZ pour
tout i. Cette matrice Z est appelée système fondamental de solutions.

• le corps des constantes de K est encore C, i.e. CK = Ck = C.

Proposition 1.4.3. Soit (k, ∂1, . . . , ∂m) un corps différentiel muni du système d’opéra-
teurs différentiels linéaires {∂i −Ai}i dont le corps des constantes est C. Notons respec-
tivement P , B et ∇ le fibré principal trivial, sa base et la section associés. Et notons D
la connexion induite par la section ∇. Pour x général dans P , la sous-variété minimale
tangente V = V (D, x) domine la base B et dans ces conditions C(V ) est une extension de
Picard Vessiot.

Démonstration. Le théorème (6.3.2) de P.Bonnet et la proposition (6.3.3) appliqués à la
base B et à la distribution

∼
D induite par les champs de vecteurs ∂i nous donnent une appli-

cation rationnelle dominante π : B 99K N telle que pour tout b dans un ensemble général
∼
E ⊂ B la clôture d’une fibre contenant b soit une sous-variété minimale tangente de

∼
D et

telle que C(N) soit exactement le sous-corps de C(B) formé par les intégrales premières
de la distribution. Dit autrement, le sous-corps C(N) est le sous-corps des constantes de
(k, ∂1, . . . , ∂m). Or, par hypothèse, ce sous-corps est le corps des complexes C. Il s’ensuit
alors que la variété N est réduite à un point et donc que pour tout b dans l’ensemble
général

∼
E, la sous-variété minimale tangente V (

∼
D, b) est B. Notons maintenant E l’image

réciproque de l’ensemble général
∼
E par la projection P → B. Cet ensemble est lui aussi

général. Ce qui précède implique que pour tout point x de E, la sous-variété minimale
tangente V (D, x) domine la base B. En effet, comme l’adhérence de son image dans B
est tangente à la distribution

∼
D et comme elle contient un point b de l’ensemble

∼
E, cette

adhérence contient alors V (
∼
D, b) qui, par ce qui précède, est la base B.

Maintenant que nous savons qu’il en existe, prenons V une sous-variété minimale tan-
gente à D qui domine la base B. Nous savons par le lemme (6.1.2) que la variété V est
irréductible et que si O est un ouvert de la base sur lequel la distribution D est bien définie
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alors l’idéal I associé à VO est différentiel maximal. Pour obtenir la première condition
de la définition (1.4.2), désignons par Yij l’image de Yij dans le quotient O(PO)/I. Ainsi,
C(V ) = C(VO) = Frac(O(PO)/I) = C(B)(Yij). De plus, puisque l’idéal I est différentiel,
il vient ∂iY = AiY . Il nous reste la deuxième condition. En appliquant le théorème (6.1.4)
à la variété V et à la restriction de la distribution D à V , il vient pour x général dans
V : V (D, x) = V . Le théorème (6.3.2) et la proposition appliqués cette fois-ci à la variété
V et à la restriction de la distribution D à V nous donnent une application rationnelle
dominante π : V 99K N dans laquelle C(N) est le sous-corps des intégrales premières et tel
que les clôtures des fibres générales soient des sous-variétés minimales tangentes. Ce qui
précède nous dit que V est l’une de ces clôtures de fibre et donc que le corps des constantes
C(N) est finalement C.

1.5 Le groupoïde de Galois

Rappelons nous que le groupe de Galois d’une distribution principale qui domine la
base du fibré principal P n’est défini qu’à conjugaison près. Dans la suite, les distributions
dépendront de paramètres. L’exemple de l’équation différentielle y′ = t

xy donnée en in-
troduction nous montre que le groupes de Galois peut changer drastiquement en fonction
des paramètres. Dans ce cadre, nous voudrions comparer des objets intrinsèques à ces dis-
tributions avant et après spécialisation en une valeur du paramètre pour en déduire des
résultats d’irréductibilité.

Rappelons d’une part que le lemme (1.3.5) nous dit qu’une sous-variété minimale tan-
gente qui domine la base est génériquement un sous-fibré de P de groupe structural : son
groupe de Galois. D’autre part le lemme (1.1.15) donne une correspondance entre classe de
sous-fibrés de P sous l’action du groupe structural qui dominent la base et sous-groupoïdes
de Iso(P ). Dans le cas d’une variété minimale tangente qui domine la base, nous obte-
nons un sous-groupoïde de Iso(P ) au-dessus d’un ouvert de la base qui contient tous les
groupes de Galois. Un tel objet est défini sans faire de choix sur des conditions initiales ou
sur le choix d’une extension de corps différentiel contrairement aux groupes de Galois. Le
groupoïde de Galois est l’adhérence de Zariski de cet objet. Il est à noter cependant que
le groupoïde de Galois n’est en général pas un groupoïde.

Dans cette section, nous en donnons plusieurs définitions dans lesquelles l’hypothèse
de domination de la base n’est pas requise. Nous montrons l’équivalence entre toutes ces
définitions en utilisant un théorème de P. Bonnet que nous avons déjà utilisé dans la section
précédente. Il est déjà donné en annexe et nous le redonnons ici :

Théorème 6.3.2. (voir [3]) Soit D une distribution rationnelle sur une variété irréductible
P . Il existe une variété irréductible N , une application rationnelle dominante π : P 99K N
et un ensemble général E tels que pour tout x ∈ E, π−1(π(x)) = V (D, x).

1.5.1 Les trois définitions du groupoïde de Galois

Pour présenter ces trois définitions de groupoïde de Galois d’une distribution principale
sur un fibré principal P , il est commode d’utiliser la correspondance donnée dans la section
(1.1.3) entre relations d’équivalence de P ×P stables sous l’action du groupe structural et
sous-groupoïdes de Iso(P ). Rappelons qu’elle est donnée par le morphisme Φ : P × P →
Iso(P ). Par ailleurs, il sera régulièrement nécessaire de se restreindre à des ouverts de la
base. Si U est un tel ouvert, si G est une sous-variété de Iso(P ) et si R est une sous-variété
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de P × P , alors les restrictions respectives à cet ouvert seront notées G|U×U et R|U×U ,
autrement dit : G|U×U := G ∩ (s× t)−1(U × U) et R|U×U := R∩ (s× t)−1(U × U).

1.5.1.1 Définition algébrique

Voici la définition du groupoïde de Galois en tant que sous-variété minimale tangente
qui soit un groupoïde au-dessus d’un ouvert :

Définition 1.5.1. Soit D une distribution rationnelle principale sur un fibré principal P
de groupe structural G et de base B. Le groupoïde de Galois, noté ici Ga, est la plus petite
sous-variété de Iso(P ) qui est tangente à la distribution induite Dt et telle qu’il existe un
ouvert Ua ⊂ B tel que :

(1) Dt ⊂ TGa

(2) la restriction Ga|Ua×Ua est un sous-groupoïde de Iso(PUa)

Afin de voir que cette variété est bien définie, donnons la définition d’une sous-variété
minimale tangente de P × P qui soit une relation d’équivalence au-dessus d’un ouvert.
Nous allons montrer que l’existence de l’une est équivalente à l’existence de l’autre, puis
que cette deuxième variété est bien définie.

Définition 1.5.2. Soit D une distribution rationnelle principale sur un fibré principal P
de groupe structural G et de base B. La variété Ra est la plus petite sous-variété de P ×P
qui est tangente à la distribution induite Dt et telle qu’il existe un ouvert Ua ⊂ B tel que :

(1) Dt ⊂ TRa

(2) la restriction Ra|Ua×Ua est une relation d’équivalence de PUa × PUa

Lemme 1.5.3. Soit D une distribution rationnelle principale. En supposant que les va-
riétés associées Ga et Ra existent, alors Ga = Φ(Ra) et Φ−1(Ga) = Ra.

Démonstration. Grâce à la correspondance donnée par Φ, il suffit de montrer que la va-
riété Ra est stable sous l’action diagonale à droite du groupe structural G. Soit g ∈ G.
L’action diagonale de g est notée ∆g. Montrons que la sous-variété ∆g(Ra) vérifie les
deux conditions de la définition (1.5.2). Notons e l’identité de P × P . C’est donc la
diagonale de P × P . La sous-variété ∆g(Ra) la contient car e = ∆g(e) ⊂ ∆g(Ra).
Ensuite, le fait que l’action diagonale commute avec l’inversion et la composition par-

tielle de P × P , ajouté au fait que inv(Ra) ⊂ Ra et m
(
Ra ×

sP t
Ra
)
⊂ Ra nous donne

les inclusions inv ◦ ∆g(Ra) = ∆g ◦ inv(Ra) ⊂ ∆g(Ra) et m
(

∆g(Ra) ×
sP t

∆g(Ra)
)

=

∆g ◦m
(
Ra ×

sP t
Ra
)
⊂ ∆g(Ra). Elle vérifie donc la condition (2). Montrons qu’elle vérifie

(1). La distribution induite étant invariante sous l’action du groupe structural, nous avons
l’inclusion Dt = d∆g.Dt ⊂ d∆g.TRa = T (∆g(Ra)). Ensuite, en appelant la minimalité de
Ra, il vient l’inclusion Ra ⊂ ∆g(Ra). Donc pour tout g ∈ G, ∆g−1(Ra) ⊂ Ra. Ceci donne
la stabilité recherchée.

Faisons un petit rappel avant de voir que la variété Ra est bien définie :

Lemme 1.5.4. Soient A un anneau, K une partie multiplicative de A, K−1A le localisé
et I un idéal de K−1A. Alors (I ∩A)K−1A = I. Dans l’autre sens, si J est un idéal de A,
alors (JK−1A) ∩A ⊃ J .
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Démonstration. Nous montrons seulement (I ∩ A)K−1A ⊃ I. Si f ∈ I ⊂ K−1A, alors
f =

∑
i

ai
ki

où ai ∈ A et ki ∈ K. Ainsi, f = 1∏
ki
i

((
∏
ki
i

)f) ∈ (I ∩A)K−1A.

Lemme 1.5.5. Soit D une distribution rationnelle principale sur un fibré principal P de
base B de groupe G. La sous-variété Ra de P × P est bien définie.

Démonstration. Par le corollaire (1.1.5), il existe un ouvert affine B0 de la base B tel que
le fibré PB0 soit aussi affine. Cet ouvert peut être pris de telle sorte que la distribution
soit régulière sur PB0 . Le premier objectif est de définir un idéal d’un anneau localisé qui
aura les propriétés voulues sur le produit PB0×PB0 . Notons alors K := O(PB0) ⊗

O(B0)
C(B)

l’anneau des fonctions régulières sur PB0 localisé en les fonctions régulières de l’ouvert
affine B0 de la base et notons L := K ⊗

C
K l’anneau des fonctions régulières de PB0 × PB0

localisé en les fonctions régulières de l’ouvert B0 par la source et par le but. Regardons les
idéaux I de L vérifiant :

(i) L’idéal I(eB0) de L associé à l’identité eB0 de PB0 × PB0 contient I

(ii) inv∗(I) ⊂ I et m∗(I) ⊂ I ⊗
sKt

1 + 1 ⊗
sKt

I

(iii) Pour tout X champ de vecteurs de Dt, X(I) ⊂ I

Si I1 et I2 sont deux tels idéaux de L, c’est-à-dire qui vérifient (i), (ii) et (iii), alors
l’idéal I1 + I2 vérifie encore (i). De plus inv∗, m∗ et l’action d’un champ de vecteurs X
étant additifs, il vient que I1 + I2 vérifie aussi (ii) et (iii). Par noethérianité, il existe
alors un idéal maximal, à nouveau noté I, vérifiant les trois conditions ci-dessus. Notons
M := V(I ∩ O(PB0 × PB0)) la sous-variété de PB0 × PB0 correspondant à cet idéal I.

Le deuxième objectif est maintenant de montrer que son adhérence M est la sous-
variété de P × P recherchée, c’est-à-dire qu’elle domine B × B, qu’elle vérifie (1), (2) et
qu’elle est minimale.

• L’inclusion I ∩O(PB0 ×PB0) ⊂ I(eB0) donne directement que M contient l’identité sur
PB0 × PB0 et donc que M domine B ×B.

• Le but ici est de voir que la stabilité de l’idéal I sous inv∗ et m∗ perdure en n’inversant
qu’une seule fonction régulière de B0. L’idéal I est engendré par des éléments f1, . . . , fn,
qui par le lemme (1.5.4), peuvent être pris dans l’anneauO(PB0×PB0). L’idéal I vérifiant
(ii), il existe des éléments αij , βij , γij , δij dans l’anneau localisé L tels que m∗(fi) =∑
j

αijfj⊗
K
βij+γij⊗

K
δijfj . Il existe un multiple commun k ∈ O(B0) des dénominateurs de

tous ces éléments, c’est-à-dire, pour tout i, j, les éléments αij , βij , γij , δij sont contenus

dans l’anneau O(PB0×PB0)
(

1
k ⊗C

1, 1⊗
C

1
k

)
. Cet anneau a de plus la particularité d’être

stable sous les morphismes inv∗ et m∗ puisque l’anneau O(PB0 × PB0) l’est et que

inv∗
(

1
k ⊗C

1
)

= 1 ⊗
C

1
k , inv

∗
(

1⊗
C

1
k

)
= 1

k ⊗C
1, m∗

(
1
k ⊗C

1
)

=
(

1
k ⊗C

1
)
⊗
K

(
1⊗

C
1
)

et

m∗
(

1⊗
C

1
k

)
=
(

1⊗
C

1
)
⊗
K

(
1⊗

C
1
k

)
. Il vient alors la stabilité recherchée : en posant I ′ =

I∩O(PB0×PB0)
(

1
k ⊗C

1, 1⊗
C

1
k

)
, alors inv∗(I ′) ⊂ I ′ etm∗(I ′) ⊂ I ′ ⊗

OPB0
( 1
k

)
1+1 ⊗

OPB0
( 1
k

)
I ′.

Autrement dit, la sous-variété M de PB0 est stable par inversion et par composition
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partielle au-dessus de l’ouvert B0 − {k = 0}, donc son adhérence M dans P vérifie la
condition (2) avec cet ouvert.

• La condition (iii) donne que, restreinte au-dessus de l’ouvert B0, la distribution Dt
est tangente à la sous-variété M . Cette condition étant fermée, il vient donc que la
distribution est tangente à son adhérence, i.e. M vérifie (1).

• Il reste enfin la minimalité. Donnons-nous une sous-variétéN ′ de P×P vérifiant (1) et (2)
en notant O′ l’ouvert de la base correspondant à la condition (1) et montrons que cette
sous-variété contientM . L’intersection N = N ′∩M vérifie elle aussi ces deux conditions
où l’ouvert correspondant à la condition (1) est l’intersection O′∩(B0−{k = 0}). Notons
NB0 la restriction de N à l’ouvert affine PB0 × PB0 et J := I(NB0) l’idéal associé.
L’inclusion des sous-variétés NB0 ⊂ M implique l’inclusion inverse des idéaux associés
(I∩O(PB0×PB0)) ⊂ J . Ainsi, grâce au lemme (1.5.4), il vient I = (I∩O(PB0×PB0))L ⊂
JL. Or, tout comme l’idéal I, l’idéal JL de l’anneau localisé L vérifie aussi les conditions
(i), (ii) et (iii). La maximalité de I implique I = JL. Ceci ajouté au lemme (1.5.4) donne
l’inclusion J ⊂ (JL∩O(PB0 ×PB0)) = I ∩O(PB0 ×PB0). En revenant aux sous-variétés
associées, il vient l’inclusion inverse M ⊂ NB0 . Puis en passant aux adhérences, il vient
M ⊂ NB0 ⊂ N . Finalement, nous avons montré l’égalitéM = N , ce qui donne l’inclusion
M ⊂ N ′ escomptée.

1.5.1.2 Définition topologique

Voici la définition de groupoïde de Galois en tant que sous-variété minimale tangente.

Définition 1.5.6. Soit D une distribution rationnelle principale sur un fibré principal
P . Le groupoïde de Galois, noté ici Gb, est la plus petite sous-variété de Iso(P ) qui est
tangente à la distribution induite Dt et qui contient l’identité. Autrement dit, en reprenant
les notations de la définition (6.1.1), Gb := V (Dt, e).

Le lemme (6.1.2) nous dit que cette variété minimale tangente est bien définie et qu’elle
est irréductible. De plus, comme précédemment, il lui correspond une sous-variété minimale
tangente de P × P qui sera elle aussi bien définie grâce au lemme (6.1.2).

Définition 1.5.7. Soit D une distribution rationnelle principale sur un fibré principal
P . La variété Rb, est la plus petite sous-variété de P × P qui est tangente à la distribu-
tion induite Dt et qui contient l’identité. Autrement dit, en reprenant les notations de la
définition (6.1.1), Rb := V (Dt, e).

De la même manière que dans la preuve du lemme (1.5.5), nous pouvons montrer que
cette variété est invariante sous l’action diagonale et correspond par Φ au groupoïde de
Galois :

Lemme 1.5.8. Soit D une distribution rationnelle principale, alors les variétés minimales
tangentes associées vérifient Gb = Φ(Rb) et Φ−1(Gb) = Rb.

1.5.1.3 Définition avec les intégrales premières

Pour cette dernière définition, le groupoïde de Galois d’une distribution est l’ensemble
des applications de fibre à fibre G-équivariantes qui préservent les niveaux des intégrales
premières de la distribution :
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Définition 1.5.9. Soient D une distribution principale sur un fibré principal P , (Hi)1≤i≤n
une famille génératrice de C(P )D. Soient U un ouvert de P sur lequel les applications Hi

sont bien définies et Iso(U) l’image de U × U par la projection Φ : P × P → Iso(P ). Le
groupoïde de Galois, noté Gc est la clôture de Zariski de l’ensemble {φ ∈ Iso(U) | ∀i, Hi ◦
φ = Hi}.

Cette définition demande de faire un choix parmi les intégrales premières de la distribu-
tion. Nous allons définir une sous-variété de P ×P qui lui correspond. Nous allons montrer
qu’elle est intrinsèque à la distribution, qu’elle est invariante sous l’action diagonale du
groupe structural et que son image par Φ est le groupoïde de Galois. Commençons par
rappeler la définition d’intégrale première maximale donnée en annexe :

Définition 6.3.1. Soient D une distribution rationnelle sur une variété irréductible P , N
une variété irréductible et π : P 99K N une application rationnelle dominante. L’applica-
tion π est une intégrale première maximale si π∗C(N) = C(P )D.

Voici la définition de la sous-variété dont nous avons parlé :

Définition 1.5.10. Soient D une distribution principale sur un fibré principal P , π : P 99K
N une intégrale première maximale de la distribution et P ◦ le domaine de définition de
π. La sous-variété Rc de P × P est la clôture de Zariski du produit fibré associé, i.e.
Rc := P ◦ ×N P ◦. Cette clôture sera aussi notée P ×N P .

Dans cette définition nous avons dû choisir une intégrale première maximale de la
distribution. Nous donnons deux lemmes qui seront utiles pour montrer que la sous-variété
définie est intrinsèque à la distribution et ne dépend pas de l’intégrale première maximale
choisie. Ces lemmes seront aussi utiles dans la preuve de l’équivalence des trois définitions
dans la section suivante puis dans le théorème de spécialisation qui est donné en fin de
chapitre.

Lemme 1.5.11. Soient f : M → N un morphisme dominant avec N une variété irréduc-
tible et O un ouvert dense de M . Il existe un ouvert W ⊂ N tel que pour tout y ∈ W ,
f−1(y) ∩O est un ouvert dense de f−1(y).

Démonstration. Soient n la dimension de la variété N , (Mi)i∈I l’ensemble des composantes
irréductibles de M , (Mi)i∈J l’ensemble des composantes irréductibles de M qui dominent
N et N0 = N −

⋃
i∈I−J

f(Mi). Soit i ∈ J et mi la dimension de Mi. L’ensemble Mi − O

est de dimension mi − 1 car O est un ouvert dense. Une fibre générique de la restriction
f |Mi est de dimension pure mi − n et la dimension d’une fibre générique de la restriction
f |Mi−O est mi − 1 − n. Autrement dit, il existe un ouvert Wi ⊂ N0 tel que pour tout
y ∈Wi, le complémentaire de f |−1

Mi
(y)∩O dans f |−1

Mi
(y) est de dimension mi− 1−n et tel

que f |−1
Mi

(y) est de dimension pure mi − n. Donc pour tout y ∈Wi, f |−1
Mi

(y) ∩O est dense
dans f |−1

Mi
(y). L’ouvert W :=

⋂
i∈J
Wi ⊂ N0 est l’ouvert recherché puisque pour tout y ∈W ,

f−1(y) ∩O est dense dans f−1(y).

Lemme 1.5.12. Soient f : M 99K N une application rationnelle dominante entre deux
variétés irréductibles et E un ensemble général de M . Le produit fibré E ×N E est dense
dans le produit fibré M ×N M .

Démonstration. Fait : Notons M◦ le domaine de définition de f . Il existe un ensemble
général U ⊂ M tel que pour tout x ∈ U , {x} × f−1(f(x)) est inclus dans l’adhérence de
Zariski de E ×N E dans M◦ ×N M◦. Cette adhérence est notée E ×N E

M◦ .
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L’ensemble E est l’intersection dénombrable d’ouverts Oi ⊂ M , i ∈ N. Fixons i ∈ N. Le
lemme (1.5.11) appliqué au morphisme f : M◦ → N et à l’ouvert Oi donne l’existence d’un
ouvert Wi ⊂ N tel que pour tout y ∈Wi, f−1(y)∩Oi est un ouvert dense de f−1(y). Pour
tout x ∈ Ui := f−1(Wi) ∩ Oi, f−1(f(x)) ∩ Oi est un ouvert dense de f−1(f(x)). Notons
U =

⋂
i
Ui. Pour tout x ∈ U , f−1(f(x)) ∩ E est dense dans f−1(f(x)) car une intersection

dénombrable d’ouverts denses est dense. Ainsi, pour tout x ∈ U ⊂ E, {x} × f−1(f(x)) =
{x} × f−1(f(x)) ∩ EM

◦
⊂ E ×N E

M◦ ce qui montre le fait.
Notons maintenant V = M◦×NM◦−E ×N E

M◦ et montrons que cet ouvert deM◦×N
M◦ est vide. Notons pr1 : M◦ ×N M◦ → M◦ la projection sur la première coordonnée.
Si x ∈ pr1(V ) alors {x} × f−1(f(x)) 6⊂ E ×N E

M◦ . Si U est l’ensemble général donné
dans le fait précédent alors par définition pr1(V ) ∩ U = ∅. Si V était non vide alors
pr1(V ) contiendrait un ouvert de N ce qui contredirait la vacuité de son intersection avec
l’ensemble général U . Donc E ×N E est dense dans M◦ ×N M◦ qui est lui-même dense
dans M ×N M par définition. Ceci termine la preuve du lemme.

Lemme 1.5.13. Soit D une distribution principale sur un fibré principal P . La sous-
variété Rc définie en (1.5.10) ne dépend pas de l’intégrale première maximale choisie. Elle
est de plus invariante sous l’action du groupe structural G de P .

Démonstration. Soient π : P 99K N et π′ : P 99K N ′ deux intégrales premières maximales.
Aux égalités C(N) = C(P )D = C(N ′) il est associé le diagramme commutatif :

P

π
����

π′

    
N

∼
ψ
// N ′

qui induit sur des ouverts convenables : U

π
����

π′

    
V

∼
ψ
// V ′

La commutativité du dernier diagramme donne l’égalité des produits fibrés U ×V U =
U×V ′U . En appliquant le lemme (1.5.12) à π puis à π′ avec l’ouvert U qui est en particulier
un ensemble général, nous obtenons les égalités P ×N P = U ×V U = U ×V ′ U = P ×N ′ P .
Ce qui conclue la preuve de la première assertion.

Montrons la stabilité sous l’action diagonale. Soit g ∈ G. Notons ∆g l’action diagonale
de g sur le produit P × P et montrons que ∆g.Rc = Rc. Soit π : P 99K N une intégrale
première maximale de la distribution D. Notons P ◦ le domaine de définition de π et N ′
une copie de N de telle sorte que l’application π ◦ Sg−1 s’écrive π ◦ Sg−1 : P 99K N ′. Nous
avons l’égalité P ◦.g ×N ′ P ◦.g = ∆g.(P ◦ ×N P ◦). De plus l’application π ◦ Sg−1 est aussi
une intégrale première maximale puisque :

(π ◦ S−1
g )∗C(P ) = Sg−1

∗C(P )D
= {f ◦ Sg−1 | ∀X ⊂ D, f ∈ C(P ), X(f) = 0}
= {h ∈ C(P ) | ∀X ⊂ D, X(h ◦ Sg) = 0}
= {h ∈ C(P ) | ∀X ⊂ D, dSg.X(h) = 0}
= C(P )D car dSg.D = D

La non dépendance envers l’intégrale première maximale choisie nous permet d’obtenir
Rc = P ◦ ×N ′ P ◦ = ∆g.P ◦ ×N P ◦. Sachant que ∆g est un isomorphisme de P ×P , il vient
Rc = P ×N ′ P = Rg.P ×N P = ∆g.Rc ce qui termine la preuve.

Nous donnons maintenant le lien entre les variétés Rc et Gc qui montre que cette
dernière est intrinsèque à la distribution.

36



1.5. LE GROUPOÏDE DE GALOIS

Lemme 1.5.14. Soit D une distribution principale sur un fibré principal P . Les variétés
Rc et Gc se correspondent par la projection Φ : P × P → Iso(P ), i.e. Gc = Φ(Rc) et
Φ−1(Gc) = Rc.

Démonstration. Soient (Hi)1≤i≤n une famille génératrice de C(P )D et π : P 99K N une
intégrale première maximale de la distribution. Soit U un ouvert de P sur lequel les
applications Hi, π sont bien définies. Soit Iso(U) l’image de U × U par Φ. Rappelons
que par définition, Rc et Gc sont les clôtures respectives des ensembles U ×N U et {φ ∈
Iso(U) | ∀i, Hi ◦ φ = Hi}. Commençons par montrer que ces ensembles se correspondent
par Φ. Soient (x, y) ∈ U2 et φxy ∈ Iso(U) l’application G-équivariante de la fibre en x dans
la fibre en y telle que φxy(x) = y. Les équivalences suivantes montrent la correspondance :

(x, y) ∈ U ×N U ⇔ π(x) = π(y)
⇔ π(x.g) = π(y.g) pour g ∈ G tels que (x.g, y.g) ∈ U2 car S∗gπ

est aussi une intégrale première maximale
⇔ Hi(x.g) = Hi(y.g) pour tout i et g ∈ G tels que (x.g, y.g) ∈ U2

⇔ Hi ◦ φxy = Hi pour tout i

Nous avons l’inclusion Φ−1(Gc) ⊃ Rc car Φ−1(Gc) est fermé et contient U ×N U .
Rappelons que Rc est stable sous l’action diagonale. La topologie sur Iso(P ) est la to-
pologie quotient, donc Φ(Rc) est fermé car Φ−1Φ(Rc) = Rc l’est. Nous avons l’inclusion
Gc ⊂ Φ(Rc) car Φ(Rc) est un fermé qui contient {φ ∈ Iso(U) | ∀i, Hi ◦ φ = Hi}. Ceci
donne l’inclusion Φ−1(Gc) ⊂ Rc et termine la preuve.

1.5.2 Équivalence des trois définitions

Voici une proposition utile pouvant être trouvée dans [5] avant d’aborder le théorème
qui donne l’équivalence des trois définitions.

Proposition 1.5.15. Soient p : P → B un fibré principal de groupe structural G et H
un sous-groupe de G. Alors le G-fibré P [G/H] existe et de plus, le diagramme suivant
commute :

P
φ //

p

��

P [G/H]

pG/H{{
B

où φ : P → P [G/H] est un fibré principal de groupe structural H et où le morphisme pG/H
est lisse. Si de plus H est distingué, alors pG/H : P [G/H] → B est un fibré principal de
groupe structural G/H.

Théorème 1.5.16. Soit D une distribution rationnelle principale sur un fibré principal
P de base B et de groupe G. Les trois définitions de groupoïde de Galois de la distribution
sont équivalentes, i.e. Ga = Gb = Gc. Cette sous-variété de Iso(P ) sera notée Gal(D).

Démonstration. Nous raisonnons sur les sous-variétés de P × P invariantes sous l’action
diagonale de G qui leur correspondent par Φ, i.e. nous allons montrer les égalités Ra =
Rb = Rc. Pour ce faire, nous montrons dans l’ordre : Rb ⊂ Ra, Rc ⊂ Rb et Ra ⊂ Rc.

La variété Ra contient la diagonale et est tangente à la distribution induite par le but
Dt, elle contient donc Rb par minimalité de cette dernière.

Ensuite, prenons une intégrale première maximale π : P 99K N de la distribution D. Le
théorème (6.3.2) et la proposition (6.3.3) nous donnent l’existence d’un ensemble général
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E ⊂ P tel que pour tout x ∈ E, π−1(π(x)) = V (D, x). Par définition la sous-variété
Rb contient la diagonale et est tangente à la distribution Dt. Donc pour tout x ∈ E,
{x} × V (D, x) ⊂ Rb. Ce qui donne E ×N E ⊂ {{x} × V (D, x) | x ∈ E} ⊂ Rb. Grâce au
lemme (1.5.12) nous obtenons Rc = E ×N E ⊂ Rb.

Il reste la dernière inclusion Ra ⊂ Rc à montrer. Soit π : P 99K N une intégrale
première maximale de la distribution D. L’ensemble P ×N P est tangent à la distribu-
tion Dt puisque la distribution D est tangente aux fibres de π. La propriété de tangence
étant une propriété fermée, il s’ensuit que la variété Rc est tangente à la distribution Dt.
Montrons maintenant que cette variété est aussi génériquement une relation d’équivalence
pour conclure sur l’inclusion cherchée grâce à la minimalité de la variété Ra. Commençons
par nous placer sur des ouverts convenables. Soit O ⊂ P un ouvert sur lequel l’intégrale
première maximale π est bien définie et tel que son image U par la projection P → B soit
un ouvert de B.

Fait : soit (x1, x2, x3) ∈ PU 3, il existe g ∈ G0 la composante connexe de l’identité de G
tel que (x1, x2, x3) ∈ O.g3. Soit G0 la composante connexe de l’identité de G. Considérons
le diagramme commutatif donné par la proposition (1.5.15) :

P //

p

��

P [G/G0]

pG/G0zz
B

où P [G/G0]→ B et P → P [G/G0] sont des fibrés principaux dont les groupes structuraux
sont respectivement G0 et G/G0. Plaçons nous sur le fibré principal P → P [G/G0] et
posons U ′ = p−1

G/G0(U). Par commutativité du diagramme, x1, x2, x3 ∈ PU ′ . Pour i = 1, 2, 3,
les ensembles {g ∈ G , xi.g−1 ∈ O} sont trois ouverts de G0. Chacun d’eux est non
vide grâce à la transitivité de l’action de G0. L’irréductibilité de G0 implique que leur
intersection est non vide. Ce qui montre le fait.

Soit (x, y, z) ∈ PU
3. Le fait nous donne l’existence d’un élément g du groupe G tel

que (x, y) ∈ (O × O).g et (y, z) ∈ (O × O).g. Soit N ′ une copie de N de telle sorte que
l’application π ◦ Sg−1 s’écrive π ◦ Sg−1 : P 99K N ′. Les lemmes (1.5.12) et (1.5.13) nous
permettent de voir queRc = O.g ×N ′ O.g. Ce qui nous donneRc∩(O×O).g = O.g×N ′O.g.
Nous obtenons ainsi les implications

(x, y) ∈ Rc|U×U =⇒ π(x.g−1) = π(y.g−1)
=⇒ (x, y) ∈ Rc|U×U

et

(x, y) ∈ Rc|U×U et (y, z) ∈ Rc|U×U =⇒ π(x.g−1) = π(y.g−1) et π(y.g−1) = π(z.g−1)
=⇒ π(x.g−1) = π(z.g−1)
=⇒ (x, z) ∈ Rc|U×U

qui nous donnent la stabilité de la variété Rc|U×U par inversion et par composition par-
tielle. Autrement dit, la variété Rc|U×U est une relation d’équivalence, ce qui conclut la
preuve de la dernière inclusion.

Proposition 1.5.17. Soient D une distribution rationnelle principale sur un fibré prin-
cipal P de groupe structural G et v le maximum de la dimension que peut prendre une
sous-variété minimale tangente (voir (6.1.4)). Le groupoïde de Galois de la distribution
est une variété irréductible de dimension dim(P ) + v − dim(G).
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Démonstration. Nous savons par la définition dite topologique que le groupoïde de Galois
est la sous-variété minimale tangente à la distribution Dt qui contient l’identité. Le lemme
(6.1.2) nous dit que cette sous-variété est irréductible. Utilisons la définition avec les inté-
grales premières pour le calcul de la dimension. Soit π : P 99K N une intégrale première
maximale. Le théorème (6.3.2) et la proposition (6.3.3) nous disent que les fibres génériques
sont de dimension v et que la variété N est de dimension dim(P ) − v. Le produit fibré
P ×N P est de dimension 2 dim(P )− (dim(P )− v) = dim(P ) + v. Le groupoïde de Galois
étant l’image de ce produit fibré par Φ, il est donc de dimension dim(P )+v−dim(G).

Moralement, en regardant les fibres du morphisme but, le groupoïde de Galois est la
plus petite sous-variété qui contient toutes les sous-variétés minimales invariantes et donc
tous les groupes de Galois. Remarquons que les fibres du morphisme source contiennent
aussi toutes les sous-variétés minimales invariantes puisque le groupoïde de Galois est un
groupoïde au-dessus d’un ouvert. Inversement, comme le montre la proposition suivante,
sous une hypothèse de domination, nous retrouvons le groupoïde de Galois à partir d’une
sous-variété minimale tangente. Au-dessus d’un ouvert, c’est le groupoïde associé au fibré
principal qu’est la sous variété minimale tangente.

Proposition 1.5.18. Soient D une distribution rationnelle principale sur un fibré prin-
cipal P de base B de groupe G et V une sous-variété minimale tangente à la distribution.
Si V domine la base B, alors le groupoïde de Galois est égal à (V × V )/G, l’adhérence de
l’image du produit V ×V dans Iso(P ). Sous les mêmes hypothèses, et en notant Iso(V ) le
quotient du produit V × V sous l’action diagonale du groupe de Galois associé à V , alors
le groupoïde de Galois est birationnellement équivalent à Iso(V ).

Démonstration. Montrons la première assertion par double inclusion. Nous allons utiliser
la définition dite algébrique du groupoïde de Galois (qui était notée Ga) pour montrer qu’il
contient (V × V )/G. Soit U un ouvert de B au-dessus duquel la restriction Gal(D)|U×U
du groupoïde de Galois est un groupoïde. Pour obtenir la première inclusion, il suffit de
montrer que Gal(D)|U×U contient (VU × VU )/G. Le théorème (6.1.4) appliqué à la variété
V et à la restriction de la distribution D à V nous dit que pour un x général dans V ,
nous avons V = V (D, x). Or, grâce à l’hypothèse de domination de la base B par V ,
remarquons en premier lieu que VU n’est pas vide, puis que VU contient un tel x général.
Ainsi, la relation d’équivalence associée au groupoïde Gal(D)|U×U contient (x, x) car elle
contient la diagonale, contient {x} × VU car elle est tangente à la distribution induite par
le but Dt et contient VU × VU puisque que c’est une relation d’équivalence. Ceci montre
la première inclusion. Pour l’inclusion inverse, nous utilisons la définition dite topologique
du groupoïde de Galois (qui était notée Gb). La variété V dominant B, notons U un ouvert
de B sur lequel VU se surjecte. L’ensemble (VU ×VU )/G contient la restriction de l’identité
à U , donc son adhérence contient l’identité elle-même. De plus, la distribution induite Dt
qui est tangente à (VU ×VU )/G est aussi tangente à son adhérence puisque la condition de
tangence est fermée. Ainsi, il ne nous reste plus qu’à conclure sur l’inclusion inverse par
la minimalité du groupoïde de Galois.

La deuxième assertion est donnée par le diagramme commutatif suivant :

V × V �
� //

��

P × P

��
Iso(V ) i // Iso(P )

dans lequel i est injectif et dont l’image (V ×V )/G est dense dans le groupoïde de Galois.
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1.6 Le résultat de spécialisation sur les groupoïdes d’équa-
tions à paramètres

Les distributions principales que nous regardons ici ne dominent pas la base du fibré
principal sur lequel elles sont définies. Elles sont tangentes aux fibres d’un morphisme. Le
but de cette section est de comparer la "taille" de l’intersection avec une fibre du groupoïde
de Galois de la distribution et la "taille" du groupoïde de Galois de la restriction à cette
même fibre de la distribution. Nommons les objets que nous regardons. La distribution D
est définie sur le fibré P → B. Elle est tangente aux fibres du morphisme lisse composé
P

p→ B
ρ→ S, i.e. d(ρ ◦ p).D = 0. La variété S est appelée l’espace des paramètres.

Soit q ∈ S. Nous noterons Pq la fibre en q du morphisme composé et Dq la restriction
à Pq de la distribution D lorsque cela a un sens. Pour considérer le groupoïde de Galois
d’une telle restriction, nous devons supposer que les fibres du morphisme composé sont
connexes. Avant de donner le résultat principal, nous donnons la définition de connexions
dites partielles.

Définition 1.6.1. Soit ρ′ : P p→ B
ρ→ S le morphisme composé d’un fibré principal

p : P → B et d’un morphisme surjectif lisse ρ : B → S. Notons F ′ = ker(dρ′), π la
projection TP → P et V le tangent vertical, i.e. le noyau de l’application dp× π : TP →
TB ×B P . Une connexion partielle est une distribution D qui est un supplémentaire du
tangent vertical dans F ′ : F ′x = Vx ⊕Dx.

Lemme 1.6.2. Reprenons les notations de la définition précédente, notons F le noyau de
dρ et considérons la suite exacte tangente :

0 −→ V −→ F ′
dp×π−→ F ×B P −→ 0

Une section rationnelle ∇ : F ′ ×B P −→ F de cette suite donne une connexion partielle
rationnelle.

Démonstration. Rappelons que le fibré en grassmannienne des sous-espaces de dimen-
sions d ∈ N sur une variété P peut s’obtenir en quotientant la variété {` : Cd →
TxP linéaire injective, x ∈M} par le groupe GL(d,C) qui agit par composition à la source.
Supposons que d est la dimension des fibres de B → S. Une section rationnelle de la suite
exacte tangente, régulière sur un ouvert O de B, induit le morphisme suivant :

R1O ×O PO 99K {` : Cd → TxP linéaire injective, x ∈ P}
(h, x) 7−→ ∇ ◦ h

En passant au quotient de part et d’autre par GL(d,C), ce morphisme induit une distribu-
tion rationnelle sur P , régulière sur PO et tangente aux fibres de P → S. Cette distribution
est de dimension d et domine chaque chaque fibre de B → S. C’est une connexion par-
tielle.

Il n’est plus possible de définir directement le groupe de Galois d’une telle distribution.
En effet, les sous-variétés minimales tangentes ne dominent plus la base du fibré, donc le
groupe structural du fibré n’agit plus transitivement dessus et il n’est donc plus possible
de comparer tous les groupes de Galois en utilisant l’action du groupe structural. Cepen-
dant, les trois définitions du groupoïde de Galois restent valables puisque l’hypothèse de
domination n’est pas requise.
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Théorème 1.6.3. Soient ρ : B → S un morphisme surjectif lisse entre deux variétés lisses
et D une distribution rationnelle principale sur un fibré principal p : P → B de groupe
structural G. Supposons que D est tangente aux fibres du morphisme ρ et que les fibres de
la composition ρ ◦ p sont connexes. Alors pour tout q ∈ S où cela a un sens :

• dimS(Gal(D)) ≥ dimC(Gal(Dq))

• Gal(Dq) ⊂ Gal(D)|Pq×Pq

De plus, pour un q ∈ S général,

• dimS(Gal(D)) = dimC(Gal(Dt))

• Gal(Dq) = Gal(D)|Pq×Pq

Démonstration. Intéressons nous d’abord au cas des dimensions. Notons v l’entier du théo-
rème (6.1.4) correspondant au maximum de la dimension de V (D, x) pour x dans P où cela
a un sens, et rappelons qu’il est atteint sur un ensemble général E. Pour q ∈ S où cela a un
sens, notons vq l’entier du théorème (6.1.4) correspondant au maximum de la dimension
de V (D, x) pour x ∈ Pq. Remarquons déjà que vq ≤ v. Par le lemme (6.1.5), l’ensemble
F := ρ ◦ p(E) est un ensemble général de S. Autrement dit, pour tout q ∈ F , l’ensemble
Pq∩E est non vide, ce qui nous donne l’égalité vq = v. Ensuite, par la proposition (1.5.17)
la dimension du groupoïde de Galois de la distribution D est dim(P ) + v − dim(G). De
même, dim(Gal(Dq)) = dim(Pq)+vq−dim(G) = dim(P )−dim(S)+vq−dim(G). Ceci nous
donne donc dim(Gal(D)) ≥ dim(Gal(Dq)) + dim(S) avec égalité pour q dans l’ensemble
général F .

Pour les inclusions, nous faisons appel à la définition (1.5.6) dite topologique du grou-
poïde de Galois. Pour q ∈ S où ça a un sens, la sous-variété Gal(D)|Pq×Pq est une sous-
variété tangente à Dtq et contient l’identité de Iso(Pq), elle contient donc Gal(Dq) par
minimalité de cette dernière. Ceci nous donne les inclusions escomptées.

Enfin, montrons les égalités en faisant appel à la définition qui utilise les intégrales
premières. Soient R ⊂ P × P la sous-variété correspondante au groupoïde de Galois de
D et Rq ⊂ Pq × Pq, q ∈ S, la sous-variété correspondante au groupoïde de Galois de Dq.
Il suffit de montrer que pour q ∈ S général Rq = R ∩ Pq × Pq. Soit π : P 99K N une
intégrale première maximale associée à la distribution D. Premièrement, fixons q ∈ F .
Le théorème (6.3.2) et la proposition (6.3.3) nous disent que pour tout x ∈ Pq ∩ E,
la fibre de la restriction π|Pq : Pq 99K π(Pq) vérifie π|−1

Pq
(π|Pq(x)) = V (D, x) puis que

cette restriction est une intégrale première de la distribution Dq. Donc Rq = Pq ×N Pq.
Deuxièmement, notons O un ouvert de N inclus dans l’image de π. Nous savons par le
lemme (1.5.12) que R = π−1(O)×O π−1(O). Le lemme (1.5.11) appliqué au morphisme
ρ̃ : R → S et à l’ouvert dense π−1(O)×O π−1(O) de R nous dit que pour q ∈ S générique,
ρ̃−1(q) ∩ π−1(O)×O π−1(O) est dense dans ρ̃−1(q). Autrement dit, pour q ∈ S générique,
π|−1
Pq

(O)×O π|−1
Pq

(O) = R∩Pq×Pq. Au final nous en déduisons que pour un q ∈ S général,
Rq = R∩ Pq × Pq ce qui achève la preuve du théorème.
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Chapitre 2

Pseudo-groupe de Malgrange d’un
champ de vecteurs

Nous étudions ici des champs de vecteurs sur des variétés qui ne seront plus nécessai-
rement des fibrés principaux. L’idée consiste alors à se ramener au cas linéaire en relevant
ces champs de vecteurs sur des espaces de jets. Cependant, il y a une nuance à noter. Dans
le cas linéaire, le but était d’obtenir des informations sur le relevé d’un champ de vecteurs
de la base d’un fibré sur le fibré lui-même. Tandis qu’ici, il s’agit de relever un champ de
vecteurs de manière canonique sur un fibré canonique pour en déduire des informations
sur le champ lui-même.

2.1 Le fibré principal des repères d’une variété

Considérons une variété lisse M de dimension m. Dans un premier temps, nous défi-
nissons l’ensemble des repères de M puis nous le munirons d’une structure de variété en
construisant son anneau de coordonnées. Il viendra sur cet anneau une action naturelle
des opérateurs différentiels de Cm. Dans un deuxième temps, nous munirons l’ensemble
des repères d’une structure de fibré principal ce qui induira une action de l’algèbre de Lie
du groupe structural sur l’anneau des coordonnées. Nous verrons dans un troisième temps
la compatibilité entre ces deux actions.

2.1.1 La structure différentielle

Remarquons que pour tout p ∈M , il existe un ouvert affine U de M qui contient p et
qui soit un revêtement non ramifié d’un ouvert de Cm. Il en découle sur U un système de
coordonnées dans lequel il peut être défini un germe d’application r : (Cm, 0)→ (U, p). Il
s’écrit

r(ε) = (
∑
α∈Nm

rα1
εα

α! , . . . ,
∑
α∈Nm

rαm
εα

α! )

où, pour 1 ≤ i ≤ m, rαi ∈ C, εα = εα1
1 . . . εαmm et α! = α1! . . . αm!. Un germe d’application r

est inversible si son déterminant jacobien ne s’annule pas : det(reji ) 6= 0 où ej est le multi-
indice ayant 1 sur la j-ème coordonnée et 0 sur les autres. Le jet d’ordre k de l’application
r est la série tronquée à l’ordre k :

jk(r) := (
∑
|α|≤k

rα1
εα

α! , . . . ,
∑
|α|≤k

rαm
εα

α! )
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où pour α ∈ Nm, |α| = α1 + . . .+ αm. Dans ces conditions :

Définition 2.1.1. Un repère d’ordre k d’une variété lisse M en p ∈ M est le jet d’ordre
k d’un germe d’application inversible r : (Cn, 0)→ (M,p). L’ensemble des repères d’ordre
k est noté RkM . Ces ensembles sont munis des projections pour k ≥ l :

RkM −→ RlM
jk(r) 7−→ jl(r)

La limite projective RM = lim
←−

RkM est l’espace des repères (sous-entendu formels) sur M
muni des projections :

RM −→ RkM
r 7−→ jk(r)

Si U ⊂M est un revêtement non ramifié d’un ouvert de Cm, alors l’ensemble des repères
d’ordre k sur U est muni d’une structure de variété affine dont l’anneau de coordonnées est
O(U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, α ∈ Nm, 1 ≤ |α| ≤ k][1/ det(yeji )]. Nous allons construire le faisceau
structural des repères d’une variété de manière globale et nous retrouverons la structure
locale du revêtement non ramifié décrite précédemment.

Construction.

• Donnons-nous l’algèbre des opérateurs différentiels à coefficient constant C[∂1, . . . , ∂m].
Nous notons ◦ la composition des opérateurs. Elle agit sur l’anneau de coordonnées de
Cm par dérivation : pour 1 ≤ i, j ≤ m, ∂i est la dérivation s’annulant sur C vérifiant
∂i(εj) = δij . Notons C[∂1, . . . , ∂m]≤k le sous-espace vectoriel des polynômes de degré
inférieur à k.

• L’algèbre C[∂1, . . . , ∂m] agit sur le facteur de gauche du produit tensoriel de C-espace
vectoriel C[∂1, . . . , ∂m]⊗C OM par multiplication.

• Ensuite, le produit sur C[ε1, . . . , εm] induit un co-produit que nous noterons :

co : C[∂1, . . . , ∂m] −→ C[∂1, . . . , ∂m]⊗C C[∂1, . . . , ∂m]
L 7−→

∑
i

L
(1)
i ⊗ L

(2)
i

où
∑
i

L
(1)
i ⊗ L

(2)
i (f1, f2) = L(f1.f2) pour tout (f1, f2) ∈ C[ε1, . . . , εm]2.

L’action de l’algèbre C[∂1, . . . , ∂m] s’étend à la C-algèbre Sym(C[∂1, . . . , ∂m] ⊗C OM )
grâce à ce co-produit : pour (L, l1, l2) ∈ C[∂1, . . . , ∂m]3, U un ouvert affine de M et
(f1, f2) ∈ OM (U)2,

L.(l1 ⊗ f1)(l2 ⊗ f2) :=
∑
i

(L(1)
i ◦ l1 ⊗ f1)(L(2)

i ◦ l2 ⊗ f2)

• En notant K le noyau du morphisme Sym(1 ⊗C OM ) → OM , nous noterons K l’idéal
différentiel de l’algèbre Sym(C[∂1, . . . , ∂m]⊗COM ) engendré par K (différentiel signifie
stable sous l’action de C[∂1, . . . , ∂m]).

• Enfin, le quotient de l’algèbre obtenu Sym(C[∂1, . . . , ∂m] ⊗C OM )/K sera localisé en
jac, le faisceau d’idéaux engendré par det[∂i ⊗ yj ]i,j où (y1, . . . , ym) est une base de
transcendance de C(M) sur l’ouvert de M où cette base est bien définie.
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Notons π la projection des espaces des repères de M sur la variété M elle-même. Cette
construction amène à définir des faisceaux sur M qui, par tiré en arrière par π, induisent
les faisceaux structuraux des espaces des repères et des repères d’ordre k de M :

Définition 2.1.2. SiM est une variété lisse, alors en gardant les notations de la construc-
tion, les faisceaux sur M associés aux espaces des repères et des repères d’ordre k de M
sont définis respectivement par :

• π∗ORM := (Sym(C[∂1, . . . , ∂m]⊗OM )/K)[1/jac]

• π∗ORkM := (Sym(C[∂1, . . . , ∂m]≤k⊗OM )/(K∩Sym(C[∂1, . . . , ∂m]≤k⊗OM )))[1/jac]

Pour 1 ≤ i ≤ m, les dérivations ∂i agissant sur π∗ORM sont appelées les dérivations
totales. Les faisceaux structuraux des espaces des repères et des repères d’ordre k de M
sont les faisceaux engendrés par les tirés en arrière des faisceaux précédents : ORM :=
π∗(π∗ORM ) et ORkM := π∗(π∗ORkM ).

Munis de ces faisceaux, les espaces des repères d’ordre k deviennent des variétés irréduc-
tibles et l’application π devient un morphisme de variété qui est affine. Ceci est donné par
le lemme suivant. De plus, nous retrouvons la structure locale demandée. Dans la suite,
nous identifierons les faisceaux des repères ORM et ORkM avec les faisceaux construits
π∗ORM et π∗ORkM .

Lemme 2.1.3. Soient M une variété lisse, p ∈M et U un ouvert de M qui contient p et
qui est un revêtement non ramifié d’un ouvert de Cm. Alors :

• π∗ORM (U) ' OM (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ |α|][1/det(yeji )] et l’isomorphisme est
compatible à l’action de C[∂1, . . . , ∂m] où l’action sur le membre de droite est donnée
par ∂jyαi := y

α+ej
i

• La restriction de cet isomorphisme induit π∗ORkM (U) ' OM (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤
|α| ≤ k][1/det(yeji )]

• Pour k ≥ l, les applications RkM → RlM sont des morphismes surjectifs lisses. En
particulier, l’espace des repères est une pro-variété.

Remarquons que les dérivations ∂i s’expriment localement par ∂i =
∑

yα+ei
j

∂

∂yαj
.

Démonstration. Les opérateurs différentiels agissent sur OM (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, α ∈
Nm, 1 ≤ |α|] de la manière suivante : ∂αyβj := yα+β

j et l’action est prolongée sur l’anneau
entier par le co-produit. Commençons par définir un morphisme de C-espace vectoriel :

φ : C[∂1, . . . , ∂m]⊗OM (U) −→ OM (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, α ∈ Nm, 1 ≤ |α|]
1⊗ P 7−→ P

de manière à ce qu’il soit compatible à l’action des opérateurs différentiels, i.e. si L ∈
C[∂1, . . . , ∂m], P ∈ OM (U), alors φ(L⊗ P ) = L.φ(1⊗ P ). Prolongeons ce morphisme que
nous noterons encore φ à l’anneau Sym(C[∂1, . . . , ∂m]) ⊗ OM (U)). Le morphisme φ est
à nouveau compatible à l’action de C[∂1, . . . , ∂m] car les actions sur les deux membres
sont données par le co-produit. Il en découle que le noyau de φ est lui-même invariant
sous cette action. Remarquons que pour tout (f, g) ∈ OM (U)2, (1⊗ f)(1⊗ g)− (1⊗ fg)
appartient à ce noyau. Le morphisme φ passe au quotient par l’idéal différentiel engendré
par les éléments (1⊗ f)(1⊗ g)− (1⊗ fg) que nous avions noté K. Montrons que c’est un
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isomorphisme. Il est surjectif. Montrons l’injectivité. Par respect du co-produit, un élément
de ORM (U) s’écrit P =

∑
i,α,l

ci,α,l(∂α1 ⊗ yi1)l1 . . . (∂αn ⊗ yin)ln pour ci,α,l ∈ C. Il est envoyé

par φ sur
∑
i,α,l

ci,α,l(yα1
i1

)l1 . . . (yαnin )ln . Si P est dans le noyau de φ alors pour tout i, α, l,

ci,α,l = 0 puisque la famille {(yα1
i1

)l1 . . . (yαnin )ln} est libre. Donc P = 0 et φ est injectif.
Après inversion du déterminant dans les anneaux de départ et d’arrivée, ceci nous donne
un isomorphisme compatible à l’action des opérateurs différentiels, allant de ORM (U) vers
OM (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m , α ∈ Nm].

La restriction de φ à ORkM (U, V ) donne la deuxième assertion. La dernière assertion
est donnée par le fait que les applications RkM → RlM , k ≥ l, sont données dans les
anneaux de coordonnées par les injections naturelles OM (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ |α| ≤
l][1/ det(yeji )]→ OM (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ |α| ≤ k][1/ det(yeji )].

Nous pouvons maintenant donner la structure différentielle. Rappelons que dans la
construction des coordonnées ORM de l’espace des repères il a fallu faire agir C[∂1, . . . , ∂m]
sur lui-même. Cette action nous donne naturellement une structure différentielle sur ces
coordonnées. Nous allons étendre cette structure différentielle en faisant agir l’ensemble
des opérateurs différentiels de Cm à droite sur C[∂1, . . . , ∂m] et donc aussi à droite sur
l’espace des repères. Cette action est donnée sur les tenseurs purs par :

CJε1, . . . , εmK[∂1, . . . , ∂m]⊗ORM −→ ORM
(P,Q⊗ f) 7−→ Q ◦ P |ε=0 ⊗ f

Elle passe à la puissance symétrique grâce au co-produit.
Fait : Cette action passe au quotient par l’idéal différentiel K.

Montrons ce fait. Pour éviter d’alourdir les notations, posons A = CJε1, . . . , εmK[∂1, . . . , ∂m]
et A0 = C[∂1, . . . , ∂m]. Si U est un ouvert affine de M , alors K(U) est engendré par les
éléments L((1⊗f1)(1⊗f2)−(1⊗f1f2)) où L ∈ A0 et (f1, f2) ∈ OM (U)2. Si P ∈ A, il suffit
de montrer que P.L((1⊗ f1)(1⊗ f2)− (1⊗ f1f2)) ∈ K(U). Or si (g1, g2) ∈ C[y1, . . . , ym]2
alors la formule de dérivation d’un produit appliquée à P puis à L nous dit qu’il existe
(P 1

i , P
2
i ) ∈ A2 et (L1

i , L
2
i ) ∈ A2

0 tels que L ◦ P (g1g2) =
∑
i,j
L1
j ◦ P 1

i (g1)L2
j ◦ P 2

i (g2). En

évaluant ε en 0 cela donne L ◦ P |ε=0(g1g2) =
∑
i,j
L1
j ◦ P 1

i |e=0(g1)L2
j ◦ P 2

i |ε=0(g2). Ainsi, il

vient les égalités :

P.L((1⊗ f1)(1⊗ f2)− (1⊗ f1f2)) = (
∑
i,j
P 1
i .(L1

j ⊗ f1))(P 2
i .(L2

j ⊗ f2))− P.(L⊗ f1f2)

=
∑
i,j

(L1
j ◦ P 1

i |e=0 ⊗ f1)(L2
j ◦ P 2

i |ε=0 ⊗ f2)

−(L ◦ P |ε=0 ⊗ f1f2)
= L ◦ P |ε=0((1⊗ f1)(1⊗ f2)− (1⊗ f1f2))

Le dernier membre de droite est dans l’idéal K(U) ce qui montre le fait.

2.1.2 La structure principale

Commençons par définir ce qui sera le groupe structural de l’espace des repères surM .
Il s’agit des applications formelles inversibles de Cm en 0 dans lui-même :
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Définition 2.1.4. Pour tout k ∈ N, l’ensemble des jets d’ordre k des applications inver-
sibles (Cm, 0)→ (Cm, 0) est noté Γk. Cet ensemble est muni de l’anneau de coordonnées :

O(Γk) := C[zαj ,
1

det(zeji )
, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ |α| ≤ k]

Ces espaces sont munis des projections Γk → Γl pour k ≥ l. La limite projective est
l’ensemble des applications formelles inversibles (Cm, 0) → (Cm, 0) noté Γ. Celui-ci est
muni de l’anneau de coordonnées :

O(Γ) := C[zαj ,
1

det(zeji )
, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ |α|]

En particulier, ces anneaux de coordonnées munissent l’espace des jets d’ordre k d’une
structure de variété affine. Les jets d’applications peuvent être composées et inversées.
Cela induit des lois de composition et d’inversion sur la variété Γk :

Γk × Γk −→ Γk
(jk(γ1), jk(γ2)) 7−→ jk(γ1 ◦ γ2)

Γk −→ Γk
jk(γ) 7−→ jk(γ−1)

Ces opérations donnent une structure de groupe à la variété Γk. En la faisant agir sur une
algèbre de dimension finie nous allons voir que ces opérations sont algébriques et donc que
Γk est un groupe affine. Notons CJε1, . . . , εmK l’anneau des séries formelles en m variables
et notons m son idéal maximal, i.e. m =

⊕
i

εiCJε1, . . . , εmK. Le groupe Γk agit sur m/mk+1

par composition à la source :

m/mk+1 × Γk −→ m/mk+1

(f + mk+1, jk(γ)) 7−→ f ◦ γ + mk+1

Ainsi, chaque élément de Γk peut être vu comme un automorphisme de l’algèbre m/mk+1.
Notons Aut(m/mk+1) l’ensemble de ces automorphismes et notons GL(m/mk+1) le groupe
des automorphismes linéaires de l’espace vectoriel m/mk+1.

Lemme 2.1.5. Pour tout k, muni de ces lois de composition et d’inversion, le groupe Γk
est affine et isomorphe au groupe des automorphismes Aut(m/mk+1).

Démonstration. Nous allons montrer que le groupe Γk est affine en montrant justement
qu’il est isomorphe au groupe des automorphismes. Commençons donc par voir que le
groupe des automorphismes de m/mk+1 est un sous-groupe affine du groupe linéaire. En
effet, l’égalité d’ensembles suivante

Aut(m/mk+1) =
{
g ∈ GL(m/mk+1) | g(εα1

1 . . . εαmm ) = g(ε1)α1 . . . g(εm)αm
}

dit, en notant C[Yα,β | 1 ≤ |α|, |β| ≤ k][1/det] l’anneau des coordonnées de GL(m/mk+1),
que les automorphismes sont les solutions des équations polynomiales de la forme Yα,β −
P (Yδ,e1 , . . . , Yω,em) = 0 où ei est le multi-indice ayant 1 sur la i-ème coordonnée et 0 sur
les autres. Ceci implique en particulier que l’anneau des coordonnées de Aut(m/mk+1) est
isomorphe à C[Yα,ei , 1

det(Yεj ,ei )
]. Ensuite, notons le morphisme d’évaluation

ev : Aut(m/mk+1) −→ Γk
g 7−→ (jk(g(ε1)), . . . , jk(g(εm)))
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En rappelant que C[zαj , 1
det(z

ej
i )

] est l’anneau des coordonnées de la variété Γk, le morphisme

d’évaluation induit le morphisme d’anneau donné par ev∗(zαi ) = Yα,ei . Il s’ensuit que ev est
un isomorphisme de variété. Il est de plus compatible aux lois de groupes. Cela implique
la commutativité des diagrammes ci dessous et achève la preuve du caractère algébrique
des lois du groupe Γk :

Γk × Γk
composition //

ev×ev
��

Γk
ev
��

Aut(m/mk+1)×Aut(m/mk+1)
multiplication

// Aut(m/mk+1)

Γk inversion //

ev
��

Γk
ev
��

Aut(m/mk+1)
inversion

// Aut(m/mk+1)

Lemme 2.1.6. Pour tout k, l’algèbre de Lie du groupe Γk est l’ensemble
⊕
i
m/mk+1∂i des

dérivations de m/mk+1. L’algèbre de Lie du groupe Γ est l’ensemble
⊕
i
m∂i des dérivations

de m.

Démonstration. Par le lemme (2.1.5), il suffit de décrire l’algèbre de Lie du groupe des
automorphismes de m/mk+1 qui est un sous-groupe du groupe linéaire. L’algèbre de Lie
de GL(m/mk+1) est l’ensemble des endomorphismes de l’espace vectoriel m/mk+1 dont le
crochet de Lie est le commutateur. L’exponentielle qui relie ce groupe de Lie et son algèbre
est notée

exp : End(m/mk+1) −→ GL(m/mk+1)
X 7−→

∑
n≥0

1
n!X

(n)

où X0 = id et X(n) = X(X(n−1)). Le fait qu’un endomorphisme X de m/mk+1 est une
dérivation si et seulement si son exponentielle est un automorphisme donne la première
assertion. Pour la deuxième assertion, il suffit de se rappeler que le groupe Γ est la li-
mite projective des groupes (Γk)k et de remarquer que

⊕
i
m∂i est la limite projective de

(
⊕
i
m/mk+1∂i)k.

Remarquons que l’exponentielle associée à chaque groupe de jets est donnée en compo-
sant l’exponentielle décrite ci-dessus avec le morphisme d’évaluation donné dans la preuve
du lemme (2.1.5), i.e. si X est une dérivation, alors

exp(X) =

∑
n≥0

1
n!X

(n)(ε1), . . . ,
∑
n≥0

1
n!X

(n)(ε1)


Restreinte à l’ensemble des dérivations dont la partie linéaire est nilpotente, ces sommes
sont finies, donc l’exponentielle est un morphisme de variété. Pour ces mêmes raisons de
finitude, nous pouvons définir par la même formule l’exponentielle des dérivations de m
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dont la partie linéaire est nilpotente. Cela donne une bijection avec le sous-groupe de Γ
dont la partie linéaire est unipotente (voir [25]).

Pour munir la variété des repères d’une variété lisse M d’une structure de fibré prin-
cipal, nous faisons agir le groupe Γk sur RkM par composition à la source. Le groupe Γ
agit de la même manière sur l’espace des repères RM . Ces actions sont notées :

RkM × Γk −→ RkM
(jk(r), jk(γ)) 7−→ jk(r ◦ γ) et RM × Γ −→ RM

(r, γ) 7−→ r ◦ γ

Lemme 2.1.7. Soient k un entier et M une variété lisse. L’action du groupe Γk sur
RkM par composition à la source fait de RkM un fibré principal localement trivial pour la
topologie de Zariski dont M est la base et Γk est le groupe structural. Si U est un ouvert
convenable de M , f ∈ OM (U), γ ∈ Γk et Q ∈ C[∂1, . . . , ∂m]≤k, alors l’action est donnée
dans les coordonnées par γ∗(Q⊗ f) = γ∗Q|ε=0 ⊗ f .

Démonstration. Montrons d’abord l’égalité annoncée sur l’ouvert U ⊂ M . Il suffit de
la montrer pour les monômes, i.e. en reprenant les notations de l’énoncé Q = ∂α et
f = y(β) = yβ1

1 . . . yβmm . Remarquons d’abord que l’écriture d’un élément P ∈ CJε1, . . . , εmK
nous dit que ∂α(P )|ε=0 = Pα. Il vient :

γ∗(∂α ⊗ y(β))(r) = ((r ◦ γ)(β))α
= ∂α(r ◦ γ)(β)|ε=0 par la remarque précédente
= ∂α(r(β) ◦ γ)|ε=0
=

(
γ∗∂

α|ε=0 ⊗ y(β)) (r)

Ensuite, si U est un revêtement non ramifié d’un ouvert de Cm alors le lemme (2.1.3)
nous donne un isomorphisme d’anneau φ : ORM (U) → OM (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤
|α|][1/det(yeji )] qui commute à l’action de C[∂1, . . . , ∂m]. La restriction de cet isomorphisme
à l’ordre k nous dit que RkU est isomorphe à U × Γk. Pour montrer le lemme il suffit de
montrer que cet isomorphisme est compatible avec l’action induite de Γk sur l’anneau de
coordonnées de RkU . Soit γ ∈ Γk. Montrons l’égalité φ ◦ γ∗ = γ∗ ◦ φ sur les tenseurs purs
Q⊗ f ∈ ORkM (U) :

φ(γ∗(Q⊗ f)) = φ(γ∗Q|ε=0 ⊗ f
= φ(γ∗Q|ε=0.(1⊗ f))
= γ∗Q|ε=0.φ(1⊗ f) car φ commute à l’action de C[∂1, . . . , ∂m]
= γ∗Q|ε=0(f)
= γ∗(Q(f)) par le même calcul que dans le premier paragraphe
= γ∗φ(Q⊗ f)

Les morphismes φ ◦ γ∗ et γ∗ ◦ φ sont donc égaux.

Dans ce lemme nous venons de décrire l’action de Γ sur ORM issue de l’action sur RM .
Cette action induit une action de l’algèbre de Lie de Γ par dérivation sur ORM que nous
décrivons dans le paragraphe suivant.

2.1.3 Compatibilité

Le but ici est de voir la compatibilité des deux actions de l’algèbre de Lie du groupe Γ
surORM décrites dans les paragraphes précédents. Rappelons que celle issue de la structure
différentielle est notée

a : Lie(Γ) −→ End(ORM )
v 7−→ (Q⊗ f 7→ Q ◦ v|ε=0 ⊗ f)
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L’autre action venant de la structure principale est donnée par

b : Lie(Γ) −→ Der(ORM )
v 7−→ (Q⊗ f 7→ [Q, v]|ε=0 ⊗ f)

Proposition 2.1.8. Les deux actions coïncident et sont des anti-morphismes d’algèbre de
Lie.

Démonstration. Commençons par montrer que les deux actions coïncident sur les tenseurs
purs de ORM . Rappelons que Lie(Γ) = m〈∂1, . . . , ∂m〉 par (2.1.6). Si v ∈ Lie(Γ) et Q ∈
C[∂1, . . . , ∂m] alors v ◦Q|ε=0 = 0. Donc Q ◦ v|ε=0 = [Q, v]|ε=0. Pour montrer que les deux
actions coïncident sur ORM tout entier, il suffit de montrer que l’action a est aussi une
action par dérivation. Ceci est donné directement par la définition de cette action car à
partir des tenseurs purs, elle est étendue par la formule du co-produit. Ensuite l’action b
est bien un anti-morphisme d’algèbre de Lie car c’est l’action déduite de l’action à gauche
de Γ sur ORM . C’est aussi le cas pour a puisque nous venons de voir que ces actions
coïncident. Cela peut aussi se voir par le calcul : si (v1, v2) ∈ Lie(Γ)2 et Q ∈ C[∂1, . . . , ∂m]
alors

a([v1, v2]).Q = (Q ◦ v1 ◦ v2 −Q ◦ v2 ◦ v1) |ε=0
= ((Q ◦ v1) |ε=0 ◦ v2) |ε=0 − ((Q ◦ v2) |ε=0 ◦ v1) |ε=0|ε=0
= a(v2).a(v1).Q− a(v1).a(v2).Q
= −[a(v1, a(v2)].Q

2.2 Espace des jets d’application d’une variété dans une
autre

Considérons deux variétés lissesM et N de dimension respective m et n. Pour tout p ∈
M , q ∈ N , il existe des ouverts affines U et V de M et N qui contiennent respectivement
p et q et qui soient des revêtements non ramifiés d’ouverts de Cm et Cn. Il en découle sur
ces ouverts U et V des systèmes de coordonnées dans lesquels il peut être défini un germe
d’application φ : (U, p)→ (V, q), il s’écrit :

φ(p+ ε) = (
∑
α∈Nm

φα1
εα

α! , . . . ,
∑
α∈Nm

φαm
εα

α! )

où, pour 1 ≤ i ≤ n, α ∈ Nm, φαi ∈ C. Un germe d’application φ est de rang maximal si
l’un des mineurs principaux de (φeji )i,j ne s’annule pas. Le jet d’ordre k de l’application φ
est la série tronquée à l’ordre k :

jk(φ) := (
∑
|α|≤k

φα1
εα

α! , . . . ,
∑
|α|≤k

φαm
εα

α! )

Dans ces conditions :

Définition 2.2.1. Soient M et N deux variétés lisses. L’ensemble des jets d’ordre k de
germe d’application de M dans N est noté Jk(M,N). Si N = M , le sous-ensemble des
jets d’ordre k de germe d’application inversibles de M dans M est noté J∗k (M,M). Ces
ensembles sont munis des projections pour k ≥ l :

Jk(M,N) −→ Jl(M,N)
jk(φ) 7−→ jl(φ)
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La limite projective J(M,N) est munie des projections :

J(M,N) −→ M ×N
φ 7−→ (p, φ(p))

Si M et N sont des revêtements non ramifiés d’ouverts de Cm et Cn alors, tout comme
l’ensemble des repères d’ordre k deM , l’ensemble des jets d’ordre k deM dans N est muni
d’une structure de variété affine dont l’anneau de coordonnées est O(M ×N [yαi , 1 ≤ i ≤
n, α ∈ Nm, 1 ≤ |α| ≤ k]. Dans le cas général, en suivant les mêmes étapes de construction
du faisceau des repères, nous allons construire le faisceau des jets d’une variété et voir que
cette construction coïncide avec le cas particulier des revêtements non ramifiés.

Construction.

• Donnons-nous tout d’abord les faisceaux des opérateurs différentiels sur une variété lisse
M qui sont définis, suivant A. Grothendieck, par récurrence :

Définition 2.2.2. Soit M une variété lisse. Le faisceau des opérateurs différentiels sur
M est défini pour U un ouvert affine de M :

– D0
M (U) := {OM (U)→ OM (U), OM (U)-linéaire} est l’ensemble des opérateurs de

degré 0

– DkM (U) :=
{
L : OM (U)→ OM (U), C-linéaire et tel que [L,D0

M (U)] ⊂ Dk−1
M (U)

}
est l’ensemble des opérateurs de degré k

– la limite inductive DM := lim−→D
k
M est l’ensemble des opérateurs différentiels

Lemme 2.2.3. Si M est un revêtement non ramifié d’un ouvert de Cm, alors le C-
espace vectoriel D(M) des opérateurs différentiels sur M est isomorphe à O(M) ⊗C
C[∂1, . . . , ∂m] en tant qu’espace vectoriel.

• Le faisceau DM est stable par composition. Il agit sur le produit tensoriel de C-espace
vectoriel DM ⊗C ON sur le facteur de gauche par composition à gauche.

• Ensuite, notons pr1 : M × N → M et pr2 : M × N → N les projections respectives
sur la première et la deuxième composante du produit M ×N . Le faisceau DM est un
OM -module puisque si U est un ouvert affine de M , f ∈ OM (U) et L ∈ DM (U), alors
f.L ∈ DM (U). Par suite, le tiré en arrière pr∗1DM est un pr∗1OM -module. Le produit sur
OM induit un co-produit sur DM et donc un co-produit sur pr∗1DM que nous noterons
pour un ouvert affine U de M ×N :

co : pr∗1DM (U) −→ pr∗1DM (U)⊗pr∗1OM (U) pr
∗
1DM (U)

L 7−→
∑
i

L
(1)
i ⊗ L

(2)
i

Grâce à ce co-produit, l’action des opérateurs différentiels s’étend à la puissance sy-
métrique Sym(pr∗1DM ⊗C pr

∗
2ON ) : si U est un ouvert affine de M × N , (L, l1, l2) ∈

pr∗1DM (U)3 et (f1, f2) ∈ pr∗2OM (U)2, alors

L.(l1 ⊗ f1)(l2 ⊗ f2) :=
∑
i

(L(1)
i ◦ l1 ⊗ f1)(L(2)

i ◦ l2 ⊗ f2)
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• Enfin, en notant K le noyau du morphisme Sym(pr∗1OM ⊗C pr
∗
2ON )→ OM×N , l’algèbre

Sym(pr∗1DM ⊗C pr
∗
2ON ) est quotienté par K le faisceau d’idéaux différentiel engendré

par K (différentiel signifie ici stable sous l’action des opérateurs différentiels)

Notons π la projection des espaces de jets de M dans N sur la variété produit M ×N .
Cette construction amène à définir des faisceaux sur M × N qui, par tiré en arrière par
π, induisent les faisceaux structuraux des espaces des jets et des jets d’ordre k de M dans
N . De manière similaire à l’espace des repères, cette construction amène à la définition
suivante :

Définition 2.2.4. Si M et N sont des variétés lisses, alors en gardant les notations de
la construction, les faisceaux sur M ×N associés aux espaces des jets de M dans N sont
définis par :

• π∗OJ(M,N) := Sym(pr∗1DM ⊗C pr
∗
2ON )/K

• π∗OJk(M,N) := Sym(pr∗1DkM ⊗C pr
∗
2ON )/(K ∩ Sym(pr∗1DkM ⊗C pr

∗
2ON ))

Pour 1 ≤ i ≤ m, l’action de ∂i par dérivation sur π∗OJ(M,N) est notée Di. Les fais-
ceaux structuraux des espaces des jets de M dans N sont les faisceaux engendrés par
les tirés en arrière des faisceaux précédents : OJ(M,N) := π∗(π∗OJ(M,N)) et OJk(M,N) :=
π∗(π∗OJk(M,N)).

Munis de ces faisceaux, les espaces des jets d’ordre k deviennent des variétés irré-
ductibles. L’application π devient un morphisme de variété qui est affine. Ceci est donné
par le lemme suivant. De plus, nous retrouvons la structure locale demandée. Dans la
suite, nous identifierons les faisceaux OJ(M,N) et OJk(M,N) avec les faisceaux π∗OJ(M,N)
et π∗OJk(M,N).

Lemme 2.2.5. SoientM,N deux variétés irréductibles lisses de dimension respective m,n
et U un ouvert du produit M ×N qui est un revêtement non ramifié d’un ouvert de Cm+n.
Alors :

• OJ(M,N)(U) ' OM×N (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ n, α ∈ Nm, 1 ≤ |α|] et cet isomorphisme
est compatible avec l’action des opérateurs différentiels où l’action sur le membre de
droite est donnée dans des coordonnées locales (x1, . . . , xm) de U par Di(xj) = δij et
Di(yα) = yα+ei.

• La restriction de cet isomorphisme induit OJk(M,N)(U) ' OM×N (U)[yαi , 1 ≤ i ≤
m, α ∈ Nm, 1 ≤ |α| ≤ k].

• Pour k ≥ l les applications Jk(M,N) → Jl(M,N) sont des morphismes surjectifs
lisses. En particulier, l’espace des jets est une pro-variété.

Remarquons que les dérivations Di s’expriment localement par

Di = ∂

∂xi
+
∑

yα+ei
j

∂

∂yαj

Démonstration. La preuve est la même que celle du lemme 2.1.3. L’espace des opérateurs
différentiels sur M est isomorphe en tant qu’espace vectoriel à OM (U) ⊗C C[∂1, . . . , ∂m]
par le lemme (2.2.3). Ils agissent sur OM×N (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, α ∈ Nm, 1 ≤ |α|] de
la manière suivante : l’action sur pr∗1OM (U) est l’action naturelle, ∂α(yβj ) = yα+β

j , puis
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l’action est étendue à l’anneau tout entier par le co-produit. Nous commençons par définir
un morphisme de C-espace vectoriel :

φ : pr∗1DM ⊗ pr∗2ON (U) −→ OM×N (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, α ∈ Nm, 1 ≤ |α|]
1⊗ P 7−→ P

de manière à ce qu’il soit compatible à l’action des opérateurs différentiels, i.e. si L ∈
pr∗1DM (U), P ∈ pr∗2ON (U), alors φ(L ⊗ P ) = L.φ(1 ⊗ P ). Ce morphisme se prolonge
à l’algèbre symétrique. Ce prolongement encore noté φ est compatible à l’action des
opérateurs différentiels car les actions sur les deux membres sont données par le co-
produit. En particulier, le noyau du morphisme est invariant sous cette action. Pour tout
(f1, f2) ∈ (pr∗1OM (U))2 et (h1, h2) ∈ (pr∗2ON (U))2, l’élément (pr∗1f1 ⊗ pr∗2f2)(pr∗1g1 ⊗
pr∗2g2)− (pr∗1(f1g1)⊗pr∗2(f2g2)) est dans ce noyau. Les éléments de cette forme engendrent
le noyau K de Sym(pr∗1OM ⊗C 1⊗C pr

∗
2ON )→ OM×N . Le morphisme φ passe au quotient

par l’idéal différentiel K ce qui donne un morphisme de OJ(M,N) vers OM×N (U)[yαi , 1 ≤
i ≤ n, α ∈ Nm, 1 ≤ |α|]. C’est un isomorphisme et l’injectivité se montre de la même
manière que dans le lemme (2.1.3).

La restriction de φ à OJk(M,N) donne la deuxième assertion. La dernière assertion est
donnée par le fait que les applications Jk(M,N)→ Jl(M,N), k ≥ l, sont données dans les
anneaux de coordonnées par les injections naturelles OM×N (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ |α| ≤
l]→ OM×N (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ |α| ≤ k].

2.3 Le groupoïde
Nous donnons trois définitions du groupoïde associé au fibré principal des repères

d’ordre k d’une variété M dont la base est la variété M elle-même.

(1) En suivant les notations de la définition (1.1.13), Iso(RkM) est l’ensemble des bijec-
tions Γk-équivariante d’une fibre de RkM →M dans une autre.

(2) Le produit RkM ×RkM quotienté par l’action diagonale de Γk.

(3) L’espace J∗k (M,M) des jets inversibles d’ordre k de M dans M est doté des applica-
tions :

• source et but qui associent respectivement à un jet son point de départ et son
point d’arrivée.
• identité qui associe à un point de M , le jet qui est l’identité sur ce point.
• de composition partielle :

m : J∗k (M,M) ×
sMt

J∗k (M,M) −→ J∗k (M,M)

(jk(φ1), jk(φ2)) 7−→ jk(φ1 ◦ φ2)

• d’inversion :
inv : J∗k (M,M) −→ J∗k (M,M)

jk(φ) 7−→ jk(φ−1)

Nous retrouvons l’application

Φ : RkM ×RkM −→ Iso(RkM)
(jk(r), jk(s)) 7−→ φjk(r),jk(s)
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décrite dans le lemme (1.1.14) qui à deux repères d’ordre k associent l’unique bijection
Γk-équivariante qui envoie l’un sur l’autre. Nous disposons d’une nouvelle application :

Ψ : RkM ×RkM −→ J∗k (M,M)
(jk(r), jk(s)) 7−→ jk(s ◦ r−1)

Proposition 2.3.1. Ces trois définitions de groupoïde associé au fibré principal des repères
d’ordre k ∈ N sont équivalentes : les passages au quotient des morphismes Φ et Ψ sous
l’action diagonale du groupe Γk sont des isomorphismes de groupoïdes.

La distribution sur RM ×RM engendrée par les dérivations totales ∂i ⊗ 1 + 1⊗ ∂i est
stable sous l’action de Γ. Son image par dΨ est engendrée par les dérivations Di issues de
l’action des opérateurs différentiels (voir définition (2.2.4)).

Démonstration. Le lemme (1.1.14) montre que le passage au quotient de Φ est un isomor-
phisme. Le passage au quotient de Ψ est bien défini puisque pour (s, r) ∈ RM2, γ ∈ Γ,
s ◦ r−1 = s ◦ γ ◦ γ−1 ◦ r−1. Ce quotient est surjectif puisque pour φ ∈ J∗(M,M), s ∈ RM ,
φ = s ◦ (s−1 ◦ φ). Il est injectif puisque pour (r, r′, s, s′) ∈ RM4, si s ◦ r−1 = s′ ◦ r′−1, alors
en posant γ = s−1 ◦ s′ = r−1 ◦ r′, nous avons r′ = r ◦ γ et s′ = s ◦ γ.

Lemme 2.3.2. Soient k un entier et M une variété lisse. Le groupoïde des jets inversibles
agit algébriquement sur l’espace des repères par composition au but :

J∗k (M,M) ×
sM
RkM −→ RkM

(jk(φ), jk(r)) 7−→ jk(φ ◦ r)

Démonstration. Ce groupoïde des jets partiels inversibles étant isomorphe à Iso(RkM),
ce morphisme s’identifie à l’évaluation décrite dans le lemme (1.1.15)(i).

2.4 Les prolongements
Nous venons de voir que l’espace des jets inversibles d’une variété est exactement le

groupoïde associé à l’espace de ces repères. Dans cette section, nous allons relever cano-
niquement des morphismes et des champs de vecteurs d’une variété à ses repères et à ses
espaces des jets. Des distributions sur ces espaces sont associés à ces relevés. Nous verrons
que les distributions sur les groupoïdes des jets sont exactement les distributions induites
sur ces groupoïdes par les distributions sur les repères.

2.4.1 Relèvements de morphismes

Un morphisme lisse φ : M → M d’une variété lisse vers elle-même se relève en une
application Rφ de l’espace de ses repères vers lui-même par composition au but.

Rφ : RM −→ RM
r 7−→ φ ◦ r

Nous relevons de même le morphisme en Rkφ à l’espace des repères d’ordre k ∈ N.
Une autre façon de définir le relèvement Rφ est de prolonger l’action de φ∗ sur l’anneau

de coordonnées de M en une action Rφ∗ sur l’anneau des coordonnées de l’espace des
repères de M en suivant la construction de ce dernier. Le relevé Rkφ aux repères d’ordre
k ∈ N suit la même construction.

• Le morphisme φ∗ agit sur C[∂1, . . . , ∂m]⊗OM sur le facteur de droite.
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• Puis il agit sur Sym(C[∂1, . . . , ∂m] ⊗ OM ) en imposant que φ∗ reste un morphisme
d’anneaux.

• Cette action passe au quotient par l’idéal différentiel K, i.e. φ∗(K) ⊂ K. En effet, si
U est un ouvert affine de M , rappelons-nous que K est différentiellement engendré
par le noyau noté K d’un morphisme, qui est lui engendré pour U ouvert de M et
(f, g) ∈ OM (U)2 par (1⊗ f)(1⊗ g)− (1⊗ fg). Le calcul φ∗((1⊗ f)(1⊗ g)− (1⊗ fg)) =
(1 ⊗ φ∗(f))(1 ⊗ φ∗(g)) − (1 ⊗ φ∗(f)φ∗(g)) nous dit que φ∗(K) ⊂ K et puisque l’action
de φ∗ sur le facteur de droite commute avec l’action de C[∂1, . . . , ∂m] sur le facteur de
gauche, il vient l’inclusion escomptée.

Lemme 2.4.1. Soient k un entier,M une variété lisse et φ : M →M un morphisme lisse.
Les deux manières de relever le morphisme en Rφ et Rkφ aux repères et aux repères d’ordre
k décrites ci-dessus coïncident. De plus ces relevés commutent aux dérivations totales, i.e.
vérifient les égalités Rk+1φ

∗ ◦ ∂i − ∂i ◦Rkφ∗ = 0.

Démonstration. Pour les distinguer notons R1φ et R2φ les deux relevés de φ décrits plus
haut. Il suffit de montrer que les actions de R1φ∗ et R2φ∗ coïncident sur les tenseurs purs
∂α ⊗ y(β) où y(β) = yβ1 . . . yβm . Nous avons pour r ∈ RM

R1φ∗(∂α ⊗ y(β))(r) = (∂α ⊗ y(β))(φ ◦ r)
= (y(β)(φ ◦ r))α
= (φ∗y(β)(r))α
= (∂α ⊗ φ∗y(β))(r)
= R2φ∗(∂α ⊗ y(β))(r)

Ces deux manières de relever φ coïncident. Le fait que l’action des dérivations totales
commutent à l’action du relever est une conséquence directe de la construction deR2φ∗.

Un morphisme lisse φ : M → M peut se prolonger en une application de l’espace
J(M,M) vers lui-même de deux manières : par composition à la source ou par composition
au but.

J(M,M) −→ J(M,M)
φ 7−→ φ ◦ f et J(M,M) −→ J(M,M)

φ 7−→ f ◦ φ

Les prolongements à l’espace des jets d’ordre k de germes d’application se définissent de
la même manière. Ces prolongement peuvent être aussi définis en suivant la construction
de l’anneau de coordonnées de J(M,M).

2.4.2 Relèvements de champs de vecteurs

Nous allons décrire deux manières de relever un champ de vecteurs d’une variété M
aux espaces de ses repères. La première, plus intuitive, utilise les flots holomorphes du
champ de vecteurs tandis que la deuxième est algébrique. Le lemme qui suit donne la
compatibilité entre ces deux manières.

Pour la première façon, donnons nous un champ de vecteurs rationnelX sur une variété
lisse M . Ses flots définissent des biholomorphismes sur leurs ouverts de définition. Nous
noterons exp(τX) le flot au temps τ ∈ C. Suivant le lemme (2.3.2), leur jet et leur jet
d’ordre k agissent respectivement sur les repères et les repères d’ordre k par composition
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au but. Les relevés RX et RkX de X sont alors définis grâce à cette action. Pour r ∈ RM
tel que r(0) soit dans le domaine de définition de X :

RX|r := d

dτ
exp(τX) ◦ r

∣∣∣∣
τ=0

et RkX|jkr := d

dτ
jk(exp(τX) ◦ r)

∣∣∣∣
τ=0

La manière algébrique de construire RX consiste à relever la dérivation X de l’anneau
des coordonnées de M en une dérivation des coordonnées de l’espace des repères de M en
suivant la construction de ces dernières. Le relevé en une dérivation des coordonnées de
l’espace des repères d’ordre k suit la même construction.

• Ce champ de vecteurs X agit sur C[∂1, . . . , ∂m]⊗OM sur le facteur de droite.

• Puis il agit sur Sym(C[∂1, . . . , ∂m]⊗OM ) en imposant que X reste une dérivation, i.e.
vérifie la règle de Leibniz.

• Cette action passe au quotient par l’idéal différentiel K, ie : X(K) ⊂ K. En effet, si
U est un ouvert affine de M , rappelons nous que K est différentiellement engendré
par le noyau noté K d’un morphisme, qui est lui engendré pour U ouvert de M et
(f, g) ∈ OM (U)2 par (1⊗ f)(1⊗ g)− (1⊗ fg). Le calcul X((1⊗ f)(1⊗ g)− (1⊗ fg)) =
(1⊗X(f))(1⊗g)+(1⊗f)(1⊗X(g))−(1⊗X(f)g)−(1⊗fX(g)) nous dit que X(K) ⊂ K
et puisque l’action de X sur le facteur de droite commute avec l’action de C[∂1, . . . , ∂m]
sur le facteur de gauche, il vient l’inclusion escomptée.

Lemme 2.4.2. Soient k ∈ N et X un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisse
M .

• Les deux manières de le relever en RX et en RkX aux repères et aux repères d’ordre
k décrites ci-dessus commutent aux dérivations totales, i.e. vérifient les égalités
Rk+1X ◦ ∂i − ∂i ◦RkX = 0.

• Ces égalités caractérisent les relevés : si X =
∑
ai(x) ∂

∂xi
dans des coordonnées

locales, alors RX =
∑
i,α
∂α(ai) ∂

∂xαi
.

Démonstration. Le fait que le relèvement utilisant les flots du champ de vecteurs vérifie les
égalités Rk+1X ◦∂i−∂i◦RkX = 0 pour tout k ∈ N et que ces égalité caractérisent ce relevé
est une conséquence des pages 117 à 135 de [31]. Il reste à voir que le relèvement qui suit
la construction de l’anneau de coordonnées de l’espace des repères vérifie ces égalités. Or
la commutativité de l’action des opérateurs différentiels et de l’action de ce relevé est dû
au fait que les premiers agissent sur le membre de gauche de ORM tandis que le deuxième
agit sur le membre de droite.

De même, un champ de vecteurs sur une variété peut se relever à l’espace J(M,M).
Nous le relèverons au but et le noterons RtX. Nous décrivons ce relevé avec la manière qui
fait intervenir les flots du champ de vecteurs puis avec la manière algébrique. Reprenons
le champ de vecteurs X sur la variété M et ses flots exp(τX). Ils agissent sur J(M,M)
par composition au but. Pour φ ∈ J(M,M) tel que son but t(φ) soit dans le domaine de
définition de X :

RtX|φ := d

dτ
exp(τX) ◦ φ

∣∣∣∣
τ=0

Le relevé à l’espace des jets d’ordre k, noté RtkX, est défini de la même manière.
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Ensuite, comme précédemment, la manière algébrique consiste à relever la dérivation
X des coordonnées de M en une dérivation des coordonnées de l’espace des jets de M en
suivant la construction de ces dernières. Voici le relèvement par le but :

• Ce champ de vecteur X agit sur DM ⊗OM sur le deuxième facteur

• Puis il agit sur Sym(DM ⊗OM ) en imposant que X reste une dérivation, i.e. vérifie la
règle de Leibniz

• Cette action passe au quotient par l’idéal différentiel K, i.e. X(K) ⊂ K. En effet, si
U est un ouvert affine de M , rappelons nous que K est différentiellement engendré
par le noyau noté K d’un morphisme, qui est lui engendré pour U ouvert de M et
(f1, f2, g1, g2) ∈ OM (U)4 par (pr∗1f1 ⊗ pr∗2f2)(pr∗1g1 ⊗ pr∗2g2) − (pr∗1(f1g1) ⊗ pr∗2(f2g2)).
Par le même calcul que précédemment, il vient X(K) ⊂ K et puisque l’action de X sur
le facteur de droite commute avec l’action des opérateurs différentiels sur le facteur de
gauche, il vient l’inclusion escomptée.

Lemme 2.4.3. Soit X un champ de vecteurs sur une variété lisse M . Les deux manières
de le relever à l’espace J(M,M) par le but sont équivalentes.

Nous terminons cette section en faisant le lien entre ces prolongements de champs de
vecteurs et les distributions sur les fibrés principaux qui induisent des distributions sur les
groupoïdes associés.

Lemme 2.4.4. Si X est un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisse M , alors

• la distribution engendrée par RkX est une distribution rationnelle principale sur le fibré
des repères d’ordre k.

• La distribution engendrée par RtkX sur le groupoïde des jets d’ordre k est exactement la
distribution induite par la distribution engendrée par RkX, i.e. RtkX = dΨ.(0 +RkX).

Démonstration. Par la manière algébrique de relevé le champ de vecteurs, nous savons que
la distribution RkX est rationnelle. Pour obtenir le caractère principal, il suffit de montrer
que son action sur les coordonnées du fibré des repères d’ordre k commute avec l’action du
groupe structural. Rappelons que ce groupe structural Γk agit par composition à la source
sur RkM . D’après le lemme (2.1.7), ceci induit une action sur le membre de gauche du
produit tensoriel C[∂1, . . . , ∂m]⊗OM engendrant ORkM . Tandis que la distribution agit au
but par dérivation sur le membre de droite. Ceci nous donne la commutativité des deux
actions.

Pour la deuxième assertion, il suffit de montrer que les flots associés au champ dΨ.({0}⊕
RkX) sont les mêmes que les flots associés au champ de vecteursRtkX. Si (r, s) ∈ (RkM)2 et
φ ∈ Jk(M,M) vérifient φ = s◦r−1, i.e. φ = Ψ(r, s) alors nous avons l’égalité Ψ(r, exp(τX)◦
s) = exp(τX) ◦ s ◦ r−1 = exp(τX) ◦ φ. Ce qui montre ce que nous voulions.

2.5 Le pseudo-groupe de Malgrange
Résumons la situation. En partant d’un champ de vecteurs rationnel X sur une variété

lisse, nous avons construit pour tout k ∈ N, le fibré principal des repères d’ordre k dont la
base est la variété lisse de départ, le groupoïde des jets inversibles d’ordre k associé au fibré
des repères d’ordre k. Puis nous avons relevé le champ de vecteurs en RkX sur l’espace des
repères d’ordre k et l’avons relevé en RtkX sur le groupoïde. Nous définissons maintenant
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le groupoïde de Galois d’ordre k du champ de vecteurs X comme étant le groupoïde de
Galois de la distribution engendrée par RkX. Donnons explicitement les trois définitions
de ces groupoïdes de Galois d’ordre k :

Définition 2.5.1. Soit X un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisse M . Re-
prenons les notations ci-dessus. Les trois définitions suivantes du groupoïde de Galois
Galk(X) d’ordre k sont équivalentes.

• Le groupoïde de Galois Galk(X) d’ordre k est la plus petite sous-variété de J∗k (M,M)
telle qu’il existe un ouvert Ua de M tel que :

– RtkX ⊂ TGalk(X)
– La restriction Galk(X)|Ua×Ua du groupoïde de Galois au-dessus de Ua×Ua est un

sous-groupoïde de J∗k (Ua, Ua).

• Le groupoïde de Galois Galk(X) d’ordre k est la plus petite sous-variété de J∗k (M,M)
telle que :

– RtkX ⊂ TGalk(X)
– Galk(X) contient l’identité

• Soient (Hi)1≤i≤n une famille génératrice de C(RkM)RkX et U un ouvert de RkM sur
lequel les applications Hi sont bien définies. Le groupoïde de Galois d’ordre k est la
clôture de Zariski de l’ensemble {φ ∈ J∗k (U,U) | ∀i Hi ◦ φ = Hi}.

Lemme 2.5.2. Soient X un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisseM et k ∈ N.
La restriction de la projection J∗k (M,M) → J∗k−1(M,M) aux groupoïdes de Galois induit
un morphisme dominant Galk(X)→ Galk−1(X).

Démonstration. Notons πk la projection J∗k (M,M) → J∗k−1(M,M). Il suffit de montrer
que πk(Galk(X)) = Galk−1(X). Remarquons déjà que dπkRkX = Rk−1X puisque leurs
flots sont les mêmes, à savoir : πk ◦ jk(exp(τX)) = jk−1(exp(τX)). Nous savons aussi que
l’image de l’identité de J∗k (M,M) par πk est l’identité de J∗k−1(M,M). Nous en dédui-
sons que π(Galk(X)) est une variété contenant l’identité et tangente à Rk−1X puisque
la tangence est une propriété fermée. La minimalité de Galk−1(X) implique l’inclusion
π(Galk(X)) ⊃ Galk−1(X). Inversement, la variété π−1

k (Galk−1(X)) contient l’identité
de J∗k (M,M) et est tangente à RkX. La minimalité de Galk(X) implique l’inclusion
Galk(X) ⊂ π−1

k (Galk−1(X)). En prenant l’image par πk de part et d’autre de l’inclusion
cela donne l’inclusion πk(Galk(X)) ⊂ Galk−1(X) ce qui termine la preuve.

Ce lemme permet de donner la définition suivante :

Définition 2.5.3. Le pseudo-groupe de Malgrange Mal(X) est la limite projective de la
famille des groupoïdes de Galois (Galk(X))k d’ordre k.

La troisième définition du groupoïde de Galois dans (2.5.1) amène à noter le pseudo-
groupe de Malgrange d’un champs de vecteurs X sur une variété M de la façon suivante :

Mal(X) = {φ ∈ J∗(M,M) | ∀k ∈ N, ∀H ∈ C(RkM)RkX , H ◦ jk(φ) = H}

Exemple 2.5.4. Soient X,Y deux champs de vecteurs sur une variété lisse M de di-
mension m. Le champ Y définit m fonctions Hi ∈ C(R1M) donnant les coordonnées de
r∗Y (0) :

j0(r∗Y ) =
∑
i

Hi(j1r)
∂

∂εi
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Le champ Y est invariant par X si et seulement si les m fonctions Hi sont des invariants
différentiels d’ordre 1 du champ X, i.e. LXY = 0 si et seulement si R1X(Hi) = 0 pour
tout i. En particulier, puisque LXX = 0, le champ X a toujours des invariants différentiels
d’ordre 1.

Pour φ ∈ J∗(M,M), par définition des fonctions Hi, j0((φ◦r)∗Y ) =
∑
i
Hi(j1(φ◦r)) ∂

∂εi
.

Ainsi φ∗Y = Y si et seulement si Hi ◦R1φ = Hi pour tout i.

Exemple 2.5.5. Soient X un champ de vecteurs et ω une 1-forme sur une variété lisse
M de dimension m. La 1-forme définit m fonctions Hi ∈ C(R1M) par

r∗ω =
∑

Hi(j1r)dεi

La 1-forme ω est invariante par X si et seulement si les m fonctions Hi sont des invariants
différentiels d’ordre 1 du champ X, i.e. LXω = 0 si et seulement si R1X(Hi) = 0 pour tout
i. Pour φ ∈ J∗(M,M), nous avons l’équivalence φ∗ω = ω si et seulement si Hi ◦R1φ = Hi

pour tout i.

Dans ([24]) nous trouvons une autre définition du pseudo-groupe de Malgrange d’un
champ de vecteurs. Nous la donnons puis montrons que ces définitions sont équivalentes.

Définition 2.5.6. Soit X un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisse M . Repre-
nons les notations ci-dessus. Le pseudo-groupe de Malgrange G est la plus petite sous-pro-
variété de l’espace des jets inversibles J∗(M,M) associé à X qui est la limite projective
d’une famille de sous-variétés (Gk)k ⊂ (J∗k (M,M))k vérifiant :

• La famille (Gk)k est tangente aux dérivations Di, i.e. si Gk est définie par le faisceau
d’idéaux Ik, alors DiIk ⊂ Ik+1. En suivant ([24]), G est appelée une D-sous-variété de
l’espace des jets inversibles de M .

• Il existe un ouvert U ⊂ M au-dessus duquel tous les Gk sont des sous-groupoïdes al-
gébriques de J∗k (M,M). En suivant ([24]), si G vérifie ces deux premières conditions,
alors Y est appelée un groupoïde de Lie.

• Les sous-variétés Gk sont tangentes aux relevés du champs de vecteur X, i.e. Dtk ⊂ TGk

Remarquons dans ([24]) que la définition de groupoïde de Lie diffère légèrement. La
définition exacte est qu’une D-sous-variété G de l’espace des jets inversibles de M est
un groupoïde de Lie s’il existe n ∈ N tel qu’au-dessus d’un ouvert, G ∩ J∗k (M,M) est un
groupoïde pour k ≥ n. Mais ces deux définitions coïncident. Les opérations de composition
partielle et d’inversion commutent aux projections J∗n(M,M)→ J∗k (M,M) pour k ≤ n. Si
G∩J∗n(M,M) est un groupoïde au-dessus d’un ouvert alors G∩J∗k (M,M) est un groupoïde
au-dessus du même ouvert pour k ≤ n.

Proposition 2.5.7. Soit X un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisse M . La
définition du pseudo-groupe de Malgrange de X donnée dans ([24]) coïncide avec les trois
autres.

Démonstration. Dans un premier temps nous allons montrer que le pseudo-groupe de
Malgrange vérifie la troisième condition de la définition (2.5.6). Nous montrons ensuite
qu’il vérifie la première. Puis nous montrons qu’il vérifie la deuxième condition. Pour
montrer que l’ouvert de cette deuxième condition peut être choisi indépendamment de
k nous utilisons un théorème de B.Malgrange qui est donné dans [24] dans un cadre
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analytique mais qui reste valable dans un cadre algébrique. Enfin nous terminons par la
minimalité.

N’importe laquelle des trois définitions (2.5.1) du groupoïde de Galois d’ordre k ∈ N
nous donne la troisième condition. Ensuite notons (Nk)k la famille de faisceaux d’idéaux
définissant la famille de sous-variétés de (RkM × RkM)k correspondante à la famille des
groupoïdes de Galois (Galk(X))k. Par le lemme (2.4.4), pour obtenir la première condition
il nous suffit de montrer que (∂i ⊗ 1 + 1 ⊗ ∂i)Nk ⊂ Nk+1. Pour k ∈ N, décrivons Nk

en utilisant la troisième définition de (2.5.1) qui fait appel aux intégrales premières du
champ de vecteurs RkX. Si U est un ouvert affine de RkM , alors Nk(U ×U) = {P ⊗Q−
Q ⊗ P | (P,Q) ∈ ORkM (U)2 et P/Q ∈ C(RkM)RkD}. Soit (P,Q) ∈ ORkM (U)2 vérifiant
P/Q ∈ C(RkM)RkX . Un petit calcul donne l’égalité

(Q⊗Q)(∂i ⊗ 1 + 1⊗ ∂i)(P ⊗Q−Q⊗ P ) + (P ⊗Q−Q⊗ P )(∂iQ⊗Q+Q⊗ ∂iQ))
= (Q∂iP − P∂iQ)⊗Q2 −Q2 ⊗ (Q∂iP − P∂iQ) (?)

Or le fait que P/Q ∈ C(RkM)RkX et le lemme (2.4.2) caractérisant le champ de vecteurs
RkX nous donne Rk+1X∂i(P/Q) = ∂iRkX(P/Q) = 0. Ceci implique que Q∂iP−P∂iQ

Q2 =
∂i(P/Q) ∈ C(Rk+1M)Rk+1D et donc que (Q∂iP − P∂iQ) ⊗ Q2 − Q2 ⊗ (Q∂iP − P∂iQ) ∈
Nk+1(U×U). De plus P⊗Q−Q⊗P ∈ Nk(U×U) ⊂ Nk+1(U×U) par le lemme (2.5.2). Donc
l’égalité (?) nous donne (Q⊗Q)(∂i⊗1+1⊗∂i)(P ⊗Q−Q⊗P ) ∈ Nk+1(U×U). L’élément
Q⊗Q n’est pas inclus dans Nk+1(U ×U) car sinon il devrait s’annuler sur l’identité ce qui
impliquerait que Q = 0. Le groupoïde de Galois Galk+1(X) est irréductible donc l’idéal
Nk+1(U×U) est premier. Ceci entraine que (∂i⊗1+1⊗∂i)(P⊗Q−Q⊗P ) ∈ Nk+1(U×U).
Ce qui donne l’inclusion recherchée et montre que la famille (Galk(X))k vérifie la première
condition.

Pour montrer la deuxième condition nous allons construire un groupoïde de Lie puis
voir qu’il coïncide avec le pseudo-groupe de Malgrange de la définition 2.5.3. Notons N
le faisceau d’idéaux de OJ∗(M,M) définissant le pseudo-groupe de Malgrange Mal(X)
de la définition 2.5.3. Pour k ∈ N, notons Mal(X)(k) la D-sous-variété de J∗(M,M)
qui est définie par le faisceau d’idéaux différentiel engendré par N ∩ OJ∗k (M,M) (diffé-
rentiel signifie ici stable sous les dérivations totales Di). Montrons que Mal(k) est un
groupoïde de Lie. Commençons par voir qu’il existe un ouvert de M au-dessus duquel
Mal(X)(k) ∩ J∗k (M,M) est un groupoïde. Nous venons de voir dans le paragraphe pré-
cédent que Mal(X) est une D-sous-variété de J∗(M,M). Donc Mal(X) ⊂Mal(X)(k) et
Mal(X)(k)∩J∗k (M,M) = Mal(X)∩J∗k (M,M) = Galk(X). La première définition (2.5.1)
dite algébrique du groupoïde de Galois d’ordre k de X nous dit que cette sous-variété de
J∗k (M,M) est un groupoïde au-dessus d’un ouvert. Par la remarque précédent la propo-
sition nous savons que Mal(X)(k) ∩ J∗l (M,M) est aussi un groupoïde au-dessus de cet
ouvert pour l ≤ k. Le théorème (4.4.1[24]) nous dit Mal(X)(k) est un groupoïde de Lie.
Le théorème (4.5.1[24]) nous dit que l’intersection

⋂
k

Mal(X)(k) est encore un groupoïde

de Lie. Pour montrer que le pseudo-groupe de Malgrange Mal(X) est bien un groupoïde
de Lie il suffit de montrer qu’il coïncident avec cette intersection. Or pour tout k ∈ N nous
avons vu que Mal(X) ⊂ Mal(X)(k) donc Mal(X) est contenu dans l’intersection. Nous
avons aussi vu pour tout k ∈ N que Mal(X)(k)∩ J∗k (M,M) = Mal(X)∩ J∗k (M,M). Cela
donne l’inclusion inverse et termine la preuve pour la deuxième condition.

Il nous reste la minimalité. Si W est une pro-variété vérifiant la définition (2.5.6) alors
la minimalité de W implique W ⊂ Mal(X). Or W est la limite projective d’une famille
de variété (Wk)k. Si l’inclusion est stricte alors il existe un entier k tel que l’inclusion
Wk ⊂ Galk(X) est stricte. Mais ceci contredit la minimalité de Galk(X). Il vient donc
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W = Mal(X) et entraîne que les différentes définitions du pseudo-groupe de Malgrange
coïncident.
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Chapitre 3

Pseudo-groupe de Malgrange
partiel et équations différentielles
à paramètres

Le cas avec paramètres peut être vu comme un cas particulier du cas sans paramètre.
En effet étant donné une variété lisse, nous n’allons plus travailler sur l’espace de tous ses
repères et de tous ses jets mais seulement sur des repères partiels et des jets partiels. Plus
précisément, ce seront des repères et des jets dans les fibres d’un morphisme. Cette partie
suit les mêmes étapes que la précédente, à savoir : nous construisons les repères et les jets
partiels d’une variété puis nous relevons des champs de vecteurs sur ces espaces. Enfin,
nous terminons par le résultat principal de spécialisation.

3.1 Le fibré principal des repères partiels d’une variété
Considérons ρ : M → S un morphisme lisse entre deux variétés lisses S et M de

dimension respective d et m + d. Dans toute cette partie, nous noterons Mq la fibre du
morphisme en q ∈ S. Nous définissons l’ensemble des repères de M dans les fibres de ρ.
Puis, de la construction de son anneau de coordonnées découlera une action des opérateurs
différentiels de Cm. Cette action sera compatible à la structure de fibré principal dont sera
aussi dotés ces repères dans les fibres.

Soit U un voisinage ouvert de p ∈M qui est un revêtement non ramifié d’un ouvert de
Cm+d. Nous avons un système de coordonnées p = (p′, q) ∈ Cm×Cd dans lequel un germe
d’application r : (Cm, 0)→ (Uq, p) dans la fibre en q ∈ S s’écrit :

r(ε) = (
∑
α∈Nm

rα1
εα

α! , . . . ,
∑
α∈Nm

rαm
εα

α! , q)

où, pour 1 ≤ i ≤ m, rαi ∈ C. Le jet d’ordre k de l’application r dans la fibre en q est la
série tronquée à l’ordre k.
Définition 3.1.1. Soit ρ : M → S un morphisme lisse entre deux variétés lisses S et M
de dimension respective d et m + d. Un repère d’ordre k dans les fibres de ρ en p ∈ M
est le jet d’ordre k d’un germe d’application inversible r : (Cm, 0)→ (Mq, p), q ∈ S. Il est
aussi appelé repère partiel d’ordre k. L’ensemble des repères dans les fibres de ρ est noté
Rk(M/S). Ces ensembles sont munis des projections pour k ≥ l :

Rk(M/S) −→ Rl(M/S)
jk(r) 7−→ jl(r)
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La limite projective R(M/S) = lim
←−

Rk(M/S) est l’espace des repères dans les fibres de ρ
(sous-entendus formels) sur M muni des projections :

R(M/S) −→ Rk(M/S)
r 7−→ jk(r)

Si U ⊂ M est un revêtement non ramifié d’un ouvert de Cm+d, alors l’ensemble des
repères partiels d’ordre k sur U est muni d’une structure de variété affine dont l’anneau
de coordonnées est O(U)[yαi , zj , 1 ≤ j ≤ d, 1 ≤ i ≤ m, α ∈ Nm, 1 ≤ |α| ≤ k][1/det(yeji )].
Le faisceau structural des repères partiels se construit de la même manière que celui des
repères et nous retrouvons la structure locale décrite ci-dessus. Nous donnons la définition
en identifiant directement le faisceau construit sur M au faisceau structural des repères
partiels.

Définition 3.1.2. Soit ρ : M → S un morphisme lisse entre deux variétés lisses S et M
de dimension respective d et m+ d. Le faisceau des coordonnées des repères partiels est :

OR(M/S) := (Sym(C[∂1, . . . , ∂m]⊗OM )/K[1/jac]

où Sym(C[∂1, . . . , ∂m]⊗OM ) qui a une structure de C[∂1, . . . , ∂m]-algèbre différentielle est
quotientée par l’idéal différentiel K engendré par le noyau de Sym(1⊗COM )→ OM et par
les ∂i⊗OS. Pour, 1 ≤ i ≤ m, les dérivations ∂i agissant sur OR(M/S) sont les dérivations
totales. Le faisceau des repères partiels d’ordre k est :

ORk(M/S) := (Sym(C[∂1, . . . , ∂m]≤k ⊗OM )/(K ∩ Sym(C[∂1, . . . , ∂m]≤k ⊗OM ))[1/jac]

L’espace des repères partiels d’ordre k ∈ N devient une variété irréductible et nous
retrouvons la structure locale :

Lemme 3.1.3. Soient ρ : M → S un morphisme lisse entre deux variétés lisses S et M
de dimension respective d et m + d, p ∈ M , U un ouvert de M qui contient p et qui est
un revêtement non ramifié de Cm+d. Alors :

• OR(M/S)(U) ' OM (U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, α ∈ Nm, 1 ≤ |α][1/ det(yeji )] et l’isomor-
phisme est compatible à l’action de C[∂1, . . . , ∂m] où l’action sur le membre de droite
est donnée par ∂jyαi := y

α+ej
i et ∂jz := 0 pour tout z ∈ OS(U).

• La restriction de cet isomorphisme induit ORk(M/S)(U) ' O(U)[yαi , 1 ≤ i ≤ m, α ∈
Nm, 1 ≤ |α| ≤ k][1/ det(yeji )]

• Pour k ≥ l, les applications Rk(M/S) → Rl(M/S) sont des morphismes surjectifs
lisses. En particulier, l’espace des repères partiels est une pro-variété.

De part leur construction, les coordonnées des repères partiels d’une variété sont dotées
d’une action de C[∂1, . . . , ∂m] sur le membre de gauche. Cette structure différentielle s’étend
aux opérateurs différentiels de Cm. L’action est donnée sur les tenseurs purs par :

CJε1, . . . , εmK[∂1, . . . , ∂m]⊗OR(M/S) −→ OR(M/S)
(P,Q⊗ f) 7−→ Q ◦ P |ε=0 ⊗ f

Pour munir la variété des repères partiels d’une variété lisseM d’une structure de fibré
principal, le groupe Γk des jets d’ordre k d’applications inversibles de Cm en 0 agit sur les
repères partiels Rk(M/S) d’ordre k par composition à la source. Le groupe Γ agit de la
même manière sur l’espace des repères R(M/S). Ces actions sont notées :
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Rk(M/S)× Γk −→ Rk(M/S)
(jk(r), jk(γ)) 7−→ jk(r ◦ γ) et R(M/S)× Γ −→ R(M/S)

(r, γ) 7−→ r ◦ γ

Lemme 3.1.4. Soient k un entier et ρ : M → S un morphisme lisse entre deux variétés
lisses S et M de dimension respective d et m + d. L’action du groupe Γk sur RkM par
composition à la source fait de RkM un fibré principal localement trivial pour la topologie
de Zariski dont M est la base et Γk est le groupe structural. Si U est un ouvert convenable
de M , f ∈ ORk(M/S)(U), γ ∈ Γk et Q ∈ C[∂1, . . . , ∂m]≤k, alors l’action est donnée dans
les coordonnées par γ∗(Q⊗ f) = γ∗Q|ε=0 ⊗ f .

Nous pouvons montrer comme dans le cas sans paramètre que la structure différentielle
et la structure principale sont compatibles.

3.2 Espace des jets d’application partielle d’une variété dans
une autre

Considérons deux morphismes lisses ρ : M → S et σ : N → S entre trois variétés lisses
S,M et N de dimensions respectives d, m+d et n+d. Nous définissons l’ensemble des jets
dans les fibres de ces morphismes qui vérifient que la fibre de départ et la fibre d’arrivée
sont au-dessus d’un même point de la variété S. Puis nous donnons la construction de son
anneau de coordonnées.

Soient U et V des voisinages ouverts de p1 ∈M et p2 ∈ N qui sont des revêtements non
ramifiés d’ouverts de Cm+d et Cn+d. Nous avons un système de coordonnées p1 = (p′1, q) ∈
Cm×Cd et p2 = (p′2, q) ∈ Cm×Cd dans lequel un germe d’application φ : (Uq, p1)→ (Vq, p2)
de la fibre de ρ en q ∈ S dans la fibre de σ en le même q s’écrit :

φ(p′1 + ε, q) = (
∑
α∈Nm

φα1
εα

α! , . . . ,
∑
α∈Nm

φαm
εα

α! , q)

où, pour 1 ≤ i ≤ n, α ∈ Nm, φαi ∈ C. Le jet d’ordre k de l’application φ est la série
tronquée à l’ordre k. Dans ces conditions :

Définition 3.2.1. Soient deux morphismes lisses ρ : M → S et σ : N → S entre trois
variétés lisses S, M et N . L’ensemble des jets d’ordre k de germe d’application de M dans
N dans les fibres de ρ et σ, aussi appelés jets partiels d’ordre k, est noté Jk(M/S,N/S). Si
N = M , le sous-ensemble des jets d’ordre k de germe d’applications inversibles de M dans
M dans les fibres de ρ est noté J∗k (M/S,M/S). Ces ensembles sont munis des projections
pour k ≥ l :

Jk(M/S,N/S) −→ Jl(M/S,N/S)
jk(φ) 7−→ jl(φ)

La limite projective J(M/S,N/S) est munie des projections :

J(M/S,N/S) −→ M ×S N
φ 7−→ (p, φ(p))

Si M et N sont des revêtements non ramifiés d’ouverts de Cm+d et Cn+d alors, l’en-
semble des jets partiels d’ordre k de M dans N est muni d’une structure de variété affine
dont l’anneau de coordonnées est O(M)⊗O(S) O(N)[yαi , 1 ≤ i ≤ n, α ∈ Nm, 1 ≤ |α| ≤ k].
Le faisceau structural des jets partiels se construit de la même manière que celui des jets
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et nous retrouvons la structure locale décrite ci-dessus. Nous donnons la définition en
identifiant directement le faisceau construit sur M ×S N au faisceau structural des jets
partiels.

Définition 3.2.2. Soient deux morphismes lisses ρ : M → S et σ : N → S entre trois va-
riétés lisses S,M et N . L’anneau des coordonnées des applications partiels (sous-entendues
formelles) de M dans N est :

OJ(M/S,N/S) := Sym(pr∗1DM/S ⊗OS pr
∗
2ON )/K

où

• le faisceau des opérateurs différentiels partiels DM/S est :

– pour U ouvert affine de M , D0
M/S(U) := {OM (U)→ OM (U) , OM (U)-linéaire}

– DkM/S(U) :=
{
L : OM (U)→ OM (U) , OS-linéaire | [L,D0

M/S(U)] ⊂ Dk−1
M/S(U)

}
– DM/S := lim−→D

k
M/S.

en remarquant que pour un ouvert convenable U de M , DkM/S(U) est isomorphe à
OM (U)⊗C C[∂1, . . . , ∂m]≤k en tant qu’espace vectoriel.

• pr1 et pr2 désignent les projections sur la première et la deuxième composante deM×SN

• Sym(pr∗1DM/S ⊗OS pr∗2ON ) a une structure de DM/S-algèbre différentielle où les opé-
rateurs différentiels agissent sur le membre de gauche par composition à gauche. Elle
est quotientée par l’idéal différentiel K qui est engendré par le noyau du morphisme
Sym(pr∗1OM ⊗OS pr∗2ON )→ OM×SN .

Les coordonnées des jets partiels d’ordre k de M dans N sont :

OJk(M/S,N/S) := Sym(pr∗1DkM ⊗OS pr
∗
2ON )/(K ∩ Sym(pr∗1DkM ⊗C pr

∗
2ON ))

Muni de ces faisceaux, l’espace des jets partiels d’ordre k deviennent des variétés irré-
ductibles et nous retrouvons la structure locale :

Lemme 3.2.3. Soient deux morphismes lisses ρ : M → S et σ : N → S entre trois
variétés lisses S, M et N de dimension respective d, m+d et n+d, U et V des voisinages
ouverts de p1 ∈ M et p2 ∈ N qui soient des revêtements non ramifiés d’ouverts de Cm+d

et Cn+d. Alors :

• OJ(M/S,N/S)(U × V ) ' OM (U) ⊗OS ON (V )[yαi , 1 ≤ i ≤ n, α ∈ Nm, 1 ≤ |α|] et cet
isomorphisme est compatible avec l’action des opérateurs différentiels.

• La restriction de cet isomorphisme induit OJk(M/S,N/S)(U × V ) ' OM (U) ⊗OS
ON (V )[yαi , 1 ≤ i ≤ m, α ∈ Nm, 1 ≤ |α| ≤ k].

• Pour k ≥ l les applications Jk(M/S,N/S) → Jl(M/S,N/S) sont des morphismes
surjectifs lisses.
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3.3 Le groupoïde

Nous donnons trois définitions d’un sous-groupoïde du groupoïde associé au fibré prin-
cipal des repères partiels d’ordre k d’une variétéM dont la base est la variétéM elle-même.

(1) En modifiant légèrement les notations de la définition (1.1.13), Iso(Rk(M/S)) est
l’ensemble des bijections Γk-équivariantes d’une fibre de Rk(M/S) → M dans une
autre et restant dans une même fibre de Rk(M/S)→ S.

(2) Le produit fibré Rk(M/S)×S Rk(M/S) quotienté par l’action diagonale de Γk.

(3) L’espace J∗k (M/S,M/S) des jets d’applications partielles inversibles d’ordre k de M
dans M qui est doté des applications source, but, identité dans les fibres, composition
partielle dans les fibres et inversion dans les fibres.

Remarquons que pour retrouver exactement le groupoïde associé au fibré des repères par-
tiels il aurait fallu permettre aux éléments de Iso(Rk(M/S)) de changer de fibres.

Nous retrouvons l’application

Φ : Rk(M/S)×S Rk(M/S) −→ Iso(Rk(M/S))
(jk(r), jk(s)) 7−→ φjk(r),jk(s)

de la section (2.3) et précédemment décrite dans le lemme (1.1.14) qui à deux repères
d’ordre k associent l’unique bijection Γk-équivariante qui envoie l’un sur l’autre. Nous
retrouvons l’application de la section (2.3) :

Ψ : Rk(M/S)×S Rk(M/S) −→ J∗k (M/S,M/S)
(jk(r), jk(s)) 7−→ jk(s ◦ r−1)

Proposition 3.3.1. Ces trois définitions de groupoïde associé au fibré principal des repères
partiels d’ordre k ∈ N sont équivalentes : les passages au quotient des morphismes Φ et Ψ
sous l’action diagonale du groupe Γk sont des isomorphismes de groupoïdes.

Lemme 3.3.2. Soient k un entier et ρ : M → S un morphisme lisse. Le groupoïde des jets
partiels inversibles agit algébriquement sur l’espace des repères partiels par composition au
but :

J∗k (M/S,M/S) ×
sM
Rk(M/S) −→ Rk(M/S)

(jk(φ), jk(r)) 7−→ jk(φ ◦ r)

3.4 Les prolongements

Dans cette section, nous allons relever canoniquement des morphismes et des champs
de vecteurs qui préservent les fibres d’un morphisme à l’espace des repères partiels de
la variété de départ puis à l’espaces des jets partiels de cette variété. Des distributions
sur ces espaces sont associées à ces relevés. Nous verrons que les distributions sur les
groupoïdes des jets partiels sont exactement les distributions induites sur ces groupoïdes
par les distributions sur les repères partiels.

3.4.1 Relèvements de morphismes

Soit ρ : M → S un morphisme lisse entre les variétésM et S de dimensions respectives
m+d et d. Un morphisme lisse dominant φ : M →M préservant les fibres de ρ se prolonge
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en une application de l’espace des repères partiels de M vers lui-même par composition
au but R(φ/S) : r 7→ φ ◦ r.

Une autre manière de définir le relèvement R(φ/S) est de prolonger l’action de φ∗ sur
l’anneau de coordonnées de M en une action R(φ/S)∗ sur l’anneau des coordonnées de
l’espace des repères de M en suivant la construction de ce dernier. A savoir, φ∗ agit sur le
facteur de droite de Sym(C[∂1, . . . , ∂m]⊗OM ) en restant un morphisme et l’action passe
au quotient par l’idéal différentiel K. De même, le morphisme φ se relève en Rk(φ/S) aux
repères partiels d’ordre k ∈ N.

Lemme 3.4.1. Soient ρ : M → S, un morphisme lisse, k un entier et φ : M → M un
morphisme lisse préservant les fibres de ρ. Les deux manières de relever le morphisme en
R(φ/S) et Rk(φ/S) aux repères et aux repères d’ordre k décrites ci-dessus coïncident. De
plus ces relevés commutent aux dérivations totales, i.e. vérifient les égalités Rk+1(φ/S)∗ ◦
∂i − ∂i ◦Rk(φ/S)∗ = 0.

Un tel morphisme se prolonge aussi en une application de l’espace des jets partiels de
M vers lui-même de deux manières : par composition à la source ou par composition au
but. Nous définissons de la même manière les prolongements à l’espace des jets d’ordre k
de repères ou de germes d’application.

3.4.2 Relèvements de champs de vecteurs

Soit ρ : M → S un morphisme lisse. Décrivons les deux manières de relever un champ
de vecteurs rationnel X tangent aux fibres de ρ à l’espace des repères partiels de M .

(1) Les flots du champ X définissent des biholomorphismes dans les fibres de ρ sur leurs
ouverts de définition. Le flot au temps τ ∈ C est noté exp(τX). Suivant le lemme
(3.3.2), leur jet partiel et leur jet partiel d’ordre k agissent respectivement sur les
repères et les repères partiels d’ordre k par composition au but. Les relevés R(X/S)
et Rk(X/S) de X sont alors définis grâce à cette action. Pour r ∈ R(M/S) tel que
r(0) soit dans le domaine de définition de X :

R(X/S)|r := d

dτ
exp(τX) ◦ r

∣∣∣∣
τ=0

et Rk(X/S)|jkr := d

dτ
jk(exp(τX) ◦ r)

∣∣∣∣
τ=0

(2) La dérivation X agit sur C[∂1, . . . , ∂m]⊗OM sur le facteur de droite. Puis elle agit sur
l’algèbre Sym(C[∂1, . . . , ∂m] ⊗ OM ) en imposant que de rester une dérivation. Enfin
elle passe au quotient par l’idéal différentiel K.

Lemme 3.4.2. Soient k un entier, ρ : M → S un morphisme lisse et X un champ
de vecteurs rationnel sur la variété M tangent aux fibres de ρ, i.e. dρ.X = 0. Les deux
manières de le relever en R(X/S) et en Rk(X/S) aux repères partiels et aux repères partiels
d’ordre k décrites ci-dessus commutent aux dérivations totales, i.e. vérifient les égalités
Rk+1(X/S) ◦ ∂i − ∂i ◦ Rk(X/S) = 0. De plus, ces égalités caractérisent les relevés des
champs tangents aux fibres de ρ.

Un champ de vecteurs X tangent aux fibres d’un morphisme ρ : M → S se relève à
l’espace J(M/S,M/S) par la source ou par le but. Nous ne décrivons que le relèvement
par le but.

(1) Reprenons les flots exp(τX) du champ de vecteurs X. Ils agissent sur J(M/S,M/S)
par composition au but. Pour φ ∈ J(M/S,M/S) tel que son but t(φ) soit dans le
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domaine de définition de X :

Rt(X/S)|φ := d

dτ
exp(τX) ◦ φ

∣∣∣∣
τ=0

Le relevé à l’espace des jets d’ordre k, noté Rtk(X/S), est défini de la même manière.

(2) La dérivation X agit sur DM ⊗OM sur le facteur de droite. Puis elle agit sur l’algèbre
Sym(DM ⊗OM ) en imposant que X reste une dérivation. Enfin elle passe au quotient
par l’idéal différentiel K.

Lemme 3.4.3. Soit X un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisse M tangent
aux fibres d’un morphisme ρ : M → S. Les deux manières, décrites ci-dessus, de le relever
à l’espace des jets partiels par le but sont équivalentes.

Nous terminons cette section en faisant le lien entre le prolongement d’un champ de
vecteurs au fibré principal des repères partiels et le prolongement du champ de vecteurs
au groupoïde associé au fibré.

Lemme 3.4.4. Si X est un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisse M tangent
aux fibres d’un morphisme ρ : M → S, alors la distribution engendrée par Rk(X/S)
est une distribution rationnelle principale sur le fibré des repères partiels d’ordre k ∈ N.
La distribution engendrée par Rtk(X/S) sur le groupoïde des jets partiels d’ordre k est
exactement la distribution induite par la distribution engendrée par RkX, i.e. RtkX =
dΨ.(0 +RkX).

3.5 Le pseudo-groupe de Malgrange partiel
Résumons la situation. En partant d’un champ de vecteurs rationnel X sur une variété

lisse M , nous avons construit pour tout k, le fibré principal des repères partiels d’ordre k
dont la base est la variété lisse M , un groupoïde des jets partiels inversibles d’ordre k qui
est un sous-groupoïde du groupoïde associé au fibré des repères partiels d’ordre k. Puis
nous avons déduit du champ de vecteurs une distribution rationnelle principale sur le fibré
des repères partiels d’ordre k et une distribution induite par la première sur le groupoïde.
Nous définissons maintenant le groupoïde de Galois partiel d’ordre k du champ de vecteurs
X comme étant le groupoïde de Galois de la distribution engendrée par Rk(X/S). Donnons
explicitement les trois définitions de ce groupoïde de Galois partiel d’ordre k :

Définition 3.5.1. Soit X un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisse M tan-
gent aux fibres d’un morphisme ρ : M → S. Reprenons les notations ci-dessus. Les trois
définitions suivantes du groupoïde de Galois partiel Galk(X/S) d’ordre k sont équivalentes.

• Le groupoïde de Galois partiel Galk(X/S) d’ordre k est la plus petite sous-variété de
J∗k (M/S,M/S) telle qu’il existe un ouvert Ua de M tel que :

– Rtk(X/S) ⊂ TGalk(X/S)
– La restriction Galk(X/S)|Ua×Ua du groupoïde de Galois partiel au-dessus de Ua ×
Ua est un sous-groupoïde de J∗k (Ua/S, Ua/S).

• Le groupoïde de Galois partiel Galk(X/S) d’ordre k est la plus petite sous-variété de
J∗k (M/S,M/S) telle que :

– Rtk(X/S) ⊂ TGalk(X/S)
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– Galk(X/S) contient l’identité

• Soient (Hi)1≤i≤n une famille génératrice de C(Rk(M/S))Rk(X/S) et U un ouvert de
Rk(M/S) sur lequel les applications Hi sont bien définies. Le groupoïde de Galois partiel
d’ordre k est la clôture de Zariski de l’ensemble {φ ∈ J∗k (U/S,U/S) | ∀i, Hi ◦ φ = Hi}.

Remarquons que le groupoïde de Galois défini dans la section (1.5) adapté à notre
contexte devrait être la plus petite sous-variété de (Rk(M/S) × Rk(M/S))/Γk, et non
de J∗k (M/S,M/S) ' (Rk(M/S) ×S Rk(M/S))/Γk, vérifiant chacune des trois défini-
tions ci-dessus. Mais le groupoïde J∗k (M/S,M/S) est un sous-groupoïde de (Rk(M/S) ×
Rk(M/S))/Γk tangent à Rtk(X/S) (sans être forcément minimal pour ces propriétés) et
nous avons C(S) ⊂ C(Rk(M/S))Rk(X/S). Cette plus petite variété devrait donc être incluse
dans J∗k (M/S,M/S). Les deux définitions coïncident donc.

Lemme 3.5.2. Soient X un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisse M et
k ∈ N. La restriction de la projection J∗k (M/S,M/S)→ J∗k−1(M/S,M/S) aux groupoïdes
de Galois induit un morphisme dominant Galk(X/S)→ Galk−1(X/S).

Définition 3.5.3. Le pseudo-groupe de Malgrange partiel Mal(X/S) est la limite projec-
tive de la famille des groupoïdes de Galois partiels (Galk(X/S))k d’ordre k.

La troisième définition du groupoïde de Galois dans (2.5.1) amène à noter le pseudo-
groupe de Malgrange partiel d’un champs de vecteurs X sur une variété M de la façon
suivante :

Mal(X/S) = {φ ∈ J∗(M/S,M/S) | ∀k ∈ N,∀H ∈ C(Rk(M/S))Rk(X/S), H ◦ jk(φ) = H}

3.6 Le résultat de spécialisation
Voici le résultat de spécialisation qui donne le lien entre la taille du pseudo-groupe de

Malgrange partiel d’un champ de vecteursX tangent aux fibres d’un morphisme ρ : M → S
et la taille du pseudo-groupe de Malgrange de la restriction Xq de ce champ de vecteurs à
la fibre Mq en q ∈ S.

Théorème 3.6.1. Soit ρ : M → S un morphisme lisse entre deux variétés irréductibles
lisses dont les fibres sont connexes. Si X est un champ de vecteurs rationnel surM tangent
aux fibres du morphisme ρ, alors pour tout q ∈ S où ça a un sens :

• dimS(Galk(X/S)) ≥ dimC(Galk(Xq))

• Galk(Xq) ⊂ Galk(X/S)|RkMq×RkMq

De plus, pour un q ∈ S général,

• dimS(Galk(X/S)) = dimC(Galk(Xq))

• Galk(Xq) = Galk(X/S)|RkMq×RkMq

Démonstration. La preuve consiste à appliquer le théorème (1.6.3). Il nous suffit de décrire
la situation. La variété irréductible Rk(M/S) est un fibré principal de baseM et de groupe
structural Γk. La distribution sur ce fibré principal, engendrée par le champ de vecteur
Rk(X/S), est principale, rationnelle et tangente aux fibres du morphisme Rk(M/S)→ S.
Ensuite, la fibre Rk(M/S)q de ce morphisme en q ∈ S est exactement l’espace Rk(Mq)
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des repères d’ordre k de la fibre Mq. Cet espace est irréductible puisque la fibre Mq l’est
par hypothèse. Puis, la restriction Rk(X/S)q du relevé du champ de vecteurs X à la fibre
Rk(Mq) et le relevé Rk(Xq) de la restriction du champ de vecteurs Xq sur la fibre Rk(Mq)
sont deux champs de vecteurs construits avec les mêmes flots : les flots de la restriction
Xq sur Mq. Ils sont donc égaux et leurs distributions sont donc égales. Il nous reste alors
à appliquer le théorème (1.6.3) à la distribution engendrée par Rk(X/S).
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Chapitre 4

Application à l’étude d’équations
différentielles du second ordre

Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux équations différentielles de la forme

u′′ = F (x, u, u′)

où F ∈ C(x, u, v). Le pseudo-groupe de Malgrange d’une telle équation est le pseudo-
groupe de Malgrange du champ de vecteurs associé : XF = ∂

∂x
+ v

∂

∂u
+ F (x, u, v) ∂

∂v
.

Dans la première partie nous donnons les définitions, notamment celle de réductibilité
d’une équation différentielle du second ordre et nous donnons les conséquences des théo-
rèmes précédents sur le pseudo-groupe de Malgrange et sur l’irréductibilité de telles équa-
tions. Dans la deuxième partie nous appliquons les résultats aux équations de Painlevé.
Dans la troisième partie nous utilisons la classification des pseudo-groupes de Cartan pour
obtenir les pseudo-groupes de Malgrange des équations de Painlevé.

4.1 Définitions et conséquences des résultats précédents sur
l’irréductibilité des équations du second ordre

4.1.1 Irréductibilité d’une équation

L’idée ici est de savoir si les solutions d’une équation différentielle peuvent s’exprimer
à l’aide de solutions d’équations "élémentaires".

Définition 4.1.1. (Réductibilité au sens de Nishioka-Umemura) Soit f un élément d’une
extension différentielle du corps (C(x); d

dx). Cet élément est une solution réductible de
E s’il est dans une extension différentielle KN de (C(x), ddx) telle qu’il existe une suite
d’extensions (C(x), ddx) ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ KN vérifiant :

ou Ki est algébrique sur Ki−1

ou Ki = Ki−1(gpq) où (gpq)pq est une matrice fondamentale de solutions d’un système
différentiel linéaire à coefficients dans Ki−1.

ou Ki = Ki−1(g) où g est une solution d’une équation différentielle d’ordre 1 sur Ki.

Remarquons que l’extension faisant appel à un système différentiel linéaire n’est pas
supposée de Picard-Vessiot, il pourra être ajouté des nouvelles constantes. Remarquons
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aussi que dans l’extension du troisième type, nous nous autorisons à résoudre n’importe
quelle équation différentielle ordinaire non-linéaire d’ordre 1.

Une équation peut avoir une solution réductible sans que nous n’ayons aucune infor-
mation sur les autres solutions :

Exemple 4.1.2. Pour (P,Q) ∈ C[x, y, y′]2, l’équation E : y′′ = P (x, y, y′)y +Q(x, y, y′)y′
admet 0 pour solution réductible.

Il nous faut alors une hypothèse de généricité sur les solutions réductibles :

Définition 4.1.3. Une solution f de E est appelée solution générale si

degtransC(x)(C(x, u, u′)) = 2

Si l’équation E possède une solution réductible générale, alors E est dite réductible. Sinon
elle est dite irréductible.

Exemple 4.1.4. L’équation E : y′′ = 0 est réductible puisqu’elle admet u = ax+ b comme
solution réductible générale où a et b sont des constantes transcendantes sur C. En effet E
est linéaire et C(x, u, u′) = C(x, a, b). Remarquons que cette extension n’est pas de Picard
Vessiot.

4.1.2 Polynôme de dimension différentielle

Nous voulons mesurer la "taille" du pseudo-groupe de Malgrange d’un champ de vec-
teurs. Sa dimension est en général infinie. Nous allons regarder la suite des dimensions
donnée par la filtration par les jets d’ordre fini. Commençons par regarder un exemple.

Soit U un ouvert analytique de C2 muni d’un système de coordonnées (u, v). L’anneau
de coordonnées des applications inversibles de U vers lui-même est C[u, v, fα, gα, 1/det, α ∈
N2]. Son corps des fractions L est muni des deux dérivations totales ∂

∂u et ∂
∂v . Ceci fait de

lui un corps différentiel. Notons L≤k le sous-corps de L engendré par u, v et les dérivées
au plus k-ième de f et g. Le degré de transcendance de L≤k sur C est deux fois le cardinal
de {α ∈ N2 | |α| ≤ k} plus deux. Ceci est égal à 2(1 + 2 + . . . + (k + 1)) + 2 qui vaut
2 (k+2)(k+1)

2 + 2. Ceci peut se réécrire 2
(
k+2

2
)

+ 2.
Plus généralement, Kolchin a donné dans [22] un analogue du polynôme de Hilbert

dans le cadre de l’algèbre différentielle. Nous le donnons ici :

Théorème 4.1.5. Soient (K,D1, . . . , Dm) un corps différentiel dans lequel les dériva-
tions Di commutent entre elles, des éléments η1, . . . ηn d’une extension différentielle de
(K,D1, . . . , Dm), L = K〈η1, . . . ηn〉 le corps différentiel engendré par ces éléments et pour
k ∈ N, L≤k le sous corps de L engendré par K et les dérivés au plus k-ième de ces éléments.
Il existe un polynôme P ∈ Q[x] de degré d appelé polynôme de dimension différentielle tel
que :

• il existe k0 ∈ N tel que pour tout k ≥ k0, P (k) = degtransK(L≤k)

• d ≤ m et le polynôme P peut s’écrire sous la forme P (k) =
∑

0≤i≤d
ai
(
k+i
i

)
où ai ∈ Z

• le degré d et le coefficient ad ne dépendent pas de la famille (Mk)k∈N

• le coefficient ad est le degré de transcendance différentielle de L sur K, i.e. le nombre
maximal d’éléments f1, . . . , fl ∈ K tels que la famille (Dk

i fj)i,j,k soit algébriquement
indépendante sur K.

74



4.1. IRRÉDUCTIBILITÉ DES ÉQUATIONS DU SECOND ORDRE

Corollaire 4.1.6. Soit X un champ de vecteurs rationnel sur une variété lisse M . Le
pseudo-groupe de Malgrange de X a un polynôme de dimension différentielle P ∈ Q[x] de
degré d tel que :

• il existe k0 ∈ N tel que pour tout k ≥ k0, P (k) = dim(Galk(X))

• d ≤ dim(M) et le polynôme P peut s’écrire sous la forme P (k) =
∑

0≤i≤d
ai
(
k+i
i

)
où

ai ∈ Z

• le coefficient ad est le degré de transcendance différentiel de C(Mal(X)) sur C

Démonstration. Soient Ψ : RM × RM → J∗(M,M) l’application quotient sous l’ac-
tion diagonale du groupe Γ et pour tout 1 ≤ i ≤ dim(M), Di = dΨ.(∂i ⊗ 1 + 1 ⊗ ∂i)
où ∂i est la dérivation totale sur RM . Ces dérivations sont nulles sur C. En particu-
lier (C, D1, . . . , Dm) est un corps différentiel. Soit U ⊂ M un revêtement d’un ouvert
de Cm. L’anneau de coordonnées de OM×M (U × U) est C[xi, yj , z, 1 ≤ i, j ≤ m] où
z est algébrique sur C[xi, yj , 1 ≤ i, j ≤ m]. L’anneau de coordonnées de J∗(U,U) est
C[xi, yαj , z, 1/ det, 1 ≤ i, j ≤ m,α ∈ Nm]. Son corps des fractions C(J∗(M,M)) est donc
une extension différentielle de (C, D1, . . . , Dm) qui est différentiellement engendré par un
nombre fini d’éléments.

L’idéal premier N associé au pseudo-groupe de Malgrange du champ de vecteurs X
est un idéal différentiel par la proposition (2.5.7). Les dérivations Di passent au quotient
OJ∗(M,M)/N . Le corps des fractions de ce quotient C(Mal(X)) est différentiellement en-
gendré par la classe des éléments précédents modulo N . Le théorème (4.1.5) nous donne
alors l’existence d’un polynôme de dimension différentielle.

Il reste à montrer que ce polynôme vérifie les trois propriétés données dans ce co-
rollaire. Les deux dernières propriétés sont déjà vérifiées. L’idéal N ∩ OJ∗k (M,M) contient
l’idéal associé au groupoïde de Galois d’ordre k ∈ N. Ces deux idéaux sont stables par la
dérivation RtkX et inclus dans l’idéal associé à l’identité de J∗k (M,M). Or nous savons que
l’idéal associé au groupoïde de Galois d’ordre k est maximal pour ces propriétés. Donc ces
deux idéaux sont égaux et degtransC(C(Mal(X)≤k) = dim(Galk(X)). Ceci montre que le
polynôme P vérifie la première propriété de ce corollaire.

Définition 4.1.7. Soit X un champ de vecteurs sur une variété lisseM . Le pseudo-groupe
de Malgrange est à croissance linéaire, resp. quadratique si son polynôme de dimension
différentielle est de degré 1, resp. 2.

Voici la conséquence directe des résultats de spécialisation des chapitres précédents :

Théorème 4.1.8. Soit ρ : M → S un morphisme lisse entre deux variétés irréductibles
lisses dont les fibres sont connexes. Soit X un champ de vecteurs rationnel sur M tangent
aux fibres du morphisme ρ. S’il existe q0 ∈ S tel que le pseudo-groupe de Malgrange de la
restriction (Xq0) à Mq0 soit à croissance de degré d alors pour q ∈ S général le pseudo-
groupe de Malgrange de (Xq) est au moins à croissance de degré d.

Démonstration. Le théorème 3.6.1 nous dit que pour q ∈ S général

dimC(Galk(Xq)) = dimS(Galk(X/S)) ≥ dimC(Galk(Xq0))

Ceci conclut la preuve du théorème.
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4.1.3 Conséquence sur le calcul du pseudo-groupe de Malgrange

Commençons par un lemme qui donne une limite sur la croissance du pseudo-groupe
de Malgrange.

Lemme 4.1.9. Le pseudo-groupe de Malgrange d’une équation différentielle d’ordre 2 est
au plus à croissance quadratique.

Démonstration. Soient u′′ = F (x, u, u′), F ∈ C(x, u, v), une équation différentielle du
second ordre et XF = ∂

∂x + v ∂
∂u + F (x, u, v) ∂∂v le champ de vecteurs associé.

La 1-forme dx est préservée par le champ XF : LXF dx = dx. En se rappelant les
exemples (2.5.4) et (2.5.5), nous avons l’inclusion :

Mal(XF ) ⊂ {φ ∈ J∗(C3,C3) | φ∗dx = dx, φ∗XF = XF }

Soient I un ouvert analytique I de C et U un ouvert analytique de C2. Soit φ ∈ J∗(I ×
U, I × U). Si l’application φ préserve la forme dx alors elle s’écrit (x, u, v) → (x +
c, f(x, u, v), g(x, u, v)). Après un changement de variables analytiques en diminuant éven-
tuellement les ouverts I et U , le champ de vecteurs YF se redresse en ∂

∂x . Si φ pré-
serve en plus le champ YF alors elle s’écrit dans les nouvelles coordonnées (x, u, v) →
(x+ c, f(u, v), g(u, v)). Autrement dit Mal(XF )|(I×U),(I×U) est inclus dans l’ensemble

E := {φ ∈ J∗(I×U, I×U) | φ(x, u, v) = (x+ c, f(u, v), g(u, v)), c ∈ C, (f, g) ∈ J∗(U,U)2}

En se rappelant l’exemple donné dans le début de la section (4.1.2), l’ensemble des jets
d’ordre k ∈ N de E est une variété analytique de dimension 2

(
k+2

2
)

+ 2 + 2.
Or, la pro-variété Mal(XF )|(I×U),(I×U) est la limite projective des variétés analytiques

Galk(XF )|(I×U),(I×U) qui ont la même dimension que Galk(XF ). L’inclusion précédente
nous dit que dim(Galk(XF )) ≤ 2

(
k+2

2
)

+ 4, ce qui achève la preuve.

Soit U un ouvert analytique de C2. E.Cartan a donné dans ([7]) une classification ana-
lytique des sous-pseudo-groupes de J∗(U,U) définis par des invariants différentiels et qui
vérifient l’hypothèse d’involutivité. Cette hypothèse est équivalente à l’hypothèse d’invo-
lutivité présente dans l’article [24] de B.Malgrange. Les théorèmes (4.2.2) et (4.3.1) de cet
article appliqués à notre situation nous disent qu’il existe un ouvert O ⊂ C3 au-dessus
duquel le pseudo-groupe de Malgrange vérifie cette hypothèse.

Théorème 4.1.10. Soient (E) une équation différentielle du second ordre et X le champ
de vecteurs associé. Soient O l’ouvert de C3 donné ci-dessus et V ol(E) la clôture dans
J∗(C3,C3) de la variété réduite engendrée par

{φ ∈ J∗(O,O) | φ∗dx = dx, φ∗X = X, φ∗dvol = dvol}

où dvol est une 3-forme. Si le champ X préserve une 3-forme et si le pseudo-groupe de
Malgrange de (E) est à croissance quadratique, alors Mal(E) = V ol(E).

Démonstration. La classification d’E. Cartan au-dessus d’un ouvert analytique de C2 abou-
tit à 64 sous-pseudo-groupes dont un récapitulatif est donné à la page 193. Parmi ces
sous-pseudo-groupes, 31 sont de dimension fini, 26 dépendent d’une ou plusieurs fonction
d’une seule variable et 7 dépendent d’une ou plusieurs fonctions de deux variables. Les
26 sous-pseudo-groupes sont à croissance linéaire. Les 7 sous-pseudo-groupes dénommés
g, g1, g2, g3, g01, g22, g29 sont à croissance quadratique. Le sous-pseudo-groupe g est en fait
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le pseudo-groupe J∗(U,U). Le sous-pseudo-groupe g1 est celui formé des applications dont
le jacobien vaut 1 et aucun des 5 autres sous-pseudo-groupes n’est inclus dans g1.

Reprenons l’intervalle I de C et l’ouvert analytique U de C2 de la preuve du lemme
(4.1.9) tels que I × U est inclus dans l’ouvert O donné précédemment et dans lesquelles
les éléments φ ∈ Mal(E)|(I×U),(I×U) s’écrivent dans les bonnes coordonnées analytiques
φ(x, u, v) = (x+ c, f(u, v), g(u, v)) où c ∈ C, (f, g) ∈ J∗(U,U)2. Quitte a faire un change-
ment analytique dans les deux dernières coordonnées, puisque le champs X préserve une
3-forme, nous pouvons supposer que φ préserve la 3-forme dx ∧ du ∧ dv. Donc le jacobien
de (u, v) → (f(u, v), g(u, v)) est égale à 1. De la forme de ces éléments, nous déduisons
pour tout k ∈ N :

dim(Galk(E)) = dim(Galk(E)|(I×U)×(I×U)) = dim(Galk(E)|({x0}×U)×({x0+c}×U)) + 2

pour x0 ∈ I et c ∈ C tel que x0 + c ∈ I. Or, par hypothèse, le pseudo-groupe de Malgrange
de (E) est à croissance quadratique. C’est donc aussi le cas de la pro-variété analytique
Mal(E)|(x0×U)×((x0+c)×U).

Notons Tc la translation (x, u, v) → (x + c, u, v) pour c ∈ C. La variété analytique
T−c ◦Mal(E)|(x0×U)×((x0+c)×U) est un pseudo-groupe à croissance quadratique et dont le
jacobien de ses éléments vaut 1. Par la classification d’E. Cartan, dans de bonnes coor-
données analytiques, T−c ◦Mal(E)|(x0×U)×(x0+c×U) = g1 = T−c ◦ V ol|(x0×U)×((x0+c)×U). Il
vient V ol|I×U = ∪

x0,c
V ol|(x0×U)×((x0+c)×U) = ∪

x0,c
Mal(E)|(x0×U)×((x0+c)×U) = Mal(E)|I×U .

En particulier, les projections de Mal(E) et de V ol sur l’espace des jets d’ordre k ∈ N ont
même dimension. Or, V ol et ses projections sont irréductibles. L’inclusion Mal(E) ⊂ V ol
est donc une égalité car les projections sur les jets d’ordre k ∈ N des deux membres de
l’inclusion sont égales.

Des théorème 4.1.8 et 4.1.10 il découle :

Corollaire 4.1.11. Soient S une variété, (Eq) : y′′ = F (x, y, y′, q) une équation différen-
tielle à paramètre dans S. Si le champ de vecteurs associé préserve une 3-forme et s’il
existe q0 ∈ S tel que le pseudo-groupe de Malgrange de (Eq0) soit à croissance quadratique
alors pour q ∈ S général, le pseudo-groupe de Malgrange de l’équation Eq est V ol(Eq).

4.1.4 Conséquence sur l’irréductibilité d’une équation différentielle

Le lien entre réductibilité d’une équation et croissance du pseudo-groupe de Malgrange
du champ de vecteurs associé est donné par G.Casale dans [10].

Proposition 4.1.12. Soient (E) une équation différentielle du second ordre et X le champ
de vecteurs associé. Si le pseudo-groupe de Malgrange de (E) est V ol(E) alors (E) est
irréductible.

Du corollaire 4.1.11 et de la proposition 4.1.12 il découle :

Corollaire 4.1.13. Soient S une variété, (Eq) : y′′ = F (x, y, y′, q) une équation différen-
tielle à paramètre dans S. Si le champ de vecteurs associé préserve une 3-forme et s’il
existe q0 ∈ S tel que le pseudo-groupe de Malgrange de (Eq0) soit à croissance quadratique
alors pour q ∈ S général, l’équation (Eq) est irréductible.

Remarque. Dans le corollaire (4.1.13), l’hypothèse de croissance sur le pseudo-groupe de
Malgrange de (Eq0) ne peut pas être remplacée par l’hypothèse d’irréductibilité de (Eq0).
En effet, l’équation Pvi(0, 0, 0, 1/2) est irréductible mais son pseudo-groupe de Malgrange
est de dimension finie.
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4.2 Applications aux équations de Painlevé
L’irréductibilité des équations de Painlevé pour des valeurs génériques des paramètres

est connue (voir [26], [28], [39], [42], [43]). Les théorèmes précédents vont nous permettre
de retrouver cette irréductibilité pour des valeurs générales des paramètres. Le résultat
que nous retrouvons est un peu plus faible que le résultat connu mais la preuve n’est pas
spécialisées aux équations de Painlevé. Voici la liste de ces équations qui peut être trouvée
dans [29] :

u′′ = 6u2 + x (Pi)
u′′ = 2u3 + xu+ α (Pii(α))

u′′ = u′2

u
− u′

x
+ αu2 + β

x
+ γu3 + δ

u
(Piii(α, β, γ, δ))

u′′ = u′2

2u + 3
2u

3 + 4xu2 + 2(t2 − α)u+ β

u
(Piv(α, β))

u′′ =
(

1
2u + 1

u− 1

)
u′2 − u′

x
+ (u− 1)2

x2

(
αu+ β

u

)
+ γ

u

x
+ δ

u(u+ 1)
u− 1 (Pv(α, β, γ, δ))

u′′ = 1
2

(
1
u

+ 1
u− 1 + 1

u− x

)
u′2 −

(
1
x

+ 1
x− 1 + 1

u− x

)
u′

+ u(u− 1)(u− x)
x2(x− 1)2

(
α+ β

x

u2 + γ
x− 1

(u− 1)2 + δ
x(x− 1)
(u− x)2

)
(Pvi(α, β, γ, δ))

G. Casale puis G. Casale et J. A. Weil ont calculé le pseudo-groupe de Malgrange de
l’équation Pi et de Pii(0) :

Théorème 4.2.1.

• Le pseudo-groupe de Malgrange de la première équation de Painlevé Pi est V ol(Pi).

• Le pseudo-groupe de Malgrange de Pii(0) est V ol(Pii(0)).

De ce théorème et du corollaire (4.1.11) il vient :

Corollaire 4.2.2. Pour des valeurs générales du paramètre α ∈ C, le pseudo-groupe de
Malgrange de Pii(α) est V ol(Pii(α)).

Du même théorème et du corollaire 4.1.13 nous en déduisons :

Corollaire 4.2.3. Pour des valeurs générales du paramètre α ∈ C, l’équation Pii(α) est
irréductible.

Pendant l’étude des équations de Painlevé, il a été découvert qu’elles dégénéraient les
unes sur les autres en suivant le diagramme suivant :

Piii

!!
Pvi // Pv

==

!!

Pii // Pi

Piv

==

Nous allons utiliser ces dégénérescences pour obtenir les mêmes résultats sur les pseudo-
groupes de Malgrange et sur l’irréductibilité des autres équations de Painlevé.
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Théorème 4.2.4. Pour J = i, ii, iii, iv,v,vi et pour des paramètres généraux, le pseudo-
groupe de Malgrange de PJ est à croissance quadratique.

Démonstration. Pour J = i, ii, c’est le corollaire (4.2.2). Nous détaillons la preuve pour
l’équation Piii. Pour les autres équations, la méthode reste la même. Les changements de
variables qui permettent de faire dégénérer les équations de Painlevé les unes sur les autres
sont donnés dans [29]. Le changement de variables qui permet de faire dégénérer Piii sur
Pii est :

φ : C3 × C∗ × C −→ C3 × C4

(t, f, g, ε, a) 7−→
(

1 + ε2t, 1 + 2εf, 2g
ε
, φ̃(ε, a)

)
où

φ̃(ε, a) =
(
− 1

2ε6 ,
2a
ε3

+ 1
2ε6 ,

1
4ε6 ,−

1
4ε6

)
Notons Xii le champ de vecteurs rationnel sur C3 × {0} × C associé à Pii et Xiii le

champ de vecteurs rationnel sur C3 × C4 associé à Piii. Autrement dit

Xii = ∂

∂t
+ g

∂

∂f
+ Fii(t, f, g, a) ∂

∂g
et Xiii = ∂

∂x
+ v

∂

∂u
+ Fiii(x, u, v, α, β, γ, δ)

∂

∂v

où

• Fii(t, f, g, a) = 2f3 + tf + a

• Fiii(x, u, v, α, β, γ, δ) = v2

u
− v

x
+ αu2 + β

x
+ γu3 + δ

u

Le feuilletage donné par les trajectoires de Xiii est décrit par le système de formes

dα, dβ, dγ, dδ, du− vdx, dv − Fiiidx

Le tiré en arrière par φ sur C3 × C∗ × C est décrit par le système de formes

dε, da, df − gdt, dg − ε3

2 Fiii ◦ φdt

i.e. c’est le feuilletage donné par le champ Yiii := ε2φ∗Xiii qui correspond à l’équation
du second ordre : f ′′ = ε3

2 Fiii(φ(t, f, g, ε, a)). La dégénérescence de Piii sur Pii s’exprime
de la manière suivante : ε3

2 Fiii ◦ φ|ε=0 = Fii, autrement dit Yiii|ε=0 = Xii. La situation
de dégénérescence étant décrite nous pouvons appeler les théorèmes rencontrés dans la
section précédente. Nous raisonnons à l’aide du dessin suivant :

ε

a ε = ε0

(0, 0)

(ε0, a0)

φ̃

α, β, γ, δ

φ̃(ε0, a0)
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Par le théorème (4.2.1) le pseudo-groupe de Malgrange du champ Yiii|(0,0) est à croissance
quadratique. Le théorème (4.1.8) nous dit que le pseudo-groupe de Malgrange du champ
Yiii|(ε, a) pour (ε, a) général dans l’espace des paramètres C2 est à croissance quadratique.
Choisissons (ε0, a0) ∈ C∗ × C l’un de ces paramètres pour lequel la première coordonnée
ε0 est non nulle. La restriction φ|(ε0,a0) conjugue Yiii|(ε0,a0) à ε20Xiii|φ̃(ε0,a0). Donc le pseudo-
groupe de Malgrange du champ Yiii|(ε0,a0) est isomorphe au pseudo-groupe de Malgrange
du champ Xiii|φ̃(ε0,a0). Le théorème (4.1.8) nous dit que le pseudo-groupe de Malgrange du
champXiii|(α,β,γ,δ) pour (α, β, γ, δ) général dans l’espace des paramètres C4 est à croissance
quadratique. Pour ces paramètres généraux, le pseudo-groupe de Malgrange de l’équation
Piii est à croissance quadratique.

Le changement de variables qui permet de faire dégénérer Piv sur Pii est

φ : C3 × C∗ × C −→ C3 × C2

(t, f, g, ε, a) 7−→

(
εt

22/3 −
1
ε3
,
22/3f

ε
+ 1
ε3
,
24/3g

ε2
, φ̃(ε, a)

)
où

φ̃(ε, a) =
(
−2a− 1

2ε6 ,−
1

2ε12

)
Soient Xiv le champs de vecteurs sur C3 ×C2 associé à Piv et Yiv := ε

22/3φ
∗Xiv champ de

vecteurs sur C3×C×C. La dégénérescence de Piv sur Pii s’exprime de la manière suivante :
Yiv|ε=0 = Xii où Xii est le champ de vecteurs donné précédemment. Le pseudo-groupe de
Malgrange de Yiv|(0,0) est à croissance quadratique. En reprenant le même raisonnement il
s’ensuit que pour des paramètres généraux, le pseudo-groupe de Malgrange de l’équation
Piv est à croissance quadratique.

Le changement de variables qui permet de faire dégénérer Pv sur Piv est

φ : C3 × C∗ × C2 −→ C3 ××C4

(t, f, g, ε, a, b) 7−→
(

1 + ε
√

2t, εf√
2
,
g

2 , φ̃(ε, a, b)
)

où

φ̃(ε, a, b) =
(

1
2ε4 ,

b

4 ,−
1
ε4
,
a

ε2
− 1

2ε4

)
Soient Xv le champs de vecteurs sur C3 × C4 associé à Pv et Yv := ε

√
2φ∗Xv champ

de vecteurs sur C3 × C × C2. La dégénérescence de Pv sur Piv s’exprime de la manière
suivante : Yv|ε=0 = Xiv où le champ Xiv est cette fois-ci défini sur C3 × {0} × C2. Nous
savons maintenant que pour des paramètres généraux (a, b) ∈ C2, le pseudo-groupe de
Malgrange de Yv|(0,a,b) est à croissance quadratique. Choisissons en un. En reprenant le
même raisonnement avec ce paramètre il s’ensuit que pour des paramètres généraux, le
pseudo-groupe de Malgrange de l’équation Pv est à croissance quadratique.

Enfin, le changement de variables qui permet de faire dégénérer Pvi sur Pv est

φ : C3 × C∗ × C4 −→ C3 × C4

(t, f, g, ε, a, b, c, d) 7−→
(

1 + εt, f,
g

ε
, φ̃(a, b, c, d)

)
où
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φ̃(ε, a, b, c, d) =
(
a, b,− d

ε2
+ c

ε
,
d

ε2

)
Soient Xvi le champs de vecteurs sur C3 × C4 associé à Pvi et Yvi := εφ∗Xvi champ

de vecteurs sur C3 × C × C4. La dégénérescence de Pvi sur Pv s’exprime de la manière
suivante : Yvi|ε=0 = Xv où cette fois-ci le champ Xv est défini sur C3 × {0} × C4. Nous
savons maintenant que pour des paramètres généraux (a, b, c, d) ∈ C4, le pseudo-groupe de
Malgrange de Yv|(0,a,b,c,d) est à croissance quadratique. Choisissons en un. En reprenant
le même raisonnement il s’ensuit que pour des paramètres généraux, le pseudo-groupe de
Malgrange de l’équation Pvi est à croissance quadratique.

4.3 Calcul des pseudo-groupes de Malgrange des équations
de Painlevé

Le pseudo-groupe de Malgrange d’une équation différentielle est inclus dans l’ensemble
des applications formelles qui préserve la forme dx et le champ de vecteurs associé à
l’équation. Dans le cas des équations de Painlevé, nous allons voir que ces applications
formelles préservent aussi une 3-forme.

Les champs de vecteurs de la première et de la deuxième équation de Painlevé est de
divergence nulle, donc pour J = i, ii :

Mal(PJ) ⊂ {φ ∈ J∗(C3,C3) | φ∗dx = dx, φ∗XJ = XJ , φ
∗dvol = dvol}

où dvol est la 3-forme dx ∧ du ∧ dv. Les applications formelles contenues dans les pseudo-
groupes de Malgrange des autres équations de Painlevé préservent aussi une 3-forme.
Cependant telles que ces équations sont écrites ici, les formes volumes préservées ne
s’expriment pas aussi facilement. Nous allons donc nous placer dans des coordonnées
hamiltoniennes que nous pouvons trouver dans [30]. Soient J ∈ {iii, iv,v,vi} et FJ ∈
C(x, u, v, α, β, γ, δ) tel que PJ : u′′ = FJ(x, u, u′, α, β, γ, δ). Il existeHJ ∈ C(x, u, w, a, b, c, d)
tel qu’après avoir fixé les paramètres, le système associé à l’équation PJ

du

dx
= v

dv

dx
= FJ

soit équivalent au système hamiltonien

du

dx
= ∂HJ

∂w
dw

dx
= −∂HJ

∂u

Autrement dit, l’isomorphisme de C3 donné par φ : (x, u, w) 7→ (x, u, ∂HJ∂w ) envoie le champ
de vecteurs YJ := ∂

∂x + ∂HJ
∂w

∂
∂u −

∂HJ
∂u

∂
∂w sur le champ de vecteurs ∂

∂x + v ∂
∂u + FJ

∂
∂v .

Donnons la liste de ces applications :
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Hiii = 1
x

[
2u2v2 − (2axu2 + (2b+ 1)u− 2cx)v + a(b+ d)xu

]
Hiv = 2uv2 − (u2 + 2xu+ 2a)v + bu

Hv = 1
x

[
u(u− 1)2v2 −

(
a(u− 1)2 + bu(u− 1)− cxu

)
v + 1

4
(
(a+ b)2 − d2) (u− 1)

]
Hvi = 1

x(x− 1)

[
u(u− 1)(u− x)v2 − (a(u− 1)(u− x) + bu(u− x) + (c− 1)u(u− 1))

+1
4
(
(a+ b+ c− 1)2 − d2) (u− x)

]
La divergence de YJ est nulle. Nous avons dans ces coordonnées hamiltoniennes :

Mal(PJ) ⊂ {φ ∈ J∗(C3,C3) | φ∗dx = dx, φ∗YJ = YJ , φ
∗dvol = dvol}

où dvol = dx ∧ du ∧ dw. Voici la conséquence immédiate de ce théorème et des corollaires
4.1.11 et (4.1.13) :

Corollaire 4.3.1. Pour J = i, ii, iii, iv,v,vi et pour des paramètres généraux l’équation,
nous avons l’égalité Mal(PJ) = V ol(PJ) et PJ est irréductible.
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Chapitre 5

Malgrange pseudogroup and
confluence of q-difference
equations

In this chapter we adapt the previous definitions and results to the q-difference case.
The study of fibered dynamical systems Φ : M 99K M leads us to define the associated
fibered objects : fibered frames bundle, fibered automorphism pseudogroup. In this context,
we define the transversal Malgrange pseudogroup for differential equations. The theorem
(6.4.1) of E. Amerik and F. Campana, the analogous theorem (6.3.2) of P. Bonnet in the
q-difference case, leads us to define the transversal Malgrange pseudogroup for q-difference
equation in two equivalent ways :

• it is the pseudogroup associated to the fiber product M ×N M where C(N) is the
field of differential invariant of Φ

• it is the Zariski closure of the set of Taylor expansions of iterates of Φ.

An adapted proof of an other theorem of P. Bonnet (6.1.4) leads us to obtain the specia-
lisation theorem for q-difference equation. When the q-difference equation degenerates on
a differential equation, the Malgrange pseudogroups of both equations are related : the
first one is greater than the second one. We conclude this chapter with an application to
the discret Painlevé equations : thanks to the Cartan classification of pseudogroups, we
determine their transversal Malgrange pseudogroups.

5.1 Fibered dynamical systems and transversal Malgrange
pseudogroup

When a dynamical system Φ : M 99KM comes from a difference equation, it preserves
the foliation by fibers of the map τ : M → B given by the independant coordinates.
Moreover in the case with parameters, Φ preserves the fibers of the map given by the
parameters. Let M be the phase space, B the space of the independant variable and
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CHAPITRE 5. CONFLUENCE OF Q-DIFFERENCE EQUATIONS

parameters and S the parameters space. We have a commutative diagram

M
Φ //

τ
��

M

τ
��

B
σ //

��

B

}}
S

where σ is the map corresponding to the operator involved in the difference equation.

5.1.1 The fibered frames bundle

We remind the definitions of the fibered frames bundle. Let m be the dimension of
fibers of M over B. The spaces of frames on fibers of M → B is

R(M/B) = {r : (Cm, 0)→Mb | b ∈ B and det(Jr) 6= 0}

Its coordinates ring of R(M/B) is (Sym(C[∂1, . . . , ∂m]⊗ C[M ])/K) [1/jac] where

• the tensor product is a tensor product of C-vector spaces ;

• Sym(V ) is the C-algebra generated by the vector space V ;

• Sym(C[∂1, . . . , ∂m]⊗ C[M ]) has a structure of C[∂1, . . . , ∂m]-differential algebra via
the left composition of differential operators ;

• the Leibniz ideal K is the C[∂1, . . . , ∂m]-ideal generated by fg ⊗ 1 − (f ⊗ 1)(g ⊗ 1)
for all (f, g) ∈ C[M ]2 and ∂i ⊗ h for h ∈ C[B] and 1 ≤ i ≤ m ;

• the quotient is then localized by jac the sheaf of ideals (not differential !) generated
by det ([∂j ⊗ xi]i,j) for a transcendental basis (x1, . . . , xm) of C(M) over C(B) on
Zariski open subset of M where such a basis is defined.

Local coordinates (b1, . . . bd, x1, . . . , xm) on M such that the projection on B is the
projection on b’s coordinates, induce local coordinates on R(M/B) via Taylor expansion
of maps r at 0 :

r(ε1 . . . , εm) =
(
b01, . . . b

0
d,
∑
α∈Cm

rα1
εα

α! , . . . ,
∑
α∈Cm

rαm
εα

α!

)
.

Let us denote by xαi : R(M/B)→ C the function defined by xαi (r) = rαi . This function is
the element ∂α ⊗ xi in C[R(M/B)].

1. The action of ∂j : C[R(M/B)]→ C[R(M/B)] can be written in local coordinates and
gives the total derivative operator ∂j =

∑
1≤i≤m
α∈Cm

x
α+1j
i

∂
∂xαi

where 1j = (0, . . . , 1, . . . , 0).

2. The vector space C[∂1, . . . , ∂q] is filtered by C[∂1, . . . , ∂q]≤k the spaces of operators
of order less or equal than k. This gives a filtration of C[R(M/B)] by C-algebras of
finite type.

3. These algebras are coordinate ring of the space of k-jet of frames Rk(M/B) =
{jkr | r ∈ R(M/B)}.

4. The action of ∂1, . . . , ∂m have degree +1 with respect to the filtration.
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5.1.2 Prolongation of dominant morphism and vector fields

Morphisms (resp. derivations) from C[M ] to C[M ] with a non zero Jacobian determi-
nant and preserving C[B] act on C[R(M/B)] as morphisms (resp. derivations).

If the map Φ is regular and induces Φ∗ : C[M ]→ C[M ]. Its action of the frame bundle
is defined by Sym(1⊗Φ) on Sym(C[∂1, . . . , ∂m]⊗C[M ]), it can be easily checked that the
Leibniz ideal is preserved. The induced map C[R(M/B)] → C[R(M/B)] correspond to a
endomorphism of R(M/B) denoted by RΦ and is called the prolongation of the morphism.
The prolongation of a derivation X of C[M ] preserving C[B] is a derivation of C[R(M/B)]
defined in the same way : 1 ⊗ X is a linear endomorphism of C[∂1, . . . , ∂m] ⊗ C[M ] and
Sym(1⊗X) is the dérivation of Sym(C[∂1, . . . , ∂m]⊗C[M ]) induced by 1⊗X. It preserves
K and define a vector field RX on R(M/B).

If the map Φ is rational and dominant with domain of definition M◦, its prolongation
on R(M◦/B) is a rational dominant map on R(M/B). Rational vector fields on M can be
prolonged on R(M/B) in a similar way.

Prolongations of morphisms and derivations of C[M ] preserving C[B] on C[R(M/B)]
have degree 0 with respect to the filtration defined above. Prolongations commute with
the differential structure. When X is a rational vector field on M preserving M → B, its
prolongation RX on R(M/B) can be computed with a explicit formula :

Let X =
∑
ci(b) ∂

∂bi
+
∑
ai(x, b) ∂

∂xi
be a vector field preserving M → B in local

coordinates. One gets RX =
∑
ci(b) ∂

∂bi
+
∑

i,α ∂
α(ai) ∂

∂xαi
.

5.1.3 The space R(M/B) is a principal bundle over M .

Let us describe this structure here. The pro-algebraic group

Γ = {γ : (̂Cq, 0) ∼→ (̂Cq, 0); formal invertible}

is the projective limit of groups Γk = {jkγ | γ ∈ Γ}. It acts on R(M/B) by composition
and R(M/B) × Γ → R(M/B) ×

M
R(M/B) sending (r, γ) to (r, r ◦ γ) is an isomorphism.

The action of γ ∈ Γ on R(M/B) is denoted by Sγ : R(M/B) → R(M/B) as it acts as
a change of source coordinate of frames. At the coordinate ring level, this action is given
by the action of formal change of coordinate on C[∂1, . . . , ∂q] followed by the evaluation
at 0 in order to get operator with constant coefficients. This action has degree 0 with
respect to the filtration induced by the order of differential operators meaning that for
any k, the bundle of order k frames RkM is a principal bundle over M for the group
Γk = {jkγ | γ ∈ Γ}.

5.1.4 Compatibility of the differential and principal structures

Let ε1, . . . , εm be coordinates on (Cm, 0) such that ∂i = ∂
∂εi

. The Lie algebra of Γ is the
Lie algebra of formal vector fields vanishing at 0 . The infinitesimal action of v =

∑
ai(ε)∂i

on R(M/B) is f ⊗P 7→ f ⊗ (P ◦ v)|ε=0. When v belongs to C〈∂1, . . . ∂m〉, this action is the
differential structure ; when v belongs to Lie(Γ), it is the action induced by the action of
the group Γ. See section (2.1).

5.1.5 The fibers automorphism pseudogroup

A groupoid is naturally associated to any principal bundle. In the case of R(M/B) one
can give three definitions of this groupoid.
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1. The groupoid J∗(M/B,M/B) is the groupoid of formal invertible maps :

{ϕ̂ : (Mb, p)
∼→ (Mb′ , q) | (b, b′) ∈ B ×B, p ∈Mb, p

′ ∈Mb′}

2. The map
Ψ : R(M/B)×R(M/B) −→ J∗(M/B,M/B)

(r, s) 7−→ s ◦ r−1

realized the quotient by the diagonal action of Γ.

3. The groupoid of Γ-equivariant maps between fibers of π : R(M/B)→M is the space
J∗(M/B,M/B).

The second definition is adapted to prove that J∗(M/B,M/B) is pro-algebraic grou-
poid.

Remark 5.1.1. Here we allow applications (Mb, p)
∼→ (Mb′ , p

′) with b 6= b′. Recall that
the elements of the jet space J∗(M/S,M/S) defined in section 3.2 have source and target
on the same fiber Ms. Both notation are not compatible.

5.1.6 Malgrange pseudogroups

It is a proper generalisation of the Galois group of linear differential or difference
equation. It is a quotient of the Galois groupoid defined in [24] for foliations and in [19, 9]
for rational dominant maps.

5.1.6.1 Pseudogroups of a rational vector field

We remind the definition of pseudogroups for vector fields in the fibered situation.
This version is slightly different from (3.5), we will see that they coincide for ordinary
differential equations.

A rational functionH ∈ C(R(M/B)) such that RX ·H = 0 is a (transversal) differential
invariant of X. Let Inv(X) ⊂ C(R(M/B)) be the subfield of differential invariants of X.
LetN be a geometrical model for the field Inv(X) and π : R(M/B) 99K N be the dominant
map induced by the inclusion Inv(X) ⊂ C(R(M/B)).

The vector field Rt(X/B) is the target prolongation of X on J∗(M/B,M/B), i.e.
Rt(X/B) = Ψ∗(0 ⊕ R(X/B)) where Ψ : R(M/B) × R(M/B) → J∗(M/B,M/B) is the
quotient by the diagonal action of Γ defined in the previous subsection.

Definition 5.1.2. The transversal Malgrange pseudogroup is

Mal(X/B) = Φ(R(M/B)×
N
R(M/B)) ⊂ J∗(M/B,M/B)

To defined properly this fiber product one needs to restrict π : (R(M/B))o → N on
its domain of definition then (R(M/B)×

N
R(M/B)) is defined to be the Zariski closure of

(R(M/B)o ×
N
R(M/B)o) in R(M/B)×R(M/B). The transversal Malgrange pseudogroup

is closed in J∗(M/B,M/B) because this fiber product is invariant by the diagonal action
of Γ (see lemma 1.5.13).

This is the analog of the third definition given in the part 1.5. We can also defined the
two others analogs :

• Mal(X/B) is the smallest pseudogroup of J∗(M/B,M/B) tangent to Rt(X/B)

• Mal(X/B) is the smallest variety of J∗(M/B,M/B) witch contains the identity and
tangent to Rt(X/B)

86



5.1. FIBERED DYNAMICAL SYSTEMS

5.1.6.2 Comparison of Mal(X/S) and Mal(X/B)

The vector field X describes an ordinary differential equation with parameters. This
means that there exists coordinates x, y1, . . . , yn, s1, . . . , sd such that

X = ∂

∂x
+
∑

ai(x, s, y) ∂

∂yi
and τ

xy
s

 =
[
x
s

]

The pseudogroup Mal(X/S) is defined in section (3.5). This a subpseudogroup of the
groupoid J∗(M/S,M/S). An element φ ∈Mal(X/S) can be described in coordinates

φ =

p0 =

x0
y0
s

 , p1 =

x1
y1
s

 , (M,p0) → (M,p1)xy
s

 7→

 x+ c
f(x, s, y)

s




Its restriction to the fiber is an element rest(φ) of J∗(M/B,M/B) :

rest(φ) =

p0 =

x0
y0
s

 , p1 =

x1
y1
s

 , (Mτ(p0), p0) → (Mτ(p1), p1)
y 7→ f(x0, s, y)


The map rest : Mal(X/S)→ J∗(M/B,M/B) is an injective morphism of algebraic grou-
poids on M compatible with prolongations of X on both spaces : if Rt(X/S) is the
target prolongation of X on Mal(X/S) and Rt(X/B) is the target prolongation of X
on Mal(X/B), then rest∗R

t(X/S) = Rt(X/B). The minimality propertie of Malgrange
pseudogroup implies that Mal(X/B) = rest(Mal(X/S)).

5.1.6.3 Pseudogroups of a rational dominant map

A rational functions H ∈ C(R(M/B)) such that H ◦RΦ = H is a (fibered) differential
invariant of Φ. Let Inv(Φ) ⊂ C(R(M/B)) be the subfield of differential invariants of Φ.

Let N be a model for Inv and π : R(M/B) 99K N be the dominant map induced by the
inclusion Inv ⊂ C(R(M/B)). We keep in mind that the application R(M/B)×R(M/B)→
J∗(M/B,M/B) is denoted by Ψ.

Définition 5.1.3. The fiber Malgrange pseudogroup is

Mal(Φ/B) = Ψ(R(M/B)×
N
R(M/B)) ⊂ J∗(M/B,M/B)

To defined properly this fiber product one needs to restrict π : (R(M/S))o → N on
its domain of definition then (R(M/B)×

N
R(M/B)) is defined to be the Zariski closure of

(R(M/B)o ×
N
R(M/B)o) in R(M/B)×R(M/B).

The following lemmas are important parts in the proof of the specialisation theorem.
The first of them is the lemma (1.5.12) presented in section (1.5.1) :

Lemma 5.1.4. Let O ⊂ R(M/B)o be a general subset then O ×
N
O = R(M/B)o ×

N
R(M/B)o.

The second is the discret analog of the definition of Gb given in section 1.5.

Lemma 5.1.5. Malgrange pseudogroup is the Zariski closure of the set of Taylor expan-
sions of iterates of Φ.
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Proof. Let k be an integer and considere the order k frame bundle Rk(M/B) and Tk be
the Zariski closure of the set of all Taylor expansions of iterates of Φ.

To prove the inclusion of Tk in Malk(Φ/B), remark that the image Ψ(jk(r), jk(Φ ◦ r))
is jk(Φ) : the order k Taylor expansion of Φ at r(0). Then Malk(Φ/B) = Ψ(Rk(M/B) ×

Nk

Rk(M/B)) contains Taylor expansions of Φ.
To prove the minimality of Mal(Φ/B), we use the following theorem from [1]. The

dominant map π : Rk(M/B) 99K Nk induced by the inclusion Invk ⊂ C(Rk(M/B))
has the following property : for a general jk(r) ∈ Rk(M/B) the Zariski closure of the
fiber π−1(π(jk(r))) is the Zariski closure of the RkΦ-orbit of jk(r). Hence, there is a
general subset U ⊂ M such that for all p ∈ U , one can find a frame r with r(0) =
p such that {jk(r)} × π−1(π(jk(r)) ⊂ {jk(r)} × Rk(M/B) is the Zariski closure of the
orbit of {jk(r)} × {jk(r)} for Φ acting on the second factor. The projection Ψ({jk(r)} ×
π−1(π(jk(r)))) is included in the Zariski closure of the set of Taylors expansions of Φ◦n at
p. It is also the subset of Malk(Φ/B) of order k jet of maps with source at p. This means
that Ψ(Rk(U/B)×N Rk(U/B)) is a subset of Tk.

We can use the lemma 5.1.5 with O := Rk(U/B) to get the equality

Ψ(Rk(U/B)×N Rk(U/B)) = Malk(X/B)

This concludes the proof.

Remark 5.1.6. When Φ is the map from a linear difference equation on a vector bundle
M → B :

1. the pseudogroup Mal(Φ/B) is “the analog” of the Galois group of the equation over
the difference field (C(B), σ)

2. the pseudogroup Mal(Φ/∗) is “the analog” of the differential Galois group of the
difference equation over C(B) with difference operator σ and differential structure
given by the exterior differential on the base d : C(B)→ C(B) ⊗

C[B]
Ω1
B

5.2 A specialisation and a confluence theorem

5.2.1 The specialisation theorem

When the equation depend on parameters, the base B is fibered on S the parameter
space and the maps σ : B → B preserves fibers of this map. The first results is a comparison
theorem of Malgrange pseudogroup of Φ with Malgrange pseudogroup of it restriction on
a fiber Φq : Mq 99KMq for q ∈ S

Theorem 5.2.1. dimMalk(Φq/Bq) ≤ dimSMalk(Φ/B) with equality for general q ∈ S

Proof. The dimension of Malk(Φ/B) is the dimension of M plus the dimension of the
Zariski closure of a general orbit of RkΦ in Rk(M/B). One has to prove that the dimension
of the Zariski closure of a particular orbit is smaller that the general one. The proof can
be adapted from [3] where this inequality is proved for leaves of algebraic foliations.

Lemma 5.2.2. For jkr ∈ Rk(M/B), we denote by V (jkr) the Zariski closure of the orbit
of jkr. There is an integer hk such that dim(V (jkr)) ≤ hk with equality for a general jkr.
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Proof. We will compare Hilbert polynomial of these subvarieties and deduce the wanted
inequalities of dimensions.

The ideal of V (jkr) is I(jkr) = {f ∈ C[Rk(M/B)]|jk(r) ∈ {f ◦ Φ = 0}} and the sub
vector space of equation of degree less or equal d is also described by these linear equations
in f depending on r. Let hjkr(d) be the dimension of this space.There exists a Zariski open
subset O ∈ Rk(M/B) and a integer hk such that for any r, hjkr(d) ≥ hk with equality for
jkr ∈ O.

This implies that the Hilbert polynomial of V (jkr) is contant for jkr general inRk(M/B),
and that for other frames, it is smaller. The dimension of a subvariety is the degree of its
Hilbert polynomial. The lemma is proved.

The theorem is proved.

5.2.2 The confluence theorem

In this section, we will assume the parameter space to be 1-dimensional with coordi-
nate q. The following theorem compares Malgrange pseudogroups of Φ with Malgrange
pseudogroup of X a vector field on Mq0 such that Φq = Id+ (q − q0)X + o(q − q0)

Theorem 5.2.3. dimMalk(X/Bq0) ≤ dimSMalk(Φ/B)

Proof. First, the restrictions of differential invariants of Φ at q = q0 give differential
invariants of X : by expansion around q0, RΦq = Id + (q − q0)RX + o(q − q0) and H =
H0 +o(1) then H ◦RΦq = H implies RX ·H = 0. This means that the fiber ofMalk(Φ/B)
at q0 contains Malk(X/Bq0).

To prove the inequality one has to prove that dimMalk(Φ/B)q0 ≤ dimSMalk(Φ/B).
As the codimension of these varieties are given by the transcendence degree of theirs fields
of differential invariant, we will compare Inv(RkΦ) and Inv(RkΦ)q0 := {H|}.

Let H1, . . . Hd be a transcendence basis of Inv(RkΦ) over C(S). Because q is a diffe-
rential invariant, one can assume that the restriction of the basis to q = q0 are well defined
rational functions H0

1 , . . . ,H
0
d and the vanishing order ` of dH1 ∧ . . . dHd at q = q0 is

minimal. If ` = 0, these restrictions are functionally independant, the theorem is proved.
If not, let P (H0

1 , . . . ,H
0
d) be the minimal polynomial of H0

d over C[H0
1 , . . . ,H

0
d−1]. The

invariant P (H1, . . . ,Hd) can be written as (q − q0)F with F a function of q,H1, . . . ,Hd.
Up to some factorisation by q − q0 one can assume that there exist a index i such that
(∂iP )0 is well defined and not zero. One has, up to some sign and mod dq,

d(P (H1, . . . Hd)) ∧ dH1 ∧ . . . d̂Hi . . . ∧ dHd = ∂iPdH1 ∧ . . . ∧ dHd

= (q − q0)dF ∧ dH1 ∧ . . . d̂Hi . . . ∧ dHd

This contradicts the minimality of `.

5.2.3 Corollaries about Malgrange pseudogroups of discrete Painlevé
equations

A discrete Painlevé equation is a birationnal map Φ of C2 × C × S fibered above an
automorphism without periodic points of the space of the independent variable n ∈ C
and parameters a ∈ S. The space C × S may be non compact. Formally the difference
equation of invariant curves paramaterized by n is the difference equation. Two properties
are imposed to be called “discrete-Painlevé equation” :
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1. It must have the singularity confinement property. There exists a fibers compactifi-
cation M of C2×C ×S → C ×S such that Φ can be extended as a biholomorphism
of M .

2. It must degenerate on a differential Painlevé equation. There exists a deformation M̃
of M above C and a deformation Φ̃ of Φ such that for ε ∈ C∗ (M̃ε, Φ̃ε) is birational
to (M,Φ) and at 0 one has the Taylor expansion Φ̃ε = Id + εX + o(ε) with X a
vector field on M̃0 whose trajectories parameterized by open set in C are Painlevé
transcendents and such that a ∈ S → X(a) covers the Painlevé equations PJ(γ) for
a fixed J ∈ {i, ii, iii, iv,v,vi} and generic parameters γ.

These equations are classified by families indexes by affine Weyl groups W , each family
depends on finite number of parameters a. Such an equation will be denoted by dPW (a).
In Sakai’s article [35], it is proved that there exist an invariant relative 2-form ω ∈ Ω2

M/C .
In the framework of this chapter this means that we have an inclusion :

Mal(dPW (a)/C ) ⊂ {ϕ : (Mn, p)→Mn′ , q)|(n, n′) ∈ C 2, ϕ∗ω = ω}.

This inclusion, the second property above and Cartan generic local classification of alge-
braic pseudogroups [7] enable us to compute Malgrange pseudogroup of discrete Painlevé
equations.

Theorem 5.2.4. For any affine Weyl group W and for general values of parameters a

Mal(dPW (a)/C ) = {ϕ : (Mn, p)→Mn′ , q)|(n, n′) ∈ C 2, ϕ∗ω = ω}.

Proof. First one will determined the codimension 2 subvariety given for n ∈ C byMaln,n =
Mal(dPW (a)/C ) ∩ {ϕ : (Mn, p)→ Mn, q), }. It is a sub pseudogroup y of Inv(ωn) = {ϕ :
(Mn, p) → Mn, q)|ϕ∗ω = ω}. The restriction of these pseudogroups on a fiber Mn give
algebraic pseudogroups on two dimensional manifold. Such objects have been classified
by Elie Cartan [7] up to analytic change of coordinates near a generic point. From the
specialisation theorem we know that Maln,n has quadratic growth. From Cartan results
we know that there is only one quadratic sub pseudogroup of Inv(ωn) : it is Inv(ωn) itself.

Now the two pseudogroups dominate C ×C and have same fibers, they are equals.
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Chapitre 6

Annexe

6.1 Sous-variétés minimales tangentes

Nous commençons par définir la plus petite sous-variété algébrique contenant une sous
variété donnée et qui est tangente à une distribution. Si la distribution est principale,
un résultat de P. Bonnet portant sur la dimension de ces sous-variétés nous permettra
d’obtenir, sous une hypothèse de domination, une partition du fibré principal.

Définition 6.1.1. Soient M une variété irréductible, D une distribution rationnelle sur
M et M0 une sous-variété irréductible de M . La variété minimale tangente V (D,M0) est
la plus petite sous-variété de M vérifiant les deux conditions suivantes :

• M0 ⊂ V (D,M0)

• Dx ⊂ TxV (D,M0) pour tout point x de V (D,M0) là où ça a un sens

Un lemme de ([3]) nous dit qu’une variété minimale tangente à une distribution in-
tégrable est irréductible. Le lemme suivant nous dit que nous pouvons nous passer de
l’hypothèse d’intégrabilité.

Lemme 6.1.2. En reprenant les notations de la définition ci-dessus, la variété V (D,M0)
est bien définie et est irréductible.

Démonstration. Pour montrer que V (D,M0) est bien définie sur M , nous allons d’abord
le voir en supposant M affine et la distribution bien définie sur tout M , pour ensuite le
voir dans le cas général à l’aide d’une clôture de Zariski.

Fait : Si M est affine et la distribution bien définie sur tout M alors V (D,M0) est bien
définie.
En effet, regardons les idéaux de OM (M) vérifiant les deux conditions suivantes :

• I ⊂ I(M0) l’idéal associé à M0

• ∀X ∈ D, X(I) ⊂ I

Si deux tels idéaux vérifient ces deux conditions alors la somme des deux vérifiera aussi ces
conditions. Par noethérianité, nous pouvons alors définir l’unique idéal maximale parmi
les idéaux vérifiant ces deux conditions. La sous-variété V (D,M0) correspond alors aux
zéros de cet idéal.

Fort de ce fait, nous pouvons montrer la première assertion du lemme pour une distribu-
tion rationnelle sur une variété M . Soit O un ouvert affine de M qui est d’intersection non
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vide avecM0 et sur lequel la distribution D est bien définie. Désignons par VO(D|O,M0∩O)
la variété minimale tangente sur O. La variété V (D,M0) := VO(D|O,M0 ∩O) est la va-
riété minimale tangente recherchée. En effet, d’une part elle contient M0 car elle contient
l’adhérence deM0∩O qui estM0 elle-même par irréductibilité deM0. D’autre part, elle est
tangente à D puisque la propriété de tangence est une propriété fermée. De plus, si N est
une autre variété vérifiant ces deux conditions, alors V (D,M0) ∩O = VO(D|O,M0 ∩O) ⊂
N ∩ O par la minimalité de VO(D|O,M0 ∩ O). Et en passant aux adhérences, il vient
V (D,M0) ⊂ N , ce qui montre la minimalité de V (D,M0). Enfin, cette minimalité montre
la non dépendance par rapport à l’ouvert O.

Pour la deuxième assertion, écrivons une sous-variété minimale comme union de ses
composantes irréductibles : V (D,M0) =

⋃
Vi. Puisque M0 est irréductible, il existe un

indice i0 tel queM0 ⊂ Vi0 . Montrons que la distribution D est tangente à cette composante
irréductible. Remarquons d’abord que D est tangente à Vi0 −

⋃
i6=i0

Vi. Ensuite, la condition

de tangence étant une condition fermée, il vient donc que D est aussi tangente à Vi0 =
Vi0 −

⋃
i6=i0

Vi. Enfin, la minimalité de V (D, x) entraine que V (D, x) = Vi0 . Autrement dit,

la sous-variété minimale est irréductible.

Dans ([3]), P. Bonnet suppose les distributions intégrables pour montrer comment se
comporte "l’ordre de contact d’une fonction à la distribution" vis à vis de l’addition et de la
multiplication. Il en déduit la propriété d’irréductibilité d’une sous-variété minimale tan-
gente. Cependant, il n’utilise en réalité que ce corollaire dans la suite de [3] pour montrer
le théorème (6.3.2) que nous verrons un peu après. Or nous venons de voir que cette hypo-
thèse d’intégrabilité de la distribution n’était pas nécessaire pour obtenir l’irréductibilité.
C’est pour cette raison que cette hypothèse n’apparaît pas dans le théorème (6.3.2).

Rappelons-nous l’exemple de l’équation différentielle à paramètre donné en introduc-
tion :

Exemple 6.1.3. A l’équation d
dxy = t

xy il est associé le champ de vecteurs X = ∂
∂x+ t

xy
∂
∂y

sur C3. Nous avons :

• V (X, (t0, x0, y0)) = {t0} × C2 si t0 /∈ Q

• V (X, (t0, x0, y0)) = {t0} × { y
q

xp = yq0
xp0
} si t = p

q avec (p, q) = 1

En particulier, la dimension d’une sous variété minimale tangente est 2 sur un ensemble
général et inférieure à 2 partout.

Voici un théorème de P. Bonnet issu du même article qui généralise cet exemple :

Théorème 6.1.4. Soit D une distribution rationnelle principale sur un fibré principale P
et régulière sur PU pour U un ouvert de la base. Il existe un entier v tel que :

• pour tout x ∈ PU , dim(V (D, x)) ≤ v

• pour x général dim(V (D, x)) = v

Dans cette annexe, nous utilisons ce théorème pour montrer l’équidimensionalité des
sous-variétés minimales tangentes à une distribution principale qui domine la base du fibré
sur lequel elle est définie. Commençons par un lemme.
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Lemme 6.1.5. Soit φ : M → N un morphisme dominant. L’image par φ d’un ensemble
général est encore un ensemble général.

Démonstration. Si nous notons F un tel ensemble, alors F =
⋂
i∈N

Vi avec Vi ouvert dense

de M . L’image φ(Vi) est constructible et en particulier, contient un ouvert dense Wi de
son adhérence. Cette adhérence est N tout entier car le morphisme est dominant. Ainsi
φ(F ) contient l’ensemble général

⋂
i∈N

Wi.

Lemme 6.1.6. Soient p : P → B un fibré principal de groupe structural G et D une
distribution rationnelle principale.

i) Si V est une sous-variété minimale tangente qui domine la base B alors elle est de
dimension maximale.

ii) Si la distribution domine TB alors toutes les sous-variétés minimales tangentes do-
minent la base, ont même dimension et forment une partition de l’ouvert de régularité
PU de D.

Démonstration. i) Par le théorème (6.1.4), il existe un sous-ensemble très général E
de P tel que toute sous-variété minimale tangente contenant un point de E est de
dimension maximale. Or, par le lemme (6.1.5), p(E) est un sous-ensemble très général
de B. Donc p(E)∩ p(V ) 6= ∅. De plus, l’action de G sur les fibres de p est transitive,
il existe donc x ∈ E, g ∈ G tels que x.g ∈ V . Ainsi, d’une part V (D, x.g) est incluse
dans V car cette dernière est tangente à D et contient x.g, et d’autre part, V (D, x.g)
est de dimension maximale car V (D, x.g) = V (D, x).g par le lemme (1.3.2) et car Sg
est un isomorphisme. Il s’ensuit que V est elle-même de dimension maximale.

ii) Pour la deuxième assertion, supposons que la distribution domine TB. Soit V une
sous-variété minimale tangente. Par le théorème de lissité générique, il existe un
ouvert lisse O1 de V et un ouvert lisse O2 de p(V ) tel que p|O1 : O1 → O2 soit lisse.
Ainsi, pour un point x de O1 sur lequel D est régulière, d’une part dim(dxp.TxV ) =
dim(Tp(x)O2) = dim(O2), d’autre part, par hypothèse sur la distribution qui est
tangente à V , dim(dxp.TxV ) = dim(Tp(x)B) = dim(B). La base B étant irréductible,
il s’ensuit que O2 est un ouvert dense de B, et donc que V domine B. La preuve se
conclut en invoquant la première assertion de ce lemme.
Enfin, regardons la partition. L’ouvert de régularité PU est bien recouvert par les
sous-variétés minimales tangentes. Il suffit donc de montrer que deux sous-variétés
minimales tangentes sont soit disjointes, soit égales. Soient V et V ′ deux telles sous-
variétés qui ne sont pas disjointes. La variété V ∩ V ′ est tangente à la distribution
et contient donc une sous-variété minimale tangente W . Or, par le point précédent,
dim(W ) = dim(V ) = dim(V ′). Par irréductibilité de ces sous-variétés, il vient V =
W = V ′.

6.2 Un théorème de X. Gomez-Mont
Voici le théorème qui peut-être trouvé dans [18] :

Théorème 6.2.1. Si D̃ est une distribution rationnel sur une variété projective irréductible
M dont les feuilles sont quasi-projectives, alors il existe une variété projective N et une
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application rationnelle π : M 99K N telle que la clôture d’une fibre générique de π est la
clôture d’une feuille de D̃.

Il peut s’appliquer au cas d’une distribution principale qui domine la base du fibré
principal sur lequel elle est définie.

Corollaire 6.2.2. Si p : P → B est un fibré principal et D une distribution rationnelle
principale qui domine TB, alors il existe une variété projective N et une application ration-
nelle dominante π : P 99K N tel que génériquement, les fibres de π sont les sous-variétés
minimales tangentes.

Démonstration. Soit V une sous-variété minimale tangente. Par le lemme (1.3.5), il existe
un ouvert O ⊂ B tel que le couple (PO,D) soit réductible au couple (VO,D(VO[G])). La dis-
tribution D̃ induite sur le G-fibré VO[G] = PO par la distribution VO → G(dim(VO), TVO)
est intégrable. De plus, ses feuilles sont les translatés de VO sous l’action du groupe G,
ce sont donc exactement les sous-variétés minimales tangentes restreintes à l’ouvert PO.
Cette nouvelle distribution rationnelle, qui est intégrable et dont les feuilles sont quasi-
projectives, peut être vu comme une distribution rationnelle sur le projectivisé de P . Il ne
reste plus qu’à conclure en invoquant le théorème de Gomez-Mont.

Autrement dit, sous cette hypothèse de domination de la base, les sous-variétés mini-
males tangentes s’arrangent entre elles pour former les fibres d’une application rationnelle.
Cette hypothèse est nécessaire comme le montre l’exemple (6.1.3).

6.3 Un théorème de P. Bonnet

Les distributions qui nous intéressent sont issues d’équations à paramètres. Elles ne
vérifient pas l’hypothèse de domination de la base. Le théorème de P.Bonnet qui va suivre
s’acquitte de cette hypothèse. Nous commençons par donner la définition d’une application
qui englobe toutes les intégrales premières d’une distribution. Puis nous verrons qu’elle
coïncide avec l’application donné dans le théorème de P. Bonnet.

Définition 6.3.1. Soient D une distribution rationnelle sur une variété irréductible P , N
une variété irréductible et π : P 99K N une application rationnelle dominante. L’applica-
tion π est une intégrale première maximale si π∗C(N) = C(P )D.

Voici le théorème de P. Bonnet :

Théorème 6.3.2. Soient D une distribution rationnelle sur une variété irréductible P . Il
existe une variété irréductible N , une application rationnelle dominante π : P 99K N et
un ensemble général E tels que pour tout x ∈ E, π−1(π(x)) = V (D, x).

Nous constatons que la conclusion du théorème est un peu plus faible que celle du
théorème de Gomez Mont mais qu’il n’y a aucune hypothèse sur la distribution. C’est
d’ailleurs la motivation de ce théorème.

Notons deux points plus techniques. Le premier point est que le papier de P.Bonnet
nous dit que l’ensemble général du théorème (6.3.2) et l’ensemble général du théorème
(6.1.4) sont les mêmes. Le deuxième point est qu’en notant v l’entier du théorème (6.1.4)
correspondant au maximum de la dimension d’une variété minimale tangente alors la
variété N du théorème ci-dessus est de dimension dim(P )− v.
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Proposition 6.3.3. Soit D une distribution rationnelle sur une variété P . Si π : P 99K N
est l’application donnée dans le théorème (6.3.2)), alors c’est une intégrale première maxi-
male, i.e. π∗C(N) = C(P )D. Réciproquement, si φ est une intégrale première maximale
alors il existe un ensemble général E tel que pour tout x ∈ E, φ−1(φ(x)) = V (D, x).

Démonstration. Montrons d’abord l’inclusion π∗C(N) ⊂ C(P )D. Prenons f ∈ C(N) et
un ouvert affine U de P sur lequel l’application π∗f et la distribution D sont bien dé-
finies. Il suffit alors de montrer que π∗f ∈ C(U)D. Notons pour cela l’ensemble F :=
{x ∈ U | X.(π∗f)(x) = 0 pour tout X ∈ D}. Cet ensemble est fermé dans U . Il est
aussi dense puisqu’en notant E l’ensemble général de la définition (6.3.1) alors nous avons
E ⊂

⋃
x∈E

π−1(π(x)) ⊂ F . Ainsi F = U , ce qui montre ce que nous voulions.

Montrons maintenant l’égalité. La correspondance entre extensions de corps et ap-
plications rationnelles dominantes ([20] p 25-26) associe à la suite d’extensions C(N) ⊂
C(P )D ⊂ C(P ) le diagramme commutatif :

P
φ // //

π     

M

ψ
����
N

où M est une variété vérifiant C(M) = C(P )D. Il suffit de montrer que les variétés M
et N sont birationnellement équivalentes. Commençons par montrer qu’elles ont même
dimension en montrant que les fibres génériques de φ et de π ont même dimension. La
commutativité du diagramme nous dit déjà que la dimension d’une fibre générique de φ
est inférieure à la dimension d’une fibre générique de π. Or, d’un côté la distribution D
est, par définition, tangente aux fibres de φ, donc pour un x générique, la variété minimale
tangente V (D, x) est incluse dans la clôture d’une fibre de φ. Et d’un autre côté, pour un
x général, V (D, x) est la clôture d’une fibre de π, ce qui implique par le lemme (6.1.5)
qu’une fibre générale de π est une sous-variété minimale tangente. Cela nous dit que les
clôtures des fibres générales de φ contiennent celles de π. Donc les fibres générales de φ et
de π ont même dimension, ce qui est aussi vrai pour les fibres génériques. Il s’ensuit que les
variétés M et N ont même dimension. L’extension de corps C(N) ⊂ C(M) est donc finie,
notons d le nombre de points dans une fibre générique de ψ. Nous venons de voir que les
fibres générales de π = ψ ◦ φ sont des variétés minimales tangentes qui sont en particulier
connexes. Donc les fibres générales de ψ sont aussi connexes. Il en est de même des fibres
génériques ce qui nous dit que d = 1 et montre l’égalité recherchée.

Montrons maintenant la réciproque. Soit π : M 99K N l’application donnée dans le
théorème (6.3.2) et φ : M 99K N ′ une intégrale première maximale. Aux égalités C(N) =
C(M)D = C(N ′) il est associé le diagramme commutatif :

M

π
����

φ

!! !!
N

∼
ψ
// N ′

qui induit sur des ouverts convenables : U

π
����

φ

    
V

∼
ψ
// V ′

Notons E l’ensemble général donné dans le théorème (6.3.2). Si x ∈ E∩U , alors φ−1(φ(x)) =
(ψ ◦ π)−1(ψ ◦ π(x)) = π−1(π(x)) = V (D, x). Ce qui termine la preuve.
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CHAPITRE 6. ANNEXE

6.4 Un théorème d’E. Amerik et F. Campana
Ce théorème explique l’organisation des clôtures de Zariski des orbites d’une application

rationnelle d’une varitété Kähler compact dans elle même. C’est un analogue discret et
analytique d’une partie des théorèmes de P. Bonnet. Dans notre cadre algébrique, ce
théorème donne :

Théorème 6.4.1. Soit M une variété projective et Φ : M 99KM une application ration-
nelle dominante. Il existe une application rationnelle dominante Φ-invariante π : M 99K N
dont la fibre générale Mx, x ∈ N , est l’adhérence de Zariski de l’ensemble des itérés par
Φ d’un point général de Mx.

La première partie des théorèmes de P. Bonnet donnant la semi-continuité de la dimen-
sion de la clôture de Zariski des orbites se montre en adaptant la méthode de P. Bonnet.
C’est l’objet principal de la preuve du théorème de spécialisation discret 5.2.1.
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Résumé

Le pseudo-groupe de Malgrange d’un champ de vecteurs défini sur une variété est la
sous-pro-variété de l’espace des jets de biholomorphismes locaux de cette variété obtenue
en prenant la clôture de Zariski des flots du champ de vecteurs. Une équation différentielle
ordinaire d’ordre 2 définit un champ de vecteurs sur une variété de dimension 3. Le pseudo-
groupe de Malgrange de ce dernier est de type différentiel d’ordre inférieur ou égal à 2.
Une équation différentielle ordinaire d’ordre 2 est dite irréductible si ses solutions générales
ne peuvent pas être exprimées à l’aide de solutions d’équations algébriques, différentielles
linéaires ou différentielles d’ordre 1. Si le type différentiel du pseudo-groupe de Malgrange
d’une équation d’ordre 2 est exactement 2 alors cette dernière est irréductible.

Nous donnons plusieurs définitions du pseudo-groupe de Malgrange d’un champ de vec-
teurs équivalentes à la définition originale donnée par Bernard Malgrange. La définition du
premier paragraphe nous permet d’appliquer un théorème de semi-continuité de la dimen-
sion des clôtures de Zariski des feuilles d’un feuilletage holomorphe de Philippe Bonnet.
Nous obtenons le résultat suivant concernant les équations différentielles ordinaires dépen-
dant de paramètres. Si le type différentiel du pseudo-groupe de Malgrange de l’équation
spécialisée en une valeur des paramètres est à exactement 2 alors il en sera de même pour
les pseudo-groupes de Malgrange de l’équation spécialisée en des valeurs générales des pa-
ramètres. Une première application de ce résultat est de redémontrer l’irréductibilité des
équations de Painlevé pour des valeurs générales des paramètres. Une seconde application
est de déterminer complètement les pseudo-groupes de Malgrange de ces équations pour
des valeurs générales des paramètres.

Les définitions du pseudo-groupe de Malgrange et les résultats de spécialisations s’adap-
tent aux équations aux q-différences. En appliquant ces résultats aux équations de Painlevé
discrètes, nous obtenons le pseudo-groupe de Malgrange de ces dernières pour des valeurs
générales des paramètres.

Abstract

The Malgrange pseudogroup of a vector field on a variety is the sub-pro-variety of the
jet space of local biholomorphisms of this variety obtained by taking the Zariski closure of
the flow of the vector field. A second-order ordinary differential equation defines a vector
field on a variety of dimension 3. The differential type of the Malgrange pseudogroup of
this one is at most 2. A second-order ordinary differential equation is said to be irreductible
if its general solutions can not be expressed using solutions of algebraic equations, linear
differential equations or differential equations of order 1. If the differential type of the
Malgrange pseudogroup of a second-order differential equation is exactly 2 then the latter
is irreductible.

We give several definitions of the Malgrange pseudogroup of a vector field which are
equivalent to the original definition given by Bernard Malgrange. The definition of the
first paragraph leads us to apply a semi-continuity theorem of the dimension of the Zariski
closure of the leaves of a holomorphic foliation given by Philippe Bonnet. We obtain the
following result about the ordinary differential equations which depend on parameters. If
the differential type of the Malgrange pseudogroup of the equation specialized in one value
of parameters is exactly two then it will be the same for the Malgrange pseudogroup of the
equation specialized in a general value of parameters. A first application of this result is an
other proof of the irreductibility of the Painlevé equations for general value of parameters.
A second application is to fully determined the Malgrange pseudogroups of this equations
for general value of parameters.

The definitions of the Malgrange pseudogroup of a vector field and the specialisation
results can be adapted the q-difference equations. By applying this results to the discret
Painlevé equations, we fully determined the Malgrange pseudogroup of the latters for
general value of parameters.
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