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Introduction générale

Les tendances actuelles de la recherche dans la théorie de l’ordonnancement visent,

depuis plusieurs années, à mieux modéliser les problèmes rencontrés dans des cas pratiques

et industriels. Ces recherches ont donné naissance à des modèles qui combinent l’aspect

ordonnancement et la prise de décision logistique telles que la disponibilité des machines,

le transport, etc.

Les problèmes d’ordonnancement ont été largement étudiés depuis soixante ans. Dans

la plupart de ces problèmes, les machines sont considérées disponibles. Dans un cas réel,

cette hypothèse n’est pas toujours vraie. En effet, les machines peuvent connaître des pé-

riodes d’indisponibilité correspondant à des périodes de maintenance préventive, pannes,

ou un changement d’outils.

Depuis le début des années 1990, plusieurs travaux ont été menés sur l’ordonnancement

en présence de périodes d’indisponibilité. La plupart de ces travaux considèrent que la

durée de ces périodes est fixe, i.e. la date de début et de fin sont considérées comme

connues et certaines (cf. [81, 102]).

Les périodes d’indisponibilité peuvent être considérées comme une variable de décision,

on parle dans ce cas d’un ordonnancement simultané des tâches et des indisponibilités.

En effet, la planification de périodes d’indisponibilité, souvent considérées comme des

périodes de maintenance, est très importante et vise à améliorer l’efficacité de l’entreprise

en termes de coûts de production et de délais de livraison. Par exemple, dans l’étude de

Singh et al. [104], la planification de maintenance permet de réduire les temps d’arrêt de

13,64 % et d’augmenter les bénéfices de l’entreprise.

Outre cela, l’état de la machine peut affecter les performances de la production. Ces

variations sont généralement modélisées, dans la littérature, par un effet de détérioration

ou un effet d’apprentissage. Par exemple, plus la machine est utilisée, plus le temps opéra-

toire de la tâche augmente, ce qui est dû au vieillissement de la machine. Ainsi, l’insertion
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de ces périodes de maintenance est légitime afin de rétablir les conditions initiales de

production.

Dans cette thèse, nous nous intéressons à l’ordonnancement simultané des tâches et

des périodes d’indisponibilité, en particulier celles dont les durées sont variables, dans les

différents ateliers de production. La résolution d’un problème d’ordonnancement simultané

de tâches et de périodes d’indisponibilité consiste à trouver la séquence de tâches, le

nombre de maintenances et leurs positions qui minimisent le critère d’optimisation. Notre

travail vise à proposer des méthodes de résolution pour plusieurs critères d’optimisation.

Cette thèse est organisée en trois parties :

– Contexte et état de l’art

Cette première partie consiste à présenter d’une manière générale le contexte de

notre étude et présenter les différents travaux menés sur les problèmes d’ordonnan-

cement en présence de périodes d’indisponibilité.

Nous présentons tout d’abord dans le premier chapitre (chapitre 1) les notions de

base d’un problème d’ordonnancement, les notations ainsi que les différents ateliers

de production. Pour faciliter la compréhension de la problématique, nous décrivons

aussi les différents effets appliqués sur les machines et les différents modèles de

maintenance. Dans le deuxième chapitre (chapitre 2), un état de l’art est réalisé,

qui vise à présenter un état des lieux des connaissances de la prise en compte des

indisponibilités dans les problèmes d’ordonnancement.

L’objectif de cette partie est non seulement de retracer l’état de l’art des problèmes

d’ordonnancement avec la prise en compte de périodes d’indisponibilité, mais aussi

d’identifier les écarts entre les différents travaux et de bien positionner notre étude

par rapport à la littérature existante.

– Approche globale

Dans cette partie, nous développons une approche globale pour résoudre les pro-

blèmes de la prise en compte des indisponibilités dans un atelier à une machine

et à machines parallèles. Pour ceci, nous décrivons dans le chapitre 3 un modèle

général qui englobe les modèles antérieurs existants dans la littérature, dans lequel

un nouveau système de maintenance a été présenté. Nous présentons aussi, dans ce

chapitre, le problème d’affectation linéaire qui sera le modèle sous-jacent principal

pour développer notre approche de résolution.

Les deux chapitres (4 et 5) sont consacrés à la résolution du modèle global dans

un atelier à une machine et à machines parallèles, respectivement. Nous proposons

finalement dans le chapitre 6 une étude des cas particuliers et des extensions issus

du modèle global.

Les travaux présentés, dans cette partie, permettent de résoudre des problèmes
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d’ordonnancement non traités avant et aussi de généraliser et améliorer des résultats

antérieurs.

– Problème flow shop

Cette partie est consacrée à la résolution d’un problème d’ordonnancement dans

un atelier flow shop à deux machines en présence d’une période d’indisponibilité

sur la deuxième machine. Une étude de complexité est menée sur le problème. En-

suite, nous définissons des propriétés d’optimalité. En se basant sur ces propriétés,

trois méthodes de résolution exacte sont proposées ; une méthode énumérative, un

programme linéaire et une méthode basée sur l’approche de séparation et évalua-

tion (B&B). Finalement, nous étudions expérimentalement les différentes méthodes

proposées sur plusieurs instances, afin de vérifier l’efficacité des méthodes.

À la fin de ce document, nous proposons une conclusion générale et donnons des

perspectives de recherche concernant les problèmes d’ordonnancement de tâches et de

périodes d’indisponibilité.
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Première partie

Contexte et état de l’art
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1
Ordonnancement de la production et

périodes d’indisponibilité

Résumé : Ce chapitre présente le contexte global de la thèse.

Nous proposons, en premier lieu, les notions de base des problèmes

d’ordonnancement et les notations utilisées dans le reste de la thèse.

En second lieu, nous présentons les différents effets appliqués sur la

machine et aussi une analyse sur la prise en compte des périodes

d’indisponibilité dans les problèmes d’ordonnancement.
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Chapitre 1. Ordonnancement de la production et périodes d’indisponibilité

1.1 Introduction

Une grande partie de la théorie d’ordonnancement suppose que les machines sont tou-

jours disponibles. Cette hypothèse n’est pas toujours vraie. En effet, la réalité industrielle

prévoit des périodes d’indisponibilité des machines pour la maintenance, le changement

d’outil, l’indisponibilité des opérateurs, etc.

Dans ce chapitre, nous donnerons le contexte dans lequel se situe la thèse, en présentant

un certain nombre de généralités et de définitions sur les problèmes d’ordonnancement,

dans la première section.

La deuxième section sera consacrée à la présentation des différents effets appliqués sur

les machines de production. Enfin, nous présentons une analyse sur les différents modèles

d’indisponibilité utilisés dans la littérature.

1.2 Généralités & notations

1.2.1 Généralités

“ Ordonnancer, c’est programmer l’exécution d’une réalisation en attri-

buant des ressources aux tâches et en fixant leurs dates d’exécution.

[. . .]. Enfin, il faut programmer les tâches de façon à optimiser un cer-

tain objectif. . . ”
J. Carlier et P. Chrétienne, Problèmes d’ordonnancement [16], 1988

Les problèmes d’ordonnancement consistent à organiser dans le temps la réalisation

d’un ensemble de tâches en tenant compte de contraintes et en leur allouant les ressources

requises, et dont le but est l’optimisation d’un objectif fixé.

Une tâche est une entité caractérisée par un nombre d’opérations à réaliser. Chaque

opération nécessite une durée de réalisation et des ressources. Selon les problèmes, les

tâches peuvent être réalisées sans interruption (tâches non-préemptives) ou par morceaux

(tâches morcelables ou encore préemptives).

Les ressources nécessaires à l’exécution de tâches peuvent être de différents types ;

technique ou humain. Une ressource est renouvelable si après chaque utilisation elle reste

disponible dans la même quantité et dans le même état de fonctionnement qu’avant l’uti-

lisation. Lorsque la quantité d’une ressource diminue au fur et à mesure de son utilisation,

on parle d’une ressource consommable.
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1.2 Généralités & notations

1.2.1.1 Les ateliers

Dans les problèmes d’ordonnancement, plusieurs types d’ateliers de production sont

considérés. Un atelier se définit par le nombre de machines qu’il contient et par son type.

Les différents types possibles sont les suivants :

Une machine : les problèmes d’atelier à une machine sont les plus traités dans la

littérature. Les tâches à réaliser sont composées d’une seule opération, et donc le problème

consiste à déterminer le séquencement optimal des tâches sur la machine en respectant

les contraintes.

Machines parallèles : les problèmes à machines parallèles sont considérés comme une

généralisation des problèmes à une machine. Dans cet atelier, les tâches sont constituées

d’une seule opération en présence de plusieurs machines ayant les mêmes fonctionnalités :

– Machines parallèles identiques (P) : les durées opératoires des tâches ne dépendent

pas des machines, i.e. la vitesse d’exécution d’une tâche est la même sur toutes les

machines.

– Machines parallèles uniformes (Q) : chaque machine a une vitesse d’exécution propre

et constante.

– Machines parallèles non-uniformes (R) : la vitesse d’exécution est différente pour

chaque machine et pour chaque tâche.

Machines dédiées : dans ce cas, chaque tâche est constituée de plusieurs opérations

et les machines sont spécialisées à l’exécution de certaines opérations. Trois types d’ateliers

sont considérés :

– Flow shop (F) : dans cet atelier le cheminement est unique, les tâches à réaliser

passent par toutes les machines dans le même ordre. Dans la littérature, un cas

particulier est souvent étudié, pour lequel la séquence de passage des tâches sur

chaque machine est la même sur toutes les machines 1.

– Job shop (J) : cet atelier est considéré comme une généralisation du flow shop. En

effet, la gamme opératoire est différente d’une tâche à l’autre, autrement dit, le

passage des tâches sur les machines peut être différent d’une tâche à l’autre. Les

premiers résultats théoriques concernant le job shop datent des années cinquante

avec la résolution du problème à deux machines et d’un cas particulier à trois ma-

chines [44].

– Open shop (O) : cet atelier est le moins étudié dans la littérature et le moins utilisé

dans les entreprises. L’ordre d’exécution des opérations n’est pas fixé.

1. Appelé ordonnancement de permutation.
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Chapitre 1. Ordonnancement de la production et périodes d’indisponibilité

1.2.1.2 Représentation des ordonnancements

Les ordonnancements sont représentés par un diagramme de Gantt, ce dernier a été

développé par H.-L. Gantt en 1910. Le diagramme de Gantt est utilisé aussi dans les

entreprises pour la planification des projets. Dans le cas de la gestion de la production, ce

diagramme se compose de plusieurs lignes horizontales (ou des étages) qui représentent les

machines, les tâches exécutées sur une machine donnée sont représentées par des rectangles

de longueur proportionnelle à leur durée. Par conséquent, le diagramme de Gantt donne

un aperçu des tâches exécutées sur l’ensemble des machines au cours du temps.

La figure 1.1 présente un diagramme de Gantt pour un atelier de trois machines

parallèles et identiques. Les temps opératoires de chaque tâche sont présentés dans le

tableau 1.1.

Tableau 1.1 – Durées des tâches

T1 T2 T3 T4 T5 T6 T7 T8 T9

pj 4 2,5 1,5 3 3 3 1 1 2

1 2 3 4 5 6 7 8

M1 T1 T3 T9

M2 T7 T2 T5

M3 T6 T4 T8

Figure 1.1 – Diagramme de Gantt

1.2.2 Notations

Avant d’entamer la présentation des différents travaux sur les problèmes d’ordonnan-

cement en présence de périodes d’indisponibilité, il est primordial de définir les notations

utilisées. Le tableau 1.2 introduit les notations que nous adoptons dans la suite de ce ma-

nuscrit, issues (pour la plupart) de la littérature. Soient T = {T1, T2, . . . , Tn} l’ensemble

des tâches à ordonnancer et M = {M1, M2, . . . , Mm} l’ensemble des m machines.

Chaque tâche Tj sur une machine Ml est caractérisée par sa date de début sl
j et sa

date de fin C l
j, notons que lorsque la préemption n’est pas autorisée, la différence entre

la date de début et date de fin (C l
j − sl

j) est égale au temps opératoire de la tâche Tj.

D’autres données peuvent être associées aux tâches telles que la date de disponibilité de

la tâche rj et la date d’exécution au plus tard dj.
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1.2 Généralités & notations

Tableau 1.2 – Notations

n : nombre de tâches
m : nombre de machines
r : position de la tâche dans la séquence de l’ordonnancement
p(l, j, r) : temps opératoire de la tâche Tj à la position r sur Ml

Cj : date de fin de la tâche Tj

mli : durée de la période d’indisponibilité i sur la machine Ml

tli : durée d’exécution séparant deux indisponibilités i − 1 et i sur Ml

kl : nombre d’indisponibilités sur la machine Ml

k =
∑m

l=1 kl : nombre d’indisponibilités sur l’ensemble des machines
k0 : borne supérieure du nombre d’indisponibilités
Gl

i : groupe des tâches entre l’indisponibilité i − 1 et i sur la machine Ml

Graham et al. [45] ont présenté une notation standard pour le problème d’ordonnan-

cement. Cette notation se compose de trois champs α|β|γ. Le champ α définit l’environ-

nement d’exécution, et est composé de deux sous-champs α1 et α2 :

– α1 : ce paramètre indique le type de l’environnement d’exécution ;

α1 = ∅ : une machine

α1 = P : machines parallèles identiques

α1 = Q : machines parallèles uniformes

α1 = R : machines parallèles non-uniformes

α1 = F : Flow shop

α1 = J : Job shop

α1 = O : Open shop

– α2 : ce paramètre indique le nombre de machines utilisées. Si α2 n’est pas précisé,

le nombre de machines est quelconque.

Le champ β nous renseigne sur les caractéristiques des tâches et des machines (pé-

riodes d’indisponibilité, durée, date au plus tôt et au plus tard, contrainte de précédence,

préemption . . . ).

Le dernier champ γ nous indique le critère d’optimisation à minimiser ou à maximiser.

Le paramètre γ peut être une combinaison de plusieurs critères d’optimisation (Problèmes

d’ordonnancement multi-objectifs). Dans la sous-section suivante, nous présentons en dé-

tail les différents critères d’optimisation.

1.2.2.1 Critères d’optimisation

Généralement, l’objectif d’un problème d’ordonnancement consiste à optimiser un ou

plusieurs critère(s) (minimisation de la durée totale, des pénalités. . . ) ou à trouver une

solution admissible qui respecte les contraintes du problème. Les variables intervenant le

plus souvent dans l’expression de la fonction objectif sont : la date Cj de fin d’exécution
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Chapitre 1. Ordonnancement de la production et périodes d’indisponibilité

de la tâche Tj, les retards Lj = Cj −dj, avec dj la date d’exécution au plus tard de la tâche

Tj, etc. Nous présentons, ci-dessous, une sélection des différents critères d’optimisation

utilisés :

– La durée totale (le makespan) : notée aussi Cmax est la durée totale de l’or-

donnancement ou charge totale de la machine est égale à la date de fin de la tâche

la plus tardive ; Cmax = max{Cj}. Minimiser la durée totale de l’ordonnancement

revient à minimiser Cmax, i.e. min{max
j

{Cj}}.

– La charge totale des machines (TML) : la charge totale d’une machine corres-

pond à sa durée d’exécution, ainsi pour les problèmes avec plusieurs machines (m

machines) la charge totale des machines est définie par :

Charge totale =
m∑

l=1

C l
max

avec C l
max la durée totale d’exécution sur la machine Ml.

– La somme des dates de fin (ou minimiser les encours) TC : ce critère consiste

à minimiser la somme des dates de fin Cj de chaque tâche : TC =
∑n

j=1 Cj.

– La somme des durées d’attente (TW ou
∑

Wj) : la durée d’attente Wj d’une

tâche est égale à sa date de lancement Cj − pj, avec Cj et pj, respectivement, la

date d’achèvement et le temps opératoire de la tâche j. Ainsi, minimiser la somme

des durée d’attente est équivalent à minimiser cette expression :

TW =
n∑

j=1

Wj =
n∑

j=1

(Cj − pj)

– Les retards : dans certains secteurs d’activité, la minimisation des retards est un

critère important dans les problèmes d’ordonnancement. Deux types de retard sont

considérés ;

– retard algébrique de la tâche Tj (écart par rapport à la fin souhaitée) : Lj = Cj −dj

– retard vrai de la tâche j : Tj = max{Cj − dj, 0}

Dans la littérature, plusieurs critères ont été étudiés tels que la minimisation de :

Tmax = max{Tj} (le retard maximum), T̄ = 1
n

∑n
j=1 Tj (le retard moyen) ou le retard

algébrique maximum Lmax = max{Lj}. Parfois, on s’intéresse au nombre de retards

et non aux durées des retards (exemple une commande de client est satisfaite ou

non), on définit alors le nombre de tâches en retard
∑n

j=1 Uj, avec Uj = 1 si la tâche

j est en retard, zéro sinon. Dans plusieurs travaux, des poids wj (pénalité de retard)

ont été ajoutés pour chaque tâche.

– La variation des dates de fin (TADC) : appelé aussi Total absolute deviation of

job completion times (TADC). Ce critère d’optimisation a été introduit initialement
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1.2 Généralités & notations

dans [65]. La variation des dates de fin est exprimée par l’expression suivante :

TADC =
n∑

i=1

n∑

j=i

|Cj − Ci|

– La variation des durées d’attente (TADW) : appelé aussi Total absolute de-

viation of job waiting times (TADW ) est exprimée par l’expression suivante (voir

Bagchi [9]) :

TADW =
n∑

i=1

n∑

j=i

|Wj − Wi|

– Autres critères : dans la littérature, plusieurs autres critères d’optimisation peuvent

être étudiés. Citons par exemple des critères d’optimisation sous forme d’une fonc-

tion coût. Ces critères sont générés à partir d’une combinaison linéaire de critères

présentés précédemment. Pour plus de détails sur ces critères, nous citons les travaux

étudiés dans [42] et [10].

1.2.2.2 Notations liées à la maintenance et aux effets sur la machine

Dans cette sous-section, nous présentons les notations spécifiques de la notation à

trois champs liées à la maintenance et aux effets appliqués sur la machine. Plusieurs

notations ont été présentées dans la littérature. Dans les problèmes avec des périodes

d’indisponibilité connues d’avance (intervalles d’indisponibilité), les indisponibilités sont

considérées comme des contraintes liées à l’environnement d’exécution. Ainsi, un troisième

sous-champ α3 a été ajouté dans la notation à trois champs. Le paramètre α3 ∈ {∅; hl,k}

indique les périodes d’indisponibilité du problème ; si α3 = ∅, cela signifie que nous n’avons

aucune période d’indisponibilité dans l’ordonnancement. α3 = hl,k indique que le problème

possède un nombre quelconque d’indisponibilités sur chaque machine. Si l est remplacé

par un entier positif, cela signifie que les indisponibilités sont seulement sur la machine

Ml. Si k est remplacé par un entier positif, cela indique que le nombre de maintenances

sur chaque machine est imposé, sinon le nombre d’indisponibilités est quelconque. Par

exemple, lorsque α3 égal à :

– h1,k : le problème étudié considère un nombre quelconque de périodes d’indisponi-

bilité sur la machine M1 mais pas de maintenance sur les autres machines

– hl,1 : le problème étudié considère une seule période de maintenance sur toutes les

machines

– h2,1 : le problème étudié considère une seule période de maintenance sur la machine

M2 seulement

Notons que pour les problèmes à une machine, nous pouvons supprimer l’indice l :

α3 = h1,k = hk. Cette notation a été présentée en détail dans les surveys sur les problèmes
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Chapitre 1. Ordonnancement de la production et périodes d’indisponibilité

avec des indisponibilités connues d’avance de Ma et al. [81] et de Schmidt [102].

Un deuxième système de notation a été présenté dans d’autres articles (par exemple :

[3], [134] et [126]), notamment dans les travaux avec des périodes d’indisponibilité consi-

dérées comme des variables de décision. Les informations des périodes d’indisponibilité

ont été présentées dans le sous-champ β qui indique les caractéristiques du problème.

Dans cette thèse, nous considérons que les périodes d’indisponibilité sont liées aux

caractéristiques du problème. Ainsi, nous ajoutons la notation liée à la maintenance et

aux tâches dans le champ β de la notation à trois champs de Graham. Les sous-champs

suivants sont considérés :

Notation liée aux durées variables des tâches

– β1 = {∅; p(l, j, r, t); p(l, j, r, t) = f(l, j, r, t)} indique si le temps opératoire de la tâche

est variable ou non. Si β1 = ∅, cela signifie que les temps opératoires des tâches sont

constants. Lorsque β1 = p(l, j, r, t), les temps opératoires varient selon (l, j, r, t) (avec

l : la machine, j : la tâche, r : sa position dans la séquence de l’ordonnancement,

t : la date de lancement de la tâche). Si β1 = {p(l, j, r, t) = f(l, j, r, t)}, cela signifie

que les temps opératoires suivent une fonction f bien définie et cette dernière varie

en fonction de (l, j, r, t).

Notation liée aux maintenances

– β2 = {∅;Ml;Ml = k0;Ml ≤ k0} le sous-champ β2 indique le nombre de main-

tenances à insérer dans l’ordonnancement. Si β2 = ∅, cela signifie qu’aucune pé-

riode d’indisponibilité n’est autorisée dans le système. Si β2 = Ml, dans ce cas le

nombre de maintenances à insérer sur chaque machine est une variable de décision.

Si β2 = {Ml = k0}, alors le nombre de maintenances sur chaque machine est imposé

et est égal à cette valeur. Lorsque l est remplacé par un entier positif, cela signifie

que les indisponibilités sont seulement sur la machine Ml. Lorsque β2 = {Ml ≤ k0},

on définit une borne supérieure de maintenances à insérer sur les machines. Notons

que si on supprime l’indice l, i.e. M = k0 ou M ≤ k0, on parle dans ce cas du nombre

total de maintenances sur toutes les machines.

– β3 = {∅; mli = g(l, j, i, r, t)}, le paramètre β3 donne une idée sur la durée de mainte-

nance, avec mli la durée de la ième maintenance sur la machine Ml. Si β3 = {mli =

g(l, j, i, r, t)}, la maintenance suit une fonction g bien définie et varie selon les cinq

paramètres (l, j, i, r, t) (avec l : la machine, j : la tâche, i : le groupe, r : la position

dans le groupe, t : la date de lancement). Notons que pour les problèmes d’ordon-

nancement à une machine, nous pouvons supprimer l’indice l, i.e. mi. Lorsque nous

traitons un problème avec une seule période de maintenance (Ml = 1) à ordonnancer

sur chaque machine, nous pouvons supprimer l’indice i, i.e. ml.
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1.2 Généralités & notations

Afin de mieux comprendre cette notation, nous présentons ci-dessous des exemples de

notation à trois champs :

Exemple 1. 1|p(j, r) = aj + rbj, M ≤ 2, m = cst|Cmax : représente le problème consistant

à ordonnancer n tâches dans un atelier à une machine. Les temps opératoires

suivent une fonction linéaire avec p(j, r) = aj + rbj. Dans ce problème, au

plus deux maintenances doivent être insérées sur la machine avec des durées

constantes égales à cst. L’objectif est la minimisation de la durée totale de

l’ordonnancement.

Exemple 2. 1|p(j, r) = raj , M, mi = csti|Cmax : représente le problème consistant à ordon-

nancer n tâches dans un atelier à une machine. Les temps opératoires suivent

la fonction p(j, r) = raj . La durée de la maintenance varie selon son rang

i dans l’ordonnancement (csti). L’objectif du problème est de trouver la sé-

quence de tâches, le nombre et les positions des maintenances qui minimisent

le makespan.

Exemple 3. Rm|p(l, j, r),Ml, mli = cstl|TADC : nous étudions dans cet exemple un pro-

blème avec m machines non liées. L’objectif est la minimisation de la variation

des dates de fin. Les temps opératoires des tâches suivent une fonction quel-

conque. Le nombre de maintenances est une variable de décision à déterminer

afin de minimiser le critère d’optimisation. Notons que les durées des périodes

de maintenance sont constantes par machine (cstl est la durée de chaque pé-

riode de maintenance sur la machine Ml).

Exemple 4. Rm|p(l, j, r) = alj + rblj,M ≤ k0, mli = cstli|
∑

C l
max : dans ce problème, nous

considérons un problème avec m machines non liées. Les tâches suivent une va-

riation linéaire. Le nombre total de maintenances à ordonnancer sur l’ensemble

des machines a une borne supérieure k0. La durée de la maintenance varie selon

la machine l et le rang de la maintenance i. L’objectif est la minimisation de

la charge totale des machines.

Exemple 5. F2|M2 = 1, m = f(t)|Cmax : cette notation représente le problème consistant

à ordonnancer n tâches dans un atelier flow shop à deux machines et une

maintenance sur la deuxième machine. La durée de la maintenance suit une

fonction f(t) qui varie selon sa date de début. L’objectif est de trouver la

séquence de tâches et la position de la maintenance qui minimisent la durée

totale de l’ordonnancement.

Notons que d’autres sous-champs peuvent être ajoutés au champ β tels que ; la préemption

est autorisée ou non, les dates de début au plus tôt rj et les dates de fin au plus tard dj,

etc.
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Chapitre 1. Ordonnancement de la production et périodes d’indisponibilité

1.3 Temps opératoires variables

Dans les problèmes classiques d’ordonnancement, les temps opératoires des tâches sont

généralement constants et connus d’avance. Comme mentionné dans Rinnooy Kan [64], les

hypothèses restrictives traditionnelles peuvent correspondre à une image un peu simpliste

de la réalité, mais elles peuvent améliorer davantage la complexité du calcul. La disponibi-

lité continue de la machine n’est pas toujours vraie, en effet, les durées de traitement des

tâches peuvent être variables suite à la variation des conditions de la production. Dans

plusieurs secteurs d’activités, l’état de la machine ou l’expérience des opérateurs peut

affecter les performances de la production. Ces variations sont généralement modélisées

dans la littérature par un effet de détérioration ou un effet d’apprentissage.

Quel que soit l’effet appliqué sur la machine (détérioration ou apprentissage), deux

types de classes de variation des tâches sont étudiées dans la littérature :

– Position-dependent effects : la durée de traitement d’une tâche Tj varie en fonction

de sa position dans l’ordonnancement r, i.e. p(j, r). Citons notamment les travaux

de Bachman et Janiak [7] et Rudek et Rudek [97].

– Time-dependent effects : la durée de traitement d’une tâche Tj varie en fonction de

sa date de début t, i.e. p(j, t). Cheng et al. présentent dans [20] une synthèse des

articles qui considèrent des problèmes d’ordonnancement avec des tâches variables

en fonction de leur date de début. Citons également le livre de Gawiejnowicz [39] et

l’article de Alidaee et Womer [2].

1.3.1 Effets de détérioration

Les problèmes d’ordonnancement avec un effet de détérioration 2 ont été étudiés, au

cours des dernières décennies, avec plusieurs configurations de problèmes et de mesures

de performance. Gupta et Gupta [48] et Browne et Yechiali [14] ont probablement été les

premiers chercheurs à introduire l’effet de la détérioration dans les problèmes d’ordonnan-

cement.

Dans les problèmes avec un effet de détérioration, plus la machine est utilisée, plus

le temps opératoire de la tâche augmente, cette variation est due au vieillissement de la

machine.

L’effet de détérioration peut être décrit par l’exemple suivant ; supposons que certains

produits nécessitent un traitement par un outil spécifique, par exemple une opération de

perçage. Le temps requis pour le traitement d’un seul produit dépend de la qualité de

l’outil. À cause de l’usure de l’outil, le temps opératoire nécessaire pour traiter certains

2. Appelé aussi effet de vieillissement : Aging effects.
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1.3 Temps opératoires variables

produits augmente en fonction du nombre de produits déjà traités. Ainsi, le temps opé-

ratoire d’une tâche peut être décrit par une fonction croissante selon le nombre de tâches

précédemment exécutées.

Plusieurs fonctions analytiques ont été utilisées, dans la littérature, pour illustrer l’effet

de la détérioration. On distingue, comme cela a été précisé précédemment :

– Détérioration en fonction de la position de la tâche : plus la position de la tâche est

grande, plus sa durée de traitement augmente

p(j, 1) ≤ p(j, 2) ≤ . . . ≤ p(j, n), j = 1, . . . , n. (1.1)

avec p(j, r) le temps opératoire de la tâche j dans la position r.

– Détérioration en fonction de la date de début de la tâche : plus la date de début

d’exécution de la tâche est tardive, plus sa durée de traitement augmente

p(j, t1) ≤ p(j, t2), j = 1, . . . , n, ∀ t1 ≤ t2. (1.2)

avec tr la date de début de la tâche ordonnancée dans la position r et p(j, tr) son

temps opératoire.

La motivation de mener des études sur ces problèmes découle de l’existence de nom-

breuses applications de la vie réelle qui peuvent être formulées sous la forme de problèmes

d’ordonnancement de tâches avec un effet de détérioration. Par exemple, la détérioration a

été utilisée dans plusieurs travaux pour modéliser les systèmes de production avec ou sans

périodes de maintenance. Yang et et al. [123] ont étudié un système de production à ma-

chines parallèles avec des outils de coupe. Les machines suivent un effet de détérioration,

à cause de l’usure de l’outil de coupe. Des périodes de maintenance peuvent être insérées

pour changer les outils, ainsi la machine revient à son état initial avant la détérioration.

Gupta et al. [49] ont utilisé un problème à une machine avec un effet de détérioration pour

étudier les politiques de paiement optimales pour rembourser plusieurs prêts. Rachanio-

tis et Pappis, dans [96], montrent, quant à eux, que l’allocation d’une seule ressource

lorsque plusieurs incendies doivent être maîtrisés dans une forêt, peut être modélisée par

un problème d’ordonnancement à une machine avec un effet de détérioration.

De nombreuses recherches ont été menées sur l’ordonnancement avec un effet de dé-

térioration, citons notamment Bachman et Janiak [5, 6], Bachman et al. [8], Browne et

Yechiali [14] et Ng et al. [92]. Les tableaux 1.3 et 1.4 présentent un aperçu des différentes

fonctions utilisées (positionnelles et temporelles) dans la littérature.
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Chapitre 1. Ordonnancement de la production et périodes d’indisponibilité

1.3.2 Effets d’apprentissage

L’apprentissage est un facteur important dans les systèmes de production industriels.

L’effet d’apprentissage a été initialement introduit dans les problèmes d’ordonnancement

par Biskup [11]. Depuis lors, les problèmes d’ordonnancement avec effet d’apprentissage

ont reçu une attention croissante. Dans l’ordonnancement avec un effet d’apprentissage,

la durée de traitement d’une tâche devient plus courte, à condition que la tâche soit

planifiée tard. Nous pouvons illustrer cet effet par l’exemple suivant ; supposons qu’un

opérateur doit assembler un certain nombre de produits similaires. Le temps nécessaire

par l’opérateur pour assembler un seul produit dépend de sa connaissance, ses compé-

tences, l’organisation de son lieu de travail et d’autres facteurs. Pendant le processus

d’assemblage, l’opérateur apprend à produire. Ainsi, chaque produit assemblé par l’opé-

rateur a une influence sur ses compétences, une meilleure organisation de son lieu de

travail et sa connaissance. Grâce à son apprentissage, le temps nécessaire pour assembler

les prochains produits diminue. Cette diminution du temps opératoire de la tâche peut

être présentée par une fonction décroissante selon le nombre de produits déjà assemblés.

Nous citerons les travaux de Biskup [11], Kuo et Yang. [69] et Ji et al. [62]. Pour plus

de précision, nous renvoyons le lecteur vers la revue de Biskup [12] sur les problèmes qui

considèrent des machines avec un effet d’apprentissage.

On distingue, comme cela a été précisé précédemment, des fonctions qui varient :

– en fonction de la position de la tâche :

p(j, 1) ≥ p(j, 2) ≥ . . . ≥ p(j, n), j = 1, . . . , n. (1.3)

avec p(j, r) le temps opératoire de la tâche j dans la position r.

– en fonction de la date de début de la tâche :

p(j, t1) ≥ p(j, t2), j = 1, . . . , n, ∀ t1 ≤ t2. (1.4)

avec tr la date de début de la tâche ordonnancée dans la position r et p(j, tr) son

temps opératoire.

Plusieurs applications réelles de l’effet d’apprentissage ont été étudiées. Souvent, l’effet

d’apprentissage est utilisé dans les problèmes qui modélisent les systèmes de production

manuels et semi-automatiques. Ho et al. [54] ont utilisé un problème d’ordonnancement

avec un effet d’apprentissage pour modéliser un problème de reconnaissance des menaces

aériennes, en effet le temps nécessaire de reconnaissance diminue lorsque la menace s’ap-

proche de la station radar.

Partant du modèle d’apprentissage de Biskup [11], une grande variété de modèles basés

sur la position de la tâche r ont été étudiés dans la littérature. Les tableaux 1.3 et 1.4
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1.3 Temps opératoires variables

donnent un aperçu des différents modèles proposés (positionnels et temporels).

Plusieurs autres extensions existent dans la littérature, citons par exemple Cheng et

al. [23], Okolowski et Gawiejnowicz [93], Yin et al. [137], Low et Lin [79], Lu et al. [80],

Cheng et al. [22], Wang et Wang. [113] et Ji et al. [61].

Tableau 1.3 – Les différents modèles de temps opératoire présentés dans la littérature (variation
selon la position r)

Fonction
p(j, r)

Effets de détérioration
où a, aj , bj , σ et σj sont
des facteurs de détérioration

Effet d’apprentissage
où a, aj , bj , σ et σj sont
des facteurs d’apprentissage

Références

pjra a > 0 a < 0
Biskup [11] ;
Mosheiov [87, 88]

pjraj aj > 0 aj < 0
Mosheiov et Sidney [89] ;
Yang et Yang [134, 135] ;
Zhao et Tang [138]

pj + bjr bj > 0 bj < 0
Bachman et Janiak[7] ;
Yang et Yang [134] ; Yang
et al. [123] ; Hsu et al. [56]

pjσr−1 σ > 1 0 < σ < 1 Gordon et al. [41]

pjσr−1
j σj > 1 0 < σj < 1 Yang et Yang [136]

pjg(r) g(r) fonction croissante g(r) fonction décroissante
Rustogi et
Strusevich [98, 99]

pjgj(r) gj(r) fonction croissante gj(r) fonction décroissante
Rustogi et
Strusevich [98, 99]

Tableau 1.4 – Les différents modèles de temps opératoire présentés dans la littérature (variation
selon le temps t)

Fonction
p(j, t)

Effets de détérioration
où b, bj et f(t) sont des
facteurs de détérioration

Effet d’apprentissage
où b, bj et f(t) sont des
facteurs d’apprentissage

Références

pjt X -

Mosheiov [85] ;
Gawiejnowicz [38] ; Cheng et
Sun [18] ; Ji et al. [60] ; Wu et
al. [120]

pj(a + bt) b > 0 b < 0
Kononov [66] ; Guo et
Wang [47] ; Wang et al. [112] ;
Wang et Xia [115]

pj + bjt bj > 0 bj < 0

Gawiejnowicz et
Pankowska [40] ; Gupta et
Gupta [48] ; Tanaev et al. [105] ;
Cheng et Ding [19] ; Bosio et
Righini [13] ; Wang et al. [110] ;
Hsu et al. [56]

pj + f(t) f(t) fonction croissante f(t) fonction décroissante Kuo et Yang [70]
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Chapitre 1. Ordonnancement de la production et périodes d’indisponibilité

1.3.3 Autres effets

D’autres modèles ont été utilisés dans la littérature qui combinent les deux effets

d’apprentissage et de détérioration. Par exemple, Yang [126] a étudié un problème d’or-

donnancement avec un effet combiné ; l’effet d’apprentissage varie en fonction la date de

début de la tâche et un effet de détérioration varie en fonction de la position de la tâche.

pjr = (pj − at)rb (1.5)

avec a > 0 le facteur d’apprentissage, b ≥ 0 le facteur de détérioration et t la date de

début de la tâche Tj.

Les problèmes d’ordonnancement qui considèrent les deux effets en même temps ont

été largement étudiés dans la littérature, voir Ji et al. [61], Huang et al. [57] ; Kuo

et Yang [107] ; Toksari et Güner [106] ; Wang [108, 109] ; Wang et al. [111] ; Wang et

Wang [118] ; Wu et al. [121] ; Yang et Kuo [124].

1.4 Périodes d’indisponibilité

Dans la littérature, plusieurs modèles de périodes d’indisponibilité ont été étudiés. À

cet égard, il devrait être noté, avant d’entamer la présentation de ces modèles, que deux

points importants caractérisent une période d’indisponibilité :

– l’impact de la période d’indisponibilité sur la machine.

– la nature de la période d’indisponibilité, i.e. connue d’avance ou variable de décision.

Nous examinons en détail ces points dans les deux sections suivantes.

1.4.1 Impact de l’indisponibilité sur la machine

Initialement, lors de l’introduction de l’indisponibilité dans les problèmes d’ordonnan-

cement en 1996 par Lee [72, 73], les périodes d’indisponibilité ont été considérées comme

des périodes d’indisponibilité sans impact sur les performances de la machine.

Peu de temps après, Lee et Leon [75] ont été les premiers à étudier un problème d’or-

donnancement avec une période d’indisponibilité qui permet de changer les performances

de la machine (RMA en anglais : ’The rate-modifying activity’). Dans ce modèle, si la

tâche Tj est ordonnancée avant la maintenance, la durée d’exécution de cette tâche est

égale à pj, la durée d’exécution est égale à δjpj si la tâche Tj est ordonnancée après la

maintenance, avec 0 < δj le taux de modification des performances par la tâche Tj, voir

figure 1.2. D’autres modèles ont aussi été étudié dans [90] avec bj et aj, respectivement,

la durée de la tâche Tj avant et après la maintenance (figure 1.3). Cette variation peut
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1.4 Périodes d’indisponibilité

être représentée dans les notations à trois-champs par : (bj, aj).

Avant la période de maintenanceAvant la période de maintenanceAvant la période de maintenanceAvant la période de maintenance Après la période de maintenance

Machine B m1 A

Durée de la tâche j ∈ B : pjpj Durée de la tâche j ∈ A : δjpj: δjδ pj

Figure 1.2 – Une période d’indisponibilité avec changement des performances (pj , δjpj)

Avant la période de maintenanceAvant la période de maintenanceAvant la période de maintenanceAvant la période de maintenance Après la période de maintenance

Machine B m1 A

Durée de la tâche j ∈ B : bjbj Durée de la tâche j ∈ A : ajA : ajAA

Figure 1.3 – Une période d’indisponibilité avec changement des performances (bj , aj)

Notons que pour les RMA, deux cas sont possibles :

– l’insertion de la période d’indisponibilité peut améliorer les performances de la ma-

chine lorsque 0 < δj ≤ 1 (ou plus généralement bj ≥ aj). C’est le cas le plus étudié

dans les travaux antérieurs et le plus proche de la réalité industrielle. Dans ces pro-

blèmes, la période d’indisponibilité est souvent considérée comme une période de

maintenance.

– l’insertion de la période d’indisponibilité peut augmenter le temps opératoire de la

tâche lorsque 1 < δj (ou plus généralement bj < aj), avec j = 1, . . . , n.

Plus récemment, les périodes d’indisponibilité ont été insérées pour contrer les effets

de détérioration appliqués sur les machines et ainsi rétablir les conditions initiales de

production. Plusieurs travaux ont été menés dans cet axe de recherche. Pour bien ex-

pliquer ce type de problème, nous présentons dans l’exemple ci-dessous (figure 1.4), un

problème d’ordonnancement à une machine avec un effet de détérioration exponentielle

p(j, r) = pjr
a et une période de maintenance MP de durée t0 qui permet de rétablir les

conditions initiales de la machine. Soit la séquence suivante S = {T3; T1; T2; MP ; T4; T5},

nous insérons après la période de maintenance les tâches T4 et T5.

Après la période d’indisponibilité MP , la machine revient à son état initial. Ainsi,

les rangs r sont réinitialisés après la maintenance. Le temps opératoire de la tâche T4 est

p(4, r = 1) = p41
a et p(5, r = 2) = p52

a pour la tâche T5, voir figure 1.4.

1.4.2 Nature de la période d’indisponibilité

Dans la littérature plusieurs modèles ont été proposés. Deux types de périodes d’in-

disponibilité ont été étudiés, le premier type concerne les périodes connues d’avance, i.e.
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MaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenance

Machine T3 T1 T2 MP T4 T5

Temps opératoires p31a p12a p23a t0 p41a p52a

Figure 1.4 – Problème à une machine avec une indisponibilité en présence d’un effet de détério-
ration

les dates de début et de fin sont fixées. Dans le second type, la période d’indisponibilité

est une variable de décision.

Lorsque la période d’indisponibilité est connue d’avance, elle peut être présentée sous

forme d’un intervalle d’indisponibilité ; autrement dit, la machine est indisponible entre

[s, t], voir figure 1.5. Dans ce cas, la date de début et de fin de l’indisponibilité est connue

d’avance.

1 2 3 4 5 6 7 8

Machine T1 T3 T4 m1 T2

Figure 1.5 – Problème avec une seule fenêtre d’indisponibilité [5, 7]

Outre cette vision statique, les périodes d’indisponibilité peuvent être considérées

comme des variables de décision, dans ce cas le problème à résoudre est un problème

d’ordonnancement simultané des tâches et des périodes d’indisponibilité. Notons que ces

dernières sont souvent considérées comme des périodes de maintenance. Dans la suite,

nous allons focaliser notre propos sur l’ordonnancement conjoint de la production et des

périodes d’indisponibilité.

Dans la littérature, plusieurs travaux ont été menés sur les ordonnancements simul-

tanés des tâches et des périodes d’indisponibilités. Dans ces travaux, une ou k périodes

d’indisponibilité peuvent être placées sur un système de production. Différentes durées de

maintenance ont été proposées.

La durée de toutes les périodes de maintenance peut être constante : mi = β, ∀i =

1, . . . , k, avec β la durée élémentaire de la maintenance. Ce modèle reflète le fait que

très souvent la maintenance est constituée d’un nombre fixe d’actions de maintenance de

routine à effectuer.

Les durées de la maintenance peuvent être constantes, mais différentes d’une période

à autre, i.e. mi = βi pour la période i, voir figure 1.6. En effet, plusieurs équipes de main-

tenance avec différentes compétences et expériences peuvent être amenées à intervenir.

22



1.4 Périodes d’indisponibilité

MaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenance MaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenance

Machine T1 T3 T5 m1 T4 T2 T7 m2 T6

β1 β2

Figure 1.6 – Deux périodes de maintenance de durée constante sur une seule machine

Dans [134], Yang et Yang ont utilisé ce modèle de maintenance pour illustrer un effet

d’apprentissage. La durée de la ième maintenance est mi = t0i
b, avec b < 0 (figure 1.7).

En effet, l’équipe de la maintenance peut apprendre en répétant les mêmes activités de

maintenance, et donc la durée de l’intervention de l’équipe de la maintenance est moins

longue que la durée de la période de maintenance précédente.
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Figure 1.7 – Maintenance avec un effet d’apprentissage, t0 = 3 et b = {−0.5; −1; −1.5}, voir [134]

En 2005, Kubzin et Strusevich ont introduit un nouveau modèle de maintenance de

durée variable. La durée de la maintenance varie linéairement en fonction de sa date

de début. En effet, plus la période séparant deux maintenances est importante, plus la

maintenance à réaliser est lourde et donc plus sa durée est importante.
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“ The goal of this paper is to initiate research on scheduling models with

maintenance periods of controllable length. In many manufacturing en-

vironments the length of machine maintenance depends on its start time.

This happens when maintenance includes cleaning, recharging, refilling,

or partial replacement of tools or parts that have been subject to essential

wear.

”
M. A. Kubzin et V. A. Strusevich, Planning machine maintenance in

two-machine shop scheduling [68] , 2006

Dans [67] et [68], Kubzin et Strusevich considèrent la durée de la maintenance sous la

forme d’une fonction linéaire (problème avec une seule période de maintenance) :

m = α × t + β (1.6)

avec t la date début de la maintenance, α le facteur de la détérioration et β sa durée

élémentaire.

Pour un système de production multi-maintenance, la durée de la ième période de

maintenance est :

mi = αi × ti + βi, ∀i = 1, . . . , k (1.7)

avec ti la durée d’exécution entre la maintenance (i − 1) et i, αi et βi le facteur de la

détérioration et la durée élémentaire de la ième maintenance, respectivement. Voir exemple

sur la figure 1.8.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

MaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenance MaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenance

Machine T1 m1 T2 T5 T4 m2 T3

m1 = 0.5 × 2 + 1 = 2 m2 = 0.5 × 5 + 0.5 = 35 = 35 = 35 = 3

Figure 1.8 – Modèle de maintenance linéaire avec α1 = α2 = 0, 5, β1 = 1 et β2 = 0.5

En se basant sur les sous-sections précédentes, la figure 1.9 illustre un récapitulatif sur

la prise en compte des périodes d’indisponibilité dans les problèmes d’ordonnancement.
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Figure 1.9 – Prise en compte des indisponibilités dans les problèmes d’ordonnancement : schéma
récapitulatif

1.5 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les notions de base d’un problème d’ordon-

nancement et les notations liées aux périodes d’indisponibilité. D’autre part, nous avons

exposé les effets appliqués sur les ressources telles que l’effet d’apprentissage et l’effet

de détérioration. Ensuite, nous avons présenté une analyse sur l’insertion des périodes

d’indisponibilité dans les problèmes d’ordonnancement ainsi que les différents modèles

proposés.

Afin de mieux positionner notre travail, le chapitre suivant consiste en un état de l’art

sur les problèmes en présence de périodes d’indisponibilité, et en particulier, celles qui

sont considérées comme des variables de décision.
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2
État de l’art

Résumé : Ce chapitre est dévolu à retracer l’état de l’art des

problèmes d’ordonnancement en présence de périodes d’indisponi-

bilité. En effet, deux classes ont été étudiées dans la littérature.

La première classe considère des périodes d’indisponibilité fixes (les

dates de début et fin sont connues d’avance), tandis que la deuxième

classe considère les périodes d’indisponibilité comme des variables

de décision. Nous nous focalisons en particulier dans cette thèse sur

la deuxième classe de problèmes.

Nous présentons également les résultats des travaux antérieurs

avec les différents ateliers tels que les problèmes à une machine,

machines parallèles et les problèmes flow shop et open shop. Enfin,

nous positionnons nos travaux par rapport à la littérature existante.
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Chapitre 2. État de l’art

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est non seulement de retracer l’état de l’art des problèmes

d’ordonnancement avec la prise en compte de périodes d’indisponibilité, mais aussi d’iden-

tifier les écarts entre les différents travaux et de bien positionner notre étude par rapport

à la littérature existante.

Afin de comparer les problèmes étudiés dans la littérature, nous définissons dans la

section suivante 2.2 la méthodologie de recherche et les critères utilisés pour la classifi-

cation des travaux antérieurs. Puis, nous présentons dans les sections 2.3 et 2.4 l’état de

l’art. Enfin, nous positionnons nos travaux par rapport à la littérature existante.

2.2 Méthodologie et classification des problèmes

Dans notre étude bibliographique, nous avons fait des recherches selon les mots-clés

suivants 1 : scheduling, maintenance, rate-modifying activities, unavailability constraint,

deteriorating, learning, time-dependent maintenance. Notons que dans cette analyse de

l’état d’art, nous nous focalisons en particulier sur les problèmes d’ordonnancement dont

la période d’indisponibilité est une variable de décision et nous excluons les problèmes

avec une fenêtre d’indisponibilité (i.e. cas déterministe : la période d’indisponibilité est

connue d’avance).

Figure 2.1 – Nombre d’articles par an

Historiquement, comme le montre la figure 2.1, trois dates-clés caractérisent les études

sur les problèmes d’ordonnancement en présence de périodes d’indisponibilité. En effet,

jusqu’au milieu des années 80, les machines étaient considérées comme des ressources

disponibles. En 1985, Dolev et Warmuth [27, 28] ont été les premiers à introduire une

1. Les recherches ont été réalisées via des moteurs de recherche tels que : ScienceDirect, Google Scholar.
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fenêtre d’indisponibilité. Nous citons aussi les travaux de Liu et Sanlaville [77]. En 1996,

Lee [72, 73] a étudié plusieurs configurations de problèmes en présence d’une fenêtre

d’indisponibilité. Cet axe de recherche a attiré de plus en plus l’attention des chercheurs,

voir les survey de Schmidt [102] en 2000 et de Ma et al. [81] en 2010. Notons que dans

la figure 2.1, nous avons mentionné seulement les références clés (les publications de

Lee [72, 73] et les deux survey [81, 102]) pour les problèmes avec des indisponibilités

connues d’avance.

Les problèmes d’ordonnancement simultané de tâches et d’indisponibilités, i.e. la pé-

riode d’indisponibilité est une variable de décision, ont été introduits par Qi et al. [95]

en 1999 et par Lee et Leon [75] en 2001, en étudiant une ligne d’assemblage électronique.

Les durées de ces périodes sont constantes. La troisième date importante marque les pre-

mières études menées par Kubzin et Strusevich [67] sur un modèle avec une période de

maintenance considérée comme une variable de décision et de durée variable en 2005.

Les auteurs ont été les premiers à étudier des indisponibilités avec des durées variables.

Ainsi, nous pouvons résumer l’ordre chronologique d’études menées sur les problèmes

d’ordonnancement en présence de périodes d’indisponibilité par la figure 2.2.

Figure 2.2 – Dates clés des études sur les problèmes d’ordonnancement en présence de périodes
d’indisponibilité

Dans les problèmes d’ordonnancement en présence de périodes d’indisponibilité, plu-

sieurs critères de classification peuvent être définis, nous présentons dans ce qui suit une

liste des critères classés dans l’ordre d’importance décroissant :

– Connue d’avance / Variable de décision : Comme nous l’avons dit plus tôt,

les problèmes peuvent être classés selon le type de l’indisponibilité. Si la période

d’indisponibilité est fixée en avance (fenêtre d’indisponibilité sur la machine), l’ob-

jectif est d’ordonnancer les tâches sur les machines en tenant compte de la fenêtre

d’indisponibilité. Lorsque la période d’indisponibilité est une variable de décision,

le problème est donc un problème d’ordonnancement simultané des tâches et des
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périodes d’indisponibilité. Notons que dans cette thèse nous nous focalisons sur les

problèmes d’ordonnancement dont la période d’indisponibilité est une variable de

décision.

– Durée d’indisponibilité variable / constante : Nous pouvons aussi classer

les problèmes selon la durée de la période d’indisponibilité. Le modèle de période

d’indisponibilité de durée variable a été introduit en 2005 par Kubzin et Struse-

vich [67, 68].

– Impact de la période d’indisponibilité : Les problèmes peuvent être classés

selon l’impact de la maintenance sur la machine. Nous pouvons avoir plusieurs types

d’indisponibilité :

– des indisponibilités sans impact sur les machines. Nous citons, par exemple, les

travaux de Lee [72, 73], Grigoriev et al. [46], Allaoui et al. [3].

– des indisponibilités qui modifient les performances de la machine avec un taux δ

ou plus généralement bj et aj, respectivement, la durée de la tâche Tj avant et

après l’indisponibilité. Nous citons, par exemple, les travaux de Lee et Leon [75],

He et al. [51], Hsu et al. [55], Zhao et al. [139], Yang et Yang [125]

– des indisponibilités qui rétablissent les conditions initiales de la machine, lorsque

la machine subit un effet de variation (détérioration, apprentissage. . . ). Nous ci-

tons, par exemple, les travaux de Kuo et Yang [71] Zaho et Tang [138], Yang et

Yang [134], Yang [126].

En nous basant sur ces critères de classification, nous présentons dans les deux sections

suivantes les différents travaux menés sur les problèmes d’ordonnancement en présence de

périodes d’indisponibilité.

2.3 Périodes d’indisponibilité connues d’avance

Depuis le début des années 1990, plusieurs travaux ont été menés sur les problèmes

d’ordonnancement en présence de périodes d’indisponibilité connues d’avance, i.e. la durée

et la position (date de début et date de fin) de la période d’indisponibilité sont fixes. Dans

ce cas, la période d’indisponibilité est considérée comme un gap (fenêtre d’indisponibilité)

sur la machine.

Lee a étudié dans [72] et [73] des problèmes d’ordonnancement avec une période d’in-

disponibilité connue d’avance sur plusieurs configurations (une machine, machines pa-

rallèles et flow shop). Nous renvoyons le lecteur intéressé aux surveys de Sanlaville et

Schmidt [100], Ma et al. [81] et Schmidt [102] qui présentent une synthèse des articles qui

considèrent des périodes d’indisponibilité connues d’avance.

Des problèmes avec des périodes de maintenance qui doivent être planifiées périodi-
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quement (des périodes d’indisponibilité fixes chaque T unités de temps) ont été étudiés

dans [46], [4], [17] et [101].

2.4 Périodes d’indisponibilité : variables de décision

Dans cette section, nous passons en revue, de manière synthétique, les différents pro-

blèmes d’ordonnancement qui intègrent des périodes d’indisponibilité considérées comme

des variables de décision.

Les premiers travaux dans cet axe de recherche ont été menés à la fin des années 90,

et en particulier avec les publications de Qi et al. [95] et Lee et Leon [75], respectivement,

en 1999 et 2001. Généralement, l’insertion de ces périodes est accompagnée par un chan-

gement de la performance de la machine ou par une contrainte temporelle (par exemple

une fenêtre de réalisation pour la maintenance). Ces périodes sont souvent considérées

comme des périodes de maintenance. En effet, si la période de maintenance est insérée

sans aucune contrainte ou impact sur la machine, le problème peut être facilement résolu

en considérant la maintenance comme une tâche.

Dans ces problèmes d’ordonnancement simultané de tâches et de périodes d’indispo-

nibilité le décideur a besoin de connaître la séquence de tâches, le nombre et les positions

optimales de maintenances permettant la minimisation du critère d’optimisation.

Deux classes de problèmes ont été étudiées dans la littérature ; des périodes d’indis-

ponibilité de durées fixes et des périodes d’indisponibilité de durées variables.

Nous nous intéressons dans la première partie aux problèmes d’ordonnancement dont

la période d’indisponibilité est une variable de décision avec une durée constante. Ensuite,

nous présentons les travaux sur les périodes d’indisponibilité avec durées variables.

2.4.1 Périodes d’indisponibilité de durées constantes

Les problèmes d’ordonnancement de tâches et de périodes d’indisponibilité de durées

constantes ont été largement étudiés dans la littérature. Dans ces problèmes, les périodes

d’indisponibilité peuvent être identiques ; l’équipe de maintenance réalise les mêmes acti-

vités de maintenance à chaque intervention. Lorsque les périodes de maintenance ne sont

pas identiques, les durées des maintenances sont constantes, mais elles peuvent varier

selon :

– le rang de la maintenance : par exemple, la durée de la ième maintenance est égale

βi.

– la machine : par exemple, la durée de maintenance sur une machine Ml est égale à

βl. Dans ce cas, la durée de la période de maintenance est constante, mais chaque

machine possède une durée d’intervention spécifique.

31



Chapitre 2. État de l’art

Nous pouvons aussi avoir des périodes de maintenance de durées constantes, mais qui

varient selon la machine et le rang de la maintenance en même temps, par exemple la

durée de la ième période de maintenance sur la machine Ml est :

mli = βli

Dans ce qui suit, nous présentons les différents problèmes d’ordonnancement étudiés

en présence d’une période d’indisponibilité constante dans les différents ateliers de pro-

duction.

2.4.1.1 Problèmes à une machine

Dans cette partie, nous nous intéressons aux ateliers à une machine. Vu le caractère

fondamental de ce type d’atelier, les problèmes à une machine sont largement étudiés dans

la littérature.

a. Minimisation du Cmax

Les premiers problèmes d’ordonnancement avec des périodes d’indisponibilité variables de

décision ont été présentés dans les travaux de Lee et Leon [75] en 2001 avec l’apparition de

la notion de RMA (Rate-Modifying-Activity, voir section 1.4.1). Les auteurs considèrent

le problème 1|(pj; δjpj),M ≤ 1, m = β|Cmax, où au plus une seule période de mainte-

nance de durée constante β est à ordonnancer sur la machine. Comme cela a été précisé

précédemment dans la section 1.4, (pj; δjpj) signifie qu’avant la période de maintenance

le temps opératoire de la tâche Tj est égale à pj, et δjpj si la tâche est insérée après la

maintenance, avec δj > 0. Lee et Leon [75] ont montré que ce problème est polynomial et

que sa résolution consiste à placer arbitrairement, avant la maintenance, les tâches dont

les temps opératoires augmentent après la maintenance, i.e. δj ≥ 1. Le reste des tâches

(l’ensemble V = {Tj : δj < 1} ) sera placé après la maintenance si le gain en durée

obtenu par le déplacement de ces tâches s =
∑

j∈V pj(1 − δj) est supérieur à la durée de

la maintenance β, sinon la séquence optimale est obtenue sans période de maintenance.

Un modèle plus restreint a été étudié par He et al. [51]. Les auteurs ont étudié le même

problème, mais avec un ensemble de dates de lancement prédéfinies si pour les mainte-

nances. En effet, la période de maintenance ne peut être lancée que dans des instants si

prédéfinis. Les auteurs considèrent deux types de maintenance : maintenance obligatoire

et maintenance optionnelle (au plus, une période de maintenance est sur la machine). Ils

ont montré que les deux problèmes sont NP-difficiles.

Depuis lors, plusieurs travaux ont été réalisés sur cet axe de recherche.

Plus récemment, les problèmes d’ordonnancement en présence de maintenances ont
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été étudiés avec des tâches de durées variables selon la position p(j, r) ou la date de

début p(j, t). Dans ces problèmes, la variation des durées des tâches modélise un effet de

détérioration. Ainsi, l’insertion de la maintenance permet de contrer cette détérioration

et rétablir les conditions initiales de la machine.

Kuo et Yang [71], ont étudié le problème 1|p(j, r) = pjr
a, M, m = β0|Cmax, avec

a > 0 et avec des maintenances identiques de durées β0. Le nombre de maintenances est

une variable de décision à déterminer. Pour résoudre le problème, les auteurs considèrent

initialement un sous-problème 1|p(j, r) = pjr
a, M = k, m = β0|Cmax, avec un nombre de

maintenances fixe égal à k.

Lorsque le nombre de maintenances est fixe (égal à k), nous obtenons k + 1 groupes

de tâches. Kuo et Yang [71] ont montré que les groupes sont équilibrés (Propriété d’équi-

librage – Group balance principle). Cette propriété indique que dans l’ordonnancement

optimal, la différence entre le nombre de tâches dans deux groupes quelconques est au

plus égale à une tâche. Ils ont montré également que les tâches sont ordonnancées dans

les groupes par ordre décroissant de temps opératoires (LPT : longest processing time).

Par conséquent, un algorithme de résolution du problème 1|p(j, r) = pjr
a, M = k, m =

β0|Cmax de complexité O(n) a été développé qui consiste à trouver les tailles des groupes

et placer les tâches dans l’ordre LPT une par une dans la plus petite position disponible.

En essayant toutes les valeurs de k possibles, 1 ≤ k ≤ n, les auteurs obtiennent une

solution du problème 1|p(j, r) = pjr
a, M, m = β0|Cmax dans un temps O(n2). Les auteurs

ont étendu aussi ces résultats au modèle linéaire p(j, r) = pj + bjr avec bj > 0.

Zaho et Tang [138] ont étendu le modèle de Kuo et Yang [71], en utilisant un facteur

de détérioration qui dépend de la tâche aj ≥ 0. Ainsi, le problème d’ordonnancement

étudié est 1|p(j, r) = pjr
aj , M, m = β0|Cmax. Pour un nombre de maintenances fixe,

les auteurs ont montré que la propriété d’équilibrage est toujours vérifiée, ce qui permet

de déterminer la taille exacte de chaque groupe (k+1 groupes) dans l’ordonnancement

optimal. Ensuite, pour déterminer la séquence optimale qui minimise le Cmax, Zhao et

Tang ont modélisé le problème 1|p(j, r) = pjr
aj , M = k, m = β0|Cmax sous forme d’un

problème d’affectation linéaire avec pjr
aj le coût d’affectation d’une tâche Tj dans la

position r. Alors le problème 1|p(j, r) = pjr
aj , M = k, m = β0|Cmax est résolu avec une

complexité O(n3). En énumérant toutes les valeurs de k possibles, la solution optimale de

1|p(j, r) = pjr
aj , M, m = β0|Cmax est obtenue en O(n4).

Un modèle avec un effet de détérioration général et plusieurs périodes de maintenance

a été présenté par Rustogi et Strusevich [99]. Dans ce modèle, les auteurs considèrent

que la détérioration varie selon le rang et le groupe de tâches. p(i)(j, r) est le temps

opératoire de la tâche Tj ordonnancée dans le rang r du groupe i (ensemble de tâches

entre la maintenance i − 1 et i). La durée de la ième période de maintenance est mi = βi.
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L’enjeu du problème 1|p(i)(j, r),M, mi = βi|Cmax est de trouver le nombre optimal de

maintenances et la séquence optimale des tâches qui minimisent Cmax. Le tableau 2.1

résume les différentes formes de détérioration considérées par les auteurs, on note par la

fonction g le facteur de détérioration décroissant selon r.

Tableau 2.1 – Les différents modèles étudiés par Rustogi et Strusevich [99]

Temps opératoire Durée de la maintenance Complexité

p(j, r) = pjg(r) mi = βi O(n2)
p(i)(j, r) = pjg(i, r) mi = βi O(n2)
p(i)(j, r) = pjg(j, i, r) mi = βi O(n4)

Motivés par les problèmes de la fatigue des opérateurs, Lodree et al. [78] ont étudié

le problème suivant 1|p(j, t) = αjtj, M ≤ 1, m = β0|Cmax. Les tâches suivent un effet

de détérioration linéaire selon la date de début de la tâche p(j, t) = αjtj, avec tj la date

de début de la tâche et αj ≥ 1 le facteur de détérioration. Dans ce problème, la période

d’indisponibilité de durée β0 représente une pause de repos, ainsi le système revient à son

état initial après la période d’indisponibilité. Les auteurs ont montré que la solution est

obtenue avec l’insertion de "la pause" au milieu de l’ordonnancement.

b. Minimisation de la somme des dates de fin

Les problèmes de minimisation de la somme des dates de fin avec la prise en compte

de périodes d’indisponibilité ont été également largement étudiés à partir des années

2000. Nous nous intéressons dans cette sous-section à la présentation des problèmes de

minimisation de
∑

Cj avec des périodes d’indisponibilité de durée constante.

Qi et al. [95] ont étudié un problème avec plusieurs périodes de maintenance identiques

à ordonnancer sur une machine afin de minimiser la somme des dates de fin. Les auteurs

imposent un temps d’exécution maximum entre deux maintenances successives égal à T .

Notons que l’insertion de la maintenance n’a aucun impact sur la machine, le temps de

traitement des tâches, avant et après les maintenances, est invariant. Le problème peut

être défini par 1|M, m = β0|
∑

Cj. Ils ont montré que dans l’ordonnancement optimal

les tâches dans chaque groupe (entre deux maintenances successives) sont insérées dans

l’ordre décroissant de pj (SPT ). Ensuite, les auteurs ont montré que le problème est NP

difficile au sens fort. Trois heuristiques ont été proposées pour résoudre le problème.

Contrairement au problème précédent, Lee et Leon [75] ont étudié la minimisation de

la somme des dates de fin avec au plus une période de maintenance qui modifie les perfor-

mances de la machine. Nous présentons le problème d’ordonnancement sous la notation

de Graham par 1|(pj; αjpj),M ≤ 1, m = β0|
∑

Cj, avec αj > 0. L’objectif est donc de

trouver la séquence de tâches qui minimise la
∑

Cj et de trouver la position optimale de
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la maintenance (si elle existe). Pour une position de maintenance fixe, les auteurs modé-

lisent le problème sous forme d’un problème d’affectation linéaire résolue en O(n3). Ainsi

la solution optimale est obtenue, en énumérant les n positions possibles de la maintenance.

D’où la complexité totale de l’algorithme proposé par Lee et Leon [75] : O(n4).

He et al. [51] ont étudié un problème similaire. Deux modèles de maintenance ont été

étudiés :

– une maintenance optionnelle, i.e. au plus une période de maintenance à insérer,

– une maintenance obligatoire à insérer dans l’ordonnancement.

L’objectif est de trouver la séquence de tâches et la position de la maintenance qui

minimisent la somme des dates de fin. Notons que les dates d’insertion possibles de la

maintenance sont connues d’avance. Les auteurs ont montré que le problème est NP-

difficile.

Nous résumons l’ensemble des résultats sur les problèmes d’ordonnancement à une

machine avec une maintenance constante dans le tableau 2.2. Nous indiquons pour chaque

référence :

– l’impact de la maintenance sur la durée des tâches : durée invariante, effet appliqué

sur la machine (plusieurs paramètres de variations : position, temps et groupe) ou

RMA,

– le nombre de maintenances à insérer dans l’ordonnancement : un nombre fixe, une

borne supérieure ou un nombre à déterminer avec l’ordonnancement,

– la complexité de résolution.

2.4.1.2 Problèmes à machines parallèles

Dans la littérature, les problèmes d’ordonnancement dans un atelier à une seule ma-

chine ont été largement étudiés. Néanmoins, l’atelier à machines parallèles est plus proche

des problèmes réels rencontrés dans la pratique.

Nous nous intéressons dans cette sous-section aux problèmes d’ordonnancement si-

multané de tâches et de périodes de maintenance de durée constante dans le cadre des

machines parallèles, et en particulier aux problèmes de la minimisation de la somme des

dates de fin (
∑

Cj) et de la charge totale des machines (
∑m

l=1 C l
max).

a. Minimisation de la somme des dates de fin sur chaque machine

Les problèmes d’ordonnancement simultanés de tâches et de maintenances sur des ma-

chines parallèles ont été introduits, en 2000, par Lee et Chen [74]. Les auteurs considèrent

m machines identiques. Chaque machine doit être maintenue une seule fois entre [0, T ].
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Tableau 2.2 – Problèmes d’ordonnancement simultané des tâches et des périodes d’indisponibilité
de durées constantes sur une machine

Référence

Durée des tâches Nombre de
maintenances

Complexité

In
va

ri
an

te

Paramètres
de variations

R
M

A
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ix

e

B
or

ne
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te
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n

te
m

ps

gr
ou

p
e

Minimisation du makespan Cmax

Lee et Leon [75] X ≤ 1 O(n)

He et al. [51] X ≤ 1 NP-difficile

He et al. [51] X 1 NP-difficile

Kuo et Yang [71] X X O(n2)

Zaho et Tang [138] X X O(n4)

Jr et al. [78] X ≤ 1 O(n)

Rustogi et Strusevich [99] X X O(n2)

Rustogi et Strusevich [99] X X X O(n2)

Rustogi et Strusevich [99] X X X O(n4)

Minimisation de
∑

Cj

Qi et al. [95] X X NP-difficile

Lee et Leon [75] X ≤ 1 O(n4)

He et al. [51] X ≤ 1 NP-difficile

He et al. [51] X 1 NP-difficile

Deux cas de maintenance ont été étudiés :

Cas 1 : Les ressources de la maintenance sont limitées. Ainsi, au plus une seule ma-

chine peut être maintenue à un instant t donné, i.e. il n’y a pas de chevauchement

de maintenance.

Cas 2 : Les ressources de la maintenance sont suffisantes. Ainsi si nécessaire, plusieurs

machines peuvent être maintenues simultanément.

L’objectif du problème, étudié par Lee et Chen [74], est la minimisation de la somme

pondérée des dates de fin, noté Pm|Ml = 1, m = β0|
∑

wjCj. Les auteurs ont montré que

le problème est NP-difficile dans les deux cas présentés précédemment. Une méthode de

résolution basée sur une approche de séparation et évaluation (Branch & Bound) a été

développée, permettant la résolution des instances de petite taille.
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Zhao et al. [139] ont étendu le problème de Lee et Leon [75] à un atelier à deux

machines identiques. Au plus, une période d’indisponibilité de durée constante βl doit

être insérée sur la machine Ml, avec l = {1, 2}. Le temps opératoire de la tâche Tj

ordonnancée avant la période d’indisponibilité est pj et δjpj si la tâche Tj est ordonnancée

après la période d’indisponibilité, avec δj > 0 le taux de modification provoqué par la

période d’indisponibilité. Les auteurs ont décomposé le problème en sous-problèmes. Ils

ont montré que lorsque le nombre de tâches sur la première et sur la deuxième machine,

ainsi que la position de la période d’indisponibilité sur les deux machines sont fixés, le

problème peut être modélisé sous forme d’un problème d’affectation linéaire de complexité

O(n3). Alors, pour résoudre le problème initial P2|(pj, δjpj),Ml ≤ 1, ml = βl|
∑

Cj, il

suffit de vérifier tous les sous-problèmes possibles, i.e. énumérer toutes les combinaisons

possibles : nombres de tâches sur les machines, positions des indisponibilités. Notons que

le nombre de combinaisons possibles est de O(n3), le problème peut donc être résolu avec

une complexité totale de O(n6).

Une extension a été étudiée dans le même article, avec m machines identiques, le

problème est toujours polynomial si m > 2, avec une complexité O(n2m+3). Les auteurs

ont aussi proposé un algorithme pseudo-polynomial pour la minimisation de
∑

wjCj.

Notons que, pour le problème étudié par Zhao et al. [139], il n’y a pas de restriction

sur la valeur de δj. Autrement dit, on peut avoir un taux qui diminue la durée de la tâche

(δj < 1) ou augmente la durée (δj ≥ 1).

Hsu et al. [55] ont étendu le problème de Zhao et al. [139] aux machines parallèles

non-liées, avec 0 < δlj ≤ 1 le taux de modification de la durée de la tâche Tj sur la

machine Ml, i.e. l’insertion de la période d’indisponibilité améliore les performances de

la machine. L’objectif est la minimisation de la somme des dates de fin. Les auteurs ont

montré que le problème est polynomial et ont proposé un algorithme de résolution avec

une complexité O(nm+3).

En 2014, Yang et al. [132] ont amélioré les résultats obtenus par Hsu et al. [55]. Les

auteurs ont montré que le problème Rm|(plj, δljplj),Ml ≤ 1, ml = βl|
∑

Cj peut être

résolu avec une complexité O(nm+3) quel que soit le taux δlj > 0.

Dans les travaux cités précédemment, les auteurs supposent qu’au plus une seule pé-

riode de maintenance est autorisée sur une machine. Néanmoins, dans les cas réels de

production, une machine peut avoir besoin d’être maintenue plusieurs fois afin d’amélio-

rer son efficacité de production au cours de l’ordonnancement.

Yang et Yang [125] ont étudié le même problème que [132], mais avec plusieurs périodes

d’indisponibilité de durée constante possibles sur chaque machine Rm|(plj, δljiplj),Ml ≤

kl, ml = βl|
∑

Cj, avec 0 < δlji le taux de modification des performances de la machine lié

à la période d’indisponibilité numéro i sur la machine Ml. Au plus, kl périodes de mainte-
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nance sont autorisées sur la machine Ml. Si le nombre de machines m est fixe, les auteurs

ont proposé un algorithme de résolution polynomial avec une complexité O(n3+
∑m

l=1
kl).

Ji et Cheng [59] ont étudié la minimisation de la somme des dates de fin sur un pro-

blème d’ordonnancement à machines parallèles identiques avec un effet d’apprentissage

exponentiel (p(j, r) = pjr
aj : le temps opératoire de la tâche Tj ordonnancée à la po-

sition r sur une machine et aj ≤ 0 le facteur d’apprentissage de la tâche). Les auteurs

supposent que plusieurs périodes de maintenance de durée constante sont autorisées sur

les machines, avec kl le nombre de maintenances maximal autorisé sur la machine Ml et

βli la durée de la ième période de maintenance sur la machine Ml. En se basant sur un

problème d’affectation, Ji et Cheng [59] ont montré que le problème est polynomial avec

une complexité O(nm+2+
∑m

l=1
kl) avec un nombre de machines m fixe.

b. Minimisation de la charge totale des machines

Comme cela a été précisé précédemment, la minimisation de la charge totale des

machines (TML) correspond à la minimisation de la somme des durées d’exécution des

machines
∑m

l=1 C l
max. Ce critère d’optimisation est un indicateur de performance pertinent

pour les problèmes d’ordonnancement avec un effet d’apprentissage ou de détérioration.

C’est pour cette raison que la minimisation de la charge totale des machines est souvent

étudiée en présence d’un effet de détérioration ou d’apprentissage.

Nous nous intéressons dans ce paragraphe à la minimisation de la charge totale des

machines en présence de périodes d’indisponibilité de durées constantes. Dans [59], Ji et

Cheng ont étudié un problème d’ordonnancement sur m machines parallèles et iden-

tiques Pm|(p(j, r), δljip(j, r)),Ml ≤ kl, mli = βli|
∑

Cj avec un effet d’apprentissage

p(j, r) = pjr
aj et au plus kl périodes d’indisponibilité à ordonnancer sur la machine Ml où

la durée de la ième période sur Ml est βli. L’insertion d’une période d’indisponibilité per-

met de modifier la performance de la machine. Ainsi, la durée de la tâche j ordonnancée

après la période i sur la machine Ml a une durée d’exécution δljip(j, r), avec 0 < δlji ≤ 1 :

le taux de modification des performances de la machine après la ième période d’indispo-

nibilité. Les auteurs montrent que minimiser la charge totale de la machine (TML) peut

être résolu en temps polynomial avec une complexité O(nm+2+
∑m

l=1
kl).

Yang et Yang [125] ont étudié un problème similaire sur des machines parallèles non-

liées avec plusieurs indisponibilités de durée constante βl. La durée de la tâche Tj or-

donnancée après la période i sur Ml a une durée d’exécution δljiplj, avec 0 < δlji et plj

la durée standard de la tâche Tj sur la machine Ml. Les auteurs ont montré que le pro-

blème d’ordonnancement Rm|δljiplj,Ml ≤ kl, ml = βl|
∑m

l=1 C l
max est polynomial avec une

complexité améliorée O(n3+
∑m

l=1
kl).
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Le problème d’ordonnancement avec un effet de détérioration sur des machines pa-

rallèles non-liées en présence de plusieurs périodes d’indisponibilité de durée constante βl

a été étudié dans l’article de Yang et al. [123]. Les auteurs considèrent deux modèles de

détérioration : le premier suit une fonction exponentielle p(l, j, r) = pljr
alj et le second

modèle suit une fonction linéaire p(l, j, r) = plj +rblj, avec r la position de la tâche, alj > 0

et blj > 0 les facteurs de la détérioration de la tâche Tj ordonnancée sur la machine Ml.

Dans ce problème, l’insertion d’une période de maintenance permet de rétablir les condi-

tions initiales de la machine. L’objectif est de trouver la séquence optimale des tâches,

les positions et le nombre de maintenances sur chaque machine qui minimisent la charge

totale des machines (TML =
∑m

l=1 C l
max). Yang et al. [123] ont montré que le problème

Rm|p(l, j, r),Ml ≤ kl, ml = βl|
∑m

l=1 C l
max est polynomial et ils ont proposé une méthode

de résolution de complexité O(nm+3) pour les deux modèles présentés précédemment. Des

cas particuliers ont aussi été étudiés dans [123] lorsque pljr = pljr
a et pljr = plj + rb, un

algorithme de résolution a été proposé avec une complexité O(nm+1 log n) pour les deux

cas.

Dans le tableau 2.3, nous résumons les travaux à machines parallèles présentés pré-

cédemment. Pour chaque référence, nous indiquons : l’atelier de production, le critère

d’optimisation, la variation des tâches, le nombre de maintenances et la complexité de

résolution.

2.4.1.3 Problèmes flow shop

En 2010, Allaoui et al. [3] ont étudié un problème d’ordonnancement flow shop à deux

machines avec une période de maintenance de durée constante à ordonnancer dans l’in-

tervalle [0, T ]. Les auteurs ont montré que le problème est NP-difficile si la période de

maintenance est insérée sur la première ou la deuxième machine. Des propriétés d’op-

timalité et deux heuristiques de résolution ont été présentées. Nous présentons, dans le

chapitre 7, une nouvelle analyse en démontrant que contrairement à ce qui est démon-

tré dans [3], le problème lorsque la maintenance est à placer sur la deuxième machine

est polynomial. Nous présentons aussi un algorithme de résolution et une extension du

problème. Ces résultats ont été publiés dans l’article [31].
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Tableau 2.3 – Problèmes d’ordonnancement simultané de tâches et de périodes d’indisponibilité de durées constantes sur machines parallèles

Référence Atelier Critère
Durée de tâches Nombre de

maintenances Complexité

In
va

ri
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t

P
os

it
io

n

R
M

A
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ix

e
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ne
su

p.

A
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Lee et Chen [74] Pm
∑m

l=1 wjCj X 1 NP-difficile

Zhao et al. [139] P2
∑m

l=1 Cj X 1 O(n6)

Zhao et al. [139] Pm
∑m

l=1 Cj X 1 O(n2m+3)

Zhao et al. [139] Pm
∑m

l=1 wjCj X 1 NP-difficile

Hsu et al. [55] Rm
∑m

l=1 Cj X 1 O(nm+3)

Yang et al. [132] Rm
∑m

l=1 Cj X 1 O(nm+3)

Yang et Yang [132] Rm
∑m

l=1 Cj X kl O(n3+
∑m

l=1
kl)

Ji et Cheng [59] Pm
∑m

l=1 Cj X X kl O(n2+m+
∑m

l=1
kl)

Ji et Cheng [59] Pm
∑m

l=1 C l
max X X kl O(n2+m+

∑m

l=1
kl)

Yang et Yang [125] Rm
∑m

l=1 C l
max X kl O(n3+

∑m

l=1
kl)

Yang et al. [123] Rm
∑m

l=1 C l
max X kl O(nm+3)

Yang et al. [123] Rm
∑m

l=1 C l
max X kl O(nm+1 log n)
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2.4.2 Périodes d’indisponibilité de durées variables

Les études présentées dans la section précédente considèrent que les périodes d’in-

disponibilité sont de durées constantes. En 2005, un nouveau modèle a été proposé par

Kubzin et Strusevich [67, 68]. Dans cet article, la durée de la maintenance suit une fonction

linéaire selon sa date de début :

m(t) = α × t + β

avec t la date de début de la période d’indisponibilité mesurée à partir de la date de fin

de la période d’indisponibilité précédente, α et β étant deux paramètres positifs. Dans ce

modèle, plus la période séparant deux maintenances est importante, plus la maintenance

à réaliser est lourde et donc plus sa durée est importante.

Depuis lors, l’ordonnancement sous contraintes de disponibilité de durée variable attire

de plus en plus l’attention des chercheurs.

Dans les sous-sections suivantes, nous passons en revue les problèmes d’ordonnance-

ment en présence de périodes d’indisponibilité de durées variables.

2.4.2.1 Problèmes à une machine

a. Minimisation du Cmax

Nous présentons dans ce qui suit, les principaux résultats des problèmes d’ordonnan-

cement intégrant la minimisation du makespan en présence de périodes d’indisponibilité

de durées variables sur une machine.

Nous commençons par un problème basique étudié par Mosheiov et Sidney [90]. Les

auteurs considèrent une machine, n tâches indépendantes à ordonnancer avec bj le temps

opératoire de la tâche Tj, une période de maintenance à ordonnancer, la durée de l’activité

de maintenance varie en fonction de sa date de début m = αt+β. L’insertion de la mainte-

nance améliore la performance de la machine : si la tâche Tj est ordonnancée après la main-

tenance le temps opératoire devient aj (aj ≤ bj). L’objectif est la minimisation du Cmax.

La résolution de ce problème est triviale. En effet, dans l’ordonnancement optimal deux

cas sont possibles ; soit, l’activité de maintenance est insérée à l’instant t = 0, ainsi la du-

rée de la maintenance est minimisée (m = β) et la somme des temps opératoires est égale

à
∑n

j=1 aj. Ou la maintenance n’est pas effectuée du tout. Dans les deux cas, l’ordre des

travaux est sans importance. La solution optimale est donc le makespan minimum de ces

deux cas. Ainsi, le problème d’ordonnancement 1|p(j) = (bj, aj),M ≤ 1, m = αt + β|Cmax

peut être résolu à l’optimal avec une complexité O(n), avec C∗
max = min{

∑
bj;

∑
aj + β}.

Yang et Yang [134] se sont intéressés au problème à une machine avec un effet de
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détérioration 1|p(j, r) = pjr
aj ,M, mi = αti + β|Cmax. Le temps opératoire de la tâche Tj

est égal à p(j, r) = pjr
aj . L’objectif est de trouver simultanément la séquence des tâches

qui minimise le Cmax, le nombre et les positions optimales de maintenances. Les auteurs

ont considéré des périodes de maintenance qui varient en fonction de leurs dates de début

mi = αti + β, ti étant la durée entre la (i − 1)éme maintenance et la ième maintenance. En

utilisant un algorithme basé sur le problème d’affectation, les auteurs ont prouvé que le

problème est polynomial avec une complexité O(n5).

Lorsque la durée de la maintenance suit un effet d’apprentissage tel que mi = t0i
b,

avec b < 0 le facteur d’apprentissage et t0 > 0 la durée élémentaire de la maintenance, les

auteurs ont montré que la minimisation du makespan est polynomiale avec un algorithme

de résolution de complexité O(n4). Si le facteur de la détérioration est indépendant de la

tâche aj = a, les auteurs ont montré que le problème 1|p(j, r) = pjr
a,M, mi = t0i

b|Cmax

peut être résolu avec une complexité O(n log n).

Yang [126] a étudié un problème à une machine avec un modèle qui combine l’ef-

fet de détérioration et d’apprentissage. La durée de la tâche Tj varie en fonction de sa

position et de sa date de début p(j, r, t) = (pj − at)rb, où 0 < a < 1 et b ≥ 0 sont,

respectivement, le facteur d’apprentissage et de détérioration. Au plus, une période de

maintenance doit être insérée sur la machine et qui varie en fonction de sa date de lance-

ment m = αt + β. Les auteurs ont prouvé que la résolution du problème est polynomiale

avec une complexité O(n2logn). Dans [128], Yang a étudié un problème similaire au pro-

blème précédent avec plusieurs périodes de maintenance à insérer. Vu le budget limité,

le nombre maximum de maintenances autorisées est égal à k0. L’objectif du problème

1|p(j, r, t) = (pj − at)rb,M ≤ k0, mi = αti + β|Cmax est de trouver la séquence optimale

qui minimise Cmax, le nombre et les positions optimales de maintenances. Yang a déve-

loppé une méthode de résolution énumérative qui résout le problème d’une façon optimale

avec une complexité O(nk0+1 log n).

Un modèle avec un effet de détérioration général et plusieurs périodes de maintenance

a été présenté par Rustogi et Strusevich [99]. Dans ce modèle avec plusieurs périodes

de maintenance, les auteurs considèrent que la détérioration varie selon le rang et le

groupe de tâches, autrement dit, l’efficacité de l’intervention de maintenance varie d’une

maintenance à une autre. p(i)(j, r) est le temps opératoire de la tâche Tj ordonnancée dans

le rang r du groupe i (ensemble de tâches entre la maintenance i et (i − 1). La durée de

la ième période de maintenance est mi = αiti + βi avec αi et βi les paramètres de la ième

maintenance. L’objectif du problème 1|p(i)(j, r),M, mi = αiti + βi|Cmax est de trouver le

nombre optimal de maintenances et la séquence optimale de tâches qui minimisent Cmax.

Le tableau 2.4 résume les différentes formes de détérioration considérées par les auteurs,

on note par la fonction g le facteur de détérioration décroissant selon r.

42



2.4 Périodes d’indisponibilité : variables de décision

Tableau 2.4 – Les différents modèles étudiés dans Rustogi et al. [99]

Temps opératoire Durée de la maintenance Complexité

p(i)(j, r) = pjg(r) mi = αit + βi O(n2)
p(i)(j, r) = pjg(i, r) mi = αit + βi O(n3)
p(i)(j, r) = pjg(j, r) mi = αit + βi O(n4)
p(i)(j, r) = pjg(i, j, r) mi = αit + βi O(n5)

Nous résumons dans le tableau 2.5 les différents travaux de minimisation du Cmax

en présence de périodes de maintenance avec durées variables. La première colonne du

tableau regroupe les références. La deuxième colonne précise les variations appliquées

sur les tâches. Le nombre de maintenances à insérer et la complexité de résolution sont

indiqués, respectivement, dans les deux dernières colonnes.

Tableau 2.5 – Problèmes d’ordonnancement simultané des tâches et des périodes d’indisponibilité
de durées variables sur une machine

Référence

Durée des tâches Nombre de
maintenances

ComplexitéParamètres
de variation

R
M

A

F
ix

e

B
or

ne
su

p.

A
dé

te
rm

in
er

p
os

it
io

n

te
m

ps

gr
ou

p
e

Mosheiov et Sidney [90] X ≤ 1 O(n)

Yang et Yang [134] X X O(n5)

Yang [126] X X ≤ 1 O(n2 log n)

Yang [128] X X ≤ k0 O(nk0+1 log n)

Rustogi et Strusevich [99] X X O(n2)

Rustogi et Strusevich [99] X X X O(n3)

Rustogi et Strusevich [99] X X O(n4)

Rustogi et Strusevich [99] X X X O(n5)

b. Minimisation de la somme des dates de fin
∑

Cj

Mosheiov et Sidney [90] ont considéré le problème d’ordonnancement suivant :

1|p(j) = (aj, bj),M ≤ 1, m = αt + β|
∑

Cj. Une période de maintenance variable est à

insérer dans l’ordonnancement. La durée de la maintenance varie en fonction de sa date

de début m = αt + β. L’insertion de l’activité de maintenance permet d’améliorer la
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performance de la machine, avec aj et bj le temps opératoire de la tâche, respectivement,

avant et après la maintenance tel que bj ≤ aj. Le problème a été résolu avec une complexité

O(n4) en utilisant un problème d’affectation.

Yang [126] a proposé une méthode de résolution basée sur un algorithme de tri de

complexité O(n2 log n) pour minimiser la somme des dates de fin en présence d’une période

de maintenance optionnelle de durée variable m = αt + β. La planification d’une période

de maintenance permet de rétablir les conditions initiales du système de production. La

machine subit un effet de détérioration et d’apprentissage avec p(j, r) = (pj − at)rb avec

0 < a < 1 et b ≥ 0, respectivement, les facteurs d’apprentissage et de détérioration.

Notons qu’une restriction sur ces paramètres a été ajoutée par les auteurs pour avoir des

temps opératoires positifs. Nous présentons le problème étudié sous la notation à trois

champs par 1|p(j, r) = (pj − at)rb,M ≤ 1, m = αt + β|
∑

Cj.

Le cas des problèmes avec plusieurs périodes de maintenance a été étudié par Yang

et Yang [135]. Les auteurs considèrent le problème 1|p(j, r),M ≤ k0, mi = αti + β|
∑

Cj.

Yang et Yang ont étudié trois modèles de détérioration, à savoir :

– Modèle de détérioration exponentiel : p(j, r) = pjr
aj , où aj > 0 le facteur de dété-

rioration de la tâche Tj.

– Modèle de détérioration linéaire : p(j, r) = pj + ajr, où aj > 0 le facteur de détério-

ration de la tâche Tj.

– Modèle de détérioration temporel et linéaire : p(j, r) = pj + at, où a > 0 et t sont,

respectivement, le facteur de détérioration commun à toutes les tâches et la date de

début de la tâche.

En raison de la restriction du budget d’entretien, le nombre maximum de maintenances

k0 est supposé connu à l’avance. L’objectif est de minimiser la somme des dates de fin et

de trouver le nombre et les positions optimales de maintenances. Nous résumons dans le

tableau 2.6 les trois problèmes étudiés ainsi que la complexité de résolution. Notons qu’un

cas particulier du modèle linéaire a été étudié avec aj = a, i.e. un facteur de détériora-

tion indépendant des tâches (deuxième ligne du tableau). L’ensemble des méthodes de

résolution présentées dans l’article est basé sur la résolution d’un problème d’affectation.

Tableau 2.6 – Les différents modèles étudiés dans Yang et Yang [135]

Effet sur la machine Durée de la maintenance Complexité

p(j, r) = pjr
aj mi = αti + β O(nk0+3)

p(j, r) = pjr
a mi = αti + β O(nk0+1 log n)

p(j, r) = pj + bjr mi = αti + β O(nk0+3)

p(j, r) = pj + at mi = αti + β O(nk0+1 log n)
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Dans [128], un problème similaire au précédent a été étudié avec plusieurs périodes de

maintenance à ordonnancer : 1|p(j, r, t) = (pj + δt)ra,M ≤ k0, mi = αti + β|
∑

Cj. Les

auteurs considèrent l’effet combiné de détérioration/apprentissage suivant p(j, r, t) = (pj +

δt)ra, avec a ≤ 0 le facteur d’apprentissage et δ ≥ 0 le facteur de détérioration. Le nombre

maximum de maintenances k0 est connu d’avance. L’objectif est de trouver la séquence

optimale qui minimise
∑

Cj, le nombre et les positions optimales de maintenances. Les

auteurs ont montré que lorsque le nombre de maintenances à insérer et les tailles des

groupes (nombre de tâches entre deux maintenances) sont connus, le problème peut être

résolu avec un algorithme de tri de complexité O(n log n). Ainsi, pour résoudre le problème

initial, il suffit d’énumérer toutes les tailles possibles de groupes et tous les nombres de

maintenances, ils ont montré que O(nk0) combinaisons sont possibles. Alors, la complexité

totale pour résoudre le problème est de O(nk0+1logn).

Nous résumons dans le tableau 2.7 les différents travaux menés sur la minimisation

de
∑

Cj en présence de périodes de maintenance avec durées variables. Dans ce tableau,

plusieurs caractéristiques du problème étudié sont présentées : les paramètres de variation

des tâches, le nombre de maintenances à insérer et la complexité de résolution.

Tableau 2.7 – Problèmes d’ordonnancement simultané des tâches et des périodes d’indisponibilité
de durées variables sur une machine

Référence
Durée de tâches Nombre de

maintenances
Complexité

Position Temps RMA

Mosheiov et Sidney [90] X ≤ 1 O(n4)

Yang [126] X X ≤ 1 O(n2 log n)

Yang et Yang [135] X ≤ k0 O(nk0+3)

Yang et Yang [135] X ≤ k0 O(nk0+1 log n)

Yang et Yang [135] X ≤ k0 O(nk0+1 log n)

Yang [128] X X ≤ k0 O(nk0+1 log n)

c. Minimisation des pénalités d’avance et de retard

Dans ce paragraphe, nous nous focalisons sur les problèmes avec pour objectif la mini-

misation de la somme des pénalités d’avance et de retard. Cette configuration est définie

comme suit : la date de fin d’exécution de chaque tâche doit être incluse dans une fenêtre

de réalisation [d; f ]. d (≥ 0) et f (≥ d) sont des paramètres du problème. Si la tâche

est réalisée avant cet intervalle, elle doit être stockée, une pénalité sera donc appliquée.
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Une pénalité de retard est appliquée si la tâche est réalisée après l’instant f . Le critère

d’optimisation est le suivant :

Z =
n∑

j=1

(δEj + γTj + µd + ϑD)

Ej = max{0, d − Cj} et Tj = max{0, Cj − f} et D sont, respectivement, l’avance de

la tâche j (earliness), le retard absolu (tardiness) et la taille de l’intervalle (D = f − d).

δ > 0, γ > 0, µ > 0 et ϑ > 0 respectivement les coûts d’avance, de retards, la date de début

de l’intervalle de réalisation et la taille de l’intervalle de réalisation par unité de temps.

Pour plus de détails sur les problèmes d’ordonnancement avec fenêtres de réalisations,

nous renvoyons le lecteur à Gordon et al. [43] et à la bibliographie de l’article [131] .

Ce critère d’optimisation est important dans la gestion des systèmes industriels mo-

dernes, tels que le Juste-À-Temps (JIT) et la gestion de la chaîne logistique. En effet, dans

le système de production juste-à-temps, les tâches ne doivent pas être terminées trop tôt

ou trop tard, sinon, des pénalités de retard et d’avance sont appliquées.

Mosheiov et Sidney [90] se sont intéressés au problème 1|p(j) = (bj, aj),M ≤ 1, m =

αt + β|Z avec Z =
∑n

j=1(δEj + γTj + µd). Dans cet article les auteurs considèrent que

d = f . Une maintenance optionnelle de durée variable (qui varie en fonction de sa date de

début) permet de modifier la performance de la machine (bj et aj représentent les durées

d’exécution des tâches respectivement avant et après la maintenance tel que aj ≤ bj). Les

auteurs ont démontré, à l’aide d’un programme linéaire d’affectation, que la résolution de

ce problème est polynomiale avec une complexité O(n4).

Dans [24], Cheng et al. ont considéré le problème 1|p(j, t) = aj + bt,M ≤ 1, m =

αt + β|Z, problème à une machine avec un effet de détérioration qui varie en fonction

de la date de début des tâches p(j, t) = aj + bt, où b > 0 le facteur de détérioration.

L’insertion d’une période de maintenance optionnelle permet de rétablir les conditions

initiales du système. La maintenance varie en fonction de sa date de lancement m = αt+β.

L’objectif de cette étude est de trouver la position optimale de la maintenance, l’intervalle

de réalisation et la minimisation de la fonction coût Z. Les auteurs ont proposé une

méthode de résolution avec une complexité O(n2 log n) basée sur un algorithme de tri.

Dans [131], Yang et al. ont étudié un problème d’ordonnancement avec un effet de

détérioration appliqué sur la machine. La durée de la tâche est déterminée par la fonc-

tion suivante p(j, r) = pjr
aj avec aj ≥ 0 : le facteur de détérioration. Une période de

maintenance optionnelle de durée variable m = αt + β permet de réinitialiser la machine.

Les auteurs ne considèrent pas un intervalle de réalisation, i.e. D = 0, mais une date

de réalisation au plus tard dj = p(j, r) + q avec q une variable de décision à déterminer

lors de la résolution. Yang et al. [131] ont prouvé, en utilisant un problème d’affectation,
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que ce problème est polynomial avec une complexité O(n4). Un cas particulier a été étu-

dié avec aj = a, les auteurs ont montré que dans ce cas le problème est de complexité

O(n2 log n). Une extension du problème précédent ([131]) a été étudiée par les mêmes

auteurs dans [133], mais avec un intervalle de réalisation tel que [d, f ]. Yang et al. [133]

ont démontré que la résolution du problème est aussi polynomiale avec une complexité

O(n2 log n).

Dans [84], Mor et Mosheiov ont étudié le problème 1|p(j, r),M ≤ 1, m|Z avec plusieurs

configurations. Les auteurs ont montré que ces problèmes (voir tableau 2.8 ci-dessous) sont

polynomiaux. Des algorithmes basés sur le problème d’affectation ont été développés avec

une complexité O(n4).

Tableau 2.8 – Les différents modèles étudiés dans Mor et al. [84]

Effet sur la machine p(j, r) Durée de la maintenance Complexité

(p(j), θjp(j)) m = αt + β O(n4)

(p(j, r), θjp(j, r)) m = αt + β O(n4)

(p(j), θjp(j)) mr = βr O(n4)

(p(j, r), θjp(j, r)) mr = βr O(n4)

Notons que pour ces problèmes la période de maintenance améliore les performances

de la machine, i.e. 0 ≤ θj ≤ 1. mr = βr représente la durée de la maintenance ordonnancée

avant la tâche qui se trouve dans la position r avec βr ≤ βr+1.

Plus récemment, Xue et al. [122] ont considéré un problème à une machine en présence

de plusieurs périodes de maintenance de durée variable mi = αti + β. La machine doit

être maintenue une fois, chaque k tâches exécutées, pour rétablir ses conditions initiales.

Un modèle de variation général a été appliqué sur les tâches : p(j, r) = fj(pj, r). L’objectif

est la minimisation de εCmax +
∑n

j=1(δEj + γTj) avec ε : les frais de production par unité

de temps. Ils ont montré que le problème est polynomial avec une complexité de O(n4).

Le tableau 2.9 résume les différents travaux menés sur la minimisation des pénalités

d’avance et de retard en présence de périodes de maintenance avec durées variables.

d. Autres critères

D’autres critères d’optimisation ont été étudiés sur des problèmes à une machine.

Dans [90], Mosheiov et Sidney ont considéré le problème d’ordonnancement suivant :

1|p(j) = (bj, aj),M ≤ 1, m = αt+β|γ avec γ = {
∑

Uj, Lmax}, une période de maintenance

avec un effet de détérioration qui varie en fonction de sa date de début m = αt + β.
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Tableau 2.9 – Minimisation des pénalités d’avance et de retard en présence de périodes de main-
tenance avec durées variables

Référence

Durée des tâches Nombre de
maintenances

ComplexitéParamètres de
variation

R
M

A

Borne sup. A déterminer
Position Temps

Mosheiov et Sidney [90] X ≤ 1 O(n4)

Cheng et al. [24] X ≤ 1 O(n2 log n)

Yang et al. [131] X ≤ 1 O(n4)

Yang et al. [133] X ≤ 1 O(n2 log n)

Mor et Mosheiov [84] X X ≤ 1 O(n4)

Xue et al. [122] X X X O(n4)

L’insertion de la maintenance permet d’améliorer la performance de la machine (bj et

aj le temps opératoire de la tâche Tj avant et après la maintenance). Les auteurs ont

démontré que la minimisation du nombre de tâches en retard
∑

Uj et la minimisation du

retard maximal Lmax peuvent être résolues en temps polynomial avec, respectivement,

des complexités O(n4 log n) et O(n2).

Dans [126], le problème considéré est 1|p(j, r, t) = (pj − at)rb,M ≤ 1, m = αt +

β|TADC : un effet combiné de détérioration et d’apprentissage sur la machine, le temps

opératoire défini par p(j, r, t) = (pj −at)rb, avec a et b respectivement, le facteur d’appren-

tissage et de détérioration, au plus une période de maintenance de durée variable est à

insérer. Cette dernière permet de rétablir les conditions initiales de la machine. L’objectif

est de minimiser la variation des dates de fin (TADC) et aussi de trouver la position

optimale de la maintenance. Yang démontre que lorsque la position de la maintenance

est fixée, la séquence optimale est obtenue en utilisant un algorithme de tri en O(n log n).

Sachant que n positions sont possibles pour insérer la maintenance, le problème peut donc

être résolu avec une complexité O(n2 log n).

2.4.2.2 Problèmes à machines parallèles

Les études faites sur les problèmes à machines parallèles en présence de périodes d’in-

disponibilité de durées variables sont généralement menées avec deux critères d’optimi-

sation classiques, à savoir ; la minimisation de la charge totale des machines (TML =
∑m

l=1 C l
max) et la somme totale des dates de fin (TC =

∑
Cj). Ces résultats seront pré-

sentés dans les deux premiers paragraphes. Nous présenterons également, dans le dernier

paragraphe, des résultats sur les problèmes à machines parallèles avec d’autres critères
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d’optimisation.

a. Minimisation de la charge totale des machines

Pour les problèmes avec des périodes d’indisponibilité de durée variable, Cheng et

al. [21] ont étudié le problème Rm|p(l, j) = (blj, alj),Ml ≤ 1, ml = αltl+βl|
∑m

l=1 C l
max avec

une période de maintenance optionnelle 2 sur chaque machine. La durée de la maintenance

sur la machine Ml varie linéairement en fonction de sa date de début ml = αltl + βl, avec

tl, αl et βl sont, respectivement, la date de début de la maintenance, le facteur de la

détérioration de la maintenance et sa durée élémentaire sur la machine Ml. La durée de la

tâche Tj ordonnancée sur la machine Ml avant la maintenance est égale à blj et si la tâche

Tj est placée après la maintenance sa durée d’exécution sera alj, où blj ≥ alj. Les auteurs

démontrent que la minimisation de la charge totale des machines est polynomiale, si le

nombre de machines m est fixe, avec une complexité O(nm+3).

Hsu et al. [56] considèrent un problème similaire avec la configuration suivante : m

machines parallèles non liées avec une période de maintenance dont la durée varie linéaire-

ment en fonction de sa date de début ml = αtl+β, où α ≥ 0 et β > 0 sont, respectivement,

le facteur de détérioration de la maintenance et la durée élémentaire de la maintenance.

Les auteurs considèrent des périodes de maintenance optionnelles sur chaque machine.

Trois modèles de détérioration ont été étudiés :

– modèle de détérioration exponentiel : la durée de la tâche Tj ordonnancée à la

position r sur la machine Ml est p(l, j, r) = pljr
alj .

– modèle de détérioration linéaire en fonction de la date de début : la durée de la tâche

Tj ordonnancée à la position r à l’instant t sur la machine Ml est p(l, j, t) = plj +bjt.

– modèle de détérioration linéaire en fonction de la position : la durée de la tâche Tj

ordonnancée à la position r sur la machine Ml est p(l, j, r) = plj + aljr.

où alj > 0 et bj > 0 des facteurs de la détérioration.

Les auteurs ont montré que les problèmes Rm|p(l, j, r),Ml ≤ 1, ml = αltl+βl|
∑m

l=1 C l
max

étudiés sont polynomiaux (pour les trois modèles de détérioration), une méthode de réso-

lution a été proposée avec une complexité O(n2m+2).

b. Minimisation de la somme des dates de fin

Les problèmes d’ordonnancement simultané des tâches et des périodes d’indisponibi-

lité de durée variable ont aussi été étudiés avec comme objectif la minimisation de la

somme des dates de fin. Dans ce paragraphe, nous nous focalisons sur ces problèmes

d’ordonnancement.

Wang et al. [116] ont proposé un algorithme polynomial de complexité O(n2m+3) pour

2. Au plus, une période de maintenance sur chaque machine.
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résoudre le problème Pm|p(j) = (pj, δjpj),Ml ≤ 1, ml = αltl + βl|
∑

Cj. Les auteurs

considèrent m machines parallèles identiques et au plus une période d’indisponibilité sur

chaque machine. La durée de l’indisponibilité varie en fonction de sa date de début ml =

αltl + βl, avec αl et βl les paramètres de la maintenance et tl sa date d’insertion sur la

machine Ml. La durée de la tâche Tj avant l’indisponibilité est égale à pj et si elle est

placée après l’indisponibilité sa durée d’exécution sera δjpj, avec δj > 0. Notons que dans

cet article, il n’y a pas de restriction sur la valeur de δj, autrement dit, la durée de la

tâche Tj peut être diminuée après la maintenance si 0 < δj ≤ 1 ou augmentée si 1 < δj.

Peu de temps après, une amélioration du problème précédent a été proposée par Wang

et al. [117]. Les auteurs ont proposé un algorithme de résolution d’une complexité plus

faible O(nm+3) sur m machines parallèles non liées (Rm).

Cheng et al. reprennent dans [21] le problème précédent, mais avec un temps opératoire

plus général p(l, j) = (blj, alj), avec blj ≥ alj (la maintenance améliore les performances de

la machine). Cette étude a montré que le problème Rm|p(l, j) = (blj, alj),Ml ≤ 1, ml =

αltl + βl|
∑

Cj est polynomial. Un algorithme de résolution a été proposé avec une com-

plexité O(nm+3). Plus récemment, Yang et al. [130] ont montré que le problème reste aussi

polynomial lorsque blj < alj.

Hsu et al. [56] considèrent un problème d’ordonnancement de tâches et de mainte-

nances variables sur m machines parallèles en présence d’un effet de détérioration. La

durée de la maintenance varie linéairement en fonction de sa date de début ml = αltl + β,

où αl, β et tl sont, respectivement, le facteur de la détérioration, la durée élémentaire de

la maintenance et sa date de début sur Ml. Les auteurs considèrent des périodes de main-

tenance optionnelles sur chaque machine. Trois modèles de détérioration ont été étudiés :

– modèle de détérioration exponentiel : p(l, j, r) = pljr
alj

– modèle de détérioration linéaire en fonction de la date de début : p(l, j, t) = plj + bjt

– modèle de détérioration linéaire en fonction de la position : p(l, j, r) = plj + aljr

Avec alj > 0 et bj > 0 des facteurs de la détérioration. L’insertion de la période de

maintenance permet de rétablir les conditions initiales de la machine. L’objectif est la mi-

nimisation de
∑

Cj. Les auteurs ont montré que les problèmes Rm|p(l, j, r),Ml ≤ 1, ml =

αltl + β|
∑

Cj étudiés sont polynomiaux, une méthode de résolution a été proposée avec

une complexité O(n2m+2).

Le problème à machines parallèles non liées avec plusieurs maintenances variables sur

chaque machine a été étudié par Yang [129]. Il considère deux scénarios :

– Un effet de détérioration qui varie en fonction de la position de la tâche :

p(l, j, r) = pljflj(r) avec plj : la durée standard de la tâche j sur la machine Ml,

flj(r) le facteur de détérioration de la tâche j ordonnancée sur la machine Ml à la

position r, tel que flj(r) ≥ 1 et flj(1) = 1. Le facteur dépend donc de la tâche, de
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sa position et de la machine.

– Un effet de détérioration qui varie en fonction de la date de début de tâches :

p(l, j, t) = plj + crt, avec cr et t, respectivement, le facteur de détérioration de la

tâche ordonnancée à la position r et sa date de début.

L’auteur suppose que les durées de maintenance varient linéairement en fonction de

leurs dates de lancement tel que la durée de la ième maintenance sur la machine Ml est

mli = αltli + βl, avec tli sa date de lancement à partir de la maintenance précédente. Une

borne supérieure k0 a été proposée par l’auteur pour le nombre maximal de maintenances.

L’objectif est de trouver les positions et le nombre optimal de maintenances sur chaque

machine et de minimiser
∑

Cj. En utilisant un problème d’affectation, l’auteur démontre

que la résolution du problème Rm|p(l, j, r),M ≤ k0, mli = αltli +βl|
∑

Cj est polynomiale

avec une complexité O(nm+k0+2) pour les deux scénarios.

Nous résumons dans le tableau 2.10 les différents travaux sur les machines parallèles en

présence de périodes de maintenance avec durées variables. La première colonne du tableau

regroupe les références. La deuxième colonne précise l’atelier et le critère d’optimisation.

Ensuite, les variations appliquées sur les tâches sont présentées dans la troisième colonne.

Le nombre de maintenances à insérer et la complexité de résolution sont indiqués dans les

deux dernières colonnes.

c. Autres critères

Dans la littérature, d’autres critères ont été étudiés. Wang et Wei [114] ont considéré

un problème à machines parallèles. Chaque machine peut être maintenue au plus une seule

fois. La durée de la maintenance varie en fonction de sa date de début (αltl + βl) avec

l = 1, . . . , m et m le nombre de machines. L’insertion de cette période de maintenance

permet d’améliorer la performance de la machine : blj ≥ alj avec blj et alj, respectivement,

les durées de la tâche Tj sur la machine Ml avant et après la maintenance. Les auteurs ont

étudié cette configuration avec deux objectifs : minimisation de la variation des dates de

fin (TADC) et la minimisation de la variation des dates de début (ou les durées d’attente)

(TADW ). En utilisant un problème d’affectation, les auteurs ont montré que ces deux

problèmes sont polynomiaux avec une complexité O(n2m+2).
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Tableau 2.10 – Problèmes d’ordonnancement simultané des tâches et des périodes d’indisponibilité de durées variables à machines parallèles

Référence Atelier Critère

Durée des tâches

Nombre de
maintenances

ComplexitéParamètres de variation

R
M

A

Position Temps

Cheng et al. [21] Rm
∑m

l=1 C l
max X ≤ 1 O(nm+3)

Hsu et al. [56] Rm
∑m

l=1 C l
max X ≤ 1 O(n2m+2)

Hsu et al. [56] Rm
∑m

l=1 C l
max X ≤ 1 O(n2m+2)

Wang et al. [116] Pm
∑m

l=1 Cj X ≤ 1 O(n2m+3)

Wang et al. [117] Rm
∑m

l=1 Cj X ≤ 1 O(nm+3)

Cheng et al. [21] Rm
∑m

l=1 Cj X ≤ 1 O(nm+3)

Yang et al. [130] Rm
∑m

l=1 Cj X ≤ 1 O(nm+3)

Hsu et al. [56] Rm
∑m

l=1 Cj X ≤ 1 O(n2m+2)

Hsu et al. [56] Rm
∑m

l=1 Cj X ≤ 1 O(n2m+2)

Yang [129] Rm
∑m

l=1 Cj X ≤ k0 O(nm+k0+2)
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2.4.2.3 Problèmes flow shop et open shop

Kubzin et Strusevich [67, 68], en 2005, ont été les premiers à introduire l’indisponi-

bilité de durée variable dans les problèmes d’ordonnancement. Dans [68], les auteurs ont

considéré le problème suivant : un problème open shop à deux machines, chaque machine

doit être maintenue une seule fois. La durée de la maintenance suit un effet de détériora-

tion qui varie en fonction de sa date de début ml = βl + fl(t) la durée de maintenance

sur la machine Ml avec β ≥ 0 et fl(t) une fonction croissante tel que fl(0) = 0. Les au-

teurs démontrent que minimiser le Cmax est polynomial avec une complexité O(n). Pour

la même configuration avec un atelier flow shop, les auteurs prouvent que la minimisation

de Cmax est NP-difficile lorsque la période de maintenance est autorisée sur la première

machine. Un algorithme de programmation dynamique a été développé pour résoudre ce

problème.

Dans [67], un problème flow shop à deux machines sans attente dans lequel la première

machine nécessite une maintenance de durée variable m = β+f(t) a été étudié par Kubzin

et Strusevich. Les auteurs démontrent que le problème est NP-difficile.

2.5 Positionnement de notre problématique

Dans cette thèse, nous nous intéressons aux problèmes d’ordonnancement simultané

de tâches et de périodes d’indisponibilité de durées variables. L’étude bibliographique

réalisée dans la section précédente aide à tracer les objectifs et les motivations pour le

reste de cette thèse.

Nous constatons que les problèmes à une machine et machines parallèles ont été lar-

gement étudiés dans la littérature avec différentes fonctions qui modélisent la variation

de tâches et de maintenances. Également, plusieurs critères d’optimisation ont été évalués

tels que : Cmax,
∑

Cj, TADC, TADW ,etc. Notre travail a pour originalité : d’aborder

ces problèmes, mais avec une vision plus générale, nous définirons ainsi des modèles géné-

riques de variations de tâches qui englobent les modèles antérieurs et nous présenterons

une approche globale capable de généraliser des résultats obtenus par ces problèmes. Nous

résoudrons ainsi ces différents problèmes avec plusieurs autres critères d’optimisation. En-

fin, nous améliorons certaines complexités de résolution.

La prise en compte des périodes d’indisponibilité dans les problèmes d’atelier (flow

shop, job shop, open shop) a été très peu étudiée. Nous nous intéressons donc en se-

cond lieu, dans cette étude, aux problèmes de type flow shop en présence de périodes

d’indisponibilité variables.
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Pour conclure, les principales originalités de ce travail sont :

– Définir un modèle général pour les systèmes de production avec des indisponibilités

qui englobe les modèles antérieurs sur une machine et sur machines parallèles.

– Développer une approche globale de résolution pour les problèmes à une machine et

machines parallèles, ce qui permet de généraliser et améliorer les résultats antérieurs.

– Étudier les problèmes flow shop et proposer des méthodes de résolution.

2.6 Conclusion

Cette thèse se concentre sur les problèmes d’ordonnancement simultané de tâches et

de périodes d’indisponibilité. Une revue de littérature sur le sujet est donc réalisée dans

ce chapitre. À partir de cette étude, nous avons tracé les objectifs et les motivations de

cette thèse.

Dans la partie suivante (Partie II, Approche globale), nous traitons les deux premiers

objectifs de la thèse ; nous définissons d’abord dans le chapitre 3 un modèle global qui

généralise les modèles antérieurs. Ensuite, nous proposons dans les chapitres 4 et 5 une

approche globale pour résoudre ce modèle avec un atelier à une machine et à machines

parallèles. Une comparaison sera faite entre les résultats obtenus et les résultats antérieurs.
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Approche globale
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3
Modèle global

Résumé : Dans ce chapitre, nous proposons un modèle global

de prise en compte des indisponibilités dans les systèmes de produc-

tion. La nouvelle modélisation de maintenance que nous proposons

englobe les modèles classiques présentés dans la première partie

(Partie I). De plus, nous considérons un modèle général pour la va-

riation des tâches, contrairement aux travaux antérieurs dans les-

quels des fonctions analytiques ont été utilisées pour modéliser l’ef-

fet d’apprentissage et de détérioration. Après avoir présenté notre

modèle dans le cas à une machine, nous généralisons notre approche

aux ateliers à machines parallèles et aux modèles dépendants du

groupe.
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Chapitre 3. Modèle global

3.1 Introduction

Comme cela a déjà été précisé précédemment, un des objectifs principaux de cette

thèse est la présentation d’une approche globale de résolution des problèmes d’ordonnan-

cement en présence de périodes d’indisponibilité. Ainsi, avant d’entamer la présentation

de cette approche, un modèle général doit être défini. Dans ce chapitre, nous présentons

une modélisation des systèmes de production en présence de périodes de maintenance qui

englobe les modèles classiques présentés dans la première partie de la thèse (Partie I).

Nous présentons, dans la section 3.2, ce modèle et en particulier la variation des temps

opératoires et de la durée de la maintenance. Des extensions vers un modèle à machines

parallèles et un modèle dépendant du groupe sont présentées dans la section 3.3. Nous

dédions la dernière section 3.4 au rappel de quelques définitions autour des problèmes

d’affectation.

3.2 Modèle global

Nous nous concentrons dans cette partie sur un modèle global dépendant de la po-

sition de la tâche "the position-dependent model". Nous présentons, dans ce qui suit, les

différentes caractéristiques de ce modèle dans un atelier à une machine.

3.2.1 Modèle global pour les temps opératoires

Dans notre étude, nous nous intéressons aux fonctions qui varient selon la position

de la tâche, avec p(j, r) le temps opératoire de la tâche Tj ordonnancée au rang r sur la

machine. Dans la littérature, plusieurs fonctions spécifiques ont été étudiées pour illustrer

la variation du temps opératoire. Parmi les fonctions utilisées, nous pouvons citer : pjr
a

([11], [87], [88]) et pjσ
r−1 ([41]), pj +bjr (voir [7], [135] et [56]), pjr

aj (voir [89], [134], [135]

et [138]), pjσ
r−1
j (voir [136]). Une liste des fonctions analytiques a été présentée dans les

tableaux 1.4 et 1.3.

Contrairement aux travaux antérieurs, dans notre modèle aucune fonction spécifique

n’est imposée. Le temps opératoire de la tâche Tj ordonnancée au rang r est simplement

défini par p(j, r).

Pour modéliser un effet de détérioration, nous imposons l’inégalité suivante :

p(j, 1) ≤ p(j, 2) ≤ . . . ≤ p(j, n), ∀ j = 1, . . . , n (3.1)
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Nous obtenons un effet d’apprentissage, si les temps opératoires vérifient :

p(j, 1) ≥ p(j, 2) ≥ . . . ≥ p(j, n), ∀ j = 1, . . . , n (3.2)

En effet, dans un cas réel, les durées p(j, r) peuvent être déterminées à partir de

l’historique du système de production. Soit D une matrice de n lignes et n colonnes qui

contient les temps opératoires p(j, r).

D =











j / r r = 1 r = 2 . . . r = n

T1 p(1, 1) p(1, 2) . . . p(1, n)

T2 p(2, 1) p(2, 2) . . . p(2, n)
...

...
. . .

...

Tn p(n, 1) p(n, 2) . . . p(n, n)











Pour étudier un modèle classique, par exemple pjr
aj , il suffit de remplir la matrice en

utilisant la fonction de détérioration p(j, r) = pjr
aj .

L’effet appliqué sur la machine s’intègre dans la notation de Graham au sein du

deuxième champ via les notations « p(j, r) − det » ou « p(j, r) − app » si l’effet de dé-

térioration ou l’effet d’apprentissage, respectivement, sont imposés. Lorsqu’aucun effet

n’est appliqué, la variation des temps opératoires est notée par « p(j, r) ».

3.2.2 Modèle de maintenances pondérées

Dans ce qui suit, nous proposons un nouveau modèle de maintenance, que nous no-

tons MP, qui englobe et généralise les modèles de maintenances antérieures. L’idée de ce

modèle est la suivante : nous considérons qu’une tâche Tj ordonnancée dans la position r

sur la machine contribue à l’usure de la machine de manière proportionnelle à sa durée

opératoire. Elle contribue ainsi indirectement à la durée de la maintenance avec une durée

proportionnelle à son temps opératoire w(j, r)p(j, r). La maintenance permet de rétablir

les conditions initiales de la machine.

Dans un système de production à une machine et avec plusieurs périodes de mainte-

nance, soit k périodes de maintenance sur la machine, nous obtenons une répartition des

tâches en k+1 groupes {G1, m1, G2, . . . , Gk, mk, Gk+1}, où Gi le groupe des tâches entre la

maintenance i − 1 et i de taille ni telle que
∑k+1

i=1 ni = n. Notons qu’après chaque période

de maintenance la machine revient à son état initial, les rangs r sont donc réinitialisés

après la fin de la maintenance, voir la figure 3.1.

Avec ce modèle, la durée de la ième maintenance est égale à :

mi =
∑

j∈Gi

w(j, [j])p(j, [j]) + βi (3.3)
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Machine G1 m1 G2 m2 . . . mi−1 Gi mi . . . mk Gk+1

Rang r : 1, 2, . . . , n1 1, 2, . . . , n2 . . . 1, 2, . . . , ni
. . . 1, 2, . . . , nk+1

Figure 3.1 – Répartition des tâches en k + 1 groupes

où βi la durée élémentaire de la maintenance i et r = [j] définit le rang de la tâche Tj

dans le groupe Gi.

3.1. Afin de mieux comprendre ce modèle, nous considérons l’exemple suivant :

une machine avec des temps opératoires qui varient selon la position r et deux périodes

de maintenance à ordonnancer dont les durées élémentaires sont β1 = 0, 75 et β2 = 0, 5.

La durée de la maintenance i est donnée par le modèle précédent (équation 3.3). Les

temps opératoires p(j, r) et les coefficients de maintenance w(j, r) sont présentés dans les

tableaux 3.1 et 3.2.

Tableau 3.1 – Temps opératoires des tâches

Position r

p(j, r) 1 2 3 4 5
T1 1,5 2 3 5 7
T2 1,5 1,75 2 3 4
T3 1 1,5 2 3 5
T4 2 2,5 3 4 5
T5 1 2 2 2 3

Tableau 3.2 – Coefficients de maintenance

Position r

w(j, r) 1 2 3 4 5
T1 0,2 0,4 0,5 0,8 0,7
T2 0,5 0,8 0,8 0,9 0,9
T3 0,5 0,833 1,5 1,5 1,5
T4 0,375 0,8 0,8 0,9 1
T5 0,5 0,625 1,25 1,4 1,5

Soit la séquence suivante {T2 −T5 −m1 −T4 −T3 −m2 −T1}. Après la première période

de maintenance m1 la machine revient à son état initial, ainsi le rang de la tâche T4 est

r = 1 et sa durée est égale à p(4, 1) = 2, la tâche T3 est en deuxième position dans le

groupe G2 avec une durée p(3, 2) = 1, 5.

Il est clair, d’après l’exemple, que la durée de la maintenance mi est constituée par des

portions w(j, r)p(j, r) des tâches Tj exécutées dans le groupe Gi et en ajoutant une durée

élémentaire βi. Cette remarque est illustrée dans la figure 3.2.

D’après le modèle de maintenance présenté précédemment :

– la durée de la première maintenance est

m1 =
∑

j∈G1
w(j, [j])p(j, [j]) + β1 = w(2, 1)p(2, 1) + w(5, 2)p(5, 2) + β1 = 0, 5 × 1, 5 +

0, 625 × 2 + 0, 75 = 2, 75

– la durée de la deuxième maintenance est

m2 =
∑

j∈G2
w(j, [j])p(j, [j]) + β2 = w(4, 1)p(4, 1) + w(3, 2)p(3, 2) + β2 = 0, 375 × 2 +
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0, 833 × 1, 5 + 0, 5 = 2, 5

La durée totale de l’ordonnancement Cmax = 13, 75, voir figure 3.2.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Groupe : G1 Maintenance m1 Groupe : G2 Maintenance m2 Groupe : G3

Rang r 1 2 1 2 1

Machine T2 T5 T2 T5 β1 T4 T3 T4 T3 β2 T1

Durée p(2, 1) p(5, 2) w(5, 2)p(5, 2) p(4, 1) p(3, 2) w(3, 2)p(3, 2)2)2)2)2) p(1, 1)

w(2, 1)p(2, 1)(2(2, 1)1)(2 w(4, 1)p(4, 1)1)1)1)

Figure 3.2 – Exemple avec une machine et deux périodes de maintenance

Ce nouveau système de maintenance pondérée s’intègre dans la notation de Graham

au sein du deuxième champ. Ci-dessous, nous présentons une liste des notations utilisées

dans le reste de la thèse :

– MP : signifie que les indisponibilités suivent le modèle de maintenances pondérées et

que le nombre de maintenances à insérer sur la machine est une variable de décision.

– MP = k : les indisponibilités suivent le modèle de maintenances pondérées et le

nombre de maintenances sur la machine est imposé et est égal à k.

– MP ≤ k0 : les indisponibilités suivent le modèle de maintenances pondérées et le

nombre de maintenances sur la machine à une borne supérieure égale à k0.

– MP(ni) = k : les indisponibilités suivent le modèle de maintenances pondérées, le

nombre de maintenances et la taille de chaque groupe Gi sont connus d’avance. Le

terme « = k » est facultatif, car si les tailles des groupes sont connues, cela implique

que le nombre de maintenances est une donnée.

Ainsi, 1|p(j, r),MP|γ désigne un problème d’ordonnancement de tâches à durées va-

riables (en fonction de la position r) et de maintenances qui suivent le modèle général

MP, dans un atelier à une machine. L’objectif est de trouver la séquence de tâches qui

minimise le critère d’optimisation γ et de déterminer le nombre et les positions optimales

de maintenance.

On peut toujours se ramener aux modèles classiques présentés dans la section 1.4 :

– maintenance avec une durée constante mi = β en fixant w(j, r) = 0 et βi = β.

– maintenance avec une durée linéaire mi = αti + β en fixant w(j, r) = α et βi = β.

3.1. L’insertion d’une période de maintenance au début de l’ordonnance-

ment (à l’instant t=0) ou à la fin de l’ordonnancement est possible d’un point de vue
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mathématique, mais non intéressante pour la minimisation du critère d’optimisation. En

effet, la période de maintenance insérée au début de l’ordonnancement n’a pas d’impact

sur les durées des tâches ordonnancées après, car la machine est déjà considérée dans

son état initial. Ainsi, l’insertion de cette période de maintenance ne peut que retarder

l’ordonnancement avec une durée égale à la durée de maintenance β0, voir figure 3.3.

De même, l’insertion d’une période d’indisponibilité à la fin de l’ordonnancement n’a pas

d’impact sur les tâches puisque toutes les tâches ont été ordonnancées avant. Notons que,

dans certains cas, la maintenance à la fin de l’ordonnancement peut être imposée.

Ordonnancement partiel π
︷ ︸︸ ︷

Ordonnancement S m0 G1 G2 . . . Gk+1

π + m0

Ordonnancement partiel π
︷ ︸︸ ︷

Ordonnancement S′ G1 G2 . . . Gk+1

π

Figure 3.3 – Ordonnancement S avec une période de maintenance à t = 0 et ordonnancement S′

sans période de maintenance

3.3 Extensions

Le modèle étudié précédemment peut être étendu à d’autres modèles. Nous présentons

dans cette section deux extensions, à savoir, une extension vers les machines parallèles et

une extension vers les ordonnancements par groupe.

3.3.1 Ateliers à machines parallèles

Précédemment, nous avons présenté un modèle global d’un système de production en

présence de périodes d’indisponibilité dans un atelier à une machine. Néanmoins, l’atelier

à machines parallèles est plus intéressant et proche des problèmes réels rencontrés dans la

pratique. Nous pouvons facilement étendre notre modèle aux machines parallèles. Nous

considérons, m machines parallèles et un ensemble de n tâches à ordonnancer sur ces

machines. Le temps opératoire de la tâche Tj ordonnancée dans la position r sur une

machine Ml est défini par p(l, j, r). La machine Ml suit :

– Un effet de détérioration si le temps opératoire d’une tâche Tj augmente avec r :

p(l, j, 1) ≤ p(l, j, 2) ≤ . . . ≤ p(l, j, n), ∀ j = 1, . . . , n, l = 1, . . . , m
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– Un effet d’apprentissage si le temps opératoire d’une tâche Tj diminue avec r :

p(l, j, 1) ≥ p(l, j, 2) ≥ . . . ≥ p(l, j, n), ∀ j = 1, . . . , n, l = 1, . . . , m

Des périodes de maintenance peuvent être insérées sur les machines. Nous étendons

ici le modèle de maintenances pondérées MP présenté dans la section 3.2.2 aux machines

parallèles. La durée des périodes de maintenance est pondérée par des coefficients w(l, j, r).

Ainsi, la durée de la ième période de maintenance sur la machine Ml est définie par :

mli =
∑

j∈Gl
i

w(l, j, [j])p(l, j, [j]) + βli (3.4)

avec Gl
i l’ensemble de tâches entre la maintenance i−1 et la maintenance i sur la machine

Ml, Gl
1 l’ensemble de tâches entre l’instant 0 et la première période de maintenance, voir

figure 3.4 et r = [j] définit le rang de la tâche Tj dans le groupe Gl
i et βli la durée

élémentaire de la maintenance i sur la machine Ml.

Machine Ml Gl
1

ml,1 Gl
2

ml,2 . . . ml,i−1 Gl
i

ml,i . . . ml,kl Gl
kl+1

Figure 3.4 – Répartition des tâches sur la machine Ml avec kl périodes de maintenance

3.3.2 Ordonnancement par groupe

Dans de nombreux procédés de fabrication, l’efficacité de production peut être augmen-

tée en regroupant plusieurs éléments et produits avec des motifs semblables ou processus

de production. Ce phénomène est connu en tant que technologie de groupe dans la lit-

térature. De nombreux avantages ont été présentés par plusieurs applications de cette

technologie, tels que [52], [58], [76] et [127].

Dans cette section, nous étendons notre modèle présenté précédemment aux problèmes

d’ordonnancement par groupe.

Dans la réalité industrielle, plusieurs équipes de maintenance peuvent être amenées

à intervenir durant la réalisation des tâches, voir figure 3.5. L’efficacité de ces interven-

tions de maintenance varie d’une équipe à l’autre selon l’expérience des opérateurs. Ainsi,

même après une activité de maintenance, il peut rester des usures sur la machine et donc

une possibilité d’utiliser la machine avec des conditions initiales dégradées après chaque

intervention de maintenance. Nous considérons ainsi des temps opératoires qui dépendent

du groupe p(i)(j, r).
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3.2. Dans l’exemple illustré dans la figure 3.5, trois interventions sont plani-

fiées sur la machine. Chaque période de maintenance est assurée par une équipe différente.

Équipe 1 Équipe 2 Équipe 3Équipe 1Éq pe Équipe 2Éq pe Équipe 3Éq pe

Machine G1 m1 G2 m2 G3 m3 G4

Figure 3.5 – Ordonnancement avec plusieurs équipes de maintenance

Notons que Rustogi et Strusevich ont étudié, dans [98, 99], un problème d’ordonnance-

ment de tâches et de maintenances dépendant du groupe. Le modèle présenté par Rustogi

et Strusevich [98, 99] est le suivant ; les temps opératoires des tâches dans les groupes sont

de la forme pjg
[i]
j (r) et les facteurs g

[i]
j (r) augmentent avec l’augmentation du rang r :

g
[i]
j (1) ≤ g

[i]
j (2) ≤ . . . ≤ g

[i]
j (n) (3.5)

Il est également supposé que les facteurs sont croissants avec les groupes Gi :

g
[1]
j (r) ≤ g

[2]
j (r) ≤ . . . ≤ g

[k+1]
j (r) (3.6)

La durée de la maintenance est donnée sous la forme 1 mi = αiti + βi, avec α1 ≤ α2 ≤

. . . ≤ αk.

Dans notre étude, nous considérons un modèle plus général. On définit des temps opé-

ratoires dépendants du groupe p(i)(j, r) qui augmentent avec les rangs pour chaque groupe

Gi. En fait, et contrairement aux travaux de Rustogi et Strusevich [98, 99], il n’y a aucune

corrélation imposée entre les temps opératoires dans les différents groupes. Nous avons

juste un environnement de réalisation différent pour chaque groupe, suite par exemple

à la qualité variable de la maintenance. Nous étendons aussi le modèle de maintenance

MP comme suit : la tâche Tj ordonnancée en position r dans le groupe Gi augmente la

durée de la maintenance réalisée par l’équipe i avec une valeur w(i)(j, r)p(i)(j, r). Nous

obtenons le modèle de Rustogi [98, 99] avec w(i)(j, r) = αi. On note ce nouveau modèle

de maintenance dépendant du groupe : MP
(i).

1. Le modèle classique introduit par Kubzin en 2005 [67, 68].
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3.4 Les problèmes d’affectation linéaires

Avant d’entamer l’analyse et la résolution du modèle dans le chapitre suivant, concen-

trons-nous d’abord sur le problème d’affectation linéaire qui sera le modèle sous-jacent

principal pour développer notre approche de résolution. Nous dédions cette section au

rappel de quelques définitions autour de ce problème.

3.4.1 Problème d’affectation linéaire

Un problème d’affectation PA est défini comme le problème qui consiste à associer

chaque élément d’un ensemble U de n items à un seul élément d’un autre ensemble V de

n items avec un coût minimal. Soit une matrice de taille n × n contenant les coûts cij et

le problème d’affectation consiste à résoudre le programme linéaire suivant :

Programme linéaire en nombres entiers 1 (Problème d’affectation linéaire PA).

min
n∑

i=1

n∑

j=1

cijxij

s.c.
n∑

j=1

xij = 1 i = 1, . . . , n (3.7)

n∑

i=1

xij = 1 j = 1, . . . , n (3.8)

xij ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , n

Les premières contraintes 3.7 expriment que chaque item i de U doit être affecté à

un seul item de l’ensemble V . Les secondes contraintes 3.8 assurent que chaque item j

de V doit être associé à un seul item de l’ensemble U . Grâce au fait que la matrice du

programme linéaire est totalement unimodulaire (voir Schrijver [103]), l’optimum de ce

PLNE-1 est égal à l’optimum de sa relaxation, et ce PLNE est en particulier résolu en

temps polynomial.

Le problème d’affectation peut aussi être défini en théorie des graphes comme un pro-

blème de couplage parfait de coût minimal dans un graphe biparti complet G = (U ∪V, E),

avec |U | = |V | = n. On associe à chaque arête (i, j) ∈ E le coût cij. Nous représentons,

dans la figure 3.6, une instance de problème d’affectation.

Le problème d’affectation linéaire PA peut être résolu en temps polynomial O(n3),

voir Dinic et Kronrod [26].
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1

2

...

n

1

2

...

n

cij

U V

Figure 3.6 – Problème d’affectation sous forme d’un graphe biparti

3.4.2 Problème d’affectation rectangulaire

Une extension du problème d’affectation classique a été utilisée à plusieurs reprises

dans les problèmes d’ordonnancement. Cette extension est connue sous le nom de problème

d’affectation rectangulaire PAR. Dans ce problème, une matrice de coûts n×q, avec n ≤ q,

est donnée, où l’on sélectionne un seul élément dans chaque ligne et au plus un élément

dans chaque colonne de sorte que le coût total est minimisé.

Programme linéaire en nombres entiers 2 (Problème d’affectation rectangulaire

PAR).

min
n∑

i=1

q
∑

j=1

cijxij

s.c.
q

∑

j=1

xij = 1 i = 1, . . . , n (3.9)

n∑

i=1

xij ≤ 1 j = 1, . . . , q (3.10)

xij ∈ {0, 1} i = 1, . . . , n, j = 1, . . . , q

Les contraintes 3.9 assurent que chaque item i de l’ensemble U , avec |U | = n, est

affecté à un élément de l’ensemble V . Les contraintes 3.10 expriment que chaque élément

de V , avec |V | = q, est affecté à au plus un élément de l’ensemble U . Ainsi, pour une

solution réalisable, seulement n éléments de V sont sélectionnés et q − n éléments ne sont

pas affectés.

Dans la littérature, deux algorithmes ont été développés pour résoudre le problème

d’affectation rectangulaire PAR. L’approche de Brukard et al. [15] a une complexité de

résolution de O(qn2). Le second algorithme est présenté initialement par Dinic [25], aussi

que par Milo et al. [82] avec une complexité O(n3 + nq).
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3.5 Conclusion

Dans ce chapitre, un modèle général d’ordonnancement avec la prise en compte des

indisponibilités dans un atelier à une machine a été présenté. Ce modèle comporte un

système de maintenances pondérées MP qui englobe les modèles antérieurs présentés

dans la littérature. De plus, aucune fonction spécifique n’est imposée pour la variation

des temps opératoires contrairement aux modèles classiques. Ensuite, nous avons étendu ce

modèle aux ateliers à machines parallèles et aux ordonnancements dépendants de groupe.

Nous présentons, dans le tableau 3.3, une comparaison entre le modèle global proposé

dans ce chapitre et les modèles antérieurs. Dans la première partie du tableau, nous nous

intéressons aux temps opératoires et ensuite aux modèles de maintenances.

Tableau 3.3 – Comparaison entre le modèle proposé et les modèles antérieurs

Temps opératoires

Modèle de l’approche globale
Modèles antérieurs

Fonction Effet
de détérioration

Effet
d’apprentissage

Réf.

p(l, j, r) : aucune fonction spéci-
fique

- Effet de détérioration si
p(l, j, 1) ≤ . . . ≤ p(l, j, n)

- Effet d’apprentissage si
p(l, j, 1) ≥ . . . ≥ p(l, j, n)

pjra a > 0 a < 0 [11, 87, 88]
pjraj aj > 0 aj < 0 [89, 134, 138]
pj + bjr bj > 0 bj < 0 [7, 56, 135]
pjσr−1 σ > 1 0 < σ < 1 [41]
pjσr−1

j σj > 1 0 < σj < 1 [136]
pjg(r) g(r) fonction

croissante
g(r) fonction
décroissante

[98, 99]

pjgj(r) gj(r) fonction
croissante

gj(r) fonction
décroissante

[98, 99]

Maintenances

Modèle de l’approche globale
Modèles antérieurs

Modèles Réf.

Durée de la ième période de mainte-
nance sur la machine Ml :
mli =

∑

j∈Gl
i

w(l, j, [j])p(l, j, [j]) + βli

Durée de maintenance constante : mli = β [71]
Durée de maintenance constante : mli = βl [123, 132]
Durée de maintenance constante : mli = βli [59]
Durée de maintenance variable : mli = αti + βli [129]

Dans les trois prochains chapitres, on abordera la résolution du modèle en utilisant

plusieurs critères d’optimisation. Des extensions et des cas particuliers seront également

étudiés.
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4
Problèmes d’ordonnancement à une

machine avec des périodes

d’indisponibilité
Résumé : Dans ce chapitre, nous développons une approche

globale de résolution des problèmes d’ordonnancement simultané

des tâches et des indisponibilités sur une machine. En utilisant le

modèle présenté dans le chapitre 3, cette approche généralise et

améliore plusieurs résultats antérieurs menés sur les ateliers à une

machine.
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4.1 Introduction

4.1 Introduction

Comme l’indique l’état de l’art, figurant dans la première partie, plusieurs fonctions

qui dépendent de la position ont été utilisées, dans la littérature, pour illustrer des effets

appliqués sur la machine (tels que l’effet d’apprentissage et l’effet de détérioration). Outre

cela, le fait que l’insertion des périodes de maintenance dans le système de production

permette de rétablir les conditions initiales de la machine est une hypothèse classique.

Les durées de ces périodes de maintenance peuvent être constantes ou intégrer un effet

d’apprentissage (l’équipe de maintenance pouvant apprendre de leurs activités de main-

tenance précédentes) ou intégrer un effet de détérioration (si la période de maintenance

est reportée, sa durée peut être allongée).

Un modèle global a été défini, dans le chapitre précédent, qui englobe les problèmes

d’ordonnancement avec prise en compte de périodes d’indisponibilité présentés dans l’état

de l’art (chapitre 2). Dans ce chapitre, nous proposons une approche de résolution globale

de ce modèle dans un atelier à une machine. Plusieurs critères d’optimisation seront

étudiés.

Nous commençons par une présentation détaillée du problème étudié, dans la section

suivante (section 4.2). La section 4.3 de ce chapitre est consacrée à l’étude du problème

avec l’insertion de maintenances sous plusieurs critères d’optimisation. En particulier,

nous dédions la section 4.4, à l’étude du problème avec la minimisation du Cmax. Nous

généralisons encore plus notre modèle, dans la section 4.5, avec une configuration dé-

pendante du groupe (cf. section 3.3.2), dans lequel la période de maintenance rétablit

partiellement les conditions initiales de la machine. Une conclusion et des perspectives

propres à cette étude sont exposées dans la section 4.6.

4.2 Présentation du problème

Dans ce chapitre, nous étudions un problème d’ordonnancement dans un atelier de

production à une machine. Soit J = {T1, T2, . . . , Tn} un ensemble de tâches à ordonnancer

sur la machine. La machine est disponible à l’instant zéro et ne peut réaliser qu’une seule

opération à la fois. Les tâches sont toujours disponibles et la préemption n’est pas permise.

Les durées des tâches suivent le modèle présenté dans la section 3.2, i.e. la durée de la

tâche Tj varie selon la position de la tâche dans la séquence et est simplement définie par

p(j, r). Pour la présentation du problème, les notations suivantes seront utilisées :

p(j, r) temps opératoire de la tâche Tj ordonnancée en position r,

Cj date d’achèvement de la tâche Tj,

C[r] date d’achèvement de la tâche ordonnancée en position r,
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Wj durée d’attente de la tâche Tj,

W[r] durée d’attente de la tâche ordonnancée en position r.

Rappel : Dans un ordonnancement π donné, nous utilisons la notation suivante : l’indice

[r] définit la tâche ordonnancée en position r sur la machine et, de même, l’indice [j]

définit le rang de la tâche Tj ordonnancée sur la machine.

Des activités de maintenance peuvent être insérées sur la machine pour rétablir les

conditions initiales de la machine. Ainsi, les rangs r sont réinitialisés après chaque période

de maintenance. Nous supposons que plusieurs périodes de maintenances peuvent être in-

sérées sur la machine. Si k périodes de maintenance sont placées dans un ordonnancement

donné, nous obtenons une répartition des tâches en k + 1 groupes :

{G1, m1, G2, . . . , Gk−1, mk−1, Gk, mk, Gk+1}

avec Gi le groupe des tâches entre les maintenances i et i − 1, voir figure 4.1.

Machine G1 m1 . . . mi−1 Gi mi . . . mk−1 Gk mk Gk+1

Figure 4.1 – Maintenances et groupes sur un problème à une machine

La durée de chaque période de maintenance suit le modèle général MP présenté dans

le chapitre précédent (cf. section 3.2.2). Ainsi, la durée de la ième période est :

mi =
∑

j∈Gi

w(j, [j])p(j, [j]) + βi

avec Gi l’ensemble des tâches entre les maintenances i − 1 et i, G1 l’ensemble des tâches

entre l’instant zéro et la première période de maintenance et βi la durée élémentaire de

la maintenance i et [j] = r définit le rang de la tâche Tj dans le groupe Gi.

L’objectif de ce problème est de trouver simultanément la séquence de tâches, le

nombre de maintenances et les positions optimales des maintenances qui minimisent le

critère d’optimisation. Nous étudions plusieurs fonctions objectifs ; minimisation du ma-

kespan (Cmax), la somme des dates de fin (TC =
∑

Cj), la somme des durées d’attente

(TW =
∑

Wj), la variation des dates de fin (TADC) et la variation des durées d’attente

(TADW ).

Nous proposons la notation suivante pour le problème d’ordonnancement étudié dans

ce chapitre : 1|p(j, r),MP|γ, où γ = {Cmax;
∑

Cj; TW ; TADC; TADW}, MP le système

de maintenances pondérées appliqué sur la machine et p(j, r) le temps opératoire général

qui varie selon le rang r de la tâche.
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4.3 Approche globale

Nous développons dans cette section une approche générale permettant de résoudre le

modèle présenté dans la section précédente.

L’objectif de cette approche est de résoudre le problème 1|p(j, r),MP|γ, sachant que

le nombre de maintenances est une variable de décision à déterminer. Lorsque k périodes

de maintenance sont insérées sur la machine, nous obtenons une répartition des tâches

en k + 1 groupes sur la machine Sk = {G1, m1, G2, . . . , Gk, mk, Gk+1} avec Gi le groupe

des tâches entre les maintenances i et i − 1. Soit N (n, k)= {ni}1≤i≤k+1 le vecteur qui

contient la taille de chaque groupe, avec ni le nombre de tâches dans Gi (1 ≤ i ≤ k + 1),

voir figure 4.1, il est clair que
∑k+1

i=1 ni = n.

MaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenance MaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenance MaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenance MaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenance

Machine G1 m1 G2 m2 . . . mk−1 Gk mk Gk+1

n1 tâches n2 tâches . . . nk tâches nk+1 tâches

Figure 4.2 – Problème d’ordonnancement à une machine avec k périodes d’indisponibilité

Afin de résoudre le problème, nous considérons d’abord une configuration réduite du

problème : le nombre de maintenances k et le vecteur N (n, k) sont connus d’avance. Ce

problème est noté 1|p(j, r),MP(ni) = k|γ ou 1|p(j, r),MP(ni)|γ (le terme « = k » est

facultatif, car le nombre de maintenances peut être déduit du vecteur N (n, k)).

Pour une séquence de tâches Sk donnée, on définit une position par le couple :

(i : groupe, r : rang dans le groupe)

On note aussi que la permutation est donnée par : j → (i, r) = [j] et (i, r) → j = [i, r].

Soit [i, r] = j la tâche ordonnancée au rang r (1 ≤ r ≤ ni) du groupe Gi (1 ≤ i ≤ k + 1).

Ainsi, p([i, r], r) est la durée de la tâche ordonnancée dans le rang r du groupe Gi et C[i,r]

sa date d’achèvement, voir figure 4.3.

MaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenance r = 1 r = 2 . . . r . . . r = ni MaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenance

Machine . . . mi−1 p([i, 1], 1) p([i, 2], 2) . . . p([i, r], r) . . . p([i, ni], ni) mi . . .

︸ ︷︷ ︸

ième Groupe : Gi

Figure 4.3 – Séquence des tâches dans le groupe Gi

73



Chapitre 4. Problèmes d’ordonnancement à une machine avec des périodes
d’indisponibilité

Selon le modèle de la maintenance décrit précédemment, la durée de la ième période

de maintenance est :

mi =
∑

j∈Gi

w(j, [j])p(j, [j]) + βi =
ni∑

r=1

w([i, r], r)p([i, r], r) + βi (4.1)

Dans cette section, nous étudions plusieurs critères d’optimisation, à savoir : la durée

totale de l’ordonnancement (Makespan), la somme des dates de fin (TC), la somme des

durées d’attente (TW ), la variation des dates de fin (Total absolute deviation of job com-

pletion times TADC) et la variation des durées d’attente (Total absolute deviation of job

waiting times TADW ).

Nous démontrons, dans ce qui suit, que pour le problème 1|p(j, r),MP(ni)|γ, tous les

critères d’optimisation γ considérés peuvent être écrits sous la forme suivante :

γ =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

V[i,r](i, r) + Φ(n, k) (4.2)

Avec Φ(n, k) une constante et Vj(i, r) le coût d’affection de la tâche Tj à la position (i, r),

i.e. le coût d’affectation de la tâche Tj au rang r dans le groupe Gi. Notons que le coût

d’affectation de chaque tâche intègre aussi la durée de la maintenance qui lui est associée.

Minimisation du Cmax

La durée totale de l’ordonnancement Cmax peut être exprimée de la façon suivante :

Cmax =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

p([i, r], r) +
k∑

i=1

mi =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

p([i, r], r) +
k∑

i=1

(
ni∑

r=1

w([i, r], r)p([i, r], r) + βi

)

=
k∑

i=1

ni∑

r=1

(1 + w([i, r], r)) p([i, r], r) +
nk+1∑

r=1

p([k + 1, r], r) +
k∑

i=1

βi (4.3)

On peut définir Vj(i, r) = (1 + λiw(j, r))p(j, r) avec λi =







1 si i ≤ k

0 si i = k + 1

et Φ(n, k) =
∑k

i=1 βi.

Donc,

Cmax =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

V[i,r](i, r) + Φ(n, k)

C’est le critère le plus simple, en effet, nous pouvons facilement intégrer la durée de

maintenance dans les temps opératoires par l’augmentation du temps opératoire p(j, r)

de la tâche Tj, ordonnancée au rang r du groupe Gi, par la durée de maintenance

λiw(j, r)p(j, r) associée à cette tâche, nécessaire dans la période de maintenance suivante,
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i.e. :

Vj(i, r) = p(j, r)
︸ ︷︷ ︸

coût d’affectation classique
pour un problème Cmax

+ λiw(j, r)p(j, r)
︸ ︷︷ ︸

coût d’affectation
lié à la maintenance

Minimisation de la somme des dates de fin (TC)

La minimisation de la somme des dates de fin est donnée par la formule 1 :

TC =
∑

Cj =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

C[i,r]

=
k∑

i=1

k+1∑

h=i+1

nh βi +
k+1∑

i=1

ni∑

r=1



n −
i−1∑

h=0

nh − r + 1 +
k+1∑

h=i+1

nh w([i, r], r)



 p([i, r], r)

(4.4)

Soit sir = r+
∑i−1

h=0 nh, avec n0 = 0, sir représente le rang global de la tâche sur la machine

(r définit le rang dans le groupe) et soit λi =
∑k+1

h=i+1 nh, avec λk+1 = 0. Nous obtenons,

ainsi :

∑

Cj =
k∑

i=1

λi βi +
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

(n − sir + 1 + λiw([i, r], r)) p([i, r], r) (4.5)

On peut définir Vj(i, r) = (n − sir + 1 + λiw(j, r)) p(j, r) et Φ(n, k) =
∑k

i=1 λi βi.

Donc, nous pouvons écrire la somme des dates de fin sous la forme :

∑

Cj =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

V[i,r](i, r) + Φ(n, k)

De nouveau, le coût d’affectation Vj(i, r) d’une tâche Tj au rang r dans le groupe Gi

intègre la durée de la maintenance qui lui est associée λiw(j, r)p(j, r), i.e. :

Vj(i, r) = (n − sir + 1) p(j, r)
︸ ︷︷ ︸

coût d’affectation
classique pour un problème

∑
Cj

+ λiw(j, r)p(j, r)
︸ ︷︷ ︸

coût d’affectation
lié à la maintenance

Notons aussi que les durées fixes des maintenances βi sont intégrées dans le terme

Φ(n, k).

1. Voir l’équation détaillée dans l’annexe B.1.
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Minimisation de la somme des durées d’attente (TW )

La minimisation de la somme des dates d’attente est donnée par :

TW =
∑

Wj =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

W[i,r] =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

(C[i,r] − p([i, r], r))

Or, en utilisant l’expression 4.4, nous pouvons exprimer la somme des dates d’attentes

par

∑

Wj =
k∑

i=1

k+1∑

h=i+1

nh βi +
k+1∑

i=1

ni∑

r=1



n −
i−1∑

h=0

nh − r +
k+1∑

h=i+1

nhw([i, r], r)



 p([i, r], r)

Soit sir = r +
∑i−1

h=0 nh, avec n0 = 0, sir le rang global de la tâche ordonnancée dans le

rang r du groupe Gi et λi =
∑k+1

h=i+1 nh, avec λk+1 = 0. Nous obtenons donc :

∑

Wj =
k∑

i=1

λiβi +
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

(n − sir + λiw([i, r], r)) p([i, r], r)

On peut définir Vj(i, r) = (n − sir + λiw(j, r)) p(j, r) et Φ(n, k) =
∑k

i=1 λiβi.

Donc, nous pouvons écrire la somme des durées d’attente sous la forme :

∑

Wj =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

V[i,r](i, r) + Φ(n, k)

De nouveau, le coût d’affectation Vj(i, r) d’une tâche Tj au rang r dans le groupe Gi

intègre la durée de la maintenance qui lui est associée λiw(j, r)p(j, r), i.e. :

Vj(i, r) = (n − sir) p(j, r)
︸ ︷︷ ︸

coût d’affectation
classique pour un problème

∑
Wj

+ λiw(j, r)p(j, r)
︸ ︷︷ ︸

coût d’affectation
lié à la maintenance

Notons aussi que les durées fixes des maintenances βi sont intégrées dans le terme

Φ(n, k).
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Minimisation de la variation des dates de fin

La minimisation de la variation des dates de fin est exprimée par 2 :

TADC =
n∑

h=1

n∑

j=h

|Cj − Ch|

=
k+1∑

i=1

ni∑

r=1



(sir − 1)(n − sir + 1) + (
i∑

h=1

nh)(
k+1∑

h=i+1

nh)w([i, r], r)



 p([i, r], r)

+
k∑

i=1

(
i∑

h=1

nh)(
k+1∑

h=i+1

nh)βi (4.6)

où sir = r +
∑i−1

h=0 nh, avec n0 = 0, sir le rang global de la tâche ordonnancée dans le

rang r du groupe Gi.

Soit λi = (
∑i

h=1 nh)(
∑k+1

h=i+1 nh), avec λk+1 = 0. Nous obtenons donc :

TADC =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

[(sir − 1)(n − sir + 1) + λiw([i, r], r)] p([i, r], r) +
k∑

i=1

λiβi (4.7)

On peut donc définir Vj(i, r) = [(sir − 1)(n − sir + 1) + λiw(j, r)] p(j, r)

et Φ(n, k) =
∑k

i=1 λiβi.

Donc, nous pouvons écrire la variation des dates de fin sous la forme :

TADC =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

V[i,r](i, r) + Φ(n, k)

De nouveau, le coût d’affectation Vj(i, r) d’une tâche Tj au rang r dans le groupe Gi

intègre la durée de la maintenance qui lui est associée λiw(j, r)p(j, r), i.e. :

Vj(i, r) = (sir − 1)(n − sir + 1)p(j, r)
︸ ︷︷ ︸

coût d’affectation
classique pour un problème T ADC

+ λiw(j, r)p(j, r)
︸ ︷︷ ︸

coût d’affectation
lié à la maintenance

Notons aussi que les durées fixes des maintenances βi sont intégrées dans le terme

Φ(n, k).

2. Voir l’équation détaillée dans l’annexe B.2.
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Minimisation de la variation des durées d’attente

La minimisation de la variation des durées d’attente est exprimée par 3 :

TADW =
n∑

h=1

n∑

j=h

|Wj − Wh|

=
k+1∑

i=1

ni∑

r=1



sir(n − sir) + (
i∑

h=1

nh)(
k+1∑

h=i+1

nh)w([i, r], r)



 p([i, r], r)

+
k∑

i=1

(
i∑

h=1

nh)(
k+1∑

h=i+1

nh)βi (4.8)

où sir = r +
∑i−1

h=0 nh, avec n0 = 0, sir le rang global de la tâche ordonnancée dans le

rang r du groupe Gi.

Soit λi =
∑i

h=1 nh

∑k+1
h=i+1 nh, avec λk+1 = 0. Nous obtenons donc :

TADW =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

[sir(n − sir) + λiw([i, r], r)] p([i, r], r) +
k∑

i=1

λiβi (4.9)

On peut donc définir Vj(i, r) = [sir(n − sir) + λiw(j, r)] p(j, r) et Φ(n, k) =
∑k

i=1 λiβi.

Donc, nous pouvons écrire la variation des durées d’attente sous la forme :

TADW =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

V[i,r](i, r) + Φ(n, k)

De nouveau, le coût d’affectation Vj(i, r) d’une tâche Tj au rang r dans le groupe Gi

intègre la durée de la maintenance qui lui est associée λiw(j, r)p(j, r), i.e. :

Vj(i, r) = sir(n − sir)p(j, r)
︸ ︷︷ ︸

coût d’affectation
classique pour un problème T ADW

+ λiw(j, r)p(j, r)
︸ ︷︷ ︸

coût d’affectation
lié à la maintenance

Notons que les durées fixes des maintenances βi sont intégrées dans le terme Φ(n, k).

4.1. Nous pouvons facilement vérifier que lorsqu’aucune période de mainte-

nance n’est insérée sur la machine (k = 0), nous obtenons les coûts d’affectation Vj(i, r)

classiques d’un problème d’ordonnancement sans maintenance. En effet, pour k = 0, nous

obtenons un seul groupe des tâches G1 sur la machine avec λ1 = 0 (car λk+1 = 0). Ainsi,

le coût d’affectation lié à la maintenance λ1w(j, r)p(j, r) est nul.

Exemple : Dans un problème d’ordonnancement à une machine et sans maintenance

(k = 0) avec comme objectif la minimisation de la somme des dates de fin, nous avons

3. Voir l’équation détaillée dans l’annexe B.3.

78



4.3 Approche globale

un seul groupe de tâches G1 et le coût d’affectation d’une tâche au rang r dans ce groupe

est :

Vj(1, r) = (n − sir + 1) p(j, r)
︸ ︷︷ ︸

coût d’affectation

classique pour un problème
∑

Cj

+ λ1w(j, r)p(j, r)
︸ ︷︷ ︸

= 0 car λ1 = 0

= (n − sir + 1) p(j, r)

Ci-dessous, dans le tableau 4.1, nous représentons les coûts d’affectation de chaque

critère pour les deux cas, avec et sans maintenance.

Tableau 4.1 – Coût d’affectation de chaque critère, avec et sans maintenance

Critère
Coût d’affectation d’une tâche Tj dans la position (i, r)

avec maintenance (k > 0) sans maintenance (k = 0)

Cmax (1 + λiw(j, r))p(j, r) p(j, r)
∑

Cj (n − sir + 1 + λiw(j, r))p(j, r) (n − sir + 1)p(j, r)
∑

Wj (n − sir + λiw(j, r))p(j, r) (n − sir)p(j, r)
TADC ((sir − 1)(n − sir + 1) + λiw(j, r))p(j, r) (sir − 1)(n − sir + 1)p(j, r)
TADW (sir(n − sir) + λiw(j, r))p(j, r) sir(n − sir)p(j, r)

sir est le rang global de la tâche ordonnancée au rang r du groupe Gi, si k = 0, sir = r.

Pour un nombre de maintenances k donné et un vecteur N (n, k) = {ni}1≤i≤k+1 connu

d’avance, Φ(n, k) est une constante. Donc, la minimisation de l’équation (4.2) est équiva-

lente à la minimisation de :
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

V[i,r](i, r) (4.10)

Ainsi, le problème 1|p(j, r),MP(ni) = k|γ peut être modélisé sous forme d’un problème

d’affectation linéaire PA de n lignes et n colonnes (cf. section 3.4.1), les lignes corres-

pondent aux tâches et chaque colonne définit une position (i, r) avec Vj(i, r) le coût

d’affectation de la tâche Tj au rang r du groupe Gi, voir figure (4.4).

Soit xj,i,r des variables entières exprimant l’affectation des tâches aux positions avec :

xj,i,r =







1 si la tâche Tj est ordonnancée en position r dans le groupe Gi

0 sinon

Le programme linéaire peut alors s’écrire comme suit (PLNE.3) :
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G1

n1 positions
la position r dans le

groupe Gi

Gk+1

nk+1 positions

︷ ︸︸ ︷ ↓ ︷ ︸︸ ︷

Positions→ (1,1) ··· (1,n1) ··· (i,r) ··· (k+1,1) ··· (k+1,nk+1)

T1 V1(1, 1) · · · V1(1, n1) · · · V1(i, r) · · · V1(k + 1, 1) · · · V1(k + 1, nk+1)
T2 V2(1, 1) · · · V2(1, n1) · · · V2(i, r) · · · V2(k + 1, 1) · · · V2(k + 1, nk+1)
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
Tj Vj(1, 1) · · · Vj(1, n1) · · · Vj(i, r) · · · Vj(k + 1, 1) · · · Vj(k + 1, nk+1)
...

...
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...
Tn Vn(1, 1) · · · Vn(1, n1) · · · Vn(i, r) · · · Vn(k + 1, 1) · · · Vn(k + 1, nk+1)













Figure 4.4 – La matrice d’affectation M du problème 1|p(j, r),MP(ni) = k|γ

Programme linéaire en nombres entiers 3 (PLNE.3).

min
n∑

j=1

k+1∑

i=1

ni∑

r=1

Vj(i, r)xj,i,r

s.c.
n∑

j=1

xj,i,r = 1 i = 1, . . . , k + 1, r = 1, . . . , ni (4.11)

k+1∑

i=1

ni∑

r=1

xj,i,r = 1 j = 1, . . . , n (4.12)

xj,i,r ∈ {0, 1} j = 1, . . . , n, i = 1, . . . , k + 1, r = 1, . . . , n

L’ensemble de contraintes (4.11) exprime le fait que chaque position n’est associée qu’à

une seule tâche et l’ensemble de contraintes (4.12) assure que chaque tâche est affectée à

une seule et unique position. La résolution d’un problème d’affectation de n − lignes et

n − colonnes est polynomiale avec une complexité O(n3), voir section 3.4.1.

Donc, nous obtenons le résultat suivant :

Théorème 4.1. Le problème d’ordonnancement :

1|p(j, r),MP(ni) = k|γ, avec γ = {Cmax,
∑

Cj, TW, TADC, TADW} est résolu en temps

polynomial avec une complexité O(n3).

4.1. Soit n = 5 tâches à ordonnancer sur une machine avec k = 2 périodes de

maintenance avec β1 = β2 = 1. Les tailles des groupes sont n1 = 2, n2 = 2 et n3 = 1. Nous

considérons le critère d’optimisation Cmax. Dans les tableaux ci-dessous, nous présentons

les temps opératoires p(j, r) et les facteurs de maintenance w(j, r). Rappelons que la durée

de la maintenance i est donnée par l’expression 4.1.
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Tableau 4.2 – Temps opératoires des
tâches

Position r

p(j, r) 1 2 3 4 5
T1 1 2 3 5 7
T2 2 4 4,5 6 6
T3 1 2 2,5 4 5
T4 1 1,5 2 4 6
T5 1 1 2 3 4

Tableau 4.3 – Coefficients de mainte-
nance

Position r

w(j, r) 1 2 3 4 5
T1 0,2 0,4 0,5 0,8 0,7
T2 0,5 0,6 0,8 0,9 0,9
T3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,9
T4 0,5 0,6 0,8 0,9 1
T5 0,9 1 1,2 1,4 1,5

Minimisation du Cmax : En utilisant les coûts d’affectation :

Vj(i, r) = (1+λiw(j, r))p(j, r) avec λi =







1 si i ≤ k

0 si i = k + 1
, nous définissons la matrice

d’affectation de taille 5 × 5 suivante :

M =













G1 G2 G3

︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷︸︸︷

Position (r)→ 1 2 1 2 1

T1
1,2 2, 8 1, 2 2, 8 1

T2 3 6, 4 3 6, 4 2

T3 1, 4 3 1,4 3 1

T4 1, 5 2,4 1, 5 2, 4 1

T5 1, 9 2 1, 9 2 1













La résolution de ce problème d’affectation donne une solution optimale :

V ∗ = 1, 2 + 2, 4 + 1, 4 + 2 + 2 = 9, en ajoutant le terme constant Φ(n, 2) = β1 + β2 = 2,

on obtient C∗
max = 11.

L’ordonnancement optimal est le suivant : {T1, T4, m1, T3, T5, m2, T2}, voir le diagramme

de Gannt ci-dessous :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Machine T1 T4 m1 T3 T5 m2 T2

Figure 4.5 – Exemple avec deux périodes de maintenance

Dans la suite, nous considérons que γ = {Cmax,
∑

Cj, TW, TADC, TADW}. On dé-

finit par γcost un critère d’optimisation général généré à partir d’une combinaison li-

néaire γ tel que γcost = µ1Cmax + µ2
∑

Cj + µ3
∑

TW + µ4TADC + µ5TADW , avec

µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0, µ3 ≥ 0, µ4 ≥ 0, µ5 ≥ 0 des paramètres constants. Par exemple, Mo-

sheiov [86] a étudié un problème d’ordonnancement à une machine avec la minimisation

de µ1Cmax + (1 − µ1)TADC.
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Théorème 4.2. Le problème 1|p(j, r),MP(ni) = k|γcost est résolu polynomialement avec

une complexité O(n3).

Démonstration. La preuve est identique à celle du théorème (4.1).

Jusqu’à présent, nous avons une répartition connue d’avance du nombre de tâches par

groupe (ni tâches pour chaque groupe Gi (1 ≤ i ≤ k + 1)), i.e. le vecteur N (n, k) =

{ni}1≤i≤k+1 est fixé. Lorsque les tailles des groupes sont inconnues, nous générons toutes

les combinaisons possibles de N (n, k) telles que n1 + n2 + . . . + nk+1 = n. En utilisant

le lemme 4.1, le nombre de vecteurs possibles N (n, k) = {ni}1≤i≤k+1 est au plus égal à

O(nk).

Lemme 4.1. Le nombre de solutions entières non négatives de l’équation :

x1 + x2 + . . . + xm = n

a une borne supérieure égale à (2n)m−1

(m−1)!
≤ O(nm−1).

Démonstration. Le nombre total de partitionnements en nombres entiers non négatifs

x1 + x2 + . . . + xm = n est donné par le coefficient binomial C(n + m − 1, m − 1), voir

Mott et al. [91]. Or, il est clair que :

C(n+m−1, m−1) =
(n + m − 1)(n + m − 2) . . . (n + 1)

(m − 1)!
≤

(n + m − 1)m−1

(m − 1)!
≤

(2n)m−1

(m − 1)!

Or (2)m−1

(m−1)!
≤ 2, alors :

(2n)m−1

(m − 1)!
≤ O(nm−1)

Donc, si seulement le nombre de maintenances k sur la machine est connu, nous pou-

vons résoudre le problème d’ordonnancement 1|p(j, r),MP = k|γ, avec l’énumération de

tous les vecteurs N (n, k) = {ni}1≤i≤k+1 possibles, ce qui nous amène à l’algorithme 1.

Théorème 4.3. Le problème 1|p(j, r),MP = k|γ, γcost avec k périodes de maintenance

est résolu polynomialement avec une complexité O(nk+3).

Démonstration. Dans l’algorithme 1, l’étape 1.2 consiste à résoudre le problème d’affec-

tation PLNE.3, cette étape est résolue avec une complexité O(n3). L’étape 1 est exécutée

au plus (2n)k

k!
fois, or 2k

k!
≤ 2, donc l’étape 1 est exécutée O(nk) fois (voir lemme 4.1), d’où

la complexité totale de l’algorithme : O(nk+3).
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Algorithme 1 : Problème à une machine avec k maintenances 1|p(j, r),MP = k|γ

Données :
– k le nombre de maintenances à insérer
– Nk ensemble de vecteurs N (n, k) possibles tels que n1 + n2 + . . . + nk+1 = n
– p(j, r) temps opératoire de la tâche Tj (1 ≤ j ≤ n) ordonnancée à la position r
– w(j, r) coefficients de maintenance
– βi durée élémentaire de la maintenance
Résultat : γ∗(k) la solution optimale

début
1 pour chaque N (n, k) ∈ Nk faire

/* Résoudre 1|p(j, r),MP(ni) = k|γ */

1.1 Calculer les facteurs λi. Définir la matrice des coûts M de taille n × n.
1.2 V γ ←− Résoudre PA (PLNE.3)
1.3 γ∗(N (n, k)) ←− V γ + Φ(n, k), avec Φ(n, k) =

∑k
i=1 λiβi

fin pour
2 retourner γ∗(k) ←− min

N (n,k)∈Nk

{γ∗(N (n, k))}

fin

4.2. Pour des raisons budgétaires, une borne supérieure sur le nombre de

maintenances peut être ajoutée. On note k0 le nombre de maintenances maximal à insérer

sur la machine et on considère le problème 1|p(j, r),MP ≤ k0|γ. En utilisant l’algorithme

ci-dessous, basé sur le théorème 4.3, nous pouvons résoudre le problème avec une com-

plexité O(nk0+3).

début
1 pour chaque k = 1, . . . , k0 faire

1.1 γ∗(k) ←− Résoudre 1|p(j, r),MP = k|γ

fin pour
2 retourner γ∗ ←− min

k=1,...,k0

{γ∗(k)}

fin

Les résultats évoqués dans le théorème 4.3 et dans la remarque 4.2 généralisent des

résultats antérieurs [119, 135]. Par exemple, Yang et Yang [135] ont étudié un problème

avec une configuration plus restrictive : deux modèles de temps opératoires ont été étudiés

p(j, r) = pjr
aj et p(j, r) = pj + ajr, où aj > 0, avec une durée de maintenance linéaire

(w(j, r) = α et βi = β). L’objectif est de trouver simultanément la séquence des tâches

qui minimise la somme des dates de fin
∑

Cj. Le tableau 4.4 fournit une comparaison

entre les résultats obtenus dans cette section et les résultats antérieurs.
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Tableau 4.4 – Comparaison avec les résultats antérieurs

Notre modèle
Modèle et complexité de la littérature

Réf. Modèle Complexité

◦ Critère d’optimisation : γ

◦ Temps opératoires : p(j, r)
◦ Système de maintenance MP :
mi =

∑

j∈Gi
w(j, [j])p(j, [j]) + βi

◦ k périodes de maintenance

⇒ Complexité : O(nk+3)
(théorème 4.3)
⇒ Si k0 le nombre maximum de
maintenances, la complexité est :
O(nk0+3) (remarque 4.2)

[135]
◦

∑n
j=1 Cj

◦ p(j, r) = pjraj , avec aj > 0
◦ w(j, r) = α et βi = β

◦ k0 nombre maximum de main-
tenances

O(nk0+3)

[135]
◦

∑n
j=1 Cj

◦ p(j, r) = pj + ajr, avec aj > 0
◦ w(j, r) = α et βi = β

◦ k0 nombre maximum de main-
tenances

O(nk0+3)

[119]
◦ Cmax et

∑n
j=1 Cj

◦ p(j, r) = (1+aj)rpj , avec aj ≥ 0
◦ w(j, r) = 0
◦ k0 nombre maximum de mainte-
nances

O(nk0+3)

4.4 Minimisation du Cmax

Dans la section précédente, une approche générale a été développée pour résoudre

le problème d’ordonnancement de tâches et de périodes de maintenance sous plusieurs

critères d’optimisation. Nous nous intéressons, dans cette section, à la minimisation du

Cmax sous un effet de détérioration :

p(j, 1) ≤ p(j, 2) ≤ . . . ≤ p(j, n), ∀ j = 1, . . . , n (4.13)

De plus, nous considérons que les coefficients w(j, r) du système de maintenance MP,

défini dans le chapitre 3, sont croissants selon r :

w(j, 1) ≤ w(j, 2) ≤ . . . ≤ w(j, n), ∀ j = 1, . . . , n (4.14)

Nous étudions donc le problème 1|p(j, r) − det,MP|Cmax, dont la complexité peut être

considérablement améliorée. Précédemment, et pour un nombre de maintenance k donné,

nous avons montré, dans le théorème 4.1, que la minimisation du Cmax est polyno-

miale lorsque le vecteur N (n, k) = {ni}1≤i≤k+1 est connu d’avance, i.e. la taille de

chaque groupe est une donnée. Dans cette section, nous ne considérons plus le vecteur

N (n, k) = {ni}1≤i≤k+1 et nous étendons la taille de chaque groupe à n emplacements.

Alors, pour k périodes de maintenance, le problème peut être modélisé sous forme d’un

programme linéaire qui consiste à affecter n tâches à n(k + 1) positions (k + 1 groupes de
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taille n chacun), voir figure 4.6.

n Tâches T1 T2 . . . Tn

Machine G1 m1 G2 m2 . . . mk−1 Gk mk Gk+1

n positionspositionspositionspositions n positionspositionspositionspositions . . . n positionspositionspositionspositions n positions

Figure 4.6 – Maintenances et groupes dans un problème à une machine

Il est clair que le nombre de positions disponibles sur la machine n(k +1) est supérieur

au nombre de tâches n à affecter. Le coût d’affectation d’une tâche j à une position donnée

(i : groupe Gi, r : position) est :

Vj(i, r) = (1 + λiw(j, r))p(j, r), avec λi =







1 si i ≤ k

0 si i = k + 1

Le programme linéaire peut alors s’écrire comme suit :

Programme linéaire en nombres entiers 4 (PLNE.4).

min
n∑

j=1

k+1∑

i=1

n∑

r=1

Vj(i, r)xj,i,r

s.c.
k+1∑

i=1

n∑

r=1

xj,i,r = 1 j = 1, . . . , n (4.15)

n∑

j=1

xj,i,r ≤ 1 i = 1, . . . , k + 1, r = 1, . . . , n (4.16)

n∑

j=1

xj,i,1 = 1 i = 1, . . . , k + 1 (4.17)

xj,i,1 ≥ xj,i,2 ≥ . . . ≥ xj,i,n j = 1, . . . , n, i = 1, . . . , k + 1 (4.18)

xj,i,r ∈ {0, 1} j = 1, . . . , n, i = 1, . . . , k + 1, r = 1, . . . , n

L’ensemble de contraintes (4.15) assure que chaque tâche est affectée à une seule et

unique position et l’ensemble de contraintes (4.16) exprime le fait que chaque position

est associée au plus à une seule tâche. L’ensemble de contraintes (4.17) garantit que la

première position de chaque groupe est occupée par une tâche. Les contraintes (4.18)
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assurent que les positions occupées sont au début du groupe et les positions non occupées

sont à la fin du groupe, voir figure 4.7.

Maintenance Positions affectées
︷ ︸︸ ︷︷︷︷

Positions non-affectées
︷ ︸︸ ︷ MaintenanceMaintenanceMaintenanceMaintenance

Machine . . . mi−1 (i, 1) (i, 2) . . . (i, r) (i, r + 1) . . . (i, n) mi . . .

︸ ︷︷ ︸

iéme Groupe : Gi

Figure 4.7 – Affectation des tâches dans le groupe Gi

Or, pour tout j = 1, 2, . . . , n on a :

p(j, 1) ≤ p(j, 2) ≤ . . . ≤ p(j, n) et w(j, 1) ≤ w(j, 2) ≤ . . . ≤ w(j, n)

Ainsi, les coûts d’affectation Vj(i, r) dans un groupe Gi, sont croissants avec la position

r :

Vj(i, 1) ≤ Vj(i, 2) ≤ . . . ≤ Vj(i, n), ∀ j = 1, . . . , n et i = 1, . . . , k + 1

Donc, il est clair que dans l’ordonnancement optimal, les tâches sont affectées à partir

de r = 1 et les tâches sont sélectionnées dans des positions adjacentes, i.e. les positions

affectées se trouvent au début du groupe et les positions non affectées sont à la fin du

groupe, voir figure 4.7. Donc, les contraintes (4.18) sont redondantes et peuvent être

retirées du programme linéaire. Le problème est reformulé sous forme d’un problème

d’affectation rectangulaire PAR (cf. section 3.4.2) :

Programme linéaire en nombres entiers 5 (PLNE.5).

min
n∑

j=1

k+1∑

i=1

n∑

r=1

Vj(i, r)xj,i,r

s.c.
k+1∑

i=1

n∑

r=1

xj,i,r= 1 j = 1, . . . , n (4.19)

n∑

j=1

xj,i,r ≤ 1 i = 1, . . . , k + 1, r = 1, . . . , n (4.20)

xj,i,r ∈ {0, 1} j = 1, . . . , n, i = 1, . . . , k + 1, r = 1, . . . , n

Notons que dans la solution obtenue pour ce problème d’affectation PAR certains

groupes peuvent être vides, à cause de la suppression des contraintes (4.17). Alors, la

solution du PAR doit être modifiée, en supprimant les groupes vides et en décalant le
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dernier groupe, on obtient une solution faisable et optimale 4. Soit V Cmax la solution

obtenue par le problème d’affectation PAR. La solution optimale C∗
max est donc égale à :

C∗
max = V Cmax + Φ(n, k)

avec Φ(n, k) =
∑k′

i=1 βi, où k′ est le nouveau nombre de maintenances après la sup-

pression des groupes vides.

Ainsi, en utilisant l’algorithme proposé par Milo et al. [82], nous pouvons résoudre le

problème d’affectation rectangulaire de taille n × (k + 1)n avec une complexité O(n3 +

n2(k + 1)) soit O(n3), pour tout k < n (cf. section 3.4.2).

Théorème 4.4. Si le nombre de maintenances à insérer k est donné, la résolution du

problème 1|p(j, r) − det,MP = k|Cmax est polynomiale avec une complexité O(n3).

Lorsque le nombre de maintenances k est une variable de décision, le problème d’or-

donnancement 1|p(j, r) − det,MP|Cmax peut être résolu en temps polynomial, avec l’énu-

mération de tous les nombres k possibles avec k variant entre 1 et n − 1 (la maintenance

est interdite au début et à la fin de l’ordonnancement). Ainsi, le problème peut être résolu

avec une complexité O(n4) en utilisant l’algorithme 2 suivant :

Algorithme 2 : Minimisation du Cmax sur une machine : 1|p(j, r) − det,MP|Cmax

Données :
– p(j, r) temps opératoire de la tâche Tj ordonnancée au rang r
– w(j, r) coefficients de maintenance et βi durée élémentaire de la maintenance i
Résultat : C∗

max la solution optimale

début
1 pour chaque k = {1, 2, . . . , n − 1} faire

/* Résoudre 1|p(j, r) − det,MP = k|Cmax */

1.1 V Cmax ←− Résoudre PAR (PLNE.5) et supprimer les groupes vides
1.2 Calculer Φ(n, k) avec la bonne valeur de k après la suppression des groupes

vides
1.3 C∗

max(k) ←− V Cmax + Φ(n, k)

fin pour
2 retourner C∗

max ←− min1≤k≤n−1{C∗
max(k)}

fin

Théorème 4.5. La résolution du problème 1|p(j, r) − det,MP|Cmax est polynomiale avec

une complexité O(n4).

4. Notons qu’en supprimant et décalant les groupes, nous obtenons un ordonnancement de qualité
égale ou encore mieux avec un nombre de maintenances plus petit que k.
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4.3. On note que le Théorème 4.5 ne se limite pas à la minimisation de

Cmax, il est vrai aussi pour tous critères d’optimisation qui vérifient la propriété :

Vj(i, 1) ≤ Vj(i, 2) ≤ . . . ≤ Vj(i, n), ∀ j = 1, . . . , n et i = 1, . . . , k + 1

On précise que les critères {
∑

Cj, TW, TADC, TADW} ne vérifient pas cette propriété.

Afin de mieux comprendre ce modèle, nous considérons l’exemple suivant pour illustrer

la méthode de résolution.

4.2. Soit n = 4 tâches à ordonnancer sur une machine avec k = 2 périodes

de maintenance avec β1 = β2 = 1. Notre objectif est de résoudre le problème d’ordonnan-

cement 1|p(j, r) − det,MP = 2|Cmax. Dans les tableaux ci-dessous, nous présentons les

temps opératoires p(j, r) et les facteurs de maintenance w(j, r).

Tableau 4.5 – Temps opératoires des
tâches

Position r

p(j, r) 1 2 3 4
T1 1 1,2 1,3 5
T2 2 4 4,5 6
T3 1 2 2,5 4
T4 1 1 2 3

Tableau 4.6 – Coefficients de mainte-
nance

Position r

w(j, r) 1 2 3 4
T1 0,4 0,6 0,7 0,8
T2 0,7 0,8 0,9 1
T3 0,5 0,6 0,6 0,7
T4 0,9 1 1,2 1,4

Pour résoudre le problème :

1. Tout d’abord, nous construisons la matrice des coûts d’affectation M = {Vj(i, r)},

de taille 4 × (4 · 3) = 4 × 12.

M =










G1 G2 G3

︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷ ︷ ︸︸ ︷

Position (r)→ 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4

T1 1, 4 1, 92 2, 21 9 1, 4 1, 92 2, 21 9 1 1, 2 1,3 5

T2 3, 4 7, 2 8, 55 12 3, 4 7, 2 8, 55 12 2 4 4, 5 6

T3
1,5 3, 2 4 6, 8 1, 5 3, 2 4 6, 8 1 2 2, 5 4

T4 1, 9 2 4, 4 7, 2 1, 9 2 4, 4 7, 2 1 1 2 3










2. En utilisant le problème d’affectation rectangulaire PAR(PLNE.5), la solution V Cmax =

5, 8 est obtenue par l’ordonnancement suivant :

( T3, vide,vide,vide
︸ ︷︷ ︸

G1

; m1; vide, vide, vide, vide
︸ ︷︷ ︸

G2

; m2; T2, T4, T1, vide
︸ ︷︷ ︸

G3

)
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Comme cela a été précisé avant, les tâches dans chaque groupe sont affectées au

début du groupe, car les coûts d’affectation sont décroissants selon r. Le groupe

G2 est vide, ainsi l’ordonnancement est faisable en supprimant le groupe G2 et en

décalant le groupe G3. L’ordonnancement faisable et optimal est donc donné par :

Séquence optimale = (T3; m1; T2, T4, T1) avec une seule période de maintenance

3. En ajoutant la partie constante de la maintenance Φ(n, k) =
∑1

i=1 β1 = 1, nous

obtenons la solution optimale :

C∗
max = V Cmax + Φ(n, k) = 5, 8 + 1 = 6, 8

Les résultats obtenus dans cette section généralisent et améliorent des travaux an-

térieurs. Le tableau 4.7 fournit une comparaison entre les résultats obtenus dans cette

section et les résultats antérieurs.

Tableau 4.7 – Comparaison avec les résultats antérieurs

Notre modèle
Modèle et complexité de la littérature

Réf. Modèle Complexité

◦ Minimisation du Cmax

◦ Temps opératoires avec détériora-
tion :
p(j, 1) ≤ p(j, 2) ≤ . . . ≤ p(j, n)
◦ Système de maintenance MP :
mi =

∑

j∈Gi
w(j, [j])p(j, [j]) + βi

avec w(j, 1) ≤ . . . ≤ w(j, n)

⇒ Complexité : O(n4) (théo-
rème 4.5)

[138]
◦ Minimisation du Cmax

◦ p(j, r) = pjraj , avec aj ≥ 0
◦ w(j, r) = 0 et βi = β

O(n4)

[134]
◦ Minimisation du Cmax

◦ p(j, r) = pjraj , avec aj ≥ 0
◦ w(j, r) = 0 et βi croissant selon i

O(n4)

[134] ◦ Minimisation du Cmax

◦ p(j, r) = pjraj , avec aj ≥ 0
◦ w(j, r) = α et βi = β

O(n5)

4.5 Ordonnancement dépendant du groupe

Dans cette section, nous étudions une version étendue du modèle principal (cf. sec-

tion 3.3.2). Dans ce modèle, on définit un environnement de réalisation différent pour

chaque groupe. Ainsi, le problème étudié est le suivant : Soit J = {T1, T2, . . . , Tn} un en-

semble de n tâches à ordonnancer sur une machine. La machine est disponible à l’instant

zéro et ne peut réaliser qu’une seule opération à la fois. Les tâches sont toujours dispo-
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nibles et la préemption n’est pas permise. Soit p(i)(j, r) le temps opératoire de la tâche Tj

ordonnancée en position r dans le groupe Gi. Des périodes de maintenance peuvent être

insérées sur la machine. Ces dernières suivent le système de maintenance MP
(i), déjà défini

dans la section 3.3.2 : la tâche Tj ordonnancée en position r dans le groupe Gi augmente

la durée de la maintenance réalisée par l’équipe i avec une valeur w(i)(j, r)p(i)(j, r).

En utilisant la nouvelle configuration du problème (temps opératoires p(i)(j, r) et coeffi-

cients de maintenance w(i)(j, r) dépendants du groupe), et pour k et N (n, k)= {ni}1≤i≤k+1

donnés nous pouvons toujours réécrire le critère d’optimisation γ sous la forme :

γ =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

V[i,r](i, r) + Φ(n, k) (4.21)

Rappelons que l’indice [i, r] = j indique que la tâche Tj est ordonnancée au rang r du

groupe Gi et Vj(i, r) le coût d’affectation de la tâche Tj à la position : (groupe Gi, rang r)

et Φ(n, k) une constante. En utilisant le même principe de la section 4.3, nous obtenons :

Minimisation du Cmax

La durée totale de l’ordonnancement Cmax peut être exprimée sous la forme de l’expres-

sion 4.21 avec : Vj(i, r) = (1 + λiw
(i)(j, r))p(i)(j, r) avec λi =







1 si i ≤ k

0 si i = k + 1
et

Φ(n, k) =
∑k

i=1 βi

Minimisation de la somme des dates de fin

La minimisation de la somme des dates de fin donnée par
∑

Cj =
∑k+1

i=1

∑ni
r=1 C[i,r] peut

être exprimée sous la forme de l’expression 4.21 avec :

Vj(i, r) =
(

n − sir + 1 + λiw
(i)(j, r)

)

p(i)(j, r) et Φ(n, k) =
∑k

i=1 λi βi.

où sir = r +
∑i−1

h=0 nh, avec n0 = 0, sir représente le rang global de la tâche sur la

machine (r définit le rang dans le groupe) et λi =
∑k+1

h=i+1 nh, avec λk+1 = 0.

Minimisation de la somme des durées d’attente

De même, la minimisation de la somme des durées d’attente est exprimée sous la forme

de l’expression 4.21 avec :

Vj(i, r) =
(

n − sir + λiw
(i)(j, r)

)

p(i)(j, r) et Φ(n, k) =
∑k

i=1 λiβi.

où sir = r +
∑i−1

h=0 nh, avec n0 = 0, sir représente le rang global de la tâche sur la

machine (r définit le rang dans le groupe) et λi =
∑k+1

h=i+1 nh, avec λk+1 = 0.

Minimisation de la variation des dates de fin

La variation des dates de fin TADC peut être exprimée sous la forme de l’expression 4.21
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avec :

Vj(i, r) =
[

(sir − 1)(n − sir + 1) + λiw
(i)(j, r)

]

p(i)(j, r) et Φ(n, k) =
∑k

i=1 λiβi.

où sir = r +
∑i−1

h=0 nh, avec n0 = 0, sir le rang global de la tâche ordonnancée au rang

r du groupe Gi et λi =
∑i

h=1 nh

∑k+1
h=i+1 nh, avec λk+1 = 0.

Minimisation de la variation des durées d’attente

La variation des durées d’attente TADW peut être exprimée sous la forme de l’expres-

sion 4.21 avec :

Vj(i, r) =
[

sir(n − sir) + λiw
(i)(j, r)

]

p(i)(j, r) et Φ(n, k) =
∑k

i=1 λiβi.

où sir = r +
∑i−1

h=0 nh, avec n0 = 0, sir le rang global de la tâche ordonnancée dans le

rang r du groupe Gi et λi =
∑i

h=1 nh

∑k+1
h=i+1 nh, avec λk+1 = 0.

De même que précédemment, lorsque le nombre de maintenances k et la taille de

chaque groupe N (n, k)= {ni}1≤i≤k+1 sont connus d’avance, nous pouvons résoudre le

problème d’ordonnancement 1|p(i)(j, r),MP
(i)(ni) = k|γ en utilisant le problème d’affec-

tation linéaire PA (P.L.3), défini dans la section 4.3.

Les contraintes (4.11) et (4.12) du P.L.3 représentent les contraintes classiques d’un

problème d’affectation, i.e. chaque tâche est ordonnancée une seule fois et chaque position

est occupée par une seule tâche.

Ce problème d’affectation PA peut être résolu en temps polynomial avec une com-

plexité O(n3), voir Dinic et Kronrod [26] (cf. section 3.4.1). Soit V γ la solution obtenue

par P.L.3, alors la solution optimale du problème est : γ∗(N (n, k)) = V γ + Φ(n, k).

Théorème 4.6. Si le nombre de maintenances et les tailles des groupes sont connus

d’avance, le problème 1|p(i)(j, r),MP
(i)(ni) = k|γ, γ = {Cmax,

∑
Cj, TW, TADC, TADW}

peut être résolu en temps polynomial avec une complexité O(n3).

Pour trouver la solution optimale du problème 1|p(i)(j, r),MP
(i) = k|γ, i.e. lorsque

seulement le nombre de périodes de maintenance k est connu d’avance, il suffit d’énumérer

tous les vecteurs N (n, k)= {ni}1≤i≤k+1 possibles, tel que n1+. . .+nk+1 = n, et de résoudre

à chaque fois le problème d’affectation (PLNE.3). D’après le lemme 4.1, le nombre de

vecteurs possible est O(nk) avec k le nombre de maintenances à insérer. D’où la complexité

totale de résolution O(nk+3), voir Algorithme 1.

Théorème 4.7. La résolution du problème 1|p(i)(j, r),MP
(i) = k|γ, avec k périodes de

maintenance à insérer, est polynomiale avec une complexité O(nk+3), en utilisant l’algo-

rithme 1.

4.4. En utilisant la même analyse que celle de la section 4.4, nous pouvons

montrer que le Théorème 4.5 est toujours vrai pour la minimisation du Cmax avec une
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configuration dépendante du groupe (w(i)(j, r) et p(i)(j, r)). Cependant, deux conditions

supplémentaires doivent être ajoutées :

p(1)(j, r) ≤ p(2)(j, r) ≤ . . . ≤ p(n)(j, r), ∀ j et r (4.22)

w(1)(j, r) ≤ w(2)(j, r) ≤ . . . ≤ w(n)(j, r), ∀ j et r (4.23)

Ces deux conditions assurent que la solution obtenue par le PAR (PLNE.5) est faisable.

Avec les conditions (4.22) et (4.23) les groupes non vides précèdent les groupes vides

(sauf le dernier groupe Gk+1). En supprimant les blocs vides et en décalant le dernier

bloc (groupe Gkl+1), on obtient la solution optimale 5. Ainsi, nous obtenons l’extension

suivante du théorème 4.5 :

Théorème 4.8. La résolution du problème 1|p(i)(j, r) − det,MP
(i)|Cmax est polynomiale

avec une complexité O(n4).

Ce résultat généralise et améliore les résultats obtenus dans les travaux de Rustogi et

Strusevich [99]. Les auteurs ont étudié un modèle réduit avec w(i)(j, r) = αi et p(i)(j, r) =

pjg(j, i, r), ils ont montré que le problème est polynomial en proposant une approche de

résolution de complexité O(n5). Ainsi, le Théorème 4.8, généralise et améliore le résultat

de [99].

Tableau 4.8 – Comparaison avec les résultats de Rustogi et Strusevich [99]

Notre modèle
Modèle et complexité de la littérature

Réf. Modèle Complexité

◦ Minimisation du Cmax

◦ Temps opératoires avec détériora-
tion : p(i)(j, 1) ≤ . . . ≤ p(i)(j, n)
◦ Système de maintenance MP :
mi =

∑

j∈Gi
w(i)(j, [j])p(i)(j, [j])+βi

avec w(i)(j, 1) ≤ . . . ≤ w(i)(j, n)
◦ Deux conditions : (4.22) et (4.23)

⇒ Complexité : O(n4), voir théo-
rème 4.8

[99]
◦ Minimisation du Cmax

◦ p(i)(j, r) = pjg(j, i, r)
◦ w(i)(j, r) = 0

O(n4)

[99]
◦ Minimisation du Cmax

◦ p(i)(j, r) = pjg(j, r)
◦ w(i)(j, r) = αi

O(n4)

[99]
◦ Minimisation du Cmax

◦ p(i)(j, r) = pjg(j, i, r)
◦ w(i)(j, r) = αi

O(n5)

5. Remarquons que cette modification de la solution ne peut qu’améliorer la solution obtenue par le
PAR : supprimer les groupes vides pour obtenir k′ ≤ k périodes de maintenance (amélioration) et décaler
le dernier groupe au groupe k′ + 1 (amélioration supplémentaire, car w(i)(j, r) et p(i)(j, r) sont croissants
avec i).
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4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au problème d’ordonnancement de

tâches et de maintenances sur une machine. Les temps opératoires sont dépendants de la

position p(j, r) et contrairement à la littérature aucune fonction spécifique n’est imposée

pour ces temps opératoires. Un nouveau modèle de maintenance général MP a été utilisé

qui englobe les différents modèles de la littérature. L’objectif est de trouver la séquence de

tâches optimale et les positions de maintenances qui permettent de minimiser un critère

d’optimisation γ.

Grâce au nouveau modèle de maintenance utilisé, nous avons proposé une approche

globale pour résoudre ce problème. Dans le cas le plus général, il suffit de résoudre O(nk)

fois le problème d’affectation et de trouver ainsi la meilleure solution. Notons ici que cette

approche est vraie pour toutes les fonctions p(j, r), i.e. aucune tendance n’est imposée,

par exemple la propriété est vraie pour les machines avec un effet de détérioration et/ou

un effet d’apprentissage.

Nous avons montré ensuite, que le nombre de problèmes d’affectation à résoudre peut

être diminué à un seul problème si le coût d’affectation d’une tâche dans un groupe Gi

donné, vérifie l’expression : Vj(i, 1) ≤ Vj(i, 2) ≤ . . . ≤ Vj(i, n), ∀ j et i, en particulier

cette propriété est vraie pour le critère Cmax.

Ensuite, dans la section 4.5, nous avons généralisé l’idée de Rustogi et Strusevich [98,

99] (cf. section 3.3.2) dont la maintenance ne permet pas de restaurer totalement les

conditions initiales de la machine vu les différentes qualités d’intervention des équipes de

maintenances. De nouveau, nous avons montré que le problème reste polynomial.

Nous présentons, dans le tableau 4.9, un résumé de nos résultats. Notons qu’une com-

paraison, entre les résultats obtenus dans ce chapitre et les résultats antérieurs, a été

fournie dans les tableaux : 4.8, 4.7 et 4.4.

Tableau 4.9 – Tableau récapitulatif des résultats

Problèmes

Approche globale

Complexité Références

1|p(j, r),MP = k|γ, γcost O(nk+3) Théorème 4.3
1|p(j, r),MP ≤ k0|γ, γcost O(nk0+3) Remarque 4.2
1|p(j, r) − det,MP = k|Cmax O(n3) Théorème 4.4
1|p(j, r) − det,MP|Cmax O(n4) Théorème 4.5
1|p(i)(j, r),MP

(i) = k|γ, γcost O(nk+3) Théorème 4.7
1|p(i)(j, r) − det,MP

(i)|Cmax O(n4) Théorème 4.8

Dans le chapitre suivant, nous allons présenter une généralisation de cette approche

sur les problèmes d’ordonnancement avec des machines parallèles.
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5
Problèmes d’ordonnancement à

machines parallèles avec des périodes

d’indisponibilité
Résumé : Les problèmes d’ordonnancement dans un atelier

à une machine ont été largement étudiés. Néanmoins, l’atelier à

machines parallèles est plus intéressant et proche des problèmes

réels rencontrés dans la pratique. Dans ce chapitre, nous étendons

l’approche présentée dans le chapitre précédent aux machines pa-

rallèles. Ces résultats permettent de résoudre des problèmes non

traités avant et de généraliser et améliorer plusieurs travaux anté-

rieurs.
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5.1 Introduction

5.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé une approche globale pour résoudre

les problèmes d’ordonnancement à une machine en présence de périodes de maintenance

variables et de tâches dépendantes de la position p(j, r). Plusieurs critères d’optimisation

ont été étudiés, à savoir : la minimisation de la durée totale de l’ordonnancement, la somme

des dates de fin, la somme des durées d’attente, la somme de la variation des dates de

fin 1 et la somme de la variation des durées d’attente 2. Dans ce chapitre, nous continuons

à explorer les problèmes d’ordonnancement simultané de tâches et de maintenances sur

des machines parallèles.

Tout d’abord, nous commençons par une présentation du problème étudié. Ensuite,

nous étudions deux versions du problème : le modèle global présenté dans la section 3.2

et une extension dont les paramètres sont dépendants du groupe (cf. section 3.3.2). Pour

les deux cas, nous présentons une méthode de résolution basée sur un problème d’affecta-

tion. En particulier, nous montrons que la minimisation de la charge totale des machines

(
m∑

l=1
C l

max) peut être résolue avec une complexité améliorée par rapport aux autres critères.

Les résultats présentés dans ce chapitre permettent de résoudre des problèmes non traités

avant et généraliser plusieurs résultats antérieurs.

5.2 Présentation du problème

Dans ce chapitre, nous considérons n tâches Tj (j = 1, . . . , n) à ordonnancer sur

m machines parallèles indépendantes {M1, M2, . . . , Mm}. Les machines sont disponibles

à l’instant zéro et ne peuvent réaliser qu’une seule opération à la fois. Les tâches sont

toujours disponibles et la préemption n’est pas autorisée. Les durées des tâches suivent le

modèle général présenté dans la section 3.3.1, i.e. la durée de la tâche Tj varie selon sa

position et est définie par p(l, j, r).

Des activités de maintenance peuvent être insérées sur les machines pour rétablir les

conditions initiales de machine, i.e. les rangs r sont réinitialisés après chaque période de

maintenance. Dans ce chapitre, on considère le système de maintenances pondérées MP

présenté dans la section 3.2.2. La durée de la ième période de maintenance sur la machine

Ml est donnée par :

mli =
∑

j∈Gl
i

w(l, j, [j])p(l, j, [j]) + βli

Dans un ordonnancement π donné, la position d’une tâche Tj est définie par le triplet

1. Appelé aussi Total absolute deviation of job completion times (TADC)
2. Appelé aussi Total absolute deviation of job waiting times (TADW )
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(l : machine, i : groupe, r : rang dans le groupe). Ainsi, la permutation est donnée par :

j → (l, i, r) = [j] et (l, i, r) → j = [l, i, r]. On note [l, i, r] = j la tâche ordonnancée à la

position r du groupe Gi sur la machine Ml.

Dans ce chapitre, nous étudions des critères d’optimisation dits décomposables par

machine. γ est décomposable s’il est de forme :

γ =
m∑

l=1

γl (5.1)

avec γl un critère d’optimisation liée à la machine Ml.

Par définition, ces critères d’optimisation sont décomposables :

– la charge totale des machines : TML =
∑m

l=1 C l
max

– la somme des dates de fin : TC =
∑

Cj =
∑m

l=1 TC l

– la somme des durées d’attente : TW =
∑

Wj =
∑m

l=1 TW l

– la somme de la variation absolue des dates de fin : TADC =
∑m

l=1 TADC l

– la somme de la variation absolue des durées d’attente : TADW =
∑m

l=1 TADW l

5.3 Approche globale

Nous étendons, dans cette section, l’approche étudiée précédemment aux machines

parallèles. L’objectif de cette approche est de résoudre le problème Rm|p(l, j, r),MP|γ.

Soit nl le nombre de tâches ordonnancées sur la machine Ml, tel que
∑m

l=1 nl = n.

Chaque machine Ml (l = 1, . . . , m) peut être maintenue plusieurs fois. Avec kl mainte-

nances sur la machine Ml, nous obtenons kl + 1 groupes de tâches formés sur la machine,

on note par Gl
i (l = 1, . . . , m et i = 1, . . . , kl+1) le ième groupe de tâches sur la machine Ml

et ul
i sa taille, avec

∑kl+1
i=1 ul

i = nl (cf. figure 5.1). Soit k le nombre total de maintenances

à insérer sur l’ensemble des machines, avec k =
∑m

l=1 kl. Ainsi, le nombre total de groupes

formés sur toutes les machines est
∑m

l=1(kl + 1) =
∑m

l=1 kl + m = k + m.

Lorsque le nombre de maintenances total k est une donnée, nous définissons le pro-

blème d’ordonnancement par Rm|p(l, j, r),MP = k|γ.

Les critères d’optimisation décomposables par machine peuvent être écrits sous la

forme :

γ =
m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

V[l,i,r](l, i, r) + Φ(n, k) (5.2)

Avec Φ(n, k) une constante et Vj(l, i, r) le coût d’affectation d’une tâche Tj en position

(l, i, r), i.e. au rang r du ième groupe de la machine Ml (groupe Gl
i).

En utilisant les coûts d’affectation dans un atelier à une machine (4.5)-(4.9) et en se

basant sur le fait que les critères d’optimisation sont décomposables par machine (5.1),
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Machine M1 G1
1

m1,1 G1
2

m1,2 . . . G1
k1

m1,k1 G1
k1+1

Machine M2 G2
1

m2,1 G2
2

m2,2 . . . G2
k2

m2,k2 G2
k2+1

. . .

Machine Ml Gl
1

ml,1 Gl
2

ml,2 . . . Gl
i

. . . ml,kl Gl
kl+1

. . .

Machine Mm Gm
1

mm,1 Gm
2

mm,2 . . . Gm
km

mm,km Gm
km+1

Figure 5.1 – Répartition des tâches sur les machines

nous rapportons, dans ce qui suit, les différents coûts d’affectation dans un atelier à

machines parallèles :

La charge totale des machines

TML : Vj(l, i, r) = (1 + λl
iw(l, j, r))p(l, j, r), avec λl

i =







1 si i ≤ kl

0 si i = kl + 1
(5.3)

La somme des dates de fin

TC : Vj(l, i, r) =
(

nl − sl
ir + 1 + λl

iw(l, j, r)
)

p(l, j, r),

avec λl
i =

∑kl+1
h=i+1 ul

h et λl
kl+1 = 0, ∀ i, l.

(5.4)

La somme des durées d’attente

TW : Vj(l, i, r) =
(

nl − sl
ir + λl

iw(l, j, r)
)

p(l, j, r),

avec λl
i =

∑kl+1
h=i+1 ul

h et λl
kl+1 = 0, ∀ i, l.

(5.5)

La variation des dates de fin

TADC : Vj(l, i, r) =
[

(sl
ir − 1)(nl − sl

ir + 1) + λl
iw(l, j, r)

]

p(l, j, r),

avec λl
i = (

∑i
h=1 ul

h)(
∑kl+1

h=i+1 ul
h), avec λl

kl+1 = 0, ∀ i, l.
(5.6)

La variation des durées d’attente

TADW : Vj(l, i, r) =
[

(sl
ir)(nl − sl

ir) + λl
iw(l, j, r)

]

p(l, j, r),

avec λl
i = (

∑i
h=1 ul

h)(
∑kl+1

h=i+1 ul
h), avec λl

kl+1 = 0, ∀ i, l.
(5.7)

où sl
ir = r +

∑i−1
h=0 ul

h, avec ul
0 = 0, ∀ i et l, sl

ir représente le rang global de la tâche sur

la machine Ml (r définit le rang dans le groupe) et Φ(n, k) =
∑m

l=1

∑kl

i=1 λl
iβli.
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Notons que pour tous ces critères d’optimisation, le coût d’affectation Vj(l, i, r) intègre

deux sous-coûts :

– le coût classique d’affectation d’une tâche en position (l, i, r) dans un problème sans

maintenance.

– λl
iw(l, j, r)p(l, j, r) le coût de la maintenance associée à la tâche Tj dans la position

(l, i, r)

Les coûts élémentaires des maintenances βli sont intégrés dans le terme Φ(n, k).

Dans un premier temps, nous considérons que le nombre de maintenances (k1, k2, . . . , km)

sur chaque machine Ml et les tailles de chaque groupe sont connus d’avance. Notre

problème d’ordonnancement est donc le suivant : R|p(l, j, r),MP(nl, kl, ul) = k|γ, avec

γ = {
∑m

l=1 C l
max,

∑
Cj, TW, TADC, TADW}. Nous notons que MP(nl, kl, ul) = k indique

que le nombre de tâches nl, le nombre de maintenances kl sur Ml (l = 1, . . . , m) et le

nombre de tâches ul
i dans chaque groupe Gl

i sont connus d’avance et que le nombre total

de maintenances
∑m

l=1 kl est égal à k. Notons aussi que le deuxième terme de la notation

« = k » est facultatif, car le vecteur (k1, k2, . . . , km) est une donnée.

Lorsque le vecteur (k1, k2, . . . , km) et la taille ul
i de chaque groupe Gl

i sont connus

d’avance, le terme Φ(n, k) est une constante, ainsi la minimisation de la fonction objec-

tif (5.2) est équivalente à la minimisation de :

m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

V[l,i,r](l, i, r) (5.8)

Le problème peut être modélisé sous forme d’un problème d’affectation PA de taille

n × n. Les lignes correspondent aux n tâches à affecter, chaque colonne représente une

position (l, i, r) et Vj(l, i, r) les entrées de la matrice d’affectation, i.e. le coût d’affectation

d’une tâche Tj à la position (l, i, r).

Soit les variables binaires :

xj,l,i,r =







1 si la tâche Tj est ordonnancée dans le rang r du groupe Gl
i sur Ml

0 sinon

Nous pouvons alors exprimer le problème d’affectation de la façon suivante :
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Programme linéaire en nombres entiers 6 (PLNE.6).

min
n∑

j=1

m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

Vj(l, i, r)xj,l,i,r

s.c.
n∑

j=1

xj,l,i,r = 1 l = 1, . . . , m i = 1, . . . , kl + 1 r = 1, . . . , ul
i (5.9)

m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

xj,l,i,r= 1 j = 1, . . . , n (5.10)

xj,l,i,r ∈ {0, 1} j = 1, . . . , n, l = 1, . . . , m, i = 1, . . . , kl + 1, r = 1, . . . , ul
i

Les contraintes (5.9) et (5.10) représentent les contraintes classiques d’un problème

d’affectation, i.e. chaque position est associée à une seule et unique tâche et chaque tâche

est affectée à une seule position.

La résolution de ce problème d’affectation permet donc de trouver la séquence de tâches

et les positions de maintenances optimales, soit V γ la valeur obtenue par le programme

d’affectation PA (P.L.6). Alors la solution optimale de l’ordonnancement γ est donnée

par V γ + Φ(n, k).

Théorème 5.1. Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles :

R|p(l, j, r),MP(nl, kl, ul)|γ avec γ = {
∑m

l=1 C l
max,

∑
Cj, TW, TADC, TADW}

peuvent être résolus en temps polynomial O(n3) (cf. section 3.4.1), en utilisant le pro-

gramme linéaire (PLNE.6).

Pour bien comprendre le principe, nous allons résoudre l’exemple suivant.

5.1. Nous considérons n = 10 tâches à ordonnancer sur m = 2 machines avec

k = 3 périodes de maintenance. On suppose que k1 = 1 et k2 = 2. Les tailles des groupes

sur les machines sont :

– sur la première machine n1 = 3 : G1
1 → u1

1 = 2 ; G1
2 → u1

2 = 1

– sur la deuxième machine n2 = 7 : G2
1 → u2

1 = 3 ; G2
2 → u2

2 = 2 ; G2
3 → u2

3 = 2

L’objectif est la minimisation de la somme des dates de fin (
∑

Cj). Les temps opéra-

toires sont présentés sur le tableau 5.1.

Les facteurs de détérioration pour les maintenances sont w(1, j, r) = 0, 2 pour tous

j et r ; w(2, j, r) = 0, 1 pour tous r et j = 1, 2, 3, 4, 5, 6 ; w(2, j, r) = 0.3 pour tous r et

j = 7, 8, 9, 10. Les durées constantes β1,1 = 1, β2,1 = 2 et β2,2 = 3.
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Tableau 5.1 – Les temps opératoires ∀ j = 1, . . . , n

Positions (r)
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

p(1, j, r) 1 2 3 3 3 3 3 3 3 3
p(2, j, r) 2 3 4 4 4 4 4 4 4 4

En utilisant les entrées Vj(l, i, r) de la matrice d’affectation, voir l’expression 5.4, on

construit la matrice M suivante :

M =























G1
1

︷ ︸︸ ︷

3, 2 4, 4

G1
2

︷︸︸︷

1

G2
1

︷ ︸︸ ︷

14, 8 19, 2 21, 6

G2
2

︷ ︸︸ ︷

8,4 9, 6

G2
3

︷ ︸︸ ︷

4 3
3, 2 4, 4 1 14, 8 19, 2 21, 6 8, 4 9,6 4 3
3, 2 4, 4 1 14, 8 19, 2 21, 6 8, 4 9, 6 4 3
3, 2 4, 4 1 14,8 19, 2 21, 6 8, 4 9, 6 4 3
3, 2 4, 4 1 14, 8 19,2 21, 6 8, 4 9, 6 4 3
3, 2 4, 4 1 14, 8 19, 2 21,6 8, 4 9, 6 4 3
3, 2 4, 4 1 16, 4 21, 6 24, 8 9, 2 10, 8 4 3
3, 2 4, 4 1 16, 4 21, 6 24, 8 9, 2 10, 8 4 3
3,2 4, 4 1 16, 4 21, 6 24, 8 9, 2 10, 8 4 3

︸ ︷︷ ︸

Machine M1

3, 2 4,4 1
︸ ︷︷ ︸

Machine M2

16, 4 21, 6 24, 8 9, 2 10, 8 4 3





























10 tâches

La résolution du problème d’affectation linéaire permet de trouver une solution opti-

male V
∑

Cj = 89, 2. Le terme constant Φ(n, k) est
∑m

l=1

∑kl

i=1 λl
iβli = 15, avec λ1

1 = 1,

λ2
1 = 4 et λ2

2 = 2. Alors, la solution optimale de la somme des dates de fin :

TC =
∑

Cj = V
∑

Cj + Φ(n, k) = 89, 2 + 15 = 104, 2.

La séquence optimale est présentée dans le diagramme de Gantt suivant :

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26

M1 9 10 m1,1 3

M2 4 5 6 m2,1 1 2 m2,2 7 8

Figure 5.2 – Minimisation de
∑

Cj

Les durées des maintenance sont : m1,1 = 1, 6, m2,1 = 2, 9 et m2,2 = 3, 5.

Pour trouver la solution globale du problème R|p(l, j, r),MP = k|γ, i.e. lorsque seule-

ment le nombre total de maintenances k est donné, nous devons résoudre le problème

d’ordonnancement précédent, i.e. R|p(l, j, r),M(nl, kl, ul) = k|γ, pour toutes les combi-

naisons possibles. Tout d’abord, nous avons O(nm−1) combinaisons pour partitionner les

n tâches sur les m machines telle que n1 +n2 + . . .+nm = n, voir lemme 4.1. Ensuite, nous
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attribuons un certain nombre de maintenances kl pour chaque machine Ml (l = 1, . . . , m)

tel que k1 + k2 + . . . + km = k avec k le nombre total de maintenances à insérer. Il est

évident que le nombre de maintenances total k est inférieur ou égal au nombre de tâches

n, k ≤ n. D’après, Mott et al. [91], le nombre total de partitionnements en nombres entiers

non négatifs kl est donné par le coefficient binomial C(k + m − 1, m − 1). Nous avons :

C(k + m − 1, m − 1) ≤
(k + m − 1)m−1

(m − 1)!
≤

[2max{k, m}]m−1

(m − 1)!

Or 2m−1

(m−1)!
≤ 2, donc nous obtenons :

C(k + m − 1, m − 1) ≤ O([max{k, m}]m−1) (5.11)

D’autre part, nous avons O(nkl

l ) combinaisons possibles pour répartir les tailles des groupes

Gl
i sur une machine Ml (l = 1, . . . , m) telle que ul

1 +ul
2 + . . .+ul

kl+1 = nl. Ainsi, le nombre

de combinaisons (ul
1, ul

2, . . . , ul
n) pour l’ensemble des machines est :

m∏

l=1

O(nkl

l ) ≤ O(n
∑m

l=1
kl) ≤ O(nk) (5.12)

Nous devons donc résoudre O([max{k, m}]m−1nm+k−1) problèmes d’affectation dont la

complexité de résolution est O(n3) (cf. section 3.4.1). En se basant, sur l’analyse ci-dessus

nous développons l’algorithme 3. L’étape 1 est exécutée O(nm−1) fois, l’étape 1.1 et l’étape

1.1.1 sont exécutées en O([max{k, m}]m−1) et O(nk), respectivement.

Théorème 5.2. Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles avec k périodes

de maintenance à ordonnancer : R|p(l, j, r),MP = k|γ

avec γ = {
∑m

l=1 C l
max,

∑
Cj,

∑
Wj, TADC, TADW}, peuvent être résolus avec une com-

plexité O([max{k, m}]m−1nm+k+2), en utilisant l’algorithme 3.

Si le nombre de maintenances k et le nombre de machines m sont constants, le problème

Rm|p(l, j, r),MP = k|γ peut être résolu avec une complexité polynomiale O(nm+k+2).

5.1. On peut aussi étendre le théorème 5.2 à des fonctions plus générales.

En effet, le résultat reste vrai pour toutes les combinaisons linéaires des critères étudiés

précédemment de forme : γcost = µ1C
l
max + µ2

∑
Cj + µ3

∑
Wj + µ4TADC + µ5TADW ,

avec µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0, µ3 ≥ 0, µ4 ≥, 0µ5 ≥ 0 des paramètres constants.

5.2. Pour des raisons budgétaires, une borne supérieure de nombre de main-

tenances peut être ajoutée. On note k0 le nombre de maintenances maximal à insérer sur

l’ensemble de machines. Pour résoudre le problème Rm|p(l, j, r),MP ≤ k0|γ, γcost, il suffit

d’exécuter l’algorithme 3 pour k = 1, . . . , k0 et de renvoyer la meilleure solution. Ainsi, la

complexité finale de cette résolution est : O([max{k0, m}]m−1nm+k0+2).
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Algorithme 3 : Problèmes à machines parallèles R|p(l, j, r),MP = k|γ

Données :
– p(l, j, r) temps opératoire de chaque tâche Tj au rang r sur la machine Ml

– w(l, j, r) coefficient de la maintenance due à l’ordonnancement de la tâche Tj

au rang r sur la machine Ml

– βli durée élémentaire de la ième maintenance sur la machine Ml

– N ensemble de vecteurs (n1, n2, . . . , nm) possibles tels que n1 + n2 + . . . + nm = n
– K ensemble de vecteurs (k1, k2, . . . , km) possibles tels que k1 + k2 + . . . + km = k
– U ensemble de vecteurs (ul

1, ul
2, . . . , ul

kl+1) possibles, avec (l = 1, . . . , m), tels que
ul

1 + ul
2 + . . . + ul

kl+1 = nl

Résultat : la solution optimale : γ∗

début
1 pour chaque (n1, n2, . . . , nm) ∈ N faire

1.1 pour chaque (k1, k2, . . . , km) ∈ K faire
1.1.1 pour chaque (ul

1, ul
2, . . . , ul

kl+1) ∈ U faire
/* Résoudre

(

R|p(l, j, r),MP(nl, kl, ul)|γ
)

*/

1.1.1.1 Calculer les facteurs λl
i et définir la matrice des coûts M de taille

n × n
1.1.1.2 V γ ←− Résoudre PA (PLNE.6)
1.1.1.3 γ∗(nl, kl, ul) ←− V γ + Φ(n, k), avec Φ(n, k) =

∑m
l=1

∑kl

i=1 λl
iβli

fin pour
fin pour

fin pour
2 retourner γ∗ ←− min{γ∗(nl, kl, ul)}

fin

Dans [129], Yang a étudié un modèle plus restrictif avec un nombre de machines m

fixe, w(l, j, r) = αl et βli = βl, et seule la minimisation de la somme des dates de fin a été

étudiée avec au plus k0 périodes de maintenance à insérer sur les machines. Les auteurs

ont résolu le problème avec une complexité O(nm+k0+2), voir tableau 5.2.

5.4 Ordonnancement dépendant du groupe

Dans cette section, nous présentons une extension du problème étudié dans la sec-

tion 5.3 avec la prise en compte d’une configuration dépendante du groupe (cf. sec-

tion 3.3.2).

Nous définissons notre problème comme suit : n tâches J = {T1, T2, . . . , Tn} à ordon-

nancer sur m machines parallèles M = {M1, M2, . . . , Mm} et k périodes de maintenance

à insérer avec kl le nombre de maintenances sur la machine Ml tel que
∑m

l=1 kl = k. Nous

considérons que les temps opératoires sont dépendants du rang r de la tâche, de la ma-
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Tableau 5.2 – Comparaison avec les résultats antérieurs

Notre modèle
Modèle et complexité de la littérature

Réf. Modèle Complexité

◦ m machines parallèles
◦ Critère d’optimisation : γ

◦ Temps opératoires : p(l, j, r)
◦ Système de maintenance MP :
mli =

∑

j∈Gl
i
w(l, j, [j])p(l, j, [j]) + βli

◦ k périodes de maintenance à insérer

⇒ Complexité : O([max{k, m}]m−1nm+k+2)
(théorème 5.2)
⇒ Si m et k sont fixes, la complexité est :
O(nm+k+2)
⇒ Si m est fixe et k0 une borne supérieure, la
complexité est : O(nm+k0+2) (remarque 5.2).

◦ m machines parallèles
fixes
◦

∑n
j=1 Cj

◦ p(l, j, r) = pljglj(r)
◦ w(l, j, r) = αl et βli = βl

◦ k0 nombre maximum de
maintenances

O(nm+k0+2)[129]

chine Ml et aussi du groupe i soit p(i)(l, j, r) le temps opératoire de la tâche j ordonnancée

au rang r du groupe Gl
i : groupe i sur la machine Ml. Nous considérons le système de

maintenance MP
(i), dont les coefficients des maintenances w(i)(l, j, r) sont dépendants du

groupe. La durée de la ième maintenance sur la machine Ml est donnée par :

mli =
ul

i∑

r=1

w(i)(l, [l, i, r], r)p(i)(l, [l, i, r], r) + βli (5.13)

où p(i)(l, j, r) est le temps opératoire de la tâche Tj ordonnancée au rang r du groupe

Gl
i et βli la durée élémentaire de la maintenance. La position dans l’ordonnancement est

représentée par le triplet (l, i, r) (machine, groupe, rang dans le groupe). Nous rappelons

que ul
i est le nombre de tâches ordonnancées entre la maintenance iéme − 1 et la ième

maintenance sur la machine Ml, i.e. le nombre de tâches du groupe Gl
i (voir figure 5.1),

et que [l, i, r] désigne la tâche Tj ordonnancée à la position (l, i, r). Nous étudions donc le

problème R|p(i)(l, j, r),MP
(i) = k|γ, avec γ = {

∑m
l=1 C l

max,
∑

Cj, TW, TADC, TADW}.

Lorsque le nombre de tâches sur les machines nl (l = 1, . . . , m), le nombre de main-

tenances kl et les tailles de groupes sur les machines sont connus d’avance, nous pouvons

remarquer que, de nouveau, les critères γ = {
∑m

l=1 C l
max,

∑
Cj,

∑
Wj, TADC, TADW}

sont sous la forme :

γ =
m∑

l=1

k+1∑

i=1

ul
i∑

r=1

V[l,i,r](l, i, r) + Φ(n, k) (5.14)

où Vj(l, i, r) est le coût d’affectation de la tâche Tj à la position (l, i, r), i.e. au rang

r dans le groupe Gl
i et Φ(n, k) est une constante. Ci-dessous nous rapportons les coûts
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d’affectation des différents critères d’optimisation étudiés :

La charge totale des machines

TML : Vj(l, i, r) = (1 + λl
iw

(i)(l, j, r))p(i)(l, j, r), avec λl
i =







1 si i ≤ kl

0 si i = kl + 1

(5.15)

La somme des dates de fin

TC : Vj(l, i, r) =
(

nl − sl
ir + 1 + λl

iw
(i)(l, j, r)

)

p(i)(l, j, r),

avec λl
i =

∑kl+1
h=i+1 ul

h et λl
kl+1 = 0, ∀ i, l.

(5.16)

La somme des durées d’attente

TW : Vj(l, i, r) =
(

nl − sl
ir + λl

iw
(i)(l, j, r)

)

p(i)(l, j, r),

avec λl
i =

∑kl+1
h=i+1 ul

h et λl
kl+1 = 0, ∀ i, l.

(5.17)

La variation des dates de fin

TADC : Vj(l, i, r) =
[

(sl
ir − 1)(nl − sl

ir + 1) + λl
iw

(i)(l, j, r)
]

p(i)(l, j, r),

avec λl
i = (

∑i
h=1 ul

h)(
∑kl+1

h=i+1 ul
h), avec λl

kl+1 = 0, ∀ i, l.
(5.18)

La variation des durées d’attente

TADW : Vj(l, i, r) =
[

(sl
ir)(nl − sl

ir) + λl
iw

(i)(l, j, r)
]

p(i)(l, j, r),

avec λl
i = (

∑i
h=1 ul

h)(
∑kl+1

h=i+1 ul
h), avec λl

kl+1 = 0, ∀ i, l.
(5.19)

avec sl
ir = r +

∑i−1
h=0 ul

h, tel que ul
0 = 0, ∀ i et l, sl

ir représente le rang global de la tâche

sur la machine Ml (r définit le rang dans le groupe) et Φ(n, k) =
∑m

l=1

∑kl

i=1 λl
iβli.

Lorsque les vecteurs (n1, n2, . . . , nm), (k1, k2, . . . , km) et (ul
1, ul

2, . . . , ul
kl+1), ∀ l = 1, . . . , m,

sont connus d’avance, le terme Φ(n, k) de l’équation (5.14) est constant. Ainsi, la minimisa-

tion de (5.14) est équivalente à la minimisation de l’expression
∑m

l=1

∑k+1
i=1

∑ul
i

r=1 V[l,i,r](l, i, r).

De même que précédemment, le problème R|p(i)(l, j, r),MP
(i)(ni, kl, ul)|γ peut être

aussi modélisé sous forme d’un problème d’affectation avec n tâches à affecter à n posi-

tions (l, i, r) et Vj(l, i, r) est le coût d’affectation de la tâche Tj à une position (l, i, r), voir

problème d’affectation (PLNE.6).
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Théorème 5.3. Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles

R|p(i)(l, j, r),MP
(i)(nl, kl, ul)|γ avec γ = {

∑m
l=1 C l

max,
∑

Cj,
∑

Wj, TADC, TADW} peuvent

être résolus en temps polynomial O(n3), en utilisant le problème d’affectation (PLNE.6).

Afin de résoudre le problème R|p(i)(l, j, r),MP
(i) = k|γ, et en utilisant la même ana-

lyse que celle de la section précédente, le nombre de problèmes d’affectation (PLNE.6) à

résoudre est égal à O([max{k, m}]m−1nm+k−1). Nous obtenons ainsi le résultat suivant :

Théorème 5.4. Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles

R|p(i)(l, j, r),MP
(i) = k|γ avec γ = {

∑m
l=1 C l

max,
∑

Cj,
∑

Wj, TADC, TADW} peuvent

être résolus avec une complexité O([max{k, m}]m−1nm+k+2).

Notons que si k et m sont constants, le problème Rm|p(i)(l, j, r),MP
(i) = k|γ est po-

lynomial avec une complexité O(nm+k+2).

Lorsqu’une borne supérieure k0 est imposée pour le nombre total de maintenances,

l’objectif du problème R|p(i)(l, j, r),MP
(i) ≤ k0|γ consiste à trouver la séquence de tâches,

le nombre de maintenances k ≤ k0 et ses positions, afin de minimiser le critère d’optimisa-

tion γ. Pour résoudre le problème, il suffit d’exécuter le problème R|p(i)(l, j, r),MP
(i) = k|γ

pour k = 1, . . . , k0 et en gardant la meilleure solution. D’où le résultat suivant :

Théorème 5.5. Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles

R|p(i)(l, j, r),MP
(i) ≤ k0|γ, où k0 est la borne supérieure du nombre de maintenances,

peuvent être résolus avec une complexité O([max{k0, m}]m−1nm+k0+2).

Si le nombre de machines m est fixe, le problème est polynomial avec une complexité

O(nm+k0+2).

5.3. Les théorèmes 5.3, 5.4 et 5.5 sont applicables aussi pour le critère γcost.

Ce critère est généré à partir d’une combinaison linéaire γ telle que :

γcost = µ1
∑m

l=1 C l
max + µ2

∑
Cj + µ3

∑
TW + µ4TADC + µ5TADW , avec µ1 ≥ 0, µ2 ≥ 0,

µ3 ≥ 0, µ4 ≥ 0, µ5 ≥ 0 des paramètres constants.

Le théorème 5.4 généralise le résultat de Rustogi et Strusevich [98], dans lequel, les

auteurs ont étudié un modèle plus restrictif avec p(i)(l, j, r) = pljg(l, i, r), w(i)(l, j, r) = αi

et βli = βi et avec comme objectif la minimisation de la somme des dates de fin. Le

problème a été résolu avec la même complexité O(nm+k+2).

Ji et Cheng [59] ont étudié le modèle restrictif suivant : m machines parallèles et

identiques Pm. Le temps opératoire de la tâche Tj ordonnancée au rang r du groupe Gl
i

est donné par γljipjr
aj , avec 0 < γlji ≤ 1 et aj ≤ 0. Les durées des maintenances sont

constantes (w(i)(l, j, r) = 0). Pour les deux critères d’optimisation
∑m

l=1 C l
max et

∑
Cj les
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auteurs ont montré que le problème est polynomial avec une complexité O(nm+k+2). Le

tableau 5.3 représente une comparaison entre les résultats obtenus dans cette section et

les travaux antérieurs.

Tableau 5.3 – Comparaison avec les résultats antérieurs

Notre modèle
Modèle et complexité de la littérature

Réf. Modèle Complexité

◦ m machines parallèles
◦ Critère d’optimisation : γ

◦ Temps opératoires : p(i)(l, j, r)
◦ Système de maintenance MP

(i) :
mli =

∑

j∈Gl
i
w(i)(l, j, [j])p(i)(l, j, [j]) + βli

◦ k périodes de maintenance à insérer

⇒ Complexité : O([max{k, m}]m−1nm+k+2)
voir théorème 5.4
⇒ Si m et k sont fixes, la complexité est :
O(nm+k+2)
⇒ Si m est fixe et k0 une borne supérieure, la
complexité est : O(nm+k0+2), (théorème 5.5).

◦ Atelier Rm

◦
∑n

j=1 Cj

◦ p(i)(l, j, r) = pljg(l, i, r)
◦ w(i)(l, j, r) = αi

et βli = βi

◦ k nombre de mainte-
nances

O(nm+k+2)[98]

◦ Atelier Pm

◦
∑m

l=1 C l
max et

∑
Cj

◦ p(l, j, r) = γljipjraj ,
avec 0 < γlji ≤ 1 et aj ≤ 0
◦ w(i)(l, j, r) = 0
◦ k nombre de mainte-
nances

O(nm+k+2)[59]

5.5 Minimisation de la charge totale des machines

Dans cette section, nous nous concentrons sur le critère d’optimisation
m∑

l=1
C l

max (la

charge totale des machines). Nous considérons la version la plus globale du problème dont

les paramètres sont dépendants du groupe (cf. section 3.3.2). Rappelons que la charge

totale des machines est donnée par :

m∑

l=1

C l
max =

m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

V[l,i,r](l, i, r) + Φ(n, k) (5.20)

où Vj(l, i, r) = (1 + λl
iw

(i)(l, j, r))p(i)(l, j, r), avec λl
i =







1 si i ≤ kl

0 si i = kl + 1

et Φ(n, k) =
∑m

l=1

∑kl

i=1 βli.

Nous allons montrer que la complexité de la résolution peut être améliorée considé-

rablement par rapport aux autres critères d’optimisation, si nous considérons un effet de

détérioration appliqué sur les machines et que les coefficients w(i)(l, j, r) sont croissants se-
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lon r. Notre problème est le suivant R|p(i)(l, j, r)−det,MP
(i) = k|

m∑

l=1
C l

max, i.e. seulement

le nombre de maintenances total est donné.

Nous avons donc, pour tout l, j et i :

p(i)(l, j, 1) ≤ p(i)(l, j, 2) ≤ . . . ≤ p(i)(l, j, n) (5.21)

w(i)(l, j, 1) ≤ w(i)(l, j, 2) ≤ . . . ≤ w(i)(l, j, n) (5.22)

Nous ajoutons les conditions suivantes pour tout l, j et r :

p(1)(l, j, r) ≤ p(2)(l, j, r) ≤ . . . ≤ p(n)(l, j, r) (5.23)

w(1)(l, j, r) ≤ w(2)(l, j, r) ≤ . . . ≤ w(n)(l, j, r) (5.24)

Afin de résoudre le problème, nous étudions en premier lieu le sous-problème d’or-

1

2

...

n

1

2

...

n(k + m)

Vj(l, i, r)

U : Ensemble des tâches W : Ensemble des emplacements
|U | = n |W | = n(k + m)

Figure 5.3 – Graphe biparti du problème étudié

donnancement R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)(kl)|

m∑

l=1
C l

max, dont le nombre de maintenances

sur chaque machine kl est connu d’avance, tel que
∑m

l=1 kl = k. Nous ne considérons

plus le nombre de tâches nl et le vecteur (ul
1, ul

2, . . . , ul
kl+1), l = 1, . . . , m. Ensuite, nous

étendons le nombre d’emplacements à n positions dans chaque groupe Gl
i au lieu de ul

i

(∀ l = 1, . . . , m et i = 1, . . . , kl + 1). Nous ne savons pas à l’avance combien de tâches

seront affectées à chaque groupe Gl
i. Ainsi, notre problème consiste à affecter n tâches

à n
∑m

l=1(kl + 1) = n(k + m) positions, voir figure 5.3. Il est clair qu’on a nk + nm − n

positions non occupées.
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Le problème peut donc être modélisé sous forme d’un problème d’affectation rectan-

gulaire PAR (cf. section 3.4.2).

Soient les variables binaires xj,l,i,r =







1 si la tâche Tj est dans la position (l, i, r)

0 sinon
et Vj(l, i, r) le coût d’affectation d’une tâche Tj à une position (l, i, r).

Le programme linéaire en nombres entiers peut alors s’écrire comme suit :

Programme linéaire en nombres entiers 7 (PLNE.7).

min
n∑

j=1

m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

n∑

r=1

Vj(l, i, r)xj,l,i,r

s.c.
m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

n∑

r=1

xj,l,i,r= 1 j = 1, . . . , n (5.25)

n∑

j=1

xj,l,i,r ≤ 1 l = 1, . . . , m, i = 1, . . . , kl + 1, r = 1, . . . , n (5.26)

xj,l,i,r ∈ {0, 1} j = 1, . . . , n, l = 1, . . . , m, i = 1, . . . , kl + 1, r = 1, . . . , n

avec Vj(l, i, r) = (1 + λl
iw

(i)(l, j, r))p(i)(l, j, r) et λl
i =







1 si i ≤ kl

0 si i = kl + 1
(5.27)

Les contraintes (5.25) assurent que chaque tâche Tj est ordonnancée une seule fois.

Les contraintes (5.26) garantissent que chaque position (l, i, r) est occupée par au plus

une seule tâche.

Vu l’effet de détérioration imposé (5.21) et les facteurs de la détérioration de mainte-

nances (5.22) et d’après (5.27), nous avons :

Vj(l, i, 1) ≤ Vj(l, i, 2) ≤ . . . ≤ Vj(l, i, n), ∀ l = 1, . . . , m, i = 1, . . . , kl+1 (5.28)

Il est donc clair que les tâches seront affectées dans les groupes dans des positions adja-

centes à partir du rang r = 1.

L’utilisation de ce problème d’affectation rectangulaire peut donner une solution avec

des groupes vides à cause de la présence des coûts d’affectation élevés dans certains

groupes. Avec des groupes vides, la solution est faisable, mais sous-optimale.

De plus, en utilisant les conditions 5.23 et 5.24, les groupes vides (s’ils existent)

suivent les groupes non vides, sauf le dernier groupe Gl
kl+1. Nous pouvons construire

à partir de cette solution sous-optimale (solution avec des groupes vides) une solution
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réalisable, en supprimant les blocs vides et en décalant le dernier bloc (groupe Gl
kl+1),

on obtient la solution optimale 3. Soit V
∑

Cmax la valeur optimale obtenue par la réso-

lution du problème d’affectation rectangulaire PAR. La solution optimale du problème

R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)(kl)|

m∑

l=1
C l

max est donnée par :

m∑

l=1

C l
max = V

∑
Cmax + Φ(n, k)

avec Φ(n, k) =
∑m

l=1

∑k′
l

i=1 βli, la partie constante de la fonction objectif 5.20. Notons

que k′
l est le nouveau nombre de maintenances sur la machine Ml après la suppression des

groupes vides (k′
l ≤ kl).

Selon Dinic [25] et Milo et al. [82] (cf. section 3.4.2), le problème d’affectation rectan-

gulaire peut être résolu en temps polynomial avec une complexité O(n3 +n2(k +m)) pour

un vecteur (k1, k2, . . . , km) donné.

Théorème 5.6. Lorsque le nombre de maintenances kl sur chaque machine Ml est connu

d’avance, le problème d’ordonnancement à machines parallèles

R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)(kl)|

m∑

l=1
C l

max

peut être résolu en temps polynomial O(n3 + n2(k + m)), où k =
∑m

l=1 kl.

Comme cela a été précisé dans la section précédente, le nombre de vecteurs (k1, k2, . . . , km)

tel que k1 +k2 + . . .+km = k est O([max{k, m}]m−1), voir équation (5.11), il faut donc ré-

soudre le problème d’affectation rectangulaire O([max{k, m}]m−1) fois. Nous développons

l’algorithme 4 pour résoudre le problème R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i) = k|

m∑

l=1
C l

max.

Théorème 5.7. Pour un nombre de maintenances k donné, le problème d’ordonnance-

ment à machines parallèles

R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i) = k|

m∑

l=1
C l

max

peut être résolu en temps polynomial O ([max{k, m}]m−1(n3 + n2(k + m))).

Maintenant, nous supposons que k, m ≤ n et k varie entre 1 et n. Nous avons donc

pour chaque k comme borne supérieure de complexité de résolution O(nm+2). D’où le

résultat suivant :

3. Cette modification de la solution ne peut qu’améliorer la solution obtenue par le PAR : supprimer
les groupes vides pour obtenir k′

l ≤ kl périodes de maintenance (amélioration) et décaler le dernier groupe
au groupe k′

l + 1 (amélioration supplémentaire, car w(i)(l, j, r) et p(i)(l, j, r) sont croissants avec i).
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Algorithme 4 : Problèmes d’ordonnancement R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i) = k|

∑m
l=1 C l

max

Données :
– p(i)(l, j, r) temps opératoire de chaque tâche Tj en position (l, i, r)
– w(i)(l, j, r) coefficient de détérioration de la maintenance
– βli durée élémentaire de la maintenance
– K ensemble de vecteurs (k1, k2, . . . , km) possibles tels que k1 + k2 + . . . + km = k
Résultat : TML∗ la solution optimale

début
1 pour chaque (k1, k2, . . . , km) ∈ K faire

/* Résoudre

(

R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)(kl)|

m∑

l=1
C l

max

)

*/

1.1 Calculer les facteurs λl
i et définir la matrice des coûts M de taille

n × n(k + m).
1.2 V

∑
Cmax ←− Résoudre PAR (PLNE.7)

1.3
∑

C∗
max(kl) ←− V

∑
Cmax + Φ(n, k), avec Φ(n, k) =

∑m
l=1

∑kl

i=1 λl
iβi

fin pour
2 retourner TML∗ ←− min

(k1,k2,...,km)∈K

{
∑

C∗
max(kl)}

fin

Théorème 5.8. Le problème d’ordonnancement à machines parallèles

R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)|

m∑

l=1
C l

max

dont l’objectif est la minimisation de la charge totale des machines et de trouver le nombre

de maintenances k optimal, peut être résolu avec une complexité O(nm+3), avec k, m ≤ n.

Si le nombre de maintenances est fixe (atelier Rm), le problème est polynomial avec une

complexité O(nm+3).

Yang et al. [123] ont étudié un problème plus restrictif : des périodes de maintenance

constantes à insérer sur les machines, deux modèles de détérioration indépendants du

groupe ont été considérés p(i)(l, j, r) = pljr
alj et p(i)(l, j, r) = plj + aljr. La résolution

qu’ils proposent a une complexité O(nm+3), et est donc polynomiale si le nombre de

machines m est fixe. Ainsi le théorème 5.8 généralise le problème étudié dans [123] en

gardant toujours la même complexité, voir tableau 5.4.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudié les problèmes d’ordonnancement simultané de

tâches et de périodes de maintenance sur des machines parallèles. Tout d’abord, une

approche générale a été présentée pour résoudre le problème en présence d’une politique de

maintenance qui consiste à insérer plusieurs périodes de maintenance. Dans la section 5.4,
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Tableau 5.4 – Comparaison avec les résultats antérieurs

Notre modèle
Modèle et complexité de la littérature

Réf. Modèle Complexité

◦ m machines parallèles
◦ Minimisation de la charge totale
◦ Temps opératoires avec détérioration :
p(i)(l, j, r)
avec p(i)(l, j, 1) ≤ . . . ≤ p(i)(l, j, n)
◦ Système de maintenance MP

(i) :
mli =

∑

j∈Gl
i
w(i)(l, j, [j])p(i)(l, j, [j]) + βli

avec w(i)(l, j, 1) ≤ . . . ≤ w(i)(l, j, n)
◦ Les conditions (5.23) et (5.24) sont vérifiées
◦ k périodes de maintenance à insérer

⇒ Comp. : O
(
[max{k, m}]m−1(n3 + n2(k + m))

)

voir théorème 5.7
⇒ Si m est fixe et k une variable de décision, la
complexité est : O(nm+3)

◦ Atelier Rm

◦
∑m

l=1 C l
max

◦ p(i)(l, j, r) = pljralj

et p(i)(l, j, r) = plj + aljr

avec alj > 0
◦ w(i)(l, j, r) = 0 et βli = βl

◦ k périodes de mainte-
nance

O(nm+3)
[123]

nous étendons l’approche présentée précédemment afin de résoudre le problème dans un

environnement qui dépend du groupe.

Ensuite, nous avons proposé une méthode de résolution améliorée pour résoudre la

minimisation de la charge totale de la machine, en utilisant un problème d’affectation

rectangulaire.

Dans le tableau 5.5, nous reprenons l’essentiel des résultats obtenus dans ce chapitre.

Notons qu’une comparaison avec les résultats antérieurs a été présentée à la fin de chaque

section.

Tableau 5.5 – Tableau récapitulatif des résultats

Problèmes

Approche globale

Complexités Références

R|p(l, j, r),MP = k|γ O([max{k, m}]m−1nm+k+2) Théorème. 5.2
R|p(l, j, r),MP = k|γcost O([max{k, m}]m−1nm+k+2) Remarque. 5.1
R|p(l, j, r),MP ≤ k0|γ, γcost O([max{k0, m}]m−1nm+k0+2) Remarque. 5.2
R|p(i)(l, j, r),MP

(i) = k|γ O([max{k, m}]m−1nm+k+2) Théorème. 5.4
R|p(i)(l, j, r),MP

(i) = k|γcost O([max{k, m}]m−1nm+k+2) Remarque. 5.3
R|p(i)(l, j, r),MP

(i) ≤ k0|γ, γcost O([max{k0, m}]m−1nm+k0+2) Théorème. 5.5
R|p(i)(l, j, r) − det,MP

(i)|
∑m

l=1 Cl
max O(nm+3) Théorème. 5.8

Jusqu’à présent, nous avons proposé une approche de résolution globale pour les mo-
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dèles dont le temps opératoire des tâches varie en fonction de la position sur l’ordonnan-

cement p(l, j, r). Dans le chapitre suivant, nous allons examiner plusieurs extensions et

cas particuliers.
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6
Cas particuliers

Résumé : Dans ce chapitre, nous étudions des cas particuliers

issus du modèle général, présenté dans le chapitre 3. De plus, nous

allons étudier une politique de maintenance optionnelle. Cette étude

permet de résoudre des problèmes d’ordonnancement non traités

avant et aussi de généraliser et améliorer des résultats antérieurs.
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6.1 Introduction

6.1 Introduction

Dans cette section, nous nous intéressons à la résolution de plusieurs cas particuliers de

problèmes d’ordonnancement en présence de périodes d’indisponibilité, afin d’améliorer

les complexités de résolution par rapport aux résultats antérieurs.

Nous allons tout d’abord étudier une politique de maintenance optionnelle, dans la-

quelle au plus une période de maintenance est autorisée sur chaque machine. Nous présen-

tons ensuite une méthode de résolution pour les problèmes d’ordonnancement équilibrés

et pour les problèmes d’ordonnancement avec des périodes de maintenances sans durée

élémentaire. Enfin, nous développons un algorithme de résolution amélioré pour les pro-

blèmes avec des temps opératoires décomposables.

6.2 Ordonnancement avec une période d’indisponi-

bilité optionnelle

6.2.1 Minimisation du critère γ

Dans la littérature, un modèle réduit a été largement étudié dans lequel une seule

période de maintenance optionnelle est autorisée sur chaque machine, voir [21, 55, 56,

114, 116, 117, 132]. Nous nous concentrons, dans cette section, sur cette configuration du

problème avec le critère d’optimisation γ = {
∑m

l=1 C l
max;

∑
Cj; TW ; TADC; TADW}.

Nous considérons n tâches {T1, T2, . . . , Tn} à ordonnancer sur m machines parallèles

{M1, M2, . . . , Mm}. La durée de la tâche Tj ordonnancée au rang r sur la machine Ml

est définie par p(i)(l, j, r). Au plus, chaque machine peut être maintenue une seule fois, la

durée de cette période de maintenance sur la machine Ml, si elle existe, suit le système

de maintenance MP
(i), i.e. :

ml =
ul

1∑

r=1

w(1)(l, [l, 1, r], r)p(1)(l, [l, 1, r], r) + βl (6.1)

Nous rappelons que ul
1 est le nombre de tâches ordonnancées avant la maintenance (groupe

Gl
1), [l, 1, r] représente la tâche ordonnancée au rang r du premier groupe sur la machine

Ml et βl la durée élémentaire de la maintenance optionnelle sur la machine Ml.

Dans la notation de Graham, le système des maintenances pondérées avec une période

d’indisponibilité optionnelle sur chaque machine est noté par MP
(i)
l ≤ 1. Le problème

d’ordonnancement étudié dans cette section est noté R|p(i)(l, j, r),MP
(i)
l ≤ 1|γ, avec γ =

{
∑m

l=1 C l
max;

∑
Cj; TW ; TADC; TADW}.

Il est clair que la méthode de résolution, présentée dans la section 5.4 (chapitre 5),
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permet de résoudre ce problème particulier. En effet, dans l’ordonnancement optimal,

deux cas sont possibles pour chaque machine Ml (l = 1, . . . , m) :

– kl = 1 : la période de maintenance est ordonnancée sur la machine Ml. Nous avons

donc deux groupes de tâches tels que ul
1 + ul

2 = nl, où ul
1, ul

2 et nl sont, respecti-

vement, le nombre de tâches dans le premier et le deuxième groupe, sur la machine

Ml

– kl = 0 : la période de maintenance n’est pas ordonnancée sur la machine Ml. Nous

avons un seul groupe sur la machine avec ul
1 = nl

Alors le nombre de vecteurs (k1, k2, . . . , km), tel que kl = {1, 0}, est égal à O(2m). Le

nombre de vecteurs (ul
1, ul

2), tel que ul
1 + ul

2 = nl est de l’ordre de O(nl − 1). Ainsi, le

nombre de combinaisons sur l’ensemble des machines est :

m∏

l=1

O(nl − 1) ≤
m∏

l=1

O(n) ≤ O(nm) (6.2)

D’autre part, nous avons O(nm−1) combinaisons pour partitionner les n tâches sur les

m machines telles que n1 + . . . + nm = n (cf. lemme 4.1). Ainsi, O(2m × nm−1 × nm) =

O(2mn2m−1) problèmes d’affectation doivent être exécutés afin de trouver la solution op-

timale. D’où le résultat suivant :

Théorème 6.1. Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles

R|p(i)(l, j, r),MP
(i)
l ≤ 1|γ, où γ = {

∑m
l=1 C l

max;
∑

Cj; TW ; TADC; TADW}, peuvent être

résolus avec une complexité O(2mn2m+2).

6.1.

– Dans un atelier d’ordonnancement avec un nombre de machines m fixe (Rm) :

le problème Rm|p(i)(l, j, r),MP
(i)
l ≤ 1|γ est polynomial avec une complexité O(n2m+2).

– Dans un atelier d’ordonnancement à une machine m = 1 :

le problème 1|p(i)(j, r),MP
(i) ≤ 1|γ est polynomial avec une complexité O(n4).

– En particulier, lorsque p(i)(l, j, r) = p(l, j, r) et w(i)(l, j, r) = w(l, j, r) (ordonnance-

ments indépendants du groupe), le théorème 6.1 reste vrai.

– Le théorème 6.1 est aussi vérifié pour le critère d’optimisation γcost.

Les résultats de cette section permettent de résoudre des problèmes non traités avant

et aussi de généraliser et améliorer des résultats antérieurs. Le théorème 6.1 généra-

lise les travaux de Hsu et al. [56], dans lesquels les auteurs ont étudié un modèle avec

p(l, j, r) = pljr
alj , alj ≥ 0, w(l, j, r) = α et βli = β. Dans cette publication, la minimi-

sation de la somme des dates de fin sur m machines parallèles a été résolue avec une

complexité O(n2m+2). Le tableau 6.1 fournit une comparaison entre les résultats obtenus

dans cette section et les résultats antérieurs.
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Tableau 6.1 – Comparaison entre les résultats de la section et les résultats antérieurs – m constants

Notre approche globale
Résultats antérieurs

Modèles Complexités Réf.

◦ Une machine
◦ Critère d’optimisation γ
◦ Temps opératoires : p(i)(1, j, r)
◦ Système de maintenance optionnelle
MP

(i)
l ≤ 1 :

mli =
∑

j∈Gl
i

w(i)(l, j, [j])p(i)(l, j, [j]) + βli

⇒ Complexité : O(n4),
voir remarque 6.1

- une machine
- γ =

∑
Cj

- p(1)(1, j, r) = pj

- p(2)(1, j, r) = δjpj

avec δj > 0
- w(1)(1, j, r) = 0

O(n4) [75]

- une machine
- γ =

∑
Cj

- p(1)(1, j, r) = aj

- p(2)(1, j, r) = bj

avec bj ≤ aj

- w(1)(1, j, r) = α

O(n4) [90]

◦ m machines parallèles (Rm)
◦ Critère d’optimisation γ
◦ Temps opératoires : p(i)(l, j, r)
◦ Système de maintenance optionnelle
MP

(i)
l ≤ 1 :

mli =
∑

j∈Gl
i

w(i)(l, j, [j])p(i)(l, j, [j]) + βli

⇒ Complexité : O(n2m+2)
voir théorème 6.1

- deux machines (P2)
- γ =

∑
Cj

- p(i)(1, j, r) = pj

- p(2)(1, j, r) = δjpj

avec δj > 0
- w(1)(l, j, r) = 0, βl = β

O(n6) [139]

- m machines (Pm)
- γ =

∑
Cj

- p(1)(l, j, r) = pj

- p(2)(l, j, r) = δjpj

avec 0 < δj ≤ 1
- w(1)(l, j, r) = αl

O(n2m+3) [116]

- m machines (Pm)
- γ = {TADC; TADW}
- p(i)(l, j, r) = alj

- p(2)(l, j, r) = blj

avec blj ≤ alj

- w(1)(l, j, r) = αl

O(n2m+2) [116]

- m machines (Rm)
- γ = {

∑
C l

max;
∑

Cj}
- p(l, j, r) = plj + aljr
- ou p(l, j, r) = pljr

alj

avec alj > 0
- w(1)(l, j, r) = αl

O(n2m+2) [56]
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Nous nous intéressons dans la sous-section suivante à la minimisation de la charge

totale des machines avec une période de maintenance optionnelle sur chaque machine.

6.2.2 Minimisation de la charge totale des machines

Dans la section 5.5, nous avons étudié la minimisation de la charge totale des machines

avec la prise en compte d’un effet de détérioration et en présence de plusieurs périodes de

maintenance sur chaque machine. Notons que quatre conditions ont été imposées : (5.21),

(5.23), (5.22) et (5.24). Nous avons montré que lorsque le nombre de maintenances kl

sur chaque machine Ml est connu d’avance, le problème d’ordonnancement à machines

parallèles R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)(kl)|

∑m
l=1 C l

max peut être résolu en temps polynomial

O(n3 + n2(k + m)) avec k =
∑m

l=1 kl, (cf. théorème 5.6).

Nous nous focalisons, dans cette sous-section, sur la même configuration, mais avec une

période de maintenance optionnelle sur chaque machine, le problème d’ordonnancement

est noté par R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)
l ≤ 1|

∑m
l=1 C l

max.

Avec une configuration de maintenance optionnelle, le nombre de maintenances kl sur la

machine Ml est égal à 0 ou 1. Ainsi, pour résoudre le problème avec des périodes de mainte-

nance optionnelle, il suffit de résoudre le problème R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)(kl)|

m∑

l=1
C l

max

pour tous les vecteurs (k1, k2, . . . , km) tels que kl = {0, 1}, ∀ l = 1, . . . , m, voir Algo-

rithme 5.

Algorithme 5 : Problèmes d’ordonnancement R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)
l ≤ 1|

m∑

l=1
C l

max

début
Soit K l’ensemble de vecteurs (k1, k2, . . . , km) tel que kl = {0, 1} /* 2m

vecteurs possibles */

1 pour chaque (k1, k2, . . . , km) ∈ K faire

1.1
∑

C∗
max(kl) ←− Résoudre

(

R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)(kl)|

m∑

l=1
C l

max

)

/* cf. section 5.5 */

fin pour
2 retourner TML∗ ←− min

(k1,k2,...,km)∈K

{
∑

C∗
max(kl)}

fin

D’après le théorème 5.6, lorsque le vecteur (k1, k2, . . . , km) est donné, la complexité de

résolution du problème R|p(i)(l, j, r)−det,MP
(i)(kl)|

m∑

l=1
C l

max est O(n3+n2(
∑m

l=1 kl+m)) ≤

O(n3+2n2m), car kl ≤ 1 (au plus une période de maintenance sur la machine Ml). D’autre

part, le nombre de vecteurs (k1, k2, . . . , km) possibles tel que kl = {1, 0} est égal à 2m.

D’où le résultat suivant :
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Théorème 6.2. Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles :

R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)
l ≤ 1|

∑m
l=1 C l

max peuvent être résolus avec une complexité :

O(2m(n3 + 2n2m)).

Par conséquent, lorsque le nombre de machines m est fixe, le problème d’ordonnan-

cement Rm|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)
l ≤ 1|

∑m
l=1 C l

max peut être résolu avec une complexité

O(n3).

En appliquant le même principe, ce résultat est vrai aussi pour m = 1, d’où le théorème

suivant :

Théorème 6.3. Les problèmes d’ordonnancement dans un atelier à une machine

1|p(i)(j, r) − det,MP
(i) ≤ 1|Cmax peuvent être résolus avec une complexité O(n3).

Le théorème 6.2 améliore et généralise le résultat de Hsu et al. [56], dans lequel, les

auteurs ont étudié deux modèles réduits avec p(i)(l, j, r) = pljr
alj ou p(i)(l, j, r) = plj +aljr,

alj ≥ 0, w(i)(l, j, r) = α et βli = β. L’objectif est la minimisation de la charge totale de

m machines parallèles. Les auteurs ont montré que le problème peut être résolu avec une

complexité O(n2m+2).

6.3 Les ordonnancements équilibrés

Nous étudions, dans cette sous-section, les problèmes d’ordonnancement dans un sys-

tème de production équilibré et avec comme objectif la minimisation de la charge totale

des machines. Rappelons qu’un problème d’ordonnancement est dit équilibré si le nombre

de tâches dans chaque groupe diffère d’au plus une tâche.

“ Group balance principle : The group balance principle is to make the

number of jobs to be as equal as possible in each group. That is, the

number of jobs in each group is either h − 1 or h. . . ”
W.-H. Kuo et D.-L. Yang, [71] , 2008

Pour la minimisation de la charge totale des machines
m∑

l=1
C l

max avec un effet de dété-

rioration sur les machines, il existe toujours un ordonnancement optimal qui vérifie la

propriété d’équilibrage en présence d’un système de maintenance MP fermé 1 et des co-

efficients w(l, j, r) croissants selon r. Nous pouvons vérifier cette propriété en utilisant

l’argument d’échange.

1. Nous définissons un système de maintenance fermé comme suit : en tant qu’utilisateur, nous com-
mençons le traitement avec une machine bien entretenue et à la fin nous rendons la machine en parfait
état, i.e. nous finissons l’ordonnancement avec une période d’entretien. Contrairement, au système ouvert
qui ne comporte pas de maintenance à la fin. Dans notre notation, nous fixons ul

kl+1 = 0.
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Démonstration. Soit S un ordonnancement optimal et non équilibré, donc il existe deux

groupes Gx et Gy (x, y ≤ kl) de taille ul
x et ul

y sur la machine Ml tels que la différence

entre les tailles de ces deux groupes est supérieure ou égale à deux tâches ul
x − ul

y ≥ 2.

Soit S ′ le même ordonnancement en déplaçant la dernière tâche Tj du groupe Gx vers le

groupe Gy. On sait que p(l, j, r) et w(l, j, r) sont croissants selon r. Cet échange permet,

donc, de réduire le makespan C l
max sur la machine Ml, puisque :

(

1 + w(l, j, ul
x)

)

p(l, j, ul
x) −

(

1 + w(l, j, ul
y + 1)

)

p(l, j, ul
y + 1) ≥ 0

On définit le problème d’ordonnancement étudié par R|p(l, j, r)−det, c−MP|
∑m

l=1 Cmax,

où c − MP indique que le système de maintenance est fermé.

Soit πl la séquence des tâches de la machine Ml avec nl et kl, respectivement, le nombre

de tâches et de maintenances sur la machine. Nous obtenons une répartition de kl groupes

sur la machine Ml, puisque on impose que ul
kl+1 = 0. Par définition, la séquence πl est

équilibrée sur la machine Ml, si le nombre de tâches dans chaque groupe est égal à h − 1

ou h (diffère d’au plus une tâche), avec h = ⌈nl

kl
⌉. La séquence équilibrée est constituée de

klh − nl groupes de taille h − 1 et nl − kl(h − 1) groupes de taille h.

6.1. Soit un ordonnancement avec n = 11 tâches et deux machines. Les

nombres de maintenances et de tâches sur la première et la deuxième machine sont, res-

pectivement, k1 = 3, k2 = 4, n1 = 5 et n2 = 6.

Cet ordonnancement est équilibré si nous avons la répartition suivante :

– sur la machine M1 : deux groupes de deux tâches et un groupe avec une tâche, car

h = ⌈5
3
⌉ = 2.

– sur la machine M2 : deux groupes de deux tâches et deux groupes avec une tâche

chacun, car h = ⌈6
4
⌉ = 2.

Notons que l’ordre des groupes sur chaque machine n’affecte pas l’optimalité de la so-

lution, puisque les paramètres sont indépendants du groupe et après chaque période de

maintenance la machine revient à son état initial.

Ainsi, pour un nombre de maintenances (k1, k2, . . . , km) et de tâches (n1, n2, . . . , nm)

donnés, nous pouvons déterminer le vecteur taille des groupes optimal (ul
1, . . . , ul

kl
, ul

kl+1 =

0), ∀ l = 1, . . . , m, en utilisant la propriété d’équilibrage, contrairement au problème étudié

dans la section 5.3, dans lequel nous énumérons toutes les combinaisons possibles avec

une complexité O(nk) (cf. équation 5.12). Rappelons que nous imposons que la taille du

dernier groupe sur chaque machine soit vide ul
kl+1 = 0, car le système de maintenance
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est fermé. Ensuite, la séquence optimale de tâches est obtenue en résolvant le problème

R|p(l, j, r),MP(nl, kl, ul)|
∑m

l=1 C l
max (voir PLNE.6), avec une complexité O(n3). On note

que dans le système de maintenance fermé, la charge totale C l
max d’une machine Ml est

mesurée jusqu’à la fin de la dernière période de maintenance.

Pour trouver la solution optimale du problème R|p(l, j, r)−det, c−MP = k|
∑m

l=1 C l
max,

nous aurions besoin de résoudre un grand nombre de problèmes d’affectation. Comme

cela était précisé précédemment, le nombre de combinaisons possibles pour partitionner

les tâches sur les m machines est O(nm−1) tel que n1 + n2 + . . . + nm = n. Le nombre de

vecteurs (k1, k2, . . . , km) tel que k1 + k2 + . . . + km = k est O([max{k, m}]m−1).

Donc, il y a au total O([max{k, m}]m−1nm−1) problèmes d’affectation qui devraient

être résolus.

Théorème 6.4. Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles avec un système

de maintenance fermé

R|p(l, j, r) − det, c − MP = k|
∑m

l=1 C l
max

possèdent un ordonnancement équilibré optimal, et peuvent être résolus avec une com-

plexité O([max{k, m}]m−1nm+2), où n, m et k sont, respectivement, le nombre de tâches,

de machines et de maintenances.

Nous proposons l’algorithme 6 pour résoudre le problème ci-dessus.

Si le nombre de machines m et le nombre de maintenances k sont constants, i.e.

le problème Rm|p(l, j, r) − det, c − MP = k|
∑m

l=1 C l
max est considéré, nous obtenons la

complexité polynomiale O(nm+2).

6.2. Pour le théorème 6.4, la condition du système fermé n’est pas une

condition nécessaire. En effet, les problèmes d’ordonnancement R|p(l, j, r) − det,MP =

k|
∑m

l=1 C l
max possèdent aussi une solution optimale équilibrée dans un système de mainte-

nance ouvert, si la durée des périodes de maintenances est constante, i.e. w(l, j, r) = 0 ∀

l, j et r.

Démonstration. Nous pouvons prouver cette propriété en utilisant un argument d’échange.

Maintenant, nous présentons une deuxième méthode pour résoudre le problème d’or-

donnancement R|p(l, j, r)−det, c−MP = k|
∑m

l=1 C l
max. Rappelons qu’un effet de détério-

ration est appliqué sur les machines (p(l, j, 1) ≤ p(l, j, 2) ≤ . . . ≤ p(l, j, n)), que le système

de maintenance est fermé, i.e. une maintenance est insérée à la fin de l’ordonnancement

sur chaque machine Ml, on impose ul
kl+1 = 0 et que les coefficients w(l, j, r) sont croissants
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Algorithme 6 : Problèmes d’ordonnancement équilibrés
Données :
– p(l, j, r) temps opératoire de la tâche Tj au rang r sur la machine Ml

– w(l, j, r) coefficient de détérioration de la maintenance due à l’ordonnancement de la
tâche Tj au rang r sur la machine Ml

– βli durée élémentaire de la maintenance i sur la machine Ml

– N ensemble de vecteurs (n1, n2, . . . , nm) possibles tels que n1 + n2 + . . . + nm = n
– K ensemble de vecteurs (k1, k2, . . . , km) possibles tels que k1 + k2 + . . . + km = k
Résultat :

∑m
l=1 C l∗

max la solution optimale

début
1 pour chaque (n1, n2, . . . , nm) ∈ N faire

1.1 pour chaque (k1, k2, . . . , km) ∈ K faire
1.1.1 Déterminer la taille de chaque groupe (ul

1, ul
2, . . . , ul

kl
, ul

kl+1 = 0), en
utilisant la propriété d’équilibrage

1.1.2
∑m

l=1 C l∗
max(nl, kl, ul) ←− Résoudre R|p(l, j, r),MP(nl, kl, ul)|

∑m
l=1 C l

max

/* Résoudre PLNE.6, rappelons que ∀ l = 1, . . . , m, ul
kl+1 = 0,

i.e. système de maintenance fermé

*/

fin pour
fin pour

2 retourner
∑m

l=1 C l∗
max ←− min{

∑m
l=1 C l∗

max(nl, kl, ul)}

fin

selon r. Nous rappelons aussi que pour ce problème, il existe une solution optimale qui

vérifie la propriété d’équilibrage.

L’idée de cette deuxième méthode est la suivante : pour chaque machine Ml avec

un nombre de maintenances kl donné, nous supposons que nl = n, i.e. n positions sont

disponibles sur la machine Ml. Ensuite, nous utilisons la propriété d’équilibrage pour

trouver les tailles des groupes h − 1 ou h, sur la base de nl = n, avec h = ⌈ n
kl

⌉. Ces

tailles sont des bornes supérieures, car nous avons considéré que toutes les tâches sont sur

la même machine. Nous pouvons ainsi modéliser le problème sous forme d’un problème

d’affectation rectangulaire, avec n lignes (les tâches) et mn colonnes (sur chaque machine

Ml, n positions réparties sur des groupes de tailles ⌈ n
kl

⌉ et ⌈ n
kl

⌉ − 1). Selon Dinic [25], la

résolution de ce problème d’affectation rectangulaire est de complexité O(n3 + n × nm) =

O(n3 + n2m), cf. section 3.4.2.

Il est clair que le nombre de positions nm est plus grand que le nombre de tâches n.

Donc nous obtenons après l’affectation nm − n = n(m − 1) positions vides. Les positions

affectées seront placées au début de chaque groupe et les positions vides à la fin, car les

coûts d’affectation sont croissants en fonction de la position r pour chaque groupe :

(1 + w(l, j, 1))p(l, j, 1) ≤ (1 + w(l, j, 2))p(l, j, 2) ≤ . . . ≤ (1 + w(l, j, n))p(l, j, n) (6.3)

124



6.3 Les ordonnancements équilibrés

Cependant, des groupes vides peuvent être obtenus dans la solution du problème

d’affectation rectangulaire. Dans ce cas, il suffit de supprimer ces groupes vides pour

avoir une solution réalisable sans modifier son optimalité. Ensuite, les durées élémentaires

des maintenances doivent être ajoutées à la solution obtenue.

Pour trouver la solution finale, nous devons résoudre cette affectation pour chaque

vecteur (k1, k2, . . . , km) tel que k1 + k2 + . . . + km = k. Le nombre des combinaisons

possibles est égal à O([max{k, m}]m−1). D’où le théorème suivant :

Théorème 6.5. Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles avec un système

de maintenance fermé

R|p(l, j, r) − det, c − MP = k|
∑m

l=1 C l
max

possèdent un ordonnancement équilibré optimal, et peuvent être résolus avec une com-

plexité O([max{k, m}]m−1(n3 + n2m)), où n, m et k sont, respectivement, le nombre de

tâches, de machines et de maintenances.

Si le nombre de machines m et le nombre de maintenances k sont constants, i.e. le

problème Rm|p(l, j, r)−det, c−MP = k|
∑m

l=1 C l
max, on obtient la complexité polynomiale

O(n3).

Pour bien comprendre le principe de la résolution, nous allons résoudre l’exemple

suivant :

6.2. Soit un ordonnancement avec n = 8 tâches et deux machines. Soit k = 5

avec k1 = 2 et k2 = 3. Nous présentons, dans les tableaux 6.2, 6.3, 6.4 et 6.5, les durées

des tâches et les coefficients de détérioration de maintenances :

Tableau 6.2 – Temps opératoires des tâches
sur M1

p(1, j, r)

r = 1 2 3 4 5 6 7 8
T1 1 2 3 3 3 3 3 3
T2 1 2 3 3 3 3 3 3
T3 2 3 4 4 4 4 4 4
T4 2 3 4 4 4 4 4 4
T5 1 2 3 3 3 3 3 3
T6 2 3 4 4 4 4 4 4
T7 1 2 3 3 3 3 3 3
T8 2 3 4 4 4 4 4 4

Tableau 6.3 – Temps opératoires des tâches
sur M2

p(2, j, r)

r = 1 2 3 4 5 6 7 8
T1 2 3 4 5 5 5 5 5
T2 1 2 3 3 3 3 3 3
T3 1 2 3 3 3 3 3 3
T4 2 3 4 5 5 5 5 5
T5 2 3 4 4 4 4 4 4
T6 1 2 3 3 3 3 3 3
T7 2 3 4 4 4 4 4 4
T8 2 3 4 4 4 4 4 4

Soit βli = 1 ∀ l et i. Afin d’assurer l’équilibrage du système, nous considérons que le

système de maintenance est fermé. Les tailles des groupes sont :
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Tableau 6.4 – Coefficients de détérioration
sur M1

w(1, j, r)

r = 1 2 3 4 5 6 7 8

T1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
T2 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
T3 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
T4 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
T5 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
T6 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
T7 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1
T8 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1 0,1

Tableau 6.5 – Coefficients de détérioration
sur M2

w(2, j, r)

r = 1 2 3 4 5 6 7 8

T1 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
T2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
T3 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
T4 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2
T5 0,2 0,2 0,2 0,2 0,3 0,3 0,3 0,3
T6 0,2 0,2 0,2 0,2 0,3 0,3 0,3 0,3
T7 0,2 0,2 0,2 0,2 0,3 0,3 0,3 0,3
T8 0,2 0,2 0,2 0,2 0,3 0,3 0,3 0,3

– Machine 1 : h = ⌈ n
kl

⌉ = ⌈8
2
⌉ = 4. Ainsi, sur la machine M1 nous avons deux groupes

de 4 positions chacun.

– Machine 2 : h = ⌈ n
kl

⌉ = ⌈8
3
⌉ = 3. Ainsi, sur la machine M2 nous avons deux groupes

de 3 positions chacun et un groupe de 2 positions.

Nous présentons dans le diagramme de Gantt (figure 6.1) la répartition des positions dans

chaque groupe et sur chaque machine.

Groupe G1
1

︷ ︸︸ ︷︷︷︷︷
Groupe G1

2
︷ ︸︸ ︷

Machine (M1) 4 positions 4 positions

Groupe G2
1

︷ ︸︸ ︷︷︷︷
Groupe G2

2
︷ ︸︸ ︷︷︷︷

Groupe G2
3

︷ ︸︸ ︷

Machine (M2) 3 positions 3 positions 2 positions

Figure 6.1 – Réparation des tâches et des groupes sur les machines

Notons que pour la minimisation de la charge totale de la machine, la position du

groupe n’affecte pas l’optimalité de la solution. Maintenant, nous devons résoudre le pro-

blème d’affectation rectangulaire de taille n × nm = 8 × 16. Comme cela a été présenté

précédemment, le coût d’affectation d’une tâche Tj à une position r du groupe Gi sur la

machine Ml est égal à Vj(l, i, r) = (1 + w(l, j, r))p(l, j, r). La matrice d’affectation est

présentée dans la figure 6.2.

Les colonnes représentent les positions et les lignes indiquent les tâches. La résolution

de ce problème d’affectation permet de trouver la solution optimale V ∗ = 14, 9. Le terme

constant de la maintenance est
m∑

l=1

kl∑

i=1
βli = 2 + 3 = 5.

Par conséquent, la charge totale optimale est
m∑

l=1
C l

max = V ∗ +
m∑

l=1

kl∑

i=1
βli = 14, 9 + 5 =

19, 9.
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M =


















G1
1

︷ ︸︸ ︷

1,1 2, 2 3, 3 3, 3

G1
2

︷ ︸︸ ︷

1, 1 2, 2 3, 3 3, 3

G2
1

︷ ︸︸ ︷

2, 4 3, 6 4, 8

G2
2

︷ ︸︸ ︷

2, 4 3, 6 4, 8

G2
3

︷ ︸︸ ︷

2, 4 3, 6
1, 1 2, 2 3, 3 3, 3 1, 1 2, 2 3, 3 3, 3 1, 2 2, 4 3, 6 1,2 2, 4 3, 6 1, 2 2, 4
2, 2 3, 3 4, 4 4, 4 2, 2 3, 3 4, 4 4, 4 1, 2 2, 4 3, 6 1, 2 2, 4 3, 6 1,2 2, 4
2, 2 3, 3 4, 4 4, 4 2, 2 3, 3 4, 4 4, 4 2, 4 3,6 4, 8 2, 4 3, 6 4, 8 2, 4 3, 6
1, 1 2, 2 3, 3 3, 3 1,1 2, 2 3, 3 3, 3 2, 4 3, 6 4, 8 2, 4 3, 6 4, 8 2, 4 3, 6
2, 2 3, 3 4, 4 4, 4 2, 2 3, 3 4, 4 4, 4 1,2 2, 4 3, 6 1, 2 2, 4 3, 6 1, 2 2, 4
1, 1 2,2 3, 3 3, 3 1, 1 2, 2 3, 3 3, 3 2, 4 3, 6 4, 8 2, 4 3, 6 4, 8 2, 4 3, 6

︸ ︷︷ ︸

Machine M1

2, 2 3, 3 4, 4 4, 4 2, 2 3,3 4, 4 4, 4
︸ ︷︷ ︸

Machine M2

2, 4 3, 6 4, 8 2, 4 3, 6 4, 8 2, 4 3, 6
























n

Figure 6.2 – La matrice d’affectation

L’ordonnancement optimal est présenté dans la figure 6.3, ci-dessous.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

M1 T1 T7 m1,1 T5 T8 m1,2

M2 T6 T4 m2,1 T2 m2,2 T3 m2,3

Figure 6.3 – Exemple 2 – Ordonnancement optimal

Les durées des maintenances sont :

• m1,1 = w(1, 1, 1)p(1, 1, 1) + w(1, 7, 2)p(1, 7, 2) + β1,1 = 1, 3

• m1,2 = w(1, 5, 1)p(1, 5, 1) + w(1, 8, 2)p(1, 8, 2) + β1,2 = 1, 4

• m2,1 = w(2, 6, 1)p(2, 6, 1) + w(2, 4, 2)p(2, 4, 2) + β2,1 = 1, 8

• m2,2 = w(2, 2, 1)p(2, 2, 1) + β2,2 = 1, 2

• m2,3 = w(2, 3, 1)p(2, 3, 1) + β2,3 = 1, 2

6.4 Maintenance sans durée constante (βli = 0)

Dans cette section, nous étudions un cas particulier du problème étudié dans la sec-

tion 5.5, mais dans sa version indépendante du groupe. Nous considérons :

– le système de maintenance MP avec des périodes de maintenance sans durée élé-

mentaire (βli = 0)

– les coefficients de maintenance sont croissants selon r :

w(l, j, 1) ≤ w(l, j, 2) ≤ . . . ≤ w(l, j, n) ∀ j = 1, . . . , n, et l = 1, . . . , m (6.4)

– un effet de détérioration est appliqué sur les machines :

p(l, j, 1) ≤ p(l, j, 2) ≤ . . . ≤ p(l, j, n) ∀ j = 1, . . . , n, et l = 1, . . . , m (6.5)
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– l’objectif est la minimisation de la charge totale des machines (
m∑

l=1
C l

max)

Rappelons que, précédemment, nous avons montré que le coût d’affectation d’une tâche

Tj à une position (l, i, r) est égal à Vj(l, i, r) =







(1 + w(l, j, r))p(l, j, r) si i ≤ kl

p(l, j, r) si i = kl + 1

Les temps opératoires p(l, j, r) et les coefficients de maintenance w(l, j, r) sont crois-

sants selon r, voir les expressions 6.4 et 6.5, alors nous obtenons :

Vj(l, i, 1) ≤ Vj(l, i, 2) ≤ . . . ≤ Vj(l, i, n), ∀ j, l et i

Nous pouvons modéliser ce problème sous forme d’un problème d’affectation rectan-

gulaire, en attribuant les k périodes de maintenance à chaque machine et en considérant

que la taille de chaque groupe est égale à n. Ainsi, la taille de la matrice d’affectation

est n × n(k + 1)m. Il est évident que la durée d’une période de maintenance est nulle,

si elle suit directement une autre période de maintenance, i.e. le groupe de tâches qui

précède cette maintenance est vide. Le nombre de périodes de maintenance est limité à

k ≤ n. Nous pouvons, donc, fixer k = n et résoudre un simple problème d’affectation

rectangulaire de taille n × n(n + 1)m en O(n3 + n × n(n + 1)m) = O(n3 + mn3 + mn2)

(cf. section 3.4.2), soit une complexité de O(mn3).

Ensuite, nous supprimons les périodes de maintenance dont les durées sont nulles pour

trouver la séquence de tâches et le nombre de maintenances de la solution optimale.

Théorème 6.6. Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles avec βli = 0

R|p(l, j, r) − det,MP, βli = 0|
m∑

l=1
C l

max,

dont l’objectif est de trouver la séquence de tâches qui minimise
m∑

l=1
C l

max et le nombre de

maintenances optimal, peuvent être modélisés comme des problèmes d’affectation rectan-

gulaire et résolus en O(mn3).

Lorsque le nombre de machines m est fixe, le problème Rm|p(l, j, r) − det,MP, βli =

0|
m∑

l=1
C l

max est polynomial avec une complexité O(n3). En particulier pour m = 1, nous

pouvons résoudre le problème 1|p(j, r) − det,MP, βi = 0|
m∑

l=1
C l

max en O(n3).

6.3. Nous notons que le théorème 6.6 est vrai pour tous les critères d’opti-

misation qui vérifient :

Vj(l, i, 1) ≤ Vj(l, i, 2) ≤ . . . ≤ Vj(l, i, n) ∀ j, l, i (6.6)

En effet, cette propriété assure que les tâches seront affectées dans des positions adjacentes

à partir du rang r = 1 du groupe. Notons que les critères γ = {
∑

Cj,
∑

Wj, TADC, TADW}

ne vérifient pas cette propriété.
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6.5 Fonction décomposable p(i)(l, j, r) = pjg(l, i, r)

Le temps opératoire p(i)(l, j, r) d’une tâche Tj est dit décomposable, s’il est de la forme

p(i)(l, j, r) = pjg(l, i, r), avec pj le temps intrinsèque de la tâche Tj et g(l, i, r) une fonction

quelconque. Lorsque g est une fonction croissante selon r, la machine est sous un effet

de détérioration. Si la fonction g est décroissante selon r, la machine connaît un effet

d’apprentissage, voir Moncel et al., [83]. Les temps opératoires utilisés dans la littérature

sont souvent décomposables tels que : pjr
a, pjσ

r−1.

Lemme 6.1 (Hardy et al., [50]). Soit deux vecteurs (x1, x2, . . . , xn) et (y1, y2, . . . , yn)

donnés. La minimisation du produit scalaire
∑

xiyπ(i), avec π une permutation, est obtenue

si l’un de ces vecteurs est trié dans l’ordre croissant et l’autre dans l’ordre décroissant.

Ainsi, la minimisation de
∑

xiyπ(i) est polynomiale avec une complexité O(nlog(n)).

Nous nous intéressons, dans cette section, aux problèmes d’ordonnancement avec des

fonctions décomposables. Nous considérons aussi une configuration dépendante du groupe.

Le problème étudié est le suivant :

– n tâches à ordonnancer avec des temps opératoires dépendants du groupe p(i)(l, j, r)

et qui suivent une fonction décomposable de la forme :

p(i)(l, j, r) = pjg(l, i, r) (6.7)

– un système de maintenance MP
(i) avec des coefficients de maintenance w(i)(l, r)

dépendants du groupe, indépendants des tâches et croissants selon r :

w(i)(l, 1) ≤ w(i)(l, 2) ≤ . . . ≤ w(i)(l, n), ∀ l et i (6.8)

– k périodes de maintenance à insérer sur l’ensemble des machines

– l’objectif est la minimisation de γ, avec γ = {
∑m

l=1 C l
max,

∑
Cj,

∑
Wj, TADC, TADW}

Précédemment dans la section 5.4, nous avons montré que lorsque les vecteurs (k1, . . . , km),

(n1, n2, . . . , nm) et (ul
1, ul

2, . . . , ul
kl+1) sont connus d’avance, nous pouvons modéliser le pro-

blème sous forme d’un problème d’affectation linéaire (cf. Théorème 5.3). Dans le cas où

les temps opératoires sont décomposables, le coût d’affectation Vj(l, i, r) peut être écrit

sous la forme :

Vj(l, i, r) = ψ(l, i, r)pj (6.9)

où ψ(l, i, r) est un terme qui dépend seulement de la machine Ml, du rang r dans le groupe

Gl
i.
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Ci-dessous, nous rapportons les coûts d’affectation de différents critères d’optimisation

étudiés :

La charge totale des machines
∑m

l=1 C l
max

D’après l’expression (5.15), nous avons :

m∑

l=1

C l
max =

m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

V[l,i,r](l, i, r) + Φ(n, k)

avec Vj(l, i, r) =







(1 + w(i)(l, r))p(i)(l, j, r) si i ≤ kl

p(i)(l, j, r) si i = kl + 1
et Φ(n, k) =

∑m
l=1

∑kl

i=1 βli

Or d’après les expressions (6.7) et (6.9), la charge totale de la machine peut être

reformulée sous la forme suivante :

m∑

l=1

C l
max =

m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

ψ(l, i, r)p[r] + Φ(n, k) (6.10)

avec ψ(l, i, r) =







(1 + w(i)(l, r))g(l, i, r) si i ≤ kl

g(l, i, r) si i = kl + 1
et Φ(n, k) =

∑m
l=1

∑kl

i=1 βli.

La somme des dates de fin

D’après l’expression (5.16), nous avons :

∑

Cj =
m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

V[l,i,r](l, i, r) + Φ(n, k)

où Vj(l, i, r) =
(

nl − sl
ir + 1 + λl

iw
(i)(l, r)

)

p(i)(l, j, r) et Φ(n, k) =
∑m

l=1

∑kl

i=1 λl
iβli

avec λl
i =

∑kl+1
h=i+1 ul

h et λl
kl+1 = 0, ∀ i, l.

Or d’après les expressions (6.7) et (6.9), la somme des dates de fin peut être reformulée

sous la forme suivante :

∑

Cj =
m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

ψ(l, i, r)p[r] + Φ(n, k) (6.11)

avec ψ(l, i, r) =
(

nl − sl
ir + 1 + λl

iw
(i)(l, r)

)

g(l, i, r) et Φ(n, k) =
∑m

l=1

∑kl

i=1 λl
iβli

et λl
i =

∑kl+1
h=i+1 ul

h et λl
kl+1 = 0
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6.5 Fonction décomposable p(i)(l, j, r) = pjg(l, i, r)

La somme des durées d’attente

D’après l’expression (5.17), (6.7) et (6.9) la somme des durées d’attente peut être refor-

mulée sous la forme suivante :

∑

Wj =
m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

ψ(l, i, r)p[r] + Φ(n, k) (6.12)

avec ψ(l, i, r) =
(

nl − sl
ir + λl

iw
(i)(l, r)

)

g(l, i, r), Φ(n, k) =
∑m

l=1

∑kl

i=1 λl
iβli

et λl
i =

∑kl+1
h=i+1 ul

h et λl
kl+1 = 0, ∀ i, l.

La variation des dates de fin

D’après l’expression (5.18), (6.7) et (6.9) la somme de la variation des dates de fin peut

être reformulée sous la forme suivante :

TADC =
m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

ψ(l, i, r)p[r] + Φ(n, k) (6.13)

où ψ(l, i, r) =
[

(sl
ir − 1)(nl − sl

ir + 1) + λl
iw

(i)(l, r)
]

g(l, i, r) et Φ(n, k) =
∑m

l=1

∑kl

i=1 λl
iβli

avec λl
i = (

∑i
h=1 ul

h)(
∑kl+1

h=i+1 ul
h), avec λl

kl+1 = 0, ∀ i, l.

La variation des durées d’attente

D’après l’expression (5.19), (6.7) et (6.9) la somme de la variation des durées d’attente

peut être reformulée sous la forme suivante :

TADW =
m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

ψ(l, i, r)p[r] + Φ(n, k) (6.14)

où ψ(l, i, r) =
[

sl
ir(nl − sl

ir) + λl
iw

(i)(l, r)
]

g(l, i, r) et Φ(n, k) =
∑m

l=1

∑kl

i=1 λl
iβli

avec λl
i = (

∑i
h=1 ul

h)(
∑kl+1

h=i+1 ul
h), avec λl

kl+1 = 0, ∀ i, l.

Dans le cas général, nous pouvons écrire le critère γ comme suit :

γ =
m∑

l=1

kl+1
∑

i=1

ul
i∑

r=1

ψ(l, i, r)p[r] + Φ(n, k) (6.15)

où [r] est la tâche ordonnancée au rang r. Il est clair que le terme Φ(n, k) est constant

une fois le nombre de maintenances kl et les tailles des groupes ul
i sur chaque ma-

chine fixés. Par conséquent, minimiser l’expression (6.15) est équivalent à minimiser
m∑

l=1

kl+1∑

i=1

ul
i∑

r=1
ψ(l, i, r)p[r].
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Chapitre 6. Cas particuliers

Pour minimiser cette dernière, nous faisons appel au lemme de Hardy (cf. lemme 6.1),

les termes ψ(l, i, r) et pj sont indépendants l’un de l’autre. Alors pour minimiser le produit

scalaire de ces deux vecteurs, nous proposons un algorithme de tri (Algorithme 7).

Algorithme 7 : Problèmes d’ordonnancement avec fonctions décomposables
Données :
– p(i)(l, j, r) = pjg(l, i, r) temps opératoire décomposable de la tâche Tj ordonnancée

dans
la position (l, i, r).

– w(i)(l, r) coefficient de détérioration de la maintenance due à l’ordonnancement de la
tâche dans la position (l, i, r)

– βli durée élémentaire de la maintenance i sur la machine Ml

– N ensemble de vecteurs (n1, n2, . . . , nm) possibles tels que n1 + n2 + . . . + nk+1 = n
– K ensemble de vecteurs (k1, k2, . . . , km) possibles tels que k1 + k2 + . . . + kk+1 = k
– U ensemble de vecteurs (ul

1 + ul
2 + . . . + ul

kl+1) possibles, avec (l = 1, . . . , m), tels que
ul

1 + ul
2 + . . . + ul

kl+1 = nl

Résultat : γ∗ la solution optimale

début
1 P ←− Trier les pj dans l’ordre décroissant
2 Ψ ←− Trier les ψ(l, i, r) dans l’ordre croissant
3 Affecter les tâches selon la règle suivante : affecter la tâche Tj avec la plus

grande valeur pj à la position qui possède la plus petite valeur ψ(l, i, r).
Ensuite, la tâche avec la deuxième plus grande valeur pj est affectée à la
position qui possède la deuxième petite valeur ψ(l, i, r) et ainsi de suite. Soit V ∗

la solution obtenue
4 retourner γ∗ ←− V ∗ + Φ(n, k)

fin

Donc le problème peut être résolu avec une complexité O(n log n) lorsque la taille de

chaque groupe et le nombre de maintenances par machine sont connus d’avance. Cet algo-

rithme de tri doit être exécuté O([max{k, m}]m−1nm+k−1) fois afin de trouver la solution

optimale (cf. section 5.3, page 103).

Théorème 6.7. Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles

R|p(i)(l, j, r) = pjg(l, i, r),MP
(i) = k|γ

peuvent être résolus avec une complexité O([max{k, m}]m−1nm+k log n), où n, m et k sont,

respectivement, le nombre de tâches, de machines et de maintenances.

6.4. Si le nombre de machines m et le nombre de maintenances k sont

constants, i.e. le problème Rm|p(i)(l, j, r) = pjg(l, i, r),MP
(i) = k|γ, on obtient la com-

plexité polynomiale O(nm+k log n). D’autre part, si m = 1, le problème 1|p(i)(j, r) =

pjg(i, r),MP
(i) = k|γ est polynomial avec une complexité O(nk+1 log n).
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6.6 Conclusion

6.5. Soit k0 le nombre de maintenances maximal à insérer sur l’ensemble

des machines. Pour résoudre le problème Rm|p(i)(l, j, r) = pjg(l, i, r),MP
(i) ≤ k0|γ, il

suffit d’exécuter l’algorithme 7 pour k = 1, . . . , k0 et de renvoyer la meilleure solution.

Ainsi, la complexité finale de cette résolution est : O(nm+k0 log n).

6.6. À partir de l’analyse présentée ci-dessus, nous avons montré que lorsque

le temps opératoire est décomposable et les coefficients des maintenances sont indépen-

dants de la tâche (w(i)(l, r)), nous pouvons remplacer le programme d’affectation linéaire

de complexité O(n3) par un simple algorithme de tri de complexité O(n log n). Cette re-

marque peut être étendue aux théorèmes 6.1 et 6.4 prouvés précédemment dans lesquels

un programme d’affectation linéaire a été utilisé. D’où les résultats suivants :

– Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles avec une maintenance op-

tionnelle sur chaque machine :

R|p(i)(l, j, r) = pjg(l, i, r),MP
(i)
l ≤ 1|γ

peuvent être résolus avec une complexité O(2mn2m log n). Notons que lorsque le

nombre de machines m ≥ 1 est fixe, le problème est polynomial.

– Les problèmes d’ordonnancement à machines parallèles avec un système de mainte-

nance fermé

R|pjg(l, r) − det, c − MP = k|
m∑

l=1

C l
max

possèdent un ordonnancement équilibré optimal, et peuvent être résolus avec une

complexité O([max{k, m}]m−1nm log n), où n, m et k sont, respectivement, le nombre

de tâches, de machines et de maintenances. Notons que lorsque le nombre de ma-

chines m ≥ 1 et de maintenances sont fixes, le problème est polynomial.

Ce résultat permet de résoudre des problèmes non traités avant et aussi de généraliser

d’autres travaux antérieurs.

Le théorème 6.7 généralise, par exemple, les travaux de Rustogi et Strusevich [98]. Les

auteurs ont étudié un modèle réduit sur des machines parallèles uniformes (Qm) avec :

γ =
∑

Cj, p(l, j, r) = pjg(l, i, r), w(l, j, r) = αi et βli = βi. Voir aussi les travaux de Yang

et al. [123] et Yang et Yang [134].

6.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés à des extensions et des cas particuliers

des problèmes d’ordonnancement, étudiés dans les chapitres 4 et 5, en présence de périodes

d’indisponibilité dans les ateliers à une machine et à machines parallèles.
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Plusieurs extensions et cas particuliers ont été étudiés. Une méthode de résolution a

été proposée quand la politique de maintenance optionnelle est considérée, i.e. au plus

une période de maintenance à insérer sur chaque machine. Ensuite, nous avons amélioré

la résolution du problème lorsque la minimisation de la charge totale des machines est

considérée. Le problème peut être résolu avec une complexité inférieure si les périodes de

maintenances ne comportent pas des durées élémentaires βli = 0.

De plus, nous avons montré que lorsque les temps opératoires suivent une fonction

décomposable, un algorithme de tri peut être utilisé pour résoudre le problème.

Dans le tableau 6.6, nous reprenons l’essentiel des résultats obtenus dans ce chapitre.

Notons que ces résultats permettent de résoudre des problèmes non traités avant, de

généraliser et d’améliorer des travaux antérieurs.

Tableau 6.6 – Tableau récapitulatif des résultats

Problèmes

Approche globale

Complexités Complexités
m et k fixes

Réf.

R|p(i)(l, j, r),MP
(i)
l ≤ 1|γ O(2mn2m+2) O(n2m+2) Théo. 6.1

R|p(i)(l, j, r),MP
(i)
l ≤ 1|γcost O(2mn2m+2) O(n2m+2) Rem. 6.1

1|p(i)(j, r),MP
(i) ≤ 1|γ, γcost O(n4) O(n4) Théo. 6.1

R|p(i)(l, j, r) − det,MP
(i)
l ≤ 1|

∑m

l=1 Cl
max O(2m(n3 + 2n2m)) O(n3) Théo. 6.2

1|p(i)(j, r) − det,MP
(i) ≤ 1|Cmax O(n3) O(n3) Théo. 6.3

R|p(l, j, r) − det, c − MP = k|
∑m

l=1 Cl
max O([max{k, m}]m−1nm+2) O(nm+2) Théo. 6.4

R|p(l, j, r) − det, c − MP = k|
∑m

l=1 Cl
max O([max{k, m}]m−1(n3 + n2m)) O(n3) Théo. 6.5

R|p(l, j, r) − det,MP, βli = 0|
∑m

l=1 Cl
max O(mn3) O(n3) Théo. 6.6

1|p(j, r) − det,MP, βi = 0|Cmax O(n3) O(n3) Théo. 6.6
R|p(i)(l, j, r) = pjg(l, i, r),MP

(i) = k|γ O([max{k, m}]m−1nm+k log n) O(nm+k log n) Théo. 6.7
R|p(i)(l, j, r) = pjg(l, i, r),MP

(i) ≤ k0|γ O([max{k0, m}]m−1nm+k0 log n) O(nm+k0 log n) Rem. 6.5
R|p(i)(l, j, r) = pjg(l, i, r),MP

(i)
l ≤ 1|γ O(2mn2m log n) O(n2m log n) Rem. 6.6

1|p(i)(j, r) = pjg(i, r),MP
(i) ≤ 1|γ O(n2 log n) O(n2 log n) Rem. 6.6

R|pjg(l, r) − det, c − MP = k|
∑m

l=1 Cl
max O([max{k, m}]m−1nm log n) O(nm log n) Rem. 6.6

1|pjg(r) − det, c − MP = k|Cmax O(n log n) O(n log n) Rem. 6.6
1|p(i)(j, r) = pjg(i, r),MP

(i) = k|γ O(nk+1 log n) O(nk+1 log n) Rem. 6.4

Dans le chapitre suivant, nous allons étudier des problèmes d’ordonnancement en

présence de périodes d’indisponibilité dans un atelier flow shop à deux machines.
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Troisième partie

Problème flow shop avec une période

d’indisponibilité
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7
Problème flow shop avec une période

d’indisponibilité
Résumé : Dans ce chapitre, nous étudions le problème d’ordon-

nancement flow shop à deux machines en présence d’une période de

maintenance de durée variable sur la deuxième machine. Notre ob-

jectif est la minimisation de la date de fin de l’ordonnancement.

Nous allons montrer que lorsque la maintenance doit être placée

dans l’intervalle [0, T ], le problème est polynomial. Cependant, le

problème est NP-difficile si la période d’indisponibilité est à insérer

à partir de l’instant T > 0. Pour résoudre ce problème, nous propo-

sons deux heuristiques. Ensuite, nous développons trois méthodes

exactes, à savoir une méthode énumérative, un programme linéaire

et une approche de séparation et évaluation, conduisant à une so-

lution optimale du problème. Ce chapitre est enfin clôturé par une

étude expérimentale des différentes méthodes présentées.
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Chapitre 7. Problème flow shop avec une période d’indisponibilité

Les résultats développés dans ce chapitre ont été présentés dans les articles suivants :

[31] A. Gara-Ali et M.-L. Espinouse. Erratum to :"Simultaneously
scheduling n jobs and the preventive maintenance on the two-machine
flow shop to minimize the makespan". International Journal of Produc-
tion Economics 153, 361 – 363 (2014).

[33] A. Gara-Ali et M.-L. Espinouse. A two-machine flow-shop
scheduling with a deteriorating maintenance activity on the second ma-
chine. In Industrial Engineering and Systems Management (IESM),
2015 International Conference, 481– 488, Séville, Espagne (2015).

[32] A. Gara-Ali et M.-L. Espinouse. Méthodes exactes pour la
résolution du problème Flow-shop à deux machines avec des contraintes
de disponibilité sur la deuxième machine. In ROADEF - 15ème congrès
annuel de la Société française de recherche opérationnelle et d’aide à la
décision, Bordeaux, France (2014).
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7.1 Introduction

7.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons étudier un problème d’ordonnancement flow shop à deux

machines, en présence d’une période d’indisponibilité sur la deuxième machine. Nous

montrons que la complexité du problème dépend de la position de la maintenance. En

effet, le problème est polynomial si la position de l’indisponibilité est une variable de

décision et doit être placée dans l’intervalle [0, T ].

Lorsque la maintenance doit être placée à partir de l’instant T ≥ 0, nous montrons que

ce problème est NP-difficile. Ainsi, nous proposons, en premier lieu, deux heuristiques.

Puis, nous présentons un programme linéaire et une méthode énumérative pour résoudre

le problème d’une manière exacte. L’utilisation de ces deux méthodes exactes est limitée

à des instances de petite taille. Pour cela, une méthode basée sur l’approche de séparation

et évaluation (Branch-and-Bound B&B) a été conçue, ce qui nous permettra d’avoir des

solutions optimales pour des problèmes de grande taille.

Enfin, nous terminons ce chapitre par une étude expérimentale des différentes mé-

thodes présentées.

7.2 Positionnement du problème

Les problèmes d’ordonnancement de type flow shop en présence de périodes d’indis-

ponibilité ont été étudiés depuis les années 90. Dans ce chapitre, nous nous concentrons

sur l’ordonnancement d’une seule période de maintenance. Nous citons les premiers tra-

vaux de Lee en 1997 [73] qui considèrent une période d’indisponibilité fixe, i.e. une pé-

riode d’indisponibilité qui démarre à l’instant T connu d’avance. L’auteur a étudié deux

configurations ; un cas sécable : si une tâche ne peut pas se terminer avant la période

d’indisponibilité alors la tâche peut se poursuivre une fois que la machine est à nouveau

disponible. Dans le cas non sécable, la tâche doit redémarrer une fois la machine à nouveau

disponible. Lee a démontré que lorsque la période d’indisponibilité est sur la première ou

la deuxième machine, le problème est NP-difficile, voir tableau 7.1 1 .

Ensuite, plusieurs travaux ont été menés notamment sur ce problème en ajoutant

d’autres contraintes telles que :

– Des contraintes sur la position de la maintenance : en effet, la position peut être

connue d’avance ou une variable de décision, dans ce cas on parle d’un ordonnance-

ment simultané des tâches et des maintenances.

– Des contraintes sur la durée de la maintenance : la durée peut être constante, ce

1. Nous notons par r − Ml une période d’indisponibilité sécable sur la machine Ml et par nr − Ml une
période d’indisponibilité non sécable sur la machine Ml.
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Chapitre 7. Problème flow shop avec une période d’indisponibilité

Tableau 7.1 – Problèmes étudiés dans les travaux de Lee [73]

Problème Complexité Solution

F2|r − M1|Cmax NP − difficile Programmation dynamique & Heuristiques
F2|r − M2|Cmax NP − difficile Programmation dynamique & Heuristiques
F2|nr − M1|Cmax NP − difficile Programmation dynamique & Heuristiques
F2|nr − M2|Cmax NP − difficile Heuristiques

modèle reflète le fait que très souvent la maintenance est constituée d’un nombre fixe

d’actions de maintenances de routines à effectuer. En 2005, Kubzin et Strusevich [67,

68] ont introduit un nouveau modèle de maintenance de durée variable dont la durée

varie linéairement en fonction de sa date de début.

Nous reprenons dans le tableau 7.2, les différents travaux menés sur les problèmes

d’ordonnancement de type flow shop à deux machines avec une période de maintenance

sur la première ou la deuxième machine, ainsi que les contraintes considérées. Notons que

dans ces travaux la période de maintenance n’a aucun impact sur les durées des tâches,

i.e. les durées des tâches sont identiques avant et après la maintenance.

Tableau 7.2 – Résultats des problèmes flow shop à deux machines avec une période de maintenance

Référence
Position de la maintenance

Durée Complexité Solution
sur
M1

sur
M2

entre
[0,T]

à
T

après
T

Lee [73] X X Constante NP-difficile Prog. dynamique et Heuristique

Lee [73] X X Constante NP-difficile Heuristique

Hnaien et al. [53] X X Constante NP-difficile MIP et Branch-and-Bound

Allaoui et al. [3] X X Constante NP-difficile Heuristique

Allaoui et al. [3] X X Constante NP-difficile Heuristique

Kubzin et al. [68] X X X Variable∗ NP-difficile Algorithme pseudo-polynomial

MIP : Mixed Integer Programming. ∗ : Modèle linéaire : αt+β

7.3 Présentation du problème et notations

En nous basant sur les problèmes présentés dans le tableau 7.2, pour positionner

notre étude, nous définissons un problème avec une période de maintenance de durée

variable sur la deuxième machine dont la position est une variable de décision (la date

de début n’est pas connue d’avance). L’objectif est la minimisation de la durée totale de

l’ordonnancement (Makespan).
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7.3 Présentation du problème et notations

Nous considérons un ensemble de n tâches N = {T1, T2, . . . , Tn} à ordonnancer dans

un atelier flow shop à deux machines. Les tâches sont disponibles à l’instant zéro et la

préemption n’est pas autorisée.

L’insertion de la période de maintenance permet de modifier la performance de la

machine (RMA Rate-Modifying Activity). Soit blj la durée de la tâche Tj ordonnancée

avant la période de maintenance sur la machine Ml avec l = {1, 2} et alj sa durée si elle

est insérée après la période de maintenance sur la machine Ml. Après la maintenance, les

performances de la machine sont améliorées, nous supposons donc que alj ≤ blj. On note B

et A l’ensemble des tâches qui se trouvent, respectivement, avant et après la maintenance,

voir figure 7.1.

M1 B A

M2 B MP A

Figure 7.1 – Période de maintenance sur M2

La durée de la maintenance m(t) suit une fonction croissante selon la date de début

t :

m(t) = α × t + β

avec α ≥ 0 et β > 0, respectivement, le coefficient de détérioration et la durée élémen-

taire de la maintenance.

Comme précisé précédemment, dans ce chapitre, nous considérons que la position de

la maintenance est une variable de décision. Nous allons étudier deux contraintes sur la

position de la maintenance :

– La maintenance doit être commencée dans l’intervalle [0, T ].

– La machine doit être maintenue une seule fois après un instant donné T > 0, i.e.

l’équipe de maintenance ne peut pas entretenir la machine entre [0, T ] à cause de

l’indisponibilité de l’équipe maintenance ou de pièces de rechange.

Dans cette étude, nous nous intéressons à l’insertion de la période de maintenance sur

la deuxième machine. Notons que le problème avec une indisponibilité variable de décision

sur la première machine a été étudié dans les travaux de Kubzin et Strusevich [68]. Les

auteurs considèrent que la période d’indisponibilité n’a pas d’impact sur les durées des

tâches (durées des tâches constantes) et qu’aucune contrainte n’est appliquée sur son

placement. Les auteurs ont montré que le problème est NP-difficile.

En utilisant la notation à trois champs de Graham [45], notre problème d’ordonnance-

ment est noté par F2|(blj, alj), nr−M2 = 1, m = αt+β|Cmax. Notons que « nr−M2 = 1 »,
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Chapitre 7. Problème flow shop avec une période d’indisponibilité

indique qu’une seule période de maintenance est à insérer sur la deuxième machine et que

les tâches sont non sécables. La durée de la période de maintenance suit une fonction

linéaire m = αt + β.

Dans ce qui suit, nous considérons les notations présentées ci-dessous :

bl,j temps opératoire de la tâche Tj avant la maintenance sur la machine Ml

al,j temps opératoire de la tâche Tj après la maintenance sur la machine Ml

α coefficient de la maintenance

β durée élémentaire de la maintenance

t date d’insertion de la maintenance

Cl,j date d’achèvement de la tâche Tj sur la machine Ml

Cl,m date d’achèvement de la maintenance sur la machine Ml

Cl,π1 date d’achèvement de la séquence π1 sur la machine Ml

Algorithme de Johnson : Avant d’entamer l’analyse du problème flow shop, pré-

senté ci-dessus, il est nécessaire de présenter l’algorithme de Johnson [63], qui permet

de résoudre d’une façon optimale le problème flow shop à deux machines sans période

d’indisponibilité, i.e. les machines sont toujours disponibles, avec comme objectif la mi-

nimisation du Cmax. Johnson [63] a démontré que pour minimiser le makespan, il suffit

d’ordonnancer la tâche Ti avant Tj si :

min{b1,i; b2,j} < min{b1,j; b2,i}

Cette propriété de base permet de développer l’algorithme suivant, voir algorithme 8.

Algorithme 8 : Algorithme de Johnson
1 Créer deux groupes de tâches :

- le groupe G1 contient les tâches telles que b1,j ≤ b2,j;
- le groupe G2 contient les tâches telles que b1,j > b2,j;

2 Trier le groupe G1 par b1,j croissants ;
3 Trier le groupe G2 par b2,j décroissants ;
4 La séquence de Johnson est obtenue par concaténation de G1 puis G2;

7.4 Période d’indisponibilité entre [0, T ]

Dans cette section, nous nous intéressons au problème F2|(blj, alj), nr − M2 = 1, m =

αt + β|Cmax, dont la maintenance doit être démarrée avant l’instant T sur la deuxième

142



7.4 Période d’indisponibilité entre [0, T ]

machine M2, i.e. t ≤ T .

Vu que la durée de la maintenance augmente avec sa date de début t et que les temps

opératoires diminuent après l’indisponibilité blj ≥ alj, il suffit d’insérer la maintenance à

l’instant zéro (pour minimiser la durée de la maintenance, durée égale à β)

Théorème 7.1. Le problème F2|(blj, alj), nr − M2 = 1, m = αt + β|Cmax est résolu

polynomialement en démarrant la maintenance à l’instant zéro et ordonnançant les tâches

après, selon l’algorithme de Johnson.

Démonstration. Pour prouver ce théorème, nous allons utiliser un argument d’échange.

Soit S un ordonnancement optimal, dans lequel il existe une tâche Tj ordonnancée avant

la maintenance sur la machine M2. Une représentation de l’ordonnancement S est donnée

dans la figure 7.2.

C1,i C1,j

C2,i C2,j C2,m

M1 . . . Ti Tj . . .

M2 . . . Ti Tj MP . . .

Figure 7.2 – Ordonnancement S : tâche
Tj avant la maintenance

C1,i C1,j

C2,i C′
2,m C′

2,j

M1 . . . Ti Tj . . .

M2 . . . Ti MP Tj . . .

Figure 7.3 – Ordonnancement S′ : tâche
Tj après la maintenance

En échangeant la tâche Tj et la maintenance, on obtient l’ordonnancement S ′ repré-

senté dans la figure 7.3.

Soit C2,i la date de fin d’exécution de la tâche Ti sur M2, m et m′ les durées de la

période de maintenance, respectivement, dans les ordonnancements S et S ′. Il est clair

que m′ < m, car la durée de la maintenance suit une fonction linéaire croissante selon t.

– Dans l’ordonnancement S, nous avons :

C2,j = max{C1,j; C2,i} + b2,j

C2,m = C2,j + m avec m = αC2,j + β

⇒ C2,m = max{C1,j; C2,i} + b2,j + m

– Dans l’ordonnancement S ′, nous avons :

C ′
2,m = C2,i + m′ avec m′ = αC2,i + β

C ′
2,j = max{C1,j; C ′

2,m} + a2,j

⇒ C ′
2,j = max{C1,j; C2,i + m′} + a2,j

Or, il est clair que : max{C1,j; C2,i} + m ≥ max{C1,j; C2,i + m′}, car m′ < m. De plus,

b2,j ≥ a2,j. Ainsi, on obtient C ′
2,j ≤ C2,m. On conclut alors que dans l’ordonnancement

optimal la maintenance doit être insérée avant toutes les tâches. Plus précisément, la

maintenance doit être insérée à l’instant zéro, puisque sa durée est minimisée à t = 0.

Le problème est donc équivalent à minimiser le Cmax dans un problème flow shop à

deux machines tel que la machine M2 est indisponible entre [0, β]. Il est trivial qu’après
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l’indisponibilité de la machine M2 les tâches doivent être ordonnancées selon l’algorithme

de Johnson, afin de minimiser Cmax.

Notons que l’insertion d’une période de maintenance à l’instant zéro peut être légitime.

En effet, nous pouvons considérer que la machine a été utilisée avant le début de l’ordon-

nancement. Nous étudions dans le paragraphe suivant le cas où la période de maintenance

n’est pas autorisée à l’instant zéro.

Maintenance non autorisée en début d’ordonnancement

Nous supposons, maintenant, que la période d’indisponibilité n’est pas autorisée à l’ins-

tant zéro. En effet, la machine est supposée dans un bon état, il est donc interdit d’insérer

une maintenance tant qu’aucune tâche n’est traitée sur la machine. Nous montrons, dans

ce qui suit, que le problème reste polynomial.

Proposition 7.1. Il existe une séquence optimale telle qu’une seule tâche est ordonnancée

avant la maintenance et les tâches qui suivent la période de maintenance doivent être

ordonnancées selon Johnson.

Démonstration. La propriété peut être prouvée en échangeant la dernière tâche avant la

maintenance avec la période maintenance, un tel échange ne pourra jamais augmenter

le makespan, voir figures 7.2 et 7.3. La preuve est semblable à la preuve précédente du

théorème 7.1, par contre dans ce cas, une tâche doit être exécutée avant la maintenance

puisque cette dernière n’est pas autorisée en début de l’ordonnancement.

La question est maintenant de déterminer la tâche à ordonnancer avant la maintenance.

Le reste des tâches est ordonnancé après l’indisponibilité selon Johnson.

En se basant sur l’analyse ci-dessus, nous proposons l’algorithme 9 pour résoudre

le problème. L’idée de cet algorithme consiste à ordonnancer, à chaque fois, une tâche

Tj (j = 1, . . . , n) avant la maintenance. Notons que cette tâche doit être achevée avant

l’instant T , i.e. b1,j +b2,j ≤ T (étape 3.1, algorithme 9). Le reste des tâches est ordonnancé

après l’indisponibilité selon la règle de Johnson.

Théorème 7.2. Lorsque la maintenance n’est pas autorisée en début de l’ordonnancement

et doit être démarrée au plus tard à l’instant T , le problème :

F2|(blj, alj), nr − M2 = 1, m = αt + β|Cmax est résolu dans un temps polynomial O(n2)

en utilisant l’algorithme 9.

Démonstration. L’étape 3.1.1 peut être résolue dans un temps O(n) pour chaque tâche

Tj. Les étapes 1 et 2 sont exécutées une seule fois. Par conséquent, le temps d’exécution

global de l’algorithme 9 est O(n2).

144



7.4 Période d’indisponibilité entre [0, T ]

Algorithme 9 : Problèmes flow shop avec une période de maintenance sur M2

Données :
– N ∈ {T1, T2, . . . , Tn} un ensemble des n tâches à ordonnancer sur deux machines

flow shop
– bl,j (al,j) temps opératoires de la tâche Tj ordonnancée avant (après) la maintenance

sur la machine Ml, (j = 1, . . . , n et l = 1, 2)
– T date au plus tard pour démarrer la maintenance
– α coefficient de la détérioration de la maintenance
– β durée élémentaire de la maintenance
Résultat : CA

max le makespan obtenu par l’algorithme

1 CA
max ←− +∞ Initialiser le makespan.

2 Trier les tâches selon l’algorithme de Johnson.
3 pour chaque Tj ∈ N faire

3.1 si b1,j + b2,j ≤ T alors
3.1.1 Construire une séquence avec la tâche Tj placée avant la maintenance et le

reste des tâches après la période de maintenance, soit Cmax(Tj) le makespan
obtenu par cette séquence.

3.1.2 si Cmax(Tj) ≤ CA
max alors

3.1.3 CA
max ←− Cmax(Tj)

fin si
fin si

fin pour
4 retourner CA

max

7.4.1 Maintenance avec durée constante : Erratum

Dans [3], Allaoui et al. ont étudié une version réduite du problème d’ordonnancement

précédent, mais avec une maintenance de durée constante (α = 0) et sans modifier les

performances de la machine (al,j = bl,j) : F2|nr − M2, m = β|Cmax. Les auteurs ont

considéré le problème suivant ; un ensemble de n tâches à ordonnancer dans un atelier

flow shop à deux machines, en présence d’une période de maintenance de durée constante

β et à placer avant l’instant T sur la deuxième machine M2. Les auteurs considèrent que

l’insertion de la maintenance n’a pas d’influence sur les performances de la machine, i.e.

b2j = a2j, ∀j = 1, . . . , n.

Contrairement au théorème 7.1, les auteurs ont prouvé par une réduction à partir du

problème 2-Partition que le problème est NP-difficile au sens faible (Théorème 7 –Allaoui

et al. p.166 [3]). Dans ce qui suit, nous allons montrer que la preuve de complexité,

présentée dans [3], est fausse et que le problème est polynomial.

Dans [3], le problème de partition suivant est considéré : Soit un ensemble de n entiers

e1, e2, . . . , en avec
∑n

i=1 ei = 2A. Existe-t-il une partition en deux ensembles S1 et S2 tels

que la somme des éléments de chaque ensemble est égale à A ?
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Les auteurs définissent l’instance suivante : b1,i = ei, b2,i = ei(A+1), avec i = 1, . . . , n,

et b1,n+1 = 0, b2,n+1 = emax, avec emax = max{ei/i = i . . . , n}. Pour la maintenance, on

a T = A2 + A + emax et β = A2. Il est demandé s’il existe un ordonnancement S tel que

Cmax(S) = 3A2 + 2A + emax.

Comme indiqué dans [3], si la partition a une réponse positive donc l’ordonnancement

existe et il a une réponse positive. Cependant, nous pouvons remarquer que si l’ordon-

nancement existe (réponse positive), la partition peut avoir une réponse négative. Ainsi,

la preuve de complexité proposée dans [3] est fausse.

Nous présentons l’exemple suivant pour montrer que la preuve est incorrecte :

Pour le problème de partition nous considérons : n = 3, e1 = 1, e2 = 1 et e3 = 8 ainsi
∑3

i=1 ei = 10, donc A = 5. L’ordonnancement correspondant à cette instance est constitué

de quatre tâches avec

– Tâche 1 : b1,1 = 1, b2,1 = 6

– Tâche 2 : b1,2 = 1, b2,2 = 6

– Tâche 3 : b1,3 = 8, b2,3 = 48

– Tâche 4 : b1,4 = 0, b2,4 = emax = 8

Pour la période de maintenance, T = 38 et β = A2 = 25.

Nous considérons la séquence suivante {T4, T1, T2, T3} présentée dans la figure sui-

vante 7.4.

1021

8 14 20 45 93

M1 T1 T2 T3

M2 T4 T1 T2 MP T3

Figure 7.4 – Contre exemple

Avec cette solution présentée dans la figure 7.4, le makespan est Cmax = 3A2 + 2A +

emax = 93 et S1 = {e1, e2} Ó= A, S2 = {e3} Ó= A. Ainsi, la preuve proposée dans [3] est

fausse.

Le problème étudié dans l’article [3] est un cas particulier du problème d’ordonnan-

cement F2|(blj, alj), nr − M2 = 1, m = αt + β|Cmax et peut être résolu polynomialement

en utilisant le théorème 7.1 si la maintenance est autorisée à l’instant zéro, et en utili-

sant le théorème 7.2 si la maintenance n’est pas autorisée en début de l’ordonnancement.

Ces résultats ont été publiés dans la revue « IJPE– International Journal of Prodction

Economics » [31] sous forme d’un erratum à l’article [3].
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7.5 Période d’indisponibilité après l’instant T

Dans l’industrie, la maintenance peut être non autorisée sur une machine avant un

instant T donné, par exemple à cause de l’indisponibilité de l’équipe maintenance ou de

pièces de rechange. Dans cette section, nous considérons le problème d’ordonnancement

F2|(blj, alj), nr − M2 = 1, m = αt + β|Cmax, avec une période de maintenance de durée

variable (m = αt + β) à ordonnancer sur M2 après un instant T > 0 donné, i.e. t ≥ T .

Nous commençons notre analyse du problème par une étude de complexité. Ensuite,

nous allons déterminer les propriétés d’optimalité de l’ordonnancement optimal. En se

basant sur ces propriétés, des méthodes de résolution approchées et exactes ont été déve-

loppées pour résoudre le problème.

Soit C∗
max(∅) le makespan obtenu par l’algorithme de Johnson, lorsque la période de

maintenance n’est pas insérée. Pour assurer la faisabilité du problème étudié, on consi-

dère que C∗
max(∅) est supérieure à T . En effet, si C∗

max(∅) ≤ T la solution optimale est

obtenue par l’ordonnancement de tâches selon l’algorithme de Johnson et aucune période

de maintenance n’est insérée dans l’ordonnancement. Dans le reste de la section, nous

considérons que :

C∗
max(∅) ≥ T (7.1)

7.5.1 Étude de complexité

Dans cette section, nous étudions la complexité du problème d’ordonnancement étudié

F2|(blj, alj), nr − M2, m = αt + β|Cmax avec une maintenance de durée variable à insérer

après l’instant T .

En utilisant la réduction à partir du problème 2-Partition, nous pouvons montrer que

le problème est NP-difficile.

Théorème 7.3. Le problème F2|(blj, alj), nr − M2, m = αt + β|Cmax, avec t ≥ T est

NP-difficile.

Démonstration. Le problème de partition est défini comme suit : soit un ensemble de r

entiers e1, e2, . . . , er, avec
∑r

j=1 ej = 2E. Existe-t-il une partition qui permet de diviser

cet ensemble en deux sous-ensembles disjoints R1 et R2, avec
∑

j∈R1
ej =

∑

j∈R2
ej = E ?

Nous définissons l’instance I du problème avec :

– n = r + 1

– b1,j = ej, b2,j = 2ej et a2,j = 2ej, avec j = 1, . . . , r

– b1,r+1 = 0, b2,r+1 = E et a2,r+1 = E

– T = 3E, α = 1 et β = E
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Existe-t-il un ordonnancement S tel que Cmax(S) = 9E ?

−→ Nous supposons qu’il existe une partition R1 et R2, et nous construisons l’ordon-

nancement comme suit :

S = {Tr+1, R1, R2}. L’ordonnancement est présenté dans le diagramme de Gantt ci-

dessous (figure 7.5) avec Cmax(S) = 9E.

1E 2E 3E 4E 5E 6E 7E 8E 9E

M1 R1 R2

M2 Tr+1 R1 m1 R2

T Cmax

Figure 7.5 – Ordonnancement de la partition

←− Nous supposons qu’il existe un ordonnancement S avec un Cmax(S) = 9E. On sait

que la durée totale d’exécution des tâches sur M2 est
∑n

j=1 b2,j =
∑n

j=1 a2,j = 4E+E = 5E.

La durée minimum de la maintenance est obtenue lorsque la période de maintenance

démarre à T = 3E, avec une durée égale à 4E. Ainsi, aucun temps mort n’est créé entre

[0, Cmax(S)] sur la deuxième machine M2 et la maintenance doit être lancée à l’instant

T . Alors, la tâche Tr+1 doit être ordonnancée en première position. Ensuite, un ensemble

des tâches A1 doit être ordonnancé avant la période de maintenance entre les instants E

et 3E, avec
∑

j∈A1
a2,j = 2E.

Le reste des tâches A2 doit être ordonnancé après la période de maintenance avec un

temps opératoire total égal à 9E − 7E = 2E. Ainsi A1 et A2 forment une solution pour

le problème de partition, d’où le résultat.

7.5.2 Propriétés d’optimalité

Avant de proposer des méthodes de résolution, il est primordial de déterminer les

propriétés d’optimalité qui caractérisent ce problème d’ordonnancement. Nous nous inté-

resserons dans cette partie aux différentes propriétés d’optimalité.

Propriété 1. Il existe un ordonnancement optimal tel que les tâches avant (ensemble B)

et après (ensemble A) la période de maintenance sont séquencées selon l’algorithme de

Johnson.

Démonstration. Cette propriété peut être prouvée facilement par un argument d’échange.

Soit S un ordonnancement dans lequel il existe deux tâches consécutives Ti et Tj dans

l’ensemble B qui ne vérifient pas la règle de Johnson [63], voir figure 7.6. En échangeant les

tâches Ti et Tj, on obtient un ordonnancement S ′. Un tel échange est toujours réalisable

et ne pourra jamais augmenter le Cmax, voir figure 7.7.
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En utilisant le même principe, nous pouvons montrer que les tâches dans l’ensemble

A suivent aussi l’algorithme de Johnson.

Ensemble B : avant la maintennace
︷ ︸︸ ︷

Ensemble B : avant la maintennace
︷︷

Ensemble B : avant la maintennaceEnsemble B : avant la maintennace
︷

Ensemble A : après la maintennace
︷ ︸︸ ︷

M1 . . . Ti Tj . . . A

M2 . . . Ti Tj . . . MP A

Figure 7.6 – Ordonnancement S : Tâches Ti et Tj ne vérifient pas Johnson

Ensemble B : avant la maintennace
︷ ︸︸ ︷

Ensemble B : avant la maintennace
︷︷

Ensemble B : avant la maintennaceEnsemble B : avant la maintennace
︷

Ensemble A : après la maintennace
︷ ︸︸ ︷

M1 . . . Tj Ti
. . . A

M2 . . . Tj Ti
. . . MP A

Figure 7.7 – Ordonnancement S′ : Tâches Tj et Ti vérifient Johnson

Propriété 2. Dans l’ordonnancement optimal, la maintenance doit être ordonnancée le

plus tôt possible sur M2 avec t ≥ T , i.e. la dernière tâche qui précède la maintenance doit

être lancée avant l’instant T .

Nous distinguons deux cas possibles pour la position de la période de maintenance.

Soit Tj la tâche qui précède la période d’indisponibilité, cette dernière peut être placée :

– à l’instant T si la machine n’est pas occupée, voir figure 7.8.

– après l’instant T , voir figure 7.9.

M1 π1 Tj π2

M2 π1 Tj MP π2

T

Figure 7.8 – Cas 1 : Maintenance à l’instant
T

M1 π1 Tj π2

M2 π1 Tj MP π2

T

Figure 7.9 – Cas 2 : Maintenance après l’instant
T

Démonstration. On considère un ordonnancement S, dont la maintenance n’est pas or-

donnancée le plus tôt possible, i.e. il existe une tâche Tj qui précède la maintenance et

démarre après l’instant T , voir figure 7.10, où π1 et π2 sont des ordonnancements partiels.

Nous avons donc :

max{C1,j; C2,π1} ≥ T (7.2)
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avec C1,j et C2,π1 , respectivement, les dates de fin de la tâche Tj sur M1 et de l’ordonnan-

cement partiel π1 sur M2.

Soit S ′ le même ordonnancement avec le déplacement de la tâche Tj dans la position

qui suit la période de maintenance, tout en conservant les tâches restantes dans leurs

positions, voir figure 7.11. Notons que si un temps mort apparaît avant la maintenance,

la maintenance doit être décalée à l’instant max{T ; C2,π1}. Soit Cmax(S) et Cmax(S ′),

respectivement, les dates de fin pour les deux ordonnancements S et S ′.

C1,π1
C1,j

C2,π1
C2,j C2,m Cmax(S)

M1 π1 Tj π2

M2 π1 Tj MP π2

C

T

Figure 7.10 – Ordonnancement S

C1,π1
C1,j

C2,π1 C′
2,m C′

2,j
Cmax(S′)

M1 π1 Tj π2

M2 π1 MP Tj π2

C

T

Figure 7.11 – Ordonnancement S′

Nous obtenons :

C2,m = max{C1j; C2,π1} + b2,j + α[max{C1,j; C2,π1} + b2,j] + β

C ′
2,j = max{C1j; (1 + α) max{T ; C2,π1} + β} + a2,j

Nous examinons maintenant les deux cas suivants :

– Cas 1 : Si C1,j ≤ C2,π1

En utilisant l’inégalité 7.2, nous obtenons C2,π1 ≥ T . Ainsi, nous avons :

C2,m = (1 + α)(C2,π1 + b2,j) + β, et C ′
2,j = (1 + α)C2,π1 + a2,j + β.

Alors C2,m − C ′
2,j = (1 + α)b2,j − a2,j. Or b2,j ≥ a2,j, donc C2,m ≥ C ′

2,j.

– Cas 2 : Si C1,j ≥ C2,π1

En utilisant l’inégalité 7.2, nous obtenons : C1,j ≥ T . Nous avons :

C2,m = (1 + α)(C1,j + b2,j) + β, et C ′
2,j = max{C1j; (1 + α) max{T ; C2,π1} + β} + a2,j.

Deux cas sont possibles :

– Cas 2.1 : C1j ≤ (1 + α) max{T ; C2,π1} + β

Dans ce cas, nous avons

C ′
2,j = (1 + α) max{T ; C2,π1} + a2,j + β.

puisque b2,j ≥ a2,j, C1,j ≥ C2,π1 et C1,j ≥ T , on obtient C2,m ≥ C ′
2,j.

– Cas 2.2 : C1,j ≥ (1 + α) max{T ; C2,π1} + β

Nous avons C ′
2,j = C1,j + a2,j.

puisque b2,j ≥ a2,j, on obtient C2,m ≥ C ′
2,j.

Ainsi, le makespan de S ′ (Cmax(S ′)) est inférieur ou égal au makespan de l’ordonnan-

cement S (Cmax(S)). Nous concluons donc qu’il existe un ordonnancement optimal dans

lequel la dernière tâche qui précède la maintenance démarre avant l’instant T .
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Propriété 3. Si la dernière tâche Tj de l’ensemble B sur M2 démarre avant l’instant T

et se termine après l’instant T (C2,j > T et C2,j − b2,j < T ), dans ce cas, le déplacement

de la tâche Tj vers l’ensemble A permet d’améliorer le Cmax, si cette inégalité est vérifiée :

C2,j ≥ T +
a2,j

1 + α

Démonstration. Nous considérons l’ordonnancement présenté dans la figure 7.12. avec π1

et π2 deux ordonnancements partiels. À l’instant T , la machine M2 est occupée par la

tâche Tj et la maintenance est insérée le plus tôt possible après la fin de cette tâche. Nous

utiliserons les notations présentées précédemment.

M1 π1 Tj π2

C1,π1 C1,j C1,π1

M2 π1 Tj MP π2

C2,π111 T C2,j C2,m,m,m C2,π2

Figure 7.12 – Ordonnancement S

M1 π1 Tj π2

C1,π1 C1,j C1,π1

M2 π1 MP Tj π2

C2,π111 T C ′
2,m C ′

2,j C ′
2,π2

Figure 7.13 – Ordonnancement S′

Soit S ′ le même ordonnancement avec le déplacement de la maintenance à l’instant T

et le placement de la tâche Tj après la fin de la maintenance, voir figure 7.13.

Ce déplacement permet d’améliorer le makespan, si C2,m ≥ C ′
2,j. Or, nous avons :

C2,m = (1 + α)C2,j + β et C ′
2,j = (1 + α)T + β + a2,j

Ainsi, le makespan de S ′ est diminué, si cette inégalité est vérifiée : C2,j ≥ T + a2,j

1+α

Notons qu’avec le problème F2|(blj, alj), nr − M2 = 1, m = αt + β|Cmax, avec t ≥ T ,

on ne peut pas parler d’une séquence de Johnson globale pour toutes les tâches à cause

des temps opératoires variables avant et après la maintenance. Donc ici, on parle plutôt

d’une séquence de Johnson locale pour les tâches qui se trouvent avant ou après la période

d’indisponibilité.
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On note aussi que lorsque blj = alj, i.e. pas de modification de performances après

la maintenance, l’algorithme de Johnson est vérifié localement (avant et après la main-

tenance) et est non optimal pour l’ensemble des tâches. Nous illustrons cette remarque

dans l’exemple suivant (exemple 7.1).

7.1. Nous considérons le problème F2|(blj, alj), nr−M2 = 1, m = αt+β|Cmax,

avec blj = alj, n = 4 et une période de maintenance sur la deuxième machine. Soit

α = β = 1 et T = 6. les temps opératoires sont listés dans le tableau 7.3.

Tableau 7.3 – Exemple

Tâche j b1j b2j = a2j

T1 1 4
T2 2 3
T3 4 2
T4 2 1

La solution optimale de l’exemple est égale à C∗
max = 18 et est obtenue par la séquence

suivante {T1 − T4 − T2 − T3}, voir figure 7.14.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

M1 T1 T4 T2 T3

M2 T1 T4 MP T2 T3

Figure 7.14 – La séquence {T1 − T4 − T2 − T3}

En appliquant l’algorithme 8, la séquence de Johnson est donnée par : {T1−T2−T3−T4}

avec un Cmax = 19, voir figure 7.15. Notons qu’en utilisant la propriété 3, la tâche T2 est

insérée après la maintenance.

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

M1 T1 T2 T3 T4

M2 T1 MP T2 T3 T4

Figure 7.15 – La séquence {T1 − T2 − T3 − T4}

Nous pouvons remarquer que dans la solution optimale l’algorithme de Johnson est

localement vérifié avant et après la maintenance (T1 − T4) et (T2 − T3) et non optimal

pour l’ensemble des tâches (la séquence {T1 − T4 − T2 − T3} ne vérifie pas Johnson).
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7.5.3 Heuristiques

Une fois les propriétés d’optimalité déterminées, nous présentons dans cette section

deux heuristiques de résolution. Ces heuristiques ont été inspirées de deux heuristiques

classiques développées par Lee [73] pour résoudre des problèmes flow shop avec une période

de maintenance fixe et sans modification de la performance de la machine.

En se basant sur les propriétés d’optimalité, nous présentons dans ce qui suit les deux

heuristiques.

7.5.3.1 Heuristique 1 : H1

L’heuristique (H1) utilise la séquence de Johnson. Dans un premier temps, nous tri-

ons les tâches selon l’algorithme de Johnson sans tenir compte de la maintenance et de

l’amélioration de performance qu’elle induit, avec b1,j et b2,j les temps opératoires sur la

première et la deuxième machine. En utilisant, les propriétés 2 et 3, la maintenance doit

être insérée le plus tôt possible. Ensuite, la proposition 3 est utilisée pour améliorer le

makespan. Notre heuristique est présentée ci-dessous :

Algorithme 10 : Heuristique 1 : H1 Complexité O(n log n)

1 Trier les tâches selon l’algorithme de Johnson sans tenir compte de la maintenance,
i.e. b1,j et b2,j les temps opératoires sur la première et la deuxième machine,
respectivement

2 Placer dans l’ordre les tâches dans l’ensemble B tant que les dates de début des
tâches sur M2 ne dépassent pas l’instant T . Soit C2,B la date de fin de l’ensemble B
sur la deuxième machine

3 si C2,B < T + a2,j

(1+α)
alors

/* avec Tj la dernière tâche dans l’ensemble B */

4 Placer la maintenance directement après l’ensemble B (à l’instant C2,B) ;
sinon

5 Retirer la dernière tâche de l’ensemble B et placer la maintenance à l’instant T ;
fin si

6 Ordonnancer le reste des tâches après la maintenance dans l’ordre de Johnson, avec
b1,j et a2,j les temps opératoires, respectivement, sur la première et la deuxième
machine avec j ∈ {N\B};

7.5.3.2 Heuristique 2 : H2

Heuristique 2 (H2) est similaire à H1, cependant les tâches sont triées dans l’ordre

décroissant de b1,j

b2,j
, voir algorithme 11.
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Algorithme 11 : Heuristique 2 : H2 Complexité O(n log n)

1 Trier les tâches dans l’ordre décroissant de b1,j

b2,j
sans tenir compte de la maintenance

i.e. b1,j et b2,j les temps opératoires sur la première et la deuxième machine,
respectivement

2 Placer dans l’ordre les tâches dans l’ensemble B tant que les dates de début des
tâches sur M2 en appliquant l’algorithme de Johnson ne dépassent pas l’instant T .
Soit C2,B la date de fin de l’ensemble B sur la deuxième machine

3 si C2,B < T + a2,j

(1+α)
alors

/* avec Tj la dernière tâche dans l’ensemble B */

4 Placer la maintenance directement après l’ensemble B ;
sinon

5 Retirer la dernière tâche de l’ensemble B et placer la maintenance à l’instant T ;
fin si

6 Ordonnancer le reste des tâches après la maintenance dans l’ordre de Johnson, avec
b1,j et a2,j les temps opératoires sur la première et la deuxième machine avec
j ∈ {N\B};

Notons que la complexité des heuristiques (H1) et (H2) est de O(n log n).

7.5.4 Méthodes de résolution exactes

Cette section vise à proposer des méthodes de résolution exactes qui permettent

de trouver des solutions optimales pour le problème F2|(blj, alj), nr − M2 = 1, m =

αt + β|Cmax, dont la période de maintenance doit être insérée à partir de l’instant T , i.e.

t ≥ T . Les deux premières sous-sections seront consacrées à la présentation d’une méthode

énumérative et un programme linéaire mixte. Ensuite, nous présentons une méthode de

résolution basée sur l’approche de séparation et évaluation (Branch & Bound). Des ré-

sultats expérimentaux, qui mettent en évidence les performances des méthodes exposées,

sont présentés à la fin de la section.

7.5.4.1 Résolution du problème par une méthode énumérative

À partir des résultats présentés dans la section 7.5.2, une première méthode énu-

mérative peut être développée, qui consiste à évaluer toutes les combinaisons possibles

afin de trouver la solution optimale. Dans ce qui suit, nous présentons cette méthode de

résolution, nous définissons aussi des règles utilisées afin de réduire l’espace de recherche.

Le principe de cette méthode est donc de déterminer, de manière itérative, la séquence

de tâches qui permet de trouver la solution optimale. Soit nB et nA le nombre de tâches,

respectivement, dans l’ensemble B et A, avec B (A) l’ensemble des tâches ordonnancées

avant (après) la période de maintenance, voir figure 7.16.
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Pour chaque nB, nous énumérons toutes les combinaisons possibles à insérer dans

l’ensemble B. Ces combinaisons doivent être de taille nB et respectent l’ordre de John-

son. Le reste des tâches est ordonnancé dans l’ensemble A selon l’algorithme de Johnson

(d’après la propriété 1). La taille nB de l’ensemble B varie entre 0 et n, alors le nombre

de combinaisons possibles est égal à
n∑

nB=0




n

nB



 = 2n, avec




n

i



 le coefficient binomial

qui correspond au nombre de combinaisons de i éléments parmi n.

nombre de tâches dans B : nB
︷ ︸︸ ︷

B
︷︷︷

n nombre de tâches dans A : nA
︷ ︸︸ ︷

M1 B A
nombre de tâches dans B : nB

︷ ︸︸ ︷
Bn nombre de tâches dans A : nA

︷ ︸︸ ︷

M2 B MP A

T

Figure 7.16 – Nombre de tâches dans l’ensemble B et A

Règles pour minimiser l’espace de recherche

À partir des propriétés d’optimalité présentées précédemment, nous définissons trois

règles pour la méthode énumérative, ce qui permet de diminuer considérablement l’espace

de recherche.

Règle n°1 : D’après la propriété 2, la maintenance doit être insérée le plus tôt pos-

sible. Ainsi, nous pouvons déterminer une borne supérieure pour le nombre de tâches à

insérer avant la période d’indisponibilité (ensemble B). Soit nBmax
le nombre maximal de

tâches à insérer dans l’ensemble B, cette borne est déterminée de la façon suivante :

Algorithme 12 : Déterminer la borne supérieure de nBmax

début
1 Numéroter les tâches selon l’ordre croissant b2,j

2 retourner nBmax
tel que min

j
b1,j +

∑nBmax−1

j=1 b2,j < T et

min
j

b1,j +
∑nBmax

j=1 b2,j ≥ T

fin

La borne supérieure nBmax
permet de limiter le nombre de combinaisons à évaluer. Nous

illustrons celui-ci, dans l’exemple ci-dessous. Pour un problème avec n = 6 et nBmax
= 2.

Le nombre total de combinaisons à énumérer est égal à 26 = 64 combinaisons. Par contre,

en utilisant la règle précédente, le nombre de combinaisons est réduit à




6

1



 +




6

2



 = 21.
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Notons que




6

1



 est le coefficient binomial qui correspond au nombre de combinaisons

possibles lorsque nB = 1 et




6

2



 est égal au nombre de combinaisons pour nB = 2. Ainsi,

en utilisant cette règle, l’espace de recherche est diminué de 64 à 21 combinaisons, soit de

67 %.

7.1. La considération de l’ensemble B ou l’ensemble A pour générer les

combinaisons n’a pas d’impact sur la performance de méthode de résolution, car d’après

l’analyse combinatoire, nous avons :




m

k



 =




m

m − k





Or, nB = n − nA ainsi le nombre de combinaisons, lorsqu’on considère l’ensemble B, est

le même si on considère l’ensemble A :




n

nB



 =




n

n − nB



 =




n

nA





Règle n°2 : La maintenance doit être ordonnancée le plus tôt possible. Ainsi, nous

pouvons rejeter les séquences dont la date de début de la dernière tâche de B démarre

après ou à l’instant T .

Par exemple, la séquence présentée dans la figure 7.17 est à rejeter, car la date de

début de la dernière tâche de B sur M2 (la tâche Tj) est supérieure à l’instant T .

M1 π1 Tj−1 Tj π2

M2 π1 Tj−1 Tj MP π2

T

Figure 7.17 – Séquence à éliminer d’après la règle n°2

Règle n°3 : En se basant sur la propriété d’optimalité 3, nous rejetons les séquences

dont la date de début de la dernière tâche Tj de l’ensemble B sur M2 est inférieure à

l’instant T et sa date de fin vérifie :

C2,B ≥ T +
a2,j

(1 + α)

Nous présentons, dans la figure 7.18, l’algorigramme de cette méthode.
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début

Déterminer nBmax , voir Algorithme 12
Initialisation nB ←− 0

Initialisation C∗
max ←− +∞

Ènumérer les

(

n

nB

)

combinaisons possibles

Pour chaque combinaison :
Créer une séquence telle que les

tâches dans A et B suivent Johnson

Rejeter les séquences ne respectant pas les régles 2 et 3

Calculer Cmax(nB)

Si

Cmax(nB) < C∗

max

Mettre à jour C∗
max ←− Cmax(nB)

Existe-il des
combinaisons
non testées ?

Si
nB < nBmax

nB = nB + 1

Retourner la solution optimale C∗
max

Fin

oui

oui

non

non

non

oui

Figure 7.18 – Algorigramme de la méthode énumérative

7.2. Cette méthode est illustrée à l’aide de l’exemple ci-dessous. Le tableau 7.4

présente les temps opératoires des tâches à ordonnancer sur deux machines flow shop, avec

T = 8, α = 0, 2 et β = 1.

Dans un premier temps, nous commençons par déterminer la borne supérieure nBmax
.

Pour cela, nous trions les tâches dans l’ordre croissant de b2,j, voir Algorithme 12. Ainsi,
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Tableau 7.4 – Les temps opératoires des tâches

Tâches 1 2 3 4 5

b1,j 1 2 4 3 5
b2,j 5 6 3 7 4
a2,j 2 1 3 4 3

le nombre nBmax
est égal à 2.

Le nombre de séquences à évaluer




5

1



 +




5

2



 = 5 + 10 = 15.

Ensuite, nous rejetons les séquences ne respectant pas les règles 2 et 3. Ces règles

permettent de réduire le nombre de séquences à évaluer à 7 séquences seulement. Nous

évaluons les différentes séquences dans le tableau 7.5.

Tableau 7.5 – Les séquences de la méthode énumérative

nB Séquence Cmax

0 MP − T1 − T4 − T5 − T3 − T2 23, 6

1

T1 − MP − T4 − T5 − T3 − T2 21, 6
T2 − MP − T1 − T4 − T5 − T3 22, 6
T3 − MP − T1 − T4 − T5 − T2 20, 6
T4 − MP − T1 − T5 − T3 − T2 22
T5 − MP − T1 − T4 − T3 − T2 21, 8

2

T1 − T2 − MP − T4 − T5 − T3 Rejeter : ne respecte pas la règle 3
T1 − T4 − MP − T5 − T3 − T2 Rejeter : ne respecte pas la règle 3
T1 − T5 − MP − T4 − T3 − T2 21
T1 − T3 − MP − T4 − T5 − T2 19, 8∗

T2 − T4 − MP − T1 − T5 − T3 Rejeter : ne respecte pas la règle 2
T2 − T5 − MP − T1 − T4 − T3 Rejeter : ne respecte pas la règle 2
T2 − T3 − MP − T1 − T4 − T5 Rejeter : ne respecte pas la règle 2
T4 − T5 − MP − T1 − T3 − T2 Rejeter : ne respecte pas la règle 2
T4 − T3 − MP − T1 − T5 − T2 Rejeter : ne respecte pas la règle 2
T5 − T3 − MP − T1 − T4 − T2 Rejeter : ne respecte pas la règle 2

* : solution optimale

Ainsi, la solution optimale est égale à C∗
max = 19, 8 et est obtenue par la séquence :

T1 − T3 − MP − T4 − T5 − T2, la maintenance est insérée après la tâche T3 sur M2.

Malgré l’utilisation de ces règles pour réduire l’espace de recherche à explorer, la

méthode énumérative reste limitée à des problèmes de petite taille. Nous proposons, dans

ce qui suit, d’autres méthodes qui assurent la résolution du problème avec des instances

de grande taille.
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7.5.4.2 Résolution du problème par la programmation linéaire mixte

Le problème d’ordonnancement F2|(blj, alj), nr − M2 = 1, m = αt + β|Cmax, avec

une période de maintenance à ordonnancer à partir de l’instant T , i.e. T ≤ t, peut être

formulé sous forme d’un programme linéaire mixte. Dans cette section, nous proposons

une modélisation du problème considéré utilisant la programmation linéaire mixte.

La formulation de ce programme linéaire est basée sur des variables de décision, dites

variables de position, voir Pinedo [94]. L’idée de base de cette modélisation est de définir

deux ensembles A et B de taille, respectivement, n et nBmax
positions. Le principe consiste

à affecter les n tâches à des positions, et à déterminer les dates de début et de fin pour

chaque tâche associée à une position. Chaque position i dans l’ensemble s (s = {A, B})

est caractérisée par la date de fin de la tâche insérée à cette position sur la première et la

deuxième machine, respectivement, Cs
1,i et Cs

2,i.

Il est clair que le nombre de positions dans les deux ensembles A et B est supérieur au

nombre total de tâches nBmax
+n > n. Donc, dans la solution finale du programme linéaire,

nous obtenons des positions vides dans la séquence d’ordonnancement. Ainsi, après la

résolution du programme linéaire, nous procédons à la suppression de ces positions vides

et nous obtenons ainsi la séquence optimale. Notons que l’existence de ces positions vides

ne modifie pas l’optimalité de la solution obtenue, ces positions vides sont considérées

comme des tâches avec une durée nulle sur la première et la deuxième machine b1,j =

b2,j = a1,j = a2,j = 0.

Soit xs
j,i une variable de décision avec :

xs
j,i =







1 si la tâche Tj est dans la position i de s = {A, B}

0 sinon
.

La date d’achèvement de la tâche en position i dans l’ensemble s sur la machine Ml est

définie par Cs
l,i.

L’objectif est la minimisation de la date de fin (makespan). Nous proposons le pro-

gramme linéaire suivant :

min CA
2,n (7.3)

sous les contraintes :

Cs
1,i = Cs

1,i−1 +
n∑

j=1

b1,jx
s
j,i, s ∈ {A, B} et i =







2, . . . , nBmax
si s = B

2, . . . , n si s = A
(7.4)

CB
2,i ≥ CB

1,i +
n∑

j=1

b2,jx
B
j,i, i = 1, . . . , nBmax

(7.5)

CB
2,i ≥ CB

2,i−1 +
n∑

j=1

b2,jx
B
j,i, i = 2, . . . , nBmax

(7.6)
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CA
2,i ≥ CA

1,i +
n∑

j=1

a2,jx
A
j,i, i = 1, . . . , n (7.7)

CA
2,i ≥ CA

2,i−1 +
n∑

j=1

a2,jx
A
j,i, i = 2, . . . , n (7.8)

n∑

i=1

xA
j,i +

nBmax∑

i=1

xB
j,i = 1, j = 1, . . . , n (7.9)

n∑

j=1

xs
j,i ≤ 1, s ∈ {A, B} et i =







1, . . . , nBmax
si s = B

1, . . . , n si s = A
(7.10)

CA
2,i ≥ (1 + α)T + β +

n∑

j=1

a2,jx
A
j,i, i = 1, . . . , n (7.11)

CA
2,i ≥ (1 + α)CB

2,n + β +
n∑

j=1

a2,jx
A
j,i, i = 1, . . . , n (7.12)

CB
1,1 =

n∑

j=1

b1,jx
B
1,j (7.13)

CB
2,1 = CB

1,1 +
n∑

j=1

b2,jx
B
1,j (7.14)

CA
1,1 = CB

1,n +
n∑

j=1

b1,jx
A
1,j (7.15)

avec

xs
j,i ∈ {0, 1}, ∀ j = 1, . . . , n, s ∈ {A, B} et i =







1, . . . , nBmax
si s = B

1, . . . , n si s = A
(7.16)

Cs
l,i ≥ 0, ∀l ∈ {1, 2}, s ∈ {A, B} et i =







1, . . . , nBmax
si s = B

1, . . . , n si s = A
(7.17)

Les contraintes (7.4)-(7.8) définissent les dates de fin de chaque position sur la première

et la deuxième machine. L’ensemble des contraintes (7.9)-(7.10) impose une affectation

faisable : les contraintes (7.9) assurent que chaque tâche doit être affectée à une seule et

unique position dans l’ordonnancement et les contraintes (7.10) garantissent que chaque

position est occupée par une tâche au plus. Les contraintes (7.11) et (7.12) assurent

que les tâches dans l’ensemble A doivent démarrer après la période de maintenance. Les

contraintes (7.13)-(7.15) initialisent les variables CB
1,1, CB

2,1 et CA
1,1. Les contraintes (7.16)-

(7.17) déterminent les domaines de définitions des variables.
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7.5.4.3 Résolution du problème par séparation et évaluation (Branch & Bound)

Nous développons, dans cette section, une approche de résolution basée sur l’algo-

rithme de séparation et évaluation, permettant de résoudre de manière exacte le problème

d’ordonnancement considéré en présence d’une période de maintenance à insérer à partir

l’instant T , i.e. t ≥ T . Notons que Hnaien et al. [53] ont également développé une mé-

thode de séparation et évaluation, mais pour un problème d’ordonnancement flow shop

à deux machines en présence d’une période d’indisponibilité connue d’avance (machine

indisponible entre [s, t]) sur la première machine et sans modifier les performances de la

machine (les durées des tâches avant et après la maintenance sont constantes al,j = bl,j).

Rappelons que la méthode B&B consiste à trouver une solution optimale dans un

ensemble de solutions possibles. La méthode repose d’abord sur la séparation (branch)

de l’ensemble des solutions en sous-ensembles plus petits. L’exploration de ces solutions

utilise ensuite une évaluation optimiste pour majorer (bound) les sous-ensembles, ce qui

permet de ne plus considérer que ceux susceptibles de contenir une solution potentielle-

ment meilleure que la solution courante.

Formulation Dans l’approche par séparation et évaluation, proposée dans ce chapitre,

nous utilisons la propriété 1. L’utilisation de cette propriété permet de réduire considéra-

blement la taille de l’arbre de recherche de l’algorithme. Nous trions donc les tâches dans

l’ordre de Johnson, avec b1,j et b2,j les temps opératoires, respectivement, sur la première

et la deuxième machine. Notre arbre de recherche est présenté comme suit ; nous avons

n + 1 niveaux, chaque niveau k présente l’insertion de la tâche qui se trouve dans la

position k de la séquence de Johnson.

La stratégie d’exploration utilisée dans l’algorithme est une exploration en profondeur

(Depth Exploration). À chaque niveau k, nous avons deux nœuds fils possibles ; nœud kB

si la tâche k est ordonnancée avant la période de maintenance, i.e. k ∈ B, et un nœud kA

si la tâche k est ordonnancée après la période de maintenance, i.e. k ∈ A, voir figure 7.19.

Figure 7.19 – Les nœuds de l’algorithme séparation et évaluation

Le nœud initial root se trouve au niveau zéro de l’arbre de recherche avec une borne

supérieure initiale (BSinit) et une borne inférieure initiale (BIinit).
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Dans le but de diminuer l’espace de recherche, nous présentons dans ce qui suit, les

bornes inférieures et supérieures utilisées dans l’approche séparation et évaluation (B&B).

Borne supérieure La borne supérieure est calculée une première fois avant la construc-

tion de l’arbre de recherche, et plus précisément au niveau du nœud ‘root’. Cette borne

est calculée à partir des heuristiques présentées dans la section 7.5.3. Soit Cmax(H1) et

Cmax(H2) les makespan donnés, respectivement, par les heuristiques H1 et H2. Ainsi, la

borne supérieure initiale est donnée par la meilleure valeur de Cmax trouvée par les deux

heuristiques : BSinit = min{Cmax(H1); Cmax(H2)}.

Les bornes inférieures Nous proposons, dans ce paragraphe, trois bornes inférieures

(deux bornes dynamiques et une borne statique BI2). Notons que les bornes dynamiques

sont calculées à chaque exploration d’un nœud, afin d’évaluer la faisabilité du nœud ex-

ploré. Dans ce qui suit, on note Ak et Bk les ensembles des tâches ordonnancées, respec-

tivement, avant et après la maintenance jusqu’au niveau k.

– Borne inférieure (BI1) :

BI1 = (1 + α)T + β +
∑

j∈Ak

a2,j (7.18)

Démonstration. Il est clair que la durée de la maintenance est minimisée, si la pé-

riode de maintenance est lancée à l’instant T , nous avons donc :

Cmax ≥ (1 + α)T + β +
∑

j∈Ak

a2,j +
∑

j∈Ak

I[j]−1,[j]

avec I[j]−1,[j] le temps mort entre la tâche placée en position j et la tâche j − 1. Or
∑

j∈Ak
I[j]−1,[j] ≥ 0, donc :

Cmax ≥ (1 + α)T + β +
∑

j∈Ak

a2,j

– Borne inférieure (BI2) : Dans un problème d’ordonnancement flow shop à deux

machines avec une période de maintenance à placer après l’instant T , le makespan

(Cmax) est égal ou supérieur à :

BI2 = max{(1 + α)T + β;
∑

j∈N

b1,j} + min
j∈N

{a2,j} (7.19)

Démonstration. Il est évident que le makespan (Cmax) est supérieur ou égal à la

somme des temps opératoires sur la première machine de toutes les tâches et la durée
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7.5 Période d’indisponibilité après l’instant T

minimale sur la deuxième machine (minj∈N{a2,j}) : Cmax ≥
∑

j∈N b1,j + minj∈N{a2,j}.

Cependant, il existe une période de maintenance sur la deuxième machine. La durée

de la maintenance est minimisée lorsqu’elle démarre à l’instant T et dont la durée

est égale à (1 + α)T + β, voir figure 7.20. Nous obtenons ainsi l’expression suivante :

Cmax ≥ max{(1 + α)T + β;
∑

j∈N

b1,j} + min
j∈N

{a2,j} (7.20)

M1

∑

j∈N
b1,j

M2 MP min{a2,j }

T
(1 + α)T + β BI2

Figure 7.20 – La borne inférieure BI2

– Borne inférieure (BI3) : Soit Cl(Bk) et Cl(Ak), respectivement, les dates d’achè-

vement de Bk et Ak sur la machine Ml, (l = 1, 2).

-Cas 1 : Si C2(Bk) ≥ T , la maintenance est insérée à l’instant C2(Bk). Dans ce

cas, le reste des tâches doit être placé dans l’ensemble A (figure 7.21), alors :

BI3 = max{C1(Bk)+ min
j∈N−{Ak∪Bk}

b1,j; (1+α)C2(Bk)+β+
∑

j∈Ak

a2,j}+
∑

j∈N−{Ak∪Bk}

a2,j

M1 Bk
minj∈N−{Ak∪Bk} b1,j

M2 Bk MP
∑

j∈Ak
a2,j

∑

j∈N−{Ak∪Bk}
a2,j

T

C1(Bk)

C2(Bk) BI3

Figure 7.21 – La borne inférieure BI3 : cas 1

-Cas 2 : Si C2(Bk) < T , la maintenance est insérée à l’instant T , voir figure 7.22.

M1 Bk

M2 Bk MP

T

C1(Bk)

C2(Bk)

Figure 7.22 – La borne inférieure BI3 : cas 2

Nous distinguons deux sous-cas :

- Cas 2.1 Si (C2(Bk) < T ) et (C1(Bk) + min
j∈N−{Ak∪Bk}

b1,j < T ), des tâches peuvent
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être insérées dans l’ensemble B (figure 7.23), alors :

BI3 = C2(Bk) + Tα + β +
∑

j∈Ak

a2,j +
∑

j∈N−{Ak∪Bk}

a2,j

M1 Bk
minj∈N−{Ak∪Bk} b1,j

M2 Bk MP
∑

j∈N−Bk
a2,j

T

C1(Bk)

C2(Bk) BI3

Figure 7.23 – La borne inférieure BI3 : cas 2.1

- Cas 2.2 Si (C2(Bk) < T ) et (C1(Bk) + min
j∈N−{Ak∪Bk}

b1,j ≥ T ), la maintenance

doit être insérée à l’instant T (figure 7.24), alors :

BI3 = (1 + α)T + β +
∑

j∈Ak

a2,j +
∑

j∈N−{Ak∪Bk}

a2,j

M1 Bk
minj∈N−{Ak∪Bk} b1,j

M2 Bk MP
∑

j∈N−Bk
a2,j

T

C1(Bk)

C2(Bk) BI3

Figure 7.24 – La borne inférieure BI3 : cas 2.2

Ainsi la borne inférieure à considérer est la suivante :

BI = max{BI1, BI2, BI3}

Cette borne est utilisée aussi pour calculer la borne inférieure du nœud ‘root’ (niveau

k = 0) :

BIinit = max{BI1, BI2, BI3}

Procédure de séparation et évaluation Afin d’expliquer la procédure utilisée dans

l’approche de séparation et évaluation, nous présentons ci-dessous l’algorithme de la mé-

thode (algorithme 13).

Nous présentons, dans la figure 7.25, l’algorigramme de cette méthode.

164



7.5 Période d’indisponibilité après l’instant T

Algorithme 13 : Méthode séparation et évaluation (B & B)

1 – Trier les tâches dans l’ordre de Johnson.
2 – Créer le nœud root et calculer BIinit et BSinit

3 – Initialisation : Soit BS = BSinit

4 – Séparation : Comme mentionné précédemment, pour chaque niveau k, deux
nœuds fils existent kB si la tâche du niveau k est insérée dans l’ensemble B et kA si
la tâche du niveau k est insérée dans l’ensemble A. Nous utilisons une exploration
en profondeur.

5 – Évaluation : Pour chaque nœud ks, avec s ∈ {A, B}, nous générons la borne
inférieure BIks présentée dans le paragraphe précédent.

5.1 si BIks ≤ BS, le nœud peut être un nœud dans la solution optimale, il est donc
explorable.

5.2 si BS < BIks , alors ce nœud ne garantit pas une solution meilleure, le nœud est
donc éliminé.

5.3 si C2,Bk
≥ T , alors d’après la propriété 2, il est inutile d’explorer le fils (k + 1)B de

ce nœud.

5.4 si ks est une feuille, on calcule Cmax :
5.4.1 si Cmax ≤ BS : nous avons une solution faisable et meilleure que la solution

actuelle, mais pas forcément optimale. La solution Cmax obtenue est la nouvelle
borne supérieure.

5.4.2 si Cmax = BIinit : la borne inférieure est atteinte, donc la solution obtenue est
optimale.

6 – La séparation est arrêtée une fois tous les nœuds visités ou lorsque la borne
inférieure BIinit est atteinte (étape 5.4.2).

7.5.5 Étude expérimentale

7.5.5.1 Génération d’instances

Afin de mesurer les performances des méthodes développées, nous allons tester ces

méthodes sur plusieurs instances, avec différentes positions de T et plusieurs nombres de

tâches n.

On considère trois groupes d’instances, chaque groupe est caractérisé par une position

de T :

G1 dans ce groupe d’instances, nous avons T = 25%
∑n

j=1 b2,j

G2 dans ce groupe d’instances, nous avons T = 50%
∑n

j=1 b2,j

G3 dans ce groupe d’instances, nous avons T = 75%
∑n

j=1 b2,j
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Initialisation

Trier les tâches
selon Johnson

Créer le
noeud "root"
et calculer

BSinit et BIinit

BS = BSinit

Séparation
Tout les
noeuds
visités ?

ÉvaluationCalculer BIks

Recherche en
profondeur

Si BIks ≤

BS

Noeud à
supprimer

Si ks est
une

feuille

Séparation &
ajout dans la

liste des noeuds
non visités

Calculer Cmax

Si
Cmax =

BIinit

Mettre à
jour BS si

Cmax ≤ BS

Retourner
la solution
optimale

Fin

oui

oui

oui (BI atteinte)

non

non

non

non

oui

Figure 7.25 – L’algorigramme de l’approche séparation et évaluation
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Vu le nombre important des instances, un générateur d’instances a été développé, qui

prend comme valeurs d’entrée les paramètres suivants :

nbrins nombre d’instances pour chaque taille n.

nmin taille minimale de n.

nmax taille maximale de n.

pins différence entre deux tailles successives.

bl,max temps opératoire maximal sur la machine Ml, l = {1, 2}

Cet outil offre la possibilité de générer automatiquement les variables α et β. Ces

valeurs sont calculées de façon à obtenir une durée de maintenance lancée à l’instant T ,

égale à la durée moyenne des tâches (
∑

b2,j

n
). En outre, l’utilisateur peut aussi insérer des

valeurs fixes pour les paramètres α et β.

Les durées des tâches sont générées d’une façon aléatoire et uniforme, tout en respec-

tant les contraintes : bl,j ≤ al,j et bl,j ≤ bl,max, ∀j = 1, . . . , n.

Par exemple, la configuration suivante, nmin = 5, nmax = 20, pins = 5 et nbrins = 10

permet d’obtenir les nombres d’instances présentés dans le tableau suivant :

Tableau 7.6 – Nombre d’instances pour chaque groupe et chaque nombre de tâches

nombre de tâches n

Position de T 5 10 15 20

G1 10 10 10 10
G2 10 10 10 10
G3 10 10 10 10

Le générateur des instances est disponible sur :
http: // pagesperso. g-scop. grenoble-inp. fr/ ~garaalia/

InsGen/

7.5.5.2 Résultats numériques

Dans cette partie, nous analysons expérimentalement les différentes méthodes dévelop-

pées, à savoir la méthode énumérative, le programme linéaire et la méthode de séparation

et évaluation. Toutes les méthodes sont développées et exécutées, sur un ordinateur per-

sonnel avec un processeur intel® Core™ i3-4130 CPU 2,40 GHz et 4,00 GO de RAM.

La méthode énumérative et l’approche par séparation et évaluation ont été implémen-

tées en JAVA. Le programme linéaire a été exécuté en utilisant le logiciel CPLEX 12.6.
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Pour ces trois méthodes , nous utilisons des instances générées par l’outil présenté dans

la section précédente, avec b1,j, b2,j ∈ [1, 10] (et a2,j ≤ b2,j). Le nombre d’instances pour

chaque configuration (nombre de tâches (n) et groupe) est présenté dans le tableau 7.7.

Tableau 7.7 – Nombre d’instances pour chaque groupe et chaque n

Nombre de tâches

Groupe 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 60 70 80 90 100

Groupe G1 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
Groupe G2 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10
Groupe G3 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10 10

Le temps maximal de calcul est de 15 min. On arrête le calcul au bout de 15 min, si

cette condition d’arrêt est atteinte, on garde la meilleure solution trouvée.

Pourcentage des instances résolues avant la condition d’arrêt

Dans un premier temps, nous présentons l’efficacité de ces méthodes en termes de

pourcentage d’instances résolues à l’optimal avant la condition d’arrêt (15 minutes). Sans

surprise, la méthode énumérative nous a permis de résoudre des instances de petite taille.

Les pourcentages des problèmes résolus de façon optimale par la méthode énumérative

sont présentés dans le tableau 7.8.

Tableau 7.8 – Pourcentages des problèmes résolus avant 15 min par la méthode énumérative (%)

Nombre de tâches

Groupe 5 10 15 20 25 30 35 ≥ 40

Groupe G1 100% 100% 100% 100% 100% 100% 60% 0%
Groupe G2 100% 100% 100% 100% 100% 100% 0% 0%
Groupe G3 100% 100% 100% 100% 100% 100% 0% 0%

Cette méthode est capable de résoudre des instances de taille allant jusqu’à n = 30

tâches pour toutes les positions de T (G1, G2 et G3). De plus, les instances du groupe

G1 dont la taille n = 35 ont été résolues pour 60% des instances. Cela est expliqué par le

faible nombre de combinaisons pour les instances du groupe G1, par rapport aux autres

groupes (G2 et G3). En effet, la taille maximale de l’ensemble B, nBmax
est minimale pour

les instances du groupe G1, ce qui donne un nombre de combinaisons faible.

Les pourcentages de résolution du programme linéaire sont présentés dans le ta-

bleau 7.9. Le programme linéaire, présenté dans la section 7.5.4.2, permet de résoudre

l’ensemble des instances dont la taille est inférieure ou égale à n = 20 avant 15 min. Pour

n = 25, la méthode a permis de résoudre des instances des groupes G1 et G2 avec un

168



7.5 Période d’indisponibilité après l’instant T

pourcentage de 70%, cependant seules 40% d’instances du groupe G3 ont été résolues à

l’optimale avant 15 min.

Tableau 7.9 – Pourcentages des problèmes résolus avant 15 min par le programme linéaire (%)

Nombre de tâches

Groupe 5 10 15 20 25 30 ≥ 35

Groupe G1 100% 100% 100% 100% 70% 0% 0%
Groupe G2 100% 100% 100% 100% 70% 10% 0%
Groupe G3 100% 100% 100% 100% 40% 10% 0%

Contrairement aux méthodes de résolution précédentes, l’approche par évaluation et

séparation est capable de résoudre des instances de taille allant jusqu’à 500 tâches. Ce qui

confirme l’efficacité de cette méthode et en particulier les bornes utilisées dans l’approche.

Nous présentons dans le tableau 7.10, les pourcentages des problèmes résolus par cette

méthode.

Tableau 7.10 – Pourcentages des problèmes résolus avant 15 min par l’approche B&B (%)

Nombre de tâches

Groupe 5 10 15 20 25 30 35 ≤ n ≤ 90 100 250 500

G1 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 90% 70%
G2 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 80% 70%
G3 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 100% 80% 60%

Temps de calcul et performances

On s’intéresse, dans ce paragraphe, à la comparaison et l’analyse de différents résultats

obtenus liés au temps de calcul et les performances de ces méthodes. Le tableau 7.11

présente l’évolution du temps de calcul de la méthode énumérative pour chaque taille n

et chaque groupe (G1, G2 et G3).

Le programme linéaire et la méthode énumérative permettent de résoudre les instances

de petite taille en un temps de calcul ne dépassant pas une minute. Le temps de calcul

croît considérablement avec le nombre de tâches n.

Nous rappelons qu’on garde la meilleure solution trouvée si la condition d’arrêt est

atteinte. Afin d’évaluer les solutions trouvées par rapport à la solution optimale, nous

définissons le gap entre la solution trouvée par la méthode énumérative et la solution

optimale obtenue par le B&B, se calcule comme suit :

Gapénum =
Solution méthode énumérative − Solution optimale

Solution optimale
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Les gaps maximum, minimum et moyen sont présentés dans la colonne Gapénum du

tableau 7.11.

Tableau 7.11 – Évolution du temps de calcul (s) et des gaps (%) dans la méthode énumérative

T n
Temps de calcul (s) Gapenum (%)

Min Moy Max Min Moy Max

G1

5 ≤ 0, 001 ≤ 0, 001 ≤ 0, 001 0 0 0
10 ≤ 0, 001 ≤ 0, 001 ≤ 0, 001 0 0 0
15 ≤ 0, 001 ≤ 0, 001 ≤ 0, 015 0 0 0
20 0, 016 0, 033 0, 048 0 0 0
25 0, 672 0, 977 1, 327 0 0 0
30 13, 900 35, 803 49, 500 0 0 0
35 591, 855, 856, 876 15 min 0 0 0
40 15 min : condition d’arrêt 0 0 0
45 15 min : condition d’arrêt 0 0 0
50 15 min : condition d’arrêt 0 0 0
60 15 min : condition d’arrêt 0 0 0
70 15 min : condition d’arrêt 0 0 0
80 15 min : condition d’arrêt 0 0 0
90 15 min : condition d’arrêt 0 0 0
100 15 min : condition d’arrêt 0 0 0

G2

5 ≤ 0, 001 ≤ 0, 001 0, 001 0 0 0
10 ≤ 0, 001 ≤ 0, 001 ≤ 0, 001 0 0 0
15 ≤ 0, 001 0, 011 0, 016 0 0 0
20 0, 109 0, 206 0, 250 0 0 0
25 4, 603 8, 743 10, 593 0 0 0
30 276, 200 370, 320 446, 614 0 0 0
35 15 min : condition d’arrêt 0 0 0
40 15 min : condition d’arrêt 0 0 0
45 15 min : condition d’arrêt 0 0 0
50 15 min : condition d’arrêt 0 0 3
60 15 min : condition d’arrêt 0 3 12
70 15 min : condition d’arrêt 0 3 15
80 15 min : condition d’arrêt 0 4 19
90 15 min : condition d’arrêt 0 2 9
100 15 min : condition d’arrêt 0 3 11

G3

5 ≤ 0, 001 ≤ 0, 001 0, 001 0 0 0
10 ≤ 0, 001 ≤ 0, 001 ≤ 0, 001 0 0 0
15 ≤ 0, 001 0, 005 0, 017 0 0 0
20 0, 297 0, 407 0, 438 0 0 0
25 14, 868 18, 454 19, 782 0 0 0
30 723, 359 807, 808 826, 334 0 0 0
35 15 min : condition d’arrêt 0 4 19
40 15 min : condition d’arrêt 0 8 24
45 15 min : condition d’arrêt 0 9 25
50 15 min : condition d’arrêt 0 16 35
60 15 min : condition d’arrêt 5 23 40
70 15 min : condition d’arrêt 0 20 34
80 15 min : condition d’arrêt 11 23 42
90 15 min : condition d’arrêt 15 29 44
100 15 min : condition d’arrêt 8 22 43

Nous remarquons, d’après le tableau 7.11, que pour le groupe G1 et bien que la condi-

tion d’arrêt est atteinte (15min), la méthode renvoie des solutions optimales. Cette re-

marque est vraie aussi pour les instances de petites tailles dans les groupes G2 et G3.

Cependant, le gap entre la solution de la méthode énumérative et la solution optimale

augmente avec le nombre de tâches à ordonnancer pour les instances du groupe G3.

Malgré que le programme linéaire ne permet pas de résoudre la totalité des instances

au bout de 15 min, voir tableau 7.9, nous remarquons que toutes les solutions obtenues
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par le PL après la condition d’arrêt (15 min) sont optimales.

Le tableau 7.12, présente les performances de l’approche par séparation et évaluation.

Les temps de calcul moyens ainsi que le nombre moyen de nœuds explorés y sont également

donnés. Nous présentons aussi dans le même tableau la qualité de la borne supérieure

initiale BSinit et la borne inférieure initiale BIinit par rapport à la solution optimale, en

présentant le pire gap, le meilleur gap et le gap moyen entre les bornes BSinit, BIinit et

la solution optimale. Nous rappelons que la borne supérieure initiale BSinit est issue des

heuristiques développées dans la section 7.5.3. Les pourcentages moyens de l’utilisation

des trois bornes inférieures sont indiqués dans la colonne « utilisation moyenne de BI ».

Tableau 7.12 – Les résultats de la méthode par séparation et évaluation

G n CPU

BSinit−C∗
max

C∗
max

(in %)
C∗

max−BIinit

C∗
max

(in %) Utilisation moyenne de BI (%)
Nœuds

Min Max Moy Min Max Moy BI1 BI2 BI3

G1

05 <0,001 0 0,48 0,18 0 0,14 0,03 5,38 25,38 69,23 12
10 <0,001 0 0,54 0,23 0 0,06 0,01 4,80 33,05 62,15 29
15 <0,001 0 0,52 0,13 0 0,01 0,00 0,00 50,00 50,00 37
20 <0,001 0 0,40 0,14 0 0 0 0,00 83,08 16,92 31
25 <0,001 0 0,28 0,06 0 0 0 0,00 100,00 0,00 33
30 <0,001 0 0,28 0,07 0 0 0 0,00 100,00 0,00 39
35 <0,001 0 0,3 0,05 0 0 0 0,00 100,00 0,00 45
40 <0,001 0 0,29 0,09 0 0 0 0,00 99,88 0,13 52
45 <0,001 0 0,25 0,04 0 0 0 0,00 100,00 0,00 57
50 <0,001 0 0,23 0,06 0 0 0 0,00 99,50 0,50 63
60 <0,001 0 0,22 0,04 0 0 0 0,00 100,00 0,00 76
70 <0,001 0 0,19 0,03 0 0 0 0,00 100,00 0,00 87
80 <0,001 0 0,22 0,04 0 0 0 0,00 100,00 0,00 98
90 <0,001 0 0,18 0,04 0 0 0 0,00 100,00 0,00 112
100 <0,005 0 0,12 0,01 0 0 0 0,00 100,00 0,00 124

G2

05 <0,001 0 0,38 0,17 0 0,18 0,03 6,29 22,38 71,33 14
10 <0,001 0 0,49 0,17 0 0,19 0,03 21,33 23,43 55,26 49
15 <0,001 0 0,33 0,08 0 0,01 0 76,97 11,12 11,91 33
20 <0,002 0 0,46 0,09 0 0 0 25,95 30,26 43,79 122
25 <0,001 0 0,37 0,05 0 0 0 5,44 44,79 49,77 100
30 <0,006 0 0,47 0,09 0 0 0 92,68 3,99 3,32 1304
35 <0,001 0 0,43 0,07 0 0 0 90,35 7,49 2,15 870
40 <0,001 0 0,28 0,12 0 0 0 2,59 84,70 12,71 67
45 <0,001 0 0,19 0,04 0 0 0 0,00 99,89 0,11 65
50 <0,001 0 0,24 0,05 0 0 0 2,78 73,66 23,55 94
60 <0,001 0 0,18 0,06 0 0 0 0,00 100,00 0,00 86
70 <0,002 0 0,18 0,05 0 0 0 0,00 100,00 0,00 100
80 <0,001 0 0,17 0,03 0 0 0 0,00 100,00 0,00 114
90 <0,001 0 0,08 0,02 0 0 0 0,00 100,00 0,00 127
100 <0,002 0 0,20 0,02 0 0 0 0,00 83,96 16,04 161

G3

05 <0,001 0 0,32 0,13 0 0,13 0,05 32,19 18,49 49,32 15,45
10 <0,001 0 0,25 0,11 0 0,08 0,02 34,71 27,59 37,70 46
15 <0,001 0 0,23 0,09 0 0,11 0,03 38,22 10,79 50,98 160
20 <0,001 0 0,25 0,09 0 0,06 0,01 29,71 12,91 57,38 221
25 <0,001 0 0,24 0,07 0 0 0 87,50 0,00 12,50 380
30 <0,003 0 0,23 0,10 0 0,09 0,01 90,99 1,02 7,99 3864
35 <0,009 0 0,22 0,05 0 0 0 11,56 14,34 74,10 497,1
40 <0,001 0 0,20 0,07 0 0,20 0,07 29,39 21,80 48,81 313
45 <0,001 0 0,19 0,04 0 0 0 0,00 53,20 46,80 137
50 <0,004 0 0,24 0,07 0 0 0 44,08 5,80 50,12 1833
60 <0,001 0 0,23 0,07 0 0 0 93,09 0,06 6,85 197524
70 <0,001 0 0,14 0,04 0 0 0 0,08 53,95 45,97 185
80 <0,002 0 0,25 0,03 0 0,03 0 0,00 73,49 26,51 73307940
90 <0,838 0 0,17 0,05 0 0 0 52,55 9,42 38,03 1785
100 <2,216 0 0,11 0,03 0 0 0 0,00 85,09 14,91 179
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Chapitre 7. Problème flow shop avec une période d’indisponibilité

D’après le tableau 7.12, on peut conclure que l’approche séparation et évaluation est

plus performante en termes de temps de calcul. La majorité des instances ont été calculées

dans un délai ne dépassant pas 0.009 sec.

Les résultats figurant dans le tableau 7.12 permettent également de montrer l’efficacité

des heuristiques présentées dans la section 7.5.3. En effet, les écarts moyens entre les

bornes supérieures et les solutions optimales ne dépassent pas 0, 54%. Notons aussi que

dans plusieurs instances ces heuristiques ont permis de trouver la solution optimale.

Les résultats des pourcentages d’utilisation des bornes inférieures, utilisées dans les

coupes de l’approche séparation et évaluation, montrent que la borne BI2 est pratiquement

la borne la plus efficiente pour les instances du groupe G1 et légèrement moins pour G2.

Cependant, la borne inférieure BI3 est la plus utilisée dans la résolution des instances du

groupe G3.

Nous remarquons également que les écarts relatifs entre les bornes inférieures initiales

BIinit et les solutions optimales sont nuls dans la majorité des instances notamment pour

les groupes G1 et G2 sauf pour les instances de petite taille. Ce qui confirme la qualité et

la fiabilité des bornes inférieures présentées dans la méthode de séparation et évaluation.

D’autres paramètres sont susceptibles d’être des facteurs de complexité tels que les

temps opératoires des tâches et la durée de la maintenance. Pour tester plus précisément

l’effet de chaque paramètre, nous testons notre problème avec des temps opératoires plus

élevés. Ensuite, nous étudions le problème avec une période de maintenance plus longue.

Nous avons testé, donc, des tâches avec des temps opératoires plus grands et qui

varient entre [1, 50]. La méthode de résolution par séparation et évaluation, dans ce cas,

est toujours efficace et la totalité des instances a été résolue d’une façon optimale.

Maintenant, nous allons considérer une période de maintenance avec une durée plus

importante par rapport à celle étudiée dans les tests précédents. En effet, les paramètres α

et β de la maintenance sont calculés de telle façon que la durée de cette dernière à l’instant

T est égale au temps opératoire le plus élevé sur la deuxième machine ( max
j=1,..n

b2,j). On note

cette configuration de la durée de maintenance par MPmax et MPmoy pour la configuration

initiale. Des expérimentations ont été réalisées sur les instances précédentes, mais avec la

configuration MPmax. Les tests ont montré que toutes les instances ont été résolues d’une

façon optimale dans un temps de calcul maximal ne dépassant pas 5 secondes (sauf deux

instances avec des temps de calcul, respectivement, 17 sec et 30 sec ).

Nous présentons, dans les figures 7.26, 7.27 et 7.28, les courbes d’évolution du temps

de calcul moyen pour les deux configurations MPmax et MPmoy et pour chaque groupe

(G1, G2 et G3).

D’après les résultats comparatifs représentés par ces figures, on peut conclure que la

durée de période de maintenance n’a pas d’impact sur les deux premiers groupes (G1 et
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Figure 7.26 – Comparaison entre les temps d’exécution moyens (ms) des deux configurations de
maintenance MPmax et MPmoy pour les instances de G1
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Figure 7.27 – Comparaison entre les temps d’exécution moyens (ms) des deux configurations de
maintenance MPmax et MPmoy pour les instances de G2

G2). Cependant, le temps de calcul a augmenté dans quelques instances de grandes tailles

(n supérieure à 50) du dernier groupe (G3), mais les temps de calcul sont toujours faibles

par rapport aux autres méthodes proposées et ne dépassent pas les 30 secondes dans le

pire cas.

7.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous nous sommes intéressés au problème de flow shop avec une

période de maintenance de durée variable sur la deuxième machine. Deux modèles ont
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Figure 7.28 – Comparaison entre les temps d’exécution moyens (ms) des deux configurations de
maintenance MPmax et MPmoy pour les instances de G3

été étudiés, en premier lieu, nous avons étudié une période de maintenance à insérer

dans l’intervalle [0, T ]. Nous avons montré que ce problème est polynomial, des propriétés

d’optimalité et un algorithme de résolution ont été proposés.

Ensuite, nous avons présenté un deuxième modèle dans lequel la maintenance doit être

insérée après l’instant T . En premier lieu, la complexité du problème a été étudiée et nous

avons montré que le problème est NP-difficile. L’analyse du problème a permis aussi de

déterminer des propriétés d’optimalité. Nous avons proposé des méthodes de résolution

approchées basées sur deux heuristiques (H1) et (H2).

Des méthodes de résolution exacte ont été proposées pour résoudre le problème. Nous

avons développé une méthode énumérative et un programme linéaire mixte. Ces deux

méthodes permettent de résoudre de façon optimale des instantes de petite taille jusqu’à

30 tâches avant la condition d’arrêt (15 min).

Une troisième méthode, plus efficace, basée sur l’approche par séparation et évaluation

(B&B) a été présentée. Nous avons utilisé les propriétés d’optimalité pour déterminer

trois bornes inférieures de la méthode, les deux heuristiques développées précédemment

ont permis de déterminer la borne supérieure.

Une étude expérimentale des méthodes de résolution a été présentée. Cette étude nous

a permis d’évaluer la performance de ces méthodes. Pour les instances de petite taille, les

deux premières méthodes ont réussi à résoudre des instances de petite taille. Cependant,

l’approche par séparation et évaluation est plus efficace et elle peut résoudre des instances

de taille allant jusqu’à n = 500 tâches.

Comme perspective à ce travail, nous proposons une étude du problème lorsque plu-

sieurs périodes de maintenance peuvent être insérées sur la machine. Cette proposition
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semble plus réaliste pour des cas industriels. À plus court terme, nous pouvons améliorer

la modélisation du programme linéaire en intégrant les règles de la méthode énumératives.

Enfin, nous pouvons envisager une approche globale similaire à l’approche présentée dans

la deuxième partie de cette thèse avec la prise en compte des variations positionnelles

pour les tâches.
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Conclusion générale et perspectives

Les problèmes d’ordonnancement en présence de périodes d’indisponibilité ont été

introduits en début des années 90 avec des périodes connues d’avance (la date de début et

la date de fin sont fixées). À partir de 2000, un modèle avec une indisponibilité, considérée

comme variable de décision, a été introduit par Lee et Leon [75]. Dans ce cas, on parle

d’un problème d’ordonnancement simultané de tâches et de périodes d’indisponibilité.

Outre cela, l’état des machines peut affecter les performances de production. En effet,

les machines peuvent connaître des effets de variation, tels qu’un effet de détérioration

ou d’apprentissage. Ainsi, l’insertion des périodes d’indisponibilité, souvent considérées

comme des périodes de maintenance, permet de contrer l’effet de détérioration et de

rétablir les conditions initiales de production.

Après avoir présenté les notions de base d’un problème d’ordonnancement, les diffé-

rents effets appliqués sur les machines et une analyse sur l’insertion des indisponibilités

dans le chapitre 1, une revue de littérature sur le sujet a été présentée dans le chapitre 2.

Nous nous sommes particulièrement focalisés sur les problèmes d’ordonnancement simul-

tanés des tâches et des périodes d’indisponibilité.

Dans la deuxième partie de la thèse (partie II), nous avons proposé une approche

globale de résolution des problèmes d’ordonnancement simultané de tâches et de mainte-

nance dans un atelier à une machine (chapitre 4) et à machines parallèles (chapitre 5).

Notons que dans cette partie nous nous sommes intéressés au modèle dépendant de la

position r de la tâche dans la séquence (position-dependent model).

Avant d’entamer la présentation de cette approche, un modèle général a été défini dans

le chapitre 4. Ce modèle est capable d’englober les modèles antérieurs de la littérature.

Il comporte un nouveau système des maintenances pondérées que nous notons MP. De

plus, aucune fonction spécifique n’est imposée pour la variation des temps opératoires.

Une version dépendante du groupe a aussi été présentée dans ce chapitre.

Les travaux présentés dans les chapitres (4 et 5) ont principalement consisté à résoudre

le modèle global dans un atelier à une machine et à machines parallèles, sous plusieurs

critères d’optimisation, tels que la minimisation de la durée totale de l’ordonnancement, la

somme des dates de fin, la somme des durées d’attente, la somme des variations des dates
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de fin et la somme des variations des durées d’attente. Nous avons montré en particulier

que la minimisation de la durée totale de l’ordonnancement Cmax peut être résolue avec

une complexité améliorée par rapport aux autres critères. Nous avons prouvé également

que cette approche reste valide pour les ordonnancements dépendants du groupe. Dans le

chapitre 6, nous avons étudié des cas particuliers issus du modèle global.

L’approche de résolution présentée dans ce mémoire est basée sur les problèmes d’af-

fectation linéaire. Nous soulignons la simplicité d’obtenir la matrice M d’affectation. Une

approche unifiée pour construire la matrice M a été présentée pour résoudre le problème

comme un simple problème d’affectation. Un grand nombre de différents critères d’opti-

misation et de modèles de maintenance peuvent être traités de cette façon, fournissant

ainsi l’accès à tous ces modèles qui ont souvent été étudiés séparément dans la littérature.

Les travaux élaborés dans cette partie ont permis de résoudre des problèmes d’ordonnan-

cement non traités avant et aussi de généraliser et améliorer des résultats antérieurs.

Nous nous sommes concentrés dans le chapitre 7 sur un atelier flow shop à deux

machines en présence d’une période de maintenance variable sur la deuxième machine.

L’objectif est la minimisation de la durée totale de l’ordonnancement Cmax. Notre étude

a montré que le problème est polynomial si l’indisponibilité doit être insérée avant un

instant T donné. Cependant, le problème est NP-difficile si la période de maintenance

doit être insérée après l’instant T . Trois méthodes exactes (une méthode énumérative, un

programme linéaire et une méthode de séparation et évaluation) ont été développées pour

résoudre ce problème. L’étude expérimentale a montré que la troisième méthode est plus

performante que les deux premières méthodes. La figure 7.29 représente le plan général

de la thèse.

Ce travail a donné lieu à des publications dans des revues internationales ([31], [37] et

[30]). Nous avons également publié nos résultats lors de conférences internationales ([34],

[35] et [33]) et nationales ([32] et [36]).

Perspectives pour l’approche globale de résolution

Une hypothèse forte est faite sur les temps opératoires des tâches sont dépendants de

la position r, avec p(j, r) la durée de la tâche Tj dans la position r. Nous avons vu dans

la littérature qu’un deuxième modèle intéressant existe, dont la durée de la tâche est en

fonction de sa date de début t. Il serait donc intéressant d’étendre notre approche globale

en intégrant le modèle temporel p(j, t). En se basant sur le fait que la date de début t

d’une tâche peut être exprimée en fonction des temps opératoires des tâches exécutées

avant la tâche, i.e. t =
∑j−1

s=1 p[s], nous pouvons généraliser notre approche au modèle

temporel.
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Partie I : Contexte et état de l’art

Partie II : Ap-
proche globale

Partie III : Pro-
blème flow shop

Chapitre 4 : Atelier
à une machine

Chapitre 5 : Atelier
à machines parallèles

Chapitre 6 : Cas particuliers

Conclusion générale et perspectives

Chapitre 3 : Modéle global

Figure 7.29 – Plan général de la thèse

Pour aller plus loin, nous proposons aussi d’étendre notre approche sur des temps

opératoires plus généraux qui varient à la fois en fonction de la position r et du temps t,

avec p(j, r, t) le temps opératoire de la tâche Tj ordonnancée dans la position r à l’instant

t. Il nous semble donc intéressant d’étudier ce modèle.

Nous avons supposé que les ressources des maintenances sont illimitées. En pratique,

cette hypothèse n’est pas toujours vraie. Il serait donc intéressant d’étudier le problème

en tenant en compte la limitation des ressources. Par exemple, dans le cas d’un atelier

de machines parallèles, nous pouvons étudier notre problème avec une interdiction de

chevauchement des maintenances, car une seule équipe de maintenance est disponible.

Perspectives pour le problème flow shop

Dans la troisième partie, nous nous sommes limités à la résolution du problème flow

shop à deux machines avec une seule période de maintenance sur la deuxième machine.

Néanmoins, les problèmes avec plusieurs périodes de maintenance sont plus proches de

la réalité industrielle. Ainsi, la prise en compte de plusieurs périodes de maintenance

constitue une perspective intéressante à envisager comme suite à ce travail.

Dans cette partie, aucun effet de variation n’est appliqué sur les machines. Évidem-

ment, en pratique, les machines connaissent des effets de variation (effet d’apprentissage

/ effet de détérioration). Dans ce cas, nous proposons d’étudier le problème en présence

d’un effet de détérioration ou d’apprentissage.
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Nous proposons aussi de réétudier les méthodes présentées dans cette partie (la mé-

thode énumérative, le programme linéaire et l’approche de séparation et évaluation) avec

une période de maintenance sur la première machine ou sur les deux machines.

Comme perspectives générales à ce travail, nous en citons ici trois qui nous semblent

importantes :

– une étude qui prend en compte une fenêtre de réalisation pour la maintenance.

Notons que les problèmes avec des fenêtres de réalisation ont été étudiés dans le cadre

des maintenances flexibles, mais avec un modèle très restreint, cf. Aggoune et al. [1].

On pourrait étudier le modèle présenté dans cette thèse dans un environnement de

réalisation flexible.

– le modèle général proposé dans cette thèse pourrait être étendu, en considérant

d’autre système de maintenance et/ou de variations des tâches.

– une étude du modèle global, présenté dans cette thèse, avec d’autres critères d’op-

timisation tels que la minimisation des retards.
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Annexe A

A Glossaire des notations utilisées

Cj date d’achèvement de la tâche Tj

C[r] date d’achèvement de la tâche ordonnancée en position r

Gl
i groupe des tâches entre l’indisponibilité i − 1 et i sur la machine Ml

kl nombre d’indisponibilités sur la machine Ml

k =
∑m

l=1 kl nombre d’indisponibilités sur l’ensemble des machines

k0 borne supérieure du nombre d’indisponibilités

m nombre de machines

mli durée de la période d’indisponibilité i sur la machine Ml

n nombre de tâches

p(l, j, r) temps opératoire de la tâche Tj à la position r sur Ml

pj durée intrinsèque de la tâche Tj

r position de la tâche dans la séquence de l’ordonnancement

tli durée d’exécution séparant deux indisponibilités i − 1 et i sur Ml

TADC variation des dates de fin

TADW variation des durées d’attente

TC somme des dates de fin

TML charge totale des machines (
∑m

l=1 C l
max)

TW somme des durées d’attente

Vj(l, i, r) coût d’affectation de la tâche j à la position (machine Ml, groupe i, rang r)

Wj durée d’attente de la tâche Tj

W[r] durée d’attente de la tâche ordonnancée en position r

α > 0 facteur de détérioration de la période d’indisponibilité

αli > 0 facteur de détérioration de la ième indisponibilité sur Ml

β ≥ 0 durée standard de la période d’indisponibilité

βli ≥ 0 durée standard de la ième indisponibilité sur Ml
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Annexe B

B Les critères d’optimisation

B.1 Minimisation de la somme des dates de fin

La minimisation de la somme des dates de fin est donnée par la formule :

∑

Cj =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

C[i,r] =
k+1∑

i=1

(

C[i,1] + C[i,2] + . . . + C[i,ni]

)

Ce critère est défini en fonction des dates de fin de chaque tâche. Tout d’abord, nous

considérons le problème avec des périodes de maintenance de durées nulles (mi = 0). Dans

ce cas, il est clair que la somme des dates de fin est égale à :

∑

Cj =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

(

n −
i−1∑

h=0

nh − r + 1

)

p([i, r], r) =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

(n − sir + 1) p([i, r], r) (7.1)

où sir = r +
∑i−1

h=0 nh, avec n0 = 0, sir représente le rang global de la tâche sur la machine.

Pour notre problème, où les maintenances suivent le modèle MP, les dates de fin

des tâches ordonnancées dans un groupe Gi sont augmentées par les durées des périodes

de maintenance qui précèdent Gi (les périodes de maintenance m1, m2, . . . , mi−1), voir fi-

gure B.1. Par conséquent, la portion de la maintenance, associée à la tâche Tj ordonnancée

au rang r du groupe Gi, contribue aux dates de fin de toutes les tâches qui se trouvent dans

les groupes suivants par une valeur w(j, r)p(j, r). Le nombre de tâches dans les groupes

qui suivent Gi est :
∑k+1

h=i+1 nh. Ainsi, la contribution totale de la portion de la mainte-

nance, liée à la tâche Tj insérée dans le groupe Gi, est égale à (
∑k+1

h=i+1 nh)w(j, r)p(j, r).

De même, la durée élémentaire βi de la ième période de maintenance contribue à la somme

des dates de fin (
∑

Cj) par une valeur égale à :
∑k+1

h=i+1 nhβi. En ajoutant ces valeurs à la
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somme des dates de fin (7.1), nous obtenons :

∑

Cj =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1



n −
i−1∑

h=0

nh − r + 1 +
k+1∑

h=i+1

nhw([i, r], r)



 p([i, r], r) +
k∑

i=1

k+1∑

h=i+1

nh βi

(7.2)

Machine G1 m1 . . . mi−1 Gi mi . . . mk−1 Gk mk Gk+1

Figure B.1 – Répartition des tâches et des maintenances sur une machine

Pour bien illustrer cette expression, nous présentons l’exemple suivant.

Exemple :

On considère la séquence suivante : {T1, T2, m1, T3, T4, m2, T5}, voir la figure B.2.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Rang r : 1 2 1 2 1

Machine T1 T2 m1 T3 T4 m2 T5

C1 C2 C3 C4 C5

Figure B.2 – Exemple avec une machine et deux périodes de maintenance

La portion de la maintenance m1, due à l’ordonnancement de la tâche T2, contribue

aux dates de fin des tâches des groupes suivants (trois tâches : T3, T4 et T5). Ainsi, la

contribution totale de cette portion à l’objectif est : 3 × w(2, 2)p(2, 2). De même, la durée

élémentaire de la première maintenance β1 contribue à la
∑

Cj par une valeur 3 × β1.
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B.2 Minimisation de la variation des dates de fin

La minimisation de la variation des dates de fin est donnée par la formule :

TADC =
n∑

i=1

n∑

j=i

|Cj − Ci|

Ce critère est défini en fonction des dates de fin de chaque tâche. Tout d’abord, en consi-

dérant le problème avec des périodes de maintenance de durées nulles (mi = 0). Dans ce

cas, la variation des dates de fin peut être exprimée comme suit (voir Kanet [65]) :

TADC =
∑

i<j

|Ci − Cj| =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

(
i−1∑

h=0

nh + r − 1

) (

n −
i−1∑

h=0

nh − r + 1

)

p([i, r], r) (7.3)

=
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

(sir − 1) (n − sir + 1) p([i, r], r) (7.4)

où sir = r +
∑i−1

h=0 nh, avec n0 = 0, sir représente le rang global de la tâche sur la machine.

Lorsque les périodes de maintenance suivent le modèle MP (durées non nulles), les

dates de fin des tâches ordonnancées dans un groupe Gi sont augmentées par les durées

des périodes qui le précèdent (les périodes de maintenance m1, m2, . . . , mi−1). La somme

de la variation des dates de fin augmente par la durée de la première maintenance si

une tâche du groupe G1 est combinée avec une tâche de groupes G2, G3,. . . . D’une façon

générale, une période de maintenance i augmente la valeur de TADC, lorsqu’une tâche

appartient à un groupe Gx (x ≤ i) et combinée avec une tâche de groupe Gy (y > i).

La portion de maintenance, associée à une tâche Tj ordonnancée au rang r du groupe

Gi, participe à la valeur finale du TADC. La durée de cette portion w(j, r)p(j, r) intervient

dans chaque différence |Cx − Cy|, avec x ≤ i et y > i. Ainsi, la contribution totale de la

portion de maintenance w(j, r)p(j, r), liée à la tâche Tj insérée dans le groupe Gi, est :

(
∑i

h=1 nh)(
∑k+1

h=i+1 nh)w(j, r)p(j, r). De même, la durée élémentaire de la ième période de

maintenance contribue (
∑i

h=1 nh)(
∑k+1

h=i+1 nh) fois dans la valeur du TADC.

Alors, la durée du TADC, en présence de k périodes de maintenance dont les durées

suivent le modèle MP, peut être exprimée par :

TADC =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1



(sir − 1)(n − sir + 1) + (
i∑

h=1

nh)(
k+1∑

h=i+1

nh)w([i, r], r)



 p([i, r], r)

+ (
i∑

h=1

nh)(
k+1∑

h=i+1

nh)w([i, r], r)βi
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Pour bien illustrer cette expression, nous considérons l’exemple suivant :

Exemple :

On considère la séquence suivante : {T1, T2, m1, T3, T4, m2, T5}, voir la figure B.3.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Rang r : 1 2 1 2 1

Machine T1 T2 m1 T3 T4 m2 T5

C1 C2 C3 C4 C5

Figure B.3 – Exemple avec une machine et deux périodes de maintenance

La portion de la maintenance m1 due à l’ordonnancement de la tâche T2 contribue par

une valeur w(2, 2)p(2, 2) aux différences entre les dates de fin des tâches du groupe G1 et

celles des groupes G2 et G3, i.e. six différences : |C3 − C1|, |C3 − C2|, |C4 − C1|, |C4 − C2|,

|C5 − C1| et |C5 − C2|.

Ainsi, la contribution totale de cette portion est : 6×w(2, 2)p(2, 2). De même, la durée

élémentaire de la première maintenance β1 contribue au TADC par une valeur 6 × β1.
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B.3 Minimisation de la variation des durées d’attente

La minimisation de la variation des durées d’attente est donnée par la formule :

TADW =
n∑

i=1

n∑

j=i

|Wj − Wi|

Ce critère est défini en fonction des durées d’attente de chaque tâche. Tout d’abord, nous

considérons le problème avec des périodes de maintenance de durées nulles (mi = 0). Dans

ce cas, la variation des durées d’attente peut être exprimée comme suit (voir Bagachi [9]) :

TADW =
n∑

i=1

n∑

j=i

|Wj − Wi| =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

(
i−1∑

h=0

nh + r

) (

n −
i−1∑

h=0

nh − r

)

p([i, r], r)

=
k+1∑

i=1

ni∑

r=1

sir (n − sir) p([i, r], r) (7.5)

où sir = r +
∑i−1

h=0 nh, avec n0 = 0, sir représente le rang global de la tâche sur la machine.

En utilisant la même analyse que précédemment, nous pouvons montrer que la contri-

bution de la maintenance à la valeur finale du TADW est identique à celle du TADC.

Ainsi, la valeur finale de la variation des durées d’attentes peut être exprimée comme

suit :

TADW =
k+1∑

i=1

ni∑

r=1



sir(n − sir) + (
i∑

h=1

nh)(
k+1∑

h=i+1

nh)w([i, r], r)



 p([i, r], r)

+ (
i∑

h=1

nh)(
k+1∑

h=i+1

nh)w([i, r], r)βi
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Résumé

Dans cette thèse, nous nous intéressons aux problèmes d’ordonnancement simultané de tâches

et de périodes d’indisponibilité. Dans un premier temps, nous réalisons une revue de littérature

sur la prise en compte des indisponibilités dans les problèmes d’ordonnancement.

Ensuite, nous définissons un modèle général qui englobe des modèles existants de la lit-

térature pour des ateliers à une machine et à machines parallèles. Une approche globale de

résolution basée sur les problèmes d’affectation linéaire a été développée. Cette approche per-

met de résoudre le modèle général comme un simple problème d’affectation. Un grand nombre

de critères d’optimisation et de modèles de maintenance peuvent être traités en utilisant cette

approche, fournissant ainsi l’accès à tous les modèles qui ont souvent été étudiés séparément dans

la littérature. Les résultats élaborés avec cette approche ont permis de résoudre des problèmes

d’ordonnancement non traités avant et aussi de généraliser et améliorer des résultats antérieurs.

Nous proposons, en dernier lieu, une étude d’un problème flow shop à deux machines en

présence d’une période d’indisponibilité sur la deuxième machine. Une étude de complexité est

menée sur le problème. Ensuite, nous définissons des propriétés d’optimalité. En se basant sur

ces propriétés, trois méthodes de résolution exacte sont proposées ; une méthode énumérative,

un programme linéaire et une méthode basée sur l’approche de séparation et évaluation B&B.

Une analyse expérimentale est présentée afin d’évaluer les performances de ces méthodes.

Mots clés : période d’indisponibilité, maintenance, ordonnancement simultané, durée variable

Abstract

In classical scheduling problems, machines are assumed to be continuously available. Howe-

ver, in a real manufacturing system, machine may become unavailable during the scheduling

period due to preventive maintenance. In this dissertation, we are interested in the problems of

jointly scheduling jobs and unavailability periods.

We start our study by introducing a general framework for scheduling problems and we

present a review of the scheduling problems with unavailability periods.

Then, we consider a general model for scheduling jobs on single-machine and unrelated

parallel-machines with maintenance interventions. A unified approach is presented to solve this

model as an assignment problem. A large number of performance criteria and maintenance

models can be treated in this way, thus providing access to models that have often been studied

separately in the published literature.

Finally, we focus on the problem of a two-machine flow-shop makespan scheduling with the

deteriorating maintenance period on the second machine. Then, we establish some conditions of

the optimal schedule. In order to solve the problem, we proposed different exact methods : enu-

merative method, mixed-integer programming (MIP) model and a branch & bound algorithm.

Numerical experiments are reported for all the proposed methods.

Keywords : unavailability constraints, maintenance activities, scheduling, variable duration



205


