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Résumé
Les résultats présentés dans cette thèse s’articulent autour de la synthèse d’observa-
teurs de type grand gain pour des classes de systèmes non linéaires. Une classe de
systèmes multi-entrées/multi-sorties non uniformément observables a tout d’abord été
considérée et un observateur dont le gain est issu de la résolution d’une équation diffé-
rentielle ordinaire de Lyapunov a été proposé. La convergence exponentielle de l’erreur
d’observation sous-jacente a été établie sous une condition d’excitation persistante
bien appropriée. La synthèse de l’observateur proposé a été ensuite reconsidérée pour
prendre en compte l’échantillonnage et la présence de retard sur la sortie. L’observa-
teur résultant de la resynthèse a une structure en cascade avec des systèmes en chaîne
où le premier système de la cascade estime l’état retardé tandis que l’état du dernier
système est une estimation de l’état instantané du système. La deuxième classe de
systèmes considérée dans cette thèse est une forme normale observable multi-sorties
comportant des incertitudes et dont la sortie est échantillonnée et retardée. Un obser-
vateur en cascade a été proposé pour l’estimation de l’état instantané du système. Les
performances des différents observateurs proposés ont été illustrées à travers plusieurs
exemples en simulation tout au long de de la thèse.

Mots-clés: Systèmes non linéaires , Observateur à grand gain, Observateur continu-
discret, Observateur en cascade, Excitation persistante, Moteur Strling à piston libre,
Bioréacteur.

Abstract
The results given in this thesis deal with the design of high gain observers for

some classes on nonlinear systems. A class of multi-inputs/multi-output non uniformly
observable systems has been first considered and an observer the gain of which is issued
from the resolution of a Lyapunov ordinary differential equation has been proposed. The
exponential convergence of the underlying observation error has been established under
an appropriate persistent excitation condition. The design of the proposed observer
has then been reconsidered in order to account for the sampling and delay processes
which may occur on the output. The redesigned observer assumes a cascade structure
with chained systems where the head of the cascade is an observer for the delayed
state while the state of the last system in the cascade constitutes an estimation of
the system actual state. The second class of systems considered in this thesis is a
multi-outputs observable normal form involving some uncertainties and with a delayed
sampled output. A cascade observer allowing the estimation of the system actual state
has been proposed. The performance and main properties of the proposed observers
have been illustrated in simulation by considering many examples throughout this
thesis.

Keywords: Nonlinear systems, High gain observer, Continuous-discrete observer, Cas-
cade observer, Persistent excitation, Free piston Stirling engine, Bioreactor.
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à Dieu

"Ne t’ai-je pas commandé : Sois fort et courageux ? Ne crains pas, ne t’effraie pas, car le
Seigneur ton Dieu sera avec toi partout où tu iras..."

Josué 1 :9
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Notation

R Ensemble des nombres réels.
R+ Ensemble des nombres réels positifs ou nuls.
Rn Espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels.
Rn×m Ensemble des matrices réelles de dimension n×m.
In Matrice d’identité de dimension n× n (appropriées).
0n×m Matrice nulle de dimension n×m (appropriées).
t Variable temporelle.
θ Paramètre de réglage du gain de l’observateur.
λmin(· · · ) La plus petite valeur propre de la matrice carrée (·)
λmax(· · · ) La plus grande valeur propre de la matrice carrée (·)
[a, b] Intervalle fermé de R d’extrémités a et b
[a, b[ Intervalle semi-fermé de R d’extrémités a et b
]a, b[ Intervalle overt de R d’extrémités a et b
{1, · · · , r} Ensemble des r premiers nombres entiers positifs
U Sous ensemble dans Rn

x = [x1, · · · , xn] Vecteur d’état instantané
x1 ∈ Rp Sous vecteur de x ∈ Rn

x1 ∈ R Variable d’état
, Égal par définition
|a| Valeur absolute du nombre réel a
xT Transposée du vecteur x
‖x‖ Norme euclidienne du vecteur x
ẋ(t) = dx

dt
Dérivé temporelle de l’état x

AT Transposée de la matrice A
‖A‖ Norme euclidienne de la matrice A
diag(a1, · · · , ap) Matrice diagonale constituée par ai, où i = 1, ·, p
∆θ Matrice diagonale de dimension n× n
supx(t) Supremo du vecteur x
τ Retard de temps
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Notation

Abréviations :

SNL Système non linéaire
MIMO Multi-entrées/ Multi-sorties (Multi Input / Multi Output)
SISO Mono-entrées/ Mono-sorties (Single Input / Single Output)
LMI Inégalité Matricielle Linéaire (Linear Matrix Inequality)
ODE Équation Différentielle Ordinaire (Ordinary Differential Equation )
SDP Matrice symétrique définie positive
DDE23 Équation différentielle retardée avec un retard constate

(Delay Differential Equations with a constant Delay)
FPSE Moteur Stirling à Piston Libre (Free Piston Stirling Engine)
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Chapitre 1

Introduction générale

Les travaux de recherche sur l’observation et la synthèse d’observateurs des systèmes
non linéaires continuent à susciter l’intérêt de la communauté automaticienne à travers
le monde. Plusieurs approches ont été adoptées pour la synthèse de ces observateurs.
La première approche, qui a suscité beaucoup d’intérêt pendant longtemps, est celle
basée sur le filtre de Kalman. Cet intérêt est essentiellement dû à une simplicité rela-
tive dans sa mise en oeuvre même pour des systèmes de taille importante. De plus, ce
filtre constitue souvent le point du départ pour la synthèse d’observateurs pour de tels
systèmes. Toutefois, dans la plupart des cas, on manque de preuve de convergence du
filtre. Une deuxième approche est basée sur la linéarisation de l’erreur d’observation.
Elle consiste à mettre le système sous une forme où les non linéarités du système de dé-
pendent plus que des entrées et sorties. La difficulté essentielle posée par cette approche
consiste en la recherche des transformations appropriées qui mettent le système sous la
formé désirée ([Boutat et al., 2009, Gauthier and Hammouri, 1992, Guay, 2002, Kre-
ner and Isidori, 1983, Krener and Respondek, 1985, Rajamani, 1998, Respondek et al.,
2009, Xia and Gao, 1989, Tami et al., 2016]). Une troisième approche est basée sur
des techniques LMI qui s’appuient sur des équations de type Lyapunov ou Riccatti,
algébriques ou différentielles ([Rajamani, 1998, Zemouche and Boutayeb, 2013]). La
synthèse de l’observateur repose alors sur la faisabilité d’un certain nombre d’inéga-
lités matricielles linéaires (Linear Matrix Inequality, LMI). L’inconvénient majeur de
cette approche réside dans l’absence dans la plupart des cas de conditions exploitables
garantissant la faisabilité des LMI considérés. En effet, la faisabilité de ces LMI devra
être vérifiée a priori de manière numérique ([Arcak and Kokotović, 2001]). La qua-
trième approche utilise des outils de l’algèbre différentielle. Elle consiste à exprimer les
états non mesurées en fonction des sorties, des entrées et de leurs dérivées (par rapport
au temps) successives, ces dérivées étant calculées par des différentiateurs numériques
(cf. par exemple [Fliess et al., 2008]). Une cinquième approche se base le calcul par
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intervalles (cf. par exemple [Efimov and Raïssi, 2016, Moisan et al., 2009, Raïssi et al.,
2012, Mazenc et al., 2012]). Une dernière approche est celle basée sur des formes cano-
niques ou normales observables. Une contribution bien connue qui entre dans le cadre
de cette approche est celle de ([Gauthier et al., 1992]) où les auteurs donnent une condi-
tion nécessaire et suffisante pour caractériser les systèmes mono-sorties uniformément
observables (ou encore observables pour toute entrée) et elle consiste en l’existence
d’une transformation qui mette le système sous une forme triangulaire. Cette forme
canonique est ensuite exploitée pour la synthèse d’un observateur à grand gain sous
certaines conditions, notamment le caractère global Lipschitz des non linéarités. On
notera que le gain de l’observateur proposé est issu de la résolution d’une équation al-
gébrique de Lyapunov et son expression a été donnée. La généralisation de ce résultat
aux systèmes multi-sorties a fait l’objet de plusieurs travaux dont notamment ([Farza
et al., 1998, Busawon et al., 1998, Deza et al., 1992, Farza et al., 2004, Gauthier and
Kupka, 2001, Hammouri and Farza, 2003, Hou et al., 2000, Shim et al., 2001, Farza et
al., 2011, Hammouri et al., 2010, Besançon and Ticlea, 2007, Dufour et al., 2012]). On
notera que plusieurs travaux relativement récents se sont intéressés à l’amélioration des
performances des observateurs de type grand gain en particulier vis-à-vis des bruits de
mesures en proposant soit des versions avec un paramètre de synthèse variant dans le
temps ou en changeant légèrement la structure du gain de l’observateur [Ahrens and
Khalil, 2009, Boizot et al., 2010, Sanfelice and Praly, 2011, Oueder et al., 2012, Boker
and Khalil, 2013, Alessandri and Rossi, 2015, Astolfi and Marconi, 2015]. Les travaux
qui seront présentés dans ce mémoire entrent dans le cadre de la dernière approche.

Il est bien connu que contrairement aux systèmes linéaires, l’observabilté des systèmes
non linéaires dépend des entrées du système. En dépit des efforts importants réalisés
durant les trente dernières années dans l’étude de l’observabilité et de la synthèse d’ob-
servateurs pour les systèmes non linéaires, plusieurs problèmes restent ouverts. Parmi
les travaux consacrés à l’observation des systèmes non linéaires, nous allons nous inté-
resser en particulier à ceux qui sont qui s’appuient sur l’exhibition de formes normales
ou canoniques d’observabilité. En suivant cette approche, plusieurs travaux se sont in-
téressés à la classe des systèmes non linéaires qui sont observables pour toute entrée.
Une telle classe de systèmes peut s’interpréter comme étant la prolongement naturel
des systèmes linéaires observables. Le but ultime derrière l’étude de l’observabilté des
systèmes non linéaires observables pour toute entrée est d’exhiber une forme cano-
nique d’observabilité pour ces systèmes, c’est-à-dire une forme sous laquelle peut se
mettre tout système non linéaire observable pour toute entrée. Comme nous l’avons
mentionné précédemment, les premiers résultats dans ce sens ont été obtenus au début
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des années 1990 où une forme canonique a été proposée pour les systèmes non linéaires
mono-entrée/mono-sortie et affines en l’entrée [Gauthier et al., 1992, Deza et al., 1992].
Cette forme canonique est composée d’une partie linéaire par rapport à l’état avec une
matrice anti-décalage et une partie non linéaire dépendant de l’entrée et ayant une
structure triangulaire. Ce résultat a été généralisé dans [Gauthier and Kupka, 2001]
dans le cas non affine en la commande, toujours pour les systèmes mono-sorties. Le cas
des systèmes multi-sorties est plus crucial. Plusieurs formes normales d’observabilité
ont été proposées pour des classes de systèmes observables pour toute entrée dans ce
cas. Une de ces formes est celle proposée dans [Hammouri and Farza, 2003] et elle
mime la forme canonique du cas mono-sortie. En effet, toutes les sorties sont considé-
rées dans un seul bloc et la dérivation successive de l’ensemble de ces sorties donne lieu
à plusieurs blocs qui donnent lieu à un système composé d’une partie linéaire décrite
par une matrice anti-décalage en blocs, avec des non linéarités qui sont triangulaires
par rapport aux variables décrivant chaque bloc. Une autre forme a été proposée dans
[Shim et al., 2001] où plusieurs blocs sont considérés et chacun de ces blocs est asso-
cié à une sortie et ses dérivées successives. La forme normale proposée consiste en un
système constitué par un nombre de blocs égal au nombre de sorties. Chaque bloc est
composé d’une partie linéaire décrite par une matrice anti-décalage par rapport aux
variables du bloc et un terme non linéaire ayant une structure triangulaire par rapport
aux variables de tous les blocs. Notons que pour les deux formes précédentes, il n’y en
a pas une qui est plus générale que l’autre, c’est-à-dire qui’il y a des classes de systèmes
observables pour toute entrée qui peuvent se mettre sous une forme et pas sous l’autre.
Ces formes ont été utilisées pour la synthèse d’observateurs de type grand gain. Le gain
de ces observateurs est issu de la résolution d’une équation algébrique de Lyapunov et
son expression est explicitement donnée.

Dans la continuité de ces travaux, d’autres travaux ont proposé des formes normales
observables pour toute entrée. Ces formes ont été surtout considérés pour la synthèse
d’observateurs. Une de ces formes a été proposée dans [Hammouri et al., 2010] et des
conditions suffisantes portant sur la structure des non linéarités ont été formulées pour
permettre de synthétiser un observateur. La forme normale se présente sous la forme de
plusieurs blocs dont chacun est associé à une sortie et les conditions proposées portent
sur l’existence de certains paramètres réels qui traduisent le couplage entre les non
linéarités des différents blocs. Une forme plus générale a été présentée dans [Farza et
al., 2011] et elle se présente sous la forme de plusieurs blocs dont chacun est associé
à toute ou partie de l’ensemble des sorties considérées. La caractéristique principale
de cette forme réside dans le fait que dans chaque bloc, certaines dynamiques peuvent
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dépendre de toutes les variables du système, c’est-à-dire des variables de tous les blocs.
Comme nous l’avons mentionné précédemment, le problème consistant à exhiber une
forme canonique pour l’ensemble des systèmes non linéaires observables pour toute
entrée reste ouvert puisqu’on peut encore exhiber des classes de systèmes observables
pour toute entrée qui ne peuvent pas se mettre sous les formes normales existantes.

Tous les travaux cités précédemment traitent des systèmes observables pour toute en-
trée et la synthèse de l’observateur ne nécessité aucune condition sur les entrées considé-
rées. Lorsque le système n’est pas observable pour toute entrée, des conditions souvent
qualifiées de conditions d’excitation persistante devraient être formulées pour garantir
l’observabilité du système. Ces conditions supposent généralement que les entrées sont
régulièrement persistante, ce sont les entrées pour lesquelles le grammien d’observa-
bilité reste toujours défini positif sur une fenêtre glissante de largeur donnée. Cette
notion a été reprise dans [Besançon and Ticlea, 2007] où la notion d’entrée localement
régulière a été introduite pour la synthèse d’un observateur de type grand gain pour
des classes de systèmes affines en l’état où la matrice traduisant le caractère affine par
rapport à l’état dépend des entrées et des sorties du système. La principale propriété
des entrées localement régulières réside dans le fait que la largeur fenêtre glissante
sur laquelle le grammien d’observabilité reste positif peut être arbitrairement petite
et cette largeur est en particulier proportionnelle à l’inverse d’un paramètre de syn-
thèse de l’observateur, dont la valeur est généralement élevé. Le gain de l’observateur
sous-jacent est issue de la résolution d’une Equation Différentielle Ordinaire (EDO) de
Lyapunov. La convergence de l’erreur d’observation utilise les mêmes techniques que
celles pour les systèmes observables pour toute entrée. La seule différence réside dans la
fonction quadratique de Lyapunov où la matrice considérée n’est plus constante mais
elle est régie par une EDO de Lyapunov d’où est issu le gain d’observation. Le carac-
tère défini positif de cette matrice est généralement obtenu comme une conséquence du
fait que les entrées considérés sont localement régulièrement persistantes. La bornitude
de cette matrice nécessite l’adoption d’autres conditions telle que la bornitude de la
sortie. Dans [Dufour et al., 2012], les auteurs définissent la classe des entrées régulières
qui inclut celle des entrées localement régulières et donnent des conditions suffisantes
permettant de caractériser de telles entrées.

Notre première contribution dans cette thèse a consisté dans la synthèse d’un observa-
teur pour une classe de systèmes non linéaires non uniformément observables qui sont
pseudo-affines par rapport à l’état. La dynamique du système considérée est composée
de deux parties additives. Dans la première partie, l’état apparaît de manière affine
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avec une matrice anti-décalage où les termes non-nuls sont des fonctions (non linéaires)
ayant une structure triangulaire par rapport à l’état. Comme ces termes dépendent de
l’état (de manière triangulaire), nous avons utilisé le terme pseudo-affine. La deuxième
partie additive consiste en des linéarités avec une structure triangulaire par rapport
à l’état. Cette classe de systèmes inclut celles considérées dans [Besançon and Ticlea,
2007] et [Dufour et al., 2012] qui sont similaires mais où la matrice anti-décalage ne
dépend que des entrées et des sorties et non pas de l’état. En considérant des condi-
tions d’excitation persistantes similaires à celles considérées dans [Besançon and Ticlea,
2007, Dufour et al., 2012], un observateur de type grand gain est proposé.

Les travaux cités précédemment sont dédiés à la synthèse d’observateurs dans un
contexte où les sorties sont disponibles en temps continu. Quelques travaux se sont
intéressés à la re-synthèse des observateurs fonctionnant avec des sorties temps continu
pour donner lieu à des observateurs tenant compte du processus d’échantillonnage de
ces sorties. De tels observateurs sont souvent appelés observateurs continus-discrets
reflétant ainsi le fait que le modèle du système est temps continu alors que les me-
sures sont discrètes c’est-à-dire disponibles aux instants d’échantillonnage. La première
contribution intéressante en termes d’observateurs continus-discrets est celle proposée
dans [Deza et al., 1992] où les auteurs ont tout d’abord présenté la synthèse d’un ob-
servateur de type grand gain continu dont le gain est issu d’une équation différentielle
de type Riccatti, puis une version continue-discrète de cet observateur a été présen-
tée. Plus tard, cette synthèse, initialement proposée pour des systèmes mono-sorties
uniformément observables, a été étendue à d’autres classes de systèmes [Nadri and
Hammouri, 2003, Nadri et al., 2004, Nadri et al., 2013]. Des observateurs continus-
discrets dont les gains sont issus de la résolution de LMI ont aussi été proposés dans
[Mazenc et al., 2015, Dinh et al., 2016]. La structure des observateurs continus-discrets
cités dans les références précédentes est similaire à celle du filtre de Kalman continu-
discret : une prédiction de l’état est obtenue à partir d’un système dynamique qui est
une copie du système, puis, à l’instant d’échantillonnage, le gain d’observation est mis
à jour de manière appropriée pour corriger ensuite la prédiction de l’état en utilisant la
mesure disponible. Une approche basée sur la prédiction de sortie a été proposée dans
([Karafyllis and Kravaris, 2009]) pour faire face à l’indisponibilité des mesures de sortie
entre les instants d’échantillonnage. La structure de l’observateur sous-jacent est très
similaire à celle d’un observateur fonctionnant avec des sorties temps continu, la seule
différence réside dans le fait que la mesure temps continu, non disponible, est remplacée
par une prédiction temps continu appropriée issu de la résolution entre deux instants
d’échantillonnage successifs tk et tk+1 d’une EDO avec comme condition initiale la va-
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leur de la mesure disponible à l’instant tk. Il a été établi que l’observateur proposé est
un système hybride qui est capable de récupérer les propriétés de l’observateur avec
une sortie temps continu pour des courtes périodes d’échantillonnage.

Une autre approche a été décrite dans [Raff et al., 2008] où les auteurs ont proposé un
observateur continu-discret impulsionnele pour une classe de systèmes uniformément
observables avec des mesures discrètes. Le terme de correction de l’observateur proposé
est le produit d’un gain constant par la différence entre les valeurs estimée et mesurée
de la sortie. Le terme de correction se réduit ainsi à une constante, c’est-à-dire une
impulsion, d’où l’appellation de l’observateur (impulsionnel). Notons que le gain de
l’observateur est issu de la résolution d’une LMI appropriée. Dans [Bouraoui et al.,
2015], un observateur continus-discrets a été proposé pour une classe de systèmes non
linéaires uniformément observables renfermant des incertitudes. La synthèse de l’ob-
servateur proposé a été effectuée dans un premier temps en supposant que la sortie
est disponible de manière continue. Puis, une re-synthèse de l’ observateur a été effec-
tuée pour qu’il puisse fonctionner avec des sorties échantillonnées. Cette re-synthèse
a donné lieu à un observateur de type impulsionnel mais avec un gain variable dans
le temps. Cet observateur peut aussi être interprété comme étant un observateur qui
utilise une prédiction appropriée de la sortie. Il a été montré que les performances de
l’observateur continu-discret deviennent similaires à celles de l’observateur avec sortie
continue lorsque la période d’échantillonnage tend vers zéro.

Notre deuxième contribution dans cette thèse consiste à reconsidérer la synthèse de
l’observateur que nous avons proposé pour la classe des systèmes non uniformément
observables, pour donner lieu à une version continu-discrète qui puisse fonctionner avec
des sorties échantillonnées. La méthodologie de re-synthèse s’appuie sur celle adoptée
dans [Bouraoui et al., 2015]. De même, comme dans [Bouraoui et al., 2015], nous mon-
trerons que les performances de l’observateur continu-discret deviennent similaires à
celles de l’observateur avec sortie continue lorsque la période d’échantillonnage tend
vers zéro.

Un autre problème que l’on peut rencontrer lors de la synthèse d’observateurs réside
dans la présence de retard dans les mesures disponibles. Le problème de synthèse d’ob-
servateurs pour des systèmes avec des sorties retardées a suscité l’intérêt de plusieurs
travaux. Le cas des systèmes linéaires a été traité de manière détaillé dans [Kristic,
2009]. Pour les systèmes non linéaires, nous pouvons citer l’observateur proposé dans
[Germani et al., 2002] pour une classe de systèmes observables pour toute entrée dont
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la sortie est disponible avec un retard τ arbitrairement grand. Cet observateur a une
structure en cascade comportant m + 1 systèmes dynamiques dont la dimension de
chacun est égale à celle du système. Le système en tête de la cascade permet d’estimer
l’état retardé du système à partir de la sortie retardée. Pour les m autres systèmes
de la cascade, chacun d’entre est en fait un prédicteur de l’état du système précédant
avec un horizon de prédiction égal à τ/m de sorte que l’état du dernier système permet
d’estimer l’état instantané du système. L’inconvénient majeur de cet observateur réside
dans le fait que la série de prédicteurs fonctionne en boucle ouverte et on ne dispose
d’aucun paramètre de synthèse pour régler la dynamique de prédiction. Cette synthèse
a été reconsidérée dans [Kazantzis and Wright, 2005] pour une classe de systèmes pou-
vant se mettre sous une forme particulière. L’observateur proposé dispose aussi d’une
structure sous forme de cascade comme dans [Germani et al., 2002] et un paramètre de
synthèse sous forme d’une matrice stable est à la disposition de l’utilisateur pour régler
la dynamique de prédiction. Dans [Farza et al., 2015b], une classe plus générale de
systèmes uniformément observables avec un retard sur la sortie a été considérée et un
observateur en cascade similaire à ceux proposés dans [Germani et al., 2002, Kazantzis
and Wright, 2005] a été proposé. Comme dans [Kazantzis and Wright, 2005], le gain
de prediction peut être réglé à travers le choix d’une matrice stable.

Notre troisième contribution dans cette thèse a consisté à étendre l’approche proposée
dans [Farza et al., 2015b] à la classe de systèmes non uniformément observables pour
proposer un observateur de type grand gain fonctionnant avec des sorties échantillon-
nées disponibles avec un retard arbitrairement grand. Cet observateur a la même struc-
ture en cascade que ceux dans [Germani et al., 2002, Kazantzis and Wright, 2005, Farza
et al., 2015b] et son gain renferme une matrice stable qui permet de régler la dynamique
de prédiction.

Notre dernière contribution a reprendre une classe de systèmes uniformément obser-
vables comportant des incertitudes. Cette classe a déjà été considéré dans [Farza et
al., 2004] où les auteurs ont proposée un observateur à grand gain pour cette classe.
Elle a aussi été reconsidérée dans [Bouraoui et al., 2015] où les auteurs ont reconsidéré
la synthèse proposée dans [Farza et al., 2004] pour prendre en compte le processus
d’échantillonnage sur la sortie. Dans cette thèse, nous étendons la synthèse de l’ob-
servateur au cas où la sortie est disponible avec un retard constant arbitrairement
grand et ce dans le cas où cette sortie (retardée) est disponible de manière continue
dans le temps ou simplement à certains instants d’échantillonnage non nécessairement
équidistants. Effectivement, un observateur avec une structure en cascade est propo-

9



Chapitre 1. Introduction générale

sée pour la classe de systèmes considérés. Il a été en particulier établi qu’en l’absence
d’incertitude, l’erreur d’observation converge exponentiellement vers zéro. En présence
des incertitudes, l’erreur asymptotique d’observation reste dans une boule centrée sur
l’origine, dont l’amplitude du rayon dépend de la borne des incertitudes, de la valeur
du retard, de la période d’échantillonnage ainsi que de certains paramètres du système
tels que la constante de Lipschitz des non linéarités.
Ce mémoire est composé de 6 chapitres dont l’introduction et la conclusion et quatre
annexes de A à D..

Le deuxième chapitre est consacré à la conception d’un observateur grand gain pour
une classe de systèmes non linéaires non uniformément observables. Outre les hypo-
thèses habituelles adoptées lors de la synthèse d’observateurs de type grand gain, une
condition d’excitation persistante permettant d’assurer l’observabilité du système a été
considérée. Le gain de l’observateur proposé est issu de la résolution d’une équation
différentielle de type Lyapunov dont le caractère défini positif ainsi que la bornotude
de la solution a été démontré. La solution de cette équation a servi pour construire la
fonction de Lyapunov quadratique permettant de prouver la convergence exponentielle
de l’erreur d’observation. Nous présentons aussi dans ce chapitre une classe de systèmes
non linéaires uniformément observables comportant des incertitudes qui a été considé-
rée dans [Farza et al., 2004] et pour laquelle les auteurs ont proposé un observateur à
grand gain. Nous rappelons les principales étapes de cette synthèse qui seront reconsi-
dérées au chapitre 5 pour prendre en compte l’aspect d’échantillonnage et la présence
de retard sur la sortie.

Dans le troisième chapitre, une re-synthèse de l’observateur proposé dans le chapitre 2
a été considérée et cette re-synthèse a donné lieu à une variante de l’observateur fonc-
tionnant avec des sorties échantillonnées et auquel on se réfère par observateur continu-
discret. Nous avons montré que tant que l’amplitude de la période d’échantillonnage,
qui pourrait être variable, reste en dessous d’un certain seuil dont l’expression a été
fournie et qui dépend en particulier du gain de l’observateur et de certains paramètres
du système, les performances de l’observateur continu-discret sont similaires à celles de
l’observateur avec des sorties temps continu. Les performances de l’observateur continu-
discret sont illustrés dans ce chapitre à travers deux exemples dont le premier concerne
le moteur asynchrone et le second un moteur Stirling à piston libre .

Au quatrième chapitre, la synthèse de l’observateur continu-discret est étendu au cas
où les échantillonnées sont disponibles avec un retard arbitrairement grand τ . L’obser-
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vateur proposé a une structure de m+1 systèmes en cascade. Le premier système de la
cascade délivre une estimation de l’état retardé de la cascade alors que les autres sys-
tèmes sont des prédicteurs et chacun de ces systèmes estime l’état du système qui le suit
dans la cascade sur un horizon de prédiction égal à τ/m de sorte que l’état du dernier
système constitue une estimation de l’état instantané du système. Il a été montré que
longueur de la cascade dépend en particulier de l’amplitude du retard considéré ainsi
que de la constante de Lipschitz des non linéarités. Les performances de l’observateur
proposé ont été illustrés à travers un exemple académique puis à travers l’exemple du
moteur Stirling à piston libre.

Au cinquième chapitre, la synthèse présentée au chapitre relative à la classe de systèmes
non linéaires uniformément observables et comportant des incertitudes, est reconsidé-
rée. Cette re-synthèse a donné lieu à un observateur en cascade permettant d’estimer
l’état instantané du système à partir de mesures retardées de la sortie et ce dans le cas
où la sortie est disponible en temps continu ou simplement à certains d’échantillon-
nage. Nous avons montré à travers l’analyse de la convergence de l’erreur d’observation,
qu’en l’absence d’incertitudes, cette erreur converge exponentiellement vers zéro. En
présence des ces incertitudes, l’erreur asymptotique d’observation reste confinée dans
une boule centrée à l’origine dont le rayon dépend de la borne des incertitudes, de
la valeur du retard, de la période d’échantillonnage ainsi que de certains paramètres
du système tels que la constante de Lipschitz des non linéarités. Les performances de
l’observateur proposé ont été illustrés à travers un exemple académique puis à travers
un exemple traitant d’un bioréacteur.

Enfin, à la lumière des résultats obtenus, nous terminons ce mémoire avec une conclu-
sion et nous proposons quelques perspectives.

Pour la clarté du manuscrit, nous avons reporté certains développements en annexe. En
effet, cette thèse comporte quatre annnexes numérotés de A à D. L’annexe A contient
un bref rappel sur l’observabilité et la synthèse d’observateurs pour quelques classes de
systèmes non linéaires. L’annexe B est dédié à la présentation du modèle du moteur
Stirling à piston libre. Nous avons reporté dans l’annexe C les valeurs numériques
des différents paramètres intervenant dans le modèle du moteur asynchrone ainsi que
celles du moteur Stirling à piston libre qui ont été utilisés en simulation pour illustrer
les performances de certains observateurs proposés dans la thèse. Enfin, l’annexe D
rappelle deux lemmes techniques utilisés dans la preuve du théorème du chapitre 4.
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Chapitre 2

Observateurs pour des systèmes
non linéaires avec sortie disponible

en temps continu

2.1 Introduction

Dans la plupart des applications, le procédé doit être contrôlé ou surveillé en temps
réel et ceci nécessite de pouvoir accéder aux variations en fonction du temps des va-
riables d’état. Cet accès n’est pas toujours possible soit par manque de capteurs ap-
propriés ou par le coût élevé de certains de ces capteurs. Pour pallier à ce problème,
un observateur d’état (un estimateur) est généralement utilisé pour reconstruire les
variables d’état non mesurées. L’observateur est un algorithme qui fournit un estimé
x̂(t) de l’état x(t) du système, à partir des mesures de la sortie y(t) et de l’entrée u(t).

Comme nous l’avons souligné dans l’introduction générale de ce mémoire, plusieurs
approches peuvent être adoptés pour la synthèse d’observateur. Nous pouvons citer
par exemple [Alessandri and Rossi, 2015, Besançon, 1999, Ciccarella et al., 1993] où la
synthèse s’appuie sur des formes normales observables.

Dans ce chapitre, nous allons considérer deux classes différentes de systèmes non li-
néaires et nous allons proposer pour chacune de ces classes la synthèse d’un observateur
de type grand gain. La première classe représente un ensemble de systèmes non unifor-
mément observables qui a été considérée dans [Besançon et al., 1996] en vue de synthèse
d’observateur. L’observateur proposé dans [Besançon et al., 1996] pour cette classe de
systèmes se présente sous forme de cascade de plusieurs systèmes dont la dimension de
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chacun est égale à celle du système considéré. La convergence de l’erreur d’observation
associée a été établie en adoptant une certaine condition d’excitation persistante. Notre
objectif derrière la reconsideration de cette classe est de proposer un observateur dont
la structure est plus simple que celle de l’observateur proposé dans [Besançon et al.,
1996] et de formuler une condition d’excitation persistante appropriée qui permet de
garantir la convergence exponentielle de l’observateur. En effet, notre première contri-
bution dans cette thèse consiste à proposer la synthèse d’un tel observateur dont la
dimension est égale à celle du système. La synthèse de l’observateur qui sera présen-
tée dans ce chapitre suppose que les sorties sont disponibles en temps continu. Cette
synthèse sera reconsidérée dans les chapitres suivants où l’on considère tout d’abord le
cas des sorties échantillonnées, puis ensuite le cas de sorties échantillonnées et retardées.

La deuxième classe de systèmes a aussi été considérée dans [Bouraoui et al., 2015]
où les auteurs ont proposé la synthèse d’un observateur de type grand gain. Il a été
établi qu’en l’absence d’incertitude, l’erreur d’observation converge exponentiellement
vers zéro. En présence d’incertitudes (essentiellement) bornées, l’erreur asymptotique
d’observation reste confinée dans une boule centrée à l’origine et dont le rayon, qui
dépend de la borne des incertitudes, peut être rendu aussi petit que désiré par un
choix approprié d’un paramètre de synthèse de l’observateur. Ce résultat sera rappelé
et sera utilisé dans l’avant dernier chapitre de cette thèse où les sorties du système ne
sont plus disponibles en temps continu, comme c’est le cas dans ce chapitre, mais de
manière échantillonnée avec une période d’échantillonnage éventuellement variable et
un retard qui pourrait être arbitrairement grand.

2.2 Observateur continu pour une classe de sys-
tèmes non linéaires non uniformément obser-
vables

Comme nous l’avons énoncé précédemment, notre objectif consiste à présenter la syn-
thèse d’un observateur de type grand-gain pour une classe de systèmes non unifor-
mément observables où les sorties sont supposées être disponibles en temps continu.
Cette synthèse sera reconsidérée dans les chapitres suivant pour prendre en compte les
processus d’échantillonnage et de retard qui peuvent entacher ces sorties.

14



2.2. Obs. pour une classe de systèmes non linéaires non uniformément observables

2.2.1 Formulation du problème

Nous considérons la classe suivante de systèmes non linéaires multi-entrées et multi-
sorties  ẋ(t) = A (u(t), x(t))x(t) + ϕ (u(t), x(t))

y(t) = Cx (t) = x1(t)
(2.1)

avec
C =

[
In1×n1 0n1×n2 · · · 0n1×nq

]
(2.2)

A(u, x) =


0 A1(u, x1) · · · 0
... . . . . . . 0
0 Aq−1(u, x1, · · · , xq−1)
0 0 0 0

 (2.3)

ϕ(u, x) =



ϕ1(u, x1)
ϕ2(u, x1, x2)

...
ϕn−1(u, x1, · · · , xq−1)

ϕn(u, x)


(2.4)

où l’état du système x = ((x1)T ...(xq)T )T ∈ Rn, xk ∈ Rnk , k = 1, ..., q avec n1 = p et
q∑

k=1
nk = n et chaque Ak(u, x) est une matrice nk×nk+1 qui est triangulaire par rapport

à x i.e. Ak(u, x) = Ak(u, x1, ..., xk), k = 1, ..., q−1 ; ϕ(u, x) est une fonction non linéaire
qui possède une structure triangulaire par rapport à x ; u ∈ Rs représente l’entrée du
système et y ∈ Rp est la sortie continue.

Afin de synthétiser un observateur pour le système (2.1), les hypothèses classiques
suivantes sont adoptées ([Besançon et al., 1996] et [Farza et al., 2015a]) :

Hypothèse 2.2.1. L’état x(t) et l’entrée u(t) sont bornés, c’est-à-dire, x(t) ∈ X et
u(t) ∈ U , ∀t ≥ 0, où X ⊂ Rn et U ⊂ Rs sont des ensembles compacts.

Hypothèse 2.2.2. Les fonctions A(u, x) et ϕ (u, x) sont Lipschitz par rapport à x

uniformément en u où (u, x) ∈ U×X. Leurs constantes de Lipschitz sont respectivement
notées LA et Lϕ.

Notons que comme l’état appartient à l’ensemble borné X, nous pouvons construire
des prolongations Lipschitz des non linéarités, en utilisant des fonctions de saturation
lisses (cf. [Shim et al., 2001]). Dans ce qui suit, nous supposons que les prolongations
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ont été effectuées et que les fonctions A(u, x) et ϕ (u, x) sont le résultat de ces prolonga-
tions. Ceci permet de conclure que pour toute entrée bornée u ∈ U , les fonctions A(u, x)
et ϕ (u, x) sont globalement Lipschitz par rapport à x et sont bornées pour tout x ∈ Rn.

L’hypothèse 2.2.1 donne l’existence d’une borne supérieure pour l’état et pour A(u, x),
ces bornes sont définies comme :

xM = sup
t≥0
‖x(t)‖ (2.5)

ã = sup
u∈U,x∈X

‖A(u, x)‖ (2.6)

Afin de construire un observateur à grand-gain, on introduit la matrice diagonale ∆θ

comme :

∆θ = diag
[
In1 In2/θ · · · Inq/θ

q−1
]

(2.7)

Compte tenu des structure de A et C, les égalités suivantes peuvent êtres établies (on
pourra se référencer par exemple à [Farza et al., 2004])

∆θA(u, x)∆−1
θ = θA(u, x) C∆−1

θ = C (2.8)

Avant de présenter la synthèse de l’observateur, nous attirons l’attention sur la structure
assez générale du système (2.1). En effet, comme aucune condition n’est faite sur les
dimensions des matrice Ak, c’est-à-dire sur les nk, la structure triangulaire par rapport
à x des matrices Ak(u, x) et des non linéarités ϕ(u, x) n’est pas aussi contraignantes
que dans le cas d’une seule sortie où tous les nk sont égaux à 1. A titre d’exemple, la
classe de systèmes (2.1) renferme le cas où n1 = 1, n2 = n − 2 et n3 = 1 où n est la
dimension du système. Pour un tel exemple, le système devient


ẋ1 = A1(u, x1)x2 + ϕ1(u, x1)
ẋ2 = A2(u, x1, x2)x3 + ϕ2(u, x1, x2)
ẋ3 = ϕ3(u, x)

(2.9)

avec x = (x1 x
T
2 x3)T , x1, x2 ∈ IR et x2 ∈ IR2. On remarque que la matrice A2(u, x1, x2)

ainsi que la non linéarité ϕ2(u, x1, x2) dépendent de toutes les variables du système
exceptée la dernière, i.e. x3.

Notons que sous la condition p = n1 ≥ n2 . . . ,≥ nq avec rang(Ak(u, x)) = nk+1 pour
tout (x, u) ∈ X × U , les auteurs dans [Hammouri and Farza, 2003] ont montré que
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2.2. Obs. pour une classe de systèmes non linéaires non uniformément observables

le système (2.1) est une forme normale pour une classe de systèmes observables pour
toute entrée.

2.2.2 Synthèse de l’observateur

Les équations de l’observateur candidat que nous proposons pour le système (2.1) se
présentent comme suit :

˙̂x(t) = A(u(t), x̂(t))x̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))− θ∆−1
θ S−1(t)CT (Cx̂(t)− y(t)) (2.10)

où l’état estimé x̂ ∈ Rn est partitionné comme suit x̂ = ((x̂1)T . . . (x̂q)T )T avec x̂k ∈ Rnk ,
u et y sont l’entrée et la sortie du système (2.1), respectivement, et S(t) est une matrice
SDP qui est régie par l’EDO de Lyapunov suivante

Ṡ(t) = θ
(
−S(t)− A(u(t), x̂(t))TS − SA(u(t), x̂(t)) + CTC

)
(2.11)

avec S(0) = ST (0) > 0 et θ > 0 est un paramètre de synthèse scalaire.

La principale difficulté pour établir la convergence des trajectoires de (2.10) vers celles
du système (2.1) réside dans l’exhibition d’un ensemble d’entrée qui satisfasse une
certaine condition d’excitation persistante permettant de garantir l’observabilité du
système. Afin d’exprimer cette nouvelle condition , nous avons besoin d’introduire
Φu,x̂(t, s), qui est la matrice de transition du système affine en l’état suivant

ξ̇(t) = A(u(t), x̂(t))ξ(t) (2.12)

où ξ ∈ Rn, est l’état du système, u et x̂ sont les entrées de ce système et ils corres-
pondent respectivement à l’entrée et à l’état du système dynamique (2.10). La matrice
Φu,x̂(t, s) est définie comme :

dΦu,x̂(t, s)
dt

= A(u(t), x̂(t))Φu,x̂(t, s), ∀t ≥ s ≥ 0, (2.13)

Φu,x̂(t, t) = In, ∀t ≥ 0, (2.14)

où In représente la matrice identité dans Rn×n.

Maintenant, nous pouvons énoncer l’hypothèse suivante

Hypothèse 2.2.3. L’entrée u est telle que pour toute trajectoire x̂ du système (2.10)
partant de x̂(0) ∈ X, ∃T ∗ > 0, ∃θ∗ > 0, ∃δ0 > 0, ∀θ ≥ θ∗ et ∀t ≥ T ∗/θ, la condition
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d’excitation persistante suivante est satisfaite :

t∫
t−T ∗/θ

Φu,x̂(s, t)TCTCΦu,x̂(s, t)ds ≥
δ0

θα(θ)∆2
θ, (2.15)

où α(θ) ≥ 1 est une fonction qui satisfait

lim
θ→∞

α(θ)
θ2 = 0. (2.16)

Theorème 2.2.1. Considérons le système (2.1), qui satisfait les hypothèses 2.2.1-
2.2.2. Alors, pour chaque entrée bornée u satisfaisant l’hypothèse 2.2.3, il existe une
constante θ∗ telle que pour tout θ > θ∗, le système (2.10) est un observateur d’état
pour le système (2.1) avec une convergence exponentielle de l’erreur d’observation vers
l’origine, c’est-à-dire, pour toutes conditions initiales (x(0), x̂(0)) ∈ X, l’erreur d’ob-
servation x̂(t)− x(t) converge exponentiellement vers zéro lorsque t→∞.

2.2.3 Analyse de convergence

Nous allons d’abord montrer que la matrice S(t) est SDP et nous allons expliciter une
borne inférieure de ses valeurs propres. En effet, à partir de (2.8), on peut montrer que
la matrice de transition Φ̃u,x̂, du système affine en l’état :

ξ̇(t) = θA(u(t), x̂(t)))ξ(t) (2.17)

est donnée par
Φ̃u,x̂ = ∆θΦu,x̂(t, s)∆−1

θ (2.18)

où Φu,x̂ est définie par (2.13).

De ce fait, la solution S de l’EDO (2.11), peut s’exprimer comme :

S(t) = e−θtΦ̃T
u,x̂(0, t)S(0)Φ̃u,x̂(0, t) + θ

t∫
0

e−θ(t−s)Φ̃T
u,x̂(s, t)CTCΦ̃u,x̂(s, t)ds

= e−θt∆−1
θ ΦT

u,x̂(0, t)∆θS(0)∆θΦu,x̂(0, t)∆−1
θ

+ θ

t∫
0

e−θ(t−s)∆−1
θ ΦT

u,x̂(s, t)∆θC
TC∆θΦu,x̂(s, t)∆−1

θ ds (2.19)

Compte tenu du fait que ∆−1
θ ΦT

u,x̂(0, t)∆θS(0)∆θΦu,x̂(0, t)∆−1
θ est une matrice Symé-
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trique Définie Positive (SDP) et que le terme intégral dans (2.19) est une matrice
semi-définie positive, il en résulte que S(t) est une matrice SDP.

En utilisant le fait que C∆θ = C et S(0) est SDP, on obtient pour t ≥ T ∗/θ

S(t) ≥ θ

t∫
0

e−θ(t−s)∆−1
θ ΦT

u,x̂(s, t)CTCΦu,x̂(s, t)∆−1
θ ds

≥ θ

t∫
t−T∗

θ

e−θ(t−s)∆−1
θ ΦT

u,x̂(s, t)CTCΦu,x̂(s, t)∆−1
θ ds

≥ θe−1
t∫

t−T∗
θ

∆−1
θ ΦT

u,x̂(s, t)CTCΦu,x̂(s, t)∆−1
θ ds

≥ e−T
∗ δ0

α(θ)In (2.20)

où δ0 et α(θ) sont donnés par l’hypothèse 2.2.3. D’après l’inégalité (2.20), on obtient

λmin(S) ≥ e−T
∗
δ0

α(θ) (2.21)

Maintenant, nous allons montrer que λmax(S) est borné avec une borne supérieure qui
est indépendante de θ. À cette fin, nous devons montrer que cette propriété est satisfaite
pour chaque entrée de la matrice S(t). En effet, désignons par Si,j l’entrée bloc située
à la ligne i et la colonne j de la matrice S. Alors, d’après l’équation (2.11), nous avons

Ṡ11 = −θ(S11(t)− Ip) (2.22)
Ṡ1j = −θ(S1j(t) + S1,j−1(t)Aj−1(u(t), x̂(t))) j = 2, . . . , q (2.23)
Ṡij = −θ(Sij(t) + Si,j−1(t)Aj−1(u(t), x̂(t))

+ ATi−1(u(t), x̂(t))Si−1,j(t)) i = 2, . . . , q, j = i, . . . , q (2.24)

D’après (2.22), nous avons

‖S11(t)‖ ≤ e−θt ‖S11(0)‖+ θ

t∫
0

e−θ(t−s) ‖Ip‖ ds

≤ ‖S11(0)‖+ θ

t∫
0

e−θ(t−s)ds = ‖S11(0)‖+ 1
(
1− e−θt

)
≤ ‖S11(0)‖+ 1 (2.25)

Maintenant, pour j ≥ 2, nous procédons par récurrence sur j afin de montrer que S1j
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est bornée avec une borne qui ne dépend pas de θ. En effet supposons que S1,j−1 est
bornée et notons

SM = sup
t≥0
‖S1,j−1(t)‖ (2.26)

Rappelons que selon les hypothèses 2.2.1-2.2.2, les matrices Ak(u, x̂), k = 1, . . . , q − 1
sont bornées. Ainsi, en notant

AM = sup
t≥0
‖Ak(u(t), x̂(t))‖ (2.27)

et en utilisant (2.23), nous avons pour j = 2, . . . , q

‖S1j(t)‖ ≤ e−θt ‖S1j(0)‖+ θ

t∫
0

e−θ(t−s) ‖S1,j−1(s)Aj−1(u(t), x̂(t))‖ ds

≤ ‖S1j(0)‖+ θSMAM

t∫
0

e−θ(t−s)ds

= ‖S1j(0)‖+ SMAM
(
1− e−θt

)
≤ ‖S1j(0)‖+ SMAM (2.28)

À cette étape, nous avons montré que toutes les entrées situées à la première ligne
(et la première colonne) de la matrice symétrique sont bornées. Nous procédons par
récurrence sur les lignes afin de montrer que toutes les entrées de chaque ligne sont
bornées. En effet, supposons que toutes les entrées des lignes 1 à i − 1 sont bornées
(avec un borne que ne dépend pas de θ) et démontrons que toutes les entrées de la ligne
i sont aussi bornées. Puisque S est symétrique, toutes les entrées Si,j avec i < j sont
bornées par l’hypothèse de récurrence. En particulier, nous avons Si−1,i = Si,i−1 et ces
matrices sont bornées avec une borne supérieure, c’est-à-dire, SM indépendante de θ.
Maintenant, nous allons montrer que Si,j est bornée pour j ≥ i. Considérons d’abord
le cas où j = i. En effet, selon (2.24), nous avons :

‖Sii(t)‖ ≤ e−θt ‖Sii(0)‖

+ θ

t∫
0

e−θ(t−s)
∥∥∥Si,i−1(s)Aj−1(u(s), x̂(s)) +ATj−1(u(s), x̂(s))Si−1,i(s)

∥∥∥ ds
≤ e−θt ‖Sii(0)‖+ θ(2SMAM )

t∫
0

e−θ(t−s)ds

= ‖Sii(0)‖+ 2SMAM
(
1− e−θt

)
≤ ‖Sii(0)‖+ 2SMAM (2.29)

Maintenant, considérons le cas j > i en supposant que Si,j−1 est bornée et montrons
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que Si,j est aussi bornée. En effet, selon l’hypothèse de récurrence, l’entrée Si−1,j située
à la ligne i− 1 est bornée. À partir de l’équation (2.24), nous avons

‖Sij(t)‖ ≤ e−θt ‖Sij(0)‖

+ θ

t∫
0

e−θ(t−s)
∥∥∥Si,j−1(s)Aj−1(u(s), x̂(s)) +ATj−1(u(s), x̂(s))Si−1,j(s)

∥∥∥ ds
≤ e−θt ‖Sij(0)‖+ θ(2SMAM )

t∫
0

e−θ(t−s)ds

= ‖Sij(0)‖+ 2SMAM
(
1− e−θt

)
≤ ‖Sij(0)‖+ 2SMAM (2.30)

Pour récapituler, nous avons montré que toutes les entrées de la matrice S(t) sont
bornées avec une borne supérieure indépendante de θ. De ce fait la plus grande valeur
propre de S(t), λ̄M(S), est aussi indépendante de θ.

Maintenant, nous allons montrer la convergence exponentielle vers zéro de l’erreur
d’observation. Soit x̄ = ∆θx̃ où x̃ = x̂− x est l’erreur d’observation ; à partir de (2.1)
et (2.10) et en utilisant (2.8), on peut montrer que la dynamique de l’erreur est donnée
par

˙̄x(t) = θ
[
A(u(t), x̂(t))− S−1(t)CTC

]
x̄(t)

+ ∆θ

[
Ã(u(t), x̂(t), x(t))x+ ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))

]
(2.31)

où

Ã(u(t), x̂(t), x(t)) = A(u(t), x̂(t))− A(u(t), x(t)) (2.32)
ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t)) = ϕ(u(t), x̂(t))− ϕ(u(t), x(t)) (2.33)

Considérons la fonction de Lyapunov candidate V (x̃, t) = x̄TS(t)x̄ ; en utilisant (2.11),
nous obtenons

V̇ (x̄(t), t) = 2x̃T (t)S(t)¯̃x(t) + x̃T (t)Ṡ(t)x̃(t)
= −θx̄T (t)S(t)x̄(t)− θx̄T (t)CTCx̄(t)

+ 2x̄(t)S(t)∆θ

[
Ã(u(t), x̂(t), x(t))x+ ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))

]
(2.34)

En considérant, la condition de Lipschitz et la structure triangulaire de ϕ(u, x),
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nous pouvons montrer que pour θ > 1, [Farza et al., 2009] :

‖2x̄(t)S(t)∆θÃ(u(t), x̂(t), x(t))x(t)‖ ≤ 2
√
n

√
λmax(S)√
λmin(S)

V (t)LAxM

≤ 2
√
α(θ)

√
nλmax(S)eT ∗

δ0
V (t)LAxM (2.35)

‖2x̄(t)S(t)∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))‖ ≤ 2
√
n

√
λmax(S)√
λmin(S)

V (t)Lϕ

≤ 2
√
α(θ)

√
nλmax(S)eT ∗

δ0
V (t)Lϕ (2.36)

où LA et Lϕ sont respectivement les constantes de Lipschitz de A et ϕ sont donnés
dans l’hypothèse 2.2.2 et en considérant λmin(S) comme dans (2.21).

En substituant (2.35) et (2.36) dans (2.34), nous obtenons

V̇ (x̄(t), t) ≤ −θV (x̄(t), t) + 2
√
α(θ)

√
nλmax(S)eT ∗

δ0
(LAxM + Lϕ)V (x̄(t), t)

≤ −θ

1− 2
√
α(θ)
θ2

√
nλmax(S)eT ∗

δ0
(LAxM + Lϕ)

V (x̄(t), t) (2.37)

Selon (2.37), V (x̄(t), t) converge exponentiellement vers zéro pour des valeurs de θ
suffisamment élevées, donc x̄(t) aussi. Ceci termine la preuve du théorème.

2.3 Observateur continu pour une classe de sys-
tèmes non linéaires incertains

Nous rappelons à présent la synthèse d’observateurs pour une classe de systèmes
non linéaires, uniformément observables, avec des incertitudes de dynamique.

2.3.1 Formulation du problème

Considérons le problème de la synthèse d’observateurs pour des systèmes non li-
néaires, incertains, MIMO, de la forme suivante : ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(u(t), x(t)) +Bε(t)

y(t) = Cx(t) = x1(t)
(2.38)
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2.3. Observateur continu pour une classe de systèmes non linéaires incertains

avec
C =

(
Ip 0p . . . 0p

)
, B =

(
0p · · · 0p Ip

)T
(2.39)

et

A =



0 Ip 0 · · · 0

0 0 Ip 0
...

... . . . . . . . . . ...
. . . Ip

0 · · · 0


ϕ(u, x) =



ϕ1(u, x1)
ϕ2(u, x1, x2)

...
ϕq−1(u, x1, . . . , xq−1)

ϕq(u, x)


(2.40)

où x ∈ Rn est partitionné comme suit x = ((x1)T · · · (xq)T )T avec xk ∈ Rp et n = qp,
u désigne l’entrée du système et y ∈ Rp est la sortie mesurée ; ε : R→ Rp est une fonc-
tion inconnue qui représente les incertitudes sur le modèle ; ϕ(u, x) est une fonction
non linéaire qui possède une structure triangulaire par rapport à x.

Afin de synthétiser un observateur pour les systèmes incertains non linéaires consi-
dérés ici, nous devons introduire les hypothèses suivantes [Bouraoui et al., 2015] :

Hypothèse 2.3.1. L’état x(t) et l’entrée u(t) sont bornés, c’est-à-dire, x(t) ∈ X et
u(t) ∈ U , où X ⊂ Rn et U ⊂ Rs sont des ensembles compacts.

Hypothèse 2.3.2. La fonction ϕ est Lipschitz par rapport à x uniformément par
rapport à u, pour (u, x) ∈ U ×X. Sa constante de Lipschitz est notée Lϕ :

‖ϕ(u, x)− ϕ(u, x̂)‖ ≤ Lϕ‖x− x̂‖ (2.41)

Hypothèse 2.3.3. La fonction inconnue ε est essentiellement bornée, c’est-à-dire

∃δε > 0; ess sup
t≥0
‖ε(t)‖ ≤ δε (2.42)

Il y a deux choses qui valent la peine d’être mentionnées. Premièrement la classe de
systèmes décrit par (2.38) peut sembler très restrictive car elle suppose une dimension
non première (n = pq) et les blocs de l’état xk ont la même dimension p. Ceci n’est
pas le cas, en effet, il est montré dans [Hammouri and Farza, 2003] que dans le cas
sans incertitudes, le système (2.38) est une forme normale qui caractérise une classe de
systèmes non linéaires uniformément observables qui peut se mettre sous cette forme
via une application injective (cf. [Hammouri and Farza, 2003, Farza et al., 2004]). En
second lieu, comme la trajectoire de l’état du système x(t) se situe dans un ensemble
borné X, on peut étendre les non linéarités ϕ(u, x) de telle sorte que cette extension
devienne globalement lipschitzienne sur l’espace d’état entier IRn. La synthèse d’un
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observateur sera alors basé sur le système étendu résultant qui coïncide avec le système
original sur le domaine d’intérêt, c’est-à-dire, X. On peut se référer à [Shim et al.,
2001, Andrieu and Praly, 2006] pour plus de détails.

Afin de pouvoir présenter l’observateur, nous devons introduire la matrice diagonale
∆θ définie comme suit :

∆θ = diag
[
Ip

1
θ
Ip · · · 1

θq−1 Ip
]

(2.43)

où θ > 1 est un nombre réel.
Les propriétés suivantes sont directes en considérant la structure de A et C :

∆θA∆−1
θ = θA C∆−1

θ = C. (2.44)

2.3.2 Synthèse de l’observateur

L’observateur à grand-gain candidat pour la classe de systèmes MIMO uniformé-
ment observables est donné par [Farza et al., 2004] :

˙̂x(t) = Ax̂(t) + ϕ (x̂(t), u(t))− θ∆−1
θ S−1CT (Cx̂(t)− y(t)) (2.45)

où l’état estimé est désigné par x̂ ∈ Rn, il est partitionné comme suit x̂ = ((x̂1)T · · · (x̂q)T )T

avec x̂k ∈ Rp pour k = 1, . . . , q avec n = pq, u ∈ Rs désigne l’entrée du système, y ∈ Rp

est la sortie mesurée et S représente la matrice SDP, unique solution de l’équation de
Lyapunov algébrique :

S + ATS + SA− CTC = 0 (2.46)

En tenant compte de la forme des matrices A et C d’après (2.40), on peut montrer que
la solution de (2.46) est symétrique définie positive et on obtient :

S−1CT =
[
C1
q Ip C2

q Ip · · · Cq
q Ip

]T
, Ck

q = q!
k!(q − k)! , k = 1, . . . , q. (2.47)

Maintenant, nous énonçons le théorème suivant :

Theorème 2.3.1. Considérons le système (2.38), soumis aux hypothèses 2.3.1-2.3.2-
2.3.3. Alors, il existe θ0 > 1 tel que pour tous θ > θ0, le système (2.45) est un obser-
vateur qui converge exponentiellement, i.e.

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ σθq−1e−
θ
2 t‖x̂(0)− x(0)‖+ 2σ

√
λmax(S)

(
δε
θ

)
(2.48)
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où x(t) est la trajectoire inconnue du système (2.38) associée à l’entrée u(t), x̂(t) est la
trajectoire du système (2.45) associée à (u, y), où θ0 = max{1, 4Lϕ

√
nλmax(S)} ; δε est

la borne essentielle supérieure ε ; et σ =
√

λmax(S)
λmin(S) est le conditionnement de la matrice

S solution de (2.46).

2.3.3 Analyse de convergence

Nous prouvons maintenant la convergence exponentielle vers zéro de l’erreur d’ob-
servation. Fixons x̄ = ∆θx̃ où x̃ = x̂ − x est l’erreur d’observation, la dynamique
d’erreur est donnée par :

˙̄x(t) = θ
[
A− S−1CTC

]
x̄(t) + ∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))−∆θBε(t) (2.49)

où

ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t)) = ϕ(u(t), x̂(t))− ϕ(u(t), x(t)) (2.50)

Soit V (x̄) = x̄TSx̄ la fonction candidate de Lyapunov. En utilisant la solution
unique de l’équation de Lyapunov algébrique (2.46), nous avons :

V̇ (x̄(t)) = 2x̄T (t)S ˙̄x(t)
= 2θx̄T (t)SAx̄(t)− 2θx̄T (t)CTCx̄(t) + 2x̄T (t)S∆θ (ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t)) +Bε(t))
= −θx̄T (t)Sx̄(t)− θx̄T (t)CTCx̄(t) + 2x̄(t)TS∆θ (ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t)) +Bε(t))
≤ −θx̄T (t)Sx̄(t) + 2x̄T (t)S∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t)) + 2x̄T (t)S∆θBε(t) (2.51)

En procédant comme dans [Farza et al., 2004, Hammouri and Farza, 2003], on peut
obtenir que pour θ ≥ 1

‖2x̄T (t)S∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))‖ ≤ 2
√
nλmax(S)Lϕ̃‖x̄(t)‖2 (2.52)

où Lϕ̃ provient de l’hypothèse 2.3.2.

De la même manière, d’après la structure de B et ∆θ [Bouraoui et al., 2015]

‖2x̄T (t)S∆θBε(t)‖ ≤ 2
‖ε(t)‖

√
λmax(S)

θq−1 (2.53)
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En substituant (2.52) et (2.53) dans (2.51), on obtient

V̇ (x̄(t)) ≤ −
(
θ − 2

√
nλmax(s)Lϕ̃

)
‖x̄(t)‖2 + 2

‖ε(t)‖
√
λmax(S)

θq−1 (2.54)

En choisissant θ tel que (θ − 2
√
nλmax(S)Lϕ) > θ

2 , c’est-à-dire :

θ > θ0
∆= 4Lϕ

√
nλmax(S) (2.55)

Alors, nous pouvons réécrire l’équation (2.54) comme suit :

V̇ (x̄(t)) ≤ −θ2V (t) + 2
δε
√
λmax(S)
θq−1 (2.56)

Maintenant, comme x̄ = ∆θx̃, nous avons‖x̄(t)‖ ≤ ‖x̃(t)‖ ≤ θq−1‖x̃(t)‖, où θ0 =
max{1, 4Lϕ

√
nλmax}, et l’inégalité (2.56) conduit à :

‖x̃(t)‖ ≤ σθq−1e−
θ
2 t‖x̃(0)‖+ 2σ

√
λmax(S)

(
δε
θ

)
(2.57)

Cette expression désigne l’erreur d’observation, ce qui prouve la convergence expo-
nentielle de l’observateur à grand-gain.

2.4 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons considéré deux classes de systèmes non linéaires dont

la sortie est disponible en temps continu. La première classe, contenant des systèmes
non uniformément observables, a déjà été étudiée et un observateur en cascade a été
construit dans [Besançon et al., 1996]. Un nouvel observateur a été synthétisé ici, avec
une structure plus simple, dont la dimension est la même que celui du système d’origine,
grâce à l’introduction d’une nouvelle condition d’excitation persistante. Ce résultat a
été présenté dans [Hernández et al., 2015] et [Hernández-González et al., 2016b]. Le
deuxième observateur considéré dans ce chapitre est un résultat déjà existant concer-
nant une classe de systèmes uniformément observables incertains qui sera réutilisé dans
la suite.
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Chapitre 3

Observateur continu-discret pour
une classe de systèmes non linéaires

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser à la synthèse d’un observateur pour une
classe de systèmes non linéaires, non uniformément observables, dont la sortie est dispo-
nible seulement à des instants discrets, comme illustré sur la figure 3.1. Cet observateur
devra fournir une estimation en temps continu de l’état du système. La classe de sys-

Système y(tk)

x̂(t)

u(t)

Observateur

Échantillonnage
y(t)

y(tk)

Figure 3.1 – Schéma d’un observateur d’état continu-discret

tèmes considérée dans ce chapitre a déjà été étudiée dans [Besançon, 1999] pour des
mesures en temps continu et un observateur avec une structure simple a été proposé
dans le chapitre 2. Cet observateur va donc être modifié afin de prendre en compte
l’échantillonnage de la sortie. Les performances de l’observateur ainsi obtenu seront
validées sur deux exemples : le moteur asynchrone et le moteur Stirling à piston libre.
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Chapitre 3.

3.2 Formulation du problème
Nous considérons la classe suivante de systèmes non linéaires multi-entrées et multi-

sorties avec mesures échantillonnées : ẋ(t) = A (u(t), x(t))x(t) + ϕ (u(t), x(t))
y(tk) = Cx (tk) = x1(tk)

(3.1)

avec C =
[
In1×n1 0n1×n2 · · · 0n1×nq

]
et :

A(u, x) =


0 A1(u, x1) · · · 0
... . . . . . . 0
0 Aq−1(u, x1, · · · , xq−1)
0 0 0 0



ϕ(u, x) =



ϕ1(u, x1)
ϕ2(u, x1, x2)

...
ϕn−1(u, x1, · · · , xq−1)

ϕn(u, x)


où l’état du système x = ((x1)T ...(xq)T )T ∈ Rn, xk ∈ Rnk , k = 1, ..., q avec n1 = p et
q∑

k=1
nk = n et chaque Ak(u, x) est une matrice nk × nk+1 qui est triangulaire par rap-

port à x i.e. Ak(u, x) = Ak(u, x1, ..., xk), k = 1, ..., q − 1 ; ϕ(u, x) est une fonction non
linéaire qui possède une structure triangulaire par rapport à x ; u ∈ Rs représente l’en-
trée du système et y(tk) ∈ Rp est la sortie discrète. En outre 0 ≤ t0 < · · · < tk < . . . ,
∆k = tk+1−tk et limk→+∞ tk = +∞, nous supposons qu’il existe une constante ∆M > 0
telle que 0 < ∆k < ∆M , ∀k ≥ 0.

Afin de synthétiser un observateur pour le système (3.1), les hypothèses classiques
suivantes sont adoptées ([Besançon et al., 1996] et [Farza et al., 2015a]) :

Hypothèse 3.2.1. L’état x(t) et l’entrée u(t) sont bornés, c’est-à-dire, x(t) ∈ X et
u(t) ∈ U , où X ⊂ Rn et U ⊂ Rs sont des ensembles compacts.

Hypothèse 3.2.2. Les fonctions A(u, x) et ϕ (u, x) sont Lipschitz par rapport à x

uniformément en u où (u, x) ∈ U×X. Leurs constantes de Lipschitz sont respectivement
notées LA et Lϕ.

En prenant en considération que l’état appartient à l’ensemble borné X, on peut
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construire des prolongations Lipschitz des non linéarités, en utilisant des fonctions de
saturation lisses. Nous supposerons dans la suite que ces prolongations ont été effec-
tuées et que les fonctions A(u, x) et ϕ (u, x) sont le résultat de ces prolongations. Nous
pouvons donc considérer que pour toute entrée bornée u ∈ U , les fonctions A(u, x) et
ϕ (u, x) sont globalement Lipschitz par rapport à x et sont bornées pour tout x ∈ Rn.

L’hypothèse 3.2.1 donne l’existence d’une borne supérieure pour l’état et pour
A(u, x), ces bornes sont définies comme :

xM = sup
t≥0
‖x(t)‖ (3.2)

ã = sup
(u,x)∈U×X

‖A(u, x)‖ (3.3)

Afin de construire un observateur à grand-gain, on introduit la matrice diagonale
∆θ comme :

∆θ = diag
[
In1 In2/θ · · · Inq/θ

q−1
]

(3.4)

Les propriétés suivantes sont directes, étant donné la structure de A et C

∆θA(u, x)∆−1
θ = θA(u, x) C∆−1

θ = C (3.5)

3.3 Observateur continu-discret

Dans cette section, nous allons présenter une des principales contributions de cette
thèse, qui est la synthèse d’un observateur lorsque la sortie est disponible de manière
discrète. Afin de faire face à ce problème, l’observateur proposé dans la section 2.2 est
modifié.

L’observateur continu-discret candidat pour le système (3.1) est défini comme suit

˙̂x(t) = A(u(t), x̂(t))x̂+ ϕ(u(t), x̂(t))− θ∆−1
θ S−1(t)CTη(t) (3.6)

Ṡ(t) = θ
(
−S(t)− A(u(t), x̂(t))TS − SA(u(t), x̂(t)) + CTC

)
(3.7)

η̇(t) = −θCS−1(t)CTη(t) t ∈ [tk, tk+1[ , k ∈ N (3.8)
η(tk) = Cx̂(tk)− y(tk) (3.9)

où x̂ = [(x̂1)T , ..., (x̂q)T ]T est l’état estimé et ∆θ est la matrice diagonale par blocs,
définie par (3.4), avec θ ≥ 1.
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Afin de donner la dernière hypothèse, nous devons définir la matrice Φu,x̂(t, s), qui
est la matrice de transition du système suivant :

ξ̇(t) = A(u(t), x̂(t))ξ(t) (3.10)

où ξ ∈ Rn, u et x̂ sont respectivement l’entrée et l’état du système dynamique (3.6).
La matrice Φu,x̂(t, s) est définie comme :

dΦu,x̂(t, s)
dt

= A(u(t), x̂(t))Φu,x̂(t, s), ∀t ≥ s ≥ 0, (3.11)

Φu,x̂(t, t) = In, ∀t ≥ 0, (3.12)

où In représente la matrice identité dans Rn×n.

Maintenant, nous pouvons énoncer l’hypothèse suivante

Hypothèse 3.3.1. L’entrée u est telle que pour toute trajectoire x̂ du système (3.6)
partant de x̂(0) ∈ X, ∃T ∗ > 0, ∃θ∗ > 0, ∃δ0 > 0, ∀θ ≥ θ∗ et ∀t ≥ T ∗/θ, la condition
d’excitation persistante suivante est satisfaite :

t∫
t−T ∗/θ

Φu,x̂(s, t)TCTCΦu,x̂(s, t)ds ≥
δ0

θα(θ)∆2
θ, (3.13)

où α(θ) ≥ 1 est une fonction qui satisfait

lim
θ→∞

α(θ)
θ2 = 0. (3.14)

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat de convergence suivant.

Theorème 3.3.1. Considérons le système (3.1), soumis aux hypothèses 3.2.1-3.2.2.
Supposons que l’entrée u est bornée et satisfait l’hypothèse 3.3.1. Alors, il existe θ0 > 1
telle que pour chaque θ ≥ θ0, il existe χθ > 0 telle que si la borne supérieure sur la
période d’échantillonnage ∆M est choisie telle que

∆M < χθ (3.15)

alors l’état de l’observateur continu-discret avec mesures échantillonnées (3.6)-(3.9)
converge exponentiellement vers l’état du système non linéaire (3.1).
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3.4 Analyse de convergence

Soit x̄ = ∆θx̃ où x̃ = x̂ − x ; à partir des équations du système (3.1) et de celles de
l’observateur continu-discret (3.6)-(3.9), l’équation d’erreur est donnée par

˙̄x(t) = θA(u(t), x̂(t))x̄(t)− θS−1(t)CTη(t)
+ ∆θÃ(u(t), x̂(t), x(t))x(t) + ∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))

= θ
[
A(u(t), x̂(t))− S−1(t)CTC

]
x̄(t) + θS−1(t)CT z(t)

+ ∆θÃ(u(t), x̂(t), x(t))x+ ∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t)) (3.16)

où

Ã(u(t), x̂(t), x(t)) = A(u(t), x̂(t))− A(u(t), x(t)) (3.17)
ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t)) = ϕ(u(t), x̂(t))− ϕ(u(t), x(t)) (3.18)

et z(t) = Cx̄(t) − η(t). D’après (3.9), on voit que η(tk) = Cx̃(tk) = x̄(tk) et en consé-
quence z(tk) = 0.

En utilisant le fait que η(t) est régie par l’EDO (3.8), on peut montrer que

ż(t) = C[θA(u(t), x̂(t))x̄(t) + ∆θÃ(u(t), x̂(t), x(t))x(t) + ∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))] (3.19)

Une fonction de Lyapunov candidate est donnée par V (x̄, t) = x̄TS(t)x̄. En utilisant
(3.16) et du fait que S(t) est régie par l’équation différentielle ordinaire (3.7), nous
obtenons :

V̇ (x̄(t), t) = 2x̄T (t)S(t) ˙̄x(t) + x̄T (t)Ṡ(t)x̄(t) (3.20)
= −θx̄T (t)S(t)x̄(t)− θx̄T (t)CTCx̄(t) + 2θx̄T (t)CT z(t)

+ 2x̄(t)S(t)∆θ

[
Ã(u(t), x̂(t), x(t))x+ ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))

]
≤ −θx̄T (t)S(t)x̄(t) + 2θx̄T (t)CT z(t)

+ 2x̄(t)S(t)∆θ

[
Ã(u(t), x̂(t), x(t))x+ ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))

]
(3.21)

Maintenant, nous allons majorer ‖z(t)‖. En effet, à partir de la définition de z(t) et du
fait que η(t) est régie par l’équation différentielle (3.8), on peut montrer que

ż(t) = C ˙̄x(t)− η̇(t)
= C

[
θA(u(t), x̂(t))x̄(t) + ∆θ

(
Ã(u(t), x̂(t), x(t))x(t) + ϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))

)]
(3.22)
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En intégrant l’équation (3.22) entre tk et t et du fait que z(tk) = 0, on obtient

z(t) =
∫ t

tk

C
[
θA(u(s), x̂(s))x̄(s) + ∆θ

(
Ã(u(s), x̂(s), x(s))x(s) + ϕ̃(u(s), x̂(s), x(s))

)]
ds

(3.23)

En prenant la norme, nous obtenons :

‖z(t)‖ ≤ θã√
λmin(S)

∫ t

tk

√
V (x̄(s), s)ds+

√
nLAxM√
λmin(S)

∫ t

tk

√
V (x̄(s), s)ds

+
√
nLϕ√

λmin(S)

∫ t

tk

√
V (x̄(s), s)ds

= θã+
√
n(LAxM + Lϕ)√
λmin(S)

∫ t

tk

√
V (x̄(s), s)ds (3.24)

où xM est donnée par (3.2) et ã par (3.3). En utilisant (2.21), il résulte que

‖2θx̄(t)CT z(t)‖ ≤ 2θ

√
V (x̄(t), t)
λmin(S)

[(
θã+

√
n (LAxM + Lϕ)

) ∫ t

tk

√
V (x̄(s), s)ds

]

≤ 2θ
[
α(θ)(θã+

√
n(LAxM + Lϕ))eT ∗

δ0

∫ t

tk

√
V (x̄(s), s)ds

]√
V (x̄(t), t)

(3.25)

En tenant compte de la condition de Lipschitz et de la structure triangulaire de ϕ(u, x),
on peut montrer que pour θ ≥ 1, [Farza et al., 2009] :

‖2x̄(t)S(t)∆θÃ(u(t), x̂(t), x(t))x(t)‖ ≤ 2
√
α(θ)

√
nλmax(S)eT ∗

δ0
V (t)LAxM (3.26)

‖2x̄(t)S(t)∆θϕ̃(u(t), x̂(t), x(t))‖ ≤ 2
√
α(θ)

√
nλmax(S)eT ∗

δ0
V (t)Lϕ (3.27)

En combinant les équations (3.26), (3.27), (3.21) et (3.25), nous obtenons

V̇ (x̄(t), t) ≤ −θV (x̄(t), t) + 2
√
α(θ)

√
nλmax(S)eT ∗

δ0
[LAxM + Lϕ]V (x̄(t), t)

+ 2θ
[
α(θ)(θã+

√
n(LAxM + Lϕ))eT ∗

δ0

∫ t

tk

√
V (x̄(s), s)ds

]√
V (x̄(t), t)

(3.28)
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On peut réécrire (3.28) comme suit

d
√
V (x̄(t), t)
dt

≤ −θ
√
V (x̄(t), t) + 2

√
α(θ)

√
nλmax(S)eT ∗

δ0
[LAxM + Lϕ]

√
V (x̄(t), t)

+ 2θα(θ)(θã+
√
n(LAxM + Lϕ))eT ∗

δ0

∫ t

tk

√
V (x̄(s), s)ds

≤ −θ

1
2 −

√
α(θ)
θ2

√
nλmax(S)eT ∗

δ0
[LAxM + Lϕ]

√V (x̄(t), t)

+ θ
α(θ)(θã+

√
n(LAxM + Lϕ))eT ∗

δ0

∫ t

tk

√
V (x̄(s), s)ds

≤ −aθ
√
V (x̄(t), t) + bθ

t∫
tk

√
V (x̄(s), s)ds (3.29)

où

aθ = θ

1
2 −

√
α(θ)
θ2

√
nλmax(S)eT ∗

δ0
[LAxM + Lϕ]

 (3.30)

bθ = θ
α(θ)(θã+

√
n(LAxM + Lϕ))eT ∗

δ0
(3.31)

Supposons que la borne supérieure des périodes d’échantillonnage ∆M satisfait la condi-
tion suivante ∆M <

aθ
bθ
, c’est-à-dire, bθ∆M

aθ
< 1 ou plus explicitement

∆M
α(θ)(θã+

√
n(LAxM + Lϕ))eT ∗

δ0

(
1
2 −

√
α(θ)
θ2

√
nλmax(S)eT∗

δ0
[LAxM + Lϕ]

) < 1 (3.32)

Il est clair que bθ > 0 et que pour θ suffisamment grand aθ > 0 (car lim
θ→∞

α(θ)
θ2 = 0).

Donc, selon le Lemme D.1.1, dans l’annexe D, nous avons
√
V (x̄(t), t) ≤ e−ηθt

√
V (x̄(0), 0) (3.33)

avec :
0 < ηθ = (aθ − bθ∆max) e−aθ∆M (3.34)

La constante χθ utilisée dans le théorème est donné par

χθ = aθ
bθ

=
δ0

(
1
2 −

√
α(θ)
θ2

√
nλmax(S)eT∗

δ0
[LAxM + Lϕ]

)
α(θ)(θã+

√
n(LAxM + Lϕ))eT ∗ (3.35)
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On remarque que le taux de décroissance exponentiel de l’erreur d’observation x̃

est donné par (3.34) et peut être considéré comme une fonction de ∆M , c’est-à-dire

ηθ(∆M) = (aθ − bθ∆max) e−aθ∆M (3.36)

Il est facile de vérifier que pour tout ∆M ≥ 0 satisfaisant (3.15), la première dérivée
de la fonction ηθ(∆M) par rapport à ∆M est négative et donc ηθ est une fonction
décroissante de ∆θ. En outre, nous obtenons

lim
∆max→0

ηθ(∆M) = aθ (3.37)

c’est-à-dire, nous récupérons le taux de décroissance exponentiel de l’observateur ob-
tenu dans le cas d’une sortie en temps continu lorsque ∆M tend vers zéro (à comparer
avec (2.37)).

3.5 Exemples

Afin de valider les performances de l’observateur continu-discret proposé, nous pré-
sentons des exemples qui permettent d’en montrer l’efficacité. Dans le premier exemple,
nous synthétisons un observateur pour un système bien connu dans la littérature : le
moteur asynchrone. Dans le second exemple, nous appliquons l’observateur proposé à
un système de récupération d’énergie qui est basé sur un moteur Stirling à piston libre.
Les estimations des vitesses et des positions du moteur seront considérées.

3.5.1 Application à un moteur asynchrone

Pour montrer les performances de l’approche proposée, le modèle d’un moteur asyn-
chrone est considéré. Ce type de moteur est utilisé dans de nombreux domaines indus-
triels en raison sa rentabilité opérationnelle. Toutefois, la dynamique de la machine
est fortement non linéaire, de plus les variables ne sont généralement pas toutes dis-
ponibles, comme les variables du rotor. Une solution est d’utiliser un observateur non
linéaire pour estimer tous les états à partir des mesures disponibles.

Nous nous sommes intéressés au moteur asynchrone avec la configuration illustrée
sur la Figure 3.2, cf. [Bodson et al., 1994, Chiasson, 1993], qui montre un diagramme
schématique du moteur. Le moteur asynchrone peut être représenté par un système
d’équations différentielles ordinaires, données par (cf. [DeLeon et al., 2000, Ahmed,
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Rotor

Stator

ω

υsαυsβ +-+-
isαisβ

-

-

+

+ψsβ

ψsα

Figure 3.2 – Schéma représentatif d’un moteur asynchrone

2008]) :


i̇sα = −γisα + K
Tr
ψrα + pKωψrβ + 1

σLs
υsα

i̇sβ = −γisβ − pKωψrα + K
Tr
ψrβ + 1

σLs
υsβ

ω̇ = pM
JLr

(isβψrα − isαψrβ)− Cres
J

ψ̇rα = M
Tr
isα − 1

Tr
ψrα − pωψrβ

ψ̇rβ = M
Tr
isβ + pωψrα − 1

Tr
ψrβ

(3.38)

avec les paramètres :

Tr = Lr
Rr σ = 1− M2

LsLr
K = M

σLsLr
γ = Rs

σLs
+ RrM2

σLsL2
r

où isα et isβ désignent les courants du stator ; ψsα et ψsβ représentent les flux du rotor
et ω la vitesse angulaire ; les tensions d’entrée sont notées υsα et υsβ. Les valeurs des
paramètres utilisées dans cette simulation sont présentées dans le Tableau C.1 dans
l’Annexe B, cf. [Ahmed, 2008].

Le modèle non linéaire est représenté sous la forme (3.1), comme suit


ẋ1
1
ẋ1

2
ẋ1

3
ẋ2

1
ẋ2

2


=



0 0 0 K
Tr pKx1

3
0 0 0 −pKx1

3
K
Tr

0 0 0 pM
JLr

x1
2 − pM

JLr
x1

1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0





x1
1
x1

2
x1

3
x2

1
x2

2


+



−γx1
1 + 1

σLsυsα

−γx1
2 + 1

σLsυsβ

−Cres
J

M
Trx

1
1 − 1

Trx
2
1 − px2

2x
1
3

M
Trx

1
2 − 1

Trx
2
2 − px2

1x
1
3


(3.39)
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avec :

y(tk) =
[
x1

1(tk) x1
2(tk) x1

3(tk)
]T

où l’état est noté x = [(x1)T (x2)T ]T . Ainsi les variables sont rassemblées comme suit :
x1 = [x1

1 x
1
2 x

1
3]T = [isα isβ ω]T et x2 = [x2

1 x
2
2]T = [ψrα ψrβ]T . On peut voir que la sortie

échantillonnée y(tk) est reliée à seulement une des variables de l’état qui est x1(tk),
c’est-à-dire, les courants du stator (isα et isβ) et la vitesse angulaire (ω) qui sont dis-
ponibles aux instants d’échantillonnage tk. Pour cette raison, nous nous fixons comme
objectif l’estimation de tout l’état du système x(t) en temps continu. Maintenant, nous
pouvons synthétiser un observateur non linéaire continu-discret de la forme (3.6)-(3.9).

La simulation du modèle non linéaire est effectuée avec les valeurs suivantes pour les
tensions des entrées : υsα = 310 cos(wt) et υsβ = 310 sin(wt), où la fréquence d’entrée
du moteur est ω = 377rad. En outre, les conditions initiales pour le système sont
choisies telles que

x(0) = [x1
1 x

1
2 x

1
3 x

2
1 x

2
2]T = [0.2 0.2 10 1 1]T

Afin d’évaluer l’observateur proposé, deux ensembles de résultats de simulation sont
donnés. La première simulation correspond à une période d’échantillonnage relative-
ment petite ∆k = 10ms, k ∈ N∗, tandis que l’autre est fixée à ∆k = 100ms, k ∈ N∗,
celles-ci permettent d’évaluer l’effet de la période d’échantillonnage. En outre, le para-
mètre de synthèse de l’observateur continu-discret est choisi comme θ = 10, dans les
deux simulations, nous pouvons alors écrire la matrice ∆θ comme suit :

∆θ =
 I3×3 0

0 1
θ
I2×2


Les conditions initiales pour l’observateur continu-discret sont choisies telles que

x̂(0) = [x̂1
1 x̂

1
2 x̂

1
3 x̂

2
1 x̂

2
2]T = [1 1 0 0 0]T

S(0) = I5×5

Les résultats de la première simulation pour l’observateur continu-discret (3.6)-(3.9)
pour le moteur asynchrone (3.39) sont présentés sur les figures 3.3 et 3.4. Ces figures
montrent l’état estimé x̂(t) et l’erreur d’observation x̃(t). Rappelons que la sortie échan-
tillonnée y(tk) est disponible avec une période d’échantillonnage ∆k = 10ms, k ∈ N∗.
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Nous pouvons noter que les estimations délivrées par l’observateur convergent très rapi-
dement vers les états inconnus x2 (voir la Figure 3.3). Afin de pouvoir mieux apprécier
le temps de convergence pour la plus petite période d’échantillonnage ∆k = 10ms,
l’erreur d’observation x̃(t) est reportée sur la figure 3.4. On peut remarquer qu’elle
converge en moins de 0.6s.

Dans ce qui suit, des résultats de simulation pour l’observateur continu-discret sont
présentés pour une plus grande période d’échantillonnage ∆k = 100ms, k ∈ N∗ (voir
la figure 3.5). Ces simulations sont obtenues avec la même valeur du paramètre de
synthèse θ.

Clairement, on peut voir que l’observateur proposé prend un peu plus de temps pour
converger. Ceci est plus visible sur l’erreur d’observation x̃(t), qui est montrée sur la
figure 3.6. Nous pouvons voir que l’erreur converge vers zéro en moins de 1s. Toutefois,
l’observateur proposé réussit à estimer l’état du système même avec une longue période
d’échantillonnage, confirmant ainsi les résultats présentés.

3.5.2 Application à moteur Stirling à piston libre

Les performances de l’observateur continu-discret sont illustrées sur un système de
commande qui peut aider l’environnement. En effet, une alternative environnementale
et productive est de récupérer l’énergie gaspillée, et ainsi produire de l’énergie renou-
velable. Un moteur thermique est une bonne solution pour ce problème, un exemple
de ce type de machine est le moteur Stirling à piston libre (pour plus de détails voir
l’Annexe B).

Afin de construire un observateur pour le FPSE, on note x1 la longueur du piston, x3 la
course de déplacement, et x2 et x4 leur vitesse respective. Les équations de mouvement
pour la course de déplacement et le piston sont présentées dans (B.11), où ∆p est la
perte de pression totale et F̄load la charge externe, qui sont définies dans (B.13) et
(B.12), respectivement. En effet, le moteur peut être représenté par un système non
linéaire de la forme (3.1), ce qui permet la synthèse d’un observateur continu-discret
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de la forme (3.6)-(3.8). Par conséquent, le système (B.11) peut être réécrit comme suit

ẋ1

ẋ2

ẋ3

ẋ4

 =


0 1 0 0
0 0 kpdpm(t) 0
0 0 0 1
0 0 0 0




x1

x2

x3

x4

+


0

f̄Lx2 − f̄Cx2
1x2 + k̄Cx

3
1 + kpppmx1

0
kddpmx1 + cddpmx2 + kdppmx3 + cdppmx4


(3.40)

où l’entrée représente la pression du gaz de travail pm(t) = 7MPa + 0.5MPa sin(t) ;
x(t) = [x1, x2, x3, x4]T est le vecteur d’état et y(tk) = x1(tk) est la sortie échan-
tillonnée, qui est la longueur du piston. Les conditions initiales sont choisies comme
x(0) = [0, 0, 0.1, 0]. Les valeurs numériques utilisées dans ce travail ont été obtenues
en utilisant les paramètres du FPSE présentées dans [Ulusoy, 1994] et sont reportées
dans le Tableau C.2 (voir l’Annexe C).

Afin d’évaluer les performances de l’observateur proposé, à nouveau, deux ensembles de
résultats de simulation sont donnés. La première simulation correspond à une période
d’échantillonnage relativement petite, ∆k = 0.1s, k ∈ N∗, tandis que l’autre est prise
plus grande : ∆k = 1s, k ∈ N∗. En outre, le paramètre de synthèse de l’observateur
continu-discret est pris comme θ = 1.1, pour la première simulation et θ = 1.2 pour la
deuxième simulation. On peut donc écrire la matrice ∆θ comme suit :

∆θ =


1 0 0 0
0 1

θ
0 0

0 0 1
θ2 0

0 0 0 1
θ3



L’observateur continu-discret a été initialisé comme suit

x̂(0) = [0.5, −0.5, 0.5, −0.5]T

S(0) = I4×4

Les résultats de simulation de l’observateur continu-discret (3.6)-(3.9) pour le FPSE
(3.40) sont présentés sur les figures 3.7-3.8, avec ∆k = 0.1s et ∆k = 1s, respectivement.
Dans la première simulation, nous pouvons voir que l’observateur proposé converge en
moins de 6sec. Dans la seconde simulation, l’observateur continu-discret prend environ
25sec pour converger vers l’état réel du système x(t). Il est important de souligner que
les résultats sont aussi satisfaisants, même avec une plus grande période d’échantillon-
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nage.

3.6 Conclusion
Nous avons considéré ici le problème de la synthèse d’observateurs pour une classe
assez générale de systèmes non linéaires avec des sorties échantillonnées. L’observateur
précédemment obtenu dans le Chapitre 2 pour le cas où la sortie est disponible en
temps continu, basé sur une structure à grand-gain, a été reconsidéré afin de faire face
au problème de la sortie échantillonnée. L’algorithme proposé ici a été validé par des
simulations sur deux systèmes différents : le moteur asynchrone et le moteur Stirling à
piston libre.
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−40

−30

−20

−10

0

10

Temps (sec)

R
ad

/s
ec

 

 

x̃3

(c) Erreur sur la Vitesse angulaire ω̃

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−2

−1

0

1

2

Temps (sec)

W
b

 

 

x̃4

(d) Erreur sur le Flux du rotor ψ̃rα

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−15

−10

−5

0

5

Temps (sec)

W
b

 

 

x̃5

(e) Erreur sur le Flux du rotor ψ̃rβ

Figure 3.4 – Erreur d’observation pour le moteur asynchrone avec ∆k = 10msec. et θ = 10.

41



Chapitre 3.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−40

−20

0

20

40

Temps (sec)

i s 
α (

am
p)

 

 

x1

x̂1

(a) Courant du stator isα

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−30

−20

−10

0

10

20

Temps (sec)

i s 
β (

am
p)

 

 

x2

x̂2

(b) Courant du stator isβ

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−50

0

50

100

150

200

Temps (sec)

ω
 (

ra
d/

s)

 

 

x3

x̂3

(c) Vitesse angulaire ω

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−2

−1

0

1

2

3

Temps (sec)

ψ
r 

α(W
b)

 

 

x4

x̂4

(d) Flux du rotor ψrα

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−15

−10

−5

0

5

Temps (sec)

ψ
r 

β(W
b)

 

 

x5

x̂5

(e) Flux du rotor ψrβ
Figure 3.5 – Estimation de l’état du moteur asynchrone avec ∆k = 100msec. et θ = 10.

42



3.6. Conclusion

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−30

−20

−10

0

10

20

Temps (sec)

A
m

p

 

 

x̃1

(a) Erreur sur le Courant du stator ĩsα
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0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−60

−40

−20

0

20

Temps (sec)

R
ad

/s
ec

 

 

x̃3

(c) Erreur sur la Vitesse angulaire ω̃

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−2

−1

0

1

2

Temps (sec)

W
b

 

 

x̃4

(d) Erreur sur le Flux du rotor ψ̃rα

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2
−15

−10

−5

0

5

Temps (sec)

W
b

 

 

x̃5

(e) Erreur sur le Flux du rotor ψ̃rβ

Figure 3.6 – Erreur d’observation pour le moteur asynchrone avec ∆k = 100msec. et
θ = 10.

43



Chapitre 3.

0 10 20 30 40 50
−2

−1

0

1

2

Temps (sec)

P
os

iti
on

 (
cm

)

 

 
x1

x̂1

(a) Position du piston x1

0 10 20 30 40 50
−2

−1

0

1

2

Temps (sec)

V
ite

ss
e 

(c
m

/s
)

 

 
x2

x̂2

(b) Vitesse du piston x2

0 10 20 30 40 50
−2

−1

0

1

2

Temps (sec)

P
os

iti
on

 (
cm

)

 

 
x3

x̂3

(c) Position de la course de déplacement x3

0 10 20 30 40 50
−2

−1

0

1

2

Temps (sec)

V
ite

ss
e 

(c
m

/s
)

 

 
x4

x̂4

(d) Vitesse de la course de déplacement x4

Figure 3.7 – Estimation de l’état du FPSE avec l’observateur continu-discret :
∆k = 0.1sec. et θ = 1.2.

44



3.6. Conclusion

0 10 20 30 40 50
−2

−1

0

1

2

Temps (sec)

P
os

iti
on

 (
cm

)

 

 
x1

x̂1

(a) Position du piston x1

0 10 20 30 40 50
−2

−1

0

1

2

Temps (sec)

V
ite

ss
e 

(c
m

/s
)

 

 
x2

x̂2

(b) Vitesse du piston x2

0 10 20 30 40 50
−2

−1

0

1

2

Temps (sec)

P
os

iti
on

 (
cm

)

 

 
x3

x̂3

(c) Vitesse du déplaceur x3

0 10 20 30 40 50
−2

−1

0

1

2

Temps (sec)

V
ite

ss
e 

(c
m

/s
)

 

 
x4

x̂4

(d) Vitesse du déplaceur x4

Figure 3.8 – Estimation de l’état du FPSE avec l’observateur continu-discret : ∆k = 1sec.
et θ = 1.1.
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Chapitre 4

Observateur en cascade pour une
classe de systèmes non linéaires

MIMO avec sorties échantillonnées
et retardées

4.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la synthèse d’observateurs pour une classe

de systèmes non linéaires, non uniformément observables, dont la sortie est à la fois
échantillonnée et retardée. La classe de systèmes considérée dans ce chapitre est la
même que celle considérée dans le chapitre précédent où les sorties étaient échantillon-
nées. Afin de pouvoir surmonter le problème simultané de l’échantillonnage et du retard,
nous réutilisons l’observateur présenté dans le chapitre précédent et nous l’associons
avec une structure en cascade, comme illustré sur la figure 4.1.
En effet, la structure d’observateur en cascade a été initialement proposé dans [Ger-

Système

Prédicteur

Dernier
Prédicteur

Observateur

y(tk)

x̂0(t) 7→ x(t− τ)

x̂j(t) 7→ x
(
t− τ + j

m τ
)

x̂m(t) 7→ x(t)

u(t)

Figure 4.1 – Observateur en cascade pour une sortie échantillonnée et retardée
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mani et al., 2002], pour une classe de systèmes non linéaires uniformément observables,
cette synthèse a été reconsidérée dans [Kazantzis and Wright, 2005] pour un retard
constant et dans [Farza et al., 2015b, Cacace et al., 2014] pour un retard variant dans
le temps. L’observateur en cascade est constitué d’une chaîne de sous-systèmes où cha-
cun prédit l’état du prédicteur précédent dans la chaîne sur une petite fraction du
retard original, de telle sorte que l’état du dernier sous-système fournit une estimation
de l’état instantané du système.

Les performances de l’observateur ainsi obtenu sont illustrées à travers des simulations :
un exemple académique et une application à un moteur Stirling à piston libre.

4.2 Formulation du problème
Nous considérons la classe de systèmes non linéaires multi-entrées et multi-sorties sui-
vante  ẋ(t) = A (u(t), x(t))x(t) + ϕ (u(t), x(t))

y(tk) = Cx (tk − τ) = x1(tk − τ)
(4.1)

avec C =
[
In1×n1 0n1×n2 · · · 0n1×nq

]
et :

A(u, x) =


0 A1(u, x1) · · · 0
... . . . . . . 0
0 Aq−1(u, x1, · · · , xq−1)
0 0 0 0



ϕ(u, x) =



ϕ1(u, x1)
ϕ2(u, x1, x2)

...
ϕn−1(u, x1, · · · , xq−1)

ϕn(u, x)


(4.2)

où l’état x = ((x1)T ...(xq)T )T ∈ Rn, xk ∈ Rnk , k = 1, ..., q avec n1 = p et
q∑

k=1
nk = n et

chaque Ak(u, x) est une matrice nk × nk+1 qui est triangulaire par rapport à x, c’est-
à-dire, Ak(u, x) = A(u, x1, ..., xk), k = 1, ..., q− 1 ; ϕ(u, x) est une fonction non linéaire
qui a une structure triangulaire par rapport à x ; u ∈ Rs désigne l’entrée du système et
y(tk) ∈ Rp est la sortie échantillonnée et retardée, τ > 0 est le retard sur la sortie. En
outre 0 ≤ t0 < · · · < tk < . . . , ∆k = tk+1 − tk et limk→+∞ tk = +∞, nous supposons
qu’il existe ∆M > 0 tel que 0 < ∆k ≤ ∆M , ∀k ≥ 0.
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Les hypothèses classiques requises pour un observateur à grand-gain sont données par
(cf. [Besançon et al., 1996] et [Farza et al., 2015a]),

Hypothèse 4.2.1. L’état x(t) et l’entrée u(t) sont bornés, c’est-à-dire, x(t) ∈ X et
u(t) ∈ U , où X ⊂ Rn et U ⊂ Rs sont des ensembles compacts.

Hypothèse 4.2.2. Les fonctions A(u, x) et ϕ (u, x) sont Lipschitziennes par rapport à
x uniformément par rapport à u, où (u, x) ∈ U ×X. Leur constante de Lipschitz sont
notées LA et Lϕ.

Nous rappelons encore le fait que comme l’état est confinée dans un ensemble borné X,
on peut donc supposer qu’il existe des prolongations Lipschitz pour les non linéarités,
en utilisant des fonctions de saturation lisses. Nous supposons donc dans la suite que
les prolongations ont été effectuées et que les fonctions A(u, x) et ϕ (u, x) proviennent
de ces prolongations. Ceci permet de conclure que pour toute entrée bornée u ∈ U , les
fonctions A(u, x) et ϕ (u, x) sont globalement Lipschitz par rapport à x, et sont bornées
pour tout x ∈ Rn (voir [Farza et al., 2009] pour plus de détails).

L’hypothèse 4.2.1 donne l’existence d’une bornée supérieure pour l’état et pour
A(u, x), qui sont définies comme suit

xM = sup
t≥0
‖x(t)‖ . (4.3)

ã = sup
(u,x)∈U×X

‖A(u, x)‖ (4.4)

Afin de synthétiser un observateur à grand-gain, on introduit la matrice diagonale ∆θ

comme suit

∆θ = diag
[
In1 In2/θ · · · Inq/θ

q−1
]

(4.5)

Comme dans les chapitres précédents, nous rappelons les propriétés suivantes qui ré-
sultent des structures de A et C

∆θA(u, x)∆−1
θ = θA(u, x) C∆−1

θ = C (4.6)

4.3 Synthèse de l’observateur
Dans cette section, nous proposons la synthèse d’un observateur en cascade pour le
système (4.1) où les sorties sont échantillonnées et retardées avec un retard τ . En effet,
l’observateur proposé est constitué d’une cascade de m+ 1 sous-systèmes dont chacun
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est de dimension n, où m est un entier positif (voir la Figure 4.2). Le premier obser-
vateur de la cascade est un observateur continu-discret qui fournit une estimation en
temps continu de l’état retardé, en utilisant les sorties échantillonnées. Chaque sous-
système restant dans la cascade est un prédicteur de l’état qui prédit l’état du système
précédent dans la cascade avec un horizon de prédiction égal à τ

m
, de telle manière que

l’état du dernier prédicteur fournit une estimation de l’état réel du système.

t− τ
x̂0(t) 7→ x(t− τ)

•

(
t− τ

(
1− 1

m

))
• · · ·

· · ·

(
t− τ + j

m
τ
)

x̂j(t) 7→ x
(
t− τ + j

m
τ
)• · · ·
· · ·

(
t− τ

(
1
m

))
• t

x̂m(t) 7→ x(t)
•

Observateur
de l’état
retardée

Prédicteur Dernier
Prédicteur

Figure 4.2 – La séquence des itérations j = 0, 1, ..,m

Comme dans [Germani et al., 2002, Kazantzis and Wright, 2005, Farza et al., 2015b],
les notations suivantes sont adoptées :

xj(t) = x
(
t− τ + j

m
τ
)

, uj(t) = u
(
t− τ + j

m
τ
)

(4.7)

où j = 0, ...,m. À noter que la synthèse de l’observateur en cascade est basée sur les
propriétés suivantes

xj

(
t− τ

m

)
= xj−1(t) et uj

(
t− τ

m

)
= uj−1(t) (4.8)

L’observateur candidat pour le système non linéaire (4.1) est donné par l’ensemble des
équations suivantes

˙̂xj(t) = A(uj(t), x̂j(t))x̂j + ϕ(uj(t), x̂j(t))−Gj(t), j = 0, . . . ,m (4.9)

où x̂j ∈ Rn est l’estimation de xj et Gj est le terme de correction de l’observateur,
pour l’état retardé lorsque j = 0 et pour le j-ème prédicteur lorsque j = 1, . . . ,m.
Maintenant, nous présentons l’expression des gains Gj. En effet, le gain de l’observateur
pour l’état retardé G0 est défini comme suit

G0(t) = θ∆−1
θ S−1(t)CTη(t) (4.10)

Ṡ(t) = θ
(
−S(t)− A(u0(t), x̂0(t))TS − SA(u0(t), x̂0(t)) + CTC

)
(4.11)

η̇(t) = −θCS−1(t)CTη(t) t ∈ [tk, tk+1[ , k ∈ N (4.12)
η(tk) = Cx̂(tk)− y(tk) (4.13)
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tandis que les gains des prédicteurs sont définis par les équations récursives suivantes
pour j = 1, . . . ,m :

Gj(t) = e(Ā
τ
m)
[
Gj−1(t) +A

(
uj−1(t), x̂j

(
t− τ

m

))
x̂j

(
t− τ

m

)
−A(uj−1(t), x̂j−1(t))x̂j−1(t)

+ϕ
(
uj−1(t), x̂j

(
t− τ

m

))
− ϕ(uj−1(t), x̂j−1(t))− Ā

(
x̂j

(
t− τ

m

)
− x̂j−1(t)

)]
(4.14)

où Ā est est une matrice Hurwitz de taille n× n, qui sera considérée comme un para-
mètre de synthèse.

Les équations différentielles à retard (4.9), pour les observateurs, sont initialisées comme
suit

x̂0(0) = x̂(−τ) and x̂j(s) = x̂
(
s− τ + j

m
τ
)
, s ∈

[
− τ
m
, 0
]
, j = 1, . . . ,m (4.15)

où x̂(s), s ∈ [−τ, 0] est pour une estimation sélectionnée a priori.

Comme ce sera détaillé plus loin, un élément clé des prédicteurs proposés est l’intro-
duction d’un paramètre de synthèse matriciel : Ā. Cette matrice permet de régler la
dynamique du processus de prédiction.

Remarques 4.3.1.

1. Comme les matrices A(uj(t), x̂j(t)) sont supposées être bornées, cette propriété
est aussi vraie pour les matrices Ā−A(uj(t), x̂j(t)). Dans la suite, nous posons :

Γ = max
j=1,...,m

sup
t≥0
‖Ā− A(uj(t), x̂j(t))‖ (4.16)

2. Comme la matrice Ā est Hurwitz, il existe des nombres positifs % ≥ 1 et ā > 0
tels que :

∀t ≥ 0 :
∥∥∥eĀt∥∥∥ ≤ %e−āt (4.17)

Afin de donner la dernière hypothèse, nous devons définir la matrice Φu0,x̂0(t, s), qui
est la matrice de transition du système.

ξ̇(t) = A(u0(t), x̂0(t))ξ(t) (4.18)

où ξ ∈ Rn, u0 et x̂0 sont respectivement l’entrée et l’état du système dynamique (4.9)
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pour j = 0. La matrice Φu0,x̂0(t, s) est définie comme :

dΦu0,x̂0(t, s)
dt

= A(u0(t), x̂0(t))Φu0,x̂0(t, s), ∀t ≥ s ≥ 0, (4.19)

Φu0,x̂0(t, t) = In, ∀t ≥ 0, (4.20)

où In représente la matrice identité dans Rn×n.

Maintenant, nous considérons l’hypothèse suivante

Hypothèse 4.3.1. L’entrée u est telle que pour toute trajectoire x̂0 du système (4.9),
pour j = 0 partant de x̂0(0) ∈ X, ∃T ∗ > 0, ∃θ∗ > 0, ∃δ0 > 0, ∀θ ≥ θ∗ et ∀t ≥ T ∗/θ, la
condition d’excitation persistante suivante est satisfaite :

t∫
t−T ∗/θ

Φu0,x̂0(s, t)TCTCΦu0,x̂0(s, t)ds ≥ δ0

θα(θ)∆2
θ, (4.21)

où α(θ) ≥ 1 est une fonction qui satisfait

lim
θ→∞

α(θ)
θ2 = 0. (4.22)

Nous pouvons maintenant, énoncer le Théorème suivant.

Theorème 4.3.1. Considérons le système (4.1) soumis aux hypothèses 4.2.1-4.2.2.
Alors, pour chaque entrée bornée u satisfaisant l’hypothèse 4.3.1, il existe une constante
θ0 telle que pour tout θ > θ0, il existe χθ > 0 telle que si la borne supérieure de la période
d’échantillonnage ∆M et le nombre m de systèmes dans la cascade vérifient :

∆M < χθ (4.23)
β
τ

m
< 1 (4.24)

avec
β = %(

√
n(Lϕ + LAxM) + Γ) (4.25)

où LA et Lϕ sont les constantes de Lipschitz de A et ϕ, respectivement, comme indiqué
dans l’hypothèse 4.2.2, Γ et % sont respectivement donnés par (4.16) et (4.17), xM est la
borne supérieure de l’état du système (4.1) donnée par (4.3), alors l’erreur d’observation
x̂m(t) − x(t), où x̂m est l’état du dernier sous-système dans l’observateur en cascade
(4.9) et x est l’état du système (4.1), converge exponentiellement vers zéro lorsque t
tend vers +∞.
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4.4 Analyse de convergence

Soit x̃j = x̂j − xj l’erreur d’observation relative à l’observateur situé au rang j de
la cascade. La preuve est faite par récurrence sur j, c’est-à-dire que nous prouverons
d’abord que l’erreur d’observation relative au premier observateur dans la cascade,
x̃0, converge exponentiellement vers zéro. Nous montrerons ensuite que si l’erreur x̃j−1

converge exponentiellement vers zéro, alors il en est de même pour x̃j.

Analyse de convergence pour x̃0

L’analyse effectuée dans cette section étend celle qui a été effectuée dans [Farza et al.,
2014], où les auteurs ont considéré une classe de systèmes uniformément observables
en vue de la synthèse d’un observateur continu-discret. Rappelons qu’un observateur
continu-discret pour une classe de systèmes non linéaires non uniformément observable
a été proposé dans le Chapitre 3.

Posons x̄0 = ∆θx̃0. A partir des équations du système (4.1) et de l’observateur d’état
retardé (4.9), (4.10), (4.11), (4.12), (4.13), nous avons :

˙̄x0(t) = θ
[
A(u0(t), x̂0(t))− S−1(t)CTC

]
x̄0(t) + θS−1(t)CT z(t)

+ ∆θÃ(u0(t), x̂0(t), x0(t))x0(t) + ∆θϕ̃(u0(t), x̂0(t), x0(t)) (4.26)

où Ã(u0(t), x̂0(t), x0(t)) et ϕ̃(u0(t), x̂0(t), x0(t)) sont définis en (3.17) et (3.18), respec-
tivement (voir le Chapitre 3), et z(t) = Cx̄0(t)− η(t). Remarquons que d’après (4.13),
η(tk) = Cx̃0(tk) = Cx̄(tk) et de ce fait z(tk) = 0.

Soit V (x̄0, t) = x̄T0 S(t)x̄0 la fonction de Lyapunov candidate où S(t) est donnée par
(4.11). En utilisant (4.26) et à partir du fait que la fonction S(t) est régie par l’EDO
(4.11), nous avons

V̇ (x̄0(t), t) ≤ −θx̄T0 (t)S(t)x̄0(t) + 2θx̄T0 (t)CT z(t)
+ 2x̄0(t)S(t)∆θ

[
Ã(u0(t), x̂0(t), x0(t))x0 + ϕ̃(u0(t), x̂0(t), x0(t))

]
(4.27)

Cherchons maintenant une majoration de ‖z(t)‖. En effet, à partir de la définition de
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z(t) et du fait que η(t) est régie par l’EDO (4.12), nous avons

ż(t) = C ˙̄x0(t)− η̇(t)
= C

[
θA(u0(t), x̂0(t))x̄0(t) + ∆θÃ(u0(t), x̂0(t), x0(t))x0(t)

+∆θϕ̃(u0(t), x̂0(t), x0(t))] (4.28)

En intégrant l’équation (4.28) entre tk et t et du fait que z(tk) = 0, on obtient

z(t) =
∫ t

tk

C [θA(u0(s), x̂0(s))x̄0(s)

+∆θÃ(u0(s), x̂0(s), x0(s))x0(s) + ∆θϕ̃(u0(s), x̂0(s), x0(s))
]
ds

En prenant la norme de z(t), nous obtenons

‖z(t)‖ ≤θã+
√
n(LAxM + Lϕ)√
λmin(S)

∫ t

tk

√
V (x̄0(s), s)ds (4.29)

où xM est donnée par (4.3) et ã = sup
t≥0
‖A(u0(t), x̂0(t))‖. En utilisant (2.21), (cf. Cha-

pitre 2), il en résulte que

‖2θx̄0(t)CT z(t)‖ ≤ 2θ
[
α(θ)(θã+

√
n(LAxM + Lϕ))eT∗
δ0

∫ t

tk

√
V (x̄0(s), s)ds

]√
V (x̄0(t), t)

(4.30)

En combinant les équations (3.26) et (3.27) dans le Chapitre 3, et les équations (4.27)
et (4.30), nous obtenons

V̇ (x̄0(t), t) ≤ −θV (x̄0(t), t) + 2
√
α(θ)

√
nλmax(S)eT∗

δ0
[LAxM + Lϕ]V (x̄0(t), t)

+ 2θ
[
α(θ)(θã+

√
n(LAxM + Lϕ))eT∗
δ0

∫ t

tk

√
V (x̄0(s), s)ds

]√
V (x̄0(t), t)

(4.31)

ou de manière équivalente

d
√
V (x̄0(t), t)
dt

≤ −θ

1
2 −

√
α(θ)
θ2

√
nλmax(S)eT∗

δ0
[LAxM + Lϕ]

√V (x̄0(t), t)

+ θ
α(θ)(θã+

√
n(LAxM + Lϕ))eT∗
δ0

∫ t

tk

√
V (x̄0(s), s)ds (4.32)
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Posons

aθ = θ

1
2 −

√
α(θ)
θ2

√
nλmax(S)eT∗

δ0
[LAxM + Lϕ]

 (4.33)

bθ = θ
α(θ)(θã+

√
n(LAxM + Lϕ))eT∗
δ0

(4.34)

et supposons que la borne supérieure de la période d’échantillonnage ∆M satisfait la
condition suivante ∆M <

aθ
bθ
, c’est-à-dire, bθ∆M

aθ
< 1 ou plus explicitement

∆M
α(θ)(θã+

√
n(LAxM + Lϕ))eT ∗

δ0

(
1
2 −

√
α(θ)
θ2

√
nλmax(S)eT∗

δ0
[LAxM + Lϕ]

) < 1 (4.35)

Il est clair que bθ > 0 et que pour θ suffisamment grand aθ > 0 (car lim
θ→∞

α(θ)
θ2 = 0, voir

l’hypothèse 4.3.1). Donc, selon le Lemme D.1.1 de l’annexe D, nous avons
√
V (x̄0(t), t) ≤ e−ηθt

√
V (x̄0(0), 0) (4.36)

avec :
0 < ηθ = (aθ − bθ∆M) e−aθ∆M (4.37)

La constante χθ énoncée dans le Théorème 4.3.1 est donnée par

χθ = aθ
bθ

=
δ0

(
1
2 −

√
α(θ)
θ2

√
nλmax(S)eT∗

δ0
[LAxM + Lϕ]

)
α(θ)(θã+

√
n(LAxM + Lϕ))eT ∗ (4.38)

On remarque que le taux de décroissance exponentiel de l’erreur d’observation x̃0 est
donnée par (4.37) et peut être considérée comme une fonction de ∆M , c’est-à-dire

ηθ(∆M) = (aθ − bθ∆M) e−aθ∆M (4.39)

Il est aisé de vérifier que pour tout ∆M ≥ 0 satisfaisant (4.23), la dérivée de la fonction
ηθ(∆M) par rapport à ∆M est négative et donc ηθ est une fonction décroissante de ∆θ.
En outre, nous obtenons

lim
∆M→0

ηθ(∆M) = aθ (4.40)

On peut remarquer que nous retrouvons, lorsque ∆M tend vers zéro, le taux de dé-
croissance exponentielle de l’observateur obtenu dans le cas où la sortie est disponible
en temps continu (4.24).
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À cette étape, nous avons montré que x̄0(t) converge exponentiellement vers zéro. Nous
allons montrer que l’erreur d’observation x̃j(t) converge également exponentiellement
vers zéro pour j = 1, . . . ,m.

Analyse de convergence pour x̃j, j = 1, . . . ,m

Nous procédons par récurrence sur j. En effet, soit 1 ≤ j ≤ m − 1 et supposons
que x̃j−1 converge exponentiellement vers zéro. Nous allons montrer que x̃j converge
aussi exponentiellement vers zéro. Dans ce qui suit, non seulement nous prouverons la
convergence vers zéro de l’erreur d’observation mais nous montrerons aussi comment
les expressions des gains des prédicteurs Gj ont été obtenues pour j = 1, . . . ,m (celles-
ci sont données par (4.14)).

En effet, selon (4.1), l’état xj est régie par l’équation différentielle ordinaire suivante :

ẋj(t) = A(uj(t), xj(t))xj(t) + ϕ(uj(t), xj(t)) (4.41)

L’équation ci-dessus peut se réécrite comme suit

ẋj(t) = Āxj(t) + ϕ(uj(t), xj(t)) +
(
A(uj(t), xj(t))− Ā

)
xj(t) (4.42)

où Ā est une matrice Hurwitz de taille n× n.

Selon (4.42), l’état xj peut s’exprimer comme suit :

xj(t) = e(Ā
τ
m)xj

(
t− τ

m

)
+
∫ t

t− τ
m

e(Ā(t−s)) [ϕ(uj(s), xj(s)) +
(
A(uj(s), xj(s))− Ā

)
xj(s)

]
ds

= e(Ā
τ
m)xj−1(t)

+
∫ t

t− τ
m

e(Ā(t−s)) [ϕ(uj(s), xj(s)) +
(
A(uj(s), xj(s))− Ā

)
xj(s)

]
ds

(4.43)

Ensuite, en mimant (4.42), l’équation du prédicteur (4.9) peut se réécrire comme suit

˙̂xj(t) = Āx̂j(t) + ϕ(uj(t), x̂j(t))−Gj(t) +
(
A(uj(t), x̂j(t))− Ā

)
x̂j(t) (4.44)
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De nouveau et selon (4.44), la prédiction x̂j peut s’exprimer comme suit

x̂j(t) = e(Ā
τ
m)x̂j

(
t− τ

m

)
+
∫ t

t− τ
m

e(Ā(t−s)) [ϕ(uj(s), x̂j(s))−Gj(s) +
(
A(uj(s), x̂j(s))− Ā

)
x̂j(s)

]
ds (4.45)

Ensuite, en imitant la relation (4.43) entre les états xj(t) et xj−1(t) du système, nous
imposons une relation similaire entre les états de deux prédicteurs successifs, i.e., x̂j et
x̂j−1, j = 1, . . . ,m. Une telle relation peut s’écrire comme suit

x̂j(t) = e(Ā
τ
m)x̂j−1(t) + rj(t)

+
∫ t

t− τ
m

e(Ā(t−s)) [ϕ(uj(s), x̂j(s)) +
(
A(uj(s), x̂j(s))− Ā

)
x̂j(s)

]
ds (4.46)

où les rj’s, j = 1, ...,m sont des fonctions qui sont différentiables par rapport au temps
et qui seront déterminées simultanément avec les Gj’s. Il est à noter que les fonctions
rj’s sont seulement utilisées dans l’analyse de convergence et n’apparaissent pas dans
les équations des prédicteurs.

Les équations des gains des prédicteurs Gj sont déterminées de telle manière à ce que
la relation (4.46) soit satisfaite. En effet, en soustrayant l’équation (4.45) à l’équation
(4.46), on obtient

e(Ā
τ
m)
(
x̂j

(
t− τ

m

)
− x̂j−1(t)

)
+ rj(t) =

∫ t

t− τ
m

e(Ā(t−s))Gj(s)ds (4.47)

En dérivant par rapport au temps chaque côté de l’équation, nous obtenons

e(Ā
τ
m)
(

˙̂xj
(
t− τ

m

)
− ˙̂xj−1(t)

)
+ ṙj(t) = Gj(t)− e(Ā

τ
m)Gj

(
t− τ

m

)
+ Ā

∫ t

t− τ
m

e(Ā(t−s))Gj(s)ds (4.48)

ou de manière équivalente,

e(Ā
τ
m)
(

˙̂xj
(
t− τ

m

)
− ˙̂xj−1(t)

)
+ ṙj(t) = Āe(Ā

τ
m)
(
x̂j

(
t− τ

m

)
− x̂j−1(t)

)
+ Ārj(t)

+Gj(t)− e(Ā
τ
m)Gj

(
t− τ

m

)
(4.49)

Soustrayant ˙̂xj−1(t) et ˙̂xj
(
t− τ

m

)
dans l’équation (4.49), et tenant du fait que leur
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expression sont données par (4.9), conduit à

e(Ā
τ
m)
(
A
(
uj−1(t), xj

(
t− τ

m

))
x̂j

(
t− τ

m

)
− A(uj−1(t), x̂j−1(t))x̂j−1

+ϕ
(
uj−1(t), x̂j

(
t− τ

m

))
− ϕ(uj−1(t), x̂j−1(t)) +Gj−1(t)−Gj

(
t− τ

m

))
=

Āe(Ā
τ
m)
(
x̂j

(
t− τ

m

)
− x̂j−1(t)

)
+Gj(t)− e(Ā

τ
m)Gj−1(t)−

(
ṙj(t)− Ārj(t)

)
(4.50)

Notez que nous avons utilisé l’identité uj
(
t− τ

m

)
= uj−1(t) dans la dernière équa-

tion. Maintenant, en utilisant le fait que les matrices Ā et eĀ τ
m commutent entre elles,

l’équation (4.51) conduit à

Gj(t) = e(Ā
τ
m)
(
Gj−1(t) +A

(
uj−1(t), xj

(
t− τ

m

))
x̂j

(
t− τ

m

)
−A(uj−1(t), x̂j−1(t))x̂j−1(t)

+ϕ
(
uj−1(t), x̂j

(
t− τ

m

))
− ϕ(uj−1(t), x̂j−1(t))

)
+
(
ṙj(t)− Ārj(t)

)
(4.51)

Maintenant, si nous choisissons chaque rj de sortie que sa dynamique soit régie par
l’équation différentielle suivante

ṙj(t) = Ārj(t) (4.52)

l’expression du terme de correction Gj devient

Gj(t) = e(Ā
τ
m)
[
Gj−1(t) +A

(
uj−1(t), x̂j

(
t− τ

m

))
x̂j

(
t− τ

m

)
−A(uj−1(t), x̂j−1(t))x̂j−1(t)

+ϕ
(
uj−1(t), x̂j

(
t− τ

m

))
− ϕ(uj−1(t), x̂j−1(t))− Ā

(
x̂j

(
t− τ

m

)
− x̂j−1(t)

)]
(4.53)

Nous allons maintenant établir la convergence vers zéro de x̃j(t). En effet, d’après les
équations (4.43) et (4.46), nous avons :

x̃j(t) = x̂j(t)− xj(t)

= e(Ā
τ
m)x̃j−1(t)− rj(t) +

∫ t

t− τ
m

e(Ā(t−s)) [ϕ̃(uj(s), x̂j(s), xj(s))

+Ã(uj(s), x̂j(s), xj(s))xj(s) +
(
A(uj(s), x̂j(s))− Ā

)
x̃j(s)

]
ds (4.54)
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En considérant (4.17) et en prenant la norme de l’erreur x̃j(t), nous obtenons

‖x̃j(t)‖ ≤ %e−ā
τ
m ‖x̃j−1(t)‖+ ‖rj(t)‖+

∫ t

t− τ
m

‖e−Ā(t−s)‖ [‖ϕ̃(uj(s), x̂j(s), xj(s))‖

+‖Ã(uj(s), x̂j(s), xj(s))‖‖xj(s)‖+ ‖
(
A(uj(s), x̂j(s))− Āj(s)

)
‖‖x̃j(s)‖

]
ds (4.55)

D’une part, comme rj(t) est régie par (4.52) et d’autre part, comme Ā est Hurwitz,
nous avons

‖rj(t)‖ ≤ %e−āt‖rj(0)‖ (4.56)

où % et ā sont donnés par (4.17).

Maintenant, compte tenu de l’hypothèse de récurrence, x̃j−1(t) converge exponentiel-
lement vers zéro, c’est-à-dire, il existe ρj−1, αj−1 > 0 tels que

‖x̃j−1(t)‖ ≤ ρj−1e
−αj−1t (4.57)

Ensuite, de manière similaire aux inégalités (3.26) et (3.27) dans le chapitre 3, nous
avons

‖ϕ̃(uj(s), x̂j(s), xj(s))‖ ≤
√
nLϕ ‖x̃j(s)‖ (4.58)∥∥∥Ã(uj(s), x̂j(s), xj(s))

∥∥∥ ‖xj(s)‖ ≤ √nLA ‖x̃j(s)‖xM . (4.59)

En utilisant les inégalités (4.56), (4.57), (4.58) et (4.59) conjointement avec (4.16),
l’inégalité (4.55) devient :

‖x̃j(t)‖ ≤ %
(
ρj−1e

−ā τ
m e−αj−1t + e−āt‖rj(0)‖

)
+ β

∫ t

t− τ
m

‖x̃j(s)‖ds (4.60)

≤ µj−1e
−ᾱj−1t + β

∫ t

t− τ
m

‖x̃j(s)‖ds (4.61)

où µj−1 = %max
(
ρj−1e

ā τ
m , ‖rj(0)‖

)
, ᾱj−1 = min(αj−1, ā) et β est donné par (4.25).

En appliquant le lemme D.1.2 (cf. annexe D), il s’ensuit que sous la condition (4.24),
l’erreur ‖x̃j(t)‖ converge exponentiellement vers zéro. Ceci est vrai pour chaque j =
1, ...,m, et donc en particulier pour j = m. Ceci termine la preuve du Théorème.
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4.5 Exemples

Dans ce paragraphe, les performances de l’observateur en cascade sont illustrées tout
d’abord à travers un exemple académique puis à travers une application sur un moteur
Stirling à piston libre.

4.5.1 Exemple académique

Nous considérons le système dynamique suivant :



ẋ1

ẋ2

ẋ3

 =


u1x1x2 + u2x

2
1x3 + x1u3

x3 − 10x2 + u3 − x3
2

−x3 − 2x1x2 − 10u1x2


y(tk) = x1(tk − τ)

(4.62)

où xi, uj ∈ R pour i = 1, ..., 3 et j = 1, ..., 3. Le système (4.62) est sous la forme (4.1)
avec q = 2, x =

[
(x1)T (x2)T

]T
, x1 = [x1] et x2 =

[
x2 x3

]T
, où les matrices

A(u, x) et ϕ(u, x) sont représentées sous les formes suivantes

A(u, x) =
 0 A1(u, x1)

02×1 02×2

 ϕ(u, x) =


x1u3

x3 − 10x2 + u3 − x3
2

−x3 − 2x1x2 − 10u1x2



où A1(u, x1) =
[
u1x1 u2x

2
1

]
.

Par conséquent, nous avons

∆θ =


1 0 0
0 1/θ 0
0 0 1/θ


Un observateur en cascade de la forme (4.9)-(4.14) a été synthétisé pour estimer l’état
réel x(t), où les entrées du système sont données par u1(t) = sin(11πt), u2(t) =
cos(11πt) et u3(t) = 5 cos(2πt).

La matrice Ā est définie comme suit :

Ā = −λIn (4.63)

Quatre ensembles de résultats de simulation sont fournis pour l’observateur en cas-
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cade (4.9)-(4.14) du système (4.62). Les deux premiers sont obtenus avec τ = 0.4s.
Dans le troisième ensemble, on compare différentes valeurs pour la matrice Ā avec
τ = 0.9s. Le quatrième ensemble correspond à τ = 1.8s. La période d’échantillonnage
a été supposée constante et a été fixée à la même valeur pour toutes les simulations,
∆k = ∆M = 0.3sec, pour tout k ∈ IN.

Dans tous les cas, l’observateur en cascade a été initialisé avec :

x̂j(s) = 03×1, j = 1, . . . ,m, s ∈ [−τ/m, 0]
S(0) = I3×3η(0) = 0

Les simulations sont effectuées en utilisant la fonction Matlab pour résoudre des équa-
tions différentielles retardées avec un retard constant, c’est-à-dire dde23.

Les deux premières simulations ont été effectuées en utilisant les mêmes valeurs pour
les paramètres de synthèse θ et le nombre de cascade m a été fixé à 2, tandis que
le paramètre λ intervenant dans l’expression de Ā a été fixée à 0.5 pour la première
simulation et à 2 pour la seconde. Les résultats sont reportés sur les figures 4.3-4.6.
On remarque que la vitesse de convergence de l’observateur diminue lorsque les valeurs
propres de Ā diminuent.

En outre, nous avons comparé différentes valeurs propres pour la matrice Ā : λ = 1.5, 0.5
et 0.1. Les résultats obtenus sont reportés sur la figure 4.7, qui montre la norme de
l’erreur d’observation ‖x̃m(t)‖. Ces résultats ont été obtenus en utilisant un nombre
de sous-systèmes m = 5 dans la cascade, un retard de τ = 0.9s et un paramètre de
synthèse θ = 2, dans tous les cas. La valeur λ = 1.5 a permis d’avoir la décroissance
la plus rapide vers zéro. Notons qu’il faudrait éviter de prendre des valeurs propres de
Ā relativement élevées, qui donneraient lieu lieu à des valeurs élevées pour Γ (qui est
défini par (4.16)) qui risquent de violer la condition requise (4.24) pour la convergence
comme indiqué dans le Théorème 4.3.1.

Dans la dernière simulation, le nombre de sous-systèmes m dans la cascade a été aug-
menté à 9 pour faire face à la valeur élevée du retard. Les figures 4.8-4.9 montrent
le résultat correspondant, qui a été obtenu avec θ = 1.5 et λ = 1.2. Les simulations
montrent que l’observateur proposé permet bien de faire face à des retards relativement
élevés.
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Figure 4.3 – Estimation de l’état retardé avec l’observateur en cascade (m = 2 pour
∆k = 0.3s et τ = 0.4s, avec λ = 0.5 et θ = 2)

4.5.2 Observateur en cascade appliqué à un Moteur Stirling
à Piston Libre

Nous reconsidérons le système non linéaire du moteur FPSE qui a été introduit au
chapitre précédent, où l’état x(t) est encore une fois pris comme x(t) = [x1, x2, x3, x4]T .
Les états désignent la longueur du piston x1, la course de déplacement x3, et leur vi-
tesse sont désignés par x2 et x4, respectivement, tandis que y(tk) = x1(tk − τ) est la
sortie échantillonnée et retardée. La simulation est effectuée avec les mêmes valeurs
considérées au chapitre précédent, aussi bien pour les paramètres que pour l’entrée :
pm(t) = 7MPa+ 0.5MPa sin(t).
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Figure 4.4 – Estimation de l’état retardé avec l’observateur en cascade (m = 2 pour
∆k = 0.3s et τ = 0.4s, avec λ = 0.5 et θ = 2)

D’après l’équation (3.40) dans le Chapitre 3, nous pouvons synthétiser un observateur
en cascade de la forme (4.9)-(4.14) pour le moteur FPSE. Les matrices A(u, x) et
ϕ(u, x) pour le moteur FPSE sont données par :

A(u, x) =


0 1 0 0
0 0 kpdpm 0
0 0 0 1
0 0 0 0



ϕ(u, x) =


0

f̄Lx2 − f̄Cx2
1x2 + k̄Cx

3
1 + kpppmx1

0
kddpmx1 + cddpmx2 + kdppmx3 + cdppmx4



Encore une fois, nous avons choisi la matrice Ā afin qu’elle remplisse les hypothèses du
Théorème 4.3.1, de manière similaire à l’exemple précédent. La matrice diagonale ∆θ

est définie comme suit

∆θ =


1 0 0 0
0 1

θ
0 0

0 0 1
θ2 0

0 0 0 1
θ3


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Figure 4.5 – Estimation de l’état retardé avec l’observateur en cascade (m = 2 pour
∆k = 0.3s et τ = 0.4s, avec λ = 1.5 et θ = 2)

L’observateur continu-discret a été initialisé comme suit

x̂(0) = [0, 0, 0, 0]T

S(0) = I4×4

Un des avantages de l’observateur en cascade proposé est qu’il peut être facilement
mis en oeuvre. Afin d’illustrer ceci, deux ensembles de simulations ont été réalisés. Ces
simulations ont été effectuées pour faire face aux retards τ = 1s et τ = 5s, tandis que
la sortie échantillonnée est mesurée toutes les 1s, dans les deux cas. Les paramètres
de l’observateur ont été choisis comme λ = 1 et λ = 0.5, respectivement, alors que le
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Figure 4.6 – Estimation de l’état retardé avec l’observateur en cascade (m = 2 pour
∆k = 0.3s et τ = 0.4s, avec λ = 1.5 et θ = 2)

paramètre de synthèse θ est pris comme θ = 1.2, dans les deux cas.

Les performances de l’observateur en cascade sont montrées sur les figures 4.10-4.11.
D’abord, nous montrons comment l’observateur proposé permet d’obtenir une estima-
tion de x(t), lorsque la sortie échantillonnée est soumise à un retard τ = 1s. Dans
ce cas, les hypothèses du Théorème 4.3.1 peuvent être satisfaites avec une nombre de
cascade m = 2. Clairement, ce résultat valide notre observateur ; en effet l’observateur
converge rapidement, dans le cas d’un retard relativement petit.

Pour faire face à un retard plus important, i.e. τ = 5s, il est nécessaire d’adapter le
nombre de sous-systèmes dans la cascade et la longueur de la cascade a été fixé àm = 9.
Nous pouvons voir que l’observateur prend un certain temps pour converger à cause
du retard et du nombre élevé de sous-systèmes dans la cascade. D’après ce résultat,
nous pouvons dire que l’état instantané du système x(t) est bien estimé par le dernier
prédicteur xm(t).

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre, un observateur en cascade de type grand-gain capable de donner une
estimation précise de l’état pour une classe de systèmes non linéaires, non uniformément
observables, avec des sorties échantillonnées et retardées a été proposé. La synthèse de
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Figure 4.7 – Norme de l’erreur d’observation ‖x̃m(t)‖ avec m = 5 (pour ∆k = 0.3s et
τ = 0.8s, avec θ = 2)

l’observateur en cascade a été effectuée en deux étapes. Le premier sous-système dans
la cascade est un observateur continu-discret qui fournit une estimation continue de
l’état retardé à partir de la sortie échantillonnée et retardée. Cet observateur est obtenu
par la re-synthèse d’un observateur de type grand-gain, qui est capable de traiter des
mesures de sortie échantillonnées. Ceci a déjà été abordé dans le chapitre précèdent. Les
sous-systèmes restants dans la cascade effectuent une prédiction appropriée de l’état
du système, c’est-à-dire, chaque sous-système prédit l’état sur un horizon de prédiction
égal à une fraction du retard original, de sorte que le dernier sous-système fournisse
une estimation de l’état instantané du système. Cette contribution a fait l’objet d’une
publication dans Systems & Control Letters [Hernández-González et al., 2016a]. les
performances de l’observateur ont été illustrées en simulation à travers un exemple
académique ainsi que sur un modèle représentant un moteur Stirling à piston libre.
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Figure 4.8 – Estimation de l’état retardé avec l’observateur en cascade (m = 9 pour
∆k = 0.3s et τ = 1.6s, avec λ = 1.2 et θ = 1.5)
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Figure 4.9 – Estimation de l’état retardé avec l’observateur en cascade (m = 9 pour
∆k = 0.3s et τ = 1.6s, avec λ = 1.2 et θ = 1.5)
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Figure 4.10 – Estimation de l’état du FPSE avec l’observateur en cascade continu-discret
(m = 2 pour ∆k = 1s et τ = 1s, avec λ = 1 et θ = 1.2)
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Figure 4.11 – Estimation de l’état du FPSE avec l’observateur en cascade continu-discret
(m = 9 pour ∆k = 1s et τ = 5s, avec λ = 0.5 et θ = 1.2)
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Chapitre 5

Synthèse d’observateur en cascade
pour une classe de systèmes non
linéaires incertains avec sorties
échantillonnées et retardées

5.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à la synthèse d’observateurs pour une classe
de systèmes uniformément observables incertains dont la sortie est disponible de façon
retardée et à des instants discrets. En effet, les systèmes usuellement considérés en pra-
tique contiennent des incertitudes. Cela peut être dû à des dynamiques non modélisées,
des paramètres inconnus ou à des perturbations variant dans le temps, par exemple.
Bien que l’effet d’incertitudes sur certains observateurs ait déjà été étudié dans [Ze-
mouche et al., 2015] pour des systèmes linéaires ou dans [Cai et al., 2012, Zhang and
Xu, 2015, Zheng et al., 2016, Moisan and Bernard, 2010] pour des systèmes non li-
néaires, le cas d’incertitudes lorsque la sortie est retardée n’a pas été considéré.
L’observateur proposé dans ce chapitre possède une structure en cascade similaire à
celle déjà considérée dans le chapitre précédent. Une étude précise de l’effet des in-
certitudes sur l’erreur d’observation est effectuée et est illustrée en simulation sur un
exemple académique et un bioréacteur.
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5.2 Formulation du problème

Nous considérons ici la classe de systèmes non linéaires multi-entrées et multi-sorties
qui sont difféomorphes au système suivant : ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(u(t), x(t)) +Bε(t)

yτ (tk) = Cx(tk − τ) = x1(tk − τ)
(5.1)

avec x =
[
(x1)T · · · (xq−1)T (xq)T

]
∈ Rn et :

A =
 0(q−1)p,p I(q−1)p

0p,p 0p,(q−1)p

 , ϕ(u, x) =



ϕ1(u, x1)
ϕ2(u, x1, x2)

...
ϕq−1(u, x1, . . . , xq−1)

ϕq(u, x)


B =

(
0p 0p . . . Ip

)T
, C =

(
Ip 0p . . . 0p

)
(5.2)

où xi ∈ IRp pour i = 1, . . . , q sont les blocs de variables d’état, u ∈ U désigne l’entrée
du système, avec U un ensemble compact de IRm, et ε : IR+ 7→ IRp est une fonction
inconnue qui décrit les incertitudes du système et peut dépendre de l’état, de l’entrée
et de paramètres incertains. Enfin, yτ (tk) ∈ Rp est la sortie retardée et échantillonnée,
τ > 0 est le retard sur la sortie, qui est disponible uniquement à des instants d’échan-
tillonnage qui satisfont la condition 0 ≤ t0 < · · · < tk < . . . , avec limk→+∞ tk = +∞.
Nous supposons de plus qu’il existe 0 < ∆m ≤ ∆M < +∞ vérifiant :

0 < ∆m ≤ ∆k = tk+1 − tk ≤ ∆M , ∀k ≥ 0 (5.3)

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction, notre principal objectif est de
synthétiser un observateur en cascade qui fournit une estimation de l’état du système
(5.1), en utilisant les mesures échantillonnées et retardées de la sortie. Une telle synthèse
sera réalisée selon les hypothèses suivantes

Hypothèse 5.2.1. L’état x(t) et l’entrée u(t) sont bornés, c’est-à-dire, x(t) ∈ X et
u(t) ∈ U , ∀t ≥ 0, où X ⊂ IRn et U ⊂ IRs sont des ensembles compacts.

Hypothèse 5.2.2. La fonction ϕ est Lipschitz par rapport à x, uniformément par
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rapport à u, i.e.

∃Lϕ > 0; ∀u ∈ U ; ∀(x, x̄) ∈ X ×X :
‖ϕi (u, x)− ϕi (u, x̄) ‖ ≤ Lϕ‖x− x̄‖ (5.4)

Hypothèse 5.2.3. La fonction inconnue ε est essentiellement bornée, c’est-à-dire

∃δε > 0 ; ess sup
t≥0
‖ε(t)‖ ≤ δε (5.5)

Nous considérons, dans un premier temps, le cas continu et sans retard. Les équations
de l’observateur s’écrivent comme suit (voir le chapitre 2) :

˙̂x(t) = Ax̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))−G(t)
= Ax̂(t) + ϕ(u(t), x̂(t))− θ∆−1

θ K(Cx̂(t)− y(t)) (5.6)

où K = [k1Ip · · · kqIp], ki ∈ R, i = 1, . . . , q, est un vecteur constant, choisi de sorte
que la matrice A−KC soit Hurwitz ; θ ≥ 1 est un paramètre de synthèse et ∆θ est la
matrice diagonale suivante :

∆θ = diag
(
Ip,

1
θ
Ip, . . . ,

1
θq−1 Ip

)
(5.7)

Nous avons montré dans le chapitre 2 que l’erreur d’observation est bornée comme suit

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ µ(θ)e−λ(θ)t‖x̂(0)− x(0)‖+ M

θ
δε (5.8)

où θ ≥ 1 est le paramètre de synthèse de l’observateur, M > 0 est une constante
positive qui ne dépend pas de θ, µ(θ) est polynomiale en θ avec lim

θ→+∞
λ(θ) = +∞ et

finalement δε est la borne de l’incertitude donnée par (5.5) dans l’hypothèse 5.2.3.

Il faut souligner qu’en l’absence d’incertitudes, c’est-à-dire, δε = 0, l’erreur d’observa-
tion converge exponentiellement vers zéro. Dans le cas où les incertitudes sont bornées
l’erreur d’observation est ultimement bornée et la borne ultime peut être choisie aussi
petite que désirée en prenant une valeur suffisamment élevée pour le paramètre de
synthèse de l’observateur θ.

Les principaux aspects de la synthèse de l’observateur en cascade seront précisés dans
les sections suivantes. Cette synthèse est effectuée sous quelques hypothèses qui seront
énoncés au moment opportun. Les Lemmes suivants sont nécessaires pour la preuve de
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convergence de l’observateur.

Lemme 5.2.1. Considérons une fonction réelle continue x : t ∈ [−δ,+∞[−→ x(t) ∈
[0,+∞[ avec δ > 0, telle que

∫ 0

−δ
x(s)ds < +∞, x(t) ≤ K(t) + η

∫ t

t−δ
x(s)ds for t ≥ 0 (5.9)

où K(t) est une fonction à valeurs réelles, positive et croissante ; η > 0 est une

constante réelle. Si ηδ < 1 alors, nous avons x(t) ≤ µ(t)
1− ηδ où µ(t) = K(t) + η

∫ 0

−δ
x(s)ds >

0.

Démonstration du Lemme 5.2.1 La preuve est similaire à celle du Lemme 2 dans
[Germani et al., 2002] et au résultat donné dans la Remarque 1 dans [Farza et al.,
2015b]. En effet, en procédant comme dans les références mentionnées ci-dessus, nous
montrons que :

x(t) ≤ µ(t) + η
∫ t

max{0,t−δ}
x(s)ds, t ≥ 0 (5.10)

Comme la fonction positive K(t) est croissante, µ(t) l’est aussi et nous pouvons alors
procéder comme dans [Germani et al., 2002] et [Farza et al., 2015b] en itérant (5.10) k
fois et en appliquant le lemme de Gronwall. Ceci conduit à

x(t) ≤ µ(t)
k∑
i=0

(ηδ)i + µ(t) ηt

(k + 1)!e
ηt

En prenant la limite lorsque k tend vers l’infini de chaque coté de l’inégalité ci-dessus,
nous avons x(t) ≤ µ(t)

1−ηδ car ηδ < 1.

Lemme 5.2.2. Soit A la matrice anti-décalage par blocs de dimension n × n donnée
par (5.2) et soit Ā une matrice Hurwitz de dimension n× n et λ1, · · · , λn ses valeurs
propres ordonnées de telle sorte que :

0 < −R(λ1) ≤ · · · ≤ −R(λn) (5.11)

où R(·) est la partie réelle du nombre complexe (·). Alors, on obtient

R(λ1) ≤ ‖A− Ā‖

Démonstration du Lemme 5.2.2
Nous désignons par aij (respectivement āij) l’entrée complexe de la matrice A (respec-
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tivement Ā) située à la ligne i et la colonne j. Nous avons

‖A− Ā‖2 = λmax((A− Ā) ∗ (A− Ā)) ≥ 1
n
tr((A− Ā) ∗ (A− Ā)) = 1

n

n∑
i=1

n∑
j=1
|aij − āij|2

où (·)* est le complexe conjugué de la matrice complexe (·) et tr(·) est la trace de la
matrice (·). Nous désignons par R(·) et F(·) les parties réelle et imaginaire du nombre
complexe (·), respectivement. Alors, on obtient

‖A− Ā‖2 ≥ 1
n

n∑
i=1
|aij − āij|2 = 1

n

n∑
i=1
|aii|2 (car aii = 0)

= 1
n

n∑
i=1

(
(R(āii))2 + (F(āii))2

)
≥ 1
n

n∑
i=1

(R(āii))2 ≥ 1
n2

(
n∑
i=1
|R(āii)|

)2

≥ 1
n2

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

R(āii)
∣∣∣∣∣
)2

= 1
n2

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

R(λi)
∣∣∣∣∣
)2

car
n∑
i=1

āii =
n∑
i=1

λi (= tr(Ā))

≥ 1
n2

(∣∣∣∣∣
n∑
i=1

R(λi)
∣∣∣∣∣
)2

selon 5.11

= 1
n2 (nR(λ1))2 = |R(λ1)|2

Par conséquent |R(λ1)| ≤ ‖A− Ā‖. Ceci termine la preuve du Lemme 5.2.2.

5.3 Synthèse d’un observateur en cascade pour des
sorties retardées disponibles en temps continu

Nous considérons d’abord le cas d’une sortie retardée, disponible en temps continu. Le
système est donc régi par le modèle dynamique suivant :

ẋ(t) = Ax(t) + ϕ(u(t), x(t)) +Bε(t)
yτ (t) = Cx(t− τ) = Cx1(t− τ) (5.12)

Dans ce qui suit, comme dans [Germani et al., 2002, Kazantzis and Wright, 2005], nous
adoptons les suivantes notations :

xj(t) = x
(
t− τ + j

m
τ
)

, uj(t) = u
(
t− τ + j

m
τ
)

et εj(t) = ε
(
t− τ + j

m
τ
)

(5.13)

pour j = 0, . . . ,m et t ≥ − j
m
τ où m est un nombre entier positif qui sera spécifié plus

précisément dans la suite.
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Comme dans le chapitre précédent, l’observateur que nous proposons est composé de
m+ 1 sous-systèmes en cascade où le premier système est un observateur utilisant une
sortie continue, qui fournit une estimation en temps continu de l’état retardé tandis
que chacun des sous-systèmes restants est un prédicteur. Comme dans [Germani et al.,
2002, Kazantzis and Wright, 2005, Farza et al., 2015b], le prédicteur au rang j dans
la cascade prédit l’état du sous-système précédent avec un horizon de prédiction égal
à τ

m
, de telle sorte que l’état du m-ème prédicteur est une estimation de l’état du

système réel.

Comme nous l’avons souligné au chapitre précédent, l’idée derrière la conception d’un
observateur en cascade résulte principalmente des propriétés suivantes :

xj

(
t− τ

m

)
= xj−1(t) and uj

(
t− τ

m

)
= uj−1(t) , j = 1, . . . ,m (5.14)

Structure de l’estimateur

D’après la notation adoptée, l’état du système retardé est régi par le modèle dynamique
suivant

ẋ0(t) = Ax0(t) + ϕ(u0(t), x0(t)) +Bε0(t)
yτ (t) = Cx0(t) (5.15)

Le système non retardé (5.15) est sous la forme (5.1), où la sortie n’est pas retardée
et est disponible en temps continu. Ainsi, un observateur à grand-gain continu sous la
forme (5.6) peut être utilisé pour l’estimation de x0. Les équations de cet observateur
sont données par :

˙̂x0(t) = Ax̂0(t) + ϕ(u0(t), x̂0(t))− θ∆−1
θ K(Cx̂0(t)− y(t)) (5.16)

où, comme dans (5.6), K est un vecteur tel que (A−KC) est Hurwitz et θ ≥ 1 est un
paramètre de synthèse.

Structure des prédicteurs

Nous nous concentrons maintenant sur la structure des m prédicteurs restants dont la
synthèse est décrite ci-dessous.
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Rappelons que la variable xj désigne l’état retardé avec un retard égal à τ − j

m
τ .

Comme l’observateur (5.16) permet l’estimation de l’état x0, nous nous concentrons
sur le cas où j = 1, . . . ,m. L’objectif est de synthétiser un prédicteur qui estime l’état
xj. la dynamique de ce dernier est régie par l’équation suivante

ẋj(t) = Axj(t) + ϕ(uj(t), xj(t)) +Bεj(t) (5.17)

Le système (5.17) peut se réécrire comme suit

ẋj(t) = Āxj(t) + ϕ(uj(t), xj(t)) + (A− Ā)xj(t) +Bεj(t) (5.18)

où Ā est une matrice Hurwitz qui est un paramètre de synthèse pour les prédicteurs
qui doit être choisi Hurwitz.

D’après (5.18), l’état xj peut être représenté comme suit

xj(t) =eĀ τ
mxj

(
t− τ

m

)
+
∫ t

t− τ
m

eĀ(t−s) (ϕ(uj(s), xj(s)) +(A− Ā)xj(s) +Bεj(s)
)
ds

=eĀ τ
mxj−1(t) +

∫ t

t− τ
m

eĀ(t−s) (ϕ(uj(s), xj(s)) +(A− Ā)xj(s) +Bεj(s)
)
ds (5.19)

Notez que la dernière égalité résulte du fait que xj
(
t− τ

m

)
= xj−1(t).

Nous désignons par x̂j l’état du prédicteur qui fournit une estimation de l’état xj, nous
assignons la dynamique de x̂j comme suit

˙̂xj(t) = Ax̂j(t) + ϕ(uj(t), x̂j(t))−Gj(t) (5.20)

où Gj(t), j = 1, . . . ,m est le terme correctif qui doit être choisi afin de garantir la
convergence exponentielle vers zéro de l’erreur de prédiction, i.e., x̃j(t) = x̂j(t)−xj(t).
On remarque que la structure de l’observateur de l’état continu (5.6) est similaire à
celle du prédicteur (5.20) avec

G0(t) = θ∆−1
θ K(Cx̂0(t)− y(t)) = θ∆−1

θ KC(x̂0(t)− x(t)) = θ∆−1
θ KCx̃0(t) (5.21)

où x̃(t) est l’erreur d’observation correspondant à l’état retardé, qui satisfait une in-
égalité similaire à (5.8). Plus précisément, nous avons

‖x̃0(t)‖ ≤ µ(θ)e−λ(θ)t‖x̃0(0)‖+ M

θ
δε (5.22)
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où θ ≥ 1 désigne le paramètre de synthèse de l’observateur, M > 0 est une constante
positive qui ne dépend pas de θ, µ(θ) est un polynôme en θ avec lim

θ→+∞
λ(θ) = +∞ et

finalement δε est la borne de l’incertitude comme donné par l’hypothèse 5.2.3.

Maintenant, en mimant (5.18), l’équation du prédicteur peut se réécrire comme suit

˙̂xj(t) = Āx̂j(t) + ϕ(uj(t), x̂j(t)) + (A− Ā)x̂j(t)−Gj(t) (5.23)

De nouveau et selon (5.23), la prédiction x̂j peut s’exprimer comme suit :

x̂j(t) = eĀ
τ
m x̂j

(
t− τ

m

)
+ eĀt

∫ t

t− τ
m

e−Ās (ϕ(u(s), x̂j(s)) +(A− Ā)x̂j(s)−Gj(s)
)
ds

(5.24)
Ensuite, en imitant la relation (5.19), entre les états xj(t) et xj−1(t), nous imposons
une relation similaire entre les états correspondant à deux prédicteurs successifs, i.e.
x̂j et x̂j−1, j = 1, . . . ,m. Cette relation s’exprime comme suit

x̂j(t) = eĀ
τ
m x̂j−1(t) + rj(t) + eĀt

∫ t

t− τ
m

e−Ās (ϕ(uj(s), x̂j(s)) +(A− Ā)x̂j(s)
)
ds (5.25)

où les rj, j = 1, · · · ,m sont des fonctions qui sont différentiables par rapport au temps
et qui seront déterminées simultanément avec les termes de correction Gj de telle sorte
que la relation (5.25) reste vrai pour t ≥ 0.

Détermination des gains des prédicteurs

Dans ce paragraphe, les expressions des gains des prédicteurs Gj sont déterminées de
telle sorte que la relation imposée (5.25) soit satisfaite.

En soustrayant l’équation (5.25) à l’équation (5.24), on obtient

eĀ
τ
m

(
x̂j

(
t− τ

m

)
− x̂j−1(t)

)
− rj(t) = eĀt

∫ t

t− τ
m

e−ĀsGj(s)ds

La dérivation par rapport au temps de chaque côté de l’équation ci-dessus donne

e(Ā
τ
m)
(

˙̂xj
(
t− τ

m

)
− ˙̂xj−1(t)

)
+ ṙj(t) = Gj(t)− e(Ā

τ
m)Gj

(
t− τ

m

)
+ Ā

∫ t

t− τ
m

e(Ā(t−s))Gj(s)ds (5.26)
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ou de manière équivalente,

eĀ
τ
m

(
˙̂xj
(
t− τ

m

)
− ˙̂xj−1(t)

)
− ṙj(t) = ĀeĀ

τ
m

(
x̂j

(
t− τ

m

)
− x̂j−1(t)

)
− Ārj(t)

+Gj(t)− eĀ
τ
mGj

(
t− τ

m

)
(5.27)

Substituant dans (5.27), ˙̂xj−1(t) et ˙̂xj
(
t− τ

m

)
par leur expression donnée par (5.20)

conduit à

eĀ
τ
m

(
A

(
x̂j

(
t− τ

m

)
− x̂j−1(t)

)
+ ϕ

(
(uj−1, x̂j

(
t− τ

m

))
−ϕ(uj−1, xj−1(t))

+Gj−1(t)−Gj
(
t− τ

m

))
= ĀeĀ

τ
m

(
x̂j

(
t− τ

m

)
− x̂j−1(t)

)
+Gj(t)− eĀ

τ
mGj

(
t− τ

m

)
+ (ṙj(t)− Ārj(t)) (5.28)

Notons que nous avons utilisé, dans la dernière équation, l’identité uj
(
t− τ

m

)
=

uj−1(t). Ensuite, en utilisant le fait que les matrices Ā et eĀ τ
m commutent entre elles,

l’équation (5.28) conduit à

Gj(t) = eĀ
τ
m

(
Gj−1(t) + (A− Ā)

(
x̂j

(
t− τ

m

)
− x̂j−1(t)

)
+ϕ

(
uj−1, x̂j

(
t− τ

m

))
− ϕ(uj−1, xj−1(t))

)
− (ṙj(t)− Ārj(t)) (5.29)

Maintenant, si on choisit rj de sorte que

ṙj(t) = Ārj(t) (5.30)

l’expression du terme de correction Gj devient :

Gj(t) = eĀ
τ
m

(
Gj−1(t) + (A− Ā)

(
x̂j

(
t− τ

m

)
− x̂j−1(t)

)
+ϕ

(
uj−1, x̂j

(
t− τ

m

))
− ϕ(uj−1, xj−1(t))

)

Avant de donner le théorème principal qui résume les résultats obtenus à travers les
développements précédents, nous rappelons que comme la matrice Ā est Hurwitz, il
existe des nombres β et ā tels que [Khali, 2003, Kazantzis and Wright, 2005]

∀t ≥ 0 : ‖eĀt‖ ≤ βe−āt (5.31)
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Les équations de l’observateur candidat pour le système (5.12) sont alors données par

˙̂xj(t) = Ax̂j(t) + ϕ(uj(t), x̂j(t))−Gj(t), j = 0, . . . ,m
G0(t) = θ∆−1

θ KC(x̂0(t)− yτ (t))
Gj(t) = eĀ

τ
m

(
Gj−1(t) + (A− Ā)

(
x̂j
(
t− τ

m

)
− x̂j−1(t)

)
+ϕ

(
uj−1, x̂j

(
t− τ

m

))
− ϕ(uj−1, xj−1(t))

)
pour j = 1, . . . ,m

(5.32)
où la matrice Ā est Hurwitz, le vecteur K est tel que A −KC est Hurwitz, ∆θ est la
matrice diagonale donnée par (5.7) et θ ≥ 1 est un paramètre de synthèse.

Nous énonçons le théorème suivant

Theorème 5.3.1. Considérons le système (5.12) soumis aux hypothèses 5.2.1-5.2.2-
5.2.3 et l’observateur (5.32). Si la matrice Ā est choisie telle que ā ≤ λ(θ) où λ(θ) > 0
est défini par (5.22) et si le nombre m de sous-systèmes dans la cascade est choisi de
sorte que

η
τ

m
< 1 (5.33)

où
η = β

(
Lϕ + ‖Ā− A‖

)
(5.34)

avec β donné par (5.31) et Lϕ la constante de Lipschitz de ϕ définie dans l’hypothèse
5.2.2, alors, nous avons pour j = 1, . . . ,m :

‖x̃j(t)‖ ≤ ρje
−āt +Mjδε, t ≥ 0 (5.35)

où

ρj = η

1− η τ
m

∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds+ βχjmµ(θ)‖x̃0(0)‖+ β

1− η τ
m

j∑
i=1

χkm‖rj−k(0)‖ (5.36)

Mj = βχjm
M

θ
+

β τ
m

1− η τ
m

j−1∑
i=0

χim (5.37)

où les fonctions rk, k = 1, · · · ,m, sont régies par (5.30), µ(θ) et M donnés par (5.22),
δε est la borne supérieure essentielle des incertitudes fournie par l’hypothèse 5.2.3 et

χm = e−ā
τ
m

1− η τ
m

(5.38)

La preuve du théorème est donnée dans la sous-section suivante. Avant de détailler
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cette preuve, nous remarquons que selon (5.35), dans le cas sans incertitudes, l’erreur
d’estimation associée à chaque prédicteur au rang j et en particulier au dernier, c’est-
à-dire, au rang m, converge exponentiellement vers zéro. En présence d’incertitudes,
l’erreur d’estimation reste bornée et la borne ultime est proportionnelle à la borne
essentielle des incertitudes δε. D’autres propriétés de la borne ultime sont fournies
dans la proposition suivante.

Proposition 5.3.1. Soit Mm la borne ultime de l’erreur entre l’état réel x(t) du sys-
tème (5.1) et l’état du dernier sous-système x̂m(t) dans la cascade de l’observateur
(5.32), c’est-à-dire, Mm = limt→∞ ‖x̂m(t)− x(t)‖. Alors, nous avons :

1. Mm = βχmm
M
θ

+ β τ
m

1−η τ
m

∑m−1
i=0 χim où M et χm sont donnés par (5.22) et (5.38),

respectivement .

2. La suite Mm m ∈ N∗ est décroissante

lim
m→∞

Mm = β
M

θ
e(η−ā)τ + β

e(η−ā)τ − 1
η − ā

(5.39)

Avant de donner la preuve de la proposition 5.3.1, nous notons les deux faits suivants.

Remarques 5.3.1. Le membre de droite de l’équation (5.39) est constitué de deux
termes. Le premier terme βe(η−ā)τ M

θ
peut être fixé aussi petit que voulu en prenant

des valeurs suffisamment élevées pour le paramètre de synthèse de l’observateur θ.

Le second terme, β e
(η−ā)τ − 1
η − ā

, est fixé et est la limite de la borne ultime lorsque la
longueur de la cascade, m, est choisie suffisamment élevée. Donc, lorsque la longueur
de la cascade m est fixée, nous devons d’abord satisfaire la condition (5.33) et ensuite
gérer un compromis entre la complexité de l’observateur et une valeur acceptable pour
l’erreur d’estimation.

Remarques 5.3.2. Le terme η − ā apparaissant dans l’expression de la borne ultime
(5.39) est directement lié à la constante de Lipschitz des non linéarités du système. En
effet, nous avons

η − ā = β(Lϕ + ‖A− Ā‖)− ā
≥ βLϕ

comme β ≥ 1 et ‖A− Ā‖ − ā ≥ 0 selon le Lemme 5.2.2.

En conséquence, comme la fonction eα−1
α

est croissante pour α ≥ 0, la limite de la
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borne ultime donnée par (5.39) satisfait particulièrement

lim
m→∞

Mm = βe(βLϕ)τM

θ
+ β

e(βLϕ)τ − 1
Lϕ

(5.40)

c’est-à-dire, la borne inférieur de cette limite est une fonction croissante de la constante
de Lipschitz des non linéarités du système.

Démonstration de la proposition 5.3.1 Le point (i) de la proposition 5.3.1 est direct,
car il suffit de remplacer j par m dans l’expression (5.37). Maintenant, nous prouvons
le point (ii). En effet, selon l’expression de M donnée par (i), on obtient :

Mm = β
e−āτ

1− η τ
m

M0 + β

η

η τ
m

1− η τ
m

j−1∑
i=0

(
e−ā

τ
m

1− η τ
m

)i
,
βe−āτM0

f(ν) + β

η
g(ν) (5.41)

ν = η τ
m
. On note que selon la condition (5.33), on obtient ν ∈]0, 1[. Les fonctions f et

g sont définies comme suit : f :]0, 1[ 7→ R, ν 7→ f(ν) et g :]0, 1[ 7→ R, ν 7→ g(ν)

f(ν) , (1− ν)
ητ
ν = e

ητ
ν

log(1−ν) (5.42)

g(ν) , ν

1− ν

j−1∑
i=0

(h(ν))i avec h(ν) = e−
ā
η
ν

1− ν (5.43)

De ce fait,Mm peut être considérée comme une fonction de ν comme exprimé par (5.41).
Comme ν est une fonction décroissante de m, il suffit de montrer que ν 7→ Mm(ν) est
une fonction croissante afin de montrer que Mm n’est pas en croissant par rapport à
m. En outre, comme β, η, M0 et f(ν) sont positifs, il suffit de montrer que ν 7→ 1

f(ν) et
ν 7→ g(ν) sont des fonctions croissantes. En effet, nous montrons d’abord que f ′(ν) ≤ 0
(c’est-à-dire ν 7→ f(ν) est décroissante) avant de montrer que g′(ν) ≥ 0, pour tout
ν ∈]0, 1[.

f ′(ν) = −
(
ητ

ν2 log(1− ν) +
ητ
ν

1− ν

)
f(ν) = −ητ

ν2

(
ν

1− ν + log(1− ν)
)
f(ν)

, −ητ
ν2 f1(ν)f(ν) (5.44)

• La décroissance de ν 7→ f(ν) : on obtient :

f ′(ν) = − 1
1− ν + 1

(1− ν)2 ≥ 0 comme 0 < 2− ν < 1 (5.45)

f1(ν) , ν
1−ν + log(1 − ν). Afin de prouver que f ′(ν) ≤ 0 et comme f(ν) > 0, il suffit

82



5.3. Synthèse d’un observateur en cascade pour des sorties retardées

de montrer que f1(ν) ≥ 0 pour tout ν ∈]0, 1[. Par conséquent, nous avons

g(ν) =
(
−1 + 1

1− ν

) j−1∑
i=0

(h(ν))i (5.46)

Donc f1(ν) est croissante. En outre, nous avons limν→0 f1(ν) = 0, ce qui implique que
f1(ν) ≥ 0 pour tous ν ∈]0, 1[.

• La croissance de ν 7→ g(ν) : l’expression (5.43) de g peut s’écrire, comme suit

g′(ν) =
(
−1 + 1

1− ν

) j−1∑
i=1

ih′(ν)(h(ν))i−1 + 1
(1− ν)2

j−1∑
i=0

(h(ν))i

≤
(
−1 + 1

1− ν

) j−1∑
i=1

ih′(ν)(h(ν))i−1 (5.47)

Alors
h′(ν) =

(
− ā
η

+ 1
1− ν

)
h(ν) (5.48)

D’après (5.43), la dérivé de h1 par rapport à ν, h′(ν) peut s’exprimer comme suit :

Mm = Vm +Wm

Maintenant, d’après le Lemme 5.2.2, nous avons ā
η
≤ 1 et comme 1

1−ν > 1 pour ν ∈]0, 1[,
on déduit de (5.48) que h′(ν) ≥ 0 pour tout ν ∈]0, 1[. En combinant ce fait avec (5.47),
on déduit que g′(ν) ≥ 0.

Pour résumer, nous avons montré que Mm(ν) est une fonction croissante de ν, ou de
façon équivalente, une fonction croissante de m. Maintenant, nous calculons la limite
donnée par (5.39). En effet, l’expression de Mm peut s’écrire comme suit

Vm = β
e−āτ(

1− η τ
m

)mM
θ

Wm =
β τ
m

1− η τ
m

j−1∑
i=0

(
e−ā

τ
m

1− η τ
m

)i
(5.49)

D’une part et comme limm→∞
(
1− η τ

m

)m
= e−ητ , on obtient

lim
m→∞

Vm = βe(η−ā)τM

θ
(5.50)
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D’un autre côté, nous avons :

lim
m→∞

Wm = lim
m→∞

β τ
m

1− η τ
m

(
e−ā τm
1−η τ

m

)m
− 1

e−ā τm
1−η τ

m
− 1

= lim
m→∞

β
τ

m

(
e−ā τm
1−η τ

m

)m
− 1

e−ā τm
1−η τ

m
+ η τ

m
− 1

= lim
m→∞

β

(
e−ā τm
1−η τ

m

)m
− 1

η − ā
= β

e(η−ā)τ − 1
η − ā

(5.51)

À partir de (5.49), (5.50) et (5.51), on déduit (5.77). Ceci met fin à la preuve de la
Proposition 5.3.1.

Preuve du Théorème 5.3.1

Soit x̃j = x̂j − xj l’erreur d’estimation pour j = 0, . . . ,m. Nous cherchons la borne
supérieure de x̃j(t). En effet, à partir des équations (5.19) et (5.25), on obtient

x̃j(t) = eĀ
τ
m x̃j−1(t) + rj(t)

+
∫ t

t− τ
m

eĀ(t−s) (ϕ̃(uj(s), x̂j(s), xj(s)) +(A− Ā)x̃j(s)−Bεj(t)
)
ds (5.52)

où

ϕ̃(uj(s), x̂j(s), xj(s)) = ϕ(uj(s), x̂j(s))− ϕ(uj(s), xj(s))

Remarquons que selon le choix des rj’s, j = 1, · · · ,m donné par (5.30), nous avons

‖rj(t)‖ ≤ βe−āt‖rj(0)‖ ∀t ≥ 0 (5.53)

L’inégalité (5.31) est fournie par récurrence sur j. En effet, nous prouvons d’abord cette
inégalité pour j = 1.

Pour j = 1 :

L’inégalité (5.52) s’écrit comme suit

x̃1(t) = eĀ
τ
m x̃0(t) + r1(t)

+
∫ t

t− τ
m

eĀ(t−s) (ϕ̃(u1(s), x̂1(s), x1(s)) +(A− Ā)x̃1(s)−Bε1(s)
)
ds
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Rappelons que selon (5.22) et comme ā ≤ λ(θ), on obtient

‖x̃0(t)‖ ≤ ρ0e
−āt +M0δε (5.54)

où
ρ0 = µ(θ)‖x̃0(0)‖ et M0 = M

θ
(5.55)

Maintenant, en utilisant (5.31), (5.53) et (5.54), on obtient

‖x̃1(t)‖ ≤ βe−ā
τ
m

(
ρ0e
−āt +M0δε

)
+ βe−āt‖r1(0)‖

+
∫ t

t− τ
m

‖eĀ(t−s)‖
((
Lϕ + ‖A− Ā‖

)
‖x̃1(s)‖+ ‖B‖‖ε1(s)‖

)
ds

En utilisant (5.31) et du fait que ‖B‖ = 1, on obtient

‖x̃1(t)‖ ≤ βe−ā
τ
m

(
ρ0e
−āt +M0δε

)
+ β‖r1(0)‖e−āt

+
∫ t

t− τ
m

e−ā(t−s) (η‖x̃1(s)‖+ β‖ε1(s)‖) ds

où η = β(Lϕ + ‖A− Ā‖).

Donc,

‖x̃1(t)‖ ≤ β
(
e−ā

τ
m

(
ρ0e
−āt +M0δε

)
+ e−āt‖r1(0)‖

)
+ β

∫ t

t− τ
m

‖ε1(s)‖ds+
∫ t

t− τ
m

e−ā(t−s)η‖x̃1(s)‖ds

≤ β
(
e−ā

τ
mρ0 + ‖r1(0)‖

)
e−āt

+ β
(
M0e

−ā τ
m + τ

m

)
δε + η

∫ t

t− τ
m

e−ā(t−s)‖x̃1(s)‖ds (5.56)

Maintenant, nous posons z1(t) = eāt‖x̃1(t)‖ et

K1(t) = β
(
e−ā

τ
mρ0 + ‖r1(0)‖

)
+ β

(
M0e

−ā τ
m + τ

m

)
δεe

āt

L’équation (5.56) devient :

z1(t) ≤ K1(t) + η
∫ t

t− τ
m

z1(s)ds (5.57)

En prenant en compte (5.33), il est facile de voir que les conditions du Lemme 5.2.1
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sont remplies et on obtient

z1(t) ≤ 1
1− η τ

m

(
K1(t) + η

∫ 0

− τ
m

z1(s)ds
)

= 1
1− η τ

m

(
K1(t) + η

∫ 0

− τ
m

eās‖x̃1(s)‖ds
)

≤ 1
1− η τ

m

(
K1(t) + η

∫ 0

− τ
m

‖x̃1(s)‖ds
)

(5.58)

Pour revenir à ‖x̃1‖ et en utilisant (5.58), on obtient

‖x̃1(t)‖ ≤ 1
1− η τ

m

(
β
(
e−ā

τ
mρ0 + ‖r1(0)‖

)
+ η

∫ 0

− τ
m

‖x̃1(s)‖ds
)
e−āt

+ β

1− η τ
m

(
M0e

−ā τ
m + τ

m

)
δε

∆= ρ1e
−āt +M1δε (5.59)

où

ρ1 = 1
1− η τ

m

(
β
(
e−ā

τ
mρ0 + ‖r1(0)‖

)
+ η

∫ 0

− τ
m

‖x̃1(s)‖ds
)

(5.60)

M1 = β

1− η τ
m

(
e−ā

τ
mM0 + τ

m

)
(5.61)

En substituant dans les expressions ci-dessus de M1, ρ1, ρ0 et M0 par leur expression
respective donnée par (5.55), on obtient :

ρ1 = 1
1− η τ

m

(
βe−ā

τ
mµ(θ)‖x̃0(0)‖+ β‖r1(0)‖+ η

∫ 0

− τ
m

‖x̃1(s)‖ds
)

= βχmµ(θ)‖x̃0(0)‖+ β

1− η τ
m

‖r1(0)‖+ η

1− η τ
m

∫ 0

− τ
m

‖x̃1(s)‖ds (5.62)

M1 = β

1− η τ
m

(
e−ā

τ
m
M

θ
+ τ

m

)
= βχm

M

θ
+

β τ
m

1− η τ
m

(5.63)

où χm est donnée par (5.38). Il est clair que les expressions ci-dessus de ρ1 et M1,i.e.
(5.62) et (5.63) sont sous les formes (5.36) et (5.37), respectivement.

Enfin, nous procédons par récurrence sur j. En effet, nous supposons que pour chaque
i = 1, . . . , j − 1, il existe ρi et Mi tels que

‖x̃i(t)‖ ≤ ρie
−āt +Miδε, ∀ t ≥ 0 (5.64)

86



5.3. Synthèse d’un observateur en cascade pour des sorties retardées

Notez que l’inégalité (5.64) a déjà été prouvée pour j = 1 avec ρ1 et M1 donnés
par (5.62) et (5.63), respectivement. Soit j ≥ 2, supposons maintenant que (5.64) est
vérifiée.
Fixons :

vi(t) =
∫ t

t− τ
m

eĀ(t−s) (ϕ̃(ui(s), x̂i(s), xi(s)) +(A− Ā)x̃i(s)−Bεi(t)
)
ds (5.65)

En itérant la relation (5.52), on obtient :

x̃j(t) = eĀj
τ
m x̃0(t) +

j∑
i=1

(
eĀ(j−i) τ

m ri(0)
)

+
j∑
i=1

(
eĀ(j−i) τ

mvi(t)
)

(5.66)

Par conséquent,

‖x̃j(t)‖ ≤ ‖eĀj
τ
m‖‖x̃0(t)‖+

j∑
i=1

(
‖eĀ(j−i) τ

m‖‖ri(0)‖
)

+
j∑
i=1
‖eĀ(j−i) τ

mvi(t)‖

≤ βe−āj
τ
m‖x̃0(t)‖+ β

 j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m‖ri(0)‖

 e−āt +
j∑
i=1
‖eĀ(j−i) τ

mvi(t)‖ (5.67)

Selon (5.65) et en utilisant (5.31), on obtient :

‖eĀ(j−i) τ
m vi(t)‖ ≤ e−ā(j−i) τ

m

∫ t

t− τ
m

e−ā(t−s) (η‖x̃i(s)‖+ β‖εi(s)‖) ds

≤ e−ā(j−i) τ
m

(
η

∫ t

t− τ
m

e−ā(t−s)‖x̃i(s)‖ds+ β
τ

m
δε

)
(5.68)

où η est donné par (5.34).

En combinant (5.67) et (5.68), nous avons :

‖x̃j(t)‖ ≤ βe−āj
τ
m ‖x̃0(t)‖+ β

 j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m ‖ri(0)‖

 e−āt
+ η

j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m

∫ t

t− τ
m

e−ā(t−s)‖x̃i(s)‖ds+ β
τ

m
δε

j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m

= βe−āj
τ
m ‖x̃0(t)‖+ β

 j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m ‖ri(0)‖

 e−āt + η

∫ t

t− τ
m

e−ā(t−s)‖x̃j(s)‖ds

+ η
j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m

∫ t

t− τ
m

e−ā(t−s)‖x̃i(s)‖ds+ β
τ

m
δε

j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m (5.69)
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L’utilisant de l’hypothèse de récurrence (5.64) conduit à :
∫ t

t− τ
m

e−ā(t−s)‖x̃i(s)‖ds ≤
∫ t

t− τ
m

e−ā(t−s)(ρie−ās +Miδε)ds

≤ ρi
τ

m
e−āt +Mi

τ

m
δε = τ

m

(
ρie
−āt +Miδε

)
(5.70)

Par conséquent, en utilisant (5.53), (5.54) et (5.70), l’inégalité (5.69) devient :

‖x̃j(t)‖ ≤ βe−āj
τ
m

(
ρ0e
−āt +M0δε

)
+ β

τ

m
δε

j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m + η

τ

m

j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m

(
ρie
−āt +Miδε

)

+ η

∫ t

t− τ
m

e−ā(t−s)‖x̃j(s)‖ds+ β

 j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m ‖ri(0)‖

 e−āt
=

β (e−āj τm ρ0 + ‖rj(0)‖
)

+
j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m

(
η
τ

m
ρi + β‖ri(0)‖

) e−āt
+

βe−āj τmM0 + β
τ

m
+ τ

m

j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m (ηMi + β)

 δε + η

∫ t

t− τ
m

e−ā(t−s)‖x̃j(s)‖ds

(5.71)

Maintenant, posons zj = eāt‖x̃j‖ et

Kj(t) = β
(
ρ0e
−āj τ

m + ‖rj(0)‖
)

+
j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m

(
η
τ

m
ρi + β‖ri(0)‖

)

+
βM0e

−āj τ
m + β

τ

m
+ τ

m

j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m (ηMi + β)

 δεeāt (5.72)

L’équation (5.71) devient :

zj(t) ≤ Kj(t) + η
∫ t

t− τ
m

zj(s)ds

Encore une fois, en prenant en compte (5.33), il est facile de voir que les conditions du
Lemme 5.2.1 sont assurées, ce qui conduit à

zj(t) ≤
1

1− η τ
m

(
Kj(t) + η

∫ 0

− τ
m

zj(s)ds
)

≤ 1
1− η τ

m

(
Kj(t) + η

∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds
)

(5.73)
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En revenant à ‖x̃j‖, et en utilisant (5.73), nous obtenons :

‖x̃j(t)‖ ≤
1

1− η τm

βe−āj τmM0 + β
τ

m
+ τ

m

j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m (ηMi + β)

 δε
+ 1

1− η τm

β (e−āj τm ρ0 + ‖rj(0)‖
)

+
j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m

(
η
τ

m
ρi + ‖rj(0)‖

)
+ η

∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds

 e−āt
(5.74)

Posons

ρj = 1
1− η τm

β (e−āj τm ρ0 + ‖rj(0)‖
)

+
j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m

(
η
τ

m
ρi + β‖ri(0)‖

)
+ η

∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds


(5.75)

Mj = 1
1− η τm

(
βe−āj

τ
mM0 + β

τ

m
+ τ

m

j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m (ηMi + β)


= 1

1− η τm

βe−āj τmM0 + β
τ

m

j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m +η τ

m

j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
mMi

 (5.76)

Selon (5.74), nous avons
‖x̃j(t)‖ ≤ ρ̄je

−āt +Mjδε

À partir de (5.75), on obtient

(
1− η τ

m

)
ρj = β

(
e−ā(j) τ

mρ0 + ‖rj(0)‖
)

+
j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m

(
η
τ

m
ρi + β‖ri(0)‖

)
+ η

∫ 0

− τ
m

‖x̃i(s)‖ds

ou de façon équivalente :

ρj = βe−āj
τ
mρ0 +

j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m

(
η
τ

m
ρi + β‖ri(0)‖

)
+ η

∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds

= βe−āj
τ
mρ0 + η

τ

m
ρj + β‖rj(0)‖+

j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m

(
η
τ

m
ρi + β‖ri(0)‖

)

+ η
∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds (5.77)
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Réécrivant (5.77) pour le rang j − 1 conduit à :

ρj−1 = β
(
e−ā(j−1) τ

m ρ0
)

+
j−1∑
i=1

e−ā(j−1−i) τ
m

(
η
τ

m
ρi + β‖ri(0)‖

)
+ η

∫ 0

− τ
m

‖x̃j−1(s)‖ds

= eā
τ
m

β (e−ā(j) τ
m ρ0

)
+
j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m

(
η
τ

m
ρi + β‖ri(0)‖

)
+ e−ā

τ
m η

∫ 0

− τ
m

‖x̃j−1(s)‖ds


(5.78)

À partir de (5.77) et (5.78), nous obtenons :

ρj − ρj−1e
−ā τ

m = η
τ

m
ρj + β‖rj(0)‖+ η

(∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds− e−ā
τ
m

∫ 0

− τ
m

‖x̃j−1(s)‖ds
)

(5.79)

À partir de (5.75), on peut montrer que ρj s’exprime comme suit :

ρj = e−ā
τ
m

1− η τ
m

ρj−1 + η

1− η τ
m

(∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds− e−ā
τ
m

∫ 0

− τ
m

‖x̃j−1(s)‖ds
)

+ β‖rj(0)‖
1− η τ

m

(5.80)

L’équation ci-dessus (5.80) peut se réécrire comme suit
(
ρj −

η

1− η τ
m

∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds
)

= e−ā
τ
m

1− η τ
m

(
ρj−1 −

η

1− η τ
m

∫ 0

− τ
m

‖x̃j−1(s)‖ds
)

+ β‖rj(0)‖
1− η τ

m

(5.81)

Comme l’équation récursive ci-dessus est valide pour j ≥ 2, on obtient :
(
ρj −

η

1− η τ
m

∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds
)

= e−ā(j−1) τ
m(

1− η τ
m

)j−1

(
ρ1 −

η

1− η τ
m

∫ 0

− τ
m

‖x̃1(s)‖ds
)

+
j∑
i=2

e−ā(j−i) τ
m(

1− η τ
m

)j−i β‖ri(0)‖
1− η τ

m

(5.82)

Maintenant l’équation (5.62) peut se réécrire comme suit :
(
ρ1 −

η

1− η τ
m

∫ 0

−τ
m

‖x̃1(s)‖ds
)

= β
e−ā

τ
m

1− η τ
m

ρ0 + β

1− η τ
m

‖r1(0)‖
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et l’équation (5.82) devient alors

ρj −
η

1− η τ
m

∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds = e−āj
τ
m(

1− η τ
m

)j βρ0 + e−ā(j−1) τ
m(

1− η τ
m

)j β‖r1(0)‖

+
j∑
i=2

e−ā(j−i) τ
m(

1− η τ
m

)j+1−iβ‖ri(0)‖ (5.83)

ou de façon équivalente :

ρj = η

1− η τ
m

∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds+ e−āj
τ
m(

1− η τ
m

)j βρ0 +
j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m(

1− η τ
m

)j+1−iβ‖ri(0)‖ (5.84)

Encore fois, en remplaçant ρ0 par son expression donnée par (5.55), on obtient :

ρj = η

1− η τ
m

∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds+ e−āj
τ
m(

1− η τ
m

)j βµ(θ)‖x̃0(0)‖+
j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m(

1− η τ
m

)j+1−iβ‖ri(0)‖

= η

1− η τ
m

∫ 0

− τ
m

‖x̃j(s)‖ds+ βχjmµ(θ)‖x̃0(0)‖+ β

1− η τ
m

j−1∑
k=0

χkm‖rj−k(0)‖

c’est-à-dire que l’on récupère l’expression de ρj donnée par (5.36).

Maintenant, nous allons obtenir l’expression explicite deMj. En effet, d’après l’équation
(5.76), nous avons :

Mj = βe−āj
τ
mM0 + β

τ

m

j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m + η

τ

m

j∑
i=1

e−ā(j−i) τ
mMi

= βe−āj
τ
mM0 + β

τ

m
+ η

τ

m
+ β

τ

m

j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m + η

τ

m

j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
mMi (5.85)

En réécrivant l’équation récursive ci-dessus (5.85) pour le rang j − 1, on obtient :

Mj−1 = βe−ā(j−1) τ
mM0 + β

τ

m

j−1∑
i=1

e−ā(j−1−i) τ
m + η

τ

m

j−1∑
i=1

e−ā(j−1−i) τ
mMi

= eā
τ
m

βe−ā(j) τ
mM0 + β

τ

m

j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
m + η

τ

m

j−1∑
i=1

e−ā(j−i) τ
mMi

 (5.86)

À partir de (5.85) et (5.86), on obtient :

Mj − e−ā
τ
mMj−1 = β

τ

m
+ η

τ

m
Mj (5.87)
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ou de façon équivalente :

Mj = e−ā
τ
m

1− η τ
m

Mj−1 +
β τ
m

1− η τ
m

= χmMj−1 +
β τ
m

1− η τ
m

(5.88)

Selon (5.88), Mj peut s’exprimer comme suit :

Mj = χj−1
m M1 +

β τ
m

1− η τ
m

j−1∑
i=1

χim (5.89)

En remplaçant, dans (5.89), M1 par son expression donnée par (5.63), nous obte-
nons :

Mj = βχjmM0 +
β τ
m

1− η τ
m

+
β τ
m

1− η τ
m

j−1∑
i=1

χim

= βχjmM0 +
β τ
m

1− η τ
m

j−1∑
i=0

χim

= βχjm
M

θ
+

β τ
m

1− η τ
m

j−1∑
i=0

χim (5.90)

et l’on a bien l’expression deMj donnée par (5.37). Ceci termine la preuve du Théorème
5.3.1.

5.4 Synthèse d’un observateur pour des sorties échan-
tillonnées et retardées

Nous nous concentrons d’abord sur le cas sans retard, c’est-à-dire (yτ (tk) = y(tk)).
Dans ce cas, un observateur à grand-gain a été proposé pour le système (5.1) dans
[Bouraoui et al., 2015]. L’équation de l’observateur proposé peut s’écrire, comme suit :

˙̂xj(t) = Ax̂j(t) + ϕ(uj(t), x̂j(t))− θ∆−1
θ Kek1θ(t−tk)(Cx̂(tk)− y(tk)) (5.91)

où K = [k1Ip, · · · , kqIp]T , ki > 0, i = 1, · · · , q, est un vecteur constant et est choisi de
telle sorte que la matrice Ã , A−KC soit Hurwitz et ∆θ est donnée par (5.7) avec θ
un paramètre de synthèse. Notez qu’étant donné que la matrice Ā est Hurwitz, il existe
une matrice SDP P de taille n× n et un réel positif ν tel que :

PÃ+ ÃTP ≤ −νIn (5.92)
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où la matrice P est bornée par λmin(P ) et λmax(P ), les bornes inférieure et supérieure,
respectivement.

Nous devons respecter la condition suivante : la borne supérieure de la période d’échan-
tillonnage maximale, ∆M , doit être assez petite. Elle doit, en effet, satisfaire la condition
suivante :

∆Mχ(θ) < 1 (5.93)

avec

χ(θ) =
ν
√
λmin(P )

2(Lϕ + θ)‖K‖λmax(P )3/2 (5.94)

où λmin(P ) et λmax(P ) désignent la plus petite et la plus grande valeur propre de
la matrice P et la constante ν est donnée par (5.92), K est le gain de l’observateur
(5.91) et Lϕ est la constante de Lipschitz des non linéarités ϕ du système. L’erreur
d’estimation sous-jacente satisfait l’inégalité suivante :

‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ µ(θ)e−ηθ(∆M )t‖x̂(0)− x(0)‖+Nθ(∆m,∆M)δε
θ

(5.95)

avec

ηθ(∆M) = aθe
−aθ∆M − 1− e−aθ∆M

χθ
(5.96)

Nθ(∆M ,∆m) =

√√√√λmax(P )
λmin(P ) θ∆M

(
2− e−ηθ(∆M )∆m

1− e−ηθ(∆M )∆m

)
(5.97)

où

aθ = vθ

2λM

et µ(θ) est défini comme dans (5.8), ∆m et ∆M respectivement désignent la plus petite
et la plus grande valeur de la période d’échantillonnage données par (5.3).

L’inégalité (5.95), ci-dessus, doit être comparée avec sa contrepartie (5.8) correspondant
au cas de mesures de la sortie disponibles en temps continu. En effet, les deux inégalités
sont très similaires avec comme différence que λ(θ) et M dans (5.95) sont respective-
ment remplacées par ηθ(∆M) et Nθ(∆m,∆M) dans (5.8). Il a été montré dans [Bouraoui
et al., 2015] que si la période d’échantillonnage est constante, i.e. ∆m = ∆M = Ts, alors
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ηθ(Ts) et Nθ(Ts) sont des fonctions décroissantes de Ts et nous avons :

lim
Ts→0

ηθ(Ts) = λ(θ) et lim
Ts→0

Nθ(Ts) = M

Cela signifie que la borne de l’erreur d’estimation dans le cas de la sortie échantillonnée
donnée par (5.97) tend vers celle correspondant à la sortie disponible en temps continu
et donnée par (5.8).

Les développements ci-dessus suggèrent que la structure de l’observateur en cascade
continu-discrète doit être similaire à l’observateur (5.32) avec la différence que le pre-
mier observateur qui constitue la tête de la cascade dans (5.32) doit être remplacé par
un observateur continu-discret qui fournit des estimations en temps continu de l’état du
système, c’est-à-dire x(t−τ) à partir des sorties disponibles aux instants d’échantillon-
nage tk. Les prédicteurs restants dans l’observateur en cascade continu-discret ont la
même structure que ceux de (5.32). En effet, les équations de l’observateur en cascade
continu-discret sont données par

˙̂zj(t) = Aẑj(t) + ϕ(uj(t), ẑj(t))−Hj(t), j = 0, . . . ,m
H0(t) = θ∆−1

θ Ke−k1θ(t−tk)(Cẑ0(tk)− yτ (tk)) pour t ∈ (tk, tk+1[
Hj(t) = eĀ

τ
m

(
Hj−1(t) + (A− Ā)

(
ẑj
(
t− τ

m

)
− ẑj−1(t)

)
+ϕ

(
uj−1, ẑj

(
t− τ

m

))
− ϕ(uj−1, zj−1(t))

)
pour j = 1, . . . ,m

(5.98)
où la matrice Ā est Hurwitz, le vecteur K = [k1Ip, · · · , kqIp] est pris de telle sorte que
A − KC soit Hurwitz, ∆θ est la matrice diagonale donnée par (5.7) et θ ≥ 1 est un
paramètre de synthèse. La borne supérieure de la période d’échantillonnage maximale,
∆M , doit être assez petite et en particulier satisfaire la condition (5.93).

La borne de l’erreur d’estimation z̃0(t) = ẑ0(t)−x0(t) satisfait une inégalité similaire à
(5.95). Plus précisément, si la période d’échantillonnage est assez petite et en particulier
satisfait (5.93), alors nous avons

‖ẑ0(t)− x0(t)‖ ≤ µ(θ)e−ηθ(∆M )t‖ẑ0(0)− x0(0)‖+Nθ(∆m,∆M)δε
θ

(5.99)

où µ(θ) > 0 est le même que dans (5.8) et ηθ et Nθ(∆m,∆M) sont respectivement
donnés par (5.96) et (5.97). Les bornes des erreurs d’estimation z̃j(t)−xj(t) sont simi-
laires à celles obtenues dans le théorème 5.3.1 dans le cas d’une sortie continue, avec
comme différence que les termes λ(θ) et M intervenant dans l’expression de ρj et Mj

(les équations (5.36) et (5.37)) doivent être remplacés par ηθ(∆M) et Nθ(∆m,∆M), res-
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pectivement. À des fins de clarté, les principales propriétés de l’observateur en cascade
continu-discret sont résumées dans le théorème suivant dont la preuve est directe (selon
les développements ci-dessus).

Theorème 5.4.1. Considérons le système(5.1) soumis aux hypothèses 5.2.1-5.2.2-
5.2.3. Alors, il existe une constante θ0 telle que, pour chaque θ > θ0, si,
• La borne supérieur de la période d’échantillonnage maximale ∆M satisfait

∆Mχ(θ) < 1 (5.100)

avec

χ(θ) =
ν
√
λmin(P )

2(Lϕ + θ)‖K‖λmax(P )3/2 (5.101)

où λmax(P ) et λmin(P ) désignent la plus grande et la plus petite valeur propre de la ma-
trice P et la constante ν est donnée par (5.92), K est le gain de l’observateur (5.91)
et Lϕ est la constante de Lipschitz des non linéarités ϕ du système.

• La matrice Ā est choisie telle que ā ≤ ηθ(∆M) où ā et ηθ sont respectivement données
par (5.31) et (5.96).

• Le nombre m de systèmes dans la cascade est choisi tel que

η
τ

m
< 1 (5.102)

où η est donné par (5.34).

Alors, nous avons pour j = 1, · · · ,m

‖z̃j(t)‖ , ‖ẑj(t)− xj(t)‖ ≤ ρ̄je
−āt + M̄jδε t ≥ 0 (5.103)

où

ρ̄j = η

1− η τ
m

∫ 0

− τ
m

‖z̃j(s)‖ds+ βχjmµ(θ)‖z̃0(0)‖+ β

1− η τ
m

j−1∑
k=0

χkm‖rj−k(0)‖ (5.104)

M̄j = βχjm
N(∆m,∆M)

θ
+

β τ
m

1− η τ
m

j−1∑
k=0

χim (5.105)

où les fonctions rk, k = 1, · · · , q, sont régies par (5.30), µ(θ) est donné par (5.22), δε est
la borne essentielle supérieur des incertitudes comme indiqué dans l’hypothèse 5.2.3 et
les expressions χm, ηθ et Nθ sont données par (5.38), (5.96) et (5.97), respectivement.
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5.5 Exemples

Dans cette section, les performances de l’observateur continu-discret en cascade sont
illustrées en simulation à travers un exemple académique ainsi qu’à travers un modèle
du bioréacteur.

5.5.1 Application à un exemple académique

Considérons le système dynamique suivant [Farza et al., 2015b, Germani et al., 2002] :

ẋ1(t) = x2(t)
ẋ2(t) = −x1(t) + u(t)x1(t) + ε(t)
yτ (tk) = Cx(tk − τ) = x1(tk − τ)

(5.106)

où le vecteur d’état est x =
[
(x1)T (x2)T

]T
∈ R2, et les variables x1 = x1 ∈ R, et

x2 = x2 ∈ R ; yτ (tk) désigne la sortie échantillonnée et retardée, u(t) représente l’entrée
du système et ε(t) est le terme incertain inconnu. D’après (5.106), on peut écrire la
matrice A et le vecteur non linéaire ϕ(u, x), comme suit :

A =
 0 1

0 0

 , ϕ(u, x) =
 0
−x1 + ux1

 , B =
(

0 1
)T

(5.107)

Il est évident que le système (5.106) est sous la forme (5.1). Donc, notre objectif est de
fournir une estimation de l’état réel x1(t) et x2(t) à partir de la sortie échantillonnée
et retardée x1(tk − τ).

Les simulations du système non linéaire (5.106) ont été effectuées avec comme condi-
tions initiales et comme entrée :

u(t) = 0.01 sin(0.1t)
x(0) = [0.5 0.5]T

alors que l’observateur en cascade a été initialisé comme suit :

x̂j(s) = [−0.5 − 0.5]T , j = 0, s ∈ [−τ/m, 0]
x̂j(s) = 02×1, j = 1, . . . ,m, s ∈ [−τ/m, 0]

96



5.5. Exemples

L’expression du terme incertain inconnu ε a été prise comme suit :

ε(t) = 0.5tanh
(
x1(t)x2(t)

)
(5.108)

Un observateur continu-discret en cascade de la forme (5.98) a été synthétisé. cet ob-
servateur ne connait bien sûr pas l’expression du terme incertain donné par (5.108).

Dans toutes les simulations, la valeur de la période d’échantillonnage est prise constante
et égale à 0.5s. De même pour les valeurs des paramètres de synthèse de l’observateur
continu-discret en tête de la cascade, qui ont été prises égales à θ = 4 et K = [2 1]T .

La matrice Hurwitz Ā a été choisie comme suit

Ā = A− λIn

où A est, comme dans (5.107), la matrice anti-décalage 2×2 et λ > 0 est un réel positif.

Deux valeurs du retard ont été considérées : 1sec et 10sec. Les premiers résultats sont
reportés sur la figure 5.1. L’estimation de x1(t) et x2(t) fournies par l’observateur sont
comparées avec leur évolution respective en temps issues la simulation du système
(5.106). Ces résultats correspondent à τ = 1 tandis que les valeurs de λ et m ont été
fixées 0.5 et 1, respectivement. Il est clair que les estimations convergent rapidement
vers les états du système.

Afin de mettre en avant l’influence du paramètre λ (ou de façon équivalente, les valeurs
propres de Ā) sur la vitesse de convergence de l’erreur d’observation, d’autres valeurs
de λ ont été considérées. En effet, les valeurs suivantes pour λ ont été considérées
{0.01, 0.1, 0.5}, tandis que les paramètres de synthèse de l’observateur sont maintenus
constants : m = 1, θ = 4 et K = [2 1]T . Les résultats obtenus sont reportés sur la figure
5.2 et montrent clairement que la vitesse de convergence vers l’état réel décroît quand
les valeurs propres deviennent petites. Remarquez que des valeurs relativement élevées
pour λ doivent être évitées car elles donnent lieu à des valeurs élevées pour ‖A − Ā‖
et par conséquent la condition (5.102) peut être violée si m n’est pas augmenté.

D’autres simulations ont été effectuées afin d’apprécier les performances de l’observa-
teur en cascade en présence de retards relativement. Ces résultats sont présentés sur
les figures 5.3-5.4. Ces simulations mettent en évidence le fait qu’une augmentation du
nombre de sous-systèmes m fournit une meilleure estimation de l’état. Sur la Figure
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Figure 5.1 – Estimation de l’état x(t) avec θ = 4, ∆k = 0.5, τ = 1, m = 2 et λ = 0.5

5.5, les erreurs obtenues avec τ = 10 pour deux longueurs de cascade m : m = 8 et
m = 15, sont présentées. Les résultats obtenus montrent clairement que l’amplitude
de la borne ultime décroît quand m augmente comme le stipule le point (ii) de la
Proposition 5.3.1. D’autres valeurs de m plus grandes que 15 ont été considérées mais
ne donnent pas lieu à une réduction significative de la borne ultime.

5.5.2 Application à un bioréacteur typique

Dans cet exemple, nous illustrons les performances de l’observateur en cascade à travers
un bioréacteur infiniment mélangé où tient lieu une culture microbienne une biomasse
x1 et un substrat x2. Le bioréacteur fonctionne en mode continu avec un taux de
dilution u(t) et une concentration d’alimentation en substrat sin(t). Le modèle ma-
thématique dynamique du processus est constitué par les deux équations de bilan de
matière associées à x1 et x2 et qui s’écrivent comme suit : ẋ1(t) = r(t)− u(t)x1(t)

ẋ2(t) = −kr(t) + u(t)(sin(t)− x2(t))
(5.109)

98



5.5. Exemples

0 10 20 30 40 50 60 70 80
0

5

10

15

20

Temps

A
m
p
li
tu
d
e

‖z̃m‖‖z̃m‖‖z̃m‖

λ = 0.01

λ = 0.5 λ = 0.1

λ = 0.01

λ = 0.5 λ = 0.1

λ = 0.01

λ = 0.5 λ = 0.1

Figure 5.2 – Norme de l’erreur d’observation ‖z̃m(t)‖ avec m = 2 (pour ∆k = 0.5 et τ = 1,
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où x1 et x2 désignent les concentrations en biomasse et en substrat, respectivement,
r est la vitesse de réaction et k est un coefficient de rendement. La vitesse de réac-
tion r est généralement une fonction très complexe des conditions opératoires et de
l’état du processus. La modélisation analytique de cette fonctions est souvent difficile
et constitue encore le sujet d’investigations approfondies et intenses. Pour faire face à
ce problème, cette fonction est traitée comme un paramètre variant dans le temps. En
utilisant une telle stratégie, les bio-ingénieurs ne sont pas obligés de choisir un modèle
particulier parmi les nombreux décrits dans la littérature [Bailey and Ollis, 1986].

Les mesures de la concentration de la biomasse sont supposées être disponibles aux
instants d’échantillonnage avec un retard τ sur la sortie. L’objectif est d’estimer la
concentration de la biomasse réelle ainsi que l’évolution dans le temps de r à partir
des mesures retardées disponibles. Cet objectif est atteint en utilisant une synthèse
d’observateur en cascade, en considérant le système suivant :


ẋ1(t) = r(t)− u(t)x1(t)
ṙ(t) = ε(t)
yτ (tk) = x1(tk − τ)

(5.110)

où ε est une fonction bornée et inconnue. Donc, nous écrivons la matrice A et la fonction
non linéaire ϕ, comme suit :

A =
 0 1

0 0

 , ϕ(u, x) =
 −ux1

0

 , B =
(

0 1
)T

(5.111)

Il est clair que le système (5.110) est sous la forme (5.1) et par conséquent un observa-
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Figure 5.3 – Estimation de x1 et x2 avec θ = 4, ∆k = 0.5, τ = 10 et m = 8

teur en cascade de la forme (5.98) peut être utilisé pour obtenir l’objectif d’estimation.

À des fins de simulation et afin de générer les mesure échantillonnées et retardées de
la biomasse x1 et r, nous avons choisi l’expression suivante pour la vitesse de réaction
[Farza et al., 1998] :

r = µmaxx1x2(
KS + x2 + x2

2
KI

) (5.112)

où les paramètres cinétiques sont donnés par :

µmax = 0.3 h−1, KS = 3 g.l−1, KI = 50
(
g.l−1

)2
, Sin = 15 g.l−1

Les simulations ont été effectuées en utilisant les conditions initiales suivantes :

X(0) = 2.6 g.l−1, S(0) = 10 g.l−1, X̂(0) = 02×1

Le taux de dilution varie comme un signal trapézoïdal de 0.1 à 0.2 l.h−1, comme le
montre la Figure 5.6. Rappelons que l’expression de la réaction donnée par (5.112) a
été introduite pour générer les pseudo-mesures et elle n’est pas connue par l’observateur.
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Figure 5.4 – Estimation de x1 et x2 avec θ = 4, ∆k = 0.5, τ = 10 et m = 15

Trois résultats différents sont donnés. Le premier correspond à un retard relativement
petit, i.e. τ = 1h tandis que les deux autres sont obtenus avec τ = 3h et τ = 8h,
respectivement. Pour la période d’échantillonnage, elle a été prise constante et égale à
0.5h dans toutes les simulations.

Les estimations de la concentration en biomasse et de l’évolution dans le temps de la
vitesse de réaction sont données sur les Figures 5.7-5.8-5.9, où elles sont comparées aux
vraies valeurs issues de la simulation du modèle du bioréacteur (5.109) avec r comme
spécifié par (5.112).

Dans la première simulation, les valeurs des paramètres de synthèse de l’observateur
sont les suivantes : KT = [1 0.25], θ = 2, m = 2 et Ā = A − 0.5I2. Sur la Figure
5.7, nous avons comparé les estimées délivrées par de l’observateur proposé avec celles
issues d’un observateur de type grand gain ([Farza et al., 2004]) où le retard sur la
sortie est négligé. Nous remarquons que même si l’amplitude du retard considéré est
relativement petite, l’estimation fournie par l’observateur en cascade est plus précise
que celle obtenue en négligeant le retard.
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Figure 5.6 – Évolution du taux de dilution

L’observateur a été ensuite utilisé avec des retards plus importants. En effet, des simu-
lations ont été effectuées avec τ = 3h et τ = 8h. Les résultats obtenus sont présentés
sur les figures 5.8 et 5.9. Les valeurs des paramètres de synthèse de l’observateur ont été
fixées à KT = [1 0.25], θ = 2 et Ā = A− 0.5I2. Les valeurs de m ont été fixées à m = 6
pour τ = 3h et à m = 12 pour τ = 8h. Nous remarquons que l’erreur d’observation
croît avec la valeur de m et que dans tous les cas, les estimations fournies sont plus
précises que celles obtenues en négligeant le retard.

5.6 Conclusion
Un observateur en cascade a été proposé pour estimer l’état d’un système incertain
à partir de la sortie échantillonnée et retardée. Il a été montré qu’en présence d’in-
certitudes, l’erreur d’estimation reste dans une boule dont le rayon est proportionnel
à la borne des incertitudes et au produit du retard avec la constante de Lipschitz du
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Figure 5.7 – Estimations de x1 et r avec ∆k = 0.5h, τ = 1h et m = 2

système. Ces résultats ont été présentés en conférence dans [Hernández-González et al.,
2016c, Farza et al., 2016] et soumis en revue dans Automatica [Farza et al., Submitted
2016]. Les performances de l’observateur ont été illustrées à travers un exemple acadé-
mique ainsi qu’à travers un exemple typique de bioréacteur.

103



Chapitre 5.

0 20 40 60 80 100
0

2

4

6

8

Temps (h)

A
m

pl
itu

de
 

 

 

x1
x̂1(Cascade)
x̂1(Sans Cascade)

0 20 40 60 80 100
0

0.5

1

1.5

Temps (h)

A
m

pl
itu

de
 

 

 

x2
x̂2(Cascade)
x̂2(Sans Cascade)

Figure 5.8 – Estimation de x1 et r avec ∆k = 0.5h, τ = 3h et m = 6

104



5.6. Conclusion

0 20 40 60 80 100
0

2

4

6

8

Temps (h)

A
m

pl
itu

de
 

 

 

x1
x̂1(Cascade)
x̂1(Sans Cascade)

0 20 40 60 80 100
0

0.5

1

1.5

Temps (h)

A
m

pl
itu

de
 

 

 

x2
x̂2(Cascade)
x̂2(Sans Cascade)

Figure 5.9 – Estimation de x1 et r avec ∆k = 0.5h, τ = 8h et m = 12
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Chapitre 6

Conclusion générale

Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés à la synthèse d’observateurs pour des sys-
tèmes non linéaires en utilisant une approche de type grand-gain. Plusieurs contraintes
ont été considérées : l’échantillonnage et le retard de la sortie, ainsi que des incertitudes
dans la dynamique du système.

La première contribution est présentée dans le chapitre 2, où un observateur avec
une structure simple est proposé pour une classe générale de systèmes non linéaire
non uniformément observables. Ce résultat s’appuie en particulier sur la formulation
d’une nouvelle condition d’excitation persistante caractérisant les entrées du système et
permettant de garantir une convergence exponentielle de l’erreur d’observation. Nous
avons ensuite considéré une classe de systèmes non linéaires uniformément observables
comportant des incertitudes et nous avons rappelé les principales étapes de la syn-
thèse d’un observateur de type grand gain proposé dans [Farza et al., 2004] pour cette
classe de systèmes. En particulier, il a été établi qu’en l’absence d’incertitudes, l’erreur
d’observation converge exponentiellement vers zéro. En présence d’incertitudes, l’erreur
asymptotique d’observation reste confinée dans une boule centrée sur l’origine et dont
le rayon peut-être rendu aussi petit que désiré par un choix approprié d’un paramètre
de synthèse de l’observateur. Les deux classes de systèmes présentés dans ce chapitre
ainsi que les observateurs associés ont été reconsidérés dans les chapitres suivants pour
prendre en compte les processus d’échantillonnage et la présence du retard qui peuvent
affecter la sortie.

En effet, la classe de systèmes non uniformément observables a été reconsidérée au
chapitre 3 où la sortie a été supposée disponible simplement à certains instants échan-
tillonnages qui ne sont pas nécessairement équidistants. La synthèse de l’observateur
présenté au chapitre 2 pour cette classe de système a été reconsidéré pour prendre en
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compte le processus d’échantillonnage. Cette re-synthèse a donné lieu à un observateur
continu-discret qui permet de délivrer des estimations continues de l’état du système
à partir des mesures échantillonnées de la sortie. Il a été montré que cet observateur
hérite des propriétés de l’observateur avec des sorties temps continu tant que la borne
supérieure de la période d’échantillonnage reste inférieure à un certain seuil qui a été
explicitement donné et qui dépend en particulier des paramètres du système (dimen-
sion du système, constante de Lispschitz) ainsi que du gain de l’observateur. Comme
l’on pouvait s’y attendre, la décroissance exponentielle de l’erreur d’observation est
d’autant plus lente que la période d’échantillonnage est grande. De même, le rayon de
la boule au sein de laquelle demeure l’erreur d’observation est une fonction croissante
de la période d’échantillonnage. Enfin, la vitesse de décroissance ainsi que le rayon de
la boule tendent vers leur valeur correspondant au cas des sorties continues lorsque la
période d’échantillonnage tend vers zéro.

Au chapitre 4, la classe de systèmes non uniformément observables a été de nouveau
reconsidérée et la sortie a été supposée toujours échantillonnée mais aussi disponible
avec un retard constant, τ , arbitrairement grand. Un observateur en cascade a alors été
proposé pour l’estimation de l’état instantané du système à partir de la sortie échan-
tillonnée retardée. La cascade comporte m+ 1 systèmes dynamiques dont la dimension
de chacun est égale à celle du système original. Le premier système de la cascade est un
observateur continu-discret similaire à celui présenté au chapitre 3. Il permet l’estima-
tion de tout l’état retardé du système. Chacun des m autres systèmes de la cascade est
un prédicteur qui prédit l’état du système le précédant dans la cascade sur un horizon
de prédiction égal à τ/m de sortie que l’état du dernier système de la cascade constitue
une estimation de l’état instantané du système. La convergence exponentielle de l’ob-
servateur en cascade a été établie sous des conditions bien établies, en particulier il faut
d’une part que la borne supérieure de la période d’échantillonnage reste inférieure à un
certain seuil qui a été explicitement donné et d’autre part la longueur de la cascade,
m devrait satisfaire à une inégalité faisant intervenir l’amplitude du retard considérée
ainsi que la constante de Lipschitz des non linéarités.

Dans le chapter 5, la classe de systèmes uniformément observables et comportant des
incertitudes qui a été présentée au chapitre 2 avec un observateur de type grand gain
a été reconsidérée pour prendre en compte la présence d’un retard sur la sortie. Deux
cas ont alors été considérées selon que la sortie est disponible en temps continu (avec
un retard) ou selon qu’elle soit échantillonnée et retardée. Un observateur en cascade a
été présenté dans chaque cas et la convergence exponentielle de ces observateurs a été
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établie en l’absence d’incertitudes. En présence d’incertitudes, il a a été montré que
l’erreur asymptotique des observateurs en cascade proposés reste confinée dans une
boule centrée sur l’origine dont le rayon dépend en particulier de l’amplitude du retard
considéré de la constante de Lipschitz des non linéarités).

La performance des différents observateurs présentés ont été illustrés à travers des
exemples académiques ainsi que sur deux modèles associés à un moteur asynchrone et
à un moteur Stirling à piston libre.

Compte tenu des différents aspects abordés dans cette thèse, plusieurs pistes sont pos-
sibles pour la poursuite de nos recherches. Nous pouvons en citer quelques unes :

1. Nous pensons qu’il est possible d’étendre l’analyse de l’effet des incertitudes consi-
dérées sur les système uniformément observables à des classes de systèmes plus
larges, telles que les systèmes non uniformément observables présentés dans cette
thèse.

2. Des travaux futurs impliqueront la synthèse de lois de commande utilisant ’un
des observateurs proposés pour des classes de systèmes présentant un retard au
niveau de la commande et/ou de la sortie.

3. Nous envisageons la validation expérimentale de certains des observateurs pré-
sentés sur banc de moteur Stirling à piston libre.
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Annexe A

Quelques rappels sur l’observabilité
des systèmes non linéaires

Dans ce qui suit, la classe des problèmes considérés concerne les procédés qui admettent
un modèle dynamique écrit sous la forme suivante :

Σ


dx

dt
= f(u, x)

y(t) = h(x(t))
(A.1)

où l’état x(t) ∈ V une variété analytique (Cω, l’entrée u ∈ U ⊂ IRµ ; la sortie y ∈ IRp.
Pour tout u ∈ U , fu(x) = f(u, ·) dénote un champ de vecteur Cω sur M et la fonction
h = (h1, . . . , hp) est aussi Cω. La variable t représente le temps.

Ces systèmes constituent une représentation du comportement du procédé. Pour une
entrée donnée, les trajectoires au cours du temps des variables d’états dépendent de
leurs conditions initiales. Par la suite, étant donné t0 un instant initial, T > 0 un
horizon temporel (éventuellement infini) et u(t, t0) une entrée, on note x(t, u(t), x(t0))
la trajectoire du système lorsqu’elle existe de manière unique pour tout temps t ∈
[t0, t0 + T [ (Problème de Cauchy).

A.1 Observabilité
L’observabilité d’un système exprime la possibilité de reconstruire l’état initial x(t0)
à partir de la seule connaissance des sorties y(t, t0) et des entrées u(t, t0) pendant un
intervalle de temps suffisamment long contenu dans [t0, t0 + T [.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler certaines définitions inhérentes à l’observabilté
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des systèmes non linéaires, que l’on peut retrouver dans [Hermann and Krener, 1977,
Bornard et al., 1993].

A.1.1 Quelques définitions

La notion d’observabilité est basée sur la possibilité de différencier deux conditions
initiales distinctes. On parlera ainsi de la distinguabilité d’un couple de conditions
initiales.

Definition A.1.1. (Distinguabilité - Indistinguabilité) : Deux états initiaux x0, x1 ∈ V
tel que x0 6= x1 sont dits distinguables dans V si ∃t ≥ 0 et ∃u : [0, t] → U une entrée
admissible telle que les trajectoires des sorties issues respectivement de x0 et x1 restent
dans V pendant la durée [0, t] et vérifient y(t, u(t), x0) 6= y(t, u(t), x1). Dans ce cas, on
dira que u distingue x0 et x1 dans V. Réciproquement, deux états initiaux x0, x1 ∈ V
tel que x0 6= x1 sont dits indistinguables si ∀t ≥ 0 et ∀u : [0, t] → U pour lesquels les
trajectoires issues de x0, x1 restent dans V on a : y(t, u(t), x0) = y(t, u(t), x1).

Il est maintenant possible de donner une définition de l’observabilité d’un système en
un point, et par extension, de définir un système observable.

Definition A.1.2. (Observabilité) : Un système est observable en x0 ∈ V si tout autre
état x1 6= x0 est distinguable de x0 dans V. Un système est observable s’il est observable
en tout point x0 ∈ V.

Pour les systèmes linéaires stationnaires ẋ = Ax+Bu

y = Cx x ∈ IRn, u ∈ IRµ, y ∈ IRp
(A.2)

L’observabilité est caractérisée par la fameuse condition du rang : le système (A.2) est

observable si et seulement si la matrice


C

CA
...

CAn−1

 est de rang plein (= n).

La distinguabilité est un concept global. Il arrive souvent que pour engendrer deux
trajectoires à partir de x0 et x1, on ait besoin de s’éloigner suffisamment de x0 et x1.
Les deux définitions qui suivent sont de nature locale.
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A.1. Observabilité

Definition A.1.3. (observabilité locale) : On dit que le système Σ est localement ob-
servable en x0 si pour tout voisinage ouvert Vx0 de x0, l’ensemble des points qui sont
indistinguables de x0 dans Vx0 via les trajectoires dans Vx0 est le point x0 lui-même.

Lorsqu’il s’agit de distinguer x0 de ses voisins, on peut affaiblir la notion d’observabilité
locale. Dans cette optique, on a :

Definition A.1.4. (observabilité locale faible) : On dit que le système Σ est localement
faiblement observable en x0 s’il existe un voisinage ouvert Vx0 de x0 tel que pour tout
voisinage ouvert V ′x0 ⊂ Vx0, l’ensemble des points qui sont indistinguables de x0 dans
V ′x0 via les trajectoires dans V ′x0 est le point x0 lui-même.

Un système est donc localement faiblement observable si tout état x0 peut être ins-
tantanément distingué de ses voisins en utilisant les trajectoires qui restent dans un
voisinage de x0.

Dans le but de traduire cette propriété d’observabilité par une condition de rang comme
dans le cas des systèmes linéaires, nous sommes amenés à définir l’espace d’observation.

Definition A.1.5. (Espace d’observation) : L’espace d’observation du système Σ est le
plus petit sous-espace vectoriel, O, de fonctions de V à valeurs dans l’espace de sortie
qui contienne h1, . . . , hp, et qui soit fermé pour la dérivation de Lie par rapport à tous
les champs de vecteurs du type fu(x) = f(u, x), u ∈ U , fixé.

Definition A.1.6. (Observabilité au sens du rang) : Soit dO l’espace des différentielles
des éléments de O. Désignons par dO(x0) l’évaluation de dO en x0. Le système Σ est
localement faiblement observable en x0 si

dim dO(x0) = n (A.3)

La condition (A.3) est appelée condition du rang. Si cette condition est satisfaite pour
tout x0 ∈ V , on dit que le système Σ est observable au sens du rang.

Le théorème précédent donne une condition suffisante d’observabilité locale faible. Le
théorème suivant donne une condition nécessaire :

Theorème A.1.1. Supposons que le système Σ est localement faiblement observable.
Alors la condition (A.3) est vérifiée presque partout dans V, c’est-à-dire, dim dO(x) =
n en tout point x appartenant à un ouvert V ′ dense dans V.
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On remarque que les définitions d’observabilité données précédemment n’impliquent
pas que toute entrée distingue des couples de points de V . En pratique, on aimerait se
placer dans le cas où l’entrée u étant fixée, tout couple d’états distincts donne lieu à
des sorties différentes. En effet, ce n’est que dans ce cas que l’on peut reconnaître l’état
initial du système à partir des informations antérieures sur l’entrée et la sortie. Ceci
nous conduit au concept des entrées universelles et des systèmes qui sont observables
au sens du rang pour toutes les entrées appliquées.

A.1.2 U-uniforme observabilité

Lorsqu’une entrée distingue tous les couples d’état initiaux sur V , celle-ci est dite
universelle.

Definition A.1.7. (Entrée universelle) : Une entrée u : [0, T ]→ U admissible est dite
universelle pour le système Σ sur [0, T ] si, pour tout couple d’états initiaux distincts x0

et x1, il existe au moins un temps t ∈ [0, T ] tel que y(t, u(t), x0) 6= y(t, u(t), x1). Une
entrée non universelle est dite singulière.

Lorsqu’il n’existe pas d’entrée singulière parmi l’ensemble des entrées admissibles U ,
alors tout couple d’états initiaux sont distinguables. Cette propriété est appelée la
U -uniforme observabilité.

Definition A.1.8. (U-uniforme observabilité) : Un système dont toutes les entrées
admissibles à valeur dans U sont universelles est dit U-uniformément observable.
Dans le cas où l’ensemble de toutes les entrées à valeurs bornées dans IRm sont uni-
verselles, ce système sera dit IRm-uniformément observable (et l’on dira par la suite
seulement uniformément observable).

Le problème de la caractérisation des systèmes uniformément observables dans le cas
mono-sortie a été abordé par [Williamson, 1977] pour les systèmes bilinéaires et par
[Gauthier and Bornard, 1981] pour les systèmes affines en la commande. Ces résultats
peuvent se résumer par les deux théorèmes des paragraphes suivants. Dans le cas multi-
sorties, certaines conditions suffisantes de structure seront données plus loin.

A.1.3 Observabilité des systèmes mono-sortie bilinéaires

Theorème A.1.2. Considérons le système bilinéaire : ẋ = Ax+ uBx+ Fu

y = Cx
(A.4)
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où x ∈ IRn, u ∈ IR, y ∈ IR ; A,B, F, C sont des matrices de dimensions appropriées.
Une condition nécessaire et suffisante pour que le système (A.4) soit uniformément
observable est qu’il puisse être transformé par un changement de coordonnées z = Tx,
en :  ż = Āz + uB̄z + F̄ u

y = C̄z
(A.5)

où Ā = TAT−1 =


0 1 0 0
... 1 0
0 . . . 1
a1 . . . . . . an

, B̄ = TBT−1 =


b̄11 0 . . . 0
... . . . . . . ...
... 0
b̄n1 . . . . . . b̄nn

,
F̄ = TF , C̄ = CT−1 = [1, 0, . . . , 0].

A.1.4 Observabilité des systèmes mono-sortie affines en la
commande

Considérons le système affine en la commande :

Σ0

 ẋ = f(x) +G(x)u
y(t) = h(x(t))

(A.6)

où x ∈ IRn, u = (u1, . . . , um) ∈ IRm et y ∈ IR.

Le résultat suivant, dû à [Gauthier and Bornard, 1981], donne une condition nécessaire
et suffisante pour que le système Σ0 soit uniformément observable.

Theorème A.1.3. Le système (A.6) est IRm-uniformément observable, si et seulement
si, il existe un système de coordonnées locales sur IRn tel que (A.6) soit presque partout
localement de la forme

Γ0

 ż = Az + ψ(z) + Φ(z)u
y(t) = Cz

(A.7)

où A =


0 1 0 0
... 1 0
0 . . . 1
0 . . . 0 0

, ψ(z) =


0
...
0

ψn(z)

, C = [1, 0, . . . , 0] ;

Φ(z) = [Φ1(z) Φ2(z) . . . ,Φm(z)] où chaque vecteur colonne, Φk(z) =


Φk

1(z)
...

Φk
n(z)

 de
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la matrice Φ(z) est triangulaire par rapport à z, c’est-à-dire Φk
i (z) ∆= Φk

i (z1, z2, . . . , zi)
pour k = 1, . . . ,m ; i = 1, . . . , n.

Nous proposons maintenant de rappeler quelques définitions relatives à l’observation
des systèmes affines en l’état qui sont un cas particulier des systèmes non-linéaires
présentés précédemment. La motivation derrière la mise en avant de ces systèmes réside
dans deux faits :

– les modèles physiques de plusieurs procédés (notamment les procédés biochi-
miques, le moteur asynchrone) se présentent sous cette forme.

– la synthèse de l’observateur pour ces systèmes est basée sur la partie affine en
l’état.

A.1.5 Observabilité des systèmes affines en l’état

Un système affine en l’état est de la forme :

L

 ẋ = A(u)x+B(u)
y = Cx

(A.8)

où x ∈ IRn est l’état du système, u ∈ U sont les entrées appartenant à un borélien et
y ∈ IRp sont les signaux de sortie. Les matrices A(u) et B(u) sont mesurables en u,
respectivement de dimension n× n et n× 1. C est une matrice p× n constante.

On appelle matrice de transition du système L la matrice n×n inversible solution de :

dφu(t, t0)

dt
= A(u)φu(t, t0)

φ(t0, t0) = I
(A.9)

I étant la matrice identité.

Posons φu(t0, t) = φ−1
u (t, t0). Il s’ensuit que pour tout t1, t2 et t3, on vérifie :

φu(t1, t2)φu(t2, t3) = φu(t1, t3)

Comme la sortie y(t, u, x(t0)) de L est de la forme :

y(t, u, x(t0)) = C(t)φ(t, t0)x(t0) +
∫ t

τ=t0
C(t)φ(t, τ)B(u(τ))dτ

on peut montrer facilement que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u est universelle sur [0, T ] pour le système L.
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2. u est universelle sur [0, T ] pour le système homogène :

L

 ẋ = A(u)x
y = Cx

3. Si la sortie du système homogène est nulle sur [0, T ], alors la condition initiale x
est nulle.

4. le Grammien d’observabilité de L i.e.

G(u, t0, t0 + T ) =
∫ t0+T

t0
φTu (t, t0)CTCφu(t, t0)dt

est symétrique défini positif.

La définition de la complète uniforme observabilité du système L fait recours à la notion
d’entrée régulièrement persistante que nous rappelons ici.

Definition A.1.9. (Entrée régulièrement persistante) : Une entrée u ∈ U est dite
régulèrement persistante si le Grammien d’observabilité du système L vérifie :

∃t0 ≥ 0;∃T > 0;∃α1;∃α2 > 0; ∀t ≥ t0 : α1I ≤
∫ t+T

t
φTu (τ, t)CTCφu(τ, t)dτ ≤ α2I

Nous donnons maintenant la définition suivante :

Definition A.1.10. (Système complètement uniformément observable) : Lorsque toutes
les entrées u ∈ U sont régulièrement persistantes, le système L est dit complètement
uniformément observable.

Nous allons maintenant nous intéresser à la synthèse d’observateur. Dans ce qui suit,
nous allons rappeler ce que c’est un observateur puis présenter quelques résultats sur
la synthèse d’observateur. L’observateur de Luenberger et le filtre de Kalman seront
tout d’abord présentés. Ensuite, on s’intéressera à certaines classes de systèmes non-
linéaires uniformément observables pour lesquelles nous présenterons des observateurs
de type grand gain.

A.2 Observateurs
Un observateur ou reconstructeur d’état est un système dynamique qui permet d’ob-
tenir une estimation de la valeur courante de l’état non mesuré d’un système à partir
des informations antérieures sur les entrées et la sortie de ce dernier.
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Considérons le système dynamique suivant :

O

 ż = f̄(z, u, y)
x̂ = h̄(z)

(A.10)

où z ∈M une variété différentiable telle que h̄ : M −→ V soit une submersion, V étant
l’ouvert de IRn constituant l’espace d’état de Σ ; u et y sont respectivement les entrées
et les sorties de Σ.

Definition A.2.1. (Observateur) : (i) Le système O est un observateur asymptotique
local s’il existe x0 ∈ V et un voisinage Vx0 de x0 tel que :

lim
t→∞
‖x̂(t)− x(t)‖ = 0

pour toute condition initiale x(0) ∈ Vx0 et z(0) ∈ h̄−1(Vx0).

(ii) Le système O est un observateur global si

lim
t→∞
‖x̂(t)− x(t)‖ = 0

pour toute condition initiale x(0) ∈ V et z(0) ∈M .

(iii) Dans les deux cas ci-dessus, O est dit observateur exponentiel si :

∃λ, µ > 0 tel que ‖x̂(t)− x(t)‖ ≤ µe−λt‖x̂(0)− x(0)‖

La structure d’observateur la plus utilisée est :

O

 ˙̂x = f(x̂, u)−G(g)(h(x̂)− y)
ġ = ϕ(x̂, u, y, g)

(A.11)

G(g) est appelé gain d’observation et G(g)(h(x̂)− y) est le terme de correction.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler quelques résultats existants sur la synthèse
d’observateurs.
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A.2.1 Systèmes linéaires stationnaires : observateur de Luen-
berger

Soit le système linéaire stationnaire suivant. ẋ = Ax+Bu

y = Cx
(A.12)

où x ∈ IRn, u ∈ IRµ, y ∈ IRp et A, B, C sont des matrices constantes de dimensions
appropriées.

Le système suivant :
˙̂x = Ax̂+Bu−K(Cx̂− y) (A.13)

où la matrice K est choisie telle que les valeurs propres de A−KC sont à parties réelles
négatives, est un observateur exponentiel pour le système (A.12), communément appelé
par le nom de son auteur i.e. observateur de Lunenberger .

A.2.2 Systèmes linéaires temps variant : Filtre de Kalman

Soit le système linéaire temps variant suivant : ẋ(t) = A(t)x(t) +B(t)u(t)
y(t) = C(t)x(t)

(A.14)

où x ∈ IRn, u ∈ IRµ, y ∈ IRp, les matrices A,B et C étant de dimensions appropriées.

Pour les systèmes linéaires temps variant de la forme (A.14), il existe des observateurs
de type Kalman. La synthèse de ces observateurs supposent que les entrées sont régu-
lièrement persistantes. Les observateurs de Kalman prennent les deux formes suivantes
selon que l’on utilise une équation dynamique de Lyapunov (A.15) ou de Riccati (A.16)
pour le gain.


˙̂x(t) = A(t)x̂(t) +B(t)u(t)− S−1(t)CT (t)(C(t)x̂(t)− y(t))
Ṡ(t) = −θS(t)− AT (t)S(t)− S(t)A(t) + CT (t)C(t)
S(0) = S0

(A.15)


˙̂x(t) = A(t) ˆx(t) +B(t)u(t)− S−1(t)CT (t)(C(t)x̂(t)− y(t))
Ṡ(t) = −SQS − AT (t)S(t)− S(t)A(t) + CT (t)C(t)
S(0) = S0

(A.16)
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θ > 0 et S0, Q0 étant définies positives.

La convergence de ces observateurs est garantie sous l’hypothèse de l’uniforme com-
plète observabilité du système. Dans ce type de synthèse, il faut assurer non seulement
la stabilité de l’équation d’erreur, mais aussi celle de la matrice de gain S. Celle-ci doit
être symétrique définie positive et bornée pour tout t.

Dans ce qui suit, nous allons rappeler la synthèse d’observateurs à grand gain pour
certaines classes de systèmes uniformément observables.

A.2.3 Systèmes mono-sortie affines en la commande

Soit le système non-linéaire suivant : ẋ = f(u, x) = f(x) +G(x)u
y = h(x)

(A.17)

où x ∈ IRn, y ∈ IR, u ∈ IRµ, G(x) une matrice n×m.

Dans [Gauthier et al., 1992], les auteurs ont démontré que si le système (A.17) est
uniformément observable, alors il peut se transformer via le changement de variable

z = Φ(x) = [h(x), Lf (h)(x), . . . , Ln−1
f (h)(x)]T (A.18)

sous la forme canonique d’observabilité suivante : ż = Az + ϕ(z) + Ψ(z)u
y = Cz

(A.19)

où
• A est la matrice anti-décalage, c’est-à-dire

A =


0 1 0 0
... 1 0
0 . . . 1
0 . . . 0 0

 (A.20)
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• C est la matrice d’observation ayant la structure particulière suivante :

C = [1, 0, . . . , 0] (A.21)

• la matrice Ψ(z) = [Ψ1(z) Ψ2(z) . . . Ψm(z)]T est telle que chacun de ses vecteurs
colonnes Ψk(z), k = 1, . . . ,m a une structure triangulaire par rapport à z, c’est-à-dire

Ψk(z) =


Ψk

1(z1)
Ψk

2(z1, z2)
...

Ψk
n(z)

 (A.22)

Les auteurs ont ensuite utilisé la forme (A.19) pour faire la synthèse de l’observateur
exponentiel, de type grand gain, suivant :

˙̂z = Aẑ + ϕ(ẑ) + Ψ(ẑ)u− θ∆−1
θ S−1CT (Cẑ − y) (A.23)

où
• θ > 0 est le paramètre de réglage de l’observateur.

• S est l’unique solution de l’equation algébrique de Lyapunov suivante :

S + ATS + SA = CTC (A.24)

• ∆θ est la matrice diagonale suivante :

∆θ = diag
(

1, 1
θ
, . . . ,

1
θn−1

)
(A.25)

Pour la synthèse de l’observateur, les hypothèses suivantes doivent être vérifiées :

(H1) Les fonctions ϕ(z) et ψi(z) sont globalement Lipschitz par rapport à z.
(H2) Les entrées ui sont mesurables et bornées dans IR.

Notons que la solution S de l’équation (A.24) peut s’exprimer comme suit :

S(i, j) = (−1)(i+j)Cj−1
i+j−2 pour 1 ≤ i, j ≤ n

où Cp
n est le symbole désignant la binomiale, c’est-à-dire Cp

n = n!
(n− p)!p! .
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De même, le terme S−1CT intervenant dans le gain d’observation peut s’exprimer aussi
comme suit :

S−1CT =


C1
n

C2
n
...
Cn
n

 (A.26)

Notons que l’estimation x̂ de l’état x de (A.17), peut s’obtenir par x̂ = Φ−1(ẑ). Parfois,
la fonction Φ−1 ne peut pas être exprimée en fonction de z et un autre moyen pour
contourner cette difficulté consiste à exprimer l’équation de l’observateur directement
dans les coordonnées originales en x. En effet, en tenant compte du fait que

dz

dt
= ∂Φ(x)

∂x

dx

dt

l’équation de l’observateur dans les coordonnées originales s’écrit comme suit :

˙̂x = f(x̂) +G(x̂)u− θ
(
∂Φ(x̂)
∂x

)−1

∆−1
θ S−1CT (h(x̂)− y)

Notons ici la similitude de cet observateur avec le modèle original i.e. le système (A.17).
En effet, cet observateur est une copie du modèle, plus un terme correctif qui est expli-
citement donné. De plus, son réglage se fait à travers le choix d’un seul paramètre, i.e. θ.

Le résultat présenté reste valable même pour des systèmes avec des non linéarités non
affines en la commande [Gauthier and Kupka, 1994, Hammouri and Farza, 2003].

A.2.4 Systèmes mono-sortie non affines en la commande

Soit le système non-linéaire de la forme triangulaire suivante :

ẋ1 = f1(x1, x2, u)
ẋ2 = f2(x1, x2, x3, u)
...
ẋn = fn(x, u)
y = x1

(A.27)

où x ∈ IRn, u ∈ IRµ, y ∈ IR.
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Le système (A.27) peut se mettre sous la forme condensée suivante : ẋ = f(x, u)
y = Cx

(A.28)

où C = [1, . . . , 0].

On considère les hypothèses suivantes :

(H1’) ∃α > 0, β > 0 telle que :

α ≤ ∂fi
∂xi+1

(u, x1, . . . , xi+1) ≤ β;∀(x, u). (A.29)

(H2’) les fonctions fi, i = 1, . . . , n sont globales Lipschitz.

Soit maintenant le système dynamique suivant :

˙̂x = f(x̂, u)−∆θK(Cx̂− y) (A.30)

où ∆θ = diag(θ, θ2, . . . , θn), K =


k1
...

kn−1

kn

 est un vecteur constant choisi de telle

manière que l’inégalité de stabilité suivante soit verifiée :

(A(t)−KC)TS + S(A(t)−KC) ≤ −ηIn. (A.31)

où η > 0, S est une matrice constante de dimension (n× n), In est la matrice identité

de dimension (n×n), A(t) =


0 a1(t) 0 0
... a2(t) 0
0 . . . an−1(t)
0 . . . 0 0

 où les ai(t) sont données

par :
ai(t) = ∂fi

∂xi+1
(u, x1, . . . , xi+1), i = 1, . . . , n− 1

Le résultat suivant est dû à [Gauthier and Kupka, 1994] :

Theorème A.2.1. Sous les trois hypothèses (H1’) et (H2’), le système (A.30) est un
observateur exponentiel pour le système (A.27).
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Remarquons que la synthèse de l’observateur (A.30), dont le gain est constant, ne
nécessite pas le connaissance des ai(t) mais utilise simplement le fait que ces variables
sont bornées.
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Moteur Stirling à piston libre

Le moteur Stirling à piston libre est un mécanisme simple qui génère un mouve-
ment de translation de la forme d’une vibration. Il a été inventé par Beale en 1964
[Beale, 1969]. Les moteurs FPSE consistent en un petit nombre de composants comme
le piston, le déplaceur, les ressorts et l’échangeur. La machine marche avec tous types
de source de chaleur comme l’énergie solaire, l’énergie radio-isotope, l’énergie géother-
mique, etc.

Un intérêt croissant s’est porté sur l’utilisation du moteur Stirling en tant que
solution pour la récupération d’énergie. Pour cette raison, de nombreux travaux ont
été présentés récemment. Certains travaux ont proposés la re-synthèse du FPSE pour
améliorer ses performances [Boucher et al., 2007, Karabulut, 2011]. Dans [Boucher
et al., 2007] un moteur composé de deux FPSE couplés a été proposé, il est nommé
moteur Stirling à piston libre double effet, il est capable de produire une puissance
mécanique de 1KW avec seulement 1MPa de pression. Une analyse dynamique du
FPSE en travaillant avec des cycles thermodynamiques ouverts et fermés a également
été proposé, les avantages de chaque configuration sont montrés dans [Karabulut, 2011].

Basé sur un FPSE donné, des modèles ont été proposés afin de l’optimiser. Ces
modèles peuvent être linéaires [Riofrio et al., 2008, Barth and Hofacker, 2009, Jia et
al., 2016] ou, de façon plus complexe, non linéaires [Ulusoy, 1994, Formosa, 2011, Kara-
bulut, 2011]. Un des premiers modèles non linéaire a été présenté dans [Ulusoy, 1994],
où le comportement du FPSE a été étudié en utilisant des méthodes de perturbation,
le modèle considère les effets dues à des phénomènes non linéaires comme la perte de
pression. Une synthèse de commande est basée sur ce modèle dans [Zheng et al., 2012],
où un alternateur à aimants permanents est couplé à un FPSE.
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Piston Piston
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(a) Diagramme schématique
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Chaude Linéaire Ressort

Espace du
expansion

Espace du
détente

Déplaceur

Ressort
Alternateur
Linéaire

Espace du
Amortisseur

(b) Diagramme schématique du FPSE avec un alter-
nateur couplé

Figure B.1 – Moteur Stirling à piston libre

Un alternateur est généralement couplé avec un FPSE pour convertir la puissance
mécanique en énergie électrique comme dans [Zheng et al., 2012, Kirby and Vitale,
2008], cf. la Figure B.1. Cette puissance générée est dû à la longueur des pistons du
FPSE, ces longueur dépendent des différences de température dans le FPSE. Dans
[Kirby and Vitale, 2008] est présenté un système de commande pour le convertisseur
de 5KW , cette commande peut maintenir le piston à un point déterminé malgré la
présence de perturbations.

De nouveaux systèmes ont été utilisés, pour récupérer l’énergie, en utilisant des
moteurs Stirling, comme de système dish/Sitriling de génération d’énergie, [Aksoy et
al., 2015, Beltrán-Chacon et al., 2015]. Ce système est basé sur un réflecteur parabolique
qui focalise le rayonnement solaire sur un récepteur monté dans le moteur thermique
(voir la Figure B.2). Ce récepteur convertit le rayonnement en chaleur le transfère à un
fluide qui coule dans le moteur thermique. De cette façon, l’énergie mécanique produite
par le moteur thermique est convertie en électricité à travers un alternateur [Aksoy et
al., 2015].
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Miroir

Drive
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Figure B.2 – Système d’énergie Dish-Stirling

B.1 Modèle non linéaire du moteur Stirling à pis-
ton libre

La dynamique du moteur Stirling à piston libre va être examiné (voir la figure
B.3). Les variables thermodynamiques sont obtenues comme fonction des variables dy-
namiques (des déplacements et des vitesses) avec l’hypothèse de simplification de la
détente isotherme et des procédés de compression. Il existe diverses autres configura-
tions du FPSE qui sont différentes de cette configuration en raison des arrangements
géométriques, aussi l’analyse peut s’étendre à d’autres configurations, avec les ajuste-
ments nécessaires .

Le moteur possède trois masses distinctes : la carcasse du moteur, le piston de travail
mp et le déplaceur md. Dans de nombreuses applications les masses du piston de travail
et du déplaceur représentent moins de 5% de la masse de la carcasse du moteur. Le
mouvement de la carcasse est supposée être si petit qu’il n’a pas une grande influence
sur le comportement du moteur. La force nette exercée sur un piston est le produit de
la différence de pression entre les deux côtés du piston et l’aire du piston. Les équations
de mouvement pour le déplaceur xd et le piston de travail xp sont écrits en utilisant la
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Figure B.3 – Schema du Moteur Stirling à Piston Libre

deuxième loi de Newton :

mpẍp = Ap(pb − pc) + Fload (B.1)
mdẍd = Ad(pc − pe)− Ar(pc − ps) (B.2)

où Fload représente la charge externe qui est associée au piston de travail. La charge
est modélisée comme une combinaison d’un amortisseur linéaire et d’une charge non
linéaire hypothétique. Les forces de gravitation exercées sur le déplaceur et le piston
ne sont pas incluses dans ces équations car ces forces sont constantes en amplitude et
en direction, et son effet modifie seulement le centre du mouvement. En outre, dans
de nombreux cas les forces de gravitation sont négligeable en comparaison des forces
résultant de la variation de pression du gaz de travail.

La solution des équations (B.2) exigent la connaissance de pb, pc, pe, et ps, qui sont
les pressions dans l’amortisseur de travail, la compression, la détente, l’espace du res-
sort gazeux, respectivement et sont des variables thermiques évoluant dans le temps
et couplées avec la dynamique du moteur. Les mouvements du piston et du déplaceur
modifient la pression du gaz. La variation de la pression, à son tour, change la force
ressentie par le piston et le déplaceur et déplace ces éléments plus loin. Dans la section
suivante nous déduirons un modèle thermodynamique qui permet d’obtenir des rela-
tions algébriques simples pour ces termes de pression comme fonction des déplacements
et vitesses du piston et du déplaceur.

136



B.1. Modèle non linéaire du moteur Stirling à piston libre

B.1.1 Le modèle isotherme pour la thermodynamique

Les processus de détente et de compression isotherme, la régénération parfaite et
constante de l’espace instantané du gaz de travail sont les principales hypothèses de
l’analyse de Schmidt. Un processus isotherme exige soit un rapport de transfert de
chaleur infini ou en temps infini. Dans un FPSE réel, pendant la compression et la
détente, la chaleur est transférée au gaz de travail depuis les parois du cylindre en très
peu de temps. Par conséquent l’hypothèse isotherme est une approximation appropriée
[Ulusoy, 1994] :

– Les échangeurs de chaleur sont parfaitement efficaces
– Les espaces de travail sont isothermes. Les températures du gaz de travail dans les
espaces de compression et de détente sont constantes et égales aux températures
des échangeurs froid et chaud, respectivement.

– Il n’existe aucune fuite de gaz et la masse du gaz reste constant
– Le gaz de travail loi obéit à la loi des gaz parfaits.
– La pression instantanée du gaz est constante dans l’espace.
– Le gaz est parfaitement mélangé dans le cylindre
– La cinétique du gaz de travail est négligée.

En considérant les hypothèses ci-dessus et les équations mouvement (B.2), le sys-
tème du FPSE est alors défini comme suit

mpẍp = Appm(1− F ) + Fload (B.3)

mdẍd = Ad∆p − Arpm
[
F −

( 1
1 + asxd

)γ]
(B.4)

où ∆p est la perte de pression totale à travers les échangeurs, pm la pression du gaz, γ
le taux de chaleur spécifique et F est définie comme suit :

F =
(

1
1− apxp + adxd

)

B.1.2 Équations sans dimension

La forme des équations suggère qu’une approche avec un système dynamique serait
productive, nous essayons donc de déterminer analytiquement les valeurs des para-
mètres permettant d’atteindre le mouvement périodique désiré du moteur, cf. [Ulusoy,
1994]. L’analyse d’un système équivalent d’ordre moins élevé doit être fourni. Une ana-
lyse non-dimensionnelle a été présentée dans [Ulusoy, 1994], ainsi que dans [Zheng et
al., 2012], afin de valider les équations du moteur FPSE. Donc l’ensemble du système
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(B.3)-(B.4) peut se réécrire sous la forme non-dimensionnelle suivante

m̄p
¨̄xp = pm(1− F̄ ) + F̄load (B.5)

m̄d
¨̄xd = Ād∆̄p − Ārpm

[
F̄ −

( 1
1 + āsx̄d

)γ]
(B.6)

où nous désignons x̄p = xp/(lp/2), x̄d = xd/(lp/2) et F̄ par :

F̄ =
(

1
1− āpx̄p + ādx̄d

)

Ces relations non linéaires de la pression dans l’espace de travail fluctuent quand le
déplaceur déplace le gaz de travail, dans un sens et dans l’autre, entre les espaces des
échangeurs froid et chaud. Ils doivent être linéarisés, par commodité, ceci est effectué
sur les positions initiales x̄p et x̄d, qui sont supposées égales à x̄p = 0 et x̄p = 0.

Le déplacement x̄p est linéarisé avec les conditions initiales ci-dessus, ceci conduit
à

P̄1 =
[
1− F̄

]
= (āpx̄p − ādx̄d)

(1− āpx̄p + ādx̄d)

P̄1 ≈
∂P̄1

∂x̄d

∣∣∣∣∣ x̄d=0
x̄p=0

x̄d + ∂P̄1

∂x̄p

∣∣∣∣∣ x̄d=0
x̄p=0

x̄p = ādx̄d − āpx̄p

Maintenant, nous exprimons la linéarisation du déplacement x̄d, comme suit :

P̄2 = F̄ −
( 1

1 + āsx̄d

)γ
= (1 + āsx̄d)γ − (1− āpx̄p + ādx̄d)

(1− āpx̄p + ādx̄d) (1 + āsx̄d)γ
(B.7)

P̄2 ≈
∂P̄2

∂x̄d

∣∣∣∣∣ x̄d=0
x̄p=0

x̄d + ∂P̄2

∂x̄p

∣∣∣∣∣ x̄d=0
x̄p=0

x̄p = (γās − ād) x̄d + āpx̄p (B.8)

Les équations sont données par

m̄p
¨̄xp = pm [ādx̄d − āpx̄p] + F̄load (B.9)

m̄d
¨̄xd = Ād∆̄p − Ārpm [(γās − ād) x̄d + āpx̄p] (B.10)

Le système peut s’exprimer avec des équations de forme non-dimensionnelle. En
considérant les effets dissipatifs dues à la perte de pression et à la charge externe sur
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le piston, mais seulement les termes linéaires, le système s’exprime comme : ¨̄xp
¨̄xd

 =
 F̄load

0

+
 kpdx̄d + kppx̄p

kdpx̄p + cdp ˙̄xp + kddx̄d + cdd ˙̄xd

 pm(t) (B.11)

En considérant aussi que la charge peut s’exprimer comme suit :

F̄load = (f̄L − f̄cx̄2
p) ˙̄xp + k̄cx̄

3
p (B.12)

où :
kdd = − Ār

m̄d
(γās − ād) kdp = − Ār

m̄d
āp kpd = ād

m̄p

kpp = − āp
m̄p

cdd =
(
Ād
m̄d

)
k1 cdp =

(
Ād
m̄d

)
k2

f̄L = fL
ωmp

f̄c = Fc(lp/2)2

ωmp
k̄c = kc

ωmp

où k2 et k1 sont les termes linéaires de la perte de pression totale ∆p à travers chaque
section qui est exprimée par une série de Taylor et qui dépend des termes ˙̄xp et ˙̄xd. En
considérant les valeurs des paramètres calculées d’après les données du Tableau C.2,
dans [Ulusoy, 1994], le polynôme suivant a été proposé :

∑
∆̄p = (δ̄p)h + (δ̄p)R + (δ̄p)k
∆̄p = −0.028 ˙̄xd − 0.511 ˙̄xd

3 + 0.021 ˙̄xp + 1.197 ˙̄xd
2 ˙̄xp − 0.979 ˙̄xd ˙̄xp

2 + 0.269 ˙̄xp
3

≈ −0.028 ˙̄xd + 0.021 ˙̄xp (B.13)

En outre, tous les autres paramètres constants sont non-dimensionnalisés de la
manière suivante

Aire de chaque section :

Ār = Ar
Ap

Ād = Ad
Ap

Les masses du piston et du déplaceur :

m̄d = ω2 (lp/2)md

Ap
(B.14)

m̄p = ω2 (lp/2)mp

Ap
(B.15)

Les pressions dépendant des paramètres āp, ād et ās, qui sont régies par les équations
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suivantes :

āp = ap (lp/2) ād = ad (lp/2) ās = as (lp/2)

où :

ap = Ap
Tk

(
1
Vmt

)
ad =

[
Ad−Ar
Tk
− Ad

Th

] (
1
Vmt

)
as = Ar

Vs0

Ces termes dépendent du volume totale de l’espace de travail, qui est défini comme
suit :

Vmt =
[
Ve0
Th

+ Vh
Th

+ VR
TR

+ Vk
Tk

+ Vc0
Tk

]
(B.16)
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Tableaux

Table C.1 – Paramètres du moteur asynchrone

Paramètre Not. Valeur Paramètre Not. Valeur
Pairs de pôles p 2 Inductance du rotor Lr 0.4718H

Résistance du stator Rs 9.65Ω Inductance mutuelle M 0.4475H
Résistance du rotor Rr 4.3047Ω Inertie du rotor J 0.0293kg/m2

Inductance du stator Ls 0.4718H Résistance du torque Cres 0Nm
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Table C.2 – Nomenclature du Moteur Stirling à Piston Libre

Symbole Description et unités Valeur

Ad Aire du déplaceur (m2) 2.5×10−3

Ah Aire de la tête chaude (m2) 148×10−3

Ak Aire de la tête froide (m2) 148×10−3

Ap Aire du piston (m2) 2.6×10(6
Ar Aire la bielle du déplaceur(m2) 217×10−6

AR Aire du régénérateur(m2) Variable
As Aire moyenne de transfert de chaleur (m2) Variable
fc Terme non linéaire de la charge externe Fload Variable
fd Terme du ressort dans le déplaceur Variable
fp Terme du ressort dans le piston Variable
fL Terme linéaire de la charge external Fload Variable
Fload La charge externe Variable
lp La course maximale de piston (m) 4.2×10−3

md Masse du déplaceur (kg) 0.42
mh Masse du gaz dans la tête chaude (kg) Variable
mk Masse du gaz dans la tête froide (kg) Variable
mp Masse du piston (kg) 6.2
mR Masse du gaz dans le régénérateur (kg) 6.2
mt Masse totale de gaz dans moteur (kg) 6.2
pb Pression dans l’espace d’amortisseur de travail (Pa) Variable
pc Pression dans l’espace de compression (Pa) Variable
pe Pression dans l’espace de détente (Pa) Variable
pm Pression dans le moteur (Pa) 7×106

ps Pression dans l’espace de ressort de travail (Pa) Variable
Th Température du gaz dans la tête chaude (K) 900
Tk Température du gaz dans la tête froide (K) 300
TR Température du gaz dans le régénérateur (K) Variable
Vc Volume de l’espace de compression (m3) Variable
Vc0 Volume moyen de l’espace de compression (m3) 103.6×10−6

Ve Volume de l’espace de détente (m3) Variable
Ve0 Volume moyen de l’espace de détente (m3) 63.6×10−6

Vh Volume dans la tête chaude (m3) 39.6×10−6

Vk Volume dans la tête froide (m3) 28.5×10−6

VR Volume dans l’espace du régénérateur (m3) 59.41×10−6

Vs Volume dans l’espace de ressort de travail (m3) Variable
Vs0 Volume moyen dans l’espace de ressort de travail (m3) 31.8×10−6

xd Déplacement du déplaceur (m) Variable
xp Déplacement du piston (m) Variable
γ Ratio de chaleur spécifique (sans dimension) 1.7
ω Vitesse de rotation du moteur (rad/s) 188.5
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Lemmes techniques

D.1 Lemmes des Chapitre 4

Les deux lemmes suivants seront utilisés dans la preuve du Théorème 4.3.1.

Lemme D.1.1. [Farza et al., 2014]
Nous considérons une fonction différentiable v : t ∈ R+ 7→ v(t) ∈ R+ qui satisfait

l’inégalité suivante :

v̇(t) ≤ −av(t) + b
∫ t

tk

v(s)ds ∀t ∈ [tk, tk+1[ avec k ∈ IN (D.1)

où 0 < tk+1 − tk ≤ ∆M < +∞ et, a et b sont des réels positifs qui vérifient

b∆M

a
< 1. (D.2)

Alors, la fonction v converge exponentiellement vers zéro, c’est-à-dire

v(t) ≤ e−η(t−t0)v(t0) avec 0 < η = (a− b∆M) e−a∆M . (D.3)

Lemme D.1.2. [Germani et al., 2002]
Nous considérons une fonction réelle continue v : t ∈ [−δ,+∞[−→ v(t) ∈ [0,+∞[

avec δ > 0, telle que
∫ 0

−δ
v(s)ds < +∞, v(t) ≤ µe−ᾱt + β

∫ t

t−δ
v(s)ds pour t ≥ 0 (D.4)

où ᾱ, µ, β sont des réels positifs.
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Si βδ < 1 alors il existe un réel positif α ≤ ᾱ tel que :

v(t) ≤ µ̄e−αt, t ≥ 0 (D.5)

où
µ̄ = 1

1− c

(
eαδµ+ β

∫ 0

−δ
v(s)ds

)
, c = β

α
(eαδ − 1) < 1 (D.6)
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