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INTRODUCTION GENERALE

L’objectif initial de ce travail a consisté en la mise au point d’un capteur piézoélectrique,
classiquement désigné par le terme de microbalance a quartz, destiné a étudier les mécanismes
mis en jeu dans D’entartrage des canalisations des échangeurs thermiques industriels. Le
phénomene étudié est bien connu de tout un chacun, puisque c’est celui qui provoque
I’obstruction des tuyaux des cafeticres é€lectriques, engendrait un épais dépot au fond des
bouilloires de nos anciens, et, plus dangereusement, peut provoquer la chute des chauffe-eaux
par alourdissement de I’appareil aprés accumulation de matiére entartrante, principalement
composée de carbonate de calcium, CaCOs;. Comme outil d’é¢tude de ce phénomene, la
microbalance est utilisée depuis une dizaine d’années en milieu liquide, et elle a permis
d’obtenir de nombreux résultats a la fois nouveaux et variés. La méthode d’entartrage utilisée
dans les études avec microbalance est une méthode de laboratoire désignée par 1’expression
«méthode d’entartrage accéléré », dont le principe est de réduire 1’oxygene dissous par voie
¢lectrochimique pour provoquer la précipitation du CaCOs et, éventuellement, d’autres sels
dissous. La réaction mise en jeu n’existe pas dans les conditions naturelles, ce qui reste le
point d’objection principal de la méthode, car les mécanismes étudiés ne sont pas considérés a
priori comme représentatifs du processus naturel d’entartrage thermique. L’approche
permettant de résoudre ce probléme est de provoquer le dépot de tartre par un effet thermique
au lieu d’une réaction électrochimique, ce qui impose de chauffer la surface sur laquelle
s’effectue le dépdt. En microbalance, la surface de dépot étant un quartz, le seul procédé
envisageable est donc I’utilisation d’une microbalance a quartz chauffé. L’objectif de notre
travail a donc été de développer ce dispositif.

Les conditions de fonctionnement du quartz dans ce nouveau montage étant originales et a
priori délicates, nous nous sommes efforcés de comprendre au mieux les différents aspects du
comportement piézoélectrique du cristal de quartz. En consultant différents travaux sur la
microbalance, nous avons constaté qu’il demeurait un certain nombre de problémes encore
mal compris, et en nous appuyant sur un modele théorique encore peu exploré, nous avons
découvert qu’il existait une approche permettant d’obtenir une solution a ces problémes.
Ainsi, I’effet de la taille limitée des électrodes et 1’influence de la conductivité de la solution
sur la réponse de la microbalance peuvent étre étudiées et quantifiés de facon précise.

D’ailleurs, de nombreuses expériences réalisées au laboratoire d’électrochimie LPLE, ou sont
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utilisées des solutions ioniques conductrices, €taient restées sans interprétation, ce qui a limité
leur exploitation par les mesures gravimétriques. Pour obtenir ces solutions et les comparer a
I’expérience, nous avons a la fois approfondi 1’étude théorique du quartz mais également mis
en oeuvre des modeles de simulations numériques, en particulier par éléments finis.

Le travail d’¢tude fondamentale sur le quartz, initialement marginal, est finalement devenu
d’un volume comparable au projet initial de développement du quartz chauffé. Le mémoire est
donc découpé en deux parties relativement indépendantes : la premicre est une étude théorique
de la microbalance et la seconde est consacrée a 1’étude de faisabilité du dispositif et a sa
réalisation pratique. La premicre partie est elle-méme découpée en deux chapitres : le premier
est une présentation des travaux déja existants portant sur la microbalance et le deuxieme est
une description de notre travail original. La deuxieme partie est constituée du troisieme

chapitre.
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CHAPITRE I : ETAT DE L’ART DE LA MICROBALANCE A QUARTZ

CHAPITRE 1I: ETAT DE L’ART DE LA MICROBALANCE A

QUARTZ

1. Introduction

Dans ce premier chapitre, nous allons effectuer une présentation générale de la microbalance a
quartz, en montrant tout d’abord ses domaines d’utilisation puis en présentant les modé¢les
décrivant son comportement. La derniére partie du chapitre est le rappel d’un modele, dit des
modes propres de vibration, qui n’a pas été utilisé jusqu’a présent dans le domaine des
microbalances. Dans la suite du manuscrit, nous montrerons précisément I’intérét de

I’extension de ce modele a 1’étude de la microbalance.
2. Caractéristiques piézoélectriques du quartz

2.1 L’effet piézoélectrique

En 1880, les fréres Curie ont découvert l'effet piézoélectrique direct : une contrainte
mécanique sur un cristal engendre une différence de potentiel €lectrique entre les faces du
cristal. Ils ont ensuite démontré que cet effet ne peut se produire que pour les cristaux n’ayant
pas de centre de symétrie. Le matériau utilisé a I’époque était un quartz, et de nombreux autres
composés naturels ou synthétiques [’ont depuis rejoint dans la liste des cristaux
piézoélectriques. En 1881, a partir de principes thermodynamiques, Lippman a déduit I’effet
piézoélectrique inverse : une différence de potentiel électrique appliqué sur les mémes
cristaux piézoélectriques engendre une contrainte dans le matériau.

En 1919, Cady a montré¢ que l'effet piézoélectrique inverse permettait la fabrication
d'oscillateurs tres stables. Les vibrations mécaniques du cristal et celles de la différence de
potentiel entre les faces externes sont a la méme fréquence, et par un systeme électronique
incorporant le quartz, il est possible d’entretenir les oscillations. L'ensemble cristal-systéme
¢lectronique externe fonctionne comme un oscillateur, qui s'accorde en régime permanent sur
une fréquence treés précise, dépendant du quartz pour 1’essentiel et de 1’électronique pour une

part marginale.
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2.2 Présentation du quartz

Le quartz est la forme cristallisée du dioxyde de silicium, de formule chimique SiO,. La forme
amorphe du méme dioxyde est désignée communément sous le nom de silice et intervient
dans la composition des silicates tels que les argiles, sables, marnes, etc.. Dans la crotite
terrestre, 1’élément silicium intervient pour 25%, les silicates pour 95 %, et le quartz pour
12%, ce qui en fait le minéral le plus répandu de 1’écorce terrestre. Le quartz se présente sous
formes de cristaux bien délimités, parfois minuscules quand ils sont insérés dans des roches
comme le silex ou le granite, ou de grande taille dans les zones de gisements, leur masse
pouvant alors dépasser la tonne. De par ses qualités particulieres de résonateur, le quartz est
exploité de fagon trés intense, ce qui a favorisé la mise au point d’'une méthode de synthése
industrielle. Cette méthode, qui existe depuis 1947, est dite de croissance cristalline
hydrothermale, et elle consiste & mettre dans une vapeur saturée en silice dissoute, entre
200°C et 400°C et sous une pression de plusieurs centaines de bars, un germe cristallin qui, en
quelques semaines, s’épaissit en un barreau de plusieurs centimétres. Il est a noter que la
vitesse de croissance est anisotrope, la vitesse suivant I’axe OZ pouvant étre 3 fois supérieure
a celle suivant I’axe OX, et la vitesse suivant ’axe OY étant négligeable (les axes sont décrits
dans le paragraphe suivant). Tous les quartz industriels sont actuellement synthétiques. Les

deux variétés de quartz, naturelle et synthétique, ont les mémes propriétés physico-chimiques.

2.3 La structure cristalline du quartz alpha

Comme beaucoup de composés, le quartz change de structure cristalline avec la température.
A température ambiante, il est cristallisé en une phase dite alpha, puis, a 573°C, il passe en
phase béta. Les quartz utilisés expérimentalement sont donc en phase alpha, et leur structure
cristalline est du type trigonal 32, ce qui confére une apparence extérieure hexagonale (Figure
I-1.b).

Chaque atome de silicium est entouré de quatre atomes d'oxygene et forme un tétraedre de
formule élémentaire SiO4 (Figure I-1.a). Un atome d'oxygeéne est commun a deux tétraedres et
ceux-ci sont joints entre eux par leurs sommets et disposés en hélices hexagonales autour des
axes ternaires. L hélice peut avoir les deux sens de rotation, ce qui distingue deux sous-
groupes : la phase alpha droite et la phase alpha gauche. La désignation retenue vient du fait
qu'un faisceau lumineux polarisé¢, émis a travers le quartz suivant I’axe OZ, voit sa
polarisation subir une rotation proportionnelle a 1’épaisseur traversée, dans le sens des
aiguilles d’une montre ou le sens inverse, suivant justement le type de quartz, droite ou
gauche. Pour cette raison, I’axe de rotation OZ est aussi désigné axe optique du quartz.

Les quartz synthétiques sont congus en sorte qu’ils ne contiennent qu’une seule structure
cristalline. A I’inverse, les quartz naturels révelent le plus souvent un mélange de structures
cristallines. Ils sont alors désignés en anglais par le mot « twinned », le qualificatif francais
plus général étant maclés. Le quartz maclé optique, aussi dénommé brésilien, est constitué¢ de

la juxtaposition intime de cristaux a rotation droite et gauche. Pour ’autre type de quartz
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maclé, désigné électrique ou dauphiné, les cristaux juxtaposés se différencient par I’inversion
de ’axe OX. En principe, le maclage des cristaux ne concerne que les quartz naturels, mais
nous verrons, dans la partie I11.6.2, qu’il peut se manifester sur les quartz synthétiques, dans

certaines conditions expérimentales particulicres.

a) tétraedre élémentaire SiOy b) cristal de quartz

Figure I-1 : Structure élémentaire du réseau cristallin du quartz et cristal représenté avec ses

axes principaux.

2.4 Coupes du quartz et modes de vibration des ondes de volume

Le mode de vibration du quartz dépend de I’orientation du champ électrique par rapport aux
axes cristallographiques. Pour éviter d’exciter plusieurs modes simultanément, le quartz est
taillé en lame suivant une coupe favorisant un mode particulier. Les coupes sont repérées par
les coordonnées angulaires de I’axe normal a la lame. Les modes de vibration les plus

couramment utilisés sont décrits schématiquement Figure 1-2.

Celui qui met en jeu les fréquences les plus basses, de 10 a 100 kHz, est le mode de flexion
pour lequel toute la lame vibre a la fagon d’un diapason. Le mode en allongement, ou
extension-compression, a une fréquence comprise entre 50 a 600 kHz, et fait varier la
longueur de la lame ainsi que son épaisseur. Le mode en cisaillement plan, de fréquence allant
de 150 a 600 kHz, est voisin du précédent mais les déplacements se font suivant les
diagonales du cristal. Le mode en cisaillement d’épaisseur, de fréquence comprise entre 1 et
100 MHz, provoque un déplacement relatif entre les deux faces de la lame.
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cisaillement plan cisaillement d'épaisseur

Figure I-2 : Modes de vibration du quartz.

Les principales coupes du quartz sont indiquées dans le Tableau I-1 et schématiquement

décrites Figure I-3.

Coupe Angle de rotation Mode de vibration
AT -35°12' Cisaillement d'épaisseur
BT +49° Cisaillement plan
CT -38° Cisaillement plan
DT +52° Cisaillement plan
+5°X-cut -66° Allongement
-18.5°X-cut 57° Allongement
GT -51°/-45° Allongement
+5°X-cut - Flexion
+5°X-cut 2 plates - Flexion
MT - Allongement
NT - Flexion

Tableau I-1 : Angles et modes de vibration des principales coupes de quartz.
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Il est a noter que si la valeur absolue des angles de coupe a toujours fait I’objet d’un accord
unanime, le signe de ces angles n’a été normalisé et définitivement fixé que récemment, par le
standard IEEE 176-1978 '. L’approche qui maintenait constante la valeur des paramétres
physiques et inversait les systemes de coordonnées suivant la rotation est donc, en principe,
définitivement abandonnée. Nous avons indiqué les angles de coupe avec le signe

recommandé¢ par le standard IEEE.

A
Coupe X 510

-6 AT o1
/ Coupe Y DTBT ,”'_'\V/ o
%//,’ . T} (A %/
N\ \

Y
Coupe Z X X
X
a) coupes X,Y,Z b) coupes a un angle de rotation c) coupe GT a deux angles
de rotation

Figure I-3 : Schémas des coupes du quartz avec et sans angle de rotation.

Le critére final pour le choix précis de 1’angle de coupe est souvent la réduction de la
sensibilité de la fréquence de résonance a la variation de température. Cette sensibilité varie
fortement avec 1’angle et c’est pourquoi la valeur de ce dernier est calculée avec une grande
précision.

Les coupes GT et AT offrent la meilleure stabilité en température (Figure I-4). Cette
caractéristique et la plus grande simplicité de fabrication des coupes a un seul angle de

rotation explique I’importance de 1’utilisation industrielle de la coupe AT.

2.5 Principaux types de capteurs piézoélectriques utilisés en microbalance

Le débouché commercial essentiel pour le quartz oscillant est son utilisation comme référence
de temps stable et bon marché. Les recherches et les études portant sur les modes de vibration
précédemment décrits ont été effectuées avec cette approche métrologique. En 1959,
Sauerbrey a inventé le concept de la microbalance, en montrant que la variation de la
fréquence de résonance d’un quartz en coupe AT était proportionnelle a la masse déposée
rigidement sur une de ses ¢électrodes. Depuis cette date, de nouveaux types de résonateurs a
quartz ont émerge, basés sur d’autres modes de vibration que ceux déja présentés. Nous allons
décrire les modes de vibration mis en ceuvre dans les quatre types de microbalances les plus
couramment rencontrées: TSM, SAW, APM, FPW.
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Figure I-4 : Sensibilité en température de la fréquence de résonance pour différentes coupes

du quartz.

2.5.1 Microbalance a quartz en mode de cisaillement d’épaisseur : TSM

L’abréviation TSM vient de 1’anglais « Thickness Shear Mode », désignant le mode de
cisaillement d’épaisseur. Ce mode de vibration est en particulier mis en oeuvre dans les quartz
en coupe AT utilisés dans les quartz d’horloge a 1’origine des premicres microbalances. Le
cisaillement d’épaisseur est également le mode de vibration d’autres types de quartz, comme
celui en coupe SC ayant deux angles de rotation. Le dispositif TSM est synonyme de
I’expression « microbalance a quartz » ou QCM (de 1’anglais Quartz Crystal Microbalance). Il
reste toujours le plus utilisé pour sa simplicité d’utilisation et son faible cotit de revient.

La fréquence de fonctionnement est fonction inverse de 1’épaisseur du quartz, et elle diminue
avec 1’accroissement de la masse déposée sur une des faces. Un montage classique du quartz

est décrit Figure I-5.

Quartz

NS

=

Electrodes
métalliques

Figure I-5 : Schéma d’un quartz de coupe AT utilisé en microbalance.
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Il apparait deux disques centraux métalliques en vis-a-vis sur chacune des faces, qui sont
soumis a une différence de potentiel sinusoidal. La zone du quartz comprise entre les deux
disques subit alors une vibration piézoélectrique entretenue. Les €lectrodes reliant les disques
a ’extérieur du quartz ont un role de connexion ¢électrique, théoriquement sans influence sur
la vibration. Ce dispositif étant celui que nous avons utilisé, nous reviendrons plus

précisément sur ses caractéristiques de fonctionnement dans la suite de ce document.

Pour une fréquence de 6 MHz, la sensibilité du capteur est : 12 ng.crn'2 Hz ™', ce qui équivaut &

15,7 Hz pour une épaisseur d’or uniforme de 1 A.

2.5.2  Microbalance a onde de surface : SAW

SAW est I’abréviation de 1’anglais « Surface Acoustic Wave », désignant les ondes
acoustiques de surface. Les dispositifs SAW utilisent un montage particulier d’électrodes,
dites électrodes interdigitées, ou IDT (de 1’anglais Interdigital Transducer). Ce montage est

constitué de I’imbrication de deux peignes minutieusement gravés (Figure 1-6).

électrodes
interdigitées

@

Matériau piézoélectrique

Figure I-6 : Vue de dessus d’électrodes interdigitées.

Les ondes SAW se propagent a la surface d’une lame piézoélectrique entre un systéme

d’¢électrodes IDT excitatrices et un systeéme d’¢lectrodes IDT de mesure (Figure 1-7).

Electrodes Electrodes
d'émission film déposé de mesure

Matériau piézoélectrique

Figure I-7 : Vue en coupe d’un dispositif a ondes de surface (SAW).
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La fréquence des ondes engendrées dépend de la distance entre les branches du peigne
émetteur. Pour un capteur ainsi constitu¢, la zone utile est comprise entre les électrodes
d’émission et les électrodes de réception car toute augmentation de masse dans cette zone
diminue la vitesse de propagation de I’onde. Le dépot et les électrodes étant situés sur la
méme face, I’emploi de ce capteur est limité au milieu gazeux o

La fréquence des dispositifs SAW est comprise entre 30 et 500 MHz. Pour une fréquence de

100 MHz, la sensibilité du capteur est : 44 pg.cm'2 Hz™!

2.5.3  Capteur a dispositif APM

APM est ’abréviation de « Acoustic Plate Mode », qui signifie mode de vibration a onde de
plaque. Le montage mécanique ressemble a celui des systémes SAW, par 1’utilisation des
¢lectrodes IDT, mais 1’onde d’étude est une onde a réflexions multiples traversant une lame
piézoélectrique, plus épaisse que celle des montages SAW (Figure I-8). Le sigle APM est
souvent précédé de SH ( « shear horizontal »), pour indiquer que la composante essentielle du
déplacement est parall¢le a la surface. La fréquence de 1’onde analysée dépend a la fois de la
géométrie des électrodes d’émission et de 1’épaisseur de la lame piézoélectrique. La zone
sensible du capteur est située sur la face opposée aux €lectrodes, ce qui facilite son utilisation
en milieu liquide®. Ce dispositif nécessite une électronique délicate qui doit filtrer I’onde

SAW et plusieurs ondes de plaque pour ne garder que 1’onde d’étude.

Transducteur Transducteur
d'entrée de sortie

Figure I-8 : Vue en coupe d’un capteur a ondes de plaqué®.

La fréquence de ce dispositif est comprise entre 25 et 200 MHz. La sensibilité est plus faible
que pour un montage SAW de méme fréquence (100 MHz) : 1 ng.cm'2 Hz ™.

2.5.4  Résonateur FPW

FPW signifie « Flexural Plate Wave ». Le dispositif est composé d’une lame de quelques
microns d’épaisseur excité par des électrodes IDT, mettant en jeu des ondes de Lamb se

propageant entre les électrodes d’émission et de réception (Figure 1-9).
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matériau piézoélectrique

L
?’ FPW
7 | & @ |

Transducteur Transducteur
d'entrée de sortie

Figure I-9 : Dispositif a ondes FPW

La fréquence d’un tel dispositif, entre 1 et 5 MHz, est plus basse que pour les systémes APM,
ce qui procure moins de pertes visqueuses en milieu liquide’. La sensibilité, pour une
fréquence d’étude de 5,5 MHz, est : 0,5 ng.cm'2 Hz .

2.6 Applications de la microbalance

Historiquement, la premiére application de la microbalance a été la mesure des épaisseurs des
dépdts sous vide. En milieu non liquide, une autre utilisation est la détection des gaz par
mesure de la masse adsorbée 4 la surface de 1’électrode, avec des quartz en coupe AT **, ou
avec des dispositifs & électrodes IDT pour augmenter la sensibilité °. En milieu liquide, la

microbalance est utilisée dans la mesure des dépots électrochimiques °

, mais elle permet
¢galement de mesurer les parameétres de la solution : densité, viscosité, conductivité¢ et
permittivité diélectrique (cf. références citées par Bouché-Pillon'®, Ehahoun'"). Certaines
propriétés de I’interface métal-solution sont également accessibles par la microbalance. Une
application en forte expansion est I’utilisation de la microbalance comme capteur biologique.
En greffant préalablement un anticorps sur la partie active du résonateur, il est ainsi possible
de détecter si une solution contient I’antigéne correspondant (cf. références de C.Steinem '2 et
K.Bizet ).

Les mesures par microbalance permettent d’évaluer les gains de masse, mais également les
pertes de matiére, ce qui permet de I'utiliser comme capteur de corrosion en milieux gazeux
ou liquide "*. Associée a la mesure d’impédance électrochimique, et par la mise en ceuvre des
fonctions de transferts électrogravimétriques, elle permet aussi 1’identification des especes

intervenant dans les expériences d’insertion ionique dans les polyméres '°.

3. Rappel des équations fondamentales

3.1 Introduction

Nous indiquons tout d’abord le cadre général dans lequel s’inscrivent les modeles qui seront

présentés dans 1’étude théorique du quartz, utilisé comme ¢lément sensible d’une
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microbalance en milieu liquide. Les équations utilisées sont celles de la mécanique classique,
les milieux continus sont étudiés dans la limite du comportement élastique et les liquides sont
newtoniens, obéissant a 1’équation de Navier-Stokes. Il n’y a pas d’évenement transitoire
brutal et la plupart des phénomenes sont étudiés en régime permanent, en particulier ceux
soumis a des ondes de propagation. Les équations restent donc relativement simples.

Le formalisme le plus adapté pour la description des phénoménes mécaniques et
piézoélectriques étant celui du calcul tensoriel, nous allons commencer par en rappeler
quelques conventions d’écriture. Nous les utiliserons dans tout le manuscrit, sauf indication
particuliere. Cependant, pour désigner les axes, nous utiliserons indifféremment la convention

Ox,0y,0z, ou celle, Ox;,0x,,0x;, utilisée en calcul tensoriel. Aprés ce rappel, nous

indiquerons les équations générales utilisées.
3.1.1 Notations du calcul tensoriel

Comme indiqué précédemment, les axes sont notés Ox;,Ox,,0Ox;, et les composantes d’un
vecteur X sont notées X, X,,X;. L’indice peut étre une lettre dont la valeur est précisée

auparavant :
i=2,x;=1 estéquivalenta x, =1.

Quand I’indice n’est pas précisé avant une relation, cette relation s’applique aux trois valeurs

possibles de I’indice : 1,2 et 3. Par exemple, E; = —3—¢ signifie :
X

9%
ox,” > dx,

Ix,

e 0X n . e
La dérivée —L est notée également X' 12 et, de fagon génerale, la dérivee de la composante
X
X; par rapport a la variable x; est notée X, ;.

Les vecteurs sont des tenseurs d’ordre 1. Il existe des tenseurs d’ordre 2 notés 7}, d’ordre 3

notés T etc... L’¢écriture d’un tenseur d’ordre n comprend » indices. Toutes les conventions

décrites dans cette partie s’appliquent aux tenseurs d’ordre quelconque.

* La convention d’Einstein, sur la sommation implicite des indices muets, considére qu’un
indice n’apparaissant que d’un seul c6té d’une égalité est un indice de sommation. Par
exemple :

D, = ey Sy +€xEy

303 3
signifie : D= enSu+, EnEr
k=1 I=1 k=1
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» Sans détailler tous les opérateurs linéaires s’appliquant aux tenseurs, nous pouvons citer

celui noté grad, agissant sur un vecteur et donnant un tenseur du deuxiéme ordre. Il est plus

communément désigné comme le gradient vectoriel. La forme matricielle s’écrit ainsi :

dv, dv, v,
ox dy oz
— d d 0
matrice ( gradv ) = a"y a"y ;y
x  dy z
ox dy oz

3.2 Equations générales de comportement
Le déplacement mécanique est désigné par u; et le potentiel électrique par ¢ . Les contraintes

dans un matériau se calculent a partir du tenseur des contraintes 7, aussi not¢ 7. On
rappelle que pour une surface dont la normale 7 a pour composantes (n,,1,,n5), la contrainte

nC s’exergant sur cette surface a pour composantes (C,C,,C5), définies par:

p désigne la masse volumique du matériau, et 1’équation fondamentale de la dynamique

s’écrit alors :
F=my ={[ .Cads=[[ Tmds :”.J-Vp?dl/
Par application du théoréme de Green-Ostrogradski, nous avons la relation :

59T,
s Tmas = [[f, X5 av

3
d’ou I’équation locale : ~ p—L=T;; , ="

(1)

Le comportement électrique du matériau est gouverné par les équations de Maxwell. Pour
mémoire, nous rappelons que si E désigne le champ électrique, D le déplacement
électrique, H le champ magnétique, B I’induction magnétique, i la densité de courant et Po

la densité de charge électrique, ces équations s’écrivent :

div(D)=py,, H(E):—%—f 2)
div(B)=o0, i (17) = 217

par ailleurs, les différentes variables sont reliées par les relations :
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—

D=¢E, B=uH, i=0E
ou:€& est la permittivité diélectrique, 4 est la perméabilité magnétique, et o est la

conductivité électrique du matériau.
Dans le vide : £=¢,=8,854.10"2Fm™', u=u,=47.10"Hn', =0

Nous montrerons, au paragraphe 1[.3.5, que seule la premiere équation (2) joue un role

significatif dans les problémes piézoélectriques classiques.

3.3 Equations générales de la mécanique des milieux continus

Le tenseur des déplacements S;;, aussi noté S , est défini par la relation :

lj’

. ou;
72 axj ox;

1

En se plagant dans I’hypothése des petites déformations élastiques, seul le comportement
lincaire du materiau est pris en compte. 7, et S;; sont alors reliés par :

Tie = CjjamSim 4)

ou ¢, estle tenseur des constantes ¢lastiques.

Le tenseur ¢y, , d’ordre 4 dans I’espace de dimension 3, doit théoriquement comporter 81

coefficients. Par construction du tenseur S,

ij» Cyjw €St Invariant par permutation des deux

derniers indices. A partir de (3) et (4), cette symétrie permet d’écrire :
1 du; 1 ou, 1 du; 1 ou

Ty == Cotm ==+ = Cjtim = =5 Ckim 5~ T Cjkml =
o2 Mox, 2 ax, 2 ox, 27 ox
L . . . ou, Uy s
Les indices / et m étant muets, il existe la relation : ¢, = = ¢,y =——. D’0U :
ox,, ox;
ou
T'k =Ci l_m (5)
s S,

La cohésion mécanique du matériau impose que ¢y, soit également invariant par permutation

des deux premiers indices, ce qui réduit a 36 le nombres de paramétres. Il est intéressant
d’utiliser alors la notation contractée, dite de Voigt, qui regroupe, d’une part, le couple ij en
un seul indice /, et d’autre part le couple &/ en un indice J. En variant de 1 a 6, [ et J
représentent successivement les couples ij et Al suivants: 11,22,33,23,13,12. A titre
d’exemple, c¢;,,3 est noté ¢, . Par un raisonnement thermodynamique, il est démontré que le

tenseur c¢;; est symétrique en / et J, ce qui donne finalement 21 coefficients indépendants.

La notation contractée permet une écriture matricielle du tenseur des constantes élastiques.
Pour obtenir un formalisme matriciel cohérent, les tenseurs S; et 7;; sont également notés

sous forme contractée. 7; représente ainsi 7;; avec la méme convention entre 1’indice / et le

i
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couple d’indices ij que celle indiquée pour le tenseur ¢, . Pour le tenseur S;, la convention

est la suivante :

S1=811,8, = 80,8 =833, §;=283,85 =255,5, =25, (6)
La formulation équivalente de la relation (4) est alors :

Ty =cysS; (7)
Cette équation a I’avantage de la clarté d’écriture et de la facilit¢ d’utilisation, mais elle

masque 1’ordre réel des tenseurs et introduit un facteur 2 dans la conversion des trois derniers
¢léments du tenseur ;.

3.3.1 Ondes élastiques dans les matériaux homogénes

L’étude des ondes progressives dans les matériaux s’effectue en insérant la relation (4) dans

I’équation (1), ce qui donne la relation suivante :

0’u,
? = cz‘jlekl, j )

Les solutions du systéme (8) sont alors recherchées sous la forme d’une onde progressive :

P

ul-(t,)_c')=u?G(a)t—l€.fc)=u?F(t—?j, avec :ﬁzk—aj, c:w/‘l;‘

La fonction F peut étre une exponentielle complexe mais sa définition exacte n’intervient pas.
Par construction, 7 = (nl,nz,n3) est le vecteur unitaire dans la direction de propagation et ¢

est la vitesse de propagation de I’onde (habituellement notée V). L’inconnue du probléme est ¢

et le paramétre imposé est la direction de propagation, ¢’est-a-dire 7 . Sachant que :

0%u. , o%u. n;m
L=uF" et ——=u)—L—~F"
ot 0x ; dx; c
1 8 S A 't. 2 0— 0 9
alors (8) s’écrit: pCu; =cCyynn;uy )

En introduisant le tenseur de Christoffel :

Ly = Cijra Py 1 (10)
I’équation (9) s’écrit :
Iy -pc L'y L'y u
L'y Ty-pc L'y uw (=0 (11)
L'y [y Ty—pc? )\ us

Les déplacements obtenus sont donc solutions d’une équation aux vecteurs propres, dont la
vitesse ¢ est la valeur propre. Le tenseur de Christoffel étant symétrique, les vecteurs propres
sont orthogonaux entre eux et les valeurs propres sont réelles. Une des directions propres de
déplacement est toujours voisine de la direction de propagation, et I’onde associée est dite

quasi-longitudinale ou de compression. Chacune des deux autres directions propres de
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déplacement est presque orthogonale a la direction de propagation et 1’onde est alors dite
quasi-transversale ou de cisaillement. Pour une onde dont le déplacement est colinéaire a une
direction propre, la propagation s’effectue en conservant le profil de la déformation (hors
I’effet d’amortissemtent non traité ici). Inversement, pour une onde quelconque, le profil de la
déformation se modifie en cours de propagation en raison du différentiel de vitesse des

composantes. Le calcul précis des vitesses passe par la résolution de 1’équation (11), mais, a
titre indicatif, dans un milieu isotrope, la vitesse de I’onde de compression, c; , et celle des

ondes de cisaillement, ¢, sont données par :

cr :\/cllll/pv Cr :\/02323//0

Pour un matériau donné, une onde de compression se propage toujours plus vite qu’une onde

de cisaillement. Pour quelques matériaux, les valeurs absolues des vitesses sont les suivantes

(enm.s™) 16,
Aluminium Cuivre Fer Or Argent Platine | Pyrex
cL 6420 4760 5950 3240 3650 3260 5640
cr 3040 2325 3240 1200 1610 1730 3280

Tableau I-2 : Vitesse du son dans quelques matériaux solides.

La vitesse de propagation, ¢, ne doit pas étre confondue avec la vitesse locale du matériau, v,

qui s’exprime par :

du;
ST (12)
1 dt 1
L’onde de déplacement mécanique est associée a une onde de variation de contrainte. Il existe

une relation utile entre la vitesse locale v et la variation de contrainte, que nous notons 7,

évaluée dans le plan orthogonal a la direction de propagation. Si le déplacement # de 1’onde
s’effectue dans une direction propre, alors T’v est colinéaire a u. ‘Tv‘ est également

proportionnel a |\7| (12), suivant la relation :

T,|=Z|v| (13)

ou Z, dénommée impédance acoustique, est un parametre caractéristique du matériau et de la

direction de propagation. Pour les matériaux isotropes, il existe donc une impédance
acoustique longitudinale, Z, , et une impédance acoustique transversale, Z , définies par :

Z =pV,, Zr=pV;
ou V; est la vitesse de propagation de I’onde longitudinale et V; la vitesse de propagation de

I’onde transversale, p étant la masse volumique du matériau.
3.3.2  Onde plane dans un milieu multicouche
Dans cette partie, nous rappelons le comportement d’une onde plane, purement longitudinale

ou purement transversale, traversant successivement, en incidence normale, les interfaces
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entre plusieurs matériaux isotropes disposés en couches. Dans une premicre étape, nous
¢tudions I’onde plane se propageant dans le milieu 1, a la traversée de l’interface avec le
milieu 0 (Figure I-10).

@ O y»©
N\ N
’“uf§?}\e>
46*\Jﬂtzﬁkjfﬁ35\yf\¥)>
0 0 >

Figure I-10 : Schéma de l’onde plane au passage de [’interface entre deux milieux.

La dépendance en e¢’/“" est implicite pour les variables d’étude, qui sont la vitesse locale et la
variation de contrainte. La vitesse de I’onde incidente est notée v; et la variation de contrainte

T;. L’amplitude de v; est normalisée a 1, et la relation (13) implique: 7, =Zy,. v; et T,
s’écrivent donc :

v, = e kx , I = Z1e_ﬂ€x
La vitesse et la variation de contrainte dues a ’onde réfléchie sont notées v, et 7.. Le

coefficient de réflexion r, définit le rapport entre 1’amplitude de 1’onde réfléchie et celle de
I’onde incidente. v, et 7, s’écrivent alors :

v, =T, e T, = —Z1reeﬂ€x
I1 est a noter que, le vecteur d’onde étant inversé, 1’écriture de la relation (13) fait apparaitre
un signe moins dans I’écriture de 7. Pour I’onde transmise dans le milieu 2, la vitesse et la
variation de contrainte sont notées v, et 7,. Le coefficient de transmission ¢ définit le rapport
entre v, et v, :

v, = te_jlgx, T = Zote_jlgx
De la continuité de la vitesse et de la contrainte en x =0, il se déduit :

l+r,=t, Z,(1-r,)=2,yt, zre:ﬁ
Z,+ 2,

Par analogie avec la relation (13), le rapport entre la variation de contrainte 7, (x) et la

(14)

vitesse v(x), en un point x du milieu 1, permet de définir I’'impédance locale, notée Z(x) :
Z(x)=T,(x)/v(x) (1)
En tenant compte de (14), cette impédance se développe sous la forme :
Z(x)= T (x)+7,. (x) _Z(Z +Zo)e_{l§x ~Zy(Z- 2, ?Aejlgx
vi(0)+v.(x)  (Z,+Zy)e T +(Z,-2Z5) ™
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Z, cos(l:tx)—jZ1 sin(l:tx)

Foi: Z(x) =2 Z, cos(l:tx)—jZO sin(l:tx)

(16)

Cette relation permet ensuite de raisonner sur plusieurs couches superposées. En effet, Z (x)
est appliquée au point de coordonnée x=-d et est alors désignée comme I’impédance
ramenée du milieu 1 & I’interface avec le milieu 2. Cette impédance ramenée Z(—d) est notée
Zr,. Si le milieu 0 est une couche, Z, peut étre remplacée dans (16) par I’'impédance ramenée
Zr,, sans modification du calcul. Il se déduit la relation itérative pour un systeme
multicouche :

Zr, + jZ, tan(l%.di)

=4 Z+ jZr, tan(l%.di)

1

(17)

ou Z;est I'impédance acoustique du milieu 7 définie par (13). l%- et d; sont le vecteur d’onde

et I’épaisseur de la couche i, et Zr; | est I'impédance ramenée du milieu (i-/) a 'interface avec
le milieu i.

3.4 Equations de la mécanique des fluides
Nous n’¢tudions que le cas des liquides, c’est-a-dire des fluides incompressibles. L’équation

fondamentale de la dynamique, qui exprime la conservation de la quantit¢ de mouvement, se

traduit alors par I’équation de Navier-Stokes :

ot

Celle-ci se décompose sous la forme de trois équations scalaires :

ov ov ov ov ] op (azvx +82v Qv ]

p{a—v+(ﬁﬁ).\7}:—gr71p+nvzﬁ+p§

Lty L4y —L+y L |=—"t X 2
P ox 7 ox* 9yt 0z’

ov ov ov ) ov op 82vy N 82vy N 82vy
ox’ 9 0z’

P v, Ty v, Ty v, Ty avzj op 0%y, N 0%y, N 0%y, + pg
ox* 9yt 9z’

(18)

3.5 Equations constitutives d’un matériau piézoélectrique

Les équations piézoélectriques permettent de relier deux parametres mécaniques, le
déplacement et les contraintes, a deux parametres é€lectriques, le champ et le déplacement
¢lectrique. Il existe quatre systemes d’équations équivalents qui different par les deux
variables d’entrée et les deux variables calculées. En principe, il est préférable de prendre
comme références les variables qui ne sont pas impliquées dans les conditions aux limites.
Pour le quartz, les contraintes et la polarisation a 1'état de repos étant nulles, le champ

¢lectrique et les déplacements mécaniques sont choisis comme variables d'études.
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Il est necessaire d’introduire un nouveau tenseur, e , appele tenseur piézoélectrique. Les

equations définissant le tenseur des contraintes 7 et le déplacement électrique D, en

fonction des déplacements mécaniques et du champ électrique sont alors les suivantes :

E
Tj = CjklmSlm ~ €k E; (19)
s
D; = ey Sy + € By (20)
Les tenseurs c]‘-Eklm et &, sont notés respectivement avec les exposants E et S pour indiquer

qu’ils sont mesurés a champ électrique constant et déplacement mécanique constant.

La résolution rigoureuse des équations (19) et (20) dans le cadre de la théorie de
I’électromagnétisme fait intervenir les quatre équations de Maxwell. Pour 1’étude de la
propagation des ondes dans le matériau, il est possible de démontrer qu’il existe deux types de
solutions : les ondes provoquant un déplacement mécanique, dont la vitesse de propagation est
proche de celle du son, et celles ne provoquant pas de déplacement mécanique, dont la vitesse
de propagation est voisine de celle de la lumicre. Ces derni¢res ondes, qualifiées de quasi-
¢lectriques, sont du domaine de 1’électromagnétisme et ne sont jamais mises en jeu dans le
cadre de notre travail. Les premiéres solutions, associées a un déplacement mécanique, sont
qualifiées d’ondes quasi-acoustiques, et il est possible de montrer que le rotationnel du champ
¢lectrique est nul ou du moins négligeable. Il est alors possible d’adopter 1’hypothése quasi-
statique du champ électrique, qui ne fait dépendre le champ électrique £ que d’un potentiel
¢ . La formulation de E est donc :

E =—grad(¢), ou E,-:—a—(p 21)
ox;

La seule équation de Maxwell utile est alors la premiere (2), appelée également loi de Gauss,
dont nous rappelons la formulation :
div(D) = py (22)

D étant le déplacement électrique et Py la densite de charge €lectrique.

Il est admis qu’il n’existe pas de charge libre dans les matériaux piézoélectriques, et
I’équation (22) se résume a :
div(D)=0,0u D;; =0 (23)

3.6 Matrices associées aux tenseurs

Nous négligerons dorénavant les exposants indiquant que les constantes sont mesurées a
champ électrique constant, contraintes constantes ou déplacement constant (exposants E, S).
Comme déja indiqué, le quartz cristallise dans le groupe de symétrie 32. Le tenseur des

constantes €lastiques comporte 6 variables indépendantes, et s’écrit sous la forme :
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C G CG3 Oy
€3 CG3  C33 0

S O O O
oS O O O

Qo
Il

g —¢y 0 cy
0 0 0 0 ¢y Ci4

Le tenseur piézoélectrique e;;, contient, pour le quartz, deux variables indépendantes et
s’écrit :
_ [en —en 0 ey O 0
e=| 0 0 0 0 —¢, —-e
0O 0 0 0 O 0

Le dernier tenseur, celui des permittivités &£, contient 2 variables indépendantes pour le

quartz et s’écrit :

(& 0 0
e=| 0 g, O
0 0 &y

La valeur de ces constantes est assez bien connue, mais il existe quelques différences entre les
auteurs. Le quartz étant essentiellement utilisé en mode de vibration de cisaillement
d’épaisseur, les constantes les mieux définies sont celles qui participent a ce mode : ¢y, Cj2,
ei, €11. Nous avons retenu les valeurs données par Royer”, issues des mesures de
Bechmann '®. Elles sont données pour un quartz en rotation droite.

Les constantes élastiques sont données en GPa, les constantes piézoélectriques en C.m™, et les
permittivités relatives sont en F.m™. Ces derniéres sont exprimées sous la forme du produit
d’une constante diélectrique avec la permittivité du vide, £, = 8,854 pF.m™.

c11= 86,7; ci="7; ci3=11,9; ciy=17,9; c33=107,2;  c44=57,9
e;1=0,171;  e14=0,0406
€1=4.,5; €33=4,6 &,

Le standard IEEE 176-1978 (cité § 1.2.4) prévoit que la différence entre les rotations droite et
gauche est caractérisée par le signe des coefficients e;; et e, qui sont positifs si la rotation

est droite et négatifs si elle est gauche.
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(a) Tenseur de Christoffel piézoélectrique
L’équation matricielle (11), permettant le calcul des directions propres du déplacement, est
également applicable dans le cas de la piézoélectricité (p.223 ref.'”), en remplagant Iy (10)

par T, , ainsi défini :

= Vi Vi C =
Ly =Ty +T’ avec: Y, =ey; mny, €=Eynn

4. Modéle théorique pour le quartz sans dépot

Dans toute la suite du document, nous n’étudierons que la microbalance composée d’un
quartz en coupe AT, et, comme décrit dans le paragraphe 1.2.5.1, le mode de vibration mis en
jeu est alors le mode de cisaillement. Cette coupe ne comporte qu’un angle de rotation ce qui
permettra, dans la suite, d’effectuer de nombreuses hypotheses simplificatrices. Il est a noter
que les quartz ayant une coupe a deux angles de rotation, méme fonctionnant en cisaillement
d’épaisseur comme la coupe SC, ne peuvent étre étudiés avec les modeles que nous allons
maintenant décrire.

Historiquement, les premieres études n’ont concerné que le quartz sans dépot, et le modele
important obtenu a 1’origine fut celui de Butterworth-Van Dyke (BVD). 1l décrit I’'impédance
¢électrique d’un quartz soumis a une tension d’excitation sinusoidale. Nous allons donc
commencer par la description de ce premier modele, avant de montrer les modéles
mécaniques, mis au point aprés I’invention de la microbalance, reliant la masse déposée a la
variation de la fréquence de résonance. Nous finirons par les modeles développés depuis une
dizaine d’années, qui prennent en compte 1’interaction piézoélectrique et qui permettent, par

le formalisme du mode¢le BVD, d’accéder aux parametres essentiels de la microbalance.

4.1 Modéle du circuit équivalent de Butterworth-Van Dyke

Le modele de Butterworth-Van Dyke a donc été initialement congu pour décrire le
comportement ¢électrique d’un quartz sans dépot, et c’est en 1915 que Butterworth en a donné
la formulation, sous la forme d’un circuit électrique équivalent, dans lequel chaque composant
est relié a un parametre mécanique ou électrique du quartz. Les relations numériques entre ces
composants électriques et les paramétres physiques du quartz ont été calculées plus tard par
Van Dyke'”. Nous allons donc commencer par décrire le comportement électrique du circuit
équivalent BVD, puis nous montrerons comment il s’obtient a partir des équations

fondamentales de la piézoélectricité.
4.1.1  Présentation du modéle

Le circuit est la réunion d’une branche statique, composée d’une capacité¢ C,, et de branches
motionnelles ou dynamiques, composées d’une capacité C,,, d’une inductance L, et d’une

résistance R,, (Figure I-11). Les valeurs des trois composants sont particulieres a chaque
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branche, chacune correspondant a une fréquence de résonance particuliere du quartz. Le
nombre de fréquence de résonance est théoriquement infini. La fréquence la plus basse est
celle du mode fondamental de vibration. Les suivantes sont des multiples entiers impairs : 3,

5, 7...de la fréquence fondamentale et correspondent aux modes partiels de vibration.

fondamental partiels
n=1 n n=5

VA YA Yk

'\
3
I
-

Branche statique Branches motionnelles

Figure I-11 : Circuit électrique équivalent du quartz du modéle BVD.

L’admittance de la branche motionnelle d’ordre n, notée Y, (n) s’écrit :
1
. 1
N

(o (n)a)

m

Y (n)=

m

24)

L’admittance totale du circuit, notée Y, est alors donnée par :
Y = jCow+) Y, (n)
n=l
Nous avons noté C,, (n),L, (n) et R, (n) pour rappeler explicitement la dépendance en n

des trois éléments. Dans la suite, cette dépendance étant admise, nous reprendrons la notation
C,.L,,R,, le contexte indiquant quel est le mode de vibration impliqué.

Pour une fréquence d’étude égale a la fréquence de résonance d’ordre p, le module de Y, (p)

devient trés grand et la somme infinie ) Y, (n) a le comportement de Y, (p). L’admittance

n=l1

au voisinage de la résonance fondamentale (n=1) s’écrit alors :
1

(25)
Rm+,-(Lma,_lj

C,o

Y=jCo+

L’impédance du circuit, Z, est I’inverse de I’admittance : Z=1/Y .

Deux fréquences caractéristiques apparaissent dans la relation (25) :
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* La fréquence de résonance série f,, pour laquelle la partie réelle de I’admittance

atteint la valeur maximale 1/R,, . Cette fréquence est définie par :
1

fs = 27/L,C,

* La fréquence de résonance paralléle f,, pour laquelle la partie réelle de I’impédance

(26)

atteint son maximum. Elle est définie par :
=2t CatC 27)

P2\ L,C,Co
Ces dénominations de fréquence sont utilisées dans la description des circuits électriques.
Quand elles désignent des vibrations mécaniques, la fréquence série est plutdt citée comme
« fréquence de résonance » et la fréquence paralléle est dite « fréquence d’antirésonance ».
Nous montrerons, dans la partie suivante, qu’il existe d’autres fréquences caractéristiques

liées a la partie imaginaire et au module de 1’admittance.

La résistance R,, introduit un terme de perte énergétique, dont nous montrerons qu’elle est

reliée a I’amortissement visqueux de la vibration dans divers éléments liés au quartz. Dans les
systémes oscillants amortis, cette perte est habituellement caractérisée par le coefficient de
qualité, mesurant le rapport entre 1’énergie totale de la vibration et 1’énergie perdue pendant
une période. Mesuré a la fréquence de résonance, le coefficient de qualité est noté Q, et il a

pour valeur :

L,o 1
=11 = ,avec 1@, =27 f 28
Q R RCoo 1 (28)
Du parametre Q, il se déduit la pulsation complexe @, qui de (25) et (28) s’écrit :
—2 2 1
52 =021+ ,_j (29)
( Q
Pour @ proche de w,, ’admittance s’écrit alors de fagon condensée :
2
Y = jCom+ joo i = jCo+ Ja)cgf—“’ (30)
e I

La relation (29) n’est exacte qu’a la fréquence de résonance série. Pour une fréquence @ tres
¢loignée, la formule exacte s’obtient en faisant dépendre la pulsation complexe de la

fréquence w sous la forme :

B = 0] (HLQJ G1)
0w,

S

Cette approche peut apparaitre peu orthodoxe car @,n’est alors plus une constante. Elle

permet cependant de retrouver I’impédance motionnelle quand la fréquence tend vers zéro :
Lo’ 1
jo  jC @

m
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Le relations (26)(27)(28) précédemment obtenues pour le mode de résonance fondamental
peuvent s’appliquer a tous les modes partiels, chacun ayant sa propre fréquence série et sa
propre fréquence parall¢le.

Les quatre composants électriques rencontrés dans ce modele se retrouvent dans tous les
autres modeles de circuit équivalent de quartz seul ou de microbalance. Nous verrons que leur
¢tude permet ensuite d’obtenir des informations fondamentales sur le comportement du

quartz.

4.1.2  Calcul du circuit équivalent BVD a partir des équations fondamentales

Nous rappelons d’abord les hypothéses de travail permettant d’obtenir la démonstration

théorique du modele.
4.1.2.1 Hypothéses du modéle BVD

Le quartz est vu comme une lame mince de dimensions transversales infinies, dont la seule
dimension géométrique finie est alors I'épaisseur. L’axe définissant la coordonnée d’épaisseur
du quartz étant voisin de ’axe cristallographique Oy, il est d’usage de prendre y comme
variable d’épaisseur. L’origine des axes est placée au centre du quartz et I’épaisseur totale du
quartz est 24 (Figure I-12).

Le seul mode de vibration retenu est le mode de cisaillement d’épaisseur selon x, cette

hypothése justifiée s’appuyant sur de nombreuses observations expérimentales.

2n§

.\. ’/ A \'J',
/2 N

Figure I-12 : Schéma du quartz infini étudié par le modeéle BVD simplifié.

quartz

électrodes

Il est convenu qu’il n’existe pas de contraintes extérieures, et la pesanteur est considérée
comme négligeable.

Les ¢lectrodes d’excitation sont infiniment fines et ont donc une masse négligeable.
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Le cadre d’étude est celui du comportement linéaire du matériau et de I’approximation quasi-
statique du champ ¢électrique. La dépendance du potentiel d’excitation en fonction du temps

est de la forme Ve’/®" . Tous les paramétres dépendant du temps varient alors en e/“" .

4.1.2.2 Admittance du quartz infini sans dépét

Nous allons maintenant rechercher la réponse ¢€lectrique du quartz vibrant dans le vide a partir
des équations théoriques fondamentales.
Sous les hypothéses énoncées, 1’équation (19), définissant la contrainte interne, se réduit a :

Ty =T = —ey By + 6656 (32)
Pour tenir compte des pertes élastiques, il faut ajouter un terme dépendant du coefficient de
viscosité du quartz, notée 77,. L’équation complete s’ecrit alors :
aS,
o

A partir de I’hypotheése de dépendance harmonique en fonction du temps, le terme additionnel

Ty =—eys By + o656 +11, (33)

s’écrit : aai = jwS, . L’équation (33) devient :
t

Ty =—ey E,y +(C66 +ja)77q)56 (34)
En définissant le coefficient ¢, :complexe par :

Co6 = Co6 +jon,, (35)
I’équation (34) s’écrit : T, =—ey6 E, + 5656 - (36)

L'analogie entre les deux équations (32) et (36) montre que le probleme avec pertes
visqueuses obéit au méme formalisme analytique que le probléme purement élastique. La
solution des problémes avec pertes s’obtient alors simplement en remplagant, dans la solution
analytique du probléme purement élastique, le coefficient ¢y par sa forme complexe cg. De
fagon générale, quand le probléme autorise 1’analogie entre les formalismes réel et complexe,
nous résoudrons les équations sous la formulation réelle avant de substituer les parameétres

complexes dans la solution obtenue.

D’ou, en regroupant ces deux équations (32) et (37) :
2
€ 22

Le quartz étant infini, la dépendance de toutes les variables en fonction x et z est nulle.
L’équation (1) s’écrit alors :
2
a Uy _ aTlZ

O 39
Piap =, (39)
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De I’équation (22), il se déduit : aa& =0 (40)
Y
En définissant le coefficient ¢4, appelé constante de rigidité durcie, sous la forme :

2
26
22

puis en insérant (3), (38) et (40) dans 1’équation (39), on obtient finalement :

0%u 0u
L =C, g (42)
Py 32 66 e
La solution est alors recherchée sous la forme :
u, =2K, sin(lgy)ejw’, avec k= f:_o—q ,et K, inconnu (43)
66
La contrainte nulle sur les faces du quartz donne la condition aux limites :
en y=th: T1,=0 (44)
L’intégration de I’équation (37) s’écrit :
+h au +h 8¢
D, est constant (40), et en tenant compte de la deﬁnltlon de u,(43):
Dy2h=4exK, sin(kh)e™™ — £,V e’ (45)
en tenant compte de (38) et (43), I’équation (44) donne :
en y=th: D, =2kK, t 2 cos(kh)e™™ (46)
€
Le regroupement des deux équations (45) et (46) permet d’obtenir la constante K, :
K, =-22y o ! 47)
21 2k gy 22 cos (k) - 425 sin (fn)
e 2h
e oD . .
Le courant est défini par : / =-S, 5 ou S, est la surface des ¢lectrodes. / vaut alors :
t
1=-K,S,jo| 2%ty 2 cos(ih) | (48)
- y q_] 66 626
Il intervient le coefficient de couplage électromécanique K226 , défini par :
2
Kje==2—, (49)
Co6€22
P s _ _EnS,
et la capacité statique du quartz, C,,, définie par: C,; = T (50)
L'impédance est définie par Z =V/1, et a partir de (47)(48)(49)(50), elle s’écrit :
1 K3, tan (l:th)
Z= 1- (51)

JOCy kh

L’admittance, Y =1/Z , se déduit de I'impédance :
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2
K26

Y=jwC,|1+ =
"1 kot (kh)- K3

(52)
4.1.2.3 Equivalence électrique entre la réponse du quartz et celle du circuit BVD

L’admittance Y (52) s’annule pour : cot(lgh) =0,dou:

A

kh:%,avec:n:2m+l (53)

Cette relation (53) donne la définition des fréquences d’antirésonance. Nous conservons

. L. . 27
Iécriture f, pour les désigner, et @, pour les pulsations. Sachant que A= At les longueurs

. . 4 .
d’onde obtenues par (53) obéissent a la relation : /l:—h. En particulier, pour n=1, la
n

longueur d’onde est égale au double de I’épaisseur du quartz.

@, s’obtient a partir de la définition (43) de k: o, = % 66 (54)
\ 2,
L’impédance Z s’annule et I’admittance Y devient infinie pour :tan(kh) = el (55)
26

En cherchant une solution de (55) sous la forme kh = %—An , le développement limité de

tan (l:th) au voisinage de % permet d’obtenir :

2
RS B AT PN P (56)
2 nrw
Cette relation donne la définition des fréquences de résonance, f;, du quartz. A partir de (43),
: : : c 4K
les pulsations associées s’écrivent : @, =17 %6 | g > zg (57)
2h\ p, n°rw

I1 existe donc une infinité de solutions pour les relations (54) et (56), qui correspondent a
chacune des branches motionnelles du circuit de la Figure I-11.

Dans la littérature présentant le modele BVD, la valeur des composantes C, et C, est
souvent posée sans démonstration particuliére, mais nous pensons qu’un raisonnement assez
simple permet de les faire apparaitre naturellement dans I’équation (52). En effet, les
fréquences séries et les fréquences paralléles se présentent respectivement comme poles de la
fonction admittance (52) et pdle de la fonction impédance (51) du quartz. Aux voisinages de
ces pdles d’ordre un, et a partir du développement en série de Laurent, ¥ et Z peuvent s’écrire

respectivement sous les formes :

/(@) g(w)
Tora Teola %)
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Les deux fonctions Y et Z sont inverses, et les deux pulsations @, et @, sont voisines. Par

combinaison des deux relations précédentes, la définition générale de Y au voisinage des deux

pulsations s’écrit sous la forme :

2 2 2 2
w, —o a, —o
Y—h(a))”——h(a))(H”z—ZJ

0, -’ o’ -w
2 2 2 2 2
. W, —a; K N
De (54) et (57), il apparait : —— zgz % dou: ¥ =h(w) 1+8§<2§2“’—52 (59)
o, n°m nrt o -

Cette relation (59) s’écrit sous la méme forme que la relation (30) du modéle BVD. Par
identification des termes, les correspondances entre h(®@), C, et C,, s’écrivent :

8K ? C, 8K:
hw)=joC,, —=2h(w)= joC — —m 26 60
( ) J 0 1’1271'2 ( ) J m CO n27Z2 ( )
. C , 8 1 )
11 est a noter que : =K — > —=K 61
q ~C, 26 i Zn: 2 26 (61)

C,reste inconnu mais s’obtient par prolongement de la relation (59) vers les fréquences

basses. Pour @ tendant vers 0, dans 1’équation (52), kh cot(lgh) tend vers 1 et ’admittance

Cys
5
26

effective du quartz s’écrit : ¥ = jw

Pour le circuit BVD, a partir de 1’équation (25), et

en tenant compte de tous les harmoniques, I’admittance a fréquence basse s’écrit :

Y= ja)[CO + ZCm] . L’1dentification de cette valeur avec celle effective du quartz, en tenant
n

compte de (61), donne :

C
L =Co+2.C,=Cy(1+K3)
l_K26 n
C S
D’o : C, = ‘1 =~C,, (62)

Les relations (60) et (62) fournissent donc les valeurs des deux capacités C, et C,, .

Dans le cas ou il existe un amortissement, et a partir de (35), la forme complexe de la
. , . 5 . —2 2 .]a”]q . “ 5 .
pulsation série s’exprime par: @,” =@, | 1+—— |. Le coefficient de qualité s’obtient de

Ce6
Ce6 . g n, . , .
(29) : 0= , puis R, se déduit de (28) : R, =— . II est a noter qu’en utilisant
qa)s Co6Lm

2
I’écriture modifiée de @, (31), R, s’obtient sous la forme : R, = _774 (ﬁj , ce qui la fait
c66Cm @;

dépendre de @. Ce point n’est pas choquant, car pour une fréquence @ proche de zéro, les

pertes par amortissement sont effectivement presque nulles. Aux fréquences éloignées de la
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fréquence de résonance, la résistance du cicrcuit BVD ne doit donc pas étre considérée comme

un élément constant.

Les relations entre les éléments du circuit équivalent BVD et les parametres physiques du

quartz sont résumées dans les formules suivantes :

o T |G [ 4K
T\ p 2

£,S 2
= = SKZg CO ’ Lm = 1 2° Rm = —”q (63)
2h C, o, C66Cim

CO ) C =

m
I’l27l'

Nous pouvons indiquer les valeurs obtenues, pour un quartz a 6 MHz, a partir des valeurs des
constantes physiques les plus couramment rencontrées dans la littérature :
p, =2651kgm™ 5 =29,47.10° Nm?, 7, =3,5.10" kgm's™", ey =0,0950 Cm™
£y, =40,1.107"% Fm™!
L’épaisseur et la surface de 1’¢lectrode sont approximativement les suivantes :
2h=271,5 10%m , Sq =19,63 107%m? , pour un diametre d’¢lectrode de 5 mm.

Les valeurs de différents parameétres du circuit BVD pour le quartz a 6 MHz sont alors :

f, =w,/(27)=5988000 Hz,, K3, =7,65.107

C,=2,83.101*F,C, =17,6.10"°F L, =40,1.10°H,R,, = 0,68 Q

Il est & noter que le coefficient de qualité O vaut alors 2,2.10° Cette valeur est
théorique et nettement supérieure aux valeurs expérimentales. En fait, un quartz 6 MHz
standard monté avec ses deux électrodes et maintenu par un systéme mécanique minitieux a

, . . , - N . S o) \ 5
une résistance motionnelle supérieure a 5 ohms et un coefficient de qualité inférieur a 3.10°.

Nous avons donc montré que la réponse électrique du circuit équivalent BVD et celle du
quartz soumis a une vibration forcée étaient identiques au voisinage des fréquences de
résonance. Nous avons utilisé un raisonnement par analogie, mais nous montrerons, par la
suite, qu’il existe une autre démarche théorique permettant d’identifier rigoureusement
I’admittance d’un quartz a celle du modele BVD (25).

4.2 Etude de I’admittance électroacoustique du quartz par le modéle BVD

Toutes les informations sur le comportement du quartz en vibration sont contenues dans les
quatre composants du circuit équivalent. Nous verrons que 1’ajout d’un dép6t sur une face du
quartz permet d’obtenir une microbalance, mais ne modifie pas la forme du circuit équivalent
qui reste toujours du type BVD. Nous pouvons donc dés a présent montrer quelles sont les
informations obtenues a partir de 1’étude de I’admittance du circuit BVD.

L’admittance du circuit électrique équivalent BVD s’écrit (25):

57



CHAPITRE I : ETAT DE L’ART DE LA MICROBALANCE A QUARTZ

1

1
R +j| L 0w——
i o=

Y = jCow+ (64)

Dans le plan de Nyquist, c’est-a-dire en tracant la partie imaginaire en fonction de la partie
réelle, la courbe définissant Y est un cercle (Figure I-14). En effet, en 1’écrivant sous la forme :

Y=G+jB
R L’”w_cla)
ou: G= L 1 > et B=Cyw- 7 TV
R’ +(me_Cma)) R’ +(me_(?ma)]

la relation entre la partie réelle et imaginaire s’écrit :

(]

m

. 1 1
Pour o= w,, cette équation est celle du cercle de rayon R et de centre (F, Coa)S] .

m m

Dans le tracé partie réelle en fonction de la fréquence (Figure I-13), ’admittance se caractérise
par un pic a la fréquence f,, dont la hauteur Re(Y )mX s’obtient de la relation (64) par :

Re(Y) =1/R, . La largeur du pic & mi-hauteur, |A f|, telle que Re(Y )=%Re(Y )
A
s’obtient de (64) par : M = 1 .
VA
n
E I I !
Q
o 1,2
<
R= i
=
208
5 5
2 094 B
©
\8 -
o]
‘E’ 0’0 1 . 1 | . L
g 5,96M 5964M fg 5,968M
Fréquence de vibration / Hz

Figure I-13 : Partie réelle de I’admittance en fonction de la fréquence.
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4.2.1  Fréquences caractéristiques

4.2.1.1 Définition

Les montages expérimentaux comportant des éléments d’amortissement, les fréquences séries
et paralleles annulant respectivement I’impédance (51) et I’admittance (52) du quartz, sont
toujours des solutions complexes, en raison du terme de viscosité introduit dans la constante
d’élasticité c¢q (35). Elles correspondent aux fréquences libres du quartz respectivement en

circuit ouvert et fermé. Pour ces fréquences, contenant un terme d’atténuation, il y a, a la fois,
extremum du module et phase nulle de I’admittance.

En vibration forcée, la fréquence du quartz se trouve sur un point du cercle décrit Figure 1-14,
et il existe alors six fréquences caractéristiques, trois voisines de la fréquence série et trois
voisines de la fréquence parall¢le, que nous énumérons dans 1’ordre croissant.

Les trois fréquences proches de la résonance série sont définies comme suit :
* f,, ¢ fréquence du maximum du module de I’admittance Y

s f, : fréquence du maximum de la partie réelle de ’admittance Y, désignée fréquence de

résonance série
s /. : fréquence du premier zéro de la phase de I’admittance Y

Imaginaire

Figure I-14 : Admittance du quartz dans le plan de Nyquist, avec indication des fréquences

caractéristiques.

Les trois autres fréquences proches de la résonance paralléle ont une définition similaire :
* f, : fréquence du second zéro de la phase de I’admittance ¥
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* [, + fréquence du minimum de la partie reelle de I’admittance Y, deésignee fréquence de

résonance parallele
s f, : fréquence du minimum du module de I’admittance ¥

Il existe une détermination géométrique simple de ces fréquences dans le plan de Nyquist.
L’axe des réels coupe successivement le cercle d’admittance en f, et f,..

La droite passant par 1’origine et le centre du cercle coupe le cercle d’admittance en f, et f,, .

La fréquence série f, s’obtient par l’intersection du cercle d’admittance avec la droite

paralléle a ’axe des réels passant par le centre du cercle. Le second point du cercle ayant la
méme phase que le point precédent correspond a la frequence parallele f,.

4.2.1.2 Deétermination analytique des fréequences
Pour chaque fréquence caractéristique f,, la pulsation associée sera notée w,, avec la

relation : @, =27 f, (x=m,s,r,a,p,n).

1 . .
En posant A, = (Lma)—c—] , I’équation (64) s’écrit :
a)

m

R A
Y=—"—+j| Co——"— |= A+ jB (65)
e — A-JjB
L’impédance s’obtient sous la forme : Z = ——— (66)
A°+B
- Fréquence série f, . Le maximum de la partie réelle s’obtient pour :A,, =0. D’ou :
1
(67)

fs = 27\L,C,

- Fréquence parallele f,. Cette fréquence s’obtient en calculant le maximum de la partie

réelle de I’'impédance, donnée par (66). La relation donnant cette fréquence est donc :

i(i]—o
oo\ A2+B*)

Apres quelques transformations algébriques, cette équation aboutit a :

R>+2L, 0 -2L, [CL+L] =0

m 0
2
et, avec (67) : a)pz = a)s2 1+ﬁ—% (68)
Co 2L, o,
I1 est habituel de définir : » = % (69)

m

60



CHAPITRE I : ETAT DE L’ART DE LA MICROBALANCE A QUARTZ

Dans le cas ou Q> r>1, (68) s’écrit : ), = 0 (1+2Lj
r

- Les autres fréquences se déterminent par rapport a la fréquence série comme indiqué dans le

tableau suivant. Il est a noter que, pour les fréquences séries d’une part et les fréquences

. , , r
parall¢les d’autre part, I’intervalle séparant les fréquences vaut O0F

Fréquences séries Fréquences parall¢les
X =Y (Admittance) X=Z (Impédance)
- oy - f= i 14t
Maximum du module de X m = Js > QZ n = Js o Q2
1
Maximum de la partie réelle de X fs=1 / p = fs (1 +;j
f=f| 1= fo= g1t
Phase nulle de Y et Z r = Js 2Q2 a = Js 2 2Q2

Tableau I-3 : Tableau des fréquences caractéristiques du quartz.

5. Modzéles théoriques du quartz avec dépot

Dans cette partie, nous allons montrer comment la charge déposée sur une des électrodes
modifie le comportement du quartz. Cette charge peut étre un matériau rigide ou un liquide, le
principe étant que la couche et 1’électrode adhérent sans glissement. Les modeles non
piézoélectriques expliquent 1’origine de la variation de fréquence due a la masse déposée et les
modeles suivants montreront comment le modele BVD peut étre introduit pour tenir compte

de tous les parametres du quartz et du dépot.

5.1 Modéles mécaniques sans étude de I’effet piézoélectrique

5.1.1 Modéle de Sauerbrey : dépots minces

Le modéle de Sauerbrey®® s’applique & un quartz, dans I’air ou dans le vide, recouvert d’un

dépot de faible épaisseur. Cette épaisseur est notée 24" et la masse volumique du dépot est
notée p’. La relation de Sauerbrey s’écrit :

N my 70
7, m, (70)

ou f, est la fréquence de résonance du quartz. En notant ¢, la vitesse de I’onde dans le

quartz, la fréquence est définie par :
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1, =ncq/(4h), avec n impair. (71)
Af est la variation de fréquence due au dépot.
my = P’ (2h') est la masse par unité de surface pour le dépot. (72)

m, = p,(2h) est la masse par unité de surface pour le quartz..

La relation (70) exprime que la diminution relative de fréquence due au film est égale a
I’accroissement relatif de la masse du systeme total, quartz plus film. L’effet sur la fréquence

est donc équivalent a celui qu’aurait un accroissement de la masse du quartz d’une valeur
¢gale a celle du depdt. Sauerbrey a défini le coefficient de sensibilite C, égal au rapport entre

la variation de fréquence du quartz, Af', et la masse déposée par unité de surface, m,. C,

s’obtient de (70), et la relation classique de la microbalance s’écrit alors :

e
sz—ﬁ,avec:sz /q
my np,c,

Pour un quartz 6 MHz : C, = 2,26.10_(’fq2 (Hz.cmz.g'l)

(73)

5.1.2  Modéle de Behrndt et Love pour les dépots épais

La relation de Sauerbrey (73) est parfaitement vérifiée dans le cas des couches minces, mais
elle est limitée a une surcharge de I’ordre de 2%. Pour les dépots plus épais, il apparait que le

coefficient diminue quand la masse déposée augmente’’. Behrndt a suggéré de remplacer,
dans la relation (70), la fréquence constante, f , par la fréquence en cours de dépdt,

S =/, +Af . Larelation (70) s’écrit alors :
(mf+mq)f=mqfq (74)
La masse totale est alors proportionnelle a la période de vibration. Le coefficient de sensibilité
reste valide mais doit s’écrire :
217 A
Cp= i 1+2 LA (75)
Py €4 q
Bien qu’obtenue empiriquement, cette formule a permis de retrouver les résultats

expérimentaux et elle a été mise en ceuvre dans les microbalances commerciales. Elle reste

valide jusqu’a une surcharge de 15%.

5.1.3 Modéle a deux couches de Miller et Bolef

Miller et Bolef ** ont effectué une étude mécanique du systéme en représentant celui-ci par
deux couches unidimensionnelles infinies (Figure I-15). Ils ont ensuite recherché la condition
de résonance d’une onde plane dans I’ensemble des deux couches.

Le quartz et le film sont désignés respectivement comme milieux 1 et 2. La surface libre du
quartz, l’interface quartz-film et la surface libre du film sont respectivement désignées

interfaces 10, il et i2. Les conditions aux limites imposent que les forces appliquées sur les
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deux faces externes soient nulles, ce qui se traduit par la nullit¢ des deux impédances

ramenées aux interfaces (15) i0 et i2.

Zr, =0, Zr, =0 (76)
vide
--i2
A AT
/| fiim o Zp ks /|2
/ /
’ // Y-— i1
/ R VY
/ /
/ quartz ZCI’ i ,ll 2h
I
| I
R . \ AN 0
vide

Figure I-15 : Schéma du modeéle a deux couches mécaniques du quartz recouvert d’un film.

L’impédance ramenée a l’interface il entre les deux milieux est ensuite calculée. Pour un
point du quartz cette impedance est désignée Zr,, et pour un point du film, elle est désignée

Zr; ;. En utilisant (76), la relation (17) permet de déterminer les deux expressions :
Zri, =-jZqtan(2k,h). Z1i, = jZ; tan (2k 1) (77)

La continuité de la vitesse et des contraintes a I’interface impose la continuité de I’impédance
ramenée en il, et donc I’égalité de Zr, et Zr .. La condition de résonance de I’onde s’¢ecrit :

Z, tan (2k,h)+Z; tan (2k 1) =0 (78)

Raisonnant a partir des ondes transmises et réfléchies, Miller et Bolef étaient parvenu a une
. , . . . , L. .2
expression équivalente, mais plus compliquée que celle proposée ici. Ce sont Lu et Lewis™

qui ont ensuite trouvé les simplifications permettant 1’écriture de la relation (78). En tenant

compte de la définition de m, (72), de la relation (71) entre ¢, et f,, ainsi que des relations

suivantes :

A2 ~ 27

k _f , kf = _f’ Zf
Cq cr

la nouvelle formulation pour 1I’équation (78) proposée les auteurs s’écrit :

Z
me=— Zf arctan —qtan nw i
2r f Z; Ja

Lu et Lewis ont estimé la validité¢ de cette relation a une surcharge de 25%. Pour un dépot

=p’c; (c; = vitesse de I’onde dans le film)

mince, 1’équation (78) s’écrit :

777 2 A
P h27zf+;pthw7r7fz0 = mf+m,Af =0
q
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La relation de Miller et Bolef (78) permet donc de retrouver I’équation de Sauerbrey (70) sous

la forme proposée par Behrndt et Love (74).

5.1.4 Modéle de Kanazawa pour le quart; au contact d’un liquide

Le contact d’un liquide avec une des faces de la microbalance provoque un fort amortissement
visqueux, qui, pendant longtemps, a bloqué I’aptitude des oscillateurs a entretenir la vibration
d’un quartz immergé. Le début des années 1980 a vu l’invention de nouveaux circuits
¢lectroniques performants qui ont permis les premicres utilisations de microbalance en milieu
liquide. Plusieurs modélisations empiriques du comportement du quartz immergé ont alors été
proposées. Initialement, Nomura et Minemura®* ont reli¢ la variation de fréquence 4 la densité
et a la conductivité de la solution, puis Nomura et Okuhara® ont relié cette variation a la

% ont été les premiers a développer une

densité et a la viscosité. Kanazawa et Gordon’
approche théorique aboutissant a une relation entre la variation de fréquence et les parameétres
physiques du liquide.

Leur approche retenue est identique a celle de Miller et Bolef, en remplacant le film mince
solide par une couche de liquide infinie, et I’aspect piézoélectrique du quartz n’est donc pas
pris en compte. L’onde est unidimensionnelle, I’amplitude de sa vitesse est notée v et la

direction de propagation est normale au quartz, suivant 1’axe Oy. La masse volumique et la
viscosité du liquide sont notées p, et 77,. L’équation de Navier-Stokes (18) se réduit alors a :

P o . 0%y
e at e ay2
En régime harmonique, la solution, bornée a I’infini, de cette équation est donnée par :

y=de el avee: k=" (wp m.)" (80)

NG

Il apparait la longueur caractéristique : & = l/Im(lge) =(2n,/wp,

(79)

)1/2

(81)
La relation (78) peut alors s’appliquer simplement, en remplagant les parametres du film par
ceux de la couche d’eau. L’épaisseur A’ tend vers I'infini et tan(ZIgeh') — j . L’impédance
acoustique de I’eau, Z,,, s’écrit : Z, = pea)/ lge . La relation (78) devient donc :
- . " . 1/2
Z, tan(2k,h) == jp,0fk, =(-1+ j)(n.00,/2)
La fréquence du quartz sec est noté £, , et la variation de fréquence due a la couche de liquide

est notée A f . Aprés développement de la fonction tangente autour de 7, il se déduit :

pre e e nals waf)p] 82)
q

A f apparait complexe, car il intégre un élément de perte visqueuse. En ne gardant que la
partie réelle, A f, et en négligeant A f devant f,, I’équation (82) aboutit a la formulation

proposée par Kanazawa :

af =1 e (per)] (83)
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Cette relation est voisine de la relation de Sauerbrey (73), valable pour les matériaux rigides,
car en divisant A f (83) par le coefficient de Sauerbrey, il apparait une masse rigide
equivalente, m , donnée par :

1/2
my = [nepe/(4f‘17r)] (84)
En assimilant I’effet de la couche infinie a celle d’une couche liquide rigidement accrochée au

1/2
quartz, I’épaisseur, J,,, =m; / p, de cette derniére, est définie par : J,, = [776 / (4pe ffr)] :

27,28

De la relation (81), et comme mentionné par Lin , il apparait donc : &, = /2, alors que

Kanazawa avait proposé : J,,, =9 .

Pour un quartz 6 MHz immergé dans I’eau distillée, les valeurs obtenues sont :
0,,=0,230um, A f=-934Hz (85)

5.2 Modzéles tenant compte de la piézoélectricité du quartz

Les modeles précédents donnent les relations fondamentales reliant la fréquence aux
caractéristiques du dépot sur le quartz, mais ils partent d’une approche mécanique qui ne tient
pas compte du caractére piézoélectrique du quartz et ne permet pas d’accéder a I’admittance

¢lectrique du quartz. Les modeles suivants ont donc cherché a combler cette lacune.

5.2.1 Etude de Reed, Kanazawa et Kaufman *°

Reed et al. ont prolongé I’étude initiale de Kanazawa en tenant compte des équations du
modele général pour le quartz : (32)(37)(40), afin de calculer I’admittance électrique. Ils ont
¢galement élargi I’analyse en ne posant pas d’hypothése sur la couche au contact du quartz,
rigide ou liquide. Les conventions d’écriture sont celles précédemment utilisées. L’axe Oy est
normal au quartz, et la vibration est en mode de cisaillement selon Ox, se propageant selon
Oy. L’amplitude de ’onde est notée u .
L’équation de I'onde dans le quartz est alors écrite sous la forme suivante :

u, :(Aej 7 4 ge”/ "qy]ef ot (86)
et en tenant compte de (37)(40), le potentiel ¢ est ensuite défini par :

¢:(Zﬂux(y,t)+Ey+Fjejm (87)
22

Pour la couche au contact du quartz, le coefficient de cisaillement est noté £, la masse

volumique p’et I’épaisseur 24" . Dans cette couche, le déplacement s’écrit alors :
u, z(Cejky +De_jky)ejw’

avec : K=aJp |y

Les six constantes, 4, B, C, D, E, F sont ensuite calculées a 1’aide de six conditions aux

limites. Deux conditions aux limites imposent le potentiel sur les deux faces du quartz et les
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deux suivantes imposent une contrainte nulle sur les surfaces extérieures du systéme, quartz
d’un coté et couche de I’autre. Les deux dernieéres conditions imposent la continuité du
déplacement et de la contrainte entre la couche et le quartz. Le systeme d’équations s’écrit
sous une forme matricielle, dont la résolution permet d’obtenir la constante E. Cette dernicre
donne directement I’admittance par unité de surface 7 . Pour alléger 1’écriture de 1’auteur,

nous introduisons la constante intermédiaire K~ sous la forme :

A
’ ’

K =lH tan (2417 (88)
kq Co6

La relation proposée pour ~7 est alors la suivante :
ngﬂj sin(2]€qh)+K'cos(ZI€qh)
2h

o :( (89)

(an , ~ v Ko A\ K s
s1n(2kqh)+K cos(2kqh)—]€qh{l—cos(2kqh)+2s1n(2kqh)}

5.2.2  Modéle de Martin pour un quartz recouvert d’un film rigide en milieu liquide

Martin et al.*°

ont proposé¢ un modéle donnant 1’admittance électrique pour un quartz
recouvert d’un film mince et rigide, ce dernier étant lui-méme au contact d’un liquide
d’épaisseur infinie. Par rapport au modéle précédent de Reed, I’analyse tient compte
explicitement de deux couches superposées au contact du quartz, ce qui est la caractéristique
de la microbalance en milieu liquide.

Martin utilise la méme approche et le méme formalisme que Reed, dans 1’étude précédente, et
il obtient les mémes équations donnant le déplacement (86) et le potentiel (87). Il reprend
ensuite ’approximation de Kanazawa (79), pour 1’équation de Navier-Stokes, et écrit la

vitesse de I’onde dans le liquide sous la forme :

~(y-h)(1+)), [ 2B
v.=Ce \/Tme] o1 (90)

x
ou C est une constante d’intégration.

Le comportement de I’onde dans le film n’est pas analysé. Le film n’est pris en compte que
par sa masse inerte par unité de surface, m, (72).

Les cinq constantes, 4, B, E, F et C (désignées A, B, C, D et E par I’auteur) sont ensuite
calculées a ’aide de cinq conditions aux limites. Par rapport au modele précédent, c’est la
condition de contrainte nulle a la surface du liquide qui disparait du systéme, car elle est déja
prise en compte dans la formulation de la vitesse v, (90). La condition aux limites, imposant
la continuité de la contrainte entre le film et I’eau, s’exprime par le fait que I’accélération du
film est provoquée par les contraintes dues au liquide et au quartz.

Parmi les nombreuses relations intervenant dans les calculs intermédiaires, il apparait en

particulier celle-ci :
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j/€566(Aef2"qh_Be—ﬂ"qh]+ez6E+{jmfw+ne(1+j) %}0:0(91)

e

Comme dans 1’étude de Reed, le déplacement électrique et donc 1’admittance ne dépendent

que de la constante £. Martin aboutit a la formule suivante pour I'admittance :

—joC,(siny+ Acosy) ©92)

Y(w)=
() K3 . . K .
—20 (1—cosy)(1—-cosy + Asiny) —(siny + Acosy)| 1 ——2Csiny

4 4

ou A est un parametre provenant du terme en facteur de C dans 1’équation (91). Il représente

les contributions cumulées du film et du liquide dans la réponse du quartz. A est complexe et

s’écrit : A=A, +jJA;
om, + | QP
A, = 2 (93)

cé6pq

et une partie imaginaire : A; =— % (94)
2066pq

et =2 lgq h est la variation de phase subie par 'onde dans la traversée du quartz.

avec une partie réelle :

Deux cas limites peuvent s appliquer a la relation (92) : un film seul en posant p, =0, et un

liquide seul en posant m, =0. Dans ces deux cas, et en prenant I’admittance par unit¢ de

surface, il est possible de démontrer que les relations (89) et (92) sont rigoureusement
am
S

\C66Py

il se développe en: K’ = /;0_'0—6776(1— j). L’apport du modéle de Martin est donc de faire
c66pq

identiques. Pour le film seul, K" (88) se développe en : K’ = , et, pour le liquide seul

apparaitre la contribution de I’ensemble film plus liquide sous forme de la somme des

contributions partielles de chaque couche.

La relation (92) donne I’admittance compléte du quartz, contenant a la fois une partie statique
et une partie dynamique ou motionnelle, intervenant au voisinage de la résonance. Il est
intéressant d’écrire la relation en différenciant les deux parties :

Y = joC, +ZL (95)

m
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i 1 1+ Acoty

T2
@C, K6 [2 tan (l’llj+A]
v 2

La partie imaginaire de Z, s’annule pour deux valeurs particulicres de la fréquence,

il s’endéduit: Z,, =

(96)

correspondant a la fréquence série et a la fréquence parall¢le. La pulsation série pour le quartz

sans dépot, c’est-a-dire pour A =0, est notée @, . Avec un dépot, A est différent de zéro, et la
pulsation série devient @, + Aw, . Le développement détaillé de (96) montre que :

Ao,

o, -

Pour le quartz chargé, la valeur de ¥, notée ., est définie par :

v, =nx(1-4K3 [ (n7)’ = A, [n7) (98)

A ,avec A, définie dans (93) 97)
niw

Tenant compte du fait que ¥ est voisin de 7, Martin utilise I’approximation suivante :

tan (KJ = 42—l// (99)
2) (nx) -y?*
ce qui lui permet de déduire I’expression de I’impédance motionnelle :

2 2 2
nr) @ A, nxw A 1 nrw

7, =| U 08y Ak | Gl () eah, | LFE)

Cette relation tient compte de la viscosité du quartz, 77, , reliée au parameétre §,, par :

Sy = wn, / Co6

I

(a) Etude du circuit équivalent obtenu a partir du modéle

L’auteur étudie ensuite le circuit équivalent BVD. La fréquence d’excitation du quartz étant
toujours voisine d’une fréquence de résonance, il utilise la relation générale donnant
I’admittance de la branche motionnelle au voisinage de cette résonance (24). Par inversion, il

écrit I’impédance motionnelle sous la forme :

Z,=R,+ oL, +

(101)

joC,,
Les deux relations (100) et (101) sont alors identifiées terme a terme. La partie réelle, le
coefficient de jw et celui de 1/ (j®) dans (100) sont donc identifiés & R,,, L, etC,, . Pour le

quartz sans dépot, A, (93) et A; (94) sont nuls, et les trois éléments ne dépendant que du

quartz sont désignés R;,L; etC,. Ces trois éléments s’écrivent donc :

2 2
(n7) o= (ﬁj’ C1:8K226C0

s s 1= 3
8K 605 Co C66C1 \ & (nr)
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Pour un quartz avec un film au contact d’un liquide R,, et L, déduits de (100) font apparaitre

R, ajouté a un terme dépendant de A; et L;ajouté a un terme dépendant de A, . Par ailleurs,

A, (93) est la somme d’un terme dépendant du film et d’un terme dépendant du liquide. De

son coOté, A; (94) ne dépend que du liquide. R,, et L, peuvent donc s’écrire sous la forme :
R, =R +R,, L,=L+L,+L,

ou R, et L,sont dépendants du liquide et L; est dépendant du film. Les expressions de ces

trois termes s’obtiennent immédiatement de (93)(94)(100) :

L :Llws 2pene R :a)sLl 2a)pene (102)
Ponm \agep,  C nm \ Ty,

L3 — Lla)s _ps
nw c()6pq
De plus : C,=¢C

Le circuit ¢électrique équivalent propos¢ par Martin est présenté Figure I-16.

La résistance motionnelle R,, ne dépend pas de la charge massique (film) car celle-ci est

supposée étre une couche rigide sans perte visqueuse. Pour un quartz 6 MHz immergé dans
I’eau, ’augmentation de résistance motionnelle R,, calculée a partir de (102), vaut environ

470 ohms. Expérimentalement, la valeur est cependant plus proche de 430 ohms'”.
La capacité motionnelle C,, apparait également comme indépendante du dépot total, a la fois

de la couche rigide et de la charge liquide.

1
|

QCM Charge | Charge

non chargée liquide | massique
l
1

Ry L € R, Ly ! L3

— MW Q)()/—H WWY ' —

ext

Figure I-16 : Circuit équivalent d'une microbalance a quartz chargée par une couche

massique et un liquide (modele de Martin).
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(b) Détermination de la valeur de la capacité motionnelle

La derni¢re conclusion, concernant l’invariance de la capacité motionnelle, nous semble

erronée et basée sur une mauvaise lecture de I’équation (100), due a I’analogie formelle avec
I’équation (101). En effet, a la pulsation de résonance du quartz a vide, @,, la partie

imaginaire de Z,, , notée [, , est nulle par définition. Une fois le quartz chargé et pour cette
méme pulsation @,, il apparait une partie imaginaire, notée Al, , donnée directement par

I’équation (100) :

nTA, =-2L,Aw,, en tenant compte de la relation (97).  (103)

- 4K3; 0,C,

m

D’une fagon générale, pour une pulsation @ au voisinage de la résonance @, , et a partir de

I’équation (25), la partie imaginaire de I’impédance motionnelle est donnée par :

1
I, —[Lma)—a]znm(a)—a)s) (104)

m

Pour appliquer la relation (104) aux conditions de 1’équation (103), il faut fixer w=a,, et
prendre la fréquence de résonance du quartz chargé qui vaut @, +Aw,. La relation (104)

donne donc:

Quelles que soient les valeurs de L, et Ly, on a toujours L, +L; < L;, et la relation (105)
s’écrit : Al,, = =2L,Aw,. Ce résultat est donc identique a (103), issu de I’équation (100), et il
confirme seulement que A/, est essentiellement due a la diminution de la fréquence de
résonance. La mise en évidence de L, impose un développement au deuxi¢me ordre de la

relation (99). En fait, pour une valeur de L, quelconque, il existe toujours une valeur de C,

compatible avec I’équation (100). Cette valeur est donnée par :
(AI m / s — L2 )
Ll _(Alm/a)s _L2)

C, =G (106)

Nous montrerons, dans la partie I1.2.5.1 qu’il existe une autre approche permettant, a partir de
I’équation (96), d’évaluer rigoureusement les inductances L, et Ly, et de lever

I’indétermination de la relation (106).
Le modele décrit dans cette partie ne prend en compte qu’un film rigide et un liquide au

contact du quartz. Pour étudier un quartz ayant un dépot multicouche, il existe d’autres

modeles, dont celui de Rosenbaum-Mason, que nous allons maintenant présenter.
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5.2.3  Modéle des lignes de transmission : Mason-Rosenbaum

5.2.3.1 Présentation

Pour étudier le comportement du quartz avec un nombre important de couches déposées,
Rosenbaum®' a repris un modéle de Mason, et 1’a adapté a la piézoélectricité. Le modéle
initial de Mason étudie la transmission d’une onde plane dans un empilement de couches
contigués d’impédances acoustiques différentes, sans limitation du nombre de couches. Les
couches unidimensionnelles sont alors mod¢lisées par des lignes de transmission. L’utilisation
d’un modele électrique dans un probléme de transmission d’onde mécanique provient de
I’analogie formelle entre les équations utilisées dans les deux problémes, les contraintes
jouant le role du potentiel électrique et les déplacements celui du courant électrique. Chaque
couche est donc représentée par une matrice a deux dimensions qui transforme le potentiel et
le courant d’entrée en potentiel et courant de sortie. Le schéma du mod¢le élémentaire de

Mason, pour une couche homogeéne, est représenté Figure 1-17.

Vl VO
— > A N — >
O—— JjAZtan de] jAZtan de} —O0
A A
F; iAz F,
sin(k d)
O O

Figure I-17 : Modeéle de Mason a 2 ports d'une couche non-piézoélectrique (adapté de

Rosenbaum).

I existe d’autres formulations équivalentes a celle de Mason, car il existe six possibilités pour
écrire deux variables de sortie en fonction de deux variables d’entrée parmi les quatre
variables de contrainte et de déplacement. Celle choisie est assurément la plus intéressante et

elle est une écriture modifiée de la relation (17) :
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Zr 4+ jZ; tan(lgidl-)

Z+ jZr 4 tan(k,.dl-)

L'avantage de ce modele est sa souplesse d'utilisation, car la simulation de I’empilement des
couches est ensuite réalisée par le produit consécutif de matrices élémentaires, ce qui se met
en ceuvre numériquement de fagon trés simple.

Le modé¢le de Mason peut étre adapté a la piézoélectricité, sous la condition que le systéme ne
contienne qu'une couche piézoélectrique. Cette couche unique est modélisée par un schéma
particulier qui fait intervenir une inductance (Figure I-18). Celle-ci établit un couplage entre le
potentiel et le courant électriques vrais et le potentiel et courant €lectriques du modg¢le, ¢’est-
a-dire représentant les contraintes et les déplacements. Le potentiel réel s’intégre alors
naturellement dans le calcul matriciel et permet au final le calcul de I’admittance électrique du

systeme, compos¢é du quartz et des couches déposées.

Vl VO
> A A —>
O— iAZtan de] jAZtan[k—zd} —O
A A
_iAZ

A
_CO sin(k d)

F | Fo
l:¢
O O
Co
HHE-
0<——¢

\Y%

Figure I-18 : Modele de Mason a 3 ports pour un matériau piézoélectrique (adapté de

Rosenbaum)).

Nous allons maintenant montrer les deux applications qui ont été faites de ce modéle, par
Granstaff d’une part et par Filiatre d’autre part.

5.2.3.2 Application du modéle par Granstaff et Martin

Le modéle général des lignes de transmission a été mis en ceuvre par Granstaff et Martin®
pour donner une formule précise, et effectivement utilisable, de I'admittance d’un quartz au

contact de plusieurs couches superposées.
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L’¢épaisseur et le vecteur d’onde dans le quartz sont respectivement notés d,, et lgq .

L’impédance acoustique du quartz est notée Z,.

Les auteurs introduisent quatre parametres : 4, a, b et @, définis par :

. k.d —iZ
A:COS(kqdq), a:qutan 449 , b= ],\q , q):e2—6C0
2 sin(kqdq) &,

La manipulation des matrices du modéle met en jeu quatre autres parameétres :

.12 -2
4= 72 4 a(a+b) | [da, B, =| 2% 4(a+2ab)| [®a,
7 wC, 7 wC,

o _J0CA(a+b) . :ja)COA(a2+2ab)
1 Da ’ 1 da

L’impédance motionnelle électrique du quartz, Z,,, est alors donnée par :
A Zr.+B
Z,= . A R . (107)
D, - jwCyB, +Zr,(C, - joC,4,)

ou Zr, est I'impédance acoustique ramenée de la premiére couche a I’interface avec le quartz.

Pour un dépdt composé de deux couches, I'impédance ramenée Zr, s’écrit :

4 v, JjZs cos(lgldl)sin(lézdz)+jz1 sin(/éldl)cos(lgzdz)
T E - —(22/21)sin(/€1af1 )sin(l%dz)+cos(l€1dl)cos(l€2d2)

L’indice 1 est celui de la couche au contact du quartz et Z;, et Z, sont les impédances

acoustiques des deux couches.

Pour une couche unique, ona Z, =0, d’ou: Zr, = jZ, tan(léldl) :
Si la couche est un film mince, alors : tan (l:tldl) = lgla’1 ,d’ou:
Zr, = jop'd,
Si la couche est une masse liquide au contact du quartz, Z; = W et l€1 = W .

La longueur d, est treés grande et ( J tan(l’gld1 )) tend alors vers 1. Il se déduit :

7 =(10) 2L

Si le quartz est recouvert de deux couches fines, alors :
(Z5/2,)tan (k\d, ) tan (k,d, ) < 1 (108)

etZr, s’écrit: Zr, = jZ, tan(lgzdz)+j21 tan(lgldl)
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Les contributions des deux couches fines s’ajoutent donc linéairement.
Pour un quartz recouvert d’un dépdt mince au contact d’un liquide, la condition (108) est

remplie. L’impédance ramenée vaut alors :

Zr, = jop'd, +(1+ ), f% , oll p”est la masse volumique du dépot  (109)

Il est possible de montrer qu’en insérant cette définition de Zr, (109) dans la relation (107), la

formule obtenue pour 1’admittance motionnelle est identique a celle calculée par Martin (96).
Le paramétre A donné par la relation (93) dans le modele de Martin, et Zr, donné ci-dessus

(109), sont en fait proportionnels et unis par la relation :

A=
JA[Ce6Py

Ce modele est donc une extension du modele précédent de Martin (§ 1.5.2.2). I est cependant

(110)

plus clair, car il s’appuie sur le formalisme synthétique des lignes de transmission et
I’influence des couches déposées apparait uniquement par I’impédance ramenée a ’interface
avec le quartz. Il peut étre mis en ceuvre dans 1’étude des dépdts viscoélastiques car il
n’impose aucune condition sur la nature et 1’épaisseur des dépots. Un modéle similaire,
développé par Valentin et Filiatre, propose une écriture différente de I’impédance motionnelle
(107).

5.2.3.3 Application du modele par Valentin et Filiatre

Parallélement a Granstaff, Valentin et Filiatre ont développé un modéle s’appuyant sur le
formalisme des lignes de transmission de Mason-Rosenbaum. Leur méthode de calcul est
cependant différente de celle de Granstaff.

Les notations des auteurs sont voisines de celles de Granstaff. L’impédance acoustique
ramenée du dépot a I’interface avec le quartz est toujours notée Zrg , et ’impédance acoustique

du quartz est notée Z,. La variation de phase de I’onde dans le quartz est désignée par x,

kq dq

avec : x = . L’expression de 'impédance motionnelle du quartz, Z,,, proposée par les

auteurs est alors la suivante :

Zr,
' l_22 tan (x)
z, =—L|1- ! ,avec B= q (111)
Coo| 2 tan(x)B 2
26 27, tan (2x)

Un développement algébrique permet de passer de la relation (107) de Granstaff a la relation

(111) ci-dessus, et les deux formulations apparaissent donc rigoureusement équivalentes.
En I’absence de dépot, Zr, =0 et B=1. En remontant de 'impédance motionnelle (111) a

I’impédance totale du quartz, par la relation (95), la formule obtenue est celle du mod¢le du
quartz sans dépot (51), équivalente a celle du modele général BVD (64) (cf. § 1.4.1.2.3). Dans

le cas d’un quartz avec dépodt, I’expérience montre que les résultats numériques obtenus a
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partir de la relation (111) peuvent étre retrouvés par un circuit BVD, sous réserve de bien
choisir la valeur des composants et la méme observation peut étre faite pour les modeles de
Martin et de Granstaff.

L’intérét des modeles présentés est donc de montrer que 1’influence mécanique des dépots sur
le quartz est bien accessible par la mesure de I’admittance du quartz, interprétable
globalement en terme de circuit BVD. L’inconvénient de ces modeles reste cependant qu’ils

ne relient pas directement la valeur des composants du circuit aux parameétres du dépot.

Il existe une autre approche, due a Tiersten, qui permet d’obtenir une formulation de
I’admittance directement interprétable en terme de circuit BVD. Cependant, le modele
original, dit d’analyse des modes propres de vibration, n’a pas €té concu pour une
modélisation de microbalance, car il admet I’hypothese de dépdts identiques sur les deux faces
et ne permet pas de simuler les couches liquides. Nous montrerons, dans le Chapitre II, les
adaptations que nous avons apportées pour dépasser ces deux limitations et permettre
I’application du mode¢le a la microbalance. Dans un premier temps, nous allons rappeler le

modele original proposé par Tiersten.

6. Etude des modes propres de vibration du quartz : modéle de Tiersten >

6.1 Présentation du modele théorique

Le modele décrit dans cette partie est cité régulierement dans les travaux de métrologie ayant
pour objet la modélisation des quartz d’horloge, et il a été développé par Tiersten pour simuler
le fonctionnement du quartz en deux ou trois dimensions. Il permet ainsi d’estimer 1’influence
de la taille des ¢€lectrodes ou du profil en coupe du quartz : plano-convexe, plan-plan... Ce
type de modele n’a pas été utilisé, a notre connaissance, dans les études de microbalance, et
notre objectif est donc de montrer que le formalisme utilisé permet non seulement de
modéliser le quartz, mais également les couches au contact de celui-ci. L’approche retenue
pourra sembler compliquée au lecteur réticent aux calculs théoriques, mais elle a I’avantage, a
nos yeux, d’appliquer des concepts mathématiques rigoureux et d’aboutir a des résultats

clairement formulés.

Parmi les travaux de 1’auteur, nous avons retenu celui qui est a la fois le plus simple et le plus
proche d’une modélisation de microbalance : I’étude du quartz en coupe AT de dimension
infinie avec dépot. Les éléments adhérents au quartz étant les électrodes, Tiersten ne retient
que la seule hypothese de dépots rigides et symétriques sur les deux faces du quartz. Comme

déja indiqué, nous étendrons ultérieurement I’étude aux dépdts dissymétriques non rigides.
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6.2 Systeme d’équations pour un quartz soumis a une excitation électrique

6.2.1 Systéme général

Nous avons conservé un certain nombre de notations de 1’auteur, dont 1’écriture tensorielle
pour les axes : Ox;,Ox,,0x;. Les hypothéses retenues sont celles précédentes, a savoir : la
vibration u est en cisaillement d’épaisseur et s’effectue dans une seule direction x;,
orthogonale a x,. Le déplacement mécanique, noté simplement u au lieu de u,, et le potentiel ¢
ne dépendent géométriquement que de x,. Le potentiel d’excitation électrique entre les deux
¢lectrodes est désigné par V et le centre du quartz est choisi comme origine des axes et comme
origine du potentiel. On considére qu’il n’existe pas de contraintes extérieures. Par ailleurs, la
dépendance en fonction du temps de toutes les variables est de la forme e/ .

L’épaisseur du quartz vaut 2/, celle de chaque électrode vaut 24", comme indiqué Figure
I-19. La masse volumique du quartz est notée p, et celle des ¢lectrodes o

ol

! \L2h'
L
/ ‘ Z X1
///" ‘

Electrode/s

Figure I-19 : Schéma du quartz infini du modele de Tiersten.
Les équations complétes du systeme sont données par (1)(19) et (20)(23). Par les
approximations déja mentionnées, et comme dans 1’é¢tude générale (32)(39)(37), le systéme se

réduit finalement aux deux équations suivantes :

Coslhny + €260y + P07 U =0 (112)

eyl —€0P =0 (113)
eten x, =1/, la condition aux limites électrique s’exprime par :

p=1V/2 (114)

Les conditions aux limites mécaniques sont ensuite fixées aux interfaces quartz-électrodes. Si
le quartz y subit une contrainte 7, 1’électrode subit une contrainte opposée —7". En x, =+#h, la

normale étant positive, la contrainte sur le quartz est 7;, . D’aprés la loi de Newton (1), et en

rappelant qu’il s’agit d’un dépot rigide, nous avons :

2
T, = —2p’h’3—;‘ =2p' H&*u (115)
t
avec : Tiy = et T €269

En x, =—h, la normale est négative et le quartz subit -7, .
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Les deux conditions aux limites mécaniques peuvent donc se regrouper sous la forme :
en x2 = ih . 6661/{,2 + 626(0,2 = i2,07’l,(02u (1 16)

Tiersten définit un coefficient égal au rapport entre la masse totale des €lectrodes et la masse
du quartz. Ce coefficient est a I’origine désigné par la lettre R, mais nous préférons le noter

M,, afin d’éviter la confusion avec une résistance €lectrique. La définition est donc :
M, =2p[(p,h), (117)

L’originalité de la méthode consiste alors a résoudre le probléme en trois étapes. La premiere
consiste a retrancher des équations la partie statique du potentiel et du déplacement mécanique
afin de n’étudier que la partie soumise a la vibration. La deuxiéme étape consiste en la
recherche des solutions du probléme a potentiel d’excitation nul, appelées également modes
propres de vibration. Ces solutions formant une famille de fonctions orthogonales, la
troisiéme étape définit la solution générale des modes de vibration avec potentiel d’excitation

comme combinaison linéaire des modes propres de vibration.

6.2.2  Systéme d’équations modifié pour I’étude des modes de vibration

La premiére étape consiste a éliminer la partie statique, ou non piézoélectrique, du potentiel et
du déplacement mécanique du systéme d’équations (112)-(116). Pour cela, il faut trouver deux
nouvelles inconnues de potentiel et de déplacement soumises a des conditions aux limites
indépendantes du potentiel d’excitation. Ce changement d’inconnues permet de supprimer la
dépendance en V dans les équations des conditions aux limites (114) et (116).

De fagon concréte, deux nouvelles fonctions inconnues du probléme, # et @, sont définies de

la fagon suivante :

u=u+Kx,, et 9=0+Vx, /(2h) (118)
avec K = —e26V/ [2}1 (cgs —2 p’h’a)zh)} (119)
Ce qui permet de modifier les équations (112) et (113). Ces derniéres deviennent alors :
Cooll 22 T €26P20 + Py @i = —quz Kx, (120)
€6l 2y —€0P2 =0 (121)
avec,en x, =*h :
Coglin + €260 F2PH @11 =0 (122)
=0 (123)

Le choix de la constante K (119) n’est pas arbitraire. En effet, le report dans (116) des
nouvelles définitions de u et ¢, issues de (118) et avec K inconnue, donne la relation

suivante :

cos (115 + K )+ ex ((;)72 + %) =820’ H w* i+ 20" w0 Kh (124)
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K est alors choisie pour supprimer la dépendance en V dans I’équation (124). En imposant :

KC66 + 626 Z_Vh - 2,071,60 Kh = O

I’équation (124) apparait bien sous la forme proposée en (122). Le potentiel d’excitation J'n’a
pas ¢€t¢ ¢liminé du systeme mais a été reporté dans la partie droite de I’équation de

comportement (120), par I’intermédiaire de K.

6.3 Détermination des modes propres de vibration

La deuxiéme étape est la résolution de la forme homogene du systéme (120)-(123). Cette
forme s’obtient en supprimant le second membre de 1’équation (120), ¢’est-a-dire en posant
K=0. D’apres (119), cela revient a fixer V=0, et la résolution du systéme homogene est donc
équivalente a la recherche les modes de vibration du quartz a potentiel d’excitation nul. Avec
I’hypothese K=0, I’équation (120) devient :

Ceoll 2p +€26P 00 + an’2ﬁ =0 (125)

Le calcul se développe alors en insérant (121) dans (125). Le caractére harmonique du
probléme en # apparait immédiatement, et ’antisymétrie de la relation (122) permet de limiter
la recherche a une solution de la forme :

i = Asin kx, ) (126)
Nous préférons conserver la notation k pour le vecteur d’onde, plutét que 7 utilisé¢ par

I’auteur. Les deux conditions aux limites indépendantes (122) impliquent qu’il n’existe
qu’une solution. Si le choix de la solution (126) est incorrect, une des équations ne sera pas
respectée et imposera de reprendre une autre expression pour #. Sous la forme proposée en

(126), I’inconnue du probléme devient le vecteur d’onde k.

(121) et (123) impliquent alors : @ = 26 54 Cx, (127)
5]
A A e2
de (125), il se déduit : i (—/«2%6 —k* 204 pqa)zj =0
€
2
En rappelant la définition de ¢4 (41) : ¢4 = £c66 +ﬂ] (128)
)
il vient : kT = p,@0° (129)
puis, de (123) et (127) : C=—-=25 4sin (kh) (130)
Exnh
Compte tenu de (126), (127) et (130), I’équation (122) fournit la relation :
2 2
cos(kh) k| cqo +2 | ~sin (kh)| —2+2p'H e |=0 (131)
1)) Eph
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Le coefficient de couplage K226 est donné par la relation (49) : K226 = 623 (132)
€22 Ce6

(128) (129) (132) et (131) donnent :

tan (/h :/éi/{K; + 2/’: l€2h2] (133)
Py

Les racines en k de cette derniére équation donnent par (129) les pulsations propres de
vibration. Si la masse déposée sur 1’électrode et le coefficient de couplage sont petits, alors
tan(lgh) est grand et kh est proche de n7z/2, avec n impair. Il apparait que les solutions de
(133) sont en nombre infini et se distinguent par la valeur de n. Ce nombre n sera désormais
utilis€ comme indice pour I’écriture des pulsations propres, notées @, , et des solutions de

I’équation (133), notées lgn . lgnh peut alors s’écrire sous la forme :
k,h=nm/2-A,, avec A, <1 (134)

n?°

Dans son ouvrage initial 3 Pauteur développe ’équation (133) au deuxiéme ordre. En tenant
compte de la définition de M, (117) et de la relation (134), ce développement s’écrit:

1-A,%/2 nm/2—A,
A K+ My (nmfa-7A, +A,7)

(135)

En négligeant les termes d’ordre trois et plus, cette équation permet d’écrire :
A (14 M, =M, 07 8= K36 [2) = A, (n7/2+ Myn )+ K3 + My 02 [4=0  (136)
L’équation (136)se présente donc sous la forme générale : aAn2 —bA, +c=0.

La solution de faible amplitude est alors donnée par :

A, :(b—\/bz —4ac)/2a:i(l— 1—%) (137)

2a
En admettant les deux hypothéses : K5, <1 et M, <1, il se déduit :(4ac/ b2)<< 1. Nous
posons donc : € = 4ac/ b* , puis nous utilisons le développement de la racine carrée

m=1+%8—%82+ (83)

La valeur de la solution de faible amplitude (137) est alors :

b 2ac ac 2 c ac
A =—1-1+""42| — | |=—|1+— 138
e ) (158

L’auteur s’est limité a la détermination de A, au premier ordre de précision en M, et K. Il

a donc négligé le terme (a c / bz) devant 1, et proposé la formulation suivante :

A zE:K226+Mdn27[2/4z2K226+M nw (139)
" b nx2+Mynz nrx 49

Nous montrerons, dans la partie 11.2.1, que 1’équation (138) peut étre utilisée telle quelle,
¢’est-a-dire au deuxiéme ordre de précision en M, et Ky, ce qui nous permettra d’obtenir
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une estimation plus précise de la réponse de la microbalance, dans le cas ou elle est recouverte
d’un dépdt épais.

En reprenant le développement de I’auteur, nous insérons (139) dans (134), ce qui permet
d’écrire lgnh sous la forme :

k,,th(l—nzﬁ2 —Md] (140)
De (140) et (129), I’auteur obtient la pulsation propre:
— \V2 2
o, =27 %o | |1-2K% (141)
2h\ p n°rw

Cette formule reste vraie en calcul complexe si ¢g ou M, contient un terme

d’amortissement, auquel cas @, est remplacé par I’écriture complexe @, .

Les fonctions i, 9,
A e A x A
i, =A,sin(k,x, |, ¢,=-224 [sinkx ——2sinkh} 142
n n (nZ) (Dn gzzn (nZ)h (n) ( )
forment 1’ensemble des solutions propres du systéme homogene, dont ’amplitude 4, est

calculée ci-dessous.

6.4 Calcul de ’amplitude des modes forcés et de I’admittance

Tiersten s’appuie ensuite sur la relation fondamentale d’orthogonalité des modes propres de
vibration pour calculer I’amplitude de vibration. Nous avons rappelé, en Annexe 1.1.1, la
relation générale a 1’origine de cette propriété d’orthogonalité. Cette propriété d’orthogonalité
permet alors de rechercher la solution du probléme avec potentiel d’excitation (120)-(123)
comme combinaison linéaire des #,, @, . La solution, notée i, , s’écrit :

a=>4d,  @¢=>9, (143)

Le parametre inconnu étant ’amplitude 4, de chaque fonction propre (142).

Dans le développement d’une fonction # en fonctions orthogonales u,, la valeur de chaque
coefficient 4, s’obtient par le produit scalaire de la fonction # avec chaque fonction de la

base u,, ce qui s’exprime par la relation suivante :
A, = [ dyude +2M g (i) ()
Cette relation théorique n’est pas directement exploitable et doit étre remplacée par une
seconde, faisant intervenir le second membre de 1’équation (120) : —pa)sz2 . Cette seconde
relation, également démontrée en Annexe 1.1.2.3, est la suivante :
P :f:(—pqa)zl(xz)ﬁndxz
" (wz ~—0,’ )In

(144)
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avec : I, =J‘_+:L?n2 dx, +2Mdh(ﬁn2)(h) = h—#"‘ﬂwd}lsmz (lgnh) (145)

L’expression exacte de I’amplitude est alors la suivante :

O e <(>)() o
n n n .2 A
1= v sin? (i)
2k, h

Les relations (143) et (146) donnent la solution en #,® du probléme avec variables modifiées,
c’est-a-dire ne tenant compte que de la vibration. Pour obtenir la solution compléte du
probléme, c’est-a-dire tenant compte de la partie statique du potentiel et du déplacement

mécanique, il faut appliquer les changements de variables décrits dans (118), ce qui donne :

u=|Kx,+y A, sin(lgnxz) el (147)
Ve, e o sin(lgnh)xz .
=1 e sin () —————[1¢™” (148)

Les deux relations (147) et (148) permettent de calculer directement 1’admittance électrique
du quartz. En rappelant que 1’admittance Y se définit comme le rapport entre le courant /,
entrant dans le quartz en x, =/, et le potentiel imposé entre les deux électrodes, V':

1

Y=—
v

Le courant / est la dérivée de la charge sur I’électrode, g (%), reliée par la loi de Gauss au

déplacement €lectrique dans le quartz, D, (), et a I’aire de I’¢lectrode S, :

158 et g,(0=-D,(5,

D,(h)S
d’ou : Yz—jw%)" (149)
Le déplacement électrique est fonction du déplacement mécanique et du potentiel suivant la
loi classique (21) (20) :
D, = eyt = €0, (150)

Dans 1’équation (150), tous les termes provenant des dérivées de [sin(lgnxz)} s’annulent. Le

déplacement ¢€lectrique, constant dans tout le quartz, s’écrit alors :

Ve e A ;
D, = 2 1o K+-2Ysin(k h)4 | 151
2 o €26 h Zn: ( n ) n (151)
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La constante K est définie par la relation (119) : K =—eyV / [Zh (066 20’ W@ h)} . Elle peut

étre écrite sous une forme plus accessible apres quelques transformations. Les équations (49)
(128) (117) (129) s’écrivent respectivement :

2
\2 = € 7.7 ry—
K226:_26 , 666:£Cé6+82—6], Mdzzph/(pqh),kzcé6:pqw2

Co6€22 2
d’ou : i:Kz%E% = 566(1_K226):Cé6v Co6 :C66/(1_K226) (152)
€2
puis : 20K & h =M ph (KT [ p, ) h = cos MK H* / (1-&3)

Le terme précédent fait partie du dénominateur de K. En multipliant en haut et en bas par

(1 —K226) , hous obtenons :

1-K;
K=- GV K,,avec : K, = > 26 ~— (153)
2
L’auteur introduit le coefficient K226 , légerement différent de K226 : K226 =46
€23 Ces
De la définition de K2 (49) et de la relation entre Ty, et cqq(152), il se déduit :
. K2

K3e=K3s(1-K3s) = K3g=—2%— 154
o =Kis(1-K3) = Kio=12r (154)

A vpartir de (153) (146) et (154), et en ressortant la constante K de ’amplitude 4,, le
déplacement ¢€lectrique (151) s’écrit :
_"Vey

N N ~ \ A .
D, =— 2|1+ K3 K, + KK, sin(k h)| = |
2 2 { 26001 T Roe 12;1: ( n )Kh}

L’admittance (149) s’écrit alors :

. . N
1+K2 K, + K2 K, sin(k h)2 155
{ 2671 26 1Zn: ( n )Kh} (155)

Y = jo i
2h

Tiersten évalue Y a I’ordre zéro, c’est-a-dire en ne conservant que les termes principaux de
(n=1)
chaque expression. sin(knh) est alors remplacé par (—1) 2 ,et 4, / (Kh) devient :

1

4 8(-1) 2
no— 156
Kh w7’ (e} /e’ -1) (10)

K, (153) est considéré égal a 1. Il est a noter que @, peut étre remplacé par son expression

complexe @, , sans modification de la forme des équations. Par ailleurs, au voisinage de la

iéme iéme

n- " résonance, la somme infinie de (155) se réduit au n* terme. D’ou, la formule de

I’admittance proposée par Tiersten :
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WS, € . &
y =Ly g2 88356
2h n’r’ (@, |0 -1)

(157)

En partant de la capacité statique du quartz, C, (50), la capacité parallele C,obtenue par

(157) semble égale a : C,, (1+I€226). En fait, comme suggéré par Détaint™, cette valeur est

celle calculée a fréquence nulle a partir de la relation (155), et comme montré dans le
paragraphe 1.4.1.2.3, elle contient aussi la somme, égale a 13226, de toutes les capacités
motionnelles. La capacité parallele C, donnée par (155) est donc bien égale a la capacité

statique C,; .

La formulation de I’admittance (155)(157) est identique a celle du modele BVD, et
I’identification terme a terme est possible de facon rigoureuse. Cette comparaison sera faite,
dans le paragraphe 11.2.4, une fois que nous aurons montré les modifications que nous avons
apportées au modele de Tiersten pour I’adapter a la microbalance. Les modifications porteront
sur la prise en compte de la dissymétrie des dépots, 1’élargissement de la définition du
coefficient M, pour les dépdts non rigides, et la dépendance de M, a la fréquence. Par
ailleurs, la formule de la pulsation propre sera développée a 1’ordre deux, et celle de

I’admittance a 1’ordre un, afin d’évaluer correctement I’influence des dépots.

7. Piégeage d’énergie par métallisation partielle

Tous les utilisateurs de microbalance constatent que les quartz commerciaux sont livrés avec
des ¢électrodes de taille sensiblement plus petite que le quartz lui-méme. Cette géométrie n’est
pas arbitraire car elle améliore la stabilité de la résonance. L’origine de ce phénomene a une
explication théorique, appelée piégeage d’énergie, que nous allons exposer dans cette partie.
Cette présentation a essentiellement pour but de mettre en évidence les mécanismes
d’interaction entre les différentes zones du quartz, qui nous permettront, dans la partie I1.4, de
donner une explication au comportement du quartz mis au contact d’un électrolyte

conducteur.

7.1 Introduction

Les premiers quartz utilisés en mode de cisaillement d’épaisseur avaient des faces parall¢les et
une métallisation compléte de chacune des faces. Empiriquement, il s’est avéré que la stabilité
des oscillateurs était meilleure quand le profil du quartz était aminci du centre vers 1’extérieur
et quand la superficie des métallisations diminuait. Par ailleurs, pour les quartz utilisés en
filtres haute fréquence, 1’épaississement des électrodes d’amenées de courant engendre des
pics de résonance parasites. Tous ces phénomenes sont liés au comportement de 1’onde se
propageant dans des zones d’épaisseurs différentes. Pour les filtres a quartz, I’influence de la

géométrie des électrodes a été étudiée des les années 1930 par Bechmann, qui a donné une
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relation empirique corrélant le diameétre et I’épaisseur des métallisations avec le nombre de
pics parasites. En 1965, Shockley™® a repris cette étude de maniére théorique, en analysant le
passage de l’onde entre des zones d’épaisseurs différentes. Il a obtenu des abaques qui
confirment les relations de Bechmann pour les filtres, et il a expliqué le phénoméne de
piégeage d’énergie se produisant dans les quartz d’oscillateur, quand la métallisation est

réduite ou le quartz aminci sur sa périphérie.

7.2 Relation de couplage entre les parties métallisée et non métallisée

Dans I’analyse du piégeage d’énergie élaborée par Shockley, ’onde n’est plus considérée
comme étant de pur cisaillement. Cette derniére hypothése est en effet justifiée en dimension
infinie, mais ne peut plus étre prise en compte, a priori, en dimension finie. L’image d’une
onde se réfléchissant entre les deux faces du quartz doit étre accompagnée de celle d’une onde

se propageant également latéralement.

Figure I-20 : Quartz a deux électrodes rectangulaires infinies.

Dans cette hypothese de directions de propagation multiples, les équations doivent tenir
compte de la dépendance de I’amplitude en coordonnée horizontale, suivant 1’axe de
propagation. Celui-ci est pris suivant x; pour simplifier les calculs. La troisieme direction, x;,
est infinie, mais elle reste celle selon laquelle s’effectue la vibration (Figure 1-20). L’épaisseur
du quartz est 24 et la largeur des ¢électrodes 2/.

La dépendance latérale de 1’onde en x; est cependant faible par rapport a la dépendance en
coordonnée d’épaisseur x», et la longueur d’onde latérale est donc nettement supérieure a la
longueur d’onde d’épaisseur. Cette constatation permet d’¢éliminer plusieurs termes
négligeables dans les équations pour ne conserver que les dérivées partielles significatives. En
notant u le déplacement suivant x; 1’équation finale se trouve alors un peu différente du

modele en onde plane, et contient la dérivée suivant x;. Elle s’écrit :

0%u 0%u )
Coo——+Css—+p W0u=0 (158)
66 o2 55 o Py
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La résolution de cette équation s’effectue par séparation des variables et recherche d’une
solution générale de la forme :
u(xy,%3) =uy (x5 )us (x3) avee u; (x;) = Al-eié"x" +Bie_i§fxf ,1=2,3 (159)
Pour différencier la dépendance verticale, il est repris la notation habituelle en posant k= &,
et I’indice 3 devenant superflu pour la dépendance latérale, il est noté £ au lieu de &;.
En insérant (159) dans (158), il apparait la relation, dite de dispersion, reliant k et faw:
Cok” +essE” = p, @ (160)
Dans le cas d’une onde plane seule, on obtient la relation classique donnant la pulsation de la

résonance fondamentale :

N2
@, = Co | ,
Py

\ 1 . r T \ . , .
avec, a I’ordre zéro : k = nﬂ ,oun=1,3,5,...est le numéro de I’harmonique.
En considérant que la fréquence propre de 1’onde de cisaillement n’est que faiblement
modifiée par I’onde latérale, 1’auteur adopte I’approximation d’une valeur fixe pour cette

fréquence, et il déduit la relation finale :
e =p, (0" -0) (161)

Cette équation montre donc que si la pulsation @ est inférieure a la pulsation de résonance
@., alors & est imaginaire. La dépendance horizontale est alors une exponentielle
décroissante. Une vibration en cisaillement d’épaisseur transmise a 1’extrémité d’un quartz ne
se propage le long du quartz que si sa fréquence est supérieure a la fréquence de résonance, ce
qui explique 1’utilisation du quartz en filtre haute fréquence. De méme pour les quartz de
microbalance, la partie externe non métallisée ayant une fréquence propre supérieure a celle
de la partie centrale métallisée, elle joue un role de barriere pour la propagation de I’onde
engendrée au centre, ce qui justifie I’expression « piégeage d’énergie » utilisée pour décrire ce
phénomeéne. Pour 1’onde décroissante, la longueur de propagation, o, est définie par :
s=1/f|=K,(, —a))_l/2 ,avec K, constante.

La longueur & est d’autant plus petite que la différence de fréquence (@, — @) est élevée.
Pour résoudre le passage de I’onde a I’interface métallisation-quartz nu, la relation (161)
impose de séparer le probléme en deux, @, étant différent dans les deux parties. Dans chaque
zone, la dépendance en x, est maintenue sous la forme d’une fonction sinusoidale. Pour la
dépendance en x3, la solution est recherchée par une fonction cosinus pour la zone métallisée,
et par une exponentielle décroissante pour la zone extérieure. De (159), celles-ci s’écrivent

donc:

pour la partie non métallisée :u’' = U’ sin (/’gl‘x2 ) e 5 (162)

pour la partie métallisée :  u® =U®sin (lgex2 ) cos &y (163)

85



CHAPITRE I : ETAT DE L’ART DE LA MICROBALANCE A QUARTZ

Le systéme est alors composé de deux résonateurs de fréquences propres différentes, dont les
amplitudes sont inconnues. Ces deux résonateurs étant mécaniquement reliés a la frontiere
entre les deux zones, il faut écrire la continuité des déplacements d’une part, et des contraintes

d’autre part, en tout point de la fronticre :
, ou'  uf . . )
u'=uet—-= a la frontiére, soit x, =/.
ox;  Oxy

Ce qui donne le systéme suivant :  U° cos (fel ) ~U'=0

U°Esin (&) -EU =0 (164)
qui a une solution non triviale en U°, U ! si le déterminant s’annule, d’ou

tan (£°7) = &' /£ (165)
E' et & sont données, chacun pour leur zone, par I’équation (161). En notant f;; la fréquence

de résonance fondamentale de la partie non métallisée, et f.. celle de la partie métallisée,

I’équation (165) s’écrit alors sous la forme suivante :
1 1 1
5( f2 D) 202 2273
tan| ZL[ Ges |2 S _ 2 [P\ See| M i =S (166)
2h\ css Jee i\ ST =n" 1z

Cette équation n’est vérifiée que pour certaines valeurs de f, et ce sont ces valeurs de f qui

donnent les fréquences propres de résonance du quartz complet. La solution la plus faible,
toujours existante, est dite harmonique, et les suivantes, éloignées de quelques kHz pour un
quartz @ 6 MHz, sont dites anharmoniques. L’existence ou non des anharmoniques, comme
solutions de (166), dépend de la géométrie des €lectrodes.

Les solutions de (166) ne peuvent pas étre exprimées analytiquement, mais seulement

calculées numériquement. A partir de ces calculs, I’auteur a obtenu 1’abaque de la Figure I-21.
Cet abaque fait intervenir deux fréquences adimensionnelles, Q, pour la partie centrale

métallisée et ©,, pour la solution de 1’équation (166), la fréquence de la zone externe non

métallisée, f;, étant utilisé comme coefficient de normalisation :

Qozfce/fcia Qte:f/fci
Dans la Figure I-21, n est I’indice sur le numéro d’harmonique habituel, toujours impair : 1, 3,
5... et il varie de 1, pour le fondamental, jusqu’a I’infini pour les partiels. La lettre v est
I’indice sur les solutions de (166), la premicre solution, harmonique, ayant 0 pour valeur de
v, et les suivantes, anharmoniques, ayant 1, 2, 3, etc. comme valeurs de v (les notations de

I’auteur sont p et n au lieu de n et v). L’abaque permet alors d’obtenir les fréquences propres
solutions, Q,,, en fonction du rapport //(2h) et de la fréquence adimensionnelle Q.
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Figure I-21 : Abaque de Shockley, donnant le nombre de modes de vibration en fonction de la

fréquence adimensionnelle et des paramétres géométriques de la zone métallisée.

Pour un partiel d’indice » donné, le nombre de solutions est donc limité, jamais nul, et
augmente quand la différence f.-f.. augmente. L’accroissement d’épaisseur de 1’¢électrode
centrale d’une part, et celui de /, demi-largeur de métallisation, d’autre part, vont dans le sens
d’un éloignement des deux fréquences, f; et f.., et donc d’une augmentation du nombre de
solutions de (166), chaque nouvelle fréquence propre étant la cause d’un pic parasite observé
par les utilisateurs de filtres a quartz. Cette approche théorique confirme donc la démarche
empirique de suppression des pics de résonance parasite par limitation de la métallisation en
épaisseur et/ou en largeur. Pour les utilisateurs de microbalances, il apparait que
I’épaississement des dépots favorise les fréquences parasites, augmentant le risque

d’instabilité de la fréquence d’accrochage de 1’oscillateur.

| harmonique

électrodes

‘ 1er anharmonique

Figure I-22 : Amplitudes de I’onde pour I’harmonique et le premier anharmonique.
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A partir d’une solution de (166), les relations (161), (162) et (163) permettent de calculer le
profil du déplacement de I’onde. La Figure [-22 donne ces profils pour I’harmonique et le
premier anharmonique, 1’échelle étant arbitraire entre les deux déplacements.

Quand /, largeur des électrodes, tend vers 1’infini, le nombre d’anharmoniques tend aussi vers

I’infini et la fréquence de la premiere solution tend vers f_,, qui est la solution du probléme

du quartz & surface infinie. De par la relation (161), &' tend vers la valeur finie :

&= {&(a)f —@2)}2

Css

7.3 Circuit électrique équivalent pour un quartz partiellement métallisé

Dans le cas ou il existe (N —1) anharmoniques, le circuit électrique €quivalent est composé de
N branches parall¢les, composées chacune d’un circuit R-L-C série, et, de ce point de vue, les
anharmoniques apparaissent dans le circuit final sous la méme forme que les modes partiels
de vibration. Cependant, la valeur des composants R, L et C nouvellement introduits n’est pas
accessible de facon immédiate. Chacune des deux zones, métallisée et non métallisée, peut
étre modélisée, avant le couplage, par un circuit équivalent BVD, et une approche intéressante
est de modéliser le couplage mécanique, précédemment décrit, par un couplage purement
électrique entre les deux circuits équivalents initiaux. Ballato a étudié ce probléme®’, mais la
modélisation électrique qu’il retient est du type « lignes de transmission », identique a celle
proposée par Mason pour 1’onde plane infinie (Figure I-18). Ballato tient compte de tous les
modes de vibration mis en jeu, et pour les trois ondes ayant le méme axe de propagation,
choisi normal a la surface du matériau, il démontre d’abord qu’elles peuvent étre modélisée
par une ligne de transmission. Il montre ensuite que le couplage mécanique entre deux

matériaux mécaniquement reliés peut étre simulé par le circuit indiqué Figure [-23.b.

I propose également un circuit électrique permettant la transformation entre les coordonnées
des vecteurs propres de Christoffel et les coordonnées absolues. L’ajout d’un dépdt sur le
quartz se traduit également par 1’incorporation d’un circuit supplémentaire dans le montage.
De son analyse, Ballato déduit que 1’étude d’un matériau piézoélectrique peut se résoudre
rigoureusement sous la forme d’un circuit équivalent composé de lignes de transmission
couplées. Le schéma de la Figure [-23.a représente ainsi le cas simple de deux lames
piézoélectriques reliées mécaniquement, chacune étant excitée par un champ électrique
indépendant perpendiculaire aux deux faces, et sans charge massique en surface. Cette

géomeétrie est voisine de celle étudiée dans la partie 1.7.2 quand il n’y a plus de potentiel
d’excitation V», le circuit restant ouvert aux bornes de la capacité +Cy, .
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a) Circuit équivalent de deux lames piézoélectriques, excitées par un
champ électrique transversal et reliées mécaniquement.
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Figure I-23 : Schéma du circuit électrique équivalent pour un quartz de coupe AT ayant une

métallisation partielle sur la surface.
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L’étude compléte du quartz a partir de ce type de modélisation nécessite 1’'usage d’un logiciel
spécialisé de simulation électrique, de type SPICE®®. Par ailleurs, le couplage entre des zones
de forme circulaire n’a pas de solution simple, car le systtme de coordonnées des vecteurs
propres de vibration varie dans chaque zone le long de la frontiere. Nous avons rappelé cette
approche de Ballato pour montrer que 1’étude du piégeage d’énergie par couplage de circuits
¢lectriques est théoriquement réalisable, mais délicate a mettre en ceuvre. En tout état de
cause, le simple couplage entre les deux circuits BVD initiaux, celui de la partie métallisée et
celui de la partie non métallisée, n’est pas une voie réaliste pour modéliser correctement le

couplage permettant le piégeage d’énergie.

7.4 Calcul de ’amplitude du déplacement et de ’admittance

L’étude du piégeage d’énergie, pour les quartz partiellement métallisés, a été reprise

ultérieurement par Tiersten®

, toujours dans le cas de métallisations rectangulaires. La
démarche utilise moins d’approximations que celle de Shockley, car elle tient compte du
mode de compression en x; et donc de deux axes de déplacement, x; et x, En partant
d’équations couplant les deux déplacements, Tiersten aboutit, pour le seul déplacement en x;,
aux mémes équations que Shockley (164), et donc a la méme solution (165) puis (166). En
poursuivant le calcul complet du systéme, et par I'utilisation des relations d’orthogonalité, il
obtient ’amplitude U, du déplacement en x; :

n-1 ey sin| &l |V
Us, =(-1) 2 Chu )

€66 (1_ wr?v/aﬂ) rfv Ly n’r’
sin(2£5,1) || sin (245 )
28 - 268

cos’ ( =1 )

S

avec: [, =|[+

+2M¢ sin® (lgﬁvh) +
n et v sont les indices définis plus haut.

Les expressions des déplacements en x;, u’pour la zone métallisée, et u' pour celle non

métallisée, s’écrivent alors :
nx
e _ e _: e
u’ = {UW sin (E X, j cos (fm,x3 ) -

Le déplacement en x, n’intervient pas dans l’admittance, car il n’est pas directement

e i ; X niw ~E (x=]) i
2 |/, u =US cosé Isin| = x, | 5T
Ce62h 2h

dépendant du potentiel. Bien que la longueur de I’¢électrode soit théoriquement infinie en x;,
elle est notée /,. En ne tenant pas compte de la masse déposée, on obtient, a partir de

I’expression de u°, la formule de ’admittance pour un quartz avec piégeage d’énergie :
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Y:ja)2lla,922 1+ R + 16K 56 Sinz( ;fvl)
2h (a)fv/a)Q—l)f”l In*x?

(167)

nv “nv

Quand la largeur des électrodes tend vers 1’infini, la limite de(fel) peut étre évaluée a partir
de I’équation (165). En effet, cette équation est de la forme : xtan(x)= E'l, avecx=E . La
premiére solution étant celle pour laquelle x <7z/2, et sachant que (fil ) tend vers I’infini,

alors tan(x) tend vers I’infini, d’ou :

[ >0 = (fel)—ﬂ% :>sin( ,fvl)—>1
La formulation de (167) est alors identique a celle du modéle classique a €lectrodes infinies et
amplitude de vibration uniforme (157), avec une amplitude de la partie motionnelle (167)
multipliée par 8/ 7% =0,81. Ce coefficient de réduction est celui de la capacité motionnelle du

circuit équivalent BVD, et il est dii a la forme de 1’amplitude qui n’est plus uniforme mais

.. . 39 \ o . . \
voisine d’une gaussienne. Benes™ suggére que la capacité motionnelle est proportionnelle a la
surface équivalente du quartz, notée par 4,, et definie par :

2

IS u(x) d*x

S |u(x)|2 d’x

quartz total

eq

8. Conclusion de la présentation générale du quartz oscillant

Dans cette premiere partie, nous avons effectué une présentation générale du quartz, et décrit
quelques modéles théoriques qui font actuellement référence dans le domaine de la
microbalance. Nous avons clos ce chapitre par les deux études des modes propres de vibration
et du piégeage d’énergie qui sont essentiels pour la compréhension des développements
décrits dans la prochaine partie. En effet, nous avons montré au paragraphe 1.5.2.2(a) qu’il
existait une imprécision sur la détermination de la capacité motionnelle, et nous montrerons
qu’il existe d’autres points demeurant encore mal expliqués dans le cadre des modé¢les actuels.

Notre objectif sera donc de contibuer a une meilleure compréhension de ces sujets.
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CHAPITRE II : DEVELOPPEMENTS THEORIQUES ET

MODELISATIONS

1. Introduction

Nous avons rappelé les études théoriques de la littérature permettant d’expliquer le
comportement du quartz en coupe AT, utilis¢€ comme simple résonateur ou comme élément
d’une microbalance. Nous proposons ci-dessous d’autres approches permetant d’appréhender
certains problémes encore mal compris, tels que I’influence de la géométrie des électrodes ou
de la conductivit¢ de la couche liquide.sur la réponse de la microblance. Nous nous
appuierons essentiellement sur le modéle des modes propres de vibration, de Tiersten, dont
nous montrerons qu’il peut étre élargi de I’étude du quartz comme résonateur a celle du quartz
comme ¢lément de microbalance. Nous commengons donc par étudier ce modele avec de
nouvelles conditions aux limites, en conservant I’hypothése d’un quartz de dimension infinie.
Nous reprendrons ensuite une adaptation a 1’étude en dimension finie, proposée par Détaint,
dont nous compararons les résultats a ceux du programme en éléments finis que nous avons
développé. Apres ces développements, nous montrerons que 1’influence de la conductivité de
la solution peut étre étudiée par deux approches, théorique et numérique, dont les conclusions

sont convergentes.

2. Adaptation du modéle de Tiersten a I’étude de la microbalance

Dans cette partie, nous montrons les adaptations que nous avons apportées au modele de
Tiersten pour I’appliquer a I’étude de la microbalance.

Nous reprenons d’abord les résultats obtenus dans le paragraphe 1.6, en les développant avec
un ordre de précision supplémentaire en M, : la fréquence est ainsi développée a I’ordre deux
et I’admittance a I’ordre un. Nous formulons ensuite de nouvelles hypothéses de travail plus
représentatives du comportement d’une microbalance : dépdt non rigide en surface du quartz
puis électrodes de masses différentes. Nous déduisons ensuite les prévisions du modele en
terme d’éléments du circuit équivalent BVD, la capacité motionnelle étant plus
particulierement étudi¢e. Enfin, nous indiquons le circuit équivalent BVD obtenu a partir des

mesures expérimentales.
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2.1 Formulation de la fréquence de résonance au deuxiéme ordre de précision en M,

Dans le paragraphe 1.6.3, le calcul de la fréquence propre de vibration du quartz fait intervenir
les trois relations (129)(134)(138), que nous rappelons :

k’c.=pa, koh="E_A A =& 144¢
n ~66 pq n 7 n n b b2

Les trois coefficients a,b et ¢ s’obtiennent de I’équation (136) :
a=1+M, - M, n*7*[8—K% /2

p="2 5 (1+2Md)

c= K2+ M, n*n?[4

L’expression de A, , au deuxiéme ordre de précision en M, et K5, s’écrit :

2 2.2
A, z£(1+£j:(in26+Mdn il /4[1+(K226+Mdn 7z2/4)/ nm/2) }

b b? ni 1+2M,
4K;
> 1+ M, + zg 2
2 \ n?2? 1+2M, "2 nzﬂ' nr’
D’oil : A, ="z 4526 +M,(1-M,)
2 | n'n
Au deuxieme ordre pres en M, les fréquences propres de vibration sont donc définies par :
vz 4K?2
o, =2E| So | |12y (1o, (168)
2h Py n°mw

Le coefficient de sensibilit¢ de la microbalance, C,, est défini comme le rapport entre la

variation de fréquence du quartz, A f, , et la masse surfacique déposée m  :

Cf:Afn/mf (169)
M, est défini a partir de m et de la masse surfacique du quartz, m,, par: M, =m, / m, . Le

coefficient de sensibilité pour M, =0, not¢ C, s’obtient alors directement de (168) :
2 2
Cro=—n(P,%s) /Z(mq) (170)
Pour M, #0, le coefficient C, s’exprime en fonction de Cy( par:C, =Cy (1-M,).

Ce coefficient est global au sens ou il tient compte de tout le dépot cumulé. Pendant
I’épaississement de la couche, le coefficient de sensibilité différentiel, C? , est défini par la

dérivée de la fréquence par rapport a la masse déposée. De (168) et (170), ce coefficient vaut :

,
oy “om. =C(1-2M,) (171)

Ce résultat retrouve celui du modéle de Behrndt et Love, proposé pour les dépots épais

(paragraphe 1.5.1.2).
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2.2 Prise en compte de la masse dans le calcul de ’admittance

Le développement au premier ordre du calcul de I’amplitude du déplacement avec potentiel

d’excitation est effectué en Annexe 2.2. A partir de la relation (146), elle s’€crit :

= 2 8(1—1{2 + KM 7:2/42)
eV (D)2 8(1—K26) 26 TR 1My

A = -
b 2y Ky |07 (1-0) o) n’z’

4K} 2

n°w 4

L’admittance est calculée a partir de la relation (155) et a pour expression :
JOS €5 8K 1
= T3 2 /.22 2/
2h n°zw (1—12K26/n75 —Md)(l—a)/a)n)

(172)

Cette relation n’est valable que pour un dépdt rigide et nous allons étudier dans la partie

suivante le cas des dépodts non rigides.

2.3 Hypotheses particulieres pour la microbalance en milieu liquide

Nous analysons, dans un premier temps, le cas ou la couche a la surface du quartz n’est pas un
dépot rigide. Nous étudierons ensuite la géométrie avec deux électrodes, ou deux dépots,

ayant une masse différente.

2.3.1 Dépots non rigides : masse dépendante de la fréquence

Depuis I’¢tude de Kanazawa sur la microbalance en milieu liquide, il est connu que la réponse
en fréquence est analogue a celle qui serait observée si une certaine masse de liquide était
rigidement accrochée a la surface du quartz. Apparemment, cette masse entrainée pourrait étre
utilisée dans le modele de Tiersten de la méme facon qu'un dépot rigide. Ce n’est pas le cas,
car la masse du liquide dépend de la fréquence alors que celle d’un dépot rigide en est
indépendante, et nous allons montrer que cette particularité modifie le calcul de I’amplitude

des modes forcés. Pour parvenir a ce résultat, nous avons besoin de donner une nouvelle
définition du parameétre M, .

2.3.1.1 Définition d'une masse complexe a partir de I'impédance ramenée.

La condition aux limites (116), n’est valable que pour un dépdt rigide. Elle peut étre étendue a

tous les autres types de dépdt, en tenant compte de la relation générale qui existe, a une
interface, entre ’impédance acoustique ramenée Zr, , la vitesse v; et la contrainte P, :

B :ervi
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La vitesse v, et le déplacement u sont reli€s par : v, = jou, et, en x, =+h, la continuité des
contraintes s’écrit : | =—1;,. En x, =—h, il existe la relation opposée. D’ou :
En x, =%h : T, =FZr,jou (173)

La condition aux limites mécaniques devient :
En x, =1h @ ¢4ty +eyPr =FjOZru (174)

L’analogie entre (115) et (173) montre que si le dépdt n’est pas rigide, le terme 2p'h" est
remplacé par le terme Zr,/jw, ou Zr, est I'impédance acoustique du dépdt, ramenée a

I’interface avec le quartz.
Comme pour I’équation aux limites (116), la définition du coefficient M, (117) peut étre

étendue au cas des dépots non rigides, identiques sur les deux faces, par la relation :
M, =7r,/(jop,h) (175)
Toutes les équations contenant M, seront donc étendues au cas des dépots non rigides en

remplacant M ; par sa définition élargie (175).

2.3.1.2 Calcul de 'amplitude des modes forcés et de I'admittance

La solution pour les modes propres de vibration reste celle (142) obtenue au paragraphe 1.6.3,
car la formulation explicite de M, n’intervient pas dans le raisonnement :

A e A x A
i, = A,sin(k,x,), @, =—2>4,|sin(k,x ——zsinkh} 176
n n (nZ) @ £, n|: (nZ)h (n) ( )
Nous introduisons la fonction f5 (@) pour écrire les conditions aux limites sous la forme :
Enx,=th: T, =%f;(0)u

Des relations (173) (175), il apparait immédiatement :
fr(@)=-jzZrw, f;(0)=M,;(0)pho’ (177)

La relation générale donnant I’amplitude (144) reste valable dans le cas des dépots non
rigides. Par contre, la relation (145) ne peut plus étre utilisée pour définir le terme 7,.

L’expression correcte est donnée par la relation (A.57), en Annexe 2.1, qui s’écrit :
+h ) n
I, =J‘_h u, dx,+L
of j . 2
avec:L'=| = | (u, (h ,
(aw , (i () J(@.0,)

Le terme L' s’obtient de la relation (177) :
L”l — ‘L ZI/?S' + ( aZFS ]
i, | @, Jw ),

Z Z,
Nous introduisons une nouvelle variable M, par la relation : M = ; s 4 (8 s j
iph| o, Jw ),

En tenant compte de (175), nous écrivons M sous la forme suivante :
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Z d (M
MRsz+Me,avec:Me=.L(a ’”sj = M (178)
jph\ dw o ow o
De (176)(177) et de la relation donnant 1’intégrale en volume (A.36), /, s’écrit donc :
sin ( 2k, h .
I, = h—M+MR hsin® (k,h)
2k,

L’amplitude s’exprime alors sous une forme proche de la relation (146). La seule différence
est le remplacement, au dénominateur, du terme 2M ; par le terme M, :

20° lgnhcos lgnh —sin lgnh
S e e sm(z;;(h) — Y
o 1—A7H+MRsin2(1€nh)
2k,h

Nous avons effectué le calcul détaillé donnant 1’admittance, en Annexe 2.3.1. La relation

obtenue (A.86) pour un quartz au contact d’un dépdt non rigide s’exprime alors par :
¥~ jC‘)ngzz 1+ 8K226 1
2h n’ [1-12K35 /w7 =2M, + M, | (1- 0/ o)

(180)

2.3.2  Dépots non symétriques sur les deux faces du quartz

Dans le cas ou les dépdts sur les deux faces ne sont pas identiques, seules les conditions aux
limites mécaniques sont modifiées. En notant 24 et p’, respectivement, 1’épaisseur et la

masse volumique du dépdt supérieur, 24" et p”celles du dépot inférieur, il faut remplacer

I’équation (116) par :

enx, =+h : Celly Py —20 N u=0

en xZ = _h . C66u’2 +626¢,2 + 2,0”]’1”(0 u= 0

On définit alors les paramétres intermédiaires :

/h/_ /lh/l ’71 7 ny”
(,0”—,0””), m ZM = m =(1—a2)m
(P'H +p"I") ¢ PH+ph ¢

m,, est la demi-masse totale déposée, a est un coefficient de dissymétrie de masse entre les

mm :p’h’_’_p”h”, a:

m

deux é€lectrodes, et m,est la moyenne géométrique des demi-masses. Il est & noter que, pour

a =1, tout le dépdt est sur la méme face, et pour a =0, les dépots sont identiques sur les deux
faces.

Les relations générales, applicables en particulier aux dépots non rigides, s’écrivent :

(Zry - Zny,)

m
(Zry +Zr,,)

(Zry+Zr,), a= et toujours m, :(l—az)mm.

" 2w
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ou Zr, etZr,, sont les impédances acoustiques ramenées des deux dépdts aux interfaces avec

le quartz.

Par ailleurs, la masse relative totale, M ;, garde sa définition, mais s’écrit : M ; = —*.

ph
Le systeme homogene s’obtient en effectuant le changement de variables suivant :
o=0+Vx,/(2h),
u=u+K(x,—ah),avec K = —626V/[2h(066 —mga)zh)J (181)

Par un raisonnement identique a celui du modele original de Tiersten, ce changement de
variable permet de déterminer les fréquences propres de vibration. Le développement détaillé
du calcul est effectué¢ en Annexe 2.3.2.1.

Afin d’alléger I’écriture, cinq constantes intermédiaires sont d’abord définies :

K, =Kj + M k1, Ky =Ko+ Mk (1-a’)
M2h*a? 1+44, -1
(1+M,K))
Le résultat comporte alors deux solutions possibles, définies par :
A A 1
tan(kh):1+,1w tan(kh):_MdKﬂ+/l,7,a
h K, kh K,

e Pour les dépots symétriques, a=0, A n.a= 0, et la deuxiéme solution est matheématiquement

interdite. Il ne reste que la premicre solution, qui coincide avec le résultat classique (133) :
tan (k) = /€h/ (K3 + M &%n2)

® Pour les dépots non symétriques, les deux solutions sont autorisées, et le terme additionnel
/1,7 ., est différent de 0.

- La deuxiéme solution fait apparaitre les harmoniques pairs comme modes de
résonance. Ce phénomene original a déja été mis en €vidence par Benes, lors d’expériences de

VR 39 . , .
dépot épais sur une seule face™ . Cette solution s’écrit :

tan(lgh) ~ ~ Ana ~ M2k ha?

,az0

eh C (K M)

pour les dépots tels que : M dK226 <1, tan(lgh) est équivalent a (—M d lgh) et ’écriture de la

solution se simplifie sous la forme :
_ 2
NI Ceg .
W, =—| = 1-M,), npair.

- La premicre solution est en pratique la seule accessible par une microbalance

classique, et c’est donc celle qui nous intéresse. Dans le cas des couches minces, elle s’écrit :
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_ N2
o, =7 (Cﬂ] {1— 112226 -M,(1-M, —aZ@(Mj))} (182)

"E,O 2.2

Le cas d’une dissymétrie maximale s’obtient pour a =1 et I’effet additionnel sur la fréquence
de résonance est alors, au plus, du troisieme ordre en M ;. Nous pouvons donc conclure que la
dissymétrie des dépdts sur les deux faces du quartz ne modifie pas la formule donnant la
fréquence de résonance.

Le calcul de I’admittance est effectué en Annexe 2.3.2.3, et il est montré, qu’au premier ordre,

la formule de I’admittance (172) n’est pas modifiée par la dissymétrie du dépot.

2.4 Circuit électrique équivalent de la microbalance
Dans le cas du dépdt rigide, pour lequel M, est réel, les relations donnant 1’admittance pour

le modele des modes propres de vibration adapté (180) et pour le modele BVD (30) ont
rigoureusement la méme formulation et peuvent s’identifier terme a terme. Les capacités sont

alors définies par :

S, €
q©22
=9 183
iy (183)
S & 2
c, =—222 885 1 (184)
2h 7 (1-2M,+M,-12K5,/7°)
. ) C, 8Kj L o .
Si M,;=0 et K5, <1, alors C—”’ = —226 , ce qui rejoint I’estimation classique.
0 4
. : 1
L, se déduit ensuite formellement : L, = iy (185)
a)n m

Dans le cas ou le dépdt n’est pas rigide M, est complexe et, telle qu’exprimée dans la
relation (184), C, apparait également complexe. Nous préférons conserver une définition
réelle pour C,, en prenant le module de I’expression (184).

Les parties réelles de M, et M, sont notées respectivement M ,.et M, . Sachant que
|M d| <1, la capacité motionnelle C,, peut s’écrire :

_ Sqf2 8K 1

"2 7 (1-2My + M, —12K3/7°)

L’influence de la charge des électrodes, ou du dépot, sur les différents éléments du circuit

équivalent peut étre évaluée simplement. A partir de (185), I’influence de la masse déposée
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sur I’inductance motionnelle vaut : ALL’" =-2 A, AC, . Pour |M d| <1, les relations
m a)m m
(141) (183) et (184) donnent donc :
A—a)n:_Md’ %:_Mdr &:2Mdr_Mer’ ALm:]‘4er (186)
a)}’l a)n Cm Lm

I1 est possible qu’il existe une influence de la masse déposée sur la capacité statique Cy. Nous
n’avons pas pu la déterminer précisément, mais il est probable qu’elle est au plus du second
ordre.

Pour prendre en compte 1’augmentation de C,, dans le circuit équivalent, il faut rajouter, dans

la branche motionnelle, la capacité C,, (2M,, —M,,) en paralléle de C,,. La prise en compte

de I’augmentation de I’inductance se fait, comme dans le modele de Martin (§ 1.5.2.2), par
I’ajout en série d’une inductance valant L, M, .

Nous pouvons retenir le cas particulier intéressant ou M, (@) dépend de @ suivant une

fonction puissance et s’écrit sous la forme :

M,(w)= .o ,ou _estindépendant de la fréquence. (187)
, o d(wM,)
De la relation (178), nous déduisons : M,= e | (z+1)M,
w
A AL
%:(I_T)Mdr’ L_m:(l—i_T)Mdr (188)

(a)  Applications : dépbt rigide et quartz au contact d’un liquide

Pour un dépot rigide, M, est indépendant de @ et nous avons donc : 7=0, dans la

relation (187). Des relations (188), nous déduisons :

AC, _AL, _ M,
Cm Lm

Cette variation relative est égale a 1’opposé de la variation relative de la fréquence de
résonance. Pour une masse relative déposée de 1%, la capacité et I’inductance augmentent de

1%, quand la fréquence baisse de 1% également.

Pour un quartz ayant les deux faces au contact au contact de 1’eau, a partir de la

relation (84) (§ 1.5.1.4), la masse relative des couches d’eau entrainées vaut :

1 [n.p
M, (0)=—, |*%

Cette expression est compatible avec la formulation de la relation (187). Nous avons alors
7=-1/2, et les relations (188) s’appliquent sous la forme :
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AG, :EMdr’ AL, :lMdr
c, 2 L, 2

Nous constatons que la capacité motionnelle varie toujours en fonction de la masse déposée
sur le quartz. Dans la partie suivante, nous é¢largissons I’étude de la variation de capacité

motionnelle.

2.5 Etude de la capacité motionnelle du quartz

La fréquence série est le parameétre essentiel de la microbalance, et sa variation en fonction
des différentes conditions expérimentales reste le sujet d’étude principal des multiples travaux
réalisés dans ce domaine. La résistance motionnelle est également souvent étudiée, mais la
capacité et I’inductance motionnelle n’ont, & notre connaissance, jamais ¢été analysées. Les
premiers travaux de modélisation de la microbalance ont conclu a I’invariance de la capacité

. 30 . ror . 32.40 . .
motionnelle™, et cette conclusion n’a pas été remise en cause *~". L’invariance de C,, et la

connaissance de la fréquence de résonance déterminent alors la valeur de 1’inductance
motionnelle, L,, , puisqu’il existe la relation :

L,C, 0 =1 (189)
Cependant, comme déja signalé par Hervé Ehahoun ', les expériences montrent clairement
que la capacité motionnelle varie avec la charge déposée sur 1’électrode. Nous allons donc
montrer pourquoi nous estimons que la capacité motionnelle varie en cours d’expérience, et

quels sont les éléments ayant une influence sur cette variation.

2.5.1 Capacité motionnelle calculée a partir du Modéle de Martin

Martin (§ 1.5.2.2) obtient I’'impédance motionnelle du quartz avec dépot sous la forme (96):

7 - J | I+ Acoty (190)

m 2
@Cq 1{26(2tan(l//j+Aj
74 2

ou A est le paramétre représentatif du dépot, relié a I’'impédance ramenée de ce dépdt,
Zr, , par I’équation :

A=—Z5 (191)

JA[Ce6Py

Plutot que d’utiliser une analogie formelle pour obtenir les différents parametres du circuit

Lo . 39 . 4 . ., .
équivalent, nous avons repris 1’approche de Benes™ qui définit la capacité motionnelle comme
proportionnelle au résidu de la fonction admittance au voisinage de la résonance série. La

relation proposée est la suivante :
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2j .
:w—éRes(Y) = Res(Y)=2jL, (192)

S

C

m

Les poles de I’admittance étant du premier ordre, les résidus s’obtiennent par dérivée de la
fonction inverse, c¢’est-a-dire de I’impédance. Par ailleurs, au voisinage du pdle, I’admittance a
le comportement de 1’admittance motionnelle et le résidu de I’admittance et celui de

I’admittance motionnelle sont donc identiques. De (192), Benes déduit alors la relation :

(aZ’"j =2jI,, (193)
0w =0

s

Les deux expressions (192) et (193) sont équivalentes a celle formulée par le comité ANSI-
IEEE, dans sa recommandation sur le calcul de la capacité motionnelle (Std 176-1978)". La

relation (193) s’obtient aussi directement a partir de 1’'impédance motionnelle du modéle

BVD :
Z,=R,+j Lma)—L :(azm] =2jL,
C,w 00 )y

m

La relation (193) n’est exacte que si la partie réelle est nulle, ce qui n’est généralement pas le

. . Y4
cas, car R, dépend de la fréquence. Il faut alors prendre la partie imaginaire de (a—m] pour

@
obtenir L, .

La fréquence paralléle du quartz sans dépot, telle que la longueur d’onde est le double de
I’épaisseur du quartz est notée f;,. Par définition, nous avons :

1 /5
f,=— |55 194
0=, 2, (194)

Sachant que : ¥ = 2l€q h=2hw,/p, [ , il vient : (Qj =f,. (195)
4

Sans approximation, et comme démontré en Annexe 2.7, la dérivée de Z,, s’écrit (A.200) :

A A? +[3Aja’sin2(z///2)+l
9Z, _J 1 [KT tan(y/2) 4sin®(y/2) 9oy 4K | (196)
do  Cy 4K\ @ (sin(l///2)+COS(V//2)%)2 2

L’inductance motionnelle, L, , s’obtient par application de la relation (193). L’inductance

m o

pour le quartz sans dépo6t, notée L, s’obtient d’abord en posant A =0 dans (196) :

2
L= 12 = 1- 4K262 (197)
8CoK o (nr)

Pour un quartz avec dépdt, et en notant : A, =Re(A), I’inductance motionnelle s’écrit :
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2
Ly~ 1+fo(aA’j—£22 (198)
L’inductance L ,, (198) s’exprime donc en fonction de L, (197) :

Lmle(Hfo(%D:Lﬁfo[?—werl

L’inductance additionnelle liée au dépdt, L ,, apparait donc sous la forme :

oA
Lzlefo[ aa;)

Pour le quartz avec ou sans dépdt, nous rappelons la relation (98) donnant la valeur de i a la
fréquence de résonance :

v, =nz(1-4K3 [ (n7)’ = A, [n7) (199)
Pour le quartz sans dépot, a partir de cette relation et de (189) (197), la capacité C; s’écrit :

2 2
¢, = 0y 3K [, 1265,
(nr) (nr)

Pour le quartz avec dépot, a partir de (198)(199), la capacité totale C,, s’écrit :
2 2
C, =C, 8K262 1+12K2§ +2ﬁ—fo(a/\r] ~C+C, 2&_%(3&)
(n7) (nr) niw ow niw ow

Finalement, le dépot est donc a l’origine d’une inductance L, et d’une capacit¢ C,

additionnelles, dont les valeurs sont données par :

L= %), CZ:CI{ZA’—fO(aA’ﬂ (200)

w niw 0w

Ces relations sont identiques a celles obtenues par le modele des modes propres de vibration
(186). En effet, des relations (191) (194) ainsi que (195), il apparait que le parametre M, et le

parametre A sont reliés par :

v, nm

Nous retrouvons donc les relations du modele des modes propres de vibration (186) :
L2:L1Mer’ C2:Cl(2Mdr_Mer)

Les deux modeles donnent donc la méme formulation pour la dépendance de L,, et C,, en

fonction de la masse déposée.
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2.5.2 Influence de la taille limitée des électrodes sur la capacité motionnelle

L’admittance d’un quartz avec des électrodes rectangulaires de largeur limitée a été calculée

par le modele du piégeage d’énergie. L’expression obtenue est :
16K 5 sin” ( nevl)

W2l € —
y =12 1y K24

2h (@3, /@ =1)&301, 1° 7
sin(2&7 /1 sin (2k¢,h . cos” (&4,
avec : L, =1+ ( ’ ) 1- (A . )+2M§ sin® (k,fvh) +L‘/) (201)
2 er 2k}f\/h nv
La capacité motionnelle est alors donnée, a 1’ordre zéro, par :
2 | 2sin®(&91
c ~c, ks (<) (202)

2.2 e2
nrz 5}’IV l}’lVl

La masse déposée influe alors sur la capacité motionnelle par I’intermédiaire de deux
paramétres : M qui intervient de fagon classique dans 1’équation (201), et £, dont la valeur

dépend de I’écart entre les deux fréquences, centrales et extérieures, et par conséquent de la

masse sur I’électrode centrale. Pour estimer cette influence de &

v sur la capacité motionnelle,

nous avons effectué une simulation sous Mathcad de la relation (202), en ne retenant que les
sin(2 ,fvl) cosz( ,fvl)
+

e i
2 ny nv

. Nous avons ensuite fait

termes en &, dans (201), d’ou :/, =1+

varier M, et avons déterminé, pour trois valeurs différentes de la largeur d’électrode, les

variations relatives résultantes de la capacité motionnelle donnée par (202).

Les résultats simulés ont alors indiqué que la capacité motionnelle augmente avec la masse
déposée, comme pour le modele du quartz infini (200). La prise en compte de la taille finie
des ¢lectrodes ne modifie donc pas le sens de variation et ce point est facheux, car il est
constaté expérimentalement que la capacité motionnelle diminue avec la masse. L’origine de
la variation de la capacité motionnelle reste a établir, mais nous pensons que le modele que

nous avons décrit reste correct et qu’il doit étre encore approfondi.

2.6 Adaptation du circuit théorique BVD aux résultats expérimentaux

2.6.1  Circuit équivalent expérimental

La mesure de I’admittance du quartz seul n’est jamais réalisable car il s’ajoute nécessairement
la réponse des éléments extérieurs liés au quartz : support et fils de connexion. Ces éléments

doivent étre pris en compte, dans le circuit électrique équivalent, sous la forme d’une capacité

C,,, et d’une conductance G, additionnelles, en parallele du circuit initial (Figure II-1.a). Les

capacités paralleles C,

. ¢t C, ne pouvant pas étre distinguées expérimentalement, la somme

des deux est désignée parC,. Pour un certain nombre de mesures expérimentales
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d’admittance, I’ajout de ces deux éléments extérieurs n’est pas suffisant pour simuler
correctement la réponse obtenue. Plusieurs autres modéles de circuits ont été testés, et celui
qui donne le meilleur résultat comprend une résistance en série, R,,, insérée a I’extrémité du
quartz. L’ensemble du modele théorique et des éléments additionnels donne le circuit
¢lectrique équivalent permettant de simuler la réponse d’une mesure d’admittance (Figure
II-1.b).

Dans sa thése, Hervé Ehahoun'' a cherché la justification physique de la résistance R, et
pour quelques montages particuliers, il a montré que celle-ci simule correctement le
comportement d’¢électrodes peu conductrices, en chrome ou en oxyde d’étain. Cependant, pour
une électrode d’or, la valeur de R, calculée par ajustement, atteint couramment cinq a dix
Ohm, ce qui est nettement supérieur a la résistance mesurée par un ohmmetre : environ 0,5
Ohm. Cette résistance est donc toujours apparue comme un ¢élément indispensable a la

simulation mais sans avoir pu étre justifiée expérimentalement.

! % Rse‘,(— Résistance d'électrode ?7?

circuit BVD théorique  éléments du montage circuit expérimental

a) b)

Figure II-1 : Circuit électrique équivalent expérimental.

2.6.2  Second circuit équivalent au circuit expérimental

Il existe un autre circuit ayant, de fagon rigoureuse, la méme réponse que celui avec R, . Nous

avons exposeé les calculs détaillés de I’équivalence entre les deux circuits en Annexe 2.6. Ce
second circuit comporte une rotation d’angle « de la partie motionnelle, comme indiqué
Figure II-2.b. La rotation est alors modélisée électriquement par un circuit déphaseur d’angle
o . Mathématiquement, elle s’introduit sous forme du produit de I’admittance motionnelle par

e’% ou de I'impédance motionnelle par e /“. Cette derniére s’écrit alors :
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Z, = [Rm + j[Lma)—Lﬂe‘f“
C,w

Les formules d’équivalence entre les circuits font intervenir un paramétre commun K, :
.
K, =cos” (a/2)

Les ¢léments du circuit avec R, sont notés :(Cpl, R L, GopRse)a et ceux du circuit avec

rotation sont notés :(C > Rys Ly GO). La correspondance entre les éléments des deux

circuits est donnée par les relations suivantes :

Cplch/Ka’ Rse:_ ’ R l:Ka(Rm_Rse)’

-2 C
G, =C,otan(a/2)+G,, L, =K,L, (1+M] avec : r :C—p

C
: Rm p::
|
I L G
Cm1 : m >
L . C
: m =T
:
|
|
:

L <

a) b)

Figure II-2 : Equivalence entre le circuit avec résistance série et celui avec rotation de la

branche motionnelle.

Cette situation, ou plusieurs circuits ont une réponse équivalente, est classique en simulation
d’impédance ou d’admittance, et le choix ne peut étre réalisé que par une analyse des
phénomenes physiques mis en jeu. Nous pensons donc que la résistance en série est délicate a
expliquer alors que la rotation trouve son origine dans le déphasage entre la vibration
mécanique et le potentiel d’excitation. Ce déphasage est li¢ a celui de la vibration de la partie
non métallisée du quartz qui se transmet par couplage au quartz complet. Un exemple précis
sera donné dans 1’étude de la conductivité. Le circuit avec rotation de la branche motionnelle
nous apparait donc comme le plus adapté pour modéliser I’admittance électroacoustique.

La résistance en série ne peut plus €tre mise en évidence par la mesure de I’admittance

¢lectroacoustique, car elle est assimilée a une rotation. La connaissance des parametres
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complets du circuit impose désormais d’effectuer deux séries de mesures, la premicre,
classique, a la fréquence de résonance, et la seconde a une fréquence hors résonance, 25 MHz
par exemple (pour un quartz 6 MHz), pour déterminer la résistance réellement connectée en
série.

Par ailleurs, il est utile de signaler que, si une rotation est appliquée a la partie statique du

circuit, I’angle de rotation s’introduit comme troisieme inconnue, en plus de la capacite C), et

de la conductance G, parall€les, dans un systeme n’ayant que deux équations : la partie réelle

et la partie imaginaire de I’admittance statique. Il n’est donc pas possible d’obtenir la valeur
de cet angle par ajustement de parametres. Il faut estimer, a priori, si le phénomene a la source
de la rotation de la partie motionnelle induit également une rotation de la partie statique. Le

choix reste arbitraire puisqu’il ne peut pas étre validé par les expériences.

3. Modéles numériques en trois dimensions

3.1 Introduction

Dans les modeles unidimensionnels déja présentés, celui des lignes de transmission (§ 1.5.2.3)
est couramment utilisé au laboratoire UPR15 pour simuler la réponse de la microbalance au
cours des expériences de dépdts électrochimiques et les prévisions de ce modele sont
généralement bien corrélées avec les résultats expérimentaux. Ce bon accord est dii au fait que
les dépots électrochimiques ont une é€paisseur quasi-uniforme, gouvernée par la densité de
courant locale sur I’¢lectrode. Dans le cas d’un dépot induit par effet thermique, il n’existe pas
de loi, équivalente a celle de Faraday, reliant le flux thermique a la masse déposée. De plus, le
bord de I’¢lectrode n’est pas une fronti¢re franche entre le dépot et I’absence de dépdt. La
superficie du dépot n’est donc pas parfaitement connue et 1’épaisseur n’est pas constante. Il
nous a donc paru utile d’étudier I’influence des géométries du dépdt et du quartz sur la
réponse de la microbalance. L’étude de dépdts non uniformes sur la microbalance ayant déja

41-43 . o
, nous avons estimé plus enrichissant

fait ’objet de nombreux travaux expérimentaux
d’approfondir une étude par modélisation numérique. Nous avons donc mis en ceuvre deux
modeles en trois dimensions, le premier utilisant la méthode de collocation et le second basé
sur les éléments finis. Nous commengons par décrire le modele basé sur la collocation,

développé originellement par Détaint.

3.2 Modéle semi-analytique de Détaint basé sur les modes propres de vibration

3.2.1 Introduction

L’analyse théorique du quartz en trois dimensions a été¢ un peu €tudiée par les utilisateurs de

microbalances, mais 1’a été beaucoup plus par les concepteurs d’horloges a quartz, qui
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cherchent a réduire tous les effets parasites agissant sur la précision des résonateurs. Il existe
actuellement deux types d’approches : celle issue des travaux de Mindlin, et I’autre de ceux de
Tiersten, les deux fournissant une solution approchée du fonctionnement des transducteurs
piézoélectriques en trois dimensions. La souplesse d’utilisation du modele de Tiersten permet
de I’adapter a des formes et des tailles de transducteurs tres variées. Partant de cette approche,
Détaint a donné, pour les quartz de coupe AT en mode cisaillement d’épaisseur, un modele
numérique dont les résultats concordent avec les mesures expérimentales *>. Bien que congu
pour des quartz de métrologie, ce modele est tout a fait adapté pour évaluer la réponse de la
microbalance, et il permet de tenir compte de la taille limitée des électrodes, de la forme des
quartz et de la position sur le quartz des pattes de connexion. Par ailleurs, il autorise 1’écriture
des équations en notation complexe ce qui permet d’intégrer les effets d’amortissement et de
déphasage. Nous avons donc repris la modélisation proposée par Détaint pour I’appliquer dans

plusieurs configurations particulieres du quartz.

3.2.2  Rappel de la modélisation proposée par Détaint 3

3.2.2.1 Formulation théorique

Les premiers travaux a la base de ce modele ont été publiés par Tiersten qui a trouvé, en les
justifiant, les approximations permettant de ramener le probléme complet en u,;, u, et u; a

\ 33,4445 p: . . : a
un probleme en u,; seulement *""". Ainsi, au voisinage d’une fréquence propre de vibration

de cisaillement d’épaisseur, les contributions de certains coefficients piézoélectriques de
méme que plusieurs équations secondaires sont considérées comme négligeables. La

démarche retenue ensuite est celle déja décrite dans le modele du quartz infini. Le changement
de variable indiqué en (118) est également appliqué dans ce modeéle, et le déplacement u, est

écrit comme somme de la vibration propre #, et d’une partie dépendant du potentiel

d’excitation V:
jot
n_~n €xle

u =u —sz , ou n est le numéro de I’harmonique étudié
c
66

L’amplitude de la vibration propre, fonction des trois coordonnées, est écrite sous la forme :
p propre, )
jot

uy’ (xl,xz,x3,t)=ﬁ1” (xl,x3)sin(%x2)e

A partir des approximations précédemment mentionnées, Tiersten a démontré que ;' obéit a

une relation de dispersion particuliére dont I’expression scalaire s’écrit (eq. 99 ref Y.
~ - e . 12 dey Vel
Mn @iy, + essitfsy ——— il + pa’i] = par’ (-1)" "2 26— x, (203)
’ ’ 4h* S

ol Mn est un coefficient peu différent dec,,, et ¢y, est défini par :

. _ K L
Ce6 = Co6 = Co6 (l —8—7[26 -2M d] pour la partie métallisée,
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* — .
Co6 = Ceg » pour la partie externe.

Pour la partie métallisée, a partir de la relation (168), nous avons préféré utiliser 1’expression

suivante plus précise :
- 2
S 2 /.2 2
C66 = Co6 _1_4K26/” =M, (1-M, )]
Le formalisme utilisé permet d’écrire simplement la pulsation propre @, de chaque zone :

. \1/2
o, _ 7 Cee (204)
20| p

Classiquement, la résolution de I’équation (203) commence par la recherche des solutions de
I’équation sans second membre, qui s’écrit donc :

22+
n 7 Ceg —n

Mn iy, + Css iif'53 — TN P’ =0 (205)

Cette équation ne forme pas un systeme complet et doit étre accompagnée de conditions aux
limites particulieéres dépendant de la géométrie du systeme. Dans les configurations elliptiques
et rectangulaires, la solution de 1’équation (205) s’obtient sous une forme analytique, mais ce
n’est pas le cas pour les quartz a €lectrodes circulaires que nous étudions. Une approche semi-
analytique est indispensable, et la méthode de collocation apparait particulierement bien
adaptée a ce genre de résolution.

La méthode de collocation est moins connue que celle par €éléments finis ou par différences
finies mais elle est plus précise que ces deux dernieres. Les trois méthodes sont apparentées
par le fait que la géométrie du systéme est parcellisée en zones distinctes et le probleme est
ensuite résolu indépendamment sur chacune des zones. Sur chaque frontiére entre les zones, la
continuit¢ du déplacement et des contraintes permet de reconstituer la solution globale. La
particularit¢ de la collocation est que les zones géométriques sont calquées sur les objets
constituant le systeme. Pour le quartz, il y a alors deux zones de calcul : la partie centrale avec
¢lectrodes et la partie externe sans électrodes. La recherche des solutions est la partie la plus
délicate, car, a I’oppos¢ des méthodes utilisant un maillage, ces solutions ne sont pas linéaires
par morceaux mais solutions particuliéres du probléme de départ, 1’équation (205) dans notre
cas. Le recollement des solutions se fait ensuite par une méthode numérique, qui met en
ceuvre le calcul matriciel. L’application de cette méthode au calcul des modes propres de

vibration du quartz constitue I’objet de la partie suivante.

3.2.2.2 Solutions particulieres du déplacement pour les différentes zones du quartz

Le seul déplacement étant selon ’axe x;, nous le noterons #" au lieu de ;' .
De I’équation (204), les fréquences propres de vibration de la partie métallisée, f,,, et de la

artie non métallisée, f.., s’écrivent :
Cl

n o |Ces _n [ce
66 fo=— |5

fce:ﬂ P 4h\ p
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L’étude est limitée au cas ou la fréquence de résonance globale du quartz est comprise entre
f.. €t f.;. En définissant les parametres f66, k2 et kz par :

4h\ p 4h f66 4h f66
puis en divisant I’équation (205) par ¢, celle-ci devient :
pour la partie métallisée : Mn — il +C£ 1% + k2 =0 (207)
€66 €66
. , -, Ml’l ,.,n 655 ~n "2 ~n
et pour la partie non métallisée : Uy +—=>us;—kiu =0 (208)
Ce6 Ce6

k; et k, utilisés dans ce modele sont voisins de &,

et &, utilisés dans le modéle de Shockley.

Dans le cas ou I’on cherche une fréquence de résonance supérieure a f,, ou inférieure a f,, il

faut écrire les équations (207) et (208) sous une autre formulation, mais les systémes obtenus
ne donnent pas de solution. Expérimentalement, cette hypothése n’est jamais vérifice.
Détaint applique alors un changement de variables classique :

4 4
Xi =+Jcee/Mn x, X3 =+/Ce6/Cs5 X3

qui permet de transformer (207) et (208) en un systéme d’équations de Helmholtz isotropes du
type :

A" £ k%" =0
Les géométries caractéristiques du systeme étant voisines de cylindres, les équations sont
reformulées en coordonnées cylindriques, a partir des changements de variables :

x| =rcosé, x; =rsiné (209)
et en adoptant le principe de séparation des variables, les solutions sont recherchées sous la
forme :

" =R(r)T(6)

L’équation (207) est alors remplacée par le systéme suivant :

2dR dR 272 2
—+r—+R|rFkI—-v7)=0 210
ERie (k2 -v?) (210)
d*r
Z wvir=0 211
s (211)

ou Vv est la constante de séparation.

La solution de (211) apparait immédiatement sous la forme :
T(8)=C"cos(v8)+D"sin(v )

En remplagant 6 par (6+27), les coordonnées définies par (209) sont inchangées. T'(6) et

T(0+2x) doivent étre égaux et 27 est donc période de 7'(6). 27zv doit alors étre période de

sin(v 8) et cos(v ), et v est donc un entier, que I’on désignera par m.

La solution de (210) est alors une fonction de Bessel. Comme elle est bornée en » =0, elle ne
contient pas de contribution de fonction de deuxi¢me espéce Y,,. La solution générale de
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(210) s’écrit donc sous la forme d’une combinaison linéaire de fonctions de Bessel de

premiere espece, d’ordre entier m :
R(r)= L) (rk,) (212)
A cette étape, nous rappelons que z est le numéro d’harmonique étudié et que m est un indice

sur I’ensemble des solutions analytiques de (210) et qu’il n’a donc pas de signification

physique particuliére.
La solution générale de (207) s’écrit alors :
@l =Y I (r k)| ¢ cos(m)+.," sin (mo) | (213)
m=0

Pour la partie non métallisée, la méme démarche s’applique a I’équation (208). La fonction
intermédiaire, analogue a celle utilisée dans (212), est alors une fonction de Bessel modifiée.
Détaint admet que la solution s’annule pour » — oo, ce qui ¢limine les fonctions de premiére
espéce I, mais autorise les fonctions de deuxiéme espece K, . La solution générale de (208)

est alors donnée par :

i = i K,y (1 k)| &1 cos(m8) +.," sin (mo) | (214)
m=0

En fait, la vraie condition aux limites est I’annulation de la contrainte sur le pourtour du
quartz. Nous avons donc un peu modifié¢ le modele original de Détaint, en tenant compte de
cette condition, ce qui autorise alors la fonction de Bessel modifiée de premicre espece
comme solution de I’équation (208). La fonction donnant I’amplitude de la partie non

métallisée s’écrit donc plus précisément :

=3 | Koo (1) #5501 (1 &) |57 cos(mb) +.7, sin(me) | (215)
m=0

3.2.2.3 Deétermination de la fréquence propre de vibration globale

La continuité du déplacement et des contraintes en tout point de la frontiére entre les deux

zones permet de déterminer tous les coefficients ¢, <7,", &', .#,". Ces valeurs sont en

nombre infini, mais la méthode de collocation permet d’obtenir une solution approchée.

Les deux séries infinies, (213) et (214), sont d’abord tronquées a N termes, ce qui réduit le
nombre d’inconnues a 4N. La condition de continuité entre , et i, pour le déplacement
d’une part, et la contrainte normale a la frontiére d’autre part, n’est plus imposée qu’en M
points de la fronticre, ces points étant dits de collocation. Le nombre d’équations est alors 2M.
M peut étre choisi supérieur a 2N et la solution recherchée est celle qui minimise 1’erreur
obtenue, ou M peut étre égal a 2N, et il existe une solution, au plus, d’un systéme linéaire a 4N
équations et 4N inconnues. Les deux méthodes donnant, au premier ordre, la méme précision
de résultat, nous avons retenu la seconde, plus simple a mettre en ceuvre.

Le choix de prendre la seule composante normale de la contrainte pour la condition de

continuité n’est pas une évidence. Cette condition devrait s’appliquer aux deux composantes
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suivant x; et x;, mais il a été constaté par ’auteur, que cette approche, pourtant plus

rigoureuse, n’apporte qu’une information redondante, sans gain de précision.

Par ailleurs, dans le cas particulier du quartz avec ¢électrodes circulaires, la géométrie étant
symétrique en x; les coefficients .7, de (213) et ., de (214) sont nuls, puis par symétrie
en x;, I’entier m est pair. M est alors choisi égal a N, et le systétme comporte 2N équations et
2N inconnues, le principe de la méthode étant inchanggé.

Par I'utilisation de la solution (215) donnant le déplacement de la zone métallisée, il s’ajoute

N équations, imposant la contrainte nulle sur le bord du quartz, et N inconnues .<". Le

systeme devient alors a 3N inconnues, sans modification de la méthode de calcul.

En principe, la précision du calcul dépend du choix des points de collocation quand une des
grandeurs est soumise localement a un fort gradient. Ce n’est pas le cas dans le probléme du
quartz vibrant, et les points sont simplement choisis équidistants sur les fronti¢res entre les
domaines. La précision est également croissante avec la valeur de N car les solutions forment
une suite convergente vers la solution réelle. Cette suite étant alternée, il est possible
d’estimer I’erreur commise (voir Figure 1I-3).

Le systeme matriciel a un second membre nul et il n’admet de solution non triviale que si le
déterminant de la matrice est nul. Cette condition est remplie pour certaines fréquences
particuliéres qui sont les fréquences de résonance du quartz. Par itérations successives, les

, , . n , , e . . . . \ _14
zéros du déterminant peuvent étre calculés avec une précision arbitraire (jusqu’a 10™").

3.2.2.4 Calcul de 'amplitude de vibration et de I'admittance du quartz

Les fréquences propres permettant d’annuler le déterminant sont notées f,, , et sont analogues

aux solutions de 1’équation (166) du probleme du piégeage d’énergie. v est donc I’indice sur
les anharmoniques du mode fondamental 7.

Le probléme général consiste a obtenir les modes de vibration du quartz soumis a un potentiel
d’excitation (203). En appliquant I’orthogonalité des modes propres de vibration, la solution

générale i est recherchée comme combinaison linéaire de ces solutions propres :

i= z Z B

n v

Par la méme démarche que dans I’étude unidimensionnelle de Tiersten, I’équation (203) est
multipliée par une des solutions en modes propres, puis intégrée sur le volume du quartz. Les
produits croisés s’éliminant, il se déduit ’amplitude H"™ correspondant a la solution propre
i" . Le résultat s’écrit :

H" = (_1)(”—1)/2 f2h2626 4y e J’J’ ivds

(fz_fnvz)”zﬂ'z%é N™ S

ou S, est la surface métalisée et N est défini par :

2
N" =2h _US (ﬁ”v) dS , S;étant la surface totale du quartz
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L’admittance Y s’obtient aussi par la méme démarche que celle décrite dans I’étude générale

de la partie 1.6.4. Le résultat s’écrit :
2
F24K2 €, h( Il ﬁ’”’dS)

— 2 (fz_fnvz)nzﬂ_anv

3.2.3  Résultats obtenus.

3.2.3.1 Calcul des fréquences de résonance

Comme indiqué dans la présentation, la précision du calcul de la fréquence dépend de 1’ordre
de troncature de la somme infinie. Les deux courbes ci-dessous indiquent les valeurs
calculées, en linéaire a gauche, et en logarithme de la valeur absolue a droite. La fréquence de
référence permettant de fixer le zéro des ordonnées est estimée manuellement. L’ordre 20 est
apparu comme la valeur maximale compatible avec la précision de la machine, un ordinateur

de type PC calculant en mots double précision de 64 bits.

20 T T T T T T T T T T 1000 T T T T T T T T T T

100 4 4

T
©
N S 104 ]
T " ]
3 10 g 1
% E 4 ~ 4
2 ©
8 -204 8 o1d \ ]
© E .
£ -30 S 0,014 \D 1
e 8
-40 S 1E-3 4 \D\D\D E
©
-50 T T T T T T T T T T > 1E-4 T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
Ordre de calcul Ordre de calcul

Figure 1I-3 : Collocation - précision dans [’estimation de la fréquence en fonction de [’ordre

du calcul.

3.2.3.2 Profil du déplacement

Pour valider un modgle, il est nécessaire de confronter ses résultats avec ceux obtenus a partir
d’expériences ou d’autres modeles. Plusieurs travaux ont déja été publiés sur la détermination
de I’amplitude de 1’onde a la surface du quartz, en électrodes circulaires®™ ou rectangulaires46,
et les auteurs s’accordent sur la forme du profil de la courbe, obtenue a la fois par la théorie et
par I’expérience. Nous avons donc calculé I’amplitude des trois premiers modes de vibrations,
un harmonique et deux anharmoniques, au voisinage de la résonance fondamentale, et nous

avons trouvé des résultats conformes a ceux de la littérature (Figure 11-4).
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Figure 1I-4 : Collocation - profils de I’amplitude de [’'onde pour les trois premiers modes de

résonance.
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3.2.3.3 Sensibilité différentielle en épaisseur

Les simulations réalisées concernent un quartz 6 MHz et le coefficient de sensibilité est

exprimé dans ’unité: 10° Hz.cng'l. Le coefficient de Sauerbrey pour un quartz infini,
calculé a partir de la relation (73), vaut alors : Cq =81,72

Nous rappelons la définition du coefficient différentiel Cj‘f (171), mentionnée dans la partie

Jf
15.1.2: cl=-
S am(e)

Nous avons noté la masse déja déposée par m(e), pour indiquer qu’elle est une fonction de
I’épaisseur.

Nous avons simulé la valeur du coefficient ij, en faisant varier 1’épaisseur déja déposée,
ainsi que le diameétre des électrodes et le résultat des simulations est tracé Figure 1I-5. La
dissymétrie des é€lectrodes ayant peu d’influence (2.3.2), nous avons simulé en fait le dépot
comme un épaississement simultané des deux électrodes. La droite en continu du graphique

correspond a la valeur théorique du modéle de Behrndt et Love (75)(171):

— 90
2 1
€ - 80
S o ]
2% 70
°T 9 1
;.i_') E 60 | AAA v"gﬂ o i
3D 5044 e 09.0mm | J
wn T 4 2 v & . E
qc) = 404 * J ++++ ¢6O mm | ]
0w 3 {17 7 & ¢50mm | {
o @ 304 o4 i
S N v 04.0mm []
& & 209 ¥ © $3.0mm |-
S c 4ol ——— théorique | ]
° @ s |
S 0

. . . . —
0 300 600 900 1200 1500 1800
Epaisseur cumulée des deux électrodes d'or / nm

Figure II-5 : Collocation - coefficient de sensibilité en fonction de [’épaisseur et du diametre

de [’électrode.

Nous constatons donc que, pour tous les diametres, le coefficient Cj‘f tend vers la droite

théorique quand la masse déposée (€épaisseur des électrodes) augmente.
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Pour les tres faibles diamétres et dépots le coefficient de sensibilité diminue sensiblement. Ce
résultat a déja été signalé par Efimov *’, en expérience de corrosion.

A titre de comparaison, pour des ¢électrodes ayant 300 nm d’épaisseur et 5,0 mm de diametre,
le coefficient calculé vaut 72,0, la valeur théorique suivant Behrndt et Love étant de 79,5. En

1 , . ) e
a mesuré¢ 77,5, et des mesures identiques réalisés

expérience de dép6t de cuivre, Ehahoun'
antérieurement au laboratoire UPR15, sur les quartz d’un fournisseur différent, avaient abouti
a 75,2. Nos simulations donnent une valeur un peu faible, mais le sommet de la courbe se
situe a 73,5 pour 1’épaisseur d’électrode de 450 nm. Par ailleurs, nous avons retenu une
¢épaisseur de quartz de 277,5 um alors qu’elle est sans doute inférieure a 275 um. De plus, les
travaux expérimentaux aboutissent a un coefficient constant sans signaler la diminution due a
la charge. Pour aboutir des conclusions plus précises, il serait utile d’affiner les expériences de
dépot ainsi que la connaissance des caractéristiques du quartz.

L’intérét des simulations réalisées concerne plutdt les quartz de microbalance ayant des
¢lectrodes d’or transparentes de 30 nm d’épaisseur, utilisées dans des montages optiques. Si
les simulations sont justes, la masse des premiers dépots dans ce type de montage doit alors
étre calculée avec un coefficient de sensibilité de 49, soit une différence de 50% avec le

coefficient théorique.

3.2.3.4 Sensibilité radiale différentielle et vitesse a la surface du quartz

Depuis que la microbalance est utilisée en milieu liquide, plusieurs études ont été réalisées

. ey eqel s . 1414347 .. , .
concernant le coefficient de sensibilité radial * """, Celui-ci est défini par :

o

Chp= , ou m(r) estla masse fonction du rayon du dépot

" om(r)

En effet, au contraire des dépots sous vide, il est fréquent que la masse déposée sur 1’¢lectrode

dans une expérience d’électrochimie ne soit pas uniformément répartie. Il est donc important
de connaitre la réponse en fréquence du quartz suivant la position du dépdt sur 1’électrode.

Il a été remarqué expérimentalement que cette sensibilit¢ avait un profil voisin d’une
gaussienne, ou d’une fonction de Bessel. Cumpson et Seah * ont recherché une explication
théorique et ont démontré que la sensibilité de la microbalance en un point de la surface était
proportionnelle a la vitesse du déplacement de I’onde acoustique en ce point. La
démonstration ne nous semblant pas totalement rigoureuse, nous avons cherché a vérifier si la
simulation par collocation confirmait la corrélation entre la vitesse et la sensibilité. Les deux

courbes sont données Figure I1-6, et la corrélation est effectivement meilleure que 1.107,
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Figure 1I-6 : Collocation - déplacement de I’onde en surface et coefficient de sensibilité

radiale (demi-diamétre selon [’axe Ox). Diamétre électrode : 5mm .

3.2.3.5 Masse limite pour les anharmoniques

Pour les faibles dépots sur le quartz, les anharmoniques ne sont pas des modes de vibration
autorisés. Quand la masse du dépot devient supérieure a une certaine masse limite, le premier
anharmonique devient un mode de vibration autorisé. Nous avons recherché la valeur de cette

masse limite.
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Figure II-7 : Collocation - épaisseur limite de dépot d’or permettant [’apparition du premier

anharmonique de vibration
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Nous avons tracé, en fonction du diametre des é€lectrodes, 1’épaisseur d’un dépdt d’or
correspondant a la masse limite n’autorisant que le mode harmonique. On constate que, pour
un diametre supérieur a 11,8 mm, le premier anharmonique est toujours un mode autorisé.
Pour une ¢électrode de 5 mm de diamétre, la charge limite est de 790 nm d’or ce qui, pour un
quartz ayant des €lectrodes de 300 nm d’épaisseur, autorise un dépdt d’une masse équivalente
a 190 nm d’or. Bien que cette valeur soit souvent dépassée dans les dépots €lectrochimiques,
la mise en jeu des modes anharmoniques n’apparait pas expérimentalement car 1’énergie
contenue dans ces modes est trop faible. Les oscillateurs de microbalance s’accordent donc
toujours sur la fréquence du mode fondamental. En revanche, en mesure d’admittance électro-
acoustique, les pics de résonance des anharmoniques sont visualisables, et leur amplitude est
croissante avec la masse déposée. Ce phénomene, qui semble un artefact de mesure provoqué
par des ¢éléments extérieurs au quartz, est bien une conséquence de la limitation de la taille des

¢lectrodes déposées sur le quartz.

3.3 Modélisation du quartz par la méthode des éléments finis

3.3.1 Introduction

La méthode des ¢léments finis permet d’effecteur des simulations numériques dans des
configurations géométriques quelconques. Sa précision est moindre que celle des méthodes
semi-analytiques mais elle offre plus de souplesse d’utilisation. Elle nous a paru intéressante a
mettre en ceuvre non pas tant pour la valeur absolue des résultats calculés que pour 1’aptitude
a différencier les effets des différents paramétres. En particulier, la taille limitée des quartz
reste toujours une explication potentielle pour justifier I’écart entre un résultat expérimental et
une prévision théorique mais il est fréquent que cette explication masque en fait d’autres
phénomenes. Nous avons donc mis au point un programme de simulation en améliorant un
code partiellement adapté et nous I’avons validé, dans les géométries simples, par
comparaison avec les résultats théoriques. Nous 1’avons ensuite mis en application pour
I’étude de configurations simulant des expériences effectivement réalisées.

Dans une premicére partie, nous rappellons les généralités concernant les éléments finis et leur
application a la piézoélectricité, ainsi que I’origine du programme informatique utilisé. Nous
montrerons ensuite les développements que nous avons réalisés ainsi que les résultats des

simulations effectuées.

3.3.2  Présentation générale des éléments finis adaptés a la piézoélectricité

Les développements analytiques mentionnés dans cette partie sont repris du cours de
P.Challande *° et de la documentation Modulef *°.
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3.3.2.1 Rappel des equations fondamentales

Notre objectif étant de comparer les résultats obtenus par les éléments finis avec ceux des
modeles théoriques, nous devons conserver les hypothéses classiquement utilisées dans
I’étude du quartz piézoélectrique : champ électrique dérivant d’un potentiel, charge nulle a

I’intérieur du quartz, dépendance linéaire entre les différents tenseurs.
En désignant le tenseur des contraintes par 7, le déplacement ¢électrique par D; et les

déplacement mécaniques par u; , les deux équations fondamentales s’expriment par :

D;;=0, T, :pazzi
’ ’ ot
Ces deux équations, se développant sous forme tensorielle, s’écrivent alors :
Ty = eyT'k @+ CﬁclmSlm,k (216)
D;; = ey Su, _8I§c¢,ki (217)

Le systeme complet est défini par 1’ajout de conditions aux limites qui s’expriment sous la

forme générale suivante :

u; =1u,, sur la frontiereI',,;, (218)
T;jn;=0,  surlafrontiére rfi , (219)
Din; =0, en dehors des électrodes, (220)
o=V, sur les électrodes, (221)

Il n’existe aucune frontiére sur laquelle le déplacement soit imposé, et la relation (218) n’est

en fait jamais utilisée. Les autres frontieres dépendent de chaque configuration particuliére.

3.3.2.2 Mise en forme du probleme théorique dans le cadre des éléments finis

La formulation dite variationnelle, ou intégrale, du probléme (216)(217) s'obtient en faisant
d’abord le produit de I’équation (216) avec une fonction test v; et celui de (217) avec une

autre fonction test W, puis 1’intégration sur le volume total des produits obtenus. Les relations

sont alors :
ou, 00— [T, .v,9Q =0 222
jpatz Vi ‘j ij,j Vi 082 = (222)
Q Q
[ D, waQ=0 (223)
Q

La méthode de résolution par éléments finis nécessite la définition d’un maillage géométrique.
L’espace € est donc découpé en éléments géométriques de forme simple, notés 7, qui sont par

exemple des triangles si le probléme est en deux dimensions ou des pentaédres s’il est en trois
dimensions. L’ensemble des éléments 7T est noté 5 . La réunion de tous les éléments est

I’espace Q lui-méme, ce qui interdit les chevauchements entre éléments.
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Sur chaque élément 7, il faut ensuite choisir n; points particuliers, qui seront ensuite désignés
comme les noceuds du maillage. Le point le plus délicat est de trouver ensuite une famille de
ny fonctions, dites fonctions d’interpolation, telle que chaque fonction vaut 1 en un point et 0

aux n, —1 autres points. La solution la plus simple est de choisir les points sur les sommets et

le barycentre de I’élément, car la détermination de la famille de fonctions se fait alors de fagon
directe. On définit ainsi autant de familles de fonctions d’interpolation que de nombre
d’inconnues du probleme, appelé aussi nombre de degrés de liberté par nceud. Pour la
piézoélectricité, ce nombre est quatre, car il y a trois inconnues de déplacement et une
inconnue de potentiel. L’ensemble, composé des points et des familles de fonctions
d’interpolation d’un élément 7, est désigné sous le terme générique d’élément fini. Les
combinaisons linéaires des fonctions d’interpolation de 1’élément 7 forment I’ensemble des

solutions admissibles sur cet élément et la réunion des solutions admissibles de tous les
éléments 7 forme D’ensemble V), dont les éléments, définis sur €, sont notés

uy, = (uyy iy, 3,9, ). Cette formulation théorique signifie concrétement que, pour chaque

¢lément du maillage, la solution réelle est approchée par un polynoéme.

L’ensemble V), est alors celui sur lequel est recherchée la solution du probléme initial. En

soustrayant 1’équation (223) de I’équation (222), puis en appliquant le théoréme de Green-

Ostrogradski, et en tenant compte des relations (219) (220) (221), le systéme initial s’écrit :
a(uy,vy)=b(vy)

avec: b(v,)=[ v, dQ+ j £y, dr+ j q¢,dT (224)
Q
a(u,v,) = p i a”’“ Zhao+]| s, Sy (1) dQ—
ho Vi o5 o ykl K \Up (225)

J‘Q[ i (un) €W + B €S (Vi) dQ} J‘ Gp; €5 Vi AQ

a(u,,v,) et b(v,) se présentent respectivement comme une forme bilinéaire et une forme
linéaire sur I’ensemble V), ce qui permet d’appliquer les résultats généraux de la théorie des

¢éléments finis. En partant des formulations proposées pour a(u,,v,) en (224) et b(v,) en

(225), la théorie permet de démontrer que le probléme admet une solution et une seule. Cette
solution est donc I’¢lément u;, de V), tel que :

Vv, :(Vhl’vh2avh3>l//h)e Vis a(”h’vh):b(vh) (226)

Dans les cas usuels b(v) = 0, car les contraintes mécaniques et la charge électrique sont nulles

sur les frontiéres.
3.3.2.3 Formulation matricielle du probleme piézoélectrique

La démarche suivante consiste a mettre en ceuvre la formulation numérique de 1I’équation
(226), et celle-ci s’effectue d’abord sur un élément de référence du maillage 7., de forme
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normalisée. Tel qu’écrit dans (224), le systeme fait apparaitre 9 variables indépendantes, 6 de
déplacement mécanique, notées S, et 3 de champ électrique, notées E . Il apparait également
deux opérateurs différentiels [.@u], [.@d Tous ces ¢éléments, ainsi que le déplacement i,

peuvent étre notés sous la forme matricielle suivante :

0
=20 0
o ox]
S, Si o 9 o L
y 2 22 E 5 o
- S; S33 = : 00 5 p)
i=|u, |, S=| " |= ,E=|E,|, 2= S, ==
’ Sal |28y ’ [.] o 2 2 (%] o
Us E3 0x3  0xp 9
Ss 28,5 5 5 o
2 0 Z L 93
| Se | 12812 ] 0x) x|
0 0
2 2 9
| Ox3  dx| )

Les relations entre S et i, d’une part, et E et ¢, d’autre part, s’expriment simplement :
S=(2,]u E=-19,]¢ (227)

La restriction de la forme bilinéaire a(u,,v,) & Dlélément 7., notée ay, (u,,v,),

s’écrit comme somme de deux éléments ar,. et ar :

az, (uy,,v;) = af, + a% (228)
avec : a]{<r = jT [Sij (Vh)cszl S (uy) +S8 (”h)ey‘k‘//h,i + @i €Su (Vi) — 5;-‘//}1,:']0'9
et a = [ p2 i 4

r=In™ o o
K

ar, estun terme dit de « rigidité » qui s’écrit sous la forme suivante :

K _[(Ta = (%‘k!) —(el,-k)
Wbl ) ) (@)

S,

~dQ
) L Ee
2, OT () ()
0 <% (e) —(&)

(% e

Le terme entre accolades se calcule de fagon indépendante et fournit une matrice carrée,

etde (227): ap, =1 [ [V y/][

[KT‘] . Celle-ci est composée de trois sous-matrices : [KT‘,W] , ne dépendant que des
constantes élastiques, [KT ,¢¢] , ne dépendant que des permittivités, et [KT ,u¢] , contenant les
termes de couplage piezoélectrique. De par la présence des coefficients e , la matrice [KT‘]

est symétrique. On obtient donc:
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u KT, uu KT,_ ug || U
t
| | K1up Krgyl|l o

ay!, défini dans (228), s’écrit en régime harmonique : =—a)2a%,. Il est qualifi¢ de

«terme de masse », car il ne fait intervenir que la masse volumique du matériau, sans

contribution de la partie électrique. Il s’écrit sous la forme matricielle suivante :

ayl =-a* | My, |[i].
Le passage d’un élément de référence a un élément du maillage réel s’effectue par une
transformation géométrique, dont le jacobien permet le calcul de I’intégrale sur 1’élément réel

a partir de celui sur I’¢élément de référence. Le calcul précédent reste formellement identique
en incorporant le jacobien dans les deux opérateurs différentiels[F, ] et [@d modifiés. A

partir du résultat sur un élément, le cumul a tous les éléments du maillage donne deux
matrices finales, [M] et [K]. Le méme calcul pour la forme linéaire 5(v,) aboutit & un

10}

vecteur constant, , dit second membre du systéme. La forme matricielle compléte du
—{4}
probléme (226) est finalement :
{u}| | 10}
~@” [M{u}+[K] = (229)

{o}| |4}

L’équation matricielle (229) est donc celle qui est résolue numériquement par le code
d’élément fini. Il est & noter que I'implémentation de cette équation fait 1’objet d’une
optimisation poussée afin de réduire le nombre de zéros inutiles des matrices, et ainsi
regrouper les valeurs non nulles dans une bande autour de la diagonale. Cette optimisation est
réalisée lors de la numérotation des points du maillage. La taille du probléme, ¢’est-a-dire les
besoins en temps calcul et en espace mémoire, devient alors approximativement une fonction
linéaire du nombre d’inconnues, alors qu’elle est initialement une fonction quadratique.

11 est possible de faire disparaitre du systéme (229) le potentiel des points situés en dehors des

¢lectrodes. Cette méthode est dite de condensation des degrés de liberté du potentiel, et en
notant {q),-mp} le potentiel imposé, et {g,} la charge sur les électrodes, le systéme devient :

Rl (5] 0] [©
[EW,T ~[Ko ]| {0mp}] [-{a}

Le nombre d’inconnues diminue car les nceuds ont, en majorité, 3 degrés de liberté au lieu de

(230)

4 précédemment. Cependant, cette approche a 1I’inconvénient de supprimer la structure bande-
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diagonale des matrices du systéme (229). La résolution du systéme (230) est donc beaucoup

plus coliteuse en ressources mémoire et en temps calcul que celle du systeme précédent (229)

3.3.2.4 Etude de la vibration du quartz par le systéme matriciel

Le systeme (229) permet d’accéder simplement a 1’admittance du quartz, et le systéme (230)
permet le calcul des fréquences série et parallele, ainsi que du coefficient de couplage

¢lectromécanique.

¢ [ ’admittance du quartz, Y, s’obtient par la relation :

y = /%9 (231)
¢imp
Dans cette approche, la pulsation @ est imposée par "utilisateur et le potentiel ¢,,, est fixe a

1 volt. Les inconnues {u} et {¢} sont résolues a partir de (229), puis le déplacement électrique

est calculé a partir de (217) et intégré sur une des deux électrodes pour donner la charge ¢, .

Ce calcul s’effectue avec les matrices a structure bande-diagonale.

* En imposant ¢, =0dans (230), c’est-a-dire en mettant le quartz en court-circuit, les

déplacements restent les seules inconnues du probléme et I’écriture matricielle devient la

suivante :
([Ku]- @ [M,,]){u} ={0} (232)

@ apparait alors comme la solution d’un probléme aux valeurs propres, et les {u} sont les

vecteurs propres associés. Cette méthode fournit les fréquences séries du quartz et les
déplacements correspondants. Ce calcul, comme les deux suivants, se fait a partir de matrices

pleines, sans optimisation bande-diagonale.

® En posant {¢q,}=0 dans (230), le probléme devient celui de I’étude du quartz en circuit
ouvert. Le potentiel aux bornes, inconnu, peut s’exprimer en fonction du déplacement :
{0} =[Reo] [Ruo ) {1}
En posant : [AK,, |= [Ew][l?w Tl [I?W,} g , le systéme s’écrit finalement :
((Ku ] +[AK,,)- @[3, ]){u} ={0}
Comme pour (232), le probléme consiste a obtenir les valeurs propres et les vecteurs propres

d’un systeme matriciel. Les solutions en @ sont alors les fréquences d’antirésonance et les

vecteurs propres sont les déplacements associés.
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¢ Le coefficient de couplage électromécanique, K 2 est défini par le rapport entre le carré de

I’énergie ¢électromécanique et le produit des énergies mécanique et électrique :
2
K?=_ L

em

Eél

méc

Les différentes énergies s’obtiennent a partir de (230) par :

Eem = %{u}t [Klt¢:|¢imp > Eél = %Qmp I:K¢¢}¢imp > Eméc = %{u}t I:IZW }{M}

ce qui donne ’expression matricielle permettant le calcul de K :
K2 — {u}t [AKuu ]{M} )
{u} [ Ko J{u}

3.3.2.5 Code d’éléments finis Modulef

Les simulations ont été effectuées a 1’aide d’un programme issu du code d’¢léments finis
Modulef, qui est le résultat d’un travail collectif, initi¢ dans les années 1975 par un groupe
d’universitaires désireux de développer de nouveaux outils de calcul numérique. Ce groupe
s’est constitué en un club ouvert, dont le principe de fonctionnement était 1’échange
réciproque des travaux entre les membres. Dissous en 1995, le club a finalement laissé une
bibliotheque de programmes importante, comptant 400 000 lignes de codes en Fortran,
actuellement en libre accés sur le réseau Internet, suivant le modele des logiciels libres. Par
rapport aux logiciels commerciaux, Modulef permet une approche de «bas niveau »,
autorisant le choix précis des algorithmes de calcul et la modification du code source.
Cependant, ses interfaces utilisateurs sont en général peu conviviales, fonctionnant pour la

plupart en mode ligne.

Le code a été développé, dés ’origine, suivant le principe de séparation des modules en
¢léments indépendants, d’ou le nom du club : Modulef. Il existe ainsi quatre catégories de
modules : le maillage, la création de matrices, la résolution numérique et le traitement des
résultats. Le lien entre les modules est effectu¢ par des fichiers au format normalisé. L’ajout
d’un nouveau type de probléme est ainsi ais¢, car il n’impose que le développement du

module de création de la matrice élémentaire.

Congue initialement pour résoudre les systemes d’équations linéaires en régime stationnaire,
la bibliothéque s’est ensuite enrichie de modules de résolution de problémes non-linéaires et
transitoires, qui permettent de résoudre les problémes de résistance des matériaux et de
thermique, ainsi que certains problémes d’hydrodynamique. La piézoélectricité a été intégrée
dans la bibliothéque, mais de fagon incompléte, ce qui nous a amené a développer plusieurs

nouveaux modules, indispensables pour une bonne utilisation du code déja existant.
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3.3.3  Mise en ceuvre de la modélisation du quartz par éléments finis

3.3.3.1 Développements informatiques réalisés

(a)  Adaptations du code Modulef pour le calcul en complexe

L’objectif du travail a été de simuler, par les éléments finis, le comportement de la
microbalance, et donc de calculer les fréquences de vibration du quartz suivant les différentes
configurations : dépdt sur I’¢lectrode, présence d’un liquide, conductivité de la solution... La
présence de phénomenes visqueux impose que le calcul soit effectué en variables complexes.
Le code Modulef original contient la partie la plus délicate de 1’étude de la piézoélectricité,
qui est la création de la matrice élémentaire. Le module développé autorise une partie
imaginaire dans les variables pour tenir compte des effets d’amortissement, mais les parties
réelles et imaginaires sont stockées dans deux tableaux indépendants. Le premier travail a
donc consisté a développer un module de reconstitution des matrices complexes a partir des
matrices séparées. La plupart des algorithmes standard ne travaillant qu’en réel, il a é¢galement
été nécessaire d’intégrer le calcul en complexe double précision dans les modules
correspondants. De méme les programmes de visualisation des résultats ne prenaient en
compte que les résultats formulés en réel, et il a été nécessaire de les adapter.

Une fois ces développements réalisées, les premicres simulations ont consisté a calculer les
valeurs propres de 1’équation (232), a partir d’un des modules de la bibliothéque congu a cet
effet. Comme indiqué plus haut, I’approche retenue supprime la structure bande des matrices,
et, par ailleurs, le calcul fournit toutes les fréquences propres de vibration du quartz, ce qui est

superflu pour les modes de vibration autres que le cisaillement.
(b) Calcul de l'admittance électrique du quartz

Dans un deuxiéme temps, nous avons calculé¢ la valeur de I’admittance a une fréquence
imposée, en résolvant 1’équation (231). Pour obtenir cette admittance, il faut imposer un
potentiel de 1 volt entre les électrodes, puis calculer le potentiel et les déplacements
mécaniques en tout point du maillage par le systéme matriciel (229). L’application de
I’équation (217) permet de déduire le déplacement électrique. La détermination de
I’admittance a nécessité le développement d’un programme effectuant la sommation du
déplacement électrique sur tous les points d’une des deux électrodes, puis le produit par jw
comme indiqué dans (231). A I’image des admittances mesurées expérimentalement a 1’aide
d’un analyseur de réseau, l’interprétation du résultat passe ensuite par un programme
d’ajustement de parameétres, pour déduire la valeur des composants du circuit équivalent BVD.
Comme déja indiqué, le circuit BVD permet un excellent ajustement, et le résultat est
constitu¢ de la valeur des quatre composants du circuit équivalent (R,,C,, L, etCy).
L’information obtenue est plus riche que la seule connaissance de la fréquence de résonance,
et la méthode utilisée permet de n’utiliser que des matrices a structure bande-diagonale, ce qui

divise les ressources mémoire et le temps de calcul par un facteur compris entre 20 et 30. Le
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calcul de I’admittance électrique nous est donc apparu comme la meilleure méthode de
simulation du comportement du quartz.
* Recherche du pic de résonance.

Le calcul de I’admittance n’est utile que pour les fréquences au voisinage de la résonance, et,
pour un quartz dans le vide ayant un trés fort coefficient de qualité, la largeur du pic de
résonance n’est que de quelques Hertz. La fréquence de résonance étant inconnue, il a été
nécessaire d’insérer, au départ du programme, un algorithme de recherche de la position et de
la largeur du pic de résonance. Dans une zone fixée a 2% autour de la fréquence de référence
(6MHz), I’admittance est d’abord calculée pour les deux fréquences extrémes de la zone et
pour la fréquence médiane, et la recherche est ensuite réduite a la demi-zone ayant le
maximum de la partie réelle de I’admittance. Aprés quinze réductions successives, la position
et la largeur du pic de résonance sont correctement déterminés. L’admittance est ensuite
calculée pour vingt fréquences équiréparties sur le pic, et I’ajustement de parametres est

appliqué sur ’ensemble des vingt résultats.
(c) Ressources mémoire nécessaires

Un calcul simple permet de donner une estimation de la place mémoire nécessaire au calcul.
Chaque nceud comprend quatre inconnues : u,u,,u5 €t @, soit 4 variables. Pour un rayon de

quartz subdivisé en 12 parties, avec une circonférence a 8 secteurs et une épaisseur découpée
en 20 couches, le maillage total d’un quartz comprend 2037 nceuds, soient 8148 variables. En
complexe double précision, soient 16 octets par variable, la matrice de calcul carrée fait alors
1,06 Go. Le stockage en matrice bande permet de réduire d’un facteur 30, mais il faut tenir
compte de deux matrices supplémentaires de méme taille, I'une temporaire et 1’autre pour le
résultat, ce qui donne environ 100 Mo. Avec les ¢électrodes, le dépot solide et la couche
liquide, le nombre de mailles est doublé, et la taille de la matrice quadruplée, ce qui aboutit
donc a 400 Mo de mémoire utilisée. En 1998, cette taille était supérieure a celle des mémoires
installées dans les ordinateurs de bureau, et nous avons donc opté, a 1’époque, pour une
migration du logiciel sur I’ordinateur Cray du Centre de Calcul de Jussieu, de 800 Mo de
mémoire centrale accessible. Les performances de cet ordinateur ont été améliorées depuis, et
le modéle SV1 actuellement en service est un octoprocesseur cadencé a 300 MHz, ayant

3,6 Go de mémoire.
3.3.3.2 Valeurs numériques des coefficients

L’intérét de cette étude par éléments finis est de comprendre le fonctionnement du quartz
utilisé dans les expériences de microbalance du laboratoire. Nous avons donc repris les
caractéristiques de ce quartz : coupe AT, faces paralleles, 277,5 um d’épaisseur, 14 mm de
diamétre, ¢électrodes de 5 mm de diametre. Pour certaines simulations, deux pattes de

connexion de 2 mm de largeur ont été prises en compte.
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Les éléments finis n’imposant pas d’approximation, les simulations ont pu étre effectuées
avec les matrices complétes du quartz, en tenant compte de la rotation de la coue AT : -35°12°
selon I’axe Ox. A partir des valeurs numériques déja citées dans le paragraphe 1.3.6, le calcul

des nouveaux coefficients, pour le quartz en coupe AT, donne les matrices suivantes :

86,70 —-8,24 27,14 3,67 0 0
129,74 =734 =572 0 0
= 102,84 —9,92 0 0
€= 38,56 0 0
68,76  —2,53
28,99
_ (171 =152 -18,7 —67,0 0 0 _ 45 0 0
e=| 0 0 0 0 -107 -94,9 £=¢, 4,53 —0,047
0 0 0 0 -760 —67,1 4,57

Pour les fluides, 1’équation la plus générale définissant le tenseur des contraintes f,
s’exprime en fonction de la pression p, de la viscosité¢ de cisaillement g, de la viscosité
volumique A, du tenseur des déformations 5, de la trace de ce tenseur &, et de la pulsation

@ sous la forme :

T :—pT+ja)(2ﬂ§+wT) (233)

Pour traiter du probléme de la propagation des ondes, cette équation est classiquement étudiée
en régime de petits signaux, ce qui met en évidence la vitesse de propagation des ondes de
P
dp

formellement une constante d’¢lasticité ¢;; par la relation :

1/2
compression : c:( j . A Tlaide de cette vitesse, il est possible de reconstruire

¢ = pc?, ol p est la masse volumique du liquide.
Pour les gaz, la relation ¢? =y Po/ P permet de définir c; directement par :

¢j =¥Py, o p, est la pression du gaz, et y=C, / C, est le coefficient
isentropique ( ¥=1,4 pour les gaz diatomiques).
Ces relations sont applicables pour la partie réelle de la constante élastique ¢;; =c,, =c33. Les
valeurs obtenues sont les suivantes:

eau :c;;=2,25 GPa , air:¢;;=0,14 MPa
Les parties réelles des autres constantes élastiques sont nulles et la partie complexe des
constantes élastiques s’obtient directement de la relation (233). Pour u, nous avons retenu la
valeur classique de la viscosité, habituellement désignée par 7 :

eau:n=1.10" kgm’s™" | air:n=1,75.10" kgm's™
L’étude des ondes de compression restant marginale dans notre travail, nous avons considéré

A négligeable.
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3.3.3.3 Symeétries du probleme

Ox étant I’axe de rotation de la coupe AT, les nouvelles matrices gardent une symétrie en x.
En particulier, en effectuant la symétrie miroir par rapport au plan yOz, il existe deux familles
de solutions, dont les propriétés de symétrie sont compatibles avec le systéme matriciel

indiqué ci-dessus (§ 11.3.3.3.2) Ces deux familles sont présentées dans le Tableau II-1, les
contraintes Fj, F, et F; étant calculées sur les normales extérieures de plans miroirs par

rapport a yOz.
Symétrique / yOz Antisymétrique / yOz
Solutions 1 u, F,D,,D5,E, , Ey uy,uy, Fy , Fy, Dy, B
Solutions 2 uy,uy, Fy , Fy, Dy, B u, F,D,,D5,E, , Ey

Tableau II-1 : Solutions particulieres ayant des propriétés de symétrie par inversion de Xx.

Toute fonction pouvant se décomposer en une partie paire et une partie impaire, les deux
familles de solutions apparaissent comme complémentaires et une solution quelconque peut
alors s’écrire comme la somme d’une solution de la premiére famille et d’une solution de la
seconde famille. En décomposant les conditions aux limites en parties paires et impaires, on
obtient deux problémes indépendants, ayant chacun une solution dans une des deux familles.
Il est a noter que la mise en ceuvre concréte de cette décomposition théorique n’est pas
nécessairement immédiate, s’agissant en particulier des conditions aux limites. Les deux
problemes étant résolus dans un seul demi-espace géométrique, le volume total de calcul reste
cependant constant s’il n’existe pas de symétrie particuliére.

La décomposition en deux demi-problémes devient intéressante si les conditions aux limites
ont déja les propriétés de symétrie d’une des deux familles. En particulier, dans le cas ou yOz
est un plan de symétrie géométrique, si les électrodes sont dans un plan perpendiculaire a
I’axe Oy, et si les contraintes sont nulles sur les frontieres du systéme, alors les solutions
appartiennent a la premiere famille (avec u; symétrique). La solution du second demi-
probléme est alors identiquement nulle. Les conditions aux limites dans le nouveau plan
frontiére yOz se déduisent alors simplement a partir du Tableau II-1 : F| est symétrique et par
la loi de I’action et de la réaction, elle est nulle dans yOz. u,, u; et D, sont également nuls
car antisymétriques. Les contraintes F, et F; ne sont pas nulles mais contribuent a un terme

nul dans la relation (224) par le produit avec u, et u;. Toutes les conditions aux limites

peuvent alors étre prises égales a zéro. Cette situation est fréquemment rencontrée, et ¢’est en
particulier celle des quartz a électrodes circulaires qui sont utilisés expérimentalement, quand
on admet que les contraintes extérieures sont négligeables.

De fagon rigoureuse, il n’est pas possible de trouver une symétrie par rapport au plan xOy.
Une approximation acceptable consiste a annuler ¢4, Cyy, €34, Cs, €3 qui ont une valeur
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faible et ¢4, e,s qui ne mettent pas en jeu le déplacement u,. Il est également nécessaire

d’annuler ey, , mais I’influence de la vibration principale disparait dans le champ Ej;. Il existe

alors également deux familles de solutions complémentaires dont la premicre a les propriétés

de symétrie suivantes :
fonctions symétriques / xOy : u,uy,, 1, F,,D,,D, E ,E,
fonctions antisymétriques / xOy : us, 5, Dy, Ey

Les conditions aux limites sont alors égales a zéro dans xOy, par nullité de F|, F, et u; d’une
part, et de D; d’autre part.

Une autre approximation, permettant de garder la dépendance en u,, consiste a annuler e;5 au
lieu de e34. On peut montrer qu’il existe alors deux familles de fonctions ayant des propriétés
de symétrie. L’inconvénient de cette approche est d’aboutir a une condition aux limites
indéterminée dans le plan de séparation, car D; est symétrique et la charge €lectrique est non
nulle et inconnue dans ce plan. L’introduction d’une symétrie par rapport au plan xOy se fait

donc toujours au prix d’une perte de précision.

3.3.4  Résultats obtenus et comparaisons avec d’autres modéles.

Dans un premier temps, nous avons cherché a évaluer la précision des résultats obtenus. Des
méthodes théoriques permettent, en principe, de calculer I’erreur sur les résultats en fonction
de la taille des éléments du maillage, mais nous nous sommes contentés de I’estimer en nous
appuyant sur la forme asymptotique des courbes obtenues quand le nombre de mailles
augmente.

Nous avons donc tracé la fréquence série calculée en fonction du nombre de mailles dans
I’épaisseur du quartz, pour un maillage a 12 points en rayon (Figure II-8). Nous avons fait la
méme simulation pour un second maillage a 18 points en rayon, puis nous avons tracé la
différence avec la premicre simulation. La fréquence converge vers une valeur limite de 5,907
MHz que nous avons également tracée. Cette valeur limite, obtenue par ajustement d’une
exponentielle décroissante, est légérement différente de celle obtenue par le programme de
collocation : 5,903 MHz. Nous voyons qu’entre 10 et 20 mailles, la fréquence diminue de 17
kHz, et a 20 mailles, la fréquence est & SkHz de la valeur limite. Le maillage en rayon montre
moins de sensibilité puisque, entre les maillages a 12 et 18 points, il y a moins de 300 Hz
d’écart. Ces résultats sont prévisibles, car le gradient d’amplitude de vibration est beaucoup

plus grand dans 1’épaisseur qu’a la surface du quartz.
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Figure II-8 : Fréquences en fonction du nombre de mailles en épaisseur. A gauche : 12

mailles en rayon. A droite : différence entre les maillages a 12 et 18 mailles en rayon.

Il apparait que les variations de la fréquence série dues au maillage sont donc supérieures a
celles mesurées lors des expériences de microbalance. Nous avons donc choisi d’effectuer
toutes les simulations ultérieures avec un maillage constant, en ne faisant varier que les
caractéristiques physiques du systéme. Cette approche ne pose pas de réelle difficulté, car
méme si la géométrie du systéme évolue en cours d’expérience, comme lors d’un dépot, il est

toujours possible de trouver un maillage unique, adapté a tous les états successifs du systéme.
3.3.4.1 Coefficient de sensibilité différentielle radiale

Nous avons calculé le coefficient de sensibilité différentielle radiale pour un quartz 6 MHz, de
14 mm de diamétre et deux électrodes circulaires de 5 mm de diamétre et 300nm d’épaisseur.
La simulation a consisté a calculer la variation de fréquence liée au dépot d’un anneau de 0,1
mm de large, de 10 nm d’épaisseur, et de rayon croissant par pas de 0,1 mm. Nous avons tracé
les valeurs obtenues par les éléments finis et celles obtenues par le programme de collocation,
ainsi que la valeur du coefficient théorique moyen : 81.10° Hz.cm’g' (Figure 1I-9). La
corrélation entre les deux types de simulation est globalement excellente, jusqu’a un rayon
minimal de dépot de 0,25 mm, en dessous duquel les éléments finis divergent sensiblement.
La variation de fréquence calculée est de moins de 1 Hz, et la limite de précision de la

méthode est alors probablement atteinte.
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Figure 1I-9 : Comparaison entre les coefficients de sensibilité radiale différentielle calculés

par les éléments finis et par la méthode de collocation.

3.3.5 Conclusion de I’étude par éléments finis

Nous avons montré peu de résultats concernant les éléments finis, car 1’essentiel de leur
application a porté sur 1I’étude de la conductivité, présentée dans la partie suivante du
document. Cette étude ne fera d’ailleurs pas apparaitre de facon évidente 1’intérét des
¢léments finis, car la démarche présentée sera essentiellement théorique. Cependant, tous les
résultats qui seront montrés sont issus de simulations par éléments finis. L’intérét de cet outil
est bien de mettre en évidence ’influence des différents parameétres, la modélisation théorique
devant ensuite donner 1’explication rigoureuse des phénoménes. Nous estimons que le modele
par éléments finis que nous avons développé fournit des résultats exploitables et qu’il peut
donc étre utilis¢ comme outil préliminaire a d’autres études, comme par exemple ’influence

des supports de connexion sur la réponse en fréquence du quartz.
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4. Influence de la conductivité de la solution sur la réponse de la microbalance

4.1 Présentation du probléme de la conductivité

Les expériences d’entartrage, et, par ailleurs, la majorité des expériences d’électrochimie avec
microbalance, se font dans des solutions conductrices et il s’aveére expérimentalement que la
variation de conductivité¢ de la solution induit une réponse importante de la microbalance.
L’expérience simple, consistant a tremper un quartz de microbalance dans de I’eau distillée
puis a ajouter quelques gouttes d’acide dans la solution, montre une variation de fréquence de
plusieurs centaines de Hz. Au laboratoire UPR15, plusieurs séries de mesures systématiques
du circuit équivalent du quartz, au contact d’électrolytes, ont donc été réalisées en 1995-1996,
en particulier par D. Bouché-Pillon a I’aide d’un FRA Solartron 1260 et K. Bizet a ’aide de
I’analyseur de réseau HP4194A. A I’époque, la difficulté d’interprétation n’avait pas permis la
publication des résultats. Nous montrons, Figure II-10.a, les deux courbes donnant les
variations de la fréquence série et de la fréquence paralléle en fonction de la conductivité,
pour une solution de CuSO4. Le quartz 6MHz est monté sur une plaquette trempée dans un
bécher contenant la solution. Nous avons indiqué, Figure II-10.b, la courbe donnant, pour la

méme expérience, la capacité parallele du circuit en fonction de la conductivité.
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Figure II-10 : Courbes caractéristiques de fréquences et de capacité parallele pour un quartz

au contact d’un électrolyte.

La courbe Figure II-10.a montre une sensibilité des fréquences a la conductivité, plus forte
pour la fréquence paralléle que pour la fréquence série. Pour la fréquence paralléle, la pente de
la courbe est faible pour les valeurs extrémes de la conductivité mais devient importante pour
une valeur comprise entre 0,1 et 1 Sm™, ce qui correspond, a titre indicatif, 4 une solution de

KCI de concentration comprise entre 0,01 et 0,1 mole/l. Si I’expérience impose qu’il y ait des
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passages alternés sur le quartz de ce type de solution et d’eau distillée, la réponse obtenue est
faussée par I’effet de la conductivité, 100 Hz correspondant a 1,33 ],tg/cm2 si le quartz est un
6 MHz ou 66 ng/cm’ si ¢’est un 27 MHz. Ce protocole avec passage alterné de solutions est
pourtant intéressant dans le domaine de la bio-détection, mais il doit étre abandonné dans le
cas d’une mesure par microbalance. Ainsi, au laboratoire UPR15, les expériences de bio-
détection sont toujours réalisées avec des solutions de conductivité constante. En
¢lectrochimie, 1’é¢tude de la corrosion d’une couche mince est souvent ¢tudiée par
microbalance et la variation de fréquence est attribuée a la perte de masse de la couche. Il est
intéressant de pouvoir évaluer si la variation de conductivité locale induite par les produits de
corrosion n’induit pas une réponse en fréquence trop importante. L’effet, sur la microbalance,
de la variation de conductivité¢ de la solution ne peut pas étre totalement supprimé par une
modification du montage du quartz, et cet effet apparait bien intrinséque au contact du quartz
avec 1’¢lectrolyte.

En 1985, Inemura avait déja remarqué le phénomene et il proposait une relation empirique
entre la conductivité de la solution et la variation de fréquence, mais cette relation était trop
dépendante du montage de ’auteur et sans explication théorique. Les mode¢les classiques,
comme ceux de Kanazawa ou de Martin, ne prévoyant pas d’influence de la conductivité sur
la fréquence de microbalance, plusieurs auteurs ont entrepris de développer des travaux
particuliers. Etchenique® a fait varier la composition de I’électrolyte et a montré que le
parametre sensible était bien la conductivité et non pas la charge ionique des solutions. La
courbe de fréquence paralléle qu’il obtient, ainsi que celles obtenues par Thompson™,
Rodahl*? , Shana54, ZhangSS, vont dans le méme sens que celle de la Figure 1I-10.a. Plusieurs
types d’hypotheéses ont été formulé par ces auteurs. L’explication la plus proche du modéle
classique de microbalance en milieu liquide, proposée par Etchenique’', est qu’il se produit
une modification du produit viscosité-densité de la solution au voisinage de 1’¢lectrode, due
au comportement de la double couche électrochimique. Thompson suggere que de
nouveaux mécanismes, sans préciser lesquels, sont mis en ceuvre dans I’interaction entre la
double couche et le quartz. Kern et Landolt™® proposent une diminution de 1’épaisseur de la
couche liquide soumise & la vibration. Cependant, Tsionsky’’ a déja étudié, a conductivité
constante, I’influence de la double couche sur la réponse d’un quartz 5 MHz, et I’effet
maximal qu’il a mesuré est toujours inférieur a 10 Hz. Aussi, nous pensons que la double
couche n’est pas directement a 1’origine du phénomene. L’approche qui apparait la plus
réaliste, et actuellement la plus avancée, est celle décrite par Josse™* et Rodahl . Ceux-ci, a

. \ . . . \ 58-60
partir des modeles développés pour les résonateurs a ondes de surface

, mettent en avant
I’influence de la conductivité sur la géométrie des lignes de champ dans la solution. En plus
de sa simplicité, ce modele a le mérite de fournir plusieurs résultats quantitatifs comparables
aux résultats expérimentaux. Nous allons donc commencer par donner une description de ce

modéle avec les résultats obtenus, avant d’en montrer les faiblesses et de formuler une
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hypothese sur les mécanismes qui nous semblent réellement mis en jeu pour expliquer les

résultats expérimentaux.

4.1.1  Rappel du modéle de la capacité statique additionnelle

Il est communément admis que dans un quartz soumis a une excitation piézoélectrique, le
champ électrique est nul a I’extérieur du cylindre délimité par les deux électrodes centrales
circulaires. La patte de connexion non immergée, qui a le méme potentiel que le disque
central adjacent, n’est pas prise en compte dans les modéeles, car les lignes de champ qui
I’atteignent sont considérées comme négligeables. Quand la solution est un électrolyte, cette
approximation n’est plus justifiée, et il devient nécessaire de tenir compte du passage des
lignes de champ entre le disque central immergé et la patte de connexion inférieure, comme
décrit Figure II-11. L’objectif du modéle, repris par Josse et Rodhal, est donc de quantifier cet
effet électrique.

—_——

RS Electrolyte

lignes de champ \,«)

\ \
|' T L, | S
Quartz (

Electrodes

Figure II-11 : Schéma des lignes de champ pour un quartz au contact d’'un électrolyte.

L’approche retenue consiste a ajouter un circuit électrique simulant le comportement des
lignes de champ. La solution est alors modélisée par un circuit, noté R, // C,, composé d’une

résistance R, et d’une capacité C; en paralléle, et le quartz par une capacité simple C,, car sa

conductivité peut €tre considérée comme négligeable. Le circuit équivalent complet du quartz
se trouve alors comme décrit Figure II-12. Les quatre éléments L, , C,,, R, et C, n’ont pas

été modifiés et sont ceux du quartz dans I’air.

De par le fonctionnement des oscillateurs utilisés, la fréquence de la microbalance varie
approximativement comme la fréquence parallele, f,, du quartz. Dans le circuit équivalent

proposé Figure II-12, la fréquence paralléle ne dépend que de la capacité statique C,,

paralléle a la branche motionnelle. Dans I’air, la relation donnant la fréquence parall¢le est la

suivante :
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11 1 1
=7 L@ =—+— 234
Ty 2z R N O (234)

Il est immédiat que I’ajout des deux capacités, C et C,, contribue a augmenter la capacite
statique paralléle au quartz, et donc a diminuer f),. Cependant, pour determiner la forme de la

courbe reliant f, a la conductivit¢ de la solution, il est nécessaire d’effectuer un

développement analytique.

Electrode supérieure

Electrolyte Rm

|_\N\I_
il

e Cm

_______ L Co 1
Quartz Cq m Cq

_+

Electrode inférieure

Figure II-12 : Schéma du circuit équivalent du quartz au contact d’un électrolyte.

En notant : &,, la permittivité du quartz, d son épaisseur, 4, la surface de I’¢lectrode centrale

et A;celle de la patte d’¢lectrode, les deux capacités C, et C, sont déterminees par les

relations suivantes :

&)y A EnA
C,=-22-0 et C =—22"1 235
0 d q d ( )
Il interviendra ultérieurement la surface totale, 4, définie par :

Pour I’¢lectrolyte, la conductivité o et la permittivité €, sont connues. Il faut alors introduire
une distance /;, égale a la longueur moyenne de pénétration des lignes de champ dans la
solution, pour obtenir C; et R, sous la forme :

&4, )

R =—2 (237)

C, = -
ls O-sAl

La frequence parallele observée en présence de I¢lectrolyte, £,

additionnel. L’¢lément influent est la capacité apparente, C,,, c’est-a-dire la partie imaginaire

doit tenir compte du circuit

de I’admittance du circuit additionnel, divisée par la pulsation. Cette capacité vaut :
2 2
1+R*(C,+C,)C@

Cas -

(238)
" 1+R> (c,+C, )2 w’

De la méme maniére que f, dans la relation (234), f,, est définie par :
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7] 1 1
:—ps , L ‘,02 =t —- 239
T orT " C, Cy+Cy (239)

m

Dans I’eau distillée, R, — oo, la capacité apparente, C

q » €t 1a fréquence paralléle, f),,, sont

alors respectivement égales a :

CcC 0]
PP S T ML S - (240)
C,+C, 27 C CtC,

La différence de fréquence parallele due a la conductivité est alors: Af, = f, —f, . En

soustrayant (240) de (239), nous obtenons d’abord :
L (a) - )(a) +w ): Coe = Cos
" 7 pe pe 7 (CO + Cae ) (CO + Cas )

Les termes significatifs de la relation sont les différences (a)ps —(ope) et (C,.—C, ). Nous

prenons donc les approximations suivantes:
0, +0, =20, Cy+C,=C+C, et(+(C,=C

2
1y Cu 8K

C 5>, ou 1(226 désigne le coefficient de couplage
0 4

Sachant que :Lma)p2 =

m
¢lectromécanique, la variation relative de fréquence parallele s’écrit alors :
2
Afp — Awp ~_ 4K26 (Cas _Cae)
2
Sy o, V4 Co+C,

Les relations (235)(236)(237) et (238) permettent d’obtenir la formulation détaillée suivante :

IS
/S R 0. (241)

f om ALk 2
! 8S+5822 Gsz"‘[gs"‘i;gzzj wpz

Cette formule est celle proposée par Josse™. Son utilisation impose d’effectuer, au préalable,

une simulation numérique de la distribution de potentiel dans la solution, afin de déterminer
[, , longueur moyenne des lignes de champ. L’auteur a choisi une autre approche, en laissant

[, inconnue, et en I’estimant a posteriori par une méthode d’ajustement. Il obtient le résultat

indiqué Figure II-13. La courbe est en fait trés voisine de celle de la Figure II-10.a, la
différence d’allure provenant de I’échelle linéaire utilisée en abscisse pour la conductivité.

La bonne corrélation entre les courbes théorique et expérimentale justifie I’approche retenue
dans ce modele, et montre I’influence des lignes de champ entre I’¢électrode supérieure et la
patte de connexion inférieure. La forme de cette courbe montre aussi que la sensibilité de la
réponse de la microbalance est plus grande quand la conductivité est plus faible. A partir de
0,5 S.m™", il se produit un effet de saturation, qui rend pratiquement négligeable I’influence de
la variation de conductivité sur la fréquence de la microbalance. En résultat de 1’ajustement, le
modele donne une estimation de la profondeur de pénétration des lignes de champ, comprise

entre 0,8 et 8 fois I’épaisseur du quartz, suivant le type de quartz et la solution utilisés.
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Figure 1I-13 : Fréquence parallele du quartz en présence d’électrolyte : comparaison entre
[’expérience et la simulation basée sur le modele de Josse, apres ajustement de Is (extrait de

Shana et Josse ™).

Dans cette partie, nous venons de présenter le modele général proposé par Josse. Dans la
partie suivante, nous allons montrer comment nous avons di le modifier pour expliquer

certains résultats particuliers.

4.1.2  Montage du quartz avec un joint torique

Le mode¢le précédent montre que 1’augmentation de la conductivité de la solution provoque
une diminution de la fréquence de la microbalance. Il existe cependant certaines
configurations expérimentales pour lesquelles le résultat est inversé. En particulier, quand le
quartz est monté avec un joint torique de diamétre intérieur égal a 1’¢électrode centrale (Figure
II-14.a), la fréquence augmente en méme temps que la conductivité de la solution. A I’origine,
cette inversion de I’effet est apparue surprenante, voire inexplicable, mais nous avons constaté
qu’en adaptant le modele précédent, il était possible d’en trouver une explication satisfaisante.
En effet, la présence du joint torique immergé empéche manifestement le rebouclage des
lignes de champ, tel qu’il est présent¢ dans la Figure II-10. Il existe cependant d’autres
chemins pour le passage du courant entre les €électrodes supérieure et inférieure, en particulier
les éléments de support du quartz et la cellule elle-méme. Ceux-ci sont constitués de
matériaux comme le plexiglas, dont la conductivité est faible mais non nulle, et nous
proposons ’hypothése que le courant de fuite majoritaire s’effectue dans ces éléments
extérieurs. Dans ce cas, la nouvelle modélisation consiste en un circuit équivalent composé de
la jonction en série de deux circuits, constitués chacun d’une résistance et d’une capacité en
paralléle (Figure 1I-14.b).

137



CHAPITRE II : DEVELOPPEMENTS THEORIQUES ET MODELISATIONS

Liquide Cellule/en plexiglass z
Y am R c

S S

Cm T

Co ==
Lm Re L Cc
Quartz Joints toriques
a) Montage expérimental b) Circuit électrique équivalent pour
le montage quartz + cellule

Figure II-14 : Montage d’un quartz avec joints toriques en mini-cellule a circulation.

L’¢lectrolyte reste toujours modélisé par les éléments R, et C,. L’ensemble support plus
cellule est modélisé par les deux éléments R, et C.. Le calcul, en Annexe 2.5, évalue la
dépendance de la capacité globale du circuit additionnel suivant la valeur des quatre
composants. Le résultat principal est que si C,est supérieur a C,., ce qui est toujours le cas
pour un montage de microbalance, il existe une valeur maximale de R., en dessous de
laquelle la capacité globale additionnelle décroit quand la conductivit¢ de 1’¢électrolyte
augmente. Autrement dit, si la résistance des éléments de support R, n’est pas trop grande, la
fréquence de la microbalance augmente en méme temps que la conductivité de 1’électrolyte.
Ce modele reste pour I’instant une hypothése, qui demande a étre validée par la mesure des
conductivités des éléments de la cellule, puis par la simulation numérique de la géométrie des
lignes de courant.

L’effet décrit par ce modele est plus faible que celui décrit par le modele général de Josse.
Dans les montages classiques, sans joint torique, pour lesquels la face supérieure du quartz est
totalement immergée, les deux effets se superposent, mais 1’effet inverse, présentement décrit,
est plus petit et masqué par ’effet principal. En principe, la suppression compléte de
I’influence de la conductivité de la solution passe donc par 1’utilisation de matériaux de
cellule parfaitement isolants. De fagon concrete, le bruit de fond d’une expérience de
microbalance est de quelques Hertz, et I’abaissement de 1’effet de la conductivité a ce niveau

de bruit ne nous semble pas un objectif réalisable.

4.1.3  Limites du modeéle du circuit équivalent additionnel

Le mode¢le de Josse et la variante que nous venons d’exposer, décrivent de fagon claire la

variation de capacité paralléle totale du quartz en fonction de la conductivité. Cette capacité
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agit directement sur la fréquence parallele du quartz, f,, et donc sur la fréquence de la

microbalance qui évolue comme la fréquence paralléle. Ces modéles apparaissent donc tout a
fait adaptés pour expliquer le comportement du quartz utilis€ comme microbalance.

Il reste cependant un point inexpliqué dans ces modéles, c’est qu’ils s’appuient sur deux
circuits équivalents, décrits Figure 1I-12 et Figure II-14, qui ne sont pas confirmés par les
mesures d’admittance ¢€lectro-acoustique. De fagon précise, il existe trois parameétres qui
évoluent en fonction de la conductivité, alors que les deux modeles précités prévoient qu’ils
soient constant: la fréquence série, la résistance motionnelle et 1’angle de rotation de la
branche motionnelle. L’invariance de la fréquence série a partir du modele de Josse a été
démontrée par Lee et al. ®', qui prévoit méme que cette fréquence soit la seule, parmi les 6
fréquences caractéristiques du quartz, a étre insensible a la conductivité. La variation de
résistance motionnelle a été citée par Rodahl™, et celui-ci suggére qu’elle est due a la chute
ohmique dans I’électrolyte, c’est-a-dire a la résistance R, (circuit Figure II-12). Cette
résistance est pourtant en parallele de la branche motionnelle, et tous les ajustements de
parametres effectués en mesure d’admittance montrent que les deux résistances, motionnelle
et parallele, ne peuvent pas étre confondues et ont une origine différente ( ¢f. § 11.2.6). Nous
avons donc estimé que le seul ajout d’un circuit en parallele du circuit initial BVD, comme
propos¢ par Josse, devait étre complété par une prise en compte de 1’effet piézoélectrique

induit par la conductivité.

4.1.4  Prise en compte du résonateur lié a la patte de connexion

La partie du quartz, traversée par les lignes de champ venant de 1’¢électrolyte, est
précédemment modélisée par une capacité statique C, qui n’integre pas la nature
piézoélectrique du matériau (Figure 1I-12). Or cette partie, située au-dessus de la patte de
connexion de la face inférieure, se comporte comme un résonateur pi€ézoélectrique soumis a
une excitation dont le déplacement mécanique se combine avec celui du résonateur principal.
Par rapport au circuit équivalent du modele précédent, il faut ajouter une partie motionnelle en
parallele de C, telle qu’indiquée dans la Figure II-15.

L’effet piézoélectrique additionnel sur la patte d’électrode n’est en général pas réellement
contesté par les différents auteurs ayant traité du sujet. Rodahl® estime que cet effet est
possible mais minime, voire inexistant, et Josse™* 1’assimile & 1’effet électrique statique de la
capacité C, . Cet effet est souvent qualifi¢ d’acousto-¢lectrique, méme si la signification de ce
terme ne semble pas identique chez tous les auteurs.

Pour décrire le comportement de ce nouveau modele, il est indispensable d’utiliser les
équations piézoélectriques, car la continuité mécanique entre les différentes zones ne peut pas
étre simulée par un schéma électrique. Aussi, le schéma de la Figure 1I-15 ne décrit pas le

circuit équivalent final mais montre seulement les différents éléments pris en compte dans
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I’étude du probleme avec, en particulier, sous la forme d’une double fléche, le couplage

mécanique entre la vibration principale du quartz et celle induite par la conductivité.

_%_

2
-3

@ Cq

Figure II-15 : Description schématique de [’'interaction piézoélectrique entre [’électrode

centrale et la patte de connexion.

La démarche générale retenue dans cette étude s’appuie sur I’approche proposée par Tiersten,
qui consiste a déterminer les modes propres de vibration du quartz soumis a des conditions
aux limites particuliéres, dans notre cas la présence d’un électrolyte. Le raisonnement se
développe alors en trois étapes successives, de la méme facon que dans I’étude du piégeage
d’énergie décrit paragraphe 1.7.2. La premicre partie est donc 1’é¢tude des modes de vibration
d’un quartz de dimension infinie au contact d’un électrolyte. La deuxiéme partie reprend
I’étude du piégeage d’énergie en considérant que la face supérieure du quartz est au contact
d’un ¢électrolyte. Nous rappelons que le quartz est alors infini, avec une ¢€lectrode supérieure
rectangulaire de largeur finie et de longueur infinie et une électrode inférieure infinie. La
troisiéme étape consiste a réduire la taille des électrodes a une dimension finie en adjoignant
des pattes de connexion afin de parvenir a une estimation de I’influence de 1’¢lectrolyte sur un

quartz réel.

4.2 Etude du quartz infini au contact d’un électrolyte

4.2.1  Rappel du modeéle proposé par Dazhong et al.

Le quartz a électrode séparée est un montage particulier, ou 1’électrode d’excitation supérieure
n’est pas au contact direct du quartz mais a une distance de quelques millimétres (Figure
II-16). Ce montage a été particulierement étudié¢ par Dazhong et al.®, qui estime qu’il permet
d’obtenir une trés grande sensibilité dans les mesures de conductivité, permittivité, densité et

. ., . .4 63.64 ;. , , . . ‘
viscosité du liquide™™". La face supérieure du quartz et 1’¢lectrode séparée sont immergées
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dans une solution conductrice, qui assure le transport du courant d’excitation du quartz. Ce
montage ne pose pas de probleme théorique particulier car il est simulé simplement par le

circuit électrique équivalent indiqué a droite de la Figure 1I-16.

I I

Electrode séparée

1 1 1 | \

lignes de chamip

<10 mm

T

|
! 1
1 1
1 1 1 1
| | 1 ! ! L
! | | | ! |
1 1 1 | | 1

| 1 | 1 |
| | | |

Electrode inférieure

Figure II-16 : Schéma du montage d’un quartz a électrode séparée et circuit électrique

equivalent de l’ensemble quartz+solution..

La solution est donc caractérisée par sa résistance R, ou sa conductance G, =1/R,, et sa

S
capacité C,. Son admittance électrique s’écrit : ¥, =G, + jC,@

La dimension horizontale du quartz est toujours considérée comme infinie. Les lignes de
champ dans la solution étant presque paralleles, cette approximation est justifiée. Le circuit

équivalent est donc composé d’une partie motionnelle avec les trois éléments habituels :
résistance R, , capacité C, , et inductance L, , et une partie statique en paralléle contenant la

seule capacité C .

. . . . 1 .
L’impédance de la partie motionnelle, Z,,, s’écrit: Z,, = R, + j[me_—J’ I’admittance
m

motionnelle ¥, étant son inverse : ¥, =1/Z,, .

L’admittance du quartz, Y, , s’écrit Y, =Y, + jCow , et 'admittance totale du montage, Y,

apparait immédiatement sous la forme :
Y= ! = L)

1/Y, + 1/ Y, Y +Y,

(242)

De cette relation, Dazhong aboutit a la formulation suivante pour I’impédance du montage :

X, MX,
Z:R+M]2v (;v2+j(M2 ONZ—XO—XSj (243)
+ +
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avec: R=G, / (62 +¢ @)X, = Csa)/ (G, +C0*). X, =1/Co@, N =R,Coo,
M =1+C,/C,, L, Cow*.

Les fréquences f, et f, annulant la phase de Y (équation (242)), ou de Z (équation (243)),

sont données par :

fi :ﬁ{u%[l—%umzﬂ, £ =f0[1+2CT’"(1—PN2)} (244)

0 0

avec : =——— ¢t P=1+Cy0X,
/o 27z\/C,,L ‘

m—m

Le coefficient 1/Pévolue, en fonction des paramétres électriques de la solution, de fagon
beaucoup plus forte que le coefficient PN?. La plus petite des solutions, /i, proche de la
fréquence série, se trouve donc beaucoup plus sensible aux parameétres électriques de la
solution que la seconde, f,, proche de la fréquence paralléle (244). En intégrant le montage
dans une microbalance du type série, Dazhong obtient donc un capteur des parameétres
¢lectriques de la solution, ce qui était son objectif initial. Comme validation de son approche,
il vérifie la similitude entre les prévisions théoriques et les résultats expérimentaux, pour les
courbes de sensibilité de f; vis-a-vis de la conductivité et de la permittivité de la solution®. A
I’inverse des microbalances de type série, celles de type paralléle, comme la microbalance
mise au point au laboratoire UPR15, n’obtiennent, avec ce montage a électrode séparée,
qu’une tres faible sensibilité de f, aux variations des parameétres électriques de la solution.

Les relations théoriques obtenues par Dazhong sont assez lourdes et ne relient pas de fagon
directe les paramétres physiques aux €léments du circuit équivalent. Pour I’étude de notre
probléme, qui concerne 1’influence de la conductivité sur la patte de connexion, la formulation
obtenue par ce modele nous semble trop complexe. En nous inspirant de la méthode proposée
par Tiersten, nous avons donc appliqué 1’analyse des modes propres de vibration, qui aboutit a
des résultats équivalents a ce modele, mais sous une écriture plus adaptée a 1’étude du circuit

équivalent. Dans la partie suivante, nous allons donc en montrer les résultats obtenus.

4.2.2  Etude des modes propres de vibration pour le quartz a électrode séparée

La permittivité du vide, la constante diélectrique de la solution et la conductivité de la solution
sont notées respectivement &,,&,,0,. Nous reprenons la définition de la permittivité

complexe de la solution, £ telle que citée par Kondoh et Shiokawa™ :

E=¢¢.—jo, /o (245)
Nous choisissons, dans un premier temps, une origine arbitraire pour le potentiel, noté ¢.
Pour I’¢tude des conditions électriques dans la solution, nous choisissons un sens positif pour
les lignes de courant allant du quartz vers 1’¢lectrode supérieure, c’est-a-dire du point A au

point B dans la Figure 1I-17. La coordonnée curviligne le long de la ligne de champ est notée

142



CHAPITRE II : DEVELOPPEMENTS THEORIQUES ET MODELISATIONS

n.. L’¢électrode supérieure immergée est a un potentiel, au point B, noté ¢,;, et ’interface

solution-quartz est a un potentiel, au point A, noté ¢,

Pei _¢qs _ [ a¢

e j( point A delasolution)

Il existe une longueur /; telle que :

N

|2

Electrode séparée g

A

Electrolyte ‘ le

,,,,,, Quatz | A
O X3

Electrode inférieure

Figure II-17 : Paramétrage du quartz et de la solution pour le montage a électrode séparée.

Dans notre hypotheése de quartz infini, /  est égale a la longueur de la ligne de champ a
I’intérieur de la solution /., telle qu’indiquée Figure 1I-17. Dans la réalité expérimentale, les

deux longueurs, /; et /., sont légerement différentes car le champ électrique n’est pas

N

rigoureusement uniforme entre le quartz et I’électrode séparée.

Le déplacement €lectrique, D, , au point A de la solution, et donc a I’interface avec le quartz,

s’écrit :

D2s = _l£(¢ei - ¢qs ) (246)

s
Le paramétrage de la solution étant effectué, celui du quartz fait intervenir les équations
classiques de comportement. Le systeme de coordonnées choisi est le méme que celui utilisé
dans I’é¢tude générale du paragraphe 1.6.2 :

CocU 2 T €26P 00 + pw’u=0 (247)

D, =eygu ) — €30, (248)

div(D,)=0 = D, =Cste
Les deux conditions aux limites mécaniques, en x, =*th, restent celles déja utilisées :

Coptls + 2602 F2PH @' u=0 (249)
Au point A de la solution, de coordonnée x, =+/ dans le quartz, la loi de Gauss fournit une

condition aux limites €lectrique. Il est a noter que la définition de la conductivité complexe,
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donnée par la relation (245), permet d’intégrer la charge électrique surfacique dans le
déplacement électrique de la solution, D, . La condition aux limites en A s’écrit donc :

De la forme des équations (247),(248) et (249) il apparait que la solution est antisymétrique en
X, pour u, et symétrique en x, pour @, . Cette derniére condition est en particulier remplie si

le potentiel ¢ est antisymétrique, ce qui nous incite a fixer I’origine des potentiels au point O.

Nous introduisons donc la derniére condition aux limites :
enx, =0 : =0 (251)

Dans le quartz, le potentiel en x, =+h est noté ¢, , et, de par ’antisymétrie, il a pour valeur
—@, en x, =—h. Au point A, le potentiel ¢, est égal a ¢, . Le potentiel d’excitation entre les
deux électrodes étant désigné par V, I’expression du potentiel ¢,;, au point B, s’obtient

également en fonction de Vet de ¢),. En effet :
V=0u=0 =0 =(=0s) = 0=V -9,
En tenant compte de ces relations et de 1’équation (246), I’équation (250) s’écrit :

en x,=+h: D, =—15(V—2(p) (252)

N
Avec cette condition aux limites, le probléme se réduit aux seules inconnues de potentiel et de
déplacement mécanique a D’intérieur du quartz. Suivant la méthode de Tiersten, un
changement de variable particulier permet d’obtenir simplement les modes propres de

vibration (Annexe 2.4.1). Le résultat fait intervenir un coefficient 7, lié aux caractéristiques

¢électriques de la solution, et défini par :

_ 2Eh
7/ =
Exl
De ce coefficient 7 est déduit un second coefficient %,, par: 7, = 1L_
T
La solution des pulsations propres complexes, notée @,, , s’€crit alors :
— \2 2
_ NI Cg 4K5¢
o, =—| = 1- -M 253
en 2h(,0j ( n27Z2 i) d] ( )

Le paramétre 7 s’exprime en fonction des éléments constitutifs du circuit équivalent. En
prenant / constante pour tous les points de I’électrode, 7 s’écrit :

28h _ JES,®  2h

Enl o JERS,0

N

}_/:

jESqa) / [, est ’admittance de la solution. Elle est notée Y, et s’écrit aussi :
Y, =G+ jCm,

ou G, et C, sont la conductance et la capacité de la solution.
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j€22Sqa)/ 2h est ’admittance statique du quartz, ¥, qui est noté aussi jC,@, avec :

G = 6‘22Sq/2h (254)
Les expressions de 7 et %, deviennent immédiatement :
Y, __ 7 _ 7
7=, 7o == (255)
¥ I+7 Y +Y

En assimilant le quartz a sa seule partie statique, 7, apparait donc comme la fonction de

transfert entre le potentiel aux bornes du quartz et le potentiel d’excitation aux électrodes
(Figure II-18).

----- A Ys=1/Rs+ jCs@
solution R, ——C. Yo= jCow
o "4
quartz %Co TVO \\//_0 = YstsYO

Figure II-18 : Fonction de transfert quartz / potentiel d’électrodes, dans le montage a

électrode séparée.

Quand /; tend vers 0, 7 tend vers I’infini, et 7, tend vers 1. La pulsation, désignée par @,,,

est égale a celle (141) calculée pour le quartz infini ayant deux électrodes au contact :

_ N2
o =7 (Cs | 4Ky, (256)
SN 2% p n27[2 d

Si I’électrode est décollée du quartz, alors /; est non nulle et I’admittance de la solution prend

une valeur finie. En désignant par A®,, =®,, —®,,, la différence de pulsation due a la

conductivité de la solution, on obtient, en soustrayant (256) de (253), et a I’ordre zéro :
- 2

A_a)sn ~ > 4é](v26 — Cm — (257)

o, n’z(1+7) 2C(1+7)

Le domaine de variation du module de %, se situe entre C; / (C,+C,), pour une solution

isolante, et 1 pour une solution parfaitement conductrice.

G:+C,(C,+Cy) & — jG,Co
G2 +(C,+C,) @

En désignant G, par la lettre x, les parties réelle et imaginaire de %, s’écrivent sous la

Le développement de %, donne : 7, = (258)

2

= x“+b — cx

forme :Re(7)) =5—, Im(%) =—— .
x“+a x“+a

X =a apparait imédiatement comme une valeur
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caractéristique pour les deux fonctions car c’est le point d’inflexion de la partie réelle et
I’extremum de la partie imaginaire. La valeur correspondante de la conductance, notée G,

est définie par :
G, =(C,+Cy)w (259)

La partie réelle de (253) permet d’obtenir la relation entre 1’inductance et les capacités du

circuit équivalent. En ne prenant que la partie réelle de @,,, notée w,,, I’équation (253)
donne la relation suivante, analogue de la relation (234) :
L, S L_ (260)
m CO 1+7/

qui s’écrit avec les éléments du circuit équivalent :
2
2 1 + (Cs + CO ) @

Lma)en__ P
Co GI+(C,+Cy) @
G2 +(C,+C,) @
ou : mejnzi+i,avec C, = Sl s 0)2(0 (261)

La pulsation @,, est donc celle du circuit ayant les deux capacités C,, et C, en série.

Il est montré, dans la Figure 1I-19, que la connexion en paralléle de R ,C,, et de la capacité
statique C, peut étre mise sous la forme d’un branchement en série d’une résistance R, et

d’une capacité C,.

La capacité¢ C, est égale a C,, ce qui montre que I’expression (261) donne la pulsation d’un
circuit ayant en série la capacité¢ C,, et les trois éléments R ,C, et C,en parallele. Ce résultat

est logique, car la fréquence propre est calculée pour un potentiel d’excitation nul, ce qui est

formellement équivalent au montage indiqué Figure 11-19.

1> GS=7/HS
/"——N ~\\ .7 \\ G
Rm% // \\ 'lH é \ R1= > S > >
N \ 1 111 ¥ G+ (Cy+C_)o
Cm 100 == - ,@- ! s 0" s
\ Rs% Cs! ‘o= P 25
Lm AN ! T Go+ (Cy+C, Jw
~L_ P A 1=
(C,+C, Jo®
<
i

Figure 1I-19 : Circuit électrique équivalent, pour la pulsation propre d’un quartz au contact

d’un électrolyte.

146



CHAPITRE II : DEVELOPPEMENTS THEORIQUES ET MODELISATIONS

Le méme raisonnement s’applique pour la partie imaginaire de (256). Le facteur de qualité¢ Q

s’obtient a partir de (253) et s’écrit :

8K 36
>

é: ~Im (M)~ Im(7%) 5 (262)

De (258) et sachant que : R,C,@=1/Q, la résistance motionnelle additionnelle R,,,, due &

1’¢lectrolyte, vaut :
1 _ \8K;, G,
Rye == m (%) =25 = 2 2 5
C,o nrt GI+(C,+Cy) @

La résistance additionnelle R,,, est bien égale a R, calculée pour le circuit de la Figure II-19.

Le calcul de I’admittance du circuit se fait ensuite a partir de celui de ’amplitude du

déplacement des modes forcés. Effectués en Annexe 2.4.2, ces calculs font intervenir un
coefficient K, défini par :

7 &2 2 2 £2,2
K,=—"——,avec K, =K, /|1-K5s —M k" h 263
TR o (1=K~ M ) (263)
L’amplitude A, s’exprime alors, a I’ordre zéro, sous la forme :

L=k 8h(—1)" D2 626(1_K226) %4

Evalué¢ pour w=a®,, le coefficient %, est not¢ 7,,. A D'ordre un, la formulation de

I’admittance est :

_ joS, &, 8K %,
=Ty 2670 (264)
avec : Ky, =(1-127,,K3/n*m* ~M, —K;) et : K = fg [(Ycii);‘; )2] (265)
0 0 s @

%, intervient comme coefficient multiplicateur de 4, et de Y, car le potentiel d’excitation

réel du quartz est égal au potentiel entre électrodes multiplié par 7,. Comme le montage le

laisse prévoir, la mise en série du quartz et de I’électrolyte agit donc sur le potentiel
d’excitation comme un pont diviseur de tension de rapport 7%,. Par ailleurs, dans les deux

relations (253) et (264), le coefficient %,, intervient en facteur de K226. Le systeme est donc
équivalent a celui constitué d’un quartz de coefficient de couplage (}70nK226), excité par un
potentiel (7). Il existe cependant un terme additionnel K.

Afin de vérifier les résultats obtenus par 1’approche des modes propres de vibration, il nous a
paru utile de les confronter avec ceux obtenus par Dazhong, utilisant 1’association de circuits
équivalents (paragraphe 11.4.2.1). Cependant, nous avons modifié¢ la méthode de calcul comme

nous le montrons dans la partie suivante.
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4.2.2.1 Equivalence avec le modele de Dhazong

L’objectif de cette partie est de reprendre l'approche proposée par Dazhong, mais avec
I’objectif d’obtenir une formulation de I’admittance, et non pas de I'impédance. Pour cela,
I’équation initiale reste la relation générale (242), donnant I’impédance totale du quartz et de
I’¢lectrolyte comme somme de I’impédance de la solution ajoutée a celle du quartz :
= Y;'Yq
7

(266)

L’admittance du quartz ¥, est la somme d’une partie statique Y;, et d’une partie motionnelle
Y,, Nous avons donc : ¥, =Y, +Y,,. De (266), nous déduisons :
MRACER

- (267)
L+Y+7Y,
Soit @,, la pulsation de résonance du quartz a ’air. Y,, s’écrit :
Y, =—7% (268)
Lm (a_)sn - 6()2 )
et, nous avons : Y, =jCw, Y, =jCo+G, (269)

La suite détaillée du calcul est donné en Annexe 2.4.4. Le point principal de la démonstration
est que, de I’équation (267), il apparait une nouvelle pulsation @,,, définie comme solution de
I’équation :

(T)en2 - ] (T)en/[l‘m (Ysen + Y()en )} = (T)sn2 (270)

ou Y et ¥, sont respectivement les valeurs de Y, et ¥, (269) pour o=@, .

Les coefficients 7,,7%,,,K;, s’introduisent ensuite naturellement, et 1’admittance, donnée

initialement par la relation (267), s’écrit finalement :

Y=7| %+ on 2 271)
|:1+(1_7_/0n)(4K226/n27[2)_KG:| Lm (E)en - )
Nous n'avons pas déterminé rigoureusement I’expression analytique du terme de la partie

statique, Yo,- En effet, tous les harmoniques contribuent a ce terme, et la somme infinie

. < . . . ’
résultante est délicate a estimer. Nous conserverons comme estimation que Y, est peu
différente de Y.

L’intérét des relations (270) et (271) est qu’elles sont équivalentes respectivement aux
équations (253) et (264). Les deux approches, par les modes propres de vibration et par les
circuits équivalents, donnent donc les mémes solutions pour le probléme du quartz au contact

d’un électrolyte.
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4.2.3  Piégeage d’énergie pour un quart; au contact avec une solution conductrice

Nous allons étudier maintenant le cas ou le quartz est au contact d’une solution conductrice,
mais avec une excitation électrique par deux électrodes classiques au contact. L’¢lectrolyte
n’agit plus alors que sur la zone non métallisée, dont le réle normal est de piéger I’énergie.
Dans une premiére analyse, nous étudierons le cas ou 1’électrode supérieure est de dimension
infinie suivant 1’axe x; et de largeur 2/ suivant 1’axe x;et 1’électrode inférieure est de
dimension infinie dans les deux directions x; et x; (Figure 1I-20). La démarche est alors de
reprendre le modéle du piégeage d’énergie en mettant, pour la zone non métallisée, les
paramétres du résonateur avec électrolyte. Nous verrons qu’une partie du déphasage entre le
déplacement mécanique et le potentiel d’excitation électrique, propre au résonateur avec
¢lectrolyte de la zone non métallisée, se transfere, par couplage mécanique, au résonateur final

décrivant le quartz complet avec les deux zones.

Quart/z - 7 é/ectr/odes
I X
,7\ 77777 _ZQ/+I/~>3

Figure II-20 : Quartz a électrodes rectangulaires dont [’électrode inférieure est infinie.

Dans le mode¢le précédent, la longueur /; était considérée comme constante, car le quartz était

face a D’électrode d’excitation au sein de [’électrolyte. La zone non métallisée étant,
maintenant, dans le méme plan que la zone métallisée, il est évident que /; augmente du

centre vers ’extérieur du quartz, ce qui augmente la phase et diminue le module du potentiel.

Le calcul rigoureux nécessite 1’étude de la géométrie du champ électrique a I’intérieur de la
solution, et I’intégration de I’effet résultant de I’électrolyte sur tous les points de la zone non
métallisée. Par simplicité, nous continuerons d’utiliser les parametres globaux G,,C, en
conservant a I’esprit que 1’effet calculé sera une approximation. La suite du calcul doit donc
étre vue comme une étude qualitative de 1’influence de la conductivité sur le fonctionnement

du quartz, et non comme un calcul précis de I’amplitude des phénomeénes mis en jeu.
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4.2.4  Fréquence propre de vibration

On se retrouve dans la situation du piégeage d’énergie, avec un couplage mécanique entre
deux zones de fréquences propres différentes. La fréquence propre de la partie centrale

métallisée est donnée par :

— \V/2 2
1(c 4K ¢
fromt ()1 2Ky
4h\ p V4

La fréquence propre de la partie externe non métallisée est obtenue a partir de (253) :

_ N2 )
. 1(z 4K
ol ) (l‘ =) 7°‘Md]

ou %, est donné par (258).

La fréquence propre de vibration fondamentale globale du quartz avec électrolyte est alors
donnée par la solution en f de ’équation de couplage :

1 1 1
e 212 P Sl fa=T" )
o 2h(c55j (ffe 1] ‘ﬂ(?z—fé] @72

Les parties réelle et imaginaire de f sont donc fonction de la conductance G, . Le maximum

de la partie imaginaire de f, et le point d’inflexion de la partie réelle de 1, sont obtenus pour
une méme valeur caractéristique de la conductance, que I’on désigne par G, . La valeur de

G, est infeérieure a G

. » conductance caractéristique de %, (259).

4.2.5 Amplitude du déplacement et admittance du quartz

En reprenant le modéle du piégeage d’énergie, u®désigne I’amplitude du déplacement dans la

zone métallisée et u' celui de la zone non métallisée. Des équations générales, il se déduit :

2 2 e _ 2 e
ZZ(a) —a)nv)unv——a) K°x,
n v

>3 (0 - @}, )uly =0’ K K'x, 273)
n v
en x, =%h : ZZ((()Z —a)fv)uflv =0
n v
ZZ(wz_wfv)”Lv =0
n v

K¢ et K'sont les valeurs particuliéres du coefficient K pour chacune des zones.

L’équation (273) se présente sous une forme modifiée par rapport au modéle classique. Elle
indique que la zone non métallisée subit une excitation électrique due a I’électrolyte. La
détermination de I’amplitude doit tenir compte de la nouvelle forme de I’équation (273). Le

calcul est effectué en Annexe 2.4.2, ainsi que celui de I’admittance totale du quartz.
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L’amplitude totale ¥ se décompose en une contribution due a la zone métallisée Y, et une
autre due a la zone non métallisée Y :
Y=Y +Y, (274)

. K:jwzz% l"K‘/’(lHez%)Jr(aﬁv/wkl) Ly
_Joen| (o ooy, Kl sin (&¢,1)
Y, (1+K26)+ ((va/wz _1) <5
ol - L, - Sin("ivhz)iine( <l  Kpsin (kzvhz) cios( )
an h nv an h v

Il est a noter que, pour la contribution Y, de la partie métallisée, et a la différence de

I’admittance du quartz a électrodes séparées (264), le coefficient 7, n’intervient pas comme

coefficient multiplicateur principal. En effet, dans (264), il était 1i¢ a I’amplitude de la
vibration qui se trouve ici imposée par la partie métallisée. Par la relation (272), il existe
cependant une influence, faible mais non négligeable, de 7, sur I’amplitude de vibration.

La définition explicite de 1’admittance Y permet d’évaluer 1’influence de la conductivité sur
les différents parameétres du circuit équivalent. La partie motionnelle de I’admittance, Y,,, est

celle qui fait intervenir le terme # Elle s’écrit donc :
(a)nv / o _l)
-2 . e
L, 4K56L, sin (é‘m,l ) B e
Y, = 5 + Y ———— (275)
2 (ap/e? 1)Ly &, wtan(£57)

A l’ordre zéro, sin( ol ) / &7, est une constante. La partie dépendante de la conductivité dans

la relation (275) est désigné par le parameétre ;- , défini par :

7=l 17 fwtar;lz <1

Pour un circuit équivalent classique dont la partie motionnelle est soumise a une rotation
d’angle &, I’admittance motionnelle, Y, , s’écrit :
, iC, we’™
oy e76)
(070 -1)
Les deux admittances Y, et Y/, peuvent s’identifier et I’évolution de C,,e’* en fonction de la

conductivité est donc identique a celle de y; .

2
De I’équation (165) (§ 1.7.2), il apparait % = (%"] =K. (277)
& tan(£51)

nv
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L, s’¢crit alors : L, = (1+;70K 5). Finalement, y; et C,e’” varient en fonction de la

q 2.2
nzw
conductivité comme le coefficient ¥ défini par :
_ _ 2
Ve =(1+70Ke) . (278)

La capacité motionnelle C,, étant réelle, elle varie comme |}7C

, et Pangle de rotation de la

partie motionnelle, &, est égale a la phase de |;7C| :

a=arg(7c). (279)

A partir de (262) et, sachant que R, = 1/ (C,,@Q), la dépendance de la résistance motionnelle
en fonction de la conductivité est celle du paramétre 7, , défini par :
_ 1 _ .\ 8K;,
VR :—_—(Im(Md)+Im(7/0) 3 ZSJ (280)
|7c| nim

En conclusion, la conductivité de la solution a une influence sur tous les parameétres du circuit
équivalent du quartz. La résistance motionnelle R, et I’angle de rotation ¢ ont un extremum,

car leur expression dépend principalement de la partie imaginaire de 7,. Les extrema de R,, et

o n’ont pas lieu pour la méme valeur de conductivité. Les autres paramétres, L, et C,,, ainsi

que les deux fréquences série et paralléle ont un point d’inflexion pour d’autres valeurs
particuliere de la conductivité. Ces conductivités caractéristiques correspondant aux points

d’inflexion et aux extrema sont différentes mais proches entre elles, et voisines de
G,.=(C,+C,)®. La conductivit¢ G,, apparait donc, & I’observation visuelle des courbes,

comme une conductivité caractéristique unique.

4.3 Quartz avec une électrode supérieure de taille limitée

Le modele précédent concernait un quartz de dimension infinie suivant x;, dont 1’électrode
inférieure était de dimension infinie dans les deux directions x; et x;. Dans cette partie, nous
prenons un quartz réel de dimension finie, en nous limitant au cas le plus courant du quartz de
forme circulaire, les deux électrodes étant elles-mémes identiques et de forme circulaire. Une
patte de connexion rectangulaire assure la connexion entre chaque électrode et le bord du
quartz.

L’étude générale du comportement du quartz en trois dimensions est accessible
analytiquement, sous réserve de restreindre le probléme a des géométries et des modes de
vibrations simples. Tiersten a montré que le mode de cisaillement d’épaisseur et les électrodes
de formes circulaires permettaient cette résolution analytique. En conservant I’hypothése que
la dépendance en x, de I’amplitude est beaucoup plus importante que les dépendances en x; et
en x; il a donné I’équation contrdlant la dépendance du déplacement :

2.2 %

nmwece
66 —
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1 Jess 2 T f) T (S S

“an\ p Coan o fg A S

La solution analytique de cette équation est de la forme :

iy = CnJ, (rk,)cos(md)

m=0
i =Y EnK, (rk;)cos(mo)
m=0

Nous allons maintenant montrer comment ces solutions peuvent s’appliquer, pour trois

géométries de complexité croissante.

Electrodes supérieures

Electrodes inférieures

a) Electrode inférieure  b) Electrode inférieure c) Electrode inférieure
infinie infinie avec patte de connexion

Figure II-21 : Géométries d’électrodes utilisées pour la modélisation numérique de

linfluence de la conductivite.

e Si I’électrode supérieure est elliptique et 1’électrode inférieure infinie (Figure
[I-21.a), les solutions s’écrivent simplement :
ul =C"J,(rk,), ul =E"K,(r k;)
L’équation de couplage, analogue a (272), donnant la fréquence propre de vibration est alors :
kiKo (k1) _ Ko (ki)

- 281
ety (k1) To(k) 250

Et les amplitudes obéissent a la relation de continuité :

La relation (281) fournit des solutions voisines de celles de 1’équation (272), obtenue pour une
quartz de longueur infinie, car les fonctions de Bessel, J, etK,, sont assez proches des

fonctions cosinus et exponentielle décroissante.
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Le mode de calcul de I’amplitude de la vibration et de I’admittance est le méme que pour le

quartz a ¢lectrode infinie et I’admittance Y s’obtient comme la somme des deux contributions,
I’une de la partie métallisée Y, , et I’autre de la partie non métallisée Y; :

Y=Y +7,
La formulation analytique rigoureuse de ’admittance est délicate a obtenir, car elle fait
intervenir des fonctions de Bessel complexes. Cependant, la fonction donnant 1’amplitude
¢tant proche de celle du probléme a électrodes rectangulaires, les fonctions donnant
I’admittance sont nécessairement proches dans les deux problémes. La dépendance de
I’admittance en fonction de la conductivité est donc voisine de celle indiquée a partir de
I’équation (274).

¢ Pour une électrode supérieure circulaire et une électrode inférieure infinie (
Figure II-21.b), I’équation de couplage est plus compliquée. Elle s’applique a tous les points

frontieres entre 1’électrode centrale et la zone non métallisée :

kl-iE;,K,'n (r k;)cos(m@) ZE k;)cos(m@)

V(r,0) sur la frontiére : (282)

k, ZC cos(m&) ZC k,)cos(m8)

La solution en f'de cette équation (282) donne la fréquence propre de vibration du quartz avec
¢lectrode circulaire. Elle n’est accessible que par une modélisation numérique en calcul
complexe. L’enchainement des calculs entrainant une forte perte de précision, nous n’avons
pas pu obtenir une solution stable dans les essais que nous avons effectués.

Le calcul de I’amplitude consiste a déterminer, jusqu’a un ordre raisonnable, les coefficients
de la somme infinie, mais cela nécessite de connaitre la fréquence propre de vibration. Si ces
coefficients sont connus, I’admittance finale s’écrit comme combinaison linéaire des solutions
du probléme précédent avec €lectrode elliptique. La détermination de ces solutions et le calcul

des coefficients de I’amplitude restent a établir.

e Pour les deux électrodes circulaires et une patte de connexion sur I’électrode
inférieure (Figure II-20.c), il existe trois zones différentes ayant chacune une fréquence
propre. Il existe alors trois frontiéres, chacune étant I’objet d’une condition aux limites du type
de I’équation (282). La fréquence propre du quartz est la solution en f'du systéme composé des
trois relations. La résolution numérique de ce systéme présente cependant la méme difficulté
que pour I’¢électrode sans patte de connexion, et la solution n’a pu étre obtenue.

Une démarche approximative consiste a considérer que la longueur de contact entre la patte et
I’¢lectrode fait entre dix et quinze pour cent de la circonférence de 1’¢lectrode, et que ce
pourcentage peut alors étre retenu comme estimation du rapport entre I’amplitude des effets

sur la patte et celle des effets sur une ¢électrode infinie. En tout état de cause, nous pensons que
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les effets sont qualitativement identiques et suivent les méme évolutions dans les deux

géomeétries, seule I’amplitude restant indéterminée.

4.4 Comparaison des résultats expérimentaux, théoriques et modélisés par éléments

finis

Nous avons effectu¢ des mesures d’admittance sur un quartz 6 MHz a électrodes circulaires
dont le diameétre valait 5 mm pour 1’électrode immergée et 6 mm pour 1’¢électrode extérieure.
Nous avons effectué une simulation en éléments finis sur un quartz de méme géométrie. Puis,
nous avons également effectué le calcul théorique pour un quartz avec une électrode
immergée rectangulaire et une électrode inférieure infinie. L’amplitude obtenue dans ce calcul
a été arbitrairement normalisée a I’amplitude obtenue expérimentalement, et seule est a retenir
la forme de la courbe.

Les courbes théoriques ont été calculées sous Mathcad7 en utilisant les relations (278)(279)
(280), donnant respectivement la capacité motionnelle, ’angle de déphasage et la résistance

motionnelle. La fréquence de résonance a été calculée par la relation (272).

j A
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° 4 A, ~’ 3 |—e— Eléments finis A‘
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© A A = '
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c -~ ©
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Figure I1I-22 : Influence de la conductivité sur la résistance motionnelle, la capacité
motionnelle, I'inductance motionnelle et ’angle de rotation du circuit motionnel. Résultats
comparés des expériences, de la modélisation par éléments finis et de la simulation sous
Mathcad.
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Bien que légerement décalées, les courbes expérimentales et théoriques sont trés voisines. La
forme et le sens de variation des courbes sont identiques pour les deux types de tracés. Les
valeurs caractéristiques de la conductivité donnant les maxima et les points d’inflexion sont
trés proches.Pour les quatre parametres tracés, les éléments finis donnent des amplitudes
inférieures aux valeurs expérimentales pour des configurations a priori identiques. Il est
probable que la finesse du maillage joue un rdle sur le résultat obtenu. L’accroissement du
nombre de nceuds reste cependant coliteux en temps de calcul et en place mémoire. Nous
retenons cependant que la forme des courbes est concordante avec celles obtenues lors les
expériences et que les valeurs des conductivités caractéristiques sont également tres proches
des valeurs expérimentales. A 1’origine de cette étude, ce sont d’ailleurs ces similitudes qui
nous ont convaincus que les mesures expérimentales reflétaient bien le comportement du

quartz et n’étaient pas un artefact dii au montage.

4.5 Cas particulier du quartz ayant une grande électrode immergée

Nous montrons, Figure 1I-22, un mode¢le particulier de montage des électrodes sur le quartz.
La partie principale des deux électrodes est un disque. Le disque immergé est plus grand que
celui a Iair libre. Chacun des deux disques est relié a une patte de connexion trés fine assurant
I’amenée de courant. Pour 1’¢lectrode inférieure, un demi-anneau, trés proche de la fronti¢re

du quartz, est utilis¢ comme collecteur du courant en provenance du support.

vue de dessus vue de dessous

Figure 1I-23 : Quartz a électrodes dissymétriques dont la grande électrode est immergée.

L’effet de la conductivité de I’électrolyte sur ce type de quartz est différent de celui sur un
quartz classique. Le demi-anneau ajoute une capacité parallele importante, mais il est tres
¢loigné de la partie centrale, ce qui réduit le couplage piézoélectrique entre les deux zones. Il y
a donc une augmentation de la capacité parallele et une baisse de la fréquence paralléle quand

la conductivité augmente. Par contre, la conductivité¢ influe trés peu sur la résistance
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motionnelle, la capacité motionnelle et la fréquence série. Il existe une petite variation de ces
¢léments qui est due a I’effet acoustoélectrique sur la patte de connexion. Cet effet est faible
car il est atténué par la zone intermédiaire entre les deux disques, qui est insensible a la
conductivité mais participe en partie au piégeage d’énergie. L’onde parvenant au point de
jonction, noté B, est donc trés atténuée et le couplage entre la patte de connexion et la zone
centrale est, lui aussi, trés réduit. Il est a noter que 1’effet acoustoélectrique sur le demi-anneau
extérieur augmente la perte d’énergie globale, qui se traduit par une diminution de la précision
des mesures et une plus grande dispersion de celles-ci.

Pour ce type de quartz, I’influence de la conductivité sur les parameétres de la branche

motionnelle du quartz est donc trés faible. Rodahl >

, qui estime que la conductivité n’influe
pas sur la fréquence série du quartz, a précisément réalisé ses expériences avec ce quartz a
¢lectrodes dissymétriques. Sa conclusion n’est pas donc erronée, mais est limitée a ce type de
quartz de géométrie particuliere. L’amplitude de I’excitation piézoélectrique par 1’électrolyte
de la partie non métallisée du quartz dépend donc principalement de la géométrie des

¢électrodes.

4.6 Conclusion de I’étude de ’influence de la conductivité de la solution sur la

réponse de la microbalance

La variation de conductivité de la solution au contact d’'un quartz modifie la réponse de la
microbalance. L’origine de ce phénomene est la modification de la géométrie des lignes de
champ autour de I’électrode immergée du quartz, induisant une variation de la capacité
parallele du quartz. Si la majorité des lignes de champ atteint la patte de connexion inférieure,
la variation de capacité est positive. Si les lignes de champ passent par les éléments de la
cellule, la variation de capacité peut alors €tre négative ou positive suivant les propriétés
¢lectriques du matériau de la cellule. La fréquence microbalance évoluant en sens inverse de
la capacité parallele, la variation de fréquence provoquée par 1’augmentation de la
conductivité est en général négative, mais peut étre positive si I’¢électrolyte ne recouvre que la
zone centrale du quartz.

La variation, au cours des expériences de conductivité, des différents éléments du circuit
équivalent ne nous parait explicable que par la prise en compte de la réponse piézoélectrique
de la zone du quartz en regard de la patte de connexion inférieure. Méme si le calcul théorique
que nous avons développé ne prévoit que des évolutions qualitatives, celles-ci ont une bonne
corrélation avec les résultats expérimentaux. Ce modele, et les simulations numériques par
¢léments finis, prévoient en particulier la diminution de I’inductance motionnelle, un
maximum de la résistance motionnelle et la diminution de la fréquence série. Par ailleurs,
I’ajustement correct des éléments du circuit équivalent impose 1’existence d’un angle de
rotation de la partie motionnelle, qui est prévu par notre modele. Pour ces quatre parameétres,

la forme et les points caractéristiques des courbes calculées correspondent avec ceux des
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courbes expérimentales. L’amplitude des variations est plus délicate a prévoir et dépend
fortement de la géométrie des électrodes sur le quartz.

Comme la variation de température ou celle du produit viscosité-densité de la solution, la
variation de conductivité est un parametre a ne pas négliger dans I’interprétation des résultats
de microbalance. Cette influence est mal connue et mérite d’étre rappelée. Par ailleurs, pour
obtenir des résultats numériques plus précis, nous pensons qu’il est préférable d’améliorer la
simulation numérique du comportement piézoélectrique du quartz plutét que d’affiner la

recherche des modifications de propriété de la couche liquide au contact du quartz.
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CHAPITRE III : MISE AU POINT D’UNE MICROBALANCE A

QUARTZ CHAUFFE

1. Généralités sur ’entartrage

L’objectif du travail effectu¢ dans cette partie est de contribuer a 1’é¢tude de I’entartrage. A
I’instar de la corrosion dont I’impact économique se chiffre en dizaine de milliards de dollars,
I’entartrage est un phénomene courant dont les conséquences peuvent €tre cependant tres
néfastes. Les industriels confrontés au probleéme ont ainsi 1’obligation de mettre au point des
stratégies précises et rigoureuses pour en réduire les effets tels que 1’obstruction des
canalisations, la corrosion induite et le surpoids engendré par le dépot. Le lieu privilégié de
I’entartrage industriel est la paroi interne des échangeurs thermiques des réacteurs chimiques
ou des centrales électriques, thermiques ou nucléaires. Le phénomene est également la
préoccupation des fournisseurs de chauffe-eaux domestiques. Si les connaissances dans le
domaine ont progressé¢ depuis plusieurs décennies, la compréhension des mécanismes de
formation reste encore partielle et 1I’optimisation des méthodes de prévention peut étre encore
améliorée.

Le tartre est défini comme étant un dépot adhérent sur une paroi, provoqué par la précipitation
de sels préalablement dissous dans I’eau. Cette précipitation est généralement provoquée par
une diminution de la solubilit¢ d’une ou de plusieurs espéces, mais elle peut étre due
seulement a 1’état de surface de la paroi. Les parametres influant sur la solubilité sont le pH, la
température, et la concentration en gaz carbonique dissous. La solution contenant les sels
entartrants a généralement la propriété de pouvoir passer en état de sursaturation, c’est-a-dire
dans un état ou les lois d’équilibre thermodynamique des solutions ne sont pas respectées.
Cette caractéristique a pour conséquence que 1’entartrage est le plus souvent un phénomene de
rupture d’état métastable, ce qui a toujours rendu son étude particulicrement délicate. Le
principal sel constitutif du tartre est le carbonate de calcium, de formule CaCOs;, et il a
précisément cette caractéristique de pouvoir se maintenir dissoci¢ dans des solutions
sursaturées. La majorité des études sur le tartre porte sur la précipitation de CaCOs, seul en
solution ou accompagné d’autres ions tels que ceux effectivement rencontrés en condition
naturelle, comme dans le cas de 1’étude de I’entartrage en eau de mer ou les solutions
contiennent 30 g/l de NaCl. Quand le carbonate de calcium est le seul sel dissous, la solution

est dite « carboniquement pure », et c’est le type de solution que nous avons utilisée dans
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notre étude. En effet, notre objectif étant de mettre au point en laboratoire une nouvelle
méthode d’entartrage par voie thermique, il est inutile de multiplier les parameétres et donc le

nombre de variétés ioniques, dont la présence rend plus difficile I’interprétation des résultats.

1.1 Variétés cristallines du carbonate de calcium

Les trois variétés cristallines les plus courantes, toutes anhydres, sont la calcite, la vatérite et
I’aragonite. Il existe par ailleurs des formes hydratées plus ou moins stables et des précurseurs
intervenant de fagon intermédiaire dans la phase de germination des autres variétés®.

La calcite est la forme la plus stable et la plus fréquemment rencontrée dans la nature. Elle se
présente sous forme de cristaux cubiques et cristallise dans le systéme 3m.

L’aragonite est la deuxiéme forme la plus stable et se forme de fagon privilégiée aux
températures supérieures a 60 °C. Elle se présente sous forme d’aiguilles allongées et
cristallise dans une structure hexagonale. Elle est moins adhérente aux parois que la calcite.
La vatérite est une variété théoriquement métastable qui a la particularit¢ de pouvoir se
transformer en aragonite. Quand elle reste dans sa forme originale, elle peut se présenter sous
des morphologies trés différentes : lentilles, rose des sables, amande, volcan 6667 Elle

cristallise dans un systéme hexagonal.

1.2 Equilibres calco-carboniques

Pour une eau contenant du carbonate de calcium dissous sans phase solide, il existe 1’équilibre

chimique suivant :
Ca’™+ CO}” & CaCO,

La loi d’action de masse indique qu’il existe une constante d’équilibre K telle que :
(ca*)(co7)
(CaCOy)

ou (Ca%) désigne D’activité de I’espéce Ca”". La constante K est mal définie, car elle

impose de mesurer la partie non dissociée du sel en solution.

La réaction intéressante est la précipitation du sel sous forme solide :
Ca?'+CO3™ — CaCOy

Cette réaction est régie par une constante de solubilité :
K= (ca™)(co7) (283)

S

La constante K est théoriquement plus facile a mesurer, car elle ne met en jeu que deux ions

en solutions. Toutes les variétés cristallines possedent leur propre constante K, ayant fait

I’objet de trés nombreuses évaluations. Dans les publications récentes, ce sont les relations
proposées en 1982 par Plummer et Busenberg68 qui sont le plus souvent citées. Leurs
formulations pour les principales variétés cristallines sont les suivantes :

Calcite : Ks=171,9065+0,077993*T-2839,319/T-71,595*1og10(T)
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Aragonite : Ks=171,9773+0,077993*T-2903,293/T+71,595*log10(T)
Vatérite : Ks=172,1295+0,077996*T-3074,688/T-71,595*1og10(T)

ou T est la température absolue du cristal.

L’ion calcium est naturellement stable en solution. L’ion carbonate intervient, de son coté,
dans une autre chaine d’équilibres, nommés équilibres carboniques, issus de la dissolution du

gaz carbonique de I’air.

1.3 Equilibres carboniques

La dissolution du gaz carbonique dans 1’eau se fait suivant 1’équilibre :

COsem) & COxug)
gouverné par la loi de Henry :
CO3(aq)
ky=——"7"-
P, (CO,)

ou kg est une constante liée au gaz, COz(aq) est la concentration en gaz dissous, et P, (CO,)

est la pression partielle du gaz dans I’atmosphére. Il est & noter que cette loi est une loi
d’interface gaz-liquide et que la concentration au sein de la solution dépend également de la

cinétique de dissolution du gaz dans laquelle interviennent la diffusion et la convection.

Le CO, dissous s’associe a I’eau pour former un acide faible :
COypqt HO &= H,CO;

(H,CO;)
(CO2 (aq))

K est donné par :log(K') =-1.5, ce qui indique que seulement 3% du gaz est hydrolysé.

dont la constante est K =

L’acide H,CO; se dissocie deux fois suivant les deux équilibres suivants :

H,CO; = HCOj + H' de constante K, = —(H+)(HCO;)
S "7 ,c0))
+ 2.
et HCO; = CO7 + H' de constante K, = M
(HCO3)

I1 est habituel de regrouper les especes neutres sous la forme CO; libre :
(COZ(libre)) - (COZ(aq))+(H2C03)

Par cette écriture, il est possible de définir la réaction
COyjiprey + H,O 22 HCO; + H
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(1) (nc0;)
(CO2(libre))

L’intérét de faire intervenir le CO, libre est de pouvoir raisonner avec la seule constante K.

Ko

dont la constante K, = W
+

s’écrit: K, =

La détermination expérimentale de cette derniére est en effet plus simple a réaliser que celle

des deux constantes K’ et K.

1.3.1  Paramétres analytiques de ’eau

En plus des paramétres classiques, tel que le pH, une eau d’entartrage se caractérise par sa
dureté, donnant la concentration en ions Ca>" et Mg®" dissous. On appelle cette concentration
le titre hydrotimétrique (TH) de la solution, et 1’unité classiquement utilisée est le « degré
frangais », égal & 10™* mole/l. Nous conserverons 1’écriture de cette unité, qui est °F, et nous
écrirons les degrés Fahrenheit en toutes lettres.

TH =[Caz*] +[Mgz*}
ou [A] désigne la concentration de I’espéce A . D’autres caractéristiques de I’eau sont
¢galement définies telles que :

Titre alcalimétrique ou TA = [CO%’] + [OH]

Titre alcalimétrique complet ou TAC = [HCO;] + 2[CO§']+ [OH]

Titre acidimétrique = [Hq

Titre acidimétrique complet = [H+] + [Coz(hbreﬂ

De fagon générale la concentration et ’activité d’une espéce sont reliées par le coefficient
d’activité f; suivantlaloi:  (A4)= f.[A]
Pour les solutions moyennement concentrées, f est une fonction de la charge ionique de la

solution, notée /. Celle-ci est définie par :
1=0,5>C, z’

ions

avec : C;= concentration de I’espéce i, z; = charge ionique de I’espéce i.

La relation de Debye-Hiickel, modifiée par Davies®, donne la dépendance de fen fonction de
letde z; :

S (12)==0,527 |N1/(1+31) 0,31

Comme déja indiqué, les solutions carbonatées sont fréquemment en état de sursaturation,

c’est-a-dire que la relation (283) n’est pas respectée, et il apparait : (Ca2+ ) (CO%’) > K. Cette

derniére inégalité se produit pour des pH supérieurs a un pH limite, désigné pH d’équilibre de

la solution carbonatée.
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1.4 Etat de ’art de I’étude de I’entartrage

1.4.1  Présentation des méthodes d’entartrage

L’¢étude de la précipitation du carbonate de calcium a donné lieu a une abondante littérature
que nous allons sommairement résumer. Nous n’entrerons pas dans le détail de la distinction
entre les travaux sur la précipitation hétérogeéne, qui a trait aux dépdts adhérents sur paroi, et
ceux sur la précipitation homogene, qui concerne la précipitation au sein des solutions. Les
deux phénomeénes sont différents mais les explications sur les mécanismes mis en jeu restent
en cours d’¢élaboration et les résultats obtenus apparaissent plutdt complémentaires
qu’antinomiques. Deux types d’études peuvent étre cependant distingués : celles en conditions
naturelles et celles en laboratoire. Dans les conditions naturelles, le procédé de précipitation
est 1’¢élévation de température d’une paroi au contact de 1’eau. Initialement, les expériences
duraient plusieurs mois sans controle des parametres, et avaient pour objet d’étudier apres
démontage les dépdts formés dans les canalisations d’échangeur thermique. Actuellement,
avec la fabrication de prototypes de taille réduite, 1’ajout d’appareillages in situ et la
modification de la composition de 1’eau circulante, ces expériences ne s’effectuent plus
réellement dans des conditions naturelles, mais elles conservent un point commun essentiel

qui est I’activation de I’entartrage par contact d’une eau froide avec une paroi chaude.
(a) Méthodes de précipitation en volume

Les études en laboratoire, quant a elles, s’appuient sur des méthodes de précipitation accélérée
qui permettent de réduire a quelques heures la durée des expériences. Une des techniques
classiquement utilisée a cette fin est I’élévation du pH de la solution, suivant la réaction :
Ca**+HCO; +OH™ & CaCO; +H,0 (284)

Ainsi, Ledion a développé la méthode de précipitation contrdlée rapide (PCR), qui consiste &
agiter la solution pour dégazer le CO,. Roques’' provoque le dégazage par insufflation de gaz
neutre. Gache® utilise la méthode du pH critique, en injectant une base telle que NaOH. Par
ailleurs, il existe des méthodes n’agissant pas sur le pH, comme la précipitation accélérée par
ensemencement, qui consiste a injecter des cristaux en suspension dans la solution pour
multiplier la surface active de croissance cristalline. De méme, la méthode de double
décomposition s’effectue par simple mélange de deux solutions, I’une contenant du CacCl, et
I’autre du NaHCO; ">".

Toutes ces méthodes provoquent une profonde modification des caractéristiques de la
solution, induisant majoritairement une précipitation en volume mais parfois aussi un léger
dépot adhérent aux parois du récipent. Il apparait alors une cohabitation des germinations
homogene et hétérogene. Par ailleurs, ces méthodes ne sont pas explicitement des méthodes

d’entartrage car elles ne forment pas des dépdts adhérents aux parois. Industriellement,
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I’ensemencement est d’ailleurs utilis€ dans la prévention de 1’entartrage en participant a

I’épuisement de la quantité d’ions en solutions.
(b) Meéthode d’entartrage par voie électrochimique

Nous citons finalement la méthode d’entartrage électrochimique, développée par Ledion™,
dans laquelle ’augmentation du pH est provoquée par la réduction de 1’oxygene dissous .
Cette réaction de réduction s’écrit :
0,+4e +2H,0 — 40H" (285)

La précipitation du tartre se produit ensuite suivant la réaction (284). A 25°C, une eau en
équilibre avec de I’air naturel (20% d’oxygeéne) contient 9 mg/l d’oxygeéne dissous.
L’expérience est réalisée avec un contréle de 1’hydrodynamique de la solution, ce qui permet
de travailler a la valeur limite du flux de diffusion de 1’oxygene dans la solution. Par cette
approche, la réaction (285) n’intervient plus dans la vitesse de croissance du dépdt, qui est
alors gouvernée par I’hydrodynamique d’une part et le pourcentage de surface d’¢lectrode non
recouverte d’autre part. Ainsi, aprés 2 a 3 heures, la surface totalement entartrée finit par
bloquer la réaction (285). La valeur typique du courant de réduction initial est un peu
inférieure 4 1 mA.cm™, mais il est & noter que le blocage final n’est pas complet et qu’il reste
toujours un courant de réduction résiduel, a travers les porosités du dépot, de 10 pA.cm™
environ '°.

La méthode électrochimique a I’avantage de produire un réel entartrage, avec un dépot de
tartre adhérent sur une paroi. De plus, elle n’impose qu’un trés faible prélévement de maticre

en solution, ce qui permet une recirculation du liquide.

L’intérét de toutes les études en laboratoire est de pouvoir accumuler en peu de temps
beaucoup d’informations sur les mécanismes élémentaires liés a la précipitation, dans des
conditions physico-chimiques parfaitement contrdlées. Cependant, 1’inconvénient reproché a
ces méthodes, y compris I’électrochimique, est d’étudier une précipitation de nature différente
de celle induite par effet thermique. Il reste donc a établir les différences et les similitudes
entre I’entartrage naturel et celui de laboratoire, et c’est dans ce cadre que s’inscrit notre

travail.

1.4.2  Méthodes d’analyse et d’investigation

Il existe de nombreuses méthodes d’investigation, dont celles qui ne dépendent pas du
procédé¢ de précipitation. La plus commune est 1’observation ex situ par microscope
¢lectronique a balayage (MEB). Les variétés cristallines du carbonate de calcium ont des
structures trés marquées, et il est ainsi possible d’étudier la taille et la disposition des cristaux
ainsi que la répartition entre les variétés ®>">7"52 Poindessous a ainsi utilisé 1’analyse

Lo . P . \ . . 66
numérique des images pour étudier les modeles de germination .
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Trois méthodes spectroscopiques peuvent étre également utilisées, in situ ou ex situ: la
spectroscopie Raman’>®, la diffraction des rayons X "***2 et I’analyse infrarouge73’84. Ces
méthodes ont I’intérét de différencier les variétés cristallines. In situ, elles renseignent sur les
précurseurs et les variétés instables, la transition vatérite-aragonite étant un exemple
caractéristique.

Parmi les méthodes limitées aux dépots adhérents, il est intéressant de citer celle de
I’impédance électrochimique. Gabrielli a ainsi étudié le tartre in situ, en paralléle aux
expériences de dépot par voie électrochimique®. Les informations originales obtenues portent
sur Iépaisseur et la porosité du dépot °*. 1l est également possible d’en déduire des
mécanismes de croissance cristalline. Cette méthode a été également appliquée par Zidoune
sur des dépdts obtenus par voie thermique *'.

Grace aux progres de I’imagerie numérique, il est maintenant possible de suivre, in situ et en
temps réel, I’évolution de la taille des dépdts avec des images de qualité voisine de celles du
MEB. L’observation peut ainsi s’effectuer soit depuis le dessus du dépdt, comme dans le

86,87
montage de Euvrard ™

, soit par I’arriére de la cellule, a travers I’électrode de travail
transparente, comme dans le montage développé par Devos®™™® au laboratoire UPR15. L’aire
du dépot est ainsi accessible, et le couplage avec une technique de mesure de masse permet de
déduire la variation de I’épaisseur **. La richesse des informations obtenues par cette approche
la rend prometteuse, mais également complexe et délicate a mettre au point.

La qualité¢ du réseau cristallin de la calcite a permis a Yang de I’observer a I’aide d’un
microscope & force atomique (AFM)’2. Cette approche est encore marginale, mais sans doute
promise a un développement important.

La chronoampérométrie est une technique inhérente a la méthode électrochimique, et consiste
a suivre au cours du temps I’évolution du courant de réduction de I’oxygéne dissous 667576
Celui-ci est en effet corrélé au dépdot déja présent, par ’aire accessible de ’électrode et
I’épaisseur de la couche de diffusion.

65,70,71,90
H *>/% 7

Pour les expériences de précipitation en volume, la diminution du p et la diminution

de la conductivité’® sont les indicateurs essentiels de ’évolution de la réaction.
1.4.2.1 Mesure de la masse déposée

Le point important dans les expériences est de pouvoir mesurer la masse de cristal précipitée.

1.3 et Duffau et al. *° utilisent une mesure

Si la précipitation est en volume, Andritsos et a
optique de la turbidité de la solution pour en déduire le volume des particules en suspension.
Andritsos propose aussi une méthode par filtration d’un certain volume puis dosage ex situ du
filtrat *. Duffau met ¢galement en ceuvre un compteur optique de particules”, I’appareil
pouvant étre doublé pour fonctionner par différence.

Pour les dépots adhérents, la méthode de pesée dépend essentiellement du procédé
d’entartrage. Pour les dépdts thermiques, la méthode la plus classique, décrite par

Hasson91,Yang72 et Duffau90, utilise la mesure de variation de la conductance thermique de la
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paroi. La paroi est composée de trois couches superposées : le tuyau, la couche limite d’eau et
le tartre entre les deux. La mesure des températures de 1’extérieur de la canalisation et de I’eau
de circulation, en connaissant la puissance de chauffage, permet d’obtenir la résistance
thermique de la paroi. Les ¢léments constants sont étalonnés au préalable, et la conductivité
thermique du dépdt est mesurée apres I’expérience, ce qui permet de reconstituer 1’historique
en temps réel de 1’épaisseur du dépot.

L’équipe d’Andritsos utilise aussi la méthode de prélévement de coupons™, qui consiste &
placer et a retirer régulicrement des fragments de parois, dont les dépots sont ensuite dissous
et dosés. La masse ainsi mesurée n’est qu’une moyenne sur plusieurs heures.

La microbalance est utilisée depuis une dizaine d’années dans les expériences d’entartrage par
voie électrochimique ", ou elle permet d’obtenir une mesure trés précise en temps réel de la
masse déposée. Elle détecte en particulier les premiers instants de la germination et elle peut

88,89 , N 66 .
7 et chronoampérométrique™. En principe, elle

étre couplée avec les méthodes optique
pourrait €tre utilisée dans les expériences de précipitation en volume pour mesurer la fraction
adhérente, mais nous n’avons pas trouvé de publication concernant ce genre d’application. De
la méme fagon I’application de la microbalance aux dépots thermiques n’a pas encore été
réalisée, ce qui justifie 1’objectif de notre travail.

Nous citerons également la méthode originale proposée par Turner. Celui-ci introduit un
isotope radioactif, le calcium 47, dans la solution, puis il déduit la masse déposée a partir de la
mesure du rayonnement gamma %2 Turner couple son procédé avec celui de mesure de
résistance thermique, et il montre que, par densification du dépot, la conductivité thermique
globale de la paroi augmente au cours de I’expérience. L approche utilisée par Turner remet
sensiblement en cause la valeur absolue des résultats obtenus par la mesure de résistance
thermique et elle explique en partie la divergence entre les prévisions théoriques et les

résultats expérimentaux.
1.4.2.2 Dosage des ions Ca’*

Pour la mesure de masse lors d’une précipitation en volume, il peut étre utilisé un dosage des
ions Ca”" en solution, d’ou se déduit le calcium cristallis¢’®. Avant d’utiliser un procédé de
mesure de masse de dépot, il faut le calibrer, et cela peut aussi s’effectuer par dosage76. Le
dosage chimique des ions calcium est donc un outil trés utile dans 1’étude de I’entartrage. Les
procédés classiques utilisent des intermédiaires de complexation tels que I’EDTA, le Noir
Eriochrome T ou la murexide. Nous pouvons aussi rappeler la méthode de dosage a 1’aide
d’une électrode spécifique a membrane polymeére. La méthode la plus précise reste cependant

le spectrometre a flamme ou avec torche a plasma.

2. Présentation du sujet d’étude

L’objectif du travail a été¢ de reproduire en laboratoire les conditions d’entartrage thermique

hétérogene, c’est-a-dire les dépdts obtenus sur la paroi chaude d’une canalisation dans
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laquelle circule de 1’eau froide. Il est nécessaire que le circuit d’eau soit ouvert ou semi-
ouvert, pour étre continuellement réalimenté en matériaux déposables, ce qui fait que les
circuits fermés, comme ceux du «chauffage central », ne sont pas soumis a 1’entartrage. L’eau
de circulation étant a une température nettement plus basse que la paroi du tuyau, il est a noter
qu’il existe toujours un trés fort gradient thermique au voisinage de la paroi. Pour simuler cet
entartrage en laboratoire, dans des conditions les plus voisines des conditions réelles, il est
nécessaire de concevoir une cellule a circulation d’eau froide passant au contact d’un élément
chaud intégrant une microbalance. Le quartz étant a la fois le lieu de dépot et 1’outil d’analyse
de I’expérience, la seule approche réaliste est de chauffer le cristal lui-méme. Pour maitriser
les conditions de chauffage, il est également nécessaire d’installer un capteur de température
permettant le fonctionnement d’un systeme de régulation.

La cellule de dépot utilisée est basée sur le montage qui a été développé au laboratoire
UPRI15 : une microbalance a quartz montée au fond d’une cellule a jet immergé. Nous
commencerons par rappeler le principe de la cellule a jet avant de présenter la méthode de
chauffage que nous avons développée ainsi que le type de capteur de température que nous
avons mis au point. Nous décrirons ensuite le principe et la mise en ceuvre de la régulation
thermique puis nous montrerons les adaptations que nous avons apportées au support du
quartz. La partie suivante portera sur le montage de la partie électrique du prototype, avec
I’oscillateur, le chauffage ainsi que 1’agencement général des différents éléments. Nous
terminerons par la description du protocole expérimental et la discussion des premiers

résultats obtenus en entartrage thermique.
3. Description de la cellule a jet

3.1 Rappels généraux de dynamique des fluides et des transferts

Avant la description de la cellule, nous commengons par quelques rappels théoriques sur les
phénomenes mis en jeu. L’intérét est de montrer les fortes similitudes entre les équations de
I’hydrodynamique, du transport de matiere et du transfert de chaleur. Ces similitudes
permettent souvent d’appliquer a un domaine les résultats obtenus dans un autre domaine.
Le transfert de chaleur par conduction est donné par la loi de Fourier :

Jo=-Agrad T (286)
ou jQ est le flux de chaleur exprimé en Jm™s”, et A est la conductivité thermique du
matériau, exprimée en Jm™'s 'K
L’équation générale de conservation de la chaleur, tenant compte de la conduction et de la
convection par le liquide, et en considérant Aet p indépendants de T, s’écrit :

pC, @—?gr—wmj:w% (287)

| .y . fe s . . -1 -1
ou C, est la capacité calorifique du matériau a pression constante exprimée en J kg"K™'s™. Il

se déduit alors un coefficient a;,, appelé diffusivité thermique du matériau, défini par :
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ar = /l/(pCp), (m’s™)
La loi de Fick est la loi de diffusion d’une espece en solution. Elle est équivalente, en transfert

de matiére, a la loi de Fourier en thermique, et s’exprime par :

Jo=-Dgrad C
o C est la concentration de 1’espéce exprimée en mole.m™, D est le coefficient de diffusion
de cette espéce, exprimé en m’s™, et jc est le flux de I’espéce, exprimé en mole.m™s™.

La loi de conservation de 1’espéce s’écrit alors :

E;—erngldc.v=szc (288)

Les deux équations de conservation, (287) et (288), apparaissent donc sous une forme
équivalente, et les coefficients a; et D, exprimés en m’s”', jouent un role analogue,
respectivement pour 7 et C. Cette similitude montre que les solutions obtenues dans les
configurations mélant thermique et transport de matiére, sont formellement identiques pour
les deux types de probléme. Cette situation de probléme mixte est celle que nous avons
rencontrée. Il est a noter que le transport de matie¢re ne tient pas compte de la migration
¢lectrique, ce qui impose que 1’espéce étudiée soit neutre ou que la migration soit négligeable.
Il apparait que les lois de conservation font intervenir la vitesse du liquide, soumise a la

relation de Navier-Stokes :

p@—:+ﬁv.vj:—gr?1p+nv2v+pg (289)

La résolution des problémes de diffusion-convection (287) et (288) passe donc toujours par
celle du champ de vitesse (289). Celle-ci n’a pas de solution analytique générale, et chaque
géométrie impose une étude particuliere.

3.2 Hydrodynamique de la cellule a jet

La cellule a jet consiste en un cylindre d’environ 10 cm de hauteur et 10 cm de diamétre,
alimenté par une buse centrale de 5 a 15 mm de diamétre, de hauteur variable. Un orifice en
haut de la cellule permet I’évacuation du liquide qui en remplit complétement le volume
interne, et la circulation du liquide en circuit fermé est assurée par une pompe externe. La
Figure III-1 présente le plan d’une cellule a jet intégrée dans un montage expérimental. Nous
rappelons les études de V. Bouet™ et F. Baleras™, décrivant comment les équations générales
précédentes s’appliquent a ce type de cellule. Nous utiliserons certains nombres

adimensionnels dont les définitions sont rappelées en Annexe 3.1.
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Figure I1I-1 : Schéma d’une cellule a jet
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L’étude du champ de vitesse d’un jet bloqué par une paroi transversale a été réalisé par
v 1 , . . . . : : 95

Frossling, en résolvant 1’équation de Navier-Stokes en coordonnées cylindriques™. Il montre

que les vitesses radiale, v,, et verticale, v,, s’écrivent sous la forme :

v.=arf'(z), v,==2a f(z)

ou f'est une fonction intermédiaire inconnue, et a est un parametre dépendant de la cellule.

L’auteur calcule ensuite numériquement 1’épaisseur de la couche limite hydrodynamique, 9,
pour laquelle la vitesse radiale v, est supérieure a 0,99 de la vitesse a I’infini, et a partir de

laquelle I’influence du fond de cellule peut étre considérée comme négligeable. Il obtient :
8, =24v/a

Pour un jet incident de diameétre fini, Schrader a montré que le calcul de Frossling restait
encore valable dans une zone du fond de cellule, appelée zone de stagnation, d’un diametre
égal a 1,1 fois le diamétre du jet incident °°. L’épaisseur de la couche limite hydrodynamique
peut donc étre considérée comme constante au dessus de cette zone. Plus a I’extérieur,
apparaissent successivement une zone de transition puis une zone de paroi, cette derniére
dépendant essentiellement des conditions aux limites radiales. Le profil de vitesse
schématique est donné Figure I11-2.

A partir des résultats hydrodynamiques précédents, Chin et Tsang ont calculé le transport de
matiére dans la zone de stagnation de la cellule a jet °’. IIs négligent la diffusion radiale, et

réduisent 1’équation de diffusion-convection a la relation suivante :
oC _ 9°C
v, =—=D—
Jz dz

Les auteurs introduisent dans cette équation le profil de vitesse v, calculé par Frossling. En

tenant compte de la concentration dans la solution, C,,, et de celle a la paroi, C,, ils montrent
que le flux de matiére J peut s’écrire sous la forme :
Je=k.(Cy—-C..) (290)

oo

ou k. est le coefficient de transfert de masse, dont se déduit le nombre de Sherwood, Sh, défini
par Sh=k,d D', En notant I’élévation de la buse par H, et son diamétre par d, les auteurs

proposent finalement la relation suivante pour Sh :
Sh=aRe"*Sc"g(Sc) £, (H/d) (291)

ou «est un parametre dépendant de la géométrie de la cellule et du régime d’écoulement,
laminaire ou turbulent. f, est une fonction dépendant de la géométrie. Par ailleurs, g (Sc) est
définie par :

~0,0845 0,0163

g(Sc)=1 Sc!/3 - Sc?/3 i

(292)
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L’analyse effectuée par Chin et Tsang pour le transfert de matiere s’étend au transfert de
chaleur en remplagant, dans les relations (291) et (292), le nombre de Schmidt par le nombre
de Prandtl, et le nombre de Sherwood par le nombre de Nusselt. Dans leur calcul, les auteurs
montrent que I’existence de la couche limite hydrodynamique induit celle d’une couche limite
de diffusion, et c’est le fait que cette couche est d’épaisseur quasi uniforme qui est a 1’origine
du qualificatif d’« uniformément accessible », attribué a la zone de stagnation. Dans les
montages en cellule a jet, 1’¢lectrode de travail est donc ensuite toujours congue pour se situer

entiecrement dans cette zone de stagnation. L’épaisseur de la couche de diffusion étant
désignée par O, I’équation (290) s’écrit aussi sous la forme :

De maniére analogue, le flux thermique J, s’écrit:J; =A(Cy—C.,) / O . Des relations
précédentes, il se déduit la relation suivante entre les épaisseurs des deux couches limites :

i _ (&jlﬂ

oc \Pr

Dans 1’eau, ce rapport vaut environ 10, ce qui montre que la couche de diffusion de maticre

est beaucoup plus mince que la couche de diffusion thermique.

| Buse d'arrivée

zone de VA4

zone de stagnation transition  zone de paroi

Figure III-2 : Schéma du profil de vitesse dans la cellule a jet.
La caractéristique d’accessibilité uniforme est également partagée par le montage a électrode

tournante, dont la géométrie de cellule est plus simple que la cellule a jet. Cependant, pour

une ¢étude par microbalance, 1’¢lectrode tournante nécessite que I’ensemble contenant
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I’oscillateur et le quartz soit monté sur un systéme en rotation. Ce type de montage est tres
délicat a réaliser, et a notre connaissance, le seul prototype actuellement opérationnel est celui

développé par D.Landolt au laboratoire de métallurgie chimique de Lausanne %0,

3.2.1 Alimentation en liquide de la cellule

La pompe d’alimentation externe peut fournir un débit de 0,1 a 0,5 I/min en régime laminaire
et jusqu’a 2 I/min. en régime turbulent. Pour simplifier les études, nous nous sommes toujours
limités a des écoulements en régime laminaire. En effet, le régime turbulent est celui ou les
forces d’inertie ont plus d’influence que celles de viscosité et engendrent des tourbillons
générateurs d’instabilités et de bruit de fond *. Par ailleurs, pour réduire au maximum les a-
coups de débit et conserver une bonne stabilité du signal de fréquence, la pompe utilisée est
du type "a engrenages".

L’objectif était donc d’améliorer ce montage en installant un systéme de chauffage dont le role
est d’amener la surface du quartz a une certaine température afin de mesurer la vitesse de

dépot de tartre obtenu par voie thermique.
4. Essais préliminaires de chauffage et de l1a mesure de température

4.1 Chauffage

4.1.1 Introduction

Le point le plus sensible du montage est le chauffage du quartz, I’objectif étant de fournir une
puissance importante sur 1’électrode immergée de 5 millimetres de diamétre tout en perturbant
au minimum [’oscillation du quartz. D’une facon générale, le transfert d’énergie thermique
peut se faire par conduction ou rayonnement, et le travail préliminaire a donc consisté a
essayer toutes les options utilisant I'un ou I’autre mode de propagation. Cependant, il a été
nécessaire de tenir compte de certaines contraintes comme le prix du matériel, le temps et les
compétences requises pour la mise au point. A titre d’exemple, le chauffage par laser, qui
semble une option trés séduisante par sa souplesse et sa précision, a été délaissé du fait de son
prix ¢levé et de sa mise en ceuvre jugée trop délicate. Une autre option attractive, le chauffage
par courant de Foucault, a été écartée par précaution. Le procédé aurait consisté a placer un
champ magnétique alternatif au voisinage du quartz, afin d’induire des courants dans les
¢lectrodes métalliques créant de la chaleur par effet Joule. Le risque de cette technique est que
I’on fabrique involontairement un systeme antitartre. En effet, I’effet d’inhibition d’entartrage
par les champs magnétiques sur les eaux en mouvement est utilis¢é couramment dans les
appareils du commerce, et méme si cet effet est mal expliqué, il risquait de modifier le résultat
des expériences. Les essais de chauffage ont donc porté sur des méthodes «rustiques » et trois
procédés ont finalement retenu notre attention : un filament incandescent extérieur, un fluide

caloporteur et ’effet Joule dans I’¢lectrode d’excitation non immergée.
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4.1.2  Chauffage par filament incandescent

Le principe de ce mode de chauffage est de porter a incandescence, par effet Joule, un
filament électrique €loigné et de transférer sur le quartz 1’énergie produite. Deux approches

ont été adoptées selon que le filament est a longue ou a courte distance.
4.1.2.1 Lampe a longue distance

Le principe est de focaliser sur le quartz le rayonnement d’une lampe incandescente située a
quelques dizaines de centimeétres de la cellule. L’avantage de cette méthode est de séparer la
partie chauffage et la partie cellule. Le montage est plus volumineux, mais les contraintes
d’encombrement autour du quartz deviennent négligeables. Les essais ont porté sur des
lampes halogeénes du commerce de cinquante watts avec miroir de focalisation du faisceau. Le
rendement thermique s'est en fait avéré insuffisant car une grande partie du rayonnement
traversait le miroir et la focalisation était par ailleurs insuffisante. Pour éviter des pertes
excessives, il était donc indispensable de resurfacer les réflecteurs et d’adapter des lentilles
entre la lampe et la cellule. Par ailleurs, il se posait un probléme di au fait que dans les
conditions optimales de concentration de rayonnement, on obtient sur le quartz une image du
filament de chauffage, ce qui engendre une répartition de température inhomogene a la surface
de I'électrode. Il était donc également nécessaire d’ajouter un diffuseur dans le systéme
optique. Il était prévu de faire ces améliorations dans le cadre d’essais poussés si aucun des
essais préliminaires n’avait été concluant. Cela n’a pas été le cas et cette option n’a donc pas
été approfondie davantage. Il s’avére cependant que ’optique intermédiaire nécessaire aurait
été plus compliquée que prévue et aurait abouti @ un montage beaucoup plus lourd qu’espéré

initialement.

4.1.2.2 Filament incandescent a tres faible distance

Cette option difféere de la précédente en ce qu’elle élimine la partie optique en rapprochant la
source de chauffage et 1’¢lectrode du quartz. Une lampe n’étant plus envisageable, on a
fabriqué un filament, a partir d’un fil de nickel enroulé en spirale tres serrée, que I’on a placé
trés pres de 1’électrode ¢’est-a-dire 1 mm environ. En faisant passer un courant bien dosé dans
le filament, on peut le porter au rouge par effet Joule sans le détériorer. Le transfert thermique
se fait alors par rayonnement direct. On a ainsi chauffé, pendant une heure environ, un quartz
installé au fond d’une cellule parcourue par une eau entartrante. A la fin de cette période, un
début d’entartrage a pu €tre observé sur 1’électrode immergée du quartz. L'examen ultérieur de
1'électrode, a l'aide du microscope électronique a balayage, a montré la présence d'une trés fine
couche de calcite, qui démontre que la température de 1'électrode immergée était compatible

avec ’entartrage thermique. Cependant, il s’est avéré que le fond de la cellule, au voisinage
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du filament, se détériorait rapidement sous 1’effet du rayonnement. La puissance mise en jeu
impose donc I'emploi de masques de protection pour empécher les rayonnements parasites en
direction des zones froides, et ces masques doivent étre refroidis pour avoir une efficacité
permanente. Il est manifeste que I'angle solide des zones froides accessible par le rayonnement
est plus grand que celui de 1'¢lectrode, et la source de refroidissement doit absorber une
puissance nettement supérieure a celle utilisée pour le chauffage. La poursuite d’essais avec
cette option de chauffage aurait donc nécessité I’augmentation de la puissance de la source
lumineuse ainsi que la fabrication des caches refroidis et leur installation dans le faible
volume libre au-dessous 1'¢lectrode. Ce travail étant assez long, nous avons préféré continuer
des essais dans d’autres voies avant, si besoin, de reprendre les études sur cette option de

chauffage.
4.1.2.3 Filament incandescent avec pate conductrice

Une variante de 1’option précédente a consisté a insérer une pate conductrice thermique entre
le filament et le quartz, pour faciliter le transfert thermique entre les deux éléments. La
conduction ayant un meilleur rendement que le rayonnement, on devait obtenir une baisse
significative de la puissance de chauffage nécessaire. On a utilis¢ un produit courant,
habituellement employé dans les radiateurs des montages électroniques, dont la conductibilité
thermique permet un trés bon passage de la chaleur. L’inconvénient de cette méthode est que
la mise en contact du quartz et d’un élément visqueux bloque I’oscillation du quartz. Par
ailleurs, 1’utilisation d’un produit plus fluide, comme une huile, n’est pas envisageable car le
maintien physique du produit, entre le filament et le quartz, ne peut plus étre assuré. Cette

option est des lors apparu d'un intérét secondaire.

4.1.3  Fluide caloporteur

Dans cette option, la source de chaleur est un liquide chaud qui circule au contact de la face
arriere du quartz. Le transport de chaleur se fait alors par conduction—convection. Les
conditions sont donc proches de celles d’un échangeur réel, puisque le quartz est immergé sur
ses deux faces par des liquides en mouvement, chaud d’un coté et froid de 1 autre.
L’inconvénient principal de cette méthode est que la mise au contact de I’eau des deux faces
du quartz double I’énergie d’amortissement de I’oscillation piézoélectrique, ce qui diminue la
masse maximale mesurable par la microbalance. Dans la suite, nous verrons cependant que cet
amortissement, bien que significatif, reste modéré en comparaison de celui provoqué par le
tartre thermique. L’autre difficulté réside dans le montage qui doit comporter deux
compartiments symétriques séparés par le quartz, chacun ayant une hydrodynamique
contrdlée. Concrétement, ce montage de cellule n’a pas été réalisé, car la derniére option, le
chauffage par effet Joule, a ét¢ rapidement adoptée aprés avoir montré de nombreux

avantages, dont celui d’étre compatible avec la cellule déja existante au laboratoire. Le
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chauffage par fluide caloporteur ne reste donc qu’une hypothése de travail potentielle pour des

¢tudes futures.
4.1.4  Chauffage par effet Joule dans I’électrode externe

L’effet Joule étant difficilement utilisable en étant a une certaine distance du quartz, la
démarche ultime a été de voir s’il pouvait étre collé directement sur le quartz, en se situant a
I’intérieur méme de 1’¢électrode d’or non immergée. La premiére expérience a donc consisté a
coller deux fils de cuivre sur le bord extérieur de cette électrode et a faire passer un courant a
I’intérieur. Pour des intensités de 6 a 8 amperes a travers 1’électrode, le montage gardait un
bon comportement mécanique, sans rupture du quartz ni dégradation du support.
Thermiquement, le flux de chaleur délivré était suffisant pour porter I’électrode opposée a la
température de 60°C et provoquer un entartrage significatif pendant une heure d’expérience.
Le principe consistant & chauffer un quartz en milieu gazeux par effet Joule au coeur des
électrodes est connu et utilisé depuis plus de trente ans °, le premier objectif ayant été de
réguler la température du cristal pour stabiliser la fréquence de vibration. De méme, pour
certaines microbalances en milieu gazeux, la différence de fréquence entre un quartz froid et
le méme chauffé par effet Joule, est utilisée pour caractériser un processus thermosensible tel
que I’adsorption de vapeur d’eau. Ces applications ont des puissances de chauffage nettement
inférieures a 1 watt, mais leur intérét est de montrer que I’entretien de la vibration
piézoélectrique est compatible avec la présence des électrodes de chauffage.

Dans ce test, il n’¢tait pas envisageable de faire osciller le quartz puisque les fils d’amenées de
courant étaient a son contact. L’étape suivante a donc consisté a améliorer le montage en
choisissant un matériau plus résistif que 1’or et en intégrant les amenées de courant sur le

quartz lui-méme.

4.2 Mesure de la température

4.2.1 Introduction

Pour étudier correctement ’entartrage thermique sur une paroi chaude, il est nécessaire de
connaitre aussi bien que possible la température de la surface de dépot, I’objectif étant ensuite
de réguler cette température. Initialement, 1’option la plus simple nous apparaissait une
méthode indirecte par mesures des températures de I’eau a I’entrée et a la sortie de la cellule.
Le débit étant connu, le flux thermique sur I’électrode se déduit des deux mesures de
températures. La microbalance indique la masse et donc D’épaisseur du dépot, et la
connaissance des résistance thermiques de la couche limite d’eau et du dépot permet ensuite la
détermination de la température de la paroi. Cette méthode est I’inverse de celle permettant le
calcul de I’épaisseur du dépot en fonction de la température de paroi et elle contient la méme

incertitude quant a la valeur de la conduction thermique du dépdt, cette valeur étant tres
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dépendante de la morphologie. Par ailleurs, cette méthode impose pratiquement de travailler
en régime hydrodynamique laminaire pour éviter les fluctuations inhérentes au régime
turbulent. De plus, en phase de développement des quartz, chaque changement de géométrie
impose de refaire une calibration, ce qui rend la méthode assez lourde. Nous avons donc
cherché a développer un capteur ponctuel permettant d’accéder directement a la température

locale de I’¢lectrode.
4.2.2  Mesure de température de surface par une méthode électrochimique

L’électrochimie étudiant les phénoménes de surface, nous avons naturellement pris d’abord
cette approche pour trouver un étalon de température. L’équilibre oxydant réducteur donne
une information mesurable qui est le potentiel d’équilibre et il est prévu par la
thermodynamique que ce potentiel varie de fagon tres précise en fonction de la température.
Nous avons donc cherché un couple oxydant-réducteur pouvant étre utilisé comme capteur de
température.

Pour rester dans des conditions identiques a celles de la cellule d'entartrage finale, il faut
utiliser une électrode en or et choisir un couple rédox a deux ions solubles pour éviter que
1'électrode ne participe a la réaction électrochimique. Il est é¢galement préférable de choisir une
réaction rapide. Quelques ¢études ont déja été effectuées sur I'évolution de potentiels
d'équilibre en fonction de la température, en particulier par LCitti"® et J.F. Lizée”, et les
conditions choisies par I.Citti sont adaptées a notre situation : une solution équimolaire d'ions
hexaferricyanure et hexaferrocyanure de potassium a 0,01 M, dans un bain de chlorure de
potassium (KCl) molaire. Le mélange est stable et la réaction est rapide a pH 5,5. La relation

thermodynamique donnant la variation de potentiel en fonction de la température est :

T F

ou AS§, est la variation d'entropie de la réaction électrochimique et F le nombre de Faraday. Le

résultat obtenu par cette relation est -1,41 mV/°C. La précision requise par ce type de mesure

correspond aux caractéristiques des instruments a notre disposition.

Un quartz monté sur son support a été¢ plongé dans un bain thermostaté dont la température a
varié¢ de 20°C a 90°C en 90 minutes environ. Les mesures simultanées de la température et du
potentiel d'équilibre ont été effectuées toutes les cinq secondes. Nous avons pu constater que
le bruit de fond du potentiel était inférieur a 1/10 de mV, ce qui montre la validité de ce genre
d'expérience. En conservant une mesure sur cent, nous avons obtenu la courbe de la Figure

I1I-3 donnant la dépendance du potentiel en fonction de la température.
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Figure III-3 : Potentiel d'équilibre du ferri-ferrocynaure en fonction de la température.

Nous remarquons que la dépendance est pratiquement linéaire et que la pente de la droite vaut
bien -1,41 mV/°C, ce qui est concordant avec la valeur théorique. En tenant compte du
potentiel a température ambiante, nous pouvons donc déterminer, par mesure du potentiel, la
température absolue d'une électrode chauffée. Cette méthode ne peut pas étre utilisée dans le

montage définitif, mais elle permet de calibrer des montages avec électrode massive.

4.2.3 Choix de la sonde de température

La température a 1’avantage de pouvoir étre mesurée a distance grace au rayonnement
infrarouge. Cette approche est méme trés intéressante dans notre situation, car la température
obtenue est réellement celle de la surface, indépendamment du volume sous-jacent. La mise
en ceuvre est cependant délicate car il faut utiliser un photodétecteur de trés forte directivité,
n’intégrant que le rayonnement de la zone chauffante. En admettant que le signal recu est bien
issu de I’¢lectrode, il faut ensuite connaitre 1’absorption du liquide et 1'émissivité de la surface
pour en déduire la température recherchée. Cette solution est peut-étre réalisable mais est

apparue trop compliquée pour étre développée dans le cadre de notre travail.

La seconde approche consiste a insérer une sonde au voisinage de 1’¢lectrode chauftée. Il faut
que celle-ci soit alors trés proche de I’¢lectrode. Les sondes classiques : thermistance,
résistance de platine, thermocouple a soudure, etc. ont une €paisseur plus importante que la
couche limite thermique qui fait quelques centaines de microns. La mesure obtenue est alors
fausse, et il faut étalonner préalablement la sonde pour corriger l'erreur de mesure. La
situation reste donc toujours celle d’une mesure indirecte, méme s’il ne reste qu’un parametre
influent, a savoir I’épaisseur de la couche limite thermique.

Les modeles commerciaux ne pouvant pas étre utilisés en 1’état, nous avons donc cherché s’il
¢tait possible d’en fabriquer un d’épaisseur trés fine. Une possibilité est de déposer une
résistance de platine sur le quartz et d’utiliser sa variation comme indicateur de température.

L’imprécision des épaisseurs et des résistivités des dépots en couche mince ne permet
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cependant pas de standardiser la fabrication et chaque quartz doit étre étalonné
individuellement. De plus, les jonctions doivent étre de résistance négligeable, ce qui impose
qu’il y ait deux dépdts épais, en vis-a-vis, entre I’extérieur du quartz et le dépdt central de
platine pour assurer la connexion électrique. Cette option délicate n’a pas €té essay€e.

Une autre solution est de fabriquer un thermocouple surfacique en déposant deux matériaux
en couches minces sur 1’¢électrode puis d’utiliser la force électromotrice de jonction comme
indicateur de température. L’épaisseur des dépots ne joue alors aucun role et la mesure
obtenue est en théorie la température moyenne de la surface de jonction. Il est donc possible
de moyenner plus ou moins la température mesurée en modifiant la surface de jonction. Nous

rappelons le principe du thermocouple.

4.2.4  Principe du thermocouple : effet thermoélectrique

L’effet Peltier s’exprime par le fait qu’a la jonction entre deux conducteurs différents, 4 et B,
tous les deux a la méme température @, il s’établit une force électromotrice P Ae/ p e

dépendant que des matériaux et de la température (Figure I11-4).

0
P
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NN
On B > Oy
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700,
%B
B
0 o q 0
Effet Seebeck : PA/ZB \LT 0, 89192 0, T’T PB/IA
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<
A [ A
 — 0 —>
T992 Tele
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Figure IlI-4 : Schémas des effets thermoélectriques mis en jeu dans un thermocouple.
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L’effet Thompson est défini par le fait qu’entre deux points, M a la température 6,,, et N a la
o . . o , ) 6.6
température 6y, situés sur le méme matériau 4, il existe une force électromotrice T, " ne

dépendant que du matériau et des deux températures.
L’effet Seebeck est la conjonction des deux effets, Peltier et Thompson, et il est mis en
évidence dans le circuit fermé constitué des deux conducteurs A4 et B ayant une des jonctions a

la température 6, et ’autre a la température 6,. Cette boucle fermée constitue un couple

thermoélectrique ou thermocouple, et elle est le siege d’une force électromotrice, couramment
;o r r 01 92 r \
désignée f.e.m. La valeur de la f.e.m, notée SA/B , est égale a :

91 92 91 92 91 92 92 91
g =Ta " —Tg " +Pp—Pp (293)
Dans la Figure IlI-4, la f.e.m est évaluée entre les deux bords d’une coupure fictive du

conducteur A. Il est alors a noter est la relation (293) donnant la f.e.m est antisymétrique en
(6, —6,) et indépendante de la température 6 de la coupure.

Dans la Figure III-5, nous indiquons la sensibilité, entre 0°C et 1500°C, des thermocouples les
plus couramment utilisés. Il apparait clairement que cette sensibilité dépend du couple de

métaux choisis, et, pour un couple donné, de la température d’utilisation.

v/ °C A SYMBOLE
: Chromel/Alumel
: Fer/Constantan
: Chromel/Constantan
: Nicrosil/Alumel
: Platine 10% Rh/Platine
: Platine 30% Rh/Platine 6% Rh
: Tungsténe 5% Re /Tungsténe 26% Re

1
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Figure I1I-5 : Sensibilité en fonction de la température pour les thermocouples usuels.

Pour classer les divers conducteurs entre eux, le platine a 0 °C a été choisi comme référence.
Par ailleurs, sur une plage de température d’une centaine de degrés, la f.e.m dépend de fagcon
quasi linéaire de la température. Dans le tableau ci-dessous, nous donnons le coefficient de

proportionnalité, moyenné entre 0 °C et 100 °C, pour différents métaux formant thermocouple
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avec le platine. Un point a noter est la valeur quasiment identique de ce coefficient pour

I’argent, 1’or et le cuivre, ce qui interdit I’association en thermocouple de ces matériaux.

Métal /Pt | Ag|Au| Cu | Ni | Al | Zn | Fe | Sn | Pb | Pd

fe.m (uV/°C) | 7,4 | 74 | 7.6 |-148| 42 | 7.6 | 198 | 42 | 44 | -5,7

Tableau I1I-1: Valeurs des f.e.m de divers métaux, relativement au platine a 0 °C.

La f.e.m théorique du couple Or-Nickel est 22,2 uV / °C. Celle du couple Fer-Nickel est 34,6
uV/°C.

5. Développements réalisés

Les essais préliminaires de chauffage par effet Joule étaient apparus prometteurs, mais ils
demandaient a étre confirmés par un montage définitif, a la fois solide et fiable. Notre
approche aboutissait alors au montage de trois types d’électrodes dissymétriques sur le quartz,
mais il existait un doute sérieux sur la compatibilit¢ de ce montage avec la vibration
piézoélectrique. A 1’origine, le risque d’une forte instabilité¢ de I’oscillation, voire méme d’un
blocage, nous apparaissait non négligeable. Ultérieurement, cette crainte ne s’est pas
confirmée et tous les types de montages d’électrodes que nous avons réalisés ont permis un
bon entretien de 1’oscillation. La qualité de la vibration obtenue n’a donc pas été un élément

de choix entre les différentes options.

5.1 Fabrication des électrodes du quartz

5.1.1  Electrode de chauffage

Initialement, sur la face du quartz contenant ’¢lectrode chauffante, nous avions envisagé de
travailler avec trois couches déposées : 1’¢lectrode d’excitation piézoélectrique, une couche de
matériau isolant, et 1’¢lectrode de chauffage en matériau résistif. Sur le modele des
expériences réalisées par M. Zidoune’®, nous avons fait des essais d’entartrage sur des
¢lectrodes massives, et la puissance nécessaire s’est révélée de I’ordre de 15 watts en régime
laminaire a 60 °C. Cependant, en prévision d’expériences en régime turbulent a 90 °C, il nous
est apparu réaliste de prévoir une puissance de 40 watts. Pour des raisons de sécurité, le
potentiel doit étre inférieur a 40 volts, et pour ne pas alourdir les connexions, nous avons
estimé que le courant devait étre inférieur a 3 amperes. Pour 40 watts, la résistance doit alors
étre comprise entre 4,5 et 40 ohms, et nous avons choisi la valeur de 10 ohms, donnant un
courant de 2 amperes et une tension de 20 volts. Pour cette valeur de résistance, I’¢électrode de
chauffage est alors compatible avec ’excitation piézoélectrique, H.Ehahoun ayant déja montré

que ’oscillation était correctement entretenue avec une électrode de 80 ohms ''. L’excitation
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et le chauffage peuvent donc se faire avec une électrode unique, ce qui apporte un
simplification notable dans le montage de la face non immergée du quartz.

Tel que réalisé dans les essais préliminaires, le chauffage s’effectue sur toute la face inférieure
du quartz, ce qui comporte deux inconvénients. D’une part, le dépot de tartre a lieu sur toute
la surface immergée du quartz, ce qui est superflu car la microbalance n’est sensible que dans
la partie centrale. Une partie de ’énergie est donc consommée a perte, sans contrepartie.
D’autre part, 1’¢lévation de température du bord de quartz finit par étre préjudiciable au joint
de colle et peut finir par compromettre I’étanchéité du montage. Pour ces deux raisons, nous
avons jugé utile de réduire la zone de chauffage a la seule partie centrale du quartz, et nous
avons choisi d’épaissir les bords de I’¢électrode de chauffage par le dépdt d’un matériau tres
bon conducteur ¢€lectrique. Les nouvelles couches déposées font alors office d’amenées de

courant entre le bord du quartz et la zone centrale résistive.
(a) Choix des matériaux pour I'électrode de chauffage

Les trois criteéres principaux dans le choix du matériau résistif sont 1’adhérence sur le quartz,
la résistance mécanique, et la facilit¢ de dépdt. En principe, la résistivité électrique est un
parametre secondaire car la résistance électrique est fonction de I’épaisseur du dépot.
Cependant, les matériaux de forte conductivité conduisent a des dépots trés minces, dont la
résistance mécanique est inférieure. En tenant compte des alliages et des oxydes, il existe une
gamme importante de matériaux possibles. Cependant, par souci de rapidité de développement
et de simplicité dans le procédé de dépdt, nos essais n’ont porté que sur des métaux purs. En
retenant les critéres d’adhérence sur le quartz et de résistance a la corrosion, les deux
matériaux qui nous ont paru les plus intéressants sont le chrome et le nickel. D’autres métaux
comme le titane, ou le platine restent potentiellement candidats, mais ils n’ont pas été essayés
dans le cadre de ce travail.

Le nickel était initialement le seul matériau a notre disposition, et il a donc été utilisé pour les
premiers essais de chauffage. Les essais suivants ont été effectués avec le chrome, et les deux
matériaux n’ont pas montré de différence de comportement, leur adhérence et leur tenue
mécanique étant excellente. Du fait que le chrome est théoriquement moins oxydable et deux
fois plus résistif que le nickel, nous 1’avons finalement choisi comme matériau de référence
pour I’¢électrode de chauffage.

Une autre option, n’offrant pas un intérét immédiat pour notre travail, est 1’utilisation des
oxydes conducteurs, SnO; et ITO. Ces matériaux sont transparents et pourraient étre mis en
ceuvre dans des expériences d’analyse optique de I’entartrage thermique, sous réserve que
I’autre face du quartz soit également transparente. Nous avons eu 1’occasion d’essayer le
chauffage avec une électrode en SnO, dopé au fluor, et les résultats ont été tout a fait
comparables au chrome, avec une couche tres adhérente, solide, et résistante au passage du
courant. Les deux matériaux, déja oxydés, sont résistants a la corrosion et stables en

température.
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Pour les amenées de courant, le matériau choisi doit étre trés bon conducteur, adhérent sur le
chrome et résistant a 1’oxydation. La liste des trés bons conducteurs est limitée a quatre
matériaux : cuivre, aluminium, argent et or. Le cuivre est peu adhérent et oxydable. Les
qualités de 1’aluminium sont inférieures a celles de I’or, et le choix final entre I’argent et I’or
s’est effectué sur le critere de simplicité¢ de mise en ceuvre. En effet, I’or est déja utilisé pour

I’¢électrode immergée et il a donc été choisi comme matériau pour les amenées de courant.
(b) Géométrie de I'électrode chauffante

Pour la géométrie de la résistance chauffante, une approche qui apparait naturelle est celle de
dérouler un ruban en serpentin sur la zone a chauffer. L’intérét de cette forme est de diminuer
la section du conducteur et d’augmenter sa longueur, ce qui autorise une épaisseur plus
importante pour une valeur fixée de la résistance. Cependant, pour obtenir un chauffage
homogene sur la face opposée du quartz, la largeur du ruban doit étre constante et la taille des
zones non recouvertes tres faible. La précision requise étant de quelques microns, ce type de
travail ne peut €tre réalisé que par des techniques de microgravure, mises en ceuvre seulement
dans les laboratoires spécialisés. Pour réaliser des essais préliminaires avec des techniques
plus rustiques, nous avons donc choisi une géométrie simplifiée consistant en un seul bloc,
typiquement rectangulaire, traversant le quartz de part en part. Les deux points d’arrivée de
courant sont alors en position symétrique par rapport au centre du quartz. Initialement,
I’excitation piézoélectrique nous paraissait devoir étre séparée et nous avons placé son point
de connexion sur la médiatrice entre les deux arrivées de courant.

La forme de la résistance de chauffage étant fixée, I’étape suivante a consisté a positionner les
amenées de courant entre le bord du quartz et la partie chauffante. Deux approches peuvent
étre retenues : un recouvrement de 1’¢électrode chauffante par les amenées de courant (Figure
IlI-6.a) ou les amenées de courant de taille plus petite totalement posées sur le matériau
résistif (Figure 1II-6.b). La présence de la patte d’excitation piézoélectrique induit, dans la
zone de raccord, une dispersion des lignes de champ qui diminue la puissance de chauffage
locale. Il nous a donc paru plus prudent d’éviter ce probléme en optant pour la seconde
approche comportant deux amenées de courant de taille plus petite que la zone résistive. Il est
a noter que la forme des terminaisons des amenées doit étre bien définie car elle joue un role
dans la répartition de température sur le quartz. En effet, le rayon de courbure local des
terminaisons détermine la distribution des lignes de courant et peut induire des « effets de
pointe », préjudiciables a I’homogénéité de température. En tenant compte de cette contrainte,
I’approche retenue aboutit a une répartition plus homogene de la puissance dans la partie

chauffante.
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amenée de courant (or)/_\

a) Matériau résistif (chrome) b)

Figure IlI-6 : Géométries de |’électrode de chauffage et des amenées de courant.

5.1.2  Electrodes de thermocouple sur la face immergée du quartz

La face immergée du quartz doit étre équipée d’une électrode d’excitation et de deux
¢lectrodes formant thermocouple. Plutét que séparer les deux fonctionnalités, il est apparu
plus simple d’utiliser I’¢électrode d’excitation en or comme ¢élément du thermocouple.
L’objectif s’est limité a la recherche du second métal utilisable en association avec I’or pour
donner un thermocouple. Cette face du quartz étant immergée dans la cellule, il est préférable
d’employer un métal résistant a la corrosion en eau naturelle. Un métal noble, tel que le
platine, est peut-étre la solution la plus adaptée, mais pour des raisons de cotit de fabrication,
nous avons retenu le nickel comme second matériau du thermocouple. Il est & noter que le
chrome ne convient pas dans notre montage. En effet, la connexion jusqu’a la « soudure
froide » du montage doit étre du méme métal et le manque de ductilit¢ du chrome ne lui
permet pas d’étre utilisé en fil. Nous avons réalisé plusieurs évaporations de chrome sur des
feuilles souples d’un polymeére, le kapton, mais la faible adhérence du dépot interdit
pratiquement toute manipulation, ce qui ne permet pas de valider ce type de montage comme

substitut de fil massif.
5.1.2.1 Montage des électrodes

Nous avons conservé le montage d’électrode utilisé pour les quartz commerciaux, en placant
I’¢électrode d’excitation en or en opposition de celle de la face inférieure. La deuxiéme
¢lectrode de nickel est reliée a I’¢lectrode d’or et elle subit I’excitation électrique permettant
I’entretien de [D’oscillation piézoélectrique. Pour réduire I’interaction avec 1’¢lectrode
inférieure, 1’¢lectrode de nickel est décalée d’un angle d’environ 45° par rapport a 1’électrode
d’or. 11 est a noter que la zone électriquement excitée n’est plus limitée au disque central et

déborde sur les pattes de connexion du thermocouple, 1’électrode de chauffage inférieure étant
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plus large que le disque central supérieur.La géométrie schématique des électrodes du

thermocouple est alors comme indiquée Figure II1-7.

Nickel

Figure IlI-7 : Disposition des électrodes du thermocouple (face immergée du quartz).

5.1.3  Fabrication des électrodes de quartz

Le montage des ¢lectrodes devait étre refait totalement a partir de quartz nus. Avant de faire
procéder a la fabrication définitive des quartz par une entreprise extérieure spécialisée dans la
microgravure, nous avons pu faire des essais préliminaires sur un évaporateur nouvellement
acquis par le laboratoire UPR15 : le PLS500 de la société PFEIFFER. Cet appareil est équipé
de deux sources de dépdt indépendantes, la premicre fonctionnant en sputtering sous plasma

d’argon et la seconde en évaporation thermique par effet Joule.

Les quartz ont été réalisés par le CEETAM, émanation de I’Institut d’Etudes Fondamentales,
de I’Université d’Orsay. La technologie utilisée est la microgravure par lithographie. Dans
cette technique, toute la surface est recouverte d’abord d’une couche du matériau puis d’une
couche de résine photosensible UV, éclairée ensuite par une image de la forme souhaitée.
L’image est alors développée, c’est-a-dire que la partie de résine non sensibilisée est éliminée
par dissolution. Le métal sous-jacent se trouve a nu dans cette zone et il est éliminé par
attaque chimique. La résine sensibilisée est ensuite nettoyée laissant le matériau gravé dans la
forme souhaitée. Une variante de la méthode est d’utiliser une résine inversée éclairée alors
par une image en négatif. C’est ensuite la partie éclairée qui est dissoute, laissant le métal nu
et la résine restante dans la méme géométrie que pour la premiere option. Pour les deux
options, une forme gravée s’obtient apres cinq opérations différentes, ce qui fait de la
lithographie une technique complexe, mais I’excellent précision obtenue, de 1’ordre du

micrométre, justifie cet inconvénient.

Préalablement a la fabrication, nous avons demandé au CEETAM d’effectuer des tests de

calibration de la résistance des dépots de chrome en fonction de leur épaisseur. Cette
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résistance s’est avérée difficilement reproductible, la qualité du vide et la nature des gaz
résiduels semblant influencer la structure du dépdt. En particulier, un démontage complet de
I’évaporateur intervenu pendant les tests a sensiblement dégradé les conditions d’évaporation,
et la dispersion en résistance sur les dépdts obtenus n’a pu étre abaissée a moins de 50%.
Nous avons alors estimé qu’une épaisseur de 400 A de chrome aboutirait a une résistance
d’¢électrode aux alentours de 10 ohms. Finalement, pour les 17 quartz effectivement fabriqués,
la valeur moyenne de la résistance a été : 13,94+2,2 ohms.

Pour notre travail, il est nécessaire de déposer deux métaux sur chaque face. Il est a noter que
I’or n’étant pas adhérent sur quartz, une sous-couche d’accroche, en chrome ou nickel-
chrome, doit étre préalablement déposée. Pour la face thermocouple, les deux électrodes de
nickel et d’or ont été gravées successivement, en deux étapes distinctes. Pour la face
chauffage, les deux évaporations d’or et de chrome ont été réalisées dans une méme étape. La
gravure de la couche d’or a ensuite été réalisée pour obtenir les amenées de courant, puis celle
de la couche de chrome pour I’électrode de chauffage avec sa patte d’excitation
piézoélectrique. Les formes de 1’or et du chrome n’ayant pas de frontieres communes, les
risques de bavures sont supprimés pendant I’étape de dissolution du chrome. L’approche
retenue fait gagner une phase de mise en vide de 1’évaporateur, et elle évite aussi un
¢paississement de la premiere couche de chrome par la couche d’accroche sous I’or.
L’épaisseur de cette derniere est environ un tiers de la couche de chrome de chauffage et son
absence a permis d’utiliser les résultats des mesures de calibration de résistance
précédemment cités. En effet, pour une épaisseur de chrome donnée, la rupture de vide créant
une couche d’oxyde intermédiaire, la résistance électrique du dépdt augmente avec le nombre

de cycles d’évaporation, imposant de refaire des calibrations particuliéres.

Figure I1I-8 : Photos du montage final des électrodes sur les deux faces du quartz.

Les quartz nus, acquis chez le fournisseur Matel, ont un état de surface lisse, proche d’un poli

optique, et ils sont congus a 1’origine pour recevoir des électrodes d’or de 120 nm d’épaisseur.
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Cette épaisseur est faible, ce qui montre qu’il n’est pas nécessaire de surcharger les dépdts sur
ce type de quartz pour obtenir une bonne vibration. Nous avons donc retenu les épaisseurs
suivantes pour les différentes €lectrodes:

- Sous-couche de chrome pour I’or du thermocouple : 150 A

- Or thermocouple : 1500 A

- Nickel thermocouple : 3000 A

- Chrome du chauffage : 400 A

- Or des amenées de courant : 3000 A

Pendant les tests préliminaires, nous avons essay¢ plusieurs tailles d’électrodes. Finalement,
nous avons retenu une surface chauffante de 5x5 mm? ce qui indique que la largeur des
amenées de courant, ainsi que la distance entre celles-ci, vaut 5 mm. Le diamétre de
I’¢électrode d’or du thermocouple a été prise égale a 4 mm, pour garder une surface chauffante
plus grande que la surface mesurée par la microbalance. Le diamétre de 1’¢lectrode de
thermocouple en nickel a été choisi égal a 3,8 mm pour garantir le recouvrement par
I’¢lectrode d’or.

Apres montage des électrodes sur les quartz, ces derniers ont été contrdlés individuellement a
I’aide de I’analyseur de réseau HP4194A. Au départ, il existait deux risques de mauvais
fonctionnement : la forte diminution du pic principal et la création de pics parasites
d’amplitude voisine. Les pics parasites sont effectivement présents, mais ont une amplitude
trés inférieure a celle du pic principal. Ce dernier est également affaibli, mais de fagon
raisonnable, la résistance motionnelle des circuits équivalents obtenus étant inférieures a 100
ohms. Un ¢élément trés influent sur la valeur de la résistance motionnelle est la rugosité du
quartz nu, un quartz lisse ayant une résistance plus grande qu’un quartz rugueux. Les quartz
déja montés par les fournisseurs ont une résistance motionnelle comprise entre 10 et 20 ohms
pour les rugueux, et entre 30 et 50 ohms pour les lisses. Nos montages ont donc abouti a une
valeur double de la résistance motionnelle, mais restant cependant acceptable en comparaison

de I’accroissement de 430 ohms induit par I’immersion d’un quartz dans 1’eau.

5.2 Supports de quartz et connexions électriques

(a) Support de quartz

Afin que le quartz puisse étre manipulé aisément entre les expériences, il est placé sur un
support solide de grande taille, comportant des renvois sur les connexions électriques des
¢lectrodes. Pour le montage dans la cellule hydrodynamique, I’étanchéité compléte impose
ensuite d’installer un double systéme de joint, entre le quartz et le support d’une part et entre
le support et la cellule d’autre part. Ce type de support de quartz adaptable a la cellule a jet
existe déja au laboratoire UPRI1S5. 1l est constitué d’un disque de 40 mm de diametre, taillé
dans une plaquette de méme type que les circuits imprimés d’électronique. Le matériau de la

plaquette est une résine €poxy, son €paisseur est 2 mm et elle est recouverte d’un dépdt
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adhérent de cuivre de 70 microns d’épaisseur. Le quartz avec électrode chauffante contient
cinq connexions ¢lectriques ce qui nous a conduit a modifier la géométrie du support original.
Le cuivre est gravé en trois pistes s€parées, utilisées comme connexions électriques entre le
quartz et le montage extérieur. Ces pistes sont également les points de support du quartz. La
plaquette est percée de cinq trous destinés aux passages des fils électriques, et la partie
centrale est évidée sur un disque de 10 mm de diamétre afin de laisser les ¢électrodes de

chauffage a I’air libre. Le schéma du support sans le quartz est indiqué Figure III-9.

Pistes de cuivre
L/}/ (échelle dilatée)
I_—I_-_I_1

Support époxy

Excitation inférieure Thermocouple Nickel

Chauffage + Chauffage -

Thermocouple Or -
excitation supérieure

Figure I1I-9 : Support de quartz avec les pistes de cuivre et les passages de fil.

Le point le plus délicat est la jonction électrique entre les électrodes du quartz et les fils de
connexion. La solution la plus adaptée est certainement une connexion par soudure. Nous
avons eu I’occasion de soumettre notre probléme a deux ingénieurs spécialisés de I’Institut de
Soudure, qui nous ont a la fois confirmé la validité de I’option et proposé de commencer des
essais sur un nouvel appareil a ultrasons. Malheureusement, le temps d’installation et de mise
au point de cet appareil a été beaucoup plus long que prévu et les essais n’ont pas pu étre
réalisés. Cette option garde naturellement tout son intérét dans 1’hypothése d’améliorations
ultérieures du montage. Pour nos essais, nous avons donc conservé un autre type de montage,
plus artisanal qu’industriel, utilisant des fils au contact et de la résine conductrice, la tenue
mécanique finale étant assurée par collage.
(b) Connexions pour le thermocouple

Les connexions sur le thermocouple doivent étre assurées par des fils constitués du méme
métal que les €lectrodes. Nous avons donc utilisé deux fils, I’un en nickel et I’autre en or, de
200 pm de diametre. Pour chaque fil, une extrémité est enroulée sur deux spires de 2 mm de
diametre. Le quartz est ensuite serré entre les deux spires, 1’¢élasticité du métal assurant le

contact entre 1’¢lectrode et le fil. Une fois vérifiée la continuité électrique de la jonction, la
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solidit¢ mécanique est ensuite assurée par une goutte de colle cyanolite (voir Figure III-10).
L’or étant peu élastique, la jonction électrique est cependant de qualité moyenne. Bien que la
continuité¢ métallique ne soit plus garantie, nous avons décidé de rajouter un point de laque
argent, du fournisseur AGAR Scientific, sur quelques dixiemes de milimetres de la jonction
avant de poser la colle. Cette procédure est en fait acceptable si le métal rajouté est isotherme.
Etant donné les faibles gradients de température sur la zone extérieure du quartz, et la taille
réduite de la jonction, il est raisonnable d’estimer que ’ajout de laque n’introduit pas
d’incertitude supérieure a quelques dixémes de degré. Ce montage rustique a finalement

toujours donné satisfaction et n’a jamais cédé en cours d’expérience.

Colle cyanolite

Fil du thermocouple quartz quartz

Figure I1I-10 : Connexion des fils de thermocouple.

(c) Connexions pour les électrodes non immergées

Les trois ¢électrodes de la face inférieure du quartz, deux de chauffage et une d’excitation
piézoélectrique, se trouvent au contact des pistes de cuivre du support, et il n’existe aucune
contrainte de continuité métallique. Cependant, les deux connexions pour le chauffage doivent
assurer le passage d’un courant de deux, voire trois, amperes. Nous avons essayé, d’une part la
laque a I’argent déja mentionnée, et d’autre part une résine conductrice du fournisseur
EPOTECNY, référencée E212.

La résine s’obtient par le mélange de deux produits, dont 1’un est fortement chargé en argent,
aboutissant a une polymérisation en masse. Elle a I’avantage de ne pas contenir de solvant et
donc de conserver longtemps sa constitution initiale sans veillissement apparent. Cependant,
une période d’étuvage étant nécessaire, elle est un peu plus longue a mettre en ceuvre, et elle
offre I’inconvénient de ne pouvoir étre démontée qu’apreés trempage de 24 heures dans un
solvant adapté. Son mouillage sur les électrodes est également plus difficile a obtenir. Une
fois le montage réalisé, le comportement de la résine s’avere cependant trés correct, aucun

échauffement ne se manifestant pendant le passage du courant.
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La laque a l’argent est constitué du mélange d’un solvant et d’'un composé a base d’argent.
L’évaporation du solvant provoque la prise en masse du composé, mais de fagon réversible
puisque le produit peut s’éliminer ensuite par simple nettoyage a 1’acétone. La jonction
¢lectrique obtenue est moins bonne qu’avec la résine, mais nous avons cependant utilisé ce
produit sans rencontrer de probléme en cours d’expérience. Pour les essais, il s’est avéré plus
souple d’emploi que la résine, mais pour un montage définitif, et dans 1’optique d’une
jonction par collage plutdt que par soudure, la résine a deux composants est certainement plus
adaptée.

Le maintien mécanique et 1’étanchéité sont réalisés par une colle Araldite®.

5.3 Oscillateur

5.3.1 Introduction

La fréquence d’une microbalance est souvent assimilée a celle du quartz qu’elle contient, alors
que, de facon rigoureuse, il existe toujours une légere différence entre les deux. Cela est dii au
fait que la microbalance est avant tout un oscillateur, dont les composants sont le quartz lui-
méme et une électronique associée, a ’origine du biais de fréquence. Nous allons rappeler les
principes ¢lémentaires de fonctionnement des oscillateurs a quartz puis nous donnerons la
relation entre la fréquence de la microbalance et celle du quartz. A partir de cette relation, il
est possible, soit de remonter a la fréquence propre du quartz, soit d’estimer plus simplement
que le biais introduit est constant ou négligeable. Dans ce dernier cas, les variations de

fréquence microbalance sont alors égales aux variations de fréquence du quartz.

5.3.2  Description générale des oscillateurs

Nous limitons I’étude a celle des oscillateurs les plus simples tels qu’ils ont été¢ mis au point il
y a plus de cinquante ans. L’¢lément amplificateur utilisé a I’époque a été modifié mais son
principe est celui d’un transistor. Cet élément est placé au centre de trois boucles tel que décrit

Figure III-11.a.
En désignant par V), le potentiel d’entrée, base-émetteur, et par i, le courant de sortie,

collecteur-émetteur, le transistor est caractérisé par sa transconductance g, :

L’oscillateur est alors caractérisé par son gain en boucle ouverte, désigné par A; . Celui-ci

s’obtient en ouvrant le circuit de base du transistor ( plan IT du schéma), puis en imposant un

potentiel V, sur la base (point b) et en mesurant le potentiel V' du circuit ouvert (point m). Le
gain 4, est donné par '

YAVA
A =S =—_og 172 294
LTy T v 2,4 2 (259)

Le fonctionnement normal de ’oscillateur s’effectue en boucle fermée, avec la relation :
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V.=V, =V,

e e N

Suivant la position du quartz dans le montage, on obtient un type particulier d’oscillateur.
Dans les modeles de Pierce ou Colpitts, le quartz est mis a la place de Z;. Dans les modéles

de Butler ou T-Ponté, il est inséré dans la branche de I’émetteur, et dans les modeles de
Hartley ou Miller, il remplace Z,. C’est ce dernier montage, de type Miller, qui est utilisé au
laboratoire UPR15. Les deux éléments Z; et Z, sont respectivement composés d’une

capacité seule et d’un couple capacité inductance, connectées en parallele (Figure I1I-11.b).

i
A v lce —Cg
[ ! C C C
- bﬁé) 2 4@" > R LT
1A :Ve\<
al | : Ja |
a) b)

Figure IlI-11 : a) Schéma de principe d’un oscillateur, b) oscillateur utilisé au laboratoire

5.3.3 Conditions de maintien d’une oscillation entretenue

Une condition nécessaire pour qu’un oscillateur puisse démarrer est que les signaux d’entrée
et de sortie soient en phase en boucle ouverte'*'. Cela signifie que la phase du gain, A; , est
nulle. La seconde condition nécessaire est que le module du gain soit supérieure ou égale a 1.
Ces deux conditions sont connues sous le nom de conditions de Barkhausen. Pour appliquer
ces conditions au circuit décrit Figure III-11.b, il est nécessaire de connaitre quelques
¢léments de la structure interne du transistor.

D’une fagon générale, un transistor est assimilé a une source de courant. Cette source de

courant n’est pas un circuit idéal, et il existe en entrée, entre la base et I’émetteur, une
résistance de fuite et une capacité parasite en parallele, C,//R,. La branche de sortie

comporte les mémes éléments, C, // R, . Le schéma simplifié est indiqué Figure III-12.
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Figure IlI-12 : Schéma de la structure apparente du transistor

. . i s . 1
La conductance de sortie du transistor, G, , est définie a partir de R, : G, = e

S

L’admittance du quartz est donné par la relation classique :

1 1
=—+jC o, avec: X =L w——
R, +jX,, Ior o CL

m
La capacité parallele du quartz, C,, et la capacit¢ d’entrée du transistor, C,, étant en
paralléle, il apparait la capacité C), définie par: C), =C, +C,.
De méme pour la capacité de sortie du transistor, C;, et la capacité C, on définit la capacité
C}, par:Cj. =Cy +C, . Interviennent alors les facteurs I'. et C ,»» définis par :

, 1 — , 'z

——F ¢
L0 P T +Cr

A partir de la relation (294), la condition de phase nulle de Barkhausen s’exprime par :
(Ty +CRa))[5pa)(R,i +X,i)—Xm}:GsRm (295)

Pour les termes :Epa), I', et Crw, la dépendance en @ est lente et ’on peut fixer w =, ,
ou @, est la fréquence de résonance du quartz. Pour X, , la variation en @ est rapide et le

paramétre intéressant est (@— @, ). L’équation (295), initialement du quatriéme degré en @,

devient alors du deuxieme degré. Les deux solutions sont données par :

1+ A,
(0+ = (Os +—
N 4L, C o
_ _ 5 G
avec : Ap=1-4C,0,(C,0R, - PR, ), &=—7— (296)
1—‘F + CRa)s

Si R,, n’est pas trop élevé, alors Ay =1 et les deux solutions s’expriment par :

7 o 1 7 o
o =1+ > | 0, =0, 1+—- —+—
20° 20 2r 207 20
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— . L,
ou : 7 =—L et toujours : Q=25
(o R

m m

Il existe donc une fréquence, @_, proche de la fréquence série et une seconde, @, , proche de

la fréquence parall¢le, dont les formulations sont voisines de celles obtenues pour les six

fréquences caractéristiques du quartz ( paragraphe 1.4.2.1.2).

Dans I’équation (296) donnant A, il existe une valeur limite autorisée pour R,

correspondant a A, =0. Désignée R,,., sa valeur est donnée par :

_ P14+’

2C, o,

mc >

(297)

Les deux solutions de (295) sont alors confondues et la fréquence unique résultante vaut :

Wy = W, +E

Cette résistance limite, R est fondamentale pour la microbalance, car c’est son

mc 2

dépassement qui provoque le « décrochage » du quartz et rend impossible le fonctionnement
de I"oscillateur. De la relation (297), il apparait qu’elle est inversement proportionnelle a C,, .

Elle est aussi dépendante du parametre @, caractéristique du montage ¢électrique. Il est donc
primordial de minimiser les capacités parasites autour du quartz et de maximiser le parametre

" a étudié¢ de facon détaillée I'influence des divers

& . Dans sa these, Hervé Ehahoun
composants sur le fonctionnement de la microbalance.

La deuxieme condition de Barkhausen impose un gain supérieur a 1 et cette condition est en
général remplie pour les deux fréquences solutions. Cependant la deuxiéme solution, @, , est

toujours celle qui, analytiquement, présente le maximum de gain. Bien que la solution @_ ne

soit pas théoriquement interdite, elle n’apparait jamais expérimentalement comme fréquence
microbalance. Il est probable que la valeur du gain soit le facteur décisif dans le choix entre
les deux fréquences, et que la solution @, corresponde a un minimum d’énergie pour la
boucle d’oscillation. Au final, la fréquence microbalance est donc proche de la fréquence
paralléle du quartz, et 1’oscillateur est alors qualifi¢ de paralléle, cette caractéristique étant
inhérente a la géométrie du montage décrit Figure III-11.b. Il est a noter qu’il existe d’autres
géométries d’oscillateurs, certaines permettant d’obtenir des oscillateurs de type série®, ¢’est-
a-dire dont la fréquence d’oscillation est voisine de la fréquence série du quartz. L’avantage
de ce type d’oscillateur est d’étre moins sensible aux capacités parasites du montage.Au
laboratoire UPR15, le choix initial entre les deux types d’oscillateurs a été basé sur le critere
de la simplicit¢ de fabrication, mais, une certaine expérience ayant ¢été acquise, le
développement d’un oscillateur de type série semble actuellement un projet réalisable.

Parmi les parametres influents sur le fonctionnement de ’oscillateur, il est a signaler que la

maximisation du parametre @ va en général dans le sens de la diminution du gain. En effet,
I’augmentation de G, et la diminution de Cy font baisser ce gain. En revanche, la diminution
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de I'; peut étre utilisée pour améliorer le facteur ® sans préjudice pour le gain, mais avec

une réduction de la bande passante de la microbalance, cette derniére étant comprise entre la
fréquence propre du filtre de sortie, Ly // Cp, et la fréquence microbalance.

5.3.4  Oscillateur expérimental

Le circuit électronique utilisé est un produit du fabricant BURR-BROWN, référencé OPA660.
De par sa conception, son comportement est voisin de celui d’un transistor idéal et son

parametre caractéristique est la transconductance.

5.4 Régulation de température

5.4.1 Introduction

L’objectif recherché est de maintenir une température d’entartrage constante sur la surface
supérieure du quartz, en régulant la puissance électrique dans 1’¢lectrode de chauffage. De
nombreux ouvrages théoriques et pratiques traitent du probléme de la régulation qui reste

’objet d’améliorations conceptuelles'®>!%

, telles que I'implémentation de méthodes non
déterministes comme la logique floue. Notre probléme étant cependant trés classique, et pour
réduire les temps de réglage et de mise au point, nous nous sommes appuyés sur la méthode la
plus éprouvée et la plus répandue, qui est 1’algorithme PID. Chacune des trois lettres P, I et D
est reliée a un algorithme particulier : P pour la partie action proportionnelle, I pour la partie
intégrale et D pour la partie dérivée.

Nous rappelons le principe général des régulations. A un instant 7, un systéme regoit une
commande u(¢), et émet un signal de sortie y(z). La régulation a pour objectif de rendre
y() égal a la valeur de consigne y, (), ¢’est-a-dire d’annuler I’erreur e(¢) définie par :

e(t)=y.(¢)-y(¢). Pour l’action proportionnelle P avec bande proportionnelle egp, u(7) est

définie par :

u(t) =U +(umax _uO)e_
BP

u(t) est proportionnel a e(7). egp est généralement négatif et I’action est maximale pour

e(t)<egp. Le gain est défini par (u,, —uy)/egp et il est d’autant plus grand que la bande

max

proportionnelle est étroite. La commande par action proportionnelle ne suffit pas pour réguler
car, en général, 1’équilibre s’obtient pour e(#) différent de zéro. L’action intégrale permet de

corriger les lacunes de 1’action proportionnelle.
Pour laction intégrale I, u(¢) est définie par :

u(t)=u, +%L:e(x)dx
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A T’équilibre, cette régulation permet d’annuler 1’erreur. La constante de temps intégrale 7;

joue le role inverse du gain et I’action est d’autant plus forte que 7; est faible. En général,

I’action intégrale est employée en correctif de I’action proportionnelle.
Pour action dérivée D, u(¢) est définie par :

Cette action a pour objet d’anticiper et d’amplifier I’action des régulations P et L.
Il existe de nombreuses variantes dans les trois formulations décrites ci-dessus. Ainsi, 1’action
dérivée ne peut pas étre implémentée sous sa forme théorique, et est remplacée par 1’action

dérivée filtrée. Par ailleurs, la dérivée de I’erreur est parfois remplacée par la dérivée du signal
dy(t) / dt. Les régulateurs mettant en ceuvre les trois actions, ou leurs variantes, sont

communément désignés PID.

Dans une étape préliminaire, nous avons développé un modele analogique simple, de type PI
sans action dérivée, comportant un amplificateur associ¢ a deux capacités et quatre
résistances. Son fonctionnement s’est avéré efficace mais limité en souplesse. Pour le
montage définitif, nous avons préféré nous appuyer sur les modeles commerciaux, qui sont
plus performants et peuvent étre commandés a distance. Le laboratoire UPR15 utilise depuis
plusieurs années des régulateurs du constructeur WATLOW, aussi avons-nous porté notre

choix sur un produit de cette marque.

5.4.2  Description du régulateur WATLOW988

Le régulateur WATLOW que nous avons choisi est référencé 988-22C0-0URG. Il comporte
deux entrées analogiques et une sortie numérique, et il propose en option un module de
connexion série RS232, permettant la communication avec un logiciel sur ordinateur. Cette
dernic¢re fonctionnalité permet de programmer en temps réel tous les registres internes de
I’appareil.

Les deux entrées sont dites universelles, c’est-a-dire qu’elles permettent la connexion de
quatre types de capteurs : sonde de platine, thermocouple (J, K, T, N, E, C, Pt2, R, S, B),
boucle de courant (0-20 mA, 4-20 mA) et tension (0-50 mV, 0-5 V, 1-5 V, 1-10 V). La
sélection entre les capteurs s’effectue d’abord par un interrupteur mécanique, puis par la
programmation d’un registre de 1’appareil.

Le régulateur posséde un sonde de platine interne, placé pres des points de connexions sur les
entrées analogiques, permettant d’accéder a la température de soudure froide des
thermocouples standards connectés. Il est impératif que la liaison jusqu’a la soudure chaude
soit alors réalisée par des fils qui conservent la continuité métallique. Pour notre montage,
nous avons considéré que le maintien de la continuité entre le quartz et le régulateur était trop
contraignante et qu’il était préférable de déporter la soudure froide en un point situé pres du

quartz. Ce choix impose alors de connaitre la température du point déporté et c’est la raison
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justifiant la deuxieme entrée du régulateur. Une sonde de platine, logée pres de la soudure
froide, est reliée a cette entrée. Il est a noter que la valeur mesurée n’intervient pas dans
I’algorithme de régulation. Les régulations de type cascade, fonctionnant avec plusieurs
entrées et implémentées dans 1’appareil, n’ont pas été utilisées. La premicre entrée analogique
du régulateur est connectée sur ’arrivée du thermocouple et effectue la lecture de la f.e.m.
Cette valeur est ensuite utilisée par 1’algorithme pour réguler le niveau de sortie de I’appareil.

La température de la soudure froide, mesurée par la sonde de platine, est utilisé par notre
logiciel sur ordinateur pour fixer la température de consigne. Par exemple, pour 63 °C
souhaité¢ sur le quartz, la consigne est fixée a 33 ou 42 °C, si la soudure froide est
respectivement a 30 ou 21 °C. Cependant, le couple Or-Nickel n’est pas un thermocouple
standard et sa f.e.m n’est pas directement convertible par le régulateur. La reprogrammation
des tables internes du régulateur étant trop onéreuse, nous avons envisage trois approches pour

résoudre ce probléme :

- Fonctionnement en régulation de tension et amplification analogique

Le thermocouple est branché a I’entrée d’un amplificateur externe de gain 1000, et la f.e.m se
trouve convertie en un signal évoluant dans la gamme 0-1 V. Ce signal est envoy¢ sur la
premicre entrée du régulateur, programmée en capteur de tension 0-5 V. La prise en compte
de la température de soudure froide, du gain de I’amplificateur et du coefficient de sensibilité
du thermocouple Or-Nickel est effectuée par le programme sur ordinateur, qui ajuste la
tension de consigne de telle sorte que le quartz soit a la température souhaitée. Initialement,
cette méthode, avec ajustement permanent de la consigne, nous semblait potentiellement
génératrice d’instabilités. Dans la pratique, il n’en est rien, car la consigne suit I’évolution de
la température de soudure froide, qui elle-méme ne varie que treés lentement. Une facilité
ergonomique autorisée par cette option est 1’affichage de la température vraie sur la face avant
du régulateur.

Nous avons réalisé des essais avec un amplificateur classique a deux étages, sur lequel un
systeme permet de caler le zéro en sortie, quand 1’entrée est en court-circuit. L’appareil est
congu a ’origine pour les signaux alternatifs, et le réglage d’offset n’est pas d’une grande
stabilité¢, montrant une dérive sous I’influence de la température. Pour mettre en ceuvre une
amplification analogique, ’emploi d’un autre appareil, spécialement congu pour les faibles
tensions continues, est donc indispensable. A la dérive pres, la régulation a cependant

correctement fonctionné. Cette option n’a cependant pas été retenue.

- Fonctionnement en régulation de tension et amplification numérique
La deuxieéme approche, variante de la précédente, effectue I’amplification numérique de la
f.e.m. Cette derniere est lue sur une carte Analogique/Digitale (A/D) par un logiciel installé

sur ordinateur, avant d’étre amplifiée d’un gain 1000 puis d’étre renvoyée sur une carte
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Digitale/Analogique (D/A). La stabilité est excellente et la précision est celle de la carte D/A
sur 12 bits, soit 1/2048. L’inconvénient est la constante de temps, de 1’ordre de 0,3 s,
introduite entre la lecture et I’écriture. Nous n’avons pas ¢tudié la fonction de transfert de la
boucle de régulation, mais nous avons constaté que les filtrages insérés dans celle-ci
suffisaient a annuler les effets du décalage. Cette option s’est révélée compatible avec le

fonctionnement de la régulation mais elle est apparue trop lourde et n’a pas €té retenue.

- Fonctionnement en régulation de température avec thermocouple simulé
Dans cette approche, le régulateur fonctionne classiquement en régulation de température, la
f.e.m étant lue sur la premiere entrée, configurée en thermocouple de type S. La précision
maximale revendiquée par le constructeur étant 0,1 °Fahrenheit, et pour augmenter la
dynamique de réponse, nous avons utilisé ce type de thermocouple qui a la sensibilité la plus
faible : 5-10 uV/°C (Figure III-5). La température de consigne est alors calculée par le logiciel
pour compenser la différence de réponse entre le thermocouple réel et celui de type S. Pour
réaliser ce calcul, la table de conversion du thermocouple S est intégrée dans le logiciel sur
ordinateur sous forme d’un polyndme de degré neuf. Le logiciel prend également en compte la
température interne du régulateur, la sensibilité n’étant pas constante et augmentant de 10%
entre 10 °C et 40°C. Dans cette option, la face avant du régulateur ne peut plus étre utilisée
pour lire la température, car elle affiche un résultat intermédiaire de conversion de
température. Cependant, cette option a été retenue pour sa simplicité de montage.
Toutes les complications de principe sont reportées dans le logiciel sur ordinateur, qui tient
compte finalement de la température de la soudure froide, et des sensibilités des
thermocouples Or-Nickel et de type S. Il réajuste, si besoin, la température de consigne quand
la température de la soudure froide évolue. Les communications en lecture et écriture avec le

régulateur sont toutes effectuées par la liaison RS232.
5.4.2.1 Sortie du régulateur

Comme pour la majorité des régulateurs, la sortie du Watlow fonctionne en mode tout ou rien,
donnant un signal de type TTL. Les transitions entre les niveaux haut et bas sont
synchronisées sur les passages a zéro du courant alternatif du secteur. Classiquement, le signal
commande un bloc électrique de puissance par I’intermédiaire d’un circuit €électronique de
type Triac ou Thyristor, jouant le role d’interrupteur. Le bloc €lectrique étant alimenté par le
courant alternatif du secteur, la synchronisation de la régulation sur les passage a zéro permet
d’éviter les discontinuités de courant et la création de surtensions parasites aux bornes des
inductances résiduelles du circuit de chauffage. Un seul sens, positif ou négatif, du passage a
z¢ro étant utilisé, le signal de sortie alterne au maximum 25 valeurs hautes et basses en une
seconde, soit une fréquence maximale de 25 Hz. Initialement, nous pensions que 1’inertie
thermique du quartz était suffisante pour filtrer les pulsations de la régulation, mais, a la

fréquence de régulation de 25 Hz, la fluctuation de température a la surface du quartz reste
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supérieure a 5 °C. Il était donc indispensable de filtrer la puissance de chauffage, et la
méthode la plus simple est alors de filtrer le signal de faible puissance qui est la commande
issue du régulateur. Le type de signal change alors de nature puisqu’il devient analogique au
lieu de numérique. Le circuit électronique de type Triac entre la commande et la puissance

doit alors étre remplacé par un amplificateur.

L’implémentation exacte de I’algorithme PID a I’intérieur du régulateur n’est pas fournie par
le fabricant, mais les trois parameétres suivants peuvent étre modifiés : bande proportionnelle,
constante de temps d’intégration, et constante de temps dérivée. Les valeurs optimales de ces
parametres ne peuvent donc s’obtenir que par essais successifs, mais il est a noter que I’inertie
thermique du quartz étant tres faible, le paramétre « constante de temps dérivée » doit étre tres
faible, voire nul. Par ailleurs, il existe une fonction de moyenne glissante, sur plusieurs
secondes, du signal d’entrée du régulateur, qui a pour effet de filtrer la tension issue du
thermocouple.

Les essais ont montré que la régulation fonctionnait correctement avec les valeurs suivantes :
40 (°Fahrenheit) environ pour la bande proportionnelle, 0,20 (min.) environ pour la constante
d’intégration et O (min.) pour la constante dérivée, le temps de filtrage en moyenne glissante
¢tant fixé a 5 secondes. La premicre montée en température prend ainsi environ une minute.
Figure I1I-13, nous montrons 1’histogramme des mesures de température, effectuées toutes les
5 secondes, pendant 2 heures d’expérience de régulation a 60°C. Les mesures ont été faites
sur le thermocouple a I’aide du multimetre K2000, puis converties en °C. Le débit d’eau est

de 0,3 1/min, correspondant a un régime hydrodynamique laminaire.
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Figure IlI-13 : Histogramme des mesures en régulation de température.
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La valeur moyenne mesurée est : 60,05+0,66 °C. Initialement, il existait un biais de -0,7 °C
entre la moyenne et la consigne, dii aux erreurs d’arrondi dans les conversions. Ce biais est
actuellement compensé dans le programme sur ordinateur. L’écart-type est par contre
intrinséque au montage, et il indique le niveau de stabilité de la régulation. La valeur obtenue
est inférieure a 0,7 °C, et peut étre considérée comme acceptable. L’optimisation n’a

cependant pas été réellement effectuée, et une amélioration est encore envisageable.

5.5 Montage électrique général

Le cristal de quartz se trouve donc équipé de trois couples d’électrodes soumises a des
tensions caractéristiques trés différentes : 0,010-1 V alternatif & 6 MHz pour 1’excitation
piézoélectrique, 0-1 mV continu pour le thermocouple de mesure de température et 5-20 V
continu pour le chauffage. Par ailleurs, le signal de mesure de température doit étre reli¢ au
systétme de chauffage pour permettre le fonctionnement de la boucle de régulation. De par le
montage mécanique des électrodes, il existe une connexion électrique entre 1’électrode
d’excitation supérieure et le thermocouple d’une part, et le chauffage et 1’¢lectrode
d’excitation inférieure d’autre part. Il apparait donc que la boucle de régulation crée un court-
circuit entre les deux électrodes de 1’excitation piézoélectrique, et qu’il est indispensable
d’insérer une coupure faradique dans cette boucle. Le module de régulation est cependant
congu de telle sorte que I’entrée de lecture de la f.e.m du thermocouple s’effectue par deux
amplificateurs haute impédance supérieure a 2 MQ. Cette quasi-isolation est tout a fait
suffisante pour ne pas perturber I’entretien de la vibration piézoélectrique par les deux
¢lectrodes d’excitation.

Dans le montage actuellement décrit, il existe quatre modules ayant chacun un systéme
d’alimentation électrique indépendant branché sur le secteur : I’ordinateur, I’oscillateur, le
boitier Watlow et le module de chauffage. La masse du secteur est alors une référence de
potentiel commune pour tous les modules. Par ailleurs, pour garder la compatibilité €électrique
avec les autre montages d’électrochimie, nous avons fait le choix, dans le boitier de
I’oscillateur, de fixer la masse du secteur sur 1’électrode d’excitation immergée. L’électrode
d’excitation inférieure, dans D’air, est alors connectée a un amplificateur a travers une
impédance d’entrée valant typiquement quelques MQ. Cette électrode dans 1’air est également
soumise au courant d’effet Joule due a la différence de potentiel imposée par le module de
chauffage, valant 10 a 30 Volts et établie entre les extrémités de 1’¢électrode. Le module de
chauffage étant alimenté par le secteur, I’'un des points de connexion du chauffage sur
I’¢lectrode inférieure est a la terre du secteur et I’autre a un potentiel de 10 a 30 Volts au
dessus de ce potentiel, ce qui signifie qu’il est a la méme différence de potentiel par rapport a
I’¢électrode immergée. Nous rappelons que le quartz de 300 microns d’épaisseur est pos¢ sur

un support en résine époxy ou en polymére standard, et que la colle utilisée pour I’isolation

200



CHAPITRE III : MISE AU POINT D’UNE MICROBALANCE A QUARTZ CHAUFFE

¢lectrique est également un polymere. La colle est un matériau absorbant I’eau, et sa
conductivit¢é augmente sensiblement avec 1’absorption. Finalement, la résistance entre
I’¢lectrode inférieure et 1’¢lectrode supérieure, par I’intermédiaire de la colle, devient
inférieure a 5 MQ. Cette valeur apparait importante, mais elle permet le passage d’un courant
de 2 pA quand le potentiel de chauffage vaut 10 Volts. De par la forte dissymétrie des lignes
de champ dans la solution, ce courant se répartit essentiellement aux bords de 1’¢lectrode
immergée, sur lesquels se produit alors un entartrage électrochimique significatif. La
germination du tartre n’est alors plus d’origine thermique. Pour garantir un entartrage
purement thermique, nous avons di procéder a quelques adaptations du montage.

Nous avons donc di découpler la sortie du module d’alimentation du chauffage de la terre, et
nous avons donc choisi un module avec transformateur a bobinages séparés, qui €limine toute
liaison ¢lectrique entre D’entrée et la sortie. Le modele retenu est un appareil du
commerce référencé Convergie 400. Le chassis de 1’appareil est cependant relié a la terre pour
garantir la sécurité de 1’utilisateur. Ce type d’alimentation fonctionne comme un potentiostat,
et fournit un potentiel de sortie régulé par rapport a un potentiel de commande, les deux
potentiels, de commande et de sortie, ayant un point commun a zéro volt. Le potentiel de
commande étant issue du module de régulation, la terre du secteur se trouve remise en jeu
dans la partie chauffage si aucune modification supplémentaire n’est effectuée. L approche la
plus directe est d’insérer un transformateur d’isolement dans I’alimentation du module de
régulation. Cependant, comme nous I’avons signalé plus haut, 'impédance de I’entrée du
thermocouple n’est que de 2 MQ, et par ailleurs, la liaison RS232 avec 1’ordinateur contient
un fil de masse, lui-méme reli¢ a la terre. Une autre approche, que nous avons finalement
retenue, est de couper la liaison faradique entre le bloc de régulation et le module de
chauffage, c’est-a-dire de supprimer la continuité électrique du signal de commande. Cette
démarche s’est avérée assez simple a mettre en ceuvre, car le signal de sortie du régulateur est
de type TTL, donc numérique, et parfaitement adapté au montage sur un optocoupleur. Nous
rappelons que 1’optocoupleur convertit le potentiel ¢électrique en lumiére puis le transmet dans
un bloc de sortie et le reconvertit en potentiel, tout en assurant une isolation compléte entre
I’entrée et la sortie. Les niveaux d’entrée et de sortie ne sont pas parfaitement proportionnels

mais ce point ne pose pas de probléme en signal numérique.

Il n’existe alors plus de connexion ¢électrique directe entre les électrodes supérieure et
inférieure, mais le signal d’excitation a 6 MHz a la caractéristique de pouvoir se propager a
travers les capacités parasites du montage. Le module de chauffage se trouve alors étre un
passage privilégié, car le transformateur interne présente une capacité de plusieurs centaines
de picofarad entre I’entrée et la sortie, ce qui correspond a une impédance de quelques
centaines d’ohms, suffisamment faible pour bloquer le fonctionnement de 1’oscillateur. Il faut

donc mettre en place une isolation spécifiquement haute fréquence qui doit cependant
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conserver la continuité ¢lectrique et qui ne peut donc étre réalisée que par une inductance.
Commercialement, il n’existe pas d’inductance pure car une capacité parasite est toujours
présente en paralléle de 1’inductance, et I’inductance réagit en fait comme un circuit résonant,
du type communément appelé « circuit bouchon ». A la fréquence de résonance d’un tel
circuit, I’'impédance est maximale. Nous avons donc choisi une inductance de valeur nominale
22 uH, dont la capacité paralléle est environ 13 pF, ce qui confere une fréquence de résonance
de 9,3 MHz. Nous avons ensuite ajouté une capacité variable additionnelle en parallele de
I’inductance, qui permet d’abaisser la fréquence de résonance de I’ensemble a 6 MHz. De
facon concrete, la valeur de la capacité variable est ajustée a I’aide d’un analyseur de réseau
HP4194 de sorte que le maximum du pic de résonance se situe a 6 MHz. La valeur de la
capacité additionnelle est alors théoriquement 18 pF. Placé au plus prés du quartz dans chacun
des deux fils de connexion entre 1’¢lectrode inférieure et le module de chauffage, le circuit,
ainsi composé de 1’inductance et de la capacité, ajoute deux impédances d’environ 15 kilohms
chacune, ce qui est suffisant pour permettre le fonctionnement de 1’oscillateur. Le plan du

montage est donné Figure I11-14.
6. Résultats expérimentaux.

6.1 Influence de la température sur la fréquence du quartz

La caractéristique principale de la coupe AT est d’étre trés peu sensible aux variations de
température. En principe, la sensibilité de la fréquence en fonction de la température est nulle
a 20 °C, et de I’ordre de 40 ppm a 100 °C, ce qui, pour un quartz 6 MHz, correspond a 240 Hz
et une sensibilit¢ moyenne de 3 Hz/°C. Pour un quartz a 10 MHz, King obtient la valeur
voisine de -1,8 Hz/°C entre 23 °C et 110 °C. Au laboratoire UPR15, D.Bouch¢-Pillon'® et
K.Bizet" ont réalisé¢ plusieurs vérifications de sensibilité pour des quartz montés sur leur
support, mais ils ont obtenu des valeurs assez ¢loignées des valeurs théoriques. Entre 25 et
35 °C, K.Bizet a mesuré¢ des valeurs comprises entre 10 Hz/°C et 120 Hz/°C. De plus, elle a
noté que la sensibilité n’était pas constante suivant les quartz, et qu’elle dépendait fortement
de la température pour un méme quartz.

Nous avons étudi¢é comment évoluait la sensibilité en température des quartz que nous avons
fabriqués. Pour toutes les mesures réalisées, les quartz étaient montés dans leur configuration
définitive, c’est-a-dire collés sur le support époxy et équipés de toutes les connexions
¢lectriques. Les mesures de température ont été réalisés avec le thermocouple surfacique
monté sur le quartz.

La Figure III-15 de gauche montre la réponse en fréquence pour un quartz chauffé par un fer a
souder placé, d’une part pres de la face avant équipée du thermocouple, et d’autre part pres de
la face arriere équipé de la résistance de chauffage. La sensibilité est de -35 Hz/°C, pour le

chauffage avant, et de -18 Hz/°C pour le chauffage arriere.
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Figure IlI-14 : Schéma du montage électrique général.
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Sur le second graphique, la sensibilité est mesurée pour le quartz installé dans la cellule a jet,
chauffé par sa résistance intégrée, dans trois configurations différentes : sans liquide, avec un
débit nul, et avec un débit de 0,63 L.min. La sensibilité en température devient positive et
vaut respectivement : 90, 132 et 155 Hz/°C. La valeur est donc croissante avec le débit du

liquide, c’est-a-dire avec la puissance de chauffage.

50 1 .
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Figure IlI-15 : Sensibilité en température de la fréquence du quartz.

I1 est possible que 1’écart entre la théorie et les mesures soit dii & une imprécision dans la
coupe des quartz, mais 1’hypothése d’une influence du support est également envisageable. En
effet, nous rappelons que la fréquence parall¢le est donnée par la relation :
Eﬂ

Yo,

h étant la demi épaisseur du quartz. La dépendance au premier ordre de la fréquence en

n
fp_E

fonction de la température s’obtient par la dérivée logarithmique de cette relation :

dfp_f 1 dge 1dh_1dp
d7 “Pl\2e dT hdT 2pdT

Pour la coupe AT, la relation précédente s’annule a la température ambiante. Le terme de
dilatation volumique, (dp/dT), est estimé a contraintes externes nulles, ce qui ne

correspond pas a la configuration expérimentale, ou la présence d’un joint d’étanchéité
contrarie le libre déplacement du cristal.

Quelle que soit I’origine de la forte sensibilité de la fréquence en fonction de la température,
elle apparait comme une contrainte inévitable qui doit étre prise en compte dans la mise au
point des expériences. Hormis les expériences courtes ou avec une forte masse déposée, toutes
les mesures par microbalance effectuées au laboratoire UPR15 le sont sur des montages
équipés de régulations thermiques, a la fois sur le quartz et sur 1’électronique. L’amplitude du
bruit d’origine thermique est ainsi réduit a moins de 1 Hz. Dans notre montage, il existe déja

une régulation thermique qui s’effectue sur la température de la face immergée du quartz. De
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par DI’épaississement du dépdt, la puissance de chauffage décroit en cours d’expérience,
induisant les diminutions de la température moyenne et du gradient de température. De par la

Figure I1I-15, le biais en fréquence di a la température est alors plus faible en fin d’expérience
qu’au début. Nous avons estimé qu’au cours d’une expérience de dépot de tartre provoquant
une baisse de fréquence de 50 kHz, la variation du biais était inférieure a 1 kHz. Globalement,
I’incertitude de mesure due a 1’¢élévation de température du quartz peut étre estimée inférieure
a 2%, ce qui est une valeur acceptable. Dans 1’avenir, il est envisageable d’améliorer la
précision de la mesure par une calibration minutieuse de la réponse du quartz en fonction des
parametres de température, valeur moyenne et gradient. Pour que ce travail soit efficace, il
faut cependant qu’il soit effectué sur un montage définitif. Les améliorations dans les

connexions et le support de quartz doivent donc étre effectuées préalablement.

6.2 Effet d’une forte température sur la structure cristalline des quartz

Dans trois types de situations dans lesquelles le quartz était soumis a une forte température,
voisine de 500 °C, nous avons constaté une modification particuliére et inattendue de la
structure du cristal. La premiére situation s’est produite en cours d’expérience, apres
désamorgage de la pompe d’alimentation de la solution, qui a provoqué une brutale élévation
de température du cristal. La deuxiéme situation est survenue pendant la phase de chauffage
des quartz précédant le dépdt sous vide des électrodes en nickel. Le chauffage améliore
I’adhérence du dépot, mais, a I’époque, nous maitrisions trés mal la température réellement
atteinte par le quartz, et les calibrations ultérieures nous ont montré que celle-ci avait dépassé
plusieurs fois 450°C. Dans une troisiéme situation, 1’équipe du laboratoire UPR15 réalisant
les dépots de SnO, sur quartz, a constaté que plusieurs des quartz avaient subi une
modification de structure cristalline pendant le dépot. Dans la méthode utilisée pour ces
dépots, le substrat est porté a une température comprise entre 480 °C et 510 °C.

Dans les trois cas décrits, la modification cristalline se manifeste par une perte apparente des
propriétés piézoélectriques du quartz, qui ne permet plus le fonctionnement des oscillateurs. Il
apparait, par mesure a 1’analyseur de réseau HP4194A, que la fréquence de vibration est
déplacée de 6 MHz a 8,8 MHz. Nous avons alors pensé que les quartz avait subi un
changement de phase alpha-béta, bien que la température de transition, 573 °C, est
sensiblement supérieure a celles effectivement imposées aux quartz. Par deux mesures de
diffraction optique, nous avons alors vérifi¢ que les quartz modifiés étaient toujours en phase
alpha. Finalement, nous avons constaté que la fréquence de 8,8 MHz correspond a celle d’un
quartz ayant I’angle de coupe +35°15° au lieu de -35°15°, le quartz semblant avoir subi une
inversion de rotation liée au chauffage.

L’apparition d’une forme cristalline inversée sans rupture de cristal apparaissait alors similaire
au phénomene de maclage observé dans les quartz naturels. La création artificielle de macles

. L T 104 105 s
par contraintes mécaniques a été étudiée par Boy et Guzzo'", et Cross et Newnham '* ainsi
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1'% qui ont proposé une méthode de maclage par chauffage avec laser

107-110

que par Anderson et a
COs. Les japonais Uno et Noge ont repris cette méthode par laser, et ont montré qu’un
maclage apparaissait si le quartz était de préférence en coupe AT, avec un dépot de nickel ou
de chrome a sa surface, et soumis une température comprise entre 480 et 550°C avec un fort
gradient thermique. Les auteurs montrent également une courbe qui indique que la
température d’apparition du phénomene est inversement proportionnelle au gradient
thermique. IIs attribuent le phénomeéne a une inversion de I’axe Ox, et estiment que les macles
sont de type dauphiné plutdt que brésilien. Le probléme plus concret de ’existence d’un
protocole thermique permettant de retrouver la structure initiale des quartz n’est, par contre,
jamais abordé¢ dans la littérature. A D’origine, nous ignorions l’origine et la portée du
phénomene observé, mais les travaux cités nous ont montré qu’il n’était dii qu’a certaines
circonstances exceptionnelles, rencontrées de facon marginale dans notre travail. De plus,
nous avons pu éviter que ce probléme ne se reproduise en limitant la température des quartz
déja métallisés sur une surface. En appliquant la théorie de Uno, il serait possible d’obtenir
une estimation de cette température limite a partir de la détermination prélable du gradient

thermique dans le quartz.

6.3 Profil de température a la surface du quartz

A partir de ’analyse hydrodynamique décrite en 3.2, il apparait que le flux thermique au
voisinage du quartz s’effectue principalement par conduction thermique dans la couche limite
de liquide. Par ailleurs, la forme des électrodes a été choisie de sorte que la densité de courant
dans 1’¢lectrode chauffante soit aussi homogene que possible. Dans ce cas, la puissance de
chauffage est également homogene sur 1’électrode, et, en régime permanent, elle est égale a la
puissance de refroidissement. Cette derniére étant proportionnelle au gradient thermique et
I’épaisseur de la couche limite étant constante, la température apparait théoriquement
homogene sur 1’¢électrode. Ce raisonnement est a I’origine du choix de la cellule a jet et nous
espérions pouvoir le confirmer par des mesures ou une simulation numérique.

La mesure du profil de température sur le quartz peut s’effectuer par le dépot d’une résine
thermochrome sur sa surface, une analyse colorimétrique permettant alors d’accéder au profil
de température. Ce type de produit se fabrique sur commande pour toute gamme de
température, par exemple 40-80°C ou plus finement 55-65°, mais il n’est pas accessible en
petite quantité, ce qui rend son cotit prohibitif. Nous n’avons donc pas pu mettre cette
approche en pratique, et aucune mesure expérimentale du profil de température n’a été
réalisée.

Une simulation numérique peut étre réalisée en effectuant deux calculs successifs : d’abord la
puissance de chauffage, ensuite le refroidissement dans la couche limite. A 1’aide du code
d’éléments finis Modulef, la mise en ceuvre n’est pas immédiate et demande un certain

nombre de développements qui n’ont pas été achevés.
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6.4 Expériences d’entartrage thermique

6.4.1 Conditions expérimentales

Nous avons utilisé des solutions carboniquement pures, de 20 °F ou 30 °F, dont les pH
d’équilibre (définition 1.3.1) sont respectivement de 7,08 et 6,90. Au début des expériences, le
pH des solutions était remonté au pH d’équilibre, par agitation mécanique du bain, puis il
¢évoluait librement sans contrdle particulier, hormis pour une expérience particuliére que nous
indiquerons plus bas. En cellule a jet, le débit était maintenu dans le domaine du régime
laminaire, c¢’est-a-dire inférieur a 0,5 I/min. Les expériences ont ét¢ effectuées majoritairement
avec régulation de la température d’électrode, mais quelques-unes ’ont été a puissance de

chauffage constante.

6.4.2  Mise en évidence du phénoméne de dégazage de l’air dissous

6.4.2.1 Présentation du probléme de dégazage a chaud des gaz dissous

L’un des problémes qui est apparu au cours des expériences d’entartrage est la création de
bulles a la surface de 1’¢lectrode de travail. Ces bulles sont provoquées par la diminution de
solubilit¢ de I’oxygeéne et de 1’azote dissous dans I’eau, et elles apparaissent de facon
importante a partir de 60 °C. Nous avons constaté que ces bulles jouaient un role prépondérant
dans les conditions d’entartrage. Elles interviennent en particulier dans la premiére étape de
germination du carbonate de calcium, c’est-a-dire le moment ou se créent les premiers

cristaux a la surface de 1’électrode de travail.

18-Har-2008 Photo No_=1

Figure I1I-16 : Dépots de tartre au cours de la période de germination.
Quand les bulles atteignent une taille visuellement perceptible, c’est-a-dire quelques centaines

de um de diamétre, les premiers cristaux apparaissent a la surface, révélés par la baisse de

fréquence de la microbalance. L’observation ultérieure au MEB, il apparait que le tartre
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reproduit la cartographie des bulles présentes dans I’expérience, en montrant une répartition
en cercles bien apparents (Figure 11I-16).

Dans la suite de I’expérience, les premiers cristaux poursuivent leur croissance cristalline et
parallélement de nouveaux cristaux se créent sur I’électrode. Cette deuxiéme partie de

I’expérience reste également influencée par la présence des bulles, car la croissance cristalline

s’effectue en général en-dessous des bulles.

Figure I1I-17 : Dépot d’aragonite formant pied de bulle, et aiguille d’aragonite.

Nous pouvons voir sur I’image de gauche, Figure IlI-17, le dépdt de tartre accumulé en
dessous d’une bulle, la forme de cette derniere ayant défini la forme du dépot. Le dépot
apparait composé d’aiguilles d’aragonite. Nous voyons, sur la photo de droite, une de ces
aiguilles, dont I’aspect tronqué semble montrer que la présence de la bulle empéche la
croissance classique en aiguille pointue. L’inconvénient majeur de ce type de dépot
d’aragonite est qu’il engendre un trés fort amortissement de la microbalance et qu’il empéche

la prolongation des expériences de mesure de masse au-dela de quelques dizaines de minutes.

La zone intérieure des cercles de bulles révéele a la fois une plus grande densité de cristaux et
une plus grande taille pour ceux-ci. L’interface bulle-liquide est donc la zone privilégiée de la
formation du tartre, et cette observation n’est pas trés surprenante, car les caractéristiques
physico-chimiques de I'interface sont différentes de celles existant au sein de la solution, la
seule diminution de refroidissement due a la présence d’une bulle étant déja une explication
de la présence des premiers cristaux sur le bord de celle-ci. Il existe plusieurs études
effectuées par différents auteurs qui montrent que, par les phénomenes de diffusion entre le
liquide et le gaz, les concentrations de réactifs a I’interface suivent des lois tres particuliéres,
accessibles uniquement par une approche locale. Nous n’avons pas repris ces études de fagon
détaillée, car nous avons d’abord voulu avoir si ce phénomene était caractéristique des dépots

de tartre dans les canalisations.
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(a) Expérience d’entartrage en tuyau
Sans microbalance, nous avons donc fait passer de I’eau froide dans un tuyau de cuivre
immergé dans un bain maintenu a 90 °C. Apres 48h d’immersion, nous avons ouvert le tuyau

et remarqué la présence de tartre déposé sur la paroi intérieure

. = 2 FIE S % A
Ly Photo No.=4 10um = . = 4 1 Photo No.=2 2um ) -

Figure I1I-18 : Vues glogale et détaillée de dépots de carbonate de calcium sur la paroi
intérieure d’un tuyau.

Par observation au microscope a balayage, nous avons constaté que le dépot présentait une

morphologie mal structurée mais sans signe de présence de bulles, les zones de dépdt n’ayant

pas de forme circulaire affirmée (Figure III-18 ).
(b) Entartrage thermique sur électrode d’or massive

Nous avons également effectué des expériences d’entartrage, en cellule a jet, sur une électrode
d’or massive, de 5 mm de diametre, en remplacement du quartz, la surface ayant été polie au
papier 1200 puis a I’alumine 5u. De fagon surprenante, la quasi-totalité des expériences s’est
effectuée sans présence de bulles (Figure III-19), ce qui a confirmé que ’entartrage thermique
¢tait réalisable en cellule a jet sans formation de bulles.

Figure I1I-19 : Dépot thermique de carbonate de calcium sur électrode massive.
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D’un autre coté, les industriels associés au projet nous ont indiqué qu’apres avoir effectué des
mesures de concentration en oxygene sur I’eau de refroidissement des échangeurs thermiques,
ils estimaient que les gaz dissous disparaissaient rapidement et que ’eau pouvait étre
considérée comme désaérée sur la majorité de son parcours. Ces ¢léments nous ont donc
conduit a considérer que la présence de bulles n’était pas un phénomeéne inhérent a
I’entartrage thermique et qu’il était plus intéressant de chercher a les supprimer que de

comprendre précisément leur influence et les mécanismes qu’elles mettent en jeu.
6.4.2.2 Traitements envisagés pour supprimer le dégazage

L’entartrage sur une électrode en or étant possible si le matériau est massif, il apparait que la
nature de ce matériau n’est pas le facteur prépondérant de la création des bulles. Nous avions
déja pu constater ce fait, en utilisant des quartz recouverts d’une électrode en oxyde d’étain
SnO, ou en nickel, qui nous avaient fourni des résultats expérimentaux comparables a ceux
obtenus pour des quartz a électrodes d’or, a savoir la création de bulles en surface quand la
température atteint 60 °C. Pour essayer d’éliminer le phénomene d’apparition des bulles, nous
avons recherché des solutions dans trois voies différentes : la modification de la géométrie de

la cellule, le dégazage de la solution et le traitement de la surface de I’¢lectrode.
(a) Expérience en cellule hydrodynamique longitudinale

De par la construction de la cellule a jet, la vitesse du liquide est nulle au centre de 1’¢électrode,
et le mouvement convectif permettant de décoller les bulles de la surface est trés faible. Nous
avons donc développé une cellule a circulation longitudinale, dans laquelle la composante de
la vitesse du liquide, tangentielle a la paroi, reste trés élevée. Malgré un débit important de
I’ordre de 9 1/min, nous avons constaté que la vitesse du liquide n’empéchait pas la formation
des bulles. Quand leur diamétre atteint quelques dixiemes de millimeétres, elles sont entrainées
par le flux, mais donnent aussitét naissance a la création de nouvelles bulles. Apres
I’expérience, 1’observation au MEB montre des cristaux déposés prioritairement en cercles, de
la méme facon qu’en cellule a jet. Nous avons considéré que les bulles étaient, 1a aussi, a
I’origine de la formation du tartre, et que les mécanismes n’étaient pas fondamentalement

différents de ceux intervenant dans une cellule a jet.
(b) Dégazage préalable de la solution de carbonate de calcium

Nous avons également cherché a dégazer la solution, c’est-a-dire a supprimer 1’air dissous a
I’origine de la formation des bulles. En premiére analyse, la démarche est simple et consiste a
remplacer I’atmosphere d’air par une atmosphere d’argon en effectuant un bullage prolongé de
la solution. Ce faisant, nous remplagons 1’air dissous par de 1’argon dissous, dont la solubilité
est proche de celles de I’oxygene et de I’azote, et les expériences aboutissent également a la
formation de bulles, composées d’argon au lieu de I’air. Une autre approche consisterait a
faire bouillir I’eau de la solution pour évacuer I’air dissous. Cependant, si ce traitement est

effectu¢ avant la dissolution du carbonate, nous nous retrouvons juste avant 1I’expérience dans
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la méme situation que précédemment avec une solution saturée en CO,, dont la remontée en
pH nécessite de buller un gaz. Si la solution est bouillie apres avoir été carbonatée, le tartre
précipite en volume ce qui détruit la solution et interdit toute expérience. En revenant a la
premicre approche de bullage d’un gaz, une solution reste cependant d’utiliser, a la place de
I’argon, un gaz dont la solubilité¢ dans 1’eau est plus élevée a 60 °C qu’a 20 °C. Un gaz
relativement courant ayant cette caractéristique est 1’hélium, mais sa présence dans une
expérience d’entartrage a été jugée trop exotique, et cette option n’a pas été retenue. Nous
avons donc accepté la contrainte de travailler avec des solutions contenant du gaz faiblement
soluble a chaud. De fagon concréte, toutes les expériences ont été réalisées avec I’air ambiant

comme gaz d’équilibre.
(c) Cyclage potentiométrique de I'électrode de dépobt

La derniére approche pour ¢liminer les bulles a ét¢ de modifier 1’état de surface de 1’¢lectrode,
I’intérét supplémentaire étant que 1’état obtenu soit reproductible. En effet, un deuxiéme
probleéme des expériences d’entartrage sur microbalance est la modification apparente de 1’état
de surface de 1’¢lectrode, aboutissant a la non reproductibilité des expériences. Ce point a déja
¢été signalé dans plusieurs travaux précédents et il n’a été résolu que par le changement de
quartz a chaque nouvelle expérience d’entartrage, la réutilisation d’un quartz aprés décapage
de son électrode de travail n’ayant jamais donné de résultat reproductible. L’¢état de surface
d’une électrode de quartz sortant d’usine n’a jamais été précisément caractérisé, mais il
apparait qu’il est constant, ou du moins qu’il aboutit a des résultats expérimentaux constants.
Nous avons donc effectué deux types de traitement de surface, le premier étant
¢lectrochimique et consistant a effectuer des cycles réduction-oxydation de I’électrode d’or. A
la fin du cyclage, 1’¢lectrode, maintenue constamment immergée et sans contact direct avec
I’air ambiant, a été rincée a I’eau distillée. Le montage en cellule a jet s’est également effectué
avec une goutte d’eau au contact de I’électrode. Les résultats obtenus n’ont pas montré

d’influence de ce type de prétraitement sur la formation des bulles.
(d) Traitement au chloroforme de la surface de dépét en or

Un second traitement a consisté a nettoyer 1’électrode a 1’aide de chloroforme, ce composé
étant connu pour s’adsorber sur les électrodes métalliques. Les expériences ont été effectuées
a une température régulée de 60°C, et ’observation visuelle ainsi que celle ultérieure par
microscope ¢€lectronique ont montré que la formation des bulles était fortement inhibée, voire
bloquée, ce qui répondait a notre attente. A 1’inverse, la réponse en fréquence de la
microbalance pour le dépot effectué était tres faible, de 1’ordre de 5 kHz pour 30 kHz attendus

et I’amortissement trés important, la résistance motionnelle étant supérieure a 10 kohms.
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Figure I1I-20 : Photos d’aragonite obtenus par entartrage thermique apres traitement de la

surface de dépot par du chloroforme

L’essentiel du carbonate de calcium était cristallisé sous forme d’aragonite, avec une
morphologie était de type « buisson » trés aplati. Il apparait un point d’ancrage unique sur le
quartz, qui se subdivise ensuite en branches multiples (Figure 111-20). Par ailleurs, 1’aragonite
s’est formée directement sur I’¢électrode sans présence d une sous-couche de calcite

La morphologie des cristaux obtenus est certainement due au prétraitement de la surface par le
chloroforme et les expériences réalisées sont probablement non représentatives des conditions
naturelles. Ces expériences sont intéressantes par le fait qu’elles révelent un phénomene
nouveau, a savoir la non-réponse de la microbalance a une certaine morphologie de dépdt de

tartre.

6.4.3  Courbes de fréquence obtenues pour quelques expériences d’entartrage.

Nous présentons quelques expériences qui ont été mences a leur terme, permettant une
interprétation des résultats.

Sur la Figure III-21, nous montrons la courbe de fréquence pour une expérience, désignée
n° 1, dont les conditions sont les suivantes : température de 55 °C, débit de 0,37 I/min et
dureté de I’eau de 20 °F

L’inflexion de la courbe, a partir de 8000 s, est due a la proximité de la limite inférieure de la
bande passante de 1’oscillateur (définie en II1.5.3.3), atteinte finalement a 12000 s. Les
mesures effectuées pendant toute cette période finale ne peuvent plus étre réellement
interprétées en terme de masse a 1’aide du coeffcient de Sauerbrey, la partie électronique de

I’oscillateur jouant un réle trop important dans la réponse enregistrée.
Sur les images de la Figure I1I-22, nous pouvons voir la morphologie des dépdts observés

aprés I’expérience. La présence de bulles a un certain stade de 1’entartrage apparait clairement

sur la vue globale de gauche.
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Figure I1I-21 : Courbe de fréquence pour [’entartrage de [’expérience n° 1.

Par ailleurs, la vue plus détaillée de droite montre un bord de bulle commencant au milieu a
gauche de I’image et se prolongeant a droite et vers le haut. Ce bord de bulle est composé
d’aiguilles d’aragonite. L’intérieur de la bulle, en haut de I’image, est composé de cubes de
calcite, de méme que I’extérieur de la bulle en bas de I’image. Globalement, le dépot est donc
essentiellement composé de calcite compacte, dont le comportement mécanique est

compatible avec le bon fonctionnement de la microbalance, c’est-a-dire qu’il engendre un

faible amortissement.
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Figure I1I-22 : Morphologie du dépot de tartre dans [’expérience n® 1. Vue globale a gauche

et vue de detail a droite.

Nous indiquons maintenant deux autres séries d’expériences, réalisées 1’'une a puissance de

chauffage constante et I’autre a pH constant.
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(a) Expérience a puissance constante

Bien que le prototype soit congu pour fonctionner a température régulée, plusieurs essais
préliminaires ont été effectués a puissance constante. Dans la Figure I1I-23, nous montrons les
résultats obtenus sur un méme quartz pour deux expériences réalisées a 6 heures d’intervalle,
avec dissolution du dépdt entre-temps. Les conditions expérimentales sont identiques dans les
deux cas : dureté de 20 °F et débit de 0,35 1/min.

Nous pouvons constater que la période d’induction avant le début de ’entartrage varie entre
les deux courbes. Par ailleurs, la fin de la premicre courbe montre une diminution apparente
de vitesse, dont 1’origine est en fait la bande passante de ’oscillateur. La validité de cette
courbe s’arréte donc environ a 6000 s. Pour les deux courbes, la partie stabilisée est linéaire et
les vitesses sont respectivement de -22 Hz/s et -17,5 Hz/s. La deuxiéme courbe s’est arrétée
avant la limite de bande passante de I’oscillateur, en raison de la rupture du quartz.

Un intérét de ces expériences est de rejoindre les résultats de la littérature. En effet, Turner et
Koutsoukos estiment que la vitesse d’entartrage est linéaire quand la puissance de chauffage
est constante. Cependant, cette condition expérimentale n’est pas celle rencontrée en site

industriel, mais elle permet peut-étre des interprétations plus aisées.
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Figure I1I-23 : Courbes de fréquence pour deux expériences consécutives a puissance

constante.

Un autre enseignement des deux expériences est que la période d’initiation de I’entartrage
n’apparait pas reproductible pour un méme quartz. L’état de surface de 1’électrode est
certainement a 1’origine de cette différence.

Par ailleurs, la vitesse d’entartrage n’est pas constante, et nous devons reconnaitre qu’il n’y

avait pas de suivi du pH en cours d’expérience. La méthode de dégazage permettant d’obtenir
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un pH initial de 7,1 reste également assez approximative, la précision étant au mieux de 0,1
pH. Avec du recul, nous estimons que cette expérience doit étre refaite avec un meilleur

contrdle du pH, afin de vérifier la reproductibilité de la vitesse d’entartrage.
(b) Expérience a pH constant

Nous avons effectué une expérience avec pH stabilisé, dans les conditions suivantes : dureté
de 30 °F, débit du liquide de 0,4 1/min. La procédure de régulation du pH s’effectuait
manuellement a partir d’un récipient externe contenant une solution saturée en CO,.
Régulierement, 10 ml du récipient étaient échangés avec le méme volume de la réserve
utilisée pour I’expérience. Le pH a été ainsi contr6lé et maintenu entre 7,46 et 7,50. Nous
avons d’abord provoqué la germination du carbonate de calcium a une température de 45 °C,
puis fait varier la température du chauffage entre 30 °C et 50 °C, par paliers de 3 ou 5 °C
durant chacun 15 minutes environ.

Pour chaque température, la variation de fréquence s’est révélée linéaire, donnant une vitesse

de dépodt constante. Nous montrons,

Figure 111-24, la vitesse de dépot mesurée pour chaque température. La fin de 1’expérience a

¢été provoquée par le décrochage de 1’oscillateur en raison de I’amortissement trop éleve.
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Figure IlI-24 : Vitesse d’entartrage a pH constant et température variable.

A gauche, mesure de la fréquence. A droite, calcul de la vitesse de dépot.

6.5 Conclusion de I’étude de la microbalance a quartz chauffé

L’objectif du travail était de démontrer la faisabilité de I’é¢tude du tartre thermique par une
cellule de laboratoire équipée d’une microbalance a quartz chauffé et cet objectif a été atteint.
Il est ainsi possible de réguler la température de la surface de I’¢lectrode tout en mesurant la
fréquence d’oscillation du quartz. 1l reste cependant a améliorer le protocole expérimental de
I’entratrage thermique pour obtenir des résultats reproductibles et exploitables. Par ailleurs, il

apparait d’ores et déja que la morphologie des dépots influe de fagon significative sur le
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fonctionnement de la microblance, par 1’amortissement qu’il engendre dans la boucle

d’oscillation.
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L’objectif initial de notre travail portait sur 1’utilisation de la microbalance a quartz comme
capteur de dépot induit par effet thermique. La particularit¢ du sujet nous a conduit a
approfondir les principes de fonctionnement de la microbalance et le comportement du quartz.
Il nous est alors apparu que le modéle des modes propres de vibration, anciennement
développé pour 1’¢tude du quartz sans dépot, trouvait une application particulierement
intéressante et apportait un point de vue novateur dans 1’é¢tude du quartz de microbalance. Ce
modele offrait également 1’avantage de donner les solutions du probleme du piégeage
d’énergie, induit par la métallisation partielle des quartz. Dans le cas du quartz infini, la
formulation de 1’admittance proposée par le modele permet de donner la relation directe entre
les éléments du circuit équivalent BVD et les parametres physiques du quartz et du dépot.
Nous avons alors montré que la capacité motionnelle du circuit BVD est dépendante de la
charge sur le quartz. Par une relecture des anciens modeles, et apres avoir levé I’incertitude
sur I’interprétation de leur formulation, nous avons pu montrer que ceux-ci aboutissaient a une
conclusion identique quant a la variation de la capacité motionnelle.

L’analyse par les modes propres de vibration peut étre également implémentée sous forme
d’un modele semi-analytique pour 1’étude du quartz en trois dimensions. Pour les géométries
simples, ce modele permet de retrouver les effets liés a la taille limitée des électrodes, et il
nous a servi de référence pour I’évaluation d’un modéle par éléments finis. Nous avons
développé et mis au point le logiciel du modele par éléments finis a partir d’un programme
partiellement existant. Le programme finalement obtenu autorise des études fines de
géométries quelconques, et il nous a ainsi permis d’initier I’étude de I’influence de la
conductivité de la solution. Il est envisageable de 1’appliquer ultérieurement a 1’étude de
I’influence des supports de quartz et des contraintes mécaniques externes. L’étude de
I’influence des gradients thermiques dans le cristal est également possible.

Les mod¢les précédents ont été mis en ceuvre dans I’étude de I’influence de la conductivité de
la solution sur la réponse du quartz. Avec une solution conductrice au contact d’un quartz
infini, le mode¢le des modes propres de vibration montre que 1’admittance s’obtient de facon
directe et sans approximation, les ¢léments du circuit équivalent étant exprimés de facon
analytique en fonction de la conductivité et de la permittivité de la solution. Les résultats
obtenus ensuite, par ’adaptation du mod¢le du piégeage d’énergie, coincident avec ceux des
expériences et ceux calculés par les éléments finis.

L’étude de I'influence des gradients thermiques dans le capteur de dépot thermique était a

I’origine du développement des modeles précédents, mais nous n’avons pas totalement conclu
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ce travail qui reste a finaliser. Le capteur de dépdt thermique a donc fait essentiellement
I’objet d’études technologiques ayant pour but de mettre au point un prototype opérationnel.
Son développement a permis de vérifier que le quartz pouvait étre utilisé dans des conditions
inhabituelles, telles qu’une forte inhomogénéité thermique et une dissymétrie marquée des
¢lectrodes déposées. L’intégration d’un nouveau capteur de température directement a la
surface du quartz a permis de montrer que la température de la surface de dépot pouvait étre
contrdlée tout au long d’une expérience. Le prototype a ainsi été mis en ceuvre dans 1’étude de
I’entartrage par effet thermique. La reproductibilité des conditions expérimentales s’est alors
révélée délicate a maitriser. La variabilité de la morphologie des cristaux et de celle du temps
d’induction avant la germination restent deux points a étudier. Plusieurs résultats sur la
croissance cristalline ont cependant été obtenus, montrant que 1’étude du tartre thermique est
réalisable a 1’aide de ce prototype. D’ores et déja, il doit étre envisagé d’améliorer le montage
par I’adjonction d’une régulation de pH et il est également indispensable de maitriser 1’état de
surface de I’¢lectrode avant le dépot. Le dernier point a signaler est la limitation de la bande
passante de la microbalance, due a I’amortissement de la vibration engendré par le dépot de
tartre thermique. Cependant, une fois la reproductibilité bien maitrisée, il peut étre envisagé
que I’interprétation des expériences se limite aux premieres heures de croissance cristalline
sans qu’il soit nécessaire d’accumuler des dépdts €pais. L’amélioration du fonctionnement de
I’oscillateur peut néanmoins étre poursuivie, certains composants pouvant étre encore
optimisés dans le but d’¢largir la bande passante.

Le principe d’un capteur de dépot induit par effet thermique est donc validé. Son application
au tartre demande une étape de validation, en raison des caractéristiques particulieres du
processus de cristallisation. Nous n’avons pas réellement étudié les possibilités d’étendre le
domaine d’utilisation du capteur. Les expériences envisageables sont celles ou la réaction est
dépendante de la température, et pour lesquelles il est nécessaire d’éviter le phénomene en

volume.
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ANNEXE 1 : RAPPELS THEORIQUES GENERAUX

1. Orthogonalité des solutions des problémes piézoélectriques

1.1 Rappel de la définition générale des fonctions orthogonales

Nous commengons par rappeler quelques notions simples sur les familles de fonctions

111

orthogonales, extraites de 1’ouvrage de Angot . Considérons une suite infinie de fonctions de

la variable x :
u (x),uy(x) 5. u, (x),...

Si ces fonctions sont telles que :
b
J‘a u, (x)u,, (x)@(x)dx=0 (A.1)

pour n#m, alors on est en présence d’une suite de fonctions orthogonales dans I’intervalle
a,b par rapport a la fonction de base, ou fonction poids, @(x). Cette fonction de base n’est

d’ailleurs pas indispensable et vaut souvent 1.
Soit une fonction f(x) représentée par la somme infinie:

F(x)=cruy(x)+cyuy (x)+... 4 ¢, u, (X) +... (A.2)
le calcul des coefficients c,, se fait par le produit des deux membres de 1’égalité (A.2) avec

u,, (x)@(x) et intégration entre a et b. La relation (A.1) montre que toutes les intégrales a
droite disparaissent sauf ch:u,z,, (x)@(x)dx, la partie gauche étant ij(x)um (x)@(x)dx.
D’ou:

(), () p(x) d
[ (@)e(x)d

Inversement, pour toute fonction f(x) continue et bornée entre a et b, la relation (A.3)

(A3)

m

permet de définir une suite infinie de coefficients c,,. Quand I’espace est borné, c’est-a-dire a

et b sont finis, la somme infinie, Zcm u,(x), converge vers f(x). La propriété est
m=1

¢également souvent vérifiée méme si 1’espace est non borné, sous réserve que f(x) respecte

quelques conditions restrictives. Les fonctions de Bessel, Legendre, Hermitte, etc., sont ainsi

des familles de fonctions orthogonales.
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La relation (A.1) fait intervenir une intégrale, mais elle peut étre remplacée par toute autre
relation bilinéaire associant un scalaire au couple u, (x), u,, (x). Les propriétés obtenues sont

celles du produit scalaire d’un espace vectoriel.

1.2 Relation d’orthogonalité appliquée aux modes de vibration piézoélectriques

1.2.1  Relation générale d’orthogonalité

L’orthogonalit¢ des solutions propres des problémes piézoélectriques est une propriété
générale dont nous rappelons la démonstration, telle que formulée par Tiersten (p.80 ref**).
Un probléme en mode de vibration piézoélectrique se pose a 1’aide des quatre équations

générales suivantes:

T, +p,0u; =0 (A.4)
D, = 0 (A.5)
Tjk ]klmSlm zjk Ei (A6)
D; = ey Sy +€4E, (A7)

Nous admettons que ce systéme admet au moins deux solutions, notées (u“,(p“ ) et (ub,(pb ),
correspondant a deux pulsations, @, et @),. Les tenseurs associés aux solutions seront

identifiés par I’exposant a ou b. Chacune des solutions vérifie la relation (A.4), ce qui permet
d’écrire :
2
ul (17, 5 + pyagul ) —ul (T + pyou ) =0 (A.8)

Nous rappelons que, de par la symétrie du tenseur 7}, , il existe la relation 77, et de par

Ji? - t/’

les propriétés de sommation sur les indices muets, on peut écrire : u; JTJ[’I —uj ,Tfj =0. Ces

deux relations permettent d’effectuer la transformation suivante :

1 1 1 1 1
a mb _ b b b a mb _ b _ ca b
1/21_2(%]7:]4_”1]];]) 5”1/2/4_51/]}1_5 T +2ulel'j Slel'j
De la relation (A.8), nous commengons par calculer la partie suivante :
b b b b b b
laTU]_usz[;]_( laTIJ) _Sla]];] (117;) +Sl]];£; (A9)

Et, de cette relation, nous évaluons 1’expression suivante :

b ra a b_ b a
Slij_Sle;j Sj ljk/Sk[ S eliEk Sj ljk/Sk/+S eliEk

zaj kl] Sbekl]Ek
= (Dk _gklEl )Ek _(Dk —gk/E/b)E/? =D} E} -D{E}
(04Dl =(Di9") - Dlup"(Di9")  +Dise”
=(Die") ~(Die"), (A.10)

Le remplacement de (A.10) dans (A.9), puis dans (A.8) aboutit donc a la relation :
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=0

b b b b 22\ b
(TIJ j—Tjuj+D;¢" =Dy )i+pq(wb ~ %% )“J“?

En notant le volume du matériau piézoélectrique par V, les surfaces extérieures par S, et en
appliquant le théoréme de Green-Ostrogradski, il se déduit la relation générale suivante :

J.(nl];]bu;’ —nlﬂ]auf +n,D ¢ —n,D"¢" )dS+pq (a)b2 —a)az)J.u?u]”-d V=0 (A.11)
S 14

Dans sa démonstration générale, Tiersten se limite au cas des modes propres de vibration pour
lesquels les conditions aux limites sont toutes homogénes, c’est-a-dire imposent 7;; =0 et
@ =0 sur les surfaces. Il aboutit a la relation d’orthogonalité valable pour modes propres de

vibration d’un quartz sans dépot :
wbutdv =0 (A.12)
v
Cette équation termine la démonstration générale de Tiersten (p.80 ref**).

1.2.2  Application aux modes de vibration des lames minces

Dans le cas ou le volume est une lame mince d’épaisseur 24, de surfaces perpendiculaires a
I’axe x;, et si la seule fonction de déplacement est u | ne dépendant que de x,, I’écriture de la
relation (A.11) se simplifie. L’indice 1 n’étant plus utile, la fonction u, est alors notée u , et

le déplacement électrique n’ayant qu’une seule composante en x,, D, est noté D.

La relation (A.11) s’exprime donc, dans le cas des lames minces, par 1’écriture simplifiée :
[z;gu” ~T%uu® + DPg" — D¢" l +p, (a)b -, )I_ udx, =0 (A.13)
Dans la suite, le terme de surface sera désigné par 1% :
190 =[Thu" ~T4u +Db(o"—D“¢)bIZ (A.14)
Et le triplet (u",(pa,a)a) sera noté 8¢ .

Pour chaque probléme, il faut déterminer une forme bilinéaire symétrique particuliére,

(/))(J a8 b), définie sur D’ensemble des ', et permettant d’obtenir une relation
d’orthogonalité entre les solutions obtenues pour le probleme. La définition de f/}(ef ‘8 b)

s’obtient de fagon immédiate a partir de (A.13), sous la forme :

) h I a,b
2(5.85")= fh ubud (A.15)
pq (a)b - a)a )
ou 1%’ =1%" avec les contraintes des conditions aux limites. (A.16)

Deux solutions, -$ et 572 , d’un probléme donné, respectent, par définition, les contraintes des

conditions aux limites et I“? =T1%" 11 s’en déduit : f/}’(J Y 2):0, et les solutions sont
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bien orthogonales pour la forme bilinéaire particuliére au probleme. Il est moins évident, mais

nous 1’admettrons, qu’en choisissant une solution du probléme particulier, -5, et une solution

générale, 5, la condition I =T%° implique que o' b respecte les conditions aux limites et
qu’elle est donc solution du probléme particulier. Les seules fonctions orthogonales pour

f/}’(J ‘.8 b) sont alors les solutions, et toute autre fonction peut se décomposer en

combinaison linéaire des solutions.

La relation d’orthogonalité (A.12) proposée par Tiersten correspond au cas ou I @b -0,
D’aprés I’expression de I%? (A.14), il apparait que cela correspond a la situation ou le
potentiel est nul sur les deux électrodes et ou les contraintes en surfaces sont é¢galement nulles,
ce qui signifie que les deux électrodes ont une épaisseur infiniment fine.
Quand les deux électrodes sont identiques mais avec une certaine masse non nulle, les
conditions aux limites deviennent :

X, =+h: T, =mfa)2u, =0

Xy==h:T,=—m; o'u, @=0

ou M* estla masse surfacique des électrodes. Le terme de surface de (A.15) s’écrit :

Ia,b _ m_f -
—pq(w,,z—wj) 2 o (u“u®)(h). (A.17)

Il s’intoduit alors le coeeficient M ,, rapport entre la masse surfacique des électrodes et la
masse surfacique du quartz :

My =my[(psh)
Par application de la relation (A.15), la forme bilinéaire s’écrit alors :

(%7(67”,67[)):J.j:ub ud x, +2Mdh(uaub)(h) (A.18)

Cette forme bilinéaire est celle utilisée dans 1’essentiel des articles traitant des modes propres
de vibration du quartz. En effet, le cas du quartz avec électrodes symétriques soumis a un

potentiel nul est le seul ayant été réellement étudié.

1.2.3  Relation générale donnant ’amplitude de vibration des modes forcés

Le probléme le plus fréquemment rencontré est celui ou 1’équation de comportement (A.4)
contient un second membre et s’écrit alors sous la forme :
Y;J-,j+pqa)2u=gf (x,, ) (A.19)

Cette équation ne décrit pas un comportement physique particulier du quartz, mais provient
d’un changement de variable introduit dans le systéme d’équations original. L’objectif est
alors d’obtenir la solution de I’équation (A.19), sous forme d’une combinaison linéaire de
fonctions orthogonales. En plus de cette premicre équation, le systétme complet contient les
trois équations constitutives et de comportement habituelles (A.5)(A.6)(A.7), ainsi que des

conditions aux limites dont la forme particuliére n’intervient pas.
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La premicre étape consiste alors a déterminer les solutions du systeme homogene obtenu en
remplagant g, (x,,®) par 0. Dans les problémes nous concernant, les solutions obtenues sont

en nombre infini, de déplacement et potentiel notés u, et @, , associées a une pulsation propre

notée @, . Le triplet (i,,9,,®,) est notés”". Comme montré précédemment, ces solutions

forment une famille de fonctions orthogonales :
2(8",8")=8,,1,, avec I, =.2(S5",5") (A.20)

nm=n?

et O, est le symbole de Kronecker, qui vaut 0 si n est différent de m, et 1 si n est égal a m.

Soit (v,¢) la solution du probléme complet, tenant compte de g, (x,,®) dans (A.19). Le

triplet (v,,®) est noté.s'. La deuxiéme étape consiste a rechercher cette solution sous la
forme d’une combinaison linéaire des fonctions propres :
v=> Ai,, p=> 4,0, (A.21)
n n
En fixant un indice particulier, soit m, le calcul suivant a pour objectif de déterminer la valeur
de I’amplitude, 4,,. En utilisant la décomposition de v (A.21), dans le terme de gauche de
(A.19), nous obtenons :
2 2 - 24 2 .
T +p,@0v=Y) AT" +p @Y Ad, =—p,> A,0,%0,+p,0" Y A,
n n n n
2 2 2\ A
T, +p,0v=p,> A4, (a) - )un =g/ (%, 0)
n

Cette équation est alors multipliée par u,, et intégrée entre —h et +h :

+h

f: >4, (@ - )iy = [ 2y (x5, @), (A22)

La partie suivante a pour objet d’évaluer I’intégrale de gauche de I’expression (A.22). De par
la relation (A.3), 4,, s’obtient par la relation :

Ay == A1, = 2(s™.8) (A.23)
De la définition de f:/?(ef",Jb) (A.15), f/}(efm,ef’) s’écrit :

1

f:/?(cf’mycf):r:vﬁmdxz +,0q (o]

R m R +h
|:Ti2um _TIZV+D¢m _Dm¢:|_h

De cette relation et de (A.23), nous pouvons écrire :

2 2 2\ (th A R N +h
p, (@ -0,2) 4,1, =p, (0 ~0,7 )| vii,d x, +| Ty, ~T3v+ D, —Dmgo]_h (A.24)
Nous nous intéressons au premier terme de I’expression de droite, que nous désignons /.
5 2\ (th A
I, =p, (a) -, )J._h vil,d x,

De (A.21), v se décompose en somme de fonctions propres :
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>

Id :_E—hh zqun(a)2_wm2)uAm ndx2

. s +h 2\ A A 2 2 +h
d’ou: 1, :J._h quAn (a)2 -, )um WA Xy +quAn (a)n -, )_[_h u,,u,d x,
La séparation en deux parties du terme /, permet d’écrire, en tenant compte de (A.24) :
h
p, (@ -w,7) 4,1, = fh Y oA, (@ -0 )i,i,dx, + 1, (A.25)

avec: Iy, =y p,A, (0, -,?) fhh i, d X, +| T, = T3v+ D, —Dm(pIZ (A.26)

Des relations définies en (A.21), il se déduit par linéarité :

+h

[TI2MAm _Tlr2nv+D¢m _qu):[z :{ﬁmzAnﬂg_ﬂgnzAnﬁn +¢mZAnDn_DmZAn¢n:|
n n n n —h
Le terme /,;, s’écrit donc :

Iy = ZA" {pq (a)n2 _a)m2 )[r: yth,d X, +[Tlgﬁm_ﬁn7}r§ +D,9,,~D,®, i|j::|

De par la relation (A.11), chaque expression sous le signe somme est nul et /;, =0. La
relation (A.25) se simplifie donc sous la forme :

(@ -0,2) 40 =[S 4, (0 -0, )i iyd (A27)

Cette relation donne 1’expression du membre de gauche de I’équation (A.22). Des relations

(A.25) et (A.27), I’amplitude s’obtient donc finalement par la relation :

1 +h R
4, :ﬁ, avec I, = j_h g (x,, @), dx, (A.28)

m m

1. Amplitude du déplacement pour le quartz a électrodes symétriques

Cette partie est reprise du modéle décrit par Tiersten (réf>?, p. 670). Par application des
résultats du paragraphe précédent, elle a pour objet de calculer ’amplitude des modes forcés
pour un quartz ayant deux électrodes identiques. L’étude s’applique aussi au cas ou les deux
¢lectrodes ont un dépot adhérent sur leur surface, dans la mesure ou les deux dépdts sont
rigides et identiques.

La solution en déplacement du systéme homogene, est donnée par :

u, = Ansin(lgnxQ)
Dans le systéme inhomogene, qui caractérise le probléme avec excitation imposée, 1’équation

de comportement contient un second membre :
. . 2 A 2
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avec : K = —eyl/ / [ 20(cqs =20 )] (A.30)
Le second membre vaut donc : (— Py a)szz) (A.31)

Les conditions aux limites mécaniques étant définies par :
En x,=%h: T, =+M,p,ha’u (A.32)

La solution du systeme inhomogene est donc recherchée sous la forme :

=y d,, P=> 9, (A.33)
Le calcul des ampnlitudes A, s’effectue nz‘l I’aide de la relation (A.28), et nécessite de
déterminer /, et I'intégrale notee 7, :

Iy = E: —pqa)sz2 sin(lgnxz)dx2
L’intégration par parties permet de déduire :

J-j: X, sin(lgnx2 )dx2 = —]%[xz cos(lgnxz )L +k"i2|:Sin (l;nxz )Ih

dou ; I :%ﬂ[énhcos(énh)—sm(énh)} (A34)

Des conditions aux limites (A.32), et des équations (A.15) (A.17) (A.20), I, s’écrit:

h
1=V, dvy +2M g (i, ) (h) (A.35)
L’intégrale sur le volume se calcule alors simplement, en normalisant I’amplitude a 1:
A h A
. sin( 2k, x sin(2k,h
rhﬁnﬁndxz = jh l—lcos(anxz) dx, = x—z—M = h—# (A.36)
~h -h| 2 2 2 4k, 2k,
—h
sin (2,4 L
DUol: 1, =h=—— =+ 2Mhsin (k,h) (A37)

De (A.28) (A.34)(A.37), la solution recherchée pour I’amplitude s’écrit :

O e <(>)() 9
n n n .2 A
1= v sin? (i)
2k, h

A Dordre zéro, en tenant compte de (A.30) et en négligeant donc la masse déposée et le
coefficient de couplage, supposés petits, ’amplitude s’écrit :
4eye (—1)(n_1)/2 V

2,2 2/ 2
n°w c66(a)n/a) —1)

A4, =— (A.39)
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Cette derniére relation conclut la démonstration de Tiersten (p. 670 ref.> ).

2. Admittance d’un quartz avec piégeage d’énergie

Cette partie est reprise de 1’étude de Tiersten *°.

Le piégeage d’énergie est provoqué par la métallisation partielle des électrodes. Dans cette
partie, les deux électrodes en vis-a-vis sont deux bandes de longueur infinie dans la direction
Ox; et de largeur finie dans la direction Ox;. Le déplacement de la vibration est donc fonction

de la coordonnée x;.

2.1 Relations d’orthogonalité

L’expression des déplacements en x; est d’abord rappelée :

. Y 11 s i i . 7 _E (xo—l
pour la partie non métallisée :u,, =U,, sin (kj”,x2 ) e ()

pour la partie métallisée : u,, =U;, sin (lgrfvxz ) cos (fne‘,xg,)
avec les deux relations : tan( = ) =& / e (A.40)
U, cos(&,1)-Us, =0 (A.41)

Il est démontré que la relation (A.40) fournit un nombre fini N de solutions &, , tel que

I’indice v est compris entre 1 et N. L’indice 1 correspond a une solution appelée harmonique
et les (N—1) autres solutions sont appelées anharmoniques. Par ailleurs, Iinfinité des

solutions harmoniques est indicée par n, dont la valeur parcourt I’ensemble des entiers

impairs.

La relation d’orthogonalité doit étre reformulée pour tenir compte de la dépendance en x; des

déplacements. En fixant v =1, et en utilisant la symétrie en x; des solutions, Tiersten écrit la

relation sous la forme suivante :

f:(j;u,fu;dx3 +quﬁlufndx3)dx2 +hM, (jéuflufndx3)(h)+,_,

. +hM, (Iéuflufnd%)(—h):h%”é‘ (A.42)

nm

I I
ou || uuldx,|(h) estl’intégrale : | uudx, ,sachant x, =h.
J-O n“m“*3 g o nom 3 2

Cette relation considére que la partie non métallisée ne supporte aucune charge massique.
Dans le cas contraire, la masse relative correspondante, désignée par M, intervient par 1’ajout

dans la partie gauche de 1’équation (A.42) du terme : hM, (Loo ucu dx, ) (h)

La relation est également vraie si v n’est pas égal a un, et nous admettrons sans

démonstration que les modes anharmoniques obéissent a la méme relation que les modes
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harmoniques. La relation (A.42) reste alors formellement la méme, mais en changeant I’indice
n en double indice nv, donc en prenant u,, au lieu deu; , ainsi que u,, au lieu de u, . De la

méme facon, on doit changer m en mu. Le membre de droite de (A.42) devient alors
L

h—%8,,6,, aulieu de hL—ma,,m.
2 2

u,, et u,, s’écrivent comme produits de fonctions en x; et de fonctions en x, . Les intégrales

doubles de I’équation (A.42) sont donc égales aux produits des intégrales en x, par les
intégrales en x;.

l o iy . \ . .
.[0 Uy, dxsy et L u,u,,dx; s’obtiennent aprés calcul des intégrales suivantes :
. e
sin (2@‘,”,!) J.oo J2Elal) g 1
A4S : 26

Pour le calcul de L u' u’ dy , la deuxiéme intégrale doit étre pondérée par cos” (f,fvl ) , carré

J.; cos’ ( Xy ) dx; = 5 +

du rapport entre I’amplitude de uﬁlv et celle de u,, (A.41). D’ou:

N | : :; :
J ity =sin’ (i, é+¥

2 ge
cos ( wl )
i
nv

C i il (fi
J.z u,,u,,dx; =sin (km,xz)

L’intégrale en x, est celle obtenue par la relation (A.37), dans le cas du quartz infini.

Le résultat recherché pour la relation d’orthogonalité,/ ,, , s’écrit alors comme somme de deux

>ny >

contributions, I’une de la zone métallisée, L’

-y » et ’autre de la zone non métallisée, L, :

Ly =Ly + 1y
avec, M ; désignant la masse relative sur la zone métallisée :
sin (2 ,fvl) sin (2]€,fvh)
A A |

=1+ — v/
28, 2k

+2M§ sin® (lé,fvh)

nv

et, M; désignant la masse relative sur la zone non métallisée :

1l ,= cosz( nevl) 1—Sin(2l€}th)+2M£, sin’ (l%’ivh)

nv i

nv Zk;ll/ h

A Tordre zéroen M, L,, s’exprime par :

sin(2 ,fvl) . cos’ ( ,fvl)

e i
2 ny nv

[

w =+ (A.43)
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2.2 Calcul de ’amplitude des modes forcés et de I’admittance du quartz

La solution générale s’€crit :
. TIPS i
pour la partie non métallisée : u’ = z Zum,

n v
pour la partie métallisée :  u° = Z Z u,,
n v

A partir des équations générales, on obtient les relations habituelles :

> (0 - @}, )upy, =-0Kx, (A.44)
n v
> (@ -}, Jul, =0 (A.45)
n v

en x,=%h 1y > (& - @}, )uf, =0 (A.46)
n v

ZZ(wz—a)fW)ufw =0
n v

Par définition, le potentiel d’excitation n’agissant pas sur la partie non métallisée, I’équation
de comportement modifiée (A.45) reste homogeéne. En tenant compte des relations
d’orthogonalité, la combinaison des équations portant sur la partie métallisée, (A.44) et (A.46)

, donne :

((02 ~w, )U,fvh L, = —2a)2Kj_+hh X, sin (lg,fvxz )J-Ol cos (g‘evxg, ) dxydx,  (A.47)

La démarche employée dans le probléme du quartz infini, aboutissant a la relation (A.38), peut
alors s’appliquer et I’amplitude pour le quartz avec piégeage d’énergie s’écrit :
2P sin(f,fvl)[lgnh cos(lgnh) —sin(lgnh)}

U¢, = Kh —.
((02 - (0,3‘, )k,ﬁ,hz rfvlnv

En ne gardant que les termes d’ordre zéro, I’écriture de U, devient :
8,6 sin (g‘,fvl ) V

2 2 e 2_2
Ce6 (l_wnv/a) ) nvlm/n “

U;fv = (_1)(71—1)/2

Le calcul de I’admittance se fait de fagon classique. En notant /, la longueur de 1’¢lectrode, la
relation entre la charge électrique g, (%) et le déplacement électrique D, (/) devient :

!
q,(h)==21, [ Dy(h)dx, (A.48)
Le déplacement ¢lectrique ne dépend que de la partie métallisée et sa définition est toujours :
D, =eyus — €05

L’expression finale du déplacement électrique prend donc la forme suivante :

Ve, (1+K2 ) 26Uy COS(SZ:‘/’%) i

D, =
2 2h 26 h

(A.49)

Apres intégration en x; du déplacement D, , I’admittance s’écrit:
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2 i 2 ge
v Jjo2ll,&,, 1+ B2 + 16K )4 sin ( nvl)
2h ((of‘,/a)2 —l)d_’,‘ezl In*r?

nyv “nv
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ANNEXE 2 : DEVELOPPEMENTS ANALYTIQUES

1. Calcul de la relation d’orthogonalité pour deux solutions identiques

La relation générale donnant I’amplitude des modes de vibration forcée (A.28), fait intervenir
le terme 7, , calculée a partir de la relation (A.20). Dans I’Annexe 1.1, la détermination de /,,
(A.35) ne pose pas de difficulté particuliere, car la fréquence n’intervient pas dans le terme de
surface de la forme bilinéaire, donnée par la relation (A.18).

Dans le cas général, la forme bilinéaire est donnée par la relation (A.15) qui n’est valable que

st w,# w,. Les notations a et b indicent des solutions quelconques, pas nécessairement des

solutions propres de vibration. Dans le cas ou @,= @, , la valeur de .&& (J “8 “) s'obtient par

passage a la limite :

2($4.8)= lim (s55") (A.50)

Wy, —a,
Le terme de surface, désigné par L*, apparait sous la forme :
I a,b

(a)b2 - a)az) tendant vers zéro, il faut effectuer un développement limité de I “* au voisinage

de @, . Enposant: t = a)b2 —a)a2 , nous obtenons : aa, =L, et nous déduisons :
dt 2w,
a,b a,b a,b a,b
pmtim i :L(af ] :L(d_wbaf }

*-e, p, (a;b —w, ) S0p it p 9t | o p,| di do, ot
, h 2 1 I ab

d’ou: (Z’(J“,J’“)zr (u“) dx,+L", avec:l'= o (A.51)
~h 20,p,| 00,

=w,

Sauf dans le cas d’une surface mécaniquement bloquée, pour laquelle le déplacement est nul,
la contrainte en surface, 7;,, dépend linéairement du déplacement u. Le coefficient de

proportionnalité peut dépendre de plusieurs parameétres, mais nous ne retenons que sa seule
dépendance en fonction de la pulsation @. Soient donc deux fonctions, f., et f_,, telles que

les conditions aux limites mécaniques sont données par :
Xy=+h: Ty = for (@)u (A.52)
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Xy==h:T=fr(@)u
Pour deux dépdts identiques sur les deux électrodes, nous avons :

f+T(w):_f—T(w) (A.53)

Des équations (A.14) et (A.16), et en prenant un potentiel nul sur les €lectrodes, I Z, s’écrit :

a,b
Y _ rab _ yab
I, =141

avec :Li’,i’ :[f+T (@,)- fir (o, ):I(uaub)(h), et Li’;[,) =|:f—T (@)~ fr (@, )](”a“b)(_h)

. b .
La dérivée de I, s’obtient d’abord par celle de e

iLa,b _df+T(a)b)
+h —

du’ (h)
a, b a
0, do, (” u )(M"‘W[fw(a’b)_fw(a’a)]“
Cette expression doit étre évaluée en @), = @, . Sans anticiper sur les résultats ultérieurs, la

formulation de u” (%) est toujours celle d’une fonction continue et sans point singulier dont la

dérivée reste bornée. Le second terme de 1’expression tend donc vers zéro. A la fréquence de
résonance, il est connu que I’amplitude du déplacement tend vers 1’infini (hors amortisement),
mais ce comportement est dii au coefficient définissant ’amplitude et non pas a la forme de la
fonction u”(h). Le coefficient divergent sera déterminé ultérieurement. Nous notons la

dérivée de f,; (@) par f,;(®). En tenant compte du fait que @, est devenue une variable

muette, nous déduisons :

0 a’/[; +T a 2 ’ a ?
[ﬁl (Md—a@] () = £r (@) " (1)

Le raisonnement est identique pour L7 et le terme de surface s’écrit donc :
’ a 2 ’ a 2
£ =] @) (1)) = o) (-0) | f200,) (A3

Si les dépdts sont symétriques, nous déduisons des relations (A.53) et (A.54) :

L= flr(@,)(u (h))2 / (@.0,)

a

La méme analyse est applicable au déplacement électrique dans le cas ou le potentiel

¢lectrique sur les surfaces n’est pas nul. En imposant un déplacement nul, nous avons donc :
x,=+h:D=f,(0)¢ (A.55)

D’ou la détermination du terme de surface de & (J’“ ,J“) :
L =[fip(@) 0 (0)- (@) 02 (-h)]/(20.0,)
Si le potentiel est symétrique par rapport au centre du quartz, nous avons : @(—4)=—¢(h).

Sachant que D est constant, alors (@) =-f,, (@) . Dans ce cas :
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L= fip(@)e] (h)/(p,®) (A.56)

Le raisonnement précédent est valable pour une solution quelconque du probléme. Dans le cas
ou la solution est un mode propre de vibration, noté u,et de pulsation®,, nous obtenons

immédiatement le paramétre /, sous la forme :
, h
I,=2(8".8")= j_*h (4,) dx,+L" (A.57)

ou L' est la valeur prise par une des deux relations (A.54) ou (A.56) pour
w =a,.

2. Calcul détaillé de I’admittance pour un dépot rigide et symétrique

2.1 Détermination des parties statique et motionnelle de I’admittance

Dans la partie principale du manuscrit, il est montré que I’admittance du quartz s’obtient de
fagon exacte, a partir de I’amplitude 4, (A.38) et du coefficient K (A.30), par la relation :

Sy€2 5 5 r o\ 4
Y= jo—L=|1+ K5K, + K5K, Y _sin(k,h) 2 A.58
J 2 2601 T Koe 1Zn: ( n )Kh} ( )
2 2 2
ou: K, = 21 K = 226 = K262 , avec K226 = 626_ (A.59)
K dépend de K par la relation : K = K, K, , avec : K, = — ;;;’V (A.60)
66

Nous allons chercher une formulation plus détaillée de la relation donnant I’admittance (A.58)

n

Kh
1

1- K% — M *h?

. Dans un premier, nous récrivons les termes K et

1 . A — An
puis : @%(a), k, ) Y7 (A.62)
. 1 A,
dou: A (w,k,)=— N A.63
ou: A (o) koh? (@} | =1) A e
. N sin (24,4 e
avec: oAy = knhcos(knh)—sm(knh), Ap = I—Tnh+2Md sin (knh) (A.64)
L’admittance s’€écrit alors :
Y= ja)ngzz 1+ K36Kig +2K3 > Ky sin(k,h) A (., ) (A.65)
Nous introduisons 1’expression 777 (a), lgn) définie par la relation suivante :
W @.k,)=2K56K o sin(k,h) A .k, ) (A.66)
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Nous rappelons la relation fondamentale définissant les modes propres de vibration :
tan (£,h) = ié,,h/ (K3, +M k12

d’ou ; Ay = k,hcos(k,h)—sin (k,h) = —sin (1) (1- K3 - M k30" (A.67)
T 1 1 kh a(r

et : Ay, =sin’ (knh) 1+tanz (lgnh)_lg,fhz tan(lgnh)—i_ZMd =sin’ (knh)K4n (A.68)

avec : K,, =|1+ 1 _ K +M, (A.69)

@k, )=2K2 — . (A.70)
(@) =245 2w (@} @ 1)K,
Nous étudions le numérateur de cette expression désigné par 72z :
. (1- K3 - M kon?
Dl =2K36K (1= K3 — M k) = 2K h
(1- K3 - M k207
En retranchant et en ajoutant le terme M dl€2h2 au numérateur de 7Z»2 , il apparait :
M, (k2n* —k2h?)
D =2K 55| 1- _ (A.71)
(1- K3 — M k20°)
Sachant que & et @ sont proportionnels, alors : (lé,fhz _lgzhz) =2 h? (a),f/a)2 —1).
Dot : Ve = 2K [1—K10Md1€2h2 (@} o? —1)} (A.72)
Avec (A.72), 7%((0, lgn) (A.70) peut donc s’écrire :
- 2K; 1 -
|\ w,k, | =—=2 — KoM k> h*
( ) K4nk3h2 ((03/(02—1) 104 d
En tenant compte de : ! = ! -1 (A.73)
' (cof/af—l) (1—602/603) '

. 2K2 .

Alors : 72wk, ) =—=28 L kMR (A.74)

K, k20 (1—(02/603)

Avec (A.66)(A.74), I’admittance (A.65) s’écrit finalement :
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- 2 26
Y =joC, |1+ KK [ET% + 2 (A.75)
n K4n n n K4n n (Ct)n - )
S € 2
avec : Gy =— =, Ky = 2 1 s Kay =] 14 lA 12262 +M,
2h 1- K2 — M k*h tan’ (K,h)  kih

Y contient une partie motionnelle, ayant le facteur (1 -’ / a)ﬁ) au dénominateur, et une partie

statique, variant lentement au voisinage de la résonance. La formule exacte de 1’admittance

(A.75) peut étre maintenant évaluée au premier ordre de précision.

2.2 Détermination de I’admittance au premier ordre d’approximation en K226 et

M,
A partir de (A.61), K,y s’écrit : K, =1+ K2 +M jk*h* (A.76)
: K, .
Dans I’expression (A.69) de K, , m est du second ordre et 122262 peut étre pris égal
an” (k, .
2 2
3 s Ay premier ordre, K,, vautdonc :K,, ~1— LTIV (A.77)
n27[2 4n 4n n2752 d

2,2 2
. A 8K
Par ailleurs, nous avons : 424> = 7 - oM, |.
4 n°z
En ressortant le coefficient (nzﬂz/ 4) du produit (lgfh2K4n) , nous définissons la constante

K,,, , définie au premier ordre par :

Ky, =(1-12k5 /n*7* =M ;) (A.78)
Pour la partie motionnelle de (A.75), notée 7,,, la fréquence d’étude étant proche de la n'me
résonance, la somme infinie peut se réduire, sans erreur significative, au n'™ terme. Do :
. 8K3 1
T, = joCy e X (l—a)z/a),f) (A.79)
La partie statique de Y (A.75), notée T, s’exprime par :
. . L < (1 KoM &0
T, = joC, | 1+ KyKg —2K56 Y (A.80)

12,2
n K4nkn h
L’évaluation de ce terme n’est pas immédiate. En effet, il existe la relation exacte :
1/ tan (k) = Kok + M gk,
Pour n assez grand, et pour M, non nul, il apparait que le terme tan’ (lgnh) tend vers zéro.

Les modes de résonance ne sont plus voisins des harmoniques impairs et 1’approximation
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classique : k,h=nx/2, avec n impair n’est plus valide. Le dénominateur de 7, s’écrit alors

avec un terme en (lg,f nt ) , prépondérant pour les harmoniques €levés :
- - - 2
K, k2n? = [k,fhz (1+ M, )+ (K3 + M kih? —K226}

Nous ne savons donc pas calculer de fagon rigoureuse la somme infinie de la relation (A.80).
Il existe peut-&tre une solution analytique, mais elle nous semble nécessiter un fort arsenal

mathématique.
Dans le cas particulier ou M, =0, T vaut au premier ordre :

. K6 8K36 (1, 12K3
Tszja)cqs{l—i_ - Z 2.2 I+ 22

1_K226 n=13. 07 nz
8Ky, 12Kj o[ 8 1, 96 1 5 5
avec : 1+ =K5 | — —+ K5 — — =K~ 1+ K
n;,?a..n27[2( l’l27l'2 2 7[2 n§,3..n2 % 7[4 n=l,3..n4 26( 26)
KZ
d’ou : T, = joC, |1+ ]2{62 — K36 (14 K35 ) | = j@C,
— 6

En tenant compte de (A.79), au voisinage de la nieme résonance, I’admittance totale s’écrit :

J@S € 8K 7, 1
~ + A.81
2h n’r (1-12K5 /n°n* - M, ) (1- &/ o) (81

La capacité motionnelle C,, apparait donc dépendante de la masse déposée et s’écrit :

1 8K226 2 2.2
C 2226 | avec: Ky, =1-12K% [nz* -M, (A.82)

m= 2 2
Ky, \n°z

3. Adapatation du modele des modes propres pour la microbalance

3.1 Calcul de ’admittance pour une masse déposée dépendante de la fréquence
L’amplitude 4, du déplacement des modes forcés est calculée dans la partie principale(179).
La formulation de 4, est identique a celle obtenue pour les dépots rigides (A.38), en

remplagant, au dénominateur, (2M ;) par le nouveau paramétre M, :

2 k,hcos|k,h)|—sin(k,h
A =Kh 2_2;"2 . ( )-sin(£.2) (A.83)
W )k h sm(2knh) .
I——— "+ Msin® (k,h)
2% h
avec : MR:Md+Me,et:Me:(Mj
0w
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L’admittance est toujours définie par la relation (A.58) :

Y=jo

S & N N ~ \ A
q<22 2 2 . n
1+ K5 K, + K5 K, ) sinlk,h
7 26881 17 Ko 1Zn: ( n ) Kh}
Nous reprenons le raisonnement de I’ Annexe 2.2.1, mais sans en refaire la calcul détaillé et en

n’indiquant que les points différents entre les deux formulations de 1’admittance. Ces points
sont au nombre de deux et la premiére différence est la présence de My au lieu de 2M; au

dénominateur de 4,. Cela ne modifie que I’expression de K, (A.69) qui devient :

1 K5
tanz(lgnh) lgfh2+Me

K,, =1+
La deuxiéme différence provient du fait que M, est dépendant de la pulsation et il est alors
nécessaire de déterminer, pour chaque occurrence de M ; dans (A.83), s’il doit étre évalué a la
pulsation propre @, ou a la pulsation d’excitation @. Les termes du dénominateur de (A.83)

sont dépendants de @), , et I’on peut écrire, au premier ordre a partir de (A.77) :

4K2 ) I’l27l'2 8K2
- 23 +M,(@,), k;h*= Z 1-— 2g -2M, (®,) (A.84)
nm nm

K4n =~1-

b

Le seul parametre pour lequel M, est dépendant de la pulsation courante @ est le coefficient
2
2hces (1- K3 — M, (@) k1)

K, qui s’écrit : K=-

La relation (A.76) devient alors : : K| = 1+ K¢ + M, (a))lgzh2
Pour le calcul de I’amplitude, M, (@) intervient d’abord dans la relation (A.71). Ensuite,
dans I’équation (A.74), le terme (KIOM dlgzhz) doit étre remplacée par :
(Ald(aQ)éf——Ald(aﬁéz)ézhz

PENyE |
La relation (A.80), donnant la co};tribution de la partie statique, 7, de ’admittance s’écrit :

10

2K3, (M (@,)k; =M, (@) 8 )02
1+ K, e

T, = joC, 1+ K3Kyq _Z

- A85
n I<4nk3h2 ( )

T, est peu différente de jwC, , mais nous ne savons pas estimer si la valeur obtenue est

supérieure ou inférieure a celle obtenue pour le probleme avec dépdt rigide (A.80). Nous nous
contenterons de I’approximation : 7 = j@C,.

En conservant I’hypotheése d’une fréquence d’étude proche de la n'“™ résonance, et en tenant
compte de la nouvelle formulation de K, (A.84), ’expression de I’admittance devient :
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v~ JjwS &5, N 8K 5, 1
2h n’ [ 1-12K35 /w7 =2M, + M, | (1- 0/ o)

(A.86)

Nous en concluons que la dépendance en fréquence de la masse du dépot modifie la capacité

motionnelle qui s’écrit alors :

2
c - 8K 1
"\nt ) 1-12K5 [ n' a2, + M|
3.2 Dépots différents sur les deux faces du quartz

Nous rappelons d’abord la formulation des conditions aux limites particuliéres pour le cas des
dépots dissymétriques.

L’épaisseur et la masse volumique du dépot supérieur sont désignées respectivement par 4’ et
P, et celles du dépdt inférieur par 4" et p”. Les conditions aux limites s’écrivent :

en X2 = _h . C66u,2 + 826(0,2 + 2p”h”a)2u = 0 (A.88)

Les parametres intermédiaires sont les suivants :

m, =p'h+p’h", az%, mg:% :mg:(l—az)mm (A.89)
avec également : M ; = LR
P,
L’utilisation des changements de variables suivants :
Q©=0+Vx, /(2h) (A.90)
u=u+K(x,—ah),avec K = —626V/[2h(c66 - mga)zh)J (A.91)
permet d’obtenir directement le systéme :
Cogll 0 + €260y + P, 071 = —p, @ K (x, — ah) (A.92)
€ootlny — 0P =0
Xy =+h i celiy terP, —2p N @0 =0 (A.93)
Xy=—h: cellyteyP,+20 N @ 0=0
x,=th $=0 (A.94)

3.2.1 Solution du systéme homogéne

Le systéme n’étant pas symétrique, le centre du quartz n’est plus le zéro des fonctions. On doit
donc rechercher une solution, a V=0, de la forme :

ii=Asin(ke,+6),  §="2(ii+Cx,+D) (A.95)
&n
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De (A.94), on déduit: C= —%sin (kh)cos® D =-cos (kh) sin @ (A.96)
Avec (A.95) et (A.96), les équations des conditions aux limites, (A.87) (A.88), deviennent :
Cestcos (kh+6) —%sm (kh)cos—2p"Hw’ sin(kh+6)=0 (A.97)
Cosh cos(—kh+6) —%Sin (kh)cos&+2p"H w’ sin(~kh+6) =0 (A.98)
22

Par soustraction de (A.97)et de (A.98), on obtient :
tan @ [56612 sin (l:th) +@* (p"h"+ p'h) cos (l:rh)} =—a’ (p'H - p"h")sin (lgh)

On déduit une premiére relation pour 6 :
a

(k) +-cot (k)

tan @ = (A.99)

En sommant (A.97) et (A.98), on obtient :

- ~ e . [~
2Cqck cos(kh)cos@— 2jg‘hs1n( h)cos@—
207 [( P~ i) cos kh)sin @+ (p'h + ph)sin (k) cos 9} =0
ce qui donne une seconde relation pour :
kh—tan (k) (K3 + M &1 )
aM dlgzhz
Si a #0, I’égalité entre (A.99) et (A.100) permet d’écrire :

tan@ =

(A.100)

[/éh—tan(/éh)(K§6 +Mdl€2h2ﬂ[l/ (Mdlgh)+cot(l€h)}+a2Mdl€2h2 =0 (A.101)

En posant :
tan(lgh) 2 2,2 ol 2 £272 2
Xy == Ky = Ko+ Mykh? Ky = Ko+ M (1-4%)
il apparait une équation du second degré en X, qui s’€crit :
272,22 2 1
(1-X,K, ) (X, + M, )+ MW X, = - X, K, + X, (1-M K} )+ M, =0
Sachant que : K, — K,l7 =M dl€2h2a2 , le discriminant s’obtient sous la forme :
2 .
A=(1+MK)) +4MiE°Ha®
MR
12’
(1+M,K))

1444, -1

& 2

En posant : A, = , =4 (1+ M K] (A.102)
.a d™n

La racine du discriminant est égale a : VA = (1 + M K, ) (1+24)

1-M K )+ (1+M K} ) (1424
La solution générale s’écrit alors : X, = ( a 77) ( d 77)( ) .

n
2K,

Les deux solutions particuliéres s’expriment par :
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X

7.1 7,2
K77 K77

— 1+l’7’a X — MdK7l7 +ﬂ‘7],a

Pour les dépdts symétriques, on a a=0, ainsi que Ay=4 =4, ,=0. L’équation (A.101)

n’est cependant plus valide sous sa forme, ce qui interdit X, , comme solution du probleme.

On retrouve alors la solution unique :
X,=VK, = tan(kh)= léh/ (K3 + M &%n2)

Si les depdts ne sont pas symétriques, les deux solutions X, et X, ,sont autorisées, et le

terme additionnel 4, , est différent de 0. La deuxiéme solution X, , mettant en jeu les
harmoniques pairs s’écrit :

tan(lgh) Vo ﬂﬂ,a —M§l€2h2a2

~ = d 2 2\’ a#0
Jeh (K36 + M &707)
NI
pour M K7 <1 : tan(lgh)z—Md kh,dou: o, :%(Cﬁ] (1-M,)
Pq

Pour la premiére solution, le cas des couches minces permet une approximation sur A;.

(A.102) donne : A=Ay =~ MAPha® .
- ; Jeh 2722 2

on obtient donc : X, =A4/K,, et tan| kh | = = 1+M5k“h"a”).

=/ () K2+ M &2 h (1043 )
(A.103)

N2 2 2.2
Ce qui aboutit a: oA K B P STR VN B VR VLA
2h\ p, n°rw 4
Par ailleurs, de (A.100), on déduit : tan8 = —i”—"i = —lgnhM Ja= "M 44 (A.104)
aM yk,h 2

3.2.2  Calcul de Pamplitude du déplacement des modes forcés

Nous mettons en application la relation (A.28) :
1 20
(a)2 -0’ )In
g (x,,w) est le second membre de I’équation de comportement (A.92) :
g/ (x,0)= —pqa)zK(xz —ah)
1, est donné par I’équation (A.20).

+h n
A4, = avec: Ipg=| gy (x,,®)d,,dx,
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Les conditions aux limites n’étant plus symétriques, la forme bilinéaire permettant la relation
d’orthogonalité est un peu modifiée, et fait intervenir le coefficient de dissymétrie a (A.89). A

partir des relations (A.89) (A.93), ces conditions aux limites s’écrivent donc :
enx,=+h: T,=(l+a)M,p,@’hii, @=0 (A.105)

enx,=—h: T,=—(1-a)M,p,’hii, ¢=0 (A.106)
A partir de (A.14)(A.15), nous obtenons la formulation de 7, :

1= [ a2de, + 0 (1+a) M, [4, ()] +h(1-a) M, 4, (~h) ] (A.107)

Le déplacement s’écrit : u,, =sin (lgnx2 +6, ) , 11 s’en déduit :

J-+h Azdxz J‘hh [%—%COS (2]€an —+ 29n ):|dx2 =h- [sin (21€an + 29n )/4]€n th

J-+h

Le développement de :[ 7, (ih)]2 = [cos(lgnh)sin(ﬁn ) isin(lgnh)cos(ﬁn )T donne :

411%7 [cos(zlénh)sin(zen)+sin(21€nh)cos(2en )Jh (A.108)

. tan* (6,)

sin? (ilgnh+t9n)=cosz(en)sinz(knh) 1+ +2 tan(6,)

tan (k h) tan(lgnh)

De (A.107)(A.108) et des parties paire et impaire de 1’expression ci-dessus, /, s’écrit donc:

tan*(6,) s tan(6,)
a

fi=h= tanz(lgnh) tan(lgnh)

1|: ~ 2 .2(7
—| sin(2k,h)cos (26, }+2hM cos” (6, )sin” |k, h)| 1+
- Lsin (24 os(26,) 201, o0, 1)

L’équation integrale donnant /,, s’écrit :
h .
I,0= 'K fh ~(x, —ah)sin (k,x, +8,, ) xydx, (A.109)

Entre —/ et +h, I’intégration ne s’effectue que sur la partie paire de la fonction :

_r” —ah)sin(k,x, +8, )dxzzcosﬁml:ih (k) - k2 sin (k,,h) + =

m m m

in(£,,h)tan 6), }

d’ou: I,y =cos6, 2(:;[( [k hcos(lgmh)—sin(lgmh)+al€mhsin(l€mh)tan9mJ (A.110)

En appliquant la relation (A.28), I’amplitude du déplacement s’écrit donc :
cos 0. 20° [lg,,h coSs (lénh) —sin (lgnh) + al:tnh sin (l:t,,h) tan 6, }
(@ —ay ) ioh® (1,/h)

et: A =Kh

n

(A.111)
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; tan” (6 tan (6
Loy ] [sin(2knh)cos(2t9n)}+2Md cos” (6, )sin” (k,h)| 1+ - (A") +2a an(An)
h 2k tan’ (k,h)  tan(k,h)

En appliquant le changement de variable (A.90)(A.91), la solution en (u,¢) du probléme

complet s’écrit alors :

u{K(xz—ah)+ZAn sin(lénx2+.9n)}ef“’f (A.112)

Q= {%+%E;An [sin(lgnxz +Hn)—cos 0, sin(lgnh)%—cos(lgnh)sin Hn}}eﬂ’” (A.113)

3.2.3  Admittance du quartz a électrodes dissymétriques

Les deux relations donnant le déplacement électrique D, et I’admittance Y sont :
D, = eyt ) = €305, Y=—joD, (h)Sq/V
Dans I’expression finale de I’admittance, le seul terme additionnel par rapport a la relation

pour le quartz symétrique (A.58) est le coefficient cos@,, en facteur de [—sin(lgnh)x2 / h}

dans la définition du potentiel (A.113). Les autres termes additionnels, dans le déplacement
(A.112) et le potentiel (A.113), sont constants et disparaissent apres dérivation.
Le coefficient K (A.91) s’écrit, a partir de (A.60), sous la forme modifiée suivante :

K=Ky, Ky, avee: Ky, =(1-K} )/[1—1(226 -M, (1—a2)1€2h2} (A.114)

L’admittance s’obtient finalement a partir de la relation générale (A.58) :

Sy€2 5 5 ; A
Y = jo—L=|1+ K5K,, +2> KK, sin(k,h)cos §, —~ A.115
J 2 { 2614 ; 2614 (n ) nth:| ( )

Par rapport a la relation (A.58), la nouvelle expression de 1’admittance (A.115) différe par la
valeur de K,,, la formulation du dénominateur et du numérateur de A4, et la présence du

coefficient cos 8, dans la somme infinie.

Comme dans la relation (A.66), d’une part, et les relations (A.62)(A.63), d’autre part, nous

. ~ A . .
définissons 777, (a), kn) et (cos o, 2Knhj par les expressions suivantes :

77, (a), lgn ) =2K%K,, sin(lgnh)cos o, 4,

2Kh
cos 6 ! Ao (A.116)

4,
"2kh 20 (0} @ 1) Ap,

avec : Ay, =cos> 6, [lgnh cos(lgnh)—sin(lgnh)+al€nh sin(lgnh)tan 49”}, Ap, :%”
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Les évaluations au premier ordre des différents parameétres sont données par (A.103)(A.104).
En particulier : tan @ =~ —khM ;a , et oA, s estime donc par la relation :

Ay, =—cos> 0, sin(lgnh)[l—Kzz6 -M, (l—az)lgnzhz}
A partir de (A.111), le terme A,, s'exprime sous une forme voisine de la relation (A.68) :

A p, =cos’ 6, sin” (k,h) K (A.117)

4na

1—tan? o, 2
Kypy =(1+1an%(8,)) 1+ - —[A (A )Lsz 1+ tanz (6)) 45, 20(0)
tanz(knh) knhtan(knh) tan~ (k,h) tan (k)

Le terme (cos2 Hn) disparait donc de la relation (A.116) qui s’écrit :
1 sin(lgnh)[l—KZ%—Md(l—az)lgnzhz}
"2Kh 0 (@) @ 1) sin (k,h) K 4,

La suite de la démarche est identique a celle du paragraphe 2.1, M, étant remplacé par
M, (l—a2 ) dans I’expression de (A.71). Le coefficient (l—a2 ) intervient alors dans la
seule partie statique de I’admittance, désignée 7, dans la relation (A.80).

Le dernier terme restant a évaluer est alors K,,, (A.117), et sachant que :tan8 = —khM 449,

tous les termes en tan® (6, ) sont du deuxiéme ordre en M, et donc négligeables. En tenant

n

compte de (A.103), le dernier terme de K, , lin€aire en tan @, s’écrit :

tan (6 : .
LG ==2(K3s+ M k1 | M 4a®
tan (k%) tan (k%)

Ce terme est du second ordre, et K,,, peut donc étre assimilé, au premier ordre, a K, (A.69).

La partie motionnelle de I’admittance n’est donc pas modifiée et la relation (A.79) reste
valable. La partie statique de 1’admittance (A.80) est peut-étre un peu modifiée, mais d’un

facteur qui reste indéterminé.

En conclusion, la dissymétrie du dépot ne modifie pas, au premier ordre, I’expression de
I’admittance (A.81).

4. Quartz au contact d’une solution conductrice

4.1 Fréquences propres de vibration

Dans cette partie, la face supérieure du quartz n’a pas d’électrode et se trouve totalement au

contact d’un électrolyte. Nous rappelons d’abord les notations et les équations utilisées. La
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constante di¢lectrique du vide, la permittivité relative de la solution et la conductivité de la
solution sont notées respectivement &, €,, 0. La permittivité complexe est définie par :

E=¢g¢,—jo, /0 (A.118)

V — ¢, est le potentiel dans I’électrode immergée, ¢, celui a I'interface quartz-solution, et /;

une longueur voisine de celle de la ligne de champ dans la solution. D, est le déplacement

¢lectrique dans la solution, a I’interface avec le quartz. La coordonnée curviligne le long de la
ligne de champ est notée n,.

Dans la solution, les équation s’écrivent :

V=20, =[a"’] . Dy =7(20,-7) (A.119)
IS anC (interface solution/ quartz) ls
De la relation locale (A.118), et de la longueur [/, il se déduit I’admittance de la solution par :
Y, = je_‘Sqa)/ls = jC,0+G; (A.120)
d’ou: C,=&¢.5,/1, Gy = Sqas/ls

De la méme fagon, la capacité paralléle du quartz (A.81), notée C,, est assimilée a la capacité
statique C,, (A.75), et s’€crit :
Cy = €5,S, /21, avec admittance ¥, = jCy@ (A.121)

Les équations dans le quartz sont les suivantes:

CocU o T €600 + quz u=0 (A.122)
eyl —€0Pr =Dy, =0 (A.123)
en x, =th : celly ey T2 N0 u=0 (A.124)
en x,=+h: D,=D, =€(2¢,-V)/l, (A.125)
enx,=0: =0 (A.126)
Enposant: 7= 2¢h = X (A.127)
Eply Y
L’équation (A.125) s’écrit : D, = %7( o, —gj (A.128)

A partir de ce systéme d’équations, il faut trouver un changement de variables qui reporte la
dépendance en V' dans la partie droite de 1’équation de comportement. Pour cela, le potentiel et

le déplacement sont redéfinis sous la forme :

p=p+K, Zh, u=i+K,x, (A.129)

ou K, et K, sont deux paramétres inconnus a déterminer.
L’équation des conditions aux limites mécaniques (A.124) impose :
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K, =K ersV / [ 2h(ces =20 W w™h) | (A.130)
La constante K (A.30) intervient donc en facteur de proportionnalite entre K, et K,
K, =K,K (A.131)

De la relation générale du déplacement électrique (A.7), nous définissons 132 par :
D2 = 62612’2 _822¢,2 (A.132)

Le déplacement électrique vrai, D, , s’écrit :

R R VoA |14
D, = eyt — €305 + 6K, — €K, 7 =D, +K, (6261( —& —j

La conditions aux limites (A.128) devient :

en x,=+h : D, :ﬁz +K¢,(e26K—g22 %j:%;—/(% __J (A.133)

De la relation (A.129), et en définissant @, = @(%), nous pouvons écrire :
R V
Op =P+ K(p 5

L’équation (A.133) devient :

A & Ve Ve Ve
en X, =+h :D, =27 @, +K,—27-7—22-K,| e)sK — 22}
2 2= VO v 5 y=7v oy 0| €6

Comme pour les conditions aux limites mécaniques, il est possible de faire disparaitre la

dépendance en V dans cette relation. Cette condition est remplie si, et seulement si :

V &y - Ve _Ve
K,—27-K,| eyK— 22): —22 A.134
¢2 h v q)( 26 2% v 2% ( )
Et, dans ce cas, en x, =+h : 132:%77@,, (A.135)

La constante K (A.30) peut s’écrire :

_ s _ L (Vey K226
K——626V/[2h(c66—2,0ha)h)J———( > ][1—K226—Mdl€2h2

€

En tenant compte de cette relation, et en divisant I’équation (A.134) par Ve,, /(24), alors :

2
K,| 7+ B 41)=7
(1- K3 — M £20°)
: 7
d’ou : K, =
¢ _ A
7+ Ko (1= K3 — M &)
v Ve 1- K3
Sachant que K s’écrit : K =— 7 ( > = 2) , et en tenant compte de (A.131) :
= 2
K =V 7(1-K%) (A.136)
Cos 2h (147) (1- K36 - M K> )+ K3
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L’équation de comportement (A.122), celle du déplacement électrique (A.123) (étant donné
(A.132)) et les deux équations des conditions aux limites (A.124) (A.135) deviennent :

66612,22 +626¢,22 +pq(0212 = _pqszu.X2 (A.137)
diV(lA)2 ) =div(D,)=0, avec: D, = ey, — £, (A.138)
en x, =th :cgily +exP, F20H 070 =0 (A.139)
en x, =+h : D, :%7@,, (A.140)

Comme ¢ est antisymétrique, et D, constant, cette derniére relation s’écrit aussi :

enx, =th : 152:1‘%7@,1 (A.141)
Le probléme se présente avec une relation entre le potentiel et le déplacement mécanique
(A.140), qui remplace la condition aux limites du potentiel habituelle. La démarche habituelle
n’est cependant pas modifiée, et la premicre étape est la résolution du systeme homogene,
obtenu en posant V=0. Les solutions sont alors recherchées sous la forme :

i=dsin(kv,),  ¢="2i+Cx, (A.142)

)

Avec (A.138) et en remplagant, dans (A.140), # et @ par les définitions de (A.142), nous

obtenons :

)

Cette relation implique : —Cé&,, (1+7) = 7%76A sin( Ah)

et donc : C:—;70e2—6Asin(l€h),avec:;7o =7 (A.143)
Enh 1+7
) . Y.
De (A.127), %, s’écrit aussi : ¥, = —= A.144
( ) Yo 70 Yo+, ( )

L’équation (A.137) donne la relation de dispersion : 122566 = pqa),% (A.145)

De I’équation (A.139), le vecteur d’onde est reli¢ aux paramétres physiques par la relation :

tan kh) =1€f/ [Kfé 7 +2phl€2h2] (A.146)
Py
g | [ 4K
dou : E)=%£Cﬂ] [1— T 70—Md] (A.147)
Py nrT
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4.1.1  Quartz avec deux électrodes séparées

Dans le cas ou les deux faces du quartz sont immergées, nous désignons les potentiels sur
I”¢lectrode supérieure et inférieure respectivement par V, et V;. Le potentiel d’excitation V est

alors défini par:V =V, —V;. La permittivité complexe de la solution supérieure est désignée

&, . L’équation du déplacement électrique dans la solution a I’interface avec le quartz (A.119)
s’écrit :
(9 =V5) (A.148)

Pour 1’électrolyte inférieur, la permittivité est notée &;, la longueur typique [/, et le

déplacement électrique sur la face inférieure du quartz D,;. La géométrie étant inversée, la

relation précédente est également inversée. Par ailleurs, par antisymétrie, le potentiel a la
surface inférieure du quartz vaut (—¢, ). La relation précédente s’écrit donc :
£ g
D,; = l—l[V, ~ (-, )] :l—l(goh +V;)
: ,

1

Ces deux déplacements ¢lectriques sont continus aux interfaces avec le quartz, et le
déplacement dans le quartz est constant. Les deux déplacements D, et D,;sont donc égaux.

9 AY 81 ES‘
Drou: T(¢h+Vi):l_(¢h_Vs)
En introduisant les notations raccourcies : &=, /I, , a =, /I, , il se déduit :
= V=V;-V;=(1+““jn—¢h(ﬂ-1] = V;:(as—a,-jq)ﬁ[ 2, jV
ai ai ai+as a'l-+0!S

L’équation (A.148) s’écrit :

20, oo
DZSZ&S((ph_VS):(a.+a' ]¢h_(a.+a ]V

En appliquant la loi de Gauss a la surface supérieure du quartz, la condition aux limites

obtenue est formellement identique a celle pour le quartz avec une seule face au contact de
I’¢lectrolyte (A.128), et s’écrit :

E V _ 2h €.
enx,=+h: D,="2%| ¢, —— |,avec: ¥ =—| — =5 A.149
? o 7/(% 2j 4 822[§ils+§sli] ( :

Le probléme se résout donc avec les mémes solutions que dans le cas d’une seule ¢électrode
immergée, a la différence pres du coefficient 7 défini par (A.149) au lieu de (A.127).

4.2 Amplitude des modes forcés

Le calcul de I’amplitude des modes forcés s’effectue par 1I’évaluation de la relation (A.28). Le
terme de volume, /,,, se calcule a partir du second membre de 1’équation (A.137), dont

I’expression est : —pa@’K,,. I g0 S’€crit donc :
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+h . 2p a)zKu A ~ A
Lo = [ =P @K xyi :qkA—z[knhcos(knh)—sm(knh)}
Le terme /, de la relation (A.28) est défini par: /, =.& (J",J") (A.20). La forme bilinéaire

K73 (J “ ,Jb) est donné par la relation (A.15) et dépend donc des conditions aux limites :

+h |:Tigva —T5v IZ N [Db¢a -D,p, IZ

o ¢a b =
X7 (cS J) jhvbvadx2+ pq(a)bz—a)az) Pq(wbz_a’az)

Pour la partie mécanique, les conditions aux limites sont symétriques et identiques a celles du
quartz a Iair libre (A.32) :
En x,=%h : T, =+M,p,ha’u

1, s’exprimera donc a partir de la valeur calculée pour le quartz a I’air (A.37), a laquelle

s’ajoutera un terme électrique L, :
sin ( 2/€nh ) .
M sin (k,h)+ L

De la relation (A.141), la condition aux limites électriques s’écrit :

Cette relation est donc de la forme décrite dans la relation (A.55) :
D=xf,(w)@,avec: fr(@)=7&,/h=2E]I, (A.150)

La formulation de la partie €électrique du terme de surface de la forme bilin€aire, appliquée a la
solution propre i, , est alors donnée par (A.56) :

LZ = f-IfD ((T)n ) ¢n2 (h)/(pq@n )
Des relations (A.118) et (A.150), L, s’écrit donc :

= ;2 [co,f(h)J

) —
lsa)n pqa)n

@, (h) sobtient de (A.142) (A.143) et s*écrit : @, () =—2—sin k,h)
£, (1+7)

2
D’ou: L=j 29, 3{ /I } sin’ (lg,,h)
lp, @, | €2 (1+7)

Puis, en multipliant en haut et en bas par 4 G :

.21
Ln — _h[ 2h ] 566 6262 [&) Sin (knh)
‘ J€2®, pq@,,2h2 EnCes )\ I ) (1+7)

En tenant compte de (A.59)(A.120)(A.121)(A.145) :
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2
L =—h fi%z ! 2@ sin’ (k,h) =—hsin® (k,h) K
k,h”\ (1+7)" Yo
weo koo | 1G] G Gl Aish)
2G| (1+7)" Yo | 2Co (Y, +Y,)
sm(2knh) . -
dou : Iy == 2M sin’ (k,h) - K hsin® (k,h) (A.152)

n

L’application de la relation (A.28) permet de calculer I’amplitude, 4%, du déplacement pour

un quartz avec ¢lectrolyte. La formulation est proche de celle obtenue pour le quartz a 1’air
(A.38), K étant remplacé par K,, et le terme K étant introduit dans I’expression de 7,

(A.152).

ek h 20> lgnhcos(lgnh)—sin(lgnh)
" (@ -32)in | sin(24,h) L
1—2lgnh+(2Md—KG)sm (k,h)

4.3 Admittance du quartz au contact d’un électrolyte
Le parametre %,, qui dépend de la pulsation, intervient plusieurs fois dans le calcul. Par

défaut, il sera défini pour la valeur de la pulsation courante @, et quand il sera évalué a la
pulsation de résonance @, , il sera noté %, .

Yoo =[ /(4 %), (A.153)

Les expressions complétes du déplacement et du potentiel s’obtiennent directement de
(A.129) et (A.142), et s’écrivent :

U= {Kuxz +3 ACsin (%xzﬂeﬂw, (A.154)
9= {KZ—ZJCZ+%Z”:AZ{Sm (2—72)(2)— Zo, sin(lénh)ﬂ}ef‘“ (A.155)
Le parametre K, , donné par (A.136), s’écrit par ailleurs :
eV _ 1- K5,
T 2 1- M k*h? - 7,K3,
B el

1
En reprenant le paramétre : K, = (A.60), et en notant que 1—1—_ =%, K, se met
T

C66
sous la forme :
2

K,=K,,7%K,,,avec:K,, = ~
u 0p/0**1e le I—Mdk2h2—70K226

(A.156)
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K, 1
e = T (A.157)
1=Ky 1=Mk"h” =¥ K3
Sachant que : K, =K, K (A.131),et: K =K, ,K;(A.60), K, s’¢crit a partir de (A.156) :
K,=7% K, /K, (A.158)

La définition du déplacement €lectrique est : D) = eyt ) — €50, .

d’ou se déduit le parametre K, par : K, =

De (A.154)(A.155), le déplacement ¢électrique s’exprime alors par :

Ve — ~ A4, |
D, = 2K, +exK, +e sin(k,h) K, =~ |/
) { on et ek 26Zn:7/0n ( n ) % h}

u

En tenant compte de (A.59)(A.60)(A.156) et (A.158), le déplacement ¢lectrique et

I’admittance s’écrivent :

Ve N A A Ae i
Dy =—2| K + K3 K, Vo + KK Vo D Von sin |k, h)—2 |/
Y { o TRoel.Yo + Ko 1e70§:70n (n )Kuh
S € 1 ~ ~ ~ A¢
Y = jo— 27K, | —+ K3+ K% o, sin ( k,h) 2 A.159
Jo— %0 le|:K1 26 26;70;1 (n )Kuh ( )
Des définitions de K, (A.59) et K. (A.156), il se déduit la relation :
1 1— M i*h? _ s
Ky | —+K3 |= ~ d2 — =1+ 7,K5K,,
K 1=M  k"h™ =YK
L’admittance Y s’écrit finalement :
S € A . A €
Y= jo=t h” 7 {1+K18K22670 + K, K35 T sin (k4 ) I‘;"h} (A.160)

Cette expression est formellement proche de celle pour le quartz infini dans 1’air (A.58). Le

coefficient en facteur de la somme infinie devient (Klek§670n) au lieu de (K11€§6) dans la

relation (A.58). En suivant le développement de 1’Annexe 2.2.1, le terme désigné par 72z
dans la relation (A.72) devient alors 7Zsz,,, défini par :

Pl = 2K2267_’0n{1_K10e |:K226 (Fou = 7o)+ M K0 (E)nz/wz _1)}}

La partie statique de [’admittance, désignée par T,

> est donnée par une formulation

apparentée a celle du quartz au contact d’un liquide (A.85), la somme infinie contenant des
termes dépendant de la fréquence courante et des fréquences de résonance. 7, s’€crit :

B 2K2 7, 2 2 Kas (Fon—70)
T, = jC, Ty | 1+ K3sK g, — O ——20200 1 14 K J2n? | 20220 207 4 M
J q (0 2610 ;KMW kfhz 10 kf —k2 d
avec: Ky, = [l+l/tan2 (lgnh)—;70nK226/(l€,fh2)+Md —KGJ

Nous prendrons comme approximation : 7, = j&C %, .
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En continuant la démarche de 1’Annexe 2.2.1, nous obtenons les parties motionnelles de
I’admittance. La formulation est trés voisine de celle pour le quartz a I’air, K226 étant remplacé

par (;70nK226) . Cependant, il apparait le terme K (A.151) au dénominateur de I’expression,

qui dépend uniquement de la présence de 1’¢lectrolyte.

L’admittance du quartz avec électrolyte, au voisinage de la n'“™ résonance, s’écrit donc, a

partir de la relation (A.81), sous la forme :

—7 ja)ngzz 8K226 7_/0}1 (A 161)
0 2]’1 7[2Ke (l_a)Z/a—)Z) ’
12n n
avec : K, :(1—12;70,71926 /(nzﬂz)—Md —KG), K :2%”(;1—?)2 (A.162)
0 0 K

4.4 Equivalence avec la formule de ’admittance calculée par un circuit électrique

L’objectif de cette partie est d’obtenir une formulation de I’admittance, et non de I’impédance,
a partir de I'approche proposée par Dazhong. Pour cela, I’équation initiale reste celle donnant
I’impédance de I’ensemble quartz plus électrolyte, comme somme de I’impédance de

I’¢lectrolyte ajoutée a celle du quartz :

YY
Y:L-}L: 549
AR

L’admittance du quartz ¥, est la somme d’une partie statique ¥;, et d’une partie motionnelle

(A.163)

Y,,. Nous avons donc : ¥, =¥, +7,,. De (A.163), nous deduisons :
Y (Y, +Y,
Y = s ( 0 m)

= (A.164)
Y +Y+Y,
Soit @,, la pulsation de résonance du quartz a I’air. Y, s’écrit :
B
Y,=—™"—,avec: B,=jo/L, (A.165)
(@~ )
et, nous avons : Yo=jCw, Y, =jC,o+G, (A.166)
De (A.164), nous obtenons :
— 2 9
Y Ys (a)sn - )
Y=Y |l-——————— |= - 5 (A.167)
Ys+Yo+Ym ()]S‘+)]0)(CT)S‘H _a)2)+Bm
Nous désignons par P le terme en fraction dans la parenthése : ¥ =Y, (1-P) (A.168)
P s’écrit alors:
— 2 9
_£ 7 j (@, ~a) _[ Y ]1_ BalT0) |
Ys+YO (CT)sn2_a)2)+Bm/(Ys+YO) Y‘+YO (a_)snz_a)z)—i_Bm/(Ys—i_YO)

Nous définissons une nouvelle pulsation @,,, comme solution de 1’équation :

n o
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@, — B / (v +vm)=a,” (A.170)

- Ysn
ou B, Y et Y;" sont respectivement les valeurs de B, (A.165), Y, et ¥, (A.166) pour
0=0a,,.

Nous définissons alors F (wz) par:
F(@*)=(,’ -@*)+B,/(Y,+1,) (A.171)
L’objectif est alors de séparer, dans F ((02 ), les termes constants en @,, des termes variables

en®. Pour cela, nous posons : A@* = (coz —E)enz) et nous effectuons un développement de

B, / (Y, +Y,) au premier ordre en A@” . Pour une fonction f (a)z) quelconque, nous avons :

(@)= 1(@,7)+| =255 | aar. e a—f=i[a—f) (A172)
d(w) ) a(aﬂ) 20\ dw
wen
Sachant que :
/L Y +Y,
Bm — (/ m) — 1 ,aVGC: g(a)):—( S. 0) (A173)
Ys+YO Cs+C0_JGs/w ng((()) Jo
il apparait, par dérivation relative de (A.173), et en tenant compte de (A.172) :
G - [ag/aa)j A’ (A.174)
Y:v + YO Ys + Y() 2wen g @,),
(1w '
[a_gj :—st( 0/ )j i (A.175)
0w )5 0w b, @
De (A.165) (A.173) (A.174) (A.175), nous déduisons :
By __ Bu + Ky Aw* (A.176)
Y; +)70 Ysen +}]0€n
. . en Yen
avec: Kgy=-— S Loy eiw ~ 1 iGsz S 0 — 3
Lm (Y;en + Yi)en) Ys + YO 260@" a)en 2C0 (Ysen + Yoen)
et: CUL@,° =1 (A.177)
De la définition de K (A.151) appliquée a la pulsation @,, (A.162), il apparait :
Ky =Kg (A.178)
En reprenant la notation K, et de (A.170) (A.171)(A.176) nous obtenons :
F(o’)=(a,’ -0 )+KoAd =—Ad’ (1-K;) (A.179)

De (A.169) et (A.179), nous écrivons P sous la forme :

Y, 1 1 B,
P= 1-
(Ys%j [&%j(l—KG)(@nz_af)
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En reportant cette formulation de P dans I’équation (A.168), nous obtenons :
Y=Y - LY + 5 5 ! By (A.180)
Loty Y+ \Y+% J(1-K6) (@, - )

II apparait donc le coefficient %, défini en (A.144). De (A.180), Y s’€crit :

7_/0 Bm
(1-K¢) (CT)e,,2 —a)2)

Le coefficient 7, de la partic motionnelle dépend de @ et, alors que dans le modele des

Y=%|Y+ ,avec: B, =jo/L, (A.181)

modes propres de vibration, il dépend de @,,. Nous allons donc le développer au premier
ordre, en fonction de %,, valeur de %, en @,,. D’ou:
Y
Y+

GJy
2, (r")

=%, (1—0{7Aa)2), avec : @, = %,

ay?Oan
(1-K¢)

En fait, la partie statique de I’admittance doit tenir compte des contributions additionnelles de

Y, , dans la partie statique de I’équation (A.181), doit étre remplacé par : YO, =Y, +

tous les harmoniques. Nous noterons donc la partie statique par Yo, , dont la valeur est proche

de ¥, mais dont la formulation analytique n’est pas rigoureusement déterminée.

7071 Bm
(1-K¢) (CT)e,,2 —a)2)

D’ou : Y=%|Y+

Cette formulation est identique a celle obtenue par les modes propres de vibration (A.161), si
la pulsation @,, définie par la relation (A.170) est identique a celle obtenue par les modes

propres de vibration (A.147). En prenant le carré de la pulsation, la relation (A.147) s’écrit :

2 2
— 2 niw c66 8K26 —
a, =|—| = 1-——=%—-2M A.182
en (2}1) pq( n27Z2 Yo d] ( )
La pulsation pour le quartz a I’air, notée @,,, s’obtient en posant %, =1 dans (A.182). D’ou :
— 2
o, -, =S| 2K 1 (A.183)
pq h (1 + 7)5)3/1

Sachant que: L,= i 5 (_p—q], 7=Y, /Y, (A.127), Y,=jC,0 (A.166) et
2CK56 \ o6
B, =jo/L, (A.181), et avec les notations de (A.170), nous obtenons de (A.183) :
(T)enz _E)Snz _ B;ln/(YSen +Yoen) '
Les deux fréquences de vibration, définie par (A.170) et obtenue dans (A.147), sont donc bien
identiques, ce qui montre 1’équivalence entre 1’approche par les circuits équivalents et celle

par les modes propres de vibration.

252



ANNEXE 2 : DEVELOPPEMENTS ANALYTIQUES

4.5 Quartz monté avec deux électrodes métalliques, au contact d’un électrolyte

La zone centrale du quartz est excitée par des ¢électrodes au contact sur ses deux faces, et
I’¢lectrolyte n’agit que sur la zone périphérique non métallisée de la face supérieure du quartz.
Le calcul de ’amplitude se fait en reprenant les équations du modele du piégeage d’énergie,

exceptée 1’équation (A.45) qui contient maintenant un second membre :
ZZ(aﬂ -, )u,’ﬂ, =-w’K,K'x,
n v

ZZ(“’Z —a),f‘,)u,fv =-wK°x,
n v
en x, =th :ZZ((f —a)fv)uflv =0
n v
ZZ(@Z —a)f”,)ufw =0
n v

K¢ et K'sont les valeurs particuliéres du coefficient K pour chacune des zones.
Par les combinaisons d’équations habituelles, on obtient la relation sur I’amplitude :
(& -, UL, L, =200 (15 + 1)

avec : I, = I;: J._Jr: J.; cos(g‘,fvxg, )x2 sin(lg,f‘,x2 )dx3a’x2
et: l;, = K;fz{(p coséy 1 J._Jr: J-;o e_é"‘V(xfl)x2 sin(lg,’;vxz)dx3dx2

On calcule l; etl;,, en les décomposant en produit d’intégrales indépendantes en x,etx;.

L’intégrale en x, est celle du calcul classique (A.34). On obtient :

. ezéV(l—Kfé)sin(lg,fvh)sin( ,fvl) . 626V(1—K226)Kwsin(lg,ivh)cos( nevl)
lp o hee lérfvzh2 :v , lp o hegs /€;V2h2 rl;v
En définssant : [, — sin(lg,f‘,h)sin( ,fvl) N K, sin(lg,’;vh)cos( ,fvl) |

e 2,2 fi 2,20
b Gy b h™ Gy
I’amplitude du déplacement de la zone métallisée s’écrit :

_626V(1_K226) 2hl,

U= heee (a)sv/wz _l)lnv

n

pour la zone non métallisée, I’amplitude est donnée par (A.41) : U’ =U¢, cos( el )

Nous allons calculer le déplacement é¢électrique, avec une approximation a 1’ordre un. Pour la
zone non métallisée sous influence de 1’¢lectrolyte, le déplacement électrique Dé se déduit de

I’équation (A.159) en remplagant A4{ par la valeur de I’amplitude.
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M(1+I€2 ) e Un cos( rfvl)% o owlx)

+
2h 26 h

ot
e]

i
2

Pour la zone métallisée, I’expression du déplacement électrique D5 se déduit de (A.49):

—ngz—(l +K;, ) a0 (5;‘/)63 ) e

D5 =
2 oy 26 P

L’admittance totale Y se décompose en deux : Y, pour la zone métallisée, et ¥; pour celle
non métallisée. La charge électrique par unité de surface se calcule par (A.48):

4,(h)==21,[ ” Dy(h)dx,
Pour la zone non métallisée : /; =/, 1, = .Or, pour éviter un terme infini dans I’intégration de

la partie statique de D, , il faut prendre des bornes d’intégration finies. Nous utiliserons donc
les bornes [, =1,1, =1+, [; étant la largeur réelle de la zone du quartz non métallisée.

4K3 L, %o cos( ,fvl)
(e, /@ ~1)1,,
&30, Tocos(254)
(/a2 —1)En
Le calcul de I’admittance de la zone métallisée se fait classiquement et donne :
4K31,sin (& 1)

a)r?v/a)z _1) 5vlnv

V822 I+1i
2h

J‘oo e_éiv(XB _l)dx3 e.]a)t

g (hy=21, K, (1+ K3 ) dxy + l

d’ou :

_Jw2l,&, 52
y=r LK, (14 K3 )+

1

e

_JO2lEn l(1+13226)+ (

L’admittance totale est donc :

Y=Y +Y,

5. Partie imaginaire de I’admittance de deux circuits R//C connectés en série

Nous désignons par circuit R//C, le circuit composé de la mise en parall¢le d’une résistance R

et d’une capacité C. L’objectif de cette partie est d’étudier la partie imaginaire de 1’admittance
du circuit composé de la connexion en série des deux circuits R, //C et R.//C, (Figure A-1).

Les conductances étant plus adaptées pour 1’étude de ce probléme, nous définissons :

1 1
G=—, G =—
RS RC
. o 1
L’impédance d’un circuit R, //C, est donnée par : Z, = ———
‘ G+ jCw

L’impédance des deux circuits connectés en série est alors :
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1 1

Z,+Z.= +
G, +jCo G.+jC.@

R1 R2

Y
T

Figure A-1 : Schéma électrique de deux circuits R//C connectés en série.

I’admittance totale Y s’écrit:

Z.+Z, G.+G +j(C,+C)w
La partie imaginaire de 1’admittance est é¢gale a :
_ G Cw+G Cw+(C,+C,)C,C.0
(G, +G.) +(C,+C,)* &

Im(Y) (A.184)

Im(Y)
w

Nous définissons la capacité globale paralléle, C,, par la relation : C), =

Im(Y) est une fonction de G, que nous notons ¥;(G,) : Im(Y)=Y,(G,)

Plutdt que d’étudier directement ¥; (G, ), nous définissons la variable intermédiaire :
x=G,+G,.
dont Im(Y) dépend selon la fonction f'(x) :
f(x)=Y,(x-G,) (A.185)
En définissant les constantes suivantes :
I=C.w
a=2G,
b’ :Gj[u%}(cﬁcc)cscf (A.186)

c

A =(C,+C,) o

f(x) s’écrit sous la forme :

x> —ax+b®

f(x)=1 (A.187)

x> +c?

Nous commengons par I’étude aux bornes de f (x). Pour G, tendant vers I’infini, x tend vers

Pinfini et f(x) tend vers / = C.@. Le montage est équivalent au seul circuit R, //C,.
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D’ou: G, >~ = Y(G)>I=Cuw (A.188)
PourG, =0, x =G, et ’admittance a pour valeur :
G C,+(C,+C,)C.C,0
f(GC) :I 2 2 2
G. C.+(C,+C.) C.w

Nous recherchons sous quelle condition f(x) est globalement décroissante, ¢’est-a-dire plus
petite a I’infini qu’en G, , ce qui correspond a G, =0.
f(G.)>I oG C,+(C,+C,)C.Ca* >G>C.+(C,+C,) C.
&G (6-C) >Cla?
(C,+C,)
Cette condition fait apparaitre une valeur limite, G_;, pour la conductance G.. Cette valeur

G, n’est tout d’abord définie que pour C, > C,, et, dans ce cas, elle est égale a :

G, = C,+C, C.o
Cs_Cc

Ce qui permet de donner la condition de décroissance pour f(x) :

C,+C,

f(G.)>1 & C,>C, etG, > C.w=G,

c

A Cc

De par la relation (A.185), cette condition est équivalente a :

%(0)>Y (=) & C >C,etG, > (C;+g C.w=G, (A.189)

Nous recherchons ensuite les extrema de f (x). Ils sont déterminés par les zéros de la dérivée
f(x). Celle-ci s’écrit :
2x(c2 —l)2)+cz(x2 —cz)
2
(x*+¢%)

On pose : d= (b2 —c? )/a (A.190)

[ (x)=1

Le coefficient a étant positif, la dérivée f"(x) évolue comme la fonction /(x) ainsi définie :
h(x)=x*—c*—2xd

Les deux racines de /(x)sont de signes opposés et la racine positive vaut :
x, =d+Nd* +c?

A partir de (A.186) et (A.190), d s’obtient sous la forme : d =

c Cc

C. +C
( s+ c)(G2_C2a)2)
2G.C,
\ C
d’ou: x =G, (HFSJ (A.191)

Il existe donc une valeur caractéristique, x;, positive, pour laquelle f(x) atteint un

extremum. La valeur correspondante de G, , notée G,,, , se déduit de (A.191):

sm>
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G, -GS (A.192)
CC

Pour 0<x<ux;, h(x)est toujours négative. La pente de f(x) étant négative avant

I’extremum, ce dernier est toujours un minimum. La valeur minimale de f, obtenue pour
X = x;, se calcule a partir de (A.187):
CCCS
X, )=

/) C,+C,
Cette valeur est celle du minimum de Y;, obtenue pour G, =G,,, .

Y(Gyp )= (A.193)

C,+C,

On retrouve ’admittance d’un montage ne comprenant que les deux capacités, C, et C,,

reliées en série.

5.1 Simulation numérique

Nous avons fix¢é la fréquence et les deux capacités aux valeurs suivantes :
f=6MHz ,w=3.77e07, C, =60pF, C. =5pF

Ce choix permet de trouver une valeur limite, G,;, dans la relation (A.189) :

G.; =2.049¢-04S

Nous avons tracé la capacité globale paralléele C,en fonction de G, pour quatre valeurs

différentes de G, (Figure A-2). Nous avons ajouté une ligne donnant la valeur de la capacité

minimale calculée par (A.193)

6,2pi — T
6,0p Jo4ALL88Ap —o—G,=4.6-04 S .
,Up | AAAA 2 ]
5,8p AA\ — G2=3.e-04 S ]
L a G,~2.04S | |
~, 6P b o G,=1.606S |
9 sapt— A C, minimale -
) 4 PAN
S 52p7] A | ]
© 501 A 000000000000
k) 1 T~ A .O'O L
g 507 \&3 )
8 4,6p 9000006000 0006000009 = 24, i
4.4p : -
1E-5 1E-4 1E-3 0,01 0,1 1

Conductance G,/ S

Figure A-2 : Capacité parallele apparente de [’ensemble composé de deux circuits R//C

connectés en serie.
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La simulation numérique montre que les courbes ont bien le méme minimum (A.193), et que
la capacit¢ C, tend vers C, quand G, tend vers l'infini (A.188). La valeur de G,

correspondant au minimum augmente avec G, comme calculée dans (A.192). Pour G, > G,

la capacité globale est plus faible a I’infini qu’en zéro, et la situation est inversée pour
G, < G,,;. On peut noter que pour G, < G,;, le minimum est toujours présent, mais n’est plus

détectable dans 1’allure générale de la courbe.

6. Rotation du circuit équivalent

I1 est possible de démontrer que la rotation de I’admittance motionnelle du circuit équivalent
d’un quartz a le méme effet que 1’ajout de deux résistances a ce circuit, 'une en série et
I’autre en paralléle.

%

2

=2L,A®
@

L’impédance motionnelle s’écrit : Z,, = R,, + jA,, avec A, = Lm( -

En notant C,, la somme des capacites paralléles a la branche motionnelle, I’admittance du

circuit complet, avec rotation de 1’admittance motionnelle, a pour expression :
. -ja
1+jZ,e°CLo

d - —
ja
Z,e

(A.194)

Les ¢léments du circuit avec la résistance R, en série sont identifiés par 1’indice 1 additionnel.
L’impédance de ce second circuit est alors définie par :

Zml _ Rs (1+jZm1Cpla))+Zml
1+jZ,,C,0 1+jZ,,C,

Z, =R +

N S

ce qui donne I’expression de I’admittance :
1+ jZmlela)

Z (14 szcpla))+ R,

En choisissant R,C ;@ =—tan /2 , il apparait une équivalence, terme a terme, entre le circuit

avec R, en série et celui dont I’admittance est soumis a une rotation d’angle «. En effet, en
partant de I’expression de Y, nous pouvons écrire :

_1-jRC 0+ j(Z,,+R)C 0 &*+j(Z, +R,)C,wcos(c/2)

Zo (14 jR,C @)+ R,  (Z, +R,)e 7 + R sin(a/2)

N

v 14 j(Z,1 +R,)C 0/ ? cos(/2) 4

= : : = A.195
* (Zml+RS).9_JO’+jRSsin(0!/2)e_/0‘/2 Z4e ( )

. . . R, . —
Le dénominateur s’écrit : Z;, = {le +R, (l—sm2 a/2) +j(Am1 +7551n aﬂe e

—i R, .
En posant : Z,, = Zyse /%, avec Zpy =R, + R, cos’ (0{/2)+J’(Aml +75s1n 0{]

Le numérateur de (A.195) devient :
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A :1+j(220 — jR,sina/2 eja’/z)Cpla)e_jO’/2 cos(/2)
A=1+ jC,wZye """ cos(a)2)+ R,C e’ *e™"*'* sin @/ 2 cos (1) 2)
A=1+ jC,wZ,e """ cos(/2) —sin® (/2)

en posant : K =cos” (a/2), le numérateur s’écrit :

A=K+ jC,wZye """ cos(a)2) = K+ijla)ZZOe_jO’eJa/2 cos(a/2)

A=K+ jC,wZye " {cos2 (a/2)+ ) sn;a}

L’admittance compléte Y, s’écrit donc :
K+ jC,0Z,0e% cos® (@)2) C,wsina
Zype /” 2

Finalement, en posant Z,, = Z,,/K et C, =C, K , ’expression finale s’écrit :

N

_1+jC,0Z,e "

_ja
Z,e

N

(04
—Cpa)tan—
2

. (04 . . . .
En ajoutant la conductance, de valeur [Cpa)tan Ej, en paralléle du circuit, cette admittance
s’écrit donc comme celle du circuit avec rotation, ¥; (A.194):
o
Y, =Y, +Cpa)tan5

L’application d’une rotation d’angle « a I’admittance motionnelle d’un circuit de parameétres
Cy, Ry, Ly et Gy permet donc d’obtenir un autre circuit équivalent, de paramétres C,;, Rz, L
et Gy, ayant en série une résistance R;. Les valeurs des parametres du nouveau circuit sont
alors données par :

K, =cos*(a/2),

Cp=C,/Ky, R =- 282,2 : R =K,

G, =C,wtan(a/2)+G,, L, =K,L,

(R,—R,),

Les fréquences série f; et f;;, pour I’ancien et le nouveau circuit, sont reliées par :

R (1_ sin? (0:/2)] C,

=f +—=2—sina = ,avec r=——
Ja=tt g s 2r C,

'ml

En appliquant la rotation a tout le circuit équivalent, y compris la partie statique, les deux
parametres C,; et G, s’expriment differemment :

Cp :(Cp cosa+i;’sinaj/Ka

1 . .
G, =G, cosa——C wsimno—C, wsinx
2 p p

259



ANNEXE 2 : DEVELOPPEMENTS ANALYTIQUES

7. Dérivation en @de la relation de 'impédance motionnelle obtenue par Martin

Dans cette partie, nous effectuons la dérivation par rapport & @ de ’'impédance motionnelle

obtenue par Martin dans la partie 1.5.2.2. Cette impédance est donnée par la relation (96):

J 1+ Acoty A _
Z = 1- , avecC © =2k h=2hw =
m (l)C() K226 74 /4 g m
—=>| 2tan| - [+ A
v
En définissant : I' = _I+Acoty
2tan (l//)_w\
2
L’impédance motionnelle s*¢écrit alors : Z, =L L_ZLZ
Golo @Ky

Sachant que : /@ = C**, la dérivée de Z,, est donnée par :

aazm S (l+ v r'], avec : r':ai It Acoty (A.196)
o  Golo K ® 2tan(lg]+A

Nous rappellons les relations suivantes :
dcotx 1 dtanx 1

B 5 .
dx sin? x dx cos’ x

La suite du développement consiste a évaluer I'" . De (A.196), nous déduisons :

B(Ztan(l//]+Aj
9(Acoty) 2tan(l’//j+A —(1+ Acoty) 2
' 0w 2 0w
I = 3
(2tan(wj+A]
2
oA v A 1//] 2 W  OA
9D oty -2 2tan| |+ A |-(1+Acoty)| - ¥, 00
. (awcol// a)sinzl//j[ an(2 + j (I+Aco v/){2cosz(l///2)a)+aa)
2
(2tan(l//j+A]
2

Iy+I'+15,

()]

T, :g—/a\)(coty/(2tan(%j+A]—(1+Acot y/)j

'

\l
Nous écrivons I sous la forme: I' =

5> avec
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r —AZ _2tan(y//2)+A_ coty
: @ sin® cos® (y/2)
v 1
=—= A.197
wc0s* (v2) A0
I'y seréduita : I :—A(Zcoty/tan(zj—lj
w 2
En posant ¢ = tan (%), I'y s’€crit ensuite sous la forme :
2 02 (v/2
A1, ) A A sin (y)2) (A.198)
o\ 2t 0w 0w cos” (y/2)
En utilisant la relation : sin(2a)=2cosasina, I'; s’écrit :
2t 2)+A
FI:K 2A — an(gzll/ ) —coty
o cos” (y/2)|  4sin”(y/2)
74 A 1 A
== - - —cot
' woeos? (w/2)| 2sin(w/2)cos(y/2) 4sin®(y/2) I/I}
v A
I == - —coty ————————
: @ cos® (y/2)| siny v 4sin2(l///2)}
(y/j 1+ 1-£2 1
en posant ¢ =tan| — |, nous avons : —————coty =— - =—=
2 siny 2t 2t t
, v A 1 A
dou: I'|=— - - A.199
: a)cosz(l///z)[ tan (y/2) 4sin2(l///2)J ( )
Le terme — 21 est en facteur des termes I', (A.197), I'; (A.198) et I'; (A.199) :
cos” (y/2)
A A’ (aAja) -
+ +| = |—sin 2)+1
Doa: oYL _tnly2) dsin’(y)2) ooy W2)
v cos” (y2)

(un(5)4]

De (A.196), le résultat recherché s’écrit donc :

iy ) s ) oy 1201
92, _J|_ 1, 1 [zj tan (y/2) ~4sin’(y/2) \00)y (A.200)
o Cy| o 4K:\w (sin(l///2)+COS(1///2)%)2
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ANNEXE 3 : CONSTANTES ET DEFINITIONS

1. Définitions de quelques nombres adimensionnels

Le théoreme de Vaschy-Buckingham précise qu’une relation entre n parametres, exprimés en
k unités fondamentales, peut se mettre sous la forme d’une relation entre (n—k) nombres

adimensionnels, formés a partir de produits entre les n paramétres initiaux. Ce théoréme est
trés général, mais s’applique surtout dans les problémes de transfert, et plus particulierement

en hydrodynamique.
A partir de la viscosité 77 et de la masse volumique o, la viscosité cinématique v est définie

par la relation: v=7/p. v est homogéne a un coefficient de diffusion et s’exprime en

2 1 . . . .
m’s~ .Nous rappelons les cinq nombres adimensionnels suivant :

Re |Reynolds |Forces d’inertie / forces de viscosité Vdv!
Sc | Schmidt Diffusion de quantité de mouvement / diffusion de matiére yD™!
Pr | Prandtl Diffusion de quantité de mouvement / diffusion de chaleur vpC pﬂ'l

Sh | Sherwood |Transport de matiére par convection / transport par diffusion | k. d D!

Nu |Nusselt Transport de chaleur par convection / transport par diffusion | /iy d A

Tableau A-1 : Définitions des nombres adimensionnels Re, Sc, Pr, Sh et Nu.
Les parametres intervenant dans les nombres adimensionnels sont définis comme suit :

V" est une vitesse caractéristique, par exemple maximale ou moyenne, de I’écoulement.
d est une distance caractéristique de la géométrie du systéme.

D est le coefficient de diffusion d’une espéce en solution.

k. est le coefficient de transfert de masse s’exprimant en ms.

hr est le coefficient de transfert thermique s’exprimant en Jm2s™ 'K
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