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I. - INTRODUCTION

Lorsqu'on utilise des séries chronologiques, on se pose souvent des
problémes de stabilité temporelle, c'est-3-dire qu'on désire tester i partir
des observations si une méme loi est bien adaptée pour représenter le méme
phénoméne 3 des époques différentes. Par exemple : une fonction de consom-—
mation macroéconomique est-elle restée la méme avant et aprés la guerre ?,
les investissement industriels en France ont-ils obé&i a la méme loi avant
et aprés la mise en place du marché commun ?, la fonction d'importation

d'un pays anciennement colonisé s'est-elle modifiée depuis 1'indépendance ?...

Dans tous les cas ci-dessus, le test de stabilité porte sur deux
périodes consécutives. Mais il pourrait tout aussi bien porter sur des
périodes entremélées. Par exemple : la relation de Philips (liant salaires
prix, chomage) est—elle la méme suivant les diverses phases de la conjonc-

ture : expansion et récession ?

Dans ces exemples, les groupes d'observations sont définis a priori :

consommations avant la guerre, consommations aprés la guerre, investisse-
ments avant le marché commun, investissements aprés le marché commun...
La stabilité temporelle est donc mesurée grdce au test de Chow (1960, [6] )
dans le cas de modéle linéaire.

Un probléme plus difficile & résoudre est celui qui suppose que la
série chronologique a &té générée par plusieurs régimes de régression dont
on se propose de rechercher les instants de discontinuités. Il s'agit alors

de définir les différents groupes d'observations et les régimes de régression

associés.

Pour reprendre 1l'exemple des investissements industriels, il ne s'agit
plus de vérifier si le marché commun a modifié le comportement des entreprises,
mais plutGt, sachant que ce comportement a &té modifié au cours du temps,

de détecter le ou les instants séparant les différents régimes (et si on



le désire les rattacher 3 une modification intervenue dans 1'économie du
pays) ainsi que ces régimes. Diverses méthodes se proposant de résoudre
ce probléme ont &té proposées. On peut les regrouper en deux approches

distinctes :

1) - QUANDT (1958, [18]) exprime la fonction de vraisemblance de 1'échantil-
lon comme une fonction du temps et la maximise par rapport aux moyennes BI’

. . 2 Py .
82 et variances U% » 0, des deux régimes ainsi que par rapport au temps.

-~ FAIRLEY et HINICH (1970, [10]) supposent que le point de rupture est

équiprobablement réparti sur 1l'ensemble de 1'échantillon et dérive un test

de vraisemblance.

- BROWN et DURBIN (1968, [5])proposent de définir des écarts récursifs

. s r=-=e+l, T (ol e est le nombre de variablesexplicatives et T le nombre

. .o iéme . -
d'observations) obtenus en utilisant lar rangée de y et x (du modéle
y = x B +u) et une estimation B basée sur les (r—-1) premidres rangées de
y et x. Ces écarts sont transformés en variables distribuées suivant une

. 2 _ . .
lci N (0, 07 I) et leurs sommes cumulées sont testées par rapport i zéro.

2) Une formulation plus complexe supposant que les régimes puissent se
rompre et reprendre 3 différents instants du temps devient rapidement

. . . p . P . T . .
impraticable puisqu'elle nécessite 1l'évaluation de 2 fois la fonction de

vraisemblance au lieu de T fois.

Deux nouvelles approches ont été explorées :

- FAIR et JAFFEE (1972, [9]),GOLDFELD et QUANDT (1972, [11])supposent
l'existence d'une variable supplémentaire z qui permet de classer les

individus (yr, Xr) suivant un critére du type :

(yr, Xr) est généré par le régime 1 si Zréi z

(yr, Xr) est généré par le régime 2 si z, > z, ol z  est connu.



- MAC GEE et CARLETON (1970, [14]) utilisent un algorithme de classi-
fication hiérarchique et se propose de rechercher les t(m), m= 1,M (M connu)
tels que dans le cas des moindres carrés ordinaires sur e variables ex-

plicatives, le modéle supposé approprié s'écrive :

_ (D (n (n
Vg = 50 + Bl Xppoeee ¥ Be X . * e
_ 2(2) (2) (2)
Ve = BO * B1 Big oo ¥ 8e ot * &
Vt(l% t<t(?)
_ oM ¢)) M)
Ve = By BT X e B *or T S
_ (M)
veM Db

avec € v > N (0, 02 9]

La méthode que nous proposons réalise la synthése des techniques de
régression et de classification automatique non hiérarchique. La classi-
fication non hiérarchique des observations, effectuée selon la méthode
des nuées dynamiques (E. DIDAY 1972,[7]) est réalisée simultanément

avec le calcul des hyperplans de régression. Nous obtenons ainsi une
typologie de 1'ensemble des individus et un ensemble d'hyperplans de
régression locaux associés i ces types, d'ou le nom de régression

typologique ou régression locale (E. DIDAY 1976, [8]).



-~

La méthode proposée construit & partir d'une partition P(O)
(estimée ou tirée au hasard) en K classes (K fixé a priori) des

(n)

observations une suite L de K hyperplans de régression, et une
1'inadéquation des hyperplans aux groupes formés (on montre le lien entre
ce critére et le test de Chow) en utilisant de fagon alternative une
fonction d'identification (constitution de P) et une fonction de repré-
sentation (constitution de L). Nous rdsolvons ainsi le probléme indiqué
en 2) par un algorithme moins sujet & caution que ceux supposant 1'exis-
tence d'une variable supplémentaire Z dont il faut fixer le seuil Zo’ et

moins colteux que celui de Mc Gee.

Nous geénéralisons ces modéles aux cas ol les résidus suivent sur chaque
groupe une distribution normale spécifique en variance (d'ol les liens
avec les problémes de mélange de lois). Nous introduisons les notions
d'inverse généralisée et de ridge régression, afin d'éviter une reconsti-
tution illusoire du phénoméne &tudié. Puis nous appliquons cette méthode
aux modeéles des moindres carrés généralisés, des moindres valeurs absolues,
de régression orthogonale (d'ol les liens avec 1'analyse factorielle

typologique 1975 [17]), a erreurs sur les variables, autorégressifs.

D'autre part dans le cadre de la régression typologique nous abordons

les problémes de reconnaissance des formes. En utilisant les méthodes de

régression sous contraintes linéaires locales et la classification non hiérar-—
chique nous donnons des algorithmes de mémorisation condensée de courbes,
(courbes de niveaux d'altitudes en cartographie automatique, par exemple).

Ces algorithmes permettent 3 la reconstitution d'@tre continue, i dérivées
continues ou spline. (Les raccords en pente et en courbure, dans le cas

de courbes d'altitudes, semblent nécessaires 3 une bonne représentation

du profil).

Enfin nous étendons les modéles de régression typologique (utilisables

dans le cas de variables quantitatives) aux situations dans lesquelles nous

désirons expliquer une variable ordinale, qualitative ou quantitative par

un groupe de variables héterogénes (mélange de variables ordinales, quali-
tatives, quantitatives). Nous donnons un algorithme qui de facon itgrative
fournit simultanément la partition des observations, les hyperplans locaux

de régression et les codages associés aux variables.



IT. - METHODE LOCALE DES MOINDRES CARRES ORDINAIRES

Dans ce paragraphe nous proposons une méthode permettant de détecter
K régimes locaux de régression et les K hyperplans associés de facon 3
minimiser un critére mesurant 1'inadéquation des sous &chantillons & leurs

représentations linéaires.

Nous rappelons tout d'abord les résultats classiques de la régression

et introduisons les inverses généralisées.

1. Rappels théoriques et inverses généralisées [15] [19]

Le modéle de régression linéaire multiple s'écrit habituellement :

¥n=1,N
= +
Tn b} S B b2 g T ? bm *am " En
avec E e =0
n
E e € = § r-r2 0< g < o
n ' an'

Y= Xb + ¢ Y vecteur (N,1)
Ee =20 avec X matrice (N,m)
Ve = UZ I b vecteur (m,1)

£ vecteur (N,1)

La méthode des moindres carrés ordinaires consiste i choisir pour
estimateur b de b le vecteur qui rend minimum dans 1'échantillon la somme
des carrés des écarts entre les valeurs observées ¥, et les valeurs ajustées

?n de la variable dépendante, ce qui s'écrit :



ou matriciellement :
Min (Y-Xb)'(Y-Xb) = Min S (b)
b b

Les conditions du premier ordre s'&crivent :

8 By =-2XY+2XXb=0

Sb

Les conditions du second ordre sont :

§% s

Sb b’

b) =2 X'X

et nous assurent que 1'on obtient un minimum

d'ot

X'X b = X'Y

Deux cas se présentent alors :

. X'X inversible, bien conditionnée

. X'X non inversible ou mal conditionnée

Dans le premier cas on obtient le résultat classique :

- 1

b = (X'X)  X'Y

Dans le second (cas de multicollindarité, variables non orthogonales...) nous

devons introduire la notion d'inverse généralisée.

Définition
Soit A une matrice (m,n) de rang p. On appelle inverse généralisée de A

une matrice notée A-, de format (n,m) telle que :

AAT A=A



Nous allons montrer qu'une telle matrice existe. Considérons la
matrice A A' : elle est carrée (m,m) ;‘ symétrique de rang p et définie
non négative. On peut donc la diagonaliser et comme elle admet p valeurs
propres positives et (m-p) valeurs propres nulles, il existe une matrice

P orthogonale telle que

A 0]
PAA" P' =
0 0 J
avec P ' =P et Ap = ‘.
(m,m) (p,p) n 'XP

Partitionnons alors P

P, de format (p,m)

las}
i

P2 PZ de format (m-p,m)

Par suite de l'orthogonalité de P on a

1
PP PP I o0 PPy 2
PP' = = 1 = = P'P =
A A
PP PP, 0 I PP, PP,
ce qui implique
f o T = Pt
P1 Pl =T P}PI
Par ailleurs on a :
AAT DU v o f A 0
P}AA P1 PIAA P2 lp
PAA'P' = =
Tt 3 ¥ opt
?ZAA P1 FzAA P2 0 0

d'oi
P AA'P‘ = A
1 1 P

\ t pt = p! 13 !P=I
= Pl P] AA PI PI Ap et puisque P} 1

P! =PI A
Al Pi 1P



PE?IA = A, s5i nous définissons la matrice G par G = A'P; AT P;
P

alors G est une inverse généralisée de A

En effet :
AGA = AA' P' A lp Aa=pr A ATV A
ip 1 Ipp 1
= p!
PI P A
= A

En conclusion G existe toujours. Montrons qu'elle n'est pas 1'unique

inverse généralisée de A.

Théoréme

Soit G une inverse généralisée particuliére de A.

Alors ¥B matrice (n,m) la matrice G + B — GABAG est aussi une inverse
généralisée de A,

.

démonstration

Sachant que AGA = A il suffit de vérifier que
A(G+B — GABAG) A = A
En effet en développant nous obtenons :

AGA + ABA - AGABAGA = A + ABA -~ ABA = A

= A , d'oll y a-t-il d'autres inverses

sme suivant répond non, puisque si

Pour tout autre inverse généralisée H de A il existe une matrice B

(n,m) telle que H=G+B-~GABAG

démonstration

Sachant que AHA=A, choisissons B=H-G et vErifions que H=G+B~GABAG

G+B—~GABAG

G+H~G-GAHAG+GAGAG

it




Donc il existe toujours une et en général une infinité d'inverses

généralisées de A. De plus si A est inversible, A = A—1 est unique.

Application aux systémes linéaires

Soit le systéme A b = g
(m,n) (n,1) (m, 1)

avec rang A = p< Min (w,n)

Définition
On dit que le systéme ci-dessus est compatible si pour A et g donnés,

il admet au moins une solutions en b

Théoréme

Ab = g compatible<=> AA g =g ¥ A

démonstration

- -~

=> §'{1l existe une solution bO / A bo = g alors pour toute inverse généralisée

A on a

AA—g=AA—AbO=Ab =g
&= Soit G une inverse généralisée particuliére de A telle que AGg = g.

Alors Gg est une solution du systéme et celui-ci est compatible.

Théoréme
Si le systéme A b = g est compatible il admet pour solution générale
b=A g+ (I-A A)h ¥ A

¥ h

n
vecteur de R

démonstration

11 s'agit de montrer que si AA g = g alors
1) ¥A eth b = A_g + (I-A A) h est tel que A b= g, ce qui est
immédiat puisque

Ab=2A g=g



2) ¥ bO tel que A bO = g, :3 A et h tels que b0 = A"g + (I - A A) h

~

I1 suffit pour cela de prendre h = bo et n'importe quelle matrice A .

Ainsi dans le cadre de la régression nous obtenons si

A =X'X, g = X'Y
(m,m) (m’ l)

b = (X'x)” X'Y + (I - (X'X) (X'X)) h

Pour évaluer (X'X)—1 nous pouvons utiliser la méthode due & GAUSS-

DOOLITTLE (L191).

Nous rappelons ci-dessous quelques résultats et tests statistiques
permettant de juger la validité de la régression.
== Dans le cas ol le modéle contient un terme constant (une des variables
explicatives constante et égale a4 1 sur tout 1'échantillon) on mesure

_ . - - p . . . _ . . 2
1'adéquation du modéle a 1'échantillon par le coefficient de détermination R

Ay oA

RZ - ] - variance residuelle _ ;- £ E
variance totale (y-ve) ' (y-ye)
1 3 1 N
oi E=F -y ,e =1, vecteur (N,1), y = — I Y,
. N n=1]
i
Remarqgue

Dans le cas d'un modéle sans constante (cas rectrictif puisqu'il impose
i 1'hyperplan de régression de passer par l'origine) on mesure cette adequation

par

y
>

-

|

g

G
«
%

»
»

(estimateur sans biais)
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. La matrice de covariances de b est donnée par

V) = o (xx”!

e

Donc V (b) = 82 (X'X)_1

. -1 . . .
s1 (X'X) existe. Nous donnerons au §3, les matrices de covariances

lorsque (X'X)"1 n'existe pas ou lorsque (X'X) est mal conditionnée.

Les résultats rappelés ci-dessus seront utilisés sur chacun des
sous ensembles d'observations donc aprés que le découpage en K classes

ait été effectud.

2. L'algorithme

L'algorithme de régression typologique a &té proposé par
E. DIDAY (1976, [8]). Nous le reprenons ici dans un cadre plus général en
introduisant 1'inverse généralisée et la ridge-régression. Il est basé sur

la construction de trois fonctions f,g et w.

La fonction f fournit la partition, la fonction g, les hyperplans, et
W mesure la validité des résultats. Une itération de l1'algorithme consiste

en l'application des trois fonctions f, g et w successivement.
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2.1. - Les_notations_employées

. Les données se présentent sous la forme de N lignes et (m+1)
_ 1 m .éme _. _ 1
colonnes notées (X ... X, y) ou le i élément est z, = (Xi ey

X7, y) ¥i=1,N
1 i
(Xl... Xm) sont les m variables explicatives

. y est la variable 3 expliquer

Définitions

On appellera espace des noyauleK ={ (Ll...LK)} 1'ensemble des vecteurs

(L LK) ol

R

b
J
L. = : = Bj = vecteur des coefficients de régression

On a ainsilLK = RmK

On appelera espace des partitions EK.= {(P]...PK)} 1'ensemble des

des partitions en K classes au plus des observations

: n. = Card (P.) ¥. = 1,K
; (3) ; )
zi = iéme élément de Pj’ vecteur 4 (m+l) composantes
On a alors
J 1] m] ]
; 23 ; £ T ; 7
z- = , X0 o= . s ¥y = )
i 1] mj N
Z xn Xn. L v
] J ~] J

z3 matrice (nj,m+l)
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2.2. - Le critére
L'algorithme consiste en la recherche simultande d'une partition en K
classes de 1'ensemble des observations et des K hyperplans de régression

associés de fagon i minimiser le critére

+
Wil xP——R
K . 2
W(Lp) = = ||y -xIB, ||°n
j=1 J R J
K .,
= I I (3 -x3sB)
i=1 i=] ol
K .,
h m .
=3 T @ - 3 x8 pe2
3=1 i=1 e=1 t

On minimise la somme des carrés des résidus associés i la partition

en K classes des N observations. Il s'agit de trouver le couple (L* , P¥)

tel que
* *
W(L , P ) = Min W (L,P)
EK X EK
2.3. - Les _fonctions f et g

La fonction d'identification f est une application delLK danslPK

13

f : EK X

f:L~——=P = (P, ...P)
Définttion

. m + . e
Soit d : E x R — R une fonction de proximité entre un individu et

& - -
un noyau definie par

_ N 2
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oid X = (x]... Xm)
z = (X,y)
E = ensemble des observations

On définit alors Pi (¥i = 1,K) par :
P, = {z] d(z,B,) < d (z, Bj) ¥ j# i}

., c'est

Dans le cas oi 3 ; / d (Z’Bi) =d (Z, Bj) on affecte Z 3 Pi/\J

d-dire a la classe de plus petit indice.

La fonction de représentation g est une application delPK danleK

g EK — EK
g : P - L= (L1 oo LK) = (B]...BK)
ol B. minimise R (B,j,P) = I d(zZ,B) et
J zep

R (B,,,P) = Inf {R(B,j,P) / B € R}

d'oli par les équations normales et en introduisant 1'inverse généralisée

B, - 3; () (I dyT @yl

v - @nTadyradn.n

N m
ol h est un vecteur quelconque de R .

Afin d'éviter que la reconstitution de la variable yJ ne se fasse
3 1'aide de termes de valeurs élevées (qui se retranchant donnent une
reconstitution illusocire de yJ )nous choisirons pour B le BJ (h) de

norme minimale (cf. § 3 et annexe 2).
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2.4, - Les suites u et v
n-- 'n

La suite v, est définie par :

MO (L(O), p(©)y 5 p (@) (

o) . .
ou L( )) est tirée au hasard ou estimée

(n)

+
. v(n b est déduit de v par

L(n+1) _ g(P(n)) ot p(+1) f(L(n+l))
La suite u_ est définie par u =W (v )
——n n n

2.5. - La convergence de l'algorithme

Théoréme : La suite u_ converge en décroissant

démonstration

Montrons [!] W (L<n), P(n)) > W (L(n+1), P(n))

(nt+1) P(n) (n+1) P(n+1))

21 w (L ) 2 W (L

[1] et [2] => u_ non croissante.

Pour [1]
n.
@ L@, _ N P BRI, B ¢V -
v n.
(n+1) (n) - I j o, (a+1).2
1, o —
W (L s P ) Jél 1;:1 (yi X:'L Bj )
or Bj(n+1) est ¥j = 1,K 1'8lément qui minimise
N ) N -
R (B,j, [ ) = L d (z,B) avec z = (X,y)
(n)
z€ Pj

donc on a [1]



Pour [2]
X n!’
J .
onaw D prDy o n st T gl g (FD)y2
o i i 3 '
1=1 1=1
ot |P. (n+1)] = n'
J J
Dans W (L(n+l), P(nb et W (L(n+l), P (n+]))on ne retrouve chaque

élément qu'une fois et une seule.

Soit i (X,y) l'indice de la classe a laquelle appartient (X,y) dans P(n).

. . ~ . . +
Soit i' (X,y) ce méme indice dans P(n 1).

On a alors

W (L(n+]), P(n)) = I d (z, Bié;+;§) ou z = (X,y)
Z€E i
(n+1)

wo ™D Dy s gz, B )

7€E i (X,y)
Par construction de P(n+1) on a

(n+1) (n+1)

d (z, Bi(X,y)) > d (z, Bi'(X,y) ) ¥z €E

donc en sommant on a [2]

De [1] et [2] on a u_ non croissante. Or u_ est minorée par 0, donc u est

convergente.

La convergence s'effectue en un nombre fini d'étapes puisque PK_ESt fini

(n)

et que les éléments de la suite L appartiennent a g (PK) C L, avec g (@K)

K
fini.

P . n n P ..
Théoréme : La sulte (L( ), P( )) converge vers un élément non biaiseée

c'est-a-dire que (L(n), P(n)) <+ (L,P) = (gof (L), £ (L))

démonstration

On sait que u_  converge et atteint sa limite doncIN/¥n > N

v @ p®y 0,
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Mais on a w (L(PFD | p(Dy oy 0FD) Py ¢ w @™, pm,

d'od W (L(n+1)’ P(n+1)) - (Ln+1), P(n))= W (L(n)’ P(n))

La derniére égalité s'écrit

. n
K ] . . 2 K .
£ (wio-xd B INZ o 5 o i Ld g (2
. . i i 73 . . i i 73
=1 1i=1 =1 1i=1
Par construction des Bj(n+1) on a
nj nj
ol -xd B, (D2 ot (I L g2 gl 1,K
i=1 1 1 ] ;=1 1 1 J
L'égalité n'est pcssible que si
nj ﬁj
PRNCS IS I TR LI ares Se 10D IR AT I
. 1 i 7] . i i ]
1=1 1=1
= 5, D 5 W gy gk D )
J J
Comme P(n+l) = f (L(n+1)) = f (L(n)) => P(n) = P(n+l)

done I w/¥n>n @®, p(y @@ p M,y

La suite (L(n), P(n)) est une suite convergente. Soit (L,P) la limite. On a
@,p) = @D pthy o oy

De plus P(n) = f (L(n)) => P = f (L)
et LD g 0™y 1 2 g (B) = gof (1)

=> (L,P) = (gof (L), £ (L)) => (L,P) non biaisé
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3. - Protection de la régression

Lors du déroulement itératif de 1'algorithme trois situations peuvent

se présenter

- la matrice X'X d'une classe est non inversible car le nombre

d'individus est inférieur au nombre de variables explicatives.

- la matrice X'X est mal conditionnée ce qui peut se produire lorsque
le nombre d'individus devient relativement faible par rapport au nombre de
variables explicatives. L'estimation est alors de mauvaise qualité au sens

ol les variances des paramétres sont élevées.

- la matrice (X'X) est bien conditionnée (inversible) et on peut

évaluer la solution classique des moindres carrés.

Pour résoudre les deux premiers cas nous utiliserons les techniques de
Ridge Regression et d'inverse généralisée. Nous supposerons dans la suite
du § que les variables explicatives sont centrées et réduites ainsi que la

variable 3 expliquer .

La Ridge Régression [5 bis], [12 terl, [12 (4)1.

Dans le cas de variables explicatives non orthogonales, la matrice

de corrélations est "éloignée" de la matrice identité.

L'estimateur des moindres carrés tend 4 eétre de norme élevée et ses
coefficients peuvent avoir un mauvais signe.

En effet soit le modéle :

Xb + € E€=O,V€=(521
1

Y

On a b X'x) ' X'Y

-~

Calculons la distance de b 3 b

E (b-b)'(b-b) = E (trace (b=b)'(b=b))
puisque (g—b)'(g—b) € R

orb = (x'x) "} 1

X'(Xb + €)
1

X'Y ) = b=(X'X)

Y =Xb+ ¢ = b=5b+ (X'X)  X'e



d'od
(b-b)' (b-b) = (X0 X&) (x0T x' )
= trace ((X'X)_1 X'e)'((X'X)—] X'e)
= trace (X'X) "} X'e)(e'x (X' 1)
donc |
E (b-b)' (b-b) = trace ((X'X) 'X") o (x(x'0)" 1)

1

02 trace (X'X)—

Soient (Ki)i= les m valeurs propres de X'X, donc (1/ %}.

1,m i=1,m

1

celles de (X'X) '. On a alors

m

E (b-b)'(b-b) = 0% L. ——
1=1
M.
i
donc si XMax = A1>X2 ...>Am = xmin >0
~ 2 1
E (b-b)"(b-b) > 0" ——
Xm

Si la matrice des corrélations est éloignée de la matrice identité alors
Xm est voisin de zéro, donc la distance de ba b est grande, ce qui implique
une mauvaise estimation.

Par contre si elle est proche de la matrice identité alors cette distance
est voisgsine de m O .
De plus

- v - S A%iz

E (b-b)'(b-b) = E (b'b) - ||b]]

d'ot

E([o]1% =& ([b-b]|D + |p]|?

On peut donc avoir avantage dans ce cas & renoncer a trouver la solution
de norme minimale des moindres carrés, au profit d'une solution assurant

|15]|2 plus faible.
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Pour résoudre ce probléme nous allons introduire la ridge régression[12ter].

. Ve . . A .
Dans la ridge régression on impose au vecteur b d'avoir une norme

-~

pas trop grande de fagon 3 éviter une fausse reconstitution de la variable

a expliquer.

On cherche b / || ¥ - X b 112 =sin || Y- xb ||
to/ ||b]]? = o)
ol 0 est fixé a priori.
Par la méthode de Lagrange ce probléme est équivalent 3 minimiser
L, = ||y -xb |[? ]2

+ 2 (|| b - )

ol A est un multiplicateur de Lagrange.
Par dérivation nous obtenons

- 2X' Y+ 2XXb+2Ab=20

d'od (X'X + X I) b =X'Y

1

et ; = [(X'X) + A I] @ X'Y = g(l)

IE

ol A est choisi tel que || b = 0

Proposition

¥ A > o {X'X+AI) est une matrice inversible de sorte que g(%) est

unique.

(X'"X+XI) est mieux conditionnée que (X'X) au sens ol ses valeurs

propre sont plus élevées de A,

Démonstration

En effet soit A = X'X. On a A = SDS' oi S est la matrice des vecteurs

propres orthonormés de A et D la matrice diagonale des valeurs propres de A.
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On en déduit

A+XI = SDS' + AL
= SDS' + ASS' puisque SS' =1
= S (D+AI) S'

d'oli (D+AI) matrice diagonale des valeurs propres de (X'X+)\1).

Ainsi (X'X+AI) a mémes vecteurs propres que X'X.
Si X'X, non négative, a pour valeurs propres Xi > 0 alors X'X+AI a pour

valeurs propres K+Xi > 0 donc (X'X+AI) réguliere ¥A > O.
Proposition

La matrice de covariance des paramétres s'écrit

2 1 1

V() = 0% (X'X#AD) T (X'X) (X'XHAI) T

démonstration

Soit b 1'estimateur de la ridge régression et 8 celul des moindres

carrées.
On a
X'Y = (X'X) B
et b =(X'x+AD) ' X'Y
d'ol b =(X'XAD) " lx'x) 8

1 i

et Vb =(X'X#AI) = (X'X) vé (X'X) (X'X+AI)

]

or VB =ag° (X'X)
" ]

= 0% (X'X+AI) T (X'X) (x'><+‘u)_1

Détermination de la valeur de A

Suivant [12(4)1, pour déterminer la valeur de A on peut utiliser un
processus itératif qui pour différentes valeurs de A (A=0; 0,13 0,2....)
évalue b. On s'arréte dés que les valeurs des coefficients se sont stabili-
sées, c'est—a-dire lorsque pour chaque composante l'accroissement relatif

des coefficients correspondant & une variation de X, devient inférieur a
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un seuil fixé. Cette procédure est utile lorsqr'on ne connait pas a priori
< < . c e - . - 2

la valeur a donner 3 a. Elle est justifiée par le fait que l|b(k)[| est

une fonction décroissante de A au voisinage de O et pour A > O, et que le

minimum est atteint pour une valeur positive de A (cf.12 [47)

D'aprés MARQUARDT [16], les inverses généralisées sont particuliére-
ment intéressantes dans le cas ol une ou plusieurs valeurs propres de la
matrice de corrélations sont nulles ; la ridge régression étant plus adaptée

au cas de valeurs propres voisines de zéro.

. Nous allons introduire une nouvelle méthode de calcul de 1'inverse
généralisée, en utilisant le calcul des valeurs propres. Soit A = X'X.

Soient D la matrice diagonale des valeurs propres ordonnées Ay > Az... > Xm 3

S la matrice des vecteurs propres orthonormés associés. On a S'AS = D od S'S=I

1 1

d'oi A =S D  S' si A inversible.

Supposons A de rang r, de telle sorte que les (m-r) derniers éléments de

D soient égaux a zéro (ou voisins).

On a ainsi S = (S_, Sm—r) ol Sr est (m,r)

r

S es m,m—r
o-r St (m,m-1)

D 0
r
D = ol Dr est (r,r)
0 D Dm—r est (m-r, m-r)
m-r
Si D - = 0 alors par définition D =0

1 - -1 o __I‘ 1 '

d'otu A, =S D S ouA = L — §, S.

r r r . i1

i=1 Ai

ol Si est le vecteur propre de A associé a Ki.
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Pour choisir r on peut utiliser le critére suivant :

A A
m . m N -
on teste — . S1 >w ouw=10 par exemple on admet r = m
Trace D Trace D
A+ A
. m m—1 -
sinon on teste ————————— par rapport 3
Trace D
A+ A
. m m— 1| . o
51 ————————— > @ => r= m1. Sinon on itére.
Trace D
€ m-k
r A,
. i
' . 1=m . -
A l'ordre k si est supérieur 3 W alors r = m-k
trace D

sinon on passe 4 1'ordre (k+1).

Interprétation géométrique de la détermination de 1'inverse généralisée de

Marquardt

Soit A matrice carrée (m,m) de rang r dont on veut une inverse généralisée.
Soit f 1'endomorphisme de R" associé i A. On considére Im (A) = £ R™). La

restriction de f 3 Im (A) rapporté d la base orthonormée engendrée par les r

-1

premiers vecteurs propres de A est représentée par la matrice D,.. D, repre-

sente dans Im (A) 1'application inverse £71 qui restreinte & Im (A) est une

r r
dans Im (A) rapportée & la base initiale de R™.

. . - - _ -~ . . -1
surjection. A_ = 8 Drl S; représente alors la méme application £ = de Im (A)

Si on veut appliquer A; i R" tout entier on constate que pulsque S; z =0
¥z€ f; (A) A; représente la composition f—lo(projection orthogonale sur
Im (A)) et Im (A;) = Im (A). On reconnait donc en A; 1'inverse généralisée

telle que A A; A=A, d'oli le résultat suivant :

Proposition

Quand X n'est pas de plein rang la méthode de Marquardt donne la solution
des moindres carrés, orthogonale a V3, variété affine lieu des solution b
quand Y est fixé c'es-a-dire la solution unique de norme minimale qui est

recherchée par la ridge régression en faisant varier A.
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Démonstration

En effet Vg est 1'image inverse par g, application linéaire de R™

associée a X, de la projection orthogonale de Y sur Im (X), sous espace

. . . n
vectoriel de dimension r de R .

Vg est paralléle &4 Ker (X) = Ker (X'X) car Ker (X'X) > Ker X et a

méme dimension m-r puisque Rang (X'X) = Rang X=r

-~ - -~ } 1 -
Or b = (X'X)r X'Y € Vg et b € Im (X'X) = Ktr (X'Xx) = Vg donc b€ VB n V%

Méthode paratique du choix de r

Elle revient & faire une analyse en composantes principales sur les
lignes de X, c'est—d-dire sur le nuage des n valeurs de la variable expli-
cative vectorielle % € R" et a ne conserver que les r premiers facteurs
(ou composantes principales) comme variables explicatives, le critére de
rejet des (m—r) derniers &tant basé sur le taux d'inertie expliqué par
1'ensemble des facteurs rejetés. Cette méthode s'apparente donc A la régres—

sion orthogonale.

Proposition
e e e G

La matrice de covariance associé a la solution de Marquardt est

o2 =1 o'y g -1 !
V) =0" (S D S) (X'K) (S_D_S)

Démonstration

Nous avons

b=5 b !s'xy
r T i

-~

et si R est la solution des moindres carrés

b = (sr D_ S;) (X'X) B

et - - o1
s') (X' (V) (X'X) (5, Dr_ 51)

&
]
~~
w
W)

or

<3
w

i
Q

N
N
»
>
p—
|

[P A_ -1 oo ' v
d'oi Vb =0 (sr Dr sr ) (X'X) (sr Dr Sr ) .
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Remarque sur la convergence de l'algorithme

. La convergence de 1l'algorithme n'est généralement pas modifiée.
Elle ne semble devoir 1'étre que lorsqu'on modifie la matrice (X'X)j
d'une classe j c'est-a-dire lors de 1'utilisation de 1l'inverse généralisée
au sens de Marquardt, si le rang r de (X'X)j est mal évalué et si de plus
les décroissances des variances résiduelles des autres classes ne compensent

pas l'éventuelle croissance dans cette classe j.

< Le choix d'une inverse généralisée particuliére ou d'un estimateur
de la ridge régression pour une ou plusieurs classes lors d'une itération
influe par 1'intermédiaire de la fonction d'identification sur la construction
de la partition suivante. Ainsi, bien que ne modifiant pas la valeur du cri-
tére lors de cette itération, cette procédure conduit a un certain minimum
local 3 la convergence. Il se peut que le choix d'une autre inverse permette

d'obtenir un meilleur minimum local.
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3.2. - Schéma général de 1l'algorithme

Tirage de L(n)

4

(n) Calcul de P(n)
Calcul de L

. par la fonction
par la fonctlo? d'identification
de représentation

: L
Evaluation du critére

W (L(n), P(n))

W \“
n = nﬂl( est de décroissance>

W stable

Calcul de L(n) (Ridge Régression)

Calcul de la matrice X'X des corrélations des

variables explicatives centrées réduites

l

Application de la ridge régression

0
A=X+ 0,1 Inversion de [(X'X) + AI]
sle
caleul de b = ((X'X) + AD)" ! x'y
coefficients

A

test sur les coefficients de b

non stables

- coefficients stables

FIN
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3,3. - Programme informatique REGIYPO

L'algorithme précedemment décrit est programmé en Fortran.

L'organigramme est semblable & 3.2. Il comporte 3 modes de calcul des

estimateurs

. MODE
. MODE

0 1inversion classique

1 ridge regression
(applicable aux modéles sans constante)

. MODE = 2 inversion généralisée
I1 nécessite en entrée

N : nombre d'observations
K : nombre de classes
m : nombre de variables explicatives

ITER : nombre maximum d'itérations de 1'algorithme

(0) (0)

(L, .o LK(O)) : noyaux initiaux (ou P1 .o PK(O))

Y,X : données exogénes et endogénes
En sortie nous obtenons

LB o= (B P, L= (L L)s W

. 2 . .
ies estimateurs Oj j = 1,K des variances

. les matrices de variances des paramétres

~ 2 -1 -1
V (b.) = 0. (S_. D_. s'. X! X, S . D_. s'.
( J) ] ¢ ry 1 rJ) ( ] J) ( r3 rj rJ)

si b. est calculé par 1l'algorithme de Marquardt

et

~ 2 -1 -1
V (b.) = o, (X! X.+)\.1I X! X. X' X.+h. I
( J) ] ( J 1 3 ) ( J J) ( N N | )

si bj est évalué par ridge régression

. les Rj j=1,K, carrés des coefficients de corrélation et un graphique
des variables Y et Y.

Ces derniers résultats sont donnés i titre indicatif puisque la partition
changerait avec 1l'échantillon.
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L'effet de cylindre remarqué en analyse factorielle typologique
({17]) peut également s'introduire en régression typologique lorsque le
tirage aléatoire de la partition initiale (ou des noyaux initiaux) est

"malheureux", comme le montre 1'exemple suivant :

\'4

Dans ce cas (m = 2, K= 2) le tirage aléatoire de P = (P1 P2) ne
permettra pas de reconnaitre la structure en deux classes hom3génes de la

population:

I1 s'agit donc de modifier 1'algorithme au niveau de ses premiéres
itérations afin d'éliminer cet effet de cylindre.

4.1. - Ellipsoide d'un_vecteur_ aléatoire([151}

jm

. ] 3o il . ,
L= (Y, X0 ... XS = 1,K
Soient Zl (Yl, Xi Xl } Y] 1
¥i = 1,n,
J

les vecteurs a (m+1) dimensions définissant les individus.



29

Sur Pj nous avons ainsi nj réalisations d'un vecteur ZJ 3 (m+1) dimensions

Soient Z7 moyenne de Zi

Vj matrice des covariances des Zi de format (m+1, m+1) de rang r

Définttion
Si r = m+! on appelle ellipsoide du vecteur & (m+1) dimensions 1'ensemble

des vecteurs W 4 (mt+1) dimensions tels que

W' Vj W< C? avec Cj constante positive

Si Cj = 1 alors on obtient 1'ellipsoide indicateur.

Si r < m+l alors il existe des vecteurs u non nuls tels que

Vj u=0 d'oi u' Vj u = 0 donc par définition de Vj

. .o 2
E[u' (zJ—EJ)] =0

==> qy' (zJ -7Z)) =0

donc le vecteur (ZJ - Ej) appartient au sous espace vectoriel orthogonal 3
tous les wvecteurs u vérifiant Vj u = 0.
=]

On appelle support de 73 - 73 cet espace de dimension r

Soit Rj la matrice (m+l, m-r+1) de rang (m-r+1), de vecteurs colonnes

normés 4 1 telle que Vj Rj = 0, définissant ce support. Ainsi Rj Zj =0

Définition
Si r <m+]1 alors l'ellipsoide est 1l'ensemble des vecteurs W tels que
' |—1 2
W' (V. + R. R!) W < C.
] J 1 - 3
vérifiant Rj W=20
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4.2. - Les modifications_apportées 3 l'algorithme

Définition

On appelle partie indicatrice de Pj 1l'ensemble des éléments de Pj
intérieurs a 1'ellipsoide.
Soit Qj cet ensemble défini par

-1

Z6 P. (Z& Q. <=> (Z - Z.)' V. Z=-2.) < 1) si r=m+l
h] QJ h| h] ( J)" )

1

Z€P, (Z€Q.<=>(Z=-Z.)"(V. +R.R") ' (2-Z.) < 1) si r<mtl
J( QJ ( J)(J JJ)(J)_)

Ainsi Q. ¢ P, ¥, = |,K
3 ] 3

(Ql ce QK) n'est pas une partition de E

Pour les premiéres itérations l'algorithme aura la démarche suivante

1
Partition P ___E_, Parties indicatrices __fi__, Noyaux des parties
Q indicatrices
lf
Partition P
avec
Q. K
< h P —— (Y(E))
Pj — s Q. =1{z € Pj intérieur 3 son ellipsoide indicatrice}

K s - K
gt (RE) S C, extension de g 3 (S(E))

. Fo ILK____,WK définie comme précédemment
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La convergence de 1'algorithme n'est plus assurée lorsqu'on applique
cette procédure (ceci est di & la fonction h).
Toutefois n'étant appliquée que pendant quelques itérations la

convergence est de nouveau acquise par la suite.

4.3. - Taille des ellipsoides

-~

Si on suppose que le vecteur 73 3 (m+1) composantes suit une loi
de probabilité normale de moyenne 23 et de matrice de covariances Vj non

singuliére alors

I N 2
(z' - 79) Vi, @ -TH X

En effet si Vj inversible, il existe une matrice D telle que

V} = DD'. Alors a = D : (ZJ - Ej) suit une loi normale de matrice de

covariances

o v, o hr =1

. 2 e .
La somme des carrés de ses composantes suit Lﬂlz:m*l et s écrit

(2 -7y o o @ -7

o' o

g -7

(z3 - 73y v

On peut ainsi calculer en fonction de (m+1) et du pourcentage T de

- -~ 2
la population désirée 3 1'intérieur de 1'ellipsoide la valeur de AT 1

2
telle que P (xz >Im+ y=1-1T

I

et ainsi fixer Cj
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4.4, - Exemple d'application m =2, K =2

Soit le nuage suivant :

e e et bt bt i s NO
O —~= N WhHuUuoh~ 00O

Q= N W~ ULy~ 0 \Ww

—
7

1234567891011 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 X

p(0) (0

: 5 classes initiales

Les hyperplans associés sont :

H 1 y ==0,057 x + 16,5

H 2 y =<0,05 x + 13,4
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Calculons les ellipsoides indicateurs et les parties indicatrices.

P 1 V(x) = 32,06 P 2 V(x) = 59,16
Cov(xy)= =-1,8375 Cov(xy)= —=2,84
V(y) = 0,822 v (y)= 0,96
d'od
0,0537 0,08 0,02 0,058
-1 _ -1 _
Vl = Vz -
0,08 1,395 0,058 1,214
On teste alors si pour j =1 ou 2
— - -1 x—g
(x-x s Y'Y) Vj y - 7’) i !
d'od

Q = {5,637 q, =112, 13}

qui donneront les hyperplans H; et Hé passant par les points (5,6) et

(12, 13) respectivement.

Autour de ces points s'agrégeront les classes

av]
il

{1,2,3..., 10}

={11,12, ..., 20}

g
|

- 0 Id o -
ainsi reconnues pour lesquelles on evaluera les hyperplans associés.
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. fluelle cuve soit la méthode de classification utilisée le
probleme du choix du nombre de classes se pose.fn pratique on calcule
un (ou plusieurs) indice permettant d'évaluer ce nombre de classes.

Nous en présenterons deux.le premier est:

variance résidielle inter-classes
C(k) R

variance résiduelle totale
oli K est le nombre de classes.

I Yinertie résiduelle totale s'éorit:
¥
ooi
z % {(y =Y
i=T ie .
. Ji i , .
o Yi est la valeur c2lculée de Yi par 'ne rénression alohale.
. soil i . . .
Spit Y ; 1a valeur calculée de Y, par la méthode de rénression tvpolnainue
]

en K classes. "ontrons rue 1'on a:

K K K.
3 PR GRS SIS B A e L
=i ieP, i=1 ieP, 1 j=L dep. ]
clest A& dire :
variance residuelle totsle=varisnce résiduelle intra-classes
+vAariance résiduelle inter-classes
Nous asvons */j,‘/i
R Y GV R L R RV I
J J J
d'al sous forme vectorielle:
Bl - Cad ? *!' s 2 N QL hl‘_ -~
“Y-—Y"a =“Y-—YL" +"Y—Y” Y =Y Y-S

i1 s'agit de montrer aue ce dernier terme est nul.0r pour tout i nous avons:

A
__<
I
<)
)
v
i

-

i

car Y. se proiette en Y. sur la variété lindzire ennendrée par les
1

1
j

variahles explicatives dens chanue classe P..

Y

s v ! s
Il reste alors & montrer < Y - Y - Yy =1
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De plus c¢(K) est non décroissant lorsque K augmente en raison de

1'algorithme de minimisation de la somme des carrés intra-classes.

Joir Sualier U oan fraece 1A ecanvbe o0 AlA™ mar pyemales
&
0y
x x x
¥
¥
L4
& & . & B
r e - RS >
noanstoesnt eptie eaorhe an peot cancTores Y oome valeer antaimeTe o de U el

reTait o nmor matre yemnlp
.
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.7 le prohlame

tous désirons résnudre le orohleme suivant: soit X 1 nouvel
e e . 1 m
individu Yoz ( XeveeieadX )
0On suppose cue A appartient 3 1t'un des nraopes mais on ignore leaurnl,

n cherche alors 3 définir une réole de déecision permettant d'affecter cet

. .. . . N L% . .
individy supnlémentaire 3 ltune drs rlasses ¥ S rornajissant aniquement

1 K

N

Y et % pn déduive ure valeur de 17 variable 3 explicuer Y nonr cet irdivido,

£,7 'a véfrreseion par hoiles

{3 méthode de rénression par boules (”F“7FFET,TD7A;FA7““,7“7?) trajte

Aane la cAs PmnirTicne le nrnhlome e 1a rérressinn fAarctinmnelle,

P . 1 m . .
Ay n rhaliastinns (Y. X el ). 1 on asenrir le noa~e drg r nnints
i’oa ioTa=l,m

m . .
Ap |7 (i nAint A+ant rendr” nar ses ™ ranrdanrépe anr Trpe yariakles exnii-
rativpe ).t mhame paint epet affertd nne ualeur Y.. (Fons sonnnserons on!il o

H . 5 N
= pme Arebshi 1344 Pl le nnor aoe Apiy nAinte sniernt ranfandiae ),
Panr nrédive Te voriaksle Y At mevpl Anddvich rendré narm VLY ]
A e phprrbhare Tepe & nndiats (e Fivd) A miare des imAdividie 1epe nlie nrprbes
™ .

A Y LY V.1a mave-ne des walevre de 1s usrinble % aynlirimr AdAe ces o

AAinte nace dance 1a yalenr de

4.3 ITa reale dlaffectation d'un nouvel individe

Ttalnorithme,
Saik Y o= N . Y V lps m enardannées dlon ravel Tndividog

“pit = {se& N/ s *$s>s .} As pt o Fivée,
May My Moy 'y ™

Soit ¥s € S, Vj e {1,...,K} P (s) le nombre des points du nuage

{} *
kﬁ?ﬁ\les plus proches de (X1 ces Xm)lavpartenant E} Pj
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“nit Ve s JS ={j4{1.....V; : ej(a¥ = ‘”i?;' ’ Q’tfs)g
“Aqt Vd'é;l.....,,(g 73 =

1 =1 jéJs

s g =inon

Soit .]*zjj"'/?j*:ﬁay 73,3

J=1,K
Si 'J*‘ =1 alars nous affertons ¥ 3 ’PJ?.‘- Sipon nous modifians les
]

bornes de variations de s.4insi naie ohterane 1a valeur prévge de V

Y = 2 b%“ Xj

1

.;

6.4 lin erermnle

Mous sOPNOSETONS K=P,m=2,5 . =1 ,5, =75
! Min oy

X = (:5'721}

J4~(H
J2:(1,7)

<
+
{
NN

.= (2
3
Alad e n ¥
3 <
X
W
/‘ N7 T‘v
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IIT. - METHODE LOCALE DES MOINDRES CARRES GENERALISES

Ce modéle constitue une généralisation du modéle précedent au sens

ol les hypothéses probabilistes sur les aléas englobent celles déji &noncées.
Nous avons le modéle suivant

= -+ =
Ya b1 xnl b2 Xap oo 7T bm X am * €n Vn I,N

[1] Ee =0

Cov (en, ena =0 "

d'ol matriciellement

avec E € = 0

Y = X b + € )
N,1) (N,m) (m,1) (N,1) Ve=0 Q (Trace = N)
2
a Q= e ). . =
ol 2 (w”)l’J = 1LY avec O . o W oo

2
(Ainsi ¢ et §L anrt définie de faron nimne)

. 2 .
La matrice {{ et 07 sont inconnus.

1. - Les estimateurs des moindres carrés généralisés

-~

On obtient b en minimisant S = (Y = X b)' (Y - X b) Aver:
2
Ve= 0" Q

On transforme le modé&le [1] en

HY = HX b + H ¢
EHe = 0
2
VHe = ¢ 1

(sphéricisation du modéle)

‘ —
avec HH = Q ], HOH' =1
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On peut ainsi appliquer les moindres carrés ordinaires d'ol en
résolvant par les équations normales :

1

-~

b

(X'H'H X)  X'H' H Y (en supposant X de rang m)

-~

soit b -1

-1 -1

X'"Q oY

i

X' Q X)

. . . ~-1/2
Une matrice H particuliére est / .

On voit ainsi qu'il suffit de prémultiplier les observations par
q p P

-1/2 . . . ~ ..
Q pour pouvoir appliquer les moindres carrés ordinaires.

2. - La méthode des moindres carrés généralisés locale

Pour appliquer la méthode des moindres carrés généralisés locale

il faut connaltre la matrice 2 des covariances des perturbations.

On calcule alors Q-I/Z et on applique les moindres carrés locaux

sur le modéle transformé.

Lorsque . est inconnue, plusieurs méthodes sont proposées : (cf. [16 bis]):

~ estimation & partir des résidus de la méthode des moindres carrés
ordinaires,
- estimation par le maximum de vraisemblance,

- estimateurs a4 distance minimale.
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3. - Cas particulier : modéle avec hétéroscédasticité des perturbations

Le modéle s'écrit matriciellement :

Y =Xb + ¢ O'% 0
[3] Ee=0 ot & = .
2 .2
Ve =0 Q :
0 Oy
avec ¥i = |,N 0. connus
-1/2

On obtient aisément )

l/cr1 0

07112, .

0 1/0N

Re marques

1) Liaison avec le schéma de dualité

¥
Fl= f g F%

N est la forme bilinBaire symétrique définie positive permettant

de définir une métrique sur F.

D'aprés le théoréme de Gauss-Markov, la dispersion des vecteurs de
régression est minimum quand on choisit pour métrique N la matrice {I

2) Le programme REGTYPO s'applique aprés prémultiplication des observations
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IV. - METHODE DE REGRESSION MULTIDIMENSIONNELLE LOCALE

l. Le modéle classique

Les modéles de régression multidimensionnelle se proposent d'estimer

une relation liant G variables endogénes & m variables exogénes sur un

ensemble de N observations.
Une observation consiste donc en (G + m) donndes

(yl... Y X]... Xm)

La méthode proposée consiste 3 estimer localement cette relation entre

variables endogénes et exogénes de fagon 3 minimiser un certain critére W.

Matriciellement le modéle s'éerit :

Y X b €
. O L
. = . + :
o . . .

c X bG eG
ot yg : (N, 1) ¥z = 1,6

X ¢ (N,m)

Eg : (N,1) ¥g = 1,6
avec E (el) = ,,. =E (Eg) =

2 , _ 2
Vv (e]) = G! IN’ cuesy V (eG) = OG IN



b4

On supposera de plus que les perturbations relatives a différentes
régressions sont sans corrélation sauf lorsqu'elles sont relatives a la

méme observation, c'est—-a-dire

0 sin#n'
Ce modéle peut se réécrire

Y=Xb+c¢€ avec E € =0

Oll IN oo GIG IN
Ve=1I@® IN = : :
OG] IN veee OGG IN
% N
. 0
ol X= . matrice (N G, m G)
0
X
b, ] e/
b = {(m G,1) £ = (m G, 1)
b €
G G
L. L

L'estimateur des moindres carrés ordinaires s'écrit, si X est de rang m :

b= n XY

Cet estimateur n'est rien d'autre que le vecteur constitué de l'empile-

-~

ment des estimateurs bl’ cees bG de chacune des régressions & une dimension,

donc dans le cadre des moindres carrés ordinaires

modéle de régression G modéles de régression
3 G dimensions <=> ! (3 une dimension)

local locaux
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. L'estimateur des moindres carrés généralisés

Dans ce cas, toujours si X est de rang m, nous avons

1 -1

~ _ |
b= (CeL) X

. -
X Cer) ¥
qui grace aux propriétés de @ devient :

-1 1

b= (X'(Z

- ' _]
xCTRIYD T X e 1) ¥

Remargue

Si la matrice Z est diagonale

alors les moindres carrés généralisés locaux sont &€quivalents aux moindres

carrés ordinaires locaux d'ot de nouveau :

/ 3
| .

5 modéle de régression ( G modéles de régre531o%
/ a4 G dimensions <=> ( 3 une dimension (
I local locaux ]
\ /

2. Le modéle local

Pour appliquer la méthode des moindres carrés généralisés locaux
il faut connaitre la matrice des covariances L.
On utilisera une estimation de I 3 partir des résidus des régressions

locales par les moindres carrés ordinaires.

On a ¥g = 1,6 ég = M Yg = résidus d'estimation de la gleme régression

locale

1

avec M = I - X(X'5) X'
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On estime Z par :

B S
1 EEREREY 1 G
N N
Y o=
A' o~ -~
EG El EG EG
N N
e g

La démarche générale sera alors

- faire une régression locale par les moindres carrés

-~

- estimer L 3 partir de Qg g = 1,G

1/2 _ 2—1/2® I

~ calculer (I @ IN)— et multiplier Y et X

par Z_]/%p IN

- faire une régression locale par les moindres carrés ordinaires

N

sur le modéle ainsi transformé,

Remargues

Dans le cas ou X serait de rang < m on utilisera 1'inverse généralisée
(zﬂ&)- au lieu de (§f§)_l.

On peut également introduire la notion de ridge régression dans le
cas de variables non orthogonales.

Le programme REGIYPO s'applique 3 nouveau. Il suffit d'entrer pour

variable Y le vecteur préalablement multiplié par Z*l/ap IN d'ot
o b’ - -
4 X
X 0

et pour matrice X la matrice

prémultipliée par Z_I/zdb IN
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V. - METHODE LOCALE DE REGRESSION SIMULTANEE

Ces modéles constituent une généralisation des modéles locaux
multidimensionnels.

Les modéles de régressions simultanées estiment simultanément
plusieurs régressions multiples qui n'ont pas les mémes variables
explicatives.

Ces modéles présentent l'avantage de relier plusieurs régressions
et donc de tenir compte des interrelations existant entre elles. Méme
si ces relations ne sont pas explicitement incorporées dans les variables
explicatives, elles sont incorporées dans les perturbations et donc
affectent les estimations.

Ce modéle se formalise de la fagon suivante

Considérons G régressions multiples

v, = X b] oy avec E €, = 0 v €, = Gf IN
= > B = 0 Ve, = 62 I
Yo = XG bG + gg avec €c = G G N
N, (,m) (m,1) (O, 1)
On suppose de plus E (Eng Enfg,) = Ogg'ﬁnn'
Matriciellement nous avons
= % - sty e oy - -y
X
Yy 1 by “
. 0 .
= . +
0
€
Ye XGJ bG G
- P - - J 2
G G -
mG,1) ("6, T m) (I m 1) (NG, 1)
g:] & g:}



48

d'oi Y =Xb + ¢

Remargue

Si X] = X2 = .., = XG = X alors nous retrouvons le modéle multidimension—
nel.

Comme pour les modéles multidimensionnels locaux nous avons :

EE=0 V€=Z®IN

Dans le cas des moindres carrés ordinaires locaux nous retrouvons

le résultat suivant

[ modéles de régressions

simultanées

<=> > G modéles de régressions
locaux

locaux

I

\ (sur G regressions)

Si la matrice I est diagonale : idem

Si la matrice I est quelconque alors la démarche sera analogue 3 celle

des régressions multidimensionnelles locales pour & quelconque.
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VI. - METHODE DE REGRESSION ORTHOGONALE LOCALE

Plutdt que de mesurer les distances entre valeurs calculées et
valeurs observées le long de paralléles a 1'un des axes, on peut s'en

-~

tenir 4 la notion courante de distance, c'est—3-dire mesurer perpendi-
culairement 3 1'hyperplan d'ajustement. Par minimisation de la moyenne
quadratique des &carts on obtient alors la régression orthogonale. De

plus la régression orthogonale est une méthode employée pour chercher

des relations linéaires entre des variables que l'on ne peut qualifier
d'endogénes ou d'exogénes et qui jouent par conséquent des rdles

symétriques a priori.

La méthode que nous proposons consiste i rechercher de fagon simul-
tanée K hyperplans de régression orthogonale et une partition en K classes
de l'ensemble des observations sur les variables, qui minimisent un certain

critére W.

1. - Régression orthogonale et composantes principales [15]

Pour un ensemble d'observations surn grandeurs la détermination des
régressions orthogonales est équivalente 3 celle des composantes principales.
En effet la composante principale sur deux grandeurs %, et x, est de toutes

les formes linéaires

v = - %) - %
v fI (xI ®,) + f2 (x Xz)
2
. . . 22 2 . .
satisfaisant a f1 + fz = | celle qui a la plus grande moyenne quadratique

sur l'ensemble des observations.
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Pour déterminer la composante principale il faut donc trouver la
droite D passant par le point moyen (il’ ié) et rendant maximale la
somme des carrés des projections Vt sur D des vecteurs de composantes

- ;1) et (x,, - §é) ¥t =1, T. Si u, mesure la distance orthogonale

It 2t t
de (x X,.) a la droite D, la somme u2 + V2 égale a (x,, - x )2
1£? "2t ’ t t 1t 1
+ (x2t - XZ) est indépendante de la position de D. La droite D qui
rend maximal I V2 est donc aussi celle qui rend minimale I ui

t t

c'est bien la régression orthogonale.

(x,., %,._)

2t

It

(x5%,)
De méme la premiére composante principale d'un ensemble de T observations

sur n grandeurs X, ... Xn est de toutes les formes linéaires

1

avec f'f = 1
T 2 T
‘ . - , 1 — 4
celle qui maximise V = ) Vt = f'M f ol M= ——— L (X - X)(Xt - X)
T t=1 T t=1]
Pour que f maximise £'M f sous f'f =1 il faut

M-Xx1I)£f=20

systéme exprimant 1'égalité a zérodes dérivées premiéres de f' M f - A f'f
o A est le multiplicateur de Tagrange. Comme M est définie positive
(matrice de covariances), toutes les racines en A de IM - 21| =0

sont réelles.
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A la plus grande valeur propre Al on associe f] premiére composante

principale - (vecteur propre associé i Al)

On appelle seconde composante principale la forme linéaire qui a la
plus grande longueur parmi toutes les formes linéaires orthogonales a la

premiére composante principale. Donc f2

maximise f' M £

sous f'f = 1 et f' f] =0

On montre que f, est le vecteur propre associé i Kz, deuxiéme

2

plus grande valeur propre.

En procédant ainsi de proche en proche on définit n composantes
principales correspondant 4 n vecteurs propres orthogonaux de M associés

aux n valeurs propres classées par valeurs décroissantes.

La régression orthogonale d'ordre m est 1'hyperplan 3 (n-m) dimensions
qui, dans 1'espace 3 n dimensions, passe le plus prés possible des points
observés, les distances &tant mesurées orthogonalement. Un hyperplan a

(n-m) dimensions est constitué des vecteurs x = (xI con Xn) dont les
composantes satisfont m &quations linéairement indépendantes.

On écrit ainsi

Ax=05b A (m,n) de rang m
¥ (n,1)
b (m,1)
[On supposera AA' = I, ce qui ne restreint pas la généralité du probléme]

L'expression du carré de la distance entre le point x, et 1'hyperplan

A x= b est donnée par : Min ui (yt)

) 2 B 3 . _ - . _
(1] ug = (xt yt) (xt yt) ou y, est tel que A Y, b

Pour obtenir le minimum de [1] sous les m conditions linéaires A v, = b il

faut dériver par rapport a e 1l'expression suivante

' _ § _
(xt yt) (xt yt) + 2 Kt (A Y, b)
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ol 2 Xt désigne le vecteur des m multiplicateurs de Lagrange

- [ |
On a donc (xt yt) Xt A
En postmultipliant par A' et avec A A' = I, puis en transposant on a
= - = o => - = ' == ' -
Xt A (xt yt) A X, b) X, Ve A Xt A" (A X, b)
> w=(Ax -b)' (Ax -b)
t t t
T 2 T 2
z u =W = g o] A X, - b||[‘avec AA' =T
t=1 t=1

(xt—-;?)'A'A (xt—§)+T(A§—b)' (Ax -b)

Comme b n'intervient que dans le second terme qui est toujours

positif on a au minimum A X = b. Donc une fois A connu on obtient b.

T
I1 reste donc 3 minimiser U = ¥ (xt -x)" A'A (xt - X) sous A A' =1
t=1
Soit 33 le jleme vecteur ligne de A (j = 1,m)
m
OnaU=T 7 aj Ma ol Mest la matrice des covariancesdes »,
j:l ]
t A A" = I devient a: =6, ¥. =
e evien i ak ik ik t,m

Par dérivation du Lagrangien L = U+) (AA'~ I) par rapport aux a. on

obtient

M=-A. I)a.=0 ¥j=1,
( ; )aJ ] m

m
<
)
1)
o
=
o
il
)
i
[ )
<
)
H
)
o
~
]
e
o
o
]
)
=%
[
=



53

Pour minimiser U il convient de prendre les m plus petites valeurs
propres de M.

La régression orthogonale d'ordre m est 1'hyperplan i (n-m) dimensions,
passant par le point moyen x, et orthogonal aux m dernidres composantes
principales (qui sont les aj j = 1,m), vecteurs propres de M, matrice de
covariance empirique des variables (X], ...Xm).

2. - La méthode de régression orthogonale locale

2.1. = Les notations

population & classer (ensemble des observations)

(P

P Pk) partition en k classes au plus de E

- T. = Card P. avec L T. = T = Card E
] ] i=1 J

o~

Lk) vecteur des k novaux associés 3 P oul

L. = (A., b.) avec A, e & (R, R™, b. € R™ et
J J J J J
n = nombre de variables (Xi,i = 1,n)
m -= ordre de la régression orthogonale
3

A, = (a, ) 1= 1,m ou

j ie

e = l,n

aie est le coefficient de la variable Xé dans la régression i dans la

i

régression 1,1 I, ...m § sur la partie Pj.

idme

N j e .
Soit Xt (th e th) le t élément de ;
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2.2. - Le critére 3 optimiser

W e nk'le - R+

k
ko j j
W(,P) = I I (A. X -b)" (A X -b.)
sol em1 4t it d
k T. m n . . 9
-1 oro(r aj Xl - b))
j=1 t=1 i=1 &7 ® 3

Ce critére représente la somme des carrés des écarts pris orthogonalement
entre les observations et les hyperplans de régression.
En fait pour les calculs il sera plus utile d'utiliser la formule

équivalente suivante

- . iéme . .
ol Aij est la (n=i+1) valeur propre de la matrice Mj des covariances des

éléments de Pj'

[Les valeurs propres étant classées par ordre décroissant, on ne

somme que sur les m derniéres]’

avec .Aj constitué des m dernidres composantes principales de Mj

e

1 ZJ
s be
T. -

3

3
t

b, = A, ¥} ot X =

i 7] P

2.4 - La fonction d'identification

£ :ILk — lPk

L - P = (P P )

o By
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Soit D : E xIL — R

m n . 2
(X, L.)=D(X,L:) = L (I al X-b..)
h] J “a_ =1 ie e Jji
mesure de proximité entre une observation et une régression orthogonale
d'ordre m.
On définit :

P, = {xeE /D (X, Li) <D (X, Lj) ¥ j# i}

X . s i é ité
avec € P1AJ si égalité

2.5. - Construction des_suites us v .
La suite v(n) est définie par V(O) = (L(o), P(o))
v(n+]) est déduit de v(n) par

L(n+1)= . (P(n))’ P(n+l)= £ (L(n+1))
La suite u défini = W (n)
, est définie par u (v )

Théoréme :

La suite u_ converge en décroissant

dem Nous montrerons successivement

(n+1) (n)

1 wa®, ™y swa Pty

[2] W (L(n+1)’ P(n% . (L(n+l)’ P (n+1))

Pour [1]

T .
k j m n ]
(n) (), _ i (m) _ n(n)y2
WL » P ) = jél téi iél (eél qie Xte bji )
k Tj m n
(n+1)  (m)y _ - i (1) i _ L (n+1),2
WL y B =L By gk GEy oA S
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j + . .
or (a? (n ])). s (b..(n+])). sont par construction de la fonction de
ie i,e ji i

(n)

représentation g, les coefficients qui minimisent sur Pj la somme des

carrés des écarts, mesurés orthogonalement, entre les observations et la

régression d'ordre m. Ceci &tant vrai ¥j = 1,K, on a [1].
Pour [2]
(n+1)
K Tj m n . 2
. (n+1) (n+1), _ ] i o
On a : W(L » B )= 5Er ik ik Gy o%e %ee T Pyp)
T.(n)
K ] m n .
(n+1) (n)y _ J o 2
W(L » P ,) B jgl tél igl (eél e *te bjl)
Dans W (L(n+l), P(n)) et W (L(n+l), P(n+‘)) on ne retrouve chaque
élément qu'une fois et une seule.
Soit 1 (x) l'indice de la classe d laquelle appartient x dans P(n).
+
Soit i' (x) ce méme indice dans P(n l).
On a alors
(n+1)
x€E
+
w<L(n+1), P(n+l))= T D (X, Li(r!l(:{g)
%€EE
+
Par construction de P(n D on a
D G, ™Dy S px, ™Dy wxen
> (%) i'(x)

d'ol en sommant [2].
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De [1] et [2] on a u_ non croissante. Comme u est minorée par zéro,

on a u  convergente.

La convergence:  s'effectue en un nombre fini d'étapes puisque IP est

(n) K

fini et que les éléments de la suite L appartiennent 3 g GPK) ClLK

avec g QPK) fini.

Théoréme :

(n)

La suite (L ) > (L,P) = (gof(L), £(L))

dem

On sait que u converge et atteint sa limite donc 3 N/¥n > N

g @ p®y )L,

Nous avons, d'autre part :

wo@®D ey g @D e ™y <y @™ p™y g1on 17egatits

de ces trois termes.

La derniére égalité implique [1]

k Tj m n (n+1) j (n+1) 2
y % . (% aie X, = b )
j=1 t=1 i=1 e=l J
S . S SR R ON
= % 3 I (I & X} = b..)
j=1 t=1 i=1 e=1 *© J
Par construction de Lj(n+1) nous avons [2]
. Tj m a
j m n . . . .
poor (3 &l @D g _ g D2 5y oy gl () -
t=1 i=1 e=1 '© te 31 ~ t=1 i=1 e=1 *© e il

¥ j = 1,K

)

2
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L'égalité [1] n'est possible que si [2] est une égalité ¥j = 1,K.

R T

donc A, (™D 2 x (W oy (D) _p () (a+D)

comme P g @Dy g (W o p(o+) _ p(n)

donc 3 N/¥ n > N @™ p(my (L(N), p (M),

(n), P(n)) est une suite convergente. Soit (L,P) sa limite.
(n)’ P(n))= (L(n+1)’ P(n+1)) ¥n >N

La suite (L
On a (L,P) = (L

De plus P™ = £ @™y = p = £ (L)

et L(n+1) = g (P(n)) = I = g (P) = gof (L)

donc (L,P) = (gof(L) , £ (L)) => (L,P) non biaisé.

Remargues

1) Cas de valeurs propres multiples

Dans le cas oli 1'ordre de multiplicité d'une des m derniéres valeurs
propres serait plus grand que 1, il existe une infinité de vecteurs propres
associés. Soit p l'ordre de multiplicité.

Nous prendrons alors p vecteurs propres orthogonaux et de norme 1.

Dans ce cas la solution n'est plus un élément non biaisé.

2) Transformation des unités de mesure

L'hyperplan de régression orthogonale peut-étre calculé sur les données

observées elles-mémes X s Ou sur les grandeurs réduites :

X - X

1/2

T
T - %2

dans le cas de données hétérogénes.
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Les deux déterminations ne sont pas équivalentes, puisque la régression

orthogonale est modifiée par changement d'échelle.

2.6. - Liens_avec_l'analyse factorielle typologique [17]

L'analyse en composantes principales d'un tableau M (matrice de cova-
riances des observations) nous fournit avec le premier facteur fl la com-
binaison linéaire des variables ayant une variance maximum. Nous sommes

donc conduit 3 retenir la plus grande valeur propre Xl de M.

L'analyse factorielle typologique recherche les variétés affines de
dimension m = 0, 1, 2... les plus proches d'éventuels agglomérats locaux
du nuage des observations. Il s'agit donc de retenir les m valeurs propres

de plus grand module des matrices de covariances locales, qui nous fourni-

ront les facteurs locaux.

En régression orthogonale nous recherchons la combinaison linéaire

des variables ayant une variance minimum. Ainsi nous retenons les plus

petites valeurs propres.

La régression orthogonale locale recherche les sous—espaces locaux de
dimension (n-m)définis par les m relations linéaires induites par les m
vecteurs propres associés aux m valeurs propres de plus petit module des

matrices de covariances locales.
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VII. - METHODE DE REGRESSION PONDEREE LOCALE

Au cours des méthodes précédentes nous avons admis que les variables
étaient observées sans erreurs. Cetté hypothése est souvent justifiée en fait,
car si les données sont sujettes 3 de nombreuses imperfections, leur précision
est néanmoins suffisante pour l'estimation des relations : ceci revient a

dire que les aléas sont prépondérants vis—3-vis des erreurs de mesure.

Cependant les variables d'un modéle ne sont pas toujours observées
directement. On est souvent obligé de leur substituer d'autres variables,

en relation étroite mais non rigoureuse, avec elles.

1. - Le nouveau modéle [15]

Sans distinguer les variables exogénes et les variables endogénes,

-~

. . .1éme . - _
on dira que x._est la valeur prise par la 1 variable 3 1'époque t.

it
(¥i = 1,n ; ¥t = 1,T). Le vecteur X, des (xit ;s i = 1,n) s'éerit
Xe ¥ T
ol X, = vecteur des variables observées (n,!)
Y, = vecteur des variables vraies (n,1)
u, = vecteur des erreurs (n, 1)

Entre les variables vraies il existe la relation exacte :

[o A matrice (m,n) de rang m < n ,b vecteur (m,1)]

o

que nous cherchons & estimer.
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Nous supposons de plus que : E u, =0

<
[=4
]

est une matrice (n,n) supposée connue :

La méthode d'estimation de A et b

Q od Q

Pour estimer A et b nous utiliserons de nouveau la notion d'estimateur

4 distance minimale (cf : modéle de régression orthogonale locale) c'est-i-dire

celui qui minimise

-1
(x, = y)" @ (x, - y,)

=
1
I |

t=1

Nous déduisons les résultats qui suivent de la régression orthogonale.

Soit D matrice carrée non singuliére telle que

o7l = b
(on peut prendre Q—l/z = D)
Soient a, = D X
Bt =Dy,
d'od Ay, =b =AD" B =}

<=> H St = b avec H = AD—1

Puisque D est connu (comme ) il est équivalent de déterminer A, b,

(v 3 €= 1,1 ou H,b, (B, £ =1,T).
La quantité & minimiser se réécrit

(o =BT @ -8

=
i
[l

t

donec H, b, (Bt, t = 1, T) sont déterminés par la régression orthogonale :

~

l'estimateur a distance minimale correspond a4 une régression orthogonale

multidimensionnelle sur les variables transformées.
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T
Soient : M = — I (x,-3x) (x.-%)"'
X T t=1 t t
1 T
M& = —— T (ut -a) (o, - a)'
T t=1
_ T _ -, T
avec X = ——— L X s Q4 =r— % o
T t=1 T t=1

Les calculs 3 effectuer sont les suivants :

1) calculer les m plus petites valeurs propres de Ma c'est-a-dire

les racines de

IM - A1 =0
o

<=>[pM D' - ADQ D'| =0

(puisque M, =D Mx D' et D QD' =1)

d'oi <=> {MX - A Ql = 0 (puisque D est non singuliére)

2) calculer hj’ jleme ligne de H en résolvant

M - A. I) h. = 0 avec Hn.l] =1
(Oﬂ J)J i[JE
soit (DM D' = A, DOD') h. =0

X ] J

<=> M_ - X, ) D' h. =0 aveec (D' h.)' @ (D' h.) =1
o ; ) 5 ( J) ( J)

donc on calcule directement la jleme ligne de A = HD (puisque H = AD--1

)

en résolvant

M - 2.0 a. =0 avec a.! Q a, =1
X ] ] J J
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3) On obtient b par b = Ax

Remargue N

ar la régression orthogonale on sait que le minimum de W est égal

Al

P
m
.Z
=1 ]

arT

Dans ce modé&le nous recherchons simultanément une partition

P = (P]...PK} en K classes de l'ensemble des observations E et les estima-
tions des matrices Aj et vecteurs bj associés a Pj (¥ i = 1,K) de fagon

i minimiser un critére W.

2.,1. ~ Les notations

ensemble des observations

LI |
i il

(P! cen PK) partition en K classes au plus de E

i

. T. card (?j)

L= (L, .. LKE vecteur des K noyaux associés 3 P

I

avec L. = (A., b.) = (H. D, b.)
J J J J J

od A.

i» By 6 £ ", M, by € R™

éme

Cxd o= (xj& el X3 ) est le £t élément de P,
It nt 3

éme _. . _
élément transformé de Pj par D.

J 3 1
(BIt ceeaeas Bnt) est le t
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2.2. - Le_critére 3 optimiser

W :lLk lek e R+

(L, P) - W (L,P) avec

K
W (L,p) = L

Remarque

Ce critére est équivalent a

ij
T,
j L3 j = 0 =
avec . M@ T — (&t - a,) (ut - aj)
T. t=1] J
] T
- ] :
. Q - L I ad
J 1. t=1 ¢
J

les valeurs propres étant rangées par valeurs décroissantes).

2.3, - La fonction de représentation

mmmmmmmmmmmmmmmmmmm b e o comes oo e o S s s e S

- L = ... L
g : 1P, ~IL, ol L (L, »
avec L. = (A., b.)
b i’ i
et A, _ H. D
i= i
b, =A, X =H, DB
h i
T, T.
i Tomo 1o ol ] gl
T. - R
. jooe=1 © Ty =1
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J
c'est~a~dire ceux qui minimise
T

Les A., bj sont les estimateurs 3 distance minimale sur la partie Pj

- v o83 3
(xt yt) Q (xt yt)

=
il
[ LR

2.4. - La_fonction d'identification

1 k

. + s ez .
. Soit d : E xfL -~ R , une mesure de proximité entre une observation

B .iéme . .
L= (X ... Xn)’ transformée en B =(81..Bp) et la j régression

1

orthogonale

m 3 .
d (B, L.) = T L hY .B -b..)"
L S
. On définit ¥ 1 = [,K
P, = {8/d ®, L) < d B, L) ¥]#il
avec B € ?i,ﬁé si égalité
<=> P. = {x transformé en B par D(= 0%y 4 B, L§>~i d (B, Lj} ¥, # i}

avec x € Pi.ﬁ . 81 égalite

1

2.5. - La convergence de 1'algorithme

Les suites u_ et v étant définies comme précédemment nous avons :
Théoréme

La suite u = W (vn} converge en décroissant.
n
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dem : La démonstration est identique a celle de la régression orthogonale

locale, donc AN/ ¥n> N

W (L(n)’ P(n)) - W (L(N), P(N))

Théoréme

(n)

. n P P
La suite (L P( )) converge vers un élément non biaisé

@™ p™y 5 (Lp) = (gof (L), £ (L))

dem : Nous reprenons en partie la démonstration faite dans le cas de la

régression orthogonale,
(n+l), P(n)) - W (L(n), P(n))

(n)

Nous obtenons avec W (L

e, (D) g () oy (¥ g
j j j j

qu D

= a, (0D oy )
] ]

(n+1) = bj(n) donc nous avons Lj(n+l) = Lj(n)

o ) | ()

De plus bj

Comme ceci est vrail Vj = 1,K L

pvee D L p @ (0D _ g )y p(mrD) _ p(0)

(n)

donc 3 N/¥ n >N (L" 7, P<n)

y = a®, 2

=> (L(n), P(n)) converge vers (L,P) sa limite, d'ol

@™ p®y o @Dy Dy g by ¥ o> N

(n)

Avec P e ™y e -

L(m+1) (n)

=g (P ) => L g (P) = gof (L)

=> (L,P) = (gof (L), £ (L)) = élement non biaisé
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Remargues

1) Les remarques de la régression orthogonale locale relatives au cas

des valeurs propres multiples et a4 la transformation des unités de mesure

s'appliquent également ici.

2) Lien avec l'analyse factorielle
En analyse factorielle on pose le modéle suivant :
it

P
X, = X A.. £f._  + b, + u
it . i3 i

od . x, est la valeur prise au test i par l'individu t

. fjt est la valeur prise par 1l'individu t pour le facteur j

. kij’ bi : paramétres (les mémes pour tous les individus)

. u; = erreurs, 8carts aléatoires d'espérance nulle, indépendants des fjt'
Les facteurs fjt ne sont pas observables directement, ils sont inconnus.

L'analyse factorielle se propose d'estimer les paramétres Aj bi et les fjt'

t’

Ce modéle est identique 3 celui que nous venons de présenter, en effet
soient

N matrice (n,p) de rang p des kij
f. vecteur des f.
J it

Y, vecteur des E (Xit)

Nous avoms alors :y, -y = I(f
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VIII. - METHODE LOCALE DES MOINDRES VALEURS ABSOLUES

La méthode des moindres carrés ordinaires consiste en la minimisation de
la somme des carrés des perturbations. Cette méthode a 1'inconvénient de don-
ner beaucoup de poids aux ''points aberrants'". D'ol 1'idée de ne plus minimiser
les perturbations avec la norme de L2 mais avec une norme permettant de réduire
le rSle joué par ces points : la norme de L1 sera donc utilisée et conduira i

la méthode des moindres valeurs absolues.

Par cette méthode, on obtient de plus des estimateurs plus robustes vis
a vis des écarts importants par rapport a la normalité, mais évidemment moins

efficaces en cas de normalité.

Remarque : La méthode des moindres carrés ordinaires locale permet déja de

mieux isoler les points aberrants.

1. Estimation par la méthode des moindres valeurs absolues [21]

Soit le modéle Y = Xb +¢
avec y vecteur (T,I)

€ vecteur (T,1)

b vecteur (n,!)

X matrice (T,n)

et E€c = 0. On ne suppose rien sur la matrice de variance.

On veut estimer b en minimisant

par rapport a (b1 e bn)'
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On ne peut comme précédemment rechercher les équations normales. On va

transformer le probléme en un programme linéaire équivalent :

Ing ]
=]

En effet S s'écrit :

La surface St est composée de deux demi-hyperplans de dimension n, dans le

plan (S, b, --- bn) interceptant 1'hyperplan (b]*—- bn).

1
S étant la somme de ces 2 T demi-hyperplans formera une surface polygo-

nale dont les bords se trouvent sur les hyperplans de dimension (n-1) cons-

titués par 1l'intersection des hyperplans constituant S avec (b] -~ bn)

Comme chaque St est convexe, S l'est. Le minimum de St’ si la solution est

unique, se trouve 4 1l'intersection de n de ces hyperplans de dimension (n-1).

En fait, ces n observations déterminent 1'hyperplan de régression. Avec
n variables indépendantes, c'est un sous-ensemble de n observations qui déter-
mine 1'hyperplan de régression. Le probléme d'estimation est alors réduit
i un probléme de combinatoire de fagon & trouver parmi 1es('3) sous—ensembles

celui qui rendra S minimum.

La programmation linéaire est une méthode qui permet de trouver ce sous-

ensemble optimal.

1.1 Probléme de programmation linéaire

Sous forme matricielle, un programme linéaire s'écrit

Min Q = p'
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sous les contraintes :

Aagz 8

X 3 0

Nous allons transformer en une fonction linéaire la fonction :

On écrit €, =v_ - W, avec v _, w 2 0

(=> Ft de signe quelconque)

T
d'oi Min ST = I Vv +

t=1 t=1

Ce probléme est équivalent & Min S

it
[n]
a—
™
~
P—

- e - I
au sens ou les valeurs de v et w qui minimisent S minimisent S en

S %= _ .
€ = v - w. On montrera que la valeur qui minimise S est également optimale

pour S.

Si 1'on ajoute aux contraintes Aaj B s a 3 0O, les contraintes

w20 (¥t = 1,T), on ob tient le programme linéaire suivant
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- - _ - T b,
L D B I P A /) “In ! b0 0 0] !
by
1 1 1 \ 1 ¥
0 0 1-1 b
1 1 1 ' f ¥ ¥ ! b!2§
v [ v [ ' v ' '2 -
' -
t ¥ ' [ ' 1 ' v !
bx
i f i ' i v [ ' 1 n
i i i v ¥ ' i i T vl
wl
' ' v 1 ' ' [ ' [ '
- - - 0 0O --=-1-1
1 B ) %12 *Tq o '
VT
\Y
- -

Chaque X, apparait comme

3

X . avec le coefficient b,
t] J

- th avec le coefficient bx

(b, b)) = a ; b=y ; v, wvariables d'écart.

. i d
b,b

La contrainte a2> 0 correspond 2
Bien qu'il y ait 2(n+T) é€léments dans la matrice, il faut noter que les
paires d'éléments se sv~cédant sont dépendantes. Donc au plus un terme

de chaque paire (bj,bj@,(vt,w‘) sera différent de zéro

contraints 3 &tre non négatifs.

<

e o e wa wm wm e
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Comme seul un des termes bj’ bjx peut &tre différent de zéro, 1l'in-
clusion de 1'opposé de chaque variable permet & son coefficient d'avoir

un signe quelconque.

De méme comme v W, ne peuvent étre tous deux non nuls, il est évident
que la valeur de S® est la méme que celle de S. Comme les €léments corres-
pondants aux variables indépendantes ont un colt nul dans la minimisation,
les solutions dépendantes apparaltront toujours dans la solution optimale.
Donc (T-n) résidus non nuls dans la solution optimale et n égaux a zéro

(Ceci provient de la détermination de 1'hyperplan gridce & sous—ensemble de

n observations).

1.2 Schéma général de la méthode des moindres valeurs absolues

y = Xb + €

T
On veut minimiser S = I l etl par rapport 4 b d'ol le programme

linéaire

m
[
<
1
£

o~
3
n
&
i i
M
<
+
£

t t t t - r . o y
X5 - - - -x ] - 1 0 - - 0 C b1 vy
' Y 0] 0 bT |
| ‘ . Vo : |
: , : v S N
. ' ' v v, :
. ' ' S “ '
X1y - - - =X 0 0 1 -1 §
Jbt U] L YT
T, 20 n+ T)) (2(n+T), 1) (T,1)
Sous by === b 0 b’l‘-'——b[’izo
v N > O ¥t = 1,T
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2. La méthode locale des moindres valeurs absolues

Dans cette méthode, nous recherchons simultanément une partition
en K classes (P] - - - PK) de 1l'ensemble des observations E et les K
hyperplans de régression (au sens des moindres valeurs absolues) associés

de facon 3 minimiser un critére W.

L'algorithme consiste en 1'application successive ies deux fonctions f

et g et en 1'évaluation du critére W.

.. . +
2.1 Le critére W LK X EK —3> IR
W P ¥
L, p) — WP ol
T.
K ] . n .
W(L,P) = % z yl = I b, X J
‘ t

oiu . T. = Card P.
J J

. . ] .
(yJ X3 - --- X ) est le t**™ slément de P.
t? el tn ]

(b %) £- 1,n sont les coefficients de 1'hyperplan de régression

de P

On a donc: L, =
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Le probléme est : trouver (Lx, Px) tels que

. WELEPY) = Min W(L,P)
IL X P

2.2 La fonction d'identification

On définit la mesure de proximité entre une observation et un noyau

par
+
D:EXL ——> IR
n
= v - 5
D(y,,L) Y L by X,
2=1
On définit alors Pj ¥i = 1,K
P. = {(yt, X X.) / Dly, L )\‘(D(yt,Lj) ¥ # 1}

<
)
_—
[}
o
[ 53}
e
O\
aQ
jo5)
-
Pt
ot
(o)

avec ( y R P,
t’ Tty tn in
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2.3 La fonction de représentation

ol Lj est obtenu par la méthode des moindres valeurs absolues appliquée

sur Pj pour tout j tel que le|} n

Pour les indices j / IPjI< n on calculera le vecteur (b{ - - = bi)

de norme minimale sous les contraintes

bg X ;f ¥ te Pj (cf. annexe 2)

~
e
it
o

=1

Si g j/!pjl 2 n et L{ non unigue,on choisirs le noysu de norme

o

minimale,

2.4 La convergence de 1'algorithme

. Les suites 4 et v sont définies comme pour les algorithmes

précédents.

Théoréme : La suite u converge en décroissant

Démonstration

On montrera successivemment

L] u = W(L(n),P(n)) < W(L(n),P(nH)"
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1
[z] wa ™ D) D p oy

gk T.(n+l) . .
j i ] j
we ™ pr Dy oy L ‘ Ve L by X
j=1  t=1 -1
K Tj(n) n i .
u = T 5 yl - 2 by xir
SR t=1 t =1

. ' .
Dans ces deux expressions, on ne retrouve qu'une fois et une seule chaque

élément. Soit X = (x1 ————— Xn)'

Soient A(X,y) 1'indice de (X,y) dans P(n) et

+1)

§ - . .
A(X,y) ce méme indice dans Fﬁn . Nous avons alors

Si Z = (X,y)

wer™ p™ o 1 opeg, L(;) X
ZEE Koy
(n+1) (n+1) _ & D(Z, L () )
W(L 2 ZeE Mex,y)

(n) (n+1)

on a :

Par construction de P et de P

D(Z,L Ax.y) )3 D(Z,L

d'ol en sommant [lJ

)f(x,y))
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Montrons | 2

(n) (n+1) Ko povy Y xd l
WL ,P )= z z th -z ¢ tL
1=1 t=1 £-!
T . .
= K ] n o j(n+l) ]
U] 5 5 | yio- % be X
i=1  t=1 £

. _ . 1 (n+1
Par définition de la fonction de représentation les (b j(n )) correspondent

dans P. aux coefficients del'hyperplan de régression obtenus par la méthode

des moindres valeurs absolues. Donc les (b é(n+l%l 1 minimisent
=140
T.
j . n .
z y‘l -z bl.x']f ¥ (b2)£=l,n
t=1 =) =t

si [Pj! > n et sont tels que cette expression est nulle si le[ < n, donc

la minimisent.

On a ainsi fZ] De Cl] et [2] on déduit que Y, converge en décroissant
puisque minorée par zéro. Les ensemblesl!K et g(EK) sont finis donc 1'en-
semble (L(n),P(n)) et u = W(L(n),P(n)) sont finis
la convergence se fait en un nombre fini d'étapes.

(n)

P . n P, . e . C . ‘
Théoréme : La suite (L ,P( )) converge vers un élément pon biaisé clest & dire

que (L,P) = (gof(L), £(L))
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Démonstration : En effet, pour cela, il faudrait vérifier puisque

w(L(n),P(n)) converge et atteint sa limite

IN/ ¥ N we (D pry g @ )y

Mais on a w(L(n),p(nh P W(L(n),P(n+l)) q{W(L(n+l)’P(n+l))

d'ol 1'égalité de ces trois termes

La premiére égalité s'écrit

(1]

.M?q
™M -3
(S
g
[
i

[ e R}
o
[Py
~
]
+
~

[
it
rt
1]
—
-

Par construction des (b J (n+1)) on a ¥j = 1,K

oy 0

B j L ), ] - % i)
(-] z y. -, b X |6 z y I b X

- S ¢ tp = S 4 = 4
donc [1)n'est possible que si ¥j = 1,K fzj est une égalité.

Pour montrer que (L(n),P(n)) est non biaisé, il faut que

L(n*l> = L(n) c'est-a-dire (b i(a+h) ) = (b i(n) ) ¥j = 1,K

Or ozr construction de la formction de représentation ceci est vérifié
Vo1,

lla suite de la démonstration est analnrue & celle du chapitre précédent,
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IX. REGRESSION LOCALE ET TEST DE CHOW

Le test de Chow est un test d'homogénéité ou de stabilité. Il s'agit
en fait simplement d'un cas particulier du test de 1'hypothése générale

lin€aire. Il suppose donc 1'hypoth&se de normalité des perturbations.

I1 s'avére trés intéressant dans le cas des modéles lindaires locaux puis-
qu'il nous permet de tester si les représentations locales que nous obtenons
sont significativement différentes. Par exemple dans un cas économique, il
s'agit de tester & partir des observations si une méme loi économique est

bien adaptée pour représenter le méme phénoméne i des époques différentes.

1. Le test de Chow

Soit le modéle constitué par les K régressions relatives i la parti-

tion en K classes de 1'ensemble des observations E.

v, = Xb, + €, avec E £ =0 ®, =d’1

Yy = X b+ €K avec E e =0 Ve =262 I



80

On supposera de plus que :

rang Xl = rang X2 = - - - = rang XK = q = nombre de variables explica-
tives.

On admet &galement que les perturbations suivent une loi normale.

Le probléme est le suivant :

tester HO b] = b2 = - - - - - = bK
contre Ha b) # b2 #$ - - - - £ bK
En empilant les K régressions |1 le modéle peut s'écrire
= 1 r - - - .
y XZ 2 9
2 = AN 1 +

1] \ :

0 N ! .
] \ ' !

” 41 K B N

soit sous forme condensée :

y = Xb + € EE =0 Ve =g * 1
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ol y. (Ti’]) avec Ti = Card (Pi)

X, (Ti,q)

b, : (q,1)

y : (T,1) avec T = I 'ri = Card (E)
1

X : (T, Kq)
b : (Kna,I)

&€ : (T,1)

Le test de Chow [6] exprime que sous les hypothé&ses précédentes, dans

1'hypothése H on a

T - gk SCR, - SCR
F o ASFg(1a1), T-ke
ath= SCR
a
ou
SCR0 = gsomme des carrés des résidus d'estimation dans le cas de 1'hypothése HO
(SCRO est obtenu en faisant une régression globale c'est-a-dire avec K = 1)

SCRa = gomme des carrés des résidus d'estimation dans le cas de 1'hypothése Ha

(SCR, est obtenu en choisissant la régression locale en K classes pour

laquelle le critére W ass ncié est minimum)

F'n(k;l),T-Vq = Fisher & q(K-1) et T=Kn deorés de liherts,
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Remargue :

1) Pour calculer SCRa, on utilise le fait que dans un modéle de régressions
empilées ol les perturbations ne sont pas autocorrélées entre régressions
il est équivalent d'effectuer un ajustement par les moindres carrés or-
dinaires sur 1l'ensemble du modéle empilé ou sur chaque régression sépa-

rément.

SCRa = SCR] + SCR2 - - -+ SCRK

Dans 1'hypothése nulle Ho’ le modéle s'écrit (en posant bo = valeur commune

des (bi) )
i=1,K)
(H ) - B - - =y
o] y] ¢(] €
y €2
02 = ).(2 bO * ;
H ' .
§ ¥ [
L ! : ]
Yy . €
K o s -y s
L XK o K
ou sous forme condensée
y=1Zb  + ¢
-~ A -~
d'oii SCR_ = (' &,  ~ of €= §-y

2) Dans le cas de séries temporelles, il se peut que plusieurs des K-
échantillons soient de taille trop faible par rapport au nombre de variables

explicatives (ce qui justifie l'utilisation des matrices inverses généralisées).
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Dans ce cas, le calcul de SCRO reste le méme puisque

Rann N si 9 ¢ ];(] // xi soit de rang q

Dans 1'hypothése alternative, en revanche, si 1'on a toujours

SCRa = SCR} + - - - - + SCR il n'est plus possible de calculer les

K’
SCRi / Rang Xi ¥ q par les méthodes habituelles.

On s'apercgoit alors facilement que SCRi = 0. En effet, par Ti pants
linéairement indépendants, on peut faire passer au moins un hyperplan de di-

mension égale 3 q > Ti ; donc

SCR, = 0 v ie]JK] / Rang X, < q

Dans le cas<ﬁ13iltel que Rang Xi € g le test de Chow se réécrit

p= 2 (T~ D SCR - SCR
JF1 o a F
2 - nlk=2Y, y] (T;_g)

Al KD 145
(k=) SCRa i%7
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En définitive, pour tester si K régressions sont significativement diffé-

rentes au seuil & il suffira de vérifier si
F(e)> F (€)

0(K=1),T=¥e

Dans ce cas, on rejette 1'hypothése HO :b=b,=..=5»D

Lien entre le test de Chow et le critére Y

Min  w( ,P)

Le probléme
IK X EK

K 2
o  W(IL,P) = I “ Y, - xib,li
i= ! J'

est équivalent au probléme Max F ol
T - Kq SCR_ - SCR,
F = .
nlka1? SCR

a

En effet, F s'écrit également

SCR
F = T - Kq ° _
ala1) SCRa
- t
or T,K et q sont constantsﬂb-;£~—lgi = ¢
alk=1)
SCRO = constante
donc Max F &> Max ————l——-—¢=>Min SCRa<=>Min Ww(L,P)
SCRa

Toutefois 1e F de Thaow est un eritdre statisticrie sunposant 1a mormalits, alors

oue notre critere W oest uninuement métrioue,
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X . NOTIONS SUR L'ANALYSE DES SERIES TEMPORELLES DISCRETES

1. Modéle autorégressif d'ordre p Eiﬂ [2] [&]

Soient (yt)t n observations d'une variable y.

=l.n

On appelle modéle autorégressif d'ordre p un modéle de la forme

y, o= g + § + + § +
Ye T 3 Ve 8 Ye-2 4 Ye-p T Yt
; n
ot Yo =¥, " H avec U = . X Ve
t=1
(al)i=l coefficients d'autorégression
(ug t=1,n résidus, aléas

2. Modéle stationnaire

Soit L 1'opérateur de retard tel que L(§J ) =¥

Le modéle autorégressif peut alors se réécrire

" - ~ D, -
§. =a, | (yt Yo+ a, L (yt) e apL (yt) +oug
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Soit &€ (L) = 1 - alL - a, L2 -—-— = apr 1'opérateur d'autorégression

d'ordre p.

- f
On a ainsi g(L)i;t =u, 2> §t = 4? (L) u,

(S1 &f est inversible)

Si toutes les racines de éf(L), polyndme d'ordre p, sont > |
en module, alors le processus est stationnaire. Un processus s tation-
naire est un processus dont la structure probabiliste ne varie pas avec

le temps. On a donc moyenne et variance indépendantesdu temps.

2.1 Autocovariance et autocorrélation théorique

Soit Y K o Cov(yt,yt+k). Si i désigne E(yt)
alors Y= E(yt - u) (yt+k - u)
| n—k
- I (e W Yy T M)
n—k t=1

Y est l'autocovariance d'ordre k.

On définit 1'autocorrélation d'ordre k par

- u)
j‘i

- EG,-w) G

t+k
7
‘/myt - u) Fly,, - u)

Comme le processus y €St supposé stationnaire, nous avons
t

Py
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2 2 2
E - u = - = g = Y
v, ) EGeg =W o
Tk
Donc p, =
k
Yo
On remarque que P, = 1. On définit la matrice d'autocovariance associée
aux observations (y1 e yn) par
~ ]
~ n—-1
P = X] ~ '
n i N i
i ~ ! matrice (n,n)
¥ ~ y '
i N
7{n—l T T XO -
et la matrice d'autocorrélation:
1P - =--- P
f\n = : ~ ! matrice (n,n)
s S
~ |
' ~
' ~ |
s ~
: (
— Pn—l i -
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2.2 Estimateurs de 1'autocovariance et de 1'autocorrélation

- Un estimateur de 1'autocovariance de rang k est

| n-k
C = P — - =
Kk - ti} (yt W) (yt+k uo) ¥k = 0, P
| n
ol _ , = M
nooo Tt

. Un estimateur de 1'autocorrclation de rang k est

2.3 Fonction d'autocorrélation et équations de Yulco-walker

Partant de 1'@quation :

en multipliant par 9t~k’ on obtient



89

Si 1'on prend 1'espérance mathématique, et en notant que

E(ut ?t—k) = 0 (puisque 3 ?t_k est associé U g qui est
non corrélé avec ut) on a
Y E( ?t ?t_k) Ay ot t ap W,k—p ¥k > 0
donc en divisant par ‘Yo
P = 3 P * ®p P-p ¥l 0
En écrivant cette relation pour k = 1,2...,p on obtient

le systéme des équations de Yule-Walker

Py =@ Pyt aypt ot a, Py
p2 = aI pl + a2 po + ...+ appp_2
1] 1] 1] 1
1] 1] ¥ 1]
= + +
Pp T8 Ppo 42 Py & Po
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Si on note

~ -
1 — - - -
- - pl pp_l
* i
a
I P PN .
1 ' ~
' - [}
’ p = 5 P = [} >
U ' ! > !
' ~ '
a - ! A
P = - - - =
P p I-pp—l ! -
On a p = PA d'oi A = P—lp
2.4 Fonction d'autocorrélation partielle théorique
. .1éme .. ' _ .
Soit akj le j coefficient d'un processus autorégressif

d'ordre k (Vj = 1,k)

On a la relation :

=& - . ¥ =
Py Ay Pup ® oA Pip e H A Pl 3= bk
d'old le systéme de Yule-Walker
bopp Py T T 1 P
Py o P Pr-2 ) '
= § ] {
vz ~ f ' - ]
'
' ~ i { ¢
I ~ { t )
¥ f | N
' = t . i
e pk"‘ } - - - - = 1 o, L akk - - pk P

les sutocorrélations partielles théorinues d'ordre h sont les autocor-

3 © rant &1imi o ¢
rélastions entre O et Ot—k avant Aliminé les effets de (\t-l - 7t—H+l
Er résnlvant les éoustions de Yule-'slker pour k=%,2... on obtient:

1 o
F?ll = DJ. v 8;\? = l ll n}
D
1 @2 1
Py

)
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A 1'ordre k on obtient a, comme le rapport de deux déterminants dont
celui du numérateur a les mBmes éléments que celui du dénominateur mise

a part la derniére colonne qui est :

a, est appelé fonction d'autocorrélation partielle théorique.

2.5 Fonction d'autocorrélation partielle estimée

Elle est obtenue en substituant dans la fonction théorique

T a Py

On calcule alors les akj Vj = I,k en utilisant les
relations
r. =2 r i . r + ...+ 4. T ¥, = 1,k

37 %1 Ti-1 %2 T2

et en résolvant pour k = 1,2... p

Dans le cas d'un processus stationnaire, on peut utiliser 1'algo-

rithme di & DURBIN.

Cet algorithme permet de calculer les estimateurs d'autocorrélation
d'un modéle autorégressif d'ordre (p+1) en fonction des estimateurs du mo-

déle d'ordre p.
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Les 5p+1 sont donnés par 1'équation récursive

§+1.=5.—5 .3 Vj=1,P
p*l,] PJ ptl,p+l P,p-j+l
p ~
p+l —,._Zl %pi 0 Tpri-j
avec 5p+l p+1 = —
’ P
1 - a . r.
j=1 PJ ]
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X1 ETUDE LDCALE DES SERIES TEMPORELLES

Plusieurs méthodes sont généralement proposées : méthode de lissage

(moyenne mobile, approximation polynomiale), méthode des différences ([13])

Plusieurs cadres probabilistes sont possibles : erreurs corrélés, er-

reurs non corrélées. Plus précisément si le modéle s'dcrit :
Vg = £(t) + e

ol y, est la série observée

f(t) la tendance

' ]
€ l'erreur
nous supposerons soit : E(Et) =0
2
V(e,) =0 [I]
COV(Et, ES) =0
soit : E(Et) = 0
V(et) = oé € stationnaire
au second ordre.
Cov(e &) = o, 1]
II

1. La méthode de lissage pour le modéle [I]

La méthode de lissage consiste & é&valuer la tendance en un point donné
par une moyenne pondérée des observations voisines. La valeur observée est con-
sidérée comme la somme d'un terme de tendance et d'une composante aléatoire.

Plus précisément, étant donné les observations Yy cee Yp
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nous estimerons la tendance en t par

yt = c. vy ¥t = m+l, T-m

m . .
ou z Cs = 1 (cette normalisation des coefficients n'entraine aucune perte
m

de généralité).

est appelée moyenne mo-

o *
La nouvelle série obtenue Ym#1 " Ypom

bile de la série Ve

m
»®
Quand y_ = f(t) + €., on a y“ = L ¢ f(t+s) +¢
t t - s t
- m
N e .
ou . z Uie
-m

i€

E(e =
( ) =0
m

VE® = o271 @

t “m s
Cov( e* e® H)=02 T Cp ¥h= 0, 2m

t t+h -m+h S s
=0 Vhe 2m+ |

Remarque : Un cas particulier consiste & prendre c
2m+1

™8

1
Vs = -~ m,m. On a alors y* = — t+s
2m+ 1 -m
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1 ° 1 :
= — I f(t+s) + ——— L €
t+s
2m+1 -m 2m+1 -m
2
o
D'ol U Gal ) = —
t 2m+1
Cov (e‘t‘, 8":+h) - —2—“‘—’“—‘;2— o2 ¥ h=0,2m
(2m+1)
= 0 ¥ h ?,2m+1

La méthode de lissage la plus générale consiste a4 ajuster un polyndme
sur (2m+1) observations et & prendre pour évaluation de la tendance, la

valeur du polyndme i 1'observation centrale. Par exemple, soient

V. .. ¥ les (2m+1) premidres observations. On ajuste un polyndme
i 2m+1 E y
P(t) et on aura alors vy * = P(m+1).

m+1

On s'apercoit alors de l'inconvénient majeur de la méthode de lissage :

on n'aura d'estimation de la tendance que pour t = m+l, T-m.

Cet inconvénient interdit pratiquement toutes prévisions et extrapola-
tions. On sait en effet que ce sont les événements les plus récents qui auront
la plus grande influence sur le futur.Or ici nous n'avons aucune estimation de

la tendance pour les m derniéres périodes.

De plus, dans le cas de séries économiques, le nombre d'observations

est généralement faible et donc la perte de 2m données est g€nante.
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' . . 3 * - -
2. L'estimation du trend par un polynome (modéle [I] )

Cette méthode présente 1'avantage de ne faire perdre aucune observa-
tion. Malheureusement 1'estimation du trendsur l'ensemble des données
yt(t = 1,T) conduit i un polyndme dont le degré n'est pas toujours aussi

faible qu'on le désirerait.

Prenons un exemple

, -
Soit £(t) = a | 1 - LK } ¥t =0, .. 2k
7
] K
- (£-3k) >
£(t) = -a 1——~—~——} ¥t = 2k, ... 4k
L k2

Ce sont deux paraboles 1'une convexe, 1'autre concave. Elles ont méme valeur

en t = 2k.

Si maintenant nous cherchons le polyndme approchant le trend sur

t = 0,4k, nous obtenons un polynOme de degré 3.

. L ~ -
Or, nous désirons approcher le trend”par un polyndme de degré le plus

faible possible.

Le lissage permet d'atteindre ce but car il n'utilise que les données

au voisinage d'un point précis, mais nous en avons vu les désavantages.
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3. La méthode de régression polynomiale locale (modéle [17)

La méthode proposée ici consiste a rechercher localement un polyndme
approchant le*trend” On recherchera simultanément la meilleure partition des
observations et le meilleur polyndme ajustant le trend dans chaque partie
au sens d'un certain critére. Cette méthode présente l'avantage de ne pas
imposer arbitrairement un découpage de 1'ensemble des observations, mais un
découpage qui se modifiera au fur et a mesure du déroulement itératif de 1'al-
gorithme. On évitera ainsi les pertes d'observations (moyenne mobile) et les

polyndmes de degré élevé (trend polynomial).

3.1 Le principe

. o & .. i i
Soit f(t) le trend. On cherche les coefficients (Oﬂ) ce qu )

. i
ainsi que la valeur de 9 (degré du polynome) tels que
s s . q 2
z [f(t) - S VA ] soit minimum dans la classe
teP. °© l qi
J1 - . ..
Pi (¥ 1 =1, K) ou (Pi)’1= 1,K est la partition en K classes des observations

On aura bien entendu q; < lPil . Nous omettrons désormais 1'indice i

Pour simplifier les calculs, nous utiliserons une base de polynOmes orthogo-
2 q .

naux au lieu de la base { 1, t, t ... t }

Soit  gh(t) ... ¢q(t) cette nouvelle base. Nous avons

(¢) = 1, (t)= k k~1
Cbo ¢ L=t o (e +C ke + C_(k)
¥k =1, g
ol les Cj(k) j =0, k-1l sont déterminés par
z @i(t) ®j(t) =0 i#]
t
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Par exemple, on obtient de (t) =1
.
¢1(t) =t 5
¢2(t) = tz_ (T+])t +(Iil%izig)

La fonction f(t) se réécrit alors

£(O) = 3+ X3,(0) oo v ¥ 0 (0)

et K = ¥

. +C ()Y, e+ C (@) 3, k = 0,1,q

k

L'estimation des coefficients ¥ par la méthode des moindres carrés

conduit 3 : e
]
5 E Ve ¢.(0)
. ¥k = 0,1 q

5 ¢2 (t)

\ £k ]
2 A~
On a de plus une estimation de 07, O

- . _ 2
O A L L A Pl

(estimateur sans biails)
I1 reste 3 déterminer le degré q du polyndme. Il s'agit de tester les

hypothéses:
~

M B =
HO K 0

. #0
Ha : ‘?k
au seuil € . La théorie des moindres carrés nous dit que l'on rejette Ho

:o A
si : ——
¥q | V2 ¢ (©)
L g (g)

>t
N 7 T=q-l
0]
Remarnites e +test de Stodent néegessite la narmali+é des nerturhatinrs tontefais:
"ei 1'mn ne sonnase nlis la mrarmalitd des orrtorbaticas les tests et yéoions Ae
confiance neivent B+re enecore valahblement annlgooés , Pien nutils ne sniect nas

rirnireisement exarts 1ls rennsent sur des annraximations aud suffisent Farinrs M

{Malinvad, fyil )
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3.2 Construction de la base de polyndmes orthogonaux

On cherche une base ¢O, ¢y - ¢q de 1l'espace vectoriel de dimen-

sion (q+1) de 1l'ensemble des polyndmes de degré S aq telle que

Vo< k <gq ¢, est un polyndme de degré k
et V¥ k,k' 0 <k <k'¢q < ¢k’ ¢k' > =0
On posera
b, =1

On a les résultats suivants

Proposition |

1) ¥k > 0 Le polyndme ¢4+ qui s'exprime en fonction des polyndmes ¢ et

$g-1par la relation

Ppar (B = (tma ) &, (©) = by ¢y (O)

est orthogonal aux précédents si

< tg, (), 6, (6) >

A O ACE
oo L e, ke
-1 A

< b (08 (67
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2) Les coefficients du polyndme de régression (dans la base orthogonale)

sont donnés par :

< >
? B ¢k(t), yt

<9 (0), 9 ()

3) Le polynome de degré q minimisant la somme des carrés des résidus

s'écrit
~ q -~
0q(0) =2 B 0 (0
femmcseseisc 0 T1le @ trouve en Anneve 3,

Proposition 2

Les coefficients de régression dans la base {l,t, ... t%}

sont donnés par

A A

SO X - - -

N = 8 Cp(keD) et + Ck(q)?q Vk = 0, q
oi les C_{(¢) sont obtenus de facon récurrente par

. Ck(k+l) = Ck_l(k) - a,

. Ck_](k+l) = Ck—Z(k) - a Ck-l(k) - bk—l

Y
(k+1) o _ - -
- Ck-i Crmg=1 ) = 3 8 GO = By €y (D)
¥i = 2, k-1
et
. Co(k+1) = -3 Co(k) - bk—l Co(k—l)

Némpngtratinne Fl1le se tyanve en Annexe 3.



101

3.3 Le formalisme

- L'espace des noyaux

Ky = §L/L=@ ..a)

O =
a2

Chaque noyau Ai(i = 1,K) sera composé des coefficients

Nous supposerons que ¢q est le degré maximal des polynOmes.

>
0 -

Alors vecteur (q+1,1)

R> R

&) -
QD e 3

Dans ce vecteur, les derniers coefficients pourront étre nuls si le test

de signification (intervalle de confiance) est négatif.

On a ainsi

+1 +1
v, = R x - - - xmg®Th g M)
K fois
- L'espace des partitions
i, = ) P/P=(P, ---P) ) est une partition de 1'ensemble
K ) 1 K™ )

des observations E en K classes au plus continies,

- Les notations

Card P. = n. avec :E: n. = n = Card E
J J J

K
j=1
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i .eme ,
. T. = (1, tyr = = = = tei ) vecteur (l,g+1) 1 élément de P,

. matrice (nj,O +1) des valeurs prises par le

polyndme pour les t / yt € Pj

.= '
TJ
L
-~ yJ:
J
]
7 .= \ vecteur (n.,1) des observations Vi € P.
7, ; i i
]
"j
_ y e e
J
3.4 L'algorithme
. o . +
- Le critere W o: lLK X IPK iR
(L, P) W(L, P) ol
K
2
W(L,P) = I l Z. - T, A.
L j i
1=1
K ns . . 2
i i <
- T T (z. - T, A.)
j=1 i=1 J i
X s
k q i >
=L z v - ¢ &7 & y 7
J=] 1=1 k=0 k 10
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Prohl®me:  trouver ( lfP*) / wWo(Lo P

- Ohtention des parties contigues

Nous nous servons d'un algorithme procédant par transfert (Andenberg
[]bis 0

Nous partons d'une partition en K classes (Pl"' PK) contigues de E,

cette partition étant soit estimée, soit tirée au hasard.

A une étape donnée, l'algorithme transfert un élément d'une classe
dans une autre a condition que le critére W soit amélioré. En voici les

quatre étapes
1) Choisir une sgéparation entre deux classes (par exemple la plus a gauche)

2) Déplacer un élément d'un cran vers la droite. Si le critére W ne diminue

pas, essayer vers la gauche. Sinon itérer jusqu'ad ce qu'il ne diminue plus.
3) Répéter 2) pour chaque séparation

4) Répéter 1) 2) 3) jusqu'a ce que dans aucune classe un transfert n'amé-

liore le critére.

Remarque : Cet algorithme converge vers un optimum local.

o ‘PK ————————aILK

s L= (Ll.......LK)

la méthode de calcul des noyaur est décrite précédemment (8§ 3,1 )
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- les suites u et v
n n

On construit deux suites:

(n) P(n) )

v o= (17

- \,( L(n) P(n) )

n ’

|

1.5 la converaence de 1'alnorithme

Théoreme : La suite u ~converge en décroissant.

~ . iéme. _ .
Démonstration : A la n itération, nous avons

(n) _ () _ _ _ S(n)
P (Pl PK )
Par la fonction g nous obtenons : (Afn)- - - Aén))
d'ou W(L(n), P(n)) = u_
Puis ¥. = 1, K-1 on modifiera (P., P. )
] J J+l

en déplacant un élément. Aprés avoir calculé les nouveaux noyaux, nous éva-
luons le critére : Si celui-ci a dminué, alors nous conservons la modifica-
tion. Sinon, c'est-a-dire s'il est resté stable ou a augmenté,le transfert

n'est pas retenu. Aprés examen de toutes les classes, nous obtenons

(n+1) P(n+l)) -4 < u

W(L n+tl ¥ n

Comme u_ est une suite positive et décroissante, elle converge vers

i

- 3*
un élément u

Cette convergence se fait en un nombre fini d'étapes puisque

' (n) . c
EK et L ¢ g (EK) EK sont fiupis.
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REMARQUES (1)

Si 1'on ajoute 3 1'algorithme le test de sginification des coefficients
estimés, il est possible que lors du passage d'une itération & 1'itération
suivante le degré du polyndme approchant la tendance diminue dans certaines
classes. De ce fait, la suite u ~ peut étre non décroissante méme si en
un certain sens on a une meilleure estimation. Toutefois lors de la conver-
gence de l'algorithme, le degré des polynOmes est stabiliséé et donc le cri-

tére décrolt.

(2) Pour chaque régression, on &value la Durbin-Watson. On pourra
ainsi vérifier 1'indépendance des erreurs. Dans le cas de non-indépendance,

on utilisera le modéle I{] .

3.6 Le programme REGP |

Ce programme écrit en FORTRAN IV IRIS 80 est organisé de la fagon

sulvante
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lecturr des données
“
]

M, Kym, 7T 0MAX

(o) ,,(0) (o
P = (:] ..PK ‘

\' 4

J Modi ficstion

N

de Pf’Hi+1

Fvaluatinn du
critere

WL, )

fe oritire

MON

dSerait-1]

T

Falcul des polvnomes
orthocor=aux
sur P, et P,
i J+1
Fvaluation des novaux

Test de sinnification

N

>

[TeR=1TFR 1)

< TTFR:Y >

A\’

A

Impression des résultats

FIN
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4. La méthode de régression polynomiale locale modéle[IT]

4.1 Le Erobléme

Nous observons une série Ve (t = 1,n) non stationnaire. Nous

cherchons 3 décomposer cette série en la somme d'un terme de tendance

m_ et d'une série stationnaire X, -

<
~
»
(md
~—
il

o2 xt Stationnaire au second ordre

. X = 0
Cov(xt’ s) t-s

. mt est le terme de tendance

1]

On a donc E(yt) %

7 M=
=
ot

1

2 >
12<€ my o+ 7%

V(yt) n

n

i}
T M5
=]
N
i

1

Nous désirons estimer cette tendance m, Pour cela, nous recheicherons

le polyndme qui approchera le mieux m, ; c'est—a~dire
P
e = z 7fv l?V [1]
V=0

ol 5‘7 sont les coefficients 3 estimer

_ .V . , . .

et @V," t (cas d'une régression polynomiale)

Lorsque les coefficients seront estimés,nous étudierons le processus
P

A
résiduel x, =y, - & \?V
t t V=0 \
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La série X, sera alors traitée comme une série stationnaire. Nous lui

appliquerons les méthodes précédemment décrites. ( cf: chanitre X )

4.2 L'estimation des coefficients de 1'équation [l]

Vectoriellement le modéle s'écrit : Y =0 ¥ +4 ot ¢¥ =n

L'estimation par les moindres carrés de ¥ conduit 3 1'estimateur :

Y- o by i= 4 0o 0y gx

Cet estimateur est sans biais, mais sa variance n'est pas minimale. L'es-

timateur le plus efficace,sans biais,parmi les fonctions linéaires de Y est:
b 4= "Iy £V Y ot I est la matrice de variance
Y o= @' o)

covariance des X.

Cette matrice est généralement inconnue. On se servira alors de 1'esti-

matenr 9. On montre que ¥ est asymptotiquement efficace (méme matrice de va
o
riance covariance aue %) |12

Le probléme est alors de déterminer le degré du polynlme qui décrira
la tendance. Il s'agit donc de tester la signification des coefficients cal-

culés. On emploiera une méthode récursive :

On teste un polyndme de degré p( Vp = 0, ..P). Si le test du coeffi-

cient est positif, on teste un polyndme d'ordre p+l. Sinon on arréte la pro-

cédure.

(P est le degré maximum du polyndme).

~

Soit .Xp 1'estimateur de 3b Vp = 0, | P
~
Quand n — =0 (7 - %)
S A LAY N(0,1)
I
0.
%
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Au seuil de 5 7, on obtient 1'intervalle de confiance

La) ~
d'od si | XI)\< 2 | XP l on rejette 1'hypothése que .Xp est

significativement différent de zéro.

. . N - . .
L'estimation de c&; pour une régression polynomiale est

2 £(5) m
donnée Tr = PP
par &3
P V+V'+1
n
-1
of . m_ =) —1 sy vi=o0,1..p p "™ glément diaconal
PP V4V

\ ) pp

de cette matrice

f(o) est la densité specirale du processus Xt calculée au point

I1 faut donc calculer cette densité spectrale,

Si le processus X_ est un processus autorégressif d'ordre o et

s'écrit

= - — - : + . =ol+ I,n
xt bl xt_1 + de xt_% ?t Yt +

ol E(th) =0 V07 t) = 5‘%7 . Cov(ajt"@s) =0

B
e
»
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La densité spectrale s'écrit

n
a A
s (x,= 2 b_x ,>2

1 65 ~ g b=l v otTw
f(A)= — . r - 2 avec =
2 1—;€Ve”‘ l Y no-o

(estimateur sans biais)

donc 2mf(o) =

N
i I =7 b
v
1
A/\2
m__ G
Or a ainsi O*y = | A 9 v+l
p i 1 - 5 ‘ov
! I
L'estimation de la série Y,

. . . i
Dans chaque partie Pi(1=],K),x nous avons estimeé m et

x' - On a ainsi ~ Y+teP,
t 1
qi,\.
Al St i
= ) T >
2 Loby %, Ve 2 q+l
A=}
. S
~1 ~1 e SR
= - t
Oc xo = vy = &,
, B A
ot B i _ Zl -&l(t_) v WA =] TN +
Xt—>\ Yt-A v ) > 4y o 7 94



donc
A Bi Al G A . Bi AN v
TN S S I zxv(t‘k)]
v=0 v >‘=] A v=0
q. q. Bi .
1 A 1 . A
~ny A . N 1 v
¢ b be%—A }\Z z b)\ Xv(t A)
A= =0 v=0
ve24di + 1
A
(oi b = -1 ¥i = 1,K)
o
4.7 lLa démarche rénfrale

| 'aloorithme adopters la démarche suivante: recherche simultannée

des évaliations de m et de ( vy o= my } sur une partition contioue

en K classes de 1'ensemhle des observations de facon & faire décroitre
Vi

le critere UV,

4.4,1., L'espace des noyaux L,

I1 y aura K noyaux : L = (A1 AK)EILK
- i - ¢ R ‘
ol chaque Ai ‘Bi’ Ci) avec Bi‘ IBK, Cl £ GK \
A5 \
Y
© (/3i +])termes
_.1. /.,i
i
5 ¥p;
¥ A .
- pi X! |
1 1 © ' ( Bi +1) termes
C. = ' .
Bt i Al A1
ql - b1 {p.
i
.. PSRIPICID
) 1 ‘
termes
i
vecteur (qi+1),1) Bq. 3é
T ( ﬁ +1)termes /
ol '§i , 1 /
43 /bi
Z ("‘ +l }( + 3
Lemiit c.e R P+ At My, = IR 7 i F
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4,4,2 L'espace des partitions

Soit TK = {p}p-= (P] - - - PK)} l'ensemble des partitions en K clas-

ses contigﬁes de 1'ensemble des observations E.
44443 Notations
. Card P. = n.
J J
O = ensemble des éléments de Pj sur lesquels on peut faire une autorégres-

J
sion d'ordre qj

Card 0. = n. - q.

J ] J
J = {°M€ élément de O.
t1 ]
. A v
: - (v J v, - = = =, (tzq.)
] = [KY D e YV ), (t,P 5 s {trg,
Z ) t t .51 = <,

t,1 L . 93 M O"J 4 v=0, B,

J

vecteur [1, (qj+1)( Bj+2)]

Zi = matrice des éléments de Oj

format { ns - qj’( 8j+2) (Qj+l)]

4.4.4 1o critére a optimiser

+

W EK XlPK 3 IR

[P

K
. 2 PR . 2

J L - (7 3
lz) Al »ima, Z ) CRE

|
i=1 =1 i=q.+l
i a;
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K7 o q.
=z L Yedi T Vi g
j=1 i=q.+1 A=1 ’
J
+ I pd Y (e
u=0 v=0 H v

Le probléme est alors le suivant

trouver (LY,P™) / w®,p™) = Min W(L,P)
I, X B

4,4,5 La fonction de représentation

g EK 4 EK
P > L = (Al - AK)
- 5, .
ou A, =
i
C.
i
avec . Bi constitué des coefficients d'autorégression estimés par les équa-

tions de Yule-Walker et de la premiére composante (-1).

Ci constitué des coefficients associés au 'trend"..

4,4 .6 Obtention des parties conticues

Nous nous servons de 1'algorithme procédan®t nar +ransfert dérrit au £

4,4,7 La convernence de l'algorithme

les suites un et v sont définies comme précédemment,Par une démonstra-
n

tion analoque & celle du §°.% nous avonrs:

Théoreéme: la suite v converne en décroissant,
m
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4,5 Le programme .REGP3

Ce programme écrit en Fortran IV IRIS 80 adopte la démarche décrite ci-

aprés pour le calcul des noyaux.
I1 nécessite en entrée

. N nombre d'observations
. K nombre de classes
ITER nombre maximal d'itérations
. QM degré maximal du polyndme
QC ordre maximal du processus autorégressif

. P(°)=(P§O) - - - P(;)) partition initiale contigue.

En sortie, nous obtenons

. P* = (PT - - - P?) partition optimale
. L* = (AT - - - Az) noyaux associés
=
ol A? = Bi ¥i =1, K
ct
i

. La valeur du critére W(Lx, Px)

. un graphique valeurs observées - valeurs calculées de la variable a
expliquer

. un indice de détermination sur chaque classe
Cet indice est calculé de la fagon suivante

. 2
Soit a. = ) (yt+l - yt)

(x correspond a la prévision naive qui consiste & prendre pour valeur
i

future, la valeur précédente)



115

i s 12
S t P. = Z - ~ ~ _ -
ot j t‘fa (Yt Yt) ou y_ est la valeur prévue par le modéle

pour 1l'observation t.
On définit alors 1'indice Rj par :

R. = S I W= 1,K

On a ainsi :

ost«l

et plus Rj est proche de 1, plus la prévision est bonne.

. une évaluation sur chaque classe des autocorrélations de la série
résiduelle, ainsi on pourra juger la validité du modéle formé. En effet,
la série résiduelle doit normalement se comporter comme un brujitblanc,
donc ses termes ne doivent pas @tre autocorrélés. S'ils le sont, alors
le modéle peut 8tre amélioré puisqu'il reste une forme structurée dans

la série résiduelle.
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Partition des observations

P=(P]... PK)

v

Estimation sur chaque P; de m,

par un polyndme d'ordre O donc

de K coefficients i=1,K

{aCalcul de Xt = yi - ?i }

o Estimation des coefficients d'autorégression
[%] et de l'ordre d'autorégression de chaque
processus xé
Y
-~ 3 3
o Calcul de ¢ gl_ i=1,K
g e 4
itération Test de signification de ¥
jusqu'a 0o
1'ordre ¢
maximum ‘ )
P ) i/
A -
% i/ 5; ?% )
- Conifi .
significatifs) non significatifs )
Ay
# N
Le degré du polyndme est -Xi a i
~ = y
augmenté de 1. t t
. 1 - 1
On applique {2] , [3 ] pas de tendance

t

t

X et

a1 057"
Pour les i/ H} est non si-

gnificatif on a

m= ¥

d'autorégression de Xt
sont ceux calculés en

[4 Jo. On connaft donc

et les coefficients l

Application de 1
1'algorithme i
de calcul des coeffi- ‘
cients d'autorégression\
de X¢g |
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PEMARNIIF «
Pour les méthodes utilisant le schéma probabiliste [II]
et dans le cas de séries temporelles linéaires, 1'équation

+ a ¥t = p+l, n

Ve T8 Yoy Y3 Vep v P yt—p

-~ ¢ 4. - - . - 1
peut étre considérée comme une équation de récurrence d'ordre p. On peut

donc associer a cette équation la solution

+ t t
= + ceo
Ve A1wT Xz W, Ap Wp
aux w, # w. ¥i # j et ou (w.). sont les racines de 1l'équation carac-
i j i‘i=1,p
téristique : -
P(w ) = wP - a wbhoL - a, w’

Afin de fixer les coefficients ( Al-.- A ), on utilise la suite des

valeurs (y] ... yp), suite des conditions initiales.

Plus généralement si les racines w. ne sont pas toutes distinctes,

on a
:
= P.(t) w.

Ve =1 J( )

ol Wy W sont les r racines de P(w)
~1
UJZ A s
. = .t
et PJ(t) 520 is

avec ”j ordre de multiplicité de la racine wj

Aig constante dépendant des conditions initiales
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XIT . - RECONNAISSANCE DES FORMES ET MEMORISATION CONDENSEE DE COURBES

I. - INTRODUCTION

Le probléme de la condensation de données surgit de plus en plus fré-

quemment dans tous les domaines ol 1'informatique intervient.

Lorsque les données sont représentées par des courbes, comme par exemple
en cartographie automatique (courbes de niveaux) nous désirons mémoriser une
quantité réduite d'informations permettant la reconstitution effective de la

courbe originelle.

La reconnaissance de la courbe peut étre effectuée suivant deux appro-—

ches : segmentation puis description ou segmentation et description simulta-

L'approximation locale d'une courbe (PAVLIDIS et HOROWITZ, 1973 [17biS];
Mc cLURE, 1974, [13¢%’] ; LAVEEN KaNAL, 1974 [13¢17 ; raviy, 1972, [13(2]
est faite relativement & un seuil maximal (fixé a priori) d'erreur. Ainsi on
connalt la qualité de 1'approximation mais non le nombre de segments de cour-
bes. BELLMAN (1961, [Zbis1)utilise la programmation dynamique, ALBANA (1973,
[ 1] ) et DUFOUR (1974 [ébis])propose les techniques de régression (méthode

des moindres carrés).

Notre approche fera la synthése des techniques de régression et de clas-
sification non hiérarchique, ces deux méthodes étant employées de fagon simul-

inde pour reconnaltre et mémoriser une courbe.
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IT. - LE MODELE

Nous supposerons le modéle suivant

Ve = f(t) + u, ¥t = 1,T

ou y, i valeur en t de la variable observée y

f(t) : fonction polynomiale de t 3 reconstituer

: & = = 2
u aléa tel que E(ut) 0, Cov (ut, uS) 6ts o

avec S o = ] si t=s ,0 si t$s

Remarque : Ce modéle suppose jue chaque observation a un méme poids.

pourrions aisément le généraliser en supposant

E u, = 0
\ u .= t
Cov(ut,us) =0 s #t

11 suffit alors d'appliquer l'algorithme sur les variables ZE
Tt
2
. 2
et r ., t, t au lieu de y_ et (l,t,t” ...)
o o o t

Nous
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Le probléme est le suivant

Trouver une partition de 3 1, 2 ..., T ; en K classes contigles et
K fonctions f(t) associées i chacune des parties der facon & optimicer

un rritére mesurant 1'adénoation des fonrtions £+ ans ahseryatinng

2.1 Obtention des parties contigies

Nous nous servons d'un algorithme procédant par transfert (Anderberg,

[]bis] ).

Nous partons d'une partition en K classes contigiles

P = (P1 e PK) de E ensemble des observations.

A une étape donnée, 1'algorithme transfert un élément d'une classe
dans une autre & condition que la nouvelle partition soit toujours formée
de K parties contiglies et qu'un certain critére W soit amélioré.

Plus précisément, l'algorithme se décompose en quatre €tapes

1) choisir une séparation entre 2 classes (par exemple la plus i gauche)

N
N

déplacer un élément d'un cran vers la droite.

92]
e

le critére ne diminue pas, essayer vers la gauche, sinon itérer jusqu'a

ce qu'il ne diminue plus.

3) répéter 2) pour chaque séparation

\

4) répéter 1) 2) 3) jusqu'a ce que dans chaque classe aucun nouveau dépla-

cement ne fasse diminuer le critére.
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Exemgle
(e} O (o]
F P P
I ' 2 i 3 1
‘ l'i, | i
! ]
N
th
{
| - : :
1 1 o
P Py Py
Remargue :

Cet algorithme converge vers un optimum local donc dépendant de la par-

titicn initiale.

2.2 Obtention des polynOmes locaux

On recherche f(t) sous la forme 2 x tJ, polyndome de degré q.

i=0 i
Pour chaque classe Pi(i = 1,K), on recherche les coefficients
(§<i’(ii ...X' ) et 1'ordre qi tels que
4 qi
2
93 iy
X [ y, - & A j ] (critére des moindres carrés)
teP; t j= -

soit minimum
Nous omettons désormais 1'indice de la classe.

Pour simplifier les calculs, nous utilisons une base de polyndmes

) q

orthogonaux i b, (£) ... ¢q(t)% au lieu de la base )

l,t, ..., t
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Nous avons alors

¢ (£) =1
¢, (£) = tk + C (k)tk_l— - -+ C (k)t + C (k)
k k-1 1 o
¥k = 1,q
ol les Cj(k) ¥j = 0,k-1 sont déterminés par
1#]
t + =0 ..
P a0 91 £,5-0.9
La fonction f(t) s'écrit alors
f(e) =7 +7 ¢ ,(6) + - =- = -+ ‘Yq(bq(t)
et a, = 7’k+ Ck(K+1) Y Kt ] + - - - + Ck(q)‘Yq ¥k=0,q

L'estimation des coefficients 7Y par les moindres carrés conduit &

AV

A Lyt ¢k(t)

Y, = L ¥k = 0,...q
5 2
: ¢’k (t)

A .
et la signification de 7Y K est assurée au seuil € si
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l%\k‘ .‘/Z b q(t)
t
~ Z frq-1(e)
tly - | ?
2 €LY =0t ]
qg =
T-q-1

La construction de la base de polyndmes orthogonaux ainsi que le calcul

des coefficients de régression se trouvent au chapitre XI §—3.

2.3 Le formalisme

La formalisation utilise diverses notions introduites par

E.DIDAY dans [7}

. Lespace des noyaux : L

K .
AL
]

L=)L/L=(L L)€05L=

K ) 1 K i '
é}i
L q 5

K(
T SN TR A
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. L'espace des partitions : B
B, = ) P/ P =(P ....P,) contigues )
K ) 1 K )
K
. Card (P.) = n. avec Z n. = n = Card E
i i jo &

. La fonction de représentation : g

g:RB —> EK
P -— L

La fonction g associe 3 chaque partie Pi un vecteur Li

constitué des coefficients déterminant 1'hyperplan de régression associé

(ef : 2.2)

2.4 Le critére

. + .o - ..
Soit W : EK X PK —>» IR le critére 3 optimiser.
0 K %
na: - j
6. - 3 @ eh)2
W(L,p) = X z t %]
f=0

i=1  t€&P.
J ]

W mesure la somme sur toutes les parties Pj des sommes des carrés des

écarts entre valeurs observées et valeurs calculées.

Probléme Min W(L,P)

x 1P
L K K
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2.5 L'algorithme et sa convergence

Une itération de 1'algorithme consistera & examiner les K classes

P] e PK et 3 les modifier en déplagant un ou plusieurs éléments vers

droite ou vers la gauche.

(o) (P(O) P(0)
. 0 K
on obtiendra (L cen LK ) Puis Vj = |, K=1. On modifiera (Pj’

On partira de P ) Par application de la fonction

Pj+]) en déplagant un élément. Aprés avoir calculer les nouveaux noyaux
associés on évaluera le critére W. Si celui-ci a diminué alors la modi-
fication sera retenue et on itérera le processus. Aprés avoir examiné

(1) LD (1) (1)21
)

toutes les parties on obtient P et ainsi que W(L

P - iéme . . . . n n W(L
Plus généralement a la n itération, on obtient L( ), ( )’ (

Nous avons les résultats suivants :

Prapnsi+inr 1 ! 'alrarithme décrit ri-dessiie converoe en faisant dénrnitre

. . n \ < al al
lJa suite o =”(lnup Y=ty ) o v =(! WP y.
n n n

démanstration: la eorverrence de 1'almorithme est assivée noisculun dénlace-

ment nla lietr mie 53 le mritare dérnroit et nniemie Ja suite 1 eet nositive
n

o nolle,

e . - . . , . . .
Proapnsi+ion 7 "ann11rn+wnn'*:llv x 17, =7 est non iniective,

Admanstratione Fr pffetr 3 1a conver-enre rag Pyong:

N/ AN wo=u L rtest o dive A= S VR O R < A

L. n- PR e n . ,
la partitinn P aat Aéd iite de 15 nartition 7 eni+t par +ransfert Alin oo

plieienre Aléments ,807t 1ni est iderticoe,

r nd ..
Nane le Nremier ras nais aiirong | # | Manes chnisd rong Aalores ¢

I NEL ISP SR

Nans Te serand pas | =l e+ done | =1, P = P

la

(n)
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2.6 Le programme

Ce programme écrit en FORTRAN IV IRIS 80 requiert en entrée
“n entrée:
nombre d'observations
nombre de classes
QM degré maximal des polynOmes

ITER nombre maximal d'itérations

plo) _ (P(O) - -~ pl

1 K ) partition contigue estimée ou tirée au hasard

En sortie, nous obtenons

.

PT o= \P] PK )

Lx _ (Lx o Lx)
1 K

vl 1% p%)

ainsi ouline représentstion araphinue des observations et des valeurs

ajustées,

Nous dannons éoalement la série des écarts (valeurs calculées moins

2
valeurs cberrvées),les coefficients de détermination P,

Fxemple ¢

Nevie supposernns K=" M= 1 {(approximatinn 0T des Arnites)
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: ;A !
! : t ‘ | {
. ] /i | ‘
, | g \ | !
- |
[ ) | /\l
' | : i I
| —_ |
| ! ! 1 | ‘
{ : | ! | !
) ' | {
| ! , ' ' ' i
! ! ' | ' e
‘ ‘ - i : N
t] t, T t 0 t} ty T |

> < > & > < Y < > ¢ >
% x % b = %
P
P ) 3 I P F3
La mémorisation nécessite (QM+1)(K)+(K-1) =2 x 3 + 2 =38
valeurs qui sont
A3
~ A A N3
O('Oy Olz.l ’ di, dz, O( s O<_1’ t]’ t2
1

avec

d\i : valeur 3 l'origine de la droite dans Pj

pLJ : pente de la droite dans Pj

3. Le modéle modifié

La représentation de la série ¥, par des polyndmes locaux ne conduit
pas 4 une fonction continue. Pour remédier & cet inconvénient dans certai-
nes applications (par exemple en cartographie pour les courbes de niveaux)

nous utiliserons une nouvelle fonction de représentation.
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3.1 La nouvelle fonction de représentation

. ) , )
. = . . = = &
Soient Q1 Pl U ) tl_1 z Vi I, K avec ) to g ]
et ti—l (¥i = 2, K) le dernier élément de Pi—]
On définit alors g : QK > EK
> L = (Ll’ LK)

Dans chaque partie (Qi) Vi =5 ,K le modéle s'écrit

i i a.
+ ol t7'i o+

yt _ °<o c(lt + + a; k] ut
. i q
i

" B o(l + d] t -1 + X t i]

}’t = ¢ 1 qg., 1

i-1 1
ot ?t est la valeur estimée de Y au dernier point de Py
i-1 i-1

par son nolvnome rerrécentatif

Pour P, = Q,, il n'y a pas lieu d'ajouter de contrainte.

Le probléme d'estimation des coefficients s'écrit alors sur P

comme précédemment et sur Q2 ce QK :
. e 2 -
Min & u sous Ro.= r,
t 11 1
U
i#l



129

avec : R. = [], ti~1’ ceey tiil]

ce qui est équivalent a ) Min (Y - Tee)' (Y - Tx)
AY

!
) sous Rol =1

oli Y vecteur des Ve / tg:Qi

T matrice de ligne (1l,t, ... tqi) ¥ te Qi

Npane aunne 1a oronnsitinn soivartes

Prapasitinn: e noantdme dlantimisatior

s 3 o e s e 5 '

Mimimiger (Ye TAY (Ye Tx) aone Q= v

Aa naor aenlutinee

> - - -1 S PRI R
X = (T'T) 1 Y = (T'D) 1 R' [ R(T'T) RI} [i?(l'T) 'y - r ]
Admane+ratiane |~ démanetratine Al cp résaliet eqt dancle gr o snoeve 1

Pamarrie ¢ 53 1tan pranlaie dpe malvnanes a=Fhaonmaiy [T17Y) ped dAimmarsle
_]ni

Amme e bt pet Y edmpnt emn Trmusvee e nloe niTrTy oot e q(\:)’zw‘rps
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3.2 Le formalisme et la convergence

Seule la fonction de représentation a été modifiée : g associe a chaque
partie Qi = Pi U ; ti—l) le vecteur des coefficients de régression asso-
ciés aux moindres carrés’sous contraintes linéaires. La décroissance de la
suite u, = W(L(n), Q(n)) est assurée par le choix de l'algorithme de
transfert. Cette suite &tant positive, elle converge donc vers u. =w(Lx,Qx5

Puisque le nombre d'éléments de E est fini,(%(est fini et donc

‘L(n)g € g(QK)C L.

Donc 4 N / ¥n> N u

]
[

n n+1

(n+1)

> ww ™M) = W™D o,

. x . .
L'optimum sera u,=u et les noyaux et la partition associés

(ny rn) (N MY n
arrort | ' et N déduite Ae N - Dg H f* ) 3 |4 i=1.v

5 i=1
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3.3 Généralisation du modéle sous contraintes

3.,3.I Cette méthode de régression locale sous contraintes a €té généralisée

- . = . . P éres
de fagon 3 obtenir une représentation continue et dont les dérivées I

’
emes
2

sont continues.

I1 suffit pour cela d'ajouter les contraintes imposant le raccord aux

bords des dérivées.

3.3,2 Cas SPLINE

Définttion :
Une fonction S est une fonction spline de degré k s'il existe des

points (X.). tels que pour toute partition A
171 =0,m

de a,b :a=3x < X, .... < X < x = b
o 1 m~1 m

S soit sur [Xi-l’ Xi)i=l o un polyndme de degré < k

(k-1) fois différentiable.

Construction de la fonction Spline

Le modéle s'écrit sur Q2 e QK
[}] yt;-Yo+Y‘¢l(t)+,...+ Xq d)q(t)«r-ut

S () . .
(2] 9% ¥, = % oDy o ToW,

io ¥ 3 = 0,q9-1
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avec E“t = 0

ol les équations [2] sont les contraintes de continuité de la fonction

(j=0) et des dérivées d'ordre j (j =1l,q-1)
On a

yt.(g) = valeur calculée sur Pi , pour la fonction (j=0) et ses dérivées
i- -

(3=1,9-1) en ti~l

@(j)(ti—l) = dérivée d'ordre j du Kreme polyndme orthogonal de Pi
k

avaluée en ti—l



133

~
Les estimateurs & sont donnés par la formule de 3.1 ol

b, (t. ¢,(t, - - - - 5 )
i; 1—1> :Zf 1—l> ¢q(ti-1) Yei-
1
o1 (E5_ ) o (s 1) ! G4
a , r= o,
97t ) '
N ~ ' '
~ '
" 1
~ '
> “~
N ~ s(a-1)
(a-1) (¢, (=) (¢ t.
q—l( 1—1) ¢ q ( 1~1) ) i1
3.3.3 CAS SPLINE d'interpolation
Définition : Une fonction S est une fonction Spline d'interpolation de

degré k s'il existe des points (xi)i=0,m tels que
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ol sur X s Xi) S est un polyndme de degré k, (k-1) fois différen-—

tiable et tel que

S(X;) = vy

oli Yo est la fonction que 1'on désire approcher.

Le modéle s'écrit sur (QZ, e QK)

)y =¥,s ¥ 01 *E 5 () +u

£ o
i y"” = ’ . s
[2} i-1 YO * Xl 1 (tl-l) : + Xq#’q(ti_,})
|
% Tty = Yo B1 prltg) ... ¥ Xq "’q(ti)
(conditions aux bords)
e : a0 (3) .
i- =

(conditions sur les dérivées)
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Sur P1 = Q1 on aura le systéme [l] [2] . On obtient en utilisant la

méthode des moindres carrés sous contraintes le systéme [3] pour P2

Sur (Q2 A QK), il ne s'agit plus d'estimation puisque nous avons
(g+1) contraintes sur (q+l1) coefficients. Il s'agit de résoudre un systéme

linéaire : (constitué de [2] et [3] )

R K‘ =T

oi R est presque triangulaire. On le résout aisément avec la méthode

de Gauss=Seidel.

3.4 Le programme REGP2

Ce prograrmme nénéralise le précédentOn introduit une variable MODE qui

pour

MODE

i
(o)
¥

algorithme présenté& en 3.
MODE = | =» représentation continue 3.1

MODE Lemes

i
p o
¥

dérivées (A-1) continues (V A=2,q9-1) 3,3,1 et 3.3.2

e 8

MODE SPLINE d'interpolation 3.3.3

1
Nl
v
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4. Nouvel algorithme fournissant la partition en classes contigues

L'algorithme de transfert nous fournit un optimum local, donc nécessite
afin d'approcher aux mieux 1'optimum global plusieurs tizages de la parti-

tion aléatoire de départ.

L'algorithme que nous présentons maintenant généralise 1'approche
g q P g PP

due 3 FESHER( 1058 ) et présente 1'avantage de fournir 3 nombre

de classes fixé 1'optimum global.

FISHER propose un algorithme de programmation dynamique dont le cri-

tére est la variance intra-classe.

Dans notre cas, le critére sera la somme sur tous les individus

d'une classe des carrés des résidus d'estimation

Cet algorithme est effiesceé gi 1'on impose la condition d'ordre suivante :

o e . o

inrtron : Soit E 1'ensemble des observations |

P it
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On dit qu'une partition P = (P]... PK) en K classes de E posséde la

propriété d'ordre si pour deux éléments Y. et vy de E classés dans la méme

classe PE on a

Vqu:E/t(u(s S y, € Pp

Remargue :

Le critére que nous voulons optimiser généralise celui de FISHER

au sens ou

K m
2
Min L b ( Ve ~ L oa. x % )
j=1 te P £=0
& Min (v, yj)
= te P.
J
si on pose m =0
X% = ¥t e P,
t J

Plusieurs généralisations du critére de FISHER ont été étudiées par

LECHEVALLIER ( 7974 ). Nous avons ainsi le résultat suivant
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Proposition: L'alcorithme de FISHER permet d'optimiser tout critire

pouvant se décomposer de la facon suivante:

W(L,P) =

W o™ <

W (L.,P.
i’ J)

ol W(Lj’Pj) est un nombre réel positif pour toutes les classes

Pj e & (E)

démonstration: Flle se trouve dans T2 (3)

Voici les différentes étapes de 1'alqorithme:

Etape 1 : énumération compléte pour trouver la partition optimale en deux
classes de E (étant entendu que chaque classe comporte au moins (m+1) &lé-

ments, ol m est le degré maximal des polyndmes de régression).

Etapes suivantes : On utilise la relation de récurrence

F.(t) = Min + F. = ].T- .
5(6) i Ce,, FJ_](s+1)] vt = 1,T-(m+1)
1{tds Vs = m+1,T=(j-1)(m+1)
s=t>m Vi = 3, K

permettant de passer de (j-1) classes a j classes, avec
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s 2
z , 4 l , somme des carrés des résidus d'estimation

ts
v="C4
8 m 2
.z £ 1
= u=tal Vv 1=0 "1 " v
pour les éléments de E d'indice compris entre t et s avec s—t>m
. Fj(t) est la valeur optimale du critére pour un partitionnement en j-lg
classes de la sous=-population %yt e yT% »

Plus précisément 1'étape 1 se fait ainsi

o)

- On construit la premiére partition ( <y1..ym+1) %ym+2" Yo
)

on calcule le critére associé c'est-3-dire

. Cl ] 0 (puisque (m+l) termes et régression a (m+l)

variables)

Fz(m+2) = gomme des carrés des résidus associés aux termes

. iéme .. . ..
- la construction de la s partition se fait ainsi :

) )
6 M AREEEEERE % ’ % Vapp "ot Yo 3
somme des carrés des résidus associés a ) Yy oo ysg
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)

. F_(s+1) = somme des carrés des résidus associés a ) y .y
2 ) s+l T)

. iéme .o e
- la construction de la (T-m) et derniére partition

) )
) Yycoo Yoome % * ) Yoigs Yo g nous donne :

C
1, Tem=1

. F_(T-m]

o (T-m)
La meilleure partition en deux classes sera celle associée au plus faible
critére.

Cette procédure ayant initialisé la relation de récurrence, nous

pouvons passer de j=2 & j=3 et plus généralement de (j-1) a j



(Eélcul de CIS=W(P ) avec P\ = ((y,..... ys)
Calcul de F2 (s+1$ .

NON

| %

> S
Calcul de CIS=W(Pl)avec Plfﬂyl"' yS ) ‘
!
i Zx =0yt:s+m+l ‘

7= +F «_ (t+l
4 (S+]L 1 lxt )

‘ Ww.=W"= Min W(P) )

]
NON /]/::\

e i-i01 RSt
]
T

F

f
N
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5. Généralisations

5.1 Cas d'une fonction de IR2

5.1.1. Le formalisme

I1 s'agit de géné mliser les algorithmes précédents au cas d'une fonc-

tion définie par les couples (Xt’Yt) ¥t = 1,T observés

C'est le cas par exemple en cartographie des courbes de niveaux :
(Xt’ Yt) sont 1'abscisse et 1l'ordonnée des points t d'altitude définie.
On recherche une partition P de 3] ceees Tg en K classes et les fonctions

fj et gj telles que

X = f.(t) + u ¥ te P.
t J J
= £
Yt gj(t) v, Vt P
véerifient
K [ 5
Min W(L,P) = Min L L lFX - £.(eN+ (Y - ¢ .(t))ﬂ
. t 1 t ]
ij=1 te P.
J
Tor [a -tz @ *()2}
= o t i ©y e~ 8tth
1= t EP.
J
A . - . -
avec f. et gj estimations par les moindres carrés de f. et g.

J J

Si on recherche £ et gj sous forme polynomiale

J
q j tl
fj(t> = 7 ai
i=0
qf .
g](t) = 2 b'] tl
alors on appliquera la méthode dfcrite en 7.2 pour calculer (ag a
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j aj . o .
et (Bg ces béﬂ. Puis on utilisera 1'algorithme de transfert qui sera basé

sur le nouveau critére W.

Le noyau Lj sera ainsi et la mémorisation

se fera en conservant les points frontiéres des classes et ces noyaux.

5.1.2 Le programme FORTRAN REGP.Z2.B

Ce programme écrit en FORTRAN IV IRI° 80 nécessite en entrée

N : nombre d'observations

K : nombre de classes

QM : degré maximal du polyndme en Y
QX : degré maximal du polyndme en X

ITER : nombre maximal d'itérations
\ . .
plo) - (PI(O) ... pl®

K ) partition contigue estimée ou tirée au hasard.

En sortie, nous obtenons

= b rd
= p
P (P[ e ‘K)
# = =
L = (LI e LK )
WL, P )

ainsi qu'une représentation graphique des observations et des valeurs

calculées.

Nous imprimons également les séries des écarts résiduels.
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OUT
._‘Calcul de l;

A

> : =
LCalcul du critére W l

ITER = |

< .

A

—

Jtrainres

Calcul de L:sous con-

Transfert d'un élément de
PJ‘ dans Pi*l

NON

Calcul de Lj' Lj‘rf——mx—‘<j=>
sous

contrsirtes

<>

A\

CuI

Calcul de Lj ,Lj*l

alcul de Lj

[Calcul de L;+1
4

sous con- ,
Lrailgres

A4

P
5

Falcul du critére W

|

[(wow | [wop-1 |-

AN

. " )
Transfert d'un elemencJ

de rj+l dans Pj

¢ alcul de L.
L.+1 sous

cdntrainces ]

Calculwde L.

NON

- 4

Galcul de L.,L.j
j 3

{Ealcu‘;‘de L
Anrrainbis

.+

sous

L]

S
ot

[ i
o e

[Cralcu}, du critére »‘!

24 I I
W =W

~

MOD=0

=i+

N

————-—)i MOLEO 1;

ATITERD
L ATERND X

-

Impression des
résultats

A 4

v
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Fxernle "pédeagocioue"

Nous supposerons K =3, QM = QX = 1

P X,

Nous supposons ici que la partition optimale est

P* = (1 ....8)
P’2‘=(c.... 12)
X _

P3 (13,14)

En trait continu les courbes observées, en trait discontinu les hyper-

plans de régression et la courbe en résultant dans le plan (Xt’ Yt)
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La mémorisation nécessite (QM+1)K + (QX+1)K + (K-1)valeurs.

c'est-a-dire dans cet exemple

2.3+ 2.3+ 2 =14

valeurs pour 28 données initiales.

L'organigramme est voisin de celui du programme REGP.2. Le calcul
des noyaux comprend le calcul des deux polyndmes en X et en Y. Le trans-
fert d'un élément d'une partie dans une autre se fait si le critere W mesu{
rant les proximités entre valeurs observées et valeurs calculées a la foisé

en X et en Y décroit.

Remarque : On peut comme pour le programme REGP2 envisager la continuité
de la fonction et de ses dérivées. Les estimations de chacun des polyndmes

se feront alors sous contraintes.
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5.2 Cas de la minimisation de valeurs absolues

1. - L'approche est la méme que celle décrite au paragr phe 2, mais plutdt
que d'utiliser les moindres carrés (qui peuvent présenter le désavantage
de mal approximer les valeurs extrémes) nous utilisons les moindres va-
leurs absolues. Dans ce contexte, la recherche du noyau est équivalente a

1a recherche des coefficients (eX j)i o ¥j = 1,K qui minimisent
7 +=0,0

i

| DLe

ZlY.. o(,']t
€ i 1

tEeP. 0
]

Nous avons vu au chapitre VII comment obtenir ces coefficients.

Le critdre se transpose alors en

K - .
q ;] 1

) z y -¢ 5t

=1 t€P, b =0

W(L,p) =

er o1t - . .. .
2. Si 1'on adopte comme critére locale le critére du minimax (critére

de Chebyshev) alors

W(L,P) = Max Min Max |Y_ -
j=1,k L tep, i

(R o =)
Ly
pd bk s
(w3

-

O

La fonction de représentation

g QK > LK
est celle définissant la solution des systémes linéaires surdimensionnés
¥i = 1,K

q ..
: i
(Y = 1L ai t, ¥t € Pj) au sens de Chebyshev.
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XIII Modéle 1inéaire typologique sur variables hétérogénes

Souvent lorsque nous possédons des observations sur un ensemble
de variables, nous désirons expliquer leur structure par 1l'intermédiaire
du coefficient de corrélation multiple. Mais alors se pose le probléme de
la nature des variables : 1'utilisation du coefficient de corrélation n'est
possible que dans le cas de variables toutes quantitatives ou du moins
toutes de méme nature. Si nous possédons un groupe de variables hétéro-
génes (ordinales, quantitatives, qualitatives) alors cette démarche n'est
plus adéquate, d'ol la nécessité de ''coder'" les variables. Si 1'on effectue
un codage préalable, alors ce codage ne sera certainement pas optimal,
c'est-i-dire qu'il déformera les informations dont nous disposons d'ol
1'idée d'un codage qui s'adaptera de facon itérative aux données ([207).
De plus, la recherche d'hyperplans locaux permet de détecter les tendances

linéaires spécifiques aux différents régimes de régression.

L'algorithme présenté recherche, de fagon itémtive, une par-
ticion des observations (typologie), les hyperplans locaux de régression
(modéle linéaire) et un ensemble de codages optimaux, ces codages transfor-—
mant les données hétérogdénes en données toutes quantitatives, permettant
ainsi 1'utilisation du coefficient de corrélation tout en minimisant sur

chaque partie la déformation des données.
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1. Notations et hypothéses

E = ensemble des individus
. N = Card(E)
. m = nombre de variables explicatives

(X f) aiéme . . .
€=1,m : variable explicative

On supposera qu'elle est ordinale, qualitative ou quantitative.

De plus, elle sera supposée de méme nature sur E v P

.Y variable 4 expliquer

(A
On fera les mémes hypothéses que sur les variables (X )e_. o
]

. X matrice des observations sur les variables explicatives de format

(N,m)
. Y wvecteur des observations sur la variable 2 expliquer, de format
(N, 1)
. P o= (P1 ces PK) partition en K classes disjointes de E
K
nj = Card (Pj) y ;;1 nj = N

. Y. vecteur des observations sur Y dans P.

X. matrice des observations sur (X ) 0 dans P.
=],m ]

Y. de format (nj,l)

X. de format (nj,m)

. 8. vecteur(m,l) des coefficients de régression associés a P.
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te opérateur de codage de X
vé=1,m
t opérateur de codage de Y
x* matrice image de X. par (ta )B
J J =l,m
v vecteur image de Yj par (t )
J

¢ x

En fait, ces notations seront associées aux codages optimaux (t )e

et (tx)
On a ainsi
x
1 m (") 1 1 mx ,_m
X. = (X., -~ = - X.) e x % — K"
i i 3 ——s X (£ 7 (X 5)===,t (J))
1 = m
= (X ,~--=-, X. )
] ]
v, s ij=tx (Y.)

On définira :

s L
Xj et Yj comme les éléments images de X. et Yj par les codages

"non optimaux"

. A 1'individu i de Pj
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on associe

2 N G G SR G
; it ]

i°™® individu de Pj aprés le codage optimal.

2. Le probléme

Le probléme que nous désirons résoudre est le suivant

nous cherchons une partition P = (P1 — PK) de E et sur chaque Pj Vj-l K
1

. % x ? .
les codages optimaux t°, (CQ %‘ de Yj et (X j)e.=1,m ainsi

=],m
A - - _
que le vecteur B_j des paramétres de facon 4 minimiser la somme des carrés
des écarts résiduels sur toutes les classes. Ainsi sur chaque Pj’ nous

noserone la relation
Ax %
Y. = X. .
] J @}

2.1 L'espace des partitions et des fonctions de codage

Nous les noterons

]

JIP, = { P/P

{ c/c

.

@ - - - |

(¢! - - t% t) admissibles}

@]
]
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2.2 L'espace des noyaux

Soit I.K={L/L=(L]-—"LK)}

él
i
L = |
J
|
|
Bm
L J i
avec
(B ﬁ) coefficients de régression dans P.
éB=1,m ? ]

2.3 Le critére & optimiser

Avec les notations précédentes, siW est le critére

alors L I‘K X EK X C ——*R+
(L,P,C) =~=———a W(L,P,C) avec
K >
< A
W(L,P,C) = z ” o X BH
=1 j j ] ,
K . . m A -
= s 3 < dx o 7 RE (lix )
j=1 i=I L -1
s K e oAt b i)
o (“Y)“ e E (X))
j=1 1=l
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Nous cherchons le triplet (LX,PX,Cx ) tel que

Min wer e,y = (¥, e c¥)

LK X EK XC

sous les conditions de normalisation :

¥: = 1,K

1 A v A
g x* "B, =1
a. 3 i3 ]

i

ous

I -1
n. J J

j

Ces conditions sont nécessaires pour définir une solution unique.

De plus, sans ces restrictions, on pourrait prendre
;= o, Yj =0 ¥i = 1,K et ainsi on aurait

& . . . ..
W(L,P,GS = 0, solution optimale mais triviale.
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Remarque :
On peut également imposer les conditions de centrage et de

réduction des variables

nj Li*
z Xj =0 Vj =1,K ; ¥1 = 1,m
i=1
n.
R Vi=1,K
J
i=1
2
Xe*" n, = o Vi <1,k ; ¥l =1,n
] IR N
2
v= - Vﬁ =],K
3 n. = 0y -
IR 3]

Toutefois ces conditions n'assurent plus la convergence du critére.

2.4 La fonction d'idgntifiqatioqvﬁu

Soit f : IK

> EK qui &
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Définition : Soit D : EX L ——3 R T

.. P x
une mesure de proximité entre un individu Z et un noyau L

2

- T,

€=

£ -
D(z"s L) = (Y 2

On définit alors ¥i = 1,K

o = (7% /(2% L) < DS, L) Wi Ai )
i ( 1 ]

% L c
avec Z & P. . siégalité.
1A]

2.5 La fonction de représentation et les opérateurs de codage

Soit g: IPK — IK la fonction de représentation qui a

P — L= (L -~ - L)

- n
A
B .
L

i
avec: I, = i ¥. = 1,K
N "m ]

B.
J

L A

Mans allons dafinir plis orénisément lee anérateurs de codace pais la
mé+hode farrnigssant lee end=res optimagy aired rue les yectenrs deg

roefficients de Té-~ressinn.
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Zeh.T 'es opérateurs de codace

Nous allons particulariser les restrictions a apporter aux

opérateurs de codage permettant le passage de X & X* etdeYa Y

En effet, si nous n'imposons pas de restrictions sur les co-

dages alors on pourra minimiser de fagon optimale mais triviale

le critére . I1 suffira de choisir Y? tel que
= . A . .. B

vr = XX 3 ¥] = 1,K et ainsi  (L,P) =0
i i

En fait, les restrictions dépendront de la nature des

4
)C =l,m

variables Y et (X

Nous omettons 1'indice j de la classe pour simplifier 1'écri-

ture dans la suite du paragraphe.

Trois types de variables sont possibles dans le cas d'un

processus discret ou continu
=~ quantitative
-~ qualitative

- ordinale

a) Cas d'une variable qualitative discréte

Soient t£ le codage de x€ et t 1e codage de Y.

e

Xle est qualitative alors nous désirons que son image par ¢t

soit telle que V¥i indice d'un individu

t &

(XEiN X'Ei') . (Xﬂix _ x£i"<)

i ;e

ol -, indique que X et X sont dans la méme catégorie.
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. S1 Y est qualitative on désire de méme que :

. .1 t 'X
(Yl A ' \

S (Yix _ Yi )

Remarque : Un cas particulier de variable qualitative est la variable

binaire, c'est-a-dire :
i

Y = 0 ou 1 ¥i

Li

X = 0 ou 1 Vi

d'oli les liens avec 1'analyse de la variance et de la covariance

b) Cas d'une variable ordinale discréte

Définition | : On appelle variable ordinale, toute variable de E

dans (F,R) ot R est une relation de préordre

Définition 2 : On appelle fonction isotor® toute fonction t réelle

sur (F,R) pour le préordre R telle que
i £ 1 = (i) § t(i"h

On notera I = } t isotone de F e R muni de la relation

de préordre usueile}
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. De méme pour Y avec t € I

¢c) Cas d'une variable quantitative

(™

Si ¥ est quantitative alors nous désirons que X soit en relation

linéaire avec Xe‘ d'ot

2o X s x =

2
P % . .
Plus généralement nOUS désirons que X soilt une transformation

polynomiale de X.2 d'ol

oi P est fixé a priori.

De méme pour Y

d) Cas d'une variable qualitative - phénoméne continu

Dans ce cas on désire que ¥, indice de 1'individu,

vi=1,m

. .y . . ‘o
. [ e X %-l = X!'-l \< X{lx \< X(l = X{l
< g1 X‘e iy ¢ + +

.4 <y .
-8 g xb *s xej

= X+
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51 21 . eas . .
aveC X w 5 X & bornes inférieures et supérieures d'un intervalle.

On aura la méme relation sur Y.

e) Cas d'une variable ordinale - phénoméne continu

e

Si X est ordinale on désire que

21 2 i’ 9 . .
(X < x ) t> Xg’lx{th

On peul également associer des intervalles, comme ci-dessus. Il faut

alors vérifier de plus

De méme pour Y

. . sy s
2.5.2 La matrice X et le vecteur Y

s fad fnd -~
Soient Xj et Yj de méme format que Xj et Yj

le critere stéorite

K 2
i _ ¥ WA
Py = YT - XFE ” R
R

T

14 .
Cx A
- %“Y af -5 -Yf+‘}f'§f )

i
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Si ¥i = 1,K on définit

a3
we
o
1
>
%
w>
l
~~~
<
2]
]
>
ro
ot
>
RS

avec
e _ x AN x Pe AL Al -
xt- [ 8- of - 5D CEp

s . . ®x X
Le critére mesure alors la distance entre le codage optimal (X*, Y )

By S
et le codage (X, Y )

On obtient de méme

K x bl 8 2
, - i ;8 IR ]
= 5
K e :
SE e || e
1=1 ] J J
; T - ¥i = 1,K
S1 Oon ose . = . N = s
P i i .

\
b

L

. =
mesure la distance entre Yj et

Alors
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2.5.3 L'algorithme de calcul des codages optimaux et des coefficients

de régression

I1 se compese de deux phases successives

. . . _ A
1) estimation par les moindres carrés de g.

]
(les codages restant constants) ¥j = 1,K

2) estimation de tL (pour une valeur de e ) ou de t

A
(avec Bj constants)

2.5.3.1 Calcul des coefficients de régression

Nous cherchons sur chaque classe Pj 2 minimiser
% = 2
Y. - X, . n.
" J i 83 " IR ]

sous la contrainte
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En dérivant, nous obtenons

%

] ] 1
=2X; X:B, -2X: Y o+ 2A.X: XigB .
S5 i i i i I T R
i
d'ou :
1 T
XX eN) B = X T
5]
i Ui i’ P i i

1
Si (X? X? ) est inversible, nous avons

A ' = -1 w' = 1
.= (XU X)) X, Y. . e
Y ] ¢ ] J ] ]

D'ol en utilisant la contrainte
' -
“x’.‘(x’.‘ H7hox® Y’.‘n
J 1 J J

‘/T{j'

1+>\j|=

donc :

n.
iR i

. = = . . P . .
Si ( x>/ X n'est pas inversible. nous utilisons 1'inverse
] ]

généralisée et obtenons

N OID &5 R L o
it i

6‘
b ' '
® brid K. e = x
X (XD X)) X {” n-
n S i3 IR
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2.5.3.2 Obtention des codages optimaux

Dans cette phase, nous désirons obtenir le codage optimal

L

de t (ou de t) au sens des moindres carrés sous les restrictions

du 8§ 2-5-1 sachant que (ty)g"*e et t ou (tz ) VC:l,m

restent constants.
Cette procédure dépendant de la nature des variables a coder, nous

examinerons successivement les cing cas.

a) Cas d'une variable nominale discréte

Dans ce cas, on utilise un résultat dd 3 FISHER
On définit : ¥i = I,N

Lise vl .
. X comme la moyenne des X qui correspondent aux

#
Xe'ayant la méme modalité.

Cxemple : Imaginons qu'initialement (avec N = 7)
x* S (323132335331
et que
;%' = {0,8 ;3 2,3 50,9 3 1,9 5 3,1 5 2,7 5 1,3)

alors

XQ* = {1 32,1 31 32,1 52,93 2,93 1)
A~ ) s . i
. De méme Y'* est la moyenne des Y' qui correspondent aux Y

ayant méme modalité.
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Ainsi rous minimisonsse

<X£%_T§‘e \B* vl

Plus nrécisément nous avons:

Lot ¥t x&x_ € 401 et

prend la modalité A

e , 1 si X
avec 2! = E
g 0 sinon
De méme pour Y
Y w -1 -
C(Y,X): Y& o= 2(72'7) 71y
- 1
0 7 = (7 i
u ( X)L,}
1 1 si vt i1 dalité )\
avec 7 \ = [ i prenc a modalite

0 sinon

h) Cas de variables ordinales discrétes

Dans le cas d'une variable ordinale, le codage optimal est

obtenu par un algorithme de régression isotone.

Néfinition : Soit t une fonction sur E

. b ~ . .
Une fonction t = sur E est une regression isotone sur E

relativement & l'ordre R si elle minimise sur la classe des fonctions

isotones t sur E la somme

£ (i) - M) |
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e . x g is”
Hemarque : Différents algorithmes de calcul de t° sont donnés dans bels}
Toutefois ceux-ci ne sont valables que dans le cas od t est une fonction.

Or, ici t est une application multivoque.

L'algorithme utilisé et son optimalité

Soit t la multi-application qui a la modalité Ade la variable Xe

associe
) A 9 a4
e, =Xy, - - -, X8 o
] k
A
¥ £= l1,m
VA
\/kX avec | <k ¢ K = nombre de classes.

ol kk =nombre de valeurs associfes aux individus de m@me modalité

y

~
Soit ng ( X) le nombre d'individus prenant la valeur X;’(X )

¥j = Iyky avec J ? o (A) o

Soit t 1'application qui, a la modalité ) de la variable Xt associe
N 0
X, ) = X))

0 .

o =1ym
¥
A
. soit t, x4y < xf (d) =1,k g
Le probléme est alors : trouver la fonction e qul minimise
k\
“ ¢ 9 5 2
. z nyJ: () (tj(XQ s A ) - e (xé s A )
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sous les contraintes

(1) N Y = L0 sx"";(w)

(2) xo= o = oy = o

[.'algorithme de résolution est le suivant

- on ordonne les modalités A par ordre croissant

- on ordonne les t(XQ,A ) dans 1'ordre des X

Ainsi, on obtient A€ A2 veeen €A

o " o est le nombre de madalites,

¥. ‘
j=1,p-1 on calcule le barycentre associé & la multi-application

e (xB, Aé) soit B( A3

. De méme, on calcule B( Xj+l)

. x, .0 3
Si B()\j)\< B(AJ.H) alors t° (X ,)\j) = B(xj)

Si B( Xj) S B( %j+l) alors on réun it les deux ensembles

t(X?’, >‘j) et t(Xe, >\j+1) d'oa B(A.)

Puis on passc en j+2 et on itére.

On démontre | 'optimalité aisément puisque nous obtenons pour cha- |

que modalité (ou regroupement de modalités le barycentre associé a la mul-

ti-application, donc tx(Xe,X.) réalise le minimum de
Ky J

Al

.

0
nfO) (e x8) - et 2)?
j=1 j

pour les t vérifiant (1) et (2).
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(n peut dfinir le codaoe optimal par:

N

E €8y L lx_ 08 070 He

t

e

Ay
on 7€ egt une matrire hinaire indisuant les X~ oui doivent etre

recTouncs paur satisfaire la contrainte dlovdre.

Nn définit de méme le codace pour Y,

¢) Cas d'une variable quantitative

e

Dans le cas d'une variable quantitative les codages t

ou t sont donnés par la relation

S ECCINS GBS S e

V‘e = (za XQ)(XC)ZQ _-——(XC)P)

matrice (N,P+1)

(régression polynomiale d'ordre P)

n a le ro=ultat sutvant:
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AL .
S. estimateur des moindres carrés ordinaires est égal a

P 24
S=( ¥ M AT

“i

L'utilisation de polyndmes orthogonaux permet de calculer facilement

(Cf. Chapitre XI  3-2)

d) Cas d'une variable nominale continue On poseras
- . - . . e.
e si T e[, xV]
- Q/. . 01. 2].
x Aix X si X - < X=
2]. . - - 2.
X S si X 2 > X i

si les intervalles sont connus & priori.

Si les intervalles ne sont pas connus a priori, alors nous les

construisons de la fagon suivante :

L'ensemble des individus est muni d'une structure d'ordre :

- on réordonne le vecteur des moyennes par catégorie

- -
3\(2 .. ~e
Soit X ce nouveau vecteur.
ord
Toi (i . 01 - o
(avec X = moyenne des X associés aux X de méme modalité)
y

La'd
- on réordonne le vecteur Xl en fonction de l'ordre des ord

. ~ ¥,
Soit XOrd ce nouveau vecteur.
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Puis nous appliquons 1'algorithme de Kruskal sur ijid

(aprés avoir ordonné chaque catégorie par valeurs croissantes) et obte-

nons un vecteur que nous ordonnons en fonction de 1'ordre de Xed'oﬁ

&

Donnons un exemple. Soient les deux vecteurs

X7=(1 32 323331333 2)

En ordonnant les éléments de chaque catégorie, nous avons
(1335254563535 7)
puis en appliquant KRUSKAL
(1 32,5 32,5345 4,55 4,55 7)
d'ot Xex = (13 4,5 3 43 4,53 2,557 3 2,5)

2

aprés avoir réordonné en fonction de X



On obtient alors
x ¥ Min xe”‘

) i de méme catégorie )

23 Lix

Max X

i de méme catégorie )

>
Lt}

(2,5 3 4,5 3 4,5 5 7 5 2,55 7 5 4,5)

e) Cas d'une variable ordinale continue

On utilise 1'algorithme de KRUSKAL. Si on introduit des inter-

valles,a priori on procéde comme au début de d).

2.5.3.3 L'alegorithme de codage et sa convergence
g g g

Pour démarrer 1'algorithme de calcul des codages optimaux et

des vecteurs de régression, nous devons spécifier les valeurs initiales.

Nous prendrons

XX = X. v. = 1,K
j i 3

7X = 4 i =

&j &j &J I,K

c'est-a-dire qu'au départ nous considérerons que les variables sont toutes
de méme nature quantitative. Nous donnerons également des valeurs arbi-
traires aux modalités des variables nominales et aux bornes des inter-

valles associés pour le cas continu.
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A
Ainsi dans une premiére phase, nous calculerons Bj Vj= 1,K
(§ 2.5.3.1)

La structure d'une itération sera donc

.
o

1) estimation de X e v €

l,m

. . %
2) estimation de Y

3) estimation de gj .

La convergence de cet algorithme est assurée par [2@]

Pour chaque phase, nous obtenons les estimateurs par les moindres carrés

des codages et des coefficients de régression.

Donc nous optimisons ¥.= [,K
ai
i /. m . 2
s (v - = Pe. (81
j=1 Lot

Cette quantité, toujours positive, décroft, donc converge. L'arrét

se fait lorsque la décroissance devient trop faible ou lorsqu'un nombre

maximal (fixé a priori) d'itérations est atteint.
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3. La convergence de 1'algorithme de régression typologique

sur variables hétérogénes

3.1 Les suites u_ et v
n n

Comme pour les algorithmes précédents, on définit

(@) _ () ),

v

u _ w(v(n))

3.2 La convergence

I1 s'agit dc montrer le théoréme suivant
Théoréme : La suite u_  converge en décroissant.

Démonstration : Nous mont rerons successivement

{2) W™D p gy (D) p(nt),

Pour fl]

K 2
aw® p™My. 3 ﬂYj _ ij:(n)gj(m“
=1 v,

(n+1)
e (D pe) r R ) ' " 2
=1 i . . iR 7.
| ]

Par construction de la fonction de représentation, nous savons que f]]
est vérifiée puisque 1'algorithme donnant les codages optimaux et les

coefficients de régression converge.

Pour E?]

D'aprés la construction de la fonction d'identification et par une démarche
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analogue d celle des thé&orémes précédents, nous avons [2]

Donc u décroit et puisque toujours minorée par zéro converge.

Comme IPK est fini et L(n)

se fait en un nombre fini d'étapes.

e g( IPK) C IL_,, la convergence

K,

4. Applications et organigramme général

Si nous caractérisons la nature des variables explicatives et
3 expliquer, nous retrouvons des méthodes connues que nous avons locali-

sées?®

quantitative ; .
analyse typologique de la variance

qualitatives

quantitative

qualitatives
et analyse typologique de la covariance
quantitatives

analyse typologique isotone de la variance
gualitatives

ordinale

qualitatives
et analyse typologique isotone de la covariance
quantitatives

.<

guantitative , . .
réoression tvpolocioue

>

guantitatives

}
?
Y }ordinale
:
}
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-

Tirage aléatoire de P(o) I
1
[xx(o) - X, \,x(u) -y I

N

i

~ (n) x(n)f x (0 x(n)f x(n) ﬁl
= (VI ) "
Ch ("' s v |
A l
iejer |
oUIl L
J\\K//
NON
Voo |
> —
=]

Cein) _fox e am_ ox(n) _  €x(o) 42 %2 () =1
X, -[xj fy - o X Bj(n)](:j ) |

]
. . <
e

£ x(n)

)

]
‘Calcul de X par régression de?(

-~ n :
v ™ p(®) . L (gj!(m)z ﬁX;(“)" _ ;—; (@) " 2 '
i e

T

ouL

'
. A W ow & wew"

SRR

won

g =24 | VI T~
A S 2 <¢m
NON

-

[ e— <
F‘J}) ICICV I ‘ ‘
] k] 3
< - -
7 j=3+1 ‘
x(n) P . k
Calcul de Y par régression
de ‘:i‘“:)
li=1]
> =1
\6.(“)-(x’.‘(“) ()7 () X
J J 1 ]

o

¥ A ) i
w(L(rx)'?(r\))= LﬂY}g(n) . xajt(n) 8;“) “ 2 \

j=1

P S, - T

-

‘b-‘:’w “a [TER < ! | >2Calcul de P(“)'s
-

LI

] Impression des E
|
A

‘ résultats

|

Copaw

pypmpe——r—y

=(m)_ x(n-l
X =X
. \,x(u)z‘{x(n—l)
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XTV  APPLICATIONS DES DIVERS ALGORITHMES

I Application de l'algorithme de régression typologique REGTYPO

les données fournies par le R.R.G.M. (Bureau de recherches
néologioues et minidres) cormsistent en un  lot de 990 prélzvements (carottes
3 30 centimdétres sous sol,
L'analvse de ces prélévements indicue la présence des éléments
suivants
-luivre
~Fer
-Mannanése
~\/anadium
-Chrome
~Cohalt
~Nickel
~Arseric
-Bore
-Rariom
-~Phosphore
fe hut de cette étude est dlexoliover la orésence du cuivre |
de 1'arsenic et duy zinc par les différertes teneurs des autres éléments et
de fournir ne +tvnolnnie dee prélévements,
Lrace A un dérounane des varishles en modalitée ~ous pouvons

fixer le nnmbre de rlasses 3 rino.

T.I Fxplication de la tereur en cujivre

Mous expliauons le cnivre par les variahles suivantes: fer,

mannanese, vanadium, chrome,
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.Classe n°I 377 individus

— e s o e 2 e

-Hyperplan de réores~ion

Cu = 6,33 Fe 40,0078 Mn + 0,05f Va = 0,047 Cr

~Qualité de la réoression

2
R” = 0,980

-Ecart-type des paramétres

V}BI = 0,34 w, = 0,00086 V:@ = 0,012
= 3
constante 0,6

-\/ariance des perturbetions = 9,5

Classe n® 2 460 individus

-Hvperplan de réaoression

Cu = 3,32 Fe 40,0008 M 40,0726 VVa + 0,06 Cr

~(ualité de la rérnression

R” =0, 077

~Fcart-type des psrametres

for = 0,260 q’;ﬁn = [,00n74 T\l’ﬁ = (0,0l
= (1,477
constante

=\/ariance des nerturhations = §,70

.Classe n® 3 60 individus

-Huperolan de rénression

Coo= 20,6 Fe 40,095

~Myalité de la rérression

q = 1,07 9 = 0N,0n”4 T = 0,047

fer e Ve

v constante

Mmoo =0,A7R Va =0,36

-3

Tr

-0,

45

= ﬂ,ODﬁT

-0,68

- 38,8
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~Variance des perturbations = 34,5

.Llasse n® 4 18 individus

.

~-Hvperplan de rénoression

Cu = 43 Fer +0,17 Mn 7,23 VUa =034 Cr -T6,4

-Jualité de la réoression

2
R® = 0,987

-Ecart-type des paramftres

. =13,2 ¥ =0,037 ¥ _ =0,307 ¥-_  =0,79

Fe Mn Va

16,90
constante ’

-Variance des perturbations = 3726,6

[lasse n? § 134 individus
—-Huvperplan de réaression
Cu = 7,07 Fe + 0,014 Mn +0,036 Va +0,73 Cr 0,728 é

~-Nualité de la rérnression

2
R~ =N, 985

~Fcart-type des parametres

T =0,697 T = 0,077 T = 0,070 U

Fe Mry Va Cr

~\ariance des perturbatiors = 14,7

['analyse de la série des fcarts entre valeurs celculfes et valeurs
observées permet en prélevant les valeurs fortement positives de sélectionner
les préldvements susceptinles d'Btre riches en cuivre.in effet ces dearts
indiquent oue 1a forte tenenr en cuivre n'est pes evplioude par 1Ltenvironrement

et est donc ure anomrlie.

e cinauantaine de noints sont ainsi dicelés la méthode de réores-

nnart une imane plus fid2le du

3 0

sion apporte done un svantace 3 ce nivesu
nuane des abservetions elle permet de ne sélectinnner nue Ies noints dornt les
tearts sont élevés 3 1tintérieur dlune sous nanclatinn, nons fyitnng =inai de

retenit les nrédlduements mal exnlimide narece mue navés demeg e ponolatinn

hétéronéne,
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1.2 FExplication de 1a termeur en arsenic

Mous explicuons 1'arsenic par les variahles suivantes: fer,

manoan®se, vanadium, nickel, chrome, ~rohalt,

Yoici les résultets mour le meillenr +ivanes = 37
[l lasse n° T 379 dndividus

As = 0,575 Fe 40,0068 M o0,775 Va 40747 1§
0,075 Cr + (1,277 Cn

-Nualité de la rénression

R™ = 0,067

~Feart=-tvpe des parsmttres

YT = 0,508 9 = [,onl4 o = 0,079 T = 0,40
Fe M ! \ia ’ g '
r = [-} nTﬂ“A v—- = 177
Cr [ Cn 4
~Yeriance des perturhations = 28,7
.Llasse 0?7 P3¢ indivirhe
~Hynerplan de rérression
As = B,P7 Fe 40,0mf5 M 203 Va LT 06 N 4, aPR0 Oy
w0, TS Ca
~Malitd de 1a rérreseipn
Qﬁ = N,o72
~Frartetune des prramotres
ri’ = ,7¢ O A r, = U,nf G—" = f,n74
e Viey e <
r:—-,r = D-OT "-,., = i,
~\/eriance des perturtetions = 4,0
. lasse 2” 2 74 Sndividos
~Hupernlarn de réoreeednn
As o= [0,08 Fe o =l,nT s Moo 7 s i N -
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~ualité de la réoression

)
R = 0,977

~Ecart-tvpe des paramdtres

o = 0,67 . = 0,onT8 = N,074 = 0,075
Fe ! M ’ T Va s 0 V—-Ni 0
= 0,017% ¢= = (1,12°%
q-ﬁr ’ Co '
~Variance des perturhbations = 22,0
[lasse n® 4 28 individis
~-Hvperplan de rérnression
As = =78,T7 Fe 40,677 Mn  +7,56 Va -N,A75 N3 - 00,0775 Oy
~2R,6 (0

~Nualit® de la rénression

~Foartetupe dec paramétres

= :)’ 7 r = f?‘n‘[/l r = ﬁ' T -f"@,n:ﬁ
Fe T e v—f,
9 = 0,057 g~ = 0,775
FT ! T
~Variance des nerdorhotiane = 47,
.r1_,FF%Cb‘ n° N M
~Hupernlan de riorpessian
‘s - Tre fa,n Vm LT Ve N, N -,

=il i+A AdAe Ts rirormeadas

Frortatone dee Anvomitreng

.= . - Coans - A T - AT
Fe - im 4
= [, "N T = [ 1A
T . -
= ars anee Ape Ao vomSt ree N
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Ne notvean 1'analuee de 1a série des dcarte rfeiduels nous permet de

sélectionner A4 individius "mal explioués" nar les différentes rénressions,

( autres variables exnlicatives)

.

T3 F¥nlication de la tereur en arsenic

Nous exnlinuors la teneur en arsenic par les trois variables suivantes:

harium, phasphore, bore.

8445 ) nnus donnent:

il
bt

les résultats du meilleur +irane (

.Llosse n® 1 743 individus

e o e e i e i G o S S 050

=Hvperplan de récression

fe = (,04A0 Ba 40,0005 P 41,07 B

~Nualité de la rénression

RY = (0,9R7

~Frart-tvpe des perameires

L 0,nnd? V‘% = (y,o00TT o= 078

=1

Llasse n® 7 2T dindividus

—-Hyvperplan de récression

As = (1,077 Pa  wfi,an3A P 41,67 B
~hmlite de Ia réoression
gl
f:\' = (O, T
~Frart-tvne des narem>tres
Vnda = [l ,onnt7 V‘p = (,0nn23 = o

~\Variance des perturhations

[lasse n¥ irndividig

~Hupernlen de rénreeeion

Ap 1z v ryrepacinn

i
@
—
.
-
3



181

-fcart=tvpe des param=tres

¥ = 0,0089 9" _ = 0,0054R T =
Ra P

—Variance des perturbationg = 775,27

.Llasse n® 4 787 jndividus

—Hvoernlan de rérression

ig = (,017F Ba 4, ond” P +0, 4N R

~Feortatupe des naramatres

T, = Mont?% ¥, = N,00n347 0 = N,n27T
1Ba

~Yarisnee dee nerturbationrs = 75,65

."lasse n? 5 TUT Armdividus

=Hunernlar de réoressinn

q
o)
u

As = M,03° N, AndA P, 08 R

“MNali+é de 1= réﬂrpcc{hh

~VUsyrisnee dee pertorhationg = 77,77
. . o . |
I tomslver de 1a géyie veidielle maie mermpt e cAlertian—ar & At e i

vemente mal eynliads dane sisrpntibles de précernter me U oanomelie’,
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T.4 Fxplication de l1a tenmeur en zinc

Nous voulons explicuer la temeur en zire par les temeurs en barium

phosohaore et bore.

Voici les résultats associés au meilleur critére W = 350377

[l lasse n® T 76

individus

7n = 0,F5 Ra =N,0005? P 7,477 B

~-Nualité de la rémression

R’ - 0,972

~Fecart=tvne des paramétres

= 37 =0 57 = 1,4

T, =Uio L Nala) LS ’
~Variance des perturhations = 978
[lasse n® ? 287 individus
~Huperolan de rénression

7n = 0,0798 B +,anhA P 43,77 R
~ualité de 1a rénression

2

P = @,0n4
~Feart-tvpe des paramgtres

Y“Qa = N,0043 V'p = N,0eT V‘R = 0,a774
~Variance des perturbations = TAMN O
Classe n® 3 377 dindividus
~Huperplan de rénression

n = 0,07 Ra + 0,073 P + 0,07 R

~ualité de la réaression

J

R = n,n7o
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-Fecart-tvpe des paramétres

T, = 00,0039 T = 0,0011 V—B = 0,06
~\/ariance des perturbations = T160
.Classe n°® 4 47 individus

~-Hyperplan de réagression
/n = =0,857 Ba +0,09 P + I9 B

~ualité de la réoression

RZ = 0,976

~Fecart-tvpe des paramétres

T, = 0,046 7 = 0,009 q‘B = 0,638
-Variance des perturbations = IATT
.Llasse n® & ?5R individus

e

~Hyperplan de réoression
n = 0,77 Ba  +0,00073 P +1,9 R

-M1alité de Ja rénression

r‘};a = 00,0077 T‘P = (0,00? T'D = 0,74
~\arianre des perturhstions = 397

[L'analvse de la série résiduelle nous permet de sélectionner

cinquantaine de noints intéressants .

tne
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2+ Applications des pronorammes de mémorisation et de reconnaissance

de courbes

Nous donnons days ce paranraphe plusieurs exemples d'application des
aloorithmes décrits en X11  2,3,4,5,

201. Application du proaramme REGP 2

Nous désirons reconnaitre et mémoriser de facon condensée une courbe
de niveaux d'asltitude issue d'une carteode la région de Cluses (Haute Savoie).

Nous avons relevé 110 cotes de lieux compris entre la Pointe de la
Botte (Ouest 51 or I0) et les Chalets de Villy (Fst 5T or I0) éloignés de 250
métres .Cette réaion a été choisie pour tester l'algorithme car elle comporte
de fortes variations d'altitude sur de courtes lonqueurs.

Nous avons effectué les essais suivants:

? ne N K oM Pl P7 F’,3 PA PS P6
1 TIin 5 3 an 20 20 20 20 on
2 TI0 | 5 3 25 25 25 5 20 0o
3 TIiD 5 4 25 25 25 15 20 oo
A TiO A 3 20 20 20 ) on 20 10
5 1I0 | 6 4 ’;;—*M“_;ﬂ 20 ” 20 _—;ﬂ 0
6 n i s 4 --—_;;N_ 25 25 o ;; 10

SR ISP SER. B O N I
ol N= rnombre d'ohbservations

K= nombre de classes
M= denré des polvnomes

P.= nombre dfnbservations de la classe P,

le  param2tre MODE peut prendre Jes valeurs N, 1,2

¢ Carte Institut Réfo-raphioue Mational r® XXV=30 =& T/50000 é (Type T10927)
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B 1 La[ R —- )

no 0 T ? Nombre de % de l'information
valeurs a initiale
mémariser

T % Ta T7

2 X TO 17

3 « x 24 29

4 X 23 o7

5 S « ple 24

o s 2 e e s v
6 N 2q A
B S ———— S S —

Nous allons examiner les résultats obtennss

s fas n® T Mode=1

Noi's ohternons un critére W=T575RAT

Apreés cuatre itérations nous avons:

P¥= (1,20 i)
P . (s
X = (51, )
P:‘z(?I,...'... LY .

les novaux assnciés =ont:
"f ={TA53, A7 /=5R, ORDE /D TDADNT)
¥ =(23T0, AR /TR, SR52/4,40R8203)
2 ® e

L‘f =(P207, /227 /1A%, Q474 /oA ARRASTY

!* ={(2230, 104/5, 0207 T4 /=N, ON545094 )
B ={ 2107, 7R/3 ATRA /0 OATRTY
g =U2INT TR, =0, 596

Mous donnons en Finures 3=T et 59=7? la série des nbservations,des valeurs

calculées,des écarts et un nraohinue oportant en ebscisse le numéro de 1'nhservation

et en ordornée les valeurs estimées (#) et calecilées (o),
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nt 2 Mode=0

Nous obtenons un critére égal & 1125297

Aprés deux itérations nous avons:

(Tyeeeenceosaneep29)
(30y ceecacsecscne,49)
(5Uy eeeeccccnccay/6)
(77y eoeoeasecsney93)

(94, eevenaannnag 110)

Les novaux associés sont:
(1847, 936/-57,34078/2,049455)
(2392,105/-129,2905/7,626794)
(3395,43/175,2134/-4,036924)
(2646,191/-136,4834/7,820562)

(2004,853 /A5, 78044/~4,513674)

Comme précédemment nous donnons les valeurs calculées et les écarts

en Fiqure 3=3 et la représentation graphicue en Finure 3-4.

.Las

nt 3 Made=0

et les novaux:

-

x ;GI** N & o g

[}

i
£

le criteére V optimal est W=5076A8,38

la partition associée est:

27

(T cereeeneanncannay:

(?3y00000d'-01n¢-¢0,r’4)

(5:, ..o.von-.ooo‘co,—/j—)

(7?’nooo-noooocsc--,:*?)

(Q4,aot¢ezoboaoooo'ITU)

(IR70,772/-103,478¢/10, 14506 /-0,308T944)

(1137,256/267,5026/-22,87821/0,45T53R3)
(912,5458/200,7289/-8,035662/0,02280182)
(1986,274/153,3AA1/-20,3132/0,6937777)

(2326,471/-722,3/20,87719/-0, 9404024 )




188

e

O v oneke
VWO I OO M N0
®“ s sseessace
S CuCcanve g
MAOCr N AL e
A A I T
Ll a2 S VN

! i

00 ¥ AN -OMAM BN S P
0 M0 T O 1N OO
R
O AN M
OO OV OO MO
N PO NSO AN O
cree NN

OC MR- O KX 6C v v €K
MK ¥ A KV ne o

A IO OTCMMCCO
Lo f - I alal of o o
R EEEE
O N M= e QA A e
OO 00 & OOt
NIN NN GO
e e NNy

i
H |
!
ArXete Ceh O
O R Mg NN e

e e e NNNNN

H i
! !

A PIMAIOE S O
OO0 2 O
5 s e0cemeeoen
N VN2 OO v T
E 2O OO N T
O P OONNT - Cre
e e NNty

6O 2 NI SN RIS
MO N CN X N
s e eseccs s
O E T IO I
DR A Al AL S
OICF- K e CrCCe
Lol ol 2 L VY TN

Ll

w
WEOCE © AC NS
LM NCCRNMTe N

ALEURS

PO O OO VAN
O MOARND W NN

M~ C oD Neany
Wee o re Lk NN VLY
e

-4
us
"

LW D VO O A
Coenc o b uhan N

SEan-25§4§CARYS 5,64 48,64 7,53 22,33 =6.97 -60,38 =97.838 -19,47

12,065

CINA PV eV
[ L ALYV Ny
Y]
OO & 3200
NI SIACONMIw

Nile -1
1 .—

I ;
VO OO VN IN NS e

M0 0~ & O~ 00 oF 0
st essecsean
0 - O ANON -
VOO I N ONN
[ ol ] 1) q_l.

{
i
I
i

Lot giel ol of W NVt s o)
0O Mg P OO
RO
O OCNO N C W

O e COOMM IO C
WO O o MV O v
® e s 0t u 0w
O NN OO W e
TWNONO § 0§
~N 1 _“l (]

]

VOO TP
00 N M eV A V0
s ess00 s e
SR pEC L e
OMyr= } 00ONON
- i e

L

I
o

P00 € O C O
O MOV MM

TR
TNV O M e W
N OW O M i
e 3 -1
¢ 1
|

| m

PN N ST A
Rkl “TaNE oL of S of - o] N
seccosenans
PARY o= €0
Lol ot el BVal ot g

P el ine

MERO AT e A e
- 00a OO
s seoenoe e
M O e
oo algl - XX 2 R0

“l e ~N

PO C o R

OME ANCE. N
DEEEEEREEE

NN O K N et

N A AN e O

Lol I BN Koy i
]

FIGURE 3=3

e et s

TIPS ——
.
it e 1 :
M ] . e e e e e e e aen .
| —_— - ) :
21 ¢ N
1193 LI .
70l . 0 .
Svi » ] .
37 ® 9 e e e e . o e - :
0L T e fs - .
(178 9 L4 »
0 ¢ . .
i [] 2 .
4 ] . s
Y _ :o.-oc . o — n
T . 8 >
oo, :
] * be R .
[ 9 — .
e td [t s M
: T :
y o . M
$ L ® M
— PR .
— ey —— . ooﬁ LA :
w s 0 .
+ . ] .
v « 0 °
® L3 R .
¥ 0 - J— _o.
T TR »
© e . .
14 ‘e o- M
oo . M
] . e e i e e e - M
B 4. e | 2 .
9 . :
L
> ooo . o s
¢ . o e -
° L]
¥ g :
N . % :
°
4 . . . ) :
- . 9 :
I 0 e e .
T b »
- b e IR .
— e e = - 0 e R :
s
I I Lo 0 T ®
Pt g .
- B [T M
] e o T »0 ° ” "
T i} & e uo
SR ——— -— - N - - [y M
® ] L)
e ° L] M
*
iuant 'L R .
0 .
R o - - - [ °
8 » .
- T - - - ) K
b .
S e e e :
L L] M
9 ’ :
¢ - 0 .
4 0. :
v g :
8 » 9 . . . M
® ¢ - e - :
s 0 M
- Y - .
R o.o . . :
. ——— R - :
. )
Z [ A . n
] . : :
(33 0 .
-— ¥ e e g - .
i ® ] M
9 i ¢ .
$h L3 1 .
M3 ] 2 M
[N . ] B .
Il 3 Y “Tece ] :
133 ° ] M
¥y - s .
] o . M
H e —. e e :
i 1 R .
R S N e - en :
5 & N
Y L) :
< 0 .
¢ o L .
»
4 Ica..-..0-c.......-n.-uI.«C..CIQCD.E«!C.O.Q..ACJQtcoc..t..u.a!u.l'-lccn.o....t.-c'-oItil?t..!'.n-o&ouiv-vloc"cccoctctoc

1

© 3.4

FTGURE



189

O WA CLEAN CO®
NL NI TP en O
RS
NV vre nCT v C O
MO N e L e MO
MIFCr dar~tne
TeNe eNANNE

F NOR v A G AR
N e e e 2N
o +ereesseans
© I W N N
MNIC N -0 CMNT O
N2 O e a0
Ll ST SR VT ¥ VT Vs

MUARS = U MR RN 00
NN AN O M MCROMSE
DRI
O 0 Can e
MO e G - N e
NI ar CeC
e e AN

NO 0N PO CO A
O MM CCON R
R
A O C AN N W
PIOW BN e N
WNINCG N g N O o
Ter e e NNNNN

A QIR C I TN
W0 ¢ TuC SN v O
® ss s s 0000w
00O Co A AM,O W AXD
NP1 A0 O O
W ANEC X A S
eee  eNNNNN

t

0 OO COMOP
¥ OONC ANO AP &
R
O« v NN P 6D
O I ONCI NG
NNKNACreNCeN
v e NN

i !
R A

N e C00 00N T
N NN - OM 0
e s s e sseman
S ereC CROn
2 O MM - SN
NV UWNe A Cemtue NN
cees e NN

v

w

WANFY AN QNN
AMOC M CO VX CTXOMN
IR
FRINAMCASLCTMO
VI O A CR NN
VLN ECROCry ©N

rrer LaNLaS N VT ¥
'3
I3
pel
w
-
<
SN C N C O
DNV SN
VWe o a0 0 080008
AR L AN
CCMOL WP e
MEAOC MO N
Lereee NN
=
o
w
v

NN - T OOCO N
CESEOVACO NR
* s rescseses
SCMCOCEOINN
NSt Ch e NGO
NN OCOD RN

SERIE DES ECARTS.

56,68
“22,95

NNNCAMCON
VAN
caeseseas
Ve nCroco
Ve Ao O

i e 1]

’ ]

|

¢ i

i1

SN AN e 3O AN
NME 2 S v O
B
AP0 NP & P
Lal- gl ot g RS LN T
(NN R A

I
P
'
i
1
1

OIS C
P NeM
e s 0020

O PN

Rl e A R R g BT o1

—NOCCYe-NON

N AC O

Lol ala BB Tt ot - 8
19 e 3
vy

| ‘

I

| !

{

O RINIE E PO
ONCM 3 MM e
“sssesane
XL T Nr-h O
OO = InNNONN
LI o L) M- 1.8

]
]

. ANCOMOEN
O NN O Mg OM
RS
VOX O CNCINGg
OO0 NNVINOM G
.8 e

; [

'

Rnel MG B e v
oCYrcaon
RO
Ll a2l K4 al-3
Medernn O

i e

'
)
P

MICH AW v O aF
MO IR NG N
R
Mg g
L N R TS

i

KO CAW 33 -t
SIS AVC NN
s e e s e
Tl
e AN NN

FIGURE 3-5

PEEAMIN LA RS E > Ror S L e i O Ow P S G B O

v rrreres

] .0
- P Rl
” v ¢ .
3 . w
} ) . ou I -
e e g
¢
" Yo .
a *
0
en‘ - [P
o. ®
LI
] ® 0. ) -
o —_— — 8 0 ':»a,
[
) * . o ¢ .
1] L]
¢ * —
- g e g e
0"
0
s 0
L3 lx»ww‘ oo
.
ooc
os o s -
oaxlo
°.° Tt a -
LI -
g o
0 »
o-o -
.
) K 8
. R
el g
I . — —-
- . 0 °
o - i :.- 0
s -
g -
U -
1
3
P T —.— ettt et e . e e
»
e e
o~
a0
ometg O — e
¢ 0 o o
¢ .
0 -
L]
g

o

a0

©

«
Y
o

/
/

o
§c06980668606 @8 &0000 0660606 0CE0068¢C 8 #3508 0500668 8¢ 6960866666 +HE6E¢ ¢ 26060666 a6e¢e$s668E¢6 83366 ¢ 3068 ¢

M R R L R L R R R A R I RN}

HRE 3-6

|Sa
-

wf



190

PUOCEOEMTIAK
(SRS eV TV TPY NYVA
R
Nr R CaVICEC WV
TO0 v LO ALWNOO
VNCAVATe AL
e AN

T3 O VO MV SS D
N e RaC N OO B0 OO
e s ecevvsense
C M CnIh IMO®
Ralal aas Lt~ N ol ol
NI MO NO
e NN

IR O RO 2 (N
B R BV e T glaY o} o

R
Rl A o ol = Y Fal
MO e PO SN
VOCIVvvieeOC
rrrve ONNNeN

|
NOC E-CAMA OO -
WM OGNV NOY S0
* s secas e
ANO OV OChe 7O O
LALNI gl of el 4 al ~L od

N C VN AT To- N
e e eNNNeN

WA 00 ANO
NPT MO e
e e revse e
Celol ol X o0 of SV <
N N2 MMNIC P O
NI O O e 00 ¢
meee NN N

M
!

20 0 A N O N0 N
e T L al LT
e ssesesses e
@ e M RO DO O
€& NSN3 MM
AN e N O
e NN

t

|
|

i
N EON ML M0 SN D
N TN ON O
s s ss s e0 0 e
NS 30 SINC OO
2L O C OO AN
NIV R Cr e O
mere NN

|

7]
w
WA Y C AN 38 &
L0 e C o nICMMNY
e e vo s s B e
= VINC = O OO0
ML L AN COC T e
LV X Cree M

Lol NN

ALEURS

SV EC N e oMmen
P NG COC OO
VV eessssesses
W A FOn PO M o 3
[SYSIVALN N off SRS o A2l e
SVAC O M COEMN

Wer ¢ v NN
™

-3
w
v

N X AC DN O30
o R QIR NN N
“sscaceonnse
ANO AP e ONONMNRNT
Agr OO Ceniei
O OO QTN e
e ve v eNANNN

3
2725

-136,56
-13,12

=54

SERIE CES ECARTS .

2,18

150,61

97,13
“0.15

RSN N
CN AN M o
esens e e
reevirveo
MONRNe S O
L N N

i
i

i

OO 0 & FRAVAO N
NENCO -0 VO
sseeennas
KOOIV RO v
eNe SN0
- b

]

w |
1 '

1

RO MOVO O 0N
AV O IO
R
L ) e
N @33 e
-1 1o e
1] 1]
(
) '

O v €M ernD v

A S PO
tesecassw

© O M0 D WO

VI P e e
te1 vy .\un
1]

WML AT
O WOTOOVoN

N0 INDND N
OO = TN A
seesesaoe
O C NCO T e
N eenOMm
1~ 1 N

t LS )

OO A
K CeIUMT
R
MO OO F TP
M NS oW

[ el o

e OO P O

NCLOo OOTOW

s esses e

L L Bl 1"l )

PP PO v g
1]

WHECCO SN
NGO eV
R
NOEIMONNG
OO CO Mag
ey [

FIGURE 3-7

3

L3 . L]
oww s 8 I R . R o
LT —— ke 8 0 .
Loy ] ®
Yui ¢ 3
ol ] @
k23 0 .
vy * ] [P
evt - . ¢ - ---
(T3 s 0
vy L1
[ S
¥ 3 [
{ . ’ [,
— S, - .
4 » ¢
7 . ]
HE ¢ °
3 * s 0 e
. —_—— MY e e e o e e
. .oo
0 e
m »
v . e
- JE— s e o-, e nn s -
o0
03
. K] —
e B e — e
* & cc
® oo -
° ————
- s e s o et i e e e == @}
. ]
- 0
L
- 8 0 .
° - hd ST -
- o oe -
.
H o -
w ﬂv hd ¢ $ e 3
s - — - ———
.. 4 ¥
- - [} . ———
j— - — .8
*0
- — - - . - . - N 8
0
— U N 3
e
- - PR .0
. ]
- - . o
[ S
- [ )
(33
[} )
L] ]
- L] s
1) L] I
- T
® ]
b ]
o. ¢
Ll
@ [ — ~
— : & - lav“ ——
-
0 0 .
B 0 e
. P " —————
s 0
- - . o8
as
- s :
fis I
— 0
® ]

o .

PP e veses08Rc0B0lco aPstIB000,050R00508 085030t tTusblocl0NtaEETItoybasetBItubeansansdBesatobsedoriatIsNanrRIasbaae

PEEPEIIE S DB PCOIVTSIRELBEPOLEETIOELIEILEVBREEREOEOOPRIIEIEOEISTTSE

5P AL AREERsREsANSOEIEN00ORIBRBROSIOIRSERINBEIEOIRNISS

FIGURE 3-8



191

Comme pour le cas n° 2 les valeurs calculées et écarts sont en Figure

3-5 et le graphique en Figure 3-6,

.Las n® 3 Mode=1

le critére optimal vaut: W=I303001I

Aprés trois itérations nous obtenans:
g?’: (Iyeeeneeneecenconoey22)
PX¥= (23, 0ciennniennsssd9)
P;'= (50 ccennnncenesnney7I)
Pg = (72)eceecscccennensy92)
PR =( 93, 000tenrancanns,110)

et les noyaux:

L; = (1870,772/-103,4788/10, 14506/-0,3081964)

1]

(982,1252/259,95A5/-19,A5886/0,3479118)

(419,0848/57,64691/9,373935/-0,3850177)

J %
i

L: = (1950,092/76,90404/-7, 975916 /0, 2450919)
* = (2724,250/-361,7291/47,22317/-1,664002)

Valeurs calculées et graphique sont en Figures 3-7 et 3-8

Las n® 4 Mode=0

Aprés auatre itérations nous obtenons:

W o= 733003,3T

et la partition optimale:

PY = (Teereeieieiianen, )
P;'= (22 vevonnnannennnne,dB)
P¥ o (apeeieeeneniaianan, 60)
P: = (Al seeeeccscacoceseyBd)
PE e (85 e iiiniiinens, 97)
P;’= L A §(1))

ainsi aue les novaux:
L: =(1677,98A/-10,07/-0, T277798)

L;‘:(QQ7,5/7?4,604/-12,347)



192

1657,6% 1646.78 1635.86 1624,0% 1013,27 1601,58 1589.65 1507, 46 156,01

SERIE DES VALEURS ESTINEES

1667 ,8¢

AT AN AR e LA
LA IO S O -
s s e e sem
LEIPCnNINNNG
N A
N e 00NN =0
N e NN NN

o N O N vhas N
NI OO eI NE
s e e v e e
T AVO ML WP
FANANND DN e
N ONL ON NN e 0
N NN

NN o= = INAMD O
NSO N et O N
e s es s e 0 ean
O C N AC A OV,
et 2 SO v 0O
8 CANCN e NNOO
—Ne AN

NP SN O R O 0
N OMO COONDN
R EE
ORI SO =
NN OO
N OMENO O
e NN

113 €0 00 © w0 1A w=tA
O MO OO WP
oo e s ss e o a
O AN M (NN
00 -3 POl N3 IO
NDC DN N -
e e NN

M0 F MO D P
DN O A0 N0
vsescses os o
B0 € M 08 O 1O, P
O PO € P I TR
P PP e O e PO NN
e e NN

i

|

;
OO <O N ONOINA D
OO OO M DV ED 00
@ s v bav e beo
AN D A0 NI
LSl S gt B =X 0¥

NN I-O v e O
tad NN

MK LN SN O O 00
O N O MR N
P N
Rl alatlad ad Re ol of o1
P O MRS O
W20 000 D Ovep N
e NN

i
{
i

!
N O AEC e e g o O
AN B O e g N
RS
OO ML D F s O e
e N0 MO0
NANCC N Ot
Ll ol N N

€ 9 nd € @0 OO0 MY
P OO O = - O 00
eess s s ewa
=00 O N0 00 M D
Uallaalaa B laie o 4
WA R LD NI N
e Ne NSNS

-6, 0%
101,07

64416
2754

CARTS

WO

»oe s
My
SR A

SEale

O A NI M A
VOO OO X
ceesesosn
PN AN DNNT
DA XX JV.Y N FVaY, N¥.3
1-”. [ ]

OO O M o= NI AP
N0 = O X TN
s s e nr o
VA LV
NNl ANAN
1] tei 3

8

Ly, 8
~152a

i
H !
! !
!

NNEOMNAR 3§
N SN NN
seisesneve
TSP CO M
N D
i e e 8

i

i
MM AP MO

OO O OOMD W
s s ecese0r

3 00 80 CHOn <8 W= o
IO N OO
senesmene
O VT OMN M0
O o2 e PO N
R 1ot

|
|

!
O O o A 8 P D
VI DY D e oo 30

§
|
i
|

b oeeen e b
£330 5= MY O MG P
NP O 00 D O o
¥ M».

‘, _
|
=R N0 D A U D
PR O OR O DN
6w s wnewn
N MRS e NP
o OGN T O P
-4—|-

i

o0 o0 W P DN D N

D P MY P N

as s sessns

~F ARG O N OO el O

FOOI LT

¥ Lt Bl
L

i
|
|
!
|

A iAo A
Ll ol ol Lt Y
5580 66066
SO e F O 8D
PN MY RAWY
L] -
L

|
1

0 OO0 M
N g w-Pe OO 60
ssenessse
= om0 A0 e M)
NS OIMN
Ld ] -1.. L}
]

FIGURE 3-11

e e e A

4o acuss0egeiassbst st vt IBABRINEtEssLAS

s 6 M
ﬂ s O e e R N M
' B el R R B .
3 4 e :
L L] s M
9 fe M
i +0 R
L ® 8 e -
i Rl S 2t :
I8 oe ° N B :
4 e :
LR} N
[ L e I e M
e et R e e :
] . N M
N foe ) n
® . 0 :
[ ] . I . :
- cew gy mc U :
«0 .
a0 o n
®
@ [ e B e :
- e e e e e e e it e o i e e
oo e - .
8 e N
s 8 —_— 3
» [ °
» L e e -
R T m - ) :
' »
° Y] . M
g s
4 o i i f) e @ et - M
] ® B — :
un . - — s
LI s
e " r°°° “
»
»
cuo 0 B o :
e § M
- o n
4 w
i Ty e e e o :
4 3 LJ - s e o g
0
¢ o b e : :
R i S e e e - o - - T E a8
C T L] KB» 0 ~ ”
B PR DR S - R .
) ~ . - b o
T o ° a L
- . a n
: oy ;
¥ N - i
e - - w o 5§ s
e * n
a e
& & * n
6 e o - :
- % . R (4\3 @ T e e M
M .
H ot ¢ .
8 @ o M
g :
? ao _— e — _ e :
- - e e g e .
3 2 § 8 = n
0
M -
4 ] p N :
- v — - °x0< - .Q s e e o SRDPUNRISRSRI D ——— po— - “
s 0 :
0 . ® o :
o ‘ ) .
- e It Sk B o oo s n
. 9 . .
. a .
® ] .
LN} M
58 D e :
- e o s i e e e i e R . B - .
a0 N .
co ) N
L]
oo ® e e M
- e e i oo i 4 2+ 7 i o e w. - .
® 2 .
M *
t ol :

OB PaRsaUe0a0ss00 s aPe s Rt boUBsNcosd000r0REnese G0 ReNTBETRIEERLOYabsbBrgRRE



193

L? = (1427,403/-T60,1729/8,204404)
¥ - (2011,352/30,82435/-1,021791)
Lg = (1633,496/195,3596 /=12, 5924T)
L;' = (TRR4,734/128,0569/=11,73327)

Valeurs calculées et écarts ,oraphique sont en Fiocures 3-I1 et 3-12,

.Las n® 5 VMpde=0

Aprés tropis itérations nous avons:e

W=406194, 25

22)

-

i

(I,..geo-aconco.cog

0
N g g

(23 47)

gy sececososssanscy

i

=

= (dd,..c.,_.,..,...'{;7)

o

= (68100001ooceoc-e-,85}

W He Ok R S ' o,

= (Ha‘.auounooo.nuctqac)

= (I00, ceeesseonnns, 110)

= (1970,772/~703,4788/10,14506/=0,3081944)

= [IN7%,450/208 734 /~26,34434/0, 554027T1)

(T067,277/=216,1527/26, 10226 /-0, A322040)

. J—*
i

(2224,10/76,54R4/15,4T257 /=0, £ONDT37)

P
B
i

™ * Jr*

(1630, 920/2R0,4244/-33,33402/T,047757)

i

.

(T795,002 /347 7747 /oF2 N A2 T /2 TAN2TR)

{ps Tésultats ~rachinues sont en Ficures =17 et 3-T8,

Las n® = lMode=1

News ohtenans H=20NN0RA
= (7,, 72

gescscesscenrsvevnony
aR)

= (70 55Y

9 2@ ¢ 668822683 e ot AS

1

) 2

1

% a

P? = (23, e00cncnroaranenrsay

%

3

'

A

= (‘\K 7&))

g €20 e 8@ e e s e & € b0 g
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*
Pq = (Rn,oooo.-.aonu-‘ooo-o-,q:')
¥
Pr= (96, eveiieieniniiiias,110)

et les novaux:

3=20,

1% _ (1870,772/=T07,4788/1N, 14506 /-0, 308T964)

1
L% = (1140,705/71,28210/17,72258 /-0, 939TATA)
L:“ = (1205,773/=79,47°056/=0,44TRETIT/0, 260T1T26)
LZF== (963,6314/19,998/-10, 86243 /0, 2100193 )
¥ = (2834, 762/-574,2328/71, 80457 /-2, 597843 )
¥ = (2341,927/-717,2772/57,01387/-2, 519243)

Valeurs calculées,écarts et oraphicue sont en Figures 3-79 et

.Las n°® 6 Mode=2

Nous obtenons "W=1028825,2 aprés trois itérations et:
= (Teeeeiiicniiien.s,?8)
P3 = (29 cecnnnennniiicens, 52)
PR o (53, iiiieieriinennees, 78)
= (79 ccnenieniiniaiea.,80)

P*-—- (EQ,ll....ll'.'i.‘cll,TD?)

[ = (103, sacanssencsnnceos 10)

ainsi que les novaux associfés:

Lf = (IA3 I, QQ/?T' Rﬂ?ﬂ‘ﬁ/.d,’}ﬁ??ﬁ? /ﬂ, T400MN37)
¥ = (1780, T06/153,2045/-73,52624/0,A3T3687)

(% = (687,6°72/787,5454/-8,NR5TA1/0, T251728)

:::= (2279,6RT/87,5791/-37, 25098/2,083485)

L? = (T19BA,73A/2T5,2135/=-34,59491/7,44A267)

L% = (°n94,357/7AT, 94R7/~A9, R4 /3, TRAZIA)

Valeurs ralculées et oraphiocue sont en Figures 3=3 et 3=74,
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2,72 Applications du programme SPLINE,

Les données sont identigues.Nous avons effectué les essais suivants:

o P
N N K M Pl 5 P3 PA P5 96 P7 PB Pq PIU pTT
T {110 8 2 20 10 70 20 20 10 10 10 0o 0o 0o
21110 9 2 20 10 in 20 n 10 10 10 10 00 0o
3 1110 9 3 20 10 mn 20 10 10 10 10 10 oo afsl
4 | 110 10 2 20 10 10 10 10 10 10 10 0 10 (]3]
5 (7110 10 3 20 70 10 10 10 10 10 10 10 10 0o
s St St S s D et st e i D LT TSy NE——
& {110 11 2 10 10 10 10 10 10 10 10 10 0 10
L -J
dtol:
Ne Nombre de valeurs % de 1l'information
3 mémoriser initiale
I 23 21
2 2A 23
3 35 37
4 29 26
5 39 35
f 32 29

Nous allons examiner les résultats obtenus:
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.Cas n® 1

Aprés trois itérastions nous avons: W=I88431I

La partition optimale est:

¥
Pr= (I,.........'I.....,Iﬁ) P5= (Ag,..‘...‘......’sa)
P§= (I?,o'.........‘...,’j?) Pg= (65"....'.'..'..,70)
P¥ = (23,u00iennniinnnn,30) P¥ = (Thheenninniinen, 97)

p¥

4 (QQ,Oo'ooo-o.oooyIIU)

(3T, cecencnnrenssas,48)

o %

et les novaux:

Lr = (168R/-8) L‘; = (396,25/102,75)
* < (1671,67/-57,7) l: = (2163,23/-3,33)
¥ = (1128,75/727,25) L_'/ = (2130/10)

%

(73715, 55/-95, 55) = (23871,05/-31,05)
9 H

i

@ %

les valeurs calculées,écarts et le araphioue constituent les Ficures

3-25 et 3-2A,

Aprés sept itérations nous avons W=T2BES777 ets

PY = (1, ieeiiennienn,?D) P (97, ieiiieniiiias,30)
P e (3T, eierenaconns, dP) PR (49, 1iiiiiiiiinan,fl)
PR - (Fr i 7T P:: (72 eeveenneen, 709)
P?: (A, vavaseneneasadAT) Pl = (AR D)
PR - (T L TTR)

L: = (TA00/~70) = (1707,77/T02,727)

Oy ~f} na JSm .

3 ]
= (P7TR RE/L :,:q)

- (104'7:/TQQ,7;)

TR nm S N

= (27T65,77/-5,71) = (°n°1,25/78,75)

= (2705,7/74,67)

(2278,75/=28,75)

(X< (2477,5/-77,%)

les résiltats nraphicues sont en Finures 3-2° et 3-30,
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Apres trois itérations nous avons W=I1861487

P].*:‘ (1,.&..-.0......,19)

p¥k

Rl
g @

F- 3 J‘;‘ Lnr-$ hr* i—rx \D-D* xl—u*

[~
Ns}

1}

1}

i

[t

i

(29’00000000000336)

(605 0eeennsceacasy67)
(B0y coveseoesseny89)
(102) cecosceesosy 110)
(1694,5339/-14,5971/0,0632)

(1810,34/171,56/=~21,906)

(1510,02/181,918/-11, 941)
(2322,97/30,2984/~3,2748)

(2175,34/54,23/-9,577)

P2*= (20,00000.00'0000’28)
Pr= (37,oooooo~ooo.-.'59)

p6*= (68,00-0000--0000'79)

P8*= (90’1000000000000’101)

g;f= (1459, 97/-27,74/7,774)

L? = (1736,02/~162,7/6,683)

tg = (2216, 96/-40,90/3,933)
ug = (2304,95/-48,15/3,201)

{ps résultats graphioues sont en Figures 3-31 et 3-32,

i

(1, eeneesnncacenay?l)
(3T, eeeneonsceseasyd0)
(49, cceeeenneocenayal)
(A4, eceveansnnsaeeyBl)

(BB ceesnssneanae, 103)

(1699/-19)
(7330/-710)
(437,33 /A6,A7)
(7130, 58/9,47)

(2108,33/74, A7)

P*z (??y--qco..o.oo-o-.,BO)

] O Y. b

P6*= (5?,lotnootucnoouoo,63)
P:?-' (BI’locnooutocootw.yBT)

P*:—‘ (TUA,-.-~.........,ITD)

¥ . (1197,77/102,72)
(% - (17197,5/-77,5)
1 % _ (s80/120)

¥~ (2325, 77/-25,71)

(¥

L= (2412,5/-72,5)

Valeurs calrulées et craphicue sont en finures 3-33 et 3=34,
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Cas n® 5

Apre2s cinag itérations nous avons W=I1369742

PR (L, 19) P (20, 00euencnnsen,28)
P¥ = (29,000uiennes,36) P§ = (37, 0eeeeeecaneeydf)

PE = (47,0000eeeesasST) PX o (58, ueerenenenes66)
P¢'= (67yeeeeeceeee,B3) P¥ =(84,00eeineinnsn.,88)

PR = (89, cuininnnne,99) P¥ = (100,.000iueees, 110)

¥ = (1694,53/-14,597/0,0672) ¥ - (1459,07/-27,745/7,77)
¥ = (1810,34/177,56/-71, 90) % = (1735,07/-160,8/5,733)
% « (704,093/-53,525/9,43) 1% = (1237,62/191,499/-9,328)
t# = (2214,43/6,207/-0,6763) % - (2144,039/-31,38/7,339)
ug'= (2156,82/69,65/=F,476) L?bz (2048, 58/14,64/=3,224)

Nous donnons les araphiques en Figures 3-35 st 3=36,

.Cas n? 6

le eritére vaut aprds cing itérations W = 7725544

Nous avonsg

pl*l = (l,'o.oooﬁtsbcﬂ,lé) . P;’= {IT,-...oo.oo-oo.ooo,ZQ)
P,§ = (?3,'00000.0..0’3{]) PA*= (31'--4;00-:.0‘-00-.0’40)
P? = (AI’etl‘"roqcooy‘/}‘g’) sz (49,.06.0.'.5...00:}0,51)
PX = (52,00ceiiecnns,63) PR = (64, 00iiieiiaiennias,80)
P'Q” = (8],...........'87) P1%3 (89,.3..;...0..0.0"}-02)
PR = (103, .ceuenenne, TIO)
¥ - (1688/-R) Eg = (1611,7/=51,67)
l%‘ = (1128,75/171,75) (# = (2330/-770)
¥ = (1107,5/-77.5) ® = (433,33/66,67)
(¥ = (580/120) tg = (2130,59/9,41)

3
Lg = (2325,71/=25,71) L’;D: (2105,33/14,67)
L¥ - (p412,5/-72,5)

les graphiaques constituent les fioures 3-37 et 3-38.
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forme condensée un contour.Ce contour sera pour notre exemple celui des frontiéres
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Application du programme REGP 2 B

Comme précédemment nous désirons reconnaitre et mémoriser sous

définissant la Francee.

Nous avons pour cela

inscrit la carte de la France dans un

carré défini par l'ensemble des indices i et j variant de 0 & 57.Nous

ainsi IB85 observations correspondant

aux couples (i,j) indiqués par

avons relevé

une étoile

sur la Figure 3-4I,
Vegici les différents essais effectués:
o P
n K oM QN Pl PZ P3 P4 PS P6 P7 PB P9 10
I 5 3 3 30 40 30 40 45 00 00 an on on
i 8 3 3 30 20 15 20 10 20 20 50 oo no
3 g 3 3 0 20 15 20 10 20 20 20 30 no
o el o
4 10 3 3 an 20 T8 20 0 20 20 T8 mn 25
i I
diafs
ne Nombre de termes % de 1l'information
4 mémoriser initiale
1 34 9
z 55 is
3 A7 17
4 69 78

Nous allons examiner les Trésultats obtenuss
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LCAS N° I

—S————————

ZESULTAIS Tl=waTluN: 2

PAaRTLT I for 1

2 K 4 o) 6 " 7 & 9
1¢ 13 1 15 16 17 13 19
22 c3 P 2% 26 2/ 24 29

CeFFICIESTS oU FULYaME B Y DE LA PARTIE N3 1

S8 AUt LE mectaalonilel C1GE /a4 T0= 2

Cokbr il iTs vv LY NSME BN A UE LA PARTIE Nu 1
,15932U+b2 o 732775l 024950450 =52

CaMEKE U BLECETS 8 LA PARTITION ANO 1
31

PaRTITIE P 2

3 sS4 52 30 37 28 39 4Q
43 T Lz 46 47 4% 437 50
53 Sk B3e] Db 57 : 58 53 6Q
£33 £u A2 56

CeRFFICIEYTS JU PILYSME EN Y DE LA PARTIE No 2

<AG46TU+0E el G297 -4 31057690=0C
Ciaprr [CloMTs 22U FzLY AN FNOX UE LA RARTIE NU 2

AsuDD Lt UR  me /7237 0k e]7000250=01
oimsE L OBELR 2NTs UE La FARTLITISN NGO 2
39

PaRTITIEG 10 2

nz e 7 71 72 73 7 & 7%
7 e 77 - al 22 %3 B 3o}
e = 3 B, 1 32 S3 S4 o ke]

faa7mma+ul - e
A

= 4 4 5
CHbrbk [CIeNTS ol FPaLY v IME X OUE A MARTIZ No 3

L s34/ /79u=_2

179425 10+02

e 192302930+
MGABNE U ELEre Ts UE LA FARTITIAN N9 3
29

CARTITIV  © o =
46 57 : 3 106 101 RE 103 104
e 107 - o 115 111 112 113 114
Lo 117 11x 11 123 121 122 123 124
e 127 - 12y 1350 131 132 13 134
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Les résultats graphigques,valeurs estimées et écarts sont en figure 3-45
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XY CONCIISTON

les différents algorithmes de régression typologigue proposés
détectent au sein de ponulations importantes des aroupes homogénes d'indi-
vidus caractérisés par des rémimes de régression propres.Ainsi une population
aux comportements diversififs fourrissant un unioue régime de réaression
par les méthndes habituelles met anpréhendée de facon plus fidfle par la

rénression tvpoloniaue,ce cui permet une meilleure modélisation du phénoméne.

Nifférentes voies de recherche sont npossible,Par exemple:
——construction d'une méthode de réoression tvpolocioue pag A pas

I 'introduction ascendante des verisbles airmsi oue la classification des
individus permettra de sélectionner les groupes d'observations et les variables
déecrivant au mieux la variable 3 expliouer.Ceci peut toutefois &tre effectuer
sur les alcorithmes présentés,d la convergence en testant la signification
statistiove des coefficients de régression.L'algorithme pas & pas permettra
de sélectionner les variakles au cours du déroulement itératif.

-analvse tyvpoolociaque de la variance ( de la covariance )

Rien qu'ahordée dans le dernier chepitre sous l'aspect du codage des
variables nualitatives en veariables cuantitatives,il serait utile d'emolover
une approche plus traditionnelle permettant de déoaner les variables avant
un effet sur les oroupes d'individus abternus par classification.

-Sur le nlan recornaissance des formes il serait intéressant d'incoroorer
aux alrorithmes orésentés une technicue oui pour on seuil maximal d'erreur
donré entre valeurs nhservées et caleculées permettrait de fixer le nomhre
de classes tout er respectant les contraintes di nomhre de paramétres A

mémariser.
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ANNEXE N°© 1

Nous voulons résoudre le probléme suivant:

Min € Y=-Ta, Y= Ta®

a

sous la contrainte linéaire:
Ra=r

Par la méthode de lagrange ce probléme est éaquivalent a:
Min I{a ,2) avec lla, d)=¢€Y-Ta ,Y=T ad+? 2(Ra -1)
a A

En dérivant par rapnort 3 a nous obtenons les conditions nécessaires

pour un optimum:

Su
5o

dlot:  a = (TTY L ( Ty 2 REaf)

= =2 TW 43T a +2R"'¥ =0

Les conditiors du second ordre nous assurent gue 1'on obtient un minimum

On a ainsi a réalisant ce minimum,Comme Ra=r on en déduit:

Ra = RTT)HTY - R'AY)
R~ L Ty cR(TrT)TY RY AP =r
dton A\ = [R(T'T)‘lnil -I[R(T'T)_l Ty —r]
et ainsi: v
a = (T'T)'l TY=- (T'T)‘1 Rt [R(T'T)'l R'] -1 [R(T'T)‘l TrY -r]
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ANNEXE N°© 2

~

b

Mous recherchons le vecteur a = tel aue

B dee

m

et vérifie le systéme de r éruations linéaires:

m

3

v = Z a. %X,

1 io1 il
’ ¢
’ ]
I ! '
’ ’
‘ &
s m ¢

' i

vy = z a, X

n 5=1 1 n

d'oll le probléme de minimisation:

m
2
Min Z At
. i

i=1

sous les contraintes [I]

“

a soit de norme minimale

Par la méthode de lanranoe et puisaue la forction 3 minimiser est cornvexe et les

contraintes linézires les conditions du premier ordre sornt nécessaires et suffi-

santes diol:

L alr 6oy r" x )= 2 8? - Z A ( v, -
m ai . 1 bl i

preecy o
Y m
......—E—. = / a8, + z x XJ: =] Vizl,m
5 a * =1 3 J
m
- ..?—E.. = Y, = Z a. ‘XJ; ={1 Vj'—:l,-’"

[~ 5 ] Il sr -
2....-......../ X e s e W a
4 n 1
L - ° . .
® e L & L
- m
R VUL R
1 m ! m Am -
Xiee seeese o X
IR | N L o 1
. . R .
i1 c . . .
1 ml
b S Moo, .0 A
Al ri L -
\ " -
i
o AR TP o S e

i=1

m
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ce oui est éouivalent 3:

L4

X 0 A v
Frn utilisant la méthade dl'inversion par bloes nous ohtenons:

° ! L >f'(‘.»::“\“'1 Yo y'(vy')"l
2

A

\/I(Xylﬁ-l _7(\/\1'\—1

teiie ~
dfol: . Y'(YX'\_] v
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ANNEXFE 3

Proposition |

1) ¥k > 0 Le polynSme ¢,,, qui s'exprime en fonction des polyndmes ¢ et

¢y-1par la relation

Oy (B) = (t—ak) ¢, (8 =D, ¢ k=1 (B

est orthogonal aux précédents si

<t ¢k(t), ¢k(t) >
k < ¢k(t), ¢k(t)'>

A

%e(e), k(o) >
Oy ()0 (8D

A

2) Les coefficients du polynOme de régression (dans la base orthogonale)

sont donnés par :

A o,y >

<9, (6), 6, (6)?

3) Le polynome de degré q minimisant la somme des carrés des résidus

s'écrit

- q =~

0q(0) =1 b’k‘cpk(t)
Démonstration :

1) Par récurrence

e bo cee bk—2

tels que l'on ait YO<B8<Lk

Supposons qu'il existe a

d)ﬁ(t) = (t - aB -1) ¢B—](t) - b B=2 ¢B_2(t)

avec

< og(t) | 0p(t) > =0 Vo << B <k
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Soit la relation

0 (t) = (t—ak)¢ k(t) = by ¢ k—l(t)

k+1
alors ¥ B < k on a

2 0 K80 bg(tho=epd | (0),0, (8) o _ ay <1 (8) ¢13(t) S

_ (t) (t)
bk—l“b k-1 ¢8 >

Trois cas se présentent alors :

a) B < k-l

<ot 0> < (0 0g (0 >

<¢k(t) t ¢B(t)>

k-1
=< ¢k(t), i_’)(;xd)x

()

car t ¢B (t) est un polyndme de degré k-1 et s'écrit comme combinaison linéaire §

des éléments de la base.




234

(t) >

]

=> < ¢k+1(t)’¢e(t)> <t ¢ (1),

¢k—l

Sy <0 (O, 4 (>

k
d'ou :

<t g, (8.0 (D) >

<¢ (), ¢,(t) >=0 <=> b .=
k+1 B k=1 b (B (B) >

c) B =k

T O (00 (0 > = e (O, 6 (0 >

= a < 0 (0,4 (1) >

et < ¢k+1(t)’ ¢k(t)> =0=>a = .8 0s
k ’Tk

d)Enfin si  B= k+! on a la relation :

< ¢k+l(t)’ ¢k+l(t)) = <t ¢k(t)’ ¢k+1(t)>
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On a ainsi déterminé les coefficients

t (t) >
MR et a et b = €t 6 (D) g (O

< 9 (t), ¢ > k=l
(8 %8 Co (B)s G (D))

<t & _ (), ¢ (v)> < ¢k(t), ¢k(t) >

\

< Cbk{"'l(t)’d’k—l(t) :(bk_l(t)’ ¢k_](t) >

qui, 3 1'aide des polyndmes orthogonaux jusqu'au degré k, permettent de cons-

truire le polyndme de degré k+l.

Remarque :
Afin de pouvoir définir le polynOme de degré 1, on posera b__1 =0
d'od
<t 9 (6), 6 (£)
P (t) = (& - ao) ¢ o(t) ol a =
< >
NOBENCE!
c'est—-a-dire ¢£t) =t - E%l ve=1,T

avec ¢O(t) = 1 vtet=1,T
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matrice (q+l,q+1)

O .
1
- <¢q’¢q> ]
<, ¥>
|
o'y = I vecteur (g+l,1)
I
|
<¢ , Y>
(bq
L <4, v >
%
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Proposition 2

s

Les coefficients de régression dans la base {l,t, ... t9}

sont donnés par :

VY

~
Xy - - - Ck(Q)!Q Vk = 0, q

=3 v C ) 8y,

ol les C,(‘) sont obtenus de fagon récurrente par :

L C (ke1) =€ (k) - &

cC_ (ktl) = C (k) = a € (k) = b

k-1 k=2
(1]
(k+1) 2 - - -
© Cp-i Chmgmy &) = 3Ly (O = By O (kD)
¥vi = 2, k-1
et 4
L ClkrD) = =&y C (k) = by, c, Ck=1)
Démonstration
On a :
. o
»¢k(=) & o Ck_l(k)tk L, c, (e + C (k) L2 ]
S D Y I N S LT ¢
B k=2 e+ C o Gem)
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Par la proposition I, on a :

(0
Oy = (=28 (O b ¢ (D)

=t e (k) -a

k=1 k

+

r k-2
LCk_3(k) - a C _,&) =b _, C_, (k-1) j t

+

Le 0 -a c ) -b _, c, (k-] ¢

a, C (k) = b _, C (k-1)

D'ol en identifiant avec [2] écrite en (k+1) le systéme[ 1 ]

Je e e, - a ¢ () -
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