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Résumé

Résumé en Francgais

Dans cette these, nous étudions le probleme de lidentification (en ligne) des parametres
et l'estimation d’état d’'un systeme a dynamique linéaire. Dans un premier temps, nous
répertorions les différentes méthodes qui ont été développées dans la littérature en nous
concentrant plus particulierement sur les méthodes dites observateurs adaptatifs. Dans un
second temps nous présentons un premier algorithme qui est une approche mixant les méthodes
des sous-espaces et celles des observateurs adaptatifs. Ce nouvel algorithme est d’autant plus
intéressant qu’il nous permet d’identifier des réalisations de systemes MIMO dans une base
d’état arbitraire. La convergence de cet algorithme est démontrée en utilisant les notions
d’excitation persistantes. Dans un troisieme chapitre nous introduisons une nouvelle méthode
qui s’appuie sur le concept des observateurs de Luenberger nonlinéaires développés ces
dernieres années. Ce nouvel algorithme se différencie des algorithmes existants par sa capacité
a produire une estimation simultanée des parametres et de I’état du systeme. Nous démontrons
alors sa robustesse a des perturbations affectant la dynamique interne ou les mesures. La
convergence de cet algorithme est obtenue si les entrées du systeme satisfont une hypothese
d’excitation différentielle. Tous ces algorithmes sont alors évalués et implémentés sur un banc
d’expérimentation.

Résumé en Anglais

In this thesis, we study the problem of identification of a linear dynamical system. First, we
survey various methods that have been developed in the literature. We focus more particularly
on methods named adaptive observers. Secondly we present an approach which combines
subspace identification methods and adaptive observers. This new method is interesting since it
allows us to identify MIMO systems in an arbitrary basis. The convergence of this algorithm is
demonstrated using the persistent excitation notions. In the third chapter we introduce a new
method that is inspired from nonlinear Luenberger observers developed in recent years. This
new algorithm is different from the existing algorithms since the parameters and the system
status are estimated simultaneously. We demonstrate the robustness of this approach. The
convergence of the algorithm is obtained if the system inputs satisfy a differential excitation
hypothesis. All these algorithms are evaluated and implemented on an experimental bench.

Mots-Clés

modele dynamique — systeme linéaire — systeme non-linéaire — observateur d’état — observateur
adaptatif — méthode des sous-espaces — observateurs de Luenberger linéaires — observateurs
de Luenberger nonlinéaires — stabilité de Lyapunov.



ii Résumé en anglais
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dynamical model — linear system — nonlinear system —state observer — adaptive observer —
subspace approach — linear Luenberger observers — nonlinear Luenberger observers — Lyapunov
stability.
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Notations

R : ensemble des nombres réels.

R* : sous ensemble de R incluant les nombres positifs : Rt = [0, +-00).

R™ : espace des vecteurs de dimension n et a éléments dans R.

R™™ . ensemble des matrices de n lignes, de m colonnes et a éléments dans R.

Matrice Hurwitz : une matrice stable dont les valeurs propres sont a partie réelle
strictement négative.

Lindgice : la matrice identité de dimension indice.

Matrice P > 0 : une matrice SDP.

. : d
f(t) :la dérivée de la fonction f(-) par rapport au temps f(t) = p (f(1)).

fE() : dérivée ko™ de f.

1, : vecteur colonne de dimension n avec des éléments égaux a 1.
deg(P(-)) : degré d'un polynoéme.

Diag(v) : matrice diagonale avec des éléments v sur la diagonale.

C' : une fonction f est de classe C! si elle est dérivable est continue sur son domaine
de définition.

C* : une fonction f est de classe C* si sa dérivée k®™¢ existe est continue sur son
domaine de définition.

U, : pour une fonction u de classe C*~1, u;, = [u U o u(’“_l)}.

KC : une fonction continue f: [0 r] = R" est de classe K si : (i) f(0) = 0; (ii) f est
strictement croissante sur [0 r].

o{-} : pour une matrice carrée A, o{A} est son spectre et 0,,,;,{ A} est sa valeur propre
avec la partie réel la plus petite.

Cl(-) : soit un ensemble D, C1(D) est sa fermeture.

Lo :une fonction f : [0, +00) — R est dans l'espace L, si la quantité sup | f(t)| existe
>0
et est finie.
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Ly : une fonction f : [0, 4+00) — R est dans l'espace L, si quantité
(J5°] f(7)|?d7)'/? existe et est finie.

|| : pour un vecteur ou une matrice, |- | désigne la norme-2 usuelle et pour un scalaire,
elle désigne sa valeur absolue.

| -]l :la norme Euclidienne.
Fig. : figure.

Tab. : tableau.



Acronymes

EDO : Equation au Dérivées Ordinaires
EDOs : Equations au Dérivées Ordinaires
EDP : Equation au Dérivées Partielles
EDPs : Equations au Dérivées Partielles
LTI : Linéaire Temps Invariant

LTV : Linéaire Temps Variant

PE : Persistance d’Excitation

PR : Positif Reéel

SDP : Symétrique Définie Positive

SPR : Strictement Positif Réel

SR : Suffisamment Riche ou suffisance de Richesse
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Chapitre 1

Observateurs adaptatifs des systemes
linéaires

Résumé. Dans ce chapitre, nous abordons le probleme d’estimation pour des systémes dy-
namiques linéaires temps invariants représentés par un ensemble d’équations différentielles
ordinaires. Plus précisément, nous étudions différents travauz issus de la littérature qui s’in-
téressent a la synthése d’algorithmes pour l'observation en ligne de [’état et des paramétres
inconnus d’un modéle dynamique. Nous classons ces travauz selon 'approche d’estimation des
parameétres utilisée et présentons des conditions nécessaires garantissant la convergence. Nous
répertorions aussi les avantages et les inconvénients de chaque approche. Ceci nous permet
d’avoir une vue globale sur ce sujet.

1.1 Introduction
Selon Bastin et Gevers 1988, nous pouvons distinguer trois problemes d’estimation différents :

1. L’estimation en ligne uniquement des états non mesurables d’un modele dynamique
connu (issu des lois physiques) dont les entrées et sorties sont mesurées.

2. L’estimation uniquement des parametres constants inconnus d’un modele (probleme
appelé aussi identification paramétrique).

3. L’estimation conjointe, et en ligne, de I’état et des parametres inconnus d’un modele
dynamique qui n’a pas forcement de sens physique (I’état ne correspond pas a des gran-
deurs physiques) mais qui a un comportement entrée/sortie identique au comportement
du systeme réel.

Dans ce chapitre, I’étude est orientée vers ce troisieme probleme appelé aussi synthese
des observateurs adaptatifs. Un observateur adaptatif est composé d’un observateur d’état
d’un modele dont les parametres sont inconnus et d'un algorithme d’adaptation en ligne
de ces parametres du modele. Deux approches de synthese des algorithmes adaptatifs sont
distinguées :

e Approche basée sur ’analyse de Lyapunov.

e Approche basée sur 'optimisation d’un critere d’erreur de sortie.
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4 Chapitre 1

Le concept des observateurs adaptatifs est apparu dans les années 70 avec les travaux de
Narendra et Kudva 1973, Carroll et Lindorff 1973, Liiders 1974 et Kreisselmeier 1977. L’ana-
lyse est limitée a I’étude de la convergence de 'état et des parametres des modeles dynamiques
mono-entrée mono-sortie Linéaires Temps-Invariants (LTI) dans le contexte déterministe. Un
peu plus tard, certains chercheurs (Marino et Tomei, 1995b; Bastin et Gevers, 1988) ont es-
sayé d’élargir I’étude a une classe de systemes non linéaires paramétrés sous une structure telle
que lexistence d'un difféomorphisme (sous des conditions restrictives et difficiles a réaliser) per-
mette de transformer le systéme initial en un systeme Linéaire Temps Variant (LTV) qui sera
par la suite a la base de la structure de ’observateur adaptatif. Dans la méme époque, d’autres
chercheurs (Ioannou et Kokotovic, 1983 ; Marino et Tomei, 1995a ; Narendra et Annaswamy,
1989 ; Lozano-Lial et Ortega, 1987) s’intéressaient aux problémes de robustesse en présence
d’incertitudes de mesure et de perturbations externes. Pendant les deux dernieres décennies,
Besancon 2000 a proposé un observateur adaptatif pour une classe de systemes affines en
I’état. Des travaux ont été aussi menés par Zhang 2001, 2002 ; Zhang et Basseville 2014 dans
Ioptique d’étendre 1’étude de synthese des observateurs adaptatifs a la classe des systemes
LTV multi-variables (multi-entrées multi-sorties), de simplifier 1’algorithme d’adaptation et
d’unifier les travaux précédemment cités dans un cadre plus général.

Ce chapitre est organisé comme suit : dans la section 1.2 une formulation mathématique
de la classe des systemes LTT a parametres inconnus est donnée, suivie de différentes définitions
et lemmes nécessaires pour 'analyse de la convergence des observateurs adaptatifs. Ensuite,
selon I’approche utilisée pour la synthese de la loi d’adaptation des parametres de I'observateur,
une classification des travaux cités précédemment sera faite dans la section 1.4. Finalement,
dans la section 1.5, une comparaison structurelle et une étude de robustesse des algorithmes
traités dans la section 1.4 sont réalisées.

1.2 Formulation du probleme
On considere le systeme LTT suivant
i(t) = A@)x(t) + BO)u(t) ,  y(t) = Calt), (1.1)

ou u(t) € R™ et y(t) € RP sont respectivement 'entrée et la sortie du systéme accessibles a la
mesure, § € RY est un vecteur de parametres du modele, constants et inconnus, z(t) € R™ est
le vecteur d’état inaccessible a la mesure et A(-), B(-) sont des applications de I'espace de
parametres R? vers R™*" et R™*™ respectivement.

Problématique : le probléme considéré consiste a construire un algorithme pour [’esti-
mation en ligne de l’état x(t) et du vecteur des paramétres 0 a partir de la connaissance a
priori de l'entrée u(t), de la mesure de la sortie y(t) et de l'ordre n du systéme (1.1). Plus
précisément, pour une réalisation donnée du systéeme (1.1), on cherche un entier t et une paire
de fonctions (§,®),

§: REXRP xR™ — R°
B: R'xRP x R™ — R4,

qui définissent le systéme dynamique suivant :

|

2 =5(z,y,u) (1.2)

] = &(2,y,u) (1.3)

> B>
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tel que les conditions suivantes soient satisfaites :

lim |z(t) — 2(t)| =0, lim |0 — 0(t)] = 0.

t—o00 t—o0

Remarque 1.1. Dans ce chapitre, nous nous intéressons uniquement au cas des systémes
mono-entrée u € R et mono-sortie y € R. En effet, la majorité des travaux exposés ici
et tels qu’ils sont présentés dans la littérature ne traitent pas le cas général des systemes
multi-variables. C’est pour ces raisons que nous préférons aborder le cas multi-variable dans
les chapitres suivants.

Pour certaines structures particulieres de A(-) et B(-), il est possible de transformer le
systeme (1.1) sous la forme suivante :

i(t) = Aw(t) + BO) + (00, y(t) = Ca(t), (14)

telle que A est une matrice Hurwitz supposée connue et (B(t), 1(t)) sont des signaux connus.
L’exemple suivant est de grande importance pour le reste du chapitre. En effet, il introduit
une méthode pour réaliser la transformation précédente du systeme (1.1) écrit sous la forme
compagne.

Exemple 1.1. Soit A(#), B(0) et C' des matrices données sous la forme canonique suivante

A(0) =bue] + Ao, B#)=6,, C=e, (1.5)

AO:[. ffffffff ] ERV™, e =[L 0 - 0] erR™, o=[o] 6] er™

Maintenant, si on remplace (1.5) dans (1.1), on obtient :
#(1) = Age(t) + 0uy() + Byu(?)
Ensuite, par linjection de la sortie en ajoutant le terme ky(t), on obtient :
(t) = (Ag — kC)z(t) + (k + 6,)y(t) + Opu(t) (1.6)

Il est évident que la paire (Ag,C') est observable. Donc, il existe toujours un vecteur k tel que
la matrice

Z - AO - kC 5
est Hurwitz. Si(t) et B sont définis par
Y 0 u 0
B= ky<t> ) ¢<t> =
0 -y 0 U

Alors, (B + (t)0) est équivalent a (ky(t) + 0,y(t) + 6yu(t)). Par conséquent, on obtient
Pexpression (1.4) voulue.

Remarque 1.2. Sous la condition de minimalité, il existe toujours une transformation
similaire qui permet de passer de la forme canonique (1.5) d la forme générale (1.1) et vice
versa.
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Remarque 1.3. A cause de la dépendance linéaire entre les inconnus de 'équation d’état,
dans la littérature des observateurs adaptatifs, la forme (1.4) est plus utilisée que la forme

(1.1).

Dans la suite du chapitre, pour des raisons de simplification d’écriture et de commodité,
la dépendance en temps de certains signaux ne sera pas toujours explicitée pour certains
signaux et prise en compte pour d’autres.

1.3 Notions et définitions

Avant de commencer la synthese et 'analyse des algorithmes, il est important d’introduire une
notion souvent utilisée dans la littérature des systemes adaptatifs. Il s’agit de la Persistance
d’Ezcitation (PE).

Définition 1.1. loannou et Sun 2012 (PE) : Une fonction continue par morceauz ¢ : Rt —
R"™™ est PE dans R™™ avec un niveau d’excitation oy > 0 s’il existe des constantes T, ay > 0
telles que pour toute t > 0

t+T

mbz%/wﬂwfmzwh (1.7)

A titre d’illustration de 'importance de la PE, notons qu’elle représente une condition
suffisante de stabilité pour les systemes de la forme suivante :

i=-T¢p x, $eR”, zeR", (1.8)

tel que I' est une matrice SDP. Cette équation est souvent utilisée dans les algorithmes
adaptatifs. Le lien entre la stabilité du systeme (1.8) est la propriété PE est donné par le
lemme suivant :

Lemme 1.1. (Narendra et Annaswamy, 1989) : Le point d’équilibre x = 0 de [’équation
(1.8) est uniformément exponentiellement stable si ¢ est PE.

La démonstration du lemme est donnée dans 'annexe A.1. Le lemme suivant concerne la
stabilité des systemes linéaires non homogenes variant dans le temps avec une partie homogene
exponentiellement stable, et est aussi souvent utilisé dans les algorithmes adaptatifs.

Lemme 1.2. (Zhang, 2002) Soitu : Ry — R un signal borné et intégrable tel que tli}m u(t) = 0.

Alors, la solution x(t) du systéme linéaire temps variant définie par | "Equation auz Dérivées
Ordinaires (EDO) suivante :

i=-T¢op x4+ u, (1.9)

avec I' est une matrice SDP et ¢ est bornée et intégrable, est bornée et tend vers zéro si la
partie homogéne est exponentiellement stable. De plus, si u(t) s’annule exponentiellement,
alors x(t) s’annule exponentiellement.

La preuve est dans I'annexe A.2. Les notions des systemes Positifs Réels (PR) et Strictement
Positifs Réels (SPR) ont un intérét majeur dans la synthese des algorithmes d’adaptation basée
sur la méthode de Lyapunov. Il existe plusieurs définitions écrites sous des formes différentes.
Dans ce document, la définition que nous utilisons est issue de Narendra et Annaswamy 1989.
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Définition 1.2. Une fonction rationnelle H(s) de la variable compleze s = o + jw est dite
PR st

e H(s) est réelle pour tout s réel,
e Re[H(s)] > 0 pour tout Rels| > 0.

Définition 1.3. Une fonction rationnelle est dite SPR si H(s — €) est PR pour une certaine
constante réelle € > 0.

Le lien entre la définition SPR (donnée dans le domaine fréquentiel) et I'existence d'une
fonction de Lyapunov est donné par le lemme de Kalman et Yakubovitch :

Lemme 1.3. (loannou et Sun 2012) : Etant donné un scalaire v > 0, un vecteur ligne C,
une matrice carrée A Hurwitz, un vecteur colonne B tels que la paire (A, B) est controlable et
une matrice L SDP. Alors, il existe un scalaire € > 0, un vecteur q et une matrice P SDP
satisfaisant les égalités suivantes :

ATP+PA=—qq" — €L (1.10)
PB—-CT = /v (1.11)
si et seulement si :
H(s) 2 ;7 +C(sI — A)'B.
est SPR.

Remarque 1.4. Dans le cas ou le systeme dont on veut étudier la propriété SPR est stricte-
ment propre, la constante 7y est nulle, alors les conditions de Lyapunov (1.10)-(1.11) peuvent
étre modifiées sous la forme suivante :

AP+ PA=—-Q
PB=CT
avec () est une matrice SDP.

Le long de la thése nous utilisons souvent la notion du produit de Kronecker ainsi que la
notion de l'opérateur vec(-), soit les définitions suivantes :

Définition 1.4. Soit E et F deuz matrices respectivement dans R™*™ et R™>* . Le produit de
Kronecker E @ F € RM">™F est défini par

EqnyF EqgnF - EqmF
EoQF4| S (1.12)
EnnF EpayF - EgmF
tel que pouri=1,...,netj=1,...,m, E;j sont les éléments de la matrice E.
Définition 1.5. Soit une matrice D = [dy,ds, - -+ , d,,) dans R™™. On note vec(-) lopérateur
de vectorisation défini par
vee(D) = [d] ,dy,---,d}]" € R"™*1,

vec™Y(+) est Uopérateur inverse de vec(-). Autrement dit,

vec *(vec(D)) = D.
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Les propriétés du produit de Kronecker et de 'opérateur vec(+) suivantes seront utiles par
la suite.

Proposition 1.3.1. Soit (Fy,..., Ex) un ensemble de k matrices de mémes dimensions.
Alors, on a

vec(Ey + -+ Ei) = vec(Ey) + - - - + vec(Ey,). (1.13)

Proposition 1.3.2. Soit E, F et G trois matrices respectivement dans R™™, R™*! et R>F,
Alors, on a

vec(EFG) = (GT ® E) vec(F). (1.14)

Voir (Bernstein, 2009) pour la démonstration de cette derniére proposition et pour plus
de détails sur les propriétés du produit de Kronecker et de I'opérateur vec(-).

1.4 Synthése d’observateurs adaptatifs

Dans l'introduction, il est mentionné qu'un observateur adaptatif est généralement composé
d’un observateur d’état et d’une loi d’adaptation des parametres de I’observateur inconnus.
Il est aussi mentionné que dans la littérature les lois d’adaptation sont classées dans deux
groupes. Dans cette section, la synthese et ’étude de convergence des travaux les plus connus
sont présentées et organisées selon ces groupes.

1.4.1 Approche basée sur ’analyse de Lyapunov

Cette approche consiste a écrire I’équation différentielle portant sur l'erreur d’estimation entre
I’état du modele et ’état de son observateur sous une structure particuliere et par la suite
appliquer la méthode directe de Lyapunov (appelée aussi seconde méthode de Lyapunov)
pour déterminer la dynamique des parametres inconnus de sorte que tout les signaux du
systeme global (état et parametres inconnus) soient stables au sens de Lyapunov. Cependant,
cette condition de stabilité garantit uniquement la convergence des parametres estimés vers
des valeurs constantes possiblement différentes de celles du systeme et par conséquent 1’état
sera possiblement mal estimé. Néanmoins, Uerreur de la sortie s’annule asymptotiquement. A
partir de ce résultat, une condition de persistance d’excitation de certains signaux (connus)
est suffisante pour garantir la convergence vers zéro des erreurs des parametres et de ’état.

1.4.1.1 Algorithme proposé par Narendra et Annaswamy 1989

L’idée part de la forme minimale (1.4) récrite ici :

i = Az + B(t) + ¢(t)0
y = Cu,

tel que A est Hurwitz et B(t) = ky(t) olt k est un vecteur connu. Un observateur d’état du
systéme (1.4) est donné par :

(1.15)

S
I

Q
=>

_|_
o

+
=
=

_I_

[t
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ol 0 est lestimation des parametres inconnus #, T est l'estimation de l'état x et ¢ est
I’estimation de la sortie y. Enfin, v est un degré de liberté judicieusement réglé par la suite.
On en déduit I'équation différentielle de 'erreur d’observation

¢ = Aey +(t)eg + v e, = Ce,. (1.16)

telle que : R
e ==T—x, e, =0—vy, e=0(t)—0.

Par la suite, I'objectif est de trouver la bonne dynamique 0 (uniquement en fonction des
signaux accessibles a la mesure) afin que les erreurs e, et ey s’annulent asymptotiquement.
Pour gagner plus de flexibilité, Narendra et Annaswamy 1989 ajoutent des signaux auxiliaires

v dans les équations de l'observateur adaptatif. La synthese de 0 est basée sur les deux
théoremes suivants :

Théoréme 1.1. (Narendra et Annaswamy 1989) : Soit un systéme LTI contrélable et ob-
servable représenté par un triplet (Ay, By, Ch), tel que Ay € R™™ est Hurwitz et tel que la
fonction de transfert W(s) = Cy(sI — A;)"'By est SPR. Soit de plus un vecteur w : RT — RY

avec des éléments intégrables. Alors, lorigine du systéme représenté par les EDOs suivantes :

€= A1€ + quﬁTw, g1 = 018 (117)
QZB = —&1Ww, Qb € RQ) (118)

est uniformément globalement stable.

Preuve. La démonstration de ce théoreme est basée sur la version de Lefschetz du Lemme de
Kalman-Yakubovitch et sur la méthode directe de Lyapunov. Soit la fonction V' : RIxR"™ — R
définie par :

V(p,e) =c Pe+¢' ¢

telle que P > 0 est une matrice définie par la suite. La dérivée de V' par rapport au temps le
long des solutions du systeme (1.17) est donnée par :

V(p,e) =e (A P+ PA)e +2(c"PB1¢p'w — ¢ wey).

La matrice A; étant Hurwitz et la fonction de transfert W étant SPR, le lemme de Lefschetz
1963 (voir aussi lemme 1.3) garantit I'existence de deux matrices SDP P et @) telles que :

AP+ PA = -Q

PB, =CY,
Ainsi, nous obtenons : ‘
V(p,e) = —' Qe
On remarque que V est semi-définie négative ce qui implique que lorigine (¢, <) = (0,0) est
uniformément globalement stable. O]

Remarque 1.5. Si nous supposons que t — w(t) est bornée, Ay étant Hurwitz nous obtenons
que £ est bornée et donc que t — e(t) est uniformément continue. En utilisant l’équation
V = —e"Qe et le Lemme de Barbalat, nous obtenons alors que

lim e(t) = 0.

t—o00
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Nous pouvons remarquer que 1’équation de Uerreur (1.16) représente un systeme différent
de (1.17). Le théoreme suivant montre que les sorties des deux systémes convergent 'un a

I’autre quand t — oo, cette propriété pouvant étre exploitée pour la génération de 0.

Théoréme 1.2. (Narendra et Annaswamy 1989) Soit le systéeme d’erreur (1.16) avec une
paire (A, C) observable et une matrice A Hurwitz. Soient 1) : RT — R"™ et ¢g : RT — RY
des fonctions bornées et continues par morceaux. Alors, il existe un vecteur d € R™ et deux
fonctions v : RT — R™ et w: RT — RY tels que l'erreur entre les sorties des deuz systémes

¢, = Ae, +U(t)eg + v e, = Cey, (1.19)
¢=Act+deyw e = Ck, (1.20)

tend vers zéro quand t — oo. Autrement dit,

lim |e,(t) —e1(t)] = 0.

t—00

La démonstration repose sur le choix de d, w et v sous les formes suivantes :

o d=[1,dy, - ,d,]" est choisi de sorte que la fonction de transfert W (s) = C(sI — A)d
est SPR. En méme temps, le polynome P(s) = s~ + dys" 2 + ... + d,, doit avoir des
racines a partie réelle négative.

e w est définie par
w(s) =T (s)G(s), (1.21)
tel que s désigne l'opérateur dérivée d/dt. G est donné par :

Sn—i

, t=1,---,n.

G(s) = [G1(s), Ga(s), - - ,Gn(S)]T, Gi(s) = 11 f dys" 2+ ...+ d,

Afin de pouvoir intégrer la solution du systéme (1.21), il est préférable de passer par la
représentation d’état suivante :

Q=(LeD)+¢ (t)Bsy  w' =(L®c )0+ (L)Y (1), QeRMIDxx
(1.22)
telle que

e v est définie par

vl =—¢)[0,(L®A4), , (L®A,)]®w
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telle que pour toute m = 2,--- ,n, A,, est donné par :
0 —d, —dpnit oo —d, 0 0
0 0 —dyy —dpyr e e —d, 0 -+ 0
0 0 ;
0 0 0
A 0 0 —dn —dn —d,
o0 1 dy A1 0 0
0 0 1 dy dp-1 0 0
0 0
0 0 " .0
0 0 1 do e dp)

D’une part, a partir du théoreme 1.2, on peut conclure que e, converge vers €; et d’autre
part, a partir du théoreme 1.1 et la remarque 1.5, on a tlim e(t) = 0. Par conséquent,
[e.9]

tlim e1(t) = 0. Dans ce cas, la loi d’adaptation réécrite en fonction de e, sous la forme
— 00
Cp = —Cyw

permet d’obtenir les résultats suivants :

ltlim ép = 0, ceci est une conséquence directe du fait que e, s’annule quand ¢t — 0o et w
— 00
est borné.

lim v(t) = 0.

t—o0

0 est borné et converge vers des valeurs constantes probablement différentes de 6,

Ierreur d’état e, est bornée car A est Hurwitz et ey tend vers une constante et v(t)
s’annule.

Remarque 1.6. Afin de trouver les conditions suffisantes qui garantissent la bonne estimation
des parameétres 0 et de l’état x, I'étude de la stabilité asymptotique des systémes

5 [ A(t) | B(t) ] » (1.23)

pour des fonctions matricielles A, B, € données doit étre menée. L’importance de cette étude
est évidente parce que le systéme de Uerreur (1.17)-(1.18) appartient a cette classe, en prenant

z=(g,0), At)=A, B)=dw' et €)= —wC.

Les théoremes 3 et 5 présentés dans Morgan et Narendra 1975 assurent la convergence asymp-
totique de [’état =z vers l'origine sous la condition PE du signal w (voir définition 1.1) ainsi
que leurs bornitudes. Nous remarquons ici que cette contrainte concerne un signal auziliaire.
Il serait intéressant de dériver cette condition sur les entrées du systémes (c.d.d. u). Ceci est
justement effectué dans les chapitres suivants.
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Au final, 'ensemble des équations qui représente 'algorithme d’estimation de 1’état ainsi
que des parametres d’un systeme LTI a partir des mesures de I'entrée et de la sortie est donné
par :

i =Ai+Bl)+ ) +v

(1.24)
0 =—(Ct—y)w
ou les signaux v et w sont générés par les systemes auxiliaires suivants :
QO =(LeD)Q+yT(t)By
wl = (Ig ® Cp1)Q+ (1o @ )Y T (1) (1.25)

UT :_éT[()) (-[2®A2)7 7<IQ®ATL)]®W

1.4.1.2 Une solution alternative vue par Laurent Praly

Lors d’une communication personnelle avec Laurent Praly, celui-ci nous a fait part d’une note
dans laquelle il a développé une approche alternative pour la conception d’un observateur
adaptatif. Nous donnons dans cette section des détails de calculs directement issus de cette
communication.

L’idée d’appliquer la méthode directe de Lyapunov sur ’équation d’erreur d’un systeme
issu d'un changement de coordonnées dynamiques du systeme initial que 1’on souhaite identifier
permet d’obtenir un algorithme moins complexe que le précédent (équations (1.24)-(1.25)).
En partant du systéme (1.4), soit 'observateur adaptatif suivant :

i=A+Bt)+vt)dt), §=C%, (1.26)

tel que 0 est 'estimation des parametres inconnus 6. La synthese de 0 commence par le
changement de coordonnées dynamiques suivant :

z=x+ M0, (1.27)

tel que M : RT — R™ 4 est choisi de sorte que la sortie y reste inchangée a travers ce
changement de variables, autrement dit, pour tous ¢t > 0, M (t) vérifie :

CM(t) =0 (1.28)

Remarque 1.7. La notion de changement de coordonnées dynamiques est apparue dans les
travaux de Zhang 2002. Sa formulation générale des observateurs adaptatifs sera présentée
dans la prochaine section.

A partir des équations (1.27) et (1.4), on obtient I'expression de z
t=Az+B(t)+ (M —AM +4)06 (1.29)

Ensuite, on suppose que : ‘
M =AM — + Dw’ (1.30)

sachant qu’a partir de la contrainte (1.28) on a :
0=CM=CAM — Cy)+CDuw".
Si D est telle que CD # 0, alors w est donné par :

T _CAM - Cy
CD
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On note Z 'estimation de z définie par :
2=A2+B(t)+ Dw'(t),

Alors, la dynamique de 'erreur e, = Z — z en fonction de I'erreur d’estimation des parametres
eg = 0 — 0 est donnée par : B
¢, = Ae, + Dw' ey, (1.31)

Afin de prouver la stabilité uniforme de (e,, eg), on considére la fonction candidate de
Lyapunov V' décrite par :
V(e.,eq) = el Pe, + e Qeq

telle que @ et P sont deux matrices SDP. La dérivée de V' par rapport au temps est donnée
par :
V(es,eq) = —el (A" P+ PA)e. + 2] PDw’ g + 2¢) Qéy,

puisque A est une matrice Hurwitz, il existe une matrice P solution de 1’équation algébrique
sulvante :

AP+ PA=—T (1.32)
Si en plus, 6 est constant et la dynamique de 0 est définie par :
d—ép——Q'wDT Pe., (1.33)
alors, apres avoir remplacé (1.32)-(1.33) dans I'expression de V, on obtient
V=—cle,

Remarque 1.8. II faut noter que (1.33) n'est pas réalisable car e, dépend de z (inconnu). D
doit étre choisie de sorte que (1.33) ne dépende que des signaux mesurés :

D =dpP'CT,
avec d € R.

On remarque que la fonction V' est semi-définie négative. D’apres la méthode directe de
Lyapunov, le systeme (1.31)-(1.33) est uniformément stable. Alors ey et e, appartiennent a L.
En plus, tlim €9 = tlim e, = 0. Autrement dit, I'estimation Z converge asymptotiquement vers

— 00 — 00

I’état z mais I'estimation des parametres 0 converge vers une valeur constante différente de 6.

Par conséquent, l'erreur e, = & — x ne s’annule pas. Toutefois, elle est bornée si ¢(t) est bornée.

I découle du fait que e, tend vers 'origine et de la contrainte (1.28) que tli)m ey = tli)m Ce, = 0.
oo o0

Au final, 'algorithme assurant I'estimation en ligne de ’état x et 6 est donné par

&= Az + B(t) + ()0, (1.34)

B L T

h=-Q ' (MTA —y(t)T) CP(’:lCT(cg — ), (1.35)

R L clrep

E=A5 4B+ gpiar (AM — (1) (1.36)
p-icTcC

M=|(1I- W) (AM — (1)) (1.37)
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™

Observateur
d’état

>

D>

(u,y) Loi
d’adaptation

(M, 2)

Systeme

auxiliaire

FIGURE 1.1 — Schéma fonctionnel de I'observateur de L. Praly

Le schéma fonctionnel de I'observateur adaptatif est représenté par la Fig.1.1. On peut
y voir clairement les différentes interconnexions des trois blocs correspondants au quatre
équations (1.34)-(1.37).

Pour compléter I’étude, il est important d’analyser le comportement de M (t) afin de
s’assurer de sa bornitude. En d’autres termes, il faut étudier les caractéristiques de la matrice :
T —1T
a1 P )

cp-1iCcT cp-iCcT

On remarque que C' est un vecteur propre a gauche de A associé a la valeur propre 0 :

— CA
CA=CA-CP'CT——— =0.

A cp-ic’

Ensuite, soit v un vecteur propre a droite de A associé a la valeur propre A. Donc, on a
PTICTCY

)\U:AU: ([—M>AU

Alors
ACv = 0.

Si A # 0 alors Cv = Cv = 0 avec v représentant le conjugué complexe de v. Pour tout v non
nul on a :

\No"Pu=10"PAv,
- CAv
- —T AT
=0 PAU — v C W7
=0 PAv.
A partir de (1.32), on a :
2Re(\)v! Pv = —|v|?

Finalement, on déduit que Re(\) est strictement négatif ce qui implique que le systeme (1.37)
est stable. Ce résultat montre que la matrice des signaux auxiliaires M (t) est bien bornée si
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le signal 9 (t) est borné. Il est probable que 'erreur de convergence des parametres s’annule
asymptotiquement sous la condition de PE du signal Cw en suivant une démarche similaire a
celle utilisée par Narendra et Annaswamy 1989. Toutefois, cela requiert une étude approfondie
sur la stabilité du systéme suivant :

¢, =Ae, +dP'CTw'ey (1.38)
¢y = —dQ 'wCe, (1.39)

1.4.2 Approches basées sur optimisation d’un critéere d’erreur de
sortie

Dans cette partie, nous présentons un ensemble de méthodes basées sur 'optimisation d’un
critere convexe. Une telle fonction appelée aussi critere d’optimisation ou encore fonction cofit
est définie par :
J RIxR — R"
0,t) — J(,1)

La formulation mathématique du probléeme d’optimisation est généralement représentée a un
instant donné par la notation suivante :

0(t) = argmin J (0, 1)
9

La notation é(t) est la solution optimale, elle signifie la valeur de 6 pour laquelle la fonction J
atteint sa valeur minimale. Le premier défi de cette approche est de pouvoir trouver un critere
strictement convexe qui admet a chaque instant une seule solution optimale égale aux vraies
valeurs des parametres recherchés #. Parmi les critéres que 1’on peut choisir, nous pouvons

1
prendre le critére d’erreur quadratique de sortie J(6,t) = 5 (yo(0,1) — y(1))* tel que y(t) est

la sortie du systeme a l'instant ¢ et yg est la sortie du modele. Pour que 'on puisse avoir une
forme de critere quadratique par rapport aux parametres 6, la sortie du modele doit avoir une
relation linéaire par rapport a ces derniers :

tel que M(¢) est une matrice de signaux connus. Dans les algorithmes que nous allons présenter,
sous des hypotheses d’excitation persistante, nous obtiendrons une unicité asymptotique d'une
solution.

Kreisselmeier 1977 a proposé une formulation des observateurs adaptatifs basée sur cette
approche. Il commence par la recherche d’une relation linéaire entre la sortie du systeme et les
parametres inconnus. Par conséquent, cela permet de synthétiser plusieurs lois d’adaptation
des parametres en utilisant la méthode de descente du gradient.

1.4.2.1 Algorithme proposé par Kreisselmeier 1977

L’algorithme s’applique sur les systemes LTI mono entrée mono sortie décrits par I’équation
(1.1). Sous des hypothéses de minimalité de cette représentation, cette équation est transformée
par un changement de coordonnées sous la forme canonique (1.5). A partir de cette forme
canonique, on déduit la forme (1.6) (voir exemple 1.1)

i=Ar+ (k+0,)y+ Ohu (1.40)
y=Cx (1.41)
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tel que A est Hurwitz et k un vecteur connu. L’objectif, par la suite, est de trouver une relation
linéaire entre 1'état x et les inconnus (6, ;). La solution de I’équation d’état (1.40) est donnée
par :

z(t) = ez(0) + /ez(t_ﬂ[(k +0,)y(T) + Opu(T)]dT. (1.42)

En réorganisant les termes précédents, nous obtenons

oft) = Ma(0) + 3 (/

0

t

EDey(r)dr. (ks + 64,) ) Z (/ Al iu(T)dT.Qbi) . (1.43)

0

ol e; est le 19 vecteur colonne de la matrice d’identité I,,. Soit pour ¢ = 1,--- ,n la notation
suivante :

¢ ¢
w; = /eA(t_T)ez-y(T)dT, Wni = /eA(t_T)eiu(T)dT
0 0

On peut remarquer que les w; ainsi définis sont solutions des équations différentielles suivantes :

w; = Ewi + ey, w;(0) =0

wn+i - Awn—i—i + e;u, u}n_’_i(O) =0 (144)

Finalement, la solution x(t) est écrite sous une forme affine par rapport au vecteur de
parametres 0 : B B
z(t) = Q0 + ez (0), y(t) = C + Cex(0), (1.45)

avec

Q=[wr - wn Wt o own] 6= [(k40,)T eﬂT

Remarque 1.9. Afin de générer les signaux w;, il n’est pas nécessaire de créer n fois les 2n
équations différentielles (1.44). Il suffit juste de considérer le systéme d’ordre 2n suivant :

: —T
§1 - éTfl + ey, 5 (0) =0 (146)
& = A &+ e, £(0) =0
Alors, pouri=1,---,n :
W; = Egl
Wnti = Ti&
T, = MW
1 ay - Qp_q
- o 0 1 -+ apo
Mz‘ - {61 Aei Agei A 161} 5 W: . : . : 5
o 0 --- 1

tel que les éléments a; de la matrice W sont les coefficients du polynome caractéristique de la
matrice A et e; est le i°™ vecteur colonne de la matrice d’identité.

Puisque I’état x est inconnu, un observateur est nécessaire pour 'estimer. Il est défini
par :

2(t) = Q0+ e™2(0), 2(0)=0 (1.47)
g(t) = 000 (1.48)



Synthése d’observateurs adaptatifs 17

L’observateur (1.47)-(1.48) est une version alternative et équivalente de I’observateur linéaire de
Luenberger 1964 mais différente en structure, cette différence permettant de trouver facilement
les lois adaptatives des parametres inconnus # indépendamment du processus d’estimation
d’état. La Fig.1.2 représente le schéma fonctionnel de 'observateur adaptatif de Kreisselmeier.

A

0(t) est la valeur adaptée des parametres inconnus 6 a l'instant ¢, chaque équation d’erreur

AN

Observateur 4
adaptatif —
(u,y systeme 0 )
auxiliaire 0
Algorithme
g d’adaptation

FIGURE 1.2 — Schéma fonctionnel de 'observateur de Kreisselmier

d’estimation est donnée par :

I
D>
|
)
Q)
8
o
I
8
—~
o
S~—
|
=>
~—~
o
S~—
I
8
—~
o
N—

At
er = ey + e ey, €y

(1.49)
ey =0—y="Ce, (1.50)

On remarque que e, est composée de deux termes : le premier est linéaire par rapport a
I’erreur d’estimation des parametres et le deuxieme s’annule exponentiellement avec une
vitesse arbitraire qui dépend des valeurs propres de la matrice connue A. Dans les travaux de
Kreisselmeier 1977, trois algorithmes basés sur deux méthodes d’optimisation ont été proposés
garantissant la convergence de ey et e, vers l'origine. Deux de ces algorithmes sont présentés
par la suite.

Premier algorithme

On considere la fonction cotit J définie par :

J(0,t) = ;eze(é,t) . ey, (0,1) = yp(0,t) —y(t), wye(0,t) =CQ(t)0

Comme nous I’avons mentionné au début de la section, l'erreur e, s’annule quand ¢ — oo.
Ensuite, on déduit le gradient de J par rapport a 6 :

VoJ(0,t) = CQe,,(0,1) (1.51)

La méthode de descente du gradient est une méthode d’optimisation, qui est ici appliquée
sur la fonction cofit J(6,t) et ou le principe consiste & trouver 4(t) telle que J décroit & tout
instant. En d’autres termes, é(t) doit étre choisi tel que 'inégalité suivante soit satisfaite a
tout instant ¢ : R
dJ(0(t),1)
dt
L’expression de la dérivée totale par rapport au temps est donnée par :

<0 (1.52)

dJ(0(t),t)  0J(O(t),t)d(t) N dJ(0(t),1)

dt 00 dt ot
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Maintenant, si on suppose que &Igi’t est négligeable, il suffit de prendre o égale a :
df(t) _F8JT(é(t), t)
dt o0

0J7 (0,1 A
pour satisfaire I'inégalité (1.52). Mais # n’est que le gradient VyJ(6,t) évalué en 6.

Y

Finalement, a partir de I'expression du gradient (1.51), on obtient la loi d’adaptation des
parametres inconnus :

h=-TQTCT(Ci—y), (1.53)

Afin d’utiliser 'analyse de Lyapunov pour démontrer la convergence de 0 vers 0 ,il est important
d’écrire la dynamique de 'erreur :

g = —TQTCTCNey — TQTCT Ce™a(0), (1.54)

Le terme a droite du second membre de I’équation s’annule exponentiellement quand ¢t — co.
Donc, en utilisant le lemme 1.2, le probleme se réduit a démontrer uniquement la stabilité
exponentielle du point ey = 0 de la partie autonome :

ég = —TQTCTCQey (1.55)

Le lemme 1.1 montre que le point ey = 0 est uniformément exponentiellement stable pour
le systéme (1.55) si le signal (CQ) " est PE et borné. Par conséquent, & partir de I'équation
de lerreur d’état (1.49) et en utilisant le lemme 1.2, nous obtenons que tlim ey = 0.

— 00

Cependant, la vitesse de convergence ne peut étre réglée arbitrairement par le choix de I'
car le terme T'QTC T Cez(0) apparait dans la dynamique de I'erreur. Cela veut dire qu’il faut
attendre que ce terme devienne petit pour que la convergence s’opere. Ceci implique qu’avec
cet algorithme, au mieux on a une convergence plus lente que le systeme, ce qui représente
un inconvénient majeur. L’algorithme final d’estimation de I’état x et des parametres 6 est
donné par I'’ensemble d’équations suivant :

A

f), (1.56)
h=-TQ'CT(Ci—y) (1.57)

=>
I

ou 2 est générée par le filtre (1.46).

Deuxiéme algorithme

Les limites de 'algorithme précédent en terme de robustesse peuvent étre dues a la dépendance
instantanée des signaux auxiliaires. L’algorithme proposé ici consiste a optimiser un critere
d’erreur de sortie dépendant de I'historique des signaux auxiliaires €2 et de la sortie y sur un
intervalle de temps fini. La forme du critere est donnée par :

J(0,t) =

DO | —

t
[ o (7,97),0) = y(r))* ey (158)
0
ou sous la forme explicite suivante :

J(0,t) =

N —

[ (©(n)p - y(r)? e s (1.59)
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oll v est une constante strictement positive qui représente le parametre de réglage sur I'intervalle
de temps. La minimisation de ce critére permet d’avoir I’expression de la dynamique de 0.
Comme dans 'algorithme précédent, la méme méthode d’optimisation est utilisée ici. Donc,
le calcul du gradient par rapport a 6 est primordial :

Vod(0) = 5 [ o (€000 - y(r)* ] ar

Soit la notation suivante :

t
/Q TCTCO(r)e*Ddr
0

Q TCT fa(th) dr

o\ﬁ

Alors, ¢ et ¢ sont générés par les équations suivantes :

o =—ap+QTCTCQ, ©(0) =0 (1.60)
b=—ap—Q'CTy, $(0) =0 1.61)
Par conséquent, la nouvelle expression du gradient est donnée par :
VoJ(0) = pl + ¢ (1.62)
La méthode de descente du gradient permet d’obtenir la loi d’adaptation de 0 -
6= T (0 +9) (1.63)
Finalement, 'observateur adaptatif global est donné par
z =00, (1.64)
p=—ap+Q'CTONQ, ©(0)=0 (1.65)
p=—ap—Q'CTy, $(0) =0 (1.66)
6= T (p0+0). (1.67)

ou Q est générée par le filtre (1.46). La convergence de (é, z) vers (0,z) est démontrée en
utilisant I’équation d’erreur d’adaptation :

t
¢ = —Tp(t)eq + / Q(r)TCTCeA 2 (0)e = dr (1.68)
0

Puisque la partie non homogene s’annule quand ¢ — oo, alors, comme dans le premier
algorithme, en utilisant les lemmes 1.1 et 1.2, sous la condition de PE du signal (CQ) T, on déduit
que (eg, e,) converge exponentiellement vers l'origine. La vitesse de convergence est réglée
avec le parametre a. A propos de la discussion sur la vitesse de convergence : dans la derniere

t _
expression, le parameétre o apparait sur le terme non homogene [ Q(7)TC T CeA7x(0)e >~ dr.
0

Dans le premier algorithme précédent, il n’y avait pas de terme « dans le terme qui dépend de
x(0), ou 'on ne pouvait donc pas régler la vitesse de convergence. Dans ce second algorithme,
la vitesse de convergence est par contre arbitrairement réglée avec ce parametre a.
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1.4.3 Formulation générale des observateurs adaptatifs vue par
Zhang 2002

Zhang 2002 a proposé un observateur adaptatif plus simple en terme de structure qui peut
étre appliqué sur les systemes LTV multi-variables. De plus, il a proposé une formulation
unifiée d'un grand nombre d’algorithmes déja présentés dans la littérature en particulier,
Marino et Tomei 1995b, Bastin et Gevers 1988 et Besancon 2000. Dans cette partie, notre
étude se limite a la classe des systemes LTI qui représente un cas particulier de la classe LTV
(linéaire temps variant).

La premiere étape de la formulation consiste a appliquer une transformation linéaire similaire
(changement de coordonnées statique) sur le systeme décrit par (1.1) telle que le systéme
résultant peut étre récrit sous la forme (1.4) représentée ici :

= Az + B(t) + ()0 (1.69)
y = Cx(t). (1.70)

Notant que A, B(t), 1 (t) et C n’ont pas forcément les mémes structures que celles données par
I’exemple 1.1. La deuxiéme étape consiste a appliquer une transformation linéaire dynamique
(changement de coordonnées dynamique) décrite par I'ensemble d’ équations suivant :

N = AN+ Lij(t)
M =CN (1.71)
2(t) =a(t) — M()0

ou les matrices A, L et C sont de dimensions adéquates. Les algorithmes développés dans les
travaux cités précédemment passent par ces deux étapes, mais les dimensions des matrices
A, L et C varient d’un algorithme & un autre. Par la suite, seul ’algorithme de Zhang 2002
sera présenté et le lecteur pourra, si besoin, se référer a cet article pour plus de détails sur
I’écriture unifiée des autres algorithmes.

1.4.3.1 Algorithme proposé par Zhang 2002

On part de la forme (1.69). Ensuite, on applique le changement de coordonnées dynamique
de la forme (1.71) avec
A=A L=1, C=I,.

I1 vient alors _ B
M =AM +(t)

. — o MO (1.72)
A partir de (1.72) et (1.69), on déduit 2
¢ =Az+Bt)+ (¢+AM - M) 0 173)
= Az + B(t) '
Maintenant, on définit I'observateur d’état du systeme (1.69)
i =A2+Bt)+ ()0 +w (1.74)
g =Ct, '
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tel que w est un signal a déterminer par la suite. Le fait que # est inconnu implique que le
signal z(t) est aussi inconnu et doit étre estimé. Alors, on définit son estimation 2 par :

2=2(t)— M(t)0

A partir de ’équation (1.74), on déduit 2

§ =T+ B+ (w+AM — M) 0 +w - Mb 175)
= A2+ B(t) +w— M
Soit R
w= M6
Alors, la nouvelle expression de 2 est donnée par :
2=A:2+B() (1.76)

Le deuxieéme avantage de cet algorithme est que son changement de coordonnées donne un
nouveau systeme completement indépendant des parametres inconnus. Puisque la matrice A
est Hurwitz, 'erreur e, = 2 — 2z converge exponentiellement vers I'origine car :

é, = Ae,

En plus, on peut obtenir une relation affine entre I'erreur de 1’état e, et 'erreur des parametres
€0

e, = M(t)eq + €. (1.77)
Nous pouvons appliquer la méthode de descente du gradient sur une fonction de cotit (un
critére convexe) J(6,t) = 1/2¢; tel que ey, est définie comme précédemment par

ey, = Yo(0,1) —y(t) = CM(8)0 — y(t)

Donc, comme dans le premier algorithme de Kreisselmeier (donné précédemment), on déduit
la dynamique de éy :

¢o=0=-TM'CT(C2—vy) (1.78)

Au final, 'algorithme d’estimation des parametres et de I'état du systeme (1.69) est donné
par ’ensemble des équations suivant :

i=A2+B(t)+ 0+ MTM'CT(y — C?) (1.79)
d=-TMCT(CF—y) (1.80)
M =AM + 1 (1.81)

Afin d’étudier la convergence de la paire (Z,0) vers les bonnes valeurs (z, ) il est nécessaire
d’écrire le systeme d’équations portant sur les erreurs d’estimation :

ég = —TM'CTCMey —TMTCTCe, (1.82)
er =€, + Mey (1.83)

Encore une fois, pour I’erreur d’estimation des parametres, du fait que e, tend exponentiellement
vers l'origine, I’étude de la convergence est identique a celle du premier et deuxieme algorithmes
de Kreisselmeier en utilisant les lemmes 1.1 et 1.2. Donc, ce systeme est uniformément
exponentiellement stable si le signal M(¢)"CT est PE. Par conséquent, l'erreur de 1’état
converge aussi vers 'origine.
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1.5 Comparaison structurelle et étude de robustesse

Dans cette section nous répertorions les spécificités structurelles de chacun des algorithmes
vus précédemment. Cela nous permet de donner les avantages, les inconvénients et les degrés
de liberté du choix des parametres de réglage afin d’augmenter la robustesse en présence des
différents types d’incertitudes ou bien la vitesse de convergence. Cette analyse est présentée
dans le tableau 1.1. Ces algorithmes sont basés sur les hypotheses suivantes :

e Absence d’erreurs de mesure en sortie du systeme;
e Absence de perturbation et de dynamiques non modélisées ;
e Les parametres du modele sont constants et ne changent pas au cours du temps.

Dans la pratique, la majorité des systemes sont non linéaires et de grandes dimensions (voir
de dimensions infinies). De plus, les signaux mesurés sont en général corrompus par des bruits.
Afin de se rapprocher du cas réel, il est important de prendre en compte ces phénomenes.

Dans la seconde partie, une étude de robustesse est menée afin de montrer si les algorithmes
développés précédemment préservent des propriétés de stabilité et de performances dans un
contexte bruité.
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Par hypothése, la matrice A du systéme (1.4) est Hurwitz. Par conséquent, dans toutes les
approches présentées, I'erreur entre 1’état x du modele et ’état & de I'observateur adaptatif est
bornée si la partie non homogene de 1’équation dynamique de l'erreur est bornée. En général,
cette partie non homogene est composée d’une part des signaux auxiliaires qui dépendent
d’une fagon directe ou indirecte (& travers des filtres stables) du signal d’entrée u et du signal
de sortie y et d’autre part de 'erreur d’estimation des parametres inconnus. Selon la méthode
de génération des parametres, nous allons montrer I'influence des incertitudes de modele, des
perturbations extérieures et des bruits de mesure sur la nature de I'erreur d’estimation des
parametres.

1.5.1 Robustesse des approches basées sur les méthodes d’optimi-
sation

Avant de montrer 'effet des incertitudes, il est important de noter que l’erreur de sortie et
I’erreur d’estimation des parametres générés par les méthodes d’optimisation d’'un critere
peuvent étre écrites sous la forme unifiée suivante :

e, =v eg+ Ay, (1.84)
ég = —T've, (1.85)

ou I' est une matrice carrée SDP dans R?*9 v € R? est un signal auxiliaire et A, est un
signal borné qui tend vers zéro quand t — co. Dans la section précédente, nous avons montré
que sous la condition PE du signal v, le systéme (1.84)-(1.85) s’annule exponentiellement
si A,, tend vers la valeur nulle exponentiellement mais dans le cas ou le signal v n’est pas
PE, les signaux du systeme (1.84)-(1.85) sont seulement bornés si v est dans L,,. Dans les
deux cas l'erreur ey appartient a L.,. Par conséquent, I'erreur d’observation e, est bornée
uniquement si les signaux auxiliaires de la partie non homogene de son équation dynamique
sont bornés. Donc, en absence des incertitudes, il suffit de prendre v dans £, pour garantir la
stabilité du systeme global (observateur adaptatif). Maintenant, on veut savoir si, en présence
des différents types d’incertitudes, on peut préserver cette propriété de stabilité. D’abord,
nous allons prendre en considération trois types d’incertitude dans les équations d’erreur.

Incertitudes dues aux bruits de mesure

On considere la présence d’un bruit additif au signal de sortie issu de I'incertitude des capteurs
de mesure. Donc les équations (1.84) et (1.85) sont modifiées et récrites sous la nouvelle forme
suivante :

ey =v'eg+ Ny + 0y (1.86)
ég = —Twv'eg — Tw(A,, + ) (1.87)

ol 0, : RT — R est une fonction du temps localement intégrable et bornée représentant 1'effet
du bruit

Incertitudes dues aux variations des parametres

On suppose que les parametres varient lentement dans le temps avec une vitesse de variation
bornée. Autrement dit,

0 = 64(1),
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ou dy : R — R? est une fonction intégrable et bornée. Dans ce cas, le modele d’erreur doit
étre modifié sous la nouvelle forme suivante :

ey = v eg + Ay, (1.88)
¢g = —Tov ey — IvA,, — dp. (1.89)

Incertitudes dues a la non-linéarité du modeéle

Dans ce cas, les incertitudes apparaissent dans les équations dynamiques d’état représentant
la partie non linéaire. Donc, le modele est donné par ’ensemble suivant d’équations :

i = Az + B(t) + ()0 + 0y, (1.90)
y=Cur, (1.91)

ou J, : R, — R™ est une fonction localement intégrable et bornée. Dans ce cas de figure, nous
pouvons introduire z(-) et x5(+), solutions des équations différentielles suivantes :

iy = Axy + B(t) +1(t)6, (1.92)

En prenant 25(0) = 0 et 21(0) = 2(0), nous obtenons alors pour tout ¢ z(t) = x1(t) + xa(t).
Par conséquent, la sortie du systeéme satisfait

y(t) = Cn(t) + Ca(t).

En général, 9, est un signal inconnu. La partie C'zy est donc aussi inconnue. Elle est considérée
comme une perturbation de modele que nous notons 9, = Cxs. Avec cette nouvelle notation
le modele est redonné sous la forme suivante :

iy = Az, + B(t) + ()0 (1.94)
y = Cx; + 6, (1.95)
On remarque que sous la condition de bornitude du signal d, et du fait que A est Hurwitz, 5y

est aussi bornée. Par conséquent nous retrouvons le cas d’une perturbation sur la sortie vu
précédemment.

En prenant en compte les trois types d’incertitude, I’équation d’erreur de sortie et I’équation
dynamique de I'erreur d’estimation des parametres sont données par :

ey =V g+ Ay + 0y + 0y (1.96)
ég = —Tov ey — Tw(Ayy + 8, +9,) — 0 (1.97)
Comme nous 'avons mentionné précédemment, 1'erreur d’estimation d’état est bornée si les
conditions suivantes sont satisfaites :
e le signal d’entrée est borné. Autrement dit, u(t) € Lo([0,00)) : Vt > 0, 3 ug > 0,
lu(t)| < up.

e les incertitudes o, 5_y et 0y sont bornées et localement intégrables.

e l'erreur d’estimation des parametres est bornée.

A partir de la premitre et de la deuxiéme condition, on peut garantir que le vecteur des
signaux auxiliaires v est borné puisque ce dernier dépend directement ou indirectement (&
travers des filtres LTI stables) de 'entrée u et de la sortie y. Par la suite, pour savoir sous
quelles conditions le troisiéme point sera satisfait, deux cas sont envisagés :
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Les signaux auxiliaires satisfont la condition PE

Puisque le point d’équilibre de la partie homogene de I’équation (1.97) est exponentiellement
stable, I'erreur d’estimation des parametres est bornée si la partie non homogene est bornée.
Cela est vérifié si les deux premiers points sont satisfaits c’est-a-dire, si les signaux u, 9y, Sy et
0p sont dans L.,. Cependant, l'erreur d’estimation ey ne s’annule pas, on suppose qu’il existe
des constantes d,, > 0, &,, > 0 et 5y, > 0 tel que :

[0y| < by0s 10,1 < 0y, 106l < g, (1.98)

Yo>

Alors, a partir de I’équation (1.97), on obtient la solution explicite de ey :

eo(t) = (L, to)eo(t) — / y(t, ) (Do (r) (D (7) + 8, (1) + 8,(r)) + 89(7) ) dr .

ou Py(t,-) est la matrice de transition du systeme (1.97). Par hypothese, la partie homogene
est exponentiellement stable. Alors, ®4(t, -) satisfait la propriété suivante :

[ @o(t, o) | < Bre1—10) (1.99)

ol B et A\, sont deux constantes strictement positives. A partir de (1.98) et (1.99), nous
pouvons obtenir une majoration de la solution ey(t) :

lea()]l < [[a(t; to)l] - [lealto)l +/H<I>e(t,7)\| 0 (7) (A (7) + 8y(7) + 0, (7)) + 0o (7) | dr

t
< et + [ e (A v 310, 6,7) 5,7 ) d
to

to<t<t
t
[ BiE ) A/ Vsl By ()] + [0(7) ) i
to

ol Vmayx est la borne supérieure des éléments du signal v, ¢ est la dimension de v et A\p___ est

max

la plus grande valeur propre de I'. Puisque A, (t) décroit exponentiellement, on a :
|A$0(t)| < BQG/\Q(t_tO)v
telle que Ay et [y sont deux constantes strictement positives. Donc, on obtient :
t _
lea)l] < Bre = eq(to)]| + [ B1e™ ) (Arypoo/T - Vs B + 8y) + 33, )
0
(1.100)
¢
+ f )\Fmax\/a : UmaXﬁlﬁQG—()\l—l—)\Q)(t_T)dT
to

lea(O)] < Bre O feata)]|+ 5 (1= ) (A7 Gy + B) + )

B132
A1+ Ao

+ (1 - 67()\1+)\2)(t7t0)) )\Fmax\/a ’ Umax

(1.101)
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Ce résultat caractérise la propriété ISS (Input to State Stability) de Iestimation d’er-
reur. Cette notion de robustesse a été introduite par Sontag dans les années 80 (voir par
exemple Sontag et Wang 1995, 1996). Cette inégalité caractérise le fait que si les signaux
de perturbation ¢, Sy et dp sont bornés alors I'erreur d’estimation est bornée. Si de plus
ces signaux tendent vers 0 alors 'erreur d’estimation tend vers 0. Dans le chapitre 3 nous
obtiendrons aussi une propriété de robustesse ISS avec un algorithme d’identification basé
sur les observateurs de Luenberger. Toutefois, les gains ISS sont directement obtenus par une
analyse de Lyapunov du fait que cet algorithme repose sur une fonction de Lyapunov stricte.

Les signaux auxiliaires ne satisfont pas la condition PE

Dans ce cas le point d’équilibre de la partie homogene de I’équation (1.97) est seulement
uniformément stable (et non asymptotiquement stable) ce qui n’est pas suffisant pour garantir
que le systeme avec partie non homogene est borné et ce méme en considérant les hypotheses
précédentes. L’exemple suivant illustre un des phénomeénes d’instabilité qui peuvent apparaitre,
appelé la dérive des parameétres.

Exemple 1.2 (Ioannou et Sun 2012). Soit un systéeme scalaire tel que sa sortie y est biaisée
par un bruit additif 6(t)
y=~0v+9

Soit la loi adaptative pour ’estimation du paramétre 0 avec 6 = 0 donnée par :
5: —Tve,, e, =y— bv
Dans ce cas, l’équation de ’erreur d’estimation est donnée par :
¢g = —Tv%ey + Tov.

Si on considere que 0 =2, I'=1,v=(1+ t)_% €L et

1 /D 1
6(t)=(1+1t)"3 (4 —2(1+ t)4) —0 quand t— oo
Alors on a 5
y(t) = 1(1 +t)’i —0 quand t— oo.
1
e,(t) = 1(1 -|-Zf)_i — 0 quand t— oo.
et

é(t):(1+t)i—>oo quand t — o0.

On remarque bien que ’estimation 6 n’est pas bornée.

Conclusion. Dans ce chapitre, nous avons présenté un ensemble de travaux traitant de la
conception d’observateurs adaptatifs pour ’estimation conjointe de [’état et des parameétres
d’un modele d’état linéaire. En premier lieu, nous avons commencé par la classification de ces
travaux en deux principauz groupes. Ensuite, nous avons montré sous quelles conditions on
peut garantir la convergence des estimations de l’état et des parameétres et remarqué qu’en
général, sous la condition de la persistance d’excitation de certains signaux qui dépendent de
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l’entrée et de la sortie du systéme a travers des filtres LTI, la convergence exponentielle de
lobservateur est garantie. Au final, nous avons comparé les algorithmes issus des différentes
approches. D’autre part, en terme de réglage, nous avons montré qu’il y a un compromis entre
la vitesse de convergence et la robustesse de ces algorithmes en présence de différents types
d’incertitudes. Dans ce dernier contexte nous avons montré qu’en présence des incertitudes et
quelle que soit 'approche utilisée, la robustesse n’est pas garantie en supposant uniquement la
bornitude des entrées et des incertitudes.

Malgré ’étude de convergence et de robustesse, l'analyse des observateurs adaptatifs est loin
d’étre complete. Nous avons remarqué que tous les algorithmes proposés ici et dans la littérature
partent d’une structure particuliere dont les paramétres sont identifiés. Au lieu de fizer une
telle structure qui est parfois non minimale dans le cas multi-variable, l’idée d’identifier une
base arbitraire sera étudiée dans le chapitre 2 en utilisant les mémes techniques développées ici.
Ensuite, dans le chapitre 3, nous résoudrons le méme probléme d’identification des systémes
linéaires en appliquant une approche différente.



Chapitre 2

Observateurs adaptatifs des systemes
multi-variables dans une base
arbitraire

Résumé. Dans ce chapitre, nous discutons de la synthése d’un observateur adaptatif (unique-
ment a partir de la connaissance a priori du comportement entrées-sorties) pour les systémes
multi-variables LTI déterministes. On s’inspire a la fois de l’approche des sous espaces et de
la méthode d’optimisation d’un critere pour la synthése de la loi d’adaptation des paramétres
inconnus. Nous démontrons aussi la convergence exponentielle des parameétres et des états
estimés de facon a ce que le systéme résultant est dans une base arbitraire et a un comportement
entrées-sorties identique au comportement réel.

2.1 Introduction

L’émergence des méthodes d’identification des sous espaces dans les années 90 (voir :
Van Overschee et De Moor 2012 ; Katayama 2006 ; Verhaegen et Verdult 2007) a donné un
nouveau souffle a la recherche en identification. Depuis, un grand nombre de méthodes
intéressantes ont été développées pour reconstruire un modele d’état a partir de la connaissance
du comportement entrées-sorties. Cependant, de telles techniques sont généralement appliquées
pour identifier des modeles discrets a partir de données échantillonnées et collectées hors ligne.
La méthode d’identification des sous espaces se base essentiellement sur I'algorithme de la
Décomposition en Valeurs Singulieres (DVS), mais parce que ce dernier cotite cher en terme
de calcul, il est souvent difficile de I'implémenter en ligne sur des application réelles. Un grand
effort a été consacré pour surmonter cet inconvénient (Mercere et al. 2008). Cependant, a part
quelques exceptions (Bergamasco et Lovera 2011), ces efforts sont généralement appliqués
pour les modeles discrets. L’approche des sous espaces peut étre vue comme une méthode
non paramétrique puisqu’elle consiste a estimer une base arbitraire du systeme. Dans le
chapitre précédent, nous avons traité du probleme de syntheése d’observateurs adaptatifs. La
seule différence entre les deux approches, et qui représente en méme temps l'inconvénient
majeur des observateurs adaptatifs, est de travailler dans une paramétrisation canonique
qui est : 1) rarement minimale dans le cas des systémes multi-variables & moins que des
connaissances a priori sur le systéme sont supposés (par exemple : la disponibilité des indices
d’observabilité/controlabilité Kailath 1980). 2) numériquement mal conditionnée.

Quand on considere les lois fondamentales physico-chimiques pour décrire un systeme réel,
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cela mene plus naturellement a des modeles continus qu’a des modeles discrets. Cependant,
comme les organes de mesure et de controle sont le plus souvent équipés de calculateurs
électroniques, I'acquisition des données est souvent échantillonnée. Par conséquent, il est facile
de construire un modele discret dans un premier temps et de le convertir en un modele continu
par la suite. En effet, ceci représente la procédure la plus développée, mais généralement,
la précision de la conversion dépend de la fréquence d’échantillonnage qui doit étre choisie
soigneusement. Dans le cas ou le modele est utilisé en ligne d’une facon adaptative, le cotit de
la conversion n’est pas abordable. Une solution alternative est donc d’identifier directement
un modele continu a partir de I'interpolation des données discrétes Garnier et Wang 2008.

Inspirés de la méthode des sous espaces et des algorithmes récursifs traités dans le chapitre
précédent, dans ce chapitre, nous présentons un algorithme d’identification adaptatif pour des
modeles d’état LTI multi-variables a temps continu. La méthode proposée est capable d’estimer
en ligne a la fois I’état et les matrices du systéme avec deux principales contributions : a) un
algorithme adaptatif moins cotiteux en termes de calcul pour les systemes multi-variables sans
avoir besoin d'un algorithme DVS; b) une convergence exponentielle assurée, sous réserve
de la PE de certains signaux auxiliaires générés par les entrées/sorties du systeme et des
propriétés structurelles du modele.

2.2 Position du probleme et hypotheses

Nous considérons un systeme linéaire décrit par le modele d’état sous la forme suivante :

S, {x — A(0)z + B(O)u

y=C(0)x+ D(O)u (21)

tel que x € R™, u € R™ et y € R? sont respectivement 1’état, les entrées et les sorties du systeme.
Contrairement au probleme du premier chapitre. Ici, A(-) € R™™, B(:) € R C(-) € RP*"
et D(-) € RP*™ sont des fonctions de structures inconnues des parametres inconnus 6 € RY.
Dans la suite de ce chapitre, nous posons I'ensemble des hypotheses suivantes :

Al. le systeme (2.1) est stable. En d’autres termes, A(6) est Hurwitz dont les valeurs propres
sont a partie réelle strictement négative.

A2. (A(9), B(#),C(0)) est une triplet minimale. Autrement dit, (A(#), B(6)) est une paire
controdlable et la paire (A(#), C(6)) est observable.

A3. C(0) est de rang plein ligne.

Problématique : étant donné a priori les mesures des entrées et des sorties, trouver un
algorithme pour lestimation en ligne des paramétres 0, tel que les matrices A(6), B(0), C(6)
et D(0) sont dans une base arbitraire. Plus précisément, pour une réalisation arbitraire 2.1,
étant donné ’ordre minimal n, on cherche un entier f et une paire de fonctions (§, ®)

T:RIxRP xR™ — RS
&R x RP x R™ — R4,

définissant le systéme dynamique suivant :

] = &(2,y,u) (2.3)

> B>
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tel que :
lim |Z(t) — 2(t)| = 0, lim |6 — 0(t)] = 0.

t—o00 t—o0

00 % et 0 sont Uétat et les paramétres du systéme similaire suivant :

N - (2.4)

g i = A(0)z + B(O)u
' y=C(0)z+ D(O)u

En d’autres termes, il existe une matrice non singuliere T' € R™™ telle que,

i=Tzx, A@)=TABT', B@O)=TB®), C@H) =C@HT " et D@) =D®).

2.3 Synthese de ’estimateur

Nous allons suivre les étapes de 'approche d’optimisation d’un critere d’erreur développée
dans le chapitre 1. On a pu remarquer qu’il existe une étape principale dans cette approche,
qui s’agit de trouver une relation linéaire entre les signaux connus et les parametres inconnus.
Le fait d’exploiter directement le modele d’état pose une restriction sur le choix de sa structure,
ce qui représente le plus grand inconvénient des algorithmes développés précédemment. Afin
de surmonter cette restriction, nous nous inspirons des techniques de la méthode des sous
espaces.

2.3.1 Recherche d’une relation linéaire

A partir de Iéquation (2.1), on obtient I’équation des dérivées successives du vecteur des
sortie y suivante :

yr = O0f(A,C)x+TiA,B,C, D)uy. (2.5)
avec :
Fe>n, yr=[yT g7 - y(f—l)T}T, wp=[u AT u(f—l)T}T (2.6)
et
C D 0 0
CA CB D e 0
Of(Av C) = . ) 7}(14,3,0, D) = . . . - (2'7)
CAM1 CAI2B CA'3B ... D

En pratique, les seuls signaux qui sont raisonnablement supposés mesurés sont ceux des
entrées et des sorties. En revanche, les mesures des dérivées successives de u et y ne sont pas
disponibles. Puisque y et u sont en général bruités, le calcul numérique de leurs dérivées est
problématique. Cependant, I'utilisation de filtres permet d’éviter la dérivation des signaux
bruités. De plus, le filtre a 'avantage de réduire I'effet du bruit s’il est choisi de maniere
appropriée. On considere alors un filtre stable d’ordre f décrit par la fonction de transfert

suivante :
1 1

F pu— =
() d(s) st 4+ap s/t 4+
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telle que s désigne I'opérateur de Laplace. Les poles du filtre doivent étre choisis de facon que
le bruit est coupé. En général, le spectre des fréquences du bruit se situe en grande partie
dans les hautes fréquences. Donc, si on choisit un filtre linéaire avec des valeurs propres a
partie réelle suffisamment grande (en valeur absolue), I'effet du bruit peut étre réduit tout en
préservant la dynamique du systéme a identifier. Cependant, plusieurs choix de filtre sont
possibles, voir par exemple Garnier et Wang 2008. La méthode présentée ici n’est attachée
a aucun choix spécifique du filtre. Par conséquent, elle est applicable pour tout les choix
valables' de F'(s). Pour cette raison nous ne nous intéressons pas a la synthése du filtre dans
cette partie.
Soit

z = F(s)yy, w = F(s)uy, T =F(s)x,
alors, nous obtenons :

2 = F(s)(€(0) @ L)y,
w = F(s)(€(0) ® Ln)u (2:8)

T d
tel que {£(0) = [1 o --- of _1} avec 0 = p qui désigne I'opérateur de la dérivée temporelle.
Par conséquent, I'expression sous forme de représentation d’état des équations (2.5) et (2.8)
est donnée par :

=A@ L)z+(I®1,)y (2.9a)
W= A n)w+(1L,)u (2.9b)
O =2z—Tyw (2.9¢)
avec ) ) -
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Ac - s l=
0 0 1 0
_—ao —O{l DR DR _O{ffl_ _1_

Notons qu’ici, pour toute constante k, la paire (A, ® Iy, ® I;) est controlable. Ceci nous sera
utile pour I'étude de la convergence de ’algorithme.

Grace au filtre, z et w peuvent étre générés a partir des mesures de y et u en utilisant les
équations (2.9a)-(2.9b). En revanche, dans I’équation (2.9¢), ¥ est inconnu. Pour surmonter
cette difficulté, nous allons suivre la méthode proposée par Bako et al. 2008.

Puisque le systéme est supposé observable, la matrice O est de rang plein colonne. Par
conséquent, il existe une matrice H € R™/? telle que rang(HO;) = n. Donc, T = HOj est
une matrice carrée non singuliere. Cette matrice est essentielle pour cet algorithme et nous
incite a introduire cette hypothese supplémentaire en plus de Al, A2 et A3 :

A4. H est donné tel que rang(HOy) = n.

Notons qu’ici, 'ensemble des matrices H qui sont telle que rang(HO;) = n est un
ensemble algébrique qui est génériquement de mesure pleine (moins d’équations algébrique que
d’inconnus). Ainsi, en pratique, nous sélectionnons H aléatoirement. La probabilité d’avoir T
inversible est alors 1.

Pour un choix différent du filtre F(s), il suffit d’ajuster les équations (2.9a)-(2.9b) qui générent les signaux
z et w ; les autres étapes de l'identification restent inchangées.
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Aussi, pour satisfaire 'hypothese A4, H peut étre choisie de différentes facons. Par
exemple, si le systeme que I'on veut identifier est a multi-entrées et mono-sortie, la propriété
d’observabilité implique que les n premieres lignes de Oy sont linéairement indépendantes.
Donc, il suffit de prendre H = [I, 0, x(s—n)] afin de garantir que 7" soit inversible. Dans le
cas des systeémes a multiple entrées et multiple sorties, si ’ensemble des vecteurs lignes de la
matrice O indexé par {iy,...,i,} sont linéairement indépendants, alors H = [e;, -+ e;]",
telle que e; € R/ est le ™ vecteur colonne de la matrice identité /,, remplit la condition
de rang souhaitée.

Par un changement de coordonnées, on définit un nouvel état T :
T="Tx.
En conséquence, la nouvelle réalisation (A, B, C, D) est donnée par :
A=TAT', B=TB,C=CT', D=D.

La multiplication & gauche de I’équation (2.9¢) par H permet d’obtenir I’équation suivante :

T=Hz—- HTw. (2.10)
D’autre part, a partir de la définition de Oy et Ty, on déduit @f et 7~} de la nouvelle base :

O;y=0,T7",  T;=T;

On déduit aussi : ~ B

L’insertion de I’équation (2.10) dans 'expression précédente de z mene a la forme linéaire
suivante :

z=Mgp (2.11)

avec
M =[0; (I-O0;H)T;| € RIP<tntsm) (2.12)
_ ﬁz e R, (2.13)

Dans (2.11), les vecteurs z et ¢ sont connus, la matrice que l'on souhaite estimer est la matrice
structurée M qui est en fonction des matrices du systeme A, B, C' et D. Nous montrerons par
la suite qu’il est possible d’extraire les matrices du systeme en exploitant la forme particuliere

de M.

2.3.2 Méthode d’optimisation pour ’identification adaptative des
parametres

Puisque I'équation (2.11) précédente est linéaire par rapport a M, nous pouvons adopter une
approche similaire a celles de la sous-section 1.4.2 du chapitre 1. Ainsi, nous pouvons mettre
en place un algorithme pour identifier en ligne la matrice M. La premiere étape consiste a
choisir un critére convexe par rapport a M. Pour plus de clarté, dans la suite de ce paragraphe,
nous notons M pour la variable du critere d’optimisation et nous introduisons la notation M*
qui satisfait ’équation suivante :
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Nous cherchons donc une fonction cofit

J: RY x RIPx(m) R
(t, M) = J(t, M),

qui posséde & chaque instant ¢ dans R un minimum M (t) définie par :

~

M(t) = argmin J(t, M) ,
M

et tel que
lim |M(t)— M*|=0.
t——+o00
Dans 'approche que nous avons développée, nous avons choisit un critere qui dépend des
signaux z et ¢ sur une fenétre de temps :

t’T)

J(t, M) = ;e—at tr [(M—MO)P (M — M) T +3 /t - 2(1) — Mo(T)|[5dr, (2.14)

ot 7(7)* > 1 est un facteur de normalisation inférieurement borné, Py est une matrice SDP,
My = M(0) doit étre la valeur initiale de M (t) et tr(-) représente opérateur trace d'une
matrice carrée. Ce critere s’explique comme suit : le premier terme du critere est utilisé pour
garantir la stricte convexité du critere (I'existence d’un unique optimum & tout instant) et pour
garder la valeur estimée M (t) autour d’une valeur initiale M, pendant la phase transitoire de
convergence. Le deuxieme terme du critere est une fonction de 'erreur issue de ’équation
(2.11) avec le parametre de réglage a > 0 appelé facteur d’oubli, il est utilisé pour fixer la
taille de la fenétre de temps sur laquelle le critére est optimisé. Par la suite nous montrerons
que sous réserve de la condition PE de ¢, on aura :

lim M(t) = M*,

t—o0
tel que M™ est la valeur désirée. La deuxieme étape consiste a choisir une technique pour
trouver expression explicite de M(t). Puisque le critére J(t, M) est convexe, la solution
optimale M vérifie I'équation V,.J (t, M ) =0, tel que V; désigne le gradient de J(t, M) par
rapport a M, On a :

—a(t—T)

Va4, N0) = et = My Pyt~ | t er(T)Z (2(r) — V(7)) (r)Tdr = 0

Alors,

R t
Nt leatpol +[F
0

On pose :

—a(t—T)

t t—T)
B gD(T)QO(T)TdT‘| = eiatM()POil —|—/0

5 2(T)p(r)Tdr  (2.15)

a(t—r)

te
P(t) =R+ | —Qso( r)p(r) dr (2.16)
ce qui permet d’obtenir M (t) en fonction de P(t)

A

e—a(t—)
M(t) = ( Mo Py +/ Z(T)QO(T)TCZT> P(1) (2.17)
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Il faut noter que la matrice P(t) est inversible a chaque instant ¢ car la matrice Py est SDP et la
matrice @' est semi-définie positive. Remarquons toutefois que 1'expression M (t) précédente
est écrite sous la forme d’une intégrale qui doit étre calculée a chaque instant t. Ceci nécessite
I'enregistrement des signaux z et ¢ sur Uintervalle [0,¢]. Ainsi, ceci n’est pas réalisable quand
t — oo. Une solution pour ce probleme est de chercher une relation récursive. En effet, la
dérivée par rapport au temps de (2.15) permet d’obtenir :

M) P(t) + V(£ P(t) = —alI(£) P(t) + Z@(ﬁ)@T ’
o P(t)e(®)”
P(t) = —aP(t) + r(1)?

Au final, 'ensemble des équations suivantes représente I'algorithme récursif pour ’estima-
tion de la matrice M* :

iy - C0 M(”féffz) AVPOT S0y = oty 219
A"

, PO0)=Py =0, (2.19)

avec :
r(t)? = 1+ tr (o(t) " P(t)p(t)) .
La question qui se pose maintenant est de trouver comment on peut extraire les matrices

A,B,C, et D de la matrice M. Ceci est faisable en exploitant la structure de M donnée dans
(2.12). En effet, considérons le partitionnement de M sous la forme suivante :

Mll M12
M = M21 M22 ) M11 c Rpxn7M31 e RP*" |
M31 M32

Alors, en utilisant (2.12), nous obtenons les matrices A et C', données par

t
- - [My " [Ma,
C =DM, A= . 2.20

Malheureusement, il n’est pas possible d’extraire les matrices B et D & partir de M. Cependant,
il est possible d’utiliser les matrices A et C estimées précédemment pour estimer en deuxiéme
temps les matrices B et D. Pour cela, on part de Pexpression explicite de la sortie y s’écrit
sous la forme suivante :

z
y(t) = [éef‘t U(t) ult) @ Jp} vec(of}’) (2.21)
vec(D)
telle que la matrice W(¢) est définie par :
w(e) = [ “u(r)” @ [Cedt-D)ar.
Il est facile d’observer que W est générée par I'équation différentielle suivante :

W) =W(t) I, @ A] +u(t) @ C. (2.22)
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Donc, en utilisant la paire (A(t), C(t)) obtenue & partir de Pestimation M (), & tout instant
t, la génération de la matrice W(t) est possible. L’équation (2.21) peut étre récrite sous la
régression linéaire suivante :

y(t) = CeMio + B(t)n, (2.23)

avec

O(t) = [\If(t) u(t)" ® [p} , n= {VGC(B)T VeC(D)T}T : (2.24)

Par hypothese, le systeme que 'on souhaite identifier est stable. Par conséquent, la matrice
d’état A est Hurwitz. Alors, on a :

lim [y(t) — ®(t)n] = 0

t—00
En suivant les mémes étapes que précédemment, soit un critere J,(¢,1) donné par :

t o= B(t—7) 5
Ty(t,n) = ;e‘ﬁt tr [(n—m0) Qg (n—mo)| + ;/0 i W) = @l dr, - (225)

sous réserve de la condition PE du signal ®, nous pouvons montrer que 7j(t) = argmin, J(t,7)
converge asymptotiquement vers la valeur recherchée n* de n :

Jim A(t) = 7.
il faut noter que ® dépend de A et C' qui sont inconnus. Par contre, on peut introduire une
approximation de ® notée & généré a partir de A(t) et C(t) qui seraient une estimation de A

et C' et par 0 qui est défini par

A

U(t) = G(0) |1, @ A +u(t) © C. (2.26)

Finalement, afin de trouver l’expression explicite de 7)(¢), on utilise I’expression du gradient
de J,, par rapport a 7 qui s’annule quand n =1 :

Van<t7ﬁ) =0,

Donc, en suivant un raisonnement similaire & celui utilisé pour M (t), nous pouvons obtenir
I’algorithme récursif de 6 :

e 0 = (2.27)
Q=-6Q+ f(t)@ Q(0) = Qo > 0 (2.28)
b(t) = [U(t) u(t)" @1, (2.29)

avec
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Systeme
auxiliaire
(Filtre)

(z,w) Observateur | #

adaptatif

(2,w)

Algorithme
d’adaptation
de (A,C)

(4,0)

Y
Algorithme
d’adaptation

de (B,D)

Y

F1GURE 2.1 — Schéma fonctionnel de I'observateur adaptatif

Estimation de ’état

La fig.2.1 représente le schéma fonctionnel de 'ensemble (loi d’adaptation + observateur).
L’état est estimé par :

mais ce n’est que la version filtrée de I’état transformé z = Tz puisque = F(s)(Tx). Il faut
noter qu’en pratique, T peut étre plus désirable que x pour la raison suivante : puisque le
spectre du bruit généralement se situe dans la région des hautes fréquences, si le filtre F'(s)
est proprement choisi, alors Z contiendra moins de bruit que z. Dans le cas ou nous nous
intéressons a T, il est possible de le générer a partir d’'un observateur basé sur la réalisation

identifiée de (A, B,C, D).

2.4 Etude de convergence

Dans cette section, la convergence exponentiel de I'algorithme d’identification (2.18)-(2.19) et
(2.27)-(2.29) est étudiée. Pour commencer, nous avons besoin de la notions PE définie dans
le chapitre 1 (voir définition 1.7) et d’une nouvelle notion appelée la Suffisance de Richesse
(SR). Inspiré de Mareels et Gevers 1988, on définit la notion SR d’un signal d’entrée :

Définition 2.4.1 (Suffisance de Richesse). Un signal lisse u : Ry — R™ est SR d’ordre k si
e u(0)=0pouri=0,...,k—1 et

e pour tout v > 0, le signal u;, € R défini par

1) [UT o7 ... (u(k—l))T}

= (s +7)*

est PE.
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O

Basé sur les résultats de Mareels et Gevers 1988, il est possible de montrer que si u est
SR d’ordre k alors u est aussi SR d’ordre ¢ pour tout ¢ < k.

Maintenant, on relie la propriété SR d'une entrée u et la propriété PE de 'état sous
I’hypothese de la controlabilité.

Lemme 2.1. Soit ¢ € R™ un signal généré par le systéeme LTI suivant :
¢ = Ap+ Bu, ¢(0) =0, (2.30)

telle que la paire (A, B) est controlable. Alors, le signal ¢ est PE siu est SR d’ordre r avec
r = deg(Pma(X)) ot Pma(\) désigne le polynome minimal de A.

Preuve. Soit le polynéme minimal Pm4(\) défini par :
Pma\) =N 4 N o d + o
La dérivée r®m¢ de I’équation (2.30) est donnée par :

o' = A"+ C.(A, B)u,,

tel que :
up = [w, i, ,u™ YT et C.(AB)=[A"'B --- AB B].
Par définition le polyndéme minimal vérifie I’équation Pma(A) = 0 et par conséquent :
A= —col —c)A— - =, AT = —(c" ® 1,)O.(A, I,)
telle que ¢ = [cg -+ ¢_1]" et O.(A,I,) représente la matrice d’observabilité de la paire

(A, L,). 1l résulte :
¢(r) - _(CT ® ]n)OT(Av In)¢ + CT(A’ B)Ur

D’autre part, on a :

D, =[p7 4T ... oV =0.(A L))o+ T(A, B, L, 0)u,
avec : i i
0 0 0 0
B 0 0 0
T.(A, B, 1,,,0) = AB B 0 --- 0]
|A"*B A™3B --- B 0|
Apres quelques simplifications, on obtient :
¢ e, 10U 4 e+ e = Co(A, B)(K ® L), (2.31)
avec : i i
1
Cr_1 1
KK = Cr—2 Cr—1 1

C1 Co LR S | 1
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u,(t)
(s +0)—1
®(0) = 0 et donc, I'application de la transformée de Laplace sur (2.31) permet d’obtenir? :

Soit § > 0 un nombre réel arbitraire, u,(t) = Par hypothese, ¢(0) = 0, alors

6(t) = %CT(A, BYK ® L) (1) .

Maintenant, le fait que (A, B) est commandable, C,(A, B) est de rang plein ligne. Par
conséquence, C,.(A, B)(K ® I,,) est aussi de rang plein colonne parce que la matrice carrée
(K ® I,,,) est non singuliere. Donc, on suit le méme raisonnement dans Mareels et Gevers 1988,
Théoreme 4.1, Théoreme 4.2 pour conclure. O

2.4.1 Convergence des estimations (4, C)

Pour prouver la convergence des matrices A et C' vers les bonnes valeurs que nous notons A*
et C*, il est nécessaire de prouver la convergence de la matrice M (t) vers M*. Pour cela, on
commence par la proposition suivante :

Proposition 2.1. On suppose que les matrices d’état A et A., respectivement des systémes
(2.1) et (2.9), sont Hurwitz. Si la paire (A, B) du systéme (2.1) est controlable et si l'entrée u
est SR d’ordre f +r (telle que f est le degré du polynome minimal de A, et r est le degré du
polynome minimale de A), alors le signal ¢ défini dans (2.13) est PE.

Preuve. Sachant que le vecteur ¢ peut étre exprimé par :

o= [Hégf H[Tf} m (2.32)

alors, nous pouvons observer que la matrice triangulaire supérieure par bloc du second membre
est non singuliere. Par conséquent, pour prouver que ¢ est PE, on a juste besoin de montrer

_ T .. " . . _ T
que [ZL‘T wT} est PE sous les conditions de la proposition. Soit la dynamique de {xT ww
décrite par I’équation suivante :

m - lgl A[i; 9,]71] m + lz ®01m] U, [Z,((%))] = m - (2.33)

Le systeme (2.33) est stable. Le but par la suite est de prouver qu'il est contrélable en
appliquant le test de Popov-Belevitch-Hautus (PBH). On considére un scalaire A dans C et
deux vecteurs v;,y2 respectivement dans R™ et R/™ tel que,

R N VI I B

0 M — (Ae ® Iy) ® I,
Alors,
(AL, —A) =0 (2.34)
Yo (1 Iy) =0 (2.35)
)‘7; - [’YITB 0] - VZT(AC ® [m) =0. (2'36)

2Tl y a un léger abus de notation ici : temps et variable de Laplace s sont utilisés simultanément.
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La multiplication & droite de 1'équation (2.36) par (I ® I,,,), ..., (Ae ® 1,,)"2(l ® I,,,) et
I’exploitation des structures des matrices A, et [ permettent d’obtenir le résultat suivant :

V3 Cp (Ao ® I, 1 ® Iy) = 7} [Cr (Ao, 1) ® L] = 0.

Avec la contrdlabilité de la paire (A, 1), on peut conclure que 75 = 0. L’introduction de ce
résultat dans équation (2.36) permet de déduire que v, B = 0. D’autre part, a partir de
(2.34) et du fait que la paire (A, B) est controlable par hypothese, on déduit que v = 0.
En conclusion, le systéme (2.33) est contrélable. De plus, le degré du polynéme minimal de
A.® I, est égal a f. Donc, le polyn6me minimal de la matrice d’état du systeme (2.33) est au
maximum de degré égale a f 4 r. Finalement, on peut appliquer le Lemme 2.1 pour conclure

N
sur la PE du signal [a_:T wT} ainsi que . O]

Remarque 2.1. Puisque la démonstration du lemme précédent est basé sur le lemme 2.1,
on se retrouve face a une restriction sur le choiz de la valeur initiale x(0). En effet, cette
restriction consiste a supposer que T(0) = 0. En d’autres termes, de considérer que le systéme
que 'on souhaite identifier est a [’état de repos quand t = 0.

Maintenant, nous donnons le résultat concernant la convergence de M (t) vers la vrai
valeur M*

Théoréme 2.1 (Convergence exponentielle). Supposons que les hypothéses A1, A2 et A4
sont satisfaites. St lentrée u du systéeme (2.1) est SR d’ordre f + r, alors la matrice M (t)
définie par (2.18)-(2.19) converge exponentiellement vers la valeur recherchée M*.

Preuve. Soit 'erreur de l'estimation notée par ey = M — M*. A partir des équations
(2.18)-(2.19) on déduit la dynamique de 'erreur :
_enpp! P(t)

x = = (2.37)

Démontrer que M (t) converge vers M* est équivalent & démontrer que le systéme (2.37) est
stable. La preuve est approximativement similaire a la preuve du Théoreme 4.3.2 du livre de
loannou et Sun 2012. La seule différence consiste dans la forme de I'état du systeme (2.37)
qui est dans notre cas une matrice.

Pour plus de clarté, nous allons donner les grandes lignes de la démonstration basée sur le
concept C.U.O (Completement Uniformément Observable). En d’autres termes, on applique
le théoreme 3.4.8 de loannou et Sun 2012. Alors, il suffit juste de vérifier les hypotheses du
théoreme :

Inégalité de Lyapunov :

Soit V' la fonction candidate de Lyapunov donnée par :

Ven) = tr [eMP’leL}.

En utilisant (2.19), la dérivée par rapport au temps de V' le long de la solution de (2.37) est
donnée par :

V(eM) = —tr {eM <ozP‘1 + f(f;>e}[} < 0.

D’autre part, on considere le systeme LTV suivant :

{e}w = e F (1)

E(t) = enG(t) (2.38)
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AS)

.
P
PG =2

tel que la matrice ey () est I'état, le vecteur £(t) est la sortie, F'(t) = — 02
r r

On note Q = P!, en conséquence, V satisfait 'inégalité suivante :
V(eM) = tr [eM (QF + FTQ + Q)GL} < —tr [eMGGTe]\T/[]
pour tout ey, ce qui est équivalent a :
Q+QF +F'Q+GGT =0.

La propriété C.U.O pour la paire (F,G)

En utilisant le Lemme 4.8.1 de Ioannou et Sun 2012 , la paire (F, G) est C.U.O. si la paire
(F+ GL,G) est C.U.O. pour un certain gain L temps-variant qui satisfait une condition de
bornitude. En choisissant L = ¢ P/r, on peut montrer que cette condition est satisfaite en
exploitant la bornitude de P(t) et 7(¢)* (voir 'hypothése suivante). Donc, apres ce choix on a
F 4+ GL = 0 et le systeme correspondant avec injection de sortie est donné par :

e}

Z= (2.39)
E(t) = ZG(t). '

Le grammien d’observabilité du systeme (2.39) est simplement donné par :

N(t,t+T) = /t e Tar

_ /t”’ pr)e(n)"
= ———dT
t r(7)?
Puisque 7(7) > 1, du fait que ¢ est PE, il est évident que 'on peut trouver un 7" tel que
N(t,t +T) est borné et SDP pour tout t. Donc, (F + GL,G) est C.U.O. ainsi que (F, Q).
Par conséquent, ey, dans (2.37) converge exponentiellement vers zéro pourvu que P et P!
sont uniformément bornées.
Bornitude uniforme de P(t) et P71(t).
Ceci est prouvé en suivant exactement le méme raisonnement de la preuve du Corollaire
4.3.2 de Ioannou et Sun 2012, p.241. La preuve exploite la propriété PE de ¢ et la bornitude
de 7. O]

2.4.2 Convergence des estimations (B, D)

Pour que I'étude de convergence de (2.27)-(2.29) soit plus claire, on note (A*, B*, C*, D*) la
vraie réalisation du systéme, en rappelant que la relation avec la base initiale (A, B, C, D) est
donnée par :

A* = (HO (A, C)A(HOH(A,C))7Y, B* = (HO;(A,C))B,

i R (2.40)

C*=C(HOsA,C))~, D*"=D.
Il faut noter que malgré 'apparence, pour une matrice donnée H, les expressions (A*, B*, é’*, p*)
dans (2.40) sont indépendantes de toute réalisation spécifique. On pose ®*(t) = & (¢, A*, C*),
telle que ®*(¢) est la matrice provenant de (2.22)-(2.24) si les vraies matrices sont utili-

2

sées pour la génération de W. De la méme facon, soit ®(t) = ®(¢, A(t), C(t)). On note
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. T
n* [Vec(B*)T VGC(D*>T] alors, 'erreur d’estimation est définie par e, (t) = 7(t) —n* avec
7(t) définie par les équations (2 27)-(2.29). Donc, la dynamique de Uerreur est décrite par :

ey = —Qfen +v (2.41)
p
avec A
Q ! Sk A*E * £ *
v = p {C’ eAtx0+<<I> —@)n]. (2.42)

Si nous pouvons prouver que :
(i) la partie homogene de (2.41) est exponentiellement stable et
(ii) v(t) s’annule quand t — oo

alors on peut conclure sur la convergence de 'erreur de 'estimation e vers zéro. Le précédent
argument s’appuie sur le lemme suivant (voir, e.g., Brockett 2015, chap 4).

Lemme 2.2. Soit le systeme LTV suivant :

2(t) = A(t)z(t) + (1)

avec une partie homogéne (t) = A( )z(t) exponentiellement stable. Si v(-) est borné et
limy o, v(t) = 0, alors limy_,, 2(t) =

Avec un raisonnement similaire a la preuve du théoreme 2.1, prouver 'assertion (i)
précédente revient a montrer essentiellement que ® est PE, cet propriété est étudiée par les
Lemmes 2.3 et 2.4 suivants

Lemme 2.3. Supposant que les hypothéses A1-A3 sont satisfaites pour le systéme (2.1) et
soit u un signal d’entrée SR d’ordre r. Alors, ®* = ®(t, A*,C*) définie dans (2.22)-(2.24) est
PE.

Preuve. Soit F € R™™ G € RP*™ des matrices non nulles et

n= [VGC(F)T Vec(G)T}T

On montre au début qu’étant donné n avec |9, = 1, w(t) = ®*(t)n est PE avec une
borne inférieure a;(n) > 0. Sachant que w ce n’est que la sortie du systéme suivant :

{Z =A"2+ Fu, 2(0)=0 (2.43)

w=C%2+Gu

On peut supposer que la réalisation (z, A* F,C*, () est minimale® avec un z de dimension
d < n. Il faut noter que si w est PE quand d = n, alors il est aussi PE quand d < n. Il est
donc suffisant d’étudier le cas d = n. En suivant les arguments de la preuve du Lemme 2.1,
on peut montrer que : ( )
s4y)™ _
w(t) = Pra(s) Q(s)um(t)
avec :

O(s) = C*Cp(A*, F) K @ I,) + Pma(s)(e] ® G)

3En effet, tant que F # 0, on peut toujours réduire la réalisation considérée en une réalisation minimale.
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tel que e; = [1 0 --- 0]". Au final, on applique les résultats de Mareels et Gevers 1988,
Theorem 4.2. Pour cela, on doit vérifier que (s) est de rang plein ligne, en d’autres termes,
qu’il n’existe aucun v # 0 tel que 'yTQ( ) = 0 pour tout s. Ceci est une consequence directe
de la contrdlabilité de la paire (A*, F') et de I'hypothése du rang plein ligne de C*.

Donc on a montré que pour tout n non nulle avec ||n||, = 1, w(t) = ®*(t)n est PE.
Autrement dit, il existe T, ¢y, a1(n) > 0 et ag > 0 tel que :

t+T
H/ YTdr < asl Vit > 1.

Par conséquent, a partir de la fonction trace(-) de I'inégalité précédente on a n' R(t)n >
ai(n)n, > 0 pour tout ¢ > ¢y, tel que n, est la dimension de 7 et R(t) a I'expression suivante :

R = [ " ot ()T (r)dr

D’autre part,
inf " R(t)n = inf A ROl > 01 (),

t>t1

Alors, infi>y, Amin[R(t)] > 1,y inf, o jjp),=1 @1(n) > 0 et donc ®* est PE. O

Sous les conditions du théoréme 2.1 on sait que (A(t), C(t)) converge exponentiellement
vers (A*,C*) quand ¢ — oo. On note alors comme taux de convergence la valeur la plus large
c telle que :

CHOARF — CH (A < re e (2.44)

2

sup
keN

Pour une certaine constante A > 0. Ici, la notation |||, représente la norme-2 (la grande
valeur singuliere d’une matrice).

Lemme 2.4. Supposons que les hypothéses A1 et A2 sont satisfaites pour le systéme (2.1) e

t
soit u un signal d’entrée SR d’ordre supérieur ou égale o f +r. Alors, & = ®(t, A(t), C(t))
est PE, c.d.d, il existe des constantes T, 5y, P2 > 0 et tg > 0 tel que

t+T
pril = / (T)dT 2 Bl

pour tout t > tg.

Preuve. Bornitude de ®. A partir de la définition (2.29), pour montrer que ® est bornée,
nous étudions tout d’abord la bornitude de W. Dans cet objectif, et de part sa définition, nous
obtenons :

U(t) = ¥(0) [ Lo A +u(t) © C. (2.45)

Et on introduit la matrice de Lyapunov P associée a A (c.a.d. ATP + PA < —\P pour une
constante réelle A > 0). On regarde la fonction V (Vo) = v ¥ (I, ® P)¥v ou v est un vecteur
réel constant. On remarque que

V(Uv) = = "W (t)(I, ® P)¥(t)o+ Ty + Ty

avec

Ty =0 U7 (8)(I, @ P) (I, @ (A(t) — A) (1)
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et

A

Ty =0 U (t)(I, ® P)u(t)'C

Or, nous avons l'existence d'un réel ¢; tel que

7' <c

Alt) - A’ V(W)

et en complétant les carrés, nous obtenons l'existence de ¢, tel que

2

A 2
Ty < §V(\I/v) + e u(t) @ C
Ainsi I’égalité introduite précédemment devient
N 2 ~ by ~ 2|2
V(W) = (cl A(t) — A‘ — 2) V (Vo) + ¢ ju(t) @ C

A

Sachant que les signaux wu, C sont bornés et que fl(t) — fl‘ tend vers 0, nous pouvons alors

conclure que v est bornée. Cette bornitude étant vérifiée pour tout v, nous concluons que 0
est bornée et ainsi que ® est bornée.
Positivité asymptotique de ®. Notons que nous avons 1’égalité suivante,

A

(1) (1) = (& (1) — (1) T(t) + (1) (B(t) — B (1)) + (1) D" (1)
Ainsi, en utilisant le fait que
B(t) — &(t)| < pexp(—t)
et le fait que les signaux & et d sont bornés, nous obtenons un réel cs tels que,
O() D) > d*(t)TD*(t) — czexp(ct)]

Le résultat découle alors du fait que le signal ®* est PE.
O

Maintenant, il reste a vérifier I’assertion (ii), on cherche a savoir si v défini dans (2.42)
tend vers zéro quand t — oo.

Lemme 2.5. Sous les hypothése du Lemme 2.4, on a la limite suivante

Jim v(t) = 0.
Preuve. Encore une fois, en utilisant la propriété PE de P et la preuve du Théoreme 2.1,

QPT /p? est borné et donc le premier terme dans (2.42) tend vers zéro. Pour le second terme,
on peut écrire :

(2 = &)w| <o —af, = e -],

2

pour une certaine constante c;. Donc, [|[W* — WHQ s’annule quant ¢t — oo. O
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Conclusion. Dans ce chapitre, nous avons mis en place un nouvel algorithme pour l'identifi-
cation des systemes LTI multi-variables. L’identification est réalisée en trois étapes : dans
la premiere étape, en s’inspirant des techniques des méthodes des sous espaces, nous avons
trouvé une relation linéaire entre une matrice structurée contenant les parameétres inconnus du
systeme et des signaux auxiliaires completement définis a partir de la connaissances a priori
des entrées et sorties. Dans la deuxieme étape, nous avons profité de cette relation linéaire
afin de trouver une loi d’adaptation de la matrice des parameétres inconnus en utilisant la
méthode des moindres carrées récursifs. Dans la troisiéme étape, nous avons extrait en deux
temps les matrices du systéme, ceci a nécessité l'utilisation d’un deuxiéme algorithme récursif.
Finalement, nous avons pu donner une version filtrée de [’état du systéme identifié. Afin de
s’assurer que [’estimation des inconnus est bonne, une étude de la convergence du systeme
global (loi d’adaptation des paramétres et estimation d’état) a été accomplie. En contraste
avec les méthodes développées dans le chapitre précédent, les résultats obtenus montrent que
dans le cas déterministe (en absence des incertitudes) le systéme identifié est représenté dans
une base arbitraire telle que son comportement entrées/sorties est identique au comportement
entrées/sorties du systéme réel. Cependant, les limites de cet algorithme consistent dans
lincapacité d’extraire les matrices du systeme d’un seul coup et la nécessité d’un deuxieme
sous algorithme, ceci engendrant une restriction de son application sur la classe des systémes
LTI stables. Le deuzieme avantage de l’étude menée dans ce chapitre est la caractérisation
des entrées satisfaisant la condition PE des signauz auxiliaires. Il reste cependant a donner
une technique de génération de ce type d’entrées, ceci représente un des objectifs du chapitre
sutvant.



Chapitre 3

Observateur adaptatifs : approche de
Luenberger

Résumé. Dans ce chapitre, nous traitons la méme problématique posée dans le chapitre
1. Mais, l'approche utilisée ici est différente, elle se base sur la théorie des observateurs de
Luenberger. Nous proposons deuzr nouveaux algorithmes : le premier est destiné au cas des
systémes LTI écrits sous la forme (1.1) tandis que le deuziéme est destiné au cas des systémes
LTV linéairement paramétrés. Contrairement aux approches précédentes, dans ce chapitre, nous
donnons une caractérisation satisfaisante des entrées garantissant la bonne estimation des
inconnus. Au méme temps, cette caractérisation permet de trouver une méthode de génération
de ces entrées.

3.1 Introduction et position du probleme

Dans les chapitres précédents, nous avons synthétisé des algorithmes permettant de résoudre
le probleme d’estimation d’état et de parametres d’'un modele dynamique LTI écrit sous
la forme (1.1). Les méthodes utilisées dans ces approches sont basées sur la synthese d'un
observateur d’état du systeme en supposant en premier lieu que les parametres sont connus.
Dans un second temps, la synthese d’une loi d’adaptation de ces parameétres (qui sont en
réalité inconnus) est introduite afin que le systéme non-linéaire résultant (loi d’adaptation +
observateur d’état) garantisse la convergence vers zéro des erreurs d’estimation des parametres
ainsi que des états.

Dans ce chapitre, au lieu de faire cette démarche en deux temps, nous allons effectuer une
estimation en parallele de I’état ainsi que des parametres. Notre modele L'TT devient de ce
fait un modele étendu nonlinéaire. Plus précisément, nous considérons le systeme non-linéaire
suivant :

=<
I
=
&
+
=
<
S
—_

avec

X = m e R™, f(x) = lA(g)x

Ensuite, nous allons utiliser la méthodologie des observateurs de Luenberger non-linéaires (voir
: Zeitz 1987, Kazantzis et Kravaris 1998 et Andrieu et Praly 2006) pour résoudre le probléeme
d’estimation d’état du systeme (3.1) qui est équivalent au probleme étudié dans le chapitre 1.

B(6)

€ R, g(x) = [ 0 c R(n+q)Xm7 hix) = C(#)z € R”.

46
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3.2 Synthese de observateur

La méthode permettant de synthétiser un observateur de Luenberger a été introduite pour
les systemes linéaires dans Luenberger 1964. Suivant cette méme approche, cette technique
a été étendue dans Kazantzis et Kravaris 1998 ; Andrieu et Praly 2006 ; Andrieu et al. 2014
aux systemes non linéaires. Cette approche se décompose en deux étapes. Dans cette section,
nous présentons ces deux étapes dans le cas de la synthese d’un observateur pour le systeme

(3.1).

3.2.1 Etape 1 : Estimation d’une fonction de I’état

La premiere étape dans la construction de I’algorithme de Luenberger est d’introduire un
systeme auxiliaire de la forme

2=Az+ Ly (3.3)
W = Aw + Lu, (3.4)

oll z € R™, w € R™ tels que r > 0 est nombre entier, il sera déterminé par la suite, A et A
sont deux matrices Hurwitz. Nous cherchons alors une fonction (probablement non-linéaire)
que ’on note
T: R xR™ — R'P
w) = Tl w),

telle que {(z, x,w),z = T(x,w)} est une variété invariante du systeme étendu (3.1)-(3.3). En
d’autres termes, le long des trajectoires de ce systeme, nous avons

(3.5)

T, 0(0) = AT(c(8), w(®)) + Ly(t) (3.6)

Du fait que la matrice A est Hurwitz, cette variété invariante est attractive. En effet, 'erreur
e(z,x,w) =z — T(x,w) vérifie le long des trajectoires du systéme étendu

é(z, x,w) = Ae(z, x, w) . (3.7)
Ainsi, lerreur s’annule asymptotiquement. Autrement dit,

Jim_[2(6) = T, w(®)] = 0. (33
En d’autres termes, z représente une estimation des prises par 'application 7' le long des
solutions du systéme étendu.

Dans (Andrieu et Praly 2006) il a été démontré que dans le cas autonome, il était toujours
possible de trouver une telle fonction T'. Toutefois, cette fonction n’est pas donnée de fagon
explicite dans le cas générale. Appliquons cette premiere étape en tirant parti de la structure
particuliere du systeme (3.1). Maintenant, nous devons trouver une expression explicite de 7.
D’abord, on suppose une expression initiale implicite en 6 donnée par

T(x,w) = M(0)z + M(0)w. (3.9)

Ensuite, on cherche son existence en remplagant cette expression dans I’équation (3.6). Alors,
on obtient : B B
M(0)i + M(0)w = A(M(0)x + M(0)w) + LC(0)x. (3.10)

Par la suite, on donne un ensemble d’hypotheses nécessaires pour trouver des expressions
explicites de M (0) et M ().
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Hypothese 3.1. Soit © C RY un ensemble borné tel que pour tout 6 € © ['intersection du
spectre! de A avec le spectre de A(0) est 'ensemble vide &. Autrement dit,

c{Atn | | o{A9)} | = 2. (3.11)
)
Hypotheése 3.2. Le systeme auxiliaire (3.4) est contrdlable.

Maintenant, on peut annoncer le théoréeme de l'existence d'une solution T'(y,w) de
I'équation différentielle (3.6).

Théoreme 3.1. Soit T" une fonction définie par

T: RHIXR™ — R?

(x,w) = M)z + M(O)w, (3.12)

ot les expressions explicites des matrices M (0) et M(6) sont données par

M(6) = vec™! ([(A(&)T ©5)—(Lion)]" vec(LC’(G)))
M(0) = _C(A,MB)C(TA,E)(C(]\,Z)C(TA,E))A,
avec C5 1y et Ciamp) sont respectivement les matrices de controlabilité des paires (A, L) et

(A, M(0)B(0)). Alors, sous les hypothéses 3.1 et 3.2, la fonction T(x,w) est bien définie et
est une solution de l’équation (3.6).

Preuve. Pour montrer que T'(), w) est une solution de I'équation (3.6), il suffit de montrer
que les expressions de M(6) et M(0) sont bien des solutions de 'équation (3.10) pour tout
t > 0. Ceci est équivalent a satisfaire I’ensemble des équations suivantes :

M(0)A(0) — AM(0) — LC(A) =0 (3.13)
M(0)B(6) + M(0)L = 0 (3.14)
M(O)A — AM(0) =0 (3.15)
A partir de I'équation (3.13), on trouve expression de M () :
M(6) = vec™ ([(A(@)T ©5)— (Lo vec(LC’(G))) . (3.16)

Il faut noter que 'hypothése 3.1 garantit I'inversion de la matrice (A(0)" ® I,) — (I, ® A)
pour tout 6 dans ©. Une fois que I'expression de M (0) est trouvée, I'expression de M peut
étre déduite a partir des équations (3.14) et (3.15). De (3.14) on a :

M(O)L = —M(0)B(6). (3.17)

En multipliant & gauche I'équation (3.14) par A et a droite I'équation (3.15) par L, on obtient
par 'addition des deux équations résultantes :

M(O)AL = —AM(0)B(0) . (3.18)

'Le spectre d’une matrice carrée représente I’ensemble de ses valeurs propres
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Maintenant, on multiplie a droite I'équation (3.17) par AL. Ensuite, avec (3.18), on trouve :

M(O)A’L = —A*M(0)B(6). (3.19)
Ainsi pour i =0,--- ,r — 1 on a
M(O)N'L = —A'M(0)B(6). (3.20)
Alors
M(@O)[L AL -+ N'L]=—[M(0)B(O) AM(O)B®) --- A™'M(0)B(0)]

Au final, M est donnée en fonction de M par :
M(0) = =Ciams)Cis 1) (CanCiapy) ™ (3.21)

ou C(;\’ 1) et Cia,mB) sont respectivement les matrices de controlabilité des paires (A, E) et
(A, M(0)B(0)). Par hypothese, le systeme (3.4) est controlable. Par conséquent, Cj 7, est de

i )) est inversible. O

rang plein ligne et donc la matrice (C'z 0Car

Remarque 3.1. Puisque [’ensemble © est borné, l'ensemble \J o{A(0)} est aussi borné.
=)

Cela découle du fait que toute valeur propre A dans c{A(0)} est une racine de l’équation
caractéristique :
A"+ (0)A" T+ i1 (0)A + 1 (0) = 0, (3.22)

tel que p;(0) sont des fonctions continues. La bornitude de © avec la continuité des u;(6),
implique qu’il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que

li(0)| <c  Vie{l,...,n}, VOeO.

Par conséquent, si |\ > 1, on a :
n 4 c
A< IO < ——
; ! 1—1/|A

ce qui implique que |\ < c+ 1. Alors, il suffit de prendre A avec des valeurs propres d parties
réelles négatives et supérieures suppérieurs en valeur absolue a c+ 1 pour satisfaire [’hypothese
3.1.

Remarque 3.2. Dans le cas des systémes autonomes décrits par :

T = A0)x

y = C(0)r, (3.23)
lexpression de application T est modifiée, elle est donnée par :
To(x,0) = M(0)x. (3.24)
La matrice M(0) est la solution de l’équation de Sylvester paramétrée suivante :
M(0)A(0) = AM(0) + LC(0) . (3.25)

Donc, si on prend r = n, on obtient ['observateur linéaire introduit par Luenberger 1964
dans le cas autonome avec des parameétres connus. Par contre, [’étude de l'injectivité avec les
parametres 0 inconnus est plus compliquée que dans le contexte de Luenberger 1964.
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Cas particulier

Les matrices précédentes M(6) et M(6) définies par les équations (3.16)-(3.21) sont tres
difficiles a manipuler. En toute généralité, dans cette partie nous proposons des formes
particulieres de L, L, A et A afin de simplifier la forme finale de T. Ce choix jouera un role
important dans la recherche de I'inverse a gauche ainsi que dans la preuve de l'injectivité. Le
résultat obtenu est donné sous forme de corollaire :

Corollaire 3.1. Soit L, L, M et M des matrices définies par :

L=1®Il, L=1,®I, A=Diag(\,\s, -, \)®1I,, A=Diag(\i,Ns, -, \)® Iy

ot \; est une valeur scalaire pour tout i = 1,...,r. Alors, si A vérifie la condition (3.11),
l'application

T: (R"x0)xR™ — R
.
(x, w) = [Ty(,0,w) 7, Ta(w, 0,ws) T+ To(x,0,w,) 7|

avec
Ty(z,0,w;) = C(0) (A0) — \I,) " (x—B(O)w;), i=1,---,r, T;€RP, w; € R™ (3.26)

est une solution de 'EDP suivante

oT de 0T dw
%(:v, G,w)a + %(as, G,w)E = ANT(z,0,w)+ LC(0)x (3.27)

issue de l'équation (3.6).

Preuve. La démonstration découle directement de I’équation (3.6). Le fait de choisir A
diagonale, pour tout 7 = 1,--- ,r, implique que

Ty =\NT; +y
Puisque T; est fonction de z, 6, et w;, il en résulte 'EDP suivante :

oT;
ox

(x,0,w;)[A(0)x + B(0)u] + gf}i(x, 0, w;)(Nw; +u) = NT;(z,0,w;) + C(0)z .

Donc, on peut vérifier que (3.26) est bien une solution de cette derniere EDP. Par conséquent,
I’expression de T est donnée par :

M, (6) M(6) 0 - 0
I= MQ:w) o M_Q(Q) o (3.28)
0 o0 )
tel que pour i =1, ,r
M;(0) = C(0) (A(0) — NiI,) ™", M(0) = —M;(0)B(0) (3.29)
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3.2.2 FEtape 2 : Estimation de (0, )

Suite & PEtape 1, nous sommes en mesure de reconstituer asymptotiquement les valeurs de
la fonction 7" donnée précédemment. Comme le suggere Luenberger dans Luenberger 1964,
I’objectif est maintenant d’inverser cette application afin d’obtenir une estimation de 1’état
inconnu. Il reste donc a trouver 'expression de l'inverse a gauche T* de ’application T afin
de reconstruire I'état étendu x = (z,0) a partir de 'estimation de T'. Par conséquent, I'inverse
T doit vérifier ’équation :

(T (v, w), w) = x

Au final, 'observateur de Luenberger aura la forme suivante :

z =AM+ Ly
w =Aw+ Lu (3.30)
X =T*(z,w)

Remarque 3.3. Lobservateur de Luenberger se base sur la propriété d’injectivité uniforme?
de la fonction T'(x,w) afin de garantir l'unicité de X calculée en utilisant l'expression de T*.
Cette propriété est étudiée en détail dans la section suivante.

A partir de l'existence d’une fonction injective T, il est possible de définir formellement
un observateur non-linéaire de Luenberger comme dans (3.30). Cependant, il est nécessaire de
trouver une expression explicite de 7.

3.2.2.1 Expression de 'inverse 7" : Formule de McShane

En suivant ’approche introduite dans Rapaport et Maloum 2004, la formule de McShane
peut étre utilisée (voir McShane 1934 et plus récemment Marconi et Praly 2008).

En effet, supposant que nous avons une fonction 7' uniformément injective, on a la
proposition suivante :

Proposition 3.2.1. S'il eziste un ouvert C, et un ensemble C, tels que pour tous x et x*
dans CL(Cy) et w dans Cy,, on a :

Alors, Uapplication T* : R™? x C,, - R" x O, T*(z,w) = ((T;i(z,w))lgign, (T(;‘j(z,w))lgqu)
définie par :

1
T = inf + —|T — .32
L) = nf e Toow) =) (3.32)
Ty (o) = inf {0+ (T 00 w) =21} (33)

satisfait pour tout (z,x,w) dans RP" x C, x C,,

n—+q
7 (w) ~xd < Y | - () (33
T
2La définition de I'injectivité uniforme est donnée par I’hypotheése de la proposition (3.2.1). Plus précisément,
T(x,w) est uniformément injective s’il existe Ly € K tel que 'inégalité (3.31) est satisfaite.
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Pour exploiter les formules de McShane données par les expressions (3.32) et (3.33),
nous devons supposer que 1" vérifie la condition (3.31). Cette condition est une hypothese
d’injectivité uniforme qui est plus forte que la propriété d’injectivité. Par exemple, il est
possible de montrer que cette hypothese implique que le Jacobien de T suivant xy donné

T
par a—(x, w) est de rang plein colonne. Dans les sous sections suivantes nous montrerons

qu’en se basant sur I’hypothese de 1" ‘observabilité différentielle et de son ensemble associé des
"bonnes entrées" U,, il est possible de construire un observateur pour I'estimation de 1’état y
du systeéme (3.1) pour toutes les entrées dans U,.. Autrement dit, la construction de 'inverse
a gauche T™ est possible. L’inconvénient de la construction précédente de T™ est qu’elle se
base sur un algorithme de minimisation ce qui parfois méne a des problémes numériques
des minimums locaux. Une solution alternative a été étudiée dans Bernard et al. 2015 (voir
aussi Andrieu et al. 2014) pour surmonter cette étape d’optimisation mais ce probléme reste
toujours une question ouverte pour ’application des outils d’optimisation.

3.2.2.2 Expression analytique de l’inverse 7™

Lorsqu’on considere une structure particuliere des matrices A, B et C, une expression explicite
(analytique) de la fonction 7™ peut étre obtenue. De plus, cette réalisation permet de donner
une caractérisation complete de la dimension de 'observateur et la classe des entrées qui
garantissent la propriété de ' ‘observabilité uniforme. la structure particuliere des matrices
A(+), B(-) et C(-) est donnée par :

A0) =0.C+ Ay, BO) =0, € R™™, C=[I, Openy) (3.35)

avec
Ay = [ Opxp -=F ] , O, eRVP )= [vec(&a)T Uec(Hb)T}T c R7!

Il faut noter qu’en toute généralité, dans le cas des systemes mono- entrée mono-sortie, tout
comportement entrée/sortie peut étre représenté par un modele sous la forme (3.35). Par
contre nous ne pouvons pas généraliser cette remarque sur les systemes multivariables. En
d’autres termes, (3.35) n’est pas nécessairement une réalisation minimale. Néanmoins, il
existe des systemes qui s’écrivent sous cette forme tout en préservant la minimalité. Par
exemple, Narendra et Annaswamy 1989 considerent une classe de systemes pour lesquels cette
réalisation est minimale. Cette propriété de minimalité jouera un role trés important dans
I’étude de I'injectivité par la suite.

Comme dans le cas des observateurs linéaires, ’expression analytique de I'inverse T est
obtenue a partir de la recherche d’une relation linéaire entre une fonction des signaux connus
(z,w) et l'estimation de I’état {. En se basant sur la forme particuliere de T' (3.28)-(3.29)
et du fait que la matrice A(#) dans (3.35) est écrite sous une forme affine en 6,, a partir de
I'équation (3.29), on a pouri=1,...,r :

M;(0) = —C(J; — an)_l

avec

Ji = NI, — Ao.

A partir de la formule de Sherman-Morrison- Woodbury, on obtient :

CJ; = 0,0)7" = C (J7 + 7 0u(1, = CI710,) 7 CIT (3:36)
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puisque que la condition (3.11) est satisfaite, 'expression (J; — 0,C') est inversible pour toute
0 dans ©. Apres quelques arrangements et simplifications, on trouve :

(I, = CJ70a)Ti(x, wi) = —CJ; (z — B(0)wy),

ce qui mene a la forme linéaire suivante :

x
Tiow) = [-Vi  Tlow) Vi w @V |vec(t)| (3.37)
vec(6y)
Pi(Ty,w;)
avec
‘/i - OJi_l )
ou sous la forme compacte suivante :
x
T(x,w) = P(T(x,w),w) |vec(b,)| , (3.38)
vec(6y)
tel que P(T(X7w)7w) = [Pl(Tl(Xawl)awl)T e PT‘(TT(X7wT)7w7’)T:|T‘ A partir de lé’ on

peut remarquer que le choix naturel d’une fonction candidate de l'inverse a gauche T
est simplement l'inverse a gauche de la matrice P. Cet inverse ne demande aucune étape
d’optimisation. Cependant, puisque 7" est inconnue, la matrice P est aussi inconnue, dans ce
cas nous ne pouvons pas calculer directement y. En revanche, z représente une estimation de
T avec une erreur d’estimation qui s’annule exponentiellement. Donc, intuitivement, si on
remplace T" par z dans 'expression précédente, on trouve I’expression linéaire de I’estimation
X suivante :
2(t) = P(=(t), w(t)R(2),

Par contre, pendant le temps de convergence de z vers T, il est possible que pour certains
points (z,w) la matrice P ne sera pas de rang plein colonne. Par conséquent, l'inverse a
gauche obtenu par cette méthode ne peut étre une fonction continue. Du fait que z converge
asymptotiquement vers I'mT', il est possible de montrer qu’apres un certain temps de transition,
z atteint un ensemble tel que P devient inversible a gauche. Une solution pour dépasser le
probleme de discontinuité a été profondément étudiée dans Praly et al. 2006 en considérant
un systeme autonome du second ordre avec un seul parametre inconnu mais cela reste une
question ouverte d’appliquer ces outils dans le cas général. Le résultat obtenu de I'inverse a
gauche est représenté dans la proposition suivante :

Proposition 3.2.2 (Expression explicite de T%). Soient C, et C,, deux ensembles ouverts
dont la fermeture est respectivement dans R"™ et R™, r un nombre entier positif et un
r-uplet de nombres réels strictement négatifs (Ay, ..., \.) tels que (3.11) est vrai. On considére
Uapplication associée T : C,, x Cy,, — R™ donnée par (3.28)-(5.29) et on suppose qu’il existe
un nombre réel positif Ly tel que (3.51) est satisfaite pour tous x et x* dans C1(Cy) et w dans
Cl(Cy). Alors, il existe trois nombres réel et positifs pmin, €r et Ly« tels que la fonction

(P(z,w)"P(z,w)) ' P(z,w) "z si P(z,w)" P(2,w) > pminlniq

T*(z,w) :{ 0 sinomn (3.39)

est bien définie et satisfait l'inégalité suivante pour tout (z,w,x) tel que |z — T(x,w)| < er

|T*(z,w) — x| < Ly« |z — T'(x, w)| - (3.40)

La preuve de cette proposition est donnée dans ’annexe B.1.
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3.3 Etude de linjectivité

Dans la section précédente, nous avons vu que si on consideére ’extension suivante :
t=Az+ Ly v =Aw+ Lu (3.41)

ot les matrices A, L, A et L sont définies dans le théoréme 3.1, z dans R™ et w dans R"™, on
peut estimer asymptotiquement 'application 7'(x, w) définie par (3.6), (3.28)-(3.29). Le fait
d’avoir cette information peut ne pas étre suffisante pour trouver de fagon unique le vecteur
d’état x. Ceci est relié a la propriété d’injectivité de 'application T. Comme cela a été montré
dans Andrieu et Praly 2006, cette propriété est reliée a 'observabilité du systeme étendu
(3.1). Une fois I'observabilité est garantie, il suffit de prendre la dimension rp de I"application
T assez grande pour avoir 'injectivité : c’est ce que l'on va étudier en détail par la suite.

Dans un premier temps, nous traitons le cas autonome (c.a.d. sans commande). Ensuite,
nous aborderons le cas non autonome avec commande.

3.3.1 Systemes autonomes

a) observabilité du systéme autonome

Le systeéme pris en considération dans cette partie est représenté sous la forme

x=r), y=hx, (3.42)

=@ s= " o =ce

Pour une valeur initiale (¢, #), on déduit 1’expression de la sortie par :
y(t) = y(t,20,0) = C(0) exp(A(0)t)o -

Remarque 3.4. Dans cette partie des systemes autonomes, on considere le cas mono-sortie
afin de simplifier le calcul dans les preuves des théorémes et propositions.

L’observabilité du systeme autonome dépend de l'injectivité de I’application qui au couple
(z,0) nous donne la trajectoire de mesure. En d’autre terme, l'injectivité de I'application
suivante :

(x0,0) — {t — y(t,z0,0)} (3.43)

La premiere hypothese a prendre en compte afin d’assurer la propriété d’observabilité est
I’observabilité du systeme non étendu, et ce pour chaque 6 dans ©. Plus précisément, on
considere I’hypothese suivante :

Hypothese 3.3 (Observabilité structurelle). Pour tout 6 dans ©, le couple (A(0),C(0)) est
observable.

Nous posons une deuxieme hypothese .

Hypothése 3.4 (décomposition injective). Il existe une application p: © — R™, C, injective
et de rang® plein colonne telle que

3Dans notre contexte, une application est de rang plein colonne si son Jacobien est de rang plein colonne
pour tout les points.

4L’existence d’une application p est évidente, elle est obtenue a partir de la décomposition de Cayley-
Hamilton. La difficulté consiste & montrer que c’est une immersion injective.
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COAO" = 3 (B)COAB) (3.44)

Le lemme suivant concerne Avec les hypotheses 3.3 et 3.4, nous pouvons établir que la
fonction (3.43) est une quasi-immersion dans le sens ou elle est de rang plein colonne et est
injective partout. Le résultat obtenu est donné par le théoreme suivant :

Théoréme 3.2 (Observabilité générique pour le systeme (3.42)). Sous les hypothéses 3.3 et
3.4 et pour tout 0 dans O, il existe un sous-ensemble O(0) de R"™, ouvert et de mesure pleine
tel que les points suivants sont satisfaits :

1. L’ensemble O(0) est invariant le long de la solution du systéme autonome (3.42). En
d’autres termes, pour tout x dans O(), exp(A(0)t)x est dans O(0) pour tout t dans R ;

2. Pour tout x dans O(0) et tout (x*,0*) dans R™ x ©, on a Uimplication :

y(t,z,0) =y(t,z",0%) , YVt > 0= (0,z) = (0", 27) ;

3. Pour tout (z,v) dans O(6) x R"" on a implication,

dy
8(m,9)<t’x’9)v 0, Vi>0=v=0

Remarque 3.5. Le point 3) du théoréme précédent est appelé la distinguabilité infinitésimale
dans Andrieu et al. 2014.

Preuve. Construction de O(f)) On considere une fonction h; : © — RP*™ définie par
hi(0) = C(O)A0) ', j e N*.

On considere aussi la fonction matricielle H : © x R* — R™*™ définie par :

hi(@)x  he(O)x ... h,(0)x
H(O, ) = (I @ (ha(0)2)7) x hf@x h?"(.e_)”” - h"fl'@x (3.45)
hn(0)x  hpi(0)x ... hep_1(0)x

Ensuite, on introduit la fonction réelle p(x,0) : R™ x © — R définie par :
o(x,0) = det{H(0,z)} .

On peut remarquer que ¢ est un polynome de x avec des coefficients lisses en . De plus, avec
I'hypothese 3.3, on remarque que pour tout 6 il existe xy # 0 tel que h;(0)zg =0,1 <i <n-—1,
et hy,(0)zg # 0. L’évaluation de H (6, x) au point (zo, #) donne :

0 0 |7 (0) 0|2

2
H (0, z0) = (B}l N

INCEN * *
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Alors, on a :

p(0,0) = |hn(O)zo[*" # 0 .

Par conséquent, la fonction ¢(+,#) n’est pas identiquement nulle. Maintenant, on considere
So(#), un ensemble de points définie par :

So(8) = {o € R'|p(x,6) # 0} .

Donc, pour tout = dans Sy(f), la matrice H(x, ) est inversible. Le polynoéme ¢(-, ) non nul
implique que 'ensemble Sy(#) est de mesure de Lebesgue pleine (voir Lemme B.1 en Annexe
B.2). On considére maintenant O(0) le sous-ensemble de R™ défini par :

O(0) = {z € R"|F(tg, x0) € R x Sy(0),x = exp(A(0)tg)zo} .

Preuve de 1)  O(6) est 'ensemble de tout les points visités par les trajectoires initiées a
partir de Sy(6). Par construction cet ensemble est invariant le long de la solution du systéme
(3.42).
Preuve de 2) Ilreste & montrer que cet ensemble satisfait les deux propriétés d’observabilité.
On considere 6§ dans © et x dans O(F). On considere aussi le couple (z*,0*) dans R™ x O tel
que

y(t) = C(0) exp(A(O)t)x = C(0) exp(A(0*)t)z* , ¥t >0 .

Sachant que z est dans O(f) implique qu'il existe (to,zo) dans R x Sy(6) tel que z =
exp(A(f)ty)zo. On a :

y ™ (t) = C(O)A(0)"x(t) = C(6") A )"a"(1) , V1> 0.
A partir de 'hypothese 3.4, on a pour tout ¢ :
g™ (1) = @)y (1) + -+ pa(O)y" V() = g (0)y(t) + - + (0" V()

La dérivation successive n fois de cette derniere équation donne :

y(t) () y“”;‘)”(t)
YOI T s ) ) =0 (3.46)
gDy (g

D’autre part, pour tout j dans {0,1,...,n}, on a :
y9(to) = hja (O)zo -
La multiplication a gauche de I’équation (3.46) par (In ® (hn(G)xO)T> permet d’avoir :

H(0, x0) (n(0) — u(07)) =0 .

Puisque xq est tel que det{H(0,z0)} # 0, on constate que H(6, x¢) est inversible. Donc, on
a wu(0) = u(0*). Par 'hypothese 3.4, on déduit § = 6*. Par I'hypothese 3.3, le systéme est
observable pour toute valeur fixe de #. Alors, on obtient x = xz*. Donc, le Point 2 du théoréme
est démontré.

Preuve de 3)  On suppose x dans O(f) et [v] v, |" dans R" tel que

Yy 9% —0,V>0.
9 (t,x,0) ae(t,x, 0) [W] >
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A partir de la dérivée d’ordre n par rapport au temps de 'équation précédente et & partir de
I’hypothese 3.4, on obtient :

" " ’ 0 wet) Ot
0= % (t,z,0) o (t, , 9)] [U 1 y(t) >, M (O)vg+ -+ + y( 1)<t)i(9>’09 .

o o0 v 00 00
La dérivation successive par rapport au temps permet d’obtenir 1’équation suivante :
y(t)  gt) ... y(’z‘)”(t)
) j o " 0
ol | B0 00 v |
o AU . 00
yr o) oy ()

Puisque z est dans O(0), il existe (ty, o) dans R x Sy(0) tel que = = exp(A(#)ty)xo. Donc,
a l'instant £ = ¢, on obtient

(0, xo)gg( Jog = 0

Puisque x¢ est tel que det{H (0, x¢)} # 0, H (0, z) est inversible. Il en résulte :

ou
90 (9)119 =0.

Par I’hypothese 3.4, 'application p est de rang plein colonne. Cela implique que vy = 0. De
plus, le systéme (3.42) étant observable pour chaque valeur fixe de 6, par 'hypothese 3.3, on
obtient aussi v, = 0. ]

b) L’injectivité a partir des notions d’observabilité

Comme il a été montré dans la remarque 3.2, dans le cas autonome, ’application T est la
fonction linéaire en x donnée par (3.24). A partir du théoreme précédent, on a un résultat
dans le contexte analytique qui garantit I'injectivité de cette application dans I’ensemble
d’observabilité si nous prenons A de dimension suffisamment grande et de valeurs propres \;
suffissamment grandes en valeur absolue.

Théoréme 3.3 (injectivité a grand gain). Soit A(-), B(-) et C(-) des fonctions analytiques
en 0. Supposons qu’il existe un sous-ensemble compact et non vide C de R™ x © tel que :

C (ﬂ (9(9)) x O . (3.47)

0cO

avec O(0) satisfaisant les points 1), 2) et 3) du Théoréme 3.2. Alors, il existe un nombre
entier r tel que pour tout r-uplet de nombres réels négatifs et distincts ()xl, e )\T), il existe
k* tel que pour tout k > k* Uapplication définie dans (3.24)-(3.25) avec \; = k)i, i =1,...,r
est injective dans C.

Preuve. La démonstration est une conséquence directe du résultat trouvé dans Jouan et Gauthier
1996, Andrieu et al. 2014 et Andrieu et Praly 2006. Puisque le systéme est analytique, a partir

de (Andrieu et al. 2014, Proposition 4.1 et Proposition 4.2), on sait qu’il existe r tel que
I'application H, : R" x © — R" définie par :

(x,0) — H.(0)x = :
C(O)A(0) 1

est injective et de rang plein colonne dans I’ensemble compact C. Ainsi, le résultat est obtenu
par Andrieu et al. 2014, Theorem 4.1 . O
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3.3.2 Systémes avec commande

Comme nous ’avons vu dans la partie précédente, 'injectivité de I’application 7" est obtenue
a partir de 'injectivité de 'application (x, ) — H,.(f)x qui représente la sortie et ses r — 1
dérivées successives. Dans cette partie, on suit la méme démarche. Cependant, 1'étude avec le
systeme controlé (3.1)-(3.2) fait apparaitre les dérivées successives des entrées, ce qui explique
la complexité de I'analyse. Par la suite, on s’appuie sur 'hypotheése d’observabilité suivante :

Hypotheése 3.5 (Injectivité différentielle uniforme). Il existe deux sous-ensembles Cy et C,
ouverts et bornés tels que leurs fermetures sont respectivement dans © et R, un entier r et
un sous-ensemble borné U, de R™"=Y tels que la fonction a valeur dans RP"

r—1
fjr('r’ 97 U) = HT(Q)ZL' + Z SjHT(Q)B(Q)Uj—l )

j=1

avec
C()
C(0)A(0)
H,(0) = : S
C(0)A(0)

v=1[vg,...,v 5] €U, v; ER™ pour j =0,...,r —2 et S est une matrice et/ou opérateur
de décalage inférieure tel que pour D = [d],...,d]" € R’ avec d; € R, on a :

SD = [01xp,dy,...d_|]",

est uniformément injective par rapport a (x,0), uniformément dans v € U, et de rang plein
colonne. Autrement dit, il existe un nombre réel strictement positif Lg tel que pour tout (z,0)
et (z*,0*) dans Cl1(Cy) x CL(C,) et tout v dans U,, on a :

r—x*
0 —0*
Remarque 3.6. La fonction $), représente les r — 1 premieres dérivées successives des sorties

y en remplagant le vecteur v par les v — 2 premiéres dérivées successives des entrées u. Plus
précisément, on a :

|9, (x*, 0%, v) — 9,(x,0,v)| > Lg

[ 0p><m 0p><m T 0p><m
y C(0) (CB)(6) Opxrm o Opxem u
y C(0)A(0) u
' = : r+ | (CAB)(0) (CB)(0)
0| c@A@)y - : o Open | |u-2)
[(CA™2B)(0) (CA™°B)(0) -+ (CB)(0)]
(3.48)
La matrice S € RP"™*P" est donnée par :
| Opxpr—) ‘
5= Lyg-1) Oprp

On remarque que la premiére partie du second membre de ['équation (3.48) est égale a H,(0)x

r—=1 . .
et la deuziéme partie est équivalente ¢ Y. STH,(0)B(0)ul—Y.
j=1
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Dans le résultat suivant, la propriété d’injectivité est satisfaite pour une matrice A a
valeurs propres distinctes et suffisamment grandes.

Théoréme 3.4. On considere que Uhypothése 3.5 est satisfaite. Soit u(-) une fonction
C™2([0, +00]) bornée telle que ses r — 2 premiéres dérivées sont bornées. En d’autres termes,
il existe un nombre positif réel u tel que :

|u,—1(t)] <u, VE>0. (3.49)

Alors, pour tout r-uplet de nombres réels distincts et strictement négatifs (5\1, e :\T), pouUT
toute valeur de temps positive T et pour toute valeur initiale wy dans R™", il existe deux
nombres réels positifs k* et Ly tels que pour tout k > k*, lapplication définie par (3.28)-(3.29)
avec N; = ki, i = 1,...,r satisfait la propriété d’injectivité dans C = Cyp x Cy. Pour tout
t1 > 1, siup_1(t1) est dans U,, alors pour tout (x,0) et (z*,0%) dans C, X Cy l'inégalité suivante
Ly
|T('T7 9, w(tl)) - T(Ji*, 9*7 w(tl)ﬂ >

est satisfaite :
r—a"
— kr||0—0F

ot w(-) est la solution de la dynamique de w décrite par (3.41) en prenant wy comme valeur
initiale.

(3.50)

La preuve du théoréme est rapportée dans 'annexe B.3.

Remarque 3.7. Si le signal des entrées est tel que pour tout t > 0, u,_1(t) est dans U,,
linégalité (3.50) peut étre écrite sans la dépendance par rapport au temps. Plus précisément,
on introduit le sous-ensemble C,, de R™" définie par

Co = U{w(®)},
t>t1
Alors, Uinégalité (3.50) est écrite comme suit : pour tout (x,0) et (x*,0*) dans C, x Cy et
tout w dans C,,, on a :
T — "
6 — 0"

Le théoreme 3.4 se base sur I’hypothese 3.5 pour démontrer 'injectivité de la fonction 7.
Cependant, puisque le systeme augmenté (3.1)-(3.2) est nonlinéaire, I'observabilité uniforme
du systéme ainsi que l'injectivité de la fonction ), dépendront des entrées u(t) et du choix de
la dimension 7. Alors pour finir I’étude et afin de trouver les conditions suffisantes portant sur
r et u pour garantir I’hypothese 3.5, on propose la définition suivante.

L
T (z,0,w) — T(z*, 6", w)| > kl

Définition 3.3.1 (Fonction & excitation différentielle). Etant donné un entier d et un vecteur
v=(vg,... ,U(Tmﬂ)d_l) dans R™™D el que pouri = 0,---,(m + 1)d — 1, v; € R™, on
définit la matrice a éléments réels My(v)® et de dimension md x md par :

T T T
T T T
Vi1 Uy Uy
My(v) = (3.51)
T T T
_U(m—i-l)d—l oo Und Umd—1]

5Dans le cas de m = 1 cette matrice est appelée matrice de Toeplitz
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Soit u : R — R™ une fonction C V1 Alors, u est dite & excitation différentielle d’ordre
d a Uinstant t si la matrice Mq(tm1)a(t)) est non-singuliére. O

L’importance des entrées satisfaisant la propriété d’excitation différentielle est que si
d = 2n, alors 'hypothese 3.5 est satisfaite pour la fonction §, de dimension pr tel que
r = 2n(m + 1), ceci pour tout § € O telle que (A(#), B(f),C) sous la forme (3.35) est
minimale. Plus précisément, on a la proposition suivante :

Proposition 3.3.1. Soit un ensemble C, ouvert et borné dans R™ et un ensemble Cy ouvert,
borné et fermé dans ©. Soit (A(-), B(-),C) donnés sous la forme (3.35) tel que pour tout
0 = (04, 0) dans C1(Cy) le systeme (1.1) est minimal. Soit un sous-ensemble compact Upy(mi1ya
dans R™™D el que pour tout v = (v , . .. ,U(Tmﬂ)d_l) dans Upy(m+1)a la matrice My, (v) est
inversible. Alors, ’hypothése 3.5 est satisfaite. Plus précisément, il existe un nombre réel
strictement positif Lg tel que pour tout (x,0) et (z*,0%) dans C1(Cy) x CL(C,) et tout v dans

Um(m+1)d; ona
Tz —x*
6 — o0*

3.3.3 Génération des entrées a excitation différentielle

]ﬁ%(mﬂ)(:c*, 0%, v) = Hon(m+1)(2, 0, v)’ > L

Voir I’Annexe B.4 pour la preuve de cette proposition.

La question qui se pose naturellement est de savoir si a partir de la proposition précédente on
peut générer une entrée u satisfaisant la propriété d’excitation différentielle. Comme nous
allons le montrer dans la proposition suivante, une telle entrée peut étre facilement générée
par un systeme LTI observable et conservatif.

Lemme 3.1 (Générer une entrée d’excitation différentielle). Soit le systéme LTI suivant :
v=Jv, u=Kv v0)=uv, (3.52)

tel que u € R™, v dans R™? (d est un nombre entier positif) et J une matrice antisymétrique
avec des valeurs propres distinctes et K une matrice choisie telle que la paire (J, K) est
observable. Alors, il existe vy dans R™ tel que u est a excitation différentielle d’ordre d pour
tout instant de temps.

Preuve. Le calcul direct montre que
K Jdm—l

M (@ +1a-1(1)) = () Ju(t) - T

KJ
K
Le systeme (3.52) est observable, alors, I'inversibilité de la matrice M y(Ugmn+1)a—1(t)) est
satisfaite si la seconde matrice est de rang plein pour certaine valeur vg. Sachant que J

est antisymétrique et inversible alors, il existe des nombres réels positifs et distincts wj,
i=1,...,md/2 tel que J s’écrit sous la forme suivante :

J = Diag{S(w1), -+, S (Wmas2)} € Rmdxmd
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avec

—Ww; 0

(2,3

Le polynome minimal de la matrice J est de degré égale a sa dimension md. Par conséquent, il
existe un vecteur non nul v, tel que [vo Jug ... J md’lvo] est non-singuliere. Par exemple, on

-
peut vérifier que vy = [0 101 --- 0 1] satisfait la condition. Maintenant, on considere

une valeur initiale vy de (3.52) telle que cette condition est satisfaite. Donc, la trajectoire de
I'état de (3.52) est définie par v(t) = e’tvg avec

Jt_ 0 St . Sty St _ | cos(wit)  sin(wgt)
¢ Diagfe e boe [—sin(wit) cos(w;t)

On constate alors que pour tout ¢, [v(t) Jo(t) ... de_lv(t)} est aussi non-singuliere. On
peut montrer cela par contradiction. Pour cela, supposons que J est singuliere. Alors, il existe
un polynoéme non-nul p(z) de degré inférieur & md tel que p(J)e’*vy = 0. Puisque e’t commute
avec tout polynéme de J, on a e’'p(J)vy = 0 ce qui implique que p(J)vy = 0 parce que e’*

est inversible. Mais cette derniere équation contredit I’hypothese donnée sur vy. O

Le lemme 3.1 est utilisé pour sélectionner des signaux satisfaisant la propriété de I'excitation
différentielle. Par exemple a partir de ce lemme il découle quun signal multi-sinusoide de
la forme wu(t) = >7_; a;sin(wt) tel que o; # 0 Vi, w; # 0Vi et w; # wy pour i # k, est
d’excitation différentielle d’ordre d. En effet, le signal multi-sinusoide correspond au cas de
K = [641 &r}, o = [Ozi 0}, vy = [O 101 --- 0 1}T et J définie comme dans la
preuve du lemme 3.1.

3.4 Lien entre les définitions classiques de la PE et 1’ex-
citation différentielle

Dans les approches présentées dans le chapitre 1, la persistance d’excitation de certains signaux
auxiliaires est nécessaire pour la bonne estimation des parametres inconnus ainsi que de ’état.
Cependant, ces signaux auxiliaires sont généralement générés par des systemes dynamiques
controlés par les entrées du systeme que 1'on souhaite identifier. Cela nous motive a chercher
la condition que les entrées doivent satisfaire pour garantir la PE des signaux auxiliaires. Dans
la plupart des références de la littérature, on attribue a cette condition le nom de la Suffisance
de Richesse (SR). La majorité des définitions de la PE (tel que dans Mareels et Gevers
1988, Shimkin et Feuer 1987, Sastry et Bodson 1989 et Besangon 2000) sont équivalentes a
la définition 1.1. Dans le contexte des systemes discrets, la caractérisation des signaux SR est
bien comprise. Comme il est mentionné dans Goodwin et Sin 2014, une séquence d’entrées
définie par :
u: N —R
k- —u(k),

est suffisamment riche d’ordre p s’il existe m € N et p > 0 tel que 'inégalité suivante est
satisfaite pour tout entier k.

Z[u(z) u(z—i—p—l)r[u(z) u(i—l—p—l)}zplp.
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Par contre, dans le contexte des systéemes continus, la définition de la SR n’est pas identique
et parfois les auteurs se limitent a caractériser les signaux SR par la richesse de leurs spectres
fréquentiels. Il y a eu certaines tentatives d’étendre la définition précédente, en commencant
par Kreisselmeier et Rietze-Augst 1990 qui donne des définitions de la PE et de la SR sur des
intervalles finis.

Définition 3.1. Kreisselmeier et Rietze-Augst 1990 (PE) : Un vecteur ¢ : Rt — R" est PE
d’une mesure € sur l'intervalle fini [t1,ts] C [to, 00| ssi

[ oo Tdr = e,

Définition 3.2. Kreisselmeier et Rietze-Augst 1990 (SR) : Un signal continu par morceauz
u: RY — R n'est pas SR d’ordre k sur un intervalle fini [t1,ts] C [to, 00| s’il existe un

-
vecteur q = [qo Qkfl} # 0 tel que ’équation différentielle suivante est satisfaite

k-1
> gu(t) =0, te [t ts]
i=0

Sinon, u est riche d’ordre k sur [ty,ts].

Il existe un lien entre les deux définitions précédentes si le signal ¢ est généré par le
systéme controlable suivant

¢ = Ap + Bu (3.53)

En effet, le signal ¢ est PE au sens de la définition 3.1 ssi le signal u est SR au sens de la
définition 3.2. Deux autres définitions de SR, différentes mais présentées par le méme auteur
sont proposées :

Définition 3.3. Mareels 1984 (SR) : Un signal u : RT — R est SR d’ordre k si le vecteur
Up = |U U - u(k_l)r est PE au sens de la définition 1.1.
Définition 3.4. Mareels et Gevers 1988, Bastin et Gevers 1988 (SR) : Un signal u : R™ —
R est SR d’ordre k si pour tout 6 > 0 le vecteur

1

est PE au sens de la définition 1.1. Ici s représente ['opérateur de Laplace.

T

P(t) =

{u TR u(k—l)}

Dans les travaux de Janecki 1987, il a été démontré par un contre exemple que la SR au
sens de la définition 3.3 n’est pas une condition suffisante et nécessaire pour la PE (au sens
de la définition 1.1) d’un signal ¢ généré par (3.53). En plus, Shimkin et Feuer 1987 pensent
que c’est une condition nécessaire mais pas suffisante a moins que d’autres hypotheses soient
rajoutées. Dans Mareels et Gevers 1988, les auteurs proposent la définition 3.4 qui représente
la condition suffisante et nécessaire mais 'inconvénient réside dans la difficulté a générer le
signal u(t) satisfaisant cette définition.

Dans le contexte de ce chapitre, 'approche est différente. Afin de garantir la bonne
estimation des parametres et 1’état il est nécessaire que les entrées du systeme soient des
fonctions a excitation différentielle (voir définition 3.3.1). En d’autres termes, I'information est
obtenue a partir des dérivées successives des entrées et des sorties. Cependant, la proposition
suivante montre le lien entre la condition d’excitation différentielle et la condition de la PE
des systemes continus telle qu’elle est introduite par Shimkin et Feuer 1987.
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Proposition 3.4.1 (Lien avec la condition PE). Soit u : R* — R™ une fonction Cm+)r=1 et
d’excitation différentielle d’ordre r pour tout instant t. Alors, il existe deux fonctions scalaires
e: RT — R et p: RT — R* telles que

/ T ) () s > p)1 (3.54)

Pour plus de clarté la preuve est donnée dans I'annexe B.5.

Remarque 3.8. Comme il a été montré dans la preuve de la proposition, quand
(M (i 11(£))) M, (@1 (1)) > pud

avec p, indépendant de t et quand les premiers r + 1 dérivées de u sont bornées pour tout
instant t, € peut étre indépendant de t. Ceci implique que l'inégalité (3.54) peut étre uniforme
dans le temps.

3.5 Convergence de ’observateur et étude de robus-
tesse

Dans cette partie, ’étude de la convergence et de la robustesse en présence de perturbations
et d’erreurs de mesure de ’algorithme proposé précédemment est faite. Nous rappelons que
contrairement a la majorité des algorithmes d’identification, la convergence de cet algorithme
ne dépend pas du principe de I'invariance de LaSalle comme c’est le cas dans Kreisselmeier
1977 ; Zhang 2002 ; Narendra et Annaswamy 1989. En effet, nous considérons la fonction V'
définie par :

V xR xC, — Ry

(x,zw) = |z =T(xw)| . (3.55)

A partir du théoréme 3.4, nous avons démontré que pour une certaine constante de temps 7,
Papplication T vérifie I'inégalité (3.50) pour tout ¢; > 7. Si on suppose que pour la méme
constante 7, la fonction inverse a gauche T™ présentée dans la proposition 3.2.2, satisfait
I'inégalité (3.40) telle que T n’est pas identiquement nulle, alors nous pouvons garantir que
la fonction V' est inférieurement bornée par une fonction définie positive c.a.d

Lo

A partir de Péquation de lerreur (3.7), on constate que le long de la trajectoire des systemes
(3.3), (3.4) et (3.1), la dérivée V est supérieurement bornée :

V(x, 2 w) < max {A}V(x, 2, w) .

Puisque max {Ai} est strictement négative, V' est une fonction de Lyapunov stricte associée a
i=1,..,r

I'observateur. Il en résulte que la fonction V' est exponentiellement décroissante :

Vx(t), 2(t2), w(t) < [2(0) = T(c(0), w(O) exp ((max (At )
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Le fait de prendre x = T*(z,w), permet de caractériser I'erreur de convergence en fonction de
max {A\i} et des valeurs initiales (z(0),7°(0)), plus précisément, on a :
IX(t1) = X(t)] < LV (x, 2, w)

< L [2(0) = T(c(0), w(O)] exp (max (bt )

De plus, le fait d’avoir une fonction de Lyapunov stricte permet aussi de donner une caracté-
risation explicite de la robustesse en terme du gain de stabilité entrées/sorties du systeme.
Pour voir cela, supposons qu’on ajoute maintenant trois fonctions d,, dg et J, dans L5, (R,)
au systeme (3.1)-(3.2) de fagon a obtenir le systéme suivant :

t=A0)z+ BO)u+0,, 0 =09, y=C(0)x+ 9, , (3.56)

ot les fonctions (d,, g, d,) sont supposées étre de dimensions appropriées. La raison derriere le
choix de ces fonctions c¢’est de simuler des perturbations sur le systeme par d,, des incertitudes
et/ou variations dans le temps des parametres par dy et I'erreur de mesure des sorties par d,.
En suivant la méme approche, nous cherchons une expression explicite de ’erreur d’estimation
de I'état x et des parametres ¢ sous l'influence de dy, o, et d,. Le résultat obtenu est donné
sous forme de proposition :

Proposition 3.5.1 (Robustesse). Soit C,, Cy et C,, trois ensembles ouverts et bornés dont
les fermetures sont respectivement dans R™, © et R™". On consideére application T' donnée
par (3.28)-(3.29). On suppose qu’il existe des nombres réels T, L, et Ly strictement positifs
tels que pour tout t; > 7 l'inégalité (3.50) du théoréme 3.4 est satisfaite et pour tout (x,0,w)
dans Cp X Cy X Cy,, on a

oT
%(x, 0, w)

T
8(x,6’,w)’ <L,, < Ly,

ox -

Alors, a partir de l'observateur (3.50) avec la fonction T* donnée par (3.39), si on suppose
que le long de la solution du systéme (3.56) et pour tout t; > 7, (x(t1),0(t1), w(t1)) sont dans
Cr X CogxCy, on a :

=2 D

[9@1) -

w(ty) — (tl)H =t

) 0) = T(a(0), 0(0), w(0)) [ exp ( max (A}t )

(5uDseto g {Lald (5)] + Loldo(s)] + v/B710,(5)1})
maXi:l...,r{p\i‘} '

+ Lo (3.57)

Preuve. On obtient le long de la solution du systeme (3.56) et (3.30), pour tout ¢ > 0,
I’équation de l'erreur entre 1" et z suivante :

or . oT
390 — 500 + L3,

La solution de cette derniére équation est donnée par :

ST 0.0) = Al — T(a,0,0) -

2(t) = T(2(t),0,w(t)) = exp (At) (2(0) = T(x(0), 6(0), w(0))

+ /Ot exp (A(t —s)) <—g:(x, 0,w)o.(s) — 88?(33, 6, w)op(s) + L5y> ds
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Donc, la norme de Verreur |z(t) — T'(x(t), 0(t), w(t))| est supérieurement bornée par :

max (Y~ 5) ) ds - sup {LJ5,()] + Lold(s)| + VBTIs, ()]}

s€[0,t]
< exp (A} [2(0) = T(x(0),6(0), w(0)

N SuP,efo{ La|0s(5)| + Lolda(s)| + /DT|0y(s)[}
maXi:l...,r{|/\i|}

Par conséquent, puisque la fonction 7™ est inférieurement bornée pour tout t; > 7, le résultat
est directement obtenu a partir de I'inégalité (3.40). O

Remarque 3.9. [l est important de montrer comment les constantes Lp«, L, et Ly se com-
portent quand les valeurs propres de [’observateur sont multipliées par un nombre positif k.
T

En suivant la démonstration du théoreme 3.4, il est possible de montrer que Ly« = . De
T
plus, en supposant que

(;Z(x’ 0, w)

Ce
k/' Y

< 6)T<m,f),u}>| <G

00 k-

avec Cy et C, sont des constants. Alors, la majoration précédente devient :

e 200 ]| < 5o (ks () 500) = T(600),0), w0

Cy C
 supcpog { Z210:9) + Z2100()] + VT8, (9)
" Ly maXi:l...,r{|5\i|}

(3.58)

A partir de cette estimation, on constate que l'augmentation de la vitesse de convergence (en
augmentant la valeur du gain k) de 'observateur a comme conséquence, la réduction de la
robustesse contre le bruit de mesure des sorties, la variation des parameétres et les perturbations
de l’état.

3.6 Observateur de Luenberger LTV

Dans le chapitre 1, nous avons posé le probleme d’identification des systemes LTI transformés
sous une forme particuliere (voir équations (1.4)) ou I’équation d’état dépend linéairement des
parametres inconnus. Dans cette section, en utilisant les étapes de I'approche de Luenberger,
nous synthétisons un nouvel observateur de Luenberger linéaire temps variant pour identifier les
systemes LTV linéairement paramétrés. Ensuite, nous présentons une relecture de ’algorithme
de Zhang 2002 dans ce contexte.

La classe des systemes LTV multivariables linéairement paramétrés est représentée par
I’ensemble des équations suivantes :

~~
~

~—
8

(t) + B(t) + ()0 (3.59)
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ot A(t) € R™" B(t) € R™! C(t) € RP*™ et ¢(t) € R sont des fonctions connues, y est le
signal de sortie du systeme et (z(t),0) € R™ x RY sont respectivement ’état et les parametres.
Les parametres sont supposés inconnus mais constants.

L’objectif de l’étude menée dans cette partie est ’estimation en ligne de l’état x et des
paramétres inconnus du systéme (3.59) en se basant sur la connaissance a priori des signaux
y, B(t) et ¥(t) sous 'hypothése que B(t) et 1(t) sont des fonctions des entrées et sorties du
systéme.

Avant de commencer la syntheése de 'estimateur et comme dans la premiere partie de ce
chapitre, il est préférable d’augmenter le systeme (3.59) par les parametres inconnus ce qui
permet d’écrire le systeme équivalent suivant :

X =A(t)x +B()

y = C(t)x (3.60)

avec

Alt) (¢ B(t
=l an= [0 Y] s =[P e -1cm
Donc, le probleme d’estimation d’état et des parametres d'un systeme linéairement paramétré
est transformé en un probleme d’estimation d’état d’un systeme LTV. Maintenant, nous
introduisons la notion Complétement Uniformément Observable (CUO) treés importante pour
la construction des observateurs développés par la suite.

Définition 3.5. Soit le systeme LTV suivant :

p=24t)p, q=<(t)p (3.61)

ot p € R¥ et q € R sont respectivement [’état et la sortie du systéme, A : RT — RF** ¢t
¢ : RY — R>* sont des matrices a éléments continus et bornés. Le systéme (3.61) est CUO
sl existe des constants tg > 0, a > 0 et T' > 0 tels que :

t+T
G = / o(t,7) ) C()D(t, T)dr > aly, V>t

t

ou G est le Grammien d’observabilité, o est un nombre réel strictement positif et ® est la
matrice de transition associée a A(t), elle est définie par

D(t,tg) = A(t)D (¢, o)
(I)(t(),to) =1.

Le théoreme suivant concerne la stabilité des systemes LTV autonomes, il est aussi utile
pour la suite.

Théoréme 3.5. (loannou et Sun 2012) : Le point d’équilibre po = 0 du systeme (3.61) est
uniformément asymptotiquement stable s’il existe une matrice SDP P(t) satisfaisant pour tout
instant t les conditions suivantes :

il < P(t) <7l

.
P() 12T ()P + POA(E) + 0B (1) <0 . (3.62)

ol v, Y1 et Yo sont des constantes strictement positives et €(t) est tel que la paire (A(t), €(1))
est CUO.
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Par la suite, nous allons suivre les étapes de syntheése des observateurs de Luenberger.
Plus précisément, on commence par la détermination d’un systeme auxiliaire que ’on définit
par I’équation suivante :

z2=A({t)z+ L(t)y +w(t), z€eR" (3.63)

A :RT — R™" est une matrice a éléments continus et bornés, elle satisfait les conditions du
Théoréme 3.5, les fonctions L : RT — R™P et w : Rt — R™! sont supposées lisses, elle seront
déterminées par la suite.

La deuxieéme étape consiste a trouver une application 1" que 1'on définit par :

T: RMMPxR — R"

(uf) = Mty (3.64)

avec la matrice M(t) € R™ "+ est telle que le long de la trajectoire du systeme (3.60), T
satisfait 'EDO suivante :

T(x,t) = AT (x,t) + L(t)y + w(t) (3.65)

On rappelle que le but derriére ce choix est de créer avec le systéme auxiliaire (3.63) un
estimateur de la fonction T'(x,t). Plus précisément, si on considere e(z, x,t) = z(t) — T(x,t)
alors a partir de (3.64) et (3.63), la dynamique de l'erreur est donnée par :

é(z,x,t) = A(t)e(z, x, 1) (3.66)

Puisque A(t) satisfait les conditions suffisantes (3.62) de la stabilité des systemes LTV
autonomes, 'erreur entre T'(x,t) et z(¢) converge exponentiellement vers l'origine. Afin que T’
et z soient completement définis, il faut trouver les expressions explicites des matrices M(t) et
w(t). Pour cela, il suffit de remplacer I'expression de T" dans 1’équation (3.65). Il en résulte :

M(t)x + M(t)A(t)x + M(t)B(t) = At)M(t)x + L(t)C(t)x + w(t). (3.67)
L’équation (3.67) est vraie pour tout ¢ > 0, si M(t) et w(t) satisfont les équations suivantes :

M=AM—-MA+ LC (3.68)
w=MB. (3.69)

La derniere étape de la construction de I'observateur de Luenberger est la plus difficile, elle
consiste & démontrer que la fonction T'(x, t) est uniformément injective. Autrement dit, trouver
les conditions suffisantes de A, choisir A(¢) et chercher la dimension r afin de garantir que la
matrice M (t) soit de rang plein colonne a tout instant ¢ > 0. Ceci permet d’obtenir I'estimation
x de x d’une fagon unique.

3.6.1 FEtude de l’injectivité

L’étude de U'injectivité de la fonction 7" définie par (3.64) est équivalent a étudier si la matrice
M (t) définie par I'équation (3.68) est bornée et de rang plein colonne. Une condition nécessaire
pour garantir cette propriété est d’avoir n + ¢ < r tel que, n 4+ g et r sont respectivement le
nombre des colonnes et le nombre des lignes de la matrice M. La condition suffisante consiste
a prouver 'existence de constantes o1 > 0, oo > 0 et tg > 0 telles que pour tout ¢t >ty :

Oolpig > M (M) > 0114, -
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Nous limitons I’étude sur le cas de r = g+n, ’équation (3.68) dans ce cas est appelée I’équation
différentielle matricielle de Sylvestre ou encore, systéme du premier ordre de Lyapunov. On
pose

Lit)y=Ct)"'R,  A(t)=pI—-At)"

Dans ce cas, nous proposons un observateur asymptotique du systeme étendu (3.60) sous
I’hypothese de la CUO.

Proposition 3.6.1. Soit A(t) une matrice d’éléments continus et bornés pour tout t > 0.
S’il existe une constante 3 < 0 tel que la matrice A(t) = (B1 — A(t)") satisfait les conditions
(3.62) et une matrice R > 0 dans RP*P. Alors le systéme suivant :

p=(BI— A1) ")z +C(t) Ry(t) + MB(t) (3.70)
M = M — A(t)" M — MA(t) + C(t)"RC(t), M(0) >0 (3.71)
v=M"'z, (3.72)

est un observateur asymptotique pour 'estimation de l’état x du systéme (3.60), si ce dernier

est CUO. Alors, on a :
lim [|%(t) — x(¢)]| = 0.

t—o00

Preuve. A partir de expression de T, on a

X(t) = x(t) =M (= T).

La démonstration est composée de deux parties. La premiere partie consiste a prouver que z
est bien une estimation de 7', Autrement dit, vérifier que z tend vers T" quand t — oo ce qui
revient & prouver que la matrice (81 — A(t)") satisfait les conditions du théoréme (3.5). Ceci
est par hypothese vrai. Dans la deuxieme partie, on utilise I’expression implicite de la solution
de M(t) en fonction de la matrice de transition associée a la matrice A(t) pour montrer son
inversibilité :
t
M(t) = P ®(t,0)T M(0)®(t,0) + / NSt 7)Y TC(r) T RC(T)®(t, T)dT
0

Puisque M (0) > 0, la premiére partie du second membre e ®(t,0)" M (0)®(t,0) est positive.

En plus, le fait que § < 0 sa limite tend vers zéro quand ¢t — oo. La deuxieme partie du
t

second membre [Pt 7)TC(7)T RC(T)®(t,7)dT est strictement positive ssi le systéme

0
(3.60) est CUO. ce qui est vrai par hypothese. Donc, M (t) est inversible pour tout ¢ > 0. [

Remarque 3.10. La propriété CUO de la paire (A(t),C(t)) dépend de la matrice ¥(t) qui
(par hypothése) dépend des entrées et des sorties du systéeme (3.60). Dans ce cas, on peut

considérer que la persistance des entrées est caractérisée par la propriété CUO du systéeme
augmenté (3.60).

Remarque 3.11. Le systéme (1.1) tel que le triplet (A(9), B(0),C(0)) est sous la forme
(3.35) peut étre transformé sous la forme (3.59) ou la matrice d’état A(t) devient
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Dans ce cas, la matrice d’état du systéme étendu devient une matrice triangulaire supérieur a
éléments diagonauzr nuls, elle est donnée par

a0

Par conséquent, il existe toujours une constante 5 < 0 telle que la matrice d’état A(t) =
BI — A(t)" de l'observateur satisfait les condition du Théoréme 3.5.

3.6.2 Relecture de ’algorithme de Zhang 2002

Dans cette partie, une relecture de 1’algorithme de Zhang 2002 dans le contexte des observateurs
de Luenberger est effectuée. Pour cela, la dimension de la fonction T est fixée a r = n. Cette
fois, la matrice M(t) a la structure suivante :

M(t) = [, M(t)] (3.73)

Par conséquent,

T(x,t) = x(t) + M(L)6.

A partir de (3.65) et du fait que le vecteur des paramétres 6 est constant on obtient
#(t) + M(£)0 = A1) (x(t) + M(£)0) + L(H)C(H)a(t) + w(t)
Ensuite, 4 est remplacé par son expression (3.59). Il en résulte :
(A(t) = A(t) = L)C(1)) z(t) + (M(t) — A()M() + w(t)) 0 =w(t) - B(t) (3.74)

De la méme fagon que précédemment, A(t), M(t) et w(t) représentent les degrés de liberté. Si
ces matrices satisfont 1’ensemble des conditions suivantes :

M=AM—1 (3.75)
A=A-LC (3.76)
w=1h8, (3.77)

I’équation (3.74) reste vraie pour tout instant ¢ > 0. Puisque x est inconnu, on définit son
estimation Z par :

Z(t) = 2(t) — M(t)f (3.78)

En utilisant la méme approche de synthese de la dynamique des parametres 0 que celle de
I’algorithme de Zhang 2002, on obtient I'observateur adaptatif pour I'estimation simultanée
de 'état et des parametres du systeme (3.59)

T =z- MO
5 —(A—LC)z+ Ly + B(D)

M = (A—LCYM — (1)

La convergence des estimations (é, z) vers (0, ) dépend d’une part de la persistance d’excita-
tion (telle quelle est définie dans le chapitre 1) du signal MTCT et d’autre part de
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I'origine du systeme homogene suivant :
w = (A(t) — L(t)C(t))w (3.80)

Pour gagner plus de flexibilité le gain est donné sous la forme : L(t) = S71(¢t)C ()R, tel que
R € RP*P egt une matrice définie positive. Ensuite, S(t) est déterminée a partir de la méthode
directe de Lyapunov de sorte que w tend asymptotiquement vers I'origine. Soit la fonction
candidate V (t) = w' S(t)w, sa dérivée par rapport au temps est donnée par :

V(t)=uw"Sw+w Sw+w' Sw
=w'(S+A"S+SA—-2C"RC)w ,

Ensuite, on suppose que S est définie par :
S(t) = —BS(t) — AT(t)S(t) — S(t)A(t) + C(t)"RC(t),  S(0) >0 (3.81)
ou [ est un parametre de réglage strictement positif. Par conséquent,

V =—8V —w'CTRCw
< —pV

Il en résulte que : V(t) < V(0)e™?, ce qui implique que tlim w(t) = 0. Puisque U'inverse de S
—00

est utilisé pour calculer L(t), il est important de chercher sous quelles conditions la matrice

S(t) est définie positive & tout instant ¢ > 0. Afin de montrer le lien entre ’observabilité

uniforme du systeme (3.59) et les conditions de l'inversibilité de la matrice S(t), on écrit la

solution de I'équation (3.81)

¢
S(t) = e Pd(t,0)TS(0)D(¢,0) + /e_ﬁ(t_T)(I>(t, T)VTCTRC®(t,7)dr, S(0)>0, (3.82)

0
® dans ce cas est la matrice de transition associée a la matrice d’état A(t). Ensuite on a la

proposition suivante.

Proposition 3.6.2. ] existe des constantes ag > oy > 0 et By > 0 telles que pour toute
B > By et pour tout t > 0

aQIn Z S(t) Z O-/lln y
si et seulement si le systéme (3.59) est CUO.

Preuve. La démonstration découle directement de la définition de CUO et de la solution
(3.82). Puisque S(0) > 0 et ® est inversible, alors, le premier terme e=?'®(¢,0)"S(0)®(¢t,0)
de la solution (3.82) est positif. De plus, si A(t) garantie les conditions du Théoreme 3.5, il

¢

s’annule exponentiellement. Le deuxieme terme [ e ?¢=7®(t, 7)TCTRC®(t, 7)dr est défini
0

positif si et seulement si le systeme (3.59) est CUO. O

Finalement, nous proposons le théoreme suivant qui représente un récapitulatif de I’'obser-
vateur adaptatif étudié précédemment.
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Théoreme 3.6. Soit le systéme suivant :

D>
I

M0

=>
I

MTCT(CE —y) (3.83)
Z = )

tel que z et M sont des signaux auxiliaires définis par :

t=(A—-S'CTRC)z+ S'C"Ry + B(t) (3.85)
M = (A= SICTRC)M — () (3.86)

avec R une matrice définie positive et S une matrice définie positive générée par l’équation
différentielle :

S(t) = —pS(t) — AT()S(t) — S(t)A(t) + C(t)"RC(1), S(0) >0 (3.87)

Si la paire (A(t),C(t)) est CUO et le signal MTCT est PE au sens de la définition 1.1 alors les
équations (3.83)-(3.86) constituent un observateur asymptotique pour l'estimation de l’état x
et des paramétres 0 du systeme LTV multivariable représenté par ’équation (3.59). Autrement
dit, pour X = (0,%) et x = (0, x) équation suivante est satisfaite :
lim [[2(¢) — x(®)]| = 0.

Remarque 3.12. Contrairement a [’observateur de Luenberger linéaire temps variant, on
remarque que [’algorithme de Zhang 2002 ne dépend pas de la propriété CUO du systeme
augmenté mais de celle de la paire (A(t),C(t)) qui ne dépend ni des entrées ni des sorties du

systéeme (3.59). La persistance des entrées dans ce cas est caractérisée a travers la PE (telle
qu’elle est définie dans le chapitre 1) de certains signaux auziliaires.

Conclusion. Dans ce chapitre nous avons introduit un nouvel algorithme d’identification basé
sur un observateur de Luenberger non linéaire. Cet algorithme se différencie des méthodes
existantes du fait que l’estimation des parameétres et de l'état du systéme se fait de facon
simultanée. Aussi, il est démontré que cet algorithme est robuste. Enfin, la convergence est
obtenue sous des hypothéses d’excitation différentielle des entrées du systeme. Cette méthode
nous permet de donner une nouvelle interprétation de la méthode de Zhang présentée dans le
chapitre 1.



Chapitre 4

Simulations et applications

Résumé. Dans ce chapitre, nous testons les performances des observateurs adaptatifs dé-
veloppés dans les chapitres 2 et 3. En premier lieu, nous commencons par des simulations
avec le logiciel MATLAB et SIMULINK sur des modéles physiques d’une application réelle
QUBE-SERVO fabriquée par Quanser. Ensuite, nous étendons l'étude en utilisant hors ligne
les données réelles issues des capteurs et de l'actionneur de l'application a [’aide du progiciel
QUARC fournie par le fabriqguant Quanser. Dans ce chapitre, nos contributions porteront sur
les résultats obtenus.

4.1 Application Qube-servo : présentation et modéli-
sation

Le QUBE-SERVO (Fig.4.1-4.2) est un systeme rotatif composé d'un Moteur a Courant
Continu (MCC) congu par Quanser. Cet outil académique peut étre utilisé pour tester
différentes techniques de controle. Le MCC est accompagné de deux modules : un disque et
un pendule, tout deux rotatifs. Le disque est utilisé pour la régulation et/ou 'asservissement
de la vitesse et/ou I'angle de rotation, tandis que le pendule est utilisé pour I’étude de la
stabilisation autour des points d’équilibre de ’angle formé entre la tige et I'axe vertical. La
référence Quanser 2014 contient les détails de I'installation matériel, la configuration et les
caractéristiques du QUBE-SERVO.

Il existe trois types de QUBE-SERVO qui different par la facon dont ils sont connectés
avec 'ordinateur qui le pilote. Le type qui a été utilisé pour nos expériences nécessite une
carte d’acquisition afin de lire des données analogiques ou numériques issus des capteurs (les
positions angulaires du moteur et du pendule). Cette carte sert aussi a envoyer des signaux
aux actionneurs (tension d’alimentation). La référence Quanser 2012 contient les détails de
I'installation matériel, la configuration et les caractéristiques de la carte Q2-USB que nous
utilisons. Selon la grandeur physique que I'on veut controler, on peut déduire plusieurs modeles
de connaissance en se basant sur les lois de la mécanique et de 1’électricité.

4.1.1 Modéele de la vitesse de rotation

Dans cette partie on donne un modele d’état ou la vitesse est considérée comme sortie du
systeme (accessible a la mesure), 'entrée est la tension d’alimentation du MCC. Le schéma
fonctionnel des parties électrique et mécanique est représenté dans la Fig.4.3 et les parametres
sont fournis par le constructeur dans le Tab.4.1. L’arbre du moteur est connecté au Hub

72
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FiGUuRE 4.1 — QUBE-servo avec F1GURE 4.2 - QUBE-servo avec pen-
disque dule

—

Jh Jd

F1GURE 4.3 — Schéma électrique du moteur a courant continu avec une charge

(un disque métallique aimanté) utilisé pour monter la charge ou le pendule et a un moment
d’inertie J,. La charge a une forme de disque et un moment d’inertie Jy. La force électromotrice
(fem) générée par le moteur e,(t) dépend de la vitesse de rotation du moteur w,,(t) et la
constante k,, par la relation suivante :

ep(t) = kpw(t) (4.1)
En appliquant la loi des mailles sur la partie électrique, on obtient :
dip (t)
dt

En appliquant la deuxieme loi ou principe fondamental de la dynamique de Newton sur la
partie mécanique du moteur, on obtient :

Jeqwm(t) = Tin(t) , Tin(t) = Kyi(t) (4.3)

ou J,, est le moment d’inertie total et 7,,(t) est le couple appliqué par le moteur. On remarque
que les forces de frottement sont négligées. Au final, a partir de (4.2) et (4.3), on donne le
modele d’état continu suivant :

Vin(t) — Ryim(t) — L — kpwn(t) =0 (4.2)

&= Ax + Bu
y = O (4.4)
avec : "
0 ‘ 0
w Jeq
x:[i];A: ; B= 1 ;C:[l O};u:Vm
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Moteur CC
R,, | résistance électrique équivalente 8.412
k: | constante de couple mécanique 4.2 x 1072N.m/A
km | constante de la fem 4.2 x 1072V/(rad/s)
Jm | moment d’inertie du rotor 4.0 x 10~%kg.m?
L,, | inductance du rotor 1.16mH
my, | masse du hub 1.6 x 10~ %kg
r, | rayon du hub 1.1110%m
J, | moment d’inertie du hub 0.6 x 107 %kg.m?
D,, | coefficient de frottement de 'arbre du rotor
Disque
mg | masse du disque 5.3 x 10~%kg
rq | rayon du disque 2.48 x 10~ %m
Pendule rotatif
m, | masse de la tige horizontale 9.5 x 10~%kg
L, | langueur de la tige horizontale 8.5 x 107%m
m, | masse du pendule (tige verticale) 2.4 x 10~ %kg
L, | langueur du pendule 0.129m
Coefficients de frottement
Dr | Coefficient de frottement de la tige horizontale | 1.5 x 1073(N.m.s/rad)
Dp | Coefficient de frottement du pendule 5 x 107°(N.m.s/rad)

Tableau 4.1 — parametres du QUBE-servo

L’application numérique directe des valeurs du Tab.4.1 donne :

0 2009.7 0
A= [ —7241.4] » B= l862.1] ; 0= [1 O}'

—36.2
4.1.1.1 Modele du premier ordre

En calculant les valeurs propres de la matrice A, on remarque que le modele contient un pdle
dominant. Alors, le moteur peut étre représenté par un modele réduit du premier ordre. En
effet, dans 1’équation (4.2), si on néglige la tension induite par le moteur (L,, << R,,) on

obtient :
Vi = kpwn,

i(t) = "

En remplagant l'expression de i(t) dans 1’équation (4.3), on obtient le systeme du premier
ordre suivant :

T =ax+bu (4.5)
tel que :
ki, ky
T TR, Rad

soit numériquement :

a=—10.05 s7'; b=239.25rad/s*/V

Afin de comparer le comportement entrée/sortie du modele réduit du premier ordre avec celui
du second ordre, nous allons utiliser le logiciel MATLAB pour simuler la réponse temporelle
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des deux modeles pour plusieurs types du signal d’entrée. Sur MATLAB, du fait du matériel
choisi, 'intégration numérique des EDO (4.4)-(4.5) ne peut se faire qu’en utilisant la fonction
ode4 déja fournie avec le logiciel et qui se base sur la méthode de Runge-Kutta. Puisque
I'intégration des EDO est numérique, les solutions sont des valeurs approximatives, mais si le
pas d’intégration est choisi trés petit par rapport a la constante de temps de la dynamique
la plus rapide, nous pouvons obtenir une trés bonne précision, c¢’est pour cette raison qu’on
a choisi un pas Ty = 107%s. Les résultats obtenus sont présentés par les Fig. 4.4 et 4.5. On
remarque que lorsque on donne une entrée sinusoidale a faible fréquence (voir Fig.4.4), les deux
modeles (4.4)-(4.5) ont un comportement entrée/sortie quasiment identique, ce qui montre
que le modele réduit représente une bonne approximation de celui du deuxieme ordre. Cela
n’est plus valable si on applique une entrée a grande fréquence (voir Fig.4.5) : dans ce cas, la
différence entre les deux réponses est analysée par deux phénomenes souvent utilisés dans
I’analyse fréquentielle des systemes LTI, il s’agit de la différence de gain et de phase.

Entree u(t 20 Sorties y;(t), ya(t)

1
/
101 -

0 .

S 0f

' 20}
1 230

0 0 0.5 1
Temps [s] Temps [s]

@]
Cﬂ

Tension V,, [V]
]

Vitesses [rad/s]

|
o
Cﬂ

F1GURE 4.4 — Comparaison des réponses temporelles des modeles de vitesse du premier
(ligne discontinue y;) et second ordre (ligne continue y,) pour une entrée u(t) = sin(2nt)

Sorties y; (), ya(t)

Entree u(t)

Tension V,,, [V]
=
@) ot

|
=
Ot

0 05 1 15 2 0 05 1 15 2
Temps [ms] Temps [ms]

F1GURE 4.5 — Comparaison des réponses temporelles des modeles de vitesse du premier
(ligne discontinue y;) et second ordre (ligne continue y,) pour une entrée u(t) = sin(2m - 103 -t)

Afin d’avoir une vue globale sur les propriétés fréquentielles de chaque modele, nous
montrons les diagrammes de Bode (représenté sur la Fig.4.6). Il est clair que pour des faibles
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fréquences, les deux modeles se comportent presque identiquement. Cependant, une différence
apparailt dans les hautes fréquences mais elle est négligeable parce que si on considere les
modeles comme des filtres, cette différence se situe au dela des fréquences de coupure. En
d’autres termes, le signal de sortie résultant d’une entrée a haute fréquence est d’'une amplitude
négligeable, c’est ce que nous remarquons sur la Fig.4.5 par rapport a la réponse dans la
Fig.4.4. Cette analyse nous aidera a comprendre par la suite pourquoi il est difficile d’identifier
le modele du second ordre et de remarquer que les algorithmes développés dans les chapitres
précédents ont une tendance a mieux identifier le modele d’ordre réduit.

Diagramme de Bode

———-1° ordre
g 0F ——2°M¢ ordre
=
& -50F
-100 R M | T | T | | I
1071 10° 10 102 103 10* 10°
Pulsation [rad/s]

0 T TTTTT T TTTT T T T T
o0
L
=
o -100 |
=
<
o

1071 10° 10 10 10° 10* 10°

Pulsation [rad/s|

FIGURE 4.6 — Comparaison des réponses fréquentielles des modeles de vitesse du premier et
second ordre

4.1.2 Modele de I’'angle de rotation

A partir de Péquation (4.5) précédente, on déduit le modele d’état continu suivant :

z = Az + Bu

y = Cu (4.6)
avec :
0 1 0
- 0
w:9;x:[w1;A:O_ktkm ; B= k, ;C’:{l O}.
Ry Jeq Ry deq

Dans ce modele, nous mesurons 'angle 6 a la place de la vitesse w ce qui rend le systeme

instable en boucle ouverte (du fait de I'intégrateur) mais il reste minimal malgré I'augmentation
de Tordre.
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4.1.3 Modele du pendule rotatif

L’application que nous étudions ici est le pendule rotatif (voir Fig.4.2 ou 4.7), composé du
Qube-servo et d’'un module composé d'une tige ayant un mouvement rotatif sur le plan
horizontal tel que sur son extrémité y est fixé un pendule qui peut tourner librement sur le
plan vertical et perpendiculaire a la tige. Les équations de mouvement sont obtenus par la
méthode d’Euler-Lagrange : d’abord on obtient les énergies cinétique et potentielle totales
du systeme. Ensuite, on calcule le Lagrangien et enfin on trouve le systeme des équations de
mouvement non linéaires (4.7)-(4.8). Tout ceci meéne a :

FI1GURE 4.7 — Schéma fonctionnel du pendule rotatif

1 1 1 :
(m,L? + ZmpL;cos(()z)2 +J,)0 —imprchos(a)d + §mpo,sm(a)cos(a)9d

(4.7)
1 .
+§mprLrsz'n(a)d2 =7 —Drf
1 ) 1N, 1 . 1, o
imprchos(a)O + <Jp + 4mpr) G+ imprgsm(a) —Zmprcos(a)sm(a)O (4.8)
— —D,d
ki (Vi — k)
_ 4.9
r= telln = (4.9

olt g = 9.81m/s* est la constante de gravité, J, et J, sont les moments d’inertie du pendule,
« est la position angulaire du pendule, 6 est la position angulaire du moteur (voir Fig.4.7),
qui sont toutes deux mesurées. Les autres parametres sont donnés dans le Tab.4.1. Les EDOs
(4.8)-(4.9) représentent un systeme non linéaire alors que dans notre étude on s’intéresse a
I’estimation de systemes LTI. Cependant, le comportement dynamique du pendule autour
d’un point de fonctionnement peut étre approché par celui du systéme linéarisé des EDOs

(4.8)-(4.9).
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4.1.3.1 Systeme linéarisé

Les équations (4.7)-(4.9) peuvent étre écrites sous le format matriciel compacte suivante :

D(q(t))4(t) + G(q(t),4(t)q(t) + K(q(t)) = I'(¢), (4.10)

telle que D, G, K et T sont des fonctions de (q(t),¢(t)) = (0, «, 0, ¢) données par :

D(,a) = my L7 + %qug — smyL2cos(@)? + J, —%mprlchos(oz) ]
) —5mp Ly, Lycos(a) Ty + m, L2
1 2 . -
G0, a,0,4) — smpL2sin(a)cos(a)c + R—’; + D, 5myLyLrsin(a)d ;

—impLgcos(a)sm(a)é D, |

K

0 m

K, a)= ‘ :T0,0)=1| R, | Vn

A partir de ces équations, on obtient la représentation d’état du systéme non linéaire :

2(t) = f((t) + g(x(t))u), (4.11)

avec T = (1, T2, 73, 74) = (q,G) € R, u(t) =V, (t) € R et

" 0

x3 0
@) = gl = i
D™ (zy, z9) <G(x) ( s > + K(xl,x2)> DYz, xs) Rom

Le modele linéarisé du systeme (4.11) autour d’un point de fonctionnement (z, ug) est donné
par :

(2(t) = o) + g(o) (u(t) — uo) (4.12)

zo Zo,u0

(4.13)

avec

~ Of(x)
A= ox

4.2 Reésultats de simulation

Dans le cas réel (données issues des mesures des capteurs), un modele linéaire n’est qu’'une
approximation du comportement entrée/sortie. En général, il est difficile de trouver un mo-
dele physique qui aura un comportement identique a celui du systeme réel car il existe
des phénomeénes fortement non linéaires et parfois aléatoires tels que les forces de frot-
tement. Certains travaux (voir Johanastrom et Canudas-De-Wit 2008,0lsson et al. 1998 et
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De Wit et Lischinsky 1997) proposent des modeles dynamiques de ces forces avec des para-
metres a identifier hors ligne en utilisant des méthodes d’identification non linéaires, mais dans
la présente étude, nous nous focaliserons plutot sur des modeles linéaires. Cependant, dans la
majorité des cas, ces forces sont négligées ou modélisées par une relation proportionnelle a la
vitesse ce qui permet d’obtenir un modele physique linéaire : ceci est supposé dans la section
suivante. A présent, nous allons tester les performances des algorithmes d’identification en
ligne développés dans les deux chapitres précédents sur les modeles, issus de lois physiques,
présentés dans la section précédente. La raison derriere ce choix est de s’assurer que, dans le
cas ou le systeme que 1’'on souhaite identifier est bien un systeme linéaire, les performances
théoriques sont en cohérence avec les résultats de simulation.

4.2.1 Application de I’algorithme du chapitre 2

Nous commencons par tester les performances de I'algorithme développé dans le chapitre 2
pour identifier les parametres d'un systéme du premier ordre (4.5) a partir de la connaissance
de l'entrée et de la sortie du systéme du second ordre (4.4). Comme nous I'avons montré dans
la section précédente, en terme de comportement entrée/sortie, le systeme d’ordre réduit (4.5)
représente une bonne approximation du systeme (4.4), ce qui explique notre choix. Donc, les
performances de 'observateur sont justifiées si les parametres et ’état du systeme suivant
i =az+ bu convergent vers les parametres et I’état du systeme (4.5).

L’ensemble des EDOs représentant I'algorithme d’identification est donné dans le Tab.4.2.
Dans la partie théorique, nous avons montré que sous la condition PE du signal auxiliaire ¢, la
convergence exponentielle de I'algorithme est garantie mais nous n’avons pas arrivé a trouver
un moyen pour la génération des entrées satisfont la propriété PE. Cependant, dans le chapitre
3 nous avons trouvé une méthode de génération des entrées a excitation différentielle. Plus
précisément, 'entrée est considérée comme la sortie du systéme linéaire autonome suivant :

v=Jv, u=Kv v(0) =1 (4.14)

tel que, J, K et vy sont donnés par :

J = Diag{S(wy),-- ,S(w,)}, s<wi):L8i ‘g] K=|3  z]®[1 0], v=A4,x1,

A partir de la structure de la matrice d’état J, on remarque que le systeme est oscillatoire,
que le signal u contient ¢ fréquences différentes et que I'amplitude maximale du signal est
déterminée par A,,. Enfin, nous avons toutes les équations nécessaires pour lancer la simulation
sous MATLAB ou les parametres du systeme générateur de I’entrée u sont donnés dans le
Tab.4.3. Les résultats de simulation sont donnés par les Fig.4.8,4.9,4.10 et 4.11.

Sur la Fig.4.8, on veut montrer 'effet des valeurs initiales Py et Qo de P(t) et Q(t) sur
I’allure des estimations pendant la phase de convergence. D’abord, on remarque qu’en partant
des valeurs initiales des parametres a et b arbitraires et différentes de a et b, la convergence
est satisfaite. Ensuite, on remarque que plus les valeurs de F et )y sont larges, plus le
temps de convergence est grand, ce qui est cohérent avec la théorie car dans le cas ou ces
valeurs sont larges, 'optimum du critere utilisé est différent de 'optimum souhaité et cela,
jusqu’a la disparition du premier terme du critére (voir équation (2.14)) pondéré par un terme
exponentiellement décroissant. La vitesse de décroissance de ce dernier terme dépend des
facteurs d’oubli a et 5. Donc, on s’attend a avoir le méme phénomene lorsque nous tragons les
résultats de simulation pour différentes valeurs de a et 3, ce qui est présenté sur la Fig.4.9.
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Filtre des dérivées successives de la sortie et ’entrée

w =ARI)w+ (1R 1,)u

Algorithme des moindres carrés récursifs pour ’identification de M

. z—M TP T
M — ( r(;;ggp ’ M(O) _ MO, gp _ |:(HZ)T ’LUT:|
. P TP
P =aP- "2 1 p)=P =0
r(t)?
Extraction des matrices A et C
(M Mo ) i A t v
M = M21 M22 > Mll € Ran)Mgl € Rpxn, C = M117 A= 1 21
Moy | M3y
| M3y My

Algorithme des moindres carrés récursifs pour ’identification des parameétres n

b(t) =vt)| @A +ut)T @C, w(0)=0

i =TS 0 =m0 = [90) w0 1)
. B B QRO ' PQ _
Q  =HQ-" . Q)= Qo0

Extraction des matrices B et D

0 = [Vec(B)T VeC(D)T} !

Fonctions de normalisation

r(t)? =1+t (p(t) P(t)p(t))
p(t)? =1+t (2(HQMPM)T)

Estimation d’état

D 0 0

- - CB D - 0
F=H(z—Tw), T2 .
CAI2B CAISB .. D)

Tableau 4.2 — Récapitulatif de ’algorithme du chapitre 2
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Parameétres de 1’observateur

H matrice de changement de base 10

fxp | ordre de z 2

f xm | ordre de w 2

Py valeur initiale de P(t) 10° 10 10%
Qo valeur initiale de Q(t) 109 1020 10%
Afitre | Valeur propre maximale de A, —20

Q@ facteur d’oubli de I'algorithme récursif de M 10 5 2

Ié] facteur d’oubli de I'algorithme récursif de n 10 5 2
Parametres d’intégration

T, pas fixe d’intégration 2 x 1074

ode4 | méthode d’intégration Runge-Kutta
Choix de ’entrée

q dimension du systeme générateur du signal d’entrée | |3 2 1

Qonin fréquence minimale du spectre de I'entrée

A amplitude du signal 1

Tableau 4.3 — Configuration de la simulation avec et sans bruit additif pour 'identification du

systeme (4.5)

O

en utilisant 'observateur du chapitre 2.

Estimations @ et b des parametres a et b

7P0 - ]_05, Qo - 1010 i

0
‘\ o PO — 1010’ QO _ 1020
Py =10", Qo = 10*
-5 | ~a=—10.05 ]
_10 1 1 1 1
0 b} 10 15 20 25 30
200 ;'/ — Py =10°, Qo = 10" |
] Py =10", Qy = 10%
] Py =10", Q= 10%
100 o b =239.2 1
0 \/ ’ I I I I n
0 b} 10 15 20 25 30

Unité de temps

F1GURE 4.8 — Résultats de simulation sans effet d’incertitudes : Convergence des parametres

estimés pour différentes valeurs de Fy et )y avec o = 10,

g =10, q=3.
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Estimations a et b d

es parametres a et b
T T T

1) A AN A VA NP —a =10, =10
\v\‘ \l’!‘ i \_‘\‘\ ey = 57 /8 _ 5
S a=20=2
e —5 \\\ | - _1005 _
10 . |
0 5 10 15 20 25 30
w0 [ - —a=10,3=10_
: , —a=5 /=5
= | / a=28=2
<100+ / b = 239.2 1
0 g | ]
0 5 10 15 20 25 30

Unité de temps

FI1GURE 4.9 — Résultats de simulation sans effet d’incertitudes : Convergence des parametres
estimés pour différentes valeurs de v et 3 avec Py = 105, Qo = 10°, ¢ =3.

Estimations a et b des parametres a et b

—q =3
g =2
= a=t
= —a |
10 15 20 25 30
—t
i } i , b :‘& =
= O 1=
= AN LA —b ]
100 I ]
0 ) 10 15 20 25 30

Unité de temps

F1GURE 4.10 — Résultats de simulation sans effet d’incertitudes : Convergence des parametres
estimés pour différentes valeurs de g avec o = 10, (B =10, Py =10°, Q= 10,



Résultats de simulation 83

Comparaison entre ’estimations j(t) et la sortie y(t)

—réel.
| ----estim]

0 5 10 15 20 25 30
Unité de temps

F1GURE 4.11 — Résultats de simulation sans effet d’incertitudes : Comparaison de la sortie
y(t) et son estimation Z(t).

Maintenant, on veut montrer 'influence de I'entrée sur la convergence des parametres
identifiés vers les bonnes valeurs. L’idée consiste a choisir plusieurs signaux périodiques avec
des spectres de fréquences différents. En d’autres termes, on modifie la dimension 2¢ du
systeme générateur de l'entrée. Donc, sur la Fig.4.10, on remarque que la convergence n’est
plus satisfaite quand le spectre du signal de l’entrée ne contient que deux fréquences (¢ = 1),
ce qui est cohérent avec les résultats du Théoreme 2.1 et du Lemme 2.4 ou on a supposé
une entrée SR d’ordre k > f + n = 3. En d’autres termes, 'entrée doit contenir 3 fréquences
en moins. Ceci est remarqué lorsque nous choisissons ¢ = 2 (un signal a 4 fréquences). Sur
la Fig.4.11, on compare la sortie du systéme du second ordre (4.4) avec I'état estimé : le
résultat montre que les deux signaux sont en léger décalage, dii au fait que I'état estimé est la
version filtrée de I'état recherché et que plus Ay est large en valeur absolue plus le décalage
diminue.

Estimations a et b des parametres a et b

0 7d(t),
——a
= 5r 1
3
_10 777777 ’x I )| ” .q,x‘ _ I‘ A\ \ths il \Iu‘l" 7\ 'le‘ul "I"\ I Bl
0 10 20 30 40 50

0 10 20 30 40 50

Unité de temps

F1GURE 4.12 — Résultats de simulation en présence d’'un bruit additif a la sortie : Convergence
des parametres estimésaveca =5, =5 ¢=3, Fy=1, = 1etunbruitamoyenne
nulle et de distribution sur un intervalle d’une largeur de 3 rad/s.

Les dernieres simulations de cette partie sont consacrées a l’étude de robustesse de
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Estimations a et b des parametres a et b

0 10 20 30 40 50
Unité de temps

F1GURE 4.13 — Résultats de simulation en présence d'un bruit additif a la sortie : Convergence
des parametres estimésaveca =1, =1, ¢=3, F =1, Q= 1etunbruitamoyenne
nulle et de distribution sur un intervalle d’une largeur de 3 rad/s.

Comparaison entre ’estimations §(t) et la sortie y(t)
I I I I ” I I I I I
réel.
= 20p —estim. a = 5+
= B - estim. av = 1
= 0 =
=

-20

40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Unité de temps

FIGURE 4.14 — Résultats de simulation en présence d'un bruit additif & la sortie : estimation
d’état avec deux valeurs différentes de o et de
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I’algorithme en présence des incertitudes du modele. En se basant sur I’étude de robustesse
menée dans le chapitre 1, les différentes incertitudes peuvent étre vues comme un bruit additif
a la sortie. Donc, afin de se rapprocher d'un cas plus réaliste, les résultats dans les Fig.4.12,4.13
et 4.14 sont obtenus a partir d’'une sortie biaisée par un bruit additif de moyenne nulle et
d’une distribution sur un intervalle d’une largeur de 3 rad/s. Afin d’augmenter la vitesse de
convergence nous allons choisir des facteurs d’oubli de grandes valeurs. En d’autres termes,
nous allons pénaliser I'effet de I'intégrale dans le critere d’optimisation ce qui engendre la prise
en compte des anciennes valeurs des signaux (inclus dans le critére) uniquement sur une petite
fenétre de temps et plus les facteurs d’oublis sont grands plus le critere deviendra instantané
et plus il sera sensible au bruit. Par conséquent, sur la Fig.4.12, on remarque que le temps de
convergence des parametres est petit par rapport a celui de la Fig.4.13. D’autre part, sur la
Fig.4.12, le parametre estimé a converge vers une bande, de centre égal a la valeur réelle a et
d’une largeur du méme ordre que Pamplitude du bruit. A Pintérieur de cette bande les valeurs
de a sont arbitraires. Puisque I’algorithme adaptatif de b dépendra de la valeur de a et puisque
ce dernier ne converge pas parfaitement vers a, les erreurs d’estimation s’amplifient et la
bande vers laquelle converge b a une largeur plus grande que 'ordre du bruit. Cependant, son
centre est égale a la valeur réelle de b. Sur la Fig.4.13, l'effet du bruit est réduit par le choix
des facteurs d’oubli moins grands. Donc, on constate que les performances d’identification des
parametres avec cet algorithme se dégradent en présence des bruits additifs et qu’il existe un
compromis entre la rapidité de convergence et la robustesse. Contrairement au cas précédent,
I’estimation de la sortie ne change pas lorsqu’on modifie la valeur du facteur d’oubli. Sur la
Fig.4.14, on voit que pour deux valeurs différentes de o =1, 5 et de § =1, 5, les estimations
de la sortie sont identiques, ce qui implique que le choix des valeurs propres du filtre détermine
I’allure de 1’état estimé.

4.2.2 Application de I’observateur de Luenberger non linéaire

Dans cette partie nous allons suivre les mémes étapes que précédemment afin de tester les
performances du premier algorithme développé dans le chapitre 3 . L’ensemble des EDOs
représentant I’algorithme d’identification sont écrites dans le Tab.4.4

Puisque I'algorithme du chapitre 2 ne s’applique que sur les systemes LTT stables, nous
n’avons pas pu l'appliquer sur les modeles d’angle et du pendule. L'un des avantages des
algorithmes du chapitre 3 est qu’ils peuvent étre appliqués méme sur des systémes instables.
Pour cette raison, par la suite, on applique 'algorithme donné par Tab. 4.4 sur le modele de
vitesse et sur le modele du pendule rotatif.

4.2.2.1 Modéele de vitesse (moteur avec disque)

On cherche & identifier les paramétres et 'état d’un systéme du premier ordre z = a& + bu &
partir de la connaissance a priori de ’entrée u et de la sortie ¥y du modele du second ordre
(4.4). Afin de vérifier les performances de 'algorithme, les parametres estimés a et b doivent
converger vers les parametres du modele réduit (4.5). Comme précédemment, avant de lancer
la simulation, on doit configurer les parametres de 'observateur ainsi que ceux de MATLAB
et de l'entrée choisie : le Tab. 4.5 représente I’ensemble des configurations prises en compte.

En plus de tester la bonne convergence des inconnus, on veut au méme temps tester la
robustesse de 'algorithme en présence des incertitudes. Comme dans le cas de I'algorithme
du chapitre 2, nous remplacons tous les types d’incertitudes par un bruit additif au signal
de sortie, ce bruit est centré de moyenne nulle et d'une distribution sur un intervalle d’une
largeur de 10 rad/s. Les résultats de cette expérience sont donnés par les Fig. 4.15, 4.16 et
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Systéme auxiliaire

z =Az+Ly
w = Aw+ Lu
L= 1, ®Ip7 ‘A_: Diag()\17)\27' o 7>\7‘) ® IPJ

L=1,®1I, A=Diag(\,)a, -, \)®@ Ly, N = kN
Expression de ’'inverse T™

T(x,z,w) = P(z,w)x, x= [xT vec(f,)" Uec(eb)T]T
T*(z,w):{ (P(z,w)TP(z,w)) 'P(z,w) Tz si P(z,w)TP(z,w) > pminlniq

sinon
P(z,w) = [Pl(zl,wl)T PT(ZT,wT)T]T
Pi(z, w;) = [_‘/i T(x,w)' @Vi  wl ® ‘/i-‘ , Vi=CJ7h Ji= NI, — Ao
Esitmation d’état et des parametres

e}

X(t) - T*(Z7 w)

Tableau 4.4 — Récapitulatif de ’algorithme de Luenberger non linéaire

Parameétres de ’observateur

r X p | ordre du systeme auxiliaire 3

20 valeur initiale du systeme auxiliaire de z(t) 20=0

wo valeur initiale du systeme auxiliaire w(t) wy =0

k gain de l'observateur 15 25 50
Amae | la plus grande valeur propre de A Amaz = kAmazs Admaz = 0.1
Parametres d’intégration

T, pas fixe d’intégration 1074

oded4 | méthode d’intégration Runge-Kutta
Choix de ’entrée

q dimension du systeéme générateur du signal d’entrée | (3 2 1
Quin | fréquence minimale du spectre de I'entrée 2

A amplitude du signal 5

Tableau 4.5 — Configuration de la simulation avec bruit additif pour 'identification du systeme
(4.5) en utilisant I'algorithme de Luenberger non linéaire.
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Estimations a et b des parametres a et b

1 T T ]
i T
| k=25
= or k=50 |
< E: ———a=—10.05
10 F-om=—— § . W."wu .
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
,,,,,,, k=15 |
200 1/ |-—-k=25 |
= ii k=50
O i o o
100 b=239.2|
0 H 1 1 | 1 | =
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3

Unité de temps

F1GURE 4.15 - Résultats de simulation en présence d'un bruit additif a la sortie : Convergence
des parametres estimés avec ¢ = 3 et un bruit a moyenne nulle et de distribution sur un
intervalle d'une largeur de 10 rad/s.

4.17. A partir des résultats théoriques de I'étude de robustesse, nous avons remarqué qu’en
présence des incertitudes, on ne peut pas garantir la convergence exacte des estimations vers
les bonnes valeurs mais nous avons prouvé que la valeur absolue de 'erreur d’estimation est
bornée par une quantité qui dépend proportionnellement du gain de 1'observateur (tel qu’il est
défini dans le Tab. 4.5). Sur la Fig. 4.15, nous pouvons remarquer que les parametres estimés
aetb convergent vers un voisinage trés proche des bonnes valeurs a et b plus rapidement que
dans les résultats du premier algorithme (celui du chapitre 2) et que plus le gain k est large
plus la vitesse de convergence est grande. D’autre part, en terme de robustesse, les résultats
sont cohérents avec les résultats théoriques, plus précisément, on remarque que le voisinage
de convergence s’élargit proportionnellement avec le gain k.

Le deuxieme point théorique que nous souhaitons vérifier est 'injectivité de la fonction T
a travers 'excitation différentielle de I’entrée. On rappelle que 'entrée dans notre étude est
générée par le systeme (4.14). Théoriquement, nous avons montré que l'excitation différentielle
est une condition suffisante pour satisfaire 'injectivité de 7', cette condition permet d’avoir
d’une fagon unique son inverse a gauche T qui représente les inconnus recherchées. Dans
le cas du modele du premier ordre, en appliquant la proposition 3.3.1 et le lemme 3.1, le
spectre de ’entrée doit contenir au moins 2 fréquences. Sur la Fig. 4.16, nous avons choisi
trois signaux avec différents spectres tels que 2¢q représente le nombre de fréquences contenues
dans le signal d’entrée. On remarque que pour les trois signaux choisis, la convergence est
assurée. Finalement, dans la Fig. 4.17, on montre que I’état du systéme converge vers la sortie
du modele plus rapidement que les parametres ne le font, avec un avantage d’étre filtré du
bruit.



88 Chapitre 4

Estimations a et b des parametres a et b

o —q=3
| =
< sl =l
< ! ---a
-10 _,%T::‘::: ,,,,,, e R ——
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
200 +| T
| a=
S | a=
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07‘ | | | | | 1
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F1GURE 4.16 — Résultats de simulation en présence d’un bruit additif a la sortie : Convergence
des parametres estimés avec k = 15 et un bruit a moyenne nulle et de distribution sur un
intervalle d'une largeur de 10 rad/s.

Comparaison entre ’estimations §(t) et la sortie y(t)

50 |

-50 - |

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3
Unité de temps

F1GURE 4.17 — Résultats de simulation en présence d'un bruit additif a la sortie : Convergence
de la sortie estimés avec ¢ = 3, k = 15 et un bruit a moyenne nulle et de distribution sur un
intervalle d'une largeur de 10 rad/s.
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4.2.2.2 Modéle de position (moteur avec pendule)

Nous poursuivons le test des performances de I’algorithme de Luenberger non linéaire récapitulé
dans le Tab. 4.5. Cette fois, on a pour objectif I’estimation de 1’état et des parametres d’un
systeme similaire au modele linéarisé du pendule rotatif, cela a partir de la connaissance a
priori de l'entrée du systeéme (tension d’alimentation du MCC) et des sorties (la position
horizontale et ’angle formée entre 'axe vertical et le pendule). Au début, I'entrée et les sorties
utilisées seront celles du modele linéarisé. En d’autres termes, en utilisant MATLAB, nous
allons simuler le systéme linéarisé (autour du point initial xy = 0) du systéme non linéaire
et utiliser son entrée et ses sorties pour identifier un modele similaire. Plus précisément, le
modele identifié est d’ordre 4 écrit sous la forme suivante :

i = A(0)z + BO)u

. —Ca (4.15)
avec
A(0) =0.C+ Ay, B(0)=0,eR™  C=|L 05 (4.16)
et ‘
_ e 4x2 _ T ul 12x1
Ag=| Oz R 0, e R 0= [vec(@a) vec(6y) } €R

Sachant que le systeme linéarisé issu de la formule (4.12) n’est pas forcément sous la forme
précédente, il suffit qu’ils soient similaires. Afin de vérifier cette propriété, nous vérifions deux
quantités invariantes a travers une transformation similaire :

e les valeurs propres des matrices d’état.

o légalité
(O2)i(By) = OnBy, (4.17)

ou (Oy); et O, représentent les matrices d’observabilité du systeme linéarisé et du
systeme (4.15) respectivement.

En deuxieme lieu, on utilise directement U'entrée et les sorties du systeme non linéaire (4.8)-
(4.7) fonctionnant autour du point zo = 0. Ensuite, nous estimons un modele similaire au
linéarisé du modele non linéaire. Le but derriere ce choix est de se rapprocher du cas réel.
Dans les deux cas précédents, on considérait un bruit de mesure remplacant les incertitudes
des capteurs. Ce bruit est centré et de moyenne nulle et de distribution sur un intervalle
d’une largeur de 4 x 1073 rad. Cet intervalle est du méme ordre que la vraie précision des
capteurs utilisés dans I'application réelle. On considere la configuration des parametres de
I'observateur, de I'intégration et de I’entrée donnée par le Tab. 4.6.

Les résultats de la premiére simulation (en utilisant I'entrée et les sorties du systeme
linéarisé) sont donnés dans les Fig. 4.18, 4.19 et 4.20. La Fig. 4.18 montre la convergence des
parties réelle et imaginaire des valeurs propres (en couleurs) de la matrice A(A) (I'estimation
de A(0)) vers un voisinage tres proche de celles (lignes noires discontinues) de la matrice
d’état du systeme linéarisé. Tandis que la Fig. 4.19 montre la convergence des parametres
estimés éa et éb vers les bonnes valeurs du systeme similaire (6,, ), ceci est aussi vérifié par
la Fig. 4.20 qui montre d'une part la convergence de 'erreur relative e, vers un voisinage de
zéro et d’autre part la superposition des signaux de sortie estimés et réels. En général, on
constate qu’en terme de précision les résultats obtenus sont acceptables.

Maintenant, nous analysons les résultats de la deuxieme simulation (en utilisant l’entrée
et les sorties du systéme non linéaire) donnés dans les Fig. 4.21, 4.22 et 4.23. Avant de
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FIGURE 4.18 — Résultats de simulation du modele linéarisé du pendule rotatif en présence
d’un bruit additif a la sortie : Convergence des V.propres A de la matrice estimée fl(é) avec
q =4, k =15 et un bruit a moyenne nulle et de distribution sur un intervalle d'une largeur de
4 x 1073 rad.

Parameétres de ’observateur

r X p | ordre du systeme auxiliaire 30

20 valeur initiale du systeme auxiliaire de z(t) 20=0

wo valeur initiale du systeme auxiliaire w(t) wy =0

k gain de 'observateur 15

Amaz | la plus grande valeur propre de A Amaz = KAmazs Amaz = 0.1

Parametres d’intégration

T

pas fixe d’'intégration

10~

ode4

méthode d’intégration

Runge-Kutta

Choix de ’entrée

q dimension du systeme générateur du signal d’entrée | 4
Quin | fréquence minimale du spectre de I'entrée 2
A amplitude du signal 5

Tableau 4.6 — Configuration de la simulation en présence d’un bruit additif pour I'identification
du systeme (4.15) en utilisant 'observateur de Luenberger non linéaire.
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F1cuRE 4.19 — Résultats de simulation du modele linéarisé du pendule rotatif en présence
d’un bruit additif a la sortie : Convergence des parametres estimés avec ¢ =4, k = 15 et un
bruit & moyenne nulle et de distribution sur un intervalle d'une largeur de 4 x 1073 rad.

- —e(t)

4r --—-estim. Angl. H
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——réel. Angl. H.
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FI1GURE 4.20 — Résultats de simulation du modele linéarisé du pendule rotatif en présence
d’un bruit additif a la sortie : Convergence des sorties estimées avec ¢ = 4, k = 15 et un bruit
a moyenne nulle et de distribution sur un intervalle d’une largeur de 4 x 1072 rad.
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V. réel. de A 4(t)

V. Imag. de A 4(t)

Unité de temps

F1GURE 4.21 — Résultats de simulation du modele non linéaire du pendule rotatif en présence
d’un bruit additif & la sortie : Convergence des V.propres A de la matrice estimée A(f) avec
g =4, k = 60 et un bruit & moyenne nulle et de distribution sur un intervalle de 10~ rad.

commenter les figures, nous rappelons que le systeme linéarisé que I'on souhaite identifier aura
un comportement proche du systeme non linéaire si les signaux de ce dernier ne s’éloignent
pas du point de fonctionnement. Pour cette raison, on applique une entrée adéquate telle que
les sorties oscillent autour du point (0, 0).

A partir des résultats, on remarque que Veffet des incertitudes du modéle est plus important
que l'effet des bruits de mesure. Sachant que les incertitudes de modele peuvent étre vues
comme un bruit additif, mais que ce dernier aura une dynamique qui n’a pas les mémes
caractéristiques qu’'un bruit blanc centré de moyenne nulle. Cette différence entre les deux
types de bruit fait que 'algorithme est plus sensible au premier type.

4.2.3 Application de I'observateur de Luenberger linéaire temps
variant

Nous avons terminé la premiere série des tests de performance de I'algorithme de Luenberger
non linéaire. Maintenant, nous allons tester les performances du deuxieme algorithme développé
dans le chapitre 3 nommé observateur de Luenberger linéaire temps variant. Puisque cet
algorithme est congu particulierement pour les systemes écrits sous la forme (3.59) et puisque
les systémes que nous étudions ici sont des systemes LTI écrits sous la forme (3.35), il est
important de les transformer sous la forme (3.59) en utilisant I'exemple (1.1) du chapitre 1.
Le systeme résultant est donc donné par :

y —Co . (4.18)
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FIGURE 4.22 — Résultats de simulation du modele non linéaire du pendule rotatif en présence
d’un bruit additif a la sortie : Convergence des parametres estimés avec ¢ = 4, k = 60 et un
bruit & moyenne nulle et de distribution sur un intervalle d’'une largeur de 10~* rad.

Systéme auxiliaire

i = (BI—A(t)")z+C(t) Ry(t) + MB(t)

M =M —A(t)"M — MA(t)+C(t)"RC(t), M(0) >0
A=y "] B0 -0iew -l

Expression de ’inverse T*

T*(z, M)=M"1z

Estimation d’état et des parametres

Xt) =Tz M), x=I["0""

Tableau 4.7 — Récapitulatif de I’algorithme de Luenberger linéaire temps variant
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F1GURE 4.23 — Résultats de simulation du modele non linéaire du pendule rotatif en présence

d’un bruit additif a la sortie

: Convergence des sorties estimées avec ¢ = 4, k = 60 et un bruit

a moyenne nulle et de distribution sur un intervalle d’une largeur de 10~* rad.
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Parameétres de ’observateur

2r ordre du systeme auxiliaire avec r = n + np + nm 6

20 valeur initiale du systéme auxiliaire de z(t) 0

M, | valeur initiale du systeme auxiliaire M (¢) 1 10 100| x I,
Ié] gain de 'observateur -1 —10 =50
Parameétres de MATLAB

T, pas fixe d’intégration 107*

ode4 | méthode d’intégration Runge-Kutta
Choix de ’entrée

q dimension du systeme générateur du signal d’entrée | |3 2 1

Qunin | fréquence minimale du spectre de 'entrée 1

A,, | amplitude du signal 1

Tableau 4.8 — Configuration de la simulation pour Iidentification du systéme (4.5).

ou y est le vecteur des sorties de dimension p, x est ’état du systéme de dimension n, Ay,
¥(t) et 6 sont donnés par :

I I T
Ay = [ Onxp : é’f 1 . 0= [vec(%)T vec(@b)w € Rt ) = [yT I, u'®I,
tel que u est le vecteur des entrées de dimension m. L’ensemble des équations représentant
I'observateur de Luenberger linéaire temps variant est donné par le Tab. 4.7. Par la suite,
nous allons tester les performances de I'algorithme. D’abord, on commence par le modele de

vitesse du moteur avec disque. Ensuite, nous étudions le cas du pendule rotatif.

4.2.3.1 Modéle de vitesse (moteur avec disque)

Dans cette partie, nous allons suivre les mémes étapes de conﬁguratlon effectuées avec les deux
algorithmes précédents afin d’estimer le systeme & = ax + bu a partir de la connaissance de
I'entrée u et de la sortie y du systeme (4.4). Les configurations de I'observateur, de I'intégration
et de I’entrée sont donnés par Tab. 4.9. En premier lieu, on effectue les simulations dans le
cas idéal (sans incertitudes); les résultats obtenus sont présentés dans les Fig.4.24, 4.25, 4.26
et 4.27. Globalement, on peut remarquer que le parametre § a le role de régulateur de la
vitesse de convergence. On notera aussi qu’une valeur initiale large de M, ralentit la vitesse
de convergence. L’application de différentes entrées avec différents spectres de fréquences
montre que 'excitation différentielle telle qu’elle est définie dans le chapitre 3 est une condition
suffisante.

Dans un deuxieme temps, on effectue des simulations dans le cas ol la mesure de sortie est
biaisée par un bruit additif, ce bruit est caractérisé par une moyenne nulle et d'une distribution
dans un intervalle de 4 rad/s. Ce choix nous permet de nous rapprocher du cas réel et nous
permet d’analyser la robustesse de 'algorithme. Les résultats obtenus sont présentés dans les
Fig.4.28 | 4.29 et 4.30. L’objectif ici est de connaitre la nature de la relation entre le parametre
[ et la robustesse de 'algorithme (capacité de converger en présence du bruit). Pour cette
raison nous avons fixé la valeur initiale M, et fait varier le parametre 5.

Dans la Fig. 4.28 nous avons choisi § = —5. On remarque que les parametres convergent
avec une vitesse assez rapide vers un voisinage tres proche des bonnes valeurs de a et b.
Dans la Fig. 4.29 nous avons choisi f§ = —1. On remarque que la zone de convergence

des parametres est encore plus rétrécie. On constate alors, l'existence d'un compromis dans
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Estimations a et b des parametres a et b
— B=_1 B
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< -——a = —10.05
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FI1GURE 4.24 — Résultats de simulation en absence d’incertitudes : Convergence des para-
metres estimés (courbes en couleur) pour différentes valeurs de 8 avec My = I, ¢q = 6.

Estimations a et b des parametres a et b
7M0 == 1[r i
- My = 101,
= —— My = 10?1, |
< -——a = —10.05
4 6 8 10
7M0 - 1[7«
- My =101,
= —— M,y = 10?1,
- -—=b=1239.2 ||
4 6 8 10

FI1GURE 4.25 — Résultats de simulation en absence d’incertitudes : Convergence des para-
metres estimés (courbes en couleur) pour différentes valeurs de M, avec § = —10,

Unité de temps
q = 6.
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Estimations @ et b des parametres a et b

—q = 3
g =
= =
Kwi -——a 7
1 2 3 4 5
—q = 3
g = 2
S =
«D ,,,,b .
1 2 3 4 5

Unité de temps

FIGURE 4.26 — Résultats de simulation en absence d’incertitudes : Convergence des para-
metres estimés (courbes en couleur) pour différentes valeurs de g avec § = —50, M, = 1.

Comparaison entre ’estimations j(t) et la sortie y(t)

—réel. H
----estiml.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
Unité de temps

FI1GURE 4.27 — Résultats de simulation en absence d’incertitudes : Comparaison de la sortie
y(t) (courbe continue) et son estimation Z(¢) (courbe discontinue).
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F1GURE 4.28 — Résultats de simulation en présence d'un bruit additif a la sortie : Convergence

des parametres estimés avec f = —5, My = I3,

q = 3 et un bruit a moyenne nulle et de
distribution sur un intervalle d’une largeur de 4 rad/s.

Estimations a et b des parametres a
10 T T T

et b
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- Q
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F1GURE 4.29 - Résultats de simulation en présence d'un bruit additif a la sortie : Convergence

des parametres estimés avec g = —1, My = I3,

q = 3 et un bruit a moyenne nulle et de
distribution sur un intervalle d’une largeur de 4 rad/s.
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le choix de 5. En d’autres termes, si nous choisissons |f| tres large, on gagne en vitesse de
convergence mais on perd la robustesse et vice versa. La Fig. 4.30 montre la convergence de la
sortie estimée en présence du bruit pour § = —1 et § = —5, les sorties estimées dans les deux
cas sont filtrées du bruit et convergent tres rapidement que les parametres. Au final, sur ce
systeme, nous ne constatons pas une grande différence au niveau des propriétés de convergence
de I'algorithme de Luenberger linéaire temps variant et I’algorithme de Luenberger non linéaire.
Par la suite nous appliquons un modele de dimension plus grande (celui du pendule rotatif)
afin de trouver la différence entre les deux algorithmes.

Comparaison entre ’estimations §(t) et la sortie y(t)
I I I I I I I T

T
réel.
- 20 - —estim. = —5 |
= ----estim. = —1
3 0
=
=20+

40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Unité de temps

F1GURE 4.30 — Résultats de simulation en présence d'un bruit additif a la sortie : estimation
d’état avec deux valeurs différentes de /3

4.2.3.2 Modéle de position (moteur avec pendule)

On souhaite identifier le systeme (4.15). Apres avoir transformé sous la forme (4.18), nous
pouvons appliquer ’algorithme de Luenberger linéaire temps variant. Pour cela nous allons
utiliser la connaissance a priori de ’entrée et des sorties du systéme non linéaire, ce qui
rajoute des incertitudes de modele. Nous rajoutons un bruit additif de moyenne nulle et de
distribution sur un intervalle de 2 x 1073 (du méme ordre que les incertitudes de mesure
réelles). Les résultats de simulation sont donnés par les Fig. 4.31, 4.32 et 4.33. Globalement,
on a choisi une petite valeur de || ce qui ralentit la vitesse de convergence d’une part et
augmente la robustesse d’autre part. La précision d’estimation dans ce cas est acceptable et
meilleure par rapport aux résultats de ’algorithme de Luenberger non linéaire.

4.3 Reésultats expérimentaux

4.3.1 Détails de I’'implémentation logicielle

Dans I’étude précédente, nous avons testé les performances des algorithmes développés dans
les chapitres 2 et 3. Malgré les bons résultats obtenus que ce soit pour le systeme de vitesse
(systeme d’ordre 1) ou le systéeme du pendule rotatif (systeme d’ordre 4), cela ne reste que
des simulations sur des modeles qui ont donc leur limite pour I’évaluation des performances :
en effet, nous savons que le comportement d’'un modele est différent ici de celui du systeme
réel, principalement a cause des forces de frottement négligées. Ces forces peuvent étre vues
comme des incertitudes de modele ou encore des bruits additifs avec des caractéristiques
statistiques différentes de celles du bruit blanc. D’autres contraintes sont imposées telles
que la résolution des capteurs de mesure et la saturation de I'actionneur. Plus précisément,
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F1GURE 4.31 — Résultats de simulation du modele non linéaire du pendule rotatif en présence
d’un bruit additif a la sortie : Convergence des V.propres A de la matrice estimée A(é)
(courbes en couleur) avec ¢ = 4, f§ = —10, My = I15 et un bruit & moyenne nulle et de
distribution sur un intervalle de 2 x 1073 rad.

0 2 4 6 8 10
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F1GURE 4.32 — Résultats de simulation du modele non linéaire du pendule rotatif en présence
d’un bruit additif a la sortie : Convergence des parameétres estimés avec ¢ = 4, § = —10
(courbes en couleur) et un bruit & moyenne nulle et de distribution sur un intervalle d’une
largeur de 2 x 1072 rad.
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F1GURE 4.33 — Résultats de simulation du modele non linéaire du pendule rotatif en présence
d’un bruit additif a la sortie : Convergence des sorties estimées avec ¢ = 4, f = —10 (courbes
en couleur) et un bruit & moyenne nulle et de distribution sur un intervalle d'une largeur de

2 x 1073 rad.
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Qube-servo

(1) transfert par USB

(2) lecture des mesures

(3) ecriture de l’entrée
"I’ o [zl Q2-USB

Modele SIMULINK

Bloc d’initialisation
de la carte d’acquisition

Q2-USB
entree ™o Sauvegarde
Génération QUARC a0 =E| de I'entrée
de entrée »laq

Ecriture de 'entrée
sur la carte Q2-USB

Sauvegarde
des sorties
1 » sortie 1
QUARC @
0 »| sortie 2
Lécture des sorties Filtrage et conversion

sur la carte Q2-USB

FIGURE 4.34 — Schéma fonctionnel de I'expérience d’acquisition des données réelles.
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les capteurs de position sont des capteurs numériques avec une précision de £3 x 10~ 3rad
et la plage de fonctionnement de la source d’alimentation du MCC délivrée par la carte
d’acquisition est dans [-10 4 10] V. La derniére contrainte est le pas d’échantillonnage
minimal 7, que I'on peut configurer sur la carte d’acquisition, qui est égal a 2 x 10~3s. Puisque
les algorithmes congus dans cette these pour des systemes continus dans le temps, le pas T
utilisé pour l'intégration des EDOs doit étre de l'ordre de 10~ *s (ou inférieur) afin d’avoir
une bonne précision et d’éviter tout probleme numérique. De plus, le progiciel de pilotage
QUARC (intégré comme module dans le logiciel SIMULINK de MATLAB) est utilisé pour
communiquer en temps réel avec 'application Qube-servo. Il n’est compatible uniquement
qu’avec la méthode d’intégration d’Euler, et cette méthode est imprécise si on choisit un pas
d’intégration T égal au pas d’échantillonnage minimal 7. Donc, par la suite, nous ne pouvons
pas implémenter les algorithmes en temps réel mais a la place, nous allons effectuer nos tests
en deux temps. D’abord, on réalise ’expérience représentée par la Fig. 4.34 qui consiste a
appliquer une entrée en la transmettant vers la carte Q2-USB sous forme numérique. Ensuite,
la carte la transforme en signal analogique a ’aide d’un convertisseur numérique/analogique
et 'envoie vers le Qube-servo. D’autre part, la carte Q2-USB lit et transmet les mesures
des capteurs numériques. Enfin, un simple programme sur SIMULINK est exécuté pour
sauvegarder les données avec une cadence d’une valeur par période d’échantillonnage. Les
données sauvegardées sont utilisées par la suite dans un programme hors ligne afin d’exécuter
les algorithmes d’identification avec une cadence plus grande que celle de la sauvegarde en
ligne. Il faut noter que dans ce cas, les valeurs des données entre les instants ¢ et ¢ 4+ 7, sont
supposées constantes. Nous allons suivre cette procédure pour appliquer tous les tests des
parties suivantes.

4.3.2 Application de I’algorithme du chapitre 2

Dans cette partie, nous appliquons l'algorithme récapitulé dans Tab. 4.2 sur les données réelles
issues du systeme Qube-servo + disque (voir Fig. 4.1). Plus précisément, nous mesurons
I'angle de rotation du disque et appliquons un signal de tension sur 'intervalle [—=10V, +10V].
Puisque le modele de 'angle de rotation de ce systeme est instable (voir équations (4.6)), on ne
peut pas appliquer I'algorithme d’identification. Afin de résoudre ce probléeme, nous utilisons
la dérivée (vitesse de rotation) de la mesure pour identifier le modele de vitesse (modele réduit
d’ordre 1). Cependant, la dérivée d’une mesure réelle engendre une amplification des bruits.
Afin d’éviter ce phénomene, on ajoute un filtre passe bas dans le schéma bloc du modele de
conversion de I'angle de rotation en vitesse qui est donné par la Fig.4.35

0 B.s w
s+

FI1GURE 4.35 — Calcul de la vitesse w a partir de la mesure de ’angle 6.

ou s représente 'opérateur de Laplace. [ est choisi pour filtrer uniquement le bruit.
Maintenant, on utilise la configuration donnée par Tab. 4.9. Rappelons que nous appliquons
plusieurs types de signaux d’entrée dans I’expérience présentée par la Fig.4.34, de la méme
fagon que précédemment. Plus précisément, on génere d’abord des signaux avec le systeme
autonome (4.14). Ensuite, on génére des signaux de spectres riches en fréquence et prédéfinis
par MATLAB tels que le signal triangulaire et la Séquence Binaire Pseudo Aléatoire (SBPA).
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Parameétres de 1’observateur

H matrice de changement de base 10

fxp | ordre de z 3

f xm | ordre de w 3

Py valeur initiale de P(t) I3

Qo valeur initiale de Q(¢) 1

Afittre | valeur propre maximale de A, -1 —20 —40
Q@ facteur d’oubli de I'algorithme récursif de M 5 3 1

I} facteur d’oubli de I'algorithme récursif de 7 5 3 1
Parameétres d’intégration

T, pas fixe d’intégration 5x 107°
ode4 méthode d’intégration Runge-Kutta
Choix de ’entrée

q dimension du systéme générateur du signal d’entrée | (2 1

Qonin fréquence minimale du spectre de I'entrée 5

JTri fréquence du signal triangulaire 1

Asgpa | Amplitude du signal SBPA 5

Tableau 4.9 — Configuration de I'expérience en utilisant des données réelles pour I'identification
du systeme (4.5) en utilisant 'observateur du chapitre 2 et des données réelles.

Donc, on cherche les paramétres et état filtré du systéme & = ad + bu. Les résultats de
I’expérience sont présentés par les Fig.4.36, 4.37, 4.38 et 4.39.

Sur la Fig.4.36, on compare les parametres estimés a et b avec les parametres a et b du
modele (4.5) en faisant varier la valeur propre maximale A; de la matrice A, des systemes
auxiliaires. On remarque que la condition PE de I’état du systeme auxiliaire n’est plus satisfaite
quand Ay = —1. Par conséquent, les parametres a et b sont mal estimés. On remarque aussi
que pour les cas Ay = —20 et Ay = —50, les parametres estimés a et b convergent vers des
valeurs différentes des parametres du modele de vitesse. Cette 1égere différence est due a
la négligence des forces de frottement. Sur la Fig.4.37, on fait varier les facteurs d’oubli 3
et «a, on constate alors que plus les valeurs sont larges plus la convergence est rapide mais
d’un autre coté, on perd de nouveau en robustesse. Tandis que, sur la Fig. 4.38, 5 et a sont
fixés et plusieurs types d’entrées sont appliquées, on remarque que pour le signal sinusoidal
(¢ = 1), les parametres ne convergent pas vers un voisinage de valeurs constantes a cause de
I'insuffisance de richesse du signal contrairement aux autres signaux.

Maintenant, nous voudrions montrer I'un des plus importants avantages des observateurs
adaptatifs : il s’agit de 'adaptation des parametres estimés en présence de variations dans
le fonctionnement du systeme. Plus précisément, nous allons profiter de la possibilité de
détachement et attachement magnétique du module (disque) sur le Qube-servo afin de créer
une variation soudaine de la charge du MCC et cela pendant 'exécution de 'expérience en
laissant au début tourner le MCC avec la charge du Hub. Ensuite au milieu de I'expérience,
on rajoute le disque ce qui changera la charge totale du moteur. Les résultats obtenus en
utilisant les données de cette derniere expérience sont donnés par les Fig. 4.40 et 4.41. On
remarque sur la Fig.4.40 que les parametres estimés convergent vers un voisinage différent par
rapport aux précédents résultats. Ceci est logique car la charge n’est plus la méme. A I'instant
t ~ 60s, lorsque le disque est remis sur le Qube servo, I'algorithme d’identification adapte
immédiatement les parametres et apres un certain temps transitoire les estimés convergent
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F1GURE 4.36 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des para-

metres estimés (courbes en couleur) pour différentes valeurs de Ay avec un signal d’entrée
triangulaire, « =3, =3, Fy=1I3et Qy=1.
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F1GURE 4.37 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des para-

metres estimés (courbes en couleur) pour différentes valeurs de a et 5 avec un signal d’entrée
triangulaire, \y = —40, Fy=I3et Q= 1.
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Estimations a et b des parametres a et b

—q = —
q = 4 J"
— —~Tri.
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FIGURE 4.38 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des pa-
rametres estimés (courbes en couleur) pour différents types d’entrées avec « = 1, f =
]_, )\f:—40, P():]g etQ():l.

200 Comparaison entre ’estimations §(t) et la sortie y(t)

—réel.
— 100 --—estim[
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F1GURE 4.39 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Sortie estimée (courbe
discontinue) pour un signal d’entrée triangulaire, « =3, =3, Af=—-40, Py =1I;et

Qo =1.
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: Adaptation des parametres

estimés (courbe continue) pour un signal d’entrée sinusoidal composé de deux fréquences

F1GURE 4.40 — Traitement hors ligne de données expérimentales

P0:]3etQ0:1.

Ap = —40,

B =0.5,

a = 0.5,

q=2,

Comparaison entre ’estimations §(t) et la sortie y(t)

60 65
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: Adaptation de la sortie

PozjgetQ():l.

Ap = —40,

B = 0.5,

estimée (courbe bleue) pour un signal d’entrée sinusoidal composé de deux fréquences ¢
a = 0.5,

FI1GURE 4.41 — Traitement hors ligne de données expérimentales

2,



108 Chapitre 4

Parameétres de 1’observateur

2r ordre du systeme auxiliaire avec r = n + np + nm 6

20 valeur initiale du systeme auxiliaire de z(t) 0

My valeur initiale du systeme auxiliaire M (¢) 50 100 500| x I,
g gain de 'observateur -1 =25 =75
Parameétres d’intégration

T, pas fixe d’intégration 1074

ode4 méthode d’intégration Runge-Kutta
Choix de ’entrée

q dimension du systéme générateur du signal d’entrée | |2 1

Qonin fréquence minimale du spectre de I'entrée 5

Jrri fréquence du signal triangulaire 1

Asppa | amplitude du signal SBPA 5

Tableau 4.10 — Configuration de l'expérience pour l'identification du systeme (4.5) avec
I'observateur de Luenberger linéaire temps variant en utilisant des données réelles.

vers les valeurs trouvées précédemment. La méme remarque peut étre faite pour I'estimation
de la sortie. De plus, la sortie estimée est filtrée des bruits et des erreurs de mesure comme le
montre la Fig. 4.41.

4.3.3 Application de 'observateur de Luenberger linéaire temps
variant

Dans cette partie, on utilise les données issues de I'expérience de la Fig.4.34 utilisées dans les
tests de I'algorithme précédent afin de tester les performances de 1'algorithme d’identification
donné par le tableau récapitulatif Tab.4.7. Contrairement a 1’algorithme précédent, les observa-
teurs de Luenberger sont applicables sur les systémes instables. Donc, par la suite nous allons
appliquer I'algorithme sur les trois systemes a savoir : le systéme tension/ vitesse de rotation
du disque, le systéme tension/ angle de rotation du disque et le systéme tension/pendule
rotatif dans le but d’estimer les parametres et 1’état respectivement des modeles de vitesse,
de 'angle de rotation et du pendule rotatif linéarisé.

4.3.3.1 Modele de vitesse (moteur avec disque)

Les parametres de configuration de 'observateur, de MATLAB et de I'entrée sont donnés par
le Tab.4.10. Les résultats de simulation en utilisant cette configuration et des données réelles
sont présentés sur les Fig.4.42, 4.43, 4.44 et 4.45.

Globalement, sur la Fig. 4.42, on remarque que la vitesse de convergence des parametres
est proportionnelle a ||, on constate aussi que pour un signal généré par le systeme (4.14) tel
que q = 2 les parametres convergent vers des valeurs différentes des parametres du modele de
vitesse (4.5). Ceci est dii & la méme raison qu’indiquée précédemment (négligence des forces
de frottement), ces valeurs sont aussi différentes des valeurs trouvées par I'algorithme du
chapitre 2. Sur la Fig. 4.43, les résultats sont cohérents avec ceux obtenus en utilisant 1’entrée
et la sortie du modele de vitesse (4.4). En d’autres termes, la valeur initiale de M ralentie la
vitesse de convergence d'une part et d’autre part elle augmente la robustesse. Ceci est traduit
par un voisinage de convergence avec une bande rétrécie. On peut remarquer une deuxieme
différence par rapport a l’algorithme du chapitre 2 a partir de la Fig. 4.44. En appliquant
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Estimations a et b des parametres a et b

T T 7\6:_1

0 -8 = —2.5[]
= ! =15
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FI1GURE 4.42 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des para-
metres estimés (courbes en couleur) pour différentes valeurs de § avec un signal d’entrée
sinusoidal composé de deux fréquences ¢ = 2 et My = 50 x I3.

Estimations a et b des parametres a et b
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FIGURE 4.43 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des para-

metres estimés (courbes en couleur) pour différentes valeurs de M, avec un signal d’entrée
sinusoidal composé de deux fréquences ¢ =2 et = —1.
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Estimations @ et b des parametres a et b
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FIGURE 4.44 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des para-
metres estimés (courbes en couleur) pour différentes types d’entrées § = —1, et My = 50x 3.

9200 Comparaison entre ’estimations () et la sortie y(t)
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F1GURE 4.45 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Comparaison de la sortie
y(t) (courbes continue) et son estimation §(¢) (courbe discontinue) avec un signal d’entrée
triangulaire de fréquence fr., =1, = —7.5¢et My =50 x I3.
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différents types d’entrées, nous remarquons que méme pour un signal sinusoidal généré par
le systeme (4.14) avec ¢ = 1 les parametres estimés convergent plus ou moins vers le méme
voisinage que celui trouvé précédemment.

Estimations a et b des parametres a et b

0 20 40 60 80 100 120
Unité de temps

FIGURE 4.46 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Adaptation des parametres
estimés (courbe continue) en appliquant un signal d’entrée sinusoidal composé de deux
fréquences ¢ =2, [ = —1 et My =500 x I3.
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FIGURE 4.47 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Adaptation de la sortie
estimée (courbe bleue) en appliquant un signal d’entrée sinusoidal composé de deux fréquences
q:2, 6:—1€tMOI5OOX[3

Finalement, on a effectué la méme expérience de variation de charge afin de tester la
capacité d’adaptation de I'algorithme. Les résultats sont présentés par les Fig. 4.46 et 4.47.
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On remarque alors que 'adaptation est plus rapide et que les parametres estimés convergent
vers des valeurs différentes que celles trouvées par I’algorithme précédent.

4.3.3.2 Modéle de position (moteur avec disque)

Par la suite, nous voulons tester les mémes performances de ’algorithme de Luenberger linéaire
temps variant mais au lieu de mesurer I’angle et de le convertir en vitesse de rotation pour
identifier un modele d’ordre 1, nous allons utiliser la mesure directe de I’angle de rotation
et identifier le modele d’ordre 2 représenté par les EDOs (4.6). Alors, de la méme facon que
précédemment on réalise 'expérience de la Fig.4.34 afin de récupérer les données entrée/sortie
du systeme réel. Ensuite, on les utilise hors ligne pour I'observateur. Avant de commencer, on
donne la configuration des parametres de 1'observateur, de MATLAB et des entrées dans le
Tab.4.11.

Parametres de ’observateur

2r ordre du systeme auxiliaire avec r = n + np +nm 12
20 valeur initiale du systéme auxiliaire de z() 0
M, | valeur initiale du systeéme auxiliaire M (t) I,

15} gain de l'observateur -8
Parametres d’intégration

T, pas fixe d’intégration 10*
ode4 | méthode d’intégration Runge-Kutta
Choix de ’entrée

q dimension du systeme générateur du signal d’entrée | 4
Qunin | fréquence minimale du spectre de 'entrée

frri | fréquence du signal triangulaire 1

Tableau 4.11 — Configuration de la simulation pour l'identification du systéme (4.6) en
appliquant 'observateur de Luenberger linéaire temps variant et en utilisant des données
réelles.

Apres 'expérience, on obtient les Fig. 4.48, 4.49 et 4.50 en appliquant une entrée triangu-
laire et les Fig.4.51,4.52 et 4.53 en appliquant une entrée générée par le systeme (4.14) avec
q = 4. Dans les deux cas, les parametres et 1’état estimés sont ceux du systéme suivant :

T O, 1] |7 Oy,

Z - ~ 41
ou T représente I'angle de rotation. Sachant que la transformation similaire x = T'Z de I'état
tel que T est donnée par

(1 0
= o, 1] :
permet d’obtenir le systeme similaire suivant :
il 0 1 -.1'1 9[,1
| = + U, 4.20
L@] [e@ em] _le [ealebz 0y, (4.20)
Maintenant, si on veut identifier le modele physique (4.6), les estimations de éal, éa2, ébl et ébz
K k .
doivent converger respectivement vers les valeurs — ! ,0,0et L Mais on rappelle

RyJeg RynJeq
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que ici les données entrée/sortie utilisées sont celles du systeme réel. Donc, les parameétres
estimés sont légerement différentes des parametres du modele (4.6) a cause des phénomenes
non-linéaires négligé dans le modele physique.

=10
(«D)
=
Ej' 0
=10
e |
e O
g
A= “1F A
>. 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50

Unité de temps

F1GURE 4.48 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des V.propres
A (courbes en couleur) de la matrice estimée A(6) en appliquant un signal d’entrée triangulaire
de fréquence fr,;, =1, [ =—-8et My = I.

4.3.3.3 Modéle de position (moteur avec pendule)

Finalement, dans cette partie, on va pousser l'algorithme a ses limites. Nous allons identifier les
parametres et I’état d'un modele LTI d’ordre 4 représentant le comportement entrée/sortie du
pendule rotatif a partir des connaissances a priori de I'entrée et des sorties réelles du systeme.
La difficulté réside dans la génération des entrées suffisamment riches mais aussi telles que
les sorties du systéme ne s’éloignent pas d’un certain voisinage du point d’équilibre xq = 0.
Cette contrainte augmente donc le rapport bruit/signal. Une deuxiéme difficulté considérée
comme un défaut de conception vient du fait que le signal du capteur de 'angle de rotation
du pendule est transmis par un fil tel qu’il est montré par la Fig. 4.54. Cependant, ce dernier
exerce un couple de torsion sur la tige horizontale. Ce couple change donc le comportement
entrée/sortie du systeme. Par la suite, on refait les mémes simulations que celles effectuées
pour identifier un modele similaire au linéarisé du systéme non linéaire avec des parametres
de configuration donnés par le Tab. 4.12. Les résultats de simulation sont présentés par les
Fig.4.55 et 4.56. On remarque sur la Fig. 4.55 que les parametres estimés convergent vers un
voisinage de valeurs constantes bien différentes de celles du linéarisé du systeme (4.7)-(4.8), ce
qui est normal en raison de la discussion faite au début du paragraphe. La Fig. 4.56 montre
I'estimation de I’état : on remarque qu’apres un certain temps de convergence, les sorties
estimées convergent vers les vraies mesures. Ceci n’est pas suffisant pour dire que I'algorithme
a de bonnes performances car nous ne pouvons garantir ’existence d'un modele linéaire ayant
un comportement approximatif a celui du systeme réel, méme s’il en existe un. Nous devons
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F1GURE 4.49 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des para-
metres estimés (courbes en couleur) en appliquant un signal d’entrée triangulaire de fréquence
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F1GURE 4.50 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Comparaison de la sortie
estimée (courbes discontinue) avec la sortie mesurée (courbe continue bleue) en appliquant un

signal d’entrée triangulaire de fréquence fr,., =1, [ = —8et My = I;.
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FI1GURE 4.51 — Traitement hors ligne de donnée§ expérimentales : Convergence des V.propres
A (courbes en couleur) de la matrice estimée A(6) en appliquant un signal d’entrée sinusoidal
composé de 4 fréquences g =4, [ = -8 et My = Is.
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FI1GURE 4.52 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des para-
metres estimés (courbes en couleur) en appliquant un signal d’entrée sinusoidal composé de 4
fréquences ¢ =4, [ = —8et My = I;.
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--—-estim.
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F1GURE 4.53 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Comparaison de la sortie
estimée (courbes discontinue) avec la sortie mesurée (courbe continue bleue) en appliquant un
signal d’entrée sinusoidal composé de 4 fréquences ¢ =4, (= —8 et My = I;.

Capteur de I'angle du pendule File de transmission de la mesure

Couple de torsion

~~~~~~~~~

°°°°°°

FI1GURE 4.54 — Schéma de I'application Qube-servo + pendule : présence des couples de
torsions perturbatrices a cause du file de transmission de la mesure de 1’angle du pendule.
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appliquer des méthodes hors ligne (plus précises) afin d’obtenir les parametres de ce modele
et ensuite les comparer avec les estimations obtenues par notre algorithme. Cela sort du cadre
de notre étude et sera parmi les perspectives de la these.

Parametres de ’observateur

2r ordre du systeme auxiliaire avec r = n + np + nm 32

20 valeur initiale du systéme auxiliaire de z(t) 0

My | valeur initiale du systéme auxiliaire M (t) 107°1,
15} gain de l'observateur —8.5
Parameétres d’intégration

T, pas fixe d’intégration 10*
ode4 | méthode d’intégration Runge-Kutta
Choix de ’entrée

q dimension du systéme générateur du signal d’entrée | 8
Qunin | fréquence minimale du spectre de 'entrée 10

Tableau 4.12 — Configuration de la simulation pour I'identification d’'un modele linéaire du
systeme pendule rotatif en appliquant 'observateur de Luenberger linéaire temps variant et
en utilisant des données réelles.
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FI1GURE 4.55 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des para-
metres estimés (courbes en couleur) en appliquant un signal d’entrée sinusoidal composé de 8
fréquences ¢ =8, [ = —85ct My=10"° x I;.
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F1GURE 4.56 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Comparaison des sorties
estimées (courbes discontinue) avec les sorties mesurées (courbe continue couleur) en appliquant
un signal d’entrée sinusoidal composé de 8 fréquences ¢ =8, 3= —8.5 et My = 107" x I.

4.3.4 Application de I’observateur de Luenberger non linéaire

Dans cette derniére partie, on teste les performances de 'algorithme de Luenberger non
linéaire en les comparant avec celles de 'algorithme de Luenberger linéaire temps variant.
Cette fois, nous utilisons les données réelles issues de I'application (Qube-servo + disque) afin
d’identifier le modele tension/vitesse et le modele de tension/angle de rotation.

4.3.4.1 Modele de vitesse (moteur avec disque)

La configuration des parametres de 'observateur ainsi que de MATLAB et des entrées choisies
est donnée par le Tab. 4.13. Les résultats de simulation sont donnés par les Fig.4.57, 4.58 et
4.59.

Contrairement aux autres observateur, ’observateur de Luenberger non linéaire ne contient
qu'un seul parametre de réglage (le gain k). La convergence des parametres estimés dépend
aussi du choix de I'entrée. Sur la Fig. 4.57, on choisit une entrée et on fait varier le gain, les
résultats montrent que pour toutes les valeurs du gain, les parametres estimés (courbes en
couleur) convergent vers un voisinage d’une valeur constante différente de celle du modele
physique (droite discontinue). Comme nous ’avons mentionné avant, cette différence est
probablement due a 'effet des forces de frottement et des phénomenes non linéaires. Cependant,
ce voisinage est plus proche du voisinage trouvé par ’observateur de Luenberger linéaire temps
variant. D’autre part, en terme de vitesse de convergence, on obtient une cohérence avec les
résultats théoriques. Autrement dit, la vitesse augmente proportionnellement avec le gain
k. Maintenant, sur la Fig. 4.58, on fixe une valeur du gain et on fait varier différents types
d’entrées. Les résultats montrent que les parametres estimés convergent vers le méme voisinage
que précédemment a ’exception du cas ou on applique un signal sinusoidal (courbe rouge,
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Parameétres de ’observateur

r X p | ordre du systeme auxiliaire 3

20 valeur initiale du systeme auxiliaire de z(t) 20=0

wo valeur initiale du systeme auxiliaire w(t) wy =0

k gain de l'observateur 40 60 80
Amaz | la plus grande valeur propre de A Amaz = kAmazs Admaz = 0.1
Parameétres de MATLAB

T, pas fixe d’intégration 10~

oded4 | méthode d’intégration Runge-Kutta
Choix de ’entrée

q dimension du systéme générateur du signal d’entrée | |2 1

Quin | fréquence minimale du spectre de I'entrée 2

A, amplitude du signal 5

Tableau 4.13 — Configuration de la simulation avec bruit additif pour l'identification du
systeme (4.5).

Estimations a et b des parametres a et b
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FIGURE 4.57 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des para-
metres estimés (courbes en couleur) pour différentes valeurs du gain k avec un signal d’entrée
sinusoidal composé de deux fréquences ¢ = 2.
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Estimations a et b des parametres a et b
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F1GURE 4.58 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des para-
metres estimés (courbes en couleur) pour différentes types d’entrées avec k = 40.
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F1GURE 4.59 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Comparaison de la sortie
y(t) (courbes continue) et son estimation §(¢) (courbe discontinue) avec un signal d’entrée
sinusoidal composé de deux fréquences ¢ = 2 et k = 40.
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q = 1), dans ce cas les estimations oscillent autour du voisinage expliquant probablement
I'insuffisance de richesse du signal. Enfin, la Fig.4.59 montre la convergence de la sortie estimée
7 vers la sortie mesurée y cela avec une vitesse plus grande que celle des parametres estimés.

Estimations a et b des parametres a et b
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F1GURE 4.60 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Adaptation des parametres
estimés (courbe continue) en appliquant un signal d’entrée sinusoidal composé de deux
fréquences ¢ = 2 et k = 40.

4.3.4.2 Modéle de position (moteur avec disque)

On refait la méme expérience effectuée dans la partie 4.3.3.2 mais en utilisant 1’algorithme de
Luenberger non linéaire avec la configuration donnée dans le Tab. 4.14. Cette fois on choisit
une entrée triangulaire prédéfinie sur MATLAB. Les résultats obtenus sont présentés sur les
Fig.4.61, 4.62 et 4.63. On remarque que contrairement aux résultats de 'observateur linéaire
temps variant, l'observateur de Luenberger non linéaire est plus sensible aux bruits lorsqu’on
veut identifier un systéme de grande dimension. Ceci revient au fait que les incertitudes ne
proviennent pas seulement des bruits de mesure mais aussi des incertitudes de modele. On
sait que ce dernier type d’incertitude peut étre vu comme bruit additif a la mesure mais a
des caractéristiques différentes de celle d’un bruit blanc et c¢’est probablement pour cela que
I’algorithme est si sensible.

Conclusion. Dans ce chapitre nous avons effectué une série de tests de performances sur les
nouveaur observateurs adaptatifs développés dans les chapitres 1 et 2.

Au début, nous avons utilisé des modéles physiques de ’application Qube-servo. Dans le cas
idéal (en absence d’incertitudes), les performances de convergence et de précision d’estimation
sont satisfaites pour tous les algorithmes mais en terme de vitesse de convergence, on a
constaté que lorsque nous choisissons les paramétres de réglage nominauz, les observateurs de
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Parameétres de ’observateur

r X p | ordre du systéme auxiliaire 18

20 valeur initiale du systéme auxiliaire de z(t) | zo =0

wWo valeur initiale du systéme auxiliaire w(t) wo =0

k gain de I'observateur 50

Amaz | la plus grande valeur propre de A Amaz = kAmazs Amaz = 0.1

Parameétres d’intégration

T

pas fixe d'intégration

5x 107°

ode4

méthode d’intégration

Runge-Kutta

Choix de ’entrée

fTM'

fréquence du signal triangulaire

1

A

amplitude du signal

Tableau 4.14 — Configuration de la simulation pour lidentification du systéme (4.6) en
appliquant l'observateur de Luenberger non linéaire et en utilisant des données réelles.
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F1GURE 4.61 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des V.propres
A (courbes en couleur) de la matrice estimée A(6) en appliquant un signal d’entrée triangulaire
de fréquence fr,; =1 et =10.
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FI1GURE 4.62 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Convergence des para-
metres estimés (courbes en couleur) en appliquant un signal d’entrée triangulaire de fréquence
me; =1et k= 10.
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FI1GURE 4.63 — Traitement hors ligne de données expérimentales : Comparaison de la sortie
estimée (courbes discontinue) avec la sortie mesurée (courbe continue bleue) en appliquant un
signal d’entrée triangulaire de fréquence fr,.; =1 et k = 10.
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Luenberger sont plus rapide que celui du chapitre 2. En présence des bruits additifs a la sortie,
on a remarqué l'existence d’un compromis entre la robustesse (précision de l’estimation et
stabilité) et la vitesse de convergence. Nous avons pu montrer pour chaque algorithme, les
parametres agissant sur ces deux critéres.

Dans la deuzieme partie de ce chapitre, nous avons utilisé des données réelles pour le
test des performances. Les résultats obtenus montrent que dans le cas des systémes a petite
dimension (d’ordre 1 et d’ordre 2), ces algorithmes ont des performances trés satisfaisantes
méme en présence des incertitudes de non-linéarité et/ou de mesure. Cependant, la capacité
d’identifier un modéle linéaire de grande dimension da partir d’un comportement entrée/sortie
non-linéaire est limité pour ce type d’algorithme. Cela revient essentiellement au fait que
les incertitudes de non-linéarité peuvent étre vues comme des bruits additifs mais avec des
caractéristiques différentes a celles d’un bruit blanc et c’est en grande partie la cause qui fait
que les performances sont dégradées.



Conclusions et perspectives

Dans le premier chapitre de cette these, nous avons présenté un ensemble de travaux de la
littérature traitant de la conception d’observateurs adaptatifs pour 1’estimation conjointe de
I’état et des parametres d'un modele d’état linéaire mono-entrée mono-sortie. En premier
lieu, nous avons répertorié ces travaux en deux principaux groupes selon I'approche utilisée
pour 'adaptation des parametres. Ensuite, nous avons montré sous quelles conditions on
peut garantir la convergence des estimations de 1’état et des parametres et remarqué qu’en
général, sous la condition de la persistance d’excitation de certains signaux qui dépendent
de l'entrée et de la sortie du systeme a travers des filtres LTI, la convergence exponentielle
de 'observateur est garantie. Au final, en terme de réglage, nous avons montré qu’il y a un
compromis entre la vitesse de convergence et la robustesse de ces algorithmes en présence des
incertitudes de modele et/ou de mesure. Dans ce dernier contexte nous avons montré qu’en
présence des incertitudes et quelle que soit 'approche utilisée, la bornitude de I'état et des
parametres estimés n’est pas garantie en supposant uniquement la bornitude des entrées et
des incertitudes.

Nous avons remarqué que tous les algorithmes proposés dans le chapitre 1 et dans la
littérature partent d’une représentation d’état écrite sous une forme particuliere dont les
parametres sont identifiés. Cependant, une telle forme est parfois non minimale dans le cas
multi-variable. Pour enlever cette contrainte, dans le chapitre 2, nous avons mis en place
un nouvel algorithme pour l'identification des systemes LTT multi-entrées multi-sorties dans
une base arbitraire. L’identification est réalisée en trois étapes : dans la premiere étape, en
s’inspirant des techniques des méthodes des sous espaces, nous avons trouvé une relation
linéaire entre une matrice structurée contenant les parametres inconnus du systéme et des
signaux auxiliaires compléetement définis a partir de la connaissances a priori des entrées et
sorties. Dans la deuxiéme étape, nous avons profité de cette relation linéaire afin de trouver une
loi d’adaptation de la matrice des parametres inconnus en utilisant la méthode des moindres
carrées récursifs. Dans la troisieme étape, nous avons extrait en deux temps les matrices du
systeme, ceci a nécessité I'utilisation d’un deuxieme algorithme récursif. Finalement, nous avons
pu donner une version filtrée de I’état du systeme identifié. Afin de s’assurer que 'estimation
des inconnus est bonne, une étude de la convergence du systeme global (loi d’adaptation des
parametres et estimation d’état) a été accomplie. En contraste avec les méthodes développées
dans le chapitre 1, les résultats obtenus montrent que dans le cas déterministe (en absence
des incertitudes) le systéme identifié est représenté dans une base arbitraire telle que son
comportement entrées/sorties est identique au comportement entrées/sorties du systéme réel.
Cependant, les limites de cet algorithme consistent dans I'incapacité d’extraire les matrices
du systeme d’un seul coup et la nécessité d’un deuxieme sous algorithme, ceci engendrant une
restriction de son application sur la classe des systemes LTT stables.

Le chapitre 3 représente le coeur de la these. En effet, dans ce chapitre nous avons introduit
un nouvel algorithme d’identification en ligne basé sur un observateur de Luenberger non
linéaire. Cet algorithme se différencie des méthodes existantes du fait que ’estimation des
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parametres et de ’état du systeme se fait de fagon simultanée. Aussi, il est démontré que cet
algorithme est robuste. Enfin, la convergence est obtenue sous des hypotheses d’excitation
différentielle des entrées du systeme. Cette méthode nous permet de donner une nouvelle
interprétation de la méthode de Zhang présentée dans le chapitre 1. Il a été montré dans
le chapitre 4 que les nouveaux algorithmes des chapitres 2 et 3 fonctionnent tres bien en
simulation. Aussi, les résultats obtenus sur des données réels sont tout a fait encourageants.

Ce travail nous amene a considérer des perspectives de recherche. En effet, il semble que
I’approche par algorithme de Luenberger non linéaire puisse étre étendue au cas de systeme
a dynamique discrete. Aussi, il serait intéressant de considérer le cas de parametres variant
dans le temps. Le dernier point qu’il nous semble opportun de considérer est le cas du retour
de sortie. En effet, I’algorithme proposé nécessite des propriétés d’excitation différentielle.
Une question intéressante est donc celle de la synthese d'un correcteur qui préserverait ces
propriétés d’excitation différentielle.
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Annexe A

A.1 Preuve du lemme 1.1

Dans cette preuve on démontre la stabilité exponentielle uniforme du point d’équilibre = = 0

sous réserve des hypotheses suivantes :

e La condition de PE du signal ¢.

e La bornitude du signal ¢. En d’autre terme, I'existence d'une constante ¢,,.. telle que

pour tout ¢ € R™, ||6(t)]] < dma-

On a pour tout vecteur w € R™ :

wiég'w = ¢ wl|.||lwl.cos(v)
< [[¢6¢ wll.[[w]-lcos(v)]
< ll¢¢Twll.[lw]

tel que v est 'angle formée entre ¢ et w. On a aussi :

oo wl| = |oTw| - [|¢]
S |¢Tw| : ¢max

Soit I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée sur deux fonctions f et g :

(7Tf(7')g(7')d7') < 7Tf(7-)2d7- 7Tg(7-)2d7.

t

Maintenant, si on considére que g(7) = 1 et f(7) = |¢(7)"w]| on obtient :

2

[ oo ar> L <7T|¢<T>Tw|d7)

Soit pour tout t; > ¢y la fonction candidate de Lyapunov V' donnée par :

1
V(z) = ixTF_lx

Sa dérivée par rapport au temps est donnée par :
V(xatl) = _(QST:E)Q)
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l'intégration de V sur lintervalle [t;, ¢, + T est donné par :

LT t14+T (t1+T

_ / V(e 7)dr = / (6(7) a(r))dr =

t1
ce qui est équivalent a

t1+T

VIWV(t) =V +T)2 2 [ o) a()ldr, (A.4)

ou nous dénotons V' (¢) comme étant V' (z,t). En plus, & partir du second membre de I'inégalité
ona :

L +T t1+T t1+T

/w Mldr = [ lo(r) a(t)ldr - / 6(1)" (a(t2) — a(r) |dr

i1
A partir de (A.2), de (A.1) et de la condition de PE, on obtient :

t1+T

[l Tettldr >

t1

Tag||z(t)|
¢ma:p

tel que ag est le niveau d’excitation donné dans la définition 1.7. On a aussi :

t1+T

— [ 1607 (w(t) = 2(7) A7 = ~6paa T sup Ja(tr) = 2(7)]

i Te[tl,t1+T]

th1+T

> ¢ T / &(7)||dr

t1

tel que f |z(7)||dT est la longueur d’arc de la trajectoire tracée par z(7) sur I'intervalle

[t1,t1 + T ] Par la suite, on remplace & par sa valeur ce qui permet d’obtenir :

Tay|z(t)]]
/ 6(r) Ta(rldr > =20 E g, T [ Ire(m)o) Ta(r)ldr
t1+T
> PO e [ o) atolar

t1
tel que Ar est la plus grande valeur propre de I'. Alors,

t1+T

[ 16 Te(@ldr =

t1

Tay||z(t1)]]
Qbmam(l + (bmazTAF)

(A.5)

On remplace (A.5) dans (A.4), ce qui donne :
—TO%HfC(tl)H2
—2/\pToz3V(t1) < _2)‘FT¢mam ( )

V(itt+T)—V(t) <
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Finalement, on a :

N T2

max

Vi +T) < AV(0)  avee : f=1-Gomm s

A partir de (A.2) et de la condition de PE, on remarque que ag < ¢2,,, alors, 0 < § < 1. Par
conséquent, pour tout t; > ty, Uorigine de I’équation (1.8) est uniformément asymptotiquement
stable. De plus, on peut montrer que ce point est exponentiellement stable. En effet, si to > T,

on peut écrire t; sous la forme :

avec C' = sup {V(e)eT} et A = —In(B) > 0 puisque § < 1. Donc, V(t;) est une fonction
€€[0,T]
exponentiellement décroissante. Par conséquent, pour tout ty > T et t; > ty 'origine du

systeme (1.8) est uniformément exponentiellement stable.

A.2 Preuve du lemme 1.2

La premiéere partie du lemme est démontrée par (Brockett, 2015). Ici, on démontre uniquement
le cas ot u(t) s’annule exponentiellement. En d’autres termes, lorsqu’il existe des constantes
to, f1 > 0 et ay > 0 tel que,

lu(®)]| < Bremert=)

Soit ®(7,t), la matrice de transition de la partie homogene caractérisée par les deux
propriétés suivantes :

o O(t,19) = —Tp(t)e(t) " D(t, to)
o O(ty,tg) =1.
Alors, la solution du systéeme non homogene est donnée en fonction de ® par :
t
() = B(t, to)a(to) + / O(t, 7)u(r)dr
to

Puisque la partie homogene est exponentiellement stable, il existe deux constantes Sy > 0
et ap > 0 tel que la matrice de transition satisfait I'inégalité suivante :

192, t0) || < Baeme271)

Par conséquent, on a :
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lz@) < [|®(, to)z (o) | +/||®(M)!\Hu(7)|!d7

to

t
< Bae™ O fa(t)| + [ o e
to

t
< 526—a2(t—t0)||x(t0)|| +51628_02(t_t0)/B(OQ_O“)(T_tO)dT
to

Finalement, a partir de cette derniere inégalité, nous remarquons que ||z(t)|| a une borne
supérieure exponentiellement décroissante. Par conséquent, x(t) s’annule exponentiellement.



Annexe B

B.1 Preuve de la proposition 3.2.2

La démonstration est faite en deux étapes. Dans la premiére, on montre que la matrice ré-
sultante P est de rang plein colonne et dans la deuxieme étape, on donne une définition de p,,ip-

Etape 1 : La matrice P définie par (3.38) est de rang plein colonne pour tout (z,x, w) tel
que z = T'(x,w) pour tout (x,w) dans C1(C,) x C1(C,). La différentielle de (3.37) par rapport
a y pour tout (y,w) est donnée par :

T, T,
88X1<Xﬂ w) - ‘/;01188);(>O U)) + R(E(X? U)), U)),
d’ou le résultat suivant :
oT;
[1 - ‘/zea]a(XﬂU) = P’L(E(X7w)7w)7

Alors, I'expression de P en fonction du Jacobien de T' est donné par
. oT

Diag {1 — Vib,,...,1 = V,.0,} 8—()(,10) = P(z,w),
X

Puisque la condition (3.11) est satisfaite, la matrice Diag{l — V16,,...,1 — V,0,} est
inversible. De plus, nous supposons que (3.31) est satisfaite, alors, le Jacobien de T' :

oT
a()@w)

est de rang plein colonne. Par conséquent, P est de rang plein colonne pour tout (z, x,w) tel
que z = T'(x,w) avec (x,w) dans C1(C,) x C1(C,).
Etape 2 : (Conclusion) : Finalement, soit pour tout (x,w) € C1(C,) x C1(C,)

DPmin = ;min O min {P(T(X, w),w)" P(T(x,w), w)} ) (B.1)

ol omin est la plus petite valeur propre calculée a chaque instant de temps t. Avec cette
définition, pour (x,#) dans C1(C,) x C1(C,), on obtient :

P<T(X7 U}), U))TP<T(X, w)7 ’U}) Z pminInJrq .
Donc, avec 'application 7 définie dans (3.39) il découle :

(T (x,w)) = (P(T(x, ), w) " P(T(x,w),w)) ™" x P(T(x,w), w) T(x, w)
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Par conséquent, a partir de (3.38) on obtient :

T*(T(X7 w)? w) = X

Soit en plus le sous ensemble C, ,, de RP"™*P™ définie par :

Cow = {(z,w), z=T(x,w), amin{P(z,w)TP(z, w)} > pmin} .

Sachant que C, ,, est un ensemble ouvert tel que 7™ est lisse et tel qu’elle contient 1’ensemble
compact suivant {(z,w),z = T(x,w), x € Cy}. Soit le nombre réel strictement positive er
suffisamment petit tel que I’ensemble compact :

C1(C,) = {z € R",3(x,w) € C1(Cy) X CL(Cy), |z — T'(x, w)| < er}

satisfait
C1(C.) x C1(Cy) C C, -

Puisque T est Lipschitz dans C1(C.) x C1(C,). Alors, le résultat reste toujours vrai pour un
certain Ly« particulier.

B.2 Lemme sur la mesure de Lebesgue des racines des
polynémes

Lemme B.1. Soit P : R* — R un polynome qui n’est pas identiquement nul. Alors, le
sous-ensemble de R" défini par {x € R", P(x) = 0} est de mesure de Lebesgue nulle.

Preuve. Pour tout n — 1 uplets X; = (z1,...,2,_1), la fonction
PXl(xn) = P('Tlv s 7$n—17$n)

est un polynome dépendant de seulement une variable. Ce polynome n’est pas identiquement
nul. Remarquons que l'ensemble S1(X;) = {2, € R, Px,(x,) = 0} est un ensemble discret.
Ainsi, il est de mesure de Lebesgue nulle sur R (i.e. m(S1(X;)) = 0 pour tout X; ou m est la
mesure de Lebesgue). De plus nous avons

{x € R", P(x) = 0} = Ux,crn1$1(X1) |
Par le théoreme de Fubini, nous obtenons

m({x € R", P(z) =0}) =

dxidzxy . . .dz, ,

/{a:E]R" ,P(z)=0}

_ (/ dmn> dry ... dz, ;s
Rn—1 Sl(Xl)

- /]R m(Sy(X1))dz: ... dz,_y
=0
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B.3 Preuve du théoréme 3.4

D’une part, on prend un gain k suffisamment grand afin que la matrice M; donnée par (3.29)
soit bien définie. Autrement dit, la condition (3.11) est satisfaite. Par conséquent M; satisfait
I’équation suivante :

1 1 !
=500 (kxiA(e)) - In>

D’autre part, on suppose que k est suffisamment grand tel que pour tout ¢ dans [1, 7],

M;(0)

kIN;| > max{|c{A0)}|} , Vb € Cy. (B.2)
Ce qui implique que pour tout 6 dans Cy, on a

Mi(6) = — 2‘1 (ki)jcw)A(e)j—l +RA(O)

Soit la matrice K dans R™" et la matrice ligne V € R définies par

K—piag{t.  Aleavo |l d !

N g{kk} R DV ¥

Alors, avec la nouvelle notation, la matrice M; satisfera 1’équation suivante :
M;(0) = —(V;K ® L) H,(6) + Ri(0) .

D’autre part, puisque u est C” et w(-) est la solution de la deuxieme équation de (3.41),
on obtient : ' 3 ‘ ‘
w? () = (kA)w? V() + w0 (@), j=1,.,7

d’ou la solution de w; donnée par :

r—2 u(])(t)
i(t) = — ~— T Ryt
wlt) = = X (g + i)
tel que
) = SB35
will) = X X i)\U—=8)) 75~ 45
(khy)—! o P (kA1
et avec : .
wZ(r—l)(O) _ (k:j\i)r—lwi(o) + Z(k:\i)r—l—ju(j—l)(o) )
j=1

Dong, a partir de (3.49), il découle pour tout ¢ :

u

’sz(t)‘ S C’exp(k;jxit) +
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tel que C' est un nombre réel strictement positif qui dépend de w;(0) et (u(0),...,u"=2(0)).
Gardant a l'esprit que \; est négative. Alors, quand ¢ est plus grand qu’une certaine valeur
7 > 0, 'inégalité précédente implique :

|Rui(t)] < Ruio(k) = Cexp(kNT) +

1
Ou R, dépend de k mais pas de t. La collecte des termes d’ordre supérieur en z dans une
fonction notée Rj;p; permet d’obtenir I’équation suivante :
r—1

M;(0)B(O)w;(t) = (ViK @ 1,) > STH,(0) B(0)uY D (t) + Rrpi(0, ),

Jj=1
Avec

A0V B(0)u®(t)

(kAo — (ViK ® L)H,(8)B(6) Rui(t)

Rari(6,1) = Zuzi C(6)

Ri(0) B(0) Rui(t) -

Puisque Cy et u'9)(t) sont bornées, il existe deux nombres réels et positifs Cy et C; tel que
pour tout t > 7 :

Co

OR N Bi
Rumi(®.0)] < 205 | ="

(6, t)| < G
Finalement, a partir de (3.26) et (3.29), on a :
Ti(z,0,w;(t)) = M;(0)x — M;(0)B(0)w;(t),
ce qui donne avec la nouvelle notation développée ici, I'expression suivante :
Ti(x, 0, w;(t) = ViK$(z,0, 0" 2(t)) + Rpi(z, 0, 1)

avec

RTZ'(Z', (9, t) = R1(9>£C + RMBi(G, t)

Maintenant, on note :
Ry(x,0,t) = (R (x,0,t), ... Rry(x,0,1)).
Alors, I'expression de T est décrite par :
T(x,0,w;(t)) = (VK @ L)$,(x,0,a" 2 (1)) + Rr(x,0,t) (B.3)

tel que V dans R™" est la matrice de Vandermonde définie par

1
Ap

<
I
e

1

T
r

341‘,&..
>
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On remarque que la fonction Ry est C! et il est possible de trouver deux nombres réels
strictement positifs Crg et Cpy tels que pour tout (z,6) dans C, x Cp et t > 7 :

(9RT(95>9775) < Cro
ox = gt

aRT($,9,t) < CTl
00 = kr+l ’

1
Donc, la fonction R est globalement Lipschitz avec une constante de Lipschitz dans o (W)

Par conséquent, il est possible de trouver une constante kg telle que pour tout k > ky et toute
quadruplet (z,x*,0,0*) dans C? x CZ, pour tout ¢t > 7, on a :

r—a
0— 0
Finalement, il est possible de montrer que le résultat (3.50) est satisfait avec ky. En effet, a

partir de (B.3), pour tout ¢, on a :

L

|RT(ZE, e,t) — RT(Z’ ,9 ,t)| S W (B4)

2

[ T(x,0,w(t) = T(a", 0", w(t)| > [VK (9:(z, 0,002 (1)) — 5,(z", 0", " (t))]
— |Ry(z,0,t) — Rp(a*, 6%, 1))

_ [9ela 0,0 20) 5,0 020
- DRl

— |RT(J],0,t) — RT(ZE*,Q*,t” .

On considére maintenant, t; > 7. A partir de (B.4), le dernier terme de l'inégalité
précédente peut étre borné inférieurement. De plus, si u(ty)...,u""?)(¢;) est dans U,., autre
terme de second membre de 'inégalité est inférieurement borné par ’hypothese 3.5, ce qui
donne le résultat (3.50).

B.4 Preuve de la proposition 3.3.1

Cette démonstration est décomposée en deux parties. Dans la premiere partie nous démon-
trerons l'injectivité de la fonction ), tel que r = 2n(m + 1) et dans la deuxiéme partie on
démontre que son Jacobien est de rang plein colonne. Ensuite, ’existence d’un nombre Ly
strictement positif en utilisant Andrieu et al. 2014, Lemme 3.2.

Partie 1 : L’injectivité

On suppose qu'il existe (z,0) et (z*,0%) dans C, x Cy et un vecteur v = [vg ,...,v,]" dans un
sous-ensemble U, de R™(+1) tel que

r(z,0,v) = H,.(x",6%,v) .
Pour simplifier I’écriture, pour tout j = 0,...,r — 1, on note y; dans R? défini par :

(ﬁT(ZL‘,G,U))pj+1 (*67"(:5*70*’“))13]‘-&-1

Yj : :
(ﬁr(za 9, U)>p(j+1) (ﬁr($*’ 9*’ U))p(j+1)
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A partir de la forme particuliere de A(6) (voir (3.35)), pour j > n, on a :
yj = C0uy;_1+C A0y o+ -+CAY  0uyo+COyvj 1 +CAglyvj_g+- - -+ CAF Oy +C A,

Sachant que la matrice Ag est triangulaire tel que tout les éléments de la diagonale sont nuls.
Alors, son polynome caractéristique est donné par :

Py, (s) = det(Ag — sI,,) = s".
A partir du théoréme de Cayley Hamilton, on a :

Py, (Ag) = A =0.

Alors,
Y; = C’Qayj_l + C’Aoﬁayj_g +-- CAg_lgayj_n + Oebvj—l + CAoeij_g +---+ CAg_leij_n s
(B.5)
ce qui est équivalent & :
Qp i Op2n><mn
([T T T T T T vec(f)
e R L B e e LMC(@I;)] ’
|
Ompnxpn 1 Qm
O(40,0)
avec
I,®C I, ®C
I, ® CA I, ® C'Aqy
P : ) m — :
I, CAy™! I, ® CAy~?
Par conséquent, les p(r — n) équations suivantes sont satisfaites :
—(fjr(l’, 0, U) - ﬁ?’(x*7 o, U))Zm-i-l
0 (Sjr(x7 07 ?}) - S/-’)T’(x*a 9*7 U))p”H—Q
L (f—)?”<x7 97 U) - f)r(aj*a 9*, U))PT
Y1 ?JOT U1 UOT | (B.6)
B y; ces le ?}Z - U1T 9.0 ‘ U€C<5Ga)
e S z P A vee(dy,)|
Y o Yl vl e vl
tel que dg, = 0, — 0, et dg, = 0, — 0y, ce qui donne pour £ =0,...,7 —2n—1 :
-yLnA@Ip ?/Z@’]p U;Jrnfl@‘lp U;@)]p_
0 Y ® L, 0 Yl ®L, v, ®L, o v, 00 0 vec(dg,)
= ) ) . : (40,0) vee(50)|
_yf—lzr2n71 ® [p e yﬁ—Ern ® IP U;Janfl ® Ip e U;Jrn ® [p-

(B.7)
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Sachant que 1’équation (B.5) s’écrit aussi sous la forme suivante :

gl @5, = (4, ©CO) + (4] © CAM) + -+ (y]_, @ CAZ0,) + (COw; 1) @ I,)+

o ((CAF 050j-0) T ® T)
(B.8)
Alors, en remplagant les (y]T ® I,) de la derniere ligne de la matrice de 'équation (B.7) par
I'expression de (B.8) et en multipliant & gauche 'équation (B.7) par la matrice

[CAy0, o CAW. CO, —1) |

permet d’éliminer la dépendance en y; et d’obtenir une équation algébrique uniquement en
fonction des v; :
2n—1
(v ®L)c;=0,=0,...,r—2n—1, (B.9)
j=0
tel que les ¢; sont des vecteurs dans R™P. En général, les coefficients ¢; sont donnés sous la
forme matricielle suivante :

Con—1

= M(0a,0) - O(4,,0) - lvec(%)] :

vec(dg,)
Co

ou M(0,,0,) est la matrice réelle de Sylvester, elle est définie par :

M(eaaeb) —
i 0 0 —Ipm . 0 1
—((CO) T @ I,) : (I, ® C,)
; ‘ 0 : -
—((CA' )T L) . —((COH)TRIL)  (In,®CAT6,) . (I, ®CH,)
| 0 o —((CAFT0)T ® 1) 0 o (L, @ CAFTY0,))

(B.10)
Finalement, on obtient :

My (V) @ Ly - M(ba, 0) - Oa,,0) - [ved%] =0

vec(dy,)
avec . .
Vop—1 T Yo
mgn(v> =
T T
[ Yon(m+1)-1 """ V2nm—1]

Dans le cas général, nous avons :
m#p, My, (v) € REMXE - M(G,,0,) € REmmxCompine),

0] (A0,C) € R (nmp+np?)x (np+nm)



140

Donc, par hypothese la matrice 9y, (v) est une matrice carrée non-singuliere. On considére
aussi par hypothéese que la réalisation est minimale. Par conséquent, la matrice de Sylvester
M(8,,6,) est de rang plein colonne si m > p et elle est de rang plein ligne si m < p. A
partir de sa structure on constate que la matrice O4, ) est de rang plein colonne. Donc, cela
implique que vec(dy,) = vec(dg,) = 0. Par conséquent, § = 6*. D’autre part, a partir de la
propriété de 'observabilité de la paire (A(6,), C), on constate que x = z*, ce qui permet de
conclure sur l'injectivité de oy, (n41) par rapport a (x, ).
Partie 2 : La fonction £2,(,,11) est de rang plein.
Supposant que £y (m1) satisfait I'équation suivante :

0920 (m+1)

pe (x,0,v)v, + M(az, 0,v)vg =0 . (B.11)

00

|7 = 0 pour tout (x,0) dans C, x Cg. Pour i = 0, ..., 2n(m +

ayz Uy -0
O(x,0) vo]

Alors, il faut prouver que [vI vl
1)—1,ona :

et pour i =n,....,2n(m+ 1), on a :
Yi = COpyi1 + CAbuyio+ -+ CAV 0y n + OOy + CAOyvi_o + -+ -+ CAF 1 O0pv;,

Alors,

Dy [“x] _ ¢, 21 [vx] o oape, Qi l”x]

O(z,0) |ve d(x,0) |ve O(z,6) |ve
+ {yz—r—l e yz—r—n ,UzT—l Y UZT—n] ® IP ’ O(Ao,C) Vg
= [yz—r—l o yz—r—n ,UiT—l e U';r—n} ® Ip ’ O(Ao,c) " Vg -

En suivant exactement le méme raisonnement de I’étape précédent et en considérant les mémes
hypotheses, on peut conclure que vy = 0. D’autre part, $a,(m+1)(2, 0, v) s’écrit aussi sous la
forme suivante :

(2n(m+1)-2)
f)2n(m+1)(37> 977)) = Hzn(m+1)(9)33 + Z S]HZn(erl)(e)B(H)Uj—l .

j=1
Dongc, a partir de I’équation (B.11), on obtient :

aﬁQn(m—l—l) v, + af)Qn(m—i—l)

ONon(me1)
ox 00 v =0

o0 '

Vo = HQn(m+1) (0)U$ +
Puisqu’on a prouvé que vy = 0, on obtient :

HQn(m+1) (Q)Um =0

Tant que y est observable pour toute valeur fixe de 6 dans Cyp, Hap(m+1)(0) est de rang plein
colonne. Par conséquent, v, = 0 et le résultat est obtenu.
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B.5 Preuve de la proposition 3.4.1

Pour un nombre entier positif £, le développement de Taylor de u a 'instant ¢ permet d’avoir
I’expression suivante :

(r=1)

. J
WO +s)= 3 a0 + Rlt,s) , VseR et r=(m+1)2n—1. (B2
j=0 J:
avec
t 8 / / / ZJFT Q) t‘i‘ST 1)d81 dSrfl .
Donc, on obtient
Ro(t, S)
Ur g1 (4 8) = My, (U g1 (8)) D1 Vi (5) + : :
Rr_l(t, S)
T
tel que D, Diag{ ..,1,1} et V,_1(s) = {s”_l .S 1} Par hypothese, u est

d’excitation dlfferentlelle (f ‘ordre 2n a tout instant ¢, ce qui implique I’égalité suivante :

[ 5) Gira(9) T ds = O, (12 () P, )0 (1 (1)

avec
re e & 1
r 3 2 €
6'r+1 e’ 63 62
GFD) 32
P(G,t) = Dr—l . . . Dr—1+
EQT €
L o =

DT—IN(EJ t) (mt2n<ar+1 (t)))_l + m;n(a'l‘-l-l(t))_lN(E? t)TD"“—l
tel que N (e, t) est une matrice réelle de dimension r x r définie par :
Et /V; 1 R()St) Rr_l(S,t)] .

Afin de montrer que (3.54) est satisfaite, on a besoin de montrer que la matrice P est
définie positive pour € suffisamment petit. Soit D, = Diag{e"~',... ¢, 1}. La matrice P peut
étre décomposée sous la forme suivante :

P(e,t) = Dee (Dy,—1H,.D,—1 + Q(e,t)) D, . (B.13)
ou H, est la matrice de Hilbert définie par :
Mol 11 1
r3 2 1
11 11
H, = (r—f-l) r 3 2 ’
1 1
L 2r d
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et Q(e,t) est la matrice définie par :

Dy 1 DZ'N (e, ) (M (41 (1) 1) DY D' (41 (8)) " N (s, t) DD,y
Qe t) = + .
€ €
La matrice de Hilbert est par définition définie positive, ce qui implique que P est définie
positive pour un € suffisamment petit si la norme de la matrice () tend vers zéros quand ¢
tend vers zéro. Afin de borner supérieurement la norme de @, I'inégalité suivante peut étre

obtenue. )

|Ry(t, s)| < sup ‘u(”’”)(t—i—y)‘ o
vel0,s] (T)'

Ceci mene a 'inégalité suivante :

| (DﬁlN(e, t))
€ il

Donc, pour e < 1, on a :

ET‘

e’ /E sIRy(t, s)ds
0

< sup [t 4+ v)|——
ve(0,e] ‘ ( )‘ (Z + 7”) (T>‘

Q(e,1)] < 2|D, | Mo (11 (1)) | | D!

DE”Z(GJ)‘ f

<2r sup ’u(“” (t+ l/)‘ X
£€[0,r—1],v€(0,¢]

(1:7’)(7")! ‘9}1% (U ()" ‘ T

Finalement, on obtient :

SUDye[r,2¢],v€[0,1] ‘U(é) (t + V)’

Qe t)| < e2r
el pu(t)(L+7)(r)!

tel que p,(t) est un nombre réel positive de sorte que My, (U4 1(t))My,, (Ur51(t)) > pu(t)] ce
qui est vrai tant que u est d’excitation différentielle d’ordre 2n a tout instant .

Ceci implique que si € est suffisamment petit |Q(e, t)| devient petit. Par conséquent, la
matrice P définie dans (B.13) est définie positive pour un € petit et donc I'inégalité (3.54) est
satisfaite.
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