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Résumé

L’objet de cette thèse concerne l’étude des processus de branchement en environ-
nement aléatoire, notés (Zn), qui sont une généralisation du processus de Galton-
Watson, avec une loi de reproduction choisie aléatoirement et de manière indépen-
dante et identiquement distribuée suivant les générations. Nous considérons le cas
d’un processus sur-critique, avec la condition que chaque individu donne naissance
à au moins un enfant.
Le premier chapitre est consacré à l’étude de l’écart relatif et absolu entre le proces-
sus logZn normalisé et la loi normale. Nous établissons un résultat de type Berry-
Esseen ainsi qu’un développement pour des déviations de type Cramér, généralisant
ainsi le théorème central limite et le principe des déviations modérées pour logZn
établis précédemment dans la littérature.
Le second chapitre étudie l’asymptotique de la distribution du processus Zn ainsi
que le moment harmonique critique de la limite W de la population normalisée
Wn = Zn/EξZn. Nous établissons un équivalent de l’asymptotique de la distribu-
tion du processus Zn et donnons une caractérisation des constantes via une équation
fonctionnelle similaire au cas du processus de Galton-Watson. Dans le cas des proces-
sus de branchement en environnement aléatoire, les résultats améliorent l’équivalent
asymptotique de la distribution de Zn établi dans des travaux antérieurs sous nor-
malisation logarithmique, sous la condition que chaque individu donne naissance à
au moins un individu. Nous déterminons aussi la valeur critique pour l’existence du
moment harmonique de W sous des conditions simples d’existence de moments, qui
sont bien plus faibles que les hypothèses imposées dans la littérature, et généralisons
le résultat à Z0 = k individus initiaux.
Le troisième chapitre est consacré à l’étude de l’asymptotique des moments harmo-
niques d’ordre r > 0 de Zn. Nous établissons un équivalent et donnons une expression
des constantes. Le résultat met en évidence un phénomène de transition de phase,
relié aux transitions de phase des grandes déviations inférieures du processus (Zn).
En application de ce résultat, nous établissons un résultat de grandes déviations
inférieures pour le processus (Zn) sous des hypotèses plus faibles que celles imposées
dans des travaux précédents. Nous améliorons également la vitesse de convergence
dans un théorème central limite vérifié par Wn−W , et déterminons l’asymptotique
de la probabilité de grandes déviations pour le ratio Zn+1/Zn.
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Abstract

The purpose of this Ph.D. thesis is the study of branching processes in a random
environment, say (Zn), which are a generalization of the Galton-Watson process,
with the reproduction law chosen randomly in each generation in an i.i.d. manner.
We consider the case of a supercritical process, assuming the condition that each
individual gives birth to at least one child.
The first part of this work is devoted to the study of the relative and absolute
distance between the normalized process logZn and the normal law. We show a
Berry-Esseen bound and establish a Cramér type large deviation expansion, which
generalize the central limit theorem and the moderate deviation principle establi-
shed for logZn in previous studies.
In the second chapter we study the asymptotic of the distribution of Zn, and the
critical value for the existence of harmonic moments of the limit variable W of the
normalized population sizeWn = Zn/EξZn. We give an equivalent of the asymptotic
distribution of Zn and characterize the constants by a functional relation which is
similar to that obtained for a Galton-Watson process. For a branching process in a
random environment, our result generalizes the equivalent of the asymptotic distri-
bution of Zn established in a previous work in a log-scale, under the condition that
each individual gives birth to at least one child. We also characterize the critical
value for the existence of harmonic moments of the limit variable W under weaker
conditions that in previous studies and generalize this result for processes starting
with Z0 = k initial individuals.
The third chapter is devoted to the study of the asymptotic of the harmonic moments
of order r > 0 of Zn. We show the exact decay rate of the quantity E[Zr

n|Z0 = k] and
give an expression of the limiting constants. The result reveals a phase transition
phenomenon which is linked to the phase transitions in the lower large deviations
established in earlier studies. As an application, we improve a lower large deviation
result for the process (Zn) under weaker hypothesis than those stated in the litera-
ture. Moreover, we also improve the rate of convergence in a central limit theorem
for W −Wn and give the asymptotic of the large deviation for the ratio Zn+1/Zn.
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Chapitre 1
Introduction

1.1 Remarques historiques

Les processus de branchement en environnement aléatoire (PBEA en abrégé)
sont une généralisation du processus de Galton-Watson, où la loi de reproduction
est choisie aléatoirement parmi un ensemble de lois, et de manière i.i.d. suivant les
générations. Ils ont été introduits pour la première fois dans Smith et Wilkinson [48]
afin de modéliser la croissance de populations soumises à un environnement. Ces
processus sont encore largement étudiés aujourd’hui, d’une part pour leur intérêt et
leurs applications en biologie, mais aussi car leur étude mathématique est extrême-
ment riche, et combine à la fois des aspects sur les processus de branchement et sur
la théorie des fluctuations pour des marches aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées. Les résultats de base sur les processus de branchement en envi-
ronnement aléatoire sont disponibles dans Athreya et Karlin [3,4] et Tanny [49,50].
Dans les régimes critiques et sous-critiques, la population s’éteint presque sûrement
et les recherches récentes se sont focalisées sur l’asymptotique de la probabilité de
survie ainsi que sur des théorèmes de convergence fonctionnels. Les publications
sont nombreuses, mais on peut se référer entre autre aux récents travaux de Afa-
nasyev, Böinghoff, Kersting, Vatutin [1, 2], Bansaye [9], Bansaye et Vatutin [14],
Böinghoff et Kersting [21], Böinghoff, Dyakonova, Kersting et Vatutin [19], Dyako-
nova et Vatutin [54], Vatutin [52], Vatutin et Zheng [53]. Dans le régime sur-critique,
de nombreux articles ont étudié les grandes déviations, comme dans Bansaye et Be-
restycki [10], Böinghoff et Kersting [20], Bansaye et Böinghoff [11–13], Huang et
Liu [36]. Le cas particulier où la loi de reproduction est linéaire fractionnaire a été
traité dans Böinghoff [18], Nakashima [44], Kozlov [39,40], avec des résultats généra-
lement plus fins que dans le cas général. Des résultats de statistiques concernant la
convergence de certains estimateurs de la moyenne et de la variance ont été obtenus
dans [25]. Concernant les applications des processus de branchement en environne-
ment aléatoire en biologie cellulaire, on peut se référer au travaux de Bansaye et
Berestycki [10], Bansaye [7, 8], Dombry, Mazza et Bansaye [26].
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2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.2 Description du modèle
Un processus de branchement en environnement aléatoire (Zn) est décrit de

la manière suivante. L’environnement aléatoire est modélisé par une suite ξ =
(ξ0, ξ1, ...) de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.)
à valeur dans un espace abstrait Ξ. À chaque variable aléatoire ξ0, ξ1, . . . de l’en-
vironnement est associée la fonction génératrice f0, f1, . . . définie pour tout n ∈ N
par

fn(t) = f(ξn, t) =
∞∑
i=0

pi(ξn)ti, t ∈ [0, 1], pi(ξn) > 0,
∞∑
i=0

pi(ξn) = 1. (1.2.1)

Le processus (Zn)n>0 est alors défini par l’équation de récurrence

Z0 = 1, Zn+1 =
Zn∑
i=1

Nn,i, pour n > 0, (1.2.2)

où les variables aléatoires Nn,i (1 6 i) représentent le nombre de descendants du
i-ème individu de la génération n, et sont indépendantes du nombre d’individus
Zn présents à la génération n. De plus, conditionnellement à l’environnement ξ, les
variables aléatoires Nn,i (i = 1, 2, ...) sont indépendantes mutuellement avec pour
même fonction génératrice fn.
Notons qu’il y a dans ce processus deux types d’aléa :

1. L’aléa dit ’environnemental’, représenté par l’environnement ξ.
2. L’aléa dit ’démographique’, représenté par la loi de reproduction f .

Ce sont ces deux aléas, partiellement liés, qui font la richesse de ce processus, comme
nous le verrons tout au long de cette thèse. Notons que dans le cas particulier où
l’environnement ξ est constant, on retrouve le processus de Galton-Watson, où la
loi de reproduction des individus est identique suivant les générations, de fonction
génératrice f .

Une conséquence immédiate de l’équation (3.2.2) est la propriété dite de bran-
chement : Pour n > 1 et m > 0, on a

Zn+m =
Zm∑
i=1

Z
(m)
n,i , (1.2.3)

où les variables aléatoires Z(m)
n,i (i > 1) sont indépendantes de Zm. De plus, conditio-

nellement à l’environnement ξ, les variables aléatoires Z(m)
n,i (i > 1) sont i.i.d. avec

pour loi de probabilité Pξ
(
Z

(m)
n,i ∈ ·

)
= PTmξ (Zn ∈ ·), où Tm est l’opérateur de shift

défini par Tm(ξ0, ξ1, . . .) = (ξm, ξm+1, . . .). Intuitivement, la relation (1.2.3) signifie
que, conditionnellement à Zm = i, le processus Zn+m a la même loi (sous P) qu’un
nouveau processus Zn démarrant avec Z0 = i individus initiaux.
Dans la suite nous désignons par Pξ la loi conditionellement à l’environnement ξ,

Étude asymptotique des processus de branchement sur-critiques en environnement aléatoire Éric Miqueu 2016



1.2. DESCRIPTION DU MODÈLE 3

et par τ la loi de l’environnement ξ. La probabilité P(dx, dξ) = Pξ(dx)τ(dξ) est la
loi totale du processus. Les espérances en loi totale et conditionnellement à l’en-
vironnement ξ sont notées E et Eξ respectivement. Nous notons aussi par Pk et
Ek la probabilité et l’espérance en loi totale du processus démarrant avec Z0 = k
individus, avec P1 = P et E1 = E.

Pour tout n ∈ N, en utilisant (1.2.2) de manière récursive, la fonction génératrice
des probabilités de Zn conditionnellement à l’environnement ξ vaut

gn(t) = Eξ[tZn ] = f0 ◦ . . . ◦ fn−1(t), t ∈ [0, 1). (1.2.4)

Les variables aléatoires ξ0, ξ1, . . . étant i.i.d., la fonction génératrice en loi totale Gk,n

de Zn sachant Z0 = k vaut

Gk,n(t) = Ek[tZn ] = E
[
gkn(t)

]
, t ∈ [0, 1). (1.2.5)

Pour n > 0, on définit également

mn = f ′n(1) =
∞∑
i=0

ipi(ξn) et Πn = EξZn = m0...mn−1,

avec Π0 = 1. La variable aléatoire mn représente le nombre moyen d’individus de la
génération n sachant l’environnement ξ.

Comme pour le processus de Galton-Watson, un objet important pour l’étude
des PBEA est la population normalisée définie par

Wn = Zn
Πn

, n > 0. (1.2.6)

Nous en résumons ici les propriétés principales. Sous Pξ et sous P, (Wn)n>0 est une
martingale positive par rapport à la filtration

Fn = σ (ξ,Nj,i, 0 6 j 6 n− 1, i = 1, 2 . . .) ,

avec, par convention, F0 = σ(ξ). Pour tout n ∈ N, on a EWn = EW = 1. La
martingale Wn est bornée dans L1, et donc W = limn→∞Wn existe P - presque
sûrement, et EW 6 1. Sous la condition

E
Z1

m0
log+ Z1 <∞, (1.2.7)

la martingale (Wn) converge vers W dans L1(P) (c.f. [50]) et

P(W > 0) = P(Zn →∞)

De plus, d’après (1.2.3) appliquée à m = 1 et n→∞, obtient une équation de point
fixe réalisée par la variable W :

W = 1
m0

Z1∑
i=1

W (i), (1.2.8)
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où les variables aléatoires W (i) (i > 1) sont indépendantes de Z1 (sous P et Pξ). De
plus, conditionnellement à l’environnement ξ, les variables aléatoires W (i) (i > 1)
sont i.i.d. de loi Pξ(W (i) ∈ ·) = PTξ(W ∈ ·).

L’étude de la variable limite W est fondamentale, car celle-ci résume la propor-
tion du processus Zn à dévier de son comportement moyen Πn en temps long. Ses
propriétés ont été très étudiées dans le cas du processus de Galton-Watson (c.f. [5]).
Dans le cas des PBEA, on peut se référer aux travaux de [33,37,41] pour l’existence
des moments positifs d’ordre p, avec poids, et la vitesse de convergence dans Lp ;
ainsi qu’aux travaux de [34] et [36] pour l’étude des moments harmoniques, nous
renseignant sur son comportement en 0. Notons que sur ce dernier point, un objet
d’importance est la transformée de Laplace conditionnelle de W , définie pour tout
t > 0 par

φξ(t) = Eξ
[
e−tW

]
. (1.2.9)

D’après (1.2.8) et (1.2.9), on déduit aisément la relation fonctionnelle suivante :

φξ(t) = f0

(
φTξ

(
t

m0

))
, (1.2.10)

qui sera utilisée à plusieurs reprises dans ce manuscrit. Notons qu’il reste beaucoup
de questions ouvertes concernant les propriétés deW dans le cas des PBEA. En par-
ticulier, et contrairement au cas du processus de Galton-Watson, on ne sait toujours
pas si W admet une densité.

Un outil également primordial dans l’étude des processus de branchement en
environnement aléatoire est la marche aléatoire associée, définie par

Sn = log Πn =
n∑
i=1

Xi, n > 1,

où les variables aléatoires Xi = logmi−1 (i > 1) sont i.i.d. d’espérance et de variance
notées respectivement

µ = E[X] et σ2 = E[(X − µ)2]. (1.2.11)

La marche aléatoire associée représente le comportement exponentiel moyen du pro-
cessus à environnement fixé, puisque EξZn = eSn . L’impact de l’environnement
ξ = (ξ0, ξ1, . . .) sur le processus Zn se résume donc essentiellement à sa marche
aléatoire associée. Aussi, celle-ci est parfois abusivement appelée ’environnement’.

Les quantités Zn, Sn et Wn = Zn
eSn

synthétisent de manière pertinente la dyna-
mique du processus Zn :

1. La variable Sn est la composante ’marche aléatoire’ du processus, et décrit la
dynamique de l’aléa environnemental.

2. Conditionnellement à l’environnement ξ, Zn est la composante ’branchante’
du processus, et décrit la dynamique de l’aléa démographique.
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3. La martingale (Wn) représente les fluctuations du processus Zn par rapport à
son comportement moyen eSn .

D’après les remarques précédentes et en vue de l’étude des grandes déviations à
venir, il est naturel d’introduire le changement de mesure de Cramér pour la marche
aléatoire associée : pour tout λ ∈ R, soit P(λ) la nouvelle mesure de probabilité
définie pour toute variable aléatoire Fn-mesurable Tn par

E(λ)[Tn] =
E
[
eλSnTn

]
(E[eλX ])n . (1.2.12)

Notons que la définition précédente pourra par la suite s’ écrire légèrement différem-
ment suivant ce que l’on souhaite étudier. Sous la nouvelle mesure P(λ), le processus
(Zn) est toujours un PBEA sur-critique, avec P(λ)(Z1 = 0) = 0, et (Wn) reste une
martingale positive qui converge presque sûrement vers W . De plus, si la condition

E(λ)
[
Z1

m0
log+ Z1

]
= E

[
Z1

m1−λ
0

log+ Z1

]
/E

[
mλ

0

]
<∞

est satisfaite, alors d’après (1.2.7),

Wn → W dans L1(P(λ)). (1.2.13)

Nous allons maintenant traiter le cas particulier linéaire fractionnaire. Un proces-
sus de branchement en environnement aléatoire est dit linéaire fractionnaire lorsque
la loi de reproduction de Z1 conditionnellement à l’environnement ξ0 est de la forme

p0(ξ0) = a0, pk(ξ0) = (1− a0)(1− b0)
b0

bk0, (1.2.14)

où (a0, b0) ∈ [0, 1)× (0, 1) est un couple de variables aléatoires dépendant de l’envi-
ronnement ξ0. Ainsi, la fonction génératrice conditionnelle f0 vaut

f0(t) = a0 + (1− a0)(1− b0)t
1− b0t

. (1.2.15)

De plus, la moyenne conditionnelle et la marche aléatoire associée s’écrivent

m0 = (1− a0)
(1− b0) , X = logm0. (1.2.16)

L’intérêt de ce cas particulier est que les calculs de la fonction génératrice condi-
tionnelle fn de Zn sont explicites et s’expriment directement en terme de la marche
aléatoire associée. En effet, pour tout j ∈ N, on a (c.f. par exemple [39])

Pξ (Zn = j) = e−Sn(
e−Sn +∑n−1

k=0 ηk+1e−Sk
)2

( ∑n−1
k=0 ηk+1e

−Sk

e−Sn +∑n−1
k=0 ηk+1e−Sk

)j−1

p.s.,
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avec ηk = 2bk
1−ak

.
Dans le cas où a0 = 0, la loi de reproduction est géométrique de paramètre

(1− b0), et le PBEA est dit géométrique. En particulier on a
e−X = p1(ξ0) = (1− b0). (1.2.17)

Les premiers résultats sur les processus de branchement en environnement aléa-
toire concernent les conditions d’extinction du processus. Celles-ci sont sans surprise
principalement dictées par la moyenne de la marche aléatoire associée. On a en effet
le résultat suivant (c.f. [48]) :

1. Si E[X] < 0, le processus est dit sous-critique, et la population s’éteint presque
sûrement.

2. Si E[X] = 0, le processus est dit critique, et la population s’éteint presque
sûrement.

3. Si E[X] > 0, le processus est dit sur-critique, et sous la condition supplémen-
taire E| log(1− p0(ξ0))| <∞, on a P(Zn →∞) > 0.

On retrouve la même classification qu’avec le processus de Galton-Watson, à la
différence notable que la dichotomie ne se fait plus sur le nombre moyen d’enfants
inférieur, égal ou supérieur à 1, mais sur le drift de la marche aléatoire associée.
Le comportement d’un PBEA n’est ainsi pas aussi intuitif que pour le processus
à environnement constant, puisque la population Zn peut en moyenne tendre vers
l’infini et s’éteindre presque sûrement !

En particulier pour le cas sur-critique, la condition E| log(1 − p0(ξ0))| < ∞
permet d’éviter l’apparition d’environnements "catastrophiques" empêchant ce type
de phénomènes. La probabilité d’extinction pe du processus Zn démarrant à Z0 = 1
individus vaut alors

pe = P (∪∞n=0{Zn = 0}) = lim
n→∞

↑ G1,n(0),

l’union ∪∞n=0{Zn = 0} étant croissante. De (1.2.4) et (1.2.5), on déduit aisément que
la probabilité d’extinction pe(ξ) conditionellement à l’environnement ξ est caracté-
risée par l’équation fonctionnelle (c.f. [48])

pe(ξ) = f0(pe(Tξ)),
où T est l’opérateur shift défini par T (ξ0, ξ1 . . .) = (ξ1, ξ2 . . .), et alors pe = Epe(ξ)
est la probabilité d’extinction du processus en loi totale.

1.3 Etat de l’art - présentation des résultats ré-
cents

Dans cette section nous présentons les résultats majeurs établis pour les processus
de branchement en environnement aléatoire et en lien avec la présente thèse. La pre-
mière section est consacrée au cas des PBEA critiques et sous-critiques. En seconde
section nous présentons les travaux de la littérature relatifs au cas sur-critique.
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1.3.1 Cas critique et sous-critique
Lorsque le PBEA est sous-critique, le processus s’éteint presque sûrement et

de nombreux articles récents ont étudié l’asymptotique de la probabilité de survie
P(Zn > 0) ainsi que le comportement du processus Zn|Zn > 0 conditionné à la
non-extinction. Rappelons que dans le cas du processus de Galton-Watson, l’asymp-
totique de la probabilité de survie vaut

P(Zn > 0) ∼
n→∞

cmn, (1.3.1)

où m = f ′(1) désigne la moyenne de la loi de reproduction. Dans le cas du processus
de branchement en environnement aléatoire, la quantité m0 = f ′(1) = eX est une
variable aléatoire, et contrairement au processus de Galton-Watson, on observe des
transitions de phase dans l’asymptotique de la probabilité de survie suivant le signe
de la quantité E[XeX ]. De manière simple et intuitive, cela correspond au fait que,
même si le processus est globalement sous-critique (E[X] < 1), on peut cependant
avoir certains environnements extrêmement favorables (et alors E[XeX ] > 0), ce
qui aura pour effet d’augmenter taille de la population sur une génération, et ainsi
retarder l’extinction. Lorsque de tels environnements n’existent pas ou peu (et alors
E[XeX ] < 0), le phénomène précédent ne peut se produire et l’asymptotique de la
probabilité de survie est similaire à celle du processus de Galton-Watson. Précisé-
ment, et sous des hypothèses naturelles d’existence de moments, on a (c.f. [29, Théo-
rème 1.1]) :

1. Si E[XeX ] < 0 (cas fortement sous-critique), alors

P(Zn > 0) ∼
n→∞

c1
(
EeX

)n
, (1.3.2)

avec 0 < c1 6 1. De plus

lim
n→∞

P (Zn = k|Zn > 0) = q1(k), k > 1,

où
∞∑
k=1

q1(k) = 1 et
∞∑
k=1

kq1(k) <∞.

2. Si E[XeX ] = 0 (cas moyennement sous-critique), alors

P(Zn > 0) ∼
n→∞

c2n
−1/2

(
EeX

)n
(1.3.3)

avec 0 < c2 <∞. De plus

lim
n→∞

P (Zn = k|Zn > 0) = q2(k), k > 1,

où ∑∞k=1 q2(k) = 1.
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3. Si 0 < E[XeX ] <∞ (cas faiblement sous-critique). Soit

γβ = EeβX = inf
t∈[0,1]

EetX , (1.3.4)

où β ∈ [0, 1] est la solution de l’équation E
[
XeβX

]
= 0. Alors

P(Zn > 0) ∼
n→∞

c3n
−3/2γnβ (1.3.5)

avec 0 < c3 <∞. De plus

lim
n→∞

P (Zn = k|Zn > 0) = q3(k), k > 1,

où ∑∞k=1 q3(k) = 1.
Dans le cas où le processus de branchement est critique, le processus s’éteint

presque sûrement, mais la vitesse de convergence devient polynômiale. Dans le cas
du processus de Galton-Watson, on a (c.f. [5])

P(Zn > 0) ∼
n→∞

2
σ2n

. (1.3.6)

Dans le cas des PBEA, on a (c.f. [51])

P(Zn > 0) ∼
n→∞

cnα−1l(n), (1.3.7)

où c est une constante, α est l’exposant d’attraction d’une loi stable relié à l’envi-
ronnement X, et l(·) une fonction à variation lente.

Expliquons brièvement ces résultats et l’idée intuitive de la preuve. Par l’inégalité
de Markov, on a :

P (Zn > 0|ξ) = P (Zm > 0, ∀ m 6 n|ξ) 6 exp
(

min
m6n

Sm

)
,

Cette majoration simple donne en fait la bonne vitesse asymptotique, d’où

P (Zn > 0) ' c E
[
exp

(
min
m6n

Sn

)]
.

avec c une constante. Dans le cas critique, la marche aléatoire est récurrente avec
E[X] = 0. Alors la contribution principale de la quantité E [exp (minm6n Sm)] est
donnée par l’événement {minm6n Sm > 0}. Dans le cas où la variance est finie, on a
P (minm6n Sm > 0) ' n−1/2, et alors

P (Zn > 0) ' cn−1/2,

qui est un cas particulier de (1.3.7) qui s’applique à un contexte plus général où une
transformation de X appartient au domaine d’attraction α ∈ (1, 2] d’une loi stable
(c.f. [51]).
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Dans le cas sous-critique, dans l’esprit de la transformation de Cramér, on aura
par un changement de mesure de paramètre β :

P (Zn > 0) =
(
E
[
eβX

])n
Êβ
[
e−βSnP(Zn > 0|ξ)

]
6 (γβ)n Êβ

[
exp

(
min
m6n

Sn − βSn
)]
,

où le paramètre β ∈ (0, 1] est optimisé de telle sorte que Êβ [exp (minm6n Sn − βn)]
ne soit plus d’un ordre exponentiel. Ceci revient donc à choisir β de telle sorte que
min(S0, . . . , Sn)−βSn ' 0 avec une forte probabilité, ce qui arrive lorsque la marche
aléatoire sous la nouvelle probabilité P̂β est de dérive nulle : ÊβX = 0 avec β ∈ (0, 1].
Ainsi le paramêtre β est solution de l’équation

E
[
XeβX

]
= 0,

ce qui de manière équivalente, revient à dire que β réalise infλ∈[0,1] E
[
eλX

]
. Il y a

alors trois cas de figure :
1. Êβ[X] = 0 avec β < 1. Alors min(S0, . . . , Sn) − βSn est proche de zéro si

et seulement si min(S0, . . . , Sn) et Sn sont proches de zéro. Or, pour une
marche aléatoire centrée et de variance finie, la probabilité de l’événement
{S0, . . . , Sn−1 > 0, Sn 6 0} est d’ordre n−3/2. On obtient ainsi l’approximation
suivante :

Êβ
[
exp

(
min
m6n

Sn − βn
)]
' n−3/2.

2. Êβ[X] = 0 avec β = 1. Alors min(S0, . . . , Sn) − βSn est proche de zéro si et
seulement si min(S0, . . . , Sn) et Sn sont proches l’un de l’autre, ce qui implique
que le minimum de la marche se réalise à la fin. Or, pour une marche aléatoire
centrée et de variance finie, la probabilité de l’événement {S0, . . . , Sn−1 > Sn}
est d’ordre n−1/2. Ainsi

Êβ
[
exp

(
min
m6n

Sn − βn
)]
' n−1/2.

3. Ê1[X] < 0. La marche est alors de drift négatif, et alors min(S0, . . . , Sn)− Sn
est d’ordre constant. Ainsi

Ê1

[
exp

(
min
m6n

Sn − βn
)]
' const.

L’heuristique précédente explique l’asymptotique de la probabilité de survie dans
le cas critique et sous-critique. Notons qu’à la place de la majoration de Markov,
la démonstration précise utilise la fameuse construction de Geiger (c.f. [28]) afin
d’obtenir une relation exacte entre la probabilité de survie et les termes exponentiels
de la marche aléatoire associée (c.f. [29]).
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1.3.2 Cas sur-critique
Dans le cas où le processus Zn est sur-critique, les recherches actuelles se sont

principalement focalisées sur les grandes déviations. Nous détaillons dans la suite
les résultats de la littérature concernant les déviations inférieures et supérieures.

Grandes déviations inférieures

L’étude générale des grandes déviations inférieures, i.e. du comportement asymp-
totique de la probabilité n−1 logP

(
Zn 6 eθn

)
avec θ ∈ (0,E[X]), a été effectuée

dans [10,12,13,36,44]. En particulier le résultat le plus abouti a été obtenu dans [12]
et est détaillé dans les lignes suivantes. Soit

Λ(λ) = logE[eλX ]

la log-Laplace de X et
Λ∗(θ) = sup

λ∈R
{λθ − Λ(λ)}

la transformée de Fenchel-Lengendre de Λ.
Lorsque P(Z1 = 0) > 0, sous des hypothèses naturelles d’existence de moments,

pour tout k > 1 et θ ∈ (0,E[X]) , on a (c.f. [12, Théorème 3.1(i)])

lim
n→∞

− 1
n

logPk
(
Zn 6 eθn

)
= I(θ), (1.3.8)

avec

I(θ) = inf
t∈[0,1]

{
tρ+ (1− t)Λ∗

(
θ

1− t

)}
(1.3.9)

=
{
ρ
(
1− θ

θ∗

)
+ θ

θ∗
Λ∗(θ∗) si 0 < θ 6 θ∗,

Λ∗(θ) si θ∗ 6 θ < E[X],
(1.3.10)

où, pour tout entier j, k > 1,

ρ = − lim
n→∞

1
n

logPk(Zn = j) > 0 (1.3.11)

est une quantité qui est indépendente de j et du nombre initial d’individus Z0 = k
(c.f. [13]). La transition de phase θ∗ est la solution de l’équation

ρ− Λ∗(θ∗)
θ∗

= inf
06θ6E[X]

ρ− Λ∗(θ)
θ

. (1.3.12)

De plus, pour θ 6 θ∗, l’infimum de (1.3.9) est réalisé en

tθ =
(

1− θ

θ∗

)
. (1.3.13)
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Dans le cas particulier où le processus est linéaire fractionnaire avec a0 > 0, la
fonction de taux I(θ) s’écrit (c.f. [12, Corollaire 3.3])

I(θ) = min
{
−θ − logE[e−X ],Λ∗ (θ)

}
=

{
−θ − logE[e−X ] si 0 < θ 6 θ∗,

Λ∗(θ) si θ∗ 6 θ < E[X], (1.3.14)

avec
θ∗ = E[X exp(−X)]/E[exp(−X)]. (1.3.15)

Lorsque P(Z1 = 0) = 0 et Z0 = 1, les résultats (1.3.8) et (1.3.9) restent valides
et ont été initialement établis dans [10]. Dans ce cas, on a ρ = − logP(Z1 = 1).

Lorsque P(Z1 = 0) = 0 et Z0 = k, les résultats (1.3.8) à (1.3.15) restent valides,
mais les valeurs de ρ et θ∗ dépendent alors du nombre initial d’individus k. Ceci a été
étudié dans [12, Théorème 3.1(ii) et Corollaire 3.3]) mais les énoncés sont incorrects
et seront commentés ultérieurement.

En complément des résultats de grandes déviations inférieures précédents, l’étude
de la trajectoire d’un PBEA général (Zn) conditionné à réaliser la déviation {Zn 6
eθn} a été effectuée dans [10] et est décrite par le théorème fonctionnel suivant.

Lorsque P(Z1 = 0) = 0, sous l’hypothèse que les moyennes et variances condition-
nelles Eξ[Z1] et Eξ[Z2

1 ] des lois de reproduction sont uniformément bornées, condi-
tionnellement à {Zn 6 eθn}, on a la convergence en probabilité suivante (c.f. [10,
Théorème 2])

sup
t∈[0,1]

{∣∣∣log
(
Z[nt]

)
/n− fθ(t)

∣∣∣} →
n→∞

0, (1.3.16)

avec
fθ(t) =

{
0 si 0 6 t 6 tθ,

θ
1−tθ

(t− tθ) si tθ 6 t 6 1. (1.3.17)

Lorsque P(Z1 = 0) > 0, (1.3.16) et (1.3.17) devraient rester valides sous des
hypothèses de moments similaires à [12, Théorème 3.1], mais ceci reste à démontrer.

Les résultats précédents s’interprètent qualitativement de la manière suivante :
pour θ ∈ [θ∗,E[X]), la fonction de taux du processus (Zn) est identique à celle de
la marche aléatoire associée. Un nombre d’individus en dessous du comportement
exponentiel moyen est donc réalisé en temps long par une succession d’événements
défavorables. En d’autres termes, une croissance ’anormalement faible’ du processus
est uniquement dûe à l’impact de la stochasticité environnementale. Dans le cas
où θ ∈ (0, θ∗), les déviations inférieures sont réalisées à la fois par la stochasticité
démographique et environnementale : jusqu’à un temps optimal ntθ, le processus
Zn dévie de son comportement moyen en restant avec un petit nombre d’individus.
Ainsi {Zntθ ' ’constante’} et la probabilité d’occurence d’un tel événement est
de l’ordre de e−ntθρ. Ensuite, le processus croît avec une suite d’environnements
défavorables jusqu’à réaliser l’événement {Zn 6 eθn}. Le processus réalise alors
l’événement {eSn(1−tθ) 6 eθn} = {eSn(1−tθ) 6 eθ

∗n(1−tθ)}, dont la probabilité est de
l’ordre de e−n(1−tθ)Λ∗(θ∗).
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La démonstration de (1.3.8) s’appuie sur l’étude toute aussi importante de l’asymp-
totique de la distribution de Zn. Rappelons que dans le cas du processus de Galton-
Watson, pour tout état j > 1 accessible dans le sens où il existe un entier l > 1 tel
que P(Zl = j) > 0, on a (c.f. [5])

P(Zn = j|Z0 = 1) ∼ cjf
′(q)n, (1.3.18)

avec cj une constante strictement positive et q = inf{s ∈ [0, 1], f(s) = s} est le plus
petit point fixe de la fonction génératrice f . Soulignons que cette formule englobe
aussi l’équivalent (1.3.1) du cas sous-critique, puisqu’alors q = 1 et f ′(1) = m.
Dans le cas des PBEA sur-critiques, un analogue de (1.3.18) sous normalisation
logarithmique a été établi dans [13] :

Lorsque P(Z1 = 0) > 0, pour tout k > 1 et tout état j > 1 accessible dans le sens
où il existe un entier l > 1 tel que P(Zl = j|Z0 = k) > 0, on a (c.f. [13, Théorème
2.1])

lim
n→∞

1
n

logP(Zn = j|Z0 = k)→ −ρ,

où ρ > 0 est défini en (1.3.11). Notons que la constante ρ est en général non explicite
(ou plutôt non explicitée dans le cas général). Par analogie avec le processus de
Galton-Watson, une conjecture probable serait

ρ = − logE[f ′(q)], (1.3.19)

où q = q(ξ) = inf{s ∈ [0, 1], fξ(s) = s} est le plus petit point fixe aléatoire de la
fonction génératrice aléatoire f . Il s’avère que cette conjecture est fausse en général.
En effet, dans le cas où la loi de reproduction est linéaire fractionnaire, la constante
ρ a été explicitée dans [13] et vaut, dans le cas où a0 > 0, (c.f. [13, Corollaire 2.3])

ρ =


− logE[e−X ] si E[Xe−X ] > 0 (cas moyennement et

fortement sur-critiques)
− log infλ>0 E[eλX ] si E[Xe−X ] < 0 (cas faiblement sur-critique).

(1.3.20)
De plus, toujours dans le cas où le processus est linéaire fractionnaire, des résul-
tats asymptotiques plus fins ont été obtenus dans [18] pour les cas fortement et
moyennement sur-critiques. On a (c.f. [18, Théorèmes 2.1.1 et 2.2.1])

1. Si E[Xe−X ] > 0 (cas fortement sur-critique),

P(Zn = 1) ∼ ν
(
E[e−X ]

)n
, (1.3.21)

2. Si E[Xe−X ] = 0 (cas moyennement sur-critique),

P(Zn = 1) ∼ θ
(
E[e−X ]

)n
l(n)n−(1−s), (1.3.22)
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1.3. ETAT DE L’ART - PRÉSENTATION DES RÉSULTATS RÉCENTS 13

où θ, ν, s sont des constantes positives et l(·) désigne une fonction à variations
lentes.

Remarquons la symétrie entre les résultats précédents et ceux relatifs aux proces-
sus de branchement en environnement aléatoire sous-critiques, comme résumé dans
le tableau suivant (d’après les résultats de [18,18,29,51]).

PBEA général sous-critique PBEA sur-critique linéaire fractionnaire

fortement sous-critique fortement sur-critique

EXeX < 0 EXeX > 0

P(Zn = k) ∼ q1(k)
(
EeX

)n
P(Zn = 1) ∼ ν

(
E[e−X ]

)n
moyennement sous-critique moyennement sur-critique

EXeX = 0 EXeX = 0

P(Zn = k) ∼ q2(k)n−1/2
(
EeX

)n
P(Zn = 1) ∼ θ

(
E[e−X ]

)n
l(n)n−(1−s)

faiblement sous-critique faiblement sur-critique

EXeX > 0 EXeX < 0

P(Zn = k) ∼ q3(k)cn−3/2 infλ∈[0,1]
(
EeλX

)n
n−1 logP(Zn = k)→ − infλ>0

(
EeλX

)

Notons que l’asymptotique exacte de la probabilité P(Zn = k) dans le cas linéaire
fractionnaire faiblement sur-critique n’est pas encore connue et pourrait constituer
une piste de recherche future. L’asymptotique exacte de la probabilité P(Zn = k)
d’un PBEA sur-critique général reste une question ouverte et complexe.

Grandes déviations supérieures

L’étude des grandes déviations supérieures a été traitée dans [10, 11, 20, 36, 39].
Bansaye et Boïnghoff ont établi dans [11] un principe des grandes déviations supé-
rieures pour un processus de branchement général (non nécessairement sur-critique).
Dans le cas sur-critique, et sous l’hypothèse que la distribution de Z1 conditionnelle-
ment à l’environnement ξ admette une queue lourde d’ordre β ∈ (0,∞) pour certains
environnements et soit au plus d’ordre β uniformément sur tous les environnements,
on a (c.f. [11, Théorème 1])

lim
n→∞

− 1
n

logP
(
Zn > eθn

)
= ψ∗(θ), (1.3.23)
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14 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

ψ∗(θ) = inf
s∈[0,θ]

{βs+ Λ∗(θ − s)}

=
{

Λ∗(θ) si θ 6 θ+,
β(θ − θ+) + Λ∗(θ+) si θ > θ+,

(1.3.24)

où, Λ∗ est la fonction de taux de la marche aléatoire associée, et pour θ > θ+,
l’infimum est réalisé en sθ = θ − θ+, avec

θ+ = sup {θ > E[X], (Λ∗)′(θ) 6 β et Λ∗(θ) <∞} .

De plus, la trajectoire du processus Zn conditionné à réaliser la déviation {Zn > eθn}
est décrite par le théorème fonctionnel suivant.

Lorsque P(Z1 = 0) = 0 et sous l’hypothèse d’absence de queues lourdes E[Zt
1] <

∞ pour tout t > 0, conditionnellement à {Zn > eθn}, on a la convergence en
probabilité suivante (c.f. [10, Théorème 3])

sup
t∈[0,1]

{∣∣∣log
(
Z[nt]

)
/n− θt

∣∣∣} −→
n→∞

0. (1.3.25)

Sous les hypothèses plus générales de [11, Théorème 1], il a été conjecturé dans
[11] que, dans le cas d’un PBEA sur-critique, conditionnellement à {Zn > eθn}, on
a la convergence en probabilité suivante :

sup
t∈[0,1]

{∣∣∣log
(
Z[nt]

)
/n− fθ(t)

∣∣∣} −→
n→∞

0, (1.3.26)

avec
fθ(t) = sθβ + θt. (1.3.27)

Les résultats précédents s’interprètent qualitativement de la manière suivante :
pour θ ∈ (0, θ+), la fonction de taux est identique à celle de la marche aléatoire as-
sociée. Une croissance anormalement élevée du processus est alors dûe uniquement à
une succession d’environnements favorables. Dans le cas où θ ∈ (θ+,∞), les grandes
déviations supérieures sont réalisées à la fois par la stochasticité démographique et
environnementale : dans les premières générations, un individu donne naissance à
un nombre exponentiel d’individus, et la probabilité de l’événement {Z1 > eθn} est
de l’ordre de eβ(θ−θ+). Le processus dévie ensuite linéairement en lien avec l’environ-
nement et réalise l’événement {eSn 6 enθ

+} pour rejoindre l’événement {Zn 6 eθn},
et la probabilité d’occurence de cet événement est de l’ordre de e−nΛ∗(θ+).

Grandes déviations précises et moments harmoniques

Des résultats plus fins que l’obtention du principe de grandes déviations ont été
obtenus dans des cas particuliers. Il a été démontré dans [39] que, dans le cas où la
loi de reproduction est la loi géométrique généralisée (i.e. de loi G− 1, avec G une
v.a. de loi géométrique), pour tout θ ∈ (µ, θ+), on a (c.f. [39, Théorème 1])

P
(
Zn > eθn

)
∼

n→∞
I(θ)P(Sn > θn), (1.3.28)
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avec

I(θ) = Γ(h(θ))
∫ ∞

1
vh(θ)−1dGθ(v), Gθ(v) = P

 ∞∑
j=0

exp
(
−S(h(θ))

j

)
6 v

 ,
où Γ(·) est la fonction Gamma, et h(θ) est la solution de l’équation L′(h)/L(h) = θ,
avec L(h) = E[ehX ] la transformée de Laplace de X.

L’article [36] considère un processus de branchement sur-critique général et éta-
blit un principe de grandes déviations inférieures et supérieures pour le processus
Zn (c.f. [36, Théorèmes 1.2 et 4.1]), sous la condition P(Z1 = 0) = 0 et l’hypothèse
principale - notée (H) - que les environnements sont uniformément séparés de 1 et
l’infini :

(H) ∃ δ > 0 et A > A1 > 1 t. q. A1 6 m0 et
∞∑
i=1

i1+δpi(ξ0) 6 A1+δ p.s. (1.3.29)

Dans le cas des grandes déviations inférieures, les résultats de [36, Théorèmes 1.2 et
4.1] sont antérieurs et moins aboutis que les résultats de [12], mais leur approche est
intéressante car le principe des grandes déviations découle de l’étude des moments
harmoniques de Zn et de W : pour pour tout t < 0 tel que Ep1 < Emt

0, on a
(c.f. [36, Théorème 1.3])

lim
n→∞

EZt
n

(Emt
0)n = C(t) ∈ (0,∞). (1.3.30)

ce qui, d’après le théorème de Gärtner-Ellis, implique le principe des grandes dévia-
tions.

La preuve repose de manière cruciale sur l’étude de la valeur critique du moment
harmonique de la variable limite W . Sous l’hypothèse (H), on a, pour tout a > 0,
(c.f. [42, Théorème 1.4])

EW−a si et seulement si E[p1(ξ0)ma
0] < 1.

Une autre conséquence de (1.3.30) est l’obtention d’un principe de déviations mo-
dérées pour le processus logZn normalisé. Précisément, sous les hypothèses (H) et
σ2 = Var(X) <∞, on a (c.f. [36, Théorème 1.6])

− inf
x∈B0

x2

2σ2 6 lim inf
n→∞

n

a2
n

logP
(

logZn − nµ
an

∈ B
)

6 lim sup
n→∞

n

a2
n

logP
(

logZn − nµ
an

∈ B
)
6 − inf

x∈B̄

x2

2σ2 , (1.3.31)

où µ = E[X], σ = Var(X) et B est un ensemble mesurable de R, avec B0 et B̄
désignant respectivement l’intérieur et la fermeture de B.
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16 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

La généralisation des résultats de [36] (notamment l’étude complète des moments
harmoniques de W et Zn en relaxant l’hypothèse (H)) afin d’obtenir des résultats
plus fins de grandes déviations et déviations modérées a motivé la présente thèse,
dont les résultats des Chapitres 1,2 et 3 répondent à ces interrogations premières.

Notons de plus qu’il a été établi dans [36] un TCL pour le processus logZn
normalisée : sous la condition σ <∞ on a (c.f. [36, Théorème 1.8])

lim
n→∞

P
(

logZn − nµ
σ
√
n

6 x

)
= Φ(x), (1.3.32)

où Φ(x) = 1√
2π
∫ x
−∞ e

−u2/2du est la fonction de répartition de la loi normale standard.

1.4 Présentation des résultats de la thèse
La présente thèse complète les résultats récemment obtenus dans la littérature,

dans le cas où le processus est sur-critique. Précisément, et sous l’hypothèse princi-
pale que chaque individu de la population donne naissance à au moins un individu,
nous démontrons une succession de résultats asymptotiques plus fins que les équi-
valents logarithmiques obtenus dans les travaux cités précédemment.

Le premier chapitre est consacré à l’étude des déviations modérées pour le proces-
sus Zn et les résultats sont détaillés en Section 1.4.1. Nous établissons un théorème
de type Berry-Esseen ainsi qu’un résultat de grandes déviations de type Cramér,
c’est-à-dire un développement asymptotique de l’écart relatif entre le processus Zn
normalisé et la loi normale.

Le second chapitre est consacré à l’étude de l’asymptotique de la loi de Zn ainsi
qu’aux moments harmoniques de la variable limite W , détaillés en Section 1.4.2.
Nous déterminons un équivalent de la probabilité Pk(Zn = j) quand n → ∞ ainsi
que la valeur critique pour laquelle Ek[W−a] <∞.

Le troisième chapitre étudie le comportement asymptotique des moments harmo-
niques de Zn, détaillé en Section 1.4.3. En conséquence de cette étude, nous établis-
sons un résultat de grandes déviations inférieures sous des hypothèses plus faibles
que celles imposées dans des travaux ultérieurs. Nous améliorons aussi la vitesse de
convergence dans un théorème central limite vérifié par Wn −W et établissons un
résultat de grandes déviations vérifié par le ratio Zn+1/Zn.

1.4.1 Borne de Berry-Esseen et grandes déviations de type
Cramér

Dans cette section nous détaillons les résultats du Chapitre 1 consacrés à l’étude
de l’écart relatif et absolu entre le processus logZn normalisé et la loi normale
N (0, 1).
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Le premier résulat précise la vitesse de convergence dans le TCL vérifié par
(σ
√
n)−1 (logZn − nµ) et établi dans [36]. Sous les conditions EX3 <∞ et

E
(
Z1
m0

)1+ε
<∞ avec ε > 0, on a (c.f. Chap 1. Théorème 2.1.1)

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(

logZn − nµ
σ
√
n

6 x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C√
n
, (1.4.1)

où µ = E[X], σ = Var(X) et Φ(x) = 1√
2π

∫ x

−∞
e−t

2/2dt désigne la loi normale
standard. La méthode utilisée s’appuie sur la décomposition

logZn = Sn + logWn, (1.4.2)

où Sn est la marche aléatoire associée etWn une martingale convergente, qui suggère
que les fluctuations de Zn coïncident avec celles de Sn. Les hypothèses du théorème
imposent que le processus Zn ne dévie pas trop du comportment moyen Πn, ce qui
a pour but d’assurer l’existence des moments logarithmiques de la variable limite
logW et la convergence dans L1(P) de logWn vers logW . Ceci permet alors d’
établir la vitesse de convergence de la loi jointe

(
logZn−nµ

σ
√
n

, Sn−nµ
σ
√
n

)
, qui peut être vue

comme une version quantitative de (1.4.2).
Nous avons aussi considéré la méthode de Stein, qui s’adapte très bien à la

convergence de sommes de variables aléatoires dépendantes telles que (1.4.2). Elle
permet de démontrer une vitesse de convergence en 1/

√
n pour la distance de Was-

serstein, sous des hypothèses similaires (c.f. Chap 1. Théorème 2.5.5). Notons que
l’approche par la méthode de Stein permet aussi d’obtenir la borne de Berry-Esseen
(1.4.1), mais sous l’hypothèse plus forte EX3+ε <∞.

De manière complémentaire avec le théorème de type Berry-Esseen pour logZn,
nous établissons ensuite un résultat de grandes déviations de type Cramér. Cela
consiste en l’obtention d’un développement asymptotique de l’écart relatif entre
la loi du processus logZn normalisé et la loi normale. Précisément, on étudie le
comportement asymptotique du ratio

P
(

logZn−nµ
σ
√
n

> x
)

1− Φ(x) ,

avec x = x(n) une quantité qui est croissante avec n. En particulier on s’intéresse à
la zone normale de convergence, c’est à dire l’ensemble des x = x(n) tel que le ratio
précédent converge vers 1 quand n → ∞. Dans le cas d’une somme de variables
aléatoires i.i.d., le comportement asymptotique de cet écart a été établi par Harald
Cramér dans son article fondateur [23], et a ensuite été généralisé pour des variables
indépendantes par de nombreux auteurs (c.f. par exemple Petrov [46]). Précisément,
soitX1, . . . , Xn une suite de variables aléatoires i.i.d. d’espérance µ et de variance σ2,
et Sn = X1 + . . .+Xn. Sous l’hypothèse que la transformée de Laplace L(λ) = EeλX
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est définie sur un voisinage de 0, pour 0 6 x = o(
√
n), on a, quand n→∞,

P
(
Sn−nµ
σ
√
n
> x

)
1− Φ(x) = exp

{
x3
√
n

L

(
x√
n

)}[
1 +O

(
1 + x√
n

)]
, (1.4.3)

où

L (t) = γ3

6γ3/2
2

+ γ4γ2 − 3γ2
3

24γ3
2

t+ γ5γ
2
2 − 10γ4γ3γ2 + 15γ3

3

120γ9/2
2

t2 + . . . , (1.4.4)

est une série entière convergente pour tout |t| dans un voisinage de 0, appelée sé-
rie de Cramér, et s’exprime en fonction des coefficients de la série entière Λ(λ) =
logL(λ) = ∑∞

k=1
γk
k! λ

k. Le coefficient γk = dkΛ(λ)
dλk

∣∣∣
λ=0

est appelé cumulant d’ordre k
de la variable aléatoire X. En particulier pour k = 1, 2, on a γ1 = µ et γ2 = σ2.
Pour le détail de la construction de la série de Cramér, on pourra se référer à l’Ap-
pendice 2 du Chapitre 1 ou au livre de Petrov [46]. Notons qu’en conséquence du
résultat précédent, on obtient la zone normale de convergence 0 6 x = o(n1/6) pour
laquelle l’approximation relative par la loi normale est valide. La preuve du théo-
rème est basée sur le changement de mesure de type Cramér. Le paramètre λ est
optimisé de telle sorte que l’approximation par le TCL soit contrôlée par la borne
de Berry-Esseen sous la nouvelle mesure.

Les idées restent les mêmes pour les processus de branchement en environnement
aléatoire, la preuve étant basée sur le changement de mesure (1.2.12) correspondant
à la transformation de Cramér pour la marche aléatoire associée Sn. La différence
notable réside dans le contrôle de loi jointe

(
logZn−nµ

σ
√
n

, Sn−nµ
σ
√
n

)
similaire à l’établis-

sement de la borne de Berry-Esseen, mais uniformément sur la mesure changée Pλ
définie en (1.2.12). Notons que la preuve nécessite de manière cruciale l’existence
de moments harmoniques pour la variable aléatoire limite W . Finalement, sous la
condition d’existence de la transformée de Laplace LX de la marche aléatoire as-
sociée dans un voisinage de zéro, et sous l’hypotèse EZ1+ε

1
m0

< ∞, avec ε > 0, qui
impose que le processus (Zn) ne dévie pas trop du comportement moyen Πn, pour
0 6 x = o(

√
n) et n→∞, on a (c.f. Chap 1. Théorème 2.1.3)

P
(

logZn−nµ
σ
√
n

> x
)

1− Φ(x) = exp
{
x3
√
n

L

(
x√
n

)}[
1 +O

(
1 + x√
n

)]
(1.4.5)

et

P
(

logZn−nµ
σ
√
n

< −x
)

Φ(−x) = exp
{
− x3
√
n

L

(
− x√

n

)}[
1 +O

(
1 + x√
n

)]
, (1.4.6)

où L (·) est la série de Cramér de la marche aléatoire associée. En conséquence du
résultat précédent, nous obtenons la zone de convergence x = o(n1/6) pour laquelle
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l’approximation relative par la loi normale reste valide. Pour 0 6 x = o(n1/6) et
n→∞, on a (c.f. Chap 1. Corollaire 2.1.4)

P
(

logZn−nµ
σ
√
n

> x
)

1− Φ(x) = 1 +O

(
1 + x3
√
n

)
(1.4.7)

et
P
(

logZn−nµ
σ
√
n

< −x
)

Φ(−x) = 1 +O

(
1 + x3
√
n

)
. (1.4.8)

Notons que le développement de Cramér (1.4.5) est plus précis que le principe de
déviations modérées établi dans [36], et est de plus énoncé sous des hypothèses plus
faibles. En effet, soit an une suite de réels positifs tels que an

n
→ 0 et an√

n
→∞. Alors,

d’après le Théorème 1.6 de [36], sous l’hypothèse (1.3.29), on a, pour xn = xan
σ
√
n
et

x ∈ R fixé,

logP
(

logZn − nµ
an

> x

)
∼ −x

2
n

2 . (1.4.9)

Sous les conditions précédentes (au lieu de la condition (H)), (1.4.5) implique

P
(

logZn − nµ
σ
√
n

> xn

)
= (1− Φ(xn)) exp

(
x3
n√
n

L

(
xn√
n

))(
1 +O

(
1 + xn√

n

))
,

qui est bien plus précis que l’équivalent (1.4.9).

1.4.2 Asymptotique de la loi de Zn et moment harmonique
de W

Dans cette section nous détaillons les résultats du Chapitre 2 consacrés à l’asymp-
totique de la probabilité P(Zn = j|Z0 = k) quand n → ∞ dans le cas où P(Z1 =
0) = 0, ainsi qu’à l’étude des moments harmoniques de la variable limite W .

Pour tout k > 1 et pour tout état accessible j > k dans le sens où Pk(Zl = j) > 0
pour un certain l > 0, on a (c.f. Chap 2. Théorème 3.2.3 (a))

Pk (Zn = j) ∼
n→∞

γnk qk,j, (1.4.10)

avec
et, pour tout j > k, le coefficient qk,j ∈ (0,+∞) se définit comme l’unique

solution de l’équation de récurrence

γkqk,j =
j∑
i=k

p(i, j)qk,i, (1.4.11)

où
p(i, j) = P(Z1 = j|Z0 = i), (1.4.12)
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avec la condition qk,k = 1 et qk,i = 0 pour tout état i non accessible, i.e. Pk(Zl =
i) = 0 pour tout l > 0.

La preuve de (1.4.10) et (1.4.11) est basée sur la propriété de Markov et un
argument simple de monotonicité. De plus, l’équivalent (1.4.10) améliore et complète
les travaux récents dans le cas des branchements aléatoires. En effet, dans le cas où
P(Z1 = 0) = 0 et Z0 = 1, l’équivalent (1.4.10) améliore et généralise la majoration
P (Zn 6 j) 6 njγn1 obtenue dans [10, Lemme 7] et la convergence asymptotique
(c.f. [13])

− lim
n→∞

1
n

logP (Zn = j) = − log γ1. (1.4.13)

Notons de plus que, dans le cas où P(Z1 = 0) = 0 et Z0 = k, il a été énoncé à
tort dans [13] que

− lim
n→∞

1
n

logPk (Zn = j) = −k log γ1. (1.4.14)

D’après (1.4.10), la bonne asymptotique est

− lim
n→∞

1
n

logPk (Zn = j) = − log γk. (1.4.15)

Idem pour le cas d’un processus de branchement en environnement aléatoire
linéaire fractionnaire, où la valeur de ρ en (1.3.20) et établie dans [13, Corollaire 2.3]
n’est valide que dans le cas a0 > 0. Dans le cas géométrique où a0 = 0, le facteur k
est manquant dans (1.3.20) et d’après (1.2.17) et (1.4.15), la valeur correcte est

ρk = − logE[e−kX ]. (1.4.16)

De plus, dans le cas d’un PBEA géométrique avec a0 = 0 et Z0 = 1, l’équivalent
(1.4.10) recouvre l’équation (1.3.21) établie dans [18, Théorèmes 2.1.1]). En effet,
d’après (1.2.17), on a p1(ξ0) = 1/m0, X := logm0 > 1 et E

[
Xe−X

]
> 0. Ainsi le

processus est fortement sur-critique et (1.4.10) devient

P(Zn = 1) ∼ ν
(
E[e−X ]

)n
= γn,

qui coïncide avec (1.3.21) avec ν = 1.

Décrivons maintenant les résultats obtenus concernant la valeur critique ak pour
l’existence des moments harmoniques de la variable limite W sous Z0 = k. Pour
tout a > 0, sous la condition E [mp

0] <∞ pour un certain p > a, on a (c.f. Chap 2.
Théorème 3.2.1)

EkW−a <∞ si et seulement si E
[
pk1(ξ0)ma

0

]
< 1. (1.4.17)

Ce résultat généralise le Théorème 1.4 de [36], où l’équivalence précédente a été
établie dans le cas particulier où Z0 = 1, et avec une hypothèse de bornitude (1.3.29)
sur la marche aléatoire associée très restrictive. En conséquence, on obtient la valeur
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critique ak > 0 pour l’existence des moments harmoniques de la variable limite W ,
où ak > 0 est la solution de l’équation

E[pk1(ξ0)mak
0 ] = 1. (1.4.18)

Précisément, sous l’hypothèse Emak
0 <∞, on a (c.f. Chap 2. Corollaire 3.2.2){

EkW−a <∞ pour a ∈ [0, ak),
EkW−a =∞ pour a ∈ [ak,∞).

La preuve de (1.4.17) s’effectue en deux étapes : Dans un premier temps nous éta-
blissons l’existence des moments harmoniques de W d’un certain ordre a > 0, en
itérant la relation fonctionnelle

φξ(t) = f0

(
φTξ

(
t

m0

))
. (1.4.19)

Dans la seconde étape, l’argument clé de la preuve est basé sur une méthode dé-
veloppée dans [42, Lemme 4.1] afin d’obtenir la décroissance polynômiale exacte
de la transformée de Laplace de W , φ(t) = Ee−tW , quand t → ∞, à partir d’une
inéquation de la forme

φ(t) 6 qEφ(Y t) + Ct−a, (1.4.20)
avec Y une variable positive. Une telle inéquation est obtenue en itérant la relation
fonctionnelle (1.4.19) d’un processus Zn démarrant avec Z0 = k individus, et en
choisissant k suffisamment grand. L’intuition relative à cette idée est la suivante :
D’après (3.2.2) et l’indépendance des variables aléatoires N1,i (i > 1), la fonction
de Laplace de W sachant Z0 = k vaut φkξ (t). Ainsi on peut s’attendre, pour k
suffisamment grand, à ce que la vitesse de décroissance de φk(·) soit supérieure à
celle de φ(·), ce qui nous permet d’obtenir l’inéquation désirée.

En conséquence de ce résultat, on est en mesure de compléter les relations (1.4.10)
et (1.4.11) concernant l’asymptotique de la distribution limite Pk(Zn = j) avec
(j > k), qui constitue la partie non triviale du Théorème 3.2.3.

La décroissance des coefficients (qk,j) (j > k) est donnée par la finitude de la
série suivante : soit rk la solution de l’équation

γk = Em−rk0 . (1.4.21)

Alors, pour tout r > rk, on a (c.f. Chap 2. Théorème 3.2.3 (b))
∞∑
j=k

j−rqk,j <∞. (1.4.22)

La relation (1.4.22) permet d’assurer la convergence de la suite de fonctions généra-
trices normalisées Gk,n de Zn vers une série entière Qk de rayon de convergence non
nul : pour t ∈ [0, 1) et k > 1, on a (c.f. Chap 2. Théorème 3.2.3 (c))

Gk,n(t)
γnk

↑ Qk(t) (n→∞), (1.4.23)
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où Gk,n est la fonction génératrice de Zn quand Z0 = k, définie en (1.2.5), et la série
entière

Qk(t) =
∞∑
j=k

qk,jt
j (1.4.24)

admet un rayon de convergence égal à 1. Elle est de plus caractérisée par l’équation
fonctionnelle (c.f. Chap 2. Théorème 3.2.3 (d))

γkQk(t) = EQk(f0(t)), t ∈ [0, 1), (1.4.25)

avec la condition Q(k)(0) = 1. Le comportement asymptotique des coefficients qk,j
donné par (1.4.22) semble être un résultat nouveau même pour le processus de
Galton-Watson. Les résultats (1.4.23) – (1.4.25) généralisent ceux obtenus dans le cas
du processus de Galton-Watson (c.f. [5]), avec des différences significatives. En effet,
lorsque l’environnement est aléatoire et non constant, on a, pour k > 2, Gk,1(t) =
Efk0 (t) 6= Gk

1(t) et ainsi Qk(t) 6= Qk(t), alors que l’on a la relation Qk(t) = Qk(t)
pour le processus de Galton-Watson.

Dans la preuve du Théorème 3.2.3 (b), la décroissance polynômiale des coeffi-
cients qk,j est établie en démontrant que, pour tout r > rk,

∞∑
j=k

j−rqk,j = lim
n→∞

EkZ−rn
γnk

<∞. (1.4.26)

La démonstration de ce résultat nécessite d’étudier (au moins partiellement)
l’asymptotique des moments harmoniques EkZ−rn d’ordre r > 0 de Zn, dont l’étude
exhaustive est détaillée dans la section suivante. Donnons l’idée intuitive de la
convergence (1.4.26). D’après la relation de récurrence (1.2.2), on a

Ek
[
Z−rn+1

]
= γkEk

[
Z−rn

]
+

∞∑
j=k+1

Ej
[
Z−rn

]
Pk(Z1 = j).

Pour j assez grand, un phénomène de loi des grands nombres implique que le pro-
cessus Zn suit son comportement moyen, on a alors l’approximation Ej[Z−rn ] '(
Em−r0

)n
, et ainsi

Ek
[
Z−rn+1

]
' γkEk

[
Z−rn

]
+
(
Em−r0

)n
.

Par itération et en posant cr = Em−r0 , on obtient

Ek
[
Z−rn+1

]
' γn+1

k +
n∑
j=0

γjkc
n−j
r . (1.4.27)

Ainsi, suivant les valeurs de r pour lesquelles γk > cr (r > rk) ou γk < cr (r < rk),
on a Ek [Z−rn ] ' γnk ou Ek [Z−rn ] ' cnr , le membre de droite de l’équation (1.4.27)
devenant alors une série géométrique de raison (cr/γk) < 1 si γk > cr (r > rk) ou
(γk/cr) < 1 si γk < cr (r < rk). Le cas critique γk = cr (r = rk) donne Ek [Z−rn ] '
nγnk .

L’étude complète des moments harmoniques Ek[Z−rn ] d’ordre r > 0 de Zn et ses
applications sont détaillées dans la section suivante et au Chapitre 3.
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1.4.3 Asymptotique des moments harmoniques de Zn et grandes
déviations

Dans cette section nous détaillons les résultats du Chapitre 3 consacré à l’étude
des moments harmoniques Ek[Z−rn ] d’ordre r > 0 de Zn, avec k > 1. L’importance de
cette asymptotique est capitale pour une meilleure compréhension des rôles combinés
que jouent le processus de branchement et la marche aléatoire associée. Elle est de
plus fortement reliée aux grandes déviations inférieures.

Le résultat principal ci-dessous détermine l’asymptotique exacte des moments
harmoniques de tout ordre avec une expression des constantes sous forme d’inté-
grales. Supposons P(Z1 = 1) > 0. Soit rk la solution de l’équation

Em−rk0 = γk, (1.4.28)

avec
γk = Pk(Z1 = k). (1.4.29)

On définit de plus la fonction génératrice "partielle" de Z1 sachant Z0 = k par

Ḡk,1(t) = Gk,1(t)− γktk =
∞∑

j=k+1
tjP(Z1 = j), t ∈ [0, 1). (1.4.30)

Sous la condition Emrk+ε
0 < +∞, on a (c.f. Chap 3. Théorème 4.2.1)

Ek [Z−rn ]
γnk

−→
n→∞

1
Γ(r)

∫ ∞
0

Qk(e−t)tr−1dt, si r > rk,

Ek [Z−rn ]
nγnk

−→
n→∞

γ−1
k

Γ(r)E
(r)
[∫ ∞

0
Ḡk,1(φξ(t))tr−1dt

]
si r = rk,

Ek [Z−rn ](
Em−r0

)n −→
n→∞

1
Γ(r)

∫ ∞
0

φ
(r)
k (t)tr−1dt, si r < rk,

(1.4.31)

où Γ(r) =
∫∞

0 xr−1e−xdx est la fonction Gamma, Qk est la série entière définie en
(1.4.24) et φ(r)

k (t) = E(r)
k [e−tW ] est la transformée de Laplace de W sous la mesure

P(r)
k , où P(r)

k est une nouvelle mesure de probabilité (dépendant de r) définie, pour
toute variable aléatoire Tn Fn-mesurable, par

E(r)
k [Tn] = Ek [Π−rn Tn]

cnr
, (1.4.32)

avec par convention P(r)
1 = P(r) et E(r)

1 = E(r). Le résultat (1.4.31) souligne l’existence
de transitions de phase dans la vitesse de convergence des moments harmoniques de
Zn, avec pour valeur critique rk > 0, solution de (1.4.28). Il généralise les résultats de
[45] pour le processus de Galton-Watson. De plus, contrairement au cas du processus
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à environnement constant, la valeur critique rk est, en général, différente de la valeur
critique ak concernant l’existence des moments harmoniques de W . En effet, d’après
(1.4.18), la constante de Schröder ak est solution de l’équation

E
[
pk1(ξ0)mak

0

]
= 1, (1.4.33)

qui est en général différente de rk, solution de

E[m−rk0 ] = E[pk1(ξ0)]. (1.4.34)

Pour le processus de Galton-Watson, les constantes ak et rk, solutions de l’équation
pk1m

rk
0 = pk1m

ak
0 = 1, coïncident.

Dans le cas des processus de branchement en environnement aléatoire, l’ équi-
valent (1.4.31) complète et améliore le résultat de [36], où l’équivalent asymptotique
de Ek [Z−rn ] est déterminé dans le cas où k = 1 et r < rk, et sous l’hypothèse de
bornitude (1.3.29) plus forte que notre simple condition de moments.

La preuve de ce résultat est nouvelle et plus directe que celle proposée dans [45]
pour le processus de Galton-Watson. L’heuristique (1.4.27) est ici reprise de manière
plus rigoureuse et en utilisant les résultats du chapitre 2 :

Dans le cas où r < rk, d’après le changement de mesure (1.4.32), on a

Ek[Z−rn ] = E(r)
k [W−r

n ]cnr ,

où, d’après (1.4.18), limn→∞ E(r)
k [W−r

n ] = E(r)
k [W−r] <∞ si et seulement si E(r)

k [p1(ξ0)kmr
0] <

1, ce qui équivant à r < rk.
Dans le cas où r > rk, on a d’après (1.4.22)

γ−nk Ek[Z−rn ] =
∞∑
j=k

j−rγ−nk Pk(Zn = j) −→
n→∞

∞∑
j=k

j−rqk,j <∞.

Dans le cas où r = rk, l’équivalent (1.4.31) est démontré en utilisant la propriété
de branchement

Zn+m =
Zm∑
i=1

Z
(m)
n,i ,

où conditionellement à l’environnement ξ, pour i > 1, les processus {Z(m)
n,i (i > 1) :

n > 0} sont des processus de branchement i.i.d. et évoluant sous l’environnement
décalé Tm(ξ0, ξ1, . . .) = (ξm, ξm+1, . . .), et sont de plus indépendants de Zm. Cette
approche à la fois simple et probabiliste aboutit à l’équation clé

Ek
[
Z−rn+1

]
= γn+1

k +
n∑
j=0

bjγ
n−j
k cjr,

avec cr = Em−r0 , et (bj)j>0 est une suite croissante bornée. La relation précédente
souligne le rôle principal joué par les constantes γk et cr dans l’asymptotique des
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moments harmoniques Ek[Z−rn ] de Zn, pour lequel le comportement limite dépend
des cas γk < cr, γk = cr et γk > cr. Soulignons de plus que les arguments clés pré-
cités utilisent les résultats du chapitre 2 concernant la valeur critique du moment
harmonique de W ainsi que l’asymptotique de la probabilité Pk(Zn = j) quand
n→∞, avec j > k > 1.

Discutons maintenant de l’expression des constantes obtenues dans (1.4.31).
Dans les cas r > rk et r < rk, celles-ci généralisent celles obtenues dans [45], dans le
sens où l’on retrouve l’expression des constantes [45, Théorème 1] lorsque l’envion-
nement est constant. Pour le cas critique r = rk, en considérant le cas particulier
du processus de Galton-Watson avec Z0 = 1 individus initiaux, et en comparant
l’expression obtenue dans (1.4.31) avec celle obtenue dans [45, Théorème 1], on ob-
tient une nouvelle et élégante identité vérifiée par les fonctions G, Q et φ : rappelons
d’abord que

G(t) =
∞∑
k=0

tkP(Z1 = k),

Q(t) = lim
n→∞

γ−nG◦n(t),

φ(t) = E[e−tW ],

et m = E[Z1], γ = γ1 = P(Z1 = 1) et Ḡ(t) = G(t)− γt. Alors on a la relation

1
γ

∫ ∞
0

Ḡ(φ(u))ur−1du =
∫ m

1
Q(φ(u))ur−1du. (1.4.35)

Cette identité se généralise au cas des PBEA avec Z0 = k individus initiaux, et
on a le résultat plus général suivant (c.f. Chap 3. Proposition 4.2.2)

1
γk

E(r)
[∫ ∞

0
Ḡk,1(φξ(u))ur−1du

]
= E(r)

[∫ m0

1
Qk(φξ(u))ur−1du

]
. (1.4.36)

En conséquence du résultat principal (1.4.31), on démontre un résultat de grandes
déviations inférieures pour le processus Zn. En effet, E[Zλ

n ] = E[eλ logZn ] est la trans-
formée de Laplace de logZn. D’après (1.4.31), on obtient

lim
n→∞

1
n

logEk[Zλ
n ] = χk(λ) =

{
log γk if λ 6 λk,
Λ(λ) if λ ∈ [λk, 0], (1.4.37)

où Λ(λ) = logEeλX est la log-Laplace de X = logm0. Alors, en utilisant une version
du théorème de Gärtner-Ellis adaptée aux ensembles de la forme {Zn 6 eθn} (c.f. [36,
Lemme 3.1]), sous la condition Emrk+ε

0 <∞ pour un certain ε > 0, pour tout k > 1
et tout θ ∈ (0,E[X]), on a (c.f. Chap 3. Théorème 4.2.3)

lim
n→∞

− 1
n

logPk
(
Zn 6 eθn

)
= χ∗k(θ), (1.4.38)
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où

χ∗k(θ) = sup
λ60
{λθ − χk(λ)}

=
{
−rkθ − log γk si 0 < θ 6 θk,

Λ∗(θ) si θk 6 θ < E[X], (1.4.39)

où Λ∗ est la transformée de Fenchel-Legendre de Λ et

θk = Λ′(−rk). (1.4.40)

La foncion de taux χ∗k(θ) s’interprète géométriquement comme la distance maxi-
male entre le graphe de la fonction linéaire lθ : λ 7→ θλ de pente θ et le graphe de la
fonction χ : λ 7→ χ(λ). Étant donné que χ(λ) = Λ(λ) pour λ ∈ [−rk, 0] et est ensuite
constante χ(λ) = log γk pour λ 6 −rk, on peut aisément décrire les transitions de
phase de χ∗(θ) en fonction des valeurs de la pente θ de la fonction lθ (c.f. Figures 1,
2, 3 suivantes).

1. Dans le cas où θ ∈ (θk,E[X]), le maximum supλ60{lθ(λ)−χ(λ)} est atteint pour
λ ∈ (−rk, 0) tel que χ′(λθ) = Λ′(λθ) = θ, dont la valeur vaut χ∗(θ) = Λ∗(θ)
(c.f. Figure 1.).

2. Dans le cas où θ = θk, on obtient la valeur critique pour laquelle l’équation
Λ′(λ) = θk a une unique solution donnée par λ = −rk (c.f. Figure 2.).

3. Dans le cas où θ ∈ (0, θk), le maximum supλ60{lθ(λ) − Λ(λ)} est atteint en
λ = −rk, et alors χ∗(θ) = −rkθ − log γk devient linéaire en θ (c.f. Figure 3.).

Fig. 1,2,3 : Interprétation géométrique de χ∗(θ)

λ

lθ(λ)

χ∗(θ)
λθ−rk

– log γk

Λ(λ)
χ(λ)

Fig. 1 : θ ∈ (θk,E[X])

λ

lθk(λ)

χ∗(θk)

−rk

– log γk

Λ(λ)
χ(λ)

Fig. 2 : θ = θk
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λ

lθ(λ)

χ∗(θ)

−rk

– log γk

Λ(λ)
χ(λ)

Fig. 3 : θ ∈ (0, θk)

Le résultat (1.4.38) corrige et améliore le Théorème 3.1 (ii) de [12] dans le cas où
P(Z1 = 0) = 0. De plus, (1.4.39) et (1.4.40) donnent une expression alternative de la
fonction de taux et de la transition de phase. En effet, il est établi dans [12, Théorème
3.1 (ii)] que, sous les hypothèses P(Z1 = 0) = 0 et E[mt

0] <∞ pour tout > 0, on a

lim
n→∞

− 1
n

logPk
(
Zn 6 eθn

)
= Ik(θ), (1.4.41)

avec

Ik(θ) =

 ρk

(
1− θ

θ∗
k

)
+ θ

θ∗
k
Λ∗(θ∗k) si 0 < θ < θ∗k,

Λ∗(θ) si θ∗k 6 θ < E[X],
(1.4.42)

θ∗k est l’unique solution de l’équation

ρk − Λ∗(θ∗k)
θ∗k

= inf
06θ6E[X]

ρk − Λ∗(θ)
θ

(1.4.43)

et
ρk = lim

n→∞
− 1
n

logPk(Zn = j). (1.4.44)

Lorsque P(Z1 = 0) = 0, il a été établi à tort dans [13] et [12, Théorème 3.1 (ii)] que
ρk = −k log γ (ceci a déjà été commenté dans la Section 1.4.2 (c.f. (1.4.14))). La
valeur exacte de ρk est (c.f. Chap. 2, Théorème 3.2.3)

ρk = − log γk. (1.4.45)

Avec la correction précédente, les valeurs critiques θk et θ∗k et les fonctions de taux
Ik et χ∗k coïncident, c’est à dire

θk = θ∗k et χ∗k(θ) = Ik(θ) pour tout θ ∈ (0,E[X]). (1.4.46)

En effet, d’après la définition de θ∗k en (1.4.43), la dérivée de la fonction θ 7→ ρk−Λ∗(θ)
θ

s’annule pour θ = θ∗k. De plus, par dualité, on a (Λ∗)′(θ) = λθ, avec Λ′(λθ) = θ. Ainsi,
pour θ = θ∗k,

Λ∗(θ) = λθθ + ρk. (1.4.47)
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En utilisant la relation Λ∗(θ) = λθθ − Λ(λθ), on obtient

Λ(λθ) = −ρk,

et ainsi λθ = −rk et θ∗k = Λ′(−rk) = θk.
De plus, d’apès (1.4.47) et les relations Λ(−rk) = log γk = −ρk et θk = Λ′(−rk),

on a
−rkθk − Λ(−rk) = −rkθk + ρk = Λ∗k(θk).

Ainsi, pour tout θ ∈ (0, θk],

−rkθ − log γk = −rkθ − Λ(−rk)

= θ

θk
(−rkθk − Λ(−rk)) + θ

θk
Λ(−rk)− Λ(−rk)

= θ

θk
Λ∗(θk)−

(
1− θ

θk

)
log γk,

et donc Ik(θ) = χ∗k(θ), ce qui démontre (1.4.46). Ainsi, dans le cas où P(Z1 = 0) = 0,
d’après (1.4.46) et (1.4.31), (1.4.41) est valide sous l’hypothèse E[mrk+ε

0 ] <∞.
De la même manière, l’équivalent (1.4.31) peut s’appliquer à majorer la proba-

bilité d’événements "sous-exponentiels". Précisément, pour toute suite kn dite sous-
exponentielle dans le sens où kn →∞ et kn/ exp(θn)→ 0 pour θ > 0, on a

lim
n→∞

1
n

logPk (Zn 6 kn) = log γk. (1.4.48)

Ce résultat découle directement de (1.4.31) et de l’inégalité de Markov : pour tout
r > rk, on a (c.f. Chap 3, Corollaire 4.2.5)

γnk = Pk(Zn = k) 6 Pk(Zn 6 kn) 6 E[Z−rn ]krn 6 min{γnk krn, γnk krkn n}.

De plus, (1.4.48) corrige l’erreur limn→∞
1
n

logPk (Zn 6 kn) = k log γ établie dans
[12, Theorem 3.1(ii)] et qui est une conséquence de l’incorrect (1.4.14).

L’inégalité de Markov peut aussi s’appliquer pour démontrer une borne pour les
grandes déviations inférieures précises : pour tout k > 1, on a (c.f. Chap 3, Corollaire
4.2.6)

Pk
(
Zn 6 eθn

)
6 inf

r>0

Ek [Z−rn ]
eθrn

=



e−n(−θrk−Λ(−rk)) si 0 < θ 6 θk,

ne−n(−θkrk−Λ(−rk)) si θ = θk,

e−nΛ∗(θ) si θk 6 θ < E[X].
(1.4.49)

La question d’un équivalent asymptotique des quantités Pk (Zn 6 kn) et Pk
(
Zn 6 eθn

)
est l’objet de travaux en cours.
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Discutons maintenant du cas où le processus est linéaire fractionnaire avec P(Z1 =
0) = 0. Dans ce cas, on a log γk = logE[e−kX ] = Λ(−k) et donc rk = k, d’où

χ∗k(θ) =
{
−kθ − logE[e−kX ] si 0 < θ 6 θk,

Λ∗(θ) si θk 6 θ < E[X], (1.4.50)

avec
θk = E[Xe−kX ]/E[e−kX ]. (1.4.51)

Les équations (1.4.50) (1.4.51) complètent et corrigent les résultats de [12, Corollaire
3.3]. En effet, le facteur k est manquant dans les équations (1.3.14) et (1.3.15), et
celles-ci ne sont valides que dans le cas où a0 > 0 et k > 1 (car alors ρ est indépendant
de k), ou dans le cas où a0 = 0 et k = 1.

En autre conséquence du résultat principal (1.4.31), nous améliorons la vitesse de
convergence dans le théorème central limite vérifié par W −Wn et établi dans [36] :
sous les conditions essinf m0(2)

m2
0

> 1 et EZ2+ε
1 < ∞ avec ε ∈ (0, 1], il existe une

constante C > 0 tel que, pour tout k > 1, (c.f. Chap 3. Théorème 4.2.8)

sup
x∈R

∣∣∣∣∣Pk
(

Πn(W −Wn)√
Znδ∞(T nξ)

6 x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 CAk,n(ε/2), (1.4.52)

où

Ak,n(r) :=


γnk si r > rk,
nγnk si r = rk,
cnr si r < rk

(1.4.53)

est la quantité donnant la vitesse asymptotique de Ek[Z−rn ]. L’équation (1.4.52)
améliore la vitesse de convergence établie dans [36, Theorem 1.7]. Notons que notre
approche nécessite l’hypothèse essinf m0(2)

m2
0
> 1 qui permet d’assurer que la variance

conditionnelle δ∞(ξ) de W est séparée de 0 uniformément sur tous les environne-
ments ξ. Cette condition est n’est pas satisfaisante et devrait pouvoir être relaxée.
Il suffirait de trouver une hypothèse convenable permettant d’assurer l’existence de
moments harmoniques pour la variable δ∞(ξ).

Une autre application du résultat principal (1.4.31) concerne le taux de décrois-
sance des grandes déviations pour le ratio Rn = Zn+1

Zn
. Soit

Mn,j = j−1
j∑
i=1

Nn,i,

où, conditionellement à l’environnement ξ, les variables aléatoires Nn,i (i = 1, . . . , j)
sont i.i.d. et avec pour fonction génératrice fn. La quantité Mn,j est l’estimateur de
mn de taille j sous l’environnement ξ. Pour tout k > 1, en supposant qu’il existe un
ensemble D ⊂ R et des constantes C1 > 0 et r > 0 telles que, pour tout j > 1,

P (M0,j −m0 ∈ D) 6 C1

jr
, (1.4.54)
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alors il extiste une constante B1 ∈ (0,∞) tel que (c.f. Chap 3. Théorème 4.2.9)

Pk (Rn −mn ∈ D) 6 B1Ak,n(r). (1.4.55)

De plus, s’il existe une constante C2 > 0 tel que

P (M0,j −m0 ∈ D) > C2

jr
, (1.4.56)

alors il extiste une constante B2 ∈ (0,∞) tel que (c.f. Chap 3. Théorème 4.2.9)

Pk (Rn −mn ∈ D) > B2Ak,n(r), (1.4.57)

En particulier on observe des transitions de phase dans le taux de convergence en
fonction des cas r > γk, r = γk et r < γk.

Le résultat suivant donne une majoration de la probabilité de grande déviation
de Rn−mn, en supposant une hypothèse plus naturelle d’existence de moments pour
Z1 −m0. Soit k > 1. Supposons qu’il existe p > 1 tel que E|Z1 −m0|p <∞. Alors,
il existe une constante positive Cp tel que, pour tout k > 1 et a > 0, (c.f. Chap 3.
Théorème 4.2.10)

Pk(|Rn −mn| > a) 6
{
Cpa

−pAk,n(p− 1) si p ∈ (1, 2],
Cpa

−pAk,n(p/2) si p ∈ (2,∞), (1.4.58)

où Ak,n est défini en (1.4.53).

1.4.4 Enoncé des théorèmes et corollaires
Dans cette section nous énonçons précisément les résultats principaux de la thèse

relatifs aux trois chapitres. La numérotation des théorèmes fait référence à leur
numérotation dans les différents chapitres.

Chap 1. Borne Berry-Esseen et grandes déviations de type Cramér

Théorème 2.1.1. Supposons qu’il existe des constantes ε > 0 et p > 1 telles que
EX3+ε <∞ et EW p

1 <∞. Alors

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(

logZn − nµ
σ
√
n

6 x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C√
n
,

où Φ(x) = 1√
2π

∫ x

−∞
e−t

2/2dt désigne la loi normale standard.

Théorème 2.5.5. Supposons qu’il existe ε > 0 tel que EX3+ε <∞. Alors

dW

(
logZn − nµ

σ
√
n

,N
)

= sup
h∈HW

∣∣∣∣∣Eh
(

logZn − nµ
σ
√
n

)
− Eh(N )

∣∣∣∣∣ 6 C√
n
,

où dW (X,N ) désigne la distance de Wasserstein entre la loi de X et la loi normale
N (0, 1), définie en (2.5.3) du Chapitre 1.

Étude asymptotique des processus de branchement sur-critiques en environnement aléatoire Éric Miqueu 2016



1.4. PRÉSENTATION DES RÉSULTATS DE LA THÈSE 31

Théorème 2.1.3. Supposons qu’il existe des constantes λ0 > 0 et p > 1 telles que
Eeλ0X <∞ et EZp1

m0
<∞. Alors, pour 0 6 x = o(

√
n), on a, quand n→∞,

P
(

logZn−nµ
σ
√
n

> x
)

1− Φ(x) = exp
{
x3
√
n

L

(
x√
n

)}[
1 +O

(
1 + x√
n

)]

et
P
(

logZn−nµ
σ
√
n

< −x
)

Φ(−x) = exp
{
− x3
√
n

L

(
− x√

n

)}[
1 +O

(
1 + x√
n

)]
,

où L (·) est la série de Cramér de la marche aléatoire associée Sn, définie en (1.4.4)
de l’introduction.

Corollaire 2.1.4. Sous les hypothèses du Théorème 2.1.3, on a, pour 0 6 x =
o(n1/6) et n→∞,

P
(

logZn−nµ
σ
√
n

> x
)

1− Φ(x) = 1 +O

(
1 + x3
√
n

)
et

P
(

logZn−nµ
σ
√
n

< −x
)

Φ(−x) = 1 +O

(
1 + x3
√
n

)
.

Chap 2. Asymptotique de la loi de Zn et moment harmonique de W

Théorème 3.2.1. Supposons qu’il existe p > 0 tel que E [mp
0] <∞. Alors, pour tout

a ∈ (0, p),
EkW−a <∞ si et seulement si E

[
pk1(ξ0)ma

0

]
< 1.

Corollaire 3.2.2. Soit ak > 0 la solution de l’équation

E[pk1(ξ0)mak
0 ] = 1.

Supposons que Emak
0 <∞. Alors,{

EkW−a <∞ pour a ∈ [0, ak),
EkW−a =∞ pour a ∈ [ak,∞).

Théorème 3.2.3. Supposons P(Z1 = 1) > 0. Alors :
a) Pour tout k > 1 et pour tout état accessible j > k, i.e. Pk(Zl = j) > 0 pour un

certain l > 0, on a
Pk (Zn = j) ∼

n→∞
γnk qk,j,

avec
γk = Pk(Z1 = k),

Étude asymptotique des processus de branchement sur-critiques en environnement aléatoire Éric Miqueu 2016



32 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

et les coefficients qk,j ∈ (0,+∞) peuvent se calculer comme l’unique solution de
l’équation de récurrence

γkqk,j =
j∑
i=k

p(i, j)qk,i,

avec
p(i, j) = P(Z1 = j|Z0 = i)

et sous la condition qk,k = 1 et qk,i = 0 pour tout état i non accessible, i.e.
Pk(Zl = i) = 0 pour tout l > 0.

b) Supposons qu’il existe ε > 0 tel que E[mrk+ε
0 ] <∞, avec rk la solution de (1.4.28).

Alors, pour tout r > rk et j > k, on a
∞∑
j=k

qk,jj
−r <∞.

En particulier le rayon de convergence de la série entière

Qk(t) =
+∞∑
j=k

qk,jt
j

vaut 1.
c) Pour tout t ∈ [0, 1) et k > 1, on a

Gk,n(t)
γnk

↑ Qk(t) (n→∞),

où Gk,n est la fonction génératrice de Zn sachant Z0 = k, définie en (1.2.5).
d) Qk(t) est l’unique série entière satisfaisant l’équation fonctionnelle

γkQk(t) = E [Qk(f0(t))] , t ∈ [0, 1),

sous la condition Q(k)
k (0) = 1.

Chap 3. Moments harmoniques de Zn et grandes déviations

Théorème 4.2.1. Soit k > 1 et supposons que Emrk+ε
0 < +∞ pour un certain

ε > 0, avec rk la solution de (1.4.28). Alors

Ek [Z−rn ]
γnk

−→
n→∞

1
Γ(r)

∫ ∞
0

Qk(e−t)tr−1dt, si r > rk,

Ek [Z−rn ]
nγnk

−→
n→∞

γ−1
k

Γ(r)E
(r)
[∫ ∞

0
Ḡk,1(φξ(t))tr−1dt

]
si r = rk,

Ek [Z−rn ](
Em−r0

)n −→
n→∞

1
Γ(r)

∫ ∞
0

φ
(r)
k (t)tr−1dt, si r < rk,
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où C(k, r) ∈ (0,∞), Γ(r) =
∫∞

0 xr−1e−xdx est la fonction Gamma, et φ(r)
k (t) =

E(r)
k e−tW est la transformée de Laplace de W sous la mesure P(r)

k , et Gk,1 est la
fonction génératrice partielle de Z1 définie en (1.4.30).
Proposition 4.2.2. Soit r = rk. On a

1
γk

E(r)
[∫ ∞

0
Ḡk,1(φξ(u))ur−1du

]
= E(r)

[∫ m0

1
Qk(φξ(u))ur−1du

]
.

Théorème 4.2.3. Soit k > 1 et rk la solution de l’équation (1.4.28). On suppose
que Emrk+ε

0 <∞ pour un certain ε > 0. Alors, pour tout θ ∈ (0,E[X]), on a

lim
n→∞

− 1
n

logPk
(
Zn 6 eθn

)
= χ∗k(θ),

où

χ∗k(θ) =
{
−rkθ − log γk si 0 < θ 6 θk,

Λ∗(θ) si θk 6 θ < E[X],
avec

θk = Λ′(−rk),
et Λ(λ) = logEeλX est la log-Laplace de X = logm0, et Λ∗(·) est la transformée de
Fenchel-Legendre de Λ(·).
Corollaire 4.2.5. Supposons que Emrk+ε

0 < +∞, avec rk la solution de (1.4.28).
Soit kn une suite vérifiant kn → ∞ et kn/ exp(θn) → 0 pour tout θ > 0 quand
n→∞. Alors, pour tout k > 1, on a

lim
n→∞

1
n

logPk (Zn 6 kn) = log γk.

Corollaire 4.2.6. Supposons que Emrk+ε
0 < +∞, avec rk la solution de (1.4.28).

Pour tout k > 1, on a

Pk
(
Zn 6 eθn

)
6 inf

r>0

Ek [Z−rn ]
eθrn

=



e−n(−θrk−Λ(−rk)) si 0 < θ 6 θk,

ne−nΛ∗(θk) si θ = θk,

e−nΛ∗(θ) si θk 6 θ < E[X].
Corollaire 4.2.7. Soit Zn un PBEA géométrique. Supposons qu’il existe ε > 0 tel
que E[e(k+ε)X ] <∞. Alors

lim
n→∞

− 1
n

logPk
(
Zn 6 eθn

)
= χ∗k(θ),

avec

χ∗k(θ) =
{
−kθ − logE[e−kX ] si 0 < θ 6 θk,

Λ∗(θ) si θk 6 θ < E[X],
et

θk = E[Xe−kX ]/E[e−kX ].
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Théorème 4.2.8. Supposons que Emrk+ε
0 < +∞, essinf m0(2)

m2
0
> 1 et EZ2+ε

1 < ∞
pour un certain ε ∈ (0, 1]. Alors il existe une constante C > 0 tel que, pour tout
k > 1,

sup
x∈R

∣∣∣∣∣Pk
(

Πn(W −Wn)√
Znδ∞(T nξ)

6 x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 CAk,n(ε/2),

où Ak,n est défini en (1.4.53) de l’introduction.

Théorème 4.2.9. Soit k > 1 et Emrk+ε
0 < +∞. Si, pour un sous ensemble D ⊂ R,

il existe des constantes C1 > 0 et r > 0 telles que, pour tout j > 1,

P (M0,j −m0 ∈ D) 6 C1

jr
,

alors il existe B1 ∈ (0,∞) tel que pour tout n > 1,

Pk (Rn −mn ∈ D) 6 B1Ak,n(r).

De même, s’il existe des constantes C2 > 0 et r > 0 telles que, pour tout j > 1,

P (M0,j −m0 ∈ D) > C2

jr
,

alors il existe B2 ∈ (0,∞) tel que pour tout n > 1,

Pk (Rn −mn ∈ D) > B2Ak,n(r).

Théorème 4.2.10. Soit k > 1 et Emrk+ε
0 < +∞. Supposons qu’il existe p > 1 tel

que E|Z1 − m0|p < ∞. Alors il existe une constante Cp > 0 telle que, pour tout
a > 0,

Pk(|Rn −mn| > a) 6
{
Cpa

−pAk,n(p− 1) si p ∈ (1, 2],
Cpa

−pAk,n(p/2) si p ∈ (2,∞).
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Chapitre 2
Borne de Berry-Esseen et grandes
déviations de type Cramér

Résumé
Soit (Zn) un processus de branchement sur-critique en environnement aléatoire

noté ξ = (ξn). Nous démontrons un théorème type Berry-Esseen ainsi qu’un résultat
de grandes déviations de type Cramér pour le processus logZn sous la loi totale
P. Nous améliorons aussi certains résultats ultérieurs concernant l’existence de mo-
ments harmoniques pour la variable limite W = limn→∞Wn, où Wn = Zn/EξZn est
la population normalisée.

Abstract
Let (Zn) be a supercritical branching process in a random environment ξ = (ξn).

We establish a Berry-Esseen bound and a Cramér’s type large deviation expansion
for logZn under the annealed law P. We also improve some earlier results about the
harmonic moments of the limit variable W = limn→∞Wn, where Wn = Zn/EξZn is
the normalized population size.
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2.1 Introduction and main results
A branching process in a random environment (BPRE) is a natural and impor-

tant generalization of the Galton-Watson process, where the reproduction law varies
according to a random environment indexed by time. It was introduced for the first
time in Smith and Wilkinson [48] to modelize the growth of a population submitted
to an environment. For background concepts and basic results concerning a BPRE
we refer to Athreya and Karlin [3, 4]. In the critical and subcritical regimes the
process goes out and the research interest is concentrated mostly on the survival
probability and conditional limit theorems for the branching process, see e.g. Afa-
nasyev, Böinghoff, Kersting and Vatutin [1,2], Vatutin [52], Vatutin and Zheng [53],
and the references therein. In the supercritical case, a great deal of current research
has been focused on large deviation principle, see Bansaye and Berestycki [10], Böin-
ghoff and Kersting [20], Bansaye and Böinghoff [11–13], Huang and Liu [36]. In the
particular case when the offspring distribution is geometric, precise asymptotics can
be found in Kozlov [39], Böinghoff [18], Nakashima [44]. In this article, we com-
plete on these results by giving the Berry-Esseen bound and asymptotics of large
deviations of Cramér’s type for a supercritical BPRE.

A BPRE can be described as follows. The random environment is represented
by a sequence ξ = (ξ0, ξ1, ...) of independent and identically distributed random
variables (i.i.d. r.v.’s) taking values in an abstract space Ξ. The random variable ξn
represents the random environment at time n ; to each realization of ξn corresponds
a probability law {pi(ξn) : i ∈ N} on N = {0, 1, 2, . . .}, whose probability generating
function is

fξn(s) = fn(s) =
∞∑
i=0

pi(ξn)si, s ∈ [0, 1], pi(ξn) > 0,
∞∑
i=0

pi(ξn) = 1. (2.1.1)

Define the process (Zn)n>0 by the relations

Z0 = 1, Zn+1 =
Zn∑
i=1

Nn,i, for n > 0, (2.1.2)

where Nn,i is the number of children of the i-th individual of the generation n.
Conditionally on the environment ξ, the r.v.’s Nn,i (i = 1, 2, ...) are independent of
each other with common probability generating function fn, and also independent
of Zn.

In the sequel we denote by Pξ the quenched law, i.e. the conditional probability
when the environment ξ is given, and by τ the law of the environment ξ. Then
P(dx, dξ) = Pξ(dx)τ(dξ) is the total law of the process, called annealed law. The
corresponding quenched and annealed expectations are denoted respectively by Eξ
and E. We also define, for n > 0,

mn = mn(ξ) =
∞∑
i=0

ipi(ξn) and Πn = EξZn = m0...mn−1,
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where mn represents the average number of children of an individual of generation
n when the environment ξ is given. Let

Wn = Zn
Πn

, n > 0, (2.1.3)

be the normalized population size. It is well known that the sequence (Wn)n>0 is a
positive martingale both under the quenched law Pξ and under the annealed law P
with respect to the natural filtration

Fn = σ (ξ,Nk,i, 0 6 k 6 n− 1, i = 1, 2 . . .) ,

where by convention F0 = σ(ξ). Then the limit W = limWn exists P - a.s. and
EW 6 1.

An important tool in the study of a BPRE is the associated random walk

Sn = log Πn =
n∑
i=1

Xi, n > 1,

where the r.v.’s Xi = logmi−1 (i > 1) are i.i.d. depending only on the environment
ξ. It turns out that the behavior of the process (Zn) is mainly determined by the
associated random walk which is seen from the decomposition

logZn = Sn + logWn. (2.1.4)

For the sake of brevity set X = logm0,

µ = EX and σ2 = E(X − µ)2.

We shall assume that the BPRE is supercritical, with µ ∈ (0,∞); together with
E| log(1 − p0(ξ0))| < ∞ this implies that the population size tends to infinity with
positive probability (see [4]). We also assume that the random walk (Sn) is non-
degenerate with 0 < σ2 <∞ ; in particular this implies that

P(Z1 = 1) = Ep1(ξ0) < 1. (2.1.5)

Throughout the paper, we assume the following condition :

E
Z1 log+ Z1

m0
<∞, (2.1.6)

which implies that the martingale Wn converges to W in L1(P) (see e.g. [50]) and

P(W > 0) = P(Zn →∞) = lim
n→∞

P(Zn > 0) > 0.

Furthermore, we assume in the sequel that each individual has at least one child,
which means that

p0 = 0 P - a.s. (2.1.7)
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In particular this implies that the associated random walk has positive increments,
Zn → ∞ and W > 0 P - a.s. Throughout the paper, we denote by C an absolute
constant whose value may differ from line to line.

Our first result is a Berry-Esseen type bound for logZn, which holds under the
following additional assumptions :
A1. There exists a constant δ ∈ (0, 1] such that

EX2+δ <∞. (2.1.8)

A2. There exists a constant p > 1 such that

E
(
Z1

m0

)p
<∞. (2.1.9)

Theorem 2.1.1. Under conditions A1 and A2, we have

sup
x∈R

∣∣∣∣∣P
(

logZn − nµ
σ
√
n

6 x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C

nδ/2
,

where Φ(x) = 1√
2π

∫ x

−∞
e−t

2/2dt is the standard normal distribution function.

Theorem 2.1.1 completes the results of [36] by giving the rate of convergence
in the central limit theorem for logZn. The proof of this theorem is based on the
decomposition (2.1.4) and the asymptotic properties of the joint law of (Sn, logZn).
In Appendix we also give a bound of the Wasserstein distance and an alternative
proof of Theorem 2.1.1 using Stein’s method under a moment condition slightly
stronger than A1.

Our next result concerns the asymptotic behavior of the left-tail of the r.v. W .
For the Galton-Watson process this problem is well studied, see e.g. [27] and the
references therein. For a BPRE, some interesting results have been obtained in [34]
and [36]. In particular, for the annealed law, Huang and Liu ( [36], Theorem 1.4) have
found a necessary and sufficient condition for the existence of harmonic moments of
W , under the following hypothesis :

∃ δ > 0 and A > A1 > 1 such that A1 6 m0 and
∞∑
i=1

i1+δpi(ξ0) 6 A1+δ a.s.

(2.1.10)
However, this hypothesis is very restrictive ; it implies in particular that 1 < A1 6
m0 6 A. We will show (see Theorem 2.1.2) the existence of harmonic moments
under the following significantly less restrictive assumption :
A3. The r.v. X = logm0 has an exponential moment, i.e. there exists a constant
λ0 > 0 such that

Eeλ0X = Emλ0
0 <∞. (2.1.11)

Under this hypothesis, since X is a positive random variable, the function λ 7→ EeλX
is finite for all λ ∈ (−∞, λ0] and is increasing.
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Theorem 2.1.2. Assume condition A3. Let

a0 =


λ0

1−logEmλ0
0 /logEp1

if P(p1 > 0) > 0,
λ0 otherwise.

(2.1.12)

Then, for all a ∈ (0, a0),
EW−a <∞.

Yet, a necessary and sufficient condition for the existence of harmonic moments
of order a > 0 under condition A3 is still an open question.

The previous theorem allows us to obtain a Cramér type large deviation expan-
sion for a BPRE. To state the corresponding result we need more notations. Let L
and Λ be respectively the moment and cumulant generating function of the random
variable X :

L(λ) = EeλX = E
(
mλ

0

)
, (2.1.13)

Λ(λ) = logL(λ). (2.1.14)
Then Λ is analytical for λ 6 λ0 and we have Λ(λ) = ∑∞

k=1
γk
k! λ

k, where γk = dkΛ
dλk

(0)
is the cumulant of order k of the random variable X. In particular for k = 1, 2, we
have γ1 = µ and γ2 = σ2. We shall use the Cramér’s series of the associated random
walk (Sn)n>0 defined by

L (t) = γ3

6γ3/2
2

+ γ4γ2 − 3γ2
3

24γ3
2

t+ γ5γ
2
2 − 10γ4γ3γ2 + 15γ3

3

120γ9/2
2

t2 + . . . (2.1.15)

(see Cramér [23] and Petrov [46]) which converges for |t| small enough.
Consider the following assumption :

A4. There exists a constant p > 1 such that

E
Zp

1
m0

<∞. (2.1.16)

Note that under (2.1.7) condition A4 implies A2. The intuitive meaning of these
conditions is that the process (Zn) cannot deviate too much from its mean Πn.

The following theorem gives a Cramér’s type large deviation expansion of a
BPRE.

Theorem 2.1.3. Assume conditions A3 and A4. Then, for 0 6 x = o(
√
n), we

have, as n→∞,

P
(

logZn−nµ
σ
√
n

> x
)

1− Φ(x) = exp
{
x3
√
n

L

(
x√
n

)}[
1 +O

(
1 + x√
n

)]
(2.1.17)

and

P
(

logZn−nµ
σ
√
n

< −x
)

Φ(−x) = exp
{
− x3
√
n

L

(
− x√

n

)}[
1 +O

(
1 + x√
n

)]
. (2.1.18)
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As a consequence of this result we obtain a large deviation approximation by the
normal law in the normal zone x = o(n1/6) :

Corollary 2.1.4. Under the assumptions of Theorem 2.1.3, we have for 0 6 x =
o(n1/6), as n→∞,

P
(

logZn−nµ
σ
√
n

> x
)

1− Φ(x) = 1 +O

(
1 + x3
√
n

)
(2.1.19)

and
P
(

logZn−nµ
σ
√
n

< −x
)

Φ(−x) = 1 +O

(
1 + x3
√
n

)
. (2.1.20)

Note that Theorem 2.1.3 is more precise than the moderate deviation principle
established in [36], and, moreover, is stated under weaker assumptions. Indeed, let
an be a sequence of positive numbers satisfying an

n
→ 0 and an√

n
→ ∞. Then by

Theorem 1.6 of [36], under hypothesis (2.1.10), we have, for xn = xan
σ
√
n
with fixed

x > 0,

logP
(

logZn − nµ
an

> x

)
∼ −x

2
n

2 . (2.1.21)

Using the weaker condition A3 (instead of condition (2.1.10)), Theorem 2.1.3 implies
that

P
(

logZn − nµ
σ
√
n

> xn

)
= (1− Φ(xn)) exp

(
x3
n√
n

L

(
xn√
n

))(
1 +O

(
1 + xn√

n

))
,

(2.1.22)
which sharpens (2.1.21) without the log-scaling.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 2, we prove Theorem
2.1.1. In Section 3, we study the existence of harmonic moments of W and give a
proof of Theorem 2.1.2. Section 4 is devoted to the proof of Theorem 2.1.3.

2.2 The Berry-Essen bound for logZn
In this section we establish a Berry-Esseen bound for the normalized branching

process
logZn − nµ

σ
√
n

.

In Section 2.2.1 we give a series of lemmas in order to prove that logWn converges
toward logW in L1(P) exponentially fast. With this rate of convergence, we are able
to quantify the convergence of the joint law of the r.v.

(
logZn−nµ

σ
√
n

, Sn−nµ
σ
√
n

)
(see Section

2.2.2, Lemma 2.2.5), which implies Theorem 2.1.1.
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2.2.1 Auxiliary results
The first lemma is a direct consequence of the Marcinkiewicz-Zygmund inequality

(see [22, p. 356]) which will be used several times.

Lemma 2.2.1 ( [43], Lemma 1.4). Let (Xi)i>1 be a sequence of i.i.d. centered r.v.’s.
Then we have for p ∈ (1,∞),

E
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣
p

6

{
(Bp)pE (|Xi|p)n, if 1 < p 6 2,
(Bp)pE (|Xi|p)np/2, if p > 2, (2.2.1)

where Bp = 2 min
{
k1/2 : k ∈ N, k > p/2

}
is a constant depending only on p (so that

Bp = 2 if 1 < p 6 2).

The second one is a result concerning the exponential rate of convergence of Wn

to W in Lp(P) from [37], Theorem 1.5.

Lemma 2.2.2. Under A2, there exist two constants C > 0 and δ ∈ (0, 1) such that

(E |Wn −W |p)1/p 6 Cδn.

The next result concerns the existence of positive moments of the r.v. logW .

Lemma 2.2.3. Assume that E| logm0|2p < ∞, for some p > 1. Then we have, for
all q ∈ (0, p),

E| logW |q <∞ and sup
n∈N

E| logWn|q <∞.

We prove Lemma 2.2.3 by studying the asymptotic behavior of the Laplace
transform of W . Define the quenched and annealed Laplace transform of W by

φξ(t) = Eξe−tW and φ(t) = Eφξ(t) = Ee−tW ,

where t > 0. Then by Markov’s inequality, we have for t > 0,

P(W < t−1) 6 e Ee−tW = e φ(t). (2.2.2)

Proof of Lemma 2.2.3. By Hölder’s inequality, it is enough to prove the assertion of
the lemma for q ∈ (1, p). It is obvious that there exists a constant C > 0 such that
E| logW |q1(W > 1) 6 CEW < ∞. So it remains to show that E| logW |q1(W 6
1) <∞. By (2.2.2) and the fact that

E |logW |q 1(W 6 1) = q
∫ +∞

1

1
t

(log t)q−1 P(W 6 t−1)dt, (2.2.3)

it is enough to show that, as t→∞,

φ(t) = O

(
1

logp t

)
.
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It is well-known that φξ(t) satisfies the functional relation

φξ(t) = f0

(
φTξ

(
t

m0

))
, (2.2.4)

where f0 is the generating function defined by (2.1.1) and T n is the shift operator
defined by T n(ξ0, ξ1, . . .) = (ξn, ξn+1, . . .) for n > 1. Using (2.2.4) and the fact that
φkTξ

(
t
m0

)
6 φ2

Tξ

(
t
m0

)
for all k > 2, we obtain

φξ(t) 6 p1(ξ0)φTξ
(
t

m0

)
+ (1− p1(ξ0))φ2

Tξ

(
t

m0

)
= φTξ

(
t

m0

)(
p1(ξ0) + (1− p1(ξ0))φTξ

(
t

m0

))
. (2.2.5)

By iteration, taking into account that φξ is non-increasing and φξ(t) 6 φTξ(t/m0),
we obtain

φξ(t) 6 φTnξ

(
t

Πn

) n−1∏
j=0

(
p1(ξj) + (1− p1(ξj))φTnξ

(
t

Πn

))
. (2.2.6)

Taking expectation and using the inequality φTnξ(t) 6 1, we get

φ(t) 6 E

n−1∏
j=0

(
p1(ξj) + (1− p1(ξj))φTnξ

(
t

Πn

)) .
Using a simple truncation and the fact that φξ is non-increasing, we have, for all
A > 1,

φ(t) 6 E

n−1∏
j=0

(
p1(ξj) + (1− p1(ξj))φTnξ

(
t

An

))
1(Πn 6 An)

+ P(Πn > An)

6 E

n−1∏
j=0

(
p1(ξj) + (1− p1(ξj))φTnξ

(
t

An

))+ P(Πn > An).

Since T nξ is independent of σ(ξ0, ..., ξn−1), and the r.v.’s p1(ξi) (i > 0) are i.i.d., we
have

φ(t) 6
[
Ep1(ξ0) + (1− Ep1(ξ0))φ

(
t

An

)]n
+ P(Πn > An).

By the dominated convergence theorem and the fact that W is positive with proba-
bility one, we have limt→∞ φ(t) = 0. Thus, for any γ ∈ (0, 1), there exists a constant
K > 0 such that, for all t > K, we have φ(t) 6 γ. Then for all t > KAn, we have
φ
(

t
An

)
6 γ. Consequently, for t > KAn,

φ(t) 6 αn + P(Πn > An), (2.2.7)

where, by (2.1.5),
α = Ep1(ξ0) + (1− Ep1(ξ0))γ ∈ (0, 1). (2.2.8)
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Recall that µ = EX and Sn = log Πn = ∑n
i=1 Xi. Choose A such that logA > µ

and let δ = logA− µ > 0. By Markov’s inequality and Lemma 4.4.1, there exists a
constant C > 0 such that, for n ∈ N,

P(Πn > An) 6 P (|Sn − nµ| > nδ)

6
E |∑n

i=1(Xi − µ)|2p

n2pδ2p

6
C

np
.

Then, by (2.2.7), we get, for n large enough and t > KAn,

φ(t) 6 C

np
. (2.2.9)

For t > K, define n0 = n0(t) =
[

log(t/K)
log(A)

]
> 0, where [x] stands for the integer part

of x, so that

log(t/K)
log(A) − 1 6 n0 6

log(t/K)
log(A) and t > KAn0 .

Coming back to (2.2.9), with n = n0, we get for t > K,

φ(t) 6 C(logA)p
(log(t/K))p 6 C(log t)−p,

which proves that E| logW |q <∞ for all q ∈ (1, p), (see (2.2.3)). Furthermore, since
x 7→ | logq(x)|1(x 6 1) is a non-negative and convex function for q ∈ (1, p), by
Lemma 2.1 of [36] we have

sup
n∈N

E |logWn|q 1(Wn 6 1) = E |logW |q 1(W 6 1).

By a standard truncation we obtain

sup
n∈N

E |logWn|q 6 CEW + E |logW |q 1(W 6 1) <∞, (2.2.10)

which ends the proof of the lemma.

The next result concerns the exponential speed of convergence of logWn to logW .

Lemma 2.2.4. Assume A2 and there exists a constant q > 2 such that E| logm0|q <
∞. Then there exist two constants C > 0 and δ ∈ (0, 1) such that for all n > 0,

E |logWn − logW | 6 Cδn. (2.2.11)
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Proof. From (2.1.2) and (2.1.3) we get the following useful decomposition :

Wn+1 −Wn = 1
Πn

Zn∑
i=1

(
Nn,i

mn

− 1
)
, (2.2.12)

which reads also
Wn+1

Wn

− 1 = 1
Zn

Zn∑
i=1

(
Nn,i

mn

− 1
)
. (2.2.13)

By (2.2.15) we have the decomposition

logWn+1 − logWn = log(1 + ηn), (2.2.14)

with
ηn = Wn+1

Wn

− 1 = 1
Zn

Zn∑
i=1

(
Nn,i

mn

− 1
)
. (2.2.15)

Under Pξ the r.v.’s Nn,i
mn
− 1 (i > 1) are i.i.d., centered and independent of Zn.

Choose p ∈ (1, 2] such that A2 holds. We first show that

(E|ηn|p)1/p 6 Cδn, (2.2.16)

for some constants C > 0 and δ ∈ (0, 1). Applying Lemma 4.4.1 under Pξ and using
the independence between the r.v.’s Nn,i

mn
(i > 1) and Zn, we get

Eξ|ηn|p 6 2pEξ
[
Z1−p
n

]
Eξ
∣∣∣∣Nn,1

mn

− 1
∣∣∣∣p .

By A2 and the fact that under the probability P, the random variables Eξ [Z1−p
n ]

and Eξ
∣∣∣Nn,1
mn
− 1

∣∣∣p are independent, and Nn,1
mn

has the same law as Z1
m0

, we obtain

E|ηn|p 6 2pE
∣∣∣∣Z1

m0
− 1

∣∣∣∣p E [Z1−p
n

]
. (2.2.17)

We shall give a bound of the harmonic moment EZ1−p
n . By (2.1.2), using the convexity

of the function x 7→ x1−p and the independence between the r.v.’s Zn andNn,i (i > 1),
we get

E
[
Z1−p
n+1

]
= E

( Zn∑
i=1

Nn,i

)1−p
6 E

[
Z1−p
n

1
Zn

(
Zn∑
i=1

N1−p
n,i

)]

6 E

E
Z1−p

n

1
Zn

(
Zn∑
i=1

N1−p
n,i

) ∣∣∣∣∣∣Zn


= E
[
Z1−p
n

]
E
[
N1−p
n,1

]
= E

[
Z1−p
n

]
E
[
Z1−p

1

]
.
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By induction, we obtain
E
[
Z1−p
n+1

]
6
(
EZ1−p

1

)n+1
.

By (2.1.7), we have EZ1−p
1 < 1. So the above inequality (2.2.17) gives (2.2.16) with

C = 2
(
E
∣∣∣ Z1
m0
− 1

∣∣∣p)1/p
<∞ and δ =

(
EZ1−p

1

)1/p
< 1.

Now we prove (2.2.11). Let K ∈ (0, 1). Using the decomposition (2.2.14) and a
standard truncation, we have

E |logWn+1 − logWn| = E |log (1 + ηn)|1(ηn > −K) + E |log (1 + ηn)|1(ηn < −K)
= An +Bn. (2.2.18)

We first find a bound for An. It is obvious that there exists a constant C > 0 such
that for all x > −K, | ln(1 + x)| 6 C|x|. By (2.2.16), we get

An 6 CE|ηn| 6 C (E|ηn|p)1/p 6 Cδn. (2.2.19)

Now we find a bound for Bn. Note that by (2.2.14) and Lemma 2.2.3, we have, for
any r ∈ (0, q/2),

sup
n∈N

E |log(1 + ηn)|r <∞. (2.2.20)

Let r, s > 1 be such that 1
s

+ 1
r

= 1 and r < q/2. By Hölder’s inequality, (2.2.20),
Markov’s inequality and (2.2.16), we have

Bn 6 (E |log (1 + ηn)|r)1/r P (ηn < −K)1/s

6 CP (|ηn| > K)1/s

6 C (E|ηn|p)1/s

6 Cδn. (2.2.21)

Thus by (2.2.18), (2.2.19) and (2.2.21), there exist two constants C > 0 and δ ∈ (0, 1)
such that

E |logWn+1 − logWn| 6 Cδn. (2.2.22)

Using the triangular inequality, we have for all k ∈ N,

E |logWn+k − logWn| 6 C
(
δn + . . .+ δn+k−1

)
6

C

1− δ δ
n.

Letting k →∞, we get

E |logW − logWn| 6
C

1− δ δ
n,

which proves Lemma 2.2.4.
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2.2.2 Proof of Theorem 2.1.1
We now prove a concentration inequality for the joint law of (Sn, logZn).

Lemma 2.2.5. Assume A1 and A2. Then for all x ∈ R, we have

P
(

logZn − nµ
σ
√
n

6 x,
Sn − nµ
σ
√
n
> x

)
6

C

nδ/2
(2.2.23)

and
P
(

logZn − nµ
σ
√
n

> x,
Sn − nµ
σ
√
n
6 x

)
6

C

nδ/2
. (2.2.24)

Before giving the proof of Lemma 2.2.5, let us give some heuristics of the proof,
following Kozlov [39]. By (2.2.15), we can write

Wn+1 = Wn ×
(
Z−1
n

Zn∑
i=1

Nn,i

mn

)
. (2.2.25)

Since Zn → ∞, by the law of large numbers, Z−1
n

∑Zn
i=1

Nn,i
mn

is close to 1, and then
Wn+1/Wn is also close to 1 when n is large enough. Therefore we can hope to
replace logWn by logWm without losing too much, when m = m(n) is an increasing
subsequence of integers such that m/n→ 0. Denote

Ym,n =
n∑

i=m+1

Xi − µ
σ
√
n
, Yn = Y0,n and Vm = logWm

σ
√
n
. (2.2.26)

Then, the independence between Ym,n and (Ym, Vm) allows us to use a Berry-Esseen
approximation on Ym,n to get the result.

Proof of Lemma 2.2.5. We only prove (2.2.23), since the inequality (2.2.24) is ob-
tained in the same way.

Let αn = 1√
n
and m = m(n) =

[
n1/2

]
, where [x] stands for the integer part of

x. Let Dm,n = Vn− Vm. By Markov’s inequality and the exponential convergence of
logWn toward logW in L1 (cf. Lemma 2.2.4), we have

P(|Dm,n| > αn) 6 E|Dm,n|
αn

=
√
nE| logWn − logWm|

σ
√
n

6 σ−1 (E| logWn − logW |+ E| logWm − logW |)
6 Cδn + Cδm 6 2Cδm.

Then using a standard truncation and Lemma 2.2.4, there exists δ ∈ (0, 1) such that

P (Yn + Vn 6 x, Yn > x) 6 P (Yn + Vm 6 x+ αn, Yn > x) + P (|Dm,n| > αn)
6 P (Yn + Vm 6 x+ αn, Yn > x) + Cδm. (2.2.27)
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Now we find a bound for the right-hand side of (2.2.27). Obviously we have the
decomposition

Yn = Ym + Ym,n. (2.2.28)

For x ∈ R, let Gm,n(x) = P (Ym,n 6 x) and Gn(x) = G0,n(x). Denote by νm(ds, dt) =
P (Ym ∈ ds, Vm ∈ dt) the joint law of (Ym, Vm). By conditioning and using the inde-
pendence between Ym,n and (Ym, Vm), we have

P (Yn + Vm 6 x+ αn, Yn > x)
= P (Ym,n + Ym + Vm 6 x+ αn, Ym,n + Ym > x)

=
∫

P (Ym,n + s+ t 6 x+ αn, Ym,n + s > x) νm(ds, dt)

=
∫
1(t 6 αn) (Gm,n(x− s− t+ αn)−Gm,n(x− s)) νm(ds, dt). (2.2.29)

For the terms Gm,n(x− s− t+ αn) and Gm,n(x− s) we are going to use the normal
approximation with the Berry-Esseen bound. Since (1−x)−1/2 = 1+x

2 +o(x) (x→ 0),
we have

√
n√

n−m = (1−m
n

)−1/2 = 1+Rn, where 0 6 Rn 6 C/
√
n and n > 2. Therefore,

we obtain

Gm,n(x) = P

 n∑
i=m+1

Xi − µ
σ
√
n
6 x

 = Gn−m

(
x
√
n√

n−m

)
= Gn−m(x(1 +Rn)).

Furthermore, by the mean value theorem, we have

|Φ(x(1 +Rn))− Φ(x)| 6 Rn|xΦ′(x)| 6 Rne
−1/2

2π 6
C√
n
, (2.2.30)

where we have used the fact that the function x 7→ xΦ′(x) = xe−x
2/2/
√

2π attains
its maximum at x = ±1. Therefore, by A1 and the Berry-Esseen theorem, we have
for all x ∈ R,

|Gm,n(x)− Φ(x)| 6 |Gn−m(x(1 +Rn))− Φ(x(1 +Rn))|+ |Φ(x(1 +Rn))− Φ(x)|

6
C

nδ/2
+ C√

n
6

C

nδ/2
. (2.2.31)

From this and (2.2.29), we get

P (Yn + Vm 6 x+ αn, Yn > x)

6
∫
1(t 6 αn) |Φ(x− s− t+ αn)− Φ(x− s)| νm(ds, dt) + C

nδ/2
.(2.2.32)

Using again the mean value theorem and the fact that |Φ′(x)| 6 1, we obtain

|Φ(x− s− t+ αn)− Φ(x− s)| = | − t+ αn| 6 |t|+
1√
n
. (2.2.33)
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Moreover, by Lemma 2.2.3 and the definition of νm, we have

∫
|t| νm(ds, dt) = E| logWm|

σ
√
n

6
C√
n
. (2.2.34)

Hence, from (2.2.32) and (2.2.33), we get

P (Yn + Vm 6 x+ αn, Yn > x) 6 C

nδ/2
.

Implementing this bound into (2.2.27) gives (2.2.23).

Therefore, Theorem 2.1.1 is a direct consequence of Lemma 2.2.5 and the Berry-
Esseen theorem for a sum of i.i.d. r.v.’s, since we have

P
(

logZn − nµ
σ
√
n

6 x

)

= P
(

logZn − nµ
σ
√
n

6 x,
Sn − nµ
σ
√
n
6 x

)
+ P

(
logZn − nµ

σ
√
n

6 x,
Sn − nµ
σ
√
n

> x

)

= P
(
Sn − nµ
σ
√
n
6 x

)
+ P

(
logZn − nµ

σ
√
n

6 x,
Sn − nµ
σ
√
n

> x

)

−P
(

logZn − nµ
σ
√
n

> x,
Sn − nµ
σ
√
n
6 x

)
.

Applying Lemma 2.2.5, one gets
∣∣∣∣∣P
(

logZn − nµ
σ
√
n

6 x

)
− P

(
Sn − nµ
σ
√
n
6 x

)∣∣∣∣∣ 6 C

nδ/2
.

Theorem 2.1.1 follows from the classical Berry-Esseen inequality for sums of inde-
pendent identically distributed random variables.

2.3 Harmonic moments of W
In this section, we study the existence of harmonic moments of the random

variable W . Section 2.3.1 is devoted to the proof of Theorem 2.1.2. For the needs of
Cramér’s type large deviations, in Section 2.3.2 we shall prove the existence of the
harmonic moments of W under the changed probability measure, which generalizes
the result of Theorem 2.1.2.
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2.3.1 Existence of harmonic moments under P
Following the line of Lemma 2.2.3 we prove Theorem 2.1.2 by studying the

asymptotic behavior of the Laplace transform of W . Actually Theorem 2.1.2 is a
simple consequence of Theorem 2.3.1. Recall that

φξ(t) = Eξe−tW and φ(t) = Eφξ(t) = Ee−tW , t > 0.

Theorem 2.3.1. Assume condition A3. Let a0 > 0 be defined by (2.1.12). Then for
any a ∈ (0, a0), there exists a constant C > 0 such that for all t > 0,

φ(t) 6 Ct−a.

In particular EW−a <∞ for all a ∈ (0, a0).

Proof. By (2.2.7), we have for A > 1 and t > KAn,

φ(t) 6 αn + P(Πn > An), (2.3.1)

where
α = Ep1(ξ) + (1− Ep1(ξ))γ ∈ (0, 1). (2.3.2)

Using Markov’s inequality and condition A3, there exists λ0 > 0 such that

P(Πn > An) 6 EΠλ0
n

Anλ0
=
(
Emλ0

0
Aλ0

)n
.

Setting A =
(

Emλ0
0
α

)1/λ0

> 1, we get for any n ∈ N and t > KAn,

φ(t) 6 2αn. (2.3.3)

Now, for any t > K, define n0 = n0(t) =
[

log(t/K)
logA

]
> 0, where [x] stands for the

integer part of x, so that

log(t/K)
logA − 1 6 n0 6

log(t/K)
logA and t > KAn0 .

Then, for t > K,
φ(t) 6 2αn0 6 2α−1(t/K)

logα
logA = C0t

−a,

with C0 = 2α−1Ka and a = − logα
logA > 0. Thus we can choose a constant C > 0 large

enough such that for all t > 0,
φ(t) 6 Ct−a. (2.3.4)

This proves the first inequality of Theorem 2.3.1. The existence of harmonic moments
of W of order s ∈ (0, a) is deduced from (2.3.4) and the fact that

EW−s = 1
Γ(s)

∫ +∞

0
φ(t)ts−1dt,
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where Γ is the Gamma function.
Now we prove (ii). By the definition of a, A and α, we have

a = −λ0
logα

logEmλ0
0 − logα

= −λ0
log (Ep1 + (1− Ep1)γ)

logEmλ0
0 − log (Ep1 + (1− Ep1)γ)

,

where γ ∈ (0, 1) is an arbitrary constant. Since a→ a0 as γ → 0, this concludes the
proof of Theorem 2.3.1.

2.3.2 Existence of harmonic moments under Pλ
In this section, we establish a uniform bound for the harmonic moments of W

under the probability measures Pλ, uniformly in λ ∈ [0, λ0].
Let m(x) = E[Z1|ξ0 = x] = ∑∞

k=1 kpk(x). By A3, for all λ 6 λ0, we can define
the conjugate distribution function τ0,λ as

τ0,λ(dx) = m(x)λ
L(λ) τ0(dx). (2.3.5)

Note that (2.3.5) is just Cramér’s change of measure for the associated random
walk (Sn)n>1. Consider the new branching process in a random environment whose
environment distribution is τλ = τ⊗N0,λ . The corresponding annealed probability and
expectation are denoted by

Pλ(dx, dξ) = Pξ(dx)τλ(dξ) (2.3.6)

and Eλ respectively. Note that, for any Fn-measurable random variable T , we have

EλT = EeλSnT
L (λ)n . (2.3.7)

It is easily seen that under Pλ, the process (Zn) is still a supercritical branching
process in a random environment, which verifies the condition (2.1.7), and that
(Wn)n∈N is still a non-negative martingale which converges a.s. to W . We shall show
under the additional assumption A4 that there exists a constant a > 0 such that
for all b ∈ (0, a),

sup
06λ6λ0

EλW−b <∞.

Denote the Laplace transforms of W under Pλ by

φλ(t) = Eλφξ(t) = Eλe−tW ,

where t > 0 and λ 6 λ0. The following theorem gives a bound on φλ(t) and EλW−a

uniformly in λ ∈ [0, λ0].
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Theorem 2.3.2. Assume conditions A3 and A4. Then for λ0 small enough, there
exist constants a > 0 and C > 0 such that for all t > 0,

sup
06λ6λ0

φλ(t) 6 Ct−a.

In particular, we have sup
06λ6λ0

EλW−b <∞ for all b ∈ (0, a).

For the proof of the previous theorem we need to control the exponential speed
of convergence in Lp of Wn to W , uniformly under the class of probability measures
(Pλ)06λ6λ0

.

Lemma 2.3.3. Assume that A3 holds for some λ0 > 0, and A4 holds for some
p ∈ (1, 2]. Then for λ0 > 0 small enough, there exist constants C > 0 and δ0 ∈ (0, 1)
such that, for all n > 1,

sup
06λ6λ0

(Eλ |Wn −W |p)1/p 6 Cδn0 .

Proof. Applying Lemma 4.4.1 under Eξ to the decomposition (2.2.12) and using the
independence between Zn and Nn,i

mn
(i > 1), we get

Eξ |Wn+1 −Wn|p 6 2pΠ−pn EξZnEξ
∣∣∣∣Nn

mn

− 1
∣∣∣∣p

= 2p Π1−p
n Eξ

∣∣∣∣Nn

mn

− 1
∣∣∣∣p .

Note that under Pλ, the r.v.’s m0, . . . ,mn−1 are i.i.d., independent of Nn
mn
, and Nn

mn

has the same law as Z1
m0

. Thus, taking expectation Eλ, we get

Eλ |Wn+1 −Wn|p 6 2p
(
Eλm1−p

0

)n
Eλ
∣∣∣∣Z1

m0
− 1

∣∣∣∣p . (2.3.8)

Recall that m0 > 1. Choose λ0 > 0 small enough such that p−λ0 > 1. By condition
A4, for all 0 6 λ 6 λ0,

Eλ
(
Z1

m0

)p
= 1

Emλ
0
E
(

Zp
1

mp−λ
0

)
6 E

(
Zp

1
m0

)
< +∞.

Since 1 − p + λ0 < 0, we have, for all 0 6 λ 6 λ0, Eλm1−p
0 = 1

Emλ0
Em1−p+λ

0 6

Em1−p+λ0
0 < 1. Hence by (2.3.8), for δ0 =

(
Em1−p+λ0

0

)1/p
< 1 and C = 2

(
E
(
Zp1
m0

)1/p
+ 1

)
<

∞, we have

sup
06λ6λ0

(Eλ |Wn+1 −Wn|p)1/p 6 Cδn0 . (2.3.9)
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Using the triangular inequality, for all k ∈ N,

sup
06λ6λ0

(Eλ |Wn+k −Wn|p)1/p 6 C
(
δn0 + . . .+ δn+k−1

0

)
6

C

1− δ0
δn0 .

Letting k →∞, we get

sup
06λ6λ0

(Eλ |W −Wn|p)1/p 6
C

1− δ0
δn0 , (2.3.10)

which concludes the proof of Lemma 2.3.3.

Now we proceed to prove Theorem 2.3.2.

Proof of Theorem 2.3.2. Let ε ∈ (0, 1). By a truncation argument, we have for all
λ ∈ [0, λ0], and n ∈ N,

φλ(t) = Eλe−tW [1 (|Wn −W | 6 εn) + 1 (|Wn −W | > εn)]
6 etε

nEλe−tWn + Pλ(|Wn −W | > εn). (2.3.11)

Using Markov’s inequality and Lemma 2.3.3, there exists δ0 ∈ (0, 1) such that

sup
06λ6λ0

Pλ(|Wn −W | > εn) 6 Cβn1 , (2.3.12)

where β1 = δ0/ε < 1 for ε > δ0.
Now we proceed to bound the first term in the right-hand side of (2.3.11). Recall

that L(·) is increasing. Furthermore, since x 7→ e−tx is a non-negative and convex
function, we have (see Lemma 2.1 of [36]) that supn∈N Ee−tWn = Ee−tW = φ(t).
Then, again using truncation, we have for all λ ∈ [0, λ0], n ∈ N and c > µ,

Eλe−tWn = Eλe−tWn [1 (Sn 6 cn) + 1 (Sn > cn)]
6 eλ0cnφ(t) + Pλ(Sn > cn). (2.3.13)

By the exponential Markov’s inequality, we have for λ 6 λ0/2,

Pλ(Sn > cn) 6
(
EλeλX

)n
e−λcn

= en(Λ(2λ)−Λ(λ)−λc),

where Λ(λ) = logEeλX and Λ(2λ)−Λ(λ)−λc = λµ−λc+o(λ) as λ→ 0. Since c > µ
we can choose λ0 > 0 small enough, such that for all 0 6 λ 6 λ0, Λ(2λ)−Λ(λ)−λ 6
λ(µ− c)/2 < 0. Thus we have

sup
06λ6λ0

Pλ(Sn > cn) 6 βn2 , (2.3.14)
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where β2 = eλ(µ−c)/2 < 1. Furthermore by Theorem 2.3.1, for all a ∈ (0, a0), there
exists C > 0 such that φ(t) 6 Ct−a for all t > 0. Thus implementing (2.3.12),
(2.3.13) and (2.3.14) into (2.3.11) leads to

sup
06λ6λ0

φλ(t) 6 etε
n
(
eλ0cnCt−a + βn2

)
+ Cβn1 . (2.3.15)

Since φλ(t) is decreasing in t, we have for any t > tn = ε−n,

sup
06λ6λ0

φλ(t) 6 sup
06λ6λ0

φλ(tn) 6 e
(
eλ0cnCεan + βn2

)
+ Cβn1 . (2.3.16)

Choosing λ0 > 0 small enough such that β3 = eλ0cεa < 1, we find that there exists
a constant C > 0 and β = max {β1, β2, β3} ∈ (0, 1) such that, for any t > ε−n,

sup
06λ6λ0

φλ(t) 6 Cβn. (2.3.17)

The rest of the proof is similar to that of Theorem 2.1.2, starting from (3.3.10).

2.4 Proof of Cramér’s large deviation expansion
In this section, we prove Theorem 2.1.3. The starting point is the decomposition

(2.1.4). We will show that the Cramér-type large deviation expansion of logZn
is determined by that of the associated random walk (Sn). Our proof is based on
Cramér’s change of measure Pλ defined by (2.3.6). An important step in the approach
is to have a good control of the joint law of the couple (Sn, logZn) under the changed
measure Pλ uniformly in λ ∈ [0, λ0], for some small λ0, which is done in Section 2.4.1.
The proof of Theorem 2.1.3 is deferred to Section 2.4.2.

In the sequel we shall use the first three moments of the r.v. X = logm0 under
the changed probability measure Pλ :

µλ = EλX = Λ′(λ) =
∞∑
k=1

γk
(k − 1)!λ

k−1, (2.4.1)

σλ = Eλ (X − µλ)2 = Λ′′(λ) =
∞∑
k=2

γk
(k − 2)!λ

k−2, (2.4.2)

ρλ = Eλ|X − µλ|3, (2.4.3)

with Λ defined in (2.1.14).

2.4.1 Auxiliary results
In this section we prove a uniform concentration inequality bound for the class

of probability measures (Pλ)06λ6λ0
. First we give uniform bounds for the first three
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moments of X under Pλ. It is well known that, for λ0 small enough and for any
λ ∈ [0, λ0] ,

|µλ − µ| 6 C1λ, |σλ − σ| 6 C2λ, |ρλ − ρ| 6 C3λ, (2.4.4)

where C1, C2, C3 are absolute constants. These bounds allow us to obtain a uniform
rate of convergence for the process (logWn) under Pλ.
Lemma 2.4.1. Assume A3 and A4. Then there exists δ0 ∈ (0, 1) such that

sup
06λ6λ0

Eλ |logWn − logW | 6 δn0 . (2.4.5)

Proof. The proof is similar to that in Lemma 2.2.4 : it is enough to replace E by Eλ
and to ensure that all the bounds in that proof still hold uniformly in λ ∈ [0, λ0],
for λ0 > 0 small enough.

We first prove that for some constants λ0 > 0, δ ∈ (0, 1) and C > 0,

sup
06λ6λ0

(Eλ|ηn|p)1/p 6 Cδn, (2.4.6)

where ηn is defined in (2.2.15). In fact, we have, for p ∈ (1, 2),

Eλ|ηn|p 6 2pEλ
∣∣∣∣Z1

m0
− 1

∣∣∣∣p (Eλ [Z1−p
1

])n
.

By the dominated convergence theorem and the fact thatm0 > 1, we have EλZ1−p
1 6

EZ1−p
1 mλ

0 −→
λ→0

EZ1−p
1 < 1. Thus there exists a λ0 > 0 small enough such that

EλZ1−p
1 6 EZ1−p

1 mλ0
0 < 1.

By A3 and A4, for some small enough λ0 ∈ (0, p− 1] and all λ ∈ [0, λ0] we have,

Eλ
(
Z1

m0

)p
=
(
Emλ

0

)−1
E

Zp
1

mp−λ0
0

6 E
Zp

1

mp−λ0
0

6 E
Zp

1
m0

<∞.

Therefore, (2.4.6) holds with C 6 2
[(
EZp1
m0

)1/p
+ 1

]
<∞ and δ 6

(
EZ1−p

1 mλ0
0

)1/p
<

1.
Next we show that

sup
n∈N

sup
06λ6λ0

Eλ |log(1 + ηn)|r <∞, (2.4.7)

for all r > 0. It is easily seen that there exists a constant Cr > 0 such that
Eλ |logW |r 6 Cr (EλW−α + EλW ) 6 Cr (EλW−α + 1) . Then, by A3 and Theorem
2.3.2, for all r > 0, we have

sup
06λ6λ0

Eλ| logW |r <∞. (2.4.8)

Thus by (2.2.10) and (2.2.14) we get (2.4.7).
We finally end the proof in the same way as in Lemma 2.2.4, using the uniform

bounds (2.4.7) and (2.4.6).
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Now we give a control of the joint law of (Sn, logZn) for the convergence to
the distribution function Φ([0, x])1(x > 0), x ∈ R, uniformly in λ ∈ [0, λ0], where
Φ([0, x]) = Φ(x) − Φ(0) (recall that Φ is the distribution function of the standard
normal law).

Lemma 2.4.2. Assume A3 and A4. There exist positive constants C, β1, β2 and
δ ∈ (0, 1) such that for any x > 0,

sup
06λ6λ0

∣∣∣∣∣Pλ
(
Sn − nµλ
σλ
√
n
6 x,

logZn − nµλ
σλ
√
n

> 0
)
− Φ([0, x])

∣∣∣∣∣ 6 C√
n
, (2.4.9)

and

sup
06λ6λ0

Pλ
(
Sn − nµλ
σλ
√
n
6 −x, logZn − nµλ

σλ
√
n

> 0
)

6 C

(
x+ 1√

n

)
e−β1x

√
n + min

(
e−β2x

√
n, δ
√
nx−1/2n−1/4

)
.

(2.4.10)

Proof. Let m = m(n) =
[
n1/2

]
, with [x] denoting the integer part of x, and

Y λ
m,n =

n∑
i=m+1

Xi − µλ
σλ
√
n
, Y λ

n = Y λ
0,n and V λ

m = logWm

σλ
√
n
. (2.4.11)

The proof of (2.4.9) is similar to that of Lemma 2.2.5 with P replaced by Pλ. The only
difference is that the bounds (2.2.31) and (2.2.34) have to be uniform in λ ∈ [0, λ0].
The uniformity in (2.2.31) is ensured by the Berry-Esseen theorem and (2.4.4) which
imply that

sup
λ∈[0,λ0]

∣∣∣Gλ
m,n(x)− Φ(x)

∣∣∣ 6 C√
n
, (2.4.12)

where Gλ
m,n(x) = Pλ

(
Y λ
m,n 6 x

)
. The uniformity in (2.2.34) is a consequence of

Lemma 2.4.1. Further details of the proof are left to the reader.
Now we prove (2.4.10). Let Dλ

m,n = V λ
n −V λ

m. By considering the events {|Dλ
m,n| 6

x
2} and {|D

λ
m,n| > x

2} we have

Pλ
(
Y λ
n 6 −x, Y λ

n + V λ
n > 0

)
6 Pλ

(
Y λ
n 6 −x, Y λ

n + V λ
m > −

x

2

)
+Pλ

(
|Dλ

m,n| >
x

2

)
. (2.4.13)

We first find a suitable bound of the first term of the right-hand side of (2.4.13).
Again by decomposing Y λ

n = Y λ
m,n + Y λ

m, using (2.4.12) and the fact that Φ([a, b]) 6
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b− a, we have

Pλ
(
Y λ
n 6 −x, Y λ

n + V λ
m > −

x

2

)
=

∫
1

(
t >

x

2

)
Pλ
(
Y λ
m,n ∈

[
−x2 − s− t,−x− s

])
νλm(ds, dt)

6
∫
1

(
t >

x

2

) [
Φ
([
−x2 − s− t,−x− s

])
+ C√

n

]
νλm(ds, dt)

6
∫
1

(
t >

x

2

) [(
t− x

2

)
+ C√

n

]
νλm(ds, dt)

6 Eλ
[
V λ
m1

(
V λ
m >

x

2

)]
+
[
x

2 + C√
n

]
Pλ
(
V λ
m >

x

2

)
.

By Markov’s inequality, we have Pλ
(
V λ
m > x

2

)
6 e−

x
2 σλ
√
n. Moreover, using Hölder’s

and Markov’s inequalities, we get by (2.4.8) and the definition of Vm that

Eλ
[
V λ
m1

(
V λ
m >

x

2

)]
6
(
Eλ|V λ

m|2
)1/2

Pλ
(
V λ
m >

x

2

)1/2
6

C

σλ
√
n
e−

x
4 σλ
√
n.

Since, by (2.4.4), σλ is bounded uniformly in λ ∈ [0, λ0], there exists β1 > 0 such
that for any λ ∈ [0, λ0],

Pλ
(
Y λ
n 6 −x, Y λ

n + V λ
m > −

x

2

)
6 C

(
x+ 1√

n

)
e−β1x

√
n. (2.4.14)

We now search for a suitable bound for the second term of the right-hand side
of (2.4.13). By Hölder’s inequality and Theorem 2.3.2, there exist some constants
C > 0, a > 0 and 0 < α < min(1/2, a/2) such that, for all λ ∈ [0, λ0] and n ∈ N,

Eλ
(
Wn

Wm

)α
6
(
EλW 2α

n

)1/2 (
EλW−2α

m

)1/2
6
(
EλW 2α

)1/2 (
EλW−2α

)1/2
6 C.

Thus, by Markov’s inequality and (2.4.4), there exists a constant β2 > 0 (inde-
pendent of (λ, n, x)) such that, for all λ ∈ [0, λ0],

Pλ
(
|Dλ

m,n| >
x

2

)
6 Pλ

((
Wn

Wm

)α
> eασλ

√
nx2

)
+ Pλ

((
Wm

Wn

)α
> eασλ

√
nx2

)
6 Ce−β2x

√
n. (2.4.15)

Moreover, by Markov and Jensen’s inequalities and Lemma 2.4.1, there exists δ0 ∈
(0, 1) such that for λ ∈ [0, λ0],

Pλ
(
|Dλ

m,n| >
x

2

)
6 Pλ

(
| logWn − logWm|1/2 >

x1/2n1/4
√

2

)
6 Cδ

m/2
0 x−1/2n−1/4. (2.4.16)
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From (2.4.15) and (2.4.16) we have, for any λ ∈ [0, λ0],

Pλ
(
|Dλ

m,n| >
x

2

)
6 C min

(
e−β2x

√
n, δ

√
n/2

0 x−1/2n−1/4
)
. (2.4.17)

Using (2.4.13), (2.4.14) and (2.4.17), we get (2.4.10) with δ = δ
1/2
0 . This ends the

proof of the lemma.

2.4.2 Proof of Theorem 2.1.3
We shall prove only the first assertion, the second one being proved in the same

way.
For 0 6 x 6 1, the theorem follows from the Berry-Esseen estimate in Theorem

2.1.1. So we assume that 1 6 x = o(
√
n). Using the change of measure (2.3.7), for

any λ ∈ [0, λ0], we have

P
(

logZn − nµ
σ
√
n

> x

)
= L (λ)n Eλ

[
e−λSn1(logZn − nµ > xσ

√
n)
]
.

Denote
Y λ
n = Sn − nµλ

σλ
√
n

and V λ
n = logWn

σλ
√
n
. (2.4.18)

Using the decomposition (2.1.4), centering and reducing Sn under Pλ, we get

P
(

logZn − nµ
σ
√
n

> x

)

= exp (nΛ(λ)− nµλ)Eλ
[
e−λσλ

√
nY λn 1

(
Y λ
n + V λ

n >
xσ
√
n− n(µλ − µ)
σλ
√
n

)]
,

where Y λ
n and V λ

n are defined in (2.4.11) and Λ is defined in (2.1.14). It is well known
that for x = o(

√
n) as n→∞, the equation

xσ
√
n = n(µλ − µ), (2.4.19)

has a unique solution λ(x) which can be expressed as the power series

λ(x) = t
√
γ2
− γ3

2γ2
2
t2 − γ4γ2 − 3γ2

3

6γ7/2
2

t3 + . . . (2.4.20)

with t = x√
n
(see [46] for details). Choosing λ = λ (x) , it follows that

P
(

logZn − nµ
σ
√
n

> x

)
= exp (nΛ(λ)− nµλ)Eλ

[
e−λσλ

√
nY λn 1(Y λ

n + V λ
n > 0)

]
= exp (nΛ(λ)− nµλ) I, (2.4.21)
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where
I = Eλ

[
e−λσλ

√
nY λn 1(Y λ

n + V λ
n > 0)

]
=

∫
e−λσλ

√
nY λn 1(Y λ

n + V λ
n > 0)dPλ. (2.4.22)

Using the fact that

e−λσλ
√
nY λn = λσλ

√
n
∫
R
1(Y λ

n < y)e−λσλ
√
nydy

and Fubini’s theorem, we obtain

I = λσλ
√
n
∫
R
e−λσλ

√
nyPλ

(
Y λ
n < y, Y λ

n + V λ
n > 0

)
dy.

Obviously I = I+ + I−, with

I+ = λσλ
√
n
∫ ∞

0
e−λσλ

√
nyPλ

(
Y λ
n < y, Y λ

n + V λ
n > 0

)
dy,

I− = λσλ
√
n
∫ 0

−∞
e−λσλ

√
nyPλ

(
Y λ
n < y, Y λ

n + V λ
n > 0

)
dy.

We shall show that
I = I1(1 +O (λ)) , (2.4.23)

where
I1 = λσλ

√
n
∫ ∞

0
e−λσλ

√
nyΦ([0, y])dy. (2.4.24)

By Lemma 2.4.2 (i) we get by a straightforward computation that

|I+ − I1| 6
C√
n
. (2.4.25)

By Lemma 2.4.2 (ii), we have

I− 6 Cλσλ
√
n
∫ 0

−∞
eλσλ

√
n|y|
[ (
|y|+ 1√

n

)
e−β1|y|

√
n

+ min
(
e−β2|y|

√
n, δ

√
n|y|−1/2n−1/4

) ]
dy.

Recall that, by (2.4.4), σλ is bounded for λ small enough and, by (2.4.20), we have
λ → 0 as n → ∞. Then for 0 < ε < min(β1, β2), we have λσλ < ε for all n large
enough. Thus, by a straightforward calculation and by choosing ε > 0 small enough,
it can be seen that

I− 6 C λ
√
n
∫ 0

−∞

(
|y|+ 1√

n

)
e−(β1−ε) |y|

√
ndy

+C λ
√
n
∫ −1

−∞
e−(β2−ε) |y|

√
ndy

+C λ
√
n
∫ 0

−1
δ
√
n|y|−1/2n−1/4 eε |y|

√
ndy

6
Cλ√
n
.
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By (2.4.20), we get, as n→∞,

I− = o

(
1√
n

)
. (2.4.26)

From (2.4.25) and (2.4.26) it follows that

|I − I1| 6
C√
n
. (2.4.27)

The integral I1 appears in the proof of the Cramér’s large deviation expansion
theorem for the i.i.d. case. For convenience, we state here some well known results
concerning the asymptotic expansion of the cumulant generating function Λ(λ) and
of the integral I1. For details we refer the reader to Appendix 2 or Petrov [46].

Lemma 2.4.3. Let X be a r.v. such that E[eλ0|X|] < ∞ for some λ0 > 0. For
λ ∈ (−λ0, λ0), let Λ(λ) = logE[eλX ], µλ = Λ′(λ) and σλ = Λ′′(λ). Set µ = EX.
Then for 1 6 x = o(

√
n), λ = λ(x) solution of (2.4.19) and n large enough, we

have :
(i) the cumulant generating function Λ(λ) = logE[eλX ] satisfies the identity

x2

2 + n(Λ(λ)− λµλ) = x3
√
n

L

(
x√
n

)
, (2.4.28)

where L (t) is the Cramér’s series defined by (2.1.15) ;
(ii) the integral I1 defined by (2.4.24) satisfies the property that there exist some

positive constants C1, C2 > 0 such that

C1 6 λσλ
√
nI1 6 C2 ; (2.4.29)

moreover, the integral I1 admits the following asymptotic expansion :

I1 = exp
(
x2

2

)
[1− Φ (x)]

(
1 +O

(
x√
n

))
. (2.4.30)

Now we can end the proof of Theorem 2.1.3. By (2.4.27), (2.4.29) and (2.4.20),
we have

I = I1 (1 +O(λ)) = I1

(
1 +O

(
x√
n

))
.

Coming back to (2.4.21) and using (2.4.30), we get

P
(

logZn − nµ
σ
√
n

> x

)
= exp

(
x2

2 + n(Λ(λ)− λµλ)
)

(1− Φ(x))
(

1 +O

(
x√
n

))
.

Then, by (2.4.28), we obtain the desired Cramér’s large deviation expansion

P
(

logZn − nµ
σ
√
n

> x

)
= exp

(
x3
√
n

L

(
x√
n

))
(1−Φ(x))

(
1 +O

(
x√
n

))
, (2.4.31)

which ends the proof of the first assertion of Theorem 2.1.3.
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2.5 Appendix 1 : Bound for the Wasserstein dis-
tance using Stein’s method

In this section we prove a bound for the Wasserstein’s distance between the
normalized process logZn−nµ

σ
√
n

and the normal law using Stein’s method, under the
assumption E|X|3+ε < ∞ for some ε > 0. Note that it also leads to an alternative
proof of Theorem 2.1.1 under a slightly stronger hypothesis.

2.5.1 Background on Stein’s method
Let us recall briefly some facts on the Stein method to be used in the proofs.

For more details, the reader can consult the excellent reviews [16, 47] or the more
complete book [15]. The main idea is to describe the closeness of the law of a r.v.
X to the standard normal law for a large class of distances, using Stein’s operator

Af(w) = f ′(w)− wf(w), (2.5.1)

which can be seen as a substitute of the classical Fourier-transform tool. Let H be
an abstract set of measurable functions. For any h ∈ H, assume that fh is the unique
solution of Stein’s equation :

h(w)− Eh(N ) = f ′h(w)− wfh(w), (2.5.2)

N is a random variable with standard normal law N (0, 1). The distance d(X,N )
between the law of the random variable X and the normal law N (0, 1) can be
expressed in terms of Stein’s expectation EAfh(X). Indeed, substituting w by X in
(2.5.2), taking expectation and the supremum over h ∈ H, we obtain

dH(X,N ) := sup
h∈H
|Eh (X)− Eh(N )| = sup

h∈H
EAfh(X). (2.5.3)

If H = HK = {1(· 6 x), x ∈ R}, dH is the Kolmogorov distance, denoted dK . Taking
H = HW = {h : R→ R, |h(x)− h(y)| 6 |x− y|}, dH is the well-known Wasserstein
metric (denoted dW ) occurring in many contexts.

The key point is that Stein’s operator A characterizes the standard normal law,
as shown by the following Lemma.
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Lemma 2.5.1 (Characterization of the normal law). A random variable Z is of
normal law N (0, 1) if and only if EAf(Z) = 0 for all absolutely continuous function
f such that E|f ′(Z)| <∞.

By Lemma 2.5.1, it is expected that if the distribution of X is close to the normal
lawN (0, 1) in the sense of the distance dH, then EAf(X) is close to 0 for a large class
of functions f including the solutions fh of Stein’s equation (2.5.2). This permits to
study the convergence of X to the normal law by using only the structure of X and
the qualitative properties of fh. We will use the following result, where we use the
notation ‖ · ‖ for the infinity norm.

Lemma 2.5.2. For each h ∈ H, Stein’s equation (2.5.2) has a unique bounded
solution (see [47], Lemma 2.5) given by

fh(w) = ew
2/2
∫ ∞
w

e−t
2/2(Eh(N )− h(t))dt. (2.5.4)

If h is bounded, then ‖fh‖ 6
√
π/2‖h(·)− φ(h)‖ and ‖f ′h‖ 6 2‖h(·)− φ(h)‖.

If h is absolutely continuous, then ‖fh‖ 6 ‖h′‖, ‖f ′h‖ 6
√
π/2‖h′‖ and ‖f ′′h‖ 6 2‖h′‖.

Remark 2.5.3. If particular for h ∈ HW , we have ‖h′‖ 6 1 and then ‖fh‖ 6 1,
‖f ′h‖ 6

√
π/2 and ‖f ′′h‖ 6 2. In the case when h ∈ HK, we have ‖fh‖ 6

√
π/2 and

then ‖f ′h‖ 6
√

2π.

The next result gives a bound of order n−1/2 of Stein’s expectation of a sum of
i.i.d. r.v.’s.

Lemma 2.5.4. Let X1, . . . , Xn be a sequence of i.i.d. r.v.’s with µ = EX1 ∈ R,
σ2 = E [X1 − µ]2 <∞ and ρ = E|X1|3 <∞. Define Yn = 1

σ
√
n

∑n
k=1(Xk − µ). Then

we have
sup
h∈HK

|E [f ′h(Yn)− Ynfh(Yn)]| 6 C/
√
n, (2.5.5)

sup
h∈HW

|E [f ′h(Yn)− Ynfh(Yn)]| 6 C/
√
n, (2.5.6)

where C is an absolute constant.

Note that from (2.5.3) and (2.5.5) one gets the classical Berry-Esseen theorem.
The proof of Lemma 2.5.4 can be found in [35].

2.5.2 Bound for the Wasserstein distance
In this section we give a bound for the Wasserstein distance obtained by Stein’s

method. Contrary to the case of the Kolmogorov distance, we do not require as-
sumption A2, but we need the following condition slightly stronger than A1.
B1. There exists a constant ε > 0 such that

EX3+ε <∞. (2.5.7)
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Theorem 2.5.5. Under condition B1, we have

dW

(
logZn − nµ

σ
√
n

,N
)
6

C√
n
. (2.5.8)

2.5.3 Proof of Theorem 2.5.5
In order to simplify the notational burden, let

Yn = 1
σ
√
n

n∑
i=1

(Xi − µ), Vn = logWn

σ
√
n

and Ỹn = logZn − nµ
σ
√
n

= Yn + Vn.

By (2.5.3), it is enough to find a suitable bound of Stein’s expectation

|E[f ′h(Ỹn)− Ỹnfh(Ỹn)]|, (2.5.9)

where h ∈ HW and fh is the unique bounded solution of Stein’s equation (2.5.2).
For simplicity, in the following we write f for fh. By the triangular inequality, we
have

|E[f ′(Ỹn)− Ỹnf(Ỹn)]| 6 |E[f ′(Ỹn)− Ynf(Yn))]|
+|E[Ynf(Yn)− Ynf(Ỹn)]|+ |E[Vnf(Ỹn)]|. (2.5.10)

By B1 and Lemma 2.2.3, we have sup
n

E |logWn|3/2 <∞. Therefore, by the definition
of Vn, we have

|E[Vnf(Ỹn)]| 6 ‖f‖√
n

sup
n

E| logWn| 6
C√
n
, (2.5.11)

with C and absolute constant. Moreover, using the fact that f is a Lipschitz function
with ‖f ′‖ 6 1, together with Hölder’s inequality and Lemma 4.4.1, we get

|E[Ynf(Yn)− Ynf(Ỹn)]| 6 E[|Yn| |f(Ỹn)− f(Yn)|]
6 ‖f ′‖ E [|Yn| |Vn|]

6
1
n

E ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(Xi − µ)
∣∣∣∣∣
3
1/3 [

E |logWn|3/2
]2/3

6
C

n

(
B3

3 E|X1 − µ|3n3/2
)1/3

6
C√
n
. (2.5.12)

Again, by the triangular inequality, we have

|E[f ′(Ỹn)− Ynf(Yn)]| 6 |E[f ′(Yn + Vn)− f ′(Yn)]|
+|E[f ′(Yn)− Ynf(Yn)]|. (2.5.13)
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By Lemma 2.5.2, we have ‖f ′′‖ 6 2. Therefore, f ′ is a Lipshitz function with
‖f ′′‖ 6 2, and then we get

|E[f ′(Yn + Vn)− f ′(Yn)]| 6 2 E|Vn| 6
C√
n
. (2.5.14)

Furthermore, since Yn is a sum of i.i.d. random variables, by Lemma 2.5.4, it follows
that

|E[f ′(Yn)− Y f(Yn)]| 6 C√
n
. (2.5.15)

Thus, coming back to (2.5.10) and using the bounds (2.5.11), (2.5.12), (2.5.13),
(2.5.14) and (2.5.15), we get

sup
h∈HW

|E[fh′(Ỹn)− Ỹnfh(Ỹn)]| 6 C√
n
,

which ends the proof of Theorem 2.5.5. �

Note that for the Kolmogorov distance dK the bound (2.5.14) does not hold,
since in this case, h(·) = 1(· 6 x) is not absolutely continuous, and then f ′′h is not
bounded by an absolute constant. So we need to use the following sharper bound
(see [35], Lemma 1.3) : For any real x, w, s, t and h(·) = 1(· 6 x), we have

|f ′h(w + s)− f ′h(w + t)| 6 (|t|+ |s|)(|w|+ 1) + 1(x− t 6 w 6 x− s)1(s 6 t)
+1(x− s 6 w 6 x− t)1(s > t). (2.5.16)

Thus for any h(·) = 1(· 6 x) ∈ HK , applying (2.5.16) for w = Yn, s = Vn and t = 0,
we get

|E[f ′(Yn + Vn)− f ′(Yn)]| 6 E (|Yn||Vn|) + E|Vn|+ P (Yn + Vn 6 x, Yn > x)
+P (Yn + Vn > x, Yn 6 x) .

By B1 and Lemma 2.2.3, as for (2.5.11) and (2.5.12), we have E|Vn| 6 C√
n
and

E (|Yn| |Vn|) 6 C√
n
. From these bounds, assumption A2 and the concentration in-

equalities of Lemma 2.2.5, we have

|E[f ′(Yn + Vn)− f ′(Yn)]| 6 C√
n
. (2.5.17)

Thus, coming back to (2.5.10) and using the bounds (2.5.11), (2.5.12), (2.5.13),
(2.5.15) and (2.5.17), we get

sup
h∈HK

|E[fh′(Ỹn)− Ỹnfh(Ỹn)]| 6 C√
n
,

which recovers Theorem 2.1.1 with the assumptions B1 and A2 instead of A1 and
A2.
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2.6 Appendix 2 : Proof of Lemma 2.4.3
In this section we prove Lemma 2.4.3. We first prove Part (i). Let µ(λ) = µλ−µ

and t = x√
n
. By (2.4.1), the equation (2.4.19) becomes

σt = µ(λ) =
∞∑
k=2

γk
(k − 1)!λ

k−1. (2.6.1)

The previous power series µ(λ) = µλ−µ satisfies µ(0) = 0 and µ′(0) = σ2 > 0. Thus
for |t| small enough, the previous equation has a unique solution λ = λ(t) which can
be expressed as a power series given by

λ = t
√
γ2
− γ3

2γ2
2
t2 − γ4γ2 − 3γ2

3

6γ7/2
2

t3 + . . . (2.6.2)

Substituting (2.6.2) in the right-hand side of λµλ − Λ(λ) = ∑∞
k=2

k−1
k! γk λ

k, we get

λµλ − Λ(λ) =
∞∑
k=2

k − 1
k! γk

(
t
√
γ2
− γ3

2γ2
2
t2 − γ4γ2 − 3γ2

3

6γ7/2
2

t3 + . . .

)k

= t2

2 −
γ3

6γ3/2
2
t3 − γ4γ2 − 3γ2

3
24γ3

2
t4 + . . .

Using the fact that t = µ(λ)
σ

we get

µ(λ)2

2σ2 − λµλ + Λ(λ) = t3
(

γ3

6γ3/2
2

+ γ4γ2 − 3γ2
3

24γ3
2

t+ γ5γ
2
2 − 10γ4γ3γ2 + 15γ3

3

120γ9/2
2

t2 + . . .

)
= t3L (t), (2.6.3)

where L (t) is the Cramér’s series defined in (2.1.15). This ends the proof of Part
(i).

Now we prove Part (ii). Recall that

I1 = λσλ
√
n
∫ ∞

0
e−λyσλ

√
nΦ([0, y])dy. (2.6.4)

By an integration by parts, we have

I1 = 1√
2π

∫ ∞
0

exp
(
−λyσλ

√
n− y2

2

)
dy.

Substituting u = λyσλ
√
n in I1 we find that

I1 = 1√
2πλ
√
nσλ

∫ ∞
0

exp
(
−u− u2

2λ2nσ2
λ

)
du. (2.6.5)
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It can be easily seen from (2.6.5) that

λ
√
nI1 6

1√
2πσλ

∫ +∞

0
exp(−u)du < +∞. (2.6.6)

By (2.4.4) and (2.6.2), there exists a positive constant a > 0 such that for n large
enough, we have 1

2λ2nσ2
λ
6 a. Thus we get

λ
√
nI1 >

1√
2πσλ

∫ +∞

0
exp(−u− au2)du > 0. (2.6.7)

By (2.6.6), (2.6.7) and (2.4.4), we conclude that for some constants C1, C2 > 0 and
n large enough,

0 < C1 6 λ
√
nI1 6 C2. (2.6.8)

This is the first conclusion of Part (ii). Now we prove the second conclusion of Part
(ii). We shall show that I1 = I2(1 +O(λ)), where

I2 = 1√
2π

∫ ∞
0

exp
(
−
√
nµ(λ)
σ

y − y2

2

)
dy = 1√

2π
exp

(
nµ2(λ)

2σ2

)∫ +∞
√
nµ(λ)
σ

e−y
2/2dy.

(2.6.9)
As for I1, it can be easily seen that there exist positive constants C1, C2 such that

C1 6 λ
√
nI2 6 C2. (2.6.10)

Now we give an estimation of |I1 − I2|. Denote the Mill’s ratio by M(x) = 1−Φ(x)
Φ′(x) =

ex
2/2 ∫+∞

x e−t
2/2dt. We have the relations

√
2πI1 = M(λ

√
nσλ),

√
2πI2 = M

(√
nµ(λ)
σ

)
. (2.6.11)

By (2.6.11) and the mean value theorem, there exists u ∈
(
λ
√
nσλ,

√
nµ(λ)
σ

)
such that

√
2π|I1 − I2| 6

∣∣∣∣∣λ√nσλ −
√
nµ(λ)
σ

∣∣∣∣∣ |M ′(u)| .

Since |M ′(u)| = |uM(u)− 1| < u−2 < 1
(λ
√
nσλ)2 , we get from (2.4.4) and (2.6.2) that

|I1 − I2| 6
C√
n
. (2.6.12)

By (2.6.10) and (2.6.12), we have 0 < |I−I2|
I2

< Cλ. Then coming back to I1, we get

I1 = I2

(
1 + I1 − I2

I2

)
= I2 (1 +O(λ)) . (2.6.13)
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Thus, we have

I1 = 1√
2π
I2(1 +O(λ))

= 1√
2π

exp
(
nµ(λ)2

2σ2

)∫ +∞
√
nµ(λ)
σ

e−t
2/2dt (1 +O(λ))

= 1√
2π

exp
(
nµ(λ)2

2σ2

)[
1− Φ

(√
nµ(λ)
σ

)]
(1 +O(λ)) . (2.6.14)

Using (2.4.19) and (2.1.15), we end the proof of the second conclusion of Part (ii).
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Chapitre 3
Asymptotique de la distribution de Zn et
moment harmonique critique de W

Résumé
Soit (Zn) un processus de branchement sur-critique en environnement aléa-

toire ξ. Nous donnons un équivalent de la probabilité P(Zn = j|Z0 = k) lorsque
n → ∞, pour tout j > k, sous la condition P(Z1 = 0) = 0. Nous déterminons
également la valeur critique du moment harmonique de la variable aléatoire limite
W = limn→∞

Zn
E(Zn|ξ) sous une hypothèse naturelle d’existence de certains moments.

Abstract
Let (Zn) be a supercritical branching process in an independent and identically

distributed random environment ξ. We show the exact decay rate of the probability
P(Zn = j|Z0 = k) as n→∞, for each j > k, assuming that P(Z1 = 0) = 0. We also
determine the critical value for the existence of harmonic moments of the random
variable W = limn→∞

Zn
E(Zn|ξ) under a simple moment condition.

This chapter has been submitted to
Annales de l’Institut Henri Poincaré.

Title : Asymtotic of the distribution and harmonic moments for a supercritical
branching process in a random environement.

It has been written in collaboration with Ion Grama and Quansheng Liu.
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3.1 Introduction
A branching process in a random environment (BPRE) is a natural and impor-

tant generalisation of the Galton-Watson process, where the reproduction law varies
according to a random environment indexed by time. It was introduced for the first
time in Smith and Wilkinson [48] to modelize the growth of a population submitted
to an environment. For background concepts and basic results concerning a BPRE
we refer to Athreya and Karlin [3, 4]. In the critical and subcritical regime the
branching process goes out and the research interest is mostly concentrated on the
survival probability and conditional limit theorems, see e.g. Afanasyev, Böinghoff,
Kersting, Vatutin [1, 2], Vatutin [52], Vatutin and Zheng [53], and the references
therein. In the supercritical case, a great deal of current research has been focused
on large deviations, see Bansaye and Berestycki [10], Bansaye and Böinghoff [11–13],
Böinghoff and Kersting [20], Huang and Liu [36], Nakashima [44]. In the particular
case when the offspring distribution is geometric, precise asymptotics can be found
in Böinghoff [18], Kozlov [39].

An important closely linked issue is the asymptotic behavior of the distribution
of a BPRE (Zn), i.e. the limit of P(Zn = j|Z0 = k) as n→∞, for fixed j > 1 when
the process starts with k > 1 initial individuals. For the Galton-Watson process, the
asymptotic is well-known and can be found in the book by Athreya [5]. For the need
of the lower large deviation principle of a BPRE, Bansaye and Böinghoff have shown
in [13] that, for any fixed j > 1 and k > 1 it holds n−1 logP(Zn = j|Z0 = k)→ −ρ
as n → ∞, where ρ > 0 is a constant. This result characterizes the exponential
decrease of the probability P(Zn = j|Z0 = k) for the general supercritical case,
when extinction can occur. However, it stands only on a logarithmic scale, and the
constant ρ is not explicit, except when the reproduction law is fractional linear, for
which ρ is explicitly computed in [13]. Sharper asymptotic results for the fractional
linear case can be found in [18]. In the present paper, we improve the results of [13]
and extend those of [18] by giving an equivalent of the probability P(Zn = j|Z0 = k)
as n → ∞, provided that each individual gives birth to at least one child. These
results are important to understand the asymptotic law of the process, and are
useful to obtain sharper asymptotic large deviation results. We also improve the
result of [36] about the critical value for the harmonic moment of the limit variable
W = limn→∞

Zn
E(Zn|ξ) .

Let us explain briefly the findings of the paper. Assume that P(Z1 = 0) = 0.
From Theorem 3.2.3 of the paper it follows that when Z0 = 1,

P (Zn = j) ∼
n→∞

γnqj with γ = P(Z1 = 1) > 0, (3.1.1)

where qj ∈ (0,+∞) can be computed as the unique solution of some recurrence
equations ; moreover, the generating function Q(t) = ∑∞

j=1 qjt
j has the radius of

convergence equal to 1 and is characterized by the functional equation

γQ(t) = EQ(f0(t)), t ∈ [0, 1), (3.1.2)
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where f0(t) = ∑∞
i=1 pi(ξ0)ti is the conditional generating function of Z1 given the

environment. These results extend the corresponding results for the Galton-Watson
process (see [5]). They also improve and complete the results in [13] and [18] : it was
proved in [13] that 1

n
logP (Zn = j) → log γ, and in [18] that P (Zn = 1) ∼

n→∞
γnq1

in the fractional linear case.
In the proofs of the above results we make use of Theorem 3.2.1 which shows

that, with m0 = EξZ1, we have, for any fixed a > 0,

EW−a <∞ if and only if E [p1(ξ0)ma
0] < 1, (3.1.3)

under a simple moment condition E [mp
0] <∞ for some p > a, which is much weaker

than the boundedness condition used in [36, Theorem 1.4] (see (3.2.10) below).
For the proof of Theorem 3.2.1 our argument consists of two steps. In the first

step we prove the existence of the harmonic moment of some order a > 0 using the
functional relation (3.3.5). The key argument to approach the critical value is in the
second step, which is based on the method developed in [42, Lemma 4.1] obtaining
the decay rate of the Laplace transform φ(t) = Ee−tW as t → ∞, starting from a
functional inequation of the form

φ(t) 6 qEφ(Y t) + Ct−a, (3.1.4)

where Y is a positive random variable. To prove (3.1.4) we use a recursive procedure
for branching processes starting with k individuals and choosing k large enough.
The intuition behind this consideration is that as the number of starting individuals
k becomes larger, the decay rate of φk(t) = E

[
e−tW |Z0 = k

]
as t → ∞ is higher

which leads to the desired functional inequation.
In the proof of Theorem 3.2.3, the equivalence relation (3.1.1) and the recursive

equations for the limit values (qj) come from simple monotonicity arguments. The
difficulty is to characterize the sequence (qj) by its generating function Q. To this
end, we first calculate the radius of convergence of Q by determining the asymptotic
behavior of the normalized harmonic moments EZ−rn /γn as n→∞ for some r > 0
large enough and by using the fact that ∑∞j=1 j

−rqj = limn→∞ EZ−rn /γn. We then
show that the functional equation (3.1.2) has a unique solution subject to an initial
condition.

The rest of the paper is organized as follows. The main results, Theorems 3.2.1
and 3.2.3, are presented in Section 3.2. Their proofs are given in Sections 3.3 and
3.4.

3.2 Main results
A BPRE (Zn) can be described as follows. The random environment is represen-

ted by a sequence ξ = (ξ0, ξ1, ...) of independent and identically distributed random

Étude asymptotique des processus de branchement sur-critiques en environnement aléatoire Éric Miqueu 2016



70 CHAPITRE 3. LOI DE ZN ET MOMENTS HARMONIQUES DE W

variables (i.i.d. r.v.’s), whose realizations determine the probability generating func-
tions

fn(t) = f(ξn, t) =
∞∑
i=0

pi(ξn)ti, t ∈ [0, 1], pi(ξn) > 0,
∞∑
i=0

pi(ξn) = 1. (3.2.1)

The branching process (Zn)n>0 is defined by the relations

Z0 = 1, Zn+1 =
Zn∑
i=1

Nn,i, for n > 0, (3.2.2)

where Nn,i is the number of children of the i-th individual of the generation n.
Conditionally on the environment ξ, the r.v.’s Nn,i (i = 1, 2, ...) are independent of
each other with common probability generating function fn, and also independent
of Zn.

In the sequel we denote by Pξ the quenched law, i.e. the conditional probability
when the environment ξ is given, and by τ the law of the environment ξ. Then
P(dx, dξ) = Pξ(dx)τ(dξ) is the total law of the process, called annealed law. The
corresponding quenched and annealed expectations are denoted respectively by Eξ
and E. We also denote by Pk and Ek the corresponding probability and expectation
starting with k individuals. For n ∈ N, the probability generating function of Zn is

Gn(t) = EtZn = E [f0 ◦ . . . ◦ fn−1(t)] = E [gn(t)] , (3.2.3)

where gn(t) = f0 ◦ . . . ◦ fn−1(t) is the conditional probability generating function
of Zn when the environment ξ is given. It follows from (3.2.2) that the probability
generating function Gk,n of Zn starting with k individuals is

Gk,n(t) = EktZn = E
[
gkn(t)

]
. (3.2.4)

We also define, for n > 0,

mn = m(ξn) =
∞∑
i=0

ipi(ξn) and Πn = EξZn = m0...mn−1,

where mn represents the average number of children of an individual of generation
n when the environment ξ is given. Let

Wn = Zn
Πn

, n > 0, (3.2.5)

be the normalized population size. It is well known that under Pξ, as well as under
P, the sequence (Wn)n>0 is a non-negative martingale with respect to the filtration

Fn = σ (ξ,Nj,i, 0 6 j 6 n− 1, i = 1, 2 . . .) ,

where by convention F0 = σ(ξ). Then the limit W = limn→∞Wn exists P - a.s. and
EW 6 1.

Étude asymptotique des processus de branchement sur-critiques en environnement aléatoire Éric Miqueu 2016



3.2. MAIN RESULTS 71

We shall assume that
µ := E logm0 ∈ (0,∞),

which implies that the BPRE is supercritical and that

γ := P(Z1 = 1) ∈ [0, 1). (3.2.6)

With the extra condition E| log(1−p0(ξ0))| <∞ (see [48]), the population size tends
to infinity with positive probability. We also assume in the whole paper that each
individual gives birth to at least one child, i.e.

p0(ξ0) = 0 a.s. (3.2.7)

Therefore, under the condition

E
Z1

m0
log+ Z1 <∞, (3.2.8)

the martingale (Wn) converges to W in L1(P) (see e.g. [50]) and

P(W > 0) = P(Zn →∞) = 1.

Our first result concerns the harmonic moments of the r.v. W .

Theorem 3.2.1. Assume that there exists a constant p > 0 such that E [mp
0] <∞.

Then for any a ∈ (0, p),

EkW−a <∞ if and only if E
[
pk1(ξ0)ma

0

]
< 1.

From Theorem 3.2.1 we get the following corollary.

Corollary 3.2.2. Let ak > 0 be the solution of the equation

E[pk1(ξ0)mak
0 ] = 1. (3.2.9)

Assume that Emak
0 <∞. Then,{

EkW−a <∞ for a ∈ [0, ak),
EkW−a =∞ for a ∈ [ak,∞).

The solution ak of the equation (3.2.9) is the critical value for the existence
of harmonic moments of the r.v. W . Note that, when the process starts with one
individual, the critical value a1 for the harmonic moments of W has been found in
Theorem 1.4 of [36] under the more restrictive condition

A1 6 m0 and
∞∑
i=1

i1+δpi(ξ0) 6 A1+δ a.s., (3.2.10)
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where δ > 0 and 1 < A1 < A are some constants. Theorem 3.2.1 and Corollary 3.2.2
generalize the result of [36], in the sense that we consider k initial individuals rather
than just one and that the boundedness condition (3.2.10) is relaxed to the simple
moment condition E [mp

0] <∞.
The next result gives an equivalent as n → ∞ of the probability Pk (Zn = j) =

P (Zn = j|Z0 = k), with k ∈ N∗ and j > k, in the case when P(Z1 = 1) > 0. The
last condition implies that, for k > 1,

γk = Pk(Z1 = k) = E[pk1(ξ0)] > 0. (3.2.11)

Define rk as the solution of the equation

γk = Em−rk0 . (3.2.12)

Theorem 3.2.3. Assume that P(Z1 = 1) > 0. For any k > 1 the following assertions
hold.
a) For any accessible state j > k in the sense that Pk(Zl = j) > 0 for some l > 0,

we have
Pk (Zn = j) ∼

n→∞
γnk qk,j, (3.2.13)

where qk,k = 1 and, for j > k, qk,j ∈ (0,+∞) is the solution of the recurrence
relation

γkqk,j =
j∑
i=k

p(i, j)qk,i, (3.2.14)

with
p(i, j) = P(Z1 = j|Z0 = i)

and qk,i = 0 for any non-accessible state i (i.e. Pk(Zl = i) = 0 for all l > 0).
b) Assume that there exists ε > 0 such that E[mrk+ε

0 ] < ∞. Then, for any r > rk,
we have ∑∞j=k j−rqk,j <∞. In particular, the radius of convergence of the power
series

Qk(t) =
+∞∑
j=k

qk,jt
j (3.2.15)

is equal to 1.
c) For all t ∈ [0, 1) and k > 1, we have,

Gk,n(t)
γnk

↑ Qk(t) as n→∞, (3.2.16)

where Gk,n is the probability generating function of Zn when Z0 = k, defined in
(3.2.4).

d) Qk(t) is the unique power series which verifies the functional equation

γkQk(t) = E [Qk(f0(t))] , t ∈ [0, 1), (3.2.17)

with the condition Q(k)
k (0) = 1.
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Part a) improves the bound P (Zn 6 j) 6 njγn obtained in [10] (Lemma 7) for
a BPRE with P(Z1 = 0) = 0. Furthermore, Theorem 3.2.3 extends the results of [5]
for the Galton-Watson process, with some significant differences. Indeed, when the
environment is random and non-degenerate, we have, for k > 2, Gk,1(t) = Efk0 (t) 6=
Gk

1(t) in general, which implies that Qk(t) 6= Qk(t), whereas we have the relation
Qk(t) = Qk(t) for the Galton-Watson process.

Theorem 3.2.3 also improves the results of [13] (Theorem 2.1), where it has been
proved that for a general supercritical BPRE

lim
n→∞

1
n

logPk (Zn = j) = −ρ < 0. (3.2.18)

Our result is sharper in the case where P (Z1 = 0) = 0. Moreover, in the case where
P (Z1 = 0) = 0, it has been stated mistakenly in [13] that limn→∞

1
n

logPk (Zn = j) =
k log γ, whereas the correct asymptotic is

lim
n→∞

1
n

logPk (Zn = j) = log γk.

Now we discuss the particular fractional linear case. The reproduction law of a
BPRE is said to be fractional linear if

p0(ξ0) = a0, pk(ξ0) = (1− a0)(1− b0)
b0

bk0, (3.2.19)

with generating function f0 given by

f0(t) = a0 + (1− a0)(1− b0)t
1− b0t

,

where a0 ∈ [0, 1), b0 ∈ (0, 1) are random variables depending on the environment ξ0.
In this case, the mean of the offspring distribution is given by

m0 = 1− a0

1− b0
.

The constant ρ in (3.2.18) was computed in [13] : with X = logm0,

ρ =


− logE[e−X ] if E[Xe−X ] > 0 (intermediately and

strongly supercritical case),
− log infλ>0 E[e−X ] if E[Xe−X ] < 0 (weakly supercritical case).

Moreover, precise asymptotic results for the strongly and intermediately supercritical
case can be found in [18], where the following assertions are proved :

1. if E[Xe−X ] > 0 (strongly supercritical case),

P(Zn = 1) ∼ ν
(
E[e−X ]

)n
;
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2. if E[Xe−X ] = 0 (intermediately supercritical case),

P(Zn = 1) ∼ θ
(
E[e−X ]

)n
l(n)n−(1−s),

with θ, ν, s positive constants and l(·) a slowly varying function. In the particular
case where a0 = 0, Theorem 3.2.3 recovers Theorem 2.1.1 of [18] with p1(ξ0) = 1/m0,
X = logm0 > 0 and E

[
Xe−X

]
> 0. Therefore the process is strongly supercritical

and P(Zn = 1) ∼ ν
(
E[e−X ]

)n
= γn. However, since we assume P(Z1 = 0) = 0,

our result does not highlight the previous two asymptotic regimes stated in the
particular case when the distribution is fractional linear. The study of the general
case is a challenging problem which still remains open.

3.3 Harmonic moments of W
In this section we prove Theorem 3.2.1. Denote the quenched Laplace transform

of W under the environment ξ by

φξ(t) = Eξ
[
e−tW

]
, (3.3.1)

and the annealed Laplace transform of W starting with k individuals by

φk(t) = Ek [φξ(t)] = E
[
φkξ (t)

]
= Ek

[
e−tW

]
. (3.3.2)

We start with a lemma which gives a lower bound for the harmonic moment of W .

Lemma 3.3.1. Assume that E [mp
0] < ∞ for some constant p > 0. For any k > 1,

let
αk = p

1− logEmp
0/ log γk

, (3.3.3)

with the convention that αk = p if p1(ξ0) = 0 a.s. (so that γk = 0). Then, for all
a ∈ (0, αk),

EkW−a <∞.
Furthermore, if P(p1(ξ0) = 0) < 1, we have αk < αk+1 ; if additionally P (p1(ξ0) < 1) =
1, then limk→∞ αk = p.

Proof. We use the same approach as in [31] where the case k = 1 was treated. Since
W is a positive random variable, it can be easily seen that, for α > 0,

EkW−α = 1
Γ(α)

∫ +∞

0
φk(t)tα−1dt, (3.3.4)

where Γ(α) =
∫∞

0 tα−1e−tdt is the Gamma function. Moreover, it is well-known that
φξ(t) satisfies the functional relation

φξ(t) = f0

(
φTξ

(
t

m0

))
, (3.3.5)
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where f0(t) = ∑∞
k=1 pk(ξ0)tk is the generating function of Z1 under ξ0, defined in

(3.2.1). Using (3.3.5) and the fact that φkTξ
(

t
m0

)
6 φ2

Tξ

(
t
m0

)
for all k > 2, we obtain

φξ(t) 6 p1(ξ0)φTξ
(
t

m0

)
+ (1− p1(ξ0))φ2

Tξ

(
t

m0

)
. (3.3.6)

Taking the k-th power in (3.3.6), using the binomial expansion and the fact that
φ2k−i
T ξ

(
t
m0

)
6 φk+1

Tξ

(
t
m0

)
for all i ∈ {0, . . . , k − 1}, we get

φkξ (t) = pk1(ξ0)φkTξ
(
t

m0

)
+

k−1∑
i=0

Ci
k p1(ξ0)i(1− p1(ξ0))k−iφ2(k−i)+i

T ξ

(
t

m0

)

6 pk1(ξ0)φkTξ
(
t

m0

)
+ (1− pk1(ξ0))φk+1

Tξ

(
t

m0

)
= φkTξ

(
t

m0

) [
pk1(ξ0) + (1− pk1(ξ0))φTξ

(
t

m0

)]
. (3.3.7)

By iteration, this leads to

φkξ (t) 6 φkTnξ

(
t

Πn

) n−1∏
j=0

(
pk1(ξj) + (1− pk1(ξj))φTnξ

(
t

Πn

))
. (3.3.8)

Taking expectation and using the fact that φTnξ(·) 6 1, we have

φk(t) 6 E

n−1∏
j=0

(
pk1(ξj) + (1− pk1(ξj))φTnξ

(
t

Πn

)) .
Since φξ(·) is non-increasing, using a truncation, we get for all A > 1,

φk(t) 6 E

n−1∏
j=0

(
pk1(ξj) + (1− pk1(ξj))φTnξ

(
t

An

))+ P(Πn > An).

As T nξ is independent of σ(ξ0, ..., ξn−1), and the r.v.’s p1(ξi) (i > 0) are i.i.d., we
obtain

φk(t) 6
[
γk + (1− γk)φ

(
t

An

)]n
+ P(Πn > An),

where γk = Epk1(ξ0) is defined in (3.2.11). By the dominated convergence theorem,
we have limt→∞ φ(t) = 0. Thus, for any δ ∈ (0, 1), there exists a constant K > 0
such that, for all t > K, we have φ(t) 6 δ. Consequently, for all t > KAn, we have
φ
(

t
An

)
6 δ and

φk(t) 6 βn + P(Πn > An),

where
β = γk + (1− γk)δ ∈ (0, 1). (3.3.9)
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Using Markov’s inequality, we have P(Πn > An) 6 (Emp
0/A

p)n. SettingA =
(Emp0

β

)1/p
>

1, we get for any n ∈ N and t > KAn,

φk(t) 6 2βn. (3.3.10)

Now, for any t > K, define n0 = n0(t) =
[

log(t/K)
logA

]
> 0, where [x] stands for the

integer part of x, so that

log(t/K)
logA − 1 6 n0 6

log(t/K)
logA and t > KAn0 .

Then, for t > K,
φk(t) 6 2βn0 6 2β−1(t/K)

log β
logA = C0t

−α,

with C0 = 2β−1Kα and α = − log β
logA > 0. Thus, we can choose a constant C > 0 large

enough, such that, for all t > 0,

φk(t) 6 Ct−α. (3.3.11)

Furthermore, by the definition of β, A and α, we have

α = p

1− logEmp
0/ log (γk + (1− γk)δ)

,

where δ ∈ (0, 1) is an arbitrary constant and γk = Epk1(ξ0). When δ → 0, we have
α → αk, so that (3.3.11) holds for all α < αk, where αk is defined in (3.3.3). By
(3.3.4) and (3.3.11), we conclude that EW−α < ∞ for any α < αk. Moreover, it is
easily seen that if P(p1(ξ0) = 0) < 1, then αk < αk+1 since γk+1 < γk ; if additionally
P(p1(ξ0) < 1) = 1, then limk→∞ γk = 0 so that limk→∞ αk = p.

The following lemma is the key technical tool to study the exact decay rate of
the Laplace transform of the limit variable W .

Lemma 3.3.2 ( [42], Lemma 4.1). Let φ : R+ → R+ be a bounded function and let
Y be a positive random variable such that for some constants q ∈ (0, 1), a ∈ (0,∞),
C > 0 and t0 > 0 and all t > t0,

φ(t) 6 qEφ(Y t) + Ct−a.

If qE (Y −a) < 1, then φ(t) = O(t−a) as t→∞.

Now we proceed to prove Theorem 3.2.1. We first prove the necessity. Assume
that EkW−a <∞ for some a > 0. We shall show that Epk1(ξ0)ma

0 < 1. Note that the
r.v. W admits the well-known decomposition

W = 1
m0

Z1∑
i=1

W (i),
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where the r.v.’s W (i) (i > 1) are i.i.d. and independant of Z1 under Pξ, and are also
independent of Z1 and ξ0 under P. The conditional probability law of W (i) satisfies
Pξ(W (i) ∈ ·) = PTξ(W ∈ ·). Since Pk(Z1 > k + 1) > 0, we have

EkW−a > Ekma
0

 Z1∑
i=1

W (i)
−a 1{Z1 = k} = Epk1(ξ0)ma

0 EkW−a, (3.3.12)

which implies that Epk1(ξ0)ma
0 < 1.

We now prove the sufficiency. Assume that Emp
0 < ∞ and Epk1(ξ0)ma

0 < 1 for
some a ∈ (0, p).

We first consider the case where P(p1(ξ0) < 1) = 1. We prove that EkW−a <∞
by showing that φk(t) = O

(
t−(a+ε)

)
as t → ∞, for some ε > 0. By Lemma 3.3.1,

there exists an integer j > k large enough and a constant C > 0 such that

φj(t) 6 Ct−(a+ε), (3.3.13)

with ε > 0 and a+ ε < p. By (3.3.7), we have

φj−1
ξ (t) 6 pj−1

1 (ξ0)φj−1
Tξ

(
t

m0

)
+ φjTξ

(
t

m0

)
. (3.3.14)

Taking the expectation in (3.3.14), using (3.3.2), (3.3.13) and the independence
between ξ0 and Tξ, we obtain

φj−1(t) 6 E
[
pj−1

1 (ξ0)φj−1

(
t

m0

)]
+ Ct−(a+ε)

= γj−1E [φj−1(Y t)] + Ct−(a+ε), (3.3.15)

where γj−1 = E
[
pj−1

1 (ξ0)
]
< 1 and Y is a positive random variable whose distribution

is determined by
E [g(Y )] = 1

γj−1
E
[
pj−1

1 (ξ0)g
( 1
m0

)]
,

for all bounded and measurable function g. By hypothesis, Epk1(ξ0)ma
0 < 1. Then,

by the dominated convergence theorem, there exists ε > 0 small enough such that
Epk1(ξ0)ma+ε

0 < 1, and since j − 1 > k, we have Epj−1
1 (ξ0)ma+ε

0 6 Epk1(ξ0)ma+ε
0 < 1.

Therefore, γj−1E[Y −(a+ε)] < 1 and using (3.3.15) and Lemma 3.3.2, we get φj−1(t) =
O(t−(a+ε)) as t → ∞. By induction, applying (3.3.14) and (3.3.15) to the functions
φj−2, φj−3, . . . , φk and using the same argument as in the proof for φj−1, we obtain

φk(t) = O(t−(a+ε)) as t→∞. (3.3.16)

Therefore, in the case where P(p1(ξ0) < 1) = 1, we have proved that

Epk1(ξ0)ma
0 < 1 implies EkW−a <∞. (3.3.17)
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Now consider the general case where P(p1(ξ0) < 1) < 1. Denote the distribution
of ξ0 by τ0 and define a new distribution τ̃0 as

τ̃0(·) = τ0(·|p1(ξ0) < 1). (3.3.18)

Consider the new branching process whose environment distribution is τ̃ = τ̃0
⊗N

instead of τ = τ⊗N0 . The corresponding probability and expectation are denoted by
P̃(dx, dξ) = Pξ(dx)τ̃(dξ) and Ẽ, respectively. Of course (Wn) is still a martingale
under P̃. Moreover, the condition Ẽ

[
Z1
m0

log+ Z1
]

= E
[
Z1
m0

log+ Z1
]
/P(p1(ξ0) < 1) <

∞ implies that Wn → W in L1(P̃). Now we show that Ek [W−a] 6 Ẽk [W−a]. For
0 6 i 6 n, denote

Ai,n =
{

(ξ0, . . . , ξn−1) | p1(ξj1) = . . . = p1(ξji) = 1 for some 0 6 j1 < . . . < ji 6 n− 1,

and p1(ξh) < 1 for all h ∈ {0, . . . n− 1}\{j1, . . . , ji}
}
.

Conditioning by the events Ai,n (i ∈ {0, . . . , n}) and using the fact that the r.v.’s
ξ0, . . . , ξn−1 are i.i.d., we obtain, for all n ∈ N,

Ek
[
W−a
n

]
=

n∑
i=0

Ek
[
W−a
n

∣∣∣Ai,n]P (Ai,n)

=
n∑
i=0

Ek
[
W−a
n

∣∣∣Ai,n]Ci
nη

i(1− η)n−i, (3.3.19)

with η = P(p1(ξ0) = 1). Moreover, using (3.2.2), a straightforward computation
leads to the decomposition

Wn =
n−1∏
i=0

ηi, with n > 1 and ηi = 1
Zi

Zi∑
j=1

Ni,j

mi

. (3.3.20)

Note that, on the event {p1(ξi) = 1} we have ηi = 1. Therefore, using (3.3.20) and
the fact that the r.v.’s ξ0, . . . , ξn−1 are i.i.d., we get

Ek
[
W−a
n

∣∣∣Ai,n] = Ẽk
[
W−a
n−i

]
. (3.3.21)

By the convexity of the function x 7→ x−a, we have supn>i Ẽk[W−a
n−i] 6 ẼkW−a

(see [36] Lemma 2.1). Thus, by (3.3.19) and (3.3.21), we obtain

Ek
[
W−a

]
6 Ẽk

[
W−a

]
. (3.3.22)

Note that, conditioning by the events {p1(ξ0) = 1} and {p1(ξ0) < 1}, we have

Epk1(ξ0)ma
0 = (1− η)Ẽpk1(ξ0)ma

0 + η,

with η = P(p1(ξ0) = 1). So the condition Epk1(ξ0)ma
0 < 1 implies that Ẽpk1(ξ0)ma

0 < 1.
Then, by (3.3.17) applied under the probability P̃, and the fact that P̃(p1(ξ0) < 1) =
1, we get Ẽk [W−a] <∞. Therefore, by (3.3.22), it follows that

Epk1(ξ0)ma
0 < 1 implies EkW−a <∞, (3.3.23)

which ends the proof of Theorem 3.2.1.
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3.4 Asymptotic of the distribution of Zn
In this section we prove Theorem 3.2.3. We start with the proof of part a). For

k > 1 and j > k, define

ak,n(j) = P (Zn = j|Z0 = k)
γnk

, (3.4.1)

with γk = Pk(Z1 = k). By the Markov property, we have

Pk (Zn+1 = j) > Pk (Z1 = k)Pk (Zn = j) .

Dividing by γn+1
k leads to

ak,n+1(j) > ak,n(j). (3.4.2)
Therefore, by the monotone ratio theorem, we obtain

lim
n→∞

↑ ak,n(j) = qk,j ∈ R̄.

We shall prove that qk,j satisfies the properties claimed in the theorem. If j is such
that Pk(Zn = j) = 0 for any n > 0, then ak,n(j) = 0 for any n > 0, so that
limn→∞ ak,n(j) = 0 = qk,j. If there exists l > 0 such that Pk(Zl = j) > 0, then
qk,j > ak,l(j) = Pk(Zl = j)/γlk > 0.

Now we show by induction that for all j > k, we have

H(j) : sup
n∈N

ak,n(j) = ak(j) <∞.

For j = k, we have ak(k) = 1. Assume that j > k + 1 and that H(i) is true for all
k 6 i 6 j − 1. By the total probability formula, we obtain

Pk (Zn+1 = j)
γn+1
k

= 1
γk

j∑
i=k

Pk (Zn+1 = j|Zn = i) Pk (Zn = i)
γnk

,

which is equivalent to

ak,n+1(j) = 1
γk

j−1∑
i=k

p(i, j)ak,n(i) + γjak,n(j)
 (3.4.3)

with p(i, j) = P (Z1 = j|Z0 = i). Using the fact that ak,n(j) 6 ak,n+1(j), we get by
induction that

sup
n∈N

ak,n+1(j)(γk − γj) 6
j−1∑
i=k

p(i, j)ak(i) <∞.

Thus qk,j <∞ for all j > k+ 1 and k > 1. Furthermore, taking the limit as n→∞
in (3.4.3), leads to the following recurrent relation for qk,j :

qk,k = 1, γkqk,j =
j∑
i=k

p(i, j)qk,i (j > k + 1).
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This end the proof of part a) of Theorem 3.2.3.
Now we prove part b) of Theorem 3.2.3. We give a proof that the radius of

convergence of the power series Qk is equal to 1. The method is new even in the
case of the Galton-Watson process. We start with a lemma.

Lemma 3.4.1. Let k > 1. Assume that P(p1(ξ0) < 1) = 1 and that there exists
ε > 0 such that E[mrk+ε

0 ] <∞, where rk is the solution of the equation γk = Em−rk0 .
Then, for any r > rk, we have

lim
n→∞

↑ EkZ−rn
γnk

<∞. (3.4.4)

Proof. By the Markov property,

Ek
[
Z−rn+1

]
> Ek

[
Z−rn+1|Z1 = k

]
Pk(Z1 = k) = γkEk

[
Z−rn

]
,

which proves that the sequence (Ek [Z−rn ] /γnk )n∈N is increasing. We show that it
is bounded. For n > 1 and m > 0, we have the following well-known branching
property for Zn :

Zn+m =
Zm∑
i=1

Z
(m)
n,i , (3.4.5)

where, under Pξ, the random variables Z(m)
n,i (i > 1) are i.i.d., independent of Zm,

whose conditional probability law satisfies Pξ
(
Z

(m)
n,i ∈ ·

)
= PTmξ (Zn ∈ ·), with Tm

the shift operator defined by Tm(ξ0, ξ1, . . .) = (ξm, ξm+1, . . .). Intuitively, relation
(3.4.5) shows that, conditionally on Zm = i, the annealed law of the process Zn+m
is the same as that of a new process Zn starting with i individuals.

Using (3.4.5) with m = 1, the independence between Z1 and Z
(1)
n,i (i > 1) and

the fact that EiZ−rn 6 Ek+1Z
−r
n for all i > k + 1, we have

Ek
[
Z−rn+1

]
= Ek

[
Z−rn+1|Z1 = k

]
Pk(Z1 = k)

+
∞∑

i=k+1
E

( i∑
h=1

Z
(1)
n,h

)−r ∣∣∣∣∣Z1 = i

Pk(Z1 = i)

6 γkEk
[
Z−rn

]
+ Ek+1

[
Z−rn

]
. (3.4.6)

We shall use the following change of measure : for k > 1 and r > 0, let P(r)
k be a

new probability measure determined by

E(r)
k [T ] = Ek [Π−rn T ]

cnr
(3.4.7)

for any Fn-measurable random variable T , where cr = Em−r0 . By (3.4.7), we obtain

Ek+1
[
Z−rn

]
= E(r)

k+1[W−r
n ]cnr , (3.4.8)
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with supn∈N E
(r)
k+1[W−r

n ] = E(r)
k+1[W−r] (see [36], Lemma 2.1). Moreover, we have

E(r)[pk+1
1 (ξ0)mr

0] = γk+1/Em−r0 < 1 for any r < rk+1. So by Theorem 3.2.1 we get
E(r)
k+1[W−r] = C(r) < ∞ and then Ek+1 [Z−rn ] 6 C(r)cnr for any r < rk + ε < rk+1.

Coming back to (3.4.6) with r < rk + ε, we get by induction that

Ek
[
Z−rn+1

]
6 γn+1

k + C
n∑
j=0

γn−jk cjr. (3.4.9)

Choose r > rk such that cr < γk. Then, we have, as n→∞,

Ek
[
Z−rn+1

]
γn+1
k

6 1 + C

γk

n∑
j=0

(
cr
γk

)j
→ 1 + C

γk − cr
. (3.4.10)

Thus the sequence (Ek [Z−rn ] /γnk )n∈N is bounded and (3.4.4) holds for any r ∈
(rk, rk + ε). Using the fact that Ek

[
Z−r

′

n+1

]
6 Ek

[
Z−rn+1

]
for any r′ > r, the result

follows for any r > rk, which ends the proof of the lemma.

Remark 3.4.2. From the results stated above, with some additional analysis one
can obtain the equivalent of the harmonic moments EZ−rn for any r > 0. However, it
is delicate to have an expression of the concerned constant in the equivalence. This
will be considered in a forthcoming paper.

Now we show that the radius of convergence R of the power series Qk(t) =∑∞
j=k qk,jt

j is equal to 1. Using the fact that ∑∞j=k Pk (Zn = j) = 1, part a) of Theo-
rem 3.2.3 and the monotone convergence theorem, we have

lim
n→∞

↑ γ−nk
∞∑
j=k

Pk (Zn = j) =
∞∑
j=k

qk,j = +∞,

which proves that R 6 1. We prove that R = 1 by showing that ∑+∞
j=k j

−rqk,j < ∞
for r > 0 large enough. Using part a) of Theorem 3.2.3, the monotone convergence
theorem and Lemma 3.4.1, we have, for any r > rk,

+∞∑
j=k

j−rqk,j =
+∞∑
j=k

j−r lim
n→∞

↑ Pk(Zn = j)
γnk

= lim
n→∞

↑ EkZ−rn
γnk

<∞, (3.4.11)

which proves part b).
Now we prove part c) of Theorem 3.2.3. Using part a), the definition of Gk,n

and the monotone convergence theorem, we get (3.2.16). To prove the functional
relation (3.2.17), recall that Gk,1(t) = ∑∞

j=k p(k, j)tj = Efk0 (t). By (3.2.14) and
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Fubini’s theorem, we get

γkQk(t) =
∞∑
j=k

∞∑
i=k

qk,i p(i, j)1(i 6 j)tj

=
∞∑
i=k

qk,i
∞∑
j=i

p(i, j)tj

=
∞∑
i=k

qk,iE
[
f i0(t)

]

= E
[ ∞∑
i=k

qk,if
i
0(t)

]
= E [Qk(f0(t))] .

This proves the functional relation (3.2.17).
We now prove that the previous functional relation characterizes the function

Qk. To this end it suffices to show the unicity of the solution of (3.2.17). Assume
that there exists a power series Q̂(t) = ∑∞

j=0 q̂k,jt
j on [0, 1) which verifies (3.2.17)

with the initial condition qk,k = q̂k,k = 1. We first show by induction in n that
Q̂(n)(0) = 0 for all n ∈ {0, . . . , k − 1}. Since f0(0) = 0 and γk ∈ (0, 1), by (3.2.17),
we get γkQ̂(0) = Q̂(0), which implies that Q̂(0)(0) = Q̂(0) = 0. By the induction
hypothesis we have that Q̂(j)(0) = 0 for all j ∈ {0, . . . , n − 1} for some n < k − 1.
We show that Q̂(n)(0) = 0. Using Faà di Bruno’s formula, we have

(
Q̂ ◦ f0

)(n)
(t) =

n∑
j=1

Q̂(j)(f0(t))Bn,j

(
f

(1)
0 (t), . . . , f (n−j+1)

0 (t)
)
, (3.4.12)

where Bn,j are the Bell polynomials, defined for any 1 6 j 6 n by

Bn,j(x1, x2, . . . , xn−j+1)

=
∑ n!

i1!i2! · · · in−j+1!

(
x1

1!

)i1 (x2

2!

)i2
· · ·

(
xn−j+1

(n− j + 1)!

)in−j+1

,

where the sum is taken over all sequences (i1, . . . , in−j+1) of non-negative integers
such that i1 + · · · + in−j+1 = j and i1 + 2i2 + · · · + (n − j + 1)in−j+1 = n. In
particular Bn,n(x1) = xn1 . Applying (3.4.12) and using the fact that f0(0) = 0,
Bn,n

(
f

(1)
0 (0)

)
= f

(1)
0 (0)n and Q̂(j)(0) = 0 for all j ∈ {0, . . . , n− 1}, we get

(
Q̂ ◦ f

)(n)
(0) = Q̂(n)(0)

(
f

(1)
0 (0)

)n
. (3.4.13)

Then taking the derivative of order n of both sides of (3.2.17) and using (3.4.13),
we obtain that γkQ̂(n)(0) = Q̂(n)(0)γn for n < k− 1, which implies that Q̂(n)(0) = 0.

Now we show that q̂k,j = qk,j for any j > k+ 1. Using Fubini’s theorem, the fact
that f0, . . . , fn−1 are i.i.d. and iterating (3.2.17), we get

E [Qk(ḡn(t))] = γnkQk(t) and E
[
Q̂k(ḡn(t))

]
= γnk Q̂k(t), (3.4.14)
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where ḡn(t) = fn−1 ◦ . . . ◦ f0(t). By (3.4.14), for all t ∈ [0, 1) and n ∈ N, we have∣∣∣Qk(t)− Q̂k(t)
∣∣∣ = γ−nk

∣∣∣E [Qk(ḡn(t))− Q̂k(ḡn(t))
]∣∣∣

= γ−nk

∣∣∣∣∣∣
∞∑
j=k

(qk,j − q̂k,j)E
[
ḡjn(t)

]∣∣∣∣∣∣
6 γ−nk

∞∑
j=k+1

|qk,j − q̂k,j|Gj,n(t), (3.4.15)

whereGj,n(t) is the generating function of Zn starting with j individuals. To conclude
the proof of the unicity it is enough to show that

lim
n→∞

∞∑
j=k+1

|qk,j − q̂k,j| γ−nk Gj,n(t) = 0. (3.4.16)

We prove (3.4.16) using the Lebesgue dominated convergence theorem. Note
that, by (3.2.16), for all n ∈ N,

γ−nj Gj,n(t) 6 Qj(t). (3.4.17)

Therefore, using the fact that γj < γk for all j > k + 1, we have

lim
n→∞

γ−nk Gj,n(t) = lim
n→∞

(
γj
γk

)n
γ−nj Gj,n(t) 6 lim

n→∞

(
γj
γk

)n
Qj(t) = 0,

and γ−nk Gj,n(t) 6 Qj(t). Now we show that ∑∞j=k+1 |qk,j − q̂k,j|Qj(t) < ∞ for all
t ∈ [0, 1). Indeed, by part b) of Theorem 3.2.3, we have ∑∞j=k qk,jj−r < ∞ for any
r > rk. In particular for a fixed r > rk, there exists a constant C > 0 such that, for
all j > 1, i > j, it holds qj,i 6 Cir. Therefore,

Qj(t) 6 C
∞∑
i=j

irti 6 Ctj
∞∑
i=0

(i+ j)rti 6 C

(
2rtj

∞∑
i=0

irti + 2rtj
∞∑
i=0

jrti
)
6 Crj

rtj.

Since Qk and Q̂k are power series whose radii of convergence are equal to 1, we have,
for any t < 1,

∞∑
j=k+1

qk,jQj(t) 6 Cr
∞∑

j=k+1
qk,jj

rtj <∞, and
∞∑

j=k+1
q̂k,jQj(t) <∞. (3.4.18)

Using the dominated convergence theorem, we see that

lim
n→∞

γ−nk

∞∑
j=k+1

|qk,j − q̂k,j|Gj,n(t) = 0.

Therefore, from (3.4.15) we conclude that Qk(t) = Q̂k(t) for all t ∈ [0, 1). This ends
the proof of Theorem 3.2.3.
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Chapitre 4
Moments harmoniques de Zn et grandes
déviations

Résumé
Soit (Zn) un processus de branchement sur-critique en environnement aléatoire

ξ indépendant et identiquement distribué. Nous étudions l’asymptotique du mo-
ment harmonique E [Z−rn |Z0 = k] d’ordre r > 0 quand n → ∞. Nous exhibons des
transitions de phase relatives à la valeur critique rk > 0 déterminée par l’équation
Epk1 = Em−rk0 , où m0 = ∑∞

k=0 kpk et pk = P(Z1 = k|ξ), sous la condition p0 = 0.
Contrairement au processus de Galton-Watson, la valeur critique rk est différente de
la valeur critique du moment harmonique de la variable W = limn→∞ Zn/E(Zn|ξ).
De plus, celle-ci est reliée aux transitions de phase des déviations inférieures. En
application, nous établissons un résultat de grandes déviations inférieures pour le
processus Zn sous des hypothèses plus faibles que dans des travaux ultérieurs. Nous
améliorons aussi la vitesse de convergence dans un théorème central limite vérifié
parW −Wn, et déterminons une équivalence de la probabilité de grandes déviations
du ratio Zn+1

Zn
.

Mots clés : Processus de branchement, environnement aléatoire, moments har-
moniques, grandes déviations, théorème central limite.

Ce chapitre a été soumis à Electronic Journal of Probability. Titre : Harmonic
moments and large deviations for branching processes in a random environment.

Il a été écrit en collaboration avec Ion Grama et Quansheng Liu.
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Abstract
Let (Zn) be a supercritical branching process in an independent and identically

distributed random environment ξ. We study the asymptotic of the harmonic mo-
ments E [Z−rn |Z0 = k] of order r > 0 as n → ∞. We exhibit a phase transition
with the critical value rk > 0 determined by the equation Epk1 = Em−rk0 , where
m0 = ∑∞

k=0 kpk with pk = P(Z1 = k|ξ), assuming that p0 = 0. Contrary to the
constant environment case (the Galton-Watson case), this critical value is different
from that for the existence of the harmonic moments of W = limn→∞ Zn/E(Zn|ξ).
The aforementioned phase transition is linked to that for the rate function of the
lower large deviation for Zn. As an application, we obtain a lower large deviation
result for Zn under weaker conditions than in previous works and give a new expres-
sion of the rate function. We also improve an earlier result about the convergence
rate in the central limit theorem for W −Wn, and find an equivalence for the large
deviation probabilities of the ratio Zn+1/Zn.

Key words : Branching processes, random environment, harmonic moments,
large deviations, central limit theorem.

This chapter has been submitted to
Electronic Journal of Probability.

Title : Harmonic moments and large deviations for branching processes in a
random environment.

It has been written in collaboration with Ion Grama and Quansheng Liu.

Étude asymptotique des processus de branchement sur-critiques en environnement aléatoire Éric Miqueu 2016



4.1. INTRODUCTION 87

4.1 Introduction
A branching process in a random environment (BPRE) is a natural and im-

portant generalisation of the Galton-Watson process, where the reproduction law
varies according to a random environment indexed by time. It was introduced for
the first time in Smith and Wilkinson [48] to modelize the growth of a population
submitted to an environment. For background concepts and basic results concerning
a BPRE we refer to Athreya and Karlin [3,4]. In the critical and subcritical regime
the branching process goes out and the research interest has been mostly concentra-
ted on the survival probability and conditional limit theorems, see e.g. Afanasyev,
Böinghoff, Kersting, Vatutin [1,2], Vatutin [52], Vatutin and Zheng [53], and the re-
ferences therein. In the supercritical case, a great deal of current research has been
focused on large deviations, see e.g. Bansaye and Berestycki [10], Bansaye and Böin-
ghoff [11–13], Böinghoff and Kersting [20], Huang and Liu [36] and Nakashima [44].
In the particular case when the offspring distribution has a fractional linear genera-
ting function, precise asymptotics can be found in Böinghoff [18] and Kozlov [39].
An important closely linked issue is the asymptotic behavior of the harmonic mo-
ments E[Z−rn |Z0 = k] of the process Zn starting with Z0 = k initial individuals. For
the Galton-Watson process which corresponds to the constant environment case, the
question has been studied exhaustively in Ney and Vidyashankar [45]. For a BPRE,
it has only been partially treated in [36, Theorem 1.3].

In the present paper, we give a complete description of the asymptotic behavior
of the harmonic moments Ek[Z−rn ] = E[Z−rn |Z0 = k] of the process Zn starting with
k individuals and assuming that each individual gives birth to at least one offspring
(non-extinction case). As a consequence, we improve the lower large deviation result
for the process Zn obtained in [12, Theorem 3.1] by relaxing the hypothesis therein.
In the meanwhile we give a new characterization of the rate function in the large
deviation result stated in [12]. We also improve the exponential convergence rate in
the central limit theorem forW−Wn established in [36]. Furthermore, we investigate
the large deviation behavior of the ratio Rn = Zn+1

Zn
, i.e. the asymptotic of the large

deviation probability P(|Rn −mn| > a) for a > 0, where mn is the expected value
of the number of children of an individual in generation n given the environment ξ.
For the Galton-Watson process, the quantity Rn is the Lotka-Nagaev estimator of
the mean EZ1, whose large deviation probability has been studied in [45].

Let us explain briefly the findings of the paper in the special case when we start
with Z0 = 1 individual. Assume that P(Z1 = 0) = 0 and P(Z1 = 1) > 0. Define r1
as the solution of the equation

Em−r1
0 = γ, (4.1.1)

with
γ = P(Z1 = 1). (4.1.2)

From Theorem 4.2.1 we get the following asymptotic behavior of the harmonic mo-
ments E [Z−rn ] for r > 0. Assume that Emr1+ε

0 < ∞ for some ε > 0. Then, we
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have 

E [Z−rn ]
γn

−→
n→∞

C(r) if r > r1,

E [Z−rn ]
nγn

−→
n→∞

C(r) if r = r1,

E [Z−rn ](
Em−r0

)n −→
n→∞

C(r) if r < r1,

(4.1.3)

where C(r) are positive constants for which we find integral expressions. This shows
that there are three phase transitions in the rate of convergence of the harmonic
moments for the process Zn, with the critical value r1. It generalizes the result
of [45] for the Galton-Watson process. For a BPRE, it completes and improves the
result of [36], where the asymptotic equivalent of the quantity E [Z−rn ] has been
established in the particular case where r < r1 and under stronger assumptions.

The proof presented here is new and straightforward compared to that for the
Galton-Watson process given in [45]. Indeed, we prove (4.1.3) starting from the
branching property

Zn+m =
Zm∑
i=1

Z
(m)
n,i , (4.1.4)

where conditionally on the environment ξ, for i > 1, the sequences of random va-
riables {Z(m)

n,i : n > 0} are i.i.d. branching processes with the shifted environment
Tm(ξ0, ξ1, . . .) = (ξm, ξm+1, . . .), and are also independent of Zm. This simple idea
leads to the following equation which will play a key role in our arguments :

E
[
Z−rn+1

]
= γn+1 +

n∑
j=0

bjγ
n−jcjr, (4.1.5)

where cr = Em−r0 and (bj)j>0 is an increasing and bounded sequence. Such a relation
highlights the main role played by the quantities γ and cr in the asymptotic study
of E[Z−rn ] whose behavior depends on whether γ < cr, γ = cr or γ > cr. Note that
the complete proof of (4.1.3) relies on some recent and important results established
in [30] concerning the critical value for the existence of the harmonic moments of
the r.v. W and the asymptotic behavior of the distribution P(Zn = j) as n → ∞,
with j > 1. For the Galton-Watson process, our approach based on (4.1.5) is much
simpler than that in [45].

Our proof also gives an expression of the limit constants in (4.1.3). For the
Galton-Watson process, it recovers the expressions of [45, Theorem 1] in the cases
where γ > cr and γ < cr. In the critical case where r = r1, the limit constant
obtained in this paper is different to that of [45, Theorem 1], which leads to an
alternative expression of the constant and the following nice identity involving the
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well-known functions G, Q and φ : defining

G(t) =
∞∑
k=0

tkP(Z1 = k),

Q(t) = lim
n→∞

γ−nG◦n(t),

φ(t) = E[e−tW ],

and denoting m = E[Z1], γ = P(Z1 = 1) and Ḡ(t) = G(t)− γt, we have

1
γ

∫ ∞
0

Ḡ(φ(u))ur−1du =
∫ m

1
Q(φ(u))ur−1du. (4.1.6)

For a BPRE, we will show a generalization of (4.1.6) in Proposition 4.2.2.
As a consequence of Theorem 4.2.1 and of a version of the Gärtner-Ellis theorem,

we obtain a lower large deviation result for Zn under conditions weaker than those
in [12, Theorem 3.1]. Assume that P(Z1 = 0) = 0 and Emr1+ε

0 <∞ for some ε > 0.
Let

Λ(λ) = logEeλX (4.1.7)
be the log-Laplace transform of X = logm0 and

Λ∗(x) = sup
λ60
{λx− Λ(λ)} (4.1.8)

be the Fenchel-Legendre transform of Λ(·). Then, for any θ ∈ (0,E[X]), we have

lim
n→∞

− 1
n

logP
(
Zn 6 eθn

)
= χ∗(θ) ∈ (0,∞), (4.1.9)

where

χ∗(θ) =
{
−r1θ − log γ if 0 < θ < θ1,

Λ∗(θ) if θ1 6 θ < E[X], (4.1.10)

with
θ1 = Λ′(−r1) ∈ (0,E[X]). (4.1.11)

Equation (4.1.9) improves the result of [12, Theorem 3.1(ii)] in the case when P(Z1 =
0) = 0, since it is assumed in [12] that Emt

0 < ∞ for all t > 0, whereas we only
require that Emr1+ε

0 <∞ for some ε > 0. Moreover, equations (4.1.10) and (4.1.11)
also give new and alternative expressions of the rate function and the critical value.
In fact, it has been proved in [12] that, in the case when P(Z1 = 0) = 0 and Z0 = 1,

lim
n→∞

− 1
n

logP
(
Zn 6 eθn

)
= I(θ) ∈ (0,∞), (4.1.12)

with

I(θ) =

 ρ
(
1− θ

θ∗1

)
+ θ

θ∗1
Λ∗(θ∗1) if 0 < θ < θ∗1,

Λ∗(θ) if θ∗1 6 θ < E[X],
(4.1.13)
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where ρ = − log γ and θ∗1 the unique solution on (0,E[X]) of the equation

ρ− Λ∗(θ∗1)
θ∗1

= inf
06θ6E[X]

ρ− Λ∗(θ)
θ

. (4.1.14)

It follows directly from the relations (4.1.9) to (4.1.14) that θ1 = θ∗1 and χ∗(θ) = I(θ)
for all θ ∈ (0,E[X]). This fact can also be shown by using simple duality arguments
between Λ and Λ∗, as will be seen in the next section.

The rest of the paper is organized as follows. In Section 4.2 we give the precise
statements of the main theorems with applications. Section 4.3 is devoted to the
proof of the main results, Theorems 4.2.1 and 4.2.3. The proofs for the applications
are deferred to Section 4.4.

Throughout the paper, we denote by C an absolute constant whose value may
differ from line to line.

4.2 Main results
A BPRE (Zn) can be described as follows. The random environment is represen-

ted by a sequence ξ = (ξ0, ξ1, ...) of independent and identically distributed random
variables (i.i.d. r.v.’s) taking values in an abstract space Ξ, whose realizations deter-
mine the probability generating functions

fξn(s) = fn(s) =
∞∑
i=0

pi(ξn)si, s ∈ [0, 1], pi(ξn) > 0,
∞∑
i=0

pi(ξn) = 1. (4.2.1)

The BPRE (Zn)n>0 is defined by the relations

Z0 = 1, Zn+1 =
Zn∑
i=1

Nn,i, for n > 0, (4.2.2)

where the random variables Nn,i (i = 1, 2, . . . ) represent the number of children of
the i-th individual of the generation n. Conditionally on the environment ξ, the r.v.’s
Nn,i (n > 0, i > 1) are independent of each other, and each Nn,i (i > 1) has common
probability generating function fn.

In the sequel we denote by Pξ the quenched law, i.e. the conditional probability
when the environment ξ is given, and by τ the law of the environment ξ. Then
P(dx, dξ) = Pξ(dx)τ(dξ) is the total law of the process, called annealed law. The
corresponding quenched and annealed expectations are denoted respectively by Eξ
and E. We also denote by Pk and Ek the corresponding annealed probability and
expectation starting with Z0 = k individuals, with P1 = P and E1 = E. From
(3.2.2), it follows that the probability generating function of Zn conditionally on the
environment ξ is given by

gn(t) = Eξ[tZn ] = f0 ◦ . . . ◦ fn−1(t), 0 6 t 6 1. (4.2.3)
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Since ξ0, ξ1, . . . are i.i.d. r.v.’s, we get that the annealed probability generating func-
tion Gk,n of Zn starting with Z0 = k individuals is given by

Gk,n(t) = Ek[tZn ] = E
[
gkn(t)

]
, 0 6 t 6 1. (4.2.4)

We also define, for n > 0,

mn = m(ξn) =
∞∑
i=0

ipi(ξn) and Πn = EξZn = m0...mn−1,

where mn represents the average number of children of an individual of generation
n when the environment ξ is given, and Π0 = 1 by convention. Let

Wn = Zn
Πn

, n > 0, (4.2.5)

be the normalized population size. It is well known that under the quenched law
Pξ, as well as under the annealed law P, the sequence (Wn)n>0 is a non-negative
martingale with respect to the filtration

Fn = σ (ξ,Nk,i, 0 6 k 6 n− 1, i = 1, 2 . . .) ,

where by convention F0 = σ(ξ). Then the limit W = limWn exists P - a.s. and
EW 6 1. We also denote the quenched and annealed Laplace transform of W by

φξ(t) = Eξ
[
e−tW

]
and φ(t) = E

[
e−tW

]
, for t > 0, (4.2.6)

while starting with Z0 = 1 individual. For k > 1, while starting with Z0 = k
individuals, we have

φk(t) := Ek
[
e−tW

]
= E[φkξ (t)]. (4.2.7)

Another important tool in the study of a BPRE is the associated random walk

Sn = log Πn =
n∑
i=1

Xi, n > 1,

where the r.v.’s Xi = logmi−1 (i > 1) are i.i.d. depending only on the environment
ξ. For the sake of brevity, we set X = logm0 and

µ = EX.

We shall consider a supercritical BPRE where µ ∈ (0,∞), so that under the extra
condition E| log(1 − p0(ξ0))| < ∞ (see [48]), the population size tends to infinity
with positive probability. For our propose, in fact we will assume in the whole paper
that each individual gives birth to at least one child, i.e.

p0(ξ0) = 0 a.s. (4.2.8)
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Therefore, under the condition

E
Z1

m0
log+ Z1 <∞, (4.2.9)

the martingale (Wn) converges to W in L1(P) (see e.g. [50]) and

P(W > 0) = P(Zn →∞) = 1.

Now we can state the main result of the paper about the asymptotic of the harmonic
moments Ek[Z−rn ] of the process (Zn) for r > 0, starting with Z0 = k for k > 1.
Define

γk = Pk(Z1 = k) = E[pk1(ξ0)] (4.2.10)
and

Ḡk,1(t) = Gk,1(t)− γktk =
∞∑

j=k+1
tjP(Z1 = j), (4.2.11)

where Gk,1 is the generating function of Z1 defined in (3.2.4). Let rk be the solution
of the equation

γk = E
[
m−rk0

]
, (4.2.12)

with the convention that rk = +∞ if p1(ξ0) = 0 a.s. For any r > 0, set

cr = Em−r0 . (4.2.13)

For any k > 1 and r > 0, let P(r)
k be the probability measure (depending on r)

defined, for any Fn-measurable r.v. T , by

E(r)
k [T ] = Ek [Π−rn T ]

cnr
. (4.2.14)

Set P(r) = P(r)
1 and E(r) = E(r)

1 . It is easily seen that under P(r), the process (Zn) is
still a supercritical branching process in a random environment with P(r)(Z1 = 0) =
0, and (Wn) is still a non-negative martingale which converges a.s. to W . Moreover,
by (3.2.8) and the fact that m0 > 1, we have

E(r)
[
Z1

m0
logZ1

]
= E

[
Z1

m1+r
0

logZ1

]
/E

[
m−r0

]
6 E

[
Z1

m0
logZ1

]
/E

[
m−r0

]
<∞,

which implies that
Wn → W in L1(P(r)). (4.2.15)

Then we have the following equivalent for the harmonic moments of Zn. Let

Ak,n(r) =


γnk , if r > rk,
nγnk , if r = rk,
cnr , if r < rk.

(4.2.16)
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Theorem 4.2.1. Let k > 1 and assume that Emrk+ε
0 < +∞ for some ε > 0. Then

we have

lim
n→∞

Ek [Z−rn ]
Ak,n(r) = C(k, r) :=



1
Γ(r)

∫ ∞
0

Qk(e−t)tr−1dt if r > rk,

γ−1
k

Γ(r)E
(r)
[∫ ∞

0
Ḡk,1(φξ(t))tr−1dt

]
if r = rk,

1
Γ(r)

∫ ∞
0

φ
(r)
k (t)tr−1dt if r < rk,

(4.2.17)
where C(k, r) ∈ (0,∞), Γ(r) =

∫∞
0 xr−1e−xdx is the Gamma function, and φ(r)

k (t) =
E(r)
k [e−tW ] is the Laplace transform of W under P(r)

k .

This theorem shows that there is a phase transition in the rate of convergence of
the harmonic moments of Zn with the critical value rk > 0 defined by (4.2.12). This
critical value rk is generally different from the the critical value ak for the existence
of the harmonic moment of W. Indeed, as shown in [30, Theorem 2.1] (see Lemma
3.2.1 below), the critical value ak is determined by

E
[
pk1(ξ0)mak

0

]
= 1, (4.2.18)

which is in general different from the critical value rk for the harmonic moments of
Zn determined by (4.2.12), that it

E
[
pk1(ξ0)

]
= E

[
m−rk0

]
. (4.2.19)

This is in contrast with the Galton-Watson process where rk = ak = rk1 , with r1
the solution of the equation p1m

r1
0 = 1 which coincides with both equations (4.2.18)

and (4.2.19). Theorem 4.2.1 generalizes the result of [45] for the Galton-Watson
process. For a BPRE, it completes and improves Theorem 1.3 of [36], where the
formula (4.2.17) was only proved for k = 1 and r < r1, and under the following
much stronger boundedness condition : there exist some constants p, c0, c1 > 1 such
that

c0 6 m0 6 c1 and c0 6 m0(p) 6 c1 a.s.,

where m0(p) = ∑∞
i=1 i

ppi(ξ0). Instead of this boundedness condition, here we only
require the moment assumption E[mrk+ε

0 ] <∞ for some ε > 0.
For the Galton-Watson process with k = 1 initial individuals, the expression of

the limit constant in the case when r = r1 (up to the constant factor Γ(r)) becomes
1
γ

∫ ∞
0

Ḡ(φ(u))ur−1du,

whereas it has been proved in [45] that the limit constant is equal to∫ m

1
Q(φ(u))ur−1du.
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Actually, the above two expressions coincide, as shown by the following result valid
for a general BPRE. Let Qk(t) be defined by

Qk(t) = lim
n→∞

Gk,n(t)
γnk

=
∞∑
j=k

qk,jt
j, t ∈ [0, 1), (4.2.20)

where Gk,n is defined by (3.2.4) and the limit exitsts according to [30, Theorem 2.3]
(see Lemma 4.3.2 below).

Proposition 4.2.2. For k > 1 and r = rk, we have

1
γk

E(r)
[∫ ∞

0
Ḡk,1(φξ(u))ur−1du

]
= E(r)

[∫ m0

1
Qk(φξ(u))ur−1du

]
. (4.2.21)

As an application of Theorem 4.2.1 we get a large deviation result. Indeed,
E[Zλ

n ] = E[eλ logZn ] is the Laplace transform of logZn. From Theorem 4.2.1 we
obtain

lim
n→∞

1
n

logEk[Zλ
n ] = χk(λ) =

{
log γk if λ 6 λk,
Λ(λ) if λ ∈ [λk, 0]. (4.2.22)

Thus using a version of the Gärtner-Ellis theorem adapted to the study of tail
probabilities (see [36, Lemma 3.1]), we get the following lower large deviation result
for the BPRE (Zn). Recall that Λ(λ) = logEeλX is the log-Laplace of X = logm0,
and Λ∗(·) is the Fenchel-Legendre transform of Λ(·) defined in (4.1.8).

Theorem 4.2.3. Let k > 1 and rk be the solution of the equation (4.2.12). Assume
that Emrk+ε

0 <∞ for some ε > 0. Then, for any θ ∈ (0,E[X]), we have

lim
n→∞

− 1
n

logPk
(
Zn 6 eθn

)
= χ∗k(θ) ∈ (0,∞), (4.2.23)

where

χ∗k(θ) = sup
λ60
{λθ − χk(λ)} =

{
−rkθ − log γk if 0 < θ < θk,

Λ∗(θ) if θk 6 θ < E[X], (4.2.24)

with
θk = Λ′(−rk). (4.2.25)

The value χ∗k(θ) can be interpreted geometrically as the maximum distance bet-
ween the graphs of the linear function lθ : λ 7→ θλ with slope θ and the function
χk : λ 7→ χk(λ) defined in (4.2.22). Taking into account the fact that χ(λ) = Λ(λ)
for λ ∈ [−rk, 0] and χ(λ) = log γk for λ 6 −rk, we can easily describe the phase
transitions of χ∗(θ) depending on the value of the slope θ of the function lθ :

1. in the case when θ ∈ (θk,E[X]), the maximum supλ60{lθ(λ)−χ(λ)} is attained
for λ ∈ (−rk, 0) such that χ′(λθ) = Λ′(λθ) = θ, whose value is χ∗(θ) = Λ∗(θ)
(see Fig. 1) ;
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2. the case when θ = θk is the critical slope for which the equation Λ′(λ) = θk
has a solution given by λ = −rk (see Fig. 2) ;

3. in the case when θ ∈ (0, θk), the maximum supλ60{lθ(λ) − Λ(λ)} is attained
for λ = −rk, and then χ∗(θ) = −rkθ − log γk becomes linear in θ (see Fig. 3).

Fig. 1,2,3 : Geometrical interpretation of χ∗(θ)

λ

lθ(λ)

χ∗(θ)
λθ−rk

– log γk

Λ(λ)
χ(λ)

Fig. 1 : θ ∈ (θk,E[X])

λ

lθk(λ)

χ∗(θk)

−rk

– log γk

Λ(λ)
χ(λ)

Fig. 2 : θ = θk

λ

lθ(λ)

χ∗(θ)

−rk

– log γk

Λ(λ)
χ(λ)

Fig. 3 : θ ∈ (0, θk)

Remark 4.2.4. Theorem 4.2.3 corrects and improves the result of [12, Theorem
3.1(ii)]. Moreover it gives new and alternative expressions of the rate function and
the critical value. Actually it was proved in [12, Theorem 3.1(ii)] that, assuming
P(Z1 = 0) = 0 and Emt

0 <∞ for all t > 0, we have

lim
n→∞

− 1
n

logPk
(
Zn 6 eθn

)
= Ik(θ) ∈ (0,∞), (4.2.26)

where

Ik(θ) =

 ρk

(
1− θ

θ∗
k

)
+ θ

θ∗
k
Λ∗(θ∗k) if 0 < θ 6 θ∗k,

Λ∗(θ) if θ∗k 6 θ < E[X],
(4.2.27)
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with
ρk = lim

n→∞
− 1
n

logPk(Zn = j). (4.2.28)

and θ∗k the unique solution on (0,E[X]) of the equation

ρk − Λ∗(θ∗k)
θ∗k

= inf
06θ6E[X]

ρk − Λ∗(θ)
θ

(4.2.29)

It has been stated mistakenly in [13] that ρk = −k log γ, whereas the correct statement
is

ρk = − log γk, (4.2.30)

according to [30, Theorem 2.3] (see Lemma 4.3.2 below). With this correction, the
two critical values θk and θ∗k and the two rate functions Ik and χ∗k coincide, that is

θk = θ∗k and χ∗k(θ) = Ik(θ) for all θ ∈ (0,E[X]). (4.2.31)

Indeed, by the definition of θ∗k, the derivative of the function θ 7→ ρk−Λ∗(θ)
θ

vanishes
for θ = θ∗k. Therefore, using the fact that (Λ∗)′(θ) = λθ with Λ′(λθ) = θ, we get, for
θ = θ∗k,

Λ∗(θ) = λθθ + ρk. (4.2.32)

Using the identity Λ∗(θ) = λθθ − Λ(λθ), we obtain

Λ(λθ) = −ρk,

which implies that λθ = −rk and then θ∗k = Λ′(−rk) = θk.
Moreover, coming back to (4.2.32) and using the identities Λ(−rk) = log γk =

−ρk and θk = Λ′(−rk), we get

−rkθk − Λ(−rk) = −rkθk + ρk = Λ∗k(θk).

Therefore, for any θ ∈ [0, θk],

−rkθ − log γk = −rkθ − Λ(−rk)

= θ

θk
(−rkθk − Λ(−rk)) + θ

θk
Λ(−rk)− Λ(−rk)

= θ

θk
Λ∗(θk)−

(
1− θ

θk

)
log γk,

so that Ik(θ) = χ∗k(θ), which ends the proof of (4.2.31). From (4.2.31) and Theorem
4.2.1, we see that (4.2.26) is valid assuming only P(Z1 = 0) = 0 and E[mrk+ε

0 ] <∞
for some ε > 0. Actually when P(Z1 = 0) > 0, as shown in [12, Theorem 3.1 (i)],
(4.2.26) remains valid with ρk = limn→∞− 1

n
logPk(Zn = j) = ρ > 0 independent of

k and j.
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Similarly, one can apply Theorem 4.2.1 to get the decay rate of the probability
P(Zn 6 kn), where kn is any sub-exponential sequence in the sense that kn → ∞
and kn/ exp(θn)→ 0 for every θ > 0, as stated in the following corollary.

Corollary 4.2.5. Let k > 1 and assume that Emrk+ε
0 < +∞ for some ε > 0. Then,

for any sequence kn > 0 such that kn → ∞ and kn/ exp(θn) → 0 for every θ > 0,
we have, as n→∞

lim
n→∞

1
n

logPk (Zn 6 kn) = log γk. (4.2.33)

It was stated mistakenly in [12, Theorem 3.1(ii)] that limn→∞
1
n

logPk (Zn 6 kn) =
k log γ. To show (4.2.33), it suffices to note that by Markov’s inequality and Theorem
4.2.1, we have, for any r > rk,

γnk = Pk(Zn = k) 6 Pk(Zn 6 kn) 6 E[Z−rn ]krn 6 min{γnk krn, γnk krkn n}.

The above argument leads to a precise large deviation bound as stated below.

Corollary 4.2.6. Let k > 1 and assume that Emrk+ε
0 < +∞ for some ε > 0. Then

we have

Pk
(
Zn 6 eθn

)
6 inf

r>0

Ek [Z−rn ]
eθrn

=



e−n(−θrk−Λ(−rk)) if 0 < θ 6 θk,

ne−n(−θkrk−Λ(−rk)) if θ = θk,

e−nΛ∗(θ) if θk 6 θ < E[X].
(4.2.34)

The question of the exact decay rate of P(Zn 6 eθn) will be treated in a forthco-
ming paper.

As an example, let us consider the case where the reproduction law has a frac-
tional linear generating function, that is when

p0(ξ0) = a0 and pk(ξ0) = (1− a0)(1− b0)
b0

bk0 for all k > 1, (4.2.35)

for which the generating function is

f0(t) = a0 + (1− a0)(1− b0)t
1− b0t

,

where a0 ∈ [0, 1) and b0 ∈ (0, 1) are random variables depending on the environment
ξ0. This case has been examinated by several authors (see e.g. [39, 44]). In the case
where a0 = 0 (non-extinction), the BPRE is said to be geometric ; in this case
X = logm0 = − log(1 − b0), log γk = logE[e−kX ] = Λ(−k) and rk = k. Therefore,
we obtain the following explicit version of Theorem 4.2.1 :
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Corollary 4.2.7. Let Zn be a geometric BPRE. For k > 1, assume that there exists
ε > 0 such that E[e(k+ε)X ] <∞. Then (4.2.23) holds with

χ∗k(θ) =
{
−kθ − logE[e−kX ] if 0 < θ 6 θk,

Λ∗(θ) if θk 6 θ < E[X], (4.2.36)

where
θk = E[Xe−kX ]/E[e−kX ]. (4.2.37)

Corollary 4.2.7 recovers and completes the large deviation result in [12, Corollary
3.3] for a fractional linear BPRE with a0 > 0, where (4.1.12) was obtained with

I(θ) =
{
−θ − logE[e−X ] if 0 < θ 6 θ∗,

Λ∗(θ) if θ∗ 6 θ < E[X], (4.2.38)

and
θ∗ = E[Xe−X ]/E[e−X ]. (4.2.39)

In fact the result in [12, Corollary 3.3] was stated without the hypothesis a0 > 0,
but when a0 = 0, this result is valid only for k = 1, as shown by Corollary 4.2.7 (for
k > 2, the factor k is missing in [12, Corollary 3.3]).

As another consequence of Theorem 4.2.1, we improve an earlier result about
the rate of convergence in the central limit theorem for W −Wn. Let

δ2
∞(ξ) =

∞∑
n=0

1
Πn

(
mn(2)
m2
n

− 1
)

be the variance of W under Pξ (see e.g. [34]).

Theorem 4.2.8. Assume essinf m0(2)
m2

0
> 1 and EZ2+ε

1 < ∞ for some ε ∈ (0, 1].
Then there exists a constant C > 0 such that, for all k > 1,

sup
x∈R

∣∣∣∣∣Pk
(

Πn(W −Wn)√
Znδ∞(T nξ)

6 x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 CAk,n(ε/2), (4.2.40)

where Φ(x) = 1√
2π
∫ x
−∞ e

−t2/2dt is the standard normal distribution function.

Theorem 4.2.8 improves the exponential rate of convergence in [36, Theorem
1.7]. In our approach the assumption essinf m0(2)

m2
0
> 1 is required to ensure that the

quenched variance δ∞(ξ) of the variable W is a.s. separated from 0. This hypothesis
does not seem natural and should be relaxed. One should be able to find a suitable
hypothesis to ensure the existence of harmonic moments for the random variable
δ∞(ξ), which would be enough for our objective.

As another consequence of Theorem 4.2.1, we give some large deviation results
on the ratio

Rn = Zn+1

Zn
(4.2.41)

Étude asymptotique des processus de branchement sur-critiques en environnement aléatoire Éric Miqueu 2016



4.3. PROOF OF MAIN THEOREMS 99

toward the conditional mean mn = ∑∞
k=1 kpk(ξn). Let

Mn,j = j−1
j∑
i=1

Nn,i (4.2.42)

be the empirical mean of mn of size j under the environment ξ, where the r.v.’s
Nn,i (i = 1, . . . , j) are i.i.d. with generating function fn.

Theorem 4.2.9. Let k > 1. If, for some set D ⊂ R, there exist some constants
C1 > 0 and r > 0 such that, for all j > 1,

P (M0,j −m0 ∈ D) 6 C1

jr
, (4.2.43)

then there exists a constant B1 ∈ (0,∞) such that for all n > 1,

Pk (Rn −mn ∈ D) 6 B1Ak,n(r), (4.2.44)

where Ak,n(r) is defined in (4.2.16). Similarly, if there exist some constants C2 > 0
and r > 0 such that, for all j > 1,

P (M0,j −m0 ∈ D) > C2

jr
, (4.2.45)

then there exists a constant B2 ∈ (0,∞) such that for all n > 1,

Pk (Rn −mn ∈ D) > B2Ak,n(r). (4.2.46)

This result shows that there exist some phase transitions in the rate of conver-
gence depending on whether the value of r is less than, equal or greater than the
constant γk. The next result gives a bound of the large deviation probability of
Rn −mn under a simple moment condition on Z1.

Theorem 4.2.10. Let k > 1. Assume that there exists p > 1 such that E|Z1−m0|p <
∞. Then, there exists a positive constant Cp such that, for any a > 0,

Pk(|Rn −mn| > a) 6
{
Cpa

−pAk,n(p− 1) if p ∈ (1, 2],
Cpa

−pAk,n(p/2) if p ∈ (2,∞). (4.2.47)

4.3 Proof of main theorems
In this section we will prove the main results of this paper, Theorems 4.2.1

and 4.2.3, and the associated result, Proposition 4.2.2. In Section 4.3.1 we present
some auxiliary results concerning the critical value for the existence of the harmonic
moments of the r.v. W and the asymptotic behavior of the asymptotic distriution
Pk(Zn = j) as n → ∞, with j > k > 1. In Sections 4.3.2 and 4.3.3 we prove
respectively Theorems 4.2.1 and 4.2.3. The proof of Proposition 4.2.2 is given in
Section 4.3.4 for a Galton-Watson process and in Section 4.3.5 for a general BPRE.
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4.3.1 Auxiliary results
We recall some results to be used in the proofs. The first one concerns the critical

value for the existence of harmonic moments of the r.v. W .

Lemma 4.3.1 ( [30], Theorem 2.1). Assume that there exists a constant p > 0 such
that E [mp

0] <∞. Then for any a ∈ (0, p),

EkW−a <∞ if and only if E
[
pk1(ξ0)ma

0

]
< 1.

The second result is about the asymptotic equivalent of the probability Pk(Zn =
j) as n→∞, for any j > k > 1.

Lemma 4.3.2 ( [30], Theorem 2.3). Assume that P(Z1 = 1) > 0. For any k > 1 the
following assertions hold.
a) For any accessible state j > k in the sense that Pk(Zl = j) > 0 for some l > 0,

we have
Pk (Zn = j) ∼

n→∞
γnk qk,j, (4.3.1)

where qk,k = 1 and, for j > k, qk,j ∈ (0,+∞) is the solution of the recurrence
relation

γkqk,j =
j∑
i=k

p(i, j)qk,i, (4.3.2)

with qk,i = 0 for any non-accessible state i (i.e. Pk(Zl = i) = 0 for all l > 0).
b) Assume that there exists ε > 0 such that E[mrk+ε

0 ] < ∞. Then, for any r > rk,
we have ∞∑

j=k
j−rqk,j <∞. (4.3.3)

In particular, the radius of convergence of the power series

Qk(t) =
+∞∑
j=k

qk,jt
j (4.3.4)

is equal to 1.
c) For all t ∈ [0, 1) and k > 1, we have,

Gk,n(t)
γnk

↑ Qk(t) as n→∞, (4.3.5)

where Gk,n is the probability generating function of Zn when Z0 = k, defined in
(3.2.4).

d) Qk(t) is the unique power series which verifies the functional equation

γkQk(t) = E [Qk(f0(t))] , t ∈ [0, 1), (4.3.6)

with the condition Q(k)
k (0) = 1.
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4.3.2 Proof of Theorem 4.2.1
In this section we give a proof of the convergence of the normalized harmonic

moments Ek[Z−rn ]/Ak,n(r) as n→∞, where Ak,n(r) is defined in (4.2.16).
a) We first consider the case when r < rk (which corresponds to the case γk < cr).

By the change of measure (4.2.14), we obtain

Ek
[
Z−rn

]
= E(r)

k [W−r
n ]cnr , (4.3.7)

with cr = Em−r0 . From (4.2.15) and [36, Lemma 2.1], it follows that the sequence
(E(r)

k [W−r
n ]) is increasing and

lim
n→∞

E(r)
k [W−r

n ] = sup
n∈N

E(r)
k [W−r

n ] = E(r)
k [W−r]. (4.3.8)

Moreover, for any r < rk, we have γk < cr, which implies that E(r)[pk1(ξ0)mr
0] =

γk/Em−r0 < 1. So, by Lemma 4.3.1, we get, for any r < rk,

E(r)
k [W−r] <∞. (4.3.9)

Therefore, coming back to (4.3.7) and using (4.3.8) and (4.3.9), we obtain

Ek
[
Z−rn

]
c−nr ↑

n→∞
E(r)
k

[
W−r

]
∈ (0,∞). (4.3.10)

To give an integral expression of the limit constant C(k, r), we shall use the following
expression for the inverse of a positive random variable Xr : for any r > 0, we have

1
Xr

= 1
Γ(r)

∫ +∞

0
e−uXur−1du. (4.3.11)

Then, from (4.3.10), (4.3.11) and Fubini’s theorem, we get

Ek
[
Z−rn

]
c−nr ↑

n→∞

1
Γ(r)

∫ ∞
0

φ
(r)
k (u)ur−1du, (4.3.12)

which proves (4.2.17) for r < rk.
b) Next we consider the case when r > rk (which corresponds to the case γk > cr).

Using parts a) and b) of Lemma 4.3.2 and the monotone convergence theorem, it
follows that

lim
n→∞

↑ Ek[Z−rn ]
γnk

= lim
n→∞

↑
∞∑

j=k+1
k−r

P(Zn = k)
γnk

=
∞∑

j=k+1
k−rqk,j <∞. (4.3.13)

Moreover, using (4.3.11) together with Fubini’s theorem and the change of variable
ju = t, we obtain

1
Γ(r)

∫ 1

0
Qk(e−u)ur−1du =

∞∑
j=k

qk,jj
−r 1

Γ(r)

∫ ∞
0

e−ttr−1dt =
∞∑
j=k

qk,jj
−r.
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Therefore, coming back to (4.3.13), we get

lim
n→∞

↑ Ek[Z−rn ]
γnk

= 1
Γ(r)

∫ 1

0
Qk(e−u)ur−1du, (4.3.14)

which proves (4.2.17) for r > rk.
c) Now we consider the case when r = rk (which corresponds to r = γk). For

n > 1 and m > 0, we have the following well-known branching property for Zn :

Zn+m =
Zm∑
i=1

Z
(m)
n,i , (4.3.15)

where the r.v.’s Z(m)
n,i (i > 1) are independent of Zm under Pξ and P. Moreover,

under Pξ, for each n > 0, the r.v.’s Z(m)
n,i (i > 1) are i.i.d. with the same conditio-

nal probability law Pξ
(
Z

(m)
n,i ∈ ·

)
= PTmξ (Zn ∈ ·), where Tm is the shift operator

defined by Tm(ξ0, ξ1, . . .) = (ξm, ξm+1, . . .). Intuitively, relation (4.3.15) shows that,
conditionally on Zm = i, the annealed law of the process Zn+m is the same as that of
a new process Zn starting with i individuals. Using (4.3.15) with m = 1, we obtain

Ek
[
Z−rn+1

]
= Ek

[
Z−rn

]
Pk(Z1 = k) +

∞∑
i=k+1

Ei
[
Z−rn

]
Pk(Z1 = i). (4.3.16)

From (4.3.7), we have Ei [Z−rn ] = E(r)
i [W−r

n ]cnr . Substituting this into (4.3.16) and
setting

bn =
∞∑

i=k+1
E(r)
i [W−r

n ]Pk(Z1 = i),

we get
Ek[Z−rn+1] = Ek[Z−rn ]γk + bnc

n
r , (4.3.17)

with γk = Pk(Z1 = k). Iterating (4.3.17) leads to

Ek
[
Z−rn+1

]
= γn+1

k k−r +
n∑
j=0

γn−jk bjc
j
r. (4.3.18)

Using the fact that r = rk (which corresponds to γk = cr) and dividing (4.3.18) by
γn+1n, we get

Ek
[
Z−rn+1

]
nγn+1 = k−r

n
+ γ−1

k

n

n∑
j=0

bj. (4.3.19)

To prove the convergence in (4.3.19) we need to show that limn→∞ bn < ∞. By
(4.3.8) and the monotone convergence theorem, we have

b := lim
n→∞

↑ bn =
∞∑

i=k+1
E(r)
i [W−r]Pk(Z1 = i). (4.3.20)
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Now we show that b <∞. Using (4.3.15) for m = 0 and Z0 = i, with i > k, and the
fact that Zn,j > 0 for all 1 6 j 6 i, we obtain

Ei[Z−rn ] = E
[
(Zn,1 + . . .+ Zn,i)−r

]
6 E

[
(Zn,1 + . . .+ Zn,k)−r

]
= Ek[Z−rn ]. (4.3.21)

By (4.3.21) and the change of measure (4.3.7), we get, for any i > k + 1,

E(r)
i [W−r

n ] 6 E(r)
k+1[W−r

n ].

Then, as in (4.3.8), letting n→∞ leads to

E(r)
i [W−r] 6 E(r)

k+1[W−r]. (4.3.22)

Now we shall prove that
E(r)
k+1[W−r] <∞. (4.3.23)

For this it is enough to verify the condition of Lemma 4.3.1 under the measure E(r)
k

defined by (4.2.14) : indeed, for r = rk we have γk = cr, which implies that

E(r)[pk+1
1 (ξ0)mr

0] = γk+1

Em−r0
= γk+1

γk
< 1.

This proves (4.3.23). Using (4.3.22) and (4.3.23), we obtain

b =
∞∑

i=k+1
E(r)
i [W−r]Pk(Z1 = i) 6 E(r)

k+1[W−r]
∞∑

j=k+1
Pk(Z1 = j) <∞.

Therefore, coming back to (4.3.19), using (4.3.20) and Cesaro’s lemma, we get

lim
n→∞

Ek
[
Z−rn+1

]
nγn+1

k

= 1
γk

∞∑
i=k+1

E(r)
i [W−r]Pk(Z1 = i) <∞, (4.3.24)

which proves (4.2.17) for r = rk, with

C(k, r) = 1
γk

∞∑
i=k+1

E(r)
i [W−r]Pk(Z1 = i).

We now show an integral expression of the constant C(k, r). Recall that W admits
the following decomposition

W =
Z0∑
j=1

W (j), (4.3.25)

where the r.v.’s W (j) (j = 1, 2, . . . ) are independent of Z0 and m0 under Pξ and P.
Moreover, conditionally on the environement ξ, the r.v.’s W (j) (j = 1, 2, . . . ) are
i.i.d. with common law Pξ(W (j) ∈ ·) = Pξ(W ∈ ·). With these considerations, it
can be easily seen that

φ
(r)
i (t) = E(r)

i [φξ(u)] = E(r)[φξ(u)i]. (4.3.26)
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Therefore, using (4.3.11) with r = rk, together with (4.3.26) and Fubini’s theorem,
we obtain

1
γk

∞∑
i=k+1

E(r)
i [W−r]Pk(Z1 = i) = 1

γkΓ(r)

∞∑
i=k+1

E(r)
i

∫ ∞
0

e−uWur−1du Pk(Z1 = i)

= 1
γkΓ(r)

∞∑
i=k+1

E(r)
∫ ∞

0
φiξ(u)ur−1du Pk(Z1 = i)

= 1
γkΓ(r)E

(r)
∫ ∞

0

∞∑
i=k+1

φiξ(u) Pk(Z1 = i)ur−1du

= 1
γkΓ(r)E

(r)
[∫ ∞

0
Ḡk,1(φξ(u))ur−1du

]
, (4.3.27)

where Ḡk,1(u) = Gk,1(u) − γku
k = ∑∞

j=k+1 u
jP(Z1 = j). Therefore, using (4.3.24)

and (4.3.27), we get

lim
n→∞

Ek
[
Z−rn+1

]
nγn+1

k

= 1
γkΓ(r)E

(r)
[∫ ∞

0
Ḡk,1(φξ(u))ur−1du

]
,

which ends the proof of Theorem 4.2.1.

4.3.3 Proof of Theorem 4.2.3
In this section we prove Theorem 4.2.3. For convenience, let λk = −rk. From

Theorem 4.2.1, for any k > 1, we have

lim
n→∞

1
n

logEk[Zλ
n ] = χk(λ) =

{
log γk if λ 6 λk,
Λ(λ) if λ ∈ [λk, 0]. (4.3.28)

Thus using a version of the Gärtner-Ellis theorem adapted to the study of tail
probabilities (see [36, Lemma 3.1]) and the fact that χk(λ) = log γk for all λ 6 λk,
we obtain, for all θ ∈ (0,E[X]),

lim
n→∞

− 1
n
Pk(Zn 6 eθn) = χ∗(θ), (4.3.29)

with

χ∗k(θ) = sup
λ60
{λθ − χk(λ)} = max

{
λkθ − Λ(λk), sup

λk6λ60
{λθ − Λ(λ)}

}
. (4.3.30)

It is well-known (see e.g. [24, Lemma 2.2.5]) that the function

Λ∗(θ) = sup
λ60
{λθ − Λ(λ)} = {λθθ − Λ(λθ)} , with Λ′(λθ) = θ,

is non-increasing for θ ∈ (0,E[X]). Therefore, letting

θk = Λ′(λk), (4.3.31)

it follows that :
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1. for any θ ∈ (0, θk],

λkθ − Λ(λk) > λkθk − Λ(λk) = Λ∗(θk) = sup
λk6λ60

{λθ − Λ(λ)} ;

2. for any θ ∈ [θk, µ),

Λ∗(θ) = sup
λk6λ60

{λθ − Λ(λ)} > Λ∗(θk) = λkθk − Λ(λk) > λkθ − Λ(λk).

With these considerations, we get from (4.3.30) that

χ∗k(θ) =
{
λkθ − Λ(λk) if θ ∈ (0, θk],
Λ∗(θ) if θ ∈ [θk,E[X]), (4.3.32)

which ends the proof of Theorem 4.2.3.

4.3.4 Proof of Proposition 4.2.2 for the Galton-Watson case
In this section we assume that (Zn) is a Galton-Watson process and prove (4.1.6),

which is a particular but simpler case of Proposition 4.2.2.

Proof. First note that for the Galton-Watson case, we have

γmr1 = 1. (4.3.33)

For convenience, we shall write r = r1. Using the additive property of integration
and the change of variable u = tmk for k > 0, together with Fubini’s theorem and
the fact that γmr = 1, we obtain

1
γ

∫ ∞
1

Ḡ(φ(u))ur−1du = 1
γ

∞∑
k=0

∫ mk+1

mk
Ḡ(φ(u))ur−1du

= 1
γ

∞∑
k=0

∫ m

1
Ḡ(φ(tmk))(mr)ktr−1dt

= 1
γ

∫ m

1

∞∑
k=0

γ−kḠ(φ(tmk))tr−1dt. (4.3.34)

Since Ḡ(t) = G(t)− γt and G(φ(t)) = φ(tm), we obtain, for any k > 0,

γ−kḠ(φ(tmk)) = γ−kG(φ(tmk))− γ−kγφ(tmk)
= γ−kG◦k+1(φ(t))− γk−1G◦k(φ(t)). (4.3.35)

By (4.3.35), using a telescoping argument and the fact that limk→∞ γ
−kG◦k(t) =

Q(t), we get
∞∑
k=0

γ−kḠ(φ(tmk)) = γQ(φ(t))− γφ(t). (4.3.36)
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Therefore, coming back to (4.3.34) and using (4.3.36), we have
1
γ

∫ ∞
1

Ḡ(φ(u))ur−1du =
∫ m

1
Q(φ(u))ur−1du−

∫ m

1
φ(u)ur−1du. (4.3.37)

Moreover, using the change of variable u = t/m and the relations G(φ(t/m)) =
φ(t) and γmr = 1, we get

1
γ

∫ 1

0
G(φ(u))ur−1du = m−r

γ

∫ m

0
φ(t)tr−1dt =

∫ m

0
φ(t)tr−1dt.

Therefore, since Ḡ(u) = G(u)− γu, we obtain
1
γ

∫ 1

0
Ḡ(φ(u))ur−1du = 1

γ

∫ 1

0
G(φ(u))ur−1du−

∫ 1

0
φ(u)ur−1du

=
∫ m

0
φ(u)ur−1du−

∫ 1

0
φ(u)ur−1du

=
∫ m

1
φ(u)ur−1du. (4.3.38)

Finally, using (4.3.37), (4.3.38) and the additive property of integration, we obtain
1
γ

∫ ∞
0

Ḡ(φ(u))ur−1du =
∫ m

1
Q(φ(u))ur−1du, (4.3.39)

which ends the proof of (4.1.6).

4.3.5 Proof of Proposition 4.2.2
Let k > 1. For convenience, let r = rk. Using the additive property of integration,

the change of variable u = tΠk
j for j > 0 and Fubini’s theorem, we have

1
γk

E(r)
[∫ ∞

1
Ḡk,1(φξ(u))ur−1du

]
= 1

γk
E(r)

 ∞∑
j=0

∫ Πj+1

Πj
Ḡk,1(φξ(u))ur−1du


= 1

γk
E(r)

 ∞∑
j=0

∫ mj

1
Ḡk,1(φξ(tΠj))Πr

jt
r−1dt


= 1

γk

∞∑
j=0

E(r)
[∫ mj

1
Ḡk,1(φξ(tΠj))Πr

jt
r−1dt

]
.

(4.3.40)

Recall that φξ(tΠj) = gj(φT jξ(t)), where gj(t) = f0◦. . .◦fj−1(t) is a random function
depending on the environment ξ0, . . . , ξj−1 and T jξ = (ξj, ξj+1, . . .). Then, using the
change of measure (4.2.14), the independence of the environment sequence (ξi) and
Fubini’s theorem, we see that

E(r)
[∫ mj

1
Ḡk,1(φξ(tΠj))Πr

jt
r−1dt

]
= E(r)

[∫ mj

1
c−jr ET jξ

[
Ḡk,1(gj(φT jξ(t))

]
tr−1dt

]
.

(4.3.41)
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Using the fact that Ḡk,1(t) = Gk,1(t) − γkt
k and the relations E[Gk,n(gj(t))] =

Gk,n+j(t) and E[gkj (t)] = Gk,j(t), we get

E(r)
[∫ mj

1
c−jr ET jξ

[
Ḡk,1(gj(φT jξ(t))

]
tr−1dt

]
= E(r)

[∫ mj

1
c−jr

[
Gk,j+1(φT jξ(t))−Gk,j(φT jξ(t))

]
tr−1dt

]
. (4.3.42)

Moreover, since the environment sequence (ξ0, ξ1, . . .) is i.i.d., we obtain, for any
j > 0,

E(r)
[∫ mj

1
c−jr

[
Gk,j+1(φT jξ(t))−Gk,j(φT jξ(t))

]
tr−1dt

]
= E(r)

[∫ m0

1
c−jr [Gk,j+1(φξ(t))−Gk,j(φξ(t))] tr−1dt

]
. (4.3.43)

Therefore, coming back to (4.3.40) and using the fact that cr = γk (for r = rk)
together with Fubini’s theorem, we obtain

1
γk

E(r)
[∫ ∞

1
Ḡk,1(φξ(u))ur−1du

]
= E(r)

∫ m0

1

∞∑
j=0

Gk,j+1(φξ(t))
γj+1
k

− Gk,j(φξ(t))
γjk

tr−1dt

 .
(4.3.44)

Using a telescoping argument and the assertion that limj→∞ γ
j
kGk,j(t) = Qk(t) for

all t ∈ [0, 1), we get
∞∑
j=0

[
Gk,j+1(φξ(t))

γj+1
k

− Gk,j(φξ(t))
γjk

]
= Qk(φξ(t))−Gk,0(φξ(t))

= Qk(φξ(t))− φkξ (t). (4.3.45)

Therefore, by (4.3.44) and (4.3.45), we have
1
γk

E(r)
[∫ ∞

1
Ḡk,1(φξ(u))ur−1du

]
= E(r)

[∫ m0

1
Qk(φξ(t))tr−1dt

]
− E(r)

[∫ m0

1
φkξ (t)tr−1dt

]
. (4.3.46)

Moreover, using the identity φξ(u) = f0 (φTξ(t/m0)), the change of variable t =
u/m0, the independence between ξ0 and Tξ, the relation γk = cr and Fubini’s
theorem, we get

E(r)
[∫ m0

0
φkξ (t)tr−1dt

]
= E(r)

[∫ 1

0
fk0 (φTξ(u))mr

0u
r−1du

]
= E(r)

[∫ 1

0
E(r)
Tξ

[
fk0 (φTξ(u))mr

0

]
ur−1du

]
= E(r)

[∫ 1

0
c−1
r Gk,1 (φTξ(u))ur−1du

]
= γ−1

k E(r)
[∫ 1

0
Gk,1 (φξ(u))ur−1du

]
. (4.3.47)
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Therefore, from the identity Ḡk,1(t) = Gk,1(t)− γktk and (4.3.47), it follows that

1
γk

E(r)
[∫ 1

0
Ḡk,1(φξ(u))ur−1du

]
= 1

γk
E(r)

[∫ 1

0
Gk,1(φξ(t))tr−1dt

]
− E(r)

[∫ 1

0
φkξ (t)tr−1dt

]
= E(r)

[∫ m0

0
φkξ (t)tr−1dt

]
− E(r)

[∫ 1

0
φkξ (t)tr−1dt

]
= E(r)

[∫ m0

1
φkξ (t)tr−1dt

]
. (4.3.48)

Finally, using (4.3.46) and (4.3.48), we obtain

1
γk

E(r)
[∫ ∞

0
Ḡk,1(φξ(u))ur−1du

]
= E(r)

[∫ m0

1
Qk(φξ(u))ur−1du

]
, (4.3.49)

which ends the proof of Proposition 4.2.2.

4.4 Applications
In this section we present the proofs of Theorems 4.2.8, 4.2.9 and 4.2.10 as

applications of Theorem 4.2.1. In Section 4.4.1 we give the rate of convergence in
the central limit theorem for W −Wn where we prove Theorem 4.2.8. In Section
4.4.2 we deal with the large deviation results for the ratio Rn = Zn+1/Zn, where we
prove Theorems 4.2.9 and 4.2.10.

4.4.1 Central Limit Theorem for W −Wn

In this section we prove Theorem 4.2.8.

Proof of Theorem 4.2.8. It is well known that W admits the following decomposi-
tion :

Πn(W −Wn) =
Zn∑
i=1

(W (i)− 1) ,

where under Pξ, the random variables W (i) (i > 1) are independent of each other
and independent of Zn, with common distribution Pξ (W (i) ∈ ·) = PTnξ (W ∈ ·). Let

δ2
∞(ξ) =

∞∑
n=0

1
Πn

(
mn(2)
m2
n

− 1
)
.

The r.v. δ2
∞(ξ) is the variance of W under Pξ (see e.g. [34]). Notice that if c0 :=

essinf m0(2)
m2

0
> 1, then δ2

∞(ξ) > c0 − 1 > 0. Therefore, condition EZ2+ε
1 <∞ implies

that, for all k > 1, it holds Ek
∣∣∣W−1
δ∞

∣∣∣2+ε
6 C

c0−1Ek |W − 1|2+ε <∞ (see [33]). By the
Berry-Esseen theorem, we have for all x ∈ R,∣∣∣∣∣Pξ

(
Πn(W −Wn)√
Znδ∞(T nξ)

6 x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 CETnξ
∣∣∣∣W − 1
δ∞

∣∣∣∣2+ε
Eξ
[
Z−ε/2n

]
.
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Taking expectation with Z0 = k and using Theorem 4.2.1, we get∣∣∣∣∣Pk
(

Πn(W −Wn)√
Znδ∞(T nξ)

6 x

)
− Φ(x)

∣∣∣∣∣ 6 C Ek
∣∣∣∣W − 1
δ∞

∣∣∣∣2+ε
Ek
[
Z−ε/2n

]
6 CAk,n(−ε/2). (4.4.1)

4.4.2 Large deviation rate for Rn

This section is devoted to the proof of Theorems 4.2.9 and 4.2.10. Recall that
Mn,j is defined by (4.2.42), where Nn,i are i.i.d. with generating function fn, given
the environment ξ (see Section 4.2).

Proof of Theorem 4.2.9. Since for all n ∈ N, Mn,j −mn has the same law as M0,j −
m0, and is independent of Zn, we obtain

Pk(Rn −mn ∈ D) =
∑
j>k

P(Mn,j −mn ∈ D)Pk(Zn = j)

6
∑
j>k

C1

jr
Pk(Zn = j)

= C1Ek
[
Z−rn

]
.

The result (4.2.44) follows from Theorem 4.2.1, and (4.2.46) follows similarly.

Proof of Theorem 4.2.10. We stat with a lemma which is a direct consequence of
the Marcinkiewicz-Zygmund inequality (see [22, p. 356]).

Lemma 4.4.1 ( [43], Lemma 1.4). Let (Xi)i>1 be a sequence of i.i.d. centered r.v.’s.
Then we have for p ∈ (1,∞),

E
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

Xi

∣∣∣∣∣
p

6

{
(Bp)pE (|Xi|p)n, if 1 < p 6 2,
(Bp)pE (|Xi|p)np/2, if p > 2, (4.4.2)

where Bp = 2 min
{
k1/2 : k ∈ N, k > p/2

}
is a constant depending only on p (so that

Bp = 2 if 1 < p 6 2).

We shall prove Theorem 4.2.10 in the case when p ∈ (1, 2]. Using the fact that
Mn,j −mn has the same law as M0,j −m0 and is independent of Zn, we obtain after
conditioning

Pk(|Rn −mn| > a) =
∞∑
j=k

P(|M0,j −m0| > a)Pk(Zn = j). (4.4.3)
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Using (4.2.42) and the fact that, under Pξ, the r.v.’s N0,i − m0 (i = 1, . . . , j) are
i.i.d. centered and with generating function f0, we get from Lemma 4.4.1 that, for
p ∈ (1, 2],

Pξ(|M0,j −m0| > a) 6 a−pEξ |M0,j −m0|p

6
(
Bp

a

)p
j1−pEξ|Z1 −m0|p.

Taking expectation, we obtain

P(|Mn,j −mn| > a) 6
(
Bp

a

)p
j1−pE|Z1 −m0|p.

Therefore, coming back to (4.4.3) and applying Theorem 4.2.1, we get

Pk(|Rn −mn| > a) 6
(
Bp

a

)p
E|Z1 −m0|p

∞∑
j=k

j1−pPk(Zn = j)

=
(
Bp

a

)p
E|Z1 −m0|pEk

[
Z1−p
n

]
= Cpa

−pAk,n(p− 1),

with Cp = BpE|Z1 −m0|p. This ends the proof of Theorem 4.2.10 in the case when
p ∈ (1, 2]. The proof in the case p > 2 is obtained in the same way.
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Conclusion et perspectives

Les processus de branchement en environnement aléatoire sont un modèle ma-
thématique encore très étudié aujourd’hui, de part leur complexité et leur richesse
mathématique, ainsi que la pertinence de leurs applications, en biologie cellulaire
notamment. La présente thèse améliore et unifie partiellement les résultats obtenus
dans les travaux antérieurs pour un processus de branchement sur-critique en en-
vironnement aléatoire et sous la condition de non-extinction. L’étude des moments
harmoniques de W et Zn ainsi que l’asymptotique de la distribution du proces-
sus Zn nous ont permis d’apporter des résultats plus fins que ceux connus dans la
littérature.

Étant donné que les résultats sur les moments harmoniques de W et de Zn im-
pliquent un résultat de grandes déviations, il serait envisageable de chercher à obtenir
des grandes déviations précises, c’est-à-dire sans normalisation logarithmique, dans
l’esprit de Bahadur et Rao [6]. Cette piste d’étude est l’objet d’un travail en cours
avec mes directeurs de thèse dans le cas des grandes déviations inférieures pour le
processus Zn, mais le cas d’étude des grandes déviations supérieures serait aussi
envisageable.

Une autre perspective de recherche serait de généraliser les résultats de la thèse
en relaxant l’hypothèse P(Z1 = 0) = 0. Notamment, la détermination d’un équi-
valent de la probabilité asymptotique P(Zn = j|Z0 = k) constituerait une avancée
considérable. Une première étape plus abordable serait d’essayer de déterminer un
équivalent de la probabilité P(Zn = j|Z0 = k) dans le cas linéaire fractionnaire fai-
blement sur-critique (qui n’a pas été traité dans [18]) afin de mieux comprendre la
dynamique, et enfin essayer d’étendre les résultats au cas d’un PBEA sur-critique gé-
néral. Signalons de plus qu’un analogue de ces résultats existe déjà pour le processus
à temps continu (c.f. [17, 38]).

Les résultats de cette thèse pourraient certainement être aussi utilisés pour ef-
fectuer des statistiques sur ce type de processus, en vue d’éventuelles applications
en biologie. En effet, très peu de travaux ont été réalisés dans ce sens, mis à part
des résultats concernant la normalité asymptotique de certains estimateurs de la
moyenne ou de la variance (c.f. [25]). Des résultats sur la vitesse de convergence
de ces estimateurs sont envisageables, et les résultats de grandes déviations sur le
processus Zn et le ratio Zn+1/Zn devraient pouvoir être utilisés pour obtenir des
résultats de grandes déviations sur ces différents estimateurs.
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Conclusions and perspectives

A branching process in a random environment is a mathematical model still
studied today, because of their complexity and mathematical richness and relevance
of their applications, especially in cell biology. This thesis improves and partially
unifies the results obtained in previous work for a supercritical branching process in
a random environment under the non-extinction condition. The study of harmonic
moments of W and Zn and the asymptotic distribution of the process Zn allowed us
to obtain results which are more precise than those known in the literature.

Since the results of the harmonic moments of W and Zn imply large deviations
results, it would be possible to seek to obtain more precise large deviations asymp-
totics, that is without the logarithmic normalization in the spirit of Bahadur and
Rao [6]. This study is the subject of ongoing work with my thesis supervisors in the
case of lower large deviations for the process Zn, but the case study of upper large
deviations could also be envisaged.

Another research perspective would be to generalize the results of the thesis
by relaxing the assumption P(Z1 = 0) = 0. In particular, the determination of an
equivalent of the asymptotic probability P(Zn = j|Z0 = k) would be a major step
forward. A first affordable step in this direction would be to try to determine the
probability of an equivalent P(Zn = j|Z0 = k) in the case of a weakly supercritical
fractional linear BPRE (which was not treated in [18]) to better understand the
dynamics, and finally try to extend the results to the case of a general supercritical
BPRE. Note further that similar results already exists for continuous time processes
(c.f. [17, 38]).

The results of this thesis could certainly also be used to perform statistics on
this type of process, eventually for possible applications in biology. Indeed, very
little work has been done in this direction, apart from the results concerning the
asymptotic normality of some estimators of the mean or the variance (c.f. [25]).
Results on the speed of convergence of these estimators are possible, and the results
of large deviations for the process Zn and the ratio Zn+1/Zn should be used to obtain
some large deviation results on these different estimators.
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