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INTRODUCTION GENERALE

Les travaux de cette these s’inscrivent dans le cadre de la formalisation mathéma-
tique des lois de comportement des milieux hyperélastiques anisotropes permettant
de modéliser les tissus organiques tels que les ligaments, les tendons ou les parois
artérielles. Les applications possibles de ces travaux concernent la santé de I’homme
appréhendée au travers d’outils numériques prédictifs, ces derniers permettant de
comprendre le fonctionnement musculo-squelettique du corps humain. Ces travaux

peuvent aussi s’appliquer aux caoutchoucs renforcés par des fibres [9; 14].

A partir du milieu des années 1950, I'utilisation de la théorie des invariants a été
intensivement étudiée dans le cadre de la mécanique (Rivlin et Ericksen [42], Spen-
cer [47, 48, 50]; Spencer et Soldatos [51], Boehler [2, 3, 4], Wang [60, 61], Smith
[46], Holzapfel et al. [23, 25|, Liu [32], Peng et al. [39], Schroder et Neff [43]). Plu-
sieurs invariants ont alors été proposés et ils sont aujourd’hui encore largement
utilisés pour modéliser le comportement de matériau a une ou plusieurs familles
de fibres. Ces invariants sont basés sur l'introduction de tenseurs structuraux qui
représentent I'influence des directions des fibres du matériau. Dans le contexte des
lois de comportement de matériaux anisotropes pour des applications en biomé-
canique, des invariants spécifiques ont été proposés pour étudier les déformations
et contraintes internes dans les tissus mous biologiques comme les ligaments, les
tendons ou les parois artérielles. De tres nombreux auteurs s’inscrivent dans la
lignée de ces travaux. Sans prétendre a I'exhaustivité, on peut en citer un certain
nombre dont Wu et Yao [63] qui ont traité le comportement mécanique de la par-
tie périphérique fibreuse (annulus fibrosus) des disques intervertébraux humains a
I’'aide d’'un modele incluant deux familles de fibres. Plus récemment, Peng et al.
[39] ont abordé la méme problématique mais en incluant une densité d’énergie
permettant de prendre en compte le cisaillement entre les fibres et la matrice. Na-
tali et al. [35] ont étudié les tissus constituant l'oesophage a 'aide d’'un modele
hyperélastique anisotrope a deux familles de fibres. Girard et al. [17] a fait la simu-
lation de la mécanique du comportement de la sclérotique postérieure dans le cas
d’une élévation importante de la pression intraoculaire. Les invariants sont aussi
employés pour expliquer le comportement mécanique de ’anneau fibreux humain
(Caner et al. [7]) ou pour modéliser le comportement hyperélastique d’'une mem-

brane thermoplastique mince et incompressible (Erchiqui et al. [13]). Récemment,
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ils ont également montré leur intérét dans 'étude de la croissance exponentielle
de parois cellulaires renforcées de fibres (Huang et al. [26]). deBotton et Shmuel
[12] ont traité le cas de 'aorte abdominale humaine en utilisant des techniques
d’homogénéisation appliquées a un multicouche composite constitué de fibres de
collagenes dans différentes directions. Merodio et Ogden [34] ont analysé I'influence
d’un invariant sur la condition d’ellipticité associée a un matériau hyperélastique
anisotrope constitué de deux familles de fibres. Leurs conclusions suggerent que
cet invariant peut provoquer des instabilités au niveau de la loi de comportement.
Holzapfel et al. [23] ont traité le cas d'une paroi artérielle constituée de deux
couches distinctes de tissus biologiques (media et adventice). Chaque couche est
considérée comme un composite renforcé par une famille de fibres de collagene.
La loi hyperélastique anisotrope retenue pour modéliser chaque couche est de type
exponentiel. En utilisant le modele de Holzapfel et al. [23], del Palomar et Doblare
[38] ont traité 'influence des fibres de collagene pour le comportement du disque

d’articulation temporo-mandibulaire.

En général, les densités d’énergie modélisant les tissus mous biologiques sont sou-
vent séparées en une partie isotrope et une autre anisotrope (Balzani et al. [1]; Hol-
zapfel et al. [23, 25]; Peng et al. [39]; Weiss et al. [62]) en supposant que le compor-
tement anisotrope est du aux fibres de collagene (Gasser et al. [16]). L’anisotropie
est représentée par I'introduction d’un tenseur structurel et d’invariants mixtes qui
couplent ce tenseur avec celui des déformations de Cauchy-Green a droite (Boehler
[5]; Spencer [49]; Zheng et Spencer [64, 65]). Le nombre de familles de fibres est gé-
néralement fixé a un pour modéliser les tissus tels que les ligaments ou les tendons
alors qu’il est pris égal a deux pour représenter le comportement des parois arté-
rielles. Par example, dans le modele de loi constitutive de Holzapfel-Gasser-Ogden
(HGO)(Holzapfel et Gasser [22]; Holzapfel et al. [23]), deux directions privilégiées
distinctes correspondant aux deux familles de fibres sont superposées pour mo-
déliser les fibres de collagene. On peut citer dans la méme veine Klisch et Lotz
[29] qui ont traité la partie périphérique fibreuse (annulus fibrosus) des disques
intervertébraux a l’aide d’'un modele constitué par la superposition d’une densité

d’énergie isotrope et d'une densité anisotrope.
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Cependant, 1'utilisation de ces lois hyperélastiques anisotropes n’est pas sans poser

quelque probleme :

e S’il en existe une grande diversité, aucune ne possede un caractere univer-

sel, ce qui pose le probleme de leur choix dans le cadre d’une modélisation.

e Un grand nombre d’entre elles repose sur des bases empiriques ou expéri-
mentales, ce qui peut conduire a des problemes de convergence numérique.
Par exemple, Merodio et Ogden [34] ont étudié I'influence déstabilisatrice
de l'invariant Ig sur la condition d’ellipticité. Schroder et al. [44] ont par
ailleurs souligné le role clé de la polyconvexité afin de satisfaire la condition
de stabilité et d’ellipticité. Enfin, le remplacement d’invariants classiques
par de nouveaux sur la base de propriétés polyconvexes est discuté dans
(Balzani et al. [1]).

e (Certains invariants sur lesquels reposent des densités d’énergie associées a

ces lois sont difficiles a interpréter physiquement.

Pour répondre a ces problemes, une nouvelle méthode constructive des lois de
comportement des milieux continus anisotropes a été récemment proposée par
Thionnet et Martin [56]. 11 s’agit d’'une méthode systématique et originale qui per-
met de s’assurer de I'unicité de I’écriture polynomiale des invariants. L’application
est ciblée vers I'endommagement des matériaux composites destinés a l'industrie
aéronautique. Dans cette these, nous nous proposons d’adapter la méthode au cas
des matériaux hyperélastiques anisotropes utilisés pour modéliser le comportement
de tissus biologiques. On s’intéresse en particulier a deux types de matériaux : le
premier avec deux familles de fibres de collagéne et le second avec une seule fa-
mille de fibres de collagene. A noter toute fois que les caractéristiques mécaniques
propres au collagéne n’interviennent pas dans I’approche que nous avons dévelop-
pée. Cela signifie que cette approche a une portée plus générale qu'une application
aux seuls tissus biologiques et qu’elle peut étre déclinée pour tout type de matériau

hétérogene constitué d’une ou deux familles de fibres noyées dans une matrice.

Le mémoire de these est subdivisé en quatre chapitres.
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Le premier chapitre rappelle les fondements principaux de la mécanique des mi-
lieux continus ainsi que les éléments essentiels de la théorie des invariants polyno-
miaux (opérateur de Reynolds et théoréme de Noether). On présentera également
le théoreme de représentation des contraintes dans le cas isotrope di a Rivlin et
Ericksen [42] ainsi que celui qui permet de remplacer une densité d’énergie aniso-
trope par une densité d’énergie isotrope a condition d’inclure un tenseur structural
additionnel (Liu [32]). Ce lien fort entre les notions d’isotropie et d’anisotropie, via
I'introduction de tenseurs structurels, a été exploité pendant plusieurs décennies
par de nombreux auteurs (Wang [60, 61], Smith [46], Zheng [66], Boehler [2, 3, 4]).
On rappelle cet historique, ainsi que les controverses qui 1’ont nourri, dans ce
premier chapitre. Il s’agit un effet d’un élément essentiel de compréhension des
modalités de construction des lois de comportement actuelles en biomécanique.
Un inventaire de ces dernieres est dressé a la suite. On rappellera enfin la mé-
thode constructive qui a été développée par Thionnet et Martin [56] et qui permet
d’exhiber de maniere automatique une base d’intégrité dans le cas de matériaux
composite élastiques. Cette méthode sera adaptée dans les chapitres qui suivent
au cas de matériaux fibreux comportant une ou deux familles de fibres. Ces ma-
tériaux peuvent étre utilisés pour modéliser les tissus biologiques par des lois de
comportement hyperélastiques anisotropes [12; 23; 34; 35; 38; 39; 63]. Il permettent
également de représenter le comportement de caoutchoucs renforcés par des fibres
9; 14].

Le deuxieme chapitre est consacré a l'utilisation de la méthode constructive
proposé par Thionnet et Martin [56] dans le cadre d'un matériau constitué de
deux familles de fibre. Dans un premier temps, on étudie les particularités géo-
métriques qui permettent de construire le groupe d’invariance. On démontre en
particulier que le cardinal de ce groupe est égal a 4. Dans un second temps, on
utilise 'opérateur de Reynolds et le théoreme de Noether pour obtenir une famille
finie de générateurs d’invariants. Cette famille contient 209 éléments. Elle est donc
difficilement exploitable en pratique. Pour la réduire, une option aurait été d’uti-
liser les bases de Grobner comme cela a été fait dans [56] mais cela nécessite de
travailler dans un repere donné. Nous avons donc fait le choix d’opérer un cal-

cul analytique qui permet d’exhiber une base d’intégrité constituée de 7 éléments
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indépendamment de tout repere. Le calcul est long et technique. Il est formalisé
dans le théoreme 2.2 qui constitue I'un des principaux résultats originaux de ce

chapitre.

La suite du chapitre est consacré a la comparaison entre les nouveaux invariants et
ceux plus classiques que 'on peut trouver dans la littérature (deBotton et Shmuel
[12]; Holzapfel et al. [23]; Klisch et Lotz [29]; Merodio et Ogden [34]; Natali et al.
[35]; del Palomar et Doblare [38]; Peng et al. [39]; Wu et Yao [63]).

La fin du chapitre porte sur la représentation des contraintes, et notamment le cal-
cul des tenseurs cinématiques qui nécessitent la dérivation des nouveaux invariants
par rapport au tenseur des déformations de Cauchy-Green a droite. Ces nouveaux
tenseurs cinématiques sont comparés a ceux utilisés traditionnellement dans les

représentations standards des contraintes.

Le troisieme chapitre présente I’étude d’un matériau a une famille de fibres.
Dans ce cas, les outils développés dans le chapitre 1 et appliqués dans le chapitre
2 au cas de deux familles de fibre ne sont pas utilisables en 1’état. Les éléments
centraux de la méthode constructive que nous avons développée sont en effet le
théoreme de Noether et 'opérateur de Reynolds. Leurs applications nécessitent la
prise en compte d’un groupe de symétrie matérielle de cardinal fini, ce qui ne pose
pas de problemes dans le cas d’'un matériau comportant deux familles de fibres de
collagene [54; 55]. En revanche, dans le cas d'un matériau avec une seule famille de
fibres, qui est étudié dans ce chapitre, le groupe de symétrie est constitué de 1’en-
semble des rotations autour de I’axe de la fibre. Le cardinal de ce groupe n’est donc
pas fini. Cela souleve des difficultés théoriques et techniques puisque 'opérateur
de Reynolds n’est plus défini et que le théoreme de Noether n’est plus applicable.
Pour surmonter ces difficultés, nous introduisons dans ce chapitre un opérateur de
Reynolds généralisé, noté Rg, et nous montrons que les propriétés associées a ce
nouvel outil théorique constituent une extension de l'opérateur classique. L’opé-
rateur de Reynolds généralisé consiste a remplacer la somme finie portant sur le
cardinal du groupe de symétrie par une intégrale de Riemann sur ’angle de rota-
tion autour de l'axe des fibres. En utilisant cet opérateur, nous démontrons qu'un

polynome invariant quelconque est généré par six polynomes invariants de degré
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inférieur ou égal a 3 (théoremes 3.1 et 3.2). La démonstration du théoreme 3.1
ne pose aucune difficulté. C’est une application directe de la définition du nou-
vel opérateur de Reynolds R¢ que nous avons introduit. Elle nécessite simplement
d’opérer des intégrations sur des fonctions trigonométriques. La démonstration du
théoreme 3.2 est en revanche beaucoup plus ardue et nécessite deux étapes. La
premiere consiste a vérifier que les six polynomes K; que nous introduisons dans la
formule (3.39) sont bien de degré inférieur ou égal a 3 et qu'ils sont invariants sous
l'action du groupe de symétrie. La deuxiéme étape, la plus longue (une vingtaine
de pages), consiste a établir que tout polynéme invariant s’écrit comme polynome
des 6 invariants de base K;. Pour établir ce dernier résultat, on démontrera grace a
des formules de récurrence que tout invariant de la forme Rg(2%) s’exprime comme
combinaison des K;. D’une certaine facon, ce résultat, long et technique, permet de
se substituer au théoreme de Noether qui n’est pas applicable au cas traité dans

ce chapitre. Il s’agit donc d’un résultat original qui est central pour ce chapitre.

Le quatrieme chapitre est une exploitation des résultats du troisieme chapitre
qui a permis d’introduire de maniere constructive six nouveaux invariants K; dans
le cas d’'un matériau constitué d’une seule famille de fibres. La maniere de les
introduire est particulierement originale puisque cela nécessite 'utilisation d'un
nouvel opérateur appelé opérateur de Reynolds généralisé. Du fait du caractere
novateur de la méthode et des résultats trouvés, l'interprétation mécanique et
géométrique des nouveaux invariants K; fait 'objet d'une étude approfondie qui
est présentée dans ce chapitre. De nombreux liens entre les nouveaux invariants
trouvés et les phénomenes de cisaillement y sont notamment établis. Grace au
théoreme de Kantorovich [27; 31], il sera notamment possible de déterminer une
valeur maximum de l'angle de cisaillement fibre-matrice. Parmi les invariants Kj,
on montre par ailleurs que Kz est le seul qui ne peut pas s’exprimer sous une forme
polynomiale en fonction des invariants classiques. En effet, en utilisant les bases
de Grobner (Cox et al. [10]), nous montrerons qu’il existe une seule relation liant
les K; entre eux et cette relation implique le carré de Ks. Cela signifie que K5 est

une fonction racine des autres invariants.
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Dans ce quatrieme chapitre, nous étudions également le cas des déformations infi-
nitésimales pour le tenseur des déformations de Green-Lagrange. Nous montrerons
en particulier que seuls les invariants Ky, K, et Ky sont non nuls apres linéarisation.
Il s’agit des invariants déja répertoriés dans la littérature (Hollingsworth et Wag-
ner [21]; Peng et al. [39]; Schroder et Neff [43]). Cela signifie que les trois nouveaux
invariants K3, Ks et K¢ jouent un role a part lorsqu’on s’intéresse aux phénomenes

non linéaires.

Enfin, en plus de I’étude des invariants proprement dit, on va examiner leur contri-
bution dans le calcul du vecteur contrainte lorsque 1’on considere un effort appli-
quée sur la surface perpendiculaire a la direction des fibres. Pour cela, le tenseur des
contraintes est calculé en fonction des tenseurs cinématiques a ’aide des nouveaux
invariants K;. Afin d’illustrer a nouveau le role joué par les nouveaux invariants
K; vis-a-vis du cisaillement, on distinguera les effets de traction des effets dis au

cisaillement. Cette distinction fait apparaitre deux résultats importants :

1. le role central joué par la direction des fibres en terme d’analyse spectrale du

tenseur de déformations de Cauchy-Green.

2. T'influence différente des invariants Kj, K, et Ky (par rapport a Ks, Ks et Ky),
ce qui souligne a nouveau le caractere particulier des nouveaux invariants Ks,

K5 et K(,.




Etat de ’art

Ce premier chapitre porte sur I'état de l'art dans la domaine de la représenta-
tion des contraintes mécaniques et dans celui des invariants isotrope et anisotrope

utilisés dans les lois de comportement.
Il est organisé en quatre paragraphes distincts.

Le paragraphe 1.1 rappelle les fondamentaux de la mécanique des milieux continus,

en particulier en matiere de tenseurs de déformations et de contraintes.

Le paragraphe 1.2 porte sur les théoremes de représentations des contraintes dans
les domaines isotrope (Rivlin et Ericksen [42]) et anisotrope (Liu [32]). Ce para-
graphe fait donc l'objet de quelques rappels sur les principes d’indifférence maté-

rielle, d’isotropie et d’anisotropie.

On s’intéresse ensuite dans le paragraphe 1.3 aux invariants classiques utilisés en
mécanique et en biomécanique depuis plusieurs décennies et un panorama assez
complet de I'historique dans ce domaine est effectué (Rivlin et Ericksen [42], Wang
(60, 61], Smith [46], Zheng [66] et Boehler [2, 3, 4]). L’utilisation concréte de ces
invariants est également examinée au travers d'un inventaire de plusieurs densités
d’énergie utilisées en biomécanique (Holzapfel et al. [23, 24], del Palomar et Doblare
[38], Huang et al. [26], Hariton et al. [19, 20], Fung [15], Veronda et Westmann
[57], deBotton et Shmuel [12], Peng et al. [39], Hollingsworth et Wagner [21], Natali
et al. [35, 36, 37], Balzani et al. [1], Klisch et Lotz [29], Wu et Yao [63]).
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Le paragraphe 1.4, qui cloture ce premier chapitre, vise a introduire les concepts
mathématiques fondamentaux relatifs a la théorie mathématique des invariants
polynomiaux (Cox et al. [10]). Ces concepts sous-tendent en effet ’approche théo-
rique que nous développerons en détail dans les chapitres suivants de ce mémoire.
On insistera en particulier sur les deux ingrédients principaux qui sont le théoreme
de Noether et 'opérateur de Reynolds. Le lien formel entre ces concepts et la mé-
canique des milieux continus a été établi dans les travaux précurseurs de Thionnet

et Martin [56]. On en rappelle dans ce mémoire les éléments principaux.

Une synthese de ce chapitre est en cours de soumission dans une revue internatio-
nale [53].

1.1 Meécanique des milieux continus

1.1.1 Cinématique et tenseur des déformations

On considere un volume déformable de R® qui occupe la configuration déformée,
notée QQ; ou configuration Eulérienne (Figure 1.1). La configuration non-déformée
est notée )y, configuration de référence ou configuration Lagrangienne ou encore la
configuration initiale. Dans un repéere cartésien orthonormal, la position d’'un point
matériel est représenté par le vecteur de position initiale X et par le vecteur de
position actuelle . La déformation est décrite par une fonction vectorielle bijective
® de R3 vers R :

x =D(X) (1.1)

Le vecteur u reliant la position initiale X a la position actuelle & est noté u :
u=x—-X (1.2)

Remarque 1.1.1. Dans ce mémoire, on s’intéresse au régime statique. La dépen-

dance par rapport au temps ne sera donc pas considérée.

On introduit classiquement le tenseur gradient de déformation F :

ox

F=ox

=1+ gradu (1.3)
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Q,

X o—

Y
®
=

FIGURE 1.1: Transformation d’un volume

ou | est le tenseur d’identité.
Les tenseurs de déformation de Cauchy-Green a droite C et a gauche B sont définis
par :

C=F'F;, B=FF (1.4)

Remarque 1.1.2. L’exposant | représente la transposée d'une matrice.

Enfin, le tenseur des déformations de Green-Lagrange est défini par :
1
E-= E(C -1 (1.5)

Remarque 1.1.3. C, B et E sont symétriques.

La formule de Nanson permet de relier la normale extérieure n a un élément de
surface déformé ds avec la normale extérieure IN associée a 1’élément de surface

non déformé dS associé (Figure 1.2) :
nds = JF"TINdS (1.6)

ou | représente le rapport des volumes infinitésimaux dv et dV, en configuration
respectivement déformée et non déformée. | représente donc le déterminant de la
matrice jacobienne, c’est-a-dire le déterminant de F. En prenant la norme de part

et d’autre de I'équation (1.6) et en reportant le résultat dans (1.6), on obtient :

FIN

= TETNT (1.7)

n
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F
/\ — n =L?V
e >< 7N
\ ds \‘

das - /

FIGURE 1.2: Transformation d’une surface

1.1.2 Tenseur des contraintes

En mécanique des milieux continus, il est classique de considérer trois tenseurs de
contraintes qui sont les premier et second tenseurs de Piola-Kirchoff (notés respec-
tivement P et S) et le tenseur de Cauchy (noté ¢). Ces trois tenseurs coincident
si on fait I’hypothese des petites perturbations. Comme on considere dans cette
these le cas des grands déplacements et des grandes déformations, il est nécessaire

de les prendre en considération.

Le tenseur de Cauchy représente les contraintes réelles ("true stress”) en configura-
tion déformée. Il est symétrique et il est relié au premier tenseur de Piola-Kirchoff
par :

1

o= TPFT (1.8)

P est encore appelé tenseur des contraintes nominales ou contraintes de I'ingénieur

("engineering stress”). On remarque d’apres (1.6) que :
onds = PNdS (1.9)

Par ailleurs, o et P satisfont 'un et l'autre la conservation de la quantité de

mouvement, respectivement en configuration déformée et non déformée :

2

Pom = divo + pf dans Q (1.10)
2 1.10
poaa—: = Divo + pof dans Q)
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ol po et p représentent les masses volumiques, Div et div les divergences matri-
cielles et pof et pf les forces volumiques, respectivement en configuration non
déformée et déformée. Les membres de gauche représentent les quantités d’accélé-
ration. Ils sont nuls dans le cas statique.
On note cependant que, d’apres (1.8), P n’est pas symétrique et n’a donc pas de
caractere d’objectivité par rapport a un observateur. Afin d’éviter cet inconvé-
nient dans la formulation des lois constitutives de matériaux solides soumis a de
grandes déformations, on utilise souvent le second tenseur des contraintes de Piola-
Kirchhoff :

S=F'P=JF'oF" (1.11)

On considere généralement que S dérive d'une densité d’énergie de déformation W,
ce qui permet de considérer des lois de comportement compatibles avec les premier

et second principes de la thermodynamique [6] :

_W _ oW

S=2E~%3c

(1.12)

On déduit facilement en utilisant (1.11) et (1.12) la formule du tenseur des contraintes
de Cauchy :
2 _J0W

1.2 Indifférence matérielle, isotropie, anisotropie et théo-

remes de représentation des contraintes

Dans ce paragraphe, on présente tout d’abord les notions d’indifférence matérielle
et d’isotropie et on rappelle qu’en les combinant, il est possible d’obtenir une
forme de représentation remarquablement simple des contraintes [42]. On abordera
ensuite la notion d’anisotropie et sa correspondance avec un tenseur des contraintes

isotrope augmenté d’un tenseur structurel [32].
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1.2.1 L’axiome de l’indifférence matérielle

On sait que toute quantité observable et intrinseque doit étre indépendante de
la base orthonormée dans laquelle elle est calculée. En appliquant ce principe
au second tenseur des contraintes de Piola Kirchhoff que I'on notera X (pour
le distinguer du S des formules (1.11) et ( 1.12) parce qu’on le supposera dans un
premier temps exclusivement dépendant de F), on obtient la propriété suivante qui

traduit le principe de I'indifférence matérielle [§] :
>(QF) = X(F), VFe M3,VQe€0s (1.14)

Ou M3 est I'ensemble des matrices carrées d’ordre 3 & déterminant positif et O3
est I’ensemble des transformations dans R3. En utilisant la factorisation polaire de

F, on peut montrer [8] que 'égalité (1.14) s’écrit encore de maniére équivalente :

>(F)=S(F'F), VFe A (1.15)

L’équation (1.15) traduit le fait que le second tenseur des contraintes de Piola-
Kirchhoff peut s’exprimer comme une fonction S du tenseur des déformations de

Cauchy-Green & droite C = FTF, ce qui est consistant avec I'équation (1.12).
1.2.2 Matériaux isotropes

Nous venons de voir comment 1’ensemble des réponses possibles d'un matériau est
limité par le principe de l'indifférence matérielle. Nous allons maintenant examiner
comment cet ensemble peut étre encore restreint par la prise en compte d’une pro-
priété physique. Cette propriété, appelée isotropie, reflete I'idée que, pour certains
matériaux, la réponse est la méme dans toutes les directions. Cette propriété n’est
valable que pour certaines catégories de matériaux (acier, aluminium, caoutchouc
etc.) mais n’est évidemment pas applicable pour d’autres comme les matériaux
composites qui possedent des directions privilégiées (’alignement des fibres de car-
bone par exemple), qui sont anisotropes. Les tissus biologiques comme les muscles,

les tendons ou les ligaments sont aussi supposés anisotropes puisque les fibres de
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collagene représentent des directions privilégiées. Il est néanmoins utile de traiter
préalablement le cas de l'isotropie car on verra ultérieurement que le cas anisotrope
est équivalent au cas isotrope a condition d’inclure dans la loi de comportement un
ou plusieurs invariants additionnels (Boehler [2, 3, 4]). Cette propriété d’isotropie

se traduit par la définition suivante (Ciarlet [8]) :
Y (FQ) = Q'X(F)Q, VFe M3,VQ € O; (1.16)

Utilisée avec le principe d’indifférence matérielle, la propriété d’isotropie permet
d’établir un lemme utile (lemme 1.1 qui suit) pour démontrer que les contraintes
s’expriment comme un polynome quadratique des déformations C. Ce résultat,
qu’on appelle le théoreme des représentations des contraintes, sera présenté ulté-

rieurement (théoreme 1.1).

Lemme 1.1. En considérant la propriété d’isotropie et le principe d’indifférence

matérielle, le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchhoff satisfait :

S(QCQ’) = QS(C)Q”, VQeO; (1.17)

Démonstration. En utilisant successivement la définition de C et 1'égalité (1.15)

qui résulte de I'indifférence matérielle, on obtient :
S(QCQ’) = S(FRHTFQT) = Z(FQT) (1.18)

Pour conclure, on utilise ensuite la propriété d’isotrope (1.16) puis a nouveau
(1.15) :
T (FQ") = QX (FQ’ = Qs(0)Q” (1.19)

En utilisant le résultat (1.17) qui vient d’étre démontré, il est possible d’établir
une forme remarquablement simple de la réponse d’'un matériau isotrope. Cette
réponse prend en effet la forme d’un polynome quadratique dépendant du tenseur

des déformations de Cauchy-Green a droite C. Le théoreme qui suit, classiquement
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appelé théoreme de représentation, résume ce développement polynémial (Ciarlet
[8]; Rivlin et Ericksen [42]) :

Théoreme 1.1. On considére un matériau isotrope et on se place dans le cadre
du principe de lindifférence matérielle. Dans ces conditions, le second tenseur
des contraintes de Piola-Kirchhoff s’exprime comme un polynome de degré 2 du

tenseur des déformations de Cauchy-Green a droite C :
S(C) = Bo(l1, L, L)1 + B1(l1, I, I3)C + Ba(l1, I, I5)C? (1.20)
Bo, P1, P2 Etant des fonctions réelles des trois invariants principaux de la matrice

C:
L = tr(C), I, = %[tr(C)z — tr(C?)], I = det(C) (1.21)

Démonstration. On pourra trouver la démonstration complete de ce théoreme dans

Ciarlet [8]. Nous nous contentons ici d'un rappeler les étapes essentielles :

1. C étant symétrique, il existe un changement de base orthonormale qui dia-

gonalise C :
A 00
C=PAP’; P=[p,p.ps;, A=[0 A, O (1.22)
0 0 Az

ou p; et A; représentent les vecteurs et valeurs propres de C.

2. En choisissant de maniere appropriée les vecteurs propres de C, on peut

montrer que P diagonalise également S :

451 0 0
S=P| 0 w 0 |PTeS=up.p." +pp.p." +papsps”  (1.23)
0 0 Us
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3. On déduit de la décomposition spectrale de C :

11 1 Pip:" I
A Ay Az pzpzT =1 C (1-24)
/\% /\g /\g p3p3T (og

4. Le systeme (1.24) est un systeme de Vandermond. Il est inversible si les
valeurs propres A; sont distinctes. Faisons donc si cette hypothese (sachant
que les cas de valeurs propres doubles ou triples ne posent pas de problemes
techniques particuliers. Dans le cas d'une valeur propre double, on obtient
une représentation affine des contraintes, c’est-a-dire en fonction de | et C.
Dans le cas d’une valeur propre triple, on obtient que les contraintes sont
proportionnelles a lidentité). On déduit alors de l'inversion de (1.24) que
les matrices p,p.", PoPa’ et pgps’ s’expriment linéairement en fonction des

matrices I, C et C2 On reporte ce résultat dans (1.23) pour conclure.

Les coefficients ; de la décomposition dépendent bien entendu des invariants de

C puisque :

L=AM+A+ A3, L=MAy+AA3+ A3 I3 = A{ArA3 (125)

1.2.3 Matériaux anisotropes

La propriété d’anisotropie traduit le fait que le matériau ne se comporte pas de
la méme maniere dans toutes les directions. C’est, par exemple, le cas des tissus
biologiques qui nous intéressent dans le cadre de cette these et pour lesquels 1'orien-
tation des fibres des collagenes joue un role spécifique. Il convient alors d’adapter
'"équation (1.17) en restreignant le groupe Oz a un sous-groupe g appelé groupe
de symétrie. Par exemple, pour les tissus biologiques comportant une seule famille
de fibres de collagene alignées dans la direction a, le sous-groupe ¢ sera constitué

de I’ensemble des matrices de rotation autour de a. La définition de I’anisotropie
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est donc une adaptation de (1.17) :

S(QCQ") =QS(C)Q”, VYQegcO; (1.26)

Pour obtenir des similarités avec le cas isotrope, il est classique d’introduire des
tenseurs structuraux, que ’on notera M et qui sont invariants sous l'action du

groupe de symétrie ¢ (Smith [46]; Wang [60, 61]) :

M=QMQ", VQeg (1.27)

Dans le cas de tissus avec une seule famille de fibres de collagene orientées dans
la direction a, il est facile de démontrer que la matrice M satisfaisant 1’équation
(1.27) est définie par :

M=a®a (1.28)

On se ramene alors au cas isotrope en utilisant un théoreme fondamental (dont
on pourra trouver une démonstration détaillée dans Liu [32]) et qui stipule qu'une
fonction invariante sous l'action d’un groupe de symétrie peut s’écrire sous la
forme d’une fonction isotrope pour peu que cette derniere inclut comme argument
additionnel le tenseur structural M défini par I’équation (1.28). Le théoreme 1.2 qui
suit formalise ce résultat fondamental. La démonstration fournie est une synthese

de la preuve développée dans Liu [32].

Théoreme 1.2. La définition (1.26) de l'anisotropie (isotropie sous laction du
groupe de symétrie g) est équivalente a Uexistence d’un tenseur isotrope S sous
O; dépendant de deuz arguments et coincidant avec S lorsque le second argument

prend la valeur du tenseur structural défini par l’équation (1.27) :

R (1.29)

S(QCQ7,QPQ") = QS(C, P)Q7, VQeO;,VP e N
S(C) = S(C, M)

00 S est défini sur MP x N, M® étant l’ensemble des matrices d’ordre 3 et N est
I’ensemble des matrices défini par : N = {QMQT, VQ € Os}
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Démonstration. 1’énoncé du théoreme 1.2 est une équivalence entre deux proprié-
tés. Commengons par établir 'implication la plus simple, c’est-a-dire que, si les

relations (1.29) sont satisfaites, alors S est anisotrope sous l'action de g.

Soit Q € g. Grace & (1.29b) et (1.27) :
S(QCQ’) = $(QCQ’, M) = §(QCQ’,QaMQ") (1.30)
On utilise ensuite (1.29a) et & nouveau (1.29b) pour conclure :
S(QCQ’) = QS(C,M)Q" = QS(C)Q” (1.31)

CQFD.

Intéressons nous maintenant a I'implication la plus difficile a établir qui est ’exis-
tence d’une fonction S satisfaisant les relations (1.29) sous I'hypotheése que S est
isotrope sous l'action de g. On introduit comme dans Liu [32] un tenseur S dépen-

dant de deux arguments de la maniere suivante :
S(C,P) =RTS(RCRT)R, VCe M}, VPe N (1.32)
avec R appartenant a Oz défini par (puisque P € N) :
R'TMR =P (1.33)

Une premiére question qui se pose est 'unicité de R, sans quoi la définition de §
n’aurait pas de sens. Autrement dit si il existe deux matrices Ry et Ry appartenant
a O; et telles que :

R;"MR; = R,"MR;, =P (1.34)

A-t-on? :
R:’S(R1CR;")R; = R,'S(R,CR,")R; (1.35)

Pour établir ce point d’unicité, il est d’abord facile de montrer que RyRy! € g a

partir de (1.27) et (1.34). On conclut avec la propriété d’isotropie de S sous 'action
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de g et en utilisant le fait que R,'R, =1:
S(R1CR;") = S(R1R2"R,CR,'R3R; ) = R{R,'S(R2CR,NR,R, T (1.36)

L’unicité de R étant établi, il reste a démontrer que S est un tenseur isotrope
sous O; de ses deux arguments. Pour cela, on considere Q € O3 et on utilise une

premiere fois la définition (1.32) :
$(QCQ’, QPQ7) = R'S(RIQCQ'IRNR (1.37)
ot R est défini par, puisque P € N et donc QPQT aussi :
R'MR = QPQ" & (RQ)’'MRQ =P (1.38)

On utilise ensuite une deuxieme fois la définition (1.32) en mettant a profit la

partie de droite de I’équivalence (1.38) :
QS(C,P)Q" = Q[(RQ)'S(RQC(RQ)"RQIQT = RT'S(RQCQ'RTR (1.39)

On remarque que les membres de droite des équations (1.37) et (1.39) sont les

meémes, ce qui permet de conclure a l'isotropie sous Oz de S.

Il reste & établir que S coincide avec S lorsqu’on choisit P égal & M comme deuxiéme
argument. On a le droit de faire ce choix puisqu’il est évident que M € N avec

comme matrice R associée l'identité :
IMI =M (1.40)
On conclut avec la définition (1.32) :
S(C, M) = IS(ICHI = S(C) (1.41)
CQFD m

Remarque 1.2.1. Si on raisonne en termes de densité d’énergie W plutot que de
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contraintes, la condition d’invariance sous l’action d’un groupe s’écrit (Ciarlet [§];
Liu [32]) :
W(QCQ™) = W(C), VQegcCO; (1.42)

ou g représente le groupe de symétrie. S’il est égal & O3, on a une densité isotrope.

1.3 Les méthodes constructives des invariants classiques

Depuis les années 1950, de nombreux auteurs ont proposé des approches tres di-
versifiées permettant de construire des ensembles d’invariants polynomiaux. Ce

paragraphe décrit quelques unes des contributions les plus connues.

1.3.1 Rivlin et Ericksen [42]

Dans [42], Rivlin et Ericksen ont développé une approche générale permettant de
supposer une dépendance du tenseur des contraintes en fonction de n + 1 tenseurs
symétriques qui sont le tenseur des déformations, le tenseur des taux de déforma-
tions Ay, la dérivée par rapport au temps Ay du tenseur des taux de déformation et
ainsi de suite jusqu’a la dérivée n®™¢ A, par rapport au temps du tenseur des taux
de déformations (voir formules (10.12) et (12.1) dans [42]). Il s’agit donc d'une ten-
tative de généralisation qui focalise principalement sur la dépendance temporelle
des contraintes, le matériau étant supposé isotrope par ailleurs. Les tenseurs Aj,
A;..... A, sont calculés dans [42] en utilisant une notion généralisée d’accélération.

Plus précisément, on définit classiquement la vitesse v et laccélération v par :

L = 4% @ _ W _ dx

i’ v ar de

(1.43)

ol @ représente la coordonnée eulérienne. Si on introduit 'opérateur de dérivée

d
partielle par rapport au temps —, il est classique d’écrire :

ot’

oV = Dx;; o? = DoV = D%, (1.44)
i ! !
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ou D est 'opérateur différentiel :

d n 9
D=~ +0"— 1.45
ot ! 8x1 ( )
Si on utilise cet opérateur de maniere itérative, il est possible d’introduire des no-
tions d’accélérations généralisées. Par exemple, la deuxieme accélération est définie
par :
v® = Dol? = D*V (1.46)

De maniere plus générale, la (n — 1)®™¢ accélération est définie par :

o™ = Do{"V = Do (1.47)
1

Sur la base de ces notions d’accélération généralisée, Rivlin et Ericksen ont bati

des tenseurs de taux de déformations généralisés A, en montrant qu’ils pouvaient

étre définis par une relation de récurrence (équations (9.2) et (10.2) dans [42]) :

n-1 (n=r) ..(r) (n) (n)
20" ™" 90 1 907 Jo
A, =240+ Y o T g o 2 Z T Tk 1.48
(An)je jk ; " oox; oxi k2% Oxg 8x]-) (1.48)

On remarque que, si 1 vaut 1, Ay coincide a un facteur 2 pres avec le tenseur des

taux de déformations classique d :

1
A,=2d;, d= E(gradv(l) + grad’v™) (1.49)

En utilisant les outils standards de I'algebre matricielle, les auteurs discutent les
possibilités (qui ne sont pas uniques) de représentation des contraintes en fonction
de 6 tenseurs symétriques indépendants (le nombre 6 correspond a la dimension
de lespace vectoriel constitué par les matrices 3 X 3 symétriques). Ils montrent
en particulier que ces 6 tenseurs symétriques de base peuvent étre construits en

combinant seulement deux des n + 1 tenseurs C, Ay, A,,..., A, dont on dispose.

Apres avoir présenté de nombreux résultats concernant différent types de représen-

tation de contraintes, les auteurs abordent la problématique des coefficients réels
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qui interviennent dans la combinaison linéaire de ces représentations. Ces coeffi-
cients sont traités comme des invariants scalaires (au sens de la propriété d’isotropie
(1.42)). Dans le cas ou les auteurs choisissent A; et A, pour construire une combi-
naison linéaire indépendante avec Ay, Aj, A12, AA; + A A, A2A, + A%A; et |
(cf section 24 page 386 dans [42]), il est possible de proposer les invariants suivants
(équation (33.1) dans [42]) :

m = tr(Ay), an =tr(AY), an = tr(A°), ay = tr(Ag),  ap = tr(AA,)
ap = tr(A°A2),  ap = tr(A%),  din = tr(A1ALY), = tr(ALPAY)
(1.50)
Il est intéressant de relever que ces invariants coincident avec ceux introduits plus
récemment dans la littérature [1; 23; 25; 39; 62] pour modéliser le comportement de
matériaux anisotropes possédant une seule famille de fibre. En effet, en remplacant

A; par C et A, par le tenseur structural M = a ® a défini par (1.28), on obtient :

a; = tr(C), an = t”(cz)/ a1 = tr(C3), a =1, ap=tr(CM)

1.51
a1 = tT(CZM), Ay = 1, A1 = tT(CM), a1 = tT(CZM) ( )

Il ne reste ainsi que 5 invariants :
tr(C), tr(C?», tr(C3), tr(CM), tr(C>M) (1.52)

Les trois premiers représentent 1'isotropie du matériau. A noter toutefois qu’ils sont
relativement peu utilisés en pratique et qu’on leur préfere habituellement les trois
invariants qui forment les coefficients du polynome caractéristique de C (équation
(1.21)). Les deux derniers invariants tr(CM) et tr(C2M) ont été massivement utili-
sés ces dernieres années, notamment en biomécanique [1; 5; 16; 23; 25; 39; 49; 62;

64; 65]. Ils sont traditionnellement notés Jy et J5 ou Iy et I5.

On voit ainsi que les travaux de Rivlin et Ericksen peuvent s’appliquer au contexte
de matériaux anisotropes en statique bien que la motivation initiale des auteurs
ait été la prise en compte de tenseurs temporels généralisés pour les matériaux

isotropes. Cette extension tient principalement au fait que 'approche développée
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par Rivlin et Ericksen s’appuie sur des résultats généraux de 1’algebre matricielle,

indépendamment du contexte physique des matrices considérées.
1.3.2 Représentations de Wang [60, 61], Smith [46], et Zheng [66]

Comme cela a été expliqué dans le paragraphe précédent, les premiers résultats
sur les bases fonctionnelles ont été obtenus par Rivlin et Ericksen [42] pour une
fonction isotrope f ayant comme arguments deux tenseurs symétriques. En 1969,
Wang propose de généraliser cette approche en supposant que la fonction a repré-
senter dépend également de tenseurs antisymétriques et de vecteurs. Les vecteurs
représentent des phénomenes physiques internes, comme une direction de fissure
si on considere I'endommagement d’une structure (voir Thionnet et Martin [56])
ou encore un champs électrique, un champs magnétique ou un gradient de tempé-
rature (voir Boehler [3]). Comme cela est expliqué dans [60], la prise en compte
de tenseurs symétriques et de vecteurs suffit a couvrir la plupart des problemes en
mécanique des milieux continus. Cependant, vu sous 'angle des mathématiciens,
il peut étre utile d’inclure également des tenseurs antisymétriques puisque, comme
le rappelle Wang, toute matrice peut se décomposer en sa partie symétrique A et

sa partie antisymétrique W :
1 T 1 T
F=A+W; A= _2(| +1 ); W = —2 (l -F ) (1.<i3)

On peut noter a cet égard que cette vision mathématique trouve également un

écho en mécanique si on considere le gradient eulérien des vitesses :
1 T
gradv =d + E(gradv — grad’ v) (1.54)

ou d est le tenseur des taux de déformations défini par (1.49). Ce tenseur d contient
les informations relatives au taux d’extension et au taux de glissement. Quand a
la partie antisymétrique du gradient des vitesses, on sait qu’il est lié aux effets

tourbillonnaires par :

1 1
E(gradv — grad’v)dz = Erotu A dx (1.55)
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L’approche développée par Wang est tres générale car elle concerne n’importe quel
type de fonctions isotropes (pas nécessairement des polynomes), elle s’applique
dans n’importe quelle dimension (pas nécessairement en dimension 3) et elle est
applicable a des fonctions numériques a valeurs réelles aussi bien qu’a des vecteurs
ou des matrices. De plus, Wang propose un cadre tres général en supposant que
ces fonctions numériques, ces vecteurs et ces matrices dépendent d’'un nombre
quelconque de tenseurs symétriques, de tenseurs antisymétriques et de vecteurs

avec les propriétés d’isotropie suivantes :

O?(QA;Q7,...,QALQT,Qu,, ..., Qu,, QW;1Q7,...,QW,QT)

(1.56)
=¢(A1,...,Am, V1, ..., 0, Wy,...,W)), YQ € 0;
f(QAQT,...,QALQ, Qu,, ..., Qu,, QW1Q7, ..., QW,Q") (1.57)
:Qf(All"'IAm/vll"'/vnlwll"'lwl)l VQ€O3 .
H(QAIQT/ ey QAmQT/ Qvll ceey Qvn/ QWIQT/ ceey QWIQT) (1 58)
:QH(AII'"IAmlvll"'/vn/WII'"IW|)QTI vQ€O3 .
Z(QAIQT/ ceey QAmQT/ Qvl/ ey Qvn/ QWIQTI ceey QW|QT) (1 59)

:QZ(AI,...,Am,’Ul,...,’Un,Wl,...,W|)QT, VQEO3

Ou Oj; représente l'ensemble des transformations orthogonales, ¢, f, H et Z re-
présentent respectivement une fonction numérique, un vecteur, un tenseur sy-
métrique et un tenseur antisymétrique, chacun vérifiant une propriété d’isotro-
pie. (Ay,...,An), (v, ..., v,) et (Wyq,...,W,) représentent respectivement des en-
sembles de tenseurs symétriques, de vecteurs et de tenseurs antisymétriques. Pour
faire le lien entre cette vision tres générale de la propriété d’isotropie et la problé-
matique traitée dans cette these, on peut se reporter aux équations (1.26) et (1.42)
de ce mémoire. On constate en effet que 1’équation (1.26) correspond a la propriété
d’isotropie (1.58) avec le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff S qui joue
le role du tenseur symétrique H. Pour sa part, I’équation (1.42) correspond a la
propriété d’isotropie (1.56) avec la densité d’énergie W qui joue le role de la fonc-

tion numérique ¢. Dans les deux cas, on remarque que les ensembles (v,, ..., vy)
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et (Wy,...,W)) sont vides et que ’ensemble (Ay,..., An) contient une seule ma-
trice symétrique qui est le tenseur des déformations de Cauchy-Green a droite C.
On peut également noter que nous avons considéré dans ce chapitre un groupe
d’invariance réduit a ’ensemble des rotations alors que Wang considere toutes les
transformations orthogonales. Cette différence n’induit aucun conséquence sur les
résultats obtenus si on se limite a l'isotropie de matrices et de fonction numérique,

ce qui est le cas dans ce chapitre.

Les approches développées par Wang et par Smith utilisent pour ’essentiel des
outils d’algebre linéaire et d’analyse spectrale. Les calculs sont cependant tres fas-
tidieux et complexes et leur pertinence a fait ’objet d’une longue controverse entre
Wang et Smith (voir par exemple "A New Representation Theorem for Isotropic
Functions : An Answer to Professor G.F. Smith’s Criticism of my Papers on Re-
presentations for Isotropic Functions. Part I and II” [60; 61] dont le titre est parti-
culierement évocateur). On pourra également se référer utilement a [45; 46; 58; 59|
pour se forger une idée sur la nature de cette controverse. Pour ce qui est de la
complexité des calculs réalisés par Wang et Smith, elle tient en grande partie au
fait que ces calculs nécessitent un tres grand nombre de cas et sous-cas pour couvrir
I’ensemble des possibilités induites par la généralité voulue par les auteurs avec des
fonctions numériques, des vecteurs, des matrices symétriques et des matrices an-
tisymétriques. Chacune de ces entités dépend d’une famille finie mais quelconque

de vecteurs, de matrices symétriques et de matrices antisymétriques.

Ultérieurement, Zheng [66] est reparti sur les mémes bases théoriques que Wang et
Smith en simplifiant 'approche et en corrigeant les erreurs soulevées par les deux
auteurs dans leurs correspondances scientifiques. L’idée de départ est d’essayer de
relier des familles de générateurs (f,,..., fo), (H1,..., He) et (Zy,...,2Zy4), C’est-a-
dire des familles satisfaisant (cf équation (2.1) dans [66]) :

b c d
=Y af; H=Y pH,; Z=) yz (1.60)
r=1 s=1 t=1
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aux familles canoniques permettant d’exprimer f, H et Z dans un espace a 3

dimensions :
f = fies + fres + freg
H=HE; + H,E; + ... + H4Eq (1.61)
Z= Zlﬂl + ZzQz + Z3§Z3

ou {e,, e,, e;} représente une base orthonormée de R3. Les E; forment une base

canonique des matrices symétriques :
E1261®61/ E2:€2®€2, E3:€3®€3,

Es=e,®e;+te;®e,, Es=e,®e;+e;0e,, Eg=€e,Re,+e,Qe,
(1.62)

Les €2; forment une base canonique des matrices antisymétriques :

Q =e,Qe;—e;0e,, w=e,Q0e;—e;0e,, Uy =e,0e,—€e,Qe, (1.63)

Pour passer de l'écriture canonique (1.61) a Iécriture sous forme de générateurs
(1.60), Zheng est amené a étudier le systeme (cf équations (2.6)-(2.8) dans [66]) :

€, = Zf:l ail)f'r'l (Sifl * O)/

(1.64)
_ v 3) .
e; = Yo & fr, (sifs #0),
Ey =Y, p"H,, (siH; #0),
(1.65)
Es =Y ", fH,, (siH #0),
Q=Y /Y9, (siZ, #0),
(1.66)

Q=Y7,/9Q, (siZ;#0),

Afin d’illustrer de maniere concrete la méthode qu’il propose, Zheng détaille dans
son article la détermination des familles de générateurs dans la situation simple o

le vecteur f, le tenseur symétrique H et le tenseur antisymétrique Z ne dépendent
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que d'un seul tenseur symétrique A :
f(A), H(A), Z(A) (1.67)

A noter que cette situation correspond exactement a la problématique de I'isotropie
abordée dans ce chapitre avec H représentant le second tenseur des contraintes de
Piola-Kirchoff et A le tenseur des déformations de Cauchy-Green a droite C. En se
placant dans une base de vecteurs propres de A et en choisissant astucieusement
Q dans I’équation (1.58), Zheng établit que :

f(A)=0, H(A)=Wl+WV,A+W,A% ZA)=0 (1.68)

On retrouve ainsi le résultat du théoreme de représentation énoncé dans le théo-

reme 1.1 de ce mémoire, et particulierement la formule (1.20).
1.3.3 Boehler [2, 3, 4]

Dans un premier temps, Boehler s’est inscrit dans la continuité des travaux de
Wang et Smith en travaillant sur I'isotropie de fonctions scalaires [2]. Boehler a
notamment répertorié les différences de point de vue entre Wang et Smith et, en
éliminant des invariants qu’il considere comme redondant, a montré que les listes

d’invariants proposées par Wang et Smith concordent.

Ultérieurement [3; 4], Boehler s’est également intéressé au cas anisotrope. L’idée
de base consiste a relier la notion d’anisotropie aux notions générales d’isotropie
proposées entre autres par Rivlin-Ericksen, Wang, Smith et Zheng, et qui ont été
décrites dans les paragraphes précédents. En effet, le théoreme 1.2 présenté dans
ce manuscrit (paragraphe 1.2.3), et en particulier I'équation (1.29), stipule qu’il
est possible de remplacer un tenseur anisotrope dépendant d’un seul tenseur symé-
trique (en l'occurrence le tenseur des déformations de Cauchy-Green a droite) par
un tenseur isotrope dépendant de deux tenseurs symétriques (a nouveau le tenseur
des déformations de Cauchy-Green a droite et un tenseur additionnel, communé-
ment appelé tenseur structural, qui est intimement lié au groupe de symétrie). En

suivant cette démarche, il devient alors possible de s’approprier les résultats que
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Rivlin-Ericksen, Wang, Smith et Zheng ont obtenu dans le cas de tenseurs iso-
tropes dépendant de deux tenseurs symétriques. En procédant de cette maniere,
Boehler traite les cas de 'anisotropie générale, de I'orthotropie et de l'isotropie
transverse. Il établit en particulier que I’ensemble des invariants s’exprime dans le

cas de I'anisotropie générale, comme fonction de seulement six invariants :
t?"(MHC), ti"(MzzC), t?’(M33C), ti"(M23C), t?’(M31C), t?"(MuC) (169)
ol les tenseurs My sont définis a partir d'une base orthogonale (v,, va, v3) :

Mij = U,;@’Uj (170)

Dans le cas d'un matériau orthotrope possédant v,, v, et v; comme directions

privilégiées, Boehler établit par ailleurs que les invariants générateurs sont :

tT’(MuC), ti’(MzzC), tT’(M33C), tV(MuCZ), t?’(MzzCz), tT(M33C2), tT’(C3) (1.71)

Enfin, Boehler a étudié le cas de Iisotropie transverse, avec v comme direction

privilégié, et a obtenu les invariants générateurs suivants :

tr(C), tr(C?), tr(C?), tr(M33C), tr(M33C?) (1.72)

A ce stade du mémoire, il faut relever que I’approche de calcul d’invariants que nous
développerons dans les chapitres 2 et 3 est radicalement différente de ’approche
utilisée par Boehler en ce sens que les invariants qui seront exhibés seront obtenus
sans aucune connexion avec le cas isotrope. De ce point de vue, I'approche que
nous proposons possede une portée plus générale. En contrepartie, en raison des
hypotheses du théoreme de Noether (cf. paragraphe 1.4.2 ci-apres), nous devrons

nous limiter au cas d’invariants polynomiaux.
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1.3.4 Densité d’énergie en biomécanique

Dans ce paragraphe, on s’attache a décrire, sans prétendre a I’exhaustivité, quelques
modeles classiques en biomécanique. Ces modeles, qui prennent en compte 1’aniso-
tropie induite dans les tissus biologiques mous par des fibres de collagene, utilisent
les invariants décrits dans les paragraphes précédents de ce mémoire. Ils emploient
par ailleurs la décomposition standard de la densité d’énergie en une partie iso-
trope et une partie anisotrope. Cette décomposition se justifie par des observa-
tions expérimentales montrant que les fibres de collagene sont peu ou pas actives
en compression ou a faible déformation en tension [23]. Mais cette décomposition
découle aussi du fait que les outils théoriques mis en place lors de ces dernieres
décennies établissent un lien étroit entre les notions d’anisotropie et d’isotropie (cf.

paragraphes 1.2.3 et 1.3.3 de ce mémoire).

Holzapfel et al. [23, 24] ont par exemple traité le cas d’une paroi artérielle consti-
tuée de deux couches distinctes de tissus biologiques (media et adventice). Chaque
couche est considérée comme un composite renforcé par une famille de fibres de
collagene. La loi hyperélastique anisotrope retenue pour modéliser chaque couche

est de type exponentiel :

k1 .
W = Z—kz{exp[kz(h -1)1-1) sifsx>1 1.73)

0 Si]4<1

ou ky et ky sont des parametres matériels, k, étant adimensionnel. J4 représente

I'invariant mixte a1, de ’équation (1.51) avec comme tenseur structural M = a®a :

Js =tr(Ca® a) (1.74)

La densité isotrope associée a la densité anisotrope W,,; est de type Néo-Hookéen :
c

Wiso = E(Il - 3) (175)

ol ¢ est un troisieme parametre matériel.

30



1.3. LES METHODES CONSTRUCTIVES DES INVARIANTS CLASSIQUES

La forme exponentielle utilisée par Holzapfel et al. [23, 24] a également été proposée

avec une implémentation élément fini par Weiss et al. [62] en 1996 :
W(I1, I, Ja) = Ci(Iy = 3) + Cao(Ir = 3) + Ca(explJs = 1] = ) (1.76)

oll les deux premiers termes représentent une contribution isotrope de type Mooney-
Rivlin et le troisieme une contribution anisotrope. Cy, C, et C; sont des parametres
matériels. I, I, et J, sont les invariants réduits définis par :

1,4

1_1 = 13_7111, Tz = 513

L, Ji= 13_71]4 (L.77)
Le modele d’Holzapfel et al. [23, 24] a connu, et connait toujours, un grand suc-
ces aupres de la communauté des biomécaniciens et il serait trop long de dresser
une liste exhaustive des chercheurs qui 'ont utilisé. On peut néanmoins citer del
Palomar et Doblare [38], qui ont traité 'influence des fibres de collagene pour le
comportement du disque d’articulation temporo-mandibulaire. Récemment, Huang
et al. [26] ont étudié la croissance exponentielle de parois cellulaires renforcées de
fibres avec le modele d’Holzapfel et al. [23, 24]. Merodio et Goicolea [33] ont éga-
lement utilisé ce modele pour étudier les potentiels viscoélastiques dans le cadre
de biomatériaux. Pour caractériser le comportement de I'artere dans le cadre de
I'ingénierie tissulaire, Hariton et al. [19, 20] ont appliqué la formulation constitu-
tive (1.73)-(1.75) introduit dans Holzapfel et al. [23, 24] en remplacant I'invariant
J4 par linvariant réduit I :

iso

(I = 3) + s lexplk5*(h = 3)’] - 1) (1.78)
2kise

e
2

Wiso =

ot u*, k7 et k3 sont des parametres matériels, k3° étant adimensionnel.

Ce remplacement se situe dans la lignée des travaux précurseurs dans ce domaine
de Fung [15] et de Veronda et Westmann [57], qui ont utilisé 'invariant classique

I, avec une forme exponentielle. Pour Fung [15] :

W = 2 lexplbh - 3)] - 1) (1.79)
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Pour Veronda et Westmann [57] :
W = Cilexplb(ly — 3)] = 11} + Coll, — 3} + g(I5) (1.80)

ou u, b, C; et C; sont des parametres matériels et g est une fonction du troisieme

invariant I3.

On peut citer par ailleurs deBotton et Shmuel [12], qui ont traité le cas de 1'aorte
abdominale humaine en utilisant des techniques d’homogénéisation appliquées a un
multicouche composite constitué de fibres de collagénes entourées par une coque cy-
lindrique. Cette coque contient un matériau différent des fibres. La densité d’éner-

gie est logarithmique :

N D@ _ g+ 1 1
W=E8(I, - 3)+ ity P ]4+ + -3

2 2 \/E \/]T,

! (1.81)

@
_EH Ly, 1—1[“+2%—3]) 1- L2t g

2 20| i

ott ¢ et @ =1 - sont des fractions volumiques liées & la fibre et au matériau
qui ’environne. {.1(1) et y(Z) représentent des modules de cisaillement dans chacune
des phases et fi résulte d’une opération d’homogénéisation portant sur y(l) et y(z).
Js est un parametre qui est qualifié par les auteurs de parametre de verrouillage.
Ce modele constitue donc une tentative de relier des causes microscopiques a des

effets a 1’échelle macroscopique.

Peng et al. [39] ont abordé une problématique un peu similaire, c’est-a-dire visant
a qualifier des phénomenes a 1’échelle de la fibre et de la matrice, en incluant
une densité d’énergie permettant de prendre en compte le cisaillement inter fibre-

matrice. La densité d’énergie se compose de trois parties :

W= WM+ Wt + Wi (1.82)
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ot WM représente la contribution d’énergie isotrope due & la matrice, qui suit la

loi compressible Neo-Hookéenne :
1
WM = Cyo(J2°L - 3) + D_(] -1y (1.83)
1

WF, qui représente la contribution d’énergie anisotrope due & l'allongement des

fibres, adopte une forme polynomiale :

IW:{@@—N+QW—D4h>1 s

0 Ja<1

WM représente la contribution d’énergie due au cisaillement entre les fibres et la

matrice :

WW:fmﬂ%%—hh+b%4F (1.85)

Ci, Cy et C3 sont des parametres du matériau (en MPa) et Dy (MPa™) est un
parametre numérique permettant de prendre en compte les variations de volume.

f(Js) est le facteur d’interaction entre la matrice et les fibres :

)4
1+ expl—B(J: - Ap)]

f(Ja) = (1.86)

Y, B et Ap étant des parametres matériels.

L’invariant mixte J5 est défini par le coefficient a1, de 'équation (1.51) avec le

tenseur structural M égal a a® a :

Js = tr(C*a ® a) (1.87)

En complément des travaux de Peng et al. [39], on peut citer ceux d’Hollingsworth
et Wagner [21] qui ont proposé un modele de densité d’énergie avec deux familles
de fibre (de directions a et b) superposant les contributions de la matrice, des

fibres et des interactions inter-fibre :

W=W, +Wr+W_+W, (1.88)
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W, représente la densité isotrope liée a la matrice :
1, 1
W, = al(Ig, - I_) + 512(11133 ) (189)
3

Wy, qui représente la densité anisotrope liée aux fibres, adopte la forme de I'expo-

nentielle d’'une somme ou d'une somme d’exponentielle :

Wy = Z—z{exp[bs(li + 5= 2)] = bs(J3 + J3) + 23 — 1) (1.90)
Wy = Zlexplbs(s = D]+ explba(fh - D] = bs5 + J) + 262} (1.91)

b3

ol J? et J¥ permettent, & partir de Péquation (1.74), de définir des invariants mixtes
JietJip ,ap q 7

correspondant a chaque direction a et b :
Ji=tr(Ca®a), J;=tr(Cb®b) (1.92)

Les densités d’interaction entre fibres sont modélisées par les deux termes W
et W,. A cet égard, il est a noter qu'Hollingsworth et Wagner considerent que
'interaction fibre-fibre domine l'interaction fibre-matrice. Contrairement a [39],
I'interaction fibre-matrice est donc négligée. L’interaction entre fibres est séparée
en une partie liée au cisaillement (W=) et une partie normale (W, ). La partie liée

au cisaillement suit une loi polynomiale :
We =] = U7 + 2 = (9] (1.93)
ol Ji et ]é’ sont définis a partir de I"équation (1.87) et avec les directions a et b :
Ji=tr(C’a®a), Ji=tr(C’b®b) (1.94)

La partie normale est pour sa part défini comme l’exponentielle d’une somme ou
comme une somme d’exponentielles :

a

Wa = glexplbs( + J5) = 21 = bs(Js + J3) + 2bs = 1) (1.95)
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a

W, ==
J_b5

{explbs(J5 = D] + explbs(J§ — D)1 = bs(Jg + J3) + 2b5 = 2} (1.96)

ou J; et ]Z représentent les invariants mixtes dans les directions ¢ et d perpendi-

culaires a la direction des fibres :
Ji=tr(Cc®c), Ji=tr(Cd®d), cla, dlb (1.97)

Les coefficient a; (1 <i<5) et b; (i = 3,5) représentent des parametres matériau.

Il est & noter que Natali et al. [35], qui ont étudié les tissus constituant ’oeso-
phage a I'aide d’un modele hyperélastique anisotrope a deux familles de fibres, ont
adopté une formulation tres proche de celle d’'Hollingsworth et Wagner [21]. Ils ont
en effet négligé les interactions fibre-matrice devant les interactions mutuelles entre
les deux familles de fibres. La principale différence avec Hollingsworth et Wagner
[21] provient de la modélisation de la partie matrice pour laquelle Natali et al.
[35, 36, 37] ont choisi une densité tres similaire a celle utilisées par Hariton et al.
[19, 20], Fung [15] ou encore Veronda et Westmann [57].

Ce catalogue de densité d’énergie, bien qu’il soit tres loin de couvrir la diver-
sité des combinaisons existantes dans la littérature, prouve a 1’évidence 1’absence
d’approche structurée permettant de batir de maniere rationnelle des lois de com-
portement. Si I’on veut se faire une idée, au travers d'un seul article, de la richesse
des possibilités, on pourra consulter les travaux de Balzani et al. qui ont proposé
dans [1] une dizaine de modeles combinant de différentes fagons les invariants clas-
siques et de nouveaux invariants proposés par Schroder et al. dans [43]. Plusieurs
de ces modeles utilisent des lois puissance dont on donne ici une idée avec une

densité isotrope et une densité anisotrope :

Bl 1
Wiso = Cl(IlI33 - 3) + 6(1;); + I_y - 2)/ (198)

3

S FIGES NS
0 siJ;<1

ou ¢y, €, ¥, a1 et ap sont des parametres matériaux.

Pour terminer ce paragraphe, on peut mentionner quelques travaux qui ne s’ins-

crivent pas dans le schéma classique consistant a superposer plusieurs densités (une
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pour la matrice et une autre pour les fibres), complétées éventuellement par des
densités d’interaction fibre-matrice et/ou fibre-fibre. Les travaux de Klisch et Lotz
[29] se situent dans cette logique avec un modele a deux familles de fibres permet-
tant de représenter la partie périphérique fibreuse (annulus fibrosus) des disques

intervertébraux. Ce modele est constitué d’une densité unique de la forme :

W = Ilnﬁo exp[ﬁl(ll - 3) + ﬁz([z - 3) + ﬁ3(11 - 3)2
3

+B4(lo — 2) + B5(Is — 2)* + Be(l1 — 3)(Io — 2) + B7(I11 — 2) (1.99)
+ﬁ8(110 — 1) + 59(18 — COS2 2@)2
+ﬁ10(l3 - 3)(18 — cos? 2(1)) + ﬁll(lg — cos? 2@)(19 - 2)]

ou avec la variante suivante qui présente une somme d’exponentielles a la place

d’une exponentielle de sommes :

W = aolexplan (I — 3)] + explan(l — 3)] + explas(ls — 1)]
+explas(lo — 2)] + explas(ls — cos® 2D)] + explas(l1o — 1)]
+explaz(lin — 2)] + explas(l; — 3)(Is — cos? 2D)]
+explao(l — 3)(Is — 2)] + explaro(Is — cos? 2D)(Iy — 2)]}

(1.100)

2® représente I'angle entre les directions de fibres a et b. Enfin, les invariants Ig,

19, IlO et I]l sont définis par :
Iy = (cos’2®)Js, Jo =tr(Ca®b), Ioy=]'+]5, To=JiJ5, Iy =Je+]% (1.101)

n, Bi et a; sont des parametres matériels. Il est a noter que les auteurs signalent dans
leur article qu’il est possible de réduire leur modele a un matériau constitué d’une
seule famille de fibres en choisissant la seconde direction b égale au vecteur nul. On
note également que l'invariant Iy est aussi présent dans le modele d’Hollingsworth

et Wagner [21] (cf. équation (1.90)) ainsi que I'invariant I;; (cf. équation (1.93)).

Les travaux de Wu et Yao [63] se démarque également de I’approche standard
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consistant a superposer plusieurs densités d’énergie puisque les auteurs ont intro-

duit une densité d’énergie unique basée sur un développement de Taylor :
W(Ry, Ry) = 7980R;R; — 570(R3 + R3) (1.102)

ou R; et R, sont définis par :

1 i+]h

R1=E( 5

1), Ry= %(]7 — cos? 2D) (1.103)

2® représente 'angle entre les directions de fibres a et b et & est un parametre

matériau. L'invariant J; est enfin défini par :
J7 = tr(C*a®b) (1.104)

On peut noter la proximité entre le parametre Ry et 'invariant Iy (équation (1.101))
utilisé dans le modele de Klisch et Lotz [29]. Le modele proposé par Wu et Yao
[63] inclut deux familles de fibres et permet de traiter le comportement mécanique
en tension simple de la partie périphérique fibreuse (annulus fibrosus) des disques

intervertébraux humaines.

Pour terminer ce paragraphe, on peut relever que 'identification des parametres
matériau (qui peuvent étre nombreux en raison de la prise en compte mutuelle
des aspects isotropes, anisotropes et des interactions) nécessite le développement
d’algorithme d’optimisation spécifique. A ce sujet, on peut citer la these récente

de Harb [18] qui traite de cette problématique.

1.4 Théorie mathématique des invariants polynomiaux -

application a la mécanique

Il a été établi que le tenseur des contraintes obéissait a des propriétés d’invariance
dont la nature change en fonction des cas étudiés : équation (1.17) dans le cas
d’un matériau isotrope ou équation (1.26) dans le cas d’'un matériau anisotrope.
En termes de densité d’énergie, qui sont des fonctions scalaires, cela se traduit par

I’équation (1.42). Une possibilité pour construire une densité d’énergie consiste a
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I’exprimer en fonction d’invariants polynéomiaux comme on vient de le voir dans le
paragraphe précédent. Il est alors naturel de s’intéresser a la théorie mathématique
des invariants polynomiaux qui a fait ’objet de développements importants depuis
de nombreuses années. On pourra ainsi mettre sur pied une stratégie rationnelle
permettant de construire les densités d’énergie. On verra ultérieurement que cette
stratégie permettra aussi de faire émerger des invariants polynomiaux originaux
qui se démarquent des invariants classiques de la littérature. Les deux éléments
centraux de notre approche seront l'opérateur de Reynolds et le théoreme de Noe-
ther (Cox et al. [10]). Récemment, Thionnet et Martin [56] a fait le lien entre cette
théorie et les lois de comportement mécanique. Nous nous inscrivons dans cette
démarche dans le cadre de cette these. Nous rappelons donc dans ce paragraphe

les éléments essentiels qui nous seront utiles dans les prochains chapitres.
1.4.1 Définitions

La théorie des invariants nécessite 'utilisation d’outils mathématiques qui relevent
de I'analyse tensorielle et de ’algebre polynomiale. On se propose donc dans ce

paragraphe de rappeler quelques définitions de base relatives a ces deux domaines.

On rappelle que O° est I'ensemble des transformations orthogonales P de R®
(PPT = PTP =1) et 0% I’ensemble des rotations de R® (PPT = PTP =1, detP > 0).

Tenseurs structurauz : les tenseurs structuraux caractérisent les symétries géomé-

triques de la micro-structure du matériau (cf équation (1.28) par exemple).

Le groupe de symétrie matérielle du matériau est le sous-groupe de O laissant
invariant par changement de base les tenseurs structuraux (’ensemble des rotations

autour de a pour le tenseur structural défini par (1.28) par exemple).

Espace vectoriel des polynomes : On appelle R[x, ..., x,,] espace vectoriel des po-

lynomes de n variables a coefficients réels. Un mondome de R[x, ..., x,] est noté :

wa — x(111 az

Xy

X0 (1.105)

Avec a = (a1, ap, ..., a,) € N" et
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=] (1.106)
X,

Le degré total du monome x® est noté |a| = a1 + ap + ... + ay,.

Systeme de générateurs : Un systeme fini de polynomes {g1, g2, ..., gs} d'un sous-
ensemble | de R[x, ..., x,,] est appelé systeme ou base ou famille de générateurs de

J, si et seulement si :

VP e ], dQ e Rlg1, .-, 8] : P = Q(g1, -, Ss) (1.107)

Base d’intégrité : une famille de générateurs est dite base d’intégrité si aucun de

ses termes ne s’écrit comme polynome des autres.

Notons GL,(R) le groupe des matrices inversibles agissant sur un espace vectoriel
réel de dimension n. Un polynome P de R[x3, ..., x,] est dit invariant sous ’action

d’'un groupe G de GL,(R) si et seulement si :
P(Ax) = P(x), VAeG (1.108)
G s’appelle le groupe d’invariance.

1.4.2 Lien entre la théorie mathématique des invariants et la méca-

nique

Dans ce paragraphe, on va étudier le lien formel qui existe entre des lois d’invariance
mécanique portant sur le tenseur des déformations et la théorie mathématique des
polynomes invariants. Pour établir ce lien, on va suivre la démarche proposée dans
(Thionnet et Martin [56]). Dans le cas général, le milieu dont on doit construire la
loi de comportement est caractérisé par une variable tensorielle qui est le tenseur

des déformations de Cauchy-Green a droite C. C étant symétrique, on introduit
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un espace vectoriel ‘W défini de la maniere suivante :

Cn
ClZ
C
ceWeor=| ° (1.109)
CZZ
Cas

C33

Il s’agit donc d’un espace vectoriel de dimension 6. Les coordonnées du vecteur x
sont constituées des six composantes indépendantes de C. On adopte ainsi pour
I’écriture de C un formalisme plus conforme a la théorie des invariants polyno-
miaux (équations (1.106) et (1.108)).
La problématique (cf. équation (1.42)) consiste a chercher des fonctions polyno-
miales f qui soient invariantes sous l'action d'un groupe de symétrie matérielle
S:

f(gCg’) =f(C), VgeS (1.110)

La nature du groupe de symétrie matérielles sera précisée ultérieurement dans les
chapitres 2 et 3, et au cas par cas, lorsque les ensembles de tissus biologiques seront

traités pour deux puis une seule famille de fibres.

L’équation (1.110) doit étre reformulée de maniere a faire dépendre f, non pas
d’une matrice, mais d’un vecteur de sorte a cadrer a nouveau avec le formalisme

propre a la théorie des polynomes invariants. Pour cela, on remarque que :

(gCe")ij = (SugiCu (1.111)

ou on a adopté la convention de sommation sur I'indice répété. Dans la suite de ce

manuscrit, sauf avis contraire, on adoptera cette convention.
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Soit encore :

(gCg")u Cn
(gCgMn Ci2
(gCg")1s Ci3
— Ag) (1.112)
(8Cg")xn Cx
(gCg’)x Cas
(gCg’)ss Css

Ou la matrice A(g) est définie par :

[ ¢ 2gngn 2811813 8 281281 813
811821 811822 + 812821 £11823 + §13821 812822 L12823 t+ 13822  §13823
811831 L1183 T 12831 811833 + 13831 12832 12833 T 13832 §13833
S 2808w 2821823 Sn  2828% 8%

821831 821832 + 822831 {21833 T 823831 820832 822833 t 23832 823833

g§1 2g31g32 2g31g33 g§2 2gszg33 g§3
(1.113)

La propriété d’invariance (1.110) se réécrit alors :

f(A@)x) = f(x), VYgeS (1.114)

ou « est défini par I’équation (1.109).

On peut exprimer 'équation (1.114) de maniere équivalent par :
f(Az) = f(x), VAE€G (1.115)

avec :

G = {A(g), Vg € S} (1.116)

On se place ainsi dans le cadre formel de la théorie des polynomes invariants sous
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'action d’un groupe tel que décrit par I’équation (1.108). On notera |G| le nombre
d’éléments de G, c’est a dire son cardinal. Ce cardinal joue un role clé dans le

théoreme de Noether (Cox et al. [10]) qui est rappelé ci-apres :

Théoréme de Noether :

On considere un anneau polynomial R[x](x = (xq,...,x,)) et un groupe fini de
matrices G. L’ensemble des polynomes de R[x] invariant sous I'action de G (au

sens de I'égalité (1.108)) est engendré par la famille F définie par :
F = {Rg(x%), a = (a1, ar, ..., a0), || < |Gl} (1.117)

ou Rg est 'opérateur de Reynolds défini ci-apres :
Opérateur de Reynolds :

L’opérateur de Reynolds est une application de R[x] dans R[x], notée Rg, définie

par :

Re(P)(x) = |1€| Z P(Az) (1.118)

AeG
ou P € R[z].

Le grand intérét du théoreme de Noether est que, pour décrire I'ensemble des
polynomes invariants sous l'action d’un groupe de matrices G, on peut se res-
treindre a appliquer l'opérateur de Reynolds a un ensemble réduit de polynomes

constitués de monome dont le degré est inférieur ou égal au cardinal de G.

Remarque 1.4.1. Dans le cas qui nous intéresse, le groupe fini des matrices G
est directement relié au groupe des symétries 8 par 'intermédiaire de (1.113) et
(1.116). En fait, le groupe de symétrie est un groupe de matrices 3 X 3 si on décide
de travailler avec C sous sa forme matricielle. C’est un groupe de matrices 6 X 6 si

on décide de travailler avec C sous sa forme vectorielle définie par (1.109).
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On rappelle pour finir ce chapitre un résultat classique qui stipule que I’ensemble T
des polynomes invariants sous l’action d’'un groupe fini G est constitué de tous les
Rg(P), P étant un polynome quelconque. Comme elle est courte, la démonstration

de ce résultat est explicité ci-apres :

On veut établir que I = {Rg(P), P € R[x]}. Commencons par établir 'inclusion
I c {Rg(P), P € R[x]}. Soit Q € I. Par définition de 'opérateur de Reynolds :

Re(@(e) = 7 ), Qo) (1.119)

AeG
On utilise ensuite le fait que Q est invariant sous I'action de G (puisque Q € 1) :

Re(@(@) = 75 ), Qfa) = ICI0@) = Q) (1.120)
AeG

Ce qui prouve que Q € {Rg(P), P € R[x]}.

Montrons maintenant 'inclusion inverse : {Rg(P), P € R[x]} C I.
Soit Q € {Rg(P), P € R[x]} :

1
Q@) = i Z P(Ax) (1.121)

AeG

On veut prouver que Q est invariant sous l'action de G, c’est-a-dire que :
QBx)=Q(x), VYBeG (1.122)

Soit donc B € G. D’apres la définition (1.121) de Q, on a :
1
Q(Bz) = — Z P(BAx) (1.123)
Gl =2

Comme G est un groupe, il est muni d’une loi interne, d’un élément neutre et

chaque élément possede son inverse. Par conséquent, BA appartient a G et, en
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faisant varier A dans G dans la somme de ’équation (1.123), on retrouve tous les

éléments de G sans doublon, ce qui permet d’écrire :

1 1
i 2, PBA) = 1 ) PA) = Q@) (1.124)

AeG AeG

On conclut en rapprochant les équations (1.123) et (1.124). W
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Un matériau a deux familles de fibres

2.1 Introduction

Le premier chapitre de ce mémoire a permis d’introduire une méthode constructive
générale qui se base sur la théorie des invariants polynomiaux, sur l'opérateur de
Reynolds et sur le théoreme de Noether (Cox et al. [10]). Cette méthode construc-
tive a déja été appliquée avec succes dans le cas de matériaux composites élastiques
(Thionnet et Martin [56]).

Dans ce chapitre, on se propose d’utiliser cette méthode dans le cadre d’un ma-
tériau constitué de deux familles de fibre. Une application typique concerne les
tissus biologiques présentant un comportement hyperélastique anisotrope et in-
cluant deux familles de fibre de collagene [1; 12; 23; 29; 34; 35; 38; 39; 44; 63].

Dans un premier temps, on étudie les particularités géométriques qui permettent
de construire le groupe d’invariance. On démontre en particulier que le cardinal de

ce groupe est égal a 4.

Dans un second temps, on utilise le théoreme de Reynolds et le théoreme de Noe-
ther pour obtenir une famille finie de générateurs de l'ensemble des invariants.
Cette famille contient 209 éléments. Elle est donc difficilement exploitable en pra-
tique. Pour la réduire, une option aurait été d’utiliser les bases de Grobner comme
dans (Thionnet et Martin [56]) mais cela nécessite de travailler dans un repere

donné. Nous avons donc fait le choix d’opérer un calcul analytique qui permet
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d’exhiber une base d’intégrité constituée de 7 éléments et indépendante de tout
repere. Le calcul est long et technique. Il est formalisé dans le théoreme 2.2 qui

constitue I'un des principaux résultats originaux de ce chapitre.

La suite du chapitre est consacré a la comparaison entre les nouveaux invariants et
ceux plus classiques que 'on peut trouver dans la littérature (deBotton et Shmuel
[12]; Holzapfel et al. [23]; Klisch et Lotz [29]; Merodio et Ogden [34]; Natali et al.
[35]; del Palomar et Doblare [38]; Peng et al. [39]; Wu et Yao [63]).

La fin du chapitre porte sur la représentation des contraintes, et notamment le
calcul des tenseurs cinématiques qui nécessite la dérivation des nouveaux invariants
par rapport au tenseur des déformations de Cauchy-Green a droite. Ces nouveaux
tenseurs cinématiques sont comparés a ceux utilisés traditionnellement dans les

représentations standards des contraintes.

Une synthese de ce premier chapitre a été publiée dans une revue internationale
[55].

2.2 Application de opérateur de Reynolds pour un maté-

riau a deux familles de fibres

On considere un matériau de type tissu biologique souple comportant deux familles
de fibres de collagene. Chaque famille est caractérisée par une direction privilégiée.
On notera a et b les directions de chacune de ces deux familles. On suppose que
le matériau possede les mémes propriétés matérielles dans les directions a et b.
Typiquement, les matériaux a deux familles de fibres sont utilisés pour modéliser

les tissus souples des parois artérielles (Holzapfel et al. [25]).

Compte tenu des hypotheses considérées ici, il est évident que le plan perpendicu-
laire au plan (a, b) et contenant la bissectrice de a et b est un plan de symétrie
pour le matériau. Ce plan est noté P, sur la figure 2.1. De la méme facon, il est
clair que le plan P71, perpendiculaire au plan des fibres et a la bissectrice de a et
b, est lui aussi un plan de symétrie. Il en est de méme pour le plan P3 qui contient

les fibres. Ces trois plans jouant un role majeur pour la suite, il est tout naturel
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FIBRES
ne P
% ,
3
FIGURE 2.1: Plans de symétrie matérielle
d’introduire les vecteurs normés et orthogonaux a ces plans :
b+a b-a
n) = n@ = 2T 0 2y A @ (2.1)
16+ all 16— all

Ou "A” est le produit vectoriel.

Concretement, les trois vecteurs définis par (2.1) seront utilisés pour calculer les
réflexions vectorielles par rapport aux trois plans Pi, P, et P;. Le matériau reste
invariant sous ’action de ces trois réflexions.

On se propose donc d’établir une formule générique donnant le tenseur d’une ré-
flexion quelconque par rapport a un plan de normale n. Cette formule pourra
ensuite étre déclinée pour chaque cas particulier. On note R le tenseur de réflexion

par rapport au plan ayant n comme vecteur normal et w’ I'image du v par R :
u’ = Ru (2.2)
D’autre part, il est évident que :
u=u-{u,n)n+{(u,n)n (2.3)

La différence des deux premiers termes de la partie droite de (2.3) appartient au

plan de réflexion (Figure 2.2). Elle est donc invariante sous 'action de R. Quand
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au terme (u, nyn, il est perpendiculaire a P. Il donne donc son opposé sous ’action

de R. Donc :

u ={u—{(u,n)n}—{(u,n)n (2.4)
=u-2n®nu=(I1-2n®n)u

Ou le symbole ® représente le produit tensoriel entre deux tenseurs. Par exemple,

si a et b sont deux vecteurs (tenseur du premier ordre) :
(a®b)ij = ab; (2.5)
Le résultat est donc un tenseur du second ordre. On en conclut que :
R=1-2n®n (2.6)

Remarque 2.2.1. On peut généraliser le produit tensoriel de la formule (2.5) en

prenant par exemple 3 vecteurs a, b et c :
(CL Rb® C)ijk = aib]-ck (27)
Le résultat est alors un tenseur du troisiéme ordre.

D’une maniere plus générale, soit a®, a?, ..., a™ une famille de n vecteurs. On

définit le produit tensoriel entre ces vecteurs par :
@V®a?®...0a"); ; = (aM), (a?),...(a™), (2.8)

Le résultat est donc un tenseur d’ordre n.

Si A et B sont deux tenseurs du second ordre :
(A®B)iju = AijBu (2.9)
D’une maniere plus générale, si A et B sont deux tenseurs d’ordre m :

(A®B)iyinjrojm = AirinBjicjin (2.10)
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FIBRES

FIGURE 2.2: Réflexion d’un vecteur par un plan

Comme on verra ultérieurement que le groupe des symétries S contient des ré-
flexions et des rotations, on présente également une formule générique donnant le

tenseur de rotation d’angle 6 autour de 'axe n :
Qo=(1-cn®n+cl+sN (2.11)

ol
¢ = cos(0) ;s = sin(H) (2.12)

| est le tenseur identité et N le tenseur défini par :
N=[nAelnAelnAes]=-cjn, e)e®e; (2.13)
oll {ey, e, e3} est une base orthonormée directe quelconque et & est défini par :

1 pour une permutation paire de (i, j, k) (ex : 123,231,312)
Eijk = —1 pour une permutations impaire de (i, j, k) (ex : 132,213,321)

0 siil y a au moins un indice qui se répete (ex : 112,133, etc.)
(2.14)
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2.2.1 Probléme a résoudre

L’objectif étant de déterminer I’ensemble de tous les invariants associés a un maté-
riau constitué de deux familles de fibres, la premiere étape consiste a déterminer le
groupe fini de matrices G défini par (1.116). D’apres cette formule, il est nécessaire
d’établir le groupe de symétrie matérielle S. Comme on le verra ultérieurement, ce
groupe contient 8 matrices. On le notera donc désormais Sg. On a vu au paragraphe
précédent (cf. Figure 2.1) que les plans de normales n¥, n® et n® constituent
des plans de symétrie pour le matériau. Les réflexions vectorielles par rapport a
ces 3 plans appartiennent donc a Sg. Compte tenu de la formule générique (2.6),

ces 3 réflexions sont définies par :

R(nW) =1-2nM ®@n®
R(n?) =1-2n® ®@n® (2.15)
Rn®) =1-2n® g@nb

Par ailleurs, en examinant la figure 2.1, il est évident qu’une rotation d’angle 7t
autour de I'axe nM constitue aussi un opérateur d’invariance pour le matériau. En
effet, cette rotation consiste a échanger les directions a et b, pour lesquelles on a
supposé que le matériau possédait les mémes propriétés matérielles, et a inverser
le sens de n® et n®. Pour des raisons analogues, les rotations d’angle 7 autour
des axes n® et n® constituent également des opérateurs d’invariance pour le
matériau. Compte tenue de la formule générique (2.11), ces trois rotations sont
données par :

Q,(nY) =2nM @n® -1

Q. .(n?®) =2n® @n® —1 (2.16)

Q,.(n®) =2n® @nb —1

En comparant (2.15) et (2.16), on remarque que :

Q.(n®) = -RM®); k=1,2,3 (2.17)
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Enfin, il est évident que | et —I constituent des opérateurs d’invariance pour le

matériau. On conclut donc que le groupe Sg est constitué de 8 matrices :
Ss = {£1, +R(nY), tR(n?), +R(n¥)} (2.18)

Ou encore Sg = {T,,m=1,...,8}, en notant :

T] = I, T5 = —I
T, = R("(l))} Te = —R(n(l))

2.19
T;=R@®);  T,=-Rn®) (219)

T, =R(n®); Ts = -R(n®)

Il est facile de vérifier que Sg est bien un groupe, c’est-a-dire qu’il est stable pour
la multiplication, qu’il contient I’élément neutre | et que chaque élément possede

son inverse dans Sg.

2.2.2 Construction de G

D’apres (1.116), G est construit a partir des symétries du groupe Sg défini ci-dessus :
G ={A(g), Vg € S} = {A(T,,)),m=1,..,8} (2.20)

Le cardinal de G est une quantité qui joue un role important dans le théoreme de
Noether (cf. formule (1.117)). On se propose donc de calculer ce cardinal. Il ne
peut pas étre calculé directement a partir de (2.20) car il est possible d’obtenir
deux matrices A(T,,) identiques avec deux T,, différents comme on va le voir dans
la suite. Tout ce que l'on peut dire pour l'instant, c¢’est que le cardinal de G est

inférieur ou égal a 8. Il est clair, d’apres la formule (1.113), que :

A(g) = A(-g) (2.21)

On en déduit donc que :
A(Tyw) = A=Ty) (2.22)
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G={A(T,), m=1,2,3,4}, [Gl=4 (2.23)

Cela prouve donc que le cardinal de G est égal a 4. Ce résultat sera utilisé dans la
section suivante pour construire une famille génératrice des polynomes invariants

a 'aide du théoréme de Noether.

2.2.3 Construction d’une famille de générateurs des invariants polyno-

miaux - Application du théoreme de Noether

En appliquant le théoreme de Noether (1.117) et 'opérateur de Reynolds (1.118) au

groupe G défini par (2.23), on obtient une famille des générateurs des invariants :

Re(Po)(x) = i{(A(Tl)w)“ + (A(T2)z)" + (A(T3))" + (A(T4)x)?)

Ya = (ai, ..., as) € N®, |a| < 4
(2.24)

ou P, représente le monome défini par P,(x) = x*.

On rappelle que a comporte 6 composantes car on travaille dans I'espace vectoriel
W et que x est constitué des 6 composantes Cy1, Cio, Ci3, Co, Coz et Czz du
tenseur C (cf. équation (1.109)).

Afin de calculer cette famille de générateur, on exprime (A(T,)x)* en utilisant
I'équation (1.105) :

(A(T)x)" = (A(T)x)] (A(Tw)xz)y? - (A(Tpx)ou m=1,...,4 (2.25)
Or, d’apres la formule (1.112), on a :

(TnCT) )1
(TmCTZ;;)lZ
(TmCsz;)l"o'
A(T,)x = (2.26)
(TnCT )2

(TuCT! )

(Tm CTL)BS
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Ou encore :

A(T)x = (2.27)

en posant :
cm=T,CT?I (2.28)

On déduit donc de (2.25) et (2.27) que
(A(T)x)® = (CI)@ (C7)%(C 0y (Camys (Y () (2.29)

Les composantes des tenseurs C'™ (m =1,2,3,4) peuvent étre explicitées de ma-
niere plus détaillée ainsi que cela sera prouvée dans le théoreme 2.1 a venir. Avant
d’énoncer et de démontrer ce théoreme, on introduit une définition et plusieurs

propositions sur les tenseurs qui seront utiles pour la suite.

Définition 2.1. Soient a,a?, ...,a® et bV, b?, ..., b deuz familles de vecteurs
aveck > 1. D’apres (2.8), aV®a®®...®@a® et bV@bP®...9b"Y sont respectivement
des tenseurs d’ordre k et I. On définit alors le produit tensoriel contracté, noté 7 :”

)

entre ces deux tenseurs par :

@P®a?®..0a®) : BVeb?x...0b")
2.30
= a®®...®a* ) (a®"D, bD) (a2 b)Y (a®, bd) (2:30)

Ou le symbole {.,.) représente le produit scalaire entre deux vecteurs.
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Remarque 2.2.2. Dans cette remarque, on se propose d’appliquer la définition géné-
rale (2.30) a quelques cas particuliers qui seront utilisés ultérieurement. On consi-

dere pour cela cinq vecteurs notés a, b, ¢, d et e :

a: b={(a,b)=ab; (2.31)
a®b:c=a(bc (2.32)

(a®b) : (c®d)=(a,c)b,d) (2.33)
(a®b®c) : (d®e)=a(b,d)c,e) (2.34)

Proposition 2.1. Soient A et B sont deux tenseurs d’ordre 2. Alors on a :

A :B= Ai]‘Bi]‘ (235)

Démonstration. De maniere évidente :
A= Ai]'ei ®ej; B = Byer ® ¢ (2.36)

d’ou :
A :B= AijBklei ®¥ej: ee (237)

On déduit de (2.33) que :

A : B = A;Bu(e; ex)ej, e) = AijBy didji = AijBij (2.38)

En procédant de maniere identique que pour la proposition 2.1, on démontre fa-

cilement la proposition 2.2 qui suit et qui s’applique a 2 tenseurs d’ordre m A et
B :

Proposition 2.2.

A:B=A ;B (2.39)

i182vsiog Dy i.ii
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FIBRES
Enfin, on a la proposition 2.3 suivante :
Proposition 2.3. 5i A est symétrique :
(Aa,b)=A : a®b (2.40)
Démonstration.
(Aa,b) = Ajja;b; (2.41)
A:a®b= Ai]'(a ® b)i]' = Ai]ﬂib]’ (2.42)

En utilisant le fait que A est symétrique et en permutant le role des indices sur A,

on obtient le résultat voulu. M

Théoréme 2.1. Soient les quatre tenseurs de deuzieme ordre C' (m =1,2,3,4)
définis par la formule (2.28). Alors les composantes C;.;m) de ces tenseurs sont

données par les formules suivantes :

Cll =+ Y+ Vs TVt Vs + V) ei®e

Cl = +VatVs— Ve VstV e®e

. (2.43)
Cz] =Vt Y=Vt Vs~ Vel ei®eg
(4
Cll =+ 1+ Vs T V= Vs— Vo) €i®e
Awvec :
Yi=p (P en®); y, =ps D @n® +n® enb)
Y, =p2 (P en®);  y,=ps(n®@n® +n®en®) (2.44)
Y= 3P @nl); y, = ps (n®@n® +n® @n®)
Bt :
p1 =(CnW, n);  p, =(Cn®,n®);, p;=(Cn®,nd)
(2.45)

ps =(CnW, n?);  ps =(CnW,n®Y);, ps=(Cn?,nd)

O on rappelle que nV, n® et n® sont définis dans le cas présent par (2.1) et

représentent les normales aux plans de symétries matérielles. Il est cependant a
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noter que le théoréme présente un caractére plus général, nM, n@® et n® pouvant
étre remplacées par nimporte quelle base orthonormée sans que cela n’affecte la

démonstration.

Démonstration. D’apres (2.28) et (2.19), on a :

cV=1cI"=cC (2.46)
Or, il est évident que :
3
C= Z(Cn(k), n®yn® @n? (2.47)
k=1

On obtient donc en utilisant les définitions (2.44) et (2.45) :
CO=C=yp +y, 4+ +V,+Vs+ 7V, (2.48)
On s’intéresse maintenant & C'@. On utilise pour cela & nouveau (2.28) et (2.19) :
C'@ =R(nM)CR(nM)" (2.49)

Soit encore, en utilisant (2.15) :

C? =(1-2n0enMC(1-2nMenW)T

2.50
=C-2nY®nWC -2Cn® @ n® + 4n® @ nHWCnM @ nM (2:50)
On traite séparément chacun des termes de (2.50) :
e D’apres (2.47), on a :
3
nY e n®c = n® @n® Z<Cn(k)’ n® n® @ no (2.51)

k=1
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Or, on a la propriété tensorielle suivante qui est tres facile a démontrer

car les n® (k = 1,2,3) forment une base orthonormée :
n?@n"n® en? =nl g n(l)éjk (2.52)

ou 6 représente le symbole de Kronecker. On utilise cette propriété (2.52)

dans (2.51) pour obtenir :

3
nYenC = Z(Cn(l), n"n® en? (2.53)
I=1

e De la méme facon :

(2.54)
= Zi:1<Cn(k), n(1)> n® ® n®
En sommant (2.53) et (2.54), on obtient :

nV®nWC + Cn® @ n®
=Y (CnD,nMyn® @n® + Y7 (Cn®,nM)yn®o@n®  (2.55)

= 72 (Cn®, 00y (n® @ n® + n® @ nM)
Car C est un tenseur symétrique.
D'ou :
nV@nlC + Cn® @ n® = 2(CnW, nW)yn® @ n®

D’apres (2.44) :

nY@nC+Cnen® =2y +y, +y, (2.57)
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e [nfin :

n @ nWCn® @ n® = (Cn®, nM)yn® en =y, (2.58)

On conclut en reportant (2.48), (2.57) et (2.58) dans (2.50) :
CO =y 47+ Vs + Vit Vs + Ve =202y, + Vi +75) +4y, (2:59)

= C® = Vit Vot Vs—Vi—Vs+ Ve (2.60)

On s’intéresse ensuite & C'®. On utilise pour cela & nouveau (2.28) et (2.19) :
C'® = Rm@)CR(n?)T (2.61)
Soit encore, en utilisant (2.15) :

CO® =(1-2n?en?)C(-2n® @n?)T

2.62
=C-2n®®n®C -2Cn® @ n? + 4n® @ n?PCn® @ n® (262
On traite séparément chacun des termes de (2.62) :
e D’apres (2.47), on a
3
n? @n?C = n® @ n® Z<Cn(k)’ n0yn® @ no® (2.63)
k=1
On utilise la propriété (2.52) dans (2.63) pour obtenir :
3
n® @ n?C = Z(Cna), n"yn® gn? (2.64)
I=1

e De la méme fagon :
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Cn®en® =Y. _(Cn® n0)n®end (n®en?)
3 2.65
= Zi=l<cn(k); n(2)> ’I’L(k) ® n(z) ( )

En sommant (2.64) et (2.65) et en utilisant le fait que C est un tenseur

symétrique, on obtient :

n® ®n@C + Cn® @ n®
=Y (Cn@, nMyn@@nd + Y] (Cn®, n@yn®en®  (2.66)

=Y? (Cn?,n0y (n® @nd + n® @ n®)
D’ou :

(2.67)
Soit encore, d’apres (2.44) et (2.45) :
n?@n@C+Cn®en® =2y, +y,+y, (2.68)
e Enfin :
n? @ n?Cn® @ n® = (Cn?, nP)nPen® =y, (2.69)
On conclut en reportant (2.48), (2.68) et (2.69) dans (2.62) :

CO =PtV v Vs TV Vs + Vs =220, + Yyt 7o) + 47, (2.70)
=SCO=y +y,+y, -V, + Vs — Vs (2.71)

On s’intéresse enfin & C'®@. On utilise pour cela & nouveau (2.28) et (2.19) :
C'® = Rm®)CR(n)T (2.72)
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Soit encore, en utilisant (2.15) :

C® =(1-2n%n®C-2n®@n®)T

2.73
=C-2n®@n®C -2Cn® @n® + 4n® @ n®Cn® @ n® (27)
On traite séparément chacun des termes de (2.73) :
e D’apres (2.47), on a :
3
n® @ n®C = n® @ n® Z<C"’(k)' n®y n® @ po (2.74)
kl=1
On utilise la propriété (2.52) dans (2.74) pour obtenir :
3
n® @ n¥C = Z(Cn(3), n"yn® @n? (2.75)
I=1
e De la méme fagon :
' (2.76)

= Y2 (Cn®,n®)yn® @ n®
En sommant (2.75) et (2.76) et en utilisant le symétrie de C, on obtient :
n® ®@n®C + Cn® @nb
= Y2 (Cn®,n®)n® @nd + Y2 (Cn®,n®)yn® @n®  (2.77)
=Y? (Cn®,n0y(n® @nd + n® @ n®)
D’ou :
n(3) ® n(3)c + Cn(S) ® n(3) e <Cn(1)’ n(3)> (n(l) ® n(3) + n(a) ® n(l))

(2.78)

Soit encore, d’apres (2.44) et (2.45) :

n®@n¥C+Cn®en® =2y, +y, +y, (2.79)
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FIBRES
e Enfin :
n® @nPCn® @ n® = (Cn®,n®)yn® @n =y, (2.80)
On conclut en reportant (2.48), (2.79) et (2.80) dans (2.73) :
CO =y + Yy, + Y+ Vst Vs + V= 2Qp; + Vs + Yo +4y; (2.81)
= CY =y 4y, Y+ V- Vs~ Ve (2.82)

Il reste & démontrer les formules (2.43) de I'énoncé du théoreme. Pour cela, on
rappelle que dans une base orthonormée {ey, e;, €3} quelconque, les composantes

d’un tenseur A d’ordre 2 peuvent s’écrire sous la forme :

Ai]' =A:e® €j (283)

On applique cette définition (2.83) aux expressions (2.48), (2.60), (2.71) et (2.82).
On obtient alors directement le résultat souhaité (2.43). Cela acheve la démons-

tration du théoreme 2.1. B

En utilisant le théoreme 2.1 qui vient d’étre démontré, on va déterminer les in-
variants de la famille génératrice définie par (2.24). Pour illustrer la méthode de
calcul, on va commencer par détailler les cas simples ou |a| = 1 et |a] = 2. Une fois
les principes de calculs établis au travers de ces deux cas simples, on traitera le

cas général ou |a| = h.

Pour alléger les notations, on introduit la quantité §, définie par :
Ba = Ra(Po)(x), Pu(x)=2a" (2.84)
Par exemple, pour a« = (1,0,1,2,0,0), on a :

B1o1200 = Rg(P1o1200)() (2.85)
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avec !

— 1,0,1,2.0,0 _ 2
Pi01200(T) = X]X5X3X5X5X, = X1X3X) (2.86)

-Cas ou |a| =1 :
Dans ce cas, il y a six possibilités : « = (1,0,0,0,0,0), (0,1,0,0,0,0),...,(0,0,0,0,0, 1).

Le traitement de ces six cas étant strictement identique, on se propose de n’étudier

que le premier. D’apres (2.24), on obtient alors 'invariant :

Brooooo = %{(A(Tl)w)l + (A(T2)z)1 + (A(Ta)z)1 + (A(Ta))1) (2.87)

On applique ensuite (2.29) :

1 ’ ’ ’ ’
B1rooo0o = Z{Cl(ll) +CP+CY+C) (2.88)

On utilise enfin le résultat (2.43) du théoreme 2.1 :

Vit Vot Vst Vet VstV
1| V1T Vo+ V3= Ve~ Vst
ﬁ1ooooo=1 17 YV2T Vs~ Ve~ V51 Ve . e ® ey (2.89)
Y1+ Vot Vs =Vt Vs Vs

TV TVot Vst Ve= Vs Vs

D’ou finalement :

1
B1o0000 = 1{4)/1 +4y, +4y,} e1®e (2.90)

© Prooooo = {y; + ¥, + V5t e1®er (2.91)

On conclut avec (2.44) que :

pl n(l) ® n(l)
Brooooo =4 + p2n?P@n® b e ®e (2.92)

+ p3 n® @n®
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Donc, dans le cas |a] = 1, on obtient 6 termes sous la forme générique suivante :

Ba=93 + p2nP@n® t:e®e;, |a=1 (2.93)

+ p3n®end®

La correspondance entre la position du "1” dans a et le couple (i, j) est donné par
la formule (1.109).

Le cas |a] = 2 est plus complexe a traiter car il impliquera des produits entre
composantes de C' ™. Il nécessite donc au préalable I'introduction d’une définition

et d’'un lemme :

Définition 2.2. On définit le produit tensoriel entre m tenseurs A4, ..., A, d’ordre
2 par :
(A1®A®...® Apijkt..pg = (A1)ij (A2 - - - (An)pg (2.94)

Le résultat est un tenseur d’ordre 2m. Si les m tenseurs A sont identiques, on

notera

A" =AQAQ..QA (2.95)
N———

m fois A
Lemme 2.1. Soient Aq,..., A, m tenseurs d’ordre 2. Alors on a :

(Ar:e®ej)(Ar: e®e)...(A,: e,Qe) (2.96)
=(AI®A;®...0A,) : (e;®@e;j®e;Re...0€,¢,) .

Démonstration. D’apres (2.83) :
(Ar:ei®e)(Ar: ex®e)...(Ay,: e, ®ep) = (A1)ij(A2ii - .. (An)pg (2.97)
Par ailleurs, d’apres (2.39) :

(AI®A;®...QA,) : (e;Q€e;®e;®e...0€,R e, (298)
= (A1 QA®...® Am)i]iz...im(ei ® €j ®e®e...® €p ® eq)iliz.,_im
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En utilisant (2.94) :
(Al ® A2 ® o ® Am)iliz---iZWI = (Al)lllz(A2)l3l4 oo (Am)iszlizm (2.99)

(e;® eRe®e...0eQ eq)i1i2---im =(e® e]-)ilz-z(ek ® 6[)1'31'4 . (ep ® eq)iZm—liZm (2. 100)

Or, d’apres (2.5) :
(ei ® €))ii, = (€)ir(€)i, = 0ii, Oji, (2.101)

On en déduit que :
AI®A;®...0A,) : (e;®e;®eRe...0€,Re¢,)

= (A1), (A2)iniy - « - (Am)izg, iz O Oz Okis Oy - - - Opin, 1 Oy, (2.102)
= (A)ij(Ak - - - (An)pg

qui n’est autre que (2.97). L’égalité (2.96) est donc démontrée. W

On dispose maintenant des outils tensoriels permettant de traiter le cas |a| = 2.

-Cas ou |a| =2 :

Dans ce cas, il y a 21 possibilités : « = (1,1,0,0,0,0), (1,0,1,0,0,0),...,(0,0,0,0,1, 1),
(2/ 0/ 0/ O/ 0/ 0)7 L) (OI O/ O/ O/ OI 2)

Le traitement de ces 21 possibilités étant strictement identique, on se propose de

n’étudier que la premiere. D’apres (2.24) et (2.84), on obtient alors I'invariant :

1 (A(T)2)1(A(T1)x)2 + (A(T2)x)1(A(T2))2
B110000 = 1 (2.103)
+ (A(Tg)w)l(A(T3)w)2 + (A(T4)ZU)1(A(T4)ZB)2

On applique ensuite (2.29) :

1 / 1 ’ 1 ’ 2 / 2 ’ 3 ’ 3 ’ 4 ’ 4
Pi10000 = Z{Cl(l)cl(Z) + Cl(l)cl(z) + Cl(l)cl(z) + Cl(l)cl(z)} (2.104)
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D’apres (2.83) :
CCE =(C'™ . e;0e)(C™ :e;®e) (2.105)
En utilisant le Lemme 2.1 :
(€™ e;@e)(C™ 1e;®e)=(C™@C™): (e;®e ®e;®e)  (2.106)
On en déduit que :
ClCH = (€™M eC™) : (e1®e ®e ®e) (2.107)
Par ailleurs, d’apres ’équation (2.95) de la définition 2.2 :
CLCR) = (C)® : (e1® e @e ®e) (2.108)
Donc, en reportant dans (2.104) :

1 ’ !’ ’ ’
P11o000 = Z{(C (1))®2 +(C (2))®2 +(C (3))®2 +(C (4))®2} (e1®e;®e;®ey) (2.109)

On conclut en reportant (2.46), (2.48), (2.60), (2.71) et (2.82) dans (2.109) :

P+ Yyt VstV Vs + V)T
1|+ 7t V= V= Vs +v)%
,311000021 ! 2 ’ ! ° 6®2 (e1®e1®e;®ey) (2.110)
+ VYVt VsVt Vs Ve)

+ (7’1+7’2+)’3+7’4_V5_76)®2

On développe ensuite chacun des quatre termes de la parenthese de I'équation
(2.110) :
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Y1+ Y2+ Vs +Va+ Vs V)7 = i+ 1, +¥)P + )% + ()% + (1)
TPVt V)OOV AV QY+ Vo V) (Y, T V)Y
Y51+ Vot V) (Vi Vo V)@V + Ve (Y1 + Y, +V3)

TVi®Vst V5@Vt VBVt Ve @Vt V58Vt Ve ®Ys5
(2.111)

Y1+ Vot Vs—Vi— Vst 7’6)®2 =ty t V3)®2 + (74)®2 + (75)®2 + (V6)®2
~V1 AV VI)OV V@Y Vo V) (Vi Y, V) Vs
“Ys®@W + Vot V)t (VY V)@Vt Y @Y+ Y, T V)

TYi®Vs+Vs®Vi—Vi®Vs~Ve®Vsi—Vs®Ve Ve ®Vs
(2.112)

Y1+ V2tV = Va+ Vs = V)T = 1+ ¥, + 1P + )% + ()% + ()%
~V V2t VIOV VY Vo V) (Y, T V)Y
Y5+ Vot V) (M VY)Y~V @1+ Y, + V3)

“Vi®Vs V5OVt VBVt Ve ®Vi— V5BV~ Ve ®Vs5
(2.113)

Vit Vot VstV —Vs— 7’6)®2 =ty + V3)®2 +(y)% + (7/5)®2 + (7’6)®2
TPVt VIOVt V(Y + Yt ¥) (Vi Y Yy ®Ys
“YsOW + Vot V) (Vi VT VI®Ve Ve @Y+ YV, T V3)

“Yi®Vs —Vs®Vy—Vi®Vs ~ Ve ®Vs T Vs ®YVe TV ®Vs5
(2.114)
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On reporte (2.111), (2.112), (2.113) et (2.114) dans (2.110) :

Y1+ V247"
B110000 = Porree (e1®e;®e; ®ey) (2.115)

+()/4)®2 + (),5)@2 + (y6)®2

On note que le résultat (2.115) présente une particularité remarquable. En ef-
fet, la parenthese contient une somme de termes qui ne dépend du n-uplet a =
(1,1,0,0,0,0) que par I'intermédiaire de sa longueur |a| = 2 (dans le produit ten-
soriel ®2 qui figure en exposant). La dépendance vis a vis de la répartition des
composantes de a = (1,1,0,0,0,0) s’exprime uniquement par I'intermédiaire des
produits tensoriels e; ® e; @ e; ® e;. Le premier 1 de a correspond au couple (1,1)
et le second au couple (1,2), d’apres la table de correspondance établie par (1.109).
En généralisant, dans le cas |a| = 2, on obtient 21 termes sous la forme générique

suivante :

Yy + ¥, + 7%
Ba = : (ei®ej®ek®el), la] =2
HY)T + () + (1) (2.116)

i<jk<li<k

Les couples (i,]) et (k,I) sont déterminés en fonction des termes non nuls des

composantes de a et de leur correspondance donnée par la formule (1.109).

Au travers des deux cas relativement simples traités (la| = 1 et |a| = 2), on a pu
voir les principes qui sont mis en oeuvre pour réaliser les calculs. On va maintenant
appliquer ces principes au cas général a = (a, ..., ) avec |a| < 4.

-Cas général |a| <4 :

Pour alléger les notations, on introduit I'opérateur A, défini par :

Ar=e1R®e®e1®er®e;Re;RerR®Re®e, ®e;Re; e (2.117)
—_— T = = — Y
ay fois ay fois as fois ay fois as fois ag fois
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Par exemple, pour a =(1,0,1,0,2,0), on a :

AN, =e1®e1®e1Q®e30e, ®ez Ve, Ves

D’apres (2.24) et (2.84), I'invariant 8, s’écrit :

4
Z (A(T)z) A(T)Z)5 . (A(T)z)se

H>IH

On applique ensuite (2.29) :

4

Ba =

»bl»—\

(C Uy (CIye(C ™) (C ™) (C UMy (C Py
1

D’apres (2.83) :
(C(C )= (Cy )= (Cy ) (Cy )™ (Coy )
=(C™:e;®e)(C™:e;®e)?(CM: e ®ez)™

(C'M : e, ®e))™(C'™ : ey ® e3)(C' : e3® e3)*

On en déduit, en utilisant ’équation (2.96) du Lemme 2.1, que :

(CUya(C Oy (C 0Py (CE™ )2 (C Y7y (C Py

:(C<’”)®...®C<m)®...®c(m)®...®c'(m>)

ay fois ae fois

t(e1®e1®e Qe ReRe;Re Qe e e;Res ® ez)
—_— Y = — Y
ay fois ay fois ag fois ay fois as fois ag fois

D’ou, d’apres les notations (2.95) et (2.117) :

(Cll(lm))al (C'l(m))az (C (m))a3 (C (m))a4 (C'Z(;”))% (C'S(gm))%
— (C’(m))®(a1+a2+...+a5) . Aa — (C’(m))®|a| - A

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)

(2.123)
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Donc, en reportant (2.123) dans (2.120) :
Bo = %{(C’(l))@’lal + (C'@)sll 4 (C'®)slad 4 (C'@)8laly . A (2.124)

On conclut en utilisant (2.46), (2.48), (2.60), (2.71) et (2.82) :

i+ V2t Vst Vet Vs +y)™
+ YV, Y=Y, =Y+
b = i VitTVaT Vs~ Va— V5TV ‘A, (2.125)
+ YtV Vet Vs V)

+ YtV Ve VsV

On note a nouveau que, dans le cas général, 'expression de B, se décompose
en deux termes situés de part et d’autre du produit tensoriel contracté ” :”. Le
premier terme, contenu dans la parenthese de (2.125), ne dépend de a que par
Iintermédiaire de sa longueur |a|. En effet, les tenseurs y,,...,p,, définis par (2.44),
ne dépendent que des normales nV, n® et n® aux plans de symétrie matérielle
et du tenseur des déformations de Cauchy-Green a droite C. Il est de plus a noter
que ce premier terme ne dépend pas de la base {e1, e, e3} choisie pour réaliser
les calculs. Le second terme A,, défini par (2.117), ne prend en compte pour sa
part que la répartition des composantes non nulles de a. Contrairement au pre-
mier terme, ce second terme dépend de la base de travail {eq, e,, e3}. Mais il est

générique puisqu’il s’applique a n’importe quel type de base orthonormée.

L’équation (2.125) permet de décrire explicitement tous les éléments contenus dans

la famille de générateurs F définie par :
F={Ba; Ya = (ai,..,a) : |a| <4} (2.126)

Il est assez facile de comptabiliser le nombre d’éléments contenus dans I’ensemble
défini par (2.126). En effet, en utilisant des arguments combinatoires, on peut
montrer que F contient 209 éléments (6 de degré 1 + 21 de degré 2 + 56 de degré

3 +126 de degré 4 =209). Dans ces conditions, on congoit aisément la difficulté
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de choisir parmi 209 éléments, les invariants pertinents permettant de construire
une densité d’énergie. En regle générale, il existe néanmoins des relations entre
générateurs au sein d’'une meéme famille. Afin de faciliter la construction de densité
d’énergie en fonction de ces générateurs, il est utile de réduire leur nombre en
construisant une base d’intégrité. En effet, au sein d’'une base d’intégrité, aucun
des générateurs ne s’écrit comme polynome des autres. Cette problématique fait

I'objet de la section suivante.

2.2.4 Une base d’intégrité

Pour construire une base d’intégrité, une approche possible consiste a utiliser les
bases de Groebner (Cox et al. [10]). Cette approche a en particulier été appli-
quée par Thionnet et Martin [56] pour traiter I'endommagement d’un matériau
composite sous I'hypothese des petites perturbations (HPP). Cette approche pré-
sente néanmoins l'inconvénient de figer le cadre des calculs en les associant a une
base orthonormée spécifique choisie des le départ. Il n’est alors pas toujours simple
d’interpréter les résultats dans un cadre général sachant que ’expression de ces
résultats est conditionnée par le choix initial de la base orthonormée. Dans le
cadre de nos travaux, les calculs ayant conduits a l'expression tensorielle (2.125)
ont été réalisés de maniere intrinseque, c’est-a-dire indépendamment d’un choix
particulier de base orthonormée. Il est donc possible de construire explicitement
une base d’intégrité sans avoir recours aux bases de Groebner. Un bénéfice immé-
diat est qu’aucun calcul mathématique symbolique n’est requis contrairement aux
bases de Groebner. La méthode de construction de la base d’intégrité que nous

proposons est explicitée dans le théoreme 2.2 qui suit.

Théoreme 2.2. Une base d’intégrité de la famille de générateurs F définie par
(2.126) est donnée par :

Fi ={p1; p2 p3 P3 P2 P P4P5P6) (2.127)

ou 1, ..., P sont définis par (2.45).

70



2.2. APPLICATION DE L’ OPERATEUR DE REYNOLDS POUR UN MATERIAU A DEUX FAMILLES DE
FIBRES

Démonstration. A partir de la formule générale (2.125) de B, on va montrer que f,
peut s’exprimer uniquement en fonction des termes de F;. On note tout d’abord que
(2.125) fait apparaitre une somme de quatre termes ayant en commun y, +y, +Vs
V.4 V5 et y,. Par ailleurs I'exposant ®m, en vertu de la définition (2.94) du produit
tensoriel, suggere I'utilisation d’une formule de type Newton tel que (A + B)? =
A? + 2AB + B%. Malheureusement, cette approche n’est pas possible car le produit

tensoriel n’est généralement pas commutatif :
A®B+#BQ®A (2.128)
Il est en revanche correct d’écrire :
(A+B)**=A** + A B+ B®A + B** (2.129)

Il suffit alors de généraliser (2.129) avec une puissance |a| pour développer les

quatre termes de (2.125) :

4lal

Y+ Y, t Yty tys+ y6)®|a| = Z Py, + ¥, + V3,V Vs Ve) (2.130)
i=1

4lal

V142t Vs =V~ Vs + Y™ = Z Piy1+ 2+ V3 Va Vs Vo) D (=1)" (2.131)
i=1

4lal

(V1 +Va+Vs—VatVs— V6)®|a| = Z Pi(y1+ ¥+ V3V Vs Vo) (DT (=1)7 (2.132)

i=1
4lal

W1+ Yo+ Vs + V= Vs = Y)™ = Y Py + ¥, + V3 Var Vs Ve (-1 (1) (2.133)

i=1
Dans les équations (2.130)-(2.133), P; est un polynome qui fait intervenir y, +7y, +
V3 Yar V5 €t Y. Pour |a| = 2, 'expression explicite de ces polynomes P; a déja
été établi (cf. équation (2.111)-(2.114)). On dénombre par ailleurs, pour chaque
formule (2.111) & (2.114), 16 (= 4?) polynomes distincts. Il est donc clair qu’on
obtiendra 4% X 4 (= 4%) polynomes distincts si |a| = 3 puis 4®> X 4 (= 4*) polyndmes

distincts si |a| = 4. Cela justifie que le nombre de polynomes P; a prendre en
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considération dans les équations (2.130) & (2.133) soit égal égal a 44, Enfin, pour
chaque polynome P;, la somme des exposants portant respectivement sur les termes
Y1t VY,+ Vs Vi Vs et p, doit étre égal a |al. Sion note p;, g;, #; et s; ces exposants,
on a donc :

pi+qi+ri+s;=|al (2.134)

Enfin, compte tenu du signe de y,, y5 et y, dans (2.125), il est clair que 'on peut
faire apparaitre les termes (—1)%(—1)"% (—=1)%(-1)% et (-1)(-1)% dans (2.131),
(2.132) et (2.133). Pour illustrer concretement ce dernier aspect, prenons a titre

d’exemple les 4 termes :

L=+ Y, t Y)Y, QY9
t = ()/1 +y,t )/3) ® (_Y4) ® (_yS) ®Y6

(2.135)
=+, +7)9(y)®Y; (=¥

L=+ 7, +73) @Y, (=y5) ®(—¥y)

qui apparaissent respectivement dans les sommes (2.130), (2.131), (2.132) et (2.133)
lorsque |a| = 4. Il est évident que ces quatre termes peuvent s’écrire a 1’aide du

méme polynoéme P; défini par :
Pi=(y,+y,+7,)9y,8y:0Y, (2.136)
sous la forme suivante :
=P, t=P(=1)i(-1), t3=P(=1)i(=1), t,=P(=1)(=1)% (2.137)
avec 1 p;=qg;i=t;=5; = L.
En reportant les équations (2.130) a (2.133) dans (2.125) , on obtient :

1 [& . ", ",
ﬁa — Z {Z Pi()’l + yz + )/3’)/4’ )/5’)/6)[1 + (_1)‘71+n + (_1)%+s, + (_1)r,+s;]} . Aa
i=1
(2.138)
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Dans la somme de I’équation (2.138), on ne prendra bien str en compte que les

termes non nuls, c’est-a-dire ceux vérifiant :
[1+ (17 4 (15 (1) # 0 (2.139)

Il s’agit donc de réaliser une étude de cas pour identifier les valeurs possibles
de cette somme. On note tout d’abord que la somme de 1'équation (2.139) peut
prendre quatre valeurs différentes suivant la parité des trois nombres entiers g; +

Ti, i +Si et r;+5;:

e 3 nombres pairs : [1 + (=1)%* 4+ (=1)7*5 + (=1)"*%] = 4

Ce cas est possible uniquement si g;, #; et s; sont soit tous pairs a la fois, soit
tous impairs a la fois. En effet g; + r; étant pair, g; et r; sont soit tous les
deux pairs, soit tous les deux impairs. Supposons qu’ils soient pairs. g; + s;
étant par ailleurs pairs, ¢; et s; sont alors nécessairement pairs. Sinon g; serait
impair, ce qui serait en contradiction avec le fait que g; est pair. Donc, dans
ce cas, (i, ti et s; sont tous les trois pairs. On aurait conclu de la méme facon
qu’ils sont tous les trois impairs si on avait supposé que g; et r; avaient été

tous les deux impairs.

2 nombres pairs et 1 impair : [1 + (=1)7*" 4+ (=1)%*% + (=1)"*] = 2
Ce cas n’est pas possible. En effet, supposons par exemple que g; +7; et g; +s;
soient pairs et r; +s; impairs : g; + r; — (g; + 5;) = r; — s; est alors pair. Mais

comme 7; +S; est impair, r; +s; + r; — s; = 2r; est impair, ce qui est absurde.

3 nombres impairs : [1 + (=1)%* + (=1)%*% + (=1)1*] = -2
Ce cas n’est pas possible. En effet, on aurait g;+7;+g;+s;+ri+s; = 2(g;+7r;+s;)
qui serait impair, ce qui est absurde.
e 1 nombre pair et 2 impairs : [1 + (=1)%* + (=1)%* + (=1)"*] = 0

Tous les cas ayant été répertoriés, et les deux précédents étant impossibles,
ce cas correspond forcément au complémentaire du premier cas. Il survient

donc lorsque g;, r; et s; ne sont ni pairs, ni impairs simultanément.
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Compte tenu de cette discussion de cas, 1’équation (2.138) se simplifie :

Pa = {Z Piyi+ 72473V Vs )/6)} tAg (2.140)

iel

ou I est I’ensemble des entiers naturels i défini par :
I={i : g, riets;sont pairs ou impairs simultanément} (2.141)

Lorsque g;, 7; et s; sont pairs simultanément (g; = 2I;, ; = 2m;, s; = 2n;) les poly-
nomes P; correspondants font nécessairement apparaitre les termes (pi)lf(pé)mf(pg)”i
d’apres I'équation (2.44). Toujours d’apres I’équation (2.44), lorsque g;, 1; et s; sont
impairs simultanément (g; = 2;+1, r; = 2m;+1, s; = 2n;+1), les polyndmes P; cor-

respondants font apparaitre les termes p>'" 2" 2"+ = (p2)li(p2)" (p2)" papsps.

On en déduit que B, peut s’exprimer en fonction de p3, pZ, pZ et papsps.

Enfin, puisque chaque P; dépend de y, +y, + ¥, et que y,, ¥, et y, dépendent de

P1, P2 et p3 par (2.44), il est clair que B, s’exprime aussi en fonction de p;, p2 et

pP3-

En résumé, B, peut s’exprimer en fonction de seulement 7 termes : p1, p2, ps, pi,
pf.), pé et pspspe. Pour achever la démonstration du théoreme, il reste a prouver que

ces 7 termes sont bien des invariants sous ’action du groupe de symétrie matérielle.

Le traitement des trois termes p;, p2, ps est identique. On se propose donc de
ne traiter que le premier. D’apres les équations (1.110) et (2.45), p; est invariant

sous 'action du groupe de symétrie matérielle S si et seulement si :
p1 = (CnM,n®) = ((gCg") n®,nM), Vg e S (2.142)
Soit encore, en utilisant la définition (2.19) :

p1 = (CnM, nDy = (T,CT)nV,nM), vm=1,...,8 (2.143)
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De maniére évidente :
(-T)C(-T,) =T,CTL, vym=1,...,4 (2.144)

Dong, il suffit d’établir I’équation (2.143) pour I'indice m variant uniquement de 1

a 4. En utilisant la définition (2.28), on obtient :
(TCTH RO n®y =(C™n® nOyvm=1,...,4 (2.145)

— Sim =1, d’apres I’équation (2.46), les tenseurs C'® et C sont identiques.

L’équation (2.143) est donc satisfaite.

— Sim =2, en utilisant (2.60) et (2.40), on obtient :
(COn® nhy = Y1+ Yo+ Vs— Ve Vs + V) - nYen® (2.146)

On traite séparément chacun des termes de (2.146) et on va montrer que le
premier vaut p; et que les cing suivants sont nuls. En utilisant la définition

(2.44) de y,, on obtient :
Y, n®Pe@n® = p; (P e@n®) : nOenl® (2.147)
D’apres (2.33) :
MY enY) : n®en® = (n®, nOyn® n®)y =1 (2.148)

On conclut que :

y, : nPen® =, (2.149)
De la méme fagon :
y, : nY@n® = p,(n®en?) : nWen® (2.150)
D’apres (2.33) :
n?en?) : n®en® = (n?®, nWyn® nb) =0 (2.151)
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Donc, on obtient :

y, : nen =0 (2.152)

Avec une démarche identique a celle utilisée ci-dessus, on trouve simple-
ment que les quatre derniers termes de 1’équation (2.146) sont également

nuls :

y, :nPen =0, ¥k =3,4,5,6 (2.153)

Ce qui permet d’établir le résultat souhaité :

(C@nM ply = p (2.154)

— Le traitement des deux cas m = 3 et m = 4 est strictement identique au

cas m = 2. On obtient de la méme facon :
(CORM My = p, (2.155)
(COpM nOy = p, (2.156)

La condition (2.142) est bien vérifiée. Donc, p; est bien invariant sous l'action du
groupe de symétrie matérielle. Il en est de meéme pour p; et psz, la démonstration

étant en tout point similaire a celle utilisée pour p;.

On s’intéresse maintenant aux termes pi, pg, pg. Le traitement de ces trois termes

est strictement identique. On ne va donc étudier que le terme pi.

Toujours d’apres 1’équation (1.110), pi est invariant sous l’action du groupe de

symétrie matérielle S si et seulement si :
p3 =(CnD, n?)? = ((gCg") n™,nM)?, vg e S (2.157)
Soit encore, en utilisant la définition (2.19) :

p3 =(CnD, n®y? = (T,CTL)n®, n?)? vm=1,...,8 (2.158)
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En utilisant (2.144), il suffit d’établir I'équation (2.158) pour lindice m variant

uniquement de 1 & 4. En utilisant la définition (2.28), on obtient :
(T,CTH W, n®y? =(C"np® n@y2 ym=1,...,4 (2.159)

— Sim =1, d’apres I’équation (2.46), les tenseurs C'® et C sont identiques.

L’équation (2.157) est donc satisfaite.

— Sim =2, en utilisant (2.60) et (2.40), on obtient :
(COn® n@y = Y1+ Vot V3= Vi~ Vst V) : nY @ n? (2.160)

En utilisant la définition (2.44), on va montrer que le terme en y, donne

—p4 et les autres 0 :
—y,: P en® =—p, (Y en? + n@en?) : nWen® (2.161)
En utilisant (2.33) :

(2.162)
= (D, nMY(n®, n®) + (n®, nOYWn®, ) =1
On conclut que :
—y, : nPen®=—p, (2.163)
De la méme fagon :
y, : nPen? = (pnYen?) : nWen® (2.164)
En utilisant (2.33) :
MY en0) : nOen® =n®,nONnM @) =0 (2.165)
On conclut que :
y, :nPen® =0 (2.166)
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Avec une démarche identique a celle utilisée ci-dessus, on trouve simple-

ment que les quatre derniers termes de I’équation (2.160) sont nuls :

y, :nP®en® =0, ¥k=2,35,6 (2.167)

On conclut en reportant (2.163), (2.166) et (2.167) dans (2.160) que :
(CPnM p@y =—p, (2.168)
D’ou, en élevant au carré :
(COpM p@y2 = 2 (2.169)
Ce qui établit 1’égalité souhaitée.

— Le traitement des deux cas m = 3 et m = 4 est strictement identique au

casm=2:
(CORD, n®y = —p, = (CORD, p?)? = 2 (2.170)

(CHRO @y = p, = (CORM @Y = p? (2.171)

La condition (2.157) est donc satisfaite. p; est donc bien invariant sous action du
groupe de symétrie matérielle. Il en est de méme pour pg et pé, la démonstration

étant en tout point similaire a celle utilisée pour pi.

On s’intéresse enfin au terme p4p5p6. Ce terme est invariant sous ’action du groupe

de symétrie matérielle S si et seulement si :

PapPsPe = (CnD, nOWCnD, n®OWCn®,nd®)

= ((gCg”) n, n@)((gCg™) nV, n®)(gCg") n®,n®), Vg € S
(2.172)
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FIBRES
Soit encore, en utilisant la définition (2.19) :
PapPsPe = (CnD, nOWCnD, n®OWCn®, nd®)
= ((T,CTL) n®, n®W(T,CTL)n®, n®) (2.173)

(T,CTHNn?,n®), Vvm=1,...,8

En utilisant (2.144), il suffit d’établir I'’équation (2.173) pour lindice m variant

uniquement de 1 & 4. En utilisant la définition (2.28), on obtient :

(TwCT,) n®, nON(T,CT,) n®, nOK(T,CT;) n®, n®)
2.174
= (C'MnD n@OWCMpD nCOWC' MR n®y Ym=1,...,4 ( )

— Sim =1, d’apres I'équation (2.46), les tenseurs C'W et C sont identiques.

L’équation (2.172) est donc satisfaite.

<C’(1)n(1)l n(2)><c’(1)n(1)l n(3)><c’(1)n(2), n(3)> = P4P5P6 (2.175)

— Sim =2, il est facile d’établir avec (2.40), (2.44) et (2.60) que les deux

derniers termes dans (2.174) donnent :

(COnD n®y =y, +y,+y, -y, —y-+7,) : nV@n®
YVitVot Vs = Va— Vst Vs (2.176)

= —ps

(COn@ n®y =y, +y, +y, -y, —y-+7,) : n®?@n®
VitTYVatVs=Va— V5TV (2.177)

= p6
Comme par ailleurs, il a été établi (équation (2.168)) que le premier terme
de (2.174) vaut —py4, on obtient :

(COnM) nOWC' DM n®WC' An@, n®)
(2.178)

= (—pa)(=p5)Ps = PapPsPs
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— Sim =3 oum =4, avec les mémes démarches que ci-dessus, on obtient :

(CORD W CORM n®WCOR®, n®)
(2.179)

= (—pa)ps(—ps) = Papsps

(CHRD nOWC O nOWC @R n®)
(2.180)

= pa(=ps)(=ps) = papsps
L’équation (2.172) est donc satisfaite. pspspe est bien invariant sous l'action du

groupe de symétrie matérielle.

On note enfin qu’aucun des 7 termes p1, p2, ps, pi, pé, pg et papspe ne s’écrit
comme polynome des autres. On peut donc en conclure que la famille de ces 7

termes est une base d’intégrité. Cela acheve la démonstration du théoreme 2.2.
|

Remarque 2.2.3. ps, ps, pe ne sont pas des invariants sous l'action du groupe
de symétrie matérielle. En effet, il existe un élément g du groupe de symétrie

matérielle S pour lequel :
Ps = (Cn®, n®y £ ((gCgT) n® n®) (2.181)
Il suffit pour cela de considérer g = T, puisque, grace a (2.168), on a obtenu :
(T€TH O, n®) =(CPnM, n®) = —p, (2.182)

De la méme facon, il serait facile de monter que ps et ps ne sont pas non plus des

invariants sous ’action du groupe de symétrie matérielle.
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2.3 Relations entre les invariants classiques et la famille F;
définie par (2.127)

Dans ce paragraphe, on s’attache a établir le lien entre les nouveaux invariants que
nous avons introduit (équation 2.127) et ceux que l'on peut trouver plus classique-

ment dans la littérature.
2.3.1 Les invariants classiques

La littérature dans le domaine des lois de comportement en biomécanique est
extrémement vaste et variée mais la grande majorité des modeles (cf. tableau 2.1)

utilise tout ou partie des invariants suivants :

I, = tr(C); I, = %[t‘r(C)2 —tr(CH]; I = detC
Ji=tr(Ca®a); J'=tr(Cb®b); Jo = tr(Ca ® b) (2.183)
Ji=tr(Ca®a);, Ji=tr(CCb®b); J; =tr(C?a®b)

Plutot que d’utiliser la trace, il est possible d’exprimer la liste des invariants ”J”

sous la forme de produit scalaire. En effet, on a la propriété générale :
tr(Ax ®@ y) = (Ax,y) (2.184)
puisque :
tr(Az®y) = Ajzy; = (Ax)y; = (Az,y) (2.185)

On obtient donc en appliquant (2.184) a (2.183) :

Ji=(Ca,a); Ji=(C®a,a); Js={(Ca,b)

2.186

J;=(Cb,b); J:=(C?b,b); J;=(Ca,b) ( )
On reconnait dans Iy, I; et I3 les invariants isotropes classiques qui interviennent
dans le développement du polynome caractéristique de C. Les autres invariants,
qui utilisent le symbole |, combinent C et les directions des fibres a et b. Ils repré-

sentent donc typiquement ’anisotropie du matériau. Sans viser a I'exhaustivité, le
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NN AAVANANANL
Wu et Yao [63] X | X| X| X| x| X|X|X| X
Peng et al. [39] X[ x| x| x| x| x| X
Natali et al. [35] X| x| x| x| X X
deBotton et Shmuel [12] X X | X
Merodio et Ogden [34] X | x| x| x| x| x|x
Holzapfel et al. [23] X x| x
del Palomar et Doblare [38] | x X | x
Klisch et Lotz [29] X| x| x| x| x| x| x| X

TABLEAU 2.1: Caractéristiques de quelques lois du comportement classiques

tableau 2.1 dresse un apercu des caractéristiques particulieres de quelques lois de

comportement en matiere d’invariant. Le paragraphe 1.3.4 du chapitre 1 sur 1’état

de I'art donne plus d’informations sur ces modeles.

2.3.2 Comparaison entre les familles d’invariants (2.127) et (2.183)

Ce paragraphe a pour objectif d’établir un lien entre les invariants de la base

d’intégrité que nous avons obtenus (formule (2.127)) et les invariants classiquement

utilisés dans la littérature (formule (2.183)).

e Par définition, en utilisant (2.1) et (2.45) :

p1 =(CnM, nW)y =(C

On développe ensuite le produit scalaire :

b+a

b+a

Ib+all’[1b+ all

_ (Cb,b) + (Ca,a) +2(Ca,b)

P1

Par ailleurs, a et b étant normés :

1b + all

)

b+ all® = 1Bl + llal* + 2(a, b) = 2(1 +{(a, b))

(2.187)

(2.188)

(2.189)
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Soit encore :
Ib+ all* = 2(1 + cos @) (2.190)

ou @, représente I'écart angulaire compris entre 0 et 77 en configuration
non déformée, entre les deux familles de fibre de direction a et b. On utilise

(2.186) pour conclure :

“r P42
p1 = Jit)i* 2 (2.191)
2(1 + cos D)
e Par définition, en utilisant (2.1) et (2.45) :
b-a b-a
=(Cn®,n?) =(C , ) 2.192
& b= all' To—al (21%2)
On développe ensuite le produit scalaire :
(Cb, b) + (Ca, a) —2(Ca, b)
= 2.193
b2 Ib—alP (2:199)
Par ailleurs, a et b étant normés :
Ib—all* = |IB* + llal - 2(a, b) = 2(1 - (a, b)) (2.194)
Soit encore :
Ib = all* = 2(1 — cos ®y) (2.195)
On utilise (2.186) pour conclure :
a4 b _ 2
P2 = Jit)im2e (2.196)
2(1 — cos D)
e Par définition, en utilisant (2.45) :
p3 = {(Cn®,n®) = tr(Cn® @ n®) (2.197)
On utilise ensuite la propriété standard suivante :
nPen® +n?en® +n®en® =1 (2.198)
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Ce qui permet de conclure :

ps =tr{C(l = nV @nM - n® g n?))
Ji+ ]2 — 2] cos Dy

sin® @,

=L-p1r—p2=5L-

e Par définition, en utilisant (2.1) et (2.45) :

b+a b-a
b+ all” [Ib - all

ps = (CnV,n®) =(C )

Le numérateur de (2.200) se développe de la maniére suivante :

(C(b+a),b—-a)=(Cb,b)—-(Ca,a)
Pour ce qui est du dénominateur, d’apres (2.190) et (2.195) :
b+ allllb — al| = 21 — cos2 @, = 2 sin P,
D’ou, en utilisant (2.186) :

RUEH
~ 2sin®,

P4

On en déduit : , ,
2 (]4 - ]4)

Ps= 4sin® @,

e Par définition, en utilisant (2.45) :
P?; — (Cn(l),n(3))2
D’apres (2.33) :

p2 = (CnM @ CnY): (n® @n®)

(2.199)

(2.200)

(2.201)

(2.202)

(2.203)

(2.204)

(2.205)

(2.206)
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Soit d’apres (2.198) :

p: =(CnPeCnY): I1-nVent -n®en®)
= tr(Cn® @ CnV) - Cn® @ Cn® : n® @ n® (2.207)

—CnV®Cn®: n® en®?
On utilise & nouveau (2.33) :
pé = tr(CnY @ CnY) — (Cn®, nW)2 —(CnM, n?)? (2.208)
D’ou finalement, d’apres la définition (2.45) de p; et pa :
p2 = tr(CnY @ CnY) - p? — p3 (2.209)

Pour traiter le premier terme de pé, qui ne fait apparaitre a priori aucun
des invariants classiques répertoriés par (2.186), on établit préalablement

la proposition 2.4 suivante :

Proposition 2.4. Soient les deux vecteurs x et y, alors si A est symé-
trique :
tr(Ax ® Ay) = tr(A*z ® y) (2.210)

Démonstration.

tr(Az ® Ay) = (Ajz)(Aiyr) = (AijAi)(T;yk)

(2.211)
= (AijA)(iye) = (AY)j(x @ y) ik = tr(A’z @ y)
[ |
En utilisant (2.1), (2.184) et (2.210) :
1) (1) 2.0(1) @ (1) , bta b+ta
t#(Cn® ® Cn®) = t(C2n® @ nM) = (C , )

_(C%b,b) +(C?a,a) +2(C?a,b)
- 16 + all?
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Soit, d’apres (2.190) et (2.186) :

a b
0

Donc, finalement, d’apres (2.191), (2.204), (2.209) et (2.213) :

o BHIs+27 Ui+Ji+2]e  Up-Jo?

P5 = 2(1+cos®g) 4(1+cosDy)>  4sin’d,

e En utilisant (2.45) et (2.33) :
p2 =(Cn?,n®)? = (Cn?®® Cn?): (n® @n®)
Soit d’apres (2.198) :

pz =(Cn?eCn%): (I-nVent -n@en?)
= tr(Cn® ® Cn?) — Cn® ® Cn® : nMV @ n®

—Cn? ® Cn? : n@ @n®

On utilise & nouveau (2.33) :
pz = tr(Cn® ® Cn®?) — (Cn®,nM)* — (Cn®,n?)?
D’ou finalement, d’apres la définition (2.45) de p, et py :

pz = tr(Cn® ® Cn®) — p3 — p}

(2.213)

(2.214)

(2.215)

(2.216)

(2.217)

(2.218)

Comme pour p%, on traite le premier terme de pé a 'aide de (2.210) et on

utilise (2.184) :

tr(Cn® ® Cn?) = tr(C?n® @ n?®) = (C2n?,n?)

(2.219)
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On utilise enfin (2.1) :
b—-a b-a
tr(Cn® ® Cn®@) =(C? , )
( ) 1b—all’ b~ al
_ (C*b,b) +(C*a,a)—2(C*a,b)
Ib — all?

(2.220)

On conclut avec (2.186) et (2.195) :

Ja+ ]2 —2J7

tr(Cn(Z) ® C’I’L(z)) = W
— COS Wy

(2.221)

Finalement, d’apres (2.196), (2.204), (2.218) et (2.221) :

. BAR-2% (B2 (-
Pe = 21 —cos®y)  4(1—cosDo)?  4sin? Dy

(2.222)

e Pour 'expression de pspspe, on commence a traiter le terme pspe. En
utilisant la définition (2.45), la propriété (2.33) et I'égalité (2.198) :

psps = (Cn®, n®NCn®,n®) = (Cn® ® Cn®) : (n® ®n®)
=(CnY®Cn?) : (I -n®@nM - n® en®)
(2.223)
On développe chacun des trois termes de (2.223) en utilisant (2.1), (2.40),
(2.33), (2.186), (2.202) et (2.45) :

b+a b—a
CnYeCn®) 1= (C2 , )
( ) b+al ilb—al

_{C?b,b) —(C%a,a) —(C*b,a) +(C2a,b) _ J5—Js
- 16+ allllb - all " 2sin®,

(2.224)

(CnY @ Cn?) : (nY @n®) =(Cn®, nOWCn®, nW)y = p1ps  (2.225)
(CnP @ Cn?) : (n® ®@n?) =(CnY, nPNCn®, n?) = p2ps  (2.226)
Donc d’aprés (2.45), (2.223), (2.224), (2.225) et (2.226) :

b a

-]
Papsps = pal sz qio = (p1 + p2)psl (2.227)
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Ji+T5+2]s
2(1 + cos D)
Ji+T5—2]s

p1 (eq. 2.191)

p2 (eq. 2.196)

“+ ] —2]scos D
ps (eq. 2.199) p_ Jit )iz 2ecos®s
bsm %)0
Uy =T
2 (eq. 2.204
" ( - ) 4 sin® (O}

T+t 42 v+ P+ 20F (R0
p% (eq. 2.214) Js+Js+2)7 _ Us +Js+26) _ Uy —J3)
: 21+ cos®y) _ 4(1+cos®)? _ dsin’

e R D R
2(1 —cos®y)  4(1 —cosPy)*>  4sin® D,
(]4 ]4) ]4 12_2]6 COS(D()]

b
45in® @, pperer LIl Cl Uil ) sin® @,

Pz (eq. 2.222)

p4p5 p6 (eq 2. 228)

TABLEAU 2.2: Relations entre la base d’intégrité et les invariants classiques

D’ou, d’apres (2.199), (2.203) et (2.227) :

CUR-TD B-Ts Tt Ty 2Jscos Do (T - J)
PaP3P6 = 5 i Dy 2 sin @y sin?d,  2sin®p
(]b J3) ]“+]Z—2]6COS®0

b a _ (1b _ 10024
 4sin 2, U Y ]4) sin® @,

(2.228)

On trouve donc que les sept invariants de la famille F; s’expriment en fonction

de sept invariants classiques : I, [4, J2

v I Z, ]g, Js et J7. Les équations qui lient les

¢éléments de la base d’intégrité avec les invariants classiques sont rappelées dans le
tableau 2.2.

A Tinverse, on peut se poser la question d’exprimer les invariants classiques en
fonction des éléments de la base d’intégrité. Pour cela, on commence par rappeler

la relation évidente qui lie C aux coefficients p; (cf. (2.45)) :

C= pnPen® +pmnPen?® +psn®en®
+pm?P @n +p,n?P@n® +pm® @n® (2.229)
+p5n(3) ®n® +p6n(3) ®n? +p3n(3) ®n®
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On s’intéresse d’abord aux trois invariants Iy, I, et I3 (cf. (2.183)) qui sont généra-

lement associés a la partie isotrope des densités d’énergie :

e Pour [ :
Il = tl’(C) = pP1 + P2 + 03 (2230)
e Pour I, :
tr(C?) = p} + p5 + p5 + 2(p; + P35 + pg (2.231)
Donec : 1
I, = =[tr(C)? — tr(C?
2 2[ r(C)” — tr(C)] (2.232)
= (p1p2 + p1ps + p2p3) — (5 + Pz + p7)
e Pour I3 :
P1 Ps Ps
Ig = detC = det Ps P2 Ps (2233)
Ps Pe P3
= I3 = p1p2ps + 2papsps — (p1P% + P23 + P3P3) (2.234)

Pour les invariants mixtes de (2.183), on exprime d’abord a et b en fonc-

tion de nY et n®. Pour cela, on utilise la définition (2.1) :

a = ;{lIb+alln® ~ b - alln®)

(2.235)
b=

NI -

{IIb + alln® + b - alln®)

Donc :

1| 116+ alPn® @ n® +||b - al’n® @ n®
a®a=— (2.236)
4 -lIb + alllb - all(n® @ n® +n® @ n)

1| 116+ alPn® @ n® +||b - al*n® @ n®
be®b=— (2.237)
4| +ib + alllb - all(n® @ n® + n® @ n®)
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b+ alPn® @ n® — ||b - al*n® @ n®

a®b=
+||b + allllb — all(nV @ n® — n®@ @ nb)

1| 116+ alPn® @ n® —||b - al*n® @ n?®
b®a=—
4 -1k + alllb - all(n® @ n® — n® @ n®)

e D’apres la définition (2.183) :
Ji=tr(Ca®a)=C:a®a
En utilisant (2.33), (2.229) et (2.236), on obtient :
Ji= %{Ilb +al’p1 + lIb - al’p; - 2lIb + allllb — allps)
Soit encore d’apres (2.190), (2.195) et (2.202) :
Ji= %{(1 + cos Dp)p1 + (1 — cos Dy)p, — 2 sin Pyp4)
e D’apres la définition (2.183) :
Jo=tr(Cb®b)=C : b®b
En utilisant (2.33), (2.229) et (2.237), on obtient :
Ji= %{Ilb +al’p1 + lIb - al’p; + 2|Ib + allllb — allps)
Soit encore d’apres (2.190), (2.195) et (2.202) :

1= %{(1 +cos Pg)p1 + (1 — cos Dp)p, + 2 5in Dypy}

e D’apres la définition (2.183) :

Jo=tr(Ca®b)=C : a®b

(2.238)

(2.239)

(2.240)

(2.241)

(2.242)

(2.243)

(2.244)

(2.245)

(2.246)
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En utilisant (2.33), (2.229) et (2.238), on obtient :
1 2 2
Jo = 7lib+alp1 — b — all"p2} (2.247)
Soit encore d’apres (2.190), (2.195) et (2.202) :

Jo = %{(1 + cos Dp)p1 — (1 = cos Dy)p,} (2.248)

e D’apres la définition (2.183), (2.33), (2.229) et (2.236), on obtient :

Ib + al*tr(C?> n® @ nM)
1
Ji=tr(CPa®a)= R 16 — alPtr(C* n® @ n?) (2.249)

- 2|lb+ allllb - a|ltr(C* n® @ n?)
En utilisant (2.209) et (2.210) :
tr(C*n'Y @ n) = pi + pi + p3 (2.250)
En utilisant (2.210) et (2.218) :
tr(C*n® @n?) = pl + pi + p2 (2.251)
En utilisant (2.210), (2.223), (2.225) et (2.226) :
tr(C*n'Y @ n®) = p1ps + paps + pspe (2.252)

Donc :

16 + all*(p; + p} + p3)

+ |lb—alP(p3 + p3 + p?) (2.253)

| =

J5
— 2||b + allllb — all(p1ps + p2p4 + p5ps)

91



CHAPITRE 2. Un matériau a deux familles de fibres

Des identités remarquables peuvent étre mises a profit pour obtenir :

(16 + allpy = b — allps)?
+ (IIb - allp2 — [Ib + allps)? (2.254)

|

5
+ (lIb+ allps - lIb - allpe)?

Soit encore d’apres (2.190), (2.195) et (2.202) :

(4/(1 + cos Dy)p; — /(1 — cos Dy)p4)?
J5 = % + (4/(1 = cosDp)pz — /(1 + cos Dy)ps)? (2.255)
+ (/(1 4 cosDp)ps — /(1 — cos Dy)ps)?

e D’apres la définition (2.183), (2.33), (2.229) et (2.237), on obtient :

Ib + a|*tr(C*n® @ nM)
1
Js=tr(Cb®b) =71 + [Ib-al’tr(C’n® @n®) (2:256)

+ 2/|b+ allllb - alltr(C> n® @ n?)
En utilisant (2.250), (2.251) et (2.252) :

b+ al(p} + p} + p?
1
Jb = R 16 = alP(p2 + p2 + p?) (2.257)
+ 2[[b+ allllb — all(p1ps + p2ps + pspe)

qui se simplifie avec des identités remarquables :

(16 + allpr + 11b - allps)?

Js= 73 + (Ib—allpz + b+ allps)? (2.258)

E
4
+ (b +allps + [Ib — allpe)”
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Soit encore d’apres (2.190), (2.195) et (2.202) :

(4/(1 + cos Dy)p1 + /(1 — cos Dy)ps)?
]é’ = % + (4/(1 = cosDp)pz + /(1 + cos Dy)ps)? (2.259)
+ (/(1 4 cosDp)ps + /(1 — cos Dy)ps)?

e D’apres la définition (2.183), (2.33), (2.229) et (2.238), on obtient :

5 1 Ib + a|*tr(C?> n® @ nM)
=tr(C°a®b)=- 2.260
Y ( : — |Ib = a|Ptr(C?*n® @ n®) ( )

En utilisant (2.250) et (2.251) :

1b + all*(p7 + p} + p3)
Jr = SRR (2.261)

— b —alP(p? + p* + p?)

I

Soit encore d’apres (2.190) et (2.195) :

1 (1 + cos CDO)(pf + pi + pg)

J7 =3 (2.262)

— (1 =cos D) (p; + p5 + p2)

Les équations qui lient les invariants classiques avec les éléments de la base
d’intégrité, et qui viennent de faire 'objet des calculs de correspondance
qui viennent de s’achever, sont rappelées de maniere synthétique dans le

tableau 2.3 qui est en quelque sorte I'inverse du tableau 2.2.

On remarque que les invariants classiques Iy, I, I3, Js et J; sont invariants sous 1'ac-

tion du groupe de symétrie matérielle puisqu’ils s’expriment comme un polynome
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L (eq. 2.230) p1+ p2+p3
T, (eq. 2.232) (p1p2 + p1ps + p2ps) — (P2 + p2 + p2)
I; (eq. 2.234) p1p2p3 + 204psps — (p1p% + p2p2 + p3p?)

1
4 (eq. 2.242) E{(l + cos @p)p1 + (1 — cos Dy)py — 2 sin Pyp4)

1
" (eq. 2.245) E{(l + cos @g)p; + (1 — cos Dp)pa + 2 sin Pyp4}

Jo (eq. 2.248) %{(1 + cos ©p)p1 — (1 — cos D)y}
(1/(1 + cos @g)p1 — /(1 — cos Dy)ps)?
7 (eq. 2.255) % + (4/(T = cos Dg)ps — /(1 + cos Dy)ps)?
+ (31 + cos Dy)ps — /(1 = cos Do)p)?
((1 + cos @g)p1 + /(1 — cos Pp)ps)?
2 (eq. 2.259) % + (4/(1 = cosDp)p, + /(1 + cos Dy)ps)?
+ (4/(T+ cos Dg)ps + /(1 — cos Dy)p)?

1 { (1 + cos Do)(p3 + p; + p3) }

. 2.262 5
J7 (eq ) 2 (1 — cos Do)(p? + p2 + p?)

TABLEAU 2.3: Relations entre les invariants classiques et la base d’intégrité

de p1, p2, p3, P2, p? et p2. En revanche, on observe que J4, J4, J4 et J¢ ne sont pas
invariants sous l'action du groupe de symétrie matérielle puisqu’ils font intervenir
P4, P1P4, P2P4 €t pspe qui ne sont pas invariants. De ce point de vue, en terme de
cohérence par rapport au groupe des symétries, on peut considérer que I’approche
que nous proposons est plus appropriée que celles généralement présentées dans la

littérature.

De plus, on peut donner un sens physique a chacun des invariants fournis par la base
d’intégrité F; alors qu’il est difficile de le faire pour certains invariants classiques
comme I, I, J5 et J;. Les trois premiers invariants de la famille F; représentent

en effet I’allongement au carré dans les directions nY, n® et n® puisque, d’apres
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(2.45), on a :
p1=(CnD,nM) = [FnO|?

P> = (Cn®,n®) = |Fn@)? (2.263)
ps = (Cn®,n®) = [FnO|
Les trois invariants suivants pi, pg et p%, en plus de l'allongement, prennent en

compte le changement d’angle au cours de la déformation pour chaque couple de

direction (n®, n®), (n®, n®) et (n?®, n®). En effet, toujours d’apres (2.45), on

a:
p? =(CnM,n@)? = (FR®, Fn®)?2
(2.264)
= IFn®|P|[Fn@|? cos® @y, = P1pP2 cos® yp
ot @y, représente I'angle entre les vecteurs Fn® et Fn®.
De la méme maniere, on obtient :
p2 = p1ps cos® Di3, Pz = paps cos® D3 (2.265)

olt @13 et Dy3 représentent les angles entre les vecteurs Fn et Fn® d’une part

et entre les vecteurs Fn® et Fn® d’autre part.

Le dernier invariant pspspe rend enfin compte des changements de longueur et
d’orientation pour les trois directions n(V, n® et n® et ce de maniere simultanée,

puisque, d’apres (2.45) :

papsps = (CnD, n@)Cn), nP)NCn®,n)
= [FnO|P|IFn@|P|FR®|* cos @1, cos @13 cos Dy3 (2.266)

= p1p2p3 cos D1, cos Py3 cos D3

Le dernier avantage de I'approche que nous proposons est qu’elle ne nécessite pas
de séparer les densité d’énergie en une partie isotrope et une partie anisotrope
comme cela est pratiqué de maniere systématique dans la littérature (deBotton et
Shmuel [12]; Hariton et al. [20]; Holzapfel et al. [23, 25]; Kao et al. [28]; Kroon et
Holzapfel [30]; Peyraut et al. [41] par exemple). En effet, il apparait clairement dans
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CHAPITRE 2. Un matériau a deux familles de fibres

le tableau 2.3 que les invariants classiques (colonne de gauche) s’expriment tous,

sans exception, qu’ils soient isotrope ou anisotrope, en fonction des 7 invariants de

la base d’intégrité que nous avons exhibé.

2.4 Représentation des contraintes

2.4.1 Dérivation des invariants classiques

On déduit de I’équation (1.13) que le tenseur des contraintes s’exprime de la ma-

niere suivante en fonction des invariants classiques :

avec

(911
ac
A,
aC
B
ac
e
ac

dW dI;
3 T
L 3L ac .
2 s |[OWILL  oWIJ} T
o= det(F)F + Zk:4 me + a—]llzx F (2267)
7 dW I
+ 21:6 8]] oC
. 9h -C: % — Tl 2
l; 9C =LI-C; &(i} =LI-C+C
d
=a®a; 8—2 =b®b
dJL 2.2
=Ca®a+a®aC; a—]é=Cb®b+b®bC (2:268)
1 9 1 Ca®b+a®bC
E(a®b+b®a), x E

+ Cb®a+b®aC

2.4.2 Dérivations des invariants de la famille F; (cf. (2.127))

D’apres les formules (2.45), qui servent de base a la définition des invariants de la

base d’'intégrité, on dérive d’abord les trois produits scalaires génériques suivants :

O O . ; ' ]
HCn®, nV) _ %{n@ & nl +nd g nl)

dC

(2.269)
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2.4. REPRESENTATION DES CONTRAINTES

HCn niy?2 L (Cn®D )
% _ 2<Cn<z>,n<]>>% (2.270)
D’ou, d’apres (2.269) :
HCnD ny2 o , ‘ .
% = (Cn nM)n? @ n + n @n) (2.271)
Par ailleurs, on a :
HCn®, n@KCn®, n®YCn®,n®)
aC B
M) 7@
(Cn®, n®YCn® an
’ e ‘?f): 3 (2.272)
+ (CnW, n@YCn®, n(3)>%
2 3
+ (Cn®, n@yCn® n(3>>M
7 7 ac
D’ou, d’apres (2.269) :
HCn® nOWCn®, n®OWCn®, n®)
dC Bl
1 (2.273)

+ (CnD, nOYCn®, n®)n® @ n® + n® @ nO)

On déduit des résultats génériques (2.269), (2.271) et (2.273) la dérivation par

rapport a C des sept invariants de la base d’intégrité :

dpr _ HCn®, nb)

h 2 — n®gnd (2.274)
8852_ _ 8<Cna(2():, n®) — @ on® (2.275)
c;;::g, _ 8(Cna(3():, n®) _ n® & n® (2.276)
dp; _ HCn®,n?)? = p4n® @ n® + n® @ ) (2.277)

oC dC
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CHAPITRE 2. Un matériau a deux familles de fibres

dp; _ HCn®,n®y

psin® @ n® + n® @ n)

oc~  oC
2
aafz? = a<c’n(a2)(,:n(3)>2 _ p6{n(2) 2n® +nd n(z)}
pspe(mY @ n® + n® @ n®)
dpspsps 1

dC

+ paps(nV @ n® + nb @ n)

+ paps(n? @n® + n® @ n?)

(2.278)

(2.279)

(2.280)

Ce calcul de dérivation permet d’obtenir une nouvelle loi de représentation pour

les contraintes :

2

= JetE) "

D’ou, d’apres (2.274)-(2.280) :

IW Ipi
&pk dC
W 9p7
+ Y= e
=t 9p2 C
OW  dpapsps
8(P4P5Pe) dC

3
Zkzl

FT

‘;Twnm on® + 37Wn(2) ®n? + 37wn(3) ®@n®
1 2 3
OW  pspe W 1) @) ) )
+ ® + ®
5 - [P4 api 2 8(p4P5P6)](n " " )
o=
z 4P506
+ Ipe gz\zf P42P5 a(pfzz\;%)] @ @n® +n® @ n®)
6

(2.281)

(2.282)

Par rapport a la représentation classique (2.267) et (2.268), ou C est mixé avec

les tenseurs structuraux a ® a, b® b et a ® b+ b ® a, on constate que la re-

présentation proposée dans (2.282) sépare la partie mécanique, contenue dans la

partie scalaire avec les dérivées de la densité d’énergie, de la partie géométrique

qui ne concerne que des tenseurs de la forme n? @ n0). 1l s’agit bien de tenseurs

géométriques structuraux puisque le vecteur n représente soit la bissectrice aux
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deux directions de fibres, soit la co-bissectrice a ces deux directions, soit encore
la normale au plan des fibres. Les représentation des contraintes ne sont de toute
facon pas uniques comme cela a été signalé dans (Boehler [2, 3, 4]) ou (Rivlin
et Ericksen [42]). Cependant, aujourd’hui, un consensus semble s’étre dégagé en
faveur de celles qui s’appuient sur les invariants classiques. L’approche originale
que nous proposons se démarque de ce consensus et possede I'avantage de séparer
les roles du tenseur des déformations de Cauchy-Green a droite C et des tenseurs
structuraux. Comme conséquence immédiate, le tenseur des contraintes s’exprime
directement en fonction des trois directions déformées Fn®, Fn@® et Fn®. En

effet, un terme tensoriel générique de 1’équation (2.282) s’écrit sous la forme :
Fn®) @ nVF" = Fn® ® Fn) (2.283)

Cela permet d’écrire les tenseurs de la représentation (2.282) en fonction de ces
trois directions puisqu’on a vu par ailleurs que les formules (2.263) a (2.266) per-
mettaient d’exprimer les nouveaux invariants proposés en fonction de la longueur

des vecteurs Fn®W, Fn® et Fn® et des angles entre ces vecteurs.

2.4.3 Relations entre les dérivations des invariants définis par (2.127)
et par (2.183)

De la méme fagon qu’au paragraphe 2.4.2 , ou on a établi un lien entre les invariants
scalaires des familles (2.127) et (2.183), on va dans ce paragraphe établir un lien

entre les dérivées des invariants de ces deux familles.

e On rappelle (équation (2.268)) que la dérivée du premier invariant clas-

sique est donnée par :

oL
— = 2.284
3°C (2.284)
On conclut facilement grace a (2.198) :
% =nVen® +n®en? +n®en® (2.285)
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e Toujours d’apres (2.268) :

o
Sc=hl-C (2.286)

On conclut en combinant (2.229), (2.230) et (2.285) :

% :( h + 3)n(1)®n(1)+( 1+ 3)n(2)®n(2)+( 1+ z)n(3)®n(3)
¢ = (p2+p p1+p pr+p

—pe(n® ®n® + n® @ n®)

(2.287)
e D’apres (2.268) :
dl;
— =DLI-LC+C 2.2883
oc 2 (2.288)
On traite le dernier terme de (2.288) a partir de (2.229) :
C=(p2+ P2+ 2V @n® + (P2 + p3 + p2)n@ @ n®
+(p3 + p3 + ppIn® ®@n®
+(p1p4 + pap2 + pspe)(n) @ n® + n® @ n®) (2.289)

+(p1p5 + paps + psp3) (NP @ n® + n® @ n)

+(paps + paps + pep3)(n® ® nl +n® @ n®)

On conclut en combinant (2.229), (2.230), (2.232) et (2.289) :

% = (Pzp3 - Pé)n(l) Qnb + (p1p3 — pé)n@ Qn? + (Plpz _ pi)n(a) Q@n®

+(pspe — p3p4)(n(1) on? +n? e n(l))
+(paps — p2p5)(nY @ n® + n® @ nW)

+(paps — p1pe)(n® @ n® + n® @ n®)
(2.290)
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e D'aprés (2.268), (2.190), (2.195), (2.202) et (2.236) :

s
dC

(1 + cos Py)nV @ nM
1

=a®a=={ + (1-cos®)n?n®?

2
— sin®y(n? @ n?® + n?® @ nh)

e D’aprés (2.268), (2.190), (2.195), (2.202) et (2.237) :

CIA _
3 =

e D’apres (2.268) :

(1 + cos Py)nV @ nM

= + (1-cosDy)n? @n?

+ sin®y(nY @ n® +n® e n)

s

_ T
3C =Ca®a+ (Ca®a)

En utilisant (2.229) et (2.236) :

1
Ca®a—1

(pallb + all? = palib + allllb — al)n® @ n®
(p2lb = all? = palib + allllb - al)n® @ n®
(pallt = al* = pillb + allllb - al)n® & n®
(pallb + all* = palIb + allllb — al)n® @ n®
(psllb + all* = pellb + allllb — al)n® @ n®

(psllb — all* — pslib + allllb - al)n® & n®

(2.291)

(2.292)

(2.293)

(2.294)

101



CHAPITRE 2. Un matériau a deux familles de fibres

Donc :
+
a1
2 = +
JC 4
+
+

2(pillb + alP* — p4llb + allllb - al)n® @ ntV

2(pallb — all? = p4llb + alllib - al)n® @ n®

[pellb = all? = pslib + allllb - alll(n® ® n® + n® @ n®)

pa(llb + al* + [Ib - all?)

(n(l) ® n(z) + n(2) ® n(l))
— (p1+ p2)lIb+allllb - all
[psllb + all? = pellb + allllb — all(nV ® n® + n® @ nM)

Soit encore en utilisant (2.190), (2.195) et (2.202) :

g5 _ 1
dC 2

e D’apres (2.268) :

+

+

+ [ps(1 + cos D) — pg sin Dp](nV @ n® + n® @ nV)

+

2(p1(1 + cos @y) — py sin Pp)nV @ n®
2(p2(1 — cos @) — pysin Pp)n® @ n®

[2p4 — (p1 + p2) sin Qp](n® @ n® + n® @ nM)

[ps(1 — cos D) — ps sin Dp](n® @ n® + n® @ n®)

a_]g =Cb®b+ (Cbob)T
oC

En utilisant (2.229) et (2.237) :

Cbeb=

+ (p2llb = all® + pallb + allllb ~ al)n® @ n®
+ (pallb = alP + p:lIb + allllb — al)n ® n®
+ (pallo + all® + palIb + allllb - al)n® ® n®
+ (psllb + all® + pellb + allllb — al)n® @ n®

+ (psllb = all? + pslib + allllb — al)n® ® n®

(pallb + all* + p4lib + allllb - al)n® ® n®

(2.295)

(2.296)

(2.297)

(2.298)

102
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Donec :
2(pullb + alP + pall + allllb - al)n® & n®
+ 2pallb — al? + pallb + allllb — al)n® ® n®
b b+al?+1b-alf
ok 1), pa(llb + alP +[Ib — al) ) 5 6
JC 4 + (p1+ p2)lb + allllb - all
+ [pslib +alP + pgllb + alllib — alll(n® @ n® + n® ® n®)
+ Ipellb = alP + pslib + alllib - alll(n® & n® + n® @ n®)

(2.299)
Soit encore en utilisant (2.190), (2.195) et (2.202) :

2(p1(1 + cos D) + pssin Pp)n @ n®

+ 2(p2(1 — COos (D()) + P4 sin @0)77,(2) ®n®
dJL

5

- = + [2p4+ (p1 + p2) sinQpl(n® @ n® + n® @ nW)

N[~

+ [ps(1 + cos @p) + ps sin Dp](nV @ n® + n® @ nM)

+ [ps(1 — cos Dp) + ps sin Dp](n® @ n® + n® @ n®)

(2.300)
e En combinant (2.268) avec (2.238) et (2.239) :
d 1 1
a_]é =5(@®b+boa)=; {Ib+ alPn® @n® - ||b - alPn® & n®}
(2.301)

Soit encore en utilisant (2.190), (2.195) et (2.202) :

9

1
5C -3 {(1 + cos Dp)n @ n™ — (1 — cos Dy)n® ® n(z)} (2.302)

e D’apres (2.268) :

o, 1
26 =31 Ca®b+(Cab) +Cboa+(Chboa) | (2.303)
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En combinant (2.229) et (2.238) :

(pallb + alf — pallb + alllb — allyn® & n
~ (pallo— alP — pallb + alllb — al)n® @ n®
= (pullb = all = pullo + allib - aln® &7
CEBP=L ¢ (oullo + all - pallb + alll— alpn® ©ne [ Y
+ (psllb+ alP — pgllb + alllb — al)n® @ n®

— (pellb — all® = pslib + allllb — al)n® @ n®

(pallb + all® + p4lib + allllb - al)n® @ n®
— (pallb = alP? + palib + allllb — al)n® ® n®
+ (pallb + all® + palIb + allllb — al)n® ® n®

(Ca®b) = =

2.305
41 = (palib—alP + pillb + alllib - al)n® @ n® .

+ (psllb + all? + pellb + allllb — al)n® @ n®

— (pellb — all® + pslib + allllb - al)n® ® n®

En sommant (2.304) et (2.305) :

2p1|1b + alPnV @ n — 2p,[|b — a|*n® @ n®
[ pu(llb+al?~ b - al?) ]
+ n) @ n®
+ (p1+p2)llb +alllb - all

pa(llb + al® = 11b— al?) |

Ca®b 1]+ n® @n®
=1 — (p1+ p2)llb+ allllb - all
+ (Ca®b)’ : ]
( : + [psllb + all* + pellb + allllb — allln® @ n®
+

]

[psllb + al* = pglib + allllb - alln® @ n®

— [pellb - all* + pslib + allllb - al[]n® ® n®
]

— [pellb = al* = psllb + allllb — alln® ® n®
(2.306)
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On conclut en reportant (2.306) dans (2.303) :

2p4llb + aln® @ n®

— 2p2llb - alPn® @ n@

7 _

Sc =71 pelibs al =l — alPl(n ® n® + n@ @ nV) L (2307)

NNy

+ psllb+ alP(nV @ n® + n® @ n®)

— pellb — alf(n® @n® + n® @ n®)

On simplifie a I'aide de (2.190), (2.195) et (2.202) :

2p1(1 + cos Pp)nV @ n®

— 2pa(1 = cos Dp)n® @ n?

3y

i + 2pscos Py(nV @ n® + n® @ nW) (2.308)

N =

+ ps(1+ cosDp)(nV @ n® + n® @n)

= pe(1 = cosPp)(n® @n® + n® @ n®@)

Les équations qui viennent d’étre démontrées et qui établissent la dérivation des
invariants classiques par rapport a C en fonction des éléments liés a la nouvelle
base d’intégrité sont rappelées de maniere synthétique dans les tableaux 2.4 (pour

les invariants isotropes) et 2.5 (pour les invariants anisotropes).
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% (eq. 2.284) 2 @n® + n® @ n® + n® @ nd
(02 + pyn@ @ n
(o1 + p3)n® ® n®
ol + (p1+ p2)n® @n®
3¢ (ed: 2.287) — pu(n® ®n® + n® g nO)
— ps(n® ®n® + n® g nO)
— psm? ®n® + n® @n®)
(paps — W @ n
+ (pips - pIn@ @ n®
I, + (p1p2— P ®n®
5c (ea-2.290) |, (psps — papa)® @ n® + n® @ nM)
+ (paps — p2ps)(nV @ n® + n® @ nll)
+ (paps — p1pe)(n® ®n® + n® @ n®)

TABLEAU 2.4: Relations entre la dérivation des invariants classiques I, I, I3 et

la base d’intégrité

A Tinverse, on peut se poser la question d’exprimer la dérivation des éléments de

la base d’intégrité F; en fonction des dérivations des invariants classiques. Cette

question fait 'objet des calculs qui suivent :

e D’apres (2.1) :

1

D @ n® =
nen=——
16 + all?

be®b+a®a+a®b+b®a)

En utilisant (2.190) et (2.268) avec (2.309) :

1 ) ) |
1) ao_-_ - (7’4 4 dJe
m e = T cosdy o€ T ac T 2ac

e D’apres (2.1) :

1

@ @ n® =
n?en®=———
16— all?

[b®b+a®a—-(a®b+b®a)]

(2.309)

(2.310)

(2.311)
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(1 + cos Py)nV @ nM
9]} 1
3C (eq. 2.291) 51 F (1 — cos Dy)n® @ n®
— sin®y(nY @ n® + n® @ n)
ot , (1 + cos Py)n @ nM
B_é (eq. 2.292) 51 F (1 — cos Dy)n® @ n®
+ sin®y(nY @ n® + n® @ n)
% (eq. 2.302) %{(1 + cos Pp)nY @ nM — (1 — cos ©y)n? @ n?)
2(p1(1 + cos D) — py sin Pp)n @ n®
+ 2(p2(1 = cos Bg) — py sin Gp)n® @ n@
% (eq. 2.296) % + [2p4— (p1 + p2) sin®p](n® @ n@ + n® @ n®)
+ [p5(1 + cos @) — pgsin Dp](nV @ n® + n® @ n)
+ [ps(1 = cos @y) — pssin Pp](n® @ n® + n® @ n®)
2(p1(1 + cos D) + pysin Dp)nV @ n®
- + 2(pa(1 — cos Dy) + py sin Dy)n? @ n@
8_E (eq. 2.300) % + [2p4+ (p1 + p2) sin®pl(n® @ n@ + n® @ n®)
+ [ps(1 + cos @) + pgsin Pp](nV @ n® + n® @ n)
+ [ps(1 — cos D) + pssin DPp](n® @ n® + n® @ n®?)
2p1(1 + cos Pp)nV @ n®
— 2p2(1 = cos Dy)n® ® n®
% (eq. 2.308) % + 2pscos Pp(nV @ n® + n@ @ n)
n

p5(1 + cos ) (nV @ n® + n® @ n®)

— ps(1 = cos Dp)(n® @ n® + n® @ n®)

TABLEAU 2.5: Relations entre la dérivation des invariants classiques Jj, ]i, -
=, J7 et la base d’intégrité
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En utilisant (2.195) et (2.268) avec (2.311) :

1 at a9

nPen®=__ - (s Ta_,%s
gn 2(1 — cos q)o)(

JC JC JC

e On reporte (2.310) et (2.312) dans (2.198) :

n®en® =1 —( 1 N 1 y( i ]b I
2(1 + cos®y) 2(1 + cosDy)” dC 8C
P L ol

2(1 + cosDg)  2(1 + cos Dy)’ IC

Soit encore :
1 (s ]b I +2cos®0 dJs

3) 3) —
nven =1- + == —_—
sin?®, dC JC sin? @, dC

e D’apres (2.1) :

2
nYeon® +n®en® = bb—-—a®a
b+ alllb—all. ]

On conclut avec (2.268) et (2.202) :

1 d I
€))] ) + 2) m__ - (‘4 _"’4
ntenTnTent = 2 (56 T ac

(2.312)

(2.313)

(2.314)

(2.315)

(2.316)

e Le vecteur n® étant défini comme le produit vectoriel de nV par n®,

les tenseurs 1M @ n® + n® @ N et n® @ N® + n® @ n® demandent

un traitement particulier. Pour le premier tenseur, en combinant (2.295),

(2.299) et (2.307), on remarque d’abord que :

a]g 2 (M ()
&_Cb 2p1llb + al'n"’ @ n

4 % =) + pglb+alP(n?V®@n® +n®enh)

dC

aJ7 + psllb+ alf(nV @n® + n® @nb)

“9c

(2.317)
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2.4. REPRESENTATION DES CONTRAINTES

On isole Y @ n® + n® @ n® dans (2.317) :

a b
_%nm ©nd — %(na) 2 n® + n® @ nO)
5 5

On reporte (2.190), (2.310), (2.316) dans (2.318) pour conclure :

ajr It
1 i + i + 2%
2p5(1 + cos Dy) dC  JC dC
P1 ay Iy 9

nPen® +n®en® =1 — + == +2==

ps(1 + cos Dy) aC ' aC dC
ps 9y 9]

pssin®, dC JC

(2.319)
e En combinant (2.295), (2.299) et (2.307), on remarque que :
dJe
oC 2p,||lb — al’n® @n®
b
L U5 L) o plb-alPn® en®+n@en®) | (2390
dC
aJ7 + pellb — alP(n® ®@n® + n® @ n®)
" %

On isole n® ® n® + n® ® n®@ dans (2.320) :

1 9 Ik I

n?@n® +n® en® = — +

2020 0 - i) @ n® 4 n® gn)
Pe Pe

—~

Pellb — all?
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On reporte (2.195), (2.312) et (2.316) dans (2.321) pour conclure :

e IJL
1 i + é + 2%
2p6(1 — cos D) 'dC  JC dC
b a
n?en® +nPen? =1 — __Pr % + % +2%
ps(1 —cosPy) ' dC  JC JC
ps Ol 9]

pesin®; dC dC

(2.322)

Les équations qui viennent d’étre établies et qui lient la dérivation des éléments
de la base d’'intégrité avec la dérivation des invariants classiques sont synthétisées

dans le tableau 2.6. Il s’agit en quelque sorte des équations réciproques de celles

fournies dans les tableaux 2.4 et 2.5.
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2.5. CONCLUSION

1 ]b Ny s
n®@n® (eq. 2.310) 2(1 + cos Dy) a(i 5 t25¢
1 Ay, 9L I
n® @n?® (eq. 2.312) m aC " aC ZX
) : 1 kI cos Dy I,
n® @ n® (eq. 2.314) I - sin’ CDO oC * aC " 2Sil’l2 (I)Ox
1 9y IJ
nOn? + n?gnd (eq. 2.316) sin @ JC  oC
1 o5 + ok + %)
2p5(1 + cosdy) JC = JC ~ JC
nYn® +nd® end® (eq_ 2.319) - L ]b ]a 28]6
ps(1 + cos ®y) 9C Tt ac
P4 a]b i
- manae " ac
1 ]a L5 8]5 2%)
2p6(1 — cos®y) dC ~ dC ~ ~9C
n®en®+n®en® (eq. 2322) | - — 2 (T4 ]b o +22k
pe(1 — cos D) "dC Toc T ac
ps O, I
— m E - E)

TABLEAU 2.6: Relations entre la dérivation des éléments de la base d’intégrité
et la dérivation des invariants classiques

2.5 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté une méthode systématique pour trouver une liste
d’invariants associée a un matériau constitué de deux familles de fibres. Pour cela,

on a utilisé la théorie mathématique des invariants.

On a d’abord introduit le groupe de symétrie matérielle qui se compose de trois
réflexions, trois rotations, du tenseur identité et de son opposé. Une base de gé-
nérateurs a ensuite été trouvée sous une forme générique. Cette base constitue
I'une des principales parties originales de ce chapitre. Elle permet entre autres de
découpler la partie liée a la géométrie et aux invariants de la partie dépendante

de la base orthonormée de travail. Autrement dit, elle permet de séparer ce qui
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CHAPITRE 2. Un matériau a deux familles de fibres

est intrinseque de ce qui ne I'est pas. On a enfin trouvé analytiquement une base

d’intégrité qui se compose de sept invariants.

Les relations entre ces 7 invariants et les invariants classiques que 'on trouve
dans la littérature ont enfin été établies. De la méme maniere, les relations entre la
dérivation (par rapport a C) des invariants classiques et la dérivation des invariants
proposés ont été démontrées. Cette double correspondance permet rapidement de
faire un lien entre une loi du comportement standard et une autre loi constituée

sur la base des invariants que nous proposons.

L’un des avantages des 7 nouveaux invariants proposés pour la construction dune
loi du comportement est de permettre une expression directe du tenseur des contraintes

en fonction des directions déformées Fn®, Fn® et Fn®).

On a également démontré que les 7 invariants proposés sont invariants sous 1’action

du groupe de symétrie matérielle, au contraire de certains invariants classiques. En
. ti s 2 . . : : a b 714 b

effet, il a été établi dans ce chapitre que les invariants [j, J;, Jt et J2 ne sont pas

invariants sous l'action du groupe de symétrie matérielle.

Il a aussi été montré que tous les invariants de la famille F; possedent un sens phy-
sique, au contraire de certains invariants classiques comme Iy, I, J2 et ]g Les trois
premiers invariants pq, pz, ps de la famille F; représentent en effet ’allongement
dans les directions nV, n® et n® respectivement. Les trois invariants suivants pi,
Pz et pZ, en plus de 'allongement, prennent en compte le changement d’angle au
cours de la déformation pour chaque couple de direction (n®, n®), (n®, n®) et
(n®, n®). Le dernier invariant pypspe prend enfin en compte les changements de

longueur et d’orientation pour les trois directions n, n® et n® simultanément.

Il a enfin été établi que notre approche permet de s’affranchir de la superposi-
tion d’'une densité isotrope et d’une densité anisotrope comme cela est pratiqué

usuellement.
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Un matériau a une famille de fibres

3.1 Introduction

Afin d’élaborer de nouvelles lois sur des bases rationnelles, en s’appuyant sur la
théorie mathématique des invariants, nous avons élaboré une méthode construc-
tive originale, en s’inspirant des travaux de Thionnet et Martin [56]. La théorie
mathématique des invariants a été rappelée dans le chapitre 1 de ce mémoire et
la méthode constructive originale que nous proposons a été appliquée dans le cha-
pitre 2 au cas d'un matériau comportant deux familles de fibres. Dans le cas d’une
seule famille de fibre, nous allons cependant voir que les outils explicités dans le
chapitre 1 et appliqués dans le chapitre 2 au cas de deux familles de fibre ne sont

pas utilisables en 1’état.

Les éléments centraux de la méthode constructive que nous avons développée sont
en effet le théoreme de Noether et l'opérateur de Reynolds. Leurs applications
nécessitent la prise en compte d’un groupe de symétrie matérielle de cardinal fini,
ce qui ne pose pas de problemes dans le cas d’'un matériau comportant deux familles
de fibres de collagene [54; 55]. En revanche, dans le cas d’'un matériau avec une
seule famille de fibres qui est étudié dans ce chapitre, le groupe de symétrie est
constitué de I’ensemble des rotations autour de ’axe a de la fibre. Le cardinal de
ce groupe n’est donc pas fini. Cela souleve des difficultés théoriques et techniques
puisque l'opérateur de Reynolds n’est plus défini et que le théoreme de Noether

n’est plus applicable. Pour surmonter ces difficultés, nous introduisons dans ce
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CHAPITRE 3. Un matériau a une famille de fibres

chapitre un opérateur de Reynolds généralisé, noté Rg, et nous montrons que
les propriétés associées a ce nouvel outil théorique constituent une extension de

I'opérateur classique.

L’opérateur de Reynolds généralisé consiste a remplacer la somme finie portant
sur le cardinal du groupe de symétrie par une intégrale de Riemann sur ’angle de
rotation autour de l'axe des fibres. En utilisant cet opérateur, nous démontrons
qu'un polynome invariant quelconque est généré par six polynomes invariants de

degré inférieur ou égal a 3 (théoremes 3.1 et 3.2).

La démonstration du théoreme 3.1 ne pose aucune difficulté. C’est une simple
application de la définition du nouvel opérateur de Reynolds R¢ que nous avons
introduit. Elle nécessite juste d’opérer des intégrations sur des fonctions trigono-

métriques.

La démonstration du théoreme 3.2 est en revanche beaucoup plus ardue et néces-
site deux étapes. La premiere consiste a vérifier que les six polynomes K; que nous
introduisons dans la formule (3.39) de ce chapitre sont bien de degré inférieur ou
égal a 3 et qu’ils sont invariants sous l’action du groupe de symétrie. La deuxieme
étape, la plus longue (une vingtaine de pages), consiste a établir que tout polynéme
invariant s’écrit comme polynome des 6 invariants de base K;. Pour établir ce der-
nier résultat, on démontrera grace a des formules de récurrence que tout invariant
de la forme Rg(xz®) s’exprime comme combinaison des Kj. D’une certaine facon,
ce résultat, long et technique, permet de se substituer au théoreme de Noether
qui n’est pas applicable au cas traité dans ce chapitre. Il s’agit donc d’un résultat

original qui est central pour ce chapitre.

Une synthese de ce troisieme chapitre a été acceptée pour publication dans une

revue internationale [52].

3.2 Application de ’opérateur de Reynolds généralisé pour

un matériau a une famille de fibres

On considere un matériau de type tissu biologique souple comportant une famille

de fibres de collagene qui est caractérisée par une direction privilégiée. On notera
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a la direction de cette famille. Typiquement, les matériaux a une famille de fibres
sont utilisés pour modéliser les tissus souples comme les ligaments et les tendons
(Holzapfel et al. [25]).

Compte tenu des hypotheses considérées ici, il est évident que les propriétés du

matériau sont invariantes sous 'action d’une rotation autour de 'axe a.
3.2.1 Probléme a résoudre

L’objectif étant de déterminer I’ensemble de tous les invariants associés a un ma-
tériau constitué d’une famille de fibres, la premiere étape consiste a déterminer le
groupe des matrices G défini par (1.116). D’apres cette formule, il est nécessaire
d’établir le groupe de symétries matérielles S. Dans ce cas, S est constitué de toute

les rotations autour de 'axe a :
S ={Qy, VYO € ]0,27]} (3.1)

On va travailler directement dans la base (a, b, ¢) illustrée sur la Figure 3.1, ce

b

FiGURE 3.1: Un matériau comportant une seule famille de fibres

qui permet de manipuler une forme simple de Qg. En effet, dans cette base, une

rotation d’angle 8 quelconque autour de I'axe a est représentée par :

1 00
Qo=|0 ¢ -s (3.2)
0 s ¢

oll ¢ et s représentant respectivement le cosinus et le sinus de 6.
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CHAPITRE 3. Un matériau a une famille de fibres

On rappelle que 'on travaille dans un espace vectoriel S qui est de dimension 6,
chaque vecteur x étant constitué des 6 composantes Cy1, Cqz, Ci3, Co, Coz et Ca3
du tenseur C (cf. équation (1.109)).

Afin de calculer une famille de générateur, on exprime (A(Qg)x)* en utilisant la
définition (1.105) :

(A(Qo)m)* = (A(Qo)m);" (A(Qo)x)3” - - (A(Qo)),* (3.3)

oua = (ay,...,a) et 'opérateur A est défini par (1.113).
Or, d’apres la formule (1.112), on a :

(Qe CQ))11
(Qo C Q)12
Qe C Q)13
AQo)z = (3.4)
(Qo C Q)2

(Qe CQ))2s

(Qo CQ))ss

Ou encore :

T
TS
TH
Ty
T

0
T33

AQo)x = (3.5)

en posant :
T=QyCQ; (3.6)

116
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On déduit donc de (3.3), (3.4) et (3.5) que :

(A(Qo)z)" = (Ty))" (T1,)(Ty,)" (T5p)™ (T55)**(Tg5) " (3.7)

Avant de calculer en détail les invariants de la famille F (définie ultérieurement par
(3.24)), on va d’abord établir des formules relatives aux composantes du tenseur
T qui intervient dans (3.5). On exprime pour cela la matrice du tenseur C dans

la base (a, b, c) :

P1 Ps Ps
C=|ps p2 ps (3.8)
Ps Pe P3
Avec :
p1=(Ca,a) p,=(Cb,b) p3;=(Cc,c) (3.9)
ps=(Ca,b) ps=(Ca,c) ps={(Cb,c)
On en déduit que :
01 CPs — SP5 SPs + CPs
T =| cps—sps 2pa+s*ps —2csps cs(pa — p3) + (¢ — $*)ps (3.10)

Spa+cps cs(pa — p3) + (> —s%)ps  $*pa + C*p3 + 2cSps

3.2.2 Généralisation de 'opérateur de Reynolds

Dans le cas d’'une famille de fibre, il n’est pas possible d’appliquer le théoreme
de Noether car le groupe de symétrie ne possede pas un cardinal fini. Il est en
effet constitué de toutes les matrices A(Qg) ou Qg est une matrice de rotation
quelconque (6 € [0,27t]) autour de 'axe a. On va néanmoins démontrer qu'il est
possible, dans le cas étudié ici, d’obtenir les mémes conclusions que le théoreme de
Noether en introduisant 'opérateur de Reynolds généralisé que nous définissons

ainsi :
1

Re(P)(x) = o

27T
f P(A(Qp)x) dO (3.11)
0

On remarque qu’il s’agit de 'opérateur de Reynolds classique étendu a un nombre

infini d’éléments du groupe de symétrie. Cette extension est opérée en remplacant
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la somme finie de I’équation (1.118) par une intégrale sur le parametre 6. A I'iden-
tique de l'opérateur classique, I'opérateur de Reynolds généralisé possede les trois
propriétés suivantes :

Propriété 1 : Rg(S) est un polynome invariant, pour tout polynome S.

Démonstration. Montrons que :

Rc(S)(A(Qg,)x) = Rs(S)(x), V6, € [0,27], YV (3.12)
Par définition :
_ 1 271
Re(5)A@0)o) = 5- [ S(A@)AQu)2) 0 3,13
0

Comme la composition de deux rotations d’angle 0 et 01 est la rotation d’angle

0 + 01, on en déduit que :

1

27
RA(S)(AQo)) = o fo S(A(Qor0,)2) 40 (3.14)

On fait ensuite le changement de variable 6, = 0 + 0 :

2711+01

Ra(S)(A(Qo)a) = 5= " S(A@q)) d0:

_1 - 17 S(AQe,)2) 40, + [ S(A(Qg,)x) d6, (3.15)
o + 777 S(A(Q,)) 6,

On réalise un nouveau changement de variable 63 = 60, — 27 sur la troisieme
intégrale de (3.15) :

271+ 01 01
f S(A(QQZ)ZL') d@z = f S(A(Q93+2n)£l?) d93 (316)
2 0

e

On a Qg,+2r = Qp, car la rotation d’angle 03 + 27 est la méme que celle d’angle
05. Donc :

27‘[+9] 61
f S(A(Qo,)z) dO; = f S(A(Qo,)z) d0s (3.17)
2 0

TC
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On voit ainsi que la premiere intégrale dans (3.15) s’annule avec la derniere. D’ou :

Re(SHA@a)2) = 5= [ S(AQu)2) 6 = Re(S)(@)

Propriété 2 : Soit P un polyndéme invariant. On a :

Re(P)=P
Démonstration. Par définition :
_ 1 271
ReP)@) = 5- [ PA@o)z)do
T Jo

Comme P est invariant, on déduit de (3.20) :

. 1 271 P(w) 271
Rs(P)(x) = — P(x)d0 = — do = P(x)
27 Jo 21t Jp
|
Propriété 3 : Rg est un opérateur linéaire.
Démonstration. Soient R et S deux polynomes et A et u deux scalaires.

RG(AR + uS)(x) = % f(f"(/\R + uS)(A(Qg)x) d6

_ % P AR(A(Qo)z) + 1S(A(Qq))) dO

= Az_in N R(AQo)e)d0 + y% 57 sA@o)z) de
= ARG(R)(@) + pRc(S)()

Les propriétés 1 et 2 vont permettre d’établir la propriété 4 qui suit.

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)
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Propriété 4 : L’ensemble A de tous les polynomes invariants est égal a I’ensemble
B défini par :
B = {Rg(P), P polynéme quelconque) (3.23)

Démonstration. — Montrons que A C B :
Soit P € A
On utilise la propriété 2 : P = R_G(P). Donc, P € 8. CQFD.

— Montrons que 8 C A :
Soit P € B. Par construction, il existe un polynoéme Q tel que : P = Rg(Q).

Or, R_G(Q) est invariant d’apres la propriété 1. Donc P aussi. Il appartient donc

A A. CQFD.
]

On dispose d'un opérateur qui possede des propriétés analogues a l'opérateur de
Reynolds et qui généralise celui ci aux groupes de symétrie de cardinal non fini. La
propriété 4 qui vient d’étre établie prouve par ailleurs que 'opérateur de Reynolds
généralisé permet de décrire ’ensemble des polynomes invariants. Une question
qui se pose alors naturellement est de savoir si une généralisation du théoreme de
Noether est possible ou non. La propriété 5 qui suit apporte des premiers éléments

de réponse.

Propriété 5 : Tout élément de A peut s’exprimer comme combinaison linéaire

d’éléments de la famille F qui est définie par :

F = { R_G(.’Ea) = % fozn(A(Qg)w)“dG, Ya = (al, ey aé) e N° } (324)

073

ol % est le mondéme x% = x‘;lxgz...x6 )

Démonstration. Soit P € A.

P est un polynome. Il s’exprime donc comme une somme de monomes :

P(x) = ayx™ + ... +a,zb (3.25)
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Re(P)(x) = Ro(ma™ + ... + a,a) (3.26)

On utilise la propriété de linéarité de R¢ établie dans la propriété 3 :
Re(P)(x) = aRg(x™) + ... + a,Rg(x™) (3.27)

Par ailleurs, P étant un polynome invariant, on sait d’apres la propriété 2 que
Rg(P) = P. On en déduit donc que :

P(x) = ;Rg(x") + ... + a,Rg(x™) (3.28)

ce qui était le résultat demandé.

La propriété 5 fournit bien évidemment moins d’informations que le théoreme
de Noether qui, on le rappelle, stipule que 'on peut se limiter aux monomes de
la famille F dont le degré est inférieur au cardinal de G. Il n’est évidemment
pas possible d’établir ici un résultat général de cette nature puisque le groupe
d’invariance, constitué sur la base de toutes les rotations autour de I'axe des fibres,
ne possede pas un cardinal fini. On va néanmoins établir dans la suite que la
famille F est générée par six invariants polynomiaux. On montrera de plus que ces
invariants ont un degré maximum égal a trois. Ces deux résultats fondamentaux
et originaux font I'objet des théoremes 3.1 et 3.2 qui suivent. Pour établir ces

résultats, on ne se servira pas du théoreme de Noether.
3.2.3 Famille de générateurs des invariants

L’ensemble des invariants de la forme R_G(zc“), avec |a| < 3, comprend 83 éléments,
dont 34 sont non nuls, qui sont répertoriés dans le tableau A.1 de 'annexe A. La
limitation aux monomes de degré inférieur ou égal a 3 se justifiera a posteriori par
le fait que la famille F définie par (3.24) est en fait générée par un nombre fini
de polynomes invariants de degré inférieur ou égal a 3, comme cela sera démontré

ultérieurement dans les théoremes 3.1 et 3.2. Le calcul de tous ces invariants est
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simple a réaliser mais fastidieux a présenter. On se borne donc dans le mémoire a
exposer le principe de calcul pour un monome de degré 1, un monome de degré 2

et un monome de degré 3.

Théoréeme 3.1.

Re(z(100000) = p
Ro(020000) = 1(p2 + p2) (3.29)
R (02010 = (03 = pDps + paps(pa — p3)]

Démonstration. En utilisant (3.7), (3.10) et (3.11) :
[ 1 27
Ro(a100000)) = - fo p1d6 = p; (3.30)
De la méme facon :
R (CC(O’Z’O’O’O’O) f (Cp4 — SPS)ZdQ (331)

Développons et linéarisons par rapport a 6 le terme intégral de (3.31) :

(cpa = sps)? = c*p} + 5%p% = 2espaps = 3(p} + p2) + 52 (p} — pB) — sin(260)paps
(3.32)
On en déduit que :
Rg((020000)) = 12+ p2) (3.33)
De la méme facon :
Re(@002010) = == [*(spy + cpo(cs(ps = p) + (@ - pddd (334)

En linéarisant le terme intégral de (3.34) sur le méme mode que 'équation (3.32),

on obtient :

(spa + cps)*(cs(p2 — Ps) +(c* = 5%)pe)

= {%(p4 +p3)+3 (:05(2(9)(p5 p3) + sin(29)p4p5} {% sin(20)(p2 — p3) + cos(29)p6}

(3.35)
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Soit encore, en développant puis en linéarisant a nouveau :

(sps + cps)*(cs(pa — p3) + (% — s%)pe)
= 5(p3 + p2)(5 sin(20)(p, — p3) + cos(26)pe)
+1[(02 — p2)ps + paps(p2 — p3)] + § cos(40)[(p2 — p2)ps — paps(p2 — p3)]

+1sin(40)[1(p% — pH)(p2 — p3) + Papsps]
(3.36)

En intégrant (3.36), on déduit que :

R (202019 = 1[(pZ — p3)ps + paps(p2 — p3)] (3.37)

Le théoreme qui suit permet d’établir que ’ensemble de tous les invariants peut
étre généré a partir de seulement six invariants K;. Ces invariants sont définis par

la formule (3.39) donnée ci-apres. Il s’agit du théoreme central de ce chapitre.

Théoreme 3.2. On considere un polynome P invariant. Alors P s’exprime comme
un polynome en fonction de siz invariants K; (1 <1 < 6) de degré inférieur ou égal
ad:

P(x) = ;K" + ... +a,K" (3.38)

avec a; € R, b; € IN® et Kb = Ki’” .. .KZZB.

Les six invariants K; sont définis par :

K; = P1 Ky = ,02 — P2pP3
Ky =p2+p3 Ks = (P§ - Pﬁ)Pé + paps(p2 — pa) (3.39)
K3 = pj + p3 Ko = (p3 — p3)(p2 — p3) + 4papsps

Démonstration. La démonstration comporte deux étapes.
La premiere consiste a vérifier que les polynomes K; définis par (3.39) sont bien de
degré inférieur ou égal a 3 et qu’ils sont bien invariants sous ’action du groupe de

symétrie.
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La deuxieme étape, la plus longue, consiste a établir que P satisfait 1’équation

(3.38), c’est a dire que P est un polynome des 6 invariants de base K.

Etape 1 :

D’apres la définition (3.9) des coefficients p; en fonction de C, il est clair que les
pi sont de degré 1 par rapport a C. Par construction (équation (3.39)), il est donc
évident que Ky et K, sont de degré 1, K; et Ky sont de degré 2 et Ks et K¢ sont de
degré 3.

Pour démontrer que les K; sont invariants sous l'action du groupe de symétrie, il
suffit de combiner astucieusement les résultats du théoreme 3.1 et les compléments

répertoriés dans le tableau A.1 de 'annexe A.1 :

K; = Re(2(100000)

K, = 2R (2000100

K; = 2R (20000

Ky = 2R (2000020 — [R(@00100)]2

Ks = 4R (2002010

Ks = 8[Ra(x©20100) — R (a@00LO0)R(2020000)]

(3.40)

Il est alors clair que les K; sont bien invariants sous I'action du groupe de symétrie

comme somme et produit d’élément de la famille F.

Etape 2 :

On considere un polynome invariant quelconque P. D’apres la propriété 5, on
rappelle que :
P(x) = a;Rg(x™) + ... + a,Rg(z"™)

Pour établir le résultat souhaité, il suffit donc de démontrer que n’importe quel

élément de F, c’est & dire un polynome de la forme Rg(x?), s’exprime en fonction
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FAMILLE DE FIBRES
des K;. On considere donc un élément quelconque de F :
Ro(@) = — [(A(Qo)x)*do
2 (3.41)

=5 by (T (T (T)(T5) ™ (T3) ™ (T,) 6

ou les Tg. sont définis par (3.10).

Dans la suite de la démonstration, on établira que R_G(ac“) s’exprime par des rela-
tions de récurrence en fonction des coefficients K; définis par (3.39). Afin de faciliter
ultérieurement la lisibilité de ces formules de récurrence, on introduit la notation
suivante :

Blan, az, a3, s, a5, ) = R_G(xi” X5 Xg") (3.42)

On peut d’abord observer que T191 ne dépend pas de I'angle 8. Ce terme peut donc

étre extrait de l'intégrale :

1 271
Blay, az, a3, ay, as, ag) = E(Tﬁ)“l (T2 (11, (T5,) 4 (T55)*(T5;)*dO
(3.43)

Le principe de base pour poursuivre le calcul consiste a établir des formules de ré-
currence sur les parametres a;. On montrera en particulier que les deux exposants
a, et az peuvent etre décrémentés de 2 dans les formules de récursivité. Ces for-
mules seront démontrées a ’aide d’intégrations par parties afin d’abaisser le degré
des polynomes dans les intégrales. Afin d’opérer ces intégrations par parties, on

établit les formules de dérivation suivantes entre composantes de T :
(T3 = [cps— sps] = ~[sps + cps] = -T}, (3.44)

[T%1 = [sps + cps]' = cps —sps = TS, (3.45)
[T5,) = [®p2 + 8*ps = 2cspe]’ = —2[cs(p2 — p3) + (¢ = 67)pe] = —2T5;  (3.46)
[TS) = [s%p2 + ?ps + 2cspe)’ = 2[cs(pa — ps) + (¢ = s7)pe] = 2T, (3.47)

[TS] = [cs(pa — ps) + (2 = D)ps) = (& — )2 — p3) — 4espe = TS, — TY, (3.48)
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CHAPITRE 3. Un matériau a une famille de fibres

Enfin, en retranchant (3.47) a (3.46), on obtient :
[Tzez - T363]/ = _4T263 (3.49)

Pour réaliser une intégration par parties dans (3.43), on utilise (3.45) :

(T}, = (To) [Ty (3.50)

27
= [ (T8 (T)*(T,)*(T5,)*(TS,)*d6
27
= [T (TE) 1 (T9) ™ (TS,)™(T%)™ (T)*d6

(3.51)

= [T () (T4 T (T

27T
— Jy T TOL(TY) = (T (TE)*(TE,)* (T,)*]'d6

Comme les composantes de TY sont périodiques de période 21t d’apres (3.10), le

terme tout intégré est nul :
[(T2)™ ()™ (T5) ™ (T3) ™ (T3 1" = 0 (3.52)
Développons le terme intégral de (3.51) en utilisant (3.44)-(3.48) :

[(T7) = (T7)* (To) (Top) ™ (Tg) ]

= —(az = 1)(T7,)* (T7,) H(T5,) ™ (T55)* (T5;)*

+a3(’1"162)a2 (T193)a3_1 (T292)064 (T263)a5 (ng)%

3.53
2 (T T (T TP (T -

+as(Ty, — T)(T1) 2 (T7y)(T5,)  (Toy) "~ (Tg;)
+2a6(T162)a2_1 (T163)a3 (Tzez)a4 (T263)a5+1 (ng)a6_1
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On multiplie ensuite (3.53) par T%, en s’arrangeant pour n’avoir que des termes

de degré inférieur a a; (en vue d’obtenir une formule récursive) et on fait appa-
raitre les produits (Tl%)z, T192T193TZ‘93 et (TZ@2 - T§3)T192T193 pour lesquels on dispose de

formules liées aux coefficients p; (Annexe A.2) :

THI(TE) = (T (T) ™ (To) s (Tg) )
= —(a2 = I(TY)PITG) 2T (T (T (T
Fas(T1) ™ (T33)™ (Ty) ™ (T3) ™ (T5)*

_20‘4[T162T163T§3 (Tlez)az_z(Tlea)aa(T262)a4_1(T§)3)a5(T§3)a6

+0‘5[(T262 - Tgs)Tlngles](Tlez)az_z(Tles)%(ngz)a4(T263)a5_1(T§3)%

#2 T TE TG T (T (TG (T (T

(3.54)

En utilisant (A.11), (A.21), (A.28), (A.20) et la définition (3.39), on en déduit que :

T I(TT,) 2 (T )™ (T5,) 4 (To,) ™ (T5)
= (a2 = D[—(T},)* + K )(T7,) 2 (T 1) (T5) ™ (T55) (T5;)*
+a3(T192)a2 (T193)a3 (Tzez)a4(T263)a5 (ng)%
1 1 1
—2064[1(1% — KyK3) — (T9)*Ty, + EK3T262 + EKQ(TIQZ)Z]
(T A (T3) ™ (o) (Tya) ™ (T) ™ (3.55)
+as[Ks + (2(T},)* — K3)Tg;]
(T ST (T (T
1 1 1
+20(6[Z(K6 + K2K3) + (T162)2T§3 - §K3T§3 — EKZ(TleZ)Z]

(T 2T (T (T (T
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CHAPITRE 3. Un matériau a une famille de fibres

En intégrant (3.55) et en remplacant dans (3.43), on obtient finalement :

Blai, az, as, as, as, )

=(a2—1)

—B(a1, az, az, as, as, )

+K3‘B(0(1, as — 2/ as, 4, s, 056)

—053,3(011, Qo, A3, Ay, A5, Ag)

+20(4

—20(6

r 1 -
Z(K(’ - KoK3)B(an, a0 — 2, a3, a4 — 1, a5, ¥
_ﬁ(all a2, 3,4, A5, a6)

1
+§K35(a1, ar —2,a3,a4,as5,0)

1
+=Kop(a, an, a3, 004 — 1, a5, )

2
KsB(ar, a0 — 2, a3, a4, 5 — 1, )

+2B(av1, 2, 3, A4, A5, Ag)

—K3ﬁ(041, ar —2,a3,a4,as5,0)
i([% + Ko Ks)p(an, a0 = 2, a3, s, 05, g — 1)
+B(a1, az, a3, Ay, s, )

1
_EK?:ﬁ(al/ a —2,a3,a4, s, Q)
1

_EKZﬁ(all ap, A3, Ay, A5, X — 1)

Soit encore, en regroupant les f de méme nature ensemble :

[ar + a3 + 2(as + a5 + ag)|f(ar, az, az, as, a5, )

= (= 1+ as +as + ag)Ksp(ar, ar — 2, a3, au, as, ae)

1
+§044(K6 - KoK3)B(an, a0 — 2,3, 4 — 1, a5, ¥

_0(5K5ﬁ(a1, ap — 2/ a3, &4, A5 — 1/ a6)

1
_Eaé(K6 + Ko K3)B(an, ap — 2, a3, g, s, g — 1)

+asKop(ar, an, a3, a4 — 1, a5, ae)

+0(6K25(a1, &y, 3,4, A5, Xe — 1)

(3.56)

(3.57)

La formule (3.57) est la relation de récurrence qui était cherchée. Il faut noter que

les termes  n’ont de sens que si les exposants sont positifs ou nuls. Autrement
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dit:a1 20,022, 320, a,>1, a5 >1, ag > 1. On peut néanmoins remarquer
que les conditions portant sur ay, as et ag peuvent étre assouplies puisque si ay,
as ou ae sont égales a zéro, les termes correspondant associés a f disparaissent de
'équation (3.57).

Pour calculer f(ay, az, as, as, as, a) a partir de la relation de récurrence (3.57) sur
ay, il suffit donc de connaitre les expressions générales de f(as, 0, as, as, as, a) (ou
Bar, 1, a3, a4, as, ag) selon la parité de ay), et ce pour n'importe quel as, as, as
et ag positifs ou nuls. Le role de 'exposant a, ayant été éclairci grace a la re-
lation de récurrence (3.57), il est naturel de procéder maintenant a une analyse
analogue avec 'exposant a3. L’objectif est de déterminer une nouvelle relation de
récurrence permettant de progresser dans le calcul concret de f(ay, 0, as, as, as, ae)
et de B(ai, 1, a3, a4, as, as). Comme cela ne pose pas de difficultés techniques sup-

plémentaires, le raisonnement sera conduit pour un exposant a, quelconque.

En utilisant (3.44) :
(Ty)™ = —(Tgy) ' [TY,T (3.58)
271

= [T () (TG (1) a0 .
= = [T T T T (T (T o
D’ou, apres une intégration par partie :

27T
o (T (T (T5) (T5)(T5,)**do
= (1) (TO ) (TG (T (TG ) 2" (3.60)

[T (TG (T8 (T8 (TE)*(TE)* ] d6

Comme les composantes de TY sont périodiques de période 27t d’apres (3.10), le

terme tout intégré est nul :

[(T3) " (T3)™ ™ (Ty)™ (T3) ™ (T3) 15" = 0 (3.61)
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CHAPITRE 3. Un matériau a une famille de fibres

Développons le terme intégral de (3.60) en utilisant (3.44)-(3.48) :

[(TS,)22(T9,) % (T5,)* (T5,)* (T5,)* ]
= —ap(T]) 7 (T4 (To) ™ (To) s (Te)
s — (T (T (TG (T)™(Th )
—2ay(T7,)2(T1y) >~ H(Tg,) 4 (T5,) = 1 (T5)™
+as(Ty, — THNTT,) 2 (T1) s (T5) " (Tg,) "~ (T5,)
+206(T9,)2(TE,) 0 (T5,) ™ (T5,) 1 (T,) %

(3.62)

On multiplie ensuite (3.62) par Tlez, en s’arrangeant pour n’avoir que des termes de

degré inférieur a ; (en vue d’obtenir une formule récursive) et on fait apparaitre les

produits (T%,)*, T, T%TY, et (T5, — T%)T9,TY, pour lesquels on dispose de formules

liées aux coefficients p; (Annexe A.2) :

T (T (TG>T
= —a(T0) (T (T ) (To (T
@y = DTN (T 2T (T3 (TS
=20 Ty, T Ty (T (T) ™ (Tyy) ™ (T)* (T5)™

Fas[(Ty, = To) T Tl (1) (Tp)™ > (T5) ™ (T3) 7 (Tg)™

+2a6 [T192T193 T293] (sz)az (T193)%_2(Tzez)w4 (Tzea)a5 (:’ﬂ:563)%_1

(3.63)

En utilisant (A.11), (A.19), (A.27) et (A.18) dans (3.63) et la notation (3.39), on
déduit que :

TE, (T (T7) " 2(T5,) 4 (Toy) ™ (Tg) 1
= —ay(T%,)™(TE,)" (TS,)% (TE,) (TS, )
(a3 = 1)[=(TE)? + KsJ(T8)(TE,)5-2(T8,)o4 (T8)os (TE, )
2041 (Ks + Kaks) + (TORTS, — 2KSTY, — 2 Ko(TE )]
(T,)2(TS,) 5 2(T5,) ™ (T,) ™ (T5,) (3.64)
+as5[Ks + (K3 — 2(T9,)*) T4, ]
(LT (T (T T
+2a6[i(K6 ~ KoKa) — (TO,PTS, + %K3T§3 ¥ %KZ(T?S)Z]
(T, (T9,) 2(T9,) ™ (Te,)*(To,) %"
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En intégrant (3.64) et en remplacant dans (3.43), on obtient finalement :

Blai, az, a3, ay, as, ae)

= —af(a1, az, a3, Ay, A5, )

+(az — 1)

—2064

_;B(all Qan, &3, 4, As, a6)

+Ksp(ar, an, a3 — 2, ay, a5, ae)

Z(Ké + Ko Ks)B(an, a0, a3 — 2, a4 — 1, a5, )

+ﬁ(a1/ &, A3, Ay, s, 0(6)

1
—EKsﬁ(Oélf Ay, a3 — 2, g, A5, ()
1

—EKzﬁ(alf az, a3, 04 — 1, a5, )

K5,3(011, Qr, a3 —2,a4,a5 =1, a6)

+as| —2B(a1, az, a3, Ay, s, Q)

+KsB(a1, an, a3 — 2, g, a5, )

+2a,

1
Z(K6 - KZK?))ﬁ(al/ az, 3 — 2/ g, A5, Q6 — 1)
—ﬁ(ah Ao, A3, (g, A5, Ag)

1
+=Ksp(ar, an — 2, a3, au, as, ae)

+ EKZﬁ(alz A, a3, (g, A5, A — 1)

Soit encore, en regroupant les f de méme nature ensemble :

[ar + a3 + 2(as + as + ae)|f(ar, a2, a3, 4, a5, )

=(az — 1+ ay +as + as)Ksp(ar, az, as — 2, au, a5, )

1
—5014(K6 + Ko K3)B(an, ap, a3 — 2,4 — 1, a5, )

+asKsp(ar, az, a3 — 2, a4, a5 — 1, a)

1
+§a6(K6 — KoK3)B(an, o, 03 — 2, g, ¥, e — 1)

+0(4K2ﬁ(0(1, Qo, Q3,04 — 11 s, (X(,)

+asKop(ar, an, az, ay, a5, g — 1)

(3.65)

(3.66)

L’équation (3.66) est la relation de récurrence sur az qui était cherchée. On observe

que la récursivité est d’ordre 2 sur az et qu’elle fait apparaitre une récursivité
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d’ordre 1 sur ay, as et as. Les termes f n’ayant de sens que si les exposants sont
positifs ou nuls, les inégalités suivantes doivent étre satisfaites : a; > 0, ap > 0,
a3 >2, a4 >1, a5 > 1, ag > 1. On peut néanmoins remarquer que les conditions
portant sur ay, as et ag peuvent étre assouplies puisque, si ay, as ou ag sont égales

a zéro, les termes correspondant associés a  disparaissent de I’équation (3.66).

En jouant simultanément sur les récurrences portant sur a, (équation (3.57)) et
sur az (équation (3.66)), il est clair, puisque ces exposants sont décrémentés de
2, que tout B(ai, az, a3, a, as,a) s’exprime en fonction de termes de la forme
Blai,1,1, a4, as, a6), p(a1, 1,0, as, as, as), p(a1,0,1, as, as, ae) et f(as,0,0, as, as, as).
L’apparition de 0 ou de 1, en lieu et place de a, et a3, dépend de la parité de a»

et a3. Ces constatations conduisent naturellement a étudier quatre cas :
Cas 1 .'0(2:0C3:1
D’apres (3.43), on a :

1 271
ﬁ(all 1/ 1/ Ay, As, 0(6) = E(Tfl)m _f(; T192T193(T262)a4(T293)a5('1"§3)056d6 (367)

Or, d’apres (3.45) :
7 1 I4
TipT = [TRI' Tl = [5(T3)°] (3.68)

= TR () (Ty)* (T3)*

= [%(T%)Z(T%)%(T293)“5(T§3)“6]' - %(T%)Z[(TZQZ)M(T%)%(T§3)a6]f

(3.69)

27T 1 q2n
= [ T (T (Tg)d6 = —3 [ (TEPITe) (Th)™ (T do
(3.70)
Car le terme tout intégré s’annule, la fonction étant périodique de période 2. Or,
d’apres (3.46), (3.47) et (3.48) :

[('1—‘262)0[4 (T263)a5 (Tvgg,)a6 ]/ = _2a4(T262)a4_1 (T263)a5+1 (’1—'3(,93)0(6

3.71
+0(5[ng2 — T§3](T292)a4(TZQS)DKS—l(T??:S)D% + 2a6(T292)0‘4(T293)"‘5+1(T§3)"‘6—1 ( )
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D’o, en combinant (3.67), (3.70) et (3.71) :
ﬁ(all 1/ 1/ Qy, A5, aé)
= 0(4‘3(0(1,0, 2,04 —1,a5+1, 0(6)
1
——0(5‘B(a1, O/ 2/ g + 1/ Qas — 1/ 0(6) (372)

+§Of5ﬁ(a1, O/ 2/ &y, A5 — 1/ (073 + 1)

_a6ﬁ(a1/ O/ 2/ Ay, A5 + 1/ &g — 1)

La formule de récurrence (3.72) fait apparaitre 4 termes en  qui sont de nature
similaire par rapport a ap et az : (az, az) = (0,2). Il est alors naturel d’appliquer a
chaque B de (3.72) la formule de récurrence (3.66) qui porte sur as. Les 4 premiers
termes de (3.66) décrémentent az de 2. Ils fournissent donc une dépendance par
rapport & a, et a3 qui sera de la forme (0, 0). Les 2 derniers termes de (3.66) four-
nissent une récurrence d’ordre 1 sur ay et ag. Sachant que ces termes sont factorisés
par ay et ag, il est clair qu’on obtiendra des termes nuls en décrémentant ay et ag
jusqu’a 0. Au final, la formule (3.72) est donc constitué de termes en f qui sont
soit égaux a 0, soit de la forme B(a1,0,0, ay, a5, ap). Cette forme sera 1'objet d'une

étude détaillée ultérieurement (Cas 4 ).

Cas 2 : (o, a3) = (1,0)

D’apres (3.43), on a :
1 21
ﬁ(allll O/ Oy, s, a6) = Z(Tlel)al ) T192(T292)a4(T293)a5(T363)a6d9 (373)
En utilisant (3.10) :

T, (T5) ™ (T5) = (Tg)
= (cps — Sp5)(c*pa + $2p3 — 28 pe)™ (3.74)
(cs(pa — p3) + (¢® — $2)pe)*5(s%pa + C*p3 + 2c5pe)™
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En utilisant la formule du binéme de Newton, on trouve que :

sz(ng)m; (Tgs)as(ng,)%

= (cps — sps)[ X2, CF,(c®pa + 5% ps) ™™ (=2cspe)']
[X2, Cla(es(pz = pa))*s7((¢* — s?)pe)']
[ZZZO Co, (s2p2 + 2p3)*e ™ (2cspe)™]

= (cpa = sps) Lty Xy CE,Ch _ (Ppa)™ ™ P(s2ps)F (~2¢5pe)']
(X0 Xhoo CL Clics(pz — p3))s (A -(=s%)(ps)']
(Yo Xoes™ CotCh (82 p2)* (2 p3) (2csp6)™ ]

= (cpa = sps) Lily Zzi(_Jk =0 Z-£1=0 Lo Lirso
[C£4CZ4—I<C515C?C;”6C;6—M}

[(_1)k+q2k+mp§4—k—P+a6—m—fp};+r(p2 _ pa)a5—lplg+l+m]

[SZ(a6+p+q—r)+k+a5—m—lCZ(a4 —p—q+r)—k+a5+m+l]
On pose les notations :

X=2as+p+qg-1)+k+as—m-—1
Y=2(—-p—-g+r)—k+as+m+1

ce qui permet d’alléger 'expression de (3.75) :

Ty (Ty)™ ()™ (T5)*
= Lty Tyt it Lgmo Tincg Loy
[C§4CZ4_kCLSC;’C§6Cg6_m]
[(_1)k+q2k+m p§4—k—p+ae—m—r p?”( P2 - ps)a5—l plg+l+m]

[ p4sXcY+1 _ P55X+1 CY]

En utilisant (3.73) et (3.77), on en déduit que :

‘B(all 1/ 0/ &y, A5, 0(6)
1 a a as—k v 1 a ag—
= E(Tlel) ! kio Zpio 1:50 Zq=0 Zm6:0 riom
[CkC? .C clcner ]

Qg “y—k a5 ] Tag T ag—m

[(_1)k+q2k+mpg4—k—P+a6—m—T‘O§+7(p2 _ pS)as—lplé+l+m]

[P4 fozn sX"dO — ps fOZ” SX+1CYd6]

(3.75)

(3.76)

(3.77)

(3.78)
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Enfin, d’aprés (3.76) :
X+Y= 2(&4 + as + 0(6) (379)

X + Y + 1 est donc un nombre impair. X et Y + 1 ne peuvent par conséquent pas
étre pairs simultanément. De la méme facon, X + 1 et Y ne peuvent pas étre pairs
simultanément. On conclut en appliquant a 1’équation (3.78) la propriété (A.41)

démontrée dans 'annexe A.3 :

ﬁ(all 11 0/ 0y, A5, a6) = 0 (380)

Cas 3 : (ap,a3) = (0,1)

En utilisant une démonstration similaire au Cas 2, on obtient un résultat iden-

tique :
ﬁ(a].lol 1/ g, A5, 056) =0 (381)
Cas 4 : (az,3) = (0,0)
D’apres (3.43), on a :
1 27
5(0(1/01 O/ ay, A5, a6) = E(Tlel)al ) (ngz)a4(T293)a5(T§3)a6d9 (382)
On utilise (3.49) :
1
(ng)m(Tzea)%(Tgsa)w6 = _Z[Tzez - T§3]I(T292)a4(T263)a5_1(T§3)a6 (3.83)
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CHAPITRE 3. Un matériau a une famille de fibres

D’ou, apres une intégration par partie :

27T
f gy gy a0

1 - a TC
= _Z[(Tzez = TE(T3,)*(T5) s (T5) 15 (3.84)
- 0 6 Y (6 \as—1(T6 \ag]’
+Zj(; [T22 - T33][(T22) 4(T23) > (T33) 6] d@

Comme les composantes de TY sont périodiques de période 21t d’apres (3.10), le

terme tout intégré est nul :
[(T3, = T)(T) ™ (T3) (T)™ " = 0 (3.85)

Développons la dérivée du terme intégral de (3.84) en utilisant (3.46), (3.47) et
(3.48) :
[(T5,) (T35~ (T5)
= 20,8~ (T2 (T8

(3.86)
+(0(5 - 1)[T262 - T§3](T262)a4(T263)a5_2(T§3)a6
+206(T%) ™ (T5) (T,

On multiplie ensuite (3.86) par T5, — Te, :
[ngz - T3.93][(Tzez)m(:’ﬂzea)as_1 (T§3)“6]’
= _2“4[T292 - T§3](T262)a4_1(T263)a5(T§3)a6 (3.87)

+(as = DITy, = THA(T) ™ (Ty) " *(T55) ™

+2a6[T5, — TSI(T5) ™ (T5,)* (T5;) %~

En utilisant (A.7),(A.9), (A.6) et la définition (3.39) des invariants K;, on déduit

que :

[TS, — TEI(TE) " (T (TS
= —204[2TY, — Kp](TE) " (TS5 (T,)
(a5 — DI(K2 + 4Ky) — 4(T8,)2(TS)™ (T, 2(TE,)%
+2a6[Ky — 2T |(TS,)%(TE,)*(T,)% !

(3.88)
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1
En intégrant (3.88), en multipliant par 1 o remplagant dans (3.84) puis en uti-

lisant (3.82), on obtient finalement :

‘B(al, O/ 0/ g, A5, a6)
[ 2B(a1,0,0, ay, as, as)
—20(4
—K>B(a1,0,0, a5 — 1, a5, )
K2 + 4Ky)B(a,0,0, g, a5 — 2, 3.89
_1 +(as — 1) [(K; + 4K9)p(as1, 0,0, a4, a5 = 2, at) (3.89)
4 —4B(a1,0,0, a4, as, )
K /O/ 0/ 7 4 - 1
120 2Bl ay, as, 06 — 1)
—2B(1,0,0, s, as, ag)

Soit encore, en regroupant les f de méme nature ensemble :

4oy + as + as]p(a1,0,0, ay, as, ae)
=204 K5B(1,0,0, a4 — 1, a5, )
+(as — 1)(K3 + 4Ky)B(1, 0,0, oy, a5 — 2, )
+2a6K5B(1,0,0, ag, as, ag — 1)

(3.90)

La formule de récurrence (3.90) décrémente ay de 1 (premier terme en f), as de
2 (deuxieme terme en f) et ag de 1 (troisieme terme en ). On note également
que les premier et troisieme termes comportent respectivement ay et ag en facteur.
Ils fourniront par conséquent une contribution nulle si on les décrémente jusqu’a
ay =0 et ag = 0. En appliquant donc la formule de récurrence (3.90) de maniere
récursive de sorte a obtenir les termes de plus bas degré possible en as, on obtient
que B(a1,0,0, ay, as, a) s’exprime uniquement en fonction de termes de la forme
B(a1,0,0,a4,1, a¢) ou f(as,0,0, as,0, ap) suivant la parité de as. On doit distinguer

par conséquent deux sous-cas :
Cas 4.1 : (ap,a3) = (0,0) et a5 =1
D’apres (3.43), on a :

Bla1,0,0,as,1, a6) = —(T ) [ (T TE (TS do (3.91)

137



CHAPITRE 3. Un matériau a une famille de fibres

En utilisant (3.46) :

-1 !
(T3) T35 = [W( 22)a4+1l (3.92)
D’ou, apres une intégration par partie :
K ) (T, 3><T§3>%d6
- L (T T+ z— agpenagyerao
2(ay + 1) 4+ 1)

Comme les composantes de TY sont périodiques de période 21t d’apres (3.10), le

terme tout intégré est nul :

-1
a3y %) T = 0 (390
On utilise (3.47) :
[(T3)*] = ae(T3;)* ' (2T3) (3.95)

et on reporte le résultat dans (3.93) :
21 271
by (TR To(Tg) o = —= [ (Tg) 1 T3, (Tg,) " 'do (3.96)

On répete cette opération d’intégration par partie ag — 1 fois, ce qui donne :

0(6'0(4

21 Q. a7 ag+a
[ (TG TY(TS,)d6 = s a0 b (9 ) TO. 46 (3.97)
On conclut en utilisant (3.46) :
21 o a 056 0(4 agto, T —
f TG TE(TG) 0 = 5 Ty = 0 (3.98)
On déduit de (3.98) et (3.91) que :
‘3(0(1, 0, 0, Ay, 1, a6) =0 (399)
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Cas 4.2 : (Ckz, &3) (O, 0) et as = 0

D’apres (3.43), on a :
B(a1,0,0, 04,0, a6) = —(T )% f (T9,)*(TS,)*dO
En utilisant (A.4) et la définition (3.39) de K; :
[T )s(Te)d6 = [T K, - TS 1d6

On utilise maintenant la formule du bindome de Newton :

27T
by (@) (T)*do
27 a Ap—
= [TTY) ™ e, Ck Ky (-TY,)kde
as ag—k (27 a
= X, Ch (1)K [(TY ) *do

On reporte (3.102) dans (3.100) :

a6
Bla1,0,0, 04, 0,a5) = Y Ck, (=1)K5*™B(ar, 0,0, 4 + k, 0,0)
k=0

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)

Compte tenu de la formule (3.103), il ne reste plus qu’a déterminer les expres-

sions dont la forme générique est f(ai,0,0,a4,0,0), soit d’apres (3.43) :

ﬁ(all 0/ 01 Ry, 0/ 0) _(T )al j(; 2)a4d6

On utilise d’abord (A.1) (cf. Annexe A.2) :

27 27 1 1 .
J(@5)=do = | (5(p2 + p3) + 5 c0s(20)(p2 = ps) = sin(20) pe)*d0

(3.104)

(3.105)
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CHAPITRE 3. Un matériau a une famille de fibres

On utilise ensuite deux fois la formule du binome de Newton :
L ag)mde
= [ R CLI5 (o + o)l
[ Sin(26) pg + 5 cos(26)(pa — p5)1'd6 (3.106)
= [ L Ll + o)l

— o Ci(= sin(20) pe)T~ ’[ cos(20)(p2 — p3)]'dO

Soit encore, en intégrant uniquement les termes dépendant de 6 :

[ do = 4, Ch [1(p2+ o)+

(3.107)
10 Ci(=pe)” ’[ 5(p2 = pa)l f (sin(26))7"(cos(20))"d0]

En posant 61 = 20, on trouve que :

27T e
f (sin(20))7"(cos(20))'dO = % f (sin 61)7"(cos 01)'d6, (3.108)
0 0

La fonction que 'on integre étant périodique de période 27, on peut réduire 'in-
tervalle d’intégration de [0, 47t] a [0, 27] :

27T 27T
f (sin(20))77"(cos(20))'d6 = f (sin 01)7"(cos 61)'d6, (3.109)
0 0

En utilisant (A.41), on déduit que :

(g—n)tr!
£ sin@0)(cos(20)ydo = 1 20!

0 sinon

27 sig — r et r pairs

(3.110)
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Donc, dans le cas olt ¢ — r et r sont pairs, on déduit de (3.110) que :

Cr [ (sin(26))1 (cos(260))d6 = ik (‘7 _ r)' "o
@ 2
] (3.111)
| 1 | (_)! 1 9
T 2 = 2= 2. C; C} 2n

_2q(g)!(%)!(g)! 2"(q>'< D)

Or, on remarque que dire que g —r et r sont pairs est équivalent a dire que g et r
sont pairs. Donc :
1

T —_ CZ C2 2 . t .
G foz (sin(20))7"(cos(20))'d0 = 21 T sig et rpairs

0 sinon

(3.112)

Dong, en reportant (3.112) dans (3.107), on obtient :

[*"(TY,)"d6 = 2r z C

q pair

o2+ pa)le fo (~po)l5(p2 = po)V 5 CL C:

r pair

a4 2
(3.113)

En mettant a profit le fait que g et r sont pairs, on peut encore écrire :

2n & 1 1 11 L , 1 ;
[ gm0 = 27 X, CLIS (o2 + o)™ 5-Ci X1y CEIpE1E % [5(p2 — ps)1E
q:o 2 2
q pair

(3.114)

On utilise pour finir a nouveau la formule du binéme de Newton :

27 &4
by (T3)d6 = 2m qgo Ca [ 5(p2 + p3)1™ " CZ[Pé + (Pz - pa)? (3.115)
qpair
L’objectif final étant d’obtenir une expression en fonction des coefficients K; (1 <

i < 6) définis par I’équation (3.39), on remarque que :

1 1 1
P2+ Z(pz —p3) = 1[4(102 — p2p3) + (2 + p3)°] = Z[4K4 + K] (3.116)
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CHAPITRE 3. Un matériau a une famille de fibres

On reporte ce résultat dans (3.115) :

b X4 71 1
[ Tg)md6 = 2n X C) c: s[5 Kl 4Ky + K3
q:

ay quq (3117)
qpair
On remarque par ailleurs que, grace a (3.10) et (3.39) :
TS =K (3.118)
On conclut en combinant (3.104), (3.117) et (3.118) :
0,0,a,,0,0)= K% ¥ 1 €} Expoe pak, + k2
ﬂ(alr U, 0, U, )_ 1 ,E() ay qﬁ[z 2] [ 4+ 2]2 (3119)

qpair

L’équation (3.119) acheve la partie calculatoire de la démonstration du théoréme
3.2. Cette partie calculatoire étant particulierement longue et fastidieuse, il est
nécessaire de réaliser une récapitulation synthétique des équations clefs de la dé-
monstration. Cette récapitulation est donnée par la figure 3.2. D’apres cette figure,
et les relations de récurrence qu’elle induit, il est clair que B(as, az, a3, aa, as, )
ne dépend que des invariants Ky, K, K3, K4, K5 et Kg. Le théoreme 3.2 est donc

démontré.l

Le théoreme 3.2 cloture ce troisieme chapitre du mémoire. En considérant tous les
cas existants, il a permis d’établir que tous les invariants de la famille F (définie
par (3.24)) s’expriment en fonction des six invariants Ky, Ky, K3, Ky, K5 et Kg. Ces

six invariants ont été définis par la formule (3.39).
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Interprétation des nouveaux invariants

K; dans le cas d’un matériau a une
famille de fibres

4.1 Introduction

Le chapitre précédent a permis d’introduire de maniére constructive six nouveaux
invariants K; (équation 3.39) dans le cas d’un matériau constitué d’une seule fa-
mille de fibres. La maniere de les introduire est particulierement originale puisque
cela nécessite 1'utilisation d’un nouvel opérateur appelé opérateur de Reynolds
généralisé (équation 3.11). On peut voir deux avantages a la méthode "Reynolds
généralisé”. Le premier est sa nature constructive et automatique qui laisse a la dé-
termination d’une famille de générateur d’invariants moins de libre arbitre qu’avec
la méthode classique ou les possibilités de choix sont certes nombreuses mais pas
toujours faciles a faire. Le deuxieme avantage est qu’il n’est pas nécessaire de sépa-
rer les densités d’énergie en une partie isotrope et une partie anisotrope, ces deux
parties étant liées par le biais des expressions des invariants K;. Du fait du carac-
tere novateur de la méthode et des résultats trouvés, l'interprétation mécanique et
géométrique des nouveaux invariants K; fait I'objet d’une étude approfondie qui

est présentée dans ce chapitre.
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4.1. INTRODUCTION

Nous allons notamment établir de nombreux liens entre les nouveaux invariants
trouvés et les phénomenes de cisaillement. Grace au théoreme de Kantorovich
[27; 31], il sera notamment possible de déterminer une valeur maximum de l’angle

de cisaillement fibre-matrice.

Parmi les invariants K;, on montrera que Ks est le seul qui ne peut pas s’exprimer
sous une forme polynomiale en fonction des invariants classiques. En effet, en
utilisant les bases de Grobner (Cox et al. [10]), nous montrerons qu'il existe une
seule relation liant les K; entre eux et cette relation implique le carré de Ks. Cela

signifie que Ks est une fonction racine des autres invariants.

Dans ce quatrieme et dernier chapitre, nous étudions également le cas des défor-
mations infinitésimales pour le tenseur des déformations de Green-Lagrange. Nous
montrerons en particulier que seuls les invariants K;, K, et K4 sont non nuls apres
linéarisation. Il s’agit des invariants déja répertoriés dans la littérature (Holling-
sworth et Wagner [21]; Peng et al. [39]; Schroder et Neff [43]). Cela signifie que les
trois nouveaux invariants Kz, K5 et Kg jouent un role a part lorsqu’on s’intéresse
aux phénomenes non linéaires. D’un point de vu mécanique, il sont purement non

linéaires.

Enfin, en plus de I’étude des invariants proprement dit, on va examiner leur contri-
bution dans le calcul du vecteur contrainte lorsque 1’on considere un effort appli-
quée sur la surface perpendiculaire a la direction des fibres. Pour cela, le tenseur des
contraintes est calculé en fonction des tenseurs cinématiques a ’aide des nouveaux
invariants K;. Afin d’illustrer a nouveau le role joué par les nouveaux invariants
K; vis-a-vis du cisaillement, on distinguera les effets de traction des effets dis au

cisaillement. Cette distinction fait apparaitre deux résultats importants :

1. le role central joué par la direction des fibres en terme d’analyse spectrale du

tenseur de déformations de Cauchy-Green.

2. l'influence différente des invariants Ky, K; et Ky (par rapport a Ks, Ks et Kg),
ce qui souligne a nouveau le caractere particulier des nouveaux invariants Ks,

K5 et K(,.
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4.2 Relations invariants classiques-invariants K;

Ce paragraphe est consacré a l'établissement du lien entre les six nouveaux in-
variants K; que nous avons trouvés et ceux, qualifiés de classique, que 'on peut
trouver dans de nombreuses références bibliographiques. Dans la littérature, cing
invariants (notés Iy, I, I, J4 et 5 dans ce mémoire) sont en effet utilisés de maniere
récurrente (Balzani et al. [1]; deBotton et Shmuel [12]; Hariton et al. [20]; Holzapfel
et al. [23, 25]; Kao et al. [28]; Klisch et Lotz [29]; Kroon et Holzapfel [30]; Me-
rodio et Ogden [34]; Natali et al. [35]; del Palomar et Doblare [38]; Peng et al.
[39]; Peyraut et al. [41]; Schroder et al. [44]; Wu et Yao [63]). Les trois premiers
sont les invariants isotropes Iy, I et I3 qui constituent les coefficients du polynome
caractéristique associé a C. Les deux derniers, [, et J5, sont appelés invariants
mixtes, et prennent en compte ’anisotropie du matériau en couplant le tenseur

des déformations C avec le tenseur structural a ® a :

a. L=trC=p1+pr+p3
1
b. I = E[(“’C)2 — tr(C*)] = (p1p2 + p1p3 + p2p3) — (p5 + 3 + P2)

c. Iy =detC = pipaps +2pspsps — (prp2 + pap? + pap?)
d. Js =tr(Ca®a) = p1
e. Js=t(Ca®a)=p2+pl+pl

(4.1)

olt les coefficients p; sont définis par ’équation (3.9). On déduit facilement de (4.1)
et de la définition (3.39) des coefficients K; que :

a. L =K +K,

b. L=KK -K;—K,

¢ L= KKy + %(KG ~ KoKs) (4.2)
d. Ja =Ky

e. Js=K+K;

Les relations (4.2) permettent d’exprimer les invariants classiques sous forme de
polynomes des nouveaux invariants K; que nous proposons. On remarque que I'in-

variant Ks n’est pas concerné. En utilisant (4.2-a, d et e), on obtient tres facilement
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les relations inverses pour Ky, K, et Kj :

a. Ki=]4
b. Kz = Il - K1 = Il - ]4 (43)
c. Ks=J]5-Ki=J5-];

On déduit ensuite directement de (4.2-b) et (4.3) que :

Ky=-L+Li—-J)-+];=hlsi-]s-L (4.4)

Le cas de K5 étant le plus complexe a traiter, on s’intéresse d’abord au coefficient
Kg. En utilisant (4.2-c), (4.3) et (4.4), on obtient :

K6 = K2K3 + 2[13 + K1K4]

(4.5)
= (L = J)Us = J5) + 2[5 + Ja(lh]s = |5 — Ib)]

Apres de multiples tentatives, nous n’avons pas réussi a exprimer Ks comme poly-
nome de I, I, I3, J4 et [5. Cela ne semble a priori pas illogique puisqu’on a montré
que les invariants classiques s’exprimaient uniquement en fonction de Ki, K, Kj,
Ky et Kg (équation (4.2)). I aurait donc été surprenant, qu’a 'inverse, Ks puisse
s’exprimer comme un polynome de Iy, I, I3, J; et J5. Pour confirmer de maniere
rigoureuse cette intuition, nous avons utilisé le logiciel libre de calcul formel Wx-
Maxima. En utilisant les bases de Grobner (Cox et al. [10]) avec ce logiciel, on

montre qu’il existe une seule relation liant les K; entre eux :
4K2 - K2(4K4 + K2) + K2 =0 (4.6)

Cela prouve que Ks ne peut pas s’exprimer comme un polynome de Ky, Ky, K3, K4
et K¢ (dans la relation (4.6), il faut noter que c’est Kﬁ qui intervient et non Ks).
On en déduit que Ks ne peut pas s’exprimer comme un polynome de I, I, I3, J4
et [5. En effet, dans le cas contraire, grace a (4.2), Ks serait un polynome de Kj,
Ky, K3, Ky et Kg, ce qui contredirait I’équation (4.6) obtenue avec WxMaxima.

Les relations (4.2), (4.3), (4.4), (4.5) et (4.6) que nous avons démontré permettent

d’établir un parallele entres les nouveaux invariants Kq, K5, K3, Ky, K5 et Kq et les
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invariants classiques I, I, I3, J4 et 5. Ces relations sont rappelées ci apres en les

catégorisant en fonction de leur degré vis-a-vis de C :

Ki=]4 I, = tr(C)

Invariants de degré 1
Ky=h-Js Ja=tr(Ca®a)

Ks=Js=F L= l(rCF - ()]
Ky=hli-Js-L Js=tr(C’a®a)

Invariants de degré 2

Ks = (p2 = ph)pe + paps(p2 — p3) 15 = det(C)

Invariants de degré 3
Ko = (i = J)(Js = J5) + 2[Is + Ja(li s = |5 — )]

On remarque tout d’abord qu’il y a le méme nombre d’invariant pour chaque degré
sauf pour le degré 3 ou 'approche par "Reynolds généralisé” en fournit un de plus
que Papproche classique (Ks et Kg contre I3). On remarque que Ks figure parmi
ces invariants de degré 3. Il s’agit du seul invariant pour lequel nous n’avons pas

réussi a trouver une expression polynomiale en fonction des invariants classiques.

L’écart entre 5 invariants d’un coté (approche classique) et 6 de 'autre (approche
de "Reynolds généralisé”) n’est pas nécessairement choquant. Les deux approches
sont en effet tres différentes dans l'esprit. Avec l'approche classique (Boehler
[2, 3, 4]), on cherche & construire des invariants en combinant 1'opérateur trace,
le tenseur des déformations C et le tenseur structural M. L’approche "Reynolds
généralisé” consiste pour sa part a chercher des fonctions scalaires invariantes dans
le cadre formel de la théorie des invariants polynomiaux. La philosophie des deux
approches étant radicalement différente, il n’est pas illogique de trouver des résul-
tats dissemblables, méme si des liens existent entre les deux résultats comme cela

a été montré.

Dans les six paragraphes qui suivent, on étudiera chaque invariants K; individuel-
lement. On s’attachera, a chaque fois que cela est possible, a leur donner une

interprétation géométrique et/ou physique.
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4.3 Interprétation de l’invariant K;
D’apres (4.1d) et (4.3a) :
K, = ], =(Ca,a) = |[Falf (4.7)

K;i est donc égal a l'invariant classique [, qui représente 1’allongement au carré
dans la direction des fibres (deBotton et Shmuel [12]; Peng et al. [39]).

4.4 Interprétation de 'invariant K,
D’apres (3.9) et (3.39) :

K = py + p3 = (Cb, b) +(Cc, c) = |IFbl* +[|Fcll® (4.8)

K; représente donc les allongements (au carré) relatifs aux deux directions b et ¢

qui sont perpendiculaires a la direction des fibres.

4.5 Interprétation de ’invariant Kj
D’apres (3.9) et (3.39) :

K; = pi + p% = (Ca, b)* + (Ca, c)* (4.9)

On va montrer dans ce paragraphe que l'invariant K3 est étroitement lié au cisaille-
ment entre les directions a et b dans le cas ou la direction des fibres n’est pas un
vecteur propre de C. On remarque en effet tout d’abord que, de maniere évidente,
d’apres (4.9), si @ est un vecteur propre de C, K3 est nul. Dans le cas contraire, Ca
n’est pas colinéaire a a. On peut donc choisir b comme la projection orthogonale

et unitaire de Ca dans le plan perpendiculaire a a (Figure 4.1) :

_ Ca-(Ca,a)a Ca-Jia
" lICa—(Ca, ayall ~ (;— j2)]

(4.10)
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ak

R

FIGURE 4.1: Projection orthogonale et unitaire de Ca dans le plan perpendicu-
laire & a

La direction ¢ est ensuite choisie de maniere a ce que le triedre (a, b, ¢) forme une
base orthonormale directe :
c=aAb (4.11)

Ce choix particulier de b et ¢ n’impacte pas la valeur de K3 qui est, rappelons le,

invariant sous ’action du groupe de symétrie :
K; =(QoCQja, b)* + (QoCQ/a,c)* VYQp€eS (4.12)

ou S est ici ’ensemble de toutes les rotations autour de a.

Si on choisit en effet d’autre vecteurs pour b et ¢ (by = Q)b et ¢, = Qjc), on

aura :

(Ca,b,)?* +(Ca,c,)* = (QyCa, b)* + (QuCa, c)? (4.13)

Ou encore, en se servant du fait que a est invariant pour Qg puisqu’il s’agit de

I’axe de rotation :
(Ca,b,) +(Ca, c,)? = (QyCQLa, by +(QyCQla, c)? (4.14)
On en conclut donc, d’apres (4.12), que :

(Ca, b,)* +(Ca,c,)* = K3 (4.15)
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Ce qui prouve bien que la valeur de K3 est indépendante du choix de b et ¢. Grace
a (4.10) et (4.11), on note que le choix particulier de b et ¢ que nous avons opéré

rend le second produit scalaire nul dans (4.9) :
K; = (Ca, b)* = (Fa, Fb)’ = |[Fal|P||Fbl[* cos®(6,) (4.16)

ou O, représente ’angle entre les direction Fa et Fb.

On en déduit que :

Ne
cos(Oyp) = t——"— (4.17)
On) = *1EaITIFoI

L’angle 0, peut donc s’interpréter comme ’angle de cisaillement au cours de la
déformation entre les directions a et b. A partir de (4.17), il est possible de 'expri-
mer exclusivement en fonction des nouveaux invariants K;. En effet, d’apres (4.7),
on sait que ||Fal| = VK. Par ailleurs, d’aprés (3.39), on obtient, en mettant
profit que ps = (Ca,c) =0 :

K
Ky = p2 + p3; é =pP2—pP3 (4.18)

En sommant ces deux équations, on obtient :

K>K; + K,
IFbl = VP2 = \| = (4.19)

On reporte dans (4.17) :

cos(Oy) = + V2K (4.20)

VK1 (K:K3 + Ks)

On constate donc que K3 a un lien avec le cisaillement entre les directions a et b

(ainsi que Kj, K; et Kg). On rappelle que le vecteur b représente ici la projection
orthogonale et unitaire de Ca dans le plan orthogonal & a, lorsque a n’est pas un
vecteur propre de C. Si a est un vecteur propre de C, on a vu que K3 est nul, ce

qui entraine d’apres (4.9) :

(Fa,Fb) = (Fa,Fec) =0 (4.21)
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Ce qui signifie qu’il n’y a pas de cisaillement entre les directions a et b d’une part

et entre les directions a et ¢ d’autre part.

Remarque 4.5.1. L’invariant K3 intervient comme ingrédient d’invariants déja cités

dans la littérature comme le coefficient f4 qui suit :

5 _VK
I K

pa = (4.22)

Ce coefficient B4 représente I’amplitude dans la direction des fibres des déformations

en cisaillement simple (Criscione et al. [11]).

4.6 Interprétation de l’invariant Ky

4.6.1 Interprétation physique de K,

Sur le plan mécanique, il est facile d’établir que l'invariant Ky est relié a 'angle
de cisaillement ¢ entre la fibre et la matrice (figure 4.2). Il a en effet été montré

dans la littérature que cet angle s’écrit (cf. équation (14) dans (Peng et al. [40])) :

_ I3
cosP = \/]4(]5 —hji+ D) (4:23)

En utilisant I’équation (4.4), la formule (4.23) établie par Peng et al. se réécrit :

-1
cos ¢ = 7 K34 (4.24)

ce qui prouve le lien entre I'invariant Ky et 'angle de cisaillement fibre-matrice.
On peut également établir que le cosinus de I'angle de cisaillement peut s’exprimer

exclusivement en fonction des nouveaux invariants si on reporte (4.2) dans (4.24) :

K6—K2K3
4.2
cos ¢ = \/ KK (4.25)

Nous allons par ailleurs montré dans ce paragraphe que l'angle de cisaillement

¢ apparait de maniere naturelle dans l'inégalité de Kantorovich (qui est rappelée
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Fibre non
déformée
f N

FIGURE 4.2: Angle de cisaillement fibre-matrice; a : direction des fibres en
configuration non déformée ; n : direction des fibres en configuration déformée

dans 'annexe B de ce mémoire). En effet, en remplagant « par a et A par C dans
(B.1), on obtient :

(K(C)? + K(C)7 )2
4

1 <(Ca,a){Cla,a) < (4.26)

ou K(C) représente le conditionnement de C, c’est a dire le rapport de la plus

grande a la plus petite valeur propre de C.

Nous nous intéressons a la partie centrale de l'inégalité (4.26) en essayant de faire
apparaitre ¢. Pour cela, on forme le produit scalaire entre n et Fa et on utilise la

formule de Nanson :
(FTa,Fa)

cCoOS) = ————— 4.27
= IFTal [Fal (4.27)
Or :
(FTa,Fa) =(F'FTa,a) =(a,a) =1
IFTal| = (F'FTa,a)? = (Cla,a)? (4.28)
IFall = (F'Fa, a)? = (Ca, a)*
D'ou : .
cosd = 4.29
¢ (Cla,a):(Ca,a): ( )
Soit, en reportant dans 'inégalité de Kantorovich (4.26) :
K(C)2 + K(C)7 )2
1< L KOEAKO?) (4.30)
cos? ¢ 4
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Ou encore, en utilisant (4.24) :

o ThKe (K(C)2 + K(C)?)?

1
I 4

(4.31)

Les deux inégalité (4.30) et (4.31), qui découlent de l'inégalité de Kantorovich,
sont a notre connaissance originales. Elles permettent de majorer une expression
dépendant de 'angle de cisaillement (inégalité (4.30)) ou une expression dépendant
de I'invariant K4 (inégalité (4.31)) par une formule fonction du conditionnement du
tenseur des déformations de Cauchy-Green a droite C. L’inégalité (4.30) permet

notamment de déterminer un angle de cisaillement maximum ¢,

2

0<p <= arCCOS(K(C)% " K(C)_Tl)

(4.32)
ol arccos représente la fonction inverse du cosinus.

Il est facile de constater que I'angle de cisaillement ¢ est nul (cas ou ¢ atteint
le minimum de l'inégalité (4.32) si et seulement si la direction de fibres a est un

vecteur propre de C. En effet, a est un vecteur propre de C si et seulement :
JAeR/Ca=Aa < F'Fa=Aa © Fa=AF"a (4.33)

Donc a est un vecteur propre de C si et seulement si Fa et F~Ta sont colinéaires.
Dans ce cas, ¢ est nul puisqu’il mesure I'écart angulaire entre Fa et F~'a (figure
4.2).

Par ailleurs, un résultat original que nous avons établi dans la continuité de I'in-
égalité de Kantorovich (cf. équations (B.29), (B.30), (B.38), (B.39) et (B.40) dans
'annexe B) permet d’affirmer que ¢, est un majorant strict sauf dans les trois cas

particuliers suivants ou il est atteint :

e C admet trois valeurs propres distinctes (A1 < A, < A3) et la direction des
fibres a est située sur I'une des bissectrices des directions principales v, et

Vg
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e C admet une valeur propre double (par exemple A; = A, # A3) et a s’écrit :

a =11V, + 1oy £ —v
Yra T Jata =550 (4.34)

1
ﬁ+%=§

e C admet une valeur propre triple. Dans ce cas, tout les vecteurs sont vecteurs
propres, a en particulier. On retombe donc sur le cas qui vient d’étre traité
(équation 4.33) ou il n’y a pas de cisaillement. D’apres (4.32), le condition-

nement de C étant ici égal a 1, le majorant ¢, vaut par ailleurs 0.

Apres avoir montré le role mécanique de 'invariant Ky dans le domaine du cisaille-
ment, va établir que l'on peut aussi lui donner une interprétation géométrique en

terme de variation de surface.

4.6.2 Interprétation géométrique de Ky

En calculant la norme de chaque membre de la formule de Nanson (équation 1.6),

on obtient :

ds 1dS ds 1
= Tall == = -T Tayz = —_— = -1 2 4.35
1= JIFTal % = JFTa,F Tl = &~ [rcia,a) (4.35)

ou ds est la surface déformée et dS la surface non déformée.

D’apres Cayley-Hamilton :
C-LC+LC-Ll=0e LC'=C*-LC+l (4.36)

On applique (4.36) a a, on forme le produit scalaire avec a et on utilise I’équation
(4.4) :

I;{(C'a,a) = (C?a,a) -1, (Ca,a) + {a,a) = —K4 (4.37)
—_——— —— ——
Js n 1

On reporte (4.37) dans (4.35) :

ds
< = VK (4.38)
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L’invariant K4 est donc directement relié a la variation de surface, perpendiculaire
a la direction des fibres a, entre les configurations déformée et non déformée. Cet
invariant offre un parallele intéressant avec l'invariant J, qui relie pour sa part
la variation de longueur entre les configuration déformée et non déformée dans
la direction des fibres (équation 4.7). Enfin, on sait que linvariant classique I3
fournit, pour ce qui le concerne, une information sur la variation de volume entre

les configuration non déformée et déformée.

Remarque 4.6.1. L’équation (4.38) n’a de sens que si =Ky > 0 (c’est a dire K4 < 0).
Cette propriété est facile a établir a partir de I’équation (4.37). En effet, C est une
matrice définie positive. On en déduit que I; = det(C) > 0 et que C™! est aussi

définie positive (donc (Cta, a) > 0).

4.7 Interprétation de ’invariant Ks

4.7.1 Interprétation géométrique de Ks

Dans ce paragraphe, on va établir que Ks représente le volume défini par les trois

vecteurs a, C?a et Ca. Pour cela, on utilise les définitions (3.9) et (3.39) :

Ks = (p% — p3)pes + paps(p2 — p3)

= ((Ca, ¢)* — (Ca, b)*)(Cb, c) + (Ca, b){Ca, c)({Cb, b) — (Cc, c)) (4.39)

Puisque Ks est un invariant sous I’action du groupe constitué des rotations autour
de a, il est clair que 'équation (4.39) est invariante si on remplace C par QgCQg,

ot Qg est une rotation quelconque d’angle 6 autour de a (Figure 4.3).

Montrons maintenant que Ks demeure invariant si on remplace b et ¢ par Qb
et Qpe dans l'équation (4.39) . Pour cela, on forme les cinq produits scalaires

impliqués dans (4.39) :

(Ca, Qpe) = (QgCQQ an ,C) (4.40)
——

a
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(Ca, Qob) = (Q;CQs Qja, b) (4.41)
N——

(CQob, Qoe) = (QLCQub, ) (4.42)

(CQob, Qob) = (Q;CQub, b) (4.43)

(€CQoc, Qo) = (Q;CQqc, c) (4.44)

En combinant les équations (4.40) a (4.44) comme dans (4.39), et en tenant compte

FIGURE 4.3: Rotation d’angle 8 autour de a

du fait que Ks est invariant sous l'action du groupe de rotation (ce qui signifie
qu’'on peut remplacer C par QgCQe dans (4.39) sans rien changer au final), on
retombe sur l'invariant Ks. Comme annoncé, l'invariant Ks ne dépend donc pas
du choix de b et de ¢ dans le plan perpendiculaire & a. Pour faciliter les calculs
a venir, on choisit de prendre b égal a la projection unitaire de Ca dans le plan
perpendiculaire a a conformément a I’équation (4.10) et a la figure 4.1. Pour que ce
choix soit néanmoins possible, il faut que a ne soit pas un vecteur propre de C. On
fera donc cette hypothese dans un premier temps et on étudiera le cas particulier
ol a est un vecteur propre de C dans un deuxieme temps. Du fait du choix de b,

Ca est dans le plan (a,b). On a donc :

(Ca,e) =0 (4.45)
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L’équation (4.39) se simplifie donc :
Ks = —(Ca, b)*(Cb, c) (4.46)

Par ailleurs, d’apres (4.1-d et e), (4.3), (4.10) et (4.45) :

(Ca, by = ————((Ca, Ca) - J1(Ca, a)) = VK (4.47)
Js =3
(Cb,c) =(b,Cc) = ;((Ca, Ce) — J4{a,Cc)) = ! (Ca, Cc) (4.48)

Js—1; VK
On reporte (4.47) et (4.48) dans (4.46) :
Ks = — K5(Ca, Cc) (4.49)

Or, par définition de ¢ (équation (4.11)) et de b (équation (4.10)) :

Ca-J,a aAnCa

VK VK

On reporte (4.50) dans (4.49) et on utilise la relation standard entre produit mixte

c=aANb=aA

(4.50)

et déterminant :

K5 = —(Ca,C(a A Ca)) = —(C?a, a A Ca) = —det(C?ala|Ca) = det(a|C*a|Ca)
(4.51)

L’équation (4.51) est le résultat annoncé.

Remarque 4.7.1. I’équation (4.51) a été établie sous réserve que a ne soit pas un

vecteur propre de C. Considérons maintenant le cas ou @ est un vecteur propre de

C:

Ca=Aa= { (Ca,c)=Ma,e) =0 (4.52)
(Ca,b) = Aa,b)y=0

Donc, K5 = 0, d’apres la définition (4.39). Par ailleurs :

det(a|C?alCa) = det(alA*alAa) = 0
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La formule (4.51) reste donc valable dans le cas particulier ot @ est un vecteur

propre de C.
4.7.2 Interprétation spectrale de K5

Dans ce paragraphe, on va établir que Ks peut s’exprimer exclusivement a partir
d’informations spectrales associées a C. Pour cela, on considere la décomposition

de a dans une base orthonormée (v,,v,, v3) de vecteurs propres de C :
a = a1, + v, + a3v, (4.53)

On utilise ensuite le résultat (4.51) avec les valeurs propres Ay, A, et A3 de C :

a /\1&11 /\%611 1 Al A%
K5 = —det(alCaICza) =|a, A /\%ﬂz =-—maasz|1 A, A% (454)
as /\3&3 /\:3[13 1 Ag A%

On fait ainsi apparaitre un déterminant de Vandermonde. On conclut donc que :
Ks = maxa3(A1 — A2)(A3 — A1) (As — A2) (4.55)

On constate donc que Ks s’exprime a ’aide de données spectrales associées a C
puisque I'équation (4.55) utilise les coordonnées a; de a dans une base de vecteurs

propres de C ainsi que les valeurs propres A; de C.
4.7.3 Interprétation physique de K5

Ks peut étre interprété comme un invariant associé au cisaillement. On va en effet
montrer que, lorsque les trois vecteurs a, Ca et C2a sont alignés (Ks est nul dans
cette situation d’apres I'équation (4.51)), I'angle de cisaillement ¢ est nul. Cela
établira ainsi une correspondance entre une valeur limite nulle pour Ks et I’absence
de cisaillement.
Les vecteurs a, Ca et C?a étant supposés alignés, cela implique que a est un
vecteur propre de C. D’ou :

Fa=AF"a (4.56)
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Les vecteurs n et Fa (le premier représente la normale & la surface en configuration
déformée et le second le vecteur déformé issu de a en configuration non déformée)
sont donc alignés. En effet, d’apres la formule de Nanson (équation (1.6)), n est
proportionnelle & F~Ta (voir ainsi figure 4.2). Cela signifie donc que I'angle de

cisaillement ¢ est nul.
4.7.4 Etude du cas Ks=0

On vient de voir qu’il existait un lien entre la situation ot Ks est nul et ’absence
de cisaillement. Il est donc naturel de chercher a étudier les différentes situations
qui pourraient conduire K5 a prendre une valeur nulle. C’est ce qui est fait dans
ce paragraphe, grace notamment au lemme 4.7.1 qui suit. Ce lemme permettra
également de confirmer que I'invariant Ks peut étre considéré comme un indicateur

de la nature spectrale de a vis a vis de la matrice C (cf. paragraphe 4.7.2).

Lemme 4.7.1. K5 =0 si et seulement si :

1. Soit a est un vecteur propre de C.

2. Soit a n’est pas un vecteur propre de C mais il est perpendiculaire a ['un

d’entre euz.

Montrons d’abord I'implication inverse (&) qui est la plus facile a établir.

e ler cas : a un vecteur propre de C. On a donc : Ca = Aa = C?a = A%a
= det(a|C?a|Ca) = 0. On conclut avec (4.51).

e 2eme cas : a n’est pas un vecteur propre de C mais il est perpendiculaire a
I'un d’entre eux. Soit (v,, V4, v,) une base orthonormée de vecteur propre de
’ 3
. . o ;
C. Par hypothese, a est perpendiculaire a I'un d’entre eux, vy par exemple.
D'ou :

a = q1v, + arvU, (4.57)

On en déduit que :

Ca = a1 A v, + ar v, C%a = CklA%’Ul + azAg’Uz (458)
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Donc, a, Ca, C?a appartiennent au plan (v,,v,). Trois vecteurs dans un
meéme plan ne pouvant pas étre indépendants, leur déterminant est nul :
det(a|C?a|Ca) = 0. On conclut avec (4.51).

Démontrons maintenant le sens direct (=) en supposant que Ks est nul. Soit encore,
d’apres (4.51) :
det(a|C?*a|Ca) = 0 (4.59)

Deux cas peuvent correspondre a (4.59) :

i. Deux vecteurs parmi a, Ca, C?a sont colinéaires entre eux.

ii. Aucun vecteur parmi a, Ca, C?>a n’est colinéaire avec 1'un des deux autres

mais les vecteurs sont situés dans un meme plan.

Dans la situation (i), il est facile de conclure que a est un vecteur propre de C.
La situation (ii) conduit pour sa part a la conclusion évidente que a n’est pas un
vecteur propre de C mais aussi que a est perpendiculaire a un vecteur propre de C,
ce qui est moins facile a établir. Pour traiter ce dernier point, on exprime a dans une
base orthonormée de vecteurs propres (v,, v,, v3) de C (équation (4.53)). Comme
on suppose que a, Ca et C?>a sont dans un méme plan sans étre colinéaires entre

eux, on sait qu’il existe deux nombres réels uniques et non nuls x et y satisfaisant :

al/lf a, a1
Ca=xa+yCae Ax,y#0 :| A2 |=x| o [+y]| a2/, (4.60)

tl3/\§ as a3A3
m(x+My—A3) =0

&y, y#0: 3 ax+Ay-—A2)=0 (4.61)
as(x + Azy —A3) =0

Pour traiter le systeme d’équations (4.61), on va distinguer 3 cas de figure :
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ler cas : si tous les a; sont non nuls, I’équation (4.61) fournit un systeme linéaire

de trois équations a deux inconnues :

x+Ay=A3
X+ Ay = A3 (4.62)
X+ A3y = A3

Pour que ce systeme admette une solution (x, y) unique, il est nécessaire que deux
des trois équations soient dépendantes I'une de 'autre et indépendante de la troi-
sieme. Autrement dit : Ay = Ay # Az ou Ay = A3 # Ay ou Ay, = A3 # Aq. Cela
signifie que C admet une valeur propre double. Pour fixer les idées, supposons que
A1 = Ay # Az. D’apres (4.53), cela signifie que a, Ca et C2a appartiennent au plan

engendré par a,v, + v, et vy (Figure 4.4) :

a = (v, +av,) +asvg
Ca = /\1((11’01 + Elz’l]z) + A3ﬂ3’l]3 (463)

2, _ 12 2
Ca = Aj(a1v, + av,) + AJazvg

Montrons pour finir que la droite perpendiculaire a ce plan forme un sous-espace

~a,vita,v,

V3
2
Ca
a,v,+a,v, a Ca

FIGURE 4.4: a, Ca et C?a appartiennent au plan engendré par ajv, + a>v, et
v
3

propre de C. Pour cela, notons d’abord que —a,v, + a;v, est un vecteur directeur

de cette droite :

(—arv, + a1v,, 01V, + arv,) = 0; (—a2v, + 1105, v5) =0 (4.64)
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Vérifions ensuite que —a,v, + a,v, est un vecteur propre de C :
C(—azvl + 01’02) = - Av, + a1Av, = Al(—aﬂ)l + 01’02) (465)

Cela prouve donc que a, bien qu’il ne soit pas un vecteur propre dans le cas étudié

ici, est perpendiculaire a I'un d’entre eux, —a,v, + a,v, en 'occurrence.

2eme cas : s’il existe une seule composante a; nulle, par exemple a; = 0, alors

a est perpendiculaire a v4 qui est un vecteur propre.

3eme cas : s'il existait deux composantes a; = 0 nulles, par exemple a; = a, = 0,
a serait colinéaire a vy, ce qui n’est pas possible puisqu’on a supposé que a n’est

pas un vecteur propre de C.

Cela acheéve la démonstration du lemme 4.7.1.

Remarque 4.7.2. Si a, Ca, C?a sont coplanaires sans étre colinéaires deux a deux
(c’est a dire que a n’est pas vecteur propre), on a vu (lemme 4.7.1) que la droite
perpendiculaire au plan (a, Ca, C?a) est un sous-espace propre. Cela signifie que
le plan contenant a, Ca et C?a contient deux autre vecteurs propres de C. Notons
u et v ces deux vecteurs. L’objet de cette remarque est de montrer que les valeurs
propres A et u associées a u et v sont distinctes. Dans le cas contraire, on aurait

en effet :
a=au+pv = Ca =alu+ fAv = A(au + fv) = Aa (4.66)
Ce qui contredit le fait qu’on a supposé que a n’était pas un vecteur propre de C.

Remarque 4.7.3. Une variante du lemme 4.7.1 consiste a étudier les cas ou Ks est
nul en utilisant expression spectrale (4.55) de Ks. On conclut tres facilement que
K5 est nul si et seulement si a est perpendiculaire a un vecteur propre de C (ce qui

correspond & au moins un 4; nul) ou C admet une valeur propre double ou triple.
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4.8 Interprétation de l’invariant Kg

4.8.1 Interprétation mathématique de Kg

On sait que les notions de convexité et d’ellipticité jouent un role important pour
assurer la convergence vers des solutions numériques en hyperélasticité (Ciarlet
[8]; Merodio et Ogden [34]). L’objet de ce paragraphe est d’établir que I'invariant
K¢ satisfait a des inégalités en lien avec le fait que C est définie positive. On va

notamment établir que :
- K2K3 < K6 < K2K3 (467)

Pour montrer la partie gauche de I'inégalité (4.67), on se sert de I'expression (3.39)

des invariants K; en fonction des parametres p; :

Ke + KoKz = 2{p4(p2ps + pspes) + ps(p3p5 + pape)} (4.68)

On remarque ensuite, avec 'aide de (3.8), que :

0 0
pa(p2p4 + psps) + ps(paps + paps) = (C Pa || P4 ) (4.69)
Ps Ps

Comme C est définie positive, on déduit de (4.68) et (4.69) que :
K¢ + K,K3 >0 (470)

Pour démonter maintenant la partie droite de I'inégalité (4.67), on utilise & nouveau

I'expression (3.39) des invariants K; en fonction des parametres p; pour trouver :

Ko — KKz = 2[P5(P4P6 - pzp5) + P4(P5P6 - P3P4)] (4-71)
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On remarque ensuite que :

0 0
— p5(paps — p2ps) — palpspe — paps) ={C| —ps |,| —ps ] (4.72)
P4 P4

Comme C est définie positive, on déduit de (4.71) et (4.72) que :

Ks — K2K3 <0 (4.73)

4.8.2 Interprétation physique de Kg

On a vu précédemment (paragraphes 4.5 et 4.6.1, équations (4.20) et (4.25))
que linvariant Kg était impliqué dans plusieurs angles de cisaillement (angle de
cisaillement entre les directions a et b, angle de cisaillement fibre-matrice). En
particulier, ’équation (4.20) montre que, plus K est grand, plus 'angle entre les
directions Fa et Fb est proche de > ce qui signifie que le cisaillement entre les

deux directions a et b est faible dans ce cas.

On remarque que I'inégalité (4.70) permet de justifier a posteriori la validité de la
racine contenue dans I’équation (4.20) qui concerne l'angle de cisaillement entre
les directions a et b. En effet, d’apres (4.70) et (4.7), K1(K2K;5 + Kp) est positif. On

peut donc en prendre la racine au dénominateur de 1'équation (4.20).

Pour ce qui concerne 'angle de cisaillement fibre-matrice défini par la formule
(4.25), on peut également montré a posteriori que la quantité numérique interve-
nant dans la racine est bien positive. Il suffit pour cela de remarquer que, d’apres

(4.5) :
Ks—K:Ks  —Is

1 -
2K1Ky KKy

(4.74)

Or, I3 = det(C) est positif, K; = (Ca, a) est positif et Ky est négatif (cf. remarque
K¢ — KK
4.6.1). On en déduit que 1 — %

'on puisse prendre sa racine dans I’équation (4.25).

est positif, ce qui justifie a posteriori que
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4.9 Déformations infinitésimales

Dans ce paragraphe, on étudie le cas des déformations infinitésimales pour les-
quelles le tenseur des déformations de Green-Lagrange (équation (1.5)) se linéarise

classiquement par rapport au déplacement de la maniere suivante :

1
E=~ E(Vu +Vul)=¢ (4.75)
Sous cette hypothese de petits déplacement (pas de non linéarités géométriques),
on s’intéresse a la linéarisation des invariants K;. Pour cela, on commence par

linéariser les coefficients p; a partir de leur définition (3.9) :

p1 =(2E+Na,a) ~2(ca,a)+1
p2 = ((2E+ 1)b, b) =~ 2(cb, b) + 1
p3 =(2E+ )¢, c) = 2(ec,c) +1

(4.76)
ps = ((2E + a, b) = 2{¢ca, b)
ps = ((2E + Na, c) = 2{¢a, c)
Pe = ((2E+ )b, c) = 2(¢b, c)
En utilisant la propriété :
a®a+b®b+c®c=1 (4.77)
on peut de plus modifier I’approximation de p3 de la maniere suivante :
p3 = 2tr(ec®c) +1 =2[tr(e) —tr(ca® a) — tr(cb® b)] + 1 (4.78)

On passe maintenant a I’approximation des coefficients K; a 1’aide de leur définition
(3.39) et en utilisant (4.76) et (4.78) :

e Linéarisation de Kj :
Ky =p =2tr(ca®a) +1 (4.79)
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e Linéarisation de K5 :
Ky = pa+ p3 =2tr(eb®b) + 1 + 2[tr(e) — tr(ca® a) — tr(eb® b)] + 1 (4.80)
= K, = 2[tr(e) —tr(ca ® a) + 1] (4.81)

e Linéarisation de K3 :
K; = pi + pg ~ 16[{ea, b)* + (ea, ¢)?] (4.82)

Il est clair que 1'équation (4.82) ne contient aucun terme linéaire en €. On

conclut donc que :

K3 ~0 (4.83)
e Linéarisation de Kj :
Ky = pg = p2ps
~ 4(eb, c)? — [2tr(eb ® b) + 1][2(tr(¢) — tr(ca ® a) — tr(¢b ® b)) + 1]
(4.84)

En ne conservant que les termes linéaires en ¢ dans (4.84), on obtient :

Ky =~ =1 =2[tr(e) — tr(ea ® a)] (4.85)

e Linéarisation de Kj :

Ks = (p5 = pi)ps + paps(p2 = p3)
~ 8({ea, c)? — (ca, b)?){eb, c) + 8{ca, b){ca, c)(2(cb, b)) + {ca, a) — tr(¢))
(4.86)
Il est clair que 1’équation (4.86) ne contient aucun terme linéaire en €. On

conclut donc que :
Ks~0 (4.87)

167



CHAPITRE 4. Interprétation des nouveaux invariants K; dans le cas d’un matériau a une famille de fibres

e Linéarisation de Ky :

K = (p3 — p2)(p2 — p3) + 4pspspe
~ 8(({ea, b)? — (ca, c)?)(2(eb, b)) + (ca, a) — tr(¢)) + 32{ca, b){ca, c){eb, c)
(4.88)

Il est clair que I’équation (4.88) ne contient aucun terme linéaire en €. On
conclut donc que :

Kg =0 (4.89)

On remarque que seuls les invariants Ky, K, et Ky sont non nuls apres linéari-

sation. Il s’agit d’invariants déja répertoriés dans la littérature (Hollingsworth et

Wagner [21]; Peng et al. [39]; Schroder et Neff [43]). Cela signifie que les trois

nouveaux invariants Kj, K5 et K¢ jouent un role a part lorsqu’on s’intéresse aux

phénomenes non linéaires. Ces trois nouveaux invariants possedent en particulier

une caractéristique purement non linéaire d’un point de vue mécanique.

4.10 Calcul des contraintes

L’objectif de ce paragraphe est triple :
1. Calculer le tenseur des contraintes.
2. Calculer le vecteur contraintes dans la direction des fibres.

3. Calculer l'intensité du cisaillement pour un chargement parallele a la direc-

tion des fibres.

L’un des intéréts de ces calculs est d’obtenir une formule générique pour le tenseur
des contraintes en exploitant les caractéristiques des nouveaux invariants que nous
avons introduit. Un autre intérét est de mettre en relief les possibilités de modéli-
sation du cisaillement qui est aujourd’hui encore peu développé en hyperélasticité

anisotrope comme cela a été relevé dans (Peng et al. [39]).
4.10.1 Tenseur des contraintes

D’apres (1.13), le tenseur des contraintes de Cauchy s’écrit :

2 IW JK;
o= TF(Z?ﬂa_Kif) F’ (4.90)
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La formule (4.90) montre qu'il est nécessaire de calculer la dérivation de chaque
invariant K; par rapport a C. C’est ce qu’on appelle les tenseurs cinématiques. Pour
cela, il suffit d’utiliser les expressions (3.39) des K; en fonction des p; ainsi que la
définition (3.9) des p; en fonction de C. Concreétement, on obtient par exemple

pour le premier invariant :

8K1 _ 07P1 _
%—E—a®a (491)

De la méme fagon, pour le deuxieme invariant :

8K2_(9P2 &pg_
5C - aC + 5C =b®b+c®c (4.92)

On procede exactement de la méme maniere pour les quatre derniers invariants.
Comme cela ne pose aucune difficulté spécifique de calcul, seuls les résultats sont

fournis dans ce mémoire. Ils sont répertoriés dans le tableau 4.1.

% a®a

0C

0K,

C bb+c®c

% ps(a®b+b®a)+ps(a®c+c®a)

% —p3b®b— prc®c+ ps(b®c+c®Db)
pPaps(b®b—-c®c) + %(p% - p))(b®c+cb)

JKs 1

Flel +[%P5(P2 — p3) — pspsl(@a® b+ b® a)
+[§P4(Pz —p3) + pspslla®c+c®a)

ok | @i p)B®b—c®c)+20p5(b®ct+c®b)

8_(26 +[2p506 + pa(p2 — p3)](a® b+ b® a)
+[2p4p6 — p5(p2 — p3)l(@a® c+ c® a)

TABLEAU 4.1: Tenseurs cinématiques
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4.10.2 Vecteur contrainte

En considérant la normale déformée m issue de la normale non déformée N, le

vecteur contrainte s’écrit, d’apres (4.90) :

on = ?F (zf 13? ‘Zfé ) F'n (4.93)

Soit encore en utilisant la formule de Nanson (équation (1.6)) :

on = zdSF(z6 awaK) (4.94)

d =19K; oC

S
ol — représente le rapport des surfaces non déformée et déformée. En utilisant la

ds

relation entre ce rapport et I'invariant Ky (équation (4.38)), on obtient finalement :

6
2 JIW JK;

1

A partir de la formule générale (4.95), on s’intéresse maintenant au cas particulier
du vecteur contrainte associé a la normale non déformée N = a. Cela signifie
que l'on se focalise sur le cas d’efforts appliqués a la surface perpendiculaire a
la direction des fibres. On verra dans la suite que ce cas est générateur d’effort
de traction et d’effort de cisaillement. Pour sérier les difficultés, on va étudier la
contribution de chaque invariant au calcul de la totalité du vecteur contrainte qui

est donnée par :
Z dW 81(
\/—_K4 odK; 8C

on = (4.96)

K
4.10.2.1 Contribution de Kj : F%a

En utilisant le tableau 4.1, on déduit que :

oKy
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Le vecteur Fa peut se décomposer en un terme de traction et un terme de cisaille-

ment (figure 4.5) :

Fa = (Fa,n)n+Fa - (Fa,n)n (4.98)
———— —————
Traction Cisaillement

b Fa - <Fa,n>n

FIGURE 4.5: Décomposition du vecteur Fa

L’intensité en traction est donc donnée par :

FTa 1 1
)y = (F'Fa,a) = ——— 4.99
Foal’ = F7al Cla o)t (4.99)

(Fa,n) = (Fa,

En utilisant (4.37), on déduit que :

I
(Fa,n) = —K—z (4.100)
L’intensité en cisaillement est donnée par :
(Fa —(Fa,n)n,Fa — (Fa,n)n)? = [||Fal? — (Fa, n)*]} (4.101)
On conclut avec (4.7) et (4.100) :
1 I3
(Fa —(Fa,n)n,Fa — (Fa,n)n)? = Ky + — (4.102)
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Remarque 4.10.1. Grace a (4.100) et (4.102), on note que l'intensité totale de

Peffort est donnée par :

I I
(-2 + K + =) = VK (4.103)
Ky Ky

Remarque 4.10.2. 11 est possible d’exprimer les intensités en traction et en cisaille-
ment uniquement en fonction des invariants K;. Pour cela, on utilise 1’équation

(4.5) :

I; _ K¢ = KoKs
Ki+—=—F77—" 4.104
TR T 2K (4.104)
On reporte ce résultat dans (4.100) et (4.102) :
K;K; — K
(Fa,n) = \/K1 + %46 (4.105)
K¢ — KoK
(Fa - (Fa,n)n,Fa - (Fa,n)n)? = % (4.106)
4

Remarque 4.10.3. Considérons dans cette remarque le cas particulier ou @ est un
vecteur propre de C. D’apres (3.8) et (3.9), on en déduit que py = ps = 0. On
utilise ensuite (3.39) pour obtenir : K3 = K¢ = 0. On déduit enfin de (4.5) que :
I
I3+K1K4:O:>K1+K—:0 (4107)
4
Cela signifie donc, d’apres (4.102), qu’il n’y a pas de cisaillement quand a est un

vecteur propre de C.

En conclusion, K; peut étre considéré comme un invariant qui concerne la traction

pure et éventuellement du cisaillement si @ n’est pas un vecteur propre de C.

oK.
4.10.2.2 Contribution de K : Fa—CQa

On déduit facilement du tableau 4.1 que :

oK,
FECI, =0 (4108)

L’invariant K, n’apporte donc aucune contribution en contrainte lorsqu’on s’inté-

resse a la surface perpendiculaire a la direction des fibres.
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JK.
4.10.2.3 Contribution de Kj : Fa—ga

En utilisant le tableau 4.1, on déduit que :

oK
F8—C3a = p4Fb + psFe (4.109)

L’interprétation de I'équation (4.109) dépend du statut de a par rapport a C

(vecteur propre ou pas). On va donc examiner séparément ces deux situations.

e Si a est un vecteur propre de C, on a ps = ps = 0 (d’apres (3.8) et (3.9)). En

reportant ce résultat dans (4.109), on conclut que :

oK
FE(I =0 (4110)

e Si a n’est pas un vecteur propre de C, p4 et ps ne peuvent pas étre tous les

deux nuls. Comme Fb et Fc sont par ailleurs deux vecteurs indépendants,
0K;

dC

cisaillement pur dans le plan (Fb, Fe). Par ailleurs, dans le cas ou a n’est pas

cela signifie que le vecteur F a est non nul. Il s’agit donc d'un terme de

un vecteur propre de C, on a vu qu’il était possible de choisir b de telle sorte
que ps soit nul (équation (4.10)). Si on fait ce choix, on déduit de I’équation
(4.47) que py = VKs5. L’équation (4.109) se simplifie alors :

9K
Fa—cg’a, = /K;Fb (4.111)

L’intensité de 'effort de cisaillement est donc donné par VKj||Fbl||. On peut

le simplifier en utilisant I’équation (4.19) :

K¢ + KoK K + KK
VElIFbll = VKs \| === =\ = (4.112)

On voit donc que 'invariant K3 apporte une contribution en cisaillement pur

lorsque a n’est pas un vecteur propre de C. La remarque qui suit montre qu’il
est possible d’exprimer cette contribution en fonction de Fa si on utilise le

tenseur des déformations de Cauchy & gauche B = FFT,
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Remarque 4.10.4. On suppose dans cette remarque que a n’est pas un vecteur
propre de C. On peut donc combiner (4.111) et (4.10) :

dK; Ca - J1a
F = K. F——14% 4.113
ac” ’ Js—3): ( )

On se sert ensuite de (4.3-¢) pour simplifier :

0K;
F——a = FCa - J,Fa = FF'Fa — [,F
oc @ = Fca-JiFa a-JiFa (4.114)
= (B - ]4|)F0,
4.10.2.4 Contribution de K; : F%a
On déduit facilement du tableau 4.1 que :
dK,
poke 4.115
ac?™? (4.115)

L’invariant Ky n’apporte aucun contribution en contrainte lorsqu’on s’intéresse a
la surface perpendiculaire a la direction des fibres.
dKs

4.10.2.5 Contribution de K5 : Ffa

En utilisant le tableau 4.1, on déduit que :

dKs

1 1
F=c @ = [505(p2 = p3) = pspslFb + [5pu(p2 = p3) + pspelFe (4.116)

La contribution définie par I’équation (4.116) est un terme de cisaillement pur dans
le plan des vecteurs déformés Fb et Fec. Cette contribution est nulle si a est un

vecteur propre de C puisque, dans ce cas, on a py = ps =0 :

JKs
——a= 4.117
Faca, o ( )

On va désormais supposer dans la suite que @ n’est pas un vecteur propre de C. Il
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est alors possible de choisir b de sorte que Ca soit perpendiculaire a ¢ (équation
(4.10)). On aura donc ps = 0 et (4.116) se simplifie :

JK 1
Fa—é’a = 5,04[_2P6Fb + (PZ - pg,)FC] (4118)

L’intensité du cisaillement se calcule avec la norme du vecteur défini par (4.118) :

oKs 1 1
IFScall = 5 psl(p2 = ps)Fe = 2p6Fb, (p2 — ps)Fe = 2psFb)* (4.119)

En développant le produit scalaire et en utilisant la définition (3.9) des coefficients

pi, on obtient :

((p2 — p3)Fc = 2p6Fb, (p2 — p3)Fe — 2psFb) = [(p2 — p3)* + 4pilps (4.120)

Or, en utilisant (4.18), on peut exprimer p; en fonction des nouveaux invariants

Kii
_ KK3 — K

4.121
P3 e (4.121)
Par ailleurs, on déduit de (4.48) et (4.49) que :
K
ps = (Cb,c) = ——> (4.122)
Ks
On reporte (4.18), (4.121) et (4.122) dans (4.120) :
(K2 + 4K2)(K2K3 - Ké)
((p2 = p3)Fec = 2psFb, (p; — p3)Fe — 2pgFb) = ——> (4.123)

2K3

Pour terminer le calcul de l'intensité du cisaillement, on reporte (4.47) et (4.123)

dans (4.119) :
dKs

oc ¢

IF Il =

1
T 242K,

Remarque 4.10.5. La deuxieme racine dans (4.124) a bien un sens grace a (4.67).

KZ + 4KZ VK;K3 — K (4.124)
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Remarque 4.10.6. En utilisant (4.6), il est possible de reformuler différemment
I'équation (4.124) :

JdK 1 [
||Fa—c5a|| = ﬁ 4K4 + K% VKZKB - K6 (4'125)

Remarque 4.10.7. On a vu au début de ce paragraphe que la contribution au
cisaillement de K5 était nulle si a était un vecteur propre de C. Etudions a partir
de (4.118) si d’autres cas (avec a non vecteur propre) aboutissent a la méme
conclusion. On note d’abord que py # 0 (sinon a serait vecteur propre puisque ps
est égal a 0). On note ensuite que les vecteurs Fb et Fc sont indépendants sinon
on aurait :

Fc=AFb & c=Ab (4.126)

puisque F est inversible. Ce serait absurde car a, b et ¢ ont été choisis de maniere

a former une base orthonormée. Dans ces conditions, d’apres (4.118), FZ2aq est

dC

nul si et seulement si p, est égal a p3 et pg est nul, ce qui conduit a :

P1 P4 0
0 0 P2

I1 est alors clair que ¢ est un vecteur propre de C et a est perpendiculaire a ¢ sans
étre lui méme un vecteur propre. D’apres le lemme 4.7.1, on en déduit que K5 = 0.
On peut donc conclure que l'intensité en cisaillement due a la contribution de Ks

est nulle si 'une des deux conditions suivantes est satisfaite :
e a est vecteur propre de C.

e a n’est pas un vecteur propre de C mais est perpendiculaire a un vecteur
propre. De plus, la condition suivante doit étre satisfaite : p, = ps.
Notons pour finir que si 'équation (4.127) est satisfaite, Ks est nul d’apres la
définition (3.39). En reportant Ks = K¢ = 0 dans (4.124), on obtient bien une

intensité nulle, ce qui est cohérent avec ce qui précede.

Remarque 4.10.8. Cette partie apporte un complément a la remarque précédente.

On peut en effet se poser la question de ce qu’il se passe si a n’est pas un vecteur
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propre de C, tout en étant perpendiculaire a un vecteur propre de C (donc Ks est

nul), mais en considérant cette fois ci que p, est différent de pj :

P1 P4 0
C= ps p2 O (4.128)
0 0 P3
D’apres (4.118), on a :
JK 1
Fa—c5a = §p4(p2 — pg)FC (4129)

Le vecteur donné par (4.129) est non nul puisque ps # 0, p2 # p3 et Fe # 0. On
peut donc avoir un terme de cisaillement tout en ayant Ks = 0. Il suffit pour cela
que py soit différent de p3 et que a soit perpendiculaire a un vecteur propre de
C sans étre un vecteur propre lui méme. Notons, d’apres (3.39), que la condition
P2 # p3 équivaut a la condition K¢ # 0 (dans le cas ol ps = pg = 0 qui correspond
a I’équation (4.128)).

K
4.10.2.6 Contribution de K : F%a

En utilisant le tableau 4.1, on déduit que :

dK
Fa—c6(1, = [2P5P6 + P4(P2 - p3)]Fb + [2P4P6 — p5(p2 — Pg)]FC (4130)

La formule (4.130) montre que la contribution de Kg fournit un terme de cisaille-
ment pur. Ce terme peut étre nul ou non suivant le fait que a est un vecteur propre

ou pas de C, comme le prouve la discussion qui suit.

e Si a est un vecteur propre, on a ps = ps = 0. Dans ce cas, la formule (4.130)
montre que :
dKg

FEQ =0 (4131)

e Si a n’est pas un vecteur propre, on peut choisir b comme la projection de

Ca dans le plan perpendiculaire & a (formule (4.10) et figure 4.1). Dans ce
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cas, on a ps = 0 et (4.130) se simplifie :

dK
F5ca = pal(p2 = pa)Fb + 2psFe] (4.132)
L’intensité du cisaillement associée a la contribution de K¢ s’obtient en prenant la
d F% )
norme de 3C a:
K, 1
”FECL” = p4<(p2 — p3)Fb + 2p6FC, (pz - pg)Fb + 2p6FC>2 (4133)

On développe le produit scalaire et apres simplification on obtient :

((p2 = p3)Fb + 2peFe, (p2 — p3)Fb + 2psFe) = [(p2 — p3)* + 4pilp2 (4.134)
On reporte (4.18), (4.19) et (4.122) dans (4.134) :

(K(z) + 4K§)(K2K3 + K6)
2K3

((p2 = p3)Fb + 2peFe, (p2 — p3)Fb + 2peFe) = (4.135)

On conclut en reportant (4.47) et (4.135) dans (4.133) :

IK 1
IF acéa”z K K2 + 4K2 KK + Ko (4.136)
3

Le résultat (4.136) est a mettre en parallele avec 'équation (4.124).

Remarque 4.10.9. En utilisant (4.6), il est possible de reformuler différemment
I'équation (4.136) :

dK 1
||F8_C6a” = ﬁ 4K, + K% VEK>K3 + K¢ (4137)

Cette formule (4.137) est a mettre en parallele avec la formule (4.125).

Remarque 4.10.10. Examinons la situation ot le cisaillement di a Ky est nul sans
que a soit un vecteur propre de C. On se place donc dans le cas de 1’équation
(4.132) avec ps = 0. Notons tout d’abord que p4 est non nul, sans quoi a serait

un vecteur propre de C (puisque ps = 0). Puisque ps est différent de zéro, si

178



4.10. CALCUL DES CONTRAINTES

le cisaillement est nul, cela ne peut étre diu qu’au crochet de ’équation (4.132).
Sachant que les vecteurs Fb et Fe ne sont pas colinéaires, ce crochet est nul si et
seulement si p; = p3 et ps = 0. D’apres sa définition (3.39), cela signifie que Kg
est nul. Notons que, dans cette situation, Ks est également nul (toujours d’apres

(3.39)), puisque p, = p3 et ps =0
4.10.2.7 Synthese des résultats concernant le vecteur contrainte

Dans ce paragraphe, on synthétise les résultats sur le vecteur contrainte qui ont
été obtenus dans les paragraphes 4.10.2.1 a 4.10.2.6. Ces résultats ont été établis
lorsque les contraintes s’exercent dans la direction des fibres a (équation (4.96)).
Dans ce cas particulier, on a vu que les résultats dépendent fortement du fait que
a soit vecteur propre on non de C.

Dans le cas ou a est un vecteur propre, seul K; fournit une contribution non
nulle. Plus précisément, d’apres (4.96), (4.97), (4.108), (4.110), (4.115), (4.117) et

(4.131) :
2 JW

V=K, 9K

Dans cette situation, on est confronté a de la traction pure.

on = Fa (4.138)

Les résultats concernant le cas ot @ n’est pas un vecteur propre de C sont rappelés

de maniere synthétique dans le tableau 4.2.

Composante normale Composante tangentielle Equations
(9W K>;K5 — Kg IW  [Kg — K3K;3
K Ky + ———— 4.105 4.106
K; 0 0 (4.108)
IW 1
K 0 K;K;5 + K 4.112
3 oKs \/_ 2K3 6 ( )
K, 0 (4.115)
W 1
K 0 4K +K2 VKz;K; — K 4.125
5 3al<52 NG 4 2K3 6 ( )
W1
K¢ 0 8](6 \/E 4K, + K VK2K3 + Kg (4137)

TABLEAU 4.2: Contribution de chaque K; au calcul du vecteur contrainte
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CHAPITRE 4. Interprétation des nouveaux invariants K; dans le cas d’un matériau a une famille de fibres

On observe que :

1.

K, et K4 donnent des contributions nulles, tant en composante normale qu’en

composante tangentielle.
Seul K fournit une contribution normale.

Trois combinaisons génériques d’invariants apparaissent : K, K3 —Kg, K;K3+Kg
et 4K, + K%

. K5 est absent de ces formules génériques. On peut néanmoins le faire appa-

raitre en remplagant 4K4+K3 gréace a la relation (4.6) : 4KZ+K? = K3(4K4+K3).
On obtient alors les formules (4.124) et (4.136) qui sont équivalentes aux for-
mules (4.125) et (4.137) référencées dans le tableau 4.2 (cf. remarques 4.10.6
et 4.10.9).

On note un comportement spécifique des nouveaux invariants Ks, Ks et Kg par
rapport a Ky, Ky et Ky qui peuvent étre considérés comme plus classiques.
K5 et K4 sont en effet les seules a fournir une contribution nulle et Kj le
seul a fournir une composante normale non nulle. On peut ainsi établir un
parallélisme entre cette observation et la conclusion du paragraphe 4.9 quand

aux roles respectifs joués par K3, Ks et Kg d'un coté et Ky, K; et Ky de I'autre.
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CONCLUSIONS ET PERSPECTIVES

Dans cette these, on a développé une méthode constructive générale qui permet
de déterminer de maniere automatique les invariants d’'une loi hyperélastique ani-

sotrope.

Le premier chapitre a permis de poser les bases de cette méthode en rappelant
notamment les travaux pionniers de Thionnet et Martin [56] dans le cas de maté-
riaux composites élastiques. Nous nous sommes inspirés de ces travaux et les avons
adapté au cas hyperélastique anisotrope. En raison de sa nature constructive, cette
méthode laisse a la détermination d’une famille de générateur d’invariants moins de
libre arbitre que la méthode classique ou les possibilités de choix sont nombreuses.
C’est un premier avantage. Le deuxieme avantage est qu’il n’est pas nécessaire
de séparer les densités d’énergie en une partie isotrope et une partie anisotrope

comme cela se pratique usuellement.

Dans le deuxieme chapitre, on a étudié le cas d’un matériau constitué de deux
familles de fibre de collagene. Apres avoir déterminé le groupe d’invariance et
utilisé 'opérateur de Reynolds ainsi que le théoreme de Noether, nous avons réussi a
exhiber une base d’intégrité constituée de 7 éléments. Il s’agit de 1’élément essentiel

et original de ce chapitre. Il est détaillé dans le théoreme 2.2.

Le troisieme chapitre est consacré a I’étude d’un matériau constitué d’une seule
famille de fibres. Cependant, contrairement au cas avec deux familles, des diffi-
cultés techniques dans 1'utilisation de l'opérateur de Reynolds et du théoreme de
Noether apparaissent. Leurs applications nécessitent en effet la prise en compte
d’un groupe de symétrie matérielle de cardinal fini, ce qui n’est pas le cas avec une
seule famille pour laquelle le groupe de symétrie est constitué de ’ensemble des
rotations autour de ’axe de la fibre. Pour surmonter cette difficulté, nous avons
introduit un opérateur de Reynolds généralisé, noté R_G, et nous avons montré que
les propriétés associées a ce nouvel outil théorique constituent une extension de
I'opérateur classique. En utilisant ce nouvel opérateur, nous avons démontré qu’un
polynome invariant quelconque sous 'action du groupe de symétrie est générée
par six polynomes invariants K; de degré inférieur ou égal a 3. Ce résultat original
(présenté dans les théoremes 3.1 et 3.2) permet de se substituer au théoreme de

Noether qui n’est pas applicable au cas traité dans ce chapitre.
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Dans le dernier chapitre, du fait du caractere novateur de 'opérateur de Reynolds
généralisé que nous avons introduit, l'interprétation mécanique et géométrique des
nouveaux invariants liés a une famille de fibres fait 'objet d’une étude approfon-
die. Nous avons notamment établi de nombreux liens entre les nouveaux invariants
trouvés et les phénomenes de cisaillement. Grace au théoreme de Kantorovich
[27; 31], il a été notamment possible de déterminer une valeur maximum de 1’angle
de cisaillement fibre-matrice. Nous avons étudié par ailleurs le cas des déformations
infinitésimales et avons montré que seuls les invariants Ki, K, et Ky sont non nuls
apres linéarisation. Il s’agit des invariants déja répertoriés dans la littérature (Hol-
lingsworth et Wagner [21]; Peng et al. [39]; Schroder et Neff [43]). Cela signifie que
les trois nouveaux invariants Kz, K5 et Kg jouent un role a part lorsqu’on s’intéresse
aux phénomenes non linéaires. Enfin, en plus de I’étude des invariants proprement
dit, on a examiné leur contribution dans le calcul du vecteur contrainte lorsque
I'on considere un effort appliquée sur la surface perpendiculaire a la direction des

fibres. Deux résultats importants apparaissent :

1. le role central joué par la direction des fibres en terme d’analyse spectrale du

tenseur de déformations de Cauchy-Green.

2. T'influence différente des invariants Ky, K, et Ky (par rapport a K, Ks et Kg),
ce qui souligne a nouveau le caractere particulier des nouveaux invariants Ks,
K5 et K6.

En terme de perspective, dans la continuité des travaux déja réalisés, plusieurs

pistes peuvent étre explorées :

1. Développer des lois de comportement hyperélastique originales en utilisant
les nouveaux invariants trouvés et réaliser leur implémentation élément fini

dans un code de calcul.

2. Appliquer la méthode que nous avons développée a d’autres types de maté-

riau anisotrope comme ceux constitués de trois ou quatre familles de fibres.

3. Intégrer une approche microstructurale dans la problématique traitée dans
cette these (prise en compte de la géométrie des sections des fibres, effets d’in-

terface entre la fibre et la matrice, endommagement et rupture des fibres,...)
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4. Dans le cas d’une seule famille de fibres, nous avons prouvé qu’il était possible
de se passer du théoreme de Noether, moyennant 'introduction d’un opéra-
teur de Reynolds généralisé. Il pourrait donc étre intéressant d’étudier s’il
n’existe pas une version plus générale du théoreme de Noether, qui s’affran-
chirait de ’hypothese de cardinal fini, mais dont le domaine d’application se
réduirait sans doute a une catégorie restreinte de groupe, en gros ceux dont
la description peut étre paramétrée (I’angle de rotation autour de I'axe de

fibres pour un matériau constitué d’une seule famille de fibres par exemple).

5. Comme le nouvel invariant K5 semble jouer un role a part, il serait intéres-
sant de I’étudier de maniere plus attentive. Les derniers résultats que nous
avons obtenus a ce sujet (résultats a affiner et non inclus dans ce mémoire),
semblerait prouver que Ks peut étre éliminé de la base d’intégrité, moyennant
la prise en compte argumentée d’éléments supplémentaires dans le groupe de

symétrie.
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Annexe A

Pour un matériau a une famille de fibres

Al R_G(a:“) non nul et de degré |a| inférieur ou égal a 3

On présente dans cette annexe la totalité des invariants de la forme R_G(:c“) avec
lal <3, en se limitant uniquement a ceux qui sont non nuls. Ces derniers ont été
déterminés grace a un calcul symbolique réalisé avec le logiciel WxMaxima. Il y en
a 34 parmi 83 (6 de degré 1 + 21 de degré 2 + 56 de degré 3 =83). Pour rappel,

Rg(x*) représente Vopérateur de Reynolds généralisé défini par Péquation (3.11).
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A.2. RELATIONS ENTRE LES COMPOSANTES DE LA MATRICE T?

ol | @ = (a1, a0, 03,04, a5, 06) | Rg(z”)

1 (1,0,0,0,0,0) 1
(0,0,0,1,0,0), (0,0,0,0,0,1) I(o2 + p3)

2 (2,0,0,0,0,0) 2
(1,0,0,1,0,0), (1,0,0,0,0,1) 2p1(p2 + p3)
(0,2,0,0,0,0), (0,0,2,0,0,0) (o5 +p3)

(0,0,0,2,0,0), (0,0,0,0,0,2) 5[4(pz — p2p3) + 3(p2 + p3)°]
(0,0,0,1,0,1) s[=4(pZ — p2p3) + (p2 + p3)°]
(0,0,0,0,2,0) s[4(pZ — p2p3) + (p2 + p3)°]

3 (3,0,0,0,0,0) 0

(2,0,0,1,0,0), (2,0,0,0,0,1) I02(p2 + p3)

(1,2,0,0,0,0), (1,0,2,0,0,0) >p1(p% + p?)

(1,0,0,2,0,0), (1,0,0,0,0,2)

Tp1[4(p2 — paps) + 3(p2 + p3)*]

(1,0,0,1,0,1)

sp1[=4(p2 — p2ps) + (p2 + ps)°]

(1,0,0,0,2,0)

101[4(p2 = p2ps) + (2 + p3)*]

(0,2,0,0,1,0),(0,1,1,0,0,1)

Z(pZ = p3)ps + paps(p2 — p3)]

(0,0,2,0,1,0),(0,1,1,1,0,0)

L2 = pDps + paps(p2 — ps)]

(07270717070 a(07072707071> %[(Pi - Pg)(PZ - PB) + 4P4P5p6 + z(pi + Pé)(PZ + P3)]

(0717 ,0,1,0) %[(pi - Pé)(PZ - PB) + 4P4P5P6]

)
1
(07070737070)’(07070707073> %(Pz + P3)[12(P§ — P2P3) + 5(P2 + P3)2]
(0’070727071)’(07070717072) I—é(Pz + P3)[4(P§ — prS) - (Pz + P3)2]
(O’070717270)’<07070707271) 11_6(P2 + PS)[‘HP% - P2P3) + (Pz + P3)2]

TABLEAU A.1: Invariant Rg(2®) non nul avec |a| < 3.

A.2 Relations entre les composantes de la matrice T

L’objet de cette annexe est d’établir un certain nombre de relations qui lient entre
elles les composantes de la matrice TY définie par (3.10). Ces relations sont utilisées
dans la démonstration du théoreme 3.2 du chapitre 3.

. c e 0 T6 0 S0 -
Commengons par linéariser T5,, T, et T, par rapport a 0 :

227
. 1 1 .
T3, = 5(p2 + p3) + 5 c0s(20)(p2 = p3) = sin(20) pe (A1)
. 1 1 .
T4 = 5(p2 + p3) = 5 cos(26)(p2 — pa) +sin(26) pe (A-2)
1 .
TS, = 5 sin(20)(p2 — p3) + cos(20) ps (A.3)




ANNEXE A. Pour un matériau a une famille de fibres

On déduit que :
T3, + T3, = p2+ p3 (A.4)

T9, — TS, = cos(26)(p2 — ps) — 2sin(26) pe (A.5)

On remarque que T‘9 T 53 beut encore s’écrire sous deux formes différentes :
Ty — Tgs = [Ty + T3] — 2T = (p2 + p3) — 2T, (A.6)
T5, — Tgy = 2T5, — [T5, + Tos] = 2T5, — (p2 + p3) (A7)

On calcule enfin [T9, — T5,]* & partir de (A.5) :

[ngz - T§3]2
= (cos(20))*(p2 — ps)* + 4(sin(20))*pZ — 4 sin(20) cos(20)(p2 — p3)ps

. (A-8)
= [1 = (sin(20))*](p2 — p3)* + 4[1 = (cos(260))*]p;
—45in(20) cos(20)(p2 — p3)ps
On utilise les expressions (A.3) pour conclure :
[Tzez 3]2 (P2 + P3)2 + 4(,0(, p2p3) — 4(T. 3)2 (A.9)

On s’intéresse maintenant au produit de TQ par T a partir des expressions (3.10)
0 6 .
de Ty, et T7; :

1
T?ZT?3 (cps —sps)(sps + cps) = = s1n(26)(p4 p2) + cos(20) paps (A.10)

Par ailleurs :

(T,)* + (T%)* = [cpa — sps)* + [spa + cps)* = p3 + p3 (A.11)

On remarque enfin que (T )2 (T )2 peut s’exprimer sous trois formes différents :

(T, = (T15)* = [(T)* + (T3] = 2AT3)° = (pi + p3) = 2ATy,)° (A.12)
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A.2. RELATIONS ENTRE LES COMPOSANTES DE LA MATRICE T?

(Tlez)z - (T193)2 = 2(T192)2 - [(Tlgz)z + (T193)2] = 2(T192)2 - (Pi + pé) (A'13)

(T9,)? = (T9,)* = [cpa = sps]* = [spa + cps)® = cos(20)(p3 — p2) — 2in(26) paps
(A.14)
On calcule maintenant le produit des trois coefficients non diagonaux de T? & 'aide
des équations (A.10) et (A.3) :

szngTzels 1
= [E sin(26)(p; — p3) + cos(26) p4p5][§ sin(20)(p2 — p3) + cos(20) pel
1, .
= 7(5in(20))*(p} = p3)(p2 = ps) + (c0s(20))* papsps
1 .
+§ sin(26) COS(29)[(P2 - Pé)Pé + psps(p2 — p3)]
L, 5
= 7(P1 = p3)(p2 = p3) + papsps
1 .
—Z(COS(ZQ))Z(PE — p3)(p2 — p3) — (sin(20))*p4psps

+% sin(26) cos(20)[(p3 — p2)ps + paps(p2 — p3)]
(A.15)

Soit encore, en factorisant les quatre derniers termes :

1
THTYTe = 705 = p2)(p2 = p3) + papspe

1 . 1 .
[ cos(20)(p?  p2) — sin(20) paps]l5 cos(20)(pa — ps) —sin(20) pe]
(A.16)
On en déduit en utilisant (A.5) et (A.14) que :

1 1
T, T Tas = 7(pi = p3)(p2 = ps) + papspe = ZU(T1H)* = (T 1Ty, = Tyl (A7)

On reporte (A.6) et (A.12) dans (A.17) :

1
T, T),Ty, = Z(Pi — p2)(p2 = p3) + Papsps

~ 12+ p2) = 2ATONI(p + ps) ~ 2T
(A.18)

1 1
= Z(Pi - P%)(Pz — p3) + PapsPe — Z(Pi + Pé)(Pz + p3)
1 1
_(T163)2T3?3 + E(Pi + PE)T% + E(PZ + PS)(T%)Z
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Mais il est aussi possible de reporter (A.7) et (A.12) dans (A.17) :

1
THTYTy = 70— p3)(p2 = p3) + papspe

12+ p2) ~ 2ATOPITY ~ (p + )]

1, 1., (A.19)
= Z(P4 — p5)(p2 = p3) + papspe + 1(94 + p5)(p2 + pa)
1 1
+(T1,)*Ty, - E(Pi +p3)T3, - E(PZ + p3)(T15)°
Dans le méme esprit, on peut aussi reporter (A.6) et (A.13) dans (A.17) :
oromo _ Lo o
LTl = 1(94 = P5)(p2 = p3) + Papspe
1
_Z[Z(Tlez)Z - (Pi + Pé)][(PZ + ,03) - 2T§3]
1, 1., (A.20)
= 1(P1 = p3)(p2 = p3) + papsps + 1 (py + p5)(p2 + ps)
1 1
+(T},)° T3, = E(Pﬁ +p3)TS; - 5(92 + p3)(T,)
Enfin, derniére possibilité on reporte (A.7) et (A.13) dans (A.17) :
oromo _ Lo o
Tl = 1(94 = P3)(p2 = p3) + Papsps
1
—Z[Z(T?z)z — (p3 + p)II2TY, — (p2 + p3)]
(A.21)

1 1
= ;L(pi — p2)(p2 — p3) + papsps — Z(Pﬁ + p2)(p2 + p3)

1 1
_(T192)2T292 + _(Pi + pé)ng + 5(p2 + PS)(Tlgz)z
2 2
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On s’intéresse pour finir au produit de T2‘92 - T§3 avec T T?.. Pour cela, on utilise

127 13°
(A5) et (A.10) :

[T292 - T:??)]szTles
. 1 .
= [cos(20)(p2 — p3) — 2 sin(26) pé][i sin(260)(p; — p3) + cos(26) paps]
(A.22)
On développe le produit :
[T, = TSITY, T, = —(sin(20))*(p; — p3)ps + (cos(20))*paps(p2 — p3)
. 1 (A.23)
+sin(20) cos(29)[§(pi — P3)(P2 = P3) = 2p4psPé]
On modifie les deux premiers termes en utilisant ¢ + s> =1 :
[T3, = THITLTY = =(p3 = p3)pe + paps(p2 = ps3)
+(cos(20))*(p; — p3)ps — (sin(20))* paps(p2 — ps) (A.24)

. 1
+sin(20) COS(29)[§(P2 — P3)(p2 — p3) — 2p4ps5pP6]
On factorise les quatre derniers termes :

[T, — TSITY, T, = (03 — p3)ps + paps(p2 — ps)

1 . :
+[§ cos(26)(pi — p%) — sin(20) p4ps][sin(20)(p2 — p3) + 2 cos(20) pe]
(A.25)
On conclut en utilisant (A.14) et (A.3) que :

[T, — TSITOTY, = (02 — pHps + paps(p2 — pa) + [(TO)? — (TO)ATY,  (A.26)

Il y a deux manieres d’exploiter (A.26). On peut d’abord reporter (A.12) dans
(A.26) :

[Tzez - T§3]T192T193 = (02 — pp)Ps + paps(p2 — p3) + [(pf + p3) — 2(T163)2]T263
(A.27)
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ANNEXE A. Pour un matériau a une famille de fibres

La deuxieme maniere consiste a reporter (A.13) dans (A.26) :

[T292 - T§3]T?2T163 = (Pé - 92)96 + paps(p2 — p3) + [Z(sz)z - (Pi + pzzs)]T263
(A.28)

A.3 Intégrales de fonctions circulaires

La théoreme 3.2 du chapitre 3 de ce mémoire nécessite 1'utilisation d’intégrales
de fonctions circulaires qui peuvent s’écrire sous forme générique de la maniere

suivante :

271
Ak, D) = fo (sin 0)¥(cos 6)'d6 (A.29)

ou k et | sont des entiers naturels.
L’objectif de cette annexe est de calculer I'intégrale définie par (A.29). On com-

mence pour cela par réaliser une succession d’intégration par parties :

Atk D) = [ (sin 6)(cos 6)'d6

= (sin 6)**!(cos 6) 13"
_ o 1
0 k+1

_ 111—11 [ (sin 0)+2(cos 0)2d0

k+1

(sin O)*1[(I — 1)(cos 8)""%(— sin 0)]dO
(A.30)

:.(l_l)(l—3)...(l—2r+1)

C(k+ DKk +3)...(k+2r=1) b " (sin 0)+¥"(cos 0)'2'd6

0

ol  est un entier naturel qui satisfait la condition 2r <.

Sil-2r=1:
~ (I-1)(1-3)...2 o,
Ak, 1) T (k+D)(k+3)...(k+1=2) (sin 6™ cos 66 A3]
__(=nU= .2 1 e (A.31)
T k+D)(k+3)...(k+1-2)k+1 0 -
-Sil-2r=0:

(I-1)(1-3)...1 I

AlD = Dk kD b

(sin 6)**dO (A.32)
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Pour achever le calcul correspondant a 1’équation (A.32), on va montrer que :

27 Sin=0
nm-1)n-3)...1

I, = fOZ”(Sin 0)'do = 2n  Sinmpairetn#0  (A.33)

nmn—-2)...2
0 Si n impair
Le cas n = 0 est trivial : 5
Iy = f do =2mn (A.34)
0

Lorsque n est supérieur ou égal a 2, on réalise une intégration par parties :

I, =[(sin®)"(—cosO)3" + (n—1) fozn(sin 0)"2(cos 0)*d0O

27T (A35)
=(n—-1) [ (sin 0)"*[1 — (sin 0)*]dO = (n — 1)(Iy—> — I,)
Donc : .
L="""1I,, (A.36)
D’ou, de proche en proche :
n—ln:;.“_lo Sin pairet n>2
=4 " 7" (A.37)
noIn=3 2 i mpair et 3 2
1 n-2"""3 1 pair e =

On conclut que (A.33) est vérifiée a l'aide de (A.34), (A.37) et du calcul trivial

suilvant :

27
L= f sin 0d6 =0 (A.38)
0

Donc, dans le cas ou [ est pair (I = 2r), les formules (A.32) et (A.33) prouvent
que A(k, 1) est nul lorsque k est impair. Lorsque k est pair, on déduit de (A.32) et
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ANNEXE A. Pour un matériau a une famille de fibres

(A.33) que :
o (-D(I=3)...1  (k+l-1)(k+1-3)...1
AlD = DG+ k=) GkeDk+I-2..2 "
_[0-10=3). k-DE=3)..1]
- k+Dk+1-2)..2 (A.39)
Ikt
= 27‘(

[1(0=2).. 2llk(k=2).. 21k + Dk +1-2)...2]

La formule (A.39) peut étre encore simplifiée en utilisant le fait qu’elle correspond

au cas ou k et [ sont pairs tous les deux : k =2p et [ = 2r.

I(1-2)...2=(21NQr-2)...2 =271 = 23(4!
k(k—2)...2=(2p)2p—2)...2 = 2°p! = 23 (k)1 (A.40)

k+l

(k+D(k+1-2)...2=2"(p+r)! =27 ()

On conclut donc :

k'l

k+1 k. 1
Al ) =1 2 (GG

0 Sinon

21t Sik et | sont pairs
)! (A.41)
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Annexe B

Inégalité de Kantorovich

L’inégalité de Kantorovich a été prouvée en 1948 [27]. Une démonstration dé-
taillée en frangais peut étre consultée dans [31]. Cette inégalité permet de borner
(Az, A 'z, x)

l|l|*
positive et n'importe quel vecteur  non nul. Le majorant de I'inégalité est reli¢ au

la quantité pour n’importe quelle matrice A symétrique définie
conditionnement de la matrice A. Dans le cadre de cette these, cette inégalité est
particulierement intéressante car elle fait apparaitre des quantités invariantes liées
au cisaillement si on prend pour A le tenseur des déformation de Cauchy-Green a
droite C. L’énoncé du théoreme de Kantorovich et une démonstration synthétique
sont fournis dans cette annexe. Ils sont complétés par des résultats originaux por-
tant sur les directions & pour lesquelles le majorant de 'inégalité de Kantorovich
est atteint. D’un point de vue mécanique et biomécanique, ces résultats permettent
de faire une investigation des directions pour lesquelles on obtient un cisaillement

maximum (cf. paragraphe 4.6.1).

B.1 Un énoncé et une démonstration classique

Théoreme B.1. Soit A une matrice symétrique et définie positive. On a alors

l’encadrement suivant :

L < (Az, 2)(A"'z, ) _ (K(A)z + K(A)7 )2
- l|l||* B 4 '

Vo # o0 (B.1)
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ANNEXE B. Inégalité de Kantorovich

Ou K(A) représente le conditionnement de A :
K(A) = — (B.2)
les A; représentant les valeurs propres de A classés par ordre croissant :

0<A1$/\2S...SAN (BS)

Démonstration. A étant une matrice symétrique, on peut la factoriser sous une

forme diagonale A par une matrice de changement de base P orthogonale :
A =PAP’ (B.4)

il

En introduisant le vecteur unitaire y, de composante y;, défini par y = PTZ

llell”

est facile de montrer que :

N N

2 2
e~ & e Zﬂm
On introduit ensuite le coefficient a; par :
= |yl (B.6)

La partie centrale de I'inégalité de Kantorovich se réécrit alors :

(Az, z)(A 'z, ) Y
R Z“”;X (B7)

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

N
(Z ) = (Z Va4 1)< Z A (Y 5 % (B.8)
i=1

En se servant du fait que Zfil a; = 1 (puisque y est de norme 1), on obtient la

minoration par 1 de l'inégalité de Kantorovich.
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B.1. UN ENONCE ET UNE DEMONSTRATION CLASSIQUE

On remarque par ailleurs que d’apres (B.3) :
Ai—AD)A —AN) <0 VA; (B.9)

D’ou :
AMAN

1 + A)a; < (A + An)a; (BlO)

(

N . N
En se servant a nouveau du fait que ),;.; @; = 1 et en sommant chaque terme de

(B.10), il vient :

N —
o AM+Ay—A
S =" = B.11
;‘ A T MAN ( )
ou on a noté :
N
/_\ = Z OéiAi (B.12)

N N o N o
Q) ra)(Y 5H =105 (B.13)
i=1 i=1 "' i=1 "

al Y M+ Ay =1
A <AL ON B.14
(Z:‘ )(Zﬂ ) T (B.14)

Le maximum du polynome —A? + (A1 + Ay)A est obtenu en annulant sa dérivée :

1=ty (B.15)
2
Un majorant de (B.14) s’écrit donc :
A+ A A+ Ay /\1 /\N
N An M K A)7 + K(A):2
2 A1+)\N V N V L) ( )2 ( )) (B.16)

AMAN

197



ANNEXE B. Inégalité de Kantorovich

On combine (B.7), (B.14) et (B.16) pour achever la démonstration.
Remarque B.1. En rappelant la définition du quotient de Rayleigh :

(Ax, )

@,z z#0 (B.17)

PA(w) =

On remarque que le majorant de I'inégalité de Kantorovich s’écrit encore :

Az, z) A\,
(Az ”’ﬁ;m ) _ pa(@)pasi () (B.18)

Remarque B.2. Dans les hypotheses de I'inégalité de Kantorovich, on a supposé que
la matrice A était symétrique, ce qui correspond a la situation qui nous intéresse
en mécanique. Il faut cependant noter que, dans une version plus générale du

théoreme de Kantorovich [31], la matrice A est supposée hermitienne.

B.2 Un résultat original

Une question intéressante a poser (qui n’est pas abordée dans [31]) est d’étudier les
directions & pour lesquelles le majorant de 'inégalité de Kantorovich est atteint.
Cela permettrait en effet d’identifier les angles de cisaillement maximum qu’il est
possible d’atteindre entre la fibre et la matrice dans le cas d’un matériau compor-
tant une seule famille de fibres (cf. paragraphe 4.6.1). On apporte une réponse a
cette question dans le cas particulier ot A est une matrice de dimension 3 X 3. Ce
cas correspond en effet a la dimension de la matrice des déformations de Cauchy-
Green & droite C = FT'F qui nous intéresse en mécanique. Puisque ’on travaille en

dimension 3, la condition que la somme des a; vaut 1 s’écrit :
a1+ ar +03 = 1 (Blg)

Par ailleurs, si le maximum est atteint, on aura, d’apres (B.11), (B.12) et (B.15) :

A+ A
AMag + Aran + Azaz = ! ; 3 (B?O)
1 1 1 A+ A
_al + _0(2 + —0(3 = 1 + 3 (B21)

A Ay A3 2A1A5
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B.2. UN RESULTAT ORIGINAL

Les équations (B.19), (B.20) et (B.21) s’écrivent de maniére plus compacte sous la

forme matricielle suivante :

11 1 (g R 1A
1+ A3
Mo A ] g, | = — (B.22)
LR U O A I PP
A Aa A 2A1 A5
A

Le déterminant de A s’obtient facilement :

1

det(N) = Fe

(A1 = A2)(A = Az)(A3 = Ap) (B.23)

Le systeme (B.22) est donc inversible si les valeurs propres de C sont distinctes.

Cela amene donc a distinguer trois cas :

— 1ler cas : Valeurs propres distinctes
Il existe dans ce cas une solution unique. Pour la déterminer de maniere élégante,
on peut multiplier (B.19), (B.20) et (B.21) par trois coefficients a, b et c et
sommer le tout :

/\1+/\3+ AL+ Az

f(/\l)Oél + f(Az)az + f(/\3)0(3 =a+b 5 c 2 (B24)

ol on a posé :

f(A)=a+bA+ cl = l(b/\2 +ad+c) (B.25)

A A
Afin d’obtenir une équation avec une seule inconnue, on choisit a, b et ¢ de sorte
que :

fA) = f(A2) =0 (B.26)

Pour cela, il suffit de prendre :

FA) = 2= A)(A = 42 (B.27)
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ANNEXE B. Inégalité de Kantorovich

Ce qui revient a choisir :
b= 1,a= —(/\1 + /\2),’ c=MA; (B28)

On reporte (B.25), (B.26) et (B.28) dans (B.24) :

Az —A)(Az3 = A A+ A A+ A
(A3 1%(3 3 2)a3:—(/\1+/\2)+ 1 . 3 Ay 21A1/\33
(A5 = A)(As = Ay)
- 2A3
1 1 V2
:}043:§:>y§:§:>y3:i7 (B29)

En utilisant le méme procédé pour calculer a; et ap (c’est a dire en ajustant de

maniere judicieuse les coefficients a, b et c de la fonction f), il est facile d’obtenir :

V2
Yi=2— y2=0 (B.30)
A partir de (B.29) et (B.30), on conclut que les directions pour lesquelles le
majorant de l'inégalité de Kantorovich est atteint sont les bissectrices des deux

directions principales associées a la plus petites et a la plus grande valeur propres
de C.

— 2eme cas : Valeur propre double Ay = Ay # A3
On déduit de (B.19), (B.20) et (B.21) que :

(ar+am)+az=1 (B.31)
M+A
/\1(011 + 0(2) + /\30(3 =21 5 3 (B32)
_ _ A+ As
/\11(&1 + az) + /\31013 = 2A1/\3 (B33)
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B.2. UN RESULTAT ORIGINAL

On multiplie (B.31) par a, (B.32) par b et(B.33) par ¢ et on somme :

fA)(an + az) + f(As)(az) =a + b/\1 A3 + c/\1 4

2 2MA;

ou f est définie par (B.25). On choisit :

1
fA) = X(A - Ay
Ce qui revient a prendre :
a=-2A;b=1c=A3

L’équation (B.34) s’écrit alors :

/\1+/\3

1

— (A3 — A)a3 = =21 + A2 =

s~y 1T 200 215
IR SR SR .
0(3—2 y3_2 y3__2

On reporte (B.38) dans (B.31) :

1 » , 1
a1+a2:§:>yl+y2:§

(B.34)

(B.35)

(B.36)

(B.37)

(B.38)

(B.39)

Dans le cas d'une valeur propre double, les directions pour lesquelles le majorant

de T'inégalité de Kantorovich est atteint peuvent étre qualifiées de la maniere

suivante :

e Une composante dans le plan des directions principales associées a la valeur

2
propre double et située sur le cercle de centre 0 et de rayon - (eq. (B.39)).

e Une composante parallele a la direction principale associée a la valeur

2
propre simple. Cette composante est égale a 17\/_ (eq. (B.38)).

201



ANNEXE B. Inégalité de Kantorovich

— deme cas : Valeur propre triple Ay = Ay = A3
Le systeme (B.19), (B.20) et (B.21) s’écrit alors :

a+ar+az=1
Mai+a+a3)=A Satmt+te=1=>y+y;+y3=1 (B.40)
/\Il(éh +a;+a3) = /\Il

Tout les vecteurs unitaires sont des directions pour lesquelles le majorant de

I'inégalité de Kantorovich est atteint.
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Résumé :

Les travaux de cette these s’inscrivent dans le cadre de la formalisation mathématique des lois de
comportement de matériaux anisotropes permettant de modéliser les tissus organiques tels que les
ligaments, les tendons ou les parois artérielles. Les applications possibles de ces travaux concernent
la santé de ’'homme appréhendée au travers d’outils numériques prédictifs, ces derniers permettant
de comprendre le fonctionnement musculo-squelettique du corps humain. Ces travaux peuvent aussi
s’appliquer aux caoutchoucs renforcés par des fibres. A partir du milieu des années 1950, I'utilisation
de la théorie des invariants a été intensivement étudiée dans le cadre de la mécanique et plusieurs
invariants, encore aujourd’hui largement utilisés pour modéliser le comportement des matériaux,
ont alors été proposés. Cependant, |'utilisation de ces invariants n’est pas sans poser plusieurs
problemes :

¢ |l en existe une grande diversité, ce qui pose le probleme de leur choix dans le cadre d’une
modélisation,

e Certains invariants, sur lesquels reposent les densités d’énergie, sont difficiles a interpréter
physiquement.

Pour répondre a cette problématique, une nouvelle méthode constructive d’invariant a été
récemment proposée par Thionnet et Martin. Il s’agit d’'une méthode systématique et originale qui
permet de s'assurer de |'unicité (a une relation pres) de |'écriture polynémiale des invariants et qui a
été appliguée a I'endommagement des matériaux composites. Dans cette thése, nous nous
proposons d’adapter cette méthode au cas des matériaux hyperélastiques anisotropes utilisés pour
modéliser le comportement de tissus biologiques. En étudiant les particularités géométriques d’'un
matériau constitué de deux familles de fibre de collagéne, on démontre en particulier que le cardinal
du groupe d’invariance est égal a 4, qu’une famille finie de générateurs d’invariants contient 209
éléments et qu’'une base d’intégrité est constituée de seulement 7 éléments. On en déduit de
nouveaux invariants et de nouveaux tenseurs cinématiques.

Le cas d’'un matériau a une seule famille de fibres de collagéne a également été investigué mais les
outils développés précédemment ne sont plus applicables. Les éléments centraux de la méthode
constructive que nous avons développée, qui sont le théoréme de Noether et I'opérateur de
Reynolds, nécessitent en effet la prise en compte d’un groupe de symétrie matérielle de cardinal fini,
ce qui n'est pas le cas pour un matériau avec une seule famille de fibres. Pour surmonter cette
difficulté, nous avons introduit un opérateur de Reynolds généralisé et avons montré que les
propriétés associées a ce nouvel opérateur constituent une extension de I'opérateur classique. Nous
avons également démontré qu’un polynéme invariant quelconque sous le groupe de symétrie est
généré par six polyndmes invariants de degré inférieur ou égal a 3. Ces six nouveaux invariants ont
fait I'objet d’une interprétation mécanique et géométrique approfondie. Grace au théoreme de
Kantorovich, nous avons notamment déterminé une valeur maximum de I'angle de cisaillement fibre-
matrice.

Mots-clés : Théorie mathématique des invariants, Loi de comportement biomécanique, Tissu
biologique, Hyperélasticité
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