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Avant-propos

P our faciliter la lecture de ce document, les équations, définitions, théo-
rèmes, algorithmes, remarques, etc., partagent la même numérotation et
celle-ci se fait par section. Par exemple, dans la section 4.240 du chapitre

429, le premier élément est numéroté 4.2.140 ; c’est un théorème dont la première équa-
tion est numérotée 4.2.240, la suivante 4.2.340 et ainsi de suite. Il se peut que certains
éléments, dits « flottants », comme les figures ou les algorithmes, qui sont disposés libre-
ment par LATEX, ne respectent pas parfaitement la continuité de la numérotation. Dans
tous les cas, soit l’élément auquel il est fait référence se trouve sur une autre page et elle
est spécifiée en indice, comme dans « 4.2.140 », indiquant que le théorème numéroté 4.2.1
se trouve page 40, soit il se trouve sur la même page et ceci est indiqué par l’absence
d’indice, comme dans « 4.2.1 ».

Les notations utilisées dans ce document sont listées page 15.

Enfin, certaines annexes, qui prennent plutôt la forme de compléments, contiennent
des contributions importantes mais dont le détail, au moment où il en est question,
risquerait de perturber l’exposition générale des travaux ; ces compléments sont alors
ajoutés à la fin du chapitre correspondant. D’autres annexes, en fin de manuscrit, re-
prennent des résultats classiques, accompagnés de quelques commentaires, sous un angle
et avec des notations adaptées à l’utilisation qui en est faite dans le corps de la thèse.
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Chapitre 1

Introduction générale

I l est intéressant d’observer qu’une grande partie des objets déformables qui
nous entourent sont caractérisés par une forme élancée : soit filiforme, comme
les cheveux, les plantes, les fils (voir la figure 1.0.1) ; soit surfacique, comme

le papier, les feuilles d’arbres, les vêtements ou la plupart des emballages (voir la figure
1.0.212).

(a) (b) (c)

Figure 1.0.1 : Des exemples d’objets filiformes autour de nous. L’image (a) est tirée
de (Pickover, 2012), (b) de (Casati et Bertails-Descoubes, 2013) et (c) de (Daviet et al.,
2011).

Simuler (numériquement) la mécanique de telles structures présente alors un inté-
rêt certain : cela permet de prédire leur comportement dynamique, leur forme statique
ou encore les efforts qu’elles subissent. Cependant, pour pouvoir réaliser correctement
ces simulations, plusieurs problèmes se posent. Les modèles (mécaniques, numériques)
utilisés doivent être adaptés aux phénomènes que l’on souhaite reproduire, ainsi qu’à
l’échelle d’étude ; le modèle mécanique choisi doit pouvoir être traité numériquement,
c’est-à-dire que les équations qui le constituent doivent pouvoir être résolues soit de ma-
nière exacte, soit de manière approchée par des méthodes compatibles avec l’architecture
utilisée1 ; enfin, il est nécessaire de connaître les paramètres du modèle qui permettront

1Par exemple, si l’on travaille en arithmétique flottante, les erreurs d’arrondi peuvent devenir pro-
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12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION GÉNÉRALE

(a) (b) (c)

Figure 1.0.2 : Quelques objets surfaciques déformables. Le maillage de la figure (b)
est issue d’une capture provenant de (White et al., 2007) et la figure (c) est tirée de
(Grinspun et al., 2003)

de reproduire l’instance du phénomène souhaitée. Dans cette thèse nous abordons ces
trois points, dans le cadre de la simulation de structures élancées.

Dans la première partie, nous décrivons une nouvelle méthode de discrétisation spa-
tiale des équations de Kirchhoff dynamiques, régissant le comportement des tiges élas-
tiques inextensibles et sans cisaillement. L’approche consiste à découper la tige en élé-
ments de courbures et de torsion affines avec l’abscisse curviligne, une extension des
clothoïdes à l’espace. La difficulté majeure tient au fait que le problème géométrique
ne possède pas de solution explicite ; nous montrons cependant qu’une utilisation des
séries entières avec une attention particulière pour éviter les problèmes d’arithmétique
flottante permet non seulement de résoudre efficacement et précisément le problème géo-
métrique mais aussi d’intégrer la dynamique de manière performante. Nous comparons
soigneusement la précision géométrique ainsi que l’efficacité de notre approche avec des
modèles de référence et montrons la pertinence d’une telle contribution.

Dans la seconde partie, nous nous intéressons à la conception d’une méthode de cal-
cul automatique des paramètres géométriques d’un modèle de surface déformable (coque
élastique). Plus précisément, on trouve la forme au repos (sans force appliquée) que doit
avoir une coque élastique, connaissant sa forme à l’équilibre sous la gravité et en présence
de contact frottant, et connaissant les paramètres physiques du matériau. Un tel pro-
blème est dit inverse puisqu’il procède dans le sens opposé à celui de la simulation. Nous
apportons aussi des éléments de réflexion pour l’élaboration d’un modèle qui pourrait
faciliter le processus d’inversion.

Les deux parties sont dans une large mesure indépendantes. Cependant, nous avons
à plusieurs reprises dans la seconde partie, mis en évidence les connexions qui existent
avec la première. D’autre part, les perspectives que nous donnons en fin de document
marient ces deux parties.

blématiques.
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Dans cette thèse, nous nous sommes intéressés essentiellement aux applications qui
concernent l’informatique graphique, dans lesquelles richesse visuelle, robustesse et effi-
cacité des simulateurs, ainsi que le contrôle de l’utilisateur, jouent un rôle primordial.
Par ailleurs, la complexité et la taille des instances à traiter (des centaines ou milliers de
fibres en contact frottant, des vêtements soumis à de grands déplacements et en contact
frottant avec le corps du personnage, etc.) en font de réels défis, même pour des méthodes
ayant fait leurs preuves dans un contexte différent. D’autre part, l’intérêt croissant des
physiciens pour des modèles numériques compacts et performants nous laisse espérer
que l’applicabilité des méthodes proposées pourra dépasser le champ de l’informatique
graphique.





Notations

∅ Ensemble vide.
N Ensemble des entiers naturels.
Z Ensemble des entiers relatifs.
R Ensemble des nombres réels.
R

∗ Ensemble des nombres réels privé de l’élément nul.
R+ Ensemble des nombres réels positifs ou nul.
R− Ensemble des nombres réels négatifs ou nul.
[a ; b] Ensemble des nombres réels compris (au sens large) entre les réels a et

b.
Ja ; bK Segment contenant les entiers compris entre les réels a et b, [a ; b] ∩ Z.
⌊x⌋ Partie entière par défaut de x ∈ R, i.e. plus grand entier n ∈ Z tel que

n 6 x < n + 1.
C Ensemble des nombres complexes.
R

n
R × R × · · · × R
︸ ︷︷ ︸

n fois

, c’est l’ensemble des n-uplets de réels.

Å Intérieur de A ⊂ R
n, c’est le plus grand ouvert contenu dans A.

A Adhérence de A ⊂ R
n, c’est le plus petit fermé contenant A.

∂A Frontière de A ⊂ R
n, c’est l’adhérence privée de l’intérieur, A\Å.

C n Ensemble des applications n fois dérivables et dont la dérivée n-ième est
continue, n = ∞ éventuellement. Les ensembles de départ et d’arrivée
sont soit précisés entre parenthèses, soit déterminés par le contexte.

Gn Ensemble des courbes pour lesquelles il existe une paramétrisation de
classe C n, n = ∞ éventuellement.

u × v Produit vectoriel des vecteurs u et v de R
3 (nous utilisons la notation

anglo-saxone).
O, O, Θ Relations de comparaison usuelles, f = Θ(g) signifie f = O(g) et

g = O(f).
Df(x) Différentielle (au sens de Fréchet) de f : Rn −→ R

p en x ∈ R
n, aussi

appelée application linéaire tangente, c’est une application linéaire de
R

n dans R
p. On peut parfois préciser en indice la variable de différen-

tiation comme dans Dxf .
D2f(x) Différentielle seconde de f : Rn −→ R

p en x ∈ R
n, c’est une application

bilinéaire symétrique de R
n ×R

n dans Rp. On peut parfois préciser en
indice les variables de différentiation comme dans D2

x,yf .
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16 NOTATIONS

∇f(x) Gradient de f : Rn −→ R au point x ∈ R
n, c’est une forme linéaire de

R
n dans R identifiée à un vecteur de R

n. On peut parfois préciser en
indice la variable de différentiation comme dans ∇xf .

∂f

∂xi

Dérivée partielle de f : R
n −→ R

p par rapport à la variable xi,
comme f , c’est une application de R

n dans R
p.

∂2f

∂xi∂xj

Dérivée partielle seconde de f : Rn −→ R par rapport aux variables xi

et xj, comme f , c’est une application de R
n dans R

p.
〈 · ; · 〉 Produit scalaire, généralement de Rn×R

n dans R mais peut être précisé
suivant le contexte.

‖ · ‖ Norme dépendante du contexte (souvent associée au produit scalaire
ou norme sup).

E⊥ Ensemble des vecteurs de R
n qui sont orthogonaux à tous les vecteurs

de E ⊂ R
n.

Sn−1(R) Sphère unité de R
n pour la norme du contexte.

Im(f) Image de l’application linéaire f .
Ker(f) Noyau de l’application linéaire f (image réciproque de {0}).
dim(F ) Dimenssion du sous-espace vecotiel F ⊂ R

n.
Mn(R) Ensemble des matrices carrées de taille n × n à coefficients dans R.
I Matrice identité de Mn(R) (élément neutre pour le produit).
A⊤ Transposée de la matrice A ∈ Mn(R).
Sn(R) Ensemble des matrices symétriques de Mn(R), i.e. vérifiant A⊤ = A.
An(R) Ensemble des matrices antisymétriques de Mn(R), i.e. vérifiant A⊤ =

−A.
tr(A) Trace de la matrice A ∈ Mn(R) (somme des éléments diagonaux).
det(A) Déterminant de la matrice A ∈ Mn(R).
O(n) Groupe des matrices orthogonales de Mn(R), i.e. vérifiant A⊤A = I.
SO(n) Sous-groupe de O(n) dont les matrices ont un déterminant égal à 1.
S++

n (R) Ensemble des matrices symétriques définies positives de Mn(R), i.e
vérifiant (〈Ax ; x〉 > 0 et (〈Ax ; x〉 = 0 =⇒ x = 0)) pour tout vecteur
x de R

n. On l’identifie à l’ensemble des formes bilinéaires symétriques
définies positives de R

n × R
n −→ R, lui-même identifié à l’ensemble

des formes quadratiques définies positives de R
n dans R.

〈 · ; · 〉M Produit scalaire associé à la matrice M de S++
n (R), pour u, v ∈ R

n,
〈u ; v〉M = 〈Mu ; v〉.

‖ · ‖M Norme associée au produit scalaire 〈 · ; · 〉M .
TxM Espace tangent à la sous-variété M en x.
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Chapitre 2

Introduction

L ’ un des principaux intérêts de l’informatique graphique est la création de
formes et de mouvements virtuels qui synthétisent la complexité visuelle
du monde qui nous entoure. Les objets longilignes se retrouvent dans les

plantes (tiges), chez les humains et animaux (cheveux et fourrures) ou dans les objets
manufacturés (fils, câbles, rubans). Quelques-uns de ces objets sont représentés figure
2.0.120. Ils sont caractérisés par un comportement mécanique complexe donnant lieu à
des formes lisses et courbées, et participent ainsi à une grande richesse visuelle. Notre
but ici est d’aboutir à un modèle numérique pour simuler de manière robuste et efficace
la mécanique des tiges, en considérant en particulier celles qui sont les plus courbées.

Ces tiges flexibles, que l’on peut supposer inextensibles et sans cisaillement, sont bien
décrites par la théorie non-linéaire de Kirchhoff (Dill, 1992). Cependant, les équations du
mouvement sont réputées comme étant difficiles à traiter numériquement, notamment
par la présence de dérivées d’ordre 4 en espace. L’inextensibilité et les forces élastiques
doivent en particulier être traitées avec soin car elles constituent la plus grande source
d’instabilité numérique.

La plupart des méthodes numériques existantes reposent sur une discrétisation no-
dale de la tige qui a l’avantage de mener à des équations creuses, mais qui nécessite
cependant beaucoup d’éléments pour représenter des géométries fortement courbées.
D’autre part, ces méthodes ne permettent pas de garantir l’inextensibilité explicitement
et cette dernière doit alors être contrainte au risque de compromettre l’efficacité ou la
stabilité du système. Ces aspects seront détaillés au chapitre 323. À l’inverse, nous cher-
chons une paramétrisation réduite de haut degré incorporant de manière compacte toute
la cinématique de la tige. Dans cette optique, le modèle des Super-Hélices, qui se com-
pose d’éléments d’hélices circulaires parfaitement inextensibles, et pour lequel les forces
élastiques sont linéaires par rapport aux degrés de liberté, a été la première approche
introduite dans ce sens (Bertails et al., 2006). Cependant, ce modèle possède un ordre
de continuité faible (G1) dû à la discontinuité des courbures. Dans la nature, la plupart
des tiges possèdent une courbure continue et sont bien approchées par des éléments de
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20 CHAPITRE 2. INTRODUCTION

(a) (b)

(c)

Figure 2.0.1 : Des objets courants, filiformes et courbés. Une vrille de vigne (a), une
mèche de cheveux (b) et un ruban de papier (c). À droite de chacun des objets, deux
images d’une simulation utilisant notre modèle en courbure affine par morceaux. Remar-
quer la ressemblance des formes même à faible résolution : 4 éléments pour (a), 2 pour
(b) et 1 pour (c). Photo (a) à gauche, c© Jon Sullivan, pdphoto.org.

courbures affines par morceaux (voir la figure 2.0.1). Ces observations nous amènent à
proposer, au chapitre 429, une primitive dont la courbe moyenne est une Clothoïde 3D
ou spirale d’Euler 3D — une courbe dont la courbure et la torsion varient linéairement1

(Harary et Tal, 2012). Le modèle résultant du raccordement G2 de tels éléments est celui
que nous appellerons Super-Clothoïdes 3D ; il reste parfaitement inextensible.

La difficulté majeure qui se présente alors, et qui n’est pas rencontrée par les modèles
de plus faible degré, est celle de l’évaluation de la géométrie (et par conséquent de toute
la cinématique de la tige). En effet, l’expression de forme fermée (voir l’annexe A157

pour une définition) sur laquelle reposait le modèle des Super-Hélices n’existe plus mais
il est pourtant nécessaire que cette géométrie soit évaluée précisément. Dans le cas de la
dimension 2, les équations prennent la forme d’un problème, plus simple, de quadrature
(Bertails-Descoubes, 2012). Ceci permet l’intégration rapide de la dynamique pour la
dimension 2, mais n’est pas applicable à la dimension 3.

Notre approche est inspirée des méthodes de calcul symbolique dont l’objectif est
d’obtenir des résultats avec une très grande précision et une majoration de l’erreur com-
mise (Mezzarobba, 2011). Si la précision est aussi une de nos préoccupations, l’efficacité

1Plus précisément, ce sont des courbures et torsion matérielles qui sont linéaires dans notre modèle
mais les courbes ainsi décrites sont plus générales puisqu’il suffit d’imposer que la première courbure
soit nulle pour retrouver les courbes de (Harary et Tal, 2012).
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est cruciale pour permettre le calcul rapide des quantités coûteuses comme celles qui
interviennent dans le calcul de la dynamique. Nous nous attachons donc à développer
une méthode qui utilise uniquement l’arithmétique flottante standard (simple ou double
précision).

Le cœur de notre contribution est une nouvelle manière de résoudre la cinématique et
la dynamique des tiges en exploitant la structure des équations, grâce à des séries entières,
tout en prenant soin d’éviter les problèmes numériques liés à l’arithmétique flottante.
Au chapitre 569, nous montrons d’une part que notre méthode permet d’atteindre la
précision machine beaucoup plus rapidement que les intégrateurs numériques classiques ;
et d’autre part que notre dicrétisation spatiale converge beaucoup plus rapidement vers
la solution du problème continu que les autres modèles de tiges. Nos résultats illustrent
la richesse des mouvements générés à des temps de calcul compétitifs.





Chapitre 3

État de l’art

L es tiges flexibles, ces structures déformables élancées dans une direction,
ont été étudiées depuis plus d’un siècle dans plusieurs domaines scienti-
fiques. Les applications sont en effet nombreuses et à des échelles très dif-

férentes, allant de la pose de câbles sous-marins (Goyal et al., 2008) à l’étude de l’en-
roulement des brins d’ADN (Benham et Mielke, 2005), et en passant par la croissance
des plantes grimpantes (Goriely et Neukirch, 2006), la modélisation de chevelures (Ward
et al., 2006), ou encore la simulation de fils chirurgicaux (Chentanez et al., 2009). Voir
la figure 3.0.124 pour une illustration de cette variété d’applications.

Théories des tiges élastiques minces

On distingue plusieurs modèles mécaniques de tiges déformables en fonction du type de
déformation qu’elles ont à subir. Ici nous nous intéressons à la modélisation des cheveux
bouclés, des rubans enroulés, des plantes ou des câbles vrillés. Tous ces exemples su-
bissent des déformations élastiques (i.e., réversibles) qui sont dominées par la flexion et
la torsion (modérées) alors que leur extensibilité et leur cisaillement peuvent être négli-
gés. C’est pourquoi nous considérons un modèle inextensible, sans cisaillement et dont
les déformations sont petites de sorte que la loi de comportement élastique est linéaire.
Pour rendre compte des non-linéarités caractéristiques des phénomènes que nous avons
mentionnés plus haut, les grands déplacements doivent être autorisés. Les équations ré-
gissant le mouvement d’un tel solide ont été introduites par Kirchhoff et Clebsch dans
leur théorie des tiges élastiques minces en grands déplacements (Dill, 1992). Plus tard,
les frères Cosserat et Cosserat (1909) ont proposé une représentation mathématique in-
tuitive dans laquelle la tige est modélisée par une courbe (la courbe moyenne) et une
base matérielle décrivant les déformations de la section de la tige et tournant le long de
la courbe autour du vecteur de Darboux. On trouvera dans (Audoly et Pomeau, 2010)
une description détaillée de cette théorie, dérivée de l’élasticité tridimensionnelle.
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(a)

(b)

eau

fond
(c) (d)

Figure 3.0.1 : Différentes tiges à différentes échelles : des brins d’ADN droit et enroulé
(a), des cheveux (b), un câble sous-marin (c) et une plante grimpante volubile (d) (Sachs
et al., 1875).

Solution des équations

Il n’existe pas, dans le cas général, de solution explicite aux équations de Kirchhoff ; des
techniques permettant d’approcher ces solutions doivent alors être développées. Parmi
les méthodes les plus connues pour discrétiser les équations de Kirchhoff en temps et en
espace, citons les différences finies et les éléments finis. Même si les méthodes à base de
différences finies sont souvent simples à mettre en œuvre, la prise en compte des condi-
tions aux bords n’est pas toujours évidente dans le cas des tiges et nécessite souvent
l’utilisation d’une méthode de tir1. De plus, le caractère raide des équations de Kirchhoff
et la présence de dérivées d’ordre 4 (en espace) imposent l’utilisation de petits pas d’in-
tégration ou d’intégrateurs implicites adaptés (Goyal et al., 2008). Les méthodes à base
d’éléments finis permettent de transformer les équations aux dérivées partielles en une
équation différentielle ordinaire en « éliminant » la variable d’espace grâce à des éléments
bien choisis. Parmi ces méthodes, on trouve l’approche connue sous le nom des tiges géo-
métriquement exactes (Simo et Vu-Quoc, 1986) qui, dans le cadre plus général d’une tige
extensible et soumise au cisaillement, discrétise le champ de déplacement et celui des ro-
tations par des fonctions de forme interpolantes. Le problème majeur de cette approche,
qui a donné lieu à beaucoup de travaux, est celui de l’utilisation d’éléments interpolants

1Les méthodes de tir s’appliquent à la résolution des problèmes aux limites où les conditions (in-
connues) à un bord sont approchées itérativement pour satisfaire les conditions au bord opposé, par des
résolutions successives du problème de Cauchy correspondant.
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préservant l’objectivité, c’est-à-dire l’invariance du tenseur métrique aux transformations
rigides Crisfield et Jelenić (1999). D’autre part, sauf à utiliser des constantes de raideur
importantes et obtenir un système raide, il n’est pas possible d’appliquer directement
cette méthode au cas des tiges inextensibles et sans cisaillement.

En informatique graphique, le premier à avoir introduit le modèle de Kirchhoff à la
communauté a été Pai (2002). Son approche, limitée au problème statique, se base sur
une discrétisation spatiale par différences finies. Dans la suite, plusieurs approches se sont
attaquées au problème dynamique, grâce à des techniques plus avancées basées sur des
formulations variationnelles ou des concepts de géométrie différentielle discrète. Parmi
les méthodes proposées, on peut distinguer deux grandes classes de modèles (Baraff,
1996) ; d’une part, les modèles en coordonnées réduites (ou modèles réduits), basés sur
une paramétrisation minimale du système, et d’autre part, les modèles en coordonnées
maximales (ou modèles nodaux) dont les degrés de liberté sont des points échantillonnés
sur la courbe moyenne assortis de contraintes cinématiques. Ces derniers sont carac-
térisés par une matrice de masse creuse qui permet souvent une intégration en temps
efficace même pour un grand nombre de degrés de liberté. À l’inverse, les modèles réduits
héritent la plupart du temps d’une matrice de masse dense mais sont souvent exempts
de contrainte cinématique. Dans cette seconde catégorie, deux travaux ont permis de
décrire la cinématique exacte des tiges et de manière parfaitement inextensible. Il s’agit
de l’approche des solides rigides articulés (Hadap et Magnenat-Thalmann, 2001; Ha-
dap, 2006) paramétrés par des articulations angulaires ; et les Super-Hélices (Bertails
et al., 2006) paramétrées par des courbures et torsion constantes par morceaux. Dans
la catégorie des modèles nodaux, on trouve le modèle CoRdE (Spillmann et Teschner,
2007) où les degrés de liberté sont les positions et les orientations de la section de la
tige. Les orientations sont couplées aux positions par une contrainte souple (pénalité) et
l’extensibilité est limitée grâce à un terme élastique raide. On trouve aussi le modèle des
Discrete Elastic Rods (Bergou et al., 2008) qui, en se fondant sur le repère de Bishop, uti-
lise des angles associés aux nœuds de la discrétisation pour paramétrer astucieusement
la base matérielle. Ceci garantit notamment que la base matérielle reste par construc-
tion adaptée à la courbe moyenne, c’est-à-dire que l’un de ses vecteurs reste aligné avec
la tangente à la courbe. L’inextensibilité est traitée explicitement, en utilisant soit une
méthode de projection rapide (Bergou et al., 2008; Goldenthal et al., 2007), soit un
terme élastique raide (Bergou et al., 2010). De plus, pour assurer une certaine stabilité,
c’est un schéma implicite, résolu avec un algorithme de type Newton–Raphson, qui est
utilisé afin de maîtriser les termes raides de flexion/torsion et d’élongation/compression
(Bergou et al., 2010).

Modèles réduits basés sur les courbures et la torsion

L’avantage de considérer les courbures et la torsion comme degrés de liberté, au lieu
des positions, est que la cinématique de la tige est alors préservée de manière exacte
(en particulier l’inextensibilité), sans redondance dans la représentation et donc sans
contrainte supplémentaire. Un tel modèle réduit et de haut degré bénéficie aussi d’une
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implicitation « à moindre frais » des forces élastiques, puisque ces dernières dépendent
linéairement des courbures et de la torsion. Enfin, si les modèles nodaux ont bénéficié
de nombreuses méthodes spécifiques pour la réponse à la collision (comme « l’altération
de position » (Baraff et Witkin, 1998)), des solveurs de contact frottant performants se
sont révélés être facilement utilisables avec ce genre de modèles réduits (Daviet et al.,
2011).

Comme les méthodes d’éléments finis dont il est question plus haut, les Super-Hélices
reposent sur une formulation faible des équations de Kirchhoff. La différence principale
réside dans le fait que la discrétisation n’opère pas sur le champ des déplacements et
des rotations, mais sur celui des courbures et de la torsion. Courbures et torsion sont
approchées par des fonctions constantes par morceaux et la courbe moyenne résultante
est alors constituée d’hélices circulaires. Cette formulation a l’avantage non seulement
de tenir compte exactement de l’inextensibilité mais aussi de ne pas souffrir du problème
de non-objectivité dont il est question plus haut. Le prix à payer est le caractère dense
de la matrice de masse, mais ceci est nuancé par le petit nombre d’éléments (entre 5 et
10) nécessaire pour capturer des mouvements et des formes visuellement riches.

Cependant, comme illustré figures 3.0.2 et 3.0.428, les jonctions seulement C 1 des
Super-Hélices restent visibles et disgracieuses, surtout à faible résolution. Comme dans

(a) (b)

Figure 3.0.2 : Comparaison esthétique entre (a) une Super-Hélice et (b) notre modèle
de Super Clothoïde 3D. Les jonctions entres les hélices sont particulièrement visibles (5
éléments) alors que notre modèle possède une forme esthétique même à faible résolution
(2 éléments).

le cas de la dimension 2 (Bertails-Descoubes, 2012), ceci peut-être corrigé en imposant
une continuité C 2 grâce à l’utilisation de clothoïdes par exemple (voir la figure 3.0.428).

Utilisation des clothoïdes

Les clothoïdes, aussi appelées spirales de Cornu ou d’Euler, sont des courbes planes
le long desquelles la courbure varie de manière affine. La figure 3.0.327 donne le tracé
d’une clothoïde dont la courbure vérifie κ(s) = s

2
. Les clothoïdes permettent des jonctions

continues en courbure (voir la figure 3.0.428) ce qui justifie principalement leur utilisation
dans la conception de routes, ou de la trajectoires de robots (Delingette et al., 1991;
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Figure 3.0.3 : La spirale de Cornu dont les équations sont données par les intégrales
de Fresnel.

Fraichard et Scheuer, 2004), car elles garantissent la continuité de l’accélération le long
de la trajectoire. Leurs qualités esthétiques, dues à la minimisation de la variation en
courbure

∫
κ′2, en font également de très bonnes candidates à la création de polices

d’écriture (Levien, 2009), la complétion de formes (Kimia et al., 2003; Harary et Tal,
2012), la conception géométrique assistée par ordinateur (McCrae et Singh, 2008; Baran
et al., 2010) ou encore la simulation physique de courbes 2D (Bertails-Descoubes, 2012).
Leur évaluation repose sur les intégrales de Fresnel ou sur des méthodes de quadrature
puisqu’elles ne possèdent pas d’expression de forme fermée (voir l’annexe A157 pour une
définition). Leur extension au cas d’une courbure polynomiale semble remonter à Dillen
(1990), qui leur donne le nom de spirales polynomiales. Elles aussi sont utilisées pour la
génération de trajectoire de robots (Kelly et Nagy, 2003; McNaughton et al., 2011) ou la
conception de polices de caractères (Levien, 2009). Comme pour les clothoïdes, ce sont le
plus souvent des méthodes de quadrature qui sont utilisées pour leur évaluation (Kelly et
Nagy, 2003; McNaughton et al., 2011) même si on note dans (Levien, 2009) l’utilisation
de développements limités grâce à la génération de code. Enfin, les clothoïdes ont déjà
été étendues à la dimension 3 (Harary et Tal, 2012) pour la complétion de formes :
dans cette extension, comme on s’y attend, courbure et torsion géométriques sont des
fonctions affines de l’abscisse curviligne. Cependant, contrairement à la dimension 2,
l’évaluation de la géométrie des courbes résultantes est plus complexe et repose sur la
résolution d’une équation différentielle linéaire, intégrée numériquement. Dans la suite,
nous considérons une classe de courbes 3D plus large, en étendant la définition de Harary
et Tal (2012) pour une clothoïde 3D.
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(a) (b)

(c) (d)

Figure 3.0.4 : Comparaison des degrés de continuité en dimension 2. Les modèles
nodaux ou à base de segments (Bergou et al., 2008; Hadap, 2006) possèdent des dis-
continuités tangentielles (a) ; les modèles à base d’arcs de cercles (ou d’hélices) (Bertails
et al., 2006) sont discontinus en courbure (b), et cette discontinuité est particulièrement
visible et déplaisante visuellement (au milieu de la courbe) ; la clothoide est au contraire
une primitive très esthétique (c) et peut être reliée à un arc de cercle (par exemple) de
manière C 2 sans discontinuité de la courbure (d).



Chapitre 4

Le modèle des Super-Clothoïdes 3D

D ans ce chapitre nous présentons notre modèle discret de simulation de tiges
mécaniques, appelé Super-Clothoïdes 3D. La première section est consa-
crée à la motivation et à l’exposition des équations du modèle dynamique

continu des tiges de Kirchhoff et nous montrons que leur résolution est un problème
difficile nécessitant des techniques d’approximation robustes.

La discrétisation spatiale de ces équations par des éléments en coordonnées nodales
(Bergou et al., 2008) ou en coordonnées réduites en hélices circulaires (Bertails et al.,
2006) ont permis d’approcher numériquement les solutions des équations dynamiques
des tiges de Kirchhoff. Afin de réduire le nombre d’éléments nécessaires à une bonne
approximation et espérer ainsi, peut-être, améliorer l’efficacité en temps de calcul, nous
avons considéré des éléments de degré encore plus élevé que des hélices.

Dans la seconde section de ce chapitre, nous présentons notre discrétisation géo-
métrique par des éléments de courbures et torsion qui varient de manière affine avec
l’abscisse curviligne, une généralisation des clothoïdes du plan que nous appelons les
Clothoïdes 3D. Le modèle présenté est à la fois de haut degré, et en coordonnées réduites.
Nous montrons aussi que ce choix de coordonnées permet d’améliorer la continuité de
la géométrie sous-jacente du modèle, dont la courbe moyenne est de classe C 2, rendant
ainsi inutile l’utilisation d’une géométrie lisse supplémentaire (contrairement au cas des
modèles de faible degré) pour la visualisation ou la détection de collision.

Ensuite, nous montrons comment notre méthode de calcul de la géométrie permet
une évaluation efficace des quantités nécessaires à la simulation numérique de ce modèle
dynamique que nous appelons les Super-Clothoïdes 3D.

Enfin, afin de mesurer l’apport de notre modèle sur l’état de l’art, nous le comparons
géométriquement et dynamiquement avec les deux modèles discrets de tiges de Kirchhoff
dynamiques introduits en informatique graphique, les Discrete Elastic Rods (Bergou
et al., 2008) et les Super-Hélices (Bertails et al., 2006).
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Ce travail a donné lieu à une publication à ACM SIGGRAPH / Transactions on
Graphics en 2013 (Casati et Bertails-Descoubes, 2013).

4.1 Modèle de Cosserat, hypothèses de Kirchhoff

Une tige matérielle est un solide dont une dimension (longitudinale) est grande devant les
deux autres (transverses) définissant la section de la tige. Une description mathématique
fidèle et compacte de ces solides est donnée par le modèle de Cosserat (Cosserat et
Cosserat, 1909) que nous présentons maintenant. Nous verrons ensuite que sous certaines
hypothèses — d’inextensibilité et de non-cisaillement, ce sont les hypothèses de Kirchhoff
— simplificatrices mais justifiées, les équations du modèle prennent une forme encore
plus simple et compacte. La discrétisation spatiale de ces équations fera l’objet de la
prochaine section.

4.1.1 Le modèle de Cosserat

Considérons une tige matérielle ayant une configuration au repos (pas forcément droite)
et pouvant subir les déformations élastiques suivantes : flexion, torsion, cisaillement
et élongation / compression. Ceci est schématisé figure 4.1.1. La tige est alors décrite

forme au repos flexion torsion cisaillement
élongation /
compression

Figure 4.1.1 : Les différentes déformations d’une tige de Cosserat.

géométriquement par deux quantités. La courbe moyenne r : [0 ; L] −→ R
3, qui est une

paramétrisation du centre de la tige, et la base matérielle R = (n0, n1, n2) : [0 ; L] −→
SO(3), une matrice de rotation dont le premier vecteur n0(s) est normal à la section de
la tige en s et les deux autres (n1(s), n2(s)) forment une base de cette section. Cette base
matérielle a pour objet de modéliser la déformation de la section le long de la tige, ce que
ne saurait faire la courbe moyenne seule. Le couple (r, R) s’appelle le repère matériel,
on le note F . Ce formalisme est schématisé figure 4.1.231.

Dans le cas où la base matérielle est de classe C 1, le fait qu’elle reste orthonormée
implique l’existence d’un vecteur κ = (κ0, κ1, κ2) : [0 ; L] −→ R

3, continu, permettant de
décrire son évolution le long de la tige — voir le théorème D.3.1165 pour la démonstration
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s = 0

s = L

n0n1

R(s)

n2

r(s)

Figure 4.1.2 : Une tige matérielle, sa courbe moyenne r (en pointillés) et sa base
matérielle R.

de ce résultat. Plus précisément, les variations de la base matérielle sont données par

R′(s) = R(s)[κ(s)]× pour s ∈ [0 ; L] (4.1.3)

où le « ′ » désigne la dérivation par rapport à s et [u]× est la matrice (antisymétrique)
du produit vectoriel de u à gauche de sorte que

[u]×v = u × v pour u, v ∈ R
3. (4.1.4)

Si u = (u1, u2, u3), alors

[u]× =





0 −u3 u2

u3 0 −u1

−u2 u1 0



 . (4.1.5)

Le vecteur κ est appelé vecteur de Darboux à droite ; le vecteur de Darboux à gauche, Ω,
étant défini par R′ = [Ω]×R. Ces deux vecteurs sont liés par la relation suivante (c.f.
théorème D.3.1165),

Ω = Rκ. (4.1.6)

Les vecteurs de Darboux jouent un rôle géométrique important. En effet, ils caractérisent
la tendance de la base matérielle à tourner autour des axes de l’espace (dans le cas de Ω)
ou de la base elle-même (dans le cas de κ). Par exemple, la première composante de κ, κ0,
quantifie la vitesse à laquelle R tourne autour de n0, on l’appelle la torsion matérielle ;
les deux autres composantes, κ1 et κ2, quantifient la vitesse de rotation autour des axes
de la section, ce sont les courbures matérielles de la tige. Ces quantités ne sont pas à
confondre avec la courbure et la torsion géométriques, données par le repère de Frenet.
En effet, ces dernières sont purement géométriques et calculées uniquement à partir de
la courbe. Elle ne donnent donc aucune information sur la déformation de la section de
la tige comme le fait la base matérielle. L’exemple suivant permet de bien cerner leur
différence. Une courbe sans torsion géométrique est nécessairement plane alors qu’une
tige avec une torsion matérielle non nulle peut générer une courbe moyenne droite et
donc plane (voir la figure 4.1.1233). Il est clair que le vecteur de Darboux à droite (κ)
joue un rôle plus « intuitif » que son homologue à gauche (Ω). Ceci en fait un candidat
privilégié pour la description géométrique de la tige ; dans la suite, on ne parlera presque
plus que du vecteur κ et on le nommera le vecteur de courbures. Pour mieux comprendre
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l’effet de chacune des composantes de κ, on pourra consulter la figure 4.1.1233 dans le
cas restreint d’une tige de Kirchhoff (voir plus bas).

En supposant que la courbe moyenne r est elle-aussi de classe C 1, son évolution est
décrite par la donnée de sa tangente t : [0 ; L] −→ R

3 continue et telle que

r′(s) = t(s) pour s ∈ [0 ; L]. (4.1.7)

Finalement, la géométrie d’une tige de Cosserat est complètement modélisée par le pro-
blème de Cauchy suivant,

{

F ′(s) =
(
t(s), R(s)[κ(s)]×

)
pour s ∈ [0 ; L]

F(0) = F0 = (r0, R0)

(4.1.8a)

(4.1.8b)

où l’on voit bien que F0, t et κ sont les seuls paramètres (indépendants) du problème ;
leur connaissance permet à elle seule de connaître toute la configuration de la tige de
Cosserat.

Dans la suite, on décrit les hypothèses de Kirchhoff qui permettent de s’affranchir de
la connaissance de t tout en maintenant la qualité du modèle dans des conditions ayant
un large champ d’application.

4.1.2 Les hypothèses de Kirchhoff

À l’échelle macroscopique et pour les systèmes qui nous intéressent, les efforts de
flexion/torsion prédominent largement sur les efforts en élongation/compression ou en
cisaillement. En effet, par une analyse dimensionnelle, et sous l’hypothèse que le rayon
de courbure est comparable à la longueur de la tige, Audoly et Pomeau (2010, section 3.7
p. 90) montrent qu’il n’est pas justifié d’utiliser un modèle considérant tous ces efforts
à la fois. Lorsque la flexion/torsion prédomine, les efforts d’élongation/compression et
de cisaillement sont négligeables et inversement. Ceci motive et justifie les hypothèses de
Kirchhoff qui consistent précisément à considérer une tige inextensible et sans cisaille-
ment. L’hypothèse d’inextensibilité se traduit mathématiquement par

‖t(s)‖ = 1 pour s ∈ [0 ; L]. (4.1.9)

Ceci implique en particulier que s est une abscisse curviligne pour la courbe moyenne r.
L’hypothèse de non-cisaillement se traduit par le fait que les sections de la tige restent
perpendiculaires à la courbe moyenne, c’est-à-dire,

〈t(s) ; n1(s)〉 = 〈t(s) ; n2(s)〉 = 0 pour s ∈ [0 ; L]. (4.1.10)

Ceci implique que
n0 = t. (4.1.11)

La torsion matérielle τ quantifie désormais la vitesse à laquelle la tige tourne autour
d’elle-même. Aussi, on connaît maintenant complètement la géométrie d’une tige de
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Kirchhoff — une tige de Cosserat sous les hypothèses de Kirchhoff — par la simple
connaissance des quantités F0 et κ.

La figure 4.1.12 présente une tige de Kirchhoff en détaillant l’influence de chacune
des composantes du vecteur de courbures κ, donnant ainsi une représentation intuitive
de ces quantités.

t

n1

n2

τ

κ1

κ2

(a) (b) (c)

Figure 4.1.12 : Variation de la base matérielle le long d’une tige de Kirchhoff. Les
composantes du vecteur de courbures varient séparément (a) puis simultanément (b),
enfin, la tige tridimensionnelle qui en résulte est représentée (c).

4.1.3 Problème de Darboux

Nous venons de voir qu’une tige de Kirchhoff est décrite complètement par la connais-
sance des quantités F0 et κ, où κ est supposé être une fonction continue de s. Ceci
nous permet de comprendre que (F0, κ) forme un jeu minimal de paramètres de la tige,
bien adapté à l’élaboration d’un modèle réduit (voir les motivations, chapitre 323). Le
problème suivant, appelé problème de Darboux (Darboux, 1887),

connaissant F0 et κ, trouver F tel que
{

F ′(s) =
(
t(s), R(s)[κ(s)]×

)
∀s ∈ [0 ; L]

F(0) = F0

(4.1.13)
possède donc une unique solution, qui nous donne la géométrie de la tige. Cependant,
un problème important se pose : on ne connaît pas de solution explicite à ce problème
pour un κ quelconque. Voilà donc notre objectif : trouver une forme particulière pour
κ de sorte que l’on sache résoudre de manière très précise (voire exacte) le problème de
Darboux 4.1.13.

Remarque 4.1.14. La composante rotationnelle du problème de Darboux peut aussi être
formulée sur l’espace des quaternions dont on rappelle que la sphère unité est isomorphe
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à l’ensemble des rotations de R
3. Sur cet espace, l’équation R′ = R[κ]× s’écrit

q′ =
1

2
q · (0, κ) (4.1.15)

où (0, κ) est le quaternion de partie réelle nulle et de partie imaginaire κ. C’est une
manière compacte d’écrire l’équation différentielle du repère mais elle présente un in-
convénient : elle rompt la linéarité du problème de Darboux 4.1.1333. En effet, dans le
problème initial 4.1.1333, l’équation sur le repère est linéaire en κ et celle sur la courbe
moyenne est linéaire en R. Sur l’espace des quaternions, l’équation de la courbe moyenne
n’est plus linéaire en q puisqu’elle s’écrit

r′ = q · (0, t) · q−1 (4.1.16)

où q−1 est l’inverse du quaternion q (qui existe toujours puisque ‖q‖ = 1, q représente une
rotation). Cette linéarité va être cruciale pour le calcul efficace de la solution du problème
de Darboux que nous envisageons. C’est pourquoi, dans la suite nous ne parlerons plus
de quaternions et R sera toujours représentée par une matrice de rotation.

Une expression explicite dans certains cas

La théorie des équations différentielles ordinaires (Demailly, 2006, section 4.1 p. 211)
nous dit que dans le cas où [κ(s1)]× et [κ(s2)]× commutent pour tout (s1, s2) ∈ [0 ; L]2,
c’est-à-dire dans le cas où κ est de direction constante, il existe une expression explicite
pour le repère matériel, donnée par

R(s) = R0 exp

(∫ s

0

[κ(u)]× du

)

, ∀s ∈ [0 ; L]. (4.1.17)

La courbe moyenne s’écrit alors

r(s) = r0 +

∫ s

0

t(u) du, ∀s ∈ [0 ; L] (4.1.18)

où l’on rappelle que t est le premier vecteur de la base matérielle R. Il est intéressant
de constater que ceci implique que le vecteur de Darboux est lui aussi de direction
constante, et que son expression devient très simple,

Ω(s) = R(s)κ(s) {équation 4.1.631} (4.1.19a)

= R0 exp

(∫ s

0

[κ(u)]× du

)

κ(s) = R0

+∞∑

n=0

1

n!

(∫ s

0

[κ(u)]× du

)n

κ(s) (4.1.19b)

= R0κ(s) + R0

+∞∑

n=1

1

n!

(∫ s

0

[κ(u)]× du

)n−1 ∫ s

0

κ(u) × κ(s)
︸ ︷︷ ︸

0

du (4.1.19c)

= R0κ(s). (4.1.19d)

On peut interpréter géométriquement cette relation : le repère matériel tourne autour
d’une direction constante mais à vitesse variable. Un exemple d’une telle tige se trouve
figure 4.1.2035.
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Figure 4.1.20 : Une tige de Kirchhoff tridimensionnelle dont le vecteur de courbures
est de direction constante mais de norme variable.

Remarque 4.1.21. Notons que dans le cas de la dimension 2, qui correspond à τ = κ1 = 0,
κ est bien de direction constante et on peut toujours écrire l’équation 4.1.1734 mais
4.1.1834 peut ne pas avoir de solution en forme fermée (voir l’annexe A157) comme c’est
le cas dans (Bertails-Descoubes, 2012). De ce point de vue, le problème bidimensionnel
est plus simple que le problème en dimension 3.

Remarque 4.1.22. Un autre cas particulier où cette hypothèse est satisfaite est celui des
Super-Hélices (Bertails et al., 2006) où le vecteur de courbures est constant. Les équations
4.1.1734 et 4.1.1834 possèdent alors une solution en forme fermée (voir l’annexe A157) et
les courbes ainsi représentées sont des portions d’hélices circulaires. Elles sont ensuite
raccordées de manière C 1 pour former une courbe en hélices par morceaux.

Remarque 4.1.23. Notons en passant qu’il pourrait être intéressant (mais néanmoins
limité) de développer le cas de la modélisation d’une tige pour laquelle le vecteur de
courbures est de direction constante (ou constante par morceaux). Ceci permettrait
d’enrichir le modèle des Super-Hélices. Une telle tige est visible sur la figure 4.1.20.

Malheureusement, dans la plupart des cas, on ne dispose pas de solution explicite et
encore moins de forme fermée (voir l’annexe A157) de la géométrie de la tige. Dans la
section 4.240 nous donnons une méthode efficace, stable et précise pour le calcul de la
géométrie d’une tige de Kirchhoff dans le cas d’une courbure affine par morceaux. Avant
cela, nous établissons les équations mécaniques du modèle de Kirchhoff.

4.1.4 Équations mécaniques d’une tige de Kirchhoff

Dans cette section, on établit les équations dynamiques d’une tige de Kirchhoff. Celles-ci
sont valides lorsque :

• la longueur de la tige est grande devant les dimensions de sa section,

• la courbure reste modérée (le rayon de courbure est comparable à la longueur de
la tige)

• le matériau est homogène (ses propriétés sont les mêmes en tout point) et isotrope
(ses propriétés sont les mêmes dans toutes les directions).
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4.1.4.1 Principe fondamental de la dynamique appliqué à un élément de
tige

Considérons un segment infinitésimal de tige compris entre les sections (droites) d’abs-
cisses s et s + δs ; δs étant amené à tendre vers 0. Voir la figure 4.1.24. Dans un souci

s s + δs

−f(s)

f(s + δs)

p(s)

t(s + δs)

Figure 4.1.24 : Bilan des forces appliquées à un segment infinitésimal d’une tige de
Kirchhoff comprise entre les sections (droites) s et s + δs.

de clarté, on ne fait pas apparaître dans les quantités qui suivent leur dépendance en la
variable temporelle. Faisons le bilan des forces s’appliquant à la portion de tige considé-
rée :

• la partie en amont (< s) exerce sur cette portion une force interne (de tension) que
l’on note par convention −f(s) ; de la même manière, la partie en aval (> s + δs)
exerce une force f(s + δs) ;

• on suppose aussi la présence de forces extérieures (comme le poids ou les contacts)
distribuées1 le long de la tige et modélisées par une densité linéique de force p dont
la résultante sur l’élément qui nous intéresse vaut

∫ s+δs

s
p(u) du = p(s)δs + O(δs).

Finalement, si l’on note ρ la masse volumique de la tige et S l’aire de sa section (toutes
les deux supposées constantes), le principe fondamental de la dynamique en translation
appliqué à notre portion de tige donne

ρSδs r̈(s) = p(s)δs + f(s + δs) − f(s) + O(δs). (4.1.25)

En divisant par δs et en le faisant tendre vers 0, il vient,

ρS r̈ = p + f ′. (4.1.26)

Faisons maintenant le bilan des moments. On note rG le centre de gravité de la portion
[s ; s + δs].

• La densité de force extérieure, p, applique un moment résultant
∫ s+δs

s
(r(u)−rG)×

p(u) du = O(δs) ;
1La distribution est ponctuelle dans le cas des forces de contact, ceci est modélisé par une distribution

de Dirac.
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• la force interne f exerce quant à elle un moment résultant qui s’écrit

(r(s + δs) − rG) × f(s + δs) + (r(s) − rG) × −f(s) (4.1.27a)

= (r(s) − rG) × δsf ′(s) + δs t(s) × f(s + δs) + O(δs) (4.1.27b)

= δs t(s) × f(s) + O(δs) ; (4.1.27c)

• les portions amont et aval transmettent un moment dont la résultante s’écrit m(s+
δs) − m(s) où l’on a noté m(s) le moment interne transmis par la partie de la tige
située entre s et L ;

• enfin, on suppose qu’il n’y a pas de moment extérieur appliqué à la tige.

Finalement, en négligeant la dérivée du moment cinétique de la portion de tige considérée
par rapport à la somme des moments appliqués2, on obtient par le principe fondamental
de la dynamique en rotation,

m(s + δs) − m(s) + δs t(s) × f(s) = O(δs) (4.1.28)

qui, après division par δs et passage à la limite δs → 0, donne

m′ + t × f = 0. (4.1.29)

4.1.4.2 Loi constitutive du matériau

Les équations précédentes ne sont pas suffisantes pour décrire le comportement complet
de la tige. En effet, il faut ajouter les équations qui donnent la « réponse » de la tige
à une déformation ; ces équations sont appelées loi de comportement du matériau. Dans
le cas de déformations modérées — les courbures restent comparables à l’inverse de la
longueur de la tige L — il est justifié de considérer une loi de comportement linéaire :

m(s) = R(s)K (κ(s) − κ̄(s)) (4.1.30)

où κ̄ est le vecteur de courbures de la tige au repos (sans contrainte extérieure) et K est
la matrice de raideur supposée constante et donnée par

K =





µJ 0 0
0 EI1 0
0 0 EI2



 (4.1.31)

où E est le module de Young, µ = E
2(1+σ)

est le module de cisaillement, σ le coefficient de
Poisson, J le moment d’inertie axial et Ii le moment d’inertie de la section par rapport à
l’axe ni. Par exemple, dans le cas d’une section elliptique de rayon ai le long de l’axe ni,
ces trois dernières quantités sont données par

J = π
a1

3a2
3

a1
2 + a2

2
, I1 =

π

4
a1a2

3 et I2 =
π

4
a1

3a2. (4.1.32)

2Cette hypothèse découle du caractère négligeable des dimensions de la section devant la longueur
de la tige, elle est détaillée dans (Bertails, 2006, section 3.2 p. 126).
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4.1.4.3 Synthèse

Rassemblons ici les équations mécaniques d’une tige de Kirchhoff,







ρS r̈ = f ′ + p

m′ = f × t

m = RK(κ − κ̄)

(4.1.33a)

(4.1.33b)

(4.1.33c)

où ρS est la masse linéique de la tige, f est la force interne de la tige, p est la densité
linéique de force extérieure, m le moment interne, K la matrice de raideur et κ̄ le vecteur
de courbures au repos de la tige. Les équations 4.1.1333 (géométrie) et 4.1.33 (mécanique)
constituent les équations de Kirchhoff.

Avant de nous interroger sur la résolution de ces équations, nous établissons l’expres-
sion de l’énergie interne de la tige qui nous sera utile pour aboutir aux équations de la
dynamique dans la section 4.358.

4.1.4.4 Énergie élastique

On se place dans le cas d’une tige de Kirchhoff dont l’extrémité gauche (s = 0) est
encastrée (figée en position et en orientation) tandis que l’extrémité droite (s = L) est
libre (pas de force ni de moment appliqué). Afin d’établir l’expression de l’énergie interne
de la tige, Eint, calculons d’abord sa variation δEint induite par un déplacement (virtuel)
infinitésimal du vecteur de courbures δκ. Pour cela, notons δR et δr les variations
induites respectivement sur la base matérielle et sur la courbe moyenne. Le fait que
R+δR reste une matrice de rotation implique3 l’existence d’un vecteur que nous noterons
δθ tel que

δR = [δθ]×R. (4.1.34)

Toutes les quantités « δ », sauf δEint, dépendent bien entendu de s. Afin de relier les
quantités δκ et δθ, on écrit l’équation (R + δR)′ = (R + δR) [κ + δκ]× ce qui donne
[δθ′]×R = R[δκ]× soit en utilisant la relation I4163,

δθ′ = Rδκ. (4.1.35)

Il nous reste enfin à exprimer la variation δr. On écrit (r + δr)′ = t + δt et on obtient

δr′ = δθ × t. (4.1.36)

3Pour voir ceci, on montre que δRR⊤ + RδR⊤ = 0 et donc que δRR⊤ est antisymétrique, voir le
théorème D.3.1165.
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Nous avons maintenant tous les ingrédients pour exprimer la variation δEint de l’énergie
interne. C’est l’opposé du travail de la force interne (linéique) qui s’écrit

δEint = −
∫ L

0

〈f ′ ; δr〉 ds =

∫ L

0

〈f ; δr′〉 ds − [〈f ; δr〉]L0 (4.1.37a)

4

=

∫ L

0

〈f ; δθ × t〉 ds
5

= −
∫ L

0

〈f × t ; δθ〉 ds (4.1.37b)

= −
∫ L

0

〈m′ ; δθ〉 ds =

∫ L

0

〈m ; δθ′〉 ds −
[
〈m ; δθ〉

]L

0

6

=

∫ L

0

〈m ; Rδκ〉 ds (4.1.37c)

=

∫ L

0

〈K(κ − κ̄) ; δκ〉 ds. (4.1.37d)

Ceci nous permet alors de donner l’expression de l’énergie interne

Eint(κ, κ̄) =
1

2

∫ L

0

‖κ − κ̄‖2
K

ds (4.1.38)

puisque par convention l’énergie interne est nulle au repos (κ = κ̄).

4.1.5 Résolution des équations de Kirchhoff

Nous avons déjà vu que le problème géométrique 4.1.1333 n’admettait pas de solution
explicite dans le cas général ; c’est donc aussi le cas des équations de Kirchhoff 4.1.3338.
Il est ainsi nécessaire de considérer des méthodes d’approximation des solutions.

Remarquons que le problème 4.1.3338 n’est pas un problème de Cauchy — ou de
manière plus explicite mais moins française, un initial value problem, c’est-à-dire un
problème où toutes les conditions initiales sont connues — comme l’était le problème
géométrique 4.1.1333. En effet, les inconnues du problème 4.1.3338 sont f , m et κ — r
et t se déduisant de κ par résolution du problème géométrique 4.1.1333, au moins lorsque
F0 est connu — et ni f(0), ni m(0), ni κ(0) ne sont connus.

En revanche, dans le cas où l’extrémité s = L de la tige est « libre », le moment et la
force extérieure y sont nécessairement nuls — la partie avale de la tige ne transmet ni de
force ni de moment puisqu’elle est vide. Notons que ceci implique qu’à cette extrémité,
κ(L) = κ̄(L) d’après 4.1.33c38. Si l’autre extrémité est en plus encastrée, une partie de
l’information est donc connue en s = 0 : F(0) = F0, ainsi qu’en s = L : m(L) = f(L) = 0,
κ(L) = κ̄(L). C’est un problème aux limites — ou de manière tout aussi explicite mais
plus anglaise, un boundary value problem — non linéaire. Ces problèmes sont réputés
pour être difficiles. Ceci explique que ce n’est seulement que récemment que l’on a

4Le crochet de l’intégration par parties est nul puisque f(L) = 0 (l’extrémité droite est libre) et
δr(0) = 0 (l’extrémité gauche est encastrée).

5On a utilisé l’identité I5163.
6Le crochet dans l’expression de gauche est nul puisque m(L) = 0 (l’extrémité droite est libre) et

δθ(0) = 0 (l’extrémité gauche est encastrée ce qui implique 0 = δR0 = R(0)[δθ(0)]
×

).
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développé des méthodes efficaces et robustes pour leur résolution dans le cas dynamique
(Bertails et al., 2006; Bergou et al., 2008).

Dans les sections suivantes, nous détaillons les aspects géométriques puis dynamiques
de notre approche, avant de la comparer aux modèles de (Bertails et al., 2006) et (Bergou
et al., 2008) dans le chapitre suivant.

4.2 Géométrie d’une Clothoïde 3D

Nous nous consacrons dans cette section à la résolution numérique approchée du pro-
blème de Darboux 4.1.1333. L’approche est la suivante. En regardant le problème de
Darboux sur un sous-espace du vecteur des courbures, appelé espace des primitives, on
peut espérer aboutir à un problème plus simple et trouver une solution dans certains cas.
Si ce sous-espace est dense par « raccordement » des primitives, on aura alors trouvé
une méthode d’approximation des solutions du problème de Darboux.

Le cas qui nous intéressera finalement sera celui où les primitives sont des fonctions
affines de l’abscisse curviligne, la courbe résultante ayant un vecteur de courbures continu
et affine par morceaux. Cependant, nous commençons par énoncer quelques résultats
pour une classe de fonctions plus générales, celles des fonctions développables en série
entière en 0.

4.2.1 Solution développable en série entière

Il est intéressant de constater que dès lors que le vecteur de courbures est développable en
série entière, la solution du problème de Darboux l’est aussi ; de plus, la convergence de
la série solution est très rapide. Ceci fait l’objet du théorème ci-dessous. Nous ne pouvons
que recommander au lecteur la lecture de sa démonstration, car les majorations qui y
sont effectuées sont au cœur de notre algorithme de calcul efficace par séries entières.

Théorème 4.2.1. Soit κ : R −→ R
3 développable en série entière autour de 0 sur R

tout entier (on dit que le rayon de convergence de la série est infini). Ceci signifie que κ
satisfait

κ(s) =
+∞∑

n=0

λnsn ∀s ∈ R, (4.2.2)

où les λn
7 sont des vecteurs de R

3. Alors l’unique solution du problème de Darboux
4.1.1333 est elle aussi développable en série entière sur R,

R(s) =
+∞∑

n=0

Rnsn et r(s) =
+∞∑

n=0

rnsn, ∀s ∈ R, (4.2.3)

7L’utilisation des notations κ1 et κ2 pour les courbures matérielles (section 4.1.130) nous empêche
de désigner par κn les coefficients de la série κ, nous choisissons de les noter λn.
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et les coefficients satisfont les équations de récurrence suivantes, ∀n ∈ N,







Rn+1 =
1

n + 1

n∑

k=0

Rk[λn−k]×

rn+1 =
1

n + 1
tn,

(4.2.4a)

(4.2.4b)

où tn est la première colonne de Rn. De plus, la convergence de ces séries est rapide
puisque les restes sont majorés par des suites géométriques dont la raison peut être choisie
arbitrairement proche de 0. Plus précisément, pour la base matérielle par exemple, si l’on

fixe s ∈ R, que l’on pose C(s) = 2|s| ∑+∞
n=0 ‖λnsn‖, et Ms = C(s)⌊C(s)⌋

⌊C(s)⌋!
, alors ∀ω ∈ ]0 ; 1[

et ∀n ∈ N,8
∥
∥
∥
∥
∥
R(s) −

n−1∑

k=0

Rksk

∥
∥
∥
∥
∥
6 M s

ω

ωn

1 − ω
6 eC( s

ω ) ωn

1 − ω
(4.2.5)

où ‖ · ‖ désigne la norme du maximum des valeurs absolues, ‖A‖ = sup
i,j

|aij|, A ∈ M3(R).

dem. Nous avons retrouvé ce résultat mais il est en grande partie montré dans (Neher,
1996) pour le cas scalaire et la démonstration présentée ici est proche de celle de Neher
(1999). La majoration 4.2.5 sous cette forme précise est de notre cru (à notre connais-
sance) et sera cruciale dans la suite. On pourra consulter le dernier paragraphe de la
section 4.2.2.250 pour une discussion plus détaillée de nos contributions propres sur ce
point. Pour mieux comprendre cette démonstration, il peut être intéressant d’avoir en
tête le « profil de bosse » typique des coefficients de la série, que nous étudions dans la
section 4.2.245 et qui sont visibles figure 4.2.2949.

Tout d’abord, il est clair que si la base matérielle est développable en série entière,
la courbe moyenne r l’est aussi et son développement satisfait la récurrence précédente.
Il suffit donc de prouver que la série définie par la récurrence 4.2.4a est convergente et
que sa limite est solution de l’équation R′ = R[κ]×.

Montrons que la série définie par 4.2.4a converge. Il suffit pour cela de montrer qu’elle
converge absolument (par complétude de (M3(R), ‖ · ‖)). Notons que si A, B ∈ M3(R)
avec B antisymétrique, alors ‖AB‖ 6 2‖A‖‖B‖. On note Γ(n, s) = maxk6n

{∥
∥Rksk

∥
∥
}

,
∀n ∈ N et ∀s ∈ R ; d’après la récurrence sur Rn,

∥
∥Rn+1s

n+1
∥
∥ 6

2|s|
n + 1

n∑

k=0

∥
∥Rksk

∥
∥
∥
∥λn−ksn−k

∥
∥ 6

2|s|
n + 1

Γ(n, s)
+∞∑

k=0

∥
∥λksk

∥
∥ 6

C(s)

n + 1
Γ(n, s)

(4.2.6)
où l’on a posé C(s) = 2|s| ∑+∞

n=0 ‖λnsn‖ qui est finie puisque
∑

λnsn est convergente donc
absolument convergente (c’est le lemme d’Abel, il est rappelé en annexe B159). Posons

8Par convention, une somme qui ne contient aucun terme est nulle. C’est le cas ici lorsque n = 0.
On obtient alors un majorant de la somme absolue.
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n0(s) = ⌊C(s)⌋ de sorte que ∀n > n0(s), C(s)
n+1

< 1 ; ceci implique Γ(n, s) = Γ(n0(s), s)
d’après la majoration précédente ; on a donc ‖Rnsn‖ 6 Γ(n0(s), s), ∀n ∈ N. Le terme
général de la série est donc borné, ceci prouve que la série

∑ ‖Rnun‖ converge pour
|u| < |s| (c’est encore une fois le lemme d’Abel). Ceci étant vrai pour tout s ∈ R

et l’espace étant complet, la série
∑ Rnsn converge bien sur R (pour un rappel de ce

résultat, on pourra aussi consulter l’annexe B159).

Majorons maintenant le reste de la série. Pour cela, notons Γs = Γ(n0(s), s) et fixons
ω ∈ ]0 ; 1[, s ∈ R et n ∈ N,

∥
∥
∥
∥
∥
R(s) −

n−1∑

k=0

Rksk

∥
∥
∥
∥
∥
6

+∞∑

k=n

∥
∥Rksk

∥
∥ 6

+∞∑

k=n

∥
∥
∥
∥
Rk

( s

ω

)k
∥
∥
∥
∥
ωk

6

+∞∑

k=n

Γ s
ω
ωk

6 Γ s
ω

ωn

1 − ω
.

(4.2.7)

Pour aboutir aux inégalités 4.2.541, il nous reste à montrer les majorations Γs 6

Ms = C(s)n0(s)

n0(s)!
6 eC(s). Prenons n < n0(s), on a C(s)

n+1
> 1 et il vient,

Γ(n + 1, s) = max
(
Γ(n, s),

∥
∥Rn+1s

n+1
∥
∥
)
6 Γ(n, s) max

(

1,
C(s)

n + 1

)

6 Γ(n, s)
C(s)

n + 1
,

(4.2.8)
d’où, par une récurrence finie et en observant que Γ(0, s) = ‖R0‖ 6 1 (R0 est une
matrice de rotation), on obtient Γs = Γ(n0(s), s) 6

C(s)n0(s)

n0(s)!
. Ceci donne la première

inégalité de 4.2.541. Pour obtenir la seconde inégalité, il suffit de remarquer que C(s)n0(s)

n0(s)!

est un terme de la série eC(s), il est donc majoré par la somme (c’est une série à termes
positifs puisque C(s) > 0). En utilisant l’égalité 4.2.4b41, on majore de la même manière
les restes de la série

∑
rnsn.

Il reste à montrer que si la base matérielle est développable en série entière alors elle
satisfait la récurrence 4.2.4a41. Pour cela, « injectons » l’expression R(s) =

∑+∞
n=0 Rnsn

dans l’équation différentielle R′ = R[κ]×,

+∞∑

n=1

nRnsn−1 =
+∞∑

n=0

n∑

k=0

Rk[λn−k]×sn =⇒
+∞∑

n=0

(

(n + 1)Rn+1 −
n∑

k=0

Rk[λn−k]×

)

sn = 0,

(4.2.9)
ce qui, par unicité du développement en série entière de la fonction nulle, donne la
récurrence 4.2.4a41. �

4.2.1.1 Sommation finie

La convergence rapide vers 0 des restes de la série est un réel atout pour espérer aboutir
à une méthode efficace de la résolution du problème de Darboux 4.1.1333. La majoration
4.2.541 permet même de connaître à l’avance le nombre de termes nécessaire pour garantir
une précision donnée (si l’on néglige les erreurs d’arrondi et autres problèmes numériques
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comme ceux que nous rencontrons plus loin). En effet, si l’on note ε la précision que l’on
cherche à atteindre, alors, ∀s ∈ R et ∀ω ∈ ]0 ; 1[, le reste est majoré par ε dès lors que
eC( s

ω ) ωn

1−ω
6 ε, c’est-à-dire, lorsque

n >
−C

(
s
ω

)
+ ln(1 − ω) + ln ε

ln ω
= f(ω). (4.2.10)

De cette dernière majoration on peut tirer une loi intuitive : le nombre minimum de
termes à sommer pour obtenir une précision fixée est une fonction (au plus) linéaire de
C

(
s
ω

)
. On peut se demander comment varie cette quantité en fonction de ω : prendre une

valeur proche de zéro pour ω fait « exploser » la quantité C
(

s
ω

)
; une valeur proche de 1

a le même impact sur 1
ln ω

. Le profil de la fonction ω Ô−→ f(ω) dans le cas d’une courbure
polynomiale (de degré 1) est donné figure 4.2.11. Il existe en fait une valeur optimale
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Figure 4.2.11 : Nombre de termes qu’il suffit de considérer dans 4.2.541, d’après la
majoration 4.2.541, pour garantir une précision ε en fonction du paramètre ω. Ici, C(s) =
s(10s + 20), s = 10 et ε = 2,22 · 10−16.

du paramètre ω pour laquelle la majoration 4.2.541 est la plus fine9. On peut la calculer
numériquement en minimisant la fonction f (ou par dichotomie sur f ′) mais prenons
plutôt un exemple et fixons ω = 1

2
. Supposons que ε = 2−m est la précision machine ;

m étant la taille de la mantisse, m = 23 en simple précision, m = 52 en double. La loi
précédente s’écrit alors très simplement

n >
1

ln 2
C(2s) + m + 1. (4.2.12)

9Pour être encore plus précis, il faudrait travailler avec la quantité Ms plutôt qu’avec son majorant
(un peu fort) eC(s). L’utilisation de ce dernier a l’avantage pédagogique de faire apparaître clairement
la linéarité en C

(
s

ω

)
dans 4.2.10.
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Dans le cas où κ est un polynôme de degré 1, que nous détaillons dans la section 4.2.245,
une centaine de termes sont nécessaires pour une approximation raisonnable de la somme
de la série. Avec l’algorithme de découpes que nous donnons section 4.2.2.250, seulement
une vingtaine de termes seront nécessaires. Même si ce découpage est envisagé pour
éviter les problèmes de précision flottante, il a aussi l’avantage de réduire le nombre de
termes nécessaires à l’évaluation de la somme sur chaque segment.

Finalement, on a montré que le fait d’utiliser des sommations infinies n’est pas rédhi-
bitoire pour une implémentation des récurrences 4.2.441. En effet, celles-ci ne pourront
être itérées qu’un petit nombre de fois tout en maîtrisant l’erreur commise, du moins en
arithmétique exacte.

4.2.1.2 Cas des courbures polynomiales

Lorsque κ est polynomial, le théorème 4.2.140 affirme que la géométrie de la tige ma-
térielle est développable en série entière sur R tout entier et la récurrence 4.2.4a41 est
finie. Elle est même linéaire à d + 1 termes si le polynôme κ est de degré d. Ceci semble
constituer un algorithme simple et efficace, notamment grâce à la sommation finie du
paragraphe précédent, pour le calcul de la géométrie d’une tige dont les courbures sont
polynomiales. Malheureusement, de tels calculs posent de gros problèmes numériques
même dans le cas d = 1 d’une fonction affine. Ce dernier cas fait l’objet de la section
suivante pour lequel nous donnons une méthode efficace, précise et stable pour évaluer
la somme de la série solution du problème de Darboux.

Dans la section 4.2.455, on montre que notre algorithme se généralise bien au de-
gré d > 1 mais qu’il impose néanmoins quelques difficultés d’implémentation, pour la
simulation dynamique notamment.

Remarque 4.2.13. Lorsque le vecteur de courbures est polynomial, on peut se demander
s’il en est de même pour le vecteur de Darboux à gauche, Ω, de l’équation 4.1.631. Ce
qui est toujours vrai, c’est que Ω′ = R′κ + Rκ′ = Rκ × κ + Rκ′, et donc

Ω′ = Rκ′. (4.2.14)

On retrouve10 ici que dans le cas d’un vecteur de courbures indépendant de s, le vec-
teur Ω est lui aussi constant (Bertails et al., 2006). En revanche, dans le cas plus général
d’un vecteur de courbures polynomial, Ω n’est pas nécessairement polynomial comme
en atteste la figure 4.2.1545 dans le cas affine. Notons aussi que dans le cas particulier
d’un vecteur de courbures de direction constante (c’est toujours le cas en dimension 2)
et polynomial, le vecteur Ω est lui aussi de direction constante et polynomial, puisqu’on
montre (par récurrence) l’égalité suivante10 sur les dérivées n-ièmes,

Ω(n) = Rκ(n), ∀n ∈ N. (4.2.16)

10Une autre démonstration est donnée par l’équation 4.1.19d34.
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Figure 4.2.15 : Le fait que le vecteur de courbures soit une fonction polynomiale n’im-
plique pas que le vecteur de Darboux à gauche (4.1.631) le soit aussi. Ici, on a tracé
l’extrémité du vecteur de Darboux à gauche (Ω) pour la tige de la figure 4.1.1233 dont
le vecteur de courbures est une fonction affine.

4.2.2 Séries entières pour la Clothoïde 3D, compensation
catastrophique, remède

Le cas qui nous intéresse ici est celui où κ est un polynôme de degré 1, une fonction
affine s’écrivant

κ(s) = λ0 + sλ1, ∀s ∈ [0 ; L]. (4.2.17)

Dans ce cas, la géométrie de la tige est développable en série entière et le système 4.2.441

donne les relations de récurrence suivantes,







R1 = R0[λ0]×

Rn+2 =
1

n + 2

(
Rn+1[λ0]× + Rn[λ1]×

)

rn+1 =
1

n + 1
tn.

(4.2.18a)

(4.2.18b)

(4.2.18c)

Dans le reste de cette section, nous montrons dans un premier temps qu’une implé-
mentation naïve de ces récurrences mène à de sévères problèmes numériques, puis, nous
présentons notre algorithme de calcul permettant de remédier à ces problèmes et de
garantir une précision numérique élevée.

4.2.2.1 Calcul numérique des séries, compensation catastrophique

La difficulté du calcul de la géométrie par série entière réside surtout dans l’application
de la récurrence 4.2.18b, la récurrence 4.2.18c étant numériquement stable. Dans la suite,
nous nous consacrerons donc essentiellement au calcul de la récurrence sur les termes de
la base, 4.2.18b.
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Plutôt que de calculer séparément les termes de la récurrence 4.2.18b45 et les puis-
sances sn et d’en faire le produit, on préfère11 calculer directement les termes Rnsn. Pour
cela, on transforme la récurrence sur Rn en une récurrence sur Rnsn que nous noterons
désormais Rn(s). Lorsque la dépendance en s de Rn est explicite comme dans Rn(s),
cette expression désigne en fait Rnsn ; lorsqu’elle n’est pas présente, on fait bien réfé-
rence à Rn. Cette notation ne devrait pas ajouter d’ambiguïté. La récurrence 4.2.18b45

devient






R1(s) = sR0[λ0]×

Rn+2(s) =
s

n + 2

(
Rn+1(s)[λ0]× + sRn(s)[λ1]×

)
.

(4.2.19a)

(4.2.19b)

Le théorème 4.2.140 affirme que la convergence de la série
∑ Rn(s) est rapide. Rappelons-

nous que la majoration des restes de la série entière par des suites géométriques qui
convergent rapidement vers 0 implique qu’il n’est pas nécessaire de sommer beaucoup
de termes pour obtenir une bonne estimation de la somme. Ceci est de bonne augure
pour une implémentation efficace du calcul de la géométrie.

Cependant, en pratique, l’implémentation naïve de la récurrence 4.2.19 donne lieu à
de grosses instabilités numériques comme sur la figure 4.2.20(a). Plus précisément, c’est

(a)

(b)

Figure 4.2.20 : (a) Problème de compensation catastrophique lors de l’utilisation de
la récurrence 4.2.19. Les paramètres géométriques sont pourtant relativement modé-
rés : L = 1

2
, ‖κ(s)‖ ∈ [0 ; 100]. (b) Précision numérique retrouvée en utilisant notre

algorithme.

un phénomène de compensation catastrophique qui en est à l’origine. Nous en donnons
la définition dans le paragraphe suivant. Puis, nous mettons en évidence ce phénomène
sur un cas simple (mais proche de celui de la récurrence 4.2.19) avant d’y remédier dans
la section qui suit.

La compensation catastrophique Le phénomène de compensation catastrophique
(Goldberg, 1991) apparaît lorsqu’en arithmétique flottante, on soustrait deux valeurs très

11En effet, pour s = 100 par exemple, le terme de rang 155, s155 dépasse déjà la plus grande valeur
que peut prendre un flottant en double précision (≈ 2,23 · 10308).
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proches comportant des erreurs d’arrondi. Par exemple, dans le calcul de (x + y) − x, la
somme x + y peut être soumise à des erreurs d’arrondi si y est proche de 0 relativement
à |x|. Un cas extrême mais pédagogique est le suivant, x = 1

ε
et y = 1, ε désignant la

précision machine (de l’ordre de 1,2 · 10−7 en simple précision, 2,2 · 10−16 en double).
Dans ce cas, x+y = 1

ε
+1 ≈ 1

ε
≈ x, d’où (x+y)−x ≈ 0 Ó= y, l’erreur relative est donc de

100% ! Retenons que la soustraction flottante de deux valeurs proches et soumises aux
erreurs d’arrondi, comme c’est le cas pour des quantités issues d’un calcul numérique,
est dangereuse numériquement.

Mise en évidence du phénomène de compensation catastrophique dans nos
calculs Dans ce paragraphe, nous considérons un exemple simple mais présentant les
mêmes difficultés numériques que celles posées par la récurrence 4.2.1946. Le but étant
que le lecteur identifie l’origine de l’apparition de la compensation catastrophique dans
notre problème.

On considère l’équation différentielle sur R suivante,

Y ′ = Y J avec J =

(
0 −1
1 0

)

. (4.2.21)

Sa solution est connue explicitement, c’est la matrice de rotation

Y (s) = exp(sJ) =

(
cos s − sin s
sin s cos s

)

∀s ∈ R, (4.2.22)

pour la condition initiale Y (0) = I2. Cependant, si l’on tente de résoudre cette équation
différentielle par la méthode des séries entières, on aboutit à la récurrence (du même
type que 4.2.1946) suivante

Yn+1(s) =
s

n + 1
Yn(s)J. (4.2.23)

Une implémentation naïve de cette récurrence en Python/NumPy est donnée dans l’al-
gorithme 4.2.2448.

Cette implémentation nous permet de tracer l’erreur numérique en fonction de s,
que l’on note ‖Y (s) − ∑

Yn(s)‖, puisque la solution exacte Y est connue exactement
(4.2.22). Ce tracé est effectué figure 4.2.2548, il met en évidence une « explosion » de
l’erreur avec s. Essayons de comprendre pourquoi.

La norme de Yn(s) suit la même récurrence que les termes de es, en effet,

‖Yn+1(s)‖ =
s

n + 1
‖Yn(s)‖. (4.2.26)

C’est-à-dire que la norme des coefficients est une suite pseudo-géométrique, i.e. dont la
(pseudo-)raison dépend de n. La suite des normes est donc croissante lorsque cette raison
est plus grande que 1, décroissante sinon. Dans notre cas, la pseudo-raison vaut s

n+1
et

décroît vers 0 ce qui garantit que ‖Yn(s)‖ va décroître à partir d’un certain rang ; c’est
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Algorithme 4.2.24 – Implémentation en Python/NumPy de la résolution de
4.2.2147 par la récurrence 4.2.2347.

from __future__ import division

import numpy as np

j, yn = np.array([[0, -1], [1, 0]]), np.eye(2)

s, y = 50, yn

nmax = np.ceil(2 * s / np.log(2) + 53) # c.f. equation 4.2.1243

for n in range(int(nmax)):

yn = np.dot(yn, j) * (s / (n + 1))

y += yn
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Figure 4.2.25 : Erreur numérique commise par l’algorithme 4.2.24 pour la résolution
de l’équation 4.2.2147. L’équation 4.2.2849 donne une bonne estimation de cette l’erreur
(ε est la précision flottante).

ce que nous avions déjà mis en évidence dans la preuve du théorème 4.2.140. Cependant,
avant d’atteindre ce rang, les termes sont croissants ; c’est un point clef pour comprendre
la compensation catastrophique qui a lieu ici. Si l’on note n0 = ⌊s⌋ la partie entière par
défaut de s, on montre12 que Yn0(s) majore tous les Yn(s),

‖Yn(s)‖ 6 ‖Yn0(s)‖ ∀n ∈ N. (4.2.27)

12Ceci est en fait montré dans la preuve du théorème 4.2.140.
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De plus, on a une estimation asymptotique en fonction de s de ce majorant,

‖Yn0(s)‖ =
∥
∥Y⌊s⌋(s)

∥
∥ =

s⌊s⌋

⌊s⌋!
= Θ

(
es

√
2πs

)

(4.2.28)

où la notation Θ est rappelée lors de l’introduction des notations page 15. La norme des
termes de la série atteint donc un maximum au rang n0 et la valeur de ce maximum croît
exponentiellement avec s. La figure 4.2.29 met en évidence cette croissance exponentielle
du majorant des coefficients par rapport à s.
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Figure 4.2.29 : Profil croissant puis décroissant de la norme des termes Yn(s) pour
différentes valeurs de s. Noter la croissance exponentielle de supn ‖Yn(s)‖ en fonction
de s.

Récapitulons ce qui se passe dans l’algorithme 4.2.2448 pour une valeur de s
« grande » (disons de l’ordre de 50). Les entrées des matrices Yn(s) sont grandes en
valeur absolue (au moins pour des valeurs de n voisines de n0) et elles sont ajoutées et
retranchées entre elles à cause de l’alternance de signes de la matrice antisymétrique J
— les matrices intervenant dans la récurrence 4.2.18b45 sont aussi antisymétriques, c.f.
4.1.531. Tous les ingrédients de la compensation catastrophique dont il est question plus
haut sont réunis et celle-ci ne manque pas de se produire dans les calculs. On pourra
consulter la figure 4.2.2548 et prêter attention à la qualité de la prédiction de l’erreur
due à l’estimation 4.2.28.

Synthèse Nous avons mis en évidence et expliqué le problème de compensation catas-
trophique sur une version simplifiée de la récurrence 4.2.18b45. C’est le fait qu’au cours
de la sommation on rencontre des termes très grands (en norme) qui sont ajoutés et
retranchés entre eux (du fait de la multiplication par une matrice antisymétrique) alors
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que le résultat final (la somme) est compris entre −1 et 1 (on cherche une matrice de
rotation) qui se révèle être responsable de la compensation catastrophique dans les cal-
culs numériques. Les figures 4.2.2548 et 4.2.2949 ont exactement les mêmes profils dans
le cas plus général de la récurrence 4.2.18b45 — les estimations d’erreurs sont aussi très
bonnes — et les problèmes de compensation catastrophique sont identiques.

4.2.2.2 Notre algorithme de découpe adaptative

Pour éviter les problèmes mis en évidence dans la section précédente, on pourrait penser
à augmenter la plage de calcul flottant avec des bibliothèques de type multi-précision.
D’une part, la précision nécessite d’être fixée à l’avance et ceci ne fait alors que déplacer le
problème : la compensation se produira pour des valeurs de s plus grandes. D’autre part
ceci réduit considérablement les performances de calcul. En effet, au lieu d’être effectués
directement sur le « matériel » — sur une architecture dédiée du processeur, comme
c’est le cas pour les flottants —, ces calculs sont implémentés de manière « logicielle ».
Nos tests ont montré que l’utilisation d’une bibliothèque multi-précision (Granlund et
the GMP development team, 2012) ne permettait pas le tracé en temps réel d’une tige
de taille moyenne. Celui d’une tige longue prend quand-à-lui plus d’une minute. Ceci
n’est pas acceptable quand on sait que les calculs de la géométrie servent de brique de
base aux calculs beaucoup plus gourmands de la simulation dynamique.

Notre algorithme est basé sur une remarque simple, comme le suggèrent les figures
4.2.2046, 4.2.2548 et 4.2.2949 : la compensation catastrophique est modérée pour des
petites valeurs de s. Découper le segment [0 ; L] en des segments plus petits sur lesquels
les calculs sont précis va ainsi nous permettre d’éviter la compensation catastrophique.
Mieux, il est possible de prédire la longueur quasi-optimale des segments de manière à ne
pas multiplier inutilement les découpes. En pratique le nombre de segments nécessaires
à notre méthode ne dépasse pas la vingtaine, sauf pour des éléments très courbés comme
sur la figure 4.2.3753. Le reste de cette section est consacré à la présentation de notre
algorithme de découpe adaptative.

Principe de notre algorithme Supposons le repère F connu en un point s0 ∈ ]0 ; L[,
grâce à un calcul sans compensation catastrophique par exemple. En considérant l’ap-
plication u Ô−→ κ(s0 + u), on construit un nouveau problème de Darboux, identique à
4.1.1333, grâce au changement de variable s = s0 + u. La solution de ce nouveau pro-
blème sur le segment [0 ; L−s0] coïncide avec celle du problème précédent sur le segment
[s0 ; L]. De plus, d’après le théorème 4.2.140, la solution de ce nouveau problème est dé-
veloppable en série entière et les termes de la série solution satisfont le système 4.2.1845.
Toutes les conditions sont donc réunies pour relancer le calcul de la géométrie grâce à
la récurrence 4.2.1946, pour une valeur de u pas trop grande. Si ce calcul aboutit sans
encombre, on pourra répéter l’opération jusqu’à atteindre l’extrémité L du segment. Un
découpage de la tige généré par notre algorithme est donné figure 4.2.3552.
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Choix du pas de découpe Puisque l’on se ramène sur chaque segment à l’étude d’un
problème de Darboux 4.1.1333, on peut sans perte de généralité considérer que s0 = 0
et que l’on cherche smax(s0) > 0 le plus grand possible tel que le calcul de R(smax(s0))
par la récurrence 4.2.1946 se passe sans compensation catastrophique. Pour que ceci soit
le cas, il est nécessaire de borner les termes ‖Rn(s)‖ pour en contrôler la compensation.
Par exemple, si l’on note ε la précision machine, et que l’on suppose que les termes
‖Rn(s)‖ ne dépassent pas

√
ε−1, on pourra espérer une précision de l’ordre de

√
ε. On

pourrait aussi les majorer par 1 et espérer une précision de l’ordre de ε mais la première
proposition semble être un meilleur compromis entre le nombre de découpes à effectuer
et la précision des calculs. Un majorant (un peu grossier) des termes ‖Rn(s)‖ a été donné
dans la preuve du théorème 4.2.140, il s’agit de eC(s). Un majorant de C(s) garantissant
que les termes ‖Rn(s)‖ restent majorés par

√
ε−1 est donc

T = −1

2
ln ε =

m

2
ln 2 si ε = 2−m (4.2.30)

(m = 13 en simple précision, m = 52 en double). Dans le cas de la double précision, on
obtient T = 26 ln 2 ≈ 18,02 (tronqué à 10−2). Remarquons que le majorant des termes
‖Rn(s)‖ que nous avons utilisé, eC(s), n’était pas optimal ; un meilleur majorant, lui aussi
donné dans la preuve du théorème 4.2.140, est Ms = C(s)⌊C(s)⌋

⌊C(s)⌋!
. Son utilisation donne une

borne T un peu plus large puisqu’en double précision, on obtient T ≈ 20,44 (tronqué à
10−2).

Pour obtenir la valeur de smax(s0), il reste maintenant à trouver le plus grand s
satisfaisant l’inégalité

C(s) 6 T. (4.2.31)

Rappelons que C(s) est donné dans le théorème 4.2.140, C(s) = 2s(‖λ0‖ + s‖λ1‖) ; c’est
un polynôme de degré 2, ce qui nous permet de résoudre analytiquement l’équation
4.2.31 précédente. On obtient

smax(s0) =







√
‖λ0‖2+2T ‖λ1‖−‖λ0‖

2‖λ1‖
si λ1 Ó= 0

T
2‖λ0‖

sinon et si λ0 Ó= 0

+∞ sinon.

(4.2.32)

De ces équations on peut déduire une propriété conforme à l’intuition : dans les régions
fortement courbées, on découpe beaucoup, alors que dans les régions « plates », on
découpe peu. Ceci est bien visible sur la figure 4.2.3552. En effet, à λ1 Ó= 0 fixé, ‖λ0‖ ≪ 1
représente une région faiblement courbée alors que ‖λ0‖ ≫ 1 décrit une zone de forte
courbure et ces comparaisons nous permettent d’obtenir les équivalents suivants

smax(s0) ∼ T

2‖λ0‖
‖λ0‖ ≫ 1 (4.2.33a)

smax(s0) ∼
√

T

2‖λ1‖
‖λ0‖ ≪ 1. (4.2.33b)
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Une fois la quantité smax(s0) calculée, on note s1 = s0 +smax(s0) et on peut appliquer
la récurrence 4.2.1946 sur le segment [s0 ; s1] sans craindre les problèmes numériques. Pour
calculer la géométrie en un nouveau point s > s1, on construit un nouveau problème de
Darboux d’origine s1 et on calcule s2 = s1 + smax(s1) et ainsi de suite. On crée ainsi une
subdivision (si)i∈J0 ;pK de [0 ; L] telle que

s0 = 0, sp = L et si+1 = si + smax(si) ∀i ∈ J0 ; p − 2K (4.2.34)

et pour laquelle les calculs de récurrence et de sommation des séries se déroulent sans
compensation catastrophique. La subdivision est illustrée figure 4.2.35.

[0 ; s1]
[s1 ; s2]

[s2 ; L]

Figure 4.2.35 : Le découpage d’un élément de Clothoïde 3D réalisé par notre algorithme
de calcul par séries entières pour éviter les erreurs numériques. On découpe plus dans
les régions courbées que dans les zones « droites »13.

Sur les figures 4.2.36 et 4.2.3753, on présente des éléments de Clothoïde 3D (un seul
morceau le long duquel le vecteur de courbures varie de manière affine) dont le calcul
de la géométrie échoue complètement avec l’approche naïve mais qui est très bien traité
par notre algorithme.

Figure 4.2.36 : Un élément de Clothoïde 3D dont la géométrie est calculée avec notre
algorithme numériquement précis. Ceci serait impossible par l’approche naïve de l’algo-
rithme 4.2.2448.

Avant d’aborder le raccordement des éléments de Clothoïde 3D, nous clarifions le lien
entre nos travaux et ceux de Neher (1996, 1999).

13Ce terme n’est en fait pas très approprié car une tige droite ne subissant que de la torsion en
quantité importante va être beaucoup de découpée. C’est la norme du vecteur κ qui est la quantité
pertinente ici.
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Figure 4.2.37 : Cas d’un élément de Clothoïde 3D, fortement courbé, calculé avec notre
méthode. 109 découpes suffisent à éviter la compensation catastrophique.

Lien avec les travaux de Neher (1996, 1999) À ce stade, il nous paraît important
de bien situer nos travaux par rapport à ceux de Neher (1996, 1999) que nous avons
pour l’instant seulement évoqués dans la preuve du théorème 4.2.140. Précisons d’abord
que les contextes sont différents. Neher se place dans le cas scalaire mais n’exploite
pas vraiment cette spécificité (comme la commutativité par exemple) et ses résultats
se généralisent facilement au cas matriciel. La différence des objectifs est en fait plus
importante. Le but de Neher est d’obtenir une borne sur l’erreur du calcul de la solu-
tion d’une équation différentielle par la méthode des séries entières. Ce sont donc des
intervalles d’erreurs qui sont propagés pour pouvoir encadrer la somme (tronquée) de
la série à la fin des calculs. Notre but n’est pas vraiment le même, une précision mo-
deste, disons de l’ordre de

√
ε, est suffisante dans notre cas et l’on ne désire pas de

borne exacte sur la solution approchée. Dans (Neher, 1996), un papier court de deux
pages, l’auteur se consacre essentiellement aux aspects de majoration des restes de la
série solution d’une équation différentielle ordinaire, de degré quelconque, linéaire à co-
efficients analytiques. C’est en fait la première inégalité 4.2.541 qui est montrée mais
sans que le majorant Ms soit explicité, il est remplacé par la quantité Γ(n0(s), s) de
la preuve. Dans (Neher, 1999), l’auteur se place dans le cas d’une équation différen-
tielle ordinaire, de degré quelconque, linéaire à coefficients polynomiaux. Un algorithme
de découpe est présenté mais seulement pour seconder14 l’utilisation de l’arithmétique
flottante en multi-précision que l’auteur indique comme étant cruciale15. Là encore, la
majoration 4.2.541 est donnée avec M s

ω
un majorant quelconque des coefficients de la

série en s
ω

. Le pas de découpe est calculé d’une manière très différente de la nôtre au
moyen d’une bissection récursive de l’intervalle d’intégration. Le calcul des termes est

14« If the diameters of the enclosing intervals of the summands akhk grow due to error propagation
and thus make the computation of a tight enclosure of s(κ + n) (NdR : la somme partielle) impossible,
then one must split the integration domain into subintervals, like in the case of overflow. » (Neher,
1999, p. 14).

15« To obtain a reasonable enclosure of the solution, i.e. a tight error bound, however, it is crucial to
use a multi-precision arithmetic, as roundoff errors propagate in the recursive computation of akxk. »
(Neher, 1996, à cheval entre les pages 1 et 2). « To avoid cancellation and thus loss of accuracy in the
result, the summation (6) (NdR : la somme partielle) must be carried out with multiple precision. »
(Neher, 1999, p. 12).
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effectué jusqu’à trouver le premier indice qui voit décroître en norme les termes de la
série (le « sommet de la bosse »). Si ce sommet est trop élevé, l’intervalle est divisé en
deux et l’algorithme est relancé sur chacun des sous-intervalles ainsi créés. Dans notre
approche, nous trouvons la meilleure longueur (pour le majorant considéré) de pas à
chaque début d’intervalle. C’est notre forme explicite du majorant M s

ω
qui est cruciale

ici et nous permet de donner explicitement la valeur du pas de découpe. Notons que
ceci est grandement facilité par la simplification des expressions dans notre cas d’une
équation différentielle d’ordre 1. Mais notre méthode de découpage est aussi adaptée au
cas polynomial, voir la section 4.2.455. Un autre avantage de la connaissance explicite du
majorant est le calcul d’une valeur ω de sorte que la majoration 4.2.541 soit la plus fine
possible. En revanche, dans (Neher, 1999), une valeur ω proche de l’optimale est calculée
à chaque itération grâce à un algorithme de type Newton–Raphson. Pour conclure, on
peut dire que notre approche est comparable à celle de Neher avec des optimisations
qui exploitent la spécificité d’une équation différentielle d’ordre 1. Puisque notre mé-
thode traite le cas matriciel, rien n’empêche de l’utiliser avec une équation différentielle
d’ordre plus élevé en prenant soin de la mettre sous la forme d’une équation d’ordre 1
avec l’équivalence bien connue. Signalons que ce travail n’a pas été construit en utilisant
celui de (Neher, 1999). En effet, cette référence nous a été indiquée a posteriori par Marc
Mezzarobba dont nous reparlerons dans la section 4.3.365. Je profite de l’occasion pour
le remercier de la pertinence de cette référence.

4.2.3 Raccordement des éléments de Clothoïde 3D

Comme nous le signalions au début de cette section, les Clothoïdes 3D sont des primitives
pour notre modèle de tige matérielle. Elles sont destinées à être raccordées entre elles,
le vecteur de courbures de la courbe résultante étant une fonction affine par morceaux
de l’abscisse curviligne. Pour les raisons de continuité et d’esthétique évoquées lors de
la motivation de notre modèle (chapitre 323), on requiert que la courbe moyenne soit
de classe C 2. En reprenant le problème de Darboux 4.1.1333, on remarque aisément
que cette propriété est satisfaite lorsque le vecteur de courbures est continu. En effet, la
continuité de κ implique que la base matérielle (et donc la tangente à la courbe moyenne)
est de classe C 1. Même ci ceci n’est pas optimal, la continuité de la torsion n’étant pas
nécessaire, c’est l’hypothèse que nous ferons dans la suite : le vecteur de courbures est
une fonction continue et affine par morceaux de l’abscisse curviligne. Cette hypothèse
a l’avantage de permettre de traiter toutes les composantes du vecteur de courbures
de la même manière et de pouvoir utiliser la représentation compacte suivante. Pour
décrire une telle courbe de p ∈ N

∗ morceaux (ou éléments), il suffit16 en effet de se
donner une subdivision (si)i∈J0 ;pK de [0 ; L] — nous utilisons ici la même notation que
pour la subdivision de l’algorithme de découpe 4.2.3452 mais on prendra bien garde à
les distinguer, l’une est numérique, l’autre est géométrique — et la valeur du vecteur
de courbures aux points de la subdivision (κ(si))i∈J0 ;pK. Notons qu’une subdivision en p
éléments confère à la tige un nombre de degrés de liberté, à un mouvement rigide près,

16Pour être tout à fait précis, il faudrait aussi se donner r(0) = r0 et R(0) = R0.
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égal à 3(p+1). Nous reviendrons là-dessus lors de la comparaison avec les autres modèles
de tiges dans le chapitre 569.

Un exemple de courbe moyenne d’une tige matérielle de la forme que nous considérons
est donné figure 4.2.38. À titre indicatif, les découpes effectuées par notre algorithme de

Figure 4.2.38 : Trois éléments de Clothoïde 3D raccordés avec une continuité C 2.
L’alternance clair/foncé indique les découpes de notre algorithme de stabilisation pour
le calcul par série entière. Le découpage est plus fréquent dans les régions fortement
courbées et il est uniforme pour l’élément central (en rouge) qui est une hélice circulaire17.

calcul de la géométrie sont aussi représentées. On pourra prêter attention à la variation
de leur fréquence en fonction de la courbure. Par exemple, ces découpes sont uniformes
pour un élément en hélice circulaire. Il semble d’ailleurs intéressant de constater que
notre algorithme utilise des segments d’un peu plus d’un tour et demi autour de l’axe
de l’hélice. En effet, on peut retrouver cette propriété par le calcul en supposant pour
simplifier κ2 = 0 et κ1 > τ > 0 de sorte que ‖λ0‖ = κ1. D’après le système 4.2.3251, la
longueur d’un segment dans ce cas est donnée par T

2κ1
= α

κ1
où α est la mesure de l’angle

en radian effectué par la portion d’hélice. Si les calculs sont effectués en double précision
comme c’est le cas de la figure 4.2.38, on obtient α = T

2
≈ 10,22 ≈ 1,63 · 2π, soit un peu

plus d’un tour et demi.

La description de notre modèle géométrique est maintenant terminée. Avant d’en
venir au modèle de tige dynamique auquel il permet d’aboutir, nous donnons des élé-
ments de réflexion sur le cas d’un vecteur de courbures polynomial. En particulier nous
expliquons pourquoi notre approche se généralise aux degrés supérieurs à 1.

4.2.4 Cas d’un vecteur de courbures polynomial

Jusqu’ici, nous nous sommes particulièrement intéressés au cas d’un vecteur de courbures
affine (ou affine par morceaux) mais la plupart des résultats demeurent vrais dans le cas
polynomial (ou polynomial par morceaux). En effet, une grande partie des majorations
qui sont au cœur de notre méthode ont été dérivées dans le théorème 4.2.140 qui se place
dans le cas encore plus général d’un vecteur de courbures développable en série entière.

17Le calcul de la portion en hélice circulaire aurait bien sûr pu être effectué de manière directe,
sans passer par les séries entières, comme dans le modèle des Super-Hélices (Bertails et al., 2006) mais
l’intérêt est ici pédagogique : il illustre le découpage uniforme dans les régions de courbure constante.
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Dans cette section, nous étudions le cas d’un vecteur de courbures polynomial de
degré d,

κ(s) =
d∑

n=0

λnsn, ∀s ∈ [0 ; L]. (4.2.39)

Nous avons vu que la quantité pertinente pour contrôler les erreurs numériques lors du
calcul de la solution du problème de Darboux par la méthode des séries entières était

C(s) = 2
d∑

n=0

‖λn‖sn+1. (4.2.40)

En effet, cette quantité intervient non seulement dans la majoration des restes de la série
(équation 4.2.541) qui permet de contrôler l’erreur de troncature des séries (en tout cas
en arithmétique exacte) mais aussi dans l’expression du pas maximum garantissant des
calculs sans compensation catastrophique 4.2.3151 et 4.2.3251.

L’un des rares endroits où nous avons utilisé la spécificité du cas d’un polynôme
de degré 1 (affine) était pour obtenir une expression explicite du pas de découpe dans
l’équation 4.2.3251. Cependant, ceci n’était pas crucial puisque le pas de découpe apparaît
comme étant l’unique zéro (si κ n’est pas identiquement nul) de la fonction s Ô−→ C(s)−T
sur [0 ; L], qui peut facilement et efficacement être trouvé par dichotomie par exemple.
En effet, (C(0) − T )(C(L) − T ) 6 0 puisque C(0) − T = −T < 0 et C(L) − T > 0, sinon
c’est que la dichotomie est inutile puisque l’on peut intégrer jusqu’à L sans problème
numérique.

Le plus gros problème que l’on peut alors redouter est celui d’une décroissance rapide
du pas lorsque d (le degré de κ) augmente. En effet, C(s) peut être élevé alors que les
valeurs de ‖κ(s)‖ restent modérées sur le segment [0 ; L]. Pour mieux comprendre ce cas,
nous donnons, figure 4.2.4157, un exemple (dans le cas de la dimension 2) d’un polynôme
κ(s) = (0, 0, κ2(s)) dont les valeurs sur [0 ; 1] sont approximativement dans [−1 ; 1] et
pour lequel le polynôme majorant C(s) atteint des valeurs élevées. Ceci réside dans le
fait que les coefficients de κ sont importants. En effet, le plus grand coefficient de κ est
de l’ordre de 1,6 · 104 en valeur absolue et C(1) est nécessairement plus grand que cette
quantité.

Cependant, autour de 0, C(s) est proche d’un polynôme de degré faible et l’influence
des gros coefficients devant les termes de haut degré est négligeable. On remarque par
exemple que pour le polynôme de la figure 4.2.4157, la condition C(s) 6 T de l’équation
4.2.3151 qui permet de calculer smax(0) donne (par lecture graphique) smax(0) ≈ 0,2,
ce qui laisse penser que l’algorithme va faire approximativement 4 ou 5 pas (3 ou 4
découpes). En pratique, notre algorithme de découpe continue de fonctionner remarqua-
blement bien et les pas effectués restent raisonnables ; et ce même dans des cas extrêmes
où les coefficients de κ sont de l’ordre de 1014 (oui, vous avez bien lu). La figure 4.2.4258

en est une illustration18.

18Les profils de courbure des courbes de la figure 4.2.4258 ont été calculés par interpolation po-
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Figure 4.2.41 : Un exemple de polynôme κ(s) = (0, 0, κ2(s)) à valeurs modérées sur
[0 ; 1] (axe de gauche) mais pour lequel la quantité C(s) prend des valeurs élevées (axe
de droite). κ2(s) = −5s + 353s2 − 3026s3 + 10012s4 − 15656s5 + 11651s6 − 3329s7.

Finalement, on aurait pu tout à fait utiliser des polynômes de degrés plus élevés dans
nos calculs. Cependant, ceci ajoute quelques difficultés d’implémentation. Même s’il est
raisonnable de considérer que le degré d du polynôme de courbures est identique sur
chaque élément de la tige, afin que la répartition des degrés de liberté soit uniforme,
il est préférable de ne pas imposer une continuité C d+1 de la courbe aux jonctions.
Une continuité C d+1 est garantie par la continuité C d−1 du vecteur de courbures, ce
qui ajoute d contraintes aux jonctions et ne laisse finalement plus que trois (un pour
la torsion et deux pour les courbures) degrés de liberté par élément. En pratique, une
continuité C 2 est suffisante même pour les applications les plus sensibles (esthétique,
tracé de chemin, contact). Il faudrait donc prendre en compte une telle flexibilité dans
le modèle. Une autre raison de la difficulté d’implémentation ajoutée par le support
du cas polynômial est celui de la simulation dynamique. Nous verrons en effet dans
la section suivante que les récurrences sur les termes des séries entières nécessaires au
calcul des vitesses et accélérations sont un peu plus compliquées que celles que nous
avons rencontrées jusqu’ici. Les termes à propager entre les segments, ces derniers étant
issus soit du découpage numérique soit du découpage géométrique, sont plus complexes
surtout s’il faut traiter le cas d’un degré de continuité des courbures inférieur à d − 1.

lynomiale de x Ô−→ A sin
(

dπx

2

)
aux abscisses de Tchebychev sur [0 ; 1] (d est le degré du polynôme

interpolant).
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(a)

(b) (c)

Figure 4.2.42 : Courbes 2D de courbures polynomiales à degrés élevés. L’alternance
clair/foncé indique les découpes de l’algorithme de calcul par séries entières. Les poly-
nômes utilisés pour (a) et (c) sont de degré 20 et ont des coefficients supérieurs à 1014

en valeur absolue ; celui utilisé pour (b) est de degré 8 et a des coefficients supérieurs à
105 en valeur absolue.

4.3 Simulation dynamique d’une Super-Clothoïde
3D

Dans cette section nous établissons les équations mécaniques qui régissent notre modèle
discret de Super-Clothoïde 3D. Nous montrons notamment comment toutes les quantités
cinématiques et dynamiques nécessaires à la simulation sont développables en séries
entières et se calculent avec le même algorithme que celui que nous avons présenté dans
la section précédente.

4.3.1 Lagrangien, principe de moindre action, équation
d’Euler–Lagrange

Considérons un système mécanique conservatif, i.e. soumis uniquement à des forces qui
dérivent d’un potentiel, dont la géométrie est complètement déterminée par la connais-
sance d’une fonction du temps que nous notons q, dont l’espace d’arrivée est éventuel-
lement un espace fonctionnel. On dit que les composantes de q sont les degrés de liberté
du système ou ses coordonnées généralisées.

Le Lagrangien du système est une fonctionnelle (une fonction qui dépend d’autres
fonctions) définie par

L(q(t), q̇(t) ; t) = Ec(q(t), q̇(t)) − V (q(t), t) (4.3.1)

où Ec est l’énergie cinétique du système et V est le potentiel dont dérivent les forces en
présence. Le Lagrangien permet de définir l’action du système entre des instants t1 et
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t2,

S =

∫ t2

t1

L(q(t), q̇(t) ; t) dt. (4.3.2)

Enfin, le principe de moindre action (voir par exemple (Goldstein et al., 2001)) affirme
que la trajectoire suivie par le système entre les instants t1 et t2 est telle que l’action S
est minimale. C’est le principe de base de la mécanique analytique.

Pour aboutir à une équation différentielle sur q, considérons un petit déplacement
(virtuel) des coordonnées généralisées, δq ; il implique une variation δq̇ des vitesses. On
suppose que ce déplacement ne modifie pas les positions du système aux instants final et
initial, c’est-à-dire δq(t1) = δq(t2) = 0, de sorte que seule la trajectoire soit perturbée.
Regardons quelle variation δS ceci implique sur l’action du système.

δS =

∫ t2

t1

(〈
∂L
∂q

; δq

〉

+

〈
∂L
∂q̇

; δq̇

〉)

dt (4.3.3a)

=

∫ t2

t1

(〈
∂L
∂q

; δq

〉

−
〈

d
dt

(
∂L
∂q̇

)

; δq

〉)

dt (4.3.3b)

=

∫ t2

t1

〈
∂L
∂q

− d
dt

(
∂L
∂q̇

)

; δq

〉

dt. (4.3.3c)

L’action étant minimum, δS doit être nul pour toute variation admissible δq ; grâce au
lemme fondamental du calcul des variations, on obtient l’équation d’Euler–Lagrange,

∂L
∂q

− d
dt

(
∂L
∂q̇

)

= 0. (4.3.4)

Notons que le second terme comporte une dérivation « totale » par rapport au temps
(et non partielle) c’est-à-dire qu’il ne faut pas seulement tenir compte de la variation
par rapport au temps du Lagrangien, mais aussi de celle de q et de q̇.

Application au cas d’une tige de Kirchhoff

Le lecteur aura bien compris que c’est le vecteur de courbures qui va jouer le rôle des
coordonnées généralisées dans notre cas. Nous avons en effet montré dans la section
4.1.333 que c’était une quantité pertinente pour décrire toute la géométrie d’une tige de
Kirchhoff ; au moins dans le cas où celle-ci est encastrée en s = 0, i.e. dans le cas où r0

et R0 ne sont pas des degrés de liberté du système. Dans la suite, on note q = κ.

Le Lagrangien de notre tige de Kirchhoff est donné par

L(q, q̇) = Ec(q, q̇) − Eint(q) − Eext(q) (4.3.5)
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avec

Ec(q, q̇) =
1

2

∫ L

0

‖ṙ‖2ρS ds (4.3.6a)

Eint(q) =
1

2

∫ L

0

‖q − q̄‖2
K

ds {équation 4.1.3839} (4.3.6b)

Eext(q) = −
∫ L

0

〈r ; p〉 ds (4.3.6c)

où p est la densité linéique de force extérieure appliquée à la tige que nous avions
déjà introduite pour établir les équations de Kirchhoff 4.1.3338, elle est ici supposée
conservative. Pour un élément h de l’espace des coordonnées généralisées, les quantités
intervenant dans l’équation d’Euler–Lagrange s’écrivent,

〈
∂Ec

∂q
; h

〉

=

∫ L

0

〈
ṙ ; D2r(q̇, h)

〉
ρS ds (4.3.7a)

〈
∂Ec

∂q̇
; h

〉

=

∫ L

0

〈ṙ ; Dr h〉 ρS ds (4.3.7b)
〈

d
dt

∂Ec

∂q̇
; h

〉

=

∫ L

0

(
〈r̈ ; Dr h〉 +

〈
ṙ ; D2r(q̇, h)

〉)
ρS ds (4.3.7c)

〈
∂Eint

∂q
; h

〉

=

∫ L

0

〈K(q − q̄) ; h〉 ds (4.3.7d)
〈

∂Eext

∂q
; h

〉

=

∫ L

0

〈Dr h ; −p〉 ds. (4.3.7e)

L’équation d’Euler–Lagrange projetée sur h s’écrit alors
∫ L

0

〈

[Dr]⊤(ρS r̈ − p) + K(q − q̄) ; h
〉

ds = 0 (4.3.8)

où
r̈ = Dr q̈ + D2r(q̇, q̇). (4.3.9)

Rappelons que ces résultats sont généraux et s’appliquent au vecteur de courbures non
discrétisé en espace. Nous appliquons maintenant ces résultats au cas d’une tige en
Clothoïdes 3D par morceaux (la courbure est un polynôme de degré 1 par morceaux de
l’abscisse curviligne).

4.3.2 Application au calcul de la dynamique d’une
Super-Clothoïde 3D

Nous avons déjà vu qu’il n’est pas possible de trouver une solution générique de forme
fermée (voir l’annexe A157 pour une définition) aux équations de Kirchhoff 4.1.3338. Pour
en donner une solution approchée, nous avons limité l’espace admissible du vecteur de
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courbures en imposant qu’il soit affine par morceaux. On dit que l’on cherche une solution
faible des équations de Kirchhoff19.

Le grand avantage de la formulation Lagrangienne que nous avons développée ci-
dessus est de s’appliquer dans le cas continu comme dans le cas discret. En effet, si l’on
note maintenant q un vecteur contenant les coordonnées discrètes de notre modèle — les
courbures aux nœuds par exemple, voir plus loin —, on construit un Lagrangien discret
de la même manière qu’en 4.3.559 pour lequel on peut écrire l’équation d’Euler–Lagrange
qui sera très proche de l’équation continue 4.3.860. Le vecteur q ne dépend maintenant
plus que du temps (on a « éliminé » la variable d’espace) et les équations 4.3.860 et
4.3.960 peuvent se réécrire un peu plus simplement,

M(q) q̈ + K(q − q̄) = F (q, q̇) (4.3.10)

où

M(q) =

∫ L

0

[Dr]⊤Dr ρS ds (4.3.11a)

F (q, q̇) =

∫ L

0

[Dr]⊤p ds −
∫ L

0

[Dr]⊤D2r(q̇, q̇) ρS ds. (4.3.11b)

Pour préciser le contenu de la matrice K, nous devons préciser celui du vecteur q. On
suppose que la tige est constituée de p éléments de Clothoïde 3D numérotés de 1 à p dans
le sens des abscisses curvilignes croissantes. Chaque élément d’indice i est de longueur
ℓi > 0 et compris entre les abscisses si−1 et si de sorte que

s0 = 0, sp = L et si = si−1 + ℓi, ∀i ∈ J1 ; pK. (4.3.12)

Le vecteur q est alors un élément de R
3(p+1) qui contient les courbures aux nœuds de la

subdivision (si)i∈J0 ;pK,
qi = κ(si−1), ∀i ∈ J1 ; p + 1K (4.3.13)

et il permet d’exprimer la courbure en tout point par la relation

κ(s) =

p
∑

i=1

(
si − s

ℓi

qi +
s − si−1

ℓi

qi+1

)

χ[si−1;si[(s) (4.3.14a)

=

p+1
∑

i=1

(
si − s

ℓi

χ[si−1;si[(s) +
s − si−2

ℓi−1

χ[si−2;si−1[(s)

)

qi (4.3.14b)

=

p+1
∑

i=1

Λi(s) qi, ∀s ∈ [0 ; L[ (4.3.14c)

19Ceci revient à supposer que le déplacement virtuel δκ que nous avons considéré pour établir l’ex-
pression de l’énergie interne de la tige dans la section 4.1.435 n’est plus quelconque mais d’une forme
particulière donnée. Dans notre cas, cette forme est en fait explicitée en 4.3.14c.
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où χ[a;b[ est la fonction indicatrice sur [a ; b[ — elle vaut 1 sur [a ; b[ et zéro partout ailleurs
— et où on a pris comme convention s−1 = s0 et sp+1 = sp. Le vecteur q apparaît comme
étant la décomposition de la fonction κ sur la base de fonctions Λ = (Λi)i∈J1 ;p+1K. On a
ainsi restreint l’espace des solutions (faibles) des équations de Kirchhoff à celui engendré
par Λ. Pour un aperçu des fonctions Λi, on pourra se reporter à la figure 4.3.15 et prêter
notamment attention à l’influence d’une coordonnée qi, localisée sur ]si−2 ; si[.

s0

Λ1

s1

Λ2

s2

Λ3

s3

Λ4

s4

Λ5

Λ1Λ2 Λ2Λ3 Λ3Λ4 Λ4Λ5

Figure 4.3.15 : Les fonctions de forme qui régissent notre discrétisation spatiale
4.3.14c61. On remarque que l’influence d’une coordonnée qi est localisée sur la portion
de courbe ]si−2 ; si[. On a aussi tracé les fonctions produit intervenant dans les calculs
de K, c.f. équation 4.3.18.

Donnons maintenant l’expression de la matrice K. Le produit scalaire qui lui est
associé dans R3(p+1) apparaît comme l’homologue de celui associé à K dans C ([0 ; L],R3).
En effet, pour que 4.3.860 et 4.3.1061 soient équivalentes, K et K doivent définir les mêmes
produits scalaires sur leur espace respectif. Plus précisément, pour h et h′ deux éléments
de R

3(p+1), on note h et h′ leur fonction de courbure respective donnée par l’équation
4.3.14c61, on a nécessairement,

〈h ; h′〉
K

= 〈h ; h′〉
K

⇐⇒ 〈Kh ; h′〉 = 〈Kh ; h′〉. (4.3.16)

En développant ceci sur la base Λ, on obtient,

〈Kh ; h′〉 =

∫ L

0

〈

K

p+1
∑

i=1

Λi hi ;

p+1
∑

j=1

Λj h′
j

〉

ds =

p+1
∑

i=1

p+1
∑

j=1

∫ L

0

〈
Khi ; h′

j

〉
Λi Λj ds (4.3.17a)

=

p+1
∑

i=1

p+1
∑

j=1

〈
Khi ; h′

j

〉
∫ L

0

Λi Λj ds. (4.3.17b)

De cette dernière équation on déduit que le bloc 3 × 3 d’indice i, j de la matrice K, Kij,
est donné par

Kij = K

∫ L

0

Λi(s) Λj(s) ds. (4.3.18)
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Les fonctions ΛiΛj sont représentées figure 4.3.1562. Finalement, la matrice K s’écrit

K =











ℓ1

3
K

ℓ1

6
K 0 · · · 0

ℓ1

6
K

ℓ1+ℓ2

3
K

ℓ2

6
K

. . .
...

0
. . . . . . . . . 0

...
. . . ℓp−1

6
K

ℓp−1+ℓp

3
K

ℓp

6
K

0 · · · 0 ℓp

6
K

ℓp

3
K











, (4.3.19)

elle est tridiagonale par blocs.

Remarquons que nous avons transformé le système d’équations aux dérivées partielles
de Kirchhoff 4.1.3338 en une équation différentielle ordinaire dont la variable représente
une approximation en espace. Ce genre d’approche est commune à la plupart des mé-
thodes de résolution d’équations aux dérivées partielles (différences finies, éléments finis,
etc.).

On dispose maintenant de l’expression de toutes les quantités nécessaires à la
construction du système 4.3.1061. Dans la section suivante, on montre comment ces
quantités peuvent être calculées numériquement sous forme de séries entières.

Remarque 4.3.20. Signalons ici que, comme dans (Bertails et al., 2006), on peut ajouter
un terme dissipatif empirique de frottement interne, en

1

2

∫ L

0

ν‖κ̇‖2
K

ds. (4.3.21)

Une fois discrétisé, ce terme contribue au membre de gauche de l’équation 4.3.1061 via
la quantité

ν K q̇. (4.3.22)

On peut encore compléter le modèle par une force externe de frottement visqueux du
type

− α ṙ (4.3.23)

qui modifie le membre de droite de l’équation 4.3.1061 en ajoutant le terme

− α

∫ L

0

Dr⊤ṙ ds = − α

ρS
M(q) q̇. (4.3.24)

Remarque 4.3.25. Signalons aussi que l’hypothèse d’encastrement peut être relâchée.
En effet, il suffit pour cela de considérer que R0 et r0 sont des degrés de liberté du
système. Il deviennent des éléments de la coordonnée généralisée q. On est alors amené
à dériver le Lagrangien par rapport à ces paramètres et leur calcul par série entière ne
pose finalement pas de problème.
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4.3.3 Calcul des quantités dynamiques par séries entières

L’un des points clef du succès de l’approche par séries entières pour la simulation dyna-
mique est que tous les termes de l’équation 4.3.1061 sont développables en séries entières
et calculables numériquement par la méthode que nous avons utilisée pour le calcul de
la géométrie.

En effet, d’après la théorie des équations différentielles à paramètres (Demailly, 2006,
théorème p. 302), la solution du problème de Darboux 4.1.1333 est de classe C ∞ par rap-
port au paramètre q. De plus, les différentielles successives DnF de F sont solutions des
équations différentielles obtenues en dérivant n fois le problème de Darboux par rapport
à la variable q. Ce dernier étant linéaire par rapport à cette variable, ses problèmes
dérivés le sont aussi et par les mêmes arguments qu’au théorème 4.2.140 on montre que
les solutions (les DnF) sont développables en séries entières et leur termes généraux
satisfont des équations de récurrence qui permettent de les calculer de proche en proche.

Afin d’expliciter ces équations de récurrence, on peut faire comme lors de la démons-
tration du théorème 4.2.140, c’est-à-dire « ré-injecter » le développement dans l’équation
différentielle, mais il y a plus simple. En effet, il suffit pour cela de dériver les récurrences
déjà établies.

Prenons le cas d’un seul élément de Clothoïde 3D (p = 1), nous verrons plus loin
comment on l’étend facilement au cas d’une Super-Clothoïde 3D. On a κ(s) = λ0 +sλ1 =
L−s

L
q1 + s

L
q2, i.e. λ0 = q1 et λ1 = q2−q1

L
. La récurrence qui régit les termes de la série

DF s’obtient en différentiant 4.2.1845. ∀n ∈ N, ∀h ∈ R
3(p+1),







DR0 = 0

DR1 = R0D[λ0]×

DRn+2 h =
1

n + 2

(
DRn+1 h [λ0]× + Rn+1D[λ0]×h + DRn h [λ1]× + RnD[λ1]×h

)

Dr0 = 0

Drn+1 =
1

n + 1
Dtn.

À l’ordre 2 on trouve, ∀n ∈ N, ∀h, h′ ∈ R
3(p+1),







D2R0 = 0

D2R1 = 0

D2Rn+2(h, h′) =
1

n + 2

(
D2Rn+1(h, h′)[λ0]× + DRn+1 hD[λ0]×h′ + DRn+1 h′D[λ0]×h

+D2Rn(h, h′)[λ1]× + DRn hD[λ1]×h′ + DRn h′D[λ1]×h
)

D2r0 = 0

D2rn+1 =
1

n + 1
D2tn.
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On remarque que si ces deux récurrences sont effectuées en même temps que celles du
repère F , toutes les quantités nécessaires sont connues et le calcul peut effectivement
être réalisé.

On sait donc calculer par exemple le premier terme de 4.3.11b61 dans le cas où la force
extérieure p est constante — c’est le cas pour la force de gravité puisqu’elle correspond
à p = ρS g —, l’intégration par rapport à s étant triviale avec les séries entières. C’est
encore plus simple dans le cas où p est une distribution de Dirac — comme pour des
forces de contact discrètes — puisqu’il n’y a pas d’intégration spatiale. On remarque
que tous les autres termes (M et le second terme de F ) font intervenir un produit. Le
produit de deux séries est un produit de Cauchy et nous nous attachons maintenant à
leur traitement.

Le cas des produits de Cauchy

Si deux séries entières
∑

ansn et
∑

bnsn dans une algèbre de Banach — penser : un
espace complet qui possède une loi multiplicative — convergent absolument, alors leur
produit est aussi développable en séries entière et vérifie

(
+∞∑

n=0

ansn

) (
+∞∑

n=0

bnsn

)

=
+∞∑

n=0

(
n∑

k=0

ak bn−k

)

sn. (4.3.28)

Pour nous, ce résultat présente à la fois un avantage et un inconvénient. D’une part il
garantit que l’on va pouvoir continuer à calculer nos quantités avec des séries entières
mais d’autre part il montre que ces calculs vont être coûteux. En effet, la complexité du
calcul du n-ième terme de la série produit est en O(n). Nous verrons cependant dans le
chapitre 569 que ceci n’est pas dramatique pour le temps de calcul. Ces produits repré-
sentent toutefois une part importante de la charge de calcul (72% pour une simulation
raisonnable) ce qui nous a conduit à chercher un moyen de les éviter. Ces réflexions ont
été menées conjointement avec Marc Mezzarobba et Bruno Salvy, deux spécialistes du
calcul formel au CNRS et à l’Inria. Une approche légitime pour éviter ces produits de
Cauchy est de chercher une équation différentielle à coefficients polynomiaux satisfaite
par le produit. Il semble que ceci soit possible au prix d’une récurrence d’ordre assez
élevé et de la présence de « pôles ». En effet, l’équation trouvée n’est pas résolue, c’est-à-
dire que le coefficient devant la dérivée de plus haut degré n’est pas 1 mais un polynôme
avec des racines réelles, les « pôles ». Il n’est pas sûr que ces pôles posent problème et on
pourrait encore espérer trouver une version « désingularisée » (sans pôle) de l’équation,
au prix de faire encore gonfler l’ordre de la récurrence. Le gain possible en efficacité
semble finalement relativement limité. À ce stade de la réflexion, il nous a semblé pré-
férable de ne pas persister dans la recherche abusive de performance, ceci n’étant pas la
priorité de cette thèse. Cette piste de réflexion reste cependant intéressante et ouverte.

Adaptation de l’algorithme de découpe

Nous sommes maintenant en mesure de calculer, au moins en arithmétique exacte, tous
les termes de l’équation dynamique 4.3.1061. Cependant, rien ne garantit que les termes
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des séries en jeu ne vont pas subir le genre de problème que nous nous sommes appliqués
à éviter dans la section 4.2.245 : la compensation catastrophique. Nous allons montrer
que, hormis une modification du pas d’intégration, notre algorithme peut être appliqué
directement.

La différentielle DR est solution d’une équation différentielle linéaire à coefficients
polynomiaux, d’ordre 1 avec un second membre développable en série entière. Ce type
d’équation est proche de celle du théorème 4.2.140 au second membre près. On peut
en fait montrer que les résultats du théorème 4.2.140 subsistent : les restes de la série
sont majorés par une suite géométrique dont la raison peut être choisie arbitrairement
petite. On pourrait dériver une borne précise des coefficients de la série afin d’obtenir une
valeur optimale du pas de découpe mais, cela n’est en fait pas utile. En effet, on montre
que le pas optimal de découpe est dans ce cas toujours plus grand que celui nécessaire
au calcul des produits de Cauchy (voir le paragraphe suivant). Tous les termes des
différentes séries étant calculés simultanément, le découpage adopté est celui de la série la
plus contraignante ; le calcul de DR (et donc celui de Dr) ne nécessite pas de découpage
supplémentaire. Le même raisonnement peut être effectué pour les différentielles secondes
D2R et D2r puisque ce sont aussi des solutions d’équations différentielles avec second
membre, du même type que précédemment.

Attachons-nous maintenant au cas des produits de Cauchy. Remarquons que dans
les termes de l’équation 4.3.1061, tous les produits de Cauchy sont intégrés et souvenons-
nous que l’important pour éviter la compensation catastrophique est de contrôler la
norme des termes de la série. Si l’on note (cnsn)n∈N le terme général de la série primitive
du produit du paragraphe précédent, on a la majoration suivante,

∥
∥cn+1s

n+1
∥
∥

20

6
s

n + 1

n∑

k=0

∥
∥aksk

∥
∥
∥
∥bn−ksn−k

∥
∥ 6

s

n + 1

n∑

k=0

Ma
s M b

s 6

Mc
s

︷ ︸︸ ︷

sMa
s M b

s (4.3.29)

où Ma
s et Ma

s sont respectivement des majorants des termes (ansn)n∈N et (bnsn)n∈N.
Cette dernière majoration est importante car elle assure la décroissance rapide des termes
de la série primitive du produit. En effet, elle permet de donner une majoration des restes
de la série par une suite géométrique semblable à celle du théorème 4.2.140, puisque pour
n ∈ N et ω ∈ ]0 ; 1[,

∥
∥
∥
∥
∥

+∞∑

k=n

ck+1s
k+1

∥
∥
∥
∥
∥

21

6

+∞∑

k=n

s

k + 1
ωk

k∑

i=0

∥
∥
∥
∥
ai

( s

ω

)i
∥
∥
∥
∥

∥
∥
∥
∥
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( s

ω

)k−i
∥
∥
∥
∥
6

+∞∑

k=n

sMa
s
ω
M b

s
ω

ωk

6 sMa
s
ω
M b

s
ω

ωn

1 − ω
6 M c

s
ω

ωn+1

1 − ω
. (4.3.30)

Pour garantir que M c
s ne soit pas trop élevé et ainsi éviter la compensation catastro-

phique, il suffit que sMa
s

2 et sM b
s

2 ne dépassent pas le seuil précédemment fixé,
√

ε−1,
20 Ici nous n’avons pas précisé dans quel espace vivaient nos suites et il est possible qu’une constante

apparaisse dans la majoration de la norme du produit par le produit des normes. Pour en tenir compte,
il suffit d’ajouter cette constante dans la quantité M c

s .
21Voir note 20.
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c.f. section 4.2.2.250. On peut alors dériver le même genre de borne sur s que celle de
l’équation 4.2.3151. En pratique, ceci revient à couper environ deux fois plus22. On pour-
rait croire que cela a un impact négatif sur le temps de calcul mais ceci a aussi pour
effet de diminuer — environ par 2 — le nombre de termes requis sur chaque segment
et n’est en fait pas très coûteux. C’est d’ailleurs un point important pour comprendre
pourquoi le calcul des produits de Cauchy n’est pas rédhibitoire : en limitant le nombre
de termes des séries dont on veut faire le produit, on limite aussi le nombre de termes
dans la somme du produit de Cauchy 4.3.2865.

Cas d’une Super-Clothoïde 3D

Jusqu’ici nous n’avons considéré qu’un seul élément de Clothoïde 3D. Au paragraphe
précédent, nous avons déjà donné les modifications à apporter pour passer d’un segment
de découpe numérique au suivant. Le passage entre segments de découpe numérique et
celui entre segments géométriques (éléments) est en fait identique. Seule l’information
de courbure change mais les termes d’initialisation des récurrences sont simplement ceux
du segment précédent.

Conclusion

Dans cette section nous avons montré que notre méthode de résolution du problème de
Darboux (géométrique) s’étendait naturellement aux calculs des quantités dynamiques.
Avant de présenter nos résultats et de nous comparer aux modèles de référence, nous
présentons notre schéma d’intégration en temps.

4.3.4 Intégration en temps

Maintenant que l’on sait complètement et précisément calculer les termes de l’équation
dynamique 4.3.1061, il s’agit de résoudre, au moins de manière approchée, cette équa-
tion. Entre stabilité, précision, et efficacité, c’est toujours la stabilité et l’efficacité qui
priment en informatique graphique. La stabilité est assurée par une résolution implicite
de l’équation dynamique ; c’est-à-dire que les quantités à l’instant n + 1 sont définies
de manière implicite par une équation du type xn+1 = F (xn, xn+1). Dans le cas d’une
équation non-linéaire comme la nôtre, ces schémas requièrent une recherche de zéro,
souvent effectuée grâce à un algorithme de type Newton–Raphson. Le fait que dans le
cas présent la matrice M dépende non-linéairement de q et soit « pleine », va considé-
rablement ralentir ce genre de méthode. C’est pourquoi, afin de ne pas trop dégrader
l’efficacité de la simulation, nous utilisons un schéma numérique implicite-explicite où
certains termes sont explicites et d’autres implicites23. Il est bon de rappeler ici que l’une
des motivations qui nous a conduit à considérer le vecteur de courbures comme degré de

22Pour voir ceci « avec les mains », on peut reprendre l’équation 4.2.3151 en se souvenant que
C(s) ≈ ln(Ms) et donc ln(sMs

2) ≈ 2C(s) + ln s. Le terme C(s) étant polynomial, il domine ln s.
23D’une manière générale, la terminologie « semi-implicite » est ambiguë. Elle peut faire référence à

un schéma où certains termes sont explicites, d’autres implicites, comme celui que nous utilisons. Elle
peut aussi désigner un schéma de type Euler symplectique où on intègre la vitesse explicitement puis
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liberté de notre modèle est que la force élastique en dépend linéairement (c.f. 4.3.1061).
Ceci permet l’implicitation aisée des termes élastiques, ce qui est bienvenu car ce sont
les termes les plus « raides » de l’équation 4.3.1061 ; les autres termes seront explicités.
Notre schéma s’écrit alors

{(
M(qk) + ∆t2

K
)

∆q̇k = ∆t (F (qk, q̇k) − K(qk + ∆t q̇k − q̄))

∆qk = ∆t(q̇k + ∆q̇k)

(4.3.31a)

(4.3.31b)

où ∆t est le pas d’intégration, qk et q̇k sont les approximations de q(tk) et q̇(tk) à l’instant
tk = k∆t et ∆qk = qk+1 − qk et ∆q̇k = q̇k+1 − q̇k sont les incréments en position et en
vitesse au pas k.

Ce schéma est identique à celui utilisé dans (Bertails et al., 2006). Il est d’ordre 1,
et malgré le peu d’implicitation qu’il comporte, il est étonnamment stable. Son succès
réside dans le fait que ce sont les termes les plus « raides » (les termes élastiques) qui
ont été implicités.

La mise en œuvre de ce schéma d’intégration ainsi que la comparaison de notre
modèle avec des standards de la littérature sont données au chapitre suivant.

Remarque 4.3.32. On aurait aussi pu impliciter au premier ordre les termes en q̇ dans
F au prix de rompre la symétrie de la matrice du membre de gauche de 4.3.31a. Nous
avons testé cette alternative et constaté expérimentalement que le schéma était un peu
plus stable.

la position implicitement, grâce à la nouvelle vitesse ou vice-versa. Enfin, il peut parfois abusivement
s’agir de la méthode des trapèzes ou d’une implicitation au premier ordre (linéarisée).



Chapitre 5

Comparaisons et résultats

C e chapitre a pour objet la validation et la comparaison de notre modèle de
Super-Clothoïdes 3D sur les plans géométrique et dynamique. Concernant
la géométrie, un diagramme temps/précision permet de mettre en évidence

l’efficacité de notre solution par rapport à des méthodes d’intégration d’équations dif-
férentielles. Le modèle dynamique est quant à lui comparé à deux modèles discrets de
référence, eux aussi basés sur le modèle continu de Kirchhoff. Notre méthode se ré-
vèle être tout à fait compétitive dans le domaine du temps réel et est une approche à
privilégier lorsque la précision est un critère important.

Si vous utilisez la version numérique de ce document, vous devriez avoir accès à
la vidéo présentant nos résultats et nos comparaisons en cliquant sur l’icône dans la
marge de droite, sinon, rendez-vous à l’adresse http://bipop.inrialpes.fr/~casati/

research.html#ssc.

5.1 Calcul de la géométrie : séries entières versus

schémas d’intégration

Une manière classique d’attaquer le problème de Darboux 4.1.1333 est de l’intégrer numé-
riquement. Pour cela, il est préférable de représenter la base matérielle par un quaternion
car la dimension du système à intégrer sera plus petite. On aura besoin d’un vecteur
de R

7, 4 composantes pour le quaternion, 3 pour la courbe moyenne. Pour comprendre
pourquoi il est en revanche recommandé de conserver une représentation matricielle pour
nos séries entières, on pourra se reporter à la remarque 4.1.1433. Dans ce formalisme, les
équations de la base et de la courbe moyenne sont données par 4.1.1534 et 4.1.1634. Il
n’est pas nécessaire d’utiliser un schéma particulièrement stable puisque l’équation n’est
pas particulièrement « raide ». En revanche, il est nécessaire de maintenir le quaternion
normé car seuls les quaternions de la sphère unité de R

4, S3(R), représentent des rota-
tions de R

3. Pour cela, soit on re-normalise le quaternion après chaque itération, soit on
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utilise des méthodes qui garantissent que l’on reste sur une certaine variété (ici S3(R)),
on parle alors d’intégration géométrique. Ici notre variété est un groupe de Lie et il existe
des méthodes simples pour intégrer sur ces variétés (Hairer et al., 2006).

Nous avons comparé notre algorithme de résolution du problème de Darboux aux
différents schémas d’intégration suivants. Le schéma d’Euler explicite — d’ordre 1, ci-
dessous dénommé « Euler » (Hairer et al., 2006, équation 1.5 p. 3) —, la méthode de Lie-
Euler (Hairer et al., 2006, équation 8.10 p. 143) — d’ordre 1, ci-après dénommée « Lie »,
les schémas de Runge-Kutta d’ordre 2 et 4 — dénommés ci-dessous respectivement
« RK2 » (Hairer et al., 2006, système 1.3 (à droite) p. 28) et « RK4 » (Hairer et al.,
2006, tableau de Butcher 1.8 (à gauche) p. 30) et enfin l’algorithme (D)LSODAR de la
suite ODEPACK (Hindmarsh, 1983), réputé pour sa robustesse et sa précision. Excepté
pour les méthodes Lie et LSODAR, tous les schémas sont terminés par une étape de
normalisation du quaternion.

Notre algorithme de comparaison est le suivant. Le problème considéré a pour pa-
ramètres L = 0,2, la torsion varie linéairement de 100 à 0, et les courbures sont égales
et varient également linéairement mais de 0 à 100. On génère alors une approximation
de la solution a très grande précision (avec notre méthode car c’est celle qui est la plus
précise), ce sera notre solution de « référence » par rapport à laquelle seront calculées les
erreurs globale en norme L2 pour un échantillonnage uniforme de 100 points du segment
[0 ; L]. Toutes les méthodes citées précédemment requièrent un pas d’intégration dont
on suppose d’une part que l’erreur globale est une fonction strictement croissante et
d’autre part que le temps total de calcul (pour intégrer de 0 à L) est une fonction dé-
croissante. Étant donnée une erreur globale ε fixée, on peut donc trouver, par dichotomie
par exemple, le plus grand pas d’intégration ∆s tel que l’erreur globale de la méthode
soit en dessous de ε. À ce pas ∆s correspond un temps de calcul T = φ(ε). Pour chacune
des méthodes, nous avons construit cette fonction φ qui donne le temps minimum mis
par la méthode considérée pour atteindre l’erreur globale donnée. Chacun des graphes
correspondants se trouve figure 5.1.171.

Pour pouvoir comparer notre méthode sur cette même figure, il nous faut construire
l’analogue de la fonction φ. Ce qui joue le rôle du pas d’intégration dans le calcul par
séries entières, c’est l’indice de troncature de la somme. C’est en tout cas la quantité qui
détermine le coût de l’algorithme. Étant donnée une erreur globale ε, on calcule alors
l’indice n minimal à partir duquel on peut tronquer la somme et obtenir une erreur
globale inférieure à ε. Cette troncature correspond à un temps de calcul T = φ(ε) et
on peut comparer notre méthode aux autres. Elle est désignée par le sigle « DSE » sur
la figure 5.1.171. Remarquons que contrairement aux autres techniques, l’approche par
séries entières ne nécessite pas d’intégrer sur tout le segment pour obtenir la valeur de
la géométrie en s = L. Dans beaucoup d’applications, il est nécessaire de calculer un
échantillonnage de la courbe et pas seulement la géométrie en s = L. Cet échantillonage
est « gratuit » pour les méthodes d’intégration. Pour ne pas désavantager ces dernières,
le temps T pour la méthode par développement en séries entières tient compte du calcul
de la géométrie en 50 points répartis uniformément sur le segment [0 ; L].
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Figure 5.1.1 : Comparaison de notre méthode par séries entières (DSE) et plusieurs
méthodes d’intégration pour la résolution du problème de Darboux dans le cas d’un
vecteur de courbures affine. t∗

DSE est le temps mis par notre méthode pour que l’erreur
globale atteigne la précision machine (en double), idem pour t∗

LSODAR avec LSODAR.

Interprétons ces résultats. L’ordre 1 des schémas d’Euler et de Lie est clair et l’inté-
gration géométrique n’a pas d’intérêt dans ce cas. L’apport d’un schéma d’ordre 2 comme
RK2 est bien visible mais la différence avec la méthode RK4 est faible. Ceci s’explique
par la complexité plus élevée de la méthode mais surtout à cause de la normalisation
du quaternion qui a pour effet de « tuer » l’ordre du schéma. LSODAR n’est pas très
compétitif pour des erreurs plus grandes que 10−5 mais devient performant pour des er-
reurs plus faibles. La méthode possède en effet un « coût fixe » important1. L’avantage
des séries entières sur les autres approches pour résoudre le problème de Darboux dans
le cas d’une courbure affine est ici très net, elles sont 100 fois plus rapides que LSODAR
pour atteindre la précision machine. Ceci n’a rien de mystérieux, notre méthode est
spécifique et exploite beaucoup la structure du problème, ce que les approches d’inté-
gration ne peuvent pas faire puisqu’elles sont utilisables avec la plupart des équations
différentielles, même non-linéaires.

Il est intéressant de constater qu’en un certain point (ε ≈ 10−2), les graphes se
croisent et toutes les méthodes (sauf LSODAR) deviennent plus précises (pour un temps
fixé) que le calcul par séries entières. Pour nous rendre compte de l’erreur globale à

1LSODAR est capable d’intégrer des problèmes très mal conditionnés en détectant automatiquement
les phases raides et les phases plus simples. Il est donc normal que cette implémentation ne soit pas
partout compétitive par exemple avec un schéma RK4 implémenté spécialement pour le problème
considéré. Notons que sur cet exemple, une régression log-linéaire donne un ordre 9 pour l’intégrateur
LSODAR.
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laquelle correspond ce point, nous avons superposé la solution exacte (en rouge) et
la solution obtenue pour cette erreur globale. La méthode de calcul utilisée ici est la
méthode de Lie-Euler mais ceci n’a pas beaucoup d’importance, les autres méthodes
auraient donné des écarts similaires.

Notons aussi qu’à aucun moment dans nos calculs numériques par séries entières
nous n’avons prêté attention au fait que la somme de la série de la base matérielle soit
une matrice de rotation. Cependant, nous avons constaté numériquement que l’erreur
∥
∥R⊤R − I

∥
∥ était de l’ordre de la précision machine.

On a vu que la méthode par séries entières se révèle être un excellent moyen de cal-
culer la géométrie d’une Clothoïde 3D à la précision machine. Son second avantage, qui
n’est pas des moindres pour l’application qui est la nôtre, est que la méthode s’applique
(presque) directement au calcul de la dynamique. Si l’on avait voulu calculer les termes
de la dynamique avec des intégrateurs numériques, il aurait fallu résoudre les équations
différentielles sur Dr, D2r, DR et sur D2R, pour ensuite utiliser une méthode de qua-
drature afin d’évaluer les intégrales 4.3.11a61 et 4.3.11b61. Ceci se serait révélé coûteux,
peut-être instable et la superposition de l’intégration et de la quadrature aurait rendu
le contrôle de l’erreur peu aisé. Avec nos séries entières, quadrature et intégration sont
deux opérations très simples. Notons que les coûts les plus importants ne sont pas situés
aux mêmes endroits selon la stratégie de calcul utilisée : le calcul par séries entières est
ralenti par les produits de Cauchy mais pas par l’intégration, alors que c’est l’inverse
pour une méthode du type intégration + quadrature.

Avant de présenter notre comparaison dynamique, nous évaluons l’efficacité de notre
méthode dans le cas particulier de la dimension 2, pour lequel le problème de Darboux
se simplifie.

Le cas de la dimension 2

Nous l’avons déjà vu, le cas de la dimension 2 — qui consiste à ne considérer qu’une
seule courbure, notons-la κ — apporte son lot de simplifications. On ne dispose toujours
pas d’expression en forme fermée (voir l’annexe A157) dans le cas général pour la courbe
moyenne mais le repère a en revanche le bon goût d’en posséder une. L’implication
principale de ceci est que le problème de Darboux, qui se formule maintenant uniquement
sur la courbe moyenne, peut se mettre sous la forme intégrale

r(s) = r0 +

∫ s

0

(cos θ(u), sin θ(u)) du avec θ(s) = θ0 +

∫ s

0

κ(u) du. (5.1.2)

Cette formulation a l’avantage de permettre le calcul de la courbe moyenne par des
algorithmes de quadrature. C’est d’ailleurs ce qui est principalement utilisé dans la
littérature (Bertails-Descoubes, 2012; Kelly et Nagy, 2003; McNaughton et al., 2011).
Il est donc intéressant de comparer notre algorithme aux méthodes de quadrature dans
ce cas.
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La suite QUADPACK (Piessens et al., 1983) propose des implémentations de réfé-
rence pour des méthodes de quadrature efficaces. Notre problème ne comportant pas de
singularité ni de discontinuité, les routines QUADPACK_QNG et QUADPACK_QAG
sont adaptées à notre cas (Piessens et al., 1983, p. 79). Ces routines prennent notamment
en paramètre une erreur absolue qui ne permet pas de bien contrôler le temps de calcul.
Pour deux erreurs absolues qui diffèrent d’un ordre de grandeur, on peut par exemple
obtenir la même erreur absolue « réelle » et que les temps de calcul soient pourtant
différents. Il n’est donc pas facile d’obtenir un graphique du type de 5.1.171. Ce qui est
sûr c’est que ces méthodes permettent une précision importante (de l’ordre de 10−10)
et l’on peut comparer le temps que met chaque algorithme pour atteindre sa précision
maximum.

L’exemple comparatif que nous avons choisi est celui du calcul des intégrales de
Fresnel 3.0.327 en s = 4. Les deux routines QUADPACK_QNG et QUADPACK_QAG
donnent ici les mêmes résultats et sont 7,5 fois plus lentes que notre méthode pour
atteindre la précision maximale. Plus précisément, elles calculent la position de la spirale
de Cornu en s = 4, avec une erreur2 de l’ordre de 10−10 ≈ 4,5·105ε, 7,5 fois plus lentement
que notre méthode ne met de temps pour atteindre une précision inférieure à 2ε. Notons
que dans cet exemple, pour les séries entières, nous avons utilisé le code développé pour
la dimension 3 et entre la moitié et les 2/3 des opérations sont effectuées inutilement (ce
sont des multiplications de zéros). On aurait donc un gain encore plus significatif avec
un code spécifiquement développé pour la dimension 2.

5.2 Comparaisons avec d’autres modèles
dynamiques de tiges de Kirchhoff

Deux modèles discrets de tiges de Kirchhoff ont été introduits en informatique graphique.
Il s’agit des Super-Hélices (SH) (Bertails et al., 2006) et des Discrete Elastic Rods (DER)
(Bergou et al., 2008). Dans un premier temps nous les présenterons brièvement, avant
de décrire notre protocole de comparaison puis d’en donner les résultats.

5.2.1 Présentation des modèles

5.2.1.1 Le modèle des Super-Hélices

Le modèle des Super-Hélices (Bertails et al., 2006) est très proche de celui des Super-
Clothoïdes 3D. Plus précisément ce dernier en est fortement inspiré. Ils partagent le
concept de la discrétisation spatiale au niveau des courbures. La clef du modèle des
Super-Hélices est l’exploitation de la remarque 4.1.2235 qui affirme que dans le cas où
le vecteur de courbures est constant, il existe une forme fermée (voir l’annexe A157)
pour la base matérielle et pour la courbe moyenne. Les courbes ainsi décrites sont des

2Cette erreur est calculée grâce à l’utilisation de fonctions standards dédiées au calcul des intégrales
de Fresnel.
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hélices circulaires. Ces primitives sont ensuite raccordées de manière C 1 en imposant la
continuité de la base matérielle aux jonctions. Les composantes du vecteur de courbures
sont des fonctions constantes par morceau.

Si p est le nombre d’éléments, le nombre de degrés de liberté est 3p puisqu’il faut 3
scalaires par élément pour d’écrire complètement la cinématique de la tige. Ceci est à
comparer avec la quantité 3(p+1) pour les Super-Clothoïdes 3D. Le nombre de degrés de
liberté par élément est donc le même asymptotiquement puisqu’il est de 3 pour les Super-
Hélices et de 3 + 3

p
pour les Super-Clothoïdes 3D. On n’a donc pas vraiment « gagné »

de degré de liberté par élément en utilisant des primitives de degré supérieur. Ceci
s’explique simplement par le fait que nous imposons un degré de continuité plus fort que
celui des Super-Hélices, ce qui impose une contrainte supplémentaire sur la courbure :
sa continuité. On peut alors se demander si le modèle que nous avons développé est
vraiment plus « riche » que les Super-Hélices. Il sera intéressant de prêter attention à
cela dans les comparaisons.

De la même manière que les séries entières se « propagent » à la dynamique dans le
cas des Super-Clothoïdes 3D, ce sont tous les termes de la dynamique des Super-Hélices
qui s’expriment en forme fermée (voir l’annexe A157). L’équation 4.3.1061 est donc écrite
à base de fonctions et d’opérations élémentaires. Le schéma d’intégration temporelle est
en revanche identique en tout point à celui que nous utilisons : les termes élastiques sont
implicites, les autres sont explicites.

5.2.1.2 Le modèle des Discrete Elastic Rods

Le modèle des Discrete Elastic Rods (Bergou et al., 2008) repose sur un échantillonnage
spatial de la courbe moyenne accompagné d’une information angulaire aux points de la
discrétisation. Cet angle quantifie la rotation de la base matérielle par rapport au repère
de Bishop — ce repère a la particularité de ne pas tourner autour de la tangente — et
permet ainsi une réduction du nombre de paramètres. Ceci garantit en particulier que
la base reste « adaptée » à la courbe moyenne, c’est-à-dire que son premier vecteur est
la tangente à la courbe. De ce point de vue, ce modèle est à la fois un modèle nodal et
un modèle partiellement réduit.

Dans leur version de 2008, les Discrete Elastic Rods sont assorties d’une hypothèse
quasi-statique simplificatrice qui permet finalement de faire « disparaître » les coordon-
nées angulaires comme degrés de liberté. Elles sont en fait calculées par un algorithme de
type Newton–Raphson à partir de la position des points de la courbe moyenne unique-
ment. Dans leur version de 2010 (Bergou et al., 2010), que nous utilisons dans la suite,
cette hypothèse est relâchée et les angles sont conservés comme de « vrais » degrés de
liberté. Si p est le nombre de segments, ce modèle dispose de 4p + 3 degrés de liberté :
1 angle par segment et 3 coordonnées par point.

À cause de la paramétrisation nodale, l’inextensibilité n’est pas garantie et doit être
traitée explicitement : soit par un algorithme de projection (Bergou et al., 2008), soit
par l’ajout d’une énergie d’élongation/compression assortie d’une raideur importante
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(Bergou et al., 2010). Pour garantir la stabilité du modèle, un schéma implicite est
utilisé et nécessite la résolution d’un algorithme de type Newton–Raphson. En revanche,
la paramétrisation nodale permet d’aboutir à des systèmes creux qui peuvent être résolus
efficacement, ce qui autorise l’utilisation d’un nombre important de degrés de liberté.

Précision sur les codes utilisés

Que ce soit pour la simulation du modèle des Super-Hélices ou celle des Discrete Elastic
Rods, nous utilisons la version du code des auteurs, qu’ils soient d’ailleurs ici remerciés
de nous l’avoir fourni. Signalons aussi que notre code de simulation est disponible en
libre accès et sous licence libre (GPL) en cliquant sur l’icône dans la marge de droite ou 1

0
0

1
0
0

0
1
1

depuis la page du projet http://bipop.inrialpes.fr/~casati/research.html#ssc.

5.2.2 Description du protocole de comparaison

Afin de comparer les modèles, nous utilisons deux scénarios. Le premier est celui d’une
tige droite, dont une extrémité est libre et l’autre est encastrée, et qui tombe sous la
gravité. Quelques images sont visibles figure 5.2.1(a). Le second décrit une tige enroulée
sur elle-même (en anneau) qui tombe sous la gravité, voir la figure 5.2.1(b). Pour chacun
des scénarios, la forme au repos est la forme initiale (première image à gauche, pour
chaque séquence). Les comparaisons mises en œuvre dans la section suivante sont données

(a) (b)

Figure 5.2.1 : Les deux scénarios de comparaison que nous utilisons. La flèche du temps
va de gauche à droite. Les positions les plus à droite sont les positions d’équilibre.

ci-dessous.

(i) Validation croisée. Une première chose à vérifier est que les trois modèles
convergent vers la même position d’équilibre. On effectue ainsi une validation croi-
sée.

(ii) Précision statique. Pour un nombre de degrés de liberté donné, quel est le mo-
dèle qui permet d’obtenir la plus grande précision sur l’état d’équilibre ? Cette
comparaison a l’avantage d’être indépendante du schéma d’intégration en temps.
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En pratique, l’erreur sera calculée par notre méthode avec 50 éléments (153 degrés
de liberté) car c’est celle qui converge le plus vite vers la géométrie continue.

(iii) Efficacité des calculs dynamiques. On fixe le pas d’intégration à 11ms et on
simule une seconde de chaque scénario. Les mouvements étant assez nerveux, la
tige a le temps de subir une phase de descente puis de remontée. Étant donné un
nombre de degrés de liberté, quel est le modèle qui est le plus rapide pour effectuer
ce calcul ?

(iv) Pseudo-diagramme temps/précision. Comparer les mouvements dynamiques
en mesurant l’erreur à chaque pas ne nous apporterait pas beaucoup d’information.
En effet, une telle comparaison repose essentiellement sur la précision du schéma
d’intégration utilisé. Chaque modèle pouvant être couplé avec à peu près tous les
schémas d’intégration, cette comparaison n’est pas très pertinente. D’autre part, ce
sont ici le choix de la discrétisation géométrique (spatiale) et son impact sur le coût
de la simulation dynamique qui nous intéressent. Pour associer un temps de calcul
à une précision, il nous a semblé approprié de « croiser » les deux comparaisons
précédentes. C’est-à-dire associer un temps de calcul dynamique à une précision
statique via un nombre de degrés de liberté. On obtient ainsi une estimation de la
précision dynamique que l’on pourrait espérer si l’on avait un schéma d’intégration
parfait (sans prendre en compte toutefois le coût d’un tel schéma).

5.2.3 Comparaisons

(i) Validation croisée. Les formes à l’équilibre prédites par les trois modèles
convergent vers la même courbe moyenne et la même base matérielle lorsque le
nombre de degrés de liberté tend vers l’infini. Ceci est déjà un résultat en soi car
la validation croisée des modèles des Discrete Elastic Rods et des Super-Hélices
n’avait jamais été vérifiée.

(ii) Précision statique. Le résultat de cette expérience est présenté figure 5.2.277.
Précisons que l’erreur est mesurée en norme L2 pour un échantillonnage uniforme
de 100 points quel que soit le nombre de degrés de liberté. Afin de « masquer » le
faible degré de continuité des DER, celles-ci sont souvent lissées avec des courbes
paramétriques de type Spline. Cependant, ceci n’a pas pour effet de faire diminuer
l’erreur sur le graphe de la figure 5.2.277 et nous ne l’utilisons donc pas.

L’ordre de convergence de chacune des méthodes est bien visible ici et l’apport des
Super-Clothoïdes 3D sur les autres modèles est clair.

Par exemple, il faut 2,7 fois moins de degrés de liberté à notre modèle pour atteindre
la limite de distinction visuelle avec la référence qu’il n’en faut au modèle des Super-
Hélices. Il lui en faut 40 fois moins qu’aux Discrete Elastic Rods.

(iii) Efficacité des calculs dynamiques. Les temps de simulation en fonction du
nombre de degrés de liberté sont donnés figure 5.2.378. Le caractère creux du sys-
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Figure 5.2.2 : Comparaison de la précision des modèles sur l’équilibre statique en
fonction du nombre de degrés de liberté.

tème des Discrete Elastic Rods lui confère l’efficacité attendue. Le coût des calculs
par séries entières est quant à lui mis en évidence par comparaison avec les Super-
Hélices. Rappelons en effet que pour un nombre de degrés de liberté n donné, le
nombre d’éléments de ces deux modèles est quasiment identique puisqu’il est égal
à n

3
− 1 dans le premier cas et n

3
dans le second. La taille des systèmes linéaires à

inverser, pour une abscisse fixée sur le graphique, est donc pratiquement la même.

On remarque que le modèle des Discrete Elastic Rods fonctionne en temps réel
pour cette simulation jusqu’à une vingtaine d’éléments ; 18 pour les Super-Hélices
et 10 pour les Super-Clothoïdes 3D.

(iv) Pseudo-diagramme temps/précision. Le « croisement » des deux graphiques
précédents, en éliminant le nombre de degrés de liberté afin de conserver la pré-
cision en fonction du temps de calcul, est donné figure 5.2.479. Rappelons que ce
graphique est donné à titre indicatif et ne constitue pas une évaluation de la préci-
sion dynamique des modèles. C’est, comme il est dit plus haut, une estimation de la
précision dynamique que l’on pourrait espérer si l’on avait un schéma d’intégration
parfait.

Il est intéressant de constater que les graphes des Super-Hélices et des Super-
Clothoïdes 3D se croisent et que le point d’intersection se trouve au-dessus de la
limite de distinction visuelle et avant la limite du temps réel. Dans la région de
faible précision (erreur > 2 ·10−2), les Super-Hélices offrent un meilleur compromis
que notre modèle. Cependant, pour de telles précisions, le nombre d’éléments des
Super-Hélices est inférieur à 6 et laisse apparaître les discontinuités peu esthétiques
dont il est question dans les motivations (voir la figure 3.0.226). Pour des précisions
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Figure 5.2.3 : Temps de calcul de la simulation en fonction du nombre de degrés de
liberté pour chaque modèle.

plus importantes, notre modèle devient plus intéressant que les Super-Hélices et le
surcoût de calcul est compensé par le gain de précision.

Pour des mouvements « nerveux » comme ceux que nous avons considérés, les Dis-
crete Elastic Rods sont peu compétitives par rapport aux deux autres modèles. Elles
sont particulièrement pénalisées dans cette comparaison par le fait que la géométrie for-
tement courbée requiert un nombre important de points pour être correctement décrite
par des segments. De plus, la rapidité et la brutalité du mouvement mettent le schéma
numérique à l’épreuve et l’algorithme de Newton–Raphson requiert beaucoup d’itéra-
tions pour converger. En traitant l’inextensibilité de manière implicite et en implicitant
les termes de flexion/torsion dans le schéma, les deux autres modèles s’en sortent beau-
coup mieux. Le fait que certains termes soient explicites dans notre schéma a aussi pour
conséquence de permettre à notre modèle de moins dissiper l’énergie comme le montre
la figure 5.2.580.

Discussion Soulignons le fait que notre étude est modeste et limitée, mais une com-
paraison exhaustive serait de toute façon difficile. Chaque modèle a ses forces et ses
faiblesses et le meilleur compromis est à définir en fonction du contexte d’utilisation. Ce-
pendant, notre étude a montré que dans le cas de mouvements nerveux et de courbures
importantes, le modèle des Super-Clothoïdes 3D est le meilleur compromis en termes de
rapidité et de précision. La force principale des Discrete Elastic Rods est définitivement
sa grande stabilité à un coût linéaire (figure 5.2.3). En revanche, l’inconvénient d’une



5.3. RÉSULTATS 79

10−4 10−3 10−2 10−1 100 101 102

10−4

10−3

10−2

10−1

100

O
(
x

−

1
,3

5
)

O(
x −

0
,71
)

O
(
x

−

1
,6

)

T
em

p
s

ré
el

Distinction visuelle
avec la référence (statique)

Temps total de calcul de la simulation (s)

E
rr

eu
r

d
e

l’
éq

u
il
ib

re
st

at
iq

u
e

(m
)

DER
SH

SC3D

Figure 5.2.4 : Croisement des graphiques 5.2.277 et 5.2.378 par « élimination » du
nombre de degrés de liberté. Remarquons qu’une fonction en xa sur le graphique 5.2.277

croisée avec une fonction en xb sur le graphique 5.2.378 est en x
a
b ici.

telle approche est le coût important de convergence de la boucle de Newton–Raphson
dans les parties numériquement « raides ». Rappelons que chaque modèle pourrait être
utilisé avec un schéma numérique plus performant, du point de vue de la stabilité, de la
précision ou de la conservation de l’énergie (Hairer et al., 2006). Dans notre étude, nous
avons utilisé les modèles avec le schéma d’intégration proposé dans la version originale
du code des auteurs.

5.3 Résultats

Notre modèle a été utilisé pour reproduire des phénomènes mécaniques complexes met-
tant en jeu des tiges fortement courbées, comme la simulation de plantes grimpantes
volubiles (qui s’enroulent autour d’un support), ou celle de cheveux bouclés. Nous pré-
sentons ces résultats ici.

5.3.1 Plantes grimpantes volubiles

La croissance des plantes grimpantes volubiles est un phénomène tout à fait singulier
qui soulève beaucoup de questions. Quelle taille doit avoir le support pour que la plante
puisse effectivement s’y accrocher et grimper ? Quelle est la topologie de contact entre
la tige et le support ? Goriely et Neukirch (2006) ont modélisé ce phénomène comme
un problème aux limites grâce à une tige de Kirchoff bidimentionnelle de courbure au
repos κ̄, constante, en contact (sans frottement) à ses deux extrémités avec un disque de
rayon R > κ̄−1 (sinon, il est clair que la tige ne peut pas s’enrouler autour du support).
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Figure 5.2.5 : Comparaison de la dissipation d’énergie due au schéma (il n’y a pas de
dissipation physique) pour le mouvement 5.2.1(a)75.

En étudiant les bifurcations du système, ils ont montré l’existence d’une valeur critique ρc

du produit ρ = Rκ̄ en dessous de laquelle la plante est capable de grimper en s’enroulant
autour du support. Une méthode de tir3 leur permet de donner une valeur approchée de
ρc ≈ 3,3. Pour des paramètres favorables à l’ascension (ρ 6 ρc), la topologie de contact
reste la même au cours du temps et est caractérisée par un point de contact à l’extrémité
(qui fait un angle constant avec le support), suivi d’une région qui n’est pas en contact
et enfin d’une zone continue de contact entre le support et le reste de la plante. Dans le
cas défavorable (ρ > ρc), la plante s’enroule sur elle-même sans s’accrocher au support.

Nous avons utilisé notre propre modèle numérique pour simuler dynamiquement le
processus de croissance en modélisant les forces de contact avec des pénalités. La figure
5.3.1(a)81 montre que nous avons capturé convenablement tous les phénomènes. Nous
avons retrouvé la valeur critique ρc avec une erreur relative de 1% avec seulement 5
éléments de Clothoïdes 3D (utilisées en 2D ici).

Dans le cas tridimentionnel, les auteurs prédisent une forme hélicoïdale dont le pas
n’est pas uniforme. Nos simulations confirment ceci surtout près de l’extrémité, voir la
figure 5.3.1(b)81.

Notons que nous n’avons utilisé que 10 éléments de Clothoïdes 3D qui nous ont
permis de faire plus de 5 tours autour du support.

3Les méthodes de tir s’appliquent à la résolution des problèmes aux limites où les conditions (in-
connues) à un bord sont approchées itérativement pour satisfaire les conditions au bord opposé, par des
résolutions successives du problème de Cauchy correspondant.
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Figure 5.3.1 : Simulation d’une plante grimpante volubile. En 2D (a), on retrouve
le seuil critique ρc ≈ 3,3 et la topologie de contact prédits par Goriely et Neukirch
(2006). En 3D (b), l’utilisation de 10 éléments nous permet de simuler convenablement
la croissance de la plante. Observer la variation du pas de l’hélice près de l’extrémité.

5.3.2 Simulation de chevelure

Notre modèle a été facilement couplé avec le solveur de contact frottant de Daviet et al.
(2011). Nous l’avons utilisé pour simuler différents scénarios mettant en jeu du contact
cheveux/cheveux et cheveux/personnage.

Dans un premier temps, nous avons animé deux modèles constitués tous les deux de
662 tiges (cheveux) avec 4 éléments de Clothoïdes 3D chacun. Les courbures au repos
du premier modèle sont droites, celles du second sont assez fortement courbées. Des
captures de ces simulations sont montrées figure 5.3.282.

Nous avons aussi animé une chevelure fantaisiste inspirée de « Animation Mother »
de Siggraph (CGSociety, 2008). La chevelure est constituée de 100 tiges en contact
frottant composées de 1 à 4 éléments de Clothoïdes 3D (soit 1,55 élément en moyenne
seulement). Le résultat est donné figure 5.3.382. Les spirales ont un mouvement riche
même avec peu d’éléments et l’emmêlement complexe est bien géré par le solveur de
contact.

5.3.3 Animation de rubans

Enfin, même si les hypothèses des tiges minces ne sont plus satisfaites dans le cas de
rubans (Dias et Audoly, 2015), nous avons modélisé un ruban en utilisant une tige de
Kirchhoff avec une section exagérément plate. Un seul élément de Clothoïde 3D permet
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(a) (b)

Figure 5.3.2 : Simulation de 662 cheveux droits (a) et frisés (b) en contact frottant
entre eux et avec le personnage. Le coefficient de frottement vaut µ = 0,2.

Figure 5.3.3 : Simulation fantaisiste de « Animation Mother », de Siggraph (CGSociety,
2008).

déjà des mouvements riches et des formes complexes tout en étant très efficace. Nous
avons utilisé cette stratégie pour simuler en temps réel la géométrie d’un ruban enroulé,
d’un parchemin et d’un poster comme le montre la figure 5.3.483.

Ces expériences numériques illustrent la richesse géométrique de notre primitive ainsi
que la variété de ses déformations mécaniques.
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(a) (b) (c)

Figure 5.3.4 : Simulation d’un ruban enroulé (a), d’un parchemin (b) et d’un poster (c),
chacun possédant un seul élément de Clothoïde 3D. Les hypothèses de validité du modèle
de Kirchhoff ne sont plus satisfaites mais les formes ainsi générées sont tout de même
très riches et visuellement plausibles, pour un coût de simulation très faible.





Chapitre 6

Conclusion de la première partie

Résumé des contributions Dans cette première partie, nous avons proposé un mo-
dèle discret de tiges de Kirchhoff dynamiques, de haut degré, basé sur des éléments en
courbures et torsion affines par morceaux : les Super-Clothoïdes 3D. Cette discrétisation
spatiale est calculée de manière précise grâce à une méthode dédiée, adaptée à l’arithmé-
tique flottante, utilisant des développements en séries entières. L’approche s’est révélée
être beaucoup plus efficace et précise que les intégrateurs numériques classiques. D’autre
part, nous avons montré que l’algorithme utilisé pour la résolution du problème géomé-
trique s’appliquait aisément au calcul de tous les termes de la dynamique. Enfin, comme
dans (Bertails et al., 2006), l’utilisation des courbures et de la torsion comme degrés de
liberté a permis d’aboutir à un schéma d’intégration stable grâce à une implicitation,
à moindres frais, des forces élastiques. Le modèle a été utilisé avec succès pour simuler
des tiges, droites ou courbées, comme des cheveux, des plantes ou des rubans ; dans
tous les cas, un petit nombre d’éléments s’est avéré suffisant. Nos comparaisons avec
deux modèles de référence introduits en informatique graphique ont montré que notre
approche offrait un meilleur compromis en termes de précision spatiale, de richesse de
mouvements et d’efficacité en temps de calcul.

Travaux futurs Une extension évidente et dont nous avons déjà discutée dans la
section 4.2.455 est celle de l’utilisation d’éléments de courbures et torsion polynomiales
de degrés quelconques, raccordés avec un degré de continuité, lui aussi quelconque. Une
telle flexibilité permettrait de pouvoir choisir entre beaucoup d’éléments de degré faible
et peu d’éléments de degré élevé. Le cas d’un seul élément de degré élevé semble même
intéressant lorsque l’on souhaite une précision importante. De la figure 5.2.277, on peut
conjecturer que cette précision (sur la position statique) est en O

(
x2d

)
avec le nombre de

degrés de liberté si d est le degré du polynôme utilisé sur chaque élément. Remarquons
aussi que le temps de calcul est linéaire en d puisque celui-ci n’influe que sur le nombre de
termes de la somme intervenant dans la récurrence 4.2.4a41. Tout ceci semble confirmer
la pertinence de l’élaboration d’un tel modèle. Une autre amélioration possible de la
méthode, dont nous avons déjà discutée à la section 4.3.364, est celle de l’élimination des
produits de Cauchy qui sont responsables de 72% du temps de calcul (en moyenne). Une
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piste intéressante serait de trouver les équations différentielles satisfaites par ces produits
de manière à obtenir une relation de récurrence sur leurs coefficients, et de pouvoir ainsi
traiter ces séries comme les autres. Aussi, l’utilisation d’un autre type de séries pourrait
présenter plusieurs avantages. En effet, il est possible que pour un autre type de séries,
le phénomène de compensation catastrophique soit absent. Ou peut-être que celui-ci est
moins problématique et que de telles séries permettraient de plus grands pas de découpe.
D’autre part, la majoration explicite 4.2.541 du théorème 4.2.140 ainsi que la condition
C(s) 6 T pourraient peut-être permettre d’obtenir des bornes d’erreurs (explicites) qui
tiennent compte de toutes les erreurs d’arrondi. En effet, dans notre exposition, il a peut-
être semblé que découper plus était toujours bénéfique pour la précision, mais plus de
segments signifie aussi plus d’erreurs propagées et donc sûrement une erreur globale plus
importante. Pour la dynamique, l’utilisation d’un schéma mieux adapté à la préservation
de l’énergie serait avantageuse, mais ce genre de schémas nécessite, la plupart du temps,
la résolution d’une équation implicite. Cela limite l’intérêt de la dépendance linéaire des
forces par rapport aux courbures qui nous avait facilité leur implicitation. Il est aussi
sûrement possible d’améliorer notre comparaison des modèles, en considérant d’autres
scénarios, de manière à bien cerner le domaine le plus adapté à chacune des approches.



Deuxième partie

Modélisation numérique inverse de
coques élastiques en contact frottant
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Chapitre 7

Introduction

S elon Kern (2002), un problème inverse consiste à déterminer les causes
connaissant les effets, à l’inverse du problème direct qui s’attache à donner
les effets en fonction des causes. Pour expliciter ceci, prenons l’exemple

d’une masse attachée à un ressort qui pend sous la gravité. Notons k la constante de
raideur du ressort, ℓ0 sa longueur à vide, m la masse et g la pesanteur, comme sur la
figure 7.0.1.

m

kℓ

ℓ0
g

Figure 7.0.1 : Une masse attachée à un ressort qui pend sous la gravité.

L’équation de l’équilibre du système s’écrit

mg = k(ℓ − ℓ0). (7.0.2)

Elle donne la solution du problème direct puisque si l’on connaît la masse, la longueur à
vide et la raideur (les causes), on peut déterminer la longueur ℓ du ressort à l’équilibre
(les effets). Si en revanche on observait un tel ressort sous la gravité, connaissant le
rapport m

k
et mesurant la longueur ℓ, on pourrait en déduire la longueur à vide ℓ0 grâce

à l’équation (inverse)
ℓ0 = ℓ − m

k
g. (7.0.3)

Ceci amène deux remarques. D’abord, on a supposé qu’une partie des paramètres était
connue, en effet, nous disposions d’une seule mesure pour trois paramètres à estimer ℓ0,

89
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k et m. On aurait aussi pu calculer la raideur (sur la masse) en fonction de la longueur au
repos mais dans tous les cas il faut supposer qu’une partie des paramètres est connue ou
estimée par un autre moyen. Le problème opposé, où l’on dispose de plus d’observations
que de paramètres, est aussi souvent rencontré. Dans cet exemple simple, il semble que
les deux problèmes soient identiques, ce sont en fait deux classes de problèmes inverses
bien distincts en génie mécanique. Lorsque les paramètres physiques sont connus et que
l’on cherche à estimer les paramètres géométriques, on parle de problème de conception
inverse, dans le cas inverse, on parle de problème de mesure inverse. Dans la suite
nous nous intéresserons à la première catégorie car nous supposerons que les paramètres
physiques sont connus et fournis par l’utilisateur. La seconde remarque concerne la
contrainte qui existe sur ℓ0 : cette quantité doit être positive. Ceci n’est pas garanti par
l’équation 7.0.389 et une valeur aberrante de m

k
peut conduire à une longueur à vide

négative, ce qui n’a pas de sens physique.

Symboliquement, si on note φ le problème direct dépendant des paramètres contenus
dans la variable a, et u l’état du système associé (les effets), on peut simplement noter
φ(a) = u. De manière formelle, le problème inverse pourrait s’écrire a = φ−1(u). Ceci
est schématisé figure 7.0.4.

paramètre : a u : état

direct

φ

inverse

φ−1

Figure 7.0.4 : Une vue schématique du problème direct et du problème inverse.

Beaucoup de problèmes se formulent comme des problèmes inverses. En effet, dès
que l’on possède des observations d’un phénomène (des mesures) ainsi qu’un modèle de
celui-ci et que l’on souhaite en tirer des prédictions, il est d’abord nécessaire de trouver
les paramètres du modèle qui pourraient « expliquer » ces observations pour ensuite en
déduire des prédictions.

Dans notre cas, ce qui joue le rôle des « observations », ce sont les modèles géomé-
triques, issus de la capture ou élaborés par des infographistes, et qui sont destinés à être
animés. Ces modèles sont capturés/conçus dans une configuration physique d’équilibre
statique, le plus souvent sous la gravité et en contact avec d’autres objets. Malheureu-
sement, dans la plupart des cas, on ne dispose pas des paramètres qui permettraient au
simulateur physique non seulement d’interpréter effectivement la forme comme un équi-
libre statique mais aussi d’en « prédire » le mouvement. Dans cette thèse on considère
que les observations sont totales et exactes : on connaît complètement et exactement la
géométrie de l’objet à inverser ainsi que celle des objets avec lesquels il est en contact1.

1En pratique, nous verrons que ceci n’est pas toujours vérifié, notamment avec les modèles issus de
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Un exemple de succès récent de la formulation de ce problème en un problème inverse,
dans le cas des cheveux, a été celui de Derouet-Jourdan et al. (2013a). Dans ce travail,
une chevelure capturée ou modélisée par un infographiste, est interprétée comme un
équilibre sous la gravité et en présence de contact frottant. Elle est ensuite simulée de
manière réaliste alors que l’approche naïve, consistant à simuler directement le système,
sans l’inverser2, ne permet pas de conserver la forme de départ. La figure 7.0.5 montre
entre autres que la simulation directe produit un affaissement de la forme prise en entrée.

(a) (b) (c)

Figure 7.0.5 : Un problème de conception inverse de chevelures, résolu par Derouet-
Jourdan et al. (2013a). Une coiffure numérisée (capture) en (a) et sa simulation naïve,
sans inverser le problème, en (b). L’affaissement est bien visible. En revanche, la méthode
d’inversion de Derouet-Jourdan et al. (2013a), qui prend en compte les contacts des
cheveux entre eux et avec le corps du personnage, permet de conserver les cheveux en
place (à l’équilibre) lorsque la gravité est appliquée au démarrage de la simulation (c).

Le modèle de tiges élastiques utilisé dans ces travaux est celui des Super-Hélices,
dont nous avons largement parlé dans la première partie de ce manuscrit. Le succès de
la méthode tient en grande partie au fait que le modèle des Super-Hélices est « adapté »
à l’inversion dans le sens où le problème (sans contact) est linéaire par rapport à la forme
au repos des cheveux. La difficulté réside alors dans la prise en compte du contact frottant
mais aussi dans la « conversion géométrique ». En effet, c’est une suite de points qui
modélise la position des cheveux en entrée de la méthode, alors que la paramétrisation
du modèle des Super-Hélices utilise les courbures. L’algorithme des tangentes flottantes
(Derouet-Jourdan et al., 2013b) est alors avantageusement utilisé pour effectuer cette
conversion. Le contact est quant à lui résolu en reformulant le problème qui peut alors
être envisagé avec le même solveur de contact que celui utilisé pour la dynamique (Daviet
et al., 2011).

Comme les Super-Hélices, le modèle de tiges que nous avons élaboré dans la première
partie possède les atouts qui facilitent son inversion (une dépendance linéaire des forces

la capture qui peuvent être mal reconstruits ou à cause du fait que l’on ne possède pas la géométrie des
objets en contact.

2Plus précisément, la géométrie à inverser est utilisée comme forme au repos du système physique.
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élastiques en la forme au repos). L’utilisation d’algorithmes de conversion d’une suite de
points en une clothoïde par morceaux a d’ailleurs permis d’inverser facilement le modèle
2D des Super-Clothoïdes (Bertails-Descoubes, 2012). Même s’il reste d’importants enjeux
en inversion de chevelures (notamment en présence de contact frottant), cette piste de
recherche a déjà été bien entamée et nous avons voulu savoir s’il était possible d’étendre
ces contributions à d’autres types de systèmes. C’est pourquoi, nous nous proposons dans
cette seconde partie d’aborder le problème de l’inversion de vêtements en présence de
contact frottant qui est lui aussi un problème important et encore ouvert en informatique
graphique.

L’inversion de vêtement pour l’informatique
graphique

La simulation de vêtements en informatique graphique est en plein essor depuis quelques
années et permet maintenant d’obtenir des animations très réalistes, qu’il est difficile
de distinguer de la réalité. D’autre part, la variété des modèles simulés s’est accrue,
allant d’un simple morceau de tissu à une robe constituée de plusieurs couches de tissus
différents. Une telle diversité de formes et de mouvements encourage les artistes à créer
des vêtements personnalisés qui contribuent à améliorer l’ensemble de la narration.

Cependant, la modélisation de vêtements virtuels reste une tâche pénible et difficile
pour un infographiste, les outils actuels d’édition offrant peu de contrôle sur la forme
finale (simulée) du vêtement. D’autre part, beaucoup d’outils perfectionnés permettent
la confection de vêtements à partir de patrons comme on le ferait dans la réalité. L’uti-
lisateur modélise ses patrons en 2D, indique les coutures et ajuste finalement le résultat
itérativement grâce au simulateur physique (Volino et al., 2005; Marvelous Designer,
2010; Umetani et al., 2011). Même si cette méthode permet d’obtenir des patrons réa-
listes qui peuvent ensuite être fabriqués, un tel procédé à base d’essais et erreurs est peu
intuitif lorsque l’on a une idée précise de la forme à laquelle on veut aboutir. D’autre part,
plusieurs outils d’édition directe et intuitive comme la modélisation à base de croquis
(Turquin et al., 2007) ou la capture à partir d’images (Bradley et al., 2008) permettent
la confection semi-automatique de vêtements 3D depuis une référence virtuelle ou réelle.
De tels outils géométriques laissent l’utilisateur se concentrer sur la forme finale du vê-
tement en donnant un contrôle important sur les détails géométriques. Cependant, la
forme résultante correspond souvent à une configuration d’équilibre soumise à des forces
extérieures mais ne peut pas être facilement interprétée physiquement. Si, naïvement, on
donne une telle forme à l’équilibre au simulateur, en tant que forme au repos (non dé-
formée), celle-ci va s’affaisser lorsque la simulation va être démarrée, gâchant ainsi tous
les efforts de la modélisation3, comme sur la figure 7.0.591 (dans le cas des cheveux).

3Dans l’exemple du ressort du début de ce chapitre, ceci revient à lancer la simulation en prenant
pour le paramètre ℓ0 la longueur mesurée sous la gravité ℓ. Le système ne sera évidement pas à l’équilibre
au début de la simulation et la masse va irrémédiablement tomber plus bas (c’est l’affaissement).
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Dans cette thèse, nous développons une nouvelle stratégie pour la modélisation de vê-
tements virtuels de manière réaliste et intuitive. Notre idée est de concevoir une méthode
inverse, automatique, qui interprète une forme géométrique comme l’équilibre stable d’un
simulateur physique. Les propriétés du matériau, comme la masse surfacique, les raideurs
et les coefficients de frottement, étant supposées connues, notre algorithme prend en en-
trée une surface 3D, issue d’une capture ou d’une modélisation géométrique, appelée
forme objectif, et retrouve automatiquement une forme au repos plausible (celle-ci n’est
pas nécessairement plate à cause des coutures dont la position est inconnue) ainsi que les
forces de contact frottant en jeu. Une fois la simulation lancée avec de tels paramètres,
l’équilibre trouvé est très proche de la forme objectif et peut ensuite être animé.

Sur la figure 7.0.694, nous montrons que la prise en compte du contact frottant est
importante car le frottement statique permet d’expliquer beaucoup de formes qui ne
pourraient tout simplement pas exister sans frottement.

Plan de la partie

Dans le chapitre suivant, nous donnons un état de l’art abordant les approches de simu-
lation et de modélisation de vêtements en informatique graphique. Le chapitre 999 sera
consacré au choix d’un modèle de coques élastiques. Même si l’omniprésence des modèles
nodaux pour la simulation de vêtements en informatique graphique permet une grande
application de la méthode, nous verrons qu’il n’est pas forcément le plus judicieux de
privilégier de tels modèles pour l’inversion. Nous donnons des pistes de réflexion pour
l’élaboration d’un modèle adapté à l’inversion en fin de chapitre. Au chapitre 10115, nous
détaillons l’approche que nous avons retenue pour retrouver la forme au repos d’une
coque soumise à la gravité et à des forces de contact frottant. En nous appuyant sur la
méthode de l’adjoint, guidée par une pénalisation adaptée, et en formulant la recherche
des équilibres comme un problème de minimisation, nous montrons avec les résultats du
chapitre 11141 que notre approche permet effectivement d’envisager la résolution de tels
problèmes.
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(a) (b) (c) Daviet et al. (2011)

Figure 7.0.6 : Des systèmes mécaniques en équilibre statique pour lesquels le contact
frottant joue un rôle important. Figure (a), un morceau de tissu est en équilibre sur une
sphère, sans frottement, il est parfaitement centré sur celle-ci. Un léger décalage ferait
tomber le tissu qui glisserait sur la sphère. En l’absence de frottement, le système est
instable. La figure (b) représente un carré de tissu en contact avec une sphère et un
plan. En haut, le coefficient de frottement µ = 0,3 assure que le tissu est en équilibre
sur la sphère. En bas, on a pris µ = 0,01 et le tissu a glissé sur la sphère. Enfin, la figure
(c) présente des chevelures en équilibre statique dans lesquelles les motifs complexes de
cheveux, dus au frottement statique, sont bien visibles.



Chapitre 8

État de l’art

L a modélisation et la simulation de vêtements ont déjà une histoire riche
dans les domaines de l’informatique graphique et de la conception géomé-
trique assistée par ordinateur. En moins de 30 ans, des solutions permettant

la modélisation de vêtements complexes ainsi que la simulation à un niveau de détail
important ont été proposées. De telles avancées ont été intégrées dans les standards de
conception de l’industrie du divertissement, permettant ainsi leur utilisation dans les
effets spéciaux ou les jeux vidéos. Nous discutons ici les différentes approches de simu-
lation de vêtements avant de nous intéresser aux techniques actuelles de modélisation
de vêtements réalistes. Une revue récente des différents travaux sur le sujet peut être
trouvée dans (Liu et al., 2010).

Simulation de vêtements

Depuis les années 90, une quantité importante de travaux sur la simulation de vêtements
a été publiée en informatique graphique. Les travaux de (Baraff et Witkin, 1998) ont
été les premiers à permettre la simulation stable de vêtements complets en des temps de
calculs raisonnables, grâce à l’utilisation d’un schéma implicite (au premier ordre) de dis-
crétisation des équations dynamiques. Les travaux suivants ont contribué au traitement
robuste du contact et du frottement (Bridson et al., 2002), à la meilleure formulation du
terme de flexion (Bridson et al., 2003; Grinspun et al., 2003) ou encore à la limitation
de l’élongation/compression (Goldenthal et al., 2007; English et Bridson, 2008; Thomas-
zewski et al., 2009). Les défis actuels concernent l’utilisation des propriétés réelles des
matériaux (Wang et al., 2011) ainsi que l’interactivité à haute résolution (Kim et al.,
2013; Hahn et al., 2014).

Malgré la profusion de modèles de simulation, remarquons qu’ils partagent tous la
même représentation nodale du vêtement. Les vêtements sont ainsi toujours modélisés
par un maillage dont les points 3D sont les degrés de liberté du système dynamique
correspondant.

95



96 CHAPITRE 8. ÉTAT DE L’ART

Conception de patrons

Le processus classique de conception de vêtements réels repose sur la confection de
patrons 2D, des pièces de tissu plates qui sont ensuite cousues ensemble pour créer le
vêtement final. Les premières méthodes de confection virtuelle de vêtements imitaient ce
processus (Carignan et al., 1992). Pour rendre le processus d’édition plus intuitif, Volino
et al. (2005) ont imaginé une méthode interactive où l’utilisateur peut simultanément
éditer les patrons 2D et visualiser le résultat en 3D sous la gravité et en contact avec
le corps du personnage grâce à une méthode de recherche d’équilibre rapide. Un tel
environnement interactif de confection est maintenant un standard utilisé par des outils
commerciaux comme le célèbre Marvelous Designer (2010). Ceci a aussi inspiré des
travaux dans le milieu académique (Umetani et al., 2011), qui ont amélioré la réactivité
de la génération de la forme en 3D, ce qui a grandement contribué à améliorer la qualité
de l’outil.

La conception de patrons virtuels est un outil puissant dans le sens où il permet
à un expert de la confection de vêtements de créer et d’expérimenter des assemblages
complexes sans avoir à les construire effectivement. De plus, le résultat final peut non
seulement être utilisé pour fabriquer le vêtement (réel) mais aussi habiller des person-
nages virtuels de manière réaliste. Ceci a motivé les studios d’effets spéciaux à adopter
cette méthode de modélisation (Marvelous Designer, 2010; CreativeBloq, 2012). Une
utilisation avancée requiert cependant des compétences spécifiques en conception de
patrons, rendant la technique peu naturelle pour les infographistes traditionnels (Crea-
tiveBloq, 2012). De plus, un tel processus par essais et erreurs n’est pas très pratique
pour reproduire avec précision le vêtement d’une référence visuelle comme une peinture,
une photo ou une capture 3D.

Modélisation géométrique de vêtements

Une alternative intéressante pour concevoir des vêtements est de tirer profit des outils
géométriques de modélisation 3D pour sculpter directement le vêtement sans se préoccu-
per de la physique sous-jacente. Deux familles d’approches sont possibles : la conception
manuelle et l’acquisition géométrique automatique. D’un côté, les outils avancés d’édi-
tion de formes permettent à l’infographiste de modéliser le vêtement directement sur
le personnage (Porumbescu et al., 2005). Pour des vêtements relativement simples, les
méthodes à base de croquis peuvent rendre le processus de conception rapide et intuitif
(Igarashi et Hughes, 2003; Turquin et al., 2007). Lorsqu’un vêtement est modélisé, des
méthodes de transfert géométrique peuvent être utilisées pour l’adapter automatique-
ment à différentes morphologies, tout en préservant son style (Brouet et al., 2012). D’un
autre côté, grâce à l’avancée considérable de la capture en 3D ces dernières années, il
est devenu possible d’acquérir avec précision la géométrie complète d’un vêtement en
position statique (White et al., 2007; Bradley et al., 2008), permettant ainsi la création
automatique de vêtements virtuels depuis une source réelle.

Les techniques géométriques sont attrayantes car elles permettent à l’utilisateur un
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contrôle total sur la forme finale du vêtement. Cependant, puisque le processus de modé-
lisation est effectué indépendamment de la physique, la forme modélisée ne peut pas être
interprétée mécaniquement de manière simple. Ceci implique que le vêtement modélisé
ne peut pas être animé ni modifié physiquement de manière aisée. Une approche naïve
consiste à utiliser la forme comme la forme au repos du modèle physique de vêtements
(qui est alors nécessairement un modèle de coque). Néanmoins, dès que la simulation
démarrera, la forme s’affaissera irrémédiablement à cause de la gravité et pourra ainsi
être très différente de la forme modélisée au départ, compromettant ainsi l’intérêt de la
modélisation.

Modélisation inverse de vêtements

Nous pensons qu’une nouvelle manière prometteuse de modéliser des vêtements de ma-
nière réaliste et intuitive est d’investiguer une stratégie de modélisation inverse. Les pro-
blèmes inverses ont été étudiés dans beaucoup de champs scientifiques comme le génie
mécanique, la météorologie, l’électromagnétisme ou encore la biologie. En génie méca-
nique, les problèmes inverses peuvent être classés en deux catégories (Beck et Woodbury,
1998) : (a) les problèmes de mesures inverses, où l’on cherche les propriétés du maté-
riau et (b) les problèmes de conception inverse où c’est la configuration non déformée
(la forme au repos) des objets qui est recherchée. Pour reprendre l’analogie avec le res-
sort dont il est question plus haut, le problème de mesure inverse (a) est celui où l’on
connaît la longueur à vide ℓ0 et où l’on cherche la masse et la raideur k, les paramètres
physiques ; à l’inverse, ils sont supposés connus en conception inverse (b) et c’est le
paramètre géométrique qui est l’inconnue de problème (la longueur ℓ0).

Concernant les vêtements, les études existantes se focalisent sur le cas (a), c’est-à-
dire sur l’estimation des paramètres en supposant que la forme au repos est parfaitement
plate (Jojic et Huang, 1997; Bhat et al., 2003; Bouman et al., 2013). De telles méthodes,
utiles pour identifier le type de tissu en question, sont appliquées à de simple pièces de
tissu rectangulaires sous la gravité, généralement en l’absence de contact ou avec une
approximation grossière (Jojic et Huang, 1997). Du fait qu’elles supposent que la forme
au repos est plate, ces méthodes ne peuvent pas être utilisées pour inverser un vêtement
complet (cousu) sauf si la structure exacte de l’assemblage des patrons peut être obtenue
(Hasler et al., 2007).

À l’inverse, dans cette thèse, notre but est de permettre à l’utilisateur d’animer n’im-
porte quel vêtement confectionné géométriquement d’une manière pratique et consistante
avec le moins d’information possible en entrée. L’utilisateur fournit seulement le maillage
du vêtement qu’il peut choisir librement en fonction du type de mouvement souhaité.
Comme nous ignorons délibérément la structure interne du vêtement, afin de pouvoir
prendre en entrée n’importe quel maillage 3D (ne résultant pas nécessairement d’un as-
semblage de patrons), nous considérons que la forme au repos doit être cherchée dans
l’espace 3D. Notre attention est alors portée sur les méthodes de conception inverse (b),
où la forme au repos est l’inconnue.
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Conception élastique inverse

Quelques approches en informatique graphique se sont récemment intéressées à l’identi-
fication de la forme au repos d’une structure élastique comme des tiges en 2D (Derouet-
Jourdan et al., 2010), les systèmes masse-ressort (Twigg et Kačić-Alesić, 2011) ou des
éléments finis 3D (Twigg et Kačić-Alesić, 2011). Cependant, ces approches sont soit trop
spécifiques, ou trop génériques pour tenir compte de la structure particulière des modèles
de vêtements. De plus, aucune d’entre elles ne permet de prendre en compte le contact
frottant, pourtant très présent dans les configurations que l’on observe (voir la figure
7.0.694).

La méthode qui, dans l’esprit, est la plus proche de la nôtre est celle de la stratégie
de modélisation inverse récemment introduite par Derouet-Jourdan et al. (2013a) dans
le cas des cheveux. Dans ce travail, réalisé au sein de l’équipe Bipop de l’Inria, les
auteurs montrent qu’il est possible de retrouver la forme au repos de chaque fibre telle
que sous la gravité et en présence de contact frottant, la forme à l’équilibre corresponde
avec celle d’un ensemble de courbes données en entrée. Un point important qui rend le
problème inverse envisageable est d’utiliser un modèle (comme celui de la première partie
de ce manuscrit) pour lequel les forces élastiques dépendent linéairement de la forme au
repos. Le problème d’inverse statique se formule alors comme une équation linéaire en
la forme au repos, soumis à des contraintes coniques dues au frottement. En utilisant
des hypothèses raisonnables sur la forme au repos des cheveux pour sélectionner une
solution parmi les nombreuses mathématiquement envisageables, le problème régularisé
se simplifie en un programme quadratique sous contraintes coniques du second ordre
(SOCCQP). Ce dernier peut alors être résolu de manière robuste et efficace avec un
solveur développé, à l’origine, pour la simulation (directe) de cheveux (Daviet et al.,
2011).

À cause de la formulation nodale des modèles de vêtements, de fortes non-linéarités
sont introduites dans les équations, contrairement à (Derouet-Jourdan et al., 2013a),
rendant cette méthode inutilisable dans notre cas.



Chapitre 9

Choix d’un modèle de coques
élastiques

L es coques sont des solides dont deux dimensions (longueur et largeur)
sont grandes devant la troisième (épaisseur). Dans le cas particulier où la
position du solide au repos (soumis à aucune contrainte) est plane, on parle

de plaque. Comme exemples d’objets modélisables par des plaques, on peut citer une
feuille de papier — à condition de ne pas trop la déformer — ou un morceau de tissu.
Pour les coques, on peut penser à un chapeau, une bouteille en plastique, une balle de
tennis ou une feuille d’arbre.

La simulation de coques élastiques et plus particulièrement de plaques a très vite
intéressé le domaine de l’informatique graphique, principalement pour animer des vête-
ments virtuels. En effet, les mouvements de ces surfaces étant très riches et complexes, il
est important de les modéliser si l’on veut atteindre un certain réalisme. Les vêtements
sont dans la plupart des cas fabriqués à partir de patrons plats cousus, leur modélisation
par des plaques est donc tout à fait appropriée.

Alors, pourquoi des coques ? Nous avons choisi d’inverser des coques pour plusieurs
raisons. D’une part parce que nous n’avons pas d’a priori (à part celui d’être mince) sur
l’objet que nous souhaitons inverser. Celui-ci peut être un vêtement ou autre chose
comme un chapeau (une coque). D’autre part, dans le cas d’un vêtement sans couture
(une seule plaque), il pourra être possible de privilégier les formes au repos plates dans
l’algorithme d’inversion. Enfin, soyons honnêtes, une autre raison est que ce choix permet
une certaine simplification du problème. Une réelle inversion de vêtements nécessiterait
de retrouver, dans la forme prise en entrée (à inverser), les patrons qui ont servi à générer
celui-ci. La découpe en éléments développables (voir plus bas pour une définition dans le
cas continu) a déjà occupé certains auteurs (Brouet et al., 2012) mais notre problème est
plus délicat. En effet, nous devrions chercher les coutures délimitant des régions planes
dans l’état non déformé (au repos). Notons que dans certains cas, cette découpe n’est pas
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unique et possède même une infinité de solutions, penser à une jupe dont le patron est
un demi-anneau comme celui-ci : . Les problèmes d’inversion sont réputés difficiles,
ajouter à ceci le fait que nous utilisons un modèle de contact frottant non régulier, dont
nous montrons plus loin qu’il est nécessaire pour expliquer beaucoup de formes sous la
gravité. Il nous a donc semblé déjà ambitieux de chercher à inverser des coques avant de
considérer le cas des plaques « cousues », spécifiques aux vêtements.

Plan du chapitre Dans la section suivante, nous donnons quelques caractéristiques
requises par un modèle élastique pour que son inversion soit facilitée, au moins en un
certain sens. Puis, après un bref rappel sur la mécanique des coques et en passant en revue
les principaux modèles de simulation utilisés en informatique graphique, nous montrons
dans ce chapitre qu’un tel modèle n’a pas encore été introduit à la communauté. Pour
maximiser l’impact de nos travaux dans le domaine, nous avons choisi de retenir un
modèle qui semble faire référence en informatique graphique mais dont l’inversion en
présence de contact frottant est un problème ouvert. Toutefois, nous donnons en fin de
chapitre quelques réflexions sur la conception d’un modèle (réduit) adapté à l’inversion,
travail que nous avons initié et qui est actuellement poursuivi au sein de l’équipe Bipop,
par Alejandro Blumentals et Florence Bertails-Descoubes.

9.1 Difficultés de l’inversion d’un modèle élastique

L’énergie interne de la plupart des modèles élastiques discrets se met sous la forme
suivante

Eint(x, x̄) =
1

2

〈
K(x̄) (ϕ(x) − ϕ(x̄)) ; ϕ(x) − ϕ(x̄)

〉
(9.1.1a)

=
1

2

∥
∥ϕ(x) − ϕ(x̄)

∥
∥

2

K(x̄)
, (9.1.1b)

où x ∈ R
n sont les coordonnées (généralisées) du modèle, x̄ représente la forme au

repos correspondante, K(x̄) est la matrice de raideur (discrète) et enfin ϕ : Rn −→ R
p

retourne les quantités intervenant dans le calcul de l’énergie. Ces quantités peuvent être
par exemple une longueur ou un angle exprimés en fonction des positions. On remarque
que le système étudié dans la première partie tombe dans ce formalisme (c.f. section
4.3.260). Dans ce cas, x est le vecteur de courbures de la tige, ϕ est l’identité1 et la
matrice de raideur ne dépend pas de la forme au repos. Tout ceci en fait un modèle
bien adapté à l’inversion dont les propriétés ont d’ailleurs déjà été exploitées dans le cas
de Super-Hélices par Derouet-Jourdan et al. (2013a). Retenons qu’un modèle élastique
adapté à l’inversion est un modèle dont les forces élastiques dépendent linéairement des
degrés de liberté et dont la matrice de raideur ne dépend pas de la forme au repos. Dans
le cas général, ϕ et K sont non-linéaires ce qui nous permet déjà de comprendre que le
problème inverse sera difficile, même en l’absence de contact frottant.

1C’est ce qui permettait notamment d’impliciter les forces élastiques dans le schéma d’intégration
de la dynamique.
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Remarque 9.1.2. Jusqu’ici, nous avons supposé que la forme à l’équilibre était toujours
connue à travers les degrés de liberté x du modèle utilisé. Cependant, il est possible que
la géométrie en entrée soit dans un « format » différent de celui du modèle physique.
Par exemple, dans (Derouet-Jourdan et al., 2013a), les auteurs prennent en entrée des
courbes discrètes (une suite de points) et les convertissent dans le « format » du modèle
physique : des courbures et torsion constantes par morceaux. Cette conversion repose
sur la méthode efficace mais pas directe des tangentes flottantes (Derouet-Jourdan et al.,
2013b). Ici, on s’intéresse aux difficultés de l’inversion du point de vue purement physique
mais les problèmes de « conversions » géométriques doivent être pris en considération
car un modèle facile à inverser sera probablement difficile à obtenir à partir d’un modèle
nodal. Réciproquement, les modèles nodaux sont souvent difficiles à inverser mais ne
nécessitent pas, dans la plupart des cas, de conversion géométrique.

Supposons que le système ne soit soumis qu’à des forces extérieures dérivant d’un
potentiel que nous noterons V (x). Si x est une position d’équilibre du système pour la
forme au repos x̄, on peut écrire l’équilibre des forces,

∇xEint(x, x̄) + ∇V (x) = 0. (9.1.3)

Même si une condition de stabilité de l’équilibre pourrait être donnée, nous la laissons
de côté pour l’instant. En utilisant les équations 9.1.1b100 et 9.1.3 précédentes, il vient,

[Dϕ(x)]⊤ K(x̄) (ϕ(x) − ϕ(x̄)) + ∇V (x) = 0. (9.1.4)

Souvenons-nous que l’inconnue est ici x̄, la forme au repos, puisque nous connaissons la
forme à l’équilibre x (c’est un problème inverse !). Dans le cas où ϕ est l’identité et où
la matrice de raideur est constante, ce problème est linéaire en x̄ et l’on comprend un
des points clefs de la méthode de Derouet-Jourdan et al. (2013a) dans le cas des Super-
Hélices. Dans le cas où ϕ n’est pas l’identité mais que K reste constante, le problème
revient à « inverser » la fonction ϕ puisqu’il est alors linéaire en ϕ(x̄). C’est le cas du
modèle des Discrete Elastic Rods dont il est question dans la première partie et avec
lequel nous nous sommes comparés. Dans le cas général, l’équation 9.1.4 est non-linéaire
et peut être de grande taille, le problème d’inversion est donc déjà difficile même sans la
présence de contact frottant. C’est pourtant celui que nous allons chercher à résoudre car
il semble qu’un modèle discret de coques dont l’énergie serait linéaire en ses paramètres
ne soit pas encore disponible. Cependant, nous donnons à la fin de ce chapitre des
éléments de réflexion pour l’élaboration d’un tel modèle (c.f. section 9.5108).

9.2 Éléments de mécanique des coques élastiques

Un modèle (continu) de coques élastiques qui permet de rendre compte des effets mé-
caniques dominants est celui de Koiter (Ciarlet, 2006, 2000). Il n’est pas le plus général
car il n’est valide que sous certaines hypothèses (c.f. ci-dessous, notamment l’hypothèse
cinématique de Kirchhoff-Love) mais il a l’avantage d’être suffisamment complet et com-
pact : sa formulation ne fait intervenir que le déplacement de la surface moyenne (voir
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plus loin pour une définition explicite). Sa compréhension permet de mieux appréhender
la plupart des modèles que nous décrivons dans la section suivante et est à la base de nos
réflexions sur l’élaboration d’un modèle réduit de coques élastiques, en fin de chapitre.
C’est pourquoi nous donnons ici les détails du modèle de Koiter.

Le modèle de coques élastiques de Koiter

On considère un solide homogène — ses propriétés sont les mêmes en tout point —,
isotrope — ses propriétés sont les mêmes dans toutes les directions — et élastique — le
solide retrouve toujours la même forme lorsqu’il n’est plus soumis à aucune contrainte
— contenu entre deux surfaces d’espacement constant 2h comme sur la figure 9.2.1. On
appelle surface moyenne la surface espacée de h des surfaces extérieures ; à elle seule elle
permet, dans le modèle de Koiter, de décrire toute la géométrie du solide. Le modèle de

2h

surface

moyenne

Figure 9.2.1 : Une coque élastique.

Koiter est bâti sur les hypothèses suivantes. Durant la déformation,

• les segments matériels orthogonaux à la surface moyenne restent droits et ortho-
gonaux à la surface et leur longueur ne varie pas, c’est l’hypothèse cinématique de
Kirchhoff-Love,

• les contraintes internes n’ont pas de composante normale à la surface moyenne (il
n’y a pas de cisaillement interne).

Dans ces conditions, l’énergie totale de la coque peut être séparée en un terme de mem-
brane et un terme de flexion, tous les deux satisfaisant une loi élastique non linéaire
(voir l’équation 9.2.15105). Avant de pouvoir donner l’expression de cette énergie, nous
introduisons les notions géométriques nécessaires à la description de la surface moyenne.

Remarque 9.2.2. Si l’on retire l’hypothèse de Kirchhoff-Love, en particulier, les sections
ne restent pas nécessairement orthogonales à la surface moyenne au cours de la déforma-
tion — elles restent néanmoins droites —, il faut tenir compte de ceci dans le modèle.
À la position de la surface moyenne, il faut ajouter une autre inconnue, le champ des
directeurs d : Ω −→ R

3 qui tient compte de la déformation des sections et du change-
ment d’épaisseur. C’est la théorie de Cosserat avec un directeur. On peut contraindre
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l’épaisseur à ne pas varier, d ∈ S2(R), c’est la théorie spéciale de Cosserat. Nous ne consi-
dérerons pas ces extensions dans la suite mais pour plus de détails, on pourra consulter
(Antman, 2005, chapitre 17) et (Ciarlet, 1997, 2000).

Description géométrique de la surface, notions de géométrie différentielle des
surfaces Dans cette section, nous nous appuyons intensivement sur (Do-Carmo, 1976)
et (Ciarlet, 2006). On considère un ensemble ouvert Ω de R

2. Notre surface est décrite
par une application, r : Ω ∋ s = (s1, s2) −→ r(s) ∈ R

3 au moins de classe C 2 et
réalisant une immersion, i.e., la différentielle Dr(s) est injective — ∂1r(s) = ∂r

∂s1
(s) et

∂2r(s) = ∂r
∂s2

(s) forment une famille libre — en tout point s de Ω. Cette hypothèse assure
que l’on peut définir un plan tangent (et donc une normale) à la surface en tout point.
Considérons s ∈ Ω et un déplacement infinitésimal δs tel que s + δs ∈ Ω, alors

‖r(s + δs) − r(s)‖2 = ‖Dr(s)δs + O(‖δs‖)‖2 =
〈

δs ; [Dr(s)]⊤ Dr(s) δs
〉

+ O
(
‖δs‖2) ;

(9.2.3)
ceci nous montre que sur la surface, la métrique à considérer est la première forme
fondamentale, aussi nommée le tenseur métrique ou encore (en élasticité) le tenseur de
déformation (à droite) de Cauchy–Green, que nous noterons Ar, et donnée par

Ar : Ω −→ S++
2 (R)

s Ô−→ [Dr(s)]⊤ Dr(s).
(9.2.4)

Elle est toujours symétrique définie positive et permet de calculer des quantités mé-
triques, comme les longueurs ou les aires, sur la surface. Par exemple, l’élément de
surface infinitésimal de r en s est donné par

dS(r, s) =
√

det(Ar(s)) ds = ‖∂1r(s) × ∂2r(s)‖ ds (9.2.5)

et l’aire totale de la surface se calcule par intégration sur Ω, c’est

∫

Ω

dS(r, s). (9.2.6)

L’élément de longueur infinitésimal sur la surface s’écrit aussi en fonction du tenseur
métrique,

dℓ(r, s) =
√

〈ds ; Ar(s) ds〉 = ‖ds‖Ar(s). (9.2.7)

On dira que l’immersion r est isométrique lorsque dℓ(r, s) = ‖ds‖, i.e, les chemins tracés
sur Ω ont même longueur que leur image sur la surface. Il est équivalent de dire que
Ar = I en tout point de Ω.

Dans la suite, le tenseur métrique nous permettra de mesurer les déformations de la
membrane, en cisaillement ou en élongation/compression. Afin de mesurer les déforma-
tions en flexion, il nous faut tenir compte de la variation de la normale (unitaire) à la
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surface que l’on nomme application de Gauss2 et que l’on définit par3

nr : Ω −→ S2(R)

s Ô−→ ∂1r(s) × ∂2r(s)

‖∂1r(s) × ∂2r(s)‖ .
(9.2.8)

Reprenons le déplacement induit par un écart δs autour de s mais regardons sa compo-
sante sur la normale maintenant,

〈nr(s) ; r(s + δs) − r(s)〉 =
〈
nr(s) ; Dr(s)δs + 1

2
D2r(s)(δs, δs) + O

(
‖δs‖2)〉

(9.2.9a)

=
1

2

〈
nr(s) ; D2r(s)(δs, δs)

〉
+ O

(
‖δs‖2). (9.2.9b)

Pour mesurer les déplacements normaux à la surface, c’est donc une autre forme qua-
dratique qu’il faut considérer, la seconde forme fondamentale, aussi appelée le tenseur
de courbure, Br, définie par

Br : Ω −→ S2(R)
s Ô−→ h Ô→ 〈nr(s) ; D2r(s)(h, h)〉. (9.2.10)

On peut accéder à la différentielle de nr de la manière suivante. En dérivant l’équation
de l’orthogonalité de nr(s) et Dr(s),

[Dr(s)]⊤nr(s) = 0, (9.2.11)

on obtient
Br(s) = −[Dr(s)]⊤Dnr(s). (9.2.12)

Ceci signifie que la différentielle −Dnr(s), vue comme une application de l’espace tangent
à r en s, Im(Dr(s)), dans lui-même (identifiable à l’espace tangent à la sphère unité en
nr(s) car tous les deux sont orthogonaux à nr(s)), a pour matrice 4

Br(s)[Ar(s)]−1 (9.2.13)

dans la base Dr(s). Cette application permet de définir les notions classiques de cour-
bures suivantes,

• son déterminant s’appelle la courbure de Gauss, notée Kr(s),

• sa demi-trace définit la courbure moyenne, notée Hr(s),

• et enfin, ses valeurs propres sont les courbures principales de r en s.
2Ce n’est pas tout à fait l’application de Gauss que nous donnons ici, l’espace de départ devrait

être r(Ω) et pas simplement Ω, cette identification pose notamment des problèmes aux points doubles
— où la surface passe au moins deux fois pour des paramètres différents.

3Cette définition est toujours possible car ∂1r × ∂2r ne s’annule pas (r est une immersion).
4Pour voir ceci, on peut écrire qu’un incrément δs en s induit sur l’espace tangent un incrément δu =

Ar(s)δs ; inversement, un déplacement δu sur l’espace tangent induit un déplacement δs = [Ar(s)]
−1

δu.
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Une surface est dite développable lorsque sa courbure de Gauss est partout nulle, i.e.
Kr = 0, ceci implique que la surface est isométrique à une partie du plan. En chaque
point, au moins une courbure principale est nulle, la surface ne peut donc pas être
« doublement courbée » comme un paraboloïde de révolution ou une portion de sphère
par exemple.

Remarque 9.2.14. Une immersion isométrique est toujours développable. Pour voir ceci,
on peut dériver l’égalité [Dr(s)]⊤ Dr(s) = I et montrer que toutes les dérivées secondes
∂2

ijr = ∂2r
∂si∂sj

ont même direction que la normale nr. En particulier, 〈∂2
11r ; ∂2r〉 =

〈∂2
12r ; ∂2r〉 = 0, ce qui implique après dérivation5 que 〈∂2

11r ; ∂2
22r〉 = ‖∂2

12r‖2. Or,
Kr = det(Br) = 〈nr ; ∂2

11r〉 〈nr ; ∂2
22r〉 − 〈nr ; ∂2

12r〉2
= 〈∂2

11r ; ∂2
22r〉 − ‖∂2

12r‖2
= 0.

Énergie de Koiter Dans ce paragraphe, nous nous appuyons sur (Ciarlet, 2006) et
(Ciarlet, 2000). Tous les éléments sont maintenant réunis pour que nous donnions l’ex-
pression de l’énergie interne d’une coque élastique de Koiter de surface moyenne défor-
mée r et non déformée r̄,

EK
int(r, r̄) =

1

2

∫

Ω

h

4

∣
∣
∣
∣
∣
∣Ar(s) − Ar̄(s)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
2

Ar̄(s)
dS(r, s)

︸ ︷︷ ︸

énergie de membrane

+
1

2

∫

Ω

h3

3

∣
∣
∣
∣
∣
∣Br(s) − Br̄(s)

∣
∣
∣
∣
∣
∣
2

Ar̄(s)
dS(r, s)

︸ ︷︷ ︸

énergie de flexion

(9.2.15)
où ||| · |||2Ar̄(s) est la forme quadratique 6 associée au tenseur d’élasticité : pour Ā ∈
S++

2 (R) et M ∈ S2(R),

|||M |||2Ā =
∑

16i,j,k,l62

Mij

(︷ ︸︸ ︷

2Eν

1 − ν2
ĀijĀkl +

E

1 + ν

(
ĀikĀjl + ĀilĀjk

)
)

Mkl (9.2.16a)

=
2E

1 + ν

[
ν

1 − ν

(

tr
(
ĀM

))2

+ tr
((

ĀM
)2

)]

(9.2.16b)

où E > 0 est le module de Young et ν ∈
[
−1 ; 1

2

]
est le coefficient de Poisson du

matériau considéré. Remarquons que l’énergie de Koiter mesure l’écart entre les formes
fondamentales de la surface déformée r et de la surface non déformée r̄ pour une norme
qui dépend de la métrique définie sur r̄.

Remarque 9.2.17. L’énergie de Koiter est non-linéaire par rapport au déplacement r − r̄.
Il existe une version linéarisée de l’énergie de Koiter par rapport à ce déplacement ; plus
précisément, ce sont le changement de métrique et le changement de courbure, Ar −Ar̄ et
Br − Br̄, qui sont linéarisés par rapport au déplacement r − r̄ dans 9.2.15. Voir (Ciarlet,
2006, section 4.2).

5Nous avons besoin que r soit au moins trois fois dérivable ici.
6Le fait que Ar̄ soit symétrique définie positive ainsi que l’hypothèse sur les coefficients de Lamé

assurent que cette forme quadratique permet bien de définir une norme sur S2(R) (c.f. (Ciarlet, 2006,
théorème 4.4-1 p. 179)), ceci justifie la notation ||| · |||.
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Remarque 9.2.18. Dans le cas d’une immersion isométrique — Ar = I, voir plus haut
— dont la forme au repos r̄ est plane, le terme de flexion de l’énergie de Koiter est
simplement l’intégrale de la courbure moyenne au carré,

k

2

∫

Ω

Hr(s)2 dS(r, s) avec k =
8Eh3

3(1 − ν2)
. (9.2.19)

Dans le cas d’une surface développable, cette expression est connue sous le nom d’énergie
de Willmore.

Maintenant que les outils théoriques sont introduits, ils vont nous éclairer pour pré-
senter les principaux modèles de coques élastiques introduits en informatique graphique.

9.3 La simulation de coques élastiques en
informatique graphique

L’un des premiers travaux majeurs proposé à la communauté est probablement celui
de Terzopoulos et al. (1987). Le gradient d’une énergie très proche7 de celle de Koiter
9.2.15105 est approché, puis discrétisé sur une grille par différences finies. Les auteurs
aboutissent ainsi à une équation différentielle ordinaire en temps qui est intégrée numéri-
quement avec un schéma implicite-explicite (les forces élastiques ne sont pas implicitées).
La double discrétisation (en espace et en temps) rend le système peu stable et les au-
teurs indiquent que le terme de courbure est mal conditionné. Les travaux suivants ont
tenté de formuler l’énergie du système directement sur la discrétisation (le maillage)
pour s’affranchir de cette double discrétisation.

Ensuite, Baraff et Witkin (1998) introduisent un modèle de plaques destiné à l’utili-
sation d’un schéma d’intégration en temps de type Euler implicite — le terme implicite
est en fait linéarisé, ceci équivaut à ne faire que la première itération de l’algorithme
de recherche de zéro de Newton–Raphson. Les énergies sont construites directement sur
le modèle discret, un maillage triangulaire, auquel on associe une version non déformée
plane. L’énergie de membrane est inspirée de celle de Koiter, une version discrète du
tenseur métrique est calculée pour permettre la construction des termes de cisaillement
et d’élongation/compression. Notons que les auteurs considèrent un terme d’élonga-
tion/compression de la forme (‖∂ir‖ − 1)2 au lieu de

(
‖∂ir‖2 − 1

)2
pour que le système

soit moins raide. Notons aussi que la comparaison avec l’énergie de Koiter montre que
le terme croisé

(
‖∂1r‖2 − 1

)(
‖∂2r‖2 − 1

)
est absent de l’énergie de membrane de Baraff

et Witkin (1998). Concernant l’énergie de flexion, les auteurs utilisent une version dis-
crétisée de l’intégrale de la courbure moyenne au carré

∫

Ω
Hr

2 — c.f. (Cohen-Steiner et
Morvan, 2003) pour une preuve de convergence —, seulement valable dans le cas d’une
déformation isométrique, c.f. remarque 9.2.18. Cette simplification est faite dans le but

7Signalons que dans (Terzopoulos et al., 1987), la norme utilisée pour mesurer l’écart entre les
formes quadratiques n’est pas basée sur le tenseur d’élasticité ; elle n’est même pas identique pour le
terme de membrane et le terme de flexion



9.3. LA SIMULATION DE COQUES ÉLASTIQUES EN INFORMATIQUE
GRAPHIQUE 107

de découpler complètement les termes de flexion et de membrane mais notons aussi que
le couplage membrane/flexion — mis en évidence dans l’énergie de Koiter par l’utili-
sation d’une norme commune pour ces deux termes — est rompu par l’utilisation de
constantes de raideur découplées.

Un modèle de coques élastiques qui est une extension de (Baraff et Witkin, 1998) est
élaboré par Grinspun et al. (2003) (il est très proche de celui proposé la même année par
Bridson et al. (2003)), c’est le modèle des Discrete Shells. Les énergies sont construites
directement sur le modèle discret, un maillage triangulaire. On distingue trois termes
dans l’énergie, deux termes de membrane — les quantités surmontées d’une barre sont
celles de la forme au repos —,

Eℓ =
kℓ

2

∑

arêtes e

1

ℓ̄e

(
ℓe − ℓ̄e

)2 {ℓe est la longueur de l’arête e} (9.3.1a)

Ea =
ka

2

∑

faces f

1

āf

(af − āf )2 {af est l’aire de la face f} (9.3.1b)

et un terme de flexion

Eθ =
kθ

2

∑

arêtes
intérieures e

3ℓ̄2
e

Āe

(
θe − θ̄e

)2
{

Ae est la somme des aires
des faces adjacentes à e

}

(9.3.2)

où θe est l’angle dièdre (angle entre les normales) des triangles adjacents à l’arête e.
Les nombres kℓ, ka et kθ sont des constantes de raideur dépendantes du matériau consi-
déré. Le terme de flexion est une version discrétisée de la mesure de l’écart entre les
courbures moyennes déformée et au repos. Cette expression — dans le cas d’une surface
développable — est connue sous le nom d’énergie de Canham–Helfrich (Canham, 1970;
Helfrich, 1973) et a été introduite empiriquement pour l’étude des bicouches lipidiques
— les globules rouges en sont un exemple. Cette énergie est inspirée de celle de Baraff
et Witkin (1998) pour une déformation isométrique (en flexion pure) de plaques — c.f.
la remarque 9.2.18106 — et n’est peut-être pas réaliste pour une coque extensible. Ce-
pendant, cette hypothèse est destinée à obtenir des termes de membrane et de flexion
découplés pour permettre un choix des raideurs plus intuitif. Le terme de membrane
est quant à lui plus difficile à justifier mathématiquement même s’il ressemble tout de
même à une version discrétisée de la mesure de l’écart entre les premières formes fonda-
mentales. Finalement, comme pour le modèle de Baraff et Witkin (1998), il n’y a pas de
couplage membrane/flexion mais l’auteur précise qu’il n’est pas nécessaire de le modé-
liser pour de l’animation. La simplicité des termes de l’énergie en font un modèle assez
facile à implémenter, pourvu que les dérivations soient faites de manière algorithmique,
par calcul formel ou à la compilation en utilisant la différentiation automatique comme
le font les auteurs (voir (Tamstorf et Grinspun, 2013) pour une discussion plus détaillée).
Ceci en fait un modèle de choix pour la simulation numérique de coques élastiques. Il est
assez répandu dans la communauté (Guendelman et al., 2005; Wardetzky et al., 2007;
Umetani et al., 2011).
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Plus tard, les travaux se consacreront à une autre formulation du terme de flexion
(Wardetzky et al., 2007) ou à la limitation de l’élongation / compression (Goldenthal
et al., 2007; English et Bridson, 2008; Thomaszewski et al., 2009).

Finalement, le modèle des Discrete Shells de Grinspun et al. (2003) apparaît comme
un modèle incontournable — au moins en informatique graphique — pour la simulation
numérique de coques élastiques et son inversion est un problème ouvert. C’est celui que
nous choisissons d’utiliser dans la suite.

9.4 L’inversion du modèle des Discrete Shells

Le modèle de Grinspun et al. (2003) possède toutes les difficultés soulevées au début du
chapitre dans la section 9.1100. La fonction ϕ de l’équation 9.1.1b100 est non linéaire —
elle retourne les longueurs des arêtes, les aires des faces et les angles dièdres en fonction
de la position des points du maillage — et la dépendance de la matrice de raideur K est
elle aussi non linéaire en les positions — c.f. les facteurs de normalisation des énergies
dans les équations 9.3.1a107, 9.3.1b107 et 9.3.2107.

Cependant, il pourrait être astucieux d’adapter la paramétrisation utilisée afin de
rendre les dépendances linéaires. Une idée naïve consiste à utiliser les degrés de liberté
ℓe, af et θe pour décrire la surface. L’énergie totale est alors quadratique en ces trois
variables mais pas en leur équivalent au repos (ce qui nous intéresse pour l’inversion).
D’autre part, il faudrait ajouter des contraintes de compatibilité (non-linéaires) car ces
paramètres ne sont pas indépendants les uns des autres. En effet, on peut calculer l’aire
d’un triangle en fonction de la longueur de ses côtés (c’est la formule de Héron) mais
la relation est non-linéaire. Il faudrait d’autre part assurer la positivité des longueurs
et des aires. Ceci semble difficile. Notons que Wang et al. (2012) proposent une version
discrète des équations de compatibilité de Gauss et Codazzi–Mainardi (voir la section
9.5 pour une définition dans le cas continu) et donnent un algorithme pour récupérer la
position des points du maillage même lorsque les quantités ne satisfont pas tout à fait
les équations discrètes.

Finalement, un modèle possédant les caractéristiques décrites à la section 9.1100 n’a à
notre connaissance pas encore été introduit à la communauté. Dans la section suivante,
nous donnons un début de réflexion sur une manière possible d’élaborer un tel modèle.

9.5 Réflexions sur l’élaboration d’un modèle de
coques élastiques destiné à l’inversion

L’idée d’élaborer un modèle adapté à l’inversion est fortement inspirée du succès de
l’utilisation d’un modèle réduit, les Super-Hélices, pour l’inversion de coiffures dans
(Derouet-Jourdan et al., 2010, 2013a). L’utilisation de degrés de liberté dont l’énergie
dépend quadratiquement permet de « transformer » le problème en celui du calibrage
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géométrique — geometric fitting en anglais. En effet, l’inversion (sans contact) devient
alors triviale puisqu’elle se réduit à la résolution d’un système linéaire.

Dans l’énergie de Koiter 9.2.15105, les degrés de liberté qui semblent devoir être
considérés sont la première et la seconde forme fondamentale. On peut se demander si
leur connaissance est suffisante pour retrouver toute la surface. La réponse est oui (au
moins localement et lorsque Ω est simplement connexe), pour peu que la première forme
fondamentale soit symétrique définie positive, que la seconde soit symétrique et qu’elles
satisfassent des conditions de compatibilité dites de Gauss et Codazzi–Mainardi, c.f.
(Do-Carmo, 1976, section 4.3, p. 234 et 235). C’est le théorème fondamental des surfaces
aussi appelé théorème de Bonnet (Do-Carmo, 1976, section 4.3, p. 236). La première et
la seconde forme fondamentale forment donc un bon candidat pour l’élaboration d’un
modèle réduit de coques élastiques.

On sait que l’une des principales causes du mauvais conditionnement des systèmes
issus de modèles discrets de plaques ou de coques élastiques est l’importante raideur de
l’énergie de membrane nécessaire pour garantir une quasi-inextensibilité (Provot, 1995;
Baraff et Witkin, 1998; Goldenthal et al., 2007). Forts de notre expérience sur l’élabora-
tion de modèles réduits pour les tiges, nous savons qu’il peut être intéressant de garantir
cette inextensibilité directement dans la modélisation. On obtiendrait ainsi un modèle
de coques élastiques en flexion pure. Pour cela, nous faisons l’hypothèse simplificatrice
que la surface est une immersion isométrique8, sa première forme fondamentale est alors
partout l’identité — c.f. section 9.2101. Ceci annule le terme de membrane de l’énergie
de Koiter 9.2.15105 puisque Ar = Ar̄ = I. De plus, (∂1r, ∂2r, nr) forme une base ortho-
normée de R

3 — un élément de SO(3) — en tout point de Ω. Une rotation qui évolue
continûment en fonction d’un (ici même deux) paramètre scalaire n’est pas sans nous
rappeler nos travaux sur les tiges — voir le chapitre 429. Notons

R : Ω −→ SO(3)
s Ô−→ R(s) =

(
∂1r(s), ∂2r(s), nr(s)

) (9.5.1)

et supposons R de classe C 2. On note aussi (e1, e2, e3) la base canonique de R
3 de sorte

que Re1 = ∂1r, Re2 = ∂2r et Re3 = nr. Enfin, le théorème D.3.1165 montre qu’il existe
deux vecteurs κ1 et κ2, de classe C 1, tels que9

∂1R(s) = R(s)[κ1(s)]× et ∂2R(s) = R(s)[κ2(s)]×. (9.5.2)

Mais ces vecteurs ne sont pas indépendants, il faut en particulier satisfaire le théorème
de Schwarz pour le repère R et la surface r,

{
∂12R = ∂21R
∂12r = ∂21r

⇐⇒
{

∂1R[κ2]× + R[∂1κ2]× = ∂2R[κ1]× + R[∂2κ1]×
∂1Re2 = ∂2Re1

(9.5.3a)

⇐⇒
{

[κ1]×[κ2]× + [∂1κ2]× = [κ2]×[κ1]× + [∂2κ1]×
[κ1]×e2 = [κ2]×e1

(9.5.3b)

8Cette hypothèse implique que la surface est toujours développable.
9Cette formulation est inspirée du modèle de Cosserat pour les tiges, voir la section 4.1.130.
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ce qui vectoriellement donne finalement

〈κ1 ; e3〉 = 〈κ2 ; e3〉 = 0 {pas de rotation autour de la normale} (9.5.4a)

〈κ1 ; e1〉 = −〈κ2 ; e2〉 {la surface ne subit pas de « torsion »} (9.5.4b)

∂2κ1 − ∂1κ2 = κ1 × κ2. (9.5.4c)

On peut encore raffiner un peu ces équations en posant,

κ1 =





τ
−κ1

0



 et κ2 =





κ2

−τ
0



 , (9.5.5)

ce qui garantit que 9.5.4a et 9.5.4b sont satisfaites. L’équation 9.5.4c est alors équivalente
à







κ1κ2 = τ 2 {Gauss (Do-Carmo, 1976, (5) p. 234)}
∂2κ1 = ∂1τ {Codazzi–Mainardi (Do-Carmo, 1976, (6) p. 235)}
∂1κ2 = ∂2τ. {Codazzi–Mainardi (Do-Carmo, 1976, (6a) p. 235)}

(9.5.6a)

(9.5.6b)

(9.5.6c)

Ce sont exactement les équations de compatibilité de Gauss et Codazzi–Mainardi dans
le cas d’une immersion isométrique. En particulier, il n’existe pas d’autres contraintes
que nous n’aurions pas encore exprimées.

Nous pouvons maintenant calculer la seconde forme fondamentale, Br, donnée par
l’expression 9.2.10104,

Br =

(
〈Re3 ; ∂1Re1〉 〈Re3 ; ∂2Re1〉
〈Re3 ; ∂1Re2〉 〈Re3 ; ∂2Re2〉

)

=

(
−〈κ1 ; e2〉 −〈κ2 ; e2〉
〈κ1 ; e1〉 〈κ2 ; e1〉

)

(9.5.7)

ce qui donne finalement,

Br =

(
κ1 τ
τ κ2

)

. (9.5.8)

Ceci nous permet de calculer les courbures, puisque Br[Ar]
−1 = Br,

• la courbure de Gauss, Kr = det(Br) = κ1κ2−τ 2 = 0, on retrouve qu’une immersion
isométrique est toujours développable ;

• la courbure moyenne, Hr =
tr(Br)

2
=

κ1 + κ2

2
;

• les courbures principales, 0 et ρ = κ1 + κ2.



9.5. RÉFLEXIONS SUR L’ÉLABORATION D’UN MODÈLE DE COQUES
ÉLASTIQUES DESTINÉ À L’INVERSION 111

Synthèse Si l’on se donne trois fonctions de Ω à valeurs réelles, κr = (κ1, κ2, τ),
de classe C 1 et satisfaisant le système 9.5.6110, alors il existe une unique immersion
isométrique r satisfaisant 9.5.8110. De plus, on peut « reconstruire » la surface par
intégration de 9.5.2109 puis 9.5.1109. D’autre part, l’énergie de Koiter, associée à une
forme au repos du même type r̄, s’écrit

EK
int(r, r̄) =

1

2

∫

Ω

∥
∥κr − κr̄

∥
∥

2

K
ds avec K =

2Eh3

3(1 − ν2)





1 ν 0
ν 1 0
0 0 2(1 − ν)



 . (9.5.9)

Cette énergie satisfait les critères que nous avions relevés dans la section 9.1100 pour
qu’un modèle élastique soit facilement inversible : la fonction ϕ de 9.1.1b100 est l’identité
et la matrice de raideur ne dépend pas de la forme au repos κr̄. C’est donc un bon point
de départ pour l’élaboration d’un modèle discret aisément inversible.

Remarque 9.5.10. On notera que l’expression de l’énergie interne est dans le cas présent
(inextensible et sans cisaillement transverse) très proche de l’énergie élastique d’une tige
de Kirchhoff (inextensible et sans cisaillement transverse) que nous avons rencontrée
dans la première partie à l’équation 4.1.3839.

Difficultés relatives à l’élaboration d’un modèle discret Pour donner un modèle
discret des équations ci-dessus, on pourrait par exemple choisir une famille de fonctions
paramétriques — constantes par morceaux, polynomiales par morceaux, etc — et cher-
cher à « projeter » sur l’espace des contraintes 9.5.6110.

On pourrait aussi exhiber une famille d’éléments de l’espace des contraintes 9.5.6110

paramétrés par des degrés de liberté bien choisis. Ceci ne semble pas évident.

Peut-être qu’une méthode à mi-chemin entre les deux précédentes — satisfaire une
partie des contraintes et projeter sur les autres — serait un bon compromis. Par exemple,
dans le cas où l’on contraint le vecteur κr à être constant, les équations 9.5.6a110 et
9.5.6b110 sont automatiquement satisfaites. De plus, on possède une expression explicite
(de forme fermée, voir l’annexe A157) pour r. Ceci fait l’objet du paragraphe suivant.

Reconstruction dans le cas de courbures constantes On suppose ici que le vec-
teur κr est constant et nous allons donner une expression explicite du repère R et de la
surface r.

Supposons que 0 ∈ Ω et notons r(0) = r0 et R(0) = R0. Dans ce cas, le repère s’écrit
simplement en utilisant le théorème D.2.4164,

R(s) = R(s1, 0) +

∫ s2

0

∂2R(s1, v) dv = R(s1, 0) exp
(
[s2κ2]×

)
(9.5.11a)

= R0 exp
(
[s1κ1]×

)
exp

(
[s2κ2]×

)
(9.5.11b)

= R0 exp
(
[s1κ1 + s2κ2]×

) {
[κ1]× et [κ2]× commutent.

}
(9.5.11c)



112 CHAPITRE 9. CHOIX D’UN MODÈLE DE COQUES ÉLASTIQUES

L’exponentielle d’une matrice antisymétrique est donnée en annexe à l’équation D.2.5164.
On peut aussi donner l’expression de r. Pour cela, il est astucieux d’intégrer dans le
système des courbures principales : d’abord sur la ligne de courbure nulle puis sur celle
de courbure ρ = κ1 + κ2. Le cas de la courbure moyenne nulle — la surface est plane
— est trivial et nous l’excluons ici. Ceci revient à supposer que ρ Ó= 0 donc κ1 et κ2 ne
peuvent pas être simultanément nuls. Quitte à permuter le rôle des indices 1 et 2, on
peut supposer κ1 Ó= 0. Dans ces conditions, la famille

v = (v1, v2) =

(
κ1 −τ
τ κ1

)

(9.5.12)

est une base (adaptée) de vecteurs propres de Br. v1 est associé à la courbure principale
et v2 à la valeur propre nulle. Le long de v2, le repère R est invariant et le long de v1, il
tourne à vitesse constante (κ1 +κ2) autour de R0v2

10. r est donc inclus dans un cylindre.
Le calcul confirme ceci, grâce au changement de variable défini par

s = ϕ(t = (t1, t2)) = v t, (9.5.13)

il vient
R(ϕ(t)) = R0 exp

(
[(κ1, κ2) v t]×

)
= R0 exp

(
[−ρt1v2]×

)
. (9.5.14)

On peut ainsi donner l’expression de la surface par intégration du repère,

r(ϕ(t)) = r0 +

∫ t2

0

R(ϕ(0, u))Dϕ(0, u)e2 du +

∫ t1

0

R(ϕ(u, t2))Dϕ(u, t2)e1 du (9.5.15a)

= r0 +

∫ t2

0

R0v2 du +

∫ t1

0

R(ϕ(u, t2))v1 du (9.5.15b)

= r0 + t2R0v2 +

∫ t1

0

R0 exp
(
[−ρuv2]×

)
v1 du (9.5.15c)

= r0 + R0

(

t2v2 +
sin(t1ω)

ω
v1 +

1 − cos(t1ω)

ρ
e3

)

(9.5.15d)

en ayant posé ω = ‖−ρv2‖ =
√

ρ3κ1. Un exemple de tracé d’une telle surface utilisant
cette dernière expression est donné figure 9.5.16113.

Remarque 9.5.17. L’expression 9.5.15d est tout à fait similaire à celle de la courbe
moyenne d’une Super-Hélice (Bertails et al., 2006). Ajouté à la remarque 9.5.10111, ceci
montre le lien étroit entre ces deux modèles.

Conclusion Nous avons donné des pistes de réflexion pour l’élaboration d’un modèle
réduit de coques élastiques dont l’énergie de Koiter est quadratique en fonction des pa-
ramètres (le tenseur de courbure 9.5.8110). La tâche se révèle plus complexe que dans

10On utilise abusivement la même notation pour v1 et v2 et leur version dans R
3 construite en

ajoutant un zéro comme troisième composante.
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r(ϕ(t1, 0))

r(ϕ(0, t2))

Figure 9.5.16 : Un exemple de surface développable à courbure moyenne constante
Hr = 1 (κ1 = κ2 = −τ = 1).

le cas des tiges car il faut prendre en considération des contraintes algébriques et diffé-
rentielles non linéaires (9.5.6110). Le cas des courbures constantes permet de donner une
expression de forme fermée de la surface. Cependant, il semble difficile de construire une
approximation d’une surface développable en recollant de tels morceaux de manière C 1.

Ces travaux sur l’élaboration d’un modèle réduit de coques élastiques adapté à l’in-
version ont été poursuivis par Alejandro Blumentals dans Blumentals et al. (2016).





Chapitre 10

Inversion de coques en contact
frottant

D ans ce chapitre, on considère que l’on se donne (en entrée de la méthode),
un maillage triangulaire conforme, discrétisation d’une surface régulière
de R

3 de sorte qu’elle puisse être simulée par le modèle des Discrete Shells
que nous avons choisi au chapitre précédent. On nomme ce modèle 3D la forme objectif,
c’est la géométrie que l’on souhaite inverser. On note aussi nv le nombre de points que
comporte le maillage et on rassemble toutes les coordonnées de ceux-ci dans le vecteur
xt ∈ R

3nv 1.

Notre but est de trouver une forme au repos, x̄, pour laquelle la forme objectif
soit à l’équilibre sous la gravité, éventuellement en présence d’autres forces extérieures
comme le contact frottant. On note Ep l’énergie potentielle du système composée de
l’énergie interne donnée par les équations 9.3.1a107 9.3.1b107 9.3.2107 auxquelles il faut
éventuellement ajouter le potentiel dont dérivent les forces extérieures. Dans le cas où
seules des forces dérivant d’un potentiel agissent sur le système, on cherche une forme
au repos, x̄, telle que la forme objectif soit un minimum local de l’énergie potentielle.
En particulier, xt est un point critique de cette l’énergie

∇xEp(xt, x̄) = 0 (10.0.1)

qui doit de plus satisfaire une condition de stabilité. Nous verrons qu’en pratique, les
points critiques qui sont générés par notre algorithme sont toujours des points d’équilibre
stable et nous pourrons nous contenter de l’équation 10.0.1. L’étude de ce cas fait l’objet
de la section suivante. Nous montrons ensuite que la prise en compte de contraintes
consistant à fixer des points du maillage peut être traitée de manière similaire au cas
précédent, avec seulement quelques modifications simples. En revanche, en présence de
contact frottant, le problème est plus complexe et prend une forme un peu différente
de 10.0.1 comme nous le verrons dans la section 10.4129 après une initiation au contact

1L’indice v signifie « vertex » (point) et l’indice t « target » (objectif).

115
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frottant à la section 10.3125. Nous montrons alors que la reformulation de la recherche
des équilibres en présence de contact frottant en un problème d’optimisation permet
d’utiliser, presque directement, l’algorithme mis au point dans le cas sans contact. Les
résultats de la méthode sont présentés au chapitre suivant.

Ce travail a été effectué en collaboration avec Gilles Daviet, doctorant dans l’équipe
Bipop et a donné lieu à la publication d’un rapport de recherche (Casati et al., 2016).

10.1 Cas sans contact

Dans cette section, on examine le cas de l’inversion sans contact, aucune contrainte
n’est ajoutée au système 10.0.1115. Une première approche classique mais qui échoue est
détaillée, avant d’aborder la formulation robuste des moindres carrés et ses difficultés,
pour aboutir à la version finale de notre algorithme d’inversion. Les notations utilisées
sont celles du chapitre 999.

10.1.1 Première approche : minimisation de l’erreur
d’équation d’état

Il pourrait être tentant d’attaquer le problème 10.0.1115 avec des algorithmes de recherche
de zéro. Cependant, rien ne garantit qu’un tel x̄ existe et cette formulation n’est pas très
robuste à la présence de bruit dans la donnée xt. On peut alors lui préférer sa version
relaxée

min
x̄

1

2
‖∇xEp(xt, x̄)‖2. (10.1.1)

Les algorithmes de résolution envisageables ont l’avantage d’être très simples, mais mal-
heureusement, nos tests et notre analyse montrent que ce n’est pas la bonne manière
d’attaquer le problème.

En effet, si x̄∗ est solution de 10.1.1, il n’est pas garanti que xt soit un point critique
de Ep( · , x̄∗). On sait juste que la norme du gradient est minimum dans un voisinage de
x̄∗. Si on lançait la simulation en partant de xt pour une forme au repos x̄∗, l’équilibre
atteint serait peut-être très éloigné de xt et la solution x̄∗ ainsi calculée n’aurait alors
pas grand intérêt.

Ceci ne manque pas de se produire en pratique, en effet, 10.1.1 possède beaucoup de
minima locaux et les algorithmes utilisés s’y trouvent souvent bloqués.

Enfin, même dans le cas où la solution trouvée x̄∗ annule le gradient de l’énergie,
c’est-à-dire que x̄∗ satisfait ∇xEp(xt, x̄∗) = 0, rien ne garantit que xt soit un minimum
ni même un extremum de Ep( · , x̄∗). De plus, il n’est pas évident de modifier la forme
de l’énergie ou la formulation 10.1.1 pour guider les algorithmes vers les minima de Ep.

Le principal défaut de cette méthode est de se contraindre à chercher à annuler le
gradient de l’énergie sur le sous-espace x = xt uniquement, même si ceci implique de
trouver une forme au repos pour laquelle xt ne représente pas un équilibre. Pour pallier
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ceci, nous présentons dans les sections suivantes un algorithme qui génère une suite de
couples (xk, x̄k) qui sont toujours des équilibres et tels que la suite (xk) se rapproche de
xt.

10.1.2 Fonction de drapé, formulation aux moindres carrés

10.1.2.1 Difficultés

Si pour chaque forme au repos x̄ il existait une unique forme à l’équilibre x, on pourrait
définir une fonction φ par φ(x̄) = x. C’est la fonction de drapé : elle donne la forme à
l’équilibre de l’objet (la coque élastique) étant donné sa forme au repos. Pour peu que
cette fonction soit bijective, la solution à notre problème s’écrirait simplement2

x̄∗ = φ−1(xt). (10.1.2)

Malheureusement ces hypothèses ne sont pas satisfaites en général ; trois difficultés
bien distinctes rendent le problème délicat.

Difficulté 1. Pour une forme au repos, il peut exister plusieurs équilibres : φ est mal
définie (voir la figure 10.1.3118). En ce sens, le problème direct est mal posé3. Même en
ignorant cette première difficulté, deux subsistent.

Difficulté 2. Rien ne garantit que toutes les formes à l’équilibre soient atteignables : φ
n’est pas surjective (voir la figure 10.1.4(a)119).

Difficulté 3. Une même forme à l’équilibre peut être engendrée par différentes formes
au repos : φ n’est pas injective (voir la figure 10.1.4(b)119).

Ce dernier point n’est pas dramatique, nous cherchons une forme au repos dont xt

soit un équilibre associé. Cependant, nous verrons que ceci peut devenir problématique
algorithmiquement et il pourra être judicieux de « guider » les itérations pour favoriser
certaines formes au repos. Favoriser les formes plates, qui sont souvent à l’origine des
patrons de vêtements, s’avèrera être une stratégie payante dans certains cas.

Dans les deux sections suivantes, nous montrons comment les difficultés 1 et 2 sont
contournées, au moins localement.

2Le problème ainsi formulé donne son sens au terme d’inversion, il reprend le formalisme de la figure
7.0.490 donné en introdction.

3Au sens de Hadamard (1902), un problème bien posé satisfait les trois propriétés suivantes : il
existe une solution, elle est unique et dépend continuement des données. Si au moins un de ces critères
n’est pas satisfait, on dit que le problème est mal posé.

4Ce maillage comporte 217 points et 384 faces, c’est la version basse résolution de celui utilisé sur
les figures 10.1.3(b)118 et 10.1.3(c)118 et qui comporte 3169 points et 6144 faces.
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(a) Forme au repos x̄ (basse résolution4)

(b) Deux équilibres, vue de côté (c) Deux équilibres, vue de dessous

Figure 10.1.3 : Pour une forme au repos donnée (a), il existe plusieurs positions d’équi-
libre, le problème direct est mal posé. Elles sont superposées, l’une en bleu, l’autre en
orange, sur les images (b) et (c).

10.1.2.2 Définition implicite de la fonction de drapé

Considérons un point (x∗, x̄∗) correspondant à un équilibre stable pour l’énergie poten-
tielle Ep par rapport à la variable x et satisfaisant le critère (suffisant mais pas nécessaire,
c.f. remarque 10.1.8119) de stabilité du second ordre : toutes les valeurs propres de la
hessienne de Ep sont strictement positives. En posant F = ∇xEp, on peut alors écrire







F (x∗, x̄∗) = 0

F est de classe C
1 au voisinage de (x∗, x̄∗)

DxF (x∗, x̄∗) est symétrique définie positive

(10.1.5a)

(10.1.5b)

(10.1.5c)

ce qui permet d’appliquer le théorème des fonctions implicites (rappelé en annexe C161),
la condition 10.1.5c assurant l’inversibilité de la différentielle de F . On peut alors affirmer
qu’il existe une unique application φ d’un voisinage V de x̄∗ dans un voisinage U de x∗

de classe C 1 telle que ∀(x, x̄) ∈ U × V

x = φ(x̄) ⇐⇒ F (x, x̄) = 0. (10.1.6)

De plus, la différentielle de F par rapport à x, DxF , est inversible sur U × V et celle de
φ est donnée par

Dφ(x̄) = − [DxF (φ(x̄), x̄)]−1 ◦ Dx̄F (φ(x̄), x̄), ∀x̄ ∈ V. (10.1.7)
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(a)

g

(b)

Figure 10.1.4 : (a) S’il n’y a pas d’énergie de flexion associée à l’encastrement (comme
c’est le cas dans notre modélisation), il n’existe pas de forme au repos telle que la forme à
l’équilibre ici représentée soit un équilibre stable. Ceci illustre que φ n’est pas surjective.
(b) Sans énergie de flexion, ces trois positions au repos donnent le même équilibre (en
pointillés). Ceci illustre que φ n’est pas injective dans le cas d’une énergie de flexion
nulle. Si ce n’est pas le cas, on comprend bien que des formes à l’équilibre peuvent être
proches sans que leur forme au repos le soit. Les systèmes qui sont représentés ici sont
en dimension 2 mais on peut imaginer que ce sont des vues de profil d’un modèle de
coques.

Une des forces du théorème des fonctions implicites est de donner une forme explicite
de la différentielle de φ. L’équation 10.1.7118 est au cœur de la méthode de l’adjoint que
nous présentons dans la section 10.1.2.3120.

Nous attirons l’attention du lecteur sur le fait que φ n’est pas nécessairement une bi-
jection de V dans U , en effet, rien n’assure l’injectivité5. On pourrait toujours construire
une surjection vers φ(V ) mais rien ne dit qu’il contient xt. Autrement dit, nous avons,
au moins localement, contourné la difficulté 1117 mais les deux autres restent entières.
La difficulté 2117 fait l’objet de la section suivante.

Remarque 10.1.8. Pour appliquer le théorème des fonctions implicites, nous avons sup-
posé que la hessienne de Ep était symétrique définie positive en (x∗, x̄∗). Ceci peut
sembler restrictif de prime abord car seule l’inversibilité était requise pour définir φ. Ce
n’est pas le cas : l’inversibilité de la hessienne cumulée à la condition de stabilité de Ep

assurent le caractère positif et défini de la hessienne, ces deux hypothèses sont équiva-
lentes. Il n’en demeure pas moins que nous ne prenons pas en compte tous les équilibres :
tous ceux pour lesquels la hessienne n’est pas inversible. Cependant, il semble qu’en pra-
tique de tels points soient rares et cette hypothèse ne semble pas gêner nos algorithmes.

5Penser à F (x, y) = x2 − y en (0, 0).
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10.1.2.3 Formulation aux moindres carrés, résolution par la méthode de
l’adjoint

Formulation aux moindres carrés. On relaxe la formulation 10.1.2117 en considé-
rant le problème suivant

min
(x,x̄)

F (x,x̄) = 0

1

2
‖x − xt‖2 (10.1.9)

Cette formulation, classique pour les problèmes inverses, a plusieurs avantages. D’une
part elle est moins sensible aux erreurs dans la donnée xt, d’autre part, même si le mini-
mum trouvé ne coïncide pas avec xt, c’est toujours un point d’équilibre, contrairement
à la formulation 10.1.1116, et notre algorithme garantira sa stabilité. Enfin, cette formu-
lation permet l’utilisation des algorithmes d’optimisation qui utilisent l’information du
premier ordre (gradient). En effet, elle est localement équivalente à

min
x̄∈V

1

2
‖φ(x̄) − xt‖2

︸ ︷︷ ︸

J(x̄)

(10.1.10)

où la fonction J est C 1 sur V et son gradient est donné par

∇J(x̄) = [Dφ(x̄)]⊤ (φ(x̄) − xt) . (10.1.11)

C’est dans le calcul effectif de ce gradient qu’intervient la méthode de l’adjoint.

Méthode de l’adjoint. La différentielle de φ, donnée par 10.1.7118, est en général
pleine et son calcul nécessite une inversion de matrice, ce qui n’est pas envisageable
pour les systèmes de grande taille comme ceux que nous visons. Cependant, il n’est pas
nécessaire de la construire complètement pour calculer le gradient de J , seule l’évaluation
de sa transposée dans la direction φ(x̄) − xt est requise. Il suffit en effet de résoudre le
système suivant, selon la méthode de l’adjoint,

{

[DxF (φ(x̄), x̄)]⊤ p = xt − φ(x̄) {équation adjointe}
∇J(x̄) = [Dx̄F (φ(x̄), x̄)]⊤ p

(10.1.12a)

(10.1.12b)

où la variable intermédiaire p ∈ R
3nv est appelé l’état adjoint. En se rappelant l’expres-

sion de F , on peut expliciter un peu plus ce dernier système,

{

D2
xEp(φ(x̄), x̄)p = xt − φ(x̄)

∇J(x̄) = D2
x,x̄Ep(φ(x̄), x̄)p.

(10.1.13a)

(10.1.13b)
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Algorithme 10.1.14 – Inversion par minimisation utilisant la méthode de l’ad-
joint.

Données : xt, x̄0

Résultat : x∗, x̄∗

1 pour k = 0, 1, . . . faire
2 xk ← φ(x̄k); /* c.f. section 10.1.3 */
3 dk ← ∇J(x̄k); /* résoudre 10.1.13120 avec x̄ = x̄k et φ(x̄) = xk */
4 x̄k+1 ← optim_step(x̄k, dk);
5 fin

Algorithme. Il est maintenant possible d’attaquer le problème 10.1.9120 avec un al-
gorithme de minimisation de type gradient, tous les ingrédients nécessaires étant réunis.
Si on appelle optim_step une routine d’optimisation qui permet de passer d’un itéré au
suivant grâce au gradient, on peut écrire l’algorithme 10.1.14.

Nous avons obtenu les meilleurs résultats lorsque la routine optim_step est celle
de l’algorithme L–BFGS stabilisé avec une étape de recherche linéaire satisfaisant les
conditions de Wolfe. Cet algorithme a l’avantage d’être bien adapté aux systèmes de
grande taille et profite de la qualité des méthodes de type quasi-Newton.

Remarquons que la méthode de l’adjoint ne nécessite qu’une seule évaluation de φ
pour le calcul de la valeur de la fonction et de son gradient. C’est la ligne 2 de l’algorithme
précédent qui masque le calcul de φ(x̄k) et ses difficultés. Nous détaillons ceci dans la
section suivante.

10.1.3 Procédure de drapé, appels cohérents

Nous avons vu dans la section précédente que l’algorithme auquel on aboutit impose
de savoir évaluer convenablement la fonction φ. Celle-ci étant définie localement, parler
d’une évaluation globale est abusif, c’est pourtant ce dont nous avons besoin. Dans la
suite, on parlera plutôt d’une procédure de drapé simulant les évaluations (globales) de φ.

Se pose aussi le problème de la multiplicité des équilibres pour une forme au repos
donnée (le problème direct est mal posé), qui rompt l’unicité de la définition de φ et rend
difficile la cohérence des évaluations successives. Il n’est par exemple pas souhaitable que
deux appels à la procédure de drapé pour des formes au repos proches retournent deux
équilibres très éloignés. Les valeurs de la fonction J et de son gradient seraient alors
incohérentes.

Dans la suite, nous construisons une procédure de drapé qui, à une forme au repos
x̄, associe une configuration à l’équilibre x pour laquelle les évaluations successives sont
cohérentes.



122 CHAPITRE 10. INVERSION DE COQUES EN CONTACT FROTTANT

10.1.3.1 Procédure de drapé

Une manière tentante de définir la procédure de drapé serait par la recherche d’un zéro de
la fonction F ( · , x̄), mais il y a plus judicieux. Il est préférable de minimiser l’énergie du
système, on pourra ainsi garantir que la configuration trouvée correspond à un équilibre
stable de Ep.

Pour effectuer cette minimisation, en pratique, nous utilisons l’algorithme du
Newton–CG (Nocedal et Wright, 2006). C’est une méthode de Newton tronquée dans
laquelle l’étape d’inversion du système est basée sur l’algorithme du gradient conjugué.
La direction générée à chaque itération est garantie d’être une direction de descente, la
hessienne de la fonction objectif pouvant ne pas être symétrique définie positive en des
points éloignés du minimum. Cette méthode est très facile à implémenter en modifiant
le gradient conjugué (que nous utilisons pour la simulation). Comme dans l’algorithme
10.1.14121, elle est couplée à une étape de recherche linéaire.

On aurait aussi pu utiliser des algorithmes plus adaptés à la recherche d’équilibres
comme (Volino et Magnenat-Thalmann, 2007) mais la méthode que nous avons choisie
converge très vite. En effet, elle est initialisée avec une position proche de celle de
l’équilibre — on comprendra mieux pourquoi dans la section suivante — et ne nécessite
en pratique qu’une dizaine d’itérations pour converger.

Malheureusement, ces précautions ne suffisent pas à garantir que ces évaluations
soient cohérentes. Nous proposons une solution à ce problème dans la section suivante.

10.1.3.2 Cohérence des appels

On rappelle que l’on entend par cohérent, le fait que deux appels à la procédure de
drapé sur des formes au repos proches donnent deux équilibres proches. À cause de la
multiplicité des équilibres pour une forme au repos donnée, cette cohérence est difficile
à satisfaire.

Il est bien évident qu’il nous faut introduire de l’information pour garantir cette
cohérence et que x̄ ne peut plus être le seul paramètre de l’algorithme. N’oublions pas
qu’à terme, on souhaite obtenir une forme à l’équilibre la plus proche possible de xt. Il
est donc pertinent d’initialiser l’algorithme de minimisation avec x0 = xt mais ceci ne
suffit pas.

Nous voulons en quelque sorte « éviter » les équilibres trop éloignés de xt. For-
mulé comme ceci, il parait clair qu’une stratégie possible est de changer l’expression de
l’énergie potentielle Ep pour la version pénalisée suivante

Ep
λ(x, x̄) = Ep(x, x̄) +

λ

2nv

‖x − xt‖2, λ > 0. (10.1.15)

La difficulté revient alors à choisir convenablement le paramètre de pénalisation λ. Une
valeur importante de λ tend à « convexifier » l’énergie autour de xt, mais « tue » la
dépendance en x̄, ce qui n’est pas souhaitable. En revanche, choisir une valeur trop faible
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pour le paramètre λ rend la pénalisation inutile. Il est intéressant de noter que si xt est
un minimum (local) de Ep( · , x̄), alors il l’est aussi pour Ep

λ( · , x̄). Ceci encourage à
faire décroître la valeur du paramètre λ lorsque la confiance en x̄ augmente.

Avant d’écrire l’algorithme complet, il nous reste à préciser avec quelle forme au repos
celui-ci est initialisé. C’est l’objet de la section suivante.

10.1.4 Forme au repos initiale

Un choix pratique pour la première forme au repos de l’algorithme est x̄0 = xt mais celle-
ci a des chances d’être assez éloignée de la bonne forme au repos. Penser à l’exemple
de la nappe 10.1.3118. Une autre stratégie lorsque l’on sait que la forme au repos a des
chances d’être « plate » est d’utiliser une version « aplatie » de xt.

Compte-tenu des outils déjà mis en place, ceci n’est pas très difficile à calculer. En
effet, il suffit de minimiser l’énergie interne Eint( · , xt) en forçant les angles au repos θ̄
à être nuls. La minimisation va alors tendre à annuler les angles entre les faces tout en
préservant (modérément) la longueur des arêtes et l’aire des faces.

10.1.5 Algorithme complet

On peut maintenant écrire l’algorithme complet de résolution du problème 10.1.9120, c’est
l’algorithme 10.1.16. Noter le critère d’arrêt ligne 2. Soit la valeur de la pénalisation

Algorithme 10.1.16 – Algorithme complet d’inversion sans contact.
Données : xt, λ0, α ∈ ]0 ; 1[
Résultat : (x∗, x̄∗) solution de 10.1.9120

1 x̄0 ← xt ou aplatir(xt) ; /* c.f. section 10.1.4 */
2 pour k = 0, 1, . . . jusqu’à λk 6 ελ ou ‖F (xk, x̄k)‖ 6 εF faire

// recherche de x̄λk qui minimise Jλk

3 x̄λk

0 ← x̄k ;

4 pour i = 0, 1, . . . jusqu’à
∥
∥
∥∇Jλk

(

x̄λk

i

)∥
∥
∥ 6 εJ faire

5 xi ← NewtonCG
(

Ep
λk

(

· , x̄λk

i

)

, xinit = xt

)

; /* c.f. section 10.1.3.1122 */

6 ḡi ← Adjoint(xi) ; /* gradient calculé par 10.1.13120 */
7 d̄i ← L-BFGS(ḡi) ;
8 ti ← WolfeLS(t Ô→ Jλk(x̄λk

i + t ḡi) ; /* recherche linéaire de Wolfe */
9 x̄λk

i+1 ← x̄λk

i + ti d̄i ;
10 fin
11 x̄k+1 ← x̄λk ;
12 λk+1 ← αλk ;
13 fin

passe sous un certain seuil et n’est plus utile ; soit le gradient de l’énergie (non pénalisée)
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est en dessous d’un certain seuil et le point xk est stationnaire. Dans ce cas, en pratique
on refait un calcul avec λ = 0 pour affiner la valeur de x̄k.

Nous utilisons la valeur α = 1
2

pour faire décroître le paramètre λ dans tous nos
exemples sauf pour la nappe qui ne nécessite qu’une itération avec λ0 = 5.

10.2 Cas des points fixés

Dans beaucoup de cas comme celui d’une nappe sur une table, d’un tissu épinglé, d’un
drapeau, ou encore d’une jupe attachée à la taille, il peut être intéressant de considérer
certains points du maillage comme fixes lors de l’inversion. C’est un cas particulier de
contraintes bilatérales. La modification de l’algorithme 10.1.16123 pour prendre en compte
ceci fait l’objet de cette section.

Dans le travail de Baraff et Witkin (1998), pour la simulation de vêtements, une
méthode efficace et astucieuse est proposée pour contraindre les points à se déplacer
librement (sans frottement) dans un espace à 2, 1 ou 0 dimensions. Une étape de filtrage,
équivalente à une projection orthogonale (Ascher et Boxerman, 2003), est utilisée pour
modifier l’algorithme du gradient conjugué utilisé pour la simulation. On peut montrer
que celle-ci est équivalente à ajouter des contraintes bilatérales particulières au système
d’équations.

Dans notre cas où l’on fixe complètement les points, la projection orthogonale utilisée,
que nous notons Π, est définie comme ceci

[Πx]i =

{
0 si i est fixé
xi sinon

(10.2.1)

où xi est le point d’indice i de x. L’algorithme proposé par Baraff et Witkin (1998)
consiste à filtrer les multiplications par la hessienne de l’énergie avec Π dans les itérations
du gradient conjugué. On montre facilement que cette astuce s’applique — en modifiant
de la même manière l’algorithme du Newton–CG — aussi au calcul de l’équilibre par
minimisation dans notre procédure de drapé de la section 10.1.3121. L’accès aux forces
bilatérales correspondantes est alors très simple, ce sont les composantes non nulles
du gradient de l’énergie (non filtré) évalué au point d’équilibre. Dans le chapitre 11141

exposant nos résultats, on présente ces forces sur la figure 11.1.1(a)144.

Ce qui est plus surprenant encore c’est que pour tenir compte de ces contraintes
dans la méthode de l’adjoint, il suffit d’utiliser (encore une fois) l’algorithme de Baraff
et Witkin (1998) lors de l’inversion de l’équation adjointe de 10.1.13120. Ceci est expliqué
en fin de chapitre dans le complément 10.A.1135.

Le contact frottant est-il vraiment nécessaire ? Puisque les points en contact
sont connus au début de l’inversion et qu’ils seront de toute façon fixés par le frottement
statique, il est légitime de se demander s’il ne serait pas possible d’utiliser la méthode des
points fixés (détaillée plus haut) pour gérer le cas du contact frottant. Malheureusement,
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nous montrons avec les résultats du chapitre 11141 que les deux approches ne sont pas
équivalentes. En effet, une force associée à un contact bilatéral peut être orientée de
manière arbitraire, à l’extérieur du cône de Coulomb (c.f. section 10.3.1) par exemple
ou même faire un angle obtus avec la normale au contact, auquel cas il ne s’agit même
plus d’une force de contact unilatéral mais d’une force d’adhésion. Voir en particulier la
figure 11.1.1144.

10.3 Intermède : initiation au contact frottant

Le frottement mécanique entre les objets physiques est à l’origine de beaucoup de phé-
nomènes visuellement riches et que l’informatique graphique cherche à modéliser. On
peut penser aux effets de groupement dans les cheveux (Daviet et al., 2011) ou aux plis
d’un vêtement, sur une manche retroussée par exemple, comme sur la figure 7.0.694. Il
est donc important de tenir compte du contact frottant dans la modélisation afin de
reproduire ces phénomènes. Ceci devient crucial pour l’inversion car la forme d’un objet
à l’équilibre est souvent en bonne partie expliquée grâce au contact et au frottement
(statique), comme le montre la figure 7.0.694.

La modélisation du contact frottant est un problème complexe car elle cherche à
rendre compte d’effets non-réguliers comme les phénomènes à seuil6. Il existe dans la
littérature plusieurs modèles de contact frottant mais celui qui est largement adopté est
le modèle de frottement de Coulomb que nous présentons dans la section suivante. Ce
modèle fait référence car il offre un bon compromis entre simplicité (pour que les calculs
numériques soient envisageables) et réalisme physique (pour rendre compte des effets
dominants).

Les outils d’analyse convexe ont prouvé leur efficacité dans le traitement des pro-
blèmes de contact frottant (Acary et Brogliato, 2008; Daviet et al., 2011; Derouet-
Jourdan et al., 2013a) et nous les utilisons dans nos travaux d’inversion en présence
de contact frottant. Nous consacrerons la fin de cette section à l’introduction de ces
outils.

10.3.1 Le modèle de frottement de Coulomb

Nous introduisons ici succinctement la loi de Coulomb. Pour plus de détails, on pourra
consulter (Acary et Brogliato, 2008). Considérons deux objets A et B en contact en
un point I à un instant donné. On suppose que la surface des objets est suffisamment
régulière pour pouvoir définir une normale au point de contact, elle est notée e et dirigée
de B vers A. La figure 10.3.1126 résume la situation. On note r la force exercée en I
par le corps B sur le corps A et u la vitesse relative de A par rapport à B (en I). On

6Un phénomène a seuil issu du contact frottant simple à visualiser est celui d’une boite sur un plan
dont la pente augmente. Pour les pentes faible, le frottement retient la boite, mais pour une valeur
critique de l’angle de la pente, la boite va se mettre à glisser.
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e

A

I

B

Figure 10.3.1 : Deux objets en contact ponctuel et la normale au contact.

se donne aussi un coefficient de frottement, µ > 0. Il nous reste à introduire le cône de
frottement pour pouvoir énoncer la loi de Coulomb (voir la figure 10.3.4).

Définition 10.3.2. Pour e ∈ R
n non nul et µ > 0, on définit le cône de frottement (ou

cône du second ordre) par,

K(e, µ) = {x ∈ R
n /‖xT‖ 6 µxN}, (10.3.3)

où xN =
〈

x ; e
‖e‖

〉

et xT = x − xN
e

‖e‖
désignent respectivement les composantes normale

et tangentielle de x par rapport à e.

Le modèle de Coulomb distingue trois configurations (mutuellement exclusives) pour
les vecteurs u et r :

• décollage : r = 0 et uN > 0,

• adhérence : r ∈ K(e, µ) et u = 0,

• glissement : ‖rT‖ = µrN, r Ó= 0, uN = 0 et uT = −λrT avec λ > 0.

Ceci est schématisé sur la figure 10.3.4.

e

µ

1

K
(e

, µ
)

uN > 0

r = 0
décollage

r ∈ K(e, µ)

u = 0
adhérence

uN = 0

‖rT‖ = µrN

uT = −λrT

glissement

Figure 10.3.4 : Le cône de frottement K(e, µ) et les trois configurations de la loi de
Coulomb.



10.3. INTERMÈDE : INITIATION AU CONTACT FROTTANT 127

Remarque 10.3.5. Dans le cas où les objets sont à l’équilibre, toutes les vitesses sont
nulles (on parle d’état statique) et le système est forcément en adhérence. Ceci impose
que la force de contact r appartienne au cône de frottement. C’est ce cas qui nous
intéressera tout particulièrement dans la suite car pour l’inversion, nous cherchons des
configurations à l’équilibre.

10.3.2 Outils d’analyse convexe

Les définitions et résultats que nous introduisons ici sont détaillés dans (Hiriart-Urruty
et Lemaréchal, 1993). On rappelle qu’une partie convexe C est un ensemble qui contient
un segment dès lors qu’il contient ses extrémités.

Définition 10.3.6. On introduit le cône normal à une partie fermée convexe C de R
n

en x ∈ C,
NC(x) = {d ∈ R

n /〈d ; c − x〉 6 0, ∀c ∈ C}. (10.3.7)

C’est l’ensemble des directions qui forment un angle obtus avec tous les vecteurs
joignant x et un point de C. Un exemple est donné sur la figure 10.3.8. Lorsque x est

N
C
(
x

1 )

NC(x2)

x1

x2

x3

NC(x3) = {0}

C

Figure 10.3.8 : Un exemple d’une partie convexe et fermée C et quelques-uns de ses
cônes normaux.

à l’intérieur de C (dans C̊), NC(x) est réduit au singleton {0}. Si x est un point du
contour de C, deux cas se produisent. Si ce point de contour est régulier, alors le cône
normal contient (le demi espace vectoriel engendré par) la normale (sortante) à C en ce
point. Sinon, c’est tout un cône de directions qui sont dites normales à C en x.

Cette notion est assez sympathique avec le produit cartésien de convexes fermés.

Propriété 10.3.9. On se donne p > 1 convexes fermés Ci ⊂ R
n et on considère le

convexe (lui aussi fermé) C =
∏p

i=1 Ci. Pour x = (x1, . . . , xp) ∈ C, on a

NC(x) =

p
∏

i=1

NCi
(xi). (10.3.10)

Dit de manière mnémotechnique : « le cône normal d’un produit est le produit des cônes
normaux ».



128 CHAPITRE 10. INVERSION DE COQUES EN CONTACT FROTTANT

dem. Soit d ∈
∏p

i=1 NCi
(xi), et c ∈ C, 〈d ; c − x〉 =

∑p

i=1 〈di ; ci − xi〉 6 0, on en conclut que
∏p

i=1 NCi
(xi) ⊂

NC(x). Prenons maintenant d ∈ NC(x) et 1 6 i 6 p et montrons que di ∈ NCi
(xi). Soit ci ∈ Ci, le vecteur

c = (x1, . . . , xi−1, ci, xi+1, . . . , xp) étant dans C, 〈d ; c − x〉 = 〈di ; ci − xi〉 6 0, ce qui montre que di ∈ NCi
(xi)

et finalement NC(x) ⊂
∏p

i=1 NCi
(xi). L’égalité est finalement démontrée. �

Le cône normal va surtout nous servir à donner des conditions d’optimalité comme
le montre le résultat d’analyse convexe suivant.

Théorème 10.3.11. Si f est une application différentiable d’un ouvert U de R
n dans

R, et que x∗ ∈ U ∩C est un minimum local de f sur l’ensemble convexe C, alors l’opposé
du gradient de f en x∗ est normal à C en x∗ i.e.,

− ∇f(x∗) ∈ NC(x∗). (10.3.12)

Cette condition est suffisante lorsque f est convexe.

dem. Raisonnons par l’absurde. Si −∇f(x∗) /∈ NC(x∗), c’est qu’il existe c ∈ C tel que 〈∇f(x∗) ; c − x∗〉 < 0. Cela
entraîne que limt→0+

1
t

(f (x∗ + t(c − x∗)) − f(x∗)) < 0. C’est donc qu’il existe t∗ ∈ ]0 ; 1[ tel que ∀t ∈ ]0 ; t∗],
f (x∗ + t(c − x∗)) < f(x∗). Il y a donc dans C et aussi près que l’on veut de x∗, des points dont l’image par f
est strictement inférieure à f(x∗). Ceci contredit le fait que x∗ soit un minimum local de f sur C.

Montrons la réciproque dans le cas où f est convexe. Pour x ∈ U , f(x) > f(x∗) + 〈∇f(x∗) ; x − x∗〉 (f convexe).
Dans le cas où x ∈ U ∩ C, −∇f(x∗) ∈ NC(x∗) implique 〈∇f(x∗) ; x − x∗〉 > 0 et donc f(x) > f(x∗). Cette
dernière inégalité étant vraie dans un voisinage de x∗ relatif à C, x∗ est bien un minimum local de f sur C. �

Dans la suite, nous aurons besoin des deux définitions suivantes dont une schémati-
sation est donnée figure 10.3.15.

Définition 10.3.13. Étant donné un cône K(e, µ) (c.f. 10.3.2126) avec µ > 0, on définit
son cône dual, K⋆(e, µ), et son cône polaire, K◦(e, µ), par

K⋆(e, µ) = K

(

e,
1

µ

)

et K◦(e, µ) = −K⋆(e, µ) = K⋆(−e, µ) = K

(

−e,
1

µ

)

.

(10.3.14)

K
⋆ (e,

µ)

K◦(e, µ)

K(e, µ)

Figure 10.3.15 : Les cônes dual et polaire du cône K(e, µ), dans R
3.
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Dans les applications qui nous intéresseront, l’ensemble C du théorème précédent
sera toujours un cône (ou un produit de cônes) K(e, µ). Le théorème suivant donne la
forme du cône normal dans le cas où C = K(e, µ).

Théorème 10.3.16. Pour e ∈ R
n non nul, µ > 0 et x ∈ K(e, µ), le cône normal au

cône K(e, µ) en x est donné par

NK(e,µ)(x) = K◦(e, µ) ∩ {x}⊥ . (10.3.17)

dem. Sans perdre de généralité, on supposera dans la suite de cette démonstration que e est normé. Soit
d ∈ NK(e,µ)(x). 0 étant dans K(e, µ), 〈d ; −x〉 6 0. De la même manière, 2x étant dans K(e, µ) (c’est un cône),

〈d ; x〉 6 0. Finalement, 〈d ; x〉 = 0 et d est bien un élément de {x}⊥. Posons c = x+dT + ‖dT‖
µ

e (on envoie d sur le

cône le long de e). c ∈ K(e, µ) car cN = xN+ ‖dT‖
µ

, cT = xT+dT et ‖cT‖2−µ2cN
2
6 2(〈xT ; dT〉−µxN‖dT‖) 6 0 et

cN est positif. On peut alors écrire 〈d ; c − x〉 6 0 qui entraîne que ‖dT‖2+dN

‖dT‖
µ

6 0 et d est bien dans K◦(e, µ).

Ceci étant vrai pour tout d dans NK(e,µ)(x), on a montré la première inclusion NK(e,µ)(x) ⊂ K◦(e, µ) ∩ {x}⊥.

Prenons maintenant d ∈ K◦(e, µ) ∩ {x}⊥ et c ∈ K(e, µ). 〈d ; c − x〉 = 〈d ; c〉 = 〈dT ; cT〉 + dNcN 6 ‖dT‖‖cT‖ +
dNcN 6 cN(µ‖dT‖ + dN) 6 0. La seconde inclusion est vérifiée, ceci achève la démonstration. �

Finalement, on peut donner le principal théorème que nous utiliserons dans la suite
qui donne les conditions d’optimalité dans le cas C = K(e, µ).

Théorème 10.3.18. Pour e ∈ R
n non nul, µ > 0 et f une application différentiable

d’un ouvert U de R
n dans R, si x∗ ∈ U ∩K(e, µ) est un minimum local de f sur K(e, µ)

alors la condition de complémentarité conique du second ordre suivante est satisfaite

K⋆(e, µ) ∋ ∇f(x∗) ⊥ x∗ ∈ K(e, µ). (10.3.19)

Cette condition devient suffisante quand f est convexe.

dem. x∗ étant dans K(e, µ) par hypothèse, d’après le théorème 10.3.11128, il suffit de montrer que −∇f(x∗) ∈
NK(e,µ)(x

∗) ⇐⇒ x∗ ⊥ ∇f(x∗) ∈ K⋆(e, µ) ce qui est évident d’après le théorème 10.3.16. �

10.4 Prise en compte du contact frottant

Nous avons vu dans la section précédente qu’une des difficultés de la prise en compte du
contact tient au fait que l’équilibre n’est plus expliqué seulement par la forme au repos
x̄ mais il faut aussi tenir compte de nouvelles inconnues, les forces de contact.

Dans le cas des points fixés, nous avons finalement réussi à nous affranchir du calcul
de ces forces en formulant le problème uniquement sur les positions. C’est aussi ce que
nous allons faire ici même si le problème est beaucoup plus délicat, les forces de contact
devant satisfaire une loi non régulière.
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L’équation d’équilibre s’écrit maintenant

∇xEp(x, x̄) = fc (10.4.1)

où le membre de droite contient les forces de contact frottant. Dans la suite, nous faisons
l’hypothèse (simplificatrice) que notre maillage est suffisamment fin pour que seuls des
contacts aux nœuds soient considérés. De plus, les seuls points en contact que nous
autorisons pour les différentes formes xk générées pendant l’algorithme sont ceux de la
forme à inverser xt. Ceci implique que les points en contact de xt sont les mêmes que
ceux de la forme à l’équilibre x∗ trouvée à la fin de l’algorithme. Nous discutons ces
hypothèses dans la section 10.4.3133.

On note Ic l’ensemble des indices des points de xt qui sont en contact. Lorsque i ∈ Ic,
la composante i du vecteur fc, fci, représentant la force de contact appliquée au point
i, doit être dans le cas d’adhérence de la loi de Coulomb (c.f. remarque 10.3.5127), c’est-
à-dire, fci ∈ K(ei, µi) où ei et µi sont respectivement la normale et le coefficient de
frottement associés au contact i. Si i n’est pas dans Ic, le point est à l’équilibre, sans
contact, et fci doit être nulle.

Finalement, si on note

K =
nv∏

i=1

Ki avec Ki =

{
K(ei, µi) si i ∈ Ic

{0} sinon,
(10.4.2)

le problème inverse se formule ainsi,

trouver x̄∗ tel que ∇xEp(xt, x̄∗) ∈ K. (10.4.3)

C’est un problème non-linéaire sous contraintes coniques qui n’a en général pas qu’une
seule solution. Comme dans la section 10.1.2.3120, nous préférons relaxer ce problème
par rapport à la variable x, pour une version aux moindres carrés, plus robuste. Mais
ceci pose deux questions.

Comment obtenir une procédure de drapé ? On pourrait modifier la formulation
10.4.3 dans le but de définir une procédure de drapé, en s’inspirant de la section 10.1.3121,
comme ceci

étant donné x̄, trouver x tel que ∇xEp(x, x̄) ∈ K. (10.4.4)

Sous cette forme, la formulation n’est pas très adaptée à un calcul numérique. En effet,
on pourrait chercher à résoudre un problème du type

étant donné x̄, trouver x tel que G(∇xEp(x, x̄)) = 0 (10.4.5)

où G est telle que G(y) = 0 ⇐⇒ y ∈ K. Nous montrons (dans un autre contexte) dans le
complément 10.A.2136 que ceci implique que la différentielle de G soit nulle sur K ; plus
précisément, c’est la différentielle de Gi qui est nécessairement nulle sur Ki pour i ∈ Ic.
Le conditionnement de la différentielle de G va donc très probablement se dégrader
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à l’approche de K et la méthode sera globalement peu stable. Dans la section 10.4.1,
nous montrons comment on peut identifier 10.4.4130 à un problème de minimisation sous
contraintes coniques dont la résolution par l’algorithme 10.4.13132 est mieux adaptée à
un traitement numérique.

Comment généraliser la méthode de l’adjoint ? En notant F = ∇xEp, comme
dans la section 10.1.2.2118, on peut relaxer le problème 10.4.3130 en s’inspirant de la
formulation aux moindres carrés 10.1.9120 comme ceci

min
(x,x̄)

F (x,x̄) ∈ K

1

2
‖x − xt‖2. (10.4.6)

Cette formulation n’est pas directement compatible avec la méthode de l’adjoint que nous
utilisions jusqu’ici. Cependant, dans la section 10.4.2133, nous transformons la condition
d’appartenance au cône K en une égalité pour laquelle l’algorithme de l’adjoint peut
être envisagé.

10.4.1 Le drapé comme un problème d’optimisation

Afin de transformer la formulation 10.4.4130 en un problème d’optimisation sous
contraintes, mieux adapté au traitement numérique, on cherche une fonction convexe
f et un ensemble, lui aussi convexe, C tels que le problème minC f ait pour conditions
d’optimalité ∇xEp(x, x̄) ∈ K. On montre que l’hypothèse f convexe ne peut pas être
satisfaite dans le cas général. Un choix pertinent est de prendre f(h) = Ep(xt + h, x̄)
(non convexe) et C = K⋆ (convexe) avec

K⋆ =
nv∏

i=1

K⋆
i pour K⋆

i =

{
K⋆(ei, µi) si i ∈ Ic

R
3 sinon

(10.4.7)

où K⋆(ei, µi) = K
(

ei,
1
µi

)

est le cône dual du cône K(ei, µi) (c.f. définition 10.3.13128).
Dans la section 10.4.3133, nous discutons les avantages et inconvénients de cette formu-
lation. Le problème d’optimisation considéré est

min
h ∈ K⋆

Ep(xt + h, x̄). (10.4.8)

Le cône normal à K⋆ en h ∈ K⋆ est donné par la propriété 10.3.9127 et le théorème
10.3.16129,

NK⋆(h) =
nv∏

i=1

NK⋆
i
(hi) =

nv∏

i=1

(−Ki) ∩ Hi(hi) = −(K ∩ H(h)) (10.4.9)

où l’on a posé

H(h) =
nv∏

i=1

Hi(hi) avec Hi(hi) =

{

{hi}⊥ si i ∈ Ic

R
3 sinon.

(10.4.10)
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Finalement, on peut écrire les conditions nécessaires (et suffisantes dans le cas convexe)
d’optimalité de 10.4.8131 pour un point x de xt + K⋆,

∇xEp(x, x̄) ∈ K ∩ H(x − xt). (10.4.11)

Cette condition n’est pas tout à fait la même que 10.4.4130 mais regardons de plus près.
Puisque K ∩ H(h) ⊂ K, si h est solution de 10.4.8131, alors x = xt + h est solution de
10.4.4130. Résoudre 10.4.8131 est donc a priori restrictif dans le sens où certains points
peuvent satisfaire le problème 10.4.4130 sans correspondre à un minimum de 10.4.8131.
Cependant, cette approche présente plusieurs avantages : elle fournit un algorithme de
drapé 10.4.8131 et elle est motivée par le cas convexe. En effet, dans ce cas, x̄∗ solution
de 10.4.3130 est équivalent à 0 solution de 10.4.8131 pour x̄ = x̄∗. Mais l’intérêt le plus
important de cette méthode est que lorsque les composantes en contact de x sont les
mêmes que celles de x̄ — autrement dit, (I − Π)(x − xt) = 0 —, résoudre 10.4.4130 est
exactement équivalent à résoudre 10.4.11.

Pour résoudre 10.4.8131 numériquement, et ainsi obtenir notre procédure de drapé,
un algorithme de type gradient (conjugué) projeté peut être envisagé. En effet, il est
relativement simple de projeter sur les contraintes de 10.4.8131 : la projection orthogonale
d’une direction h sur K⋆ est donnée par

[ΠK⋆(h)]i = ΠK⋆
i
(hi) =

{
ΠK⋆(ei,µi)(hi) si i ∈ Ic

hi sinon.
(10.4.12)

où ΠK⋆(ei,µi) est la projection orthogonale sur le cône K⋆(ei, µi). Elle est explicitement
donnée, ainsi que sa différentielle, dans (Cadoux, 2009, annexe E). Nous pouvons fi-
nalement écrire la procédure de drapé, c’est l’algorithme 10.4.13. Remarquer que les

Algorithme 10.4.13 – Algorithme du gradient projeté pour l’évaluation du drapé
en présence de contact frottant.

Données : x̄, α ∈ ]0 ; 1[
Résultat : x solution de 10.4.8131

1 x0 ← xt;
2 pour k = 0, 1, . . . faire
3 dk ← ∇xEp(xk, x̄);
4 ρ ← 1;
5 répéter
6 xk+1 ← xt + ΠK⋆(xk − xt − ρdk);
7 ρ ← αρ;
8 jusqu’à Ep(xk+1, x̄) < Ep(xk, x̄);
9 fin

stratégies adoptées dans le cas sans contact sont tout à fait transposables ici : on peut
initialiser la minimisation avec x0 = xt — c’est d’ailleurs le cas dans l’algorithme 10.4.13
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— et il est facile de « guider » les itérations en pénalisant l’énergie potentielle comme
dans la section 10.1.3121 en modifiant l’énergie potentielle comme dans 10.1.15122.

Cette procédure de drapé est essentielle dans la méthode de l’adjoint mais nous avons
vu que la formulation 10.4.6131 n’était pas directement envisageable pour cette méthode.
Dans la section suivante, nous modifions cette formulation pour permettre le calcul du
gradient et rendre ainsi possible la résolution du problème 10.4.6131 avec un algorithme
d’optimisation.

10.4.2 Il faut sauver l’adjoint

En notant ΠK la projection orthogonale sur K, on remarque que l’appartenance à K
peut être exprimée par une égalité à zéro,

x ∈ K ⇐⇒ x − ΠK(x) = 0. (10.4.14)

En effet, ceci est équivalent à xi = 0 pour i /∈ Ic et ΠK(ei,µi)(xi) = xi ⇐⇒ xi ∈ K(ei, µi)
lorsque i ∈ Ic. En posant

G = F − ΠK ◦ F, (10.4.15)

le problème 10.4.6131 est équivalent à la formulation suivante,

min
(x,x̄)

G(x,x̄) = 0

1

2
‖x − xt‖2. (10.4.16)

Cependant, la méthode de l’adjoint telle que nous l’avons utilisée plus haut n’est pas
envisageable ici. En effet, G n’est même pas différentiable puisque ΠK ne l’est pas sur
le bord de K ; néanmoins, toutes les dérivées directionnelles existent, voir (Zarantonello,
1971, p. 300) ou (Hiriart-Urruty et Lemaréchal, 1993, proposition 5.3.5 p. 141). Dans
l’annexe 10.A.2136, nous montrons qu’un autre choix pour G, différentiable mais non
inversible (c’est de toute façon impossible, c.f. 10.A.2136), permet de donner le gradient
du problème 10.4.16 et ainsi envisager sa résolution.

Nous avons détaillé toutes les étapes nécessaires à la prise en compte du contact frot-
tant. L’algorithme est finalement proche de celui énoncé sans contact, 10.1.16123. Seul
les étapes des lignes 5 et 6 sont effectuées différemment. Le résultat de la ligne 5, cor-
respondant à la procédure de drapé, est maintenant calculé avec l’algorithme 10.4.13132.
Celui de la ligne 6, qui correspond au calcul du gradient par la méthode de l’adjoint est
donné dans l’annexe 10.A.2136.

10.4.3 Discussion

Nous discutons ici quelques inconvénients de notre approche.

Nous avons supposé que les points en contact de l’équilibre trouvé sont ceux de la
forme objectif ce qui n’est peut-être pas le cas. En effet, il est possible que l’équilibre
trouvé soit en contact avec les objets de la scène car leur géométrie n’est jamais prise en
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compte dans la méthode (à part pour le calcul des points de contact de la forme objectif).
Cependant, si la méthode converge (équilibre et forme objectif sont confondus), les points
en contact seront bien ceux de la forme objectif.

Revenons quelques instants sur le choix de la procédure de drapé qui a été effectué
dans la section 10.4.1131. La formulation sur laquelle elle repose apporte l’avantage im-
portant d’être un problème d’optimisation dont la résolution peut être envisagée par des
méthodes classiques. Cependant, elle repose sur l’hypothèse (importante) que l’équilibre
x∗ correspondant à la forme au repos trouvée à la fin de l’algorithme vérifie

(I − Π)(x∗ − xt) = 0. (10.4.17)

C’est-à-dire que les positions des points en contact sont les mêmes pour l’équilibre et la
forme objectif. Ceci est motivé par le fait que, si l’inversion a réussi, équilibre et forme
objectif sont confondus. Si l’équation 10.4.17 n’est pas vérifiée, deux cas se produisent
pour les points (en contact) de la position d’équilibre qui sont distincts de leur homologue
de la forme objectif. D’après la condition d’optimalité 10.4.11132, soit la composante du
gradient est nulle et la position du point en question n’est en fait pas expliquée par
le contact mais par l’équilibre élastique uniquement, ce qui n’est pas très gênant. Soit
elle est sur le bord du cône de Coulomb et orthogonal à x − xt, lui-même sur le cône
polaire en ce point. Ceci a pour effet de « bloquer » artificiellement le point en question
et celui-ci risque de se déplacer lors de la simulation : il n’était pas dans une position
d’équilibre. En pratique, ceci ne se produit que rarement et l’équilibre finalement trouvé
par le système lors de la simulation reste très proche de la forme objectif.

Nous donnons maintenant les résultats obtenus par la méthode dont il a été question
dans ce chapitre.



Compléments

10.A Modification de l’adjoint pour l’ajout de
contraintes

Dans cette annexe nous détaillons la modification à apporter au système de la méthode
de l’adjoint 10.1.13120 d’abord pour la prise en compte des points fixés (section 10.2124)
puis dans le cas contact frottant (section 10.4129).

10.A.1 Cas des points fixés

On note nc le nombre de points fixés et on reprend la définition de l’opérateur Π du
système 10.2.1124 : il envoie les composantes fixées sur 0 et laisse les autres inchangées.
Notons que cet opérateur est auto-adjoint. L’idée de la formalisation que nous exposons
ici est de « supprimer » du système les degrés de libertés inutiles, on construit alors
un système plus petit. Pour cela, on considère l’opérateur Π̂ de R

3nv dans R
3(nv−nc)

qui supprime les composantes fixées. On remarque que l’opérateur « inverse », qui à
un vecteur de R

3(nv−nc) associe un élément de R
3nv en ajoutant des 0 aux composantes

fixées, est Π̂
⊤

. Enfin, l’égalité Π̂
⊤ ◦ Π̂ = Π nous sera utile.

Le système peut être paramétré par les seuls « vrais » degrés de liberté x̂ ∈ R
3(nv−nc)

qui permettent de « reconstruire » la variable

x = Π̂
⊤

x̂ + (I − Π) xt ∈ R
3nv . (10.A.1)

La nouvelle énergie que nous considérons est donc

Êp : (x̂, x̄) Ô−→ Ep

(

Π̂
⊤

x̂ + (I − Π) xt, x̄
)

(10.A.2)

dont le gradient par rapport à x̂, F̂ , est donné par

F̂ : (x̂, x̄) Ô−→ Π̂F
(

Π̂
⊤

x̂ + (I − Π) xt, x̄
)

. (10.A.3)

Enfin, puisque
∥
∥
∥Π̂

⊤
x̂ + (I − Π) xt − xt

∥
∥
∥ =

∥
∥
∥x̂ − Π̂xt

∥
∥
∥, le problème 10.1.9120 dans le cas

des points fixés s’écrit,

min
(x̂,x̄)

F̂ (x̂,x̄)=0

1

2

∥
∥
∥x̂ − Π̂xt

∥
∥
∥

2

. (10.A.4)

135
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On constate aisément que F̂ est différentiable et l’on peut alors appliquer la méthode de
l’adjoint telle qu’énoncée dans le cas non contraint au nouveau système réduit. Calculons
les différentielles, Dx̂F̂ et Dx̄F̂ , intervenant dans le système 10.1.12120,

Dx̂F̂ = Π̂ ◦ DxF ◦ Π̂
⊤

(10.A.5a)

Dx̄F̂ = Π̂ ◦ Dx̄F. (10.A.5b)

L’analogue du système 10.1.12120 permettant le calcul du gradient par la méthode de
l’adjoint en un point (non projeté) (x, x̄) s’écrit (on omet les dépendances en (x, x̄)),







[

Dx̂F̂
]⊤

p̂ = Π̂ (xt − x)

∇J(x̄) =
[

Dx̄F̂
]⊤

p̂
⇐⇒

{
Π̂ [DxF ]⊤ Πp = Π̂ (xt − x)

∇J(x̄) = [Dx̄F ]⊤ Πp
(10.A.6a)

⇐⇒
{

Π [DxF ]⊤ Πp = Π (xt − x)

∇J(x̄) = [Dx̄F ]⊤ Πp
(10.A.6b)

où p est tel que Π̂p = p̂. Pour résoudre ce dernier système, il suffit de résoudre l’équation
adjointe de 10.1.13120 avec l’algorithme de projection de Baraff et Witkin (1998) — dont
il est question dans la section 10.2124 — puis d’effectuer la deuxième partie du calcul avec
l’état adjoint (Πp) ainsi trouvé. Notons que cet état adjoint a toujours des composantes
nulles aux points fixés, il est dans l’image de Π.

Remarque 10.A.7. La seconde équation de 10.A.6b n’est pas projetée sur l’image de Π ce
qui montre que le gradient de J peut avoir des composantes non nulles pour des indices
correspondants à des points fixés. Au cours de l’algorithme d’inversion, les coordonnées
de x̄ correspondant à des indices fixés peuvent tout à fait changer (c’est le cas dans
l’exemple de la nappe du chapitre 11141 des résultats, même si ce n’est pas visible).

10.A.2 Cas du contact frottant

En présence de contact frottant, on cherche à résoudre le problème 10.4.6131,

min
(x,x̄)

G(x,x̄) = 0

J(x) =
1

2
‖x − xt‖2 (10.A.8)

pour une fonction G de la forme HK ◦ F et HK : R3nv −→ R
3nv satisfaisant

x ∈ K ⇐⇒ HK(x) = 0. (10.A.9)

Le but de cette section est de donner une méthode de calcul du gradient de J par rapport
à la variable x̄, nécessaire à la résolution de 10.4.6131, que nous noterons de manière (très)
abusive ∇x̄J , afin de calquer les notations de la section 10.1.2.3120.
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Choix de la fonction HK Discutons maintenant le choix de HK. Afin que G soit
différentiable aux points générés par l’algorithme de drapé — ces points (x, x̄) satisfont
F (x, x̄) ∈ K, voir la section 10.4.1131 —, il est nécessaire que HK soit différentiable sur K.
Pour simplifier, supposons que HK agit composante par composante, plus précisément,

[HK(x)]i = HKi
(xi), x ∈ R

3nv , i ∈ J1 ; nvK. (10.A.10)

Un choix canonique pour les indices qui ne sont pas en contact (Ki = {0}) est

HKi
= I pour i /∈ Ic, (10.A.11)

leur différentielle sera alors l’identité. Il est intéressant de constater que le choix des
applications HKi

pour i ∈ Ic n’a guère d’influence sur la différentielle de G. En effet,
comme le montre le théorème suivant, leur différentielle en x ∈ Ki = K(ei, µi) sera
toujours nulle.

Théorème 10.A.12. Pour C un convexe de R
n d’intérieur non vide et un entier p > 1,

s’il existe une fonction f : Rn −→ R
p différentiable sur C telle que

x ∈ C ⇐⇒ f(x) = 0, (10.A.13)

alors la différentielle de f en un point de C est l’application nulle.

dem. Fixons x ∈ C. Il existe une base (h1, . . . , hn) de R
n telle que x+hi ∈ C, ∀i ∈ J1 ; nK. En effet, si ce n’était

pas le cas, C −x (resp. C) serait inclus dans un espace vectoriel (resp. affine) de dimension strictement inférieure
à n et donc serait d’intérieur vide, ce qui contredit les hypothèses faites sur C. Pour i ∈ J1 ; nK et t ∈ ]0 ; 1], x+thi

appartient à C (C est convexe) et f(x + thi) = f(x) = 0. Donc limt→0+
1
t
(f(x + thi) − f(x)) = 0 = Df(x)hi.

Finalement, Df(x) étant nulle sur une base de R
n, c’est bien l’application nulle. �

Remarquons que ce théorème ne s’applique avec C = K(e, µ) que pour µ > 0, sinon
l’intérieur de C est vide.

Il reste encore à s’assurer qu’une telle application f existe bien, c’est l’objet du
théorème qui suit.

Théorème 10.A.14. Pour e ∈ R
n non nul, µ > 0 et un entier p > 1, il existe une

application f : Rn −→ R
p différentiable sur K(e, µ) (et même C ∞ sur R

n) telle que

x ∈ K(e, µ) ⇐⇒ f(x) = 0. (10.A.15)

dem. Nous allons démontrer ce résultat dans le cas p = 1, le cas général s’en déduisant simplement en ajoutant
des composantes nulles à f . Dans la suite, on suppose ‖e‖ = 1. Considérons l’application g : R −→ R+ telle
que g(t) = exp(−1/t2) pour t < 0 et g(t) = 0 sinon, de sorte que g(t) = 0 ⇐⇒ t > 0 . On vérifie aisément que

g est de classe C
∞ sur R. On pose f : Rn −→ R, x Ô−→ g(xN) + g

(
µ2xN

2 − ‖xT‖2
)
. On vérifie que f est bien

candidate : f(x) = 0 ⇐⇒
(
xN > 0 et µ2xN

2
> ‖xT‖2

)
⇐⇒ x ∈ K(e, µ). Enfin, f est C

∞ sur R
n en tant que

composée de fonctions C
∞. �
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Finalement, en choisissant les composantes HKi
pour i ∈ Ic comme au théorème

précédent et comme indiqué en 10.A.11137 pour i /∈ Ic, la différentielle de HK s’écrit

DHK(x) = Π, ∀x ∈ K (10.A.16)

où Π est définie en 10.2.1124 : elle envoie les composantes en contact sur 0 et laisse les
autres inchangées.

Calcul des différentielles de G On peut maintenant calculer les différentielles de
G, DxG et Dx̄G, en un point (x, x̄) satisfaisant F (x, x̄) ∈ K,

DxG(x, x̄) = DHK(F (x, x̄)) ◦ DxF (x, x̄) = Π ◦ DxF (x, x̄). (10.A.17)

De la même manière,
Dx̄G(x, x̄) = Π ◦ Dx̄F (x, x̄). (10.A.18)

À ce stade, on comprend qu’il n’est pas possible d’utiliser directement le théorème des
fonctions implicites comme précédemment puisqu’il est clair que la composition à droite
par Π dans 10.A.17 rend la différentielle de G par rapport à x non inversible.

Calcul du gradient de J On se donne un point (x, x̄) qui annule G et un déplacement,
amené à tendre vers 0, (δx, δx̄) qui nous laisse sur la contrainte G = 0. Le fait de rester
sur la contrainte impose

DxG(x, x̄)δx + Dx̄G(x, x̄)δx̄ = O(δx, δx̄). (10.A.19)

À ce stade, nous faisons l’hypothèse importante suivante, que nous discutons plus loin,

x − xt ∈ Im
(

[DxG(x, x̄)]⊤
)

, (H∗)

ceci revient à supposer l’existence d’un vecteur p, tel que

[DxF (x, x̄)]⊤ Πp = x − xt. (10.A.20)

Nous pouvons maintenant exprimer l’incrément sur J en fonction de δx̄ uniquement.

J(x + δx) − J(x) = 〈x − xt ; δx〉 + O(δx, δx̄) (10.A.21a)

= 〈p ; DxG(x, x̄)δx〉 + O(δx, δx̄) (10.A.21b)

= 〈p ; −Dx̄G(x, x̄)δx̄〉 + O(δx, δx̄) (10.A.21c)

=
〈

− [Dx̄G(x, x̄)]⊤ p
︸ ︷︷ ︸

∇x̄J(x,x̄)

; δx̄
〉

+ O(δx, δx̄), (10.A.21d)

et le calcul de ∇x̄J(x, x̄) est donné par la résolution du système suivant,
{

[DxF (x, x̄)]⊤ Πp = x − xt

∇x̄J(x, x̄) = − [Dx̄F (x, x̄)]⊤ Πp.

(10.A.22a)

(10.A.22b)
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Malheureusement, l’hypothèse H∗
138 n’est pas toujours satisfaite. Remarquons cependant

que notre méthode de drapé suggère de conserver les composantes en contact c’est-à-dire
xi = xti pour i ∈ Ic ou encore x−xt ∈ Im(Π) (voir la section 10.4.1131). Si nous cherchons
à satisfaire ceci dans l’inversion, on est amené à contraindre δx à être dans Im(Π). Ceci
mène exactement au système 10.A.6b136 auquel nous aboutissons lorsque nous fixons les
points et qui peut être résolu avec la méthode de Baraff et Witkin (1998). Une autre
approche consiste à résoudre aux moindres carrés, on aboutit au système suivant,

{

ΠDxF (x, x̄) [DxF (x, x̄)]⊤ Πp = ΠDxF (x, x̄)(x − xt)

∇x̄J(x, x̄) = − [Dx̄F (x, x̄)]⊤ Πp,

(10.A.23a)

(10.A.23b)

qui est lui aussi du type de 10.A.6b136 que nous savons résoudre.





Chapitre 11

Résultats

11.1 Contact bilatéral versus contact unilatéral
avec frottement

Dans la section 10.2124, nous avons présenté une méthode pour tenir compte du fait que
certains points du maillage sont fixés. Il était apparu tentant de traiter le cas du contact
frottant de cette manière. Cependant, comme le montre la figure 11.1.1144 dans le cas
2D, ceci échoue. En effet, les forces de contact unilatéral (les force nécessaires à fixer les
points) peuvent être dirigées vers l’obstacle ou être hors du cône (fictif) de Coulomb.
En revanche, notre méthode, lorsqu’elle utilise le frottement de Coulomb, parvient à
modifier la forme aplatie (initialisant l’algorithme) en la resserrant et ainsi ramener les
forces de contact dans le cône de Coulomb.

11.2 Validation

Pour tester notre méthode, nous avons considéré trois modèles.

(i) Une nappe que nous avions déjà présentée figure 10.1.3118. Ici, on connaît exacte-
ment la forme au repos, elle est plate et représentée figure 10.1.3(a)118. La forme
objectif est donnée par l’équilibre d’une simulation où les points touchant la table
sont fixés comme expliqué section 10.2124. Les paramètres physiques utilisés pour
l’inversion sont ceux de la simulation : kℓ = 5 · 10−1, ka = 5 · 10−2, kθ = 2,5 · 10−5

(c.f. section 9.3106) et une masse surfacique ρ = 100 g/m2. Le maillage comporte
3169 points dont 817 sont fixés (à la table). Cet exemple semble « facile » puisqu’on
est sûr qu’une solution existe. Cependant, la difficulté réside ici dans la multipli-
cité des équilibres (le problème direct est mal posé) dont deux sont exposés figure
10.1.3118. Ajoutons que la forme initiale utilisée est une version « aplatie » de la
forme objectif avec l’algorithme donné dans la section 10.1.4123.
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(ii) Le second modèle est une manche ballon réalisée par un infographiste1 qui a utilisé
plusieurs méthodes : un peu de simulation physique (pour un modèle et des para-
mètres inconnus), et des outils de modélisation géométrique comme la FFD2. Les
paramètres physiques utilisés pour l’inversion sont ceux d’un vêtement ni vraiment
rigide ni vraiment souple : kℓ = 3 · 10−2, ka = 3 · 10−3, kθ = 5 · 10−6. Le maillage
comporte 2045 points dont 102 sont en contact avec le bras et fixés par la méthode
décrite dans la section 10.2124. L’inversion est initialisée avec la forme objectif. La
difficulté de cet exemple réside dans le fait que l’effet « bouffant » est difficile à
obtenir physiquement. En effet, si l’on simule ce modèle par la méthode naïve,
celui-ci s’affaisse et se stabilise dans une position qui n’est pas très stable, et qui
peut même devenir complètement aplatie si l’on perturbe le système (c.f. figures
11.2.2146 et 11.2.3146). Ici, un modèle de coques élastiques est clairement nécessaire.

(iii) Le dernier modèle est une jupe, elle aussi réalisée par un infographiste3 à base
de patrons cousus et simulés (avec un modèle et des paramètres inconnus) sous
la gravité sur un personnage que nous utilisons ensuite. Pour ce modèle, nous
utilisons le contact frottant. Le maillage comporte 5208 points dont 755 en contact.
Les paramètres du modèle du simulateur de vêtements utilisés pour l’inversion
sont les mêmes que ceux de la manche ballon et le coefficient de frottement est
µ = 0,3. L’inversion est initialisée avec la forme objectif. La difficulté de cet exemple
réside d’une part dans le traitement du contact frottant et d’autre part dans le fait
qu’aucun point n’est fixé. La seule manière de faire tenir la jupe sur le personnage,
c’est grâce au frottement. Une simulation par « inversion naïve » (forme au repos
= forme objectif) de ce modèle est donnée figure 11.2.1145.

Les résultats sont donnés figure 11.2.2146.

On peut voir que le cas de la nappe ne pose aucun problème à notre algorithme.
La forme au repos utilisée pour générer la forme à l’équilibre est même retrouvée avec
une erreur très faible. Ici, ce qui aide l’algorithme à ne pas tomber dans le piège des
équilibres multiples, et ainsi contourner le caractère mal posé du problème direct, vient
très certainement de deux choses. Il y a en effet deux composantes dans notre algorithme
qui permettent de privilégier l’équilibre le plus proche de la forme objectif : l’initialisation
de la procédure de drapé par la forme objectif (c.f. section 10.1.3.1122) et la pénalisation
des formes trop éloignées des la forme objectif (c.f. section 10.1.3.2122).

L’exemple de la manche ballon semble être plutôt bien traité par notre approche.
S’il est vrai que la forme à l’équilibre correspondante à la forme au repos retrouvée est
proche de la forme objectif, elle n’est pas très stable. En effet, l’ajout d’un champ de
force (pour simuler du vent par exemple) fait se « dégonfler » le maillage. Ceci est visible
figure 11.2.3146. La stabilité de l’équilibre est pourtant garantie par notre approche mais

1Il s’agit de Laurence Boissieux, ingénieur de recherche à l’Inria Grenoble–Rhône-Alpes, merci à
elle.

2Free Form Deformation : déformation en utilisant une « cage » englobante, facilement déformable.
3Encore merci à Laurence.
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la taille de la région de stabilité n’est en revanche pas contrôlée. Rappelons que cet
exemple est particulièrement difficile et qu’il n’existe peut-être pas de solution sous la
forme sous laquelle nous la cherchons. En effet, les fronces induisent probablement de
fortes rigidités locales qui ne sont pas modélisées (nous utilisons des raideurs constantes
sur tout le maillage).

L’exemple de la jupe est quant à lui particulièrement bien traité par notre algorithme.
Il parvient en effet à resserrer la jupe autour de la taille afin de la faire tenir sur le
personnage grâce au frottement. La figure 11.2.4147 permet de bien se rendre compte de
ceci. De plus, la simulation d’un fort vent soufflant sur la jupe, figure 11.2.5147, montre
une excellente stabilité.

À propos du temps de calcul, même si la rapidité n’était pas l’objectif premier –
trouver une manière d’attaquer le problème était déjà difficile –, nous sommes conscients
qu’un temps d’exécution trop long rendrait la méthode peu utilisable en pratique. Le
modèle le plus long à traiter a été la jupe et ses 5208 points pour laquelle le calcul a
duré un peu moins de 3h. L’exemple de la nappe a été résolu en moins de 2min et celui
de la manche ballon en un peu plus de 10min.
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Obstacle

Forme objectif

Équilibre
Aplatissement

Forme au repos
←− Forces de contact

(a) Inversion avec fixation des points.

Obstacle

Resserrement
des points

Forme objectif

Équilibre
Aplatissement

Forme au repos
←− Forces de contact

(b) Inversion avec contact unilatéral et frottement sec (µ = 0,2).

Figure 11.1.1 : Comparaison de l’inversion avec notre approche en utilisant (a) le
contact bilatéral (fixation des points) et (b) le contact unilatéral avec frottement (de
Coulomb). Les deux algorithmes sont initialisés avec une version aplatie de la forme
objectif. Dans les deux cas, la forme au repos calculée donne un équilibre qui correspond
parfaitement à la forme objectif. Figure (a), remarquer comme certaines forces sont
dirigées vers l’obstacle ; d’autres forment un angle important avec la normale à la surface
de contact, ce qui suggère un fort coefficient de frottement. Les points qui sont en contact
sur la forme objectif ne sont en fait pas déplacés par l’algorithme d’inversion sur la forme
au repos. En effet, ils sont à des positions identiques sur la forme de départ (aplatie).
Figure (b), la forme au repos est avantageusement resserrée (regarder la différence avec
la forme aplatie au centre) pour que les forces de contact soient à l’intérieur du cône de
Coulomb.
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Figure 11.2.1 : Simulation après inversion « naïve » où la forme objectif (à gauche)
est utilisée comme forme au repos. À droite, la jupe glisse le long de la taille puis se
stabilise, grâce au frottement, dans une position éloignée de la forme objectif (c.f. figure
11.2.2146). Pour inverser cette forme, notre algorithme va resserrer automatiquement la
juppe à la taille, c.f. figure 11.2.4147. Seul le contact avec frottement de Coulomb est
utilisé ici (aucun point n’est fixé).
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Figure 11.2.2 : Évaluation de notre méthode d’inversion sur trois exemples. De gauche
à droite : la forme à inverser, l’équilibre obtenu par « inversion naïve » (x̄ = xt) et
l’équilibre donné par notre méthode. Les formes des deux colonnes de droite sont colorées
en fonction de leur distance à la forme objectif : la couleur bleu indique une distance
nulle et le rouge une erreur de l’ordre de 10% d’une longueur typique de la scène.

Figure 11.2.3 : L’équilibre trouvé pour la manche ballon n’est pas très stable : un léger
champ de force fait se « dégonfler » la manche.
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Forme au repos

Forme objectif

Figure 11.2.4 : Résultat de l’algorithme d’inversion appliqué à la jupe. On visualise ici,
de dessus, la région de la taille (le reste de la jupe a été tronqué). Remarquer comment
la forme au repos est resserrée par rapport à la forme objectif, de manière à faire tenir,
grâce au frottement, la jupe sur la taille.

Figure 11.2.5 : Inversion puis simulation du modèle de la jupe avec notre approche. À
gauche, la forme à l’équilibre est très proche de la forme objectif. Elle est notamment
stabilisée grâce à un resserrement de la forme au repos à la taille (c.f. figure 11.2.4). À
droite, le mouvement simulé en présence de vent est stable et réaliste. Seul le contact
avec frottement de Coulomb est utilisé ici (aucun point n’est fixé).





Chapitre 12

Conclusion de la seconde partie

D ans cette seconde partie, nous nous sommes intéressés à l’élaboration d’un
algorithme capable de retrouver la géométrie au repos d’une coque en
contact frottant, connaissant sa forme à l’équilibre et les paramètres phy-

siques du matériau qui la compose. Un tel algorithme trouve en effet son intérêt lorsque
l’on souhaite simuler un objet dont on a un représentant (numérisé) « à l’équilibre »
mais dont on ne connaît pas la forme au repos. En infographie par exemple, ceci per-
met de modéliser une coque sous la gravité et en contact avec d’autres objets sans se
préoccuper de la physique. L’algorithme interprète alors la forme et s’occupe de donner
les bons ingrédients au simulateur pour que cette forme soit effectivement un équilibre
physique.

Résumé des contributions

Le premier ingrédient essentiel que nous avons utilisé, bien connu des spécialistes de
problèmes inverses, a été la méthode de l’adjoint. Celle-ci nous a en effet permis de
calculer de manière exacte le gradient de notre problème de minimisation aux moindres
carrés. Ensuite, la multiplicité des équilibres, donnant au problème direct son caractère
mal posé, nous a conduit à « guider » la méthode en pénalisant les équilibres éloignés
de la forme objectif. Enfin, une reformulation du contact frottant en un problème d’op-
timisation, ainsi que la modification de la méthode de l’adjoint pour tenir compte du
contact, nous ont finalement permis d’aboutir à un algorithme permettant d’attaquer le
problème posé. Les résultats que nous avons obtenus sont très encourageants et nous ont
permis de résoudre des cas complexes où l’algorithme se comportait de manière intuitive
(resserrement de la jupe à la taille).

Limitations

Nous avons jusqu’ici supposé que les paramètres physiques du matériau étaient connus.
La principale motivation de ce choix était que l’utilisateur a souvent une bonne idée du
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type de comportement qu’il souhaite que la forme adopte une fois inversée. Cependant,
nous avons remarqué que la convergence de la méthode était assez sensible aux para-
mètres physiques, notamment dans des cas complexes comme celui de la manche ballon.
Donner plus de liberté à l’algorithme de ce point de vue, en tolérant une variation au-
tour des paramètres physiques pris en entrée, pourrait sûrement permettre de rendre la
convergence de la méthode plus précise et plus robuste.

Se pose aussi la question de l’utilisation d’une séquence de maillages animés, pour
en déduire forme au repos et paramètres physiques. Le problème est en un sens plus
complexe car le nombre de paramètres à estimer est plus important mais l’information,
si elle est de qualité, est elle aussi plus conséquente. Les progrès récents de la capture
d’objets en mouvement peuvent laisser penser que des méthodes robustes d’estimations
de paramètres par capture de séquences de maillages vont devenir nécessaires. Ceci nous
amène à la limitation suivante.

Dans ces travaux, nous n’avons pas présenté de résultats d’inversion de maillages
issus de la capture. Nous avons pourtant tenté d’inverser un modèle 3D de manche, tiré
de (White et al., 2007), il est reproduit figure 12.0.1. La première difficulté que nous

Figure 12.0.1 : Modèle 3D de manche issu de la capture, tiré de (White et al., 2007).

avons rencontrée est que le « contexte de contact » (les objets en contact avec le modèle)
sont souvent absents car non capturés. Il a alors fallu « caler à la main » un objet censé
expliquer la forme du modèle sous la gravité. Ensuite, certains triangles (quelques-uns)
étaient incompatibles avec la simulation de vêtements, nous les avons retirés. Une fois le
modèle prêt pour l’inversion, il s’est avéré que notre algorithme ne trouvait pas de forme
au repos donnant un équilibre plus proche de la forme objectif que l’algorithme naïf.
Cette approche naïve consiste, rappelons-le, à prendre comme forme au repos, la forme
objectif. Notons que, le nombre de points de contact étant important, l’équilibre donné
par l’approche naïve est déjà proche de la forme objectif et il est sans doute difficile de
faire mieux.
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Travaux futurs

En plus d’adresser les limitations évoquées ci-dessus, il existe plusieurs suites envisa-
geables de ces travaux. Le fait d’avoir considéré que l’objet en entrée était une coque
nous a permis qu’il soit sous une forme directement utilisable par le simulateur. Ceci en
ignorant ostensiblement que les modèles 3D utilisés étaient parfois confectionnés à partir
de patrons plats « cousus ». Une extension idéale de nos travaux, permettant de simuler
les vêtements comme tels, serait une méthode capable de prendre en compte, dans le
processus d’inversion, la recherche des découpes en patrons 2D. Un point de départ pour-
rait être de rechercher ces patrons sur la forme au repos retrouvée par notre algorithme
plutôt que sur la forme objectif (Brouet et al., 2012). En effet, les « patches » sur la
forme objectif ne sont pas isométriques aux patrons 2D, alors que la forme retrouvée par
notre algorithme a plus de chance de l’être puisqu’elle est une version non déformée du
vêtement. Cette approche pourrait alors enrichir les méthodes de confection de patrons
comme (Umetani et al., 2011).





Chapitre 13

Perspectives

M ême si les deux parties de cette thèse peuvent paraître distinctes, elles
s’éclairent mutuellement sur plusieurs points et laissent ainsi envisager
quelques perspectives.

Au cours de la seconde partie, consacrée à l’inversion de coques élastiques, nous
nous sommes intéressés aux bonnes propriétés que devrait posséder un modèle élastique
discret pour que son inversion soit facilitée. Il est apparu que notre modèle numérique de
tiges élastiques de Kirchhoff, les Super-Clothoïdes 3D, élaboré dans la première partie,
possédait toutes ces propriétés. Cela n’est pas étonnant quand on se souvient que ces
caractéristiques sont partagées par le modèle des Super-Hélices et qu’elles ont permis,
avec succès, l’inversion de chevelures complètes en présence de contact frottant (Derouet-
Jourdan et al., 2013a). Il apparaît donc intéressant d’envisager l’utilisation du modèle des
Super-Clothoïdes 3D pour ce genre d’application. Ceci permettrait en effet d’utiliser une
primitive plus riche et d’obtenir une meilleure précision pour un même nombre de degrés
de liberté. Finalement, ce qui nous empêche pour l’instant d’appliquer cette méthode
est un problème de conversion géométrique. En effet, on ne sait pas (encore) trouver
la courbe en Clothoïde 3D par morceaux qui approche au mieux une courbe donnée
par une suite de points. Dans le cas des Super-Hélices, cette conversion a d’ailleurs été
une contribution cruciale (Derouet-Jourdan et al., 2013b) pour le succès de l’inversion
(Derouet-Jourdan et al., 2013a). En dimension 2, la conversion d’une suite de points en
clothoïdes par morceaux peut être considérée comme résolue (McCrae et Singh, 2008;
Baran et al., 2010) et a été exploitée pour l’inversion par Bertails-Descoubes (2012).
Ajoutons, puisque nous avons déjà évoqué le cas des courbures et torsion polynomiales
comme perspective, que la conversion d’une suite de points en une courbe dont les
courbures et la torsion (matérielles) sont polynomiales par morceaux, serait une belle
contribution géométrique.

La mise en évidence des qualités pertinentes pour qu’un modèle de coques élastiques
(section 9.1100) soit aisément inversible, nous a aussi permis de donner des pistes de ré-
flexion pour l’élaboration d’un tel modèle, qui n’a, à notre avis, pas encore été proposé.
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Ces pistes sont en partie inspirées des équations (géométriques) des tiges rencontrées
dans la première partie ; elles permettent d’aboutir à une expression de l’énergie de
flexion de coques similaire à celle utilisée dans le cas des tiges élastiques. Cependant, la
difficulté de conception d’un tel modèle, par rapport aux tiges, tient selon nous en deux
points. D’une part, contrairement au problème de Darboux dans le cas des tiges, les équa-
tions géométriques des surfaces sont assorties de conditions de compatibilité, dites de
Gauss et Codazzi–Mainardi, ce qui rend leur intégration plus complexe que le problème
de Cauchy de la géométrie d’une tige de Kirchhoff. D’autre part, le raccordement d’élé-
ments (primitives) est bien plus difficile qu’en une seule dimension d’espace. En effet, les
conditions de raccordement sont dans ce dernier cas soit de simples conditions initiales
(continuité de la courbe et du repère) ou contraignent aisément le vecteur de courbures
(continuité). Dans le cas des surfaces, ces conditions prennent la forme de conditions sur
tout1 le bord de l’élément ; ce bord étant lui-même défini par une courbe (fermée), plus
ou moins complexe, dans l’espace des paramètres. Le problème de l’élaboration d’un tel
modèle est donc difficile à notre avis et les pistes que nous avons proposées sont loin
d’être suffisantes. Puisse l’avenir nous apporter une solution élégante à ce problème.

1Sauf dans le cas d’un élément qui aurait une portion de son bord libre, i.e., raccordée à aucun
autre élément.
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Annexe A

Forme explicite et forme fermée

À plusieurs reprises dans ce document, nous utilisons les termes « forme explicite » et
« forme fermée » dont la distinction est importante pour comprendre notre travail. Nous
tentons d’éclairer le lecteur à ce sujet dans cette annexe.

On dit que l’on connaît une forme explicite de la solution d’un problème, lorsque
l’on peut en donner une expression mathématique. Cette terminologie s’oppose au fait
que cette solution est définie implicitement par le problème. Par exemple, la solution
de l’équation différentielle y′ = y assortie de la condition initiale y(0) = 1 possède une
solution explicite y(x) = ex. En revanche, on ne connaît pas de solution explicite au
problème de Darboux 4.1.1333 dans le cas général. Pour le numéricien, posséder une
forme explicite n’est pas forcément significatif. Parfois, une telle forme explicite permet
un calcul stable, précis et rapide de la solution, parfois elle est inenvisageable numéri-
quement et il est dans certains cas plus fructueux d’attaquer le problème directement.
Par exemple, il existe une forme explicite au problème de Darboux (à droite) lorsque
le vecteur de courbures est affine, elle est donnée1 dans (Ivanova, 2001) ; cependant, ces
formules font intervenir des expressions complexes à base d’intégrales et de la fonction
hypergéométrique dégénérée dont le calcul direct semble difficilement envisageable nu-
mériquement. Finalement, ces formes explicites servent surtout à donner des résultats
théoriques puisque leur manipulation peut être plus pratique que via le problème dont
elles sont solutions.

On dit que la solution d’un problème est de forme fermée lorsqu’on dispose d’une
forme explicite de cette solution qui s’exprime avec un nombre fini d’opérations et de
fonctions « élémentaires ». L’ensemble de ces fonctions élémentaires dépend de l’appli-
cation. Pour nous, une fonction sera élémentaire si elle est utilisable dans les langages de
programmation classiques et que son implémentation est efficace (i.e., ne requiert que
très peu de cycles CPU2). Les fonctions exp, ln, cos ou sin en sont des exemples. Sous
ces conditions, posséder une solution de forme fermée est beaucoup plus intéressant pour
le numéricien : ceci garantit que l’on dispose d’une solution calculable par un ordina-

1En fait il resterait encore à expliciter la courbe moyenne en intégrant ces expressions.
2Ou FPU.
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teur. Mais ceci ne promet pas nécessairement des calculs numériques efficaces, stables
ou même précis ; un exemple simple est peut-être le calcul des solutions d’une équation
du second degré lorsque b2 ≫ 4ac (Higham, 2002, section 1.8 p. 10).

La solution à laquelle nous aboutissons pour le calcul de la solution du problème de
Darboux est finalement très proche d’une expression en forme fermée sans vraiment pou-
voir être désignée comme telle. En effet, d’une part les opérations nécessaires au calcul
de ces séries sont effectivement élémentaires, ce ne sont que des opérations algébriques,
d’autre part, les séries entières convergent si vite qu’une sommation finie est suffisante.



Annexe B

Rappels sur les séries entières

Définition B.0.1 (Série entière). Une série entière est une série de fonctions de la forme
z Ô−→ ∑

n∈N
anzn où z est une variable complexe et où (an)n∈N est une suite complexe.

On peut s’interroger sur le domaine de convergence d’une série entière. On définit
pour cela le rayon de convergence de la série entière qui est motivé par le lemme d’Abel.

Propriété B.0.2 (Lemme d’Abel). Soit
∑

n∈N
anzn une série entière et z0 ∈ C

∗ tel que
la suite (anzn

0 )n∈N soit bornée. Alors

(i) ∀z ∈ C tel que |z| < |z0|, la série
∑

n∈N
anzn est absolument convergente ;

(ii) pour tout r tel que 0 < r < |z0|, la série de fonctions
∑

n∈N
anzn est normalement

convergente sur {z ∈ C / |z| 6 r}.

dem. Si M est un majorant de (|anzn
0 |)n∈N, la preuve est simple à partir de la majoration1,

|anzn| =

∣
∣
∣
∣

z

z0

∣
∣
∣
∣

n

|an||z0|n 6 M

∣
∣
∣
∣

z

z0

∣
∣
∣
∣

n

. (B.0.3)

�

Ce lemme justifie la définition de rayon de convergence suivante.

Définition B.0.4 (Rayon de convergence). Soit
∑

n∈N
anzn une série entière. Le nombre

R = sup {r > 0 / la suite (|an|rn)n∈N est bornée} (B.0.5)

est appelé rayon de convergence de la série entière
∑

n∈N
anzn. D’après le lemme d’Abel,

• pour tout z ∈ C tel que |z| < R,
∑

n∈N
anzn converge absolument ;

1Remarquons que cette majoration est la même que celle de l’équation 4.2.742 de la démonstration
du théorème 4.2.140.

159



160 ANNEXE B. RAPPELS SUR LES SÉRIES ENTIÈRES

• pour tout z ∈ C tel que |z| > R,
∑

n∈N
anzn diverge ;

• pour tout r tel que 0 6 r < R, la série entière
∑

n∈N
anzn converge normalement

sur {z ∈ C / |z| 6 r}.

Tiré de (Gourdon, 2009).



Annexe C

Théorème des fonctions implicites

Théorème C.0.1. Soit U un ouvert de R
n × R

p, (a, b) un point de U , et f : (x, y) Ô−→
f(x, y) une application de classe C 1 de U dans R

p. On suppose que f(a, b) = 0 et que
la différentielle Dyf(a, b) est inversible. Alors l’équation f(x, y) = 0 peut être résolue
localement par rapport à la variable y : il existe V ⊂ R

n un voisinage ouvert de a,
W ⊂ R

p un voisinage ouvert de b, avec V × W ⊂ U , et une application ϕ : V −→ W ,
de classe C 1, unique, telle que

(x ∈ V, y ∈ W et f(x, y) = 0) =⇒ (x ∈ V et y = ϕ(x)). (C.0.2)

De plus, Dyf(x, y) est inversible pour tout (x, y) ∈ V × W , ce qui permet le calcul de
Dϕ(x) par la formule suivante,

Dϕ(x) = − [Dyf(x, ϕ(x))]−1 ◦ Dxf(x, ϕ(x)), (C.0.3)

pour tout x dans V .

Tiré de (Rouvière, 2009).
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Annexe D

Quelques formules et résultats sur
les rotations

D.1 Matrice de produit vectoriel

Pour u = (u1, u2, u3) ∈ R
3, on définit

[u]× =





0 −u3 u2

u3 0 −u1

−u2 u1 0



 . (D.1.1)

C’est la matrice du produit vectoriel à gauche par u puisqu’elle vérifie

∀v ∈ R
3, [u]×v = u × v. (D.1.2)

Théorème D.1.3. L’opérateur [ · ]× réalise un isomorphisme (d’espace vectoriel) de R
3

dans A3(R).

dem. [ · ]× est linéaire puisque [u + λv]×w = (u + λv) × w = u × w + λv × w = [u]×w + λ[v]×w d’où

[u + λv]× = [u]× + λ[v]×. De plus, [ · ]× est clairement injective puisque [u]× = 0 =⇒ u = 0. Enfin, puisque

dim
(
R

3
)

= dim (A3(R)), [ · ]× est surjective, c’est donc bien une bijection. �

La plupart des identités sur le produit vectoriel ont un équivalent matriciel. Quelques-
uns sont donnés dans le tableau suivant.

Version vectorielle Version matricielle Commentaire

(u × v) × w = (u · w)v − (v · w)u [u × v]× = vu⊤ − uv⊤ Double produit
vectoriel

(I1)

u × (u × v) = (u · v)u − ‖u‖2v [u]×
2 = uu⊤ − ‖u‖2 I (I2)

u × (v × w) + w × (u × v) + v × (w × u) = 0 [u × v]× = [u]×[v]× − [v]×[u]×
Identité de Jacobi,

Crochet de Lie
(I3)

R(u × v) = (Ru) × (Rv) [Ru]× = R[u]×R⊤ R ∈ SO(3) (I4)
det(u, v, w) = (u × v) · w det(u, v, w) = u⊤[v]×w (I5)
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D.2 Rotations

Théorème D.2.1. Le sous-espace stable par une rotation de SO(3) est de dimension 1
(axe de rotation) ou 3 (identité).

dem. On cherche ici à montrer que pour R ∈ SO(3), dim(Ker(R − I)) = 1 ou 3. Il suffit pour cela de montrer
que ce n’est ni 0 ni 2.

det(R − I) = det
(

R⊤(I − R)
)

= det
(

R⊤
)

det(I − R) = − det(R − I) = 0. (D.2.2)

R − I n’étant pas inversible, la dimension de son noyau est au moins 1. Supposons que dim(Ker(R − I)) > 2 ;
il existe donc deux vecteurs non colinéaires u1 et u2 qui soient stables par R. Ils vérifient

R(u1 × u2) = (Ru1) × (Ru2) = u1 × u2. (D.2.3)

u1, u2 et u1 × u2 sont donc trois vecteurs qui forment une famille libre de Ker(R − I), il est donc de dimension
3. Finalement Ker(R − I) ne peut pas être de dimension 2. �

Théorème D.2.4 (Formule de Rodrigues). Si θ ∈ R et n ∈ S2(R) alors

exp [θn]× =
+∞∑

k=0

[θn]×
k

k!
= cos(θ) I + sin(θ) [n]× + (1 − cos(θ)) nn⊤ (D.2.5)

et c’est la rotation d’angle θ et d’axe engendré par n.

dem. On note R = exp [θn]×. I2163 nous donne directement que [n]×
2 = nn⊤ − I et par récurrence, on obtient

aisément que [n]×
2(p+1) = (−1)p

(
nn⊤ − I

)
et que [n]×

2p+1 = (−1)p[n]× pour p ∈ N. D’où

R =

+∞∑

k=0

θk

k!
[n]×

k =

+∞∑

p=0

θ2p

(2p)!
[n]×

2p +

+∞∑

p=0

θ2p+1

(2p + 1)!
[n]×

2p+1 (D.2.6a)

= I +

+∞∑

p=1

(−1)p+1 θ2p

(2p)!

(

nn⊤ − I
)

+

+∞∑

p=0

(−1)p θ2p+1

(2p + 1)!
[n]× (D.2.6b)

= I + (1 − cos(θ))
(

nn⊤ − I
)

+ sin(θ) [n]× = cos(θ) I + sin(θ) [n]× + (1 − cos(θ)) nn⊤. (D.2.6c)

Montrons maintenant que R est la rotation d’angle θ et d’axe engendré par n. Soit e1 et e2 deux vecteurs de
S2(R) tels que (e1, e2, n) soit une base orthonormée directe. D’après la formule de Rodrigues,

Re1 = cos(θ)e1 + sin(θ)e2 (D.2.7a)

Re2 = cos(θ)e2 − sin(θ)e1 (D.2.7b)

Rn = cos(θ)n + (1 − cos(θ))n = n (D.2.7c)

donc dans la base (e1, e2, n), la matrice de R est




cos(θ) − sin(θ) 0
sin(θ) cos(θ) 0

0 0 1



 . (D.2.8)

R est donc bien la rotation d’angle θ autour de n. �

Remarque D.2.9. On retrouve ici le fait que l’exponentielle d’une matrice antisymétrique
est une matrice de rotation (en tout cas pour la dimension 3). En géométrie différentielle,
ce résultat est simplement que l’algèbre de Lie associée à SO(3) est A3(R).
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D.3 Géométrie différentielle sur SO(3)

Théorème D.3.1. Soit I un intervalle de R et R : I −→ SO(3) de classe C 1 sur I.
Alors il existe κ : I −→ R

3 et Ω : I −→ R
3 continues telles que

R′ = R[κ]× = [Ω]×R. (D.3.2)

De plus, κ et Ω vérifient
Ω = Rκ. (D.3.3)

dem. C’est un résultat classique de géométrie différentielle sur les groupes de Lie puisque TRSO(3) =
R TISO(3) = TISO(3) R et TISO(3) = A3(R) =

{
[u]× / u ∈ R

3
}

. Mais amusons-nous quand-même à faire

des calculs. Puisque R ∈ SO(3), R⊤R = I, que l’on dérive pour obtenir

R′⊤
R + R⊤R′ = 0. (D.3.4)

C’est donc que R⊤R′ ∈ A3(R). Par le théorème D.1.3163, il existe κ ∈ R
3 tel que

R⊤R′ = [κ]×. (D.3.5)

On remarque ici que [κ]×, donc κ, est bien continue. On construit Ω de la même manière en dérivant RR⊤ = I
ou en utilisant l’identité I4163. �
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Résumé

Il est intéressant d’observer qu’une grande partie des objets déformables qui nous entourent sont caractérisés par
une forme élancée : soit filiforme, comme les cheveux, les plantes, les fils ; soit surfacique, comme le papier, les feuilles
d’arbres, les vêtements ou la plupart des emballages. Simuler (numériquement) la mécanique de telles structures
présente alors un intérêt certain : cela permet de prédire leur comportement dynamique, leur forme statique ou encore
les efforts qu’elles subissent. Cependant, pour pouvoir réaliser correctement ces simulations, plusieurs problèmes
se posent. Les modèles (mécaniques, numériques) utilisés doivent être adaptés aux phénomènes que l’on souhaite
reproduire ; le modèle mécanique choisi doit pouvoir être traité numériquement ; enfin, il est nécessaire de connaître
les paramètres du modèle qui permettront de reproduire l’instance du phénomène souhaitée. Dans cette thèse nous
abordons ces trois points, dans le cadre de la simulation de structures élancées.

Dans la première partie, nous proposons un modèle discret de tiges de Kirchhoff dynamiques, de haut degré,
basé sur des éléments en courbures et torsion affines par morceaux : les Super-Clothoïdes 3D. Cette discrétisation
spatiale est calculée de manière précise grâce à une méthode dédiée, adaptée à l’arithmétique flottante, utilisant
des développements en séries entières. L’utilisation des courbures et de la torsion comme degrés de liberté permet
d’aboutir à un schéma d’intégration stable grâce à une implicitation, à moindres frais, des forces élastiques. Le modèle
a été utilisé avec succès pour simuler la croissance de plantes grimpantes ou le mouvement d’une chevelure. Nos
comparaisons avec deux modèles de référence de la littérature ont montré que pour des tiges bouclées, notre approche
offre un meilleur compromis en termes de précision spatiale, de richesse de mouvements générés et d’efficacité en
temps de calcul.

Dans la seconde partie, nous nous intéressons à l’élaboration d’un algorithme capable de retrouver la géométrie au
repos (non déformée) d’une coque en contact frottant, connaissant sa forme à l’équilibre et les paramètres physiques
du matériau qui la compose. Un tel algorithme trouve son intérêt lorsque l’on souhaite simuler un objet pour lequel on
dispose d’une géométrie (numérisée) « à l’équilibre » mais dont on ne connaît pas la forme au repos. En informatique
graphique, un exemple d’application est la modélisation de vêtements virtuels sous la gravité et en contact avec
d’autres objets : simplement à partir de la forme objectif et d’un simulateur de vêtement, le but consiste à identifier
automatiquement les paramètres du simulateur tels que la forme d’entrée corresponde à un équilibre mécanique stable.
La formulation d’un tel problème inverse comme un problème aux moindres carrés nous permet de l’attaquer avec la
méthode de l’adjoint. Cependant, la multiplicité des équilibres, donnant au problème direct son caractère mal posé,
nous conduit à « guider » la méthode en pénalisant les équilibres éloignés de la forme objectif. On montre enfin qu’il
est possible de considérer du contact et du frottement solide dans l’inversion, en reformulant le calcul d’équilibres en
un problème d’optimisation sous contraintes coniques, et en adaptant la méthode de l’adjoint à ce cas non-régulier.
Les résultats que nous avons obtenus sont très encourageants et nous ont permis de résoudre des cas complexes où
l’algorithme se comportait de manière intuitive.

Abstract

It is interesting to observe that many of the deformable objects around us are characterized by a slender structure:
either in one dimension, like hair, plants, strands, or in two dimensions, such as paper, the leaves of trees or clothes.
Simulating the mechanical behavior of such structures numerically is useful to predict their static shape, their dynam-
ics, or the stress they undergo. However, to perform these simulations, several problems need to be addressed. First,
the model (mechanical, numerical) should be adapted to the phenomena which it is aimed at reproducing. Then, the
chosen mechanical model should be discretized consistently. Finally, it is necessary to identify the parameters of the
model in order to reproduce a specific instance of the phenomenon. In this thesis we shall discuss these three points,
in the context of the simulation of slender structures.

In the first part, we propose a discrete dynamic Kirchhoff rod model of high degree, based on elements with
piecewise affine curvature and twist: the Super-Space-Clothoids. This spatial discretization is computed accurately
through a dedicated method, adapted to floating-point arithmetic, using power series expansions. The use of curvature
and twist as degrees of freedom allows us to make elastic forces implicit in the integration scheme. The model has
been used successfully to simulate the growth of climbing plants or hair motion. Our comparisons with two reference
models have shown that in the case of curly rods, our approach offers the best trade-off in terms of spatial accuracy,
richness of motion and computational efficiency.

In the second part, we focus on identifying the undeformed configuration of a shell in the presence of frictional
contact forces, knowing its shape at equilibrium and the physical parameters of the material. Such a method is of
utmost interest in Computer Graphics when, for example, a user often wishes to model a virtual garment under
gravity and contact with other objects regardless of physics. The goal is then to interpret the shape and provide
the right ingredients to the cloth simulator, so that the cloth is actually at equilibrium when matching the input
shape. To tackle such an inverse problem, we propose a least squares formulation which can be optimized using the
adjoint method. However, the multiplicity of equilibria, which makes our problem ill-posed, leads us to "guide" the
optimization by penalizing shapes that are far from the target shape. Finally, we show how it is possible to consider
frictional contact in the inversion process by reformulating the computation of equilibrium as an optimization problem
subject to conical constraints. The adjoint method is also adjusted to this non-regular case. The results we obtain are
very encouraging and have allowed us to solve complex cases where the algorithm behaves intuitively.


