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Abstract

Fibrous media like felts composed of oxides like alumina Al203 or zirconia ZrO2
have good thermomechanical properties and are interesting candidates as insu-
lating materials at high temperatures. In these very porous materials, radiation
transfer, generally coupled to other heat transfer modes, is often predominant.
But the complex morphology, the anisotropy, the boundary effects, the semi-
transparency of the fiber phase and the non-Beerian behaviour of these mate-
rials make it very difficult to determine their thermal properties with classical
methods. This work provides advances on the statistical modeling of coupled
conductive and radiative heat transfer in such materials.

A virtual statistically homogeneous fibrous sample has been built by stacking
overlapping finite absorbing cylinders within a transparent gaseous volume.
These cylinders are dispersed according to prescribed distribution functions
defining the cylinder positions and orientations. It is shown that whereas the
gas phase exhibits a perfectly Beerian behaviour, it is not at all the case for the
fiber phase. As a consequence, this latter phase is characterised by statistical
distribution functions associated with each radiative phenomenon (extinction,
absorption, scattering). The radiative transfer within the fibrous medium is
solved by a model relating a Generalised Radiative Transfer Equation (GRTE)
for the fiber phase, in which the classical radiative coefficients are replaced by
the associated statistical functions, to a classical Radiative Transfer Equation
(RTE) in the gas phase. These two equations are coupled by the radiative
exchanges taking place through the interfaces separating the phases.

A stochastic approach for solving the energy equation at the pore scale has
also been developed. It is based on the notion of random walk : a huge num-
ber of Brownian walkers is generated, each of them carrying a certain quantity
of enthalpy. These walkers roam within the fibrous phase and the problem is
governed by the boundary conditions. The radiative power field issued from
the resolution of the radiative transfer problem increases or decreases the en-
thalpies of the walkers according to the sign of the local radiative power. This
radiative power field depending on the temperature field, the coupled radiative-
conductive problem is solved by an iterative method.

We conclude this work with a parametric study of the properties of the cou-
pled radiation-conduction heat transfer through our material under study by
varying the porosity, the cylinder orientation dispersion, the fiber absorptivity,
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the optical index ratio of the two constituents and their thermal conductivities.



Résumé

Les matériaux fibreux de type feutres composés de fibres d’alumine A1203 ou
de zircone ZrO2 ont d’excellentes propriétés thermomécaniques et sont de plus
en plus envisagés comme isolants thermiques & hautes températures. Dans ces
matériaux trés poreux, le transfert radiatif, qui est couplé aux autres modes
de transfert thermique, peut étre prépondérant. Mais la morphologie complexe,
I’anisotropie, les effets de bord, la semi-transparence de la phase solide et le
comportement non Beerien de ces matériaux rendent trés difficiles la détermi-
nation de leurs propriétés thermiques par des méthodes classiques. Ce travail
de thése apporte des avancées sur le théme de la modélisation statistique du
transfert thermique couplé conduction-rayonnement au sein de tels matériaux.
Un milieu fibreux statistiquement homogéne a été généré numériquement en
empilant des cylindres de longueur finie, absorbants et pouvant s’interpénétrer,
dans un volume parallélépipédique de gaz transparent. Ces cylindres sont dis-
persés suivant des fonctions de distribution définissant leurs positions et leurs
orientations. On montre que si le gaz constitue une phase Beerienne, il n’en est
pas de méme de la phase constituée par les fibres, qui par conséquent est carac-
térisée par des fonctions de distribution associées & chaque phénomeéne radiatif
(extinction, absorption et diffusion). Le transfert radiatif dans le matériau est
ensuite résolu 4 I’aide d’'un modéle couplant une Equation du Transfert Radiatif
Généralisée (ETRG) dans la phase non Beerienne, dans laquelle les coefficients
radiatifs sont remplacés par ces fonctions statistiques, avec une Equation du
Transfert Radiatif (ETR) classique dans la phase Beerienne. Ces équations sont
couplées par les échanges radiatifs aux interfaces séparant les deux phases.
Une approche stochastique résolvant ’équation de 1’énergie a ’échelle des pores
a été ensuite développée. Son grand avantage est de ne nécessiter aucun maillage.
Elle est basée sur la notion de marche aléatoire : un grand nombre de processus
stochastiques de type mouvement Brownien est généré, chacun des "marcheurs"
portant une certaine quantité d’enthalpie. Ces porteurs se déplacent dans la
phase fibreuse et le probléme est régi par les conditions aux limites. Le champ
de puissance radiative issu de la résolution du probléme radiatif augmente ou
diminue les enthalpies des porteurs selon que la puissance radiative locale est
positive ou négative. Ce champ de puissance radiative dépendant du champ de
température, une résolution itérative gére le probléme du couplage.

On conclut ce travail par une étude paramétrique des propriétés du transfert



viii RESUME

thermique couplé conduction-rayonnement au travers de notre matériau d’étude
en faisant varier sa porosité, la dispersion des orientations des cylindres, I’ab-
sorptivité des fibres, le rapport des indices optiques des deux constituants et
leurs conductivités thermiques.



Table des matiéres

Abstract
Résumé
Nomenclature

Introduction générale

I Etat de l’art

1 Modélisation du transfert radiatif

Introduction . . . . . . . ... L

1.1 Caractérisation radiative d’un milieu poreux . . . . . . . . . ..
1.1.1  Généralités . . . . . ..o
1.1.2 Méthodes de détermination des propriétés radiatives

1.2 Modélisation du transfert radiatif . . . . . . ... ... ... ..
1.2.1 TL’Equation du Transfert Radiatif Génaralisée (GRTE) .
1.2.2  L’Equation du Transfert Radiatif (RTE) . . .. ... ..

1.3 Méthodes de résolution . . . . . . . . ... oL
1.3.1 Solutions analytiques . . . . . . . .. ... ... ... ..
1.3.2 Méthodes numériques . . . . . . . ... ...

Conclusion . . . . . .. L

2 Modélisation de la conduction thermique et de son couplage

avec le rayonnement

Introduction . . . . . . . . .. L

2.1 Détermination de la conductivité phonique effective . . . . . . .
2.1.1 Expérimentalement . . . . . .. ... ... ... ... ..
2.1.2 A l'aide de formules analytiques . . . . . . ... ... ..
2.1.3 Par des méthodes numériques . . . . . . . ... ... ..

2.2 Détermination de la conductivité thermique totale . . . . . ..
2.2.1 Par la méthode de prise de moyenne volumique . . . . .

vii

xx1



X CONTENTS

2.2.2  Par des méthodes de différences finies, d’éléments finis ou

de volumes finis . . . . . . . . . ... ... 43
2.2.3 Par une méthode de Monte Carlo . . . . . . . . .. ... 46
Conclusion . . . . . . . 48

II Génération numérique d’un échantillon de matériau fi-

breux 51

3 Génération de la géométrie d’étude 53

Introduction . . . . . . . ..o 93
3.1 Technique optimisée de génération d’'un empilement de cylindres

homogéne en porosité . . . . . . ... ... 54

3.1.1 Procédure d’empilement des cylindres . . . . .. .. .. o4

3.1.2 Voxélisation . . . . . . . . ... o 57

3.1.3 Hypothése du milieu statistiquement homogéne . . . . . a8

3.2 Dimension du milieu fibreux . . . . . ... ... ... ... ... 60

Conclusion . . . . . .. . 62

III Modélisation statistique du transfert radiatif au sein du
milieu fibreux 63

4 Comments over homogenisation scales for interfacial emission
and scattering by a divided medium : Beerian and non Beerian

behaviours 65
Résumé . . . . . oL 65
Introduction . . . . . .. .o 66
4.1 Modeling of radiation issued from interfaces (OT and OST cases) 68

4.1.1 Reflection law (non Beerian homogenised phase) . ... 68

4.1.2  Diffuse reflection (non Beerian homogenised phase) . . . 73

4.1.3  Beerian homogenised phase (All types of reflection) . . 75
4.2 Homogenisation scale and Beerian model scale . . . . . . .. .. 76
4.3 Validity and limitations of previous studies . . . . ... .. .. 78
Conclusion . . . . .. L 79

5 Statistical radiative modeling of a porous medium with semi
transparent and transparent phases : Application to a felt of

overlapping fibres 81
Résumé . . . . . . 81
Introduction . . . . . . . . .. 82
5.1 Radiation models . . . . . . .. ..o 85
5.1.1 Statistical model of radiative properties . . . .. .. .. 85
5.1.2  Coupled Generalised Radiative Transfer Equations . . . 94

513 Coupled RTEs . . ... ... ... ... ... 96



CONTENTS xi

5.1.4 Radiative conductivity tensors . . . . .. ... ... .. 99
5.2 Characterisation of a felt of fibres . . . . . . .. ... ... ... 101
5.2.1 Numerical implementation . . . . . . ... ... ... .. 102
522 Results . . . . . . . .. 104
5.3 Application to radiative transfer . . . .. ... ... ... ... 108
5.3.1 Transfer model based on GRTEs . . . ... ... .. .. 108
5.3.2 Transfer model based on Fourier’'slaw . . . . .. .. .. 110
533 Results . ... ... ... ... 111
5.3.4 Influence of key parameters . . . .. .. ... ... ... 113
Conclusion . . . . . . . . . .o 116

IV Modélisation statistique du transfert thermique couplé

conduction-rayonnement au sein du milieu fibreux 117
6 Statistical coupled conductive and radiative modeling in a fi-
brous medium with semi transparent and transparent phases

at high temperature 119

Résumé . . . . . . 119

Introduction . . . . . ... .. L 120

6.1 Model . . .. .. 122

6.1.1 Assumptions . . . .. ... Lo 122

6.1.2 Radiative model . . . ... ... ... 123

6.1.3  Stochastic method for solving the energy equation . .. 124

6.1.4 Coupling conduction and radiation . . . . ... ... .. 127

6.2 Validation . . . . .. ... 129

6.2.1 First 1D case : imposed temperatures at the boundaries 129

6.2.2 Second 1D case : medium composed of two phases . .. 130

6.2.3 Third 1D case : power density . . . . . .. .. ... ... 131

6.3 Application to a fibrous medium . . . ... ... 132

6.3.1 Numerical generation of a fibrous sample . . . . . . . .. 132

6.3.2 Modeling of conduction alone . . . . . . ... ... ... 133

6.3.3 Modeling of the conduction-radiation coupling . . . . . . 135

Conclusion . . . . . .. L 140

Conclusion générale 143

A Propriétés des termes sources de diffusion 147

B Fonctions de distribution des directions diffusées 149
C Résolution du probléme du transfert radiatif dans un milieu

fibreux composé de deux phases Beeriennes 151
C.1 Caractérisation radiative du milieu fibreux composé de deux
phases Beeriennes . . . . . . . ... oo oL 151



xii

C.2 Modéle radiatif

C.3 Reésultats . . .

Références

CONTENTS



Liste des tableaux

3.1

6.1

Ecart relatif de porosité % en fonction du nombre de milieux

générés et de leur taille dans les directions x et y. . . . . . . .. 59

Effective phonic conductivity as a function of the standard de-
viation o. II=0.75. . . . . . . ... 135






Liste des figures

1.1

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Image MEB de la morphologie du Zircar HD (matériau commer-
cial) & 70% de porosité. Les fibres sont constituées d’oxyde de
ZITCOMIUIML. . . . . .« L o v bttt sttt e e e e

Domaine de calcul de la méthode de Monte Carlo appliquée aux
milieux non Beeriens. . . . . . . ... oL

Génération d’un empilement de cylindres dans I’espace tridimen-
tionnel. A gauche génération d’'un cylindre, a droite génération
de plusieurs cylindres qui peuvent s’interpénétrer. . . . . . . . .

Milieu fibreux généré numériquement de porosité 0.75. A gauche
le milieu en 3D, & droite le plan de coupe B-B. . . . . . .. ..

Milieu fibreux généré numériquement de porosité 0.75. A gauche
le milieu en 3D, & droite un agrandissement sur les cylindres
voxelisés. . . ..o

Fonctions de distribution des angles 6 et ¢ caractérisant ’orienta-
tion des cylindres du milieu fibreux de porosité 0.75. (- -) Distri-
butions souhaitées. (-) Distributions calculées aprés avoir généré
lemilieu.. . . . ..o

Principe permettant de rechercher les intersections entre les rayons

émis et les cylindres au sein d'un milieu voxélisé. . . . . . . ..

Représentation de la zone d’émission des rayons et de la zone
d’extinction au sein du milieu fibreux. . . . ... ...

Fonctions de probabilité cumulée d’extinction au sein des deux
phases du milieu de porosité 0.75 suivant plusieurs directions
1 = cosf. A gauche dans la phase transparente. A droite dans
les fibres semi-transparentes non diffusantes avec k, d = 0.3. . .

21

54

55

o6

o7

o8

61



Xvi

4.1

4.2

4.3

4.4

5.1
0.2

2.3
5.4

9.5

Li1sTE DES FIGURES

Extinction cumulative distribution functions associated with semi
transparent overlapping cylinders within an opaque phase (OST
non Beerian case). In all cases : Upper left : Geyy issued from
random volume isotropic emission points; Upper right : Gfm(tl)
associated with the first set of internally scattered rays; Lower
left : Gfm(f) associated with the second set of internally scatte-
red rays; Lower right : sz(tg) associated with the third set of
internally scattered rays; k,d =0.3. . . .. ... ... .. ...

Averaged phase functions associated with semi transparent over-
lapping cylinders within an opaque phase (OST non Beerian
case) ; Upper left : p(u, pse) issued from random volume isotropic
emission points; Upper right : p° () (u, jus.) associated with the
first set of internally scattered rays ; Lower left : p% ) (u, i) as-
sociated with the second set of internally scattered rays; Lower
right : p% ®) (1, pse) associated with the third set of internally
scattered rays; kpd =0.3. . . . ..o

Extinction cumulative distribution functions associated with the
transparent propagation phase between overlapping opaque cy-
linders (OT Beerian case); Left : Gegt issued from random iso-

tropic volume points, equal to G;ft(u, s’ — s) associated with a

diffuse reflection law ; Right : Géft(l) associated with the first set
of scattered rays following a Fresnel’slaw. . . . . . . .. .. ..

Phase functions associated with a transparent propagation phase
between overlapping opaque cylinders (OT Beerian case) ; Left :
p(p, prse) issued from random volume points ; Right : p 5 M (p1, 1c)
associated with the first set of scattered rays following a Fresnel’s
law. .

First successive sets of internal and external scattering events. .

Left : Generated fibrous medium (II, = 0.75); Right : Cross
section BB normal to the z axis. . . .. ... ... . ... ...

Example of radiative paths. . . . . .. ... ... ... .. ...

Extinction cumulative distribution functions of the transparent
phase b for different values of u = cos@ : i) Geyep associated
with isotropic volume source points; ii) ng;(tza)b associated with

interfacial scattered rays (path 2 of Fig.5.3). . . . . ... .. ..

Extinction cumulative distribution functions of phase a (fibres)
for different values of = cos 6. i) Gzt o associated with isotropic
volume emission points ; ii) Gfxga; iii) Gfmg?;)m; iv) Gfm(ti)b . (by
using notations of Sec.5.1.1.1 and Fig.53.) . . . . ... ... ..

71

73

75

76

88

102
103

104



5.6

2.7

2.8

2.9

5.10

5.11

6.1

6.2

6.3

6.4

LisTE DES FIGURES xvii

Optical thicknesses based on o : Generalised extinction coef-
ficients (B.d); A : Generalised internal scattering coefficients
(e d); o Generalised external scattering coefficients (2.4 d)
and [ : Absorption coefficients (k,d = 0.3 and k,d = 0);
i)For the transparent phase b (c=b, d=a); ii) For the absorbing
phase a (fibres) (c=a,d=b). . . . ... .. ... ... 106

Phase functions. i) pp(p1, i), internal scattering within b (Bee-
rian model, random volume source points) ; ii) paps(p1, @) inter-
nal scattering within b following transmission from a (interfacial
source points) ; iii) pgeq(p1, p) first internal scattering within a;
V) Paaa(pi1, 1t) (second internal scattering within a; v) ppa (11, 1),
external scattering from b to a (Beerian model, random volume

source points); vi) pap(p1, p) (first external scattering from a to
D). 108
Dimensionless radiative power field for an imposed linear tem-
perature field in the fibre phase; Two boundary black walls at
T5(0) = 2000K and T, (D) = 300K : i) ked = 0.3; i) Ked = 10;
iii) ked = 100;0 : coupled GRTEs model, — : Fourier’s model
associated with coupled RTEs. . . . . . . . ... ... ... .. 112
i) Temperature field when the fibrous medium is bounded by
two black walls; OO0 : T'(0) = 2500K, A : T(0) = 2000K, o :
T(0) = 1000K ; In all cases : T(D) = 300K.; (- - -) coupled
GRTEs model, (---) Fourier’s model associated with coupled
RTEs;ii) Residuals. . . . ... ... .. oo L. 113
i) Temperature field when a fibrous medium is submitted to an
imposed flux at z = 0 and bounded by a black wall at z =
D;0O:p0) =50kWm=2 A :p0) =30kWm=2, o: p0) =
10kWm=2; T(D) = 300K ; (- - -) : coupled GRTEs model,
.-+ :Fourier’s model associated with coupled RTEs; ii) Residuals. 113

Radiative flux through the fibrous medium : i) vs absorption
optical thickness; ii) vs optical index ratio; iii) vs porosity ; The
medium is bounded by two black walls at 7'(0) = 2000K and
T (D) = 300K ; Other parameter values are : k,d = 0.3, ng/np =

2, I, =0.75. . . . . e 115
Scheme of the iterative method which solves the coupled conductive-
radiative transfer within a fibrous medium. . . . . ... .. .. 128
Left : Temperature field. Right : Heat flux. (-) Analytical solu-

tion. (J) Solution calculated by the random walk technique. . . 130
Left : Temperature field. Right : Heat flux. (-) Analytical solu-

tion. () Solution calculated by the random walk technique. . . 131

Left : Temperature field. Right : Heat flux. (-) Analytical solu-
tion. (OJ) Solution calculated by the random walk technique. . . 132



xviil

6.5

6.6

6.7

6.8

6.9

6.10

C1

C.2

C.3

C4

Li1sTE DES FIGURES

Left : Generated fibrous sample (IT, = 0.75) ; Right : Cross sec-
tion BB normal to the z axis. . . . .. ... ... ... ... ..

Left : temperature field ; Right : heat flux. (=) Purely conductive
solution. ((J) The random walk solution. (o) Heat flux. . . . . .

Effective phonic conductivity as a function of the porosity. o =
5°. (-) Effective phonic conductivity. (- -) Conductivity issued
from the parallel model : (1 —II)kq. . . . . . .. . ... ..

Left : radiative power field. Right : temperature field. (-) Pure
conductive solution. (-.) Pure radiative solution. (o) Conduction-
radiation coupling, 1st method. () Conduction-radiation cou-
pling, 2nd method. . . . . . . . .. ... oL

Upper left : flux fields, 1st method. Upper right : flux fields, 2nd
method. Lower : difference between the total flux fields calcu-
lated by the Newton-Raphson algorithm and the random walk

137

technique. (A) Total flux. () Radiative flux. (o) Conductive flux.138

Upper left : thermal conductivity vs the porosity. Upper right :
thermal conductivity vs the optical index ratio. Lower : ther-
mal conductivity vs the standard deviation of the fibre orienta-
tions. (-) Effective phonic conductivity. (o) Total conductivity
with k,d = 0.3. () Total conductivity with k,d = 10. (A)
Total conductivity with kK, d=100. . . . . . . ... . ... ...

Fonctions de distribution cumulée d’extinction G, .. dans les
deux phases. (-) G, ezt exacte (- -) Gy ez Beerienne. i) dans la
phase b. ii) dans la phase a. . . . . ... ... ...

Critére de validité de la loi de Beer-Lambert calculé dans les deux
phases. (-) erprr(u). (- -) Limite de validité de 4%. i) dans la
phase b. ii) dans la phase a. . . . . ... ... ...

Coeflicients radiatifs adimensionnés associés aux deux phases
Beeriennes. i) dans la phase b. ii) dans la phase a. o : Coefficient
d’extinction ; A : Coefficient de diffusion interne; ¢ : Coefficient
de diffusion externe; [J : Coeflicient d’absorption. . . . . . . . .

A gauche, champs de température au sein du milieu fibreux : [J :
résultat exact calculé au moyen du modéle couplant une GRTE
et une RTE (voir paragraphe 5.1.2); o : résultat en supposant
valide la loi de Beer-Lambert dans les deux phases (modéle décrit
au paragraphe C.2); ¢ : résultat calculé au moyen du modéle de
Fourier radiatif (voir paragraphe 5.3.2). A droite, écart relatif
entre le champ de température calculé en supposant la loi de
Beer-Lambert valide et le résultat exact. . . . . . . .. ... ..

139

153

153

154



LisTE DES FIGURES

C.5 En haut a gauche, champs de puissance radiative au sein du
milieu fibreux : [J : résultat exact calculé au moyen du modéle
couplant une GRTE et une RTE (voir paragraphe 5.1.2); o :
résultat en supposant valide la loi de Beer-Lambert dans les deux
phases (modele décrit au paragraphe C.2) ; ¢ : résultat calculé au
moyen du modeéle de Fourier radiatif (voir paragraphe 5.3.2). En
haut a droite, écart relatif entre le champ de puissance radiative
calculé en supposant la loi de Beer-Lambert valide et le résultat
exact. En bas, agrandissement de la figure précédente aux écarts
relatifs comprisentre O et 1. . . . . . . . .. ... ... ... ..
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Nomenclature

Caractéres latins :

E
f
G

Bz~

L]

N

Point d’extinction
Fonction de distribution
Fonction de distribution
cumulée

Luminance

Point source volumique
Point source surfacique
Indice optique

Vecteur normal unitaire
aux interfaces

Probabilité cumulative
Coordonnées du point cou-
rant

Abscisses curvilignes
Terme source radiatif
Température

Caractéres grecs :

Absorptivité

Coefficient d’extinction
Symbole de Kronecker
Coefficient d’absorption
Reéflectivité
nelle

bidirection-

Transmittivité bidirection-
nelle
Fréquence

Vecteur unitaire de la di-
rection courante

Volume

Coefficient d’extinction gé-
néralisé

Fonction de phase

Flux

Conductivité radiative
Conductivité phonique ef-
fective

Conductivité totale
Diamétre d’un cylindre
Longueur d’un cylindre
Longueur du milieu

Porosité

Aire interfaciale
Coeflicient de diffusion gé-
néralisé

Angle solide
Angle par rapport a I'axe z
Angle azimutal
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Indices :

—a Absorption

—c Relatif & une phase

—d Relatif & une autre phase

—e Emission

—ext Extinction

Exposants :

—B Associé a la phase Bee-
rienne

- Associé & un terme surfa-
cique

Abréviations :

OT  Milieu composé dune
phase opaque et d’une
phase transparente

OST Milieu composé d’une
phase opaque et d’une
phase semi-transparente

ST2 Milieu composé  de
deux phases semi-

transparentes

ot

—sc

STT

RTE

A la limite du milieu opti-
quement épais

Diffusion

Diffusion multiple

n®™e diffusion
A Tl’équilibre

Milieu composé d’une
phase semi-transparente
et d’une phase transpa-
rente

Radiative
Equation

Transfer

GRTE GGeneralised Radiative

Transfer Equation



Introduction générale

Les phénomeénes physiques intervenant dans les applications technologiques
réelles sont nombreux et couplés. Ils peuvent étre d’origine mécanique, ther-
mique, chimique, liés au transfert de masse et de quantité de mouvement. Pour
concevoir et optimiser leur fonctionnement en condition d’utilisation, une bonne
compréhension de ces couplages est nécessaire. Dans des applications énergé-
tiques un systéme peut étre soumis & des températures élevées, c¢’est pourquoi
on utilise des barriéres thermiques afin de les protéger et rallonger leur durée
de vie. Dans ce cas la modélisation du transfert de chaleur sert & quantifier le
flux auquel le systéme est soumis et ainsi & dimensionner un matériau le plus
isolant et le plus léger possible. Les cotits de fabrication seront ainsi réduits. Un
autre intérét de la modélisation est d’éviter une campagne de mesures expéri-
mentales longue et cotiteuse sur un jeu de matériaux différents. On peut citer a
titre d’exemple le dimensionnement des barriéres thermiques dans un réacteur
nucléaire, dans les chambres de combustion, pour les tuyéres dans ’aéronau-
tique, sur les revétements de corps de rentrée dans le domaine de ’aérospatial.
Mais, on peut aussi trouver ces isolants dans des applications plus courantes ot
les gradients de température sont plus faibles, comme l’isolation pour I’habitat,
I’automobile, les piles & combustible et dans la fabrication de panneaux solaires
ou d’échangeurs de chaleur.

Beaucoup de travaux portant sur le probléme du transfert thermique couplé ont
déja été réalisés. Néanmoins, les problémes de couplage restent mal compris et
le transfert couplé & haute température a été peu étudié. Dans ’état actuel ou
I’effort des entreprises est porté sur la réduction des coiits et 'amélioration sans
cesse des applications technologiques afin de rester compétitif, le sujet reste at-
trayant et d’actualité.

Ces barriéres thermiques sont la plupart du temps des matériaux poreux consti-
tués d’une ou plusieurs phases solides plongées dans un fluide. La famille de
matériaux de type feutre utilisée pour des applications & haute température se
compose généralement de fibres faites de céramiques réfractaires, par exemple
d’oxyde d’aluminium (alumine) ou d’oxyde de zirconium (zircone). Ces maté-
riaux de porosité élevée (de 'ordre de 70% a 90%) sont de trés bons isolants a
haute température. Ils présentent une trés bonne tenue mécanique et thermique
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jusqu’a de hautes températures (environ 2500K) et ils possédent également une
variabilité trés faible de leurs propriétés avec la température. C’est dans ce
cadre d’étude que s’inscrit cette thése.

A haute température le transfert radiatif doit étre pris en compte et peut méme
dans certains cas étre le mode de transfert prédominant. La zircone présentant
une plage de faible absorptivité dans le proche infrarouge, le caractére de semi-
transparence des fibres rend le travail original. En effet, la phase fluide étant
généralement transparente, la modélisation du transfert radiatif doit rendre
compte des effets d’échanges entre phases de natures différentes. S’ajoute a cela
la conduction au sein des fibres qui tend & favoriser le transfert et a un impact
sur la grandeur couramment appelée conductivité thermique effective du maté-
riau. Une autre difficulté résulte de la morphologie complexe du matériau. Lors
de la fabrication d’un matériau fibreux, on enchevétre les fibres qu’on va venir
presser, de sorte qu’elles vont s’orienter d’une maniére préférentielle rendant
ses propriétés anisotropes (voir figure 1). Cette derniére difficulté rend la réso-
lution extrément difficile, en effet aucun mailleur ne peut mailler précisément
ce type de morphologie, ce qui impacte fortement la précision des résolutions
par éléments ou volumes finis. Les techniques de cubes mobiles consistant &
reconstruire 'interface entre deux phases d’'un méme matériau et les mailleurs
créant des mailles cubiques uniformes grises (c’est-a-dire composées d’un milieu
homogene caractérisé par des propriétés effectives) sont les seuls outils permet-
tant d’obtenir une représentation 3D de telles morphologies. Mais pour rester
fidele a la géométrie réelle et a la localisation des interfaces, le pas des mailles
doit étre trés petit, rendant la résolution trés consommatrice de mémoire et de
plus, seule une petite partie du matériau peut étre traitée.

Avec Iamélioration des moyens de calcul, les méthodes statistiques et notam-
ment la méthode de Monte Carlo connaissent un regain d’intérét. Elles pré-
sentent ’avantage de ne nécessiter aucun maillage et peuvent étre utilisées
dans I’étude des problémes physiques dans les milieux ayant une morphologie
complexe. Elles se basent sur un grand nombre de simulations indépendantes
du phénoméne physique d’intérét dans le volume de calcul. Dans 1’é¢tude du
rayonnement thermique, on suit le parcours d’un grand nombre de rayons émis,
transportant une certaine quantité d’énergie, jusqu’a leur absorption. Pour cela,
on effectue des tirs dans des fonctions statistiques radiatives qui caractérisent
chaque phénomeéne radiatif (émission, extinction, absorption et diffusion). Dans
I’étude de la conduction, un grand nombre de processus stochastiques de type
mouvement Brownien est généré et chacun porte une certaine quantité d’enthal-
pie. On suit ensuite le déplacement des particules, transportant une certaine
quantité d’énergie, représentant ’agitation thermique. Le probléme conductif
est régi par les conditions aux limites. Le principal avantage de ces méthodes
vient du fait que les simulations sont indépendantes, ainsi les méthodes de
Monte Carlo sont facilement parallélisables. L’objectif de cette thése est la
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modélisation statistique du transfert couplé conduction-rayonnement dans les
milieux poreux statistiquement homogénes, anisotropes, composés d’une phase
semi-transparente non diffusante et d’une phase transparente en tenant compte
des effets de bord.

FIGURE 1 — Image MEB de la morphologie du Zircar HD (matériau commercial)
70% de porosité. Les fibres sont constituées d’oxyde de zirconium.

La premiére partie portera sur ’étude des techniques existantes de modélisation
du rayonnement thermique et de la conduction thermique au sein des matériaux
poreux. On définira la notion de milieu Beerien et de milieu non Beerien. En
fonction de la nature du milieu différentes méthodes de caractérisation radiative
existent :

(1 Un milieu Beerien est caractérisé par des coeflicients radiatifs qui peuvent
étre déterminés soit par une méthode analytique, soit par identification
4 ’aide de mesures expérimentales, soit encore par une méthode statis-
tique. La méthode analytique est basée sur la résolution des équations
de Maxwell connaissant les propriétés des phases qui constituent le ma-
tériau. L’identification paramétrique repose sur la détermination des
coefficients radiatifs en minimisant I’écart quadratique entre les trans-
mittances et les réflectances théoriques et expérimentales. La méthode
statistique de Monte Carlo est basée sur la simulation de la propaga-
tion du rayonnement au sein du milieu d’étude. Les coefficients radiatifs
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sont déterminés par le calcul du libre parcours moyen d’extinction et du
nombre de rayons diffusés et absorbés par rapport au nombre total de
rayons émis.

( Un milieu non Beerien est caractérisé par des fonctions statistiques ra-
diatives qui n’ont pas un comportement exponentiel. L’effet du rayon-
nement n’est pas le méme a 'optiquement mince et a 'optiquement
épais, les coeflicients radiatifs n’ont pas de sens. Ces fonctions statis-
tiques sont déterminées a l'aide d’une méthode statistique de Monte
Carlo. Elle se base sur la simulation du parcours d’un grand nombre de
rayons depuis leur émission jusqu’a leur extinction. Le cumul des lon-
gueurs d’extinction, d’absorption et de diffusion permet d’obtenir ces
fonctions radiatives.

Ensuite, les modéles de résolution du transfert radiatif dans les milieux Beeriens
et non Beeriens seront présentés. Le modéle radiatif retenu devra prendre en
compte ’anisotropie des propriétés du milieu, le caractére de semi-transparence
des phases et les effets de bord. Finalement, les modéles de résolution du cou-
plage avec la conduction seront présentés ainsi que les méthodes pour les ré-
soudre.

La deuxiéme partie sera consacrée a la génération numérique du matériau fi-
breux d’étude. On décrira la procédure employée pour générer un empilement
de cylindres homogéne en porosité et représentatif d’une distribution des orien-
tations des cylindres donnée. Une premiére étape de caractérisation radiative
par une méthode de Monte Carlo permettra de déterminer la taille du Volume
Elémentaire Représentatif (VER) : il s’agit de calculer la distance telle que la
probabilité d’extinction soit supérieure & 99%. Cette démarche permettra d’ob-
tenir numériquement une morphologie complexe.

La troisiéme partie traitera de la modélisation statistique du transfert radiatif
seul par une méthode de Monte Carlo au sein du milieu poreux d’étude :

( Dans un premier temps, on verra que dans des milieux & géométrie
complexe la loi de Beer-Lambert qui permet d’exprimer la transmitti-
vité n’est pas toujours vérifiée. Dans ce cas, le matériau est caractérisé
par des fonctions de probabilité cumulée associées & chaque phénomeéne
radiatif en jeu (extinction, absorption et diffusion).

De plus, on montrera que dans un milieu Beerien il n’y a aucune cor-
rélation statistique entre la distribution des directions d’incidence des
rayons impactant les interfaces et la distribution des directions de leur
émission ou de leur diffusion. Autrement dit, chaque rayon est tiré de
maniére indépendante sans connaissance de son passé : ¢’est une absence
de mémoire.
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Dans un milieu non Beerien, il y a corrélation statistique entre la dis-
tribution des directions d’incidence des rayons impactant les interfaces
et la distribution des directions de leur émission ou de leur diffusion :
c’est un effet mémoire. Chaque diffusion répartit 'énergie différemment
et de ce fait les propriétés radiatives changent.

On caractérisera deux milieux composés de deux phases : un milieu fi-
breux composé de fibres opaques plongées dans une phase transparente
et un milieu fibreux composé de fibres semi-transparentes non diffu-
santes plongées dans une phase opaque. Les outils de caractérisation
qui seront présentés peuvent aussi étre utilisés dans le cas d’un milieu
composé de deux phases semi-transparentes.

(d Dans un second temps, on étudiera le transfert radiatif dans un mi-
lieu fibreux anisotrope comportant des fibres semi-transparentes non
diffusantes plongées dans une phase transparente. On montrera que les
fibres sont une phase non Beerienne et la phase transparente une phase
Beerienne. Dans ce cas, le matériau est caractérisé par des fonctions sta-
tistiques radiatives associées a chaque phénoméne radiatif (extinction,
absorption et diffusion).

Tout d’abord, les propriétés radiatives et les fonctions de phase asso-
ciées a la réflexion et & la transmission dans chacune des phases seront
présentées dans différentes directions.

On présentera ensuite un modele radiatif prenant en compte ’anisotro-
pie des propriétés radiatives, la nature éventuellement non Beerienne
des phases, ainsi que les effets de bord. Le champ de puissance radiative
calculé par ce modéle sera comparé & celui obtenu en faisant ’hypothése
du milieu optiquement épais.

Puis, on présentera des résultats de champ de température : un champ
de température quand deux températures sont imposées aux extrémités,
et un champ de température quand un flux et une température sont
imposés.

Finalement, une étude paramétrique sera réalisée en faisant varier la po-
rosité du matériau, le rapport d’indices optiques, et le coefficient d’ab-
sorption des fibres. On conclura sur efficacité d’isolation d’un tel ma-
tériau en considérant le rayonnement seul.

La quatriéme partie traitera de la modélisation du transfert thermique couplé
rayonnement-conduction par une méthode statistique de Monte Carlo au sein
de milieux fibreux.

Une approche stochastique résolvant ’équation de 1’énergie a 1’échelle des pores
a été développée par Vignoles | |, Vintérét de la méthode est de
ne nécessiter aucun maillage. Elle est basée sur la notion de marche aléatoire :
un grand nombre de processus stochastiques de type mouvement Brownien
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est généré, chaque "marcheur" portant une certaine quantité d’enthalpie. Ces
porteurs se déplacent dans le matériau et le probléme est régi par les conditions
aux limites. La puissance radiative calculée par le modeéle radiatif apporte de
I’enthalpie au systéme de la méme maniére que le ferait un effet Joule, mais
cette puissance dépendant de la température, une résolution itérative geére le
probléme du couplage : un champ de température initial permet d’obtenir un
champ de puissance radiative, puis par la technique de marche aléatoire on
calcule un nouveau champ de température. On calcule ensuite un second champ
de puissance radiative et on continue le processus itératif.

La méthode converge quand le champ de température est stabilisé. Avec cette
procédure de modélisation totalement stochastique, nous aurons mis en oeuvre
un outil de simulation du transfert thermique couplé conduction-rayonement
au sein de matériaux multiphasiques statistiquement anisotropes, non Beeriens
et de morphologie complexe, ne nécessitant aucun maillage, et tenant compte
des effets de bord.



Premiére partie

Etat de 'art






Chapitre 1

Modélisation du transfert
radiatif

Introduction

Le transfert radiatif est un mode de transfert de chaleur qui décrit I'interac-
tion entre le rayonnement thermique et la matiére. L’étude du rayonnement
dans les matériaux est effectuée en faisant I’hypothése que les autres modes de
transfert sont négligeables, hypothése d’autant plus acceptable que le niveau de
température est plus élevé. Les moyens de chauffage de matériaux & de hautes
températures sont technologiquement complexes et cotiteux, et méme dans ces
conditions le couplage avec les autres modes de transfert est encore présent et
peut avoir des effets non négligeables sur les résultats. Il est donc trés difficile
expérimentalement d’atteindre ces objectifs. La modélisation du rayonnement
seul prévoit un saut de température aux bords du matériau, mais le couplage
avec la conduction aura, entre autres, pour effet de "reconnecter" le champ de
température au sein du matériau aux températures des parois. Ainsi le gradient
de température, essentiel pour prévoir la tenue mécanique du matériau, dépen-
dra fortement des effets conductifs méme si ceux-ci sont trés faibles devant le
rayonnement. Avec ces arguments, on comprend que peu de données relatives a
I’étude du rayonnement seul existent. Mais la modélisation des phénomeénes ra-
diatifs et leur simulation numérique sont possibles et sont plus faciles & mettre
en oeuvre.

Dans un milieu ot la loi de Beer-Lambert est vérifiée, c’est-a-dire ou l'inten-
sité décroit de facon exponentielle avec I’épaisseur optique, le transfert radiatif
est modélisé au moyen de I’équation du transfert radiatif (Radiative Transfer
Equation, ou RTE, en anglais) dont les paramétres d’entrée sont les coeffi-
cients radiatifs. Ces dix derniéres années, des études menées par Taine et al.

[ ) , :

| ont montré que dans certains milieux hétérogénes (milieux poreux
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en particulier) cette loi n’est pas toujours valide, dans ce cas c’est I’équation
du transfert radiatif généralisée (Generalised Radiative Transfer Equation, ou
GRTE, en anglais) qui doit étre utilisée dont les parameétres d’entrée sont des
fonctions statistiques radiatives. Tout d’abord, on définira les coefficients radia-
tifs et les fonctions statistiques radiatives permettant de caractériser un milieu.
Puis, on présentera les différentes méthodes afin de les déterminer. Finalement,
la RTE et la GRTE seront présentées ainsi que les méthodes permettant de les
résoudre.

1.1 Caractérisation radiative d’un milieu poreux

On caractérise un matériau par des propriétés associées aux phénomeénes ra-
diatifs régnant en son sein. Ces propriétés radiatives sont les coefficients d’at-
ténuation des lois exponentielles lorsque la loi de Beer-Lambert est valide. Le
phénomeéne d’extinction est caractérisé par le coefficient (5,, I’absorption par
le coefficient k,,, la diffusion par le coefficient o, et par la fonction de phase
P, décrivant la distribution des angles diffusés. Quand la loi de Beer n’est pas
valide ces mémes phénoménes sont caractérisés par des fonctions statistiques
radiatives : Gy et pour l'extinction, P,, pour l’absorption, et P, pour la
diffusion.

1.1.1 Généralités
1.1.1.1 Les fonctions statistiques radiatives

Extinction

Le phénomeéne d’extinction dans un milieu homogénéisé est caractérisé par
une fonction de répartition d’extinction G, eqzt(u, s’ — s) qui est la probabi-
lité qu’un rayonnement émis en un point M (s) dans la direction u soit éteint
dans U'intervalle [s, §']. Elle peut étre aussi définie via la notion de transmittivité
T (u, 8 —s), par : 1 — 7,(u, 8" — s).

Gueotl. =) = s | e oy Lo (el )5, ) | a2
(1.1)

La fonction G ¢4 €st associée aux rayonnements issus de tous les points M (s(r))
du volume V, partant dans toutes les directions u’ de I’angle solide élémentaire
0Q(u) autour de la direction u, et éteints aux points E(so(r)).

Dans le cas d’un milieu composé d’une phase opaque et d’une phase transpa-
rente, lextinction se produit quand le rayon heurte une interface. G, ¢zt (1, s'—s)
ne dépend que de la géométrie du milieu.
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Dans le cas ot au moins une phase est semi-transparente, I’extinction se pro-
duit quand le rayon est absorbé ou diffusé dans le volume d’une de ces phases
ou bien quand il heurte une interface. Gy crt(u, s’ — s) dépend a la fois de la
géométrie du milieu et des coeflicients d’absorption k, et de diffusion o,,.

Quand le milieu est Beerien la fonction G, .t est égale & :

Gyent(u,s' —s) = 1 — exp [— By (u) (s' — s)} (1.2)

ou [, (u) est le coefficient d’extinction du milieu.

Absorption

La probabilité cumulée d’absorption P,,(u,s’ — s) est la probabilité qu’un
rayonnement émis en un point M(s) dans la direction u soit absorbé dans
lintervalle [s, s'].

P,o(u,s'—s) = V(S(ll(u) /OS,S /V/(m(u) A, (u',v) (5[1}—(30(ul,r)—s(u’,r))} dQ(u’) drdv
(1.3)

Dans le cas d’un milieu composé d’une phase opaque et d’une phase transpa-
rente, le rayonnement est absorbé a linterface de la phase opaque. A, (u’,v)
désigne alors I’absorptivité de 'interface, laquelle peut dépendre de la fréquence
du rayonnement.

Dans le cas ot au moins une phase est semi-transparente, 1’absorption peut
aussi étre volumique. Alors A, (u’,v) est égal a la part d’extinction absorbée
d’un rayon ayant parcouru la distance v dans la direction u’.

Quand le milieu est Beerien la fonction P,, est égale a :

P,o(u,s" —s) = ;ZEZ% <1 — exp {— By (u) (s — S)D (1.4)

ou k,(u) est le coefficient d’absorption du milieu.
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Diffusion

La probabilité cumulée de diffusion P, 4.(u, s'—s) est la probabilité qu'un rayon-
nement émis en un point M (s) dans la direction u soit diffusé dans l'intervalle
[s, s'].

P,s(u,s—s) = V(5S12(11) /OSI_S /V /m(u) R,(u,v) 5[@—(80(11’,1‘)—8(11/,1‘))} dQ(u’) dr dv

(1.5)

Dans le cas d’'un milieu composé d’une phase opaque et d’une phase trans-
parente, le rayonnement ne peut étre diffusé que par réflexion & l'interface.

R, (v, v) est alors la réflectivité directionnelle-hémisphérique de Uinterface pl,(u’,v),
laquelle peut dépendre de la fréquence du rayonnement.

Dans le cas ol au moins une phase est semi-transparente, la diffusion peut étre
volumique et R, (u’,v) est l’albédo de la phase semi-transparente w, (u’,v). En
présence de deux phases semi-transparentes ou bien d’une semi-transparente et
d’une autre transparente, la diffusion peut également résulter de la transmission

du rayonnement d’une phase a lautre, R, (u’,v) peut aussi étre la transmitti-
vité directionnelle-hémisphérique 7),(u’, v) de l'interface.

Quand le milieu est Beerien la fonction P, 4. est égale a :

P,sc(u,s —s) = ;ZEE; (1 — exp [ - Bu(u) (s — S)D (1.6)

ou o, (u) est le coefficient de diffusion du milieu.

Relations entre ces fonctions statistiques

Par définition, I’énergie radiative éteinte est la somme de la part absorbée et
de la part diffusée. En termes de relations entre les fonctions statistiques, cela
se traduit par les égalités suivantes :

1 Dans le cas d’une phase opaque et d’une phase transparente, le rayon-
nement est absorbé ou diffusé par réflexion aux interfaces :

Gyert(u,s —s) = Pfa(u, s’ —s) + pSr (u,s" — s)

v sc

ot Pexposant © signifie que les phénomeénes radiatifs sont surfaciques et expo-
sant " désigne la diffusion par réflexion.
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[ Dans le cas d’'une phase semi-transparente (ST') et d’une phase trans-
parente (T'), le rayonnement peut étre absorbé ou diffusé dans le volume
de la phase semi-transparente et diffusé par réflexion ou transmission
aux interfaces :

Gueat(u,s' —s) = Pyi(u,s' — ) + PJlo(u,s' —s)

dans la phase transparente.

(1.7)

Gyext(u, 8" —8) = P,o(u,8 — 5) + P,ge(u, s —s) + PZ,SSZ(u, s —s8)+ Pl;gstc(u, s'—s)

dans la phase semi-transparente.
L’exposant ! désigne la diffusion par transmission.
( Dans le cas de deux phases semi-transparentes, le rayonnement peut étre

absorbé ou diffusé dans le volume des deux phases semi-transparentes
mais aussi diffusé par réflexion ou transmission aux interfaces :

(1.8)

Gyext(u, 8" —8) = P, o(u,8 — 5) + P,ge(u, 8 —s) + Pfs’;(u, s —s8)+ Pfstc(u, s'—s)

dans chacune des deux phases.

1.1.1.2 La méthode RDFI

La méthode RDFI (Radiative Distribution Function Identification), développée
par Tancrez et al. | | pour un milieu isotrope puis re-
prise par Zeghondy et al. | | pour un milieu anisotrope,
permet de trouver le meilleur jeu de paramétres tel que les fonctions statistiques
radiatives Gy ept(u, 8" — s), Pyo(u, s —s) et P, s.(u, s’ — s) d’'un milieu a priori
non Beerien approchent une évolution exponentielle. Les paramétres de ces lois
sont les coefficient radiatifs 5, (u), k,(u) et o, (u) du milieu Beerien équivalent.

Le calcul de ces coefficients permet également d’évaluer un critére de validité
de la loi de Beer-Lambert. Celui-ci consiste & comparer en termes d’écart qua-
dratique la fonction radiative G ¢.t(u, s’ — s) avec son équivalent considérant
le milieu Beerien : 1 —exp[—[,(u) (s’ — s)]. Ainsi, la méthode RDFI donne ’er-
reur associée a la caractérisation radiative du milieu poreux par les coefficients
radiatifs :

S0 (Gueatlu, s = 5) — (1~ expl-B(w) (s~ 5))))
Zévs Gpezt(u, s — 5)2

erprr(u) = (1.10)

(1.9)
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Typiquement, on considére I’approximation Beerienne valide quand egprr(u) <
4.1072. Si le milieu est composé d'une seule phase, le coefficient d’extinction
calculé par la méthode RDFT est le coefficient d’extinction réel. Si le milieu
est composé de plusieurs phases, le coefficient identifié est celui de la phase
semi-transparente équivalente au milieu homogénéisé. Le probléme radiatif est
ensuite résolu grace a la RTE.

1.1.1.3 La fonction de phase

Par définition, la fonction de phase p, est la fonction de distribution des di-
rections diffusés lorsque le phénoméne de diffusion se produit. Elle caractérise
la redistribution directionnelle de I’énergie radiative aprés chaque diffusion du
rayonnement dans le matériau. Elle est déterminante dans le calcul du transfert
mais trés difficile & exprimer mathématiquement. Elle dépend de la forme géo-
métrique des parois diffusantes, de leur rugosité, du contraste d’indice optique
si deux phases sont en présence et donc aussi de la longueur d’onde. Le principe
de conservation de ’énergie radiative impose 4 la fonction de phase une relation
de normalisation :

pl/(ua u].)
— 2 dOy =1 1.11
/4 ) g, (1.11)

De plus, la propagation du rayonnement par diffusion doit vérifier le principe
de retour inverse de la lumiére. Considérons un rayon partant d'un émetteur
M suivant la direction u; dans ’angle solide d€)y, diffusé suivant la direction
u dans ’angle solide df) et arrivant & un récepteur E. Si on inverse I’émetteur
et le récepteur, le rayonnement doit suivre le méme trajet mais dans le sens
oOpposé :

vug, u vi—l,—u
al,(ul)p(47lr)d91 - U,,(—u)p(47T1)dQ (1.12)

En intégrant les deux membres de ’équation (1.12) sur 47 stéradian, on obtient
une seconde relation de contrainte. Le calcul est détaillé dans 'annexe A.

/4 o, (ur) p”(zlr’“)dm = o, (u) (1.13)

Pour arriver & ce résultat (1.13), on a besoin de l'égalite o,(—u) = o,(u),
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laquelle est démontrée a I’annexe A. Si le milieu est isotrope, la deuxiéme
relation de contrainte s’écrit comme suit :

/ po(Uw) 4o (1.14)
A 4

Lee | | a proposé une expression générale de la fonction de phase
pour un cylindre infini dont le diamétre est du méme ordre de grandeur que
la longueur d’onde. Il a ensuite généralisé cette expression aux milieux fibreux
en se basant sur la théorie de la diffusion indépendante, c’est-a-dire qu’il a
moyenné expression sur toutes les orientations des cylindres composant le
milieu en négligeant 'interaction entre eux. Tancrez et Taine |

| puis Zeghondy | | proposent une expression de la
fonction de phase de réflexion pour des milieux poreux de type OT (comportant
une phase opaque et une phase transparente) isotropes et anisotropes quand la
taille caratéristique des pores est plus grande que la longueur d’onde (hypotheése
de 'optique géométrique) :

py(ug, u) 10, 1/V fV/n.u<0 pl(ug,u,n) (—ug.n)drdQy

1.15
4w Jin 1/va/n.u<0 p’(u1,u,n) (—ug.n)drd (1.15)

ol n est le vecteur normal & D'interface séparant les deux phases au sein du
milieu poreux et p//(ug,u,n) est la réflectivité bidirectionnelle de l'interface.

Pour des raisons de commodité, une tres grande majorité des études utilise
la fonction de phase de Henyey-Greenstein, qui dépend uniquement de ’angle
de diffusion (u.up) et du parameétre d’asymétrie g. Kamdem et Baillis |

, | ont proposé
une forme généralisée de la fonction de phase de Henyey-Greenstein qui peut
étre appliquée & un milien anisotrope. Cette fonction de phase s’écrit comme
suit :

1 —g(u)?
(1+g(u)? —2g(u) (uuy))3/?

(1.16)

po(w, ) =

ou le facteur d’asymétrie g(u), défini ci-dessous, est calculé dans chaque direc-
tion de 'espace.

1

g(u) = 2/4 pr(u,uug) (wug) dQ (1.17)
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1.1.2 Meéthodes de détermination des propriétés radiatives
1.1.2.1 Expressions analytiques

Il n’est pas toujours facile de connaitre la morphologie précise d'un matériau,
notamment quand la taille des pores est petite et la précision des techniques de
tomographie n’est pas suffisante. Dans ce cas certains auteurs approximent la
morphologie par des formes connues : par exemple un empilement de sphéres
pour certaines mousses, un empilement de cylindres pour un feutre, un assem-
blage de dodécaédres réguliers connectés par des batonnets pour une mousse
de polyuréthane. On peut, a 'aide de la théorie de Mie et de 'hypothése de la
diffusion indépendante, calculer les coefficients radiatifs pour certaines géomé-
tries spécifiques | |-

Théorie de Mie

Considérons une onde plane monochromatique polarisée se propageant dans
une phase transparente ol se trouve une particule absorbante ayant une forme
simple (une sphére ou un cylindre infini). La théorie de Mie consiste & détermi-
ner l'interaction entre 'onde et la particule.

Cet éclairement incident {E;, H;} produit dans la phase transparente un champ
électromagnétique diffusé {Eg., Hs.} qui se superpose au champ incident, de
sorte que le champ total dans la phase transparente {E;, H; } a pour expression :

E, = E,+E, (1.18)

L’éclairement incident produit dans la particule un champ électromagnétique
interne {Eq, Ho}.

Les champs {E;,H1} et {Eq, Ha} sont régis par les équations de Maxwell et
par les équations de continuité & I'interface particule-phase transparente :

(E1 — Eg) An = 0 (120)
(Hl —Hg) An = 0 (121)
ou n est la normale de l'interface particule-phase transparente.

Dans ce cas particulier, les équations de Maxwell peuvent étre résolues analyti-
quement : on obtient ainsi les expressions analytiques des champs {Eg., Hy.} et
{E2, Hs}. On peut ensuite calculer les puissances électromagnétiques absorbée
P, (en W) et diffusée P,. (en W) par la particule. Finalement, en introduisant
le flux électromagnétique surfacique ¢; (en W/m?) associé &4 ’onde incidente, on
définit des sections efficaces d’interaction de la particule avec le rayonnement
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incident. S, est la section efficace associée & ’absorption et Ss. est la section
efficace associée a la diffusion. Elles sont exprimées par :

P,

S, = —= 1.22
m (1.22)
P

See = —= 1.23
qi ( )

La diffusion indépendante

Pour modéliser les propriétés radiatives d’un milieu composé d’une dispersion de
spheéres ou de cylindres, on fait souvent I’hypothése de la diffusion indépendante.
Elle consiste & supposer que les éléments interagissant avec le rayonnement sont
suffisamment éloignés les uns des autres pour qu’un rayonnement diffusé par un
élément n’influe pas le rayonnement diffusé par un autre élément. Autrement
dit, le rayonnement interagit avec les éléments de maniére indépendante.
Dans ce cas, les propriétés radiatives s’obtiennent par sommation des sections
efficaces d’interaction des éléments constituant le milieu. Elles s’obtiennent en
intégrant les coefficients calculés précédemment sur toutes les formes. La taille
des éléments a peut varier, leur direction d’orientation u également. Ainsi,
connaissant la fonction de distibution de la taille des éléments f(a) et la fonc-
tion de distribution de I’angle d’orientation des éléments g(u) du milieu étudié,
on détermine les propriétés radiatives par les expressions suivantes :

1 o
Ky = V/47r/0 Se(a,u) f(a) g(u)dadQ2 (1.24)
1 o0
o, = V/zm/o Sse(a,u) f(a) g(u)da dQ (1.25)
By = ky+ow (1.26)

Mais cette méthode a des faiblesses : une erreur est faite sur le calcul des co-
efficients radiatifs du matériau réel en supposant que sa morphologie peut étre
décomposée en des formes géométriques simples. De plus, pour que cette mé-
thode soit applicable il faut que la distance moyenne entre deux éléments soit
grande devant la longueur d’onde, ce qui limite les cas d’étude. Enfin, cette
méthode ne permet d’obtenir que des coefficients radiatifs isotropes. On peut
conclure que cette méthode ne permet que d’accéder a une approximation des
coefficients radiatifs pour des matériaux de morphologie simple.
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1.1.2.2 Identification paramétrique

La méthode de caractérisation basée sur la théorie de Mie nécessite la connais-
sance des propriétés optiques des constituants qui ne sont pas toujours dis-
ponibles. Une alternative est d’identifier les coefficients radiatifs d’'un milieu
homogénéisé supposé Beerien, représentatif du matériau poreux étudié. Le prin-
cipe de cette méthode se base sur la minimisation de I’écart quadratique entre
le calcul théorique de la transmittance et de la réflectance hémisphérique ou
bidirectionnelle et des données expérimentales.

La réflectance et la transmittance théoriques sont déterminées par résolution
de la RTE de maniére déterministe a 1’aide de méthodes classiques (typique-
ment par la méthode des ordonnées dicrétes). Les conditions aux limites sont
représentatives des conditions expérimentales. Ensuite, le résultat est comparé
& des mesures expérimentales de réflectance et de transmittance. Pour cela
on définit une fonction de coiit J qui représente I’écart quadratique entre les
grandeurs théoriques et expérimentales. Finalement, on ajuste les paramétres
radiatifs d’entrée du modéle pour minimiser cette fonction de cott a 'aide de
techniques inverses | , )

!

Cette méthode postule le comportement Beerien du matériau d’étude, c’est-
a-dire que l’on recherche les propriétés radiatives isotropes et uniformes qui
doivent suivre des évolutions prédéfinies : des lois exponentielles pour les fonc-
tions statistiques, une loi de Henyey-Greenstein ou une loi isotrope pour la
fonction de phase. Cette méthode n’est pas adaptée a la caractérisation des
milieux anisotropes et non homogénes. Des études portant sur 'influence de la
discrétisation de la RTE, notamment sur les intégrales de diffusion a l’aide de
la méthode des ordonnées discrétes, montrent que la conservation de 1’énergie
et du facteur d’asymétrie ne sont pas toujours respectés | |.
Pour pallier & ce probléme, certains auteurs renormalisent la fonction de phase
[ , |, d’autres y intégrent des facteurs
de correction ce qui modifie la forme de celle-ci | |-

De plus, la précision sur ces propriétés dépend des incertitudes expérimentales,
des techniques d’identification et du modéle de transfert radiatif choisi. Enfin,
plus le nombre de paramétres & estimer est grand plus la convergence de la
meéthode inverse est difficile & obtenir.

1.1.2.3 Meéthodes de Monte Carlo appliquées aux milieux Beeriens

Suite aux récentes améliorations de la précision et de la résolution des tech-
niques de tomographie X et v, la morphologie des matériaux est beaucoup
mieux connue. De plus, avec 'amélioration des performances de calcul, les mé-
thodes de Monte Carlo ont connu un grand regain d’intérét. Elles reposent sur
la simulation des trajets des rayons au sein du milieu en supposant la validité
de l'optique géométrique.
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L’optique géométrique

L’optique géométrique se base sur deux principes : i) le principe de Fermat :
"La lumiére se propage d'un point & un autre sur des trajectoires telles que
la différence de marche associée au parcours soit minimale" ; ii) le principe de
retour inverse des rayons lumineux : le trajet lumineux entre un point d’émission
M et un point d’extinction F est le méme que celui du point E au point M.
L’optique géométrique est valide quand les objets qui interagissent avec les
rayons lumineux ont des tailles caractéristiques plus grandes que la longueur
d’onde.

A Taide d’une loi de réflexion aux interfaces (par exemple la loi de Fresnel) on
peut facilement suivre des rayons lumineux émis en volume, réfléchis ou trans-
mis & une interface séparant deux phases. C’est la base des méthodes de Monte
Carlo d’identification des propriétés radiatives décrites par la suite.

Deux principales techniques de Monte Carlo appliquées aux milieux Beeriens
existent.

Celle proposée par Coquard et al. | | peut étre utilisée
pour prédire les propriétés radiatives d’un milieu Beerien homogéne et isotrope
comportant une seule phase de propagation (typiquement pour un matériau
composé d'une phase opaque et d’une autre transparente). Elle a été a lori-
gine développée pour des mousses oul les pores étaient assimilés & des sphéres
réparties aléatoirement dans un volume. Le principe de la méthode consiste
a simuler le cheminement d’un grand nombre de rayons issus des interfaces
opaques jusqu’a leur absorption dans le milieu ou leur diffusion. Les rayons
partent de points tirés aléatoirement au sein de la phase transparente et leur
direction de propagation est tirée alétoirement, ces rayons sont suivis jusqu’a
qu’ils sortent d’une sphére de calcul centrée sur les points d’émission. A la
limite des grands nombres, la méthode calcule la proportion des rayons trans-
mis T c’est-a-dire ceux n’ayant pas été absorbé ni diffusé, la proportion des
rayons diffusés c’est-a-dire ceux ayant subi une ou plusieurs réflexions avec les
interfaces opaques, et la distribution des directions réfléchies par les interfaces.
Finalement, le coefficient d’extinction est 'opposé du rapport entre le loga-
rithme de la propotion des rayons transmis et le rayon de la sphére de calcul,
c’est-a-dire § = —In [T]/Rsphere, I'albédo est déterminé en pondérant le coeffi-
cient d’extinction par la proportion de rayons diffusés et la fonction de phase
est la distribution des directions diffusées. La sphére de calcul est un paramétre
essentiel de la méthode et sa taille ne doit pas influencer les résultats. Plus
elle est grande, meilleure sera la précision sur les résultats, mais plus le temps
de calcul sera long; si elle est trop petite, il y a un risque qu’elle influence le
résultat final. Un compromis doit étre fait, et des grandeurs caractéristiques de
la taille de cette sphére ont été données pour des mousses & différentes porosités.
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La deuxiéme méthode de Monte Carlo, développée par Rousseau et al. |

, |, est basée sur la simulation directe
de la propagation du rayonnement au sein d’un échantillon de verre de silice
fondue supposée opaque contenant des bulles d’air transparentes. La méthode
se place dans les mémes conditions que ’expérience permettant de déterminer
la réflectance et la transmittance. Le principe consiste & simuler le cheminement
d’un grand nombre de rayons lancés depuis la face avant du volume d’étude.
En le parcourant les rayons vont subir les phénomeénes d’absorption et de ré-
flexion : certains rayons vont étre absorbés, d’autres vont revenir sur la face
avant et enfin les derniers vont traverser le volume jusqu’a arriver sur la face
arriére. La réflectance R, est calculée par cumul de ’énergie revenant sur la
face avant et la transmittance 7;, par cumul de I’énergie sortant par la face
arriére. Finalement, ’émittance E), du volume d’étude est déduite par la loi de
Kirchhoff : £, =1—- R, — T,,.
Les résultats du modéle peuvent étre comparés aux données d’émittance ob-
tenues expérimentalement sur le méme échantillon. Globalemement, il y a un
assez bon accord entre les résultats du modele et les données expérimentales,
mais on note des écarts dans des zones précises de longueur d’onde. En effet,
dans certaines bandes de longueur d’onde (de 2 a 3.33 um) la silice n’est plus
opaque mais semi-transparente absorbante, un processus de lancer de rayons
dans les deux phases doit alors étre développé.

1.1.2.4 Meéthode de Monte Carlo appliquée aux milieux non Bee-
riens

Une autre méthode de Monte Carlo, introduite par Tancrez et Taine |

|, prédit les propriétés radiatives d’un milieu homogene et iso-
trope et comportant une phase de propagation (opaque/transparent) pouvant
étre de nature non Beerienne. Dans ce cas 'extinction, I'absorption et la diffu-
sion sont caractérisées par les fontions de distribution cumulée G, ey, P, €t
P, s introduites dans le paragraphe 1.1.1.1. Comme précédemment un grand
nombre de rayons est tiré aléatoirement dans une zone de calcul du milieu réel,
simulant ’émission du milieu. En supposant la validité de 'optique géomé-
trique, on suit ensuite leur cheminement jusqu’a l’extinction qui s’avére étre
I'impact avec les interfaces rencontrées. Les fonctions statistiques sont détermi-
nées en cumulant ces longueurs d’impact, et la fonction de phase est déterminée
en comptabilisant les directions de diffusion. La zone de calcul est un parallé-
lépipéde qui a exactement le méme role que la sphére de calcul de Coquard et
al. | | et a donc la méme influence sur la précision
des résultats et sur le temps de calcul. Ce parallélépipéde de calcul est composé
d’un cube d’émission de plus petite taille d’ou les rayons sont tirés et d’un pa-
rallélépipéde d’extinction construit tel que Gy eze > 99%. En d’autres termes,
la distance entre l'extrémité du cube d’émission et I'extrémité du parallélépi-
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péde d’extinction est la distance sur laquelle les rayons ont une probabilité
de 99% d’étre éteints (voir figure 1.1). Dans cette méthode, les rayons émis
doivent étre éteints dans la zone de calcul tandis que dans la méthode de Co-
quard certains rayons émis peuvent en sortir pour étre comptabilisés en tant
que rayons diffusés. Globalement, dans ces deux méthodes les zones de calcul
sont approximativement de méme taille et les temps de calcul sont proches.

Parallélépipede
d'extinction

|

|

| Cube

| d'émission
|

|

FIGURE 1.1 — Domaine de calcul de la méthode de Monte Carlo appliquée auz milieuz
non Beeriens.

Une étude de Baillis et al. | | compare les coefficients d’ex-
tinction déterminés par la méthode de Coquard et par celle de Taine dans un
milieu Beerien homogéne et isotrope, typiquement un milieu ou des sphéres
opaques sont distribuées aléatoirement dans un volume donné. Les deux mé-
thodes donnent des résultats trés proches.

De récentes améliorations de la méthode de Monte Carlo appliquée aux milieux
non Beeriens permettent de traiter les milieux anisotropes optiquement épais
[ |, statistiquement non homogeénes | |
et de prendre en compte les effets de bord | |

L’avantage des méthodes de Monte Carlo est qu’elles se basent sur la mor-
phologie réelle du matériau, la caractérisation radiative est donc trés précise.
Néanmoins, elles nécessitent des moyens de calcul beaucoup plus importants
que la caractérisation par la théorie de Mie et l'identification paramétrique.

1.2 Modélisation du transfert radiatif

Dans la plupart des cas un matériau de morphologie complexe est supposé
équivalent & un milieu homogéne semi-transparent Beerien dont les propriétés
radiatives sont déterminées selon une des méthodes décrites aux paragraphes
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1.1.2.1 4 1.1.2.3. Dans ce cas les approches classiques de résolution de la RTE
sont utilisées et seront présentées dans les paragraphes qui suivent. Quand le mi-
lieu est non Beerien les propriétés radiatives sont caractérisées par les fonctions
statistiques radiatives G, ¢zt, Py o €t P, 5. déterminées par la méthode de Monte
Carlo décrite dans le paragraphe 1.1.2.4. Ces fonctions sont les paramétres d’en-
trée de la GRTE (Generalised Radiative Transfer Equation), équation que ’on
résout a ’aide d’'une méthode de Monte Carlo.

1.2.1 L’Equation du Transfert Radiatif Génaralisée (GRTE)

Quand le milieu comporte une phase de propagation non Beerienne on la ca-
ractérise par les fonctions de distribution cumulée G ext, Py o, Py sc et la fonc-
tion de phase p,. Taine et al. | | ont introduit I'équation du
transfert radiatif généralisée (GRTE) ou ces fonctions de distribution sont les
parameétres d’entrée du modeéle. A 'origine elle a été développée pour résoudre
le probléme radiatif dans des mousses possédant une phase opaque et une phase

transparente | |- Elle a été par la suite améliorée pour prendre
en compte les effets de bords | | et la non-homogeénéité
du matériau | |-

La GRTE exprime la variation de la luminance au point M’(s’) se trouvant
dans un petit volume dV de la phase de propagation dans la direction u. On
I’obtient en faisant le bilan d’énergie radiative dans dV. L’émission et le gain
par diffusion vont contribuer au renforcement de la luminance tandis que ’ab-
sorption et la perte par diffusion vont contribuer & son atténuation. Elle s’écrit :

—(w,8) = r,niI[T(s) (1.27)

- / Sy(u, s) dGyeat (u,s —s)ds

d Vexr
— IY(u,sy) G t(u,s’—sw)

ds’
s dPI/SC v ) f —
+ Aﬂ Lw Sy(ula S) ds’ (ulvs/ - 5) b (U1 :7;_8 S) ds dQl
dP, s pu(ug,u, s’ — sy)
Iw w /_ w ) ) Q
+ /47r J(a1, sw) 1o (u1,s" — sw) ym dQy

Les cing termes du second membre expriment les différents mécanismes d’in-
teraction entre le rayonnement et la matiére :

(A Le premier terme est le terme d’émission. A I’Equilibre Thermodyna-
mique Local (ETL) on démontre que tout point d’un corps de tem-
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pérature locale T" émet un rayonnement isotrope appelé rayonnement
d’équilibre. La luminance caractérisant ce rayonnement ne dépend que
de la température et de la fréquence v et s’exprime par la loi de Planck :

-1

I(T)=2hv’c,? [exp (k};l;) - 1} (1.28)

ol h et kp sont les constantes de Planck et de Boltzmann et cg est la
célérité du rayonnement dans le vide.

D’aprés la seconde loi de Kirchhoff, & 1’équilibre thermique, afin de
conserver ’énergie radiative, un corps qui absorbe un rayonnement va
restituer cette énergie sous forme d’émission dans la méme direction et &
la méme fréquence. Finalement, la puissance émise d’un milieu d’indice
n, vaut : &, n2 I2[T(s")] dQdv.

Le second terme est le terme d’extinction de I’énergie radiative en prove-
nance du milieu. Il exprime 'atténuation par absorption et par diffusion
d’un terme source S, (u, s) émis ou diffusé en chaque point M (s) le long
du trajet entre le bord du domaine de calcul s, et le point courant
M'(s") dans la direction u. Si Gy ezt(u, s’ — s) est la probabilité qu'un

rayon issu du point M (s) soit éteint avant d’avoir parcouru la distance
dGu ext

s/

s’ — s alors (u, s’ — s) est la probabilité qu’un rayon issu du point

M (s) soit transmis de s a s’ puis éteint dans Uintervalle [s', s’ + ds/].

Le troisiéme terme correspond a l'extinction de 1’énergie venant des
bords du domaine de calcul. La luminance partant du bord d’abscisse s,

dans la direction u est notée IV (u, sy,), et sa part éteinte dans l'intervalle
dcjiu ext

s/

[, s’ 4+ ds'] est donnée par (u,s — sy).

Le quatriéme terme est le terme d’augmentation de la luminance par
diffusion. De la méme facon que pour ’extinction, la probabilité qu’un
rayon émis ou diffusé en un point M(s) dans I’angle solide élémentaire

dy autour de la direction uy soit transmis entre s et s’ puis diffusé dans

Vintervalle [/, s’ +ds’| dans la direction u est donnée par %(ul, s —

s) 2 (ug,u,s" — 5)d€;. Ainsi Iénergie apportée par diffusion dans la
direction u est la somme des termes sources S,(ui,s) issus de toutes
les directions incidentes uy en tous les points M (s) situés entre le bord

du milieu d’abscisse s,, et le point courant d’abscisse s’.

Le cinquiéme terme correspond & 'augmentation de la luminance par la
diffusion de I’énergie venant des bords du domaine.
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L’équation (1.27) est générale pour résoudre le transfert radiatif au sein d’un
milieu possédant une seule phase de propagation. Dans le cadre de cette thése
on proposera d’étendre sa formulation au cas de matériaux possédant plusieurs
phases de propagation afin d’étendre 1’étude pour finalement traiter le probléme
radiatif au sein d’un matériau comportant une phase semi-transparente et une
phase transparente.

De plus, par un bilan de toutes les contributions énergétiques dans une direction
donnée, la luminance en un point M (s) dans la direction u s’écrit :

I,(u,s) = / Sy(u,s) (1 — Gpext(u, s’ — 3)) ds (1.29)
+ IY(ua,sy) (1 — Gpezt(u, s’ — sw)>

Cette équation est I’écriture intégrale de la GRTE.

1.2.2 L’Equation du Transfert Radiatif (RTE)

Pour poser I’équation du probléme du transfert radiatif dans les matériaux
semi-transparents, on fait généralement I’hypothese que la loi de Beer-Lambert
est valide. Elle exprime le fait que l'atténuation de l'intensité lumineuse qui
se propage dans un milieu décroit de fagon exponentielle, on dira alors que le
milieu est Beerien.

Par un bilan d’énergie radiative dans un volume élémentaire donné du milieu on
arrive a ’expression bien connue de ’Equation du Transfert Radiatif (RTE).
C’est une équation intégro-différentielle qui n’a une solution analytique que
dans des cas académiques trés simples, comme par exemple celui du milieu ho-
mogéne non diffusant dont les propriétés radiatives sont isotropes et séparé par
deux parois noires a températures imposées. C’est un cas de référence qui sert
souvent & tester la validité des codes numériques de rayonnement.

Mais un matériau réel peut étre composé de plusieurs phases ayant des carac-
téristiques et des propriétés différentes. La majorité des études suppose deux
phases : une transparente et une opaque, dans ce cas seule la phase transpa-
rente transfére le rayonnement et ’étude peut se globaliser en un probléme a une
phase semi-transparente équivalente. Si de plus on considére le milieu Beerien,
le transfert radiatif est caractérisé par un coefficient d’extinction 3, un coeffi-
cient d’absorption k,, un coefficient de diffusion ¢, et une fonction de phase p,,.
Les coefficients sont les termes d’atténuation des lois exponentielles exprimant
les phénomeénes radiatifs associés, et la fonction de phase est la fonction de dis-
tribution des directions diffusés. Ces propriétés radiatives sont les paramétres
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d’entrée de la RTE qui s’écrit pour un milieu homogéne et isotrope :

dl,(u,s)

ds’ Iy(ul,s/) dQl

+ 5y Iy(u7 3’) =K, nl2/ [S[T(S/)] +UV/ M
47 47

(1.30)

Cette RTE est en général complexe a résoudre, et le niveau de complexité croit
si on considére un milieu composé d’une phase semi-transparente et d’une phase
opaque, ou bien un milieu composé de deux phases semi-transparentes.

1.2.2.1 Milieu optiquement épais

Dans le cas ot le milieu est optiquement épais, Taine et al. | |
démontrent que la GRTE dégénére en une classique RTE dont les paramétres
d’entrée sont des coefficients radiatifs généralisés a priori anisotropes : coeffi-
cients d’extinction B, (u), d’absorption K, (u) et de diffusion ¥, (u).

Trois conséquences découlent de I’hypothése de milieu optiquement épais :

( Définissons ¢ par ’échelle spatiale sur laquelle le milieu peut étre consi-
déré épais et pratiquement isotherme. Par conséquent le terme source
et la luminance peuvent étre considérés uniformes.

( Les fonctions de distribution cumulée qui caractérisent le milieu ont
pratiquement atteint leur valeur asymptotique, c’est-a-dire Gy ezt (1, 8" —
s) ~ 1.

(1 Les bords manifestent des effets radiatifs sur des distances plus petites
que §. L’hypothése de milieu optiquement épais n’est valable que suffi-
samment loin des bords.

Ces hypotheéses permettent de simplifier la GRTE sous forme intégrale (équation
(1.29)).

I(u) = S,,(u)/ (1 - Gmt(u,v)) dv (1.31)
0
A Téquilibre thermique le terme source s’écrit S,(u) = B, (u)n2 I3(T) et la

luminance a pour expression I,,(u) = n2 IS(T). On en déduit 1'expression du
coefficient généralisé d’extinction :

By(u) = [/OOO (1 Guear(uv)) dv}_l (1.32)
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Les coeflicients généralisés d’absorption et de diffusion se calculent en pondérant
I’extinction par le taux d’extinction par absorption et par le taux d’extinction
par diffusion, appelé albédo w(u) = P, s¢(u, c0).

K,(u) = P,4(u,00)B,(u) (1.33)
Yy(u) = P,s(u,00)By,(u) (1.34)

Les équations (1.31) & (1.34) permettent de simplifer la GRTE (1.27). On ob-
tient une RTE dont les coefficients radiatifs généralisés sont les paramétres
d’entrée. Ces coeflicients radiatifs généralisés caractérisent chaque phénomeéne
radiatif (extinction, absorption et diffusion) et sont les propriétés radiatives du
milieu optiquement épais. On démontre ainsi qu’un milieu optiquement épais
est Beerien. La RTE s’écrit :

dl,(u,s’)

15 = K,(u)n?I[T(s)] (1.35)

1.2.2.2 Milieu Beerien

Un milieu est Beerien quand ses propriétés radiatives sont caractérisées par des
coefficients radiatifs scalaires §,(u), k,(u) et o,(u). De plus la loi de Beer-
Lambert est vérifiée, donc la transmittivité dans une phase homogéne entre un
point d’émission de rayonnement M(s) et un point d’extinction E(s’) dans la
direction u s’écrit, :

TV(uv s’ — 8) = 1- Gl/ext(u; s’ — 3) (136)
= exp| = Bu(w) (s 5)]

Ainsi, lorsque le milieu est Beerien, les courbes In[1 — Gy, ¢zt (u, 8" — s)] tracées
en fonction de s’ — s sont des droites de pente négative et égales a 'opposé du
coefficient d’extinction 8, (u) pour chaque direction u. C’est une technique clas-
sique d’identification du coefficient d’extinction qui a été utilisée par |

? ? ?

|. Ce coefficient a donc pour expression :
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d(ln[l — Gyext(u, s’ — S)])

Bu(u) = — d(s’ — s) (1.37)
— 1 dGuext(u7 s — S)
= 1— Gueﬂ(u7 s — 8) d(S/ _ 8) (1.38)
o dGzz ext(u, s’ — 8)
= ( a(s' — s) )(s/_s)_)() (1.39)

Le coefficient d’absorption k, est une propriété de la matiére de la phase d’étude
a l’échelle locale, il est isotrope et ne dépend que de la longueur d’onde. Le
coefficient de diffusion o, (u) est déduit connaissant 1’albédo w,, (u) :

Ul/(u) = Wu(u) 61/(11) (1.40)

Dans ces conditions, la fonction de répartition et la densité de probabilité d’ex-
tinction deviennent :

Grest(u,s' —s) = 1—exp [— Bu(u) (s" - 8>] (1.41)
dci;,m(ua s'—s) = By(u)exp {— Bu(u) (s" — s)} (1.42)

La probabilité cumulée de diffusion et sa dérivée ont pour expressions :

P, sc(u, s — s) = wy(u)Gyext(u, s — s) (1.43)
= w) (1-exp [ = A (u) (4~ 5)])
Tl =) = o) exp [ -G (5 - ) (144

De plus, on démontre que dans le cas ou le milieu est Beerien les coefficients
radiatifs généralisés sont rigoureusement égaux aux coefficients radiatifs clas-
siques :

K, = r (1.45)
By(u) = Bu(u) (1.46)
S,(w) = oy(u) (1.47)

En remplacant les fonctions statistiques radiatives par leurs expressions Bee-
riennes dans la GRTE (équation (1.27)) on obtient la RTE pour un milieu
homogene et anisotrope :
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1 a0) (1.48)
— Bu(u) I, (u,s)

+ / o (1) py(u1, 1) I (uq, ) dQ
A7 47T

Par souci de simplicité on a choisi de négliger les effets de bord, présents dans
la GRTE (équation (1.27)), afin d’obtenir la RTE classique qu’on trouve dans
la plupart des travaux sur le rayonnement thermique. Si on souhaite prendre
en compte ces effets il faut remplacer les fonctions statistiques radiatives Gegt
et Ps., présentes dans le troisiéme et le cinquiéme terme du second membre
de la GRTE (équation (1.27)), par leur expression Beerienne. On peut trouver
une étude de résolution du probleme radiatif au sein d’un milien homogéne,
isotrope, absorbant et diffusant, en tenant compte des effets de bords, dans les
travaux de Gomart et al. | |-

Dans un milieu Beerien I'impact du rayonnement est le méme a toute échelle.
En effet, & une échelle locale ou & une échelle plus grande les coefficients radiatifs
restent identiques et donc les effets diis au rayonnement sont les mémes, ce qui
n’est absolument pas le cas pour un milieu non Beerien.

1.2.2.3 Loi de Fourier radiative

Sous certaines conditions on peut modéliser le flux surfacique radiatif qfi(s)
par une loi de Fourier :

or
QVi(S) - kvzy(s) 8$j (149)

ol la notation tensorielle classique est utilisée, et k‘g désigne chaque terme du
tenseur de conductivité.

Gomart et Taine | | ont étudié les conditions de vali-
dité ou de non-validité de la loi de Fourier pour des milieux homogenes, iso-
tropes, absorbants et diffusants. Ils calculent 1’écart entre la puissance radiative
théorique obtenue a ’aide d’une méthode de Monte Carlo et celle obtenue en
utilisant un modéle de Fourier et proposent un critére de validité :

1 la loi de Fourier radiative n’est valable qu’au coeur du milieu poreux.
Une couche limite radiative est introduite : ¢’est la zone d’interface dans
le milieu ot le bord a une influence en terme de transfert radiatif. Elle
va du bord du milieu jusqu’a une épaisseur 67, donnée par :

6f =5/ kesy (1.50)
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oll Keff(w,g) est un coefficient d’absorption effectif qui tient compte
d’effets de diffusion stimulant l’absorption, ainsi kesf(w,g) > k. Ce
coeflicient dépend de 'albédo w et du facteur d’asymeétrie g.

 De plus, le gradient de température ne doit pas étre trop élevé. La
condition suivante doit étre vérifiée :

1dT
Tde < Cheff(w,g) (1.51)
ou ( est un coeflicient lié & I’écart relatif entre les puissances radiatives
issues de la loi de Fourier et de la RTE, il est tabulé dans |

|. Par exemple, pour ¢ = 0.033 I’écart relatif sur les puis-
sances radiatives sera inférieur a 1%.

Lorsque ces conditions sont vérifiées, on définit un nombre de Knudsen radiatif
par le rapport de la longueur d’extinction 1/B,(u) & la plus petite échelle
spatiale du probléme ¢ :

Kn(u) = ———— (1.52)

Si ce nombre de Knudsen est trés petit devant 1, alors une technique de per-
turbation permet de résoudre I’équation du transfert radiatif & 'image de la
méthode du méme nom permettant de résoudre ’équation de Boltzmann |

|- La luminance est décomposée en un terme d’ordre 0 et un autre
terme d’ordre 1 :

I(u,s) = IOu,s) + IV (u, s) (1.53)

v

Pour un milieu comportant une phase de propagation d’indice n, on démontre
que la solution de I’équation a l'ordre 0 en nombre de Knudsen est la solution
d’équilibre | |, soit :

10(s) = n2 [T (s)] (L.54)

v

Chabhlafi et Taine | , | montrent que la solution
de la luminance & Uordre 1 vérifie ’équation intégro-différentielle suivante :

2 o
IISI)(u’ 8) = —u; n, dIy orT ZV(“l) pu(ubu)

By(u) dT[ ) 67%(8)+ 4x Bu(u) 4m I$) (w1, 5) A
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(1.55)

L’équation intégro-difféerentielle (1.55) s’apparente a une équation de Fredholm
du second type et a pour solution une série de Neumann :

IM(u,s) = lim ka(u, s) (1.56)

ou vg(u, s) est une suite définie comme suit :

TL2 o
—uy gt T 59

vi(u,s) = AEy(ul) py(u1, ) vo(uy, s) dQy

vo(u, s)

» Bu(u) 47
_ %, (u1) py(ur,u) S, (uz) py(uz, ug)
wlws) = [ O ey T otz ) a0z

— Ey(ur) pp(ug,u)  Ey(um) pu(Um, Um-1)
vp(u,s) = Aﬂ...Aﬂ B, () Ir By (um 1) g vo(Um, s) dQp,...d2

Le terme % ne dépend pas de la direction et sort des intégrales de diffusion.
J

Pour simplifier les notations, on introduit la composante wji(u,s) qui est la
contribution du rayonnement dans la direction x; associée au terme k de la
suite vg(u, s) et définie par :

oT
vi(u, s) = wii(u, s) EPoe (1.57)
J

Sachant que le flux monochromatique radiatif a pour expression :

oT

— 1.
o (1.58)

) = [ T s)wdf = —f% (o

Par identification, on déduit une expression générale de la conductivité radiative
monochromatique :

kli(s) = — /4 > wik(u, 5) u; dQ (1.59)

1.3 Meéthodes de résolution

1.3.1 Solutions analytiques

Dans quelques cas simples, décrits en introduction de cette partie, ot une so-
lution analytique existe, I’équation du transfert radiatif est considérablement
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simplifiée. Pour un milieu Beerien non diffusant la luminance monochromatique
directionnelle en chaque point du milieu s’exprime comme suit :

/

I(u,s) = I,(u,0)7,(u,s) + /0 ’ n2 I[T(s")] or

@(u7 s'—s)ds  (1.60)
Pour obtenir le flux radiatif monochromatique traversant le milieu, il faut in-
tégrer la luminance monochromatique directionnelle calculée par 1’équation
(1.60). Le calcul fait apparaitre des fonctions intégro-exponentielles :

Ep(z) = /01 12 exp < - Z) du (1.61)

qui doivent étre évaluées numériquement. Néanmoins quelques approximations
peuvent étre trouvées dans la littérature pour des valeurs particuliéres de n et
de z.

A titre d’exemple considérons un milieu semi-transparent non diffusant hété-
rogéne et anisotherme, d’indice optique n et de coefficient d’absorption k, (),
séparé par deux plans paralléles distants de L, d’émissivités uniformes et iso-
tropes €,1 et €,9, et de température 177 et Tb. La symétrie du probléme fait
que les champs T, P® et ¢* ne dépendent que de 'abscisse z. Le champ de
température dans le milieu est noté T'(z). La solution analytique du champ de
puissance radiative PT(x) est donnée par | | et s’écrit :

PR(z) = /000 27 ky(x) [I;(L) Esle,(z, L)] + L5 (0) Esle, (0, L)]| dv
— /00047rl<ay(x) ID[T(x)]dv (1.62)
oo pL
+ /0 /x 27 I [T (2))] ky(z) ko (2') Erley(z,2')] da’ dv

+ /0 /0 21 I[T(2))] by (2) Ky (2") Erley (2, 2)] d2’ dv

U O = ennL@) + (- e 0) (169
(L) = enndIS(T) + (L y0) I3 (D) (1.64)
_ Ldp,) ™
o) = 2% ) (1.65)
o - 2%l (1.66)

ey(2',z) = /x/ﬁl,(ac”)da:” (1.67)

/
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1.3.2 Meéthodes numériques

Dans la trés grande majorité des cas on ne peut pas calculer une solution ana-
lytique de 'ETR (équation (1.30)). Ceci est di a la grande complexité des
mécanismes de transfert au sein des systémes réels : le probléme est générale-
ment 3D, quasiment tous les matériaux non homogénes sont diffusants, certains
sont anisotropes et leurs propriétés sont non linéaires. Dans ce cas on utilise
des méthodes numériques qui se basent sur la discrétisation des équations dif-
férentielles afin d’approcher la solution.

1.3.2.1 Meéthode des ordonnées discrétes

Pour calculer le flux radiatif monochromatique, il est nécessaire de connaitre
la luminance monochromatique dans toutes les directions u. La méthode des
ordonnées discrétes consiste & discrétiser ’espace directionnel en N angles so-
lides autour de directions spécifiques u;. La RTE devient alors un systéme de N
équations différentielles couplées & résoudre. Les intégrales directionnelles sont
calculées par une quadrature de Gauss :

N
\ F(@)dQ =" wi f(w) (1.68)
4 i=1

Si le probléme est axisymétrique les N directions de diffusion spécifiques u;
sont choisies telles que les cosinus des angles 60; les caractérisant sont les ra-
cines des polynomes de Legendre et les poids w; associés sont donnés par la
méthode de Gauss pour —1 < cosf; < 1 ou par celle de Gauss-Lobatto pour
—1 < cosf; < 1. En effet, dans certains cas les effets d’anisotropie de la diffu-
sion sont importants dans la direction du transfert et dans la direction opposée
& celui-ci; dans ce cas, afin de réduire les incertitudes liées a la discrétisation,
il est parfois intéressant d’opter pour une quadrature telle que celle de Gauss-
Lobatto, intégrant les limites cos6; = —1 et cos6; = 1.

Ensuite, la RTE est discrétisée spatialement. Pour un probléme 1D la méthode
des différences finies est la plus utilisée pour sa simplicité. Pour un probléme
3D ou quand le maillage est non structuré, on utilisera plutét une méthode
de volumes finis qui dans ces cas est trés simple a mettre en oeuvre car sa
formulation ne repose pas sur la complexité du maillage, elle se base sur la
conservation de I’énergie dans chaque volume de contréle. Finalement, pour un
probléme axisymétrique autour de 'axe des x, ’équation de transfert pour le
volume V' de centre M (x) dans la direction u devient :
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(1.69)
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ol p est le cosinus de ’angle entre ’axe des z et u, direction de propagation
du rayonnement.

L’avantage de cette méthode est qu’elle ne demande que peu de ressources de
calcul & la différence de celles basées sur la technique de Monte Carlo, au détri-
ment de la précision du résultat. Boulet et al. | | ont montré
que la méthode des ordonnées discrétes appliquée aux milieux anisotropes ne
respecte pas toujours la conservation de ’énergie. Ils proposent de renormaliser
la fonction de phase, mais cette renormalisation change sa forme et la solution
du probléme de transfert radiatif.

1.3.2.2 Prise de moyenne volumique

La méthode de prise de moyenne volumique est une méthode de référence per-
mettant d’homogénéiser un matériau poreux et de déterminer ses propriétés
globales & I’échelle macroscopique. Elle a été développée par Whitaker |
| et reprise par Quintard | ,
7 7

, | et permet de résoudre un grand nombre de
problémes conductifs et convectifs au sein de milieux poreux. Néanmoins, ce
modeéle ne prend pas en compte le transfert radiatif.
Si les températures moyennes des différentes phases sont suffisamment proches,
I’hypothese de I’équilibre thermique local permet de se ramener & une équation
de bilan. Sinon les températures et donc les phases doivent étre traitées indé-
pendamment, c’est ’hypothése du non-équilibre local, qui conduit & un modéle
& autant d’équations qu’il y a de phases en présence. Enfin, la méthode re-
quiert une décomposition spatiale des champs a l'ordre 1, c’est-a-dire que les
inconnues du probléme se décomposent en une premiére partie résultant d’une
opération de prise de moyenne volumique et d’une deuxiéme partie représentant
les déviations par rapport aux valeurs moyennes. Ainsi, le champ de températue
s’exprime par :

T=<T>+T (1.70)

On commence par écrire un bilan d’énergie a 1’échelle microscopique connaissant
les propriétés thermophysiques des différentes phases du matériau. L’équation
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de I'énergie a I’échelle macroscopique est obtenue en moyennant chaque terme
du bilan d’énergie local a I’échelle d’un volume élémentaire représentatif (VER).
Mais le probléme mathématique résultant restant ouvert, une relation de fer-
meture est proposée par Whitaker qui consiste & supposer que les déviations
sont proportionnels aux grandeurs moyennées. Finalement, ’équation de bilan
est simplifiée en utilisant le théoréme de prise de moyenne dérivé du théoréme
de Green-Ostrogradsky qui transforme les intégrales volumiques en intégrales
surfaciques :

1
<VTI'>=V <T> +V/ Nt T dAins (1.71)
A

nt

ou <> est 'opérateur de prise de moyenne volumique, V le VER, A;,; la sur-
face de l'interface entre les phases présentes au sein du VER et n;,; le vecteur
normal & l'interface orienté vers I'extérieur de la phase.

Lipinski et al. | | utilisent la méme méthodologie que Whi-
taker pour modéliser le transfert radiatif dans un milieu poreux statistique-
ment homogéne, isotrope, gris, absorbant et diffusant et possédant deux phases
semi-transparentes Beeriennes en non-équilibre thermique local. Tls partent de
la RTE (équation (1.30)) écrite dans chaque phase et appliquent 'opérateur de
prise de moyenne & chaque terme. Ils obtiennent ainsi un modéle a deux phases
dans lequel apparaissent des termes de transmisssion de I'énergie d’'une phase
a l'autre. Appelons i et j les deux phases en présence. Notons f3;, ki, 0j; et 03
les coefficients radiatifs de la phase i, ®;;(6s) la fonction de phase de réflexion
interne ne dépendant que de I’angle de diffusion 65 et II; la fraction volumique
de la phase i. Lipinski et al. montrent que ’équation de bilan a I’échelle ma-
croscopique dans un petit volume autour d'un point M(s) dans la phase i et
dans la direction u s’écrit :

drl;
HiE(U,s) = 1L B; Li(u, s) + I n i I°[T(s)] (1.72)
Tii
; — [ Li(us, s) @4i(6s) d€2s
+ g /47T (us, s) i (6s)
044
I Hjﬁréﬂ[j(us,s)@ji(es)dgs

ou les termes en ";" désignent l'apport énergétique par réflexion et les termes
en "j;;" désignent I'apport énergétique par transmission depuis la phase j. De
plus, ils retrouvent le modele théorique proposé par Gusarov | ,

| basé sur la conservation des flux radiatifs dans les milieux
Beeriens optiquement épais composés de deux phases semi-transparentes, ce
qui confirme la validité de telles approches.
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La grande force de la méthode de prise de moyenne volumique est de permettre
I'obtention des propriétés physiques globales d’'un matériau & 1’échelle macro-
scopique en tenant compte des possibles effets intrinséques de couplage et de
la morphologie du milieu. En revanche, il est nécessaire d’avoir recours a des
méthodes numériques de résolution reposant sur un maillage. Discrétiser une
géomeétrie complexe serait trop lourd en terme de mémoire pour les ordinateurs
actuels et le temps de calcul serait trés long. On ne peut donc pas encore ré-
soudre le probléme du transfert radiatif en milieu hétérogéne par la technique de
prise de moyenne volumique sur des morphologies complexes, mais uniquement
sur des géométries trés simplifiées.

1.3.2.3 Meéthodes de Monte Carlo

Les méthodes de Monte Carlo consistent & décrire les phénoménes physiques
par des processus statistiques. Dans le cas du transfert radiatif, chaque phé-
nomeéne radiatif est caractérisé par des fonctions de distribution permettant la
simulation du transport de I’énergie radiative au sein d’un milieu homogénéisé.

Elles sont basées sur la simulation de la propagation d’un grand nombre de
paquets de photons au sein du milieu d’étude. On suit le cheminement des
rayons émis jusqu’a leur absorption ou jusqu’a ce qu’ils sortent du domaine
d’étude. Chaque simulation de I’émission d’un rayon est indépendante.
Dans le cas d’un milieu comportant une phase opaque et une phase transpa-
rente, les rayons sont émis depuis les interfaces et les directions sont déterminées
par des tirs de nombres aléatoires respectant les fonctions de distribution des
directions d’émission. La longueur d’extinction du rayon est déterminée par le
tir d'un nombre aléatoire dans la fonction de distribution cumulée d’extinction
G ext- Ce cas a été traité par Zarrouati el al. | |.
Dans le cas ou le milieu comporte au moins une phase semi-transparente les
rayons sont émis depuis le volume de cette phase et les directions sont choisies
de maniére aléatoire. Ce cas a été traité par Gomart el al. |

|
Le transport de quantités définies d’énergie permet le calcul des flux radiatifs
et puissances radiatives.

La méthode de Monte Carlo présente de nombreux avantages. La méthode
converge vers la solution exacte qui sert de référence pour la validation des
résultats issus d’autres méthodes de résolution du transfert radiatif. Elle per-
met également de traiter des problémes complexes (milieux anisotropes, hété-
rogénes, ayant une morphologie complexe, prise en compte des effets de bord)
sans avoir recours a4 un maillage. A ce jour, c’est la seule méthode permettant
de résoudre la GRTE (| |)- En revanche, il faut générer un
grand nombre de nombres alétoires et pour ce faire on utilise généralement ’al-
gorithme de Mersenne-Twister. La convergence de la méthode est assez lente
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(de l'ordre de 1/v/N, ou N est le nombre de simulations réalisées) et néces-
site de gros moyens de calcul. Mais des techniques d’optimisation basées sur le
théoréme de réciprocité permettent de diminuer le temps de calcul |

|

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté la démarche a effectuer pour résoudre
le probléme du transfert radiatif dans un milieu. Tout d’abord, il s’agit de le
caractériser : les fonctions statistiques radiatives Gy eqt, P, o €t P, s sont déter-
minées par une méthode statistique de Monte Carlo. A partir de la fonction de
distribution cumulée d’extinction G, ez, I'équation (1.39) permet de déterminer
un coefficient d’extinction, nécessaire pour calculer le critére de validité de la
loi de Beer-Lambert. Si ce critére de validité est vérifié, alors le milieu est carac-
térisé par des coefficients radiatifs, 8, pour 'extinction, x, pour 'absorption,
o, pour la diffusion, et par la fonction de phase p, ; et le transfert radiatif est
modélisé par la RTE. Dans le cas ot le critére n’est pas vérifié alors le milieu est
caractérisé par les fonctions statistiques radiatives et par la fonction de phase;
et le transfert radiatif est modélisé par la GRTE.

Cette démarche sera appliquée au cas des milieux fibreux. Il s’agira tout d’abord,
dans la partie I1, de générer numériquement une géométrie d’étude dans laquelle
les fibres auront une orientation préférentielle. L’objectif de la partie I1I est de
résoudre le probléme du transfert radiatif dans ce milieu statistiquement ani-
sotrope, possédant une phase semi-transparente non diffusante et une phase
transparente, et en tenant compte des effets de bord. On montrera que la phase
semi-transparente est de nature non Beerienne et que la phase transparente
est de nature Beerienne. Le modéle de transfert radiatif dans ce milieu fibreux
couplera donc une GRTE avec une RTE.



Chapitre 2

Modélisation de la conduction
thermique et de son couplage
avec le rayonnement

Introduction

Généralement, le probléme de la conduction thermique dans un milieu poreux
est résolu & l'aide du modéle de Fourier. Connaissant les conductivités ther-
miques des différentes phases constituant le matériau, on applique une tech-
nique d’homogénéisation afin d’en déduire une conductivité phonique effective
du milieu k.rs dans chacune de ses directions principales. Finalement, le pro-
bléme conductif se raméne & un systéme d’équations classiques, ol les conditions
aux limites peuvent étre des températures imposées aux frontiéres ou bien un
flux imposé sur une frontiére et une température imposée sur 'autre.

Le probléme fondamental de I’homogénéisation en conduction thermique consiste
a déterminer la conductivité phonique effective d’un matériau hétérogéne.

Ensuite, pour prendre en compte l'effet du rayonnement thermique, la trés
grande majorité des auteurs ajoute a ’équation de 1’énergie la contribution du
rayonnement thermique sous forme de puissance radiative dépendant du champ
de température PR[T(s)].

De plus, quasiment tous font ’hypothése que le transfert radiatif est régi par
une loi de Fourier radiative, c’est-a-dire que PR(T) = V.(k:R(T) VT), ol

ER(T) est la conductivité radiative du milieu.

Finalement, la conductivité totale kp(T) caractérise le transfert couplé conduction-
rayonnement du milieu étudié. C’est la somme d’une part conductive et d’une
part radiative, kr(T) = kepp + kT(T).

En fait, ce modéle résulte de la somme d’une part conductive issue d’une pre-
miére homogénéisation du matériau et d’une part radiative issue d’une autre



38 CHAPITRE 2 - MODELISATION DE LA CONDUCTION THERMIQUE ET DE SON
COUPLAGE AVEC LE RAYONNEMENT

homogénéisation & une échelle différente. Il ignore tous les effets de couplage a
I’échelle locale pouvant avoir une influence a 1’échelle macroscopique.

Dans ce chapitre on présentera les différentes méthodes de détermination de la
conductivité phonique effective et de la conductivité totale. Dans un premier
temps, on détaillera les travaux permettant d’obtenir par voie expérimentale la
conductivité phonique effective d’un milieu poreux. Les auteurs en déduisent
des formules semi-empiriques utilisées dans la validation d’approches analy-
tiques du probléme. Dans un second temps, on présentera les méthodes exis-
tantes, intégrant le rayonnement, permettant d’obtenir la conductivité totale.
Mais ces méthodes se basant sur un maillage de la morphologie du matériau,
seules des géométries simplifiées sont envisageables. Récemment, des approches
numériques ne nécessitant aucun maillage ont été développées pour calculer
la conductivité totale de matériaux ayant une morphologie complexe. Elles se
basent sur le mouvement Brownien de particules fictives portant en elles I'in-
formation d’agitation thermique et qui se déplacent au sein de la géométrie
réelle. Ces méthodes sont adaptées au probléme de modélisation de la conduc-
tion au travers de morphologies complexes. De plus, elles semblent compatibles
avec la méthode de Monte Carlo utilisée pour résoudre le probléme du trans-
fert radiatif. Nous détaillerons son principe et les travaux de couplage avec le
rayonnement dont elle a déja fait I'objet.

2.1 Détermination de la conductivité phonique effec-
tive

2.1.1 Expérimentalement

Dans la grande majorité des cas, la conductivité phonique effective est éva-
luée expérimentalement & faible température afin de minimiser la contribution
du rayonnement (entre 300 K et 600 K). Mais ces gammes de température dé-
pendent fortement du matériau choisi, en effet Enguehard | |
a montré que dans le cas de superisolants a 300 K le transfert radiatif contri-
buait de maniére non négligeable au transfert de chaleur global. La technique
de la plaque chaude gardée est une expérience de référence permettant de me-
surer la conductivité effective. Une plaque chaude dissipe de la chaleur a travers
I’échantillon d’'un matériau dont on souhaite connaitre la conductivité, la cha-
leur s’évacue finalement au niveau d’une plaque froide reliée & un échangeur
de chaleur. En plagcant deux thermocouples sur les faces extrémes de ’échan-
tillon, d’épaisseur e connue, on mesure 'écart de température AT entre les
deux faces. La chaleur est dissipée par effet Joule grace a une résistance dont
on connait la valeur de sa conductivité électrique placée dans la plaque chaude;
on connait ainsi le flux de chaleur ® dissipé. En régime stationnaire on déduit
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la conductivité par la relation :

(&

—®
Fers AT S

(2.1)

Beaucoup de travaux de mesure de conductivité phonique effective ont été réa-
lisés sur de nombreux matériaux (mousses, feutres, ...) constitués de phases
différentes (gaz, eau, métaux, silice, alumine) et dont la morphologie dépend
du procédé de fabrication employé. A titre d’exemple, on citera des corréla-
tions issues de diverses expériences, énumérées et comparées par Mantel et al.
[ |, Bauer et al. | | et Lee et al. |

|- Ces données expérimentales permettent de tester la vali-
dité des modéles analytiques de prévision de la conductivité effective.

Clark | | mesure la conductivité électrique effective de différentes
mousses métalliques de porosité variant de 0.6 & 0.95. En faisant ’hypothése de
I’analogie électrique du transfert conductif, les auteurs concluent que le rapport
entre conductivité électrique effective du milieu global et conductivité électrique
de la phase conductrice doit étre le méme que le rapport des conductivités ther-
miques. Ces données servent de références a la validation des formules analy-
tiques de prévision de la conductivité phonique de mousses proposées par Bauer
et al. | |

Aivazov et al. | | ont formulé une équation gé-
nérale pour calculer la conductivité effective de milieux poreux plongés dans le
vide, connaissant la conductivité de la phase solide k; :

1-1I
*1+4nll
ot II est la porosité et n est une grandeur empirique. Pour le matériau d’étude
de leur article (le nitrure de titane) ils recommandent n = 6 II. Koh et al. |

| ont utilisé cette formulation afin d’approcher leurs résultats

expérimentaux obtenus sur un feutre de fibres métalliques et recommandent
n =111L

keff =k (2.2)

Semena et al. | | proposent une équation empirique
pour un feutre de fibres métalliques plongé dans le vide et de porosité variant
de 0.654a1:

kepp = ks (1 —II)% exp [ — (7 + log(d/L))] (2.3)

otl d est le diamétre moyen des fibres et L leur longueur moyenne. D’aprés la
formule, on confirme une évidence : la conductivité augmente quand ’allonge-
ment des fibres L/d augmente.
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Alexander | | propose une équation empirique
générale pour les milieux poreux, connaissant la conductivité de la matrice k;
et celle des pores ky (pouvant étre remplis d’air ou d’eau) :

kegs = kg (ks /)" (2.4)

ol « est une grandeur empirique. Alexander | |
montre que pour un milieu fibreux contenant de 'air ou de l'eau, a = 0.34
donne une concordance des résultats acceptable.

Soliman et al. | | ont mesuré la conductivité effective de
matériaux fibreux a fibres de cuivre et de nickel et proposent la corrélation
suivante :

k
_ ky ky (1-
k‘eff—kts[a(l— )(I—H)—kas(l—F 1

Y1 -1D(1 —a
' ks)(kf ) b))} 2.5)
s (1-7HA-1)
ot a = 0.13 et b = 0.006 pour des fibres de cuivre, et a = 0.046 et b = 0.012
pour des fibres de nickel.

Lee et Cunnington | | proposent une formule semi-empirique générale
pour les milieux fibreux sous vide dépendant de la fraction volumique des fibres
(1—1I), de la température du milieu et d’un facteur de forme Fy, empirique, ca-
ractérisant la morphologie du matériau, c’est-a-dire ’enchevétrement des fibres
et le contact entre elles :

keff(T) = Fj (1 *H) ks(T) (26)

De plus, lorsque la porosité est occupée par un gaz, ils suggérent d’utiliser un
montage en paralléle de résistances thermiques :
kepp(T) =11k (T) + Fs (1 —1I) ko (T).

Ils comparent ensuite ce modeéle & des mesures expérimentales sur un matériau
de fibres de silice & 95% de porosité, et en prenant Fy = 0.13. Ils trouvent un
excellent accord entre le modéle et les mesures expérimentales.

2.1.2 A l’aide de formules analytiques

Certains auteurs simplifient la morphologie complexe de leur milieu poreux
d’étude en adoptant une représentation simplifiée issue d’une dispersion dans
lespace de formes géométriques connues (sphéres, cylindres, tétrahédres, ...).

Bauer | | propose une formule analytique de la conductivité pho-
nique effective d’'une mousse en la représentant par une dispersion de sphéres
non conductrices réparties aléatoirement dans I’espace ; puis d’un milieu fibreux
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en dispersant des cylindres infinis trés conducteurs dans une direction préféren-
tielle particuliere. Houston et al. | | puis Banner et
al. | | proposent une expression de la conductivité phonique
effective pour un matériau composé de fibres de verre, représenté par une dis-
persion de cylindres infinis répartis aléatoirement dans ’espace et plongés dans
Iair.

2.1.3 Par des méthodes numériques

Dans les années 90, des méthodes numériques permettant d’estimer la diffusion
d’espéces dans les milieux poreux ont été développées en régimes de Knudsen, de
transition et moléculaire. Tomadakis et al. | )

| ont généré numériquement des milieux fibreux en empi-
lant des cylindres d’orientation aléatoire ou particuliére, pouvant s’interpénétrer
ou non. En dispersant aléatoirement dans le milieu des marcheurs contenant
chacun un paquet de molécules de 'espéce diffusante et en leur appliquant une
technique de marche aléatoire suivant le principe du mouvement Brownien, ils
calculent la diffusivité d’espéce effective D,y dans chaque direction principale.
A Tinstant ¢ = 0 un marcheur est placé aléatoirement dans le milieu diffusant
en générant 3 nombres aléatoires, correspondant aux positions z, y et z. Deux
autres nombres aléatoires sont générés afin de lui attribuer une direction de
déplacement dans I’espace, caractérisée par un angle polaire 6 et un angle azi-
mutal ¢. A chaque pas de temps At, le marcheur se déplace d'une longueur
déterminée en tirant un nombre aléatoire dans une loi exponentielle de para-
métre A, qui est le libre parcours moléculaire de 'espéce dans la phase ot elle se
trouve. Si le marcheur rencontre une interface il rebondit suivant une loi diffuse
d’interface (loi vérifiée expérimentalement). Si le marcheur sort du domaine il
est réintroduit par le co6té opposé dans la méme phase (la géométrie d’étude est
supposée se reproduire par périodicité). Aprés un temps suffisamment long 7,
le calcul de la moyenne des carrés des distances de diffusion < €2 > dans les
directions x, y et z permet de déterminer la diffusivité Deyy :
<>

2T

Ils valident leur méthode de Monte Carlo en montrant une trés bonne concor-
dance entre la tortuosité de matériaux fibreux calculée et celle mesurée. Ils
montrent de plus que la diffusivité d’espéce dépend fortement de I'orientation
des fibres et de la porosité du matériau. Puis Transvalidou et al. |

| reprennent la méthode, comparent les diffusivités effec-
tives calculées dans divers milieux fibreux avec des résultats expérimentaux et
trouvent un excellent accord.

Des(x, you z) = (2.7)

Cette méthodologie a été reprise par Vignoles et al. | ,
| pour modéliser l'infiltration chimique en phase vapeur
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servant & faconner des matériaux & matrice céramique pour des applications
hautes températures. En plus du phénomeéne de transport du gaz, une modé-
lisation de la réaction chimique entrainant le dépdt de céramique a été déve-
loppée. Aprés chaque déplacement d’un marcheur, représentant un paquet de
molécules de l'espéce diffusante un nombre aléatoire est généré et est comparé
& la probabilité de survie du marcheur. Cette probabilité de survie P; suit une
loi exponentielle dans laquelle apparait le taux de réaction chimique I'cfy :

Py = exp[—Tesy 0t] (2.8)

ou dt est le pas de temps de déplacement du marcheur.

Si ce nombre aléatoire est plus grand que Ps les molécules diffusantes sont trans-
formées en dépot, c’est-a-dire que le marcheur est détruit et que la porosité du
matériau est diminuée d’une valeur §1I liée au nombre de molécules contenues
dans le marcheur. Finalement, ils valident leur méthode sur des cas réels d’in-
filtration de gaz dans des matériaux composites C/C (carbone/carbone) en
procédant & des expériences de caractérisation morphologique par tomographie
X puis en reconstruisant les interfaces entre phases par un algorithme de cubes
mobiles. Ils trouvent un excellent accord entre simulations et données expéri-
mentales et démontrent 'applicabilité de cette méthode de Monte Carlo sur des
cas réels 3D de morphologie connue.

Cette technique de Monte Carlo développée pour calculer une diffusivité d’es-
peéce effective est basée sur la résolution de I’équation de diffusion qui est ana-
logue & I’équation de conduction thermique instationnaire. La diffusion des
molécules s’apparente donc a la diffusion thermique. A ce jour, peu de travaux
existent sur la résolution du probléme du transfert thermique par conduction
avec ces méthodes. Ils seront présentés dans le paragraphe 2.2.3.

2.2 Détermination de la conductivité thermique to-
tale

2.2.1 Par la méthode de prise de moyenne volumique

Consalvi et al. | | proposent une méthodologie pour
prendre en compte le rayonnement dans un milieu poreux Beerien possédant
une phase gazeuse transparente et une phase solide opaque en non-équilibre
thermique local. Ils partent de I’équation de I'énergie a I’échelle microscopique,
et en utilisant les techniques de prise moyenne volumique introduites par Whi-
taker, ils arrivent & un modéle macroscopique & deux équations du probléme de
couplage conduction-rayonnement dans un milieu poreux statistiquement ho-
mogeéne, isotrope, gris, absorbant et diffusant. Ensuite, ils valident leurs résul-
tats avec ceux obtenus par une simulation Monte Carlo directe. Enfin, ils com-
parent les résultats expérimentaux de transmittance obtenus sur des mousses



PARTIE I - ETAT DE L’ART 43

aux résultats issus de la résolution de la RTE par une méthode des ordonnées
discrétes en représentant le milieu par un empilement de sphéres transparentes
distribuées aléatoirement. Ils trouvent un bien meilleur accord avec I’expérience
qu’avec un modeéle basé sur 'hypothése de la diffusion indépendante.

Leroy et al. | | proposent un modéle 1D résolvant le couplage
conduction, convection et rayonnement dans un milieu poreux non Beerien
statistiquement homogéne, isotrope, gris composé d’une phase transparente et
d’une phase opaque. Ils testent le modéle radiatif seul sur une dispersion de
sphéres transparentes pouvant s’interpénétrer, et valident ce modéle en retrou-
vant des résultats antérieurs de Tancrez | |; puis ils
valident le modele de couplage conduction-convection appliqué a une plaque
percée en retrouvant les résultats de Quintard. Pour prendre en compte le trans-
fert radiatif, ils font I’hypothése que la puissance radiative se décompose en une
part moyennée & 1’échelle du VER et une part fluctuante :

PR(z) =< PR(z) > +PR(x) (2.9)

De plus, ils supposent que la partie fluctuante est proportionnelle & la par-
tie moyennée, c'est-a-dire : PR(z) = a < P%(z) >. La décomposition de la
puissance radiative devient :

PR(z) = (1+4a) < PE(z) > (2.10)

Pour fermer le probléme, Whitaker propose de postuler une expression linéaire
des températures fluctuantes en fonction des températures moyennes et de leurs
gradients :

ﬁZbH.V<T1 >+b12.V<TQ>+81<<TQ>—<T1>) (2.11)

les indices 1 et 2 font référence aux deux phases en présence, byi, bis et s1 sont
les variables de fermeture associées a la phase 1.
Pour prendre en compte le rayonnement, Leroy suggére d’ajouter & cette rela-
tion linéaire une variable de fermeture supplémentaire afin de prendre en compte
Peffet du couplage avec le rayonnement & 1’échelle de la microstructure :
ﬁ:bn.V<T1>+b12.V<T2>+51(<T2>—<T1 >)+r1 < PE>
(2.12)

ou r1 est la variable de fermeture supplémentaire liée au rayonnement.
2.2.2 Par des méthodes de différences finies, d’éléments finis
ou de volumes finis

Considérons ’équation de l’énergie en régime stationnaire écrite en un point
M (s) du milieu :

v. (k:eff VT> +PR(s) =0 (2.13)
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ot Pf(s) est la puissance radiative au point M(s).

L’équation de ’énergie (2.13) est une équation aux dérivés partielles et peut
étre résolue par des méthodes numériques reposant sur un maillage : les mé-
thodes de différences finies, d’éléments finis et de volumes finis.

Peu d’études considérent le transfert couplé conduction-rayonnement. Le pro-
bléme du transfert radiatif dans les milieux semi-transparents est généralement
traité en considérant les autres modes de transfert négligeables. Le probléme
de la conduction thermique est soit traité seul, soit résolu en intégrant un cou-
plage avec la convection. Pour 1’étude du transfert au sein de matériaux portés
4 haute température, il est nécessaire de prendre en compte la conduction et le
rayonnement.

Il s’agit de résoudre I’équation de la chaleur couplée & I’équation du transfert
radiatif. Dans le cas de matériaux ayant une morphologie complexe, il n’existe
pas de solution analytique & ce probléme, c’est pourquoi on trouve beaucoup de
travaux se basant sur une approximation des équations aux dérivées partielles
reposant sur un maillage. On listera ci-dessous quelques exemples d’études :

André et Degiovanni | ,

| modélisent le probléme 1D instationnaire du transfert couplé conduction-
rayonnement dans le verre. Ils considérent le verre comme un milieu homogéne
isotrope et gris par bandes de longueur d’onde. Pour résoudre le probleme, ils
ajoutent & ’équation de I’énergie un terme source radiatif calculé en résolvant
la RTE grace & une méthode déterministe. Ils résolvent ensuite l’équation de
I’énergie instationnaire par la méthode des différences finies. Ils finissent par
comparer les résultats de leurs simulations & des données de diffusivité ther-
mique déterminées par une méthode flagh.

Asllanaj et al. | , | ont résolu le pro-
bleme 1D stationnaire du transfert thermique couplé conduction-rayonnement
au sein de milieux fibreux avec des conditions aux limites de températures ou
de flux imposés. Les fibres sont dispersées alétoirement dans une phase transpa-
rente et sont considérées opaques. La RTE est tout d’abord résolue au moyen de
la. méthode des ordonnées discrétes. Les propriétés radiatives du milieu fibreux
sont calculées par la théorie de Mie et en faisant ’hypothése que la diffusion
du rayonnement est indépendante. Finalement, I’équation de la chaleur 1D est
résolue par la méthode des éléments finis.

Milandri et al. | , | ont repris les
travaux de Asllanaj concernant la résolution du probléme radiatif au sein de
milieux fibreux : ils utilisent la théorie de Mie et I’hypotheése de la diffusion indé-
pendante pour estimer les propriétés radiatives d’un milieu fibreux ou les fibres
sont dispersées aléatoirement. Puis, ils résolvent la RTE par la méthode des
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ordonnées discrétes. Ils obtiennent ainsi I'expression du flux radiatif ¢'[T'(z)]
qui dépend du champ de température dans le milieu. Ils considérent ensuite une
expression empirique de la conductivité phonique effective d’un milieu fibreux
qui dépend de la température et de la porosité, pour exprimer le flux conductif
q©[T'(x)]. Finalement, I’équation de bilan d’énergie : ¢©[T'(z)] + ¢"[T(x)] = 0
est résolue par la méthode des différences finies. Cette résolution du probléme
de transfert couplé conduction-rayonnement est trés intéressante du fait de la
simplicité des méthodes de résolution et de la rapidité du calcul.

Coquard et al. | | proposent une résolution du pro-
bléme 1D stationnaire du transfert thermique couplé conduction-rayonnement
dans des mousses polyméres. A 'aide d’'un parameétre empirique, ils prennent
en compte l'influence de la microstructure de la mousse dans ’expression de
la conductivité thermique. Ils supposent ensuite que la conductivité phonique
effective de la mousse est la somme des conductivités thermiques des deux
constituants pondérées par leurs fractions volumiques (modéle de résistances
thermiques en paralléle). Le transfert radiatif est résolu a 1’aide de la théorie
de Mie et de la méthode des ordonnées discrétes. Finalement, ’équation de la
chaleur est résolue par la méthode des volumes finis et le probléme du couplage
par une méthode itérative.

Coquard et al. | , ,

| proposent une autre résolution du probléme 1D stationnaire du trans-
fert thermique couplé conduction-rayonnement dans les mousses. Ils estiment
les propriétés radiatives de mousses par une méthode d’identification paramé-
trique & ’aide de mesures expérimentales de réflectance et de transmittance
directionnelles. Ensuite, la RTE est résolue & 'aide de la méthode des ordon-
nées discrétes. La puissance radiative calculée est injectée dans I’équation de la
chaleur 3D qui est résolue par une méthode de volumes finis. Le couplage est
résolu ici aussi de maniére itérative.

Trovalet et al. | | proposent une résolution du probléme
stationnaire 3D du transfert conduction-rayonnement dans les milieux semi-
transparents gris bordés par des parois noires ou opaques a réflexion diffuse.
Tout d’abord, ils appliquent un maillage tétraédrique non structuré dont chaque
maille est un milieu semi-transparent homogene, isotrope et gris. Dans chaque
maille, la RTE est résolue a 'aide d’une méthode aux ordonnées discrétes. Les
auteurs intégrent la RTE sur le volume de chaque maille et utilisent une mé-
thode de volumes finis afin d’obtenir la puissance radiative dans chaque maille.
Finalement, une méthode des éléments finis appliquée sur le méme maillage est
utilisée afin de résoudre I’équation de chaleur.
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2.2.3 Par une méthode de Monte Carlo

Vignoles | , | reprend la méthode
de Monte Carlo basée sur la marche aléatoire afin d’estimer les conductivités
totales dans les directions principales de matériaux composites fibreux C/C
portés & haute température possédant deux phases : une phase transparente et
des fibres opaques et conductrices. La modélisation de la conduction dans les
fibres est basée sur le principe de marche aléatoire présenté précédemment et
faisant intervenir le tenseur de diffusivité thermique des fibres. Le rayonnement
est linéarisé en supposant les variations de température faibles, dans ces condi-
tions le flux radiatif se propageant dans la phase transparente se simplifie en :

¢U(T) =4e0y, T3 T, (2.14)

ou € est 'émissivité des fibres, o, la constante de Stefan-Boltzmann et T, la
température des marcheurs a l'interface fibre/phase transparente.

Le couplage des deux modes de transfert se fait a l'interface. La probabilité de
réflexion d'un "marcheur radiatif" venant de la phase transparente est égale a
la réflectivité directionnelle-hémisphérique des fibres, soit 1 — e. Le tirage d’un
nombre aléatoire entre 0 et 1 et sa comparaison a la valeur de la réflectivité
directionnelle-hémisphérique décident du devenir du marcheur radiatif : réfléchi
ou transmis. Si le marcheur est transmis, il devient un "marcheur conductif" et
est régi par le processus de mouvement Brownien. La probabilité de transmis-
sion P, d’'un marcheur conductif venant des fibres vers la phase transparente se
calcule en comparant le flux conductif ¢¢ au flux maximal d’émission ¢, .
Vignoles montre que cette probabilité a pour expression :

4eT3<dzw|> _: C R .
Pt:{ k S1¢q >qemax?

1 sig¢ < quam.
ou ks est la conductivité thermique des fibres et < |0x,,| > le libre parcours
moyen des marcheurs. La solution en régime stationnaire est atteinte quand la
valeur du libre parcours moyen < [0x,,| > est stabilisée.

Cette technique est tres intéressante car elle permet d’obtenir trés rapidement
la conductivité thermique totale dans les trois directions principales d’un milieu
fibreux de microstructure connue.

Une autre méthode de Monte Carlo proposée par Grigoriu | ,

|, basée elle aussi sur le mouvement Brownien de marcheurs, a
été développée pour résoudre I'équation de Laplace, ’équation de Poisson et
I’équation de la chaleur. L’auteur part de ’expression du processus statistique
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de Ito-Taylor qui modélise le déplacement d’une particule Brownienne dans un
milieu hétérogéne :

dX(t) = a(X(t)) dt + c(X(t)) dB(t) (2.15)

ou X(t) correspond a la position de la particule a Uinstant ¢, dX(¢) est son
déplacement entre ¢ et (¢ + dt), a(X(¢)) est un vecteur de dérive, c(X(t)) est
une matrice de diffusion qui est diagonale dans la base des vecteurs propres et
B(t) est un vecteur aléatoire de mouvement Brownien.

Considérons I’équation de la chaleur instationnaire sans terme source au sein
d’un milieu hétérogéne.
orT V A(s)
ot p(s) Cp(s)

Als)

VI = 56,0

AT (2.16)

En identifiant chaque terme des deux équations précédentes, on déduit que le

vecteur de dérive a(X(t)) est 'image du terme de vitesse _%(% et que
(s)

la matrice de diffusion ¢(X(t)) est I'image du terme de diffusivité ng(s).
A chaque pas de temps dt, le déplacement dX(t) est constitué d’une partie
aléatoire c(X(t)) dB(t) qui est caractéristique de la diffusion et d’une partie
déterministe a(X(t)) d¢ qui est un terme convectif lié, dans le travail de Grigo-

riu, & ’hétérogénéité des propriétés thermophysiques.

L’équation différentielle statistique modélise bien le probléme du transfert de
chaleur dans un milieu hétérogéne. Le lien entre déplacements des marcheurs
et valeur de la température en un point M et & un instant ¢ donnés sera as-
suré par les conditions aux limites. Dans le cas d’'un milien homogéne ayant
une température initiale T'(x,0) et borné par des conditions de températures
imposées pour ¢t > 0, au sein duquel une puissance P(z) est dissipée, 'auteur
montre que la température en un point M (x) du milieu & Uinstant ¢ se calcule
par 'expression :

T(x,t) = E[Tb(B(T))] (z,1) — ;E[/O P(B(s))ds| (z,1) (2.17)

Comme le milieu est homogene, le vecteur de dérive a(X(t)) est nul. Ainsi, le
déplacement des particules au sein du milieu est caractérisé par le mouvement

Brownien pondéré par la diffusivité thermique p%.
P

Le premier terme E [Tb(B(T))} (x,t) est I'espérance mathématique du nombre

de particules partant du point M (z) et atteignant un bord du domaine de
température Ty aprés s’étre déplacées durant un temps 7 tel que 0 < 7 < ¢. Si
7 > t alors les particules n’atteignent par le bord dans U'intervalle [0, ¢] et T}, est
égale a la température initiale T'(x,0) au point M (x). Ce terme rend compte
du phénomeéne de conduction instationnaire.
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Le deuxiéme terme %E{fg P(B(s)) ds} (z,t) est l'espérance mathématique de
Pénergie accumulée par les particules partant du point M (x) et atteignant un
bord du domaine de température Tj aprés s’étre déplacées durant un temps 7
tel que 0 < 7 < t. Ce terme rend compte du terme de puissance volumique
dans I’équation de la chaleur instationnaire.

Keskin et Grigoriu | | ont appliqué cette méthode
pour déterminer le coefficient de diffusion effectif d’un milieu composite hé-
térogéne et ont montré 'applicabilité de la méthode sur des matériaux réels
connaissant leur morphologie.

L’avantage de cette méthode est qu’elle permet de déterminer la température
en un point quelconque du milieu sans avoir a résoudre tout le champ de tem-
pérature. Plus généralement, [’avantage de ces deux méthodes de Monte Carlo
par rapport a des méthodes classiques d’éléments finis ou de volumes finis est
qu’elles ne nécessitent aucun maillage. Le colit en mémoire en est tres fortement
réduit, la gestion des conditions aux limites est souple, la parallélisation de ces
méthodes est naturelle et est trés avantageuse en termes de réduction du temps
de calcul.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons énuméré les méthodes existantes permettant de
déterminer la conductivité phonique effective et la conductivité totale d’un
matériau. Beaucoup d’études se basent sur des essais expérimentaux effectués
sur différents types de matériaux (mousses, matériaux fibreux, verres, ...) et
dont sont issues des lois empiriques exprimant la conductivité phonique effective
en fonction de la morphologie du matériau, de la fraction volumique de chaque
constituant et de la température du matériau. On peut citer la méthode de
la plaque chaude gardée qui est la référence pour mesurer une conductivité
effective dans une direction donnée.

Pour coupler le transfert radiatif et le transfert conductif, la majorité des au-
teurs utilisent des méthodes basées sur le maillage du matériau d’étude. Dans
certains cas le maillage est trés fin afin de capturer la morphologie complexe
du milieu poreux, dans d’autres cas le maillage est plus grossier et chacune
des mailles est un milieu homogéne gris caractérisé par des propriétés ther-
mophysiques déduites de lois de mélange. Dans le premier cas, les méthodes
s’appliquent & des domaines de petite taille et le temps de calcul est long.
Dans le deuxiéme cas, le calcul est plus rapide au détriment de la précision du
résultat final. Récemment, de nouvelles méthodes statistiques ne nécessitant
aucun maillage ont été développées afin de résoudre les problémes de trans-
fert thermique au sein de matériaux ayant une morphologie complexe. Elles se
basent sur la représentation de ’agitation thermique par le déplacement Brow-
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nien de marcheurs dans la géométrie réelle. Chaque marcheur transporte une
certaine quantité d’énergie et le probléme conductif est régi par les conditions
aux limites. Néanmoins, comme ces méthodes sont récentes, nous n’avons pas
d’estimation sur le temps de calcul du probléme thermique appliqué & un ma-
tériau réel.

Pour tous leurs avantages, ces nouvelles méthodes statistiques seront retenues
et implémentées dans la partie IV pour la résolution du transfert thermique
couplé conduction-rayonnement au sein de notre milieu fibreux d’étude. Le
transfert radiatif sera résolu par une méthode statistique de Monte Carlo dans
la partie IIT et renverra une puissance radiative en chaque point du milieu
d’étude. Le couplage sera assuré en ajoutant a ’énergie transportée par les
marcheurs conductifs ’énergie radiative qu’ils auront rencontrée pendant leur
parcours. Nous comparerons les résultats de température et de flux total issus
de ce modeéle couplé totalement stochastique aux résultats calculés par une
méthode classique.






Deuxiéme partie

(Génération numérique d’un
échantillon de matériau fibreux






Chapitre 3

Génération de la géométrie
d’étude

Introduction

Cette thése porte sur ’étude du transfert thermique au sein de matériaux
constitués de fibres de céramiques (fibres d’oxyde d’aluminium ou d’oxyde de
zirconium) de quelques centaines de micrométres de longueur et de quelques
dizaines de micromeétres de diamétre. La mesure expérimentale de leur conduc-
tivité et de leur diffusivité thermiques se fait sur des échantillons de quelques
millimétres d’épaisseur sous air ambiant ou sous vide. Ces matériaux ont une
densité et une inertie thermique faible. De ce fait, ils sont particuliérement bien
adaptés pour étre utilisés comme barriéres thermiques & haute température. Ils
permettent également, grace a leur trés faible densité, de diminuer considéra-
blement le poids des isolants. Leurs propriétés thermiques dépendent fortement
de 'enchevétrement des fibres et également de la quantité du contact entre les
fibres.

Dans le cadre de cette thése, on se focalisera sur le probléme de la modélisation
du transfert thermique dans un milieu fibreux généré numériquement plutdt
que sur l'étude d’une géomeétrie particuliere réelle. En effet, ceci se traduirait
par le développement d’un module supplémentaire permettant de reconstruire
numériquement le matériau & partir d’images de tomographie. Ici, le milieu sera
fait de fibres représentées par des cylindres finis pouvant s’interpénétrer. Ainsi
la géométrie est parfaitement caractérisée analytiquement, et donc 'interface
séparant les deux phases du matériau (la phase "dans les cylindres" et la phase
"hors des cylindres") est parfaitement connue.

Dans ce chapitre, on s’intéressera a la génération numérique du matériau fi-
breux d’étude. Dans un premier temps, on présentera la procédure utilisée pour
construire un empilement de cylindres ayant une orientation préférentielle. En-
suite, on se posera la question de ’homogénéité statistique du milieu généré;
et pour répondre a cette question, on sera amené & effectuer des calculs de
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résolution du transfert thermique dans un grand nombre de milieux générés et
& moyenner les résultats. Finalement, on présentera des premiers résultats de
caractérisation radiative afin de déterminer une taille suffisante pour 1’échan-
tillon.

3.1 Technique optimisée de génération d’un empile-
ment de cylindres homogéne en porosité

3.1.1 Procédure d’empilement des cylindres

Notre milieu poreux d’étude est un enchevétrement de fibres semi-transparentes
absorbantes mais non diffusantes composées d’un matériau céramique réfrac-
taire (oxyde d’aluminium ou oxyde de zirconium) et plongées dans un gaz
transparent. Le milieu est homogéne en porosité mais du fait de son procédé
de fabrication, les fibres sont orientées de maniére préférentielle dans un plan
perpendiculaire a la direction du transfert, que nous appellerons z. Les fibres
sont représentées par des cylindres pouvant s’'interpénétrer, on appellera d leur
diamétre et L leur longueur. Le centre de la base d’un cylindre C' est tiré aléa-
toirement dans la boite de génération de I’échantillon, le vecteur unitaire de
son axe uc(0c, o) est caractérisé par un tirage aléatoire entre 0° et 360° pour
langle azimutal ®¢ et par un tirage dans une loi normale de moyenne 90° (cor-
respondant au plan normal & Paxe z) et d’écart type o pour I’angle polaire 0¢.
On étudiera le transfert thermique dans la direction z; la boite de génération
de I’échantillon est donc choisie telle que ses cotés dans les deux directions x et
y normales & la direction z soient trés grands (au moins 10 fois plus) que son
c6té dans la direction z.

uc(6c,dc)

FIGURE 3.1 — Génération d’un empilement de cylindres dans l’espace tridimention-
nel. A gauche génération d’un cylindre, a droite génération de plusieurs cylindres qui
peuvent s’interpénétrer.



PARTIE II - GENERATION NUMERIQUE D’UN ECHANTILLON DE MATERIAU FIBREUX 95

Si on se limite & cette procédure, la répartition des cylindres n’est pas homogéne
au sein du milieu. En effet, les cylindres présentant la caractéristique d’avoir
leur base & l'extérieur de la boite de génération et une partie a l'intérieur ne
sont pas pris en considération. Inversement, les cylindres dont la base se trouve
a l'intérieur de la boite de génération et dont une partie se trouve & 'extérieur
sont plus courts que prévu car tronqués. On se retrouve alors avec des cylindres
longs au coeur du milieu et des cylindres courts au voisinage des bords, ce qui
a un impact direct sur la porosité locale et sur les résultats de la simulation
du transfert. Pour pallier ce probléme, on impose des conditions de périodicité
aux bords de telle sorte que si un cylindre intersecte une paroi du milieu il est
coupé et la partie & l'extérieur est réintroduite par le c6té opposé. Finalement,
on obtient un empilement de cylindres dans une boite dont la porosité varie en
fonction du nombre de cylindres générés. Pour calculer le porosité de 1’échan-
tillon et le taux d’interpénétration des cylindres, c’est-a-dire le pourcentage du
volume total de la boite occupé par au moins deux cylindres on utilise une
méthode de Monte Carlo : on tire aléatoirement un grand nombre N; de points
dans la boite de génération et on comptabilise ceux qui appartiennent & la phase
des cylindres, notés N, et qui appartiennent a au moins deux cylindres, notés

Ny.; & la limite des grands nombres la porosité est égale & I = % et le taux

NQC
N,

d’interpénétration est égal & -

A titre d’exemple, on génere un milieu fibreux de taille D, = D, = 200d et
D, = 100d, dont les cylindres de diameétre d ont une longueur L = 100d et
sont orientés de maniére préférentielle dans le plan (xy) avec un écart type
o = 5°. En empilant 36000 cylindres on obtient une porosité de 0.75 et un taux
d’interpénétration de 3.12%, Fig.3.2 et Fig.3.3.

FIGURE 3.2 — Milieu fibreuz généré numériquement de porosité 0.75. A gauche le
miliew en 3D, a droite le plan de coupe B-B.
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FIGURE 3.3 — Milieu fibreuz généré numériquement de porosité 0.75. A gauche le
milieuw en 3D, a droite un agrandissement sur les cylindres voxélisés.

Avec les figures ci-dessus, on comprend la difficulté de résoudre les problémes
physiques de maniére déterministe (via des équations aux dérivées partielles).
Dans ces géométries complexes il est quasiment impossible d’envisager un maillage
sans altérer la morphologie du matériau réel. On peut imaginer un maillage pré-
cis de ce type de géométrie mais cela ferait intervenir un trés grand nombre de
petites mailles. Le cotit en mémoire et le temps de calcul seraient importants.
Les différents travaux faisant intervenir un maillage de milieux fibreux simpli-
fient considérablement la géométrie du matériau. Le volume du milieu consi-
déré doit étre trés inférieur a celui présenté sur les figures 3.2 et 3.3, seulement
quelques dizaines de cylindres peuvent étre traités.

Dans d’autres cas un maillage grossier est construit sans tenir compte de la
morphologie et chacune des mailles est considérée comme étant un milieu semi-
transparent gris pouvant étre anisotrope dont on estime les propriétés ther-
miques a l'aide de lois de mélange.

Pour s’assurer de la validité de la procédure de génération du milieu fibreux, on
trace les fonctions de distribution des angles 0 et ¢ caractérisant les orientations
des cylindres générés et on les compare aux lois attendues. On reprend 1’exemple
du matériau fibreux & 0.75 de porosité (Fig.5.2), les résultats sont présentés sur
la Fig.3.4. L écart relatif maximal est de 5% pour la distribution de I'angle 6 et
de 11% pour la distribution de I'angle ¢, ce qui valide la démarche. Néanmoins,
ces écarts vont augmenter lorque ’on générera des milieux a plus forte porosité.
En effet, le nombre de cylindres va diminuer, et avec lui le nombre de tirages
dans les deux lois statistiques.

Ce probléme de représentativité du domaine de calcul sera résolu par ’hypo-
thése de milieu statistiquement homogéne développée au paragraphe 3.1.3. Les
résultats de transfert obtenus sur une dizaine voire une centaine d’échantillons
fibreux de méme porosité et de mémes distributions des angles d’orientation
seront moyennés. Cela diminuera fortement la variabilité des résultats de trans-
fert liée & la génération statistique des échantillons, et ce pour n’importe quelle
porosité. Cette vérification devra étre effectuée pour chaque milieu généré.
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FIGURE 3.4 — Fonctions de distribution des angles 0 et ¢ caractérisant [’orientation
des cylindres du miliew fibreuz de porosité 0.75. (- -) Distributions souhaitées. (-)
Distributions calculées aprés avoir généré le milieu.

3.1.2 Voxélisation

Dans le but de diminuer le temps de calcul, il est intéressant de subdiviser le
milieu généré en voxels dans lesquels on va sauvegarder les caractéristiques de
chaque cylindre les traversant. Les méthodes de résolution que ’on va aborder
dans les parties suivantes sont statistiques et nécessitent une connaissance des
interfaces et du volume de chaque phase. Les algorithmes de caractérisation
du matériau font appel & ces voxels qui ne chargent en mémoire qu’une petite
partie des cylindres du milieu, ce qui va fortement accélérer les calculs.

Prenons 'exemple de rayons lancés depuis le volume du matériau & l'image
d’une émission de rayonnement. On lance un rayon depuis un point M situé
dans la phase "hors des cylindres" dans une direction u, l'interface sera loca-
lisée par la distance M E ou E est le point le plus proche de M de tous les
points d’intersection du rayon avec les cylindres. Si maintenant le point M se
trouve dans la phase "dans les cylindres" il faut vérifier que le point E n’est
pas localisé dans le volume d’un autre cylindre.

La procédure de recherche de l'interface est décrite comme suit :

1) On identifie le voxel dans lequel se trouve le point M d’ou est issu un
rayon.

2) On charge en mémoire uniquement les cylindres traversant ce voxel.

3) On cherche les intersections E du rayon avec tous les cylindres. Si M est
hors des cylindres, alors le point E retenu est tel que M F est la distance
d’intersection la plus courte. Si M est dans les cylindres, alors le point
FE retenu est tel que M E est la distance d’intersection la plus courte et
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que E appartient & un seul cylindre.

4) Si on ne trouve pas d’intersections du rayon avec les cylindres, alors le
rayon intersecte le bord du voxel en un point B. Dans ce cas, on considére
le voxel voisin passant par B et on charge en mémoire les cylindres le
traversant. Ensuite, on recommence la recherche des intersections en
partant cette fois du point B. On continue cette procédure, illustrée &
la figure 3.5, jusqu’a trouver le point E.

<

.-

1
‘1"

r
"

FIGURE 3.5 — Principe permettant de rechercher les intersections entre les rayons
émis et les cylindres au sein d’un milieu vozélisé.

3.1.3 Hypothése du milieu statistiquement homogéne

On étudie le transfert thermique au sein d’un milieu fibreux statistiquement
homogene en porosité. Pour cela, il faut que la condition : % << 1 soit vé-
rifiée. Dans les parties suivantes, qui traitent de la modélisation du transfert
thermique, le pas de discrétisation est de 'ordre du diamétre des cylindres d.
Dans ce cas, la condition % << 1 doit étre vérifiée sur une épaisseur de d.
Or, si on ne génére qu'un seul milieu fibreux particulier, on peut s’attendre a

ce que le profil de porosité II(z) varie.

Deux techniques permettent d’assurer I’hypothése du milieu statistiquement
homogéne :

[ La premiére est de rendre le milieu infini dans les directions = et y. Dans
ce cas, toutes les orientations possibles des cylindres sont présentes. Plus
généralement, toutes les configurations d’enchevétrement des cylindres
sont représentées et la porosité du milieu sur une épaisseur d suivant la
direction z est rigoureusement égale a la porosité globale du matériau.
En pratique, on choisit la taille de la boite de calcul dans les directions x
et y égale & au moins 100 fois le diamétre des cylindres. Cette technique
est adaptée pour les codes de résolution séquentiels; mais ici, du fait
du grand nombre de cylindres générés dans les directions x et y, cela
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impacte le temps de calcul.

A La deuxiéme technique consiste & conserver une boite de calcul relati-
vement "petite", de taille du méme ordre de grandeur que la taille d’un
cylindre (de l'orde de d). Puis, on génére un grand nombre de domaines
de calcul avec les mémes paramétres d’entrée (porosité, distributions
des angles d’orientation, propriétés thermiques des phases en présence).
Le résultat de caractérisation et de transfert pour le milieu équivalent
statistiquement homogéne sera la moyenne des résultats obtenus sur les
différents domaines générés. Cette technique est adaptée pour les codes
parallélisés ot chaque processus traite un domaine particulier. Quand
tous les processus sont terminés, on moyenne le tout afin d’obtenir le
résultat du milieu équivalent statistiquement homogéne. Ainsi, chaque
processus caractérise un "petit" milieu de maniére indépendante : le cal-
cul est donc rapide.

La modélisation du transfert thermique dans les milieux fibreux statistique-
ment homogeénes traitée dans les parties suivantes repose sur '’hypothése de
lindépendance statistique des phénomeénes (méthode de Monte Carlo, proces-
sus Brownien), il est donc intéressant d’utiliser des codes de résolution paral-
lélisés. Ce sera donc la deuxiéme technique qui sera retenue : on générera un
grand nombre de "petits" milieux fibreux.

Le tableau 3.1 montre I’écart relatif de porosité pour le milieu fibreux de la
figure 3.2 en fonction de la taille du milieu dans les directions x et y et en fonc-
tion du nombre de milieux générés. Tous les milieux considérés ici ont une taille
dans la direction z égale & d. On peut dire que le milieu est statistiquement
homogéne quand % < 1%, le cas D, = D, = 25d en générant 10 milieux
est un bon compromis. Par la suite, pour caractériser et calculer le transfert
sur des matériaux de porosité II = 0.75, on travaillera sur des milieux de taille

supérieure & 25d et les résultats seront moyennés sur au moins 10 milieux.

Nombre Taille d 10d 20d 25d
milieux générés
1 35% | 8.69% | 7.87% | 7.01%
) 12.1% | 5.78% | 3.07% | 2.56%
10 9.8% | 3.06% | 1.65% | 1.05%
100 6.85% | 1.89% | 0.17% | 0.08%

TABLE 3.1 — Ecart relatif de porosité ATH en fonction du nombre de milieux générés

et de leur taille dans les directions x et y.
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3.2 Dimension du milieu fibreux

A ce stade, il est nécessaire de se définir une taille du milieu & caractériser.
Les phases conductrices sont caractérisées par leur conductivité phonique. Pour
résoudre le probléme de conduction le VER (Volume Elémentaire Représentatif)
doit respecter 'hypothése de milieu statistiquement homogéne & ’échelle d’un
cylindre, de Uordre de d, et la représentativité des fonctions de distribution
d’orientation des cylindres. Du fait des justifications précédentes, la taille du
VER doit étre d’au moins 25d.

Concernant la partie radiative, les phases en présence peuvent étre de nature
non Beerienne, et c’est ’algorithme de caractérisation radiative développé par
Tancrez et Taine et repris par Zeghondi, Chahlafi et Zarrouati, présenté a la
section 1.1.2.4, qui sera utilisé. On rappelle que le principe repose sur la si-
mulation du trajet d'un grand nombre de rayons depuis leur émission dans le
volume de chaque phase du milieu jusqu’a leur extinction par absorption ou
par diffusion aux interfaces séparant les phases. Le VER (Volume Elémentaire
Représentatif) radiatif est ainsi défini par deux zones : un cube d’émission au
sein duquel les rayons sont émis, et un parallélépipéde d’extinction incluant le
cube d’émission et au sein duquel les rayons doivent étre éteints (Fig.3.6). Ceci
impose deux contraintes sur la dimension du milieu fibreux :

[ Le milieu a l'intérieur du cube d’émission doit lui aussi étre statistique-
ment homogéne et la distribution d’orientation des cylindres doit étre
représentative.

d La taille du parallélépipéde d’extinction est définie par le critére G, ¢zt >
99% (criteére choisi arbitrairement).

En cumulant les longueurs d’extinction, d’absorption et de diffusion on obtient
les probabilités cumulées d’extinction G, ¢z¢, d’absorption P, et de diffusion
P, s.. Ces fonctions statistiques radiatives caractérisent tout milieu poreux, qu’il
soit Beerien ou non. On approfondira le processus statistique de caractérisation
radiative d’un milieu comportant plusieurs phases pouvant étre de nature Bee-
rienne ou non dans la partie suivante. Une application & nos milieux fibreux y
sera également présentée.

On a vu précédemment que le milieu est homogéne a partir d’une taille dans
les directions x et y de 25 d, ce sera la taille du cube d’émission. Pour connaitre
la taille du parallélépipéde d’extinction, on calcule les fonctions G, ¢y dans
plusieurs directions p = cosf dans les deux phases (on rappelle que 6 est
langle entre la direction u et la direction de transfert z) et on en déduit la
distance pour laquelle la probabilité d’extinction dépasse 99%. Les résultats de
caractérisation radiative sont présentés sur la Fig.3.7.
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Parallélépipede
d'extinction

FIGURE 3.6 — Représentation de la zone d’émission des rayons et de la zone d’ex-
tinction au sein du milieu fibreux.

L’examen de ces deux graphes montre que la longueur pour laquelle 99% des
rayons sont éteints dans la direction z (u = cosf = 1) est de 13 d, et de 19 d dans
les directions = et y (1 = 0). On en déduit la taille optimale du milieu fibreux
de porosité 0.75 pour qu’il soit statistiquement homogéne, que I'orientation des
cylindres soit représentative et aussi qu’il soit suffisamment opaque au rayonne-
ment : D, = Dy, = 63d et D, = 51d. Toute la démarche de dimensionnement
du milieu que nous venons d’exposer doit étre reprise si les parameétres mor-
phologiques du matériau poreux changent (porosité, distribution d’orientation
des cylindres, coefficient d’absorption).
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FIGURE 3.7 — Fonctions de probabilité cumulée d’extinction au sein des deuzx phases
du miliew de porosité 0.75 suivant plusieurs directions y = cosf. A gauche dans la
phase transparente. A droite dans les fibres semi-transparentes non diffusantes avec
Kk, d=0.3.
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Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté le principe de génération d’un milieu
fibreux statistiquement homogeéne. Il repose sur '’empilement de cylindres de
mémes tailles orientés suivant une loi de distribution donnée. Du fait du procédé
de fabrication des feutres destinés & l'isolation thermique, les cylindres sont
orientés de maniére préférentielle dans le plan perpendiculaire & la direction du
transfert z. Il en résulte que ce milieu est fortement anisotrope.

Pour qu’il soit statistiquement homogéne et que l'orientation des cylindres soit
représentative de la distribution souhaitée, une limite inférieure de taille du mi-
lieu dans les directions = et y a été définie. Les calculs de transfert thermique
seront effectués sur plusieurs milieux et les moyennes de ces résultats permet-
tront d’accéder aux propriétés thermiques du milieu fibreux statistiquement
homogeéne.

Enfin, des premiers résultats de caractérisation radiative ont été présentés. L’ex-
tinction d’un rayonnement émis dans les deux phases du milieu fibreux suivant
plusieurs directions a été caractérisée. Pour cela, on se base sur les travaux
de Tancrez, Zeghondi, Chahlafi et Zarrouati : on simule I’émission d’un grand
nombre de rayons dans chacune des phases et on cumule les longueurs d’ex-
tinction pour calculer les fonctions de probabilité cumulée d’extinction Gy eqt.
Ces fonctions caractérisent le phénoméne d’extinction dans les deux phases, de
I'optiquement mince & I'optiquement épais, et permettent de définir la taille du
VER radiatif. Avec les fonctions de probabilité cumulée d’absorption P, , et de
diffusion P, . et avec la fonction de phase p, le rayonnement est caractérisé
et le probléme radiatif peut étre résolu. Ces notions seront reprises et dévelop-
pées dans la partie suivante portant sur la caractérisation, la modélisation et
la résolution du probléme radiatif au sein d’un milieu fibreux comportant une
phase semi-transparente non diffusante et une phase transparente.



Troisiéme partie

Modélisation statistique du
transfert radiatif au sein du
milieu fibreux






Chapitre 4

Comments over homogenisation
scales for interfacial emission
and scattering by a divided
medium : Beerian and non
Beerian behaviours

Résumé

Ce chapitre, écrit en anglais, a été publié sous forme d’article scientifique dans
le journal : International Journal of Heat and Mass Transfer (IJTHMT) |

]

Les méthodes statistiques de caractérisation radiative des milieux poreux sont
généralement basées sur le tir de rayons émis aléatoirement de points appar-
tenant au volume des phases. Or, quand le milieu posséde une ou plusieurs
phases opaque, I’émission et une partie des diffusions sont surfaciques, et on
peut s’attendre a ce que les fonctions de distribution des directions d’émission
et de diffusion soient corrélées a la fonction de distribution des normales aux
surfaces. Aussi, tirer numériquement des rayons issus de points appartenant au
volume est beaucoup plus facile que tirer depuis les surfaces. Dans ce chapitre,
on discute de la validité de la méthode statistique basée sur des tirs en volume
et de ses limitations pour caractériser des milieux Beeriens et non Beeriens.

Dans des milieux a géométrie complexe, la loi de Beer-Lambert qui permet
d’exprimer la transmittivité n’est pas toujours vérifiée. Dans ce cas, le ma-
tériau est caractérisé par des fonctions de probabilité cumulée associées aux
différents phénoménes en jeu (extinction, absorption et diffusion). On montre
que les échantillons fibreux générés numériquement par la méthode du chapitre
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3 comportent une phase fibreuse de nature non Beerienne plongée dans une
phase transparente de nature Beerienne.

De plus, on montre que dans un milieu Beerien il n’y a aucune corrélation sta-
tistique entre la distribution des directions d’incidence des rayons impactant
les interfaces et la distribution des directions de leur émission ou de leur diffu-
sion. Autrement dit, chaque rayon peut étre tiré de maniére indépendante sans
connaissance de son passé : c’est une absence de mémoire. La méthode statis-
tique consistant & tirer des rayons issus de points appartenant au volume des
phases est la méthode la plus rapide et la plus précise pour caractériser un mi-
lieu Beerien. Si on souhaite caractériser un milieu composé d’une phase opaque
et d’'une phase transparente (ou semi-transparente) Beerienne, on conseille de
tirer les rayons aléatoirement depuis le volume de la phase transparente (ou
semi-transparente).

Dans un milieu non Beerien, il y a corrélation statistique entre la distribution
des directions d’incidence des rayons impactant les interfaces et la distribution
des directions de leur émission ou de leur diffusion : c¢’est un effet mémoire.
Chaque diffusion répartit 1’énergie différemment et de ce fait les propriétés
radiatives changent. Dans ce cas, la méthode statistique de caractérisation ra-
diative consistera a suivre le trajet des rayons depuis leur émission (dans un
volume ou depuis une interface) jusqu’a leur absorption (en volume ou & une
interface). Si on souhaite caractériser un milieu composé d’'une phase opaque
et d’une phase transparente (ou semi-transparente) non Beerienne, les rayons
doivent étre nécéssairement tirés depuis les surfaces opaques, et des fonctions
de probabilité cumulée associées a chaque diffusion doivent étre calculées.

On présente des résultats de caractérisation radiative d’un milieu fibreux com-
posé de fibres opaques plongées dans une phase transparente, puis d’un milieu
fibreux composé de fibres semi-transparentes non diffusantes plongées dans une
phase opaque. Plus généralement, les outils de caractérisation qui sont présen-
tés peuvent aussi étre utilisés dans le cas d’un milieu composé de deux phases
semi-transparentes.

Introduction

Statistical techniques of characterisation of the radiative properties of homo-
genised phases of a porous medium based on extinction cumulative distribu-
tion functions Gey, and scattering cumulative probabilities Ps.,, have been
first developed by Tancrez and Taine | | and used in
many recent works, for media with Opaque and Transparent phases |

? 7 7

; ; | (OT case), with Opaque
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and Semi Transparent phases | , |
(OST case), and will be used for media with two Semi Transparent phases or a
Semi Transparent phase and a Transparent one | ,
| (ST2 and STT cases).

A perfectly homogeneous and isotropic medium, an absorbing gas for instance,
follows the extinction Beer’s law : Exponential extinction, characterised by an
extinction coefficient f,. A homogenised phase of porous medium can be : i)
Strongly non Beerian | , )

) |; It is the general case; ii) Approximately

Beerian, as many foams | |; iii) Rigorously Beerian, as
the space between statistically homogeneous configurations of overlapping or
non overlapping spheres | | or cylinders.

In most of the previous works Gezt, is determined by a Statistical Monte Carlo
method, based on representative shots issued from random points belonging
to volume zones, in all directions | | for statistically
isotropic media, or in elementary solid angles | ,

, | for statistically anisotropic media, in some
cases from surface elements of a phase | |, which are not
interfaces between phases. But in the OT case, emission and scattering source
terms belong to opaque interfaces; Interfacial source terms also exist in OST
case. When is it equivalent to shoot rays from random points within the volume
of the real phase or from points of the interfaces ? This question is detailed in
Sec.4.1.3. A physical explanation, based on the homogenisation spatial scales,
is brought in Sec.4.2.

When a Beerian model is valid, a precise determination of Gey¢, and Ps., al-
lows accurate values of the extinction and scattering coefficients 8, and o, to
be obtained | , ,

|, and consequently values of the absorption coefficient &,,. In these condi-
tions, by following the classical approach of radiation transfer, based on Ideal
Thermal Equilibrium (ITE) conditions, the emission source term is expressed
as Ik, n2 I3(T), where II and n, are the volume fraction and the refractive
index of the homogenised phase. When a homogenised phase is strongly non
Beerian, extinction by this phase is exhaustively characterised by Gezt,, and
the scattering source term from Ps., and a general scattering phase function
py. A key question then arises : How to model the emission source term due to
an opaque interface in the OT and OST cases, when an absorption coefficient
has no more physical meaning? Taine et al. | | have propo-
sed to use the generalised absorption coefficient at equilibrium K, in principle
valid for locally optically thick media, and have introduced it in a Generalised
Radiative Transfer Equation (GRTE), also directly based on Gezty, Pscy and
py. This approach has been applied by Chahlafi et al. | ],
but in the particular conditions in which the GRTE degenerates into a classical
Beerian RTE, for locally optically thick media : A radiative conductivity tensor
has been introduced for characterising degraded rod bundles of a nuclear core
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in the conditions of a severe accident.
Finally, the validity and the limitations of previously cited studies are discussed
in Sec.4.3.

4.1 Modeling of radiation issued from interfaces (OT
and OST cases)

This Section first deals with the modeling of radiation issued from an interfacial
emission or scattering source term in the OT and OST cases, more precisely
with the modeling of the associated extinction cumulative distribution function
G5, of the scattering or absorptlon cumulative probability PS5 or P and of
the scattering phase function p° [ ,

) , |. The superscript © means,
here and in the following, that a considered quantity is issued from an interfa-
cial source term. The internal scattering, considered here within a homogenised
phase, corresponds in the real porous medium to interfacial reflection. For the
sake of simplicity, this work is limited to statistically homogeneous but pos-
sibly strongly anisotropic porous media. A case of strongly non homogeneous
medium has been studied in Ref. | |.

In the general case, the reflection law is in principle characterised by a bidi-
rectional reflectivity, but the study will be limited for the sake of simplicity
and realism, to the case of a Fresnel’s law. Emission by opaque interfaces is
characterised by an emissivity equal to the absorptivity a,(u.n), where u is
the emission direction and n(r) the normal unit vector at the emission point
M((r), oriented towards the (semi) transparent medium.

The radiative statistical functions are built within the real porous medium, from
data of tomography samples or from its analytically defined geometry. But,
they will be used in the continuous homogenised phase considered as a semi
transparent medium, in which emission and absorption by interfacial elements
become emission and absorption by volume elements, reflection by interfacial
elements becomes internal scattering by volume elements.

4.1.1 Reflection law (non Beerian homogenised phase)

In OT case, the extinction cumulative distribution function G, (u, s’ — s) cor-

responding to interfacial emission source terms in the direction u writes for a
general interfacial reflection law

i

G

ext

(u s'—s5) = (4.1)

/

fo [0 n(r)] §[s” — sext(r,u’)] dQ(u’) dr ds”

/V/u'. n(r)>0/ Q(u)

Note that here and in the following the superscript / designates any quantity
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associated with interfacial emission. In Equation (4.1), the summations are
carried out : i) Over all directions u’ of an elementary solid angle 6Q2(u), around
the direction u of the fixed frame; ii) Over all the source points M (r) of an
interfacial surface ¥ belonging to a volume V' of the porous medium such that :
u’.n(r) > 0. The weight of any current point M is proportional to ay,[u’.n(r)].
Consequently, instead to be weighted by 1/3, the summation over r is weighted
by the normalised function

_ ay,[u'.n(r)]
fE/V/u’.n(r)>0 ay[u’.n(r)]dr

fo W' n(r)]

(4.2)

ii1) Over all the abscissas s” along an axis of direction u; seqe(r, u’) is the abs-
cissa of the extinction point in the OT case; § is the Dirac distribution.

In OST case, Equation (4.1) is also valid but now the extinction point E can
also belong to the semi transparent phase. Its abscissa se.(r, ', 8,) is then a
point M belonging to the phase volume (s¢,; also depends on the extinction
coefficient 8, of this phase) or to an interface.

Moreover, in OST case, an isotropic emission also occurs within the volume of
the semi transparent phase. As emission is in this case isotropic, all the volume
source points have the same weight. The extinction cumulative distribution
function Gzt (u, s’ — s) associated with isotropic volume emission simply writes

11 s
Gext(u, s —s :/ / / 08" = sext(r, 0, 5,)] dQ(u') drds”,
! ) IV 6Q(uw) Js Juv Jsaw) | 2 )| 90)
(4.3)

where the spatial summation is carried out within all the volume II'V of the
semi transparent phase, of volume fraction II.

But, both for OT and OST cases, if the homogenised phase is non Beerian and if
a general reflection law or a Fresnel’s law is used, the knowledge of the intensity
at a point N does not allow the global radiation scattered at this point to be
determined | ]. Tt is due to a memory effect associated with
every source term which has partially generated this intensity. More precisely,
extinction by scattering of every component of this intensity at the point IV
has to be correlated with its emission or scattering source term at a point M
and with the transmission through the medium from M to NV.

On the other hand, a scattering source term is considered as non correlated
with the original components extinguished by scattering, which have generated
it. This assumption is based on the fact that a scattering source term, at a given
point in a given direction u, jams the extremely different contributions issued
from all the rays extinguished in 47 steradians at the same point. Consequently,
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every set of consecutive internal scattering events can be independently treated.
The first set of scattering events corresponds in the real medium to the first
reflection phenomena, the second set to the second reflection phenomena, etc.
Strongly different extinction cumulative distribution functions are then asso-
ciated with the successive interfacial scattering source terms corresponding to
these sets of scattering events.

The n'" set of interfacial scattering events is characterised at a current inter-
facial point M (r) of the real medium by fssc (n)(u’ ,r), interfacial distribution
function of the scattered directions u’ in the fixed frame, which depends, at local
scale, on the non correlated cumulated incident contributions, of current direc-
tions u ("~ issued from 27 steradians. The determination of this quantity is
developed in appendix B. The extinction cumulative distribution function as-
sociated with this n'? set of interfacial scattering events is similar to Equation
(4.1), i.e.

GEW(u, s —5) = (4.4)

ext
/ / / fsé; ) (u/v I‘) 6[3” - Seact(ra u’, /BV)} dQ(ul) dr ds”
s JXM)/V/u .n(r)>0 J6Q(u)

Note that here and in the following the superscript © designates any quantity
associated with interfacial scattering. In Equation (4.4), the summations are
carried out : 1) Over all directions u’ belonging to 6Q(u) ; ii) Over all the source
points M (r) of the interfacial surface »() | part of the interfaces belonging to
a volume V of the porous medium which is illuminated by at least one of the
(n — 1) sets of scattering events and contributes to scattering in dQ(u’). iii)
Over all the abscissa s” along the axis of direction u’. The abscissa of the
extinction point se.¢(r,u’, 8,) belongs to an opaque interface, or possibly to
the phase volume in the OST case.

A first distribution function of the scattered directions fels(l)(u’,r) and the
corresponding extinction cumulative distribution function G;ft(l) are associa-
ted with interfacial emission as source term in both OT and OST cases. In OST
case, another first distribution function of the scattered directions f. (1)(u’ ,T)
and the corresponding extinction cumulative distribution function Gfxgl)
sociated with isotropic volume emission as source terms. Then, two distribution
functions of the scattered directions fslf (2)(u’, r) and fi@)(u’,r) and the cor-

responding G;ft@) and wa(f) are associated with the second sets of interfacial

are as-

scattering events; etc. In the general case, all the previously cited fSCS ™) (! ,T)
and fi(n) (W,r) and extinction cumulative distribution functions differ. But
they are simply determined by a Monte Carlo method, briefly presented in

appendix B.
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FIGURE 4.1 — Egtinction cumulative distribution functions associated with semi

transparent overlapping cylinders within an opaque phase (OST non Beerian case).
In all cases : Upper left : Gy issued from random volume isotropic emission points ;
5 (1)
ext

left : GESI(E) associated with the second set of internally scattered rays; Lower right :

Upper right : G associated with the first set of internally scattered rays; Lower

G5 associated with the third set of internally scattered rays; k,d = 0.3.

exrt

Some examples of extinction cumulative distribution functions are shown in
Fig.4.1, for a set of overlapping absorbing cylinders of diameter d = 20um,
length L = 100D and absorption optical thickness kd = 0.3, in an opaque
medium (OST case). The centers of the cylinders have random locations, the
unit vectors of their axes uc(0¢c, ¢c) are characterised by random values of ¢¢
and a Gaussian distribution of ¢ centered in the plane normal to the z axis,
with a standard deviation equal to 5°. The medium is statistically homogeneous,
statistically isotropic in any plane perpendicular to the z axis, but strongly
anisotropic in other directions.

In the following, all the extinction cumulative distribution functions are plotted
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vs Bot(s’ — 8), where Sy is the extinction coefficient at the optically thin limit
determined by the derivative of these functions at the origin, ¢.e.

(u,s' —s=0) (4.5)

Note that the values of B, differ for the different extinction cumulative distri-
bution functions.

Consider first Geye (1) associated with isotropic volume emission source terms
and where p is the director cosine of the direction u vs the z axis. Gegt(p)
has been determined from a huge number of shots issued from random volume
emission points within the semi transparent propagation phase in an elemen-
tary solid angle ). The homogenised phase is strongly non Beerian as shown
in upper left Fig.4.1 : Indeed, In(1 — Gy¢) strongly deviates from a straight line
for any p value.

In a second step, Gfxgl)(u) has been determined by using the first set of reflec-
ted rays, issued from the initial rays emitted within the semi transparent phase
volume. An arbitrary reflection law is defined by the Fresnel’s law correspon-
ding to a value n,/n, = 2 of the ratio of the refractive index of the opaque

phase to the one of the propagation phase. As shown in upper right Fig.4.1,
S (1)
G

ext

() strongly differs from Gege(p).

In a third step, Gfﬁ (n) and szf’) (1) have been determined by using the
second and third sets of reflected rays, issued from the first and second sets

of reflected ones, respectively . As shown in the two lower Figs.4.1, Gezt(11),
G2 (1)(M)7 eH (2)(M) and G2 (¥ (w) all strongly differ.

ext ext ext

The corresponding probabilities of absorption Po a(n) (u) and scattering 25 5((;”) (u)

are determined in parallel with the general phase functions v (n)(u, Usc). The
scattering cumulative probability P,,SSE;”)(u, s’ — s) is then equal to :

AR (u) o (u, s'—s) ; and the absorption cumulative probability prm (u,s —s)

ext

to : Py (n)(u) Gfx(gl)(u, s —s).

If we account for the system symmetries the phase function depends in prin-
ciple on p director cosine of the incidence direction, on pg. director cosine of
the internally scattered one and on the azimuth difference ¢5. — ¢. As this last
dependence is of weak interest for radiative transfer, the phase functions have
been averaged over ¢s. — ¢ values. The averaged phase functions associated
with incident rays issued from the isotropic volume emission points and from
the first, second and third sets of scattered rays also strongly differ, as shown

in Fig.4.2.
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FIGURE 4.2 — Averaged phase functions associated with semi transparent overlapping
cylinders within an opaque phase (OST non Beerian case) ; Upper left : p(u, pisc) issued
from random volume isotropic emission points; Upper right :pS(l)(u7usc) associated
with the first set of internally scattered rays ; Lower left : p° () (1, phse) associated with
the second set of internally scattered rays; Lower right : pS®) (1y prsc) associated with
the third set of internally scattered rays; k,d = 0.3.

4.1.2 Diffuse reflection (non Beerian homogenised phase)

Consider now, in OT case, the popular assumption of a diffuse reflection law at
the interfaces, for a general non Beerian homogenised phase. In these conditions,
the scattered local intensity is isotropic as the emitted local intensity. Moreover,
emitted and scattered rays are characterised by the same distribution function
1S which simply is a scalar. Consequently, the modeling of the extinction
cumulative distribution functions is strongly simplified.

The unique extinction cumulative distribution function G.3,(u,s — s) of the
homogenised phase associated with diffuse interfacial elements then writes in
OT case, for both emission and scattering source terms,

/

S /o -
G5, s —s) = = / /Q/WO /E/V o' ey (r, )] dr dQ(u) ds” (4.6)

where s’ — s is in fact the length of the chord between the current inter-
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facial source point M(s) and the current interfacial extinction point E(s').
G.5.(u,s' —s) is interpreted as the cumulative distribution function of the
chords ME of length s' — s; As G.3,(u,s' — s) is then a purely geometrical
quantity, it does not depend on frequency. More commonly, Géft(u, s —s)is
also equal to 1 — 7'5(u, s’ — s), where 7'5(u, s’ — s) is the transmissivity from
s to ¢ in direction u.

Similarly, P,%.(u,s' — s), or P,3(u, s’ — s), is the probability that a radiation
issued from an interfacial emission or scattering source point M (s) is scattered,
or absorbed, by an interface before the distance s’ — s. For the considered dif-

/

fuse reflection law characterised by an absorptivity a,,, P,5.(u, s’ — s) is simply

equal to (1 —a,)G.5.(u,s' —s) and P,5(u,s' — s) to a, G.5,(u, s — s).

From a mathematical point of view, 1 — G.5,(u, s' — s) characterising a diffuse
reflection law, transmissivity from s to s’ in the direction u in the homoge-
nised phase, is proportional to the distribution function F.(u, s’ — s) of the
segments M E, now joining a current phase volume point M (s) to the current
extinction point E(s’) in a given direction u. Fozt(u, s’ — s) is in fact the deri-
vative of Gegt(u, 8" — s), corresponding to the extinction cumulative distribution
function associated with volume isotropic source points. As the transmissivity
1—G.5,(u,s — s) belongs to the range [0,1], G.5,(u,s' — s) is equal to

ext

Fept(u, s’ —s)

'S /
—s)=1-— 4.
Gezt(ua S 5) Fext(ua 0) ( 7)
G5, associated with a diffuse reflection law is finally linked to Geg by
GO (us —s) =1— iGegc,t(u s — s)/iGem(u 0) ). (4.8)
ert\ ™ ds’ LA ds’ ’

Equation (4.8) is valid for any non Beerian homogenised phase in the OT case,
when the opaque phase is characterised by a diffuse reflection law.

In a medium with semi transparent and opaque phases (OST case), extinc-
tion by the real Beerian semi transparent phase is statistically independent of
extinction by the homogenised non Beerian phase associated with interfacial
elements. Consequently, the global transmissivity of the medium simply is the
product of the transmissivities, i.e.

Gepry(u,s' —s) =1 = <exp[—ﬂu(5' —8)[1 = GeZ(u,s' — S)]>, (4.9)

where G5, ,(u,s' — s) is the extinction cumulative distribution function of the
corresponding porous medium with a transparent phase (OT case).
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4.1.3 Beerian homogenised phase (All types of reflection)

Consider first a medium with a transparent and an opaque phase, characterised
by a diffuse reflection law. Tt is now assumed that Gegz(u, s’ — s),the cumula-
tive extinction distribution function associated with random isotropic source
points (for instance emission points) within the transparent phase is Beerian,
i.e. equal to 1 — exp[—S(u)(s’ — s)], where f(u) is an extinction coefficient, a
priori depending on the direction u. From Equation (4.8), Gé;?t(u, s’ —s) is then
also equal to Gezt(u, s’ — s). In these conditions, both for a scattering or an
emission source term in the direction u, the interfacial cumulative distribution
function associated with a diffuse reflection law then simply writes in the OT
case

/

Geft(u, ' —8) = Gert(u,8" — 8) = 1 —exp[—B(u)(s’ — s)]. (4.10)

For a given direction u, the same distribution function of the lengths charac-
terises both the chords between interfacial points and the segments between
volume points and interfacial points. In practice, Gezt(u, s’ — s) is generally
used instead of G5, (u, s’ — s), as for instance in left Fig.4.3, because its deter-
mination is simpler and more accurate.

0 0
—e ;=0 —e ;=0
-1 —a ;=0.25 -1 —a ;=0.25
—a ;,;,=0.5 — B—a ;;,=0.5
— —2 — -2
+ *~—s = Z *~—s =
o =l X p=l
| -3 -
— |
=t )
.5 -4 o 4
_5| =5
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/ 1S (1) /.1
Boy (8= 8) Bor ' (8= 5)

FIGURE 4.3 — Extinction cumulative distribution functions associated with the trans-
parent propagation phase between overlapping opaque cylinders (OT Beerian case);
Left : Goyt issued from random isotropic volume points, equal to G.5,(u,s" — s) as-

sociated with a diffuse reflection law; Right : G;it(l) associated with the first set of
scattered rays following a Fresnel’s law.

The same medium is now assumed characterised by a Fresnel’s reflection law.
The right Figure 4.3 compares, for instance, the extinction cumulative distri-
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bution function Geft(l) associated with the first set of scattered rays following
a Fresnel’s law with the previous result Gez¢(u, s’ —s). Note that the extinction
coeflicients at the optically thin limit associated with the two extinction distri-

)

bution functions B;f M and Bot are exactly equal. As the normalised functions

In[1 — G;ft(l)] and In[1 — Gege(u, s’ — s)] are identical, the same extinction co-
efficient B(u), also equal to ﬁ;ts ™ and Bot, exhaustively characterises the two
whole extinction cumulative distribution functions, which are Beerian.

This property is general, for a Beerian homogenised phase in the OT case,
whatever the reflection law at the interfaces : The extinction cumulative distri-
bution function associated with any set (n) of scattered rays is Beerian and, in
practice, determined from random isotropic volume points within the phase. A
physical explanation of this property is given in Sec.4.2.

1. _ 3.5 1. _ w35
!\)B ~.__ /e . /e
3.0 3.0
0.5
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7
FIGURE 4.4 — Phase functions associated with a transparent propagation phase

between overlapping opaque cylinders (OT Beerian case); Left : p(p, psc) issued from
random volume points ; Right : p () (1, pse) associated with the first set of scattered
rays following a Fresnel’s law.

An important consequence is that, for any Beerian homogenised phase, the
phase functions p;s(l)(u, lse), associated with the previously defined specular
interfacial source terms are then identical to p,(uy, u), associated with isotropic
volume source terms. This is numerically shown in Fig.4.4. The very small
differences between the two phase functions are due to numerical errors.

4.2 Homogenisation scale and Beerian model scale

In the statistical approach, an extinction cumulative distribution function of a
non Beerian homogenised phase, which is statistically homogeneous and possi-
bly strongly anisotropic, is determined from volume or interfacial points issued
from a shooting zone representative of the medium (see for instance Refs. |

, |). The phase is in fact statistically
homogeneous at a spatial scale a priori larger than the typical size A of the
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shooting zone. This zone is generally defined by using a possible system periodi-

city and a perfect specular reflection at its boundaries | |, or
by checking the reproducibility with results of other shooting zones |
|, or simply by numerical building | |

in the case of a medium model. An extinction zone, which is generally larger
than the shooting zone, has a size D, chosen in such a way that practically all
rays are extinguished in any direction within the extinction zone. The material
structure is strongly non homogeneous at a scale a priori smaller than D, for a
given direction u.

From the study of the previous Section, it appears that for a non Beerian homo-
genised phase, the extinction cumulative distribution functions G5, (u, s’ — s)
associated with emission and interfacial scattering strongly depend on two types
of distribution functions : i) On the distribution function of u.n, associated with
the emission law at the interfaces; ii) On the distribution function of the scat-
tered directions at these source points, which itself depends on the extinction
within a possible semi transparent medium or on previous scattering events.
Extinction phenomena within an interval [, s’ +ds’] due to emission and scat-
tering source terms within [s, s 4+ ds], are then strongly correlated with the two
previous distribution functions and with the specific scattering and absorption
events between s and s’ associated with the strong non homogeneity of the me-
dium at a scale smaller than D. A previously cited consequence of any type of
these correlations is that the global intensity at the point s’ does not bring a
sufficient information for determining the global extinction within [¢/, s’ + ds'].
This is due to the fact that the transmissivity between s and s’ is strongly
correlated with extinction within [¢/, s’ + ds’] but also with a previous type of
distribution function. The successive extinction distribution functions associa-
ted with interfacial sources Geft(n)(u, s’ —s) introduced in Sec.4.1.3 account for
all these types of correlations.

For a non Beerian homogenised phase, Gezt(u, s’ — s) is associated with an
isotropic volume source term, typically by emission : There is then only one
correlation between transmission from the source point s to s’ and extinction
in the range [¢', s’ + ds']. Similarly, when G5, (u, s’ — s), associated with inter-
facial emission or scattering, also corresponds to a local diffuse reflection law,
the same unique previous correlation also occurs. In these particular cases, the
extinction cumulative distribution functions Gezs(u, s’ — s) and G5, (u, s’ — s)
obviously differ but are rigorously linked by Equation (4.8).

If the homogenisation scale of a non Beerian extinction cumulative distribution
function is D, larger than A, the homogenisation scale of a Beerian medium
is arbitrarily small compared to D. Indeed any element [s”,s” 4+ ds”] of the
interval [s, '] has exactly the same statistical universal properties as any other
element, [s, s + ds| or [s' + ds'] for instance. More precisely the transmissivity
from s to ', 1 — Gege(u, s’ — s) is non correlated with the source term in the
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range [s, s+ds| and with the extinction term in [s', ' +ds’]. In these conditions
of non correlation in s, the variation d,,(u, s’) of the intensity I,,(u, s’) between
s and s’ 4+ ds’ is proportional to I, (u,s’), which is typical of an exponential
Beerian function, characterised by an extinction coefficient S(u).
The remarkable non correlation property between a source term within [s, s+ds]
and the transmission between s and s’ explains that the transmissivity and
consequently G.5,(u,s' — s) are independent of the distribution function of
u.n, for an emission source, and of the distribution function of the scattered
directions, for a scattering source. G.3,(u, s’ — s) is then equal to Geg(u, s’ —s).
If the validity conditions of the radiative Fourier’s law |[

| are fulfilled, i.e. when the medium is quasi isothermal at the scale of D,
a radiative transfer only occurs at a spatial scale larger than D. The discretised
elements [s”,s” + ds”] of the previous analysis have now sizes larger than D
and are non correlated. In these conditions, the homogenised phase is Beerian
at this large scale and all the previous results are valid.

4.3 Validity and limitations of previous studies

In the works of Tancrez and Taine | |, Bellet et al.
| |, Chalhafi et al. | |, for OT or OST
cases, and Zeghondy et al. | | for a STT case, statis-

tically homogeneous media have been characterised by extinction cumulative
distribution functions Gy and phase functions p issued from random points of
the volume of the propagation phase, instead of random interfacial points, in
principle required for determining Gelft and p'®. On the other hand, remember
that the direct determination of Gz is easier and more accurate than the one
of G5, When Gy and G5, are equal, it is then more pertinent to determine
Gyt Moreover, emission is based on an absorption coefficient in all these works.
In the first paper | |, models of statistically homoge-
neous and isotropic porous media with an opaque phase and a transparent one
have been developed : Sets of Dispersed Overlapping Opaque Spheres within a
transparent medium (DOOS) and sets of Dispersed Overlapping Transparent
Spheres within an opaque medium. As models for a non Beerian homogenised
phase did not exist at that time, the aim was first to check the validity of
the Beerian assumption and only in this case to characterise the medium by
Beerian effective properties by the RDFI method | ,

| : Extinction, scattering and absorption coefficients. In
the case of DOOS, the homogenised phase is rigorously Beerian : Emission is
then exactly characterised by an absorption coefficient and it is rigorous to use
Gzt instead of G5, for both a diffuse and a Fresnel's reflection law at local

scale, as discussed in Sec.4.1.3. DOTS are approximately Beerian for a porosity
of the transparent phase larger than typically 0.6 and the same conclusions
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can be drawn, as a good approximation. But, for a porosity smaller than the
criterion, the homogenised phase is non Beerian : The cumulative distribution
function Gzt determined in these conditions is not valid. G5, p"S should then
be used in the general case.
Bellet et al. | | have assumed that the transparent homoge-
nised phase between regular configurations of opaque diffuse parallel rods is
Beerian and determined G¢,¢ and p and characterised emission with an absorp-
tion coefficient : It is consistent. Nevertheless, Chalhafi et al. |

| have shown by a more precise approach that this phase is strongly non
Beerian. As this last model is only applied in the conditions of validity of the ra-
diative Fourier’s law | , |, the GRTE
degenerates into a classical Beerian radiative transfer equation : The use of
Gzt instead of G5, and of a generalised absorption coefficient at equilibrium
for modeling interfacial emission is then pertinent.
In the case of the work of Zeghondy et al. | | applied
to a real mullite foam, of STT type, the globally homogenised medium is also
Beerian with a excellent approximation : It justifies the use of G¢: and p for
the characterisation of internal and external scattering.
In conclusion, the models developed in these four previous studies are consistent,
even if the approximations in use have not always been justified by their au-
thors.
Zarrouati et al. [ | have for the first time solved the ra-
diative problem in a statistically non homogeneous and anisotropic porous me-
dium, strongly non Beerian of OT type. In this approach, absorption is cha-
racterised by impacts over interfacial elements. Consequently it is also the case
for modeling emission. A non Beerian homogenised phase of OT type has been
characterised in the statistical model of Taine et al. | | by
a Generalised Radiative Transfer Equation (GRTE) expressed in differential
formulation. But, for OT and OST cases, emission cannot be characterised by
a generalised absorption coefficient in the general case : The GRTE has then
to be expressed in the integral formulation. Nevertheless, for STT and ST2
cases, a differential formulation of the GRTEs is valid, as there is no interfacial
emission.

Conclusion

When the homogenised propagation phase of a porous medium with real (semi)
transparent and opaque phases type is Beerian, quasi Beerian, or non Beerian
but verifying the validity conditions of the radiative Fourier’s law, the simplest
and most accurate approach is based on the use of an extinction cumulative
distribution function Gez¢, scattering and absorption cumulative probabilities
P,. and P,, and a general phase function p, associated with volume isotropic
source points, as in Refs | , )
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) |. On the contrary, a non Beerian

homogenised phase considered in the general case has to be modeled by an
S (n)

extinction cumulative distribution function G

, scattering and absorption
cumulative probabilities PS‘S; ™) and P(;g (n), and a general phase function pf (n)
associated with successive interfacial scattering, dedicated to a medium with
semi transparen; (agld transparent phases. In the case of a diffuse reflection law

n

at local scale G,

is simply proportional to the derivative of Gey.



Chapitre 5

Statistical radiative modeling of
a porous medium with semi
transparent and transparent
phases : Application to a felt of
overlapping fibres

Résumé

Ce chapitre, écrit en anglais, a été publié sous forme d’article scientifique dans
le journal : International Journal of Heat and Mass Transfer (IJTHMT) |

!

On y présente le modéle statistique, développé dans le cadre de cette thése, de
caractérisation radiative d’un milieu poreux anisotrope comportant une phase
semi-transparente non diffusante non Beerienne a et une phase transparente
Beerienne b. La phase non Beerienne a est caractérisée par des fonctions de
probabilité cumulée et des fonctions de phase associées a chaque type de dif-
fusion au sein de la phase : la fonction de distribution cumulée d’extinction
Gy eata, la fonction de probabilité cumulée d’absorption P, .., la fonction de
probabilité cumulée de diffusion interne (réflexion) P, scqq et la fonction de
probabilité cumulée de diffusion externe (transmission) P, s.qp; et les fonctions
de phase de diffusion interne p, ., et de diffusion externe p, 4. Ces fonctions
sont associées & 1’émission isotrope des rayons dans le volume de la phase semi-
transparente, et aux diffusions multiples par réflexion et par transmission aux
interfaces a/b. La phase Beerienne b est caractérisée par les coefficients radiatifs
scalaires d’extinction 3,5, de diffusion interne o, 4 et de diffusion externe o,
et par les fonctions de phase de diffusion interne p,p, et de diffusion externe
Duba- On rappelle que dans un milieu Beerien, chaque diffusion peut étre traitée
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de maniére indépendante.

Ensuite, on présente le modéle statistique permettant de résoudre le probléme
du transfert radiatif au sein de ces milieux poreux. Une RTE est couplée & une
GRTE par les termes sources associés aux diffusions externes. On montre que
le modeéle de Fourier radiatif, basé sur la notion de conductivité radiative, n’est
pas valide dans le cas ou le milieu poreux posséde une phase non Beerienne.

Ces modéles sont appliqués & 1’échantillon fibreux généré numériquement par
la méthode décrite au chapitre 3. Cet échantillon est composé de fibres semi-
transparentes non diffusantes plongées dans une phase transparente, et est placé
entre deux parois noires & températures imposées. On montre que les fibres sont
une phase non Beerienne et que la phase transparente est Beerienne. Le pro-
bléme du transfert radiatif est résolu au moyen d’'une méthode de Monte Carlo,
et le champ de puissance radiative calculé est comparé & celui obtenu en fai-
sant I’hypothése de milieu optiquement épais. Puis on présente des résultats de
champs de température : un champ de température quand deux températures
sont imposées aux extrémités, et un champ de température quand un flux et une
température sont imposés. Finalement, une étude paramétrique de sensibilité
du flux radiatif est réalisée en faisant varier la porosité du matériau, le rapport
d’indices optiques et le coefficient d’absorption des fibres. On conclut sur 'ef-
ficacité d’isolation d’un tel échantillon fibreux en considérant le rayonnement
seul.

Introduction

An accurate modeling of radiative transfer is required in applications involving
heat transfer in a porous medium at high temperature. The radiative properties
of the different phases have to be characterised separately in order to be able
to account for coupling with other heat transfer modes, generally conduction
in a solid phase and conduction or convection in a fluid phase. As radiative
transfer cannot be in practice determined at local scale, effective properties of
every phase have to be determined.
The methods of parameter identification with many variants based on experi-
ments or numerical transfer simulation (see a detailed review in Ref. |

)] are the most popular methods of characterisation of these
radiative effective properties. If they are relevant for media characterised by
an exponential extinction law (Beerian media), their limitations for non Bee-
rian media have been discussed elsewhere | |. Moreover,
these methods do not easily allow every phase to be separately characterised.
In the general case, the radiative effective properties of a phase of a porous
medium, which is often statistically non homogeneous and anisotropic, are non
Beerian. The conditions of validity of the Beer’s law for characterising these
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radiative effective properties have been discussed in a recent paper |

|- The law is, in particular, valid if one of the following conditions
is fulfilled :
i) When the phase is statistically homogeneous at all the spatial scales consi-
dered in the application; It can be non homogeneous at scales such that the
medium is optically thin;
ii) When the interfaces of the porous medium present some special symmetries :
For instance outside of overlapping spheres or cylinders;;
iii) At spatial scales larger than §, length such that the medium is optically
thick. In this popular case, extinction, scattering and absorption coefficients
can be defined and a radiative conductivity tensor can be introduced (radiative
Fourier’s law).

A radiative model which can be applied to non Beerian media has been ini-
tiated by Consalvi et al. | | and developed by Lipinski
et al. | |. This approach is similar to the volume averaging
method of Whitaker and Quintard |
|, for obtaining effective properties of a porous medium
in the case of small perturbations of the field within a representative volume
element.
The development of X and v tomography techniques has led in the last decades
to an accurate knowledge of the morphology of porous media. On the other
hand the morphology of material models, sets of overlapping or non overlap-
ping spheres or cylinders for instance, is exactly known. In these conditions,
the increasing power of the statistical Monte Carlo methods has allowed the
radiative properties of a non Beerian homogenised phase to be exhaustively
characterised by radiative statistical functions instead of extinction, absorption
and scattering coefficients, valid for a Beerian medium. The principles of the
method have been defined by Tancrez and Taine | |,
for models of foams. A non Beerian homogenised phase is characterised by an
extinction cumulative distribution function, a scattering (or absorption) cumu-
lative probability and a general scattering phase function a priori depending on
both the incidence and scattering directions. In this first work and in following
ones, for instance in Refs. | , ,

7

? 7 7

, |, the Beerian assumption has been validated for
statistically isotropic and homogeneous media.
An original transfer model for a non Beerian homogenised phase, directly based
on a Generalised Radiative Transfer Equation (GRTE) involving the radiative
statistical functions, has then been developed | | for a me-
dium with an opaque and a transparent phase, both in the general case and
when a radiative Fourier’s law is valid. The physical bases of the GRTE have
been improved in a recent paper | |- This model has been
applied, under the Fourier’s assumption, to ordered sets of intact or degraded
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diffuse opaque parallel cylinders within a transparent or a semi transparent
medium | |. This porous medium, modeling a nuclear core,
is strongly anisotropic but homogeneous at large scale. In a recent work |

|, the GRTE has been applied to a statistically strongly non
homogeneous porous medium : A set of non overlapping diffuse opaque spheres
at the vicinity of a wall within a transparent medium.
A key feature of a non Beerian phase is that the knowledge of the incident
intensity field at a given point M is not sufficient for allowing extinction by
absorption, external scattering or internal scattering at this point M to be
determined | , | : The history of all ra-
diations issued from all source points which contribute to the intensity field at
M has to be accounted for (memory effect). This phenomenon makes the model
much more complex, in particular within a medium with transparent and semi
transparent phases characterised by general (non diffuse) interfacial reflection
and transmission laws : It is then necessary to account for all the previous paths
involving different sets of effective internal and external scattering, associated
with interfacial reflection and transmission phenomena | |.
On the contrary, under the particular assumption of an interfacial diffuse re-
flection or transmission law, the knowledge of the local intensity is sufficient for
characterising internal or external scattering, as the directional contributions
to these phenomena are uniformly jammed | |.

Fibrous media like felts are commonly used as insulating materials at high
temperatures and can be encountered in applications such as nuclear reactors,
combustion chambers, coatings for aeronautics and aerospace, etc. Radiative
transfer in fibrous media has often been studied for opaque fibres immersed
in a transparent phase. After a global homogenisation, this type of medium
has generally been globally represented by a Beerian semi transparent medium.
Radiative transfer is then often solved by a finite volume method (FVM) or a
discrete ordinates method (DOM) | , ,

) , |. Kamdem and Baillis
[ | have replaced an anisotropic fibrous me-
dium by an equivalent homogeneous isotropic medium and solved the radiation
problem by classical techniques.
A common difficulty is the determination of the phase function of an anisotropic
fibrous medium. Most studies have used a Henyey-Greenstein phase function,
simply depending on the scattering angle and characterised by the asymme-

try factor. Kamdem and Baillis | | also have
proposed a generalised Henyey-Greenstein phase function for an anisotropic
medium by using a directional asymmetry factor. Lee | | has propo-

sed a general expression of the phase function for an oriented infinite cylinder
and generalized the expression for fibrous media, but in this approach the inter-
action between fibres are neglected. Boulet and al. | | have
shown that these methods do not satisfy the energy conservation with anisotro-
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pic scattering. They have proposed a renormalisation of the phase function, but
this renormalisation modifies its general shape and consequently the solution
of the radiative transfer problem. Mishchenko et al. | |
multiply the Gaussian weights of the DOM by correction factors which affect
the forward-scattering and ensure energy conservation, but this technique mo-
difies the asymmetry factor for any direction. Hunter et al. |

| improve the previous technique by normalizing the backward-scattering
term and the forward-scattering term of the phase function separately for spe-
cular and diffuse reflection and transmission laws. They conserve both scattered
energy and asymmetry factor.

Section 5.1 deals with the radiation model for an assumed non Beerian po-
rous medium with a semi transparent absorbing phase and a transparent one,
characterised by general interfacial reflection-transmission laws : This model
is for instance required in the case of Fresnel’s interfacial laws. The medium
is statistically anisotropic, but homogeneous at large scale. It corresponds, for
instance, to another common type of felts.

An originality of the work is to apply the statistical approach earlier evoked
for exhaustively characterising the extinction cumulative distribution functions
and the scattering (or absorption) cumulative probabilities. A particular atten-
tion is also brought to the direct ab initio determination of all phase functions
associated with all the sets of successive internal and external scattering events
previously mentioned. This model is only based on the knowledge of the mor-
phological properties of the medium, the refractive indices of the two phases
and the absorption coefficient of the semi transparent phase. In the general case,
the radiative transfer is based on two coupled Generalised Radiative Transfer
Equations (GRTEs). The validity conditions of radiative Fourier’s laws and ra-
diative conductivity tensors, which require strong conditions, are discussed.
The radiative properties of a felt of semi transparent finite overlapping cylin-
drical fibres within a transparent medium are characterised by the previous
method in Sec.5.2. Some applications to radiative transfer are developed in
Sec.5.3.

5.1 Radiation models

5.1.1 Statistical model of radiative properties

The study deals with statistically homogeneous but strongly anisotropic media
with an absorbing but non scattering phase a of volume fraction Il,, absorption
coefficient k., and refractive index n,, and a transparent phase b of volume
fraction Il and refractive index n, . All these thermophysical quantities are
assumed uniform. Interfacial reflection and transmission at local scales are cha-
racterised by bidirectional reflectivity and transmissivity, given for instance by
the Fresnel’s laws for optically smooth interfaces.
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The considered spatial scales are assumed to be larger than the typical radiation
wavelengths : Consequently, diffraction effects are neglected and the radiation
propagation is considered along straight lines within a phase.
By generalising the approach of Refs. | ,
7 Y Y

, , \ |, the
radiative properties of a priori non Beerian homogenised phases are accurately
characterised by radiative statistical functions, defined along any propagation
axis of direction u(f, ¢) and coordinate s : Extinction cumulative distribution
function Gegztp, absorption or scattering cumulative probabilities, P,, or Ps.,
respectively, and general phase functions p,(uj,u) a priori depending on both
incidence and scattering unit vectors u; and u, respectively. Note that reflec-
tion within a real phase ¢ (a or b) becomes internal scattering, characterised by
Pscyvee and py e in the corresponding homogenised phase, and that transmis-
sion from a real phase ¢ to another real phase d becomes external scattering
characterised by Pscpcq and p, oq after homogenisation.
The radiative statistical functions are determined in the real medium by a statis-
tical Monte Carlo method. A huge number of shots from emission and scattering
source points is used for modeling extinction by absorption and scattering and
modeling scattering source terms. This approach is summarised in Sec.5.1.1.4.
The determined statistical functions are then used in the homogenised phases.
Any homogenised phase is present at any point of the medium, more precisely
it is characterised at this point by a presence probability, which is equal to its
volume fraction II | |. For instance, emission by the absorbing
phase a occurs at any point M and is characterised by II, ki, qn2, I2[Ta(r)],
where II, accounts for the presence probability of a.
In a non Beerian homogenised phase, the radiation intensity can be determined
at any point M(r) in a given direction uj, but it does not allow its variation
between two close points M (r) and M'(r + dr) to be determined |

, |. It is a memory effect of the structure of this
medium which is non homogeneous at small scale. Radiation transfer is then
directly based on the previous radiative statistical functions.
Within the popular assumption diffuse reflection and transmission laws at the
interfaces, the only knowledge of the global intensity field at any point M of
the homogenised phase is sufficient for determining the scattered intensity field
at M, by using the corresponding phase function. This phase function is then
simply determined in the real medium by summing all the contributions as-
sociated with the local reflection and transmission laws. But, in the present
case, difficulties of modeling are due to the non diffuse interfacial reflection and
transmission laws. In these conditions, as developed in the following, the phase
function cannot be determined as simply as previously. In fact, different phase
functions are associated with the successive sets of scattering events, correspon-
ding to reflection and transmission phenomena within the real medium. The
knowledge of the spatial distribution function of the incidence directions at any
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point of the real medium is then necessary for any set of scattering events.

In parallel, the knowledge of the spatial distribution function of scattered di-
rections corresponding to a type of scattering events at any point of the real
medium, is also necessary for determining the different extinction cumulative
distribution functions and consequently scattering cumulative probabilities also
associated with these events as source terms.

The different types of extinction cumulative distribution functions, scattering
and absorption cumulative probabilities and finally phase functions are defined
and expressed in this Section.

5.1.1.1 Extinction

The extinction cumulative distribution function Gegtpo(u, s’ — s) associated
with isotropic volume emission by a is, in the homogenised phase, the probabi-
lity that a radiation emitted in the direction u at the point M (r), of abscissa s
along the axis of direction u, is absorbed before a point M’(x’), of abscissa s/,
within the phase a or internally or externally scattered at an interface with
the transparent phase between s and s'. Geztrqo(u, s’ — s) is also equal to
1 —1,4(u, s — s), where 7,, is the transmissivity from s to s’ in the direc-
tion u.

As extinction by absorption within the real Beerian medium a and extinc-
tion by interfacial scattering are statistically independent, the transmissivity
Tva(u, s — s) is the product of the partial transmissivities associated with these
two phenomena and Gegtpo(u, s’ — s) also writes

Geztva(u, s —s) = 1 — exp| — kpa(s’' —8)][I — P, (u,s —s)] (5.1

where P!, , is the scattering cumulative probability associated with an assumed

transparent phase a. As extinction by scattering is independent of the radiation
frequency, P!, . simply is a geometrical quantity. Note that P! can also be

Sc a sca
considered as the extinction cumulative distribution function G? of the assu-

exta

med transparent phase a. Finally, P!,  is the cumulative distribution function

of the lengths s’ — s in the direction u between any volume point M(s) of a
and the corresponding interfacial impact point E(sg) which writes

Pl (u,5'—s) = Hiv ml(u) /0 o /H . /5 Q(u)(5<v—[so(u',r)—s(u’,r)]> A0(u') dr do
(5.2)

where the summations are carried out, within the assumed real transparent
phase a, over all directions u’ of an elementary solid angle 6Q(u) around the
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direction u, over all points M (r) of the volume 1,V of the phase a and over the
distance v = s” — s between P(r”), current point of the axis u’ and M (r), the
source point over this axis; s(u’,r), and so(u’, r) are the abscissas of the source
and extinction points M and F, respectively; § is the Dirac distribution.

A A

a

FIGURE 5.1 — First successive sets of internal and external scattering events.
Different extinction cumulative distribution functions of the type GSIS‘/TL)
terising the phases a and b are also associated with the source terms constituted
by the successive sets of internal and external scattering events (see Fig.5.1);
The superscript © means that these quantities are related to interfacial sources.
The interfacial source points of the n* set of scattering events belong to the
part X" of the interface area ¥ which has been illuminated by the rays of the
previous (n — l)th set of scattering events. More precisely, these source points
N(ry) of the surface (™ are characterised in the real medium by the spatial

charac-

distribution function f{? () (rn). A specific extinction cumulative distribution
function Gfx??,) is then associated with this n'* set of scattering source terms
in the direction u within a homogenised phase.

The distribution function f{? () (rp,) depends on all the history of the n — 1
previous sets of scattering events, i.e. on the successive phenomena of internal
and external scattering and partial absorption of a radiation initially emitted
within the phase a. It is determined with a Monte Carlo statistical approach,
the principles of which are defined in Sec.5.1.1.4.

A given spatial distribution function of the scattered direction u and the cor-
responding extinction cumulative distribution function are noted ff a(g})lde(r)

and G@S:any) wcHde: The symbolic notation acHde defines the history of this set,
which is always issued from isotropic emission within the phase a : i) ¢ desi-
gnates the propagation medium of the first set of scattering events : a in case
of internal scattering within a, b in case of external scattering from a to b;
ii) The condensed symbol H represents successive sets of internal and external
scattering events; iii) d specifies the phase which is source of the considered

nt" set of scattering events ; iV) e defines the propagation phase of this set. For



PARTIE III - MODELISATION STATISTIQUE DU TRANSFERT RADIATIF AU SEIN DU ]9
MILIEU FIBREUX

instance, aabbaa corresponds to volume emission within a, followed by internal
scattering within a, external scattering towards b, internal scattering within
b, external scattering towards a, internal scattering within a where the ray is

finally extinguished by volume absorption or interfacial scattering.
S (n)

In these conditions, G, ..1de

is given by an expression similar to Equation

(5.1) vs Pst CSV(;?H Je» total scattering cumulative probability in an assumed trans-

parent phase, which writes

1 s'—s
PtS (n) (u, s — 5) = / / / fS/ (n) (ry)
se v acHde 682 (u) Jo ) /6V fune(rn) >0 Jo0e () “CH

X 5<v — [so(u’, ) — s(u’, rn)}>dQe(u')drndv (5.3)

where the summations are carried out : i) Over the directions u’ of an elemen-
tary solid angle d€2.(u) of the final medium e; ii) Over all the points M (r,,) of
abscissa s(u’,r,,) of £ such that u.n.(r,) > 0, where n, is the unit vector
normal to (™ oriented towards the phase e iii) Over the distance v = 8" — s
between the source point M (s) and the current point P of the axis u’; so(u,r,)
is the abscissa of a current extinction point E.

If a homogenised phase is Beerian, the previous model is drastically simplified
[ |. Indeed, in this case the knowledge of the incidence
intensity field at a point allows the scattered intensity field at the same point
to be directly determined. Whatever the interfacial reflection and transmission
laws, a unique extinction cumulative distribution function Geztyc(u,s’ — s)
characterises this phase. It is practically determined by equations identical to
Equations (5.1) and (5.2), 4.e. by using isotropic volume source points as shown
by Dauvois et al. | |

5.1.1.2 Scattering and absorption

The absorption, internal scattering and external scattering cumulative proba-
bilities P,y q(u, s’ — ), Pscpaa(u, s’ — s) and Pspqp(u, s — s) associated with
isotropic volume emission by a are respectively, in the homogenised phase, the
probabilities that a radiation emitted in the direction u, at the point M(s) is
absorbed within the phase a, internally scattered or externally scattered at an

interface with the transparent phase, between s and s’. These quantities are
linked by

Ge:ptlza:Paua+Pscyaa+Pscuab (54)

The previous quantities do not account for scattering or absorption of radiation
belonging to the successive sets of scattering events.

The extinction cumulative distribution function Gfxﬁ) wcHde dssociated with the
n set of successive scattering events in the direction u within a homogenised

phase similarly is the sum of the corresponding internal and external scattering
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S (n)

cumulative probabilities P " ) (u,s' —s) and P, . .(u,s" —s) and

scvacHdee
possibly absorption cumulative probabilities pe

et de(Wy 8 — ), i.e.

S (n)

extvacHda

(u7 S/—S) - Pscz(/T(LI)LHdaa(u ) + P, cSZ)CHdab( s _S) + P, l/(zzc)Hda(
(5.5)

S (n) _ ptS(n) / t.S (n)
GemtacHdb(u s _8) PscacHdb(u7 s —8) - PscuacHdba

(5.6)

The previous scattering and absorption cumulative probabilities are determined
in parallel with Gexg V)acHde(u, s’ — s) in the statistical approach of Sec.5.1.1.4.
They represent the probabilities that a radiation issued from the n!” scattering
source term in the direction u, at the point M(s) of the homogenised phase
e, is internally or externally scattered at an interface with the other phase, or

absorbed within the phase a, between s and s'.

5.1.1.3 Phase functions

A specific phase function is associated in this Section with any type of previously
defined scattering cumulative probability.

For a Beerian homogenised phase, the knowledge of the intensity at a point
M allows the scattered intensity at the same point to be determined from the
corresponding phase function. Indeed, such a phase is homogeneous at all the
considered spatial scales and the intensity brings a complete information for
determining the evolution of the radiation from M to an arbitrary close point

M| ) |.
The expression of the phase function associated with internal scattering within a
Beerian homogenised phase has been given in Ref. | |

for instance. The phase function associated with external scattering from a,
assumed Beerian homogenised phase, to b writes

Ao,

Prap(Ur,0)—— = (5.7)

47
fHaV/u1.na§0 7 pur,ung(r,un)] [—upng(r,up)]dr d€,

(u S _8> + Pscy(ac)lfdbb(u S

" Jit fusna <o Tap[ a0, 00)] [—upng (v, w)] dr dQj

where 7)), [u1,u,n,(r, u;)] is the bidirectional transmissivity, u; and u the in-
cidence and scattering unit vectors and n, the local normal unit vector oriented
towards a at a current interfacial point of the real medium.

On the contrary, for a non Beerian homogenised phase a with non diffuse inter-

faces, the knowledge of the intensity at a point is not sufficient for determining

/
S —

5)

—s)
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the scattered intensity at this point. The "memory effect" within a non Bee-
rian homogenised phase has to be accounted for : The scattered intensity at a
point M depends on the spatial distribution of the initial source points and on
possible absorption between the source points and M.

Two phase functions are associated with the extinction by scattering of the rays
of the n”* set of scattering events and correspond to the scattering cumulative
probabilities P

S .
el dee (W, 8’ — ) and PSCI(,T;)CHdEd(u, s’ — s) previously defined :
They are noted pf G(ZZI dee(u1, 1) and pf Q(Z){ deq(1, 1). These phase functions not
only depend on the reflection-transmision laws at the impact points M, but
S (n—1)

also on f (rn,—1), the spatial distribution function of the initial source

i uq
points M,,_1(ry,—1). These points belong to the part »(=1) of the interface
area within the considered porous medium volume V' which is illuminated by
the (n — 2)! scattering events and are the origins of the different components
of the radiation incident over the surface X(™ in the direction u;. The function
fl.Su(fL_l)(rn_l) is determined along an optically thick distance §(u;) along any
considered direction uj.

The two first phase functions pfa(g)(ul, u) and pfa(l? ) (ug,u) are associated with
Pscyaa(ur) and Ps.p qp(uy) respectively which correspond to isotropic emission
volume source points rp, or the zero” set of rays, within the non Beerian phase
a (see Fig.5.1). The corresponding spatial distribution function of the initial
source points associated with the incidence direction u; is noted fisu(lo) (ro). Its
determination requires a supplementary assumption : The phase a is isothermal
along any optically thick distance §(uy) in any incidence direction u;. Note that
this assumption is only required for the determination of the phase function.
Emission of radiation can be modeled for a non isothermal phase at any spatial

scale. In these conditions, ffu(lo)(ro) writes

exp< — Kyalso(ui, o) — s(uy, rO)])

fS (0) (ro) =

i ug

(5.8)
fnav exp( - Hua[SO(ula I'O) - 3(111, ro)]) drg

where s(uy,rg) is the abscissa of the current volume isotropic emission source
point over the axis of direction u; and sg(uj,rg) the abscissa of the corres-

ponding impact point N(uj,ro) through an assumed transparent phase a. The
phase functions p,‘,qa(;)(ul, u) and pfa(g)(ul, u) finally depend both on the bidi-
rectional reflectivity pl;, ,[u1,u,n,(uy,r9)] and transmissivity 77, [u1,u,n,(ug, ro)],

generally given by the interfacial reflection-transmission laws, and on ffu(lo) (ro),
1.€.

dQ,
P ) T = 5.9)
fHav/ul.nago fu(lo)(ro) orsaltir, u,ng(ug, ro)] [—ur.ng(ug,rg)]dry  dQ,

4 S (0
OW fHa,V/u1.na§O Z-u(l )(ro) P! e [0, 0 g (U1, 10)] [—uz.n,(ug,ro)] drodQ,
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where n, is the normal unit vector at the current impact point N(uj,rg) orien-
ted towards the phase a,

s dQ
Doy () = (5.10)
fHaV /u1.na<0 iSu(l(]) (I‘o) T;L/ab [ula u, na(I'o, ul)] [_ul-na (I'O, 111)] dI‘o de

4 S (0)
0 fHaV/ul.nago iy (T0) T g

[uy, v, n,(ro, ur)] [—uy.n,(ro, ur)] dro d€2

The phase function given by Equation (5.11) is expressed in the medium b of re-
fractive index n,p. According with the notations of Fig.5.1, the phase functions
pfa(gg(ul, u) and pfa(gg(ul, u), the first ones corresponding to the transparent
medium b, are given by equations similar to Equations (5.10)-(5.11), with the
value of K, being set to 0 in Equation (5.8).

More generally, the phase functions pfa(zzldee(ul,u) and pfa(:}{ded(ul,u), as-

sociated with the n'* set of interfacial scattering events, i.e with the scatte-

ring cumulative probabilities Pi,(/?cHdee and Pil(,Z)CHded, depend both on the
S (n—1)

reflection-transmission laws on f;" ", f74c(fn—1), the spatial distribution func-

tion of the initial source points associated with the incidence directions uj.

They write

s dQ

pucfggldee(ulvu) 47: = (5].].)
fE(”_l)/ul.neSO zSu(:La_c}}de (r”—l)p/u/ ee [ulv u, ne(uh rn—l)] [_ul-ne(uh rn—l)]drn—l dQ.
4 S (n—1
0 " fE("—l)/ul,nego 7 u(lnac]}de(rnfl)plulee [u]-? ul? ne(u17 rnfl)] [_ul'HE(ulﬂ rnfl)}drnfldgle
s dfly

pucfgglded(ulv U)H = (5.12)

S (n—

S50y mo<o i u(facgde(rn—ﬁﬂed [ug, u, ne(uy, vy 1)][—urne(rp_1,wy)dr, 1 dQq

S (n—1)

4
OﬂfE("*l)/ul.nSSO iulacHed(r”—1>T// [ulau/7ne(ulvrn—l)”_ul'ne(rn—lvul)]drn—ldgii

ved

The principle of determination of ffu(ln(;cg de

tion of the initial source points associated with the incidence direction uy is

(rp—1), the spatial distribution func-

exposed in Sec.5.1.1.4.

5.1.1.4 Principles of implementation

The radiative statistical functions of extinction, absorption and scattering and
the phase functions are determined by a statistical Monte Carlo method at the
limit of large numbers of generated power bundles. This approach is similar to
the ones in use in Refs. | ) ,
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9

Y

, |- The originality of the present work is due
to the fact that a homogenised phase is non Beerian and characterised by non
diffuse interfaces, more precisely interfaces which obey general interfacial laws
for reflection and transmission. As developed in this Section, extinction, scatte-
ring and absorption phenomena can then not be studied by using an intensity
field, which implicitly globalises successive scattering events. Extinction, scat-
tering and absorption have to be separately studied for every type of source
term, associated with initial volume emission and successive interfacial scatte-
ring events.
The different phenomena associated with emission source terms are classically
modeled as in the previous cited references : As the medium is assumed sta-
tistically homogeneous, all the source points are considered as isotropic and
equivalent.
The successive sets of scattering events (n) are determined by following emis-
sion and scattering of generated power bundles. In these conditions, emission
and scattering source terms are correlated to transmission and extinction by
absorption or scattering. But it is classically assumed | | that
extinction by scattering is not correlated with the associated scattering source
terms : Scattering source terms corresponding to the nt" set of scattering events
are represented by independently generated bundles, by following the scattering
law characterised by a specific phase function, defined in Sec.5.1.1.3.
A huge number of emitted power bundles are first shot in random directions
u; from random volume points My(rg) of a shooting zone of the real absorbing
phase a. For the sake of clarity, only the first successive scattering events will
be followed for illustrating the method : These chosen events are represented
by bold lines in Fig.5.1. The nature of extinction of the emitted power bundles
is determined by sampling of random numbers which allow Equation (5.4) to

be verified : A part of the emitted power bundles characterised by P{? ,,(2) is

)

absorbed within the phase, a second part characterised by Pgi %a is internally
scattered, the third one characterised by PSS; z(/oa)b is externally scattered. The
part £*(9) of the interface area which is impacted by the bundles issued in the
initial direction u from the set of points My(rg) has been determined : The
corresponding current points are Mg (ry). The set of points M (ry) of ¥*(©)
are now source points for both internal and external scattering. The associated
phase functions p%g) and pf a(l?) are determined from Equations (5.10) and
(5.11).

By commodity, M (r5) and 2*(©) are now called M, (r,) and (™ considered
as sources of the n'* set of scattering events. In the case of internal scattering,
with the notations of Fig.5.1, M (rs) and $*(©) now become M (r;) and ()

and in the case of external scattering, M(rs) and X(2). These last source points
are characterised by a spatial scattering distribution function ff a(b2 ) (r2) in the

direction u, which depends on Wl(lzfzb(rg), the interfacial density over £() of the
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bundles which are externally scattered in an elementary solid angle d) around
u, i.e.

(2)
W (r
Faad) (r2) = uap(r2) (5.13)

2 )
fzﬁ,” JV /.y (rh) >0 Wt(l a)b(r/2) dry

where n is the normal unit vector at a current point Ms(ry) of Y@ oriented
towards the phase b.

The extinction cumulative distribution function Gfxg o Within the phase b
associated with the considered external scattering source term is then deter-
mined according to Equation (5.3) by using ff a(bQ )(I'g) as weight function and
an equation similar to Equation (5.1). By using a new set of random number
samplings which allow Equations (5.5) and (5.6) to be verified, the extinction
of the externally scattered power bundles is defined as previously : A part of

these bundles characterised by pioe

eaty 15 internally scattered within the phase

b, the second part characterised by P;iéi) is externally scattered towards the
phase a. ©* ) is the part of the interfaces covered by the corresponding extinc-
tion points in an elementary solid angle d€2;; around u; : It is characterised by

the interfacial density Wi(i)l (r3) which is obtained by the Monte Carlo method.

It allows ffu(i)lb(r;), the spatial distribution function over *(?) of the impact

points associated with the incidence direction u; to be determined by

2 *
5 (2) = = Wi(u)l ab(r2)
f (r3) = &
Z:flf)/V/lll.nb(l‘/z*)gO Wz up ab

(5.14)

b
() g

where ny is the normal unit vector at a point M (r3) of £*(?) oriented towards
the phase b. ffu(f()zb(r;) allows the phase functions pf Cfgg and pf gg to be deter-
mined from Equations (5.11) and (5.12).

The previous procedure is iterated for the successive sets of scattering events.
As previously, M (r}) and »*®) become Ms(rs) and £ sources of the in-
ternal scattering events of the type abb and My(ry) and X sources of the

external scattering events of the type aba, etc.

5.1.2 Coupled Generalised Radiative Transfer Equations

Radiative transfer through non Beerian homogenised phases is modeled by cou-
pled integral Generalised Radiative Transfer Equations (GRTEs), which ac-
count for the memory effect characterising these media. The only initial source
is, in the present case, the volume emission by a. The first scattering source

(1)

terms are associated with this initial volume emission : Sg.p gq corresponds to

G5 @)

internal scattering within a and S__,7/

write

, to external scattering from a to b and



PARTIE III - MODELISATION STATISTIQUE DU TRANSFERT RADIATIF AU SEIN DU 95
MILIEU FIBREUX

c=a,b §90) (u,s) = (5.15)
AN S ()
%1 dP,
1=1,2 / / %(ul,s'1 — sl)plmciul’u) Ha/@l,anl,afya[ Tu(s1)] ds1 dQa
dm Js1w Sl ™
A current scattering source term, associated with a set acHde is expressed from
the recurrent equation
S
Ssc(una)cHde(u 8/) = (516)
S (n) S (n)
s1 4P ug,u,

/ / scuacHde (ul’ 3,1 . Sl)puacHdZ( 1 ) Sig,nchrlg(ulasl) ds; dQle

4T ™
where SSC(Vnacgd is the source term preceding Ssc(:o)dee in the set acHde.
The Generalised Radiative Transfer Equation (GRTE) of the phase a writes,
in integral formulation, by generalising the expression of Ref. |

]
La(u,s') = Ia(u,se) [l — Gfﬁua( s — su)]

S/
+ / </<;l,aHa n2 , I°[Ta(s)] [1 — Gextval(u,s — s)] (5.17)
Sw

+ Z Sss;:l/acHda(lL S) [1 - GeszvtuacHda(u7 s — S)]>d8
acHda

where I,,, is the intensity within the medium a of refractive index n, , defined

per unit volume of the whole porous medium : I, 4 is then proportional to the
Sw

20 G as Gextva and GextuacHda are the ex-

tinction cumulative distribution functions associated with the different types of

source terms : Intensity distribution I, 4(u, s,,) at the porous medium boundary

point of abscissa s,,, volume isotropic emission by a, set of interfacial scattering

volume fraction II, and to n?2

source terms within or towards a, including quc E,lga(u, s).
The GRTE of the phase b is similar to Equation (5.17) without emission term
Ly, s') = Ip(u,s0) [1 — PO (0, 5" — s4)]

scvb

b Saa ) 1~ Pt o) ds (519

acHdb

As b is a transparent medium, any extinction cumulative distribution function
G3,, of the previous equation simply is a scattering cumulative probability P?>.
When b is a Beerian homogenised phase, Equation (5.18) simply becomes



CHAPITRE 5 - STATISTICAL RADIATIVE MODELING OF A POROUS MEDIUM WITH
96 SEMI TRANSPARENT AND TRANSPARENT PHASES : APPLICATION TO A FELT OF
OVERLAPPING FIBRES

Ly, o) = I,y(u, su) exp< ~ [Ovsal) + o m(w)](s — sw>)

s 4
sop(ur, u
+ / |:/ beb(ul) pbbil)ll/b(ubs)dgbl
Sw 0 ™

4
+/ ovan(W1) (1, ) Iy o(uy, S)anJ
0 47

9 exp< ~ Gua(u) + oup(w)](s s>) s (5.19)

where 0, .4(u) and p,q(u) are the scattering coefficient and phase function
associated with global scattering from the phase ¢ (a or b) to the phase d
(a or b). Indeed, for this Beerian homogenised phase the contributions of all
the successive scattering events have merged in the local intensities I,,, and
I,p. Note also that in Equation (5.19), the emission source term is implicitly
accounted for in the expression of I, ,.

5.1.3 Coupled RTEs

When a homogenised phase is non Beerian, it is only characterised in the ge-
neral case by a Generalised Radiative Transfer Equation. A classical Radiative
Transfer Equation (RTE) nevertheless has a physical meaning when the validity
conditions of a radiative Fourier’s law are fulfilled |
|.

Introducing the smallest distance ¢ along which the medium is optically thick,
two sufficient validity conditions have been defined in Ref. |

| for a unique propagation phase : i) The Fourier’s model is only valid in
zones at a distance larger than § from the boundaries of the whole porous me-
dium ; ii) The temperature 7" must be practically uniform over §. An accurate
quantitative criterion has been given in the previous reference

7

|2 O0 < T (0,0, (5:20)
where ¢/ is an effective absorption coefficient accounting for multiple scatte-
ring events (w and g are the albedo and the anisotropy factor, respectively) and
n a coefficient depending on ¢ and w. As k¢/f is proportional to the absorption
coeflicient of the phase, the condition is not fulfilled for a transparent phase. In
the present case of a medium with transparent and semi transparent phases, a
model based on two coupled RTEs will be developed and its validity discussed
by comparison with the results of the two coupled reference GRTEs. In these
conditions, the homogenised phases become Beerian, as physically discussed in
Ref. | |- The temperature is only defined for the absorbing
phase, from the radiation point of view.
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The previous assumptions are assumed valid for the two phases. Consequently :
- Radiation transfer is locally ruled by the intensities I,,, and I,5. The mode-
ling is then simplified as the intensities gather all the types of incident scattered
radiations at a given point and in a given direction ;

- A summation over § of the radiative statistical functions is considered as a
summation over an infinite distance.

- All the emission and scattering source terms are assumed uniform along the
distance § within a or b respectively.

- The intensities I, 4(u) and I,,(u) within a and b also are uniform along the
distance ¢ and linked to the global source terms SZ, (u) and S5, (u) given by

Sl/Ba(u) = Hll KV&nZalg(Ta) + Sg:yaa(u) + Sf:yba(u);
Som) = SE, ) + SE, ) (5.21)

The source terms involved in the previous equations gather all the contributions
of the successive scattering events of given types.
Under these assumptions, the RTEs for the phases a and b can be expressed
vs the intensities I, and I,;. As the homogenised phases are assumed Bee-
rian, there is no difference between the statistical quantities associated with
the volume sources and all the interfacial sources of the same types |

|. As discussed in this last reference, the best accuracy is obtai-
ned by determining Geyt, . associated with isotropic volume source points. Far
from the boundaries of the porous medium, Equations (5.17),(5.18) are in these
conditions replaced by simple RTEs, 4.e.

c=a,b IL(u) = S5 (u) /;[1 — Gegtvc(u,v)]dv (5.22)
= Sl/Bc(u) /000[1 - Gemtuc(uav)]dv = SI,BC(U)/BZ,C(LI)

where B, ,(u) and B, ,(u) are generalised extinction coefficients at equilibrium
defined by

Buatw) = oo[l—Gm,,Au,v)]dv)_l, Bt = ([ T-r sw““’””yl
(5.23)

The variations of the intensities and source terms are now accounted for at a
scale s’ larger than 6 : The source terms do not any more compensate the ex-
tinction terms — By .(u, ') I, .(u).

Under the assumptions of this Section, the internal and external scattering
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source terms Sscpaa(W, "), Ssevap(W, '), Ssevba(u, s’) and Sseppp(u, s') are gi-
ven, for c=a,b and d=a,b, by

am
dP. ved vedlUl, U
Sscucd u 5 / / B, 111 I/C(ulasl) 56/ . ( 173/1_51)1765171_1)(181 dQlc

(5.24)

in which the phase functions p, . are independent of the incidence direction
distribution | ]. Note that, in Equation (5.24), s’ and s
respectively are the abscissas of the same point M’ in the direction u and in
the current direction u;. Equation (5.24) then becomes

47
Sscucd(u> 5/) = / )2 cd(ul) II/C(u17 3/1) W dQq, (525)
0 7

where ¥, .q(uy), equal to Ps., cq(ui, 00) By c(u), is the Beerian scattering co-
efficient associated with scattering from ¢ towards d.

The spatial and directional variations of the intensities at these large scales are
then ruled by the RTEs of phases a and b, which write

dl, 4
ds’

(u, 3/) + Bua(“) Iya(ua Sl) = Iyky ally, aIsa[T ( /)] +Sscuzza(ua 3/) + Sscuba(ua 8/)
(5.26)

dl,,
ds’ (u,

S/) + Bub(u) [z/b(u,sl) = Sscuab(u7 S/) + Sscubb(ua SI) (527)

Due to the equilibrium properties of the medium, it is shown in Appendix A
(Equations (A.9) and (A.11)) that

2zjdc(_u) = Zydc(u) (528)

and that Equation (5.25), the result of which is expressed in medium d, simply
becomes (see Equations (A.6), (A.10))

2 1I 4m 1
SSCVCd(uv S/) = <nl/dd) Eudc(u)/ Iuc(ulasll)WdQIC(_ul)
0

n2 Il T
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Another consequence is that, in ITE conditions, the radiative power globally

scattered from a toward b in direction u is equal to the one scattered from b
toward a in direction —u, i.e.

S;)cucd(u7 8/) = gcydc(_u7 S/) (530)
which simply leads to

n2 I, Sy, q(u) = n2, I, B, p(—u) (5.31)

The previous equality is valid for external scattering and internal scattering
(case c=d). Finally, the two coupled RTE’s related to a and b also write

drl,
ds’

(w,5) + Bya(u) Lo(u,s) =k, gn2, I2[Ty(s")]

va~-v

47 o o
b S ua(u) / Lo(uy, s PreeC% = 4oy
0 47T

n2 10 Am Prap(—u, —uy)
va %) y,, I, ryEvadl = 7l g0 .
+ <n3bﬂb> b(u)/o p(ui, s1) e 1(582)

dl,;
ds’

—u, _ul)
4

4
(u78/> + Bl/b(u)lub(u,sl) — Eubb(u)/ be(uhsll)pybb( dle(_ul)
0

2 47
nzy Iy Puba(—1, —uy)
+ (n2H> 2 ba () /0 Lya(uy, 57) == ——— dD1a(—w) (5.33)

In ITE conditions, these equations simply degenerate, by using the normalisa-
tion equation of the phase functions, into

Bua(u) = Kya+ Zyaa(u) + Zl/ab(“)? Bub(u) = Zuba<u) + El/bb(u) (534)

equations which express the energy conservation between extinction and source
terms.

5.1.4 Radiative conductivity tensors

The aim of this study is to determine P, the radiative power in the absorbing
phase a per unit volume of the whole porous medium. Note that PbR, the corres-
ponding quantity in phase b, is zero as this phase is transparent. By using the
previous coupled GRTEs or coupled RTEs, PF and PbR are directly obtained
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from the knowledge of the intensity fields I, , and I, within the two phases.
But, in the present Section, the Fourier’s model, when it is valid, is limited to
the knowledge of the radiative fluxes within the phases a and b, more precisely
to the knowledge of the conductivity tensors of a and b.

In terms of fluxes, the radiative balance of a volume element of a phase ¢, which
leads to the determination of P not only involves the fluxes through bounda-
ries belonging to the considered phase, characterised by the Fourier’s laws, but
also the exchanged fluxes between the phase ¢ and the other phase, through
other boundaries. These exchanged fluxes are not zero as the intensities of the
two phases in vacuum differ.

This study can only be achieved for a defined system with defined boundary
conditions. It will be done in Section 5.3.2 for a felt of fibres. The present Sec-
tion is limited to the determination of the radiative fluxes following a Fourier’s
law within the phases a and b.

The two coupled RTEs are solved by a perturbation technique which generalises
the method in use in Ref. | |, in which more details are gi-
ven. The perturbation parameters are ¢, = 1/[B,,(u)d] and ¢, = 1/[B,(u) d],
where ¢§ is the smallest spatial scale for which the two homogenised phases are
optically thick. Non dimensional Equations (5.26) and (5.27) then write, by
using s+ = §'/0

dIVCL '+ TN Rya 2 7o '+ [Sscuaa(u7 3/+) +Sscyba(u; S/+)]

Cadsil_i_(uas )+Il/(l(u7 S ) - Bya(u) Hll nyalu [Ta(s )]+ Bya(u)
(5.35)

dIVb /4 / [Sscuab(ua 5l+) + Sscubb(ua 3/+)]
——(u, 1, s ) = 5.36
G ) + o, s™) Bt (536)

The intensities I,,, and I, write, in the perturbation method,

c=a,b  I.=1I9 + 1Y (5.37)

where L(,OC) and LEIC) are the solutions at the perturbation orders 0 and 1 : L(,Oc) is

the intensity in conditions of Local Thermal Equilibrium of radiation, I, ,(,10) its

perturbation due to the transport terms of Equations (5.35) and (5.36) (see for

instance Refs. | , D).
In this particular case of a medium with a transparent phase and a semi trans-
parent one, 119 is equal to the equilibrium intensity I1.n2 . I2[T,(s")], which,

due to its isotropy, does not contribute to the radiative flux through the phase
c. In these conditions, the flux through a phase ¢ (a or b) writes

oo 2T pm
c=a,b qft (s') = /0 /0 /0 I (u, ") (0, ¢) do d¢ dv. (5.38)
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As shown in Ref. | |, the emission term in Equation (5.35)
is of order 0. The transport terms involving temperature gradients in Equa-
tions (5.35) and (5.36) are proportional to the perturbation parameters. In the
determination of the solutions of order 1 of the coupled RTEs, dI,, /ds/ and
dl,p/ ds" are taken at order 0; On the contrary, the extinction scattering source
terms are taken at order 1. L(,lcz and Iz(/lb) are then iteratively obtained by solving
the coupled integral equations

c=ab I = W 1ty (5.39)
where n is the iteration step and the quantities £.(X,Y") are functionals defined,
for ¢ = a, b, by

LKLY = — (2 OI(T,)  OT,

Bzxc(u) nyc aTa U; al'; JF‘S'scuca()(, Y)+Sscycb(X7 Y)>
(5.40)

In Equation (5.40), the derivation vs s’ has been replaced in cartesian tensorial

notations by the operator u; 9/0z}. It appears that, after convergence, L%)

and [ l(,lb) and consequently from Equation (5.38) the fluxes within a and b are
proportional to —u; 0T,/0z}, i.e. are given by radiative Fourier’s laws

T,

R R

C:a,b ad.; = — cij [—)a;Z,’ (541)
valid if the precise conditions of Gomart and Taine | |

discussed in Sec.5.1.3 are fulfilled.

5.2 Characterisation of a felt of fibres

The material of interest is a felt of absorbing but non scattering fibres made
of a refractory ceramic material such as alumina or zirconia. For this study,
the calculations are performed over a representative computer-generated vir-
tual fibre felt arrangement. More precisely, the phase a is made of overlapping
fibres, cylinders of diameter d and length L, equal to 100d, and the transpa-
rent phase b of refractive index n; occupies the void space. The centers of the
cylinders have random locations, the unit vectors of their axes uc(fc, ¢¢) are
characterised by random values of ¢ and a Gaussian distribution of ¢ cen-
tered in the plane normal to the z axis (see Fig.5.2). Total specular reflection
conditions are imposed at boundaries parallel to the z axis (see Fig.5.2) : The
medium is then infinite along the x and y axes.

The fibres of refractive index n, and of absorption coefficient x, have smooth
surfaces and are assumed gray. Due to the large value of their refractive index,
the fibres are characterised by strongly anisotropic reflection and transmission
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laws and an important total reflection phenomenon occurs within these fibres.
The simple model of diffuse interfacial laws cannot be applied in these condi-
tions. The fibre bidirectional reflectivity and transmissivity are in the following
defined by the Fresnel’s laws for unpolarised radiation, only depending on n,
and np as x, the imaginary part of the complex optical index of the fibers is
assumed small compared to ng and ng. A typical value of k, d for the considered
fibres is 0.3, which typically corresponds to d = 20um.

The real interfacial radiative properties depend on the fibre rugosity compared
to the range of radiation wavelength : In many cases they present a diffuse
part and a specular one. For the sake of simplicity, the Fresnel 7s reflection and
transmission laws corresponding to smooth interfaces have been considered in

Sec. 3.

B-B

FIGURE 5.2 — Left : Generated fibrous medium (I, = 0.75); Right : Cross section
BB normal to the z axis.

5.2.1 Numerical implementation

The radiative statistical functions defined in Sec.5.1.1, i.e. Gegro(u,s’ — s),

S
Pscaa(ua s’ — 3)7 Pscab(ua s’ — 5)7 paa(ulau)y pab(ulau)a and Gem(t?(m ' — 5)7
Piig) (u,s’ — s) and pfd(n)(ul,u), are directly determined by a Monte Carlo

method from morphology data and the Fresnel’s laws. A huge number of po-
wer bundles, which represent the emission within the volume of the cylindrical
fibres, are shot and followed up to their absorption within a fibre (phase a),
after possible multiple internal or external scattering events. Both absorption
and scattering events are stochastically modeled. The calculations are carried
out in the following manner :

i) Many numerical fibrous media have been generated. For any generated me-
dium, a shooting zone representative of this medium, which is statistically ho-
mogeneous at large scale but strongly anisotropic at any scale, has been defined.
A huge number of rays have then been shot from random volume points of the
phase of such a zone. In the case presented in Fig.5.2, 40 numerical media have
been generated, and 10'° rays have been shot from any associated shooting
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zone, cube of edge equal to 30d.

ii) For any medium a calculation zone ( extinction zone), including the shooting
one, is chosen such that at its boundaries all Gz functions are larger than 0.99.
The calculation zone associated with the case of Fig.5.2 is a parallelepiped of
length £ =100d along z and of squared cross section of edge D = 100d along
r and y.

A shot t is characterised by an emission point M;, of coordinates defined from
three random numbers within a randomly chosen cylinder of the shooting zone.
The ray direction u(f, ¢) is defined by two other random numbers associated
with p = cosf and ¢. More precisely, the directional space is divided in 41 equal
intervals along p varying in [—1,1] and 101 intervals along ¢ varying in [0, 27].
Due to the symmetry of the medium, all the results only depend on u. They are
averaged over ¢, which accelerates the convergence : Indeed, radiative transfer
only occurs along z. Moreover, due to the medium planar symmetry, the results
will be presented in the variation range [0, 1] of u for the extinction cumulative
distribution functions and scattering cumulative probabilities and of p; and p
for the phase functions, as detailed in Sec.5.2.2.

- (5)

Transparent
phase "b"

FIGURE 5.3 — Ezample of radiative paths.

As detailed in Sec.5.1.1.4, Gezto(0), Pscaa(), Pscab(1), paa(u1, u) and pep(ug, u)
are first determined by following the set, called 0, of all rays emitted by fibres
a in the direction u (see Fig.5.3). The calculation associated with a given ray is
stopped in case of absorption. In case of external scattering (path 2 of Fig.5.3)

Py ap(u) and pgb(ul, u) are incremented and calculations are now carried out in
pS® S@ . pS@ 5 (2)

scaba scaba’ scabb scabb’

order to increment wa(fa)b and possibly and p
etc.

The relative standard deviations on the quantities associated with initial emis-
sion by the phase a, i.e. Gegt o (1), Paa(), Psco(u), P oo(0), P2, (), p3, (ug, ),
P2 (u1,u) are lower than 1%. They have been obtained from 10° realisations of

extinction. The maximum standard deviation of the study obtained for 10'° rea-

and p
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lisations is about 8% : It corresponds to functions associated with rays issued
5(3)

from the third interfacial scattering, the most rare phenomena, i.e. G_ /.

pS® ps @)

aaba’ * scaba

5.2.2 Results

In order to remain consistent with the properties of common high temperature
insulation felts, the fibres a of diameter d are considered as weakly absorbing
and characterised by an absorption optical thickness x, d = 0.3 and a ratio of
refractive indices n,/np = 2. In these conditions fibres trap the radiation.

i) 0, ii) 0,

—e ;=0 —e ;=0
-1 a—a ;1 =0.25 -1 a—a 1 =0.25
—a ;=05 Py —a ;=05
Ta-2 _ ~82 _
" —s ;=1 as —e ;=1
§ w &
i :
- 4
,S -4 \; -4
—5 =5
% 5 10 15 20 25 % 5 10 15 20 25
! !
(s—s)/ (s—s)/

FIGURE 5.4 — Eztinction cumulative distribution functions of the transparent phase

b for different values of u = cosO : i) Geyr, associated with isotropic volume source
5 (2)

ext ab

points; i) G associated with interfacial scattered rays (path 2 of Fig.5.3).

Gfxfa)b, the first extinction cumulative distribution function associated with the
transparent phase b and corresponding to the path 2 of Fig.5.3, is compared
in Fig.5.4 with G.tp associated with isotropic volume shots within b. As both
results rigorously follow an exponential law for any direction, the homogenised
phase b is Beerian. These results are similar to those pointed out in Ref.|

| in the case of a medium with opaque and transparent phases : For
a Beerian homogenised phase, extinction cumulative distribution functions is-
sued from isotropic volume source points or from interfacial points are identical.
In practice it is easier and more accurate to shoot rays from random isotropic
volume source points. Consequently Gezip(u, s’ — s) is used in the following.

Extinction by b is then simply characterised by an extinction coefficient 5(u),

obtained for instance at the optically thin limit : S(u) = %(u, s —s=0).
As expected the extinction lengths within the homogenised phase b are maxi-
mum in the preferential plane of orientation of the cylinders (u = 0), and mi-

nimum in the directions yp = —1 and g = 1 normal to this plane (see Fig.5.2).



PARTIE III - MODELISATION STATISTIQUE DU TRANSFERT RADIATIF AU SEIN DU 105
MILIEU FIBREUX

i) 0 in 0

—e ;=0 —e ;=0
-1 —a =025 -1 —a =025
—a ;=05 . —a ;=05
s —1 o &7 — =1
B n= Ze H=
5 w8
= T
- L
35 -4 o -4
-5 -5
% 1 2 3 4 5 6 7 8 % 1 2 3 4 5 6 7 8
(s—s)/d (s'—s)/d
iii) o iv) o
*—e N::O —e u;:O
-1 —a ;=0.25 -1 A= p=025
— —a =05 — —a ;=05
g2 -2
&\E *~—e le P~ *— H:l
n - 8
-3 -3
I |
— —
:—4 ? -4
_5 -5
% 1 2 3 4 5 6 % 1 2 3 4 5
(s'—s)/d (8'—s)/

FIGURE 5.5 — Extinction cumulative distribution functions of phase a (fibres) for
different values of 1 = cos 0. i) Geyt o associated with isotropic volume emission points ;
i) szfja ; 4ii) Giﬁ)m; i) G o) (by using notations of Sec.5.1.1.1 and Fig.5.3.)

ext aba

As shown in Fig.5.5, the extinction cumulative distribution functions associated
with isotropic volume emission within the fibres a and with successive inter-
facial scattering source terms within a strongly differ and strongly differ from
an exponential behaviour : The homogenised phase a is, in general, strongly
non Beerian and extinction and scattering coefficients have no more physical
meaning. Consequently, the complete original model introduced in Secs.5.1.1
and 5.1.2 has to be used.

From a practical point of view, almost all the emitted power bundles are ab-
sorbed after a few scattering events. The extinction cumulative distribution

function associated with the Beerian homogenised phase b is accurately de-
S1)  ~5)

termined. For the non Beerian homogenised phase a, Gezta, Geriaar Goztaaas

sz(fib ., and sz(tGO)Lbb ., are also accurately determined. As only a few bundles are
involved, the following extinction cumulative distribution functions, defined in
51 and G2©

Sec.5.1.1.1, GegtacHaa a0d Gegtachap are taken equal to Gy ua ot abbas
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respectively.

In the core of the medium, generalised extinction and scattering coefficients at
equilibrium are defined for the absorbing phase a and the transparent phase
b by Equations (5.23) and the following development. The transverse optical
thicknesses of a fiber associated with these quantities and with the absorption
coefficient of the phase a are compared in Fig.5.6.
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FIGURE 5.6 — Optical thicknesses based on o : Generalised extinction coefficients
(B.d); A : Generalised internal scattering coefficients (Se.d) ; ¢ : Generalised external
scattering coefficients (Xeqd) and O : Absorption coefficients (ko d = 0.3 and kyd =

0);
i)For the transparent phase b (c=b, d=a) ; ii) For the absorbing phase a (fibres) (c=a,
d=b).

Extinction in the transparent phase b is mainly due to external scattering,
but in the absorbing phase a to internal scattering, due to the large ratio of
the refractive indices (nq/npy = 2). Internal scattering in phase b is practically
independent of u, as the cylinders practically are orthogonal to the 2z axis : The
local normal unit vector distribution is then practically independent of p. In
phase a (fibres), as n,/ny = 2, the total reflection phenomenon (for p < 0.86)
explains the change in slope of the generalised internal scattering coefficient and
the weak value of the generalised external scattering coefficient for | u |< 0.86,
as shown in Fig.5.6.b

For p = —1 and g = 1 the rays are mainly normal to the cylinders, the trans-
missivity is maximal and decreases with the angle. When the critical angle
is reached (e = cosfarcsin(1/2)] &~ 0.86) the rays are mainly reflected and
internal scattering is the predominant mode of extinction. Absorption in the
fibre volume is Beerian and isotropic, i.e independent of p (Fig.5.6.b). Finally,
a large part of radiation propagating in the transparent phase b is transmit-
ted towards the phase a (fibres) and then trapped by multiple reflections until
absorption occurs. The fibres behave as waveguides.
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The phase functions a priori depend on the incidence direction uj(u1, ¢1) and
the scattering one u(u, ¢). Due to the statistical axisymmetry of the generated
medium, they are independent of ¢; and depend on w1, 4 and ¢ — ¢1. But
as the thermal boundary conditions applied to the medium are also assumed
axisymmetric, radiative transfer only occurs along z and the practical phase
functions defined in the following only depend on p; and p. Different phase
functions are plotted in Fig.5.7.
For the Beerian transparent homogenised phase b, all phase functions associa-
ted with internal scattering within b (upper left and right Figs.5.7) are identical,
whatever the type of source points (of volume or interfacial), as previously seen
for a porous medium with a transparent and an opaque phase |

|- It is also the case for all phase functions associated with external scat-
tering from b to a (lower left Fig.5.7). On the contrary, for the non Beerian
homogenised phase a (fibres), the phase functions associated with internal and
external scattering issued from different types of source points clearly differ :
An example of internal scattering cases is shown in middle Figs.5.7.

As the medium statistically presents both a revolution symmetry axis z and
a plane of symmetry perpendicular to the z axis, it also presents a central
symmetry. For the directions parallel to the z axis (u = —1 and p = 1) the
probability of internal scattering within the transparent phase b is maximum
in the specular directions, as shown in the upper left Fig.5.7. It is not the case
for the probability of internal scattering within the fibre phase a (see lower
Figs.5.7) : This fact is due to the total reflection phenomenon, which occurs
for peris = 0.86 : Internal scattering is the only extinction phenomenon beyond
Herit-

The phase function associated with internal scattering within the transparent
phase b presents, in addition to the central symmetry, two other symmetries
associated with diagonal lines in upper Figs.5.7, which correspond to the trans-
formations : (p1, u) — (w, p1) and (p1, ) = (—p, —p1). Indeed, the gene-
ralised internal scattering coefficient of b is practically independent of p; , as
shown in left Fig.5.6, as for a statistically isotropic medium : Consequently the
reciprocity theorem (Equation (A.2)) leads to the equality between ppy(p1, 1)
and ppp(—p, —p1). On the other hand, as the generalised internal scattering
coefficient of a is strongly anisotropic, as shown in right Fig.5.6, the previous
symmetries do not appear in the phase function pgq,.
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FIGURE 5.7 — Phase functions. i) py(p1, 1), internal scattering within b (Beerian
model, random volume source points) ; ii) paps(p1, 1) internal scattering within b fol-
lowing transmission from a (interfacial source points); i) paa(p1, 1) first internal
scattering within a; iv) Paaq(p1, 1) (second internal scattering within a; v) ppa (U1, 1),
external scattering from b to a (Beerian model, random volume source points); vi)
Pab (1, 1) (first external scattering from a to b).

5.3 Application to radiative transfer

5.3.1 Transfer model based on GRTEs

The homogenised phase a of volume fraction II, and refractive index n, is
the only emitting and absorbing phase of the medium. It is characterised by
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an absorption coefficient k,, assumed independent of radiation frequency. As
multiple scattering events within a and b occur, many paths possibly couple
emission by a in the direction u(y, ¢) from a volume element dV; of the porous
medium around the point M;(r;), to absorption by a within a volume element
dV; around the point M;(r;). Consequently, the global radiative power Pg4;
emitted by a in a direction u(y, ¢) from dV; and absorbed by a within dV; can-
not easily be given by an explicit expression. It will be statistically calculated.
The homogenised phase a is discretised in isothermal volume elements V; of
which the temperature is T;. P ;, the global power emitted by V;, is equal to

4Hanan(210Ti4. The fraction of this power emitted by dV; in the elementary

solid angle dQ,(u) writes | : |
dPe. dr;. d d
P, (12)(2”)(27?) = fr(ri)dr; fu(u)dp fo(¢)do, (5.42)

where f,.(r;), fu(n) and fy(¢) are the distribution functions characterising the
emission law. The boundaries of the whole porous medium are discretised in
isothermal surface elements S; of which the temperature is Tj. P¢ ;, the global
power emitted by S;, assumed to be a black body, within the phase ¢ (c=a, b) is
equal to SjngaT;l. The fraction of this power emitted by dS; in the elementary

solid angle dQ.(u) writes | ’ ]
dpce . d . d
pe = (5D @adi) (57 = S2(e)ins S Goau if(o)io, 69

where f2(r;), ff(,u) and f(f(gzb) are the distribution functions characterising the
surface emission law. Emission is then classically modeled by a huge number of
shots of bundles t of equal power which, at the statistical limit of large num-
bers, follow the previous emission statistical laws. Every shot is characterised
by discrete values of the quantities ruling emission (r, ¢, ¢¢) obtained from
samplings of corresponding random numbers. The complete path associated
with a shot ¢ is defined by successive scattering events within the phases a and
b up to absorption within a volume V; of the phase a or a boundary surface
of all the power of the bundle. For a given shot, these events are defined by
following the classical forward Monte Carlo method, in which successive extinc-
tion distances are also obtained from samplings of random numbers r in the
range [0, 1], which are values of the associated extinction cumulative distribu-
tion functions : An extinction length is then given by : I,y = G_L(r). Note
that, as the medium is statistically homogeneous, the cumulative distribution
function of rays issued from boundaries is identical tho this one associated with
isotropic volume emission.
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Emission is then classically modeled by a huge number of shots of bundles ¢ of
equal power which, at the statistical limit of large numbers, follow the previous
emission statistical laws. Every shot is characterised by discrete values of the
quantities ruling emission (r;, p¢, ¢¢) obtained from samplings of correspon-
ding random numbers. The complete path associated with a shot ¢ is defined by
successive scattering events within the phases a and b up to absorption within
a volume Vj of the phase a of all the power of the bundle. For a given shot,
these events are defined by following the classical forward Monte Carlo me-
thod, in which successive extinction distances are also obtained from samplings
of random numbers r in the range [0, 1], which are values of the associated ex-
tinction cumulative distribution functions : An extinction length is then given
by : lewt = G4 (7).

For every extinction event, the type of extinction is determined, from Equa-
tions (5.5) or (5.6), by the sampling of another random number. In the case
of internal or external scattering within a or b the calculation is iterated. It is
interrupted when extinction is due to absorption : The bundle power is then
attributed to the volume cell of the extinction point. In these conditions, the
global power emitted by a from V; and absorbed by a within V; writes

a

Ppea. — Ppe. NG (5.44)
aij at Ni,

where N; is the total number of bundles of same power shot from V; and ij
the number of these bundles finally absorbed by V;.

The reciprocity theorem allows the global radiative power Pg%,; emitted by a
within dV; and absorbed by a within dV; to be expressed as

ea, = pea DTas) (5.45)
I°(Ty ;)

and the thermal power limited to radiative transfer within the absorbing phase

a per unit volume of the whole porous medium then writes at the point M;

1 I°(Ty ;)
PR = = S pee (Lo ), 4
a1l ‘/; j P(l 1] <Io(Ta ’L) ) (5 6)

5.3.2 Transfer model based on Fourier’s law

The thermal problem defined in the introduction of Sec.5.2 is one dimensional
along z. The thermal power limited to radiative transfer within the absorbing
phase a per unit volume of the whole porous medium is simply obtained from the
thermal balance of the whole porous medium belonging to the slice between z
and z+dz. The only fluxes involved in this balance are the radiative conduction
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fluxes through the phases a and b, at the boundaries z and z+dz. An elementary
calculation leads to

o 0T, 0, 0T,

FR _ pFR _ “ _
Pz _Paz _8z<ka 8z)+6z(b 62)7

(5.47)

where k2 and kf are the conductivities of the medium along z, introduced in
Sec.5.1.4, which depend on the temperature T,(z). As only the phase a emits
and absorbs radiation, this power per unit volume only occurs within the phase
a. Finally, in this global approach, it has not been necessary to express the
power exchanged between the two phases, as discussed in the introduction of
Sec.5.1.4.

5.3.3 Results

The fibre felt is infinite in the x and y directions : Perfect specular reflection laws
are applied at the corresponding boundaries x = 0, y = 0, x = 100d and y =
100 d. The thickness D of the fibre felt also is 100d in the z direction, divided
in 400 cells of equal sizes. It is bounded by two walls at which temperature or
flux is imposed.

For an imposed linear temperature field within all the homogenised phase a, the
radiative power field within a per unit volume of the whole porous medium Pf
given by the coupled GRTEs model (Eq.5.47) for different transverse optical
thicknesses of fibres (ko d = 0.3, 10 and 100) is plotted in Fig.5.8. It is also com-
pared in the same cases with the radiative power field given by the Fourier’s
model. In the core of the medium, the results associated with the Fourier’s law
agree with the GRTE’s ones only in the case of very high values of x,d (lower
Fig.5.8), i.e when a is an opaque medium. According to the Gomart’s criterion
(Equation (5.20)), the Fourier’s model is not valid when a is semi transparent.
When a becomes opaque, this medium can be represented by an effective me-
dium occupying the volume of the phase b, which becomes semi transparent,
as commonly done (see Ref. | | for instance) and the Fourier’s
law can be applied. Moreover, as expected the Fourier’s law is never valid near
the walls, even for high values of k,d, in particular near the hot wall.

In the case of temperatures imposed at the two boundaries z =0 and z = D of
the porous medium (73, (0) = Tp and T, (D) = T1), the temperature field within
the phase a is iteratively determined in radiative steady state conditions, i.e. by
solving Pfi = 0 for the N, cells i = 1,..., N, with these boundary conditions.
The results are shown for the realistic case kK, d = 0.3 in Fig.5.9, where the
temperature field issued from the coupled GRTEs is compared with the one
issued from the Fourier’s model associated with an opaque phase a. Contrary
to the previous case, very important errors occur with the Fourier’s model near
the cold wall, where the logarithmic derivative of the temperature is the most
important, which is consistent with the Gomart’s criterion of validity of the
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Fourier’s law given by Equation (5.20). On the other hand, the temperature
jump at the boundaries, well predicted by the GRTE’s model, is typical of a
purely radiative problem (in void for instance). The conductive Fourier’s model
imposes a non physical continuity of the temperature field in particular at the
cold wall.

The Fourier’s law overestimates the temperature gradient in the medium. In
these conditions, the critical mechanical strength of such a material is unde-
restimated. An accurate computation of the radiative transfer by the coupled
GRTE’s permits to improve the design.
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FIGURE 5.8 — Dimensionless radiative power field for an imposed linear temperature
field in the fibre phase; Two boundary black walls at T, (0) = 2000K and T, (D) =
300K : i) ked = 0.3; ii) kod = 10; 114) kod = 100;0 : coupled GRTEs model, — :
Fourier’s model associated with coupled RTEs.

In the case of an imposed wall flux at z = 0 and an imposed wall temperature
at z = D (Fig.5.10), the maximum discrepancies between Fourier’s and GRTEs
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results also are located near the cold wall due the same reason as previously.
Moreover, the global absolute discrepancy is more important, around 100K in
the core of the medium. The Fourier’s model overestimates the temperature
values and consequently underestimates the critical mechanical strength of the

material.
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FIGURE 5.9 — i) Temperature field when the fibrous medium is bounded by two black
walls; O : T(0) = 2500K, A : T(0) = 2000K, o : T(0) = 1000K ; In all cases :
T(D) = 300K.; (- - -) coupled GRTEs model, (---) Fourier’s model associated with
coupled RTFEs ; i) Residuals.
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FIGURE 5.10 — i) Temperature field when a fibrous medium is submitted to an imposed
fluz at z = 0 and bounded by a black wall at z = D; O : p(0) = 50kWm=2, A :
©(0) = 30kWm=2, o : ¢(0) = 10kWm~2; T(D) = 300K ; (- - -) : coupled GRTEs
model, --- :Fourier’s model associated with coupled RTEs ; ii) Residuals.

5.3.4 Influence of key parameters

The insulation efficiency of the felt of fibres can be optimised vs three key
parameters : The transverse optical thickness of a fibre x,d, the ratio of the
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refractive indices n,/ny and the fibre volume fraction I1,. The two first parame-
ters are input parameters of the model for a given material morphology, and the
last one is varied by generating more or less cylinders in the same volume. The
test case corresponds to a felt limited by two parallel black walls of imposed
temperatures. Note that k,d and n,/n, are independent parameters only when
the imaginary part x, of the complex optical index of a, which rules absorption
by a, is small compared to n, and ny. For common alumina and zirconia, cha-
racterised by ng/np ~ 2, the reference value k,d = 0.3 corresponds to fibres of
diameter close to 20um. But the value of k, strongly depends of the impurity
amount within the matter. High values of k.d, for instance k,d = 100, can not
be obtained obtained for fibres of sub-mm diameter.

The aim of this Section is to minimise the flux through the system, calculated
from the coupled GRTEs. The results, plotted in Fig.5.11, are limited to a
pure radiative transfer, 7.e. when conduction transfer in the two phases can be
neglected.

As seen in upper left Fig.5.11, the radiative flux is a decreasing function of
Kq d, which could be expected, and the radiative flux is divided by a factor
approximately 2 when k, d varies from 0.1 to 100.

A strong flux appears in Fig.5.11 ii) for the particular case n, = n; because
the interfaces then do not exist for the radiation field : Only absorption in
fibres plays a role in radiative transfer. When n, < n; (fibres embedded in a
particular transparent resin) total reflection occurs in the phase b : The rays are
trapped in this phase and the flux vanishes. The same comment can be made
when ng, > ng : The rays are then trapped in the phase a and this trapping
effect increases with the refractive index ratio.

It is easily conceived that the radiative flux exhibits a local maximum for
ng/npy = 1. Moreover, starting from a value of n,/ny; sufficiently greater than 1
and letting this quantity grow up to infinity, the interfacial Fresnel’s reflectivity
tends to the value of 1, and this facilitates the radiative transfer as compared to
a situation where at an interface the incident radiation is split into a reflected
part and a transmitted part. On the basis of these arguments, a local minimum
of the radiative flux vs the ratio n,/n; is expected at a value of n,/n;, greater
than 1. The upper right Fig.5.11 shows that this minimum occurs when the ra-
tio ng/mp is in the range |2 , 4]. Alumina and zirconia present this last property
when b is the vacuum or a gas.
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FIGURE 5.11 — Radiative flux through the fibrous medium : i) vs absorption optical
thickness ; ii) vs optical index ratio; iii) vs porosity; The medium is bounded by two
black walls at T'(0) = 2000K and T'(D) = 300K ; Other parameter values are : k,d =
0.3, ng/ny = 2, I, = 0.75.

In the lower Fig.5.11 (radiative flux vs the porosity II;), the two extreme values
of this curve are easily analysed. When II, = 1, there are no more fibres in the
material, and as the phase b is assumed transparent, the radiative flux tends
to infinity. When II, = 0, the material is homogeneous, absorbing (of absorp-
tion coefficient k,) and non scattering, and within the frame of the radiative
conductivity model, the flux writes 4n2 o4, [T4(0) — T*(L)]/(3 kq D) with og,
the Stefan-Boltzmann constant, which leads to a quite high value. Between the
extreme values associated with I, = 0 and II; = 1, the radiative flux profile
shown in lower Fig.5.11 exhibits a minimum value, which may be interpreted
as follows : Quite logically, the more fibres are present within the material, the
more absorption is brought to it, and consequently the lower the radiative flux.
But it is also conceived that the more fibres are present within the material,
the more rare the scattering events at the fibre boundaries, and consequently
the higher the radiative flux. The superposition of these two antagonist effects
leads to a minimum value of the flux for a value of the porosity 1l in the range
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(0.4, 0.6].
Such a study has to be generalised by accounting for conduction within the two
phases.

Conclusion

An original statistical model of characterisation of the radiative properties of
the a priori non Beerian homogenised phases of a strongly anisotropic porous
medium, with a semi transparent phase and a transparent one (STT), has first
been developed. The general case of reflection and transmission laws at interfa-
cial scale has been treated. This model is based on all the extinction cumulative
distribution functions and scattering (or absorption) cumulative probabilities
associated with the successive sets of internal and external scattering events,
by generalising the approach of Ref. | |. Moreover, all the
associated general phase functions, depending on both the incidence and scat-
tering directions, have been for the first time ab initio determined for a STT
medium.

An original statistical model of radiative transfer based on coupled Generalised
Radiative Transfer Equations (GRTEs) associated with the two homogenised
phases has also been developed. The coupling terms are due to the external
scattering terms, associated with transmission at interfacial scale. It has been
shown that a radiative Fourier’s model, based on radiative conductivity ten-
sors, is not valid for the STT case, if the particular case for which the semi
transparent phase becomes opaque and the trivial case of a quasi isothermal
medium are excepted.

The two models have been applied to a fibrous medium (fibre felt) for thermal
insulation at high temperature : A set of overlapping finite absorbing cylinders
within a transparent matrix. It has been shown that the fibrous phase is stron-
gly non Beerian, and that the transparent one is Beerian, due to particular
symmetries associated with cylinders.

Finally a parametric study of the insulation properties of the medium has been
carried out by only accounting for radiation transfer for optimisation of the
design. Such a study has to be generalised by accounting for conduction within
the two phases.
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Chapitre 6

Statistical coupled conductive
and radiative modeling in a
fibrous medium with semi
transparent and transparent
phases at high temperature

Résumé

Ce chapitre, écrit en anglais, est une ébauche d’article scientifique.

On y présente le modéle statistique, développé dans le cadre de cette thése, du
transfert thermique couplé rayonnement-conduction au sein de milieux poreux.
Récemment, une approche stochastique résolvant 1’équation de ’énergie inté-
grant le couplage radiatif a I’échelle des pores a été développée par Vignoles |

|- L’intérét de cette méthode est de ne nécessiter aucun maillage.
Elle est basée sur la notion de marche aléatoire : un grand nombre de proces-
sus stochastiques de type mouvement Brownien est généré, chaque "marcheur"
portant une certaine quantité d’enthalpie. Ces porteurs se déplacent dans le
matériau et le probléme est régi par les conditions aux limites. Le champ de
puissance radiative calculé par le modéle GRTE-RTE apporte de 'enthalpie au
systéme de la méme maniére que le ferait un effet Joule, mais cette puissance
dépendant du champ de température, une résolution itérative gére le probléme
du couplage : un champ de température initial permet d’obtenir un champ de
puissance radiative, puis par la technique de marche aléatoire on calcule un
nouveau champ de température. On calcule ensuite un second champ de puis-
sance radiative et on continue le processus itératif. La méthode converge lorsque
le champ de température ne varie plus. Avec cette procédure de modélisation
totalement stochastique, nous aurons mis en oeuvre un outil de simulation du
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transfert thermique couplé conduction-rayonnement au sein de matériaux mul-
tiphasiques statistiquement anisotropes, non Beeriens et de morphologie com-
plexe, ne nécessitant aucun maillage, et tenant compte des effets de bord.

Ce modéle est appliqué a I’échantillon fibreux généré numériquement par la mé-
thode décrite au chapitre 3. Cet échantillon est composé de fibres conductrices
plongées dans le vide, et il est placé entre deux parois noires & températures
imposées. Les marcheurs vont donc se déplacer dans les fibres et vont se réflé-
chir aux interfaces fibres/vide. Dans un premier temps, on étudie le probléme
de conduction pure afin de déterminer la conductivité phonique effective d’un
tel milieu. Ensuite, on intégre la contribution du rayonnement, ce qui permet
d’évaluer la conductivité totale. On montre qu’il n’y a aucun effet de couplage
conduction-rayonnement & I’échelle des fibres; dans ce cas une méthode itéra-
tive classique couplant la conduction et le rayonnement & I’échelle du milieu est
suffisante. On conclut sur efficacité d’isolation d’un tel matériau fibreux en
fonction de sa porosité, du coefficient d’absorption des fibres, du rapport des
indices optiques des deux phases et de la dispersion des orientations des fibres.

Introduction

Felts composed of fibres of zirconia or aluminia are refractory ceramic porous
materials which are commonly used as insulating materials at high tempera-
tures in applications such as nuclear reactors, solar power plants, combustion
chambers, coatings for aeronautics and aerospace, etc. Their thermal proper-
ties at high temperatures are a key parameter for their design. Heat transfer
within these materials is the sum of contributions from conduction and radia-
tion. A lot of studies on radiation modeling have already been performed : The
Discrete Ordinate Method (DOM) and the Monte Carlo method (MC) are the
most classical methods used to determine the radiative power dissipated within
complex material geometries | , ,

, ; |- Here, the ma-
terial of the fibres (alumina or zirconia) has a semi-transparent (absorbing and
non-scattering) behavior in the near-infrared wavelength range. This difficulty
was not tackled in the preceding works. Conduction is usually accounted for
via a Fourier’s law : conductive transfer is characterized by a effective phonic
conductivity issued from experimental data or from empirical formula. Finally,
the coupling of these two contributions is solved by an iterative method at the
macroscopic scale. In this paper we propose a completely statistical model that
solves the coupled heat transfer problem at the scale of the pores in a statis-
tically homogeneous fibrous medium composed of two phases : the fibres are
assumed to be a gray phase with uniform thermal conductivity k,, absorption
coefficient k,, density p, and specific heat Cp,, and these fibres are immersed in
a transparent gas (void or air with a very good approximation). The porosity of
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such materials being generally high (70% to 90%), radiation may be the predo-
minant heat transfer mode and consequently needs to be accurately determined.

Many porous media have complex morphologies, are anisotropic, present boun-
dary effects, and may have non-Beerian phase(s), which makes it very difficult
to determine their radiative properties with classical methods. A radiative cha-
racterization of these media by a statistical Monte Carlo method had been de-
veloped. It is based on the description of the radiative phenomena (extinction,
absorption and scattering) with cumulative distribution functions. This tech-
nique has been introduced by Trancrez and Taine | |
for foams, and it allows to characterize Beerian and also non-Beerian phases.
Furthermore, the development of X and v tomography techniques provides an
accurate knowledge of the morphology of porous media and improves the ac-
curacy of statistical methods of characterization. In the case of a non-Beerian
behavior, the classical scalar radiative coefficients do not exist anymore, and
the radiative transfer must be described by the Generalized Radiative Trans-
fer Equation (GRTE) in which the usual radiative coefficients are replaced by
these statiscal functions. To solve this equation, a second Monte Carlo method
is used where the paths of a huge number of rays from their emission to their
absorption are followed, taking into account all possible scattering phenomena
(reflection and transmission). Zarrouati et al. | | charac-
terized a non-homogeneous packed bed of spherical opaque particles. In this
work, it was demonstrated that the propagation phase (the void spaces bet-
ween the spheres) is non-Beerian, and the radiative transfer was solved by the
resolution of the GRTE. Dauvois et al. | | calculated the
radiative power field within a statistically homogeneous anisotropic two-phase
fibrous medium in which absorbing fibres are immersed in a transparent phase.
The fibre phase radiative properties were shown to be strongly anisotropic, and
the boundary effects were taken into account in the radiative power field cal-
culation. But conduction being ignored in this work, well-known temperature
jumps appeared at the boundaries of the calculation domain which is not rea-
listic. Indeed, radiation is strongly coupled to conduction which ensures the
temperature continuity at the boundaries. In order to determine the actual
thermal response of the fibrous medium, both contributions of conduction and
radiation must be taken into account in a coupled thermal model.

Generally this problem is solved by a finite difference/element/volume method

[ Y Y Y

Y 7 ?

, , |. It is based on the discre-
tization of the whole porous medium, and the energy conservation is solved in
each mesh. But the morphology of our media of interest is so complex that it
is extremely difficult to mesh the volumes of the phases. Moreover, the com-
putational cost in terms of memory and calculation time would be prohibitive.
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On the other hand, Grigoriu | , | and Vignoles et
al. | , | have developped their statis-
tical resolution of the conduction problem. It is based on the notion of random
walk : a huge number of Brownian walkers is generated, each of them carrying
a certain quantity of enthalpy. These walkers roam whithin the real conductive
phases of the medium and the problem is governed by the boundary conditions.
For the Grigoriu’s method, the contribution of radiation can be taking into ac-
count by adding to the enthalpy carried by the walkers the radiative energy
all along the path. For the Vignoles’s method, the contribution of radiation
can be taking into account by changing a "conductive Brownian walker" by a
"radiative walker" characterized by the optical thickness of the medium. These
statistical approaches do not require any meshing of the calculation domain
and algorithms based on these methods can easly be parallelized, which makes
these techniques particularly interesting here.

In Section 6.1, we will present an original completely statistical method to treat
the coupling of conduction and radiation in complex geometries. The radiation
problem is solved by the GRTE, which takes into account the anisotropy, the
boundary effects and the semi-transparency of the medium. This method re-
turns the radiative power field dissipated within the fibres. Then, a random
walk technique has been developed to solve the conductive problem : the ap-
proach retained here is based on the motion of Brownian particles within the
fibres. By solving the energy equation at local scale and by integrating the
concentration of walkers, one can deduce the thermal property of the medium.
The conduction modeling method will be validated in Section 6.2 by comparing
its results to analytical formula in simple configurations and to results obtained
by finite element method calculations. In Section 6.3 we will apply the proce-
dure to determine the thermal properties of a fibrous medium. The temperature
field and the total heat flux will be compared to those issued from a procedure
where the coupling is treated at the macroscopic scale.

6.1 Model

6.1.1 Assumptions

Let us consider a statistically homogeneous and anisotropic fibrous medium
where the fibres are modeled as overlapping finite cylinders of diameter d and
length L preferentially oriented in a plane normal to the z axis (the transfer
direction). The centers of the cylinders have random locations and the unit
vectors of their axes uc(fc, ¢c) are characterized by an uniform distribution
for ¢c over [0°; 360°] and a Gaussian distribution for ¢ centered at 90°.

The fibres are made of a semi-transparent (absorbing) ceramic material such
as alumina or zirconia, of refractive index n, and absorption coefficient x,, and
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they are immersed in a transparent gas of refractive index ng. Their surfaces are
assumed gray and optically smooth, so that the bidirectional reflectivity and
transmissivity are given by the Fresnel’s laws depending only on n, and np.
Furthermore, due to the constitutions of both phases, n, > np, consequently
the total reflection phenomenon may occur within the fibres and the rays may
be trapped within them.

The pores characteristic size is assumed to be substantially larger than the
relevant radiation wavelengths at high temperature (for 7' ~ 1500 K, 1 um <
A < 10 wm), consequently diffraction effects may be neglected and radiation
propagation is considered along straight lines within a phase.

Finally, the thermal problem which will be treated is statistically one-dimensional :
the boundary conditions imposed to the calculation domain are such that the
heat transfer is essentially along the z axis.

6.1.2 Radiative model

The radiative volume power field PZR (W.m~3), where the subscript i refers to
the position along the z axis, is calculated by a Monte Carlo procedure |

|- A large number of radiative power bundles characterizing emission
of rays in a volume V; of the semi-transparent fibres are shot. After consecutive
scattering events by reflection and transmission, absorption eventually occurs in
a volume Vj of the fibres, and the exchanged power matrix P (W) is computed.

The radiative volume power of the volume V; of the medium is then deduced
by :

R 1 ea T]4
PR = v Z Pe {T.‘* — 1] (6.1)
j 1

where T; and T); denote the temperatures at locations 7 and j. It is interesting
to consider the dimensionless formulations I of the exchanged powers :

I5¢ = Pie]q 6.2
iy SZO.TZ4 ( : )

where the notation S; refers to the surface of the volume V;. As demonstrated in
[ , |, the dimensionless exchanged powers
177 are independent of the temperatures, so the radiative problem in the me-
dium involving the GRTE is solved numerically and the 1} are evaluated only
one time. Then, for a given temperature field 7;, the radiative volume powers
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PiR are calculated very simply and very rapidly by the following expression :
R SZ ea 4 4
Pi= 3y o (1) - 1) (6.3)
J

In the case of semi-transparent fibres immersed in a transparent phase, the
fibres are the only phase that emits and absorbs radiation, and the radiative
volume powers calculated by Equation (6.1) are associated with the fibre phase.

6.1.3 Stochastic method for solving the energy equation

In this study, we concentrate on the steady state thermal behavior of the ma-
terial. The energy balance at a point M(z;) within the fibres then writes :

kq AT(Zi) + P(ZZ') =0 (64)

where P(z;) is the heat volume power field within the fibre phase at the consi-
dered point M (z;). For a study of thermal conduction alone, this field is zero;
for coupling of conduction with radiation, the field P(z;) is equal to the radia-
tive volume power field P/ expressed at Equation (6.3).

6.1.3.1 Random walk technique

At this point, let us consider the stochastic It6-Taylor scheme which simulates
the convection and diffusion phenomena via particle motions :

dX(t) = b[X ()] dt + c[X(t)] dB(t) (6.5)

In this expression, X (t) is the position of the particle at time ¢, dX(t) is the dis-
placement vector of this particle between ¢ and (t+dt), b[X(¢)] is a convection
velocity vector which can account for a macroscopic movement of the material
or a thermal conductivity gradient if the material is non-homogeneous, c[X(t)]
is a diffusion characteristic length matrix the terms of which ¢;; have for ex-
pressions /2 a;;j dt where the a;; are the components of the diffusivity tensor,
and B(t) is a Brownian motion vector the terms of which follow independent
Gaussian distributions of zero mean and unit variance.

In the case where the material is motionless, homogeneous and isotropic, the
convection term disappears and the diffusion characteristic length matrix re-
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duces to the scalar /2 adt where a is the diffusivity of the material. Finally
the Ito-Taylor statistical process writes :

dX(t) = V2adtdB(t) (6.6)

The term /2 adt is the mean free path of the particle motion and the direction
of its movement is given by the vector dB(t) shot in the normal Gaussian law
and associated with the Brownian motion.

In terms of heat transfer, let us consider a number of walkers which carry a
certain amount of enthalpy dh, and which follow the Brownian motion law
described above. If a represents the thermal diffusivity of the medium, the
procedure describes the unsteady thermal conduction phenomenon (i.e. thermal
diffusion) and solves the unsteady partial derivative equation :

orT
ko AT (2;) = pa Cpa N (6.7)

The local temperature associated with a volume AV around the point M(z;)
at time ¢ is determined by the expression :

ZwEAV 5hw

T(Zi7t) :Tref"F P Cp AV

(6.8)
where T,..; is a reference temperature, in general issued from the boundary

conditions and which defines the number of walkers to be considered.

The heat flux through a surface element dS located at the point M(z;) and of
normal unit vector n during the time dt¢ writes :

>z eax(y dX(t).nohy
[dX(¢)n][dt dS

q(2,t) = (6.9)

where the term z; € dX(¢) denotes the sum of the walkers which cross the
surface element dS at the point M (z;) between ¢ and (¢ + d¢), the normal unit
vector n is oriented along the z axis.

In order to reach the steady state temperature field, it is necessary to wait for a
global stabilization of the particle volume density field which does not depend
on time any more : If ¢ is sufficiently large, the particles move between ¢ and
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(t+dt) but the number of particles within a volume element AV around a point
M (z;) does not vary. After a generally large number of Brownian movement
processes applied to the walker population, the method eventually converges
to the steady state solution which verifies Equation (6.7) where the second
member is set to zero.

6.1.3.2 Applying thermostat and adiabaticity conditions at boun-
daries

Very often, in conduction homogenization simulations, temperature and adia-
baticity conditions are imposed at the boundaries of the calculation domain.
So it is important to be able to impose these conditions in terms of Brownian
motion walkers.

Thermostat condition

Let us consider a reservoir connected to a boundary of the domain. This re-
servoir will behave as a thermostat, i.e. a domain of fixed temperature, if it is
not affected by the Brownian motion of the walkers within the domain and if
it respects the following two conditions :

[ Walkers are homogeneously distributed within the reservoir with a concen-
tration independent of time and related to the temperature imposed at
this thermostat.

(d At all the boundaries of the reservoir, the walkers are specularly reflec-
ted (condition of periodicity).

If, between ¢ and (¢ + dt), a walker of the reservoir hits the boundary with the
calculation domain, it is specularly reflected and a random number r; between
0 and 1 is compared to the effusivity ratio e,/(e, + e,) where e, and e, de-
note the thermal effusivities of the medium and of the reservoir respectively.
If 11 < eq/(eq + €r) a new walker with the same enthalpy dh,, is created and
transmitted into the medium. Similarly, if, between ¢ and (¢ + dt), a walker of
the medium hits the boundary with the reservoir, a random number 9 between
0 and 1 is compared to the effusivity ratio e, /(e +¢€,). lf 7o < e, /(eq + €,) the
walker is transmitted into the reservoir, otherwise it is specularly reflected. At
time t + dt all the walkers issued from the medium and transmitted into the
reservoir are deleted in order to respect the first thermostat validity condition
evoked above.
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Adiabaticity condition

An interface separating two phases is adiabatic when there is no heat exchange :

VT .n=0 (6.10)

where n is the unit normal vector of the interface.

Let us consider a medium composed of a conductive phase and a non-conductive
phase where there is no heat exchange through the interface. The walkers mo-
ving within the conductive phase which hit the adiabatic interface are specularly
reflected.

6.1.3.3 Advantages of the method

The Brownian motion method for the resolution of conduction heat transfer
presents several points of interest in our case :

It solves the unsteady energy equation without any need of meshing the
medium, which makes it very interesting in complex geometries. The
only information needed is the locations of the interfaces. In academic
cases where the material morphologies are defined mathematically this
is very simple. For real media described by tomographies, a specific al-
gorithm that rebuilds the interfaces between phases, like the marching
cube algorithm, is necessary.

1 A second advantage is that the treatment of the boundary conditions is
very flexible. As no volume discretization is needed, even if the boundary
limits of the medium have complex geometries, imposing a temperature
or a flux condition on these geometries does not require techniques like
an adaptive meshing.

A third interest is that very little memory is needed. Contrary to the
finite difference/element/volume methods which solve the problem by
the resolution of a huge linear system whose size depends on the finesse
of the spatial discretization, the Brownian motion method only saves the
positions of all walkers whithin the medium. Parallelization techniques
can very easily be implemented and accelerate the convergence.

6.1.4 Coupling conduction and radiation

The non linear radiative volume power field issued from the resolution of the
radiative problem within the fibrous medium is integrated as a heat source in
the heat conduction equation. P#(z;) denoting the radiative volume power at
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position M (z;) and time ¢, the enthalpy of the volume AV around M between ¢
and (t+dt) is incremented by the quantity P (x;) AV dt, and this enthalpy in-
crement is distributed equally between the walkers present within AV at time ¢.

Our fibrous medium of interest is composed of semi-transparent fibres immer-
sed in a transparent phase. Consequently, only the fibres radiate, so that the
radiative power field has to be associated with the fibre phase. If II is the poro-
sity, (1—1I) is the fibre volume fraction, and the enthalpy provided by radiation
becomes (1 — II) PR (x;) AV dt.

Radiation model

v
|—|ea
Tinn(s)"™" _% r_

PR(1(s)™)

v

Conduction model

v

T(s)"

v

Convergence

No
it=it+1

FIGURE 6.1 — Scheme of the iterative method which solves the coupled conductive-
radiative transfer within a fibrous medium.

Furthermore, the radiative volume power field depends on the temperature field.
Consequently the problem is non linear and an iterative method must be used

(Fig.6.1) :

1) An initial temperature is fixed within the medium. It can be the solution
of the purely conductive or radiative problem or an average of the two.

2) The radiative volume powers P are deduced from Equation (6.3) (re-
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mind that the quantities IIfY appearing in this equation are calculated
once and for all via the GRTE resolution, before the treatment of conduc-
tion).

3) The conduction problem is solved using the random walk technique, and
a new temperature field within the fibrous medium is obtained.

4) The above described procedure is iterated until the relative discrepancy
between the new heat flux field and the preceding one is inferior to a
given threshold (typically 5%).

6.2 Validation

The resolution method has been tested on an academic geometry : a cube of
size L with imposed temperatures T'(z = 0) = 0°C and T'(z = L) = 100°C
on two opposite faces, the four remaining faces being adiabatic. Three different
1D problems have been examined : i) cube composed of an unique material ; ii)
cube composed of two materials; iii) cube composed of an unique material in
which a power density is dissipated.

The three 1D cases have analytical solutions and these will be compared to the
solutions calculated by the random walk procedure.

In order to accelerate the convergence, the walkers are spread within the me-
dium at ¢ = 0 in accordance with the expected temperature solution : the
concentration of walkers in each small volume of the medium surrounding a
point M (z) is set proportional to the expected temperature at that point M (z).
Furthermore, the same calculation is performed 40 times over 40 processors, and
the convergence of the method is tested after averaging the temperature and
flux fields over all processors.

6.2.1 First 1D case : imposed temperatures at the boundaries

For a cube of size L, composed of a material of thermal conductivity k, with
imposed temperatures T'(z = 0) = 71 and T(z = L) = T on two opposite
faces, the four remaining faces being adiabatic, the temperature field is simply
equal to :

T(Z) :T1+(T2—T1) (Z/L) (611)
and the flux is expressed by
q=(Th —T2)k/ L (6.12)

600 walkers are distributed linearly along z. The random walk procedure is
solved on 40 processors and converges after 13 minutes. In this example, the
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values k = 1 W/m/K, L =1 m, Ty = 0°C and T, = 100° C were retained ;
the expected flux is equal to —100 W/m?; the results are presented in Fig.6.2.
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=
B 40 = _105
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2]
Q -110
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-115
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FIGURE 6.2 — Left : Temperature field. Right : Heat fluz. (-) Analytical solution. (O)
Solution calculated by the random walk technique.

6.2.2 Second 1D case : medium composed of two phases

For a cube of size L composed of two materials with thermal conductivities k;
for z/L < 1/2 and ks for z/L > 1/2, with imposed temperatures 77 and T on
the two opposite faces z = 0 and z = L, the flux is expressed as :

. 2k1 ko T —T5
1= o Xk L

(6.13)

and the temperature field is linear in each phase and continuous at the interface
at z/L=1/2:

T(z):Tl—kiz for z/L <1/2

. (6.14)
T(z):Tg—k—(z—L) for z/L >1/2

2

We have applied the same number and repartition of the walkers to the 40
processors. With the values k1 = 0.2 W/m/K, ks =1 W/m/K, L = 1 m,
Ty = 0°C and Ty = 100° C, the expected flux is equal to —33.3W/m?; the
results are presented in Fig.6.3.
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FIGURE 6.3 — Left : Temperature field. Right : Heat fluz. (-) Analytical solution. (1)
Solution calculated by the random walk technique.

6.2.3 Third 1D case : power density

For a cube of size L, composed of an unique material of thermal conductivity
k, with imposed temperatures 77 and 75 on the two opposite faces z = 0
and z = L, and within which a power density P(z) is dissipated, the analytical
expression of the temperature field T'(z) is obtained by integration of the energy
equation :

T(z) = —/Oz/L /0 Pz(:) dudv + [T} + (/OZ/L/OU Pli“) dudv)z/Lzo] (1-2/L)

+ [TQ + (/OZ/L /Ov Pl(;)dudv)z/L:J (z/L) (6.15)

the expression of the flux is then determined via the Fourier’s law :

dT

pz) = —k —(2) (6.16)

As a test of our random walk numerical procedure, we retained the following
input data: k =1W/m/K, L =1m, P(z) = —8000 (z/L)*+8000 (z/L)+1000
(in W/m3), Ty = 0° C and Ty = 100° C. With these data, the expression of the
temperature field becomes :

T(z) = (z/L) [g??o (/) 1) —&;0 ((z/22~1) 4500 ((z/2)~1) +100]
(6.17)

The results are presented in Fig.6.4.
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FIGURE 6.4 — Left : Temperature field. Right : Heat fluz. (-) Analytical solution. (1)
Solution calculated by the random walk technique.

6.3 Application to a fibrous medium

6.3.1 Numerical generation of a fibrous sample

Our material of interest is a felt of absorbing and non scattering fibres made
of a refractory ceramic material such as alumina or zirconia. For this study,
the calculations are performed over a representative computer-generated vir-
tual fibre felt arrangement. The fibres, of refractive index n,, are modeled as
cylinders which can overlap of diameter d and length L. They are immersed in
a transparent gas or vacuum of refractive index ny. The centers of the cylin-
ders have random locations, and the unit vectors of their axes uc(6¢c, ¢c) are
characterized by an uniform distribution for ¢ over [0°; 360°] and a Gaussian
distribution for 6o centered at 90° and of standard deviation ¢. Total specular
reflection conditions are imposed at the boundaries parallel with the z axis (see
Fig.6.5) : The medium is then infinite in the = and y directions.

The fibres of absorption coefficient k, are assumed gray and optically smooth :
their bidirectional reflectivity and transmissivity can then be deduced from the
Fresnel’s laws for unpolarized radiation, and they depend only on the ratio
ng/np ( the imaginary part x, of the complex optical index of the fibres is
assumed small compared to n, and n). 36000 cylinders have been generated
to obtain a (100d) thick fibrous sample with a porosity of 0.75 (Fig.6.5).
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FIGURE 6.5 — Left : Generated fibrous sample (II, = 0.75) ; Right : Cross section BB
normal to the z axis.

6.3.2 Modeling of conduction alone

The heat which circulates within the medium by conduction alone is characteri-
zed by the material effective phonic conductivity ks ;. This quantity should not
depend on the boundary conditions and the size of the medium. Let us assume
that the fibres are made of zirconia (of thermal conductivity k, =2 W/m/K)
and that the fibres are immersed in vacuum, n, = 1. D denoting the sample
thickness in the z direction, two temperatures are imposed at the z = 0 and
z = D faces of the sample, the four other faces being assumed adiabatic. In
order to minimize the computation time, a Representative Elementary Volume
(REV) of the medium is introduced and defined. This REV must be statistically
homogeneous, and in order to ensure this condition a lot of virtual samples are
generated verifying % << 1. Here, with a porosity IT of 0.75 (Fig.6.5), this
condition is verified when D, > 25d, D, > 25d and D, > d, by generating 10
fibrous samples (see chapter 3).

The conduction problem described above is statistically 1D. At ¢ = 0 the wal-
kers are deposited within the fibres with a concentration profile following the
expected linear evolution of the temperature field. At each time step dt, each
Brownian walker is displaced of the quantity v2adtdB(t) (see Sec.6.1.3.1).
When a walker hits a fibre/vacuum interface it is reflected because no conduc-
tion occurs in vacuum. The steady state is reached when the global surface
heat flux ¢©(z) crossing the sample in the z direction is independent of z. The
effective phonic conductivity is then deduced from the Fourier’s law :

kepr = —q AT (6.18)

where AT denotes the difference between the temperatures imposed at the two
faces of the sample.
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The random walk calculation is performed over 100 fibrous materials of poro-
sities ranging from 0.02 (500000 cylinders) to 0.95 (6000 cylinders), these 100
materials being characterized by the same standard deviation o (5°) of the
Gaussian distribution followed by the angle ¢ (see Sec.6.3.1). 1000 walkers
are launched whithin the fibres. 156 processors are used during 1h30 for these
calculations. The resulting temperature field in the case II = 0.75 is compared
to the expected linear profile in Fig.6.6. The relative dispersion on the heat flux
is defined by :

o max (|¢9(z)— <q¢®>)
dq~ = i (6.19)
<q¢¢ >
In the case IT = 0.75, §¢¢ = 7.5%.
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FIGURE 6.6 — Left : temperature field; Right : heat fluz. () Purely conductive solu-
tion. (4) The random walk solution. (o) Heat fluz.

The evolution of the effective phonic conductivity as a function of the porosity
is shown in Fig.6.7. This evolution follows an exponential law, and as expected
the effective phonic conductivity values are lower than the ones issued from the
parallel model : (1—1I) k,. The evolution of the effective phonic conductivity as
a function of the standard deviation o of the angles ¢ of the fibres for II = 0.75
is reported in Table 6.1.
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FIGURE 6.7 — Effective phonic conductivity as a function of the porosity. o = 5°.
(-) Effective phonic conductivity. (- -) Conductivity issued from the parallel model :

(1 —1T1) k.

0 ][ kegs [W/m/K]
0 1.14 x 1072
2.5 1.29 x 1072
5 1.67 x 1072
7.5 2.28 x 1072
10 2.99 x 102
12.5 3.60 x 1072
15 4.55 x 1072
17.5 5.51 x 1072
20 5.97 x 102
22.5 7.48 x 102
30 1.02 x 1071
random | 2.10 x 107!

TABLE 6.1 — Effective phonic conductivity as a function of the standard deviation o.

IT =0.75.

6.3.3 Modeling of the conduction-radiation coupling

To account for this coupling, radiation is considered as bringing a volume power
field PR(z) in the energy equation, this field being deduced from the GRTE
resolution (see Sec.6.1.2). At the difference of conduction, radiation does not a
priori follow a radiative Fourier’s law and depends on the thickness of the me-
dium and the levels of the temperatures imposed at the boundaries. Consider
a fibrous sample of thickness D = 2mm, porosity II = 0.75 made of zirconia
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fibres with diameter d = 20 um and length L = 200 um. Two black walls at
2000 K and 1500 K are placed at z = 0 and z = D, the four other faces of the
calculation domain being adiabatic. At the high temperature levels considered
here, a strong influence of radiation is expected.

Two methods of coupling will be compared :

i) The conduction and radiation problems are solved separately in two homo-
genized media and the coupling is accounted for at the macroscopic scale by
an iterative method. The advantages of this approach are that the formulation
of the problem is very simple and the resolution is very fast. Its major weak-
ness is that it does not take into account the coupling at the local scale and
consequently some effects can be omitted.

Knowing the effective phonic conductivity k.r¢ of the material, the conductive

flux is correctly modeled by the Fourier’s law : ¢¥(2) = —kess %(2) The ra-

diative flux can be calculated by integrating the power density function P®(z)
given by the GRTE resolution : ¢f(z) = fOZ PE(v)dv + ¢f'(z = 0). Finally, the
energy equation becomes ¢ (2)+¢%(z) = C, with C a constant (independent of
z). The temperature field T'(z) is the implicit unknown of this latter equation,
and an iterative method allows its determination. In this study, the Newton-
Raphson algorithm is used.

ii) Radiation is regarded as a volume heat source term which increases or de-
creases the enthalpy carried by the walkers (see Sec.6.1.4). With this approach,
the resolution is local and the homogeneization at the global scale is perfor-
med only one time. The method is more accurate but the convergence is much
longer.

The energy dissipated due to radiation in the volume AV surrounding a point
M (z) of the medium is : E®(z) = (1 — II) PR(z)dt AV. If N, is the number
of walkers at time ¢ in the volume AV, the enthalpy of each of these walkers is
incremented of E®(z)/N,,. The enthalpy of the walker, which was §h,, at time
t, becomes Sh,, + ET(2)/N,, at time (¢ 4 dt). It is worth noticing that E%(z)
can be positive or negative and that consequently some parts of the medium
may be cooled by radiation. Similarly to the preceding approach, the method
converges when ¢©(z) + ¢f'(z) = C, with C a constant (independent of z).

The results of the first and second approaches are presented in Fig.6.8 and
Fig.6.9. The Newton-Raphson algorithm solves the coupled problem within 2
minutes with a relative dispersion on the global flux of 1.53 x 1074%. The
random walk procedure provides the solution after 6 hours of calculation over
156 processors with a flux relative dispersion of 1.27%.
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FIGURE 6.8 — Left : radiative power field. Right : temperature field. (—) Pure conduc-
tive solution. (-.) Pure radiative solution. (o) Conduction-radiation coupling, 1st me-
thod. (3) Conduction-radiation coupling, 2nd method.

Although based on different principles, the two methods yield very similar glo-
bal flux and temperature fields. Moreover, the ratios between conduction and
radiation are also quasi identical. We believe that this quite good agreement
between the two methods validates our approaches and results. However, we do
not note any particular local scale effects of the conduction-radiation coupling.
In terms of simplicity and convergence speed, the method coupling conduction
and radiation at the macroscopic scale is the most efficient.

The radiative power has the highest values at the boundaries : for z < 0.2 D this
power is negative and the temperature is below the temperature of the purely
conductive problem, so the medium is cooled by radiation. For z > 0.8 D the
power has high positive values and the medium is strongly heated by radiation.
By definition, the radiative power is the difference between the absorbed power
and the emitted power : PR(2) = P4(2)—P¢(z). For z < 0.2 D, the temperature
of the medium is high and the emitted power is large. The major contribution
to the absorbed power comes from the black wall at z = 0 but this contribution
is small compared to the emission of the semi-transparent medium due to the
fact that the fibres are weakly absorbing. The radiative power is then negative,
which means that at locations z < 0.2 D radiation extracts heat. An analogous
reasoning leads to the conclusion that at locations z > 0.8 D radiation deposits
heat. Finally, one notices on the graphs of Fig.6.9 that radiation is predominant
in the examined configuration : it is around 80% of the total heat flux at the
boundaries and around 90% in the core.
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FIGURE 6.9 — Upper left : flux fields, 1st method. Upper right : fluz fields, 2nd me-
thod. Lower : difference between the total flux fields calculated by the Newton-Raphson
algorithm and the random walk technique. (A) Total flux. (O) Radiative fluz. (o)
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The total heat flux crossing the fibrous medium given by the method involving
the effective phonic conductivity allows to calculate the total conductivity kot
which accounts for the contributions of the two heat transfer modes (conduction
and radiation). This total conductivity may not be regarded as an intrinsic
thermal property of the material because its value is very dependent on the
temperature values imposed at the boundaries of the sample. Nevertheless, it
is interesting at this point to vary the parameters of generation of the fibrous
medium and to examine the impacts of these parameters on the insulation
efficiency of the material. We study the influences of 4 parameters : the porosity
of the medium II, the absorption coefficient of the fibres k,, the optical index
ratio ng/np and the standard deviation of the angles ¢ of the fibres o. The
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results are presented in Fig.6.10.
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deviation of the fibre orientations. (-) Effective phonic conductivity. (o) Total conduc-
tivity with ko, d = 0.3. (3) Total conductivity with k,d = 10. (A) Total conductivity
with kg, d = 100.

It is seen in Fig.6.10 that under the conditions examined here, the fibrous me-
dium provides the best insulation for a porosity in the range [0.6-0.8]. Conduc-
tion has the highest contribution for II = 0, i.e. when the medium is homoge-
neous zirconia, and it is zero when the medium is composed of vacuum (IT = 1).
Conversely, the contribution of radiation is infinite for II = 1 and is still strong
when the porosity is close to 0. Furthermore, as the ratio n,/n; is greater than
1, the total reflection phenomenon occurs within the fibres so that the fibres
trap the radiation. Consequently, the scattering phenomenon by reflection wi-
thin the fibres increases the absorption probability within the volume of the
fibres. Adding fibres (i.e. decreasing II) brings additional absorption and thus
decreases the contribution of radiation whereas it increases the contribution of
conduction. But above a certain value of the porosity the internal scattering
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events within the fibres become very rare, which contributes to a high radiative
transfer. Finally, a minimum of the total conductivity is found for a value of
the porosity in the range [0.6-0.8].

The optical index ratio has a strong influence on the total thermal conducti-
vity. In the particular case n, = ny, there are no more fibre/gas interfaces from
the point of view of radiation : rays are transmitted from a phase to another
without any deviation and reflection. When the fibre absorption coefficient is
small, the rays are allowed to travel over long distances within the fibres, and
scattering is the dominant radiative phenomenon. If n, > ny, the rays are trap-
ped within the fibres which increases absorption. At a certain value of n,/np (3
for ke d = 0.3), the fibre reflectivity has high values and consequently few rays
are transmitted from the gas to the fibres, which tends to increase the radiative
transfer. When the fibre reflectivity is equal to 1 (i.e. when the ratio ng,/ng
tends to infinity), the rays propagate in the transparent phase and the radia-
tive flux becomes infinite. When the absorption coefficient takes high values
(ke d = 10 and ko, d = 100), the fibres are almost opaque and the waveguide
effect disappears. Overall the range [2-3] for the value of ng/ny is a good choice
for thermal insulation applications.

As expected, the effective and total conductivities increase when the standard
deviation of the fibre orientations o increases. The best insulation is obtained
when all fibres are normal to the direction of the transfer (o = 0°). It is in-
teresting to notice that the case of randomly oriented fibres gives the highest
conductivity kepr = 2.10 x 107" and kyor = 4.45 x 107! for ko d = 0.3.

Conclusion

An original model based on the Brownian motion that allows to simulate ther-
mal conduction in a complex geometry without any meshing has been described.
It gives an accurate value of the effective phonic conductivity of a numerical
anisotropic fibrous medium composed of conductive fibres immersed in vacuum.

We have extended the field of application of the method by taking into ac-
count the radiative transfer effects. The coupled conduction-radiation problem
has been solved over a fibrous medium the fibres of which are semi-transparent
(purely aborbing), and the radiative boundary effects have been accurately ta-
ken into account. Via the radiative distribution function formalism, we have
shown that whereas the gas surrounding the fibres has a Beerian behavior, the
phase constituted by the fibres is non Beerian. The radiative power field is-
sued from the resolution of the model which couples a GRTE with a RTE (see
chapter 5) has been injected in the Brownian motion calculation as algebraic
enthalpy increments provided to the walkers. When the thermal steady state is
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reached, it is possible to determine the temperature field within the medium,
the radiative and conductive flux fields as well as the total heat flux (which
is constant), and finally global thermal properties of the material. We have
shown that in the case examined there are no particular coupling effects at the
local scale and that a method that couples the contributions of radiation and
conduction at the macroscopic scale is sufficient. The procedure for solving the
coupled conductive-radiative heat transfer problem is summarized : 1) The non
linear radiative power density, which strongly depends on the temperature, is
calculated by a statiscal radiative model which couples a GRTE and a RTE.
2) The accurate effective phonic conductivity is calculated by a random walk
technique based on the Brownian motion. 3) The coupled conduction-radiation
problem is solved by a classic iterative method and the total conductivity of
the fibrous sample is determined.

Finally, a parametric study of the insulation properties of a fibrous medium at
high temperature has been carried out. The porosity, the optical index ratio,
the degree of spatial arrangement of the fibres and their thermal conductivity
are key parameters that strongly affect the thermal transport properties of the
fibrous medium. Criteria for efficient thermal insulation in terms of values for
these parameters have been proposed, and zirconia, having an optical index of
2 and a thermal conductivity of 2W/m/K, appears to be a good candidate
as the constituent of a felt for high performance thermal insulation at high
temperature.






Conclusion générale

Les matériaux constitués de fibres de céramiques réfractaires (zircone ou alu-
mine) ont d’excellentes propriétés thermomécaniques et sont envisagés pour
étre utilisés comme barriéres thermiques & hautes températures. Pour concevoir
ces matériaux poreux, il est nécessaire de quantifier chaque mode de transfert
thermique. Mais la morphologie complexe, I'anisotropie, les effets de bord, la
semi-transparence des fibres et le comportement non Beerien de ces matériaux
rendent trés difficile la détermination de leurs propriétés radiatives par des mé-
thodes classiques.

Nous avons mis en évidence que dans un milieu Beerien ’émission et toutes les
diffusions du rayonnement peuvent étre traitées de maniére indépendante. La
distribution des angles d’incidence des rayons impactant une interface n’influe
pas sur la distribution des angles diffusés. Le milieu est caractérisé par des lois
exponentielles associées a chaque phénomeéne radiatif (extinction, absorption et
diffusion). Dans un milieu non Beerien, la distribution des angles d’incidence
des rayons impactant une interface influe sur la distribution des angles diffusés.
Le milieu est caractérisé par des fonctions de probabilité cumulée associées &
chaque phénomeéne radiatif.

Dans cette thése, nous avons démontré que dans le cas du milieu fibreux que
nous avons généré numériquement, la phase des fibres a est de nature non
Beerienne et la phase transparente b de nature Beeienne. La phase des fibres
non Beerienne est donc caractérisée par des fonctions de distribution cumulée
et des fonctions de phase associées & chaque type diffusion :

[ par les fonctions de distribution cumulée d’extinction G ezt o, d’absorp-
tion P, 4, de diffusion interne (réflexion) P, scqq et de diffusion externe
?
(transmission) P, scqp, et par les fonctions de phase de réflexion p, o4 €t
de transmission p, 4 associées & une émission de rayonnement.

S(1)

vexta’

d’absorp-
tion P,,S a((ll), de diffusion interne PVS 5(01()w et de diffusion externe PVS S(clib,
et par les fonctions de phase de réflexion p%}l) et de transmission pfé?

associées & la premiére diffusion du rayonnement.

 par les fonctions de distribution cumulée d’extinction G
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5(2)

[ par les fonctions de distribution cumulée d’extinction G, .5 .,

d’absorp-
2)

tion P;g a(i), de diffusion interne P;g S(caa et de diffusion externe Pf s(fc)w
(2)
a

et par les fonctions de phase de réflexion pfa et de transmission pfg)

associées & la seconde diffusion du rayonnement.

Q etc, ...

La phase transparente Beerienne est caractérisée par les coefficients radiatifs
d’extinction B,p, de diffusion interne o, et de diffusion externe o, p,, €t par
les fonctions de phase de réflexion p,p, et de transmission p,p,. Ces propriétés
radiatives ont été déterminées par une méthode de Monte Carlo consistant &
tirer des rayons dans chaque phase du milieu fibreux et a les suivre jusqu’a
leur absorption. Les fonctions de distribution sont calculées en cumulant les
longueurs d’extinction, d’absorption et de diffusion, et les fonctions de phase
en cumulant les directions diffusées.

Ensuite, nous avons élaboré un modéle radiatif couplant une Equation du Trans-
fert Radiatif Généralisée (GRTE) dans la phase non Beerienne, dans laquelle
les coefficients radiatifs sont remplacés par les fonctions statistiques radiatives,
avec une Equation du Transfert Radiatif (RTE) classique dans la phase Bee-
rienne. Le probléme radiatif a été résolu & ’aide d’une méthode de Monte
Carlo consistant & tirer des rayons dans un milieu homogénéisé caractérisé par
les fonctions statistiques radiatives et par les fonctions de phase. Cette mé-
thode consiste & suivre un grand nombre de rayons, transportant une certaine
quantité d’énergie, émis depuis la phase des fibres, diffusés plusieurs fois dans
les fibres et dans la phase transparente, jusqu’a leur absorption dans les fibres.
Cette modélisation du transport d’énergie radiative permet de calculer le champ
de puissance volumique radiative dans la phase fibreuse et le flux radiatif tra-
versant le milieu. Le champ de température issu de ce modéle en situation
d’équilibre radiatif a été comparé avec le champ de température calculé par un
modéle de Fourier radiatif classique, il a été montré que le modéle de Fourier
radiatif surestime le gradient de température au sein du milieu et 'erreur sur
le calcul de la température atteint 100 K proche des extrémités. Une premiére
étude portant sur Defficacité d’isolation en considérant le rayonnement seul a
été ensuite menée. Elle a montré qu'un matériau fibreux est plus isolant quand
les fibres sont opaques, quand la porosité du matériau est comprise dans I’'in-
tervalle [0.4; 0.6] et lorsque le rapport d’indice optique entre la phase des fibres
et la phase transparente est compris dans l'intervalle [2; 4].

Finalement, une modélisation statistique du probléme conductif représentant
Iagitation thermique dans les fibres a été développée. Elle se base sur le mouve-
ment Brownien d’un grand nombre de marcheurs dans les fibres, ces marcheurs
transportant une certaine quantité d’enthalpie. Lors de leur déplacement, ces
marcheurs sont chauffés ou refroidis par le dépot (algébrique) d’énergie radia-
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tive. Le probléme est régi par les conditions aux limites qui sont des tempéra-
tures imposées aux extrémités du milieu. Comme le champ de puissance radia-
tive dépend du champ de température, un processus itératif permet de résoudre
le probléme du transfert thermique couplé. Ce modéle couple la conduction et le
rayonnement & ’échelle des fibres et donne des résultats équivalents a ceux issus
d’un modéle classique couplant ces deux modes de transfert a ’échelle globale.
Dans ce travail, le modéle statistique a permis de déterminer précisément la
conductivité phonique effective du milieu fibreux ayant une morphologie com-
plexe, et un modéle itératif classique a permis de déterminer la conductivité
totale. Une seconde étude portant sur lefficacité d’isolation du milieu fibreux
prenant en compte les effets conductifs et radiatifs a été réalisée. Elle a montré
qu’un milieu fibreux isole plus efficacement quand les fibres sont opaques et sont
orientées perpendiculairement & la direction du transfert, quand sa porosité est
comprise dans l'intervalle [0.6; 0.8] et quand le rapport d’indice optique entre
la phase des fibres et la phase transparente est compris dans U'intervalle [2; 3].

La modélisation du transfert thermique couplé conduction-rayonnement dé-
veloppée dans ce travail peut étre appliquée aux milieux poreux vérifiant les
conditions suivantes :

O La taille des pores et la diamétre des fibres doivent étre grands devant la
longueur d’onde, c’est-a-dire que les conditions de validité de l'optique
géométrique doivent étre vérifiées.

( Les propriétés thermophysiques des phases doivent étre connues a une
échelle de longueur plus petite que la résolution de la morphologie du
matériau.

( Les lois de réflexion et de transmission aux interfaces sont supposées
spéculaires et données par les lois de Fresnel, ce qui sous-entend que les
intefaces sont de qualité optique.

Dans cette étude, quelques approximations contestables ont été faites. Le libre
parcours moyen des marcheurs conductifs a été supposé étre le méme dans
toutes les directions alors qu’il est probable que la conductivité thermique des
fibres est plus grande dans la direction axiale que dans la direction radiale. De
plus, dans nos calculs les marcheurs pouvaient se déplacer de fibres en fibres sans
résistance, on faisait donc I’hypothése que la phase des fibres est continue. On
peut imaginer la modélisation d’une résistance thermique de contact entre deux
fibres représentant leur écrasement. Mais des études expérimentales précises de
ces deux points sont nécessaires pour estimer leurs impacts sur le transfert
thermique.

Ensuite, il reste & améliorer ces modéles pour pouvoir résoudre les problémes
instationnaires et prendre en compte les effets liés aux hétérogénéités qu’on
peut trouver au sein des matériaux réels. Dés lors que 'on place le matériau
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fibreux dans un gaz, des effets convectifs vont jouer un role dans le transfert
thermique et devront étre pris en compte dans I’avenir.

Les perspectives de ce travail sont d’intégrer ces méthodes dans un logiciel
de simulation des propriétés thermiques de matériaux fibreux connaissant leur
morphologie réelle et les propriétés thermophysiques de leurs constituants. Ces
méthodes sont parallélisées et nécessitent de gros moyens de calcul. Néanmoins,
ces simulations sont utiles pour dimensionner des barriéres thermiques utilisées
dans des applications énergétiques a haute température. Cette thése a permis
de développer les bases théoriques pour la modélisation du transfert couplé
conduction-rayonnement dans les matériaux poreux comportant deux phases
pouvant étre de nature non Beerienne, semi-transparentes et anisotropes, et en
tenant compte des effets de bord.



Annexe A

Propriétés des termes sources de
diffusion

Considérons la diffusion externe, par transmission, d’'un rayonnement d’une
phase ¢ vers une phase d. Le cas de la diffusion interne (réflexion) est déduit en
posant ¢ = d. La diffusion externe depuis une phase Beerienne ¢ d’indice optique
n, . vers une autre phase Beerienne d d’indice optique n, 4 est caractérisée par
le coefficient de diffusion o0, .4(u) et par la fonction de phase p, 4. Le terme
source de diffusion par unité de volume dans un angle solide élémentaire dQ24(u),
exprimé dans la phase d, s’écrit :

Sscucd(u) dQy (u) = de(u) / chd(ul) wjuc(ul)dglc(ul) (Al)

4 4r

La fonction de phase p, .4 associe une luminance diffusée, exprimée dans la
phase d, & un flux incident élémentaire caractérisé par la luminance I, . exprimée
dans la phase c.

Dans les conditions de ’équilibre thermique idéal, le théoréme de réciprocité
stipule que la puissance radiative diffusée d’une direction u; dans la phase ¢
vers une direction u dans la phase d est égale a la puissance radiative diffusée
de la direction —u de d vers la direction —u; de ¢, i.e.

o UV Ci u 7u
Jl,cd(ul)HcTLQ I (T) dQlc(ul)pdiﬂ_l)de<u)

vec-v

pl/dc(_u7 _ul)

= opae(—w) Tgn2 T(T) dfg(—w) 222
/I

dQlc(—ul) (AQ)

Par ailleurs, dans ces conditions le théoréme de Clausius s’écrit :
n2,dQe(ay) = n?,;dQq(u) = dQ (A.3)

ou dQ, dQi.(u;) et dQg(u) sont les angles solides élémentaires dans le vide,
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dans la phase c et dans la phase d respectivement. De plus,
dQ.(u) = dQqe(—u), dQg(u) = dQy(—u), dQ(u) =dQ(—u) (A.4)
Dans ces conditions 1’équation (A.2) devient :

Pv cd(ub 11)

Pv dc(_ua —111)
—_ Ab
4 n?/d (4.5)

= opde(—u) Iy
v A7 n2.

Oucd(ul) Hc

En utilisant ’équation (A.5), I’équation (A.1) devient :

n2 II vde\— Y T
Sscucd(u) = <ydd) Uudc(_u)/ Mluc(ul)dglc(_ul)
4

n2 I, 47
(A.6)
Par définition, la fonction de phase p, 4. est normalisée par la relation :
/ p—”dc(;“’ U 40 (—wy) = 1 (A7)
4 a

Dans les conditions de l'équilibre thermique idéal, I, .(uy) = II.n2  I3(T), et
donc le terme source de diffusion global S¢., ., associé a la diffusion externe de
I’énergie radiative de la phase c vers la phase d dans la direction u est égal a
2

gcucd(u) = Oy dc(*u) g Nyd Il?(T) (AS)
En se basant sur le principe du bilan détaillé, ce terme source est égal, dans
les conditions de 1’équilibre thermique idéal, au terme source d’extinction par
diffusion de I’énergie radiative diffusée de la phase d vers la phase ¢ dans la
direction u, i.e. o, gc(u) gn? ; I5(T), ce qui donne la relation :

Uvdc(_u) = Uudc(u) (Ag)

Dans le cas de la diffusion interne (réflexion), le théoréme de réciprocité, dans
les conditions de I’équilibre thermique idéal, donne la relation :

Sscvec(n) = UVCC(_U)/4 lec(ul)dﬁlc(—ul) (A.10)

et la relation :
chc(_u) = chc(u) (All)

Ces relations sont générales pour tout type de milieu poreux comportant plu-
sieurs phases.



Annexe B

Fonctions de distribution des
directions diffusées

Les phénomeénes de diffusion multiple sont facilement simulés au sein du milieu
réel a l’aide de la technique de Monte Carlo. Cette approche est basée sur le
traitement corrélé de ’émission, de la diffusion par réflexion aux interfaces, de
la diffusion par transmission aux interfaces et de ’extinction par absorption, et
sur le traitement non corrélé de I'extinction par diffusion en volume.

Par souci de simplicité, considérons le cas de ’émission de rayonnement par une
surface opaque au sein d’une phase transparente (cas OT). Un grand nombre
de rayons sont émis depuis des points M(r) appartenant aux surfaces opaques
dans des directions aléatoires u, caractérisés par des poids w = ay,[u.n(r)]
associés a I’émissivité des interfaces. Une partie de ces rayons (ceux qui ne sont
pas absorbés) sont réfléchis aux interfaces. Tous les points d'impact M;j(ry)
sont des points sources de diffusion associés au premier phénomeéne de diffusion
(premiére réflexion). Le poids wy(r, r1, u) associé a 'émission des rayons depuis
le point My dans la direction u et diffusés au point M; est le produit du poids
associé a ’émission et du poids associé a la réflexion, i.e.

wy(r,r1,u) = a,[u.n(r)] (1 - ozl,[—u.n(rl)]> (B.1)
ou r est le point source d’émission.

Le poids de la diffusion du rayonnement depuis le point M7 dans la direction
u; s’exprime alors par :

(1) fZ/V/ul.n(r)>O Ji wa(r,r1,u) 0(u; —u*) dQy(u)dr
W' (r1) = (B.2)
fE/V/ul-n(r)>0 f47r wu(r’ ry, u) dQl(u) dr

ol u* est la direction conjuguée de u déduite en considérant les lois de Fresnel
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(réflexion spéculaire). La fonction de distribution des directions diffusées aux
interfaces u; s’exprime dans le repére fixe du milieu par :

Wi (r1)

5 Way,ry) = :
W (x))dr}

(B.3)

M /V/ui.n(r))>0

De maniére similaire, le poids wy, (r1,r2, u;) associé a la premiére diffusion des
rayons au point M; dans la direction u; et diffusés une seconde fois au point
My est le produit de Wt(ll)(rl) et du poids associé a la seconde réflexion, i.e.

Wy, (11,12, 1) = W (1) <1 - ozl,[ul.n(rz)]>, (B.4)

Des équations semblables aux équations (B.2) et (B.3) sont ensuite écrites pour

exprimer le poids associé & la seconde diffusion Wl(lz)(rg) et la fonction de dis-
S5(2)

tribution des directions diffusées associée a la seconde diffusion fs. ' (ug,rs2).
Cette fonction de distribution permet de calculer Gfx(f) (ug, s’ — s).

Cette procédure est itérée pour obtenir toutes les fonctions statistiques radia-

tives d’extinction Gfx(tn)

sont stoppés quand la puissance radiative émise est absorbée.

(un), s’ —s). Dans tous les cas, les calculs Monte Carlo



Annexe C

Résolution du probléme du
transfert radiatif dans un milieu
fibreux composé de deux phases
Beeriennes

Dans cette annexe on va résoudre le probléme du transfert radiatif dans un mi-
lieu fibreux en supposant les deux phases Beeriennes. Le milieu fibreux d’étude
est celui présenté a la partie II. Ce milieu, de porosité 0.75, a été généré nu-
mériquement en empilant des cylindres orientés de facon préférentielle dans le
plan perpendiculaire & la direction du transfert z, Iécart-type associé & leur
dispersion est de 5%. La phase des fibres a est semi-transparente non diffusante
caractérisée par ’épaisseur optique k, o d = 0.3 et par 'indice optique n, , = 2.
Ces fibres sont plongées dans une phase transparente b caractérisée par l'indice
optique nyp = 1.

C.1 Caractérisation radiative du milieu fibreux com-
posé de deux phases Beeriennes

Dans un milieu Beerien, les fonctions statistiques radiatives associées aux diffé-
rentes diffusions sont égales & des lois exponentielles caractérisées par des coeffi-
cients radiatifs. Dans la phase a les fonctions statistiques radiatives s’écrivent :

Gresta,s' —s) = G2 (s —s)=G3 (w5 —s)=..

vexta vexta

= l—exp|—fBra(u)(s —s) (C.1)
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Pos(u, s —s) = P,jqa(}z)(u, s —s)= P,jqa(g)(u, s —8)=..
k() B B ;o
— B () (1 exp [ Bua(u)(s S)D (C.2)
PVSCCLUL(uv 5, - S) = Puss(clga(u7 S/ - S) = Pl:gs(f(z,a(uv S, - 8) = ..
_ Ovaa(u) _ _ I
= 5.0 (1 exp[ Bua(u)(s S)D (C.3)
Proca(us' —s) = PUl(u s —s) = PI0 (s —s) = .
- Uuab(u) . . o
- (1-exp [~ Bralu)(s’ = 5)]) (C.4)
Pvscaa(U1, 1) = pgs(i)aa(uhu) = Pfﬁfzm(uhu) =.. (C.5)
puscab(ula u) = pfs(i)ab(ulﬁ u) = pfs(izzb(uh u) = .. (CG)

Ces fonctions sont calculées par la méthode de Monte Carlo appliquée aux mi-
lieux non Beeriens décrite dans le paragraphe 1.1.2.4. Le coefficient d’extinction
By a(u) est ensuite déterminé par la méthode RDFI décrite dans le paragraphe
1.1.1.2; puis le coefficient d’absorption et les coefficients de diffusion sont dé-
duits en pondérant (3, ,(u) par les taux d’absorption et de diffusion :

Kua(u) = ﬁua(u) Pl/aa(u7 OO) (C7)
Uuaa(u) = Bya(u) PV scaa(u7 OO) (CS)
szab(u) = Bua(u) P, scab<u7 OO) (Cg)

La phase transparente b est Beerienne, elle est donc caractérisée par les coeffi-
cients radiatifs £, 5(u), o, p(0) et 0y, p4(u) calculés au chapitre 5.

La figure C.1 compare les fonctions statistiques radiatives déterminées par la
méthode de Monte Carlo a leurs approximations quand on suppose les deux
phases Beeriennes. On trace également, sur la figure C.2, I’évolution du critére
de validité de la loi de Beer-Lambert dans les deux phases en fonction de la
direction de propagation, ce critére de validité ayant pour expression :

S0 (Gueatlu, s —5) = (1~ expl-B(w) (s~ 5)]))
Zévs Gpezt(u, s — )2

erprr(u) = (C.10)
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FIiGURE C.1 — Fonctions de distribution cumulée d’extinction G, ..¢ dans les deux
phases. (-) G, et exacte (- -) Gy exr Beerienne. i) dans la phase b. ii) dans la phase
a.

La loi de Beer-Lambert est jugée valide quand egrppr(u) < 4.1072 |

|. On confirme que la phase b est rigoureusement Beerienne car
erprrp(u) est partout inférieur & 2%. Dans la phase a, quand —0.5 < p < 0.5,
erpriq(u) atteint 40%, ce qui rend caduque ’hypothése Beerienne.
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FiGURE C.2 — Critére de validité de la loi de Beer-Lambert calculé dans les deux
phases. (-) erprr(n). (- -) Limite de validité de 4%. i) dans la phase b. ii) dans la
phase a.

Cependant, dans la suite nous allons considérer la phase des fibres a Beerienne
afin de quantifier 'impact de cette approximation sur les champs de tempéra-
ture et de puissance radiative. Les coefficients radiatifs associés aux deux phases
Beeriennes sont présentés sur la figure C.3.
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FIGURE C.3 — Coefficients radiatifs adimensionnés associés aux deuz phases Bee-
riennes. i) dans la phase b. ) dans la phase a. o : Coefficient d’extinction; A :
Coefficient de diffusion interne; o : Coefficient de diffusion externe; O : Coefficient
d’absorption.

C.2 Modéle radiatif

Au coeur du milieu nous sommes dans des conditions identiques & celles du
modéle du milieu fibreux optiquement épais développé dans le paragraphe 5.1.3.
Dans ce cas le probléme radiatif est modélisé par deux RTE couplées :

dlyq

2 o
ds’ (u, 5,) + Bra(u) Lyo(u, 5/) = fiya(u) ”uaIy[Ta(S/)] (C.11)
4 _ _
+ Ul/aa(u)/ L,a(ul,s/l)wdQla(—ul)
0 4
ngaHa am puab(_u7_u1)
" <n,2,bﬂb)gwb(u)/o be(ul’sa)TdQIb(_ul)
drl, A vob(—u, —u
) B ool s) = opala) [ ) T a0 )
S 0 a7
7112/ 1, an puba(_uy_ul)
+ (ngzna> Uuba(u)/o Iua(ulasll)T dQla(—ul) (C.l?)

Proche des extrémités du milieu les effets de bord pris en compte dans la GRTE,
équation (1.27), se simplifent quand les phases sont Beeriennes (voir les équa-
tions (1.42) et (1.44)). Les termes correspondant a l’atténuation par extinction
et au gain par diffusion dans chaque phase doivent étre ajoutés au modéle ci-
dessus.
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Ces termes s’écrivent :

4 _Byc<u) Iﬁ(u? Sw) exp [ - Buc(u) (3/ - sw)}
4 +chc(u) f47r If/ﬂ(ul’ Sw) exp |: - Buc(ul) (S/ - Sw):| }% d)

2 e ved(W,
3+ (24 ) ovea(w) [ 1 (01, 80) exp [<Byalw) (5/—s,) | st a0y
ou c¢ et d peuvent étre les phases a et b ou b et a.

Ce probléme couplé est résolu & ’aide de la méthode de Monte Carlo présentée
dans le paragraphe 5.3.1. Elle est basée sur la simulation de la propagation d’un
grand nombre de paquets de photons transportant la méme quantité d’énergie
radiative au sein du milieu homogénéisé caractérisé par les fonctions statis-
tiques radiatives des deux phases définies dans le paragraphe C.1. On suit le
cheminement des rayons depuis leur émission, leurs diffusions multiples dans
chacune des deux phases, jusqu’a leur absorption.

C.3 Reésultats

Le milieu fibreux de longueur D = 100d dans la direction du transfert z est
placé entre deux murs & z = O et z = D. Il est divisé en N, cellules suivant z ot la
premiére cellule & z = 0 et la derniére cellule & z = D correspondent aux murs.
Si on considére deux températures imposées aux extrémités 7°(0) = 2000 K
et T'(D) = 300 K et la condition du régime stationnaire radiatif, c’est-a-dire
PE(i) =0 pouri = 2,...,(N, — 1), on peut calculer le champ de tempéra-
ture s’instaurant dans le milieu; les résultats sont présentés sur la figure C.4.
Si on considére un champ de température linéaire imposé dans le milieu ou
T(0) = 2000 K et T(D) = 300 K, on peut calculer le champ de puissance vo-
lumique radiative au sein du milieu fibreux ; les résultats sont présentés sur la
figure C.5.

L’écart relatif entre le champ de température calculé en supposant la loi de
Beer-Lambert valide et le résultat exact est faible puisqu’il est partout inférieur
a 5%. Pour cette configuration de milieu fibreux, on commet certes une erreur
en supposant que la phase des fibres est Beerienne; toutefois, le champ de
température calculé sur la base de cette hypothése est trés acceptable.

Sur la figure C.5, on voit que ’écart relatif entre le champ de puissance ra-
diative calculé en supposant la loi de Beer-Lambert valide et le résultat exact
atteint 1500% au voisinage du bord chaud, 7'(0) = 2000 K. Dans cette zone,
la puissance radiative prend de trés grandes valeurs (négatives), et le choix du
modeéle a un impact trés fort sur les résultats. Au coeur du milieu, I'écart re-
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latif est de 'ordre de 30%. Pour coupler le rayonnement avec d’autres modes
de transfert thermique, on a besoin de déterminer le champ de puissance radia-

tive ; pour cette configuration de milieu fibreux, il s’avére qu'un modéle précis
de rayonnement doit étre utilisé.
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FiGURE C.4 — A gauche, champs de température au sein du miliew fibreuz

0 :
résultat exact calculé au moyen du modéle couplant une GRTE et une RTE (voir
paragraphe 5.1.2); o :

résultat en supposant valide la loi de Beer-Lambert dans les
deuz phases (modéle décrit au paragraphe C.2) ; o : résultat calculé au moyen du modéle

de Fourier radiatif (voir paragraphe 5.3.2). A droite, écart relatif entre le champ de
température calculé en supposant la loi de Beer-Lambert valide et le résultat exact.
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FiGure C.5 — En haut a gauche, champs de puissance radiative au sein du milieu
fibreuz : O : résultat exact calculé auw moyen du modéle couplant une GRTE et une RTE
(voir paragraphe 5.1.2); o : résultat en supposant valide la loi de Beer-Lambert dans
les deux phases (modéle décrit au paragraphe C.2); o : résultat calculé au moyen du
modéle de Fourier radiatif (voir paragraphe 5.3.2). En haut o droite, écart relatif entre
le champ de puissance radiative calculé en supposant la loi de Beer-Lambert valide
et le résultat exact. En bas, agrandissement de la figure précédente aux écarts relatifs
compris entre 0 et 1.
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Résumé : Dans ce travail, les propriétés
thermiques effectives du milieu fibreux sont
déterminées en tenant compte du couplage
conduction et rayonnement. Un échantillon
numeérique fibreux statistiquement homogéne
composé de deux phases a été généré en em-
pilant des cylindres finis absorbant dans le
vide. Ces cylindres sont dispersés selon des
fonctions de distribution de la position de
leur centre et de leur orientation. L’interpé-
nétration des cylindres est permis. L’extinc-
tion, I’absorption et la diffusion sont caracté-
risées par des fonctions statistiques radiatives
qui permettent de savoir si le milieu est Bee-
rien (ou non). Elles sont déterminées précisé-
ment a ’aide d’une méthode de Monte Carlo.
On montre que la phase gazeuse a un com-
portement Beerien et que le phase fibreuse a
un comportement fortement non Beerien. Le

champ de puissance radiative déposée dans
le milieu fibreux est calculé en résolvant un
modéle qui couple une Equation du Transfert
Radiatif Généralisée (ETRG) et une Equa-
tion du Transfert radiatif Classique (ETR).
Le modéle de conduction thermique est basé
sur une méthode de marche aléatoire ne né-
cessitant aucun maillage. La simulation du
mouvement Brownien de marcheurs dans les
fibres permet de résoudre I’équation de I’éner-
gie. L’idée de la méthode est de caractériser
la température d’un volume élémentaire par
une densité de marcheurs, qui peuvent par-
courir le milieu. Le probléme est gouverné par
les conditions aux limites; Une concentration
constante de marcheurs (ou un flux constant)
est associée & une température imposée (ou
un flux).
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Abstract : In the present work, the effective
heat transfer properties of fibrous medium are
determined by taking into account a coupling
of heat conduction and radiation. A virtual,
statistically homogeneous, two-phase fibrous
sample has been built by stacking finite absor-
bing cylinders in vaccum. These cylinders are
dispersed according to prescribed distribution
functions defining the cylinder positions and
orientations. Cylinder overlappings are allo-
wed. Extinction, absorption and scattering
are characterised by radiative statistical func-
tions which allow the Beerian behaviour of a
medium to be assessed (or not). They are ac-
curately determined with a Monte Carlo me-
thod. Whereas the gaseous phase exhibits a
Beerian behaviour, the fibre phase is strongly

non Beerian. The radiative power field depo-
sited within the fibrous material is calculated
by resolving a model which couples a Gene-
ralized Radiative Transfer Equation (GRTE)
and a classic Radiative Transfer Equation
(RTE). The model of conduction transfer is
based on a random walk method without me-
shing. The simulation of Brownian motion of
walkers in fibres allows the energy equation
to be solved. The idea of the method is to
characterize the temperature in an elemen-
tary volume by the density of walkers, which
roam the medium. The problem is governed
by boundary conditions; A constant concen-
tration of walkers (or a constant flux) is as-
sociated with a fixed temperature (or flux).
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